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Introd ucción 

En 1933, Glivenko y Cantelli, publicaron un resultado fundamental sobre la 
convergencia de la función de distribución empírica. 

Dadas Xl , ... , X n variables aleatorias independientes con función de dis­
tribución F , 

1 n 
Fn(t) = -;;: L 1 (-oo,tl (X¡), - 00 < t < oc . 

¡=l 

que asigna igual masa ~ a cada Xi, se llama la función de distribución 
empírica. Aquí, lA denota la función indicadora del conjunto A. 

El resultado publicado es sobre la convergencia uniforme de Fn a F, para el 
caso contínuo, Glivenko y después en general, Cantelli. 

Si Xl, ... , Xn son variables aleatorias independientes con función de dis­
tribución arbitraria F entonces, cuando n --> 00, 

Dn := sup 1 Fn(t) - F(t) 1--> O con probabilidad uno. 
tER 

Este resultado ha sido uno de los teoremas fundamental('~ de la est.adística 
y parte central en el estudio de la inferencia estadística. 

El estudio de los procesos empíricos cuya definicíon se dará mas adelante 
y de la función de distribución empírica, son uno de los temas con mayor 
seguimiento en su investigación. Las aplicaciones para l a~ diferentes ramas 
de la estadística se han multiplicado, especialmente porque muchos procedi­
mientos estadísticos, pueden ser vistos como funcionales del proceso empíri­
co, y la conducta de tales procedimientos pueden ser deducidos del proceso 
empírico. 

En este trabajo se dan algunas propiedades generales de los procesos empíri­
cos. La mayoría de los resultados que se presentan aquí, se obt.uvieron de [15]. 

Para entender este trabajo se necesitan conocimientos generales de Proba­
bilidad, así como ideas básicas de Análisis e Inferencia E~tadíst ica. Como 
ayuda para el lector, se incluye un a.péndice con los resultados principa les 
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que se usan. 

Este trabajo, se organizó de la siguiente manera: 

En el Capítulo 1 se da una introducción a lo que es la función de distribución 
empírica, sin hacer suposición alguna del carácter distribucional en los datos. 
También se dan algunos resultados principales de las transformaciones libres 
de distribución, que simplifican algunos resultados referentes a la distribu­
ción empírica, al caso uniforme. 

En el Capítulo II, se dan algunas propiedades de la función de distribución 
empírica, donde los datos constituyen una muestra aleatoria con función de 
distribución F . En este capítulo se demuestra la convergencia uniforme de 
Fn a F y de a lgunos resultados de estadísticas relacionadas con Dn, llama­
da también estadística de Kolmogorov-Smirnov. De igual manera, se dan 
algunos resultados fundamentales que conllevan a la convergencia uniforme 
de la función característica empírica a la función característica usual. 

En el Capítulo III, se da una introducción a la estimación de la función de 
densidad, propuesta por Rosenblatt [10]. Se dice que una sucesión Wn de 
pesos es consistente si siempre que (X , Y) , (X¡ , Y¡), (X2 , Y2 ), . . . sean inde­
pendientes e identicamente distribuidos (i.i .d.), donde Y toma valores reales 
y para r ::::: 1, lE I y Ir < 00, entonces lEn(Y I X) ~ lE(Y I X) en Lr (Zn ~ Z 
en Lr, signifíca que lE I Zn -Z Ir ~ O) . Aquí, X, X¡.X2, ... es una sucesión de 
variables aleatorias i.i.d . con valores en IRd , sobre un espacio de probabilidad 
rI. Se probará la consistencia de {Win}. 
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Capítulo 1 

Definiciones básicas 

1.1. Preliminares 

Asumiremos que estamos en un espacio de probabilidad (O, F, P), i.e., O un 
conjunto no vacío, F una u-álgebra de subconjuntos de O y P una medida 
de probabilidad definida sobre :F. Para la notación de este capítulo y lo que 
sigue, ver [8] . 
La función X : (O, F , P) -> (IR, B(IR)) es una variable aleatoria (v.a.) si 

X-1(B) = {u: E O : X(w) E B} E F para todo BE B(IR) . 

B(IR) es la u-álgebra de Borel de IR. 
En otras palabras, una variable aleatoria es una función medible de (O, F , P) 
a (IR,B(IR)). 
Un ejemplo de variable aleatoria muy útil, es la función indicadora de un 
conjunto A E F : 

lA(W) = {1, s~ w E A 
0, SI W ~ A. 

La variable aleatoria X definida sobre (D, F, P), induce una medida Px 
sobre B(IR) , definida por 

P.-.;(E) = P{X-1(E)} (E E B(IR)). 

Px es una medida de probabilidad sobre B(IR) y es llamada la distribución 
o ley de X. Cuando se requiera, se denotará por .c la distribución o ley de 
una variable aleatoria. 
Para cualesquieras X y Y variables aleatorias, definidas sobre un espacio de 
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1 Definiciones básicas 1.1 Preliminares 

probabilidad común, la igualdad X ~ Y o .c(X') = .c(Y) significa que X y 
Y tienen la misma distribución. 

1.1.1. Definición. La función de distribución (f. d.) de la. variable aleatoria 

X , es la función F = Fx definida por 

Fx(x) = Px( -00, x] = P(w E íl : X(w) :S x) , .l" E R 

En lo que sigue, escribiremos {X :S x} en lugar de {w E íl : X (w) :S x }, y 
cuando X tenga por f.d . F, se escribirá X '" F. 
Se dice que f : IR ----> IR es una función de densidad si f(x) :::: O para todo 
x E IR, Y 1: f(x)dx = l. 

En este caso, la medida de probabilidad asociada a f , es la medida de pro­
babilidad p¡ sobre B(IR), definida por 

F¡(A) = ¡ f(x)dx para todo A E B(IR). 

1.1.2. Teorema. La función de distribución de una variable aleatoria X 

es una función creciente, continua por la derecha y satisface 

F( -00) = lím F(x) = O 
x--oc 

y 

F(+oo) = lím F(x) = l. 
x-oc 

Demostración: Sean x E IR Y h > O. Notemos que 

F(x + h) - F(x) 

Luego, 

lP(X :S x + h) -lP(X :S x) 

lP(-oo < X :S x U x < X :S x + h) -lP(X:S ~. ) 

lP( -00 < X :S x) + lP(~' < X :S x + h) -lP(X :S x) 

lP(x < X :S x + h). 

F(x + h) - F(x) = lP(x < X :S x + h) :::: O. 

Por lo tanto, F es creciente. 
Demostremos ahora que F es continua por la derecha.. i.e .. 

lím F(y) = F(:J:). 
y!x 

6 



1 Definiciones básicas 1.1 Preliminares 

Puesto que F es creciente, 

lím F(y) existe y es igual a F(x+). 
yJx 

Entonces debemos probar que F(x+) = F(x). 
Así, sea {a n} 10 Y consideremos {an + x }n2:I. Entonces {Gil + x} 1 x. 
Definamos 

An={X::;x+an} para todo n = 1, 2, ... 

Entonces 

y 
00 n An = {X::; x}. 

n=1 

Así que, 

00 

F(x) = IP'(X::; x) = lP(n An) = IP'( Iím A I1 ) = lím lP(An) 
n-oc n-.JO 

n=1 

= lím lP(X ::; X + an) = lím F(x + an) = F(.r+). 
11-00 71-00 

Por lo tanto, 
F(x) = F(x+) 

y 
F es continua por la derecha. 

Finalmente, para todo n 2: 1, 

F(n) - F(-n) = lP(-n < X::; n) . 

Tomando límites en ambos lados cuando n -> 00, se concluye 

F(+oo) - F(-oo) = 1. 

Puesto que O::; F(x) ::; 1 para todo x E IR, se sigue que 

F(+oo) = 1 Y F( - 00) = O 

o 



1 Definiciones básicas 1.1 Preliminares 

1.1.3. Definición. Para una función de distribución F, la función cuantil 

F - 1, se define como 

F-1(t) = inf{x E IR : F(x) 2: t}, 0 < t < 1. 

1.1.4. Lema. Sea F función de distribución. Entonces F-1(t), 0< t < 1 

es creciente, continua por la izquierda y satisface 

(i) F-1(F(x)) :s x: -00 < x < oo. 

(ii) F(F-1(t)) 2: t si O < t < 1. 

(iii) F(x) 2: t si y sólo si x 2: F - 1(t). 

Demostración: i\Iostremos que F - 1 es creciente. Sea O < p < q < 1, 
entonces 

{x E IR: F(x) 2: q} e {x E IR: F(x) 2: p}. 

Así que 
inf{x E IR : F(x) 2: p} :s inf{x E IR: F(x) 2: q} 

y 

Por lo tanto, F-l es creciente. 

(i) Sea x E IR tal que O < F(.r) < 1. 

x E {y E IR: F(y) 2: F(x)} . 

Entonces 
inf{y E IR: F(y) 2: F(x)} :s x . 

Por lo tanto, 
F- 1(F(x)) :s x. 

(ii) Sea O < t < 1 Y e = {x E IR : F(x) 2: t}. 
Observemos que si y E e entonces F(y) 2: t. 
Sea 

a:= inf{x E IR: F(x) 2: t}. 

Entonces, si h > O. F(a + h) 2: t, Y por ser F continua por la derecha, 

F(o) = lím F(a + h) 2: t. 
h~O 
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1 Definiciones básicas 1.2 La [unción de distribución empírica 

Entonces Q E e y F(F - I(t» ~ t. 

(iii) Supongamos F(x) ~ t. Entonces 

x E {y E lR: F(y) ~ t} Y F- 1(t) = inf{y E lR: F(y ) ~ t} ::; x. 

Por lo tanto, 
F(x) ~ t implica F-I(t) ::; x. 

Por otro lado, si x ~ F- 1(t) entonces, al ser F creciente y por la relación 
(ii), 

Por lo tanto, 
x ~ F- 1(t) implica F(x) ~ t. 

o 

1.2. La función de distribución empírica 

Para un conjunto de datos X¡, X2, ... ,Xn con escala nomina l u ordinal, o de 
tipo univariados o multivariados y, A e S un conjunto de interés asociado 
con los n datos, la cantidad 

(1.1) 

se llama la distribución empírica (medida) de A. Notemos que Jln(A) 
es la proporción de datos que caen en el conjunto A. 

Cuando los datos tienen escala métrica, los intervalos extendidos (-00, t] 
con t E lR, son los conjuntos de interés. En este caso 

1 n 

Fn(t) == Jln( -00, t] = ;;: 2:= 1{Xi ::;t} , 
i=1 

(1.2) 

se le llama la función de distribución empírica de XI , X2,"" X n . 

Notemos que si s::; t, {Xi ::; s} e {Xi::; t} para todo i = 1,2, . . . ,n. 
Entonces 1p;i ::;s} ::; 1V;i ::;t } para todo i = 1,2, ... , n . Por lo tanto 

1 n 1 n 

- '" l{.\: <s} ::; - '" l{x <t} n~ ,- 11 ~ ' -
i=1 i=1 

9 



1 Definiciones básicas 1.2 La [unción de distribución empírica 

y 
Fn(s) :S Fn(t) para s :S l , 

i.e., FIl es creciente. Además, si s 1 -00 y t T 00, obt.enemos en el límite 

La función indicadora de un conjunto A e S, está intima mente relacionada 
con la medida de Dirac. Para cada x E S y A e S. 

Jx(A) = {1, s~ x E A 
O, SI X ~ A. 

En este caso, 

Notemos que en Jx , x permanece fijo y A varía sobre la clase de conjuntos 
de S, mientras que para la función indicadora, el que permanece fijo es el 
conjunto A, variando x sobre S. 

Jx es una medida de probabilidad, en efecto: 

Sea S un conjunto y A e S. Consideremos A = {A , N. 0. S} la O"-álgebra 
generada por A. Entonces 

(i) 

Como S e S y x E S, entonces Jx(S) = 1. 

xES 
x ~ S. 

(ii) Por definición de Jx, Jx(A) 2: O para todo A E A. 

(iii) Demostremos que 

Observemos que 

Por otra parte, como x E S, entonces x E A o x E AC 

Entonces, si x E A, Jx(A) = 1 Y Jx(A C
) = O. Por lo tanto. 

10 



1 Definiciones básicas 1.2 La [unción de distribución empírica 

Si x E N, eS;,(N) = 1 Y eSx(A) = O. Por lo tanto, 

Así que, 

y eSx es una medida de probabilidad. 

La expresión (1.1) ahora se puede escribir como 

o simplemente como 
1 n 

¡'¡'n = - "" eSx · n~ , 
;=1 

(1.3) 

Ahora introducimos lo que llamaremos integrales empíricas, que serán de 
gran utilidad en lo que sigue. Empezamos observando que 

Entonces, si ponemos rp = lA, la segunda igualdad de la expresión anterior 
se puede escribir como ¡ rpdeSx = rp(x). 

Esta expresión se puede extender a otras rp' s , que no son necesariamente 
funciones indicadoras como veremos mas adelante. Puest.o que ¡I" es una 
combinación lineal de las masas puntuales eSx" 1 ::; i ::; n. obtenemos 

¡ ¡ In ¡n¡ 1" 
rpd¡'¡'n = rpd(;¡ ¿ eSxJ = ;¡ ¿ -.pdÓx¡ = :;:; ¿ <p(X¡). 

;=1 i=1 1= 1 

Así, tenemos la expresión 

¡ In 
rpd¡'¡'n = ;¡ ¿ rp(X¡) . 

;=1 

(lA) 

i.e., una integral empírica es justamente el promedio de la .; eva luada en los 
datos. 

11 



1 Definiciones básicas 1.2 La [unción de distribución empírica 

La medida producto /1n ® /1n está unicamente determinada a través de con­
juntos rectangulares Al x A2. Entonces la expresión (1.3) se escribe ahora 

1 n n 

n2 I:I:óxi (A 1)ÓXj( A2 ) 

i=l j=1 

1 n n 

n2 I: I: I{X i EA¡,Xj EA2}' 
i=1 j=1 

Así que para una función arbitraria de dos variables t.p = t.p(x, y) la extensión 
de (1.4) se escribe 

Veamos un ejemplo. 

1.2.1. Ejemplo. Si X¡,X2 , '" ,Xn son observaciones que toman valores 

reales, y si t.p(x, y) = !(x-y?, entonces al evaluar J t.pd(JLn ®JLn), obtenemos 

la varianza muestral 
n 

2_1 ~ - 2 
O'n - - L)Xi - X) . 

n i=l 

Demostración: 

1 n n 1 
- ~~ -(xi-xi 
n2LL2 J 

i=1 j= 1 

1 n n 1 
2' I: I: -2 (x; - 2XiXj + xJ) n 

i=1 j=1 

- ~ ?!:'x2 - X ~ X + - ~ x2 1"( n In) 
n2 L 2' I L J 2 L J 

i=1 j=1 j=1 

1 n ( 1 n ) - ~ !..':x2 -nXiX + - ~x2 
n2 L 2 ' 2 L J 

i=1 j=1 

1 n (1 1 n ) - ~ _x2 - XiX + - ~ x 2 

n L 2 ' 2n L ) 
i= 1 j=1 

1(1" In) ~ :2 ¿ x; - nx2 + :2 I: .1'] 
i=1 j=1 

12 



1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

Por lo tanto, 

~ (t x? - nx2
) 

,=1 

~t(Xi-Xf 
n 

i= l 

J l~ -2 2 
<pd(Jln ® Jln) = - L.)Xi - X) = O"n 

n i=l 

la varianza muestra\. 

1.3. Distribución empírica con datos reales 

• 

En esta sección estudiamos a las distribuciones empíricas, en el caso en que 
los datos toman valores reales . Así, sean Xl, X2, ... , Xn observaciones con 
valores reales. Ordenando estos datos en forma creciente obtenemos 

La cantidad X i :n se llama la i-ésima estadística de orden. En lo que sigue 
supondremos que los datos no se repiten . Así que ahora se tiene 

X l:n < X2:n < ... < Xn:n· 

Si X j = X i :n, el índice i, determina la posición de X j en la mues t.ra. Este 
índice se llama el rango de Xj. Si denotamos por Rj al rango de X j vemos 
que 

X j = X Rj :n . 

Notemos que el rango de Xj, se puede escribir en terminos de Fn como sigue: 

Así que se tiene la relación 

13 



1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

De aquí también se deduce que al evaluar la i-ésima estadística de orden en 
Fn: 

l - = Fn(Xi :n). 
n 

Se vio en la sección anterior que Fn es creciente con 

Fn( -00) = O Y Fn(oo) = 1. 

Ahora mostremos que Fn es continua por la derecha, con la propiedad de 
que entre dos estadísticas de orden, ésta se mantiene const ante. 
Mostremos que 

Puesto que 

(i) Si t > X n:n , 

(ii) Si t = X j :n , 

lím Fn(x ) = Fn(t) . 
x lt 

(iii) Si Xj :n < t < Xj+I :n, 

Además, si X j :n < t < s < X j +l :n , 

Por lo tanto, Fn es cont inua por la derecha y se mantiene constante entre 
dos estadísticas de orden consecutivos. En otras palabras. la función de dis­
t ribución empírica Fn, es una función de distribución. 

Sean YI < Y2 < ... < x. Entonces F,,(y¡) ::::: Fn(Y2) ::::: .. . ::::: FIl(x ). Por lo 
tanto 

{Fn (Yk) h~ I es una sucesión creciente y acot ada. 

por eso 
F" (yd converge a lím F" (yd. 

k~co 
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1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

A este límite se denotará por Fn(x - ), i.e., 

el límite por la izquierda de Fn en x . 

Definamos la función 

llamada el incremento de Fn en x. Observemos que 

definida por 

1 
Gn : IR ---> {O, -} 

n 

Gn(x)={~' s~ x=Xi :,, ; l::;i ::;n 
O, SI x "Í' Xi :'" 

También definimos la función cuantil empírica de F" como sigue: 

1.3.1. Definición. La función cuantil empírica F;;I , se define como 

La restricción de u en (0, 1], se debe a que siu = O, 

inf{t : FI1 (t) ::::: O} 
inf( -oo,oo) 

el cual, no existe. Observemos que 

F;;l: (0, 1]---> {X1:",X2:11 , .•. ,Xn:l1 } e IR. 

en efecto: 

Si i-l < u < 1. para todo 1 ::; i ::; n, entonces n-n 

inf{t : Fn(t) ::::: u} 

inf[Xi:n,oo) = X i :n · 

Así que F;;I es creciente y continua por la izquierda. Además, para todo 
i = 1, 2 ... , n, si 

i - 1 i - 1 i - - < u < -, F"(F,, (u)) = Fn(Xin ) O=-C - > 11.. 
n n 11 
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1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

y si 
i 

u= -, 
n 

En otras palabras, 

y la igualdad se da, sólo cuando u = *, 1 :::; i :::; n. 

Por otro lado, F;I(Fn(x)) está definida unicamente para aquellas x/s con 
'x ~ X I:n, debido a que O E DornFn, y Fn(x) = O si, y sólo si x < X I:n. 

Luego, para todo i = 2,3, .... 11 , si X i - l :n :::; X < X i :n , 

F;1C: 1) 
inf { t E 1R : F" (t) ~ i : 1 } 

inf[X i - 1:n ,oo) = X i - l :n · 

Así que para todo i = 2, 3, .... n , si 

-1 _1(i -1) X i - 1:n < X < X i :n, Fn (Fn(x)) = Fn -n- = X i - l :n < X . 

Si 

y para todo i = 1, 2 ... , n, si 

Por lo tanto se concluye que 

y la igualdad se da, sólo cuando x = Xi :n . 

Veamos algunos ejemplos de cómo las estadísticas de orden y rangos se 
pueden usar para construir expresiones estadísticas. 
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Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

1.3.2. Ejemplo. Sean XI , X2"", X n observaciones con valores reales, y 

J una función de peso definida sobre el intervalo unitario, Entonces 

J 1 n (R;) 1 n (') xJ(Fn(x))dFn(x) = ; ~ XiJ --;:;: =; ~ J ~ Xi" (l.5) 

Demostración: 

J xJ(Fn(x))dFn(x) = 1: xJ(Fn(x))dF,,(x) 

0+ jX¡n ,X2n) xJ(Fn(x))dFn(x) +". + jXnn,oo) xJ(Fn(x))dFn(x) 

! XJ(.!.)dF,,(x) +". +! xJ(1)dFn(x) 
[X' ,n ,:\2,") n [X" ,n,OO) 

J(~) jX,n'X2") xdFn(x) + ' " + J(1) ]..(,.",00) xdFn(x) 

J(~) (X~:n) +'" + J(1)( X1~:n) 
1" (') - LJ .!:. Xi:", 
n n 

i=1 

Por lo tanto, 

J 1" (i) xJ(Fn(x))dFn(x) = ; L J ; X i :n, 
,=1 

El cero que aparece en el primer sumando de la segunda igualdad, se debe 
a que 

1 . xJ(Fn(x))dFn(x) = 
(-OO,XL,,) . 

Falta comprobar que 

1 . xJ(O)dFn(x) 
(-OO,AL,,) 

J(O) j-oo,XL n ) xdFn(x) 

J(O)(O) = o, 

1" (i) 1 n (R) - LJ - X i :n = - LJ ---.: Xi, 
n II n n 

i=1 i=1 

17 



1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

En efecto: 

La segunda igualdad es porque X j = XRj:n. En la tercera igualdad, simple­
mente se ordena la suma. Por lo tanto 

y 

j i n (Ri) 1 TI (i) xJ(Fn(x))dFn(x) = - '" XiJ - = - L J - Xi TI' n~ n n n 
;=1 i=l 

• 
Usando directamente este ejemplo vemos que si J es una función de peso 
definida sobre (0,1), 

[ XJ(_n Fn(X))dFn(x) 
. n+l 

I
n ( ' ) 

n 1 
- J --- Xi'" n~ n+ln . 

1 TI ( . ) _ '" J _1_ X . . 
n~ n+ 1 "TI 

;= 1 

Por lo tanto, 

j XJ(_n Fn(x))dFn(x) = ~ tJ(_i )Xi :n. 
n+l n n+l 

i=l 

Observemos que si J == 1, esta expresión es la media muest.ra!. 
Veamos otro ejemplo. 

1.3.3. Ejemplo. Sean Xl , X2 , ... , X n y Y1, Y2, ... . Y",. dos conjunt.os de 

datos, con F" y Gn sus f.d. 's empíricas respectivas. Si Hit .", t'S la f.d. empírica 

18 



1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

de la muestra combinada de tamaño n + m , entonces para una función de 

peso J , 

(

. n 
n+m 1 R¡ j J Hnm(X))dFn(X)=-L:J( ) , 

n+m+l ' n . n+l1I + l 
1= 1 

donde ahora, Ri es el rango de Xi en la muestra combinarl a. 

Demostración: Sea 

y 

ZI :n+m < Z2:n+m < ... < ZI1:n+m < ... < Zn+III :n+m 

las estadísticas de orden. Entonces 

1 n+m 1 n+m 
Hnm( z ) = -- " l{z·< _} = -- "c5z( -:XJ ,z ), , n+m0 '-- n+m0 . 

y 

{

O, 

Hn ,m(z)= n~m' 
1, 

{

O, 

Fn(x) = *, 
1, 

Luego, 

i=1 i=1 

si Z < Zl:n+m 
si Zi:n+m S Z < Zi+1:n+m para todú 1 S i S n + m - 1 

si Z 2: Zn+m:n+m' 

si x < X I :n 

si X i:n S X < X¡+I:n para todo 1 S i S n - 1 
SI X 2: X n:n . 

j J(n::: 1 Hn,m(x) )dFn(X) = 1: J(I1: :¡1: 1 H" .m(x) ) dFI1 (x) . 

Separando esta integral en los intervalos 

vemos que el primer sumando de esta integral es cero. En t'fecto: 

19 
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( -00,2" " .• " ) 
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J(O)(O) = o. 



1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

La expresión de la integral es ahora 

J ( n+m ) + J Hn m(x) dFn(x). 
[Zn + m. :u+m,OO) n + m + 1 ' 

Por otro lado, observemos que para todo 1 ::; j ::; n + m, 

donde [Zj:n+m , Zj+l :n+m) = [Zn+m:n+m , 00), para j = n + m. 
Luego, para todo j = 1,2, .... n + m , 

{ 
1 si 
n' 
O, si 

Por lo tanto, para todo j = L 2, .. . , n + m , 

Zj:n+m = Xi 
Zj:n+m =1 Xi 

p.a. 1 ::; i ::; n 
para todo 1 ::; i ::; n . 

{ J( n+'~+I)~' si Zj:n+m = Xi p.a. 1 ::; i ::; n 

O, si Zj:tl+m =1 Xi para todo 1 ::; i ::; n. 

Así que habrá n integrales diferentes de cero, ya que hay 11 datos XI, X2, . .. ,Xn. 
Pero 

Zi = Xi = ZR;: n+m para todo i = 1,2 . . . ,n. 

Entonces. las integrales donde no son cero, son donde se integran sobre 

20 



1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

Entonces, para todo j = 1,2, ... ,n + m, podemos escribir 

{ J(n+~+l)~' s~ Zj:n+m=ZR;:n+m 
0, SI Zj:n+m i= ZR;:n+m 

p.a. 1 ::; i ::; n 

para todo 1 ::; i ::; n. 

Finalmente, a l sumar las n integrales diferentes de cero obtenemos 

j J( n+m Hnm(X))dFn(x)=~~J( ~ ). 
n+m+1 ' n~ n+m+l 

1=1 

• 
Hemos visto con algunos ejemplos que las integrales empíricas pueden ser 
de gran ayuda para expresar estadísticas de interés. La función cp de (1.4) 
puede ser independiente de los datos, como por ejemplo cp(x) = x, o puede 
depender directamente de los datos de una forma complicada, lo importante 
es que cp se puede extender a casos generales. 

En muchas aplicaciones, se supone que los datos provienen de una misma 
función de distribución F. La desventaja es que F generalmente se desconoce 
y necesita ser estimada a través de los datos, única fuente de información. 

Si se reemplaza Fn , por F en (1.5), se obtiene 

j xJ(F(x))dF(x). 

Para J == 1, la expresión anterior es ahora la esperanza de X : 

j xJ(F(x))dF(x) = j xdF(x) = \EX == j Xdl?, 

cuidando que la integral exista. Este sencillo ejemplo, muestra la posibi­
lidad de tener dos o más opciones para representar cantidades de interés, 
una representación en términos de variables aleatorias y otra en términos 
de distribuciones. De esta manera se puede tener a un estimador empíri­
co, para una representación en términos de variables aleatorias, eligiendo 
adecuadamente una función cp. Veamos algunos ejemplos. 
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1 Definiciones básicas 1.3 Distribución empírica con datos reales 

1.3.4. Ejemplo. Si <¡?(x) = xk , el k-ésimo momento de X es 

El estimador empírico es entonces 

Demostración: 

• 
Otros ejemplos: 

J <¡?t(x)dF(x) = F(t) 

respecti vamente, 

J 'Pt (x)dF" (x) = Fn(t). 

Si <¡?t(x) = exp[tx], la transormación de Laplace de X con respecto a F , es 

t ---> J exp[tx]dF(x) = lEé'-

El estimador empírico de la transformación de Laplace es 

¡ I n 
t ---> exp[tx]dFll (x) = - ¿ exp[tXj ] . 

n 
j=l 
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1 Definiciones básicas lA Transformaciones libres de distribución 

Si <Pt(x) = exp[itx], la transformación de Fourier de X con respecto a F es 

t ~ j exp[itx]dF(x) = lEeit
.'. 

Su estimador empírico es 

t ~ jexP[itx]dFn(X) = .!. t exp[itXJ 
n 

j=l 

Las transformaciones de Laplace y Fourier, determinan únicamente la .dis­
tribución de una variable aleatoria X. Por lo tanto, sus H'rsiones empíricas 
son candidatos para detectar el carácter distribucional de X. 

1.4. Transformaciones libres de distribución 

Generalmente, el propósito de una transformación libre de distribución , es 
transformar una variable (observación) X a otra que tenga una distribución 
conocida. En esta sección sólo consideraremos aquellas variales X que toman 
valores reales. La transformación más importante es la que transforma una 
variable con distribución uniforme. 

1.4.1. Definición. La distribución uniforme (sobre el intervalo [0,1}) 

está dada por su f. d. 

{

O, si t < O 

Fu(t) = t, si O ~ t ~ 1 

1, si 1 < t. 

Por lo que una variable aleatoria de esta distribución solo t.oma valores en 
(0,1) con probabilidad uno. 

Otra distribución importante, es la distribución exponencial. 

1.4.2. Definición. La función de distribuciíon exponencial con par'ámetro 

A > O está dada por 

{ 
1 si 

1 - F(t) = e~p( - Al) , si 
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t < O 
t ~ O. 

(l.6) 



1 Definiciones básicas 1.4 Transformaciones libres de distribución 

Escribiremos X '" Exp(>.) siempre que X tenga la distribución (1.6). Note­
mos que X es no negativa con probabilidad uno. Otra cantidad importante 
es la función de riesgo acumulativa de F, definida por 

rt dF(x) roo l{ x<t} 
1\F(t) = J-oo 1- F(x-) = Loo 1- F(x_)dF(x). 

La función de riesgo acumulativa juega un papel importante en análisis de 
supervivencia y confiabilidad, cuando los datos son tiempos de vida (tiempos 
de fallo) de individuos o componentes físicos. Si F tiene densidad f, la 
función de riesgo acumulativa 1\F es 

1\ () = rt 
f(x)dx 

Ft J_ooI-F(x)' 

La función 
f(x) 

>.(x) = 1- F(x)' 

es la función de riesgo de F. 
La función de Hazard para la f.d. (1.6) , es la función constante >.(x) == >., en 
efecto: 

>.(x) = f(x) . 
1 - F(x) 

Por definición, 1 - F(x) = exp( ->.x). Entonces F(x) = 1 - exp( ->.x). 
Así 

Por lo que 

dF(x) -¡¡;- = f(x) = -(->.)exp(->.x) = >.exp(->.x). 

>.(x) = >.exp( ->.x) = >.. 
exp( ->.x) 

El siguiente lema revela una manera de como generar una variable X con 
f.d. F. 

1.4.3. Lema. Sea U una v.a. uniforme en el fO,l} y F una función de 

distribución arbitraria. Entonces 

X := F-1(U) '" F. (1.7) 

2-1 



1 Definiciones básicas 1.4 Transformaciones libres de distribución 

Demostración: Sea tE lR. Aplicando el lema 1.1.4(iii), se tiene 

Luego 

Por lo tanto 

{X::; t} {F-1(U) ::; t} 

{U::; F(t)}. 

P(X ::; t) = P(U ::; F(t)) = F(t). 

XrvF. 

o 

1.4.4. Ejemplo. Si F es la distribución exponencial con parámetro .x, 
entonces 

1 
X = ->; In(l - U) rv Exp(A). 

Demostración: Por definición 

1 - F(t) = exp( -.xt). 

Entonces, 
F(t) = 1 - exp( -At) . 

Sea 
u = 1 - exp( -.xt). 

Despejando t en esta igualdad, se tiene: 

t = -ln(1- u) = F-1(u) 
A . 

Finalmente 
1 

X = F-1(U) = ->; In(1- U) ~ Exp(.x) 

1.4.5. Lema. Supongamos que X rv F y F es continua. Entonces 

(i) F(X) rv Fu. 

(ii) AdX) rv Exp(l) . 

(1.8) 

• 



1 Definiciones básicas 1.4 Transformaciones libres de distribución 

Demostración: (i) Por (1.7), podemos suponer que X = F-1(U). Entonces 
por la continuidad de F , 

(F o F - 1)(u) = F(F-1(u)) = u para todo O < u < 1. 

Entonces 
F(X) = U, 

y 
F(X) rv Fu. 

(ii) Como F es continua, F(x-) := límyTx F(y) = F(x). 
Entonces 

Así, sea 

Entonces 

por lo que 

1
t dF(x) 

AF(t) = 00 1 _ F(x) = - ln [1 - F(t)]. 

g(x) = -ln[1 - F(x)]. 

dg(x) dF(x) 

dx l-F(x) ' 

( t dgd(x) dx = g(t) = -ln[1 - F(t)]. 
J-oo x 

Luego, X = F-1(U) si y sólo si F(X) = U. Se sigue que 

AF(X) = -ln[1 - F(X)] = -ln[1 - U]. 

Así, en vista de (1.8) 
AF(X) rv Exp(l). 

o 
La representación (1.7) es de sl.lma importancia para deri\-ar propiedades 
distribucionales. Para observaciones independientes Xi , 1 ~ i ~ n , la dis­
tribución de una estadística S = S(X1 , X 2 , ... , X n ), está. únicamente deter­
minada por las distribuciones marginales de las X;s. Por ejemplo, cuando 
Xi rv F , 

para una muestra de observaciones independientes U 1, .. . . 1.'" , con distribu­
ción Fu· 
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Capítulo 2 

El Proceso Empírico 

Univariado 

2. 1. Hechos Básicos 

En el capítulo anterior, estudiamos propiedades de la función de distribución 
empírica sin requerir de la suposición distribucional en las observaciones. 
Ahora será. crucial conocer la estructura distribucional. Sea (fl, F , P) un 
espacio de probabilidad. Recordemos que Xl, X 2 , . .. , X n , constituyen una 
muestra aleatoria de tamaño n con función de distribución F. si Xl , X2 , · .. , X n , 

son variables aleatorias independientes e identicamente dist ribuidas (v .a.i. i.d.) , 
con función de distribución común F , y con valores en algún espacio medible 
(S, S) . En este capítu lo denotaremos por J.l a la función de distribución de 
Xl sobre S, i.e., 

J.l(A) = IP'(XI E A) para todo A ES. 

Para todo A E S, J.ln(A) denotará. a la medida empírica de A, i.e. , 

El primer resultado en este capítulo, habla acerca de la distribución de J.ln(A) 
para observaciones i.i.d. 

2. 1.1. Lema. Sean X l , ... , X ll observaciones i.'i.d. con distribución ¡L. En-



2 El Proceso Empírico Univariado 2.1 Hechos Básicos 

tonces para cualquier conjunto medible A, 

lP(n¡.t,,(A) = k) = ( : ) ¡.tk(A)(1 - ¡.t(A))"-k , k = 0, 1, .. . , n. 

Demostración: n¡.t,,(A) es la suma de n Bernoulli 's independientes con 
parámetro ¡.t(A). Por lo tanto, n¡.t,,(A) se distribuye Binomial con parámetros 
n y ¡.t(A) , i.e., 

o 
Para intervalos extendidos A = (-00, t], este lema toma una forma especial. 

2.1.2. Lema. Sean Xl, ... , X" i.i.d. con distribución F . Entonces 

(i) lP(nFn(t) = k) = ( n ) Fk(t)(1 - F(t))n-k, k = O, 1, ... , n. 
k 

(ii) IEFn(t) = F(t). 

(iii) VarF,,(t) = ~F(t)(1 - F(t)) . 

Demostración: (i) . Es un caso particular del lema anterior. 
(ii) . De (i) se sigue que, lE(nF,,(t)) = 11F(t). 

Por otra parte, lE(nF,,(t)) = nlE(F,,(t)). Entonces se concluye que 

IEFn(t) = F(t) . 

(iii). Por (i), Var(nF,,(t)) = nF(t)(I- F(t)). 

Por otra parte, Var(nF,,(t)) = n2VarF,,(t). De estas dos igualdades se sigue 
que 

1 
VarF,,(t) = -F(t)(I- F(t). 

n 
o 

La afirmación (ii) establece que F,,(t) es un estimador insesgado de F(t). 

Observemos que de (ii) y (iii) , si n --+ Xl, 

F,,(t) --+ F(t) en L2 (n , F, P), 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.1 Hechos Básicos 

en efecto 

lE(Fn(t) - F(t))2 

VarFn(t) 
1 
-F(t)(l - F(t)) . 
n 

Esta última igualdad converge a cero, cuando n -? oo. Por lo tanto, Fn(t) 
es un estimador que converge en L2 a F(t) , si n -? oo. Aquí, 

L2(0. , F, P) := {.; : 0. -? R 1.; es medible y JI'; 12 dP < oo}, 

con la L2-norma 

Sean XI, X2, ... , X n variables aleatorias i.i.d . y tER Entonces 

Además 

y 

" 
nFn(t) = L l{Xi:'Ó t } , 

i=1 

lE(l{Xi:'Ó t }) = IP'(Xi :s: t) = F(t) para todo i = 1, 2, ... , n. 

Entonces, aplicando la ley fuerte de los grandes números (LFGN) , ver 
apéndice CA, para cada tER fijo, se tiene: 

nFn(t) ~ F(t) 
n 

es decir, 
Fn ~ F(t) . 

Así que 
lím Fn(t) = F(t) con probabilidad uno. (2.1) 
n~oo 

En otras palabras, F" (t) es un estimador fuertemente consistente de 
F(t). 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.1 Hechos Básicos 

Finalmente, si t E IR Y Sn = nFn(t) entonces, por el lema anterior, 

lESn = nF(t) y VarSn = nF(t)(l - F(!)). 

Entonces, la versión de De Moivre-Laplace del Teorema del Límite Cen­
tral (TLC), ver apéndice C.4, se tiene que si n ~ 00, 

Sn -lESn --N(O, 1). 
JVarSn 

En otras palabras, 

nFn(t) - nF(t) --N(O.l). 
VnF(t)(l - F(t)) . 

La expresión del lado izquierdo se puede simplificar a, 

nFn(t) - nF(t) 

VnF(t)(l - F(t)) 

n 1/ 2(Fn(t) - F(t)) 
[F(t)(l - F(t))Jl /2" 

Entonces, aplicando el Teorema de Slutsky, ver Serfling, R.(1980) 

(2.2) 

donde L denota la convergencia en ley (o en distribución), y N(O, (72) 
es la distribución normal con esperanza cero y varia.nza (72. En nuest.ro 
caso y de acuerdo al lema 2.1.2(iii) , 

(72 = (7¡ = F(t)(l - F(t)) . 

2.1.3. Lema. SeanXl, ... ,Xn variablesaleatoriasi.i.d. conj.d. F. y sean 

'P, 'PI, 'P2 : IR -> IR funciones arbitrarias (Borel medibles). Suponiendo que 

todas las integrales del lado derecho existen, se tiene: 

(i) lE[ J 'PdFnl = J 'PdF 

(ii) Var[ J 'PdFnl = ~ [J 'P2dF - (j 'PdF )2] 

(iii) Cov[J'PldF",J'P2dFnl = ~[J'Pl'P2dF - J 'P ldF J :;~dFl 

(iv) límn_oo J 'PdFn = J 'PdF con probabilidad uno 

(v) n 1/ 2[f 'PdFn - J 'PdF] -S N(O, (72), con 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.1 Hechos Básicos 

Demostración: (i) 

[
1" ] 1" 

lE :;:;: ~ cp(X;) =:;:;: ~ IE~(Xi) 

IEcp(X¡) = / cpdF, 

La última igualdad se sigue de una simple transformación de integra les. 

La afirmación (ii) es un caso especial de (iii) , con cP = 'P ¡ = CP2. Así, por (i) , 

Cov ( J cp¡dF" , J CP2 dF,, ) 

" 

lE [/ cp¡ dF" / CP2dF,,] - / cp¡ dF / CP2dF 

IE[~t CP¡(Xi)~~ CP2(Xj)] - / cp ¡dF / 'P2dF 

~2IE[ ttCP¡(Xi)CP2(Xj )] - / cp¡dF / y2dF 
,=¡ J=¡ 

1 " " / / n2 LLIE(cp¡(X;)CP2(Xj )) - cp¡dF y2dF 
i=¡ j=¡ 

~ [/ cp¡CP2dF - / cp¡dF / CP2dF]. 

~ IE(cp¡ (X¡)CP2(Xi )) + L Li¡tjlE(cp¡ (Xi),,;~(Xj)) 

" 
LIE(CP¡(X;)CP2 (Xi)) + LLi¡tjIE(Cp¡(X;))IE(cp2(Xj )) 
i=¡ 

n/ cp¡CP2dF + n(n - 1) / cp¡dF / 'P2d F. 

Para la afirmaciones (iv) y (v), llamemos S" = L~¡ <.p(X¡) . 
Por hipótesis X¡ , ... , X" son i.i .d ., entonces cp(X¡) , ... ~(S,,) son i.i.d. 
Además, por (i) 

ji, := IE(cp (X¡)) = / cpdF < (Xl .". 
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aplicando LFGN, se tiene: 

En otras palabras, 

1, S" 
1m -=/1-. 

n-oo n 

lím J epdF" = J epdF. 
n-oo 

Así se tiene (iv) . 

Por (ii) 

(J2 = Varep(X1) = J ep2dF - (J epdF) 2 < oo. 

Aplicando TLC, se tiene: 

nl/2[~; -/1-] ~N(O, (J2) , " 

en otras palabras, 

Así, hemos demostrado (v) 

Veamos algunas aplicaciones. 

2.1.4. Ejemplo. Si ep i = 1(-00,sJ Y ep2 = 1(-00,tJ' entonces 

1 
Cov[Fn(s), Fn(t)] = -[F(s 1\ t) - F(s)F(t)], 

n 

donde s 1\ t := min(s, t). 

Demostración: 

J 
1 n 1 n 

ep¡dFn = ;;: L <¡)¡(Xi ) = ;;: L 1{Xi$S} = Fn(s), 
i=¡ i=¡ 

Entonces 

Cov (J ep¡dFn , J ep2dF,,) = Cov[F"(s), Fn(t)]. 
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También se tiene: 

'P¡ 'P2 = 1( - oo ,sJ 1( -oo,tJ = 1( -oo,sAtJ · 

Así, por la parte (iii) lema 2.1.3, 

~ [J 'P¡'P2dF - J 'P¡dF J 'P2dF] 

1 
-[F(s 1\ t) - F(s)F(t)]. 
n 

2.1.5. Ejemplo. Si 'P¡ = lA Y 'P2 = lB con A n B = 0, entonces, 

Demostración: 

J
I n 1 n 

'P¡dFn = - L 'P¡(Xi ) = - L lA(X i ) = J.Ln(A), 
n n 

i=¡ i=¡ 

Entonces, 

La última igua ldad se sigue del hecho de que, 

J 'P ¡'P2dF = O debido a que 'P¡'P2 = lAlB = O, 

y por definición, 

J 'P¡dF = J l.4 dF = f1(A) Y J 'P2dF = J 1BdF = J.L(B). 
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• 
Observemos que si s = t en (2 .3) , se obtiene (iii) del lema 2.1.2. rvlas ge-
neralmente, (2.3) revela la estructura de covarianza de Fn , cuando es 
considerado como un preceso estocástico. Ahora introducimos el proceso de 
estandarización 

Este proceso es llamado proceso empírico. Notemos que O:n(t), es [unción 
de Fn(t) , por lo que es continua por la derecha y tiene límites por la izquierda . 
Además, puesto que Fn Y F son funciones de distribución. se tiene 

lím Fn(t) = O = lím F(t) 
tl-oo tl-oo 

y 
lím F,,(t) = 1 = lím F(t). 
tjoo tjoo 

Entonces 
lím O:n(t) = O = límo:n(t). 

tl-oo tToo 
(2.4) 

Así que podemos extender continuamente O:n a ±oo : 

O:n( -(0) = O = O:n(oo) . (2.5) 

Este proceso se caracteríza comunmente como un tipo de puente, debido 
a la relación (2.5) y puesto que la gráfica de este proceso va oscilando en 
la recta real, con discontinuidades en las observaciones X[s . El siguiente 
resultado junto con TLC, muestra que el proceso empírico O:n(t) converge 
debilmente a la distribución normal, con media cero y varianza F(t)(l -
F(t)). 

2.1.6. Lema. Sean X1, . . ·,Xn variables aleatorias i.i.d. conf.d. F. En­

tonces 

(i) lÉo:n(t) = O para todo tE lR 

(ii) Cov[o:,,(s) , O:n(t)] = F(s)(l- F(t)), s::; t 

(iii) O:n(t) ~ N(O , F(t)(l - F(t))), cuando n -> oo. 

Demostración: (i) Sea t E lR. Entonces, 

Eo:" (t) E[n 1
/

2(Fn(t) - F(t))] = n 1
/

2E[F,, (t ) - F(t) ] 

n 1
/
2 [F(t) - F(t)] = O. 
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Por lo tanto, lEan (t) = O para todo t E lit 

(ii) 

Cov[an(s), an(t)] Cov[n 1/ 2 (Fn(s) - F(s)) , n 1/ 2(Fll(t) - F(t))] 

lE[n 1/ 2(Fn (s) - F(s))n 1/ 2(Fn(t) - F(t)) ] 

nlE[(Fn(s) - F(s))(F1l (t) - F(t))] 

n{lE[Fn(s)Fn(t) - Fn(s)F(t) - F(s)Fll (t) + F(s)F(t)]} 

n{lE[Fll (s)Fn(t) ]- F(s)F(t) - F(s)F(t) + F(s)F(t)} 

n{lE[F,,(s)F,,(t)]- F(s)F(t)} 

n[lE(F,,(s)F,,(t)) -lE(Fn(s))lE(F,,(t))] 

n[Cov(Fn(s) , Fll (t))] 

n [~(F(S 1\ t) - F(S)F(t))] 

F(s) - F(s)F(t) ya que F(s 1\ t) = F(s) 

F(s)(l - F(t)). 

Por lo tanto Cov[an(s), an(t)] = F(s)(1 - F(t)) , si s S t. 

(iii) 

an(t) = n-1/
2 [Fn(t) - F(t)] = n l / 2 [J l{X :O; t}dFll - J 1{X :O; t}dF] 

Luego, aplicando (v), lema 2.l.3 , con :,:;(t) = l{x:o;x}. 

a,,(t) ~ N(O, a2
) , 

donde 

a2 = J 1 {x:o;t} dF - (J 1P::O;t} dF) 2 = F(t) - F(t)2 = F(t)(l - F(t)) . 

Por lo tanto 
a ll (t) ~ N(O , F(t)(l - F(t)). 

o 

Retomando a las transformaciones libres de distribucióll introducidas en 
la sección 1.4, se tiene que bajo la independencia de X l .... , X". podemos 
escribir (en distribución) 

X,· ~ F - 1(U,· ) . 1 para t = , .. . , n , 
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/ 

para una muestra independiente UI,· .. , Un, provenientes de Fu. Luego, por 
el lema 1.1.4, 

Entonces 

Concluímos que 
(2 .6) 

donde 

es la función de distribución empírica de la muestra uniforme UI , . .. ,Un. 
La representación (2 .6), es de suma importancia para obtener algunas pro­
piedades distribucionales relacionadas con Fn Y G:n. Cuando F no es conti­
nua, crean problemas. Con la relación (2.6), quedan resueltos, debido a que 
Fu es continua y además con soporte compacto [O, 1]. 

El siguiente lema, caracteríza una representación de la estadística de orden 
X , en términos de una estadística de orden uniforme. 

2.1.7. Lema. Para ° < u < 1, 

(2.7) 

En particular, para u = i/n, se tiene 

Demostración: Sea O < u < l . Sabemos que 

F71(F,:;-I(U)) 2 u para todo O < u < 1. 

En particular 
F71 (F,-;I(U» 2 u para todo O < u < 1. 

Por otro lado, puesto que Fn es creciente, 
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Luego, por definición de función cuantil y de la relación (2.6), 

Por lo tanto, 

F- 1 (F;:l (u)) 

inf{t: F(t) ~ F;:I(U)} 

inf{t : Fn(F(t)) ~ u} 

inf {t : (Fn o F)( t) ~ u} 

inf{t : Fn(t) ~ u} 
F;:I(U). 

La otra parte se sigue, puesto que 

o 
Como se vio en el capítulo 1, una medida para describir la posición de una 
observación dentro de la muestra, se denominó el rango de la observación. 
Sea 

R = (Rl, . . " Rn) 

el vector de rangos de la muestb Xl, ... , X n . El siguiente resultado muestra 
que R es libre de distribución, cuando F, la función de distribución de la 
muestra es continua. 

2.1.8. Lema. Sea R el vector de rangos para una sucesión de observa­

ciones i. i. d. con f. d. continua F . Entonces la distribución de R , es libre de 

distribución, i. e., no depende de F . 

Demostración: Puesto que F es continua, 

(F o F-I)(u) = u para todo O < u < 1. 

Sea Xi = F-1(Ui ) para todo 1 ::; i ::; n. Entonces para todo 1 ::; i ::; n, 

por (2.6) y el hecho de que Xi .;;, F-1(Ui ), se tiene 

Ri nFn(Xi ) 

nFn(F(Xi )) 

nFn(F(F-1(Ui ))) 

nFn(U;) . 
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Luego, 

o 
Este lema, no especifíca la distribución del vector de rangos. Sólo garantiza 
que es suficiente considerar observaciones que estén distribuidas uniforme­
mente. 

2.1.9. Lema. Sean R = (Ri, ... ,R,¡) y r = (ri , ... , r,,). Para observa­

ciones i. i. d. con f. d. continua F, el vector de rangos R. está distribuida 

uniformemente sobre el conjunto de permutaciones 1, ... . TI. Es decir, 

1 
lP(R = r) = ,. 

n . 

Demostración: Es claro que no puede haber repeticiones en los datos, 
debido a la continuidad de F. Se sigue entonces que cada rango está bien 
definido. El vector R toma valores en el conjunto de todas las permutaciones 
{l, ... , n}. Así, a l evento {R = r} le corresponde una única ordenación de 
las Vis. Luego, por la independencia de las Vis, cada una de las n! posibles 
ordenaciones, tiene probabilidad 

Por lo tanto, 
1 

lP(R = r) = - . 
n! 

38 

o 



2 El Proceso Empírico Univariado 2.1 Hechos Básicos 

El presente lema tiene una aplicación a la construcción de intervalos de 
predicción, para posibles valores de X de una muestra XI, . .. ,Xn. Para 
ello, ordenando Xl, ... , X n, se obtienen las estadísticas de orden 

-00 < Xl: n < X2:n < ... < X n:n < oo. 

Estos n puntos dividen a la recta real en n + 1 intervalos aleatorios h 
(-00, X l:n], J2 = (X l:n, X2:n]," " Jn+1 = (Xn:n, 00). Sea Xn+l otra obser­
vación X proveniente de F siendo independiente de las X; s previas. Entonces 
el evento {Xn+1 E Jd es equivalente al evento de que el rango de X n +1 de 
la muestra XI, . .. , X n, Xn+l sea igual a i. Entonces se tiene 

en efecto 

Por otro lado, 

1 

1 
lP'(Xn+1 E Ji) = --, 

n+l 

lP'(Xn+l E Ji) = lP'(Rn+1 = i). 

lP' (Xn+l E ~I Ji) = ~lP'(X"+1 E Ji) 

n+l 
¿ lP'(Rn+l = i). 
i=l 

Luego, si R = (R l , . . . , Rn+¡) y r = (TI , . ' " Tn+l), por el lema anterior, 

1 
lP'(R=r) = ( ),. 

n + 1 . 

Ahora, como Rn+l puede tomar valores 1,2, ... , n + 1, cada uno es igual­
mente probable, i.e., 

lP'(Rn+l = i) = lP'(Rn+l = j). 

Por lo tanto, 

1 
lP'(Xn+1 E Ji) = -- para cada 1 ::; i ::; n + l. . n+ 1 

El próximo resultado se debe a Glivenko y Cantelli , el cual constituye una 
extensión de (2.1), la convergencia uniforme de F" a F. Este resultado ha 
sido una parte central en la inferencia estadística moderna, resultado fun­
damental sobre la convergencia en funciones de distribución empíricas. 
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2.1.10. Teorema. (Glivenko-Cantelli). Sean Xl , ... , X n variables aleato­

rias i.i.d. con Id. arbitraria F. Entonces, cuando n --> 00, 

Dn := sup 1 Fn(t) - F(t) 1--> O con pmbabilidad uno. 
tER 

Demostración: Puesto que Fn(t) = Fn(F(t)), se tiene 

Dn = sup 1 Fn(F(t)) - F(t) 1 . 

tER 

Sea u = F(t). Entonces O ~ u :s 1 y, 

Dn:S sup 1 F,,(u) - u 1= DII. 
05u9 

(2.8) 

(2.9) 

Luego, es suficiente acotar DII. Así, sea é > O Y O = Uo < U¡ < U2 < ... < 
Uk = 1 una partición de [O,IJ tal que, 

Afirmación 1. 

En fecto, 
sea u tal que U¡ :s u y u:S U¡+l. Entonces 

Sumando las desigualdades, obtenemos 

Por otro lado, 
má..x (Ui+l - u¡) < é. 

05¡~k-l -

Entonces, para todo O :s i :s k - 1, 

"!t¡+l - U¡ :s é, 

es decir, -"!ti - é :s -Ui+l . De aquí se sigue que 
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Por lo que 

Por lo tanto, de (1) y (Ir), 

Afirmación 2. 

Como 
Ui+l-Ui::;€ Y U::;Ui+l paratodoO::;i ::;k- 1, 

se sigue que 
u - € ::; Ui para todo O ::; i ::; k - 1. 

Por otro lado, como U; ::; u, 

Entonces 

De aquí se sigue 

Combinando las dos afirmaciones se tiene, 

Entonces, 

I Fn(u) - u I ::; máx{1 Fn(Ui+l) - Ui+l I +€, I Fn(Ui) - Ui I +c} 
::; máx I Fn(u;) - Ui I + €. 

O$i$k 

Por lo tanto, 

Luego, sea 
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Entonces 

Entonces 

Por lo que 

Entonces 

Por lo tanto 

- 1 
1 Fn(u) - u 1::; - + E. 

n 

- - 1 
Dn = sup / Fn(u) - u /::; - + E. 

O~u~ l n 

1 
lím Dn:S: lím bn:s: lím - + E = E. 

n--oo n--+oo n--+oo n 

Iím Dn ::; E para todo E > O. 
n-+oo 

sup 1 Fn(t) - F(t) 1--> O cuando n -- oo. 
tER 

Si Uio =1 O, sea Uio = F(to) , donde to = inf{t : F(t) 2: '!liu}· 

Entonces 

/ F,,(F(to)) - F(to) 1 

1 Fn(to) - F(to) 1 . 

Así que 
1 Fn(u) - u 1::;1 F,,(to) - F(to) 1 +é. 

Entonces 

Dn ::; b" = sup 1 Fn(u) - u /:s: / F,,(lo) - F(to) 1 +E. 
O~u~ l 

Luego, puesto que 1 F,,(to) - F(to) /--> O cuando n -- oo. 

lím Dn ::; lím b n ::; E para todo E > o. 
n-oo 11,--+00 

Por lo tanto 

sup 1 F,,(t) - F(t) 1--> O cuando n -- x . 
tER 
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o 
La variable Dn , proporciona la distancia o discrepancia entre Fn Y F. Dn 
se conoce como la distancia K-S , debido a que en una prueba de hipótesis, 
cuando F se reemplaza por una distribución conocida, la prueba resultante 
se llama la prueba Kolmogorov-Smirnov, ver [4]. 

Cuando F es continua, se tiene la igualdad en (2.9) , esto es. 

Se sigue entonces que 

Dn es libre de distribución cuando F es cont.inua. (2.10) 

El próximo lema, presenta un algoritmo del cálculo de D,¡ en un número 
finito de pasos. 

2.1.11. Lema. Para una F continua, 

Demostración: Sea X i :n ~ t < X i+1:n , 1 ~ i < n . Entonces 

en efecto 

y, 
F(Xi:n) ~ F(t) si, y sólo si - F(t) ~ - F(Xin ). 

Restando, obtenemos 

Por lo tanto, 

También se tiene 

Fn(t) - F(t) < Fn(Xi:n) - F(Xin ) 

i - F(X i :n) ~ D~. 
n 

F,,(t) - F(t) 2:: Fn(Xi:,,) - F(XÚ 1,,) 2:: - D~. 
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en efecto 

F(t) ::; F(Xi+I :n ) si, y sólo si - F(t) ~ -F(Xi+l:n). 

Entonces 

Fn(t) - F(t) 2: Fn(Xin ) - F(Xi+l:n) 

.i.. - F(X+l" ) > -D*. n 1 .n - n 

Por lo tanto, 

Ahora, sea t < X I :n , entonces 

-D~ ::; -F(XI:n ) ::; Fn(t) - F(t) ::; O::; D~, 

en efecto, para i = 1, 

Entonces 
-D~ ::; -F(X I :n). 

Luego, como t < XI:n, Fn(t) = O ::; Fn(Xl:n) Y puesto que F es creciente 
F(t) ::; F(XI:n) si, y sólo si - F(X I:n) ::; -F(t) . Finalmente, combinando 
las desigualdades se tiene 

Mientras que para t > X n :n , 

en efecto, para i = 1, 

entonces 

Por otro lado, como t > X n :n , 

F71 (X71 :n) = 1 = Fn(t) Y F(Xl1 ,,) ::; F(t) si, y sólo si - F(t) ::; -F(Xnn ). 
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Sumando Fn(t) a esto último se tiene 

También se tiene O :::; Fn(t) - F(t) pues Fn(t) = l. Luego, para i = n, 

Finalmente, combinando las desigualdades obtenemos 

Resumiendo, obtenemos 

Para la otra desigualdad; para todo 1 :::; i :::; n, 

Por lo tanto, 

< sup 1 Fn(t) - F(t) 1= Dn· 
tER 

2 
- - F(Xi :n) :::; Dn para todo 1 :::; i :::; n . 
n 

luego, como F es continua y Fn tiene límites por la izquierda, 

i - 1 
F(Xi:n) - - = líI!l [F(t) - Fn(t)] < 

n tiA;:" 
lí~ 1 Fn(t) - F(t) 1 

tP': ;: n 

Por lo tanto, 

Luego 

Por lo tanto, 

1 Fn(Xi:n-) - F(Xi:n-) 1 

< sup 1 Fn(t) - F(t) 1= Dn· 
tER 

i - 1 
F(Xi :,, ) - -- :::; D" para todo 1 :::; i :::; n. 

n 

D~ :::; D" . 

D" = D~ . 
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o 
Se sigue ahora del lema 2.1.11 que 

Dn = máx(D:, D;;) , 

donde 

D: = sup[Fn(t) - F(t)] = máx [~ - F(xi :n )J 
tER 19$ n n 

y 

D;; = sup[F(t) - Fn(t)] = máx F(Xi71 ) - -- , [ 
i - 1 J 

tER 1$I$n n 

en efecto, 

D~ = máx { máx [F(Xi:n) - i - 1] , máx [3.- - F(Xi:71 )]}. 
1$I$n n 1$ I$n 11 

Entonces, si 

D~ = máx [F(X¡:n) - i - lJ . 
1$I$ n n 

D~ = sup[F(t) - Fn(t)] := D;;. 
tER 

debido a que 

máx [F(X¡:n) - i - 1] = máx [F(X¡:n -) - F71(X¡ :n -) ] = Dn. 
1$I$n n 1$ ' $ n 

Si 

D~ = máx [i.- - F(X¡:n)] , 
1$I$n n 

D~ = SUp[F,,(t) - F(t)] := D; . 
tER 

debido a que 

máx [~ - F(X¡:n)J = máx [Fn(Xi:n ) - F(X i :II ) ] = D71· 
1$'$n n 1$ ' $n 

Por lo tanto, 
D71 = máx(D;, D;;). 

D: y D;; denotan las desviaciones entre Fn Y F. 
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Observemos que si Xi = F-l(Ud para todo 1 :s; i :s; n , donde Ul , . .. ,Un es 
una muestra de variables aleatorias independientes uniformes (0, 1), implica 

F(X i ) = Ui para todo 1 :s; i :s; n. 

Entonces 

u:; = máx [.!.. - Ui:n] l::;i::;n n 
y 

[ 
i - 1] D;; = máx Ui :n - -- . 

l::;l ::; n n 

Ambos no dependen de F . Así, D;f y D;; son libres de dist.ribución, mientras 
F sea continua. Además, ambos tienen la misma distribución. Para ver esto, 
como antes, pongamos Ui = F( Xi) para todo 1 :s; i :s; 11, .\. sea U¡' = 1 - Ui. 
Veamos que U¡' son i.i.d. con Ld. Fu. 
Como las U:s son independientes para todo 1 :s; i :s; n, elltonces U;* = 1- Ui 
son independientes para todo 1 :s; i :s; n. Luego, 

Por lo tanto, 

Así, 

Luego, 

en efecto 

P(U¡' :s; u*) P(1- Ui :s; u*) 

P(Ui :::: 1 - u*) 

1 - P(Ui < 1 - u*) 

1 - (1- u*) 

u* . 

P(U¡* :s; u*) = u* para todo 1 :s; i :s; 11. 

U¡' rv Fu para todo 1 :s; i :s; n. 

D:;* = D;;, 

máx [.!.. - U* ] ¡::;i::;n n t.n 

máx [.!.. - (1 - Un-HIn)] l::;i::;n n 

máx UIl - i+l: n - -- . [
n - i] 

¡::; i::;" n 
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Sea j = n - i + 1. Entonces, 

D+* , [U j - 1] n = max j:n - --
I '::: J '::: n n 

= D;; . 

Por lo tanto, 

D+* ,[ i u*] D-n = max - - ¡:n = n . 
1'::: '':::n n 

Finalmente, Utn está en función de 1 - Un-¡+l:n y 

D;; = D;; en distribución. 

Los siguientes resultados son dedicados a la consistencia de los cuantiles 
empíricos. Estos se definen con F;;l y F - 1. 

El siguiente lema, muestra que la distancia K-S entre F;;l y la función 
identidad, es igual a la distancia K-S entre Fn y la función identidad. 

2.1.12. Lema. 

Dn:= sup 1 Fn(u) - u 1= sup 1 Fn- 1(u) - u 1=: D~* . 
O':; u'::: 1 O<u<1 

Demostración: Si F es continua, 

Dn = sup 1 Fn(t) - F(t) 1= sup 1 Fn(u) - u 1= Dn. 
tER O'::: u'::: 1 

Luego, por el lema 2.1.11 , 

Dn = máx {má .. ,,[F(X¡:n) _ i - l ,!.. - F(X i :Il )]} . 

1':::,,::: n n n 

Si X¡ = F- 1(U¡) entonces F(X i ) = Ui para todo 1 :s i :s n. Así que 

D- ,{, [U i - 1 i U] } n = max max ¡:n - --, - - ¡:n . 
l ':::l'::: n n n 

Ahora, puesto que 

i - l , - -1 
U¡:n - -- = lun [Fn (u) - u] 

11 ul j~l 

y 

- - [ l . = - - F -i . i -_ I( i) 
n I. /l n n n' 
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entonces, 

i _ P-1 (i) :sI p;;l (i) - i l:s sup I P;;l(u) - u 1= D~' 
n n n n n 0<", < 1 

y 

lím [P;;l(U) - u]:S lím I P;;l(u) - u 1:S sup IP;;l(u) - ul = D~·. 
",1'-;;1 "'l ,~l 0< ",< 1 

Por lo tanto, 

Para la otra desigualdad, si 

Entonces, 

i - 1 i 
-- <u<­n-n 

- -1 
entonces Fn Cu) = Ui :n· 

- i - -1 i - 1 -
-Dn :s Ui :n - - :s Fn (u) - u :s Ui :n - -- :s Dn· 

n n 

En efecto, por definición de Dn, 

- i 
- D n :s Ui:n - - . 

n 

Luego, u :s * implica - i < - u . Entonces n - , 

i --1 Ui :n - - :s F" (u) - u. 
n 

Por otra parte, 

Entonces, 

i - 1 
-- < u implica 

n 

i - 1 
-u < ---o 

n 

- -1 i-l 
Fn (u) - u :s Ui :n - --o 

11 

Juntando las desigualdades obtenidas, se tiene: 

- i - - 1 i - 1 -
-Dn :s Ui :n - - :s Fn (u) - u :s U¡:n - -- :s Dn. 

n n 

Entonces, 
- - 1 -I Fn (u) -u 1:S Dn. 
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Así que 
sup 1 P;;l(u) - u 1:::: tJn. 

O<u< l 

Por lo tanto, 
tJ** < tJ n-n 

y 

o 
Una aplicación del Teorema Glivenko-Cantelli para una muestra uniforme, 
j unto con el teorema 2.1.12, es el siguiente: 

sup 1 P;;l(u) - u 1= [)~* ---+ O con probabilidad uno, 
O< u<l 

en efecto 

sup 1 P;;l(u) - u 1= sup 1 Pn(u) - U 1= sup 1 F,,(t) - F(t) 1 . 
O<u< l O$u$l tER 

El siguiente lema, proporciona la consistencia puntual entre F;;l y F-1, 
cuando F- 1 es continua. 

2.1.13. Lema. Sea F- 1 continua en O < u < 1. Entonces 

lím F;; 1 (u) = F- 1 (u) con probabilidad u no. 
n-oo 

Demostración: Sea O < u < 1. Aplicando el lema 2.1.7. se tiene 

Luego, 

F - 1( lím P;;l(u)) 
'11-00 

F-1(u). 

Por lo tanto, 

lím F,~l(U) = F - 1(u) con probabilidad lIllO. 
n-oo 
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o 
Luego, 

F- 1 es continua en u, si y sólo si F(t) > u, para carla 1 > F-1(u) . 

en efecto: 

Supongamos que F - 1 es continua en u, y sea t > F-1(u). Entonces, por el 
lema 1.1.4(ii), 

F(t) ~ F(F-1(u)) ~ U. 

Así, 
F(t) = u o F(t) > u. 

Si F(t) = u, 
u = F(t) ~ F(F-1(u)) ~ U . 

Entonces 
F(F-1(u)) = u. 

Por otra parte, como F es creciente, existe s > t tal que F(s) > F(t) = u. 
Luego, 

F-1(u + é) = inf{x : F(x) ~ u + El ~ t > F - 1(u) , para todo é > O. 

Así que 
F-1(u + é) - F-1(u) > O, para todo é > O. 

Entonces, F - 1 no es continua en u, y esto contradice la hipótesis. Por lo 
tanto, 

F(t) > u. 

La proposición anterior dice que F no puede ser constant e en un interva­
lo no-degenerado(intervalo con un sólo punto) [F- l (u), () l. Dicho en otras 
palabras, F- 1 no puede ser discontinua en todo un inten·alo. De aquí que 
F - 1 tiene a lo mas, un número numerable de discontinuidades. Si F - 1 fuera 
continua en algún subintervalo compacto [uQ , ud de (0.1). entonces. una 
modificación de la prueba del teorema 2.l.1O, dá la convergencia uniforme 
sobre [uQ, ull : 

sup 1 F;:l(u) - F-1(u) 1----> O con probabilidad uno. 
U.O~1t~Ul 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales 

El argumento de la compacidad, es crucial para obtener la convergencia uni­
forme. Por ejemplo, si F tiene soporte no acotado, entonces X l :n ::; F;; 1 (u) ::; 
X n :n y F - 1 no está acotada. Por eso, 

sup 1 F;l(U) - F-1(u) 1= oo. 
O<u< l 

Un ejemplo es la función de riesgo acumulativa. En el lema 1.1.4 de la se­
cción 1.4, vimos que la función de Hazard acumulativa cuando F es continua 
tiene la expresión: 

AF(t) = -ln[l - F(t)]. 

entonces, 
AF(t) i 00 cuando t ~ oo. 

Luego, su estimador empírico 

1
t dFnx 

An (t) = 1 _ F ( _) ' 
-00 n X 

es una función acotada, por eso 

sup 1 An(t) - AF(t) 1= oo. 
t 

Otro ejemplo cuya función de distribución tiene soporte no acotado es la 
distribución normal. 

2.2. Distribuciones finito-dimensionales 

En la sección anterior vimos que para variables aleatorias i.i.d. con distribu­
ción J.L, 

lP'(nJ.Ln(A) = k) = ( ~ ) J.Lk(A)(l- J.L(A))n-k , k = O, 1, . . . ,n, 

i.e., nJ.Ln(A) rv Bin(n,J.L(A)), una distribución Binomial con parámetros 
n y P = J.L(A). 

La colección {A,.AC} forma una partición del espacio muestral S, donde AC 
denota el complemento de A. Luego, debido a que el número de observa­
ciones n es fijo, dado el evento {nJ.Ln(A) = k}, se tiene automaticamente 
{nJ.Ln(AC) = n-k}. En otras palabras, 

{nJ.Ln(A) = k} = {nJ.Ln(A) = k, nJ.Ln(AC) = n - k} . 
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Generalizamos esta idea a más de dos conjuntos. Sea {A 1, A2, . . . , Am} una 
partición de conjuntos medibles del espacio muestral, i.e. , 

m 

A¡nAj=0 parai,tj, i,j=l, . .. , my UAi = S. 
¡=I 

El siguiente lema dice que la distribución conjunta de n¡Ln(A¡), para todo 
i = 1, ... , m sigue una distribución multinomial, como era de esperarse. 

2.2.1. Lema. Para observaciones i.i.d. con distribución ¡L, 

para ki = 1, . .. , n tal que 2:;:¡ k¡ = n. 

Demostración: 

n 

n¡Ln(Aj) = L lAj(X¡) = kj para todo j = 1,2, . .. , m. 
i=1 

Entonces, 

m 

~ (t lAj (Xi)) 

t (f lA j(X i )) 

i=1 j=1 

n 

I: ls(Xi ) = n. 
i=1 

En la tercera igualdad, se debe a que 2:}:¡ lA j (Xi) = lS(Xi) , donde S = 
Uj~¡ Aj. Por lo tanto, 

m 

Luego, 

lP'(n¡Ln(A¡) = k l ,···, n¡Ln(A m ) = km) = ( k
l 
.. 7l , km ) IIr¡L(A¡)]ki

, 

i= l 
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donde 

n! 

k l 'k2! '" km' 

( k l , . ~~ , km ) 

o 
También se tiene un resultado con conjuntos crecientes en vez de ajenos. 

2.2.2. Lema. Sean CI e C2 e ... e Cm y enteros O S; k l S; k2 S; ... S; 

km S; n . Entonces 

donde ni = k l , ni = ki - ki - I para 2 S; i S; m y nm+1 = n-km. BI 

CI , Bi = C; \ C;_I para 2 S; i S; m y Bm+1 = S \ Cm' 

Demostración: Es claro que 

{BI , B2, ... , Bm, Bm+¡} es una partición de S. 

en efecto: 

m+ 1 

¿ni 
i=1 

m+1 

¿n;=n, 
;=1 

m. 

k l + ¿ 11¡ + nm+1 
i=2 
m 

kl + ¿(ki - k¡_¡) + n-km 
i=2 

k l + (km - k l ) + n-km = 11 . 

Aplicando el lema 2.2.1, se tiene 

Luego, el evento 

{nJ-ln(B¡) = ni: 1 S; i S; m+l} es igua l a l evento {n¡t.,,(C¡) = k¡; 1 S; i S; In} . 
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y esto completa la prueba. O 

El mismo lema puede reescribirse mediante condicionales como sigue: 

2.2.3. Lema. Con las mismas hipótesis del lema 2.2.2, 

Para el numerador se aplica el lema 2.2.2. Para el denominador también se 
aplica el mismo lema, donde ni = k l , ni = ki \ ki - l para :2 ::; i ::; m - 1 Y 
n~ = n - km- l . BI = CI, Bi = Ci\Ci- 1 para 2::; i ::; m-l y B:n = S\ Cm - l . 

Entonces 

* 
( n , ) Il::::ll[¡.t(Bi)] ni [¡.t(B~, )]" :" 

nl , n2· · ·,nnl 
ni 

nl!n2! .. n;"!nm +l! [¡.t(BmW,n [¡.t(Bm+¡) ]""' +1 

nl!n2! " ~~'!- I!n ~l! {J.L(B:n)]n~ 
n~! [¡.t(Cm \ Cm_IWm-km - '[{t(S \ c m) ]n -km 

nm!nm+l! [¡.t(S \ Cm_l) ]n-k",- l 

Observemos que 

y 
[¡.t(Cm \ Cm- 1 )]k", -k", - l [¡.t(S \ Cm ))"- k", 

[JI (S \ Cm_l))" - k", - l 
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[¡.t.(Cm \ Cm_d]km-km- l[1- ¡.t.(Cm- 1) - ¡.t.(Cm \ Cm_d]n-k", 
[1 - ¡.t.(Cm_d]n-k"' - 1 

[
¡.t.(Cm \ Cm-d] km-km

-
1 [1 _ ¡.t.(Cm \ Cm-d] n-k,,, 

1 - ¡.t.(Cm- l ) 1- ¡.t.(Cm-¡) 

Por lo tanto, 

lP'(n¡.t.n(Cm) = km I n¡.t.n(Ci ) = ki ; 1 :s: i :s: m - 1) 

= ( n - km-l ) [¡.t.(Cm \ Cm-l)] k",-k", _l [1 _ ¡.t.(Cm \ Cm-l)] n-k", 
km - km- l 1 - ¡.t.(Cm- 1) 1- ¡.t.(Cm- 1) 

Por otra parte: 

lP'(n¡.t.n(Cm) = km I n¡.t.n(Cm-¡) = km- l ) 

lP'(n¡.t.n(Cm-d = km- l , n¡.t.n(Cm) = km) 

lP'(nlln(Cm-d = km-d 

( n ) [¡.t.(Bm_l)]nm - l [¡.t.(Bm)]n m [¡.t.(Bm+IW"' +1 
nm-l, nm, nm+l 

nI 

n", _lln,;,!nm +l! [1l(Bm)]"m [¡.t.(Bm+I)]"m+l 
n! [1I(Bn/l )]n~, 

l1m - l'n~l! ,...., 

n;"! [1l(Cm \ Cm_I)]k",-km - 1 [¡.t.(S \ cm)]n-k", 

nm!nm+l! [¡.t.(S \ Cm_I)]n-km - 1 

lP'(n¡.t.n(Cm) = km I nlln(Ci ) = ki ; 1 :s: i :s: m - 1). 

o 
El último lema establece que n¡.t.n tiene la propiedad de Markov cuando 
se evalua sobre conjuntos crecientes. las probabilidades de transición 
estan dadas a través de la distribución binomial con parámetros n - km-l 
y ¡.t.(- I C~_l)' i.e. , dado n¡.t.n(Cm- l ) = km- l , n¡.t.n(Cm) tiene la misma 
distribución que km-l + (n - km-l)¡.t.n-km_ l (Cm \ Cm - l ), 
en efecto: Como Cm- 1 e Cm, 

n¡.t.n(Cm- 1 U (Cm \ Cm - l )) 

nlln(Cm-¡) + n¡.t.n(Cm \ Cm-l) 

km- l + (n - km - l)¡.t.n - k", _l (Cm \ C,n-¡)· 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimen sionales 

La última igua ldad se debe a que estamos calculando la medida sobre el 
nuevo espacio muestral S \ Cm - l , dado que n/1n(Cm-¡) = km-l · 

En vista de la propiedad de Markov, obtenemos para la esperanza condi­
cional: 

Así, se tiene la siguiente igualdad: 

E[l - J.Ln(Cm) 1 /1n(C l ), . .. , /1n(Cm- 1)] 

1 - /1(Cm) 

En efecto: 

1 - J.Ln(Cm-¡) 
1 - /1(Cm- ¡) . 

E[l - J.L,,(Cm) 1 /1n(C1), ... , /1n(Cm- 1) ] 

1 - J.L(Cm) 

1 -lE[J.Ln(Cm) I /1n(C1), ... , /1n(Cm-¡)] 
1 - /1(Cm) 

1 - [/1n(Cm- 1) + (1 - /1n(Cm_ 1))l-'l(Cm('CC", - I))] 
JJ m - l 

1 - J.L(Cm) 

1 - [/1n(Cm- 1) + (1- /1,,(Cm- l))J1 (~:~(6,(,~';')¡) ] 
1 - J.L(Cm) 

1- IJ (C ) + (l - ¡tn(Cm_ ¡))[l-¡t(C",)- (I-¡.t(C", _¡))) 
,..n ",-1 1 ¡.t(C,,, - ¡) 

Por lo tanto, 

lE[l - /1n( Cm) 1/1" (C l ), . .. , /1n( Cm- ¡)] 
l - /i(C",) 
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Luego, si definimos 

se tiene que 

es decir, {Hn ,m} es una martingala con respecto a la filtración usual. 

Cuando los conjuntos son intervalos extendidos de la forma (-00, t] , Fn 
resulta ser un proceso de Markov. 

2.2.4. Teorema. Sean Xl , ... , X n variables aleatorias í.í.d. con f.d. F. 

Entonces Fn es un proceso de Markov, tal que para tI < t2 < . . . < tm Y 

O ::::: kl ::::: k2 ::::: ... ::::: km ::::: n : 

Demostración: Sean Cl = (-00, tI], C2 = (-00, t2], ... , Cm = (-00, tm]. 
Entonces 

Luego, definamos nI = k¡, ni = ki - ki-l para 2 ::::: í ::::: m y nm+l = n-km . 
BI = CI , Bi = Ci \ Ci-l para 2::::: í ::::: m y Bm+l = R \ (-00, tm ]. Entonces 

y 

Así, 

lP'(nJin(Cm) = km I nJin(Ci ) = k¡; 1 ::::: i ::::: m - 1) 

lP'(nFn(tm) = km I nF,,(tm_¡) = km-¡) 

(
n - km - l ) [F(tm) - F(tm_¡)] k",-k", _ 1 [1 _ F(tm) - F(tm- l )] n-k", 

km - km - l 1 - F(tm-l) 1 - F(tm-l) 
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Las dos ultimas igualdades se deben al lema 2.2.3 o 

Si definimos 
M O ( . ) = 1 - Fn(t¡) 

n t, 1 _ F(t¡) , i = 1,2, ... , m 

entonces, A1~ es una martingala con respecto a la filtración natural 

Fj = a(Fn(t¡) : 1 :::; i :::; j). 

Aquí, a( ... ) denota el a - álgebra generado por las variables dentro del 
paréntesis. Notemos que 

lEM~(t¡) = 1 para cada ti , 

y para s :::; t, 

Cov(M~(s), M~(t)) = n(1 ~(;(S)) · 
En efecto: 

Cov(M~(s), M~(t)) = lE(M~(s)M~(t)) -lE(M~(s))lE(M~(t)) 

lE[(l - Fn(s)) (1 - Fn(t))] _lE(l - Fn(S))lE(l - Fn(t)) 
1 - F(s) 1-F(t) l-F(s) 1-F(t) 

lE(l - Fn(t) - Fn(s) + Fn(s)Fn(t)) - (1 -lE(Fn(s)))(l -lE(Fn(t))) 
(1 - F(s))(l - F(t)) 

lE(Fn(s)F,,(t)) -lE(Fn(s))lE(Fn(t)) 
(1 - F(s))(l - F(t)) 

Cov(Fn(s), Fn(t)) 
(1 - F(s))(l - F(t)) 

~(F(s 1\ t) - F(s)F(t)) 
(1 - F(s))(l - F(t)) 

~(F(s) - F(s)F(t)) 
(1 - F(s))(l - F(t)) 

~[F(s)(l - F(t))] 
(1 - F(s))(l - F(t)) 

F(s) 
n(l - F(s))· 

Observemos que la varianza de esta martingala crece a infinito, conforme 
F(s) tiende a uno. 

El siguiente teorema es una versión reversa del teorema 2.2.4. 
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2.2.5. Teorema. Sean Xl , .· ., X n variables aleatorias ¡.i.d. con f.d. F. 

Entonces Fn es un proceso de Markov reverso, tal que pom t, < t2 < ... < 
tm Y O ~ k, ~ k2 ~ ... ~ km ~ n : 

Demostración: Como en la demostración del teorema. :2.:2.4, 
sean CI = (-00, td , C2 = (-00, t2J, . .. , Cm = (-00, t", l· Entonces. 

Luego, definamos nI = kl , ni = ki \ ki-l para 2 ~ i ~ m y nm+l = n - km . 
Bl = Cl, Bi = Ci \ Ci - l para 2 ~ i ~ m y Bm+1 = IR \ Cm. Entonces, 

y 

nFn(td = np'n(-oo,ti] = np,n(Ci ); 1 ~ i ~ 1II-l. 

p,(B¡) = p,(CI ) = F(tl) 
p,(Bi) = p,(Ci \ Ci-¡) = p,(ti - ti - I) = F(ti) - F(ti _¡) 
p,(Bm+¡) = p,(IR \ Cm) = F(oo - tm) = 1 - F(tm). Luego. 

lP'(nFn(tl) = kl I nFn(t2) = k2, .. . ,nFn(tm) = km) 

lP'(nFn(tl) = k l , nFn(t2) = k2, ... , nF,,(tm ) = km) 
lP'(nFn(t2) = k2, . .. ,nFn(tm) = km ) 

( n ) I1~tl[p,(Bi) ] '" 
nI, n2, . .. ,nm+1 

( k2, n3, .~. , nm+l ) [p,(C2)Jk2 I1~11[ll(B,)j"i 
n¡!n/'!nm+¡! [p,(B¡)]n¡ [p,(B2)]n2 

k2 !n",~.!n", + ¡1 [P,(C2)]k2 

k2' [F(t¡)f'¡ [F(t2) - F(t¡)]k2- k¡ 
n,!n2! [F(t2)Jk2 
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D 
Hemos enunciado propiedades acerca de Fn para el caso discreto. Para el 
caso continuo, Fn se considera como un proceso estocástico sobre la recta 
real total, i.e., para todo t E IR. Para ello, necesitamos considerar a-álgebras 
como 

dicho de otra manera, 

F t = a(l{x;ss} : s :::; t, i = 1, ... , n). 

Entonces, un generador para la primera F t , está dada por la familia de 
eventos 

{nFn(t¡) = k1, ... , nFn(tm -l) = km- d. 

donde tI :::; . . . :::; tm-l :::; t Y m 2: 1 son arbitrarios. Debido a que la familia 
es cerrada bajo uniones e intersecciones, ésta determina la distribución de 
F71' Conjuntamente con los teoremas 2.2.4 y 2.2.5, el carácter distribucional 
de Fn , se puede caracterizar a tráves de una f.d. empírica uniforme, como 
sigue: 

(i) Fn es un proceso de Markov, tal que L(nFn(t) : to :::; t I nFn(to) = k) 

= L(k + (n - k)F71-k [F(t) - f(~o)] : to :::; t). 
1 - F to 

(ii) Fn es un proceso de Markov reverso, tal que 

Aquí L denota ley o distribución, y t k Y Fn - k denotan las f.d. 's empíricas 
de una muestra uniforme. 

(iii) El proceso t --+ 11-=-Ff:g/ , es una martingala con respé'cto a. la. filtración 
natural F t = a(Fn(s) : s :::; t). 
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(iv) El proceso t ~ ;S/, es una martingala reversa con respecto a la 

filtración natural 11 := a(Fn(s) : t ::; s). 

La última proposición de esta sección, habla acerca de la distribución de O'n 

en un número finito de puntos. Aquí N(O, ~) denota a la distribución normal 
con esperanza O E ]Rm y matriz de varianzas y covarianzas ~ de m x m. El 
simbolo T es la transpuesta. 

2.2.6. Lema. Recordemos que 

es el proceso empírico. Entonces, para cada ti ::; t2 ::; ... ::; tm , 

con 

y 

(2.12) 

Este lema, es una consecuencia inmediata de TLC multivariado. 

2.3. La descomposición Doob-Meyer 

En la sección anterior se vio que el proceso 

1 - Fn(t) 
t ----> --=_:''7'' 

1 - F(t) 

es una martingala con media uno, con respecto a la filtración natural F t = 
a(Fn(s) : s ::; t). Un ejemplo de martingala relacionada con ésta, es la 
siguiente: 

2.3.1. Ejemplo. Si a la expresión anterior se le sustrae uno y se multiplica 

todo por -n 1/ 2, se tiene una martingala con media cero, varianza 1 !:'~lt) , 
para la misma filtración. 

62 



2 El Proceso Empírico Univariado 2.3 La descomposición Doob-Meyer 

Demostración: Sea 

(J (t) = _n1/2[1 - F,,(t) -1]. 
" 1 - F(t) 

Entonces, 
(J (t) = n 1/ 2 [Fn(t) - F(t)] = ex,,(t) 

" l-F(t) l-F(t)" 

Luego 

lE[{JI1(t) I Ft - d lE [ 1/ 2 [Fn(t) - F(t)] I.r, ]. 
n 1 _ F(t) t-1 

Por lo tanto, 

y (J" es una martingala. 
Además, 

lE[ _ n1/ 2[1- F,,(t) _ (1- F(t))] I.r, - ] 
1 - F(t) 1 _ F(t) t 1 

_n1/2[1- F,,(t -1) _ (1- F(t))] 
1-F(t-1) 1-F(t) 

_n1/ 2 [1 - Fn(t - 1) _ (1 - F(t -1))] 
1-F(t-1) 1-F(t-1) 

exn(t - 1) 
1 - F(t _ 1) = (J,,(t - 1). 

lE[{J,,(t) I F t-1] = (J,,(t - 1) 

[ 
exn (t) ] 1 

lE[{J,,(t)] = lE 1 _ F(t) = 1 _ F(t) lE[ex,,(t)] = Q. 

Por último, 

( )) (
ex" (t) ) 

Vareen t = Var 1- F(t) 
1 

(1- F(t))2 Var(exn(t)) 

1 
(1 _ F(t))2 F(t)(1 - F(t)) 

F(t) 
1 - F(t)" 

• 
Observemos que la varianza de {J,} tiende a infinito cuando F(t) -> L En 
otras palabras, el proceso {J", dá un mal ajuste para Fn y F. 
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Una martingala que evita la presencia del factor (1 - F)-l. resuelve el pro­
blema anterior. Esta martingala, juega un papel importante en la descom­
posición aditiva de Fn , Esta martingala es parte de la descomposición 
Doob-Meyer de Fn. 

Primero se discutirá la descomposición en el caso de un proceso de tiempo 
discreto. 

2.3.2. Lema. Sean Sk, k = 0,1, ... una sucesión de ra riables aleatorias 

integrables, adaptadas a las filtraciones Fo e Fl e .... i.e., Sk es Fk -

medible. Entonces, dado un número real x, existe una única descomposición 

donde (Mk, Fk)k=O,l, ... es una martingala: 

y (hk, Fkl es predecible, i.e., 

hk es Fk-l - medible para k = 1. 2 ... 

con condición inicial 

ho = x . 

Demostración: Definamos 

pa ra k = O 
para k 2 1. 

para k = ° 
para k 2 1. 

Así, veamos que (Mk , Fk)k=O,l, ... es una martingala . 

(i) lE 1 IIlh 1< 00 para k 2 ° : 
Por inducción sobre k , 

lE 1 Mo 1= lE 1 So - x l:::: lE 1 So 1 + 1 .1' 1< x 
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Para k = 1, 

lE 1 MI 1 lE 1 Mo + SI -lE(SI 1 Fo) 1 
:S lE 1 Mo 1 +lE 1 SI 1 +lE IlE(S¡ 1 Fo ) 1 
< lE 1 Alo 1 +lE 1 SI 1 +lE(lE(1 SI IIFo)) 

lE 1 Mo 1 +lE 1 SI 1 +lE 1 SI 1 
lE 1 Mo 1 +2lE 1 SI 1< oo . 

Supongamos que lE 1 Ñh 1< oo. Entonces, 

lE 1 Mk+l 1 lEl Ñh + Sk+l - lE(Sk+l 1 h)1 

Por lo tanto, 

:S lE 1 Mk 1 +lE 1 Sk+l 1 +lEllE(Sk+1 I FiJl 
< lE I Ñ!J,; I +lE 1 Sk+l 1 +lE(lE(1 Sk+1 i IF,,)) 

lE I Ñh I +lE I 5,,+1 1 +lE I Sk+1 1 
lE I Ah 1 +2lE 1 Sk+l 1< oo. 

lE 1 Mk+l 1< oo. 

y lE 1 Ñh 1 < 00 para todo k :::: o. 

(ii) Ah es Fk - medible para todo k :::: o: 
Por inducción sobre k, 

Mo = So - x es Fo - medible. 

MI = Mo + SI - lE(SI 1 Fo) es FI - medible. 

puesto que los tres sumandos son F¡ - medibles. 

Supongamos que Ah es Fk - medible. Entonces, 

ya que por H.I., si Mk es Fk - medible entonces es FI.:+ I - medible. Además, 
por hipótesis, Sk+l es Fk+l - medible, y como lE(Sk+1 1 Fk ) es Fk - med ible, 
lE(Sk+1 1 h) es Fk+l - medible. 

Por lo tanto, 
Mk+1 es Fk+1 - medible 
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y 
Mk es Fk - medible para todo k = O, 1,2, ... 

(iii) 

lE[Ml 1 Fo] lE[Mo + SI -lE(SI 1 Fo) 1 Fo] 

y para k 2: 1, 

Por lo tanto, 

y 

lE[Alo 1 Fo] + lE[SI 1 Fo ] - lE[SI 1 Fo] 

lE[Alo 1 Fo] = Mo· 

lE[Nh-l + Sk -lE(Sk 1 Fk-¡) 1 h-l ] 

lE[Nh-l 1 Fk-l ] + lE[Sk 1 Fk-d -lE[Sk 1 Fk-d 

lE[Mk-l 1 Fk-l] = Nh-l· 

lE[Ah 1 h-d = Ah-l para k = 1,2, .. . 

(Nh , Fkh es una martingala. 

(iii) Mostremos que (hk, Fk) es predecible. 

ho = x es Fo - medible. 

Para k = 1, 
hl = ho + lE[SI 1 Fo) es Fo - medible, 

puesto que cada sumando es Fo - medible. 

Ahora supongamos que hk es Fk-l - medible. Entonces 

puesto que por hipótesis, si hk es Fk-l - medible, hk es Fk - medible. 
Por lo tanto, 

hk es Fk- l - medible para todo k 2: l. 

Observemos que para k 2: 1, Ah + hk = Ah-l + hk-l + Sk - Sk-l . También 
se t iene 

en efecto, 
Mo + ho = So - x + x = So. 
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Para k = 1, 

MI + h1 = Mo + ho + SI - So = So + SI - So = SI· 

Supongamos que Ah + hk = Sk· Entonces, 

Por lo tanto, 
Ñh + hk = Sk para k = O, 1,2 ... 

Por último, veamos que esta descomposición es única. 

Supongamos que Sk = M~ + h~ es otra descomposición, con (M~, Fkh=o,I , ... 
martingala, (h~, Fk) predecible, con condición inicial h~ = x. Entonces, 

Así que 

Así, 

Luego se tiene 
hk - h~ = O para todo k ~ 1, 

en efecto: 
Para k = 1, h1 - h~ = ho - h~ = x - x = O. 

Supongamos que hk - h~ = o. Entonces, 

Por lo tanto, 
hk - h~ = O para todo k ~ 1. 

Así 

Luego, 
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Por lo tanto, 

5k = !\!h + hk, Y esta descomposición es única 

o 
Si (5k , Fk)k es una submartingala, i.e., si 

entonces 
h1 = ho - 50 + 1E(51 I Fo) 2: ho - 50 + 50 = ho 

Por lo tanto, 

Para k 2: 2, 

Por lo tanto, 
hk 2: hk- 1 para todo k 2: 2. 

Así que, ho -:::: h1 -:::: . . . -:::: hk -:::: ... , es un proceso no decreciente. El 
proceso (hk)k se le llama compensador, debido a que compensa cualquier 
desviación de un proceso con tendencia libre. Las submartingalas tienen 
tendencia positiva y las martingalas tienen tendencia libre. La fuente de 
aleatoriedad (o de ruido) en 5k se debe a fovh, debido a que hle es predecible. 

Ahora calculamos la descomposición Doob-i\·leyer de nFlltt) . Fn es no de­
creciente, por lo que el compensador será no decreciente . Entonces, es sufi­
ciente considerar una muestra de tamaño n = 1. Escribilllos X = Xl. Sean 
tI < ... < t rn · La variable 5k del lema anterior es ahora: 

con filtración 

Así que, 

1E(5k I Fk- l) = 1E(1{X9d Il{X ~IXj -:::: k - 1) 

F(ld - F(lk - d 
= lE (1 {X9d Il{X~tk _ d) = lp;~ t,·_ d + l {.\ >t, _ ,} 1 _ F(tk _ ¡} . 
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La segunda igualdad se debe al teorema 2.2.4 con n = l . La comprobación 
de la última igualdad es como sigue: 

Si l{x :;tk_ d = O entonces {X > tk- d· Así que, 

lE(l{x :; td 1 1p;9k_d) lE(lp::;td I X > I,,_ ¡) 

IP'(X :S tk I X > I k- I ) 

IP'(X:S tk , X > Ik - I) 

IP'(X > t" _I) 
lP'(tk_1 < X :S td 
1 - IP'(X :S tl.,_ ¡) 

F(tk) - F(tk- ¡) 

1 - F(tk_l) 

y si , lp':;tk_d = 1 entonces {X :S tk-d. Así que, 

1E(1{x:; td II p::;tk_d) lE(1p;:;td I X :S I,,_¡) 

IP'(X :S tk I X :S f k- I) 

IP'(X :S tb X :S tk - ¡) 
IP'(X :S 11.'-1) 

IP'(X :S tk-I) = 1 
IP'(X :S tk- I) 

Ahora, sea So = O Y x = 0, el cuál corresponde a to = -o.:; y Fo = {O, rl}. 
De la prueba del lema 2.3.2, obtenemos 

M k Ah-l + Sk - 1E(Sk I Fk- I) 

F(I ¡") - F(tl.·-I) 
l\lh-l + l{x :;td - 1{X9k_ d - lp;>tk·_ d 1 - F(tk- I ) 

!vi l. _ 1. F(t¡.J - F(l k- ¡) 
k- I+ {tk_I<.X:;td {.\ >tk_¡} l-F(tk _ l ) . 

Y por inducción , 

en efecto, 
Para k = 1, 

F(I 1) - F(fo ) 
Mo + l{to<x :; t¡} - 1 {.': >to} 1 _ F (I ) 

(l . 
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Por lo tanto, 

Supongamos que 

Entonces, 

. F(tk+¡} - F(tk) 
M k + l{x::;tk+d - 1{X9d - l{x>td 1 _ F(tk) 

, ' 

Por lo tanto, 

k 
'" F(tj) - F(tj-d 

Mk = 1{X9d - L l{X>t)_ d 1 _ F(t_) . 
j=1 ] 1 

Esta ecuación nos da una idea de como escribir la descomposición Doob­
Meyer, al proceso de tiempo continuo 

t -> l{x::;t}. 

Si fijamos t = tk e incrementamos el número de puntos menores que t, de 
tal manera. que sobre la escala de F, "la norma de la partición tienda a cero, 
obtenemos: 

¡t l{x<x } 
Mt l{x ::; t} - -00 1 _ F(x-) dF(x) 

l{x::;t} - AF{t 1\ X) . 
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La segunda igualdad se debe a que 

jt 1 
{x::;X} dF(x) = 

-00 1 - F(x-) 

2.3 La descomposición Doob-Meyer 

JOO l{x::;t} 1 {x::;X} dF(x) 
-00 1 - F(x-) 

JOO l{x<tAx} dF(x) 
-00 1 - F(x-) 

j

tAX dF(x) 
-00 1 _ F(x-) = i\.F(t 1\ X). 

Ahora formulamos la descomposición Doob-Meyer de Fn en el tiempo con­
tinuo, para una muestra arbitraria. 

2.3.3. Teorema. Denotando 

Fn ,t = a(lpC::;s} : s ~ t, i = 1, ... , n). 

Entonces, la martingala de innovación nFn es igual a 

Para Fn , la parte martingala es 

1 jt 1 - Fn(x-) 
Mn(t)=Fn(t)- - 00 1_F(x_)dF(x) 

Demostración: Damos una prueba formal para M n (.). Definamos 

F;;'x = a(lp'i::;s} : s < x, i = 1, ... , n). 

Cada indicador 

l{x::;Xi } = 1 - l{JC<x}' 

es medible con respecto a F;;,x ' debido a que 

l{X<x} = lím1{xi <s}' , sTx -

Ahora, debido a la independencia, es suficiente mostrar que MI es una mar­
tingala. 
Ya hemos probado que para s ~ t , 

F(t) - F(s) 
IE[l{x::;t} I F 1,sl = lV<::;s} + l{x>s} 1 _ F(s) . 
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Por otro lado, por un argumento del tipo Fubini , 

lE[J
t l{x~x} dF( ) I F 1 

- 00 1 - F(x-) X I.s 

J

t lE[l{x<x} I F1,s] dF(x ) 
-00 1 - F(x-) 

1 l{x< X} dF(x) +! lE[l{x<.\'} I Fl.s] dF(x). 
(-00,8J 1 - F(x-) (s ,t J 1 - F(x -) 

El primer sumando de la última igualdad es porque 

Para s < x :::; t , se tiene 

1 - F(x - ) 
lE[l{x~x} I h ,s] = lE[l{x~X} 11{X~s}] = 1p,,>s} 1 _ F(s) . 

en efecto: 
Si l{x~s} = 1, entonces {X :::; s} . Así. 

lE[l{x~X} 11{x~s}] lE[1{x9' } IX :::; s] 
lP'[x :::; X IX :::; s1 
lP'[x :::; X , .\ :::; s1 

IP'[X:::; s] 
O. 

Por otra parte, si l{X~s} = O, entonces {X > s} . Así. 

Por lo tanto, 

lE[l{x~.q IX> s] 
lP'[x :::; X IX > s: 
lP'[x :::; X,X > sj 

IP'[X > s] 
1-IP'[X < .1:] 
1 - IP'[X :::; sJ' 

1 - F(:¡; -) 
lE[l{x~X} I Fl,s] = lE [ l{x ~ .\'} I l{X ~ s} ] = l{ bs} 1 _ F( s) . 
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Así se tiene que 

F(t) - F (s) 
lE[N/¡(t) I F¡ ,s] = 1{x ~s } + 1{x>s} 1 _ F(s 'J 

j 1{x<X} 1 1{ x>s} 
- F( )dF(x) - F( )dF(]') = 1I1¡(s). 

(- oo.sl 1 - x- (s,tl 1 - s 

o 
Ahora, analizaremos la estructura de covarianza de MI (-), Sea s ~ t, en­
tonces 

Cov(M¡(s), M¡(t)) = lE[M¡(s), M¡(t)] = lElIff(s) = ,(s). 

Luego, por el teorema de Fubini , con x V y := máx(x, y). obtenemos 

18 ls 1 - F(x V y- ) 
,(s) = F(s) + -00 -00 (1- F(x - ))(1 _ F(y _ ))dF(x)dF(y) 

_ 21s 
F(s) - F(x-)dF(x) 

-00 1 - F(x-) 

F(s) - ¡800 1 !J~l_)dF(X) 
F(s) cuando F es continua. 

Para F arbitraria, se tiene , ~ F. Por lo tanto, , está acotada, cosa que no 
sucedio con la martingala NI~, cuya varianza fue no acotada. 

Observemos también que si F es continua, se puede expresar 11[,~. como 

Esta representación tiene una analogía como sucedio con F". i,e .. !\I,: defini­
da en toda la recta real, se expresa en terminos de 11!,: definida sobre el 
intervalo [0, 1]. Entonces, una versión de la estadística K-S. es como sigue: 

D,~ == sup 11II~(t)1 = sup ID,~(v)l· 
t ER O~/}~ l 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.4 Representaciones Poisson 

el cual, es libre de distribución. 

También se tiene el siguiente teorema, referente a esta martingala, el cual, 
tiende a cero uniformemente en O :::; v :::; 1. 

2.3.4. Teorema. Cuando n -> 00, 

sup I Ü~ (v) I -> O, con probabilidad uno. 
O:<:;v:<:;1 

2.4. Representaciones Poisson 

En esta sección discutiremos la relación entre la distribución empírica y otras 
cantidades importantes del Proceso Poisson. 

2.4.1. Definición. Un proceso puntual N = N(t)t?o se llama Proceso 

Poisson (estándar) con parámetro A > O (Poisson(A)) si, y sólo si 

(i) N(O) = O 

(ii) N tiene incrementos independientes, i.e., para O < to < tI < ... < 
tm < 00 las variables aleatorias N(t¡) - N(to), ... , N(tm) - N(tm_ l) 

son independientes. 

(iii) Cada incremento N(t) - N(s) se distribuye Poisson con parámetro 

A(t-S): 

IP'(N(t) - N(s) = k) = e-oX(t-s) [A(t ~ s)]k, k = O, 1, .. . 

U n proceso Poisson se puede generar de la siguiente manera: sean XI , X 2 , .. . 

una sucesión de variables aleatorias independientes con distribución Exp(A). 
Si estamos interesados en la ocurrencia de eventos seguros, como la llegada 
de clientes. a una estación de servicios, las X:s se pueden interpretar como 
los tiempos transcurridos del (i - l)-ésimo al i-ésimo evento. La suma 

n 

es el tiempo de la n-ésima llegada o generalmente cuando la n-ésima llegada 
ocurre. El proceso 

N(t) = sup{n 2: 1 : S" :::; t}, t 2: O 
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es el número de eventos en el intervalo [O, t], con N(t) = O si {n 2: 1 : Sn :s 
t} = 0. Este proceso, es un Proceso Poisson con parámetro ,\ > O. 
Sabemos que los incremetos de la función de distribución empírica son de 
tipo multinomial y también que los incrementos son generalmente corre­
lacionados y por consiguiente dependientes. Los siguientes dos resultados 
muestran que existe una relación íntima entre ambos procesos. 

2.4.2. Lema. Sea N un Proceso Poisson con parámetro >. > O. Entonces, 

condicionado a que N(l) = n, la distribución de N(t) sobre O :s t :s 1, 

es la misma que nFn(t), O :s t :s 1, la función de distribución uniforme 

renormalizada. 

Demostración: Mostremos que ambos procesos tienen la misma distribu­
ción finita dimensional. Para ello, fij emos to = O < ti < ... < tm :s 1 = tm+l 
y enteros ko = O :s k1 :s ... :s km :s n = km+l' Entonces obtenemos 

lP'(N(t¡) = k¡; 1 :s i :s m I N(l) = n) 

lP'(N(t¡) - N (t¡_¡) = k¡ - k¡-l; 1 :s i :s m + 1) 
lP'(N(l) = n) 

m+l 

ni II (t¡ - f¡_ l)ki-ki- ¡ /(k¡ - k¡ - l)! 
¡= l 

lP'(nFn(t¡) = k¡ ; 1 :s i :s m) . 

La primera igualdad se debe a que los eventos {N (t¡) = ki ; 1 :s i :s m + 1} 
Y {N(t¡) - N(ti-¡) = k¡ - k i - 1; 1 :s i :s m + 1} son iguales. 
La última igualdad es como sigue: 

nFn(t¡) = nJ1n(0, ti) := nJin(C¡) para todo 1 :s i :s m . 

Entonces 
C I e C2 e . . . e Cm. 
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Definamos Bl = Gl, Bi = Gi\Gi-l para todo 2 :S i :S m y Bm+l = S\G".. 
nI = kl , ni = ki - ki-l para todo 2 :S i :S m y nm+l = 11 - km . 
Aplicando ahora el lema 2.2.2, 

m+l 

n! rr (ti - ti_¡)ki-ki- 1 / (ki - ki-¡)!· 
i=l 

o 
Este lema muestra que nFn , puede ser vista como un proceso Poisson, dado 
que han ocurrido n eventos al tiempo t = 1. El siguiente lema, revela por 
otro lado que, un Proceso Poisson, se puede obtener a partir de una función 
de distribución empírica, simplemente aleatorizando el tamaño de muestra. 

2.4.3. Lema. Sea N una variable aleatoria Poisson con parámetro A > 
O. Sean Ul , U2, .. . variables aleatorias independientes con distribución FL" 

siendo independientes de N. Entonces {N F N (t) : O:S t :S l} es un Proceso 

Poisson(A) sobre el intervalo unitario. 

Demostración: Puesto que las distribuciones de dimensión finita determi­
nan la distribución de un proceso, nuevamente fijamos to = O < tI < ... < 
tm < 1 = tm + 1 Y enteros no negativos k1, ... , km + l. entoIlces 

En efecto: 
Por la fórmula de la probabilidad total, 

00 

L IP'(N[F\,(ti) - FN(t¡-l)] = k i ; 1 :S i :S m + 1 ! .V = ¡')IP'(N = r ) 
1'=0 
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donde ro = k¡ + k2 + ... + km . 

Esto prueba la independencia en los incrementos, y al mismo tiempo es­
pecifíca las distribuciones marginales univariados. Esto completa la prue­
ba. O 

2.5. Estadísticas de orden 

En esta sección daremos algunas propiedades básicas de las estadísticas de 
orden, con especial énfasis en la distribución uniforme y exponencial. 

2.5.1. Lema. Sean Xl, X 2 ,· .. , X n una muestra de observaciones indepen­

dientes con distribución F. Entonces: 

Gi(x) := IP(Xi:n ::; x) = t ( : ) Fk(x)(l- F(x)t- k; 1 ::; i ::; n. 
k=, 

Demostración: 

IP(Xi:n ::; x) lP(Fn(Xi:n) ::; Fn(x)) 
i 

1P( - ::; F" (x)) 
n 

lP(nFn(x) ~ i) 

t ( ~ ) Fk(x)(l - F(x)t- k
; 1 ::; i ::; n. 

k=, 

O 
Ahora determinaremos la distribución conjunta de las estadísticas de orden . 
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Por construcción Xl:n ::; X2:1l ::; ... ::; X n :n . La dist ribución conjunta tiene 
soporte K , del conjunto de vectores x = (Xl , X2, ... , x n ) de dimensión n, 
que satisfacen X ¡ ::; X2 ::; ... ::; Xn. El conjunto de rectangulos f1~= 1 (ai, bi], 
con a¡ ::; bl ::; ... ::; an ::; bn , determinan unicamente una dist ribución sobre 
K. Debido a que las X¡s son i.i.d. se t iene 

lP'[a¡ < XiII ::; bi; 1 ::; i ::; n] = IP'[ U (ai < Xa(i) ::; b¡: 1 ::; i ::; n)] 
aE~ 

esto es 

L lP'(ai < Xa(i) ::; b¡ : 1 ::; i ::; n) 
aE~ 

n 

n!IIIP'(ai < Xi ::; b¡) 
i= l 

n 

n! II[F(bi) - F(ai )]. 
i=1 

n 

lP'[ai < Xin ::; bi; 1 ::; i ::; n] = n! II[F(b;) - F(a;)]. 
i=l 

Cuando F admite una densidad de Lebesgue f , las X¡:ns también poseen 
una densidad de Lebesgue, con soporte K. 

2.5.2. Lema. Sean X l ,X2"" , X n independientes con densidad f. En­

tonces (Xl:n , X2:1l , . .. , X Il :n ) tiene la densidad de Lebesgue 

( ) 
_ { n! f1~¡ f( Xi) , 

gn X¡"",Xn -
0, 

Demostración: 

IP'(Xi :n ::; Xi; 1 ::; i ::; n) 

Entonces, 

8"G 
11 

n! II f( Xi) 
i=1 

para X ¡ ::; X2 ::; ... ::; Xn 

e.o.c. 

n !IP'(Xi ::; Xi; 1 ::; i ::; n) 
n 

n! rr F(x¡l 
i=1 

G(X ¡ , X2, . .. , .1:,,) 

gn(.r ¡ ,X2, ... ,Xn ) si X I ::; X2 ::; ... ::; x n · 
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Como casos especiales, damos los siguiente ejemplos: 
F=Fu: 

gn(XI , · ·· ,Xn) = {~,!' 

F = Exp(l) : 

si O:s XI :s ... :s .I n :s 1 
e.o.c. 

( ) _ {n!exp( -XI - .. . - Xn), 
gn XI, · ·· , Xn - O, 

si O:s XI :s .. . :s X n < 00 

e.o.c. 

o 

Para conocer mas del carácter distribucional de las estadísticas de orden , 
recordemos algunos resultados de probabilidad: 

Sea (V, W) un vector aleatorio dI +d2-dimensional con densidad de Lebesgue 
g. Sea W E ]Rd2 tal que J g(v, w)dv > O. Entonces, la distribución condicional 
de V dado W = w es: 

IP'(V E A I W = w) = JA g(v, w )dv. 
J g(v, fu)di! 

Sean W = (UI:n, . .. ,Uk:n) y V = (Uk+l:n, ... , Unn ) para 1 :s k :s n. En­
tonces, para O < YI < . .. < Yk < ak+1 < bk+l < ... < an < bn < 1 : 

lP'(a¡ < U¡:n < b¡; k + 1 :s i :s n I UI:n = YI····, U":1l = Yk) 

JA g(v, w)dv 

J g(v, w)dv ' 
donde A = 

n 

II (aj, bi ) 

i=k+1 

n!>'{(xk+l' . .. ,xn): ai < Xi < b¡ ; k + 1 :s i:S n} 
n!>'{(xk+I, . .. ,Xn) : Yk < Xk+1 < . .. < XI! < l} . 

Desarrollando numerador y denominador de esto último se tiene: 

>'{(Xk+l,.·. ,Xn ): a¡ < X¡ < b¡ ; k + 1 :s i:S n} 

n 

II (bi - a¡). 
i=k+l 
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Así, 

(1 - Yk)n-k 

(n - k)! 

lP(ai < Ui:n < bi; k + 1 :S i :S n I UI :n = YI,· .. , Uk:n = Yk) 

(n - k)! r1Z:k+I(bi - Qi) 

(1 - y¡Jn-k 

Observemos que en esta expresión no depende de YI , .. . , Yk-I, se sigue en­
tonces que UI:n, . .. , Un:n es una sucesión de Markov para cada n 2: 1 fija. 
Las probabilida.des de transición se da.n en el siguiente: 

2.5.3. Lema. Para cada n 2: 1, UI :n , · .. , Un :n es una sucesión de Markov, 

tal que si O :S YI :S ... :S Yk :S 1: 

(
Ui :n - Yk. ) .c 1 _ Yk ' k + 1 :S l :S n I UI:n = YI , ···, Uk:71 = Yk 

= .c(Ul:n-k> . .. , Un-k:n-k). 

Demostración: 

Yk < Uk+l:n < Uk+2:n < ... < Un:n < 1 

Entonces, 

0< Uk+l:1l - Yk < Uk+2:1l - Yk < . .. < Un:n - Yk < 1 - Yk 

y 
Uk+1:1l - Yk < Uk+2:n - Yk Un:n - Yk 0 < < ... < < 1, 

1 - Yk 1 - Yk 1 - Yk 
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es otra muestra uniforme de estadísticas de orden, de tamaño n-k. Por 
último, definimos 

Uk+l:n - Yk Uk+2:n - Yk Un:n - Yk 
UI :n-k = , U2:n-k = , . . . , Un-k:n-k = ----=-'-' 

1-~ 1 -~ l - ~ 

o 
El siguiente lema presenta una propiedad de Markov reversa para las U!:ns. 

2.5.4. Lema. Para cada n 2: 1 Y O < Yk+l :::; ... :::; Yn < 1 : 

Demostración: 

0< Ul :" < Un:2 < ... < Uk:n < Yk+l ' 

Entonces, 
U 1'n U2'n Uk'n 

O < - '- < - '- < ... < - '- < 1, 
Yk+l Yk+l Yk+l 

es una muestra uniforme de estadísticas de orden de tamaño k . Así, definien­
do 

Ul:n U2:n Uk:n 
Ul:k = --, U2:k = --, ... , Uk:k = --, 

Yk+1 Yk+1 Yk+l 

se tiene, 

o 

2.5.5. Lema. Para 1 < r < n y O < x < 1, dado Ur :n = x, los vectores 

aleatorios (Ui:n , .. ' , Ur-l:n) y (Ur+l:n, ... , Un:n ) son independientes y dis­

tribuidos como (XUl:r-1 ,"" XUr- l:r- l) Y (x + (1 - x)U1:n-,·, .. . , x + (1 -

x )Un - r:n - r ) respectivamente. 

Demostración: P.D. que son independientes. Sean 

lP'(ai < Ui :n :::; bi ; 1 :::; i :::; n, i :f r I Ur :n = x) 

n!>'{(xI", . ,Xr- I ,X"+l, ""xn ) : ai < Xi:::; bi ; 1:::; i:::; n . i:f r} 
n'>'{ (Xl, ... , Xr-I, Xr+ I , .. . , Xn) : O < X I < ... < Xr-l < X < X"+I < ... < x " < l} 
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Luego, 

>'{(XI, . .. ,Xr-I ,Xr+I, ··· ,xn): ai < Xi :s bi; 1 :s i :S n , i f. r} 

II (b i - ai ). 
ioFr 

y 

>'{(XI, .. . , Xr- I, Xr+I , · ·· , Xn) : O < XI < . . . < Xr- I < X < .l·r+ 1 < . .. < Xn < 1} 

¡
X { X2 11 1

1 
... Jo ... dxn ·· · dXr+ldx l . . . d.Tr- 1 

o o X X ... - l 

¡
X ¡ X2 11 1

1 
... .. . (1 - xn- ¡)dXn-I ... dXr+ ld:rl . .. dXr _1 

o o X X n - 2 

¡ x ... ¡
X2

1
1 

. . . 11 

-(1 - ;n_¡)211 dXIl - 2 .. . dXr+ldXI . .. dXr_ 1 
o O x X u - 3 X ,, _ ? 

¡
X ¡ X211 11 

(1 - Xn-2)2d . . . . .. 2 Xn- 2 · ·· d:I: ,·+ld.rl . .. dXr-1 
o o X X ,, - 3 

¡

X ¡ X2 (1 _ x )n- r 
. . . ( )' dXI· . . dX,·_1 

o o n - r . 

(1 - x )n-r ¡X ¡X3 

( )
, . . . x2dx2 . . . dXr-1 

n - r . o o 

(1 - x )n-r ¡X ¡ X4 x~ I X3 
( )' . . . - dX3 . . . dX'·_1 
n - r . o o 2 o 

(1 - x )"-r ¡X ¡ X4 x5 
( )

' . . . -dX3 . . . dXr_1 
n - r. o o 2 

(l-X)"-r x r - I 

(n - r)' (r -1)!· 

Así que, 
I?(ai < Ui:n :s bi; 1 :s i :s n , i =f r I Urll = .r) 
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n !x 1'- I(1- x)n- 1' j(r - l)!(n - r)! 

(r - l)!(n - r)! D i,é1'(bi - ai) 
x1'- I(l - x)n- 1' 

(r_1)!rr[b
i :ai] x(n-r)!IT [b; =:i ]. 

,=1 l=r+1 

De aq uí se sigue que los vectores son independientes. Ahora, 

0 < UI:n < . .. < U1'-I:n < X. 

Entonces, 

o < Ul:n < . . . < Ur-l:rl < 1. 
x x 

Definamos 
Ul: n Ur- I:n -- = UI :1'- l , . . . , --- = U1' - 1:r- l. 

X X 

Se sigue entonces, 

UI:n = XUI:1'- 1' ·· ·' Ur- I:n = XUr - l:1'- l. 

Por otra parte: 
x < U1'+I :n < .. . < Un:n < 1. 

Entonces, 
0 < U1'+I:n - X < . . . < Un :n - X < 1 - J' 

y 
U1'+1:n - X Un:n - x 

0 < < ... < <l. 
1- x 1-x 

Definamos 

Ur+l :n - X Un :n - X 
---- = U1:n - 1" • • • • = Un - I' :,, - r ' 

1- x l -x 

Se sigue entonces, 

U1'+1:" = X + (1 - x)UI:n- 1" •••• Un:n = X + (1 - .1·)U"- 1':n- 1'· 

Por lo tanto, los vectores (UI:n, ... , U1' - I:n) y (U1'+l: n, "" e,, :,,) se distribu yen 
como (XU!:r' - I, .. / , xUr-I:1' - 1) Y (x + (1 - X )UI:n-I" .. . , :1" + (1 - x )Un- 1'n- I·) 
respect ivamente . O 
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Cuando F es derivable, f = F ' . Entonces Gi también tiene una densidad de 
Lebesgue. Primero veamos que 

GI1 (x) = lP'(UI1 :n ::; x) = ( ~ ) xn(l - x)n-n = xn, si O::; x ::; 1. 

Entonces, 

2.5.6. Lema. Para 1 ::; i ::; n , 

donde 

{ 
xi-r(l- x)n-ijB(i ,n - i + 1), 

gi(X) = 
O, e.o.c. 

B(a,b) = 11 

ta
-

1(l - tl-Idt, a, b > o, 

denota a la función Beta. 

Recordemos que 
B( b) = r(a)r(b) 

a, r(a + b) , 

r es la función Gama que satisface 

r(a) = (a - 1)!, a EN. 

Demostración: Del lema 2.5.1, 

Entonces, 

~ [-,--_-:-1c-:1!_--:-:-:-xk-I(1 _ x)"-k _ n! xk( l _ X)"-k- l] 
~ (k - 1)!(n - k)! /.:'(n - k - 1)! 
k=, 
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La última igualdad, se sigue del hecho de que se tiene una suma telescopica. 
Finalmente, 

n! 

(i - 1)!(n - i)! (i - 1)!(n - i)!/n! 
1 

B(i, n - i + 1) 

r(i)r(n - i + 1)/r(n + 1)! 

o 
Para una función de distribución general F, con densidad f , debido a que 

IP(Xi:n :S x) = IP(Ui:n :S F(x)), 

X i :n tiene densidad 

fi( X) = f( x)Fi- 1(x)(1 - F(x)t-i/ B(i, n - i + 1). 

Ahora, calculamos los momentos de Ui:n. 

2.5.7. Corolario. Para j 2: 1 Y 1 :S i :S n, 

IEUi = B(j + i, n - i + 1) . 
t:n B(i, n - i + 1) 

Demostración: 

IEUln = fol xixi- l(1-xt-i /B(i,n-i+1)dX 

1 101 
. . 1 . xJ+t- (1 - xt-tdx 

B(i,n-i+l) O 

1 (1 xi+i-l(1 _ x)(n-i+l)-ldx 
B(i,n-i+1)Jo 
B(j + i, n - i + 1) 

B(i, n - i + 1) 

o 
Como caso especial se tiene que: 

IEUi:n 
B(1 + i, n - i + 1) r(i + 1)r(n - i + 1)/r(n + 2) 

B(i, n - i + 1) r(i)r(n - i + 1) /[(n + 1) 
r(n + 1)r(i + 1) n!i! i _ 
----'---,---'---,.'--;-:-- = = -- = 11' i Il' 

r(n + 2)r(i) (n + 1)I(i - 1)1 n + 1 ' 
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y, 

B(i+2,n-i+ l) 
B(i,n-i+l) 

r(n + l)I'(i + 2) 
r(n + 3)f(i) 

i(i+l) i+l 
7( n-+---'-:-17"':)('---n-'-+'---2::7) = -n -+-2 rr i ,n . 

De a.quí se sigue que: 

VarUi :n IEU?n -1E2
Ui;n 

i + 1 ? 

n + 271'i,n - rri:n 

rri ,n e ~ 1 - rri1l) . 

Para obtener las esperanzas condicionales de las estadíst icas de orden uni­
formes, observemos primero que del corolario anterior, 

y para 1 :S i :S n , por la propiedad de Markov, 

lE [Ui :n I Ul:n, . . . , Ui-l: n ] = lE [Ui:n I Ui-l:ll]' 

Luego, del lema 2.5.3, 

.c ( Uj:n - Yi-l . . I U [1 ) 
1-' ;%:S J:Sn 1:1l=Yl , ··· , i- I:1l= Yi-1 

Y,-1 

Entonces, 

= .c (Ul:1l-i+I , . . . , Un - i+I:n-i+I)' 

lE UI :n = YI,··· ,Ui-I:1I = Yi - l [
Ui:n - Yi-I I ] 

1 - Yi-I 

lE [
Ui:1l - Yi-I I U ] 

;-I :1l = Yi - I 
1 - Yi - I 

IE[Ul: n - i+¡] . 

Por otro lado. 

lE [
Ui:n - Yi - I I U ] 

; - I :n = Yi - I 
1 - Yi-I 
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Así que, 
IE[Ui:n I Ui- 1:n = Yi-d - Yi-l -1E[U . 1 

- I:n-,+ I, · 
1 - Yi-l 

Entonces, 

Por lo tanto, 

lE [Ui :n I Ui - 1:n ] (1 - Ui-l:n)IE[Ul:n-i+l] + ["; - I:n 

U. . 1 - Ui -l:n 
1-1.n + . + 2 n -l 

(n - i + 2)Ui - 1:n + 1 - Ui -1:1l 

n-i+2 
(n - i + 1)Ui - 1:n + 1 

n - i + 2 
n-i+l 
--o -",-Ui- l:n + -----,­
n-z+2 n-z+~ 

Como una consecuencia, tenemos el siguiente: 

2.5.8. Lema. La sucesión 

Ui :n - ntI 
n-i+l ' 

1 ::; i ::; n, 

es una martingala con media cero, con respecto a la filtmción natuml 

Fi = a(Uj :n : 1::; j ::; i), 1 ::; i ::; n. 

Demostración: Es claro que esta sucesión tiene media cero. debido a que 
IE[Ui:n] = n~l. Además, 

lE ¡;n. n+l I Fi -l [

U _ _ i ] 

n - z + 1 n - i + 1 (IE[Ui :n I Fi- ¡J - 11 ~ 1 ) 

1 ( i ) n -i+ l E[Ui:nI U¡- I:n] - ,1 + 1 

1 (n-i+1u . 1 _ _ i_) 
n-i+1 n-i+2 , - Lll + lI _ i + 2 11 + 1 

Ui - l:n 1 (1 i ) 
n-i+2 +n-i+ l /I, -i + ~ - 11 + 1 
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Por lo tanto, la sucesión 

es una martingala. 

Ui-I:n 1 (n + 1 - ni + i2 
- 2i) 

n-i+2+n-i+1 (n-i+2)(n+1) 

Vi-I:n 1 (-(i - l)(n - i + 1)) 
n - i + 2 + n - i + 1 (n - i + 2)(n + 1) 

Vi-I:n 
n - i +2 

i - 1 

(n-i+2)(n+1) 
V i-I 

i - I:n - n+I 
n - i + 2 

Vi:n - n:h 
n-i+l ' 

1 :S i :S n , 

Para una martingala reversa, la tiene el siguiente: 

2.5.9. Lema. La sucesión 

(n + 1)Ui :n /i , 1:S i :S n. 

o 

es una martingala reversa con media uno, con respecto a la filtración natural 

Ti = a(Vj:n ; i :S j :S n). 

Demostración: Por la propiedad de Markov reversa, 

Por otra parte, del lema 2.5.4, 

Entonces, 

IE[Vi:" I Vi+l:n = Yi+I,· .. , Un: .. = Yn] 
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Por lo tanto, 

Entonces, 

Luego, 

n+1 
- . -1E[Ui:n I Fi+¡] 

1 

n + 1 
-. -1E[Ui:n I Ui+l:n] 

1 

n+1 i 
- 1-' -Ui+l:n i + 1 

(n + I)Ui+I :n/(i + 1). 

Por lo tanto, la sucesión 

(n+ l)Uin/i , 1:S i:S n, 

es una martingala reversa. O 

Ahora discutiremos el comportamiento distribuciona l de las estadísticas de 
orden O :S E I :n :S ... :S En:n, donde El, E2, ... , En son variables aleatorias 
independientes, con distribución Exp(1) . 

Recordemos que el vector (E I :n, ... , En:,,). tiene densidad 

( ) _ {n!exp { - 2:7=1 Id, si O:S Xl < ... < X n 
gn XI,·· . ,Xn - O, e.o.c. 

Definamos Eo:" = O y 

Y;n == Y; = (n - i + l)(Ein - Ei- I:n). 

Entonces, 
Y¡ 

Ei;n - Ei-l:n = . 
n -1 + 1 

Por lo tanto, 

r r Y; 
Er:n = ¿)Ei:n - Ei-l:,,) = ¿ n _ i + l' 

i=1 i = 1 

Lo interesante de esta. representación, es que las Y/s tienen una estructura. 
distribucional simple. 
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2.5.10. Lema. Las variables aleatorias YI, .. . , Y" son i.i.d. Exp(I). 

Demostración: 

( 
~I ) = A ( E~" ) 

Y1l En:n 

donde A es una matriz de n x n, definida como 

A= 

n 
-(n - 1) 

O 

O 

o 
n - l 

-(n - 2) n - 2 

o 
O 

2 O 
- 1 1 

Como detA = n! #- O, entonces existe A - 1, Y 

( 
E~:n ) = A - 1 ( Y

I 

) . 

En:n Y1l 

Luego, 
- 1 1 1 

J = detA = d A = , . et n. 
Entonces, 

I JI gn (<PI (YI , ... , Yn), ... , <Pn (YI , . .. • VI: 1) 

~ (YI YI + ~ YI + Y2 -'- + Yll) 
n! gn n ' n n - 1 ' ... , n n - 1 . . . 1 

~! n! exp [ - t Vi] 
,=1 

exp [-t Yi ] SI Y¡,Y2,···.YIl 2 O 

Por lo tanto, 
Y¡, ... , YIl son v.a.i.i.d . Exp(l). 

o 
Ahora. si representamos a las E;s , en terminos de las variables a leat.orias 
uniformes UI .... , Un: 

Ei = - In(l - Vi). 
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Puesto que 

Entonces, 

Así, se tiene que 

Luego, 

1 - U n:n < . .. < 1 - U I: n , 

-ln(1 - UI:n) < ... < -ln(1 - Unn )· 

r Y,. 

L n-i'+ 1 
i=1 

r-l Y,. y, 
~ , + r 

L...,n -i+ l n - r+ \ 
i= 1 

r;. 
-ln(1- Ur - 1:n ) + --­

n-T + l 

-Y
r 

= In 1 - r - I :n 
[ 

U 
] 

n-r+ 1 

1 - Ur :n 

[ 
U 

] 

n - r+ l 

Q = ( _V)_ 1- r-I:n 
r - exp Ir - 1 _ U 

r :n 

Junto con el lema 2.5.10, podemos derivar el siguiente: 

2.5.11. Corolario. Las variables aleatorias Ql , . .. , Q" son i.i.d. Fu · 

Demostración: para todo 1 ::; i ::; n, Y¡ tiene distribución Exp(1). En­
tonces, 

Por lo tanto, 

lP(exp(- Y¡) ::; qi) 

1P'( - Y¡::;lnqi) 

1P(Y¡ ::::: -In qi) 

1 - 1P(Y¡ ::; In qi) 

1- (1 - exp(lnq¡)) = q¡. 

IP(Qi ::; qi) = qi para todo 1 ::; i ::; n. 

Además, las Q;s son independientes. puesto que Q¡ = <p( ) ;) para todo 1 ::; 
i ::; n. Por lo tanto, 

Ql , ... , Qn son i.i.d . Fu· 
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o 
Existe otra variante interesante de este corolario, al caso general de una 
función de distribución continua F, que habla de la función de riesgo acu­
mulativa AF . 

2.5.12. Corolario. Sean Xl, ... , X" v.a.i.i.d. con función de distribución 

F continua. Entonces, las variables aleatorias 

son i.i.d. Exp(l), pam todo 1 :s: i :s: n . 

Demostración: Definamos 

Como F es continua, entonces 

¡t dF(x) 
AF(t) = Loo 1 _ F(x) = - ln(1 - F(t)) . 

Luego, 
AF(X) = -ln(1 - F(X)) = -111(1 - U) . 

Así, 
AF(Xi:,,) = - In(1 - Ui :,,) por ser AF creciente. 

Finalmente, aplicando el lema 2.5.10, 

Zi := (n - i + 1) [AF(Xi:,,) - AP(Xi-l:,,)], 1 :S: i :s: n son i.i.d. Exp(1). 

o 
Este corolario es una extensión del lema 2.5.10, al caso general de una función 
de distribución F continua. Cuando las X:s son Exp(I), entonces Ap(t) = t, 
por lo que las Z:s son iguales a las Y¡' s de antes. 
Este corolario, revela que AF, puede sevir como una herramienta para trans­
formar la dependencia de las estadísticas de orden. a una muestra de varia­
bles aleatorias independientes con una distribución específica. 

2.5.13. Lema. El vector (Ul: n, .. . , Un:,,) de estadísticas de orden uni­

formes , tiene la misma distribución que 

( 
Zl Zn ) 

Zn+l" ' " Zn+l ' 

donde Zi = El + ... + Ei , es la i-ésima suma parcial de una sucesión 

El . ... , En+l de v.a.i.i.d. Exp(l). 
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Demostración: La densidad conjunta de El, ... , En+l es: 

( 
.) _ { rr~:11 exp( -Xi), 

9n+1 X I ,···, Xn+1 -
O, 

si X¡ 2': O 
e.o.c. 

para todo 1 :S i :S n 

Sean 
ZI = X I , Z2 = X I + X2,···, Zn+1 = XI + X2 + ... + Xn+l· 

Entonces, 

y 

XI = ZI,X2 = Z2 - ZI,· ·· ,Xn+1 = Zn+1 - Z", 

1 O 
-1 1 

J = 0-1 
O 

O 0 ... -1 

O 
O 

O = 1. 

Entonces, la densidad conjunta de ZI,"" Zn+l, es: 

( 

n+l ) 
exp( -zn+¡) = exp - L X¡ . 

,=1 

Luego, sean 

Entonces, 
lP'(a¡ < Z¡ :S b¡; 1 :S i :S n + 1) 
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Esto muestra que (ZI , "" Z,,+I) tiene la densidad de Lebesgue: 

(
_ ) -> { exp( - Z,,+ I) , si O::; Z I < 22 < ... < 2n+l 
'''1 , . . , ,2,,+1 O 

, e.o.c. 

Finalmente, 

IP' (a < ~ < b' 1 ::; í ::; n) 
t Z,,+1 - t , 

" 
n! rr (bi - ai)' 

i=1 

o 
Los resultados presentados en esta sección, son herramientas fundamen­
tales para probar a lgunos resultados acerca de las funciones de distribución 
empíricas. 

2.6. Cotas de probabilidad de frontera 

En esta sección , se enuncian a lgunos resultados que caracterizan la desviación 
entre F" y F , para una n fija. 

El primer resultado, dá la distribución exacta de desviación relativa máxi-
ma, entre Fn Y F: 

Hn = sup F,,(t) , 
O< F(t) F(t) 

2.6.1. Teorema. Pam una F continua y O < E ::; 1, 

1 
Gl1 (E) == IP'(Rn < -) = 1 - E, 

E 

Demostración: Observemos que Gn es libre de disl,riburiÓn. en efecto: 

FIl(t) = FII( F(t)) para lodo t E IR: 
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Sea 
u = F(t) . 

Entonces, 
o < u :S 1, Y por la continuidad de F. 

Rn = sup Fn(u)/u == Rn . 
O<u$¡ 

Luego, por inducción sobre n: 

Para n = 1, 

Por lo que, 

Entonces, 

Por lo tanto, 

Supongamos que 

Observemos que 

en efecto: 

F¡(u) 
sup 

O<u$ l u 

l? (~ < ~) = l?(Ul > .:) 
U¡ e 

l-l?(Ul:Sc)=l -E.. 

Si u E [Uk:n , Uk+l:n), entonces 

sup 
UE[Uk ,,. ,Uk+l:,,) 

Por lo tanto, 

Fn(u) 
'u 

F,,(Uk:n) 
Uk:n 

k 
para todo 1 :S k :S 1/. 

nUk:n 

R" = máx k/nUk:n' 
l $k$/l. 
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Luego, 

P ( máx k/nUk:n < ~) 
l:'Ók :'Ón é 

P , >E ( 1) 
maxI:'Ók:'Ón k/nUk:n 

P( mín nUk:n/k > é). 
l:'Ók:'Ón 

El lema 2.5.4, establece que 

qUin, 1 :S i :S kl Uk+l:n = Yk+l," " Un:n = y,,) = [,(Yk+lUi:k, 1 :S i :S k). 

Entonces se sigue que, 

[,(Uk:n, 1 :S k :S n - 11 Un:" = y) = [,(yUk:n-l , 1 :S k :S n - 1). 

También recordemos que Un:n tiene la densidad de Lebesgue nyn-I , si O < 
y < 1. Entonces se tiene que: 

¡ lp( mín nUk:n/k > é I U,,,n = y)dGn(y) 
E l:'Ók :'Ón-1 

¡Il?'( mín nyUk:n-l/k > E)dGn(y) 
E l:'Ók:'Ón - 1 

¡11?' ( mín (n _ l)Uk:n-dk > (n - l)E) dGn(y) 
E l :'Ó k:'Ón-1 ny 

¡1 [ (n - l)E] n-Id 1 - ny y 
E ny 

11 
[nyn-I _ (n - 1)Eyn-2j dy 

yn _ Ey"-11! = 1 - E. 

o 
En la sección 2.3 se vio que el proceso t -+ FIl (t)/F(t) es una martingala 
reversa con media uno. Además, por la LFGN, 

F,,(t) -+ 1 con probabilidad uno. 
F(t) 

Sin embargo, si ponemos 

1 
- = 1 + <5 con <5 2: O, 
E 
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se sigue del teorema 2.6.1, 

( 
Fn(t) ) ( [Fn(t) ]) 1 8 lP' sup -- < 1 + 8 = lP' sup -- - 1 < 8 = 1--- = --o 

O< F(t) F(t) O< F(t) F(t) 1 + 8 1 + 8 

De aquí se sigue que Fn/ F no converge uniformemente a 1 en t. Por otro 
lado, para formular un resultado positivo al teorema 2.6.1 , se analizarán al­
gunas cotas relacionadas con Rr, . 

Sean O ~ s ~ n y a, b > O tales que a + sb < l . Definamos 

Pns(a, b) = lP'(Ukn ~ a + (k - l)b; 1 :S k ~ s y Us+l n > a + sb), 

con Un +1:n == 1. 

2.6.2. Lema. (Dempster) . 

Pns(a,b) = ( : ) a(a + Sb)S-I(l - a - sbr- s. 

Demostración: por inducción/no 

Para n = 1; O :S s :S 1. 

Si s = O, 

PlO(a, b) 

Por otra parte, 

lP'(Ul:l > a) = 1 -lP'(Ul:l :S a) 

1 - a. 

( ~ ) a(a + Ob)O- I(l - a - Ob)I-0 = 1 - a. 

Por lo tanto, 

Si s = 1, 

PlO(a, b) = ( ~ ) a(a + Ob)o-I(l - a - Ob)I -0 

Pll(a,b) lP'(UI:1 ~ a y U21 = 1 > a + sb) 

lP'(UI:1 :S a) = a. 
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Por otra parte, 

Por lo tanto, 

Pu(a,b) = ( ~ )a(1 + b)0(1 - a - b)o. 

La igualdad ta mbién se cumple para una n en general y s = O. En efecto: 

IP(U1:n > a) = IP(UI > a, . . . ,UI , > a) 
n 11 
Il IP(UI > a) = Il (1 -IP(UI S a)) 
i=1 i= 1 

n 

Il(1-a) = (1-a)" . 
i= 1 

Por otro lado, 

Por lo tanto, 

Pno(a,b) = ( ~ ) a(a + Ob)0-1(1 - a - Ob)" - o. 

Luego, sean n 2: 2 Y s 2: l. Entonces, Pns(a, b) 

IP(Uk:11 S a + (k - l)b; 1 S k S s y US+l:n > Q + sb) 

= la IP(Uk:n S a + (k - 1)b: 2:::; k :::; s y US +l: II > Q + sb I U1n = y)dG1(y). 

Ahora observemos que si hacemos k = 1 en el lema :2.5 .3, se tiene: 

(
Ui:n-YI . I ) r( ) L 1 - YI ; 2 :::; z S n UI:n = YI = /.- UI:II _I . . · · .UII - 1:n- l . 

Así que 

IP(Uk:n :::; a + (k - 1)b; 2 :::; k S s y Us+l: n > Q + sb I Ll1n = y) 

lP (Uk:11 - y < a + (k - 1)b - Y. 2 < k < s ' [',+l:n - Y > a + sb - y I u. = ) 
1 - 1 ' - - ) 1 1 I. n Y - y - y - y - y 

( 
a + (k - l)b - y . Q+ Sb - y ) 

lP Uk- I:n- I :::; 1 ; 2 S I.: :::; sy l .':Il_ I > 1 . 
- y - y 
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Esta última expresión la podemos reescribir como 

lP'(u . <a+b-y (i-l)b . . a+b - y (S - l)b) 
I.n - I _ 1 + 1 ' 1 ::; l ::; S - 1 Y Us:,,- I > + . 

-y -y l -y l - y 

Por lo tanto, 

P"S(a , b) = ¡a Pn-l ,s-1 (a + b - Y, _b_) n( l _ y)"- ldy . Jo 1 - Y 1 - Y 

El siguiente paso es aplicar la hipótesis de inducción y resolver la integral 
para llegar a l resultado. O 

2.6.3. Corolario. (Rényi). Sea O < E < 1. Entonces 

lP' ( máx nUk:n/ k > E) 
1::; k::; 71 

00 

-+ I,: Ese- (s+l)t:(s+1)S- I/ s' cuandon-+CX). 
s=o 

Demostración: Observemos que 

lP' Uk:n::; - + (k - 1)- ; 1 ::; k ::; s y Uh l 71 > - + s-(
E E E ¿) 
n n n n 

lP'(nUk:71 ::; E + (k -1)E; 1 ::; k ::; s.'" n[is+ I:" > E + SE) 

lP'(nUk:n /k::; E; 1::; k::; s y nUs+ t,'/ (s + 1) > E) . 

Luego, lP'(máxl<k<n nUk:n/k > E) 

71 - 1 

I,:PnsU~ , ~) 
s=o n n 

f ( n ) ( ~ ) ( ~ + s~ r- 1 (1 - ~ - s ~ r-s 

s=o s n n n n II 

~ ( ~ ) (~r (1 + s)S-1 [1 _ (s: 1kr-s 
71 - 1 I s [ ( 1) - ] n 1 
I,: n. E ( )s- 1 S + : l+s 1 - s 
_ s!(n - s) ! nS 11 [1 _ (S+I)ó ] 

s-o " 

nI,:-1 ES s-I [ (s + I) E] 11 11' 
-(1+s) 1 - . 

s=o SI n (n - S) ' (II - (s + l)¿)S 
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Puesto que 

n' 
(n - 8)!(n - (8 + l)c)s 

n(n - 1) .. . (n - 8 + 1) 

(n - (s + l)é)s 
n n - 1 (n - s + 1) 

(n - (8 + l)é ) (n - (s + l)é) ... (n + (s + l)é) , 

n' lím . = l. 
n-oo (n - 8)!(n - (8 + l)c)s 

También 
lím [1 _ (8 + l)é] n = e-(s+l)€. 

11.-00 n 

Por lo tanto, 

Ahora derivamos una fórmula para 

lP' ( máx nUk+l:n/k > e) . 
l :-:; k:-:;n- l 

Primero veamos que 

inf Fn(t)/t = [ máx nUk+l:n/k] -1 : 
t>ULu l :-:; k:-:;n - l 

Sea t E (Ul: n, U2:n). Entonces, 

Si t E [Uk:n , Uk+l:n) para todo 2:S k :S n - 1, 

. - F71(Uk+l:n-) k/n 
mf F,,(t)/t = = - .-- = k/nUk+l:n. 

tE[Ub,.Uk +Ln ) Uk+l:n Vk+l:n 

Por lo tanto, 

¡nf Fll (t)/t = mín k/nUk+In = [ máx nUk+l:n/k]-1 
t>U"" 1:-:;k:-:;1l-1 l :-:;k:-:;n- I 
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Luego, 

lP ( 1 < ~) 
máxI~k~n- 1 nUk+l:n/k e 

lP ( máx nUk+l:n/k > e) . 
I~k~n-I 

Ahora, condicionando sobre UI :n , obtenemos para O < e < n: 

lP ( máx nUk+l:n/k > e) = (l lP( máx nUk+l:n / k > el Ul:n = y)dGI(y). 
I ~ k~n- I Jo I~k~n-I 

Esta integral la podemos dividir en dos integrales: 

y 

¡e/n 
lP( máx nUk+l:n/k > e I UI :n = y)dGI(y) 

o I ~k~n- I 

11 lP( l~áx nUk+l:n/k > El Uln = y)dGI(y) . 
e/n I ~ k ~n-I 

Luego, observemos que lP(máxl~k~n-1 nUk+l:n/k > e I UI:n = y) = 1: 

Para k = 1, nU2:n/1 > E implica U2:n > E/n. Así, U2:n :::: UI:n > e/no Esto 
prueba que en efecto, lo anterior es cierto. Entonces, el segundo integrando 
se reduce a 

11 dGI(y) = lP(UI:n > e/n). 
éln 

Por lo tanto, 

lP ( máx nUk+l:n/ k > e) 
I ~·k~ n-I 

Ahora, veamos que 

¡é/n 

lP( máx nUk+l:n/k > E I Ul: n = y)dGI(y) 
o I~k~n- I 

+ lP(UI :n > E/n). 

¡éln 

lP( má.x nUk+l:n/k > E I UI:n = y)dGI(y) 
o I ~ k ~n- l 
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Primero observemos que 

[ ~-y E ] 
Pn - 1

,8 1-y'n(1-y) 

( 
~ - y (k - l)E ~ - y SE) 

IP' Uk:n- l :S -"---1' + (1 ); 1 :S k :S S Y U8 +1,,-1 > ~1 + (1 ) -y n -y -y n -y 

( 

E - ny (k - 1)E E - ny SE ) 
IP' Uk:n- l :S (1 ) + (1 ) ; 1 :S k :S S Y U8 +1 :,,- 1 > (1 ) + (1 ) n -y n -y n -y n-y 

( 
kE - ny (s + l)E - n y ) 

IP' Uk:n- l :S ( ); 1:S k:S s y U8 +1 :n-l > )' n1-y n(1-y 

Por otra parte, 

IP'( máx nUk+l:n/k > E I Ul:n = y) 
l$k$n-l 

IP' ( máx Uk+l:n > kE I U1:n = y) 
l$k$n-l n 

IP' max > -- I U1:11 = y 
( 

, Uk+l:n - Y ~ - Y ) 
l$k$n-l 1 - y 1 - Y 

lT1> ( , Uk+l:11 - Y kE - ny I U ) 
r mu > 1,,=y 

l$k$ n-l 1 -y n{l-y) . 

IP' ( máx Uk'n-l > _k-,-E_-_n_
y
,-:-) 

l$k$n-l' n(1 - y) 

r [ ~_y E ] I.: P,,-1 ,8 1 - y , n(l _ y) . 
8=0 

La cuarta igualdad, se debe a l lema 2.5.3, haciendo k=l. E'S decir: 

(
Uk+l :1l - Y ) 

L 1 -y ; 1 :Sk:Sn- 1 I U l:n = Y = L(U1:1l -1 .... , U"-1"-¡). 

El índice s , debe satisfacer: O :S s :S n y a, b > O, tales qUE' a + sb < l . En 
nuestro caso: 

~ -Y E 
a = _n__ b = ---,-----,-

l-y ' n(l - y)" 

Entonces, 
~ - y .C" 

-"- - + s - < l. 
l - y n{l - y) 
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Resolviendo esta inecuación, se tiene que 

n 
s<--l. 

e 

Por eso, T = [ ~ l . En resúmen, se tiene 

IP' ( máx nUk+l:n/ k > e) 
l ::; k::;n-l 

t lnn(l - y)n-ltPn_ls[fi - Y , (c )]dY Jo 5=0 ' 1 - Y n 1 - Y 

+ IP' (Ul n > ~) . 
Aplicando la fórmula de Dempster, junto con esta igualdad. se tiene el si-
guiente: 

2.6.4. Corolario. (Chang). Sea O < e < n. Entonces. 

( ) 
r+l () . ( ') n, - I En 11 él 'lE . 

IP' má.'C nUk+l:n/k > e = (1 - -) + L . (-) 1 - - (i.- l) '-l 
l ::; k::;n- l n i=1 l n 11 

Observemos que 

1'+1 , k ( k-) n- k n. e .:: "-1 
Lk!(n - k)!nk 1- -;- (k - 1) 
k=1 
r+l ck(k _ l)k-l 

L k! 
k=1 

( 
kc)n n! (II - kc) - k 

1 - -;- (n _ k)lnk -,-¡ -

~ ck(k - l)k-l (1 _ kc)n n(n - 1) .. . (n - 1.: + 1) 
L k' n (lI - kE)" 
k=1 

Haciendo tender n ~ 00, esta última: suma converge a 

~ ck(k - l)k- l e-kE = ~ (ce-E )" (1.: - 1 )k- 1 

L 1.;' L 1;1 
k=1 k=1 

Por lo tanto, haciendo tender 11 ~ 00 para todo E > O. 
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El siguiente resultado , dá la distribución exacta de 

D-:; = sup[Fn(t) - F(t)] = sup [Fn(u) - u]' 
tER O:Su::;1 

cuando F es continua, Birnbaum-Tingey [2]. 

2.6.5. Teorema. (Bimbaum-Tingey). Sea O :s x:S 1 yn ::=:: 1. Entonces, 

[n(l-x)] ( ) ( ') n-J ( . ))-1 
IfD( D-:; :s x) = 1 - x f; ; 1 - x - ~ x + ~ 

Demostración: Primero observemos que D-:; :s x si, y sólo si 

si , y sólo si 

máx {~ - F(Xi :n )} = máx {~ - Ui :n } :s x , 
l:Si:Sn n l :Si:Sn n 

i 
- - Ui :n :s x 
n 

o equivalentemente, 

.: - x < U" t d ' 1}{ _ , .n para o o l = n , n - , . . " , 
n 

donde K es tal que 
K K - 1 
- - x > O> ---x. 
n - n 

En vista del lema 2.5.2, IfD(D-:; :s x) es igual a la integral 

JI jy-n jYK+l ¡YK ¡Y2 
J(x ,n , K)=n! .. , , '" dYI .. . dYn , 

l-x l-x- ~ l-x-n~/' o o 

en efecto: 

Para i = 1,2, ... , K - 1, las y' s son libres. Para i = K ; 

n - K f{ 
1 - x - -- = - - x:S UK:n :s UK+l :n . entonces, 

n n 

Para i = K + 1; 

n-K 
1 - x - -- :s YK :::; YK+I· 

n 

n - (J{ + l) /\ + 1 
1 - x - = -- - x :s U K+l :n :s U I,' +2:n' Entonces, 

n n 
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n - (K + 1) 
1-x - :s YK+l :S YK+2· 

n 

Sucesivamente, para i = n - 1; 

1 n - 1 1 
1 - x - - = -- - x :s Un-I:n :s Un:n , entonces 1 - x - - :s Yn - I :s y" . 

n n n 

Para i = n; 

n 
1 - x = - - x :s Un:n :s 1, entonces 1 - x :s Yn :s l. 

n 

Por otro lado, 

Insertando esta expresión en J(x, n. K) obtenemos: J(x, n , K) 

JI jYK+? jY¡"'+ 1 yK-l 
n! .. . - (KK ),dYKdYK+I .. . dYn 

l -x l- x- n - (~+I) l-I - n--;/, - 1 . 

JI jYK+2 yK IYK + I 
n! ... /;; dYK+l . .. dy" 

l-x I-x - "- (~+I) . I-x- "-;,K 

1 jY ( K (1 _ x _ n-K() 
n! j .. . K+2 Yl\~+l_ K! n dYK+I ... dYn. 

l-x l -x- ,, - (:+1) l\! 

Esta última integral es igual a: 

(1 - x _ ,,~K)l\' JI jY/'; +2 
J(x, n, K + 1) - f{! x n! ... dYK+l ' " dYn 

l-x l - x- u -( ~-+l ) 

_ (1_x_n~K( 
=J(x,n,K+1)- K! I( x, n , K+1) . 

Por lo tanto, 

(1_x_n~K)K 
J(x , n , K) = J(x, n, K + 1) - K! /(x , n , K + 1). 

Entonces, 

(l _x _ n-K( 
J(x , n , K) - J(.r, n,I{ + 1) = - V' n [(x . /1 , f{ + 1) . 

\. 
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Sumando ambos lados, se tiene una suma telescopica del lado izquierdo: 

,,-1 n - l (1 l1 -i ), 

L(J(x ,n , i) - J(x ,n , i+1))=-L - x.~n l (x ,n , i+ 1). 
i = K i = K 1. 

Entonces, 

,, - 1 (1 . 11 - 1)' -x- -
J(x, n , K) - J(:r ,n , n) =- L ., 1/ J( :r.n,i +1). 

lo 
i=K 

Por lo tanto, 

,, - 1 (1 ",_ i) i - x- -
J(x, n , K) = J(x, n , n) - L ., 11 J( x . /1. i + 1). 

i = K l . 

Notemos que 

J (x, n , n) 11 lYn l Y2 
n' ... dYl ... dY" _ ldy,, 

l -x o o 

'11 y~-1 
n . (_ ),dYn 

l - x n 1 . 

n 1

1 

n! Y~ = 1 - (l- x )". 
n. l-x 

Mientras que para las J' s, obtenemos por inducción sobre i: 

x (x + n -i ),,-i- l 
l( . . 1) - , " . f' x , 11. , l + - n. ( ')' ' z = \ , .... n - i . n - z . 

Luego, 

n - l (1 n-i) i ( l1-i ),, - ;- 1 
J(x , n , K) = 1 - (1- xr' _ '" - x .- nI/I x .1" + n . 

L z! ( 1/ - z)' 
,= K 

Sea j = n - i. Entonces. 

J(x, n , K) = 1 _ (1_ X)" _ 7~ (~) (1 _X _ ~)" -J.L (X+ ;}' - 1 

Il-K(n) '( j)"-}( ))}-1 
1 - x L . 1 - x -- - .1' + -

} = o J n 1/ . 

[1/ ( I - x )1 ( n ) ( j )/I. -.1 ( . __ )//· ) ) - 1 . 
1 - x L . 1 - x - - J,' 

)=0 J n, 
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La última igualdad se debe a que 

n - K=[n(l-x) ], 

en efecto: como % - x ~ O > K;;l - x, multiplicando por 11 y sumando nx 
en la doble desigualdad , se tiene K ~nx > K - 1. Luego, multiplicando por 
(-) y sumando n, se obtiene n-K:::; n(l - x) < n - (1 .... - 1). De aquí se 
sigue que n-K = [n(1 - x)] . D 

La distribución de Dn = máx(D;i , D;;) es mucho mas complicado. Debido 
a que D;i = D;; en distribución (cuando F es continua) , t.enemos al menos 
una desigualdad , como sigue: 

IP'(Dn > x) lP'(máx{D;i,D~} > x) 

< IP'(D;i > x) + IP'(D;;- > .1') 

IP'(D;i > x) + IP'(D~ > :1:) 

21P'(D;i > x). 

2.7. La cota D-K-W 

En esta sección se analiza una cota muy especial de la desviación entre FI! y 
F. Esta cota fue originalmente propuesta por Dvoretzky-K iefer- Wolfowitz(1956) , 
ver [5]. Esta cota tiene a lgunas consecuencias interesantes. 

2.7.1. Teorema. Para todo x ~ O Y n ~ 1, existe e > O tal que 

(2. 13) 

Demostración: En vista de (2.9) , es suficiente estudia r el caso en que F 
sea continua. Este teorema se deduce del teorema 2.6.5, como sigue: 

Si x ~ ..;n, 

lP'(n1
/

2 D;i > x):::; lP'(n 1
/

2 D;i >..;n) = IP'( D~ > 1) = O. 

Por lo que basta considerar O :::; x :::; ..;n. Entonces. 
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[n(l - " l] .. 

x ~ (n)( x j)n-J(x j )J-l - L 1 - - - - -+-..;n . j ..;n n ..;n n J=o 
n [n( I-7;; l] . "-j . j- l 

(1 -~) + ~ L (n) (1 -~ - z.) (~ + z.) ..;n ..;n j=o J ..;n n ..;n n 

[n( I- ":;"'l] .. 

( )n v" ( ) ( ')"-J ( .)J-l 1 -~ +~ L n 1-~-Z. ~+z. ..;n ..;n j=1 J ..;n n ..;n n 

Sea i = n - j , entonces j = n - i . Lo anterior se escribe ahora 

n n-[n(I-7,:)] . i . n-i- l 
( x ) X '" (n)( x n-2) ( x n-2) 1-- +- L . 1 - ---- --+--..;n ..;n i=n-l 2 ..;n n ..;n n 

Observemos que 

(
X n-i )i( x n_i)n-i-l 

1 - ---- -- + --..;n n ..;n n 

(n - ..;n: - n + i) i ( ..;nx : n - i) ,,-i-l 
_l_ (i _ ,;nX)i(,;nX + n _ i),,-i-l . nn-l 

Por otro lado, observemos que 

[n(l- ~)] :S n(l - ~) . ..;n ..;n 
Entonces, 

[ x ] x n - n(1 - ..;n) ~ n - n(1- ..;n) = ,;nx. 
Por lo tanto, 
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La expresión de la úl tima igualdad se escribe ahora 

n [nJXJ+l (1 - ~) + vnx L (7) (i - vnx )i( vnx + n - it- i
-

1n-n. 
,=n-l 

Por lo tanto, 

n- 1 

lP'(n 1
/

2 D,i > x) = (1 - xlvnt + xJ¡i L Qn(j, x) (2 .14) 
j =[xv'nl+ l 

donde 

Definamos 
f(~') = (1-xlvntexp(2x2

) . 

Es claro que esta función alcanza su máximo en x = O. Además, f(O ) = 1, 
por lo tanto, 

Se sigue entonces que 

(1 - xl J¡i)" ::; exp( - 2x2
) . 

Ahora, sea xvn < j < n. Entonces, 

lnQn(j ,x)= ln( ~ ) +j ln(j - xJ¡i)+(n- j -1) ln(n - j +xvn) -nlnn. 

< 

- jfo (n - j - l)fo 
. ¡::;-+ . ¡::;-
J-xvn n-J+xv n 
- jfo(n - j + xfo) + (n - j + l)fo(j - xfo) 

(j - xfo)(n - j + xfo) 

-n2x - vnj + xn 
(j - xfo)(n - j + xfo) 

-n2 x fo 
(j - xfo)(n - j + .rfo) n - j + xfo 

(j - xfo)(n - j + xfo) 
-4x 
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Ahora, como xfo < j entonces xfo - j < O. Sumando} y elevando a la 
cuarta ambos lados de la desigualdad se tiene: 

o equivalentem,"nte 

Así que 

(
n )4 n 4 

- - j + x fo < -
2 16 

16 (n )4 
O < n4 "2 - j + xvn < 1. 

--------~4 > 1. 
1 - ~ (~ - j + xvn) 

El denominador es una diferencia de cuadrados, por eso 

Multiplicando por -4x, x > O, Y por uno de los factores del denominador, 
se tiene: 

-4x 
< -4x [1 + 7:2 G - j + .rvnf] 

16x (71 )2 -4x-- - - j+.rvn . 712 2 

Por [o tanto, si xfo < j < n, 

d 16x (71 )2 
dxlnQn(j , x) <-4x- n 2 "2- j + x ¡U , 

Este último término tiene primitiva 

? ? 

2 8r (n . 2X fo )-h{x) = -2x - - - - J +--
n2 2 3 

Por lo tanto, 

.r > O. 

4.r2 

911 

d . d [ 2 8x2 (n . 2.rVn ) 
2 

4.r
2

] -lnQn{J, x ) < - -2x - -? - - J + -. - - - . 
dx dx n- 2 3 gn 

Luego. integrando de O a x se tiene: 

? ? 
. ., 2 8r (n . 21: / 11)-InQIl{J ,x) - lnQn{J , O) S -2.T - - ? - - J + -. -

n - 2 3 
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Así que 

. . [? 8x2 (n . 2Xfo.):! 4X
2

] 
Q,,(J , x) :s: Qn(J,O)exp - 2x- - ~ "2 - J + -3- - % (2 .15) 

Ahora. integrando de 1 a x , i.e. , x ;:::01, 

2 o)? 

2 8x (n 2XVií ) - 4x -
InQ,,(j , x) - lnQn(j , 1) :S: - 2x - ~ "2 - j + -3- - % + co, 

donde 
8 (n . 2fo)2 4 CQ=2 + - --J+-- +-. 

n2 2 3 9n 

Por lo tanto, 

o • [ ? 8x
2 (n . 2x fo )1 4X

2] Qn(J , x) :s: c¡Qn(J , 1)exp -2x- - n2 "2 - J + -3- - % (2.16) 

Para acotar Q,,(j, O) y Qn(j , 1), primero consideramos el caso IJ - ~ I :s: ¡. 
Recordando la fórmula de Stirling 

se tiene 

Qn(j , O) 
ni o o 

..,------,'.:--:-c:c. j1(n - j)n-)-ln-n 
(n - J)!y! 

(~r J27rn ·j ( o O)n - j - ¡ -I! 
o o JII - J n 

(7)"-) )27r(n - J)ur J27rj 

J2;m 1 

)27r(n - j)J27rj (n - j) 

I I 1/2 1/ ? (3n)' / 2 3 Como J' _!l <!l se siCTue que !.l....- < JO - < --, v qut' -'! > n -Jo> !l. 2 - 4' b 2 - - 2 .1 ~ - - 4 
Entonces 

Así, obtenemos 

2(4 )3 . 2 
donde C2 = -- o .¡:¡:r. 
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Ahora, denotemos con ¿;' la suma sobre aquellas j' s en (2 .14), que satisface 
Ij - ~ 1 ::; 4, Y con ¿;" el resto. Entonces, de (2.15) obtenemos 

¿;'Qn(j, x) ::; ¿;'Qn(j,O)exp [-2X2 _ 8x?2 (!!: _ j + 2XJñ)2 _ 4X
2

] 
n- 2 3 9n 

< C2n exp( -2x-)¿; exp -8x - - - - -- - --3/2 ?' [ 2 (1 j 2X) 2 4X
2

] 
2 n 3Jñ 9n 

< C2n- exp(-2x)¿; exp -8x - - - ---3/2 2' [ 2 (1 j 2X) 2] 
2 n 3Jñ 

00 

< 2c2n-3/2exp(-2x2) I:exp(-8x2j 2jn2) 
j=O 

::; 2c2n-1/2exp(-2x2) [~+ 10
00 

exp(-8x2t2)dt] = *. 

La última desigualdad, se debe a lo siguiente: 

y 

Por otra parte, 

00 00 

¿exp(-8x2j2jn2) = 1 + ¿exp(-8x2/jn2). 
)=0 j=1 

Así, 

Ahora, observemos que 

l OO ? ? J2ii loo 1 (t2
) ..j2T. exp( - 8x-t-)dl = - J2ii exp - -j--? dt = -. 

o 4x o 2irj4x 2 16x- 8x 
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Entonces, 

* 2c2n- I /
2 exp( - 2x2) (.!. + .v"irr) 

n 8x 

2C2n-3/2 exp( -2x2) + c2n-l/2x-1 ~ exp( _2:¡;2 ) 

< C3 x - 1n - 1/ 2 exp( _2x2). 

La última desigualdad es porque x ::::: vn. Se sigue entonces que nx- I > 
vn 2: l. Por lo tanto, 

2C2n-3/2exp(-2x2) < 2C2n-3/2exp( - 2x2)nx- 1 

2c2n - 1/ 2x -l exp( _ 2x2). 

Concluímos que 

o equivalentemente 

Ahora analizamos la segunda suma. Supongamos s.p.g. que x > 1. Si 2xjn/3 ::::: 
n/8 entonces el segundo término en el exponente de (2 .16) no excede -:1.,2/ 8, 
en efecto: 
Como estamos fuera de Ij - ~ 1 ::::: :; entonces j < ¡ o 34n < j. Entonces. 

n . 2x vn n . n 5n . 5n 3n n 
- - J + -- < - - J + - = - - J < - - - = - -
2 3 - 2 8 8 8 4 8' 

Elevando al cuadrado y multiplicando por -~t, se tiene lo deseado. 

Ahora, para 21'vn/3 > n/8 o lo que es lo mismo x > 3vn/16, el último 
término es menor o igual que -(4/9)(3/l6)2x2. En efecto: 

4x
4 = 4x2x2 > ~ (~)2 nx2. 

9n 9n 9n 16 

Así que 
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Luego, 

Por lo tanto, 

Qn(j,x) S C1Qn(j, 1)exp(-2x2 - C4 x2 ) 

C1Qn(j, 1) exp( -2x2) exp( -c.¡.r2
) 

< CsX- 1Qn(j, 1) exp( - 2.r2
). 

Q,,(j, x) S csx- 1Q,,(j, 1)exp(-2x2 ). 

Ahora, puesto que ..filE" Qn(j, 1) S 1, se sigue que 

xvnE" Q,,(j, x) S Cs exp( -2x2)vnE" Qn(j, 1) S C5 exp( -2x2
). 

Por lo tanto, 

y 

Finalmente 

Además, 

Por lo tanto, 

,,-1 

xvn L Qn(j,x)Sc6 exp( - 2x2). 
j=[xVnJ+1 

(1- x/vn)n S exp(-2x2
). 

n-1 
(1-x/vn)"+xvn L Qn(j,X)Scexp( - 2.r2) 

j=[xVnJ+1 

y 

Veamos que consecuencias tiene esta cota. Dada é > 0, 

Luego. 
00 

L exp( - 2né2
) 

n=O 
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es una serie geométrica con x = exp( -2é2) < 1, el cuá.l cOII\'erge a I~X ' Así, 
aplicando el lema de Borel Cantelli , se tiene: 

P(lím sup Dn > é) = O para toda 5: > O 
n~oo 

lo cual implica, 
Dn ---; O con probabilidad uno. 

es decir, el Teorema de Glivenko-Cantelli. Con una modificación a este ar­
gumento, se obtiene el siguiente: 

2.7.2. Corolario. Con probabilidad uno, 

[
n ] 1/ 2 

lím sup -1 - Dn < oo. 
n - oo n n 

Demostración: Sea x = (c In n)I /2 con c > 1/ 2. Entoncf's . 

Luego, 

00 

P(Dn > x) < 2P(D;; < x) :s 2coexp( - 2.r:! ) 

2co exp( -2c In n) . 

00 

¿P(Dn > (clnn)I/2) < 2¿co exp(-2c llIlI) 
n=1 n = 1 

00 

2CO ¿ exp [ln (II - 2C): 

n=1 
00 

2CO ¿ n-2c < 00 si e> 1/ 2. 
n = 1 

Entonces, 
P(límsupDn > (clnn)I/ 2) = O. 

11-00 

Se sigue que 

[
n ] 1/ 2 

lím sup -1 - Dn < oo. 
n~oo n n . 
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2.8. Cotas Binomiales 

Como antes, sean Xl, . .. ,Xn v.a.i.i.d. con función de distribución F. En la 
sección 2.1 se probó que nFn(t) '" Bin(n, F(t)) . Denotemos 

Así que r¡ rv Bin(n, p), con p = F(t). Si O < p < 1, se sigue del TLC: 

lP' (n 1/ 2 Fn(t) - F(t) > x) -> _1_100 
e- u2

/ 2du = lP'(~ > x) (2.17) 
)F(t)(l - F(t)) - ,j'irr x . - , 

donde ~ '" N(O, 1). 

2.8.1. Lema. (Cociente de Mili). Pam toda x > O, 

(~ - ~) _1_ exp( _x2 /2) S lP'(~ 2 x) S ~_1_ exp( _x2 /2). 
x x3 ,j'irr X ,j'irr 

(2.18) 

Demostración: Sea u = x + z, se sigue que du = dz y u2 = x2 + 2xz + z2. 
Además, si x S u < 00 entonces O S z < oo. Así, 

lP'(~ 2 x) 1 1 00 rrc exp( _u2 /2)du 
v27r x 

1 100 rrc exp((-x2 - 2xz - z2)/2)dz 
v27r o 

1 100 rrc exp( _x2 /2) exp( -xz) exp( _z2 /2)dz 
V 271' O 

1 l OO S rrc exp( _x2 /2) exp( -xz )dz 
v27r o 

Por lo tanto, 

1 2 [1 Joo 1 1 rrc exp( -x /2) - - exp( -xz) = - rrc exp( _x2 /2). 
v 271' x o X V 271' 

1 1 
lP'(~ 2 x) S - rrc exp(-x2 /2). 

x V 271' 

Por otra parte, integrando y evaluando se tiene 
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Luego, debido a que 1 - 3y-4 ::::: 1, 

Entonces, 
1 

(x- 1 
- x-3

) J2rr exp( _x2 /2) ::::: lP'(~ ~ x). 

Juntando las dos desigualdades se obtiene lo deseado. o 

Vamos a probar que se cumple una cota similar para una n finita, de una 
Binomial estandarizada. 

Recordemos que nFn(t) rv Bin(n, F(t)). Pongamos 

nF,,(t) 
X = -¡==::::7==i"7====~"'" 

jnF(t)(l - F(t)) 

Observemos que 

.= IE(X) = nF(t) V (X) 1 
p, . jnF(t)(l _ F(t)) y ar = . 

Aplicando la desigualdad de Chevichev, ver apéndice B.2, obtenemos: 

lP'(1 X - p, I~ x) = lP' (n1/ 2 Fn(t) - F(t) ~ x) ::::: x-2 , 

JF(t)(l - F(t)) 

lo cual es una peor cota de lo que se podía esperar de (2 .17) y (2 .18). 
Sin embargo, podemos obtener una mejor cota si incorporamos la función 
generadora de momentos de una variable aleatoria Binomial. 

2.8.2. Lema. Sea 17 rv Bin(n, p) , 0 < p < l. Entonces, la función genera­

dora de momentos de 17 es 

M(z) = lE[exp(z17)] = [(1 - p) + pexpz]". 

Demostración: Puesto que 1] es igual en distribución a la suma de n v.a.i.'s 
Bernoullis con parámetro p, cuya función generadora de momentos es 1 -

P + pexp z, la función generadora de momentos de 17 es: 

n 

H(z) = lE[exp(z17)] = II[(l - p) + pexp z] = [(1 - p) + pexp z] ". 
i=l 
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o 
Ahora daremos una cota para lP(1] - np 2:: E) con E> O. Primero observemos 
que 

lP( 1] - np 2:: E) 

< 

lP[Z(1] - np) 2:: ZE] = lP(Z1] 2:: Ze + znp) 

lP[Z1] 2:: Z(E + np)] = lP[exp( Z1)) 2:: exp[Z(e + np) ]] 
1 

[ ( )]lE[exP(Z1])] = !\f(z )exp[- z(E + np)]. 
exp Z E + np 

La desigualdad anterior se sigue debido a la desigualdad de Markov, ver 
apéndice 8.2. Por lo tanto, 

lP(1] - np 2:: E) :::; M( z )exp[- z(np + e)]. 

Así, obtenemos la siguiente cota: 

2.8.3. Lema. Para cada E > 0, 

lP(1) - np 2:: E) :::; inf M( z ) exp[- z (np + e)] == p. 
z ~O 

Demostración: Se sigue del hecho de que 

lP(1) - np2:: E) :::; M(z ) exp[ -z(np +e )]. 

Para determinar p, definamos f como sigue: 

Entonces, 

y 

exp[- f(u)] = inf M(z) exp( - .: u) . 
z~O 

exp[- f(np + E)] = l~~ M( z) exp[ -z(np + ,,) ], 

p = exp[- f(np + E) ]. 

o 

La función f se le conoce como la función de Chernoff de ]\f. Es claro 
que f es no negativa y no decreciente. Así, enunciamos el siguiellte lema. 

2.8.4. Lema. 

{

O, 

uln-.!!..+(n - u)ln~. 
f(u) = f(u , n , p) = np n ( l - p l 

- nlnp, 

+00, 

si 
11:::; ° 

si O< U< 11 

si 11 = 11 

SI 11 < /l. 
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Demostración: Sea u S O. Entonces, 

Se sigue que 

y por tanto, 

inf[(1 - p) + pexp z]" exp( -zu) = l. 
z~O 

exp[- f(u) J = 1, 

f(u) = O. 

Sea O < u < n y g(z ) := [(1 - p) + pexp z]nexp( - zu). Elltonces 

dg(z) 

dz 
n [(1 - p) + pezt- 1 peze- zu - [(1 - p) + peO]n e-zuu 

[(1 - p) + pezt- 1 e- zu (npe Z - [(1 - p) + peZ] u). 

Igualando a cero esta derivada, tenemos 

[(1- p) + pezt- 1 e- zu = O o npez - [(1 - p) + Pf: ] U = O. 

Es claro que 
[(1 - p) + pezt- 1 e- zu -1= O, 

y 

npez - [(1 - p) + peZ] u = O. 

Despejando a z en esta igualdad se obtiene 

z = In (1 - p)u . 
(n - u)p 

Este valor está bien definido debido a la hipótesis O < II < n. Ent.onces, 
sust ituyendo z en f, se obtiene 

[ 
(1- p)U]n [ (1 - P)u] 

exp[-f(u)]= (1-p)+p( ) exp -uln ( ) . 
n-up n-up 

Despejando f(u) en esta igualdad, se obtiene 

f(u) l 
(1- p)u I (1 - p)/I 

U n - n n -'---'--'--
(n. - 1t)p '/l - lt 

U n - u 
uln-+(n.-u)ln )' 

np n(l - p 
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Por lo tanto, 

u n-u 
f(u)=uln-+(n-u)ln (1 )' 

np n - p 
si O < u < n . 

Si u = n, 
1 

f(u) = uln - = -ulnp = - nlnp. 
p 

Por último, si u > n entonces u = n + E con E > O. Entonces, 

y 

9(Z) [(1 - p) + peZjn e- zu 

t ( ~ ) (pez)k (1 - p)n-ke-zu 

k=O 

t ( ~ ) pk(1 - pr-kez(k-(nH». 

k=O 

Esta última suma converge a cero cuando z -> 00, ya que k - (n + E) < o. 
Por lo tanto, 

y 

inf 9(Z) = O, 
z~O 

f(u) = +00. 

Antes de analizar más a fondo la función de Chernoff, notemos que 

lP'(r¡ - np ~ -E) = lP'(17 2 E + n(l- p)), donde 17 rv Bin(n, 1 - p) , 

en efecto, 

lP'(r¡ - np ~ -E) lP'( -r¡ 2 é - np) = lP'( n - '7 2 n + E - np) 

lP'(n - 17 2 E + n(1 - p)) . 

Sea r, = n-r¡. Entonces, 

lP'(r, = x) lP'( n - r¡ = x) = lP'( r¡ = n-x) 

(
n ) pn-.r(1 _ p)I = ( n ) (1 _ p) xpn-x . 

n-x x 
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Por lo tanto, 
i¡ rv Bin(n, 1 - p). 

Esto, junto con el lema 2.8.3, se sigue que 

l?(i¡ 2: E + n(1 - p)) = l?(i¡ - n(1- p) 2: E) 

< P = exp[- f(n(1 - p) + E, n, 1 - p)]. 

Retomando nuevamente a la función de Chernoff, sea u = np + E, sobre 
O < u < n, i.e., E < n(1 - p). Entonces, 

np+ E n - np - E 
f(n ,u,p) = (np+E)ln--+(n-np -E)ln ( ) 

~ n1 - p 

np [1 + :p] In [1 + :p] 

+ n(1-p)[1-n(lE_p)]ln[1-n(lE_p)]. 

Luego, expandiendo f( x) := ln(l + x), con Ixl < 1 alrededor de x = O, se 
tiene 

(_1)k-l(k - 1)! . . 
fk(X) = ( )k Y fk(O) = (_1)k-l(k_1)! para todo k=1,2, ... 

1+x 

Usando la fórmula de Taylor, podemos escribir In(1 + x) como 

~ (_1)k-l(k - 1)!xk 
ln(l+x) = L k! 

k=O 

X2 x 3 x 4 

x--+---+ ... 
234 

Multiplicando esta suma por 1 + x, obtenemos 

x2 x3 x4 

(1 + x) ln(l + x) = x + r:-2 - 2.3 + 3.4 - . .. 

Observemos que 

X2 x 3 x 4 

f( -x) = ln(l - x) = -x - - - - - - - . . . 
2 3 4 

Multiplicando por 1 - x, obtenemos 

X2 x3 x4 

(1 - x) ln(1 - x ) = -x + 1.2 + 2 . 3 + 3.4 + ... 
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Entonces, con XI = é/np y X2 = é/n(1 - p) obtenemos, J(n, u , p) 

np [~ + é
2 

] + np [_ xf + x1 _ ... ] 
np 2n2p2 2·3 3 · 4 

+ n(1 - p) [- n(1 é_ p) + 2n2(~2_ p)2 ] + n(1 - p) [ ;1:~3 + 3
X

\ + .. . ] 

La expresión del lado derecho se puede simplificar a 

Por lo tanto, 

é
2 [x3 

X4 ] [~.3 x~ ] 
f(110n , p) = 2np(l - p) +np - 2

1
3+3.

1
4-'" + 2.13+3

2
4+'" 

Cuando O < X¡,X2 < 1, se sigue que 

f(n, u, p) > 2np(~2 _ p) + np [- t f
3 + ; ri4 - ... ] 

é
2 

np [ x3 x~ ] 
2: 2np(1 _ p) + 1 _ p - 2

1
3 + 3.'4 - . .. 

é
2 

( é ) 
2np(1 - p) 1/J np , 

donde 1/J está definida para Ixl < L como 

X x2 (_ 1)k2.yk 
1/J(x) = 1 - -3 + - - ... + (k )( ) + ... 6 0+1/,; + 2 

en efecto, 0["'] 

np [ . é
3 

é
4 

] 
1 - P - 2· 3(np)3 + 3 · 4(np)4 - .. . 

~ [-2 3é
(3 )? + 3 c(4 )3 - ... + ( (-) 1)k[(I;)+(2 ) , I + .. ] 

1 - P . np - . 4 np k + 1 (k + :2 np)'"+ 

Así, 
é 2 np 

2np(1 - p) + 1 _ p [ ... ] 
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é
2 

[ é é
2 (_ J)k2~k ] 

2np( 1 - p) 1 - 3(np) + 6(np)2 - . .. + (1;; + 1) (k + 2)(np)k + .. . 

é
2 

( é ) é 
2np(1 _ p) 'l/J np , con x = np' 

Notemos que 

con 

en efecto, 

h(l + x) 

Por lo tanto, 

y 

'l/J(x) = 2h(1 + x)/x 2 

h(x) = x(lnx - 1) + 1, 

(1 + x)[ln(l + x) - 1] + 1 = (1 + .T) In ( 1 + x) - x 

x2 x3 x4 

X+- - -+- - ... -.r 
1·2 2·3 3·4 

x2 x3 x4 

~ - 2.3+3·4-·· · 

2 X x2 
2h(l + x lix = 1 - - + - - ... 

3 6 

'l/J (x) = 2h(1 + x)/x2
, con h(x) = x(l n .r - 1) + 1. 

(2. 19) 

(2.20) 

En vista de (2. 19) y (2 .20) , 'l/J está definida para todo.l: posit ivo. Definamos 

91(é) = f(np + é, n, p) y 92(E) = é
2 'l/J ( E ) / 21ljl(l - p). 

nI' 

Es claro que 
91(0) = O = 92(0). 

Veamos también que 
09t/& 2: 092 /&. 

09t/&=ln (1 +~) - ln(1- :: )) 
np n(l-p 

y, 

Luego, 

891/ 0é 2: 092/& si. y sólo si (1 - p) In [1 - (E )] + Ji In [1 + ~] -s; O. 
n 1 - l' np 
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Luego, esto último es cierto ya que si definimos 

f( x ) = In(1 + x ), 

entonces, f es concava, y para todo - 1 < x < y, f (ax + (1 - a )y) ~ 
af(x ) + (1 - a)f(y) . Entonces, si 

E. E. 
X := - y y:= - , con a = 1 - P y 1 - a = p, 

n(1 - p) np 

entonces 

f(a x + (1 - a )y) f (_:. +:.) = f(O) = In(1) = ° 
n 11 

~ (1-p)ln (1 - n(/-P») +pln (1 + 1~P) ' 
Por lo tanto, 

Se sigue entonces que 

Finalmente, integrando esto último obtenemos 

Enunciamos el siguiente lema. 

2.8.5. Lema. Sea 17 ~ Bin(n, p). Entonces para todo E. > 0, 

(i) 

(ii) 

1P(17 -np :s -~):sexp[- E.

2 

1/J ( E. )] . 
2np(1 - p) n (1 - p) 
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Demostración: (i) Ya se demostró que 

Entonces, 

-f(np+E) < _E
2 

1/J (~) . 
- 2np(l - p) np 

Luego, aplicando el lema 2.8.3, se tiene 

1P'(1) - n p 2 E) < exp[- f(np + E)] 

::; exp [- E

2 

1/J (~)] 
2np(1 - p) np 

exp [ -np h (1 + (E ) )] . 
1 -p n1-p 

(ii) Aplicando directamente el inciso anterior se tiene 

1P'(1) - np::; -E) 1P'(i¡ 2 E + n(l - p)) donde i¡ rv Bin(n, 1 - p) 

1P'(i¡ - n(1 - p)) 2 E) 

< eXP[-2np(~2_ p) 1/J (n(1 ¿_p) )] ' 
o 

Se pueden obtener mejores cotas para f(u ,n,p). Por ejemplo, si 1 - p::; p, 
i.e., p 2 1/2, se obtiene para u = np + é, 

f(u, n, p) 2 ¿2/2np(1 - p) (2.21) 

en efecto, 

¿2 [ xr xi ] [ x~ x~ ] f(u ,n,p) = ( )+np --o + - -" . +n( l - p) - + - +" .. 2np 1 - p 2 . 3 3 . 4 2 . 3 3 . 4 

puesto que se cancelan todos los terminos con exponente impar. De forma 
análoga se prueba si p > !. 
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para una O < p < 1 arbitraria, se tiene 

E2 [ E(1 - P)] J(u , n , p > 1 -
) - 2np(1 - p) 3np 

(2 .22) 

en efecto , J (u , n , p) 

2: E
2 

+ np [_ xl + xf - ] 
2np( 1 - p) 2 . 3 3 . 4 ... 

2np(~2_ p) + np [-~ (:pr + 3 \ (:pr - . . . ] 

E2 
np ( E ) 3 [1 ( E) 4 1 (s) .5 ] 

2np(1 - p) - ti np + np 3 · 4 np - 4·5 np + ... 

Luego, el último sumando de la última igualdad es positi,·o. Por lo tanto. 

J(u , n , p) > E _ np ~ = E 1 _ c. 1 - p . 2 ( ) 3 2 [ _( )] 

- 2np(1 - p) 6 np 2np(1 - p) 3np 

Para una O < 5 < 1, si 
dI - p) < 5 

3np -, 

entonces 

J( ) é2 [ c(1 - P)] ¿-2 (1 -5) 
u , n , p > 1 - > . 

- 2np(1 - p) 3np - 2np(1 - p) 

Por lo tanto, 
é 2 (1 - 5) 

J(u, n , p) 2: 2np(1 _ p) (2 .23) 

Finalmente, para la estandarización de Fn(t) , se obt.iene para x 2: O Y O < 
5 < 1, 

IP' (n
1
/
2
[Fn(t) - F(t)] ) {ex p[-x2 /2]' si 

jF(t)(1 _ F(t)) 2: x S; exp[-x2 (1 - 5) / 2]. si 

S· d 3ÓJIiP r lempre y cuan o x S; (1_p )3/2 ' en electo, 

nF,,(t) '" B in(n , p) , donde p = F(/). 
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Luego, si p 2: 1/2 aplicamos el lema 2.8.3, usando (2.21) se tiene 

lP'(nFn (t) - nF(t) 2: é) ~ exp [- 2 t )]. np 1 - 7) 

Por otro lado, 

lP'(nFn(t) - nF(t) 2: é) IP' ( nFn(t) - nF(t) > :: ) 
jnF(t)(l - F(t)) - jnF(t)( l - F(t)) 

~ n > . Ill> ( 1/2 F.,(t) - F(t) :: ) 
jF(t)(l - F{t) ) - j np{l - p) 

Por lo tanto, si x = ~, se t iene 
np(l-p) 

IP' (n 1/ 2 Fn(t) - F(t) > x) < exp[-x2 /2]' si p = F(t) 2: 1/2. 
j F(t)(l - F(t)) - -

Analogamente, para p = F(t) en general, aplicamos lema 2.8.3, usando 
(2.22), para obtener 

IP' ( n 1/ 2 Fn(t) - F(t) > x) < exp[-.r:!(1 - 6) /2]-
JF(t)(l - F(t)) - -

'd d ó( l - p) < J: • < 3Ó,¡np 
Cul an o que ~ _ u, l.e., x _ ( l _ p)J/2 ' 

2.9. Oscilación de los procesos empíricos 

Consideremos el proceso empírico uniforme 

sobre la muestra uniforme U1 , .. . , Un' Las discontinuidades de an, se dan 
en las U: s. Así que el número de saltos en la gráfica de all • se increment.a n 
conforme la muestra crece. Por otro lado, n- 1/ 2 cOIl\'erge a cero cuando n 
crece. De esta manera, surge un poco de complicación en el comportamiento 
de an0 Una mejor medida para este caso es 

Wn(a) = sup lan(t) - an(s) l . 
It - sl :S: o 
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llamada el módulo de oscilación. wn mide las oscilaciones locales de 
on, por lo que a es pequeño, con O < a < 1. Para tener un análisis completo 
de wn, primero analizaremos el caso en que s = O Y sUPO<t<a on(t). 
Sea O = to < tI < ... < tm = a una part ición de [O, al: obtendremos una 
cota para on sobre esta partición, posteriormente haciendo que la norma de 
la partición tienda a cero, obtendremos una cota de on sobre a s t S a. 

Sea x > a. Definamos 

A¡:={Oll(t¡»x}, para todo i=O, l , .. . ,m. 

Observemos que 

= lP'( sup ón(t¡) > x). 
O::;¡::;m 

en efecto , 

m 

W E U A¡ si , y sólo si existe i E {a, 1, ... , m} tal que w E A¡, 
¡=o 

si, y sólo si existe i E {a , 1, ... ,m} tal que 01l( t¡)(w) > x. Esto último es 
equivalente a decir que máxo::;i ::;m on(t¡) (w) > x. Luego, máxo::;¡ ::;m on (t¡) = 
sUPo::;¡::;", on(t¡). Por lo tanto, 

m 

U A¡ = sup on(t¡) 
¡=o O::;¡::;m 

y, 

('" ) lP' 1dA¡ = lP'( sup on( f¡) > x ). 
O::;¡::;m 

También definamos el evento 

A;" = {ó,,(tm ) > x* } con x* S :r. 

Se sigue entonces que Am e A;'l' Luego, 
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IP (Q(Ai n A:r,) U Q(Ai n A~)) 

IP (Q(Ai n A:r,)) + IP (Q(A¡ n A~)) = * 

Por otro lado, 
m 

U A¡ n A:r, e A~" 
i=O 

y 

m 

U A¡ nA~~ 
¡=o 

A~~ n (Ao U (Al n Ag) U ... U (Am n (Ag n A~ n ... n A~_l))) 
(A~~ nAo) U ... U (A~ n Am n Ag n A~ n .. . n A~_ l) 

(A~ nAo) U ... U (A~ n Am-l n Ag n A~ n ... n A~,_2) 
m- l 
U A;'~ n A¡ n Aa n . . . n Ai- l . 
¡=o 

Entonces. 

m-l 
* ~ IP(A:r,) + L IP(A~~ n A¡ n Aa n ... n Af- l)' 

¡=o 
Por lo tanto, 

m-l 
~ IP(A~) + L IP(A~ n A¡ n Aa n .. . n Ai-l)' 

¡=o 
Observemos que 

A¡ n Aa n A ~ n .. . n Ai-l A¡ n A~ n ... n Ai-l 

{ón(t¡) > x} n {Ón(tl) ~ x} n ... n {&(t¡ - l) ~ x}. 

Entonces, podemos descomponer cada conjunto A¡ n Aa n ... n Ai- l en 
conjuntos finitos, de tal manera que las variables discretas ón(tj) , j ~ i, 

tomen valores específicos ón(tj) = Xj' Entonces, 

Xj; O ~ j ~ i) 

IP(A;,~ I &,,(tj) = Xj; O ~ j ~ i)IP(&,,(tj) = Xj ; O ~ j ~ i) 

IP(A;,~ I &,,(t¡) = l'¡ )IP(&,,(tj) = x); O ~ j ~ i). 
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La última igualdad se debe a la propiedad de Markov de on. Ahora su­
pongamos que x· ha sido escogido de tal manera que las probabilidades 
condicionales son menores o iguales a una constante c. c < 1. Entonces 

Así, 

Xo,···,X¡ 

clP'(A i n Ag n ... n Af_¡). 

Se sigue entonces que 

n~-l 

< IP'(A~,) + c L IP'(Ai n Ag n ... n Af_¡) 
i=O 
m 

< IP'(A~) + c L IP'(A i n Aó n ... n Af-Il 

Factorizando y despejando se tiene 

Dicho en otras palabras, 

i=O 

:::; _l_IP'(A~,). 
1 - e 

IP' ( sup On(ti) > x) :::; _l-IP'(On(a) > .2"'). 
O:Si:Sm 1 - c 

Observemos que el lado derecho de esta desigualdad no depende de la parti­
ción, así que si hacemos tender tender la norma de la partición a cero. esta 
desigualdad se siguirá cumpliendo. Ahora, puesto que 0ll es continua por la 
derecha y tiene límites por la izquierda, 

IP' ( sup On(t) > x) :::; _l-IP'(On(a) > .r·). 
O:St:Sa 1 - c 

Queda por investigar las condiciones sobre x· :::; x que garantizen 

lP' (A;,~ I on(t;) = Xi) :::; C. 
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Para cada Xi > x, 

lP'(Ón(tm) ::; x· I Ón(ti) = Xi ) 

lP'( vn(Fn(tm) - tm) ::; x' I vn(F" (t i) - ti) = 1" ,) 

lP'(nFn(tm) ::; vnx' + ntm I nF,,(t ¡) = vn.r, + nt;) 

lP'(nFn(tm ) ::; vnx' + ntm I nF,,(t¡) = N) = * 

donde N = foXi + nti. 

Por otro lado, recordemos que Fn es un proceso de ~-1arkO\' tal que 

l(nFn(t) : to ::; ti nFn(to) = k) 

= l (k + (n - k)Fn - k [ F~t~ ~~~;o) ] : to ::; t) . 
Aplicando este resultado para Fn con t = tm, to = ti Y N = 1.: . se tiene 

l(nFn(tm) : ti < tm I nFn(ti) = N) 

( 
- [tm - li] ) l N+(n-N)Fn_N ~ :I ¡::;tm . 

Entonces, 

* ( - [tm - ti] r:: ) lP' N + (17, - N)Fn - N ~ ::; vn:l;* + ni", 

lP' ((17, - N)Fn - N [t~ _-t~i J ::; vnx' + 11t", - N) . 
Por lo tanto, 

Xi) 

lP' ((n - N)Fn-N [t~'~t:i ] ::; vn.r* -c- ni", - N) . 
donde N = foXi + nti. Pero 

¡;:: * ¡;:: [ * 1 - tm ] ( ') t", - ti v nx + ntm - N = v n X - Xi-- + 11 - !\ --. 
1 - ti 1 - ti 

Entonces, la probabilidad del lado derecho se escril)(' ahora 

lP' (n - N) Fn-N -- - (n - N)-- ::; V II .1" * - .1" ,-- . { - (tm - ti) tm - ti r [ l - 1m ] } 
1 - t i 1 - ti 1 - I ¡ 
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Ahora, puesto que x¡ > x, se sigue que 

r::: [ • 1 - tm ] vn x -X¡--
1 - t¡ 

< r.:: [ . 1 - tm ] vn x -x--
1 - t¡ 

< .;n[x· - x(l- a)]. 

La última desigualdad se debe a que i~~ > 1 - a. Escribiendo x· = x(1 - 8) 
con a < 0/2 , se sigue que 

.;n[x· - x(1 - a)] .;n[x(1 - 8) - x(1 - a)] 

vn[x(a - 8)] 

:S .;nx(-8/2) = -vnx8/2. 

Bajo estas condiciones se tiene ahora 

( ) - (tm - t¡) ( ) tm - t¡ r.:: ) < lP' (n-NFn- N -- - n-N --:S-v nxo/2 
1 - ti 1 - t¡ 

< 1 (n _ N) tm - ti [1 _ tm - ti] 
nx282 / 4 1 - t¡ 1 - t¡ 

< 1 (n _ N) tm - ti 
nx282 / 4 1 - t¡ . 

La segunda desigualdad , se debe a la desigualdad de Chevichev, ver apéndice 
B.2.1. Ahora, debido a que tm < 1, tm - 1 :S O. Entonces se tiene nt¡(tm -

1) - N(tm - ti) < O. Desarrollando y agrupando terminos nos lleva a la 
desigualdad 

De aquí se sigue que 

(n - N)(t m - ti) 
-'----;-:'-'---'-,----'-'- :S tm = a. 

n(1 - ti) 

4(n - N)(t m - ti) 4a 
nx282(1 - ti) :S x282· 

Por último, si suponemos 8a :S x 282
, entonces ~ :S ~. Se tiene entonces 

que 

2.9.1. Lema. Supongamos que se cumplen la siguientes condiciones 
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(i) a < J / 2 

Entonces, 

IP' ( sup On(t) > x) ::; 21P'(on(a) > x (1 - J» . 
O::; t ::;a 

Demostración: Ya demostramos que 

IP' ( sup On(t) > x) ::; _l-IP'(On(a) > x*) . 
O::; t ::; a 1 - c 

Entonces, haciendo c = 1/ 2 Y x* = x (l - J) se obtiene lo deseado. O 

Por supuesto que también se cumple la otra cota: 

IP' (sup - on(t) > x) ::; 21P'(on(a) < x(1- J». 
O::; t::;a 

Así, con las condiciones (i)-(ii) del lema 2.9.1 , se tiene 

IP' ( sup IOn(t)1 > x) ::; 21P'(l on(a) I > x(1- J». 
O::; t ::; a 

(2.24) 

Ahora daremos una cota para el módulo de oscilación wn . Para ello, nece­
sitaremos el siguiente lema 

2.9.2. Lema. Si r¡ se distribuye Binomial con párametros O < p < 1 y 

n E N, entonces para cada z > O, 

1P'(1r¡ - npl 2 z ) ::; 2exp -np[(l + z/np) In(1 + z/np) - z/np]. 

Demostración: 1P'(1r¡ - npl 2 z) 

1P'(r¡ - np 2 z o r¡ - np ::; - z ) 

IP'( r¡ - np 2 z ) + IP'( r¡ - np ::; - z ) 

(2.25) 

< exp [- 2np(~2_ p) 'I/J (:p)] + exp [- 2np(~2 _ p) 'I/J (11(1 é_ p»)] . 
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La última desigualdad , se debe al lema 2.8.5. Ahora observernos que 

Z2 ( E ) 
2np(1 - p) 1/J np = 

_ z2 . ?h (1 + -.:.. ) / (-.:.. )2 
2np( 1 - p) - np np 

- --h 1 +~ np ( - ) 
1 - P np 

-~[(1 + z/np)( ln{l + z/np) - 1) + 1] 
1-p 

-~[(1 + z/np) In(1 + z/np) - z/np] 
1- p 

::::: -np[(1 + z/np) In( l + z/ Ilp) - z/ np]. 

Analogamente, 

Z2 ( E ) 
? (1 ) 1/J ( ) ::::: -np[(1 + z/np) ln (l + z/ np) - z/np] . _np - p n 1 - p 

Aplicando exponencial las dos desigualdades obtenidas. se obtiene el resul­
tado. O 

Si definimos y = z/np, obtenemos para el exponente en (2.2.5) la siguiente 
expresión 

-np[( l + y) In(l + y) - y] := H(y ). 

Observemos que 

H(y) = -np foY In(l + X)d.1· . 

El lema anterior t iene ahora la expresión 

1P'(117 - npl 2: z) < 2 exp [-np foY ln ( 1 + l' )d.T] 

2exp [-np foY 1. II1(l.t~·I') d.r]. 

Puesto que In (~+x) --> 1 cuando x 1 O, si O < 6 < 1. O < 1 - 6 < 1. Entonces 

existe X6 > O tal que si O < x ::::: x6, 1 - o::::: In(~+.r) i.l' .. ( 1 - 6).2' ::::: ln(l + x) . 

Luego, si O < y ::::: X6, 
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o equivalentemente 

(1 - 0)z2 (1 - 0)y2 !aY 
( )2 = S In(l + x)d.r. 

2 np 2 o 

Multiplicando por a esto último por - np, se obt iene 

z2(1 - o) !aY 
---'=----'- ~ - np In( 1 + x )d.l· . 

2np o 

Así, se tiene 

1P'(1r¡ - npl ~ z) S 2exp[ - (1- 0)z2/2np] si y S .ró (:: S npx6) (2.26 ) 

2.9.3. Lema. Sean O < a, o < 1 Y s > O tales que 

(i) a < 0/2 

(ii) 8 S [so/(1 + 0)]2 

(iii) s S oX6,¡n¡i/4 p. a. Xó que depende solo de O. 

Entonces, 

lP'(wn(a) > sv'a) S C6a- 1 exp[- s2(1 - 8)5/:2). 

donde Có = 640- 2 . 

Demostración: Sea x = sv'a y R el entero más chico tal que l/VR S 
0v'a/2. Entonces 

máx sup lan (-Ri + t) - on(-¡iJ1
1 

O:::;1 :::; R- 10:::;t :::; a 1 

+ 2 máx sup Ion (-Ri +T) - on( -Ri) l· 
O:::; , :::; R- 10:::;r:::; I / R 

en efecto, recordemos que 

wn(a) = sup IOn(t) - Qn(s)l· 
It-sl:::;a 

Sean s , t tales que It - si S a y s S t. Sea 
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Entonces s = R + T, donde O :S T :S ~. Sea 

[
j j+ l] 

tER' ---¡¡- p.a. j. 

Entonces 

s + (3, donde O < (3 :S a 
i 1 R + SI + (3 donde O :S SI :S R y O < (3 :S a. 

Así que 

Entonces, 

i 
t = R + ,,/, 

i + 1 
O :S "/ :S a o t = R + ,,/, O:S "/ :S a. 

Luego, si t = R + ,,/, O :S "/ :S a, se tiene 

Ión(t) - ón(s)1 < /ón(t) - ón( ~)/ + /an(s) - ón( ~)/ 

< /ón(t) -ón(~)/ +2/an(s) -an(*)/ 

/ó,,(~ + ,,/) - an(~)/ + 2/a,,(~ + T) - ón(~)/. 
De aquÍ se sigue que 

sup la,,(t) - ón(s)1 < 
It - sl~ a 

Ahora, si t = it1 + ,,/, O :S "/ :S a, se tiene 

la,,(t) - ó,,(s)1 < /ón(t) - Ón( i ~ 1) / + /all(i ~ 1) - ón(s)/ 

:S /all(t) - a,i ~ 1)1 + lall(i ~ 1) - ó n ( ~)I 
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+ 1 an (s) - an ( ~) 1 

1 a" (i ; 1 + '"() _ an (i ~ 1) 1 + 1 an (~ + ~) - an ( ~) 1 

+ l an(~ + T) - an (~)I · 
Se sigue entonces que 

sup la,,(t) - an (s)1 < 
It-sl::;a 

+ 2 máx sup la,,( -R
i 

+ T) - an ( -R
i 

)1· 
o::; , ::;R-l o::; r ::; 1; 

Esto último es porque 

máx sup la,,( -R
i 

+ -R
1 

) - a,,( -R
i )1::; máx sup lan( -R

i 
+ T) - an ( -R

i 
)1· 

O::;,:<:;R- IO< r < l. O::;, ::; R- IO< r < l. 
- -R - - R 

Finalmente, de los dos casos con '"( = t , se tiene lo deseado. 

Como 

{y + Z < x}:J {y < _X_} n {Z < ~}, 
- -1+ó -1+ó 

se sigue que 

{Y + Z > .1: } e {Y > 1: ó} u {z > 1 ~ ó}· 
Entonces 

lP'(wn(a) > x) ::; JI» (máx sup /an( -R
i 

+ t) - a,,( -Ri )1 > ~) 
O:<:; , ::; R-10::; t ::; a 1 + u 

+ lP'(2 máx sup lan(-R
i 

+T)-an(-Ri)l > (óx')) 
O:<:; , :<:; R- 10< T< l. l+u 

- - n 

< RlP' (sup la,, (t)1 > ~) + RlP' ( sup la,, (t) l> ?(tÓ 
Ó)) . 

O::;t::;a 1 + u o::;t::; 1; - + 

La última desigualdad , se sigue del hecho de que a" tiene incrementos est.a­
cion a.rios , así que se toma t = 0, T = O Y tomando ell cuenta que hay R 
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intervalos. 

Observemos que 

( x ), ( x( 1 - 6)) JF> sup ló,,(t)1 > --.r ~ 2JF> ló,,(a)1 > . " . 
O:; t -:;a 1 + u 1 .,.. o 

en efecto: se t ienen las condiciones 

(i) a < 6/2 por hipótesis 

, ? 

(ii) 8 ~ [86/(1 + 6)f implica 8a ~ [8yÍaÓ/(1 + 6)f = C ~~ r 62
. 

y se aplica e l lema 2.9 .1. También se tiene 

( _ 6X ) (1_ 1 1 .1'6 (1 -6) ) 
JF> O~~:f¡ Ict,,(t)1 > 2(1 + Ó) ~ 2JF> ct11 ( Ei) > 1(1 + 6) . 

en efecto: se tienen las condiciones 

(i) a < 6/2 y JR ~ ÓyÍa/2 por hipótesis . Entonces k ~ ó~a ~ S:~ < ~ 

(ii) 8 ~ [8Ó/ (1 + ó)j2 implica i ~ [86/(1 + 6)fk ~ [."6/ (1 .,.. 6W6~a 

[8yÍa6/2(1 +ó)j2ó2 = [2(f!ólf 62, 
y se aplica el lema 2.9.1. 

Por lo tanto, se tiene 

_ [ ( - X(I- 6) ) (1_ 1 : .1'(5( 1 -6) ) ] JF>(w,,(a) > x) < 2R JF> Ictn(a)l> 6 + JF> 0,,( -R )' > ")' 
- 1 + , 2(1 + o 

Por otra parte 

( 
X(1 - 6)) 

JF> lón(a)l> 1 +6 

Por otro lado, observemos que 

8y'na(l - Ó) 
1 + 6 ~ 110·1'6, 
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en efecto: por la hipótesis (iii) s ::::: bXóJna/4 = bxój/W/2. Multiplican­
do por 2,¡iUi/b se tiene 2sFa/b ::::: na.TÓ• Luego, (1 - 6)2s,¡iUi/(l + o) ::::: 
2syna/(1 + o) ::::: 2syna/O. 

Esta es la condición para usar (2.26) y obtener 

Tfl) (1 F- ( ) 1 s JiUi(l - ó) ) 
Ir n n a - na > 1 +6 

::::: 2exp[-(1-0)s2na(l-0? / (1 +of2na] 

= 2exp[-s2(1-0)3/2(1 +0)2]. 

Para la otra probabilidad 

( 
_ 1 xb (1 - O)) 

IP 1 QnCR) 1> 2(1 +0) 

La última desigualdad , se debe a que óf > }-¡¡. Luego. 

svn(l - o) n 
--'----'----== < - x ó 
(1 + o)JR - R ' 

en efecto: por la hipótesis (iii), y por la elección de R, 

J.: C:-::/ xófo oVa xóvn 1 .r6vn s < uxóvna 4 = ---- < -- < --o 
- 2 2 2 VJf=l" JR 

Se sigue que svn/ JR ::::: *2'6 . Finalmente, ~ < 1, Y esto lleva al resultado. 

Esta es la condición para usar (2.26) y obtener 

IP (1 nFn (~) _ 2: 1> svn(1 - O)) 
R R (1 +o)JR 

< ') . [ (1 - 0) 5211(1 - oj2 1 ] 
_exp - (l + á)2R 2n / R 

2 exp[ -( 1 - 0)3 5 2 / 2( 1 + 0)2 ] 

Entonces, 

{ [ 
82 (1 - 0)3] [ 8

2 
(l - 6)3] } 

IP(w,,(a) > x) < 2R 2exp - 2(1 + 0)2 + 2exp - 2( 1 + á)1 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.9 Oscilación de los procesos empíricos 

La última desigualdad, se debe a que O ja/2 < v' ~-1 ' elevando al cuadrado 

y despejando se tiene R - 1 < 4/02a. Entonces, 

4 4 4 -2 - 1 
R < 02a + 1 < 02a + 02a = 80 a . 

o 

2.9.4. Teorema. Para todo E > O Y para todo r¡ > O, existe a > O, tal que 

para toda n 2': no(c, r¡), 

Demostración: Sean O = 1/2 Y s = a- 1/ 4 . Entonces, las condiciones (i)­
(iii) del lema 2.9.3 se satisfacen para una a > O suficientemente chica y n 

suficientemente grande. Esto es 

(i) a < 0/2 = ± 
(ii) 8::; [a- 1/ 4 (1/2)/(3/2)]2 = [a - 1/ 4 /3j2 = 1/9ja 

(iii) a 1
/
4 

::; ~X6JOO/4. 

Entonces 

1P'(¡;;',¡(a) > sja) < Cl/2a-1 exp[-a- 1
/
2(1/2)5/2] 

Cl/2a-1 exp[-a- 1
/
2 /64]. 

Es claro que para toda r¡ > O Y toda E > O, podemos elegir una a > O 
suficientemente chica, con E 2': a 1/4, de tal manera que 

Por otro lado, observemos que 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.10 Cotas exponenciales 

en efecto: si w E {wn(a) > lO} entonces wn(a) > é 2: a l / 4 = sva. Por lo tanto 
w E {w,,(a) > sva} y 

Se sigue entonces que 

o 

2.9.5. Teorema. Ver [14]. Sea (a n ) una sucesión que converge a cero 

cuando n --> oo. Supongamos que se cumplen 

(i) In a;;-l = o(nan ) 

(ii) Ln~l a~ < 00 para alguna r > O. 

Entonces 

2.10. Cotas exponenciales 

En esta sección daremos algunas cotas de probabilidad para sumas de va­
riables aleatorias independientes, ver Hoeffding [6] . 

Sean Xl, ... , X" v.a.i., no necesariamente provenientes de la misma distribu­
ción. Definamos 

y 

n 

S := :LX; , S:= S/n 
;=1 

" 
Ji:= lEeS) = n- 1 :LlE(X;) . 

;=1 

2.10.1. Lema. Para toda é > O Y toda h > O, 

" 
P(S - Ji 2: é) S e-h(nE+E(S)) I1lEehX; . 

i=l 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.10 Cotas exponenciales 

Demostración: 

lP'(S - E(S) :::: m:) 

lP'(S :::: nE + E(S)) 
< e- h(llt:+ E (S)) E ehS 

11 

e- h(llE+E(S)) I1 E eh .\' ,. 

;= ! 

La desigualdad , se debe a la desigualdad de Chernoff, ver apéndice 8.2.2, y 
la úl t ima igualdad , es por la hipótesis de independencia. Esto completa la 
prueba. O 

2.10.2. Lema. Sea a :s X :s b y hE R Entonces. 

"" hA b - E(X) ha E(X) - a hb 
JC.e·:S b e + b e. - a -a 

Demostración: Observemos que 

Sea 
b - X X-a 

l(X) = h b _ a a + h b _ a b, 

entonces l(a) = ha y l(b) = hb. Ahora, si definimos f( x) = eX entonces f es 
convexa y por eso 

Por lo tanto, 

b -X X - a 
< b _ a f (ha) + b _ a f (h b) 

b - X ha X - a hb 
--e + --e . 
b - a b -a 

h,, - Xa+hX - Ub b - X ha X - o hb e /' - (1 II- u < --e + --e . 
- b -a b - a 

Finalmente, aplicando esperanza obtenemos 

"" hX b- E(X) ha E(X) -(l hb 
JC.e :s b e + b e. -a -a 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.10 Cotas exponenciales 

2.10.3. Lema. (Hoeffding). Sean X¡, ... , X n indepl'lldientes con O < 
Xi ::; 1. Entonces, si O < E < 1 - ¡.t, 

lP'(S - ¡.t 2': E) < [(
_¡.t )¡.t+E ( 1 - 1/ ) ¡-I'-E] n 

¡.t +E 1 - {L -:: 

donde 

< e-nE2g(¡.t)::; e-2nE2 , 

( ) 
_ 1- 2¡.t ¡.t' 

{ 

-1-ln~ 
g ¡.t - 1 

2¡.t(1-¡.t)' 

si O::; ¡.t < 1/2 

si 1/ 2 ::; 1/ ::; 1. 

Demostración: Sea ¡.ti = lEX¡ para todo i = 1, .... n. Aplicando el lema 
2.10.2, con a = O y b = 1, se obtiene 

lEehX, ::; 1 - ¡.ti + ¡.tieh. 

Entonces, 
n n 

IIlEéX; ::; II(l - ¡.t¡ + ¡.t¡ e'l). 
¡=1 ;= 1 

Luego, la media geométrica es menor o igual que la media arit.mética. ver 
[3], esto es, 

Se sigue que 

Aplicando el lema 2.10.1 , se tiene 

Por lo t.anto, 

11 

lP'(S - ¡.t 2': E) < e-h(nHE(S» IIlEf"xi 
;=1 

< e-hn(E+¡.t)[(l - ¡.t + ¡te") )" 

[e- h(E+¡.t)(l - ¡.t + ¡Ieh))". 
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Sea 
f(h) := [e-h(E+I-')(l- J-L + J-L eh )r · 

Derivando esta. función encontramos que 

h = In (E + J-L)(l - J-L) 
(l-J-L -é) J-L ' 

es un mínimo de f . Sustituyendo este valor en f obtenemos 

f(h ) = [( 
(l-J-L-é)J-L ) E+I-'(l _ J-L +J-L(1- J-L)(é +J-L))] n 

(1 - J-L)(J-L + é) (1 - J-L - é) J-L 

[( 
(l-J-L-é)J-L ) E+I-' (l_J-L+ (l - J-L)(é+J-L))] n 

(l-J-L)(J-L+é) l - J-L - é 

l - J-L- é l - J-L 
[ ( )

E+I-' ( ] n 

J-LE+I-' (l-J-L)(J-L +é) l -J-L-é ) 

[(
_J-L )€+J1. ( 1 _ J-L ) l-J1.-E] n 

J-L+é l - J-L- é 

Por lo ta.nto, 

[(
_J-L ) E+J1. ( 1 _ J-L ) I- J1.- E] n 

J-L+ é l-J-L-é 

Definamos 

C( '" ).= J-L +é l (J-L+ é ) l - J-L -é , (l -J-L-é ) ~, {1 . 2 n + 2 n . 
é J-L é 1 - J-L 

Entonces, 

-n(J-L + é) In (J-L : é) -n(l - J-L - é) In e ~ ~ : é) 
( 

J-L ) n(¡L+E) (l - J-L )n(I-J1.-E) 
In -- +111 

J-L+ é 1 - J-L - é 

In [(_/1 ) J1.+E ( 1 - J-L ) I-I-' -E] n 

J-L +é l -J-L-é 

por lo tanto 
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2 El Proceso Empírico Univariado 2.10 Cotas exponenciales 

y 

Luego aC(E,¡J) , --a¡-

1 [( 2(1-/1)) ( ¿ ) ( 2(/1+¿)) ( ¿ )] = ¿2 1 - ¿ In 1 - 1 _ /1 - 1 - ¿ In 1 - /1 + ¿ . 

( 
2(1-/1)) ( ¿) ( 2(/1+¿)) ( ¿) 1 - ¿ In 1 - 1 _ /1 - 1 - ¿ In 1 - /1 + ¿ 

H -- - H --( ¿) (¿) 
1-/1 /1+¿ , 

donde 

H(s) = (1 - D In(l - s); O < s < l. 

En nuestro caso: O < 1~J.' < 1 Y 0< J.'~E < 1. En general, expandiendo H(s) 
en su serie de Taylor sobre Isl < 1, se obtiene 

H(s) = 2 + - - - s + - - - s + - - - s + .. . 
(

2 1) 2 (2 1) 3 (2 1) 4 
3 2 4 3 5 4 

H(s) es creciente en O < s < 1, debido a que todos los coeficientes de la 
serie son positivos. Así 

fJG(¿, /1) . , . (é) H ( ¿ ) fJ > O SI, Y solo SI H -- - -- > O. 
¿ 1 - ~¿ /1+ ¿ 

Debido a que H es creciente, se sigue que 

¿ é 
-->--, 
1-/1 /1+¿ 

o lo que es lo mismo 
¿ > 1 - 2~l. 

Por lo tanto, si 1- 2/1 > O, i.e. , /1 < 1/2, entonces G(é, p) alcanza su mínimo 
en é = 1 - 2/1. Entonces G(¿, /1) es igual a 

/1 - 1-2/1 ~¿+1 -211 1 - ll - (1-2/1) 1-1¿ - (1-2~l) 
g( lI) = ? In + ? In ------

f-" (1 - 2/1)- ~l (1 - 2/1)- 1 - J¿ 
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1 - ¡.¡. In 1 - ¡.¡. + ¡.¡. In _¡.¡._ 
(l -2¡.¡.)2 ¡.¡. (1 - 2{l)21 - ¡.¡. 

-:--1_- ,....J.1.--:-;;: 1 n _1 _- _J.1. _ J.1. 1 n _1_-_¡.¡._ 
(l_2J.1.)2 ¡.¡. (1 - 2¡.¡.)2 ¡.¡. 

L 1 - ¡.¡. 
--In--. 
L - 2¡.¡. ¡.¡. 

Por lo tanto, 
1 1 - ¡.¡. 

g(¡.¡.) = --In--
1 - 2¡.¡. ¡.¡. 

1 
si 0 < {l < 2' 

Ahora, si 1 - 2¡.¡. S 0, i.e., 1/ 2 S ¡.¡. , entonces G(é, ¡.¡.) alcanza su mínimo en 
é = O. Por otro lado. expandiendo G(é, ¡.¡.) en su serie de Taylor, se t iene que 
G(é, ¡.¡.) es igual a 

1( 1 1) 1 (1 1) 1 (1 1) 3 --- + - + - - - é+ - +- P+ 2 1-¡.¡. ¡.¡. 2·3 (1 - ¡.¡.)2 ¡.¡.2 3·4 (l_p)3 {l3 - ... 

Entonces, 

1 (1 1) 1 
g(¡.¡. ) = G(O, p ) = "2 1 - ¡.¡. + -;;. = 2¡.¡.(l - ¡.¡.) 

Por lo tanto, 

g({l) = ~nf G(é, ¡.¡.) = 1-2i ¡.t. ' 
{ 

-1-ln .!..=H SI 

O~c< I-¡.t. 2¡.t.(1 - ¡.t.) , s i 

L 
si 2 S ¡.¡. < l. 

° < ¡.¡. < 1/ 2 
1/ 2 S ¡.¡. < 1. 

Se sigue que g(¡.¡.) S G(é,¡.¡.). Multiplicando por -nE2 se tiene _n¿2g(p) > 
- nE2G (E, {l). Entonces, 

IP'(S - {l 2: E) < [(~)¡.t.+é ( 1 _ /.[ ~ ) 1-¡.t. -E] n 

¡'¡' +c l - ¡.¡. -c 

Por último. veamos que 
g(¡.¡. ) 2: 2. 

Si 1/2 S p < 1, g(J.1.) = 2¡,d-¡.t.)· Derivando g(¡.¡.) encontralllos que ¡.¡. = ~ es 

un mínimo para g. Luego, g(I /2 ) = 2. Por lo tanto. 

g(Jl ) 2: 2 
I 

I)ara - < I l < 1. 2 - r -
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Si 0 < J-L < 1/2, g( J-L ) = 1_12J.L ln~ . Luego, g( J-L ) 2: 2 si, y sólo si 1_12!L In ~ 2: 
2. Despejando, encontra mos que 

..!.. - 1 > e 2( 1-2J.L) 
J-L -

lo cual es cierto para O < J-L < 1/2. Por lo tanto, 

[(
_ ti )J.L+C ( 1 - 11 ~ ) I-I/ -e]" 
J-L +é 1 - ¡t - c 

o 
La desigualdad de Hoeffding, se puede extender al caso en que las cotas para 
las X; s varían. 

2.10.4. Lema. (Hoeffding) . Sean X l , ... , X" v.a.i. e011 ai < Xi < bi· 

Entonces, para toda é > O, 

Demostración: Sea ¡ti = IEXi para todo i = 1, ... , n. Af)licando el lema 
1.10.1 , Y por la hipótesis de independencia se t iene 

n 

IP'(S - ¡t 2: é) :::; e-hnc-hE (S) TI lEe".\" , 

i= l 
11 

e-hl1ee- h E(S) TI lEeh .\", 

i = l 
11 1! 

e - h"e rr e-hEX; rr lEeh .\" , 

i= l i = 1 

Ahora, por el lema 2. 10.2, 

lEeh(X;- J.L,) e- hJ.L; lEe h X , 

< - hJ.L; (bi - ¡ti ha; + ¡ti - ai hb' ) e ---e - - - e 
bi - ai bi - ai 

pa.ra codo i = 1, . .. . 11. 

Defi na.mos 
L(hi ) := - hiPi + lll( 1 - Pi + p;eh ,) . 
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donde 

Luego, 

Así que 

¡.ti -ai 
hi = h( bi - a;) y Pi = --. 

bi - ai 

é(h¡) e- hiPi (1 - Pi + Piehi) 

e -h(bi-a;}:::~;:: (1 _ ¡.ti - ai + ¡.ti - ai eh(bi-ai)) 
bi - ai bi - ai 

e-h(/1i- ai) (bi - ai - ¡.ti + ai + ¡.ti - ai eh(bi-ai )) 
bi - ai bi - ai 

-h/1i (bi - ¡.ti hai + ¡.ti - ai hbi) e --e --e . 
bi - ai bi - ai 

Observemos que 

Pi ehi Pi ehi 
-Pi + h· = -Pi + [( ) I 1 h 1 - Pi + Pie ' 1 - Pi e- l i + Pi e ; 

Pi 
-Pi + ( ) l · ' 1 - Pi e- 1, + Pi . 

y 

{' (h
i
) = Pi(l - p;)e-

hi 
. 

[(1 - Pi)e- h, + Pi]2 

Luego, L" (hi ) es de la forma u(l - u) con O < u < 1, en efecto, 

Sea 

Entonces, O < u < 1 Y 

u(1 - u) = 

Pi u= . 
(1 - Pi)e- hi + Pi 

Pi (1 _ Pi ) 
(1 - Pi)e- h; + Pi (1 - Pi)e-h; + Pi 

p, ((1 -Pi)e - hi ) 
(1 - Pi)Chi + Pi (1 - Pi)C hi + Pi 

Pi(l - Pi)e- hi 

[(1 - Pi)Chi + p,]2' 
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Luego, si f(u) = u(1 - u); O < u < 1, entonces ¡'(u) = (1- u) + u(-1) = 
1 - 2u = O si, y sólo si u = 1/2. Además ¡" (u) = - 2 < O. Por lo tanto, f(u) 
alcanza su máximo en u = 1/ 2. Como f(1 /2 ) = 1/4, se sigue que 

" 1 
L (h;) ~ 4' 

I 11 1 
Por otra parte, L(O) = O, L (O) = O Y L (~i) ~ 4" p.a. O < ~i < hi . Luego 
entonces 

L(hi ) L(O) + L' (O)hi + LO (;;)h; donde O < ~i < h i 

< ~ h; = ~h2(b _ a)2 
4 2 8 ' , 

Por lo tanto, 
lEeh(Xi- /L i) < é(h,J < e~h2(bi-a i ¡2 

- - , 

y 

- [1 ? n ?] IP(S - 11 2: .:) ~ exp -hn.: + gh- 2)bi - Q¡)- . 
,=1 

Por último, si definimos g(h) = -hn.:+ kh2 L~I (bi - a¡f , encontramos que 

417.': 

ho = "" (b . _ .)2' L..,i=1 , a, 

es un mínimo para g(h). Evaluando este valor en g, obtenemos 

g(ho) = 

Por lo tanto, 

o 
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2.11. La función característica empírica 

Sean XI , X2 ,·' · v.a.i.i.d. con función de distribución F. Denotemos con 

l/J (t) == J eitX.dF(x) , t E IR, 

la función característica de F. La función característica empírica está defini­
da por 

l/J71(t) == J e itxdF71 (x) , tER 

El siguiente resultado, muestra la convergencia uniforme entre ¡j'" y l/J . 

2.11.1. Teorema. Sea lE IX11 < oo. Entonces, pam cada a > O finito , 

sup Il/Jn(t) -l/J(t)1 -+ O c.s. [lP']. 
Itl:Sa 

Demostración: Sea t de la forma ±k/n, donde k ::::: [na) y é > O. Como 
lE[ l/J,,(t)] = l/J (t) entonces, por la desigualdad de Hoeffdillg. 

lP'(Il/J,,(t) -l/J(t)1 2: é) ::::: CI exp[-c2é2n). 

Por lo que 

00 00 

L lP'(Il/J,,(t) -1/'(1)1 2: é) ::::: L Cl exp[ - c2E"II]. 

n= 1 ,,=1 

Observemos que 

Por lo tanto, 
00 

,,=1 

Aplicando Borel-Cantelli , obtenemos 

lP'(Iímsupl l/Jn(t) -l/J (t)l 2: é) = O para t.oda E> O. 
H-OO 

Se sigue que 

lP'( lím sup IV'Il(±k/ll) - 1j; (±k/n) 1 2: E) = O para l,)da ¿ > U. 
11. -00 
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Por lo tanto, 

sup Iw,,(± k/n) -¡f}(±k/n)1 --4 O c.S. IIP']· 
O:<; k:<; lnaJ 

Ahora, para una t arbitraria (d igamos t > O) , existe k :S [na] tal que 
It - k/nl < t· Observemos que 

Por otro lado, 

y 

Entonces, 

Por lo tanto, 

Analogamente 

Iw(t) - w(k/ n)1 IJ(eitx - ei ~X)dF(.r) 1 

< J leitx - ei ~xl dF(:r). 

00 " 

. '" (itx)J e'tx = L - .,- = 1 + itx + Rt 
j=O J. 

00 (' k))" • t-X k 
,-x L" l' R e" = -- = + t-X + .) . . , -

j=o J. n 

litx - i~xl + (R¡ - R2) 

Ixllt - k/n l + O(l/n). 

Il/-, (t) - w(k / n)1 :S e J Ixl dF(x)/n = O(l / Il ). 

Iw,,(t) - w,,(k/n) I :S e J Ixl dF,,(x)/n = O(l / Il). 

Luego, 

17,bn(t) - w(t)1 < IWn(t) -l,bn(k/ n)1 + IWn(k/n) - w(k /n) 1 + 17,I:( k/ n) - 1.:(1)1 

O(l/n) + IWn(k/n) - l,b(k/n)1 + O(l/n) 

Entonces 

O(l/n) + IWn (k / n) - W(k/ n)l· 

sup IWll(t) - v(t)1 --4 O cuando n --4 00 c.s. [IP'] 
Itl :<;a 
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Capítulo 3 

Estimación no paramétrica 

3.1. Estimación de la densidad 

En esta sección daremos una breve introducción a un estimador empírico 
fn de la verdadera densidad f· Este estimador fue propuesto primeramente 
por Rosenblatt (1956) y Parzen (1962), ver [10] y [9] respectivamente. Sean 
X 1, . .. , Xn una muestra aleatoria con función de distribución F y densidad 
f = F ' . Notemos que 

, F(x + ~) - F(x - ~) 
hm - -
alO a 

lím F(x +~) - F(x) - (F(x - ~) - F(x)) 
aJO a 

, l(F(x + Q) - F(x)) l(F(x - Q) - F(x)) 
hm 2 2 + 2 2 
aJO a/2 -a/2 

- hm + hm ---=-.,----
1 [ , F(x + ~) - F(x) ,F(x - ~) - F(X)] 
2 aJO a/2 aJO -a/2 
1 " , 
2[F (x+) + F (x-)] 

1 , 
22F (x) 

F' (x). 

Por lo tanto, 

, F(:r + ~) - F(x-~) 
f(x) = F (.r) = lím - - . 

aJO a 
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3 Estimación no paramétrica 3.1 Estimación de la densidad 

Podemos considerar a > 0, como una banda fija y estimar el cociente del 
lado derecho por 

fn( x) = Fn(x + ~) - F,,(x - ~). 
a 

En primera instancia, debido a que Fn no es diferenciable en los datos, no es 
posible tomar el límite de este cociente cuando a --> O. También observemos 
que 

F(x + Q) - F(x - Q) 
IEf,,(x) = 2 2 

a 

y, Var f,,( x) 

1[ a a a a] = 2" VarF,,(x +?) + VarFn(x -?) - 2Cov(Fn(x + -),Fn(x - -)) . a _ _ 2 2 

Recordemos que 

a 1 a a 
VarF,,(x + -2) = -F(x + -)(1- F(x + -)), 

n 2 2 

a 1 a a 
VarF,,(x - -) = -F(x - -)(1- F(x - -)) , 

2 n 2 2 
y 

a a 1 a 1 a a 
Cov(Fn(x + -) , Fn( x - -)) = -F(x - -) - -F(x + - )F(x - - ). 

2 2 n 2 n 2 2 

Sustituyendo estos valores en Varf,,(x), se tiene 

1 (a a)( a a) -2 F(x + -) - F(x - -) 1 - F(x + -) + F(x - - ) 
na 2 2 2 2 

~ (F(X +~ ) - F(x - ~)) (1 _ F(x +~) + F(x _ ~)) 
na a 2 2 

f( x ) 
na 

De la expresión para IEfn(x ), vemos que f,,( x ) resulta ser un estimador 
sesgado de f( x). Definamos 

Sesgofn(x) = IEf,, (x) - f( x). 

Si 1 es dos veces continuamente diferenciable, la fórmula de Taylor dá: 

a
2 

" Sesgo11l(x) = 24 1 (x ) + 0(a4
) , 
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3 Estimación no paramétrica 3.1 Estimación de la densidad 

en efecto, expandiendo F(y) alrededor de x se tiene 

F( ) 
= F() F'()( _) F" (x )(y - x? F'" (:r)(y - x )3 

y X + X Y x + 2' + . , + ... . 3. 

Entonces, 

y 

F( _~) = F( ) _ f( )(~) + /(x)(~)2 _ f" (x)(~) 3 + /"(X)(~)4 + 
x 2 x x 2 2! 3' 4' 

Entonces 

a a 2f" (.T )a3 -
F(x + -) - F(x - -) = af(x ) + + ca" 2 2 . 233! . 

Por lo tanto 

F(x+~) - F(x-~) f() f"(x)a2 ~ 
= x + ? + ca . 

a A 

Finalmente, 

F(x+~)-F(.T -~) a2 " 
IEfn(x) - f( x) = - - - f( x ) = - f (x) + 0(a4

). 
a 24 

una medida global entre la desviación entre fn y f en x , es el error 
cuadrático medio 

ECMfn(x) = S esgo2fn( x ) + Varfll(x ). 

Ignorando los terminos del error, obtenemos 

. a4
" 2 f( x ) ~ C2 

EC Affn(x) = (2 )?[J (x) ] + - := cla + - := h(a). 
4 - na na 

Luego, 

, 3 c·) 4c llla5 - C2 
h (a) = -1cla - --.::" = O si y sólo si = O . 

na- 1/(12' 

Despejando a en esta igualdad obtenemos 

( 
c? ) 1/ 5 _ 

a = 4n~, := en-
I
/ " . 
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3 Estimación no paramétrica 3.1 Estimación de la densidad 

Corno 
" ? 2c') 

h (a) = 12c¡a- + -i- > O. 
na 

se sigue que ECAI In(x) se minimiza en a = en- I / 5 . 

El problema de esto, es que la constante c depende de l. Por eso. el valor 
de a es desconocido. 

Una posible solución a esto, es parametrizar la longitud de ba nda como 
tn- I / 5 y estudiar a In corno un proceso estocástico indexado por t. En esta 
tesis no se discutirá este hecho. 

Veamos que al menos hay una cota para el error estocástico. Para cualquier 
longitud de banda a = an que tiende a cero, 

( l - -1/2 an . . Qll 1 JnanUn(X) - Eln x) - an [an(x + 2 ) - an(.l - 2 ) ~ . 

Asi que el valor absoluto, está acotado uniformemente en .1" por 

Luego, pa.ra a = tn- 1/ 5 , 

(JíTm) sup II,,(x) - EI,,(x)1 = O ~/~ . 
x n-O 

In se puede extender a una clase de estimadores más gellf'rales. Definamos 

Entonces se tiene, 

1J (x-y) In(x) = ~ I< -a- dFn(y) (:11) 

en efecto: 
r (x - y) 

!\ -0- = 1{x-} < y~ x+1}' 

Luego. 

1 I . (:r -y) ( ~. 1\ -0- d F" y) 
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3 Estimación no paramétrica 3.2 Regresión no paramétrica 

~ J 1{x-l<Y$x+1}dFn(y) 

~ J (1 (-oo,X+1 J(Y) - 1(-oo ,x-1J(Y) ) dFn(y) 

~ J 1(-oo ,X+1 J(y)dFn(y) - ~ J 1(- OO,X-1J( y)dFl1 (y) 

1 a 1 a 
-F (x + -) - -F, (x - -) a 11 2 a n 2 
fn(x). 

La función K es no negativa y tiene la integral de Lebesgue 

J K(y)dy = l. 

La ecuación (3.1) también se puede aplicar a otras densidades K. La función 
K se llama el Kernell y el resul tante, In , es un estimador del Kernell . 

3.2. Regresión no paramétrica 

Sea (X , Y) un vector aleatorio en [Rd+l. El modelo clásico que mide el grado 
de dependencia entre X y Y es 

y = X T {J + é, E(é I X) = 0, Varé = 0'2 < 00 (3.2) 

donde ,3 es el parámetro de interés. Cuando se asume que é sigue una dis­
tribución normal, se deducen muchas cantidades de interés. Por ejemplo, se 
puede calcular explícitamente {J por mínimos cuadrados. 

Observemos que 

es decir, 

E[YIX] E[XT{JI X] + E[é I X] 
XT{J, 

E[Y I X = x] = xT {J. 

Entonces, para conocer ,6 , es equivalente a conocer la función de regresión 

m(x) = E[Y I X = xl· 

Se sabe de la existencia de In, debido al Teorema de Radon-Nikodym. En 
regresión no paramétrica, la. estimación de m, es basada en una muest ra i.i.d. , 
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3 Estimaáóu no paramétrica 3.2 Regresión no paramétrica 

sin hacer aposición alguna, como en el modelo (3.2). Así, sean (Xi , Yi) , 
1 :; i :; IJ una muestra i.i .d. provenientes de la misma distribución que 
(X , Y). 

Para la estimación de m, supongamos que x es un X -átomo, i .e., IP'( X 
x) > O. Para este caso, m(x) está dada por 

m(x)=IP'(X
1
_ )j. YdlP' 
- x {-\= x } 

Oservemos que 

lE[y,l{.\"¡=x}] = j Y1dIP' Y lE[l{x¡=x}] = j ' . dlP'. 
{x¡=x} {x¡=x} 

Entonces, la LFGN implica que con probabilidad uno 

y 

Así, definamos 

n- I t Yil{X;=x} -+ j . y dlP' 
i=1 {.\=x} 

n 

n- I L l{X; =x } -+ IP'(X = x). 
i=1 

() 
L~I Y i 1{X;=x} _ L;~I Y i 1{x}(Xi ) 

m n x = n - ,\,,, ( 
L i= 1 1{X;=x) 0i=ll{x} X;) 

Por el Teorema de Slutsky, ver [12]' obtenemos 

mn(x) -+ m(x) con probabilidad uno. 

(3.3) 

Si x no es un X-átomo, no se puede aplicar (3.3). Para ello, cuando d = 1, 
se propone reemplazar al conjunto con un solo punto {x} por un intervalo 
(x - an , x + an]. En este caso, 

,\,n Y,1 
() 

0i= l' {x -a ,,<X;:O;x+a,,} 
m n x = ,\,n 

0i= 1 1{x-a,,<Xi :O;x+a .. } 

(= O si el denominador es cero). 

(3.4) 

all > O se considera nuevamente una longitud de banda, que tiende a cero 
conforme n crece. Definamos 

J((y) = l ¡-l.l)(Y)· 
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3 Estimación no paramétrica 3.2 Regresión no paramétrica 

Entonces, 
K (,T - Xi) 
~ = 1{x-a,,<X,:;x+o,,}· 

Entonces, la expresión de m" de (3.4) , se puede reescribir como 

(3 .. ) ) 

Notemos que que en este caso, no se requiere que J [((u)du = 1, como en el 
caso de la estimación de la densidad. La expresión (3.5) se puede extender 
a I<ernels K , más generales. 

Observemos que del numerador y denominador de (3.5) se tiene: 

lE [_1 t YiK (x -Xi)] 
na" i=l a" 

La segunda igualdad se debe a que X, Y tiene la misma distribución que Xi 

y Yi , para toda i = 1, . . . ,n. La tercera igualdad es por que ...L Y [{ ( x-x) 
0 11 aH 

es integrable, esto es: 

J I ~ y K (x -X) I dP :::; ~ J I y I dP < oo. 
aH aH a" 

La cuart.a igualda, se debe a que a~, [( ( x-;,:) es X -medible. 

Asumiendo que X tiene una densidad f, la última expresión anterior se 
esc ribe como 

-m(y)K -- f(y)dy l OO 1 (x y) 
- 00 an an, 

a;;-l l oo m(y)f(y)l{ ( x - y) dy 
- 00 an 

-¡= m(:r - (l1/1I)f (.1' - ollu)f\'(U)dll. 
- = 
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3 Estimación no paramétrica 3.2 Regresión no paramét rica 

Cuando an --+ O, Y bajo condiciones de regularidad para J y m , se tiene que 
la última integral converge a 

m(x)f(x) J K(tt)du. 

Por otro lado, 

lE [_1 t K (x - Xi) ] 
nan ;=1 a n 

1E[~f{(X- X) ] 
a" On 

JOO ~f{ (x - y) J(y)dy 
-00 an an 

a;;-ljOO J(y)K (.¡- - y) dy 
-00 an 1: f(x - a"u)I.:{u)du . 

Bajo las mismas condiciones que antes, esta última integra l converge a 

l.f(x) J K(u)du. 

Luego, si f(x) > O, el cociente de las dos expresiones anteriores, converge a 
m(x) como se deseaba. 

Desde otro punto de vista, m n , es motivada por el hecho de suponer que 
(X, Y) tiene una densidad bivariada g, como sigue 

donde 

IE[Y I Xl = m(x) = J ygj~;f)dY 

f(x) = J g(x , y)dy 

es la densidad marginal de X. Denotemos 
n 

i=1 

(3.6) 

a la función de distribución empírica bivariada de (Xi. ) '¡) . 1 S i S Il. 

Observemos que 

gn(x , y) 

O;;-2'!' tJ< (x - Xi) K (y -Y¡) . 
n i= 1 a" (/ " , 

159 



3 Estimación no paramétrica 3.2 Regresión no paramétrica 

gn constituye la extención para el estimador del Kernel de la densidad al 
caso bivariado, con Kernel 

Ahora, 

¡ Y9,,(X , y)dy 

Ko(u, v) = K(u)K(v). 

a~2 ¡ ¡ ¡ yK ( x:" u) K (y a~l v ) dH,,(u, v)dy 

a~2 ¡ ¡ ¡ yK (x:" u) K (y:" v ) dydH,,(u, v) 

a~l¡ ¡ ¡(a"W+V)K(xa~U)K(W)dWdH,,(u,v) 
a~1 ¡ ¡ K (x:" u) ¡ (a"w + v)K(w)dwdH,,(u , v) 

a~1 ¡ ¡ K ( x :"u) (O + v)dH,,(u, v) 

a~l¡ ¡ VK (x:"u)dH,,(u ,v) 

a~l~ tY;K (x - Xi). 
n i=1 an 

En la segunda igualdad se aplica Fubini, y en la quinta igualdad se considera 
el hecho de que J K(w)dw = 1 y J wK(w)dw = O. Luego, si se sustituye en 
(3.6) a 9 y f , por 9" y 

f ( ) - _ 1
1 ~J~ (X -Xi ) nX-an -L\ --
n i=1 an 

respectivamente, entonces se obtiene 

_ J Y9n(X, y)dy 
nIn = fll(x) , 

la expresión de (3,5) , como se esperaba. 

Definamos 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Entonces 
" 

m,,(x) = L W;,,(x)Y; (3.7) 
;=1 

3.3. Consistencia en regresión no paramétrica 

Sea (X , Y) E ]Rd+ l , donde d 2: 1 Y 11· 11 denota alguna norma sobre ]Rd. Para x 
y y en IR. x V y Y x" y denota el máximo y mínimo de x y y respect ivamente. 

Lr = Lr(n , F , P) = {J: n -->]R I f es medible y JI f Ir dP < oo}. 

Todas las variables a leatorias que se consideren se asumen estar definidas 
sobre el espacio de probabilidad (n, F , P). 

3.3.1. Definición. Se dice que una sucesión {m,,} es consistente en L r , 

r-2: 1,si 

i. e., 

JI m,,(x) - m(x) Ir dJ1(x) --> O. 

Aquí J1 es la distribución de X y m(x) = IE[Y I X = xl es la veradera función 
de regresión. Asumiremos que lE I y ¡r < oo. 

En esta sección se probará la consistencia de m,,(x) = 2::=;~1 Wi,,(x)Y; , donde 
la función de peso W" , es de la forma 

W;,,(x) = Wi,,(x , Xl, ... , Xn ) , 1 :::; i :::; n . 

La función de peso Wn , se llama función de peso de probabilidad , si es no 
negativa y 2::=7=1 W;n(x) = 1. Consideremos las siguientes condiciones 

(i) 

lE [t I Win(X) I f(Xi) ] :::; ClEf(X) , 

para toda f 2: 0, n 2: 1 Y p.a. C 2: l. 

(ii) Para alguna D 2: 1, 

lP' (t I W in (X) 1::; D ) = 1. 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

(iii) 

(iv) 

(v) 

n 

L 1 Win(X) 1 1{IIX,-xlI >ó} -+ O en probabilidad. para cada é > O. 
i=l 

n 

L Win(X) -+ 1 en probabilidad. 
i=l 

máx 1 Win(X) 1-+ O en probabilidad. 
1::;,::;" 

3.3.2. Teorema. (Stone) , ver [13] . Bajo las condiciones (i)-(v) , 

mn(X) -+ m(X) en Lr. 

Para probar el presente teorema, necesitaremos una serie de lemas. 

3.3.3. Lema. Bajo las condiciones (i)-(iii), y asumiendo que lE 1 f(X) Ir < 
00, 

lE [~ 1 Wi,,(X) 11 f(X i ) - f(X) 1"] -+ o. 

Demostración: Sea é > O Y h, una función continua sobre ]Rd con soporte 
compacto, tal que 

lE 1 f(X) - h(X) I"s é. 

Esto es posible, debido a la densidad entre las funciones r-integrables y las 
funciones continuas con soporte compacto, ver [7] . 

Como 1 f(X i ) - h(Xi ) I r~ O, aplicando la condición (i). obtenemos 

lE [~ 1 Win{-X) 11 f(Xi) - h(Xi) Ir] S ClE 1 f(X) - h(X) Irs Cé. 

Por (ii) , 

lE [~ 1 IVi " (X) 11 f(X) - h(X) Ir] < lE[D 1 J( .'\ ) - h(X) n 
OlE 1 J(X ) - h(X) l' 
Dé. 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Esto muestra que sólo necesitamos probar el lema para f\lnciones continuas 
j , con soporte compacto. Así, sea /11 = 11J 11 oc, Puesto q\le j es uniforme­
mente continua, dada e > O, ex iste 6 > O ta l que 

Ahora, como 
11 

¿ 1 Win(X) 11 j(Xi ) - j(X) 1" 

i = 1 

n 

¿ 1 Win(X) 11 j(Xi ) - j(X) Ir l { II X,-XII>6} 
i = 1 

n 

+ L 1 W¡n(X) 11 j(X¡) - j(X) Ir l {II X;-X II::;6 }' 
¡=1 

Aplicando esperanza, la condición (ii) y debido a la independencia, se tiene 

Luego, 

lE [~ 1 W¡n(X) 11 j(X¡) - j(X) Ir] 

lE [~ 1 Win(X) 11 j(Xd - j(X ) Ir l { I! X,- XII>6 }] 

+ lE [~ 1 Wi1l (X) 11 j(X¡) - j(X) Ir l {dS,- SII::;6}] 

:::::: lE [~ 1 Win(X) 1 (1 j(X¡) 1 + 1 j(X) 1)' l{IIS,-SII >6}] 

+ lE [t 1 W¡II(X) 1 e] 
1= 1 

< lE [t 1 W¡n(X) 1 (2MY l{IIX, _X II >6)] + éD 

(2M)"lE [t 1 l;{' ¡n(X) Il {IIX; - SII>6}] + ¿D. 

lE [t I H'¡,,(X ) I l { II S,-XII >6) ] ~ O nU llcl o 11 ~ oc . 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

en efecto: 

(1) Por (iii), 

(2) Por (ii) , 

se sigue que 
n 

n 

L I Win(X) 1 1{llx i - xll>8} -+ O en probabilidad. 
i=1 

n 

L I Win(X) 1::; D p.a. D 2: 1 con probabilidad 1, 
i=! 

L I Win(X) Il{IIXi -xlI>8} ::; D con probabilidad l. 
i=! 

Aplicando el Teorema de convergencia de Lebesgue a (1) y (2) : 

lE [t I Win(X) Il{IIXi-XII>8}] -+ O cuando n -+ oo. 

Finalmente, haciendo tender E a cero, se concluye que 

lE [t I Win(X) II f(Xi ) - f(X) Ir] -+ O cuando n -+ oo. 

o 

3.3.4. Lema. Bajo las condiciones (i)-(iii), sea {Wn} una sucesión de 

pesos no negativos, tal que para constantes no negativos 1I1n Y Nn, 

IP (1\1n ::; t Win(X) ::; Nn) -+ l. 

Sea f una función Borel medible no negativa sobre Rd tal que lEf(X) < oo. 

Entonces 
Il 

lím inf lE '" Win(X)f(Xi) 2: (lím inf A/n)lEf(X), 
n-oo ~ n-oo 

i=! 

y 
n 

lím suplE L Win(X)f(Xi) ::; (lím sup Nn)lEf(X). 
'11,-00 i= 1 n-oo 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Demostración: Definamos 

n 

A" = {Un ::; ¿Wi,,(X) ::; Nn}. 
i=1 

Supongamos S.p.g. que Mn ::; D. Entonces 

" 
Al" - DI.4;, ::; ¿ Win(X) ::; N" + DI A ;" 

i=l 

en efecto: Sea w E n, entonces w E A" o w E A;l' 

Si w E A" entonces DIA;i = O y, 

" 
M" - DIA~; ::; ¿ Win(X) ::; N" + DIA~,· 

i=l 

Si w E A~l entonces DI A ;; = D ;::: !vln y, 

n 

M" - DIA~, ::; O::; ¿ Wi,,(X). 
i=1 

Por lo tanto, 
" 

M n - DIA~; ::; ¿ Wi,,(X). 
i=l 

Por otro lado, Como w E A~ entonces 

11 n 

¿ Wi,,(X) < 1\11" o L Win(X) > Nn. 
i= l i=l 

n 

¿ Wi,,(X) - 11,[11 < O ::; Nn + DI A;;. 

i=l 

Por lo tanto, 
n 

¿ Wi,,(X) < Nn + DIA:,. 
i = l 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Anolagamente, si ¿;~1 Win(X) > N" entonces 

" L Wi,,(X) < N" + DIA~,. 
i=1 

Por lo tanto, 

n 

M" - DIA:; :s L Win(X) :s N" + Dl .. \ ~,. 
i=1 

Entonces, 

" 
M,,j(X) - DIAj(X) :s L Wi,,(X)f(X) :s N,,j(X) + Dl Ad(X). 

i= 1 

Aplicando esperanza, se obtiene 

M"lEf(X) - DlEIAd(X) :s lE [t Wi,,(X)!(-,\)] 

:s N" lE!(X) + DlEL\:J(X). 

Como 

n n 

lP'(M" :s L W¡n(X) :s Nn) = lP'(Mn!(X) :s L W; n(X) f (X) :s N,,j(X») . 
i=1 i= l 

entonces 

" 
lP'(M,,!(X) :s L Win(X)f(X) :s N,¡f(X» ---+ 1 cuando 11 ---+ oo. 

Por lo tanto 

Entonces, 

v .' 

i= l 

lEIAj(X) ---+ O cuando n ---+ oo. 

lím inflE [~Wi,,(X)!(X)] ?: (lím inf M,,)lE/(X) "-00 ~ "-00 
i= l 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Luego, como lE 1 f(X) 1= lEf(X) < 00, aplicando el lema 3.3.3, para T = 1 
se tiene 

lE 1 ~ Win(X)(J(X;) - f(X)) 1::; lE [~ 1 W;n (X) 11 f(X i ) - f(X) 1] -> Q. 

Por lo ta.nto, 

n n 

lím lE"" W;n(X)f(X;) = lím lE"" W¡,,(X)f(X). 
n-oo ~ n--oo ~ 

i=1 i = 1 

Entonces 

n 

1~~~flE L M/;n(X)f(X¡) 2: (Ií,~~~f MIi)lEf (.\"). 
;=1 

y 
n 

límsuplE L ¡,V;n(X)f(X¡) ::; (límsup Nn)lEf(X). 
71-00 i= l n--oo 

o 

3.3.5. Lema. Bajo la condiciones (i)-(iii) , supongamos que pam algunas 

constantes A/n Y N Il , 

JP> (Mil ::; t W¡~,(X) ::; Nn ) -4 1. 
1=1 

Entonces, para toda función f j.l-integmble no negativa. 

y, 

lím inflE [~Wl,,(X)f(X¡)] 2: (lím inf ¡\{n)!Ef(X) 
n--oc ~ n-oo 

i= 1 

límsuplE [t ¡'¡;¡~ (X)f(X¡)] ::; (límsupNn )lEf( X). 
71-00 . n-ex) 

1= 1 

Demostración: 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

(1) 

lE [t 1 Wi~(X) 1 f(Xi )] lE [t 1 Win(X) 1 (1 Win(X) 1 f(Xi»] 

< CIE [1 Win(X) 1 f(X)] 

:::; CIE[Df(X)] = CDlEf(X). 

(2) Sabemos que 

n 

L 1 Win(X) 1:::; D con probabilidad l. 
i=l 

Entonces, 

n 

L IIVi~(X) 1 + L 1 Will(X)Win(X) 1:::; D2 con probabilidad uno. 
i=l i'lj 

Entonces, 

n 

L 1 Wi~,(X) 1:::; D2 con probabilidad LIno 
i=l 

y, 

(3) Como los pesos son:::; 1, entonces 

n n 

L 1 Wi~(X) 1 1{1I.\;-.\II>é} :::; L 1 Will(X) 1 1{IIX;-xll>E} ' 
i=l i=l 

y esto último converge a cero en probabilidad por la condición (iii) , 
para cada é > O. 

Así, se cumplen las condiciones (i)-(iii) reemplazando C, D por C D y D2 

respectivamente. Entonces, aplicando el lema 3.3.4 a {W,;}, se concluye la 
prueba. D 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

3.3.6. Lema. Bajo las condiciones (i)-(iii), para toda fu nción Borel medible 

f · 
n 

L 1 Win(X) 1 1U(X;)- f(X lI>: } -> O en probabilidad, para toda f > O. 
i= 1 

Demostración: Sea f > O. Supongamos que f está acotada. Entonces 
existe Al > O tal que 1 f(X ) I:S M. Se sigue entonces que lE 1 f(X) 1< oo. 
Aplicando el lema 3.3 .3, se sigue que 

lE [t 1 Win(X) 11 f(Xi) - f (X) 1] -> 0, 

i.e. , 

lE [t 1 Win(X) 11 f(X i ) - f(X) 1] = 11 ti Win(X) 11 f(Xi ) - f(X) 1 dP 

r ti Win(X) 11 f(X i) - f(X) 1 dP 
J{ lf (X;}-f(XlI >E} i= 1 

+ r t 1 Win(X) 11 f(X i) - f( X) 1 dP -> o. 
J{l f(X;)- f (XlI'SE} i=1 

Entonces, 

r . t 1 Win (X) 11 f(Xi) - f(X) 1 dP -> o. 
J{ I!(X,l- f(XlI >€} ;= 1 

Por otra parte, 

El t 1 Win (X) 1 1U(X;)- f (XlI >€}dP 
n i =1 

n " 

E r L 1 Win(X) 1 dP 
JU()(;}- f(X )I>' } i=1 

< r . . _ t 1 IVi n (X) 11 f(Xi ) - f(X) 1 dP. 
J {l f (.\ ,) - f(.\ ll>d i = l 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Por lo tanto, 

E. L t i HI¡,,(X) IIU(.\; l-!(X)I>€} dP ~ O. 

Se sigue que 

" L 1 W¡,,(X) 11U(x ;)-!(X)[>E} -; O en probabilidad . 
¡= l 

Para una f arbitraria, sea III > O tal que 1P'( / f(X) 1> lII) :::: b. Definamos 

f = (f 1\ ¡\[ ) V ( - /'vI). 

Si 1 f(X¡) 1:::: /vi entonces f = f· Entonces f(X¡) = ¡(Xi). Se sigue que 

U(X¡) i ¡(Xi) } e { I f(X¡) 1> IIn· 
Luego, 

n 

L 1 Win(X) Il {I!(X,j-!(X)I>d 
i= l 

" 
< L / j¡V¡,,(X) I l{f(X,)-!(X)[>El + L 1 W¡,,(X) 1 1{f(X;J¡if( X ,)} 

¡= l ¡= l 
n 

+ L 1 W¡,,(X) I l {f(X)¡if(X)}· 
¡= l 

Por un lado, 

" L / W¡n(X) / l U (.\,l-!(X )I><} -; O en probabilidad porque f es acotada. 
¡=l 

Por la condición (i) 

lE [~ 1 W¡nC·'.') 1 1 {f( X ;)¡if(X,)}] < ClE [l {f( Xl¡if(X)}] 

CIP'(f(X) i f (X)) 

< CIP'(1 ¡(X ) 1> i\I ) :::: (,b. 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Por la condición (ii) 

lE [~I Win(X) 1 1 {!(.\')¡éf(.\')}] :s lE [Dl{!(X)¡éf (,\' I¡) 

DlP'(J(X) # ¡(X» 

:s DlP'(1 f(Xl 1> .\1) :s D8. 

Haciendo tender 8 a cero se cocluye que 

n 

L 1 Wi,,(X) I l{ I!(X¡j-!(XlI>E} --> O en probabilidad. 
i=l 

o 

3.3.7. Lema. Bajo las condiciones (i) -(iv) , supongamos que f(Xl EL ,. . 

para alguna r :::: l. Entonces. 

n 

L W;,,(X)f(Xi) --> f(X) en L,.. 
i=l 

Demostración: Por la condición (ii), 

i= l 

(1 ~ Win(X) 1 +1)" :s (t 1 lI"il1(X) 1 +1)" 
< (D + 1)r con probalididad uno. 

Por otro lado, sabemos de la condición (iv) 

n 

L Will (X) --> 1 en probabilidad. 
i=l 

i. e .. 

lP' (1 ~ Win(X) - 1 r> 8) --> O. 

Ahora veamos que 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

en efecto, sea 

Entonces 

n 

A = { 1 L Win(X) - 1 Ir> b}. 
i=1 

1 I [(t Win(X) ) - 1] f(X{ dP 

+ lr I [(t Win(X)) -1] ¡(X)l

r 

dP 

< r (D + 1)'" 1 ¡(x) Ir dP + b r I ¡(X) Ir dP 
lA ln 
(D + Ir i I ¡(x) ¡r dP + blE I ¡(X) Ir 

(D + 1rlE [1 ¡(X) 1" 1A l + blE 1 ¡(X) Ir . 

El primer sumando converge a cero porque IP' (2=~=1 Win(X) - 1 Ir> b) -> O. 
Luego, haciendo tender b a cero, se tiene 

(3.8) 

Así, aplicando la condición (ii) , el lema 3.3.3 y la desigualdad de Holder, se 
tiene 

lE It Win(X)[J(X¡) - ¡(X)f -> O 

Es claro que de (3.8) y (3.9), se sigue el resultado. 

Ahora sí se t.ienen todas las cond iciones para probar el teorema 3.3.2 

(3.9) 

o 

Supongamos que se cumplen las condiciones (i)-(iv), y sea T 2: l. Puesto que 
lE I y Ir < 00 por hipótesis y por la desigualdad de Jensen, 

lE 1 rn(X) Ir = lE I IE(Y 1 X) Ir ::; 1E(1E 1 y n X) = lE 1 y Ir < oo. 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

Por lo tanto 
m(X) E Lr. 

Sea 
Zi = Y¡ -1E[Y¡ I Xi] = Y¡ - m(Xi )· 

Entonces 

n 

L Win(X)Y¡ - m(X) [t Win(X)m(X¡) - m(x)] 
i= 1 

n 

+ L Win(X)Zi' 
i = 1 

El primer sumando converge a cero en Lr por el lema 3.3.7. Para la segunda 
suma consideremos el caso r = 2. Por definición de m, y por la hipótesis de 
independencia, se tiene 

n n 

i=1 j=l 

'H 11 

L L IE[Win (x) Wjn (X)IE(Zi Zj I Xl,··. , X Il )] 

;= 1 j = 1 

n n 

L IE[Wi~l(X)IE(Zl l Xi)] := L IE(Wi;(x)h(Xi )]. 

i=1 i=1 

Por lo tanto, 

Por el lema 3.3.5 , 
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3 Estimación no paramétrica 3.3 Consistencia en regresión no paramétrica 

donde N" es tal que 

IP' (~W¿(X) :::; N,,) ----> 1. 

Ahora, por (ii) y (iv) , 

" L W¡;,(X) -> O en probabilidad, 
¡= I 

i.e., N" la podemos tomar como N" == 8, donde 8 > O es cualquier número 
real positivo. La expresión (3.10) del lado derecho es ahora 8lEh(X). Por 
último, haciendo tender 8 a cero, la segunda suma converge a cero y el teo­
rema queda probado. O 

Observemos que 
W¡n(X) = W¡n(X ; XI , ... X ,, ) 

es una función medible para los vectores aleatorios i.i.d . .\. XI , . .. , X ". En­
tonces se tiene 

lE[1 W¡,,(X) 1 f(X¡)] = lE[I Win(X¡; XI , ···, X, ... , '\' 11 ) 1 f(X) ] 

es por eso que la condición (1) llega a ser 

lE [{ ~ 1 WiI,(X¡; XI,·· ·, X, .. . , X,J 1 } f(X) 1 :::; ClEf(X), 

para toda f 2: O. En part icular, la condición (i) se satisa face siempre que 

" 
(i*) L 1 Wi,,(Xi ; XI, .. . , x, ... , X,,) 1:::; C, para cada x E ]Rd 

i=1 

se cumpla .. 
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Apéndice A 

Conceptos básicos de 

probabilidad 

A.1. Propiedades 

Sea (O, F , P) un espacio de probabi lidad. El conjunto O es el evento seguro. 
también llamado espacio muestral y los elementos de F se llaman eyentos. 
El simbolo 0 denota a l conjunto vacío. A , B , e, ... , con o sin subíndices 
denotan a los eventos. 
Notemos que si An E F , n = 1,2, ... , entonces A;" U~ 1 An, n~= 1 A", 
lím infn_oo An, lím sUPn_oo An (si es que existen), son en ' ntos. La medida 
de probabi lidad P, está definida sobre F , y debe sat isfa.cer para cualesquiera 
eventos A, An , 

P(A) 2: 0, P (91 An ) = .~ P(A n), Ai n Aj = 0 para. todo i # j. 

y P(O) = 1. 

Se siguen inmediatamente la siguientes propieda.des: 

P(0) = 0, P(A) ~ P(B) si A e B , P (91 A,, ) ~ ~ P(AIl ) . 

El sigu iente resulta.do se conoce como la propiedad de COIl! inuidad de P. 
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A Conceptos básicos de probabilidad A.l Propiedades 

A.l.l. Proposición. Si {En }n~ 1 es una sucesión de eventos creciente, 

i.e., E l e E2 e ... e E = U~= l En O decreciente, i.e., E l :::J E2 :::J ... :::J 

E = n~= 1 En, entonces 

lím P(En) = P(E). 
n~oo 

A.1.2. Definición. Sean A, B E F. Se dice que A, B son independientes 

si P(A n B) = P(A)P(B). 

A.1.3. Definición. Sea {A;} iEI e F. Se dice que la colección {A;}iEI son 

independientes si para toda colección finita {i¡ , ... , ik} e l , 

A.l.4. Proposición. (Lema de Borel-Cantelli). Sea {En}n>l e F. 
Entonces, 

(i) Si L~=¡ P(En} < 00 entonces P(lím SUPn~oo En} = O. 

(ii) Si {En }n~ ¡ e F son independientes y si L~=l P(En) = 00 entonces 

P(lím SUPn~oo En) = 1. 
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Apéndice B 

Esperanza matemática 

B.l. Definiciones 

Sea (O , F, P) un espacio de probabilidad , y X una variable aleatoria definida 
sobre él. Sea 9 una función Borel medible sobre R Se sigue que g(X) es 
también una variable aleatoria. 

B.1.1. Definición. Decimos que la esperanza matemática (o simplemente 

la esperanza) de g(X) existe, si g(X) es integrable sobre O con respecto a 

P. En este caso se define la esperanza IEg(X) de la va1iable aleatona g(X) 

por 

IEg(X) = 1 g(X(w))dP(w) = 1 g(X)dP. 
n n 

Es claro que IEg(X) existe si , y sólo si lE I g(X) I existe. 

Si F, la función de distribución de la variable aleatoria X es absolutament.e 
cont.inua sobre lR con función de densidad f(x) = F' (x ), entonces la IEg(X) 
existe si, y sólo si J~oo I g(x) I f(x)dx < 00, y en este caso 

IEg(X):= 1: g(x)f(x)dx. 

Sea .el = .el (O, F , P) el conjuntos de variables aleatorias con esperanza 
finita. Entonces se tienen las siguientes propiedades: 

(i) Si X , Y E .el y 0:. ,(3 E lR entonces o:.X + (3Y E el y lE( o:. X + (3Y) = 

o:.lEX + (3lEY. 
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B Esperanza matemática B.2 Algunas desigllaldades importantes 

(ii) Si X E .el entonces 1 IEX 1:::: lE 1 X l· 

(iii) Si X E .el y E E F entonces XIE E .el , y 

h XdP = IE( X1 Ú 

Sea X una variable a leatoria sobre (n, F, P) Y g(X) integrable sobre n con 
respecto a P. 

B.1.2. Definición. 

(i) Sea g(x) = (x -,)". donde I es un número real y n un entero positivo. 

Entonces IE( X - I)n, si es que existe, se llama el momento de X de 

orden n al rededor de , . En panicular, si I = IEX. entonces !Jn : = 

IE(X - IEx) n se llama el momento central de X de orden n. Cuando 

11 = 2, 

!J2 = IE(X - IEX)2 = IEX 2 - (IEX)" 

se llama la varianza de X, Y se denota por VaL\" . 

(ii) Sea g(x) = etx , t E (-6,6) para algún número positivo 6. Entonces 

M(t) := IEetX , si es que existe, se llama la función generadora de 

momentos de la va7'iable aleato7'ia X. 

(iii) Sea g(x) = eitx = cos t:[ + i sen tx, donde t E IR e i = R. Entonces 

tp(t) := IEeitX = lE eos tX + iIE sen t X . 

se llama la función característica de X. 

B.2. Algunas desigualdades importantes 

B.2.1. Proposición. (Desigualdad de Markov). Si X es una va7'iable 

aleato7'ia sobre (0.., F , P) , '\ > O Y lE 1 X 1.\< 00 entonces paroa todo ¿ > O. 

lE 1 X 1>' 
P(I X 1:::: ¿) :::: _>. . 

e 
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B Esperanza matemática B.2 Algunas desigualdades importall tes 

Demostración: Si lE 1 X IA< 00 entonces 

IEIXI
A 1. I X IAdP+ l . I X I"dP 

IAI ~! . I ~I <! 

> ¿Al dp =¿A P( IXI2:¿)· 
IXI~! 

o 
En part icu lar, si .\ = 2, se obtiene 

Entonces si I-l = IEX , 

Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Chevichev. 

B.2.2. Proposición. (Desigualdad de Chernoff). l/á [11]. Sea X una 

variable aleatoria con función generadora de momentos JIl \ t) = lE [el X]. En­

tonces para todo ¿ > O, 

IP'(X 2: ¿) :::; e-tE M(t) para todo t > O 

IP'(X :::; ¿) :::; e- tE M(t) para todo t < O 

Demostración: Sea t > O. Entonces 

La última desigualdad se debe a la desigua ldad de Iv[arkt,,· con .\ = 1. La 
prueba para t < O es similar. O 

B.2.3. Proposición. (Desigualdad de Holder) . 1'0' [3]. Seal/ p y q 

números reales positivos tales que 1 < p, q < 00 y p - I + ,,- 1 = 1. Sean X 

y Y variables aleatorias tales que lE I X I P < 00 y lE 1 ) ' q < oc. E 1/ tonces 

lE 1 XY 1< 00 , y 
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Apéndice e 

Conceptos de convergencia 

Los resultados que se presentan en este apénd ice, se pueden consultar en [8J. 

C .1. Convergencia casi segura 

Sea (D,F,P) un espacio de probabilidad y {X"}" >l una sucesión de varia­
bles aleatorias definidas sobre él. 

C .l.l. Definición. Se dice que la sucesión de variables aleatorias {X,,} 

converge c.s. a la variable aleatoria X, si existe E E F con P(E) = O tal 

que pam todo w f/. E , 1 X,,(w) - X(w) 1--> O cuando n -> oo. En este caso 

escribimos X" :!.. X . 

C.l.2. Definición. Se dice que {X,,} es de Cauchy C.S., si existe E E F 

con P(E) = O tal que pam todo w 1. E, 1 X,,{w) - X11l{w) 1--> O cuando 

n , m --> oo. 

C.l.3. Proposición. Sea {X,,} una sucesión de variables aleat071-aS definidas 

sobre (D, F , P). Entonces 

X n :!,. X si, y sólo si {Xn} es de Cauchy c.s. 

Demostración: Si Xn :!.. X, existe un conjunto nulo E E F tal que para 
todo w f/. E , 1 Xn(w) - X(w) 1--> O, cuando 11 --> oo. Entonces, para todo 
ú.i f/. E Y 11, m enteros positivos arbitrarios, 

1 XIII{w) - X,,{ú;) l:sl Xm(w)-X{w) 1 + 1 X,,(w) - .Y(w) I ~ O si n ,m --> oo. 
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C Conceptos de convergencia C.2 Convergencia en probabilidad 

Por lo tanto {Xl1 } es de Cauchy c.s. 
Inversamente, si {Xl1 } es de Cauchy c.s., existe un conjunto nulo E E ;: tal 
que para todo w r/:. E, 1 X l1 (w) - Xm(w) 1--4 O cuando n , m -> oo. Entonces, 
{Xl1 (w)} es una sucesión de Cauchy de numeros reales. Por lo tanto , ex iste 
número real X(w), tal que X(w) = límn_oo X l1 (w) para todo w r/:. E, esto es 
Xn':!.· X. O 

C.1.4. Proposición. X l1 ':!;. X si, y sólo si 

El concepto de convergencia. casi segura, en estadística tiene una inter­
pretación especia l. Cuando X l1 <:!; X, se dice que X l1 es un estimador fuerte­
mente consistente c.s. de X. 

C.2. Convergencia en probabilidad 

Sean {Xl1 }n> l , X variables aleatorias sobre (O,;:, P). 

C.2.1. Definición. Se dice que {Xn} converge en probabilidad a X, si para 

todo E> O, 

P(I Xn(w) - X(w) I~ E) -> O cuando n --4 oo. 

En este caso se escribe X n ~ X. 

Se dice también que {Xn } es de Cauchy en probabilidad si, y sólo si para 
todo E> O, P(I X m - X n I~ é) -> O cuando n, m -> oo. 

La. relación que existe entre convergencia casi segura y convergencia en pro­
babilidad, es la siguiente: 

C.2 .2. Proposición. Si Xn ':!;. X entonces Xn ~ X. 

Demostración: Por la proposición C.1.4 

XIl ':!. X si , y sólo si para todo é > O lím P (ü 1 X"' - X 12: é) = O. 
11 --0.00 

m.= n 
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C Conceptos de convergencia G.3 Convergencia en L¡ 

Pero los eventos 

00 

m=n 

Entonces, 

Por lo tanto, 

lím P(I Xn - X I ~ é) ~ lím P (UOO 

1 Xm - X I ~ é) = 0, 
n-oo n----ooo 

m = n 

p 
y X n -+ X. o 

El regreso de esta proposición no se cumple, por lo que la convergencia casi 
segura, es más fuerte que la convergencia en probabilidad. 

C.3. Convergencia en L1 

Sea (íl, F , P) un espacio de probabilidad. L¡ = L ¡ (íl,.F. P) denota el con­
j unto de variables aleatorias X sobre íl tales que lE 1 X 1 < cx). 

C.3.!. Definición. Sea {XnJn~¡ e L¡. Se dice que la sucesión {Xn} 

converge en media a la variable aleatoria X E L¡, si lE 1 X Il - X 1-+ ° 
cuando n -+ oo . En este caso se escribe X n ~ X. 

C.3.2. Definición. Se dice que la sucesión {Xn } es de Cauchy en media 

si lE 1 X n - X m 1-+ ° cuando 11 , m -+ oo. 

C.3.3. Proposición. Sea {X I1 } una sucesión de variables aleatorias sobre 

íl . Xn ~ X implica X" ~ X. 

Demostración: Supongamos que X" ~ X. Sea). = 1 en la desigualdad de 
l\ Iarkov, esto es 

P(I X" - X I ~ é) ~ IE(I XII - X 1) para todo : > Q. 
E 

182 



C Conceptos de convergencia C.4 LFGN Y TLC 

Esto último converge a cero cuando n ~ 00, por hirótesis. Por lo tanto, 

p 
Xn~X. 

o 

C.3.4. Teorema. (Teorema de convergencia de Lebesgue) . Sea {X1I } 

una sucesión de variables aleatorias, tal que X " .!!. X o .\" ':jo X. Supon­

gamos que existe Y E LI tal que 1 X n 1:::: y C.s. Entonces X " ' X E LI para 

todo n 2': 1, Y X n ~ X. En particular IEX n ~ IEX cuando n ~ ex:;. 

La definición de convergencia en med ia se puede genera lizar para una 1 :::; 
r < 00 como s igue: 
L,. = Lr(n, F , P) denota el conjunto de varia bles a leatori a>, X sobre í! tales 
que lE 1 X Ir< oo. 

C.3.5. Definición. Se dice que la sucesión {X,,} C01l.l'fl"ge en p-media a 

la variable aleatoria X E L,. si lE 1 X" - XI" --+ O cuando 11 --+ ex:;. En. este 

caso se escribe X n 0; X . 

C.4. LFGN Y TLC 

(1) Ley Fuerte de los Grandes Números (LFGN) . Sean X ,.X2 ... 

variables a leatorias independientes, con espera nza nni ta nJ. y Sn 
X, + ... + X n , entonces 

Sn/n --+ m c.s. 

(2) Teorema del Límite Central (TLC). Sea {XIl } una sucesión de 
variables a leatorias independ ientes e iclent icament.e distribuidas. tales 
que P(X I = 1) = p, P(X I = O) = l -p, O < p < 1. St'él Sil = >;'= , Xi. 
Entonces, 

Sn-np !:.. . f(O, I ) d 
j V cua n o 1/. - x . 

Jnp(l - p) 
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Apéndice D 

Esperanza condicional 

D.1. Propiedades 

Recordemos que si X es un conjunto, F E 2.\ es un a-álgebra si, y sólo 
si X,0 E F y F es cerrado bajo un número a lo más numerable de ope­
raciones de conjuntos {Adi~l e :F. La pareja (X, F) se le llama espacio 
medible. Una medida J.1 es una función de F en [0,00] tal que J.1(0) = O. Si 
además Al. A2,···, E F son tales que Ai n Aj = 0 para todo i =1= j, entonces 
J.1 (U~l Ai) = L~l J.1(Ai). La terna (X , F, J.1) se le llama espacio de medida. 
Si (X, F) Y (Y, A) son dos espacios de medida, f : X ~ Y es medible si , y 
sólo si para todo A E A, f-I(A) = {x E X I f(x) E A} E:F. 

Daremos los resultados principales de esperanza condicional. Para quién 
desee conocer mas de este tema, ver [1]. 

D.l.l. Definición. Sean J.1 , >. medidas sobre el espacio medible (Sl, F) . Se 

dice que J.1 es absolutamente continua con respecto a >. (J.1 -< -< >') si siempre 

que >'(A) = O, se sigue que J.1(A) = O para todo A E :F. 

D.1.2. Teorema. (Radon-Nikodyn). Sean J.1 medida a-finita o finita y 

>., medidas sobre (Sl , F). Si J.1 -< -< >. entonces existe g : Sl ~ IR medible, tal 

que 

J.1(A) = ( gd>' para todo A E :F. 
1.4 

Si h : Sl ~ IR es otra función medible con J.1(A) = fA gd>'. entonces g = h 

C.s. [A]. 
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D Esperanza condicional D.l Propiedades 

El sigu iente teorema garantiza la existencia de densidades. 

D.1.3. Teorema. Sea X : (n, F , P) -> (n' , f) medible y B E F fijo. 

Entonces, existe 9 : (n', f) -> (IR, E) medible, tal que para todo A E f , 

P({X E A} n B) = l g(x)dPx(x). 

Si h es otra función medible tal que P( {X E A} n B) = fA h(x)dPx(x) , 

entonces h = 9 c.S. 

En este caso, se define P(B IX = x) := g(x). 

D.1.4. Teorema. Sean Y : (n, F , P) -> (i, E(i)) Y X : (n, F) -> (n' , f) 

medibles. Si lE[Y] existe, entonces existe 9 : (n' J') -> (i, B(i)) medible, 

tal que para todo A E f , 

r YdP = r g(x)dP.dx). 
JU( EA} 1.4 

Si h es otra función medible que cumple la igualdad anterior, entonces 9 = h 

C.s. [Px]. 

En este caso se define lE[Y I X = x] := g(x), llamada la esperanza condi­
cional de Y , dado que X = x. 

D.1.5. Ejemplo. Sea X variable a leatoria con valores X l , X2, . . . , tal que 

P(X = Xi) > O para todo i = 1, 2, ... ,. Entonces 

Demostración: Aquí n' = {XI, X2, .... } y f = 2n' . Sea 

g(x;) = 1 r YdP para todo i=1,2, ... , 
P(X = Xi) J{x =x¡} 

Entonces 

1 1 1 YdP = ¿ P(X = :r;) _ . . YdP = * 
{XEA} x,EA P(X - x,) {X =:r¡} 
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D Esperanza condicional D.1 Propiedades 

Esta igualdad se debe a que {X E A} = U X;EA {X = .ril . es una unión 
ajena. Luego 

* = L P(X = Xi)g(Xi) = ¡ g(x )dPx(.r) . 
x, EA A 

Por lo tanto, 

IE[Y I X = Xi] = g(Xi) = } d? 1 ¡ . 
P(X = Xi) {X =.r , } 

• 
Si en el teorema D.1.4 definimos h(w) = g(X(w)) , entonces h : (O,F) -; 
(IR, B(IR)) es medible. Además 

r YdP = r hdP para todo A E f , 
J {XEA} J{ XEA} 

en efecto: 

r hdP 
h )(EA} 1 g(X(W))lA(X(",·))dP( ... ·) 

11 

1 g(.l') l A(X)dPx(·r) 
11' 

i g(l')dPx(x) 

r YdP. 
J{ XE..J.} 

Así que, 

fc hdP = fc YdP para todo e E X-1(f) := F(X) . 

F(X) es un sub a-álgebra de F y es el más chico que hace medible a X. 
Entonces, 

h: (O, F (X)) -; (lR,B(IR)) es medible. 

Esto caracteriza a h como medible y dá la definición de esperanza condicional 
dacia un a -á lgebra. 

D.1.6. Teorema. Sea Y : (O, F , P ) -; (IR, B(IR)) 'II/.edible y 9 e F sub 

a -álgebra. Si IE[Y ] existe, entonces e.Tiste IE [Y I 9] : (O. ~I ) -> (IR.l3(lR)) 
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D Esperanza condicional D.1 Propiedades 

medible, llamada la esperanza condicional de Y dada 9, tal que para todo 

CE 9, 

r YdP = r E[Y 19]dP. le le 
Si h es otra función que satisface esta igualdad, entonces h = E[Y 1 9] C.s . 

[P]. 

D.1.7. Teorema. Sea (D,F,P) un espacio de probabilidad y 9 e F sub 

c>-álgebra. Sea B E F fijo , entonces existe P(B 1 9) : (0, . 9) -+ (IR. B(IR )) 

medible, llamado la probabilidad condicional de B dado q. tal que 

P(C n B) = fc P(B 19)dP para todo C E 9. 

Si h es otra función que satisface la igualdad anterior. entonces h = P(B 1 

9) C.s. [P], y se cumple P(B 19) = E[lB 19]. 

La demostración de los últimos cuatro teoremas. se siguen del teorema 
Radon-Nikodyn. 

Ahora mencionaremos algunas propiedades que se lIsan en este trabajo. 

D.1.8. Teorema. Sea X : (D , F , P) -+ (IR,B(IR)) medible. yY.Y¡.y2 .... , . 

(0" F, P) -+ (IR, B(IR)) medibles, con E[Y ] < 00 y E[Y,, ] < oc . 

(i) Si Y¡ S Y2 C.S. [P], entonces E[Y¡ 19] S E[Y2 19] C.s. [P]. 

(ii) IE(Y 19) Is E[I y 11 9] C.s. [P]. 

(iii) E [L~=I Ym 19] = L~=¡E[Ym 19] C.s. [P]. 

(iv) E[lE(Y 1 9)] = E[Y] si Y es integrable. 

(v) E[Y 1 F] = Y C.s . [P]. 

(vi) Si 91 e 92 e F , entonces E[lE(Y 192) 191] = E[Y 19¡J C.s. [P]. 

(vii) Si Z es 9 -medible y Y , Y Z son integrables. ent01/ ces iE [) ' Z 1 G] 
ZE[Y 19] C.s. [P]. 
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D Esperanza condicional D.2 Martingalas 

D.1.9. Proposición. (Desigualdad de Jensen). Sea Y : (0., F, P) ---> 

(IR, B(IR)) tal que IE[Y] existe. Sea 9 continua y convexa sobre lR , tal que 

lE[g(y)] existe. Sea 9 e F sub (J -álgebra. Entonces, 

g[IE(Y 19)] S lE[g(Y) 19] C.s. [P]. 

En particular lE[g(Y)] 2: g[IE(Y)]. 

D.2. Martingalas 

Sea (0. , F , P) un espacio de probabilidad y (T, -<) un conjunto con orden 
parcial. Sea {Ft 1 t E T} una familia de sub (J-álgebras de F tal que si 

s -< t entonces F s e F t . 

Por ejemplo, si {Fn 1 n E N} es una familia de sub (J-álgebras de F , con 
Fn = a(X¡, ... ,XH ), entonces es claro que si n < m , a(X¡, ... ,Xn) e 
(J(X¡ , ... , X",). 

Sea X = {Xt : t E T} una familia de variables aleatorias definidas en 0. , con 
IE[Xtl finita. 

D.2.1. Definición. La clase X es una martingala con respecto a {Ft 1 t E 

T} si, y solo si 

(i) X t es Ft-medible para todo t E T. 

(ii) Para todo s, t E T, con s < l., IE [X t 1 Fs ] = X s c.S. [P]. 

X es una submarlingala si para todo s. t E T , con s < t , IE[Xt 1 Fs ] 2: X s 

c.s. [P] . 
X es una supermar·tingala si para todo s , t E T , con s < t, IE[Xt 1 Fs ] S X s 

C.s. [P] . 

Por martingala se denota {Xt . Fr}, y cuando T = {1 , 2, ... , } Y F" = 
a(X 1 , .. . , X H ) , se denota por {X". F,,} 

D.2.2. Proposición. Sea {Xn ,F,,} una martingala (sub o super) . Las 

siguientes afirmaciones son equivalentes. 

(i) IE[Xn 1 Fn-¡} = (2: o S) X n- 1 para todo n > 1 c.S. [P] . 

(ii) IE[Xn 1 Fm] = (2: o S) XII! para lodo m < n c.s. [P]. 
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