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Introduccion

En 1933, Glivenko y Cantelli, publicaron un resultado fundamental sobre la
convergencia de la funcién de distribucién empirica.

Dadas X1,..., X, variables aleatorias independientes con funcién de dis-
tribucion F,

1
Fu(t) = = Z 1(_00‘{]()(;'}. —o0 < i <o
i=1

que asigna igual masa _71? a cada X;, se llama la funcion de distribucion
empirica. Aqui, 14 denota la funcién indicadora del conjunto A.

El resultado publicado es sobre la convergencia uniforme de F;, a F, para el
caso continuo, Glivenko y después en general, Cantelli.

Si Xi,...,X, son variables aleatorias independientes con funcién de dis-
tribucién arbitraria F' entonces, cuando n — oo,

Dy, :=sup | Fp(t) — F(t) |= 0 con probabilidad uno.
ter

Este resultado ha sido uno de los teoremas fundamentales de la estadistica
v parte central en el estudio de la inferencia estadistica.

El estudio de los procesos empiricos cuya definicion se dard mas adelante
y de la funcién de distribucién empirica, son uno de los temas con mayor
seguimiento en su investigacién. Las aplicaciones para las diferentes ramas
de la estadistica se han multiplicado, especialmente porque muchos procedi-
mientos estadisticos, pueden ser vistos como funcionales del proceso empiri-
co, y la conducta de tales procedimientos pueden ser deducidos del proceso
empirico.

En este trabajo se dan algunas propiedades generales de los procesos empiri-
cos. La mayoria de los resultados que se presentan aqui, se obtuvieron de [15].

Para entender este trabajo se necesitan conocimientos generales de Proba-
bilidad, asi como ideas bdsicas de Andlisis e Inferencia Estadistica. Como

ayuda para el lector, se incluye un apéndice con los resultados principales
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que se usan.
Este trabajo, se organizo de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se da una introduccién a lo que es la funcion de distribucién
empirica, sin hacer suposicion alguna del caracter distribucional en los datos.
También se dan algunos resultados principales de las transformaciones libres
de distribucion, que simplifican algunos resultados referentes a la distribu-
ci6n empirica, al caso uniforme.

En el Capitulo II, se dan algunas propiedades de la funcién de distribucién
empirica, donde los datos constituyen una muestra aleatoria con funcién de
distribucién F. En este capitulo se demuestra la convergencia uniforme de
F, a F y de algunos resultados de estadisticas relacionadas con D,, llama-
da también estadistica de Kolmogorov-Smirnov. De igual manera, se dan
algunos resultados fundamentales que conllevan a la convergencia uniforme
de la funcién caracteristica empirica a la funcién caracteristica usual.

En el Capitulo III, se da una introduccion a la estimacion de la funcién de
densidad, propuesta por Rosenblatt [10]. Se dice que una sucesién W, de
pesos es consistente si siempre que (X,Y), (X1,Y1),(X2,Y2),... sean inde-
pendientes e identicamente distribuidos (i.i.d.), donde Y toma valores reales
yparar > 1,E|Y |"< oo, entonces E (Y | X) = E(Y | X)en L, (Z, = Z
en L,, significa que E | Z,—Z |"— 0). Aqui, X, X}, X2, ... es una sucesién de
variables aleatorias i.i.d. con valores en R%, sobre un espacio de probabilidad
(2. Se probard la consistencia de {Wj,}.



Capitulo 1

Definiciones basicas

1.1. Preliminares

Asumiremos que estamos en un espacio de probabilidad (2, F, P), i.e., Q un
conjunto no vacio, F una o-algebra de subconjuntos de 2 y P una medida
de probabilidad definida sobre F. Para la notacién de este capitulo y lo que
sigue, ver [8].

La funcién X : (2, F, P) — (R, B(R)) es una variable aleatoria (v.a.) si

X YB)={wveN: X(w) € B} € F paratodo B € B(R).

B(R) es la o-dlgebra de Borel de R.

En otras palabras, una variable aleatoria es una funcién medible de (2, F, P)
a (R, B(R)).

Un ejemplo de variable aleatoria muy 1itil, es la funcién indicadora de un

conjunto A € F:
I, si weAd

Lafu) = {0, si wé A
La variable aleatoria X definida sobre (0, F, P), induce una medida Py
sobre B(R), definida por

Px(E)= P{X"YE)} (E € B(R)).

Py es una medida de probabilidad sobre B(R) y es llamada la distribucion
o ley de X. Cuando se requiera, se denotara por £ la distribucién o ley de

una variable aleatoria.
Para cualesquieras X' v Y variables aleatorias, definidas sobre un espacio de

2



1 Definiciones basicas 1.1 Preliminares

probabilidad comun, la igualdad X fyo L(X) = L(Y) significa que X y
Y tienen la misma distribucién.

1.1.1. Definicién. La funcion de distribucion (f.d.) de la variable aleatoria
X, es la funcion F = Fx definida por

Fx(z) = Px(—00,z] = Plw e : X(w) <z), r€eR.

En lo que sigue, escribiremos {X < z} en lugar de {w € Q: X(w) <z}, ¥y
cuando X tenga por f.d. F, se escribirda X ~ F.
Se dice que f : R — R es una funcion de densidad si f(x) > 0 para todo

zeR, y -
/ f(z)dz = 1.

En este caso, la medida de probabilidad asociada a f. es la medida de pro-
babilidad Py sobre B(R), definida por

Py(A) = Lf(a:]da: para todo A € B(R).

1.1.2. Teorema. La funcion de distribucion de una variable aleatoria X
es una funcion creciente, continua por la derecha y satisface

F(—o0) = :_]_1:11100 F(r)=0

F(+400) = lim F(z) = 1.
Demostracién: Sean z € R y h > 0. Notemos que
Flx4+h)—F(z) = P(X<z+h)—P(X <z)
= Plcoo< X<z Uz<X<xr+h-PX<2)
Plcoo< X <a)+Par<X<z+h)-PX <2)
= Plz<X<z+h).

Luego,
Flx4+h)-F(z)=Plx< X <z+h)>0.

Por lo tanto, F es creciente.
Demostremos ahora que F' es continua por la derecha. i.e..

lim F(y) = F(x).
ylz

6



1 Definiciones basicas 1.1 Preliminares

Puesto que F es creciente,

]i{n F(y) existe y es igual a F(z+).
ylr

Entonces debemos probar que F(z+) = F(z).
Asi, sea {ay} | 0 y consideremos {an + z}n>1. Entonces {a, + z} | z.
Definamos

Ap={X <z+a,} paratodon=1,2,....

Entonces
AT S Do ol D s
y
(s ]
() An={X <z}.
n=1
Asi que,

Fa) = P(X <) = B([) An) = P(Jim A,) = lin P(4,)

n=1

= lim P(X <x+ay)= nll'm F(z + a,) = F(x+).
=00

n—oo

Por lo tanto,
F(z) = F(z+)

F es continua por la derecha.

Finalmente. para todon > 1,
F(n)— F(-n)=P(-n< X <n).
Tomando limites en ambos lados cuando n — oo, se concluyve
F(+00) — F(—o0) = 1.
Puesto que 0 < F(z) < 1 para todo = € R, se sigue que

F(4o0)=1y F(-=c<) =0



1 Definiciones basicas 1.1 Preliminares

1.1.3. Definicién. Para una funcidén de distribucion F, la funcion cuantil

F~1, se define como
Fl(t)=inf{zeR:F(z)>t}, 0<t<l.
1.1.4. Lema. Sea F funcién de distribucion. Entonces F~1(t), 0 <t <1
es creciente, continua por la izquierda y satisface
(i) F"Y(F(z)) <2: —-oco<z <oo.
(i) F(F~(t)) >t si0<t<l.
(iii) F(z) >t siy sélo si x> F7(t).

Demostracién: Mostremos que F~! es creciente. Sea 0 < p < ¢ < 1,

entonces
{reR:F(zx)>2q} c{zeR:F(z) > p}

Asi que
inf{zr eR: F(z) > p} <inf{zx e R: F(z) > q}

F~Y(p) < F7(q).

Por lo tanto, F'~! es creciente.

(i) Sea z € R tal que 0 < F(r) < 1.
ze{yeR: F(y) > F(z)}.

Entonces
inf{y e R: F(y) > F(z)} <=z

Por lo tanto,
F~\(F(z)) <z

(ii)Sea0<t<1yC={reR: F(z) >t}
Observemos que si y € C entonces F(y) > ¢.

Sea
a:=inf{zr e R: F(z) > t}.

Entonces, si h > 0. F(a+ h) > t, y por ser F continua por la derecha,

F(a)z}]ll'n?]F(a-l-h)zt.



1 Definiciones bésicas 1.2 La funcidn de distribucion empirica

Entonces a € C 'y F(F~(t)) > t.
(iii) Supongamos F(x) > t. Entonces
ze{yeR:F(y)>t} y F7'(t)=inflyeR: F(y) >t} < z.

Por lo tanto,
F(z) >t implica F~!(t) < z.

Por otro lado, si z > F~!(t) entonces, al ser I creciente y por la relacién
(ii),
F(z) > F(F7'(t)) > t.

Por lo tanto,
z > F7(t) implica F(z) >t.

1.2. La funcién de distribucién empirica

Para un conjunto de datos X, Xs, ..., X, con escala nominal u ordinal, o de
tipo univariados o multivariados y, A C S un conjunto de interés asociado
con los n datos, la cantidad

n(A) = = 3" 1a(X0) (11)
=1

se llama la distribucién empirica (medida) de A. Notemos que ,(A)
es la proporcién de datos que caen en el conjunto A.

Cuando los datos tienen escala métrica, los intervalos extendidos (—oo, ]
con t € R, son los conjuntos de interés. En este caso

1 mn
Eall) = n(-00.81 = 23 loxisey (1-2)
se le llama la funcién de distribucién empirica de X;. Xo,..., X,,.

Notemos que si s < t, {X; < s} € {X; <t} paratodoi = 1,2,...,n.
Entonces 1(y,<s) < l(x,<rj} Pparatodoi=1,2,...,n. Por lo tanto

1 T 1 n
= Y lxigs) < = Y lix<y
i=1 i=1

9



1 Definiciones bdsicas 1.2 La funcién de distribucion empirica

Fu(s) < Fp(t) paras<t,
i.e., F, es creciente. Ademas, si s | —oo y t | 0o, obtenemos en el limite
Fu(-00) =0 y Fy(o0)=1.

La funcion indicadora de un conjunto A C S, estd intimamente relacionada
con la medida de Dirac. Paracadaz € Sy AcC S.

1, si € A
61{‘4)_{0, si ré¢ A

En este caso,
82(A) = 1a(z).

Notemos que en é,, r permanece fijo y A varia sobre la clase de conjuntos
de S, mientras que para la funcién indicadora, el que permanece fijo es el
conjunto A, variando x sobre S.

4, es una medida de probabilidad, en efecto:

Sea S un conjunto y A C S. Consideremos A = {4. A°.0. S} la o-dlgebra
generada por A. Entonces

(i)
si eS8

(51-((2) = 6:(5) = {[1): si ¢ ol

Como S C Syzxe€ S, entonces §,(S) = 1.
(ii) Por definicién de dz, 6-(A) > 0 para todo A € A.

(iii) Demostremos que
0z (AU A®) = 6,(A) + 6. (A°).

Observemos que
0:(AU A%) = 4,(5) = 1.

Por otra parte, como x € S, entonces r € Ao x € A

Entonces, si z € A, 6;(A) =1y 62(A°) = 0. Por lo tanto.

10



1 Definiciones bdsicas 1.2 La funcién de distribucion empirica

Siz € A% 6,(A°) =1y 6:(A) = 0. Por lo tanto,
62(A) + 0,(A°) = 1.

Asi que,
0, (AU A®) = 6,(A) + 6,(A°)

y 0r es una medida de probabilidad.

La expresién (1.1) ahora se puede escribir como
1 n
pn(A) =~ 25.\'.(.4) (13)

o simplemente como
l n
=—% éx,.
Hn 7 ; Xi

Ahora introducimos lo que llamaremos integrales empiricas, que seran de
gran utilidad en lo que sigue. Empezamos observando que

6:(A) = ] 14dd; = 14(z).

Entonces, si ponemos ¢ = 14, la segunda igualdad de la expresién anterior
se puede escribir como

/ @déz = p(z).

. r -
Esta expresion se puede extender a otras ¢ s, que no son necesariamente
funciones indicadoras como veremos mas adelante. Puesto que y, es una
combinacion lineal de las masas puntuales dy,. 1 <7 < n. obtenemos

l n l n 1 n i
/‘Pdﬂn :/s?d(;l"zéx,) = HZ]FdJ.\‘, > Z‘F(Ai)-
i=1 1=1 =1

Asi, tenemos la expresion

n

[ odin =53¢0 (14)

i=1

i.e., una integral empirica es justamente el promedio de la - evaluada en los
datos.

11



1 Definiciones bdsicas

1.2 La funcién de distribucién empirica

La medida producto un ® i, estd unicamente determinada a través de con-
juntos rectangulares A; x As. Entonces la expresion (1.3) se escribe ahora

Il

Hn 8#!‘!(‘4[ X AE)

20D 6, (413, (42)

i=1 j=1

l n n
7z Z Z l{x,eA,,X,e45)-

=1 j=1

Asi que para una funcién arbitraria de dos variables ¢ = ¢(z, y) la extensién

de (1.4) se escribe

/sod(nn ® tn) = ;la 30D (X X;).

Veamos un ejemplo.

i=1 j=1

1.2.1. Ejemplo. Si X, X»,..., X, son observaciones que toman valores
reales, y si p(z, y) = 3(z—y)> entonces al evaluar [ ¢d(u, @), obtenemos

la varianza muestral

Demostracion:

/‘Pd(ﬂn ® pn) =



1 Definiciones basicas 1.3 Distribucién empirica con datos reales

= %(Zr?—niz)
i=1
i .
= =Y (Xi—-X)%
n i=1

Por lo tanto,
1 B
[ edln @ un) = 7 5% - X)? = o3
i=1

la varianza muestral. [ |

1.3. Distribucién empirica con datos reales

En esta seccién estudiamos a las distribuciones empiricas, en el caso en que
los datos toman valores reales. Asi, sean X, Xs,..., X, observaciones con
valores reales. Ordenando estos datos en forma creciente obtenemos

Xl:n S X2-.n pE S Xn:n-

La cantidad Xj., se llama la i-ésima estadistica de orden. En lo que sigue
supondremos que los datos no se repiten. Asi que ahora se tiene

Xl:n. < X2:n Cune € Xn:rv

Si Xj = Xi,, el indice 7, determina la posicién de X; en la muestra. Este
indice se llama el rango de X;. Si denotamos por R; al rango de X; vemos
que

Xj = XRJ:HA
Notemos que el rango de X, se puede escribir en terminos de F;, como sigue:
_l n
Fa(X;) = ~ Y Lxi<x,)
=1
1 I!l
= =) 1gxsxp.)
i=1
1
Asi que se tiene la relacion
Rj = nF,(X;).

13



1 Definiciones bdsicas 1.3 Distribucién empirica con datos reales

De aqui también se deduce que al evaluar la i-ésima estadistica de orden en
Fy: )

i

— = Fy(Xin)-

o n( :.n)

Se vio en la seccién anterior que F;, es creciente con
Fo(—o0)=0 y Fu(ec)=1.

Ahora mostremos que F, es continua por la derecha, con la propiedad de
que entre dos estadisticas de orden, ésta se mantiene constante.

Mostremos que
]i:l? Fu(z) = Fi(t).
I

Puesto que
- & 1 -
iy Fale) =l 2 > o
(i) Sit> Xpon,
lim Fa(z) = Fa(t)
(ii) Si t = X,

Hl['? Fn(l‘) = Fu(t).
(lll) Si Xj;n oy Xj+1:m

ll'?: F(z) = Fu(t).

Ademas, si Xj;n <t<s< Xj.;.[;m

n

1 1 < :
Fy(t) = = Z lixicyy = - Z Lix,<s} = Fals)-
i=1

1=1

Por lo tanto, F,, es continua por la derecha y se mantiene constante entre
dos estadisticas de orden consecutivos. En otras palabras. la funcién de dis-
tribucién empirica Fy,, es una funcién de distribucién.

Sean y; < y2 < ... < z. Entonces F,,(y1) < Fp(y2) < ... < Fy(2). Por lo
tanto
{Fn(yx)}x>1 es una sucesién creciente y acotada.

por eso
F.(yx) converge a Llfm Fo(yr).
c—00

14



1 Definiciones basicas 1.3 Distribucién empirica con datos reales

A este limite se denotard por Fy(z—), i.e.,
Fp(z—=) = lim Fa(y),
ylz
el limite por la izquierda de F), en z.
Definamos la funcién
Gn(z) := Fu(z) — Fa(z-)
llamada el incremento de F, en z. Observemos que
1
Gn ‘R — {0, E}

definida por
L 8l z=Xip;1<i<n
—Jdn L =S
Gsle) {0. si x# Xin.

También definimos la funcién cuantil empirica de F,, como sigue:

1.3.1. Definicién. La funcion cuantil empirica F,', se define como
F7'(u)=inf{t: Fa(t) > u}, O<u<l.

La restriccion de u en (0, 1], se debe a que si u = 0,

FH0) = inf{t: F,(t) > 0}
= inf(—o0, x0)

el cual, no existe. Observemos que

Fn_l . (0 l] —_ {)([:rn X‘Z:n- I Xn:n} cR
en efecto:
para todo 1 < i < n, entonces

Fyl'(u) = inf{t: Fy(t) > u}
= inf[X,-m. (XL‘) = Xi:n-

i
n

Sitl<u<

Asi que F,;! es creciente y continua por la izquierda. Ademds, para todo
it=1,2...,n,8
i

t—1 i -
T <u< it FII{FH I(u-)) = Fy(Xim) = = > u,

15



1 Definiciones basicas 1.3 Distribucién empirica con datos reales

y si . .
i . i
u= 5 Fy(F, H(u)) = Fu(Xin) = R u.

En otras palabras,
Fa(F7Yu)) >u para0<u<l,

y la igualdad se da, sélo cuando u = %. 1 <i <n.

Por otro lado, F;7}(Fy(z)) esta definida unicamente para aquellas 2’s con
x > X).n, debido a que 0 € DomF,, v Fy(z) = 0si, y sélo si z < Xy.p,.

Luego, para todo i =2,3,....n, 81 Xi_1.p < < Xjin,

Fi (Fa(a)) F;‘( i 1)

n

Il

inf{rem:F,,(z)g f;—1}

inf[.x'_i;n, m) = Xi—l:ﬂ’

Asi que para todoi =2,3,....n, si

Xitn <z < Xin, Fy '(Fa(2)) = Fy! (’ = 1) = Xi-1n <2.
Si
&2 Xonis F;;-I(Fn(-r}) = Fn_l{l) = Xnn <7,
y paratodoi=1,2...,n,si

T = Xin, Y (Fu(z)) = F;‘(—E) =Xin=1.

Por lo tanto se concluye que
F;Y(Fu(z)) <z paratodoz > Xy,
y la igualdad se da, sélo cuando r = Xj.,,.

Veamos algunos ejemplos de como las estadisticas de orden y rangos se
pueden usar para construir expresiones estadisticas.

16



1 Definiciones bdsicas 1.3 Distribucién empirica con datos reales

1.3.2. Ejemplo. Sean Xj, X2,..., X, observaciones con valores reales, y
J una funcién de peso definida sobre el intervalo unitario. Entonces

R R; il i\ .
fo(Fn(x))an(x) = ;zx,-.](?) = EZJ(;)A.-:,, (1.5)
i=1 i=1
Demostracion:

[aiFaanaru@ = [ " 2J(Fu(2))dFa(z)

= 0+ / 2J(Fa(z))dFa(z) + ... + / 2 J(Fo(z))dFa(z)
[X1:n X2:n) [Xn:n,00)

- / \,n.,\z,,)”(%)d‘b wle) +oet /[x,.m, 2J(1)dF(z)
B ( )/ ""M’IdF"(I)+'"+J(I%r.,;nm;zdp“(z)
- ( )( )+...+J(1](%)

= égJ(;)x

Por lo tanto,

f J(Fa(z))dFa(z) = ZJ()

El cero que aparece en el primer sumando de la segunda igualdad, se debe
a que

/ 2 J(Fo(z))dFal(z) = / 2J(0)dFa(z)
(=00, X1:n . (—00,X1:n)

= J(O)/ zdFy(z)
—00,X1:n
= JO)©) =

Falta comprobar que

(B (B

17



1 Definiciones badsicas 1.3 Distribucién empirica con datos reales

En efecto:
in(ﬁ)x,- = 2 J(&)Xl+J(&)x2+...-J(ﬁ)xn}
nt_=l n ﬂ_ T 7 n
1 T
= = J(&)XRI:R+J(-@)XRZ;,,--‘..—f-J(RI)XRﬂ;“]
nl \n n n
= l J(l)xl:r:+¢}(g)x2:n+“";'J(1}Xn:n]
n{ \n n
L l J(i)xln
T mn

La segunda igualdad es porque X; = Xg,.n. En la tercera igualdad, simple-
mente se ordena la suma. Por lo tanto

et ()

2J(Fo(z))dFa( ZXJ R‘ —li,r N

[ |
Usando directamente este ejemplo vemos que si J es una funcién de peso

definida sobre (0,1),
Fﬂ(x))an(x) e l J("'i_i)x:n

n
./IJ(nJrl

Por lo tanto,

/::J(n" )dF,,(a;) -Z (rH—l)

Observemos que si J = 1, esta expresion es la media muestral.
Veamos otro ejemplo.

1.3.3. Ejemplo. Sean X, Xo,...,. Nny Y1,Ya, ..., Y5, dos conjuntos de
datos, con Fy, y Gy, sus f.d.’s empiricas respectivas. Si H,, ,, es la [.d. empirica

18



1 Definiciones basicas 1.3 Distribucién empirica con datos reales

de la muestra combinada de tamafo n + m, entonces para una funcién de
peso J,
n+m ] R;
—H == M. (N
/J(n+m+l n‘m(a:))an(.r) n ;J(n+m+1)'
donde ahora, R; es el rango de X; en la muestra combinada.

Demostraciéon: Sea

Zy=X1,Z2=X3,...,2, = =XnZpnn=Y1.2n42=Yo,.... Zngm = Y

Zl:n+m < Z2:n+m G Zn:n+m <...< Zu+m:n+m

las estadisticas de orden. Entonces
1 n+m n+m

nam ; lzi:) = Z dz,(—, 2),

i=1

Hn,m(z) =

0, si z2< Zynm

Hom(2) =8 5=y St Zin4m <2 <Zigtnym Paratodol <i<n+m-—1

1, si 2 2 Znymintm-

0, si z<Xin
Fa(z) =4 &, si Xin<a2 < Xjyn paratodol <i<n-1
1, Bl &2 Xpn:

Luego,

n+m 9 n+m
/J(mHn,m(I))an(I) Z[wJ(mHu.m(I))an(r)

Separando esta integral en los intervalos
(_00‘ Zl:n+m)a {Zl:n+m~ Z?::|+m)s ceey [Zrl+m:n+m- ),

vemos que el primer sumando de esta integral es cero. En efecto:

n+m
/(_m.zl!ﬂ+lll) ‘J(?1 + m + 1 Hﬂ‘m (I))an{r) /- m d] Pio-rri J(O)(ipn lJ )

J(O)/ =30 Z1n (Jh)dFu(I)
J(0)(0) = 0.

Il
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1 Definiciones bésicas 1.3 Distribucion empirica con datos reales

La expresién de la integral es ahora

n+m
Hnm an A
f{zlzﬂ-l-m-z!:rli-urj J (ﬂ. + m + 1 ' (I)) (x) +

n+m
5 ‘/[Zrl+rn:n+m‘00} J(n +m+ 1 Hn‘m(x)) an(I)

Por otro lado, observemos que para todo 1 < j < n+m,

n+m
/I-ZJ;rr-i-m-zJi-l:n-m} J (ﬂ. +m+ 1 Hn‘m(x)) an(I)

oe :
- J(& J )/I[ZJ:,,M,ZJHM"J{I)dFR(I)

n+m+1ln+m
J
J (m) / 1Z;mtm 23 1msm) (£)4F0 (2),

donde [Zjin+ms Zj+1:n+‘m) . [Zn+m:n+mv 00), para j =n+m.
Luego, para todo j = 1,2,....n +m,

/1[Zj:r|+nr‘Zj+1:,‘+m}(‘r)dFﬂ(I} = /éz[zj‘.n+m-sZj+1:n+m}an(I)

= %.. si Zj:n+m = X,; P-a. 1 < ] S mn
0, si Zjnym #Xi paratodol <i<n.

Por lo tanto, para todo j = 1.2,...,n+m,

+
/[Z i ]J(—"'_"“nimri IHn,m(I))an(I)
gyt lin+m

== J(ﬁ’{m) % si Zj:n+m o Xi p-a. 1 S i S n
0, si Zjmem #Xi paratodol <i<n.

Asi que habra n integrales diferentes de cero, ya que hay n datos X, X, ..., Xn.
Pero :
Zi=Xi=Zp,ntm paratodoi=12... n.

Entonces. las integrales donde no son cero, son donde se integran sobre
[ZJ:rl+ms Zj-i—l:ﬂ+r‘ll) e [ZR.:R-i-me Zj+1:n+m)<
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1 Definiciones basicas 1.3 Distribucion empirica con datos reales

Entonces, para todo j = 1,2,...,n + m, podemos escribir
n+m
J(——"H ; (z})dF (z)
'/[ZJ:N+tn.Z,'+l:,,+,n} n+m+1 Thyrik n

R . :
= J (m) ;1]:‘; Sl Zj:ﬂ.+m = ZR;:n+m pa.1<i<n
0, si  Zjn4m # ZR;n+m paratodol <i < n.

Finalmente, al sumar las n integrales diferentes de cero obtenemos

n+m 1 R;
[ (Fongtan@ e = ; 2 (rmﬁ)

|
Hemos visto con algunos ejemplos que las integrales empiricas pueden ser
de gran ayuda para expresar estadisticas de interés. La funcién ¢ de (1.4)
puede ser independiente de los datos, como por ejemplo ¢(z) = z, o puede
depender directamente de los datos de una forma complicada, lo importante
es que  se puede extender a casos generales.

En muchas aplicaciones, se supone que los datos provienen de una misma
funcién de distribucion F. La desventaja es que F generalmente se desconoce

y necesita ser estimada a través de los datos, tinica fuente de informacién.

Si se reemplaza Fy, por F en (1.5), se obtiene

/:cJ(F(:r})dF(I).

Para J = 1, la expresién anterior es ahora la esperanza de X:

/ 2J(F(z))dF(z) = / 2dF(z) =EX = / XdP,

cuidando que la integral exista. Este sencillo ejemplo, muestra la posibi-
lidad de tener dos o mds opciones para representar cantidades de interés,
una representacién en términos de variables aleatorias y otra en términos
de distribuciones. De esta manera se puede tener a un estimador empiri-
co, para una representacién en términos de variables aleatorias, eligiendo
adecuadamente una funcion ¢. Veamos algunos ejemplos.
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1 Definiciones bdsicas 1.3 Distribucion empirica con datos reales

1.3.4. Ejemplo. Si ¢(z) = z*, el k-ésimo momento de X es
EXk = / z*dF(z).

El estimador empirico es entonces

k IS
/z dF,,(:.c)—HZ;Xj.
=

Demostracién:
e <]
f *dF,(z) = / zhdF,(z) + / 2*dF,(z) + ...
—00 (=00,X1:n) {‘\‘l i N2:in)
+ / ¢ dF, (z) + / r*dF,(z)
[‘\‘!I e H --\‘n n ) [‘\-FJ 11400

1 k 1 k Lk
= 0+ HXl:n Lk g ;Xﬂ_im + ;k::"

) RN
= HZX‘“=HZXJ
i=1 i=1

Otros ejemplos:

Si "I:“C(‘r) = 1{1“5:}!

] oi()dF (z) = F(t)

respectivamente,

[ w@ia(@) = Fuo).

Si () = exp[tz], la transormacién de Laplace de X con respecto a F, es
t— fexp[tz]dF(x) = Eet".

El estimador empirico de la transformacion de Laplace es

t— /exp[tx]an(x) sl Xﬂ:exp[{.\}],
n



1 Definiciones bésicas 1.4 Transformaciones libres de distribucion

Si ¢y(x) = explitz], la transformacién de Fourier de X con respecto a F es
t— fexp[itx]dF(:a) =Ee'tY.
Su estimador empirico es

- / explitz]dFy(z) = =3 explitX,).
j=1

Las transformaciones de Laplace y Fourier, determinan tinicamente la dis-
tribucién de una variable aleatoria X. Por lo tanto, sus versiones empiricas
son candidatos para detectar el caracter distribucional de X.

1.4. Transformaciones libres de distribucion

Generalmente, el propdsito de una transformacién libre de distribucién, es
transformar una variable (observacién) X a otra que tenga una distribucién
conocida. En esta seccion sélo consideraremos aquellas variales X que toman
valores reales. La transformacién mas importante es la que transforma una
variable con distribucién uniforme.

1.4.1. Definicién. La distribucidn uniforme (sobre el intervalo [0,1])
estd dada por su f.d.

0, si t<0
Fy(t)=<t, si 0<t<l1
1, s 1<t

Por lo que una variable aleatoria de esta distribucién solo toma valores en
(0,1) con probabilidad uno.

Otra distribucién importante, es la distribucién exponencial.

1.4.2. Definicién. La funcién de distribuciion exponencial con pardmetro

A > 0 esta dada por

1, si t<0

bl = {exp(—At}, si t>0. {6)
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1 Definiciones bésicas 1.4 Transformaciones libres de distribucion

Escribiremos X ~ Exp()) siempre que X tenga la distribucion (1.6). Note-
mos que X es no negativa con probabilidad uno. Otra cantidad importante
es la funcién de riesgo acumulativa de F, definida por

[t dF(x)  [® <y
tell= | _i=re= L - Feg e

La funcién de riesgo acumulativa juega un papel importante en analisis de
supervivencia y confiabilidad, cuando los datos son tiempos de vida (tiempos

de fallo) de individuos o componentes fisicos. Si F' tiene densidad f, la
funcién de riesgo acumulativa Ar es

Ar)= | %.
La funcion £(2)
M2) =T Fm F@)’

es la funcién de riesgo de F.
La funcién de Hazard para la f.d. (1.6), es la funcién constante A(z) = A, en
efecto:

A C))

=i
Por definicién, 1 — F(z) = exp(—Azx). Entonces F(z) = 1 — exp(—Azx).
Asi

dF
@) — @) = ~(-Neap(-2a) = rezp(-2a).
Por lo que ( |
_ Aexp(—Az)
A(I) = m = A

El siguiente lema revela una manera de como generar una variable X con
Ed- P

1.4.3. Lema. Sea U una v.a. uniforme en el [0,1] y F una funcién de

distribucion arbitraria. Entonces

X:=FYU)~F. (1.7)



1 Definiciones basicas 1.4 Transformaciones libres de distribucion

Demostracién: Sea t € R. Aplicando el lema 1.1.4(iii), se tiene

{x <t} {F~'(U) <t}

{U<F(@)}
Luego
P(X <t)=P(U < F(t)) = F(t).

Por lo tanto
X ~F.

O

1.4.4. Ejemplo. Si F es la distribucién exponencial con parametro A,

entonces )
X = =5 In(1 - U) ~ Ezp().

Demostracion: Por definiciéon
1 — F(t) = exp(—At).

Entonces,
F(t) =1 — exp(—At).

Sea
u=1-— exp(—At).

Despejando t en esta igualdad, se tiene:

_ =In(1 —u)

A= By = F~Y(u).

Finalmente .
X=FYU)= =3 In(1 = U) ~ Ezp() (1.8)

1.4.5. Lema. Supongamos que X ~ F y F es continua. Entonces
(i) F(X) ~ Fy.
(it) Ap(X) ~ Ezp(1).

[~
(=T}



1 Definiciones bdsicas 1.4 Transformaciones libres de distribucion

Demostracién: (i) Por (1.7), podemos suponer que X = F~'(U). Entonces
por la continuidad de F,

(FoF Yu)=F(F Yu))=u paratodo 0< u< 1.

Entonces

F(X)=U,

F(X)~ Fy.
(ii) Como F es continua, F(z—) := limy1; F(y) = F(z).

Entonces ¢ d4F()
Ar(t) = / T = ~lnll - ()
Asi, sea
g9(x) = —In[l - F(z)].
Entonces
dg(z) _ dF(z)
dt  1-F(z)
por lo que

/ ) 4y = (1) = — 1 - F(O).

Luego, X = F~1(U) si y sélo si F(X)=U. Se sigue que

-0

Ap(X) = —In[l — F(X)] = —In[1 = U].

Asi, en vista de (1.8)
Ap(X) ~ Ezp(1).
O
La representacién (1.7) es de suma importancia para derivar propiedades
distribucionales. Para observaciones independientes X;, 1 < i < n, la dis-
tribucién de una estadistica S = S(Xi, Xo,....X,), estd tinicamente deter-
minada por las distribuciones marginales de las X; s. Por ejemplo, cuando
Xi~F, '
d ot E
S = S(F~Y(th),...,F~}(Un)),

para una muestra de observaciones independientes U/}, . ... [, con distribu-
cion Fyr.



Capitulo 2

El Proceso Empirico

Univariado

2.1. Hechos Basicos

En el capitulo anterior, estudiamos propiedades de la funcién de distribucién
empirica sin requerir de la suposicién distribucional en las observaciones.
Ahora serd crucial conocer la estructura distribucional. Sea (2, F, P) un
espacio de probabilidad. Recordemos que X, X»,..., X,,. constituyen una
muestra aleatoria de tamano n con funcién de distribucién F.si X, Xo,.... X,
son variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.),
con funcién de distribucién comin F, y con valores en algiin espacio medible
(S,S). En este capitulo denotaremos por g a la funcién de distribucién de
X, sobre S, ie.,

u(A) =P(X, € A) paratodo A €S.

Para todo A € S, pp(A) denotard a la medida empirica de A4, i.e.,
1 n
.un(A) — ; Zl lri(Xt)-
=

El primer resultado en este capitulo, habla acerca de la distribucién de j1,,(A)
para observaciones i.i.d.

2.1.1. Lema. Sean Xy,...,. X, observaciones i.i.d. con distribucion p. En-

[B%]
-1



2 El Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Bdsicos

tonces para cualquier conjunto medible A,
n k n—k
P(np,(A) = k) = ( k ),u (A)(1 — (A", k=0,1,...,n.

Demostracién: nu,(A) es la suma de n Bernoulli’s independientes con
parametro p(A). Por lo tanto, nyu,(A) se distribuye Binomial con pardmetros

ny p(A), ie.,
=" k - n—k
P(npa(A) = k) = ( " )# (A)(1 = u(A)" .

0O
Para intervalos extendidos A = (—o0, t]. este lema toma una forma especial.

2.1.2. Lema. Sean Xi,...,X, i.i.d. con distribucion F. Entonces
(i) P(nFy(t) = k) = ( : ) F"'(t)(l -F@®))™*, k=0,1,...,n
(ii) EFy,(t) = F(t).

(iii) VarFu(t) = LF(t)(1 — F(t)).

Demostracién: (i). Es un caso particular del lema anterior.
(ii). De (i) se sigue que, E(nF,(t)) = nF(t).

Por otra parte, E(nFy(t)) = nE(F,(t)). Entonces se concluye que
EF,(t) = F(t).
(iii). Por (i), Var(nF,(t)) = nF(t)(1 — F(t)).

Por otra parte, Var(nFy(t)) = n?VarF,(t). De estas dos igualdades se sigue
que ;

VaiFyld) = %F(t)(l _F(t).

O
La afirmacién (ii) establece que F;,(t) es un estimador insesgado de F(t).

Observemos que de (ii) y (iii), si n — 20,

Fu(t) — F(t) en L%, F. P),
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Badsicos

en efecto

E(Fu(t) - F(t))?
VarFy,(t)

= SR~ F().

E|F,(t) - F(t)|?

I

Esta tltima igualdad converge a cero, cuando n — oo. Por lo tanto, Fy(t)
es un estimador que converge en L? a F(t), si n — co. Aqui,

LY(Q,F,P) ={6:Q—R|€es medib!ey/ | €2 dP < oo},
con la L?-norma

1/2
leh=| [e®] . ¢crxarp)
Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias i.i.d. y t € R. Entonces

I{X;S!}s I{-\'zsi}" s 1{.\'"5:} son i.i.d..

Ademas "
nFy(t) = Z Lix.<t)-
i=1

E(1¢x,<y) =P(X; <t)=F(t) paratodoi=1,2,...,n.

Entonces, aplicando la ley fuerte de los grandes niimeros (LFGN), ver
apéndice C.4, para cada t € R fijo, se tiene:

nFn(t) ﬁ} F(f,}

es decir,
Fn =5 F(t).
Asi que
lim Fy,(t) = F(t) con probabilidad uno. (2.1)

En otras palabras, F,(t) es un estimador fuertemente consistente de
F(t).
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Finalmente, si t € R y S, = nFy(t) entonces, por el lema anterior,
ES, =nF(t) y VarS,=nF(t)(1-F(1)).

Entonces, la version de De Moivre-Laplace del Teorema del Limite Cen-
tral (TLC), ver apéndice C.4, se tiene que si n — oo,

Sn . ESn
—_— 0,1).
VVarSs, Glie
En otras palabras,
nFy(t) — nF(t) —N(0,1).

nF(t)(1 — F(t))
La expresion del lado izquierdo se puede simplificar a,

nFa(t) —nF(t) _ nl2(Fa(t) - F(1))
VrF(O)(1-F(t)) [F@OQ-FO)N'*

Entonces, aplicando el Teorema de Slutsky, ver Serfling, R.(1980)

nl2(Fy(t) — F(t) -5 N(0,07), (2.2)

donde £ denota la convergencia en ley (o en distribucién), y N (0,02)
es la distribucién normal con esperanza cero y varianza o2. En nuestro
caso y de acuerdo al lema 2.1.2(iii),

o =g = F(t)(1 - F(t)).
2.1.3. Lema. Sean Xj,...,X, variables aleatorias i.i.d. con f.d. F, y sean

@.21,92 : R = R funciones arbitrarias (Borel medibles). Suponiendo que
todas las integrales del lado derecho erxisten, se tiene:

(i) E [ ¢dFy] = [ pdF

(i6) Var( [ gdFa) = [ [ ¢*dF - (J pdF)’]

(iti) Covl [ prdFy, [ padFn] = L[ [ o162dF — [ o1dF [ cadF)
(iv) limp—.co [ @dFy = [@dF  con probabilidad uno

(v) nV/2( [ pdFy — [ pdF) -5 N(0,02), con

2
az=/;,¢2dF—(/,:dF),
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Basicos

Demostracién: (i)

o fo]

E[%itp(.’(i)} = LS B
i=1 i=1

Be(X) = [ aF,

Il

La ultima igualdad se sigue de una simple transformacion de integrales.

La afirmacion (ii) es un caso especial de (iii), con ¢ = ) = 2. Asi, por (i),

Cov(fgolan,fgozan)

= ]E[ f o1dFy / sozan] - f o1dF ] oo dF

= E[ﬁgm(xf)ﬁ;mu’j)] - / P1dF [ padF
= %E[iiwl(xi)w(xj)] —](P:dF/mdF

i=1 j=1

= B2 Eanx) - [war [ adr

i=1 j=1

1
= E[/‘P1¢2JF—/&P10'F/$2dF}-

La iiltima igualdad se debe a que 31, >°7_; E(p1(Xi)v2(X;))

Il

D_E@(Xea(X) + D237 Elei(Xi)e2(X;)
ie=1

Il

D E(e1(Xi)pa(Xi)) + ZZi#E(m(-\’f))E(vz(Xj))
i=1

Il

n/plcpzdF‘+n(n— l)fgoldF/wpng.

Para la afirmaciones (iv) y (v), lamemos S, = Y, ¢(X)).
Por hipétesis X, ... . X, son i.i.d., entonces ¢(X)),...(X,) son ii.d.
Ademas, por (i)

pi=Ep(X) = [ dF <oo .
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2 EI Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Basicos

aplicando LFGN, se tiene:

. S
lim — = pu.
n—oo 711

En otras palabras,
lim | @dF, = / wdF.

n—oo

Asi se tiene (iv).

2
o? = Varp(X)) = /wzdF~ ([l,’)dF) < oo.

Aplicando TLC, se tiene:

RI/Q[%—;{}LN(O.CJ?), N

Por (ii)

en otras palabras,
n‘ﬂl f odF, — / ‘de] £, N(0,02).

Asi, hemos demostrado (v) O

Veamos algunas aplicaciones.

2.1.4. Ejemplo. Sip1 =1(_s ¥ 2= l(_c,) entonces
1
Cov[Fu(s), Fa(t)] = —[F(s At) = F(s)F (1)), (2.3)

donde s At := min(s,t).

Demostracién:

n

B 1
/‘Plan e > ei(X) = = > Lix,<sp = Fals),

i=1 i=1

fsozdF = zwz(xa Zl{\ <ty = Fu(t).

Entonces

C'ov( / wilE, / ¢24F“) = CoulFa(s), Falt)].
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Bisicos

También se tiene:
192 = L(—o0,8) 1 (~00t] = 1(~00,sn¢]"

Asi, por la parte (iii) lema 2.1.3,

c( [ordu, [ ertr.) = 1[ [oresar - [ piar | c,ong]

= ;-ll[F(s At) — F(s)F(t)].

2.1.5. Ejemplo. Siy; =14y 2 =15 con AN B =0, entonces,

Covlin(A). un(B)] = ~ - (A)u(B).

Demostracién:

fgoldF == % Zm(xi) = %Z 14(X;) = pn(A),
=i i=1

/(png = r—t;pg()ﬁ) = %; 18(Xi) = pn(B).

COU(/(Plan,IWQan)
1
;[ f " [ 1P ] w?dF]

—{u(A)u(B)].

Entonces,

Covlun(A), ptn(B)]

La dltima igualdad se sigue del hecho de que,
/zplq:)QdF =0 debidoaque ps=141=0,
y por definicién,

/soldF =/l.4dF =u(A) y [sozdF: /lndF: u(B).
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m
Observemos que si s = t en (2.3), se obtiene (iii) del lema 2.1.2. Mas ge-
neralmente, (2.3) revela la estructura de covarianza de F,, cuando es
considerado como un preceso estocastico. Ahora introducimos el proceso de
estandarizacion

an(t) :=n'?[Fy(t) — F(t)], teR.

Este proceso es llamado proceso empirico. Notemos que an(?), es funcién
de F,,(t), por lo que es continua por la derecha y tiene limites por la izquierda.
Ademads, puesto que F,, y F son funciones de distribucién. se tiene

Iim Fo(t)=0= Ii
dim a(t) =0 :}'_"JOF(”

HE F,(t)=1= :hrg;l, F(t).
Entonces
lim an(t) =0 = lim a,(t). (2.4)
tl—oco tioo
Asi que podemos extender continuamente a, a oo :
an(—00) =0 = ay(c0). (2.5)

Este proceso se caracteriza comunmente como un tipo de puente, debido
a la relacién (2.5) y puesto que la grafica de este proceso va oscilando en
la recta real, con discontinuidades en las observaciones X/s. El siguiente
resultado junto con TLC, muestra que el proceso empirico a,(t) converge
debilmente a la distribucién normal, con media cero y varianza F(t)(1 —

F(t)).

2.1.6. Lema. Sean Xi,..., X, variables aleatorias i.i.d. con f.d. F. En-
tonces

(i) Ean(t) =0 para todot € R

(ii) Cov[an(s), an(t)] = F(s)(1 = F(t)), s<t

(iii) an(t) =5 N(0. F(t)(1 — F(t))), cuandon — .

Demostracién: (i) Sea t € R. Entonces,

E[n'/2(Fy(t) — F(t))] = n'*E[F.(t) — F(t)]
n'2[F(t) — F(t)] = 0.

IEQ'n{f)
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Por lo tanto, Ea,(t) =0 para todot € R.

(il
Covlan(s), an(t)]

Cov[n'/2(F,(s) — F(s)),n*?(Fu(t) — F(t))]
= E[n"*(Fa(s) - F(s))n'/(Fu(t) - F(t))]
= nE[(Fu(s) = F(s))(Fa(t) = F(1))]
= n{E[Fu(8)Fa(t) — Fa(s)F(t) — F(s)Fu(t) + F(s)F(t)]}
= n{E[Fu(s)Fa(t)] = F(s)F(t) — F(s)F(t) + F(s)F(t)}
= n{E[Fa(s)Fa(t)] — F(s)F(t)}
= n[E(Fa(s)Fa(t)) — E(Fa(s)E(Fu(1))]
= n[Cou(Fn(s), Fa(t))]
= %(F(s/\t) — F(s)F(1))
= F(s)— F(s)F(t) yaqueF(sAt)=F(s)
= F(s)(1 - F(t)).
Por lo tanto Cov[an(s), an(t)] = F(s)(1 — F(t)), sis<t.

(iii)
an(t) = nV2[Fa(t) - F(t) = nlf?[ / Lx<edFn / 1{,@,}&]
Luego, aplicando (v), lema 2.1.3, con 5(t) = I{x<s).
an(t) == N(0,0?),
donde
e fl{xg}dF - (/1{,\@}&)? — F(t) - F(t)? = F(t)(1 - F(t)).

Por lo tanto
an(t) -5 N(0. F(t)(1 - F(t)).
O

Retomando a las transformaciones libres de distribucién introducidas en
la seccién 1.4, se tiene que bajo la independencia de Xj...., X, . podemos
escribir (en distribucién)

X;: £ F-YU;) parai=1,....n,
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para una muestra independiente Uy, . ... Uy, provénientes de Fy. Luego, por
el lema 1.1.4,

{Xi <t} ={F(U:) <t} ={Ui < F(1)}-

Entonces "

1 1 ¢
Fu(t) = - z Lixi<ty = - Z Hu,<re)-

=1 i=1

Concluimos que

Fu(t) = Fa(F(t)), (2.6)
donde
FR(R}Z%ZI{U,SH}! Oguﬁl‘
=1
es la funcién de distribucién empirica de la muestra uniforme U/y,...,U,.

La representacion (2.6), es de suma importancia para obtener algunas pro-
piedades distribucionales relacionadas con F,, y a,. Cuando F no es conti-
nua, crean problemas. Con la relacién (2.6), quedan resueltos, debido a que
Fy es continua y ademds con soporte compacto [0, 1].

El siguiente lema, caracteriza una representacion de la estadistica de orden
X, en términos de una estadistica de orden uniforme.

2.1.7. Lema. Para0<u <1,
Fil(u) = F7Y(F7 (). (2.7)
En particular, para u = i/n, se tiene
Xin=F"'(Uin). 1<i<n.
Demostracién: Sea 0 < u < 1. Sabemos que
Fo(FY(u)) >u paratodo0 <u < 1.

En particular ) :
Fy(F7'(u)) > u paratodo0<u<1.

Por otro lado, puesto que F}, es creciente,
F(t) > F;Y(u) siysolosi Fp(F(t)) > Fu(Fy () > u
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Luego, por definicién de funcién cuantil y de la relacion (2.6),

(F Yo 7)) = F Y (F;'(w)

inf{t: F(t) > F;'(u)}
= inf{t: Fu(F(t)) > u}
inf{t : (Fy o F)(t) > u}
= inf{t: Fy(t) > u}

= F;Yu).

Il

Por lo tanto,
(F~ o Fy')(u) = Fy ' (w).

La otra parte se sigue, puesto que
F;l{lfn} = Xi:ﬂ y Fn_l(!/n) = Ui:w

a
Como se vio en el capitulo 1, una medida para describir la posicién de una
observacion dentro de la muestra, se denominé el rango de la observacién.
Sea

R=ii( Ry, oy Ba)

! 3 F;
el vector de rangos de la muestra X,..., X,. El siguiente resultado muestra
que R es libre de distribucién, cuando F, la funcién de distribucién de la
muestra es continua.

2.1.8. Lema. Sea R el vector de rangos para una sucesion de observa-
ciones 1.i.d. con f.d. continua F. Entonces la distribucion de R, es libre de
distribucion, i.e., no depende de F.

Demostracion: Puesto que F' es continua,

(FoF ) (u)=u paratodo0<u<1l.
Sea X; = F~Y(U;) paratodo 1 < i < n. Entonces para todo 1 < i < n,
por (2.6) y el hecho de que X; 4 F~Y(U;), se tiene

Ri = nFq(X,)
nlf‘n(F(Xi)}
nFo(F(F~1(Us)))
= nF,(U;).

Il
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Luego,
R=(Ry,...,Rp) = (nFo(Uy),...,nFy(Uy,)) no depende de F.

o
Este lema, no especifica la distribucién del vector de rangos. Sélo garantiza
que es suficiente considerar observaciones que estén distribuidas uniforme-
mente.

2.1.9. Lema. Sean R = (Ry,...,Rn) yr = (r1,....1r,). Para observa-
ciones i.i.d. con f.d. continua F, el vector de rangos R. estd distribuida
uniformemente sobre el conjunto de permutaciones 1,.... n. Es decir,

1

Demostracién: Es claro que no puede haber repeticiones en los datos,
debido a la continuidad de F. Se sigue entonces que cada rango estd bien
definido. El vector R toma valores en el conjunto de todas las permutaciones
{1....,n}. Asi, al evento {R = r} le corresponde una tinica ordenacién de
las U{s. Luego, por la independencia de las U/s, cada una de las n! posibles
ordenaciones, tiene probabilidad

// .. idbes
O<u<...<un<l

1 Uq Uy U7
/ / / / lduydusdus. . . duy,
0 0 0 1]

1 uy uy
/ / / usdusdus . . . duy,
0 0 0

1 ug ,,2
/ f %dug,”du,,

0 0 “

1 n—1

. uh
- /@ (n— 1)!0'1.:,,
1
n!

P(R=r)

Il

Por lo tanto,
1
P(R=r)= =

]
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El presente lema tiene una aplicacién a la construccion de intervalos de
prediccion, para posibles valores de X de una muestra Xi,...,X,. Para
ello, ordenando Xi,..., X, se obtienen las estadisticas de orden

—00 < Xl:n < X‘,Z:r: <o < Xu‘.rl < 0.

Estos n puntos dividen a la recta real en n + 1 intervalos aleatorios I} =
(=00, X1n], I2 = (X1ny Xomn]y o Ing1 = (Xnn,00). Sea X, 41 otra obser-
vacion X proveniente de F siendo independiente de las X : s previas. Entonces
el evento {X,+1 € I;} es equivalente al evento de que el rango de X, de
la muestra X\,..., X, Xnt1 sea igual a i. Entonces se tiene

1
P(X I;) = —
(n+1€:) n+1'

en efecto

P(Xn41 € I;) = P(Rpy1 = 1).

Por otro lado,

n+1 n+1
1 = P(xw el 1,-) =Y P(Xp41 € )
1 1

i=1 i=
n+1
= > P(Ray1=1i).

i=1

Luego, si R=(R),...,Ras1) y 7 =(r1....,7n4+1), por el lema anterior,
- .
T (n4 )

Ahora, como R,4+) puede tomar valores 1,2,...,n + 1, cada uno es igual-

mente probable, i.e.,
P(Rnt1 = i) = P(Rn41 = j).
Por lo tanto,
1
P{X,,.,_.l e ;)= i para cadal <i<n+ 1.

El préximo resultado se debe a Glivenko y Cantelli, el cual constituye una
extensién de (2.1), la convergencia uniforme de F, a F. Este resultado ha
sido una parte central en la inferencia estadistica moderna, resultado fun-
damental sobre la convergencia en funciones de distribucion empiricas.
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2.1.10. Teorema. (Glivenko-Cantelli). Sean X,...., X, variables aleato-
rias t.i.d. con f.d. arbitraria F. Entonces, cuando n — oo,

Dy :=sup | Fp(t) = F(t) | = 0 con probabilidad uno.
ter

Demostracién: Puesto que F,,(t) = F,(F(t)), se tiene

D, = Sup | Fa(F(t)) - F(t) | . (2.8)

Sea u= F(t). Entonces 0 <u <1y,
D, < sup | Fu(u) —u|= D,. (2.9)
0<u<1
Luego, es suficiente acotar D,. Asi,seae >0y 0=ug < u; <up < ... <
ux = 1 una particion de [0, 1] tal que,

max (wi4) — u;) < €.
Dgigk(uﬂ-l :)_

Afirmacién 1.
Fo(u) — u < Fu(uis1) — wi <| Fo(uig1) — wign | +e.

En fecto,
sea u tal que w; <u y u < ujy;. Entonces

—u<—-u; y Fu(u) < Fn(ui'+l)-
Sumando las desigualdades, obtenemos
Fa(u) —u < Fy(uipa) —ui (D).

Por otro lado,
max (ujy1 —u;) <e.

0<i<k—1
Entonces, para todo 0 <i <k -1,
Ui+l — Ui < €,
es decir, —u; — € < —u;41. De aqui se sigue que

Fu(uit1) — ui — € < Fu(uipr) — wigr <| Fa(tig1) — iz | -

40



2 El Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Basicos

Por lo que
Fo(uig1) — wi <| Fa(uip1) —wiga |+ (ID).
Por lo tanto, de (I) y (II),
Fu(u) — u < Fu(uir1) — wi <| Fa(uip1) — uig | +e.

Afirmacién 2. )
—e— | Fp(w) — i | < Fy(u) — u.

Como
Uip1 —U; <€ y u<uy; paratodo0<i<k-1,

se sigue que
u—e<wu; paratodo0<i<k-1.

Por otro lado, como u; < u,

Fa(wi) < Falu) si, y s6losi — Fu(u) < —F(u;).

Entonces
u—¢— Fy(u) <y — Fy(w) <) wi — Fu(wi) |=| Falws) —ui | -

De aqui se sigue
—£= I Fn(t{,‘) — Uy iS Fn(u) — Uu.

Combinando las dos afirmaciones se tiene,
—e— | Fa(u;) — ui |< Fa(u) — u <| Fa(uis1) — wigr | +e.
Entonces,

| Fau) —u| méax{| Fn(uis1) — wig1 | +&,| Fa(w) — u; | +¢}

%
< ix | Fu(w) — .
= ng?-_(xkl Fo(wi) —u; | +¢

Por lo tanto,
| Fa(u) —u|< ong?‘gxk | Fn(w) — u; | +e.

Luego, sea

| Fr(uia) — i, | +€ =0T2§£>i| Fa(wi) —ui | +¢ i €{0,...,k}.
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Entonces
| Fp(u) —u |<| Fu(ui,) — ui, | +¢ donde 0 < u;, < 1.

Si u;, =0, | Fn(“t’t:) — 4, |< ;11' porque Fﬂ(o) = %Z?:l 1{{'.50} < % Asi,

|F},(u)—ui£;ll—+s.

Entonces q
D= sup |Fp(u) —u|< = +e.
0<u<l n
Por lo que
” 2 o1
lim D, < lim D, < lim —4+e=-=.
n—oo n—oo n—oo 1n
Entonces
lim D, <& paratodoe > 0.
n—oo
Por lo tanto

sup | F(t) — F(t) |— 0 cuandon — cc.
ter

Si uy, # 0, sea u;, = F(tp), donde ¢y = inf{t : F(t) > u;,}.

Entonces
| Fﬂ(uil)) — U4, i as I FH(F(tD)} — F(to) |
= | Fa(to) — F(to) | -
Asi que )
1 Fn(u) —u |<| Fu(to) — F(to) | +<.
Entonces

D, <D, = Sup. | Fa(u) — u |<| Fu(to) — Flto) | +¢.

Luego, puesto que | Fi,(tg) — F(tp) |— 0 cuandon — oc.

lim D, < lim D, <e paratodoe > 0.

n—oo n—oo

Por lo tanto

sup | Fo,(t) — F(t) |[— 0 cuandon — .
LER
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O
La variable Dy, proporciona la distancia o discrepancia entre F,, y F. D,

se conoce como la distancia K-S, debido a que en una prueba de hipétesis,
cuando F' se reemplaza por una distribucién conocida, la prueba resultante
se llama la prueba Kolmogorov-Smirnov, ver [4].
Cuando F es continua, se tiene la igualdad en (2.9), esto es.

D, =D,
Se sigue entonces que

D, es libre de distribucion cuando F es continua. (2.10)

El proximo lema, presenta un algoritmo del célculo de D, en un niimero
finito de pasos.

2.1.11. Lema. Para una F continua,

Dﬂ = D:l = mé'x {méx [F(X:n) - E';_Iri' . F(-\'::n)} }

1<i<n

Demostracién: Sea X;., <t < X;y1.n. 1 <1< n. Entonces
i y
Fn(t) —~ F(t) _<. Fn(Xi:n) - F(Xi.‘.n) = H = F(X,-:,,‘] S Dm

en efecto
Fn(Xi:n) = Fn(t)

Y,
F(Xin) < F(t) si,ysélosi — F(t) < —F(X;..).

Restando, obtenemos
F'l(t) e F(tJ < Fl‘l(-Xiin) = F(Xi:u]
i
— — F(Xin) < D},
n

Por lo tanto,

Fa(t) = F(t) < Fa(Xin) = F(Xen) = - = P(Xe) < D},

También se tiene

Fu(t) = F(L) 2 FR(XI.'H) - F(-\'Hvl:n) > -—D,‘
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en efecto
F(t) < F(Xi+1:n) si, y solo si — F(t} 2 _F(Xi+l:n)‘
Entonces

Fu(t) — F(t)

1V

Fn(Xi:n) - F(Xi+1:n)
= — F(Xi41n) 2 - D}

Por lo tanto,

Fu(t) = F(t) 2 Fu(Xin) — F(Xig1n) 2 —Dj.
Ahora, sea t < X.,, entonces

—D; £ —F(X1:n) < Fa(t) = F(t) <0 < D},
en efecto, parai =1,

D} 2 max(F(Xin), = = F(Xu)) 2 F(Xin).

Entonces
—D;, < —F(X1n).

Luego, como ¢ < Xy, Fr(t) = 0 < Fy(X1:n) y puesto que F es creciente
F(t) € F(X1.n) si, ysélosi — F(X1.n) € —F(t). Finalmente, combinando
las desigualdades se tiene

'_D:; S _F(Xl:n) < Fn{{) = F(t) S 0 < D:l
Mientras que para t > X,.p,,
_D:z <0< Fﬂ(t) _F(“') < I_F(ann) < Dr-v
en efecto, parai =1,
* P 1 1
Dn 2 max[F(xl:ﬂ)' ; - F(A l:)‘l}} Z F(Xl:ﬂ.) 2 09

entonces
~D: <0.

Por otro lado, como t > X,,..

FR(XR:TI.) =1= Fu(t) y F(Xn:n} < F(” si, y sélosi — F(t) < _F(-Xn:n)-
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Sumando F,(t) a esto tltimo se tiene
Fa(t) = F(t) < 1= F(Xu:n).
También se tiene 0 < Fy,(t) — F(t) pues F,(t) = 1. Luego, para i = n,
L F(Xin) =1~ F(Xn) < D;.
Finalmente, combinando las desigualdades obtenemos
=Dy 0L Fy(t) - F(t) <1 - F(Xnn) < Dy,

Resumiendo, obtenemos
D, < D;.

Para la otra desigualdad; para todo 1 <7 <n,

A

L~ F(Xen) = Fa(Xim) = F(Xem) < | Fa(Xin) = F(Xin)|
Sup | Fa(t) = F(t) |= Dn.

1A

Por lo tanto,
’i -
— — F(Xin) <D, paratodo 1 <i<n.
n
luego, como F es continua y F), tiene limites por la izquierda,

F(Xin) = == = lim [P) = Fa(®)] < Jim | Fal) = F(O)|
| Fn(Xi:n_) = F(Xi:n_} ]

Il

< sup| Fu(t) = F(t) |= D,.
ter
Por lo tanto,
i — 1
F(X;z) - : = <D, paratodol <i<n.

Luego

D;, < Dy.
Por lo tanto,

D= D3
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]
Se sigue ahora del lema 2.1.11 que

D, = max(D{f. D).

donde )
+ _ . T

Dt = suplFa(t) ~ F(t)) = mix. L r(xﬁ,,)}
¥ -

—_— " z F—

Dy = ng{F (t) — Fult)] = méx [F (Xin) = T}
en efecto,
Dy = méx{ mix |F(Xin) ~ |, max | =~ F(X
= max lrélg._(xn in) = — '112:%1 = (Xin)| ¢-

Entonces, si

" : i—1
D'n. = 1r2|?~l_cxn {F(Xi:n) = n ]

D, = suplF(t) - Fu(t)] := D;.
tER

debido a que

méx [F(X,-m)—i‘ 1] = méx [F(Xin—) — Fu(Xin—)] = Dn.

1<i<n n 1<i<n
Si ]
-t L .
Dn= i [ F‘““mﬂ-
D}, = sup[Fy(t) — F(t)] := Dy .
ter
debido a que
» 1 , .
1’?&’5‘ [E = F(X:':n)] = l?%[ﬂ:(xz:n} = F(-\i:n)] = Dy.
Por lo tanto,

D, = méx(D;}, D).

D} y D, denotan las desviaciones entre F,, y F.
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Observemos que si X; = F~1(U;) paratodo 1 <i < n,dondeUy,...,U, es
una muestra de variables aleatorias independientes uniformes (0, 1), implica

F(X;)=U; paratodol <i<n.
Entonces

D = miax [1 = U,--_n]

1<i<n | n

Ambos no dependen de F. Asi, D;' y D;; son libres de distribucién, mientras
F sea continua. Ademas, ambos tienen la misma distribucion. Para ver esto,
como antes, pongamos U; = F(X;) paratodol <i<n.vsealU=1-U,.
Veamos que U] son i.i.d. con [.d. Fy.

Como las U/s son independientes para todo 1 < i < n, entonces U = 1 - U,
son independientes para todo 1 < i < n. Luego,

PU; <u”) = P(1-U;<u’)

= PU;>1-u")
= 1-PU; <1-u")
= 1-(1-u")
= g
Por lo tanto,
P(U! <u') =u" paratodol <i<n.
Asi,
U ~Fy paratodol <i<n.
Luego,
Div =107,
en efecto
4 _ . [i .
D“ - ][2?;{“ | n Uz:n}
[
= ix | — — (1 = Up—it1:
lrg%xn | n ( n 1+l,u)]
e . —[, _ n—i
- ]fgfgl | ‘n—i+ln o %
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Sea j =n — i+ 1. Entonces,

o]
DF* = méx [UJ:n N J'T} =Dy

1<j<n
Por lo tanto,
i
DY* = méx |--U, | =D;.
n 1<i<n | n in n

Finalmente, U}, estd en funcion de 1 — Up—it1:n ¥

D} =D

» en distribucién.

Los siguientes resultados son dedicados a la consistencia de los cuantiles
empiricos. Estos se definen con Fj;!y F~1,

El siguiente lema, muestra que la distancia K-S entre F7! y la funcién
identidad, es igual a la distancia K-S entre F;, y la funcién identidad.

2.1.12. Lema.
Dy := sup | Fp(u)—u|= sup | F; (v) —u|=: D
0<u<1 O<u<l
Demostracion: Si F es continua,

Dp =sup | Fa(t) = F(t) |= sup | Fa(u) —u|= Dy.
ter 0<u<l

Luego, por el lema 2.1.11,

=1

5 . S AF(Xo ) L p(x
D, = 112%:(“ { méax[F(Xin) o F(X,,“)]}.

Si X; = F~Y(U;) entonces F(X;) = U; para todo 1 < i < n. Asi que

_ ) ) i1
D, = Joéx { max|[Us, — B = Ui:n]}‘
Ahora, puesto que
Bl e be W [F7 Y (u) = ]
n ul'-,:_—l

i = {'l::u . 1 = Fn_l (i).
n n n
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entonces,
i x ) - i i = _
——FY=)<|F7Y =) ==|< sup | FTY(u) —u|= D
Lor (L) m (L) - Lis e | B - ul= D

lim [F7 () —u) < lim | Fy'u) —u|< sup |Fpl(u) —u| = Dj.
u]'—:—l- ul% O<u<l

Por lo tanto,

Dn <

Para la otra desigualdad, si

g— i =
—— <u<— entonces F,'(u)=Uin.
n T
Entonces,
2 o o= i—1 =
_DnSUi:n‘__SFn (u)_uSUi:n_—SDn-
n n
En efecto, por definicién de Dj,
_ i
_Dn S U:':n. - =
n
Luego, u < % implica — % < —u. Entonces,
i o p-1
Ui:n —-—— Fn. (‘L!) —u
n
Por otra parte,
i—1 _—— i—1
—— <u implica —u<-—-———.
n n
Entonces,
= i—1
Fn-l(u) —u < Upy — - ,“_1 .
Juntando las desigualdades obtenidas, se tiene:
. - i-1_ -
_Dngvi:n“;SFn (H)—HSU;';n— o Sl

Entonces, )
| F7'(w) - u|< Da.
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Basicos

Asi que . i
sup | Fy'(u) —u|< Dy
O<u<l
Por lo tanto, ) )
Dt < Dy
Y _ "
D, =D

O
Una aplicacion del Teorema Glivenko-Cantelli para una muestra uniforme,
junto con el teorema 2.1.12, es el siguiente:

sup | F7'(u) —u|= D" — 0 con probabilidad uno,
O<u<l

en efecto

sup | F'(u) —u|= sup | Fp(u) —ul=sup| F,(t) - F(t) | .
0<u<l 0<us<1 ter

El siguiente lema, proporciona la consistencia puntual entre F,; 'y F~1,
cuando F~! es continua.

2.1.13. Lema. Sea F~! continua en 0 < u < 1. Entonces
lim Fn_l(u) = F~Yu) con probabilidad uno.
Ti—+00
Demostracién: Sea 0 < u < 1. Aplicando el lema 2.1.7. se tiene
Fi'(u) = F7Y(F7 (w).
Luego,
lim Fr'(w) = lim Py (u)
= F1(lim F;(u))
n—og
= F~Yu).
Por lo tanto,

lim F'(u) = F~'(u) con probabilidad uno.

n—oo



2 El Proceso Empirico Univariado 2.1 Hechos Basicos

O
Luego,

F~! es continua en u, si y sélo si F(t) > u, para cada t > F~'(u).
en efecto:

Supongamos que F~! es continua en u, y sea t > F~!(u). Entonces, por el

lema 1.1.4(ii),
F(t) > F(F'(u)) > u.

Asi,
Flt)y=u o F(t)>u.
Si F(t) = u,
u=F(t) > F(F '(u) > u
Entonces

F(F(u) =u

Por otra parte, como F' es creciente, existe s > t tal que F(s) > F(t) = u.
Luego,

Flu+¢e)=inf{z: F(z) >u+e}>t>F '(u), paratodoe > 0.

Asi que
F Y u+¢e)—FY(u) >0, paratodoc > 0.

Entonces, F~! no es continua en u, y esto contradice la hipétesis. Por lo

tanto,
F(t) > u.

La proposicién anterior dice que F' no puede ser constante en un interva-
lo no-degenerado(intervalo con un sélo punto) [F~'(u),a]. Dicho en otras
palabras, F~! no puede ser discontinua en todo un intervalo. De aqui que
F~! tiene a lo mas, un niimero numerable de discontinuidades. Si F~! fuera
continua en algin subintervalo compacto [ug,u;] de (0.1). entonces. una
modificacién de la prueba del teorema 2.1.10, dé la convergencia uniforme
sobre [ug, u1]:

sup | F;7'(u) — F~'(u) |— 0 con probabilidad uno.

up<usuy



2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

El argumento de la compacidad, es crucial para obtener la convergencia uni-
forme. Por ejemplo, si F tiene soporte no acotado, entonces X1., < Fy1(u) <
Xunn ¥ F7! no estd acotada. Por eso,

sup | 7' (u) = F7'(u) |= oo.
O<u<l

Un ejemplo es la funcién de riesgo acumulativa. En el lema 1.1.4 de la se-
ccion 1.4, vimos que la funcion de Hazard acumulativa cuando F es continua
tiene la expresion:

Ap(t) = —In[1 = F(¢)].

entonces,
Ap(t) 1 oo cuandot — co.

Luego, su estimador empirico

2 dF,z
M= [ hes

es una funcién acotada, por eso

sup | An(t) = Ap(t) |= oo.

Otro ejemplo cuya funcién de distribucion tiene soporte no acotado es la
distribucién normal.

2.2. Distribuciones finito-dimensionales

En la seccién anterior vimos que para variables aleatorias i.i.d. con distribu-
cion g,

Plun() = 1) = (o ) s =A™, k=0.1,...0m,
i.e., nun(A) ~ Bin(n, u(A)), una distribucién Binomial con pardmetros
nyp=u(A).

La coleccién {A, A°} forma una particién del espacio muestral S, donde A°¢
denota el complemento de A. Luego, debido a que el niimero de observa-
ciones n es fijo, dado el evento {nu,(A) = k}, se tiene automaticamente
{npn(A€) = n — k}. En otras palabras,

{npn(A) = k} = (npa(A) = k, npn(A°) = n — k}.

e
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

Generalizamos esta idea a mas de dos conjuntos. Sea {A;, As,..., A} una
particion de conjuntos medibles del espacio muestral, i.e.,

m
AiNA;j=0 parai#j, i,j=1,....,my UA,-zS'.

El siguiente lema dice que la distribucién conjunta de nu,(A;), para todo
t =1,...,m sigue una distribucién multinomial, como era de esperarse.

2.2.1. Lema. Para observaciones i.i.d. con distribucion u,

P(nun(Ai)=k,-:15='sm)=(h - )Hwn*

para ki =1,...,n tal que Y -, ki =n.
Demostracién:
n
nin(Aj) = Z 14,(X;) =k; paratodoj=1,2,...,m
i=1

Entonces,

Z(Zu )

j=1

; (Jz L4,(X,))
i 15(X;) =
i=1

En la tercera igualdad, se debe a que }°71; 14,(X;) = 15(X;), donde S =
Ui~ 4;. Por lo tanto,

>k
i=1

Luego,

m

]P(ﬂ,un(A]) =ki,.... Ilﬂn(Am) =km) = ( ky " Fm )]___[ N(A )}JIL

..... el
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

donde
n n—k n—k; —...—kn-1 _ n!
kl k? o km - A‘l!kgf S km!
n
kl! soke rkm

O
También se tiene un resultado con conjuntos crecientes en vez de ajenos.

2.2.2. Lema. SeanCy C Co C...C Cp yenteros0 < ky <hky <... <
km < n. Entonces

m+1

P(npn(Cy) = kis 1 Si<m) = ( _— " - ) I (B

donde ny = ky,ny = ki —ki—y para2 < i <mynmy, =n—kyn. B =
C.,Bi=Ci\Ci-y para2<i<m y Bpy1 =5\ Cn.

Demostracién: Es claro que
{B1,Bs,...,Bn, Bn+1} es una particién de S.
m+1

Z n; =n,
i=1

en efecto:

m+1 m

ky+ ) ni+ nmg
i=1 i=2

L1+Z(L =

= ki + (km —ki)+n—kyp=n.

<
&
Il

Aplicando el lema 2.2.1, se tiene

m+1

P(nun(Bi) =ni: 1<i<m+1)= ( H[H(B)]"

N1, N2, ..., Myp41 )
Luego, el evento
{npn(B;) = ni: 1 <i < m+1} es igual al evento {nun(Ci) = ki; 1 <i < m}.

54



2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

y esto completa la prueba. O
El mismo lema puede reescribirse mediante condicionales como sigue:

2.2.3. Lema. Con las mismas hipdtesis del lema 2.2.2,

P(npn(Cm) = km | nun(Ci) = kis 1 <i <m—1)

= P(npn(Cn) = km | nptn(Cin—1) = km—1)

(o B b s

km — km—1
Demostracién: P(nju, (Crn) = km | nun(Ci) = ki; 1 <i<m—1)

_ Pnpa(Ci) = ki, 1<i<m) .
T Ppa(Ci) = ki, 1<i<m-—1)

Para el numerador se aplica el lema 2.2.2. Para el denominador también se
aplica el mismo lema, donde ny = kj,n; = ki \kiypara2<i<m-—-1y
n;n = n-—km_l‘ Bl = Cl, B,‘ = C,'\C'_.l para.2 <i1<m-—1 v B:'n = S\Cn;_[.
Entonces

(g, s ) T B

nL,N2...,Nm41

( i nl, )HI":I‘[u(Bi)J":[p(B;,,)]»:..

n,n2...,

n!

Ty -'l'lz .F...n;y‘-'ﬂ::-+1! [;u{Bm)]nm [p'(Bm+l )]?!m+|
2 (1 (Brm)Inam

nylnol.ng-1!n,,!
_ ! [#(Cm\ Cmn)Fm et [u(S\ G )] E
Ny ! [(S'\ Cm—l)]n_k'"—' ]

Observemos que

n! (i~ Jiei)) _( U )

! - Ve —Fa il —ba ) \ =gy

[1(Cm \ Con=)Fm =K1 [u(S \ G~
[”(S \ Cm— 1 )]"_k"'- 1
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

[#(Cm \ Comt)l* 711 — 4(Cm1) = p(Con \ Con)]"
[1 = u(C—r)]=Fom
[u(cm \ cm_l)]“'"‘*'"-* [1 _ #(Cm\ cm-n} e
1 = p(Cn-1) 1 = u(Cn-1) .

Por lo tanto,
P(npn(Cm) = km [ npn(Ci) = ki; 1 <i<m —1)

- (e ) =™ - e,

Por otra parte:

P(nﬂn(cm) =k | nﬂn(cm—l) = km-l)

P(npin(Crm—1) = km—1,7n(Cim) = km)
P(npin(Crn-1) = km-1)

( 4 )[”(Bm—l)l“""'lu(Bm)J“---[ucsmﬂnﬂwﬂ

Mm—1,Mm, Mm41

( ik )[“(Bm-l)]“"'—‘[p(B;n)]u:..

Nm—1, nm

M1 !n:; Tmet! [(Bm)]™™ [(Bmt1)]™ "+

e (B
_ ! [p(Cm \ Gt} (S \ G E
M T 41! [u(S\ Crny)]7 P

]P(nﬂn(cm) =kn I nﬂ-n(ci) =k 1<i<m-— 1}-

O
El ultimo lema establece que ny, tiene la propiedad de Markov cuando
se evalua sobre conjuntos crecientes. las probabilidades de transicién
estan dadas a través de la distribucion binomial con pardmetros n — kp_
y u(- | C5_y), ie, dado npn(Crm-1) = km—1, nin(Cp) tiene la misma
distribucién que km—1 + (7 = km—1)ttn—k,._; (Cm \ Cm—1),
en efecto: Como Cy,—) C Cpn,

n,uﬂ(cm) = My (Cm—l U (Cm \ Cm—l))

= npy(Cm-1) + 1pn(Cm \ Crn-1)
km—1+ (ﬂ =t !\'m—l)ﬂ-n—k.;,_ 1 (Cm \ Cm—I)-
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

La 1ltima igualdad se debe a que estamos calculando la medida sobre el
nuevo espacio muestral S\ Cr,—1, dado que nn(Crn-1) = km-1.

En vista de la propiedad de Markov, obtenemos para la esperanza condi-
cional:

]E[nﬂvn(cm) | pn(Ch), ... :Nn(cm—l)] = E{n#n(cmj | ttn (Cm—l)]

— n.un(Cm-l) + [n - ﬂpn{Cm_l)]u(Cm \ Cm-1)

1- )"-(Cnl—l) .
Asi, se tiene la siguiente igualdad:
E[1 —tn(Cm) [ 4n(C): st Con)] _ L=pin(Cnd) )
1-— p(ch 1~ ﬂ(CJJI—l)

En efecto:

E[L = n(Cm) | #0(C1). . in(Cn-1)]

1 —p(Cm)
= ) i E[ﬂn(cm) ] Hn(Cl)- o ‘=!‘R(Cm—l)]
1 - u(Cn)
s - #(Cm\Cr—1)
1= [un(Cmt) + (1= pin(C-1) SR
1 —p(Cm)
_ 1= n(Cea) + (1= pn (Cu)) MG )
1 *“(Cm)
B 1.— P"TI(C!H—[) + (l"liﬂ(Crrl-l”l[];:‘?éf:-l]];(l—F(Cm—ln
1= p4(Cm)
(1_ n Cm—l)}(l_' (Cm})_ 1-— rl(Cm— })(1— (Cm— 1)
= l-nun(cm—lJ + - - I_F‘(C[‘m—‘:) l = ]
1 - pu(Cm) 1= p(Cm)

1 — pn(Cm-1) , 1 — pn(Crm-1) B 1 — ptn(Cin-1)
1- #(Cm) 1= Ju(cm—l) L= ﬂ(CmJ

1= .un(cm—l)

1 — p(Cm-1)

Por lo tanto,

E’il = in(Cni) | #a(Ch), ... 2 fn (Crm—1)) - )= !fr:(("nr—l).
1 _!‘(Cm) ’ 1 “'H{(‘m—l)
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2 EIl Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

Luego, si definimos
H = 1 — pn(Cm)
" T~ {Cm)

se tiene que

]E[Hn,m [ P‘n{cl)n v \“R(Cm—l)] = Hn,m-ls

es decir, { H, m} es una martingala con respecto a la filtracién usual.

Cuando los conjuntos son intervalos extendidos de la forma (—oo,t], Fy
resulta ser un proceso de Markov.

2.2.4. Teorema. Sean Xi,...,X, variables aleatorias i.i.d. con f.d. F.
Entonces F,, es un proceso de Markov, tal que para t; < ta < ... < tm ¥
0<k<k<...<kp<n:

]P{nFn(tm) =kmn | nFn(tm—l) = km.~1)

(e )[R Flac] 4 Pl )
km — km—1 l_F(tm—l) 1—F(tm—l) '

Demostracién: Sean C) = (—o00,t1],Co = (=00, tg),....Ch = (—00, tm].
Entonces
C]_CCQC...CCm.

Luego, definamos ny = k1, ni = ki — ki1 para2 <i <my nmy1 =n — kp.
By =C1,Bi=Ci\Ci-1 para2 <i <my Bpny1 =R\ (—00,tm). Entonces

nFy(tm) = npn(—00, tm] = npn(Cm)

nFy(ti) = npa(—00,t;] = nun(C;); 1<i<m-—1.

Asi,

= P(TIFR("’I‘R) =km | nFﬂ(tm—l) e km—l)

( 1 — kn-1 ) [F(tm) - F(tm_l)]“"’_""'—‘ [1 _ F(tm) = F(tm-1)]""""
km — km—1 1- F(tm_l) 1 — F(’m—l) .
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

Las dos ultimas igualdades se deben al lema 2.2.3 O
Si definimos |- Fu(t)
s et | G B
J'l!n(t;} i —F(tg) Ll 2 1323 e

entonces, M es una martingala con respecto a la filtracién natural
Fj=0(Fa(t:) : 1 <i < j).
Aqui, o(...) denota el o — dlgebra generado por las variables dentro del
paréntesis. Notemos que
EM;(t;) =1 para cadat;,

y para s < t, F
Cov(Mg(s). Mp(t)) = W_—(%)(‘sjj
En efecto:

Cov(My(s), My (1)) = E(My(s) My (1)) — E(M7(s))E(M(t))

_ (1-Fa(s)) (1 —Fa®)] _ of1—Fa(s) 1 - Fa(t)
- e[S R (R ()
E(1 — Fa(t) — Fa(s) + Fa(s)Fa(t)) — (1 — E(Fa(s)))(1 — E(Fa(t)))
(1= F(s))(1 = F(t))
E(Fa(s)Fa(t)) — E(Fu(s))E(Fa(t))
(1=F(s))(1 = F(t)

Cov(Fy(s), Fu(t))
(1-F(s))(1 - F(t))
#(F(sAt) = F(s)F(t))

(1-F(s))(1 - F(t))

3 (F(s) = F(s)F ()
(1= F(s)(1 - F(t))

2[F(s)(1 = F(1))]
(1-F(s))(1 - F(t)

F(s)

n(l—F(s))’
Observemos que la varianza de esta martingala crece a infinito, conforme
F(s) tiende a uno.

El siguiente tecorema es una version reversa del teorema 2.2.4.
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

2.2.5. Teorema. Sean X),...,X, variables aleatorias 1.i.d. con f.d. F.
Entonces F,, es un proceso de Markov reverso, tal que para t; <t; < ... <
tm y0<k1 <ko<...<kp<n:

P(nF,(t1) = ki | nFu(te) = k2,... ., nFy(tm) = km)

Il

P(nFp(t1) = ki | nFy(t2) = k2)

ks [F(:l)r‘ [1 - F(m]“ﬂ-“

k1 F(t2) F“?) .
Demostracién: Como en la demostracién del teorema 2.2.4,
sean C; = (—o0, t1],Ca = (—0c0, t3),...,Cm = (00, ty]. Entonces,

CicCycC...CCh.

Luego, definamos ny; = ky,n; = ki \ ki para2 <i <m v npyy =n — k.
B, =C,B;=C; \ Ci_1 para2<i<my Bm+l =R \ (. Entonces,

nF;l(r'mJ = ”ﬂﬂ{"oo‘ tm] = nﬂn(cm}

nFy,(t;) = npa (=00, t;] = nup(Cy); 1<i<m-—1.

u(By) = p(Cr) = F(ty)
w(B;) = u(Ci \ Ci—1) = pu(ti — ti-1) = F(t;) — F(ti-1)
#(Bm41) = u(R\ Crp) = F(00 — tm) = 1 = F(tm). Luego.

P(nFrz(tl) =k | nFn(‘Z) =ka,.. -ynFu{tm) = km)

P(nFu(t1) = ki, nF,(ta) = ko, ... anFu(fm) = km)
P(nFn(tQ) = kg,... snFn(tm) = kpy)

(o s ) T ICBO

np,N2, ..., Nm41
n .
( ka,n3, ..., Nm+1 ) [(Ca)} n?_-gl[!‘(BJJ"'

e [(B1)]™ [1(Ba)]™
(o))
k! [F(t1)M1[F(t2) — F(ty)]k2k
ny'no! [F(t2)]k2
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.2 Distribuciones finito-dimensionales

k! [F(t))M[F(ta) — F(ta)]F2=* [F(ty)]*
kil(ko — ky)! [F(ta)]k2 [F(t2))k

(2) [ - s ™
O

Hemos enunciado propiedades acerca de F) para el caso discreto. Para el
caso continuo, F), se considera como un proceso estocdstico sobre la recta
real total, i.e., para todo t € R. Para ello, necesitamos considerar o —algebras
como

Fri=0(Fu(s):s<t)

dicho de otra manera,
Fr=o0(lix,<csp:8<tii=1,...,n).

Entonces, un generador para la primera F;, estd dada por la familia de
eventos
{HFH{Cl) =K1y oo, (Em-1) = km-1}.

donde t; < ... < ty—1 <ty m > 1 son arbitrarios. Debido a que la familia
es cerrada bajo uniones e intersecciones, ésta determina la distribucién de
F,. Conjuntamente con los teoremas 2.2.4 y 2.2.5, el caricter distribucional
de F,,, se puede caracterizar a traves de una f.d. empirica uniforme, como
sigue:

(i) Fn es un proceso de Markov, tal que L(nFy(t) : tg <t | nF,(to) = k)

:ﬁ(k+ (n—k)F, *A[%@-}] 10 < r).

(ii) Fn es un proceso de Markov reverso, tal que

L(nFa(t) : t < tg | nFy(tg) = k) = L(m [FF(%J 2b < rc).

Aqui £ denota ley o distribucién, y Fi y Fn_i denotan las f.d.’s empiricas
de una muestra uniforme.

(iii) El proceso t — 11%;:’(%) es una martingala con respecto a la filtracién

natural F; = o(F,(s) : s <t).
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.3 La descomposicion Doob-Meyer

iv) El proceso t — 2% s una martingala reversa con respecto a la
P F(t)
filtracién natural Fp := o(F,(s) : t < s).

La tltima proposicion de esta seccién, habla acerca de la distribucion de a,
en un niimero finito de puntos. Aqui N'(0, £) denota a la distribucién normal
con esperanza 0 € R™ y matriz de varianzas y covarianzas ¥ de m x m. El
simbolo T es la transpuesta.

2.2.6. Lema. Recordemos que
an(t) = n'2[Fy(t) — F(t)], teR,
es el proceso empirico. Entonces, para cada t1 < ta < ... < by,
[an(t1),- - - an(tm)]T —£+Nm(0, ¥) cuandon —

con

L = (0ij)1<ij<m

g5 = F(ti/\ti) - F(ti)F(tj). (212)

Este lema, es una consecuencia inmediata de TLC multivariado.

2.3. La descomposicion Doob-Meyer

En la seccién anterior se vio que el proceso

)= Fn(t)
1~ F(t)
es una martingala con media uno, con respecto a la filtracién natural 7, =

o(Fn(s) : s < t). Un ejemplo de martingala relacionada con ésta, es la
siguiente:

2.3.1. Ejemplo. Si a la expresién anterior se le sustrae uno y se multiplica
todo por —n'/2, se tiene una martingala con media cero, varianza I—LFF{)t)'

para la misma filtracion.
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.3 La descomposicién Doob-Meyer

Demostracion: Sea

PO LEL IO
Entonces, - "
2ltn t) — 4 - Gy t
6n(t) = nlf - F(t) = i F(t)
Luego
EBu(t) | Fit] = E[nlszFnl(t_) = (f}(‘” | ﬁ_l]
- 1-Fut) (1-F(t)
= ]E[' nl/2[ 1— F(t) - (l —F(t))] |-7'-!—1J
_ _p|l=Rt-1) (1-F@)
" [1 - F(t-1) (1 —F(t))]
_ o[1=Fa(t—1) (1-F(t—1)
= -V [I_F(t—l) _(l—F(t—l))]
_op(t— 1) .
- Tu_l) = ﬁn(t - 1)
Por lo tanto,

E[Bn(t) | Ft-1] = Ba(t — 1)

v B, es una martingala.
Ademas,

B15.(0)) = E[ 20| — - Blan (0] =0.

1-F(t)] 1-F()
Por 1iltimo,
Var(ﬁ,,(t))=Var(1(i“ggt)) - ﬁ)_ﬁvﬂ(anm)
= TFEEf O -Fe)
_ _F@
T 1=F(t)

|
Observemos que la varianza de 3, tiende a infinito cuando F(t) — 1. En
otras palabras, el proceso 3,,, di un mal ajuste para F, y F.
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Una martingala que evita la presencia del factor (1 — F')~'. resuelve el pro-

blema anterior. Esta martingala, juega un papel importante en la descom-
posicién aditiva de F;,, Esta martingala es parte de la descomposicién
Doob-Meyer de F),.

Primero se discutira la descomposicién en el caso de un proceso de tiempo
discreto.

2.3.2. Lema. Sean Sy, k = 0,1,... una sucesion de variables aleatorias
integrables, adaptadas a las filtraciones Fo C Fy C .... l.e., Sy es Fy —
medible. Entonces, dado un niimero real x, eriste una inica descomposicion

Si = My + hy,
donde (Mg, Fi)k=0,,.. es una martingala:
E[My | Fi-1] = Mg—y parak=1.2....

y (hy, Fr) es predecible, i.e.,

con condicion inicial

hg = x.
Demostracion: Definamos
he = 4% para k =0
K7 ki1 — Sk—1 + E(Sk | Fre1). para k> 1.
Mo = So —x, para k =0
BT I\ Mi—1+ Sk — E(Sk | Fee1). para k> 1.

Asi, veamos que (Mg, Fi)k=0,1,.. € una martingala.
(i) E| Mg |<ooparak >0:

Por induccién sobre k,

E|My|=E|So—z|<E|[So]|+]x|<x.
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Para k=1,

E| M| E|My+ S, —E(S) | Fo) |
E|My|+E| S| +E|E(S | F) |
E| M| +E| S | +E(E(] Si | [Fo))
E|[Mo|+E| S |+E| S |

= E| M| +2E| S |< 0.

A IA

Supongamos que E | M} |< co. Entonces,

E| Mgy | E|Mi + Sk41 — E(Sk1 | Fi)|

E | Mg | +E | Ski1 | +E[E(Sk41 | Fi)l
E| Mg | +E | Sk | +E(E(| Sk41 | [ Fk))
E| Mg | +E | Sq1 | +E | Sis |

E | My | +2E | Sk41 |< 0.

1A IA

Por lo tanto,
E | Mgy |< oo.

yE| Mg |< oo paratodok > 0.

(ii) My es Fi — medible para todo k& > 0:
Por induccién sobre k,

My = Sy — x es Fy — medible.
My = My+ S; — E(S) | Fo) es F; — medible.
puesto que los tres sumandos son F; — medibles.
Supongamos que M} es F; — medible. Entonces,
My = My + Sky1 — E(Sky1 | Fr) es Fryq — medible,

ya que por H.L, si M}, es F;. — medible entonces es Fj.,; — medible. Ademas.
por hipétesis, Sk.q1 es Fiq1 —medible, vy como E(Sy4) | Fi) es Fi —medible,
E(Sk+1 I .Fk) €es fk+1 - medibie

Por lo tanto,
M4 es Fipp — medible
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y
M), es Fj. — medible para todo k =0,1,2,...
(ii)
E[My | Fo] = E[Mo+ S —E(S1 | Fo) | Fol
= ]E[J"-l'o | J"'-(]} + ]E[Sl | F{)] - ]E[Sl | fn]
= E[My | Fo] = M.
Y para k > 1,
E[My | Fie1] = E[Mi-y + Sk — E(Sk | Fi-1) | Fie—1]
= E[Mi_1 | Fi-1) + E[Sk | Fi—1] — E[Sk | Fi-1]
E[My—y | Fr—1] = My—1.
Por lo tanto,

E[My | Fg—1]) = M=y parak=1,2,...

h:

(M, Fi)r es una martingala.

(iii) Mostremos que (hg, Fi) es predecible.
ho = x es Fg — medible.

Para k=1,
hy = hg + E[S; | o) es Fo — medible,

puesto que cada sumando es Fo — medible.

Ahora supongamos que hy es F_1 — medible. Entonces
hiey1 = by — Sk + E(Sk41 | Fi) es Fi. — medible,

puesto que por hipétesis, si by es Fi; — medible, hy es F;, — medible.
Por lo tanto,
hj. es Fi_; — medible para todo k > 1.

Observemos que para k > 1, My + hg = Al + hg—y + Si — Sk._;. También
se tiene
My + hy. = Sy,

en efecto,
Mo+ ho=Sy—r+2=50.
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.3 La descomposicién Doob-Meyer

Para k =1,
Mi+hi=My+hy+S51—-S=5+51—-5 =25
Supongamos que M), + hj = Si. Entonces,
Mgy + hgyy = Mg + b + Skg1 — Sk = Sk + Sk41 — Sk = Sk41-

Por lo tanto,
My 4+ hy=S5; parak=0,1,2...

Por dltimo, veamos que esta descomposicién es tinica.

Supongamos que Si. = }'.-a';c - h;__ es otra descomposicién, con (ﬁa’;, Fi)k=0,1,...
martingala, (h;, Fi) predecible, con condicién inicial h’o = z. Entonces,

My, + hy = My, + hy..
Asi que
hi — b= My — My y Elh — by | Fier] = E[M} — My, | Fiy]

Asi,
hk - hk = ﬂfk—l h f‘l")’k-}_ = hk_]_ - h’k-l'

Luego se tiene
hi —h, =0 paratodok > 1,

en efecto:
Parak=1,h —h;=hp—hyg=z—2=0.

Supongamos que hy — h;: = 0. Entonces,

his1 — hggr = hi — by = 0.

Por lo tanto,
hi — hp =0 para todok > 1.
Asi
M.y —Mr_1=0 paratodok >1.
Luego,

he=h, y M= M,
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Por lo tanto,

Sk = M. + hy, y esta descomposicion es linica

O
Si (Sk, Fi)k es una submartingala, i.e., si
E(Sk | Fr-1) > Sk-1-
entonces
hi = ho — So + E(S1 | Fo) > ho — So + So = ho

Por lo tanto,

h1 > hyp.
Para k > 2,

hy = hg—1 — Sp—1 + E(Sk | Fr—-1) = hge—1 — Sk—1 + Sp—1 = hy_).
Por lo tanto,
hi > hi—1 paratodok > 2.

Asi que, hg < hy < ... < h; < ..., es un proceso no decreciente. El

proceso (hi)i se le llama compensador, debido a que compensa cualquier
desviacion de un proceso con tendencia libre. Las submartingalas tienen
tendencia positiva y las martingalas tienen tendencia libre. La fuente de
aleatoriedad (o de ruido) en Sk se debe a My, debido a que hy. es predecible.

Ahora calculamos la descomposicion Doob-Mever de nF,(t). F,, es no de-
creciente, por lo que el compensador sera no decreciente. Entonces, es sufi-
ciente considerar una muestra de tamano n = 1. Escribimos X = X;. Sean
t; <...<tm. La variable S del lema anterior es ahora:

Sj; = 1{_\'51;‘}, BT m
con filtracién
T = J(I{a\'StJ] b A

Asi que,
E(Sk | Fr-1) = E(l{x <ty | Yyx<e,y:d Shk=1)

F(ty) — F(tx—
=E(lixen) | Yxsu ) = Lixcuoa) + 1. .}—(IR_T.(“_“'—)”
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La segunda igualdad se debe al teorema 2.2.4 con n = 1. La comprobacién
de la qltima igualdad es como sigue:

Si 1{x<¢,_,} = 0 entonces {X > t;_;}. Asi que,

E(lix<t,} | Lix<teony) = E(lgx<ey | X > i)
P(X <t | X > t4-1)
]P(X St X > ly)
]P(X > 1)
Pltp—1 < X <)
1-— ]P(X < tg-q)
F(tk) = F(tk-1)
1= F(tg-1)

y si, 1yx<e,_,) = 1 entonces {X < ti_1}. Asi que,

E(Iix<t | ix<tin)) = E(lgx<ey | X < tir)
= P(X <t | X <try)
P(X <t X <th_y)
P(X < tg-1)
P(X <txy)

Ahora, sea Sy = 0y = 0, el cudl corresponde a tg = —oc y Fy = {0.0Q}.
De la prueba del lema 2.3.2, obtenemos
My = Mgy + Sk —E(Sk | Fe-1)
F(ty) — F(ty-
My + Lixciny — Lt ) = Ut .}ﬁ{lﬂ—_ﬁ

F(tx) = F(tk-1)
= M+ o axs<od = Hooua) T _pa)

Y por induccién,

k
F(t;) - F(t;—)
Mp=1(x<t,} = D 1{.\'>s1-1}1J_—FU_‘i)—
=1 . ded
en efecto,
Para k=1,
F(t,) — Ftp)
My = Mo+ lg,ex<n) — 1{.\'>r..}-‘1—“_—FU—1‘)—
L
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F(t1) — F(to)
1 — F(to)
F(t;) — F(tj-1)

1
Lix<tiy — ) x>t
{x<t1} ; {X>t;4} I—F(tj_l)

[

0+ 1gx<ty) — x>t

Il

Por lo tanto,

1
F(t;) — F(t;—1)
=Il{x<n) — E Lixs>t; 4} 1"_ 7, J) ;
i=1 #ed

M

—

Supongamos que

k
F(t;) — F(tj-1)
ﬂu’k :I X Y 1 X i J—'—
(X<t} ; Y e ey oy
Entonces,
F(t; — F(t
My = M+ l{xgskﬂ} = 1{/\‘5:&} = 1{‘\’”"}%@(“

~

—
*

k
F(t;) — F(t;-
— ]'{XSR-} _Zl{.\'bf_,-l}_(]_'i_)-?ﬁii_}i*_*

j=1
k41
F(t;) — F(tj-1)
= lx<tin) — Uxst, )——F7
{X<tisr} ; { ik I—F(tj_l)
Por lo tanto,
3

F(t;) — F(tj-1)
Mi = lixgny = ) l{X)‘J"}IJ_T(tJ‘i)L_
j=1 B

Esta ecuacion nos da una idea de como escribir la descomposiciéon Doob-
Meyer, al proceso de tiempo continuo

t— 1{,\'£t}'

Si fijamos t = {; e incrementamos el nimero de puntos menores que t, de
tal manera que sobre la escala de F',la norma de la particion tienda a cero,
obtenemos:

M;

S -
lix<y — /;x‘ 1= Fe) _{J;f(';}_]dF(z)
= l{xgr} —Ap(t A X).
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La segunda igualdad se debe a que

. 1z ® 1z lizex
/ X} _peny = / (= {=<X) oy

oo 1= F(z—) s T—FE—)
_ © lz<iaxy
- [ iehee
trX dF(I)
/_m 1—:;!—‘_;(—;5 = AF(f A X)

Ahora formulamos la descomposicién Doob-Meyer de F;, en el tiempo con-
tinuo, para una muestra arbitraria.

2.3.3. Teorema. Denotando
Fp= g(l{X.s.s} BEEI=T, 01

Entonces, la martingala de innovacion nF,, es igual a
M (z):ix -i/! Mdﬂx}.
" i=1 (s o -0 1= Flz-)
Para F,, la parte martingala es
t 1 - Fu(z-)
= pm- [ =528 )
MO =Ful0) - [ TR
Demostracién: Damos una prueba formal para M,(.). Definamos
Foz=0(lixcs) :8<T,i=1,...,n).
Cada indicador
I{ZSJ\'J} =1- l{X.-*(:}.
es medible con respecto a F,, ;, debido a que

Uxics) = lm1ix,)-

Ahora, debido a la independencia, es suficiente mostrar que M; es una mar-

tingala.
Ya hemos probado que para s <,

F(t) - F(s)
E[l{x<ey | Fis) = Iixes) + W =7
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Por otro lado, por un argumento del tipo Fubini,
t 1 -
{z<X}
E —=— _dF
[[ml_th (ﬂ|ﬁ4

/t Ell{rg,\'} lfl‘s]dF(a:)

1-F(z-)
_ Lz<x) Ell{z<xy} | Fr
= f TRt @ [ TR )

El primer sumando de la dltima igualdad es porque
E[liz<xy | Frs] = Lz<x)-

Para s < x <, se tiene

1 - F(z—
E[liz<xy | Frs]l = E[lz<xy | Lix<e]l = 1{.\'»}%-

en efecto:
Si 1{x<s} = 1, entonces {X < s}. Asi.

Ellgexy | lixes)) = Ellgexy | X <4
- Pe<X|X<&
Plz < X.X <o
P[X < s

= 0.

Por otra parte, si 1{x<s) =0, entonces {X > s}. Asi.

E[lz<xy | Iix<s)) = Ellgzexy| X >3]
= Plz<X|X>s
_ P<X,X>4
N P[X > s
_ 1-PX <]
T 1-PX <4

Por lo tanto,
1 - F(r—)

E[lz<x} | Frs) = E[lzexy | Lix<sy] = 1{.\':-5}—1_—“5—)-
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Asi se tiene que

F(t) - F(s)

E[Mi(8) | Frsl = Lix<s) + Lixssp—— F(s)

1 fipiss
{z=X} {X>s)
= —_— _AF —_ — dF(r) = M !

/(—W-SI 1-F(z-) (=) ];.:1 1 - F(s) (=) 1(s)

O

Ahora, analizaremos la estructura de covarianza de M;(-). Sea s < t, en-
tonces

Cov(My(s), My(t)) = E[My(s), My(t)] = EME(s) := 7(s).
Luego, por el teorema de Fubini, con z V y := méx(z, y). obtenemos

= SO s 1-F(zvy-)
2s) = F(SH/m f_m T FeO) I = P @Fw)

_ 2/3 Mdp(z)

ol F(I_)
= R G .

= F(s) cuando F es continua.

Para F arbitraria, se tiene v < F. Por lo tanto, v esta acotada, cosa que no
sucedio con la martingala MY, cuya varianza fue no acotada.

Observemos también que si F' es continua, se puede expresar M.}, como

U1 - Fu()

JI-F@ dF(r)

MUt = Fu(F(t) - /

2 Fi) 1 _ Fy(u
- RQ)- [

MI(F(t)).

du
—-Uu

il

Esta representacion tiene una analogia como sucedio con F,,. i.e.. A/} defini-
da en toda la recta real, se expresa en terminos de A} definida sobre el
intervalo [0, 1]. Entonces, una versién de la estadistica K-S. es como sigue:

DY = sup MO = sup |NI(0)] .
tER 0<e<l
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el cual, es libre de distribucion.

También se tiene el siguiente teorema, referente a esta martingala, el cual,
tiende a cero uniformemente en 0 < v < 1.

2.3.4. Teorema. Cuandon — oo,

sup |Mp(v)| — 0, con probabilidad uno.
0<v<1

2.4. Representaciones Poisson

En esta seccién discutiremos la relacion entre la distribucién empirica y otras
cantidades importantes del Proceso Poisson.

2.4.1. Definicién. Un proceso puntual N = N(t);>o se llama Proceso
Poisson (estandar) con parametro A > 0 (Poisson())) si, y sdlo si

(i) N(0)=0

(ii) N tiene tncrementos independientes, i.e., para 0 < tg < t; < ... <
tm < oo las variables aleatorias N(t1) — N(to),...,N(tm) — N(tm-1)
son independientes.

(iii) Cada incremento N(t) — N(s) se distribuye Poisson con pardmetro
At —s):

P(N(t) — N(s) = k) = e“*“—”p‘—{f%)]k, k=0,1,...

Un proceso Poisson se puede generar de la siguiente manera: sean X, Xo, ...
una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucién Exzp()).
Si estamos interesados en la ocurrencia de eventos seguros, como la llegada
de clientes a una estacién de servicios, las X!s se pueden interpretar como
los tiempos transcurridos del (i — 1)-ésimo al i-ésimo evento. La suma

n
B=Y %
1=l

es el tiempo de la n-ésima llegada o generalmente cuando la n-ésima llegada
ocurre. El proceso

N(t)y=sup{n>1:5,<t}, t>0
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es el niimero de eventos en el intervalo [0,t], con N(t)=0si {n >1:5, <
t} = 0. Este proceso, es un Proceso Poisson con parametro A > 0.

Sabemos que los incremetos de la funcién de distribucién empirica son de
tipo multinomial y también que los incrementos son generalmente corre-
lacionados y por consiguiente dependientes. Los siguientes dos resultados
muestran que existe una relacién intima entre ambos procesos.

2.4.2. Lema. Sea N un Proceso Poisson con pardmetro A > 0. Entonces,
condicionado a que N(1) = n, la distribucién de N(t) sobre 0 < t < 1,
es la misma que nF,(t), 0 < t < 1, la funcién de distribucion uniforme
renormalizada.

Demostracién: Mostremos que ambos procesos tienen la misma distribu-

cién finita dimensional. Para ello, fijemos tp =0 < t) <... <ty <1 =tm4
y enteros kg =0 < ky <... < kn £ 1 = kny1. Entonces obtenemos

P(N(t;) =ki; 1 <i<m|N(1)=n)

P(N(f;) - .N(fi._‘l} =ki—ki_;;1<i<m+ 1)
P(N(1) =n)

Hm+1 “A(ti—tio1) [ACi=tip)]ki R

e—‘\%
n' m+1 e-*(tl_tt—l)/\ki_ki-l{ti —_— ti_l)kl"‘ki—l
R (ki — ki-y)!
= nnﬁl{t:_ts | ik
~A,\ﬂ (ki — kiy)!

m+1
= nl I (& = tica)¥ 51/ (ki — kicy)!
i=1
= PnF,(t) =k; 1 <i<m).
La primera igualdad se debe a que los eventos {N(t;) = ki; 1 <i <m + 1}
y {N(t") - N(tf—l) =k —-ki_:1<i1<m+ I} son iguales.
La 1ltima igualdad es como sigue:

nFy(t:) = nn(0,t;) := npn(C;) para todo1 <i<m.

Entonces
Cl CC‘Z et CCm-
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Definamos By = C4, B; = Ci\Ci—; paratodo2 <i<my Bmti = S\Ch,.
ny ==k, ni =ki —ki—; paratodo2<i<my nmi1 =n—ky.
Aplicando ahora el lema 2.2.2,

m+l1

(nl.nz,...,an ) :l_[(Flf)—F(gl )™

=1

P(nFu(t:) = ki; 1 < i <m)

Il

m=1

on n,
(ﬂ-l.ﬂz» <oy Mmal ) H(t‘ ti-1)

m+1
= n! H (t,— — t,'_l)k'_k’"'f“\'i = k:‘—l)!.

=1

O

Este lema muestra que nFy, puede ser vista como un proceso Poisson, dado
que han ocurrido n eventos al tiempo t = 1. El siguiente lema, revela por
otro lado que, un Proceso Poisson, se puede obtener a partir de una funcién
de distribucién empirica, simplemente aleatorizando el tamano de muestra.

2.4.3. Lema. Sea N una variable aleatoria Poisson con pardmetro A >
0. Sean Uy,Us, ... variables aleatorias independientes con distribucién Fy-,
siendo independientes de N. Entonces {NFx(t) : 0 <t <1} es un Proceso
Poisson()) sobre el intervalo unitario.

Demostracién: Puesto que las distribuciones de dimensién finita determi-
nan la distribucién de un proceso, nuevamente fijamos tp, =0 < t; < ... <
tm <1 =tn41 y enteros no negativos ki, ....kn+1. entonces

P{A'[Ff\r(tg) = FN{ti—l)] = k,—; 1 'Si <m-+ l)

=D _P(r{Fr(t) = Fr(ti-y)] = ks 1 S St De o

r=0

En efecto:
Por la férmula de la probabilidad total,

P(N[Fn(t:) = Fn(tic1)] = ks 1<i<m = 1)

ZJP(N Fx(ti) — Fy(tic) =ki; 1<i<m+1 N =7r)P(N =r)
r=0
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- =Ayzr

= ZP(T[Fr(tI) - Fr(ti_])] = k‘l- 1 < i S m + 1)8 I/\
r=0 r:

2 ; e
= P(rolFr () ~ Fro(ti-)] = kis 1 i <m+1)—
0-

TO! il " t k e_AAr"
B kllkgz...kmsg(" i-1) 70!

m+1 e_g(:,--t.-_l)[)\(t,- - te—l)]ki
k! '

i=1
donde rg = k1 + ko + ... + kp.
Esto prueba la independencia en los incrementos, y al mismo tiempo es-

pecifica las distribuciones marginales univariados. Esto completa la prue-
ba. O

2.5. Estadisticas de orden

En esta seccién daremos algunas propiedades basicas de las estadisticas de
orden, con especial énfasis en la distribucién uniforme y exponencial.

2.5.1. Lema. Sean X;, Xo,..., X, una muestra de observaciones indepen-
dientes con distribucion F'. Entonces:

Gi('r) = P(Xi:n = -'r) — XR: ( : ) FL(I}(I = F(.‘L‘))n_k: 1<i<n.

k=1
Demostracidn:
P(Xi:n < 3) = P(Fn(xi:n) < Fn(l'))
= P(- < Fue))
= P(nFy(x) > 1)

2 Z“:( ': ) FFa)(1 = F(z))"™; 1<i<n.

k=t
O

Ahora determinaremos la distribuciéon conjunta de las estadisticas de orden.
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Por construccién Xp., < Xom < ... < Xpn. La distribucidén conjunta tiene
soporte K, del conjunto de vectores x = (x1,x9,...,x,) de dimensién n,
que satisfacen z; < z3 < ... < z,. El conjunto de rectangulos [7; (as, b;).
cona; < b <...<a, < by, determinan unicamente una distribuciéon sobre
K. Debido a que las X/s son i.i.d. se tiene

Plai < Xin <b; 1<i<n] = P (@i < Xo) <biz 1 <i <)
gEX
= ) P(ai < Xp < b 1<i<n)
o€l

= nl[[Plai < Xi < b))

i=1
= n![[F(%) - F(ay)).
=1
esto es :
Pla; < Xip <bs; 1 <i<n]= n!H{F(b,-) — F(a;)].

Cuando F admite una densidad de Lebesgue f, las X/, s también poseen
una densidad de Lebesgue, con soporte K.

2.5.2. Lema. Sean X, Xo,...,X, independientes con densidad f. En-

tonces (X1, Xoony ... Xnon) tiene la densidad de Lebesque
I ). Loge K B
gn(-‘rl----wrn):{ﬂnl:lf(rt) para I = I2 = = In
0, e.0.C.
Demostracion:
P(Xin <zi;1<i<n) = nlP(Xi<2;51<i<n)
n
= n![[F(a:)
i=1
= G(II~I‘2- wen 1:rll)
Entonces,
8“6 n
[ (S | i
Or10ro ... 01, & H f(z:)
= gu(T1,T2,....2p) St X1 <30<...< 1y
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O
Como casos especiales, damos los siguiente ejemplos:
F=Fy:
(2 )= nl, si 0<<...€<1,<1
Gn\Zy, .., Tp) = 0’ "8.0.C.
F = Ezxp(l):
nlezp(—z1 —...—2,), si 0< <... <z, <

gu(Ila--»-In) == {0

€.0.C.

Para conocer mas del cardcter distribucional de las estadisticas de orden,
recordemos algunos resultados de probabilidad:

Sea (V, W) un vector aleatorio d; +d2-dimensional con densidad de Lebesgue
g. Sea w € R tal que [ 9(#,w)dv > 0. Entonces, la distribucién condicional
de V dado W = w es:

_ Ja9(v,w)dv
~ [g(v,w)dv

Sean W = (Ull'ﬂ.!"'1UkIR) yvs= {Uk+l:m---eUn:ﬂ) para 1 < k < n. En-
tonces, para 0 < y; < ... < Y < Qg1 < bpy1 <...<a, < b, <1:

P(VeA|W=uw)

Pla; < Upn < bis k+1<i<a|Un=uy1....,Un = wt)

4 9(v,w)dv -
= 422 ' _  donde A= H (ai, b;)
[ 9(v, w)dv =kt

IA{(Tpg1s-- 0 Tn) : @i <z < b k+1<i<n}
UAM(Th15- - Tn) ¢ Yo <Tg1 <... <Tp <1}

Desarrollando numerador y denominador de esto tltimo se tiene:

/\{(Ik_;_l,”.,xn): a; <I; < b,;: k+1 o il'I}

bn briz  rbria
- / - [ / AdTp41dTpyr - . day
n a2 a4y
n

[T & —a.).

1=k+1

Il
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.5 Estadisticas de orden

M(Tkt1s-- 2 Tn) : Yo <Thg1 < ...<xq <1}

1 Tht Th42
= // / T e
Yk Wi Yk

1 Th+d
= / = / (Ik+2 = yA-)dIk+2 i .dIn

Yk Wi
1 Th4d T 322 2| Th+s
= ...-/ (,‘ﬂfyk) dIk+2...dIn
Yk Uk Yk
: ThHd (Tpya — Yk)°
- oo NS TR, 0
AT Al
e i
(n—k)!

Asi,
P(ai <Uppn <b; E+1<i<n | Utn =910y Ukn =yk)
_ (= ) T (b — ai)
a (1 —ye)n* '
Observemos que en esta expresién no depende de y1,....yk—1, se sigue en-
tonces que Utp.p,...,Un:n €s una sucesion de Markov para cada n > 1 fija.
Las probabilidades de transicién se dan en el siguiente:

2.5.3. Lema. Paracadan> 1, Uy, ..., Up.n es una sucesion de Markov,

tal que si 0 <y <... <y < 1:

Uin — Wi ;
1:( ityk*= k+1<i<n|Uin=y1,....Upn= “‘)

= £(U1:n—ku ceey Un—k:n—k)-
Demostracion:
Yk < Upgrn < Upgon <. <Upp <1
Entonces,
0< Uk+l:n “ e <Uzn =< ... <Unn— <1—-m
U‘ n - Yk c+2:n T YK .l N
kiln = Uk Uk+2:n — Uk o Unin — yi
11—y L —yg 1=y
80
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.5 Estadisticas de orden

es otra muestra uniforme de estadisticas de orden, de tamano n — k. Por
iltimo, definimos
Unin — Yi

Ugks1:n — Yk Ukt2.:n — Yk
Ul:n—k = ‘+v U?:n—k = —&tn K 1—13

s Ui =
1w 1— g n—kn—k

O

El siguiente lema presenta una propiedad de Markov reversa para las U}, s.

2.5.4. Lema. Paracadan>1y0<y1 <... <y, <1:

LUin, 1 <1<k | Ukstn = Uty Unin = yn) = LUk+1Usix, 1 <2 < k).

Demostracién:
0<Uppn<Upa<...< Ugn < Yk+1-
Entonces,
Uy Us. Ug.
Qg =L o A o 8B o
Ye+1  Yk+1 Y1
es una muestra uniforme de estadisticas de orden de tamano k. Asi, definien-
% U U U
Ul:k oo hn y Vik = =t Yooy Uk:k — ks \
Yk+1 Yk+1 Yk+1
se tiene,

Urn = yk1Urky U2n = Ye1Unik, - . o Ukin = Y1 Uk

O

2.5.5. Lema. Paral <r <ny0 <z <1, dado U,., = z, los vectores
aleatorios (Urny. .-, Ur—1:n) ¥ (Ur41n, - -, Un:n) son independientes y dis-
tribuidos como (zUy.p—1,...,2Ur—10-1) y ( + (1 = 2)Urp—p,...,x + (1 —
x)Up—rm—r) respectivamente.

Demostracién: P.D. que son independientes. Sean

0L 6] Bb S iss gt Tt Ditipgt S g Sove Lty EBEL

P(a:{U{:nSba; 1 <i<n, 3.5&?'|Ur:n=3')
B AAM{(215- . s Tr—1, By -9 Zn) : G <2< b; 1 €i<n i #7)
T RIA{(21se 0 s BTt ls oo s Tn) 10 LX) € oo S Ep] €EL Trg) L ove < By < 1}
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Luego,

A (g sns Trdy Brbdiesan)t Qi< o Sl 1 S U#7)

b b1 phrsa ba
/ ] / / dzy, ... dropydre_y ... dxy
ay -1 gl an

H(b:' - a;).

i#r
y
X2 fse o s By Brgtyreen Bn) F0 B L o € B CECFrgl T iyt 1}
= [ / / / dzy, ... dxppdxy .. dree_y
0 Tn-1
1
= / / / / U 080 R BB
1] ] In-2
1 L (1=-z,)? 1
= / f / / —'-('——;-‘—1}'— dIn_g,..d.l‘,-.;.;dI] ---d‘rr—l
0 0 In-3 Tn-2
1 1 _ 2
= / / / ./ (I+_2}d1‘n_2...dl‘,‘+gd.t‘[ .A.d.’.':,-_l
0 0 ZTp-3
I (1 )n r
- f ) gyt dan
o= E) / / Todry . ..drr_)
(n— r)'
A s "/ / 2|
= (n—r)' ) dI3.de;-_1
_ (1 _1.)!1 r/ / _%
T (n-r1) 2 rgte B
(1 _:r)r:—r -1
(n—r) (r=1)"
Asi que,

P(ai <UppShp 1 <isn,i#r | e = &)
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n! [Tiger (bi — a3)
alzr=1(1 =) /(r - D)(n —7)!
(r— D!n — ) ]2 (bi — a:)

=1 — g)n-r

= b,-—a,-' n b,'—-ﬂ;'
(r——l)!H[T] x(n-r) ] {ﬁ]

i=r+l

De aqui se sigue que los vectores son independientes. Ahora,

0 <l Cons 2lsin €.

Entonces,
Uy Ui
e b L g
I I
Definamos U U
1: —1:
== Ul.’r‘—ls “ae »_u' — Ur—l:r—l-
T T

Se sigue entonces,
Ui =8ty mers Upmim =B e fip 10

Por otra parte:
s, s Ui " I

Entonces,
0<Uf+1;n_I<...<Un:n"z< 1—2r
¥
o Tan=2 . Uwm—2
l—=x l-2
Definamos
Urpin — Upn—1x
_i—'l':t_"_ = Ul:n-r ----- L — Un—r:iz—r-
1-=x 1—2x
Se sigue entonces,
Urstn =T + (1 = 2)Vrn—rs-- s Upn =z + (1 = 2Wp—rin—r-
Por lo tanto, los vectores (U1, ... Ur—1:0) ¥ (Uritins -+ Uy:n) se distribuyen
como {xUI‘.'I'—'la ceps J:Ur—l:r—l) Y (x + (1= x)U]:n—h cony (1= I)Un—r:n—r}
respectivamente. (]

33
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Cuando F es derivable, f = F'. Entonces G; también tiene una densidad de
Lebesgue. Primero veamos que

Gﬂ{I) =P(Unn <z)= ( : )In(l - x)n—n =z" s50<s<l.
Entonces,
ga(z) =nz™ !, si 0<z <1,
2.5.6. Lema. Paral <i<n,

Y1 —2)"/Bi,n—i+1). si 0<x<1
ta) = {271 BGn 4D, o Oszg
0, e.0.c.

donde

1
B(a,b) =/ B0 —8)Ydt,. e b0,
0
denota a la funeidn Beta.
Recordemos que

[(a)(b)
I(a+b)’

B(a.b) =

I" es la funcién Gama que satisface
I'(a)=(a—1)!, aeN.
Demostracién: Del lema 2.5.1,
Gi(z) = kz_: ( : ) (1 — )"k,
Entonces,
% mn

gilx) = Y ( s ) [kz*1(1 — 2)"* — (n — k)a*(1 — z)"F)

k=t

= 3 - Rt
k=i :

n!

Y [ - e

1
n! 2t i
== 4-~—'1" ) L

G- 1)(n—i)
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La tltima igualdad, se sigue del hecho de que se tiene una suma telescopica.
Finalmente,

n! _ i . 1
G—1D!n—1)! ~ (-1 (n-9/n! TEIMn-i+1)/T(n+1)!
1
B(i,n—1i+1)

O
Para una funcién de distribucion general F, con densidad f, debido a que

P(Xin < 7) = P(Uin < F(z)),
Xi.n tiene densidad
fi(z) = f@@)F~(2)(1 = F(2))"""/B(i,n — i +1).
Ahora, calculamos los momentos de Uj.;,.

2.5.7. Corolario. Paraj>1y1<i<n,

B — B(j+i,n—t'+l)‘
T T Bln—i+1)

Demostracion:

EU?

n

Il

flﬂx*—‘(l - z)""/B(i,n —i+ 1)dzx
0

1 b e j
i —— JJ-H"_l 1—z)"d
B(i,n—i+l)/o L

1 L o4
e IJ+1—1 l _ {Jl‘l‘i-l]“ldx
B(z‘,n—i+1)/0 (L=a)

B(j+in—i+1)
B@in—i+1) ~

Como caso especial se tiene que:

B(l+in—i+1) T+ 1D)I(n—i+1)/T(n+2)
B(i.n—i+1) =~ T@EIn-i+1)/T(n+1)
Pin+ )I(E+1) nli! i

Fn+ 00  m+eDGE-1)! n+l_

EU;.n =

ﬂi‘.".
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_Y.
. B(i+2n—i+1) I+ 1)I3i+2)
= B(i,n—i+1) —  T(n+3)(i)
i(i+1) i+ 1

= Wi
m+1Dn+2) n+2""
De aqui se sigue que:

VerUp, = EUZ, —E*U;,
i+1 5
= nt2rn T Tin

i+1
— "'Tl',n ) — Min | -

Para obtener las esperanzas condicionales de las estadisticas de orden uni-
formes, observemos primero que del corolario anterior,

1
n+1’

EUl:n =

y para 1 <i < n, por la propiedad de Markov,
E [Uf:rl | Ul:ns s tUi—l:nJ =K [Ut':n 1 U}—I:n] .

Luego, del lema 2.5.3,
Ujin —yi-1 . _ .
L (M—I. < isn I Upn =y15... . Ui = .Ux'—t)
1=y
=L (Ul:n—1+1| v 9Ull—f+].'ﬂ—i+l) '
Entonces,

Uin — pi
E Iiin—ytl | Un =y15-- -y Uicin = y:-—l:[
= Yi-1

Uin — ¥i-1 }
E|——— br!— n = Yi-
[ e Vi1 1 1 Yi—1

= E[Ul:n~a+l]-
Por otro lado.

NUin = yiz ElUin | Uict:n = yi-1] — vi-
E ion — Yi—-1 I o fh’-l:| - [ in I r]l_ - .f:’: 1 — Yi-1 :
=

1=y
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Asi que,
E[Uin | Ui—1:n = ¥i-1] — ¥i-1
1l =y

= E[Uliﬂ—l‘FlE‘
Entonces,
E[Uss | Uimtn = %i-1] = (1 = 4i-1)E[Urn-is1] + yi-1-

Por lo tanto,

]E[Ut':n | Ut‘—l:n] (l . Ui—l:n)]E[Ul:n—HlI 4 { 't—-l:n

= Ui—pn+ ln‘_{?;l;l
_ (ﬂ -1+ 2)U'i—l:i't +1—Ui_pn
- n—i+2
(=it Dicpn +
B n—i+2

i1 1
BT T e

Como una consecuencia, tenemos el siguiente:

2.5.8. Lema. La sucesion

Ui:n = ﬁ

m-i+l [ SEED

es una martingala con media cero, con respecto a la filtracion natural
Fi=o(Ujn: 1<j<i), 1<i<n.

Demostracién Es claro que esta sucesion tiene media cero. debido a que

E[Uin] = - Ademis,
Uin — ght
E[m’ﬁ—*] = iy (B 1= )

n—z+1 1 i )

+ —
—t+l n—i—l—" n—-i+2 n+1

( .

= o (B 10 u»l-ﬁ)
(
-

(Jt 1n 1 _ i
n—i+2 n—z+1 n—t+2 n+l
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Uit 1 n+41—ni+i®—2i
= + - >

n—i4+2 n—i+1\ (n—i+2)(n+1)

_ Uicpa 1 —GE-Dn-i+1)
n—i+2 n—-i+l\ (n—-i+2)(n+1)

Ui—l:n - 3—1

n—t+2 (n—-i+2)(n+1)

Ui—l'.n"%

n—i+2
Por lo tanto, la sucesiéon
S L
un : n+l‘ 1<i<n
n—1i+1
es una martingala. O

Para una martingala reversa, la tiene el siguiente:
2.5.9. Lema. La sucesion
(n+N)Uinfi, 1<i<n.
es una martingala reversa con media uno, con respecto a la filtracion natural
Fi=0(Ujn; i £ j < n).
Demostracién: Por la propiedad de Markov reversa,
]E[Ui:u | Ui+l:m- --'Un:n] = E[Ui:n | Ui+1:n]-
Por otra parte, del lema 2.5.4,

E(Uj:ni 1<j<i | Uitin = Yitls-- s Unin = yn) = ‘c(yiHUj::‘? s 3-)-

Entonces,
E[Ui:u | Ut‘+1-.n = VYitly--- Unin = yn] = ]E[Uun [ Uisin = yf+1]
= Elyis1Uii)
= yin1E[Ui]
i
= y";l:!'-i——i‘
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Por lo tanto, )
i
E{Uin | Uis1:n = ¥is1] = i1 ;

i+ 1
Entonces, ]
. 1
1E[Ui:n | Ua‘+1:n} = L’:‘+1;n H-—l
Luego,
i n+1
JE[(n o I)U:':n/“" | }-;"l-ll = i Elyi:n I FI'-!-I]
n+1
= z E{Uin | Uis1:n)
_on+ 1 ; i
- i t+1:ni i _1

= (n+ 1)U,'+1m/(i+l).
Por lo tanto, la sucesién
{1’1 + ]-)Ut':ﬂ/?;v 1<i<n,

es una martingala reversa. ]

Ahora discutiremos el comportamiento distribucional de las estadisticas de
orden 0 < Ey., < ... < E,.;, donde E\. Es. ..., E, son variables aleatorias
independientes, con distribucién Ezp(1).

Recordemos que el vector (Eq.p, ..., Eqn). tiene densidad

{n!ezp{—Z?zl i}, si 0<z<...<2y

gn(z'l,-”,xn): £.0.0

Definamos Eg., =0 y
Yo=Y = (‘ﬂ, = I)(Ei:n - Er’——l:n)‘

Entonces, v
By, o B g e,
un I:n n—i+1

Por lo tanto,

T

-
Y.
Erp = Z(Ei:n —Ei_1a) = Z ﬁ
=1 1

i=

Lo interesante de esta representacion, es que las Y;'s tienen una estructura
distribucional simple.
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2.5.10. Lema. Las variables aleatorias Y1,...,Yn son i.i.d. Exp(l).

Demostracion:
n El:n
F =]
Un En:n

donde A es una matriz de n x n, definida como

n 0 0
—(n-1) n-1 0
0 —(n—-2) n-2
| 0 e
2 0
0 cee eee =11

Como detA = n! # 0, entonces existe A~1, y

El:n Yl
g — A_I‘ 5
En:n Y)‘.l
Luego,
R Y o S .|
9 detA n!
Entonces,
en(Yrs-m) = |Jdlgn(er(yrs- o syn)se s @nlpnn. . .. 7))
= _l-in(‘y_l‘-‘£+ yz !"‘T‘y_]‘+ y2 ﬁ_"‘+£)
n! nn n-—1 n n-1 1

~ Lutexp [ iytJ

1
= erp [‘Z%J si ylvyZv'---.UrlZ”-
i=1

Por lo tanto,
Yi,..., Y, son va.iid. Exp(l).

O
Ahora. si representamos a las Els, en terminos de las variables aleatorias

uniformes Uy....,Uy:
E;=—In(1-U;).
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Puesto que
1-Upn<...<1=Upn,

—In(1 =Upp) <...<—=In(1 = Upum)-
Entonces,
~In(1—Upw) = ) Yi

i=1n—z+l

- n—i+1 n—r+1

=1
Y.
- ln(l —Up1n) + Al

Asi, se tiene que
1 — Ur-]:n n-r+l1
-Y.=In|——— .
) " [ 1- Ur:n ]

Luego,

B 3 I—Ur—l:n n-r+l
Qr = exp(-Y;) = [_l——U,‘,;_} -

Junto con el lema 2.5.10, podemos derivar el siguiente:

2.5.11. Corolario. Las variables aleatorias Qy....,Qy, son i.i.d. Fy.

Demostracién: para todo 1 < i < n, Y; tiene distribucion Exrp(1). En-
tonces,

P(Qi < qi) = Plexp(-Y;) <aq)
P(-Y; <Ingq)
P(Y; > —Ing)
= 1-PY:<Ing)

= 1—(l—exp(lng)) = q.

Por lo tanto,
P(Q; < ¢;) =¢q; paratodol <i<n.

Ademds, las Q}s son independientes. puesto que @; = (};) para todo 1 <
i < n. Por lo tanto,
(] P @, son iid. Fp.
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a
Existe otra variante interesante de este corolario, al caso general de una
funcién de distribucion continua F, que habla de la funcién de riesgo acu-
mulativa Ap.
2.5.12. Corolario. Sean Xi,..., X, v.a.i.i.d. con funcién de distribucion

F continua. Entonces, las variables aleatorias
Zi = (n—1+1)[Ap(Xin) — Ap(Xi-1:n)],
son i.i.d. Ezp(1), para todo 1 <i <n.
Demostracién: Definamos
Ap(Xon) = 0.

Como F es continua, entonces
t dF(z)

Ap(t) = -/_m l——F(S‘:) = —In(1 — F(t)).
Luego,

Ap(X)=-In(1 - F(X))=—In(1-U).
Asi,

Ap(Xin) = —In(l = U.,) porser Ap creciente.
Finalmente, aplicando el lema 2.5.10,
Zi = (n—1i+1)[Ap(Xin) — Ap(Xiz1:n)], 1<i<n soniid. Exp(1).
O

Este corolario es una extension del lema 2.5.10, al caso general de una funcién
de distribucién F continua. Cuando las X|s son Exrp(1), entonces Ap(t) = t,
por lo que las Z/s son iguales a las Y}'s de antes.

Este corolario, revela que Ap, puede sevir como una herramienta para trans-
formar la dependencia de las estadisticas de orden. a una muestra de varia-
bles aleatorias independientes con una distribucion especifica.

2.5.13. Lema. El vector (Upn...., Un:n) de estadisticas de orden uni-
formes, tiene la misma distribucion que

( Z Zis )
Znpr' Znyr) '’

donde Z; = Ey + ... + E;, es la i-ésima suma parcial de una sucesion
E\.....Eny de v.a.iid. Ezp(l).
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Demostracién: La densidad conjunta de Fy,..., Ep4 es:
n+1 . .
exp(—xi), si z; =20 ratodol <i<n
gn+l($la”-sxn+l}={ i=1 exp(=2:) o pa .
0, e.o.c.
Sean
21 =T1,22 =21+ T2,...y2np1 =21+ 2o+ ...+ Tpyy.
Entonces,
T1=21,T2 =22 — 21, v Tn+l = Zn+1 — 2n,
¥y
1 0 ; O
-1 1 0 .0
e -1 1 . 0 =1
0 0 ... =11
Entonces, la densidad conjunta de Zy,.... 2,41, €s
Cnt1(210---12n41) = || gn1(21,22 — 21500 0y 2041 — 20)
n+l1
= exp (— E(Zi — 2i-1)
i=1
n+l
= exp(—zn+1) = €xp (—in) ;
1=1
Luego, sean
0<a;<b; <...<any1 < bpgar-
Entonces,

Pla; < Z; <b; 1<i<n+1)

b] bz —I n41—T1—-..—In n+l
/ / exp —Zx,- dr,41dzy, ... dxy
ap a»—1Iy An 41— —ui—Tn i=1

by pba—x1 n+1
= -/ f exp(“zn+l)dzn+1d-rn-- .dxy
a; a

ax—Iy ntl

by b2 nl
/ / exp(—2n41)d2n+1d2, . . . dz1.
a

n+1
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Esto muestra que (Z1,...,Zn4+1) tiene la densidad de Lebesgue:

Gi B exp(—zn41), si 0<z1 <z <...<zp41
YESTIR 0, e.0.c.

Finalmente,

brzusa byzu41 oo
/ f / exp(—zn+1)dz,,+|..,dzl
a1Zn41 AnZnyy J0

n

H(b,- - a;) /m z" exp(—x)dx

i=1

= g ﬁ{b, s a,-)‘
i=1

O

Los resultados presentados en esta seccion, son herramientas fundamen-
tales para probar algunos resultados acerca de las funciones de distribucién
empiricas.

2.6. Cotas de probabilidad de frontera

En esta seccion, se enuncian algunos resultados que caracterizan la desviacion
entre F,, y F. para una n fija.

El primer resultado, d4 la distribucion exacta de desviacién relativa maxi-
ma, entre F,, v F:

F,(t
Ry = sup n(t)
o<r() F(t)
2.6.1. Teorema. Para una F continua y 0 <e <1,
1

G,;(E) — P(Rn < E) =1- 2P
Demostracion: Observemos que GG, es libre de distribucion. en efecto:

Fu(t) = F,(F(t)) paratodot € R.
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Sea
u = F(t).

Entonces,
0 <u <1, ypor lacontinuidad de I

R, = sup Fy(u)/u= R,.

O<u<l

Luego, por induccién sobre n:

Paran =1, B
Fi(u) _ Yicu
T
Por lo que, )
F 1
1(u) _ sup i) _ 1
O<u<l U O<u<l U U,
Entonces,
1 1 1
IP(R;{—) = P(—<—):P(Ul>3\
€ U, ¢
= 1-PU) <e)=1-¢.
Por lo tanto,

P(R1<l)=l—e.
€

Supongamos que

Observemos que

en efecto:

Si u € [Ugen. Uk41:n), entonces

sup Fu(u) = Fn(Uk:n) —-—

= para todo | <k <n.
uE[Uk.'n -Uk-i- 1:n) u Uk:ﬂ' nUk-’“

Por lo tanto,

R, = lma'u( k/nUg.p.

<k<n
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Luego,

Gn(e)

I

- .
P(lrsn&xnkfﬂ{fk:n < _)

(-

b
max)ck<n k/nUkn =
]P(lglklgnn{}k:,,/k > e).

El lema 2.5.4, establece que
LUin, 1 <4 <k | Ukgrin = Yhtts- - -2 Unin = ¥n) = L(ykprUsk, 1 <0< k).
Entonces se sigue que,

LUkn, 1<k<n—-1|Upn=y)=L(YUkn-1, 1 <k<n-1).

También recordemos que Uy, tiene la densidad de Lebesgue ny™~!, si 0 <
y < 1. Entonces se tiene que:

1
Gale) = [ B min nUica/k > €| Un = 4)dGn(1)

1<k<n—

1
f P( min lnyUk:,,_l/k > e)dGr(y)
E
1

l £ (lg’z‘éﬂ_;(“ = DUgn-1/k > “—;;—)*) 4G (y)

O )
- L5 e

1

= / [ny" " = (n = ey |dy
£

y" —5y“‘1|; =1-¢.

O

En la seccién 2.3 se vio que el proceso t — F,,(t)/F(t) es una martingala
reversa con media uno. Ademaés, por la LFGN,

Fu(t)

F(t)

Sin embargo, si ponemos

— 1 con probabilidad uno.

=14+ con d>0.

M| e

96



2 El Proceso Empirico Univariado 2.6 Cotas de probabilidad de frontera

se sigue del teorema 2.6.1,

Fu(t) [F,,(t) } 1 é
P| sup <1446 =P| su -1l <d]|=1-—s= ——.
(D(F‘l(t} F(t) ) (oqpl()t) F(t) 1446 146
De aqui se sigue que F},/F no converge uniformemente a 1 en t. Por otro

lado, para formular un resultado positivo al teorema 2.6.1, se analizardn al-
gunas cotas relacionadas con R,,.

Sean 0 < s <nya,b>0 tales que a + sb < 1. Definamos
Pos(a,b) =PUpn <a+(k=1)b; 1<k <s y Ustin > a+ sbh),

con Upy1:n = 1.

2.6.2. Lema. (Dempster).
n s=1 n—s
Prs(a,b) = ( ) a(a +sb)* (1 —a— sb)"%.
&
Demostracién: por induccion/n.
Paran=1;0<s<1.

Sis=0,

Pio(a,b) P(Uyy >a)=1-P(Uy <a)

1—a.

Por otra parte,
( ll] ) a(a+06)°"}(1-a—0b)!0=1—qa.
Por lo tanto,
Pyo(a,b) = ( é ) a(a +06)°~*(1 —a — 0b)*7°.

Sis=1,
Pyi1(a,b) P(Upy<ay Uy =12>a+sb)

P(U11 < a) =a.

I
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Por otra parte,
( i )a(1+b)°(1 —g=hP=a.

Por lo tanto,

- ( } )a{l +5)°(1 —a - b)°.

La igualdad también se cumple para una n en general v s = 0. En efecto:

Prola,b) P(Ui.n > a)=PU; >a.....U, > a)
[1P@W: > ) =1 - B: < a))

i=1 i=1

[[a-a)=@1-ar
=1

Il

Por otro lado,
( H ) a(a+0b)°1(1 —a—06)""% = (1 —a)™.

Por lo tanto,

n

Pro(a,b) = ( 0 ) a(a+ 06)°~1(1 —a - 06)" .

Luego, sean n > 2 y s > 1. Entonces, Py5(a,b)
= P(Uk:n Sa'f'{k"l)b; 1<k<s y Uppr:n > a+sb)

a
= [ P(Ugp Ca+(k—=1)b: 2<k <syUspy >a+ sb|Upy = y)dGy(y).
0
Ahora observemos que si hacemos k = 1 en el lema 2.5.3. se tiene:

L (U;n—_yyl’ 2LiEn | Upn = yl) — ['(Ul:n—l ----- l'-"J'r—l::':--l)-
) |

Asi que

PUpn <a+(k—1)b; 2<k<syUspin>a+sb|Upy = 9‘)

o ¢— 1 — .-H— m = -
1 -y 1-y I -y 1-y

a+(k~l)b~y_,)<k<g‘_£,“ 1>ﬂ+sb—-y)

1 -y 1 -y

Il

P (Uk—l:n—l

IA
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Esta iiltima expresion la podemos reescribir como

;- 3 - -

P(Ui:n—l < a+ Y, (i l)b; L AL 1§ Uy S a+b v, (s—1)b .
1-9 1-y -y 1 -y
Por lo tanto,
a+b b ]
Ps(a, b) / P, —1,5-1 ( = yy‘ -I——y) n(l —y)" ldy.

El siguiente paso es aplicar la hipétesis de induccién y resolver la integral
para llegar al resultado. O

2.6.3. Corolario. (Rényi). Sea 0 < e < 1. Entonces

(asrman-d) - E(2) @32
o s=0

e <]
- Zese_(s+1)£(s +1)*71/s! cuandon — co.
s=0

Demostracién: Observemos que

()

Il

P(Ukn < S+ (k=155 1<k <5y Usotn > S +55)

P(nUppn < e+ (k — I)E. 1<k<synlsgn >€+s2)
P(nUgn/k<e; 1<k <synUsirn/(s+1)>¢).

Luego, P (max <t<p nUpn/k > €)

- Sa(E)

a=0

- SO CT -

5=0

- B(0) @ om0

5=0

| ™
€

n—1

- Tl 1= [l-ii%‘ET

5=0

n-1 n
B i -l. (s+ 1) n!
= 2 g ) [l n ] (n—s)(n—(s+1))*

5=0
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Puesto que
n! _onn-1)...(n—s+1)
(n—s)l(n—(s+1))* (n—(s+1)e)s
n n—1 (n—s+1)
(n—=(s+1)e)(n—(s+1)e)  (n+(s+1)e)’
n!
s o s Da -
También "
lim [1 Ll ”E] = e (s+De,
n—oo n

Por lo tanto,

P( max nUpn/k>¢ eS¢~ HE(5 4 1)%1 /5! cuando n — oo.
(lgkgn kin/ ) sz_; +1)*7/s! cuandon — oo

Ahora derivamos una formula para
P| max nUgsin/k>cz).
(15!.-5:.—1 L-H.n/ )
Primero veamos que
) ]
inf F,(t)/t =| max nUgipa/k|l
it )/t = |, mix bk

Sea t € (Uy.n, Ua,y,). Entonces.
FaUzn=) _ Un

'n F.(t)/t= =1/nU
te(Ur:n,Un:2) ( )/ Us.n L"u / e
Sit € [Ukn,Uks1:n) paratodo 2<k<n-—1,
i F‘n(Uk+l:n") ]“/n
in F.(t)/t = = — = k/nUks1:n.
€Uk Ui p1in) n( )x Uk+l:n {'A‘-H:n / e

Por lo tanto,

-1

r}i{}‘f_" E.&)/t= lgiipgis—l k/nUgpr:n = lglig%f_]n{;k+t:n/k
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Luego,

= 1 1 1
P( inf Fa(t)/t<=) = P(— 1
(I‘.)lfl}l_-n ( )/ S 6) (maxlSkSn_anka/k % E)

P (1<Téx nUiqrn/k > .»:) :

Il

Ahora, condicionando sobre U,.,, obtenemos para 0 < £ < n:

1
P( i nUhsin/k > ) = [ PO mix nbisin/h > €| Urn = 1GI(0),
Esta integral la podemos dividir en dos integrales:

efn
f P( méx nUmn/k > €| Urn = y)dG1(y)
0

1<A

1
f P( mix nUksin/k > | Upn = y)dC1 ().

e/n 1<k<n
Luego, observemos que P(maxick<n—1 MUk+1:n/k > € | Upn =y) = 1t
Para k = 1, nUs.,/1 > ¢ implica Uz, > ¢/n. Asi, Ua,, > Uy, > £/n. Esto

prueba que en efecto, lo anterior es cierto. Entonces, el segundo integrando
se reduce a

1
/ | 4G\) =Bl > /).

Por lo tanto,

e/n
P( ool nUk+1ﬂ/ﬁ>€) = [R( mdx nlisra/k > € | Ui = 9)dG1(0)
0

1<k<n- 1<k<
+ P(U]:n > E/ﬂ.).

Ahora, veamos que

efn
/u P(ISTér-f_l nUgs1n/k > €| Urn = y)dGi(y)

:/Od -y 'ZP,, 13{— ? n(liy)]dy donde r:[g].
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Primero observemos que

E
.
- O A
" l‘s[l—y n(l—yJ]

f_y (k1) -y s
L — <k< —_—
P(UAH = +n(1'_ ) i 1<k <syUsqrn- 1>1—y+?1(1—y)

&—ny (k—1)e £ —ny se )
P i 3 RE lEk< Ustrn-1 >
(”’*-“ e I gL e

ke — 1)z —
P(Uk:n_l S u?{; IS"“S‘SyU.‘z-1-l:rx._l > (S+ ) ny).

Il

n(l —y) n(l—y)
Por otra parte,

P(lﬂlpgrf—l nUk+]:n/k >€ l Upn = y)

1<k<n

PP S,

1<a<n 1 -y 1

( max Uk+1,1-—y>k nyluln—y)
n(1

= ]P( max UL+1n)L|U1n=y)

Il
Iﬁ

1<k<n—1 -y )

ks—ny)
= P max U > —
( kol i —y)

£E_y N
== ZPH—I..‘J [n_'_:’ .
= -y n(l-y)
La cuarta igualdad, se debe al lema 2.5.3, haciendo k=1. es decir:

Upsyn —
£ (k‘;+lyy; 1<k<n—1|Upp= y) =L(Upn-1----, Un-1:n-1)-

El indice s, debe satisfacer: 0 < s < n y a,b > 0, tales que a + sb < 1. En

nuestro caso:
s c

mn

b= ;
1=y n(l —y)

Entonces.
E
a4, &

+ £
l—y "ﬂ(l —y)
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Resolviendo esta inecuacion, se tiene que
s<——1.
€

Por eso, r = [ ] En resiimen, se tiene

£/n i
P ma - = S
(15T5ar’:(~1 nUpsrn/k > E) fo n(l —y) Z Ls {

+ IP(UI:“l > %)

—_ -‘-!l"'l

i

Aplicando la férmula de Dempster, junto con esta igualdad. se tiene el si-
guiente:

2.6.4. Corolario. (Chang). Sea 0 < = < n. Entonces,

P(lsgg_lnb'mm/k > E) = (1- %)“+Z=:( ’: ) (,‘—?)' (1 - %) =1y,

Observemos que

r+1 n—-k
_ e ke . pyk-1
. Zkl(n_k)l 3 (1 _1) (k-1)

- fsk(k—l)k_l l_k_s 4 n! n—ke\ ™"
N k! n/) (n—Ek)n* n

k=1
B i‘e“{k—l)"“ [_ke\'n=D...(n—k+1)
B &y k! n (n — ke)k '

Haciendo tender n — oo, esta iltima suma converge a

i ek(k — DA ke i (ce=)F (k — et

1 * 1
P k! = A!

Por lo tanto. haciendo tender n — oo para todo = > 0.

]P’( max nlUpgpn/k > -5) —e” +Z( i U\ =4

1<k<n—1
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El siguiente resultado, da la distribucion exacta de

Df = sup[Fu(t) = F(t)] = sup [Fa(u) - u,
teER 0<u<l

cuando F es continua, Birnbaum-Tingey [2].

2.6.5. Teorema. (Birnbaum-Tingey). Sea0 <z <1 yn > 1. Entonces,

[n(1-2)] 2\ =] -y J=1
£ . n J J
PD; <z)=1-2z JE=0 (j)(l—x—;) (x+;) )

Demostracién: Primero observemos que D; < z si, y sélo si

, i . i i )
fg&xﬂ {E - F(X::n)} == {2&’;{; _Ul:n} ol

si, y solo si
i
——Uin <=z
n

o equivalentemente,

i ;
—l—ngm para todo i=n,n—-1,..., K,
T

donde K es tal que
K

——
T

Z.

En vista del lema 2.5.2, P(D; < x) es igual a la integral

1 y—n VK 41 VK 2
J(x,n.K)zn!f / f B sl
1-z J1-z-1 1-z—-2=£ Jo 0

en efecto:

Parai=1,2,...,K — 1, las y's son libres. Para i = K;
n—-K K
l—z— m = e r < Uk.n < Uky1.m. entonces,
s
L=@= S YKk S YK+1-

Parai= K + 1;

n—(K+1 K +1 . .,

l—2— ( ) = — 2 < UKkt1.n € U 42.n. Entonces,

n n
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n—(K+1
1_3_¥53K+159K+2-

Sucesivamente, para i =n — 1;
1 n-1

1
l—z-— - = & =& < Up-1:n < Upin, entonces 1 —x— — <y, g < yp.
T

Para i = n;
n
l-z=——2<Upn<1, entonces 1 —x <y, <1.
n

Por otro lado,

VK y2 K-1
Yk
dyy...dyg-1 = ———.
/o fo Yir<liYi-1 = e )

Insertando esta expresion en J(z.n. K) obtenemos: J(z,n, K)

| VK +2 YK +1 y}‘}’ 1 Yk, ” 3
TI’ q % e
/I —x ./1 "_-{K_Hl 1-r—2=K (K —1)! YKAYK +1 Yn

YK +2 YK+1
= nl
1—x 1—-2— u-;h+l h’

"
VK +2 y_, (1_,1._ n—K
| K+1 n
w /1 . /; sy ( K! Kl )dy“”‘“‘dy"‘

Esta tiltima integral es igual a:

(1—x_“ K YK +2
J(z,n, K+1)— X n'/ f dyg 1 ---dyn
1-r 1

Il

. dyr 41 ... dyn

_n—-K
T

r—hl

_1‘_
K!

Q:E)K

1
EJ{I,R.K+1}~( I(z,n, K +1).

Por lo tanto,

)K

J(z:,n,!\')=J(x,n,K+1)ﬁ I(z,n, K +1).

K!

Entonces,

(1-z- n;.i’\’

)h
= I(z.n, K +1).
AN

J(z.n,K)—-JxnK+1)=-
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Sumando ambos lados, se tiene una suma telescopica del lado izquierdo:

n—1 n—1 (l—.‘r—-ﬂ—_—i)I
Y (J@nid) = J@nitl)=—> 0L (i +1).
i=K i=K b

Entonces,

n—1 —iyt
1 —g— 0=t
J(x,n,K) = J(x,n,n) = — Z _(___“.T'_);

=K

(r.ni+1).

Por lo tanto,

n-1 n—i\!
J(x,n K)=J(x,nmn) - Z gl_—xil_u—)ff;r, n.t+1).

1=K

Notemos que

1 Un Y2
J(x,n,n) = n!/ / / dyy ... dy,_1dyn
I-zJ0 0
1
I

o=t
! d
" /1 (n—1)in

n
nt I

o N
. =1-(1-x)".

l-r

Mientras que para las I's, obtenemos por induccién sobre i:

J.'-I-'“—_i n—i—1
I(x.n.z'+l)=n!:c( (nfig' , i=K..... n-—i
Luego,
n-1 (I-—.I— n__,')l' J_(?__Lh)n—f—l
J@z,nK)=1-(1-z)"- Bl
e, I} 1~} Z: i " (n—q)!

=K

Sea j = n — i. Entonces.

J=1

n—K -\ =] -y J=1
I—IZ(T_.!)(I—J:—-;) (.r+i)
=% ol n n
[n{1=1)) .\ n—} sy j=—1
('?)(i_w_i) («2)
2 n 1"

Il

T

’._‘
< M
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La ultima igualdad se debe a que
n—K =[n(l -z,

en efecto: como % —z>0> 5;—1 — z, multiplicando por n y sumando nx
en la doble desigualdad, se tiene K > nx > K — 1. Luego, multiplicando por
(=) y sumando n, se obtiene n — K < n(l —z) < n — (A —1). De aqui se

sigue que n — K = [n(1 — z)]. O

La distribucién de D,, = max(D;}, D;) es mucho mas complicado. Debido
a que D} = Dy en distribucién (cuando F es continua), tenemos al menos
una desigualdad, como sigue:

P(D, > z) P(max{D},D;} > z)
P(D} > z) +P(D; > 1)
P(D} > z) + P(D} > 1)

= 9P(D} > ).

IA

2.7. La cota D-K-W

En esta seccion se analiza una cota muy especial de la desviacién entre F), y

F. Esta cota fue originalmente propuesta por Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz(1956),
ver [5]. Esta cota tiene algunas consecuencias interesantes.

2.7.1. Teorema. Paratodox >0 yn > 1, existe c > 0 tal que

P(n'/2D} > z) < cexp(—21?). (2.13)

Demostracion: En vista de (2.9), es suficiente estudiar el caso en que F
sea continua. Este teorema se deduce del teorema 2.6.5. como sigue:

Siz>yn,
P(n'/2D;} > z) < P(nY2DF > n) = B(D; > 1) =0.

Por lo que basta considerar 0 < x < \/n. Entonces.

Pm'2D} > 2)=1-Pn'/2D} <2)=1-P (n;— < —“-)
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i .\ n—j oy

%% (D97 GY"

(35 T )59 G
OO

g : i\ o i

(lmus/_ﬂ) Z (?)(1—%m%) J(%"'f}) 1.

Sea i = n — j, entonces j = n — i. Lo anterior se escribe ahora

n n=[n(1-==)] Y .\ n—i—
2l 2 [y

i=n-1

Il

Observemos que

r n-i\'f{z n-i\""!
WO - i
Vvn n NG n

(n— Jnz — r1+i)i (\/ﬁx+n~z‘)““'_‘

n n

;,—‘1:—1(2' —Vazr)i(Vaz+n—9)" L

Por otro lado, observemos que

[na- 5] <na- 2.

Entonces,

o S P

Por lo tanto,

= [nt- 7] = v +
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La expresion de la tltima igualdad se escribe ahora

(1 = %)n + vz [jzil ( ': ) (i — Vaz)i(Vaz +n— )"l

Por lo tanto,

P20} > )= (L-a/Va)' +avi Y QuGiz)  (214)
j=lz vl

donde
Qutia) = (1) = avap(a— i+ vyt
Definamos
f(@) = (1 —z/v/n)" exp(2z?).

Es claro que esta funcién alcanza su maximo en z = 0. Ademas, f(0) = 1,
por lo tanto,

(1 —z/vn)"exp(22?) < 1.

Se sigue entonces que
(1 —x/vn)" < exp(—22?).

Ahora, sea zv/n < j < n. Entonces,

InQn(j,x) = ]n( ? )+jln(j~:c\/?_1)+(n—j—]}ln(n—j+x\/r_z)—nlnn,

d - —jyn_ (n—j-1)vn
& Bealiz) = j—:c\/r_t+ n—j+zy/n
—jyn(n—j+ayn) + (n—j+ D)va( —zvn)
(J —zvn)(n—j+zvn)
—n?z — /nj + zn

(J—zyn)(n—j+zyn)

N —n’z B Vv

C (—zvm)(n—-j+ayn) n—j+zyn
—n’z

S G-zvn—j+avm)
—dx

1—;45{'—2'—.}'%—3'\/3}2'
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Ahora, como z/n < j entonces z/n — j < 0. Sumando }§

cuarta ambos lados de la desigualdad se tiene:

(5-3+2vm) <

y elevando a la

16

o equivalentemente
16
0< n— (—‘ o J + :.i':\/_)

Asi que
1

: ]
1-2(3-j+avh)
El denominador es una diferencia de cuadrados, por eso
1
: 2 (2
[l—,{‘r(%—3+xv’ﬁ) ] [1+,;‘ 2—j+aym) }

Multiplicando por —4z, x > 0, y por uno de los factores del denominador,
se tiene:

> 1.

=1

4

% < —dz ]:1 + ==
n-

1-% (3 -j+avm)

(&i )]

16z /1 ; B
—43:——,,(—1—J+.1'\/§) .
n- \2

Por lo tanto, si z,/n < j < n,
d 16z : 2
;Eann(J z) < —4z — — (§ —j +x\/ﬁ) .o >0
Este tiltimo término tiene primitiva

82 o o2zym\? a2
h(z) = —222 — - )
e) = —2a" n? (2 It—3 ) 9n

Por lo tanto,
d d 822 (n ryn\°  4x?
e T .‘l T _2 2 — 5 - j 2 e bt
d_'i:an‘(Jl x)<d1' [ T (2 Ity ) 9n

Luego. integrando de 0 a x se tiene:

., 8a% [n R S
; . 6.2 - \
Q. (j,z) = InQnp(j.0) < —22° - 2 (3 —i+—3 ) ~ "
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Asi que

822 (n 2r\/n 42
i i T el AN o 215
Qn(j, ) < Qn(j,0)exp [ 2% - — (2 f—= ) = (2.15)

Ahora. integrando de 1 a x, ie., z > 1,

8z (§*j+2'r‘/ﬁ)? 4x?

In QFl(jr I") In Qﬂ(Jl 1) = 25.." — n_
donde

n 2/n
(2 ”‘5‘) +gn

Por lo tanto,
) y 822 (n . 2z 2 gp?
Qn(J.2) < 1Qn(y, 1) exp [—2-‘82 <= (5 i ;/_) =B (2.16)

Para acotar Qn(7,0) y Qn(j, 1), primero consideramos el caso [j — —}| <5
Recordando la férmula de Stirling

Ak
Kt~ ("-‘) ok,
€

se tiene
. n! n=j=1,-n
@n(3,0) = WJ Yn—3)
~ - (%)“ Gl . L R ) L e
(=) vare =0 (&) vemi
27n 1 A
T o =) (- )3
Como |j — | < %, se sigue que ﬁ < R < (3“)l 2y que W>n—j>1
Entonces
v & vn _ 2(4)3’3”-3;2_

(=PI (2P Vin

Asi, obtenemos

Q.(j.0) < eom™*?,  donde ¢ =
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Ahora, denotemos con ' la suma sobre aquellas j's en (2.14), que satisface
li—%| <4, ycon ¥ el resto. Entonces, de (2.15) obtenemos

'Ol x 5 8z (n 2r/m\? 422
- 5 ] 0.2 )
n(.}- ) < Qn(.}'s 0) exp [ 2r° — —r (——2 —-J+ ) -~

i 2 2
< con~ %2 exp(—22%)% exp [ 8z (% - % - 32%) - %}
; 2
< con M exp(—2z2)% exp [--8..‘*:2 (% - 1:; - ;%) ]

o
2¢con 32 exp(—2x?) Z exp(—8z2j%/n?)
=0

1 {s o]
2con~ 12 exp(—227) [E +/ exp(—S:cEi?)dt] =
0

IA

IA

La 1iltima desigualdad, se debe a lo siguiente:

%Zexp(—%xzj?/nz) > / exp(—8z2t?)dt
0

7=0

lZexp{ 8z2j2/n?) < f exp(—8z2t?)dt.
n = 0

Por otra parte,

Zexp(-—Sx 32/ =1+ Zexp(—Srzjz/nz).
=0

J=1

Asi,
& i exp(—8z%j%/n?) = 3 4 L i exp(—8z%5%/n?)
mi nnig

1 o0
= / exp(—8z?t%)dt.
n 0

IA

Ahora, observemos que

/ exp(—8z2t3)dt = \/Q_TF/
0

£ o
2 ——— | dt = :
v )1/41 i ( '2/16:5-’) 8r
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Entonces,

1\/2_11')

= Bpan— Bt paty | L 4 N2
* con” /" exp(—2z*) ﬂ+SI

~1/2,~1

V2
2ean~ 3% exp(—2a?) + can Tﬂ exp(—22?)
< ez lnV? exp(—212}.

La tltima desigualdad es porque z < /n. Se sigue entonces que naz~! >
vn > 1. Por lo tanto,

2con~ Y2 exp(—22%) < 2con~3/%exp(—22%)nz!
1/2

2con~ 2z exp(—2z?).
Concluimos que

2 Qn(j, z) < csz'n V2 exp(—222),
o equivalentemente

E’InIIZQn(jvx) <cs exP(_QIE)'

Ahora analizamos la segunda suma. Supongamos s.p.g. que z > 1. Si 22/n/3 <
n/8 entonces el segundo término en el exponente de (2.16) no excede —x2/8,
en efecto:

Como estamos fuera de |j — &| < % entonces j < % 0 3* < j. Entonces.
n 2z _n n 5 5n 3n n
= e e A . 558 e i ) G o o B
TR SRR T R TN,

Elevando al cuadrado y multiplicando por _—ffﬁ, se tiene lo deseado.

Ahora, para 22\/n/3 > n/8 o lo que es lo mismo z > 3,/n/16, el iltimo
término es menor o igual que —(4/9)(3/16)?z2. En efecto:

421 _ 4222 % 4 (3 2n:c2
9~ 9n 9n \ 16 '

5 822 (n 2zv/n 2 gt 9 5
M e s cex A (o e < _9 2.
!i 2 2 ( 5 g+ 3 9 2r cyr
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Luego,
Qn(i,z) < 1Qn(4, 1) exp(—227 — cya?)
= c1Qn(jy 1) exp(—20%) exp(—ci2?)
< o527 'Qnlj, 1) exp(—22%).
Por lo tanto,

Qn(3:7) < sz Qn(3, 1) exp(—227).
Ahora, puesto que /i Qn(j,1) < 1, se sigue que

zV/nE Qu(j,z) < cs exp(—22%) v Qn(j, 1) < c5 exp(—2z?).

Por lo tanto, )
/0% Qn(j,z) < czexp(—22?)
}' r v
x/nE Qn(j,z) < cs exp(—227).
Finalmente .
n-—
17\/'E Z Qn(j: I) < cg GXP("QIQ)-
J=l2‘\/‘ﬁ]+1
Ademais,
(1 - z/y/A)" < exp(~222).
Por lo tanto,

n—1
(l—z/Va)y +avi Y Quljiz) < cexp(-227)
J=lzvn]+1

]P’(nlf!zD;:" > r) < cexp(—222).
Veamos que consecuencias tiene esta cota. Dada ¢ > 0,

P(Dy, > ¢) < 2B(D; > ¢) = 2P(n/2D;f > n'/%¢) < cexp(—2ne?).

Luego.
oo
Z exp(—2ne?)

n=0

114



2 El Proceso Empirico Univariado 2.7 La cota D-K-W

es una serie geométrica con x = exp(—2¢2) < 1, el cudl converge a % Asi,
aplicando el lema de Borel Cantelli, se tiene:

P(limsup D,, > ) =0 paratoda = >0

n—oo

lo cual implica,
D, — 0 con probabilidad uno.

es decir, el Teorema de Glivenko-Cantelli. Con una modificacién a este ar-
gumento, se obtiene el siguiente:

2.7.2. Corolario. Con probabilidad uno,

n 11/2
Ii — D, < occ.
I,T_.Sol;p [ln n] i

Demostracién: Sea = = (cInn)!/2 con ¢ > 1/2. Entonces.

P(Dn, >z) < 2P(Dj < z) < 2coexp(—2r7)
= 2cpexp(—2cinn).

Luego.
oo oo
Z P (D,; > (e lnn)”?) < 2 Z coexp(—2clnn)
n=1 n=1
oo
= 2¢ Z exp [In(n“"}“\j
n=1
o0
= 200231_?‘ <oc sie>1/2
n=1
Entonces,

P(limsup Dy, > (cInn)'/?) = 0.

n—oo
Se sigue que

1/2
Ilfm sup [l] D, < oo.
n—no l]‘ln 4
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2.8. Cotas Binomiales

Como antes, sean X1,..., X, v.a.i.i.d. con funcién de distribucion F. En la
seccion 2.1 se probé que nFy(t) ~ Bin(n, F(t)). Denotemos

n:=nFy(t).

Asi que 17 ~ Bin(n,p), con p= F(t). Si 0 < p < 1, se sigue del TLC:

1/2 Fa(t) - F(t) - ; - —u?/2 . 5
IF’(n —F(t)(l—F(f) ZI) \/Q_w,/z e du =P >x), (2.17)

donde £ ~ N(0, 1).

2.8.1. Lema. (Cociente de Mill). Para toda = > 0,

(1 - ) = exp(—I2/2) <SPE>17) < %\/IQ—GXP(_xQ/Q)- (2.18)

z 28 V2 T

Demostracién: Sea u = z + z, se sigue que du = dz y u® = 22 + 222 + 22.
Ademas, si < u < oo entonces 0 < z < 0o. Asi,

PE22) = o= [ e(-u/2)du
R B G AR z
= \/2_;/0 exp((—z* — 22z — 2°)/2)d

- Lp? - - xp(—z2
= \/Z_Eexp( T /2)/0 exp(—zz) exp(—z-/2)dz
1

exp(—z?%/2) /:) exp(—zz)dz

V21
= L o=z [ Lexoleza] = 1L oeor
= \/Q—Fexp( I/Q)[ — exp( )L —Iﬁ;em{ z%/2).

Por lo tanto,
1 1
P(€ > 2) < ——— exp(—22/2).

Por otra parte, integrando y evaluando se tiene

(7! - z73) exp(—2%/2) = /""(1 - 3y™") exp(—y?/2)dy.
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Luego, debido a que 1 —3y™4 <1,

f (1= 3y exp(—2/2)dy < f " exp(—2/2)dy.

T I
Entonces,
1
-1 -3 2
=z V)—exp(—z°/2) < P(£ > ).
( )75 exp(~2*/2) S P(E 2 2)
Juntando las dos desigualdades se obtiene lo deseado. O

Vamos a probar que se cumple una cota similar para una n finita, de una
Binomial estandarizada.

Recordemos que nF,(t) ~ Bin(n, F(t)). Pongamos
nF(t)

~ VnFO( - F(0)
Observemos que
nF(t)
VnF(t)(1 - F(t))
Aplicando la desigualdad de Chevichev, ver apéndice B.2, obtenemos:
ek ) ok

p=E(X)= y Var(X) =1.

P(| X—ulzr)=P(n”2

lo cual es una peor cota de lo que se podia esperar de (2.17) y (2.18).
Sin embargo, podemos obtener una mejor cota si incorporamos la funcién
generadora de momentos de una variable aleatoria Binomial.

2.8.2. Lema. Sean ~ Bin(n,p), 0 < p < 1. Entonces, la funcién genera-
dora de momentos de n es
M(2) = Elexp(zn)] = [(1 - p) + pexp]".

Demostracién: Puesto que 7 es igual en distribucion a la suma de n v.a.i.’s
Bernoullis con pardmetro p, cuya funcién generadora de momentos es 1 —
p + pexp z, la funcion generadora de momentos de 7 es:

M(z) = Elexp(zn)] = H[(l —p) +pexpz] =[(1 —p)+pexpz|".

i=1
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O
Ahora daremos una cota para P(n —np > &) con £ > 0. Primero observemos
que

Plz(n — np) > ze] = P(zn > zz + znp)
Pln > 2(e +np)) = Plexp(zn) > explz(c +np)]

mE[GXP(W)] = M(z)exp[~z(z + np)].

Il

P(n —np = ¢)

La desigualdad anterior se sigue debido a la desigualdad de Markov, ver
apéndice B.2. Por lo tanto,

P(n —np =€) < M(z)exp[—z(np + =)].
Asi, obtenemos la siguiente cota:

2.8.3. Lema. Para cada ¢ > 0,
Pin—np>¢e) < igg M(z) exp[—z(np +=)] = p.

Demostracion: Se sigue del hecho de que

P(n —np > ¢) < M(z)exp[—z(np + 2)].

Para determinar p, definamos f como sigue:

exp[—f(u)] = ;l’zlg M (z) exp(—=zu).

Entonces,
exp|—f(np+¢)] = 3;;5 M (z) exp|—z(np + 2)].

¥
p = expl—f(np+e)).

La funcién f se le conoce como la funcién de Chernoff de /. Es claro
que f es no negativa y no decreciente. Asi, enunciamos el siguiente lema.

2.8.4. Lema.
0, st u<0
ulnz+n—u)ln 2= s O0<u<n
u) = flu,n,p)= v =
f( ) f( PJ —-n h’lj‘). St u=n
400, son < u.
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Demostracion: Sea u < (. Entonces,

ig(f]{(l - p) + pexpz|"exp(—zu) = 1.

Se sigue que

exp[—f(u)] =1,
y por tanto,
f(u) =0.
Sea0<u<nyg(z):=[(1—p)+pexpz]"exp(—zu). Entonces
dg(z =1, 2~ S i
BE) i1 - p) 4 pe" pete — [(1 = p) + pe] e~

= [(1—=p) +pe]" " e (npe” — [(1 - p) + pe] u).
Igualando a cero esta derivada, tenemos
[(1=p) +pe’]" ™ e =0 o0 npe* —[(1-p) + pe|u=0.
Es claro que

[(l —P) +pez]n—l e U # 0,

npe® — [(1 — p) + pe*|u = 0.
Despejando a z en esta igualdad se obtiene
T “_”PiL“
(n—u)p

Este valor estd bien definido debido a la hipétesis 0 < v < n. Entonces,
sustituyendo z en f, se obtiene

_ (1-pu]” (1 -p)u
exp[~f(u)] = [(1 —]D) +pm} exp ‘—-Hlnm 3
Despejando f(u) en esta igualdad, se obtiene
flu) = it A= PHE nﬂ_ﬂ
(n—u)p n-—u
n—u
= uln—+(n u}lnm.
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Por lo tanto,

f(u)zu]nnip+(n~u)]nu si 0<u<n.

n(l-p)’

Siu=n,

1
f(u) =uln- = —ulnp= —nlnp.
P
Por iltimo, si u > n entonces u = n + £ con £ > 0. Entonces,

eTuE e—(n+£)z‘

9(2) = [A-p)+pete ™
= S (1) et a—prtes
k=0
s n—k g2(k—(n-+e))
= s =) e :
2(1)

Esta iltima suma converge a cero cuando z — oo, ya que k — (n +¢) < 0.
Por lo tanto,

;ggg(z) =0,
b
f(u) = +oo.

Antes de analizar mds a fondo la funcion de Chernoff, notemos que
P(n—np < —¢) =P(jj > e +n(l —p)), donde s ~ Bin(n,1 - p),
en efecto,

Pn—np<—¢) = P(-p>c—np)=Pn—n>n+ec—np)
= P(n—n>e+n(l—p).

Sea 17 = n — 1. Entonces,

Plp=z) = Pn-n=z)=Pn=n-=zx)

n n—r & n e\ ELn—T
(R_I)P (1—P)—(J_)(1 PP
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Por lo tanto,
1~ Bin(n,1 - p).

Esto, junto con el lema 2.8.3, se sigue que
Pln—np<—¢) = P@2e+n(l-p)=P@H-n(l-p)2e)
< p= exp[_f(n(l 2 p) +emn,1-— ‘P)]

Retomando nuevamente a la funcion de Chernoff, sea u = np + ¢, sobre
0 <u<mn,ie,e<n(l—p). Entonces,

np+e

I

f(n,u,p) (np+¢)ln

ofiegolo

-0 |- e )

Luego, expandiendo f(z) := In(1 + z), con |z| < 1 alrededor de z = 0, se
tiene

+(n—np—¢)ln nn—

+

_ (=DM k-

¥(z) L ) y f50) = (=1)*"1(k—1)! paratodo k=1,2,...

Usando la férmula de Taylor, podemos escribir In(1 + x) como

o0 k=1(1 k
(1) (k- 1)z
In(1+2) Z o
k=0
= I z + i +
n 2 3 4
Multiplicando esta suma por 1 + x, obtenemos
2 3 4
(l+x)]n(l+:c):.r+x——z—+x——

1-2 2.3 3-4

Observemos que

f-z)=In(l-z) =~z - > - %= - = -
Multiplicando por 1 — z, obtenemos

¥ T
[l—x)lll(l—x):~x+r—2+ﬁ+_.._4
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Entonces, con x; = ¢/np y z2 = ¢/n(1 — p) obtenemos, f(n.u.p)

Y S B B S
= TP \np T o2 ™83 5
€ & ¥ 0 2
+ n(l—p)[—n(l_p)+2n2{l_p)2}+n(l—p)[—2_ +3_4+.,.}

La expresién del lado derecho se puede simplificar a

: +n ) + 7 + i e 3 -
=g 7| 28 Bd T lesTHaTH
Por lo tanto,

&2 i 3 12 " z3 " I3
2np(l —p) P1™3-3 -4 . .

Cuando 0 < z1, 29 < 1, se sigue que

fun,p) =

E‘Z

flnyu,p) 2 —+n _i+i_
il = 2np(l — p) * .3 3-4 7
e L omp [ et
mp(l—p) 1-p| 2- 4T
5
£
= —_——ah — .
2np(1 - p) (np)
donde ¥ estd definida para |z| < 1. como
T 72 (—l}kﬁrk
1) B N e T S . i S
¥(=) 3% tErDe+y
en efecto, 75[.. |
np [_ &l i &l -
l—=p| 2-3(np)®  3-4d(np)*t
1 53 64 (_”k:_[ﬁ'+2}
T 1-p| 2-3(np)? % 3-d4(np)® F (k+ D(k +2)(np)*+1 *
Asi,
g2 np

2np(1 — p) s —p['“]
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£ [_ gy 2 L (=1)*a¢k 4
2np(1 - p) 3(np) ~ 6(np)?2 T (k+ D(k+2)mp)k T

= i P S con r = —
T o 2np(l-p) \np)’ T onp’

Notemos que

w(z) = 2h(1 + z)/2? (2.19)
con
h(z) =z(lnz — 1) + 1, (2.20)
en efecto,
h(l4+z) = (Q+z)In(l+z)-1]+1=(1+2)In(l+z)-z
S N S AR
= BT 33 %4
z? z8 z

= _ 4 —— —

1-2 2.3 3-4

Por lo tanto,
2

2h(1 Bl s ol o
W(1+z)/x 3+6

¥
¥(z) = 2h(1 +2)/2%, con h(z)=z(lnr— 1)+ 1.

En vista de (2.19) y (2.20), ¥ esté definida para todo r positivo. Definamos

91(e) = f(np+e.n,p) y gaole) =€y (Eﬁ) /2np(1 = p).

Es claro que
91(0) = 0 = g2(0).

Veamos también que

0g1/0e = 0g2/0e.

5 5
dg1/0s = In (1 + @) —In (] ~ =7 p'!)
y‘

In (14 5)
; - P
dga/0s = =
Luego,

O T ] il
dg1/dz = dga /0= si. y solosi (1—p)lin [l i P.‘J tpln {l + ”J
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Luego, esto ultimo es cierto ya que si definimos
f(z) =In(1 + x),

entonces, [ es concava, y para todo —1 < z < y, f(az + (1 — a)y) >
af(z) + (1 — a)f(y). Entonces, si

£ £
- vy=-— cona=1l-pyl-a=p,
n(1 - p) np

entonces

F(-2+ Z) = 4(0) =In(1) = 0

n

3 €
(1-p)In (l—m) +pln (HEE)'

(l—p)ln(l—ﬁ)+pln(l+£‘;) <0.

Se sigue entonces que

flaz +(1-a)y)

A%

Por lo tanto,

0g1/9 > Bga/Oc.

Finalmente, integrando esto tltimo obtenemos
91(€) 2 g2(¢).
Enunciamos el siguiente lema.

2.8.5. Lema. Sea n ~ Bin(n,p). Entonces para todo ¢ > 0,

()
o[-z ()]
- o[- (4 )]

P < -0 o[- (o5 )]

IA

P(n—np=>¢)

(ii)
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Demostracién: (i) Ya se demostré que

5
13 E
+&)2 /% | —).
Hrte) 2np(1 - p) (np)
Entonces,

—e? £
10+ % =% (35)

Luego, aplicando el lema 2.8.3, se tiene

P(n—np>e) < exp|l—f(np+e)

¢ oo (2)]

exp[ff’;h(1+n(f_p))]-

(ii) Aplicando directamente el inciso anterior se tiene

Il

P(7 > c+n(l —p)) donde 7 ~ Bin(n,1 —p)
P(7 —n(1 -p)) 2 €)

o [_ 2n-p($:— N’ (ﬂ(ls_ P) )] .
O

Se pueden obtener mejores cotas para f(u,n,p). Por ejemplo, si 1 —p < p,
i.e., p > 1/2, se obtiene para u = np + <.

P(n —np < —¢)

IA

f(u,n,p) > */2np(1 — p) (2:21)
en efecto,
e? & 2} 2
B . I YT e S L TR
f(u,n.p) 2np(1—p)+np[ 3.3 734 ]+n( p)[2-3+3-4+ }

Sip = 3 entonces 1 —p =p y x; = 2. Luego,

3 ; 4 .1‘? .‘.'C4
o[-t g = -n) [FE ] 20

puesto que se cancelan todos los terminos con exponente impar. De forma
analoga se prueba si p > %
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para una 0 < p < 1 arbitraria, se tiene

g2 (L - p) i
) 2 g [1- L] (2:22)

en efecto, f(u,n,p)

2 3 4
> 5—+np{ Iy &1
2np(1 - p)

2
. g e 1 (e 3+ 1 e \?
= p(-p)  P|Te\np) T3a\np)
3

_ __5_2__22(1) i ;(i)"_ ! 5)5
- 2np(l—p) 6 \np "Pl3.a np 4-5 \np s

Luego, el dltimo sumando de la tltima igualdad es positivo. Por lo tanto.

2 np (e _ g2 £(1-p)
flu.n,p) > np(l—p) 6 (n_p) “ 2np(1 - p) [l © 3w J ‘

Para una 0 < d < 1, si

e(l-p)
np —
entonces
&2 £(1—-p) £2(1-9)
- _ > .
flu,n,p) > 2np(1 — p) [1 3np ] = 2np(l - p)
Por lo tanto, 2
e%(1 —0)
Nk ) S 8 2.23
/( P) 2np(1l — p) i

Finalmente, para la estandarizacién de Fy(t), se obtiene parax > 0y 0 <
<1,

n'2[Fu(t) = F(t)] exp[—z2/2], si p=F(t)>1/2
. ( VFE@)(1 = F(t)) = I) = {exp[—.’cg(l —-4)/2]. si D<p<l,

Siempre y cuando x < (f—é_‘g’;, en efecto,

nFy(t) ~ Bin(n,p), donde p= F(l).

126



2 EI Proceso Empirico Univariado 2.9 Oscilacién de los procesos empiricos

Luego, si p > 1/2 aplicamos el lema 2.8.3, usando (2.21) se tiene

P(nF,(t) — nF(t) > ) < exp [—m] ;

Por otro lado,

: - nF,(t) —nF(t) B
P(nF,(t) —nF(t) >¢) = (\/nF(t)(l =) > N0 F(t)))

P (nx,!z F,(t) — F(t) - £ ) '
VF@)(1 = F(t) ~ /np(1 —p)

Por lo tanto, si 1 = ———, se tiene
np(1-p)

P (n”z——i‘—(ﬁ_—ﬂt)— > .r) <exp[-z?/2]. si p=F(t)>1/2.

VE@(1 - F(1)

Analogamente, para p = F(t) en general, aplicamos lema 2.8.3, usando
(2.22), para obtener

P (niﬂ% > x) & exp[—_r:’(l - 5);‘!2]

. e(l=p) . 38,/np
cuidando que Jﬁﬁf— <é ie,x< (14_’{)7_,-2-

2.9. Oscilaciéon de los procesos empiricos
Consideremos el proceso empirico uniforme
an(t) = n'2[F(t) -t], 0<t<I.

sobre la muestra uniforme Uy,...,U,. Las discontinuidades de &,,. se dan
en las Uls. Asi que el niimero de saltos en la grifica de a,,. se incrementan
conforme la muestra crece. Por otro lado, n™'/2 converge a cero cuando n
crece. De esta manera, surge un poco de complicacion en el comportamiento
de a,. Una mejor medida para este caso es

@p(a) = sup |an(t) —an(s)|.
|t—s|<a
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llamada el médulo de oscilacién. w, mide las oscilaciones locales de
@y, por lo que a es pequeno, con 0 < a < 1. Para tener un analisis completo
de 1y, primero analizaremos el caso en que s = 0 y Supg<;<q Gn(t)-

Sea 0 = tg < t; < ... <ty = a una particién de [0, a],ﬂo_btendremos una
cota para @, sobre esta particién, posteriormente haciendo que la norma de
la particion tienda a cero, obtendremos una cota de @, sobre 0 <t < a.

Sea x > 0. Definamos
A; = {an(t;) >z}, paratodo i=0,1,..., m.

Observemos que

P (CJ A,—) =P( sup an(t;) > x).
i=0

0<i<m

en efecto,

wE UA,— si, y sélo si existe i € {0,1,...,m} tal que w € A,,
i=0
si, y sélo si existe i € {0,1,...,m} tal que a,(t;)(w) > z. Esto iltimo es
equivalente a decir que maxg<i<m @n(ti)(w) > x. Luego, maxo<i<m Gn(ti) =
SUPg<i<m @n(t:i). Por lo tanto,

m

UAt' = Ssup dﬂ(ti)

iz Osism

e

0<i<m

P (U A,-) =P( sup an(t;) > z).
i=0

También definamos el evento
‘4:11 = {d'rl(tm) =¥ I‘} con z* < 1.

Se sigue entonces que A,, C A},. Luego,

p (U A,-) p (U AN (AU A;‘.’))
i=0 1=0

P (U(A, NA;,)U(A; mA::;))

Il

1=()
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P (CJ(A,- NAy)U CJ(A,- n A::))
i=0 =0

P (D(A,- N A:n)) +P (CJ(A:- N A,',:f)) = *
i=0

1=0

I

Por otro lado,
m
JAinA4;, c 4,
i
y
JAinAyg = AxXn(4oUA1U...UAR)
=0

= AN (AU (A1NARU...U (A, N(AGNATN...NAS )
= (AfNAp)U...U(ArsNA,NAFNAIN...NAS_,)
= (AXNAYU...UASNAR_1NAFNATN...NAS )

m—1
= JARnAinA§N...n AL,
i=0
Entonces.
m~—1
* SP(A)+ Y P(ARNANAGN...NAL,).
1=0
Por lo tanto,

m m—1
P (U A,—) <SP(AR)+ ) P(AjNnA;NAGN...NAZ ).
i=0 1=0

Observemos que
AiNAJNASN...NAL, = AinA{n...NnA¢,

= {an(t;) >z} N {an(t1) <z} n...Nn{a(ti-1) < z}.
Entonces, podemos descomponer cada conjunto A; N A§N ... N Af_| en

conjuntos finitos, de tal manera que las variables discretas an(t;), j < 1,
tomen valores especificos @y (t;) = ;. Entonces,

P(A5 an(t;)) = 2 0<j<4)
= P(A:: | ﬁﬂ{tj) =T iy = é)P(d’n“j) =I;: 0<;< i)
= P(/-l:; I dn(tt‘) = .I',')P(fl“(tj) = Ij; 0< J o !)
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La dltima igualdad se debe a la propiedad de Markov de a,. Ahora su-
pongamos que z* ha sido escogido de tal manera que las probabilidades
condicionales son menores o iguales a una constante c. ¢ < 1. Entonces

P(AS, an(t;) =255 0 < j <i) S cP(anltj) =2;: 0<j < ).

Asi,
P(A;fﬂA,ﬂAﬁﬂ‘ﬂAf_l) S C Z P(dn(f;)=-lJ}

b o P )

cP(A;NAGN...NAS_ ).

Se sigue entonces que

m m—1
P(UA,—) < P(Ay)+c > P(ANAGN...N AL )

=0 i=0

m

P(A}, )+.:ZP(A PYASR o TAR )
1=0

= P(A) + cP (U A,—) ,

i=0

AN

IA

Factorizando y despejando se tiene

P( sup ap(t;) >I) < TL—P(&,,( ) >xt).

0<i<m

SP(AL).

Dicho en otras palabras,

Observemos que el lado derecho de esta desigualdad no depende de la parti-
cion, asi que si hacemos tender tender la norma de la particion a cero. esta
desigualdad se siguira cumpliendo. Ahora, puesto que a, es continua por la
derecha y tiene limites por la izquierda,

IP( sup an(t) > z) < %P(dn(a) > @)

0<t<a 1
Queda por investigar las condiciones sobre x* < r que garantizen

PA | am(ts) = z:) < c.
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Para cada z; > x,

P(An | an(ti) = z:) = Plan(tm) < z° | an(t:) = 1)
== P(\/—ﬁ(pn(tm)_zm)gr‘l \/H(Ei“i}“f‘i)=-f})
= PnFy(tm) < Vnz* + nty, | nF,(t;) = Vnx, + nt,)
= P(ﬂpn(tm) < \/7';-'1"»',l + ity | ’T-Fn(’r) =N)=+*

donde N = \/nz; + nt;.

Por otro lado, recordemos que F), es un proceso de Markov tal que

LnFn(t):to < t|nFa(to) = k)

C(k+ (n—k)ﬁ‘n_k [%] o t).

Aplicando este resultado para F, con t = t,,,to =t; y N = k. se tiene
‘C(”Fn(gm) it < b | nFn(Cz') = N)
_ tm — t;
c (N +(n—N)Fn [ ' ] it < r.m) :

1=
Entonces,
- tm — -
* = PIN+(n—-N)F_n =i < /nz* + nty,
L ]

P ((n - N)Fn h" _:,i] < Vnz' +nty, — \) -

Por lo tanto,

P(A} | @n(t;) x;)

Il

= P ((u ~ N)Fo_n [u < Vnr' =nt, — \) N
1-%
donde N = /nz; + nt;. Pero
" 1—-tm wtm =1
\/ﬁr‘+mm—-N=\/1_1[.r —r— ]—}—{n—:‘\\—l——f.
— b — 1

Entonces, la probabilidad del lado derecho se escribe ahora

- ( "t "k_' _.f‘. po _ ]"rnr
[P{(H _ I\'r)F"—,’\' (ﬁ) - (n - N) l“_ (11 < n [J‘ - .i',‘_l = } }
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Ahora, puesto que x; > I, se sigue que

1 —tm

Vvn [.r‘ -z 1__ e ]
< vl -1 -a))

La dltima desigualdad se debe a que Il—:f—: > 1 —a. Escribiendo z* = z(1 — §)
con a < 8/2, se sigue que

Vilz® —z(1 - a)]

IN

L=t
\/F—l[l“—l’i n:|

1 -4

vafz(l - 0) - z(1 - a)]
Vale(a - 9)
Vnz(=8/2) = —/nzd)2.

IA

Bajo estas condiciones se tiene ahora

P(dn(tm) s8 I a’n(ti) = -7:1')

< P ({n —~ N)Fa_n (%) - (n- N]% < - m:é/2)
tm -t tm . t:’
T e - N o
- nx?d?/4 (n=N) 1-t [1 1—¢ }
I - tm o t[
< ————(n—-N 1
- nr26?/-l(n ) 1 =14

La segunda desigualdad, se debe a la desigualdad de Chevichev, ver apéndice
B.2.1. Ahora, debido a que ¢, < 1, t,, — 1 < 0. Entonces se tiene nt;(t,, —
1) = N(tm — t;) < 0. Desarrollando y agrupando terminos nos lleva a la

desigualdad
(n = N)(tm = ti)
g A e
n(l —t;) ==
De aqui se sigue que
4(n — N)(tm — t;) & 4a
nr?262(1 —t;) — 2262

TRy . 9 .
Por tltimo, si suponemos 8a < x242, entonces ;‘;’g’g < % Se tiene entonces

que

1
P(an(tm) < 2° | @n(ti) = 23) < 3"

2.9.1. Lema. Supongamos que se cumplen la siguientes condiciones
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() a<d/2
(ii) 8a < x242.

Entonces,

IP'( sup @n(t) > x) < 2P(an(a) > x(1 - 4)).

0<t<a

Demostracién: Ya demostramos que

_ 1 _ ¥
P (Dsup an(t) > :1:) < mﬂ’(an(a) > '),

<t<a

Entonces, haciendo ¢ = 1/2 y z* = z(1 — ) se obtiene lo deseado. O

Por supuesto que también se cumple la otra cota:

]P( sup —an(t) > ..‘f:) < 2P(an(a) < z(l - 4)).

0<t<a

Asi, con las condiciones (i)-(ii) del lema 2.9.1, se tiene

]P( sup |an(t)| > a:) < 2P(|an(a)| > z(1 - 4)). (2.24)

0<t<a

Ahora daremos una cota para el médulo de oscilacién &,. Para ello, nece-
sitaremos el siguiente lema

2.9.2. Lema. Sin se distribuye Binomial con pdarametros 0 < p < 1 y

n € N, entonces para cada z > 0,
P(in — npl > 2) < 2exp—npl(1 + 2/np) In(1 + 2/np) — 2/np).  (225)
Demostracién: P(|n — np| > z)

= P(n—np>z 0o n-np<—2)
P(n—np>z2)+P(n—np<-2)

=i ()] o [t ()]
exp[_%p{l—p)d (np P i =p) \n(i-p) /)"

I

IA
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La ltima desigualdad, se debe al lema 2.8.5. Ahora observemos que

22 £ 22 z 2 N2
_2np(l-p)w(55) B _2np(l~p)2h(l+$)/(@)

_mw, (1 +_z_)

l1-p np

Ilf)p[(l + z/np)(In(1 + z/np) — 1) + 1]
= —1?’;’[(1 + z/np) In(1 + z/np) — z/np|

—np[(1 + z/np) In(1 + z/np) — z/np).

A

Analogamente,

22

_2“'11!:'(1—1!:')7’L

Aplicando exponencial las dos desigualdades obtenidas. se obtiene el resul-
tado. O

(?1(15— p)) < —np[(1 + z/np) In(1 + /np) — 2/np].

Si definimos y = z/np. obtenemos para el exponente en (2.23) la siguiente
expresion
—np[(1+y) In(1 +y) —y] := H(y).

Observemos que
v
H(y) = —np/ In(1 + z)dx.
0

El lema anterior tiene ahora la expresién

Y
P(lp—np| >z) < 2exp [-—ﬂp/ In(1 +.t'1d.r]
0

¥ ;
2exp [—np/ J‘Mdl} ;
0 .

Puesto que l"—(l:—” — lcuandoz |0,si0<d < 1.0<1-4< 1. Entonces
existexzy > Otal quesi0O <z <z5,1-4 < m“T”} e (1=d)r < In(l +a).

v y
/ (I = 8)xdr < / In(1 + 2)dr
0 0
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o equivalentemente

(1—-8)22  (1-208)y?
2(np)?2 2

v
S/ In(1 + z)dur.
0

Multiplicando por a esto iltimo por —np, se obtiene

B z%(1 = 4)
2np

> —any In(1 + z)dxr.
Asi, se tiene
P(jn — np| > z) < 2exp(—(1 - 6)2%/2np] si y < x5 (z < nprs)  (2.26)
2.9.3. Lema. Sean0 < a, d <1 y s> 0 tales que
(i) a < d/2
(ii) 8 < [s6/(1 +6))?
(iii) s < dzsy/na/d p.a. x5 que depende solo de 8.

Entonces,
P(@n(a) > sv/a) < Csa~'exp[—s*(1 - 6)°/2].

donde Cs = 6452,

Demostracién: Sea r = s\/a y R el entero mas chico tal que 1/\/@ <
d\/a/2. Entonces

(i el
Qn (E ‘f‘t) Hﬂl!(ﬁ};

g i‘I‘T — 0 l]'
On R f"ukR .

wpla) < max  su
n(@) < Ugigﬁ—logga

+ 2 max sup
0<isR-19<+<1/R

en efecto, recordemos que

wn(a) = sup |ay(t) — an(s)|.
[t—s|<a

Sean s,t tales que |t —s| <ay s <. Sea

[ i+
s € 2R |
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Entonces s = 4 4+ 7, donde 0 < 7 < ?l? Sea

jJj+1
te | =, — .a.
R R ] p-a. j
Entonces
t = s+3, donde 0<fB<a
] 1
= —1~+51+3 donde 0<8;<— vy 0<f@<a.
R R
Asi que
] i+1 i+1
te|=,—= te |—
E[R,R-H:] 0 E[R,R-i—a]
Entonces,
t=%+m 0<y<a o f.:%l-+'» 0<~v<a

Luego, si t = % +7, 0 < v < a, se tiene

lan(t) - Gn(s) < adq_aﬂéﬂ+ﬁdﬁ_dd%ﬂ

é’rtts) =0

< &u(r) - El’Ir'l(i)| +2

= ( +7)_0u( +2

Gnl +7) = an(5)|.

R R)’

De aqui se sigue que

sup |an(t) —an(s)] < max sup |@n(

Jt—s|<a 0<i<R-10<~<a

7+ 1) =)

(g5 +7) - an(}iz)l .

+ 2 ma.x sup
0<i< R—ID‘(T‘(I

Ahora, si t = ‘—';";.i + 7, 0 <~ < a, se tiene

i+1

laal ﬂn(_) d'n(s)

lan(t) — an(s)] < |a@n(t) — an(

|+
an(0) - an(S)] +

+1
n )_&

[P

136



2 El Proceso Empirico Univariado 2.9 Oscilacion de los procesos empiricos

+ [an(s) - an(z)

o i1 = Al o il 1 T
= Jan(E +9) - an(S)| + fan( + )~ anl)
'l 1
+ Jan( +7) - an(p)|.
Se sigue entonces que
i 1
i (t) — @ < i an(= +7) — @nl(s
|t§l;ir~)ga|ﬂn(} an(s)] < oS D an(g +7) — anlg)
i i
2 mi 79l 5 ey |
+ 05:3}5%#10;1‘?% an( +7) Qn(R}l
Esto tiltimo es porque
max  su d(i+l)d{i)< max  su d(i«l-) '(i)
—+=)- — —+71)—an(=)|.
ugsgn-lﬂgfg% "R'R "R _Ggng-loﬁfﬁ "R "R

Finalmente, de los dos casos con v = {, se tiene lo deseado.

Como

{Y+Z£J:}3{Y£ A }m{zs L }:

se sigue que

{Y+Z>I}C{Y>-—I—}U{Z> i }

Entonces

_ & .
P(@p(a) >z) <P (05%%—10551:-5

an(% + 1) —dn(%)

2 1+5)
= L 8 ox
ﬂn(ﬁ +7)— On('ﬁ)‘ > m)
)

T
< - Y ————r .
< RP (02‘32.1 lan(®)] > 17 +5) + RP (oét‘é’% lan(t)] > 2(1 + 5))

+ P[2 mix sup
0<i<R-1 OSTSTIF

La ultima desigualdad, se sigue del hecho de que &, tiene incrementos esta-
cionarios, asi que se toma t = 0, 7 = 0 y tomando en cuenta que hay R
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intervalos.

Observemos que

g T y r(l =4)
P(O.s_’}:ga |a, (t)] > : +J) <2P (|an(a)| > = ) ;

en efecto: se tienen las condiciones

(i) a < 8/2 por hipétesis
(i) 8 < [s6/(1 +)]? implica 8a < [syas/(1 + 8)]? = ()’ &%

y se aplica el lema 2.9.1. También se tiene

ox
Pl sup |a,(t)] > ——= ] < QP(
(DSrS% 2(1 4 9)

en efecto: se tienen las condiciones

_ =il ra(l —4)
““(“E)‘ * m) ;

LV =
(371

(i) a<é/2y _‘/l_ﬁ < dy/a/2 por hipétesis. Entonces < 9%‘-’- < "T &

]

Il

(ii) 8 < [s6/(1 + 8)]* implica & < [s6/(1 + 6)]*% < [s0/(1 —6)]2%°
2
[sv/as/2(1 + 8)126 = [yl &2,

v se aplica el lema 2.9.1.

Por lo tanto, se tiene

P(@n(a) > z) < 2R [IP (15,.(.3)] > 1—(11;%‘53) +P (’n,,(%] > ’;’[‘117;“))” .

Por otra parte

z(1 -5))

1/2/ & el :s‘\.r'ﬁ(l - 4)
e ]P(‘n (Fa) — )| > 2

1 =9

IP’(|nF}.(a) —na| > SR Hlﬂ(‘]df M) s

P(|an(a)i >

Il

Por otro lado, observemos que

sy/na(l - 4)

< narg,
[
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en efecto: por la hipétesis (iii) s < dzs\/na/4 = 53:5\/17_/2 \lultiplican-
do por 2y/na/§ se tiene 2s\/na/d < naxs. Luego, (1 — 8§)2sy/na/(1 + 4)
2sy/mna/(1 + 68) < 2sy/na/é.

Esta es la condicion para usar (2.26) y obtener

P (|nﬁﬂ(‘1) = flﬂ.! > ﬂ{_{_ﬁs)

1+4

IA

2exp[—(1 — d)s?na(l — 6)%/(1 + 8)*2na]
= 2exp[—s*(1-6)%/2(1 + 6)?.

Para la otra probabilidad

< P([nﬁ‘“(%)_ﬁb S\/I(i;()}\/l;—g)
La iltima desigualdad, se debe a que &2 > L= Luego.

sva(l-8) _n

(1+6)VR = R

en efecto: por la hipétesis (iii), y por la eleccién de R,

s<6:cg\/n_/4—'r6‘/_6{<%2\/_\/1_ I:/[

Se sigue que sy/n/VR < %a;s. Finalmente, 153 < 1, y esto lleva al resultado.

Esta es la condicion para usar (2.26) v obtener

= i syn(l —68) [ (1=8)sn(1-8)? 1
P10 (5) - 70 Srave) < 2o 0Tem
2exp[—(1 — 8)*s7/2(1 + 6)?.

Entonces,
Plwn(a) >z) < ’H{’e\ -(l —6} ) exp _M }
Wi = l = e ] 2{1 . ‘i".’
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s2(1-6°] _ 8(1 - 9)°
sRew |-t ay7) = 8Rew |31 =gz

s2(1 - 0)° 2,-1 2 5
8Rexp [_T] < 646~ exp[—s*(1 — §)°/2].

IA

La tltima desigualdad, se debe a que §y/a/2 < \/——. elevando al cuadrado
y despejando se tiene R — 1 < 4/6%a. Entonces,

4 4 4
= 1 i = == -2 —I.
Rz a +1< a + a 80 “a

O

2.9.4. Teorema. Para todo € > 0 y para todo 1 > 0, existe a > 0, tal que
para toda n > ng(e,7),
]P((Du(&) > 5) <.

Demostracién: Sean § = 1/2 y s = a~ /4. Entonces, las condiciones (i)-

(iii) del lema 2.9.3 se satisfacen para una a > 0 suficientemente chica y n
suficientemente grande. Esto es

(i) a<6/2=1

(ii) 8 < [a=Y4(1/2)/(3/2)) = [a~/4/3]* = 1/9/a
(iii) a/* < {z5v/na/4.

Entonces

P(én(a) > sva) < cyppa= expl-a'2(1/2)°/2)
= c1pa” exp[—a~1/2/64).

Es claro que para toda n > 0 y toda € > 0, podemos elegir una a > 0
suficientemente chica, con € > a'/4, de tal manera que

c1j2a” " expl—a~V?/64) <9
Por otro lado, observemos que

{@n(a) > €} C {@n(a) > 3\/&}‘
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en efecto: siw € {@n(a) > €} entonces @y (a) > € > a'/* = s\/a. Por lo tanto

w € {wn(a) > s\/a} y
P(wn(a) > €) < P(wn(a) > sva).

Se sigue entonces que
P(wn(a) >¢) <.

0

2.9.5. Teorema. Ver [14]. Sea (an) una sucesidn que converge a cero
cuando n — 0. Supongamos que se cumplen

(i) Ina;! = o(nay,)

(ii) 32,510y <o  para alguna v > 0.

@n(an) = O(y/anInay') con probabilidad uno.

2.10. Cotas exponenciales

Entonces

En esta seccién daremos algunas cotas de probabilidad para sumas de va-
riables aleatorias independientes, ver Hoeffding [6].

Sean Xi,..., X, v.a.i., no necesariamente provenientes de la misma distribu-
cion. Definamos

n
SC=ZX1-‘ S = S/n
i=1
n
p=E(S) =n"1) E(Xy).
i=1
2.10.1. Lema. Para todae >0 y toda h > 0,
n
P(S - > €) < e~ hine+ES) [T Eeh e,

=1
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Demostracién:
P(S—pn>e) P(S - E(S) > ne)

P(S = ne + E(S))
e~ h(ne+E(S)gehS

n
o—h(ne+E(S)) H EehN

i=1

I

La desigualdad, se debe a la desigualdad de Chernof, ver apéndice B.2.2. y
la dltima igualdad, es por la hipétesis de independencia. Esto completa la
prueba. O

2.10.2. Lema. Seaa < X <b yh € R. Entonces.
- b—E(X E(X) -
EehX < ( )eha + (X) “ehb‘
b—a b—a
Demostracién: Observemos que
ohX — hiathi=te

Sea b X %
- -a
UX)=h I} b,
(X) h=a ity b—a
entonces [(a) = ha y [(b) = hb. Ahora, si definimos f(x) = e” entonces f es
convexa y por eso

b—X X—a,, _  peXgpd-u
f(hb—aa+hb—ab) = et b
< 22X fha) + 222 f(ht)
—a b—a
_ b—X ha X—I’I hb
= Ta » F=a®

Por lo tanto,

eh%a+h;’\;~;‘:‘b ‘S b — Xeha . .r\ = aehb,
b—a b—a
Finalmente, aplicando esperanza obtenemos
- b—E(X E(X)—-a
EehX < (X) ha  E(X) —a ny
b—a b—a
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.10 Cotas exponenciales

2.10.3. Lema. (Hoeffding). Sean X,..., X, independientes con () <
X; < 1. Entonces, si0 <e<1—p,

rs-uza < [() " (o)

< e—nsﬁg(p) < e—2n£2‘

A

donde e . 5
g(u)z{@n“‘ s? 0<pu<l/?
m], si 1/2<pu<l.
Demostracion: Sea p; = EX; paratodo i =1,....n. Aplicando el lema
2.10.2, con a =0 y b = 1, se obtiene
EeMi <1 - i + ,u,-eh.

Entonces.
n

n
H Ee'X: < H(l — i + piel).
i=1 i=1
Luego, la media geométrica es menor o igual que la media aritmética. ver
[3], esto es,

n 1/n 1 n
[H(l _ﬂi+lheh)] < ;Z(l — M + piet).
i=1 il

Se sigue que
n n n
Iﬂl—m+uwﬂ5[$§:U—ur+m@4 = [1 - p + pe)".
i=1 i=1
Aplicando el lema 2.10.1, se tiene

P(S—p>

n

n
) S e—h{nE+E(S]) HIEEJL\',
=1

S e—hl’l(E‘i‘ﬂ)[(l —p+ “(‘h]]"
[e""‘(“‘“}(l — o+ urh)] .

Por lo tanto,

PS—pu>e)< [t-.'_"'(”“}(l — i+ ,m;’)]”
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2 EI Proceso Empirico Univariado 2.10 Cotas exponenciales

Sea n
f(h):= [P —xz+-ue“ﬂ

Derivando esta funcién encontramos que

(e +p)(1 —p)
(I-p—e)p’

es un minimo de f. Sustituyendo este valor en f obtenemos

) = ( (1—p—eu )”*‘ (1 PR (e u))]“

h=1In

=Wk +e) = -0
e A e A (S (CEaDAY
- _((l—u)(u+6)) (1 T )

= -s+.u l-—p—¢ )Eﬂ‘( 1 —p "
“ ((1—u)(u+£) l—u—E)J

[ u e+p 1—p 1-p—€]™
B (#+€) (l—u~s)

P 4 o 1 l—pu—e n
(u+5) (1—u—£) '
Definamos

Olo = (1) y It (1onme)

Por lo tanto,

PS-p>e)<

g2 m 2 1 —p
Entonces,
+e L sifi=
—ne’Ge,u) = -n(p+e)ln (p;—t) —n(l—p—¢)ln (—]-:%E)
n(pte) _ n(l—p—e)
= m( # ) +m(—l—ﬁ—)
p+e l-p—c¢
— ln H )u+€ ( 1 o ﬂ )I_H‘E "
p+e 1—pu—c¢

por lo tanto

e 1-u—€]™
c—nsz(-'{e.nl o= B G _l_—'u :
I + £ 1 - H—E
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.10 Cotas exponenciales

¥
P(S— 4> ¢) < emClEw),
Luego, —5—60(?‘)
1 201 — c
£ € 1—pn £ n+e
Ent.onces.e—z%ﬁ—'i‘—)
‘) _— = r) =
(I_M)ln(l_;)_(l_;@iﬁ)ln(l_ € )
€ 1—p € pu+e
- (i) ()
1—pu ute
donde

H(s)z(l—z)]n(l—s); 0. 8],

En nuestro caso: 0 < 1= < 1y 0 < ;57 < 1. En general, expandiendo H(s)

en su serie de Taylor sobre |s| < 1, se obtiene

_ 2 1\ o (2 1\ 4 3_1)_4
H(s)—2+(§—§)s+(4 3)3 +(5 1 R

H(s) es creciente en 0 < s < 1, debido a que todos los coeficientes de la
serie son positivos. Asi

X&) o4 o, yebiosi H E)-H = ol
de 1 —pn p+e

Debido a que H es creciente, se sigue que

£ e
> ]
l—-pu pu+e
o lo que es lo mismo
e>1-2u.

Por lo tanto, si 1 —2u > 0, i.e., p < 1/2, entonces G(z, 1) alcanza su minimo
en ¢ =1 — 2u. Entonces G(g, 1) es igual a

p—1-2p pu+1-2p 1—p—(1-2u) 1—p—(1-2p)
= 1 : In
9(w) (1 —2p)? " I i (1= 2p)? I —n
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2.10 Cotas exponenciales

1—p 1—p Iz

In

In £

w o (-2pu)2
1 —p n

(1 —2p)?
= 1-u ]

1—-p
1 —pu

T

Por lo tanto,
1

1 —2u

lnl_

g(p)

Th-zmz "

u

|
si 0<p<;;.

Ahora, si 1 —2p <0, i.e.,, 1/2 < pu, entonces G(e, i) alcanza su minimo en

& = 0. Por otro lado, expandiendo G(e. p)
G(e, p) es igual a

en su serie de Taylor, se tiene que

L & 2% 2 1 R L 1\a,
2\1—p p 2-3\(1—p)2 pu? 3-4\(1=w)?® w2} 7
Entonces,
1 1 1 1 |
— . = = —— e I —— 1 A :

=000 =3 (v +5) ==y S 3<<!

Por lo tanto.
1 1-p %
glw)= inf Geu)=3 ™% sl 5% i
0<s<l—p m, sl l/_) S IR j B

Se sigue que g(u) < G(e,p). Multiplicando por —ne

~

—ne2Gle ) < E-nz?_qlp}l

—ne2G(e. ). Entonces,

P(S -y >¢)

IA

(5

= e

Por iltimo. veamos que

g2 se tiene —n=2g(u) >

)]

n
1—p
l—pn—e

g(p) > 2.

Sill2<u<l, gp)= 2;,(1]—#}'

Derivando g(u) encontramos que p = -; es

un minimo para g. Luego. g(1/2) = 2. Por lo tanto.

g(p) =2 para
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2 EIl Proceso Empirico Univariado 2.10 Cotas exponenciales

Si0 < < 1/2, g(w) = 257 In 2. Luego, g(u) > 2si,y sélosi = In 122 >
2. Despejando, encontramos que

1_ s e0-2m
Iz -

lo cual es cierto para 0 < u < 1/2. Por lo tanto,

( 1 )j.t+£ ( 1 - )l-—;e—:‘ L
u+te I'—fi—e€

e—ne’G{s._u) < e—-nezg(ul < (:’_2““':-

IA

P(S—pn>e¢)

O
La desigualdad de Hoeffding, se puede extender al caso en que las cotas para
las X, s varian.
2.10.4. Lema. (Hoeffding). Sean X,.... X, v.a.i. con a; < X; < b,.

Entonces. para toda € > 0,
y 2n2e? ]
P(S—pu>e¢)<ex [——;r———,
( & ) P 2 i1 (bi — a;)?

Demostracion: Sea y; = EX; para todo i = 1,...,n. Aplicando el lema
1.10.1, y por la hipétesis de independencia se tiene

n
]p(s" —u>e) < e—hne—hE(S} HECJ;.\'.

i=1

n
E—-‘mse—hE(S] H ]E('.h X
i=1

n n
_ e—hn:‘ H e-—-hE.\'. H ]EEJI X
i=1

1=1

— e-—hue H ]Eeh(.\,—E,\,}_

Ahora, por el lema 2.10.2,

]Eeh{.\', - ) as e—ﬁp,iEeh,\',
i b; — u; 1 — @y .
€ g Bighai 4 Bi~ % hb, para todo i=1,.... n.
b,‘ —Q; b,‘ — Qj

Definamos
L(hi) :== —hip; + In(1 — p; + pie™).
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.10 Cotas exponenciales

donde Ca
hi =h{b; —ai;) y pi= ’:' .
Rl (4
Luego,
e.‘.’.(h.‘) — —h,p.(l — p;i + pie h.)
-h{b -a; }-,;l—-;;t =5 _|_ Hi — a4 h(b —a;)
b — i bi — Qi
_ e"h{'“'_“‘) bi —a; — i +a; + Mi — @4 h(b —ai)
b — a; b; —a;
. Ui — i i — a;
= ot (YT e | PTG )
3 (ba — 4 i bi —a; )
Asi que

EeMXi—wi) < eLthi)

Observemos que

t pl P;
L) = —pt ——r
(h) S v +pse" 1 —:0)6“" + pifeh

pi
—) + —_—
P T pe ™ +

pi(1 — pi)e™
(1 —pi)et +pi]?

Luego, L"(ht-) es de la forma u(1 — u) con 0 < u < 1, en efecto,

L' (h) =

Sea
Pi

U= e,
(1-pi)e™ +p;

Entonces, 0 <u <1y

u(l —u)

(1 —px)f’"‘ + pi ( (1 sz)e"‘* +p)
( (1- P:}e ' )
(1- p)e"" +p, —piJe M +p;
pi(l — pi)e”
[(1 — pi)ehi +P:'F'
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Luego, si f(u) = u(1 —u); 0 < u < 1, entonces f'(u) = (1 — u) + u(-1) =
1—2u=0si,ysélosiu=1/2. Ademas f"(u) = —2 < 0. Por lo tanto, f(u)
alcanza su maximo en u = 1/2. Como f(1/2) = 1/4, se sigue que

" l
L (k) < i

Por otra parte, L(0) = 0, L'(0) = 0y L"(&) < } p.a. 0 < & < h;. Luego

entonces

L(h;) = L(0)+ LI(U)hl = L—(g‘:)ﬁ donde 0 <& < Iy
1h} 1, 32
S Z?—gh (b;"ﬂ.l) i

Por lo tanto,
Eeh(Ni—t) < oLlhi) < oxh*(bi=a:)?

¥
= 1 n
P(S—p>¢) <exp [—)‘ms + §h2 > (b - a,-)?] s
i=1
Por tltimo, si definimos g(h) = —hne + §h* Y7, (b; —a;)?, encontramos que

4dne

h==———:
’ i=1(bi — ai)?

es un minimo para g(h). Evaluando este valor en g, obtenemos

(ho) = ex [_ 4n%e? P 2n%e? ]
ST PTG —wP T St - )’
n
= exp [—2?1252/2(5;' = a:‘)z] :
i=1
Por lo tanto,

P(S—pu>c) <exp [—21’1262/ i(fh‘ = af)z] :
i=1
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2 El Proceso Empirico Univariado 2.11 La funcién caracteristica empirica

2.11. La funcién caracteristica empirica

Sean Xy, Xa,... v.a.i.i.d. con funcion de distribucion F. Denotemos con

U(t) = /e‘“dF‘(I), teR,

la funcién caracteristica de F'. La funcién caracteristica empirica esta defini-
da por
Un(t) = / e*dF,(z), teR.

El siguiente resultado, muestra la convergencia uniforme entre v, v .

2.11.1. Teorema. Sea E|X:| < co. Entonces, para cada a > 0 finito,

sup [n(t) = V()] = 0 c.s. [P,

|tI<a

Demostracién: Sea t de la forma +k/n, donde k < [na] y £ > 0. Como
E[tn(t)] = v(t) entonces, por la desigualdad de Hoeffding.

P(|¢n(t) — ¥(t)] > &) < c1exp[—cac?n].

Por lo que

> P([wa(t) - v(t)] 2 €) < crexp[—caz?n].

n=1 n=1

Observemos que

oo [e <]

2 2R ")
z —ewN Z( e ) < oo puesto que 0 < e < 1.
n=1 n=1

Por lo tanto,
o0
STP(lwa(t) — u(t)] > €) < oo
n=1

Aplicando Borel-Cantelli, obtenemos

P(limsup |, (t) —¥(t)] 2 ) =0 para toda = > 0.

n—oo
Se sigue que

P(limsup [ (£k/n) = v(£hk/n)| = £) =0 para toda = > 0.

n—oo
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2 EIl Proceso Empirico Univariado 2.11 La funcién caracteristica empirica

Por lo tanto,
sup |¢n(tk/n) — ¥(xk/n)| - 0 cs. [P

0<k<[na]
Ahora, para una { arbitraria (digamos { > 0), existe k& < [na] tal que
[t — k/n| < ﬁ Observemos que

[(t) — (/) ' [t et

= K
< f‘etf.z ot

o0 " 1
. tz)
e’”=z(t 2) =1+itr+ R,

dF (x).

Por otro lado,

]
j=0 ¥
y
©_ (ikg) i
b itx k
etn?® = E (n'l} =1+i—z+ R».
; 7! n
J=0
Entonces,
itr _ i-r| _ O E _
e ent| = litx i~z + (Ry — H»)

Il

la| [t — k/n| + 0(1/n).
Por lo tanto,
() = w(k/m)] < ¢ [ laldP(@)/n = 0(1/n)
Analogamente
[0 (®) = (/) < ¢ [ lal dFa(e)/m = 001 /)
Luego,
Wn(0) = (O] < [6n(t) = Galk/m)] + [n(k/n) — Glk/m)| + [6(k/n) — ()

— 0(1/n) + én(k/n) — w(k/n)] +0(1/n)
0(1/n) + |Yu(k/n) — v(k/n)|.

Entonces

§

sup |[n(t) —v(t)) = 0 cuandon — oo c.s. [P].
lt|<a



Capitulo 3

Estimacion no paramétrica

3.1. Estimacion de la densidad

En esta seccién daremos una breve introduccién a un estimador empirico
fn de la verdadera densidad f. Este estimador fue propuesto primeramente
por Rosenblatt (1956) y Parzen (1962), ver [10] y [9] respectivamente. Sean
X1,..., X, una muestra aleatoria con funcién de distribucion F' y densidad
f = F'. Notemos que

Flz+%)-F(z—%)

lim

al0 @
_ o F@+8) - F@) - (P -3) - F(z)
T alo a
— lim 3(F(x+$§)—F(z)  3(F(z—%)-F(z))
al0 a2 —-a/2
L) Fas8) —Fig) ... Fla—3)=F(z)
= g |im a/2 L —

1. '
= SIF @)+ F )

1 i’
= =92
9..F (x)




3 Estimacion no paramétrica 3.1 Estimacién de la densidad

Podemos considerar a > 0, como una banda fija y estimar el cociente del

lado derecho por
Fn(I'i'%)_Fn(I_%)

@

falz) =

En primera instancia, debido a que F,, no es diferenciable en los datos, no es
posible tomar el limite de este cociente cuando a — 0. También observemos
que
Fiz+§)—Flz—%)

a

Efa(x) =
v, Varf,(z)
1 a a
= [Vaan(I +3)+VarFy(z - 5) - 2Cov(F(z + g), Fu(z — g))] :
Recordemos que

Vaan(I+g)=%F(x+ )1 -F(z+ = ))

VarFu(z - 3) = 3Fla - $)(1 - Flz - ),

Coo(Fu(e + ), Fale — 3)) = ~F(z = 5) = ~F(z + 5)F(z ~ 3).

Sustituyendo estos valores en Var f,(z), se tiene

Il

Varfal) (F(:r +3)-Fa-2)) (1-Fe+3)+F-3))

& L(F(I"'?) e 2))(I—F(x+g)+F(r—g))

na

f(=)

na

De la expresién para Ef,(z), vemos que f,(z) resulta ser un estimador
sesgado de f(x). Definamos

Sesgofn(z) = Efa(z) — f(2).

Si f es dos veces continuamente diferenciable, la formula de Taylor da:
(I2 I
Sesgofu(z) = 57f (2) +0(a"),
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3 Estimacion no paramétrica 3.1 Estimacion de la densidacd

en efecto, expandiendo F(y) alrededor de z se tiene

F(z)y—z)*  F"(x)(y-x)?

F(y) = F(z) + F (2)(y - 2) +

2 3!
Entonces,
f ay2 & a)3 ") (8
Ple+3) = P + )G + LG JOE, T @G,
a a "(z)(2)? i g 3 ")y
Fle-3)=F@) - fe @)+ TOW_TO@  T@EE,
Entonces
Bt il i
Fe+3) - Fa-2)=af@+ L% L ob

Por lo tanto

F(1‘+%);F(I_%) =f(¢)+%z}ﬂ?+ml-

Finalmente,

 Fa+%)-F-8)
B a

2
Efa(z) - /(a) — f(z) = 53/(2) + 0(a").

Una medida global entre la desviacién entre f, v f en r. es el error
cuadratico medio

ECM fy(x) = Sesgo®fu(z) + Varf,(z).

Ignorando los terminos del error, obtenemos
4
_ @ e fl@) 4 e
ECAM fu(z) = (24)2[}' (2))° + e e h(a).

Luego,

3 c dena® — s

h'(a) =daa” - 11{:2 =0 si y sélo si = 0.

na?

Despejando a en esta igualdad obtenemos

& 1/5
a= =cn 10,
Iney

154




3 Estimacion no paramétrica 3.1 Estimacion de la densidad

Como

2y
3 > 0.
Tar

h"(a) = 12¢;a% +
se sigue que EC'M f,(z) se minimiza en a = en™ /3.

El problema de esto, es que la constante ¢ depende de f. Por eso. el valor
de a es desconocido.

Una posible solucién a esto, es parametrizar la longitud de banda como
tn~Y/5 y estudiar a f, como un proceso estocastico indexado por ¢. En esta
tesis no se discutird este hecho.

Veamos que al menos hay una cota para el error estocastico. Para cualquier
longitud de banda a = a,, que tiende a cero,

Vitnfa(2) ~ Efa(@)] = a3 an(z + 5) - anla = S,

Asi que el valor absoluto, estd acotado uniformemente en r por

a7 n(an) = 0 (\/l—‘) .

Luego, para a = tn~1/5,
vinn
sup [fn(z) = Efa(2)| =0 (W -
I

fn se puede extender a una clase de estimadores mas generales. Definamos

K@) =115ty VER

Entonces se tiene,
1 I —
f) =3 [ K (L) Rty (3.1)

en efecto:

2 [l —

K (__g) = lz-g<py<aty)-

( 2 2

Luego.

i /h‘ (—‘2) dFily)
a . a

155



3 Estimacion no paramétrica 3.2 Regresion no paramétrica

1

= a/ {z=%4y£:+§}dpn(y)
1

= o[ (s si® = a5 ®) dF)
1 1

= 2 [ st = 3 [ Vo)
1 a 1 a

= afletg)-ghi-3)

= fn(x)'

La funcién K es no negativa y tiene la integral de Lebesgue

/K(y)dy =1,

La ecuacién (3.1) también se puede aplicar a otras densidades K. La funcién
K se llama el Kernell y el resultante, f,, es un estimador del Kernell.

3.2. Regresion no paramétrica

Sea (X.Y) un vector aleatorio en R¥*!, El modelo clésico que mide el grado
de dependencia entre X y Y es

Y=XT8+¢c. E(c| X)=0, Vare=0> < o0 (3.2)

donde 3 es el parametro de interés. Cuando se asume que ¢ sigue una dis-
tribucién normal, se deducen muchas cantidades de interés. Por ejemplo, se
puede calcular explicitamente 8 por minimos cuadrados.
Observemos que
E[Y | X] = E[XT8|X]+E[e]|X]
= XT3,

es decir.
ElY | X =2] =2"8.

Entonces, para conocer 3. es equivalente a conocer la funcién de regresién
m(z) =E[Y | X =z].

Se sabe de la existencia de m, debido al Teorema de Radon-Nikodym. En
regresion no parameétrica, la estimacion de m, es basada en una muestra i.i.d.,
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3 Estimadén no paramétrica 3.2 Regresion no paramétrica

sin hacer saposicién alguna, como en el modelo (3.2). Asi, sean (X;,V;),
1 <7 < nuna muestra i.i.d. provenientes de la misma distribucién que
(X, Y).

Para la estimacién de m, supongamos que = es un X-itomo, i.e., P((X =
r) > 0. Para este caso, m(z) esta dada por

1 .
m(r) = m —_— Y dP (33)

Oservemos que

ElVil x, -] = [{ _

Xi=r}

YldP ¥ E[l{.\'1=:}J:/ dP.
{Xi=z}

Entonces, la LFGN implica que con probabilidad uno

n Y Yil(x,—a — YdP
i=1 {X=z1}

Y x=a) = P(X =2).

i=1

Asi, definamos

siali) = Tic Yilix=) _ Xy Yil)(X)
" YiciYxi=r)  Limi 1{z)(Xi)

Por el Teorema de Slutsky, ver [12], obtenemos

mp(z) — m(z) con probabilidad uno.

Si z no es un X-itomo, no se puede aplicar (3.3). Para ello, cuando d = 1.
se propone reemplazar al conjunto con un solo punto {z} por un intervalo
(£ = @n. T + ay). En este caso,

Z:‘:ﬂl }/il{I—ﬂ..‘C.Y;£T+an} (34)
Z[:] [{I—Gn‘(.\-i£3+ﬂh}

my(z) =

(=0 siel denominador es cero).

an > 0 se considera nuevamente una longitud de banda, que tiende a cero
conforme n crece. Definamos

K(y) = 1—1.1)(y).
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3 Estimacién no paramétrica 3.2 Regresion no paramétrica

Entonces,

- T — X
K ( i) = 1{r_a,‘q.Y,Er+firr}‘

n

Entonces, la expresién de my de (3.4), se puede reescribir como
s
?tt K‘K (Ian )
Wiy == n —X
K (5255)

(3.5)

1=1 ap

Notemos que que en este caso, no se requiere que [ K (u)du = 1, como en el
caso de la estimacion de la densidad. La expresion (3.5) se puede extender
a Kernels K, mds generales.

Observemos que del numerador y denominador de (3.5) se tiene:
|2k (5] - e [ma S (552)
ol
Qn Qan
- E{E éw\' (I ;Y) IA’]}
= E{i-l{ (I;)‘ ) ElY | X]}

n

2 E{aiﬂm()()h' ("" ;Y) }

La segunda igualdad se debe a que X, Y tiene la misma distribucién que X,

v Y, para todai = 1,...,n. La tercera igualdad es por que a—l")’l\' (’n_—\

Il

es integrable, esto es:
r—X

/ : )‘dpgi/|y|dp<x,
an n

—YK (
La cuarta igualda, se debe a que ﬂ—l"K (%) es X-medible.

an

Asumiendo que X tiene una densidad f, la dltima expresion anterior se
escribe como

f_ mai“m(y}h' (——Ia"ny) f)dy = a7t f_ _mIWK ({:T“)dy

0
& f m(e —ayu) fo —apu) N (w)du.

—00
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3 Estimacién no paramétrica 3.2 Regresion no paramétrica

Cuando a, — 0, y bajo condiciones de regularidad para f v m. se tiene que
la iltima integral converge a

m(z)f(z) [ K (uw)du.

an ay
il |
[ (5) sy
—oo On
o0 T—
ot [ 1K (——) dy
—0 iy
o0
= / flz = apu)k(u)du.
-0
Bajo las mismas condiciones que antes, esta tltima integral converge a

1.f(z) f K (u)du.

Luego, si f(z) > 0, el cociente de las dos expresiones anteriores, converge a
m(zx) como se deseaba.

Por otro lado,

[nan Y K (

i=1

Il

Desde otro punto de vista, mp, es motivada por el hecho de suponer que
(X,Y) tiene una densidad bivariada g, como sigue

S yg(x, y)dy (3.6)

ElY | X] =m(x) = @)

donde
f(z) = / g(x, y)dy

es la densidad marginal de X. Denotemos

n
Hn(n,'l'_') :n_lzl{-\'.iu.\".ﬁl'}? u.v € R.

1=1

a la funcién de distribucién empirica bivariada de (X,.};). 1 < i < n.

Observemos que
at /]h( = ) ’(u)rf!f,,{:x.:'}
a, ay,
- _2]. i 1= ‘ )
- n Z[ ( ap ) ( y .
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3 Estimacién no paramétrica 3.2 Regresién no paramétrica

gn constituye la extencion para el estimador del Kernel de la densidad al
caso bivariado, con Kernel

Ko(u,v) = K(w)K (v).

a;sz/yh' (xa_,,u) K (ya;f)dﬂ,,(u,v)dy
[ () (o
- a;‘///{anwr v)K (Ia'n”) K (w)dwd Hy(u, v)
- a,:l//f((Ia;u)/(anw+v)h’(w)dwdh’n{u,v)
- a,;l]fk (I;“)({Jﬂ:)dﬂﬂ(u,v)

- a;‘/fmr{ (I‘;u)dH“(u,v)

1 z— X;
-1 Zl, = i
" n ‘h( a )

i=1 L

Ahora,

/ Ygn(z,y)dy

|
)

En la segunda igualdad se aplica Fubini, y en la quinta igualdad se considera
el hecho de que [ K(w)dw =1y [wK(w)dw = 0. Luego, si se sustituye en
(36) agyf,porgny

_ 1 4 M- X
flz)=ag ;;1\( = )

respectivamente, entonces se obtiene

_ Jygn(x,y)dy
L 7 7 I

la expresion de (3,5), como se esperaba.

Definamos
()
ik (52)
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3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

Entonces

my(z) = i Win(z)Y: (3.7)
i=1

3.3. Consistencia en regresion no paramétrica

Sea (X.Y) € R¥*! donded > 1y ||| denota alguna norma sobre R?. Para x
vyen R, zVy y Ay denota el mdximo y minimo de x y y respectivamente.

Ly=L(Q,F,P)={f:Q2 —R| f es medible y /mf dP < oo}.

Todas las variables aleatorias que se consideren se asumen estar definidas
sobre el espacio de probabilidad (2, F, P).

3.3.1. Definicién. Se dice que una sucesion {m,} es consistente en L,,
r 2l
mp(X) — m(X) en L.,

2.,

/ | ma(z) — m(z) [ dyu(z) — 0.

Aqui g es la distribucién de X y m(z) = E[Y | X = z] es la veradera funcién
de regresién. Asumiremos que E | Y |"< co.

En esta seccién se probara la consistencia de my, (z) = _I'_; Win(2)Y;, donde
la funcién de peso W, es de la forma

u;ill(l') = H"t‘ﬂ(ru Xl} i !Xn)s ]- S i S n.

La funcién de peso W, se llama funcién de peso de probabilidad, si es no
negativa y Y .-, Wi,(z) = 1. Consideremos las siguientes condiciones

(1)
E [Z | Win(X) | f(an < CEf(X),
i=1
paratoda f>0,n>1ypa C>1.

(ii) Para alguna D > 1,

P (Z | Win(X) |< D) =1,

i=1
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3 Estimacién no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

(iii)
i | Win(X) | 1{jx,-x)>e} = O en probabilidad. para cada ¢ > 0.
(iv)
_Zn: Win(X) — 1 en probabilidad.
(v)

max | Win(X) |— 0 en probabilidad.
1<i<n

3.3.2. Teorema. (Stone), ver [13]. Bajo las condiciones (i)-(v).
mp(X) - m(X) en L.
Para probar el presente teorema, necesitaremos una serie de lemas.

3.3.3. Lema. Bajo las condiciones (i)-(iii), y asumiendo que E | f(X) |'<

o,

E Y| WinlX) [l F(X0) = f(X) | —0.
=1

Demostracion: Sea e > 0 y h, una funcién continua sobre R? con soporte

compacto, tal que
E|f(X)-h(X)|'<e.

Esto es posible, debido a la densidad entre las funciones r-integrables y las
funciones continuas con soporte compacto, ver [7].

Como | f(X;) — h(X;)|"> 0, aplicando la condicién (i), obtenemos
E [Z | Win(X) || £(X0) — h(X) |*] < CE| f(X) - h(X) |'< C=.
i=1
Por (ii),

E [Z | Win(X) || F(X) = h(X) |’"] < E[D| J(X)~h(X)[]

i=1

DE| f(X)=h(X) ]|
= De.



3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

Esto muestra que solo necesitamos probar el lema para lunciones continuas
f. con soporte compacto. Asi, sea A = ||f||. Puesto que f es uniforme-
mente continua, dada ¢ > 0, existe d > 0 tal que

[z — x| <4 implica | f(z)— f(r1)]" <z
Ahora, como

I Wan(X) || £(X:) = F(X) 1
=1

Z | Win(X) [| £(Xi) = F(X) " 1y, - x)1>6)

+ Z“"m ) F(X:) = F(X) 17 Lx,-xp<6)-

Aplicando esperanza, la condicién (ii) y debido a la independencia. se tiene

[Z | Win(X) || £(Xi) = £(X) r‘J

= E Z|Hm{x)||f(xa)_f(x I" 1 \—\iiw}}

+ E Z | Win(X) || f(X3) = F(X)|" I{::.v,-.\‘llga}]
i=1

1A

E

Z | Win(X) [ (| (X)) |+ | S(X) D) l{il.\'.—-\‘lbo‘}]
i=1

E Z | u"in("\') l 5}
i=1

E [Z | Win(X) | (Qﬂ-f]rl{u.\',ﬁ.\'u>5'}] +eD

i=1

1A

= (Qﬂf)rE [Z | II,,,(X) I ]..[“J_\"__\'||>5}j| +:=D.

i=1
Luego,
n
i [Z | Win(X) | 1{“_\-’__\'“\.5}} — 0 cuando n — .
i=1
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3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresién no paramétrica

en efecto:
(1) Por (iii),

n
Z: | Win(X) | Lyx,— x>y — 0 en probabilidad.

i=1

(2) Por (ii),

n
> | Win(X)|€D pa. D>1 con probabilidad 1,

i=1
se sigue que
n
Z | Win(X) | 1{x,—x)>sy < D con probabilidad 1.
i=1

Aplicando el Teorema de convergencia de Lebesgue a (1) y (2):

E |:Z | Hfm(){) I 1{'[_)('_)(";,5}] — 0 cuando n — oo.

i=1

Finalmente, haciendo tender € a cero, se concluye que

E {Z | Win(X) || f(X3) — f(X) I"J — 0 cuandon — oo.
1=1

O

3.3.4. Lema. Bajo las condiciones (i)-(iii), sea {W,} una sucesion de
pesos no negativos, tal que para constantes no negativos My, y N,

n
P (M,, <Y Wn(X) < Nn) - 1L

i=1
Sea f una funcién Borel medible no negativa sobre R? tal que Ef(X) < oc.
Entonces
liminfE Y Wi (X)f(X;) > (liminf My)Ef(X),

n—oo .
=1

limsupE Y~ Win(X)f(X;) < (Ifmsup Na)Ef(X).
n—00 =1 n—o0
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3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresién no paramétrica

Demostracion: Definamos
An = { My <3~ Win(X) < Na }.
i=1
Supongamos s.p.g. que M, < D. Entonces

My — Dlag <)~ Win(X) € No+ Dlag,

=1

en efecto: Sea w € (), entonces w € A, ow € AS.

Siw € A, entonces Dlgc =0y,

n
My — Dlgg <) Win(X) < Ny + Dlg.

i=1

Siw € A entonces D1gc = D > M, y,

My —Dlag, S0 ) Win(X).

i=1
Por lo tanto,

M, — Dlag <) Win(X).
i=]

Por otro lado, Como w € A§; entonces
n n
S Win(X) <M 0 Y Win(X) > N
i=1 i=1
Si Y-, Win(X) < M, entonces
n
> Win(X) = My <0< Ny + Dlyg.
i=1
Por lo tanto,

) Win(X) < Nn + Dy,

=1



3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

Anolagamente, si ) 1| Win(X) > N, entonces

n
> Win(X) < Np + Dlgg.

=1

Por lo tanto,

n
My — Dlag <) Win(X) < Ny + Dl

i=1

Entonces,

Mof(X) = Dlag f(X) €Y~ Win(X)f(X) < Nuf(X) + Dl f(X).

i=1

Aplicando esperanza, se obtiene

M.Ef(X) - DELag f(X) < E[iwm(.\')f{.\ﬂ

=1

N.Ef(X) + DEL . f(X).

IA

Como
P(M, < i Win(X) < Na) = P(M f(X) < i Win(X)f(X) < Nof(X)).
=] i=1
entonces
P(Mn f(X) < Xn: Win(X)f(X) S Nuf(X)) =1 cuando n — oc.
i=1

Por lo tanto
Elgc f(X) =0 cuando n — .

Entonces,
liminfE [Z Hf'm(X}f(X)J > (lilrlinf MOES(X)

n—oo ;
i=1

limsupE {Z Wi (XD f(X )} < (limsup N)ES(X).

n—og n—2x
=1
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3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

Luego, como E | f(X) |= Ef(X) < oc. aplicando el lema 3.3.3, para r = 1
se tiene

EIZ” (X)(f(Xi) = f(X) |I<E i]:FWsn(X)IIf(-’fJ—f(X)I - 0.
Por lo tanto,
ﬂ]EEo]Ein(X)f(X,-) - u]ggolaij Wi (X)f(X).
i=1 i=1
Entonces

lim inf E > Win(X)f(Xi) 2 (Iim inf AL )ES(X).

i=1

Ilmsup]EZ Win(X)f(X:) < (Iimsup N,)ES(.X).

n—oo n—oo

O

3.3.5. Lema. Bajo la condiciones (i)-(iit), supongamos que para algunas
constantes M, y N,

(M,, < Zn,-n Xy < ;\) = 1,

Entonces, para toda funcion [ p-integrable no negativa.

o W > (imi T
lim inf E Zum > (lim inf AL)ES(X)
y! R _
n
limsupE Z i‘l',-i()()f(.\',-) < (limsup N, )Ef(.X).
n—oo . n—oao
Demostracién:
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3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

(1)

E

> Wan(X) | (| Win(X) | £(X3))

i=1
CE[| Win(X) | F(X)]
CE[Df(X)] = CDEf(X).

E [z | Win(X) | f(xi)}
i=1

IAIA

(2) Sabemos que
n
> [ Win(X)|< D con probabilidad 1.
i=1
Entonces,

S IWAX) [+ | Win(X)Win(X) |< D*  con probabilidad uno.
1=1 i#]

Entonces,

n
Z | W2/(X)|< D* con probabilidad uno
=

P (il Wi(X) < Dz) =1,
i=1

(3) Como los pesos son < 1, entonces

n n
STIWRX) | Ly, —xiser < D | WinlX) | 1gixi-xpi>¢)-
=1

i=1

y esto tltimo converge a cero en probabilidad por la condicién (iii).
para cada € > 0.

Asi, se cumplen las condiciones (i)-(iii) reemplazando C, D por CD y D?
respectivamente. Entonces, aplicando el lema 3.3.4 a {W?2}, se concluye la
prueba. (]
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3 Estimacién no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

3.3.6. Lema. Bajo las condiciones (i)-(1i), para toda funcion Borel medible
£
n

z | Win(X) | Lipxn=f(x) > — 0 en probabilidad, para todas > 0.

Demostracién: Sea ¢ > 0. Supongamos que f estd acotada. Entonces
existe M > 0 tal que | f(X) |< M. Se sigue entonces que E | f(X) |< oo.
Aplicando el lema 3.3.3, se sigue que

E [Z | Win(X) || £(X:) = £(X) I] -0,
i=1

ie.,

E [Z | Wan(X) 1| £0X0) — (X) ﬂ = [ = 1w 1 1060 - 100 P
i=1 =1

= [ S| WanlX) 1| £(X0) = £(X) | P
{If(XD)=F(X)>e} 1o
+ Wi (X) || F(X;) = f(X) | dP — 0.
/{lf(,\:>~f(x)|5s}§| IS SN
Entonces.
i’ S Win(X) || £(X:) = £(X) | dP — 0.
{IF(XD=F(X)|>e} 5o

Por otra parte,
T
E/“Z | Win(X) | Lpex,)-1(x) |56} 4P
i=1

n

= sf > | Win(X) | dP

{FIXD)-F(X)>} i

f{ D1 WinlX) [l £(Xa) = £(X) | dP.

FXD)=-f(XN)==} 15

IA
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3 Estimacion no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

Por lo tanto,

n
E[z Z | Win(X) | 1{f['\‘ll_f(l\')|>g}(fp 0.
i

Se sigue que

Z I ”m(X) I 1{}'(_\'_)_1(_\')|>5} — 0 en probabilidad.

Para una f arbitraria, sea Al > 0 tal que P(| f(X) |> Af) < 4. Definamos

F=({AM)V(-M).
Si | f(X;) |< M entonces f = f. Entonces f(X;) = f(X;). Se sigue que
{£(X:) # f(X)} € {| f(X:) |> M}

Luego.
n
> 1 Wan(X) | Y poxi-fexyise)

i=1

n n
< Z | Win(X) | Ipx)-fix)>e) Z | Wan(X) | Lifxrix)

=1 i=1

n
+ DI WanlX) | Lpxomreny-
=1
Por un lado.

n
Z | Win(X) | 17x,)-f(x)j>e} — O en probabilidad porque f es acotada.
i=1

Por la condicién (i)

E Z‘”’m(-\'”‘{f:.\'.l#f(,\:)}} s CE [IUL\')#!(-\‘J}
i=1
= CP(f(X) # [(X))
< CP(| f(X)|> M) < C6.
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Por la condicién (ii)

& Z“Vm(x)tl{f(-\')#f(-\')}] < E[Dljnupin]
i=1
= DP(f(X) # (X))
< DP( f(X) |> \I) < D5,

Haciendo tender é a cero se cocluye que

n
z [ Win(X) | 1gpx)-f(x)1>e — O en probabilidad.

=1

Cl

3.3.7. Lema. Bajo las condiciones (i)-(iv), supongamos que f(X) € L,.
para alguna r > 1. Entonces.

> Win(X)f(Xi) = f(X) en L,
=1

Demostracién: Por la condicién (ii).

(| Zn: Win(X) | -f-l) < (i [ Win(X) | +l)
i=1

1=1

|3 Win(X) =11

=1

IA

VAN

(D +1)"  con probalididad uno.

Por otro lado, sabemos de la condicién (iv)

n
Z Win(X) — 1 en probabilidad.
i=1

P (| > Win(X)-1[> 5) = 0.

=1

Ahora veamos que

[(gean) o
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3 Estimacién no paramétrica 3.3 Consistencia en regresion no paramétrica

en efecto, sea

A= { [iw,-,,()() 1> 5}.

r=/QH(§Wm(X}) —1} f(X)

Entonces

0<E [(Zn: w,;,,(X)) = 1} f(X) dP
=1

" f“(iwm()()) —1] 1) ap
A =1

+ [ (iw.-um)—l] J(x)| dp
ik i=1

<

/(Dﬂ)fmr)rdma]|f<X)|rdP
A 0

(D + 1)fﬁ | f(z) " dP +6E | f(X) [
(D + 1)E[| £(X) |7 1] +8E | f(X) " .

El primer sumando converge a cero porque P (}_'", Wi, (X) — 1 ["> ) — 0.
Luego, haciendo tender é a cero, se tiene

[(Z n-;-n(X)) = 1] f(X}’ 0 (58)
i=1

Asi, aplicando la condicién (ii). el lema 3.3.3 y la desigualdad de Hélder, se
tiene

E

E|) " Wun(X)f(X:) - f(X))| —0 (3.9)
i=1
Es claro que de (3.8) y (3.9), se sigue el resultado. O

Ahora si se tienen todas las condiciones para probar el teorema 3.3.2

Supongamos que se cumplen las condiciones (i)-(iv), y sea r > 1. Puesto que
E | Y |"< oo por hipétesis y por la desigualdad de Jensen,

E|m(X)"=E|E(Y |X)'<SEE|Y || X)=E|Y ['< .
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Por lo tanto
m(X) € L,.

Sea
Z;=Y; -E[Y; | Xi] = Y; — m(X;).

Entonces

> Win(X)Y; — m(X) [Z Win(X)m(X;) — m(X)

i=1 i=1

n
+ Y Win(X)Z;.
i=1
El primer sumando converge a cero en L, por el lema 3.3.7. Para la segunda

suma consideremos el caso r = 2. Por definicién de m, y por la hipétesis de
independencia, se tiene

n 2 n n
E lz w,-,,(z)z,} =5 E[Win(2)Wjn(2)Z: Z;]
=1

i=1 j=1

= 3 E[E(Win(@)Wjn(2)Z:Z; | X1, .., Xn)]
i=1 j=1

= ) N EWin(2)Win(@)E(Z:Z; | X, ..., Xn)]
i=1 j=1

Y E[WZ(2)E(Z? | X)) =) E(W2(x)h(X:)].
i=1

i=1

Por lo tanto,

n 2 n
E [Z w,-,.(X)za] =E [Z Wi X)h(x,-)] ;
i=1 =1

Por el lema 3.3.5,

n—og

limsupE [Zn: Vv’?,t(X)h(X,-}] < (limsup Ny, )Eh(X) (3.10)

1=1
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donde N, es tal que

() -
i=1

Ahora, por (ii) y (iv),
z W2(X) — 0 en probabilidad,
=1

i.e., N, la podemos tomar como N, = 4, donde § > 0 es cualquier niimero
real positivo. La expresion (3.10) del lado derecho es ahora dER(X). Por
tiltimo, haciendo tender é a cero, la segunda suma converge a cero y el teo-
rema queda probado. O

Observemos que
W:'n(X) = H'r—t’n(X; Ky )‘.n)

es una funcién medible para los vectores aleatorios i.i.d. X. X',..., Xn. En-

tonces se tiene
E[l Win(X) | £(Xi)] = E[| Win(Xi; X1y, X N | f(X)]

es por eso que la condicién (1) llega a ser

para toda f > 0. En particular, la condicion (i) se satisaface siempre que
(z") Z | Wil Xs Xyay @iy Xn) |€C, paracada z € R¢
1=1

se cumpla.



Apéndice A

Conceptos basicos de
probabilidad

A.1. Propiedades

Sea (§2, F, P) un espacio de probabilidad. El conjunto Q es el evento seguro.
también llamado espacio muestral y los elementos de F se llaman eventos.
El simbolo @ denota al conjunto vacio. A, B,C,..., con o sin subindices
denotan a los eventos.

Notemos que si A, € F, n = 1,2,..., entonces A, U2, An. N, An.
liminf, oo Apn, limsup,,_.., A, (si es que existen), son eventos. La medida
de probabilidad P, estd definida sobre F, y debe satisfacer para cualesquiera
eventos A, A,

o0 o0
P(A) >0, P (U A,,) = Z P(An), A;NA;=0 paratodo i # .
n=1

n=1

y P(Q) =1.

Se siguen inmediatamente la siguientes propiedades:

oo

P@) =0, P(A)<P(B)si ACB, P (U A,,) <3 P(4n).
n=1

n=1

El siguiente resultado se conoce como la propiedad de continuidad de P.



A Conceptos basicos de probabilidad A.l1 Propiedades

A.1.1. Proposicién. Si {Ep}n>1 es una sucesion de eventos creciente,
i.e, By C B3 C...C E =2, En o decreciente, i.e., Ey D E3 D ... D
E =", En, entonces

lim P(E,) = P(E).
n—oo

A.1.2. Definiciéon. Sean A, B € F. Se dice que A, B son independientes
st PLAN B) = P(A)P(B).

A.1.3. Definicion. Sea {A;}ic; C F. Se dice que la coleccion {A;}ics son
independientes si para toda coleccion finita {iy,... i} C I,

.P(A"l ﬂA,-z n...N Au) = P(Ail)P(Afz)“.P(Aik).

A.1.4. Proposiciéon. (Lema de Borel-Cantelli). Sea {E,},>1 C F.
Entonces,

(i) Siy> 27, P(E,) < oo entonces P(limsup,,_.., E,) = 0.

(ii) Si {En}n>1 C F son independientes y st ) .-, P(E,) = oo entonces
P(limsup,,_o, Ey) = 1.
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Apéndice B

Esperanza matematica

B.1. Definiciones

Sea (£2, F. P) un espacio de probabilidad, y X una variable aleatoria definida
sobre él. Sea g una funcién Borel medible sobre R. Se sigue que g(X) es
también una variable aleatoria.

B.1.1. Definicién. Decimos que la esperanza matemadtica (o simplemente
la esperanza) de g(X) existe, si g(X) es integrable sobre Q0 con respecto a
P. En este caso se define la esperanza Eg(X) de la variable aleatoria g(X)

por

Eg(X) = [ o(X@)aP() = [ o(X)dP
Es claro que Eg(X) existe si, y solo si E | g(X) | existe.

Si F, la funcién de distribucién de la variable aleatoria X es absolutamente
continua sobre R con funcién de densidad f(z) = F (z), entonces la Eg(X)
existe si, y sélo si ffcm | g(x) | f(xz)dxr < co, y en este caso

Eg(X) := / " o(@)f()de.

Sea £; = Ly(Q0F.P) el conjuntos de variables aleatorias con esperanza
finita. Entonces se tienen las siguientes propiedades:

(i) Si X,Y € £1 v a.8 € R entonces aX + 3Y € Ly y E(aX + 8Y) =
aEX + 3EY.
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B Esperanza matematica B.2 Algunas desigualdades importantes

(ii) Si X € £, entonces | EX |[<E| X |.
(iii) Si X € £, y E € F entonces X1 € L1,y
/ XdP =E(X1g).
E
Sea X una variable aleatoria sobre (2, F, P) y g(X) integrable sobre 2 con
respecto a P.
B.1.2. Definicién.

(i) Sea g(x) = (x —)". donde ~ es un nimero real y n un entero positivo.
Entonces E(X — )", si es que existe, se llama el momento de X de

orden n al rededor de . En particular, st v+ = EX. entonces y, :=
E(X —EX)" se llama el momento central de X de orden n. Cuando
n=2,

p2 = E(X —EX)?=EX? - (EX)?
se llama la varianza de X, y se denota por VarX.

(ii) Sea g(x) = €. t € (—4,8) para algin nimero positivo 6. Entonces
M(t) := Ee'Y, si es que existe, se llama la funcién generadora de
momentos de la variable aleatoria X .

(iii) Sea g(x) = €'** = costx +isentz, donde t € R e i = \/—1. Entonces

(t) == Ee' = EcostX + iEsent\.

se llama la funcion caracteristica de X.

B.2. Algunas desigualdades importantes

B.2.1. Proposicién. (Desigualdad de Markov). Si X es una variable
aleatoria sobre (0, F,P), A >0 yE| X |*< o entonces para todo = > 0.
E|x|

==

P(| X |2¢) <
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B Esperanza matematica B.2 Algunas desigualdades importantes

Demostracién: Si E | X |[*< oo entonces

1E|X|":/ lXi’\dP+/ | X |*dP
|X|ze

|X|<e

IV

e“f dP=e*P(| X |> ¢).
IX]2e

En particular, si A = 2, se obtiene

-2
P(| X |z¢) < %—

Entonces si p = EX,

P X —p|3 &) < L20X),

Esta desigualdad se conoce como la desigualdad de Chevichev.

B.2.2. Proposicion. (Desigualdad de Chernoff). Ver 11]. Sea X una
variable aleatoria con funcién generadora de momentos M(t) = E[¢']. En-

tonces para lodo £ > 0,
P(X >¢) <e ™ M(t) para todo t >0
P(X <e)<e *M(t) paratodo t < 0.
Demostracién: Sea ¢t > 0. Entonces
P(X >¢€) = P(et" > e') < E[e'V]e .

La ultima desigualdad se debe a la desigualdad de Markov con A = 1. La
prueba para t < 0 es similar. a

B.2.3. Proposicién. (Desigualdad de Holder). \er [3]. Sean p y g

nimeros reales positivos tales que 1 < p, g < oo yp~' +¢ ' = 1. Sean X
y Y wvariables aleatorias tales que E | X |[P< oc y E| Y Y< oc. Entonces

E| XY |<oo, ¥

E|XY|S[E| X P)YPE|Y |9/,
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Apéndice C
Conceptos de convergencia

Los resultados que se presentan en este apéndice. se pueden consultar en [8].

C.1. Convergencia casi segura

Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad y {X,},>1 una sucesién de varia-
bles aleatorias definidas sobre él.

C.1.1. Definicién. Se dice que la sucesion de variables aleatorias {X,}
converge c.s. a la variable aleatoria X, si existe E € F con P(E) = 0 tal
que para todo w ¢ E, | Xp(w) — X(w) |- 0 cuando n — oo. En este caso
escribimos X, = X.

C.1.2. Definicién. Se dice que {Xn} es de Cauchy c.s.. si existe E € F
con P(E) = 0 tal que para todo w ¢ E. | Xp(w) — Xm(w) |— 0 cuando
n,m — 00.

C.1.3. Proposicién. Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias definidas
sobre (2, F, P). Entonces

Xn S5 X si, y solo si {X,} es de Cauchy c.s.

Demostracién: Si X, 5 X, existe un conjunto nulo E € F tal que para
todo w ¢ E. | Xu(w) — X(w) |— 0, cuando n — oo. Entonces, para todo
w & E y n,m enteros positivos arbitrarios.

| Xin(w) = Xn(w) |€] Xm(w) =X (w) | + | Xn(w)—N(w) |[— 0 si n,m — co.
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C Conceptos de convergencia C.2 Convergencia en probabilidad

Por lo tanto {X,} es de Cauchy c.s.

Inversamente, si {X,} es de Cauchy c.s., existe un conjunto nulo E € F tal
que para todo w ¢ E, | Xy(w) — X;m(w) |— 0 cuando n,m — oo. Entonces,
{Xn(w)} es una sucesién de Cauchy de numeros reales. Por lo tanto, existe
nimero real X (w), tal que X (w) = lim,—o X, (w) para todo w ¢ E, esto es
X, S X. O

C.1.4. Proposicién. X, =5 X si, y sdlo si

n—00

lim P(U(|Xm—X|25))z0 para todo = > 0.

m=n

El concepto de convergencia casi segura, en estadistica tiene una inter-
pretacién especial. Cuando X, <5 X, se dice que X, es un estimador fuerte-
mente consistente c.s. de X.

C.2. Convergencia en probabilidad
Sean {Xp}n>1, X variables aleatorias sobre (2, F, P).

C.2.1. Definicién. Se dice que {X,} converge en probabilidad a X, si para
todo € > 0,

P(| Xp(w) — X(w) [>€) = 0 cuando n — oo.

; P
En este caso se escribe X, — X.

Se dice también que {X,} es de Cauchy en probabilidad si, y sélo si para
todo € > 0, P(| X, — X |> €) — 0 cuando n,m — oo.

La relacién que existe entre convergencia casi segura y convergencia en pro-
babilidad, es la siguiente:

C.2.2. Proposicién. i X, = X entonces X, 5x

Demostracién: Por la proposicién C.1.4

oo
X, %% X si, y solo si para todo £ >0 lim P ( U | X = X |2 f) ={.
N=—s00

m=n
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C Conceptos de convergencia C.3 Convergencia en L,

Pero los eventos

{i Xa—X|2e}C U{lxm_xlzt‘}‘

m=n
Entonces,
o0
P(| Xa — X |2 ¢€) SP(U |Xm—X125) .
m=n
Por lo tanto,

o0
lim P(| X, — X |>¢) < lim P(U | Xm=X |35) =0.
n—o0 n—oo

m=n

}'an’x- O

El regreso de esta proposicion no se cumple, por lo que la convergencia casi
segura, es mas fuerte que la convergencia en probabilidad.

C.3. Convergencia en L,

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. L; = L;(2, F. P) denota el con-
junto de variables aleatorias X sobre ) tales que E | X |< x.

C.3.1. Definicién. Sea {Xp},>1 C Lj. Se dice que la sucesion {X,}
converge en media a la variable aleatoria X € Ly. st E | X, — X |— 0
cuando n — oo. En este caso se escribe X, L X.

C.3.2. Definicién. Se dice que la sucesion {X,} es de Cauchy en media
st E| X, — X |— 0 cuando n,m — oo.

C.3.3. Proposicién. Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias sobre
Q. Xn B X implica X, 5 X.

Demostracién: Supongamos que X, B X.Sead=1lenla desigualdad de
Markov, esto es

E( X, - X
Pl Xy, —-X|2¢e)< M para todo = > (.
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C Conceptos de convergencia C4 LFGNy TLC

Esto tltimo converge a cero cuando n — oo, por hipétesis. Por lo tanto,

S AL S

O

C.3.4. Teorema. (Teorema de convergencia de Lebesgue). Sea { X, }
una sucesion de variables aleatorias, tal que X, £Xxo No ¥ X. Supon-
gamos que existe Y € L) tal que | X,, |[<Y c.s. Entonces X,,. X € Ly para
todon > 1, y Xy L X. En particular EX,, — EX cuando n — .

La definicién de convergencia en media se puede generalizar para una 1 <
T < 00 como sigue:

L, = Ly(Q, F, P) denota el conjunto de variables aleatorias X sobre ) tales
que E| X |"< oo.

C.3.5. Definicién. Se dice que la sucesion {X,} converge en p-media a

la variable aleatoria X € L, siE| X,, — X |"— 0 cuando n — oc. En este
: L.

caso se escribe X, = X.

C.4. LFGN y TLC

(1) Ley Fuerte de los Grandes Niimeros (LFGN). Sean X;. Ys.....
variables aleatorias independientes, con esperanza finita m. v S, =
X +...4+ X, entonces

Su/n—m cs.

(2) Teorema del Limite Central (TLC). Sea {X,} una sucesion de
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas. tales
que P(X1=1)=p,P(X;,=0)=1-p,0<p<1.Sea 5, =3" X
Entonces,

Sp—np

vnp(l - p)

£ N(0,1) cuando n — x.
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Apéndice D

Esperanza condicional

D.1. Propiedades

Recordemos que si X es un conjunto, F € 2% es un ¢-dlgebra si, y sélo
si X,0 € F y F es cerrado bajo un nimero a lo mds numerable de ope-
raciones de conjuntos {A;}i>1 C F. La pareja (X,F) se le llama espacio
medible. Una medida p es una funcion de F en [0,00] tal que u(0) = 0. Si
ademaés A, Ag,..., € F son tales que A; N A; = 0 para todo i # j, entonces
w (U2, A) = 302, u(A;y). La terna (X, F, u) se le llama espacio de medida.
Si (X,F) y (Y, A) son dos espacios de medida, f : X — Y es medible si. v
sélo si para todo A € A, f}(A)={ze X | f(z) € A} € F.

Daremos los resultados principales de esperanza condicional. Para quién
desee conocer mas de este tema, ver [1].

D.1.1. Definicion. Sean p, A medidas sobre el espacio medible (2, F). Se
dice que p es absolutamente continua con respecto a A (pt << A) si siempre
que A(A) =0, se sigue que p(A) =0 para todo A € F.

D.1.2. Teorema. (Radon-Nikodyn). Sean y medida o-finita o finita y
A, medidas sobre (2, F). Si p << A entonces existe g : 2 — R medible, tal

que

u(A) = / gdA  para todo A€ F.
A

Sih:Q — R es otra funcion medible con p(A) = f_4 gd\. entonces g = h
e.s. [A].
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D Esperanza condicional D.1 Propiedades

El siguiente teorema garantiza la existencia de densidades.

D.1.3. Teorema. Sea X : (Q,F,P) — (2, F) medible y B € F fijo.
Entonces, eziste g : (', F ) — (R, B) medible, tal que para todo A € F ,

P({X € A}nB) = / o(z)dPx(2).
A
Si h es otra funcién medible tal que P({X € A} N B) = [, h(z)dPx(z),
entonces h = g c.s.
En este caso, se define P(B | X = z) := g(z).

D.1.4. Teorema. SeanV : (0, F.P) — (R,B(R)) y X : (UF) — (V. F)
medibles. Si E[Y| existe, entonces existe g : (. F) — (R, B(R)) medible,
tal que para todo A € F ,

/ YdP = / g(z)dPx (z).
{Xea} A

Si h es otra funcion medible que cumple la igualdad anterior, entonces g = h
¢.s. [Px].

En este caso se define E[Y | X = z] := g(z), llamada la esperanza condi-
cional de Y, dado que X = z.

D.1.5. Ejemplo. Sea X variable aleatoria con valores xj,xs,.... tal que
P(X = z;) > 0 para todo i = 1,2, ..... Entonces
1
EY | X =zl = =——— YdP.
WX === Por=a Jomss
Demostracién: Aqui Q' = {z1,z2,. ... by F =27 Sea
1

g(z:) = P(X = z) Jix=z,)

Entonces

|
YdP = E:P(X:.r,-}——-——/ YdP =+
,/{.\'e.-’n} P(X =) Jix=r

r,eA
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D Esperanza condicional D.1 Propiedades

Esta igualdad se debe a que {X € A} = U, c4{X = a:}. es una unién
ajena. Luego

* = P(X = zi)g(xi) = [ glx)dPx(x).
Py Jtawrs

Por lo tanto.

1 :
E{Y|X=xi]=9($i}=m x }}dP.

Si en el teorema D.1.4 definimos h(w) = g(X(w)). entonces h : (0. F) —
(R, B(R)) es medible. Ademéds

/ YdP = j hdP para todo A € F .
{XeA) {xeA}

en efecto:

/ hdP / 9(X (@) 1a(X (w))dP ()
{xea) Q

| s@na@rs
[ stwarx(@)
A

= / YdP.
{XeA}

Asli que,
/th= / YdP para todo C € X~Y(F) i= F(X).
c C

F(X) es un sub g-dlgebra de F vy es el mds chico que hace medible a \.

Entonces,
h:(Q,F(X)) — (R.B(R)) esmedible.

Esto caracteriza a h como medible y d4 la definicién de esperanza condicional
dada un o-dlgebra.

D.1.6. Teorema. Sea Y : (2F.P) — (R,B(R)) medible y G C F sub
o-dlgebra. Si E[Y| existe, entonces eriste E[Y | G| : (Q2.4) — (R.B(R))
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D Esperanza condicional D.1 Propiedades

medible, llamada la esperanza condicional de Y dada G, tal que para todo

Ceg,
/ YdP = / E[Y | G|dP.
: A

Si h es otra funcion que satisface esta igualdad, entonces h = E[Y | G] c.s.
[P].

D.1.7. Teorema. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y G C F sub
o-dlgebra. Sea B € F fijo, entonces eriste P(B | G) : (.G) — (R.B(R))
medible, llamado la probabilidad condicional de B dado G. tal que

P(CNB) :f P(B| G)dP para todo C € G.
s

Si h es otra funcion que satisface la igualdad anterior. entonces h = P(B |
G) c.s. [P], y se cumple P(B | G) =E[1g | G].

La demostracion de los dltimos cuatro teoremas. se siguen del teorema
Radon-Nikodyn.

Ahora mencionaremos algunas propiedades que se usan en este trabajo.

D.1.8. Teorema. Sea X : (Q,F, P) — (R, B(R)) medible. yY.Y1.Ys.....:
(Q,F, P) — (R,B(R)) medibles, con E[Y] < oo y E[V,] < x.

(i) SiY; <Ys cs. [P], entonces E[Y; | G] <E[Y2 | G] c.s. [P)].
(i) [E(Y |G) |[<E[ Y || 6] c.s. [P].

(iii) E[Y5, Yin | 6] = T30, ElYin | 6] .. [P).

(iv) E[E(Y | G)| = E[Y] si Y es integrable.

(v) E[Y | F] =Y cs. [P).

(vi) Si Gy C Gy C F, entonces E[E(Y | G2) | Gi] = E[Y | Gi] e.s. [P).

(vii) Si Z es G-medible y Y,Y Z son integrables. entonces EIY Z | G =
ZE[Y | G] c.s. |P].
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D Esperanza condicional D.2 Martingalas

D.1.9. Proposiciéon. (Desigualdad de Jensen). Sea Y : (2, F,P) —
(R,B(R)) tal que E[Y] existe. Sea g continua y conveza sobre R, tal que
Elg(y)] exziste. Sea G C F sub o-dlgebra. Entonces,

9[E(Y | G) <E[g(Y)|G] es. [P].
En particular E[g(Y)] > g[E(Y)].

D.2. Martingalas
Sea (§2, F, P) un espacio de probabilidad y (7', <) un conjunto con orden
parcial. Sea {F; | t € T} una familia de sub ¢-dlgebras de F tal que si

s <t entonces FgC Fy.

Por ejemplo, si {F, | n € N} es una familia de sub o-dlgebras de F, con
Fn = o(Xy,...,X,), entonces es claro que si n < m, o(Xy,...,X,) C
O'(Xl....,Xm).

Sea X = {X; :t € T} una familia de variables aleatorias definidas en 2, con
]E[Xgl finita.

D.2.1. Definicién. La clase X es una martingala con respecto a {F; | t €
T} st, y solo si

(i) X; es Fi-medible para todo t € T.

(ii) Para todo s,t € T, con s < 1. E[X; | F5] = X c.s. [P].

X es una submartingala si para todo s.t € T, con s < 1, E[X, | F§] > X,
c.s. [P].

X es una supermartingala si para todo s.t € T, con s < t, E[X; | Fs] < X,
c.s. [P].

Por martingala se denota {X;.F;}, y cuando T = {1,2,....} y F, =
o(Xy,...,Xp), se denota por {X,,Fn}

D.2.2. Proposicién. Sea {X,,F,} una martingala (sub o super). Las

sigutentes afirmaciones son equivalentes.
(i) E[Xn | Fac1) =(> 0 <) X para todon > 1 c.s. [P).

(ii) E[X, | Fu] =(= o <) X, para todo m < n c.s. |P].
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