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Los maestros abren
la puerta,

pero eres tu quien
debe atravesarla.

Introduccion. (Probervio Chino).

Sin lugar a dudas, una de las joyas de la matemadtica del siglo XIX es la teoria de Abel-
Jacobi debida al mateméatico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829), y a los matematicos
aleménes Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) y Bernard Riemann (1826-1866). Dicha
teorfa fue creada para atacar el problema de resolver integrales hiperelipticas, las cuales

son por definicién integrales de la forma

f dz

v V&)

donde + es una trayectoria en el plano complejo C (con coordenada z) y f(z) = (z —
aj) -+ (z — ag) es un polinémio con raices a; diferentes por pares. Si d = deg(f) es 10 2,
una integracién explicita por funciones elementales es bien conocida del cdlculo integral.
Si d =3 o0 4, la integracién es posible usando funciones elipticas; sin embargo, para d > 5
una integracién explicita no es conocida en general. La razén de esto es la siguiente:

La diferencial w = ‘;’( 5 no es univaluada considerada como una funcién en C. Si de-
z

notamos por X, a la superficie de Riemann compacta asociada a \/m, la cual es por
definicién una cubierta dos a uno de la esfera de Riemann CP!, ramificada en los puntos
ay,...,aq y el punto al infinito si d es impar, entonces, la diferencial w puede ser consid-
erada como una diferencial holomorfa en X,. Es esencialmente la estructura topolégica
de X, la causa del problema, esto es lo complicado del objeto.

En términos geométricos, la teoria de Abel-Jacobi puede ser descrita de la manera
siguiente:

Se debe integrar no sélo w, sino simultdneamente todo el conjunto de diferenciales
holomorfas {w; = z‘-'lﬁ} en Xg,coni=1,...,g= [45211]

Para esto, fijemos un punto pp en X, y consideremos la transformacién

P P
p'—b(/ wl,...,/ wg),
Po Po

definida en una pequena vecindad U de pg. Desafortunadamente esta transformacién no
puede ser extendida a toda X, puesto que las integrales dependen de la trayectoria de
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po a p. Sin embargo, si consideramos esta transformacién médulo los valores de integrales
a lo largo de todas las posibles trayectorias cerradas, obtenemos una transformacién bien
definida. Para ser mas precisos, consideremos el grupo de las trayectorias cerradas que
parten del punto pp médulo homologia, es decir, Hy(Xy,Z). La imagen de la transfor-
macién de H;(Xg,Z) en C9 definida por 7 — (f,‘r wl,...,f_! wg) es una reticula en C9, es
decir, un subgrupo discreto de rango 2g. Asi, el cociente

Jac(X,) = CY/Hy(X,, Z)

es un toro complejo, llamado la variedad Jacobiana de X,. Se puede demostrar que
Jac(X,) es isomorfa a una variedad proyectiva. Un toro complejo con esta propiedad es
llamado una variedad abeliana.

Por construccién, la transformacién de integracién U — C9 definida anteriormente se
extiende a una transformacién holomorfa

A: Xy — Jac(X,)

dada por p — (fp’; Wlyenes fp’; wg) mod Hy(X,,Z) la cual es llamada la transformacidn de
Abel-Jacobi. En estos términos, la integracion de {wy, ... ,wy} es esencialmente equivalente

a los dos pasos siguientes:

(1) Determinar la variedad Jacobiana Jac(Xy).
(2) Determinar la transformacion de Abel-Jacobi A : Xg — Jac(X,).

Desafortunadamente sélo en muy pocos casos esto se puede hacer explicitamente, sin
embargo, uno puede tratar de estudiar la geometria del par (Jac(X), A) lo que puede
ser considerado como un tipo de sustituto del paso 1. Este método no se restringe a
integrales hiperelipticas, también trabaja para integrales holomorfas en cualquier superficie
de Riemann compacta.

Abel y Jacobi no expresaron sus resultados en este lenguaje moderno, los resultados
de Abel estan contenidos en su gran trabajo, Mémoire sur une propriéte général d’une
classe trés étendue de fonctions transcendantes [4], el cual fue presentado en la academia
de Paris en 1826, pero fue publicado hasta 1841 mucho después de la muerte de Abel
en 1829 y ain después de la publicacién de la primera edicién de sus obras. Antes de
1841, sélo dos pequenas notas sobre este trabajo habian sido publicadas por Abel, ellas
contenian algunos de sus resultados en el caso hipereliptico, (ver [2]) y el enunciado del
teorema de Abel en su forma general, con un esbozo de demostracién en [3].

El trabajo de Abel sirvié como fundamento para el trabajo de Jacobi sobre “el problema
de inversion” de integrales abelianas.

Alrededor de 1832, Jacobi descubre cémo el teorema de Abel puede ser usado para “in-
vertir” integrales abelianas. Jacobi en su trabajo Considerationes generales de transcen-
dentibus abelianis Gesammelte Werke (ver [24]) deriva del teorema de Abel una férmula
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de adicién para integrales abelianas hiperelipticas. Dos anos mds tarde, en 1834, deja
en claro que el problema de “inversién” involucra funciones de varias variables complejas
(ver [25]). El problema de “inversién” para integrales abelianas hiperelipticas de género
2, como habia propuesto Jacobi, consistia en construir funciones enteras y periédicas en
C? con valores en X ;2) (el producto simétrico) las cuales definirfan un inverso a una cierta
transformacién (ver [25]). Este problema fue resuelto por Gépel and Rosenhain en 1847,
quienes introdujeron para este fin las funciones Theta de dos variables. El problema
generalizado concerniente a las curvas hiperelipticas de género arbitrario fue resuelto por
Weierstrass, en trabajos publicados de 1848 a 1856. Estos trabajos motivaron el estudio
de las funciones Theta de varias variables complejas, las cuales fueron exitosamente usadas
por Riemann para dar una solucién al problema de inversién para una curva algebraica
arbitraria en su gran articulo de 1857, Theorie der Abel’schen Functionen [40].

A finales del siglo XIX los geémetras iniciaron el estudio de la teoria de funciones
abelianas y funciones Theta por métodos geométricos. Originalmente una “variedad
abeliana” de dimensi6n g significaba una hipersuperficie de CP9*! dada como la imagen
de €9 bajo la transformacién definida por g+ 2 funciones Theta apropiadas. Después esta
nocién fue extendida, entendiendo por ella una variedad proyectiva dada como la imagen
de C9 bajo la transformacién definida por un sistema de funciones Theta del mismo tipo
(Lefschetz [29]). Sin embargo, puesto que esas variedades regularmente tenian singulari-
dades “complicadas” y no admitfan un grupo de estructura, el lenguaje de toros complejos
se volvié mas fructifero para este propésito. Picard parece haber sido el primero en ex-
presar la teoria de funciones abelianas en este lenguaje. Pero fue sélo después del articulo
fundamental de Lefschetz [28] que este punto de vista fue generalmente aceptado. Las
bases de la teoria geométrica de variedades abelianas son debidas en gran parte a Scorza,
Rosati y Lefschetz.

Un toro complejo es un grupo de Lie complejo y oonipacto. Cualquier toro complejo es
de la forma X = C9/A, donde A es una reticula en C9. Una funcién meromorfa en C9,
periédica con respecto a A, puede ser considerada como una funcién meromorfa en X. Una
variedad abeliana es un toro complejo el cual admite “muchas” funciones meromorfas. En
otras palabras, las variedades abelianas son exactamente los toros complejos algebraicos.

Hoy en dia, la teoria de Abel-Jacobi y las variedades abelianas, juegan un papel impor-
tante en varias ramas de la matematica, entre las que podemos mencionar estdn la teoria de
niimeros, la teoria de campos de clases, geometria algebraica, los sistemas Hamiltonianos
integrables, entre otras.

Por otra parte, las laminaciones son una generalizacién de las foliaciones, en el sentido
que el espacio ambiente ya no es necesariamente una variedad, es decir, es un espacio
topolégico localmente homeomorfo a B™ x T', donde B™ es una bola abierta en R™, T es
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un espacio topoldgico arbitrario y donde las hojas tienen estructura diferenciable o bien
estructura holomorfa. Si las hojas tienen dimensién real dos, diremos que esta laminacién
es una laminacion por superficies; mas aun, si dotamos de una estructura holomorfa a
las hojas de esta laminacién obtenemos una laminacion por superficies de Riemann (ver
definicién 1.1.1 del capitulo 1). Las hojas de estas laminaciones son tipicamente superficies
de Riemann no compactas.

En tiempos recientes (finales del siglo XX) las laminaciones por superficies de Riemann
han mostrado ser naturales y ttiles. Como testimonio de ello son los resultados obtenidos
por Denis Sullivan [48] con los cuales se da una demostracién conceptual a la conjetura
de Feigembaun sobre “un esenario de renormalizacién” en el espacio de todas las transfor-
maciones de la linea real = +— 22 4+ a con a > 2, el cual podia explicar sus descubrimientos
niimericos sobre la cascada de periodos dobles 1,2,4,8,...2"....

Para dar con dicho resultado, se usa fuertemente un estudio de los cambios infinitesimales
en la estructura compleja de cierta “superficie de Riemann solenoidal”. En otras palabras,
en un estudio del espacio de Teichmuller de una cierta laminacién por superficies de Rie-
mann, la cual fibra sobre una superficie de Riemann compacta con fibra el conjunto de
Cantor y todas sus hojas son densas.

Otro testimonio son los resultados de I. Biswas, S. Nag y D. Sullivan [5] y [6]. En estos
trabajos, ellos considerando el limite inverso sobre el sistema dirigido de todas las cubiertas
marcadas no ramificadas finitas de una superficie de Riemann compacta de género g > 2
fija. Dicho limite resulta ser una laminacién por superficies de Riemann compacta, es decir
un espacio foliado compacto cuyas hojas tienen estructura de superficies de Riemann, la
cual es llamada la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico (ver seccién 1.2.6 del
capitulo 1). El primer trabajo [5], se centra en el limite directo de espacios de Teichmuller
correspondientes al limite inverso sobre el sistema dirigido que determina a la laminacién
universal algebraica hiperbdlica y los resultados que aqui se obtinen estdn intimamente
relacionados con la teoria de cuerdas bosénica de Polyakov. Los resultados de [6] pueden
ser vistos como una contribucién a la formulacién no perturbativa de la estructura de la
medida de Polyakov en una forma independiente del género.

Etienne Ghys en su articulo Laminations par surfaces de Riemann (ver [18]) describe
algunos resultados generales sobre laminaciones por superficies de Riemann poniendo
énfasis en su analogia con las superficies de Riemann compactas, es decir, centra la
discucién sobre los teoremas fundamentales en superficies de Riemann: la clasificacién
topoldgica, teorema de unifromizacién, teorema de Riemann. En este articulo, estudia el
tipo conforme de las hojas y la existencia de funciones meromorfas. Siguiendo con el orden

de las ideas de este articulo, una pregunta natural es:

4 Cudl es la teoria de Abel-Jacobi para laminaciones por superficies de Riemann?
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En esta tesis se trata de dar respuesta a esta pregunta para el caso de las laminaciones
producto L, = Xyx K, donde X, es una superficie de Riemann compacta de género g > 1y
K es el conjunto de Cantor (ver ejemplo 1.2.1 del capitulo 1). Asi como para el caso de las
laminaciones universales algebraicas de tipo eliptico (o parabdlico) y de tipo hiperbdlico.
Dichas laminaciones, aparecen al considerar la torre de recubrimientos holomorfos no
ramificados por superfcies de Riemann compactas sobre una ya predeterminada. Hay que
notar que el tipo de la laminacién universal algebraica que obtenemos no dependen de la
superficie base, sino del tipo (eliptico o hiperbélico) de la misma, es decir, sélo depende del
hecho que la superficie base sea eliptica (o parabélica) (g = 1) o bien hiperbdlica, g > 2.
Asi, esto da el nombre de laminacién universal algebraica de tipo eliptico o bien de tipo
hiperbélico (ver seccién 1.2.6 del capitulo 1).

El presente trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo 1 se dan las definiciones basicas sobre la teoria de laminaciones por superfi-
cies de Riemann siguiendo el trabajo de E. Ghys [18], se definen y construyen explicitamente
las laminaciones producto y las laminaciones universales algebraicas (ver seccién 1.2.6).
Se hace un repaso breve de la teoria de Abel-Jacobi, la variedad de Picard, el grupo de
Picard, poniendo particular énfasis en las subvariedades analiticas de la variedad Jaco-
biana y de la variedad de Picard. Todo lo anterior sirve para introducir la notacién y los
elementos que posteriormente se generalizardn en el capitulo 2.

El capitulo 2 inicia con una descripcién de las 1-formas diferenciales holomorfas y las coho-
mologia de de Rham y Dolbeault tangenciales para las laminaciones producto. Se prueba
un teorema analogo al teorema de dualidad de Serre para las laminaciones producto:
Teorema 2.2.10(Dualidad de Serre para laminaciones producto) Sea L un haz
lineal holomorfo tangencial sobre L,. Entonces, existe un isomorfismo candnico

H' (L4 L)y = HY(Ly; L* @ F*Ly)*.

Se describe a la homologia tangencial para las laminaciones producto, con lo cual, se
define un anélogo de la variedad Jacobiana de cualquier laminacién producto en analogia
a la definicién cldsica de la variedad Jacobiana para superficies de Riemann compactas.

Asi como una caracterizacién de esta:
Teorema 2.4.8 Existe un isomorfismo candnico entre la Jacobiana de la laminacion

producto Ly y CO(K, Jac(X,)), es decir,
Jac(L,) = COK, Jac(X,)).

Con la definicién de Jacobiana de una laminacién producto en mente, definimos la trans-
formacion de Abel-Jacobi; mas ain, probamos que esta transformacion es un encaje tan-
gencialmente holomorfo de la laminacién producto en su Jacobiana:
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Teorema 2.5.5 La transformacion de Abel-Jacobi es un encaje holomorfo tangencial de
la laminacion producto (con puntos base Z(t)) en su Jacobiana.

La seccién 2.6 se centra en un estudio de los divisores en la laminacién producto.
Empezando por dar sentido a la nociones de divisor, grado de un divisor y el grupo de
divisores en las laminaciones producto. Dando una caracterizacién de este iiltimo grupo:
Proposicién 2.6.8 El grupo de divisores en la laminacidn producto L, es candnicamente
isomorfo al grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo de divi-
sores de la superficie de Riemann compacta X,.

Se definen los divisores principales en la laminacién universal algebraica y se estudia su
relacién con los divisores asociados a funciones meromorfas tangenciales (seccién 2.6.2)
probando que todo divisor es principal si y sélo si es el divisor asociado a una funcién
meromorfa tangencial:

Proposicién 2.6.15 Un divisor, D(t), en la laminacion producto Lg4, es principal si y
solo st existe una funcion meromorfa tangencial en la laminacion L, tal que

(f) = D(t).

En la seccién 2.7 se ve al grupo de Picard de la laminacion de la laminacién producto como
el grupo de divisores médulo el grupo de divisores principales y como el grupo de haces
lineales holomorfos, se define la clase de Chern tangencial para haces lineales holomorfos
y se establece una relacién entre la Jacobiana y el grupo de los haces lineales holomorfos
tangenciales que tienen clase de Chern tangencial constante 0:

Teorema 2.7.14 La Jacobiana de la laminacion producto, Jac(Ly) es naturalmente iso-
morfa al grupo de los haces lineales holomorfos tangenciales con clase de Chern tangencial

constante 0 en Lg, es decir,

Jac(Ly) = Picy(Ly).

Posteriormente se analizan los subconjuntos W} y sus subconjuntos“singulares” en la Ja-
cobiana y en el grupo Picg(L,). La iltima seccién del capitulo 2 es una breve introduccién
y descripcion de la teoria de moduli para laminaciones producto.

En los capitulos 3 y 4 se desarrolla la teoria de Abel-Jacobi para las laminaciones
universales algebraicas de tipo eliptico (o parabdlico) y de tipo hiperbdlico.

El capitulo 3 seccién 3.1.1 usando la descripcién explicita de la laminacién universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) E, se define la Jacobiana de I“.: como el limite
inverso de las variedades Jacobianas asociadas a las superficies de Riemann compactas
involucradas en la definicién de la laminacién universal algebraica ﬁ;. es decir,
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Proposicién 3.1.2 El limite inverso

(Jac(Er,py),Cr) = lim {Jac(E,(my, Pr())s Crl) r(ainy }
H,H'el
existe y serd llamado la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico
(o parabdlico).
Con dicha construccién y definicién se prueba un andlogo al teorema de Abel-Jacobi clésico
para superficies de Riemann en el caso de la laminacién universal algebraica E‘::
Teorema 3.1.6 (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de tipo
eliptico) Eziste un encaje holomorfo tangencial candnico, ﬁ, de la laminacion universal
algebraica de tipo eliptico (o parabélico) en su Jacobiana.
A dicha transformacién la llamamos transformacion de Abel-Jacobi de tipo eliptico (o
parabdlico).
Siguiendo con las mismas ideas, se define la Jacobiana de la laminacién universal algebraica
de tipo hiperbélico X,:
Proposicién 3.1.16 El limite inverso
Jac((Xg;r),Crr) = lim {Jac(Xo(s)), Cottrg(an)}
HH'el
eziste y serd llamado la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico.
Y se prueba:
Teorema 3.1.19 (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de tipo
hiperbdélico) Eziste un encaje holomorfo tangencial candnico, ﬁ, de la laminacidn alge- -
braica universal de tipo hiperbdlico en su Jacobiana.
A dicha transformacién la llamamos transformacion de Abel-Jacobi de tipo hiperbélico).
Las secciones restante de este capitulo estan dedicadas a tratar de entender a las Jaco-
bianas de las laminaciones universales algebraicas mediante un estudio de los cubrientes
universales de las variedades Jacobianas involucradas probando que:
Teorema 3.3.6 El grupo fundamental algebraico deE es candnicamente isomorfo al grupo
de transformaciones de cubierta de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de

tipo eliptico sobre la Jacobiana deE;, es decir,
71 (B, po) & Deck(Jac(E,)/Jac(E,)).

En el caso de la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico se prueba que el grupo
de las transformaciones de cubierta de la Jacobiana de la laminacién fg sobre Jac(Xy)
esta dada por:

Proposicién 3.3.13 El limite inverso

Deck(Jac(Xyr)/Jac(Xgr)) = lim {Tv,quv}
Uved
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del sistema inverso {L'y,quv }uveys existe.

Donde I'y denota un grupo finito, el cual es un grupo de transformaciones de cubierta.
En el dltimo capitulo damos sentido a la nocién de divisor y grado de un divisor en

las laminaciones universales algebraicas. Definimos el grupo de divisores, el grupo de

Picard y la proto-variedad de Picard. Estudiamos las propiedades del grupo de Picard y

de la proto-variedad de Picard analizando sus subconjuntos en analogia con el caso clasico,

finalmente describimos la relacién entre la proto-variedad de Picard y la Jacobiana de las

laminaciones universales algebraicas.



1 Aprende bien las reglas,
y luego olvidalas.
(Basho).

Preliminares.

1.1. Definiciones bdsicas.

En esta seccién damos las definiciones y terminologia de los objetos con los cuales se

va a trabajar (comparar con [32] y con [18]).

Definicién 1.1.1. Un espacio topolégico metrizable y separable M, es un espacio
foliado de dimensién n, si existe una coleccién de conjuntos abiertos U, C M conz € M y
homeomorfismos h; : Uy — BZ x T, con B} abierto en R™ y T} es un espacio topolégico
Hausdorff arbitrario, donde los cambios de coordenadas hy o k7! tienen la forma

hy © (ha) ™! (w,) = (bya(w, ), Ya(t))
en el dominio de definicién de las funciones ¢yz y Yyz-

La asignacion t ~— ¢,.(e,t) da una transformacién continua del espacio topolégico T en
C>(Bz,B}).

Debemos notar que estamos asumiendo que la coleccién {U,} en la definicién anterior
es maximal entre las colecciones que cumplen tales condiciones.

En particular, si el espacio M (es compacto) tiene una cubierta abierta {U;}ica junto
con homeomorfismos h; : U; — D x T;, donde D es el disco unitario centrado en el origen
de C y T; es un espacio topolégico Hausdorff arbitrario, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.1.2. Diremos que los abiertos U; y los homeomorfismos h; definen un
atlas de estructura de laminacién (compacta) por superficies de Riemann, si los cambios
de coordenadas satisfacen, en su dominio de definicién, la relacién

hij(zs t) — hi ° (h‘jj_l(z: t) — {¢ij(zs t)a 70({’)}1
donde ¢;; y vi; son transformaciones continuas y ¢;; depende holomorfamente de la vari-

able z. Los abiertos de la cubierta abierta anterior seran llamados abiertos distinguidos.

Definicién 1.1.3. Dos atlas de estructura de laminaciones (compactas) por superficies
de Riemann son equivalentes, si su unién es de nuevo un atlas de estructura de laminacién

(compacta) por superficies de Riemann.
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Definicién 1.1.4. Un espacio topoldgico, métrico (compacto) M es una laminacion
(compacta) por superficies de Riemann, si estd dotado de una clase de equivalencia de
atlas £ de estructura de laminacién (compacta) por superficies de Riemann. Denotaremos
por (M, L) a la laminacién (compacta) por superficies de Riemann M con estructura L.

Definicién 1.1.5. La imagen inversa del conjunto D x {t} bajo el homeomorfismo h;
la llamaremos una placa de (M, L); es decir, si es de la forma A7 (D x {t}).
Una trayectoria de placas de (M, L) es una sucesién finita oy, . .., ax de placas de (M, L)
tal que a; [ aj+1 # 0 para toda j € {1,2,...,k}.

Puesto que (M, L) est4 cubierta por placas, podemos definir en M, la siguiente relacién
de equivalencia: p ~ ¢ si existe una trayectoria de placas a),...,ar con p € a; y g € ai.

Definicién 1.1.6. A cada clase de equivalencia bajo ~, se le llama una hoja de (M, ).

Equivalentemente, el cambio de coordenadas holomorfo de la placa h;” (D x {ti}) enla
placa h;(D x {t»}) “pega” dichas placas para forma un conjunto maximal conexo, llamado

una hoja.

Definicién 1.1.7. Diremos que un subconjunto F' de (M, L) es saturado (o invari-

ante), si F es una uni6én de hojas.

Observacién 1.1.8. Las uniones y las intersecciones arbitrarias de conjuntos sat-
urados son conjuntos saturados, en particular los complementos también son conjuntos

saturados.

Observacién 1.1.9. Si F es un subconjunto cerrado y saturado de (M, £), entonces,
la restriccién de la estructura de laminacién al subconjunto F define una estructura de
laminacién (compacta) por superficies de Riemann en F', es decir (F, L|,.).

Definicién 1.1.10. Un subconjunto cerrado y no vacio F' de (M, L) ser4 llamado un
conjunto minimal, si es saturado y no tiene subconjuntos propios no vacios y saturados.

Lema 1.1.11. Toda hoja L contenida en un conjunto minimal F' es densa en F. Rect
procamente, si toda hoja de un subconjunto cerrado y saturado F es densa, entonces F es

un conjunto minimal.

Demostracién. Consideremos una hoja L en el conjunto minimal F. Por el lema
de Zorn obtenemos que la cerradura de toda hoja en un conjunto minimal contiene un
conjunto minimal. Usando nuevamente la minimalidad de F' obtenemos que dicha hoja
es densa en F. Reciprocamente, supongamos que F no es minimal, entonces existe un
subeonjunto propio no vacio, F’, cerrado y saturado de F'; como las hojas son densas en
F, entonces podemos encontrar un subconjunto cerrado y saturado de F' que contenga

propiamente a F’.
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Definicién 1.1.12. Diremos que una laminacion es minimal, si todas sus hojas son

densas.

Lema 1.1.13. Si (M, L) es una laminacidn compacta no vacia, entonces (M, L) posee

un conjunto minimal saturado no vacto.

1.2. Ejemplos.

Daremos basicamente cinco ejemplos generales: las laminaciones producto, las lami-
naciones por superficies de Riemann obtenidas por la suspensién de una representacién
(en particular de un homeomorfismo, comparar con [10]), laminaciones por superficies de
Riemann asociadas a aplicaciones dilatantes del circulo (comparar con [18] y con [47]), la
laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) y la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico. En cada caso haremos ejemplos explicitos.

1.2.1. Laminaciones producto Cantorianas. Consideremos una superficie de Rie-
mann compacta de género g > 1, X,. Formamos el espacio topolégico producto M, =
Xy x K, donde K es un conjunto de Cantor, (en realidad, El conjunto de Cantor, ver
seccién 1.2.4), y L, es la estructura de laminacién compacta por superficies de Riemann
natural.

Llamaremos de ahora en adelante a esta laminacién compacta, laminacidn producto, y la

denotaremos simplemente por L.

1.2.2. La suspensién de una representaciéon. Un método muy general para la
construccién de ejemplos de laminaciones, es el de la suspension de una representacién
del grupo fundamental de una variedad S en el grupo de difeomorfismos (o en el grupo
de homeomorfismos) de una variedad (espacio topoldgico) T. Para fijar ideas comenzare-
mos con un caso mas sencillo, la suspensién por un difeomorfismo de una variedad lisa

(comparar con [50]):

Ejemplo 1.2.1. La suspensién de un difeomorfismo f.
Consideremos una variedad lisa S (i.e de clase C*) y un difeomorfismo f : § — S de

clase C", conr > 1.
En la variedad producto S x R, consideremos la relacién de equivalencia «~ definida por:

(s,t) ~ (s",t)siysolosit—t' =neZys = f(s).

Asi, si definimos g(s,t) = (f~!(s),t + 1), entonces g es un difeomorfismo de clase C” de
S x R en si mismo y (s,t) « (s',t') si y s6lo si (s',t') = ¢°*(s,t) para alguna n € Z.
Denotemos al espacio cociente dotado de la topologia cociente por M = S xR/ «~ y ala
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proyeccién natural por 7: S x R — M.

Dado un punto p € M, donde p = (s, ), consideremos los abiertos V = S x (t— ;ln t+ %) y
U = m(V), se puede verificar que 7~ (U) = | |,cz Vn, donde V,, = ¢°*(V) y 7|y, : Vo — U
es un homeomorfismo para toda n € Z.

De lo anterior, concluimos que 7 : S x R — M es una transformacién cubriente.
Observemos que para cualquier n € Z la transformacién ¢°* = (w|y,) tonly : V — V,,
es un difeomorfismo de clase C", de donde es posible inducir en M una estructura de
variedad diferenciable (de dimensién dim(S) + 1) de clase C", de tal forma que 7 sea un
difeomorfismo local de clase C".

En S x R consideremos la foliacién Fy cuyas hojas son las lineas {s} x R, donde s € S,
las cuales son tangentes al campo vectorial X%(s,t) = (0,1) en S x R. La foliacién F
y el campo vectorial X0 son invariantes bajo el difeomorfismo g, es decir, g(Fo) = Fo y
9+(X%) = (dg)~' (X% 0 g) = XP, con lo cual se puede afirmar que existen una foliacién F
y un campo vectorial X en M que satisfacen las relaciones:

Fo=m"(F) y X° = n*(X).

Las curvas integrales del campo vectorial X son las hojas de la foliacién F. La foliacién
F recibe el nombre de la suspension del difeomorfismo f.

Ejemplo 1.2.2. Del ejemplo anterior, nos restringimos al intervalo [0, 1] y tomamos
la relacién de equivalencia: (s,0) « (f~!(s),1), con lo cual obtenemos una foliacién F
transversa a las fibras de un haz fibrado. La foliacién F es la inducida en M por la
foliacién trivial {s} x [0,1] en S x [0,1]. En este caso el espacio M fibra sobre S!, donde
cada fibra tiene una estructura de grupo discreto. En efecto, puesto que podemos tomar
como cartas locales de M a los cocientes U y V de U = Sx (¢,1—¢),y V = §x{[0,2¢] J(1—
2¢,1)} respectivamente bajo la identificacién ~. Entonces, la interseccién U [V tiene dos
componentes Wy2 y Way, asi como transformaciones gy2 : Wiz — Dif f(S), g : Wa —
Dif f(S) las cuales estdn dadas por g12 = Id y g21 = f respectivamente.

Ejemplo 1.2.3. Espacio foliado de dimensién uno.
Consideremos el conjunto {0,1} con la topoldgia discreta y formemos el producto carte-
siano infinito [J,{0,1} = {0,1}% con la topologia producto usual. Se puede verificar
que {0, 1} es compacto, totalmente disconexo, perfecto, Hausdorff y se le puede dar una
métrica, con lo cual es homeomorfo a un conjunto de Cantor. Denotaremos por K al
conjunto {0, 1}%.
Consideremos el homeomorfismo f : K — K dado como

FConsityikgrs-e) = (--n sy thyrs-- - ) donde & = ix41Vk € Z, ik € {0,1}.



1.2 Ejemplos. 13

En el espacio producto [0,1] x K hacemos la identificacién:

(L, (- iy tktry---)) ~ (0, f(.-- %k, 2k+1,---)). Al igual que en el ejemplo 1.2.2 ante-
rior, tomamos la suspensién con respecto al homeomorfismo f, de donde tenemos que
M = [0,1] x K/ ~ es un espacio topolégico que fibra sobre S! con fibra 771(p) = K
y existe una foliaciéon F en M con hojas de dimensién uno, dichas hojas de la foliacién
resultan de “pegar” los conjuntos [0,1] X {(..., %k, tk+1,---)}

Explicitamente, el atlas de estructura de espacio foliado para M estd dado como sigue:
Cubrimos a S! con una familia finita de sub-arcos abiertos, A;, Aa, ..., An, que se inter-
secten dos a dos en un arco abierto, entonces, los conjuntos U; = 7~ (4;) = A; x K forman
una cubierta abierta de M. En cada Uj, la foliacién inducida .ﬁvj tiene como hojas a con-
juntos homeomorfos a los arcos abiertos A; x {(..., %, tk41,.--)} con (..., %k, tkt1,...) €
K.

Los conjuntos U; = A; x K junto con las proyecciones en los respectivos factores z;, i,
es decir, z; : U; — K y y; : U; — K son pensados como las cartas foliadas con coorde-
nadas. Las hojas de F| v, SOD las placas y es claro que una placa de Uj; intersecta a lo méds
una placa de Up con 1 < 7,k < n.

Asi, U = {Uj,x;,y; }i=, es un atlas foliado para M.

Puesto que f tiene un nimero infinito de puntos periédicos, de periodos arbitrariamente
grandes, entonces F tiene un ndmero infinito de hojas cerradas de longitudes arbitraria-
mente grandes. También existen f-6rbitas limites de las érbitas periédicas para iteraciones
positivas como para iteraciones negativas, asi como una coleccién de conjuntos minimales
que son orbitas no cerradas y finalmente, también existen érbitas que son densas en K.
Todas estas propiedades del homomorfismo f son observadas en el espacio foliado M.

A partir de las ideas de los ejemplos anteriores podemos construir ejemplos de lamina-
ciones compactas y no compactas por superficies de Riemann. Tomemos como la variedad
lisa S a una superficie de Riemann y como T a una variedad lisa compacta arbitraria. Con-
sideremos un homomorfismo h del grupo fundamental de S en el grupo de homeomorfismos

( o grupo de difeomorfismos) de T, es decir:

(1) h: m(8) — Homeo(T)
@) h: m(8) — Dif F(T).

El grupo fundamental de S, m(S), actiia en la variedad producto S x T, donde S es
el cubriente universal de S, de la manera siguiente:

(3) (5,1) = (910} (3), h([a])(?)), [of € mi(S),

donde oy, denota la transformacién de cubierta asociada a [a.
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Lema 1.2.4. El cociente de la variedad producto S x T dado por la relacién de
equivalencia anterior define una variedad topoldgica (diferenciable) M con las siguientes

propiedades:

e M fibra sobre S con fibras homeomorfas a T, es decir:
4) M=8XxT/w n7'(y) =T,

en otras palabras, w es una fibracidn localmente trivial.

e M tiene una foliacién, F, transversa a las fibras de la fibracién anterior, mds
ain, las hojas de la foliacién F son cubrientes de la base S.

e Las fibras en M estdn identificadas de acuerdo a las drbitas del grupo h(w(S)).

Observacién 1.2.5. Por la tltima propiedad en la proposicién anterior tenemos que

si la accién es minimal entonces la foliacién es minimal.

Consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.2.6. C* x Zy/ ~.
Denotemos por Zy al conjunto de los enteros diddicos vistos como grupo topoldgico
abeliano, el cual es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario (ver 1.2.4). Notemos
que las érbitas de los puntos t € Z, dadas por la transformacién t — ¢+ 1 son densas en

los enteros diadicos.
En el espacio producto C* x Z consideremos la relacién de equivalencia ~ dada por:

(2,t) ~ (2/,t") siy sblosi 2’ = 2"z y t' = t + n para alguna n € Z.

Consideremos el espacio de 6rbitas bajo ésta relacion de equivalencia. Por otro lado
sabemos que C*/2z es un toro complejo, asi C* x iz/ ~ es una laminacién compacta por
superficies de Riemann con hojas densas (i.e es una laminacién minimal), las cuales son
holomorfamente equivalentes a C. Mas aiin, esta laminacién fibra sobre el toro C*/2z con

fibra 22

Ejemplo 1.2.7. En el caso de representaciones del grupo fundamental tomemos a S
como X, una superficie de Riemann compacta de género dos y a T' como CP!.
Sabemos que el grupo fundamental de X», m1(X2), tiene una representacién finita dada
por {a;,b;, i = 1,2|Hf:1aib,-ai"lb,-'l = e}, en esta consideremos al subgrupo libre en
dos generadores G = ((aj1,b1)). En PSL(2,C) escogemos a « y 3 de tal forma que el
grupo que generan sea un grupo Kleiniano con un conjunto de Cantor como conjunto
limite A (por ejemplo, un grupo Fuchsiano de segunda especie, en particular un grupo de
Schottky el cual tiene como conjunto limite un conjunto de Cantor, [30]). Definimos un
homomorfismo h de G en PSL(2,C) tal que h(b;) = 8y h(a;) = «. La suspension de h
es una superficie compleja M = X5 x CP' que fibra sobre X5 con fibra CP'. Se puede ver
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mediante el trabajo de Serre ([45]) que M es una superficie algebraica reglada, es decir,
existe un encaje holomorfo de M en CPV para alguna N € N. Més atn, el cociente del
conjunto X3 x A bajo ~ es un conjunto compacto, X C M, el cual es saturado en el que
cada fibra se convierte en un conjunto de Cantor. Este compacto X estd equipado de una
foliacién, la cual estd dada por restriccién.

Este es un ejemplo tipico de laminacién compacta por superficies de Riemann minimal,
el cual es un espacio topolégico que no es una variedad (la minimalidad resulta del hecho
de que todas las drbitas del conjunto limite de un grupo Kleineano son densas en este

conjunto limite).

1.2.3. Limites inversos. Antes de continuar con los ejemplos, daremos las defini-

ciones basicas y algunos resultados sobre limites inversos.
Denotemos por I a un conjunto no vacio, el cual después serd un conjunto de indices.
Decimos que I es preordenado con respecto a la relacién <, si la relacién dada es reflexiva
y transitiva. Entendiendo que la relacién < es reflexiva si 4 < 1 para toda i € I y es
transitiva si ¢ < j y 7 < k entonces 7 < k para toda i, j,k € I. Nétese que un preorden es
mds débil que un orden parcial ya que no se esta asuminedo antisimetria (si: < jy j <i
no necesariamente implica que i = j).

Un conjunto preordenado I es un un conjunto dirigido si cualquier subconjunto finito
de I tiene una cota superior en I, equivalentemente para todo i, j € I existe k € I tal que
i<kyj<k
Recuerdese que los conjuntos dirigidos son precisamente lo que es necesario para definir
la nocién de una red en espacios topoldgicos abstractos.

Definicién 1.2.8. Una familia {Y;|i € I} de espacios topolégicos y una familia de
transformaciones continuas {g;; : ¥; — Y;|i,j € I, i < j}, tal que ;; es la transformacién
identidad en Y; para cada i € I y i; o @jr = pix siempre y cuando i < j < k es llamada
un sistema inverso {Y;, p;;} de espacios topolégicos con indices en un conjunto dirigido I.

Si en la definicién anterior cambiamos espacio topoldgico por grupo, grupo topolégico
y la familia de transformaciones continuas la cambiamos por una familia de homomorfis-
mos, homomorfismos continuos, entonces, tendremos un sistema inverso de grupos, grupos
topoldgicos respectivamente.

Si {Y;, i;} es un sistema inverso de espacios topoldgicos (grupos, grupos topolégicos) y
Y es un espacio topolégico (grupe, grupo topolégico, resp.), la familia de transformaciones
continuas (homomorfismos, homomorfismos continuos, resp.) {i; : ¥ — Yj|i € I} es
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compatible si p;; o ; = 1; para ¢ < j, es decir, si el diagrama:

¥~y

W o |w

Gy
Y; i E '
es conmutativo.

Definicién 1.2.9. Un espacio topoldgico (grupo, grupo topolégico, resp.) Y junto con
una familia compatible {g; : ¥ — Y;} de transformaciones continuas (homomorfismos,
homomorfismos continuos, resp.) con la propiedad universal es un limite inverso (Y, ;)
de un sistema inverso {Y;, ¢;;} de espacios topolégicos (grupos, grupos topoldgicos, resp.).

Donde la propiedad universal significa:
Si hay una familia compatible de transformaciones continuas (homomorfismos, homomor-
fismos continuos, resp.) {¥; : X — Y;} de un espacio topoldgico (un grupo, un grupo
topolégico, resp.) X, entonces, hay una tnica transformacién continua (homomorfismo,
homomorfismo continuo, resp.) ¥ : X — Y tal que ; o9 = 9; para cada i.

Consideremos un sistema inverso de grupos finitos a cada uno de los cuales lo dotamos
de la topologia discreta. Su limite inverso adquiere la topologia inducida de la topolégia
del producto infinito. Esta topologia es llamada pro-finita, asi, este limite inverso adquiere
la estructura de grupo topoldgico.

Definicién 1.2.10. Un grupo topolégico isomorfo al limite inverso de un sistema
inverso de grupos finitos, dotado de la topoldgia pro-finita, es llamado un grupo pro-finito.

Se puede demostrar (ver [51] pdg. 13) que el limite inverso de un sistema inverso
{Yi,i;} existe y es tnico salvo isomorfismos. En este sentido, nos referiremos al limite
inverso del sistema inverso {Y;,;;}, al cual, denotaremos denotado por lim{Y;, ¢;;} o
simplemente por lim Y;.

Notemos que si {Y;, ©;;} es un sistema inverso de grupos topolégicos, entonces su limite
inverso, visto como un conjunto, es justamente el limite inverso {Y;, ¢;;} visto como un
sistema inverso de conjuntos.

Una demostracién del siguiente resultado puede ser encontrada en [51], pag.14.

Proposicién 1.2.11. Si {Y;, ¢;;} un sistema inverso de espacios topodgicos con in-
dices en I, entonces:
(1) Sicada Y; es Hausdorff, también lo es limY;.

(2) SicadaY; es totalmente disconero, también lo es lim Y;.
(3) Sicada Y; es Hausdorff, entonces limY; es cerrado en el producto cartesiano.
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(4) St cada Y; es un espacio no vacio, compacto y Hausdorff, entonces limY; es no

vacio, compacto y Hausdorff.

1.2.4. Caracterizacién del conjunto de Cantor. Una demostracién de los sigu-

ientes resultados pueden encontrarse en [21] pags. 98-99.

Teorema 1.2.12. Si M es un espacio métrico, compacto y totalmente disconero,
entonces es homeomorfo a un limite inverso de conjuntos finitos dotados de la topologia

discreta.

Teorema 1.2.13. Cualesquiera dos espacios compactos, métricos, perfectos y total-

mente disconexos son homeomorfos.
Como consecuencia del teorema anterior tenemos el siguiente colorario:

Corolario 1.2.14. Cualquier espacio compacto, métrico, perfecto y totalmente dis-

conezo es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario.

1.2.5. Laminaciones por superficies de Riemann asociadas a aplicaciones
dilatantes del circulo. Describiremos un método debido a Dennis Sullivan, el cual per-
mite asociar una laminacién por superficies de Riemann a ciertos sistemas dindmicos en el
circulo unitario. Nos basaremos en la descripcién que da Etienne Ghys en [18] (comparar
con [15]).

Tomemos una aplicacién g : S* — S del circulo unitario en si mismo que es dila-
tante, es decir, la derivada de g es estrictamente mayor que uno para todo punto de S.
Tal aplicacion es un recubrimiento del circulo. Para transformar la dinadmica de g que es
no invertible en una dindminca invertible, consideremos su extensién natural definida de
la manera siguiente:

Denotemos por V = {{Zn}nen|zn € S! y que satisfacen g(zn) = zn41} al conjunto de
todas las sucesiones de puntos en el circulo que son las érbitas de g.

Un punto de V es equivalente a dar un punto o € S! y escoger una sucesién de preimagenes
sucesivas bajo g.

Dotamos a V' C [[,cn S ! con la topologia inducida por la topologia producto, con la cual V
es un espacio compacto que posee una biyeccién natural f definida por: f({z,}) = {Zn+1},
también una proyeccién natural 7 : V — S! definida por 7({z,}) = xo. Las fibras de =

son conjuntos de Cantor y se satisface que gom = mo f.

Afirmacién 1.2.15. Existe una foliacién F de dimensién uno sobre V que es invari-
ante y dilatada por f, donde dilatada significa que f expande la norma de los vectores

tangentes a la foliacién.
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Demostracién. Notemos que dar un punto de V' es equivalente a dar un punto
o € S! y escoger una sucesién de preimigenes sucesivas bajo g. Si el punto zo se
desplaza continuamente sobre el circulo, uno puede seguir esta eleccién de preimdgenes
por continuidad y describir asi una curva en V. Estas curvas son las hojas de la foliacién

F.

También se pueden definir tlas hojas de la foliacién F como las variedades inestables
de la aplicacién f de la manera siguiente:
Dos puntos a,b € V estdn en la misma hoja de F si y solamente si, la distancia entre
f~°™(a) y f7°"(b) tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Nota 1.2.16. El espacio V es llamado regularmente un solenoide de dimension uno,
ver [47].

Para construir una laminacién compacta por superficies de Riemann debemos crear
una estructura afin invariante sobre las hojas de F. Recordemos que la recta afin R puede
ser considerada de manera natural, como la frontera del semi-plano superior de Poincaré
H = {z € C|Im(z) > 0}, es decir, que toda aplicacién afinz e R— az+b€ R cona>0
se extiende a un biholomorfismo z € H+— az + b € H.

Otra manera de expresar lo anterior, consiste en decir que el conjunto de los vectores no
nulos y positivamente orientados de una recta afin orientada, se identifican naturalmente
con el semi-plano superior de Poincaré.

Consideremos al espacio V' formado por los vectores tangentes a la foliacién F no nulos
y orientados positivamente. Este espacio es no compacto y estd dotado de una foliacién
F' por copias del semi-plano superior H.

Como vimos en la afirmacién anterior f es dilatante, entonces la accién de f sobre "4
es libre y propia. De tal forma que el cociente de % por la accién de f es un espacio
compacto V' dotado de una laminacién por superficies de Riemann, F’, donde las hojas
de esta laminacién son cocientes de H. Ma4s precisamente, uno distingue dos casos:

Si una hoja I’ de 7/ no se preserva por ninguna potencia de f, entonces la hoja en F/
que le corresponde es isomorfa a H. Por el contrario, si una hoja I de F' es preservada
por alguna potencia de f, es decir, f**( y por ninguna f% 0 < i < n), entonces f"
actiia sobre !/ como una homotecia de razén A > 1 y la hoja l' correspondiente de F', es
el cociente de H por esta homotecia. Asi, I’ es isomorfa a un cilindro. Como superficie de
Riemann !’ es un anillo definido como {w € C|1 < |w| < A}, donde In(A) es el médulo del
anillo. A cada punto periédico = de periodo n de la transformacién g, le corresponde una
hoja en esta laminacién que es un anillo de médulo in((g°")(z)).

En resumen, podemos asociar una laminacion por superficies de Riemann a toda aplicacion
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dilatante del circulo.
Consideremos el siguiente ejemplo concreto de la descripcién anterior:

Ejemplo 1.2.17. Solenoide diddico de dimensién uno.
Consideremos a S' = {z € C : |z| = 1} y la aplicacién g(z) = 22
En éste caso tenemos que V = Sz = {{zn}nen : (2n)? = 2n-1} €s un subconjunto compacto
del producto ﬂ;“;, S1 con la topologia inducida de la topologia producto.
Existe una biyeccién natural f de &3 consigo mismo, la cual estd dada por el "shift” o
corrimiento de Bernoulli. Més precisamente f({zo,z1,22,23,...}) = ({z1,22,23,-..}). La
proyeccién 7 : S; — S! estd dada por: m({z,}) = 2. Para describir las fibras de la
transformacién 7, pensemos por un momento en la fibra sobre el 1, es decir, 7~1(1):

l—gil={1,-1} —g; 1 = {1,-1,4,—i} ...
donde la transformacién entre los conjuntos 9; ;1 Y 9; les g. Ast:

(6) 7)) =lim(1 g ={1, -1} — gz ={1,-1,i,—i} —...) X Zp =K
n

donde 22 denota al conjunto de los niimeros enteros diddicos visto como grupo topolégico,
el cual es homeomorfo al conjunto de Cantor K. Puesto que el 1 no juega ningin papel
relevante en la descripcién anterior, tenemos que la fibra para cualquier zyp € S! es el
conjunto de Cantor @2; mds atin, S es una fibracién localmente trivial con fibras home-
omorfas al conjunto de Cantor 32.

Consideremos una cubierta abierta finita de S* por arcos abiertos A;, con la propiedad
de que se intersecten dos a dos en un sub-arco y que sean cubiretos igualmente (evenly
covering) por cualquier mimero de iterados de la transformacién g. Entonces, la coleccién
de los abiertos U; = 771(4;) & A; x Z, forma una cubierta abierta finita para Sz.

Ejemplo 1.2.18. Solenoide diddico de dimensién dos.

Consideremos la transformacién g que aparece al considerar el limite inverso (S2,3) =
lim{S", g}. En el espacio topolégico S, x R* consideremos la accién libre y propiamente
discontinua de los enteros Z generada por la aplicacién (Z,y) — (g(2),2y). Denotemos
por S = 83 x Rt/ ~ al espacio de 6rbitas bajo esta accién. Afirmamos que este cociente
es una laminacién por superficies de Riemann, en la cual todas sus hojas son densas; las
hojas que son simplemente conexas son conformemente equivalentes al disco y las otras
hojas son conformemente equivalentes a anillos de médulo finito (ver [47]).

1.2.6. Laminaciones universales algebraicas. Consideremos una superficie de
Riemann compacta de género g > 1, Xg, con un punto marcado p € X, y denotemos
por m(X,,p) al grupo fundamental de la superficie marcada (X,,p), el cual tiene una

presentacion finita:

m(Xg,p) = {a1,---,8g,b1,... by : _,a;ba] 167! = e}.
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Tomemos la familia I de subgrupos normales, H, de indice finito en m(X,) junto con
la propiedad que para todo H, H’ € I existe un subgrupo H” € I, tal que es subgrupo
normal de la interseccién de los otros dos, en otras palabras H” « H (| H".

Podemos pensar a I como un conjunto dirigido con respecto al orden parcial <, el cual
est4 definido por: H < H' si y sélo si H' es un subgrupo de H, es decir,

I={H|H am(X,,p), [m1(Xq,p): H] < co, VH', H"3H" tal que H"” « H'(|H"}.

Nota 1.2.19. Es posible tomar la familia I’ de todos los subgrupos H de m(X,) de
indice finito no necesariamente normales y pensar a I’ como un conjunto dirigido con

respecto al mismo orden parcial <.

Definimos el morfismo gy : m(Xg,p)/H' — m(X4,p)/H entre los grupos finitos
m(Xg,p)/H' y m1(Xq,p)/H para cualesquiera H, H' € I tales que H < H' como:

gun(H'a) = Ha para todo a € m(Xg,p),

con lo cual tenemos que {m1(Xy,p)/H; qu ' } o H'c1 €5 un sistema inverso de grupos finitos.
Si para cada H € I al grupo cociente m(X,,p)/H lo dotamos con la topoldgia discreta,
entonces, los homomorfismos gg g+ son homomorfismos continuos. Asi,
{m1(Xy,p)/H,quu } i, 1er s un sistema inverso de grupos topoldgicos.

Observemos que 71(Xg,p)/H se puede identificar con el grupo de transformaciones de
cubierta de la cubierta finita de Galois correspondiente a H.

El siguiente resultado se puede encontrar en [15].

Proposicién 1.2.20. El limite inverso:
(7, ¢n) := lim{m (X, p)/H, qun}
Hel

del sistema inverso {m1(Xq,p)/H,qum}Her existe y es un grupo pro-finito donde {¢y :
 — H} es una familia de homomorfismos continuos que satisfacen la propiedad universal

del limite inverso.

Definicién 1.2.21. El grupo (7, ¢x) anterior es llamado la completacion pro-finita
de m(Xg,p) (o grupo fundamental algebraico de X,). El cual denotaremos por #.

Observemos que 7 es homeomorfo al conjunto de Cantor ternario por el corolario 1.2.14

de la seccién 1.2.4.
Notemos que hay un homomorfismo natural de m (X, p) en 7 inducido por las proyecciones

naturales de m (X,,p) en m(X,,p)/H.
Puesto que m;(X,,p) es residualmente finito, uno puede probar que este homomorfismo

de m1(X,,p) en T es inyectivo.

Usando la definicién y notacién anterior, construimos los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 1.2.22. Laminacién universal algebraica de tipo eliptico
(o parabélico).

Consideremos el caso de género g = 1, en otras palabras, consideremos una curva
eliptica marcada (E,,p) donde E, = C/Z & 7Z con médulo fijo, 7 € M, := H/SL(2,Z),
(ver [11, 16, 44]).

Consideremos el grupo fundamental de E,, m; (E,,p) = Z2. La construccién del con-
junto dirigido I (o bien I") para este caso consiste en considerar s6lo subgrupos H de
indice finito de m;(E,,p). Para cada H € I definimos el espacio topolégico C/Ay :=
(E+(#),p(H)), el cual es una superficie de Riemann compacta de género uno marcada
donde el punto p(H) estd dado como la H-6rbita de p € E',-.?;) = C con estructura com-
pleja 7(H), es decir, una curva eliptica.

Por lo anterior tenemos una familia de espacios topoldgicos (curvas elipticas mar-
cadas) con indices en I. Se puede ver que dado H € I existe una transformacién, fy,
cubriente (holomorfa no ramificada) finita a uno, n:1, de (E.(g),p(H)) en (E,,p) donde
[r1(E;) : H] = n. Por el teorema del levantamiento, dados cualesquiera H, H' € I ex-
iste una transformacién, fyg, cubriente (holomorfa no ramificada) finita a uno entre
&), p(H') ¥y B sy, p(H)). Todo esto define a una familia de transformaciones con-

tinuas (holomorfas no ramificadas)

{funr : €y, p(H')) — ©pary, p(H))VH, H' € I}.

Con la familia de transformaciones anterior y la familia de espacios {E, ()} tenemos que
{®rary, p(H)), fHE Yo, 17e1 forma un sistema inverso de curvas elipticas marcadas, dicho
en otras palabras, tenemos una torre de recubrimientos (holomorfos no ramificados) de
Galois (o regulares) finitos marcados sobre (E., p).

Para una demostracién del siguiente resultado se puede consultar [9] pdg.283, comparar
con [15] y con [35] pag.66.

Proposicién 1.2.23. El limite inverso

&, Fiy) = lim {1y, p(H)), furrr} = lim {1y, p(H)), fr(aryrerry}
Hel HH'el
del sistema inverso {(E, (g, p(H)), fr(myr(rr)} existe y es un grupo topoldgico abeliano que
fibra sobre (E,,p) con fibra F~(z) homeomorfa al conjunto de Cantor HpEP Zp, donde
Zy denota a los mimeros enteros p-ddicos y [[,cpZp denota el producto sobre todos los

nimeros primos.

Definicién 1.2.24. Al limite inverso (E,, Fy) anterior lo llamaremos la laminacidn

universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico).
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Ejemplo 1.2.25. Laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico Ga-

loisiana.

Para construir este ejemplo consideremos el caso de género g > 2, es decir, considere-
mos una superficie de Riemann compacta de género mayor o igual a dos marcada, (X, ;,p),
con una clase de estructura hiperbélica  fija, dicho de otra manera, una curva algebraica
proyectiva lisa (X,,p) marcada y un punto 7 en el espacio moduli de curvas algebraicas
proyectivas lisas de género g.

Para cada H € I definimos la superficie de Riemann compacta hiperbélica marcada
(Xg(r),r(ery = D/H; p(H)), de género g(H) y estructura compleja 7(H) € Myx), con
lo cual tenemos una familia de superficies de Riemann compactas hiperbélicas marcadas
de diferentes géneros como indices en el conjunto /. Se puede ver que para cada H €
I existe una transformacién, fg, cubriente (holomorfa no ramificada) finita, n:1, entre
(Xg(a),(#), P(H)) y (Xg,7,p), donde el indice [m1(Xg7,p) : H] = n. Por el teorema del
levantamiento sabemos que para cualesquiera H, H' € I existe una transformacién, fyg,
cubriente (holomorfa no ramificada) finita entre (Xg(p r(#), P(H)) y (Xg,7,p). Todo esto
define una familia de transformaciones continuas (holomorfas no ramificadas)

{fun - (Ko@), oy P(H)) — (Xo(a),- ), P)VH, H' € I}.

Con la familia de transformaciones anterior y con la familia de espacios {Xg(z) (7} ten-

emos que {(XQ(H]'T( u),P(H)), fo, i} rer forma un sistema inverso de superficies de
Riemann hiperbdlicas marcadas, dicho en otras palabras, tenemos una torre de recubrim-
ientos marcados de Galois (o regulares) holomorfos no ramificados finitos sobre X, ;.

Supondremos que el médulo 7 de la superficie de Riemann compacta base X, estd
fijo, a menos que otra cosa se diga.
Para una demostracién del siguiente resultado se puede consultar [9] pdg. 283. Com-

parar con [15].
Proposicién 1.2.26. El limite inverso

(X, Fry) = im{(D/H,p(H)), fa.mr} = lim {(Xyry, P(H)), fo(eng(ay}
Hel H.H'el

del sistema inverso {(Xywy, P(H)), fo(iyg(H") } H.Hel existe y fibra sobre (X, -, p) con fibra
el conjunto Cantor.

Definicién 1.2.27. Al limite inverso (J\}g,,, Fy) anterior lo llamaremos la laminacion

universal algebraica de tipo hiperbolico “Galoisiana’.

Consideremos el siguiente ejemplo, el cual por si mismo es muy interesante:
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Ejemplo 1.2.28. Laminacién universal algebraica de tipo hiperbdélico
“diddica”.

Para este ejemplo, tomemos una superficie de Riemann compacta de género 2 marcada
provista de una estructura compleja 7, (X27,p) y consideremos tinicamente cubrientes
holomorfos no ramificados 2 a 1 sobre (Xz,,p). En este caso la fé6rmula de Riemann-

Hurwitz toma la expresién siguiente:

donde el género de la superficie cubriente es ¢’ y el género de la superficie cubierta es g,
asi, tenemos que cualquier transformacién, f, holomorfa cubriente no ramificada 2 a 1
sobre (X»,p) debe estar definida en una superficie de Riemann compacta de género 3. En
otras palabras, fo: (X3,p3) — (X2,p) cubre 2 a 1 a (X3, p) sin puntos de ramificaci6n.
Sobre la superficie (X3, p3) hacemos la construccién anterior, es decir, consideramos trans-
formaciones holomorfas cubrientes no ramificadas 2 a 1, con lo cual tenemos una superficie
de Riemann compacta de género 5 y una transformacién f3 : (X5, ps) — (X3,ps) cubri-
ente 2 a 1 sobre (X3, p3) sin puntos de ramificacién.

Definimos el conjunto de indices I C N de manera recursiva por la condicién ¢’ = 2(g—1)+1
empezando con g = 2, es decir, I = {2,3,5,...,d/ =2(g—-1)+1,...}.

Formamos la familia de superficies de Riemann compactas hiperbélicas marcadas con in-
dices en I, asi como una familia de transformaciones holomorfas cubrientes no ramificadas
finitas, con lo cual tenemos un sistema inverso de superficies de Riemann hiperbélicas

marcadas, el cual denotaremos por:

{(XgsPo), fodoer = {(X2,p) —L— (X3,p3) <L~ (X5,p5) —— ...}

Notemos que estamos considerando tinicamente subgrupos normales de indice dos de
7((X2.r,p)) por la forma en la que escogemos a los géneros ¢’ de los cubrientes.

Proposicién 1.2.29. El limite inverso
(X2,7)(2) = im { (X5, p) L (Xgps) B (Xaypg) — )
1

del sistema inverso {(X,.py), fqy}gc1 existe y tiene la estructura de una laminacion por
superficies de Riemann con fibra 7~ (z) homeomorfa al conjunto de Cantor diddico Eg.

Demostracion. Denotemos por 7 : (Xg,f)(g} — X3 a la proyeccién canénica. Con-
sideremos el atlas {¢,,U.} de variedad compleja para X,, es decir, U, es un disco en
(X2,p) que contiene a z y ¢, : D — U, es un homeomorfismo.

Podemos suponer que un disco U, lo escogemos lo suficientemente pequeno para que sea cu-
bierto de un modo igual con respecto a cualquiera de las cubiertas f : (X4, p,) — (X2.p2)
en el sistema inverso definido.
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Usamos el atlas {¢,,U.}, para construir un atlas de ()?2‘,)(2) de la siguiente manera:
Consideremos T, = m~!(z) el cual es homeomorfo al conjunto de Cantor diddico, dicho
conjunto lo podemos ver como subconjunto compacto del producto infinito en dos ele-
mentos, [1{0, 1}, y por otra parte definimos el abierto U, = 7~!(U,) en (Xg,)(g) Ahora
definiremos una carta qﬁz DxT, — U de la siguiente manera:
Un punto t € T}, es por definicién una coleccién infinita de puntos (z, 2, z2,... ) con z; € X;
que satisfacen la condicién requerida para estar en el limite inverso. Puesto que U, esta
cubierto de un modo igual por todo el sistema de cubiertas, podemos levantar ¢, a través
de f; a ¢,, : D — U, donde U,, es la componente de f,-'l(Uz) que contiene a z;.
Por la propiedad universal del limite inverso, existe un homeomorfismo ¢! : D — Ut
donde U! es el disco definido alrededor de ¢ € (Xg_,.)(z). Asi, obtenemos el homeomorfismo
¢::DxT, — U,.

]

Definicién 1.2.30. Al limite inverso (fg,)(g) anterior lo llamaremos la laminacion
universal algebraica de tipo hiperbélico “diddica”.

Ejemplo 1.2.31. Laminacién universal algebraica de tipo hiperbélico.

Fijemos un cubriente universal marcado para (X,, p) con g > 2, es decir, u : (jf;, p) —
(X4, p) e identifiquemos de manera canénica 71 (Xg,p) con el grupo de transformaciones
de cubierta del cubriente u. Hay que notar que cualquier eleccién de cubrientes universales
marcados que se tomen resultan ser canénicamente isomorfos.

Para construir este ejemplo consideremos el conjunto diriguido /(X,) de todos los
cubrientes marcados no ramificados finitos p : (Y,y) — (X,,p) sobre (Xg,p), donde
el orden parcial estd determinado de la manera siguiente: dado cualquier otro cubri-
ente marcado (q:(Z,z) — (Xg.p)) € I(X,) decimos que ¢ < p si y sblo si existe
r:(Z,z) — (Y,y) tal que por =gq.

Es importante observar que una transformacion que factoriza, cuando existe, estd univo-
camente determinada ya que estamos trabajando en una categoria con puntos marcados.
Hay transformaciones candnicas A : I(X,) — I'y B : I' — I(X,) entre I(X,)
y el conjunto diriguido I’ que preservan orientacién. La transformaciéon A asocia a
cualquier cubriente (p : (Y,y) — (Xy,p)) € I(X,) la imagen del monomorfismo p, :
m (Y, y} — m1(Xg,p) y la transformacién B asigna al subgrupo H € I’ el cubriente mar-
cado (XQ/H p(H)) — (Xg4,p). Aqui p(H) denota la H-6rbita del punto marcado en el
cubriente universal X Asi, esos cubrientes aparecen de tomar el cociente de X, g por los
subgrupos de indice finito de m; (X, p), dando modelos canénicos, salvo isomorfismo, de
elementos arbitrarios de I(X,). Observemos que la composicién Ao B es la transformacién
identidad en I’, consecuentemente A es sobreyectivo y B transforma a I’ de manera in-

yectiva sobre un subconjunto cofinal en I(X,).



1.3 Teoria de funciones. 25

Como ya lo explicamos anteriormente, este subconjunto cofinal contiene un representante
para cualquier clase de isomorfismo de un cubriente marcado de X,.

Observacién 1.2.32. Se puede construir el limite inverso con cualquiera de los con-
juntos I(X,), I’ o I utilizando las relaciones descritas anteriormente. Pero el objeto limite
no dependera de cuél de los conjuntos diriguidos se haya usado.

En virtud de la observacién anterior, este limite inverso serd llamado la laminacidn

universal algebraica de tipo hiperbdlico.

1.3. Teoria de funciones.

En esta seccién es describir4 la teoria de funciones sobre las laminaciones por superficies
de Riemann, basandonos en el libro de Schochet y Moore [32] y el articulo de E. Ghys
[18].

En vista de la definicién de laminacién por superficies de Riemann, tenemos que hablar
de funciones lisas (de clase C*) tangenciales CF (L, C), funciones holomorfas tangenciales
Or(L), etc.. En otras palabras, funciones que tienen la propiedad deseada a lo largo de
las hojas y que varian continuamente en la transversal.

De ahora en adelante, denotaremos por C°(£,C) a la gavilla de las funciones continuas
definidas globalmente en la laminacién (M, £) con valores en C.

Definicién 1.3.1. Una funcién f € C°(L,C), es una funcién holomorfa (lisa, de clase
C" conr > 1) tangencial, si es una funcién holomorfa (de clase C*, de clase C") a lo largo
de las hojas, es decir, foh;! : D x {t;} — C es holomorfa (de clase C*, de clase CT,
resp.) para toda t; € T;, donde h; es la carta trivializadora del abierto distinguido Uj.

Definicién 1.3.2. Una funcién continua, f, definida sobre la laminacién (M, £) que
toma valores en CP', se dice que es meromorfa tangencial si es una funcién meromorfa a
lo largo de las hojas, es decir, foh; ! : D x {t;} — C es meromorfa para toda ;.

Notacién 1.3.3. Or(L) denotara al anillo de las funciones holomorfas tangenciales
sobre la laminacién (M, £).
My (L) denotard al anillo de las funciones meromorfas tangenciales sobre la laminacion
(M, L).
CPF(L,C) denotara al anillo de las funciones lisas tangenciales definidas en la laminacién
(M, L).
CH(L,L') denotara al anillo de las transformaciones continuas entre las laminaciones
(M,L) y (M', L") que mandan hojas en hojas, es decir, en cartas locales tenemos que
hiofo(hi) ' :Dx{t;} — D x {t.} es continua y varia continuamente con respecto a t;.
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Definicién 1.3.4. Una transformacién f € CH(L,L’) es una transformacion holo-
morfa (lisa, de clase C") tangencial, si es holomorfa (de clase C*, de clase C", resp.) a lo

largo de las hojas, es decir,

hiofo(h)™ :Dx{t;} — Dx {t;},
es holomorfa (de clase C*°, de clase C”, resp.) para toda t;, donde h;, k! son las cartas
trivializadoras de los abiertos distinguidos U; y U/ respectivamente.

Notacién 1.3.5. Or(L, L) denotar4 al anillo de las transformaciones holomorfas tan-

genciales entre las laminaciones (M, L) y (M', L').
CF (L, L") denotara al anillo de las transformaciones lisas tangenciales entre las lamina-

ciones (M, L) y (M',L').
Supongamos que (M, L) y (M’, L’) son dos espacios foliados.

Definicién 1.3.6. Un encaje holomorfo tangencial f : (M,L) — (M’,L’) es una
transformacién continua que es un encaje holomorfo hoja a hoja.

Dotamos al espacio CH(L, L') de una topologia, la topologia fuerte, de la manera
siguiente:
Sean A = {h;,U;}ier y B = {h},Vi}ier atlas foliados para (M, L) y (M’,L’) respectiva-
mente con la propiedad que tanto los abiertos U; como los abiertos V; sean localmente
finitos. Consideremos una familia K = {K;}ic; de subconjuntos compactos de (M, L) tal
que K; es un subconjunto propio de U; para cada i, asi como una familia € = {¢;}icr de
nimeros positivos.
Sea f € C3(L, L") tal que f(K;) C V; para cada i. Los conjuntos bdsicos No(f, A, B, K, €)
para esta topologia estidn dados por el conjunto de las funciones g € CH(L, L') tales que
satisfacen g(K;) C V; Vi€ Iy ||hio fo(hi)~!(z,t) — hiogo(hi)~!(zt)| < e paratodo
(z,t) € hi(K;).

Nota 1.3.7. Puesto que (M, £) es un espacio topolégico compacto, la topologia fuerte
coincide con la débil (compacto-abierta).

Las demostraciones de los siguientes resultados pueden ser encontrados en [32], cap.II.

Proposicién 1.3.8. §i (M, L) es una laminacion por superficies de Riemann, en-
tonces, cualquier cubierta abierta de (M, L) tiene una particion de la unidad lisa tangencial

subordinada a dicha cubterta abierta.

Proposicién 1.3.9. Si consideramos a las laminaciones por superficies de Riemann
producto (M, L) = S xT y (M', L") = §' x T', entonces, CF(L,L') es denso en C3-(L, L)

en la topologia fuerte (compacto-abierta).
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Proposicién 1.3.10. Si consideramos dos abiertos distinguidos U =D xT y U’ =
D x 7', un subconjunto cerrado K de U y W un subconjunto abierto de U, asi como una
funcién f € CH(U,U’) tangencialmente lisa en una vecindad de K\W, entonces, cualquier
vecindad Ny de f en C}(U,U’) contiene una transformacion h : U — U’ la cual es lisa
tangencial en una vecindad de K y coincide con f en U\ W.

Teorema 1.3.11. Si consideramos dos laminaciones por superficies de Riemann pro-
ducto (M,L) =S xT y (M',L')= 5" xT’, entonces, CF¥(L,L') es densa en CH(L,L') en
la topologia fuerte.

1.4. Haces lineales y secciones tangenciales.

Para dar las definiciones de haz lineal y secciones lisas tangenciales, consideremos una
laminacién por superficies de Riemann no necesariamente compacta L.

Un haz lineal liso tangencial L en L consiste de una familia {L,}yec de espacios vectoriales
complejos de dimensién uno parametrizados por L tal que, si el punto p en coordenadas
locales tiene la forma p = (z,t), entonces, esta parametrizacién depende continuamente
de t y lisamente de la variable z.

Una seccion lisa tangencial s de L sobre un conjunto E C L es una transformacién lisa
tangencial que asigna el vector s(p) € L, para cualquier punto p € E.

Para precisar lo anterior, consideremos una haz lineal L sobre £ y lo dotamos con una
estructura lisa tangencial C¥, donde una estructura lisa tangencial CF del haz lineal L es
dar una cubierta abierta I{ de £ por abiertos distinguidos y para cualquier abierto U € U
dar una transformacién sy : U — L lisa tangencial que nunca se anula (un marco sobre
U) de tal manera que las funciones de transicion pyy : UV — C* definidas por la
relacién sy (p) = @vy(p)su(p) sean funciones lisas tangenciales.

Un marco tangencialmente lisa s de L en un subconjunto abierto §2 de £ es tambien
llamado una trivializacion de L en S

Observemos que si para cualquier U € U la funcién fy : U ()2 — C* definida por
s(p) = fu(p)su(p) es una funcién tangencialmetne lisa, entonces, la seccién s de L sobre
el conjunto abierto 2 C L es lisa tangencial.

Puesto que la estructura lisa tangencial de un haz lineal no debe depender de las
cubiertas abiertas escogidas, diremos que dos estructuras lisas tangenciales (CF) en L
coinciden si ellas tienen las mismas secciones lisas tangenciales C$°. En otras palabras,
si V es otra cubierta abierta de £ por abiertos distinguidos y {ty}yey es una familia
de marcos en L definida en los conjuntos abiertos de V, entonces, (V, {tv}vey) define la
misma estructura CF en L que (U, {sy }ueu) siy sblo si los marcos ty son secciones lisas

tangenciales de L.
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Las funciones de transicién definidas anteriormente satisfacen la siguiente condicidon

de cociclo:
Si U,V y W son conjuntos abiertos en U con intersecciones no vacias, entonces

YWU = YWVvPvU en Un VﬂW-

Afirmamos que cualquier familia {pyy : U1V — C*} de funciones lisas tangen-
ciales parametrizadas por los pares (U, V) de abiertos en I con intersecciones no vacias,
provienen de un haz lineal lisa tangencial L en L si estas funciones satisfacen la condicién
de cociclo. Para demostrar esta afirmacién, basta probar que dada la familia {pyy :
UV — C*} se puede definir un haz lineal liso tangencial L en L y secciones sy en
U € U, los cuales se definen de la siguiente manera:

Para cualquier punto p € £ consideremos U, = {U € U;p € U}. Definimos L, como el
espacio vectorial complejo de dimensién uno obtenido como el cociente de U, x C por la
relacién de equivalencia ~ siguiente, (U, \) ~ (V, ) si y sélo si u = pyy(p)), y definimos
sy por sy(p) = [(U,1)]. Entonces, las s}, satisfacen la relacién s{,(p) = v (p)sy(p) por
construccién. Asi, L es un haz lineal lisa tangencial y {¢yy} es la familia asociada de

funciones de transicién.

Nota 1.4.1. En la laminacién por superficies de Riemann £ podemos definir los
haces lineales holomorfos tangenciales sobre L y extender todas las afirmaciones anteriores

simplemente remplazando lisa tangencial C§® por holomorfo tangencial Or.

Mostramos algunos ejemplos de lo anterior.

Ejemplo 1.4.2. El haz lineal holomorfo tangencial trivial sobre L.
Consideremos L = £ x C, su estructura holomorfa, Or, estd definida por i = {L} y la
trivializacién por sg = 1.

Las secciones holomorfas tangenciales pueden ser identificadas con las funciones holomorfas

tangenciales

Ejemplo 1.4.3. El haz tangente holomorfo tangencial FL.

Este haz lineal tangencial holomorfo esta definido como sigue:
Sea {U, ¢y }uey una familia de cartas holomorfas tangenciales en £ tal que U es una
cubierta abierta de £ por abiertos distinguidos. Para cualquier interseccion de U y V en
U definimos la familia de funciones de transicién:

Oy

{pvu = Eymid

Esta familia es una familia de funciones holomorfa tangenciales que nunca se anula en
U V. Las funciones @y satisfacen la condicién de cociclo y FL es el haz lineal holomorfo

tangencial asociado.
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Usando una carta coordenada local (z,t) tenemos que una seccién s de F'L puede ser
escrita localmente como: 5
s= f(z,t)=—
1205

y esta es holomorfa tangencial si y sélo si f es holomorfa tangencial.

Ejemplo 1.4.4. El haz lineal canénico holomorfo tangencial F*L.
Este es el haz lineal holomorfo tangencial en £ el cual puede ser definido por las funciones
de transicién
Yyyv =pvu = e
Odu
Usando una carta coordenada local (z,t) tenemos que una seccién s de F*L puede ser
escrita localmente como:
s = f(z,t)dz
y esta es holomorfa tangencial si y sélo si f es holomorfa tangencial.

Ejemplo 1.4.5. El producto tensorial de dos haces lineales holomorfos tan-
genciales.
Si L y L’ son dos haces lineales holomorfos tangenciales en £, su producto tensorial L ® L'
es el haz lineal holomorfo tangencial en £ definido de la siguiente manera:
Para cada punto p € £ tomamos (L® L'), = L, ® L,,. La estructura holomorfa tangencial
Or es tal que, para cualquier abierto 2 de £, cualquier seccién s € Op(§2; L) y cualquier
s' € Or(Q; L'), la seccién dada por s- s : p+— s(p) - s'(p) en L ® L’ sobre § es holomorfa

tangencial.

1.5. Variedades Jacobianas de superficies de Riemann compactas.

En esta seccion daremos un resumen breve de la teoria de curvas algebraicas proyectivas
lisas y variedad Jacobiana, ver [33] y comparar con [11, 16, 17].

Consideremos una superficie de Riemann compacta y de género g > 0, X,. Asociada a
X, tenemos su variedad Jacobiana, Jac(X,), la cual es una variedad abeliana de dimensién
compleja g (ver seccién 1.8). La superficie X, (marcada) se encaja de manera natural en
Jac(X,) mediante la transformacién de Abel-Jacobi:

(6) Ay Xy — Jac(Xy).

El teorema de Riemann-Roch (ver [13] pdg.73) implica que el espacio vectorial com-
plejo de las 1-formas diferenciales holomorfas (equivalentemente, las 1-formas diferenciales
abelianas del primer tipo) en X,, H%(X,, K) = H%(X,, O*9), es un espacio vectorial de
dimension g. Aqui K denota el haz cotangente holomorfo, es decir, el haz canénico de X,.
Para definir la variedad Jacobiana de X, escojamos una base de homologia
{ar,....ap.b1,... by} para Hi(X,,Z) ( de hecho una base simpléctica, la cual llamaremos
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canonica ). Construimos la base dual {wy,... ,wg} de 1-formas diferenciales holomorfas

mediante:

(7 / wi = 05 ; f wi = ;.
aj b;

i}

La matriz IT = {m;;} es llamada la matriz de periodos (normalizada) de X,.

Proposicién 1.5.1. La matriz II es una matriz en GL(g,C), simétrica y con parte
imaginaria definida positiva, a saber

i
Im(?r,-j) = 5-/:)( wi ANwj = (ut-,wj).

a

La demostracién de esta proposicion es una aplicacion de las relaciones de Riemann,

ver [27] péag.75.
Definicién 1.5.2. La variedad Jacobiana de X, es el toro complejo
(8) Jac(X,) = CI/A(I,1I)
donde A(1,II) denota la reticula en CY generada por las columnas de la matriz identidad

I en GL(g,C) y por las columnas de la matriz I, es decir, las 2g columnas de la matriz
(7,11).

Descripcién de la transformacién de Abel-Jacobi Ag,:
Escégamos un punto base pg en X,;. Entonces, para cada eleccién de trayectorias que unan

al punto pp con un punto arbitrario p € X, el vector

(9) (/:wl,...,/p:wg)ecg

esti bien definido médulo la reticula A(Z, IT). Por lo tanto, este vector determina un punto
en Jac(X,), el cual es por definicién la imagen bajo la transformacion de Abel-Jacobi A,

del punto p.

Nota 1.5.3. La matriz de periodos II de las diferenciales abelianas no es iinica, puesto
que depende de la eleccién de bases para Hy(X,, Z) y para H'(X,4, O'9). Es casi inmediato
que diferentes elecciones tienen el efecto de remplazar Il por una matriz NIIM donde
N € GL(29,Z) y M € GL(g,C). Asi, todas esas elecciones dan el mismo toro complejo
llamado la variedad Jacobiana Jac(X,).

Descripcion intrinseca de Jac(X,):
Consideremos al espacio vectorial de las 1-formas diferenciales holomorfas y nos fijamos
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en el espacio vectorial dual, es decir, H%(X,, O(10)*,
El apareamiento de 1-ciclos con 1-formas diferenciales dado por integracién

([Ct],w) = W,
[e]
muestra que H;(Xg, Z) es un subgrupo discreto (reticula) de H%(X,, O9)*  con lo cual

tiene sentido la siguiente definicién:
Definicién 1.5.4. La variedad Jacobiana Jac(Xg) estd dada por:
(10) Jac(X,) = HY(X,, OV /H (X, Z).

Para la descripcién de la transformacién de Abel-Jacobi en este contexto intrinseco; se

escoge un punto base pg € X, asi, para cualquier punto p € X, el punto
Ag(p) € Jac(Xy) = HO(Xy, OM0)* /Hy (X, Z)

corresponde a la clase lateral del funcional lineal A,4(p)(w) = fp’; w, en otras palabras,

w-—»[.[:w].

La conexién entre las dos descripciones anteriores de la variedad Jacobiana estd dada de

la manera siguiente:
Cada elemento I € H%(X,, O9)* aparece como {(w) = J,w donde 7 es alguna 1-cadena

en X,. Entonces, la clase de | en Jac(X,) corresponde al punto ([, wy, ..., [, wg) mod (A)

en C9/A(I,11), es decir:
U ([rwl.---,/?wg) mod (A).

1.6. El grupo y la variedad de Picard.

En esta seccién daremos un resumen muy breve sobre el grupo de Picard y la variedad
de Picard, ver [11, 13, 14, 16].
Para comenzar con dicho resumen consideremos una superficie de Riemann compacta

de género g,X,.

Notacién 1.6.1. Div(X,) denotara al grupo de divisores en X,.
Divg(Xy) denotara al grupo de divisores de grado cero.
DivP(X,) denotara al grupo de los divisores principales en X,.

Es bien sabido que la superficie X, se puede pensar también como una curva algebraica
no singular, tamién que Divg(X,) es un subgrupo de Div(X,) y que DivP(X,) es un
subgrupo de Divg(X,) con lo cual se considerara la siguiente definicién:
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Definiciéon 1.6.2. El grupo cociente
Pic(X,) := Div(X,)/DivP(X,)
es llamado el grupo de Picard de X,.

Las siguientes dos definiciones del grupo de Picard son equivalentes y serdn de gran
ttilidad.

Definicién 1.6.3. El grupo de Picard de X,, Pic(X,), estd dado como el primer
grupo de cohomologia de la gavilla de funciones holomorfas que nunca se anulan en la

curva X,;. En otras palabras,
Pic(X,) = H'(X,,0%).

Definicién 1.6.4. El grupo de Picard de X,, Pic(Xy), es el grupo de todos los haces
lineales holomorfos sobre X,. La operacién de grupo estd dada por el producto tensorial

de haces y los inversos son los haces duales.

El producto tensorial del haz lineal L con el haz lineal L', L ® L' = LL’, esta dado
por el producto {gi;g;;} de las funciones de transicién {g;;} del haz L y {g;;} de L/, y el
inverso L™! est4 dado por las funciones de transicién { g‘-}l}.

Denotaremos por Picg(X,) = {L € Pic(X,) : deg(L) = ¢1(L) = d} al conjunto de los
haces lineales holomorfos sobre Xy de clase de Chern d donde d € Z (ver seccién 1.8 de

este capitulo).

Lema 1.6.5. Eziste una biyeccion entre el conjunto de los haces lineales de grado cero
y el conjunto de los haces lineales de grado d de manera no candnica.

Demostracién. Tomemos cualquier haz lineal holomorfo de grado d, Ox,[(p)], en-
tonces la aplicacién que asigna L — L ® Ox,[(p)] define la biyeccién.

Por el teorema de Riemann-Roch sabemos que el haz canénico de X,, K, tiene grado

2g — 2 de donde tenemos el siguiente lema.

Lema 1.6.6. Eziste una biyeccion candnica entre el conjunto de los haces lineales
de grado cero y el conjunto de los haces lineales de grado 2g — 2, es decir, Picy(X,) =
Pngg_g(Xg).

Demostracién. La aplicacién ¢ : Pico(X,) — Picyy_2(X,) dadapor L — L@ Kx,,
define la biyeccién canénica buscada.
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Observemos que el grupo de Picard de X es la unién disjunta de todos los conjuntos
de haces lineales holomorfos en X, de todos los grados posibles, es decir, Pic(Xy) =

Llsez Pica(Xg).
Para el caso particular de d = 0, Picp(X,) resulta ser un grupo. Mas atin, resulta ser
una variedad la cual es llamada la variedad de Picard de X,4. Dicha variedad estd dada

como:

(11) Pico(Xy) = H' (Xy,0)/H' (X, Z).

Del hecho que la sucesién
0 —— Picy(Xy) — Hl{xg,o;(g) — s HY(X,,Z)=Z —— 0

es exacta se tiene que el grupo de todos los haces lineales complejos en X, se pueden

pensar como:
Pic(Xy) = H'(X,,0%,) = Z ® Pico(X,).

Concluimos esta seccién con el resultado siguiente.

Proposicién 1.6.7. La variedad de Picard y la variedad Jacobiana de la superficie
Xy son candnicamente isomorfas como toros complejos y como grupos de Lie comple-
jos compactos (Mds ain, Pico(X,) y Jac(Xy) son isomorfas como variedades abelianas

principalmente polarizadas, ver seccion 1.8).
Una demostracién de este hecho se puede ver en [16] pig. 153.

1.6.1. La transformacién norma Nmy. Para definir la transformacién norma
tomemos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g respectivamente
y consideremos una transformacién holomorfa, f : X; — X, cubriente y finita a uno
(que puede ser o no ramificada) entre ellas. En otras palabras, estamos consideremos un

morfismo finito de curvas proyectivas lisas.
Dada cualquier funcién meromorfa h en X, es decir, h € M(X,), definimos la funcién

meromorfa Nmyh en X, como
(12) (Nmeh)p) = [[ Aq)*@
qef='(p)
donde v(g) es la multiplicidad con la que el punto g aparece en la fibra de f sobre p. Asi,
esta funcién meromorfa induce un homomorfismo sobreyectivo de grupos (multiplicativos)

Nmf H M(Xr}' —* M(Xg)‘

La transformacién Nmy : Div(X,) — Div(X,) dada por Nmg(3" nigi) = 3 ni f(a:)

es llamada la transformacién norma.
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Observacién 1.6.8. La transformacién norma Nmy anterior es un morfismo entre

los grupos de divisores.

Observacién 1.6.9. La transformacién norma anterior Nmj preserva grados, es decir,
si deg(D) = n, entonces, deg(Nmy(D)) = n VD € Div(X,).

Lema 1.6.10. Para cualquier funcion meromorfa h € M(X;), la imagen del divisor
(h) bajo la transformacion norma, Nmy((h)), es igual al divisor de la funcion Nmgh, en
otras palabras,

Nmy(()) = (Nmgh).

Una demostracién de este lema se puede consultar en [11] pigs. 281-286.

Una observacién inmediata del lema 1.6.10 anterior es que Nmj es un morfismo bien
definido entre los grupos de divisores principales de las superficies X, y X,. Mas ain, se
puede definir la transformacién norma entre los grupos de Picard de las superficies X, y

X,
Proposicién 1.6.11. La transformacion norma Nmy induce un morfismo entre los
grupos de Picard de las superficies de Riemann compactas X, y X4, es decir
Nmy : Pic(X,) — Pic(X,).
Definicién 1.6.12. El morfismo anterior también se denota por Nmy y es llamado

la transformacion norma.

Consideremos la transformacién holomorfa Ago f : X; — Jac(X,). Por la propiedad
universal de la Jacobiana (secc.4 del cap.11 de [27]) existe un tinico homomorfismo analitico

N¢ que convierte al siguiente diagrama en conmutativo:
X~y Tal X))

(13) fl le
X, —22 Jac(X,).

Lema 1.6.13. El homomorfismo analitico Ny y la transformacion norma restringida

a la variedad de Picard convierten al diagrama:

Jac(X,) —— Pico(Xr)

NIJ' ‘[NTRI

Jac(X,) —— Pico(X,)

en un diagrama conmutativo.
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Demostracién. Este lema es una consecuencia del diagrama conmutativo (13) ante-
rior y del hecho que la variedad de Picard y la variedad Jacobiana de X, son canénicamente

isomorfas.

1.7. Las variedades Wi(X,) en Jac(X,) y en Picy(X,).

En esta seccién se dard un resumen breve sobre las subvariedades distinguidas de la
variedad Jacobiana y la variedad de Picard. Una explicacién méas amplia y detallada se
puede encontrar en [17] cap.2.

1.7.1. Las variedades Wj(X,) en Jac(X,). Para k = 1 definimos a la subvariedad

Wi(X,) de Jac(X,y) como la imagen de X, bajo la transformacién de Abel-Jacobi. En
otras palabras, W1(X,) = Ag(X,) = ImAy(X,) C Jac(X,).
Si consideremos al conjunto Divg(X,) de divisores positivos de grado k en la superficie
X, entonces, la imagen de este conjunto bajo el homomorfismo de Jacobi ¢, es un sub-
conjunto bien definido en Jac(X,). A dicho subconjunto lo denotaremos por Wi(Xj,).
Este subconjunto Wi(X,) puede ser descrito equivalentemente como la imagen de la
transformacién complejo analitica @, : X ;‘ — Jac(X,) definida por: @4(py,...,px) =
Ag(p1) + -+ Ag(pr).

Usando el teorema de Grauert-Remmert (sobre la transformacién propia en varias
variables complejas, ver [19] p4g.395) tenemos que la imagen de la transformacién g
anterior es una subvariedad analitica de Jac(X,), de donde Wi(X,) C Jac(X,) es una
subvariedad analitica. Mas atin, Wi(X,) es una subvariedad analitica irreducible. Aqui
irreducible es en el sentido de que cualquier funcién meromorfa en Jae(X,) la cual se anula
en un subconjunto abierto relativo en Wj(X,) necesariamente se anula idénticamente en
todo Wi(X,).

Esta 1ltima afirmacién es una consecuencia del teorema de identidad para funciones de
varias variables complejas, puesto que la restriccién a W} de una funcién meromorfa en
Jac(X,) puede ser identificada con una funcién meromorfa en la variedad X ;f por medio
de la transformacién .

En terminos de coordenadas locales z; cerca de los puntos p; € X, el jacobiano de
la transformacién analitica o, en el punto (z1,...,2;) € XS’;' es una matriz compleja
{wl(z;)} de k x g donde las w;(z;) = w](2;)dz; son las diferenciales holomorfas Abelianas
canénicas en X, expresadas en esas coordenadas locales. La matriz jacobiana anterior
tiene rango maximo en subconjuntos abiertos densos de Xg puesto que las diferenciales
Abelianas son linealmente independientes. En particular esta matriz tendrd rango maximo
en el complemento de una subvariedad analitica de X ;‘, asi, en particular tenemos que

para k = 1,...,g, la transformacién complejo analitica ¢, : X: — Jae(X,) es un
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homeomorfismo local no singular en un abierto denso de la variedad X ;. Usando resultados
de la teoria de funciones de varias variables complejas se sigue que las subvariedades
irreducibles Wi(X,) son de dimensién k, para k =1,...,g.

Usando la descripcién anterior hacemos las siguientes observaciones:
Observemos que para k = 1 la transformacién de Abel-Jacobi, A, coincide con la trans-
formacién complejo analitica g, es decir, Ay = p, : X; — Jac(X,). Més aiin, es una
transformacién holomorfa no singular, por lo tanto Wi(X,) es una subvariedad analitica
no singular de Jac(Xy).
Observemos que para 1 < k < g la transformacién complejo analitica ¢, : X ;‘ — Jac(Xy)
tiene singularidades y la imagen Wj(X,) también puede tener singularidades.
Observemos que para k = g la subvariedad Wi(X,) es igual a Jac(X,). En efecto, puesto
que Jac(X,) es una variedad irreducible de dimensién g que es justamente la dimensi6n
de la subvariedad irreducible Wi (X,). Esta afirmacién es conocida como el teorema de
inversion de Jacobi.
Afirmamos que se satisface Wi(Xy) C Wiy1(X,) para todo k € Z*. En efecto, ya que
wg(p1,--.,Pk) = @g(Po,P1,---,px) donde pg es el punto base. Usando la afirmacién ante-
rior tenemos una cadena de subvariedades irreducibles:

Xg & Wl(Xg) C Wz(Xg} (= Wy_](Xg) C Wk(Xg] =Wgp1=-= Jac(Xy).

Para el trabajo posterior es ttil dar las siguientes definiciones que utilizan la naturaleza

de la operacién de grupo en la variedad Jacobiana.

Definicién 1.7.1. Para cualquier subconjunto S C Jac(X,) tenemos:

(1) El conjunto inverso —S = {—s|s € S}.

(2) El trasladado por u, S+ u = {s+uls € S}.

(3) La sumaT + S = {t+s|t € T, s € S}, para cualesquiera par de subconjuntos
S,T de la Jacobiana.

(4) El cociente S© T = {u € Jac(X,)|T +u C S}.

Observaci6n 1.7.2. (1) Si S es una subvariedad analitica de Jac(X,), entonces,
i
S + u son subvariedades analiticas de Jac(X,).
(2) Si T y S son subvariedades analiticas de Jac(X,), entonces, T'+ S es subvariedad
analitica de Jac(X,).
(3) Si S essubvariedad analitica de Jac(Xy) y T es cualquier subconjunto de Jae(X,),
entonces, S © T es una subvariedad analitica de Jac(X,). Esto ltimo es una

consecuencia del hecho que SO T = (S - t).
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1.7.2. Las variedades Wy(X,) C Picy(X,). Para definir a las subvariedades
Wi(X,) C Pico(X,y) recordemos que

Picy(X,) = {L € H'(Xy,0%) : c1(L) = 0}.

Las subvariedades Wy (X,) vistas como subconjuntos de la variedad de Picard de X,
consisten precisamente de aquellos haces lineales L € Picy(X,) los cuales pueden ser
escritos en la forma L = Ly, ... Ly, L;O"‘ para algunos puntos pi, ... px en la superficie X,.
Esto es equivalente a la condicién de que el haz lineal LL:D tenga una seccién holomorfa

no trivial, de donde se sigue que:
Wi(X,y) = {L € Pico(X,) : dimI'(Xy, O(LL;¥) > 1}.
Denotaremos por '}'(LL;J‘) a la dimeI'(X,, O(LL;G") y por simplicidad definimos
Wo =0={L € Picy(X,) : v(L) > 1}.

1.7.3. Las subvariedades analiticas de divisores positivos especiales W} (X,).
Para definir a las subvariedades analiticas de divisores positivos especiales WY (X,) nece-
sitamos consideremos un entero positivo v, es decir, v > 1.

El subconjunto W(X,) de la subvariedad analitica Wy (X,) esta dado por W} (X,) =
{L € Pic®(X,) : 'y(LL;O") > v}. Este subconjunto serd llamado el subconjunto de divisores

positivos especiales para v > 1.
Observemos que para toda v > 1 los subconjuntos WY (X,) forman una filtracién

descendiente de la subvariedad analitica Wi(X,) de divisores positivos de grado k, es
decir,
Wi(Xg) = Wi (Xg) 2 WiE(X) 2 ... .

Los subconjuntos Wy/(X,) también pueden ser caracterizados de la siguiente manera:
Lema 1.7.3. Para cualesquiera enteros k > 0 y v > 1 tenemos que:

(14) WY (Xg) = Wi—y41(Xg) © (—Wo—1(X,)) siempre y cuando v < k + 1

y WY (X,y) = 0 siempre y cuando v > k + 1.

Una demostracion de esta caracterizacion se puede encontrar en [17] pig. 46
El siguiente resultado es una consecuencia del hecho que la igualdad WY (X,) =
Uueli",._l(,\'.,) Wi—v+1(Xg) + u se da siempre que v < k + 1, y en cualquier otro caso

los conjuntos W'(X,) son vacios.

Corolario 1.7.4. Los subconjuntos de divisores positivos especiales W/ (X,) son sub-

variedades complejo analiticas de Jac(X,).
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1.7.4. La relacién entre las variedades Wi(X,) y los k-productos simétricos.
Motivado del siguiente hecho se introduce la definicién del k-producto simétrico de una
superficie de Riemann compacta X,:

La restriccién del homomorfismo de Jacobi, ¢, : X : — Jac(Xy), al conjunto de divisores
positivos de grado k puede ser visto como una transformacién compleja analitica del
producto cartesiano de la superficie X, en la variedad Jac(X,). Se puede verificar que
la transformacioén ¢, es independiente del orden de los factores en el producto cartesiano
X;‘. Esto sugiere la introduccién de el k-producto simétrico de la superficie de Riemann
compacta X4 como:

X® = Xk¥/Sk

donde S es el grupo simétrico y actia en X;: mediante los automorfismos complejos
(P1y--->Pk) = (Pr()s- -+ Pr())s VT € Sk

Teorema 1.7.5. El k-producto simétrico X;k) de la superficie de Riemann compacta
Xy tiene la estructura de una variedad compleja analitica de dimension k tal que, la
transformacion 7 : X;f — ék) es una transformacion analitica cubriente que ezhibe a

la variedad X: como un cubriente ramificada k! : 1 sobre Xg(,k).

Demostracién. Ver [17], p4g.72

Del teorema anteriror observamos que el homomorfismo de Jacobi, ¢, : X;‘ —
Jac(X,), puede ser factorizado a través de la transformaci6n cubriente 7, como @, = 1407y
para alguna transformacién compleja analitica 1), : X_,Ek) — Jac(X,) .

La transformacién 1, anterior serd llamada la transformacion de Jacobi. En muchos sen-
tidos la transformacién de Jacobi 14 es més natural que el homomorfismo de Jacobi g,
aunque la variedad ngk) es mds complicada que la variedad X ;‘ .

Proposicién 1.7.6. Si el indice k esta en el rango 1 < k < g — 1, entonces, la
imagen de la transformacion i, : X_ék) — Jac(Xy) es la subvariedad analitica propia
Wi(Xy) C Jac(X,) de divisores positivos de grado k. Asi, en particular la transformacion
1, puede ser vista como una transformacion analitica 1, : X;H — Wi(Xy) C Jac(X,).

Proposicién 1.7.7. Si el indice k satisface que k > g, entonces, la imagen de la
transformacion ¥, es toda la variedad Jacobiana. En particular, i, : X;g) — Jac(Xy)
es una transformacidn analitica sobreyectiva entre variedades de dimension g.

Demostracién. Ver [17] pigs. 75-76
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1.7.5. La variedad singular de Wj(X,). Las subvariedades analiticas Wy/(X,)
de divisores positivos especiales en Wi(X,) son transformadas por ¥, en las subvar-
iedades analiticas G}(X,) del producto simétrico Xék), en otras palabras, G{(X,) =
Py (WY ('Xg)) c Xg(k). A las subvariedades G} (X,) también se les llamada subvariedades

de divisores positivos especiales.

Nota 1.7.8. Si tomamos a un punto D € Xék], el cual visto como un divisor tiene la
expresién D = p; + - -+ + pg, entonces, la imagen ¥,(D) € Jac(X,) estd representada en
la variedad de Picard por el haz lineal complejo Ly, ... Ly, L;n". Maés alin, el punto ¥,(D)
estd en WY (X,) precisamente cuando:

diml(Xy, O(Ly, ... Ly, Ly FLE ) > v.

De acuerdo a la nota anterior tenemos que las subvariedades de divisores positivos
especiales en la variedad Xék) estdn dadas por:

GY{(Xy) = {p1+ - +pr € XP|dimD(Xg, O(Lyp, ... Ly,)) > v}.
Observemos que las subvariedades G (X,) satisfacen una filtracién descendiente de la
variedad X}k} por subvariedades analiticas:
X® = GL(X,) 2 GH(X,) 2.
las cuales terminan en el conjunto vacio.

Teorema 1.7.9. Si tomamos un punto D € Xék) el cual visto como un divisor tiene
la expresion D = py + --- + p y satisface que dimI'(Xy,O(Ly, ... Lp,) = v. Entonces, la
fibra Y7 Y(g(D)) de la transformacion complejo analitica v, : X;k} — Jac(Xy) es una
subvariedad analitica de Xék) de dimension v — 1, la cual puede ser representada como la

imagen de una transformacion analitica inyectiva de CP*~' en Xén‘

Teorema 1.7.10. En cualquier punto D =p;+---+pi € Xg“") tal que se cumple que
dimI'(Xg,O(Ly, ... Ly, )) = v, entonces, la diferencial de la transformacion analitica v,

tiene rango dado por:
rankDyglp =k +1—v.

Demostracién. Ver [17], pags.77 y 80.

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema anterior.

Corolario 1.7.11. Sik > 2g — 1, entonces, la transformacion analitica ¥, : X;k) —
Jac(X,) tiene la propiedad que y~'(z) es una subvariedad analitica en X, 5(,“ de dimension

k — g, la cual es analiticamente homeomorfa a CP*~9 para cada x € J ac(X,).
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Corolario 1.7.12. SiD=p; +---+px € X},") es un punto para el cual
dimI'(Xg,O(Ly, ... Ly, ) = v, entonces, la fibra w;l(wg(D)} de la transformacion v, :
X,F,k) — Jac(X,) es una subvariedad analitica de Xg(,k), la cual es analiticamente homeo-

morfa a CP*~1.

El resultado mas importante que nos atafe es

Corolario 1.7.13. Si 1 < k < g, entonces, la transformacidn analitica 1, : X;k) —
Jac(Xy) induce un homeomorfismo complejo analitico

g : X\ GE(Xg) — Wi(Xg) \ WR(X,).

Las demostraciones de los colorarios anteriores pueden ser encontradas en [17] pags.
82-84.

1.8. Variedades abelianas principalmente polarizadas y divisor Theta.

En esta seccién haremos un resumen sobre variedades abelianas y el divisor Theta.
Una explicacién més detallada de lo expuesto aqui puede ser encontrado en [27].

Se dice que un toro complejo T = CY/A es una variedad abeliana si T admite un encaje
proyectivo, en otras palabras, si T' es una variedad algebraica proyectiva.

El teorema de Appell-Humbert-Lefschetz (ver [26] ) afirma que T es una variedad abeliana
si y sélo si, existe una forma hermitiana, H : C9 x C9 — C, definida positiva tal que la
forma real antisimétrica E = Im(H) toma valores enteros en A x A.

En las siguientes lineas describiremos brevemente la relacién entre la primera clase de
Chern, ¢;(L), y las formas hermitianas definidas positivas Z-valuadas en A x A.

Para introducir la primera clase de Chern de un haz lineal holomorfo L sobre T con-
sideremos la sucesién exacta exponencial 0 = Z — Or — OF — 1 y su sucesién larga de
cohomologia

. —— HY(T,Z) —— HY(T,0r) —— HY(T,0;) —=— H*T,Z) — ....
La imagen ¢;(L) en H*(T,Z) de un haz lineal holomorfo L € H'(T,0}), es llamada la
primera clase de Chern del haz lineal L.

Se puede considerar a ¢) (L) como una forma alternante Z-valuada en A x A ya que los
grupos H*(T,Z) y Alt*(A,Z) son canénicamente isomorfos (ver [27] pag. 14). Si consid-
eramos la extensién R-lineal de la forma alternante Z-valuada ¢, (L), entonces, obtenemos

una forma alternante de C9 x C? — R.
Para determinar cuales formas alternantes R-valuadas provienen de haces lineales holo-

morfos L sobre T tenemos la siguiente proposicién.
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Proposicién 1.8.1. Si F : C9 x C9 — R es cualquier forma alternante R-valuada,
entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.
(1) Existe un haz lineal holomorfo L sobre T tal que E representa la primera clase
de Chern ¢1(L).
(2) E(A,A) CZ y E(iv,iw) = E(v,w) Yv,w € CY.
Demostracién. Ver [27] pag. 28.

El siguiente lema muestra que las formas alternantes de la proposicién anterior son

justamente las partes imaginarias de formas hermitianas.

Lema 1.8.2. Existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto de las formas
hermitianas H en C9 y el conjunto de formas alternantes R-valuadas E en C9 que satis-
facen la igualdad E(iv,iw) = E(v,w). Dicha correspondencia estd dada por:

E(v,w) = ImH (v,w) y H(v,w) = E(iv,w) + iE(v,w)V v,w € CI.

Demostracién. Ver [27] pdg. 29

En resumen, se puede considerar a la primera clase de Chern, ¢1(L), de un haz lineal
holomorfo L sobre T como una forma alternante en H?*(T,Z) o bien como una forma
hermitiana H en C9 cuya forma alternante E = ImH es entera valuada en la reticula A,.

Se dice que un haz lineal holomorfo L sobre T es definido positivo si la forma hermitiana
asociada a ¢;(L) es definida positiva.

Usando lo anterior tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.8.3. Una polarizacion, H, en T es la primera clase de Chern¢; (L) = H
de un haz lineal holomorfo definido positivo en T. Equivalentemente H es una forma

hermitiana en C9 definida positiva.

Observemos que si T" es un toro complejo y existe un haz lineal holomorfo L definido
positivo, entonces, T' es una variedad abeliana con una polarizacion H = ¢, (L).
Una polarizacién implica que existe un encaje holomorfo de T' en CPV para alguna N € N

Definicién 1.8.4. El par (T, H) es llamado una variedad abeliana polarizada y algunas

veces escribiremos (7', L) en lugar de (T, H).

Supongamos que (7', H) es una variedad abeliana polarizada. Por la discucién anterior
podemos pensar a H como una forma hermitiana en C? cuya forma alternante E = ImH
es entera valuada en la reticula A;. De acuerdo al teorema elemental de division (ver
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[7] cap.IX), existe una base {A1,...,Ag,pt1,-.-, Mg} de Ay respecto a la cual la forma

alternante F estd dada por la matriz:
0 D
-D 0

donde D es una matriz diagonal, es decir, D = diag(d,,...,d,) con enteros di > 0 que
satisfacen dy/dg4+1 para k = 1,...,9 — 1. Los nimeros dy,...,d, estdn determinados
univocamente por E y por A, y asi por L. El vector (dy,...,ds) como la matriz D son

llamados el tipo del haz lineal. La base {A1,...,Ag, pi1,..., 1y} anterior es llamada una
base simplectica o candnica de A para L (H o E respectivamente).
Una polarizacién H = ¢;(L)es llamada principal si es del tipo (1,1,...,1) o la forma
alternante F estd dada por la matriz:

0 I

-1 0/

Consideremos dos variedades abelianas polarizadas (T, H) y (T",L’). Se dice que un
homomorfismo de toros complejos f : T — T” tal que f*c;(L) = ¢1(L') es un homomor-
fismo de variedades abelianas polarizadas. En otras palabras, un homomorfismo de toros
complejos f : T — T” para el cual el haz lineal holomorfo L’ y el haz lineal holomorfo
f*L sobre T” son analiticamente equivalentes es llamado un homomorfismo entre (T, H) y

(T, L).

1.8.1. Funciénes y divisores Theta. La idea central de esta seccion es construir
las funciones theta utilizando una forma hermitiana H. Estas funciones se pueden usar
para dar un encaje proyectivo de T'.

Para definir explicitamente a las funciones theta introducimos el semi-espacio superior
de Siegel, Hy, = {M € Symm(g x g,C) : Im(M) > 0}, el cual es el espacio de pardmetros
para las variedades abelianas principalmente polarizadas de dimensidn g.

Nota 1.8.5. Se puede probar que H, es una variedad compleja de dimensién g(g+1)/2.
Asf como también que los puntos de H, parametrizan las clases de isomorfismos de var-
iedades abelianas, T, de dimensién g equipadas con una base simplectica o candnica para
H\(T,Z). Asi, cualquier variedad abeliana de dimensién g puede ser considerada como un
toro complejo C9/A en el cual la reticula A estd generada por los vectores columnas de la

matriz (/,7) de g x 2¢g donde 7 es un punto de H,.

Nota 1.8.6. El espacio moduli de variedades abelianas principalmente polarizadas

esta dado por el cociente
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donde Sp(2g,Z) es el grupo de matrices de 2g x 2g con coeficientes enteros y determinante
il

La funcidn theta de Riemann fundamental para la variedad abeliana C9/A correspon-
diente a A = —A(I,7) (con T € Hgy), s la funcién enterade g variables complejas definida
por la expansién de Fourier
(15) 8(zm)= Y ea:p{2ﬂ'i(% tnrn +t nz)}

nege
donde n denota el transpuesto del vector n € Z9 y *n7n es la multiplicacién de matrices.
El hecho que la parte imaginaria de la matriz 7 sea positiva definida, asegura que el
término exponencial decaiga como e’ para algin a positivo; asi, esta serie converge
absolutamente y uniformemente en subconjuntos compactos de C9, con lo cual obtenemos
una funcién entera que es casi-periédica con respecto a las translaciones generadas por la
reticula A.
La casi-periodicidad caracteristica de la funcién @ fundamental est4 dada por la ecuacién:

(16) 0-(z + A) = exp{2mi(—tv — % turv)}0-(2)
donde A es un elemento de la reticula A y tiene una expresién A = Iv' + v para vectores
enteros v y v. Al termino exp{2mi(—'v — 1 fvrv)} se le llama factor de automorfia.
Observemos que la ecuacién de casi-periodicidad (16) determina a la funcién @ funda-
mental univocamente salvo multiplicacién por constantes.
Se puede probar que 6;(z) es una seccién holomérfa de un haz holomorfo sobre 7.

Dicho haz holomorfo esta descrito por los factores de automorfia de la ecuacién (16). En
particular 6, (z) tiene un conjunto cero bien definido en la variedad abeliana, el cual es un

divisor (el divisor 0) y es denotado por (8).

Nota 1.8.7. Una gran virtud de la funcién theta fundamental es que todas las sec-
ciones holomorfas de todos los haces lineales holomorfos sobre T, pueden ser representadas
en términos de la funcién theta de Riemann fundamental. Asi, podemos pensar a 8 como

una funcién theta “basica”, ver [34].
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Un vage de mil millas

empieza Con un paso.

La Jacobiana de las (proverio chino).

laminaciones producto.

2.1. 1-formas diferenciales holomorfas tangenciales de la laminacién
producto.

En esta secci6n describiremos explicitamente a las 1-formas diferenciales holomorfas
en L.

Consideremos a la laminacién producto £, para g fijo (ver ejemplo 1.2.1), al haz tangente
holomorfo tangencial de la laminacién producto, F'Lg, el cual estd dado explicitamente
por {U;, gi;}, donde {U;} es una cubierta por abiertos distinguidos de L, y gi; = Qg—;l
Consideremos también al haz canénico holomorfo tangencial de la laminacién producto,
F*L,, el cual estd dado por {U‘-,ggl}.

De las consideraciones anteriores tenemos que cualquier 1-forma diferencial holomorfa tan-
gencial, w, en L, vista en coordenadas locales (Uy, ko) tiene la expresién wy, = f(z,t)dzy,
donde f es una funcién tangencialmente holomorfa.

Observemos que para cada punto fijo o € K la 1-forma diferencial holomorfa tangen-
cial w(z,tp) es una 1-forma diferencial holomorfa en un abierto de la superficie de Riemann
compacta X, x {to}.

Consideremos a la gavilla, Ogs:o), de 1-formas diferenciales holomorfas tangenciales en
la laminacién producto, es decir, para cada abierto (U, h) de L, tenemos

OE;U)(U) = {w: w(z,t) = fu(z t)dzy}

donde fy denota a una funcién continua definida en las coordenadas (U, h), la cual es
holomorfa con respecto a la variable z.

Denotemos por O(A!;o) a la gavilla de 1-formas diferenciales holomorfas en la superficie
de Riemann compacta X, y consideremos una base canénica {w;}{_, de 1-formas diferen-
ciales para el espacio vectorial finito de las 1-formas diferenciales holomorfas globales en
X, HO(XQ‘O(A!:J)), el cual sabemos que es isomorfo a CY (ver seccién 1.5).

45
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En analogia al caso clisico de superficies de Riemann compactas Ho(ﬁg,Ogg‘G))T deno-

tard al espacio vectorial de las secciones globales de la gavilla O‘(:r.g,oj_ Usando la base
{wi}{_, para H°(X,, 0‘(%;0) ) tenemos que cualquier elemento w en HO(EQ,OE'_'D))T tiene

una expresion en coordenadas locales:

g
w{z, t) = Z a,-(z, t)w{

i=1
donde para cada z fijo las a; son funciones continuas del conjunto de Cantor en C, es decir,
a; € C°(K,C) parai=1,...,9.

Proposicién 2.1.1. El espacio vectorial HO(L,, Og‘o))r estd en correspondencia candnica
con el espacio vectorial C°(K, H°(X,, O‘(,‘I.;o) ), el cual es isomorfo al espacio vectorial
CO(K,C9).

Demostracién. Siw € H O(CQ,O&‘O))T, entonces, w tiene una expresion local
w = Y7, ai(zt)w; donde para cada t € K fijo a;i(2,t)w; es una 1-forma diferencial
holomorfa en la superficie X, x {t}. En otras palabras, w en la base canénica {w;}{_,
tiene la expresién w = (ay(2,t),...,ag(2,t)). Con lo cual tenemos la correspondencia

candnica. El 1ltimo isomorfismo es una consecuencia del hecho que I'( X, O‘(‘};O)) =~ (9.

A continuacién se enunciaran algunos hechos bien conocidos sobre el espacio C°(K, C)
(ver [41]).
(1) El espacio vectorial C°(K,C9) con la norma del supremo es un espacio de Banach
complejo de dimensién infinita.
(2) Con la topologfa inducida por la norma del supremo, C°(K,C?) es un espacio
vectorial topoldgico Hausdorff tal que:

e No es localmente compacto.

e Es localmente acotado, es decir, existe una vecindad acotada de la funcién
idénticamente cero.

o Es un espacio vectorial normado, es decir, existe una norma en C°(K,C9),
tal que la métrica inducida por esta norma es compatible con la topologia de
espacio vectorial topolégico, lo cual es equivalente a que el espacio C°(K, C9)
sea localmente convexo y localmente acotado.

(3) El espacio vectorial C’(K,C9) es una C-dlgebra de Banach conmutativa.

Demostracién. Basta con mostrar que

g
(17) C°(K,CY) es isomorfo e isométrico a @CQ(K, C).

i=1
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Si h € @Y, C%(K,C) entonces h tiene una expresién de la forma h = h; @
-+-@ hy, de donde la identificacién canénica, I, entre C°(K,C9) y p7_, C°(K,C)
es el isomorfismo buscado. Mads ain, si definimos la norma de h como ||h|| =
Suptek<i<qi hil} entonces ||I(f)|| = ||f]| Vf € C°(K,C9) con o cual obtenemos
el resultado.

2.2. Cohomologia de De Rham y Dolbeault tangenciales de las laminaciones
producto.

2.2.1. Cohomologia de De Rham. En esta seccién describiremos explicitamente
la cohomologia de De Rham tangencial de las laminaciones producto.
Consideremos a los conjuntos '(X,) de i-formas diferenciales lisas en X, como espacios
vectoriales topolégicos localmente convexos, donde la topologia estd dada por la unién de
las normas C¥ (ver [9]). Asf, el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de
Cantor en Q'(X,) resulta ser un espacio vectorial topolégico para cada i. A dicho espacio
vectorial topolégico lo denotaremos por C°(K, 2(X,)).

Para cada i = 0,1,2, denotaremos por 5(L,) al espacio vectorial de las i-formas
diferenciales lisas (CT) tangenciales definidas globalmente en la laminacién producto L.

Explicitamente tenemos:

(18)  QF(Ly) = CP(L,,C) = C*(K,C®(X,)),
(19)  Qp(Ly) = {a1(z,y,t)dz + az(z, y, t)dy : a; € CF(L,,C)} = CO(K, (X)),
(20)  QF(Ly) = {b(z,y, t)(dz A dy) : b€ CF(Ly, C)} = COUK, Q*(X,)),

donde la iltima igualdad en cada uno de los casos anteriores se sigue del hecho que para
cada t € K fijo la i-forma diferencial lisa tangencial w € Q0.(L,) es una i-forma diferencial
lisa en X, x {t} que varia continuamente con respecto a t. En otras palabras, es una
familia continua en Q(X, ¢) parametrizada por el conjunto de Cantor.

Ahora, dotamos a los espacios vectoriales Q(L,) de la topologia T, la cual est4 dada

de la siguiente manera:

Fijemos un atlas coordenado foliado finito {U;, z;}*, en la laminacién producto £,. Para
cada entero k > 0 denotamos por ||-||x a la norma C* tangencial relativa al atlas {U;, b L

es decir, si ¢ € 25.(L,), entonces,

k
. o'
18]l = ”‘_‘Q{E 157

1siza j_o Y% |y,
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donde gé? denota la I-ésima derivada de los coeficientes de ¢ en el abierto Us;.
1 |y, .

Notemos que la norma || - [|x define una topologia, Zy, en 24.(L,), la cual es Hausdorff y
localmente convexa, convirtiendo a Q}(.Cg) en un espacio vectorial topoldégico. Observemos
que Iy C T4 para toda k > 0.

Finalmente, la topologia T es la unién de las topologias 7y, es decir, T = U,;“;OI;;. Asi, el
espacio vectoriral ¥.(Ly) con la topologia I es un espacio vectorial topoldgico localmente
convezo. Es bien sabido que con esta topologia el operador derivacion exterior tangencial,
dr : 5(Lg) — QF (L), el cual es el operador diferencial a lo largo de las hojas, resulta
ser una transformacién lineal y continua (ver [32] cap.Il pig .69). También, que existe la

sucesion ezxacta de De Rham

(21) 0 Cr » O ol %, 0.

Definicién 2.2.1. Para cadai =0,1,2 el i-ésimo grupo de cohomologia de De Rham
. 5 . __ Ker {dp:$2.(£)—Q5 (L))
tangencial de la laminacion producto Lg es H'(Ly; C)r = 1= 1o (O — 0} -

Es bien sabido que la topologia localmente convexa en los ¢(X, ) convierte a los grupos

de cohomologfa de De Rham H},5(X,) en espacios vectoriales topolégicos (ver [12]).
Los siguientes resultados relacionan a los grupos de cohomologia de De Rham tangencial
de la laminacién producto L, y a los grupos de cohomologia de De Rham H} (X,).
Para cada i = 0,1,2 denotamos por Z;(£y) = {w € Q,} : drw = 0} al conjunto
de las i-formas diferenciales cerradas tangenciales en la laminacion producto Lg, y por
Bi(Ly) = {w € Q. : existe v € Q! tal que drv = w} al conjunto de las i-formas
diferenciales exactas tangenciales en la laminacion producto L4. Puesto que dr es lineal
y continua tenemos que Z;(L£) es un subespacio vectorial topolégico cerrado de Q%(L).

Lema 2.2.2. Para cada i = 0,1,2, el conjunto Z;(L,) (respectivamente B;(L,)) se
identifica candnicamente con el conjunto C*(K, Z; (Xg)) (respectivamente C°(K, Bi(X,))).

Demostraciéon. Este resultado es una consecuencia de la definicién de los conjuntos
Zi(Ly) y Bi(Ly). Para ilustrar este hecho, esbozaremos tinicamente el caso i=1, ya que
los demads casos son similares.

Por definiciéon tenemos que:

Z\(Ly) = {w(x,y,t) = fi(z,y,t)dz + fo(z,y,t)dy € Qp(L) : drw = 0 para cada t fijo},

es decir, para cada tg € K fijo, w(z,y. o) es una 1-forma diferencial cerrada en X, x {to}
de donde Z;(L,) = C°(K, Z1(X,)).

De manera similar tenemos que:

By(Ly) = {w(z,y,t) € Qp(L) : existe f € QH(L,) tal que w = drf},
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es decir, para cada to € K fijo, w(z,y,t) es una 1-forma diferencial exacta en X, x {to}
de donde By (Ly) = C°(K, B1(Xy)).
[ ]
Puesto que %.(L,) = (C°(K, Q(X,)),Z) para cada i = 0,1,2 tenemos que el i-ésimo
grupo de cohomologia de De Rham tangencial toma la expresién
CO(K,Ker {d : Q'(X,) — Q*(X,))}
COK, Im {d: D-1(X,) — B(X,))}

Observemos que los grupos H "(Eg; C)r con la topologia inducida son grupos topoldgicos.

H‘(ﬁg;C)T =

Proposicién 2.2.3. Para cada i = 0,1,2, el i-ésimo grupo de cohomologia de De
Rham tangencial, H'(Ly; C)r, es isomorfo al grupo (C°(K, Hhp(X,)), ).

Demostracién. Observemos que L, puede ser vista como una fibracién Xy — L, —
K. Consideremos el haz vectorial 7 : E — K dado por E; := 7~ !(t) = Hpgp(X,)-
Entonces, los grupos de cohomologia de De Rham tangencial son isomorfos a las secciones
continuas del haz F, de donde obtenemos el resultado.

2.2.2. Cohomologia de Dolbeault. Consideremos una funcién coordenada h, en

U(p), una vecindad de un punto p € L, tal que z,(p) = T + 1Ya. Las formas dz, =
dTo + idya ¥ dZa = dTo — idy, dan una base para el C¥-modulo Q}(U(p)) de tal forma

que
(22) Qr(Up)) = {CF (U (p))}dza + {CF (U (p))}dZa-

La descomposicién dada en (22) es intrinseca, esto es, es independiente de la eleccién de las
funciones coordenadas. En efecto, ya que este resultado es vélido hoja por hoja (ver [16])
y lo iinico que estamos haciendo es ajustar los coeficientes que son funciones continuas en

el Cantor.

Si escribimos Q%7 (U(p)) = {CR(U(p))}dza y 82V (U (p)) = {CF (U (p))}dzZa la descom-
posicién dada en (22) toma la forma:

(23) U ) = 27 UE) + o (UEP).

Denotemos por Q4(U(p)) = {CF(U(p))}dza A dya = {CF(U(p))}dza A dZa.

Para uniformizar la notacién escribimos Q2.(U(p)) = Q4 (U (p)) y &0 (U (p)) = CF (U (p)).
En terminos de la férmula (23), la derivada tangencial exterior dr : CF(U(p)) —

Q.(U(p)) puede ser escrita como la suma
(24) dp = dp + r

donde 8 es el operador @ tangencial.
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2.2.2.1. El operador O tangencial. De los parrafos anteriores tenemos que para cualquier
funcién f € CF(U,C) tiene sentido %é(z, t) = gé(x +iy,t) = %(a‘ﬁ”;ﬁy") + iaf(’:-,;ly't)).
Definimos

(29) orf = a,

con lo cual, drf es un elemento de C*®°(U, F*Ly).

El operador dr asi definido satisface la férmula de Leibnitz

(26) or(fr- f2) = fr-Orfa+ f2-Orhr.

Mis atin, Orf se anula si y sélo si se satisface la ecuacion de Cauchy-Riemann tangencial
of  .of
oz -+ 18y =0,

es decir, si y sélo si f es una transformacién holomorfa tangencial. Estas observaciones y
afirmaciones muestran que se satisface:

(27) dr(h- f) = h - Or si h es tangencialmente holomorfa.

Ahora, consideremos dos abiertos distinguidos U y V de L4 y una transformacién tangen-
cialmente holomorfa ¢ entre ellos, es decir, ¢ : U — V.

Lema 2.2.4. Para cualquier funcién f € CF(V,C) se satisface:
(28) Or(f op) = ¢*(0rf).

Observemos que este lema implica que el operador diferencial O puede ser definido en
las funciones C$ sobre cualquier laminacién producto, de tal forma que la ecuacién (25)
se da localmente para cualquier carta coordenada tangencial z. Con lo cual la férmula de
Leibnitz (26) y la relacién (27) permanecen vélidas en cualquier laminacién producto, asi
como la caracterizacién de funciones holomorfas tangenciales y las funciones f € CF(L,,C)
tales que drf = 0.

Una definicion intrinseca del operador diferencial dr aplicado a cualquier funcién f €

F(V,C) es:
Orf = (drf)".
Lema 2.2.5. (Teorema de Stokes para laminaciones producto.) Si L, es

cualquier laminacion producto y si w es cualquier I-forma diferencial tangencial en Lg,

entonces,

(29) /aﬁgw:.[cyw:&
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Demostraciéon. Notemos que

/ w B f w‘
ALy Xy x K

entonces, fax,x k@ = Jx ( fax,x{t} w) dp para alguna medida de probabilidad en K.
Aplicando el teorema de Stokes a la superficie de Riemann compacta X, tenemos

/x (/ax,x{:} “’) = /K (/ng{t} dw) dp = 0.

Denotemos por D al disco unitario abierto en C y por V = ho(U(p)) € C x K.
Supondremos que D x K C V.

Lema 2.2.6. Consideremos a g € CF(V) y sea D C D un subconjunto abierto de D,
de tal forma que D x K es un subconjunto compacto de V. Entonces, existe una funcién
f €CP(V) tal que drf = g(z,t) siempre y cuando (2,t) € D x K.

Demostracién. Sea r una funcién lisa tangencial (C3°) en C x K tal que

1, si(z,t)eDxK
(30) r(z,t) = ()
0, si(zt)eCxK\V

con soporte compacto en C x K. Consideremos la funcién

h(z,t) = {r(z, t)g(z,t), si(zt)eV

(31)
0, si(z,t) ECx K\ V.

Sea f la funcién definida por:

(32) 1= [ M ysacna

donde ¢ es una medida de probabilidad en K, (aqui estamos pensando a K como un
grupo topolégico compacto abeliano y por lo tanto tomamos la medida de Haar asociada).
Notemos que la funcién f(z,t) es una funcién C3 bien definida en C x K. Diferenciando

obtenemos la férmula

h _
(33) ""fgg’ 2 2—; j; B %{J%C’—”w(s)dc AdC.

Ahora, fijemos un punto (z,t) € C x K. Escojamos un disco A C C centrado en el origen
tal que en A x K la funcién h(z + (,t) se anula para ¢ € (C\ A) x K. Sea A, € C un
disco centrado en el origen y de radio e tal que (A, x K) € A x K. Denotemos por v a
la frontera de A y por 7 a la frontera de A,. Consideremos v x K y 7. x K. Entonces

4 Qi = i .?_ M -
(34) 2#182 = Ll_l.%f(ﬂ\&')xx 3‘5{ c Yo(s)d¢ A dC.
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Aplicando el teorema de Stokes foliado (lema 2.2.5) y recordando que en la porcién y x K

de (A\ A¢) x K la integral se anula garantizamos que
h(z+¢,t)

of ..
(35) 2“5 = !E% - e o(s)dC.

Parametrizando el circulo v, por ¢ = ee??, 0 < 0 < 27, tenemos

Bf o
(36) 21135—% = 2nwih(z,t).

Asi, f(z,t) es la funcién deseada, con lo cual concluimos la demostracién del lema.
[

Los grupos de cohomologia de Dolbeault tangenciales estdn definidos similarmente a
los grupos de cohomologia de De Rham tangencial usando el operador dr en lugar del
operador dr.

Definicién 2.2.7. El grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de Ly (de tipo
(p,q)) es el grupo Hg";) (Lg) dado por:

~ Ker{gr : Q’](E'Q)(CQ) iy Q{j?'q+l)(£g)}
Im{dr : 927(L,) — QF9(L,)}
Observacién 2.2.8. De la definicién anterior se sigue que:
o HYO(Ly) = Or(L,) = C°(K, Ox,) = C*(K, HY"® (X,)).
o H{O(L,) = 080 (L) = (K, 04”) = (K, HS™ (X,).

(37) HPO(L,)

De la sucesién de De Rham (21) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

(38) o0
7N
0— C — {0 ot — .
e

El lema 2.2.6 implica la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.9. (Sucesién de Dolbeault.) La siguiente sucesion:

0
(39) p—= 05 — ¥ —glil—sg

es una sucesion exacta de gawillas.
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Recordemos que £, puede ser vista como una fibracién X, — L, — K. Consideremos
el haz vectorial 7 : E — K dado por Ey = n71(t) = HgT(Xg}, Entonces, los grupos de
cohomologia de Dolbeault tangencial son isomorfos a las secciones del haz E, asi tenemos

el siguiente resultado.

Teorema 2.2.10. (Teorema de Dolbeault para laminaciones producto.) El
grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial Lq de tipo(p, q) es candnicamente isomorfo al
grupo de las transformaciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo de cohomologia
de Dolbeault de tipo (p,q) de la superficie de Riemann compacta X,.

2.2.3. Dualidad de Serre. En esta seccién daremos todos los elementos para de-
mostrar un andlogo al teorema de dualidad de Serre para el caso de las laminaciones
producto.

Consideremos un haz lineal holomorfo tangencial L en la laminacién producto £,. Sea

U cualquier abierto distinguido en L4 tal que L posee una trivializacién tangencialmente

holomorfa s, es decir, s es una seccién tangencialmente holomorfa de L sobre U que nunca

se anula, (esta existe por que cualquier abierto de C es Stein). Asi, cualquier s’ € CF¥(U, L)

puede ser escrita de la forma &' = f - s donde f € CF(U,C).

Observemos que para cualquier ' = f-s € CP(U, L) se tiene que Ops’ = Orf -s €
F(U,L ® F*L,) en vista de que s es tangencialmente holomorfa.

Observemos que el elemento 0f - s en CF¥(U, L ® F*L,) no depende de la eleccién de
la trivializacién tangencialmente holomorfa s escogida. En efecto, ya que el operador r
satisface la relacién (27).

Lema 2.2.11. Eriste un tnico operador diferencial tangencial de primer orden que
actua en las secciones de L con valores en las secciones de L ® FY:, el cual transforma
a s’ en Of - s para cualesquiera U, s', s y f.

Demostracién. Dado el haz lineal holomorfo L es claro que 87 es un operador tangen-
cial de primer orden en C3° (U, L). Del hecho que r f-s es independiente de la trivializacién
tangencialmente holomorfa escogida, obtenemos el resultado.

[ ]
El operador tangencial de primer orden dr : C¥(U, L) — CF¥ (U, L ® F*L,) dado en
el lema anterior sera llamado el operador O con coeficientes en L y sera denotado por 9.
De la construccién de 9y, tenemos que para cualquier seccién lisa en U, s’ € C¥(U, L),
se satisface que Jr¢' = 0 si y s6lo si s’ es una seccién tangencialmente holomorfa en U.
Proposicion 2.2.12. (La sucesién de Dolbeault-Serre.) La siguiente sucesion:

o

(40) 0 Or(L) Q) — o) — 0
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es una sucesion eracta de gavillas.

Demostracién. Sea U cualquier conjunto abierto distinguido en £,. Entonces, la
sucesién dada en (40) restringuida a U se reduce a la sucesién de Dolbeault dada en (39),
por lo tanto, la sucesién (40) es una sucesién exacta de gavillas

Definicién 2.2.13. El kernel del operador 9y, : CF(Ly, L) — CP(U, L® F*L,) sera
llamado el cero grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de L y lo denotaremos por
HY (Lg; L)r.

Definicién 2.2.14. El cokernel del operador 9y, : CF(Ly, L) — CF(Ly, L ® F*L,),

es decir, el espacio vectorial
H'(Lg; L)r = CF(Lg, L ® F*Lg)/IL(CF (L L)),
lo llamaremos el primer grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de L.

Denotamos por CF(L,, L) al conjunto de las secciones tangencialmente lisas de L y
por C%(K,C>®(X,, L(t))) al conjutno de las transformaciones continuas del conjunto de
Cantor en el conjunto de las secciones lisas de L(t) sobre Xy x {t}, donde L(t) denota la
restriccién del haz holomorfo tangencial L a la hoja X, x {t}.

Lema 2.2.15. §i L es un haz lineal holomorfo tangencial en la laminacién producto
Ly, entonces, CF¥(Ly, L) es candnicamente isomorfo a CH(K,C*(X,, L(t))).

Demostracién. Consideremos a f € CF(Ly, L). Por definicién se sigue que para
cada t € K fijo, f(z,t) € L(t). Por otro lado, para cada z € X, fijo, f(z,-) determina una
familia de secciones en los diferentes haces lineales holomorfos que varian continuamente
con respecto a t, por lo tanto, si consideramos a F € CH(K,C®(X,, L(t))) dado por
(F(t))(2) — f(z,t) da el isomorfismo buscado.

En particular si consideremos al haz lineal anti-canénico tangencial F*£, tenemos un
isomorfismo canénico C§(Ly, L® F*L,) = CH(K,C®(X,, L(t) ®@x,)) donde wx, denota
al haz canénico de X,.

Uno de los resultados mas importantes de la teoria clasica de superficies de Riemann
compactas es el teorema de Dualidad de Serre (ver [13, 14, 16]). En las siguientes lineas

enunciamos este teorema para el caso de las laminaciones producto.

Teorema 2.2.16. (Dualidad de Serre para laminaciones producto.) Sea L un

haz lineal holomorfo tangencial sobre L;. Entonces, existe un isomorfismo candnico

HY(Ly; L)y = HY(Ly; L* ® F*L,)".
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Antes de dar la demostracién de este teorma necesitamos las siguientes consideraciones.

Es bien sabido (ver [32]) que los elementos ¢ € 7 (L,) en el dual fuerte de Q4.(Ly) son
i-corrientes en el sentido de De Rham (ver [12]), es decir, los ¢ € 2T(L,) son funcionales
lineales continuos definidos en el espacio vectorial topol6gico Hausdorff localmente convexo
Qr(Ly).

Recordemos la nocién de 0-corriente (o distribucion) (ver [32] y comparar con [16]):
Consideremos a una cubierta coordenada finita {Us, ha } para L, y denotemos por h,g a las
funciones de transicién. Una 0-corriente en ha(U,) = D x K es una transformacién lineal
continua T' : CF(ha(Us)) — C tal que en cualquier subconjunto compacto 2 C h(Us)
hay una constante M € R* y un niimero natural n € N con la propiedad que

6! =i+j f

< —_—
ay TOISM T Surcnl g
donde supp(f) C 2. El conjunto de todas las 0-corrientes en ho(U,) forma un espacio
vectorial el cual serd denotado por Kp,(v,)-
Si consideramos una 0-corriente T' € K4, (v,,), la derivada tangencial de T esté definida por
%(f) = —T(gg) y %(f) = —T(%) para cualquier f € CF(hg(U,)). Observemos que
estas derivadas tangenciales por definicién son nuevamente O-corrientes. Asi, la derivada
tangencial de una O-corriente es una (-corriente.
Notemos que con esta definicién podemos aplicar los operadores tangenciales 33; y 3‘3; a

las O-corrientes obteniendo nuevamente 0-corrientes.

Lema 2.2.17. Supongamos que g(z,t,s) es una funcion continua en C x K x R, la
cual es C* con respecto a las variables (z, s) y que para cualquier s en un intervalo abierto
I C R el soporte de g(z,t,s), como una funcion de (z,t), estd contenido en un compacto
2 C C x K fijo. Entonces, si T es una 0-corriente en una vecindad V de QQ, la funcion

de s, Tg(z,t,s), es una funcion C* en I.

Demostracién. Notemos que para cualquier s € I y cualquier h # 0 tenemos

(42) % [Tg(z,t,s +h) = T(z,t,s)] =T [9(2’ i ’2 —9(=t9)|

Notemos que la funcién [M’—_—ﬂz—’i‘ﬂ], asi como sus derivadas parciales de cualquier
orden con respecto a z, converge uniformemente en 2 cuando h — 0 y sus soportes estan
siempre contenidos en . De la definicién de O-corriente tenemos que la expresién (42)
aproxima a T [Qi%:—s)] Asi, Tg(z,t,s) es una funcién diferenciable de s. Repitiendo el
mismo argumento tenemos que la funcién Tg(z,¢, s) de s es una funcién C* en I.
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Lema 2.2.18. Supongamos que g(z,t,() es una funcion continua en C x K x C, tal
que es C= con respecto a las variables (z,{) y que supg C 2 x L donde Q C C x K y
L c C son subconjuntos compactos. Entonces, si T es una 0-curriente en una vecindad
abierta U de Q, la igualdad

(43) 7 [otet.0dc ) = [ Totert. e nag

se da.

Demostracién. Consideremos la transformacién (z,t) — [ g(2,t,¢)d¢ A d¢, la cual
es una transformacién C¥, con soporte contenido en €. Por el lema 2.2.17 tenemos que
Tg(z,t,¢) es una funcién C* como funcién de ¢ y con soporte contenido en L; asf, ambos
lados de (43) estén bien definidos. Las sumas de Riemann para la integral [ g(z,t,()d( AdC
son todas funciones de (z,t) tangencialmente lisas con soportes contenidos en §2, esas
sumas, asi como sus derivadas parciales de cualquier orden con respecto a z, convergen
uniformemente en 2. Entonces, la igualdad (43) se sigue de la definicién de O-corriente.

Recordemos que las transformaciones tangencialmente holomorfas pueden ser vistas
dentro del espacio de O-corrientes, simplemente asociando a cualquier transformacién tan-
gencialmente holomorfa h la O-corriente Ty (f) = [, ha(Ua) f 1 Para cualquier f € CP (ha(Us))-

El siguiente resultado se sigue de los dos lemas anteriores.

Proposicién 2.2.19. Si T es una 0-curriente en un subconjunto ho(U,) C C x K,
tal que %Tg = 0, entonces, T es una funcion tangencialmente holomorfa en ho(Uy).

Para extender la nocién de O-corriente a las laminaciones producto es necesario enten-

der como se transforman las (-corrientes bajo una transformacion lineal entre diferentes
“subdominios” de C x K.
Supongamos que U, V' son subdominios de C x K y que h : U — V es un homomorfismo
tangencialmente liso. Consideremos la transformacién lineal h* : Ky — Ky dada por
(h*T) = T[(f oh™J; '] donde T € Ky, f € CF(U) y Ji es el determinante Jacobiano
tangencial de la transformacion h.

Una 0-corriente (o distribucion) T en la cubierta coordenada {U,, ha} esta definida
como una coleccién {T,} de O-corrientes en los diferentes subconjuntos hq (U, ) tal que en
cada interseccién no vacia Ua [\Up C Ly, tenemos h?5(Ta) = Tp.

Dos 0-corrientes 7"y T” en las cubiertas coordenadas {Uy, ha} y {UL, hiy} son llamadas
equivalentes si ellas definen una O-corriente en la union de las cubiertas coordenadas. Una
clase de equivalencia de O-corrientes en cubiertas coordenadas de L, define una 0-corriente
en la laminacion producto L4. Entonces, la gavilla K de gérmenes de 0-corrientes en L,
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esta bien definida, de hecho es una gavilla de grupos abelianos. Las secciones globales
de la gavilla K son precisamente las O-corrientes en L,. Para cualquier haz lineal L
tangencialmente holomorfo en Ly, la correspondiente gavilla (L) de gérmenes de 0-
corrientes con coeficientes en el haz lineal L puede ser construida de manera paralela a la
construccion de los gérmenes de secciones tangencialmente lisas con coeficientes en el haz
linea L.

Para simplificar la notacién escribiremos simplemente
KEO(L) = K(we, L), KOD(L) = K(@g, L) y KEV(L) = K(we,c,L)-

A continuacién damos una descripcién mds invariante de la gavilla K:
Supongamos que ho(U,) tiene coordenadas locales (z4,t,) donde z4 = x4 + tys. Ob-
servemos que el determinante Jacobiano tangencial de la funcién h,p esta dado por
Jhog = % = [%-;] = |.F“‘L‘;'MI2 donde Fﬁ;lﬂo es la restriccién del haz canénico
de £,. '

Lema 2.2.20. El conjunto F(Cg,ﬂgf‘l)) es igual al conjunto I'(Ly, CF (Jwe,|?))-

Supongamos que ¢ € ['(Ly, ") = T(Ly, CF(IFLI?) ¥ que T € T(L, K). Asf g,
corresponde a una familia de funciones g, € I'(ha(Ua), CT) tal que A, (vg) = IFﬁ;Iau [2¢a
en cada U, (V3 # 0. Sisupp(pa) C Ua[) V3, entonce, Tp(pg) = Ta(pa) de tal forma
que T'(p) esta bien definido. M4s generalmente, sea {r,} una particién de la unidad en

Ly (ver [32]), entonces definimos

(44) T(p) = ZTa(ra‘P)s

la cual tiene a lo mds un nimero finito de valores a para los cuales T,(rapa) # 0, asi,
localmente estd es una suma finita.

Del razonamiento anterior tenemos que los elementos de I'(L,, K) pueden ser pensados
como funcionales lineales en el subespacio I'(L,, Q‘_(r! ’1)).
De una manera totalmente andloga, para cualquier haz lineal L tangencialmente holomorfo
en Ly, el espacio I'(Ly), K(L™')) puede ser visto como el espacio de las funcionales lineales
en F(Cg,QrE.}‘l){L)). Supongamos que {U,,hq} es una cubierta coordenada finita de L,
con la propiedad que la transformacién h, pueda ser extendida a un homeomorfismo
tangencilamente liso en una vecindad U, de C x K. Para cualquier entero n > 0y
cualquier elemento f = {f,} € I'(£y, CF*(L)) tomemos
(45) Pu(f) = Z Z SUP (2 4o )eha (Ua)| P falZar ta)-

o I=itj<n

Las funciones P, asi definidas en I'(L,, CF (L)) son normas en el sentido que:

e P,(f) > 0, donde la igualdad sélo se da cuando f = 0.
o Pu(f+9) < Pu(f) + Palg)-
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o P,(cf) = |¢|Pu(f) para cualquier constante ¢ € C.

Introducimos en I'(L,, CF¥ (L)) la topologia definida por esta familia de normas. Con esta
topologia I'(L,, C7* (L)) se convierte en un espacio vectorial topolégico. Un funcional lineal
T :T(Ly,CF (L)) — C es continuo en esta topologia si y sélo si existe un entero n y una
constante ¢ € R* tales que |T'(f)| < cP,(f) para toda f € I'(L,,CF(L)).

Lema 2.2.21. El espacio I'(Ly, K1 (L7Y)) es el espacio de los funcionales lineales
en el espacio vectorial topoldgico I'(Ly, CF (L)).

Demostracién. Por (44) tenemos que si T = {Tp} € I'(Ly, KOV (L71)), entonces,
T determina un funcional lineal en I'(£,, CF(L)) donde {rq} es cualquier particién de la
unidad.
Puesto que las T, son O-currientes, la continuidad de T se sigue de la comparacién de la
definicién de O-curriente (ecuacién (41)) y la definicién de las normas P, (ecuacion (45)).
Para la otra contencién. Supongamos que 7’ es un funcional lineal continuo en I'(£,, C7°(L)).
Afirmamos que cualquier funcién f € C3(U,) puede ser extendida a una seccién f €
['(£4,CF(L)). En efecto, si L = {£ap} ¥ (28,t8) € hg(Ua[N1Us) C hg(Ug), entonces,
tomamos fa(2arta) = f(zarta) ¥ f(28,18) = E;é{zg,t,g)f(ha,g(zg,tg)); finalmente la ex-
tendemos a una funcién en hg(Ug) como cero en el resto de hg(Up).
Tomando T,(f) = T(f) definimos un funcional lineal T : I'(Ly, CF (ha(Us)) — C. De la
comparacién de las ecuaciones (41) y (45) se sigue que T, es una O-curriente en hy(Us).
Observemos que si f € CF (ha(Us)) tiene supp(f) C ha(Ua [\ Up), entonces, (hp,T3)(f) =
T3((f © hap)lwpal’] = |wpal*T(g) donde g € CF(hg(Up)) esta definida por g(zp,t) =
f(hap(zp,tg))-
Puesto que ga(za,ta) = {;é (Zas ta) fa(za, ta)) se sigue que T'(g) = {;1T(f). Asi, hp, T =
€:4lwgal*Ta de tal forma que {Ta} € I'(Ly, KM(L)).
Para cualquier particién de la unidad {rq} se sigue que T(f) = T(}_, raf) o0 T(raf) =
S Ta(raf). Asi, esta identifica a T' con la seccién {Tp} € I'(Ly, KD (L71)), con lo cual

concluimos la demostracién.

Consideremos los espacios vectoriales complejos A = I'(L,, Qg-[.) 0 (L) y
B = I‘(L'y.Qg?'”(L)), el homomorfismo d;, : A — B dado al principio de esta seccién.
De la definicién del primer grupo de cohomologia de Dolbeault tangencial de L se sigue
que H'(L,,0r(L)) & B/OLA.
Al tomar las normas P, (ver (45) ) en los espacios A y B estos son espacios vectoriales
topolégicos (de hecho son espacios de Fréchet), entonces, se sigue que d;, : A — B es una

transformacién lineal continua en terminos de esta topologia.

Lema 2.2.22. La imagen de A bajo 9, i.e 9L A C B, es un subespacio cerrado.
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Demostracién. Denotemos por 2 C A al kernel del operador dy, asi § es un sube-
spacio cerrado de A, con lo cual A/Q es un espacio de Fréchet y la transformaci6n
O : A/Y — B es lineal y continua con kernel trivial.

Sea E un subconjunto cerrado de B el cual es complementario a 9;(A) = d(A/R), asi E
es un espacio de Fréchet. Entonces, el producto A/ x E resulta ser un espacio de Fréchet
y la transformacién 9y, +i : (4/Q2) x E — B dada por (91, +i)(a,e) = dr(a) + € es una
transformacién continua.

Hay que notar que esta iltima transformacién tiene kernel trivial y su imagen es todo
B, asi, por el teorema de la transformacién abierta (ver [43]), este es un isomorfismo de
espacios de Fréchet. Puesto que (A/§2) x {0} C (A/Q) x E es un subespacio cerrado, y
como (I1, +1)((A/R) x {0}) = G A se sigue que HrA es un subespacio cerrado de B.

Del lema anterior tenemos que B/J1 A resulta ser un espacio de Fréchet. Asi, cualquier
funcional lineal continuo en el cociente B/ A da un funcional lineal continua en B el cual
se anula en el subespacio 9 A (ver [43]).

Denotemos por A* y B* a los espacios duales de A y B respectivamente y sea 5‘; :
B* — A* el homomorfismo dual a 9, A.

Observemos que el kernel 2* C B* del homomorfismo 97, A* es el espacio dual de B / OLA.

Demostracién. (Del teorema de dualidad de Serre)
Se sigue del lema 2.2.21 que A* = I'(Ly, KOV (L7Y)) y B* = I(Ly, KAO(L™Y)). De la
definicién de las derivadas tangenciales de O-corrientes tenemos que 8* = —@ donde & es
el operador tangencial aplicado a O-corrientes. Asi, el espacio B/A(= H'(Ly, O(L))) esel
espacio dual del kernel de la transformacién —9 : I'(Ly, K9 (L71)) —s T(Ly, KD (LY));
pero por la proposicién (2.2.19) este kernel es precisamente
[(Ly, OMO) (L)) = HO(L,, OO (L~1)), con lo cual concluimos la demostracién.

2.3. Homologia tangencial de las laminaciones producto.

En esta seccién daremos la construccién de los grupos de homologia tangencial para
las laminaciones producto (comparar con la construccién dada en [32] pig.86).

En las secciones anteriores dotamos al espacio vectorial de i-formas diferenciales lisas
tangenciales Q-(L,;) de una topologia pidiendo que en todo subconjunto compacto de
cualquiera de los abiertos coordenados se tenga convergencia uniforme de los coeficientes
de las i-formas diferenciales junto con todas sus derivadas en la direccién tangencial (ver

seccién 2.2.1).
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Denotaremos por 27 (£,) al conjunto de los homomorfismos continuos del espacio vectorial
topoldgico (L) a C, es decir,

Q?(ﬂg) = Hmnmg(ﬂ%(ﬁgJ: C),

en otras palabras, el dual fuerte de Q(L,) es por definicién el espacio de las funcionales

lineales continuas de Q4.(L,y).

Definicién 2.3.1. Los elementos de Q7 (L,) son llamados i-corrientes (comparar con
[12]).

Explicitamente tenemos los isomorfismos:

(46) O9(Lg) = Homeons (CO(K, 2°(X,)), C) = C°(K, Q°(X,))",
(47) O (Ly) = Homeomt (CO(K, Q1 (X,)), C) = COK, Q1 (X,))",
(48) D3 (L) = Homeont (CO(K, 2%(X,)), C) = CO(K, 2% (X,))".
El operador

ds: Q:T(Ey) = Q?—lfﬁg)
estd dado por:
(w,duc) = (1) Ydrw,c),
donde ¢ € QF(L,), w € Q7 '(Ly) ¥ (w,c) denota la valuacién de una corriente c en una

forma w.
Mediante un célculo directo se puede verificar que

dyod, =d? =0,
con lo cual tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2.3.2. El i-esimo grupo de homologia tangencial de la laminacion producto
L, esta dado por
Ker d. : QT (Ly) — QF (L)
Im d, : Qﬁl(ﬁg) — 0 (L,)

Hi(Ly;C)r =

2.3.1. Primer grupo de homologia tangencial. Consideremos a H;(X,,C), el
primer grupo de homologia de la superficie de Riemann compacta X, visto como un C-
espacio vectorial de dimensién finita (ver [12]).

El siguiente resultado es bien conocido (ver [32]).

Proposicién 2.3.3. Existe un apareamiento

(49) () : Qreel —C



2.4 La Jacobiana de las laminaciones producto. 61

el cual induce un apareamiento continuo

(50) () : H*(Lg; C)r ® Ho(Lg;C)r — C
y un isomorfismo

(51) H;(Ly; C)1 2 Homeont(H'(Lg; C)r, C).

Denotemos por C°(K, Hy(X,,C)) al espaccio de Banach de las transformaciones con-

tinuas del conjunto de Cantor en H;(Xg,C)

Lema 2.3.4. El grupo Homeon:(C*(K, Hhg(X,)),C) se identifica candnicamente con
el grupo C°(K, Homz(H}p(X,),C)), mds atin, este tltimo grupo es igual al grupo
CO(K, Hi(X,,C)).

Demostracién. La igualdad es inmediata ya que

H\(Xy;C) = Homz(Hpp(X,),C),
asi, basta con probar la primera parte.

[
Usando todas las consideraciones y resultados anteriores tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.5. El primer grupo de homologia tangencial de la laminacidn producto
L, es candnicamente isomorfo al grupo topoldgico de las funciones continuas del conjunto
de Cantor en el primer grupo de homologia de la superficie de Riemann X, es decir

Hy(Ly,C)r = C°(K, H\(X,,C)).
Proposicién 2.3.6. El espacio C°(K,Z*) es un subgrupo discreto de C°(K,C9).

Demostracién. Es inmediato que es un subgrupo aditivo, sélo falta verificar que es
discreto. Para ello, consideremos el conjunto By (0) = {3 € C°(K,C?) : ||¢||sup < 1}, de
donde tenemos que B, (0)( C°(K,Z*) = {f = 0}, con lo cual concluimos la prueba.

2.4. La Jacobiana de las laminaciones producto.

Denotemos por ECP(K,C9) al conjunto de las funciones escalonadas con valores en
C9. En otras palabras, si f € EC°(K,CY), entonces, f(t) = (fi(t),... fy(t)) donde f; es
una funcion escalonada con valores en C paracadai=1,...,g.

Denotemos por (C°(K,Z%))g al conjunto generado por C°(K,Z%) sobre los ntimeros
reales, es decir, (CO(K,Z%))r = {¥ € CO(K,C9) : ¥ = 3 o;¢;; ¢; € C°(K,Z%), a; € R}.
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Lema 2.4.1. La cerradura topoldgica de EC°(K,C9), es decir, EC°(K,C9), es igual
a C°(K,C9).

Demostracién. Sea f € CD(K ,C9), entonces, f es uniformemente continua.
Sea € > 0 tal que |f(z) — f(y)| < € si la distancia entre z y y en el conjunto de Cantor
es menos a 4, es decir, di(z,y) < 8. Puesto que K es compacto y totalmente disconexo
existe una cubierta abierta finita {U;}X, de K tal que sus elementos son disjuntos, no
vacios y de diametro menor que d.
Consideremos un punto z; en U; para cada j y definamos f; € EC°(K,C?) como f;(t) =
f(z;)xu; donde xy, es la funcién caracteristica en U;.
Finalmente consideramos a f5; = Y f; en EC?(K,C9).
De la construccién y las consideraciones anteriores tenemos que para toda z,y € K tales
que d(z,y) < ¢ la igualdad |f(z) — f5(y)| < € se da, asi obtenemos el resultado.

Lema 2.4.2. El conjunto EC°(K,C9) es un subconjunto de (C°(K,Z%*))c.

Demostracién. Sea € >0y si f = (fi,..., fy) € EC°(K,C?), entonces, la funcién f
tiene una expresién f = Y f(z;)xv, para alguna cubierta abierta finita {U;} de K con las
mismas propiedades que en el lema anterior. A cada f(z;) € CY lo escribimos como una
combinacién R-lineal en Z%9. Asi, es claro que definimos una funcién en (C°(K, Z%))c.

|
Como consecuencia de los dos lemas anteriores tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 2.4.3. La cerradura de (C°(K,Z*))c, es decir, (C°(K,Z29))¢, es igual
a C°(K,C9)
Lema 2.4.4. Fl cociente
e, HOX,, 007
C*(K, Hi(X,,Z))

es un espacio topoldgico Hausdor{f bien definido.

(52)

Demostracién. Notemos que HQ(XQ,O;!;D)) > C9 y que H\(X,,Z) = Z¥. Asi,
tenemos que C°(K, H°(X,, OS(I;_O))"} es isomorfo a C°(K,C9) y que C°(K, Hy(X,,Z)) es
isomorfo a C°(K, Z?9). Por la proposicién 2.3.6 y por la proposicién anterior tenemos que

el cociente es un espacio topolégico Hausdorff bien definido.

Observemos que este cociente es un grupo abeliano complejo de dimensién infinita
asociado a la laminacién producto £, de manera natural.
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Como vimos en la seccién 1.5 del capitulo 1, dada una superficie de Riemann compacta
de género g, X, su variedad Jacobiana, Jac(Xj), estd definida de manera intrinseca como:

1,0)y %
(53) Jac(X,) = H(X,, 03:7)"/ Hi(X,, Z).
En analégia al caso clasico hacemos la siguiente definicién:

Definicién 2.4.5. La Jacobiana, Jac(L,), de la laminacion producto L,, estéd dada
por:

(54) Jac(Lg) = CO(K, HO(X,, 05.7)")/CO(K, Hr(X,, Z)).

Nota 2.4.6. De manera intuitiva Jac(L,) juega el papel de un “toro complejo” de
dimensi6n infinita, ya que es un espacio vectorial complejo de dimensién infinita modulo
el subgrupo discreto C°(K,Z%), es decir,

Jac(L,) = C°(K,C9)/CO(K,Z%).

Proposicién 2.4.7. Eriste un isomorfismo natural entre C°(K,C9/Z%) y el cociente
C°(K,C9)/C°(K,Z%).

Demostracién. Denotemos por A al cociente C°(K,C?)/C°(K,Z*) y por B al grupo
C°(K,C9/Z?%9). Sea [f] € A y consideremos a f como el representante de dicha clase.
Definamos la aplicacién F : A — B como F(f) — f mod Z% y notemos que F es
un morfismo bien definido. En efecto, puesto que si f,g € [f], entonces, F(f — g) =
(f — g)mod Z?, y como (f — g)mod Z%* = 0, entonces, F(f) = F(g). Més atin, se satis-
face que F(af + §) = aF(f) + F(§) Ya € C, es decir, F es una transformacién lineal entre
espacios de Banach.

F es inyectiva. En efecto, ya que KerF = {f € C%(K,C9) | Im(f) C Z¥} = C°(K,Z%).
F es sobreyectiva. En efecto, ya que para cualquier transformacién f : K —s C9/Z%,
la imagen del grupo fundamental de K en el punto t bajo la transformacién inducida f.
estd contenida en la imagen bajo m, del grupo fundamental de C¢, es decir, f,m(K) C
7(m1(C9)) donde 7 : C9 — C9/Z%. Usando la propiedad del levantamiento de proyec-
ciones cubrientes obtenemos una funcién f : K — C. Notemos que la clase [f] € A da el

elemento tal que F([f]) = f.

El siguiente resultado es una consecuencia de todas las consideraciones anteriores.

Teorema 2.4.8. Eriste un isomorfismo candnico entre la Jacobiana de la laminacidn
producto L, y el grupo topoldgico abeliano de las transformaciones continuas del conjunto
de Cantor en la Jacobiana de la superficie de Riemann compacta X,,.

De la definicion de Jac(L,) y del teorema (2.4.8) anterior, observamos que Jac(L,)
tiene la estructura de un grupo abeliano topolégico no localmente compacto.
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2.5. La transformacién de Abel-Jacobi de las laminaciones producto.

La transformacién de Abel-Jacobi es una piedra angular en la teoria de superficies de
Riemann compactas. En esta seccién vemos que esta transformacién puede ser definida

en el caso de las laminaciones producto.
Para definir la transformacién de Abel-Jacobi de las laminaciones producto, comenzare-
mos definiendo lo que entenderemos por los puntos base en una laminacién producto L,
y posteriormente integramos en cada hoja de dicha laminacién con los puntos base ya
predeterminados. Exhibimos que en este caso, dicha transformacién de Abel-Jacobi define
un encaje holomorfo tangencial de la laminacién L, en su Jacobiana.

Consideremos cualquier funcién continua Z : K — X, y tomemos su gréfica ,
graf(Z) C K x X,.

Definicién 2.5.1. Los puntos en la gréfica de la funcién Z, graf(Z), serdn llamados
puntos base (con respecto a Z) en la laminacion producto L.

Geométricamente estamos escogiendo de manera continua un punto por cada hoja de
la laminacién producto Ly, es decir, un punto en cada superficie de Riemann compacta
X, lo que generaliza la nocién de divisor.

Lema 2.5.2. La aplicacién A : (Lg,Z) — Jac(Ly) dada por
9 (@t,20) = Az (@) = [ w
Z(t)

es una transformacién continua bien definida.

Demostracién. La aplicacién A es una transformacién continua bien definida ya que
esta definida por la transformacién de Abel-Jacobi cldsica hoja a hoja y por definicién la
variacion en las hojas es continua.

Definicién 2.5.3. La transformacién A anterior seré llamada la transformacion de
Abel-Jacobi, A, de la laminacidn producto L, con puntos base Z en su Jacobiana Jac(Ly).

Observacién 2.5.4. Consideremos el punto pg = (z0,%0) € L4. Por el teorema 2.4.8

la transformacién de Abel-Jacobi A (con puntos base Z) asocia la funcién

2w osit=t,,
(56) 10y = { Jao ’

en otro caso

al punto pp, donde f;?zo)“" € Jac(Xg x {t})(= Jac(X,)) y 0 € Jac(Xy) es el elemento
identidad del grupo Jac(X,). Asi, la imagen de la laminacién producto bajo la transfor-
macién de Abel-Jacobi es el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de
Cantor a la imagen A(X,) C Jac(X,) bajo la transformacién cldsica de Abel-Jacobi.
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El hecho que Z(t) es una transformacién continua, el hecho que para cada t € K fijo la
transformacién de Abel-Jacobi cldsica es un encaje holomorfo y de la observacién anteiro

se sigue el siguiente resultado.

Teorema 2.5.5. La transformacion de Abel-Jacobi es un encaje holomorfo tangencial
de la laminacion producto (con puntos base Z(t)) en su Jacobiana.

2.6. Divisores y el grupo de divisores de las laminaciones producto.

2.6.1. Divisores y grado de divisores. En esta seccién damos sentido a la nocién
de divisor y al grado de un divisor en la laminacién producto.
Consideraremos subconjuntos cerrados C; en la laminacién producto £, con las siguientes
propiedades:
Las restricciones de C; a cada una de las hojas X, x {t} sean divisores en X, y la familia de
divisores dada por las restricciones sea una familia continua parametrizada por el conjunto

de Cantor.

Definicién 2.6.1. Una suma formal finita ) C; en la laminacién producto L,, sera

llamada un divisor en la laminacién producto L.

Definimos el divisor cero en la laminacion producto L, como el subconjunto cerrado de
Ly, tal que su restriccién a cada hoja sea el divisor cero. El conjunto de todos los divisores
en L, sera denotado por Div(Ly).

2.6.1.1. Grado tangencial de divisores. Consideremos un divisor D(t) en L,.

Definicién 2.6.2. El grado tangencial de D(t) es la funcién continua degr : K — Z,
tal que para cada ¢y € K degr(D(to)) es el grado del divisor en la hoja X, x {to}. En otras
palabras, es la asignacién continua hoja a hoja del grado usual de divisores en superficies

de Riemann compactas.

Lema 2.6.3. Si D(t) € Div(L,), entonces, el grado tangencial de D(t) es una
funcion localmente constante del conjunto de Cantor en Z. Mds ain, satisface la igualdad
degr(Dy + D3) = degr(D) + degr(D2) para cualquier par Dy (t), Da2(t) € Div(Ly).

Demostracién. Puesto que K es un conjunto compacto, totalmente disconexo y la
funcién degr es continua, entonces, tenemos que Im degr(K) consta unicamente de un
numero finito de elementos. La aditividad de la funcién degr se sigue de las propiedades

generales de las funciones localmente constantes.

Sea d cualquier mimero entero.
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Definicién 2.6.4. Un divisor D(t) en L, tal que su grado tangencial es constante igual
a d, sera llamado un divisor con grado tangencial constante d en L,. En otras palabras, en
cualquier hoja, D(t) tiene grado d. El conjunto de divisores con grado tangencial constante
d en L4 sera denotado por Divg(Ly).

Observacién 2.6.5. Por el lema anterior tenemos que si D(t) en L,, entonces, existe
una cubierta abierta finita {U;(D)}%, of K y enteros di,ds,...,dn € Z tales que

dy Si,tEUl(D)
(57) degr(D(t)) =
dm si,t € Un(D).

Proposicién 2.6.6. El conjunto de divisores con grado tangencial constante d en Ly
puede ser identificado candnicamente con el conjunto de las transformaciones continuas del
conjunto de Cantor al conjunto de de los divisores de grado d en la superficie de Riemann

compacta X,.

Demostracién. De la definicién de divisor con grado tangencial constante d en L, se
sigue que un divisor en la laminacién producto es lo mismo que una familia continua de
divisores de grado d en X, parametrizados por el conjunto de Cantor. Asi, cada D(t) con
grado tangencial constante d en L4 define una funcién continua de K en Divg(X,).

2.6.1.2. Grupo de divisores.

Definicién 2.6.7. Dados cualesquiera dos divisores D;(t) y D»(t) en la laminacién
producto L, la suma de D) (t) y D2(t) es la suma de divisores hoja a hoja, es decir,

Dy(t) + Da(t) = (D1 + D2)(t)-

Observemos que con esta definicién de suma, el conjunto Div(L,) forma un grupo
abeliano, el cual llamarémos el grupo de divisores en la laminacion producto Ly y lo

denotaremos por Div(Ly).

Proposicién 2.6.8. El grupo de divisores en la laminacion producto Ly es candnicamente
isomorfo al grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo de divi-

sores de la superficie de Riemann compacta X,.

Demostraciéon. Este resultado es una consecuencia de las definiciones de divisor y

suma de divisores en la laminacién producto.
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Observemos que un divisor en la laminacién producto £, lo podemos pensar como una
familia de divisores en X, parametrizados continuamente por el conjunto de Cantor, es
decir, para cada ty € K fijo, D(tg) es un divisor en X.

Nota 2.6.9. Consideremos el punto py = (20,tp) € Ly. Por la proposicién anterior la
transformacién asociada al punto pg es la funcién dada por

z € Div(X,), sit=tg

(58) f(t) =
0 € Div(X,), de otra forma.

2.6.2. Divisores principales y funciones meroformas tangenciales.

Definicién 2.6.10. Si D(t) es un divisor en la laminacién producto £, tal que su
restriccién a cada una de las hojas X, x {t} es un divisor principal, entonces sera llamado

un divisor principal en la laminacidn producto L.

La manera en la que debemos pensar a un divisor principal D(t) en la laminacién
producto es como una familia de divisores principales en la superficie de Riemann compacta
X, parametrizados continuamente por el conjunto de Cantor, es decir, para cada t € K
fijo D(t) es un divisor principal en X,.

Observemos que cualquier divisor principal en £, tiene grado tangencial cero. En
otras palabras, si denotamos por DivP(L,) al conjunto de los divisores principales en la
laminacion L4 entonces, degr(DivP(Ly)) =0y DivP(L,y) C Divg(Ly).

Restringuiendo la definicién de suma de divisores al conjunto DivP(L,) tenemos que
este conjunto es un subgrupo del grupo abeliano Div(L,). En otras palabras, la suma
de divisores principales en L, es la suma de divisores principales hoja a hoja de manera
continua. A dicho grupo lo denotaremos por DivP(L,).

Proposiciéon 2.6.11. El grupo de divisores principales de la laminacion producto Lg
es candnicamente isomorfo al grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en
el grupo de los divisores principales de la superficie de Riemann compacta X,.

Demostracién. Este resultado es una consecuencia de las definiciones de divisor prin-
cipal y suma de divisores principales en la laminacién producto £,.

2.6.2.1. Los diwsores principales vistos como divisores de funciones meromorfas tan-
genciales. Recordemos que una funcidn meromorfa tangencial en la laminacion producto
Ly es una funcién continua tangencial f : £, — CP! tal que su restriccién a cada una de
las hojas de la laminacién producto £, es meromorfa (Ver la definicién 1.3.2 del capitulo
1.) En otras palabras, a una funcién meromorfa tangencial en £, la podemos pensar como
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una familia continua de funciones meromorfas en X, parametrizadas por el conjunto de
Cantor.

Denotaremos por Mt(L,) al conjunto de todas las funciones meromorfas tangenciales
en la laminacién producto £, y por C°(K, M(X,)) al conjunto de las funciones continuas
del conjunto de Cantor en el espacio de las funciones meromorfas de la superficie de

Riemann compacta X,.

Proposicién 2.6.12. El conjunto Mt(L,) se identifica canénicamente con el con-
junto C°(K, M(X,)).

El siguiente resultado es el andlogo al teorma cldsico de Rouche en el caso de las

laminaciones producto (comparar con [18]).

Lema 2.6.13. Sea f una funcion tangencialmente meromorfa definida en Lq4. Supong-
amos que f liene un cero (resp. un polo) en py = (20,to) de orden n. Entonces, eriste
un conjunto abierto U € K tal que para cualquiert € U, f(zg,t) tiene un cero (resp. un
polo) de orden m.

Demostracién. Sea {2 una region en X,. Sea y una curva cerrada homéloga a cero
en { tal que zp ¢ . Recordemos que para cada to,t € K fi,(2) := f(z,t0) y fi(2) :=
f(z,t) son transformaciones holomorfas. Consideremos el conjunto abierto U C K tal que
|fio(2) = fi(2)| < |fio(2)| para toda z en . Por el teorema clésico de Rouche f; and fi,
tiene el mismo nimero de ceros (polos) encerrados por 7.

Notemos que el niimero de ceros (resp. polos) en cualquier hoja de L, es finito, ya que
cada hoja es holomorfamente equivalente a X,. Asi tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.6.14. Sea f una funcion tangencialmente meromorfa en Ly y L cualquier
hoja en L. Entonces, el conjunto (f~1(0)( L) (resp. (f~'(c0) (L) tiene unicamente un
mimero finito de elementos.

Dada una funcién, f, meromorfa tangencial en £,, definimos el divisor de ceros de f,

como:
(fo = {(z,t) € Ly : fr(z) = 0}.
Asi como el divisor de polos de f:
(Noo =A{(2:1) € Ly : fr(z) = oo}
Con lo cual definimos el divisor de f como

(f) = (o = (f)oo-
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Notemos que (f)o = [ g (ft)o ¥ que (f)oo = e (ft)oo-
Observemos que con estas definiciones tenemos que cualquier divisor de una funcién
meromorfa tangencial en la laminacién producto Ly, f € M(Ly), es un divisor principal

en la laminacién producto L.

Proposicién 2.6.15. Un divisor, D(t), en la laminacion producto L,, es principal si

y solo si existe una funcién meromorfa tangencial en la laminacidn L, tal que
(f) = D(t).

Demostracién. Como ya observamos anteriormente el divisor de una funcién mero-

morfa tangencial es un divisor principal. Asi slo resta probar que si D(t) es un divisor
principal entonces existe una funcién meromorfa tangencial que lo realiza.
Sea D(t) un divisor principal en la laminacién L4, entonces en cada hoja de L, existe
una funcién meromorfa f; que realiza a D(t) en dicha hoja, consideremos la familia de
funciones meromorfas {f;}:cx tal que para cada to, (fz,) = D(tg). Como t € K dicha
familia es continua y por lo tanto f(z,t) = fi(z) resuelve el problema.

Definicién 2.6.16. Un divisor D(t) en la laminacién producto £, de grado tangencial
constante d € NT, serd llamado un divisores efectivo ( o positivos) de grado tangencial

constante d en la laminacion producto L.

Proposicién 2.6.17. El grupo de divisores de la laminacidn producto L, estd formado
por una union disjunta de conjuntos de divisores de grado tangencial constante d para todo
d € Z, es decir,

Div(L,) = | | Diva(Ly).
dEL

2.6.2.2. El grado total de divisores. Recordemos que un grupo profinito es un grupo
topolégico Hausdorff, compacto, abeliano y totalmente disconexo (ver [38]). Si ademis
este grupo es perfecto entonces es homeomorfo al conjunto de Cantor. En esta seccién
pensaremos al conjunto de Cantor como un grupo profinito. Asf, existe de manera natural
la medida de Haar, p. Con estas suposiciones consideremos la funcién continua Deg,, :
Div(Ly) — R dada por

(59) D s /K degr(D)dp =Y dip(Us),
i=1

donde los d; son enteros y los {U;(D)}%, son los abiertos de la cubierta abierta de K tales

que degr(U;) = d; como se vio en la observacién 2.6.5.

La aditividad de las integrales y el lema 2.6.3 implican el sigueinte resultado.
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Lema 2.6.18. Para cualquier par Dy, Dy de divisores en Ly, la igualdad Deg,(D; +
Ds) = Deg,(D1) + Deg, (D) se da.

Definicién 2.6.19. El grado total de un divisor D(t) en L, esta dado Deg,(D(t)).

2.7. El grupo de Picard de las laminaciones producto.

En vista de nuestro estudio y descripcién de los divisores en £, queremos hacer un
estudio detallado de los haces lineales holomorfos tangenciales, los cuales son compatibles
con lo que hemos llamado divisor, asi como la correspondencia que existe entre estos

elementos.

De la seccién anterior sabemos que el grupo de divisores principales en la laminacién
producto L, es un subgrupo normal del grupo de los divisores de grado tangencial cero en
la laminacién £,, es decir, DivP(L,) Q Divg(L,). Tambien, que el grupo de divisores de
grado tangencial cero en la laminacién £, es un subgrupo normal del grupo de divisores
en la laminacién L£,, es decir, Divg(Ly) < Div(L,y). En analogia a la definicién del grupo
de Picard cldsica (ver seccién 1.6 del capitulo 1) hacemos la siguiente definici6n:

Definicién 2.7.1. Al grupo abeliano
(60) Div(Ly)/DivP(L,)
lo llamaremos el grupo de Picard de la laminacion producto L, y lo denotaremos por
Pic(Ly).
Nota 2.7.2. En el grupo Pic(L,) la operacién de grupo estd dada hoja a hoja de
manera continua, es decir, si [D;(t)], [D2(t)] € Pic(L,) entonces
[Dr(8)] + [D2(t)] = [Dr(¢) + Da(t))-

Observacién 2.7.3. De la proposicién 2.6.17 anterior, tenemos que el grupo de Pi-
card de la laminacién producto L, estd formado por la unién disjunta de los conjuntos
Divy(Ly)/DivP(L,), es decir,

Pic(L,) = | | Diva(Ly)/DivP(L,).
deZ

Proposicién 2.7.4. El grupo de Picard de la laminacion producto Ly se identifica
canonicamente con el grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo

de Picard de la superficie de Riemann compacta X, es decir,
Pic(Ly) = C°(K, Div(X,)/DivP(X,)).
Corolario 2.7.5.

Pic(L,) = CO(K, | | Diva(X,)/ DivP(X,)).
del
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Ahora consideremos el conjunto de todos los haces lineales holomorfos tangenciales
sobre L,. Consideremos la operacién de producto tensorial en este conjunto, es decir, el
producto tensorial de haces hoja a hoja el cual varia de manera continua. Explicitamente,
si Ly, Ly € Pic(L,) entonces

(61) Ly ® Ly = L1(t) ® La(t),

donde para cada t € K fijo, L1(t) @ La(t) € Pic(X,).

Si consideramos a Pic(X,) como el grupo de todos los haces lineales holomorfos so-
bre la superficie de Riemann compacta X, y hacemos la identificacién entre Pic(X,) y
Div(X,)/DivP(X,), entonces, por la proposicién 2.7.4 tenemos la siguiente caracteri-

zacién equivalente del grupo de Picard de la laminacién producto L,.

Proposicién 2.7.6. El grupo de Picard de la laminacion producto L, se identifica
candnicamente con el grupo de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el grupo
de Picard de la superficie de Riemann compacta X, es decir,

Pic(L,) = C*(K, Pic(X,)).

Definicién 2.7.7. El grupo de todos los haces lineales holomorfos tangenciales en la
laminacién producto £, (modulo equivalencia holomorfa tangencial) serd llamado el grupo
de Picard de la laminacion producto.

Asi, podemos pensar a Pic(Ly) como el grupo de los haces lineales holomorfos tan-
genciales en £, (modulo isomorfismos tangenciales).
2.7.0.3. Clase de Chern Tangencial. Haciendo refencia a la seccién 1.6 del capitulo 1

hacemos las siguientes definiciones.
Consideremos un haz lineal holomorfo tangencial, L, en la laminacién producto £4 y un

nimero entero d.

Definicién 2.7.8. La clase de Chern tangencial del haz lineal holomorfo tangencial
L, es la funcién ¢;7 : K — Z tal que para cada t € K, ¢;p(t) es la clase de Chern del

haz lineal holomorfo L(t) en la superficie X,, es decir,

ar(t) = e (L(t) Vt € K.

En otras palabras, es la funcién continua que asocia la clase de Chern usual para haces
lineales holomorfos en una X, hoja a hoja. Usando los mismos argumentos que en la

seccién de grado tangencial de divisores tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.7.9. Para cualquier haz lineal holomorfo tangencial L en Ly la clase de Chern

tangencial de L es una funcion localmente constante del conjunto de Cantor en Z. Mds
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aun, la igualdad c17(L1+ L2) = eyr(L1) +ca1r(L2) se da para cualquier par Ly, Lo de haces
lineales holomorfos tangenciales.

Sea d un niimero entero. Un haz lineal holomorfo L en £, tal que su clase de Chern
tangencial sea constante d, serd llamado un haz lineal holomorfo con clase de Chern tan-

gencial constante d.
Denotaremos por Picq(Ly) al conjunto de todos los haces lineales holomorfos tangen-

ciales que tienen clase de Chern tangencial d en Lg.

Proposicién 2.7.10. Para cada d € Z, el conjunto Picy(L,) se identifica candnicamente
con el conjunto de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el conjunto de los
haces lineales holomorfos con clase Chern d sobre X, es decir,

Picg(L,) = CO(K, Pica(X,)).

Observemos que Pico(L,) es un grupo abeliano con la operacién definida por la

ecuacién 61.

Proposicién 2.7.11. Eziste una correspondencia candnico entre Pico(Ly) y Pica—24(Ly)-

Demostraciéon. Consideremos al haz lineal holomorfo tangencial canénico F' £;. La
aplicacion ¢ : Pico(L,) — Pica_s4(L,y) dada por

o(L) = FL, ® L,

define la correspondencia buscada.
|
Proposicién 2.7.12. Para cada d € Z\ {0,2 — 2g} existe una correspondencia no
canonico entre Pico(Ly) y Pica(Ly)-

Demostracién. Escogamos a, Ly, cualquier haz lineal holomorfo tangencial con clase
de Chern tangencial constante d, entonces, la aplicacién ¢ : Picy(Ly) — Picy(L,) dada

por

[P(L) =L® L:Iv

es una correspondencia.
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2.7.0.4. Clase de Chern total. Consideremos nuevamente al conjunnto de Cantor como
un grupo profinito perfecto (ver seccién grado total de divisores). Asi, tenemos de manera
natural la medida de Haar p en el conjunto de Cantor. Consideremos la transformacién
¢ : Pic(L,) — R dada por

(62) Dw | ar(D)dup= ) diu(U),
]K 1T H ;

donde los d; son enteros dados por ey y {Ui;(D)}2, es la cubierta abierta de K tal que
ar(U;) = d; (ver ecuacién (57)).
La aditividad de la integral junto con el lema 2.7.9 implican el siguiente resultado.

Lema 2.7.13. Para cualquier par Ly, Lo de haces lineales holomorfos tangenciales en
Pic(Ly), la igualdad ¢;(Ly + L) = a1(L1) + e1(L2) se da.

De este lema tenemos que la transformacién ¢; aplicada al haz lineal holomorfo tan-
gencial L en L, serd llamado la clase de Chern total de haz lineal holomorfo tangencial

L.

2.7.1. La relacién entre la Jacobiana y el grupo de Picard. De la proposicién
2.7.10 tenemos que Pico(L,) 2 C°(K, Picg(X,)) y puesto que la variedad Pico(X,) es
isomorfa a la variedad Jac(X,) como toros complejos, de hecho como variedades abelianas
principalmente polarizadas (ver la proposicién 1.6.7 del capitulo 1), entonces, tenemos el
isomorfismo natural

CO(K, Pico(X,)) = C°(K, Jac(X,)).

Usando el isomorfismo natural anterior y el teorema 2.4.8 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7.14. La Jacobiana de la laminacion producto, Jac(L,) es naturalmente
wsomorfa al grupo de los haces lineales holomorfos tangenciales con clase de Chern tan-

gencial constante 0 en Ly, es decir,

Jac(Ly) = Picy(Ly).
2.8. Los conjuntos W en Jac(L,) y en Pic(L,).

2.8.1. Los subconjuntos Wi(L,) en Jac(L,). Consideremos la transformacién ¢ :
Div(Ly) — Jac(L,) dada por:

@(D(t)) = (po D)(t),
donde ¢ es el morfismo de Jacobi clasico en la superficie de Riemann compacta X, (ver

seccién 1.7 del capitulo 1.
Notemos que la transformacién @ es un morfismo de grupos. Asi, la transformacién @ serd

llamada el morfismo de Jacobi en la laminacion producto L.
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observemos que la imagen de un punto pg € £4 bajo la transformacién de Abel-Jacobi
A en la laminacién producto (ver seccién 2.5) es la misma que la imagen del divisor
(po) € Div(L,) bajo el morfismo de Jacobi en la laminacién producto. En efecto, ya que
si pgp = (20, %) entonces
ﬁ(po) = Alz) sit=to, y por otro lado (pp) = (0) sit=to,
0 de otra forma. 0 de otra forma.

por otro lado sabemos que en el caso cldsico se satisface la igualdad A(z5) = ((20)).

Definicién 2.8.1. La imagen de la laminacién producto £, bajo la transformacién
de Abel-Jacobi en la laminacién producto, E, serd llamada el subconjunto W;(L,) de la
Jacobiana de la laminacion producto Ly, es decir,

Wi(L,) = A(Ly) C Jac(Ly).

Nota 2.8.2. Por la observacién 2.5.4 de la seccién 2.5 tenemos que el subconjunto
Wi(L,) se identifica canénicamente con el conjunto de las funciones continuas del conjunto
de Cantor en el subconjunto cldsico W (X,) de la Jacobiana de X, (ver [17]), es decir,

Wi(Ly) = CO(K, Wy (Xy)).

Sea k € N*. Consideremos el conjunto de los divisores positivos de grado tangencial
constante k en la laminacién producto L4, Div(L,) (ver seccién 2.6).

Definicién 2.8.3. Para cada k € N, la imagen bajo el morfismo de Abel-Jacobi en
la laminacién producto del conjunto de divisores positivos de grado tangencial constante
k sera llamada el subconjunto Wi(Ly) de la Jacobiana de la laminacion producto Lg, es

decir,
Wi(Lg) = §(Divk(Ly)).

Usando los mismos argummentos que en la nota anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.8.4. El conjunto Wi(L,) se identifica canonicamente con el conjunto
de las funciones continuas del conjunto de Cantor en el subconjunto cldsico Wi(X,) en

Xg, es decir,
Wi(Ly) = CO(K, Wi(X,)).

Nota 2.8.5. Para toda k € Nt se satisface que Wi(L,) C Wi41(Ly). En efecto, ya
que se satisface Wi.(X,) C Wiy1(X,) (ver seccién 1.7 del capitulo 1).

Proposicién 2.8.6. Para toda k € N tal que k > g se satisface la igualdad

Wi(Lg) = Wy(Ly)-
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Demostracién. Es bien sabido (ver [17] que para k > g > 0 se da la igualdad
Wi(X,) = Wy(X,). Asi, tenemos C°(K, Wi (X,)) = C°(K, Wy(X,)) con lo cual concluimos
la prueba.

Nota 2.8.7. De la definicién de nuestros conjuntos Wj(L) es claro que no se tiene un

andlogo al teorema de inversién de Jacobi, ya que,

Wy(Ly) C Jac(Ly).

2.8.2. Los conjuntos Wi(L,) en Pico(Ly). Los subconjuntos Wi(L,) vistos como
subconjuntos de Pico(L,) consisten precisamente de todos los haces lineales holomérfos
tangenciales L € Pico(L,y) que pueden ser escritos en la forma

L(t) = Lz ) - - L(zr-t}l’(_zﬁ.t)

para alguna familia de puntos {(zo,t), (21,%),..., (2, t)}tex en X, parametrizados contin-
uamente por el conjunto de Cantor, es decir, para cada t € K fijo consideramos los haces
lineales holomorfos L(t)L{_zﬁ,z] en X, que tienen una seccién holomorfa no trivial, de donde
se sigue que para cada t € K fijo estamos considerando el conjunto

{L(¢) € Pic(X,) : dim [(Xg, O(L(t)L(zp-+)) = 1},

(comparar con la seccién 1.7).

De todo lo anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.8.8. Para cada k € N*, el subconjunto Wi.(L,) se identifica candonicamente
con el conjunto de funciones continuas del conjunto de Cantor en la subvariedad Wi(X,)
de Pic(X,), es decir,

Wk(cy) = CD(Ks Wk(xg))-
Por simplicidad definimos Wy(L) = 0 € Pic(Ly).

2.8.3. Los subconjuntos singulares de Wy (L£y). Notemos que la imagen de la
restriccién del morfismo de Jacobi en la laminaciéon producto, @, al conjunto de los divisores
de grado tangencial d es lo mismo que C°(K, Xs(,d)}‘ En efecto, ya que por definicién
@(D(t)) = (¢o D)(t). Lo anterior motiva las definiciones siguientes.

Definicién 2.8.9. El k-producto de la laminacion producto L4 seré el conjunto:
(L) =CU K. X]).

Definicion 2.8.10. El k-producto siméltrico de la laminacion producto L, sera el

conjunto:
Sim(L,y) = C°(K, X{P).
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Consideremos a los subconjuntos Wi (L,) de Pico(Ly) (ver proposicién 2.8.8 ).

Definicién 2.8.11. Los subconjuntos, W (L,), de divisores positivos especiales para
v > 1, en la laminacion producto L, estan dados por

Wi (Lg) = CO(K, WY (X)),

donde los conjuntos W}/(X,) son las subvariedades de divisores positivos especiales para

v>1en X, (ver [17]).

Observemos que se satisface
Wi(Lg) = Wi (L) € WR(Lg) C ... WETH(L,) = 0.

Llamaremos a la imagen inversa de W}/ (L,) bajo el morfismo de Jacobi § el subconjunto
de divisores positivos especiales para v > 1 en la laminacion producto Lg, es decir

Gi(Lg) = 71 (WK (Ly)) € CO(K, X)),

Nota 2.8.12. Si consideremos a f € (£,)* = C°(K, Xs(,k}), entonces @(f) € Jac(Ly)
y es un elemento de WY(L,) C Pico(L,) si los haces lineales holomorfos tangenciales

L(t) =Lz 4 - - L(an)LE;z,t) asociados satisfancen que I'(Xgy, O(L(t)L(, -x)) 2 v}.

Por esta nota y las definiciones anteriores tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.8.13. El conjunto de divisores posilivos especiales para v > 1 en
Div(L,) se identifica con el conjunto C°(K,G¥%(X,)), es decir,

G{(Lq) = CO(K, GL(X,)).

2.9. Laminaciones producto con estructura variable.

Parece razonable desarollar una teoria moduli para laminaciones producto. En esta
seccién damos una pequenia introduccién al tema.

Consideremos dos laminaciones producto L, = Xy x K y E’g — X; x K con atlas dados
por Xy y X, respectivamente.
Diremos que la laminacion Ly y la laminacion £’g son isomorfas (o equivalentes) si existe
un biholomorfismo tangencial entre ellas. Asi, el espacio moduli de laminaciones producto,
M(L,), es el conjunto de todas las laminaciones producto salvo isomorfismos.

Consideremos el conjunto {graph(f)|f € C°(K,9M,)} de las grifica s de todas las
transformaciones continuas de K en el espacio moduli de superficies de Riemann com-
pactas de género g. Notemos que hay una correspondencia candnica entre {graph(f)|f €
CO(K, M)} y M(L,).
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La nota anterior y el hecho que {graph(f)|f € C°(K,9,)} es equivalente a pensar en
el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de Cantor en 9, implican el

siguiente resultado.

Proposicién 2.9.1. El espacio moduli de laminaciones producte puede ser identificado
candnicamente con el conjunto de las transformaciones continuas del conjunto de Cantor
en el espacio moduli de superficies de Riemann compactas de genero g.

Definicién 2.9.2. Una laminacion producto con estructura variable es un elemento
de M(L,).

En otras palabras, cualquier 7 € C°(K, 2M,) determina una laminacién producto con

estructura variable continua dada por 7.
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caron. (Basho)

laminaciones univer-

sales algebraicas.

3.1. La Jacobiana.

3.1.1. Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o
parabélico). Consideremos dos curvas elipticas (E;,p;) y (E»,p,) con puntos marca-
dos pr y p, respectivamente, una transformacién holomorfa f : (E,,py) — (Er,p-)
cubriente, no ramificada finita a uno entre las dos curvas elipticas tal que manda el punto
privilegiado de la primer curva eliptica en el punto privilegiado de la segunda curva eliptica.
Consideremos las transformaciones de Abel-Jacobi A, : (E.,py) — Jac(E,,py) y
A; : (Er,pr) — Jac(E,, pr) respectivamente. Es bien sabido (ver [13, 16]) que las trans-
formaciones de Abel-Jacobi no sélo son un encaje sino isomorfismos analiticos de grupos.
También es bien sabido (ver [14]) que existe una transformacién C-lineal, C : C — C,
tal que induce un epimorfismo analitico, C .+, entre los grupos Jac(E,+, p;:) y Jac(E,, p;)

y hace al diagrama:

(ET"va’} ; {Efvp‘r}

(63) A,_;l lA,
Cot
JacE,pr) —— Jac(E.,pr)

conmutativo.

Consideremos al conjunto dirigido I y al sistema inverso {(E, sy, Pr(m)), fr 1 b1 ver
(ver ejemplo 1.2.6). Para cada una de las curvas elipticas marcadas, (E, (), p-(x)) consid-
eremos su variedad Jacobiana, Jac(E,(x),p(#)) y las transformaciones C.(yyr(y+) entre
dichas variedades Jacobianas. Estas transformaciones Cr gy (g+) existen gracias al dia-
grama conmutativo 63 anterior. Asi, tenemos el siguiente resultado:

79
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Lema 3.1.1. El conjunto {Jac(E(g), Pr(#)); Cr(Hyr(s')} H,H'el forma un sistema in-
verso de grupos topolégicos abelianos (de hecho, variedades Abelianas).

Demostracién. Es claro que { Jac(E(py, Pr(H })}HE 1 es una familia de grupos topolégicos

abelianos (variedades abelianas) parametrizadas por I; por otro lado

{Crimyrary = Jac®qr vy, Pr(ary) — Jac®yr iy, Pr(sr)) } o, per € una familia de transfor-
maciones continuas (epimorfismos analiticos) tales que: Cr(gyr) = Id, ) para cada
H € I. Asi, sélo resta verificar que para cualesquiera dos H, H' € I existe un H"” € I que
satisface la relacién:

Crianyr(r) = Crityr(ary © Crityr(h)-

Dados H y H' en I existe H” € I tal que H' < H" y H < H”, asi como transformaciones
Jr(eyry ¥ Sr(arye(ar) Que satisfacen la relacion fruyr(eny = frimyr(ary © friayr)
para algin f.(g)r(q), todo ello por estar en el sistema inverso que determina a la lam-
inacién universal algebraica parabdlica. Asi, asociado a fr(z)r(gv) existe Cr(gyr(a)-
Puesto que Cr(myr(u7y, Craryr(ur) ¥ Cr(myr(sr) Son sobreyectivos, se sigue que la com-
posicién Cr(pyr(7) © Cr(mryr(hv) €sté bien definida y se da la igualdad Cr(gyr(a») =

Crayr(ary © Cr(uryr(ar)-

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.
Proposicién 3.1.2. El limite inverso
(Jac(®,,p,),Cu) = lim {Jac®,(xy,Pr(s))s Crirryr(irry}
H,H'El
del sistema inverso {Jac(B,(yy, Pr(r)) } Her de grupos topoldgicos existe.

Al limite inverso anterior lo llamaremos la Jacobiana de la laminacién universal alge-
braica de tipo eliptico (o parabélico) y serd denotado simplemente por Jac(E,).

Es bien conocido (ver [37]) que el limite inverso de grupos topolégicos abelianos,
compactos y Hausdorff es un grupo topoldgico abeliano, compacto y Hausdorff.

Corolario 3.1.3. La Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico
(o parabélico), Jac(EA,.,iJ}), es un grupo topoldgico abeliano, compacto y Hausdorff.

Nota 3.1.4. D. Mumford (ver [35],cap.4 pag. 66) define una torre de recubrimientos
por isogenias (de grado primo a la caracteristica del campo K) sobre una variedad abeliana,
X (definida sobre el campo K), obteniendo que este limite inverso tiene la estructura de un
K-esquema propio. Todo lo anterior en nuestro caso se reduce a tomar K = C y considerar
cubrientes o recubrimientos holomorfos finitos no ramificados, con lo cual se puede ver que
la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) tiene la estructura de un

C-esquema propio.
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Nota 3.1.5. Si consideramos a la familia { A7y sy, Pr(r1)) C Jac(Er (), Pr(iy) Y HeD
asi como a la familia de los respectivos epimorfismos analiticos
{C|T(H}.T(H'} . AT[H')(ET(H'):pf) _ AT(H](ET(H)!pTJ}‘ Obtenemos un nuevo sistema in-
verso y por lo tanto el limite inverso:

lim {Ar ) ®r(m), Pr(ay)s Clrgaryr (e }-
H H'el

Recordemos (ver definicién 1.3.6) que por un encaje holomorfo tangencial 3 entre dos
espacios foliados M y N, cuyas hojas tienen estructura compleja, estamos entendiendo
una transformacién continua ¢ : M — N la cual lleva hojas de M en hojas de N

holomorfamente.

Teorema 3.1.6. (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de tipo
eliptico) Eziste un encaje holomorfo tangencial candnico, A, de la laminacién universal

algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) en su Jacobiana.

Demostracién. Sea p = (z0,2H,---,2H7,--.) € E.. Definimos la aplicacién A :
| - Jac(ﬁ,) como A(p) = (Ar(20), Ar(ary(28)s - - - » Ary(2a7), - . . ). La cual esta bien
definida ya que el diagrama 63 es conmutativo a cada nivel del limite inverso. Del hecho
que A, (E(H), pr) es analiticamente isomorfo a (E,(g), pr) para cada H € I se sigue que
A es un homeomorfismo (isomorfismo de grupos topologicos). Mas aun, del hecho que los
epimorfismos analiticos C(f)r(#) estan construidos para que a cada nivel los diagramas
conmuten se sigue que es una aplicacién tangencialmente holomorfa.

Definicién 3.1.7. Llamaremos al encaje holomorfo tangencial canénico, A, la trans-
formacion de Abel-Jacobi de tipo eliptico (o parabdlico).

Observemos que el limite inverso !iLnH‘H:E;{AT(H)(ET(H]!pT(H)}H Cir(#),r()} €s home-
omorfo a la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico). M4és aun, es
igual a la Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico),

es decir,

E, Fir) = Jac®-,5;) = lim { Ay @riary, Prcary), Chriany oy }-
HH'el

Asi, la Jacobiana de laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) es una

laminacon mainimal.



82 La Jacobiana de las laminaciones universales algebraicas.

Corolario 3.1.8. La restriccion de A a cada una de las hoja L en flT, es una trans-

formacion holomorfa. Mds aun, el diagrama

®.p) —— Jac(E,,p)
wl lw
(Erup'r) =W JGC(EHPT)

es conmutativo.

Que el diagrama anteriro sea conmutativo se sigue de la definicién (algebraica) del

mapeo A.

3.1.2. Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo hiperbélico.
Consideremos dos superficies de Riemann compactas de géneros r > g > 2, X, y X,
respectivamente con un punto privilegiado o marcado 2y € X, asi como una estructura
hiperbdlica fija para X, compatible con su estructura compleja. Consideremos una trans-
formacién holomorfa f : (X;,2) — (X, f(20)) cubriente, no ramificada finita a uno, asf
como también las transformaciones de Abel-Jacobi A, : (X, z0) — (Jac(X;), Ar(20)) ¥
Aq : (Xy, f(20)) — (Jac(Xy), A(f(20))), donde Ar(20) y A(f(20)) denotan al elemento
identidad en el grupo Jac correspondiente. Por abuso de notacién estos ya no los escribire-
mos.

Denotemos por T9 al toro complejo de dimensién g dado por T9 = C9/A, y por 7, a
la proyeccién de C9 en T9.

Lema 3.1.9. Cualquier homomorfismo analitico, C, entre dos toros complejos, C :
T — T9, proviene de una transformacion C-lineal C : C" — CY que preserva reticulas,
es decir, é(Ar} CAy.

Demostracién. Consideremos al homomorfismo analitico C : T — T9. Por las
propiedades del cubriente universal, existe una transformacién holomorfa C:Cr—C9
la cual podemos suponer que fija al origen, ya que C es un homomorfismo de grupos.
Queremos demostrar que C es en efecto una transformacién lineal.

Observemos que C o mp(z + ;) — C ompe(z) = 0 € TY9 para todo z € C" y A € A,.
Asi, tenemos que C(z + A,) — C(2) € Ay. Para cada A\, € A, definimos la aplicacién
@y, : C" — C9 dada por @) (z) = C(z + A) — C(2), la cual es constante ya que
a—f;%L =0Vz, t=1,2,...,r. Por otro lado, como 5(0) = 0, entonces ), (0) = 5‘{/\,). asi,
la constante es C(\,) y por lo tanto C(z + A;) = C(2) + 5(/\,.).

Observemos que g::—?(z+ A) = Bag(z} para toda A, es decir, gg es una funcioén 2r-periédica
para todo z;. Por el teorema de Liouville tenemos que DC es constante y por lo tanto ']

es una transformacién C-lineal.
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Nota 3.1.10. De la demostracién anterior es facil ver que cualquier transformacién
holomorfa entre toros complejos tiene un levantamiento a una transformacién afin.

Lema 3.1.11. Dada una transformacion holomorfa f : (X;,20) — (X, f(20)) cubri-
ente, no ramificada finita a uno, eriste una transformacién C-lineal C:C" — C9 con

las siguientes propiedades:

(1) Induce un homomorfismo analitico de grupos, C : Jac(X,) — Jac(X,).
(2) Hace que el diagrama:

(Xp,20) —1— (Xq, f(20))

(64) A I
Jac(X;) ~E Jac(Xg)

sea conmultativo.

Demostracién. Consideremos la transformacién holomorfa ¢ : X, — Jac(X,) dada
por ¥ = Ay o f, asi como su levantamiento ’l}}- : D — €9, donde {b" = ({51,.‘.,59).
Cada 1; es holomorfa y satisface la condicién de cociclo (o de factor de automorfia)
¥i(72) — ¥i(2) = (7, %) para toda 4 € T (donde T es un grupo de automorfismos
complejos de D tal que X, = D/T"). Mas aiin, los factores de automorfia ¢;(7, Zp) son las

componentes de un vector en la reticula Ay, es decir,
(1102) = B1(3),92(1) = $a(3), . By (72) — B (2)) € Ay

Observemos que las funciones ¥; son integrales abelianas en ID; en efecto, ya que a‘i;{zf)',-('yz)—
1,‘5,-(2)) = 0 para toda v € I'' y por lo tanto j‘;w,—(z) = W; es una diferencial abeliana en X,.
En vista de esta observacién, cada una de las funciones ;;’;,- puede ser expresada en términos
de las r diferenciales abelianas canénicas w; de X, en la forma siguiente:

(@)=Y Cy(| a)+Cil<i<y,
J=1

=
donde por definicién
(1) wi(m) = J27 w5
(2) Cij y C; son constantes con la propiedad que
(32521 Crjwi(7), 22521 Cojwi(7), - -+, 7=y Cgjwi(y)) es un vector en la reticula
A, para today € I,

Asi, la matriz
C ={Cy} € M(gxrC)
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determina una transformacién C-lineal tal que 6‘(1\,) C A4 de donde C induce una trans-
formacién C : Jac(X,) — Jac(Xy) que es homomorfismo analitico.
Para que el diagrama 64 conmute, hay que probar que ¥ = C o 4,.
De la construcciéon del homomorfismo analitico C' descrita en la primera parte de esta
demostracién y de la nota 3.1.10 tenemos que la transformacién holomorfa ¢ : X, —
Jac(X,) tiene la expresién

Ww=CoA,+p.

Para obtener el resultado sélo falta normalizar apropiadamente las integrales abelianas en
este caso. Escogemos al punto A,(z) como la identidad del grupo Jac(X;). Por nuestra
eleccién de f(zp) como punto marcado en X, escogemos a Ay4(f(20)) como la identidad en
Jac(Xy), con lo cual obtenemos el resultado.

Observacién 3.1.12. El homomorfismo analitico C est4 dado unicamente en términos
de ¥(z) = Ay o f, una vez que hemos escogido a A,(20) y a Ay4(f(20)) como los elementos
identidad en los grupos correspondientes.

Lema 3.1.13. Sea X, una superficie de Riemann compacta de género r > 1 entonces,
Ar(X;) genera a toda la variedad Jacobiana Jac(X,) como grupo topoldgico abeliano com-
plejo.

Demostracién. (1). Si pensamos a la curva X, como el conjunto de algunos divisores
de grado uno en X, entonces, podemos generar a Div,(X,) en términos de este conjunto,
simplemente sumando los puntos formalmente con los pesos apropiados.

Por el teorema de inversién de Jacobi (ver [13] pag. 314) tenemos que la imagen bajo el
homomorfismo de Jacobi del conjunto Div,(X;) es toda la variedad Jacobiana. Como la
transformacién de Abel-Jacobi coincide con el homomorfismo de Jacobi en X, entonces,

obtenemos el resultado.

Presentamos otra demostracién al hecho de que A,(X,) genera a Jac(X,):

Demostracién. (2). Observemos que a la curva X, la podemos ver como el conjunto
de divisores de grado cero de la forma p — pp, donde p es cualquier punto de X, y pg es un
punto fijo escogido de tal forma que A,(po) = 0 en la variedad Jacobiana. Por otro lado,
la variedad Jacobiana es isomorfa al conjunto de divisores de grado cero modulo divisores
principales, asi, queremos ver que dado cualquier divisor de grado cero, digamos }_ n;p; se
puede ver como una combinacién del conjunto A,(X,). Pero debe ser claro que podemos
descomponer a Y n;p; en dos partes, una con coeficientes positivos y otra con coeficientes
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negativos y cada una de estas partes las podemos poner como suma de divisores de la
forma p — pg para algunos p € X, con lo cual concluimos la prueba.

Proposicién 3.1.14. El morfismo analitico C definido en el lema 3.1.11 es sobreyec-

tivo.

Demostracién. Observemos que la restriccién del homomorfismo analitico Ca A(X;)
es sobreyectiva. En efecto, puesto que f es sobreyectiva y satisface el diagrama 64. Por
el lema 3.1.13 el subgrupo generado por Wi (X, ) := A.(X;) es toda la variedad Jacobiana
Jac(X,) como grupo topolégico complejo, es decir, (A, (X;)) = Jac(X;) de donde tenemos

que
(65) C(Jac(X;)) = C(Ar(X;)) = (C 0 Ar(X;)) = (A4(Xy)) = Jac(X,).

Consideremos al conjunto dirigido I, asi como el sistema inverso
{(Xg()> Po(rr))s fo(ryg(r) } o, H7€1, (ver ejemplo 1.2.6). Para cada una de las superficies
(Xg(H)» Pg(sr)) consideremos su variedad Jacobiana, Jac (Xyy, Ag(ay(Py())), donde la
identidad de grupo esta dado por Ay(g)(py(sr)). Por abuso de notacién sélo escribiremos,
Jac(Xg(H)).

Considerar los morfismos analiticos Cy(gryg(ny : Jac(Xgary) — Jac(Xg(y) entre var-
iedades Jacobianas, lo cual podemos hacer gracias al lema 3.1.11.

Lema 3.1.15. El conjunto {Jac(Xyx)), Co(ryg(rv) } 1,17l forma un sistema inverso
de grupos topolégicos abelianos y compactos (de hecho, de variedades Jacobianas).

Demostracién. Es claro que {Jac(Xy))}ner es una familia de variedades Jaco-
bianas
parametrizadas por I; por otro lado {Cyyg(s) : Jac(Xy(ary) — Jac(Xga)) Y prer €8
una familia de transformaciones continuas (epimorfismos analiticos) tales que: Cy(g)o(pr) =
Idyy) para cada H € I. Sélo falta verificar que para cualesquiera dos H, H' € I tales que
H < H' existe un H” € I para el cual se satisface la relacién:

Cotrng(ary = Co(rg(try © Co(hr)g(H")-

Dados cualesquiera H y H' en I tales que H < H' existe H” € I tal que H" »
H' >~ H, asi como transformaciones fy( g7y, fo(H)g(H7) Que satisfacen la relacion
Fotmygumy = fo(myg(ay © fo(Hng(rm), todo ello por estar en el sistema inverso que deter-
mina a la laminacién universal algebraica de tipo hiperbélico. Asi, asociado a fy(t)e(s)
existe el epimorfismo analitico Cy(gryg(p); por otro lado, los homomorfismos analiticos
Comyg(H)s Cotrryg(rmy ¥ Co(myg(ay son transformaciones sobreyectivas, de donde se sigue
que la composicién Cyp)g(r7y = Co(mnygr?) © Cot*)g(H») €stéd bien definida.
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Como consecuencia del lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.16. El limite inverso

Jac((Xy7),Cr) = lim {Jac(Xymr)), Coaryg(ry}
H.H'el

del sistema inverso {Jac(Xgny), Co(r)g(#7) } H,H'e1 de grupos topoldgicos abelianos existe.

Al limite inverso anterior lo llamaremos la Jacobiana de la laminacidn universal alge-
braica de tipo hiperbdlico.
Al igual que en el caso de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico tenemos:

Corolario 3.1.17. (J’ac{f ar)h 6;;) es un grupo topoldgico abeliano, compacto y Haus-
dorff.

Pregunta. La Jacobiana de la laminacion universal algebraica hiperbélica, Jac()? 9,r)
es un espacio foliado compacto, cuyas hojas son analiticamente equivalentes a C", donde
n varia en el conjunto {g(H)}yer? En otras palabras, Jac(fg,,.) tiene hojas de difer-
entes dimensiones que pueden ser arbitrariamente grandes? Es decir entender este objeto.
Talvez usando las variedades de Mumford sugerencia de Shrinivas, asi como buscar en el
moduli. Ver la conexion con funciones automorfas y operador de Hecke.

Nota 3.1.18. Si consideramos a la familia {Ay(zy(Xy(r), Po(ry) € Jac(Xgmy)}Her,
formada por las imédgenes bajo la transformacion de Abel-Jacobi de cada una de las su-
perficies de Riemann compactas marcadas, asi como a la familia
{Clgtan,gtry = Ag(rin)(Xog(ary Po(ry) — Ag(ar)(Xg(ry, Pocar))} de los respectivos epimor-
fismos analiticos restringuidos a dichas imagenes, obtenemos un nuevo sistema inverso
de variedades complejas, de donde podemos considerar el limite inverso (como espacios
topoldgicos):

lim {Ag(s1) (Xo(s), Po(n)s Clga) g(H1) }-
HH'el
Este limite inverso es un subconjunto propio de la Jacobiana de la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico, el cual es homemorfo a la laminacién universal algebraica de
tipo hiperbdélico. Asi Jac{f(g‘,] tiene un subgrupo propio minimal. Por lo tanto Jac(Xg_,)

no puede ser minimal.

Teorema 3.1.19. (Abel-Jacobi para la laminacién universal algebraica de
tipo hiperbdlico) Eziste un encaje holomorfo tangencial canonico, A, de la laminacién
algebraica universal de tipo hiperbolico en su Jacobiana.
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Demostracién. Sea p = (z,2zH,...,2H",...) € f(g,,-. Definimos la aplicacién A:
Xy — Jac(X,,) como A(p) = (Ag(20), Ag(rr)(2H), - - - » Agerry(2R7), - .. ). La cual esta
bien definida ya que el diagrama 64 es conmutativo a cada nivel del limite inverso. Del
hecho que Agz)(Xg(#), Pr) es biholomorficamente equivalente a (Xy(x), Po(s)) para cada
H € I, es inmediato que A es un homeomorfismo. Mas aun, del hecho que los epimorfismos
analiticos Cy(yyg(sry estan construidos para que a cada nivel los diagramas conmuten se
sigue que es una aplicacién tangencialmente holomorfa.

Definicién 3.1.20. Llamaremos al encaje holomorfo tangencial canénico, E, la trans-
formacion de Abel-Jacobi de tipo hiperbdlico.

De la demostracién del teorema anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.21. La restriccion de A a cada una de las hoja L en Xyr, €3 una

transformacién holomorfa. Mds aun, el diagrama

(XoyrsP) —2— Jac(Xgr,P)

,rl l,
(Xgr,Pr) —22 Jac(Xg.r,pr)

es conmutativo.

3.1.3. El grupo de caricteres de la Jacobiana de la laminacién universal al-
gebraica de tipo eliptico (o parabélico). En vista que Jac(E;) es un grupo topolégico
abeliano, Hausdorff y compacto, es natural preguntarse por el grupo de caracteres asociado
a (Jac(E,),Cy). El siguiente teorema es bien conocido (ver [42] pag.37).

Teorema 3.1.22. Si G es el producto cartesiano de una familia {Ga}aer de grupos
topolégicos abelianos, compactos con la operacion grupo coordenada a coordenada. En-
tonces, el grupo de caracteres de G, I'(G), es la suma directa de los correspondientes
grupos de caracteres I'(G,), es decir,

I(G) = P T(Ga)-
a€l

Supongamos que H es un subgrupo cerrado de un grupo topolégico abeliano, local-
mente compacto (. Consideremos al conjunto de todos los caracteres v en el grupo de
caracteres de G tales que y(h) = 1 para cualquier h € H, a dicho conjunto se le llama el
anulador de H y lo denotaremos por H*. En otras palabras,

(66) H* = (e I'(G): y(h) = 1 Vh € H}.
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El siguiente teorema es un resultado cldsico (ver [42] pag.35) en la estructura de los

grupos Abelianos localmente compactos.

Teorema 3.1.23. El anulador de H es isomorfo (como grupo topoldgico) al grupo de
caracteres del grupo cociente G/H, es decir, H+ = T'(G/H).
El grupo cociente I'(G)/H* es isomorfo (como grupo topoldgico) al grupo de caracteres de
H, es decir I'(G)/H+ ~T'(H).

Sea K un campo global y sea K, la completacién de K en un lugar v (ver [38]).

. Observemos que (K., +) es un grupo aditivo localmente compacto. En el caso que K sea

un campo de nimeros, el teorema de Ostrowsky (ver [38]) nos dice que (K,,+) resulta
ser R, C o un campo p-ddico.

Para cada v lugar finito, K, admite a O, = {z € K,, : ||z||, < 1}, el anillo de enteros
local con respecto al lugar v, como subgrupo compacto-abierto (en particular cerrado, ver
[38]).

El producto directo restringuido de los K,, con respecto a los O, esta dado como

']
Ag = H = {(zy) : z, € K, con z, € D, Vv exepto un niimero finito}.
vE{lugares finitos}
Al producto directo restringuido anterior se le conoce como el grupo de Adeles de K.

Es bien sabido (ver [38] pag.181) que Ak es un grupo topoldgico localmente compacto.

Observemos que la aplicacién = — (z,z, ... ) define un encaje algebraico de K en Ag.
En efecto ya que K siempre se encaja en K, para todos los lugares v y cualquier elemento
de K es un entero local para todos los lugares salvo un gran nimero finito de lugares.

Por definicién el conjunto A, consiste de todos los elementos del grupo de Adeles cuyas
componentes en los lugares finitos tienen valor absoluto menor o igual a uno.

Los siguientes resultados son bien conocidos (ver [38]).

Teorema 3.1.24. (Teorema de aproximacién) Para cualquier campo global K se
satisface
Ag =K+ A,. Mds ain, K[ |A, = Ok.
Corolario 3.1.25. Se satisface la siguiente igualdad
Ag=Q+Rx [] 2,). Mds aiin Q["|Ag =Z.
pEpTIMOS

Lema 3.1.26. Sea L|K una extension finita. Fijemos una K-base {uj,ua, ..., u,} de

L, entonces, la transformacion natural

n
o HAK — AL
i=1
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dada por ((zvj)v);j — Y. uj(Tu;)y €s un isomorfismo de grupos topoldgicos.

Conjetura 3.1.27. El grupo de caracteres de la Jacobiana de la laminacién universal
algebraica parabdlica es isomorfo al grupo de caracteres del campo global Q(z), es decir,

(67) T'(Jac(E)) = I'(Q()).

Demostracién. (Idea)
Por el lema 5-10 pag. 191 de [38] tenemos que

2
HAQ = Ag)-

j=1

Hay que verificar que
Agw = R* x ([] Zg) @ iZ¢),

Probar que este iltimo es isomorfo a

Rz x (H Z(p)}z.
Sabemos que el grupo de caracteres de Ag(;)/Q(7), I'(Ag(;)/Q(2)), es el grupo de caracteres
del campo global Q(z), I'(Q(2))-
Sabemos que el cociente Ag(;)/Q(é) es homeomorfo a la accién de ([]Z,))? en R? x

(I1 Z{p))z. Probar que dicha accién es equivalente a la accién que determina a la Jacobiana
de la laminacién universal algebraica parabdlica, de donde obtendriamos el resultado.

3.2. El cubriente universal a las hojas de la Jacobiana.

3.2.1. De tipo eliptico (o parabélico). Del diagrama conmutativo 63, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo:

CLomyriH?
C =Cy B AR AL Ci=C

ﬂ'r(”')‘l' J'"r(H}

& Crayr(uty <
Cr/[Arpry = Jac®r(gyr) ———— Cu/Aymy = JacEr ),
donde é,(H)T{ #) es el levantamiento del epimorfismo analitico Cr(gy, (51, es decir, es una
transformacién C-lineal que preserva reticulas.

Observemos que para cada H € [ las transformaciones 6’,.( Hyr(H) Satisfacen que
é,.(H).,.(H) = Id. gy y se puede verificar que para cualesquiera H, H' € I tales que H < H'
existe H” € I tal que se satisface la relacién:

Crimyramy = Crryr(nr) © Cr(aryr (i)

con lo cual hemos probado el siguiente resultado:
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Lema 3.2.1. El conjunto {Cy, 5,(3),.(};;)}”‘;;;6; forma un sistema inverso de espa-
ctos vectoriales topoldgicos indezados por 1.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicién 3.2.2. El limite inverso

(C,Cx) = lim {Cu,Crayram}
H.H'el

del sistema inverso {Cg, é,(H],.(H;}} H,H'el existe.

Teorema 3.2.3. Eriste una transformacion cubriente, w, de (C, C'H) en cualquiera
de las hojas L de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o
parabdlico).

Demostracién. Sabemos que las hojas de la laminacién universal algebraica de tipo
eliptico son holomorfamente equivalentes a C; asi, es claro que (C,Cpq) es el cubriente
universal de cualquiera de las hojas de dicha laminacién. La transformacién cubriente
w, estd inducida por la coleccién de las transformaciones cubrientes, ™ = {7, }Her, s
decir, p = (Br, Pr(i)s Pr(arys - - ) = (70 (Br)s Tr (1) (Br(m1))s Tr (1) Briir))s - - - )-

|

Llamaremos a 7 : (C,Cy) — L el cubriente universal de las hojas de la laminacién

universal algebraica de tipo eliptico (o parabélico).

3.2.2. De tipo hiperbélico. Del lema 3.1.9 tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo:

CoH) o, CotH)

”g(H*)l l"g(m
4 " Cytryg(a) v
CIH) [A gy = Jac(Xyury) ———— CIH) A yyy = Jac(Xyemy)
donde 59( H)g(#") s el levantamiento del homomorfismo analitico Cy(g)g(hv), €s decir, es

una transformacién C-lineal que preserva reticulas.

Lema 3.2.4. El conjunto {C%™), Copyo(uny} 1, prer forma un sistema inverso de es-

pacios vectoriales topoldgicos.

Demostracién. Es claro que {C?")} ¢, forma una familia de espacios vectoriales
topolégicos indexados por I. Por otro lado, si consideramos la familia de transformaciones
C-lineales, {Cy(syg(rry : CIH) — €I}y yprcy, tenemos que para cada H € I se sat-
isface ég(h')y(”) = Idyy) y se puede verificar que para cualesquiera H, H' € I tales que
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H < H' existe H"” € I tal que las transformaciones C-lineales ég( H)g(H")> C‘g(H)g( HY) Y

Cg(H')g(H"") satisfacen la relacién:
Cotrygtam) = Cy(ang(a) © Co(ar)g(a)

de donde obtenemos el resultado.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicién 3.2.5. El limile inverso

(Cex,C) = H!LE ,{Cg(m-ég(ff)g(ff')}
H'e

del sistema inverso {CQ(H),GQ(HMH;}}H.H,E; eriste.

Teorema 3.2.6. Eriste una transformacion cubriente, , de (C, 55) en cualquiera
de las hojas L de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico.

Demostracién. Recordemos que las hojas de la Jacobiana de la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico se construyen a partir de los cubrientes universales de las
variedades Jacobianas Jac(Xyy), bajo la accién de los grupos de transformaciones de
cubierta asociados a las reticulas Ayy), respetando la condicién de limite inverso, asf,
(Coos 53) es un espacio cubriente para cualquier hoja de la Jacobiana de la laminacién
universal algebraica de tipo hiperbdlico y al igual que en el caso eliptico (o parabdlico),
la transformacién 7 estd inducida por la coleccién de las transformaciones cubrientes,
7 = {7g(sr)} Hel, €s decir
P = (P, Po(rys Py(arys - - - ) > (mg(Pg)s Wo(rry Bg(rry)s Tg(rry Bo(rr))s - - - )-

3.2.2.1. La topologia producto en Co. Consideremos el producto infinito ]'[Hef CoH)
de los espacios vectoriales topologicos C91), El siguiente resultado es bien conocido (ver

[43]).
Lema 3.2.7. El conjunto ]—[HGI C9H) con la topologia producto es un espacio vectorial

topoldgico con las operaciones siguientes:
® {ZQ(H)} + {'wg(”)} = {zg(H) + wg(,q}} para todo {Zg(H)}, {wg(H)} € HHEICg(H)'
o Mzym)} = {A2g()} para toda A € C.

Denotamos por Py a la transformacién proyeccién canénica Py(gry ¢ [, CIH) —
C9MH") la cual es C-lineal.
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El limite inverso (CM,C‘H) visto como un subconjunto del producto infinito, tiene la
expresion:
(68)  Coo = {{zgum} € [T €™ : Coranrgur) © Pyt ({0 }) = Potany{ze(en D}
Hel

donde la transformacién 5;; esta dada por Cy = Py(H)lc.- El siguiente resultado es bien

conocido (ver [43]).

Proposicién 3.2.8. El conjunto C, con la topologia inducida de la topologia producto
es un subespacio topoldgico Hausdorff cerrado del producto [[ ¢, CIH) | Mds aun, es un
espacio vectorial topoldgico.

Demostracién. Es claro que 0 € C,,. Por otro lado C, es cerrado bajo la suma
de sus elementos y multiplicacién por un escalar, ya que las transformaciones 6'9(H)g(H')
son C-lineales. La continuidad de las operaciones se sigue del hecho que C4, es un grupo
topolégico con la suma vectorial y es facil ver que la multiplicacién por escalares es con-

tinua.

3.2.2.2. La topoldgia proyectiva en Co,. Para cada H € I consideremos a C9*) como
un espacio vectorial topolégico localmente convexo, en otras palabras, consideremos la
topologia localmente convexa Zyz) en C9H),

Construyamos una base de vecindades de un punto {zy)} € [1¢; C9H) de la manera
siguiente:
Puesto que el punto {zys)} satisface por definicién (1) = Pyr)({Zg(m }), 12 base de
vecindades del punto {z 4} estard dada por las intersecciones [\ 4 Pg}}” (Ug(try), donde
Ug(r) es cualquier vecindad abierta de x4z en C9H) en la topologia Tyrry y donde A es
cualquier subconjunto finito de I (comparar con [43] pag.5).
La topologia en [] ¢, C¥*) dada por esta base de vecindades es la topologia mds gruesa
en [1yer C**) para la cual cada una de las transformaciones Py(uy es continua.

Definicién 3.2.9. La topologia proyectiva, Z, en []c; C/") con respecto a la familia
{CotH), Zo(tys Po(rry el es la topolégia més gruesa en [[ ¢, C9H) para la cual cada una
de las transformaciones Py en []c; C9¥) es continua.

Observacién 3.2.10. Puesto que las transformaciones Py, para cada C9*), son
lineales y las topoldgias Z,(yy son localmente convexas tenemos que las traslaciones, en
el producto []4¢; C9H) con la topolégia proyectiva Z, son homeomorfismos. Mas adn, la
topoldgia 7 tiene una base de vecindades del cero por conjuntos convexos que satisfacen

las propiedades siguientes:
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(1) Para cada vecindad V en la base de vecindades (3 del origen existe una vecindad
UepPtalqueU+UCV.
(2) Cualquier V € 3 es radial y circular (ver [43] pag.11).

Como consecuencia de la observacién 3.2.10 y de la proposicién 1.2 de [43] pag.14

tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.11. El espacio topoldgico ([ge; CI¥),T) es un espacio vectorial
topolégico localmente convezo.

Si consideramos a Co, como un subconjunto de ([ ¢, CQ(H),I) y lo dotamos de la
topoldgia inducida, es decir, la topoldgia proyectiva inducida en C, con respecto al encaje
canénico Coo < [[ ey CIH) (ver [43] pag.52), tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.12. El limite inverso Co, con la topoldgia proyectiva inducida, es un

espacio vectorial topoldgico localmente convezo y completo.

Corolario 3.2.13. Los conjuntos Co y [1ye; CIU) con la topologia proyectiva son
espacios vectoriales topoldgicos localmente converos, completos y métricos, es decir, espa-
cios de Fréchet.

Demostracién. Consideremos la métrica definida por

1 |lzger) — vgnllgan
(69) d({zgmn }, {ugn}) = ’
Ll J&,XE;,zsr”ﬂ1+|Ir~':gm')—yg(mllg(m

donde || - ||y denota la norma de C9(H).

Observemos que para el espacio vectorial C,, no existe una base numerable. En efecto,
ya que un espacio vectorial topol6gico V' de dimensi6n infinita tiene una base numerable,
llamada regularmente base de Holder, si es de la primera categoria, es decir, si es una
unién numerable de espacios vectoriales de dimensién finita. Como C,, no es una tinion
nimerable de espacios vectoriales de dimensién finita, entonces, no puede existir una base

numerable en este caso.

3.3. Las transformaciones de cubierta de la Jacobiana.

3.3.1. De tipo eliptico (o parabélico). Consideremos una transformacién holo-
morfa no constante f : E.» — E, entre curvas elipticas tal que f(0) = 0. Sabemos que
ésta es una transformacion holomorfa cubriente no ramificada finito a uno; mas aiin, esta
transformacién holomorfa es compatible con la estructura de grupo de las curvas elipticas,
de donde es un morfismo analitico. El nicleo de la transformacién f, Ker(f), consiste
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s6lo de un nmimero finito de elementos (con lo cual la transformacién f es una isogenia de
variedades abelianas, ver [26] y [27]), asi, podemos escribir

n—1

Ker(f) = f7(0) = {0,p1,....pn1} = (J{(Ker(f))o + pi},
i=0

donde (Ker(f))o = 0 € E~. Més aiin, el grado de la transformacién f, deg(f), es justa-
mente el indice del subgrupo normal f(A,s) en A, (ver [27] pag.12), es decir, deg(f) =
(A : f(i'\,-r)]-

Consideremos al sistema inverso {E. gy = (C/Ar(#y, Pr(#))» fr(#tyr(i7) Y H H7er ¥ @l con-
junto dirigido I (ver ejemplo 1.2.6).

Observacién 3.3.1. Dados cualesquiera H,H’ € I se satisface que la imagen de
Az bajo la transformacién f,.( H)r(H’) € un subgrupo normal de indice finito en A, (g).
M4s aiin, la imagen de A,y bajo la transformacion fﬂ( H) © f,.{m,w:] es un subgrupo
normal en A, de indice finito.

Por la observacién anterior consideremos a la familia
J = {frey © Frimye@y(Mrery)s frr(eny(Ary) b, rer de todos los subgrupos de indice
finito de A,. Y definamos el orden parcial < en J como sigue:
para cualesquiera U,V € J decimos que U < V si y solamente si V es un subgrupo de U.

Lema 3.3.2. La familia J forma un conjunto dirigido bajo el orden parcial <.

Demostracién. Sean U,V € J, definamos el conjunto W € J como W = UV, el
cual satisface que U < W y V < W.

Para cualesquiera U,V € J tales que U < V, definimos el morfismo quy entre los
grupos finitos Ty = A, /V y 'y = A /U como

quv A+ V= A+ U
para toda A € A,.
Lema 3.3.3. El conjunto {I'v,quv }u.ves forma un sistema inverso de grupos finitos.

Demostracién. El conjunto {I'y,quv }yves esta formado por la familia de grupos
finitos {'y }yes y por la familia de epimorfismos {quv }v vey, dicha familia de epimorfis-
mos satisface que quy = Idy paracadaU € JysiU,V, W € [ satisfacenque U < V < W

entonces se cump]e quv o qvw = quUw.
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Observacién 3.3.4. Es un hecho bien conocido (ver [14] pag.39) que dada la trans-
formacién holomorfa no constante f : E.+ — E; el grupo de las transformaciones de
cubierta de este cubriente finito de Galois (o cubriente regular finito), Deck(E./E,), es
isomorfo al grupo finito A,/ f(A), es decir, Deck(E, /E,) = A,/ f(A).

Para cualesquiera dos H, H' € I consideremos las curvas elipticas E ), Exay Y Ery
asi como las transformaciones holomorfas cubrientes no ramificadas f.(#yr(s1), fre(ay ¥
frr(#vy en el sistema inverso {(C/A;(ay, Pr(r))s fr(a)}- Por la observacién 3.3.4 anterior
tenemos el siguiente diagrama

(70)
Deck(E,r1y/Br) —— Ar/ frr(iry(Arrary) =Tv
""r(h‘}‘r(ﬂ'}‘[' ‘lquv
Deck(E(p)/Br) —— Ar/frreny(Arrany) = Lo,
donde por definicién las transformaciones h,(gyr(gv) estan construidas para que el di-
agrama conmute. Por lo tanto, tenemos un sistema inverso {Deck(E,(x)/E+r); hrrm)}
indexado por I.
El lema 3.3.3 y la discucién anterior implican el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.5. El limite inverso
Deck(Jac(E;)/Jac(E;)) := lim{Deck(®, sy /Er); hrr(rr) }
Hel
asociado al sistema inverso { Deck(E, sy /E;); hrr(m)} existe. Mds aun, es candnicamente

isomorfo a !iLnu,veJ{FU‘ quv}-

Al limite inverso Deck(Jac(E,)/Jac(E,)) lo llamaremos el grupo de transformaciones
de cubierta de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo elipico (o parabdlico)

sobre la Jacobiana de E,.
Teorema 3.3.6. El grupo fundamental algebraico de E es candnicamente isomorfo al
grupo de transformaciones de cubierta de la Jacobiana de la laminacion universal alge-

braica de tipo eliptico sobre la Jacobiana deE,, es decir,
71 (B, po) = Deck(Jac(E,)/Jac(E,)).

Demostraciéon. Este resultado es una consecuencia del hecho que los elementos en
el sistema inverso que se ocupan para definir al grupo fundamental algebraico de E, y los
elementos en el sistema inverso que define al grupo de las transformaciones de cubierta de
la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) sobre la Jacobiana de E-

son candnicamente isomorfos.
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Ejemplo 3.3.7. El grupo Deck de la Jacobiana de la laminacién universal
algebraica de tipo eliptico (o parabélico) diddica
Consideremos a la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) diddica:

_ fan

ET(2“} A ...},

3 e f
Er)) = !%{Ef L E.(2) ¥ Er(22) <
ne

donde fon denota a la transformacién holomorfa cubriente no ramificada dos a uno entre
E;(2n) ¥ E;(2n-1). Denotemos por fzu a la transformacién C-lineal inducida por fan.

Observacién 3.3.8. Todos los subgrupos de indice finito de Z x Z son de la forma
abY(;m) con (25) en GL(2,Z). Asi, los subgrupos de indice 2" de Z? estan en corre-
spondencia con las matrices M € GL(2,Z) de determinante 2",

En este caso la familia J esta formada por todos los subgrupos de A, de indice 2" para
todo n € Z*. Asfi, la familia I' = {I'y := A, /U : U € J}. Explicitamente tenemos:
MN=eXZOTZ/ZHTL

= ZBTL/(2Z D TZ)
Ts= Acl FolAven) 2
2= A/ 2he) % 4 o r2/@ @ 2r2)
ZOTL/(2*Z & TZ)
Ty =A,/fao falAray) 2 Z @72/ (22 ® 27Z)
ZeTZ/(Z®2%rZ)
ZoTZ/(2"Z D TZ)

Z®TZ/(2"'Z @ 27Z)
Pon = Ar/fao fao---0 fon(Ar(any) :
ZoTZ/(2Z® 2" 72
ZBTL/(Z®2"TZ).

Para cualesquiera U,V € .J tales que U < V el morfismo sobreyectivo qyy entre los
grupos finitos 'y := A /V y 'y := A, /U esta dado por gquy : (A+ V) — (A+U). Asi, el
homomorfismo sobreyectivo gon : ['gn — I'yn—1 estd dado explicitamente por:
gon i A+ (f20 fao- -0 fon(Aramy) = A+ (f20 fa0 -0 fon-1(Aran-1))) para toda A € A,.

Por lo anterior el limite inverso del sistema inverso {I'gn, g2n } es isomorfo a

!i:_n {(Z®TZ)[(2"Z &' 2™7Z)} el cual es isomorfo a 22 1) ng = 22 X ﬁg,
nmel

donde Z; denota a los niimeros enteros diddicos.
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Observemos que el conjunto de los grupos finitos {I'2n} es un conjunto cofinal en el

conjunto de los grupos {I'y}. Asi, tenemos que:
Deck(Jac((Br)(z))/Jac(®:)) = Zp & 722 = Zy x Zs.

3.3.2. De tipo hiperbdlico. Para hacer la descripcién de las transformaciones de
cubierta en este caso, seguiremos los mismos paso que en el caso de la laminacién universal
algebraica de tipo eliptico (o parabélico), sin embargo, el hecho que las dimensiones de
las diferentes variedades Jacobianas involucradas en el limite inverso vaya creciendo de
acuerdo al género hace que esto no sea tan facil.

Siguiendo con nuestra notacién, 6'9(3)9(”») denotar4 a la transformacién C-lineal in-
ducida por el epimorfismo analitico Cy(pyg(a) : Jac(Xgary) — Jac(Xyy). Asumiremos
sin perdida de generalidad (ver seccién 1.5 del capitulo 1) que para cada H € I la variedad
Jacobiana tiene la expresién:

Jac(Xg(my) = COH /A yary,

donde A,y es una reticula en C9H),

Es bien sabido (ver [27] pag.11) que el Ker(Cyqyg(sry) €s un subgrupo cerrado de
Jac(Xyyry) y por lo tanto compacto; més aiin, que la componente conexa del Ker(Cy(gr)g(s7))
que contiene al cero, Ker(Cy(g)g(H))o, € un sub-toro complejo de Jac(Xy ) el cual esta
dado explicitamene por:

Cotingtirn Botin)o

Ker(Cy(mygan)o = ==
: Cg(nl‘f)g(H')(Ay(H))G n AQ{H'])

donde Cs*_(al‘f)g( #7y(Ag(r))o es la componente conexa de Cg_(fq) gty (Ag(an)) que contiene al
cero. Dicha componente conexa es un espacio vectorial de dimensién g(H’) — g(H) = m.
Asi, Ker(Cy(g)g(s))o €s un toro complejo de dimensién m, es decir, Ker(Cy(s)g(s1))o =
C™/A para alguna reticula A en C™. EI subgrupo Ker(Cy()g(x)) tiene a lo més un
nimero finito de componentes, ya que es compacto; asi Ker(Cy(z)g())o €s un subgrupo
de indice finito en Ker(Cy(p)g(n)) con lo cual tenemos:

n

Ker(Cyanyg(rn)/ Ker(Cotayg(ary)o = {Po = 0,p1,. .. pn} = | |{Ker(Cyprrygery)o + pi}-
i=0

De las observaciones anteriores tenemos el siguiente resultado:
Lema 3.8.9. Si X5y y Xy(ar) son dos superficies de Riemann compactas de géneros
g(H') > g(H) > 2 y Cyuygrry = Jac(Xgr)) — Jac(Xy)) es el homomorfismo

analitico entre sus variedades Jacobianas. Entonces,

n
(71) Ker(Cyimyguny) = u{(f\'ET(Cg(H)g(H')))n + Pi}s
1=0
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donde Ker(Cyrygy)o es la componente coneza del subgrupo Ker(Cygyg(n)) que con-
tiene al cero y p; son algunos elementos en Ker(Cypyg(ur))-

Proposicién 3.3.10. La variedad Jac(Xyp)) fibra sobre la variedad Jac(Xy(y)) con
ﬁbm homeomorfa a KBT(C_;.(H)Q(H:]J = U?:D{KBT(CQ(H)Q{H'))Q -+ ﬁs}

Demostracién. Por el lema anterior la fibra sobre el elemento identidad es
KET(CQ{H)Q(H-*)) = LI?:(}{KBT(CQ(H)Q(H’])0+ﬁi}' Para cua.lquier otro punto z € Jac(Xg{H)
su fibra es homeomorfa a Ker(Cymygr)) = Limo{Ker(Cy(mygr))o + Pi} ya que el ho-
momorfismo esta dado por la traslacién que lleva al elemento identidad, en el punto z.

Otra demostracién:

Demostracién. Por la factorizacién de Stein (ver [27] pag.11) sabemos que el epi-
morfismo analitico Cy()g(xy, se factoriza de manera candnica como

Cotryg(hr) = hg(ryg(H7) © Lg(H)g(H)s

donde hg(H)g(H’) . Jac(Xg(Hf}) s JGC(XQ{H:))/(KBTCQ(H)Q(Hf))Q es un homomorfismo
analitico de toros complejos y Ig(H)g(H') 2 Jac(Xg(H:)]/(Keng(H}g(H,))o — JGC(XQ(H))
es una isogenia. Asi, tenemos que

(72) Ker(Iomgnr)) = Ig_(,lq)g(ﬁr)(o) ={g0=0,...,q}

para alguna k € N tal que k > 1 y ¢; # ¢; para toda ¢ # j.

Por otro lado, notemos que para cada g;, el conjunto h;(}ﬂ o H,)(q,-} es homeomorfo a
un toro complejo de dimensién m, es decir, h;(fﬁ,)g( H,)(q;) = C™/A. En efecto, ya que
el homomorfismo hgy(f)g() satisface que hg_{h)g( H,)(O) >~ C™/A; asi, por lo anterior se
satisface

k
-1 -1 — h=1 - rory -1
(73) hg(H)g(H")(IQ(H)Q(H’)(p}) o= hg(f”g(Hr]({QO — 0\ qi,--- ,Qk}) = L_ghg(H)g{Hf) (Q:)
=

Afirmamos que esta unién es una unién disjunta. Para ello primero observemos que
=] =1 ; . —1 &

hg(H)g(H,)(q,-) # hg(H)gw,)(qj) para toda 7 # j. En efecto, ya que hg(H)g(H'}(O) o=

h;(fq)gw,)(q,-) = Ker(hg(s)g(h)), €l cual es un toro complejo de dimensién m por la nota

anterior. Ademds, para toda i # j se satisface que hy(u)g(r) (Ao o) (@) = @ # 45 =

-1

hoteryg(t) Ry gy (93)) -

Finalment}e, como h;(lmg(”,)(q,-] es conexo y Ngpyg(ry €s un homomorfismo analitico en-

tonces h;m}y(ﬂ,](q,-)ﬂh;&”gw,}(q,-) = (), de donde obtenemos la afirmacién.
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Consideremos al conjunto dirigido I y al sistema {Jac(X(y), Coryg(ar) t1,Hrer (ver
ejemplo 1.2.6). Observemos que para cualesquiera H, H' € I se satisface que Cy(pryq(s7)
(Ag(ay) es un subgrupo normal de indice finito en Ay, es decir ég(H)g(Hr](Ag(Hf)) |
Agrry; mas atin, Cy gz © Cya)g(r'y(Ag()) €8 un subgrupo normal de indice finito en Ag.
Asi, consideremos a la familia
J= {ég,g(H} oég(H)Q(H')(Ag(H’)) = 6g,g(H’){Ag(H’)) VAQ(H-') }H,H’EI de todos los subgrupos
normales de indice finito de A, que se obtienen de esta forma y definamos el orden parcial
< en J como sigue:
para cualesquiera U, V € J decimos que U < V' si y solamente si V' es un subgrupo normal
de U.

Lema 3.3.11. La familia J forma un conjunto dirigido bajo el orden parcial <.
Demostracién. La familia J estd parcialmente ordenada por construccién. Sean

U,V € J, definimos el conjunto W € J como W = UV, el cual satisface que U < W'y
V<W.

Para cualesquiera U,V € J tales que U < V, definimos el morfismo gyy : I'v =
Ay/V — T'y = Ay/U entre los grupos finitos I'v y I'y, es decir, como qyy : (A+ V) —
(A+U) para toda A € Ay.

Lema 3.3.12. El conjunto {Cy, quv }u,ves forma un sistema inverso de grupos finitos.

Demostracién. El conjunto {I'y, quv }u.veJ, esta formado por una familia de grupos
finitos, {I'y }ues y por una familia de epimorfismos, {quy }u,ves tal que se satisface que
guy = Idy para cada U € J y si U,V,W € J son tales que U < V < W entonces

quv ° qvw = quw se da.

Por la factorizacién canénica de Stein tenemos que
Cymyg(rry = Lg(ryg(r) © ho()g(h7)s

Jae(X e
donde Iy(pyga) r}%ﬂiﬂ—)% — Jac(Xyy))- Asi, se puede verificar que el grupo de

! 9(H)u(H'
las transformaciones de cubierta,

Jﬂ.C(X (Hr])

Deck | ——2——/Jac(X ) )
((KGT'Cg(H)g(H*))O/ Kocen)

de este cubriente finito de Galois (o cubriente regular finito) es isomorfo al grupo finito

Ag(r1y/Co(a)g(ry(Ag(r7y). En otras palabras, tenemos un isomorfismo natural

Deck ( M/ Jac(X, a(m)) = Ag(r) [ (CorygerryNg(hr))-
(KerCyi)g(nry)o ' ‘ ’
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El lema y las observaciones anteriores implican el siguiente resultado.
Proposicién 3.3.13. El limite inverso

Deck(Jac(Xy,r)/Jac(Xyz)) = lim {Tu,quv}
uUved

del sistema inverso {L'y,quv}uves existe.

Al limite inverso anteiro lo llamaremos el grupo de trar.sformaciones de cubierta de la
Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico sobre la Jacobiana de

Ko ee

Ejemplo 3.3.14. El grupo Deck de la Jacobiana de la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico diddica

Consideremos a la Jacobiana de la laminacién universa. algebraica de tipo hiperbdélico
diadica:
(74) (Jac((X2,r)(2), Coemny) = lim {Jac(Xy(m), Coprryg(ary}

HH'€l

Supongamos que la superficie de Riemann compacta base es de género 2, con estructura
compleja 7 y que su variedad Jacobiana estd dada como Jac(X2) = C%/A,, donde Ay =
(Z ®iZ)? = Z? @ ildyZ? y Id> denota la matriz identidad en GL(2,Z). Entonces, los
grupos [y explicitamente estan dados por:
Pl =e
Loty = A2/ Cogar)(Ag(y)

Loary = A2/ Cag(ary © - © Co(rimyg(arr) (Ag(arr))-
Observemos que [C—g_g(ﬂr] (Ag(H)) H Ag] = 2, Ak [CZ’Q(H} 0;— -0 g(H)g(H") (Ag{H')) E Ag] =
2F para alguna k € N, es decir, los grupos A2/ Cog(ry© - -+ © Co(rmyg(ry(Ag(svy) sON grupos
finitos de orden 2"; asi como también que los epimorfismes qg(sr)g(s7) : ey — Tg(h)
estdn dados explicitamente como A + gy — A + I'y(y) para toda A en As.
El limite inverso
o(H)g(H')
TS H)

Deck(Jac((Xa,r)2))/Jac(X2)) = lim {¢ 2200 T
Hel

Fg('l'fi') i }

es la completacién diddica de As, (ver la seccién 1.2.6), es decir,

(75) lim {Ty a1y, Goeinygctry} = L2y @ ilz))*.
Hel
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Nota 3.3.15. Si comenzamos la torre de recubrimientos que definen a la laminacién
universal algebraica de tipo hiperbélico diadica con una superficie de género g > 2, en-
tonces, obtendremos una laminacién ()?g_f)(g) homeomorfa a (Xz_,—)(z). Asi, las Jaco-
bianas de dichas laminaciones son homeomorfas. Mds aitin, existe el epimorfismo analitico
Cyq : Jac(Xy) — Jac(Xz). Supongamos que Jac(Xg,) tiene una expresién de la
forma Jac(X,) = CI/Ay = C9/(Z &iZ)9, entonces, Deck(Jac()A(g'f)/Jac(Xg)) = (2(2) @
iﬁ(gl)zg . Mais alin, la transformacién 5'29 relaciona al grupo de transformaciones de cu-
bierta de Jac((fg‘T)(z)) sobre Jac(X,r) y al grupo de transformaciones de cubierta de
Jac((Xa,r)(2)) sobre Jac(Xa,,) de la forma:

(76) Cag(Deck(Jac(X2)/Jac(Xy))) < Deck(Jac(Xz)/Jac(X2)).

3.4. El cubriente universal generalizado de la Jacobiana.

Entenderemos por el cubriente universal de la Jacobiana de la laminacion universal
algebraica (de tipo eliptico o de tipo hiperbélico) a un espacio foliado (ver definicién 1.1.1,
seccién 1 del capitulo 1), en el cual el grupoide fundamental (el gérmen fundamental, ver
[15]) actda dando como cociente un espacio homeomorfo a la Jacobiana de la laminacién
universal algebraica de tipo parabdlica o de tipo hiperbdlico segun sea el caso.

Al igual que en el caso cldsico de espacios topolégicos, el cubriente universal de nuestras
Jacobianas es el espacio topoldgico ”donde se desacen o desenvuelven” las identificaciones

que definen a las Jacobianas universales algebraicas.

3.4.1. De tipo eliptico (o parabédlico). Dado que la Jacobiana de la laminacién
universal algebraica de tipo eliptico o parabdlico es canénicamente homeomorfa a la lam-
inacién, entonces, el grupo fundamental generalizado (el gérmen fundamental, ver [15])
de la Jacobiana de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico o parabdlico, es el
mismo que el de la laminacién. Siguiendo el trabajo de T. Gendron [15], se puede ver que
el cubriente universal generalizado de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica
de tipo eliptico o parabdlico es:

C x 7 (E,),

donde 7, (E;) es la completacién profinita del grupo fundamental de la curva eliptica E-

(ver la definicién 1.2.20 del capitulo 1).

Nota 3.4.1. Recordemos (ver seccién 1.8) que Jac(X,) es una variedad abeliana
principalmente polarizada de dimensién g. Consideremos “la torre de toros complejos
T3 de dimensién g sobre Jac(X,)”, es decir, “la torre” de recubrimientos holomorfos no
ramificados finitos a uno (isogenias) sobre Jac(X,). En otras palabras, tenemos una torre
de recubrimientos por variedades abelianas de la misma dimensién que Jac(X,), dicha
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torre de recubrimentos esta dada por el limite inverso:
(77) Jac(X,) = im (T4, ha},
neN

donde las hy, son homomorfismos analiticos con kerneles finitos (i.e isogenias). Este limite
inverso tiene la estructra de un C-esquerna propio (ver Mumford [35] pag. 44).
Usando los mismos argumentos que los usados en la laminacién universal algebraica de
tipo eliptico (o parabdlico) tenemos que Ja.c_()?g) es un espacio foliado cuyas hojas son
analiticamente equivalentes a C9, més aln, que el cubriente universal generalizado de
JEEE)-(;) es:

ce XKQ Kg,
donde Kg(,q) = T1(Jac(X,) es la completacién profinita de A, con respecto al sistema

dirigido que define a JEE‘(-)-‘(;).



4 Las flores se deshojan
aunque las amemos,
las malas hierbas crécen

El grupo de diVisoreS aunque las aborrezcamos;

y el grupo de Picard woem).
de las laminaciones uni-

versales algebraicas.

4.1. El grupo de divisores.

En esta seccién se define el grupo de divisores en las laminaciones universales alge-

braicas comenzando con la de tipo eliptico

4.1.1. El grupo de divisores en la laminacién universal algebraica de tipo
eliptico. Consideremos al sistema inverso {(E,(x), Pr(#)), fr(H)yr(#) } H,H7er ¥ 2l conjunto
dirigido I, (ver ejemplo 1.2.6).

Dados cualesquiera H, H' € I consideremos las curvas elipticas marcadas (E,(x), Pr(#)) ¥
(i), Pr(m)) la transformacion fryyr(mry @ ®r ), Pr(ary) — ®7 (), Prar)) holomorfa
cubriente no ramificada, los grupos de divisores Div(E, gy, Pr(a7)) ¥ Div(Er(ny, Pr(m))
respectivamente, asi como el morfismo norma NfT(H}r(H"'} : Div(Er(gry) — Div(E, ) el

cual esta dado por
L[ — Zﬂipi — f(D) = Zﬂif(Pi) € Div(E,(g))

(ver secci6n 1.6.1).
Con las consideraciones anteriores podemos enunciar el siguiente resultado.

Lema 4.1.1. El conjunto { Div(Er(s), Pr(1)): Nf, ),y }H,H'€1 forma un sistema in-

verso de grupos libres abelianos.

Demostracién. Es claro que { Dw(E,(x), Pr())} Her es una familia de grupos
abelianos libres parametrizadas por [; por otro lado {Nfﬂmfcw;}ﬁﬂ’ef es una familia
de epimorfismos analiticos tales que: Ny . . = Id.y) para cada H € I. Sélo falta
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verificar que para cualesquiera dos H, H' € I tales que H < H' existe un H” € I para el

cual se satisface la relacion:

Nfr[H)r(H”} = Nfrw)fm!} 2 Nfr(ﬂ"}f(h""}'

En efecto, dados H y H' en I tales que H < H’ existe H” € I tal que H” = H' = H,
asi como transformaciones fr () ¥ fr(r')r(m7) que satisfacen la relacién fr(g)r(gr) =
Fr(myr (a7 © fr(H)r (), todo ello por estar en el sistema inverso que determina a la lam-
inacién universal algebraica de tipo eliptico (6 parabélicc). Asi, asociado a fr(gyr()
existe N;T{mrw,]. Puesto que Nfrm?(”,,), N;T(H,MH,,) y Nf'r(H)r(H") son transformaciones
sobreyectivas se sigue que Ny_ ety © Ny, et estd bien definida y se satisface

Nfr(mr{ﬁ”) = Nfrw)f(ﬂ') 9 Nfr(ﬂ')rw-‘-‘}‘

El lema anterior implica el siguiente resultado.
Proposicién 4.1.2. El limite inverso

Div(Er,pr), Nu) = lim {Div®,(zy, P )s Nr(ayr (a7}
HH'el

del sistema inverso {Dév(l'],.(”),p,(”)), N,(H),.{Hf)} existe.

Al limite inverso anterior lo llamaremos el grupo de divisores de la laminacidn universal
algebraica de tipo eliptico (o parabélico) y lo denotaremos simplemente por Div(f}f). Asi,
un divisor, D, en la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabélico) sera un
elemento en Div(E,).

Observemos que de la definicién anterior de divisor D tenemos que D puede se pensado
como una coleccién de divisores que estan relacionados, es decir, D= {D+ () }Her tal que:

® Dty € Div(E gy, pr(ty) Paracada He 'y
® Nt uyiun(Dr(ary) = Dr(ary para cada H,H' € I tal que H < H'.

Nota 4.1.3. Si cambiamos de puntos base en las curvas elipticas entonces existe un
isomorfismo canénico entre los grupos de divisores de las laminaciones, esto se debe al
hecho que el isomorfismo se da a cada nivel del limite inverso.

Observacién 4.1.4. La operacién del grupo en Div(E, ) es clara al ser este un grupo
abeliano, sin embargo, a dicha operacién la debemos pensar como la operacién de suma

de divisores a cada nivel del limite inverso.

Diremos que un divisor, D = { Dy}, en la laminacion universal algebraica parabélica

es un divisor efectivo si cada uno de los divisores D, gy es un divisor efectivo.
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4.1.2. El grupo de divisores en la laminacién universal algebraica de tipo

hiperbdlico. En esta seccién definimos el grupo de divisores de la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbélico en completa analogia a la definicién para la laminacién
universal algebraica de tipo eliptico.
Consideremos al conjunto dirigido I y al sistema inverso { Xy, fo(r)g(r) o Hrer (ver
ejemplo 1.2.6). Dados cualesquiera dos H,H’ € I tal que H < H’ consideremos las
superficies de Riemann compactas marcadas (Xyz), Pg(r7)) ¥ (Xg(H), Po(ry) de géneros
g(H') > g(H) > 1 con una estructura hiperbélica fija para Xy, la transformacién
holomorfa fg(H}g(H’) H (Xg(Hr),pg{Hf)} — (Xg(H);Pg(H))} cubriente no ramificada finita
a uno, los grupos de divisores Div(Xyy)) ¥ Div(Xg(s)) respectivamente. Asf como el
morfismo norma Ny, .. ., : Div(Xgnr)) — Div(Xg(m)), (ver seccién 1.6.1).

Con las consideraciones anteriores tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.5. El conjunto { Div(Xy(s1), Po(h)); Nfgm;gmf;}H:H'Ef forma un sistema in-
verso de grupos abelianos (libres).

Demostracién. Esta demostracién es completamente andloga a la demostracién del
lema 4.1.1

El lema anterior implica el siguiente resultado.
Proposicién 4.1.6. El limite inverso

(Div(Xg,pg), Nu) = lim {Div(Xg(ary, Po(tt))s Niyueypn}
H.H'el

del sistema inverso { Div(Xypy, Pg(ry)» No(ryg(H?)} €Tiste

Al limite inverso anterior lo llamaremos el grupo de divisores de la laminacion univer-
sal algebraica de tipo hiperbdlico y lo denotaremos simplemente por Dz'v(;\n'g.,]‘
Asf, un divisor, D, en la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico sera un ele-

mento de Div(X,,).
Observacién 4.1.7. Un divisor D en la laminacién universal algebraica de tipo
hiperbélico es una coleccién { D,y }rer tal que:
o Dy € Div(Xypy) para cada H € 1.
® Ny ooy (Parry) = Dy(ary para cada H,H' € I con H' > H.

Observaciéon 4.1.8. La operacién de grupo en Div(Xg_,} esta dada explicitamente
como la operacién de suma de divisores a cada nivel del limite inverso.
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Definicién 4.1.9. Diremos que un divisor, D= {Dgy()}, en la laminacién universal
algebraica hiperbélica es un divisor efectivo, si cada uno de los divisores Dy(g) es un divisor

efectivo.

4.2. Divisores de grado d y la proto-variedad de Divisores de grado d.

Comenzamos esta seccién definiendo el grado de un divisor en las laminaciones univer-
sales algebraicas. Usando esta definicién de grado y las prcpiedades de la transformacion
norma hacemos un anélisis m4s detallado de los divisores de grado d en las laminaciones

universales algebraicas.

4.2.1. El grado de un divisor en las laminacion2s universales algebraicas.
Consideremos dos divisores Dy = Y n;ip; y D2 = ) m;q, en la superficie de Riemann
compacta X, tales que tienen el mismo grado, equivalentemente, deg(Dy — D) = 0.
Supongamos que f : Xygy — X es una transformacién holomorfa no-ramificada, cubri-

ente finita a uno.

Lema 4.2.1. Los elementos del conjunto N m;l (D1 —D=) son divisores en la superficie

de Riemann compacta Xypy de grado cero.

Demostracién. Recordemos que la transformacién norma Nmy preserva los grados
de los divisores y es sobreyectiva (ver observacién 1.6.9). Asi, si Nm}l(Dl —Dy) = {Dy},
entonces, Nmy(Dy) = Dy — D3, con lo cual obtenemos el resultado.

Consideremos un divisor D = {Dpg} en las laminaciones universales algebraicas y d

un ntimero entero.
En base al lema anterior hacemos la siguiente definicién.

Definicién 4.2.2. El grado del divisor D en las laminzciones universales algebraicas
es la funcion deg : Div(Xg_T) — Z la cual asocia el grado usual de cualquier Dy que
forman a D. En otras palabras, diremos que D tiene grado 4 si cada uno de los elementos

en la coleccién que definen a D tiene grado d.

4.2.2. De tipo eliptico (o parabdlico). Observemos que sobre un divisor D de
grado d en E, gy hay un mimero de divisores de grado d en E, () que es igual al grado de
la transformacién norma Nfr“”ﬂ”,}.

4.2.2.1. Dwvisores de grado cero. Para el caso particular ¢ = 0, tenemos que el conjunto
de divisores de grado cero en E, es un grupo cuyos elementos se pueden escribir como ¢, —p-
donde ¢, es un punto arbitrario de E; y p, es el punto que hemos escogido en esta curva

eliptica, el cual juega el papel del neutro del grupo.
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Consideremos las curvas elipticas marcadas (E,(z), Pr(#)), asi como las transforma-
ciones holomorfas fr(g)r(a) : (ET(H:),p,.( Hr)) — Ern), p,.(H)) en el sistema inverso que
determina a la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (6 parabdélico) (ver ejemplo
en la seccién 1.2.6).

Para cada una de las curvas elipticas marcadas, (E, (), Pr(fr)), consideremos su grupo
de divisores y el morfismo de Abel-Jacobi, ¢, () : Div(Er, pr(s)) — Jac(Er, pr(x))- Este
morfismo esta dado explicitamente por: 3_ n;p; — ¢,z (3 nip;), donde (3 nip;) denota
la suma de los puntos del divisor D = 3 n;p; como puntos de la curva eliptica E,.

Con todo lo anterior tenemos el siguiente lema.
Lema 4.2.3. El diagrama
Div(r(sy) —2 Jacruy, Pr(in)
Nfr(mrm')l lcr(mv(ﬂ’:

Div(E;) e Jac(E-, pr)

es conmutativo.

Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.4. Erxiste un morfismo candnico, @, entre el grupo de divisores en
la laminacion universal algebraica de tipo eliptica (6 parabélico) y la Jacobiana de la
laminacion universal algebraica de tipo eliptico (6 parabdlico), es decir,

7 : Div(E,) — Jac(E,).
Definicién 4.2.5. Al morfismo canénico 3 : Div(E,) — Jac(E,) anterior lo llamare-
mos el morfismo de Abel-Jacobi de tipo eliptico (o parabélico).

4.2.2.2. Divisores de grado d. Para el caso d € Z en general, sabemos que el grupo de
divisores de grado d en una curva eliptica estd en correspondencia biyectiva con la curva
eliptica, de hecho es “un transladado” del grupo de divisores de grado cero. Asi, tenemos

el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.6. El conjunto de divisores de grado d de la laminacion universal al-
gebraica de tipo eliptico (o parabélico) estd en correspondencia biyectiva con la laminacion
universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico).

Nota 4.2.7. El limite inverso

H = lim {Ker(Ny, 1\, 00 )i Ny oty }
Hel
del sistema inverso {I\’ET{NIr‘H)'(H,.‘);Nj’r“””-Hf)}HGI es un subgrupo del grupo de divi-
sores de grado cero de la laminacién universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico),
el cual es isomorfo con el conjunto de Cantor HPE p L) visto como grupo topoldgico.
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Recordemos que para cada d € Z el grupo de divisores Divg(X,) en una superfi-
cie de Riemann compacta de género ¢ > 1 puede ser identificado con los subconjuntos
(subvariedades analiticas) de su variedad Jacobiana, Jac(X,), mediante el morfismo de
Abel-Jacobi (ver seccién 1.7). Asi, enunciamos el siguiente resultado.

Lema 4.2.8. Para cada d € Z los conjuntos { Divy(E,(p)), Nfﬂmrm,}}ﬂg y
va(Xoemy), . yer forman sistemas inversos de subvariedades analiticas.
Diva(Xq(n) Nfg(h')g(h' ) J 3 de subvariedad. liti

Demostraciéon. Este resultado es una consecuencia del hecho que las transforma-
ciones norma Ny ..., preserva grados y del hecho que {.Div4(E,(g)), Nfr(mrw')}ﬂe" es
un subconjunto del sistema inverso {Jac(E, (), Cr(s)r(a7) }Hel- Ya que las condiciones
para formar un sistema inverso se satisfacen simplemente por restriccion.

La demostracién para el caso de la laminacién universal alzebraica de tipo hiperbélico es

andloga.

El lema anterior implica el siguiente resultado.
Proposicién 4.2.9. Para cada d € Z los limites inversos

Divg(E;) = lim {Diva®y (1)), Ny, 1. oy  HET
Hel

Divg(Xy,r) = lim { Diva(Xo())s Ny, 1oy eI
Hel

de los sistemas inversos { Diva(€, (1)), Ny, . un el Y {Diva(Xg(m)), ny{mg(ﬂf}}”a ex-

isten.

Definicién 4.2.10. A los limites inversos Divg(E,) y Divg(X,,) los llamaremos la
proto-variedad de divisores de grado d de la Jacobiana de la laminacion universal algebraica

de tipo eliptico y de tipo hiperbdlico respectivamente.

Nota 4.2.11. El nombre de proto-variedad esta inspirado en por el trabajo Groupes
proalgebriques de Jean Pierre Serre (Publications Mathérmatiques del’ 1. H.E.S. tome 7

(1960) pags.5-67.

En particular, Div(E,) (Dévo(Xy‘T)) es la proto-variedad de divisores de grado cero
de la Jacobiana de la laminacidn universal algebraica de tipo eliptico (de tipo hiperbdlico).

4.2.3. De tipo hiperbdlico. En esta seccion enunciamos los rsultados sobre los
divisores de grado d y la proto-variedad de divisores de grado d en la laminacién universal
algebraica de tipo hiperbdlico. Las demostraciones son completamente andlogas a las
demostraciones de los resultados en la seccién de la laminacién universal algebraica de

tipo eliptico.
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Consideremos las superficies de Riemann compactas marcadas (Xy(x), Pg(sr)), asf como
las transformaciones holomorfas fo(ryg(ar) : (Xg(mr)> Po(rry) — (Xg(H), Pg(s)) €n el sis-
tema inverso que determina a la laminacién universal algebraica de tipo hiperbdlico (ver
ejemplo en la seccién 1.2.6).

Para cada una de las superficies de Riemann marcadas (X (), Pg(r)) consideremos su
grupo de divisores y el morfismo wgzr) : Div(Xy(ary, Pg(rry)) — Jac(Xy(ny, Po(rry) de Abel-

Jacobi.
Lema 4.2.12. El siguiente diagrama es conmutativo:
; Pg(H')
D’!-'U(XH{H;}) y—' Jac(XQ{H'}ipg(H})

N".G(H}g(h")‘[ ‘lcg(ﬂlg(ff')

Pa(

g H)
Div(Xg) —— Jac(Xo(m), Po(a))
Teorema 4.2.13. Existe un morfismo candnico, @, entre el grupo de divisores de
la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico y la Jacobiana de la laminacion

universal algebraica de tipo hiperbolico.

Definicién 4.2.14. Llamaremos al morfismo canénico @ : Div(X, ) — Jac(X,)
anterior el morfismo de Abel-Jacobi de tipo hiperbélico.

4.3. Divisores principales.

En esta seccién definimos a los divisores principales y a los grupos de divisores prin-
cipales en las laminaciones universales algebraicas. También se prueba un resultado para
caracterizar a los divisores principales en el caso de la laminacién universal algebraica de
tipo eliptico.

Consideremos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g > 1.
Sea fgr : X; — Xy una transfrormacién holomorfa no constante.

Lema 4.3.1. La transformacion norma Ny, : Div(X,) — Div(X,) se restringe al
subconjunto de divisores de grado d; mas ain, al subgrupo de divisores principales.

Demostracién. De la observacién 1.6.9 se sigue que la transformacién norma re-
stringida a los divisores de grado d en la superficie X, tiene como imagen a los divisores

de grado d en la superficie X,,.
Si D y D' son dos divisores en X, linealmente equivalentes, es decir, existe un divisor

principal (h) € DivP(X,) tal que D — D' = (h), del lema 1.6.10 tenemos que Ny, (D)
y Ny, (D') son linealmente equivalentes en Xy y por lo tanto existe un divisor principal
(9) € DivP(X,) tal que Ny, (D) — Ny, (D') = (g), de donde definimos Ny, (h) = (g), con

lo cual concluimos la tltima parte del lema.
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Nota 4.3.2. La transformacién Ny, definida en la demostracién anterior esta bien

definida modulo multiplicacién por constantes.

Usando la definicién de divisor en las laminaciones universales algebraicas, el hecho que
la transformacién norma preserva grados y el hecho que la restriccién de la transformacién
norma a los divisores de grado cero y al subgrupo de divisores principales es sobreyectiva

hacemos la siguiente definicién.

Definicién 4.3.3. Un divisor D = {Dy} las laminaciones universales algebraicas
serd llamado un divisor principal, si cada uno de los divisores en la coleccién que define al

divisor D es principal.

Lema 4.3.4. El conjunto {DivPE,(x)), Ny, . sy YHiel asi como el conjunto
{DivP(Xy(m), N, A H,)} Hel forman sistemas inversos de grupos abelianos.

Demostracién. Este resultado es una consecuencia del hecho que el conjunto
{DévP(Xg(H)),Nfg(H]yw,] }rer es un subconjunto del conjunto que sirve para definir al
limite inverso Divo(Xgp)) ya que para cada H € I, DivP(Xy ) es un subgrupo de
Divo(Xg(s)) ¥ la transformacién norma esta bien definida. Asi, es claro que por restriccién
se satisfacen las condiciones para formar un limite inverso. La demostracién en el caso

eliptico es andloga.

Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.3.5. Los limites inversos

DivP(E,) = lim {DivPEy(m), Ny, yy, )
Hel

DivP(Xg;r) = im {DivP(Xg(1))s Ny, y0cnny }
Hel

de los sistemas inversos { DivP(E, ), va(mrw'}} Yy {DivP(Xg{H)),N;ymm,,,,}ﬂef ex-
isten.

Definicién 4.3.6. Los limites inversos DivP(E,) y Dz’vP(z\A’g,T) anteriores seran lla-
mados el grupo de divisores principales de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico

(o parabdlico) y de tipo hiperbdlico respectivamente.

-~

Teorema 4.3.7. Si D = {D,(y)} es un divisor en la laminacion universal algebraica

de Lipo eliplico (o parabolico), entonces, D es un divisor principal st y solo st se salisface

° deg(fj] =0y
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o 3(D) = {¢.a)(Dr(my et = {Pr(ary}rier = 0 €K
donde @ es el morfismo de Abel-Jacobi de tipo eliptico.

Demostracién. Si D = {D;m)} es un divisor principal, entonces, deg(D,g)) =0y
¢r(r)(Dr(sy) = 0 para todo Drpr). L
Por el contrario, si se satisface que deg(D) = 0y ¢(D) = {@r#)(Dray }Her = {Pr(i) el =
0 € E,, entonces, los elementos en {D, s} tienen grado cero y ¢({D-(n)}) = prry =0 €
E,(x), por lo tanto D= {D:(m)} es un divisor principal.

4.4. Funciones meromorfas tangenciales y el grupo de los divisores
principales.

En esta seccién exhibiremos que existen funciones meromorfas tangenciales no triviales
en las laminaciones universales algebraicas mediante la construccién de un conjunto de
funciones meromorfas no triviales que nunca se anulan. Empezamos con la laminacién

universal algebraica de tipo eliptico.

4.4.1. De tipo eliptico (o parabélico). Consideremos dos curvas elipticasE; yE,,
una aplicacién holomorfa no raificada, f,,+ : E;» — E,, cubriente, asi como los conjuntos
M(E;) y M(E,) de funciones meromorfas de E; y E,+ respectivamente.

Denotamos por M(E.)* y M(E)* a los subconjuntos de M(E,) y M(E,) formados por
las funciones meromorfas que nunca se anulan.

Para cada funcién meromorfa h enE,, i.e. h € M(E,), definimos la funcién meromorfa

Nmy_,(h) en M(E,), de la forma siguiente:

Nmg (@) = ] *

gef ) (p)

T

(ver seccion 1.6.1 del capitulo 1).
Es un hecho bien conocido que la transformacién Nmy_, : M(Ey)* — M(E;)* es un
homomorfismo sobreyectivo de grupos (multiplicativos) (ver [11] pag. 282).

Tomemos al conjunto dirigido I que ocupamos para definir a la laminacién universal
algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) (ver ejemplo 1.2.6). Para cada una de las curvas
elipticas marcadas (E, (), P-(s)) consideremos el grupo multiplcativo M(E,())* junto con
los morfismos norma {Nmfrmpfw*n}”'”"if‘ Asi tenemos:

Lema 4.4.1. El conjunto {M(E,.(H))‘;NmfrrH]r(H,,}H.er.r forma un sistema tnverso

de grupos multiplicativos.
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Demostracién. Es claro que { M(E,y))* } i 1er es una familia de grupos y que
{Nmfrrmfmh}”-ﬁ’ﬂ es una familia de morfismos sobreyectivos con indices en el conjunto
I tal que Nmffmfw,} = Id, ya que fr(g)r(u) es la identidad. Asi, sélo falta verificar
que dados H,H', H" € I tales que H < H' < H" se satisface la relacién Nm;ﬂmf{”,,} =
Dicha relacién se satisface por que las transformaciones

Ny, reimry © Nty my:

fT(H)T{H') las satisfacen.
Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.4.2. El limite inverso

ME,)" = E,‘E{M(Er(ﬂ))‘;Nmfr(mrw’)}
Hel

del sistema inverso {M(E,())*; Nmy_ .. . YH er eviste.

Definicién 4.4.3. Al limite inverso M(E,)* anterior lo llamaremos el conjunto de las
funciones meromorfas que nunca se anulan en la laminacion universal algebraica de tipo

eliptico (o parabélico).

4.4.2. De tipo hiperbélico. En esta seccién enunciamos los resultados para el caso
de la laminacién universal algebraica de tipo hiperbélico. l.as demostraciones son anédlogas
a las dadas en la seccién anterior.

Consideremos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g > 2
respectivamente y una aplicacién holomorfa no ramificacla, fgr : X; — X, cubriente.
Denotamos por M(X,) al conjunto de las funciones meromorfas (= racionales) globales
en la superficie X, y por M*(X,) al subconjunto de M(Jy) de las funciones meromorfas
(= racionales) globales que nunca se anulan.

Dada la funcién meromorfa h € M(X,) definimos una funcién meromorfa Nmy, (h)
en M(X,) como:

Nmy, (W)= [] k-
9€ for' (P)

Es un hecho bien conocido que la transformacién norma:
Nmy, (h) : M(X;)" — M(X,)*

es un homomorfismo sobreyectivo de grupos (multiplicativos) (ver seccién 1.6.1 del capitulo
1).

Tomemos al conjunto dirigido I que ocupamos para definir a la laminaciéon universal
algebraica hiperbdlica (ver ejemplo 1.2.31) y consideremos la familia de grupos multiplica-

tivos y morfismos parametrizada por I {M(Xys))*sNmy . . Yo el
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Lema 4.4.4. El conjunto {M(Xymy)*; i L - }u,wer forma un sistema inverso

de grupos multiplicativos.
Proposicién 4.4.5. El limite inverso

M*(Xg.'r) = !Ln {M‘(XQ‘(HJ)’ Nfgw)gw-‘)}
Hel'
del sistema inverso {M(Xym))*; Nmf,(mg(m,}H,H'eI’ eriste.
Definicién 4.4.6. Al limite inverso anterior lo llamaremos el conjunto de las funciones
meromorfas que nunca se anulan en la laminacion universal algebraica de tipo hiperbélico.

4.5. El grupo de Picard

En esta seccién definimos al grupo de Picard de las laminaciones universales alge-
braicas.

Del hecho que el grupo de Picard de una superficie de Riemann compacta de género
g se puede ver como una unién disjunta de clases laterales del grupo, es decir, Pic(X,) =
|gez Pica(Xg), y puesto que la transformacién norma Nmy estd definida de Pic(X,)
a Pic(X,), preserva grados y es sobreyetiva (ver 1.6.8) entonces, podemos pensar en el
limite inverso de los grupos de Picard junto con los limites inversos de las clases laterales

Pica(Xy).

Lema 4.5.1. El conjunto {Pz'c(E,.[H}),Nfﬂm,m,, Yu mrer ast como el conjunto
{Pic(Xg(my), Nfgmg(,,,,}ﬁ.ﬁ»e; forman sistemas inversos de grupos.

Demostracion.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicién 4.5.2. Los limites inversos

Pic(E,) = im{Pic®(#)); Nf, 1), o, 1. 17€1

Pic(Xg,r) = im{Pic(Xg(1)), N, )00 botiatinel
del sistema inverso { Pic(E, ), .{\")rﬂ“,,}fm,l Y trer y del sistema inverso
{P%C{Xg(”) ), NL}(HM!‘H’) }Q(H]g(”’)Ef extsten.
Definicién 4.5.3. A los limites inversos Pic(E,) y Pic(z‘i’g.,) anteriores los llamaremos

el grupo de Picard de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabdlico) y el
grupo de Picard de la laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico respectivamente.
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Ahora consideraremos los limites inversos de los conjuntos Pica(Eysry) y Pica(Xg(s))
y veremos su relacién con los grupos de Picard de las laminaciones universales algebraicas

anteriores.

Lema 4.5.4. Para cada d € Z el conjunto {Picd(X,.(H)),N;‘_{H),‘H,}}H.H'ei y el con-
gunto { Picy(Xy(my), N o H,)}g( H)g(H"e1 forman sistemas inversos de conjuntos.

Demostracion.

Proposicién 4.5.5. Los limites inversos

Pic(,) = lim {Pica®(m))s Ny, 1)}
Hel

Picy(Xyr) = lim {Pica(Xy(s))s Ny, orsunyt
Hel

del sistema inverso {Pica(Er(tr)), Nf, 4\, un HH,H7€1 Y del sistema inverso
{Pica(Xgm)), prw)gw') } ezisten

Definicién 4.5.6. Los limites inversos Pic(E,) y Picy (Xg,r) anteriores y seran llama-
dos el conjunto de haces lineales de clase de Chern d de la laminacidn universal algebraica
de tipo eliptico (o parabélico) y el conjunto de haces lineales ce clase de Chern d de la
laminacion universal algebraica de tipo hiperbdlico respectivamente.

Observacién 4.5.7. Un haz lineal holomorfo tangencal L en las laminaciones uni-
versales algebraicas de clase de Chern d es una sucesién {Ly } de haces lineales holomorfos
de clase de Chern d, es decir, L.y € P!:Cd(E.,(H}) Y Loy € Picd(Xg(H)) paracada H € |
respectivamente. '

Teorema 4.5.8. Fristen biyecciones no candnicas entre los conjuntos de haces lineales
de clase de Chern d de las laminaciones universales algebraicas y los grupos de haces
lineales de clase de Chern 0 de las laminaciones universales algebraicas.

Demostracién. Las biyecciones estin dadas como las sucesiones de biyecciones no

canonicas a cada nivel.

Teorema 4.5.9. Existen isomorfismos
Pic(®,) = |_| im{Pica®rn): Nf, 1y cun } = Divo(E,)/ DivP(E,)
deZ

Pic(xg.r] = L‘ l_z_lll{chd(Xg(H)}! N!y””y(”f;} = Di?’n(XQ-T}fDivP(Xg-T)'
deZ :
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Demostracién.

4.6. La relacién entre la Jacobiana, el grupo de divisores y la proto-variedad
de Picard.

4.6.1. La proto-variedad de Picard. Consideremos a los sistemas inversos que
determinan a las laminaciones universales algebraicas universales (ver ejemplo 1.2.6 del
capitulo 1). Para cada una de las superficies de Riemann involucradas en dicho sistema
inverso tomemos su variedad Jacobiana, su variedad de Picard y los homomorfismos so-
breyectivos Co()g(h7) Y N, s v, €DETE ellas respectivamente.

Sabemos que en el caso de superficies de Riemann compactas existe un isomorfismo
canénico entre la variedad de Picard y la variedad Jacobiana (ver proposicién 1.6.7 del
capitulo 1). Por lo cual es inmediato ver que el diagrama:

Jac(Xg(ur)) — Pico(Xg(nr))
Cotryata’y l leg(H}g(H’}

Jac(Xg(H}) — PiC{)(Xg(H))
es conmutativo, donde Cy(fryg(ry €s €l homomorfismo sobreyectivo definido en la seccién
3.1.2.

Por todo lo anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6.1. Eziste un isomorfismo canénico, 89, entre la Jacobiana y la proto-
variedad de Picard de las laminaciones universales algebraicas, es decir,

JGC(E‘F) = Pi(‘o(i:r),
Jac(X,,) = Pico(Xyr)-

Definicién 4.6.2. Al morfismo f;g anterior lo llamaremos el homomorfismo de Abel-

Jacobi.

Nota 4.6.3. Notemos que el isomorfismo canénico 3 estd dado por la sucesién de

-~

morfismos de Jacobi, es decir, ¢ = {dy) }ger-

Usando los mismos argumentos que en los parrofos anteriores tenemos la siguiente

proposicion.

Proposicién 4.6.4. Existe un morfismo canonico @ del grupo de divisores de la lam-
inacion universal algebriaca de tipo eliptico (o parabélico) ( de tipo hiperbélico) en la
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Jacobiana de la laminacion universal algebraica de tipo eliptico (o parabélico) ( de tipo

hiperbolico respectivamente), es decir,
@ : Div(®,) — Jac®,), @ : Div(X,,) -— Jac(Xyr).

Definicién 4.6.5. Al morfismo canénico @ entre el grupo de divisores y la Jacobiana
de las laminaciones universales algebraicas lo llamaremos ¢l morfismo de Jacob:.

Observemos que se tienen los diagramas conmutativos:

Div(X;) —2— Jac(X,;) —— Picy(X,)

Ntgnginny l Cg(ﬁ)g(”’)l legtH}gtﬂfy
Div(X,) —2— Jac(X,) —— Pico(X,)
Usando el hecho que la imagen bajo la transformacion de Abel-Jacobi Agpy) : X)) —
Jac(Xg(pr)) de un punto p € Xy(z) es lo mismo que la imagen del divisor p — pp bajo el
homomorfismo de Jacobi (ver [16] cap.2) tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.6.6. La imagen bajo la transformacion de Abel-Jacobi A - Xg_f —
Jac(Xg,) de un punto p es lo mismo que la imagen bajo el morfismo de Jacobi @ :
Div(X,,) — Jac(X, ) del divisor p—pp y este divisor corresponde al haz lineal L;,-Lg-ul €
Pico(X 7).

Demostracién. Este resultado es una consecuencia clel hecho que las transforma-
ciones de Ay(p) ¥ @41y estén definidas a cada nivel del limite inverso y en cada uno de

estos niveles el resultado se sigue.

4.7. Los conjuntos de divisores positivos de grado k en la Jacobiana de la
laminacién universal algebraica de tipo hiperbélico.

4.7.1. El k-producto simétrico de la laminacién universal algebraica de tipo
hiperbdlico. En esta seccion se define el k-producto simétrico de la laminacién universal
de tipo hiperbélico.

Consideremos a las superficies de Riemann compactas X, ) que aparecen en el limite
inverso que define a la laminacién universal algebraica de tipo hiperbélico.

Sea k cualquier entero positivo y consideremos el k-producto cartesiano X;”(H,) y X;‘(”)de
las superficies de Riemann compactas X,y ¥ X,y de géneros g(H') > g(H) respecti-
vamente.

Definimos la transformacién holomorfa no ramificada, !i"( Hyg(H) * X;‘( Hy — X;‘( Hy» entre
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los k-productos cartesianos de las superficies como:
Famotn (21 26) = otmg(any (1), -, Fo(anyg(ary (2&))-

Lema 4.7.1. El conjunto {X:(H}'f:(ﬁ)g(ff')}fféf forma gn sistema inverso de var-

iedades complejas de dimension k.

Demostracién. Por definicién la transformacién f;( H)g(H)» © una transformacién
sobreyectiva. Asi, {Xyy)} es una familia de variedades complejas de dimensién k y
{ f;‘( ol H,)} es una familia de transformaciones holomorfas sobreyectivas. Dados H, H' € I
tales que H < H’, entonces, existen un H” € I tal que H < H” y H' < H", en otras
palabras, dados g(H) y g(H') tales que g(H) < g(H’), entonces, existe g(H") tal que
g(H) < g(H') < g(H"); asi como transformaciones holomorfas no ramificadas fym)g(s) :
X;‘(H,,] — ;‘(H) Y fotsr)g(H) :X:(H,,) — :{H,) que satisfacen la relacién f:(H)g(H..) =
fg"(H)g(H,) o fh smgumy- En efecto, ya que se satisface la relacion fy(myg(amy = fo(rg(ar) ©

fotrryg(a)-

Usando el lema anterior tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.7.2. El limite inverso

k% k &
Xgr = m{Xgn), foanygan}
2 v k k . &
del sistema inverso {Xg(H)‘fg{H)g(H’)}Hef existe.

Definicién 4.7.3. El limite inverso X, & » anterior ser4 llamado el k-producto cartesiano

de la laminacidén universal algebraica de tipo hiperbdlico.

Observacién 4.7.4. Dado que X ;‘( F) €S un limite inverso de variedades, entonces, es

una proto-variedad (ver nota 4.2.11).

Ahora, consideremos los k-productos simétricos X;'(?” y X;f}{,,) de las superficies de

. . r e k) L (k)
RiemannX gy v Xypv) respectivamente, asi como la aplicacién fy(H)g(H’) : XQ(H,] —

x®

o(H)" dada por: -

féf},)g(”f)(zl oo 2k)r = (foumygany (21)s - - oy Fornyg(rr) (26))m
donde (fymyg(rry(21)s - - s fo(tng(ary(2k))x denota simplemente la clase del punto
(fo(ryg(ny(21); - - -5 forrygry(2x)) en el producto simétrico.

Se puede probar sin dificultad que la transformacion fg(?f)!)g( H) ademds de estar bien

definida, es un cubriente holomorfo ramificado.

: k k ; ; E
Lema 4.7.5. FEl conjunto {X;(gn,fg((}”g(ﬁ,)}Hﬂaef forma un sistema inverso de var-

redades complejas.
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Demostracién. Es claro que {X (k) o H)} forma una familia de variedades complejas con

indices en el conjunto I y { fg{ Hyg(H )} es una familia de transformaciones sobreyectivas.
Si g(H) < g(H), entonces, existen g(H") talque g(H") > g(H') > g(H) y transforma-

(k) (k) (k) k)
ciones holomorfas f o(Eg(H™y © KXoy — (H) Y fg(H,)g(H”) Xoamy — Xy Que
satisfacen la relacién f(z‘}{}g{m = Q?H)g( H') © fg(ff,)g( )~ En efecto, ya que esta igualdad

se da para la transformacién fX o(H)g(H") ¥ POT definicién f f}),)g( ) estd en terminos de

Fotnyaay

Usando el lema anterior tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 4.7.6. El limite inverso

X8 = 1"“{ e L}

del sistema inverso {Xg(H) f((H)g(H )} existe.

Definicién 4.7.7. El limite inverso X (k) anterior serd llamado el k- -producto simétrico

de la laminacion universal algebraica de tzpo hiperbdlico.

4.7.2. Las proto-subvariedades de Pz‘co(Xg +). En la seccién 4.2 observamos que
Wi(X,r) = HEI{WI{(XQ(H)) Cy(r)g(r)} existe y es homeomorfo a X,+ (ver nota
3.1.18). Al conjunto W (X, ;) lo llamaremos la W; (X, ;) proto-variedad de Picy(Xyr)-

Consideremos dos superficies de Riemann compactas X, y X, de géneros r > g re-
spectivamente, asi como una transformacién holomorfa f, : X; — X, cubriente no
ramificada finita a uno entre ellas.

Sea k cualquier entero positivo fijo.
Es bien conocido que la variedad Wy (X,) puede ser vista como una subvariedad de la

variedad de Picard Pico(X,), es decir, Wi(X,) C Pico(X,) (ver [17] cap.2).

Lema 4.7.8. La restriccion de la transformacion norma Ny, a la subvariedad Wi(X,)
tiene como imagen justamente a la subvariedad Wi(Xy). Mds ain, la restriccion de la

transformacion norma Ny, es sobreyectiva.

Demostracién. Sea L € Wi(X,) entonces L = L, .. kaLpﬂ = Ox,(p1.. .pkpak}.
Aplicando la transformacién norma tenemos que nyun_-;m')([‘) Leptyvss LI(FE)L;(‘;{}) =
Ox,(f(p1) - F(or) fpo) %) € Wi(X,).

Para probar la sobreyectividad, si L' € Wi(X,), entonces, tiene una expresién L' =

-k
O ...ppo ")
Consideremos los conjuntos { fg_(L oty @) } o ¥ escogamos un punto en cada uno de estos
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conjuntos. Sean py,...,p,po dichos puntos. Asi, formamos un divisor de grado k con un
punto base privilegiado en X,. Finalmente definamos L = L,, ...Lp,L;OK € Wi(X,), con
lo cual tenemos el resultado.

Lema 4.7.9. Para cada k € N7 fijo el conjunto {Wk(Xgemy)s Nmy, 0 Yo HvEl
forma un sistema inverso de variedades complejas.

Demostracién.

El siguiente resultado es una consecuencia del lema anterior.

Proposicién 4.7.10. El limite inverso

Wi(Xg,r) = Iim{Wi((Xoqm)s Nmy, o}
Hel

del sistema inverso {Wi(Xo(m)); Nmy, 0o o Yhiirer eziste.

Definicién 4.7.11. Al limite inverso Wk(f{g_.,) anterior lo llamaremos la proto-subva
riedad Wi(X,,+) de Pico(X,r)-

Proposicién 4.7.12. Las proto-subvariedades Wk(ffg,,.) forman una filtracién
Wi(Xr) C Wa(Xyr) C -+ C Woi(XKyr) C Wy(Xyr) = Jac(X,-).
Demostracion.

4.7.3. El conjunto singular W2(X, ) de la proto-variedad Wi(X,yr)- En esta
seccion estudiaremos sélo el conjunto singular de la proto-variedad Wk(f( r) en el caso
hipereliptico, es decir, cuando la superficie de Riemann base de la laminacién universal

algebraica es hipereliptica.

Lema 4.7.13. S§i X, es una curva hipereliptica, entonces, el sistema inverso
{Xor)s foryg(ir) Yo 1rer formado por los cubrientes holomorfos finitos no-ramificados
consta solo de superficies de Riemann hiperelipticas.

Demostracién. Este resultado es una consecuencia de un teorema de Maters, ver
[36] pags. 344-348.

Por un teorema de Clifford (ver [17] pig.98) tenemos que si las superficies de Riemann

Xg(xry son hiperelipticas, entonces, las variedades WE(XH(;;}) # 0.
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Lema 4.7.14. Consideremos a las subvariedades WZ(X,) C Wi(X;) y W2(Xym)) C
Wi(Xg(r))- Entonces, la transformacién norma Nfg(mgm') restringida a WE(X,) tiene
precisamente a W,f(Xg(H)) como tmagen. Mds ain es sobreyectiva.

Demostracién. Puesto que la transformacién N F,iiraian restringida a la subvariedad
W (X;) es sobreyectiva para toda m, en particular param = k— 1y m = 1. Por otro
lado, sabemos que W2(X,) = Wi-1(Xr) © (~W1(Xr)) = Npew,(x,)(Wi-1(Xr) + L). De
donde se sigue el resultado.

Nota 4.7.15. La demostracién del lema 4.7.14 funciona en el caso general siempre y

cuando tengamos que las subvariedades W,?(XQ(H)) son no vacias.

Lema 4.7.16. El conjunto {Wf(Xg(H}),Nm;ﬂmgm,) Y rer forma un sistema in-

verso de conjuntos.

Demostracién.

Del lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.7.17. Eziste im{W¢(Xy(a)), Nmy, o} = WE(Xgr)-

Usando los mismos argumentos que en los parrafos anteriores tenemos los siguientes
resultados.

Teorema 4.7.18. Si para toda superficie Xyyy € {Xgm), fo(myg(ur)} s€ satisface que
WE(Xym)) # 0, entonces exziste im{WZ(Xo(my), Nmy, 0 } = WE(Xg,r)-

Teorema 4.7.19. Bajo las mismas hipolesis del teorema anterior tenemos que X’;f, A
P(WH(Xgr)) = Wi(Xyr) \ WH(Xy,r), donde el homeomorfismo es complejo analitico de

laminaciones.
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