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Introduccion

El objetivo dc esta tesis es analizar el comportamiento de una entermedad en una poblacion

humana de tamano variable con respecto al tiempo. Para esto cstudiaremos poblaciones

humanas con distintas estructuras demogréficas.

Los modelos a considerar en esta tesis son del tipo ST R es decir, que la enfermedad confiere

inmunidad permanentc a quicnes se recuperan de ella. La poblacion humana sc divide en

clases ajenas, las cuales cambian con respecto al tiempo ¢. La clase susceptible al tiempo ¢

consiste de los individuos que pucden contraer la enfermedad pero adn no estén infectados.

La clase iufectada consiste de los individuos que transmiten la enfermedad a los demas.

La clase recuperada consiste de aquelios individuos que se han eliminado de las clases

susceptible e infectada por recuperacion con inmunidad, vacunacion o muerte, a la densidad

total de humanos la denotamos por N.

En los modelos epidemioldgicos que analizamos hacemos las siguientes suposiciones:

1. En los modelos tomaremos en cuenta la muerte natural la cual sera proporcional al

tamario de cada clase con constante de mortalidad .

2. La poblacion se mezcla homogéneamente, entonces el nimero total de contactos de la

clase susceptible con la clase infectada esta dado por el termino AST de los cuales solo
., ASI ; &

una fraccion N da lugar a un nuevo caso de infeccion, donde A es la tasa de contactos

adecuados de un infeccioso por unidad de tiempo. Un contacto adecuado es aquel cuyo

resultado da lugar a un nuevo caso de infeccion.
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3. Los individuos recuperados son removidos de la clase infectada con una tasa propor-
cional al tamafio de la clase con constante de proporcionalidad v, la cual es llamada la
tasa de recuperacion. La proporcion de individuos expuestos (e inmediatamente infecta-
dos) al tiempo to quienes permanecen aiin infectados al tiempo to + t es ¢, y el periodo
infeccioso es igual a 1/.

4. Una parte de la poblacion susceptible es vacunada contra la enfermedad a una tasa por
unidad de tiempo igual a c.

En el Capitulo 1 analizamos un modelo de poblacion con reclutamiento. El compor-
tamiento de los totales de cada clase se puede obtener directamente por medio de las pro-
porciones, por lo que analizaremos estas para trabajar con un sistema de dimension dos y
soluciones acotadas.

En el Capitulo 2 se analizara un modelo donde la poblacion total tiene un crecimiento
exponencial. Aqui analizamos los totales y las proporciones de cada clase ya que su com-
portamiento puede diferir dependiendo de los parametros involucrados.

En el Capitulo 3 analizamos un modelo similar al del capitulo dos, solo que en este tomare-
mos en cuenta la mortalidad por enfermedad y veremos el efecto que tiene sobre el modelo.
Al igual que en capitulo anterior analizamos los totales y las proporciones de cada clase.
En cada uno de los capitulos se anexan las simulaciones numéricas realizadas para cada
sistema de ecuaciones diferenciales, las simulaciones se hicieron con el programa Maple,
al igual que las graficas que representan el comportamiento de las proporciones suscepti-
bles, infectada, recuperada y los diagramas de fase, ademas de los comportamientos de los

totales de cada una de las clases y de la poblacion total.
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Modelo con reclutamiento

1.1 Introducciéon

En este capitulo se analizara el modelo epidémico S1R suponiendo que la poblacion hu-
mana tiene una estructura demografica de reclutamiento o inmigracion y muerte natural.
Sea A la constante de reclutamiento o inmigracion para la poblacion y consideramos que
las muertes naturales ocurren en forma proporcional al tamaiio de la poblacion entonces el
término de proporcion de muerte esta dado por /N donde . es la tasa de mortalidad. El
comportamiento de la poblacion esta dado por la siguiente ecuacion diferencial:
N'=A—uN
donde / denota la derivada respecto al tiempo. Para este modelo el tamafio de la poblacion

tiende a la constante ; para cualquier poblacion inicial positiva.

1.2 Formulacion del modelo

En esta seccion formulamos y analizamos matematicamente el modelo con reclutamiento
y muerte por medio de las ecuaciones que constituyen tal modelo.

Las variables relevantes para el modelo son las siguientes: la tasa de contactos adecuados
es denotada por A, la tasa de recuperacion es denotada por -, la tasa de vacunacion es

denotada por a. Supongamos ademas que todos los parametros son positivos.
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Sean S(t), I(t) y RR(t) la densidad de la poblacion de susceptibles, infecciosos y recupera-

dos (con inmunidad) al tiempo t respectivamente.

El modelo esta representado por el siguiente diagrama:

T asS laS
A, 5 MW M g
L uS Ll | uR

Las ecuaciones diferenciales para el modelo son:

S'(t) = A—'\TS:,I—;LS—QS

. AST

" = — = i — 2
I'(t) 7 ul —~I (1.2.1)

R(t) = aS +~I — uR

N'(t) = A — uN.

Con la siguiente condicion: S(t) + I(t) + R(t) = N(t).

Dado que S(t)+ I(t)+ R(t) — A/ cuando t — oo vamos a considerar el sistema (1.2.1)
en la region:

A={(5,,R)e RS /S+T+R=A/u}.

La cual es invariante para el sistema (1.2.1) dado que cualquier solucion (5,1, R) que
comienza en A satisface (S, I, R)' = 0.

Por lo tanto supondremos que la poblacion total N(t) es constante e igual a A/p.

Consideremos las proporciones para cada f,
I <
I = e— = _—— —
¥ N 3 R N

o

S:

| = =~

s
N

= | =]ty
El= =

i
N
_l’_ —

donde S + =—=1

by

+R=2+

==

Z| v
Z|~
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y como R =1— 5 — [ obtenemos las ecuaciones para las proporciones de individuos:
S'(t) =p—AST — puS —aS (1:22)
I'(t) = AST — 41 — pul.

Enlaregion 2= {(5,1):0<5<1,0<I<1,S+I<1}.

1.3 Andlisis de las proporciones en equilibrio del sistema
(1.2.2).

Primero vamos a demostrar que el modelo tiene sentido desde el punto de vista biologico,
esto es que el nimero de individuos en cada una de las clases sea no negativo.
Proposicién 1.3.1 Laregion } = {(S,I) : 0< S < 1,0 < I < 1,5+ I < 1} es positi-
vamente invariante bajo el flujo inducido por el sistema (1.2.2).

Demostracién. La frontera de €2 estd compuesta por la union de los siguientes conjuntos:
QG ={0<5<1,I=0},

Q={5=0,0<I<1},

Q={S+I=1}.

SiS =0 entonces S' =p >0,

si ] =0 entonces [' =0,

si. S+ I = 1entonces [fey - (S, I')] = (S+ 1) =—aS —~I <0.

Por lo tanto, el campo vectorial definido en (1.2.2) en la frontera de €2, apunta hacia el
interior de la region o permanece en ella por lo que se concluye que todas las trayectorias

que comienzan en {2 permanecen en ella parat > (0. W
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El parametro Ry, llamado el nimero de contacto, se interpreta epidemiologicamente asi:
la tasa de traslado de la proporcion infectada a la proporcion de recuperados esta dada por

la tasa de recuperacion mas la tasa de mortalidad, esto es (i + ), por lo que la media de

muerte por infeccion es en condiciones sin vacunacion el numero de contacto I esta

Kt

dado por debido a la vacunacion s6lo una parte de la proporcion susceptible puede

p+

ser infectada, tal fraccion esta dada por " Entonces el niimero promedio de contactos
p+a

adecuados (los que producen enfermedad) de un infeccioso con los susceptibles durante el

A H B

* - *

p+y pt+a p+a

es llamado el nimero de contacto modificado, de la expresion para f?g tenemos fi’o < Ry,

periodo de infeccion esta dado por el termino Ry =

el cual

aqui se puede observar que el efecto de la vacunacion hace que el niimero de contactos
adecuados de un infeccioso se reduzca es decir que el nimero de infecciones secundarias
que produce sea menor al que produciria sin vacunacion.

Obtengamos los puntos de equilibrio del modelo.

El sistema (1.2.2) tienen dos puntos de equilibrio:

J
E: = = e
o= (7420) v B=(su0),

donde )
Aty r (P"‘Q](RO—I)
T

E, corresponde al estado en ausencia de enfermedad y E; corresponde al estado endémico.

S-

Si Ry < 1, Ey es el tinico punto en {2, y si Ro > 1, ambos E, y E, estan en 2.
Ahora analizaremos la estabilidad local de los puntos de equilibrio £ y E,, para lo cual
usaremos la matriz de Jacobi del sistema (1.2.2) la cual es:

“AM—-—p—a —AS

D= A AS—vy—p
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Donde DI denota la derivada de el campo vectorial F' dado por el lado derecho del sistema
(1.2.2).

Evaluando DF en el punto Ey tenemos:

gy e B
DF(Eo)= | " pta
0 (n+v)(Ro—1)

cuyos valores propios son:
§i=—(p+a)<0 y &= (H*")'}(ﬁo -1)
de donde si I"EQ < 1 entonces g es localmente asintdticamente estable,

La estabilidad de E; para el caso Ry = 1 es decir

A
pa = it + 7, la probaremos usando
una funcion de Liapunov. Sea S = (U + ;%) y I =V, entonces
Ap
U'(t)=-AUV — (p+ a)U— ——V
® (u+e)u- 2
V'(t) = AUV

y la region positivamente invariante () se convierte en

Q*:{(U,V):—LQU,OSV,U+V$l- = }
n+

a W+ a
La funcién de Liapunov

p=Ly By
2 pu+4a

es positiva definida y su derivada es
L'=-\U*V — (p+ a)U? <0.

El conjunto E = {(U, V) : L' = 0}, corresponde al eje V donde U = 0. Como U = 0

Ap
n+a

de E es el origen. Por el Teorema de Lasalle-Liapunov [véase Apéndice A], todas las

implica que U’(t) = — V, entonces el iinico subconjunto positivamente invariante

soluciones tienden al punto de equilibrio (0, 0) en las coordenadas (U, V). Por lo tanto Eq

es localmente asintdticamente estable.
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Para el caso Ro > 1 el punto de equilibrio Eq es un punto silla y el punto de equilibrio E,
esta en el interior de 2.

La matriz de Jacobi evaluada en E, es:

| —(p+a)Re  —(u+7)
DEE) =G sa)f-1)  ©

cuyo polinomio caracteristico es:

p(r) = + (p+ @) Ror + ( + @) (1 +7) (Ro e~ 1)
y los valores propios estan dados por:

<l J;a)f?oi \/[{‘u + ) Rof? - 4(#; a)(p+7) (Rc - l)

de donde si R, > 1 entonces ambas raices tienen parte real negativa y por tanto E;es
localmente asintéticamente estable. Con base en este anlisis tenemos el siguiente teorema
que describe el comportamiento de las trayectorias.

Teorema 1.3.1 Si Ry < 1 entonces el punto de equilibrio Eq, es globalmente asintética-
mente estable en Q. Si Ry > 1 entonces el punto de equilibrio E, es globalmente asintéti-
camente estable en la region QQ — {(S,0) : 0 < S < 1} y las trayectorias que comienzan
en el eje S tienden al punto de equilibrio Ey.

Demostracién. Si Ry < 1 entonces Fy es el inico punto de equilibrio de (1.2.2) en §.
No hay trayectorias cerradas en §) ya que una trayectoria cerrada debe contener un punto
de equilibrio en su interior y dado que Ej esta en la frontera de {2 la cual ya demostramos
que es positivamente invariante (proposicion 1.3.1) esto no es poﬁi)le. Por el teorema
de Poincaré-Bendixson generalizado [véase Apéndice A], entonces todas las soluciones

tienden al punto de equilibrio Fy.
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Si ﬁ’o > | entonces Ey es un punto silla, F esta en el interior de §2 y es localmente

asintoticamente estable.
Como el campo vectorial del sistema (1.2.2) es transversal a la frontera de (2 excepto en el

eje S el cual es un conjunto invariante del sistema (1.2.2) sobre este eje tenemos que:

S' = p — puS — aS entonces S(t) — iﬁ cuando t — oc.
u

(4}

Por lo que Ej es el inico conjunto omega limite en la frontera de 2 y todas las trayectorias
que comienzan en el eje S tienden a Ej,.

Ahora aplicaremos el criterio de Dulac-Bendixson [véase Apéndice A], para demostrar que
no hay trayectorias cerradas alrededor de E,. Para esto multiplicamos el sistema (1.2.2) por

1
la funcion T I # 0 de donde tenemos:

S p (et a)S
I=1 r
[f

T—)\S—p—'}'.

Aplicando el criterio mencionado al sistema anterior:

o (p (p+a)S a -
6S(I AS 7 +a(/\5’—;4—'}f}~—/\—

Por lo tanto no hay trayectorias cerradas en €. Por el teorema de Poincaré-Bendixson gen-

L+«
: < 0.

eralizado, todas las soluciones tienden al punto de equilibrio E, con excepcion de aquellas

que comienzan en el eje S. W

A continuacion se presentan algunas simulaciones numéricas para el sistema (1.2.2).
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023 a)
0.184
0.16 3
0.144
0.121

S(t) 0.1
0.081
0.06 7
0.041
0.021

0 ﬁ 4b dias FII Ei] 1Eb

0.1
0.08
ity 008
0.04
0.02

0 20 40 dias 60 80 100

Figura 1.1: Solucion numérica del sistema (1.2.2). La gréfica muestra el comportamiento
de a) la proporcion de susceptibles y b) la proporcion de infectados en un tiempo de 100
dias. Los parametros usados son: p~' = 60 afios, 7! = 14 dias, a = .002, A = 1, en este

caso Ry = .307. Las condiciones iniciales son So=0.2, Iy = 0.05.
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027 a)
0.181
0.16
0.14
0.12

S(1)0.11
0.08-

0 20 40 dias 60 80 100

b)

0 20 40 dias 33 35 100

Figura 1.2: Solucién numérica del sistema (1.2.2). La grafica muestra el comportamiento
de a) la proporcion de susceptibles y b) la proporcion de infectados en un tiempo de 100
dias. Los pardmetros usados son: p ! = 60 afios, 7! = 14 dias, a = .002, A = 4, en este

caso Ro = 1.231. Las condiciones iniciales son Sp = 0.2, Iy = 0.05.
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17 a)
DB-/
067
R(t)
0.47
0.2
0 20 40 dias 60 80 100

11 b
08-/’
061
R(Y)
0.4
0.2
0 Z'J 40 dias ED d] 1|f|:|

Figura 1.3: Solucién numérica del sistema (1.2.2). La grafica muestra el comportamiento
de la proporcion de recuperados para los casos a) Ry < 1,y b) Ry > 1, en un tiempo
de 100 dias. Las condiciones iniciales y parametros son como en las figuras 1.1 y 1.2

respectivamente.
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1.3 Anilisis de las proporciones en equilibrio del sistema (1.2.2).

Pl sl el da et
OO OO
P L
Pl a et
P e R P
PEE S
P e
el
il dd st
EEPE LA

o
PO PP IPIIy Forsiasod =

il ek dd L dd
I dddr Jadiddddssaddd
1904 440 cdsdssiscsd

Al
A A.CZ.A,.,,CL.Z_AA,.A ”

[o

03

Vil dddliddddddddd
i ddddddddddddddds
Vel ddddddddiddddddd
Pl ddddddddddddddsd

ceetiteeccessiieces |y
Vel ddddiddddddddd =

Vil el ddddidddsdd
VPl ddddiddddddddd
LIS
Vedddddddddsaddidddd

(]
Vel d il sy lidedd =

Pl d il ddsy lidddddd
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VPl ds S dddddsd

V0020 L0l o=
V07202222 dadd b
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b AAARRR R A e

POIN- BRI

R
oooo

0.4

Figura 1.4. Planos fase para el sistema (1.2.2) para distintas condiciones iniciales, para el

caso a) Fp < 1 puede observarse que todas las soluciones tienden al punto de equilibrio

Eo = (.022,0), para el caso b) Ry > 1 puede observarse que todas las soluciones tien-

.00011). A excepcion de aquellas que

L

(.0179

den al punto de equilibrio endémico E,

comienzan en el eje S las cuales tienden al punto de equilibrio Ey.
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1.4 Conclusiones.

En esta seccion analizamos los resultados obtenidos para nuestro modelo, asi como los

parametros involucrados para los cuales se reportan las siguientes dinamicas.
Ap

(h+Nk+a)

de un estado de equilibrio endémico en la poblacion. Recordemos que si Ry < 1 entonces

El pardmetro mas importante es Ro = ya que éste determina la existencia
el punto libre de enfermedad E, es el Gnico punto de equilibrio en Q2 y es globalmente
asintoticamente estable, mientras que para Ry > 1 ambos E, y E, estén en 2 y todas
las trayectorias tienden al punto de equilibrio endémico FE, cuanto ¢ tiende a infinito, a
excepcion de aquellas que comienzan en el eje S, como se puede observar en la figura 1.4
donde se muestran los planos fase para ambos casos.

Una forma de interpretar este resultado es en términos del nimero de remplazamiento SR
el cual es el nimero de infecciones secundarias producidas por un infeccioso. Si SR, es
menor a uno, entonces un infeccioso se remplaza a si mismo con menos de un nuevo infec-
tado raz6n por la cual enfermedad tiende a desaparecer, en caso contrario si S R, es mayor
que uno entonces el infeccioso se remplaza a si mismo con mas de un nuevo infeccioso lo
que hace que la proporcion de susceptibles decaiga mientras que la de proporcion de infec-
ciosos crece rapidamente hasta alcanzar un pico y entonces comienza a decrecer debido a
que no hay suficientes susceptibles para infectar (un ejemplo de esto es lo que sucede en
las epidemias) y tiende al punto de equilibrio endémico E,.

El comportamiento de los totales de cada una de las clases se puede obtener directamente

de las proporciones usando la relacion:
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S(t) = S(t) * N(t) = S(t) * ‘;-:

I(t) = I(t) « N(t) = I(t) + %

R(t) = R(t) * N(t) = R(¢) + i—:

A continuacion se muestra el diagrama de bifurcaciones con respecto del parametro Ro.
Para obtener el diagrama se us la expresion I* = pu(Ro — 1) / Ro(jt+7) y los parametros

como en la figura 1.2.

0.0006 e
0.0005 &
0.0004
1*0.0003
0.0002
0.0001

-
4
4

0 2 4 6 10

gai

Figura 1.5: Diagrama de bifurcaciones de los puntos de equilibrio del sistema (1.2.2). La

linea punteada representa la rama inestable y la continua la rama estable.
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Modelo con crecimiento exponencial

2.1 Introduccion.

En este capitulo se analizara un modelo donde la poblacion crece en forma exponencial.
Denotaremos por v a la tasa de natalidad y i a la tasa de mortalidad de la poblacion,
las cuales son constantes. El comportamiento de la poblacion esta dado por la siguiente
ecuacion diferencial:

N'= (v —p)N,
cuya solucién es N(t) = Noe #*. De esta ultima ecuacién tenemos que la poblacién N
tiende acero si (¥ —p) < Ocuandot — ooy tiende a infinitosi (v —p) > 0. Si(v—p) =0

la poblacion permanece constante en su valor inicial Ny.

2.2 Formulacion del modelo.

En esta seccion formulamos y analizamos matematicamente el modelo con crecimiento
exponencial por medio de las ecuaciones diferenciales que describen su comportamiento.

Las variables y parametros para el modelo son los siguientes: N es la densidad de la
poblacion total, la tasa de contactos adecuados es denotada por A, la tasa de recuperacion
es denotada por 7, la tasa de vacunacion es denotada por «. Supongamos ademas que todos

los parametros son positivos.
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Sean S(t), I(t) y R(t) la densidad de la poblacion de susceptibles, infecciosos y recupera-

dos (con inmunidad) al tiempo ¢, respectivamente.

El modelo esta representado por el siguiente diagrama:

TaS laS
W g W r & g
L uS | uf | R

Las ecuaciones diferenciales para el modelo son:

S(t) = VN_*Tf,{-ps-as
- AST _ _
I'(t) = —f‘;{ — il —T (2.2.1)

R'(t) = aS +~I — pR
N'(t) = (v —p)N.
Con la siguiente condicién: S(t) + I(t) + R(t) = N(t) = Noe®

Considerando las proporciones para cada ¢,

S I R
=T I‘ﬁ’g =N
I R N
d I = — — —_— —
onde S+ 1+ R N+N+N N 1

y como £ = 1 — S — I tenemos el siguiente sistema para las proporciones de individuos:
S'(t)=v—ASI —vS —aS, (2.2.2)
I'(t)y = ASI —~I —vI.

Enlaregion Q= {(S5,1):0<5<1,0<I<1, S+I<1}.
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2.3 Anilisis de las proporciones en equilibrio del sistema
(2.2.2).

Al igual que en el capitulo anterior se puede demostrar el sistema (2.2.2) esta bien definido
desde el punto de vista biologico.

Para este modelo al igual que en el anterior obtenemos el nimero de contacto modificado

A v v

Ro, €l cual este caso esta dado por Ry = = 2
o s o !f+'7*u+a Ro*u-ka

Al igual que
en el modelo anterior 12, es menor que Ro, solamente que en este caso las proporciones se
ven afectadas por la tasa de nacimiento, y no por la de mortalidad.

Ahora obtenemos los puntos de equilibrio del modelo.

Las ecuaciones (2.2.2) tienen dos puntos de equilibrio:

u - -
Eﬁ(wa,o) y By =(S"1,

donde

g v+ I (V-l‘ﬂ}(é(]“l)
B T
E, corresponde al estado en ausencia de enfermedad y F, corresponde al estado endémico.
SiRy<1,Epesel unico punto en £2, y si Ro>1, Ey y E, ambos estan en 2.
Ahora analizaremos la estabilidad local de los puntos de equilibrio Ey y E; para lo cual

usaremos la matriz de Jacobi del sistema (2.2.2) la cual es:

“MN—-v—-a =AS
b= M AS=y—v
Evaluando DF en el punto Ey tenemos:

e B Av
DF(E) = @ vta

0 (W+M(Ro—1)

cuyos valores propios son:

Li=—(v+a)<0 y &= (v+7)(Ro—1)
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de donde si flc < 1 entonces Ey es localmente asintdticamente estable.

- A i
Para el caso %y = 1,es decir = y“ = v+, hay un valor propio cero, la estabilidad de Ey

. v
la probaremos como en el capitulo uno, sea S = (U + m} y I =V, entonces
C

U'(t) = =AUV — (v + a)U— =2V

v+«

VI(t) = AUV

y la region positivamente invariante {2 se convierte en

Q‘={(U,V):——3—5U,05v,U+V51- = }
v+ a v+ a

La funcién de Liapunov
U 2 v

L
2 +u+a

es positiva definida y su derivada es

L' = =AU — (v+a)U? <0.

El conjunto E = {(U,V) : L' = 0}, corresponde al eje V' donde U = 0. Como U = 0 im-
plica que U'(t) = — ;:VE V, entonces el inico subconjunto positivamente invariante de £
es el origen. Por el Teorema de Lasalle-Liapunov, todas las soluciones tienden al punto de
equilibrio (0, 0) en las coordenadas (U, V). Por lo tanto E; es localmente asintéticamente
estable.

Para el caso Ro > 1 el punto de equilibrio Ey es un punto silla y el punto de equilibrio £,

estd en el interior de €2. La estabilidad de este punto se determina evaluando DF en F:

| =(w+a)Ry —(v+7)
PEE)= |0+ a)Ro—-1) 0

cuyo polinomio caracteristico es:
p(r) =12+ (v + a)Ror+ (v + a)(v +7)(Ro — 1)

y los valores propios estan dados por:
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)y I+ RP 4+ W+ (o~ 1)
2 )

de donde si R, > 1 entonces ambas raices tienen parte real negativa y por tanto E, es

localmente asintoticamente estable. El comportamiento asintdtico de las trayectorias en el
plano fase ST se describen en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 Si flﬂ < 1 entonces el punto de equilibrio Ey, es globalmente asintética-
mente estable en ). Si Ry > 1 entonces el punto de equilibrio E, es globalmente asintoti-
camente estable en la region Q — {(S,0) : 0 < S <1} y las trayectorias que comienzan
en el eje S tienden al punto de equilibrio Ey.

Demostracién. Si Ry < 1 entonces Ej es el tinico punto de equilibrio en el interior de 2.
No hay trayectorias cerradas en 2 ya que una trayectoria cerrada debe contener un punto
de equilibrio en su interior y dado que Ej esta en la frontera de 2 la cual es positivamente
invariante esto no es posible. Por el teorema de Poincaré-Bendixson generalizado, todas
las soluciones tienden al punto de equilibrio Fy.

Si f?g > 1 entonces E; es un punto silla, £, esta en el interior de {2 y es localmente
asintoticamente estable. Como el campo vectorial del sistema (2.2.2) es transversal a la
frontera de (2 excepto en el eje S el cual es un conjunto invariante del sistema (2.2.2) sobre

este eje tenemos que:

S5 =v —vS — aS entonces S(t) — = ”_ cuando t — co.

+ a

Por lo que Ej es el inico conjunto omega limite en la frontera de (2 y todas las trayectorias

que comienzan en el eje S tienden a Ej.
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Ahora aplicamos el criterio de Dulac-Bendixson, para demostrar que no hay trayectorias

1
cerradas alrededor de E,. Multiplicando el sistema (2.2.2) por la funcion },I 0, ten-

emos:

S v (v+a)s

e

f- =AS —v—

I~ ¥

Aplicando el criterio al sistema anterior:

i(ﬂ_)\s_w)_s) +§(AS_V_,],)=_/\_V+G i

IS \I I

Por lo tanto no hay trayectorias cerradas en 2. Por el teorema de Poincaré-Bendixson
generalizado, todas las soluciones tienden al punto de equilibrio £, a excepcion de las que

comienzan en el eje S. W

0.0006 E1
0.0005
0.0004
I"0.0003
0.0002
0.0001

o 2 4 6

10

04

Figura 2.1: Diagrama de bifurcaciones de los puntos de equilibrio del sistema (2.2.2) con
respecto del pardmetro Ro. La linea punteada representa la rama inestable y la continua la
rama estable. Utilizando la expresion I* = v(Ry — 1) / Ro(v + 7) y los pardmetros como
en la figura 2.3.

A continuacidn tenemos las simulaciones numéricas para el sistema (2.2.2).
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027y a)
0.181
0.161
0.147
0.124

S(1)0.1
0.081
0.061
0.041
0.021

0 2i:| 4b dias Gh Bh ":IU

0.167 b)
0.14
0.121
0.1

I(t) 0.08
0.06:
0.041
0.021

g .Ah.d.ia.s.ﬁb. B aE

Figura 2.2: Solucion numérica del sistema (2.2.2). La grafica muestra el comportamiento
de a) la proporcion de susceptibles y b) la proporcion de infectados en un tiempo de 100
dias. Los parametros usados son: v = 5:1075, 47! = 14 dias, @ = .002, A = 1, en este

caso Ry = .682. Las condiciones iniciales son S = 0.2, I = 0.05.
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027 a)
0.18
0161
0.14
0.124

SM0.14
0.08
0.06 4
0.04 4
0.024

0274 b)
0.181
0.16
0.14
0.121

I(t)0.1
0.08
0.0

0.021

Figura 2.3: Solucién numérica del sistema (2.2.2). La grafica muestra el comportamiento
de a) la proporcion de susceptibles y b) la proporcion de infectados en un tiempo de 100
dias. Los parametros usados son: v = 5:107%, y~! = 14 dias, @ = .002, A = 5, en este

caso Ry = 1.70. Las condiciones iniciales son Sy = 0.2, Iy = 0.15.
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sis de las proporciones en equilibrio del sistema (2.2.2).
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Figura 2.4: Solucién numérica del sistema (2.2.2). La grafica muestra el comportamiento

de la proporcion de recuperados para los casos a) Bs <1, y b) Ro > 1,enun tiempo

de 100 dias. Las condiciones iniciales y parametros son como en las figuras 2.2 y 2.3

respectivamente.
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2.3 Anilisis de las proporciones en equilibrio del sistema (2.2.2).

PIITIIIIITI IS
PP AP LIPS
VPl ddddddddd e adddd
Vi it il d il
Vol dddddddd
VPP d il il A idd
VPl dd i edddsdiddd
LOLAEL SO
Viddddadddddddddadadd
OO
VPPl i ddiddd
VPl el Ldddddddd
Vel ddd/ daddddddddd
Viddd ey Jddidddididdis
LELEPLEEE S}

rofisrelsisets 2|

LIl lelrreds

0.3

0.2

Su(t)

Vol el dddddaddd
VO dd et ddddddldddd
VIRl e L il dd
Vo d e s didldddddd
Il iddddddddddddd
Vel d e id i ddiddd
EOLLLL L
VoL PP e dddd L dddddd
VISP IO PP
VoL IP I III I I
OO Prrees
VI adady Leddaadd
Vel d it da e idd
e eded” deddddddddd
Ve {iddeddddiddd
VI Padddddddddddd
\N\ (PP ddddd il

mmmuummmmm
o000~ 0000
g

ISRt Ldds/ Liidd

0.2

Su(t)

Figura 2.5. Planos fase para el sistema (2.2.2) para distintas condiciones iniciales, para el

caso a) Ro < 1 se puede observar que todas las soluciones tienden al punto de equilibrio

Ey = (.0244,0), para el caso b) Ry > 1 puede observarse que todas las soluciones tien-

(.0143,.00028). A excepcion de aquellas que

den al punto de equilibrio endémico E,

comienzan en el eje S las cuales tienden al punto de equilibrio Ey.
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2.4 Analisis de los totales.

En esta seccion vamos analizar el comportamiento asintdtico de la poblacion humana
N y los totales de cada una de las clases epidemiologicas (S, I, R) del modelo (2.2.1).

Para lo cual definimos los siguientes parametros:

L
i
Av -
e T <
(n+7)(v+a) ———
; i
AS* o
si Rp > 1
p+y

Primero consideramos la dinamica de las soluciones con condiciones iniciales I # 0y
P#1.

Teorema 2.4.1 La poblacion N(t) decrece a cero si P < 1y crece a infinito si P > 1.
La tasa asintdtica de crecimiento estd dada por p(P — 1).

Demostracion. La dinamica para la poblacion humana esta dada por la siguiente ecuacion
N'(t) = (v —p)N = u(P-1)N

cuya solucion esta dada por:

N(t) = NoeHP~Dt = Nyelv-mt,

Por lo tanto cuando ¢t — oco; N(t) decrece a cero si P < 1y tiende a infinitosi P > 1.1
Se observa que en el caso P < 1, (5(t), I(t), R(t)) tiende a (0,0, 0) cuando t — oco.
Teorema 2.4.2 Para P > 1yt — oo, las soluciones (S(t), I(t), R(t)) del sistema
(2.2.1) con condiciones iniciales en el plano I # 0 tienden a (00,0,00) si P, < 1; ya
(00, 00,00) s5i P, > 1.

Demostracién. Del sistema (2.2.1) la ecuacion para I(t) esta dada por
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I'(t) = AST — pul —~I

recordemos también que

v N
si <1
v+ Ro <

S—S* siRg > 1

S —

sustituyendo tenemos la forma limite para I(t)

IO = 220 — (ut ) = (e + NP~ DI SiRo <1
I't) = AS T — (u+ I = (u+ (P —1)I siftg>1

cuya solucion esta dada por

f(t) = Tpeltn(B-1t — fﬂelﬁ-—(pw)lt si f?o <1

f(t) = ToeW (A=t = [ oS~ (ut)lt si f‘?o o |

lo cual implica que I(#) decrece exponencialmente si P, < 1y crece exponencialmente si
P > 1.

Por otro lado, del sistema (2.2.1) podemos escribir la ecuacion para S(t) como

5'(t) = vN — ASI — uS — aS

ademas tenemos que

-0 siRg <1

I-1I si Ro > 1

por lo que la forma limite para S(t) es

S'(t)= vN —uS —aS siRo <1

S'(t)= vN = ASI* — uS —aS si g > 1

sustituyendo la solucién de N(t) tenemos que la solucién para S(t) en su forma limite esta

dada por
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v

S(t) = Sge (ot 1 Nolelv—#t — ¢~ (utalt] siRy<1
v+
5(t) = Spe- I+t | _”ND__[E(;, W - +ptalt] sifto > 1
M +v+a
de donde cuando ¢t — oo
I 17 -
t) — Noel—#)t = N(t iR, <1
S() v+ o g v+ () si Ro <
a v ~
S(t — Npe¥ Mt = ———_N(t siRg>1
& — o 0e M rvra® “

dado que P > 1 entonces N(t) — oo. Por lo tanto en ambos casos S(t) — oo.
Del sistema (2.2.1) tenemos que
R(t)=aS+~I — pR

sustituyendo las soluciones de S(t), I(t) tenemos que la solucion de R(t) con Ro < 1,esta

dada por
R(t) = Roe 4 Sg[—e~ ()t e~ 4 if [e(—mt —e—rt] 4 B [etutelt —g—ne] 4
v+ a (v+a)
A:ID [e[:T‘;—(MH]lf —eM]
vta !
y para Ry > 1, estd dada por
= = 5'0 - C!No
R(t) = Rpe—nt a —e~ (A +atp)t | o—pt N0 folv-mt _ p-nt
(Kl =iie +M"+a[ ¢ te ]+AI‘+u+a[e e
av Ny - vlo .
—(A*+ptalt _ —pt _[eAST =+t _ o—nt
OF+r+al v et s o«

cuando £ — co tenemos que

QN(]C(V_‘“)E 4 'Tfoe(f‘ﬂ)(ﬂ_‘l)t’ _ aN(t) 'yf(t) -

Bt _ . -
R(t) — S W v+a+ W sifp <1
vr+aoa 7 V4o ¥
_ Noelv—mt el (-1t [ -
Al*+v+a AS* —7 Al*+v+a  AS*—v

en ambos casos P > 1, por lo que N(t) — oo, si P; > 1, los terminos que contienen a I(t)
son positivos e I(t) crece exponencialmente de donde R(t) — oo. Si P; < 1,entonces I(t)

decrece exponencialmente y como N (t) crece exponencialmente entotices R(t) — co. M
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Teorema 2.4.3 Si P = 1 entonces N(t) permanece fijo en su valor inicial Ny y cuando

t — oo, las soluciones de (2.2.1) con condiciones iniciales fuera del plano I = (0 tienden

Nov Noax = e ol
a(;ﬁ,[],yia).w}?qgl,yaNg(S’,_I JR*), si R > L.

Demostracién. Si P = 1 entonces N'(t) = 0y por lo tanto, N(t) permanece fijo en
su valor inicial N, en este caso el sistema ( 2.2.1) tiene poblacion constante y el com-

portamiento de los totales de cada una de las clases se obtiene en forma directa de las

proporciones.

.S‘(t):N(t)*S(t}——»Ng*y:a si R < 1
I(t)= N(t) * I(t) — No*x0=0 si Ro < 1
R(t}=N(t}*{l——S(t)—[(t})—rNoxy+a siRy<1
y

S(t) = N(t) * S(t) — No* S* si o > 1
I(t)= N(t)* I(t) — No*I* si o > 1
R(t) = N(t) * (1 — S(t) — I(t)) — No* R* si Ro > 1

cuando t — oc.
Con lo que queda demostrado el teorema. B
Por (ltimo analizamos el comportamiento asintdtico de las soluciones en el plano I = 0.

Teorema 2.4.4 Sobre el plano I = 0, el niimero de infecciosos I(t) permanece constante

e igual a cero, el mimero de susceptibles S(t) tiende a Vt(t} y el nimero de recuperados
v+ a
o N(t
R(t) tiende a w.
v+ a

Demostracién. Si I(t) = 0 entonces el sistema (2.2.1) se reduce en:

S'(t)= vN —uS —aS
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R(t) =aS —uR
N'(t) = (v — p)N.
Las soluciones para el sistema estan dadas por:

N(t) = Noe®-#1

% - v
S(t) = Sye(wtajt
( ) oe " v+

No[e-#t — g~ (utalt)
a

= x
R(t) = —S,e(ntalt
(t) 0€ + )

Noel-mt 4 Y N e~(u+at
v+a

cuando ¢ — oo tenemos que

= v v
S(t) — — Npelv—#t = t
() V4o oe y+aN()
_ e [0
R(t) — Noer—mt =
() v+ o o u+aN(t)

y en el limite se cumple que

5(¢) + I(t) + R(t) = lHFLQN(t) +0+ H_LGN(t} = N(t).m
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2.5 Conclusiones.

Al igual que en el modelo anterior, el comportamiento de las proporciones esta determinado
Av
v+ +a)

libre de enfermedad F) es el Gnico punto en §2 y es globalmente asintéticamente estable;

por el pardmetro umbral Ry = . Si Ry < 1 entonces el punto de equilibrio
mientras que para Ry > 1 ambos puntos Ey y E estén en () y todas las trayectorias tienden
al punto de equilibrio endémico F; cuanto { tiende a infinito a excepcion de aquellas que
comienzan en el eje .S, como se puede observar en la figura 2.5 donde se muestran los
planos fase para ambos casos.

Mientras que para los totales definimos, dos nuevos parametros: Py P,.

P regula el crecimiento de la poblacion, si P < 1 entonces la poblacion tiende a cero
(figuras 2.6 y 2.7), si P > 1 entonces la poblacion tiende a infinito (figuras 2.10, 2.11 y
2.12) y si P = 1 entonces la poblacién permanece constante a su valor inicial (figuras 2.8,
2.9).

P, controla el E:omportamiento asintotico del total de infectados, cuando la proporcion de
infectados decrece en una poblacion que esta creciendo.

La diferencia entre este modelo con poblacion variable y el anterior con poblacién con-
stante consiste en que para este modelo, la proporcion de infectados I y el total de infec-
tados I pueden tener comportamientos distintos. Asi, I puede tender a un valor endémico
positivo mientras que el total de infectados I puede tender a cero cuando la poblacién total
esta decreciendo (caso P < 1, Ry > 1). Por otro lado, I puede tender a cero e I crecer ex-
ponencialmente (caso P > 1, Ry < 1, P, > 1), como se muestra en las figuras 2.7 y 2.11

respectivamente.
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total de susceptibles total de infectados

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

dias dias
total de recuperados total de humanos
10000
9998
9996 4
9994 1
99921

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
dias dias

Figura 2.6: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacién, sin y con vacunacién, cuando P < 1, Ro < 1. Los parametros son: v =
4.107% , 47! = 14 dias, 4 = 5-10~°, con condiciones iniciales So = 5000, I, = 3500,
Ro = 1500 y Ny = 10000. La linea punteada representa las soluciones con a = 0y

A = .05y la continua con & = .0001 y A = .175. Para ambos casos, P = .8 y Ry = .6998.
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total de susceptibles total de infectados

40 B0 B0 100 _ 100
dias dias
total de recuperados total de humanos
10000+
9998 1
9996
9994 4
99921
T T T T ] m" v T u T Y
0 20 40 60 680 100 0 20 40 60 80 100

dias dias
Figura 2.7: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion,sin y con vacunacion cuando P < 1, Ry > 1. Las condiciones iniciales y
los parametros son como en la figura 2.6 a excepcion de A = .2 y A = .7, respectivamente.

Para ambos casos, P = .8y Ry = 2.799.
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total de susceptibles total de infectados

0720 40 80 80 100

dias
total de recuperados total de humanos
10001+
10001
10000
9999 5-
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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Figura 2.8: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion, sin y con vacunacién cuando P = 1, Ry < 1. Los parametros son: v =
5107%, y~! = 14 dias, u = 5-10~%, con condiciones iniciales como en la figura 2.6. La
linea punteada representa las soluciones con & = 0 y A = .05 y la continua con & = .0001

y A = .15. Para ambos casos, R, = .6997.
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total de susceptibles total de infectados

total de recuperados total de humanos
8000 10001
6000 - ot T 10001
00 | 10000
M 9993.51
2000

0 20 40 60 80 100 0 20 40 B0 80 100
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Figura 2.9: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacién, sin y con vacunacién cuando P = 1, Ry > 1. Las condiciones iniciales y
parametros son como en la figura 2.8 a excepcion de A = .1, y A = .3, respectivamente.

Para ambos casos, Ro = 1.399.
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Figura 2.10: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion, sin y con vacunacién cuando P > 1, Ro < 1, P, < 1. Los parametros son:
v = 4.10% ! = 14 dias, p = 2.5-107%, con condiciones iniciales como en la figura
2.6. La linea punteada representa las soluciones con = 0y A = .05 y la continua con

@ =.0001y A = .175. Para ambos casos, P = 1.6, Ry = 699 y P, = .70.
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Figura 2.11: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion, cuando P > 1, Ry < 1, P, > 1. Las condiciones iniciales y parametros son
como en la figura 2.10 a excepcion de, A = .0714, y A = .25, respectivamente. Para ambos

casos, P = 1.6, fi’o =.9998 y P, = 1.0007.
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Figura 2.12: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacién, sin y con vacunacion cuando P > 1, Ro > 1, P, > 1. Las condiciones
iniciales y parametros son como en la figura 2.10 a excepcion de, A = .15, y A = .525

respectivamente. Para ambos casos, P = 1.6, fa’ﬂ =2.099y P, = 1.0002.
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Modelo con crecimiento exponencial y
mortalidad por enfermedad

3.1 Introduccion.

En este capitulo se analiza el modelo anterior pero ahora tomando en cuenta la mortalidad
por enfermedad, la cual puede afectar de manera significativa el tamafio de la poblacion si
la enfermedad permanece endémica en la poblacion. Al igual que en el modelo anterior
denotaremos por v a la tasa de natalidad, por 1 a la tasa de mortalidad de la poblacion, por
J a la tasa de mortalidad por enfermedad, las cuales son constantes. El comportamiento de
la poblacion esta dado por la siguiente ecuacion diferencial:
N'=(v—p)N—6I
De esta ultima ecuacién tenemos que si & = 0 el modelo se reduce al del capitulo anterior

por lo que supondremos § > 0.

3.2 Formulacion del modelo.

Las variables y pardmetros para el modelo son los siguientes: N es la densidad de la
poblacion total, la tasa de contactos adecuados es denotada por A, la tasa de recuperacion es
denotada por 1, la tasa de vacunacion es denotada por a. Ademas de suponer que todos los
parametros son positivos consideramos ¥ > d, A > ¢ es decir que el niimero de nacimientos

y contactos adecuados son mayores que el nimero de muertes por enfermedad. La justifi-
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cacion biologica de esto es que en caso contrario los infecciosos mueren en mayor cantidad

que los nuevos casos de infeccion y por tanto la enfermedad se extingue rapidamente.

Sean S(t), I(t) y R(t) la densidad de la poblacion de susceptibles, infecciosos y recupera-

dos (con inmunidad) al tiempo t respectivamente.

El modelo esta representado por el siguiente diagrama:

TasS 161
w5 M
L puS Lul

Las ecuaciones diferenciales para el modelo son:

iz A 5 =
S'(t) = VN——;%—{—,(LS—&S

v AF o e e

P =22 il =8
(t)=——nul—v-0dl

R(t)=aS +~I — uR

N'(t) = (v — p)N — oI

con la siguiente condicion: S(t) + I(t) + R(t) = N(¢).

Considerando las proporciones:
R

tenemos el nuevo sistema

S'(t) =v—ASI —vS —aS+46SI

I'(t) = AST — I —vI — 61 +0I?

R(t)=aS+~I —vR+0IR

N'(t)= (v —p— 861N

Usando larelacion S+ 1+ R = % +

|l aS
R
L pit
(3.2.1)
(3.2.2)
1
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y como 7 =1 — .S — [ tenemos el sistema para las proporciones de individuos:
S'(t)y=v—ASI —vS —aS +4651 (3.2.3)
I'(t) = ASI — I —vI — 61 + 612

Enlaregion Q= {(S,1):0<S5<1,0<I<1, S+I<1}.

3.3 Anadlisis de las proporciones en equilibrio del sistema
(3.2.3).

Como en los modelos anteriores se puede demostrar que la region € es positivamente in-
variante bajo el flujo inducido por el sistema (3.2.3).

Para este modelo como en los anteriores, el parametro R, se interpreta epidemiologica-
mente asi: la tasa de traslado de la proporcion infectada a la proporcion de recuperados
esta dada por la tasa de recuperacion mas la tasa de nacimientos y la tasa de mortalidad
por enfermedad esto es (v + v + &) por lo que la media por infeccion es y;

+9+4

: % ; A i
tonces sin vacunacion el nimero de contacto esta dado por P e nuevamente debido
v+

a la vacunaci6n s6lo una parte de la proporcion susceptible puede ser infectada, tal frac-

y en-

v

cion esta dada por e Entonces el nimero promedio de contactos adecuados (los que
v (23

producen enfermedad) de un infeccioso con los susceptibles durante el periodo de infec-
A v v

— = *

v+y+4 via Bo v+ a

numero de contacto modificado para este modelo. Al igual que en los modelos anteriores

cion esta dado por el termino Ry = el cual es nuestro

ﬁ!o es menor que Hy.

De la segunda ecuacion de (3.2.3) tenemos las siguientes relaciones para los puntos de

equilibrio:
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EETA
B A

Si I = 0 entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad para el sistema (3.2.3) esta

I=0 o6 § (3.3.1)

dado por:
v

v+a’

Eo = (

0)

Ahora bien si I # 0 sustituyendo el valor de S* en la primera ecuacion de (3.2.3), se tiene
que [* debe ser raiz real de la siguiente ecuacion cuadratica:

£y = § Do lpd 74 8 ~8D(-AT ~p—ot 81 =1 (332)
Para estar en el interior de (2, un punto de equilibrio dado por (3.3.1) debe satisfacer las

siguientes desigualdades:

0<lI<1 (3.3.3)
8) — ol
0< % <1 (3.3.4)
6— A )
La desigualdad (3.3.4) se cumple si H_?}M <I< V—"t%f——

Como I* es una raiz del polinomio (3.3.2), para que se cumplan las dos desigualdades antes

mencionadas, debemos de buscar las raices de (3.3.2) en el intervalo ([, I;) donde
5 ﬁ : Y
Il=max{0,w} e 12=1nin{l,Lw}
] 0
Tenemos que el minimo de /> es 1,evaluando en f tenemos

fu)=§[,\u+(u+7)(—x—u—a+5)]co

(v+v9+0)(v+a)
A

1 -
) =5Pw = +v+ )W +a) = (Ro — 1).
Por lo tanto la raiz esta entre [, e .
De donde f(I) tiene una raiz en [0, 1] si R > 1.

Por lo tanto si Ro > 1, entonces existe el punto endémico £, = (S*,I*).

Si ﬁ’.o < 1, Ej es el unico punto en el interior de Q2 y si RS 1, Eq y E| ambos estan en 2.
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Ahora analizaremos la estabilidad local de los puntos de equilibrio £y y E para lo cual

usaremos la matriz de Jacobi del sistema (3.2.3) la cual es:

(6-MN-v—a (6 —XA)S

D = Al AS — (v 47+ 6) + 241

Evaluando DF en el punto E, tenemos:
- (6 — A
DF(E,) = v+
0  (v+y+08)(Ro—1)
cuyos valores propios son:

A1=—(V+O!) Y )\2=(U+’]’+d)(f?{;—l]
de donde si f?o < 1 entonces FEy es localmente asintoticamente estable.
Para el caso o = 1, la matriz de Jacobi del sistema (3.2.3) evaluada en el punto de equilib-
rio Ej, tiene un valor propio cero; en este caso utilizamos el Teorema de la Variedad Central
[véase Apéndice A], para demostrar que Ey es localmente asintoticamente estable.

Primero trasladamos el sistema (3.2.3) al origen para lo cual usamos el cambio de coorde-

nadas (S, I) = (S — 'v-:—a’ I), obtenemos el nuevo sistema:
(A=d)v
v+

8'(t)=—(A—08)SI - (v+ )5 — i

I'(t) = AST + 012 (3.3.5)

Para aplicar el Teorema de la Variedad Central, para lo cual usamos el siguiente cambio de

variables:

=1 (3.3.6)
& (A=)

y=S5+ G Q)QI

calculando la derivada respecto a ¢ de cada una de las nuevas variables y usando las ecua-

ciones (3.2.3), obtenemos el sistema en su forma normal:

Av(A =46

' =0z—| e 0}2) — 8|z% + Azy (3.3.7)
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Av(A —6) Y =) iq ok e AR
_(:-F a)? b= (v + u}gl'r =8l (17 + ¢ }zi o

Por el inciso a) del Teorema de la Variedad Central, existe una variedad central y = h(x),

!

y=—(v+a)y+

tal que h(x) = O(z?). Sustituyendo h(z) en la primera ecuacién del sistema (3.3.7),
y agrupando los términos de orden dos obtenemos. por el inciso b) del Teorema de la

Variedad Central, que la estabilidad de la solucion cero de (3.3.7) esta dada por:
_[/\u (A=9d)

o ray 8lz? + O(z%) (3.3.8)

En la ecuacion (3.3.8) como 2 > 0 entonces ' < (), por lo que la solucion cero de (3.3.8)
es estable, entonces todas las soluciones tienden al punto de equilibrio (0, 0) en las coorde-
nadas (S, I). Por lo tanto el punto de equilibrio Ej es localmente asintoticamente estable.

Para el caso Ry > 1 el punto de equilibrio Eq es un punto silla y el punto de equilibrio £,
esta en el interior de {2, la estabilidad de este punto se determina evaluando D F en el punto

El:

G-N'-v—a (6 —X)S*
AI* AS* — (v + 7+ 06) +261I*

de las ecuaciones (3.2.3) se obtienen las siguientes relaciones:

DF (Ey) =

—Z =(-ANI"-v-a (33.9)
So
AS* —(v+y+8)+6I" =0. (3.3.10)

Entonces la matriz D F’ evaluada en F, se puede escribir como:

—\v (J_Aﬁu+7+5}—5r
DF (Ey) = | (v + v +6) —oI* A
AI* ar
cuyo polinomio caracteristico esta dado por:
p(?.) =]"2+BT+C (3.311)

donde
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. S—
- (v +~v+a8)—0al*
C=I'(A=0)|(v+v+468)—adI"|

ar

de (3.3.4) obtenemos la relacion
v+y+0—A
)

<I
lo cual implica que
(v+y+d)—ol* <A

tomando inversos tenemos
1 1
p— < —_——
A (v+y+d)—dlr
multiplicando ambos lados por A obtenemos
Av & Av
A (v+y+90) oIt
como [* < 1y por hipotesis § < v se tiene también que

V=

olrr<d<v
de donde entonces

Av

i (v+v+29)—oI*

por lo tanto B > 0.

Como por hipotesis < A y usando (3.3.15) también C > 0.

45

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

(3.3.15)

(3.3.16)

Por lo tanto se satisfacen las condiciones de Routh-Hurwitz [véase Apéndice A], para el

polinomio (3.3.11) lo que implica que el punto F; es localmente asintoticamente estable.

A continuacion tenemos el siguiente teorema que describe el comportamiento asintotico de

las trayectorias en el plano fase S1.
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Teorema 3.3.1 Si Ry < 1 entonces el punto de equilibrio Eq es globalmente asintética-
mente estable en §). Si Ry > 1 entonces el punto de equilibrio E; es globalmente asintoti-
camente estable en la region 2 — {(S,0) : 0 < S < 1} y las trayectorias que comienzan
en el eje S tienden al punto de equilibrio Ey

Demostracién. Si 7, < 1 entonces Fj es el tinico punto de equilibrio en ). No hay
trayectorias cerradas en {2 ya que una trayectoria cerrada debe contener un punto de equi-
librio en su interior y dado que Ej esta en la frontera de € la cual es positivamente in-
variante esto no es posible. Por el teorema de Poincaré-Bendixson generalizado, entonces
todas las trayectorias tienden al punto de equilibrio Fq.

Si Ro > 1 entonces Ejy es un punto silla y ademas E esta en el interior de ).

Como el campo vectorial del sistema (3.2.3) es transversal a la frontera de {2 excepto en el

eje S el cual es un conjunto invariante del sistema (3.2.3) sobre este eje tenemos que:

v
S' = v —vS — aS entonces S(t) — cuando t — oo.
v+«
Por lo que Ej es el iinico conjunto omega limite en la frontera de {2 y todas las trayectorias
que comienzan en el eje S tienden a Ej,.
Ahora aplicaremos el criterio de Dulac-Bendixson, para demostrar que no hay trayectorias

1
cerradas alrededor de E) para esto multiplicamos el sistema (3.2.3) por la funcion T I#0,

de donde tenemos:

S v (v +0)S
— = sk (A8 S0,
I.F

F=AS+I—v—7-3.

Aplicando el criterio al sistema anterior y recordando que A\ > d, v > 4 :

Jd (v vS +aS

v+«
< 0.

8 . : o
)+E(z\5+df—v—-j«—o)=_,\+2¢_
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Por lo tanto no hay trayectorias cerradas en §2. Por el teorema de Poincaré-Bendixson gen-
eralizado, todas las soluciones tienden al punto de equilibrio E; con excepcion de aquellas

que comienzan en el eje S. W

0.0005
0.0004
"0.0003
0.0002
0.0001 £

Figura 3.1: Diagrama de bifurcaciones de los puntos de equilibrio del sistema (3.2.3) con
respecto del parametro Ro. La linea punteada representa la rama estable y la continua la
rama inestable. Utilizando los parametros como en la figura 3.3.

En seguida se muestran algunas simulaciones numéricas para el sistema (3.2.3).
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027 a)
0.18
0.167
0.14
0.12

S()0.14
0.084
0.06+
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0 """ 4 giass 60 B0 100

Figura 3.2: Solucién numérica del sistema (3.2.3). La grafica muestra el comportamiento
de a) la proporcion de susceptibles y b) la proporcion de infectados en un tiempo de 100
dias. Los parametros usados son: v = 5:107%, 47! = 14 dias, § = 4-107%, a = .002,

A = 1, en este caso Ry = .341. Las condiciones iniciales son Sg = 0.2 , Io = 0.15.
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Figura 3.3: Solucion numérica del sistema (3.2.3). La grafica muestra el comportamiento
de a) la proporcion de susceptibles y b) la proporcion de infectados en un tiempo de 100
dias. Los parametros usados son: v = 5:107%, y~! = 14 dias, @ = .002, A = 5,4 = 4-1075,

en este caso Ry = 1.70. Las condiciones iniciales son S =02, I, =0.15.
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% a)
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0.4

0.21

- b)
DB-/

061

R()
D.4j

0.21
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Figura 3.4: Solucién numérica del sistema (3.2.3). La grafica muestra el comportamiento
de la proporcion de recuperados para los casos a) By <A, y b) Ro > 1, en un tiempo
de 100 dias. Las condiciones iniciales y parametros son como en las figuras 3.2 y 3.3

respectivamente.
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Figura 3.5. Planos fase para el sistema (3.2.3). a) para el caso Ro <1 puede observarse
que todas las soluciones tienden al punto de equilibrio E; = (.0244,0). b) para el caso
Ro > 1 puede observarse que todas las soluciones tienden al punto de equilibrio E, =
(.0142,.00028). A excepcion de aquellas que comienzan en el eje S las cuales tienden al

punto de equilibrio Eo.
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3.4 Analisis de los totales.

En esta seccion vamos analizar el comportamiento asintotico de la poblacion humana Ny
los totales de cada una de las clases epidemioldgicas (S, I. R) del modelo (3.2.1).

Para lo cual definimos los siguientes parametros:

L si R <1
M
P:
v . =
L+ ol e
Av <
. & 1
(kt+vy+0)(v+a) -
1=
AS* . =
m SlRo}].

Primero consideramos la dinamica de las soluciones con condiciones iniciales I # 0y
P#1,

Teorema 3.4.1 La poblacién N(t) decrece a cero si P < 1y crece a infinito si P > 1.
La tasa asintética de decrecimiento o incremento estd dada por (P — 1) si Ro<1; y por
(u+0I*)(P—1),5i Rg > 1.

Demostracion. Ladinamica para la poblacion humana esta dada por la siguiente ecuacion
N'(t)= (v —p—6I)N.

Dado que I tiende a cero si Byl yal*si Ry > 1, entonces la forma limite esta dada por
N'(t) = (v —p)N = p(P - 1)N si Ro < 1

N'(t) = (v —p—6I°)N = (u+0I*)(P - 1)N si Rp > 1

la solucion esta dada por:

N(t) = NoetP=Dt = Noel—nt si Ro < 1

N(t) = NgeF(P_l)" e Noe(”_l-‘_‘s-f-)"- si f?{) o |
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Por lo tanto, cuando t — oc; N(t) decrece a cero si P < 1y tiende a infinito si P > 1.
Se observa que en el caso P < 1, (5(t), I(t), 1(t)) tiende a (0, 0, 0) cuando t — co. W
Teorema 3.4.2 Para P > 1 yt — 00, las soluciones (S(t), I(t), R(t)) del sistema (3.2.1)
con condiciones iniciales en el plano I +# 0 tienden a (00, (), 00) si P; < 1; y a (00, 00,00)
siP > 1

Demostracién. Recordemos que la ecuacion para I (t) esta dada por

I'(t) = AST — uI — I — 61

y ademas

Ty i o sifo<1
3—a9=&i¥?l£ si Ro > 1
sustituyendo tenemos la forma limite para /(t)
f’(t)=%—(,u+'y+6)f=(,u+'y+6)(P1—1}f siRy <1
') =28 T—(p+7+8)I =(p+y+8)(P-1I si Ro> 1
cuya solucion esta dada por
T(t) = Loethr+oP-1t — Jeliva~Gurr+olt siRy<1
I(t) = It +(A-1)t — [ RS ~(utr+o)it siRy>1

lo cual implica que I(t) decrece exponencialmente si P, < 1y crece exponencialmente si
B x1,

Del sistema (3.2.1) podemos escribir la ecuacion para 5(t) como

S'(t) = vN —AST — puS — aS

usando que

I —0 si R < 1
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[— I si f?{] > 1

tenemos la forma limite para S(t)

S'(t) = vN — pS — oS siRp < 1

S'(t) = vN — ASI" — uS — a8 si g > 1

sustituyendo las soluciones de N(t) tenemos que las soluciones para S(t) en su forma

limite estan dadas por

v

5(t) = Spe~(w+lt 4 - Nole—mt — g=(ntalt) siRy <1

+ a

VN()
I'-él"+v+a

5'{3} = Svoe—m'ﬂam)t = 7 {e(v—p—éf‘)t _ e-(A!'+p+a):] si f"u >1

de donde cuando t — oo

i 17 i ~
s (r—p)t — i <
S(t) — —=—Noe ——N() si Ro <1
() — = Noelw—r-31 — = N(t)  siRo>1
AM*—6*+v+a Al*—éI*+v+a

entonces la forma exponencial de N (t) en el limite nos asegura que S(t) — oo dado que

P>.1.
Del sistema (3.2.1) tenemos que
R(t) =aS+~I —puR

sustituyendo las soluciones de S(t), I(t) tenemos la solucién limite de R(t) con Ry < 1,

esta dada por
R(t) = Roe ™ + Sp[—e (@t 4 e~#] 4 BN [ev—mt — g—nt] 4
v+
UND [e_(#m)g _ E_N} + Tfﬂ [elv)\_;my-a ~(pty+o)jt e pt]
(v+a) Ao (v +0)
~ v+ a ¥
y para iy > 1, esta dada por
- o 05'0 ™ anNO i i
L =t (A atp)t ~ it T i ' VS (0 17| S it
R(t) = Rge +AI‘+a[ e +e ]+M_+U+n[e e M)+
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Ny [e- O +mralt _ gomt] 4 —'Y‘((L____[cizs'-(;w»ﬁ.i)i t_ eh
(AI* + v+ a)(AI* + «) AS* — (y+9)
cuando ¢ tiende a infinito tenemos que
Av
= v Noelv—H)t Toelva W4l N (¢ I(t ~
R(t—»”n +’YO - ()+ ‘T() SIROS]-
v+a Av —(v+9) v+a AV .
v+a T v+ a L
) N -mt TelAsT T (4ot N(t I(t =
R(t] xNgt Tk s a ( ) i ( ) SiIzU > 1

TN +v+ta AS* — (v +46) _AI*+u+u+AS‘—(7+5)

en ambos casos P > 1, por lo que N(t) — oo, si P, > 1, los terminos que con-
tienen a I(t) son positivos e I(t) crece exponencialmente de donde R(t) — oo. Si

P, < lentonces I(t) decrece exponencialmente y como N(t) crece exponencialmente

entonces R(t) — co. W

Teorema 343 Si P = 1yd > 0, entonces N(t) tiende a un equilibrio N* > 0
y (S(t), I(t), R(t)) tiende a (i—’i,o‘g%) siRy < 1,ya (5 ,I",R), si Rp > 1.
Demostracién. Como § > 0 por hipotesis, tomemos dos subcasos: ﬂ’o <ly I_?O > 1.
SiP=1y Ro < 1 entonces v = 12, y por lo tanto la ecuacion diferencial para la poblacion
esta dada por:
N'(t) = (=6I)N

cuya solucion esta dada por:

0 < N(t) = Noe®Jo 1
En el limite N(t) — N*, que depende de Ny, entonces para cada valor de Ny tenemos un

punto de equilibrio N*.

Para los totales, usando las ecuaciones del sistema (3.2.1) igualadas a cero tenemos que
N*v N*av
p+a’ 7 plp+ )

existe una linea de equilibrios dada por ( ) utilizando la igualdad v = p,
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N*'v 0 N*o
v+a' Tv+a

tenemos ( ), ¥ todas las soluciones con condiciones iniciales positivas se
aproximan a esta linea.
Para demostrar esto usamos la funcion de Liapunov
V =Nt
cuya derivada orbital esta dada por
V =4I <.
Por el Teorema de Lasalle-Liapunov, todas las soluciones de (3.2.1) tienden al maximo
conjunto invariante contenido en
My = {(S(t),I(t),R(t)) e B3 | I =0}.
El cual se puede comprobar usando (3.2.1) que corresponde a la linea de equilibrios.

La matriz de Jacobi del sistema (3.2.1) esta dada por

I+ R - . (S+ R)AS by A 5
) (S+I+R)? o (S+T+R)? (S+1+R)?
DF = (I + R)AI (S+R)AS (W+7+6) -AS
S+I+R? (S+I+Ry v (S+1+R)p
83 a'd —
evaluando en los puntos de equilibrio (uNTZ’ 0, ::VT(; ) tenemos:
Av
—a v— v
DF = e
R (v+vy+0) 0
a 5 —-v

cuyos valores propios estan dados por
§ =0
& =—(v+a)

§a=(W+7+0)(I%—1)
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Entonces para [y < 1, hay un valor propio igual a cero y los otros tienen parte real negativa,

eropes 7 A N*a
por lo que entonces los puntos de equilibrio (——, 0,
v+« v+

) son neutralmente estables,
y todas las trayectorias cercanas a la linea de equilibrios se aproximan a ella [1].

Para Ry = 1, la matriz de Jacobi del sistema (3.2.1) evaluada en los puntos de equilibrio

N*v N, . : _r s
( ,0, ——) tiene un valor propio cero de multiplicidad dos; en este caso utilizamos
v+ o v+

nuevamente el Teorema de la Variedad Central, para demostrar que los puntos de equilibrio
( N*v Nt
v4+a' v+ a

(0,0,0).

) con N* > 0 son inestables, por lo tanto todas las soluciones tienden a

Primero trasladamos el sistema (3.2.1) al origenpara lo cual usamos el cambio de coorde-

i = N == N* o
nadas (S, I, R) = (S — L ,I,R— - ), y larelacion S + I + R = N obtenemos
v+« v+ a

el nuevo sistema:

S P B RIS M o MW, on . NP

S(t)—u(S+ITR+N) (S‘+f+f2+N')(S+U+G) (S+V+a)(u+a)

I'(t) = 2 (S+ N-U)—(w +0)I (3.4.1)
C(S+I+R+N)T vta ! h

S A N*v s o a N*a

R{t)_a(s+u+a)+wl v(R+u+0)

Para aplicar el Teorema de la Variedad Central, usamos el siguiente cambio de variables:

v 3_7("+“)+“5j v

z, = R

S a (v+a)? v+a

O (3.4.2)
a , Yv+a)+ad. Voo

y= S - 2 -
v+ a (v + a) v+a

calculando la derivada respecto a ¢ de cada una de las nuevas variables y usando las ecua-

ciones (3.2.1), obtenemos el sistema en su forma normal:

Y(v+a)+ad

o - .
#y =i v(v+ a) 72 =yl

Ty + my[—g1(z1 + y)22 + goxi + gzzz(gﬂfl +
V+ o v
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(v +a)+ad

5 o
ry = 0z + g1 (21 +y)z2 — g223 — 9‘3»‘--‘2(;-’*-’1 + v(v +a) ry —Y) (34.3)
5 14 Y(v+a) + ad
Yy == — La+ s + goLo|l —&| 4+ ——————&Ls — 1
Y =~ +a)y +ml—gi(z1 +y)r2 + 9273 + gava(iry LD )l
donde
_(+)v+a)+ad
L (v+a)?
B Aa
B N*(v + a)
_ Av
e N*(v + a)
— (v—=y)v+a)—ad
s (v+a)?

Por el inciso a) del Teorema de la Variedad Central, existe una variedad central y =
h(zy,z2), tal que h(zy,z2) = O((z; + z2)?). Sustituyendo h(z,,z,)en las primeras dos
ecuaciones del sistema (3.4.3), y agrupando los términos de orden cibico obtenemos, por
el inciso b) del Teorema de la Variedad Central, que la estabilidad de la solucion cero de

(3.4.3) esta dada por el siguiente sistema de ecuaciones:

2
= ug( Al +;)§Z i 3;’ . - = :.50, ) + O((uy + u2)?) (3.4.4)
<X 5
= ul Nw+a) 2+ ’T%E}V‘::;) A +O((ug +u2)?).

El sistema (3.4.4) depende unicamente de u,, de la segunda ecuacion si u, > 0 entonces

uy < 0y sius < 0 entonces uj, < 0, por lo que el sistema (3.4.4) es inestable. Por lo tanto,

.. ,Nv Na .
la solucién (——, 0, ) con N* > (0 es inestable.
v+ o V4o

Ahora analizando el caso Ry > 1, la condicion P = 1 implica que v — p = 61°. susti-

tuyendo en el sistema (3.2.1) tenemos una linea de equilibrios (S*. I'*, R*) dada por:

= )
I
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= +v+4d T
e o OEFTH0) f Do
A it

donde r = v — 1.
Dado que N(t) — N~ la forma limite del sistema (3.2.1) esta dada por el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales

S'(t) = vN* — % —uS —aS
Ity = :‘\?‘f —ud —~I =01 (3.4.5)

R(t)=aS+~I - puR

cuya matriz de Jacobi esta dada por:

3V AS
spe| Bap gy
N N_—(u-+'r+5) 0
a v —p

de (3.4.5) evaluado sobre el punto de equilibrio (S*, I*, R*) obtenemos las siguientes igual-

dades
AI' s X
N- . ’u - g‘
= )
N~ p+y+

sustituyendo en la jacobiana se tiene que

_UN* A5 5
pr= |\ N

N 0 0

[ @ Tk
evaluando en los puntos de equilibrio (S*, I*, R*) tenemos:

i Av

——— =(p+7+4) O

. | TwEarg BT
DF = Ar 0 0
0

L a ¥ —p

cuyo polinomio caracteristico esta dado por
Av Ar(p+ v +6)
= + 2 =

p(q) = [q+ 4] q+q(“+7+5}+ 3
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de donde uno de los valores propios es —pi < () y los otros dos estan dados por las raices

del polinomio

i Av Ar(p+ v+ 0)

24 ik e 34.6
q f;(” T 5 3 (3.4.6)
cuyos coeficientes

Av

A=——>0
pty+o
B=/\r(,u.+"(+b) g

3 0.

Por lo tanto se satisfacen las condiciones de Routh-Hurwitz, para el polinomio (3.4.6) lo
que implica que las raices de (3.4.6) tienen parte real negativa. Por lo tanto la linea de
equilibrios (S*, I'*, R*) es localmente asintoticamente estable [1]. ®

Teorema 3.4.4 Sobre el plano I = 0, el nimero de infecciosos I(t) permanece con-

v

stante e igual a cero; el mimero de susceptibles S(t) tiende a T N(t) y el nimero de
I (83 .
(03

recuperados R(t) tienden a
pe (t) Ea

N(t).

Demostracién. Si I(t) = 0 entonces el sistema (3.2.1) se reduce a :
S'(t) = vN — uS — aS

R'(t) = aS—uR

N'(t) = (v —p)N.

las soluciones para el sistema estan dadas por:

N(t) = Noe~w1

- P U o
S(t) = Spe(n+ait Nole@—mt _ g~(u+a)t
{ ) 0f : P o{ € ]
R(t) = —5ge~(u+a)t 1 Noe-mt 4 Y N e-(u+ar
v+ o v+ o

cuando t — o0 tenemos que

v v

S(t) —

Noe(V_»u)‘ =
V4o v+ o

N(t)
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ik (4
NGE(V —pjt _ t

V+ o v+ o

R(t) — N(t)
nuevamente en el limite se cumple que

S(t) + I(t) + R(t) = ﬁ"“;v(c) +0+ ”;—’QN(t} —N(t).m

61
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3.5 Conclusiones.

Para este modelo obtuvimos tres parametros que controlan el desarrollo de la enfermedad
y el crecimiento de la poblacion humana. El parametro Ro es la condicion umbral que
determina la existencia de la proporcion endémica de humanos infectados. El parametro
P, como en el modelo anterior controla el comportamiento asintotico del total de infectados
humanos cuando la proporcion de infectados decrece en una poblacion que esta creciendo.
El parametro P al igual que en el modelo anterior regula el crecimiento de la poblacion. Si
Ry < 1, Pes la tasa de reproduccion usual. Cuando Ro > 1, P es una forma.de medir el
impacto de la enfermedad en la poblacion.

Si P = 1, el comportamiento asintdtico de la poblacion depende del valorde 4. Sid > 0, N
tiende a un equilibrio N* el cual depende de la proporcion de infectados. Asi para o < 1,
(lo cual implica v = p), N decrece hasta el equilibrio N* < N (figura 3.8); y para el
caso Ry > 1 (lo cual implica v = p + 41*), N decrecera o se incrementara inicialmente,

—rSE’ y después tender

a N*, el cual puede ser mayor que Ny (figura 3.9). Nuevamente se puede apreciar los

. . ep  w_ e 1%
dependiendo de si la fraccion inicial /o es mayor o menor que

distintos comportamientos que pueden :eﬁer la proporcion de infectados  y el total I. Asi,
I puede tender a un valor endémico positivo mientras que el total de infectados I puede
tender a cero cuando la poblacion total esta decreciendo (caso P < 1, Ry > 1). Por otro
lado I puede tender a cero e I crecer exponencialmente (caso P > 1, Ry <1, P >1),

como se muestra en las figuras 3.7 y 3.11 respectivamente.
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total de susceptibles total de infectados

total de recuperados total de humanos

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
dias dias

Figura 3.6: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion, sin y con vacunacién, cuando P < 1, Ry < 1. Los parametros son: v =
4107% , 4! = 14 dias, p = 5-1075, § = 2-10~%, con condiciones iniciales So = 5000,
Io = 3500, Ry = 1500 y Ny = 10000. La linea punteada representa las soluciones con
a =0y A = .04y lacontinua con @ = .0001 y A = .14. Para ambos casos, P = 8y

Ry = .5597.
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total de susceptibles total de infectados

total de recuperados total de humanos

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
dias dias

Figura 3.7: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada y
la poblacion,sin y con vacunacion cuando P < 1, Ry > 1. Las condiciones iniciales y los
parametros son como en la figura 3.6 a excepcion de A = .15 y A = .525, respectivamente.

Para ambos casos, P = .799 y Ry = 2.099, I* = .00029.
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total de susceptibles total de infectados

1000
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dias
total de recuperados total de humanos
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0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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Figura 3.8: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion, sin y con vacunacion cuando P = 1, ﬁ’o < 1. Los parametros son: v =
51075, y7! = 14 dias, u = 5:107%, § = 2-1075, con condiciones iniciales como en la
figura 3.6. La linea punteada representa las soluciones con a = 0y A = .05 y la continua

con a = .0001 y A = .15. Para ambos casos, Ro = .6995.
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total de susceptibles total de infectados

total de recuperados total de humanos

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
dias dias

Figura 3.9: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion, sin y con vacunacién cuando P = 1, Ry > 1. Las condiciones iniciales y
pardametros son como en la figura 3.8 a excepcion de A = .1, y A = .3, respectivamente y

p=4.5-10"° . Para ambos casos, By = 1.399, I* = 5.
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total de susceptibles total de infectados

1500

total de recuperados total de humanos

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
dias dias

Figura 3.10: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacion, sin y con vacunacion cuando P > 1, Ro<1,P, <1.Los parametros son:
v =>510"°% ' = 14 dias, p = 4-107%, § = 2-10~°, con condiciones iniciales como en la
figura 3.6. La linea punteada representa las soluciones con « = 0 y A = .04 y la continua

con o = 0001 y A = .12. Para ambos casos, P = 1.25, Ry = .5596 y P, = .5597.
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total de susceptibles total de infectados
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Figura 3.11: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recuperada
y la poblacién, cuando P > 1, Ry < 1, P, > 1. Las condiciones iniciales y parametros son
como en la figura 3.10 a excepcion de, A = .071465, y A = .2144, respectivamente. Para

ambos casos, P = 1.25, Ry = .99993 y P; = 1.000069.
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total de susceptibles total de infectados
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Figura 3.12: Curso temporal de los totales de las clases: susceptible, infectada, recu-
perada y la poblacion, sin y con vacunacion, cuando P > 1, Ro > 1, P, > 1. Las
condiciones iniciales y parametros son como en la figura 3.10 a excepcion de, A = .2,
y A = .6 respectivamente. En ambos casos, P = 1.249, I;’,o = 2.798, P, = 1.00013 y

I* = .0004517.



4
Discusion

En esta tesis hemos formulado tres modelos epidémicos del tipo SIR con poblacion humana
variable y vacunacion. En el primero de ellos la poblacion humana tiende con el tiempo
a un valor constante razon por lo que solo es necesario analizar las proporciones de cada
una de las clases epidémicas. Para este modelo encontramos un parametro umbral Ro que
controla el desarrollo de la enfermedad. Este parametro condiciona la existencia de una
proporcién endémica de infectados humanos.

Para los otros dos modelos donde el crecimiento de la poblacion es exponencial, ademas de
Ro, encontramos otros dos parametros: el nimero de reproduccion basico P, que controla
el comportamiento asintotico de el nimero de infectados humanos y el parametro P que
controla el crecimiento de la poblacion total. Aqui pudimos observar los casos cuando el
total y la proporcion de infectados tienen comportamientos distintos.

En el tercer modelo donde consideramos mortalidad por enfermedad pudimos observar el
efecto que ésta puede tener directamente sobre la dinamica de la poblacion, por ejemplo
hacer decrecer la tasa de crecimiento exponencial de la poblacion.

Estos modelos con poblacion variable se pueden usar para modelar enfermedades que per-
manecen endémicas o que aumenten la mortalidad en forma considerable, en una poblacion
que esta cambiando con respecto al tiempo, en el caso de las epidemias es mas comun
suponer que la poblacion permanece constante ya que estds ocurren en poco tiempo razén

por la cual no hay un cambio en el tamaiio de la poblacion tan perceptible. Aunque los
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modelos no son del todo realistas pues hace falta considerar muchos aspectos relativos a la
enfermedad como el modo de transmision, periodo de latencia, asi como factores sociales,
demograficos, culturales, si nos proporcionan una buena aproximacion al desarrollo de la
enfermedad lo que permite implementar mejores politicas de salud que ayuden a controlar
el surgimiento de ésta.

Asi por ejemplo en una poblacion que esta creciendo pueden adoptarse dos politicas de
salud distintas: la primera consiste en reducir el namero total de infectados y la segunda
en reducir la proporcion de infectados. Para la primer politica, es necesario reducir los
parametros umbrales P y P;, mientras que para la segunda s6lo es necesario reducir el
parametro Ro.

Lo anterior implica que es mas sencillo reducir la proporcion de infectados que reducir
el total. Por lo tanto dado que la proporcion de infectados es relativamente pequefia con
respecto a la poblacion total se necesita de un menor esfuerzo en cuanto a servicios médicos
y hospitales para atender a la poblacion enferma.

El papel de la vacunacion repercute de manera importante en el desarrollo de la enfer-
medad como ya vimos en los modelos, la vacunacion modifica el parametro R, por el
nuevo parametro Ry el cual es menor, lo que reduce el nimero de infecciones secundarias
que produce un infeccioso, asi por ejemplo en las simulaciones para los totales se observa
que si la vacunacion se incrementa el niimero de susceptibles decrece, Ry decrece y por
lo tanto la infeccion y el nimero de infecciosos también mientras que los recuperados se

incrementan aun mas por la entrada de individuos vacunados.
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Uno de los aspectos mas interesantes es que la proporcion de infecciosos de cada modelo
puede presentar oscilaciones amortiguadas, las cuales corresponden a picos epidémicos. La
presencia de estas oscilaciones depende de que el polinomio caracteristico que resulta de
evaluar la jacobiana en el punto de equilibrio endémico, tenga raices con parte imaginaria
distinta de cero. Por ejemplo para el primer modelo las raices imaginarias estan dadas por
el discriminante

\/l(u +a)Rol?> — 4(p+ @) (1 +7) (Ro - 1)

si a = () tenemos

\/[Juﬁ’g]z — 4p2Ro + 4pry (f?o - l)

como pt << ly Ro > 1 y si ademés Ro — 1 >> 1, sz es del orden de 10~°, mientras que
los otros parametros son del orden de 102, 0 mayores, de donde los términos con p? son
despreciables y entonces el término 4y (fi’o - 1) es el que predomina.

De donde el periodo entre cada pico epidémico esta dado aproximadamente por el término
21 [ [ 4py (ft’o - 1). Con los parametros usados en la figura 1.2 , el periodo entre cada
oscilacion es de aproximadamente 10.126 afios.

En este mismo ejemplo podemos observar uno de los efectos de la vacunacion, sia > 0y
a >> 1,y sea

(1 + @) Ro]* > 4(p + @) (1 + 7)(fto — 1)

lo cual implica que

4(n+7) (f?o— 1)

(1 +a) > X

como j1 << 1 podemos despreciarla y tenemos
4y (Ro -1)

o> ——=—0>"

[}02
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Entonces de acuerdo con esta ultima desigualdad, si la vacunacion es lo suficientemente
grande se pueden prevenir estas oscilaciones y por lo tanto nuevos brotes epidémicos de la

enfermedad.



Apéndice A

En este apéndice revisamos algunos conceptos sobre la estabilidad de las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales. Ademas, enunciaremos los teoremas usados en esta
tesis, demostrando algunos de ellos y dando la referencia de donde se puede encontrar la

demostracion de los restantes.

A.1 Conceptos basicos

Definicion. Sea la ecuacion diferencial autonoma

&= f(x) flz):QCcR*—R" (A.1.1)
la solucién de esta ecuacion diferencial define un flujo ¢(xzq, t) tal que p(zq,t) = z(t), es
la solucion de la ecuacion di.ferencial al tiempo ¢ con valor inicial (en f = 0) zo.
Definicién. Dado z € €1, se llama trayectoria u drbita por x a la curva paramétrica en
R™ : ¢(zo,t), con zq fijo y t parametro, es decir al conjunto de valores en R" que recorre
una solucién (zo, t) al variar ¢ con zo fijo. La 6rbita de o se denota como ~y(zo). Se le
llama semidrbita positiva de z, 0 semitrayectoria positiva de zp, al conjunto de puntos en
R™ dado por v (zo) = {@(zo,t), parat > 0}.
Se define semiorbita o semi trayectoria negativa de manera analoga, si sustituimos ¢ > 0
por t < (). La semiorbita negativa de x, se denota como v~ (zo)[6).
Hay que aclarar que aunque las nociones de solucion y trayectoria estan relacionadas, son

distintas. Una solucion es una funcion, y una trayectoria es el conjunto imagen de una
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solucion, con la orientacion que la parametrizacion dada por la solucion induce de manera
natural.

Definicién. Si zg es tal que f(x) = 0 diremos que xq es un punto critico o de equilibrio
de i = f(x).

Definicién. Si z, es un punto critico diremos que la solucion constante x(t) = g es una
solucién estacionaria de la ecuacién & = f(x).

Definicién. Un punto x es un punto estacionario de un flujo si y solo si ¢(z,t) = & para
todat.

Definicién. Un punto z es periddico, de periodo T siy solo si p(z,t +T') = ¢(z,t) para
todot,y ¢(z,t + 8) # p(z,t) paratodo 0 < s < T. Lacurval' = {y / y = ¢(z,1).0 <
t < T} es llamada una orbita periddica de la ecuacion diferencial y es una curva cerrada.
Definicién. Un conjunto M es invariante si y solo si paratoda x € M, ¢(x,t) € M para
toda t.

A continuacion definimos los conjuntos w-limite y a-limite, de .

Definicion. Un punto y es un punto w-limite de la orbita p(x, t) si existe una sucesion
(tn) con t, — o0,y ¢(zo,tn) — y cuando n — oo. El conjunto de todos los puntos
w-limite de la rbita ¢(zo, t) es llamado conjunto w-limite de y(zo, t) y es denotado como
w(zo).

Definicion. Un punto y es un punto a-limite de la orbita p(xq, t) si existe una sucesion
(sn) con s, — —o0,y (o, Sp) — y cuando n — oo. Analogamente al conjunto de
todos los puntos a-limite de la érbita ¢(xo, t) se le llama conjunto a-limite de ¢(rq.t) v

es denotado como a(zg).
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Definicién. Se dice que (t) tiende a un conjunto M cuando ¢ tiende a infinito, si para
cada £ > (), existe T' > (), con la propiedad de que para cada t > T existe un punto p en M
con [[xz(t) — p|| <e.

Definicién. Un conjunto M € R™ es una variedad local invariante de (A.1.1) si para

g € M, la solucién z(t) de (A.1.1) con z(0) = zgestaen M para |t| < T, donde T >= 0.

A.2 Teoremas

El primer teorema que revisaremos es el Metodo de Routh-Hurwitz, que es un teorema de
carécter algebraico, este teorema esta demostrado en [4].

Método de Routh-Hurwitz. Dada la ecuacion:

L(z) = 2"+ a12" ' +a2" 2 + ... +a,z=0.

Con a,, a;...a, constantes. Definimos D, = a, y para k = 2....n sea

a, az as . . . A9k
l ay a4 . . . ay 2
0 a a3 . . . ag.3
Dk =det | 0 1 as . . . Ook_4 donde a; = 0 Sij >n.
0 0 B o o [

Entonces las raices de L(z) tienen parte real negativa si y solo si Dy > O parak = 1..n. La
condicion de que todos los determinantes sean positivos implica que todos los coeficientes
a; sean positivos. El método se vuelve impractico para valores grandes de n.

Paran = 2,3, 4 se tienen los siguientes resultados:

n=2 a,as positivos.

n=3 a,azy azpositivosy a,as — az > (.

n=4  ay,asa3Y a4 positivos y a,asaz — a3 — aga? > 0.
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Criterio de Dulac-Bendixson.

Sea it = f(). Si existe una funcion continuamente diferenciable g : R — I? tal que
V - (gf) es continua y no cero, en algin dominio conexo D, entonces ninguna trayectoria
cerrada puede permanecer enteramente en D).

Demostracion. Supongamos que existe una orbita periodica [' que permanece entera-

mente en . Entonces el teorema de la divergencia establece que

[ stn-nat= [[v-tasyasdy

4
donde A es el "area" acotada por I, dado que V-(gf) es distinto de cero en todo A, entonces
el lado derecho de la igualdad es distinto de cero. Por otra parte una orbita periddica es una
trayectoria y por tanto es tangencial al campo vectorial de donde entonces n - f = () donde

n es la normal exterior a la 6rbita periodica de donde

[ sta-na=o

lo que nos lleva a una contradiccion. Por lo tanto no existen trayectorias cerradas que
permanezcan enteramente en D. W

Definicion. Supongamos que el origen 2 = () es un punto estacionario para la ecuacion
diferencial # = f(z), * € R", sea G una vecindad abiertade 0y V' : ¢/(G) — R una
funcion continuamente diferenciable. Entonces podemos definir la derivada de V' a lo largo
de las trayectorias diferenciando V' con respecto del tiempo ¢, usando la regla de la cadena

tenemos
LAV oV

Se dira que 1V es una funcién de Liapunov sobre (' si y solo si V' es continuamente difer-

enciable sobre ¢l(G), y
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i) V(0) =0y V(z) > 0 para toda = € ¢l(G)\{0}.

i) V < Oparatodaz € G.

Donde ¢l denota a la cerradura de G

Teorema de Lasalle-Liapunov.(Principio de Invariancia). Sea {2 un conjunto cer-
rado y acotado (compacto), con la propiedad de que cada solucién de & = f(x) que inicia
en §) permanece para todo tiempo futuro en £2. Supongase que existe una funcion escalar
V con su primera derivada parcial continua en €2 tal que V(i) < 0en(2. Sea E el conjunto
de todos los puntos en §2 donde V() = (. Sea M es el mas grande subconjunto invariante
de E. Entonces toda solucion que comienza en €2 tiende a M cuando { — oc.
Demostracién. Sea z(t), una solucion que inicia en 2. Como V(z) < 0 en Q, V(z(t))
es una funcion no creciente de t. V(z), es continua en el conjunto compacto (2, es acotada
por abajo en (). Entonces V' (z(t)) tiene un limite ¢ cuando ¢ — co. Ademas el conjunto
limite positivo I'* esta en 2, (por que 2 es un conjunto cerrado), y como V' es continua
en Q, V(z) = cen I'*. I'* es un conjunto invariante, y entonces V/(z) = 0 en ['*. De
donde I'" esta en M. Esto implica que z(t) — M cuando ¢ — oo, por lo tanto todas las
soluciones que comienzan en § tienden a M cuando ¢ tiende a infinito. B

El siguiente teorema esta demostrado en [8] pp.15-18.

Teorema de Poincaré-Bendixson generalizado. Sea # = f(z) un sistema en el
plano con un nimero finito de puntos de equilibrio. Si la orbita positiva y*(zo) de

Ty es acotada entonces una de las siguientes proposiciones es verdad:

e El conjunto w(zy) es un simple punto T el cual es un punto de equilibrio y ¢ (zo,t) — &

cugndo t — oo.
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e w(zp) es una orbita periodica [' que puede ser cualquiera de las siguientes dos posibili-
dades:

v (o) = w(xg) =TI 0 si no v (zo) es una espiral que incrementa con respecto de f en un
sentido de I'.

® w(xg) consiste de puntos de equilibrio y orbitas cuyos conjuntos « y w-limite son los
puntos de equilibrio.

A continuacion recordamos el Teorema de la Variedad Central que se utilizo en el analisis
de estabilidad de la linea de equilibrios en el Capitulo 3.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

= Az + f(z,7) (A2.1)
¥ = By+g(Z,7)

donde z € R™ 4 € R*, Ay B son matrices constantes, f y g son funciones de clase C''.
Supongamos que f, g y sus derivadas son iguales a cero en el origen. Supongamos ademas
que todos los valores propios de A tienen parte real igual a cero, y que todos los valores
propios de B tienen parte real negativa. _

Sea 7 = h(Z) una curva, donde h es diferenciable, si § = h(Z) es una variedad invariante de
(A.2.1) se dice que es una variedad central de (A.2.1), si se satisface h(0) = 0y Dh(0) = 0.
El siguiente teorema esta demostrado en [2].

Teorema de la Variedad Central.

a) Existe una variedad central para el sistema (A.2.1), § = h(Z), ||Z]| < ¢ donde h es de
clase C2.

b) Supongamos que la solucion cero de
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' = Aa+ f(a,h(a)) (A2.2)
es estable ( asintoticamente estable) (inestable). Entonces la solucion cero de (A.2.1) es
estable ( asintoticamente estable) (inestable).
c¢) Supongase que la solucion cero de (A.2.1) es estable. Sea (Z(t),7(t)) una solucion
de (A.2.1) con Z(0), %(0) suficientemente pequefios entonces existe una solucion i(t) de
(A.2.2) tal que cuando t — oo
' =a(t)+ O(e ™)

7 = h(a(t)) + O(e ™),

donde «y > 0, es una constante.
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