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“La ciencia es la belleza de nuestra ignorancia”.

Leo Ullman.

Eres

como una gota de manantial

que horada mi existir
v unge mi savia humidificandome.
Como un cachito de belleza terrenal
en que palpito de cara al sol.

Eres

el aire que aromatiza mis pensamientos,
que inhalo y cunde en mis adentros.

el arcoiris de un dia nublado,

el panorama en que quedo presa
cuando pretendo rayos de sol.

Eres

el dulce de todo fruto

que se prodiga a mi avidez.
eres esto y mucho mas.
eres motivo de mi denuedo
de hacer mi marcha

de hacer y ser.

Majka Ullmann.



INTRODUCCION

La teoria de matroides data de la década de 1930°s cuando B .L. van der Waerden [1937]
realiza las primeras aproximaciones acerca de la axiomatizacion de la dependencia lineal
algebraica, pero la persona acreditada generalmente para comenzar la teoria de matroides
fue Hassler Whitney [1935] que en su investigacion que publica en el afio de 1935 utiliza
por primera vez el termino “Matroide”. Whitney trabajo por largo tiempo en el campo de
teoria de gréficas, donde establece muchas similitudes entre las ideas de independencia y
rango en teoria de graficas e independencia lineal y dimension en espacios vectoriales. En
su investigacion Whitney usa el concepto de matroide para formalizar esas similitudes. Sin
embargo, Boruvka [1926] cuya investigacion acerca del algoritmo de Greedy antecede a
van der Waerden y a Whitney, introduce en ésta el termino de “matroide™.

Whitney define a un matroide como una generalizacion abstracta de una matriz y mucho
del lenguaje de la teoria de matroides esta basado en algebra lineal y teoria de gréficas; de
esta ultima, los matroides comparten, en ocasiones, ciertos resultados con un tratamiento
grafico distinto.

Un matroide es esencialmente un conjunto con alguna clase de “estructura independiente”
definida sobre éste. El nombre de matroide proviene de considerar la independencia de las
columnas de una matriz. A su vez, van der Waerden redescubre la idea de un matroide
mientras trataba de formalizar las definiciones de independencia lineal algebraica.

El trabajo de Whitney y van der Waerden fue ignorado por mas de 20 afios, con las
importantes excepciones de S. Maclane [1936] y R. Rado [1942], hasta la ruptura ocurrida
en 1958 cuando W. T. Tutte caracteriza a los matroides provenientes de graficas. Después,
en 1965, J. Edmonds y D. R. Fulkerson [1965], reconocen la importancia de los matroides
en teoria de transversales. Otros que de manera independiente realizaron importantes
contribuciones fueron L: Mirsky y H. Perfect [1967] y Brualdi y Scrimger [1968]. Hasta
entonces, un gran numero de combinatoristas han contribuido en el desarrollo de esta
teoria.

Es frecuente que la terminologia de matroides varie considerablemente de autor en autor.
Mirsky y Perfect [1967] usan “espacio de independencia”, Crapo y Rota [1971] en su
trabajo sobre geometria combinatoria usan “pregeometrias” para “matroide™; Rado [1942]
usa el termino de “funciones de independencia™; Cohn usa el termino de “relacion de
dependencia transitiva”.




El presente trabajo esta dedicado a dar a conocer, de manera general, los sistemas de tipo
especial que llevan el nombre de matroides.

Este trabajo requiere un conocimiento basico preliminar de algebra lineal, estructuras
algebraicas, teoria de graficas y teoria de transversales. Para ello, en el capitulo 1 se
presentan los conceptos y notacion preliminares necesarios para una mejor comprension del
trabajo. Posteriormente se establecen los conceptos fundamentales que caracterizan a un
matroide en los diferentes contextos, los cuales son: la independencia lineal y las base en
los espacios vectoriales, los ciclos en los grafos, la funcién de rango y la cerradura.

En el capitulo 2 se ven las clases de matroides que se generan a partir de la teoria de
transversales y latises. ‘

En el tercer capitulo se explica cuando un matroide es representable y como se realiza esta
representacion, finalizando el capitulo con la teoria dual para matroides.

El capitulo 4 se describen algunas de las aplicaciones que tienen los matroides para resolver
problemas de grafos, redes, transversales y un oraculo para matroides.



CAPITULO 1

DEFINICIONES BASICAS.

Las dos clases fundamentales de matroides que aparecen en los documentos de Whitney
[1935] se originan de matrices y de grafos. En este capitulo se dara, primeramente una
breve inspeccion a conceptos de estructuras algebraicas, teoria de graficas y teoria de
transversales, posteriormente se definen las ideas basicas equivalentes para matroides,
indicando como cada una de ellas, la independencia lineal (proveniente de matrices) y
los circuitos (de las graficas) se asocian naturalmente entre si, y con base en ello definir
un matroide en términos de: bases, rango y cerradura, siendo en conjunto el “sistema de
axiomas” para un matroide.




1.1 NOCIONES PREVIAS

1.1.1 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

En este trabajo, excepto cuando sea indicado todos los conjuntos que se consideran seran
finitos.

Si E es un conjunto, entonces la coleccion de subconjuntos y su cardinalidad sera
denotada por, 2£y |£[ respectivamente. Frecuentemente a lo largo del capitulado cuando
se de un conjunto arbitrario nos interesaremos por los miembros maximal y minimal.

Definicion. Suponga que S es una coleccion de conjuntos. Un elemento X de S es maximal
si no existe un elemento Y en S que sea un superconjunto propio de X. En otras palabras X'
es maximal si X no es subconjunto propio de algin otro elemento de S .

Definicién. Suponga que S es una coleccion de conjuntos. Un elemento X de S es minimal
si no existe un elemento Y en S que sea un subconjunto propio de X . En otras palabras X es
minimal si X" no es un superconjunto propio de algin otro elemento de S.

Si X'y Y son conjuntos, entonces X—Y denotara el conjunto {xeX: x¢Y}. Para conjuntos
X1,X2,....4n, la notacion X)Xz U...UX, también implicara que X,X5,....X, son disjuntos.
Frecuentemente se querra sumar o remover un elemento simple del conjunto X. En tal caso
comuinmente se abrevia X u{e} y X —{e} porXueyX—e.

Campo.

Cuando k = 1, GF(p*) coincide con Z,, el anillo de enteros modulo p. De manera que,
GF(p) tiene como sus elementos a 0,1,..p—1 y la suma y la multiplicaciéon de estos
elementos efectuada bajo modulo p. Cuando k>1, GF(p®), puede ser constituido de la
siguiente forma. Sea h(w) un polinomio de grado k y suponga que este polinomio es
irreducible, esto es, h(w) no es producto de dos polinomios de grado menor sobre GF(p).
Tales polinomios irreducibles sabemos que existen. Considere el conjunto S de todos los
polinomios en w que tiene grado a lo més de k—1 y tiene coeficientes en GF(p). hay
exactamente p opciones para cada una de los k coeficientes de un miembro de S. Por
consiguiente, |s]= p'. Ademss, la suma y la multiplicacion son efectuada bajo modulo
h(w), forma un campo nombrado GF(p").

Ahora usaremos la construccion antes dicha para generar GF(4), la cual no es isomorfica a
Zs. sea h(w) = w> + w + 1. Esto es para mostrar que este polinomio es irreducible sobre
GF(2), y la suma y multiplicacién se muestran en las siguientes tablas para GF(4)



+ | 0 1 w o wtl x1 0 1 W wl

0 0 1 w w1 0 0 0 0 0

1 1 0 wtl w 1 0 0 w w1

w | w owtl 0 | w0 w o owtl 1
w+l lw+l w 1 0 w+l | 0 w1 1 w

Sea £ un campo y considere a secuencia 1,1+1,1+1+1..... en F. Si estos elementos son todos
distintos, entonces se dice que F tiene caracteristica 0.; por otra parte la caracteristica de F
es el entero positivo mas pequeiio p para la cual la suma de p unos es cero. De lo anterior
se desprende que , p es un primo, el subconjunto {0,1.,....,p—1} de F es un subcampo de F
isomorfico a Z,: pa=0 VaeF.

La interseccion de todos los subcampos de un campo F es en si mismo un campo llamado
subcampo primo de F. Si F tiene caracteristica 0, entonces su subcampo primo es 0, el
campo de los nimeros racionales. Si F tiene caracteristica p, cuando p#0, entonces su
subcampo primo es Z,,.

Si F es un campo, entonces F tiene exactamente p' elementos para algiin numero primo p
y un entero positivo k. Claro esta que, para todo p y k, hay un campo unico GF(p")
teniendo exactamente p* elementos. Este campo es llamado Campo de Galois de orden P
Cuando k = 1 coincide con Z, el anillo de enteros modulo p. Asi GF(p") tiene como
elementos 0,1,...,p—1, y la suma y multiplicacién de sus elementos ejecutadas en modulo p.
Los campos finitos que con mayor frecuencia se abordaran son GF(2) y GF(3) los cuales
son % y Z3 . Los elementos de Z; usualmente se escriben como 0,1,-1 .

Un campo finito arbitrario con ¢ elementos se denota por GF(g).

Si F es un campo y r es un numero natural, entonces V(r,F) denota el espacio vectorial r-
dimensional sobre F. Este espacio vectorial también sera escrito como V(r,q) o V{(q). Si F
es el campo finito GF(g) se denota su geometria proyectiva por PG(r,q).

Las matrices I, J;, 0, son, respectivamente la matriz identidad, de todos los unos y de todos
los ceros tamafio rxr. Si {v;,11,....,vs} €s un conjunto X de vectores en un espacio vectorial
V sobre F, entonces { vi,vs,....,v, ) denota el subespacio de ¥ generado por X, que es, el
conjunto de todas las combinaciones lineales de vy,vs,....,v, . La dimensién de V se denota
pordim V.



1.1.2_ALGUNOS CONCEPTOS DE TEQRIA DE GRAFICAS.

Definicion: Una grdfica G es un par ordenado (V(G),E(G)), donde V = V(G) es el conjunto
finito, no nulo, cuyos elementos son llamados vértices y E = E(G) es el conjunto de
elementos llamados arcos o aristas, cada uno de los cuales consiste en un par no ordenado
de vértices.

Para definir los conceptos necesarios nos auxiliaremos de la figura 1, la cual es una
representacion pictorica de una gréfica particular.

Ve
m ey
V2 Q. €7 C V3
€12
€10
€4 €g 4 V7

Figura. 1

El arco es el cual une un vértice con si mismo, es llamado loap. Los arcos ej,e; y e los
cuales unen al mismo par de vértices distintos, son llamados arcos paralelos. El vértice v;
el cual no presenta arcos, es un vértice aislado. Los vértices o extremos del arco eg son v4 y
Vs.

Si ecE(G) y e ={v,v;} donde v; y v estan en V(G), entonces se dice que u y v son vecinos o
adyacentes y e es incidente a u y v. Por ejemplo en la figura 1 es el arco e unico incidente
en v3y vs Una grafica G es simple si esta no tiene loops ni elementos paralelos.

Una grafica H es una subgrdfica de G si V(H) y E(H) son subconjuntos de V(G) y E(G)
respectivamente. Si V’ es un subconjunto no nulo de V(G), entonces G[V’] denota la
subgrafica de G cuyo conjunto de vértices es V' y cuyo conjunto de arcos consiste de
aquellos arcos de G que tiene extremos en V’. Se dice que G[V’] es la subgrafica de G
inducida por V’. Andlogamente, si E’ es el subconjunto no vacio de aristas de E(G),
entonces G[E’] denota la subgrafica de G inducida por E’, que tiene a E’ como su conjunto
de arcos y el conjunto de extremos de los arcos de E’ como su conjunto de vértices.

Sean G, y G dos grafos, su unidn es la grificas con conjunto de vértices V(G ) JV(Gr) y

conjunto de arcos E(G\WE(Gy). Si V(G)) y V(G») son disjuntos, entonces también lo son
E(G)) y E(G2), y G y G7 son llamadas grdficas disjuntos.
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Las graficas G y H son isomérficas, G = H, si existe una biyeccion y=V(G) -V(H)y @
:E(G) — E(H) tal que un vértice v de G es incidente con un arco e de G si y solo si y{v} es
incidente con &{e}. Dos graficas que juegan un rol importante dentro de la teoria de
matroides, y con mucho en teoria de grafos son K5y Kj ;. estas graficas se muestran en la
figura 2.

O @) O
O 0] O
Ks K33
Figura 2

En estas gréficas, K, son llamadas graficas completas de n vértices. K3; es un tipo
especial de grificas denominados bipartitas.

Si el conjunto de vértices de un grafo puede dividirse en dos conjuntos disjuntos V; y V; en
el cual cada arco de & une un vértice de V, con un vértice de V, la grafica se dice ser
grafica bipartita y usualmente de denotan por K, , donde m = ' Vi l y n= AR

Definicién: Sea [S,T] = {(u,v)eE | ueS, veT}. Un conjunto de corte es un subconjunto
CeE de la forma C =[S, T], donde @ #S cV y T\S.

En otras palabras un conjunto de corte de un grafo G es un conjunto de arcos cuya
eliminacién incrementa el nimero de componentes de G, por ejemplo en la figura 3, los
arcos {u,v} y {u,w} forman un grupo de corte.

O

u z

| & LA

w
Figura 3.

Una curva de Jordan es una curva continua en el plano, en la cual sus extremos no se
intersectan a si mismos. Una curva cerrada de Jordan es una curva de Jordan cuyos
extremos coinciden. Si todos los puntos de la curva cerrada son eliminados del plano, los
puntos que restantes son particionados en dos conjuntos abiertos. El teorema de la curva de
Jordan afirma que una linea que une a un punto de esos conjuntos abiertos con un punto
dentro del otro conjunto abierto debe de intersectar a la curva cerrada de Jordan.
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Un camino o trayectoria W en una grafica G es una secuencia finita de arcos de la forma
{v05v|}!{VI’VZ}"'{vn'—lavm}'

Una gréifica es conectada o conexa si cada par de vértices distintos es unido por una
trayectoria; los vértices finales son v, y v; y la trayectoria se dice ser (vo,vi)-frayectoria. En
cualquier grafica G, la subgraficas conectadas maximales son llamadas componentes. El
numero de esos componentes sera denotado por w(G).

Si P es una (u,v)-trayectoria en un grafo G y e es un arco de G que une u a v pero no esta
en P, entonces la subgrafica de G con conjunto de vértices es V(P) y conjunto de arcos en
E(P) U e es llamado un cicle.

Una grifica conectada que no presenta ciclos es un drbol, mientras que la union de los
arboles es un bosque. Evidentemente un grafo es un bosque si y solo si este no tenga ciclos.
Un drbol de expansion o expandide de un grafo conectado G es una subgrafica T de G tal
que T es un arbol y V(7) = V(G),ver figura 4.

Figura 4.

En particular, para todo arbol T
[E(D] = V(D] -1,

Ahora si T es un drbol expandido de un grafica G, entonces:
E(D=V(G)-1.

Una grafica G es planar si puede representarse en un plano de tal manera que los arcos o
lineas no se intercepten, excepto en sus extremos o vértices.

@)

G =K, la grafica planar de K,= G’

Si G es una grafica planar, entonces podemos obtener una nueva grafica G’ de G por una
sucesion de las dos siguientes operaciones:

i) eliminando o restringiendo uno o mas de sus arcos.

13



ii) contrayendo uno o mas de sus arcos, por ejemplo, removiendo un arco e={v,w}
e identificando los vértices v y w, en los cuales todos los arcos que fueron
formalmente incidentes en v y w ahora son incidentes en el nuevo vértice, como
se muestran en la siguiente figura.

O—_\““‘--___ 0"

G 3

/O\e =
O’/"O W

Una grdfica dirigida o digrdfica D es un conjunto no nulo de V(D) de vértices y un

conjunto A(D) de arcos los cuales consisten de un par ordenado (posiblemente idénticos) de
vértices, en el cual, cualquier arco es dirigido de un vértice a otro.

Y

Una trayectoria dirigida es una secuencia (vo,a1,v1,d2,...,Va-1,dn,Vn) donde vo,vy,..,v, son los
vértices y a,,az,...,, son los arcos o flechas, y, paratodo i=1,2,..n, g; une a v;-; con v;.

1.1.3 ALGUNOS CONCEPTOS DE TEORIA DE TRANSVERSALES.

Definicion: Sea E un conjunto finito, y T ={8,52,...,Sm} una familia de subconjuntos no
nula de E. Un Transversal o Sistema de Representantes Distintos (SRD) de T es un
conjunto de m elementos distintos de E escogido de cada uno de los subconjuntos S;. Un
transversal parcial de T es un transversal de cualquier subfamiliade T

Por ejemplo, en la figura 5, la familia T ={S,,S,,S;} de subconjuntos de E ={ab,c,d},
donde S; = {b,c,d}, S; = S3= {a}, no tienen transversal pero el transversal parcial es: &,
{a},{b},{c},{d},{a,b},{a,c} y {a,d}; note que la situacién puede ser representada por una
grafica bipartita en la cual cada arco asocia uno de los S; con uno de los elementos de E
(ver figura 5); entonces un transversal parcial corresponde a un conjunto de arcos, para los
cuales no se tienen vértices en comun.

a

S,
Ob

Sz
c

S;
d

Figura 5.

14



1.2 SISTEMA DE AXIOMAS PARA UN MATROIDE

1.2.1 MATROIDE DE CONJUNTOS INDEPENDIENTES Y MATROIDE DE
CIRCUITOS

Definicion. Un matroide M es un par ordenado (E,I), siendo E un conjunto finito ¢ I
una coleccion de conjuntos de E que satisface las siguientes tres propiedades:

(1) De1

(I12) SiIeI el’el, entonces I'e I.

(I3) Silelhbel y |I|(~€|I;|, entonces existe un elemento e € I; — I, tal que
Iive € 1.

La condicion (I3) es llamada axioma de argumentacion de independencia.

Si M es un matroide (E,I), entonces M es llamado un matreide sobre E. Los miembros de
I son los conjuntos independientes de M y E es el conjunto fundamental de M.
Frecuentemente se escribe I(M) para I y E(M) para E. Un subconjunto de E que no esta
en I esllamado dependiente.

El nombre de “matroide” fue acuiiado por Whitney [1935], porque una de las definiciones
de tales objetos proceden de matrices. Sea A una matriz de mxn sobre algin campo F. Se
denotaran las columnas de A por el conjunto de n-elementos de E e I el conjunto, familia
o coleccion de aquellos subconjuntos X de E para los cuales los conjuntos de columnas de
X son linealmente independientes en W(m,F), donde m es la m-dimension del espacio
vectorial sobre F.

Proposicion. (E,I) es un matroide.

Demostracion. Evidentemente I satisface (I1) e (I12). Se Probara que satisface (I3). Sean /|
e I, subconjuntos linealmente independientes de E tal que ]I. I <|h l Si W es subespacio
de V(m,F) generado por Iyul, entonces dim W, la dimension de W, es al menos |Iz|.
Ahora se supone que /; U e es linealmente dependiente para todo e /> -/, , entonces W esta
en el espacio generado por /;, asi |I; ] <dim W< |1| |€ | L |; que es una contradiccion. Se
concluye que /,—/; contiene un elemento e tal que /;U e € I, esto cumple con (I3).




El matroide obtenido de la matriz A es denotado por M|A]. Este matroide es llamado el
matroide vector de A.

Ejemplo 1.1 Considere las siguientes cuatro matrices A,A»,A3 y Ay, sobre el campo
de R de numeros reales:

abcdef abcdef abcdef 12345
1-10100 530100 121010 10011]

A={00 1-100[,A={002-100}As=[240210|,A=101001
0000-10 000070 360310

todas ellas son diferentes pero A;,A; y Aj tiene propiedades en comin. La ultima columna
en cada una es cero, la primera columna es multiplo de la segunda o viceversa, el vector
cero puede ser obtenido por una combinacion lineal de la tercera, cuarta y de la primera 6

segunda columnas. Mas formalmente, £ = {a,b,c,d,e,f} ¢ I < E es un subconjunto
linealmente independiente si y solo si:

a) felX
b) {ab,c,d} nX, tiene a lo mas dos elementos
¢) {ab}nX, tiene a lo mas un elemento.

En la matriz A4, £= {1,2,3,4,5} e I={@D,{1},{2},{4},{5},{1.2}.{1,5}.{2,4},{2,5},{4,5} }, asi la
coleccién de conjuntos dependientes de este matroide es:

(£33,41,3),{1,4},{2,3}1,(3.4},13,5) VU{XE : | x[> 3}

La familia de conjuntos dependientes minimal es {{3},{1,4},{1,2,5},{2,4,5}}, esto es, todos
los conjuntos dependientes cuyos subconjuntos propios son independientes.

Un conjunto dependiente minimal en un matroide arbitrario serd llamado circuito de M y
denota el conjunto o familia de circuitos de M por C 6 C(M). Un circuito de M que tenga n
elementos también sera llamado un n-circuito.

Evidentemente, como en los ejemplos anteriores, I(M) ha sido definido, y C(M) puede ser
determinado. Andlogamente I(M) puede ser determinado desde C(M); los miembros de
I(M) son aquellos subconjuntos de E(M) que no contienen miembros de C(M). Asi un
matroide M puede ser determinado tinicamente por su conjunto C de circuitos.

Ahora se examinard algunas de las propiedades de C con una vision para caracterizar
aquellos subconjuntos de 2* que pueden ocurrir como el conjunto de circuitos de un
matroide sobre E.

(Cl) @ecC
(C2) SiC;y C; son miembros distintos de Cy Cy cC;, entonces Cy=C;



1.1 Lema. C tiene las siguiente propiedad:

(C3) SiCy G son miembros distintos de C y e ¢ C; NC,, entonces existe un
miembro C; de tal que C; (G, UGy) —e.

Demostracion. Se supone que (C,\JC;)— e no contiene un circuito. Entonces (Cyw(C,) —
eeI. Por (C2) C)— C; no es nulo, asi se puede escoger un elemento f de este conjunto.
Como C; es un conjunto dependiente minimal, C;—f€I. Ahora, se escoge un subconjunto
I de CuC; el cual es maximal con la conveniencia que este contiene a Co— f y es
independiente. Evidentemente feI. Ademas, como C; es un circuito, algin elemento g
de C)no esta en . Como feC,— (; los elementos /'y g son distintos. De aqui

|1 < [(Crue) -t g3 | =l rue | -2 <l (o) - el

Ahora aplicando (I3) a, /; e /> que estan en [ y (C)\u(,) — e, respectivamente. El conjunto
independiente resultante contradice la maximilidad de /

La condicién (C3) es llamada axioma de eliminacion de circuito o axioma de eliminacidn
de circuito débil.

1.1 _Teorema.

Sea E un conjunto y C una coleccion de subconjuntos de E que satisface (C1-C3). Sea I la
coleccion de subconjuntos de E que no contienen miembros de C. Entonces (E,I) es un
matroide que tiene a C como su conjunto de circuitos.

Demostracion. Primero se prueba que I satisface (I1)-(I3). Por (C1) @ no contiene ningin

miembro de C, asi @eI y se cumple (I1). Si / no contiene ningtin miembro de C'y I'cl,
entonces /' no contiene miembros de C. Asi se cumple con (I12).

Ahora se prueba (I3), suponga que /; e L, son miembros de I y [nl<|n|. Se asuma que
(13) falla para el par (/;, [;).Ahora I tiene un miembro que es un subconjunto de /UL y
tiene mas elementos que /;. Se escoge un subconjunto tal /3 para el cual | 1,-I3 | es minimal.
Como (I3) falla, /,-5 es no nulo, asi se puede escoger un elemento e de este conjunto.
Ahora para cada elemento f de 5-I, sea Ty e(/yve)-f. Entonces Ty chVh 'y
|h—7}l < | IL-I | .Porlotanto Ty¢I, asi Tycontiene un miembro Cyde C. Evidentemente /
¢Cy. Ademas eeCy de otra manera Cyc /3 contradiciendo el hecho de que e1I.

Sea g un elemento de 1 — 1. Si Cy | Ii-1 | =@, entonces C, < (13 N 1) we) — g < I;
esto es una contradiccion. Por lo tanto hay un elementp f en C, N | Is-1; | . AhoraeeCyn y,
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asi (C3) implica que hay un elemento C de C tal que C c (CyuUCy) — e. Pero Cy y Cj, son
subconjuntos de /zue y por consiguiente C /s, nuevamente una contradiccion. Y por ello
se concluye que (I3) se satisface.

Por ello, (E,I) es un matroide M.
Los siguientes enunciados son equivalentes.

(1) C es un circuito de M.

(i) CeI y C-xe I(M)paratodoxenC

(ii))  Ctiene un miembro C’ como un subconjunto, pero C” no es subconjunto propio
de C.

(ivi Cec.

Combinando el teorema anterior con el lema 1.1 se genera el siguiente corolario.

Corolario. Sea un conjunto C de subconjunto de un conjunto E. Entonces C es la coleccion
de circuitos de un matroide sobre E si y solo si C satisface las condiciones

(Cl1) Oec

(C2) SiC;y C;son miembros distintos de Cy C; cC>, entonces C;=C:

(C3) SiC;y C;son miembros distintos de C y e c C; NC;, entonces existe un
miembro C;eC tal que C; <(Cy UGy) —e.

Ahora se sabe que los matroides vector son una de las dos clases fundamentales de
matroides. La segunda de las clases consiste de matroides derivados de graficas.

Sea G una gréfica y E su conjunto de arcos o aristas. Sea C la coleccién de conjuntos de
aristas de los ciclos de G donde se renombrara un ciclo o circuito a toda trayectoria cerrada
cuyos vértices tienen grado dos.

Proposicién. C es el conjunto de circuitos de un matroide sobre E

Demostracién. Claramente C satisface (C)) y (Cz). Se prueba que cumple con (C3), sea Cy y
C; los conjuntos de arcos de dos ciclos diferentes de G que tiene a e como arco comun. Sea
u y v los extremos de e. Ahora se construye un ciclo de G cuyo conjunto de arcos esta
contenido en (C,wC5) — e, para i =1,2; sea P, la trayectoria de u a v en G cuyo conjunto de
arcos es C; — e. Comenzando en u, la travesia de P, hacia v siendo w el primer vértice el
cual el siguiente arco de P no esta en P,. Se continua el recorrido P, desde w a v, hasta que
por primera vez un vértice x es alcanzado, este es distinto de w pero si pertenece al camino
P>. Puesto que P; y P; finalizan en v, tal vértice debe existir. Ahora se une el segmento de
P\ que va de w a x con el segmento de P> de x a w. El resultado es un ciclo (ver figura 6), el
conjunto de arcos el cual es contenido en (C;UC5) — e por lo tanto C satisface (C3).
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Figura 6.

El matroide derivado de una grafica G es llamado matroide ciclo, matroide circuito o
matroide poligono. Este es denotado por M(G). Claramente el conjunto de arcos es
independiente en M(G) si y solo si X no contenga el conjunto de arcos de un circuito o,
equivalentemente, G[X], la grafica inducida por X, sea un bosque. Ahora el conjunto
fundamental de M(G) es el conjunto de arcos de G, frecuentemente se referird a ciertas
subgréficas de G tales como ciclos, cuando se hable solo de su conjunto de arcos.

Ejemplo 1.2. Sea G el grafo que se muestra en la figura 7 y sea M = M(G). donde E
e {81,82_83,84,85} y C(M)={{e;} {e,eq} {er,e2,65}) {exeq.es)}. Compa:ando M con el matroide
M]A4] en el ejemplo 1.1, se ve que bajo la biyeccion y de {1,2,3,4,5} a {ej,eze3.64.65)
definida por (i) = ¢;, un conjunto X es un circuito en M[A4] si y solo si y{X) es un circuito
en M. Asi los matroides M[A4] y M tienen la misma estructura o son isomorficos, My = M,
si existe una biyeccion y de E(M;) a E(M,) tal que, para todo X c E(M;), yX) es
independiente en M; si y solos si X es independiente en M.

\

e €4 @e

3

e
Figura 7.

Un matroide que es isomorfico al matroide ciclo de una grafica es llamado grdfico. Asi el
matroide M[A4] del ejemplo 1.2 es grafico. Si M es isomorfico al matroide vector de una
matriz D sobre el campo F, entonces M se dice ser representable sobre F o F-
representable; D es llamada una representacion para M sobre F o una F-representacion
para M. Un matroide es representable o, para algunos autores, mdtrico si este es
representable sobre algin campo. De este modo el matroide M(G) del ejemplo 1.2 es
representable, la matriz A4 es una R-representacion para este.
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En el ejemplo 1.2, el loop e; y el par {e),es}de arcos paralelos dan origen a circuitos en
M(G) de tamaiio uno y dos respectivamente. Apropiandonos de la terminologia de teoria
de graficas, se nombra un elemento e un /oop de un matroide arbitrario M si {e} es un
circuito de M. Por otra parte, si /'y g son elementos de M tales que {f, g} es un circuito,
entonces /'y g son paralelos en M. Una clase paralela de M es un subconjunto maximal X
de E(M) tal que cualesquiera dos miembros distintos de X son paralelos y ningiin miembro
de X es un loop. Una clase paralela es trivial si ésta contiene solo un elemento. Si M no
tiene ni loops ni clases paralelas triviales, entonces M es un matroide simple o geometria
combinatoria.

Cuando se observan ejemplos de matroides con ciertas propiedades, uno no tiende a ver la
coleccion de subconjuntos de un conjunto que satisface a (I1)-(I3). En cambio, uno ve los
matroides correspondientes a ciertas graficas o matrices. En tales ejemplos, la grafica o
matriz provee una manera relativamente facil de presentar la informacion que es necesaria
para determinar un matroide. No todos los matorides son graficos o representables, pero,
como se vera después, otras clases de matroides tienen presentaciones similares. Raramente
uno especifica un matroide por listar explicitamente todos los conjuntos independientes o
todos los circuitos.

Todos los matroides de tres 0 menos elementos son grificos. A continuacion, en listamos
estos matroides. Este no necesariamente es unico. Sin embargo, los cuatro valores de n que
mostramos en la tabla 1 son los tnicos cuatro valores para los cuales existen exactamente
2" matroides no isomérficos. En la tabla 2 mostramos que existen exactamente 17
matroides no isomorficos sobre un conjunto de 4 elementos. Esto es, si f{n) denota el
namero de matroides no isomorfos sobre un conjunto de » elementos, entonces f{n) es
mucho més cercano a 2" que a 2" Esta estimacion se debe a Piff [1973] y a Welsh [1971]
dada por :

n-5/2 log n <log log fin) <n—(1-¢) logn, paratodoe>0.
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Tabla 1.

Matroides con 3 0 menos elementos
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Tabla 2 .

Matroides con 4 elementos
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Se ha visto que un matroide M fijado sobre un conjunto fundamental E puede ser
especificado por una lista de sus conjuntos independientes o por listar sus circuitos.
Evidentemente M puede ser determinado por su coleccion de conjuntos independientes
maximales, en la siguiente seccién, usaremos esta coleccién para obtener la tercera
caracterizacion de matorides.

1.2.2 MATROIDE DE BASES

Una lista de conjuntos independientes maximal en un matroide M, es, claramente, la
manera mas eficiente de especificar un matroide M, que una lista de todos los conjuntos
independientes. Llamaremos conjunto independiente maximal en M a una base de M.
Aqui se vera las bases de un matroide. Mostrando que esos conjuntos tienen mucho en
comun con las bases de un espacio vector.

1.2 Lema. Si B, y B; son bases de un matroide M, entonces |B, I = | B; | .
Demostracion. Suponga que | B,|<|B,|. entonces como B, y B, son independientes en M,

(I3) implica que hay un elemento e de B, —B) tal que BjueeI. Esto contradice la
maximilidad de B), por ello |B| |2|B;|ysimilannente, 32|2|B;|.
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Si M es matroide y B su coleccion de bases, entonces por (I1).
(B1) B noes nulo.
Lema. B satisface la siguiente condicion

(B2) Si B,y B; son miembros distintos de B y xe B; —B,, entonces existe un
elemento y de B,—B, tal que (B, —x) U ye B.

Demostracion. By—x y B, son conjuntos independientes. Por otra parte | B\—x | <|B, |, ahora
por el lema precedente, |B| | - | B, | . Por lo tanto, por (I3), hay un elemento ye By—(B;—x)
tal que (B)-x) vy eI. Evidentemente yeB;-B|. Ademas, como (Bj—x) U y es
independiente, este esta contenido en un conjunto independiente maximal B,’. Por el lema
1.2, | By |=|B,|. Ademas, | B, |=(Bi—x)uy. Asi (Bi—x)u y = By’, esto es, (Bj—x) U y es
una base de M. Con ello B satisface (B2).

La condicion (B2) es el axioma de cambio de base competente a matroides.

1.2 Teorema .

Sea E un conjunto y B una coleccion de subconjuntos de E que satisface a (B1) y (B2). Sea
I la coleccion de subconjuntos de E que estdn contenidos en algun miembro de B.
Entonces (E,I) es un matroide que tiene a B como su coleccion de bases.

Demostracion. B satisface (B1), I cumple con (I1). Ademas, si /e I, entonces / B para
algin conjunto B en B. Asi si /’c I, entonces / 'c B, y esto implica /'e I. Cumpliendo I
con (12). Se comprueba que I cumple con (13), para ello se utilizara el siguiente lema:

1.3 Lema. Los miembros de B son equicardinales.

Demostracion. Se supone que B; y B> son miembros distintos de B para los cuales
|B; |>|Bz| tal que, entre todos los pares, |B1—Bz|es minimal. Claramente B\-B; # @.
Ast, se escoge un x de B|—B;, se puede encontrar un elemento y de B,—B, tal que que (B;—
x)u yeB. Como se ve |(Bi-x)uy|=|B,|>1B:| y |(B: x)uy)-B:|<|B\=B,|. Asi 1a
seleccion de B, y B, es contradictoria y el lema se cumple.

Retomamos la prueba de el teorema, se supone que (I3) falla para I. Entonces I tiene
subconjuntos /; e I> con Ih ] <llg| tal que, para todo e en /»—/, , el conjunto /;—egI. Por
definicién B contiene miembros B y B tal que /;cB, y Boclh. Se escoge un conjunto B
tal que | B, «(,UB;)| es minimal. Por la seleccion de /; € I,
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h-By=h-1, .......... (1)

Ahora se supone que B —(/2UB)) no es nulo. Entonces se puede escoger un elemento x de
este conjunto. Por (B2), hay un elemento y de B>—B,, tal que (B, —x)UyeB. Pero entonces
| (Bi—x)oy)~(1uBy) | <| Bo~(hUBy)| 'y la seleccion B, se contrapone. Con ello
By—(1;B,)) es vacio y Bo—B;= 1, - B). Asipor (1)

B;—B| - fg —1|

Se muestra que B,—(/\B,) es vacio. Si no, entonces hay un elemento x en este conjunto y
un elemento y en B>—B; de modo que (B,—x)uye B. Ahora /juy c(Bi—x)uy asi Ijuyel.
Ahora yeB;-By, lo que implica por (2) que yelh—/; y asi se tiene una contradiccion para
que nuestra suposicion (I3) no sea valida. Se concluye que B;—(/;\uB3) es vacio. De esto
B—B>=1,- L. Ya que el ultimo conjunto esta contenido en /> -/, implica que

Bz—B| C f;—[z ........ (3)

Por el lema 1.3, [Bl |=|Bz|, también IBI—BZ |=|Bl—Bz|. Por lo tanto por (2) y (3),
|1[—f;|2|12 -1 l, asi II. |2’Iz | Esto contradice completamente la prueba que (£, 1) es
un matroide. Claramente B es el conjunto de bases de un matroide, y el teorema es
demostrado.

Corolario. Sea B un conjunto de subconjuntos de un conjunto E. Entonces B es la
coleccion de bases de un matroide sobre E si y solo si este satisface las condiciones:

(B1) B noes nulo.
(B2) Si B,y B;son miembros distintos de B y xe B, —B,, entonces existe un
elemento y de B,—B; tal que (B; —x)uye B.

Ejemplo 1.3. Sea m y n enteros no negativos tales que m < n. Sea E un conjunto de
n-elementos y B la coleccion de subconjuntos de m-elementos de E. Entonces podemos ver

que B es el conjunto de bases de un matroide sobre E. Se denota este matroide por Uy, y
este se llama matroide uniforme de rango m sobre un conjunto de n elementos.

I(Up ») ={ X<E:| X|<m}, vy

%] sim=n
CUnn)= YXE:| X|=m+1} sim<n

Si m = 0 cualquier elemento de U,, , es un loop, mientras que si m = 1, U, , €s una clase
paralela de elementos. Para m 2 2, U,, , es simple. El matroide uniforme de la forma U, , es
precisamente el matroide que no tiene conjuntos dependientes. Se llama a tales matroides
libres.
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En un matroide M, se ha especificado la relacion entre B(M) e I(M), y entre I(M) y C(M).
Notese que B(M) es la coleccion de subconjuntos maximal de E(M) y que no contiene
miembros de C(M), mientras C(M) es la coleccion de subconjuntos minimal que no estdn
contenidos en ningin miembro de B(M).

Ahora se vera las bases en matroides graficos y representables,

Sea G una grafica. Observese primero que, para XcE(G), X es independiente en M(G)
exactamente cuando G[X], la subgréfica inducida por X, es un bosque. De este modo X es
una base de M(G) precisamente cuando G[X] es un bosque y, para todo egX, G[XU e]
contiene un circuito. Cuando G es conectada, X es una base de M(G) si y solo si G[X] es un
arbol de expansion de G. En general, X es una base de M(G) si y solo si, para cada
componente conectado H de G al menos un arco no es loop, HJXNE(H)] es un arbol de
expansion de H.

Ejemplo 1.4. Considere las grificas G y G, de la figura 8. Cada una tiene el
conjunto de arcos {1,2,3,4,5}. Ademas cada M(G,) y M(G;) tiene a {2,3,4,5} como su
unica base. De este modo M(G)=M(G>) aunque G, y G no son isomorficas

O 7 O

G G
Figura 8.

Se abordara brevemente los matroides representables.

Sea A una matriz de mxn sobre el campo F. Las columnas de A generan un subespacio #
de V(m,F) de dimension r. Si B es un subconjunto de las columnas de A, entonces B es una
base de M[A] si y solo si IB|=ry las columnas de B forman una base para W .

Ejemplo 1.5. Sea la matriz A sobre el campo GF(3), de la figura 9. En este caso la
dim W = 2 y las bases de M[A] son todos aquellos subconjuntos de dos elementos
de{1,2,3,4}. Por consiguiente M[A]=U>4 y se dice que es fernaria y esta es representable
sobre GF(3).
1234

1011
[011—1]

Figura 9.

A
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Los matroides ternarios son de las clases de matroides representables mas estudiadas. Otras
dos clases de matroides representables son los binarios y los regulares. Un matroide binario
es uno que es representable sobre GF(2). Un matroide regular es uno que puede ser
representado por una matriz unimodular total, esta es una a matriz sobre R para la cual
cualquier submatriz cuadrada tiene determinante en {0,1,—1}. Algunos autores se refieren a
los matroides regulares como matroides unimodulares.

El hecho de que todas las bases de un matroide son equicardinales da la posibilidad de
definir un matroide en términos de la funcion de dimension de un espacio vector.

1.2.3 MATROIDE EN TERMINOS DE LA FUNCION DE RANGO.

Dos conceptos muy utilizados en algebra lineal son la dimension de un espacio vectorial y
el generado de un conjunto de vectores. En esta seccion y en la siguiente, se introduce la
generalizacion de esas ideas para un matroide.

Sea M un matroide (E,I) y suponga que XcE. Sea I |x ={I c X: Ie1}; entonces es facil
ver que el par (X, I ‘X) es un matroide. Llamemos a este matroide la resfriccion de M por
X o la eliminacion de E-X de M. Este es denotado por M ] X oM \(E-X) o M \X. Es facil
ver que

cM|X)={Cc X: Cec(M)}

Como M| X es un matroide. El lema 1.2 implica que todas sus bases son equicardinales. Se
define el rango r(X) de X, por el tamafio de una base B de M |x y llamamos a este conjunto
B una base de X. Evidentemente  mapea 2 dentro del conjunto de enteros no negativos.
Esta funcion, la funcidén de rango de M, cominmente se escribird como ry y usualmente
cuando se escriba r(M) nos referimos a r(E(M)). Es claro que r tiene la siguiente propiedad

(R1) SiXcCE, entonces 0<r(X)< |X|.
(R2) SiXcYcE, entonces r(X)<nr(Y), ademads,

1.4 Lema. La funcion de rango de un matroide M satisface la siguiente condicion.

(R3) SiX y Y sonsubconjuntos de E, entonces n(X U¥)+ nX NY¥)=rn(X)}+r(Y).
Recordamos que (R3) es la reminiscencia de la identidad:

dim (V+W) + dim(VOW) = dim V + dimW.
que se cumple para espacios vectoriales 'y W donde V+W consisten de todos los vectores

de v+w, donde veV y weW. La desigualdad (R3) se conoce como la submodularidad o
desigualdad submodular.
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Demostracion de lema. Sea By~y una base para XnY. Entonces By~y es un conjunto
independiente en M(XUY). Este es por lo tanto, una base By, yde este matroide. Ahora By y
Xy Bx_ynY son conjuntos independientes en M | x y M| Y, respectivamente. Por lo que

| me'ﬁX|£r{X), y | ByoynY igr(]’).

Asi
FX(Y) 2 | ByoynX |+ ByoynY |
= | (ByoynX) U Broy N |+ (ByoynX) m (ByoynY) I
= | Byorn@@un |+| Byoynxnrl|.
Pero,
Byoy m(XUN=Byoy ¥ BroyN XN Y=Byy.
Por lo tanto r(X)tr(Y) = | Bxor |+ | Byar

= r(Xul) + r(Xnl).

En otras palabras, si 4 < XY es un subconjunto independiente maximal de XnY, se
extiende a A mas alld de XY y asi poder obtener un elemento B ¢ XUY tal que AcBy Bes
un subconjunto independiente maximal de XUY. Con ello, se obtiene que | Brx|+| By
|= | Bl <+ |A | Pero B es independiente, por consiguiente BnX y BnY los son. Entonces,
| Brx| < nX) vy | BAY|< r(Y) esto conduce a que r(X) + HY) <|Bl+|4l|= r(XuY) +
r(XNY); ver el siguiente diagrama:

X ¥
B

/\
T
\/

Continuando el modelo de las secciones anteriores, ahora se establece las condiciones (R1)-
(R3) que caracterizan la funci6n de rango para un matroide.

1.3 Teorema.

Sea E un conjunto y r la funcion que mapea 2E dentro del conjunto de enteros no
negativos que satisface (R1),(R2) y (R3). Sea I la coleccién de subconjuntos X de E para
los cuales r(X)= 'X I . Entonces (E,I) es un matroide que tiene funcion de rango r.

Auxilidndose del siguiente lema, se tiene:
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1.5 Lema. Sea E un conjunto y r la funcién que mapea 2* satisfaciendo (R2) y (R3). Si
X'y ¥ son subconjuntos de E tal que, para todo y en ¥-X, (Uuy) = r(X), entonces
r(XVY) = n(X).

Demostracion. Sea Y-X ={y\)n,....yk}- Si k = 1, el resultado es inmediato. Se asume que
esto es verdadero para k =n y sea k= n +1. Entonces, por induccién y (R3):

r(X) + X) 2 X V{12, 00}) + H(XUYi1)
= r(XU{yny2,.n}) U (XOpni1)) + r((XO100 00 ) N (Xas1))
=r X ViyLy2,...an}) + r(X)
2 r(X) + r(X)

donde el ultimo paso proviene de (R2). Ya que la primera y la ultima lineas son iguales. Se
Concluye que

XU {y1.y2--an }) = 1(X),

y asi el lema se satisface.

Continuando con la demostracion del teorema. Por (R1), 0 < (D) < @ =0, asi (D) < |&|
= De 1, satisfaciéndose (R1).ahora suponga que / €I e I’ c /. Entonces r(/) = | 1]. Por
(R3)

(O I=17) +r(I'n(I=17)) < r(17) + r(1-17),
esto es,

(D) +r@)< i) +r(d-") . (1)
Pero r(I) = 1| y H@) = 0. Ademas, por (R2), {P') <| I’ |y r(I=I") <| I-I'| Por lo tanto, por
W l1l< ry +rg=ry < |2+ =)= 1]
la cual debe cumplirse de principio a fin. Por lo tanto ([’ ) = [1°],estoes, I'e T.

Se prueba que I satisface (I3), para ello supongase lo contrario, esto es, sean /; e > € I con
|nl<|nl y suponga que, para todo e en /\—h, ljve¢I. Entonces, para todo e, r(/ye)
= [ Iyve | . Ahora por (R1),(R2) y el hecho de que /e I. Se concluye esto, para todo e,

[nl+1>rhoey>+rh )= L1, y asi
rhve) =1,
Aplicando el lema 1.5 con X =I; y ¥ =b, inmediatamente se obtiene que r(/;) = r(/; UL).
Perolfl |= r(h) y r(l; vh) 2 r(h) =lb|, con ello ll. |2|I;l; una contradiccion. Se

concluye que I satisface (I3) y por lo tanto (E, I) es un matroide.

Ahora solo falta probar que r es la funcién de rango ry, de M.
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Suponga que XcE. Si XeI, entonces r(X) =| x| y como x es una base de MIX, rdX)
=|x]|. Ahora, si Xe T, entonces r(X) = ridX). Ahora, si Xe¢T y sea B una base para Mlx
Entonces ridX) = | B|. Ademas, Buxg1 para todo x en X-B. Como| B = r(B) < r(Bux)
<|Bux|, asi HBUX) = r(B). Por el lema 1.5, r(BUX) = r(B), esto es, r(X) = r(B) =| B|, de
este modo si X¢ I, entonces r(X) = ri{X). Concluimos que r = ry.

El siguiente corolario es una combinacién del ultimo teorema y el lema 1.4.

Corolario. Sea E un conjunto. Una funcién r :2F & Z* U{0} es la Sfuncion de rango de un
matroide sobre E si y solo si r satisface las siguientes condiciones:

(R1) SiXCE, entonces 0<r(X)< | X |.
(R2) SiXcYcCE, entonces r(X) <n(Y).
(R3) SiXy Ysonsubconjuntos de E, entonces r(X UY)+ r(X NY)=nX)+rY).

Conjuntos independientes, bases y circuitos son faciles de caracterizar en términos de la
funcién de rango; esto queda implicito en la siguiente proposicion.

Proposicion. Sea M un matroide con funcion de rango r y suponga que X cE(M).
Entonces:

(i)  Xes independiente si y solo si | X|=r(X)
(ii) X es una base si y solo si |X|=r{X)=r(M)
(iii) X es un circuito si y solo si X no es nulo y, para toda x en X, r(X —x) = |X| -1

= r(X).

Ahora se especificara la funcién de rango de forma explicita para matroides uniformes,
representable y graficos. En todos los casos suponga que X cE(M).

Si M= U, ., entonces:
Ix1, si [Xl<m
)= m, si |X|2m
Si M= M[A] donde A es una matriz de mxn sobre el campo F, entonces claramente r(X) es
la funcion de rango de Ay, la mx lX | submatriz de A consiste de aquellos columnas de A

que son denominadas por los miembros de .X. r(X) equivale a la dimensién del subespacio
V(m,F) generado por las columnas de Ay .

Ahora sea M = M(G) donde G es un grafica. Primero se determinara r(M). Se supone

inicialmente que G es conectada. Entonces una base de G es el conjunto de arcos de un
arbol de expansion. Por definicion

VD=1 EMD|+1 e (F0)
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de manera que , si G es conectada

M= [V =1 (+1)

es claro que, si G tiene w((G) componentes conectados, entonces

M= VD -wG) (+2)

ahora si X ¢ E(G), entonces

M= VGIXD |- w6y (#3).

Ejemplo 1.6. Sea M = M(G) donde G es la grafica que se muestra en la figura
10(a).Entonces, como G es conectada, (M) =l V(G)|-1= 4. Si X ={4,5,6,7,8}, entonces
una base para este es {4,5,6}, asi r(X) = 3. Vemos en la figura 10(b) que, IV(G[X]) |=4 y
que w(G[X]) =1, asi por (+3), (X) = 3. Si Y = {1,3,5}, entonces | V(G[¥])|=4 y w(G[X]) =
2, |c0n ello (Y) = 2. Finalmente si {1,2}, entonces r{Z) = 0 porque el & es una base para
M|Z

Figura. 10

1.2.4 _MATROIDE EN TERMINOS DE LA CERRADURA.

En un espacio vectorial V, el vector v esta en el generado de {vj,v,,...,v,} si el subespacio
generado de {v,vs,...,va} ¥ {V1,¥2,...,Vs ,v} tiene la misma dimension. Sea M un matroide
arbitrario con conjunto fundamental £ y funcién de rango r, y sea ¢/ la funcién de 2 dentro
de 2% definida para todo X CE, por

cl(X) = {xeE: (Xux) = r(X)}

esta funcion es llamada operador de cerradura de M. Asi dentro del ejemplo 1.6 del
apartado 1.2.3; c(@)={1,2}, cl({1,3,5}) ={1,2,3,5}, y cl({4,5,6})={1,2,4,5,6,7,8}.
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En otras palabras, si M tiene un conjunto de ciertos vectores de un espacio vector entonces
significa que x es generado como una combinacion lineal de vectores en X. Por definicion,
los miembros de X son también considerados como miembros de la cerradura.

Uno de los resultados en esta seccion definira un matroide en términos de su operador de
cerradura. Un resultado preliminar importante es el siguiente lema.

1.6 Lema. El operador de cerradura de un matroide sobre el conjunto E tiene las
siguientes propiedades.

(CL1) SiXcE, entonces X c cl(X).

(CL2) SiXcYCE, entonces cl(X) < cl(Y)

(CL3) SiXcCE, entonces cl(ci(X)) = cl(X)

(CL4) SiXcE y y € cl(Xux) —cl(X), entonces x e cl(X\Uy).

Demostracion. Por definicion (CL1) se satisface. Ahora se probara que se cumple (CL2).
Suponga que X' < Yy xe cl(X)-X. Entonces r(Xux) = r(X). Asi, si By es una base de X,
entonces By es una base de Xux. Por lo que, Yux tiene una base By_x que contiene a By
pero no a x. Ahora, By, también debe ser una base de Y, de este modo r(Yux) = f B,vu,| =
r(Y) y con ello, xe cl(Y). Se concluye que cl(X) c c/(Y), cumpliéndose asi (CL2).

Se probara (CL3), primero se hara notar que, por (CL1), cl(X) c cl(c/(X)). Se actuara de
manera inversa, se escoge un x dentro de c/(c/(X)). Entonces r(c/(X)ux) = r(cl(X)). Pero,
para cualquier y € cl(X)-X, (XUy) = H(X). Asi, por el lema 1.5, r(X) = r(XU(cl(X)-X)) =
r(cl(X)). Ahora r(cl(X)ux)) = r(X). Pero, por (R2), r(cl(X)ux) 2 r(XUx) 2 r(X). Por lo tanto
cl(cl(X)) < cl(X) y (CL3) se cumple.

Para la prueba de (CL4) se necesita usar el siguiente resultado.

1.7 Lema. Si X c E y xeE, entonces n(X) < r(XUx) <r(X) + 1.

Demostracion. Sea By una base de X. Entonces sus bases By y By\Ux son una bases de XUx
y asi r(XUx) es r(X) 6 r(X) +1.

Ahora suponga que y € cl(Xix) — cl(X). Entonces r(XUxuUy) = r(XUx) y r(XUy) # r(X).
De la ultima desigualdad y el lema 1.7, se deduce que r(X\'y) = r(X)+1. De manera que

r(X) +1 = r(XUy) < r(Xuxuy) = r(Xux) < rn(X) +1.
Por lo tanto, r(XUxuy) = r(XUy), con ello se cumple que xe c/(XUy), como se requiere.
Las condiciones (CL1)-(CL4) representan esas funciones que pueden ser el operador de

cerradura para un matroide. La condicién (CL4) se conoce también como propiedad de
cambio de Mac Lane-Steinitz.
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1.4 Teorema.

Sea E un conjunto y cl una funcidn de 2 que mapea a 2" que satisface (CL1)-(CL4). Sea
I=s{XcE: x gcl(Xx), Vx € X}.

Entonces (E,I) es un matroide que tiene operador de cerradura cl.

Demostracion. A priori @€1l, asi se cumple (I1). Ahora suponga /eI e I'cl. Si xel’,
entonces xel y de este modo x¢ cl(/~x). Por (CL2), cl(I-x) contiene a cl(I'-x), por ello x
€ cl(I'-x) de manera que I'e I. Asi I cumple con (J5). Continuando con el resto de la
prueba se necesita del siguiente lema.

1.8 Lema. SupongaXc E y x € E. Si X € I, no asi XUx, entonces x € ci(X).

Demostracion. Como Xux ¢ I, existe un elemento y € XuUx tal que y € cl((Xix)-y). Siy =
x, el lema se cumple. Si y # x, entonces (Xx) -y = (X-y) Ux y y € cl((X~y) wx) -
cl(X-y). Por lo tanto (CL4), xe cl((X-y) Ly) = cl(X).

Retomemos la prueba de que I cumple con (I3). Suponga que /; e /> son miembros de I tal

e |1 [<| L le (13) falla para el par (/,,/;). Se supone, por otra parte que entre todo par,
Thrﬂzles maximal. Se escoge yel, —I; y considere /; —y. También conceda que /| c
cl(l-y). Por (CL2) y (CL3), cl(l,) c cl(l2-y). Como y ¢ cl(l-y), y ¢ cl(]). Por lo que,
porel lema 1.8, J;uy € I y con base en ello se satisface (I3) para el par (/;,55), provocando
una contradiccion. Se concluye que /; no es subconjunto de ci(/>-y) y para cualquier
elemento ¢ de el par (1}, (5—y) \Ut), esto es, para algin xe((5,—y) \wi)-1}, en conjunto /;U €
1. Pero x € I'-1;, logrando asi que (I3) se satisfaga. Esta contradiccién completa la prueba
de que (E, I) es un matroide M.

Ahora se debe comprobar que ¢/ y el operador de cerradura c/y de M coincidan. Suponga
primero que xe€ cly(X)—X. Entonces ry{XUx) = ridX). Sea B una base de X. Entonces Be I
y Bux ¢ I, asi por el lema 1.8, xe ci(B). Pero por (CL2), cl(B) c cl(X). Por lo que x €
cl(X) y asi, chi{X) < cl(X). Probemos la desigualdad de manera inversa. Suponga que
xecl(X)-X. Sea B una base de X. Entonces BuUy¢ I para cualquier y € X-B, asi, por el lema
1.8, X c cl(B). Ahora Buxg¢ I, de modo que B es una base para Xux y rdXix) =|B|=
ri(X). Por ello, xe cly(X) y se satisface que cl(X) < cli(X), por lo tanto c/(X) = ch(X).

Corolario. Sea E un conjunto. Una funcién cl: 2552 es el operador de cerradura de un
matroide sobre E si y solo si esta satisface las siguientes condiciones.

(CL1) SiXcE, entonces X c cl(X).

(CL2) SiXcYcE, entonces cl(X)c cl(Y)

(CL3) SiXcE, entonces cl(cl(X))=cl(X)

(CL4) SiXcE y yecl(Xux)—cl(X), entonces xecl(XUy).
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Si M es un matroide y XcE(M), llamemos a cl(X) la cerradura o el cerrado de X dentro de
M, también se denota por cly(X). Si X = cl(X), entonces X es llamado un plano o conjunto
cerrado de M. Un hiperplano de M, es un plano de rango r(M)-1. Un subconjunto X de
E(X) es un conjunto cerradura o conjunto cerrado de M si cl(X) = E(M).

Ejemplo 1.7. Sea M = M(K5), ver figura 11. entonces M tiene un tnico plano de
rango 0,el vacio (&J); M tiene 10 planos de rango 1, los 10 arcos de K. los planos de rango
2 de M son de dos tipos: los conjuntos de arcos de triangulos, de los cuales hay 10; y pares
de arcos no adyacentes, de los cuales existen 15. Los planos de rango 3 6 hiperplanos son
también de dos tipos: los conjuntos de arcos de las subgraficas K4, de los cuales hay 5; y los
conjuntos de arcos de las graficas isomorficas de la union de una graficas K> y una K, de
las cuales hay 10. Finalmente un solo plano de rango 4, E(Ks).

1.5 Teorema.

Sea E un conjunto. Una funcién r de 2 dentro del conjunto de enteros positivos es la
funcidn de rango de un matroide sobre E si y solo si satisfaga las siguientes condiciones.

(R1y r(2)=0

(R2) SiXcE y xeE, entonces r(X) < n(Xux) < n(X)+1.

(R3)’ SiXcE y xyy son elementos de E tales que r(X ux)=nr(Xuwy)=nr(X),
entonces r(X ux uy) = r(X).
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CAPITULO 11

MATROIDES INDUCIDOS POR LINEAS Y
PUNTOS.

Lo concerniente de esta seccion serd definir un matroide transversal y su homologo bajo
el enfoque de graficas bipartitas, concluyendo este capitulo con la latis de planos de un
matroide.
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2.1 MATROIDE TRANSVERSAL

Edmonds y Fulkerson [1965] probaron que el conjunto de transversales parciales de una
familia finita de conjuntos forman una coleccién de conjuntos independientes de un
matroide, Lo cual fue probado independientemente, y generalizado para conjuntos infinitos
por Mirsky y Perpect [1967].

Sea S un conjunto finito. Una familia de subconjuntos de S es una secuencia finita

(A1,42,....4m), tal que para cada J en {1,2,..,m}, 4; < S. Note que los términos de esta
secuencia, los miembros de esta familia, no necesariamente son distintos. Si J = {1,2,...m},
frecuentemente abreviaremos (4,43,...,4Am) como (4;: jeJ). Un transversal o Sistema de
Representantes Distintos de (A,A3,...,A) €s un subconjunto {ej,es,....en} de S tal que
ejeA;V jel.

Definicion. T es un transversal de (Aj: jeJ) si existe una biyeccién yr J-T tal que
wj)eA; ¥ j eJ. Si XcS, entonces X es un transversal parcial de (4;: jeJ) si, para algin
subconjunto K de J, X es un transversal de (Aj: jeJ).

Otro camino para visualizar un Transversal parcial es usar la idea de emparejamiento o
apareamiento en una grafica bipartita.

Definicion. Si A es la familia (41,A2,...,Am) de subconjuntos de S y J={1,2,...,m}, entonces
el grafo bipartito V[A] asociado a A tiene conjunto de vértices SUJ, y el conjunto de arcos
es {x;: xe§, jeJy xed;}.

Un apareamiento en un grafica es un conjunto de arcos los cuales no tienen vértices en
comun. No es dificil ver que un subconjunto X de S es un transversal parcial de A si y solo
si exista un apareamiento en V[A], en el cual todo arco tiene un vértice en X. Cuando tal

apareamiento existe decimos que X es apareado dentro de J. Ademas, si Jy consiste de esos
vértices de J que interceptan un arco del emparejamiento, se dice entonces que X es
apareado o empatado a Jy .

Ejemplo 2.1. Sea § ={x; x3,....%6}, A1 ={x1,%2,%6}, A2 ={x3,%4,X5,%6}, 43 ={x2,%3} y As=
{x2.x4,x6}, entonces si A =( A4;:1<i<4), V[A], se muestra en la figura 12.

El conjunto {x;x2x3;x,jes un transversal de A, figura 12(a). Para ver esto solo
necesitamos visualizar que {x;1,x42,x33,x24} es un apareamiento en V[A]. Analogamente,
como {xgl,x;3,x2} es un apareamiento en V[A], figural2(b); {xsx2,xs} €s un transversal
parcial de A, figura 12(c). Evidentemente A tiene varios transversales parciales.
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Los problemas Scheduling ¢ asignacion de tareas y trabajadores, nos conduce a considerar
solamente el conjunto de familia de transversales parciales. Y en el capitulo cuatro se vera
una aplicacion de este tipo.

X
I.———-____________‘ ]

X2

x3 Fig. 12(a) en gris un conjunto transversal de A
X4 3

a0 2 Fig. 12(b) un emparejamiento en V[A]

x30 Fig. 12(c) a su vez, es un emparejamiento en V[A]
X4 3 y un transversal parcial de A.

Iso

X6

2.1 Teorema.

Sea A una familia de (A1,A3,...,Am) de subconjuntos de un conjunto S. Sea I el conjunto de
transversales parciales de A. Entonces I es la coleccion de conjuntos independientes de un
matroide sobre S

38




Demostracién. El conjunto vacio es un transversal de la subfamilia nula de A, asi (I1) se
satisface. Ademas, si I es un transversal parcial de A e I'c I, entonces /' también es un
transversal parcial de A, cumpliendo asi con (12).

Se probaré ahora I para (I3). Suponga que /; e /; son transversales parciales de A tal que
|51|<|k|. Entonces, en V[A], hay un apareamiento W, y W> que empata a I, ¢ b,
respectivamente, dentro de J. El color de los arcos W,—W>, Wo—W, y W\nW> son naranja,
azul y negro, respectivamente. Sea W la subgrafica de V[A] inducida por aquellos arcos que
son naranja o azules. Ahora si |1| |=] W|| y |I; =| W2|, existe mas arcos azules que
naranja en W. Ambos, W, y W, son apareamientos, todo vértice en W tiene grado uno o dos.
Todo componente conectado de W es un ciclo o una trayectoria. Ademas, como W es
bipartita, cualquier ciclo es par. Como ningin par de arcos coloreados intersectan a un
vértice, hay igual niimero de arcos naranja y azules en cualquier circuito de W y toda
trayectoria par. Ya que W tiene mas arcos azules que naranja esta debe tener como
componente a una trayectoria impar, P, cuyos primer y ltimo arcos son azules. Sea los
vértices de P, en el orden, v),»,...,v3, claramente v, y v, pertenecen a S'y los otros a J. Se
supone que v;€S. Ya que v; intersecta a un arco azul y no a uno naranja, viel,—/;. Ademas
{vo,va,...vutd ¥ {v3,vs,...,vu-1 }ind,. Ahora se intercambian los colores sobre los arcos
naranja y azules de P dejando el resto de la V[A] sin modificar. En la grafica recoloreada,
hay mas arcos naranja que antes. Todo vértice en I;Uv; es el extremo de un arco naranja o
negro. Ademas, este conjunto de arcos naranja y negro forma un apareamiento. Se concluye
que I Uv, es un transversal parcial de A. Asi (I3) se cumple e I es la coleccion de conjuntos
independientes de un matroide.

El matroide obtenido sobre el conjunto de transversales parciales de A se denotara por
MTA). Su conjunto fundamental fue denotado por § para evitar confusiones con el conjunto
de arcos de una grafo. Si M es un matroide arbitrario y M = M[A] para alguna familia de
conjuntos de A, entonces llamamos a M un matroide transversal y A una presentacion de
M.

Ejemplo 2.2. Sea G, y G, las graficas que se muestran en la siguiente figura:

il . o

G| G2
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Sea 4, = {1,2,7}, 42 = {347} y A3 = {5,6,7}. Entonces si A= (4;1< j<3) y § =
{l}2s3s495)657}; MA] = M(Gl)'

Esta es la grifica bipartita que representa el matroide transversal de la figura G, del
ejemplo 2.2, anterior.

A, A, As
O O
Q9
1 2 3 4 5 6 7

En contraste, M(G>) no es transversal. Pera comprobarlo, se asume lo contrario, esto es,
suponga que M(G;) = M[A’] para cualquier familia de A’ de subconjuntos de
{1,2,3,4,5,6,7}. Como {1} y {2} son independientes pero {1,2}es dependiente, existe un
miembro tnico, 4,’, de A’ que intercepta a {1,2}. Ademas, 4,” contiene a ambos, 1 y 2. De
manera similar, A’ tiene un inico miembro de A4’ intersectando a {3,4} y un miembro A3’
que se topa con {5,6} y esos miembro contiene a {3,4} y {5,6} respectivamente. Como
{1,3},{1,5} y {3,5} deben ser transversales parciales de A’, los conjuntos 4,42’y A3’ son
distintos. Esto implica que {1,3,5} es un transversal parcial de A’; siendo esto una
contradiccién. Se concluye que M(G) es un transversal.

Algunas veces sera conveniente ver los matroides transversales directamente de graficas
bipartitas. Continuando, si V es una grifica bipartita con grupos de vértices S y J, entonces
el conjunto de subconjuntos X de S que son empatados con J es precisamente la coleccién
de conjuntos independientes de un matroide transversal. Este matroide es M[A], donde A
es la familia (4j: jeJ) de conjuntos asociados con V, esto es, 4;= {xeS: xj e E(V)} para
todojen J.

Considere la gréfica bipartita G con biparticién SUJ . el teorema de Hall nos dice:

Teorema de Hall. G tiene un apareamiento que cubre a S si y solo si |N(X) | 2 |X | que
satisface V X S, cuando N(X) denota el conjunto de vecinos de X.

Si el apareamiento no existe, uno puede estudiar aquellos subconjuntos S los cuales pueden
ser cubiertos arcos de puntos disjuntos de la gréfica bipartita. Por ejemplo, considere la
grafica bipartita que a continuacién se muestra en la figura 12(c) en la que los subconjuntos
de S estan contenidos dentro del apareamiento el cual contiene a lo més tres elementos del
conjunto {1,2,3,4}. El mejor subconjunto de para este ejemplo son solo los conjuntos
independientes de el matroide circuito de la grafica de la figura 12(d)
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Considere los matroides que se muestran a continuacion:

M GES

Mientras el conjunto inferior del conjunto de puntos, en color naranja, es considerado el
conjunto fundamental S de nuestro matroide, el conjunto superior, en este caso a y b sera
considerado como el subconjunto 4; de S.

Una representacion para estos es la siguiente matriz sobre el campo R de los reales, donde
las x representa las entradas arbitrarias no nulas.

xxx00
M= 100xxx

2.2 Teorema.

Un transversal M[A] de rango r pude ser presentado por un conjunto A=(A,A3,...As) con
k=r. Por lo tanto los subconjunto A; pueden ser conjuntos de corte de M|A].
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Este teorema menciona que, aunque cualquier matroide transversal M[A] de rango r puede
ser presentado por un conjunto A=(4,,4>...4,) consistente en r conjuntos de corte de M[A]
uno no puede esperar que estos conjuntos de corte formen un sistema fundamental de
conjuntos de corte con respecto a la base de M[A]. Si este es el caso M[A] es llamado
matroide transversal fundamental

QO G O
N 4
\Ol/( 9 ©,0 ,06,00
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2.2 LATISES DE PLANOS.

El conjunto de planos de un matroide, ordenados por inclusién, tiene una estructura
especial y serd generalizada en esta seccién. Esta caracterizacion para matroides ha sido
demostrada por varios autores, ver Birkhoff [1967] y, Crapo y Rota [1971].

Un rasgo que derivara del estudio de los planos en una estructura de orden es que estas
estructuras no son afectadas por loops y elementos paralelos. Iniciaremos por ver una
construccion elemental que remueve loops y elementos paralelos de un matroide. El grafica
simple G~ asociado a G, es obtenido de G al eliminar todos los loops y los arcos paralelos
convirtiendo todos los arcos como arcos simples, ver la figura. 13.

N N/

Figura 13,

Observaciones elementales: v
¢ Elelemento e es un loop de M si y solo si e esta dentro de las bases de M.

e Sie; no es un loop de M, entonces e; es paralelo con e, si y solo si, para cualquier
base B que contenga a e, el conjunto (B—e;) U e; es también una base.

De modo que ninguna base intersecta a un grupo de loops de M. Ahora sea X una clase
paralela no trivial (arcos paralelos) de My, para cada xeX, sea B, el conjunto de bases de M
que contiene a X. Si x y y son elementos distintos de X, entonces B,N\B, = I, pero
{B-x:BeB,}={B-y:BeB, }. Por lo tanto, si se eliminan todos los loops de M entonces, para
cada clase paralela no trivial X, se elimina solo uno de los elementos paralelos. Este
matroide serd de notado por M~ y sera llamado el matroide simple asociado con M.
Formalmente, ¢l conjunto fundamental de M~ es el conjunto fundamental de todas la clases
paralelas de M, mientras que los subconjunto (X;UX3u...UX;) de estas clases paralelas esta
en I(M) si y solo si rnd{XjuXau...uX}) = k. Evidentemente, para la grafica G que tiene
asociada la grafica G, tenemos que (M(G))” = M(G").

Ahora se examinard la estructura del conjunto de planos de un matroide.
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Un conjunto parcialmente ordenado o poset es un conjunto P junto con una relacién
binaria, <, tal que, V x,,z €P, las siguientes condiciones se cumplen.

(P1) x<x
(P2) Six<y y y<x, entoncesx=y.
(P3) Six<yyy<z entoncesx =<z

Los poset abundan en matematicas. Como ejemplo podemos tomar los nimeros reales con
la usual relacién menor o igual que; el conjunto D, de divisores enteros positivos de un

entero positivo n bajo la relacion x < y si x divide a y.

Dentro de un conjunto parcialmente ordenado P, si x< y algunas ocasiones se escribird
como y < x. 8i x <y, pero x+y, escribimos x<y 6 y> x.

Definicién. Si x<y y no hay un elemento z en P tal que x < z < y, entonces decimos que y
cubre ax en P.

Se puede representar a P por un diagrama de Hasse. Tal diagrama es una gréfica simple,
los vértices corresponden a los elementos de P. En esta grafica, si x> y, entonces el vértice
correspondiente a x es un lugar superior al correspondiente a y. Dos vértices x y y estan
unidos por un arco siempre que x cubra a y. En la figura 14(a) y 14(b) se muestran dos
diagramas de Hasse correspondientes al conjunto {1,2,3,4} ordenado por inclusién; y el
otro correspondiente a Dy, el conjunto de los divisores enteros positivos de 24 bajo el
orden de divisibilidad se describen aqui.

240 ON,2,3,4}
/ \ {1,2,3} { 1,2’?:‘;/1’3>b {2,3,4}
AVA
{ {

Figura 14(a) Figura 14(b)



El diagrama de Hasse de la siguiente figura representa un conjunto parcialmente ordenado
D3y de los divisores enteros positivos, y el subconjunto {1,2,3} ordenado por inclusién.
Esos subconjuntos son isomorficos.

Definicion. Dos posets P, y P, son isomorficos si existe una biyeccion y: Pi— P, tal que x
<y cuando y solo cuando ¥(x) < yAy).

Los poset representados en las tres figuras anteriores son ejemplos de ldfises o reticulos.

Definicion .Un reticulo o ldtis es un poset L tal que, para todo par de elementos, el limite
inferior (o infimo) y el limite superior (o supremo) de el par existe.

Definicion. Si x y y son elementos arbitrarios de L, entonces L contiene elementos xvy y
xAy, la union y la intercepcion de x y y, tal que,

(L1)** xvy2x, xvp2y, ysi z2x y z2y,entonces Z2xvy; y
(L2)** xAay<x, xanp<py, ysi z<x y z<py,entonces Z<XA}.

Los diagramas que se muestran en las figuras 14(c) y 14(d) representan conjuntos
parcialmente ordenados que no son latises. En el primero, 2A3 no existen; en el segundo,
2v3 no existen.

7N\

40 50 4

VAV DN|
] o’

Figura 14(c) Figura 14(d).

* * las operaciones v y A son conmutativas y asociativas
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Si M es un matroide, entonces L(M) denotara el conjunto de planos de M ordenados por
inclusién.

Lema. L(M) es un ldtis y, para todos lo planos X'y ¥ de M

XAY=XnY y XvF¥=cl(XUY).
Para definir una latis de planos de un matroide requerimos de la siguiente terminologia.
Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. Una cadena en P de xq a x, es un
subconjunto {xo,xi,..,x,}de P tal que xo<x;<..<x,. La longitud de tal cadena es n, y la
cadena es maximal si x; cubre a x; _; para todo i en {1,2,...,n}. Si, para cualquier par {a,b}
de elementos de P con a< b, todas las cadenas maximales de a a b tienen la misma

longitud, entonces P se dice que satisface la condicidn de cadena de Jordan-Dedekind.

Los diagramas de Hasse de la figura 15 son todos reticulos, pero ninguno es isomorfico a el
reticulo de planos de un matroide.

N o d
Ny O\O/ v

Solamente la figura 15(b) no cumple la condicion de cadena de Jordan-Dedekinnd.

Si el poset P tiene un elemento x tal que, z < x para todo x € P, entonces llamamos a z el
cero de Py se denota por 0. similarmente, si P tiene un elemento w tal que, w 2 x para todo
x € P, entonces w es denominado el uno de P. El primer poset en la figura l4(a) no tiene ni
cero ni uno; el segundo (figura 14(b)) tiene ambos.

Ahora suponga que P es un conjunto parcialmente ordenado que tiene a cero. Un elemento
x es llamado un dtomo de P si x cubre a 0. El rango o talla h(y) de un elemento y de P es la
longitud médxima de una cadena de 0 a y. De este modo, en particular, los atomos de P son
precisamente los elementos de rango o talla uno.

Cualquier reticulo finito tiene un cero y un uno. En particular, para un matroide M, el cero
de L(M) es cl(D), mientras que el uno es E(M).



Definicién. Un reticulo finito L es llamado submodular o semimodular, si este satisface la
condicion de cadena de Jordan-Dedekind y, para todo par x y y de elementos de L

RGO HR(Y) 2 VP FAEAY) oo (+5)

Una ldtis geométrica & reticulo geométrico es una latis semimodular finita en la cual
cualquier elemento es la union de atomos.

2.3 Teorema.

Un reticulo L es geométrico si y solo si ste es una ldtis de planos de un matroide.

Demostracion. Sea M un matroide. Se comenzard por mostrar que L(M) es geométrica, y
para esto, utilizaremos el siguiente lema.

Lema. Si X'y ¥ son planos de un matroide y XC¥, entonces cualquier cadena maximal de
planos de X a Y tiene longitud r(Y)—r(X).

Demostracion. Suponga que Y cubre a X. se quiere demostar que r(Y) = r(X)+1. Como X«
Y, se puede escoger un elemento x € X-Y. Claramente X @& cl(Xux)cX. por lo tanto, ya
que Y cubre a X, debe tener cl(Xix) = Y. Pero, (R2)’, r(cl(XUx)) = r(XUx) < H(X) + 1; por
consiguiente, r(¥)= r(X)+1 como se requiere.

Esta es una consecuencia inmediata del lema L(M) que satisface la condicion de cadena de
Jordan-Dedekind. Ademas, para todos los planos X', h(X) = r(X). Asi, para los planos X'y Y,

h(X) + h(Y) = r(X) + r(Y) 2 (XUY) + (XnY), por (R3);
=r(cl(XUY)) + r(cl(XNY))
= r(cl(XUY)) + h(cl(XnY))
= h(XVY) + h(XAY).

Por lo tanto L(M) es una latis semimodular. Si X es un plano y {b,,b,,....,b,} es una base
para X, entonces
X=cl({b\,by,...b.}) = cl({b1}) v cl({b2}) v...v cl({bn})

Ya que, ci({b;}) es un dtomo, se concluye que todo plano de M es una unién de 4dtomos y,
cl(D) es la union del conjunto vacio de atomos. De este modo L (M) es una latis
geométrica.

De forma inversa, suponga que L es una litis geométrica arbitraria. Si el cero y el uno de L

coinciden, entonces L =L(Upo). Ahora suponga que el cero y el uno son distintos.
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Entonces L tiene un conjunto no vacio de dtomos, si XCE, se define r(X) = h( Viex X). Se
mostrara que r es la funcién de rango de un matroide M sobre un conjunto E cuyas latis de
planos de isomorfica a L. Primero, notemos que r(&J) = 0, esto es, r satisface (R1)’. Ahora
suponga que X < E y eeE. Entonces,

h(X) = h( v x) < h( v x)=r(XUe).
Ademas,
r(Xe) < h(e) — h(( v x)ne) < r(X)+1

De manera que r satisface (R2)’. Finalmente, si X < E y ey fson elementos de E tales que

r(XUe) = r(XUf) = r(X),

entonces
riXveuf)=h v x)

xeXveuf

=B( v ¥v( y !x))

reXu

=h( v x)+h( };;x)—h( y x)Ah( v x)

reX e xeXuf

3'(3')+f(n—h((:xx)=r(X)-

Ahora, r satisface (R3)’ y asi, por el teorema 1.5 (del capitulo I, apartado 1.2.4) r es la
funcion de rango de un matroide sobre un conjunto E.

Para completar la prueba se necesita mostrar que L. y L(M) son conjuntos parcialmente
ordenados (posets) isomorficos. Para hacer esto, sea y:L—L(M) definida por y={xeE: x <
X}. Para y, debemos verificar que {xeE: x < X}es un plano de M. Si no, existe un elemento
yde Etal que y <# X y r({xeE: x<X}uy) = r({xeE: x<X}). Pero, entonces h(( ¥ x)vy) =

h( v x),y por (+5) deducios que y < \» x =.JX; esto genera una contradicciéon. Por lo tanto
x<X reX

w es un plano. Ello, claramente preserva el orden uno a uno. Para mostrar el isomorfismo,
se supone que Y es un plano de L (M). Debemos mostrar que ¥ = y(Y”) cuando Y = v .
ye

Ya que (Y") = {yeE: y<I"}, es claro que y(Y") oY. Por otro lado, si ze y(Y”), entonces z
< v y. Porlo tanto h(( v y)vz) =h( v ), estoes, r(Yuz)=r(Y), conello zecl(¥) =Y.
yel yef vel

De modo que ¥ 2 y(Y"). Se concluye que yes isomorfica. Ahora, L. = L (M)y el teorema
es demostrado.

Ejemplo 2.3. Sea M = M(G) donde G es la grifica que se muestra en la figura 16(a).
Una representacion geométrica para este matroide se muestra en la figura 16(b) y la litis
L(M) se muestra en la figura 17. Es claro ver que el diagrama de Hasse de L(M) puede ser
un tanto desordenado aun si M es relativamente pequefio.
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Figura 16(a) Figura 16(b)

2,3,4,5,6,7}

Teorema.

Una ldtis finita es isomorfica a la ldtis de planos de un matroide si y solo si esta es
geométrica.

Ejemplo 2.4. Sea G, y G las graficas que se muestran en la figura 18. Entonces G,

# Gy y M(G) # M(Gy), pero L(M(G)) = L(M(Gy)).
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Figura 18.
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Figura 18.
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CAPITULO 111

REPRESENTACION GEOMETRICA DE
MATROIDES Y DUALIDAD EN MATROIDES .

En este capitulo se proporcionan las reglas de produccion para representar a un matroide
de rango inferior a 4 y se expone la relacion entre la teoria dual y los matroides.
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3.1 REPRESENTACION GEOMETRICA DE MATROIDES DE
RANGO <3.

Una de los primeros ejemplos para la introduccion a los matroides fue el siguiente. Sea
F un campo arbitrario, V(m,F) el espacio vector sobre F y E el conjunto de vectores de
ese espacio vectorial. Este conjunto permite definir un matroide M = (E,F) como: XCE
es independiente (denotado por XeF) si y solo si la familia de vectores X son
linealmente independientes sobre F.

Por ejemplo los vectores (1,1,0),(1,0,1) y (0,1,1) son linealmente dependientes sobre B,
los cuales forman un matroide uniforme U, ;. Estos mismos vectores son linealmente
independientes sobre Q0 o R formando un matroide libre U/33. independientemente de
escoger el campo, el vector cero corresponde a un loop, vectores paralelos (iguales)
corresponde a elementos paralelos.

Un matroide M = (E,1) es llamado coordinatizable o representable sobre el campo F si
los vectores apropiados de un espacio vector sobre un campo F pueden jugar el rol de £
en la construccion en M. Por ejemplo: U4 es representable sobre R. Considere los
vectores (1,0),(0,1),(1,1) y (1,2) como un ejemplo, pero no sobre B.

abcecd

1011

o112
se puede probar que el matroide Us 4 definido sobre el conjunto E ={a,b,c,d} no puede
ser representable sobre B (GF(2)),.Ya que {a,b} es una base, una representacion podria

VErse como:
ab cd
10pg
01rs
ninguno de los nimeros p,g,r,s puede ser cero (por ejemplo, si p =0, entonces {b,c} no

es independiente).entonces todos ellos deben ser iguales a otro elemento de B, digamos,
iguales a 1. Sin embargo, entonces {c,d} no es independiente.

La representacion de Us 4 es entonces:

Conforme a lo anterior, podemos obtener que U-4 sea coordinatizable sobre otro campo
F diferente de B. Claramente, F tiene al menos un elemento diferente , que sea

diferente de 0 y 1, entonces
ab cd
1011
011¢
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€s una representacion conveniente .

La razon del nombre de representacion es clara; todos los elementos de E corresponden
a vectores (no necesariamente distintos ) y usamos las coordenadas de estos vectores. Si
usamos otra base en el espacio vectorial la representacién o coordinatizacién debe ser
distinta.

Teorema.

Cualquier matroide grafico es representable sobre cualquier campo.

Un matroide es llamado regular si es representable sobre cualquier campo. Por ello los
matroides graficos son regulares. Y por el teorema anterior, también los matroide
cograficos son regulares.

Teorema.

Si un matroide es representable sobre un campo entonces también los serd su dual.

La “representacion” de matroides, es una visualizacion para estos. No todos los
matroides pueden ser “dibujados”, sin embargo es una herramienta muy util.

Considere los matroides M, serd el matroide uniforme U,4 y M; serd el matroide

circuito la grafica de la siguiente figura:

€]
€2 €

€3

Figura 19.1

ambos matroides , representables sobre el campo R. Por ejemplo:

1011 0112
A= |0112 y Ar=| 1-1 21 , ambas representan a M, y
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A=

co -

201
110
001

—_-
e

101
A= (011
000

, ambas representan a M.

Las cuatro vectores columna de A, y los de A’ son muy diferentes, ver la siguiente de
la figura 19.2.

Figura 19.2

Desde el punto de vista de la teoria de matroides ellos acarrean la misma informacion:
tenemos cuatro vectores, dos de los cuales son linealmente independientes y los otros
pueden ser expresados como una combinacion lineal de estos.

Considérese una linea e “en cualquier posicion™ en el plano (e no pasa a través del
origen y no es paralela a cualquiera de los otros vectores).en lugar de nuestros vectores
considérese la interseccion de sus lineas con e (fig. 19.3). Los dos resultados son
esencialmente el mismo: cuatro puntos distintos sobre una linea, ver fig. 19.4. Este
dibujo, no obstante, contiene toda la informacion de M,

e

e

\\ 4 N |2

~

L J

Figura 19.3

Figura 19.4
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Anélogamente, los cuatro vectores de A, y A2’ son diferentes (ver figura 19.5) pero si
tomamos un plano £ “en cualquier posicién” y colocando los vectores consideramos las
intersecciones de sus lineas con E (fig. 19.6) entonces los resultados son esencialmente
los mismos: cuatro puntos distintos, los primeros son colineares como se aprecia en la
figura 19.7. Este dibujo también contiene toda informaci6n acerca de M.

Figura 19.5

th
V|

/] A N
g Bk AT
1 ~E 1 A4
x X
Figura 19.6
@]
O = O
Figura 19.7

En general, estos diagramas son gobernados por las siguientes reglas. Todo loop es
marcado dentro de una insercién sencilla. Elementos paralelos son representados por
puntos que se tocan, o algunos por puntos sencillos etiquetados para todos los elementos
de la clase paralela. Correspondiendo a cada elemento que no es loop ni clase paralela,
hay un punto distinto en el diagrama los cuales no tocan otros puntos. Si tres elementos
forman un
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circuito, los correspondientes puntos son colineales. Asimismo, si cuatro elementos forman
un circuito, los puntos correspondientes son coplanares. En tales diagramas las lineas no
necesitan ser rectas y los planos pueden ser torcidos. Ademas, algunas veces para
simplificar el diagrama, serd mejor listarlos que dibujarlos. Otras veces ciertas lineas con
menos de tres puntos seran marcadas como parte de la indicacion de un plano o como
lineas de construccion. Tales diagramas son llamados representacidn geométrica para el
matroide. No debe confundirse el diagrama con el diagrama de una gréfica.

Intentemos ahora visualizar M(K}). Si escogemos la base {1,2,3}, ver Figura 19.8 entonces
esta puede ser representada por

100a0e
010bcO
0010df

donde a,b,c,de,f nimeros adecuados diferentes de cero. Por ejemplo {1,2,4} son un
circuito ya que la cuarta columna es una combinacién lineal de las dos primeras columnas.
Debemos escoger a = b = ¢ = d = e = f =1, los seis vectores de la figura 19.9 ,y la
interseccion con el plano generado por la representacion se ve en la figura 19.10.

4 s
AN | :
2 2
/ A "/-“’ Y
A *4
1
X
Figura 19.8 Figura 19.9

Figura 19.10



Nuestro proceso fallo ya que escogimos a,b,cde arbitrariamente, a pesar del
requerimiento de

o S

0
¢
d

~ S

ya que {4,5,6} son dependientes en el matroides. Deberia escogerse, digamos, a=b=c =
1,d=f=2ye=-1, entonces los vectores 4,5 y 6 se convierten en coplanares (ver figura
19.11) y los correspondientes puntos colineales (figura 19.12).

El dibujo de la figura 19.12 pudo haberse hecho mucho mas riapidamente si no se
consideran las tres dimensiones. Deberiamos simplemente decir que
{1,2,4},{1,3,6},{2,3,5} y {4,5,6} son los circuitos de 3-elementos de M(K,) los cuales
pueden verse trivialmente como se muestran en la figura 19.8. Una ventaja es que si
necesitamos un matroide con ciertas caracteristicas, entonces tal dibujo puede ser hecho
independientemente de si el matroide es grafico.

&
/!
/!
/ 4! 60
/
31/ 1] 3
N\ J!
/1N 5
1] JIANS
/L 1/ o4y o2
/T1//
! ) N2
N Ty
A
1
X
Figura 19.11 Figura 19.12

Como en teoria de graficas, no necesitamos preocuparnos sobre la posicion actual de los
puntos, aun la “colinealidad” puede no necesariamente ser una linea recta (ejemplo 3.2).



Ejemplo 3.1. El “Matroide Escher” (Brilanski y Kelly 1980) considera el
diagrama de la figura 20(a), las lineas dependientes son {1,2,3} y {1,4,5} y los planos
dependientes {1,2,3,4,5} y {1,2,3,6,7}, y {1,4,5,6,7}. Con las reglas de los diagramas
expuesta anteriormente este diagrama no representa a un matroide sobre E =
{1,2,3,4,5,6,7}. Para ver esto, asumimos lo contrario y sea X = {1,23,6,7} y ¥ =
{1,4,5,6,7}. Entonces r(X) = 3 = n(¥) y r(XUY) = 4. asi, por (R3), n({1,6,7}) = HXNY) <
2. pero 1,6 y 7 son puntos distintos no colineales, asi {1,6,7}=3; es una contradiccion, si
hacemos a 1,6 y 7 colineales como en la figura 20(b); el diagrama resultante representa
un matroide de rango-4.

Figura 20(a)

Figura 20(b)

Ejemplo 3.2. El dibujo que se muestra en la figura 21 es una representacion de
planos proyectivos del conjunto £E={1,2,3,4,56,7}de 7-clementos, PG(2,2).
Interpretando ese dibujo como diagramas sujetos a las reglas propuestas con
anterioridad, no es dificil ver que representa un matroide de rango-3, donde todos los
subconjuntos de 3-elementos son bases excepto {1,2,3},{1,4,7},{1,5,6},{2,5,7},
{3,4,5},{3,6,7} y {2,4,6}.solamente 6 de las 7 “colinealidades” se denotan por lineas
rectas, {2,4,6}esta denotado por un circulo. El plano proyecto proyectivo de 7-puntos es
llamado plano de Fano. El matroide correspondiente, el matroide de Fano, es denotado
por F; o PG(2,2). Este es de fundamental importancia; realmente toda geometria
proyectiva juega un importante rol en teoria de matroides.

1
O

30 Qs
4

Figura 21 (a)
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A continuacién se asignard los vectores unidad para los elementos de la base {1.2,5},
observar la figura 21(a), y se escribird formalmente:

OO -
(= =T ]
—_— o W
o> R B
an ow
~Non o
N Mo

Figura 21(b).

Los ceros de las columnas 4,5 y 6 estan implicando a las lineas {1,2,3},{2,5,7} y
{1,5,6}, respectivamente, y todas las letras son diferentes de cero. La linea {3,6,7}da la
ecuacion generada por el determinante de las columnas 4,5 y 6, o sea, acf + bde = 0.

El punto 4 esta dentro de las lineas {1,4,7},{2,4,6} y {3.4,5} y proporciona las
ecuaciones cz = dy, ez = fx y ay = bx, respectivamente. Este sistema de ecuaciones
homogéneo tiene una soluci6n, diferente de la trivial x = y = z = 0, si y solo si el
determinante de los coeficientes, esto es, acf+ bde = 0.

Ya que ninguno de los acf o bde es diferente de cero, su suma y diferencia pueden ser
simultineamente omitidas solamente si la caracteristica del campo es igual a 2.

- o
——

1001 11

0101101

0010111
Figura 21(c)

La matriz de la figura 21(c) representa al matroide de Fano sobre GF(2).

El diagrama de la figura 22(a) representa el matroide obtenido de F; al eliminar el
elemento 7. Note que no tiene dibujada la linea que vade 3 a 6 ni através de 2 y 5 ni de
1 y 4, aunque {3,6},{2,5} y {1,4} sean los planos de rango-2 de el matroide. Tales
lineas de 2-puntos son cominmente omitidas de ese diagrama que son planos de 3-
puntos.

Visualizar que F;\7 = M(K,), donde los arcos de la grafica K4 son denominados como en
la figura 22(b)

Qu
(a) 6 (b)

30_N0 5 SN

Figura 22
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De la misma manera, F;\2, para el cual una representacion geométrica se muestra en la
figura 23, también es isomorfico a M(Ky). En general F7\x = M(K,) para toda xe E(F7).
Este es uno de los muchos atractivos de F7.

60,

20

Figura 23

Se han dado las condiciones suficientes y necesarias bajo las cuales un diagrama es una
representacion geométrica para un matroide simple de rango menor a cuatro, en el cual
los planos de rango-1, rango-2 y rango-3 corresponden a los puntos, lineas y planos en
el diagrama. Esas reglas son declaradas solo para matroides simples porque claramente
sabemos como reconocer loops y elementos paralelos.

A las reglas postuladas con anterioridad se le suman las siguientes Condiciones de no
degeneracion:

Cualquier linea contienen al menos dos punios.

Todo par de puntos distintos se apoyan sobre una linea

Cualguier plano contiene al menos tres puntos no colineales 'y,

Cualquier conjunio de tres puntos distintos no colineales se constituyen sobre
un plano.

Para un diagrama que tiene menos de un plano la otra condicion es:

® (%]1) Cualquiera de dos lineas distintas interceptan a lo mds en un punto.

Para un diagrama que tiene dos o mds planos hay tres reglas que se suman a las
condiciones de no degeneracion

o (%2) Todo par de planos distintos interceptan (encuentran) a mds de dos puntos
por consiguiente en una linea.

e (%3) Todo par de lineas distintas intersectan en un punto por consiguiente en al
menos un punto y se apoyan sobre un plano comin; y

e (%4) Cualquier linea no constituida sobre un plano ella intercepia en al menos
un punio.
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Ejemplo 3.3. El diagrama de la figura 24 obedece a (%]1) y es por lo tanto una
representacion geométrica para un matroide N. Comparando la figura 24 con la
representacion geométrica para F7 en la figura 21. vemos que {2,4,6} es a la vez
circuito e hiperplano en I, considerando que, en N, este conjunto es una base. Decimos
que N ha sido obtenido de F7 por relajar el circuito-hiperplano {2,4,6}. Esta operacion
puede ser ejercida sobre matroides en general.

1

Figura 24

Proposicién. Sea M un matroide que tiene un conjunto X que es un circuito-
hiperplano. Sea B’= B(M)—{X}. Entonces B’ es el conjunto de bases de un matroide M’
sobre E(M) ademads,

C(MYC(M) —{X}) U{XUe: ec E(M)-X}

El matroide M’ de la pasada proposicion es llamando relajacidn de M. De este modo, el
matroide N de la figura 7 es una relajacion de F7. llamamos a este el matroide no de
JSano y es denotado por F5.

Ejemplo 3.4. Los diagramas de la figura 25(a) y 25 (b) obedecen a (%1) y son
por lo tanto representaciones geométricas para matroides de rango-3. Estos diagramas
son llamados matroide Pappus y matroide no de Pappus, 25(a) y 25(b).; estos provienen
de la configuracion de Pappus en geometria proyectiva.

10,
3
7 Figura 25(a)
4
O\é\ 6
10,
3
7 Figura 25(b)
4
O— &

62



Ejemplo 3.5. La figura 26 contiene otra configuracion familiar de geometria
proyectiva, la configuracion de Desargues 3-dimensional. Los puntos, lineas y planos
obedecen a (%2)-(%4), asi que este diagrama es una representacion para matroide de
rango-4 de 10 elementos. Este diagrama es la representacion geométrica para M(Ks)

Figura 26.

No es de sorprender que los puntos, lineas y planos son frecuentemente usados en
matroides arbitrarios para referirse a planos de rango-1,2 y 3, respectivamente

La eliminacién de un elemento de este puede ser obtenida por la restriccion del punto
correspondiente en el dibujo. Si un elemento x es contraido, el dibujo es proyectado
desde el punto, correspondiente a x, a un subespacio en “cualquier posicion” y de una
dimensién menor. Por ejemplo, la contraccién del elemento 1 de F7 y 6 de M(Ky) de las
figuras 21 y 23, respectivamente, se muestran en la siguientes figuras 27(a) y 27(b). Los
matroides resultantes son grificos, y equivalen a los matroides circuito de las figuras
27(c) y 27(d) respectivamente.

5 O
6 2 /3 7
L~ 5
O/’-_\
.r.’._.-' 4 \

@)— ©

/ 23 6 r) s,p /
Figura 27
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Figura 27.

Las operaciones de eliminacion o restriccion y contraccion de arcos en una grafica
tienen analogias en teoria de matroides.

Como se menciond en la seccion 1.2.3; si M es un matroide sobre un conjunto Ey T es
un subconjunto de E, entonces el matroide restriccion M \T (o tambien eliminacion
MxT) es el matroide sobre T (o eliminacion de M por T) cuyos circuitos son
precisamente aquellos circuitos de M los cuales estdn contenidos en T, similarmente, el
matroide contraccion M ‘T (o M/T) es el matroide sobre T cuyos cocircuitos son
aquellos cocircuitos de M los cuales estdn contenidos en T. Cualquier matroide que es
obtenido de M por la sucesiéon de las operaciones de restriccién y contraccion es
llamado menor de M.

Sea M'T la contraccion de M por T, dada por el matroide:
MIT=(M"D* e, (ddr)
Evidentemente M/T tiene como conjunto fundamental E-T.

La restriccion para matroides es una extension de la operacién de eliminacion en teoria
de graficas:
M(G\T)=MG\T. — .............(ddg)

Ejemplo 3.6. Sea M = M(G) donde G es la grifica planar de la figura 28.
Entonces M(G)/6 = (M*(G)\6)*, donde G* es el dual geométrico de G y cada arco de
G* tienen la misma etiqueta correspondiente a la grafica G. Asi, a partir de (ddr) y
(ddg), M(G)/6 = (M(G*\6)* = M*(G*\6) = M((G*\6)*). Pero, en la figura 28 vemos que
G*\6 tiene como dual geométrica la grafica G/6 que es obtenida de G por encoger o
contraer el arco 6 a un punto. Por lo tanto M(G)/6 = M(G/6). Esto ilustra que la
operacion de contraccién para matroides es una generalizacién de la operacién de
encogimiento para gréficas.



A A

G* G*\6 (G*\6)*

Q

Figura 28. M(G)/6 = M(G/6)

Los dibujos en las figuras 19.4, 19.7, 19.10 y 19.12 fueron obtenidos por una
proyeccion del espacio 2- y 3-dimensional a un subespacio de dimension 1 y 2,
respectivamente. Si tales dibujos corresponden a un matroide representable, una forma
de construir esa representacion para un matroide es el siguiente:

Suponga los matroide M, y M, dados por los dibujos de la figura 29(a) y 29(b),
respectivamente. Imagine sus puntos, por un momento, dentro del espacio de dimension
I- y 2-, respectivamente, y escribimos sus vectores en un sistema de coordenadas
adecuado.

Los vectores son, digamos, (0,1,2,3,4) y [ 01200
00012/, respectivamente.

Entonces sumamos un renglon de unos a estas matrices:
01234 01200
A=l LTI y A= 00012
11111),estas son las representaciones
verdaderas de M; y My, respectivamente.

dQ
Figura 29 (a) Figura 29(b)
2] (@] (@]
a b c

La idea detrés de estos ejemplos es que eliminando el renglon de la matriz obtenemos
la proyeccion de los vectores de un subespacio de dimension k1, ortogonal a el K* eje.
El hecho de que el ¥* renglon contenga elementos no nulos, asegura que el subespacio
(k—1)-dimensional lo sea. ( por ejemplo, ninguno paralelo a cualquiera de los vectores) .
Considere ahora el plano z =1 en el espacio de tres dimensiones de la figura 30. Si P, y
P, son puntos en este plano, sean u, y u; los vectores de OP) y OP,, respectivamente. Si
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v = Muy + Auz es una combinacion lineal arbitraria entonces sus extremos de v
generalmente no estardn sobre el plano, sin embargo, A+ A>=I si lo estardn.

Figura 30.

x

Definicion. Sea {v,,v,...,wx} un conjunto de vectores de V(m,F). La combinaci6n lineal

Z;l Ai vi, donde AyAz,...,Ax € F, se denomina combinacion de afinidad, donde
Z:_’ Ai = 1. Un conjunto {v,vs,....wx}de vectores de V(m,F). Se denominard

independiente de afinidad o independiente de manera afin, si Z:_I Aivi=0 y Z:.. A
=0, por lo que se desprende que A;=0, para todo i =1,2,...n.

Equivalentemente, se define un vector {y;,,....x} dependiente de manera afin si el
conjunto {(v,1),(v2,1),...,(¥s,1)} es linealmente dependiente en V(m+1,F), donde (v;,1)
es la (m+1)-tupla de elementos de F cuya primera entrada es y; y las restantes son las
entradas de 1. Un conjunto de elementos de ¥(m,F) es independiente de manera afin si
este no es dependiente de manera afin.

Proposicién. Suponga que E es un conjunto que representa un conjunto de elementos
de V(m,F). Sea I la coleccién de subconjuntos XeE tal que X es un subconjunto
independiente de afin en ¥(m,F). Entonces (E,I) es un matroide.

Demostracion. Suponga que E representa el conjunto {v;,,...,»x}. Entonces, de la
segunda definicién de dependencia afin, deducimos que (E,I) = M[A] donde de 4 es la
matriz de (m+1)xn sobre el campo F, la i-€sima columna la cual es (v;, .

El matroide (E,I) de la ultima proposicién es conocido como el matroide de afinidad
sobre E, y si M es isomorfico a el matroide decimos que M es afin sobre F.

Ejemplo 3.7. Sea E el subconjunto {(0,0),(1,0),(2,0),(0,1),(0,2),(1,1)} de V(2,R) y
considere el matroide de afinidad sobre E. Los seis elementos de E pueden ser
representados como puntos dentro del plano Euclidiano R? como se ve en la figura 31.
No es dificil visualizar que los conjuntos dependientes de M consisten de todos los
subconjuntos de E con cuatro o mas elementos junto con todos los subconjuntos de 3-
elementos, tales que los correspondientes tres puntos en la figura 31 son colineales.



¥
0,20

(O,I)C (1,1) Figura 31

(0,003 x
(I.Gg) O{2.0)

En general, si M es un matroide de afinidad sobre R de rango m+l donde m < 3,
entonces un subconjunto X" de E(M) es dependiente en M si, en la representacion de X
por puntos en R™, existen dos puntos idénticos o tres puntos colineales, o cuatro puntos
en un coplanares o cinco puntos en el espacio. Por ello, los planos de M de rango uno,
dos y tres son representados geométricamente por puntos lineas y planos
respectivamente. Una representacion geométrica tipica de matroides afines esta dada en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.8. Considere el matroide afin M sobre el subconjunto E de V(3,R)
donde E = {(0,0,0,), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (0,1,1)}. M tiene la representacion
de la figura 32. En esta figura vemos que los subconjuntos dependientes con menos de 5
elementos son los tres planos {(0,0,0,),(1,0,0),(0,1,0),(1,10)}, {(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (0,1,1)},
{(1,0,0),(1,1,0),(0,0,1), (0,1,1)}, asi tenemos un camino de representar geométricamente
matroides afinidad de rango menor a cuatro. El siguiente ejemplo muestra como
extender el uso de este tipo de diagramas para representar matroides arbitrarios de rango
menor a cuatro.

Figura 32 (1,147 /—(0,1.1)
J i

Ejemplo 3.9 El matroide M en el ejemplo 1.1 (matriz A4 del capitulo I, seccion
1.2.1) puede ser representado por el diagrama de la figura 33 en tal diagrama,
representamos un circuito de 2-elementos por puntos que se tocan, y un circuito de tres
elementos por una linea a través de los puntos correspondientes. Los loops los cuales no
pueden ocurrir en un matroide afin, son representados por una insercién como se
muestra.

1 2 3
Figura 33 48 — 05 O

Loops
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3.2 DUALIDAD.

Esta teoria comprende la nocion de ortogonalidad en un espacio vectorial y el concepto
de dual planar de una grifica planar. El concepto de dualidad es de fundamental
importancia en la aplicacién de los matroides a teoria combinatoria y otros contextos.

Teorema.

Sea M un matroide y B¥M)= {E(M)-B: Be B(M)}. Entonces B* es el conjunto de
bases de un matroide sobre E(M).

Demostracion. Para ello nos auxiliaremos del siguiente lema:.
Lema. El conjunto B de bases de un matroide M satisface las siguientes condiciones:

(B2)*. Si B,y B; son miembros distintos de B y xe B ;—B), entonces existe un
elemento y de B|—B; tal que (B;—y)uxe B.

Existe una diferencia entre (B2) y (B2)*.

Primeramente se comprobaré el lema. El siguiente corolario se desprende del teorema
1.2 que se encuentra en el capitulo I, seccién 1.2.2

Corolario. Sea B una base del matroide M. Si ec E(M)-B, entonces BuUe contiene un
circuito unico, C(e,B). Ademas, eeC(e,B).

Cl(e,B) se llama circuito fundamental de e con respecto a B.

Entonces por el corolario anterior, BjUx contiene un circuito unico, C(x, B;). Como
C(x, B,) es dependiente y B, es independiente, C(x, B|) —B, es no nulo. Sea y un
clemento de este conjunto. Evidentemente, y € B1—B,. Ademds, ya que (B1—y)ux no
contiene a C(x, By), este es independiente. Finalmente, como (B;—y) U x igual nimero
de elementos que B, y es independiente, este es una base.

Retomemos la prueba del teorema. Como B(M) es no nulo, B*(M) es no nulo. De modo
que B*(M) satisface (B1). Ahora suponga que B* y B,* son miembros de B*(M) y
xeB\*-B,*. Parai=1,2,sea B; = E(M) -B,;. Entonces, B; eB*(M) y B\*-B>* = B|-B..
Por (B2)*, como x€B,*-B;* hay un elemento y de B|—B; tal que (B,—y) v x €B(M).
Por consiguiente, y €B*-B>* y E(M) — ((Bi—y)ux) € B*(M). Pero, E(M) —((B,—y)ux)
= (E(M)-B,) —x) uy = (B, *—x) Ly. Concluimos que B*(M) satisface (B2). Lo que indica
que B*(M) es el conjunto de bases de un matroide sobre E(M)
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El matroide del pasado teorema, con conjunto fundamental E(M) y conjunto de bases es
B*(M), es llamado dual de M y es denotado como M*. Asi B(M*) = B*(M). Ademis es
claro que:

M*)*=M

Ejemplo . Considere Up,,. Sus bases son todos los subconjuntos de m-elemetos
de un conjunto de n-elementos E. Por lo tanto, B*(U,,) consiste de todos los
subconjuntos de (n—m)-elementos de E y asi

U‘M n = Ul—ﬂ n

Las bases de M* son llamadas cobases de M. Una convencion similar aplica para
distinguir otros subconjuntos de E(M*). Por ejemplo los circuitos, los hiperplanos, los
conjuntos independientes y el conjunto expansiéon o generado (cerrado) de M* son
llamados  cocircuitos, cohiperplanos, conjuntos coindependientes, conjunto
coexpandido o cogenerado de M. Los siguientes resultados muestran una relacion
elemental entre esos conjuntos.

3.1 Proposicién. Sea M un matroide sobre un conjunto E y suponga que XcE.
Entonces

(i) X es independiente si y solo si E-X es cogenerado.
(if) X esgenerado siy solo si E-X es coindependiente.
(iii) X es un hiperplano si y solo si E-X es cocircuito, y.
(iv) X es circuito si y solo si E-X es cohiperplano.

En general cuando atribuimos el simbolo de asterisco denotamos la asociacion con el
dual. Asi, por ejemplo, r* denota la funcién de rango de M* mientras C* denota
conjuntos de circuitos. Evidentemente

M)+ r* (M= EGp) |
Proposicién. Para todo subconjunto X de el conjunto fundamental E de un matroide M,

r*(M) =| X| - r(M) + r(E-X).

Los circuitos de M* son llamados conjunto de corte de M. Ya que cualquier matroide
tiene un dual y este dual es unico se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion. Sea X y ¥ conjuntos de corte en M = (E,(Q). Entonces XY implica que
X=Y. Si X#¥ y ueXnY entonces M tiene un conjurto de corte Z con ZcXUY—-{u}.
Ademas, si B es una base y X un conjunto de corte entonces XN ¥ = &.

El elemento xe E es un puente o lazo en el matroide M = (E,Q) si {x} es un conjunto de
corte en M. Esto ocurre si y solo si cuando x es un Joop en M*. Si ningin x,y €E es un
puente o lazo y {x,y} es un conjunto de corte de M entonces x y y son elementos en
serie en M si y solo si x y y son paralelos en M*.
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Teorema.

Sea C la coleccion de circuitos en el matroide M <(E, Q). entonces un subconjunto X c
E es un conjunto de corte de M si y solo si

(Ctl) X2
(Ct2) |Xn¥|#1,VvYe c.
(Ct3) X es minimal .

3.2.1 DUAL DE MATROIDES REPRESENTABLES.

En esta seccion se explica que el dual de un matroide representable es F-representable al
construir una representacion explicita de M* desde una representacion de M.

Sea A una matriz de mxn sobre el campo F y sea M[A] el matroide vectorial de A.
Entonces M[A] tiene como su conjunto fundamental las columnas de A. Sea M = M[A].
Entonces M permanece sin cambios si se efectia cualquiera de las siguientes
operaciones elementales sobre A.

1 Intercambio de dos renglones.

2° Multiplicar un renglon por un miembro no nulo de F.

3°. Remplazar un renglon por la suma de ese renglon y otro.

4°. Eliminar el renglon cero (a menos que este sea el inico renglon).

5° Intercambiar dos columnas.

6°. Multiplicar una columna no nula por un miembro no nulo de F.

7°. Remplazar cada entrada de la matriz por su imagen bajo algiin automorfismo de F.

Se asume que la matriz A no es nula. Esta, por una secuencia de las operaciones 1* - 5%,
uno pucede reducir A ¢n una matriz de la forma [/ | D] donde /. es la matriz de identidad
rxr y D es cualquier matriz de rx(n—r) sobre F. Evidentemente r = n(M). La matriz
[1; | D] es llamada matriz de representacién estdndar para M. En el siguiente teorema
las columnas de [/, | D] son nombradas, en orden, e|,es,...., como en la figura 30(a) y
que la matriz [ -D"|f,-] tienc sus columnas en el mismo orden, como en la figura 30(b),
con n=>r.

€1€2...€r €pre|€pr42...Lx4 1€2:.€r €r+1€r42...€n

L. | b o' | .

l 1

(@) (®)
Figura 30.
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Teorema.

Si M es el matroide vector de |I. | D), entonces M* es el matroide vector de
[-D" | 1]

3.2 Corolario. Si M es representable sobre el campo F, entonces M* también es
representable sobre F.

Ejemplo. Considere la siguiente matriz A, como se muestra en la figura 31(a) y
31(b). Como se vio en el capitulo anterior, la matriz 31(a) representa el matroide F;
sobre GF(2). Mientras que la matriz 31(b), es una matriz sobre GF(3), que es la
representacion del matroide no de Fano (F7"). Entonces, por el teorema precedente F7*
y (F77)* esta representado por las matrices de la figura 31(a) y 31(b), respectivamente.

o111 0-1-1]
L ol1or1 -1 0-1] &
1101 “1-10]

=} k=t |
(a) (b)
Figura 31.

3.2.2 DUAL DE MATROIDES GRAFICOS.

Si G es una gréfica denotamos el dual del matroide circuito de G por M*(G). Este
matroide es llamado matroide de lazo o algunas veces matroide cociclo de G. Un
matroide arbitrario que es isomorfo al matroide de lazo de alguna grafica G es llamado
cogrdfico. En esta seccion investigaremos los matroides cograficos enfocidndonos
particularmente en la cuestién de cuando tales matroides son gréficos.

Si X es el conjunto de arcos en una grifica G, denotaremos por B\X la subgréfica de G
obtenida por eliminar todos los arcos de X. Si G \X tiene mas componentes conectados
que G, se llamard a X un corte de arco de G. Un arco e para el cual {e} es un corte de
arco es llamado un arco de corte. Un corte de arco minimal también serd llamado /azo o
cociclo de G.

Proposicién. Sea G una grafica. Entonces H es un hiperplano en M(G) si y solo si E(G)
—H es un conjunto minimal de arcos cuya remocion en G incrementa el nimero de
componentes conectados.
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La anterior proposicién nos dice que el complemento de un hiperplano en M(G) es un
lazo o puente en G. Esta, junto con la proposiciéon 3.1 (capitulo III, seccién 3.2)
producen la siguiente proposicion.

Proposicion. Los siguientes enunciados son equivalentes para un subconjunto X de un
conjunto de arcos de una grafica.

(i) X es un circuito de M*(G) ( X también es llamado conjunto de corte de M,
denotado por M = (E,Q)).

(ii) X esun cocircuito o conjunto de corte de M(G)

(iii) X esun lazo o puente de G.

Para una gréfica arbitraria G, los circuitos de M(G) son los conjuntos de arcos de los
ciclos de G, mientras los circuitos de M*(G) son el conjunto de arcos lazo (o conjunto
de corte). Si v es un vértice de G y X es el conjunto de arcos que se interceptan en v,
entonces X es un corte de arco. Si X es corte de arco minimal, llamamos a este un
vértice de lazo de G.

Ejemplo. Si H es la grifica que se muestra en la figura 32, entonces los vértices
lazo son {es},{ei,es} ¥ {€2eses}. Evidentemente, aunque {ei,e2,e3.es} es el conjunto de
se interceptan en v,, este no es un lazo. Ademas, no es dificil ver que M(H) = M*(G)
donde G es la gréfica del ejemplo 1.2 del capitulo I, seccién 1.2.1

Figura 32.

Los matroides del anterior ejemplo tienen la propiedad de que su dual también es
grafico. En la pasada seccién dijimos que el dual de un matroide representable es
siempre representable. Ahora y para finalizar este apartado daremos las condiciones
para que el dual de un matroide gréfico sea grafico. El siguiente resultado indica que
esto no necesariamente ocurre e indicamos como respuesta para este problema la
siguiente proposici6n.

Proposicién. Ningin M*(Ks) o M*(Kj33) es grifico.

Esta proposicion es una reminiscencia del teorema de Kuratowski para gréficas
planares.

Teorema de kuratowski. Una grdfica G es planar si y solo si esta no contiene
subgraficas homeomorficas de Ks y K3 3.

Mas formalmente, una grafica plana G es una grafica dibujada en el plano Euclidiano de

modo que los vértices son puntos en el plano, los arcos son curvas de Jordan, y dos
arcos distintos no se interceptan o cruzan excepto posiblemente en sus extremos. Una
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grafica G es planar si esta es isomorfica a una gréfica plana G’.Bajo esta circunstancia,
tal grafica G’ es llamada encajamiento o incrustacion planar de G.

Las regiones que se forman dentro de la grafica plana se denominan caras de G, mas
estrictamente las podemos definir como sigue: Suponga que P es el conjunto de puntos
del plano que no son vértices de G y no se sitian sobre los arcos de G. Dos puntos x y y
de P estdn en la misma cara de G si existe una curva de Jordan que une a x y . Una
grafica plana tiene exactamente una cara sin fronteras, y se denomina a esta como cara
infinita.

Es fécil ver que las grificas K5 y K33 no son planares pero que cualquier subgrifica
propia de ellas lo es. Y para apreciar mejor esto veamos ¢l siguiente ejemplo.

v\

G

Por ultimo, el siguiente teorema permite establecer cuando una grafica cualquiera G su
matroide de lazo es grafico.

Teorema.

Si G es planar, entonces M*(G) es gridfico.

Para comprender esto y concluir con esta seccion veamos un ejemplo donde se
construye una grifica cuyo matroide ciclo es isomorfo a M*(G). Se ilustra esta
construccion con la figura 33. Las figuras 33(a) y 33(c) muestran la grafica planar de G
y su dual geométrico G*. En (b), G y G* han sido superpuestos o encajados para
mostrar que G* es formado al tomar un vértice por cada cara de G y unir dos de tales
vértices cuando la caras correspondientes comparten un arco. Los arcos de G* son
dibujados como cruces de los arcos correspondientes de G. La grafica G’ en (d) es un
encajamiento diferente de G*.

O 0O Figura 33 (a) G.
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Figura 33 (b)
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3.23 DUAL DE MATROIDES TRANSVERSALES.

Para finalizar este capitulo identificaremos la clase dual de matroides transversales
siendo esta una clase de matroides que se derivan de gréficas dirigidas. Comenzamos
por dar algunos resultados técnicos de matroides transversales.

Sea A una familia (4;: jeJ) de conjuntos y sea M= M[A] . El rango (M) < [3].
3.1 Lema. Sea A una familia de (4,43,...,4m) de subconjuntos de un conjunto E y

suponga que T, un transversal parcial de A, es un transversal de A’ =(A4;,43,...,4),
donde ¢ < m, entonces cualquier transversal parcial de A es un transversal de A’.
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Demostracion. Sea V[A] una grifica bipartita asociada con A. Sea J ={l,...m} y
JS={1,2,....,1}. En V[A], hay un apareamiento de T sobre J°. El color de los arcos de este
emparejamiento es azul. Ahora suponga que hay un transversal parcial maximal de T a
J. Se escoge un apareamiento tal que este intercepte varios vértices de J° como sea
posible, y el color de los arcos de este emparejamiento es negro. Notese que algunos
arcos pueden estar coloreados con ambos colores. Como T'y T) ambos estin en las
bases de M[A], lTi =|7]. Ademas, T} no es un transversal de A’ y por lo tanto,
para cualquier v en J-J, hay un arco negro e interceptando a v. Sea P una trayectoria de
arcos coloreada empezando en v que tiene longitud maxima entre tales trayectorias. El
primero de los arcos en esta trayectoria es e y este e es de color negro. Puesto que
ambos arcos, negro y azules, forman apareamientos, los arcos de P son alternados y
ningtn arco es negro y azul. Sea el ultimo arco de P, /. de modo que f'es azul o negro.
Suponga la forma de la figura 33 (a). Se intercambian los colores sobre los arcos de P.
Entonces, en la nueva coloracién deV[A], todavia los arcos negro emparejan a T sobre
J. Pero este nuevo apareamiento negro intercepta mas vértices de J' que el
emparejamiento negro original; siendo esto una contradiccion. Concluimos que f es
naranja. Asi P tiene mds arcos negro que azules (figura 33(b)). Otra vez intercambiamos
los colores sobre los arcos de P, esta vez se ve a los arcos azules de la gréfica
recoloreada. Ellos aun forman un apareamiento, pero este apareamiento tiene T|+1
arcos. Esto contradice de que T es un transversal parcial maximal de A. Por lo tanto se
finaliza la prueba del lema

1

In TN T, II T In TN T,
f'___A_\ ,—A,____\
(Y — B O D.--9
AR /7 \e (@) ! \e (b)

5 o — :g'

O
In}.'f In JJP ln/J—.,:

negro.

El lema indica que si M es un matroide transversal sobre un conjunto E, cuyos
conjuntos independientes son los transversales parciales de una familia A de
subconjuntos de E, entones A es llamado una presentacion de M, en otras palabras, M
tiene una presentacion A que tiene exactamente r(M) subconjuntos o miembros, y por
consiguiente, r nimero de trayectorias disjuntas {P,: xeX}en una digrifica arbitraria G.

3.4 Teorema.

Sea G una grdfica dirigida con conjunto de vértice V' y sea By un subconjunto de V.
Entonces L(G,Bo) es el conjunto de conjuntos independientes de un matroiode
cotransversal sobre V. Inversamente, dado cualquier matroide cotransversal M sobre
un conjunto V y cualquier base By de M, existe una grdfica dirigida G teniendo
conjunto de vértices V tal que M tiene L(G,Bo) como su conjunto de conjuntos
independientes.
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Para explicar el teorema (D1) nos apoyaremos en la siguiente ejemplo.

Se comienza por introducir nuevos conceptos. Suponga que G es una es una grafica
dirigida o digrdfica y X'y Y son subconjuntos de el conjunto de vértices V. Decimos que
X esta ligado a Y si |x]=|r] y existen | x| trayectorias dirigidas disjuntas cuyo
vértice inicial esta en X'y finaliza en Y, se denota al conjunto de trayectorias dirigidas
por {P,: xeX}. Puede suceder que tales trayectorias consistan de solo un vértice aislado.
Si ZcV, entonces se dice que X esta ligado dentro de Z si X esta ligado a alglin
subconjunto de Z. Ahora sea Bp un subconjunto de V, y se denota por L(G,Bo) esos
subconjuntos de V que estin ligados a By. L(G,By) es el conjunto de conjuntos
independientes de un matroide sobre V.

Sea G la siguiente grifica y G~ la gréfica bipartita construida a partir de G; ver figura
34. Comenzamos esta construccion por hacer una copia disjunta V- de V. Para cada
elemento V de V, se denota por v~ los correspondientes elementos de V™. El conjunto de
vértices de G~ es VUV, Este conjunto de arcos es {ww™: ve V}u{vu": (,v)eE(G)}, los
arcos en negro (lineas punteadas) representan a w~ y los arcos en azul (lineas
continuas) representan a vu .

o! 10___ SR 1~

Q

Figura 34

El siguiente lema sustenta a él teorema (D1) que caracteriza a los duales de matroides
transversales.

3.4 Lema. Suponga que X y ¥ son subconjuntos de V. Entonces X es ligado a ¥ si y
solo si V=X es un apareamiento a V-Y en G".

Ahora bien, se supone que el conjunto {P,: xeX} de trayectorias dirigidas disjuntas en
G liga a X con Y. Se define un mapeo ywde V-1 sobre V-X. Ya que {P.: xeX} son
disjuntas, y sera definido como funci6n uno a uno. Ademds, de las definiciones de G" y
W {y(u)u: u eV =Y} es un subconjunto de E(G") y los arcos de este subconjunto
aparean a V-Xcon V'-Y.
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v, si u esta sobre una de las trayectorias {P,: xeX} y v es su sucesor sobre esta
y(u) = trayectoria.
u, siueV-X pero u no esta sobre ninguna de las trayectorias {P,: xe X}

Tlustraremos la construccion del conjunto de trayectorias {P.: xeX} refiriéndonos a la
figura 34. Se toma el apareamiento en G~ que se muestra en la figura 35(a). Entonces, X'
={126} y V-X={345} y ¥Y={1,5,6} y V' = ¥ ={27,3747}. El color de los arcos
en este apareamiento es azul. Ademds, todos los arcos de color negro vv para veV y
nuestro apareamiento forman la figura 35(b). Como X = {1,2,6} y ¥ ={1,5,6}, | y 6,
ambos estdn dentro de XY, asi P, y Ps consisten en vértices simples 1 y 6,
respectivamente. Por otro lado, P>’ es 227337447557, asi P; es 2345. la figura 35(c)
muestra las tres trayectorias disjuntas PP, y Psen G.

lo

(@) (b) ©
Figura 35.
Ahora, se ejemplificard la operacion inversa. Una vez mds se tomard como referencia
nuevamente a la figura 34. Sea X' = {1,4} y Y= {6,3}. Las trayectorias ligadas X'y ¥ se

muestran en la figura 36(a). Entonces y{17) =2, {27) =6, y{4) =5y y{5) =3, asi el
apareamiento de V™ — ¥ a V—X se muestra en la figura 36(b).

| ]O |~
6/3 s zo/gz~

3 3~

3 4 O @
4 4

o o @] (@]
[10) Q 3.

6
© 60 O 6~
(a) (b)
Figura 36
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Demostracion del teorema. Dada ua grafica dirigida G, se contruye la correspondiente
gréfica bipartita G". Por el anterior lema, es un miembro maximal de L(G,By), si y solo
si V-B es apareado a V' -8By en . Sea (™ la subgrifica de G~ inducida por eliminar
los vértices de By. Entonces V-B es empatado a V'—B" en G, si y solo si B es un
miembro maximal de L(G,By). Pero los subconjunto de B que son empatados a V'-By~
son precisamente las bases de un matroide transversal N sobre V y las afirmacién es
quc las cobases de B son los miembros maximales de L(G,Bo). De modo que L(G,By) es
la familia de conjuntos independientes del matroide cotransversal N* sobre V.

Ahora sea N un matroide transversal sobre V y sea V—B, una base de N. Entonces, por
el lema 3.1, N = M[A] para cualquier familia A de conjuntos que tiene como
transversal a V-B,. Sea V[A] la grafica bipartita asociada con A donde (4;: jeJ). Esta
grafica contiene un emparejamiento V-8B, sobre J. Si jeJy j es unido a v dentro de
¢ste apareamiento, se reetiqueta a j como v . Entonces, para cada u en By, se suma un
nuevo vértice ¥~ a V[A] uniendo este vértice a # y no otros. La grafica resultante es de
la forma (&~ para eualquicr grafica dirigida G. ademds, usando una vez més el lenia 3.4
N* tiene (G, Bg) como su coleccion de conjuntos independientes.

Dada una grafica dirigida G y un conjunto By de su conjunto de vértices, el matroide
que tiene L(G,Bp) como su colecciéon de conjuntos independientes es llamado un
gamoide estricto.

Corolario. Un matroide es estrictamente un gamoide si y solo si su matroide dual es
fransversal.

Ejemplo. Sea G, la gréfica de la figura 37(a) , sca By={1,2,3}. Entonces no cs
dificil verificar que L(G),By) tienen las representariones genmétricas de la fignra 27(b).

lo 4 1
@ 2 0Os ®) 4 6
30 6 QO

Figura 37.

Ya que cualquier matroide uniforme es transversal y tiene un dual uniforme, entonces
todo matroide uniforme es estrictamente un gamoide.

D¢ modo que, por el corolaric 2.2 {capitulo 111, seccion 3.2.1). el dual de un matroide F-
representable es F-reprecentahle cualanjer pamoide estricto es F-representable sobre un
campo suficientemente grande.

Como se mostro en ¢l ejemplo 2.2 ( capitulo 11, seccién 2.1) la grifica planar G que a
continuacidn se itz no os trancyoreal Con 2llp, A{(G*) .no es un gamoide estricto,
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donde G* es el dual geométrico de G (dibujo (b)). Note, sin embargo. que
M(G)=L(G,,By) donde G, es la grifica (c) y Bo ={1,5}. Asi, L(G,Bo) es un gamoide
estricto cuyo dual no es un gamoide estricto de manera que M(G*) es un matroide
transverasl cuyo dual no es transversal.

ﬂ ’ O\.
a 3 o
\}
504—06
G G Gy

El matroide transversal correspondiente a la grafica G* a su vez es un matroide circuito.
Ademads, por el teorema (T2) (capitulo II, seccién 2.1) este podria ser un matroide
transversal fundamental, sin embargo, al proponer a {1,2,3,5} como una base se obtiene
la grifica bipartita que a continuacién se muestra, por consiguiente también {3,4,5,6}
tendria que ser independiente.

/ ?ﬁ%

la matriz representativa de este matroide es:

** 000

00**00
0000 * *
* £ ¥ % ¥ =%

donde los asteriscos representan algebraicamente los transversales independientes. La
representacion geométrica de estc matriz es:
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CAPITULO IV

ALGUNAS APLICACIONES.

En este capitulo, se considera otra caracterizacién para matroides. Lo interesante de esto
es que indica claramente por qué los matroides se aplican naturalmente a problemas de
optimizacién combinatoria.



4.1 ALGORITMO GLOTON PARA MATROIDES.

Se comienza aproximéndonos a problemas de optimizaci6n en gréficas.

Sea G una grafica conectada y suponga que w es una funcion de E(G) en R Se llama a w
una funcion de peso sobre G y, para todo X ¢ E(G), se define el pese w(X) de X por
Z‘d w(X). Para la grafica G y w, el problema es encontrar el arbol de expansién de G

de peso minimo. Por instancia, G podra ser K, donde los vértices de K, corresponden a
poblaciones que son enlazadas por una red ferroviaria y el peso sobre cada arco es el costo
de proveer un enlace directo entre poblaciones correspondientes a los extremos (vértices)
de sus arcos. En este caso, el peso minimo de un arbol de expansion en G corresponde a el
costo minimo de proveer una red ferroviaria que enlace a las n poblaciones.

El algoritmo de Kruskal [1956] resuelve este problema escogiendo un arco a la vez en cada
fase, el siguiente arco e que se escoge es uno de peso minimo tal que

i) e no ha sido previamente escogido
i) e no forma un ciclo con algin conjunto de arcos previamente seleccionados .

Ejemplo 4.1.1 Sea G la grafica de la figura 37 cuyo peso se muestra se muestra sobre
los arcos. No es dificil ver que el algoritmo de Kruskal producira uno de los arboles de
expansion Ty, T2 y T3. Los cuales son obtenidos tras haber escogido dos arcos de peso igual
a tres.

Tl
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Figura 37.

El problema de arbol de expansién de peso minimo es un caso especial del siguiente
problema de optimizacion (Bixby 1981). Sea [ la coleccién de subconjuntos de un conjunto
E 'y suponga que [ satisface (I1) e (I2). Sea w la funcién de E en R. Como antes, definimos
el peso w(X) por todo subconjunto no nulo X de £ por:

w(X)= ng W(X)  donde w(D)=0.
El problema de optimizacion para el par (I,w) es el siguiente:

(%S5) Encontrar un miembro maximal B de [ de peso méximo.

Se llama a este conjunto B una solucién para este problema. Si se remplaza la funcion de
peso w por su inverso y se resuelve el problema de optimizacién para ( ,—w), entonces se
obtiene un miembro maximal B’ de [ para el cual w(B’) es minimo. Por lo tanto, siendo [ la
coleccion de conjuntos independientes en M(G) donde G es un grafo conectado, vemos que
el problema del 4rbol de expansion de peso minimo es un caso especial de (%5).

El algoritmo Glotén (de Greedy ) para el par (I,w) es:

(i) conjunto Xp=@ y j=0.

(i)  Si E-X; contiene un elemento e tal que X;Ueel, escogiendo un elemento e;+ de
peso maximo, sea Xj+ = X;\U e;+1, eir a (iii); sinoira (iv).

(iii)  Sumar 1 a j, e ira (ii).

(iv)  Parar,

4.1 Lema. Si (E, ) es un matroide M, entonces Bs es la solucién del problema de
optimizacion (%5).

Demostracion. Si r(M) = r, entonces Bg ={ey,es,..,6,} ¥ B es una base de M. Sea B otra
base de M, se dice que B ={/},/2,..../r} donde w(fi) = w(f3) 2....2 w(f;). Para probar 4.1 se

utiliza el siguiente lema que muestra que Bg no solo es una base de peso maximo de M.

Lema . Si 1 <j < r, entonces w(e)) = w(f)).
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Demostracion. Se supone lo contrario y sea k el entero menor para el cual w(ex) < w(fz). Se
toma /;={e1,e2,..ex1} € b={fifo..fi}. Ahora | I}|<| k], (13) implica que 1Uf; € [ para
cualquier f; € L-1,. pero w(f;) = w(fi) > w(ei). Dentro del algoritmo Glotén se tiene que
escoger a f; en vez de e;. Esta contradiccion completa la prueba del anterior lema y con ello
del lema4.1.

De la combinacion de los dos lemas anteriores, se deduce que el algoritmo de Kruskal
produce un arbol de expansion de peso minimo en una grafica conectada G. Se remarca asi
que si G tiene » vértices, un arbol de expansion de G tiene n-1 arcos .

Teorema.

Sea | una coleccion de subconjuntos de un conjunto E. Entonces (E,l) es un matroide si y
solo si | cumpla con las siguientes condiciones:

() el

(I12) Silel el’el,entonces I'el

(G) Para toda funcién de peso w: E—R, el algoritmo Glotén produce un
miembro maximal de [ de peso méximo.

La prueba del altimo teorema ha sido publicada por numerosos autores. Pero el primero en
utilizar el termino de “matroide™ fue Burovka en el afio de 1926, precediendo tanto a van
der Wearden y a Whitney.

Demostracion. Si (E,f) es un matroide, entonces (I1) e (I2) ciertamente se cumplen, por el
lema 4.1, también se satisface (G). Ahora suponga que [ satisface (I1, (I12) y (G). Se probara
ahora que [ satisface (I3). Para ello asuma lo contrario, esto es, suponga que /; ¢ [ son
miembros de [ con Ih |~<|Izi tal que [jwe ¢l para todo e € h—1).

Ahora |-k |<|b-1| e I—1) no es vacio, se puede escoger un miembro positivo € tal que

0<(+e) | 1-kl<|B-11.
Se define w :E—R por

2, siee 1Nk
we)= | U|nh-hl, sige —h
(+e) |b-L|  siee b1,

0 c.0.C.
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Entonces el algoritmo Glotén primero toma todos los elementos de /jn\/> y todos los
elementos de /;—/ . Por suposicion , no se puede tomar cualquier elemento de /,—/; Asi los
elementos restantes de Bg estaran dentro de £—(/;wi;). De este modo

w(Bg) = 2| b |+ -1 (/| 1-k1)
= 2| hBl+1ve. )

Pero, por (1), I> esta contenido en un miembro maximal de /; de [ y

w(lh)2w(h)=2| hob|+|h-b|[(1+e) /11, 12|]
=2| nh|+1+e. ORI )}

De (2) y (3), se deduce que w(h) > w(Bg), esto es, el algoritmo Gloton falla para la
funcién de peso. Esto contradice completamente la prueba del teorema.

Ejemplo 4.1.2 para una gréfica dirigida. El teorema afirma que una base maxima
lexicograficamente no solo tiene peso maximo, si no que la base es mas pesada elemento a
elemento que cualquier otro conjunto independiente, es decir, si B es una base maxima
lexicograficamente e [ es un conjunto independiente conjunto el peso del elemento k mas

pesado de B es al menos igual al elemento k¥ mas pesado de I, esto se cumple parta
cualquier £.

Propésito
Determinar el conjunto maximo lexicograficamente en un matroide M = (E,[).

Debemos seleccionar los elementos en orden de acuerdo al peso, descartando los elementos
que no satisfagan la independencia lineal del conjunto hasta ahora determinado.

Algoritmo Glotén

Begin
=0

While £ do

Begin
Sea ee E cuyo peso sea maximo ;

Then E = E(e)
If I+eelthenl=1+e

End;
End.

86



Dada la grafica dirigida D = (V,E) y un peso w(e) se puede encontrar una base B de peso
maximo. donde B es una base de si y solo si dos arcos de B no tienen el mismo nodo

terminal.

Al aplicar el algoritmo se obtiene:
1%, Iteracion:

I={{43}}

w(e) = (8)

E=E-1=E-{(4,3)}
2%, Iteracion

1={{4,3}.{2,4}}
w(e) = (8),(7)
E=E-1I=E-{(43),24)}

32, Iteraciéon
1={{4,3},{2,4},{1,2}}
w(e) = (8),(7),(7)
E=E-I=E-{(4,3),(2,4).,(1,2)}
4. Iteracion
1={{4,3},{2,4},{1,2},{3,5}}
w(e) = (8).(7).(7).(6)
E = E-I=E-{(4,3),(2,4),(1.2),(3,5)}

5% Iteracion

I1={{4,3},{2,4},{1,2},{3,5}.{2,1}}
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w(e) =(8),(7).(7),(6),(5)
E = E-I= E-{(4,3),(2,4),(1,2),(3,5),(2,1)}

1 |5
[n
6
7 3B
2 7 4
8

Solucién optima.

4.2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION DE TAREAS
Y TRABAJADORES .

La siguiente aplicacion, se debi6 a Gale [1968], y es para matroides transversales. Suponga
un cierto conjunto de trabajadores que han sido asignados en orden de importancia y
queremos encontrar los trabajos de cada combinacién de trabajadores a quienes se califico
por desempefio en alglin subconjunto de trabajos. También asumimos que los trabajos son
simultaneos asi que ningln trabajador puede ser asignado a mas de un trabajo. En general,
no sera posible ocupar todos los trabajos, asi que buscamos el camino de escoger el
conjunto de trabajos para ser ocupados esto es relativamente optimo para el orden de
prioridad sobre los trabajos.

Antes de explicar la optimalidad en este contexto, describiremos una reformulacion del
problema en términos de matroides.

Sea S el conjunto de trabajos y Y el conjunto de trabajadores. Para cada y € Y, sea 4, el
conjunto de trabajos que el trabajador y esta calificado para desempefiar. Sea A = (4,:
yeY). Evidentemente el nimero maximo de trabajos que pueden ser dados simultaneamente
es de tamaifio de un transversal parcial mayor A, o equivalentemente, el rango de M[A].
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Ahora sea p: S—R la funcion que corresponden al orden de prioridad de los trabajos, un p-
valor inferior correspondiente a la prioridad superior por trabajo. Una asignacién de
trabajos es una base de M[A). Sea B la asignaci6n de trabajo {x;.x.....x,} donde p(x)) < p(x2)
<...< p(x,). Entonces B es llamado dptimo si, para cualquier otra asignacion de trabajos
{z1,22,....z;} tenemos p(x;) < p(z,) para todo i € {1,2,...,r}. Si definimos [ como la coleccion
de conjuntos independientes de M[A] y w = —p, entonces, por el lema 4.1 el algoritmo de
Greedy aplicado a el par (f,w) encontrara la asignacion de trabajos optima.

Ejemplo 4.2.1 En grafica bipartita de la figura 38, {y;)2.y3.v4} corresponden al
conjunto de trabajadores, {x;,x2,x3,%4,Xs5.%6} €s el conjunto de trabajos y dos vértices son
unidos cuando el correspondiente trabajador puede desempeiiar un trabajo determinado.
Suponga que el orden de prioridad es p(x|)<p(x;)<...< p(xe). Entonces no es dificil de
verificar que la Unica asignacion de trabajo 6ptima esta dada por {x;.,x2,x4.%6} .

x.‘\

B
X2 .

»n
X3
X4 / V3
Xs O

Ya
Xg .

Figura 38.

Se remarca que, dentro del problema de asignacion de trabajadores y tareas (o problema
Scheduling), el algoritmo de greedy encuentra una solucién base optima para el
correspondiente matroide transversal. Sin embargo, no podemos escoger al mismo tiempo
los trabajadores para los trabajos en esta base optima. Como ejemplo suponga que la figura
39 representa un problema tal con trabajadores y; y y» y trabajos x; y x; tal que p(x;) <
p(x2). Entonces el algoritmo de Greedy escoge x) en primer lugar y x; segundo. Pero, si y,
esta asignado a x;, entonces y; no puede ser asignado a x;.

X1 o)’I

X2 Y2
Figura 39.
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Ejemplo 4.2.2 para graficas bipartitas.

Para ello se citaran algunos teoremas y/o resultados que fueron demostrados por
Omainia[1987].

Considere una grafica bipartita G = (U,V,E) de la figura 40. Si M = (E, R) es un matroide,
entonces cualquier conjunto maximal independiente es maximo, es decir, una base de M es
un emparejamiento de maxima cardinalidad.

Figura 40.

Sin embarguen la anterior figura se muestra una grafica bipartita donde el apareamiento
24,9 no es de cardinalidad méaxima. Esto se debe a que una grafica bipartita no es
propiamente un matroide propiamente, pero es la interseccion de dos matroides particion.

Teorema.

Sea E un conjunto finito y P = (E},E,...,E,) una particion del conjunto E. Un subconjunto |
de E es independiente si y solo si no existen dos elementos de | en el mismo conjunto de P, es
decir, (1 ,Ej) < 1 j =l,...p. Entonces Mp = (E, I) es un matroide llamado particion.

Considere una grafica bipartita G = (U, ¥, E). Sea P, una particién de £ que define una
relacion de incidencia en los nodos de U y sea P la relacion que define la incidencia en V.
Al considerar estas particiones se puede establecer el teorema que relaciona el problema de
apareamiento maximo con la interseccién de matroides.
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Teorema.

Sea M; = (E, I) y M = (E, ) las matroides particion determinadas por las particiones P y
P; respectivamente, entonces un subcojnuto de E es un apareamiento en I si y solo si es la
interseccion de M, y M.

Ejemplo. Considere la grafica bipartita del ejemplo anterior( figura 40) entonces las
particiones son:

Pr={{9,68} {23} {1}{4.5}{7}}
Py={{9,7}{6,4.3}{8.5}{2,1}}

Definicion. El problema de apareamiento maximo, consiste en determinar un subconjunto [
independiente en la interseccion ;" J; cuya cardinalidad sea maxima.

Teorema (apareamiento maximo en graficas bipartitas).

Un apareamiento es mdximo si y solo si no contiene una cadena alternate y aumentante
entre todo par de vértices.

Se cualquier subconjunto independiente en M; y M,, se desea construir una sucesion
aumentante respecto a I, de la siguiente forma.

Definicion. Sea [ la interseccion de dos matroides M= (EJ)) y My = (E,};) y sea S =
(ey1,€2,...,¢5) una sucesion de elementos diferentes, donde e; e E-/ para i impar. Sea S
(ey,....e;) para i <s. Se dice que S es una sucesion alternate respecto a [ si:

]

I- e el.
Il- Para cualquier i par, c/(/ ® S;) = cl(I @ e)), entonces I ® S; el
III-  Para cualquier i impar, c/(] ® S,) = cl(I ® e,), entonces I ® S;€l,

Definicion: una sucesion es aumentante respecto a I, si cl(S) es impar e [ ® Se b.

Ejemplo 4.2.2 (continuacioén).Considere la grafica de la siguiente figura 41 y el
apareamiento [ ={2,4,9}

a) I+1={1249}¢l,
b) I+1-2={149}eh

¢) I+1-2+3={1349}elinb
d) I1+1-2+3-4={139}el,nh
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e) I+1-2+3-4+5={1,3,59}elnh
De lo anterior obtenemos S ={1,2,3.4,5}

De a) se obtiene I).

De b) vy d) se obtiene [ @ S,./ @ S, €l,, la condicion II), y

De ¢) y e) se obtiene / @ S3, /® Ss € /), condicion III).

Por ultimo de e se observa que / @ Se/> por lo que S, ademas de ser alternante, se
dice ser aumentante.

*® & o 9

)

’ O
O 3

O

O

i o)
e

5 O
0O

Figura 41, sucesion aumentante respecto a |

Con esto se establece el problema de apareamiento de graficas bipartitas en términos de
interseccion de matroides particion. Por ello de las definiciones anteriores se concluye que
si una interseccién admite una sucesioén aumentante esta no es de cardinalidad maxima. De
este modo se debe construir una grafica denominada frontera cuyos nodos son los
elementos de [ 'y los arcos del apareamiento en G = (U,V.E)

Definicion: Sea la grafica frontera GF(f) inducida por la interseccion [ una gréfica bipartita
y dirigida obtenida de la siguiente forma:

e Para cada ¢, € E-I tal que ¢, € ¢li(l) existe un arista dirigida (e,.e;) a cada e; de
Cecl-¢,; , donde C, gecl es el circuito unico de [+e; en M;; si e; cgech(l)
entonces ¢, es una fuente en GF{([)

e Para cada ¢; eE-/ tal que e; ecgchy(J) existe un arista dirigida (ei, ef) a cada e, de
Cr-e; , donde Cses el circuito unico de I + e; en M, si e;cecly(]) entonces e; es un
sumidero en GF{().

Observese que la subgrafica GF\(l) contiene los arcos dirigidos de [ a E-/ y la subgracfica
GF,([) contiene los arcos en direccion opuesta.
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Continuando con el ejemplo anterior se desea determinar la grafica frontera de la
interseccion [ ={2,4,9}.

YVVY

VVVY

E-1={1,3,5,6,7,8}, cl(l) ={9,8,6,5,4,3,2}
{e;e E-I: e;ecli(={3,5,6,8}}
[+3=1{23.49}

[+5=1{24,59}

[+6=1{2,4,69}

[+8=1{2,489}

{e;€El: e;e cli(l)={1,7} Fuentes.
E-1={1,2,34,6,7,9}, cl()={1,2,3,4,6,7,9}
{eic E—I: eigch(l) ={1,3,6,7}
[+1={1,2,4,9}

1+3={234,9}

{+6={2,4,69}

[+7={2,4,79}

{e;eE- I: egcly() ={5,8} Sumideros.

— —

fuentes
o .’
sumideros

Figura 42, grafica frontera GF de la interseccion [

Notese que cualquier sucesion aumentante se asocial con una trayectoria fuente sumidero
en la grafica frontera, sin embargo una grafica frontera no induce necesariamente a una
sucesion aumentante a menos que la sucesion en GF(I) no admita atajos.
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Definicion. Se dice que una secesion aumentante admite atajos si existe un arco (e, ¢;) en
GF(f), donde 1 <k <j-2 <s-2.

Lema. Sean [, J conjuntos independientes en M; y M, simultaneamente tales que r(J) = r(!
+ 1). Entonces existe una trayectoria fuente sumidero S en GF{(f), donde Sc [ © J.

Teorema.

Sean I, e I+ conjuntos independientes en M; y M con p y p+1 elementos respectivamente.
Entonces existen una sucesion aumentante § < I, ® 1,1 con respecto a I,

Teorema.

Una interseccion | es de mdxima cardinalidad si y solo si no admite sucesiones
aumentantes.
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4.3 MATROIDE ORACULO Y DIGRAFOIDES.

Existen algoritmos para matroides que son polinominales, es decir, el numero total de
operaciones es proporcional a un polinomio de entradas de tamafio » (cominmente, n es
la cardinalidad del conjunto fundamental E de cualquier matroide M), M,,....en cuestion),
suponiendo cuestiones como “;Es XcE independiente en M;?” puede ser resuelto en un

solo paso.

Esto significa, que los matroides M, ,M,... estdn dados por alguna “subrutina” Ry,R;....,
respectivamente, cuando hablamos de tales operaciones le llamamos a cualquiera de
esas subrutinas operaciones simples.

Ya que la mayoria de las aplicaciones, usualmente requieren de matroides graficos o
matroides representables, los cuales pueden ser dados por alguna grafica o por alguna
matriz, en ambos casos el requerimiento de almacenaje es proporcional cuando mucho a
n’ y verificar la independencia en tales matroides puede ser realizado a lo mas en n’
pasos; esta suposicién nos guia a algoritmos polinomiales. Pero ;cudl es el caso
general?.

Como se menciono en el capitulo I, secciénl.2.1, el nimero de matroides no isomorfos
sobre un conjunto £ de » elementos es casi 2°™ . Aun si deseamos escribir este nimero
(digamos, en representacién binaria), se requiere un almacenaje, proporcional a 2". De
este modo, tiene mucho sentido requerir de un algoritmo polinomial en el tamafio de
tales entradas (llamémosle la descripcion del matroide M = (E, I) ya que esas entradas
por si mismas son una funcién exponencial de n = |E|. Esta es la razén por la cual
requerimos de que el algoritmo sea polinomial en n en vez de otro, es decir, cuando el
tamafio de los datos de entrada crece, cualquier algoritmo polinomial serd mds eficiente
que cualquier algoritmo exponencial.

Naturalmente, en este caso M no esta realmente descrito; todo se tiene en una subrutina
R la cual responde a la pregunta “;Es XcF independiente en M ?” en un paso. Ciertos
problemas de decisién (como “;es M un matroide sin loops?”’) necesitan entonces pocos
pasos (pocas llamadas de alguna subrutina R) para obtener la respuesta, pero no se pude
“identificar” el matroide por esa cuestion.

De este modo podemos estar seguros que la subrutina R para un matroide cualquiera no
puede ser realizada de modo que el nimero de operaciones es polinomial en n. Mejor
Imaginese esa subrutina como un “ordculo”.

El oridculo «independiente» es un dispositivo a cuya entrada se suministra un
subconjunto arbitrario X del conjunto E, mientras que en la salida se desea tener una
respuesta a la pregunta: «;jserd o no X un conjunto independiente del matroide sobre el
conjunto E?», De manera semejante se define el ordculo «Base» (ordculo de circuito o
de latises), el cual nos da la respuesta a la cuestién: «;serd o no X un conjunto E
(circuito o de létises, respectivamente ) del matroide sobre el conjunto E?», Dicho de
otro modo los ordculos pueden interpretarse como una aplicaciones del conjunto | de
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todos los subconjuntos de I conjunto E en un conjunto de dos elementos {si;no}.
También se puede definir el ordculo de rango y de cerradura que se interpretan como
aplicaciones de [ en el conjunto de nimeros naturales y como una aplicacion de £ en E
respectivamente.

Los ordculos mencionados estan expuestos en la siguiente tabla

Denominacion del Entrada Salida
oriculo
«Independiente» Xc E  Si, siempre que sea X un conjunto independiente del
matroide M; no en el caso contrario.

«Ciclo» Xc E Si, siempre que sea X un circuito del matroide M; no
en el caso contrario.

«Rango» XcE r(X) es un rango del conjunto X de M.

Digrafoides.

El estudio de estas estructuras se inicia cuando Minty en sus trabajos sobre graficas
descubre el lema de arcos coloreados por medio del cual fue posible la axiomatizacion
del concepto de grafoide, siendo esta un caso particular de matroide y una
generalizacion de grifica. La definicién de grafoide puede ser ampliada para
comprender el caso donde s e consideran gréficas dirigidas, recibiendo estas el nombre
de digrafoides

Definicién. Un grafoide es una terna (E,C,Q) donde E es un conjunto finito y, Cy @
son las familias o coleccién de subconjunto de E, cuyos elementos son denominados
circuitos y cocircuitos del grafoide respectivamente y que satisfacen las siguientes
condiciones:

|

Para cualquier XeCy Ye Q | XY |#1

Para cualquier particion {R,B,4}, donde |R|=1 se tiene que:

a) XcCtalque Rc X y X< RUB, o bien,
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b) Yo QtalqueRc Y y Y < RuA, pero no ambas.
¢) Ningin circuito contiene otro circuito propiamente y ningtin cocircuito contiene
otro cocircuito propiamente.

Suponga que los cicuitos y cocircuitos de un grafoide (£,C,Q) se numeran de 1,...c y de
1.....d respectivamente.

Se define la matriz de incidencia de los circuitos de un grafoide como ¢;;= 1, si la arista
e; esta en el circuito i; y ¢;= 0 en otro caso, de manera andloga se define la matriz de
incidencia de los cocircuitos.

Ejemplo 4.3.1. Considere la siguiente grafica no dirigida H

O

4 3 2
O
Las colecciones C'y Q son:
C={{1,2,4},{1,3,4},{2,3}}
Q={{1,4},{1,2,3},{2,3,4}}
Las matrices de incidencia son
1234 1234
1101 1001
C= 1011 , O 1110
0110 0111

Con estas definiciones se inicia el proceso de orientar grafoides de la siguiente manera.
Un grafoide es orientable si es posible orientar algunos de los 1’s en sus matrices de
incidencia C y Q por —1’s , de manera que cada renglén de C sea ortogonal a cada
renglén de Q.

Asi para las matrices del ejemplo anterior se tiene, considerando el cambio siguente
que:

1234 1234
1101 100-1
C=|10-11 , O3 -11-10
0110 0-111

Se hace notar que Q = C*.
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Lema. Sea G = (X, E) un gréfica, sean C y Q un ciclo y un cociclo respectivamente,
entonces lCr'\Q| #1.

Lema. Sea G =(X, E) una grafica dirigida con los arcos coloreados en naranja, azul y
negro, supongase que ¢; esta coloreado de naranja, entonces exactamente una de las
siguientes propiedades se cumple:

a) existe un ciclo naranja y azul que contiene el arco ¢; y todos los arcos naranja
orientados en el mismo sentido de e;.

b) existe un cociclo naranja y negro que contiene el arco e; y todos los arcos
naranja orientados en el mismo sentido de e;

Los anteriore lemas permiten dar la definicién de grafoide dirigido.
Definicion. Un digrafoide es una estructura que consiste de :

Un grafoide (E, C, Q)
Una particién de cada circuito y cocircuito en dos subconjuntos que satisface el
axioma siguiente:
e Para algiin circuito X y cocircuito ¥, sean X "X  la particién de Xy ¥ *,¥ " la
particion de Y, entonces se cumple que:
| X *AY *|+lx "~y “|=lx Ay *|+|lx *~Y 7|, siendo esta ultima la
condicién de ortogonalidad.

Asi para el ejemplo anterior se tiene que:

XI ={ 1'2’4}! YI={I’4}
X2={[a3;4}9 Y2={]y2§3}
X3={23}, Y={234}

Considerando las siguientes particiones se tiene :

X=X}, X ={@}, Y'={1}, Y =1{4}
X+2={l94}! X-2={3}! Y+2: {2}v Y-gz{l,.]}
Xh={X}, X3={(0}, Y'3={34}, VY 3={2}

En otras palabras la condicion de ortogonalidad nos indica que si el arco u es orientado
hacia la izquierda u € X" Y ~ , si este es orientado en sentido opuesto entonces u € X
“NY".Siues X 'nY X NY~ obtendriamos orientaciones contrarias.

Es fécil verificar que las particiones satisfacen la condicion de ortogonalidad, la cual
nos conduce a la siguiente grafica:

@)
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Es de recalcarse que la definicién de digrafoide no se refiere a una orientacién
particular, sino que si que a todas las posibles orientaciones de la grafica, notando
claramente que al especificar su orientacién a usar, se especifica completamente el
digrafoide en cuestion y que dos orientaciones distintas al menos en un arco de la
gréfica, puede conducir a dos digrafoides distintos.
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CONCLUSIONES

En el trabajo presente se ha visto y analizado la teoria de matroides, tratando de
presentar todas las ideas de manera unificada y conforme a los objetivos establecidos.

Esta teoria es muy amplia, puesto que los matroides surgen de los mas diversos
contextos combinatorios y algebraicos. Tales conceptos como son la independencia y la
dependencia lineal en espacios vectoriales, los circuitos en las graficas, las superficies
en las geometrias proyectivas y los planos de las latises, se reducen todos a una misma
estructura matroidal. El hecho de que los matroides aparecen en tan variados dominios y
en tan diferentes aspectos los hacen dignos de estudio. Debido a la posibilidad de
aplicacion, al exponer la teoria de matroides y su relacién con la teoria de latises, la
teoria de graficas y de los espacios vectoriales, asi como del lenguaje geométrico se ha
mostrado la similitud que guarda esta con las teorias de redes, de graficas, de
transversales, del dlgebra, de la topologia, la electrotecnia, la geometria, el andlisis
combinatorio, la codificacion e investigacion de operaciones.

Ademas, este trabajo se basa en explicar en que consiste el sistema de axiomas para los
matroides, los obtenidos de transversales, graficas bipartitas y a partir de las latises; de
como puede obtenerse una representacion para un matroide de rango inferior o igual a
tres, asi como el dual de un matroides tanto representable como gréfico.

Las aplicaciones mds importantes se manifiestan en los campos de la investigacion de
operaciones, optimizacién combinatoria e ingenieria eléctrica, la ingenieria , la quimica,
entre otros.

Cabe mencionar que una posible inconveniencia de la teoria de matroides, es que no es
tan digerible a primera instancia. Sin embargo, considero que si se tienen
conocimientos elementales de algebra lineal y teoria de graficas, el acceso a los
matroides serd mds didactico, evidentemente, esta facilidad se debe a la
representabilidad de la teorfa gréficas.

La teoria de matroides deberia de ser considerada en la materia de optimizacion II,
teoria de graficas y/o élgebra lineal, ya que ampliaria nuestros enfoques y enriqueceria
nuestros conocimientos matemdticos, en especifico sobre independencia lineal,
investigacion de operaciones y andlisis combinatorio.

Finalmente, sintetizaré en las siguientes tablas algunos de los conceptos basicos que
caracterizan a la teoria de matroides.
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Un conjunto X c E es

ST

nkngiihre b dats
ah-vigunh

TanaG ah

Jiehnh

Coleccion
I de cjtos. XeE X es maximal X minimal X minimal con  maxy., | x~Y|
Indeps conXel conXel (XnY#2,VYeE)

JYeX

X minimal no  Max/{ [y

X mdximal con

Sistema
de YcX, Ye€ (YoX, Ye€)  Xe€  nulocon(|XnY| , Y no contiene
circuitos € #1VYred) elementos de
¢}

| x|>r(x),

La
funcionde | X|=nrX) |X|=rX)= |¥|=ry) Xminimalcon nX)
n(E) VYcX HE-X)<nE)

rango r

Cémo se pueden imaginar ciertos conceptos en teoria de matroides?

Suponga que el matroide puede estar dado por

Una Vectores Dibujo geométrico

Dimensién del  Dimension del
Rango  subespacio subespacio + 1

101



BIBLIOGRAFIA

Birkhoff G., Lattice theory, 3er. Ed. Amer.Math.Soc.Collog.Publ., 25 (1967).

Brualdi R. A.and Scrimger E. B., Exchange system, matchings and transversals, J.
J. Combinatorial theory, 5 (1968), 244-257.

Brylawski, T. and D. Kelly, Matroids and Geometries combinatories, Departament
of mathematics, University of Carolina of north, Hill, 1980.

Crapo H.H. and Rota G.C., Combinatorial geometries,M.L.T., press, 1971.

Edmonds J. and Fulkerson D.R., transversal and matroid partition, j Res. Nat. Bur.
Standatrs 69 B, (1965).

Kuafman A., Puntos y Flechas, Teoria de grafos, Macambo SA Borxareu editores.

Lawler E.L., Combinatorial Optimization Network and Matroid, Holt, Reinhart and
Wiston, N.Y., 1976.

Mirsky L. and Perfect H., Applications of the notion of independence to problems of
combinatorial analysis. J. Combinatorial theory, 2 (1967) 327-357.

Mirsky L. and Perfect H. Transversal theory, Academis Press,N.Y.,1970

Murota Kazuo, Matrices and Matroids for System Analysis, Algorithims and
Combinatrics, Ed. Springer.

Oxley James G, Matroid theory, Oxford Science Publications, Oxford, 1992.

Rado R., A theorem on independence relations, Quart. J. Math.,(Oxford)13 (1942) 8
3-89

Recski Adras, Matroid theory and its applications in electric networks and statics.
Algoritmics and combinatorics 6, Epringer-Jerlay, 1986.

Ribnikov K., Andlisis Combinatorio, Editorial Mir Mosci.1988.

Maclane S., Some interpretetions of abstrac linear dependence in terms of
proyective geometry,Amer. J. Math., 58 (1936), 236-240.

van der Waerden B. L., Modern dlgebra, 2°. Ed., Springer, Berlin, 1937.

102



Welsh D.J.A., Matroid theory. Academic Press, London.

White Neil, Matroids theory, Encyclopedia of Mathematics and its applications,
Cambrige University Press.

White Neil, Matroids applications, Encyclopedia of mathematics and its applications,
Cambrige University Press.

Whitney B, On the abstract properties of linear dependence. Amer, J Math., 57
(1935) 509-533.

Wilson R.J., An Introduction to matroid theory, American Mathematical Montly,
Volume 80, Issue 5(May, 1973), 500-525.

Wilson Robin, Introduccion a la Teoria de grafos, Ed. Alianza universidad.

Thurasylaman, Swany, Graphs: Theory and algorithms, Concordia University, Montreal
Canada., Interscience Publications Jonh Wiley & sons, Inc.

W. T. Tutte. Lectures on matroides, J. Res. Nat. Bur. Stand.,69B (1965) 1-47.

www.jstor.org/

http://links.jstor.org/sici?sici=00029890%28197305%2980%3A5%3C500%3 AAITMT%3E2.0.
CO%3B2-S.

www.math.lsu.edu/oxley
www.math.binghamton.edu/zaslav/Matroids

www.ams.org/new-in-math/cover/matroids5.html

www.emis.de/monographs/md/index.html

103



	Portada
	Contenido
	Introducción
	Capítulo I. Definiciones Básicas
	Capítulo II. Matroides Inducidos por Líneas y Puntos
	Capítulo III. Representación Geométrica de Matroides y Dualidad en Matroides
	Capítulo IV. Algunas Aplicaciones
	Conclusiones
	Bibliografía



