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Introduccién

Muchas estructuras combinatorias y topolégicas tienen asociados a ellas, cada
una de manera natural, ciertos cardinales de los cuales se puede probar que son no
numerables pero no més grandes que ¢ = 2“. Por ejemplo, del andlisis real tenemos
algunos ejemplos familiares:

e El nimero de conjuntos densos en ninguna parte que se necesitan para
cubrir a la recta real es, por el teorema de categorias de Baire, no nume-
rable, y dado que cada singulete es denso en ninguna parte, este niimero
es menor o igual que c.

¢ El niimero de conjuntos en R de medida de Lebesgue cero que se necesitan
para que su unién no tenga medida de Lesbesgue cero es, no numerable,
ya que la unién numerable de conjuntos de medida de Lesbesgue cero
tiene medida de Lesbesgue cero, y dado que cada singulete tiene medida
de Lebesgue cero, este nliimero es menor o igual que c.

¢ El mimero de sucesiones en R que se necesitan para que ninguna de estas
sucesiones este eventualmente dominada por alguna sucesién en R es no
numerable, ya que cualquier coleccién numerable de funciones f,: w — R
estid eventualmente dominada por una f: w — R (por ejemplo f(m) =
MaXp<m fn(m)), y dado que |“R| = ¢, este nimero es menor o igual que
5

Asumiendo la hipétesis del continuo (CH), estos cardinales no presentan pro-
blemas: todos ellos son iguales a wq, ya que ¢ = w;. Sin embargo, es consistente
con ZFC que ¢ > w; (P. J. COHEN [1963]) y que ¢ = w; (K. GODEL [1940]).
Por lo que uno puede preguntarse qué pasaria si CH es falsa. Entonces tendriamos
cardinales estrictamente entre w y ¢ (i.e. cardinales k con w < k < ¢). Asi, es natural
preguntarse qué posicién tendran estos tres cardinales en el intervalo [wy, ¢]. Pues
bien, no existe una respuesta a esta pregunta, ya que esto no es decidible en ZFC.
Por ejemplo, es consistente con ZFC que ¢ = ws y que los tres cardinales citados
anteriormente sean iguales a w;, pero también es consistente con ZFC que ¢ = wsq
¥ que estos tres cardinales sean iguales a c.

Los cardinales més pequefios definidos por los tres enunciados citados més
arriba, son llamados cov(M), add(N), y b respectivamente. Las relaciones que
se pueden probar en ZFC entre estos tres cardinales son: add(N) < cov(M) y
add(N) < b (véase Capitulo 5).

Por otro lado, existen cardinales £ no numerables asociados con w que son
definidos combinatoriamente como la minima cardinalidad de cierta familia en P(w)
o en “w, y como |P(w)| = |“w| = ¢, entonces w < k < ¢, los cardinales k¥ que
satisfagan esta 1ltima propiedad son a los que llamaremos cardinales pequenos no
numerables. Asi, cuando asociemos a una estructura topolégica un cardinal pequeno

v



vi INTRODUCCION

no numerable, estaremos siempre interesados en poder definirlo combinatoriamente.
Esto iltimo con el propésito de poder ubicar la posicién de este cardinal en el
intervalo [wy, ¢] en varias extensiones del universo.

En esta tesis se tratard el papel que juegan en la topologia algunos cardinales
pequeiios no numerables asociados con w, asi como algunas relaciones entre ellos.

La tesis est4 dividida en cinco capitulos. En el Capitulo 1 se dan las definiciones,
convenciones y notaciones, asi como algunos resultados que se usardn a lo largo de
este trabajo.

En el Capitulo 2 nos dedicaremos al estudio de algunos cardinales pequenos
no numerables relacionados con los conceptos de compacidad, asi como algunas
relaciones entre estos cardinales usando sus definiciones topolégicas. Por ejemplo,
el cardinal b contestara a la pregunta jcudndo el producto de espacios secuencial-
mente compactos es secuencialmente compacto? y como consecuencia de un resulta-
do asociado al cardinal t para dar una cota inferior a la cardinalidad de un espacio
compacto que no sea secuencialmente compacto obtendremos una propiedad im-
portante del cardinal t que se puede probar en ZFC: si w € Kk < t, entonces 2" = ¢.
Siendo t el cardinal 6ptimo para esta propiedad, ya que es consistente con ZFC
que 2! > c.

En el Capitulo 3 calcularemos algunos invariantes cardinales asociados con
K(X) (la familia de todos los subconjuntos compactos de X). Por ejemplo el niimero
de cubierta compacta kc(X) es invariante para la clase de los espacios X que son
completamente metrizables pero no o-compactos, de aqui el nombre de invariante
cardinal. Finalmente estableceremos las relaciones que hay entre los conceptos de
real-compacidad y w-compacidad.

En el Capitulo 4 nos dedicaremos a mostrar la influencia de algunos cardinales
pequenos no numerables en un viejo problema formulado por E. A. MICHAEL en
[1963]: jexiste un espacio Lindeldf cuyo producto con el espacio de los nimeros
irracionales no sea normal? llamando a los espacios que respondan a la pregunta en
el sentido positivo espacios de Michael. Comenzamos el capitulo con situar a esta
pregunta en el también viejo problema de la normalidad en el producto topolégico.
Luego se analizan algunas relaciones entre el cardinal b y algunos subconjuntos
especiales de la recta real. Con la ayuda de esto se probara la existencia de un
espacio de Michael bajo b = w;. Después se muestra que min{b,w, } es una cota
inferior para el peso y la cardinalidad de un espacio de Michael. Finalmente se daran
algunos aspectos combinatorios para la existencia de ciertas clases de espacios de
Michael, y como consecuencia de esto se probard la existencia de un espacio de
Michael bajo ? = cov(M).

En el Capitulo 5 trataremos algunas caracteristicas combinatorias de los inva-
riantes cardinales que se trataron en los capitulos anteriores asi como también otras
caracteristicas combinatorias de otros invariantes cardinales que se introducirdn en
este capitulo. En este capitulo se introduce una maquinaria que es usada frecuente-
mente para la descripcién de muchos (aunque no todos) invariantes cardinales y sus
relaciones entre ellos. Esta maquinaria fue presentada por P. VOJTAS en [1993]
bajo el nombre de “Conecciones generalizadas de Galois-Tukey”; las ideas bésicas
de esta maquinaria habidan sido ya manejadas con anterioridad en el trabajo de D.
FREMLIN de [1984] y en el trabajo de Miller (no publicado). Las definiciones de
muchos invariantes cardinales tienen la forma “la minima cardinalidad de cualquier
conjunto Y (de objetos de una clase especifica) tal que cada objeto z (posiblemente
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de una clase diferente) estd relacionado con algin y € Y en un sentido especifi-
co”. Y muchas demostraciones de desigualdades entre estos cardinales involucran
la construccién de mapeos entre varias clases de objetos que estdn involucradas
en las definiciones de estos cardinales. Esto se formaliza en la Seccién 4 de este
capitulo en el lenguaje de categorias. Con la ayuda de esto analizamos los invari-
antes cardinales cldsicos asociados al o-ideal formado por los subconjuntos de R de
primera categoria (a saber add(M), cov(M), non(M) y cof(M)) y al o-ideal forma-
do por los subconjuntos de R de medida de Lebesgue cero (a saber add(N), cov(N),
non(N) y cof(N)), en compania de los cardinales b y d. Por iiltimo mostramos que
bajo el axioma de Martin (MA) todos los cardinales pequefios no numerables (o
invariantes cardinales) que se trataran en este trabajo son todos iguales a c. Sin
embargo estos cardinales pueden tomar distintos valores en varios modelos genera-
dos con forcing iterado, como se mostrara en una tabla que se encuentra al final de
este capitulo.

ULISES ARIET RAMOS GARCIA
Mayo 2004
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CAPITULO 1

Preliminares

1. Convenciones y notaciones

1.1. Teoria de conjuntos. Un ordinal es el conjunto de todos los ordinales
menores que €l (sin embargo, ocasionalmente escribiremos [0,7) en vez de 1 para
evitar confusiones), y un cardinal es un ordinal inicial. wp es w (el cudl, también es
denotado por Rp), y ¢ es 2. Dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad o
son equipotentes si y solo si existe una funcién biyectiva f: A — B. Intuitivamente,
dos conjuntos con la misma cardinalidad tienen el mismo nimero de elementos. El
cardinal que es equipotente con el conjunto A sera llamado el nimero cardinal de
A o la cardinalidad de A, el cual serd denotado por |A|. Un conjunto A es finito
si |A] = n para algin n € w. Si A es finito o tiene cardinalidad w, entonces dire-
mos que A es contable. Y si A tiene cardinalidad w, diremos que A es numerable.
Usaremos k y A para denotar cardinales, £,7n,( para denotar ordinales e i,j,k,n
para denotar enteros.
Para un conjunto X frecuentemente usaremos las subcolecciones

(X]* ={A e P(X): |A| = w}

[(X]<¥ ={A e P(X): |A| <w}

del conjunto potencia P(X) del conjunto X.

Si A es un conjunto, entonces F [ A denotard {F N A: F € F}, donde F es
una coleccién de conjuntos, y f [ A denotara la restriccién de f en A, si f es una
funcién. Usamos el simbolo ‘[’ en dos sentidos diferentes, esperando que esto no se
preste a confusion.

Para conjuntos A y B, el conjunto de funciones f: A — B es denotado por 4B,
y el dominio y rango de una funcién f son denotados por dom( f) y ran( f). También,
la preimagen y la imagen de un conjunto X bajo una funcién f sera denotado por
fYX) y f(X) respectivamente. (Asi, f(X) = ran(f | X).) Como es usual, una
funcién es en si una grafica. En particular, D x {d} es la funcién (constante) con
dominio D y rango {d}. Frecuentemente escribiremos f, en vez de f(z).

Un pre-orden es una pareja (D, <), de un conjunto D y una relacién reflexiva y
transitiva < sobre D. Como es usual escribiremos D en vez de (D, <) si < es clara
en el contexto. Escribimos z < y siz < y e y £ z. (Entonces z < y es al menos
tan fuerte como = < y y & # y; sin embargo, esto 1ltimo es mas fuerte si y sélo
sidz,y€ D[z #yyzr <yey < z].) (En particular, C denotara la contencién
estricta.) Un conjunto L C D es llamado cofinal en (D, <) siVz € D3y e L[z <
y]; y cof(D) denotara la cardinalidad més pequena de un subconjunto cofinal en D.

1



2 1. PRELIMINARES

Si a cada elemento z de algin conjunto X # (), corresponde un conjunto A, en-
tonces la coleccién (A : x € X) recibird el nombre de familia indicada de conjuntos
con conjunto de indices X.

1.2. Topologia. Todos los espacios considerados son al menos regulares T, y oca-
sionalmente completamente regulares; esto sera claro por el contexto.

Usamos P, Q, R, I para denotar a los irracionales, racionales, reales y al intervalo
[0, 1] respectivamente, con su topologia euclideana.

Para un (sub)espacio X usamos X' para denotar el conjunto derivado de X,
i.e. el conjunto de puntos no aislados de X.

Todos los ordinales siempre tendréan la topologia del orden. En particular, s es
el espacio discreto con k puntos si & < w.

Si A es un conjunto y X es un espacio, entonces 4 X tendra la topologia pro-
ducto.

Una familia indicada (A.: z € D) de subconjuntos de un espacio X seré lla-
mada una familia indicada discreta si cada punto de X tiene una vecindad que
intersecta a A, para a lo mas una =z € D, y es llamada una familia indicada ajena
por pares siVx,ye D[z #y — Az N A, =0].

Una funcién cardinal es una funcién ¢ de alguna subclase de los espacios
topoldgicos en la clase de los cardinales infinitos, tal que ¢(X) = @(Y) cuando
X y Y son homeomorfos. La exigencia de pedir que una funcién cardinal sélo tome
valores en cardinales infinitos simplifica los enunciados de los teoremas y pone énfa-
sis en la aritmética cardinal infinita. Un ejemplo obvio de una funcién cardinal es
sin duda la cardinalidad. Quiza una de las funciones cardinales mas usadas es el
peso, que se define como

w(X) = min{|B|: B es una base para X} + w.

Introduciremos ahora varias funciones cardinales importantes que estdn basadas
en propiedades topoldgicas locales. Sean X un espacio topolégico, V una coleccién
de conjuntos abiertos no vacios en X, y p un punto en X. Entonces V es una w-base
local para p, si para cada vecindad abierta R de p tenemos que V' C R para alguna
V € V. Si ademas tenemos que p € V para toda V' € V, entonces V es una base local
para p. Finalmente, si p € V para toda V € V, y [{V: V € V} = {p}, entonces
V es una pseudo-base para p. Las funciones cardinales locales estaran definidas en
términos de los siguientes nimeros cardinales:

x(p, X) = min{|V|: V es una base local para p};

7x(p, X) = min{|V|: V es una 7-base local para p};

P(p, X) = min{|V|: V es una pseudo-base para p};

t(p, X) = min{x: para toda Y C X con p € Y, existe
ACY con |A| < kype A}

El cardcter, el m-caracter, el pseudo-cardcter, y la estrechez de X son definidos
ahora como:



2. EL CONJUNTO DE CANTOR Y LOS NUMEROS IRRACIONALES 3

x(X) =sup{x(p, X): p € X} +w;
mx(X) =sup{mx(p, X): p€ X} + w;
P(X) =sup{¥(p,X): p€ X} + w;
t(X) =sup{t(p,X): p€ X} +w.

Entonces, X es primero numerable si y s6lo si x(X) = w; también, decimos
que X tiene w-cardcter numerable si Tx(X) = w, pseudo-cardcter numerable si
Y(X) = w, y estrechez numerable si t(X) = w. Notemos que el pseudo-caracter sélo
esta definido para espacios T}.

2. El conjunto de Cantor y los niimeros irracionales

Para el desarrollo de nuestro trabajo serd muy importante poder representar
al conjunto de Cantor C' y al espacio P de los nlimeros irracionales como productos
cartesianos numerables. A saber “2 y “w respectivamente. Como consecuencia de
esto probaremos que el conjunto de Cantor C y el espacio P de los niimeros irra-
cionales, son espacios universales para la clase de los espacios métricos separables
(-dimensionales. Finalmente con ayuda de esto 1ltimo probaremos una importante
caracterizacién de los niimeros irracionales asi como una relacién importante que
tiene este espacio con el conjunto de Cantor.

2.1. TEOREMA. El conjunto de Cantor C es homeomorfo a “2.

DEMOSTRACION. Se verifica ficilmente que para cada = € C la representacién de
zenlaformaz =3 32—,,2_&, donde z,, € {0,1}, es tinica. Asi, poniendo

1= 2 s
nEw
definimos un ma.peo biyectivo de “2 en C. Dado que la funcién f,,: “2 — I definida
por fm({zn)) = 3,,,+, es continua para cada m € w y la sucesién fy, fo+ f1, fo+ f1+
fa2,... converge uniformemente a f, f es una funcién continua. De la compacidad
de “2 se sigue que f es un homeomorfismo. O

TnEw

La demostracién de la contraparte del Teorema 2.1 para el espacio de los
nimeros irracionales requerird de algunos célculos para remediar la falta de com-
pacidad. Recordemos que si X es un espacio métrico, entonces por una métrica
compatible sobre el espacio X entendemos cualquier métrica sobre el conjunto X
que sea equivalente a la métrica original sobre X, i.e. que genere la misma topologia
que la métrica original.

2.2. LEMA. Sea p cualquier métrica sobre el espacio IP de los niimeros irracionales
que sea compatible con la métrica euclideana, y sea ¢ un nimero real positivo. Para
cada abierto no vacio U C P existe una sucesion infinita Fy, Fy,. .., de subconjuntos
cerrados-y-abiertos no vacios de P, ajena por pares, tal que U = |J F, y los
didmetros con respecto a p de todos los F,, s son menores que €.

new

DEMOSTRACION. Consideremos un intervalo (a,b) C R con extremos racionales
tal que (a,b) NP C U, y lo dividimos en w intervalos no vacios ajenos por pares
(a1,b1), (a2, b2), . .., con extremos racionales.! Asi, obtenemos (a, )P = o pco, Ans

1Una divisién seria tomando intervalos de la forma (b — G- 252)con0<n<w.

gn



4 1. PRELIMINARES

donde A, = (an, b)) NP # 0, ay, b, € Qy A, N A,,, = 0 cuando n # m; Ana-
dimos Ag = U \ (a, b). Los conjuntos Ag, Ay, Az,. .., son abiertos en P, y en virtud
de que P es un espacio métrico separable O-dimensional,? existen en P conjun-
tos cerrados-y-abiertos A, o, An1,--., todos de didmetro menor que ¢ tales que
An = Umew An,m; Haciendo B, ;m = Anm \ Urem 4n,x Para m € w, obtenemos
subconjuntos cerrados-y-abiertos ajenos por pares de P cuya unioén es A,,.

Para completar la demostracién es suficiente con arreglar todos los conjuntos
no vacios B,, ,, dentro de una simple sucesién Fy, Fj, .. .. O

El siguiente lema es un importante teorema sobre espacios completos debido a
F. Hausdorff. Por sus futuras aplicaciones que tendra en nuestro trabajo lo formu-
laremos en toda su generalidad y no simplemente para el subespacio P de la recta
real.

2.3. LEMA ( HAUSDORFF [1924]). Todo conjunto G5, X, en un espacio completa-
mente metrizable Xy es completamente metrizable.

DEMOSTRACION. Sea p una métrica completa sobre el espacio Xg y sea Xo \ X =
Uocncw Fn, donde F, es cerrado en X para 0 < n < w. Sea

falz) =p(z,Fy) paraz € X y 0 < n < w;

las funciones fy, f2,... que van de X al subespacio Ry = (0, 00) de la recta real son
continuas. Obsérvese que la férmula f(z) = (z, fi(z), f2(z),...) define un encaje
f: X = [l,en Xn, donde X, = Rg para n > 1. Dado que el producto cartesiano
de una familia contable de espacios completamente metrizables es completamente
metrizable, y los subespacios cerrados de un completamente metrizable son comple-
tamente metrizables, resta ver que f(X) es un subconjunto cerrado de [], o, Xn.
Para ello probemos que cada punto z = (z,,) € [[,c., Xn \ f(X) tiene una vecindad
V contenida en el complemento de f(X).

Primero consideramos el caso cuando g € X. Como z ¢ f(X), existe un
k > 0 tal que zx # fi(zo). Sean U, y U, vecindades ajenas en Ry de zx y fi(zo)
respectivamente. Por ser f; continua, existe una vecindad Uy C Xy del punto zg
tal que fx(Up N X) C Us. Se verifica ficilmente que

z=(zn) €V =m, (Vo) N (Uh) C [] Xa\ £(X), (1)

new

donde 7, denota la proyeccién de nne” X, sobre X,,.

Ahora, consideramos el caso cuando zo ¢ X; entonces tenemos que zp € F}
para alguna k > (. Tomamos un nimero positivo r tal que . > r y consideramos
Up = B(zp,7) y Uy = (1, 00). Se sigue facilmente que la férmula (1) se tiene también
para este caso. O

Ahora tenemos los elementos para probar una importante caracterizacién de
los niimeros irracionales debida a R. Baire.

2.4. TEOREMA (BAIRE [1909)]). El espacio P de los mimeros irracionales es ho-
meomorfo a “w.

2/2+Q= {V2+7r | r € Q} es denso en P por lo que P es separable. Por otro lado un
espacio métrico separable X es O-dimensional si y sélo si X es no vacio y tiene una base numerable
constituida de conjuntos cerrados-y-abiertos.
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DEMOSTRACION. En virtud del Lema 2.3, existe una métrica completa p sobre
el espacio P.3 Aplicando el Lema 2.2, para cada sucesi6n finita ng,ny,...,n, de
elementos de w, definimos un subconjunto cerrado-y-abierto F, n,. .n, de P tal

que?

P= U Fn y Fnonlu.nk — U Fnonb“nknu (2)
new new
1
F; Ty Tk §(F, ny...Ng T g 17
momnn 20 Y 8(Fagmmd) < T3 ®)
anm...nk n AF'n'l.:.'m.l...‘m,= = 0 cuando (ﬂg,ﬂ] yore »ﬂk) # (mo, my, ... )mk) (4)

De (2) y (3) se sigue que para cada (n;) € “w los subconjuntos F,,,, Fryn,» Froninas
...del espacio P forman una sucesién decreciente de conjuntos cerrados no vacios
cuyos didmetros convergen a cero. Asi, por el Teorema de Cantor (véase por ejemplo
el Teorema 4.3.9 en R. ENGELKING [1989)]), el conjunto (¢, Fron,...n, contiene
exactamente un punto, al que denotaremos por f({nx)). Las condiciones (2)—(4)
implican que la asignacién f({nk)) para (nx) € “w define una aplicacién biyectiva
de “w en P.
Por otro lado es facil ver que

flg ({no}) N ({na}) N - - N ({na})) = Frgny..nis

entonces f es un homeomorfismo, ya que los conjuntos que estdn dentro del parénte-
sis forman una base para “w y los conjuntos del lado derecho de la igualdad forman
una base para P. O

De los Teoremas 2.1 y 2.4 tenemos el siguiente corolario.

2.5. COROLARIO. El conjunto de Cantor es homeomorfo a un subespacio del espacio
de los nimeros irracionales. O

2.6. Decimos que un espacio topolégico X es universal para una clase de espacios
topoldgicos K, si X pertenece a K y cada espacio K en la clase K se encaja en X,
i.e. K es homeomorfo a un subespacio de X.

Ahora tenemos ya los elementos para probar la universalidad de C' y PP la cual
fue dada por W. SIERPINSKI en [1921].

2.7. TEOREMA (SIERPINSKI [1921]). El conjunto de Cantor y el espacio de los
numeros irracionales son espacios universales para la clase de los espacios métricos
separables (0-dimensionales.

DEMOSTRACION. En virtud de que C' es homeomorfo a “2 y este a su vez es un
subespacio de “w es suficiente con probar que para cada espacio métrico X separable
O-dimensional existe un encaje f: X — “2.

Por ser X un espacio métrico separable (-dimensional, X admite una base
numerable B = {U,: n € w} formada por conjuntos cerrados-y-abiertos. Para cada
n € w definimos f,: X — 2 como

1 paraze€U,,
hlE=q " F
0 paraze X\ U,.

3Recordemos que P = Ngeo® \ {g}), i.e P es un conjunto G5 en R.
4§ denota el didmetro del conjunto.
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Consideramos f: X — “2 definida por la férmula f(z) = (f.(z): n € w). Dado
que para cada m € w tenemos

fUR) = fF(X)N {{z,) € “2: 2, =1} ¥ frn = Tm o f con f,, continua,
se tiene que f es un encaje. O

2.8. COROLARIO. Todo espacio métrico separable 0-dimensional se encaja en la
recta real R. O

Este 1ltimo corolario nos sera util para la siguiente caracterizacién de los
nimeros irracionales dada por S. MAZURKIEWICZ en [1917].

2.9. TEOREMA (MAZURKIEWICZ [1917]). Todo conjunto Gs, X, que sea denso y
cuyo complemento también sea denso, en un espacio Xg completamente metrizable
separable 0-dimensional es homeomorfo al espacio de los nimeros irracionales.

DEMOSTRACION. Procedamos de una manera aniloga a la demostracién de que P
es homeomorfo a “w, sustituyendo a P por X. Empezando entonces por mostrar
que el Lema 2.2 es vdlido también para el espacio X. Para ello consideremos un
abierto no vacio U C X. Por el Corolario 2.8 podemos pensar tanto a Xy como
a X como subespacios de la recta real R. Asi, usando la densidad de X y de
Xo \ X en Xy podemos encontrar un punto a y una sucesién (a,) estrictamente
monétona en Xp \ X tal que la sucesién (a,) converja al punto a y (an,ans1) N
X C U con (ap,any1) N X # O para cada n € w. Si hacemos I = (ag,a) 6 I =
(a,ap) (dependiendo si la sucesién (a,) es estrictamente creciente 6 estrictamente
decreciente) entonces INX = | Jyc <o, An, donde A, = (ap_1,8,)NX y ANA,, =0
cuando n # m; Anadimos Ap = U \ I. Entonces hemos construido una sucesién
de conjuntos abiertos no vacios Ag, A1, As,... de X ajenos por pares tales que
U = Upew An- Ahora como X hereda de X la separabilidad y la propiedad de
ser O-dimensional entonces lo que resta de la demostracién del Lema 2.2 para el
espacio X es una simple calca de lo hecho ya en la demostracién del Lema 2.2 para
el espacio P.

Por otro lado, por ser X un conjunto G5 de Xy entonces del Lema 2.3 se sigue
que X es completamente metrizable. Entonces la demostracion del Teorema 2.4 se
adapta perfectamente al espacio X. Por lo tanto X es homeomorfo a “w. O

2.10. OBSERVACION. Notemos que del Teorema 2.9 se sigue que el subespacio del
conjunto de Cantor formado por todos los puntos que no son extremos de los inter-
valos que fueron removidos de [ para formar a C' es homeomorfo al espacio de los
ntimeros irracionales. Asi, al conjunto de Cantor C lo podemos ver como una com-
pactacién de P que resulté de agregarle a P un conjunto numerable Q¢. Aqui Q¢
representa al subespacio del conjunto de Cantor formado por los extremos de los
intervalos que fueron removidos de I para formar a C. Hemos denotado por Q¢ a
este subespacio ya que W. SIERPINSKI en [1920] (anunciado en [1915]) probé que
todo espacio métrico numerable denso en si mismo es homeomorfo al espacio de los
nuimeros racionales.



CAPIiTULO 2

Cardinales pequenos no numerables relacionados
con la compacidad numerable y la compacidad
secuencial

1. Introduccién

Indudablemente uno de los conceptos mdas importante en la topologia de con-
juntos es el de compacidad. El concepto de compacidad se conocia en el andlisis
incluso antes de la fundacién de la topologia general.

F. HAUSDORFF en [1914] utiliza compacidad de acuerdo a la definicién dada por
M. FRECHET en [1906]: un espacio es compacto si toda cubierta abierta numerable
del espacio contiene una subcubierta finita. Es lo que actualmente se conoce como
espacio numerablemente compacto.

Tradicionalmente la compacidad se definia como: un subconjunto de R™ (el
espacio euclideano de n dimensiones) es compacto, si es cerrado y acotado. Esta
definicién se debia extender a espacios topoldgicos generales, donde no necesaria-
mente tiene sentido el concepto de acotacién. Sin embargo, del anélisis se sabe que
en R™ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) A C R" es cerrado y acotado.

(2) Toda sucesién de puntos en A contiene una subsucesién que converge a
un punto de A (el teorema de Bolzano-Weierstraf$}, en su forma débil).

(3) Todo subconjunto infinito de A posee un punto de acumulacién en A (el
teorema de Bolzano-Weierstra8, en su forma fuerte).

(4) Si A estid contenido en la unién de una familia de conjuntos abiertos
entonces, de hecho, A esta contenido en la unién de una cantidad finita de
algunos de estos conjuntos abiertos (teorema de Heine-Borel-Lebesgue).

(5) A es cerrado y toda sucesion decreciente de conjuntos cerrados no vacios
tiene interseccién no vacia (teorema de Cantor).

Las investigaciones de P. ALEXANDROFF y P. URYSOHN en [1923], [1924] y
[1929] mostraron, sin embargo, que (4) encierra la idea fundamental del concep-
to de compacidad. Puesto que la definicién de M. Fréchet de compacidad se habia
popularizado en la literatura, y esta no era equivalente con (4) en espacios topologi-
cos generales, P. ALEXANDROFF y P. URYSOHN introducen en [1924] el nombre
de espacio bicompacto para designar su nocién de compacidad. Posteriormente, al-
gunos autores propusieron el término de compacto completo para bicompacto. No
obstante, N. Bourbaki propuso llamar espacio compacto a los espacios bicompactos
Hausdorff y para aquellos solamente bicompactos los llamé casi compactos. Anos
después se impuso el nombre de compactos para designar a los espacios bicompactos.

7
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Desde los primeros anos de la topologia general no era claro el cémo deberian
extenderse los conceptos propios de R (el conjunto de los niimeros reales) o I (el in-
tervalo unitario), primero para espacios métricos, y despues para espacios topolégi-
cos. En este sentido vale la pena citar a R. ENGELKING [1989)], piags. 132-133,
cuando se refiere al tema de la compacidad:

... En la infancia de la topologia general, era comin definir
nuevas clases de espacios mediante generalizacion de propiedades
en el intervalo unitario o en el conjunto de los nimeros reales;
las clases de espacios separables, compactos, completos y cone-
z0s se originaron mediante este proceder. Primero se uso este
método para definir algunas clases de espacios métricos, después
se extendio a espacios topoldgicos. Algunas veces, las propiedades
equivalentes en la clase de los espacios métricos no lo eran en las
clases mds generales de espacios, y no era claro cudl era la clase
adecuada para generalizar. Esto ocurrio con la compacidad, y por
mucho tiempo permanecio la inquietud de si la extension propia
de la clase de los espacios compactos métricos era la clase de los
espacios compactos, o la clase de los espacios numerablemente
compactos, o la clase de los espacios secuencialmente compactos.
Ahora es claro que la correcta es la clase de los espacios com-
pactos; esta clase se comporta correctamente con respecto a las
operaciones mds usuales entre espacios topologicos, se encuentra
con mayor frecuencia en las aplicaciones y da lugar a una gran
cantidad de interesantes problemas.

Compacidad numerable es més débil que compacidad. Para espacios topoldgicos
segundo numerables ambas nociones son equivalentes. Ahora, dado que, en particu-
lar, todo espacio métrico compacto es segundo numerable, entonces ambas nociones
son equivalentes en espacios métricos.

Es F. HAUSDORFF en [1914], quién introduce por primera vez, los conceptos de
primero y segundo numerable. En [1927] F. HAUSDORFF formula compacidad como
compacidad por sucesiones: toda sucesién en el espacio contiene una subsucesién
convergente. Es lo que actualmente se conoce como compacidad secuencial. Puesto
que F. Hausdorff se restringia a espacios métricos, compacidad por sucesiones es
equivalente a compacidad. En general ambas nociones son equivalentes en espa-
cios primero numerables (véase por ejemplo el Teorema 3.10.31 en R. ENGELKING
[1989]).

La mayor parte de las propiedades fundamentales de los espacios compactos
fueron demostradas por P. ALEXANDROFF y P. URYSOHN en [1923], [1924] y
(1929].

Por otro lado, quiza el factor decisivo de mayor peso en la balanza, a favor de
la compacidad (sobre e.g. compacidad numerable o compacidad secuencial) fue el
hecho de que ésta se preserva bajo el producto arbitrario de espacios de la misma
indole.

1.1. TEOREMA (TYCHONOFF [1935]). El producto Cartesiano [],c 4 Xo (donde
cada X, # 0) es compacto si y sélo si cada X, es compacto. O

Este importante resultado, uno de los més importantes teoremas en topologia
general, fue dado explicitamente por primera vez por A. TYCHONOFF en [1935].
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Aunque puede ser deducido de un teorema del mismo A. TYCHONOFF de [1930],
que asegura que todos los cubos PI son compactos.

Ahora bien, si no es vélido un teorema andlogo al teorema de Tychonoff para
los conceptos de compacidad numerable y compacidad secuencial, entonces jcuiando
el producto de espacios numerablemente compactos es numerablemente compacto?
asi como también jcudndo el producto de espacios secuencialmente compactos es
secuencialmente compacto? Pues bien, a lo que respecta a la primera pregunta
J. NoVAK en [1953] y H. TERASAKA en [1952], probaron que existen espacios
numerablemente compactos X e Y tales que

(l)wCcXCPpwywCY C fuw,

(i) XNY =w.
Ahora, no es dificil ver que de (i) y (ii) se sigue que X x ¥ no es numerablemente
compacto, por lo que en general no podemos garantizar ni siquiera que el producto
de dos espacios numerablemente compactos sea numerablemente compacto. Sin
embargo, para el concepto de compacidad secuencial, la segunda pregunta asi como
otras andlogas para conceptos afines al de compacidad, nos conducirdn en este
capitulo a los cardinales pequenios no numerables.

2. Definiciones y propiedades basicas
Comencemos con recordar algunas definiciones bésicas.

2.1. Una sucesion en un conjunto X es una funcién f: w — X. Usualmente uno
puede identificar a una sucesién con su imagen y denotar a la sucesién por (fp: n €
w), sin embargo cuando hay consideraciones conjuntistas es mejor tratar a una
sucesién como una funcién. Si A es un subconjunto infinito de w y f una sucesién,
entonces a la restricciéon de f en A, que denotaremos por f [ A, es llamada una
subsucesion de f. Si existe un punto z en X tal que f, = = para toda n en A,
decimos que f es constante en A, y si f, = x para todo n en A salvo una cantidad
finita, diremos que f es eventualmente constante en A.

2.2. Una sucesién f: w — X converge a un punto z € X (resp., se acumula en z), si

para cada conjunto abierto U en X con z en U tenemos que f~1(U) es un segmento

final (resp., es infinito) en w. Frecuentemente, escribiremos {n € w: f, € U} en

lugar de f~1(U). :
Ahora demos los tres conceptos bdsicos de este capitulo.

2.3. Un espacio X es llamado numerablemente compacto si toda sucesién en X
tiene un punto de acumulacién, y es llamado secuencialmente compacto si toda
sucesién en X tiene una subsucesion convergente. Finalmente, un espacio X es lla-
mado subsecuencial si para cada sucesion f en X y para cada punto de acumulacion
z de f, existe una subsucesién de f que converge a x. Claramente: compacto impli-
ca numerablemente compacto, subsecuencial + numerablemente compacto implica
secuencialmente compacto, y secuencialmente compacto implica numerablemente
compacto.

En muchos casos es més facil trabajar con subconjuntos infinitos de un espacio
X que con sucesiones en X, por ello daremos las siguientes versiones de los conceptos
tratados.

2.4. Un conjunto numerable E de un espacio X se acumula en x € X si cada
vecindad de x contiene una infinidad de puntos de F, y convergente a x € X si
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cada vecindad de z contiene todos los puntos de E salvo una cantidad finita. Un
punto z es un punto de acumulacién de un conjunto E, si para cada abierto U, con

zenU,UN(E - {z}) #0.!

2.5. Reformulemos ahora las definiciones dadas en 2.3 como sigue. Secuencialmente
compacto: cada subconjunto numerable en X contiene un subconjunto infinito con
exactamente un punto de acumulacion. Numerablemente compacto: cada subcon-
junto numerable en X tiene al menos un punto de acumulacién. Subsecuencial: para
cada subconjunto numerable E de X y para cada punto de acumulacién z de E
existe un subconjunto infinito en E que converge a z.

Para la construccién de espacios que muestren las diferencias que hay entre el

concepto de compacidad y los conceptos de compacidad numerable y compacidad
secuencial, el espacio Bw, la compactacién de Stone-Cech del espacio w, juega un
papel muy importante. Por lo que a continuacién se dardn algunas propiedades de
Bw.
2.6. Hechos acerca de fw. Fue E. CECH en [1937] quien empieza a interesarse
en fw, aunque R. ENGELKING en [1989], pig 179, observa que realmente A. Ty-
CHONOFF en [1935] hace una construccién que genera a fw. La pregunta inicial
de E. Cech (jcuél es la cardinalidad de fw?) fue contestada rapidamente por B.
PosPISIL en [1937]; esto fue la génesis de un tépico que finalmente se convertiria
en uno de los mas importantes en topologia conjuntista abstracta: el espacio fw.

Pasemos ahora a enunciar las propiedades de Sw que necesitaremos.

(1) (PospPiSIL [1937]) El espacio fw tiene cardinalidad 2° y peso c.

(2) (CecH 1939, no publicado) Cada conjunto cerrado infinito F C Bw con-
tiene un subconjunto homeomorfo a fw; en particular F' tiene cardinalidad
2° y peso c.

(3) (PosPiSiL [1937], TYCHONOFF [1930]) El espacio Bw se encaja en el cubo
de Cantor 2.

2.7. EJEMPLO. El espacio Sw es un espacio compacto, el cual no es secuencialmente
compacto. En efecto, de 2.6 (2) se sigue que cualquier subconjunto infinito de Sw
tiene 2 puntos de acumulacién, luego entonces fw no es secuencialmente compacto.

2.8. Los cardinales s, p, t y h. Existen cuatro cardinales asociados a w que
Jjugaran un papel decisivo en este capitulo; el cardinal s, introducido por D. BooTH
en [1974], los cardinales p y t introducidos por F. ROTHBERGER en [1948], y el
cardinal h introducido por B. BALCAR, J. PELANT y P. SIMON en [1980]. Para
poder definir estos cardinales necesitaremos de algunas definiciones previas.

Definimos el pre-orden C* sobre P(w) (y ocasionalmente sobre P(X), para X
un conjunto numerable), como

F C* G si F\ G es finito .

Diremos que A es una pseudo-interseccion de la familia F, si A C* F para cada
F € F; notemos que cualquier conjunto es una pseudo-interseccion de la familia
vacia. Llamaremos a una familia 7 C [w]“ una torre (decreciente) si 7 es bien—
ordenado por *2 y no tiene pseudo-interseccién infinita. Diremos que una familia
F C [w]¥ tiene la propiedad fuerte de la interseccion finita (que abreviaremos por
pfif), si cada subfamilia finita tiene interseccién infinita. Finalmente, llamaremos

1En espacios T}, si z es un punto de acumulacién de E, entonces para cada vecindad U de
x, U N E es infinito.
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a una familia S C [w]“ una familia separadora, si ~3A € [w|* VS € S [A C*
S 6 AC*w)\ 9] o, equivalentemente, si

VAew*3SeS[ANS| =|A\ S| =w]

Con estas definiciones en mente, daremos a continuacion las definiciones candni-
cas de los cardinales p, 5 y t.

p = min{|F|: F es una subfamilia de [w]“ con la pfif, la cual no tiene
pseudo-interseccién infinita},

s = min{|S|: S es una familia separadora en [w]“},

t =min{|7|: 7 es una torre sobre w}.

Un interesante cardinal que fue descubierto en diferentes contextos es el cardinal
h, llamado el nimero de distributividad (la razén de la letra ‘h’ se da més adelante).
Una familia D C [w]“ es llamada una familia densa si para X € [w]” existe Y € D
tal que Y C* X, y D es llamada una familia abierta si para cada ¥ € D y para
cada X € [w]“, si X C* Y entonces X € D. El conjunto ordenado ([w]“,C*) es
llamado k—distributivo si cada conjunto de cardinalidad menor que k de familias
densas y abiertas en [w|“ tiene interseccién no vacia. El niimero de distributividad
es definido por

h = min{|D|: D es un conjunto de familias densas y abiertas en [w]“

con ﬂ]]ll= 0}.

B. BALCAR, J. PELANT y P. SIMON demostraron en [1980] que t < h < b
(para la definicién de b, véase seccién 2 del Capitulo 3), y h < s. La letra h proviene
de la palabra en inglés ‘height’ (altura) del interesante resultado (probado por estos
mismos autores) que en ZFC existe un drbol m-base para w*, y ademds

h = min{x: existe un arbol w—base para w* de altura (‘height’) x}

en donde, como es usual w* = fw \ w. Un drbol m-base T es una m-base la cual
también es un arbol cuando la consideramos como un conjunto parcialmente orde-
nado bajo la contencién inversa (i.e., para cada ¢ € T el conjunto {s € T: ¢ C s}
es bien—ordenable por ‘2’). La altura de un elemento t € T es el ordinal 5 para el
cual el conjunto {s € T: t C s y s # t} tiene el tipo de orden de 7, y la altura de
un arbol T es el ordinal méds pequeno 7 para el cual ningiin elemento de T tiene
altura 7).

3. Compacidad secuencial en el producto topolégico. Los cardinales s,
p, tyb.

3.1. En esta seccién nos ocuparemos en responder a la pregunta jcuando el producto
de espacios secuencialmente compactos es secuencialmente compacto? Y como se
ha mencionado antes, esta pregunta nos conducird a los cardinales pequenos no
numerables.

Un resultado inmediato con relacioén a esta pregunta, es el siguiente.

3.2. TEOREMA. El producto de una cantidad contable de espacios secuencialmente
compactos es secuencialmente compacto.

DEMOSTRACION. Sea (X,,: n € w) una familia contable de espacios secuencialmente
compactos, y sea (z,,: m € w), donde z,, = (z]': n € w), una sucesién de puntos
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en el producto [],c, Xn. La sucesién (z§': m € w) de puntos de X, tiene una
0
subsucesién convergente (zg * : k € w); sea xo el limite en Xy de esta subsucesion.
o
Similarmente, la sucesién (z] *: k € w) de puntos de X tiene una subsucesién con-
1
vergente (;t:'l"" : k € w); sea z; el limite de esta subsucesién en X;. Inductivamente
podemos definir para n = 2,3,... una subsucesién (zn*: k € w) de la sucesién
n—1
(zn* : k € w), convergente a un punto z, € X,. Ahora bien, observemos que
después de los primeros n — 1 términos de la sucesién (mf: k € w), ésta se con-
vierte en una subsucesién de (m}: k € w), entonces si consideramos la subsucesién
(zmt : k € w) de (2,,: m € w) obtenemos que (Tn(2mx): k € w) converge a z,, para
n € w, luego entonces (zpyn : 7 € w) converge a (z,: 7 € w) € [],c,, Xn- O
Por otro lado, desafortunadamente, a diferencia del teorema de A. TYCHONOFF

de [1935], el producto arbitrario de espacios secuencialmente compactos no nece-
sariamente es secuencialmente compacto, como lo muestra el siguiente ejemplo.

3.3. EJEMPLO. El espacio ‘2 no es secuencialmente compacto. En efecto, de 2.6 (3) y
del hecho de que fBw es compacto y 0-dimensional, se tiene que Bw es homeomorfo
a un subespacio cerrado de 2. Ahora, como cualquier subespacio cerrado de un
espacio secuencialmente compacto es secuencialmente compacto, se sigue que ‘2 no
es secuencialmente compacto.

Como el producto de ¢ espacios T; con mas de un punto, contiene una copia
cerrada de ‘2, entonces obtenemos el siguiente resultado como consecuencia del
Ejemplo 3.3.

3.4. COROLARIO. El producto de una familia de espacios Ty (que contengan mas
de un punto) de cardinalidad al menos ¢, nunca es secuencialmente compacto. [

Como consecuencia del Teorema 3.2 y del Ejemplo 3.3 se tiene, que si consi-
deramos el cardinal

s, = min{k: la potencia "2 no es secuencialmente compacta},

entonces
w<s, <¢C

Esto nos plantea que para poder responder a la pregunta hecha en 3.1, serd necesario
involucrar algunos cardinales pequefios no numerables.

3.5. ;Es posible expresar al cardinal s, en términos combinatorios? Pues bien, esto
fué contestado por D. BOOTH en [1974], en donde también da otras definiciones
alternativas para s,.

3.6. TEOREMA (BooTH [1974]).2 5 =5, = 5. = 5, donde
s. = min{k: existe un espacio X compacto con w(X) = k, el cual no es
secuencialmente compacto},
Sne = min{k: eziste un espacio X numerablemente compacto con w(X) = &,

el cual no es secuencialmente compacto}.
DEMOSTRACION. Claramente s, > s, > s,,..

2De este teorema, es claro que podemos sustituir al cardinal ¢ por el cardinal s en el corolario
34.
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Demostracion de s, 2> s. Sea X un espacio numerablemente compacto con
w(X) < s. Probemos que X es secuencialmente compacto. Para ello consideremos
cualquier subconjunto numerable N de X. Sea B una base para X con |B| < s,
y definamos B’ = {B € B: |[BN N| = w}. Entonces |B' | N| < |B| < s, y por
consiguiente B’ | N no es una familia separadora en [N]“. Entonces existe A € [N]¥
talqueVB € B’ [A C* BNN o A C* N\ BJ. Por la compacidad numerable, A tiene
un punto de acumulacién z. Pues bien, A converge a z. En efecto, consideremos
cualquier B € B con z € B. Entones, claramente B € B’ pero A £* N \ B, ya que
|BN A| = w. Ahora, de la eleccién de A se sigue que A C* BN N, i.e. B contiene
a todos los puntos de A salvo una cantidad finita.

Demostracion de s > s,. Consideremos cualquier familia separadora S. Pro-
baremos que la potencia 2 no es secuencialmente compacta. Para ello definamos
o:w— S2poro(n)gs =14 neS, donde S €S yn € w. Afirmamos que ran(o)
es (necesariamente numerable) infinito, pero no tiene subconjuntos convergentes.
Si no, existiria un I € [w]* tal que

vSeS 3ke?2 [[{iel:o(i)s=k} <uw]

(si [ran(o | I)| = 1, podemos tener también que VS € S Jk € 2Vi € I [o(i)g = k]),
ie. VS €S INS| <wV|I\S| < w), lo cual contradice el hecho de que S es
separadora. O

Para el concepto de subsecuencialidad, tenemos un resultado analogo al ante-
rior.

3.7. TEOREMA (BoOTH [1974], MALYHIN y SAPIROVSKIi [1973]). p =p, = p. =
pnc —. px k] donde

p, = min{x: la potencia "2 no es subsecuencial},

p. = min{k: eriste un espacio X compacto con x(X) = &, el cual no es
subsecuencial},

Pnc = min{k: existe un espacio X numerablemente compacto con x(X) =k,
el cual no es subsecuencial},

p, = min{k: eriste un espacio X con x(X) = k, el cual no es subsecuencial}.

DEMOSTRACION. Claramente p, > p. = Pac 2 P, -

Demostracion de p, > p. Consideremos cualquier subconjunto numerable N
del espacio X, y cualquier punto de acumulacién =z de N tal que x(z, X) < p.
Sea B cualquier base de vecindades de z con |B| < p. Claramente B | N (véase
1.1 del Capitulo 1) tiene la pfif, entonces existe A C N infinito, el cual es una
pseudo-interseccién de B [ N. Trivialmente A converge a x.

Demostracion de p > p,. Dado que cada espacio (-dimensional X con w(X) <
K, se encaja en *2, es suficiente con encontrar un espacio (0-dimensional X con
w(X) = p, el cual no sea subsecuencial: consideremos cualquier &/ C [w]* con
|U| = p, la cual tenga la pfif pero no tenga pseudo-interseccién infinita. Podemos
suponer que I{ es cerrada bajo intersecciones finitas, y que (U = (). Ahora bien,
consideremos X = wU {U} con la siguiente topologia: los puntos de w son aislados,
y las vecindades basicas de U tienen la forma {{/} UU, con U € Y. Ahora, es claro
que X es el espacio deseado. O

Por otro lado, con el propdsito de mejorar el Teorema 3.2 notemos lo siguiente.
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3.8. OBSERVACION. Denotemos al conjunto {2,: 7 € w} por N (véase la de-
mostracién del Teorema 3.2). En la demostracién del Teorema 3.2 se construyeron
T, € [N]* y 2, € X, para cada ) € w, y T € [N]*, tales que®

(1) Vnéewn <& T CT,)

(2) Vnew [T C* T,).

(3) m(T3) = {zy} 6 m,(T},) es infinito y convergente a z,,.

Pues bien, con base en esto se dari a continuacién una mejora al Teorema 3.2,
la cual fue dada esencialmente por C. T. SCARBOROUGH y A. H. STONE en [1966.

3.9. TEOREMA (SCARBOROUGH y STONE [1966]).

(a) El producto de una cantidad menor que t de espacios secuencialmente
compactos es secuencialmente compacto.

(b) El producto de a lo mds t espacios secuencialmente compactos es nume-
rablemente compacto.

DEMOSTRACION. Sean x < t, X,, un espacio secuencialmente compacto para cada
1 € K, Il el producto anu Xy, y paracadan € k seam,: I — X, la proyeccién. Sea
N cualquier subconjunto numerable de I1. Construyamos, por induccién transfinita
sobre 7, un conjunto 7}, € [N]* y un punto z, € X, paracadan € k, y T € [N]*
si K < t, tales que
(1) VEen [T, C* T¢], y sik < t, entonces V7 € k [T C* T,].
(2) m)(Ty) = {zy} 6 my(T}) es infinito y convergente a z,,.
Supongamos que las construcciones anunciadas ya fueron hechas para toda
& < 7. Construimos ahora T}, y z, con las propiedades deseadas. Hay que considerar
tres casos.
Caso 1. n = 0. Tomamos cualquier Tp € [N]“ para el cual 7o(Tp) es convergente
a Tp, para algin z, € Xp.
Caso 2. ) es un ordinal sucesor, digamos n = § + 1. Si nos fijamos en m,(T%),
entonces existe T;, C T¢ infinito y z, € X,, tal que

7n(Ty) = {zn} 6 7,)(T5,) es infinito y convergente a z,,.

Por otro lado, notemos que si v < £ entonces T;, \ T}, C T¢ \ T, el cual es finito.

Caso 3. 11 es un ordinal limite. Notemos que para este caso ya se ha construido
una familia 7, = (T¢: £ € ) C [N]“ bien—ordenada por *2. Ahora, como 7 < t,
entonces existe 7,y € [N]“ tal que V¢ € n [T}y C* T¢]. Ahora bien, si nos fijamos en
my(T,;), entonces existe T,, C Ty infinito y z, € X, tales que

7y (Ty) = {zn} 6 m,(T}) es infinito y convergente a z,,.

Finalmente, es claro que V¢ € 7 [T,, C* Te|, y que si kK < t, entonces existe
T € [N]“ tal que Vn € [T C" Ty).

Por otro lado, consideremos cualquier conjunto abierto basico B en II que
contenga al punto x = (z,: 7 € &), i.e. B es un conjunto de la forma (), . p 7, ' (By),
con F € [w]<¥\ {@} y B, abierto que contenga a z, para n € F. Por (2), para
cada 7 € F, todos salvo una cantidad finita de puntos de T;, pertenecen a 7, WE.).
Ahora, se sigue de (1) que B contiene a todos los puntos de T,sx(r) salvo una
cantidad finita (por lo que |[BN N| = w), y por lo tanto B contiene a todos los de

T salvo una cantidad finita, si k < t. Esto prueba tanto (a) como (b). O

3Aqui T, = {zk?:EEw}yTz {zk:}:nEw}‘
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3.10. Por el Teorema 3.6, nunca el producto de s espacios no degenerados es se-
cuencialmente compacto, de aqui que t < b, < s, donde

h.. = min{k: algin producto de k espacios secuencialmente compactos no es
secuencialmente compacto}.

Una pregunta inmediata es, jpuede b,. expresarse como un cardinal definido
combinatoriamente? Pues bien, esto fue contestado por R. FRIC y P. VOJTAS
en [1985] donde demuestran que h,. = h.* Antes de proceder a demostrar esta
igualdad, analicemos con mas detalle el cardinal h, dando primero una alternativa
a la manera en que se ha definido el cardinal b.

3.11. Una familia de conjuntos infinitos es llamada cas? ajena (AD por sus siglas en
inglés), si cada par de elementos de la familia tiene interseccién finita. Una familia
casi ajena mazimal (MAD por sus siglas en inglés) es una familia casi ajena de
subconjuntos de w, maximal con respecto a la inclusién.

3.12. OBSERVACION. Notemos que en la definicién de familia MAD se requiere que
la familia sea infinita; ya que en ausencia de este requerimiento, cualquier particion
de w en una cantidad finita de conjuntos infinitos podria considerarse como una
familia MAD. Notemos también que, si A es una familia MAD y X es cualquier
subconjunto infinito de w, entonces X N A es infinito para al menos una A € A.

3.13. PROPOSICION. Si A es una familia MAD, entonces A |= {X € [w]“: 3A €
A [X C* A]} es una familia densa y abierta. Y cada familia densa y abierta contiene
una familia de esta forma.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién se prueba ficilmente checando las defini-
ciones. Para la segunda afirmacién, sea D una familia densa y abierta, y sea Ag
una subfamilia infinita casi ajena de D; por ejemplo, tomemos una X € D y una
particion de esta en una cantidad infinita de piezas infinitas. Por el Lema de Zorn,
sea A D Ap una familia casi ajena contenida en D y maximal entre tales familias.
Afirmamos que A es maximal entre todas las familias casi ajenas, no asegurando
que A esté contenida en D. Una vez estableciendo esta afirmacién, tendriamos que
A es MAD y que A |C D como se requiere.

Para establecer la maximalidad, consideremos cualquier X € [w]“. Como D
es densa, D contiene un (casi) subconjunto ¥ de X. Como A es maximal entre
todas las subfamilias casi ajenas de D, D debe contener un conjunto A que tenga
interseccién infinita con Y y por consiguiente también interseccién infinita con X.
O

3.14. COROLARIO. b es el minimo nimero de familias MAD tales que, para ca-
da X € |[w]“, una de estas familias contiene al menos dos conjuntos que tienen
interseccion infinita con X.

DEMOSTRACION. X tiene interseccién infinita con al menos dos conjuntos de una
familia MAD A si y s6lo si X ¢ A |. Con esta observacidn, el corolario se sigue
inmediatamente de la Proposicion 3.13 y de la definicién de b. O

Teniendo en mente este tltimo corolario, probemos el siguiente teorema.

3.15. TEOREMA. h = b,..

4Esta igualdad también fue obtenida independientemente por P. Nyicos, J. Pelant y P. Simon
(no publicado).
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DEMOSTRACION.®>  Demostracion de h < b,.. Supongamos que x < h. Sea X, un
espacio secuencialmente compacto para cada 7 € x y II su producto topoldgico.
Para cada n € k sea m,: [ — X,, la proyeccién. Sea N cualquier subconjunto
numerable de I1. Para cada 7 € k sea D,, = {T € [N]¥: m,(T') converge en X,}. Es
facil ver que cada D, forma una familia densa y abierta en [N]“. Ahora bien, como
Kk < b, entonces existe T € (), ., Dy. Asi, si z, representa el punto en X, al que
converge m,(T'), entonces, T converge al punto z = (z,: 1 € k).

Demeostracion de h > b,.. Para esta desigualdad, los W-espacios introducidos
por S. Mréwka y J. Isbell, juegan un papel importante.

3.16. Sea A una familia AD. Definimos un espacio ¥(.4) como sigue: el conjunto
base es w U A, los elementos de w son aislados y las vecindades basicas de A € A
son de la forma {A} U (A \ F), con F finito.

Se sigue inmediatamente de la definicién que ¥(.A) no es compacto ni se-
cuencialmente compacto. Sin embargo, es facil ver que w¥(A), la compactacién
de Alexandroff de W(.A), si es secuencialmente compacta.

Sea A un conjunto conformado por familias MAD tales que, para cada X € [w]®,
una de estas familias contiene al menos dos conjuntos que tienen interseccién infinita
con X. Sea II el producto Il 4caw¥(A). Si probamos que II no es secuencialmente
compacto, entonces por el Corolario 3.14 tendriamos que bh > b,..

Para probar que II no es secuencialmente compacto, consideremos el conjunto
A, = {z € II: existe n € w tal que z(A) = n para toda A € A}. Afirmamos que en
A, ningiin subconjunto infinito es convergente. En efecto, si X € [w]“, entonces por
la eleccién de A, existe Ax € A tal que en Ax existen conjuntos A y A’ que tienen
interseccién infinita con X. Asi, si denotamos por 0o 4 al punto que agregamos a
U(A) para formar a w¥(.A), entonces los puntos x4 y x4+ en II, definidos por

:rA(.A)={A’ si A= Ax; " IA,(A):{A, si A= Ax;

004, en otro caso. 004, e€n otro caso.

seran puntos de acumulacion de Ax. Por lo que Ax no es convergente. 0O

4. Otras relaciones entre cardinales pequenos no numerables y los
conceptos de compacidad

Los Teoremas 3.6 y 3.7 nos dan la mejor cota inferior sobre el peso (6 el cardcter)
de espacios (numerablemente) compactos, los cuales no son secuencialmete com-
pactos. Ahora, toca el turno a la cardinalidad.

4.1. TEOREMA (MALYHIN y SAPIROVSKII [1973] para 2°). Si X es un espacio
compacto el cual no es secuencialmente compacto, entonces |X| = 2.

DEMOSTRACION. Para A C X, sea A’ el conjunto de puntos de acumulacién de A.
Notemos que
VA,B € P(X)[AC* Bentonces A’ C B']. (5)
Sea N un subconjunto numerable de X, el cual no tiene subconjuntos infinitos
que converjan, o equivalentemente, que satisfaga

VT € [N|* 3Ty, T) € [T)* [Ty N T} = 0). (6)

5La demostracién que aqui presentamos, tal véz sea muy parecida a la obtenida por P. Nyicos,
J. Pelant y P. Simon.
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Usando (5) y (6) probaremos que para cada 7 € t, existe Ty € [N]“ para toda
f € "2, tal que

Vie™n2Ven [T_f cr Tng], y (7)
Vie€"2([f#9=>T;NT, =0 (8)

Construyamos, por induccién transfinita sobre 7, todos los Ty € [N]“ para
f € "2 simulténeamente.

Caso 1. n = 0. Entonces 92 = {()}; sea Tp = N.

Ahora, sea 0 < 77 < t, y supongamos que T es conocido para f € ¢2, si £ € 7.

Caso 2. 1 es un ordinal limite. Para f € 72, elegimos una pseudo-interseccién
infinita Ty de (Ts1¢: € € n).

Caso 3. 1) es un ordinal sucesor, digamosn = £+1. Por (6), existen subconjuntos
infinitos T,0 y Ty,1 de Ty para f € 2, tales que T7 o NT}, = 0. Entonces definimos
Ty = Tirg,s(¢) para f € 72.

Ahora, para verificar (8), consideremos f,g € "2 distintos. Definimos v =
min{é € n: f(€) # g(§)}- Si 7 = v + 1, entonces bajo la construccién del Caso
2, se tiene que Tt NT, = 0, y si n > v+ 1, entonces notemos que de (5) se sigue que
T C Neen Ttre- Asi, si existiera t € Ty NT,, entonces tendriamos en particular que
t € Tt 41 N T4, lo cual contradeciria la hipétesis de inducci6n. Por lo tanto,
T NT, =0.

Ahora bien, dado que X es compacto, y dado que para cada 7' C X infinito,
T’ es un subconjunto cerrado no vacio de X, entoces por (5) y (7), podemos definir
§:'2 — P(X) \ {0} como S(f) = (), T}, Ahora, de (7) y (8) se sigue que
Vige'2[f#g= S(f)nS(g) =0 Por lo que | X| > ‘2. O

4.2. OBSERVACION. Haciendo una pequeiia modificacién a la construccién hecha
en la demostracion anterior, podemos probar que si w < k < t, entonces para cada
n € K+ 1 existe Ty € [w]“ para toda f € 72, tal que

Viem2VEen [Ty C Ty, vy 9)
V ge2(f#g9= Ty NT,| < w. (10)

Ahora, para el caso 77 = k en (10) tenemos que 2" < |[w]*| = ¢. Pero claramente
2% > ¢, de donde 2% = ¢, i.e. si w < Kk < t, entonces 2* = c.

Por otro lado, es consistente con ZFC que 2! > c¢. En este sentido, tenemos el
siguiente resultado dado por M. ISMAIL y P. NYIKOS en [1980] para 2“* > ¢ o
AM, en lugar de 2! > c.

'4.3. COROLARIO (2' > ¢). Las siguientes condiciones sobre un espacio compacto
X, son equivalentes:

(a) Cada subespacio numerablemente compacto es cerrado.
(b) X es secuencial, i.e. para cada A C X, si A no es cerrado, entonces algin
subconjunto numerable de A converge a un punto de X \ A.

DEMOSTRACION. (b) => (a). Si A C X no es cerrado, entonces algin subconjunto
numerable de A converge a un punto de X \ A, por lo que A no puede ser un
subespacio numerablemente compacto de X.

(a) = (b). Supongamos que A C X no es cerrado. Entonces A no es numera-
blemente compacto, por lo que contiene un conjunto numerable N sin puntos de



18 2. COMPACIDAD NUMERABLE Y COMPACIDAD SECUENCIAL

acumulacién en A. Asi, N es un conjunto cerrado y discreto en A. Ahora, necesaria-
mente, algiin subconjunto infinito de IV debe converger a un punto de X \ A. Si este
no es el caso, entonces el subespacio compacto N de X no seria secuencialmente
compacto, de donde |N| > ¢, ya que estamos suponiendo que 2' > ¢. Sin embargo,
[N] < ¢ (con lo cual obtendriamos una contradiccién). Para poder verificar esto
necesitaremos de la siguiente afirmacién.

4.4. AFIRMACION. Si Z es numerablemente compacto, entonces para cada S C Z,
existe un conjunto numerablemente compacto T con S C T y |T| < |S|“.

DEMOSTRACION. Si |S| < w, se sigue trivialmente la Afirmacién. Asi, supongamos
que |S| > w. Escogemos un punto de acumulacién ¢(N) de N para cada N € [Z]v.
Después, con recursién definimos S,, para n € w; como sigue: Sp = S, y

Sp=JSe U {e(N): Ne[|JSel}, siO<n<w.
£en gen
Finalmente, sea T' = J, ¢, Sy. Para verificar que 7' es un conjunto nume-
rablemente compacto, nétese que para cualquier N € [T]“ existe € w; tal que
N € [Uge, Sel®- Por tltimo, notemos que |Sy,| < |S|“ para cada 7 € w;, de donde
1T < wi - IS = |SI. O

Ahora bien, de esta ltima Afirmacién se tiene que existe un conjunto numerable-
mente compacto Y (y por lo tanto cerrado), talque NC Y (N CY) y |[Y| < |N|Y =
c. Asi N<e. O

4.5. PREGUNTA. ;Se puede mejorar el Teorema 4.17 i.e. jexiste un espacio com-
pacto de cardinalidad 2!, el cual no sea secuencialmente compacto? Notemos que
por el Teorema 3.6 existe un espacio compacto de cardinalidad 2°, el cual no es
secuencialmente compacto. Sin embargo, es consistente con ZFC que 2° > 2*.

4.6. PREGUNTA. En [1980] M. IsMAIL y P. NYIKOS, hacen la siguiente pregunta,
ies posible demostrar el Corolario 4.3 en ZFC?

Existe una clase especial de espacios compactos para la cual el problema de
Nyikos 4.6, tiene una solucién en el sentido positivo. Decimos que un espacio X
es x-disperso, si cada subconjunto cerrado F C X tiene un punto de carédcter
numerable (en F'). El siguiente teorema, se le puede atribuir a D. V. Ranéin y M.
G. Tkacenko (véase, las demostraciones del Teorema 2 en D. V. RANCIN [1977] y
Teorema 3.2 en M. G. TKACENKO [1984]).

4.7. TEOREMA (RANCIN [1977] y TKACENKO [1984]). Sea X un espacio compacto,
tal que todos sus subespacios numerablemente compactos son cerrados. Si X es x-
disperso, entonces X es secuencial.

DEMOSTRACION. Supongamos que A C X no es cerrado. Entonces A no es nume-
rablemente compacto, por lo que contiene un conjunto cerrado discreto numerable
N. Como X es x-disperso, existe un punto z € N con x(z,N) = w, y por lo tanto
existe T € [N]“ convergenteaz € N\ N C A\ AC X\ A. O

Por otro lado, para espacios numerablemente compactos, tenemos una version
exacta del Teorema 4.1.

4.8. TEOREMA. ¢ = min{|X|: X es numerablemente compacto pero no es
secuencialmente compacto}.
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DEMOSTRACION. Demostracion de ‘<’. Hacemos los primeros pasos contables del
Teorema 4.1.

Demostracion de ‘=’. Usamos la Afirmacion 4.4, y el hecho de que existe un
espacio compacto el cual no es secuencialmente compacto, e.g. *2. O



CAP{TULO 3

Calculo de algunos invariantes cardinales en
espacios métricos separables

1. Introduccién

Para un conjunto X, K(X) denotar4 la familia de todos los subconjuntos com-
pactos de X. En este capitulo consideraremos tres invariantes cardinales sobre X
asociados con K(X), los cuales nos dicen qué tan lejos estd X de ser compacto.
Calcularemos estos invariantes cardinales para P, los niimeros irracionales, y Q, los
nimeros racionales, y deduciremos valores para estos invariantes cardinales para
otros espacios métricos separables. También estableceremos las relaciones que hay
entre los conceptos de real-compacidad y w-compacidad.

2. Definiciones y propiedades basicas: El niimero de hemicompacidad
cof(K(X)), el nimero de cubierta compacta kc(X), y el
k-determinador k(X).

Nuestro primer invariante cardinal es cof(K(X)) (véase 1.1 del Capitulo 1),
donde K(X) es un conjunto parcialmente ordenado bajo la contencién. El segundo
invariante es

ke(X) =min{|£]: £ S K(X) y | J£ =X},

que llamaremos el nimero de cubierta compacta de X. Para definir nuestro ter-
cer invariante necesitaremos una terminologia adicional. Si D es la coleccién de
subconjuntos cerrados de un espacio X, decimos que D determina a X si VF C
X [F es cerrado < VD € D [FN D es cerrado en D]]. Un espacio X es llamado
k-espacio si K(X) determina a X. Los espacios primero numerables, en particular
los espacios métricos, son k-espacios (véase por ejemplo el Teorema 3.3.20 en R.
ENGELKING [1989)]). Para un espacio X definimos el k-determinador de X como

k(X) =min{|£| : £ C K(X) determinaa X y | J£ = X}.

Por convencién min(@)) = oo, el cual es mds grande que cualquier cardinal.
(Requerimos que | £ = X en la definicién de k(X) ya que de lo contrario k(X) =0
para espacios discretos.)

Existen dos cardinales asociados con w que juegan un papel decisivo en el calculo
de invariantes cardinales; los cardinales b y 9, introducidos por F. ROTHBERGER
en [1939B] y M. KATETOV en [1960A] respectivamente. Para poder definir estos
cardinales necesitaremos de algunas definiciones previas.

Definimos el pre-orden <* sobre “w como

f < gsi f(n) < g(n) para toda n € w salvo una cantidad finita.
Noétese que (*w, <*) no tiene elementos maximales. Diremos que un subconjun-
to de “w es no acotado si este no es acotado en (“w, <*). Los subconjuntos de “w

21
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que son cofinales en (“w,<*) son llamados dominantes, y los que son dominantes
y bien ordenados por <* son llamados escalonados.

Con estas definiciones en mente, daremos a continuacién las definiciones canénicas
de los cardinales b y 0.

b = min{|B|: B es un subconjunto no acotado (‘non bornée’) de “w},
? = min{|D|: D es un subconjunto dominante de “w}.

El cardinal b es llamado el nimero de (no)acotacion. La letra b proviene de la
palabra en francés ‘non bornée’ (no acotado). El cardinal d es llamado el nimero
de Dominacion.

Frecuentemente la informacién conjuntista de estos cardinales es muy usada en

topologia. Por lo que entonces en lo que resta de esta seccién nos dedicaremos a
dar informacion conjuntista de los cardinales b y 0.

2.1. Para nuestro siguiente resultado necesitaremos de una terminologia adicional.
Si F y G son familias de conjuntos numerables, escribiremos F LG siVF € FVG €
G [|[F NG| < w], y diremos que F y G se pueden separar si existe un conjunto S
parael cual VF € F [F C* S] y VG € G [|GN S| < w|; nétese que si S separa a
F y G, entonces (|J(FUG)) \ S separa a G y F, de aqui que ‘se pueden separar’
es una relacion simétrica. Escribirémos F LG si { F'} LG. Finalmente, si B C “w e
I € [w]*, diremos que B es no acotado en I si
Vie“w dgeB [|{ne€l: f(n)<g(n)} =uwl,
i.e.si {f [ I: f € B} es no acotado en {‘w, <*).
2.2. TEOREMA (ROTHBERGER [1939B], (1941] y [1948], HECHLER [1970], BURKE
y VAN DOUWEN [1977]). Sea V la coleccion formada por las lineas verticales de
wxw, te. V={{k} xw: k € w}. Entoncesb="b; paraic {1,...,7}, donde
b1 = min{|B|: B es un subconjunto no acotado de “w formado por funciones
estrictamente crecientes, el cual es bien-ordenado por <*},
b = min{|B|: B C “w, y B es no acotado sobre cada subconjunto infinito
de w},
bz = min{|B|: B C [w X w]|* es bien-ordenado por C*, BLV, yVX € [w x w]¥
[XLV=3BeB|[XnB|=uwl},
bs: es como bs pero sin el “bien-ordenado por C*”,
bs = min{|B|: B C [w]*, 3C C [w]* [|C| =w, BNC =0, BUC es casi ajena, y
yVD € [C]¥ [B y D no se pueden separar]|},
be = min{|B|: B C [w]|*, y3C C [w]¥ [|C| = w, BLC, B yC son bien-ordena-
dos por C*, y B y C no se pueden separar]},

b7: es como bg pero sin el “B y C son bien-ordenados por C*”.
DEMOSTRACION. Las desigualdades bs > b, bs > by, y bg = by son obvias, entonces

es suficiente con probar que b > by > b, by > b3 > bg, y by = b7 > b.
Para f € “w definimos Ly como {(k,n) € w x w: n < f(k)}, y notemos que

Vfg€“w [f<"ge LyC* Ly (11)
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También, para X € [w x w]* definimos Kx = {k € w: X N{k} xw # 0}, y si XLV
definimos fx € “w como fx(k) = méx{n € w: n =0 o (k,n) € X}, y nétese que

XCLi NKx Xw. (12)

Demostracién de b > by. Sea F' = {f¢: £ € b} un conjunto no acotado de
“w. Dado que el conjunto S de funciones estrictamente crecientes es un conjunto
dominante, podemos elegir por recursién b, € S paran € b, tal que V f € {be: £ €
n} U{fy} [f <* by]. Entonces B = {b,: 7 € b} demuestra que b > b;.

Demostracion de by > ba. Es suficiente con probar la siguiente afirmacién.

2.3. AFIRMACION. Si B C “w es un conjunto no acotado formado por funciones
no decrecientes, entonces B no es acotado en ningun subconjunto infinito de w.

DEMOSTRACION. En efecto, consideremos cualquier f € “w e I € [w]|“. Podemos
definir f € “w como

f(k) = méx{f(n): n < min{i € I: i > k}}.
Ahora, existe g € B tal que g £* fie J= {j € w: ) < 9(7)} es infinito.

-

Para cada j € J, si i = min{k € I: k > j}, entonces g(i) = g(3) > f(j§) = f(i), ya
que g es no decreciente, de donde {i € I': f(i) < g(¢)} es infinito. O

Demostracion de b; > bs. Sea B como en la definicién de by, y pongamos
B = {Ly: f € B}. De (11) se sigue que B es bien ordenado por C*, y claramente
BLV. Consideremos cualquier X € [w X w]* con X LV. Claramente Kx es infinito.
Entonces, por la Afirmacién 2.3 existe g € B tal que J = {k € Kx: fx(k) < g(k)}
es infinito. Entonces fx | J es un subconjunto infinito tanto de X como de L.

Demostracion de by > bs. Definimos by como bs, pero con ‘[w x w]“’ en lugar de
‘(w]“’. Entonces by = bs, por lo que es suficiente con probar by > b;. Sea B como
en la definicién de b;, y pongamos B = B y C = V. Obviamente |C| = w, BNC = 0,
y BUC es casi ajena. (Aqui es donde usaremos el hecho de que B es bien-ordenado
por <*.) Consideremos cualquier conjunto S tal que VC € C [C C* S] y cualquier
D € [V|“. Sea D = {k € w: {k} x w € D}. Claramente, existe f € “w tal que
Vk,n€w[n> f(k) = (k,n) € 5], e.g. definamos f como f(k) = mix{n € w: n =
06(n>=1y(k,n—1) ¢ S)}, para k € w. Por la Afirmacién 2.3 existe g € B tal
que I = {k € D: g(k) > f(k)} es infinito. Claramente, g [ I C S, de donde SN B
es infinito. Por lo tanto B y D no se pueden separar.

Demeostracion de bz = bg. Esta es semejante a la demostracién de b; > bs, pero
con C = {k xw: 1< k € w}. (Recordemos que k = {0,...,k—1}sil <k €w.)

Demostracion de by = br. Esta es semejante a la demostracién de bz > bg.

Demostracion de bs = by. Si B y C son como en la definicién de bs, entonces
B1C.

Demostracion de by > b. Definimos b4 como bz, pero con ‘(w x w|“’ en lugar
de ‘|w]“’. Pongamos A = {UF: F € [C]<¥ \ {#}}. Ahora bien, ningiin miembro de
A separa a C y B, entonces existe o: w — A tal que

Vkew|ak) Ccak+1)y |a(k+1)\ ak)| =),

VC eCIkew[C C alk)).
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Entonces es claro que el ran(a)lB, y que el ran(a) y B no se pueden separar,
por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad, que C = ran(a). También
podemos suponer sin pérdida de generalidad que a(k) = (k + 1) X w, para k € w.
Bajo estas suposiciones, V1B y V y B no se pueden separar. Entonces fx esta bien
definida para toda X € B; luego entonces podemos definir B = {fx: X € B}. Si
hacemos B’ = {Ly: f € B} obtenemos trivialmente que B’ LV, y por (12) se obtiene
que B’ y C no se pueden separar.

Probemos ahora que B es no acotado: consideremos cualquier f € “w. Entonces
Ls1V. Dado que B’ y V no se pueden separar, debe existir una g € B tal que

Ly ¢* Ly. Asi, por (11), se tiene que g £* f. 0
2.4. COROLARIO DE LA DEMOSTRACION (de b = by). b = 0 si y sdlo si “w liene
una escala. O

En el siguiente teorema, diremos que D C “w es cofinal sobre A C [w]“ si
Vf€e“w JgeDIA€ A[f < gsobre A ie. Va€ A[f(a) < g(a)]].

2.5. TEOREMA (KATETOV [1960A] y ROITMAN). 0 = 0, = 09, donde
01 = min{|D|: D es cofinal en (“w,<) };
02 =min{|D| + |A|: D C “w, AC [w]*” y D es cofinal sobre A}.

DEMOSTRACION. La desigualdad ? < 0, es inmediata, y la desigualdad 9, < 0 se
sigue del hecho de que D C “w es dominante si y sélo si es cofinal sobre {A C
w: w\ A es finito}. (En este contexto notemos que D es cofinal en (“w, <) si y sélo
si D es cofinal sobre {w}.)

Demostracion de 0, < 02. Sea D C “w cofinal sobre A C [w]“, con |D| + |A]| =
02. Parad € D y A € A definimos dg € “w como: da(k) = d(min{a € A: k < a}),
para k € w. Claramente el conjunto {da: d € D, A € A} tiene cardinalidad a lo
mas 0. Probemos que este conjunto es cofinal en (“w, <): consideremos cualquier
f € “w, y para esta funcién sea g una funcién no decreciente con f < g. Por otro
lado existe d € D y A € A tal que g < d sobre A. Entonces f < d4; en efecto, si
k € wy n =min{a € A: k < a}, entonces, dado que g es no decreciente, se obtiene
que d4(k) = d(n) > g(n) > g(k) > f(k). 0

3. Calculo de cof(K(X)), ke(X) y k(X) en espacios métricos separables
Antes de empezar nuestros cédlculos notemos lo siguiente.

3.1. AFIRMACION.

(a) X no es compacto < ke(X) 2w © k(X) 2 w & cof(K(X)) 2> w.

(b) Si X es un k-espacio, entonces ke(X) < k(X) < cof(K(X)).

(c) SiX escerrado enY, entonces ke(X) < ke(Y), k(X) < k(Y) y cof(K(X)) <
cof(K(Y)).

(d) Sik(X)=w, entonces ke(X) = cof(K(X)) = w.

DEMOSTRACION. Los incisos (a), (b) y (c) se siguen facilmente. Para probar (d),
consideremos cualquier familia numerable £ C K(X) que determinea X y | J £ = X.
Es claro que la subcoleccién numerable C = {|JF: F C [£]<“} de K(X) es cofinal
en K(X). Consideremos cualquier K C X talqueVC € C [K ¢ CJ. Dadoque X ¢ C
(ya que de lo contrario k(X) = 1 6 0) podemos encontrar un conjunto numerable
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IC K talque VL € L [[INL| < w]. Este I es un subconjunto cerrado discreto
infinito de X ya que £ determina a X. De esto se sigue que K no es compacto. (]

Hagamos ahora nuestros célculos.
3.2. TEOREMA (KATETOV [1960A]). ke(P) = k(P) = cof (K(P)) = 2.

DEMOSTRACION. Por la Afirmacién 3.1 (b) es suficiente con probar que d < ke(P)
y cof(KC(P)) < 9. Recordemos que PP lo podemos identificar con la potencia “w, y
que ? = 9; = cof((“w, X)).

Para K € K(P)\ {0} podemos definir fx € “w como fx(n) = méx{m,(K): n €
w}, ya que para cada n € w la proyeccién m,(K) de K en el n—ésimo factor es
compacto, luego entonces es finito. Ahora, nétese que

VK e K®) [K € [0, fx(m)]]. (13)
new
Demostracion de 91 < kc(IP). Consideremos £ C K(IP) con | J £ = P. Entonces
{frL: L € L} es cofinal en (*w,<); en efecto, consideremos cualquier f € “w,
entonces existe L € £ con f € L, y por (13) se tiene que f < fr.
Demostracion de cof(K(P)) < 0. De (13), es claro que si D es cofinal en (“w, <),
entonces {[],,c[0,dx]: d € D} es cofinal en K(P). ' O

Introduciremos ahora un espacio auxiliar L. El espacio L estara formado por el
conjunto w x wU{oo}, donde oo ¢ w xw, con la topologia para la cual: los puntos de
w X w son aislados, y las vecindades basicas de oo son de la forma {oco} U (w\ k) X w,
donde k € w. El Lema 3.4 nos mostrara la utilidad que tiene este espacio. Para ver
esto necesitaremos de una definicién previa.

new

3.3. Un espacio X es llamado localmente numerablemente compacto si para cada
r € X existe una vecindad U de x tal que U es numerablemente compacto.

3.4. LEMA. Para un espacio X primero numerable, X no es localmente numerable-
mente compacto si y sélo si X tiene un subespacio cerrado homeomorfo a L.

DEMOSTRACION. Si X no es localmente numerablemente compacto, entonces existe
un punto co € X tal que para cada vecindad U de oo, U no es numerablemente
compacto, i.e. existe Ny € [ﬁ]w cerrado y discreto en U, y por ser U un conjunto
cerrado en X, se tiene también que Ny es cerrado y discreto en X.

Por otro lado, como X es un espacio regular primero numerable, existe una base
(Fy,: n € w) de oo, formada por vecindades cerradas. Ahora, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que F,,4y C F,, para n € w. Para Fp, existe Ng € [Fp]*
cerrado y discreto en X, para el cual podemos suponer que co ¢ Ny. Entonces existe
F, , tal que F, N Np = . Ahora bien, para F, , existe Ny € [F, | cerrado y
discreto en X, para el cual también podemos suponer que co ¢ N;. Continuando con
este proceso, podemos construir una familia ajena N' = {Ni: k € w} de conjuntos
cerrados y discretos en X, y un sistema de vecindades (F,, : k € w) de oo (el cual,
también forma una base para c0), tales que

(UN) N Fn, = U o porakew

Por construccién, el conjunto {oo} | (|JN) es un subespacio cerrado de X, el
cual es homeomorfo a L.
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Por 1ltimo, si X tiene un subespacio cerrado homeomorfo a I, entonces, para
cada vecindad U de co en X existe una vecindad V' de co en X, tal que

VCU yVNL={oo}U(w\k) Xw, para alguna k € w.

Ahora, notemos que {k} x w C U, el cual es un conjunto cerrado y discreto en U,
luego entonces U no es numerablemente compacto. O

- Calculemos ahora nuestros invariantes cardinales para el espacio L.
3.5. LEMA. k(L) = b, cof(K(L)) = 9, y (trivialmente) kc(L) = w.
DEMOSTRACION. Definimos

A={Acwxw]“:Vkew[|AN{k} xw| < w]}.
Notemos que

VK CL [K escompacto < |K|<wé (00 € Ky K\ {00} € A)]. (14)
Demostracion de k(L) = b. Es facil ver que
VFCL [Fnoescerrado ©®oo¢ Fy3dAe A[AC F]|. (15)

De (14) y (15) se observa que
k(L) =min{|B|: BC A, yYVAe A3B e B[|AnB| =u]|}.
El lado derecho de la igualdad es by, el cual es igual a b por el Teorema 2.2.
Demostracion de cof(K(L)) = 0. Para f € “w definimos Ly como Ly =
{{k,n) € w xw:n < f(k)}. De (14) se sigue que {Ls U {o0}: f € “w} es cofi-
nal en X(X). Ahora bien, es claro que
cof(({Ly U {oo}: f € “w}, Q) = cof({{Ly: f € “w},C)) = cof({*w, <))

El lado derecho de la igualdad es 9,, el cual es igual a ? por el Teorema 2.5.
La siguiente proposicién es una simple consecuencia de 3.1 (c), 3.4 y 3.5.

3.6. PROPOSICION (ARENS [1946] y KATETOV [1960A]). Sea X un espacio métri-
co. (Mds en general, sea X primero numerable e isocompacto, i.e. los subconjuntos
cerrados numerablemente compactos, son compactos.) Entonces k(X) < w si y sélo
si cof(K(X)) < w, st y sélo si X es o-compacto y localmente compacto. O

Pasemos ahora a calcular nuestros invariantes cardinales para el espacio de los
niimeros racionales Q).

3.7. TEOREMA. k(Q) = b.
DEMOSTRACION. De 3.1 (c¢), 3.4 y 3.5 se sigue que k(Q) > b. Probemos que k(Q) <
b haciendo una pequena modificacién a la demostracién de k(L) < b.

Dado que |Q| = w, para probar que k(Q) < b es suficiente con encontrar para
cada g € Q una familia D C K(Q) con |D| < b tal que

VFC X [ge F\F=3D€D[FnN D no es cerrado]). (16)
Sea (B,: n € w) una base de vecindades para g tal que
Vn € w By C B, (de aqui que Vn € w(|By \ Byyi1| = w)). (17)

Definimos
A={A€[Bo]“:Vn e w|[|AN (B, \ Bn+1)| < wl]}.
Entonces, por (17) VA € A [A no es compacto pero AU {q} si lo es|. También,

VFCX|[ge F\F&q¢Fy3Ae A[AC F]],
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por lo tanto, existe D C K(Q) que satisface (16) con

|D| =min{|B|: BC A, yVA€e AIB € B|[|AN B| = wl}.
De (17) se sigue que el lado derecho de la igualdad es by, el cual esiguala b. O
3.8. TEOREMA (KATETOV [1960B]). cof(K(Q)) = 2.

DEMOSTRACION. De 3.1 (c), 3.4 y 3.5 se sigue que cof(X(Q)) > 0. La demostracién
de que cof(K(Q)) < 0 serd algo tediosa.

Intermedio. Revisaremos algunos hechos acerca de los espacios dispersos que
necesitaremos para la demostracién. Un espacio es llamado disperso, si cada sub-
espacio (o, equivalentemente, cada subespacio cerrado) tiene un punto aislado. La
importancia de esta nocién reside en el hecho de que los subespacios compactos de
Q son dispersos, ya que los espacios compactos contables son dispersos. [La manera
mas rapida de probar esto es observando que para un espacio contable sin puntos
aislados uno puede encontrar una sucesién (U,: n € w) de conjuntos abiertos no
vacios tales que ()., Un =0y Vn € wlU, 2 Ups)!)

Para un espacio X, X’ denotaré el conjunto de puntos de acumulacién de X,
y recursivamente definimos X (") para un ordinal 7 como

XO=x, x0)=(xMy y X0 =[)X® siyesun ordinal limite,
£En
0, brevemente,

XO=x, y X®=(X®y sin>0.
£en

Claramente cada X7 es cerrado en X. Es facil ver que X es disperso si y sélo
si existe 7, necesariamente con 1 < |X|*, tal que X = (. Si X es compacto,
entonces esta 7 no puede ser un ordinal limite. Asi, para un espacio disperso no
vacio X existe h(X) < |X|*, la altura de X, tal que X(*(X)) es un conjunto finito
no vacio. Por convencién h(f) = —1.

Continuacion de la demostracion. Construiremos por induccién transfinita so-
bre 7 € w; un espacio compacto L(n, f) en QQ para cada f € “w de tal manera
que

Vig€“w(f <g= Lla,f) C L(a,9)]; (18)
VK € K(Q) [A(K) < a= 3 f € “w [K C L(a, f)]). (19)

Entonces {L(n, f): n € w1, f € D} seria cofinal en K(Q) para cada conjunto cofinal
D en (“w,<), ya que VK € K(Q) [h(K) < w;]. Ahora bien, como
cof((“w, <)) = 0 > w; tendriamos entonces que cof(K(Q)) < d.

Para n = 0, hacemos L(n, f) = @ para f € “w.

Ahora, sea 0 < 17 < wy, y supongamos que L(&, f) es conocido para £ € n y
f € “w. Al conjunto w x “w x “(“w) le damos el siguiente orden parcial:

(m, f,(gn)n) < (mf1f’v(g:1)n) si m<m, f<f,yVnew [gn < g:'al'
Entonces (w X “w x “(“w), <) es isomorfo a (“w, <) (ya que w x “w x “(“w) ~
Hetwwy vy 1+ w+ w - w = w). De esta forma, para construir L(7, f) para f € “w
es suficiente construir L(m;m, f, (gn)n) para (m, f, (gn)n) € w X “w x “(“w) de tal
manera que tengamos los andlogos para (18) y (19).

Sea g: w — @ una funcién biyectiva. Para i € w, sea (B; x: k € w) una base de-
creciente de vecindades de b; formada por conjuntos cerrados-y-abiertos con B; g =
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Q. Sea e: w — 7 una funcién suprayectiva. Para (m, f, (gn)n) € w X “w x “(“w)
definimos

L(mym, f,(gn)n) = (J ({3 v |J U [L(e(i), ) N (Bik \ Biks1))).

iem kew 5< f(k)

Para verificar que este conjunto es compacto, notemos que para cada ¢ < m el
i-ésimo sumando es compacto, ya que estamos intersectando el conjunto cerrado
B; k\ Bi.k+1 con el conjunto compacto L(e(j), gx)- [Aqui estamos usando el hecho de
que si C es un subconjunto compacto de B; x para k € w, entonces {g; } Uy, Ck
es un conjunto compacto ya que (B; x: k € w) es una base decreciente de vecindades
de g;.]

Es claro ahora que se tiene el andlogo a (18). (Usamos a g y a e para obtener este
hecho ya que en general no podemos tener que L(£, f) C L(£’, f) cuando £ < €'.)

Para concluir la demostracién, resta probar que el andlogo a (19) también
se tiene, por tanto consideremos cualquier K € K(Q) con h(K) < 7. Asi, te-
nemos que encontrar m € w, f € “w y g, € “w para n € w de tal manera que
K C L(m;m, f,(gn)n)- Dado que K(*¥)) es finito podemos escoger m € w tal que
KMK) C {g;: i € m}. Escogemos | € w tan grande para que B;; N Bj; = () para
cualesquiera 7, j € w con 7 # j, y definimos

H=Q\|JBitxv v F={H}U{{JBix\Birt1):lI<keuw}

iem iEm

Entonces | JF = Q\ {gi: 2 € m} ya que (B;: k € w) es decreciente. Como {g;: i €
m} C L(n;m, f,{gn)n)) para cualquier elecciéon de f y de (gn)n, entonces resta
escoger f y (gn)n de tal manera que para cada F' € F tengamos que

KN FCLmm,f,(gn)n)- (20)

Para cada F' € F, tenemos que F es cerrado en Q (ya que los B; ;s son cerrados-
y-abiertos). De aqui que K N F es compacto y h(K N F) < h(K). [Pues claramente
(KNF)® c K€NF para cada ordinal £, luego entonces (KN F)MK)) ¢ gMK)n
F = (.] Entonces existen ¢(F) € w y y(F) € “w tales que h(K N F) < e(¢(F)) y

KN F C L(e((F)),7(F)) (de aqui que K N F C L(e($(F)),7(F)) N F). (21)

Usemos ahora ¢ y «y para construir f y (gn)n-

Para k < | hagamos f(k) = ¢(H) y g = v(H). Pues bien, (20) es verdadero
para F' = H. Para ver esto consideremos cualquier i € m. Entonces H C Q\ B;; =
UkeI{Bi-k \ Bi k+1) ya que (B; x: k € w) es decreciente y dado que B; ¢ = Q. Ahora,
de (21),

KN H C L(e($(H)),v(H)) N H C L(e($(H)),7(H)) N | J(Bix \ Biks1)

kel
= (JIL(e(p(H)), 7(H)) N (Bik \ Bik+1)]
kel
= (JIL(f (k). gx) N (Bik \ Biks1)] € L(mym, £, (9)x)-
kel

Finalmente, para k > [, si F' = {J,c,,(Bik \ Bik+1), pongamos f(k) = ¢(F) y
gk = ¥(F); esto prueba claramente que (20) se tiene también para esta F'. O
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Los resultados anteriores jugardn un papel muy importante en el calculo de
nuestros invariantes cardinales para espacios mds generales. Para esto, necesitare-
mos de lo siguiente.

3.9. LEMA (HUREWICZ). Sea Y un espacio métrico el cual es imagen continua
de un espacio separable completamente metrizable. Entonces Y tiene un subespacio
cerrado homeomorfo a P si (y, trivialmente, sélo si) Y no es o-compacto.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio separable completamente metrizable tal que
admita un mapeo continuo f sobre Y. Definimos

¥ = {A C Y: existe un espacio o-compacto S C Y con A C S}.

Paso 1. Construyamos para cada n € w una familia (A4,: s € "w) de conjuntos

cerrados en X tales que

(1) Vs € "w [diam(A,) < 27", sin > 1;

(2) Vs € "w [diam(f(As)) <27, sin > 1;

(3) (As: s € ™w) es una familia indicada discreta en X;

(4) (f(As): s € "w) es una familia indicada discreta en Y;

(5) VsemwVte™lw[sCt=> A, D Ai; y

(6) Vs € "w [f(As) ¢ Z].
Sea Ag = X. Entonces, esto define A, para s € %w = {#}. Ahora, sea m € w y
supongamos que A, es conocido para s € ™w. Para s € ™w definimos

B; ={z € A,: V vecindad U de z en A, [f(U) ¢ X]}.

Entonces A, \ B, es Lindel6f, por ser un espacio métrico separable, entonces f(A, \
B;) € . Dado que f(A;) ¢ T entonces el superconjunto f(B,) de f(As)\ f(As\Bs)
no puede tener cerradura compacta en Y. Entonces f(B,) tiene un subconjunto
numerable D el cual es cerrado y discreto en Y. Consideremos cualquier funcién
¢s: w — B, tal que f o ¢, es una biyeccién de w en D. No es dificil encontrar
vecindades cerradas A, de ¢4(k) para k € w de tal manera que tengamos los
anélogos de (1) hasta (4) para (A, x: k € w) con n = m+ 1. Ahora, para t € ™*lw
definimos A; = A¢m,¢(m)- Entonces tenemos (1) hasta (6) para n = m + 1.

Paso 2. Construyamos un conjunto cerrado en Y homeomorfo a P. Dado que
A,’s son conjuntos cerrados, se sigue de (1) y (2) que Vz € “w [|[),c,, Asin| = 1].
Entonces podemos definir una funcién h: P = “w — Y como

h={{z,y):y€ ﬂ f(Aztn)}-

nEw

Para cada n € w y s € ™w tenemos que h({z € “w: x D s}) = h(P) N f(A,).
Dado que (h(P)N f(A5): 8 € "w) es una familia abierta indicada ajena por pares en
h(P) (ya que por (4), Vs € "w [f(A,) tiene complemento cerrado en |J{f(A¢): t €
"w\ {s}}]) cuyos miembros tienen didmetro menor que 27", para n € w, se sigue
entonces que h es un encaje de P en Y.

Para probar que h(PP) es cerrado en Y, consideremos cualquier y € h(P). En-
tonces existe un conjunto infinito D C h(P) que converge a y (i.e. cada vecindad
de y contiene a todos los puntos de D salvo una cantidad finita de ellos). Por (2)
evidentemente Vn € w [{s € "w: DN f(As) # (0} es finito]. Entonces existe z € “w
tal que Vn € w [|D N f(Azin)| = w]. Asi, y = h(z), ya que cada vecindad de y
contiene alguna A.,, luego entonces contiene puntos de D. O
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También necesitaremos del siguiente hecho acerca de mapeos perfectos. (Recor-
demos que un mapeo f de un espacio X en un espacio Y es llamado perfecto si este
es continuo y cerrado, y sus fibras son compactas.)

3.10. LEMA. Sea Y la imagen de X bajo un mapeo perfecto. Entonces ke(Y) =
ke(X), cof(K(Y)) = cof(K(X)) y k(Y) = k(X).

DEMOSTRACION. Sea f un mapeo perfecto de X sobre Y. Es bien conocido que, bajo
esta condicién, VK € K(Y) [f~(K) € K(X)] (véase por ejemplo Teorema 3.7.2 en
R. ENGELKING [1989)]). De esto se siguen facilmente las dos primeras igualdades.
La demostracién de que k(Y) = k(X)) es una extensién directa de la demostracién
de que Y es un k-espacio si y s6lo si X es un k-espacio. (La demostracién del “si” se
puede encontrar en A. V. ARHANGEL'SKII [1965] Teorema 2.5, y para demostrar
el “sélo si” sblo se necesita que f sea cociente (i.e. VF C Y [F es cerrado <«
f~Y(F) es cerrado]).) O

Calculemos ahora nuestros invariantes cardinales para otros espacios métri-
cos separables. Para ello necesitaremos de la siguiente terminologia. Llamaremos
a un espacio métrico separable X absulutamente F, (Gs, ..., Borel) si X es un
subconjunto F, (Gs, ..., Borel) en cada una de sus compactaciones metrizables, o,
equivalentemente, de alguna de sus compactaciones metrizables. Un espacio métrico
separable X es absulutamente F, si y sélo si X es o-compacto, y X es absuluta-
mente G5 si y s6lo si X es completamente metrizable. Decimos que un espacio X
es analitico si X es la imagen continua de P. Se sabe que todo espacio métrico
separable que sea absolutamente Borel es analitico, pero no a la inversa (véase por
ejemplo A. KURATOWSKI y A. MosTOWSKI [1976] Capitulo XIII Teoremas 6 y
11).

3.11. TEOREMA. Sea X un espacio métrico separable.

(a) SiX es localmente compacto pero no compacto, entonces ke(X) = k(X) =
cof(K(X)) = w.

(b) St X es o-compacto pero no localmente compacto, entonces k(X) =b y
cof(K(X)) = 0.

(¢) St X es completamente metrizable pero no o-compacto, entonces ke(X) =
k(X) = cof(K(X)) = 0.

(d) SiX es absulutamente F,s pero no o-compacto, entonces ke(X) = k(X) =
cof((X)) = 0.

(e) Si X es analitico pero no o-compacto, entonces ke(X) = 0.

DEMOSTRACION. (a) X es o-compacto, por ser localmente compacto y segundo
numerable, por lo tanto el resultado se sigue de la Proposicién 3.6.

(e) Dado que X es la imagen continua de P, se tiene que ke(X) < ke(P), y dado
que X tiene un subespacio cerrado homeomorfo a P, por el Lema 3.9, observemos
que de la Afirmacién 3.1 (c) se tiene que ke(X) = ke(IP). Entonces por el Teorema
3.2 ke(X) = 0.

(b), (¢) y (d). Notemos que (c) se sigue de (d) ya que si X es absulutamente G,
entonces este es absulutamente Fj,s. Sin embargo, incluiremos una demostracion de
(c).

Por la Afirmacién 3.1 (c) y los Lemas 3.4 y 3.5 obtenemos para (b) que k(X) >
b y cof(K(X)) > 0, y por la Afirmacién 3.1 (c), el Teorema 3.2 y el Lema 3.9
obtenemos para (c) y (d) que ke(X) > 0.
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Para probar las desigualdades contrarias, primero notemos lo siguiente
(1) k(*2x Q) =b, cof(K(“2x Q) =0,y
(2) cof(K(¥Q)) =02.
En efecto, la proyeccién “2 x ' — @Q, por ser una proyeccion y tener un factor
compacto, es perfecta, entonces (1) se sigue de los Teoremas 3.7, 3.8 y el Lema 3.9.
Por otro lado, de la demostracién del Teorema 3.8 se sigue que para X = Q existe
L: wy x “w — K(X) tal que

VnewVf,ge“w(f<g= L(nf) S L(ng)ly
VK eK(X)In€w VE€w \n3f €“w[K C L f))

Ahora, es ficil ver que el producto numerable de espacios que satisfagan (22) tam-
bién satisfacen (22), ya que (“(%w),<) y (“w, <) son isomorfos. Pero claramente
cualquier espacio X que safisfaga (22) tiene cof(K(X)) < 0.

(1), el Teorema 3.2 y (2), cuando los combinamos con la Afirmacién 3.1 (c), el
Lema 3.10 y la Afirmacién 3.1 (b) nos hacen ver que las desigualdades contrarias
en (b), (c) y (d) se siguen de los siguientes hechos:

(A) si X es o-compacto, entonces X es imagen perfecta de algiin subespacio
cerrado de “2 x @,

(B) si X es completamente metrizable, entonces X es imagen perfecta de algiin
subespacio cerrado de [P,

(C) si X es absolutamente F,s, entonces X es imagen perfecta de algiin sub-
espacio cerrado de “Q,

(22)

suponiendo que X es un espacio métrico separable.(Notemos que los reciprocos de
estos hechos también se tienen.) Para probar esto podemos suponer que X es un
subespacio del cubo de Hilbert “I. Ahora, “2 admite un mapeo continuo sobre
“I, por lo que X admite un mapeo continuo f sobre “I. Entonces f es un mapeo
perfecto, y f~1(X) admite a f [ f~!(X) como mapeo perfecto sobre X, y f~(X)
esun F, (0 Gs 0 F,5) en “2 si ( y sblo si) X es un F, (0o Gs o F,;5) en “I. Esto
reduce nuestra demostracién a probar

(A’) si X es o-compacto, entonces X se encaja en “2 x ) como subespacio
cerrado,

(B’) si X es completamente metrizable, entonces X se encaja en P como sub-
espacio cerrado,

(C') si X es absolutamente F,s, entonces X se encaja en “Q como subespacio
cerrado,

suponiendo que X es un espacio métrico separable (-dimensional. Si X = Y denota
que X e Y son homeomorfos. Entonces (A') y (B') se siguen de

(A”) si X es o-compacto, entonces X x “2 x Q = “2 x Q,

(B”) si X es completamente metrizable, entonces X x P~ P,
suponiendo que X es un espacio métrico separable O-dimensional. Esto se sigue del
hecho de que cada espacio métrico separable 0-dimensional X que no sea localmente
compacto en ningiin punto es homeomorfo a “2 x QQ si este es g-compacto y no
numerable, y es homeomorfo a P si este es completamente metrizable.

Finalmente, dado que 2 x Q =~ @, entonces “(“2x Q) = “2x“Q =“(2x Q) =
“Q, ahora la afirmacién C’ es una consecuencia de A’ ya que si F es una familia de
espacios entonces (] F es homeomorfo a un subespacio cerrado del producto IIF, a
saber la diagonal {z € IIF: VF,G € F [zr = zg]}. O
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3.12. Una pregunta inmediata con relacién al inciso (e) del teorema anterior es sin
duda la siguiente, ;si X es un espacio métrico separable, es cof(K(X)) = k(X) =2
si X es analitico, o al menos si X es absolutamente Borel? Observemos que por
la Proposicion 3.6, se esta considerando implicitamente en la pregunta que X no
sea o-compacto. Ahora bien, la condicién de que X sea analitico es esencial: es
bien conocido que existe un espacio métrico separable X con |X| = ¢ en el que
cada subconjunto compacto es contable (e.g un conjunto de Bernstein), obteniendo
como consecuencia que ke(X) = k(X) = cof(K(X)) = ¢, no importando el tamano
de D que se tenga.

Por otro lado, de la Afirmacién 3.1 y del Teorema 3.11 (e) obtenemos que
9 < Kk(X) < cof(K(X)) si X es un espacio métrico separable que es analitico
pero no o-compacto. Asi, nuestra pregunta se reduce a: jsi X es un espacio métrico
separable que no es o-compacto, es cof(K(X)) < 9 si X es analitico, o al menos si X
es absolutamente Borel? Pues bien, a lo que respecta al caso en que X sea analitico,
H. BECKER en [1989] construyé un modelo de ZFC en el que existe un espacio
analitico X C “2 con cof(KX(X)) > 0. En el otro sentido, bajo CH, cof(K(X)) =
0 = w;. Asi, la respuesta al caso en que X sea analitico, es independiente de ZFC.
Sin embargo, en el caso que X sea absolutamente Borel, tenemos una respuesta en
el sentido positivo, F. VAN ENGELEN en [1988] demostré que si X es co-analitico
(los conjuntos absolutamente Borel son analiticos asi como co-analiticos), entonces
cof(K(X)) < 0.

Para probar el resultado de F. van Engelen, necesitaremos de algunos resultados
previos asi como de una terminologia adicional.

3.13. Conjuntos de Borel. Recordemos que X es un espacio polaco, si X es
homeomorfo a un espacio completamente metrizable sin puntos aislados. Sea X un
espacio polaco. Una familia A C P(X) es llamada una o-dlgebra si

1. 0, XeA
2. si A€ A entonces X \ A€ A,y
3. si{Ap:n€w} C A, entonces | J,. An € A.

Sea Bx la minima o-algebra en X que contenga a todos los subconjuntos abier-
tos de X.

Frecuentemente, es muy 1til tener una definicién mas explicita de Bx. Sea £
la coleccién de todos los subconjuntos abiertos de X y I19 la coleccién de todos los
subconjuntos cerrados de X.

Para a > 1, sea

new

E?,:{UA,.:VnH,B<aAn€II?,} y I = {X\4: 4¢50).

TEW

Tradicionalmente los conjuntos £9 son llamados conjuntos F, y los conjuntos
119 son llamados conjuntos Gs. Usando el axioma de eleccién es facil probar que

Bx= | J =%= | O

o<y <w)

3.14. Conjuntos proyectivos. Para k > 1 sea m: X* — X la proyeccién en la
iltima coordenada. Definimos la jerarquia de subconjuntos proyectivos de X™ como
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sigue:
E;(X'") ={m(A): AEBymu} ¥y
I'I}(Xm) ={ACX™:3B€ E}(X"‘) A=X"\ B}.
Las clases restantes son definidas inductivamente:

2711+1(Xm) ={m(A): A€ Hrla(XmH)} y

m,,(X™)={AC X™:3Be 3., (X™*") A= X™\ B}.
Finalmente, sea
AL(X™) = Z(X™) () IL(X™).
Escribiremos ¥}, en lugar de £ (X), cuando quede claro en el contexto con que
espacio estamos trabajando.
Un conjunto A C X es llamado proyectivo si A € T}, para algin n € w.

El siguiente diagrama describe las relaciones que hay entre las diferentes clases
de conjuntos proyectivos,

1
n+1

z:,/A \ m
N

Diagrama 1.

con n > 1, y en donde las lineas rectas denotan contencién propia cuando son
recorridas de abajo hacia arriba.

3.15. TEOREMA (SUSLIN).! Para cada espacio polaco X, Bx = A}(X). 0

En esta nueva terminologia, los conjuntos analiticos son precisamente los con-
juntos X1, los conjuntos absolutamente Borel son los conjuntos A} y los conjuntos
co-analiticos son los conjuntos I1}. Con esto en mente, pasemos ahora a formu-
lar y desde luego a probar, los resultados que necesitaremos para poder probar el
resultado de F. van Engelen.

3.16. PROPOSICION. 2 Para cada espacio métrico separable, cof(K(X)) = ke(K(X)).

DEMOSTRACION. Sea £ un conjunto cofinal en X(X). Entonces cada elemento de
K(X) esta contenido en algin L € L; luego entonces K(X) = |J . K(L), donde
K(L) es compacto. Por lo que ke(X (X)) = cof(K(X)).

Reciprocamente, sea C una cubierta por compactos de X(X). Entonces para
cada C € C, |JC es compacto. Sea £ = {{JC: C € C}; afirmamos que £ es un

1para una prueba de este teorema véase A. S. KECHRIs [1995].
2Aqui, se esta considerando a K(X) con la topologia de Vietoris (véase por ejemplo el Pro-
blema 2.7.20 en R. ENGELKING [1989)] para la definicién de topologia de Vietoris).
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conjunto cofinal en K(X). En efecto, si ) # K C X, entonces K € C para algin
C € C; de donde, K C |JC. O

Recordemos que para los cdlculos de ke, k y cof, podemos restringirnos a los
subconjuntos del conjunto de Cantor “2, ya que cada subconjunto del cubo de
Hilbert “I que sea II}, £} o A} es la imagen perfecta de un subconjunto de “2 de
la misma clase.

3.17. LEMA. Sea X un subconjunto del conjunto de Cantor “2. Sin € w, y X es
I1}, entonces también K(X) C K(¥2) =~ “2.

DEMOSTRACION. {(z, K): = € K} es cerrado en “2 x K(“2). Entonces {{z,K): z €
K}IN(“2\X)xK(“2) es L1, por lo que la proyeccién de { K € K(“2): para alguna z €
“2\ X, z € K} sobre K(“2) es también .. Pero el complemento de la proyeccién
es justamente {K € K(X): K N (“2\ X) = 0} = K(X), por lo tanto (X)) es IT}.
a

3.18. TEOREMA (VAN ENGELEN [1988]). Sea X cualquier conjunto I1}. Entonces
cof K(X)) <.

DEMOSTRACION. Por lo observado anteriormente, sea X C “2. Por el Lema 3.17,
K(X) es I}, y por la Proposicién 3.16 cof(K(X)) = ke(K(X)). Ahora bien, N.
LuziN y W. SIERPINSKI en [1918] demostraron que un conjunto I1} es la unién de
wy conjuntos de Borel, asi K(X) = Uo:<w1 B,. Ahora, dado que B, es la imagen
continua de “w, se tiene que ke(X) < ke(“w) = 9; de modo que ke(K(X)) < 0wy =
0. O

3.19. COROLARIO. (a) Sea X un espacio métrico separable absolutamente Borel
pero no o-compacto, entonces ke(X) = k(X) = cofi K(X)) = 0.

(b) Sea X un espacio métrico separable co-analitico pero no localmente com-
pacto, entonces cof(K(X)) =0.

DEMOSTRACION. el inciso (a) se sigue inmediatamente del teorema anterior y de
lo que se not6 en 3.12, y el inciso (b) se sigue del teorema anterior asi como de la
Afirmacién 3.1 (c), Lemas 3.4 y 3.5. O

4. Cdlculo de los Exponentes fuertes Exp_(X) y Exp,(X), de algunos
espacios w-compactos y R-compactos

Existen dos problemas naturalmente asociados al producto topolégico:

(1) Dado un espacio E, encontrar todos los espacios que son homeomorfos a
subespacios de potencias de E.

(2) Dado un espacio E, encontrar todos los espacios que son homeomorfos a
subespacios cerrados de potencias de E.

El problema (1) fue resuelto por S. MROWKA en [1956] en el siguiente sentido.

4.1. TEOREMA (MROWKA [1956]). Un espacio topoldgico X es homeomorfo a un
subespacio de alguna potencia de E, si y solo si, las siguientes dos condiciones se
satisfacen:

(a) Para cualesquiera p,q € X, p # q, existe una funcion continua f: X — E

con f(p) # f(q)-
(b) Para cada subconjunto cerrado F' de X y para cada p € X \ F existe un

mimero finito n y una funcién continua f: X — "E tal que f(p) ¢ f(F).
O
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Para resolver el problema (2), el mismo S. MROWKA introduce en [1958] el
concepto de espacio E-compacto y el de exponente fuerte relativo a E. Los cuales
se definen a continuacién.

4.2. Un espacio topolégico X es llamado E-compacto si X es homeomorfo a un
subespacio cerrado de " E para algiin cardinal . Al cardinal infinito x mas pequeno
para el cual X es homeomorfo a un subespacio cerrado de * E se le llama el exponente
fuerte de X relativo a E y es denotado por Exp, (X).

Ahora si nos restringimos al caso cuando F = w, tenemos ya un primer ejemplo
de un espacio w-compacto. En efecto, del Teorema 2.4 del Capitulo 1 se sigue que
P es w-compacto y Exp_ (P) = w. Por otro lado un espacio muy ligado a P es, sin
duda, el espacio @ de los nimeros racionales. Por lo que es inmediato preguntarnos
ies @ un espacio w-compacto?; si la respuesta es afirmativa, jqué podemos decir
de Exp, (Q)? Pues bien estas preguntas nos llevan al involucramiento de algunos
cardinales pequenios no numerables en la estimacién de exponentes.

Por otro lado, por el Teorema. 2.7 del Capitulo 1 todo espacio métrico separable
0-dimensional es homeomorfo a un subespacio de P. Asi, es natural preguntarnos
ibajo qué condiciones un subespacio de un espacio w-compacto es también un es-
pacio w-compacto? Pues bien una condicién suficiente es que el subespacio sea
G-cerrado.

4.3. Un subespacio S de un espacio topolégico X es llamado Gg-cerrado en X, si
para cada z € X \ S existe un conjunto Gs, G, talquez € Gy GNS = .

4.4. LEMA. Un subespacio Gs-cerrado S de un espacio w-compacto X es w-compacto.

DEMOSTRACION. Sea Y = X \ S y y € Y. Dado que S es Gs-cerradoen X y X es
O-dimensional, existe una sucesién decreciente (U,: € w) de conjuptos cerrados-y-
abiertos tal que y € [, Un C Y. Haciendo Ny = X'\, Un, Ny es w-compacto,
ya que es homeomorfo al subespacio cerrado ( Jo <, ((Un—1—Un) X {n}) de X xw,
donde Up = X. Si elegimos tal subespacio N, para cada y € Y, entonces S es igual
a [),cy Ny, el cual es homeomorfo al subespacio cerrado

{z:x, =z, paracaday,y’ €Y}
de [[,cy Ny Por lo tanto S es w-compacto. O
4.5. OBSERVACION. De la demostracién anterior obtenemos también que:
Exp_(S) < |Y|-Exp_(X) < |X]-Exp_(X).
Del Teorema. 2.7 del Capitulo 1 y el Lema 4.4 se tiene el siguiente teorema.

4.6. TEOREMA. Si X es un espacio métrico separable 0-dimensional, entonces X es
w-compacto y w < Exp_(X) < ¢; y st ademds X no es completamente metrizable,
entonces w < Exp_(X) <.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.7 del Capitulo 1, podemos pensar a X como un
subespacio de P. Asi, sea Y =P\ X y y € Y. Ahora, para cada z € X, existen
abiertos U, y V; en P tales que y € U, x € V, y Uz NV, = ¥; resulta que la familia
{Vr: x € X} es una cubierta abierta de X. Ahora bien, X es de Lindelof (ya que
X es un espacia métrico separable), entonces {V,: z € X} admite una subcubierta
numerable {V; :n € w}. Sea G =), Us,; G es un conjunto Gs tal quey € G y
GNX =40, i.e. X es Gs-cerrado en P. Asi, aplicando el Lema 4.4, obtenemos que
X es w-compacto.
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Por otro lado, la desigualdad w < Exp_(X) es una consecuencia de la definicién
de Exp_(X). Ahora, de la Observacién 4.5 se tiene que

Exp_(X) < |P|-Exp (P)=¢-w=c.

Por lo tanto w < Exp_(X) < c.

Por 1ltimo, si X no es completamente metrizable, Exp_(X) no es w (ya que
los subespacios cerrados de un copletamente metrizable son completamente metri-
zables). Por consiguiente w < Exp_(X) < c. O

4.7. OBSERVACION. Del hecho de que QQ es un espacio métrico separable 0-dimensional
que no es completamente metrizable, se sigue, del Teorema 4.6, que Q es w-compacto
y w < Exp_(Q) <€ ¢.®> Més aun, Exp_(Q) = 9,* como se vera en el Teorema 4.8 (c).

Pasemos ahora a calcular los exponentes fuertes Exp (X) y Exp,(X), para
ciertos espacios métricos separables.
4.8. TEOREMA. Sea X un espacio méirico separable. Entonces

(a) Si X es localmente compacto, entonces Exp,(X) < w.
(b) Si X es completamente metrizable pero no localmente compacto, entonces

Exp, (X) = w.
(c) Si X es absolutamente Borel pero no completamente metrizable, entonces
Exp (X) = 0.

4.9. TEOREMA. Si X es un espacio métrico separable, entonces Exp_(X) = Exp,(X)
st (y, trivialmente, sélo si) X es 0-dimensional.

Para la demostracién de estos dos iltimos teoremas, necesitaremos de los si-
guientes tres lemas.

4.10. LEMA. Sea X un espacio.
(a) Exp (X) +w = w(X) + min{x: X tiene una compactacion bX tal que
bX \ X es cubierto por k conjuntos Gs-cerrados en bX }.
(b) Si X es 0-dimensional, entonces Exp_(X)+w = w(X)+min{x: X tiene
una compactacion 0-dimensional bX tal que bX \ X es cubierto por k
conjuntos Gg-cerrados en bX}.

DEMOSTRACION. Solo probaremos el inciso (a), ya que la prueba del inciso (b) es
completamente similar. LLamemos g al minimo que aparece en el lado derecho de
la igualdad. Sea wR = R U {co} la compactacién de Alexandroff de R.

Demostracion de Exp, (X) < w(X) + p. Sea bX una compactacién de X como
en la definicién de pu. Ahora, existen conjuntos Fp y Fy de funciones continuas de
bX — wR con |Fp| = w(X) y |Fi| = p tales que

(1) vz e X [{f~Y(-1,1): z € f~1(—1,1) y f € Fo} es una base de vecindades
de z en bX],

(2) Vf € Fy [ran(f) C [0,1]],

(3) bX \ X =U{f~'({oo}): f € A1}

3Esto iiltimo fue observado por primera vez por S. MROWKA en [1958|, pags. 184-185
4Esta igualdad fue obtenida por primera vez por S. H. HECHLER en [1974], [1975A] y
(1975B].
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(Para el inciso (3) usemos funciones de bX — [0, 00].) Sea F' = FyUF}. Definimos el
mapeo diagonal A: bX — FwR como A(z)y = f(z), paraz € X y f € F. Entonces
por (1) A [ X es un encaje de X en FwR, y por (2) y (3) A(X) = FRN A(bX).
Esta ecuacién implica que A(X) es cerrado en “R ya que A(bX), por ser compacto,
es cerrado en FwR. Finalmente, w < w(X) ya que X es infinito.

Demostracion de w(X) + p < Exp,(X). Podemos suponer que X es un sub-
espacio cerrado de *R para algin k. Claramente w(X) < w(*R) = k +w. También,
si bX denota la cerradura de X en "wR, entonces bX es una compactacion de X
tal que

X\ X C*wR\R= U{zG"w]R: Ty = 00}

neR
ya que X es cerrado en *R. Dado que {z € "wR: z, = oo} es claramente un
conjunto Gs-cerrado en "wR, para 7 € k, se sigue entonces que p < k. a

4.11. LEMA. Sea X un espacio métrico separable (o, mds en general, un espacio
que tenga una compactacion perfectamente normal) gue no es localmente compacto.
Entonces Exp, (X) = ke(bX \ X) para cada compactacion bX de X.
DEMOSTRACION. Si cX es cualquier compactacién de X definimos

e = min{|G|: G es una familia de conjuntos Gs-cerrados en bX
con Ug =bX \ X},
y definimos
p=min{g.: cX es una compactacién de X}.

Dado que X no es localmente compacto, obtenemos que Exp_(X) > wy p > w.
Ahora, por el Lema 4.10 (a) resta probar que p = ke(bX \ X).

Si ¢X es cualquier compactacién de X, f. denotard el (iinico) mapeo continuo
de BX en c¢X que extiende a idx. Como es bien conocido, f. [ X \ X es un mapeo
de BX \ X en cX \ X que es perfecto. Usando esto y el Lema 3.10 notemos que

g < pe, porloque p=pg; y ke(eX \ X) = ke(BX \ X).
Entonces probamos que g = ke(bX \ X) si probamos que pg = ke(8X \ X).

Claramente, si ¢cX es cualquier compactacién de X, entonces ke(eX \ X) <
te, ¥ ke(eX \ X) = p. si ¢X es perfectamente normal. Dado que X tiene una
compactacién perfectamente normal ¢X notemos que

ke(BX \ X) < pg < pe = ke(eX \ X) =ke(BX \ X).

Esto prueba que pg = ke(B8X \ X).
observacion. Si X es un espacio métrico separable, entonces ji. = p para cada
compactacion cX de X. O

4.12. LEMA. Sea X un espacio fuertemente (-dimensional, i.e. BX es (-dimensional.
Entonces Exp_(X) = Exp,(X) si X no es localmente compacto.

DEMOSTRACION. Si p. es definido como anteriormente, encontramos que
ug = min{p,.: cXes una compactacién 0-dimensional de X }.
El resultado se sigue ahora del Lema 4.10 (b). O

4.13. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.8. Demostracion de (a). Usemos simple-
mente el Lema 4.10.
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Demostracion de (b) y (c). Sea bX cualquier compactacién métrica de X.
Entonces por el Lema 4.11 Exp_ (X) = ke(bX \ X), y por supuesto bX \ X es
absolutamente Borel, luego entonces el resultado se sigue del Teorema 3.11.

Observacién. Los argumentos prueban realmente que es suficiente con que X
sea co-analitico, i.e. bX \ X es analitico para alguna (o, equivalentemente, para
cada) compactacién de X. O

4.14. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.10. Los espacios Lindel6f 0-dimensionales
son fuertemente O-dimensionales (véase por ejemplo el Teorema 6.2.7 en R. EN-
GELKING [1989]). Ahora usemos simplemente el Lema 4.12. 0O

4.15. OBSERVACION. Por iiltimo nos gustaria sefialar que el Teorema 4.6 tiene en
cierto sentido un inverso, i.e. para cada cardinal k con w < Kk < ¢, existe X espacio
métrico separable (-dimensional tal que Exp_(X) = . Esto lo podemos garantizar
ya que [ tiene un subconjunto denso B con |B| = ¢ en el que cada subconjunto
compacto es contable.



CAPIiTULO 4

La influencia de algunos cardinales pequenos no
numerables en el producto de un espacio Lindelof
con los irracionales

1. Introduccién

Con varios problemas en topologia, no es inmediato ver si estdn involucrados
6 no algunos cardinales pequefios no numerables. Como ejemplo de esto, en este
capitulo nos dedicaremos en mostrar la influencia de algunos cardinales pequenos no
numerables en un viejo problema formulado por E. A. MICHAEL en [1963]: jexiste
un espacio Lindelof cuyo producto con el espacio de los niimeros irracionales no sea
normal? Para ello, empecemos por situar a nuestra pregunta en el también viejo
problema de la normalidad en el producto topolégico.

El producto de espacios Hausdorff, regulares o completamente regulares es siem-
pre Hausdorff, regular o completamente regular, respectivamente. Sin embargo, el
producto de espacios normales, paracompactos o Lindeléf’s no siempre es normal,
paracompacto o Lindelof, respectivamente.

1.1. EJEMPLO (SORGENFREY [1947]). El cuadrado de un espacio Lindelof no nece-
sariamente es normal: el cuadrado de la linea de Sorgenfrey no es normal.

Para la demostracion de esto, necesitaremos del siguiente resultado.

1.2. LEMMA (JoONES [1937]). Si un espacio normal separable X contiene un sub-
espacio cerrado discreto F' de cardinalidad Kk, entonces 2% < 2“.

DEMOSTRACION. Para cada subconjunto K de F' debe existir un conjunto abierto
Uk tal que K C Ux y Uk N (F\ K) = {. Dado que X es separable, la cantidad de
subconjuntos abiertos diferentes de X es ¢, lo cual claramente implica que 2~ < 2¥.
O

DEMOSTRACION DEL EJEMPLO 1.1. La linea de Sorgenfrey S es la recta real R
con la topologia generada por los intervalos semi-abiertos de la forma [a,b), donde
a < b. El espacio S es hereditariamente Lindelof: en efecto, si {[as, bs)}ses es una
familia de intervalos semi-abiertos, entonces podemos encontrar un subconjunto
contable Sy C S tal que | J{(as,bs): s € S} = U{(as,bs): s € Sp} y esto se reduce
tan sélo en observar en que el conjunto

U{[a_.,,bs): s € S}\ {(as,bs): s € S}

es numerable. También, notemos que la menos—diagonal V = {(z,—z): s € S} es
un subconjunto cerrado discreto de 52.

La no-normalidad de S? se puede probar de dos maneras distintas, aplicando
el Lema 1.2 de Jones o el Teorema de Categorias de Baire.

39
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(A) Aplicando el Lema de Jones. El espacio S? es separable y contiene un
subconjunto cerrado discreto de cardinalidad ¢, por lo que este no puede ser normal.

(B) Aplicando el Teorema de Categorias de Baire. Sea Ko = {{q,—q): q € Q}
y Ky = {{p,—p): p € P}. Los conjuntos Ko y K son subconjuntos cerrados ajenos
de S2. Supongamos que Uy y U son subconjuntos abiertos ajenos de S? tales que
K; C U;, 1 =0, 1. Para cada p € P elegimos una ¢(p) > 0 tal que

[p,p + €(p)) x [—-p,—p+€(p)) C Un,

y sea P, = {p € P: ¢(P) > 1/n}. Claramente, P = |J,,¢,, P» ¥ dado que P no es
subconjunto F, de R, existe una n y una ¢ € QQ tal que g estd en la cerradura
euclideana del conjunto P,. Uno verifica ficilmente que el punto (g, —q) estd en la
cerradura de U; en S2 y por lo tanto Uy y U; no son ajenos. |

Observemos que en realidad el argumento de categoria exhibe una pareja de
conjuntos cerrados ajenos que no pueden separarse, mientras que el Lema de Jones
sélo asegura la existencia de estos.

El producto de espacios compactos es por supuesto compacto y por lo tan-
to normal, pero el producto de un espacio normal con un espacio compacto no
necesariamente es normal.

1.3. EJEMPLO (DIEUDONNE [1939]). El producto de un espacio normal con un
espacio compacto no necesariamente es normal: el espacio wy X W, no es normal.

DEMOSTRACION. Sean Ky = {{a,0): @ < w1} y K; = {{a,w): @ < w;}. Los
conjuntos Ko y K, son conjuntos cerrados y ajenos en wj X @;. Supongamos que
Up y U, son subconjuntos abiertos de w; x @, tales que K; C U; para i = 0, 1.
Para cada a < w; existe una f(a) < a tal que (f(a),a] x (f(a),a] C Uy y por
lo tanto por el Lema de Fodor (véase por ejemplo el Lema 6.15 del Capitulo II en
K. KUNEN [1980]) existe una ap < w; tal que f(a) = ap para un conjunto no
numerable de a’s en w;. Se verifica facilmente que el punto (o + 1,w;} pertenece
a la cerradura de Up y dado que este punto también pertenece a K, los conjuntos
Up y U, no son ajenos. O

Esencialmente, la misma demostracién prueba que el espacio k X E no es normal
para cualquier cardinal & de cofinalidad no numerable.

El producto contable de espacios métricos es por supuesto métrico y por lo
tanto normal, pero el producto de un espacio métrico con un espacio normal puede
no ser normal.

1.4. EJEMPLO (MICHAEL [1963]). El producto de un espacio normal con un espacio
métrico puede no ser normal:

(1) Existe un espacio paracompacto X tal que el producto X x P de X con el
espacio de los nimeros irracionales P no es normal.

(2) Existe un espacio Lindelof X y un espacio métrico M tal que el producto
X x M no es normal.

DEMOSTRACION. (1) Sea X la recta real R con una nueva topologia generada por
la base B = {U: U es un abierto en R o U es un subconjunto de P}. Este espacio
es conocido como la linea de Michael (la cual es denotada frecuentemente por M).
Observemos primero que el espacio X es paracompacto. En efecto, si I es una
cubierta de X por conjuntos abiertos basicos y V es la subfamilia de U formada por
todos los conjuntos abiertos euclideanos, entonces podemos elegir un subconjunto
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contable Vo C V tal que JV = |JVp, y observemos que FF = X \ |JV es un
subconjunto cerrado-y-abierto discreto de X.

Es fécil ver que los conjuntos Ko = QxPy K; = {{p,p): p € P} son cerrados y
ajenos en X x P. Supongamos que Uy y U; son conjuntos abiertos ajenos en X x P
tales que K; C U; para i = 0,1. Tomamos un subconjunto denso numerable 7" de
P. Para cada p € P existe un punto ¢(p) € T tal que (p,t(p)) € U;. Definimos
P, = {p € P: t(p) =t} parat € T. Dado que P = | J,c P+ ¥y P no es subconjunto
F, de R, existe un racional ¢ y una t € T tales que g pertenece a la cerradura
euclideana de P;. Se verifica facilmente que el punto (g,t) pertenece a la cerradura
de U; y dado que este punto también pertenece a Ko, los conjuntos Up y U; no son
ajenos.

(2) Esta parte es similar a la parte (1) excepto que en lugar de usar P usamos
un subconjunto totalmente imperfecto P’ de la recta real, i.e. un subconjunto tal
que ningin subconjunto cerrado no numerable de la recta real estd contenido en
P’ nien R\ P! El espacio X es la recta real con la toplogia generada por la base
B’ = {U: U es abierto en R o U estd contenido en P’} y M es el subespacio P’ de
la recta real.

La demostracién de que X X M no es normal es completamente andloga a la
demostracién de que M x P no es normal (por supuesto, P’ debe ser no numerable,
y por lo tanto no es F;, en R). Para ver que el espacio X es Lindelof observemos que
en el argumento dado arriba, el conjunto F = X \ |JV es un subconjunto cerrado
de P’ y por lo tanto debe ser numerable. O

Quiza el ejemplo més sorprendente de un producto de espacios que no es normal
es el siguiente ejemplo famoso dado por M. E. Rudin.

1.5*. EJEMPLO (RUDIN [1971]). El producto de un espacio normal con un espacio
métrico compacto no necesariamente es normal: eriste un espacio normal X tal que
su producto con el intervalo unitario X x I no es normal. O

De hecho el Ejemplo 1.5 se puede generalizar.

1.6. EJeMpPLO (RUDIN [1975], ATsuJi [1977]). Para cada espacio no discreto Y
eriste un espacio normal X tal que X xY no es normal O

A los espacios cuyo producto con el intervalo unitario no es normal son llamados
espacios de Dowker.

El espacio métrico M del Ejemplo 1.4 no es completo; usando CH, E. A.
Michael construyé un espacio Lindelof X tal que X xIP no es normal (véase problema
7en E. A. MICHAEL [1971]).

1.7. Definimos un espacio de Michael como un espacio Lindelof cuyo producto con
el espacio de los niimeros irracionales no es normal.

Asi, bajo CH existe un espacio de Michael. Sin embargo, como veremos en
la Seccién 3 no es necesario todo CH, bajo b = w; existe un espacio de Michael.
Cabe mencionar que ya en [1984] D. K. BURKE y S. DAVIS habian construido un
espacio de Michael usando una wj-escala (equivalentemente, @ = w, ). Sin embargo,
0 = w; es mas débil que b = w;, t.e. si d = w, entonces b = w; (ya que b < 0), pero
es consistente con ZFC que b = w; < 0. Por ejemplo, en el modelo original de P.

1A estos subconjuntos también se les conoce como conjuntos de Bernstein
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J. COHEN [1963] para probar la consistencia de ZFC con la negacién de CH, se
tiene que b = w; y que d =rc.

Para ver que b = w, es suficiente para la existencia de un espacio de Michael,
necesitaremos de algunas relaciones entre el cardinal b y algunos subconjuntos es-
peciales de la recta real. Estas relaciones las encontraremos en nuestra siguiente
seccion.

2. A, X y o-conjuntos, y el cardinal b

Un espacio X es llamado un A-conjunto si cada subconjunto contable de X es
un conjunto G, y es llamado un o-conjunto si cada subconjunto F,, de X es un Gjs.
Es claro que cada o-conjunto es un A-conjunto, y que cada o-conjunto es perfecto (=
los conjuntos cerrrados son G’s), mientras que cada A-conjunto satisface ¥(X) < w
(i-e. los puntos son G5’s). Un subconjunto X de R es llamado ) -conjunto si para
cada conjunto contable A C R, el subespacio X U A de R es un A-conjunto.

Recordemos que P y Q representan a los nimeros irracionales y a los niimeros
racionales respectivamente, y que IP lo podemos identificar con la potencia “w.

2.1. TEOREMA (ROTHBERGER [1939B] y [1941]). b = b,. = by = b} = by =
b, = bl = bg, donde

b,. = min{|A|: A C P, y existe S C P no o-compacto con A C S},

by = min{|X|: X es un espacio métrico separable que no es un A-conjunto},

b\ = min{|X|: ¥(X) = w pero X no es un A-conjunto},

by = min{|X|: X C R es un A-conjunto pero no un X' -conjunto},

b, = min{|X|: X es un espacio métrico separable que no es un o-conjunto},

b/ = min{|X|: X es perfecto pero no es un o-conjunto},

be = min{| X|: existe una coleccion contable G de subconjuntos G5 de X

tal que | JG no es un subconjunto Gs de X }.

2.2. COROLARIO. Eziste un subespacio de R que es un A-conjunto pero no es un
M -conjunto. O

Para la demostracién del Teorema 2.1 necesitaremos lo siguiente.

2.3. LEMA (ROTHBERGER [1939B]). Las siguientes condiciones sobre B C P son
equivalentes:

(a) B, cuando lo vemos como un subconjunto de “w, estda acotado;

(b) existe un o-compacto S C “w con B C S;

(c) @ es un G5 en el subespacio BUQ de R.

DEMOSTRACION. (a) = (b). SiVf € B [f <* g| definimos un conjunto contable
H C “w como

H = {h € “w: h(n) = g(n) para todo n € w salvo una cantidad finita}.

EntoncesV f € B 3h € H [f < h]. Por lo tanto S = Jy,c gy [Tneo [0, hin] es el espacio
requerido.

(b) = (a). Recordemos que de la demostracién del Teorema 3.2 del Capitulo
3, para cada compacto K C P existe una g € “w tal que K C [, [0, gs)- Por lo
tanto existe un conjunto contable G C “w tal que V f € B 3g € G [f < g]. Como
G es acotado, por ser contable, se sigue que B es acotado también.
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(b) < (c). Dado que un subconjunto de R es un F;, de R si y s6lo si este es
o-compacto, se tiene que: (b) < B es un F, en BUQ < existe un F, S en R con
SN(BUQ) = B & existe un o-compacto Sen Rcon BC Sy SNQ =0 « (c).0

2.4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.1. Del Lema 2.3 observemos que b = b, >
bx. Es claro que by > by > b} > bg y que by > b, > b, > bg. Por lo que es
suficiente con probar que bg > b y que b > b,.

Demostracién de bg = b. Para k € w sea G un subconjunto G5 de un espacio
X. Probemos que si G = | Jy¢,, Gk ¥ |X \ G| < b, entonces G es un subconjunto G5
de X. Para k € w elegimos una sucesién (Gk,»: n € w) de subconjuntos abiertos de
X tal que

(1) ﬂnew Gen =Gr, ¥y

(2) Vn € w [Grn 2 Grnt1]-
Para cada f € “w definimos U(f) = Uge, Gk, f(x)- Es claro de (1) que para cada
y € X \ G podemos elegir f, € “w tal que y ¢ U(f,). Dado que | X \ G| < b, existe
g € “w tal que Vy € X \ G [f, <* g]. Definimos un conjunto contable H C “w
como

H = {h € “w: h(n) = g(n) para todo n € w salvo una cantidad finita}.

Para cada y € X \ G existe h € H con f, < h, y por (2) y ¢ U(h). Por lo tanto
G =hen U(h).

Demostracion de b > by,. Dado que b = by, por el Teorema 2.2 del Capitulo
3, existe un conjunto no acotado X C “w formado por funciones estrictamente
crecientes que es bien-ordenado por <* con |X| = b. Esta X, cuando la vemos
como un subconjunto de PP, por consiguiente de R, no es un )\-conjunto, por el
Lema 4.3. Probemos que esta X es un A-conjunto. Para g € X definimos X, =
{f € X: f <* g}. Dado que <* es un buen-orden para X, y b es un cardinal
regular no numerable, se tiene que

VAe[X]*Ige X [AC X,).
Y como hasta el momento conocemos que b < bg < by, también se tiene que

Vg € X [X, es un A-conjunto]

Asi, para probar que X es un A-conjunto es suficiente con probar que Vg €
X [X, es un G5 en X|. Por tanto consideremos cualquier g € X; entonces

Xo={feX: f<g}=X\{fe“w:g<" f}
=X\{f€%w:TkewVn>k|[f(n) > g(k)]}
=X\ |J N{f €“w: f(n) > g(k)}
nEwkzn
ya que <* es un orden lineal en X. Esto demuestra entonces que X \ X, es un Fs,,
i.e. un Fj,. O
3. Propiedades cubrientes y la linea de Michael

Recordemos que la linea de Michael M es el conjunto R con la topologia ge-
nerada por la base

{U C M: U es abierto en R} U {{z}: = € P}.
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Un espacio es llamado k-compacto si este no tiene subconjuntos cerrados discretos
de cardinalidad . Recordemos que un espacio es llamado analitico si este es imagen
continua de P, y que todos los espacios métricos separables absolutamente Borel
son analiticos.

3.1. TEOREMA (VAN DOUWEN [1976]). b = b, = b,, donde
b, = min{x: cf(k) > w, y eziste un espacio k-compacto cuyo producto
con P no es k-compacto}
b, = min{x: cf(k) > w, y existe un espacio k-compacto y un espacio

analitico cuyo producto no es k-compacto}.

DEMOSTRACION. Demostracion de b < b,. Consideremos k con cof(k) > wy y
k < b, y un espacio X k-compacto y cualquier A € [X x IP]*. Sea 73 la proyeccién
X xP — P. Como b = b,,, por el Teorema 2.1, existe un conjunto o-compacto
S C P con mp(A) C S. Dado que cof(|A|]) > w se sigue entonces que existe un
B € [A]" tal que m3(B) es compacto. Ahora, no es dificil probar que el producto de
un espacio k-compacto con un espacio compacto es k-compacto. De esto se sigue
que A no es conjunto cerrado discreto en X x P ya que su subconjunto B no es
cerrado discreto en X x my(B).

Demostracion de b, < b,. La k-compacidad se preserva bajo mapeos continuos.

Demostracion de b, < b,. P es analitico.

Demeostracion de b, < b. Consideremos cualquier conjunto no acotado B C “w
formado por funciones estrictamente crecientes tal que sea bien-ordenado por <*
con |B| = b. Entonces YA C B [|A| = b = A es no acotada]. Sea X igual a BUQ,
donde esta 1ltima unién la vemos como un subespacio de la linea de Michael M.

Probemos que X es b-compacto: Consideremos cualquier A C X con |A| = b.
Dado que b > w podemos suponer que A C B. Entonces A es no acotada, por
consiguiente A no es un F, en el subespacio AUQ de R, por el Lema 2.3. Claramente
cada racional estd en la M-cerradura de A si (y sélo si) esta en la R-cerradura de
A. Por lo tanto A no es un cerrado discreto en X.

Probemos que X xIP no es b-compacto: Es claro que el conjunto D = {(z,z): z €
B} es un discreto relativo. Ahora consideremos A = {(z,z): z € R}. Este conjunto
es cerrado en R x R, luego entonces en M x R. Evidentemente AN X x P = D
ya que X NP = B. De esto se sigue que D es cerrado discreto. Y por supuesto
|D| =|B|=6. D

Para nuestro siguiente resultado necesitaremos de una terminologia. Un espacio
X es llamado concentrado alrededor de A C X si cada vecindad de A contiene a
todos los puntos de X salvo una cantidad contable, y es llamado concentrado si
es concentrado alrededor de algiin conjunto contable. Como es usual, si X es un
espacio entonces X’ denota el conjunto de puntos de acumulacién.

3.2. TEOREMA (BESICOVITCH [1934], MICHAEL [1971], BELL y GINSBURG [1980)).
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) b=wy;
(b) existe un subespacio X C R no numerable con Q C X tal que X estd con-
centrado alrededor de QQ;
(c) M tiene un subespacio Lindeldf no numerable;
(d) ezsite un espacio X concentrado no numerable con Y(X) =w; y
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(e) existe un espacio X Lindelof no numerable con (X) = w tal que | X'| = w.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Consideremos un conjunto no acotado B C “w formado
por funciones estrictamente crecientes tal que sea bien-ordenado por <* con |B| =
wy. Si A C B y A es no numerable, entonces A es no acotada, por consiguiente
A no es un F, en el subespacio A U Q de R, por el Lema 2.3. Esto es, BUQ
esta concentrado alrededor de Q.

(b) = (c)- Es facil ver que el espacio X proporcionado por (b) es Lindelof.

Es claro que (c) = (e).

(e) = (d). Es claro que X estd concentrado alrededor de X'.

(d) = (e)- Sea A C X tal que A sea contable y X esté concentrado alrededor de
A. |ANX'| = w ya que de lo contrario A seria un conjunto Gs, y entonces | X| < w.
Sea X 4 el conjunto X con la topologia generada por la base

{U C X4:U es abiertoen X} U {{z}: z € X"\ A}.

Entonces X 4 esta concentrado alrededor de A N X’ = X/, luego entonces X 4 es
Lindelof, | X}4| =w y ¥(X4) = w.

(e) = (b). Primero mostremos que cada espacio contable Y admite una inyec-
cién continua sobre Q. En efecto, si Y es finito el resultado es inmediato, asi que
podemos suponer que Y es numerable, sea y: w — Y una biyeccién. Dado que Y
es O-dimensional (véase por ejemplo el Corolario 6.2.8 en R. ENGELKING [1989)])
podemos encontrar facilmente funciones continuas f,,: Y — R para n € w tales que

5 o) € Q\{ Xtz i n

ksn k<i

Vi €n [falyi) = 0], y [[fall < 27™. Entonces }, . fn es una inyeccién continua
Y — Q. (De hecho si Y es numerable existe una suprayeccién continua.)

Por otro lado, como X es normal, por ser Lindeldf, se sigue del Teorema de Ex-
tencién de Tietze-Urysohn (véase por ejemplo el Teorema 2.1.8 en R. ENGELKING
[1989]) que existe una funcién continua f: X — R tal que f [ X’ es una inyeccién
de X’ en Q. Esto prueba claramente que f(X) estd concentrado alrededor de Q,
de hecho, alrededor de f(X'). Para probar que f(X) es no numerable, es suficiente
con probar que f es contable-a-uno. Asi, consideremos cualquier y € R. Entonces
f~Y({y}) es Lindeldf, por ser un cerrado en X, entonces tiene a lo mas una canti-
dad contable de puntos aislados, y a lo méds un punto de acumulacién. Por lo que
F () < w.

(b) = (a). Consideremos cualquier B C X \ Q no numerable. Afirmamos que B
es no acotado, cuando lo vemos como subconjunto de “w. En efecto, si no, entonces
B es un subconjunto F, del subespacio B U Q de R. Como B es no numerable,
se sigue entonces que B U Q tiene un subconjunto cerrado no numerable el cual es
ajeno a Q. Esto contradice el hecho de que X esta concentrado alrededor de Q. [J

3.3. COROLARIO DE LA DEMOSTRACION. Sea (a). la siguiente afirmacion: existe
un miembro B, de [“w]* tal que cada subconjnto no numerable de B, es no aco-
tado. Para i € {b,c,d,e} sea (i), como (i) con ‘de cardinalidad k’ en lugar de ‘no
numerable’. Entonces (a)., (b)s, (¢)x, (d)x v (e)x son equivalentes. ]
3.4. COROLARIO DE 3.1 Y 3.2. El producto de un espacio analitico con un espacio

wy -compacto es wy-compacto ¢ existe un espacio Lindelof no numerable y primero
numerable con sélo una cantidad contable de puntos de acumulacidn. O
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3.5. OBSERVACION. M y PP son los primeros ejemplos de un espacio (hereditaria-
mente) paracompacto y un espacio métrico (separable) cuyo producto no es normal
(véase el Ejemplo 1.4 (1)). Estos ejemplos fueron dados por E. A. MICHAEL en
(1963, en el cudl menciona en una nota a pie de pagina que si ¢ = w;, entonces
“uno puede encontrar un espacio Lindelof hereditariamente paracompacto cuyo
producto con el espacio de los nimeros irracionales no es normal.” También, él
menciona en [1971], pag 203, que tal espacio Lindelof es cualquier subespacio Lin-
delof de M que contenga a . Del Teorema 3.2 observemos que este espacio Lindelof
existe si y solo si b = w,. Notemos ademas que por el Teorema 3.2 si existiera en
ZFC un espacio X Lindelof tal que X x P no es normal, y b > w; entonces | X'| > w
0 Y(X) > w. (Sin embargo, como se ha demostrado en E. A. MICHAEL [1963],
existen en ZFC un espacio Lindel6f y un espacio métrico separable cuyo producto
no es normal (véase el Ejemplo 1.4 (2)); este espacio métrico estd muy lejos de ser
IP: este ni siquiera es analitico.)

3.6. OBSERVACION. Con relacién a la observacién anterior nos gustaria sefalar
ademads que b = b, = bp, donde

b, = min{|X|: X CM, y X x [P no es normal };
bp = min{|X|: | X’| € w,9¥(X) < w y existe un espacio paracompacto

cuyo producto con X no es normal}.

Demostracion de b, < b. Si B C “w es no acotada, entonces por el Lema 2.3
B no es un subconjunto F, del subespacio B U @ de R. La demostracién de E.
A. MICHAEL [1963] de que M x IP no es normal demuestra que X = B U Q(como
subespacio de M)xP no es normal.

Demostracién de bp < b,. Los espacios paracompactos son normales, y P es
paracompacto.

Demostracion de b < bp. Sea X tal que | X| < b, |[X'|<wy (X)) <w,sea Y
un espacio paracompacto y U una cubierta abierta de X x Y. Observemos que del
Teorema 2.1 tenemos que |X| < b, por lo que X \ X’ es un conjunto F, formado
por puntos aislados. De esto se sigue facilmente que existe una familia abierta o-
localmente finita V en X con |JV = X \ X’ la cual sea un refinamiento de Y.
Ahora, para cada € X' el subespacio {z} xY de X xY es un retractode X x Y;
usando esto no es dificil encontrar una familia abierta localmente finita V, en X
con |JV: D {z} x Y la cual sea un refinamiento de /. Entonces VU |J,cx/ V= es
una cubierta abierta o-localmente finita de X x Y la cual sea un refinamiento de
Uu. O

4. La cardinalidad y el peso de un espacio de Michael

Hasta ahora nos ha preocupado bajo qué condiciones podemos garantizar la
existencia de un espacio de Michael, pero si de entrada suponemos va la existencia
de un espacio de Michael X, ;qué informacion a cerca de X podemos saber? Pues
bien, en esta seccién probaremos que tanto | X | como w(X) son > min{b,w, }. Para
ver esto, la modificacién en la definicién de un espacio de Michael que nos da el
siguiente teorema sera fundamental.

4.1 TEOREMA (RUDIN y STARBIRD [1975]). El producto de un espacio Lindelof
con un espacio métrico separable es normal si y sélo si este producto es Lindelof.[]
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Asi, un espacio es de Michael si este es Lindelof y su producto con el espa.cno
de los mimeros irracionales no es Lindelof.

Para nuestro teorema principal necesitaremos de una terminologia asi como de
un resultado previo.

4.2. Si X es un espacio topolégico que no es Lindedf, entonces por L(X) denotare-
mos a la minima cardinalidad de una cubierta abierta de X que no admita una
subcubierta contable. Notemos que L(X) es regular 6 tiene cofinalidad contable.

4.3. LEMA. Supongamos que X es un espacio Lindelof. Entonces para cada f € “w,
X x Cy es un subespacio Lindelof de X x P, donde Cy = {g € “w: g <* f}.

DEMOSTRACION. Este resultado se sigue inmediatamente de los siguientes dos he-
chos: (1) el producto de un espacio Lindelof con un espacio compacto es Lindelof,
¥ (2) Cy es o-compacto. O

4.4. TEOREMA (LAWRENCE [1990)]). Si eziste un espacio de Michael X, entonces
|X| 2 min{b,w,} y w(X) > min{b,w,}.

DEMOSTRACION. Afirmacién. L(X x P) > min{b,w,}. Antes de proceder a la
prueba de la afirmacién, notemos que el teorema es una consecuencia inmediata de
esta afirmacién, ya que L(X xP) < min{|X|, w(X)}, la cual se sigue de w(X xP) =
w(X) y del hecho de que cada seccién vertical de X x IP es un subespacio Lindel6f.

Demostracion de la afirmacion. Fijemos una enumeracion (Ug)¢<p de una cu-
bierta abierta i de X xIP que atestigiie L(X xP). Probaremos que 8 tiene cofinalidad
numerable 6 # > b. Entonces tendremos que L(X x P) > min{b, w,}.

Supongamos que 8 tiene cofinalidad no numerable. Por induccién transfini-
ta definamos sucesiones estrictamente crecientes 0: b — “w y 7: b — 6 (donde
w* esta parcialmente ordenado por <*) tales que para cada k € b, X x C,,_ no
estd enteramente cubierto por {Ug: £ < sup(ran(7 [ k))}, pero esté cubierto por
{Ue: £ < 7}

Supongamos que para kK € b tenemos ya definido o [ kK y 7 | & tales que se
satisfacen las condiciones antes mencionadas. Para la extension de o consideremos
dos casos. Sea § = sup (ran(7 [ k)). Si & tiene cofinalidad contable, § < 8, ya que por
hipdtesis @ tiene cofinalidad no numerable. Asi, usando el hecho de que b > w; y el
hecho de la minimalidad en la eleccién de U, podemos elegir para o, una apropiada
funcién de w*. Ahora, si ¥ no tine cofinalidad contable, sea o,. una <*-cota superior
para o [ k. Si X x C,, estd cubierto por {Ug: £ < 6}, entonces por el Lema 4.3
existe una subcubierta contable, lo cual por nuestra suposicién sobre k implica la
existencia de 7 < k tal que X x C,,_ estd cubierto por {Us: £ < 7,}; esto contradice
nuestras hipétesis ya que C,, ,, C C,, . Para extender a 7, usamos simplemente el
Lema 4.3 y la cofinalidad no numerable de 6. |

Una pregunta natural que se nos puede venir a la mente es ; podemos sustituir
en el teorema anterior min{b,w,} por b? Pues bien, a lo que respecta al peso J.
T. MOORE en [1999] ha demostrado que bajo b = ? = cov(M) = w,,4; existe un
espacio de Michael X tal que w(X) = L(X xP) =w, < b.

5. 6-Sucesiones de Michael y su relacion con la existencia de un
espacio de Michael

En esta seccion presentamos un nuevo método para la construccién de un es-
pacio Michael. El resultado central es una afirmacién combinatoria a cerca de los
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numeros irracionales, la cual es una condicién suficiente y necesaria para la existen-
cia de ciertas clases de espacios de Michael. Mas precisamente, probaremos que si
existe un espacio de Michael M y L(M x PP) es un cardinal regular, entonces existe
un espacio de Michael el cual es un subespacio de (2 + 1) x C.

Para ello, la nocién de una @-sucesién de Michael introducida por J. T. MOORE
en [1999] serd fundamental.

5.1. Una sucesién de subconjuntos distintos (X¢)¢<g de C es llamada una 6-sucesién
de Michael, si se satisfacen las siguientes condiciones:
(i) C2 X, 2Xe 2 Xg=Qc paracadan < < 6.
(ii) Para cada subconjunto compacto K de P el ordinal § = min{{ < 6: XN
K = 0} no tiene cofinalidad no numerable.

Una B-sucesiéon de Michael es llamada reducida si también se satisface la
siguiente condicién:

(iii) Para cada subconjunto A de P el cual sea analitico (una imagen continua
de IP) el ordinal § = min{¢ < @: X:NA = 0} es 8 o bien no tiene cofinalidad
no numerable.

Lo que es algo sorprendente es que muy poca informacion a cerca de un espacio
de Michael es realmente necesaria para la construccién de un espacio de Michael
dentro de (0+ 1) x C. Esto se hara evidente en la demostracién de nuestro siguiente
teorema (véase Corolarios 5.4 y 5.5). Notemos que ningiin axioma de separacién es
necesario suponer para el espacio X.

5.2. TEOREMA (MOORE [1999]). Las siguientes condiciones son equivalentes para
cualquier cardinal regular 6:
(a) Emiste un espacio Lindelof X tal que X xIP no es Lindelof y L(X xIP) = 6.
(b) Eziste una 0-sucesion de Michael reducida (X¢)e<o.
(¢) Eziste un subespacio M de (6 + 1) x C el cual es un espacio de Michael y
w(M xP)=L(M xP) =6.

DEMOSTRACION. (a) = (b). Fijemos una enumeracién (Ug)e<p de una cubierta
abierta U de X x P que atestigiie L(X x P). Si £ < 0 sea X = Qc U {p €
P: X x{p} € U, <¢ Un}. Podemos suponer, tomando una subsucesion si es necesario,
que X,, # X¢. Supongamos que K es un subconjunto compacto de [P. Notemos que
si 6 = min{{ < 0: X¢ N K = ()} tiene cofinalidad no numerable, (U,),<s seria una
cubierta abierta no numerable de X x K sin subcubierta contable. Pero esto es
imposible ya que el producto de un espacio Lindelof con un espacio compacto es
Lindelof. Entonces (X¢)¢<g es una #-sucesiéon de Michael.

Para ver que (X¢)e<p es reducida, sea A C P analitico. Podemos encontrar
facilmente un subconjunto cerrado E de IP x P tal que A sea igual a m[E] y E
sea homeomorfo a P. Notemos que (Uy),<¢ cubre a X x A si y solo si (U, x P),<¢
cubre a X x E. Asi, si § = min{¢ < §: X;N A = ()} tiene cofinalidad no numerable,
(U, x P)y<s seria una cubierta abierta no numerable de X x E sin subcubierta
contable. Pero L(X x E) = L(X x IP) = 6, entonces § tendria que ser igual a 6.

(b) = (c). Para cualquier § < 6, definamos Mg = |J,..{n} x X,. Usando
induccién sobre £, probaremos que Mg es Lindelof. Los pasos no triviales de la
induccién son sélo cuando € tiene cofinalidad no numerable. En este caso fijemos una

2Aqui, estamos pensando al conjunto de Cantor C' como una compactacién de P que resulté de
agregarle a P un conjunto numerable Q¢ (véase Observacién 2.10 del Capitulo 1).
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cubierta abierta U de M. Podemos encontrar un abierto rectangular V' = (§+1)xH
el cual contenga a (£ + 1) x X¢, y que este cubierto por una cantidad contable Uy
de elementos de U. Para verificar esto tltimo notemos que (£ + 1) x X, puede
ser cubierto por una cantidad contable Uy de elementos de U, y que H = {z €
C: (£+1) x {z} c |UUo} es un abierto en C con X¢ C H. Notemos que K = C\ H
es ajeno a X¢ y que E = M, \ V estd contenido en (£ + 1) x K. Dado que la
cofinalidad de £ es no numerable, existe una § < £ tal que K N X5 = . De esto, se
sigue que E esta contenido en Mj. Por hipétesis de induccién podemos encontrar
una cantidad contable U{; de elementos de U la cual cubra a M. Ahora, tenemos
que Up | JU; es una subcubierta contable de Mg, y por lo tanto M, es Lindelof para
toda £ < 6.

Ahora bien, sea M = My. Se verifica ficilmente que w(M x P) = . Para ver
que M x PP no es Lindelf, notemos que A = {{£,p,p): (£,p) € M} es cerrado en
M x P. Es facil verificar que (Mg x P)¢<p es una cubierta abierta creciente de A la
cual no tiene subcubiertas contables.

Para finalizar la demostracion, resta probar que L(M x P) = 6. Fijemos una
cubierta abierta i de M x P de cardinalidad menor que 6. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que U/ es una cubierta abierta de M x P formada por subcon-
juntos abiertos de (#+1) x C x P y que U es cerrada bajo uniones finitas. Debemos
demostrar que U tiene una subcubierta contable de M x P.

Procedamos como antes, primero demostrando que M¢ x P es Lindelof para toda
£ < 0. La demostracién la daremos por induccién sobre £. Nuevamente los pasos no
triviales de la induccién son sélo cuando £ tiene cofinalidad no numerable. Sea V
una cubierta abierta de M¢ x IP. Primero tomemos un conjunto abierto rectangular
V = (£+1) x H alrededor de ({+1) x X¢ X P el cual este cubierto por una cantidad
contable Vo de elementos de V. Ahora, sea A = 7¢[C x P\ H] la proyeccién del
complemento de H sobre C. Dado que A es analitico y X¢; N A = {), se sigue de la
condici6n (iii) de la definiciéon de una sucesién de Michael reducida que existe una
§ < £ tal que X5 N A = (. Entonces, (X¢ xP) \ V esté contenido en M5 x PP el cual
es Lindel6f por nuestra hipdtesis de induccién. Tomemos una coleccién contable V;
de elementos de V la cual cubra a M x IP. Entonces Vy|JV; es una subcubierta
contable de Mg x P; por lo que Mg x P es Lindelof para toda £ < 6.

Sea (B, )n<. una enumeracién de una base numerable para C' x P. Para cada
U € U, definimos U[B,] como la unién de todos los subconjuntos abiertos rectangu-
lares de U de la forma « x B, para algin ordinal . Ahora nos gustaria demostrar
que para cada £ = (o, p1,p2) en M x P existe una U en i y una n < w tal que z
esté en U[B,). Dado que A, = (a + 1) x {(p1,p2)} es compacto, existe una U en
U tal que A, C U. Aplicando un teorema estandar de topologia (el Lema Tubular)
existe una n < w tal que A; C (a+ 1) x B, C U. De esto se sigue que x estd en
U[B].

Notemos que para cada n podemos elegir una &, < 6 + 1 tal que &, x B, =
Uvew UlBnl- Si &, < 0, entonces Mg, x PP es un espacio Lindelof por lo hecho
anteriormente, y entonces podemos elegir U, una subcubierta contable de (£, x
B,)N(M x P) C Mg, xP. Si &, > 0, entonces observemos que como |[U| < 6,
existe una U en U tal que U[B,] = &, x B,. En este caso sea i,, = {U}. Dado que
M x P C o & X Bn, la coleccién | Uy, es una subcubierta contable de i/ y
por lo tanto L(M x IP) debe ser 6.

(c) = (a). Es clara. O

n<w
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5.3. OBSERVACION. Notemos que si M es un espacio de Michael, entonces cualquier
cubierta abierta i de M x P tiene una subcubierta Uy de cardinalidad a lo més 0.
La razén de esto es que P puede ser cubierto por una coleccion de subconjuntos
compactos K de tamariio d (véase por ejemplo el Teorema 3.2 del Capitulo 3). Ahora,
para cada K € K, existe una subcoleccién contable /g de U la cual cubre a M x K.
Asi, si hacemos Uy = |Jcx Uk, entonces Uy tendra las propiedades deseadas.

Notemos ahora que los siguientes corolarios estan esencialmente provados en el
Teorema 5.2.

5.4. COROLARIO. Si X es un espacio Lindelof yU es una cubierta abierta de X x P
sin subcubiertas de cardinalidad mds pequena, entonces existe una |U|-sucesion de
Michael. O

5.5. COROLARIO. Si eriste una 0-sucesion de Michael y la cofinalidad de 6 es no
numerable, entonces existe un espacio de Michael. O

5.6. OBSERVACION. Quiza un mérito importante del Teorema 5.2 que nos gustaria
remarcar aqui es que la mayor parte de espacios de Michael que se han construido
en la génesis del problema “viven” dentro de el producto de un ordinal con C. Por
ejemplo, si A = {a¢: £ < w;} es un conjunto que esta concentrado alrededor de Qc,
la construccién “usual” de un espacio de Michael aislando A (véase el Ejemplo 1.4
(2) y la Observacién 3.6) es lo mismo que el espacio [{w1} x Qc]U{{€+1,a¢): € <
wi} C (wy + 1) x C. También, el ejemplo de K. ALSTER de [1990] puede ser
encajado de una manera similar dentro de (¢+1) x Y, donde Y es la compactacién
métrica de P usada en su construccion.

6. Construccion de un nuevo espacio de Michael

En esta seccién veremos que d = cov(M) es suficiente para probar la existencia
de un espacio de Michael. Donde cov(M) el minima cantidad de conjuntos de
primera categoria en R que se necesitan para cubrir a R. No es dificil ver que cov(M)
también coincide con la minima cantidad de conjuntos de primera categoria en P
que se necesitan para cubrir a P.

6.1. TEOREMA (MOORE [1999]). ? = cov(M) implica la existencia de un espacio
de Michael.

DEMOSTRACION. Primero notemos que existe una sucesién (Dg)e<o de conjuntos
compactos en [P tal que para cada subconjunto compacto K de P, existe una £ < 0
tal que K estd contenido en D¢ (véase por ejemplo el Teorema 3.2 del Capitulo
3). Sea X¢ = C \ U, <¢ Dy. Para ver que (X¢)e<o es una d-sucesién de Michael,
fijemos un subconjunto compacto K de P. Supongamos que K N X¢ es vacio y que
& < 0 tiene cofinalidad no numerable. Entonces (Dy)n<¢ €s una cubierta de K de
tamarno menor que cov(M) formada por conjuntos cerrados, por lo tanto debe tener
una subcubierta contable. En efecto, como K es compacto, K tiene a lo mas una
cantidad contable de puntos aislados, por lo que podemos suponer sin pérdida de
generalidad que K carece de puntos aislados. Consideremos U = {Int D,: < £}, si
U cubre a K, la afirmacion se sigue inmediatamente, en caso contrario K’ = K\|JU
seria un espacio métrico compacto (-dimensional sin puntos aislados, luego entonces
K’ seria homeomorfo al conjunto de Cantor C'. Asi, como Pseencajaen Cy K'ND,
es denso en ninguna parte para cada 7 < &, entonces cov(M) < &, lo cual es una
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contradiccién. Por lo tanto existe una § < £ tal que XsN K es vacio. Por el Corolario
5.5 existe un espacio de Michael. |

6.2. OBSERVACION. Cabe mencionar que ya en [1990] K. ALSTER, usando MA
(Axioma de Martin) construy6 un espacio de Michael. Sin embargo, ? = cov(M)
es en cierto sentido més general que MA, ya que MA implica en particular que
0 = cov(M) = ¢ (véase Corolario 7.4 del Capitulo 5), pero es consistente con
ZFC que falle MA y que ? = cov(M). Por ejemplo usando el forcing de Hechler,
se puede construir un modelo de ZF'C, llamado el modelo de Hechler, en donde
s=w; < ¢c=b=0=cov(M).

Por otro lado, si quisieramos comparar ? = cov(M) con b = w;, veremos que
uno no es mas general que el otro, ya que por ejemplo usando el forcing de Miller,
se puede construir un modelo de ZFC, llamado el modelo de Miller, en donde
cov(M) = b = w; < ¢ = 0, y como se ha mencionado antes puede suceder que
0 = cov(M) y que b # w;, por ejemplo usando el modelo de Hechler o simplemente
usando MA.

6.3. NOTA. Para finalizar esta seccién queremos mencionar que J. T. MOORE en
[1999] también ha demostrado que es consistente con ZFC que cov(M) < b<dy
que exista un espacio de Michael.



CAP{TULO 5

Caracteristicas combinatorias del Continuo

1. Introduccién

En este capitulo trataremos algunas caracteristicas combinatorias de los inva-
riantes cardinales que se trataron en los capitulos anteriores asi como también otras
caracteristicas combinatorias de otros invariantes cardinales que se introduciran en
este capitulo. Introduciremos una maquinaria que es usada frecuentemente para
la descripcién de muchos (aunque no todos) invariantes cardinales y sus relaciones
entre ellos. Esta maquinaria fue presentada por P. VOJTAS en [1993] bajo el nombre
de “Conecciones generalizadas de Galois-Tukey”; las ideas bdsicas de esta maquina-
ria habidn sido ya manejadas con anterioridad en el trabajo de D. FREMLIN de
(1984] y en el trabajo de Miller (no publicado). Las definiciones de muchos inva-
riantes cardinales tienen la forma “la minima cardinalidad de cualquier conjunto ¥
(de objetos de una clase especifica) tal que cada objeto z (posiblemente de una clase
diferente) estd relacionado con algin y € Y en un sentido especifico”. Y muchas
demostraciones de desigualdades entre estos cardinales involucran la construccién
de mapeos entre varias clases de objetos que estan involucradas en las definiciones de
estos cardinales. Esto se formaliza en la Seccion 4 en el lenguaje de categorias. Con
la ayuda de esto analizamos los invariantes cardinales cldsicos asociados al o-ideal
formado por los subconjuntos de R de primera categoria (a saber add(M), cov(M),
non(M) y cof(M)) y al o-ideal formado por los subconjuntos de R de medida de
Lebesgue cero (a saber add(N), cov(N), non(N) y cof(N)), en compaiia de los
cardinales b y 9. Por tltimo mostramos que bajo el axioma de Martin (MA) todos
los cardinales pequefios no numerables (o invariantes cardinales) que se trataran a
lo largo de todo este trabajo serdan iguales a c. Sin embargo estos cardinales pueden
tomar distintos valores en varios modelos generados con forcing iterado, como se
muestra en la tabla que se encuentra al final de este capitulo. La manera de como
abordamos los temas en este capitulo es como lo presenta A. BLASS en [2000].

2. Crecimiento de funciones

Ya en la Seccién 2 del Capitulo 3 introdujimos el nimero de (no)acotacién b
y el niimero de dominacion 0, en donde ademas se analizaron algunas propiedades
combinatorias de estos cardinales. Ahora nos daremos a la tarea de dar algunas otras
caracteristicas combinatorias de estos cardinales. Asi, empecemos por recordar las
definiciones de estos dos cardinales.

2.1. Un conjunto B C “w es no acotado si no existe ninguna f € “w tal que g <™ f
para toda g € B. El nidmero de acotacion b (algunas veces llamado el ni#mero
de (no)acotacion) es la minima cardinalidad de cualquier conjunto no acotado,
b = min{|B|: B es no acotado}.
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2.2. Un conjunto D C “w es dominante si para cada f € “w existe g € D con f <*
g, donde f <* gsi f(n) < g(n) para toda n € w salvo una cantidad finita. El nimero
de dominacion D es la minima cardinalidad de cualquier conjunto dominante, ? =
min{|D|: D es dominante}.

2.3. OBSERVACION. Tanto b como ? permanecen invariables si en las definiciones
de estos sustituimos “w por “R o por el conjunto de sucesiones de cualquier orden
lineal de cofinalidad w.

El siguiente teorema da todas las restricciones sobre b y ® que se pueden probar
en ZFC.

2.4. TEOREMA. w; € cof(b) =b < cof(d) <D < c.

DEMOSTRACION. w; < b nos quiere decir que para cada coleccién numerable de
funciones g, : w — w, existe alguna f *> que todas ellas. Y una de estas f viene
dada por f(m) = mixn<m n (m).

Para probar que b < cof(?), sea D un conjunto cofinal de tamaifio 9, y supon-
gamos que esta descompuesto en la unién de cof(d) subconjuntos D de cardinalidad
< 0. Entonces para cada £ existe una f¢ que no estd dominada por ninguna g € Dg.
Ahora, no puede existir una f que domine a todas las f; ya que de lo contrario f
no estaria dominada por ninguna g € D, lo cual no es posible. Por lo que {f¢: £ <
cof(?d)} es no acotado.

La prueba de que cof(b) = b es similar, y lo que resta del teorema es claro. [

S. H. HECHLER en [1974] prueba que si P es un conjunto parcialmente or-
denado en el cual cada subconjunto contable tiene una cota superior, entonces P
puede ser consistentemente isomorfo a un subconjunto cofinal de (“w,<*). Més
precisamente, dado tal P, S. H. Hechler construye, usando el método de forcing,
una extension del universo con la c.c.c. (condicién de cadena contable) donde existe
un encaje cofinal de P en (*w, <*) que preserva el orden estricto. (La demostracién
de S. H. Hechler, dada tempranamente después de la invencién del forcing se re-
tomé usando una formulacién mas moderna por D. TALAYCO en [1993] y por M.
BURKE en [1997].) El resultado de S. H. Hechler implica que el Teorema 2.4 es
6ptimo en el siguiente sentido.

2.5. TEOREMA (GCH). Sean b/, ¥/, y ¢/ cualesquiera tres cardinales que satisfagan
wy < cof(b’) = b’ < cof(d’) < < ¢’

y cof(c’) > w. Entonces empleado el método de forcing, existe una extension del
universo con la c.c.c. que satisface b="0b",0=0, yc=.

DEMOSTRACION. Apliquemos el teorema de Hechler al orden parcial P = [o/]<*
el cual esta ordenado por la inclusién. La regularidad de b’ implica que cualquier
subconjunto de P de cardinalidad < b’ tiene una cota superior. La restriccién en la
cardinalidad es esencial ya que algunos subconjuntos de cardinalidad b’ no tienen
una cota superior (e.g. los formados por singuletes distintos). Dado que cof(?d’) > b’
v GCH se sigue, entonces obtenemos que |P| = ?’. Ahora, observemos que un
subconjunto de P de cardinalidad < ?’ no puede ser cofinal, ya que su unién (como
conjuntos) tiene cardinalidad < ?’. Estas observaciones nos implican que b = b’ y
0 = 0’ en la extensién que nos da el teorema de Hechler. Finalmente, para obtener
¢ = ¢/, agregémos ¢’ reales aleatorios; esto no alterard a b o a 0, ya que el modelo
base “w es cofinal en el “w de cualquier extension real aleatoria. 0
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Para ver que b < 0 es consistente, no es necesario utilizar el teorema de Hechler.
En el modelo original de P. J. COHEN [1963] para probar la consistencia de ZFC
con la negacién de CH, se tiene que b = w; y que ? = ¢. En efecto, si agregamos
K 2 wj reales de Cohen (con el producto usual de forcing) a cualquier modelo de la
teoria de conjuntos, entonces en el modelo resultante se tiene que b = w; mientras
que D se convierte en al menos k.

Para la situacién contraria, b = 0, hemos observado ya en el Corolario 2.4 del
Capitulo 3 la siguiente caracterizacién.

2.6. TEOREMA. b = 0 si y solo si eriste una escala en “w, i.e. un conjunto
dominante bien ordenado por <*. O

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, existen multiples maneras de ver
a los cardinales b y 9. Ahora retomaremos algunas de ellas reformuladas en un con-
texto mas general. Para ello necesitaremos de los siguientes invariantes cardinales
clasicos asociados a un ideal.

2.7. Sea T un ideal propio de subconjuntos de un conjunto X tal que contenga a
todos los singuletes de X.

e La aditividad de T, add(Z), es el minimo mimero de conjuntos en Z cuya
unién no esté en 7.

o El mimero de cubierta de Z, cov(Z), es el minimo nimero de conjuntos en
T cuya unién sea X.

e La uniformidad de Z, non(Z), es la minima cardinalidad de cualquier sub-
conjunto de X que no esté en 7.

e La cofinalidad de Z, cof(Z), es la minima cardinalidad de cualquier sub-
conjunto B de 7 tal que cada elemento de 7 es un subconjunto de algiin
elemento de B. Tal B es llamada una base para 7.

Es fécil verificar que tanto cov(Z) como non(Z) son > add(Z) y < cof(Z). De
hecho, add(Z) también es una cota inferior para las cofinalidades cof(non(Z)) y
cof(cof(Z)). En este capitulo, I sera siempre un o-ideal, entonces su aditividad (y
por lo tanto los otros tres invariantes cardinales) serdn no numerables. Mis aun, 7
tendrd una base formada por conjuntos de Borel; dado que existen sélo ¢ conjuntos
de Borel, la cofinalidad de Z (y por lo tanto los otros tres invariantes cardinales)
seran < c.

El ideal relevante para la presente seccién es el o-ideal K, generado por los
subconjuntos compactos de “w, i.e. el ideal de los conjuntos que se cubren con una
cantidad contable de conjuntos compactos. Ya en la Seccién 3 del Capitulo 3 hemos
tenido la oportunidad de analizar este ideal, en donde ademaés se ha probado entre
otras cosas parte del siguiente teorema.

2.8. TEOREMA. add(K,;) = non(K,) = b y cov(K,) = cof(K,) = 0.

DEMOSTRACION. Notemos que X C “w es o-compacto si y sblo si existe una funcién
fEeYwtal que X C Cfr = {g € “w: g<* f}.

Supongamos que F' C “w. Si F' es un conjunto dominante, entonces {Cy: f €
F} es una base para K,. En el otro sentido, si UfeF Cf = “w, entonces F' es un
conjunto dominante.

Similarmente, si F' es no acotado en “w, entonces F' ¢ Ko y si ;e Cy ¢ Ko,
entonces F' es no acotado en “w.
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Por otro lado, otra manera de ver al orden <* y a los cardinales b y 0, es
introduciendo particiones de w en intervalos finitos. (Estas ideas fueron dadas por
primera vez por R. C. SOLOMON en [1977])

2.9. Por una particion en intervalos entenderemos una particién de w en (una
cantidad infinita de) intervalos finitos I,, ( n € w). Supondremos siempre que los
intervalos estan numerados en el orden natural, esto es, si i, es el extremo izquierdo
de I, entonces ig = 0 e I, = [in,in41). Diremos que la particién en intervalos
{In: n € w} domina a otra particién en intervalos {.J,,: n € w} si para toda n € w
(salvo una cantidad finita) existe k € w tal que Jix C I,. Denotemos por PI al
conjunto de todas las particiones en intervalos.

2.10. TEOREMA. D es la minina cardinalidad de cualquier familia de particiones
en intervalos que domine a todas las particiones en intervalos. b es la minima
cardinalidad de cualquier familia de particiones en intervalos para la cual no exista
una particion en intervalos que domine a todas las particiones en intervalos de la
familia.

DEMOSTRACION. Probaremos solo la primera parte, ya que la segunda parte se
puede probar de una manera similar o se puede deducir de la demostracion de la
primera parte usando la maquinaria de dualidad de la Seccion 4.

Supongamos primero que tenemos una familia F de particiones en intervalos
que domina a todas las particiones en intervalos. A cada una de las particiones
{In = [in,in41): n € w} de F, le asociamos una funcién f: w — w definida por
f(x) igual al extremo derecho del intervalo posterior al intervalo que contiene a z; de
este modo si z € I, entonces f(z) = i,42 — 1. Probemos ahora que estas funciones
f forman un conjunto dominante, asi tendriamos que ? < |F|. Dada cualquier
g € “w, la funcién f que domine a g se obtiene de la siguiente manera. Formemos
una particion en intervalos {J,, = [jn,Jnt1): 7 € w} tal que cuando = < j, entonces
9(x) < Jn41; esto lo podemos hacer facilmente eligiendo las j,’s recursivamente.
Sea {I, = [in,in+1): n € w} en F que domine a esta {J,: n € w}, y sea f la funcién
asociada a {I,: n € w}. Para ver que g(z) < f(z) para todos los z suficientemente
grandes, persigamos a estas x por medio de las definiciones como sigue. Sea n el
indice para el cual z € I,, y sea (ya que z es suficientemente grande) k un indice
para el cual Jy, C I, ;- Como = < ji, entonces g(z) < jr41 — 1 < tpyo — 1 = f(z).
Con esto completamos la prueba de que ? < | F|.

Para construir una familia dominante de particiones en intervalos de cardi-
nalidad 9, empecemos por un conjunto dominante D en “w de cardinalidad 0, y
asociemos a cada g € D una particién en intervalos {J, = [jn,jnt1): 7 € w}
exactamente como en el parrafo anterior. Para probar que la familia resultante
de D particiones en intervalos domine a todas las particiones en intervalos, sea
{I, = [tn,in41): n € w} una particién en intervalos arbitraria, le asociamos una
f € “w como en el parrafo anterior, y sea g € D con g *>f. Probemos ahora que
la particién {J,: n € w} asociada a esta g domina a la particién {I,,: n € w}. Para
cualquier n suficientemente grande, tenemos que f(j,) < g(jn) € jnsy1 — 1. En
virtud de la definicién de f, esto quiere decir que el siguiente I después del que
contenga a j, estd completamente contenido en J,. O
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3. Separaciéon y homogeneidad

En esta seccién, trataremos varios invariantes cardinales relacionados con la
“competencia” entre particiones a través de separacién de conjuntos y particiones
homogéneas de conjuntos. Para ello empecemos con recordar una definiciéon combi-
natoria de un cardinal que sea ha mencionado ya desde el punto de vista topolégico
en la Seccién 3 del Capitulo 2 (véase 2.8 y Teorema 3.6 de ese mismo capitulo).

3.1. Un conjunto X C w separa a un conjunto infinito ¥ C w si tanto ¥ N X como
Y \ X son infinitos. Una familia separadora es una familia S de subconjuntos de
w tal que cada conjunto infinito ¥ C w es separado por al menos una X € S. El
nimero de separacion s es la minima cardinalidad de cualquier familia separadora.

Daremos a continuacién otra definicion alternativa del cardinal s a las ya dadas
en el Teorema 3.6 del Capitulo 2.

3.2. TEOREMA. s es la minima cardinalidad de cualquier familia de w-sucesiones
acotadas Sg = (T¢n)new de mimeros reales tal que para ningin conjunto infinito
Y C w se puede hacer que todas las subsucesiones correspondientes Sg [ ¥ =
(Tg,n)ney converjan. Lo mismo es cierto si sélo consideramos sucesiones formadas
POT CeTos Y uUnos.

DEMOSTRACION. La segunda parte, donde todos los S¢ estdn en “2, es un simple
traduccién de la definicién de s; podemos ver justamente a las sucesiones S¢ como
las funciones caracteristicas de los conjuntos de una familia separadora. El punto
clave radica en que, para la funcién caracteristica de X, convergencia significa
eventualmente constante, y entonces la convergencia de su restriccién a Y significa
que Y no esta separada por X.

Por otra parte, la mitad de la primera afirmacién se sigue ficilmente de la
segunda afirmacién. Para probar la otra mitad de la primera afirmacién, conside-
remos cualquier familia de w-sucesiones acotadas S¢ = (¢ n)new de nimeros reales
tal que para ningin conjunto infinito ¥ C w se puede hacer que todas las subsuce-
siones correspondientes S¢ [ ¥ converjan. Para cada S¢ y para cada par de niimeros
racionales gi, g2 formemos el conjunto X¢ 4, 4, = {n € w: ¢, estd entre q; y ga}.
Sea S la familia formada por los conjuntos X¢ 4, 4,, €ntonces S es una familia se-
paradora. En efecto, si Y C w con Y un conjunto infinito, entonces por la eleccién
de la familia de w-sucesiones acotadas, existe S¢ tal que S¢ [ Y no converge, pero
como S¢ | Y estd acotada, entonces S¢ | Y tendrd al menos dos puntos limites. Por
lo que si elegimos nimeros racionales ¢;,g2 para los que un punto limite esté entre
ellos dos y el otro punto limite no esté entre ellos, entonces el conjunto X¢ g 4,
separard al conjunto Y.

Finalmente, como la cardinalidad de S no excede a la cardinalidad de la familia
de w-sucesiones acotadas que se consider6, entonces la otra mitad de la primera
afirmacion que faltaba se sigue ahora. O

Del Teorema 2.10 obtenemos facilmente la relacion de s con .
3.3. TEOREMA. s < D.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.10 , fijemos una familia de particiones en in-
tervalos de tamano ? que domine a todas las particiones en intervalos. Para cada
particién Il = {I,: n € w} en esta familia, asociemosle la unién de todos los in-
tervalos con subindice par ¢(II) = |J,, Ion. Probemos que estos ? conjuntos ¢(ITI)
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constituyen una familia separadora. Para esto, consideremos cualquier subconjunto
infinito X de w. Asociemosle al conjunto X una particién en intervalos ¥(X) en la
cual cada intervalo contenga al menos un punto de X. Nuestra familia dominante
de particiones en intervalos contiene una II que domina a 1¥(X). Pero entonces ca-
da intervalo de II, salvo una cantidad finita, contiene un intervalo de ¥(X) y por
consiguiente contiene un punto de X. De esto se sigue inmediatamente que tanto
w(IT) como su complemento (la unién de todos los intervalos con subindice impar)
contienen una cantidad infinita de puntos de X. Por lo tanto ¢(IT) separa al con-
junto X. O

Recordemos, para futuras referencias, la propiedad bésica de las construcciones
@ ¥y ¥ que se trabajo en la demostracién anterior: Para cualquier particién en
intervalos Il y cualquier conjunto infinito X C w,

Il domina a ¥(X) == (II) separa al conjunto X.

La desigualdad en el teorema anterior puede consistentemente ser estricta. Por
ejemplo, si agregamos k > w; reales de Cohen a un modelo de la teoria de conjuntos,
entonces (como se ha mencionado antes) en el modelo resultante ? > k, mientras
que 5 = w; ya que cualquier conjunto formado por reales de Cohen (de los que se
agregaron) de tamario w; constituye una familia separadora.

El niimero de separacion es el mas simple de una familia de invariantes cardi-
nales que estdn definidos en términos de estructuras que no son simultdneamente
homogéneas (médulo finito) sobre algiin conjunto infinito. Para s, las “estructuras”
son funciones que toman dos valores y “homogéneo” simplemente significa con-
stante. Otras nociones de estructura y de homogeneidad son sugeridas por varios
teoremas que se refieren a particiones. Caracterizaremos el andlogo de s que surge
del teorema de Ramsey y después mencionaremos brevemente algunas otras carac-
terizaciones anélogas.

3.4. Un conjunto H C w es homogéneo para una funcién f: [w|® — k (una particién
de [w]™ en k piezas) si f es constante sobre [H|". H es casi homogénea para f si
existe un conjunto finito F' tal que H\ F' es homogéneo para f. Definimos par,, como
la minima cardinalidad de cualquier familia de particiones de [w|™ en dos piezas tal
que ningun conjunto infinito es casi homogéneo para todas ellas simultaneamente.

Notemos que par, es simplemente s y que la definicién de par,, permaneceria in-
variable si permitieramos particiones en cualquier nimero finito de piezas (cualquiera
de estas particiones puede reemplazarse por una cantidad finita de particiones en
dos piezas). Notemos también que el uso de la casi homogeneidad en la definicién de
par,, es esencial; es facil exhibir una cantidad numerable de particiones con ningiin
conjunto infinito homogéneo comun.

3.5. TEOREMA. Para cualquier entero n > 2, par,, = min{b, s}.

DEMOSTRACION. Notemos primero que par,, < par,, si n = m, ya que cualquier
particién [w]™ — 2 la podemos ver como una particién de [w]™ en la que hemos
ignorado los iltimos n — m elementos que se encuentran dentro de esta. En parti-
cular, tenemos que par,, < s, y si probamos que par, < b entonces la desigualdad
del teorema en la direccion < estara demostrada. Para la direccién >, debemos
considerar n arbitraria, pero en los hechos limitaremos nuestra atenciéon a n = 2,
va que el caso general es un poco mas largo pero no mas dificil.
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Para probar par, < b, sea B C “w un conjunto no acotado de tamaio b,
supongamos sin pérdida de generalidad que cada g € B es monétona creciente
(véase por ejemplo el Teorema 2.2 del Capitulo 3), y asociemos a cada una de estas
g la particién de [w]? que pone a la pareja {x < y} en la clase 0 si g(z) < y y
en la clase 1 en otro caso. Probemos que ningiin conjunto infinito H C w es casi
homogéneo para todas estas particiones simultdneamente. Notemos primero que un
conjunto homogéneo de la clase 1 debe ser finito ya que, si z es el primer elemento,
entonces todos los otros elementos estdn acotados por g(z). Asi, buscando una
contradiccién, supongamos que H es infinito y casi homogéneo de la clase 0 para
todas las particiones asociadas a las funciones ¢ € B. Consideremos la funcién h
que manda a cada nimero natural z al segundo miembro de H que se encuentra
arriba de , i.e. para cada z se tiene que z < y < h(z) donde y, h(z) € H. Por la
casi homogéneidad de H, tenemos para cada g € B y para toda z suficientemente
grande, g(y) < h(z) y entonces, por la monotonia de g, g(z) < g(y). Entonces,
g <" h para toda g € B, contradiciendo la manera en que elegimos al conjunto B.

Para probar que pat, > min{b,s}, supongamos que tenemos una familia de
particiones f¢: [w]? — 2 de cardinalidad k < min{b, s}; debemos encontrar un con-
junto infinito casi homogéneo para todas estas particiones. Primero, consideremos
las funciones

fE-": w—2:x— fe{'ﬂ,l‘}‘

(Estas funciones est4n indefinidas para z = n; ahi las definimos arbitrariamente.)
Dado que el nimero de estas funciones es k - w < s, existe un conjunto infinito
A C w sobre el cual ellas son casi constantes; digamos f¢ »(z) = je(n) para toda
T 2 g¢(n) en A. Ademds, dado que k£ < s podemos encontrar un conjunto infinito
B C A sobre el cual cada j¢ es casi constante, digamos j¢(n) = i¢ para todan > b
en B. Y dado que k < b entonces existe una funcién h que acota a cada g¢ a partir
de algiin entero c¢. Sea H = {z¢ < 1 < ...} un subconjunto infinito de B elegido
de tal manera que h(z,) < r,41 para toda n. Entonces esta H es casi homogénea
para cada f¢. En efecto, si x < y son elementos de H mas grandes que b y c,
entonces y > h(z) > ge(z) y entonces fe{z,y} = fe .(v) = je(z) = ie. 0

Uno puede definir invariantes cardinales andlogos a par,, usuando fuertes teo-
remas de particiones en lugar de usar el teorema de Ramsey, por ejemplo usando el
teorema de sumas finitas de Hindman (N. HINDMAN [1974]) o usando el teorema
de Galvin-Prikry (F. GALVIN y K. PRIKRY [1973]) y su extensién a conjuntos
analiticos dada por J. SILVER en [1970]. No es dificil ver que estos invariantes
cardinales estdn acotados superiormente por min{b, s}. También es fécil ver que las
variantes de par que nos dan los teoremas de Silver y Galvin-Prikry estdn acotadas
inferiormente por el cardinal b (véase 2.8 del Capitulo 2, para la definicién de b).
E. T. Eisworth también ha obtenido una cota inferior de la forma min{b, s’ }, donde
s’ es la siguiente variante de s. Un cardinal k es < s’ si, para cualesquiera k reales,
existe

1. un modelo transitivo N de ZFC lo suficiente para que contenga a los
reales dados,

2. U € N tal que N satisfaga “U no es ultrafiltro principal sobre w”, y

3. un conjunto infinito a C w casi contenido en cada elemento de I4.

La demostracién de Eisworth usa las técnicas de forcing de H. JUDAH y S. SHELAH
de [1989], sin embargo se puede dar una pueba directa puramente combinatoria
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usando el Teorema 4 de A. BLASS de [1988]. Notemos, que si debilitamos el re-
querimiento 2 en la definicién de s’ a solo pedir que ¢/ no sea un ultrafiltro principal
en el dlgebra Boleana de subconjuntos de w en N (pero que U no necesariamente
esté en N), entonces el cardinal asi definido serd simplemente s. Sin embargo, no
se sabe si s’ < s es consistente con ZFC.

Para la variante de par basada en el teorema de Hindman, la mejor cota inferior
que se conoce es el cardinal p. La demostracién de que este cardinal es una cota
inferior usa la construccién del axioma de Martin (MA) que se menciona en A.
BLAss [1987] pdgina 93, la observaciéon de que el axioma de Martin es aplicado
aqui a un orden parcial o-centrado, y el Teorema de Bell.

También, podemos considerar formas débiles de homogeneidad. Por ejemplo,
definamos par, . como la minima cardinalidad de una familia 7 de funciones f: w —
w tal que para ningin conjunto infinito A C w todas las funciones de F sean
casi inyectivas o casi constantes, donde “casi” significa, como es usual, salvo una
cantidad finita de puntos de A. (El subindice 1,c hace referencia al teorema de
particiones canénicas de conjuntos de tamano 1.) Cada funcién f nos proporciona
una particién f’: [w]? — 2, donde f’{r,y} = O justamente cuando f(z) = f(y)
Los conjuntos donde f es inyectiva o constante son los conjuntos homogéneos de
f’, por lo que par, . > pary. De hecho la igualdad se tiene, ya que par, . es <
que 5 y b. Para ver que par, . < s, asociemos a cada conjunto X de una familia
separadora su funcién caracteristica. Para ver que par, . < b, fijemos por el Teorema
2.10 una familia de b particiones en intervalos que no esté dominada por ninguna
particion en intervalos, y asociemos para cada una de estas particiones una funcién
f que sea constante exactamente en los intervalos de la particion. Ahora, dado que
tales funciones f no son constantes sobre cualquier conjunto infinito, entonces es
suficiente con probar que no existe un conjunto infinito A sobre el cual cada f sea
casi inyectiva. Pero si existiera tal A, entonces podriamos construir una particién
en intervalos en la que cada intervalo contenga al menos tres elementos de A, y
esta particion dominaria a todas las particiones de nuestra familia que elegimos,
contradiciendo la no dominacién de nuestra familia.

Ahora cambiemos nuestro enfoque para contar particiones por contar can-
didatos para conjuntos homogéneos.

3.6. Una familia R de subconjuntos infinitos de w es no-separada si ningiin conjunto
separa a todos los miembros de R. Es o-no-separada si ninguna coleccién contable
de conjuntos es suficiente para separar a todos los miembros de R. El nimero de
no-separacion t, también llamado el mimero de refinacién o nimero de vecoleccion,
es la minima cardinalidad de cualquier familia no-separada. El nimero de o-no-
separacion t, es la minima cardinalidad de cualquier familia o-no-separada.

Claramente, t < t,. Sin embargo, no se sabe si la desigualdad estricta es con-
sistente con ZFC.

Omitimos la demostracion del siguiente teorema ya que esencialmente esta con-
tenida en la demostracion del Teorema 3.2.

3.7. TEOREMA. t, es la mintima cardinalidad de cualquier familia de conjuntos
infinitos Y C w tal que para cada sucesion acotada de mimeros reales (Tn)new, la
restriccion de (Tp)new en alguna Y de la familia converge. Si solo consideramos
sucesiones formadas por ceros y unos, entonces la minima cardinalidad correspon-
diente es t. O
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Recalquemos sin embargo que en el Teorema 3.2 los cardinales fueron los mis-
mos para sucesijones con valores reales que para sucesiones con dos valores, la igual-
dad analoga en el presente teorema es un problema abierto.

3.8. TEOREMA. b < t.

DEMOSTRACION. Como en la demostracién del Teorema 3.3, sea ¢ la operacién que
manda a cualquier particién en intervalos a la unién de sus intervalos con subindice
par, y sea v la operacién que manda a cualquier subconjunto infinito X de w a
una particién en intervalos en la que cada intervalo contiene al menos un punto
de X. Sea R una familia no-separada de t subconjuntos infinitos de w; gracias
al Teorema 2.10, nuestra demostracién se reduce a probar que ninguna particién
en intervalos I1 domina a todas las particiones ¢¥(X) para X € R. Pero, como
se probé en la demostracién del Teorema 3.3 y recordando la referencia que se
encuentra inmediatamente después, si I domina a todas las ¥(X), entonces o(II)
debe separar a cada X € R, contradiciendo la eleccién de R. O

Introduciremos ahora los cardinales relacionados con la propiedad de homo-
geneidad asociada al Teorema de Ramsey y al Teorema de tipo “inyectivo o cons-

tante” .

3.9. hom,, es el tamano mas pequefio de cualquier familia H de subconjuntos in-
finitos de w tal que cada particién de [w|™ en dos piezas tiene un conjunto casi
homogéneo en H. hom, . es el tamano mds pequeiio de cualquier familia H de sub-
conjuntos infinitos de w tal que cada funcién f: w — w es casi inyectiva o casi
constante en algiin conjunto en H.

Notemos que hom; = v y que hom, > hom,, si n > m (lo contrario de la
desigualdad correspondiente para pat).

3.10. TEOREMA. Para cualquier entero n > 2, hom,, = max{d,v,}. Mds aun,
méx{d,t} < hom; . < max{d, v, }.

DEMOSTRACION. Para probar que méx{d,r} < hom, ., supongamos que H es como
en la definicién de hom, ,, y probemos que su cardinalidad es > que t y 0. Para la
primera desigualdad, encontramos que H es no-separada ya que si X separa a H
entonces la funcién caracteristica de X no es ni casi inyectiva ni casi constante sobre
H. Para la comparacién con 0, asociemos a cada H € H una particion en intervalos
I1y4 tal que cada uno de sus intervalos contenga al menos tres elementos de H.
Por el Teorema 2.10, necesitamos solo verificar que cada particién en intervalos ©
esta dominada por alguna Ily. Dada O, sea f constante sobre exactamente estos
intervalos, y encontremos H € H sobre la cual f sea casi inyectiva (ya que f no es
constante sobre cualquier conjunto infinito). Pero entonces cualquier intervalo de
[y (salvo por una cantidad finita) contiene tres puntos de H, todos de diferentes
intervalos de ©, por lo que debe de contener un intervalo completo de ©. Por lo
tanto tenemos la dominacién requerida.

Ahora, probemos que hom, < mix{d,t,} construyendo una H de tamano
max{d,t,} con la propiedad de homogeneidad requerida en la definicién de hom,.
(Notese la similaridad de esta construccién con los argumentos que se usaron para
probar que pat, > min{b,s}.) Sea D C “w un conjunto dominante de tamaiio .
Sea R una familia o-no-separada de tamafio t,. Para cada A € R, sea R4 una
familia no-separada de r subconjuntos de A. Para cada h € D, paracada A€ R, y
para cada B € R4, sea H = H(h, A, B) un subconjunto infinito de B tal que para
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cualesquiera = < y en H, h(z) < y. La familia H de todos los conjuntos H(h, A, B)
tiene tamaio a lo mds max{?,t,}, y probemos ahora que esta familia contiene un
conjunto casi homogéneo para cada particién f: [w]? — 2. Dada f, definimos (como
en la demostracién del Teorema 3.5) fn: w — 2: z — f{n,z}. Como R es o-no-
separada, esta contiene una A sobre la cual cada f, es casi constante, digamos que
fn(x) = j(n) para toda z > g(n) en A. La funcién j: A — 2 es casi constante sobre
algin B en la familia o-no-separada R 4, digamos que j(n) = i para toda n > b en
B.Y D contiene una h que domina a g, digamos que h(z) > g(z) para toda = > c.
Es ahora una rutina (como en la demostracién del Teorema 3.5) verificar que f es
constante con valor ¢ sobre todas las parejas de elementos mayores que b y ¢ en
H(h, A, B).

La demostracién de que hom,, < max{d,v,} para n > 2 es similar a lo hecho
en el parrafo anterior solo que se usan n familias o-no-separadas anidadas en lugar
de usar dos. Omitiremos los detalles.

Los argumentos dados arriba, junto con la observacién de que “inyectiva o cons-
tante” es un caso especial de homogeneidad para particiones de parejas, establecen
que

max{?,c} < hom; . < hom, < homg < -+ - < max{d, v, }.
Todo lo que resta probar es que t, < hom,, y esto requiere de un método que no
estd involucrado en el Teorema 3.5. Los siguientes argumentos fueron dados por
J. BRENDLE en [1995]. (Shelah habia ya establecido con anterioridad el resultado
correspondiente para homy.)

Sea H como en la definicién de hom,, y sean una cantidad contable de funciones
fn:w — 2 dadas. Buscaremos un conjunto en H sobre el cual cada f,, sea casi
constante. Definimos, para cada z € w, la sucesién de ceros y unos ¥ = (fn())new,
por lo que T, = fn(z). Entonces definimos una particién de [w]? poniendo {z,y}
en la clase 0 si T precede a ¥ en el orden lexicografico y en la clase 1 en el otro caso.
Sea H € H un conjunto casi homogéneo para esta particién, sea H’ un conjunto
homogéneo obtenido por haber removido una cantidad finita de elementos de H.
Supongamos que H’ es homogéneo para la clase 0. (El caso de la clase 1 es andloga)
Entonces como x aumenta, Zp solo puede aumentar. Esto es, si el valor de fo(z)
siempre cambia, entonces este valor cambia de 0 a 1 y después siempre permanece
constante. Una vez que Ty se ha estabilizado, Z; solo puede aumentar y por eso
debe estabilizarse. Continuando en este camino, observemos que, como z aumenta
gracias a los valores en H', cada T,, eventualmente se estabiliza. Esto quiere decir
que cada f,(z) es casi constante sobre H' y por lo tanto sobre H, como se requiere.
]

3.11. OBSERVACION. El tltimo parrafo de esta demostracién es similar a la de-
mostracién de que los cardinales que satisfacen la relacién de particién K — (k)3
son cardinales que son limites fuertes.

4. Conecciones de Galois-Tukey y dualidad

Interrumpimos las descripciones y discusiones de los invariantes cardinales que
estamos tratando, por una maquinaria que es usada para la descripcion de mu-
chos (aunque no todos) invariantes cardinales y sus relaciones entre ellos. Esta
maquinaria fue presentada por P. VOJTAS en [1993] bajo el nombre de “Conec-
ciones generalizadas de Galois-Tukey”; las ideas bésicas de esta maquinaria habian
sido ya manejadas con anterioridad en el trabajo de D. FREMLIN de [1984] y en el
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trabajo de Miller (no publicado). Las definiciones de muchos invariantes cardinales
tienen la forma “la minima cardinalidad de cualquier conjunto Y (de objetos de
una clase especifica) tal que cada objeto = (posiblemente de una clase diferente)
estd relacionado con algin y € Y en un sentido especifico”. Y muchas demostra-
ciones de desigualdades entre estos cardinales involucran la construccién de mapeos
entre varias clases de objetos que estdn involucradas en las definiciones de estos car-
dinales. Esto se formaliza como sigue.

4.1. Un terna A = (A_, Ay, A) formada por dos conjuntos A4 y una relacién bina-
ria AC A_ x Ay, la cual llamaremos simplemente una relacién. Con relacién a una
de estas relaciones, llamemos a A_ el conjunto de requerimientos y A el conjunto
de respuestas; leemos z Ay (esto es (z,y) € A) como “y responde satisfactoriamente
el requerimiento z”.

4.2. La norma ||A|| de una relacién A = (A_, A,, A) es la minima cardinalidad de
cualquier subconjunto Y de A4 tal que cada x € A_ est4 relacionado con al menos
un y € Y. Esto es, es el minimo nimero de respuestas necesarias para satisfacer
todos los requerimientos.

Las definiciones de los invariantes cardinales de las secciones anteriores (asi
como muchos otros) son valores de normas de relaciones. M4s aun, estos cardinales
vienen en parejas, cuyas relaciones son duales una de la otra en el siguiente sentido.

4.3.Si A = (A_, A, A) entonces el dual de A es la relacién A+ = (A, A_,-A)
donde — quiere decir complemento y A es el inverso de A; esto es, (z,y) € -Asiy
solo si (y,z) ¢ A.

4.4. EJEMPLOS. Sea D la relacién (Yw,“w,<*). Entonces |D|| = 0 y |?4 =
[{“w,“w, #*}|| = b. Por el Teorema 2.10, las mismas igualdades se obtiene si reem-
plazamos © por @’ = (I P, I P,est4 dominada por).

Sea R la relacién (P(w), (w]“, no separa a). Entonces ||R| =t y ||R*|| =s.

Sea $jom,, la relacién (P, [w]¥, H), donde P es el conjunto de particiones f: [w]™
— 2 y donde fHX significa que X es casi homogéneo para f. Entonces [[Hom,, =
om, | y [[Som: = pac, |

Sea T un ideal de subconjuntos de X. Sea Cov(Z) la relacién (X,Z, €) y sea
Cof(Z) 1a relacién (Z,Z,C). Entonces ||Cov(Z)|| = cov(Z), ||Cov(Z)L| = non(Z),
ICof(Z)|| = cof(Z), y ||Cof(Z)*|| = add(Z).

4.5. OBSERVACION. Anteriormente hemos hecho notar que en la definicién de

podemos remplazar <* por < sin que 0 sea afectado (véase Teorema 2.5 del Capitulo

3). Esto es, d es la norma no solo de la relacién © definida arriba si no también de

la relacién (“w,“w, <). Sin embargo, el dual de esta relacién, tiene norma w, no b.
Similarmente, la observacion se aplica a R y a Hom.

El siguiente ejemplo muestra otra situaciéon, donde un cambio en la relacién no
afecta a su norma pero si puede afectar a la norma del dual de la relacién.

4.6. EJEMPLO. Sea R, la relacién (“P(w), [w]*, no separa a), donde se dice que una
w-sucesién de conjuntos separa a X, si al menos un término de la sucesién separa
a X. Entonces ||R,| =t y ||RE| =s.

Entonces, tanto t como t, pueden considerarse como duales de s. La dualidad
estd bien definida en las relaciones pero en general no lo estd en los invariantes
cardinales.
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La siguiente definicién recoge la esencia de las construcciones usadas para de-
mostrar muchas desigualdades entre invariantes cardinales.

4.7. Un morfismo de una relacién A = (A_, A, A) enotrarelaciéon B = (B_, B4, B)
es una pareja ¢ = (p_, ) de funciones tales que

e w :B_— A_

® A+ — B+

e Paratodabe B_yae€ Ay, si ¢_(b)Aa entonces bBy, (a).

Usamos la terminologia “morfismos” en lugar de “conecciones generalizadas de
Galois-Tukey” que usa Vojtds en parte para abreviar y en parte por que nuestra
convencion difiere de la suya en la direccién. Un morfismo de A en B es una coneccién
generalizada de Galois-Tukey de B en A.

Es claro de la definiciones que si ¢ = (p_,p;) es un morfismo de A en B
entonces - = (4, p_) es un morfismo de B! en AL.

Relaciones y morfismos forman (como el nombre “morfismo” lo sugiere) una
categoria en un modo obvio. Usaremos la notacién ¢: A — B para denotar los
morfismos de la categoria. La categoria tiene productos y coproductos, pero estos
parecen ser de poca relevancia para los invariantes cardinales. La dualidad es una
involucién contravariante.

4.8. TEOREMA. Si existe un morfismo p: A — B entonces ||A|| > |B|| y ||AL] <
[IB-]]-

DEMOSTRACION. Es suficiente con probar la primera desigualdad, ya que la segunda
se sigue de aplicar la primera al morfismo dual ¢*.

Sea X C A, de cardinalidad A que contenga respuestas necesarias para satisfa-
cer todos los requerimientos de A_. Entonces Y = ¢, (X) C B, y tiene cardinali-
dad < ||Al|, por lo que solo necesitamos verificar que esta contiene respuestas nece-
sarias para satisfacer todos los requerimientos de B_. Dado b € B, encontramos en
X una respuesta z que satisface a ¢_(b). Entonces p(z) estd en Y y satisface a b
ya que, por definicién de morfismo, ¢_(b)Az implica que bBy, (z). O

Los morfismos y el Teorema 4.8 estubieron implicitamente en muchas demostra-
ciones de desigualdades de las secciones anteriores. Por ejemplo, la demostracién del
Teorema 2.10 exhibe morfismos en ambas direcciones entre ® y ®' = (IP, I P, esta
dominada por), donde I P es el conjunto de todas las particiones en intervalos. Am-
bos morfismos consisten de los mismos dos mapeos (en orden opuesto). Un mapeo
manda a cualquier particién en intervalos a una funcién que manda a cualquier
numero natural = al extremo derecho del intervalo posterior al intervalo que con-
tiene a z. El otro manda a cualquier funcién f € “w a una particién en intervalos
{[Jn,Jns1]: n € w} tal que f(z) < jn4 para toda z < j,. La existencia de esta
pareja de morfismos implica no solo que d = ||®’||, si no también, por dualidad, que
b = ||®’1||. Esta tltima igualdad es justamente la segunda afirmacién del Teorema
2.10, cuya demostracion habiamos amitido anteriormente.

Los ejemplos anteriores son algo anormales ya que los mismos mapeos nos
dan morfismos en ambas direcciones entre las mismas relaciones. Usualmente, uno
solo tiene un morfismo en una sola direccion, y por lo tanto una desigualdad mas
que una igualdad entre invariantes cardinales. Por ejemplo, el punto esencial en
la demostracion de s < D (Teorema 3.3), puede ser expresado diciendo que las
funciones y y 1 definidas en la demostracion, constituyen un morfismo (¥, ¢): D' —
L. Se sigue entonces que ellas también constituyen un morfismo (p,¥): R —
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D’L, por lo que obtenemos que b < v (Teorema 3.8). Los morfismos, la dualidad,
y el Teorema 4.8 codifican la observaciéon de que los Teoremas 3.3 y 3.8 tienen
“esencialmente la misma demostracién”.

Si 7 es un ideal sobre X que contenga a todos los singuletes, entonces por lo
visto en los Ejemplos 4.4, las desigualdades add(Z) < cov(Z) < cof(Z) y add(Z) <
non(Z) < cof(Z) se siguen de la existencia de morfismos de Cof(Z) = (Z,Z,C) en
Cov(T) = (X,Z, €) asi como en su dual Cov(Z)* = (Z, X, #). El primero puede ser
tomando la pareja (S, id), donde S es el mapeo z — {z} y id es el mapeo identidad.
El segundo puede ser tomando la pareja (id, N), donde N mandaacada T €T a
algiin elemento de X \ I.

Las desigualdades par,, < b y par,, < s en el Teorema 3.5 y sus duales hom,, >
0 y hom, > v en el Teorema 3.10 se obtienen también por morfismos, con una
inspeccion de las demostraciones que las probaron. Lo mismo sucede para la mejora
de Brendle de la iltima de estas desigualdades, con t, en lugar de t, y lo mismo
sucede para las desigualdades andlogas para par; . y hom, .

Pero no podemos decir lo mismo (hasta ahora) para las desigualdades inver-
sas, par,, > min{b,s} y su dual hom, < mdx{d,r,}, simplemente por que aqui el
minimo y el maximo no se realizan (hasta ahora) como las normas de relaciones
naturales. Existen, afortunadamente, muchas maneras de combinar dos relaciones
en una tercera cuya norma sea el maximo (o el minimo) de las normas de las dos
primeras.

Para evitar excepciones triviales, supondremos en lo que sigue que, en las rela-
ciones (A_, A4, A) bajo consideracién, los conjuntos A4 son no vacios. También
adoptaremos la convencién de usar letras con borde negro para denotar a una
relacién cuyas componentes son denotadas por las caorrespondientes letras del-
gadas; esto es A = (A_, A4, A).

4.9. El producto categdrico A x B es (A_ U B_, A, x B;,C), donde LI significa
unién ajena y donde zC/(a, b) significa zAasiz € A_ y zBbsiz € B_.

La conjuncion AABes (A_ x B_, Ay x B4, K), donde (z,y)K (a,b) significa
zAa e yBb.

La composicion secuencial A;B es (A_ x “+B_, A, x By,S), donde el su-
perindice significa un conjunto de funciones y donde (z, f)S(a,b) significa zAa y
f(a)Bb.

Las operaciones duales son el coproducto A + B = (A+ x B+)*, la disyuncién
AVB= (At AB)L, y la composicion secuencial dual ASB = (AL;B+)L.

Las dos operaciones categoéricas son, como su nombre lo suguiere, el producto
y el coproducto en la categoria de relaciones y morfismos.

La conjuncién fue llamada el producto en una versién preliminar de P. VOJTAS
de [1993] y por lo tanto algunas veces llamada el viejo producto.

El siguiente teorema describe el efecto de estas operaciones sobre las normas.
Su demostracion es completamente imediata y por lo tanto la omitiremos.

4.10. TEOREMA.

A x B|| = max{||Al|, ||B] }.

méax{||All, IB||} < |AAB|| < [|A] - [B]-
A; Bl = [|A]l - [|B|.

[|A + B = ming[|A], || B}

AV B|| = min{[|Al], [|B]|}-

il ol



66 5. CARACTERISTICAS COMBINATORIAS DEL CONTINUO
6. [ASB|| = min{[|A[], [|B|}- O

Cuando las normas son infinitas, maximos y productos son lo mismo, por lo
que el segundo y el tercer punto en el teorema se simplifica a [|A AB|| = ||A;B|| =
méx{||A||, |B||}- (En el caso finito no hay tal simplificacién. Ambas desigualdades
que involucran a ||A A B|| pueden ser estrictas; cosidere A = B = (3,3, #).)

4.11. EJEMPLO. En la demostracion del Teorema 3.10, la parte en la que se prueba
que hom, < max{t,,0} realmente estamos dando un morfismo de R,; (R A D) en
fHioms, como se describe a continuacién. Por los Teoremas 4.8 y 4.10, la existencia de
tal morfismo implica que tanto hom, < méx{t,,t,0} = mix{r,,t,} como par, >
min{s,b} (la parte del Teorema 3.5 que involucra a todos estos tres cardinales
simultaneamente).

Para exhibir el morfismo implicito en la demostracién del Teorema 3.10, primero
describamos a R,; (R A D). Siguiendo las definiciones, encontramos que un reque-
rimiento que importa aqui es una terna (S, F,G) donde S es una w-sucesién de
subconjuntos S, de w, F' es una funcién que asigna a cada A C w infinito un sub-
conjunto F(A) de w, y G es una funcién que asigna a cada una de estas A una
funcién G(A) € “w. Una respuesta es una terna (A, B,h) donde A y B son sub-
conjuntos infinitos de w y h € “w. La respuesta (A, B, h) satisface el requerimiento
(S, F,G) si (1) A no es separado por ninguna componente S, de S, (2) B no es
separado por F(A), y (3) G(A) <* h. Usando la notacién (f,,J,g, H) de la de-
mostracion del Teorema 3.10 y la notacién e4 para la enumeracioén creciente de un
conjunto infinito A C w, podemos describir el morfismo de R,; (R A D) en Homy,
como sigue. La parte que se refiere a los requerimientos manda a cualquier particion
f:[w)? — 2 a (S, F,G), donde S, tiene como funcién caracteristica a f,, donde
F(A) tiene como funcién caracteristica a jea, y donde G(A) = g. (Las funciones j
y g en la demostracién del Teorema 3.10 dependen de A.) La parte que se refiere
a las respuestas en el morfismo manda una terna (A, B,h) a H(h,A,es(B)). La
comprobacién de que estas dos operaciones constituyen un morfismo se hace como
en los Teoremas 3.5 y 3.10.

Observemos que la estructura formal, R, ; (RAD), refleja la estructura intuitiva
de la demostracion del Teorema 3.5. La demostracion invoca dos veces la hipotesis
K < s (correspondientes a R, y R) y una vez la hipétesis k < b (Correspondiente
a D). La primera cosa que se usa de k < s es un hecho légico para proceder con los
otros dos pasos (correspondiente a la composicién secuencial) ya que el conjunto
no separado A obtenido en el primer paso es usado para generar las funciones j y
g que se usaran en los otros dos pasos. La segunda cosa que se usa de k < s y lo
que se usa de kK < b es para proceder en paralelo, ya que niguno depende del otro
(correspondiente a la conjuncién).

4.12. EJEMPLO. También la composicion secuencial ocurre naturalmente en muchas
situaciones simples. Consideremos, por ejemplo, la siguiente variante de no-separabi-
lidad: B3 = (“3, [w]“, es casi constante sobre). Su norma t3 es el minimo nimero de
subconjuntos infinitos de w no todos separados por una simple particion de w en tres
piezas. Es facil ver que este cardinal es igual r, pero un sentido de la demostracién
involucra una composiciéon secuencial. Una familia “3-no-separada” se obtiene por
principio de una familia no-separada y entonces formando, dentro de cada uno de
estos conjuntos, una nueva familia no-separada. La unién de las ultimas familias
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es entonces una familia 3-no-separada. En términos de morfismos, se obtiene un
morfismo R; R — PR3 (asi como trivialmente se obtiene que Rz — R).

5. Medida y Categoria

A pesar de sus origenes en el anélisis real, las nociones de categorias de Baire
y de medida de Lebesgue son, en mayor amplitud, nociones combinatorias. Como
tales, ellas tienen relacién con algunos objetos que se han discutido en las secciones
anteriores. Daremos aqui una concisa presentacién de algunos de estos aspectos
combinatorios de medida y categoria. Para un tratado més completo de esto, véase
por ejemplo el libro de T. BARTOSZYNSKI y H. JUDAH de [1995].

Recordemos la definicién de los cuatro invariantes cardinales add,cov,non,cof
definidos en 2.7 que estdn asociados a cualquier ideal propio (que contenga a todos
los singuletes) sobre cualquier conjunto. Nos interesardn estos y sus correspon-
dientes relaciones (Cof,Cov, Cov', y Cof, respectivamente, de los Ejemplos 4.4)
cuando el ideal es el o-ideal formado por los conjuntos magro (también llamados de
primera categoria) o el o-ideal formado por los conjuntos de medida de Lesbesgue
cero (también llamados conjuntos nulos). Usaremos M y N, respectivamente, para
denotar a estos ideales. Hemos de indicar que no distinguiremos las nociones del
ideal de primera categoria sobre las distintas versiones del continuo, R, “2, “w,
etc., y de una manera similar para la medida. Las diferentes versiones de cada
invariante cardinal serdn iguales; las diferentes versiones de cada relacién admiten
morfismos en ambas direcciones. Permitiremos algo maés, esperando que no se preste
a confusion, no distingiremos entre un ideal y una base de este. Esto es, queremos
pretender que M consista de los conjuntos de primera categoria de tipo F, y que
N consista de los conjuntos nulos de tipo Gs.

Empecemos nuestro tratado de categorias de Baire por dar una conveniente
descripcién combinatoria de la nocién de primera categoria en el espacio “2. Esta
idea fue introducida por M. TALAGRAND en [1980].

5.1. Un real cortado es una pareja (z,II), donde z € “2 y II es una particién en
intervalos de w. Denotemos por RC al conjunto de reales cortados “2 x PI. Un real
y € “2 iguala a un real cortado (z,I1) si z | I =y [ I para una cantidad infinita de
intervalos I € II.

5.2. TEOREMA. Un subcongjunto M de “2 es de primera categoria si y sélo si eriste
un real cortado tal que ningtin miembro de M lo iguala.

DEMOSTRACION. El conjunto de reales y que igualan a un real cortado dado
(z,{In: n € w}) es

Igual(z, {I,,: n € w}) = n U {(y:zlLy=y |1,
k nzk

la interseccién de una cantidad numerable de conjuntos densos abiertos. Por lo
tanto Igual(z,{l,: n € w}) es un conjunto comagro, luego entonces la parte “si”
del teorema se sigue.

Para probar el “solo si”, supongamos que M es de primera categoria, y fijemos
una sucesion (Fp)ne. de densos en ninguna parte que cubran a M. Notemos que
por la topologia candnica (producto) sobre “2, decir que F' es denso en ninguna
parte significa que para cada sucesion finita s € <“w existe una extensién t € “Yw
tal que ningiin y € F extiende a t. Notemos también que la unién finita de conjuntos
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densos en ninguna parte es densa en ninguna parte, por lo que podemos arreglar
para que F,, C F,, para toda n € w. Entonces para completar la demostracion
construiremos un real cortado (z, {I,: n € w}) tal que, para cada n, ningin real en
F}, concuerde con z en I,,. Esto es suficiente ya que entonces cualquier y que iguale
a (z,{In: n € w}) estard fuera de F,, para una cantidad infinita de n’s, y por la
monotonia fuera de todas ellas, luego fuera de M.

Para definir I, y z [ I, supongamos que los I anteriores (k < n) estdn ya
definidos y son contiguos. Entonces conocemos el punto m en donde I,, empieza.
I,, sera la unién de 2™ subintervalos contiguos J; (i < 2™) definidos como sigue.
Enlistemos a todas las funciones de m — 2 como u; (i < 2™). Por induccién
sobre i, elgimos J; y = [ J; tales que ningiin elemento de F,, es una extensién
de u; UU;ci(z [ J;). Esta eleccién es posible ya que F,, es denso en ninguna
parte. Finalmente, sea I, = | J i <om Jj; teniendo ya definido cada z [ J;, tendremos
determinada a z [ I,,.

Si y concuerda con z en I, entonces y extiende a u; UlJ;¢;(< [ J;) para alguna
i, a saber, la i para la cual u; = y [ m. Por lo tanto, y ¢ F,,, como se requeria. [J

El Teorema prueba que los conjuntos Igual(z,II) forman una base de filtro
para el filtro de los conjuntos comagros y entonces sus complementos forman una
base para el ideal M. Limitaremos nuestra atencion a estos complementos cuando
discutamos los invariantes cardinales de M y las relaciones asociadas. Con relacién
a esto, es muy 1til tener la siguiente formulacién combinatoria de la contesion entre
estos conjuntos; omitiremos la demostraciéon de esta ya que es inmediata.

5.3. PROPOSICION. Igual(z, IT) C Igual{z’,II") si y sélo si para todo intervalo I € T1
(salvo una cantidad finita) existe un intervalo J € Il talque J C T yz' [ J ==z | J.
O

Diremos que (z, 1) engulle a (z',II'} cuando las condiciones de equivalencia en
la prosicion anterior se sigan.
Entonces, tenemos morfismos en ambos sentidos entre Cof(M) y

Cof' (M) = (RC, RC, es engullido por),
asi como morfismos en ambos sentidos entre Cov(M) y
Cov'(M) = (“2, RC, no iguala a).

Notemos que si (z,II) engulle a (z’,II') entonces II domina II'. Combinando
esto con los cardinales D y b (como se ven en el Teorema 2.10) y las caracteriza-
ciones de add(M) y cof(M) que se dan en Ejemplos 4.4, obtenemos las siguientes
desigualdades.

5.4. COROLARIO. add(M) < b y D < cof(M). ]

Otras relaciones entre los invariantes cardinales de la Seccién 2 y los invariantes
cardinales asociados a M, se siguen del Teorema 2.8.

5.5. PROPOSICION. b < non(M) y cov(M) < 0.

DEMOSTRACION. En “w, cualquier conjunto de la forma {f: f < g} es claramente
un conjunto denso en ninguna parte (ya que cada sucesién finita en <“w tiene una
extensién en <“w con valores méds grandes que los valores correspondientes de g).
La demostracion del Teorema 2.8 prueba, por consiguiente, que todos los conjuntos
compactos de “w son densos en ninguna parte y por lo tanto K, C M. Lo cual
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inmediatamente implica que cov(K,) > cov(M) y que non(K,) < non(M). (En
efecto, cuando 7 C 7 son ideales, tenemos un morfismo de Cov(Z) — Cov(J) dado
por el mapeo identidad sobre los requerimientos y el por el mapeo inclusién sobre
las respuestas.) Ahora el Teorema 2.8 completa la demostracién. 0O

Todas las desigualdades que se pueden probar (en ZFC ) entre los cardinales b,
0, y los cuatro invariantes cardinales asociados a M, se obtienen por transitividad
del corolario y la proposicién anteriores y en general de los hechos add < cov < cof
y add < non < cof que se tienen en cualquier ideal no trivial. Hay sin embargo dos
relaciones mds, dadas por A. MILLER en [1981] y por J. TRUSS en [1977], cada
una involucrando tres de estos cardinales.

5.6. TEOREMA.

1. Eziste un morfismo de (Cov'(M))+;D’ en Cof (M).
2. cof(M) = max{non(M),d}.
3. add(M) = min{cov(M), b}.

DEMOSTRACION. Recordemos que para ©' = (PI, PI,esta dominada por), donde
PI es el conjunto de particiones en intervalos de w, se tiene que ||D’|| = d y que
|D’+|| = b. De este modo, si probamos la parte 1 del teorema, entonces las desigual-
dades < en la parte 2 y > en la parte 3 se seguirdn de los Teoremas 4.8 y 4.10. Las
otras desigualdades de las partes 2 y 3 estaban ya establecidas, asi necesitamos solo
probar la parte 1.

Un morfismo ¢ como el que se quiere en la parte 1 debera consistir de una
funcién @_ del conjunto de los reales cortados RC en RC x “2PI y de una funcién
w4 de “2 x PI en RC. Como un mapeo sobre un producto, ¢_ consiste de dos
mapeos, a: RC — RC y 3: RC — “2PI. Tomaremos a a y @4 como los mapeos
identidad. (Recordemos que RC = “2 x PI, entonces esto hace tener sentido lo
anterior.) Lo que resta es definir 3 de tal manera que se satisfaga lo requerido por
el morfismo, el cual describimos ahora: Para toda z € RC, para toda y €“ 2, y
para toda II € PI,

[y iguala a z y II domina a B(z)(y)] = [(y,II) engulle a z].

No nos importa como definimos #(z)(y) cuando y no iguale a z. Si y iguala a z,
i.e., si existe una cantidad infinita de intervalos I en la particién que tiene el real
cortado z (como una de sus componentes) en los cuales z e y concuerdan, entonces
definimos (z)(y) como una particién en intervalos en la que cada intervalo de esta
contenga al menos una de tales I. O

5.7. OBSERVACION. En la tltima parte de la demostracién es facil especificar la
3 con més detalle de tal manera que (3(z)(y) sea una funcién de Borel de z e y;
dado que las otras componentes de ¢ son triviales, podemos decir que la parte 1 del
teorema es presenciado por un morfismo de Borel. A. BLASS en [1996] probé que
no podemos obtener un morfismo de Borel en la parte 1 si reemplazamos aqui el
producto secuencial por el producto categérico, o por la adjuncioén, o por el producto
secuencial en el otro orden.

Antes de pasar de categoria a medida, demos una elegante descripcién combi-
natoria de cov(M), dada por T. BARTOSZYNSKI en [1987].
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5.8. Dos funciones z,y € “w son llamadas infinitamente igual si existe una infinidad
de n’s para las que z(n) = y(n) y son llamadas eventualmente diferentes en caso
contrario, i.e., si x(n) # y(n) para toda n € w salvo una cantidad finita.

5.9. TEOREMA.

1. cov(M) = |[(Yw,“w, eventualmente diferente a)||.
2. non(M) = ||(“w,“w, infinitamente igual a}||.

DEMOSTRACION. Probaremos solo la parte 1 ya que la parte 2 es el dual de esta.
La desigualdad < es clara una vez que observamos que, para cualquier z € “w, el
conjunto de las y € “w que son eventualmente diferentes a X es de primera cate-
goria. (En efecto, mandando z a este conjunto definimos la mitad de un morfismo
de la relacién del lado derecho de la parte 1 en Cov(M) (cuando los reales estdn
siendo tomados en “w); la otra mitad del morfismo es el mapeo identidad.)

Para probar la desigualdad > de la parte 1, probaremos que dada una familia
de reales cortados {(zq,Il,): a < k}, donde

Kk < |[{“*w,“w, eventualmente diferente a}||,

existe un real y que iguala a cada (z4,I1,).

Notemos que la norma aqui es trivialmente < 0 (existe un morfismo desde D
formado por el mapeo identidad en ambas direcciones). Por lo tanto por el Teorema
2.10 existe una particién en intervalos © la cual no esta dominada por ninguna I1,,.

Fijemos temporalmente una a < k arbitraria. La no dominacién significa que
I1, tiene una cantidad infinita de intervalos que no contienen intervalos de © y por
lo tanto estan cubiertos por dos intervalos adyacentes de ©. Llamemos a una pareja
de intervalos adyacentes buena si estos intervalos cubren un intervalo de Il,; por
lo tanto hay una cantidad infinita de buenas parejas.

Definimos una funcién f, sobre w como sigue. fo(n) es obtenida por tomar
2n + 1 buenas parejas ajenas, tomar la unién de los dos intervalos de cada pareja
para obtener 2n + 1 intervalos Jy,...,J2,, y entonces formamos el conjunto de
restricciones de z, en estos intervalos:

fa(n) == {:'50 [JO;“ Loy rJ2n}-

Notemos que, aunque los valores de f, no son mimeros naturales, ellos pueden ser
codificados como nimeros naturales.

Ahora no fijemos a «. Por nuestra hipétesis sobre k, podemos encontrar una
funcién g infinitamente igual a cada f,. Sin dafiar esta propiedad de g, podemos
modificar a g de tal manera que, para cada n, g(n) sea un conjunto de 2n + 1 fun-
ciones, cada una mapeando un intervalo de w en 2. Mds aun, podemos modificarla
para que estos 2n + 1 intervalos sean ajenos y cada uno de estos sea la unién de
dos intervalos adyacentes de ©. (Cualquier n para el cual g(n) no sea de esta forma
no puede contribuir a la concordancia entre g y cualquier f,, por lo que podemos
modificar libremente a g(n) arbitrariamente.)

Definamos por recursién una funcién y: w — 2, donde en cada paso especi-
ficamos la restriccién de y en una cierta pareja de intervalos adyacentes en ©.
Después de que los pasos entre 0 y n — 1 estan completos, y esta definida sobre solo
2n intervalos de ©, entonces al menos uno de los 2n + 1 miembros de g(n), digamos
z(n), tine su dominio J ajeno a donde y ya esta definida. Extendemos a y para que
concuerde con z(n) en J. Esto completa la recursién; si existen lugares en donde y
nunca se definio, en estos lugares la definimos arbitrariamente.
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Para completar la demostracién, probemos que y iguala a cada (z4,I1,). Con-
sideremos cualquier a y una n de la contidad infinta de n’s para las que g(n) =
fa(n). En el paso n de la construccién de y, aseguramos que y extiende alguna
z(n) € g(n) = fa(n). Pero la construccién de fq(n) asegura que z(n) es la restric-
cién de z, en un intervalo (la unién de una buena pareja de ©) que contenga un
intervalo de Il,. Asi y concuerda con z, en tal intervalo de II,. Dado que esto
ocurre para una cantidad infinita de n’s, entonces y iguala a (z4, I1,). O

5.10. OBSERVACION. La demostracién anterior exhibe un morfismo de Cov’(M) en
D% (“w,“w, eventualmente diferente a). Ignorando la codificacién necesaria para
hacer que f, y g sean funciones en w, podemos decir que la parte del morfismo
referente a los requerimientos es la construccién de y desde © y g, y la parte del
morfismo referente a las respuestas manda cualquier (z, IT) (donde hemos omitido el
subindice @ que es necesario en la demostracién pero no aqui) en la pareja formada
por II y la funcién que mapea a cualquier © no dominado por II en la funcién f
como en la demostracién.

Es un problema abierto si uno puede omitir la parte “®Y’, i.e., si existe un
morfismo de Borel de Cov'(M) en (“w,“w,eventualmente diferente a).

Ahora toca el turno de tratar a la medida de Lebesgue (y equivalentemente
medidas sobre “2, “w,etc.) y sus relaciones con las categorias de Baire. La primera
de tales relaciones fue dada por F. ROTHBERGER en [1938].

5.11. TEOREMA. cov(M) < non(N) y cov(N) < non(M).

DEMOSTRACION. Sea Il una particién en intervalos cuyo n-ésimo intervalo I, tiene
n + 1 elementos para toda n. Definimos una relacién binaria R sobre “2 en la
que zRy significa que z | I, = y [ I, para una cantidad infinita de n’s, i.e.,
que y iguale al real cortado (z,II). Ndtese que R es simétrica y, para cada z, el
conjunto R, = {y: xRy} es un conjunto comagro de medida cero. (Que sea comagro
estd probado en el Teorema 5.2. El cdlculo para “medida cero” consiste de notar
que, una vez que z esta fija, las y’s que concuerdan con el en I,, forman un conjunto
de medida 2-("*+1) entonces las y's que concuerdan con z en al menos una I,, més
all4 de I forman un conjunto de medida a lo m4s 2=*, y por lo tanto las y’s que
hacen esto para toda k forman un conjunto de medida cero.)

Asi, haciendo R = (“2,“ 2, R), obtenemos morfismos p: R — Cov(N) y ¥: R+
— Cov(M), donde ¢4 y ¥4 mandan a = en R; y a “2\ R, respectivamente,
y donde tanto w_ como ¥_ son la identidad en “2. Componiendo cada uno de
estos morfismos con el dual del otro, obtenemos morfismos Cov(M)+ — Cov(N) y
Cov(L)*+ — Cov(M). Dado que cov = ||Cov]|| y non = ||Cov" || para ambos ideales,
entonces el teorema se sigue. O

5.12. OBSERVACION. La relacién R en la demostracion anterior puede ser reem-
plazada por cualquier relacion de la forma “z®y € M” donde ) es la suma médulo
2 y M es cualquier conjunto comagro de medida cero. Por ejemplo, M puede ser el
conjunto de sucesiones de 0’s y 1’s en las que la densidad de 1’s en los segmentos
iniciales no se acerca a 1/2.

En esta forma, la demostracion se generaliza a cualquier par de ideales inva-
riantes bajo traslacion (con respecto a () que concentran siempre conjuntos ajenos.

Lo que resta de nuestra discusion a cerca de los invariantes cardinales asociados
a la medida est4 basada en una caracterizacién combinatoria de add(N), dada por
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T. BARTOSZYNSKI en [1984]. Para formular esta caracterizacin, necesitamos de
la siguiente terminologia.

5.13. Una eleccion en tamanio es una funcién E que asigna a cada n € w un conjunto
E(n) C w de cardinalidad n. Decimos que un real z €“ w estd entre una eleccién
en tamano E si z(n) € E(n) para una cantidad infinita de n’s.

5.14. TEOREMA. add(N) es la minima cardinalidad de cualquier familia F C “w
tal que no existe ninguna eleccion en tamatio en la que todos los miembros de F
estén entre ella. O

Para una demostracién de este teorema, referimos al lector al articulo original
de T. BARTOSZYNSKI de [1984], al Teorema 2.3.9 del libro de T. BARTOSZYNSKI
y H. JUDAH de [1995], o al articulo de D. FREMLIN de [1984].

5.15. OBSERVACION. El teorema pemaneceria siendo cierto si modificamos la defini-
cién de una “eleccién en tamaiio” por pedirle a E(n) que tenga cardinalidad f(n)
en lugar de n; aqui f puede ser cualquier funcién de w — w creciente que no sea
eventualmente constante. Nos referiremos a esta nocién modificada de una eleccién
en tamano como una f-eleccién en tamafio (o f(n)-eleccién en tamafio). Supon-
gamos, por ejemplo, que k es un cardinal tal que cada k funciones en “w estan
entre una sola f-elecciéon en tamano. Para probar que cada k funciones z, estdn
entre una sola eleccién en tamario en el sentido original, partimos a w en intervalos
tal que el n-ésimo intervalo empiece en o después de f(n). Sea y,(n) la restriccién
de z, en el n-ésimo intervalo. De una f-eleccién en tamaio en la cual todos los y,
estén entre ella, obtenemos facilmente una eleccién en tamaiio en el sentido original
en la cual todos los z,, estén entre ella.

A pesar de esta observacién, no podemos simplificar la definicién de una eleccién
en tamano omitiendo la condicién de que E(n) tenga cardinalidad n o f(n) por
simplemente requerir que E(n) sea finito. En efecto, con este debilitamiento, el
cardinal descrito en el teorema serd simplemente b, el cual puede ser estrictamente
mayor que add(N).

5.16. TEOREMA. add(N) < add(M).

DEMOSTRACION. En vista del Teorema 5.6, es suficiente con probar que add(N) < b
y que add(N) < cov(M). La primera desigualdad es inmediata, ya que por el
Teorema 5.14, una familia de reales que estén entre una sola elecciéon en tamafo
claramente estd acotada. (Cabe mencionar que la desigualdad add(N) < b fue
originalmente probada por A. MILLER en [1984] antes de que el Teorema 5.14 se
conociera.) Para la segunda desigualdad, usemos el Teorema 5.9.

Si k < add(N) y si damos k funciones z, € “w, debemos encontrar una
sola funcién y que sea infinitamente igual a todas ellas. Fijemos una particién
en intervalos Il cuyo n-ésimo intervalo I, tenga cardinalidad > n. Para cada z,
le asociamos una funcién , € “w donde z/, codifica (en algin modo canédnico) a
z!, [ I,. Sea E una eleccién en tamaiio en la que todos z/, estén entre ella. Podemos
suponer que todos los n elementos de F(n) codifican funciones de I, — w, para los
otros elementos podemos reemplazarlos con estos codigos sin que se afecte el hecho
de que todos los z/, estén entre E. Para cada n, elegimos una funcién y,: I,, —» w
que concuerde al menos una vez con cada uno de los n miembros de E(n); esto es
facil de hacer, ya que |I,| > n. Entonces la unién de todos los y,'s es la y deseada.
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En efecto, cada z, concuerda con ¥y al menos una vez en cada I, salvo una cantidad
finita de n’s. ]

Dado que la demostracién da un morfismo, también tenemos el resultado dual.
5.17. COROLARIO. cof(M) < cof(N). O

Nuestro andlisis de los cuatro cldsicos invariantes cardinales asociados a la me-
dida y a categoria, en compaiiia de los cardinales b y 0, estd ahora completo, en el
siguiente estricto sentido. Si uno asigna a cada uno de estos diez cardinales uno de
los valores entre w; y we, y si la asignacion es consistente con las equaciones y de-
sigualdades probadas durante toda esta seccién, entonces la asignacién es realizada
en algin modelo de ZFC.

Las desigualdades entre estos diez cardinales estdn resumidas en la siguiente dia-
grama, conocido como el diagrama de Cichon, en el que una linea que esté conectan-
do dos cardinales indica que el cardinal inferior en el diagrama es < que el cardinal
superior en el diagrama (en ZFC).

cof (V)

SOt (M) - non(A)

énon(M) a \({o\r‘}\/‘i)‘ ’
o) ()

add(N)

Diagrama 2.
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Para concluir esta seccién, mostraremos una coneccién elemental entre los
niimeros de cubierta y uniformidad estudiados aqui y los niimeros de separacién y
refinacién de la Seccién 3.

5.18. TEOREMA. s < non(M),non(N) y ¢ = cov(M),cov(N).

DEMOSTRACION. Para cualquier conjunto infinito A C w, los conjuntos X C w en
los que falla la separacién de A forman un conjunto U4 de primera de categoria
de medida cero. Entonces la funcién A — Uy, y la funcién identidad sobre P(w)
constituyen un morfismo de & en Cov(M) y también uno en Cov(N)). O

6. Conjuntos dispersos de enteros

Esta seccién tratard primordialmente a cerca de dos invariantes, los cardinales
t y b, los cuales fueron ya introducidos en 2.8 del Capitulo 2. También trataremos
brevemente el invariante cardinal p (también introducido en 2.8 del Capitulo 2)
cuya definicién se asemeja a las definiciones de t y .

Empezaremos con recordar la definicién de t asi como mostrar algunas de sus
propiedades simples.

6.1. Una pseudo-interseccion de una familia de conjuntos F es un conjunto infinito
que estd C* en cada miembro de F.

6.2. Una torre es una sucesion (T, : a < A) indicada por un ordinal A tal que:

1. Cada T, es un subconjunto infinito de w.
2. TgC*T,cuando a < B < A
3. {T.: a < B} no tiene pseudo-interseccién.

El nimero de torre t es la minima longitud de una torre.

6.3. OBSERVACION. S. H. HECHLER en [1972] construyé un modelo en donde
ocurre que varios cardinales regulares son longitudes de torres.

Algunos autores definen “torre” usando solo las dos primeros requerimientos
de la definicién dada arriba, i.e., una sucesién casi decreciente en [w]*; a lo que
nosotros llamamos una torre, ellos le llaman una torre no extendible. También,
algunos autores toman como torres a sucesiones casi decrecientes de subconjuntos
co-infinitos de w contrario a las sucesiones casi decrecientes de conjuntos infinitos.

6.4. PROPOSICION. t es un cardinal reqular no numerable.

DEMOSTRACION. Dado que cualquier subsucesion cofinal de torres es una torre en-
tonces la regularidad de t es clara. Para probar que no podemos tener una torre
(Th: n € w) de longitud w, notemos que podemos formar un conjunto infinito X
tomando cualquier elemento de Tj, cualquier elemento de ToNT) diferente del ante-
rior, cualquier elemento de Ty N1y NT% diferente de los anteriores, etc., ya que todos
estos conjuntos son infinitos. Asi, X serd una pseudo-interseccién, contradiciendo
el requerimiento 3 de la definicién de una torre. O

Antes de continuar con més propiedades de t, recordemos a h junto con sus
propiedades basicas, asi como sus relaciones con t.

6.5. Una familia D C [w|“ es abierta si esta es cerrada bajo casi subconjuntos. Es
densa si cada X € [w]“ tiene un subconjunto en D. El nimero de distributividad b
es el minimo nimero de familias densas abiertas con interseccién vacia.
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6.6. OBSERVACION. Los conjuntos abiertos como se definieron aqui constituyen
una topologia sobre [w]“, la cual llamaremos topologia débil Densidad como se
definio aqui concuerda con la densidad topolégica en la topologia débil. Se pueden
hacer definiciones andlogas a estas si en lugar de usar ([w]“,C*) usamos cualquier
conjunto pre-ordenado.

El nombre de “ntimero de distributividad” proviene de ver a ([w]“,C) como
una nocién de forcing y preguntarse como estd distribuida la dlgebra Boleana com-
pleta asociada. Técnicas canénicas de la teoria de forcing prueban que la respuesta
esta dada por b.

6.7. PROPOSICION. La interseccion de una cantidad menor que by de familias densas
abiertas es densa abierta. h es un cardinal regular.

DEMOSTRACION. La segunda parte se sigue inmediatamente de la primera. Para
probar que la interseccién de una cantidad menor que b de familias densas abiertas
D, es densa abierta, notemos primero que esta es claramente abierta. Para verificar
la densidad, sea X cualquier conjunto infinito de w y consideremos las familias
D, ={Y € D,: Y C X}. Estas son una coleccién de familias densas abiertas de
cardinalidad menor que b, por lo que estas familias tienen un miembro en comin
Y.Estoes,Y CX yY C[), Da- O

La siguiente proposicién asi como parte del préximo teorema, fueron obtenidos
ya de una manera indirecta en 3.10 del Capitulo 2. Sin embargo presentamos aqui las
pruebas combinatorias de estos hechos.

6.8. PROPOSICION. t < b.

DEMOSTRACION. Supongamos que & < t, y que tenemos « familias densas abiertas
Da (a < k) dadas; debemos encontrar un conjunto en su interseccién. Definimos
una sucesioén casi decreciente (T : a < k) por la siguiente recursién. Ty = w. Tp41
es cualquier subconjunto de T, que esté en D,; este existe ya que D, es densa.
Si A € k es un ordinal limite, entonces T es cualquier pseudo-interseccién de
{Ta: a < A}; esta existe ya que k < t por lo que {T,: @ < A} no puede ser una
torre, hasta aqui los pasos anteriores aseguran que se satisfacen los dos primeros
requerimientos para una torre. Dado que T, C* T,,41 para toda o < k, obtenemos,
gracias al hecho de que D, es abierto, que T} estd en todas las familias D,,. O

Es consistente con ZFC que tengamos que t < h. En efecto, P. DORDAL en
[1987] construye un modelo en donde h = wy = ¢ pero en donde no hay torres de
logintud wo.

Cotas superiores para ), y por lo tanto también para t, pueden ser obtenidas a
partir de considerar ejemplos especificos de familias densas abiertas. Uno de estos
ejemplos es considerar {X € [w]*: X no es separado por Y} para Y arbitrario.
Otro es considerar {X € [w]“: Vz € X (salvo una cantidad finita )Vy € X [z <y =
f(z) < y|} para f: w — w arbitraria. Usando esto, podemos obtener ficilmente la
siguiente proposicion, sin embargo daremos otra prueba para indicar otra clase de
ejemplos.

6.9. PROPOSICION. h < b, 5.
DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.5 es suficiente con probar que h < par,. Asi,
sean Kk < h particiones f, de [u}2 dadas; debemos encontrar un conjunto casi

homogéneo para todas estas particiones. Para cada a, sea D, la familia de todos
los subconjuntos infinitos de w que son casi homogéneos para f,. Gracias al teorema
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de Ramsey, D, es densa abierta. Por lo tanto existe un conjunto H comun a todos
estas D, ’s. (]

Por el Teorema 6.8, las cotas superiores para f también lo son para t, sin em-
bargo para t podemos mejorar la cota b por la cota add(M). Para poder probar
esto, necesitaremos del siguiente lema, en el cual ( denotara el conjunto de los
numeros racionales y “densidad” tendré el significado topolégico usual para sub-
conjuntos de Q. Tanto el lema como el teorema subsecuente son presentados como
en Z. PIOTROWSKI y A. SZYMANSKI [1987].

6.10. LEMA. Supongamos que A < t y que (To: @ < A} es una sucesion casi decre-
ciente de subconjuntos densos de Q. Entonces eriste un conjunto denso X C Q que
estd casi contenido en cada T,,.

DEMOSTRACION. En cada intervalo I con extremos racionales, consideramos la
sucesion casi decreciente (T,, N I: a < A) de subconjuntos infinitos de I. Como esta
sucesién es en si misma muy corta para ser una torre, entonces existe un conjunto
infinito Y; C I que est4 casi contenido en todos los T,,’s. (La unién de todos estos
Y; es densa, pero no necesariamente esta C* T, por lo que trabajaremos un poco
més para poder obtener a X.) Enumeremos cada Y; como una w-sucesién (yr,»).
Para cada o, sea f,(I) € w una cota superior para la cantidad finita de n’s para
las que y1,» ¢ Tw. Dado que A < t < b (y el conjunto de intervalos I es numerable),
sea g una funcién del conjunto de intervalos con extremos racionales en w tal que
g domine a todas las f,’s. Entonces

X = Jyra: n>9(D)}
T

es denso en Q (ya que esta casi contenido en cada Y7) y estd casi contenido en cada
T« (ya que X \ T, consiste de una cantidad finita de elementos de cada una de las
cantidades finitas Y7 donde g(I) < fa(1)). O

6.11. TEOREMA. t < add(M).

DEMOSTRACION, Debemos probar que si k < t entonces la interseccién de cua-
lesquiera k subconjuntos G4 (e < k) densos abiertos de R es un conjunto comagro.
Empezaremos por definir una sucesion casi decreciente (T, : a < &) de subconjuntos
densos en Q. Empecemos con Ty = Q. Para los pasos limite, aplicamos simplemente
el Lema 6.10. Para los pasos sucesores, sea T 1 = 10N G,; este es denso ya que es
la interseccién de dos conjuntos densos uno de los cuales es abierto. Notemos que
T, estda C* en cada T, (a < k) asi como también esta C* en cada G,.

Parat € Tk y a < K, definimos f(t) € w como una n para la que (t—1,t+1) C
Ga sit € Gu, y 0 en otro caso. Dado que Ty es numerable y k < t < b, entonces
existe una ¢g: Tx — w que domina a todas las f,’s.

Para cada F' C T, finito, sea

ur= |J (t—-l—t+ s

o gm g

)-

Entonces Ur es denso, ya que esta casi contenido en T, y este es claramente un
abierto; dado que solo hay una cantidad numerable de F’s, entonces (. Up es
un conjunto comagro, por lo que solo resta probar que esta interseccion estd casi
contenida en la interseccion de los G,.’s. En efecto, cada G, contiene uno de los
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Up’s; dada o tomamos justamente la F' que contenga la cantidad finita de ¢’s que
estdn en Ty \ G, y la cantidad finita de t’s en las que g(t) < fa(?). O

6.12. OBSERVACION. Con una iteracién con soporte contable del Mathias forcing
sobre un modelo de CH, podemos obtener un modelo donde h = wy pero cov(M)
y por lo tanto add(M) son solo w; (ya que ningin real de Cohen es producido).
Asi, el teorema anterior no puede ser mejorado poniendo a h en lugar de t.

El siguiente teorema puede ser visto como otra cota superior sobre t. Este
teorema ha sido ya deducido en 4.2 del Capitulo 2.

6.13. TEOREMA. Siw < k < t entonces 2% = ¢. O
6.14. COROLARIO. t < cof(c). O

Concluimos esta seccién con la reintroduccién del cardinal p. Para esto em-
pecemos con notar que tiene sentido preguntarse a cerca de pseudo-intersecciones
de familias més generales que torres. Una clara condicién necesaria para que una
familia tenga una pseudo-interseccién es que esta tenga la propiedad fuerte de la
interseccién finita la cual definimos més abajo; p mide la amplitud para la cual esta
condicién necesaria es también suficiente.

6.15. Una familia 7 de conjuntos infinitos tiene la propiedad fuerte de la intersec-
cion finita (pfif) si cada subfamilia finita tiene interseccién infinita. El nidmero de
pseudo-interseccion p es la minima cardinalidad de cualquier familia F C [w]“ con
la pfif sin pseudo-intersecciones.

Dado que una torre es una familia con la pfif sin pseudo-intersecciones, obten-
emos inmediatamente parte de la siguiente proposicién. La otra parte, que p sea no
numerable, se prueba exactamente como lo hicimos para el caso de t (y una mejora
de esta demostracién viene dada en la Proposicién 6.17 dada mas abajo).

6.16. PROPOSICION. w; < p < t. O

No se conoce si p puede ser estrictamente menor que t, pero el préximo teorema
nos muestra que, para que esto suceda, p tendria que ser al menos ws y (por lo
tanto) t tendria que ser al menos w3. Para probar dicho teorema, necesitaremos de
la siguiente proposicion. El teorema asi como una versién de la proposiciéon fueron
dados por F. ROTHBERGER en [1948].

6.17. PROPOSICION. Supongamos que (Cp: n € w) es una sucesion decreciente (o
casi decreciente) de subconjuntos infinitos de w, y que A es una familia de subcon-
juntos de w de cardinalidad menor que 0 tal que cada conjunto en A tiene inter-
seccion infinita con cada C,. Entonces {Cp: n € w} tiene una pseudo-interseccion
B que tiene interseccion infinita con cada conjunto en A.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que (Cp: n € w) es decreciente, por que si esta
es casi decreciente entonces podemos reeplazar cada Cp por [, Ck sin que se
afecten las otras hipétesis o la conclusién, ya que cada nuevo C, difiere solo por
una cantidad finita del viejo C,,.

Para cualquier h € “w, sea Bp = |J,¢,(Cn N k(n)). Cada C, contiene a to-
dos salvo los primeros n términos de esta unién, por lo tanto Bj es una pseudo-
interseccion de los C)’s. Lo que falta es elegir A de tal manera que A N By sea
infinito para toda A € A.
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Para tales A, sea f4(n) el n-ésimo elemento del conjunto infinito ANC,,. Asi, By,
nos puede servir como la B para la proposicién si probamos que para toda A € A
existe una infinidad de n’s para las que h(n) < fa(n). Pero hay una cantidad menor
que ? de funciones f4, entonces existe una h que no estad dominada por ninguna de
estas f4. O

6.18. TEOREMA. 81 p = w; entonces t = wy.

DEMOSTRACION. Dado que t < h < b < D, el resultado es inmediato si 9 = w,. Por
lo que supondremos en lo que resta de la demostracién que ? > wy.

Por hipétesis tenemos una familia A = {As: @ < wy} con la pfif pero sin
pseudo-intersecciones, la cual podemos suponer que es cerrada bajo intersecciones
finitas. Construimos por recursién una torre (T, : @ < w;) de longitud w,, asegu-
randonos en cada paso que T, tenga interseccién infinita con cada A € A y que
Totr1 € A,. Empecemos con Ty = w, y para los pasos limite A continuamos la torre
aplicando la proposicién anterior (con (Cp: n € w) siendo una subsucesién cofinal
de (Ty: a < A)). Para los pasos sucesores hacemos Typy1 = T, N A,. Es fécil veri-
ficar que esto nos define una sucesién casi decreciente con las propiedades deseadas.
Esta es una torre, ya que cualquier pseudo-interseccién de las T, ’s también sera una
pseudo-interseccién de las A, ’s. O

Con esto concluimos las descripciones y relaciones de los invariantes cardinales
que trataremos en este trabajo, no sin antes resumir las desigualdades entre estos
cardinales en el siguiente diagrama, en el que una linea que esté conectando dos
cardinales indica que el cardinal inferior en el diagrama es < que el cardinal superior
en el diagrama (en ZFC).

cof(N
t'of(.M) \
non(N) non non(N)
N A N
non(M) min{r,d} méx{b,s} cov(M)

5 cov(N)

wi

Diagrama 3.



7. INVARIANTES CARDINALES BAJO AXIOMA DE MARTIN 79

7. Invariantes cardinales bajo axioma de Martin

En esta seccién veremos a nuestros invariantes cardinales bajo un principio
combinatorio llamado axioma de Martin (MA por sus siglas en inglés) el cual
describimos a continuacion.

7.1. Sea (P, <) un conjunto no vacio parcialmente ordenado. Dos elementos p,q € P
son llamados compatibles si ellos tienen una cota inferior comin y son llamados
incompatibles en caso contrario. Una anticadena es un conjunto formado por ele-
mentos incompatibles por parejas. P satisface la condicion de cadena contable (ccc)
o condicion de anticadena contable si todas sus anticadenas son contables.

Un subconjunto D C P es denso si cada elemento de P es > a un elemento de
D. Si D es una familia de subconjuntos densos de P, entonces G C P es llamado
D-genérico si este es cerrado superiormente, si cualesquiera dos elementos de este
son compatibles, y si este intersecta a cada D € D.

7.2. El azioma de Martin (MA) afirma que si D es una familia de subconjuntos
densos de un parcialmente ordenado P con la cce y |D| < ¢, entonces existe un
filtro D-genérico G C P. Mas en general, si & es un cardinal y K es la clase de los
conjuntos no vacios parcialmente ordenados, entonces escribimos MA(K) para la
afirmacién que asegura que cada familia de k subconjuntos densos en un miembro
P de K admite un genérico G C P. MA .. (K) es definida de una manera aniloga.
Uno omite el subindice cuando este es “< ¢” y uno omite la clase KC cuando esta es
la clase de los parcialmente ordenados con la ccc.

Asi, MA es MA .(ccc). Algunos autores escriben MA,; para entender lo que
nosotros llamamos MA .

7.3. TEOREMA. MA implica que add(N) = c.

DEMOSTRACION. Supongamos que k < ¢ y que nos dan & conjuntos N, C R (a < k)
de medida cero. Debemos probar, asumiendo MA, que su unién tiene medida 0.
Para esto es suficiente con encontrar, para cada ¢ positiva, un conjunto de medida
< € que contenga a todos los N, como subconjuntos.

Dada ¢, Sea P el conjunto de los subconjuntos abiertos de R que tengan medida
< g, y ordenemos a P por la contencién inversa. En el orden para aplicar M A en este
P, primero debemos verificar la ccc. Sea una cantidad no numerable de elementos p
de P dados. Dentro de cada uno de estos abiertos, encontramos una unién finita g(p)
de intervalos abiertos con extremos racionales, lo suficientemente grande para que
#(p—q(p)) < e—p(p). Nétese que esto implica que pu(p—q(p)) < 3(e—p(q(p))). Para
q(p) sdlo hay una cantidad numerable de posibilidades, por lo que dos (de hecho
una cantidad no numerable) de las g(p)’s deben ser la misma g. Pero entonces la
unién de los dos correspondientes p’s tine medida < £ (ya que esta consiste de g
mas los dos residuos p — q, y cada residuo tiene medida menor que la mitad de
€ — p(gq)), luego entonces estd en P y es una cota inferior comiin para estas dos p’s.
Asi, una familia no numerable de p’s no puede ser una anticadena.

Para cada una de las N,’s, sea D, = {p € P: N, C p}, y notemos que esto es
un subconjunto denso de P (ya que un conjunto de medida cero esta contenido en
conjuntos abiertos de medida arbitrariamente pequena). Dado que k < ¢, MA nos
provee de un filtro genérico G que intersecta a todos los D,. Entonces Ug = | JG
contiene a todos los N,. Claramente Ug es abierto. Solo resta ver que u(Ug) < €.
Primero notemos que si p, g € G, entonces ellos tienen una extensiéon comiin r € G;

i
prd
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y dado que r € pU ¢, obtenemos que pU g € G. Ahora, por induccién sobre n, si
P1,..-,Pn € G, entonces p; U---Up, estd en G y por lo tanto en P, por lo que
w(py U---Up,) < e. Asi, por la o-aditividad de u, cuando A es un subconjunto
contable de G, u(|JA) < e. G es no numerable, pero probemos ahora que |J A =
U G para un conjunto contable A C G; esto se siguird del hecho de que la topologia
de R tiene una base numerable. Sea B el conjunto numerable de intervalos abiertos
con extremos racionales. Si x € p para alguna p € G, entonces existe una g € B
con z € gy q C p. Entonces q > p, por lo que g € G ya que G es un filtro. Asi, si

A = GnNB, entonces | JA = |JG = Ug, por lo tanto u(Ug) < ¢. O
7.4. COROLARIO. MA implica que todos los cardinales en el diagrama de Ci-
choni son iguales a ¢ y que t = c. O

7.5. TEOREMA. MA implica que p = c.

DEMOSTRACION. Supongamos que la familia F C [w]“ tiene la pfif y que |F| < c.
Para encontrar una pseudo-interseccién X para F, aplicamos M A al siguiente orden
parcial P. Un miembro de P es una pareja (s, F') donde s es un subconjunto finito
de w y F es un subconjunto finito de F. (El “significado” de la pareja (s, F') es que
el conjunto deseado X debera contener a s y deberd, excepto por s, estar contenido
en cada A € F.) Ponemos el orden (s', F') < (s, F) si

s es un segmento inicial de s, F' D F, y VA€ F [s'\ s C A].

Notemos que cualesquiera dos parejas con la misma primera componente son com-
patibles, ya que podemos tomar justamente la unién de las segundas componentes.
Para cada A € F, el conjunto Dy = {{s, F) € P: A € F} es denso, y dado que F
tiene la pfif entonces también tenemos que D,, = {(s, F) € P: |s| > n} es denso.
Asi, MA nos provee de un filtro genérico G que intersecta a todos estos conjuntos
densos. Sea X = [J,, pyeq - Este es un conjunto infinito ya que G intersecta a cada
D,,. Para ver que esta casi contenido en cada A € F, usemos que G y D 4 tienen un
miembro en comin (so, Fp). Esto significa que A € Fjp, por lo que probaremos que
X \ s € A. Cualquier miembro k de X \ sg esta en s\ s para algin (s, F) en G,
y, como en G cualesquiera dos elementos son compatibles, G contiene un (s’, F’) <
que (s, F) y (sg, Fp). Entonces k € s\ sg C s’ \ sp C A, como se requeria. ]

7.6. COROLARIO. MA implica quep=t=h=s=rc. O

Por lo tanto todos los invariantes cardinales que discutimos a lo largo de todo
este trabajo son iguales a ¢ si M A se sigue. Sin embargo, estos cardinales pueden
tomar distintos valores en varios modelos generados con forcing iterado. La siguiente
tabla muestra los valores que toman estos cardinales en varios de estos modelos.
Para la descripcion de estos forcing’s remetimos al lector al articulo de A. BLASS
de [2000|. A manera de observacién cabe mencionar que en las columnas de Sacks,
Laver, Mathias, y Miller de la tabla, ¢ es justamente ws.
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MA | Cohen | Random | Sacks | Hechler | Laver | Mathias | Miller
b C w1 w wh C c c wh
0 ¢ (4 w1 w ¢ c < c
b c w wy wh wh wq ¢ wq
p c wh wh wh W wh wh wh
T c c ¢ wq c c c w1
-] c wh wh wh W wh ¢ wh
t [ W wh wh Wi wh Wi wh
add(M c w wh wh wh wh wh w
cov(N) c wy c wy wy wy wy wy
non(N) ¢ ¢ wy wy ¢ wy ¢ Wy
cof(N) c ¢ ¢ wy c < ¢ 4
add(M) | ¢ wy wy wy c wy wy wy
COV(M) ¢ c wh wq [ wh wh wh
non(M) | ¢ wi c wy c c c wy
cof(M) ¢ c ¢ wy c c ¢
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