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Introducción 

Muchas estructuras combinatorias y topológicas tienen asociados a ellas, cada 
una de manera natural, ciertos cardinales de los cuales se puede probar que son no 
numerables pero no más grandes que e = ? Por ejemplo, del análisis real tenemos 
algunos ejemplos familiares: 

• El número de conjuntos densos en ninguna parte que se necesitan para 
cubrir a la recta real es, por el teorema de categorías de Baire, no nume
rable, y dado que cada singulete es denso en ninguna parte, este número 
es menor o igual que e. 

• El número de conjuntos en IR de medida de Lebesgue cero que se necesitan 
para que su unión no tenga medida de Lesbesgue cero es, no numerable, 
ya que la unión numerable de conjuntos de medida de Lesbesgue cero 
tiene medida de Lesbesgue cero, y dado que cada singulete tiene medida 
de Lebesgue cero, este número es menor o igual que e. 

• El número de sucesiones en IR que se necesitan para que ninguna de estas 
sucesiones este eventualmente dominada por alguna sucesión en IR es no 
numerable, ya que cualquier colección numerable de funciones fn: w ~ IR 
está eventualmente dominada por una f: w ~ IR (por ejemplo f(m) = 
máxn~ rn fn(m)), y dado que IWIRI = e, este número es menor o igual que ,. 

Asumiendo la hipótesis del continuo (CH), estos cardinales no presentan pro
blemas: todos ellos son iguales a Wl, ya que e = Wl. Sin embargo, es consistente 
con ZFC que e > Wl (P. J. COHEN [1963]) y que e = Wl (K. GODEL [1940]). 
Por lo que uno puede preguntarse qué pasaría si CH es falsa. Entonces tendríamos 
cardinales estrictamente entre w y e (i. e. cardinales K con w < K < e). Así, es natural 
preguntarse qué posición tendrán estos tres cardinales en el intervalo [Wl, el. Pues 
bien, no existe una respuesta a esta pregunta, ya que esto no es decidible en ZFC. 
Por ejemplo, es consistente con ZFC que e = W2 Y que los tres cardinales citados 
anteriormente sean iguales a Wl, pero también es consistente con ZFC que e = W2 

y que estos tres cardinales sean iguales a e. 
Los cardinales más pequeños definidos por los tres enunciados citados más 

arriba, son llamados cov(M), add(N) , y b respectivamente. Las relaciones que 
se pueden probar en ZFC entre estos tres cardinales son: add(N) ~ cov(M) y 
add(N) ~ b (véase Capítulo 5). 

Por otro lado, existen cardinales K no numerables asociados con w que son 
definidos combinatoriamente como la mínima cardinalidad de cierta familia en P(w) 
o en ww, y como IP(w)1 = ¡Ww¡ = e, entonces w < K ~ e, los cardinales K que 
satisfagan esta última propiedad son a los que llamaremos cardinales pequeños no 
numembles. Así, cuando asociemos a una estructura topológica un cardinal pequeño 

v 
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no numerable, estaremos siempre interesados en poder definirlo combinatoriamente. 
Esto último con el propósito de poder ubicar la posición de este cardinal en el 
intervalo [w}, eJ en varias extensiones del universo. 

En esta tesis se tratará el papel que juegan en la topología algunos cardinales 
pequeños no numerables asociados con w, así como algunas relaciones entre ellos. 

La tesis está dividida en cinco capítulos. En el Capítulo 1 se dan las definiciones, 
convenciones y notaciones, así como algunos resultados que se usarán a lo largo de 
este trabajo. 

En el Capítulo 2 nos dedicaremos al estudio de algunos cardinales pequeños 
no numerables relacionados con los conceptos de compacidad, asi como algunas 
relaciones entre estos cardinales usando sus definiciones topológicas. Por ejemplo, 
el cardinal ~ contestará a la pregunta ¿cuándo el producto de espacios secuencial
mente compactos es secuencialmente compacto? y como consecuencia de un resulta
do asociado al cardinal t para dar una cota inferior a la cardinalidad de un espacio 
compacto que no sea secuencialmente compacto obtendremos una propiedad im
portante del cardinal t que se puede probar en ZFC: si w :( K < t, entonces 2" = e. 
Siendo t el cardinal óptimo para esta propiedad, ya que es consistente con ZFC 
que 21 > e. 

En el Capítulo 3 calcularemos algunos invariantes cardinales asociados con 
K(X) (la familia de todos los subconjuntos compactos de X). Por ejemplo el número 
de cubierta compacta kc(X) es invariante para la clase de los espacios X que son 
completamente metrizables pero no lT-compactos, de aquí el nombre de invariante 
cardinaL Finalmente estableceremos las relaciones que hay entre los conceptos de 
real-compacidad y w-compacidad. 

En el Capítulo 4 nos dedicaremos a mostrar la influencia de algunos cardinales 
pequeños no numerables en un viejo problema formulado por E. A. MICHAEL en 
[1963J: ¿existe un espacio Lindelof cuyo producto con el espacio de los números 
irracionales no sea normal? llamando a los espacios que respondan a la pregunta en 
el sentido positivo espacios de Michael. Comenzamos el capítulo con situar a esta 
pregunta en el también viejo problema de la normalidad en el producto topológico. 
Luego se analizan algunas relaciones entre el cardinal b y algunos subconjuntos 
especiales de la recta real. Con la ayuda de esto se probará la existencia de un 
espacio de Michael bajo b = Wl. Después se muestra que mín{b,ww} es una cota 
inferior para el peso y la cardinalidad de un espacio de Michael. Finalmente se darán 
algunos aspectos combinatorios para la existencia de ciertas clases de espacios de 
Michael, y como consecuencia de esto se probará la existencia de un espacio de 
Michael bajo () = cov(M). 

En el Capítulo 5 trataremos algunas características combinatorias de los inva
riantes cardinales que se trataron en los capítulos anteriores asi como también otras 
características combinatorias de otros invariantes cardinales que se introducirán en 
este capítulo. En este capítulo se introduce una maquinaria que es usada frecuente
mente para la descripción de muchos (aunque no todos) invariantes cardinales y sus 
relaciones entre ellos. Esta maquinaria fue presentada por P . VOJTÁS en [1993J 
bajo el nombre de "Conecciones generalizadas de Galois-Thkey" ; las ideas básicas 
de esta maquinaria habián sido ya manejadas con anterioridad en el trabajo de D. 
FREMLIN de [1984J y en el trabajo de Miller (no publicado). Las definiciones de 
muchos invariantes cardinales tienen la forma "la mínima cardinalidad de cualquier 
conjunto Y (de objetos de una clase específica) tal que cada objeto x (posiblemente 
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de una clase diferente) está relacionado con algún y E Y en un sentido específi
co". Y muchas demostraciones de desigualdades entre estos cardinales involucran 
la construcción de mapeos entre varias clases de objetos que están involucradas 
en las definiciones de estos cardinales. Esto se formaliza en la Sección 4 de este 
capítulo en el lenguaje de categorías. Con la ayuda de esto analizamos los invari
antes cardinales clásicos asociados al a-ideal formado por los subconjuntos de IR de 
primera categoría (a saber add(M) , cov(M), non(M) y cof(M)) y al a-ideal forma
do por los subconjuntos de IR de medida de Lebesgue cero (a saber add(N) , cov(N), 
non (N) y cof(N)), en compañia de los cardinales b y !l. Por último mostramos que 
bajo el axioma de Martin (MA) todos los cardinales pequeños no numerables (o 
invariantes cardinales) que se tratarán en .este trabajo son todos iguales a c. Sin 
embargo estos cardinales pueden tomar distintos valores en varios modelos genera
dos con forcing iterado, como se mostrará en una tabla que se encuentra al final de 
este capítulo. 

ULISES ARIET RAMOS GARcÍA 

Mayo 2004 
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CAPíTULO 1 

Preliminares 

1. Convenciones y notaciones 

1.1. Teoría de conjuntos. Un ordinal es el conjunto de todos los ordinales 
menores que él (sin embargo, ocasionalmente escribiremos [0,17) en vez de 17 para 
evitar confusiones), y un cardinal es un ordinal inicial. Wo es w (el cuál, también es 
denotado por ~o), Y e es '};'l. Dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad o 
son equipotentes si y sólo si existe una función biyectiva f: A ~ B. Intuitivamente, 
dos conjuntos con la misma cardinalidad tienen el mismo número de elementos. El 
cardinal que es equipotente con el conjunto A será llamado el número cardinal de 
A o la cardinalidad de A, el cual será denotado por IAI. Un conjunto A es finito 
si IAI = n para algún n E w. Si A es finito o tiene cardinalidad w, entonces dire
mos que A es contable. Y si A tiene cardinalidad w, diremos que A es numerable. 
Usaremos ", y .x para denotar cardinales, ~,17, ( para denotar ordinales e i, j, k, n 
para denotar enteros. 

Para un conjunto X frecuentemente usaremos las subcolecciones 

[X]W = {A E P(X): IAI = w} 

y 

[X]<W = {A E P(X): IAI < w} 

del conjunto potencia P(X) del conjunto X. 
Si A es un conjunto, entonces F r A denotará {F nA: F E F}, donde F es 

una colección de conjuntos, y f r A denotará la restricción de f en A, si f es una 
función. Usamos el símbolo' r' en dos sentidos diferentes, esperando que esto no se 
preste a confusión. 

Para conjuntos A y B, el conjunto de funciones f: A ~ B es denotado por A B, 
y el dominio y rango de una función f son denotados por dom(J) y ran(J). También, 
la preimagen y la imagen de un conjunto X bajo una función f será denotado por 
f-l(X) y f(X) respectivamente. (ASÍ, f(X) = ran(J r X).) Como es usual, una 
función es en sí una gráfica. En particular, D x {d} es la función (constante) con 
dominio D y rango {d}. Frecuentemente escribiremos fx en vez de f(x) . 

Un pre- orden es una pareja (D, ~), de un conjunto D y una relación reflexiva y 
transitiva ~ sobre D. Como es usual escribiremos D en vez de (D,~ ) si ~ es clara 
en el contexto. Escribimos x < y si x ~ y e y ~ x. (Entonces x < y es al menos 
tan fuerte como x ~ y y x i- y; sin embargo, esto último es más fuerte si y sólo 
si :Jx , y E D [x i- y y x ~ y e y ~ x].) (En particular, e denotará la contención 
estricta.) Un conjunto L s;;: D es llamado cofinal en (D,~ ) si \Ix E D:Jy E L [x ~ 
y]; y cof(D) denotará la cardinalidad más pequeña de un subconjunto cofinal en D. 
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Si a cada elemento x de algún conjunto Xi- 0, corresponde un conjunto Ax, en
tonces la colección (Ax : x E X) recibirá el nombre de fa~ilia indiCada de conjuntos 
con conjunto de índices X. 

1.2. Topología. Todos los espacios considerados son al menos regulares TI, yoca
sionalmente completamente regulares; esto será claro por el contexto. 

Usamos lP', Q, IR, n para denotar a los irracionales, racionales, reales y al intervalo 
[O,IJ respectivamente, con su topología euclideana. 

Para un (sub)espacio X usamos X' para denotar el conjunto derivado de X, 
i. e. el conjunto de puntos no aislados de X. 

Todos los ordinales siempre tendrán la topología del orden. En particular, K es 
el espacio discreto con K puntos si K ::;; w. 

Si A es un conjunto y X es un espacio, entonces A X tendrá la topología pro
ducto. 

Una familia indicada (Ax : x E D) de subconjuntos de un espacio X será lla
mada una familia indicada discreta si cada punto de X tiene una vecindad que 
intersecta a Ax para a lo más una x E D, Y es llamada una familia indicada ajena 
por pares si Vx,y E D [x i- y -t Ax n Ay = 0J. 

Una función cardinal es una función 4> de alguna subclase de los espacios 
topológicos en la clase de los cardinales infinitos, tal que 4>(X) = 4>(Y) cuando 
X y Y son homeomorfos. La exigencia de pedir que una función cardinal sólo tome 
valores en cardinales infinitos simplifica los enunciados de los teoremas y pone énfa
sis en la aritmética cardinal infinita. Un ejemplo obvio de una función cardinal es 
sin duda la cardinalidad. Quizá una de las funciones cardinales más usadas es el 
peso, que se define como 

w(X) = mín{IBI: B es una base para X} + w . 

Introduciremos ahora varias funciones cardinales importantes que están basadas 
en propiedades topológicas locales. Sean X un espacio topológico, V una colección 
de conjuntos abiertos no vacíos en X, y P un punto en X. Entonces Ves una rr-base 
local para p, si para cada vecindad abierta R de p tenemos que V s;:; R para alguna 
V E V. Si además tenemos que p E V para toda V E V, entonces V es una base local 
para p. Finalmente, si p E V para toda V E V, y n{V: V E V} = {p}, entonces 
V es una pseudo-base para p. Las funciones cardinales locales estarán definidas en 
términos de los siguientes números cardinales: 

x(p, X) = mín{ IVI: Ves una base local para p}; 

rrx(p, X) = mín{lVI: Ves una rr-base local para p}; 

'Ij;(p, X) = mín{lVI: Ves una pseudo-base para p}; 

t(p,X) = mín{K: para toda Y s;:; X con pE Y, existe 

A s;:; Y con IAI ::;; K Y P E A}. 

El carácter, el rr-caráCter, el pseudo-carácter, y la estrechez de X son definidos 
ahora como: 
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x(X) = sup{x(p, X): p E X} + w; 

7fX(X) = sup{ 7fX(P, X): p E X} + w; 

'Ij;(X) = sup{'Ij;(P, X): p E X} +w; 

t(X) = sup{t(p, X): p E X} + w. 

3 

Entonces, X es primero numerable si y sólo si X(X) = w; también, decimos 
que X tiene 7f-carácter numerable si 7fX(X) = w, pseudo-carácter numerable si 
'Ij;(X) = w, y estrechez numerable si t(X) = w. Notemos que el pseudo-carácter sólo 
esta definido para espacios T}. 

2. El conjunto de Cantor y los números irracionales 

Para el desarrollo de nuestro trabajo será muy importante poder representar 
al conjunto de Cantor C y al espacio lP' de los números irracionales como productos 
cartesianos numerables. A saber w2 y W w respectivamente. Como consecuencia de 
esto probaremos que el conjunto de Cantor C y el espacio lP' de los números irra
cionales, son espacios universales para la clase de los espacios métricos separables 
O-dimensionales. Finalmente con ayuda de esto último probaremos una importante 
caracterización de los números irracionales así como una relación importante que 
tiene este espacio con el conjunto de Cantor. 

2.1. TEOREMA. El conjunto de Cantor C es homeomorlo a w2. 

DEMOSTRACIÓN. Se verifica fácilmente que para cada x E C la representación de 
x en la forma x = LnEw ;:';, , donde X n E {O, 1}, es única. Así, poniendo 

I( (xn )) = L :::} para (xn ) E w2, 
nEw 

definimos un mapeo biyectivo de W2 en C. Dado que la función 1m: W2 -> ][ definida 
por Im((xn)) = 3

2!fl es continua para cada m E w y la sucesión 10'/0+ JI, 10+ JI + 
12, . . . converge uniformemente a 1, I es una función continua. De la compacidad 
de W2 se sigue que I es un homeomorfismo. O 

La demostración de la contraparte del Teorema 2.1 para el espacio de los 
números irracionales requerirá de algunos cálculos para remediar la falta de com
pacidad. Recordemos que si X es un espacio métrico, entonces por una métrica 
compatible sobre el espacio X entendemos cualquier métrica sobre el conjunto X 
que sea equivalente a la métrica original sobre X, i.e. que genere la misma topología 
que la métrica original. 

2.2. LEMA. Sea p cualquier métrica sobre el espacio lP' de los números irracionales 
que sea compatible con la métrica euclideana, y sea é un número real positivo. Para 
cada abierto no vacío U <; lP' existe una sucesión infinita Fo , FI , ... , de subconjuntos 
cerrados-y-abiertos no vacíos de lP', ajena por pares, tal que U = UnEw Fn Y los 
diámetros con respecto a p de todos los Fn , s son menores que é . 

DEMOSTRACIÓN. Consideremos un intervalo (a , b) e IR con extremos racionales 
tal que (a , b) n lP' <; U, y lo dividimos en w intervalos no vacíos ajenos por pares 
(al , bl ), (a2, ~), ... , con extremos racionales. 1 Así, obtenemos (a , b)nlP' = UO<n<w An, 

lUna división sería tomando intervalos de la forma (b - ;n-:...a¡ , b - b;;,a) con O < n < w. 
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donde An = (an , bn) n lP' =1= 0 , an, bn E Q y An n Am = 0 cuando n =1= mj Aña
dimos Ao = U \ (a, b). Los conjuntos Ao, Al, A2 , ... , son abiertos en lP', yen virtud 
de que lP' es un espacio métrico separable O-dimensional,2 existen en lP' conjun
tos cerrados-y-abiertos An.o, An.l,"" todos de diámetro menor que é tales que 
An = UmEw An.",j Haciendo Bn.m = An .", \ Uk<m An.k para m E w, obtenemos 
subconjuntos cerrados-y-abiertos ajenos por pares de lP' cuya unión es An. 

Para completar la demostración es suficiente con arreglar todos los conjuntos 
no vacíos Bn.m dentro de una simple sucesión Fo, Fl , . . . . O 

El siguiente lema es un importante teorema sobre espacios completos debido a 
F. Hausdorff. Por sus futuras aplicaciones que tendrá en nuestro trabajo lo formu
laremos en toda su generalidad y no simplemente para el subespacio lP' de la recta 
real. 

2.3. LEMA ( HAUSDORFF [1924]). Todo conjunto G6, X, en un espacio completa
mente metrizable X o es completamente metrizable. 

DEMOSTRACIÓN. Sea p una métrica completa sobre el espacio X o y sea Xo \ X = 
UO<n<w Fn, donde Fn es cerrado en X o para O < n < w. Sea 

fn(x) = p(x,Fn) para x E X Y O < n < Wj 

las funciones h, h, ... que van de X al subespacio Ro = (0,00) de la recta real son 
continuas. Obsérvese que la fórmula f(x) = (x, h (x), h(x), ... ) define un encaje 
f: X -> DnEw X n, donde X n = Ro para n ~ 1. Dado que el producto cartesiano 
de una familia contable de espacios completamente metrizables es completamente 
metrizable, y los subespacios cerrados de un completamente metrizable son comple
tamente metrizables, resta ver que f(X) es un subconjunto cerrado de DnEw X n. 
Para ello probemos que cada punto x = (xn) E DnEw X n \ f(X) tiene una vecindad 
V contenida en el complemento de f(X). 

Primero consideramos el caso cuando Xo E X. Como x 1- f(X), existe un 
k > O tal que Xk =1= A(xo). Sean Ul y U2 vecindades ajenas en Ro de Xk Y A(xo) 
respectivamente. Por ser fk continua, existe una vecindad Uo e X o del punto Xo 
tal que fk(UO n X) e U2. Se verifica fácilmente que 

x = (xn) E V = 7r;;-l(UO) n 7r;1(U1 ) e rr X n \ f(X), (1) 
nEw 

donde 7rn denota la proyección de DnEw X n sobre X n . 

Ahora, consideramos el caso cuando Xo 1- X j entonces tenemos que Xo E Fk 
para alguna k > O. Tomamos un número positivo r tal que Xk > r y consideramos 
Uo = B(xo, r) Y U1 = (r , (0). Se sigue fácilmente que la fórmula (1) se tiene también 
para este caso. O 

Ahora tenemos los elementos para probar una importante caracterización de 
los números irracionales debida a R. Baire. 

2.4. TEOREMA (BAIRE [1909]). El espacio lP' de los números irracionales es ho
meomorfo a ww . 

2y'2 + Q = { y'2 + r I r E Q } es denso en IP' por lo que IP' es sepa ra ble. Por otro lado un 
espacio métrico separable X es O-dimensional si y sólo si X es no vacío y tiene una base numerable 
constituida de conjuntos cerrados-y-abiertos. 
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DEMOSTRACIÓN. En virtud del Lema 2.3, existe una métrica completa p sobre 
el espacio lP.3 Aplicando el Lema 2.2, para cada sucesión finita no, nI, ... , nk de 
elementos de w, definimos un subconjunto cerrado-y-abierto Fnonl ... nk de lP tal 
qué 

IP = U Fn Y 
nEw 

Fnonl ... nk = U Fnonl .. . nkn, 

nEw 

1 
8(R ) <-nonl·· ·nk k + l' 

(2) 

(3) 

Fnonl .. . nk n Fmoml ... mk =0 cuando (no,nl,·· · ,nk) =1= (mo,m}, ... ,mk) (4) 

De (2) Y (3) se sigue que para cada (nk) E Ww los subconjuntos Fno, F n on1 , F non¡n2' 

... del espacio IP forman una sucesión decreciente de conjuntos cerrados no vacíos 
cuyos diámetros convergen a cero. Así, por el Teorema de Cantor (véase por ejemplo 
el Teorema 4.3.9 en R. ENGELKING [1989]), el conjunto nkEw Fnonl ... nk contiene 
exactamente un punto, al que denotaremos por f«nk))' Las condiciones (2)-(4) 
implican que la asignación f ( (nk)) para (nk) E w w define una aplicación biyectiva 
de Ww en IP. 

Por otro lado es fácil ver que 

f(7rO
I( {no}) n 7r1I ( {nt}) n··· n 7r¡;I( {nk})) = Fnon¡ ... nk' 

entonces f es un homeomorfismo, ya que los conjuntos que están dentro del parénte
sis forman una base para W w y los conjuntos del lado derecho de la igualdad forman 
una base para IP. O 

De los Teoremas 2.1 y 2.4 tenemos el siguiente corolario. 

2.5. COROLARIO. El conjunto de Cantor es homeomorfo a un subespacio del espacio 
de los números irracionales. O 

2.6. Decimos que un espacio topológico X es universal para una clase de espacios 
topológicos K, si X pertenece a K y cada espacio K en la clase K se encaja en X, 
i. e. K es homeomorfo a un subespacio de X . 

Ahora tenemos ya los elementos para probar la universalidad de C y IP la cual 
fue dada por W. SIERPINSKI en [1921J. 

2.7. TEOREMA (SIERPINSKI [1921]). El conjunto de Cantor y el espacio de los 
números irracionales son espacios universales para la clase de los espacios métricos 
separables O-dimensionales. 

DEMOSTRACIÓN. En virtud de que e es homeomorfo a w2 y este a su vez es un 
subespacio de Ww es suficiente con probar que para cada espacio métrico X separable 
O-dimensional existe un encaje f: X -> W2. 

Por ser X un espacio métrico separable O-dimensional, X admite una base 
numerable B = {Un : n E w} formada por conjuntos cerrados-y-abiertos. Para cada 
n E w definimos f n: X -> 2 como 

para x E Un, 

para x E X \ Un. 

3Recordemos que lP' = nqEQ(lR \ {q}),i.e lP' es un conjunto G ó en IR. 

46 denota el diámetro del conjunto. 
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Consideramos f: X ----t W2 definida por la fórmula f(x) = Un(x): n E w). Dado 
que para cada m E w tenemos 

f(Um ) = f(X) n {(xn ) E w2: xm = l} Y fm = 7fm o f con fm continua, 

se tiene que f es un encaje. 

2.8. COROLARIO. Todo espacio 
recta reallR. 

o 
métrico separable O-dimensional se encaja en la 

O 

Este último corolario nos será útil para la siguiente caracterización de los 
números irracionales dada por S. MAZURKIEWICZ en [1917]. 

2.9. TEOREMA (MAZURKIEWICZ [1917]). Todo conjunto Go, X, que sea denso y 
cuyo complemento también sea denso, en un espacio X o completamente metrizable 
separable O-dimensional es homeomorfo al espacio de los números irracionales. 

DEMOSTRACIÓN. Procedamos de una manera análoga a la demostración de que lP' 
es homeomorfo a ww , sustituyendo a lP' por X. Empezando entonces por mostrar 
que el Lema 2.2 es válido también para el espacio X. Para ello consideremos un 
abierto no vacío U <:;:; X. Por el Corolario 2.8 podemos pensar tanto a X o como 
a X como subespacios de la recta real IR. Así, usando la densidad de X y de 
X o \ X en X o podemos encontrar un punto a y una sucesión (an ) estrictamente 
monótona en X o \ X tal que la sucesión (an ) converja al punto a y (an,an+l) n 
X e U con (an ,an+1) n X =1- 0 para cada n E w. Si hacemos I = (ao,a) ó I = 
(a, ao) (dependiendo si la sucesión (an ) es estrictamente creciente ó estrictamente 
decreciente) entonces InX = UO<n<w A n , donde An = (an-I, an)nX y AnnAm = 0 
cuando n =1- m; Añadimos Ao = U \ l. Entonces hemos construido una sucesión 
de conjuntos abiertos no vacíos Ao, Al, A 2 , ... de X ajenos por pares tales que 
U = UnEw An. Ahora como X hereda de X o la separabilidad y la propiedad de 
ser O-dimensional entonces lo que resta de la demostración del Lema 2.2 para el 
espacio X es una simple calca de lo hecho ya en la demostración del Lema 2.2 para 
el espacio 1P'. 

Por otro lado, por ser X un conjunto Go de X o entonces del Lema 2.3 se sigue 
que X es completamente metrizable. Entonces la demostración del Teorema 2.4 se 
adapta perfectamente al espacio X. Por lo tanto X es homeomorfo a Ww . O 

2.10. OBSERVACIÓN. Notemos que del Teorema 2.9 se sigue que el subespacio del 
conjunto de Cantor formado por todos los puntos que no son extremos de los inter
valos que fueron removidos de n para formar a C es homeomorfo al espacio de los 
números irracionales. Así, al conjunto de Cantor C lo podemos ver como una com
pactación de lP' que resultó de agregarle a lP' un conjunto numerable Qc. Aquí Qc 
representa al subespacio del conjunto de Cantor formado por los extremos de los 
intervalos que fueron removidos de n para formar a C. Hemos denotado por Qc a 
este subespacio ya que W . SIERP¡¡(¡SKI en [1920] (anunciado en [1915]) probó que 
todo espacio métrico numerable denso en sí mismo es homeomorfo al espacio de los 
números racionales. 



CAPíTULO 2 

Cardinales pequeños no numerables relacionados 
con la compacidad numerable y la compacidad 

secuencial 

1. Introducción 

Indudablemente uno de los conceptos más importante en la topología de con
juntos es el de compacidad. El concepto de compacidad se conocía en el análisis 
incluso antes de la fundación de la topología general. 

F. HAUSDORFF en [1914] utiliza compacidad de acuerdo a la definición dada por 
M. FRÉCHET en [1906]: un espacio es compacto si toda cubierta abierta numerable 
del espacio contiene una subcubierta finita. Es lo que actualmente se conoce corno 
espacio numerablemente compacto. 

Tradicionalmente la compacidad se definía corno: un subconjunto de ]Rn (el 
espacio euclideano de n dimensiones) es compacto, si es cerrado y acotado. Esta 
definición se debía extender a espacios topológicos generales, donde no necesaria
mente tiene sentido el concepto de acotación. Sin embargo, del análisis se sabe que 
en ]Rn las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(1) A e ]Rn es cerrado y acotado. 
(2) Toda sucesión de puntos en A contiene una subsucesión que converge a 

un punto de A (el teorema de Bolzano-Weierstrafi, en su forma débil). 
(3) Todo subconjunto infinito de A posee un punto de acumulación en A (el 

teorema de Bolzano-Weierstrafi, en su forma fuerte). 
(4) Si A está contenido en la unión de una familia de conjuntos abiertos 

entonces, de hecho, A está contenido en la unión de una cantidad finita de 
algunos de estos conjuntos abiertos (teorema de Heine-Borel-Lebesgue). 

(5) A es cerrado y toda sucesión decreciente de conjuntos cerrados no vacíos 
tiene intersección no vacía (teorema de Cantor) . 

Las investigaciones de P . ALExANDRoFF y P. URYSOHN en [1923], [1924] Y 
[1929] mostraron, sin embargo, que (4) encierra la idea fundamental del concep
to de compacidad. Puesto que la definición de M. Fréchet de compacidad se había 
popularizado en la literatura, y esta no era equivalente con (4) en espacios topológi
cos generales, P. ALExANDRoFF y P . URYSOHN introducen en [1924] el nombre 
de espacio bicompacto para designar su noción de compacidad. Posteriormente, al
gunos autores propusieron el término de compacto completo para bicompacto. No 
obstante, N. Bourbaki propuso llamar espacio compacto a los espacios bicompactos 
Hausdorff y para aquellos solamente bicompactos los llamó casi compactos. Años 
después se impuso el nombre de compactos para designar a los espacios bicompactos. 

7 
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Desde los primeros años de la topología general no era claro el cómo deberían 
extenderse los conceptos propios de lR (el conjunto de los números reales) o JI (el in
tervalo unitario), primero para espacios métricos, y despues para espacios topológi
cos. En este sentido vale la pena citar a R. ENGELKING [1989], págs. 132-133, 
cuando se refiere al tema de la compacidad: 

... En la infancia de la topología general, era común definir 
nuevas clases de espacios mediante generalización de propiedades 
en el intervalo unitario o en el conjunto de los números reales; 
las clases de espacios separables, compactos, completos y cone
xos se originaron mediante este proceder. Primero se usó este 
método para definir algunas clases de espacios métricos, después 
se extendió a espacios topológicos. Algunas veces, las propiedades 
equivalentes en la clase de los espacios métricos no lo eran en las 
clases más generales de espacios, y no era claro cuál era la clase 
adecuada para generalizar. Esto ocurrió con la compacidad, y por 
mucho tiempo permaneció la inquietud de si la extensión propia 
de la clase de los espacios compactos métricos era la clase de los 
espacios compactos,o la clase de los espacios numerablemente 
compactos, o la clase de los espacios secuencialmente compactos. 
Ahora es claro que la correcta es la clase de los espacios com
pactos; esta clase se comporta correctamente con respecto a las 
operaciones más usuales entre espacios topológicos, se encuentra 
con mayor frecuencia en las aplicaciones y da lugar a una gran 
cantidad de interesantes problemas. 

Compacidad numerable es más débil que compacidad. Para espacios topológicos 
segundo numerables ambas nociones son equivalentes. Ahora, dado que, en particu
lar, todo espacio métrico compacto es segundo numerable, entonces ambas nociones 
son equivalentes en espacios métricos. 

Es F. HAUSDORFF en [1914], quién introduce por primera vez, los conceptos de 
primero y segundo numerable. En [1927] F. HAUSDORFF formula compacidad como 
compacidad por sucesiones: toda sucesión en el espacio contiene una subsucesión 
convergente. Es lo que actualmente se conoce como compacidad secuenciaL Puesto 
que F. Hausdorff se restringía a espacios métricos, compacidad por sucesiones es 
equivalente a compacidad. En general ambas nociones son equivalentes en espa
cios primero numerables (véase por ejemplo el Teorema 3.10.31 en R. ENGELKING 
[1989]). 

La mayor parte de las propiedades fundamentales de los espacios compactos 
fueron demostradas por P. ALEXANDROFF y P. URVSOHN en [1923], [1924] y 
[1929]. 

Por otro lado, quizá el factor decisivo de mayor peso en la balanza, a favor de 
la compacidad (sobre e.g. compacidad numerable o compacidad secuencial) fue el 
hecho de que ésta se preserva bajo el producto arbitrario de espacios de la misma 
Índole. 

1.1. TEOREMA (TVCHONOFF [1935]). El producto Cartesiano O"'EA X", (donde 
cada X", =1- 0) es compacto si y sólo si cada X", es compacto. O 

Este importante resultado, uno de los más importantes teoremas en topología 
general, fue dado explícitamente por primera vez por A. TVCHONOFF en [1935]. 
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Aunque puede ser deducido de un teorema del mismo A. TYCHONOFF de [1930], 
que asegura que todos los cubos P][ son compactos. 

Ahora bien, si no es válido un teorema análogo al teorema de Tychonoff para 
los conceptos de compacidad numerl;\ble y compacidad secuencial, entonces ¿cuándo 
el producto de espacios numerablemente compactos es numerablemente compacto? 
asi como también ¿cuándo el producto de espacios secuencialmente compactos es 
secuencialmente compacto? Pues bien, a lo que respecta a la primera pregunta 
J. NOVÁK en [1953] y H. TERASAKA en [1952], probaron que existen espacios 
numerablemente compactos X e Y tales que 

(i) w e X e (3w y w e y e (3w, 
(ii) X n y = w. 

Ahora, no es difícil ver que de (i) y (ii) se sigue que X x Y no es numerablemente 
compacto, por lo que en general no podemos garantizar ni siquiera que el producto 
de dos espacios numerablemente compactos sea numerablemente compacto. Sin 
embargo, para el concepto de compacidad secuencial, la segunda pregunta así como 
otras análogas para conceptos afines al de compacidad, nos conducirán en este 
capítulo a los cardinales pequeños no numerables. 

2. Definiciones y propiedades básicas 

Comencemos con recordar algunas definiciones básicas. 

2.1. Una sucesión en un conjunto X es una función 1: w -> X. Usualmente uno 
puede identificar a una sucesión con su imagen y denotar a la sucesión por (f n: n E 
w), sin embargo cuando hay consideraciones conjuntistas es mejor tratar a una 
sucesión como una función. Si A es un subconjunto infinito de w y I una sucesión, 
entonces a la restricción de I en A, que denotaremos por IrA, es llamada una 
subsucesión de l. Si existe un punto x en X tal que In = x para toda n en A, 
decimos que I es constante en A, y si In = x para todo n en A salvo una cantidad 
finita, diremos que I es eventualmente constante en A. 

2.2. Una sucesión 1: w -> X converge a un punto x E X (resp. , se acumula en x), si 
para cada conjunto abierto U en X con X en U tenemos que 1-1 (U) es un segmento 
final (resp., es infinito) en w. Frecuentemente, escribiremos {n E w: In E U} en 
lugar de 1-1(U). 

Ahora demos los tres conceptos básicos de este capítulo. 

2.3. Un espacio X es llamado numerablemente compacto si toda sucesión en X 
tiene un punto de acumulación, y es llamado secuencialmente compacto si toda 
sucesión en X tiene una subsucesión convergente. Finalmente, un espacio X es lla
mado subsecuencial si para cada sucesión I en X y para cada punto de acumulación 
x de 1, existe una subsucesión de I que converge a x. Claramente: compacto impli
ca numerablemente compacto, subsecuencial + numerablemente compacto implica 
secuencialmente compacto, y secuencialmente compacto implica numerablemente 
compacto. 

En muchos casos es más fácil trabajar con subconjuntos infinitos de un espacio 
X que con sucesiones en X , por ello daremos las siguientes versiones de los conceptos 
tratados. 

2.4. Un conjunto numerable E de un espacio X se acumula en x E X si cada 
vecindad de x contiene una infinidad de puntos de E, y convergente a x E X si 
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cada vecindad de x contiene todos los puntos de E salvo una cantidad finita. Un 
punto x es un punto de acumulación de un conjunto E, si para cada abierto U, con 
x en U, U n (E - {x}) # 0. 1 

2.5. Reformulemos ahora las definiciones dadas en 2.3 como sigue. Secuencialmente 
compacto: cada subconjunto numerable en X contiene un subconjunto infinito con 
exactamente un punto de acumulación. Numerablemente compacto: cada subcon
junto numerable en X tiene al menos un punto de acumulación. Subsecuencial: para 
cada subconjunto numerable E de X y para cada punto de acumulación x de E 
existe un subconjunto infinito en E que converge a x. 

Para la construcción de espacios que muestren las diferencias que hay entre el 
concepto de compacidad y los conceptos de compacidad numerable y compacidad 
secuencial, el espacio {3w, la compactación de Stone-Cech del espacio w, juega un 
papel muy importante. Por lo que a continuación se darán algunas propiedades de 
{3w. 

2.6. Hechos acerca de {3w. Fue E. CECH en [1937J quien empieza a interesarse 
en f3w, aunque R. ENGELKING en [1989], pág 179, observa que realmente A. Ty
CHONOFF en [1935J hace una construcción que genera a {3w. La pregunta inicial 
de E. Cech (¿cuál es la cardinalidad de f3w?) fue contestada rápidamente por B. 
POSPÍSIL en [1937J; esto fue la génesis de un tópico que finalmente se convertiría 
en uno de los más importantes en topología conjuntista abstracta: el espacio {3w. 

Pasemos ahora a enunciar las propiedades de {3w que necesitaremos. 

(1) (POSPÍSIL [1937]) El espacio {3w tiene cardinalidad 2' y peso c. 
(2) (CECH 1939, no publicado) Cada conjunto cerrado infinito F e {3w con

tiene un subconjunto homeomorfo a {3w; en particular F tiene cardinalidad 
2' y peso c. 

(3) (POSPÍSIL [1937], TYCHONOFF [1930]) El espacio {3w se encaja en el cubo 
de Cantor '2. 

2.7. EJEMPLO. El espacio {3w es un espacio compacto, el cual no es secuencialmente 
compacto. En efecto, de 2.6 (2) se sigue que cualquier subconjunto infinito de (3w 
tiene 2' puntos de acumulación, luego entonces f3w no es secuencialmente compacto. 

2.8. Los cardinales s, P, t y ~. Existen cuatro cardinales asociados a w que 
jugarán un papel decisivo en este capítulo; el cardinal s, introducido por D. BOOTH 
en [1974], los cardinales p y t introducidos por F. ROTHBERGER en [1948], yel 
cardinal ~ introducido por B. BALCAR, J. PELANT Y P. SIMON en [1980]. Para 
poder definir estos cardinales necesitaremos de algunas definiciones previas. 

Definimos el pre-orden ~* sobre P(w) (y ocasionalmente sobre P(X), para X 
un conjunto numerable), como 

F ~* G si F \ G es finito. 

Diremos que A es una pseudo- intersección de la familia F, si A ~* F para cada 
F E F; notemos que cualquier conjunto es una pseudo-intersección de la familia 
vacía. Llamaremos a una familia T ~ [w]W una torre (decreciente) si Tes bien
ordenado por *::2 y no tiene pseudo-intersección infinita. Diremos que una familia 
F ~ [w]W tiene la propiedad fuerte de la intersección finita (que abreviaremos por 
pfiJ), si cada subfarnilia finita tiene intersección infinita. Finalmente, llamaremos 

lEn espacios TI, si x es un punto de acumulación de E, entonces para cada vecindad U de 
x , U n E es infinito. 
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a una familia S <:;:; [w]W una familia sepamdom, si -d A E [w]W V S E S [A C* 
S ó A <:;:; * w \ S] o, equivalentemente, si 

V A E [w]W 3 S E S [lA n SI = lA \ SI = w] . 
Con estas definiciones en mente, daremos a continuación las definiciones canóni

cas de los cardinales p, 5 Y 1. 

P = mín{IFI: F es una subfamilia de [w]W con la pjif, la cual no tiene 

pseudo-intersección infinita}, 

5 = m.ín{ISI: S es una familia separadora en [w]w}, 

t = m.ín{ITI: T es una torre sobre w}. 

Un interesante cardinal que fue descubierto en diferentes contextos es el cardinal 
~, llamado el número de distributividad (la razón de la letra '~' se da más adelante). 
Una familia V <:;:; [w]W es llamada una familia densa si para X E [w]W existe Y E V 
tal que Y <:;:;* X, Y 'D es llamada una familia abierta si para cada Y E V Y para 
cada X E [w]W, si X <:;:;* Y entonces X E V. El conjunto ordenado ([w]W, <:;:;*) es 
llamado K-distributivo si cada conjunto de cardinalidad menor que K de familias 
densas y abiertas en [w]W tiene intersección no vacía. El número de distributividad 
es definido por 

~ = mín{llIDl: lID es un conjunto de familias densas y abiertas en [w]W 

con n lID = 0}. 

B. BALCAR, J. PELANT Y P. SIMON demostraron en [1980] que t ~ ~ ~ b 
(para la definición de b, véase sección 2 del Capítulo 3), y ~ ~ 5 . La letra ~ proviene 
de la palabra en inglés 'height' (altura) del interesante resultado (probado por estos 
mismos autores) que en ZFC existe un árbol rr-base para w*, y además 

~ = mín{K: existe un árbolrr-base para w* de altura ('~eight') K} 

en donde, como es usual w* = {3w \ w. Un árbol rr - base T es una rr-base la cual 
también es un árbol cuando la consideramos como un conjunto parcialmente orde
nado bajo la contención inversa (i. e., para cada t E T el conjunto {s E T: t <:;:; s} 
es bien-ordenable por ';2'). La altura de un elemento t E T es el ordinalr¡ para el 
cual el conjunto {s E T: t <:;:; s y s -¡. t} tiene el tipo de orden de r¡, y la altum de 
un árbol T es el ordinal más pequeño r¡ para el cual ningún elemento de T tiene 
altura r¡. 

3. Compacidad secuencial en el producto topológico. Los cardinales 5, 

p, t Y ~. 

3.1. En esta sección nos ocuparemos en responder a la pregunta ¿cuándo el producto 
de espacios secuencialmente compactos es secuencialmente compacto? Y como se 
ha mencionado antes, esta pregunta nos conducirá a los cardinales pequeños no 
numerables. 

Un resultado inmediato con relación a esta pregunta, es el siguiente. 

3.2. TEOREMA. El producto de una cantidad contable de espacios secuencialmente 
compactos es secuencialmente compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea (Xn : n E w) una familia contable de espacios secuencialmente 
compactos, y sea (Zm: m E w), donde Zm = (x:: n E w) , una sucesión de puntos 
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en el producto TInEw X n· La sucesión (xCi: m E w) de puntos de Xo, tiene una 
o 

subsucesión convergente (X;;'k: k E w); sea Xo el límite en X o de esta subsucesión. 
o 

Similarmente, la sucesión (X';'k : k E w) de puntos de Xl tiene una subsucesión con-
1 

vergente (X';'k: k E w); sea Xl el límite de esta subsucesión en Xl. Inductivamente 

podemos definir para n = 2,3,... una subsucesión (x:~ : k E w) de la sucesión 
n-l 

(X:k : k E w), convergente a un punto xn E X n . Ahora bien, observemos que 
después de los primeros n - 1 términos de la sucesión (m~: k E w), ésta se con
vierte en una subsucesión de (mk: k E w), entonces si consideramos la subsucesión 
(zmk: k E w) de (zm: m E w) obtenemos que (7rn(zmk): k E w) converge a xn, para 

k k 

n E w, luego entonces (zm;: : n E w) converge a (xn : n E w) E TInEw Xn- O 

Por otro lado, desafortunadamente, a diferencia del teorema de A. TYCHONOFF 
de [1935], el producto arbitrario de espacios secuencialmente compactos no nece
sariamente es secuencialmente compacto, como lo muestra el siguiente ejemplo. 

3.3. EJEMPLO. El espacio <2 no es secuencialmente compacto. En efecto, de 2.6 (3) Y 
del hecho de que (3w es compacto y O-dimensional, se tiene que (3w es homeomorfo 
a un subespacio cerrado de <2. Ahora, como cualquier subespacio cerrado de un 
espacio secuencialmente compacto es secuencialmente compacto, se sigue que <2 no 
es secuencialmente compacto. 

Como el producto de e espacios TI con más de un punto, contiene una copia 
cerrada de <2, entonces obteriemos el siguiente resultado como consecuencia del 
Ejemplo 3.3. 

3.4. COROLARIO. El producto de una familia de espacios TI (que contengan mas 
de un punto) de cardinalidad al menos e, nunca es secuencialmente compacto. O 

Como consecuencia del Teorema 3.2 y del Ejemplo 3.3 se tiene, que si consi
deramos el cardinal 

sp = mín{lc la potencia "2 no es secuencialmente compacta} , 

entonces 
w < sp ~ c. 

Esto nos plantea que para poder responder a la pregunta hecha en 3.1 , será necesario 
involucrar algunos cardinales pequeños no numerables. 

3.5. ¿Es posible expresar al cardinal sp en términos combinatorios? Pues bien, esto 
fué contestado por D. BOOTH en [1974], en donde también da otras definiciones 
alternativas para sp. 

3.6. TEOREMA (BOOTH [1974]).2 S = sp = S e = Sne, donde 

5 e = mín{l\":: existe un espacio X compacto con w(X) = 1\": , el cual no es 

secuencialmente compacto} , 

5 ne = mínfl\":: existe un espacio X numemblemente compacto con w(X) = 1\":, 

el cual no es secuencialmente compacto}. 

DEMOSTRACIÓN . Claramente sp ~ 5 e ~ Sne . 

20e este teorema, es claro que podemos sustituir a l cardinal e por el cardinal s en e l corolario 
3.4. 
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Demostmción de 5 ne ~ 5. Sea X un espacio numerablemente compacto con 
w(X) < 5. Probemos que X es secuencialmente compacto. Para ello consideremos 
cualquier subconjunto numerable N de X. Sea 8 una base para X con 181 < 5, 

Y definamos 8' = {B E 8: lB n NI = w}. Entonces 18' r NI ~ 181 < 5, Y por 
consiguiente 8' r N no es una familia separadora en [N]w. Entonces existe A E [N]W 
tal que V BE 8' [A <;;;* BnN o A <;;;* N\B]. Por la compacidad numerable, A tiene 
un punto de acumulación x. Pues bien, A converge a x. En efecto, consideremos 
cualquier B E 8 con x E B. Entones, claramente B E 8' pero A cf,* N \ B, ya que 
lB n Al = w. Ahora, de la elección de A se sigue que A <;;;* B n N, i.e. B contiene 
a todos los puntos de A salvo una cantidad finita. 

Demostmción de s ~ 5 p • Consideremos cualquier familia separadora S. Pro
baremos que la potencia s2 no es secuencialmente compacta. Para ello definamos 
0": w ---> s2 por O"(n)s = 1 {:} n E S, donde S E S y n E w. Afirmamos que ran(O") 
es (necesariamente numerable) infinito, pero no tiene subconjuntos convergentes. 
Si no, existiría un 1 E [w]W tal que 

VSES 3kE2 [I{iEl:O"(i)s=k}l<w] 

(si Iran(O" r 1)1 = 1, podemos tener también que V S E S 3k E 2 Vi E 1 [O"(i)s = k]), 
i.e. V S E S [11 n SI < w ViI \ SI < w], lo cual contradice el hecho de que S es 
separadora. O 

Para el concepto de subsecuencialidad, tenemos un resultado análogo al ante-
rior. 

3.7. TEOREMA (BOOTH [1974], MALYHIN y SAPIROVSKli [1973]). P = Pp = Pe = 
Pne = P", donde 

Pp = mín {II:: la potencia K2 no es subsecuencial} , 

Pe = mín{/\:: existe un espacio X compacto con x(X) = /\:, el cual no es 

subsecuencial} , 

Pne = mín{/\:: existe un espacio X numemblemente compacto con x(X) = /\:, 
el cual no es subsecuencial}, 

P" = mín{/\:: existe un espacio X con x(X) = /\:, el cual no es subsecuencial}. 

DEMOSTRACIÓN. Claramente Pp ~ Pe ~ Pne ~ p". 
Demostmción de P" ~ p. Consideremos cualquier subconjunto numerable N 

del espacio X, y cualquier punto de acumulación x de N tal que X(x,X) < p. 
Sea 8 cualquier base de vecindades de x con 181 < p. Claramente 8 r N (véase 
1.1 del Capítulo 1) tiene la pfif, entonces existe A <;;; N infinito, el cual es una 
pseudo-intersección de B r N. Trivialmente A converge a x. 

Demostmción de P ~ pp. Dado que cada espacio O-dimensional X con w(X) ~ 
/\:, se encaja en K2, es suficiente con encontrar un espacio O-dimensional X con 
w(X) = p, el cual no sea subsecuencial: consideremos cualquier U <;;; [w]W con 
IUI = p, la cual tenga la pfif pero no tenga pseudo-intersección infinita. Podemos 
suponer que U es cerrada bajo intersecciones finitas, y que nU = 0. Ahora bien, 
consideremos X = w U {U} con la siguiente topología: los puntos de w son aislados, 
y las vecindades básicas de U tienen la forma {U} U U, con U E U. Ahora, es claro 
que X es el espacio deseado. O 

Por otro lado, con el propósito de mejorar el Teorema 3.2 notemos lo siguiente. 
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3.8. OBSERVACIÓN. Denotemos al conjunto {z7J: r¡ E w} por N (véase la de
mostración del Teorema 3.2). En la demostración del Teorema 3.2 se construyeron 
T7J E [NJw y x7J E X7J para cada r¡ E w, y T E [NJw, tales que3 

(1) Vr¡,~ E w [r¡ < ~ -+ Tf. ~ T7JJ. 
(2) V r¡ E w [T ~* T7JJ. 
(3) 'lr7J(T7J) = {x7J} ó 'lr7J(T7J) es infinito y convergente a x7J' 

Pues bien, con base en esto se dará a continuación una mejora al Teorema 3.2, 
la cual fue dada esencialmente por C. T . SCARBOROUGH Y A. H. STONE en [1966J. 

3.9. TEOREMA (SCARBOROUGH y STONE [1966]). 

(a) El producto de una cantidad menor que t de espacios secuencialmente 
compactos es secuencialmente compacto. 

(b) El producto de a lo más t espacios secuencialmente compactos es nume-
rablemente compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sean K, ~ t, X7J un espacio secuencialmente compacto para cada 
r¡ E K" n el producto I17JE K X 7J , y para cada r¡ E K, sea 'lr7J: n -+ X7J la proyección. Sea 
N cualquier subconjunto numerable de ll. Construyamos, por inducción transfinita 
sobre r¡ , un conjunto T7J E [NJw y un punto x7J E X7J para cada r¡ E K" Y T E [NJw 
si K, < t, tales que 

(1) V ~ E r¡ [T7J ~* Tf.J, y si K, < t, entonces V r¡ E K, [T ~* T7JJ. 
(2) 'lr7J(T7J) = {x7J} Ó 'lr7J(T7J) es infinito y convergente a x7J' 

Supongamos que las construcciones anunciadas ya fueron hechas para toda 
~ < r¡. Construimos ahora T7J y x7J con las propiedades deseadas. Hay que considerar 
tres casos. 

Caso 1. r¡ = O. Tomamos cualquier To E [NJw para el cual'lro(To) es convergente 
a xo, para algún X o E X o. 

Caso 2. r¡ es un ordinal sucesor, digamos r¡ = ~ + 1. Si nos fijamos en 'lr7J(Tf.) , 
entonces existe T7J ~ Tf. infinito Y x7J E X7J tal que 

'lr7J(T7J) = {x7J} ó 'lr7J(T7J) es infinito y convergente a x7J . 

Por otro lado, notemos que si 'Y < ~ entonces T7J \ T'Y ~ Tf. \ T'Y' el cual es finito. 
Caso 3. r¡ es un ordinal límite. Notemos que para este caso ya se ha construido 

una familia Tr, = (Tf.: ~ E r¡) ~ [NJw bien-ordenada por *2. Ahora, como r¡ < t, 
entonces existe T; E [NJw tal que V ~ E r¡ [T; ~* Tf.l. Ahora bien, si nos fijamos en 
'lr7J(T;), entonces existe T7J ~ T; infinito Y x7J E X7J tales que 

'lr7J(T7J) = {x7J} ó 'lr7J(T7J) es infinito y convergente a x7J ' 

Finalmente, es claro que V ~ E r¡ [T7J ~* Tf. J, Y que si K, < t, entonces existe 
TE [NJw tal que Vr¡ E K, [T ~* T7JJ . 

Por otro lado, consideremos cualquier conjunto abierto básico B en TI que 
contenga al punto X = (x7J: r¡ E K,), i.e. Bes un conjunto de la forma n7JEF 'lr;¡-l(B7J), 
con F E [wJ <w \ {0} y B7J abierto que contenga a x7J para r¡ E F. Por (2) , para 
cada r¡ E F, todos salvo una cantidad finita de puntos de T7J pertenecen a 'lr;¡-I(B7J)' 
Ahora, se sigue de (1) que B contiene a todos los puntos de Tmáx(F) salvo una 
cantidad finita (por lo que lB n NI = w) , y por lo tanto B contiene a todos los de 
T salvo una cantidad finita, si K, < t. Esto prueba tanto (a) como (b) . O 

3Aquí T'I = {zk'/ : ~ E w} y T = {zk~ : 11 E w}. 
E ~ 
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3.10. Por el Teorema 3.6, nunca el producto de 5 espacios no degenerados es se
cuencialmente compacto, de aqui que t ~ ~.c ~ 5, donde 

~.c = uún { K,: algún producto de K, espacios secuencialmente compactos no es 

secuencialmente compacto}. 

Una pregunta inmediata es, ¿puede ~.c expresarse como un cardinal definido 
combinatoriamente? Pues bien, esto fue contestado por R. FRIe y P. VOJTÁS 
en [1985] donde demuestran que ~8C = ~ .4 Antes de proceder a demostrar esta 
igualdad, analicemos con más detalle el cardinal ~, dando primero una alternativa 
a la manera en que se ha definido el cardinal ~. 

3.11. Una familia de conjuntos infinitos es llamada casi ajena (AD por sus siglas en 
inglés), si cada par de elementos de la familia tiene intersección finita. Una familia 
casi ajena maximal (MAD por sus siglas en inglés) es una familia casi ajena de 
subconjuntos de w, maximal con respecto a la inclusión. 

3.12. OBSERVACIÓN. Notemos que en la definición de familia MAD se requiere que 
la familia sea infinitaj ya que en ausencia de este requerimiento, cualquier partición 
de w en una cantidad finita de conjuntos infinitos podría considerarse como una 
familia MAD. Notemos también que, si A es una familia MAD y X es cualquier 
subconjunto infinito de w, entonces X n A es infinito para al menos una A E A. 

3.13. PROPOSICIÓN. Si A es una familia MAD, entonces A l= {X E [w]w: 3A E 
A [X ~* Al} es una familia densa y abierta. Y cada familia densa y abierta contiene 
una familia de esta forma . 

DEMOSTRACIÓN. La primera afirmación se prueba fácilmente checando las defini
ciones. Para la segunda afirmación, sea V una familia densa y abierta, y sea Ao 
una subfamilia infinita casi ajena de V j por ejemplo, tomemos una X E V y una 
partición de esta en una cantidad infinita de piezas infinitas. Por el Lema de Zorn, 
sea A ~ Ao una familia casi ajena contenida en V y maximal entre tales familias. 
Afirmamos que A es maximal entre todas las familias casi ajenas, no asegurando 
que A esté contenida en V. Una vez estableciendo esta afirmación, tendríamos que 
A es MAD y que A 1 ~ V como se requiere. 

Para establecer la maximalidad, consideremos cualquier X E [w]w. Como V 
es densa, V contiene un (casi) subconjunto Y de X . Como A es maximal entre 
todas las subfamilias casi ajenas de V, V debe contener un conjunto A que tenga 
intersección infinita con Y y por consiguiente también intersección infinita con X. 
O 

3.14. COROLARIO. ~ es el mínimo número de familias MAD tales que, para ca
da X E [w]W, una de estas familias contiene al menos dos conjuntos que tienen 
intersección infinita con X . 

DEMOSTRACIÓN. X tiene intersección infinita con al menos dos conjuntos de una 
familia MAD A si y sólo si X 1:. A l. Con esta observación, el corolario se sigue 
inmediatamente de la Proposición 3.13 y de la definición de ~ . O 

Teniendo en mente este último corolario, probemos el siguiente teorema. 

3.15. TEOREMA. ~ = ~sc . 

4Esta igualdad también fue obtenida independientemente por P. Nyicos, J . Pelant y P. Simon 
(no publicado). 
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DEMOSTRACIÓN.5 Demostración de ~ ~ ~.c. Supongamos que K, < ~. Sea X." un 
espacio secuencialmente compacto para cada r¡ E K, Y TI su producto topológico. 
Para cada r¡ E K, sea 7r.,,: TI -t X." la proyección. Sea N cualquier subconjunto 
numerable de TI. Para cada r¡ E K, sea V." = {T E [N]w: 7r.,,(T) converge en X.,,}. Es 
fácil ver que cada V." forma una familia densa y abierta en [N]w. Ahora bien, como 
K, < ~, entonces existe T E n."EK V.". Así, si x,., representa el punto en X,., al que 
converge 7r,.,(T), entonces, T converge al punto x = (x.,,: r¡ E K,). 

Demostración de ~ ~ ~.c. Para esta desigualdad, los \If-espacios introducidos 
por S. Mrówka y J. Isbell, juegan un papel importante. 

3.16. Sea A una familia AD. Definimos un espacio \If(A) como sigue: el conjunto 
base es w U A, los elementos de w son aislados y las vecindades básicas de A E A 
son de la forma {A} U (A \ F), con F finito. 

Se sigue inmediatamente de la definición que \If(A) no es compacto ni se
cuencialmente compacto. Sin embargo, es fácil ver que w\lf(A) , la compactación 
de Alexandroff de w(A), si es secuencialmente compacta. 

Sea A un conjunto conformado por familias MAD tales que, para cada X E [w]W, 
una de estas familias contiene al menos dos conjuntos que tienen intersección infinita 
con X. Sea TI el producto TIAEAWW(A). Si probamos que TI no es secuencialmente 
compacto, entonces por el Corolario 3.14 tendríamos que ~ ~ ~sc. 

Para probar que TI no es secuencialmente compacto, consideremos el conjunto 
~w = {x E TI: existe n E w tal que x(A) = n para toda A E A}. Afirmamos que en 
~w ningún subconjunto infinito es convergente. En efecto, si X E [w]W , entonces por 
la elección de A, existe Ax E A tal que en Ax existen conjuntos A y A' que tienen 
intersección infinita con X. Así, si denotamos por OOA al punto que agregamos a 
\If(A) para formar a w\lf(A), entonces los puntos XA Y XA' en TI, definidos por 

xA(A) = ' y xA,(A) = ' {
A si A = Ax; {Al si A = Ax ; 
OOA , en otro caso. OOA, en otro caso. 

serán puntos de acumulación de ~x. Por lo que ~x no es convergente. O 

4. Otras relaciones entre cardinales pequeños no numerables y los 
conceptos de compacidad 

Los Teoremas 3.6 y 3.7 nos dan la mejor cota inferior sobre el peso (ó el carácter) 
de espacios (numerablemente) compactos, los cuales no son secuencialmete com
pactos. Ahora, toca el turno a la cardinalidad. 

4.1. TEOREMA (MALYHIN Y SAPIRovSKIÍ [1973] para 2P). Si X es un espacio 
compacto el cual no es secuencialmente compacto, entonces IXI ~ 21

• 

DEMOSTRACIÓN . Para A ~ X, sea A' el conjunto de puntos de acumulación de A. 
Notemos que 

\:j A , BE P(X) [A ~* B entonces A' ~ B' ]. (5) 

Sea N un subconjunto numerable de X, el cual no tiene subconjuntos infinitos 
que converjan, o equivalentemente, que satisfaga 

(6) 

5La demostración que aquí presentamos, tal véz sea muy parecida a la obtenida por P. Nyicos, 
J. Pelant y P. Simon. 
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Usando (5) Y (6) probaremos que para cada 11 E t, existe TI E [NJw para toda 
1 E 112, tal que 

v 1 E 112 V~ E 11 [TI ~* T!f~J, Y 

V 1, g E 112 [1 i g => Tí n T~ = 0J. 

(7) 

(8) 

Construyamos, por inducción transfinita sobre 11, todos los TI E [NJw para 
1 E 112 simultáneamente. 

Caso 1. 11 = O. Entonces 02 = {0}j sea T0 = N. 
Ahora, sea O < 11 < t, Y supongamos que TI es conocido para 1 E ~ 2, si ~ E 11. 
Caso 2. 11 es un ordinal límite. Para 1 E 112, elegimos una pseudo-intersección 

infinita TI de (T!f~: ~ E 11)· 
Caso 3. 11 es un ordinal sucesor, digamos 11 = ~+ 1. Por (6), existen subconjuntos 

infinitos TI,o y TI,l de TI para 1 E ~2, tales que Tí,onTí,l = 0. Entonces definimos 
TI = TnU(€) para 1 E 112. 

Ahora, para verificar (8), consideremos 1, g E 112 distintos. Definimos "1 = 
min{~ E 11: I(~) i g(~)}. Si 11 = "1 + 1, entonces bajo la construcción del Caso 
2, se tiene que Tí nT~ = 0, y si 11 > "1 + 1, entonces notemos que de (5) se sigue que 
Tí ~ n~El1 Tír~' Así, si existiera t E Tí nT~, entonces tendríamos en particular que 
t E Tír"l+l n T~r"l+l' lo cual contradeciría la hipótesis de inducción. Por lo tanto, 
Tí nT~ = 0. 

Ahora bien, dado que X es compacto, y dado que para cada T ~ X infinito, 
T' es un subconjunto cerrado no vacío de X, entoces por (5) y (7), podemos definir 
S: 12 ...... P(X) \ {0} como SU) = n l1E I Tírl1' Ahora, de (7) y (8) se sigue que 
V I ,g E 12 [1 i g => S(!) n S(g) = 0J. Por lo que IXI ~ 12. O 

4.2. OBSERVACIÓN. Haciendo una pequeña modificación a la construcción hecha 
en la demostración anterior, podemos probar que si w ~ K < t, entonces para cada 
11 E K + 1 existe TI E [wJw para toda 1 E 112, tal que 

V 1 E 112 V ~ E 11 [TI ~* Tn~J, y 

V I,g E 112 [1 i g => ITI nTgl < wJ . 
(9) 

(10) 

Ahora, para el caso 11 = K en (10) tenemos que 2K ~ I[wJwl = e. Pero claramente 
2110 ~ e, de donde 2K = e, i.e. si w ~ K < t, entonces 2110 = e. 

Por otro lado, es consistente con ZFC que 21 > e. En este sentido, tenemos el 
siguiente resultado dado por M. ISMAIL y P. NVIKOS en [1980J para 2W

¡ > e o 
AM, en lugar de 21 > e. 

4 .3. COROLARIO (21 > e). Las siguientes condiciones sobre un espacio compacto 
X, son equivalentes: 

(a) Cada subespacio numemblemente compacto es cermdo. 
(b) X es secuencial, i.e. pam cada A ~ X, si A no es cerrado, entonces algún 

subconjunto numemble de A converye a un punto de X \ A. 

DEMOSTRACIÓN. (b) => (a). Si A ~ X no es cerrado, entonces algún subconjunto 
numerable de A converge a un punto de X \ A, por lo que A no puede ser un 
subespacio numerablemente compacto de X. 

(a) => (b). Supongamos que A ~ X no es cerrado. Entonces A no es numera
blemente compacto, por lo que contiene un conjunto numerable N sin puntos de 
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acumulación en A. Así, N es un conjunto cerrado y discreto en A. Ahora, necesaria
mente, algún subconjunto infinito de N debe converger a un punto de X \ A. Si este 
no es el caso, entonces el subespacio compacto N de X no sería secuencialmente 
compacto, de donde INI > e, ya que estamos suponiendo que 21 > e. Sin embargo, 
INI ~ e (con lo cual obtendríamos una contradicción). Para poder verificar esto 
necesitaremos de la siguiente afirmación. 

4.4. AFIRMACIÓN. Si Z es numerablemente compacto, entonces para cada S ~ Z, 
existe un conjunto numerablemente compacto T con S ~ T Y ITI ~ ISlw. 

DEMOSTRACIÓN. Si ISI < w, se sigue trivialmente la Afirmación. Así, supongamos 
que ISI ;;:: w. Escogemos un punto de acumulación c(N) de N para cada N E [Z]w. 
Después, con recursión definimos Sr¡ para 17 E w1 como sigue: So = S, y 

Sr¡ = U Sf. U {c(N): N E [U Sd w}' si O < 17 < W1 · 

f.Er¡ 

Finalmente, sea T = Ur¡EWI Sr¡. Para verificar que T es un conjunto nume
rablemente compacto, nótese que para cualquier N E [T]W existe 17 E W1 tal que 
N E [UeEr¡ Se]w. Por último, notemos que I Sr¡ I ~ ISlw para cada 17 E W¡, de donde 
ITI ~ W1 ·ISlw = ISlw. O 

Ahora bien, de esta última Afirmación se tiene que existe un conjunto numerable
mente compacto Y (y por lo tanto cerrado), tal que N ~ Y (N ~ Y) y IYI ~ INlw = 
c. Así N ~ e. O 

4.5. PREGUNTA. ¿Se puede mejorar el Teorema 4.1? i.e. ¿existe un espacio com
pacto de cardinalidad 21, el cual no sea secuencialmente compacto? Notemos que 
por el Teorema 3.6 existe un espacio compacto de cardinalidad 25

, el cual no es 
secuencialmente compacto. Sin embargo, es consistente con ZFC que 25 > 21• 

4.6. PREGUNTA. En [1980] M. ISMAIL y P. NYIKOS, hacen la siguiente pregunta, 
¿es posible demostrar el Corolario 4.3 en ZFC? 

Existe una clase especial de espacios compactos para la cual el problema de 
Nyikos 4.6, tiene una solución en el sentido positivo. Decimos que un espacio X 
es x-disperso, si cada subconjunto cerrado F ~ X tiene un punto de carácter 
numerable (en F). El siguiente teorema, se le puede atribuir a D. V. RanCin y M. 
G. Tkacenko (véase, las demostraciones del Teorema 2 en D. V. RANCIN [1977] y 
Teorema 3.2 en M . G. TKACENKO [1984]). 

4.7. TEOREMA (RANCIN [1977] Y TKACENKO [1984]). Sea X un espacio compacto, 
tal que todos sus subespacios numerablemente compactos son cerrados. Si X es x
disperso, entonces X es secuencial. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que A <:;;: X no es cerrado. Entonces A no es nume
rablemente compacto, por lo que contiene un conjunto cerrado discreto numerable 
N. Como X es x-disperso, existe un punto x E N con X(x, N) = w, y por lo tanto 
existe TE [N]W convergente a x E N \ N e A \ A e X \ A. O 

Por otro lado, para espacios numerablemente compactos, tenemos una versión 
exacta del Teorema 4.l. 

4.8. TEOREMA. e = mín{ IXI: X es numerable mente compacto pero no es 
secuencialmente compacto} . 
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DEMOSTRACIÓN. Demostración de '~'. Hacemos los primeros pasos contables del 
Teorema 4.1. 

Demostración de ';;:: '. Usamos la Afirmación 4.4, y el hecho de que existe un 
espacio compacto el cual no es secuencialmente compacto, e.g. 52. O 



CAPíTULO 3 

Cálculo de algunos invariantes cardinales en 
espacios métricos separables 

1. Introducción 

Para un conjunto X, K(X) denotará la familia de todos los subconjuntos com
pactos de X. En este capítulo consideraremos tres invariantes cardinales sobre X 
asociados con K(X), los cuales nos dicen qué tan lejos está X de ser compacto. 
Calcularemos estos invariantes cardinales para ]p, los números irracionales, y Q, los 
números racionales, y deduciremos valores para estos invariantes cardinales para 
otros espacios métricos separables. También estableceremos las relaciones que hay 
entre los conceptos de real-compacidad y w-compacidad. 

2. Definiciones y propiedades básicas: El número de hemicompacidad 
cof(K:(X)), el número de cubierta compacta kc(X), y el 

k-determinador k(X). 

Nuestro primer invariante cardinal es cof(K(X» (véase 1.1 del Capítulo 1), 
donde K(X) es un conjunto parcialmente ordenado bajo la contención. El segundo 
invariante es 

kc(X) = mín{l,q : C S;; K(X) y Uc = X}, 

que llamaremos el número de cubierta compacta de X. Para definir nuestro ter
cer invariante necesitaremos una terminología adicional. Si D es la colección de 
subconjuntos cerrados de un espacio X, decimos que D determina a X si V F S;; 
X [F es cerrado {:} V D E D [F n D es cerrado en D]] . Un espacio X es llamado 
k-espacio si K(X) determina a X. Los espacios primero numerables, en particular 
los espacios métricos, son k-espacios (véase por ejemplo el Teorema 3.3.20 en R. 
ENGELKING [1989]). Para un espacio X definimos el k-determinador de X como 

k(X) = mín{ICI : C S;; K:(X) determina a X y Uc = X}. 

Por convención mín(0) = 00, el cual es más grande que cualquier cardinal. 
(Requerimos que U C = X en la definición de k(X) ya que de lo contrario k(X) = O 
para espacios discretos.) 

Existen dos cardinales asociados con w que juegan un papel decisivo en el cálculo 
de invariantes cardinales; los cardinales b y il , introducidos por F. ROTHBERGER 
en [1939BJ y M. KATEToven [1960AJ respectivamente. Para poder definir estos 
cardinales necesitaremos de algunas definiciones previas. 

Definimos el pre-orden :::;* sobre W w como 

f :::;* 9 si f(n) :::; g(n) para toda n E w salvo una cantidad finita. 

Nótese que (Ww , :::;*) no tiene elementos maximales. Diremos que un subconjun
to de Ww es no acotado si este no es acotado en (Ww , :::;*). Los subconjuntos de Ww 

21 
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que son cofinales en (Ww , ~*) son llamados dominantes, y los que son dominantes 
y bien ordenados por ~ * son llamados escalonados. 

Con estas definiciones en mente, daremos a continuación las definiciones canónicas 
de los cardinales b y D. 

b = mín{IBI: B es un subconjunto no acotado ('non bornée' ) de W w}, 

D = mín{IDI: D es un subconjunto Dominante de W w }. 

El cardinal b es llamado el número de (no)acotación. La letra b proviene de la 
palabra en francés 'non bornée' (no acotado). El cardinal (l es llamado el número 
de Dominación. 

Frecuentemente la información conjuntista de estos cardinales es muy usada en 
topología. Por lo que entonces en lo que resta de esta sección nos dedicaremos a 
dar información conjuntista de los cardinales b y (l. 

2.1. Para nuestro siguiente resultado necesitaremos de una terminología adicional. 
Si F y g son familias de conjuntos numerables, escribiremos F l.g si V F E F V G E 
g [lF n GI < w]' y diremos que F y g se pueden separar si existe un conjunto S 
para el cual V F E F [F ~* SJ y V G E g [lG n SI < wJ; nótese que si S separa a 
F y g, entonces (U(F U g)) \ S separa a g y F, de aquí que 'se pueden separar' 
es una relación simétrica. Escribirémos F l.g si {F}l.g. Finalmente, si B ~ W w e 
1 E [wJw, diremos que B es no acotado en 1 si 

V fE Ww 3g E B [I{n E 1: f(n) < g(n)}1 = w]' 

i.e. si {J r 1: fE B} es no acotado en (Iw , ~ *) . 

2.2. TEOREMA (ROTHBERGER [1939B], [1941J Y [1948], HECHLER [1970], BURKE 

y VAN DOUWEN [1977]). Sea V la colección formada por las líneas verticales de 
w x w , i.e. V = {{k} x w: k E w}. Entonces b = bi para i E {I, . .. , 7}, donde 

b 1 = IlÚn { lB 1: B es un subconjunto no acotado de W w formado por funciones 

estrictamente crecientes, el cual es bien-ordenado por <* } , 

b2 = mín{IBI: B ~ ww , y B es no acotado sobre cada subconjunto infinito 

de w}, 

b3 = mín{lBI: B ~ [w x wJw es bien-ordenado por C*, B1. V, Y V X E [w x wJw 

[X.lV => 3B E B [IX n BI = w]]} , 
b4: es como b3 pero sin el "bien-ordenado por C*", 

b5 = min{ IBI: B ~ [w]W , 3C ~ [wt [lCI = w , B n C = 0, Bu C es casi ajena, y 

y VV E [C]w [B y V no se pueden separarJ]} , 

b6 = mín{ IBI: B ~ [wJw , y3C ~ [wJw [lCj = w , B.lC, B y C son bien-ordena

dos por ~*, y B y C no se pueden separarJ} , 

b7: es como b6 pero sin el "B y C son bien-ordenados por ~*". 

DEMOSTRACIÓN. Las desigualdades b2 ~ b, b3 ~ b4, Y b6 ~ b7 son obvias, entonces 

es suficiente con probar que b ~ bl ~ b2 , bl ~ b3 ~ b6 , Y b4 ~ b7 ~ b. 
Para f E W w definimos L f como { (k , n) E w x w: n :::; f (k)}, y notemos que 

V f , g E W w [f <* g {::} Lf C * L g ]. (11) 
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También, para X E [w x w]W definimos Kx = {k E w: X n {k} x w -# 0}, y si X-LV 
definimos fx E W w como fx(k) = máx{n E w: n = O o (k, n) E X}, Y nótese que 

X ~ L/x n Kx x w. (12) 

Demostroción de b ~ b1 . Sea F = {J~: ~ E b} un conjunto no acotado de 
W w. Dado que el conjunto S de funciones estrictamente crecientes es un conjunto 
dominante, podemos elegir por recursión b'1 E S para r¡ E b, tal que V f E {b~: ~ E 
r¡} U {J'1} [f <* b'1]. Entonces B = {b'1: r¡ E b} demuestra que b ~ b1 · 

Demostración de bl ~ b2. Es suficiente con probar la siguiente afirmación. 

2.3. AFIRMACIÓN. Si B ~ W w es un conjunto no acotado formado por funciones 
no decrecientes, entonces B no es acotado en ningún subconjunto infinito de w. 

DEMOSTRACIÓN. En efecto, consideremos cualquier f E W w e 1 E [w]w. Podemos 
definir 1 E W w como 

1(k) = máx{J(n): n ~ uún{i El: i ~ k}}. 

Ahora, existe 9 E B tal que 9 ~* 1, i.e. J = {j E w: 1(j) < g(j)} es infinito. 

Para cada j E J, si i = uún{k E 1: k ~ j}, entonces g(i) ~ g(j) > 1(j) ~ f(i), ya 
que 9 es no decreciente, de donde {i El: f( i) < g( i)} es infinito. O 

Demostroción de b1 ~ b3. Sea B como en la definición de b1 , y pongamos 
B = {L/: f E B}. De (11) se sigue que B es bien ordenado por e *, y clar~ente 
B-LV. Consideremos cualquier X E [w x w]W con X-LV. Claramente Kx es infinito. 
Entonces, por la Afirmación 2.3 existe 9 E B tal que J = {k E K x: f x (k) ~ g( k)} 
es infinito. Entonces fx r J es un subconjunto infinito tanto de X como de Lg. 

Demostroción de b1 ~ b5. Definimos b~ como b5, pero con '[wxw]W' en lugar de 
'[w]W'. Entonces b~ = b5, por lo que es suficiente con probar b1 ~ b~. Sea B como 
en la definición de bl, y pongamos B = B Y C = V. Obviamente ICI = w, BnC = 0, 
y Bu C es casi ajena. (Aquí es donde usaremos el hecho de que B es bien-ordenado 
por < * .) Consideremos cualquier conjunto S tal que ve E C [e ~ * S] y cualquier 
V E [V]w. Sea D = {k E w: {k} x w E V}. Claramente, existe f E Ww tal que 
Vk,n E w [n ~ f(k) => (k,n) E S], e.g. definamos f como f(k) = máx{n E w: n = 
O ó (n ~ 1 y (k, n - 1) <t S)}, para k E w. Por la Afirmación 2.3 existe 9 E B tal 
que 1 = {k E D: g(k) ~ f(k)} es infinito. Claramente, 9 r 1 ~ S, de donde S n B 
es infinito. Por lo tanto B y V no se pueden separar. 

Demostroción de b3 ~ b6. Ésta es semejante a la demostración de b1 ~ b5, pero 
con C = {k x w: 1 ~ k E w}. (Recordemos que k = {O, ... , k - 1} si 1 ~ k E w.) 

Demostración de b4 ~ b7. Ésta es semejante a la demostración de b3 ~ b6. 
Demostración de b5 ~ b7. Si B y C son como en la definición de b5 , entonces 

RiC. 
Demostración de b7 ~ b. Definimos b¡ como b7, pero con '[w x w]W' en lugar 

de '[w]W'. Pongamos A = {UF: FE [C]<w \ {0}}. Ahora bien, ningún miembro de 
A separa a C y B, entonces existe a: w ---t A tal que 

V k E w [a(k) e a(k + 1) y la(k + 1) \ a(k)1 = w], 

y 

ve E C 3k E w [e ~ a(k)]. 
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Entonces es claro que el ran(a) 1..8, y que el ran(a) y 8 no se pueden separar, 
por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad, que e = ran(a). También 
podemos suponer sin pérdida de generalidad que a(k) = (k + 1) x w, para k E w. 
Bajo estas suposiciones, V 1..8 Y V Y 8 no se pueden separar. Entonces fx está bien 
definida para toda X E 8; luego entonces podemos definir B = {Ix: X E 8}. Si 
hacemos 8' = {Lf: fE B} obtenemos trivialmente que 8' 1.. V, y por (12) se obtiene 
que 8' y e no se pueden separar. 

Probemos ahora que B es no acotado: consideremos cualquier fE W w. Entonces 
L f 1.. V. Dado que 8' y V no se pueden separar, debe existir una 9 E B tal que 
Lg ct* Lf· ASÍ, por (11), se tiene que 9 1;.* f· O 

2.4. COROLARIO DE LA DEMOSTRACIÓN (de b ~ b¡). b = () si y sólo si W w tiene 
una escala. O 

En el siguiente teorema, diremos que D ~ Ww es cofinal sobre A ~ [w]W si 

V fE W w 3g E D 3A E A [f ~ 9 sobre A, i.e. Va E A [f(a) ~ g(a)]]. 

2.5. TEOREMA (KATETOV [1960A] y ROITMAN). () = ()l = ()2, donde 

()l = mín{IDI: D es cofinal en (Ww,~) }; 

()2 = mín{IDI + IAI: D ~ ww, A ~ [w]W y D es cofinal sobre A} . 

DEMOSTRACIÓN. La desigualdad () ~ ()l es inmediata, y la desigualdad ()2 ~ () se 
sigue del hecho de que D ~ W w es dominante si y sólo si es cofinal sobre {A ~ 
w: w \ A es finito}. (En este contexto notemos que D es cofinal en (W w, ~) si y sólo 
si D es cofinal sobre {w}.) 

Demostrnción de ()l ~ ()2. Sea D ~ Ww cofinal sobre A ~ [w]W, con IDI + IAI = 
()2. Para d E D Y A E A definimos dA E W w como: dA(k) = d(mín{a E A: k ~ a}), 
para k E w. Claramente el conjunto {dA: d E D, A EA} tiene cardinalidad a lo 
más ()2. Probemos que este conjunto es cofinal en (Ww, ~): consideremos cualquier 
fE w w , y para esta función sea 9 una función no decreciente con f ~ g. Por otro 
lado existe d E D Y A E A tal que 9 ~ d sobre A . Entonces f ~ dA; en efecto, si 
k E w y n = mÍn {a E A: k ~ a}, entonces, dado que 9 es no decreciente, se obtiene 
que dA(k) = d(n) ~ g(n) ~ g(k) ~ f(k). D 

3. Cálculo de cof(K(X)), kc(X) y k(X) en espacios métricos separables 

Antes de empezar nuestros cálculos notemos lo siguiente. 

3.1. AFIRMACIÓN. 

(a) X no es compacto {::} kc(X) ~ w {::} k(X) ~ w {::} cof(K(X)) ~ w. 
(b) Si X es un k-espacio, entonces kc(X) ~ k(X) ~ cof(K(X)). 
(c) Si X es cerrado en Y, entonces kc(X) ~ kc(Y), k(X) ~ k(Y) Y cof(K(X)) ~ 

cof(K(Y)) . 
(d) Si k(X) = w, entonces kc(X) = cof(K(X)) = w. 

DEMOSTRACIÓN. Los incisos (a), (b) y (c) se siguen fácilmente. Para probar (d), 
consideremos cualquier familia numerable L ~ K(X) que determine a X y U L = X. 
Es claro que la subcolección numerable e = {UF: F ~ [L] <W} de K(X) es cofinal 
en K(X). Consideremos cualquier K ~ X tal que V C E e [K ct C]. Dado que X ti. e 
(ya que de lo contrario k(X) = 1 ó O) podemos encontrar un conjunto numerable 
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f ~ K tal que V LEC [lf n LI < w]. Este f es un subconjunto cerrado discreto 
infinito de X ya que C determina a X. De esto se sigue que K no es compacto. O 

Hagamos ahora nuestros cálculos. 

3.2. TEOREMA (KATETOV [1960AJ). kc(lP) = k(lP) = cof(K(lP» = i) .. 

DEMOSTRACIÓN. Por la Afirmación 3.1 (b) es suficiente con probar que i) ~ kc(lP) 
y cof(K(lP» ~ i). Recordemos que lP lo podemos identificar con la potencia ww , y 
que i) = i)1 = cof( (Ww,~}). 

Para K E K(lP) \ {0} podemos definir fK E W w como fK(n) = máx{7rn (K): n E 
w}, ya que para cada n E w la proyección 7r n (K) de K en el n-ésimo factor es 
compacto, luego entonces es finito. Ahora, nótese que 

V K E K(lP) [K ~ I1 [O'/K(n)]]. (13) 
nEw 

Demostración de i)1 ~ kc(lP). Consideremos C ~ K(lP) con U C = lP. Entonces 
{h: LEC} es cofinal en (Ww , ~); en efecto, consideremos cualquier f E ww, 
entonces existe LEC con fE L, y por (13) se tiene que f ~ h. 

Demostración de cof(K(lP» ~ i) . De (13), es claro que si Des cofinal en (Ww , ~), 
entonces {OnEwlO, dn ]: dE D} es cofinal en K(lP). . O 

Introduciremos ahora un espacio auxiliar L. El espacio lL estará formado por el 
conjunto w xwU{ oo}, donde 00 ti. w xw, con la topología para la cual: los puntos de 
w x w son aislados, y las vecindades básicas de 00 son de la forma {(x)} U (w \ k) x w, 
donde k E w. El Lema 3.4 nos mostrará la utilidad que tiene este espacio. Para ver 
esto necesitaremos de una definición previa. 

3.3. Un espacio X es llamado localmente numerablemente compacto si para cada 
x E X existe una vecindad U de x tal que U es numerablemente compacto. 

3.4. LEMA. Para un espacio X primero numerable, X no es localmente numerable
mente compacto si y sólo si X tiene un subespacio cerrado homeomorfo a lL. 

DEMOSTRACIÓN. Si X no es localmente numerablemente compacto, entonces existe 
un punto 00 E X tal que para cada vecindad U de 00, U no es numerablemente 
compacto, i.e. existe N u E [U r cerrado y discreto en U, y por ser U un conjunto 
cerrado en X, se tiene también que N u es cerrado y discreto en X. 

Por otro lado, como X es un espacio regular primero numerable, existe una base 
(Fn : n E w) de 00, formada por vecindades cerradas. Ahora, podemos suponer, sin 
pérdida de generalidad, que Fn+1 e Fn, para n E w. Para Fo, existe No E [Fo]W 
cerrado y discreto en X, para el cual podemos suponer que 00 ti. No. Entonces existe 
Fn , tal que Fn n No = 0. Ahora bien, para Fn , existe NI E [Fn ]W cerrado y 

I I 1 I 

discreto en X, para el cual también podemos suponer que 00 ti. NI. Continuando con 
este proceso, podemos construir una familia ajena N = {Nk: k E w} de conjuntos 
cerrados y discretos en X, y un sistema de vecindades (Fn : k E w) de 00 (el cual, 

k 

también forma una base para 00), tales que 

(UN) nFn
k 

= U Nm , para k E w . 
mEw\k 

Por construcción, el conjunto {(x)} U (UN) es un subespacio cerrado de X , el 
cual es homeomorfo a L. 
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Por último, si X tiene un subespacio cerrado homeomorfo a L, entonces, para 
cada vecindad U de 00 en X existe una vecindad V de 00 en X, tal que 

V s,;; U, yVnL={oo}U(w\k)xw, paraalgunakEw. 

Ahora, notemos que {k} x w s,;; U, el cual es un conjunto cerrado y discreto en U, 
luego entonces U no es numerablemente compacto. O 

Calculemos ahora nuestros invariantes cardinales para el espacio L. 

3.5. LEMA. k(L) = b, cof(K(L)) = D, Y (trivialmente) kc(L) = w. 

DEMOSTRACIÓN. Definimos 

A = {A E [w x w]w: V k E w [lA n {k} x wl < w]}. 

Notemos que 

V K s,;; L [K es compacto {:} IKI < w ó (00 E K Y K \ {oo} E A)]. (14) 

Demostración de k(L) = b. Es fácil ver que 

V F s,;; L [F no es cerrado {:} 00 ti: F Y :3A E A [A s,;; F]]. (15) 

De (14) y (15) se observa que 

k(L) = mín{lSI: S s,;; A, y V A E A :3 B E S [lA n BI = w]}. 

El lado derecho de la igualdad es b4, el cual es igual a b por el Teorema 2.2. 
Demostración de cof(K(L)) = (l. Para f E W w definimos L¡ como L¡ 

{(k,n) E w x w: n ~ f(k)}. De (14) se sigue que {L¡ U {oo}: f E W w} es cofi
nal en K(X). Ahora bien, es claro que 

cof( ( { L ¡ U {oo}: f E W w }, s,;;)) = cof( ( { L ¡: f E W w } , s,;;)) = cof( (W w, ~) ) . 

El lado derecho de la igualdad es (lI, el cual es igual a (l por el Teorema 2.5. 
La siguiente proposición es una simple consecuencia de 3.1 (c), 3.4 y 3.5. 

3.6. PROPOSICIÓN (ARENS [1946] y KATETOV [1960A]). Sea X un espacio métri
co. (Más en general, sea X primero numerable e isocompacto, i.e. los subconjuntos 
cerrados numerablemente compactos, son compactos.) Entonces k(X) ~ w si y sólo 
si cof(K(X)) ~ w, si y sólo si X es a-compacto y localmente compacto. O 

Pasemos ahora a calcular nuestros invariantes cardinales para el espacio de los 
números racionales Q. 

3.7. TEOREMA. k(Q) = b. 

DEMOSTRACIÓN. De 3.1 (c), 3.4 y 3.5 se sigue que k(Q) ~ b. Probemos que k(Q) ~ 
b haciendo una pequeña modificación a la demostración de k(L) ~ b. 

Dado que IQI = w, para probar que k(Q) ~ b es suficiente con encontrar para 
cada q E Q una familia V s,;; K:(Q) con 1'01 ~ b tal que 

V F s,;; X [q E F \ F => :3 D E V [F n D no es cerrado]] . (16) 

Sea (Bn : n E w) una base de vecindades para q tal que 

Vn E w [Bn+l e Bn] (de aquí que Vn E w[IBn \ Bn+d = w]). (17) 

Definimos 
A = {A E [Bo]w: "In E w [lA n (Bn \ Bn+dl < w]}. 

Entonces, por (17) V A E A [A no es compacto pero A U {q} sí lo es] . También, 

V F s,;; X [q E F \ F {:} q ti: F Y :3 A E A [A <;;;; F]], 
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por lo tanto, existe V c:;; K:(Q) que satisface (16) con 

IVI = llÚn{IBI: B c:;; A, y V A E A 3 BE B [lA n BI = w]}. 

De (17) se sigue que el lado derecho de la igualdad es b4, el cual es igual a b. O 

3.8. TEOREMA (KATETOV [1960B]). cof(K:(Q)) = (l. 
DEMOSTRACIÓN. De 3.1 (c), 3.4 y 3.5 se sigue que cof(K:(Q)) ~ (). La demostración 
de que cof(K:(Q)) ~ () será algo tediosa. 

Intermedio. Revisaremos algunos hechos acerca de los espacios dispersos que 
necesitaremos para la demostración. Un espacio es llamado disperso, si cada sub
espacio (o, equivalentemente, cada subespacio cerrado) tiene un punto aislado. La 
importancia de esta noción reside en el hecho de que los subespacios compactos de 
Q son dispersos, ya que los espacios compactos contables son dispersos. [La manera 
más rápida de probar esto es observando que para un espacio contable sin puntos 
aislados uno puede encontrar una sucesión (Un: n E w) de conjuntos abiertos no 
vacíos tales que nnEw Un = 0 Y V n E w[Un 2 U n+l].] 

Para un espacio X, X' denotará el conjunto de puntos de acumulación de X, 
y recursivamente definimos X(r¡) para un ordinal r¡ como 

X(O) = X , X(r¡+l) = (X(r¡)), y X(r¡) = n X(~) si r¡ es un ordinal límite, 

~Er¡ 

o, brevemente, 

X(O) = X, y X(r¡) = n(X(~))' si r¡ > O. 
€Er¡ 

Claramente cada X(r¡) es cerrado en X. Es fácil ver que X es disperso si y sólo 
si existe r¡, necesariamente con r¡ < IXI +, tal que X (r¡) = 0. Si X es compacto, 
entonces esta r¡ no puede ser un ordinal límite. ASÍ, para un espacio disperso no 
vacío X existe h(X) < IXI+, la altura de X, tal que X(h(X)) es un conjunto finito 
no vacío. Por convención h(0) = -l. 

Continuación de la demostmción. Construiremos por inducción transfinita so
bre r¡ E Wl un espacio compacto L(r¡,!) en Q para cada f E W w de tal manera 
que 

V I,g E W w [1 ~ g =} L(a,!) c:;; L(a,g)]; 

V K E K:(Q) [h(K) < a=} 31 E W w [K c:;; L(a,!)]]. 

(18) 

(19) 

Entonces {L(r¡,!): r¡ E Wl, 1 E D} sería cofinal en K:(Q) para cada conjunto cofinal 
Den (Ww , ~), ya que V K E K:(Q) [h(K) < W}]. Ahora bien, como 
cof«(Ww , ~)) = () ~ w} tendríamos entonces que cof(K:(Q)) ~ (). 

Para r¡ = O, hacemos L(r¡,!) = 0 para 1 E Ww. 
Ahora, sea O < r¡ < W}, y supongamos que L( ~,!) es conocido para ~ E r¡ Y 

1 E ww. Al conjunto w x W w X W(Ww) le damos el siguiente orden parcial: 

(m,I,(gn)n)~(m',!,,(g~)n) si m~m', I~!', yVnEw[gn~g~]. 

Entonces(w x Ww x W(Ww),~) es isomorfo a (Ww,~) (ya que w x Ww X W(Ww) ~ 
l+w+w .ww y 1 + w + w· w = w). De esta forma, para construir L(r¡, 1) para 1 E Ww 
es suficiente construir L(r¡; m , 1, (gn)n) para (m, 1, (gn)n) E w x Ww X W(Ww) de tal 
manera que tengamos los análogos para (18) y (19). 

Sea q: W ...... Q una función biyectiva. Para i E w, sea (Bi ,k : k E w) una base de
creciente de vecindades de bi formada por conjuntos cerrados-y-abiertos con Bi,o = 
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Q. Sea e: w -+ "l una función suprayectiva. Para (m, f, (9n}n) E w x Ww X W(Ww) 
definimos 

L("l;m,f,(gn}n) = U({qd u U U [L(e(j),gk) n (Bi,k \ Bi,k+l)j) . 
iEm kEwj ';;' f(k) 

Para verificar que este conjunto es compacto, notemos que para cada i ~ m el 
i-ésimo sumando es compacto, ya que estamos intersectando el conjunto cerrado 
Bi,k \Bi.k+I con el conjunto compacto L(e(j), 9k). [Aquí estamos usando el hecho de 
que si Ck es un subconjunto compacto de Bi,k para k E w, entonces {qd U UkEW Ck 
es un conjunto compacto ya que (Bi,k: k E w) es una base decreciente de vecindades 
de qi.] 

Es claro ahora que se tiene el análogo a (18). (Usamos a q y a e para obtener este 
hecho ya que en general no podemos tener que L( ~,f) ~ L( e, f) cuando ~ ~ e.) 

Para concluir la demostración, resta probar que el análogo a (19) también 
se tiene, por tanto consideremos cualquier K E K(Q) con h(K) < "l. Así, te
nemos que encontrar m E w, f E Ww y 9n E Ww para n E w de tal manera que 
K ~ L("l; m, f, (gn}n). Dado que K(h(K)) es finito podemos escoger m E w tal que 
K(h(K)) ~ {qi: i E m}. Escogemos l E w tan grande para que Bi,l n Bj,l = 0 para 
cualesquiera i, j E w con i i= j, y definimos 

H=Q\ U Bi,l, y F={H}U{U(Bi,k\Bi,k+I):l~kEW} . 
iE,n iE,n 

Entonces UF = Q \ {qi: i E m} ya que (Bi,k: k E w) es decreciente. Corno {qi: i E 
m} ~ L( "l; m, f, (gn}n)) para cualquier elección de f y de (9n}n, entonces resta 
escoger f y (9n}n de tal manera que para cada F E F tengamos que 

(20) 

Para cada F E F, tenemos que F es cerrado en Q (ya que los Bi,k 's son cerrados
y-abiertos). De aquí que K n F es compacto y h(K n F) < h(K). [Pues claramente 
(KnF)(~) ~ K(~) nF para cada ordinal~ , luego entonces (KnF)(h(K)) ~ K(h(K)) n 
F = 0.] Entonces existen cp(F) E w y ,(F) E W w tales que h(K n F) < e(cp(F)) y 

K n F ~ L(e(cp(F)),,(F)) (de aquí que K n F ~ L(e(cp(F)),,(F)) n F). (21) 

Usemos ahora cp y , para construir f y (gn)n. 
Para k < l hagamos f(k) = cp(H) y 9k = ,(H). Pues bien, (20) es verdadero 

para F = H. Para ver esto consideremos cualquier i E m. Entonces H ~ Q \ Bi ,l = 
UkEI(Bi ,k \ Bi,k+J) ya que (Bi,k: k E w) es decreciente y dado que Bi,o = Q. Ahora, 
de (21) , 

K n H ~ L(e(cp(H)) , ,(H)) n H ~ L(e(cp(H)),,(H)) n U(Bi,k \ Bi,k+¡) 
kEl 

= U[L(e(cp(H)),,(H)) n (Bi,k \ Bi,k+¡)] 
kEI 

= U[L(f(k), 9k) n (Bi,k \ Bi,k+d] ~ L("l; m,f, (9k}k) . 
kEI 

Finalmente, para k ~ l , si F = UiEm(Bi,k \ Bi,k+J), pongamos f(k) = cp(F) y 
gk = ,(F); esto prueba claramente que (20) se tiene también para esta F. O 
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Los resultados anteriores jugarán un papel muy importante en el cálculo de 
nuestros invariantes cardinales para espacios más generales. Para esto, necesitare
mos de lo siguiente. 

3.9. LEMA (HUREWICZ). Sea Y un espacio métrico el cual es imagen continua 
de un espacio sepamble completamente metrizable. Entonces Y tiene un subespacio 
cerrado homeomorfo a lP si (y, trivialmente, sólo si) Y no es a-compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea X un espacio separable completamente metrizable tal que 
admita un mapeo continuo f sobre Y. Definimos 

~ = {A ~ Y: existe un espacio a-compacto S ~ Y con A ~ S}. 

Paso 1. Construyamos para cada n E w una familia (As: s E nw) de conjuntos 
cerrados en X tales que 

(1) V s E nw [diam(As) < 2-n], si n ~ 1; 
(2) V s E nw [diam(f(As)) < 2-n], si n ~ 1; 
(3) (As: s E nw) es una familia indicada discreta en X; 
(4) (f(As): s E nw) es una familia indicada discreta en Y; 
(5) V s E nw Vt E n+lw [s ~ t ~ As ;2 AtJ; y 
(6) V s E nw [f(As ) ti. ~J. 

Sea A0 = X. Entonces, esto define As para s E °w = {0}. Ahora, sea m E w y 
supongamos que As es conocido para s E mw. Para s E mw definimos 

Bs = {x E As: V vecindad U de x en As [f(U) ti. ~]}. 
Entonces As \ Bs es Lindel6f, por ser un espacio métrico separable, entonces f(A s \ 
Bs) E ~. Dado que f(A s) ti. ~ entonces el superconjunto f(Bs) de f(As)\f(As \Bs) 
no puede tener cerradura compacta en Y. Entonces f(Bs) tiene un subconjunto 
numerable D el cual es cerrado y discreto en Y. Consideremos cualquier función 
4Js: w ----t Bs tal que f o 4Js es una biyección de w en D . No es difícil encontrar 
vecindades cerradas As,k de 4Js(k) para k E w de tal manera que tengamos los 
análogos de (1) hasta (4) para (As,k: k E w) con n = m + 1. Ahora, para t E m+l W 

definimos At = Atfm,t(m) ' Entonces tenemos (1) hasta (6) para n = m + 1. 
Paso 2. Construyamos un conjunto cerrado en Y homeomorfo a lP. Dado que 

As's son conjuntos cerrados, se sigue de (1) y (2) que V x E W w [1 nnEw Asfnl = 1J. 
Entonces podemos definir una función h: lP = W w ----t y como 

h = {(x, y): y E n f(Axfn)} . 
nEw 

Para cada n E w y s E nw tenemos que h({x E w w : x 2 s}) = h(lP) n f(A s)' 
Dado que (h(lP) nf(As): s E nw) es una familia abierta indicada ajena por pares en 
h(lP) (ya que por (4), V s E nw [f(As) tiene complemento cerrado en U{f(At ): t E 
nw \ {s} }]) cuyos miembros tienen diámetro menor que 2-n , para n E w, se sigue 
entonces que h es un encaje de lP en Y. 

Para probar que h(lP) es cerrado en Y, consideremos cualquier y E h(JP). En
tonces existe un conjunto infinito D ~ h(lP) que converge a y (i. e. cada vecindad 
de y contiene a todos los puntos de D salvo una cantidad finita de ellos). Por (2) 
evidentemente V n E w [{ s E nw: D n f (As) =1= 0} es finitoJ. Entonces existe x E W w 
tal que Vn E w [ID n f(Axfn)1 = wJ. Así, y = h(x), ya que cada vecindad de y 
contiene alguna A xfn , luego entonces contiene puntos de D. O 
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También necesitaremos del siguiente hecho acerca de mapeos perfectos. (Recor
demos que un mapeo f de un espacio X en un espacio Y es llamado perfecto si este 
es continuo y cerrado, y sus fibras son compactas.) 

3.10. LEMA. Sea Y la imagen de X bajo un mapeo perfecto. Entonces kc(Y) = 
kc(X), cof(K(Y)) = cof(K(X)) y k(Y) = k(X). 

DEMOSTRACIÓN. Sea f un mapeo perfecto de X sobre Y. Es bien conocido que, bajo 
esta condición, V K E K(Y) [f-l(K) E K:(X)] (véase por ejemplo Teorema 3.7.2 en 
R. ENGELKING [1989]). De esto se siguen fácilmente las dos primeras igualdades. 
La demostración de que k(Y) = k(X) es una extensión directa de la demostración 
de que Y es un k-espacio si y sólo si X es un k-espacio. (La demostración del "si" se 
puede encontrar en A. V. ARHANGEL'SKII [1965] Teorema 2.5, y para demostrar 
el "sólo si" sólo se necesita que f sea cociente (i. e. V F ~ Y [F es cerrado {:} 
f-l(F) es cerrado]).) O 

Calculemos ahora nuestros invariantes cardinales para otros espacios métri
cos separables. Para ello necesitaremos de la siguiente terminología. Llamaremos 
a un espacio métrico separable X absulutamente Fu (G6, ... , Borel) si X es un 
subconjunto Fu (G6, ... , Borel) en cada una de sus compactaciones metrizables, o, 
equivalentemente, de alguna de sus compactaciones metrizables. Un espacio métrico 
separable X es absulutamente Fu si y sólo si X es a-compacto, y X es absuluta
mente G6 si y sólo si X es completamente metrizable. Decimos que un espacio X 
es analítico si X es la imagen continua de lP'. Se sabe que todo espacio métrico 
separable que sea absolutamente Borel es analítico, pero no a la inversa (véase por 
ejemplo A. KURATOWSKI y A. MOSTOWSKI [1976] Capítulo XIII Teoremas 6 y 
11). . 

3.11. TEOREMA. Sea X un espacio métrico separable. 

(a) Si X es localmente compacto pero no compacto, entonces kc(X) = k(X) = 
cof(K(X)) = w. 

(b) Si X es a-compacto pero no localmente compacto, entonces k(X) = b Y 
cof(K:(X)) = (l. 

(c) Si X es completamente metrizable pero no a-compacto, entonces kc(X) = 
k(X) = cof(K(X)) = (l. 

(d) Si X es absulutamente Fu6 pero no a-compacto, entonces kc(X) = k(X) = 
cof(K:(X)) = (l. 

(e) Si X es analítico pero no a-compacto, entonces kc(X) = (l. 

DEMOSTRACIÓN. (a) X es a-compacto, por ser localmente compacto y segundo 
numerable, por lo tanto el resultado se sigue de la Proposición 3.6. 

(e) Dado que X es la imagen continua de lP', se tiene que kc(X) ~ kc(lP') , y dado 
que X tiene un subespacio cerrado homeomorfo a lP', por el Lema 3.9, observemos 
que de la Afirmación 3.1 (c) se tiene que kc(X) ~ kc(lP'). Entonces por el Teorema 
3.2 kc(X) = (l. 

(b) , (e) y (d) . Notemos que (c) se sigue de (d) ya que si X es absulutamente G/j, 
entonces este es absulutamente Fal). Sin embargo, incluiremos una demostración de 
(c) . . 

Por la Afirmación 3.1 (c) y los Lemas 3.4 y 3.5 obtenemos para (b) que k(X) ~ 
b y cof(K(X)) ~ (l, y por la Afirmación 3.1 (c), el Teorema 3.2 y el Lema 3.9 
obtenemos para (c) y (d) que kc(X) ~ (l. 
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Para probar las desigualdades contrarias, primero notemos lo siguiente 

(1) k(W2 x Q) = b, cof(,qw2 x Q)) = D, Y 
(2) cof(K(wQ)) = D. 
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En efecto, la proyección w2 x Q ---? Q, por ser una proyección y tener un factor 
compacto, es perfecta, entonces (1) se sigue de los Teoremas 3.7,3.8 y el Lema 3.9. 
Por otro lado, de la demostración del Teorema 3.8 se sigue que para X = Q existe 
L: Wl x W w ---? K(X) tal que 

'Ir¡ E wl V I,g E W w [1:::; 9 => L(r¡,f) ~ L(r¡,g)] y 

V K E K(X) 3r¡ E wl V~ E Wl \ r¡ 31 E W w [K ~ L(~,f)] . 
(22) 

Ahora, es fácil ver que el producto numerable de espacios que satisfagan (22) tam
bién satisfacen (22), ya que (W(Ww ),:::;) y (Ww ,:::;) son isomorfos. Pero claramente 
cualquier espacio X que safisfaga (22) tiene cof(K(X)) :::; D. 

(1), el Teorema 3.2 y (2), cuando los combinamos con la Afirmación 3.1 (c), el 
Lema 3.10 y la Afirmación 3.1 (b) nos hacen ver que las desigualdades contrarias 
en (b), (c) y (d) se siguen de los siguientes hechos: 

(A) si X es a-compacto, entonces X es imagen perfecta de algún subespacio 
cerrado de w2 x Q, 

(B) si X es completamente metrizable, entonces X es imagen perfecta de algún 
subespacio cerrado de IP', 

(e) si X es absolutamente Fus, entonces X es imagen perfecta de algún sub-
espacio cerrado de wQ, 

suponiendo que X es un espacio métrico separable.(Notemos que los recíprocos de 
estos hechos también se tienen.) Para probar esto podemos suponer que X es un 
sub espacio del cubo de Hilbert wH. Ahora, W2 admite un mapeo continuo sobre 
wH, por lo que X admite un mapeo continuo I sobre wH. Entonces I es un mapeo 
perfecto, y ¡-I(X) admite a ¡ r ¡-I(X) como mapeo perfecto sobre X, y ¡-l(X) 
es un Fu (o Gs o Fus) en w2 si ( y sólo si) X es un Fu (o Gs o Fus ) en wH. Esto 
reduce nuestra demostración a probar 

(A') si X es a-compacto, entonces X se encaja en w2 x Q como subespacio 
cerrado, 

(B/) si X es completamente metrizable, entonces X se encaja en IP' como sub
espacio cerrado, 

(e') si X es absolutamente Fus, entonces X se encaja en wQ como subespacio 
cerrado, 

suponiendo que X es un espacio métrico separable O-dimensional. Si X ~ Y denota 
que X e Y son homeomorfos. Entonces (A') y (B/) se siguen de 

(A") si X es a-compacto, entonces X x W2 x Q ~ W2 x Q, 
(B") si X es completamente metrizable, entonces X x IP' ~ IP', 

suponiendo que X es un espacio métrico separable O-dimensional. Esto se sigue del 
hecho de que cada espacio métrico separable O-dimensional X que no sea localmente 
compacto en ningún punto es homeomorfo a W2 x Q si este es a-compacto y no 
numerable, y es homeomorfo a IP' si este es completamente metrizable. 

Finalmente, dado que 2 x Q ~ Q, entonces W(W2 x Q) ~ w2 x wQ ~ W(2 x Q) ~ 
wQ, ahora la afirmación e' es una consecuencia de A' ya que si F es una familia de 
espacios entonces n Fes homeomorfo a un subespacio cerrado del producto UF, a 
saber la diagonal {x E UF: VF,G E F [XF = xc]}. O 
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3.12. Una pregunta inmediata con relación al inciso (e) del teorema anterior es sin 
duda la siguiente, ¿si X es un espacio métrico separable, es cof(K(X)) = k(X) = l> 
si X es analítico, o al menos si X es absolutamente Borel? Observemos que por 
la Proposición 3.6, se esta considerando implícitamente en la pregunta que X no 
sea a-compacto. Ahora bien, la condición de que X sea analítico es esencial: es 
bien conocido que existe un espacio métrico separable X con IXI = e en el que 
cada subconjunto compacto es contable (e.g un conjunto de Bernstein), obteniendo 
como consecuencia que kc(X) = k(X) = cof(K(X)) = e, no importando el tamaño 
de D que se tenga. 

Por otro lado, de la Afirmación 3.1 y del Teorema 3.11 (e) obtenemos que 
D ~ k(X) ~ cof(K(X)) si X es un espacio métrico separable que es analítico 
pero no a-compacto. Así, nuestra pregunta se reduce a: ¿si X es un espacio métrico 
separable que no es a-compacto, es cof(K(X)) ~ D si X es analítico, o al menos si X 
es absolutamente Borel? Pues bien, a lo que respecta al caso en que X sea analítico, 
H. BECKER en [1989J construyó un modelo de ZFC en el que existe un espacio 
analítico X e "'2 con cof(K(X)) > D. En el otro sentido, bajo CH, cof(K(X)) = 
D = Wt. Así, la respuesta al caso en que X sea analítico, es independiente de ZFC. 
Sin embargo, en el caso que X sea absolutamente Borel, tenemos una respuesta en 
el sentido positivo, F. VAN ENGELEN en [1988J demostró que si X es co-analítico 
(los conjuntos absolutamente Borel son analíticos asi como co-analíticos), entonces 
cof(K(X)) ~ D. 

Para probar el resultado de F. van Engelen, necesitaremos de algunos resultados 
previos asi como de una terminología adicional. 

3.13. Conjuntos de Borel. Recordemos que X es un espacio polaco, si X es 
homeomorfo a un espacio completamente metrizable sin puntos aislados. Sea X un 
espacio polaco. Una familia A <;;; P(X) es llamada una a-álgebra si 

1. 0,X E A, 
2. si A E A, entonces X \ A E A, y 
3. si {An: n E w} <;;; A, entonces UnE'" An E A. 

Sea lBx la mínima a-álgebra en X que contenga a todos los subconjuntos abier
tos de X. 

Frecuentemente, es muy útil tener una definición más explícita de lB x. Sea E? 
la colección de todos los subconjuntos abiertos de X y rr? la colección de todos los 
subconjuntos cerrados de X. 

Para Q > 1, sea 

E~ = { U An: "In 3,6 < Q An E rr~} y rr~ = {X \ A : A E E~} . 
nEw 

Tradicionalmente los conjuntos Eg son llamados conjuntos Fa y los conjuntos 
rrg son llamados conjuntos CE>. Usando el axioma de elección es fácil probar que 

lB x = U E~ = U rr~. 
o <w, o <w, 

3.14. Conjuntos proyectivos. Para k > 1 sea rr: X k 
---> X la proyección en la 

última coordenada. Definimos la jerarquía de subconjuntos proyectivos de X m como 
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sigue: 
E~(xm) = {7r(A): A E Jaxm+d Y 

II}(Xm) = {A <;; X m
: :lB E E~(xm) A = X m \ B} . 

Las clases restantes son definidas inductivamente: 

E~+l(xm) = {7r(A): A E n~(xm+l)} y 

n~+l(xm) = {A <;; xm: ::lB E E~+l(xm+l) A = X m \ B}. 

Finalmente, sea 

~~(xm) = E~(xm) nn~(xm). 

Escribiremos E~ en lugar de E~(X), cuando quede claro en el contexto con que 
espacio estamos trabajando. 

Un conjunto A <;; X es llamado proyectivo si A E E~ para algún n E w. 
El siguiente diagrama describe las relaciones que hay entre las diferentes clases 

de conjuntos proyectivos, 

D..~+l 

/ ~ 
El 

n 
nI 

n 

~ / 
D.. l n 

Diagrama 1. 

con n ;? 1, Y en donde las líneas rectas denotan contención propia cuando son 
recorridas de abajo hacia arriba. 

3.15. TEOREMA (SUSLIN).l Pam cada espacio polaco X , Jax = D..t(X). O 

En esta nueva terminología, los conjuntos analíticos son precisamente los con
juntos E~, los conjuntos absolutamente Borel son los conjuntos D..~ y los conjuntos 
co-analíticos son los conjuntos n}. Con esto en mente, pasemos ahora a formu
lar y desde luego a probar, los resultados que necesitaremos para poder probar el 
resultado de F. van Engelen. 

3.16. PROPOSICIÓN . 2 Pam cada espacio métrico separable, coJ(K(X)) = kc(K-{X)) . 

DEMOSTRACIÓN . Sea 12 un conjunto cofinal en K(X) . Entonces cada elemento de 
K-{X) está contenido en algún L E 12; luego entonces K-{X) = ULE.c K-{L), donde 
K-{L) es compacto. Por lo que kc(K(X)) = cof(K-{X)) . 

Recíprocamente, sea e una cubierta por compactos de K(X). Entonces para 
cada C E e, UC es compacto. Sea 12 = {UC: C E C} ; afirmamos que 12 es un 

lpara una prueba de este t eorema véase A. S. KEC HRIS [19951. 
2Aquí, se esta considerando a K(X) con la topología de Vietoris (véase por ejemplo el Pro

blema 2.7.20 en R. ENGELKING [19891 para la definición de to pología de Vietoris). 



34 3. CÁLCULO DE ALGUNOS INVARIANTES CARDINALES 

conjunto cofina! en K.:(X). En efecto, si 0 i:- K <;::; X, entonces K E C para algún 
C E C; de donde, K <;::; U C. O 

Recordemos que para los cálculos de kc, k y cof, podemos restringirnos a los 
subconjuntos del conjunto de Cantor w2, ya que cada subconjunto del cubo de 
Hilbert W][ que sea II~, E~ o Ll~ es la imagen perfecta de un subconjunto de w2 de 
la misma clase. 

3.17. LEMA. Sea X un subconjunto del conjunto de Cantor w2 . Si n E w, y X es 
II;, entonces también K.:(X) <;::; K.:(w2) ~ w2. 

DEMOSTRACIÓN. {(x, K): x E K} es cerrado en w2 x K.:(W2). Entonces {(x, K): x E 
K}n(W2\X) xK.:(W2) es E~, por lo que la proyección de {K E K.:(w2): para alguna x E 
w2 \ X, x E K} sobre K.:(W2) es también E;. Pero el complemento de la proyección 
es justamente {K E K.:(X): K n (W2 \ X) = 0} = K.:(X), por lo tanto K.:(X) es II~. 
O 

3.18. TEOREMA (VAN ENGELEN [1988]). Sea X cualquier conjunto nt. Entonces 
coJ(K.:(X)) ~ D. 

DEMOSTRACIÓN. Por lo observado anteriormente, sea X <;::; w2. Por el Lema 3.17, 
K.:(X) es IIL y por la Proposición 3.16 cof(K.:(X)) = kc(K.:(X)). Ahora bien, N. 
LUZIN y W. SIERPINSKI en [1918] demostraron que un conjunto II~ es la unión de 
Wl conjuntos de Borel, así K.:(X) = Ua<wl Ba. Ahora, dado que Ba es la imagen 
continua de ww , se tiene que kc(X) ~ kc(Ww ) = D; de modo que kc(K.:(X)) ~ D'Wl = 
D. O 

3.19. COROLARIO. (a) Sea X un espacio métrico separoble absolutam~nte Borel 
pero no a-compacto, entonces kc(X) = k(X) = coJ(K.:(X)) = D. 

(b) Sea X un espacio métrico separoble co-analítico pero no localmente com
pacto, entonces coJ(K.:(X)) = D. 

DEMOSTRACIÓN. el inciso (a) se sigue inmediatamente del teorema anterior y de 
lo que se notó en 3.12, y el inciso (b) se sigue del teorema anterior asi como de la 
Afirmación 3.1 (c), Lemas 3.4 y 3.5. O 

4. Cálculo de los Exponentes fuertes ExpJX) y EXPlt(X), de algunos 
espacios w-compactos y IR-compactos 

Existen dos problemas naturalmente asociados a! producto topológico: 

(1) Dado un espacio E, encontrar todos los espacios que son homeomorfos a 
subespacios de potencias de E . 

(2) Dado un espacio E, encontrar todos los espacios que son homeomorfos a 
subespacios cerrados de potencias de E. 

El problema (1) fue resuelto por S. MRÓWKA en [1956] en el siguiente sentido. 

4.1. TEOREMA (MRÓWKA [1956]). Un espacio topológico X es homeomorfo a un 
subespacio de alguna potencia de E, si y sólo si, las siguientes dos condiciones se 
satisfacen: 

(a) Paro cualesquiero p, q E X, p i:- q, existe una función continua f; X -> E 
con f(p) i:- f( q). 

(b) Paro cada subconjunto cerrndo F de X y paro cada p E X \ F existe un 
número finito n y una función continua f; X -> n E tal que f (p) ~ f (F) . 
O 
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Para resolver el problema (2), el mismo S. MRÓWKA introduce en [1958] el 
concepto de espacio E-compacto y el de exponente fuerte relativo a E. Los cuales 
se definen a continuación. 

4.2. Un espacio topológico X es llamado E-compacto si X es homeomorfo a un 
subespacio cerrado de K E para algún cardinal K. Al cardinal infinito K más pequeño 
para el cual X es homeomorfo a un subespacio cerrado de K E se le llama el exponente 
fuerte de X relativo a E y es denotado por Expg(X). 

Ahora si nos restringimos al caso cuando E = w, tenemos ya un primer ejemplo 
de un espacio w-compacto. En efecto, del Teorema 2.4 del Capítulo 1 se sigue que 
lP' es w-compacto y Expw (lP') = w. Por otro lado un espacio muy ligado a lP' es, sin 
duda, el espacio Q de los números racionales. Por lo que es inmediato preguntarnos 
¿es Q un espacio w-compacto?; si la respuesta es afirmativa, ¿qué podemos decir 
de ExPw (Q)? Pues bien estas preguntas nos llevan al involucramiento de algunos 
cardinales pequeños no numerables en la estimación de exponentes. 

Por otro lado, por el Teorema 2.7 del Capítulo 1 todo espacio métrico separable 
O-dimensional es homeomorfo a un subespacio de lP'. Así, es natural preguntarnos 
¿bajo qué condiciones un subespacio de un espacio w-compacto es también un es
pacio w-compacto? Pues bien una condición suficiente es que el subespacio sea 
Glj-cerrado. 

4.3. Un subespacio S de un espacio topológico X es llamado Glj-cerrado en X, si 
para cada x E X \ S existe un conjunto Glj, G, tal que x E G y G n S = 0. 

4.4. LEMA. Un subespacio Glj-cerrado S de un espacio w-compacto X es w-compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Y = X \ S y y E Y. Dado que S es Glj-cerraPo en X y X es 
O-dimensional, existe una sucesión decreciente (Un: E w) de conjuptos cerrados-y
abiertos tal que y E nnEw Un e Y. Haciendo N y = X\n~Ew Un, N y es w-compacto, 
ya que es homeomorfo al subespacio cerrado UO<n<w((Un-1-Un ) x {n}) de X xw, 
donde Uo = X. Si elegimos tal subespacio N y para cada y E Y, entonces S es igual 
a nyEy N y, el cual es homeomorfo al subespacio cerrado 

{ x: xy = x y, para cada y, y' E Y } 

de TIyEY N y. Por lo tanto S es w-compacto. o 
4.5. OBSERVACIÓN. De la demostración anterior obtenemos también que: 

ExpjS) ~ IYI· ExpjX) ~ IXI· Expw(X). 

Del Teorema 2.7 del Capítulo 1 y el Lema 4.4 se tiene el siguiente teorema. 

4.6. TEOREMA. Si X es un espacio métrico separable O-dimensional, entonces X es 
w-compacto y w ~ Expw(X) ~ e; y si además X no es completamente metrizable, 
entonces w < ExpjX) ~ C. 

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 2.7 del Capítulo 1, podemos pensar a X como un 
subespacio de lP'. Así, sea Y = lP' \ X y Y E Y. Ahora, para cada x E X, existen 
abiertos Ux y Vx en lP' tales que y E Ux , x E Vx y Ux n Vx = 0; resulta que la familia 
{ Vx : x E X} es una cubierta abierta de X. Ahora bien, X es de Lindelüf (ya que 
X es un espacio métrico separable), entonces {Vx : x E X} admite una subcubierta 
numerable {VXn : n E w}. Sea G = nnEw Ux ,,; G es un conjunto Glj tal que y E G y 
G n X = 0, i.e. X es Glj-cerrado en lP'. Así, aplicando el Lema 4.4, obtenemos que 
X es w-compacto. 



36 3. CÁLCULO DE ALGUNOS INVARIANTES CARDINALES 

Por otro lado, la desigualdad w ::; ExPw (X) es una consecuencia de la definición 
de Expw (X). Ahora, de la Observación 4.5 se tiene que 

ExpjX) ::; jlP'j . ExpjlP') = c · w = c. 

Por lo tanto w ::; Exp w (X) ::; c. 
Por último, si X no es completamente metrizable, Expw (X) no es w (ya que 

los subespacios cerrados de un copletamente metrizable son completamente metri
zables). Por consiguiente w < ExpjX) ::; c. O 

4.7. OBSERVACIÓN. Del hecho de que Q es un espacio métrico separable O-dimensional 
que no es completamente metrizable, se sigue, del Teorema 4.6, que Q es w-compacto 
y w < ExPw(Q)::; c.3 Más aun, ExpjQ) = i),4 como se verá en el Teorema 4.8 (c). 

Pasemos ahora a calcular los exponentes fuertes ExPw(X) y EXPR(X), para 
ciertos espacios métricos separables. 

4.8. TEOREMA. Sea X un espacio métrico separable. Entonces 

(a) Si X es localmente compacto, entonces EXPR (X) ::; w. 
(b) Si X es completamente metrizable pero no localmente compacto, entonces 

EXPR(X) = w. 
(c) Si X es absolutamente Borel pero no completamente metrizable, entonces 

Exp¡¡(X) = D. 

4.9. TEOREMA. Si X es un espacio métrico separable, entonces Expw (X) = EXPR (X) 
si (y, trivialmente, sólo si) X es O-dimensional. 

Para la demostración de estos dos últimos teoremas, necesitaremos de los si
guientes tres lemas. 

4.10. LEMA. Sea X un espacio. 

(a) EXPR(X) + w = w(X) + mín{¡c X tiene una compactación bX tal que 
bX \ X es cubierto por K- conjuntos G{j-cerrados en bX}. 

(b) Si X es O-dimensional, entonces Expw (X) +w = w(X) +mín{K-: X tiene 
una compactación O-dimensional bX tal que bX \ X es cubierto por K
conjuntos G{j-cerrados en bX}. 

DEMOSTRACIÓN. Solo probaremos el inciso (a), ya que la prueba del inciso (b) es 
completamente similar. LLamemos ¡.L al rrúnimo que aparece en el lado derecho de 
la igualdad. Sea wlR = IR U {oo} la compactación de Alexandroff de IR. 

Demostración de Expl! (X) ::; w(X) + ¡.L. Sea bX una compactación de X como 
en la definición de ¡.L. Ahora, existen conjuntos Fo Y Fl de funciones continuas de 
bX --> wlR con lFoj = w(X) y jF1j = ¡.L tales que 

(1) Vx E X [{J-l( - I, 1): x E 1- 1(- 1,1) y 1 E Fo} es una base de vecindades 
de x en bX], 

(2) VI E Fo [ran(J) S;;; [0,1]], 
(3) bX \X = U{J- l({OO}): 1 E FIl. 

3Esto último fue observado por primera vez por S. MRÓWKA en [1958], págs. 184- 185 

4Esta igualdad fue obtenida por primera vez por S. H. HECHLER en [1974], [1975A] Y 
[1975B]. 
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(Para el inciso (3) usemos funciones de bX -+ [0,00].) Sea F = FoUFJ. Definimos el 
mapeo diagonal~: bX -+ FwIR como ~(x)f = f(x), para x E X Y f E F. Entonces 
por (1) ~ r X es un encaje de X en F wIR, y por (2) y (3) ~(X) = FIR n ~(bX). 
Esta ecuación implica que ~(X) es cerrado en FIR ya que ~(bX), por ser compacto, 
es cerrado en F wIR. Finalmente, w ~ w(X) ya que X es infinito. 

Demostración de w(X) + J.L ~ EXPR(X), Podemos suponer que X es un sub
espacio cerrado de KIR para algún K. Claramente w(X) ~ W(KIR) = K + w. También, 
si bX denota la cerradura de X en KwIR, entonces bX es una compactación de X 
tal que 

bX \ X s;:; KwIR \ R = U {x E KwIR: xr¡ = oo} 
r¡EK-

ya que X es cerrado en K-R. Dado que {x E KwIR: xr¡ = oo} es claramente un 
conjunto G,s-cerrado en KwIR, para 17 E K, se sigue entonces que J.L ~ K. O 

4.11. LEMA. Sea X un espacio métrico separable (o, más en general, un espacio 
que tenga una compactación perfectamente normal) que no es localmente compacto. 
Entonces EXPR (X) = kc(bX \ X) para cada compactación bX de X. 

DEMOSTRACIÓN. Si cX es cualquier compactación de X definimos 

J.Le = mÍn{lgl: g es una familia de conjuntos G6-cerrados en bX 

con U g = bX \ X}, 

y definimos 

J.L = mín{J.Le: cX es una compactación de X}. 

Dado que X no es localmente compacto, obtenemos que EXPR (X) ~ w Y J.L ~ w. 
Ahora, por el Lema 4.10 (a) resta probar que J.L = kc(bX \ X). 

Si cX es cualquier compactación de X, fe denotará el (único) mapeo continuo 
de (3X en cX que extiende a idx. Como es bien conocido, fe r (3X \ X es un mapeo 
de (3X \ X en cX \ X que es perfecto. Usando esto y el Lema 3.10 notemos que 

J.L{3 ~ J.Le, por lo que J.L = J.L{3; Y kc(cX \ X) = kc((3X \ X). 

Entonces probamos que J.L = kc(bX \ X) si probamos que J.L{3 = kc((3X \ X). 
Claramente, si cX es cualquier compactación de X, entonces kc( cX \ X) ~ 

J.Le, Y kc(cX \ X) = J.Le si cX es perfectamente normal. Dado que X tiene una 
compactación perfectamente normal cX notemos que 

kc((3X \ X) ~ J.L{3 ~ J.Le = kc(cX \ X) = kc((3X \ X). 

Esto prueba que J.L{3 = kc((3X \ X). 
observación. Si X es un espacio métrico separable, entonces J.Le = J.L para cada 

compactación cX de X. O 

4.12. LEMA. Sea X un espacio fuertemente O-dimensional, i.e. (3X es O-dimensional. 
Entonces ExpjX) = EXPR(X) si X no es localmente compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Si J.Le es definido como anteriormente, encontramos que 

J.L{3 = mÍn {J.Le: cX es una compactación O-dimensional de X}. 

El resultado se sigue ahora del Lema 4.10 (b). O 

4.13. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 4.8. Demostración de (a). Usemos simple
mente el Lema 4.10. 
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Demostración de (b) y (c). Sea bX cualquier compactación métrica de X. 
Entonces por el Lema 4.11 EXPR (X) = kc(bX \ X), Y por supuesto bX \ X es 
absolutamente Borel, luego entonces el resultado se sigue del Teorema 3.1l. 

Observación. Los argumentos prueban realmente que es suficiente con que X 
sea co-analítico, i. e. bX \ X es analítico para alguna (o, equivalentemente, para 
cada) compactación de X. O 

4.14. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 4.10. Los espacios Lindelüf O-dimensionales 
son fuertemente O-dimensionales (véase por ejemplo el Teorema 6.2.7 en R. EN
GELKING [1989]). Ahora usemos simplemente el Lema 4.12. O 

4.15. OBSERVACIÓN. Por último nos gustaría señalar que el Teorema 4.6 tiene en 
cierto sentido un inverso, i.e. para cada cardinal K, con w ~ K, ~ c, existe X espacio 
métrico separable O-dimensional tal que Exp>;l (X) = K,. Esto lo podemos garantizar 
ya que JI tiene un subconjunto denso B con IBI = c en el que cada subconjunto 
compacto es contable. 



CAPITULO 4 

La influencia de algunos cardinales pequeños no 
numerables en el producto de un espacio Lindelof 

con los irracionales 

1. Introducción 

Con varios problemas en topología, no es inmediato ver si están involucrados 
ó no algunos cardinales pequeños no numerables. Como ejemplo de esto, en este 
capítulo nos dedicaremos en mostrar la influencia de algunos cardinales pequeños no 
numerables en un viejo problema formulado por E. A. MICHAEL en [1963]: ¿existe 
un espacio Lindelóf cuyo producto con el espacio de los números irracionales no sea 
normal? Para ello, empecemos por situar a nuestra pregunta en el también viejo 
problema de la normalidad en el producto topológico. 

El producto de espacios Hausdorff, regulares o completamente regulares es siem
pre Hausdorff, regular o completamente regular, respectivamente. Sin embargo, el 
producto de espacios normales, pamcompactos o Lindelof 's no siempre es normal, 
paracompacto o Linde16f, respectivamente. 

1.1. EJEMPLO (SORGENFREY [1947]). El cuadmdo de un espacio Lindelof no nece
sariamente es normal: el cuadmdo de la línea de Sorgenfrey no es normal. 

Para la demostración de esto, necesitaremos del siguiente resultado. 

1.2. LEMMA (JONES [1937]). Si un espacio normal sepamble X contiene un sub
espacio cerrado discreto F de cardinalidad K, entonces 21< (; 2w . 

DEMOSTRACIÓN. Para cada subconjunto K de F debe existir un conjunto abierto 
U K tal que K e U K Y U K n (F \ K) = 0. Dado que X es separable, la cantidad de 
subconjuntos abiertos diferentes de X es e, lo cual claramente implica que 21< (; ? 
O 

DEMOSTRACIÓN DEL EJEMPLO 1.1. La línea de Sorgenfrey S es la recta real R 
con la topología generada por los intervalos semi-abiertos de la forma [a, b), donde 
a < b. El espacio 8 es hereditariamente Linde16f: en efecto, si {[as, bs)} sES es una 
familia de intervalos semi-abiertos, entonces podemos encontrar un subconjunto 
contable So e S tal que U{(as,bs): s E 8} = U{(as,bs): s E So} y esto se reduce 
tan sólo en observar en que el conjunto 

es numerable. También, notemos que la menos-diagonal V = {(x , -x): s E S} es 
un subconjunto cerrado discreto de 8 2 . 

La no-normalidad de 8 2 se puede probar de dos maneras distintas, aplicando 
el Lema 1.2 de Jones o el Teorema de Categorías de Baire. 

39 
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(A) Aplicando el Lema de Jones. El espacio 82 es separable y contiene un 
subconjunto cerrado discreto de cardinalidad e, por lo que este no puede ser normal. 

(B) Aplicando el Teorema de Categorías de Baire. Sea Ko = {(q, -q): q E Q} 
y K¡ = {(P, -p): pE 1P'}. Los conjuntos Ko Y K¡ son subconjuntos cerrados ajenos 
de 8 2 . Supongamos que Uo y U¡ son subconjuntos abiertos ajenos de 8 2 tales que 
Ki e Ui , i = 0, 1. Para cada p E lP' elegimos una f(p) > ° tal que 

[P,P+f(p)) x [-p,-P+f(p)) e U¡, 

y sea Pn = {p E 1P': f(P) ~ l/n}. Claramente, lP' = UnEw Pn y dado que lP' no es 
subconjunto Fu de lR, existe una n y una q E Q tal que q está en la cerradura 
euclideana del conjunto Pn . Uno verifica fácilmente que el punto (q, -q) está en la 
cerradura de U¡ en 8 2 y por lo tanto Uo y U1 no son ajenos. O 

Observemos que en realidad el argumento de categoría exhibe una pareja de 
conjuntos cerrados ajenos que no pueden separarse, mientras que el Lema de Jones 
sólo asegura la existencia de estos. 

El producto de espacios compactos es por supuesto compacto y por lo tan
to normal, pero el producto de un espacio normal con un espacio compacto no 
necesariamente es normal. 

1.3. EJEMPLO (DIEUDONNÉ [1939]). El producto de un espacio normal con un 
espacio compacto no necesariamente es normal: el espacio Wl x w¡ no es normal. 

DEMOSTRACIÓN. Sean Ko = {(a, a): a < w¡} y K¡ = {(a,w¡): a < wd. Los 
conjuntos Ko Y K¡ son conjuntos cerrados y ajenos en W¡ x w¡. Supongamos que 
Uo y U¡ son subconjuntos abiertos de W¡ x w¡ tales que Ki e Ui para i = 0,1. 
Para cada a < Wl existe una fea) < a tal que (f(a) ,a] x (f(a), a] e Uo y por 
lo tanto por el Lema de Fodor (véase por ejemplo el Lema 6.15 del Capítulo 11 en 
K. KUNEN [1980]) existe una ao < W¡ tal que fea) = ao para un conjunto no 
numerable de a's en Wl. Se verifica fácilmente que el punto (ao + 1, W¡) pertenece 
a la cerradura de Uo y dado que este punto también pertenece a K¡, los conjuntos 
Uo y U¡ no son ajenos. O 

Esencialmente, la misma demostración prueba que el espacio", x R no es normal 
para cualquier cardinal '" de cofinalidad no numerable. 

El producto contable de espacios métricos es por supuesto métrico y por lo 
tanto normal, pero el producto de un espacio métrico con un espacio normal puede 
no ser normal. 

1.4. EJEMPLO (MICHAEL [1963]). El producto de un espacio normal con un espacio 
métrico puede no ser normal: 

(1) Existe un espacio paracompacto X tal que el producto X x lP' de X con el 
espacio de los números irracionales lP' no es normal. 

(2) Existe un espacio Lindelaf X y un espacio métrico M tal que el producto 
X x M no es normal. 

DEMOSTRACIÓN. (1) Sea X la recta reallR con una nueva topología generada por 
la base B = {U: U es un abierto en lR o U es un subconjunto de 1P'}. Este espacio 
es conocido como la línea de Michael (la cual es denotada frecuentemente por MI). 
Observemos primero que el espacio X es paracompacto. En efecto, si U es una 
cubierta de X por conjuntos abiertos básicos y Ves la subfamilia de U formada por 
todos los conjuntos abiertos euclideanos, entonces podemos elegir un subconjunto 
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contable Vo e V tal que U V = U Vo, y observemos que F = X \ U V es un 
subconjunto cerrado-y-abierto discreto de X. 

Es fácil ver que los conjuntos Ko = Q x IP' y K¡ = {(P, p): pE IP'} son cerrados y 
ajenos en X x IP'. Supongamos que Uo y U¡ son conjuntos abiertos ajenos en X x IP' 
tales que Kí e Uí para i = O, 1. Tomamos un subconjunto denso numerable T de 
IP'. Para cada p E IP' existe un punto t(p) E T tal que (p,t(p)) E U¡. Definimos 
Pt = {p E IP': t(p) = t} para t E T. Dado que IP' = UtET Pt Y IP' no es subconjunto 
Fu de IR, existe un racional q y una t E T tales que q pertenece a la cerradura 
euclideana de Pt . Se verifica fácilmente que el punto (q, t) pertenece a la cerradura 
de U¡ y dado que este punto también pertenece a Ko, los conjuntos Uo y U¡ no son 
ajenos. 

(2) Esta parte es similar a la parte (1) excepto que en lugar de usar IP' usamos 
un subconjunto totalmente imperfecto p' de la recta real, i. e. un subconjunto tal 
que ningún subconjunto cerrado no numerable de la recta real está contenido en 
p' ni en IR \ P' .

1 El espacio X es la recta real con la toplogía generada por la base 
13' = {U: U es abierto en IR o U está contenido en PI} y M es el subespacio p' de 
la recta real. 

La demostración de que X x M no es normal es completamente análoga a la 
demostración de que MI x IP' no es normal (por supuesto, p' debe ser no numerable, 
y por lo tanto no es Fu en IR). Para ver que el espacio X es Lindelof observemos que 
en el argumento dado arriba, el conjunto F = X \ U V es un subconjunto cerrado 
de p' y por lo tanto debe ser numerable. O 

Quizá el ejemplo más sorprendente de un producto de espacios que no es normal 
es el siguiente ejemplo famoso dado por M. E. Rudin. 

1.5*. EJEMPLO (RUDIN [1971]). El producto de un espacio normal con un espacio 
métrico compacto no necesariamente es normal: existe un espacio normal X tal que 
su producto con el intervalo unitario X x ][ no es normal. O 

De hecho el Ejemplo 1.5 se puede generalizar. 

1.6. EJEMPLO (RUDIN [1975], ATSUJI [1977]). Para cada espacio no discreto Y 
existe un espacio normal X tal que X x Y no es normal. O 

A los espacios cuyo producto con el intervalo unitario no es normal son llamados 
espacios de Dowker. 

El espacio métrico M del Ejemplo 1.4 no es completo; usando CH, E. A. 
Michael construyó un espacio Lindelof X tal que X x IP' no es normal (véase problema 
7 en E. A . MICHAEL [1971]). 

1. 7. Definimos un espacio de Michael como un espacio Lindelof cuyo producto con 
el espacio de los números irracionales no es normal. 

Así, bajo CH existe un espacio de Michael. Sin embargo, como veremos en 
la Sección 3 no es necesario todo CH, bajo b = W¡ existe un espacio de Michael. 
Cabe mencionar que ya en [1984] D . K. BURKE Y S. DAVIS habían construido un 
espacio de Michael usando una w¡-escala (equivalentemente, i> = w¡). Sin embargo, 
i'J = W¡ es más débil que b = W¡, i. e. si i'J = W¡ entonces b = W¡ (ya que b ~ i'J), pero 
es consistente con ZFC que b = W¡ < i>. Por ejemplo, en el modelo original de P . 

¡ A estos subconjuntos también se les conoce como conjuntos de Bernstein 
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J. COHEN [1963] para probar la consistencia de ZFC con la negación de CH, se 
tiene que b = Wl Y que () = c. 

Para ver que b = Wl es suficiente para la existencia de un espacio de Michael, 
necesitaremos de algunas relaciones entre el cardinal b y algunos subconjuntos es
peciales de la recta real. Estas relaciones las encontraremos en nuestra siguiente 
sección. 

2. A, A' ya-conjuntos, y el cardinal b 

Un espacio X es llamado un A-conjunto si cada subconjunto contable de X es 
un conjunto G6, yes llamado un a-conjunto si cada subconjunto Fu de X es un G6. 
Es claro que cada a-conjunto es un A-conjunto, y que cada a-conjunto es perfecto (= 
los conjuntos cerrrados son G6'S), mientras que cada A-conjunto satisface 'f/;(X) ~ W 

(i. e. los puntos son G 6 's). Un subconjunto X de IR es llamado X -conjunto si para 
cada conjunto contable A e IR, el subespacio X U A de IR es un A-conjunto. 

Recordemos que lP y Q representan a los números irracionales y a los números 
racionales respectivamente, y que lP lo podemos identificar con la potencia w w. 

2.1. TEOREMA (ROTHBERGER [1939B] y [1941]). b = buc = bÁ = b~ = bÁ , = 
bu = b~ = bG, donde 

buc = mín{IAI: A S;;; lP, y existe S S;;; lP no a-compacto con A S;;; S}, 

bÁ = mín{IXI: X es un espacio métrico sepamble que no es un A-conjunto}, 

b~ = mín{lXI: 'f/;(X) = w pero X no es un A-conjunto}, 

bÁ , = mín{IXI: X S;;; IR es un A-conjunto pero no un N-conjunto}, 

bu = mín{IXI: X es un espacio métrico sepamble que no es un a-conjunto}, 

b~ = mín {IXI : X es perfecto pero no es un a-conjunto}, 

bG = mín{IXI: existe una colección contable 9 de subconjuntos G6 de X 

tal que U 9 no es un subconjunto G 6 de X}. 

2.2. COROLARIO. Existe un subespacio de IR que es un A-conjunto pero no es un 
A' -conjunto. O 

Para la demostración del Teorema 2.1 necesitaremos lo siguiente. 

2.3. LEMA (ROTHBERGER [1939B]). Las siguientes condiciones sobre B S;;; lP son 
equivalentes: 

(a) B, cuando lo vemos como un subconjunto de ww , está acotado; 
(b) existe un a-compacto S S;;; W w con B S;;; S ; 
(c) Q es un G6 en el subespacio BU Q de IR. 

DEMOSTRACIÓN . (a) =} (b). Si V f E B [J ~. g] definimos un conjunto contable 
H S;;; W w como 

H = {h E ww : h(n) = g(n) para todo n E w salvo una cantidad finita}. 

Entonces V f E B 3 h E H [f ~ h]. Por lo tanto S = UhEH OnEw[O, hn] es el espacio 
requerido. 

(b) =} (a). Recordemos que de la demostración del Teorema 3.2 del Capítulo 
3, para cada compacto K S;;; IP' existe una 9 E W w tal que K S;;; OnEwl0, gn] ' Por lo 
tanto existe un conjunto contable G S;;; W w tal que V fE B 3g E G [J ~ g]. Como 
G es acotado, por ser contable, se sigue que B es acotado también. 
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(b) <=> (c). Dado que un subconjunto de IR es un Fu de IR si y sólo si este es 
a-compacto, se tiene que: (b) <=> B es un Fu en Bu Q <=> existe un Fu S en IR con 
S n (B U Q) = B <=> existe un a-compacto S en IR con B <:;;: S y S n Q = 0 <=> (c).D 

2.4. DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 2.1. Del Lema 2.3 observemos que b = buc ~ 
b,\. Es claro que b,\, ~ b,\ ~ b~ ~ ba y que b,\ ~ bu ~ b~ ~ ba. Por lo que es 
suficiente con probar que ba ~ b Y que b ~ b,\, . 

Demostmción de ba ~ b. Para k E w sea Gk un subconjunto G{j de un espacio 
X. Probemos que si G = UkEW Gk y IX \ GI < b, entonces G es un subconjunto G{j 
de X. Para k E w elegimos una sucesión (Gk,n: n E w) de subconjuntos abiertos de 
X tal que 

(1) nnEw Gk,n = Gk, y 
(2) "In E W [Gk,n :2 Gk,n+l] . 

Para cada / E W w definimos U(f) = UkEW Gk.J(k). Es claro de (1) que para cada 
y E X \ G podemos elegir /y E W w tal que y tfi. U(fy). Dado que IX \ GI < b, existe 
9 E W w tal que Vy E X \ G [/y ~* g]. Definimos un conjunto contable H <:;;: W w 
como 

H = {h E ww : h(n) = gen) para todo n E w salvo una cantidad finita}. 

Para cada y E X \ G existe h E H con /y ~ h, Y por (2) y tfi. U(h). Por lo tanto 
G = nhEH U(h). 

Demostmción de b ~ b,\,. Dado que b = bl, por el Teorema 2.2 del Capítulo 
3, existe un conjunto no acotado X <:;;: W w formado por funciones estrictamente 
crecientes que es bien-ordenado por <* con IXI = b. Esta X , cuando la vemos 
como un subconjunto de lP, por consiguiente de IR, no es un A'-conjunto, por el 
Lema 4.3. Probemos que esta X es un A-conjunto. Para 9 E X definimos X 9 = 
{J E X: / <* g}. Dado que <* es un buen-orden para X, y b es un cardinal 
regular no numerable, se tiene que 

VA E [xt 3g E X [A <:;;: X g ]. 

y como hasta el momento conocemos que b ~ ba ~ b,\, también se tiene que 

V 9 E X [Xg es un A-conjunto] 

Así, para probar que X es un A-conjunto es suficiente con probar que V 9 E 
X [Xg es un G{j en X]. Por tanto consideremos cualquier 9 E X; entonces 

X g = {J E X: / <* g} = X \ {J E w w : 9 ~* J} 

= X \ {J E w w : 3k E w "In> k [I(n) ~ g(k)]} 

= X\ U nUEwW: /(n)~g(k)} 
nEwk~ n 

ya que < * es un orden lineal en X. Esto demuestra entonces que X \ X 9 es un Fóa, 
i.e. un Fa. O 

3. Propiedades cubrientes y la línea de Michael 

Recordemos que la línea de Michael M es el conjunto IR con la topología ge
nerada por la base 

{U <:;;: M: U es abierto en IR} U { { x }: x E lP}. 
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Un espacio es llamado K-compacto si este no tiene subconjuntos cerrados discretos 
de cardinalidad K. Recordemos que un espacio es llamado analítico si este es imagen 
continua de lP, y que todos los espacios métricos separables absolutamente Borel 
son analíticos. 

3.1. TEOREMA (VAN DOUWEN [1976]). b = bp = ba , donde 

bp = mín { K: ef( K) ~ wl Y existe un espacio K-compacto cuyo producto 

con lP no es K-compacto} 

ba = mín{K: ef(K) ~ Wl Y existe un espacio K-compacto y un espacio 

analítico cuyo producto no es K-compacto}. 

DEMOSTRACIÓN. Demostración de b ~ bll" Consideremos K con COf(K) ~ Wl Y 
K < b, Y un espacio X K-compacto y cualquier A E [X X lPJ"'. Sea 7r2 la proyección 
X x lP -+ lP. Como b = buc , por el Teorema 2.1, existe un conjunto a-compacto 
S ~ lP con 7r2(A) ~ S. Dado que cof(IAI) > w se sigue entonces que existe un 
B E [A]'" tal que 7r2(B) es compacto. Ahora, no es difícil probar que el producto de 
un espacio K-compacto con un espacio compacto es K-compacto. De esto se sigue 
que A no es conjunto cerrado discreto en X x lP ya que su subconjunto B no es 
cerrado discreto en X x 7r2(B). 

Demostración de bll' ~ bao La ,..-compacidad se preserva bajo mapeos continuos. 
Demostración de ba ~ bi!" lP es analítico. 
Demostración de bll' ~ b. Consideremos cualquier conjunto no acotado B ~ W w 

formado por funciones estrictamente crecientes tal que sea bien-ordenado por <* 
con IBI = b. Entonces V A ~ B [IAI = b => A es no acotada]. Sea X igual a Bu Q, 
donde esta última unión la vemos como un subespacio de la línea de Michael M. 

Probemos que X es b-compacto: Consideremos cualquier A ~ X con IAI = b. 
Dado que b > w podemos suponer que A ~ B. Entonces A es no acotada, por 
consiguiente A no es un Fa en el subespacio AuQ de R, por el Lema 2.3. Claramente 
cada racional está en la M-cerradura de A si (y sólo si) esta en la IR-cerradura de 
A. Por lo tanto A no es un cerrado discreto en X. 

Probemos que X x lP no es b-compacto: Es claro que el conjunto D = { (x, x): x E 

B} es un discreto relativo. Ahora consideremos L\ = {(x , x): x E IR}. Este conjunto 
es cerrado en IR x R, luego entonces en M x IR. Evidentemente L\ n X x lP = D 
ya que X n lP = B. De esto se sigue que D es cerrado discreto. Y por supuesto 
IDI = IBI = b. O 

Para nuestro siguiente resultado necesitaremos de una terminología. Un espacio 
X es llamado concentrado alrededor de A ~ X si cada vecindad de A contiene a 
todos los puntos de X salvo una cantidad contable, y es llamado concentrado si 
es concentrado alrededor de algún conjunto contable. Como es usual, si X es un 
espacio entonces X' denota el conjunto de puntos de acumulación. 

3.2. TEOREMA (BESICOVITCH [1934], MICHAEL [1971], BELL y GINSBURG [1980]). 
Las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) b = w } ; 
(b) existe un subespacio X ~ IR no numerable con Q ~ X tal que X está con

centrado alrededor de Q; 
(c) M tiene un subespacio Lindela! no numerable ; 
(d) exsite un espacio X concentrado no numerable con 'l/;(X) = w; y 
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(e) existe un espacio X Lindelofno numerable con'IjJ(X) = w tal que IX'I = w. 

DEMOSTRACIÓN. (a) '* (b). Consideremos un conjunto no acotado B ~ W w formado 
por funciones estrictamente crecientes tal que sea bien-ordenado por <* con IBI = 
Wl' Si A ~ B Y A es no numerable, entonces A es no acotada, por consiguiente 
A no es un Fu en el subespacio A U Q de IR, por el Lema 2.3. Esto es, B U Q 
está concentrado alrededor de Q. 

(b) '* (c). Es fácil ver que el espacio X proporcionado por (b) es Lindelof. 
Es claro que (c) '* (e). 
(e) '* (d). Es claro que X está concentrado alrededor de X'. 
(d) '* (e). Sea A ~ X tal que A sea contable y X esté concentrado alrededor de 

A. IAnx'l = w ya que de lo contrario A sería un conjunto G¡;, y entonces IXI ~ w. 
Sea X A el conjunto X con la topología generada por la base 

{U ~ XA: U es abierto en X} U { {x}: x E X' \ A}. 

Entonces XA esta concentrado alrededor de A n X' = XÁ, luego entonces X A es 
Lindelof, IXÁI = w y 'IjJ(XA) = w. 

(e) '* (b). Primero mostremos que cada espacio contable Y admite una inyec
ción continua sobre Q. En efecto, si Y es finito el resultado es inmediato, así que 
podemos suponer que Y es numerable, sea y: w --+ Y una biyección. Dado que Y 
es O-dimensional (véase por ejemplo el Corolario 6.2.8 en R. ENGELKING [1989]) 
podemos encontrar fácilmente funciones continuas f n: Y --+ IR para n E w tales que 

L h(Yn) E Q\ {Lfk(Yi): i En}, 
k,,;; n k";; i 

Vi E n [Jn(Yi) = O], y Ilfnll ~ 2-n. Entonces LnEw fn es una inyección continua 
y --+ Q. (De hecho si Y es numerable existe una suprayección continua.) 

Por otro lado, como X es normal, por ser Lindelof, se sigue del Teorema de Ex
tención de Tietze-Urysohn (véase por ejemplo el Teorema 2.1.8 en R. ENGELKING 
[1989]) que existe una función continua f: X --+ IR tal que f r X' es una inyección 
de X' en Q. Esto prueba claramente que f(X) está concentrado alrededor de Q, 
de hecho, alrededor de f(X'). Para probar que f(X) es no numerable, es suficiente 
con probar que f es contable-a-uno. Así, consideremos cualquier y E IR. Entonces 
f-l ( {y}) es Lindelof, por ser un cerrado en X, entonces tiene a lo más una canti
dad contable de puntos aislados, y a lo más un punto de acumulación. Por lo que 
If- 1({y})1 ~ w. 

(b) '* (a). Consideremos cualquier B ~ X \ Q no numerable. Afirmamos que B 
es no acotado, cuando lo vemos como subconjunto de W w . En efecto, si no, entonces 
B es un subconjunto Fu del subespacio B U Q de IR. Como B es no numerable, 
se sigue entonces que B U Q tiene un subconjunto cerrado no numerable el cual es 
ajeno a Q. Esto contradice el hecho de que X está concentrado alrededor de Q. O 

3.3. COROLARIO DE LA DEMOSTRACIÓN. Sea (a)K la siguiente afirmación: existe 
un miembro B K de [WWJK tal que cada subconjnto no numerable de BK es no aco
tado. Para i E {b,c,d,e} sea (i)/I: como (i) con 'de cardinalidad K,' en lugar de 'no 
numerable'. Entonces (a)", (b)K' (C)K' (d)K y (e)K son equivalentes. O 

3.4. COROLARIO DE 3.1 y 3.2. El producto de un espacio analítico con un espacio 
w¡-compacto es w}-compacto ó existe un espacio Lindelof no numerable y primero 
numerable con sólo una cantidad contable de puntos de acumulación. O 
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3.5. OBSERVACIÓN. MI y lP' son los primeros ejemplos de un espacio (hereditaria
mente) paracompacto y un espacio métrico (separable) cuyo producto no es normal 
(véase el Ejemplo 1.4 (1)). Estos ejemplos fueron dados por E. A. MICHAEL en 
[1963], en el cuál menciona en una nota a pie de página que si e = Wl, entonces 
''uno puede encontrar un espacio Lindelof hereditariamente paracompacto cuyo 
producto con el espacio de los números irracionales no es normal." También, él 
menciona en [1971], pág 203, que tal espacio Lindelof es cualquier subespacio Lin
delof de MI que contenga a Q. Del Teorema 3.2 observemos que este espacio Lindelof 
existe si y sólo si b = Wl. Notemos además que por el Teorema 3.2 si existiera en 
ZFC un espacio X Lindelof tal que X x lP' no es normal, y b > Wl entonces IX'I > W 

o tf;(X) > w. (Sin embargo, como se ha demostrado en E. A. MICHAEL [1963], 
existen en ZFC un espacio Lindelof y un espacio métrico separable cuyo producto 
no es normal (véase el Ejemplo 1.4 (2)); este espacio métrico está muy lejos de ser 
lP': este ni siquiera es analítico.) 

3.6. OBSERVACIÓN. Con relación a la observación anterior nos gustaría señalar 
además que b = bn = bp , donde 

bn = mín{IXI: X ~ MI, y X x lP' no es normal }; 

bp = mín{IXI: IX'I ~ w, tf;(X) ~ w y existe un espacio paracompacto 

cuyo producto con X no es normal}. 

Demostración de bn ~ b. Si B ~ W w es no acotada, entonces por el Lema 2.3 
B no es un subconjunto Fu del subespacio B U Q de IR. La demostración de E. 
A. MICHAEL [1963] de que MI x lP' no es normal demuestra que X = BU Q(como 
subespacio de MI) xlP' no es normal. 

Demostración de bp ~ bn • Los espacios paracompactos son normales, y lP' es 
paracompacto. 

Demostración de b ~ bp • Sea X tal que IXI ~ b, IX'I ~ w y 'Ij;(X) ~ w, sea Y 
un espacio paracompacto y U una cubierta abierta de X x Y. Observemos que del 
Teorema 2.1 tenemos que IXI < b~, por lo que X \ X' es un conjunto Fu formado 
por puntos aislados. De esto se sigue fácilmente que existe una familia abierta (¡
localmente finita V en X con U V = X \ X' la cual sea un refinamiento de U. 
Ahora, para cada x E X' el subespacio {x} x Y de X x Y es un retracto de X x Y; 
usando esto no es difícil encontrar una familia abierta localmente finita Vx en X 
con U Vx :l {x} x Y la cual sea un refinamiento de U. Entonces V U UXEX' Vx es 
una cubierta abierta (¡-localmente finita de X x Y la cual sea un refinamiento de 
U. O 

4. La cardinalidad y el peso de un espacio de Michael 

Hasta ahora nos ha preocupado bajo qué condiciones podemos garantizar la 
existencia de un espacio de Michael, pero sí de entrada suponemos ya la existencia 
de un espacio de Michael X, ¿qué información a cerca de X podemos saber? Pues 
bien, en esta sección probaremos que tanto IXI como w(X) son ~ mín{b, ww}. Para 
ver esto, la modificación en la definición de un espacio de Michael que nos da el 
siguiente teorema será fundamental. 

4.1 TEOREMA (RUDIN y STARBlRD [1975]). El producto de un espacio Lindela! 
con un espacio métrico separable es normal si y sólo si este producto es Lindelaf.D 
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ASÍ, un espacio es de Michael si este es Lindelof y su producto con el espacio 
de los números irracionales no es Lindelof. 

Para nuestro teorema principal necesitaremos de una terminología asi como de 
un resultado previo. 

4.2. Si X es un espacio topológico que no es Lindoof, entonces por L(X) denotare
mos a la mínima cardinalidad de una cubierta abierta de X que no admita una 
subcubierta contable. Notemos que L(X) es regular ó tiene cofinalidad contable. 

4.3. LEMA. Supongamos que X es un espacio Lindelof Entonces paro cada fE ww, 
X x CI es un subespacio Lindelof de X x IP', donde CI = {g E ww: 9 ~* n. 
DEMOSTRACIÓN. Este resultado se sigue inmediatamente de los siguientes dos he
chos: (1) el producto de un espacio Lindelof con un espacio compacto es Lindelof, 
y (2) CI es a-compacto. O 

4.4. TEOREMA (LAWRENCE [1990]) . Si existe un espacio de Michael X, entonces 
IXI ~ mín{b,ww} y w(X) ~ mín{b,ww}. 

DEMOSTRACIÓN. Afirmación. L(X x IP') ~ mín{b,ww}' Antes de proceder a la 
prueba de la afirmación, notemos que el teorema es una consecuencia inmediata de 
esta afirmación, ya que L(X xlP') ~ mín{IXI, w(X)} , la cual se sigue de w(X x IP') = 
w(X) y del hecho de que cada sección vertical de X x IP' es un subespacio Lindelof. 

Demostroción de la afirmación. Fijemos una enumeración (Uf.)f.<o de una cu
bierta abierta U de X x IP' que atestigüe L( X x IP'). Probaremos que O tiene cofinalidad 
numerable ó O ~ b. Entonces tendremos que L(X x IP') ~ mín{b,ww}. 

Supongamos que O tiene cofinalidad no numerable. Por inducción transfini
ta definamos sucesiones estrictamente crecientes a: b -t w W Y T: b -t O (donde 
WW está parcialmente ordenado por ~*) tales que para cada K E b, X X Ca .. no 
está enteramente cubierto por {Uf.: ~ < sup(ran(T r K))}, pero esté cubierto por 
{Uf.: ~ < TI<}' 

Supongamos que para K E b tenemos ya definido a r K y T r K tales que se 
satisfacen las condiciones antes mencionadas. Para la extensión de a consideremos 
dos casos. Sea b = sup (ran( T r K)). Si K tiene cofinalidad contable, b < O, ya que por 
hipótesis O tiene cofinalidad no numerable. ASÍ, usando el hecho de que b ~ Wl Y el 
hecho de la minimalidad en la elección de U, podemos elegir para al< una apropiada 
función de wW. Ahora, si K no tine cofinalidad contable, sea al< una ~ * -cota superior 
para a r K. Si X x Ca .. está cubierto por {Uf.: ~ < b}, entonces por el Lema 4.3 
existe una subcubierta contable, lo cual por nuestra suposición sobre K implica la 
existencia de r¡ < K tal que X x Ca .. está cubierto por {Uf.: ~ < T7j}; esto contradice 
nuestras hipótesis ya que Ca'l+ 1 ~ Ca ... Para extender a T, usamos simplemente el 
Lema 4.3 y la cofinalidad no numerable de O. O 

Una pregunta natural que se nos puede venir a la mente es ¿podemos sustituir 
en el teorema anterior mÍn { b, ww} por b? Pues bien, a lo que respecta al peso J. 
T. MOORE en [1999J ha demostrado que bajo b = D = cov(M) = ww+l existe un 
espacio de Michael X tal que w(X) = L(X x IP') = Ww < b. 

5. O-Sucesiones de Michael y su relación con la existencia de un 
espacio de Michael 

En esta sección presentamos un nuevo método para la construcción de un es
pacio Michael. El resultado central es una afirmación combinatoria a cerca de los 
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números irracionales, la cual es una condición suficiente y necesaria para la existen
cia de ciertas clases de espacios de Michael. Más precisamente, probaremos que si 
existe un espacio de Michael M y L(M x IP') es un cardinal regular, entonces existe 
un espacio de Michael el cual es un subespacio de «() + 1) xC. 

Para ello, la noción de una O-sucesión de Michael introducida por J. T. MOORE 
en [1999] será fundamental. 

5.1. Una sucesión de subconjuntos distintos (Xek~8 de C es llamada una O-sucesión 
de Michael, si se satisfacen las siguientes condiciones:2 

(i) C;:2 Xr¡ ;:2 X e ;:2 Xo = Qc para cada "7 < ~ < O. 
(ii) Para cada subconjunto compacto K de IP' el ordinal b = mín{~ ~ O: X e n 

K = 0} no tiene cofinalidad no numerable. 

Una O-sucesión de Michael es llamada reducida si también se satisface la 
siguiente condición: 

(üi) Para cada subconjunto A de IP' el cual sea analítico (una imagen continua 
de IP') el ordinal b = mín {~ ~ O: XenA = 0} es O o bien no tiene cofinalidad 
no numerable. 

Lo que es algo sorprendente es que muy poca información a cerca de un espacio 
de Michael es realmente necesaria para la construcción de un espacio de Michael 
dentro de «()+ 1) x C. Esto se hará evidente en la demostración de nuestro siguiente 
teorema (véase Corolarios 5.4 y 5.5). Notemos que ningún axioma de separación es 
necesario suponer para el espacio X. 

5.2. TEOREMA (MOORE [1999]). Las siguientes condiciones son equivalentes para 
cualquier cardinal regular O: 

(a) Existe un espacio Lindela! X tal que X x IP' no es Lindela! y L(X x IP') = O. 
(b) Existe una O-sucesión de Michael reducida (Xe)e,¡;o. 
(c) Existe un subespacio M de (O + 1) x C el cual es un espacio de Michael y 

w(M x IP') = L(M x IP') = (J. 

DEMOSTRACIÓN. (a) => (b). Fijemos una enumeración (Ue)€<o de una cubierta 
abierta U de X x IP' que atestigüe L(X x IP'). Si ~ ~ (J sea X e = Qc U {p E 
IP': X x {p} í Ur¡<e Ur¡}. Podemos suponer, tomando una subsucesión si es necesario, 
que Xr¡ =1= Xe· Supongamos que K es un subconjunto compacto de IP'. Notemos que 
si {j = mÍn{~ ~ (J: X e n K = 0} tiene cofinalidad no numerable, (Ur¡)r¡<6 sería una 
cubierta abierta no numerable de X x K sin subcubierta contable. Pero esto es 
imposible ya que el producto de un espacio Lindelüf con un espacio compacto es 
Lindelüf. Entonces (Xe)e<o es una O-sucesión de Michael. 

Para ver que (Xe)e<8 es reducida, sea A ~ IP' analítico. Podemos encontrar 
fácilmente un subconjunto cerrado E de IP' x IP' tal que A sea igual a 11"} [E] y E 
sea homeomorfo a IP'. Notemos que (Ur¡)r¡<e cubre a X x A si y sólo si (Ur¡ x 1P')r¡<e 
cubre a X x E. ASÍ, si b = mÍn {~ ~ (J: X e nA = 0} tiene cofinalidad no numerable, 
(Ur¡ x 1P')r¡<6 sería una cubierta abierta no numerable de X x E sin subcubierta 
contable. Pero L(X x E) = L(X x IP') = (J, entonces {j tendría que ser igual a (J. 

(b) => (c). Para cualquier ~ ~ (J , definamos Me = Ur¡,¡; eh } x Xr¡' Usando 
inducción sobre ~, probaremos que Me es Lindelüf. Los pasos no triviales de la 
inducción son sólo cuando ~ tiene cofinalidad no numerable. En este caso fijemos una 

2 Aquí, estamos pensando al conjunto de Cantor e como una compactación de IP' que resultó de 
agregarle a IP' un conjunto numerable Qc (véase Observación 2.10 del Capítulo 1) . 
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cubierta abierta U de M~. Podemos encontrar un abierto rectangular V = (~+ 1) x H 
el cual contenga a (~ + 1) x Xf., y que este cubierto por una cantidad contable Uo 
de elementos de U. Para verificar esto último notemos que (~ + 1) x X~ puede 
ser cubierto por una cantidad contable Uo de elementos de U, y que H = {x E 

C: (~+ 1) x {x} e UUo} es un abierto en C con Xf. ~ H. Notemos que K = C\H 
es ajeno a Xe y que E = Me \ V está contenido en (~ + 1) x K. Dado que la 
cofinalidad de ~ es no numerable, existe una b < ~ tal que K n Xti = 0. De esto, se 
sigue que E está contenido en Mti. Por hipótesis de inducción podemos encontrar 
una cantidad contable UI de elementos de U la cual cubra a Mti. Ahora, tenemos 
que Uo U UI es una subcubierta contable de Me, y por lo tanto Me es Lindel6f para 
toda ~ ~ (J. 

Ahora bien, sea M = Me. Se verifica fácilmente que w(M x IP) = (J. Para ver 
que M x IP no es Lindel6f, notemos que Ll = {(~,p,p): (~ , p) E M} es cerrado en 
M x IP. Es fácil verificar que (Me x lP)e<e es una cubierta abierta creciente de Llla 
cual no tiene subcubiertas contables. 

Para finalizar la demostración, resta probar que L(M x IP) = (J. Fijemos una 
cubierta abierta U de M x IP de cardinalidad menor que (J. Podemos suponer sin 
pérdida de generalidad que U es una cubierta abierta de M x IP formada por subcon
juntos abiertos de «(J + 1) x C x IP y que U es cerrada bajo uniones finitas. Debemos 
demostrar que U tiene una subcubierta contable de M x IP. 

Procedamos como antes, primero demostrando que Me x IP es Lindel6f para toda 
~ < (J. La demostración la daremos por inducción sobre~. Nuevamente los pasos no 
triviales de la inducción son sólo cuando ~ tiene cofinalidad no numerable. Sea V 
una cubierta abierta de M~ x IP. Primero tomemos un conjunto abierto rectangular 
V = (~ + 1) x H alrededor de (~ + 1) x Xe x IP el cual este cubierto por una cantidad 
contable Vo de elementos de V. Ahora, sea A = 7l"c[C X IP \ H]la proyección del 
complemento de H sobre C. Dado que A es analitico y X~ nA = 0, se sigue de la 
condición (iii) de la definición de una sucesión de Michael reducida que existe una 
b < ~ tal que Xti nA = 0. Entonces, (Xe x IP) \ V está contenido en Mti x IP el cual 
es Lindel6f por nuestra hipótesis de inducción. Tomemos una colección contable VI 
de elementos de V la cual cubra a Mti X IP. Entonces Vo U VI es una subcubierta 
contable de Me x IPj por lo que Me x IP es Lindel6f para toda ~ < (J. 

Sea (Bn)n<w una enumeración de una base numerable para C x IP. Para cada 
U E U, definimos U[Bn] como la unión de todos los subconjuntos abiertos rectangu
lares de U de la forma a x Bn, para algún ordinal a. Ahora nos gustaría demostrar 
que para cada x = (a,PI,P2) en M x IP existe una U en U y una n < w tal que x 
esté en U[Bn]. Dado que Ax = (a + 1) x {(Pl,P2)} es compacto, existe una U en 
U tal que Ax <:::; U. Aplicando un teorema estandar de topología (el Lema Thbular) 
existe una n < w tal que Ax ~ (a + 1) x Bn ~ U. De esto se sigue que x está en 
U[Bn]. 

Notemos que para cada n podemos elegir una ~n ~ (J + 1 tal que ~n X Bn = 
UUEU U[Bn]. Si ~n < (J, entonces Me" x IP es un espacio Lindel6f por lo hecho 
anteriormente, y entonces podemos elegir Un una sub cubierta contable de (~n x 
Bn) n (M x IP) <:::; M~" x IP. Si ~n :? (J, entonces observemos que como IUI < (J, 

existe una U en U tal que U[Bn] = ~n X Bn. En este caso sea Un = {U}. Dado que 
M x IP <:::; Un<w ~n X Bn, la colección Un<w Un es una subcubierta contable de U y 
por lo tanto L(M x IP) debe ser (J. 

(c) =} (a). Es clara. O 
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5.3. OBSERVACIÓN. Notemos que si M es un espacio de Michael, entonces cualquier 
cubierta abierta U de M x !P tiene una subcubierta Uo de cardinalidad a lo más D. 
La razón de esto es que !P puede ser cubierto por una colección de subconjuntos 
compactos K de tamaño D (véase por ejemplo el Teorema 3.2 del Capítulo 3). Ahora, 
para cada K E K , existe una subcolección contable UK de U la cual cubre a M x K. 
Así, si hacemos Uo = U KEK. UK, entonces Uo tendrá las propiedades deseadas. 

Notemos ahora que los siguientes corolarios estan esencialmente provados en el 
Teorema 5.2. 

5.4. COROLARIO. Si X es un espacio Lindelof y U es una cubierta abierta de X x!P 
sin subcubiertas de cardinalidad más pequeña, entonces existe una IUI-sucesión de 
Michael. O 

5.5. COROLARIO. Si existe una (}-sucesión de Michael y la cofinalidad de () es no 
numerable, entonces existe un espacio de Michael. O 

5.6. OBSERVACIÓN. Quizá un mérito importante del Teorema 5.2 que nos gustaría 
remarcar aquí es que la mayor parte de espacios de Michael que se han construido 
en la génesis del problema "viven" dentro de el producto de un ordinal con C. Por 
ejemplo, si A = {a(: ~ < w}} es un conjunto que está concentrado alrededor de Q>e, 
la construcción "usual" de un espacio de Michael aislando A (véase el Ejemplo lA 
(2) y la Observación 3.6) es lo mismo que el espacio [{wd x Q>e] U {(~ + 1, a(): ~ < 
wd ~ (w} + 1) x C. También, el ejemplo de K. ALSTER de [1990] puede ser 
encajado de una manera similar dentro de (e + 1) x Y, donde Y es la compactación 
métrica de !P usada en su construcción. 

6. Construcción de un nuevo espacio de Michael 

En esta sección veremos que D = cov(M) es suficiente para probar la existencia 
de un espacio de Michael. Donde cov(M) el mínima cantidad de conjuntos de 
primera categoría en IR que se necesitan para cubrir a IR. No es difícil ver que cov(M) 
también coincide con la mínima cantidad de conjuntos de primera categoría en !P 
que se necesitan para cubrir a !P. 

6.1. TEOREMA (MOORE [1999]). D = cov(M) implica la existencia de un espacio 
de Michael. 

DEMOSTRACIÓN. Primero notemos que existe una sucesión (D()«~ de conjuntos 
compactos en !P tal que para cada subconjunto compacto K de !P, existe una ~ < D 
tal que K está contenido en D( (véase por ejemplo el Teorema 3.2 del Capítulo 
3) . Sea X( = C \ U1)« D1)' Para ver que (X()( ,,; ~ es una D-sucesión de Michael, 
fijemos un subconjunto compacto K de !P. Supongamos que K n X( es vacío y que 
~ < D tiene cofinalidad no numerable. Entonces (D1))1)« es una cubierta de K de 
tamaño menor que cov(M) formada por conjuntos cerrados, por lo tanto debe tener 
una sub cubierta contable. En efecto, como K es compacto, K tiene a lo más una 
cantidad contable de puntos aislados, por lo que podemos suponer sin pérdida de 
generalidad que K carece de puntos aislados. Consideremos U = {Int D1): r¡ < O, si 
U cubre a K , la afirmación se sigue inmediatamente, en caso contrario K' = K\UU 
sería un espacio métrico compacto O-dimensional sin puntos aislados, luego entonces 
K' sería homeomorfo al conjunto de Cantor C. Así, como!P se encaja en C y K'nD1) 
es denso en ningúna parte para cada r¡ < ~ , entonces cov(M) ~ ~ , 10 cual es una 
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contradicción. Por lo tanto existe una Ó < ~ tal que X~nK es vacío. Por el Corolario 
5.5 existe un espacio de Michael. O 

6.2. OBSERVACIÓN. Cabe mencionar que ya en [1990] K. ALSTER, usando MA 
(Axioma de Martin) construyó un espacio de Michael. Sin embargo, il = cov( M) 
es en cierto sentido más general que MA, ya que MA implica en particular que 
il = cov(M) = e (véase Corolario 7.4 del Capítulo 5), pero es consistente con 
ZFC que falle MA y que il = cov(M). Por ejemplo usando el forcing de Hechler, 
se puede construir un modelo de ZFC, llamado el modelo de Hechler, en donde 
5 = Wl < e = b = il = cov(M). 

Por otro lado, si quisieramos comparar il = cov(M) con b = W¡, veremos que 
uno no es más general que el otro, ya que por ejemplo usando el forcing de Miller, 
se puede construir un modelo de ZFC, llamado el modelo de Miller, en donde 
cov(M) = b = Wl < e = il, Y como se ha mencionado antes puede suceder que 
il = cov(M) y que b f. Wl, por ejemplo usando el modelo de Hechler o simplemente 
usando MA. 

6.3. NOTA. Para finalizar esta sección queremos mencionar que J. T . MOORE en 
[1999] también ha demostrado que es consistente con Zt'C que cov(M) < b < il Y 
que exista un espacio de Michael. 



CAPíTULO 5 

Características combinatorias del Continuo 

1. Introducción 

En este capítulo trataremos algunas características combinatorias de los inva
riantes cardinales que se trataron en los capítulos anteriores asi como también otras 
características combinatorias de otros invariantes cardinales que se introducirán en 
este capítulo. Introduciremos una maquinaria que es usada frecuentemente para 
la descripción de muchos (aunque no todos) invariantes cardinales y sus relaciones 
entre ellos. Esta maquinaria fue presentada por P. VOJTÁS en [1993) bajo el nombre 
de "Conecciones generalizadas de Galois-Tukey"; las ideas básicas de esta maquina
ria habián sido ya manejadas con anterioridad en el trabajo de D. FREMLIN de 
[1984) yen el trabajo de Miller (no publicado). Las definiciones de muchos inva
riantes cardinales tienen la forma "la mínima cardinalidad de cualquier conjunto Y 
(de objetos de una clase específica) tal que cada objeto x (posiblemente de una clase 
diferente) está relacionado con algún y E Y en un sentido específico" . Y muchas 
demostraciones de desigualdades entre estos cardinales involucran la construcción 
de mapeos entre varias clases de objetos que están involucradas en las definiciones de 
estos cardinales. Esto se formaliza en la Sección 4 en el lenguaje de categorías. Con 
la ayuda de esto analizamos los invariantes cardinales clásicos asociados al a-ideal 
formado por los subconjuntos de R de primera categoría (a saber add(M), cov(M) , 
non(M) y cof(M)) y al a-ideal formado por los subconjuntos de R de medida de 
Lebesgue cero (a saber add(N), cov(N), non(N) y cof(N)), en compañia de los 
cardinales b y D. Por último mostramos que bajo el axioma de Martin (MA) todos 
los cardinales pequeños no numerables (o invariantes cardinales) que se tratarán a 
lo largo de todo este trabajo serán iguales a c. Sin embargo estos cardinales pueden 
tomar distintos valores en varios modelos generados con forcing iterado, como se 
muestra en la tabla que se encuentra al final de este capítulo. La manera de como 
abordamos los temas en este capítulo es como lo presenta A. BLASS en [2000). 

2. Crecimiento de funciones 

Ya en la Sección 2 del Capítulo 3 introdujimos el número de (no)acotación b 
y el número de Dominación D, en donde además se analizaron algunas propiedades 
combinatorias de estos cardinales. Ahora nos daremos a la tarea de dar algunas otras 
características combinatorias de estos cardinales. Así, empecemos por recordar las 
definiciones de estos dos cardinales. 

2.1. Un conjunto B ~ W w es no acotado si no existe ninguna fE W w tal que 9 ~* f 
para toda 9 E B. El número de acotación b (algunas veces llamado el número 
de (no)acotación) es la mínima cardinalidad de cualquier conjunto no acotado, 
b = mín{IBI : B es no acotado}. 

53 
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2.2. Un conjunto D ~ W w es dominante si para cada f E W w existe 9 E D con f :S;* 
g, donde f :S;* 9 si f(n) :s; g(n) para toda n E w salvo una cantidad finita. El número 
de Dominación D es la mínima cardinalidad de cualquier conjunto dominante, D = 
mín{IDI: D es dominante}. 

2.3. OBSERVACIÓN. Tanto b como D permanecen invariables si en las definiciones 
de estos sustituimos W w por w]R o por el conjunto de sucesiones de cualquier orden 
lineal de cofinalidad w. 

El siguiente teorema da todas las restricciones sobre b y D que se pueden probar 
en ZFC. 

2.4. TEOREMA. w} :s; cof(b) = b :s; cof(D) :s; D :s; e. 

DEMOSTRACIÓN. w} :s; b nos quiere decir que para cada colección numerable de 
funciones gn: W ~ w, existe alguna f *~ que todas ellas. Y una de estas f viene 
dada por f(m) = máxm:;;rngn(m). 

Para probar que b :s; COf(D), sea D un conjunto cofinal de tamaño D, y supon
gamos que está descompuesto en la unión de cof(D) subconjuntos D~ de cardinalidad 
< D. Entonces para cada ~ existe una fe que no está dominada por ninguna 9 E DE. . 
Ahora, no puede existir una f que domine a todas las fe ya que de lo contrario f 
no estaría dominada por ninguna 9 E D, lo cual no es posible. Por lo que {f~: ~ < 
cof(D)} es no acotado. 

La prueba de que cof(b) = b es similar, y lo que resta del teorema es claro. O 

S. H. HECHLER en [1974J prueba que si P es un conjunto parcialmente or
denado en el cual cada subconjunto contable tiene una cota superior, entonces P 
puede ser consistentemente isomorfo a un subconjunto cofinal de (Ww , :S;*). Más 
precisamente, dado tal P, S. H. Hechler construye, usando el método de forcing, 
una extensión del universo con la c.c.c. (condición de cadena contable) donde existe 
un encaje cofinal de P en (Ww , :S;"') que preserva el orden estricto. (La demostración 
de S. H. Hechler, dada tempranamente después de la invención del forcing se re
tomó usando una formulación más moderna por D. TALAYCO en [1993J y por M. 
BURKE en [1997J.) El resultado de S. H. Hechler implica que el Teorema 2.4 es 
óptimo en el siguiente sentido. 

2.5. TEOREMA (GCH). Sean b', D', ye' cualesquiera tres cardinales que satisfagan 

w} :s; cof( b') = b' :s; cof(()') :s; D' :s; e' 

y cof( e') > w. Entonces empleado el método de forcing, existe una extensión del 
universo con la c. c. c. que satisface b = b', (J = D', Y e = e'. 

DEMOSTRACIÓN. Apliquemos el teorema de Hechler al orden parcial P = [D']<b' 
el cual esta ordenado por la inclusión. La regularidad de b' implica que cualquier 
subconjunto de P de cardinalidad < b' tiene una cota superior. La restricción en la 
cardinalidad es esencial ya que algunos subconjuntos de cardinalidad b' no tienen 
una cota superior (e.g. los formados por singuletes distintos). Dado que cof(D' ) > b' 
y GCH se sigue, entonces obtenemos que IPI = D'. Ahora, observemos que un 
subconjunto de P de cardinalidad < D' no puede ser cofinal, ya que su unión (como 
conjuntos) tiene cardinalidad < (J'. Estas observaciones nos implican que b = b' Y 
(J = (J' en la extensión que nos da el teorema de Hechler. Finalmente, para obtener 
e = e', agregémos e' reales aleatorios; esto no alterará a b o a D, ya que el modelo 
base W w es cofinal en el W w de cualquier extensión real aleatoria. O 
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Para ver que b < D es consistente, no es necesario utilizar el teorema de Hechler. 
En el modelo original de P. J. COHEN [1963J para probar la consistencia de ZFC 
con la negación de CH, se tiene que b = Wl Y que D = c. En efecto, si agregamos 
"- ~ Wl reales de Cohen (con el producto usual de forcing) a cualquier modelo de la 
teoría de conjuntos, entonces en el modelo resultante se tiene que b = Wl mientras 
que D se convierte en al menos "-. 

Para la situación contraria, b = D, hemos observado ya en el Corolario 2.4 del 
Capítulo 3 la siguiente caracterización. 

2.6. TEOREMA. b = D si y sólo si existe una escala en ww, i.e. un conjunto 
dominante bien ordenado por ~*. O 

Como hemos visto a lo largo de este trabajo, existen multiples maneras de ver 
a los cardinales b y D. Ahora retomaremos algunas de ellas reformuladas en un con
texto más general. Para ello necesitaremos de los siguientes invariantes cardinales 
clásicos asociados a un ideal. 

2.7. Sea I un ideal propio de subconjuntos de un conjunto X tal que contenga a 
todos los singuletes de X. 

• La aditividad de I, add(I), es el mínimo número de conjuntos en I cuya 
unión no esté en I. 

• El número de cubierta de I, cov(I), es el mínimo número de conjuntos en 
I cuya unión sea X. 

• La uniformidad de I, non(I), es la mínima cardinalidad de cualquier sub
conjunto de X que no esté en I. 

• La cofinalidad de I, cof(I), es la mínima cardinalidad de cualquier sub
conjunto 8 de I tal que cada elemento de I es un subconjunto de algún 
elemento de 8 . Tal 8 es llamada una base para I. 

Es fácil verificar que tanto cov(I) como non(I) son ~ add(I) y ~ cof(I). De 
hecl!o, add(I) también es una cota inferior para las cofinalidades cof(non(I)) y 
cof( cof(I)). En éste capítulo, I será siempre un a-ideal, entonces su aditividad (y 
por lo tanto los otros tres invariantes cardinales) serán no numerables. Más aun, I 
tendrá una base formada por conjuntos de Borel; dado que existen sólo c conjuntos 
de Borel, la cofinalidad de I (y por lo tanto los otros tres invariantes cardinales) 
serán ~ c. 

El ideal relevante para la presente sección es el a-ideal Ku generado por los 
subconjuntos compactos de ww, i.e. el ideal de los conjuntos que se cubren con una 
cantidad contable de conjuntos compactos. Ya en la Sección 3 del Capítulo 3 hemos 
tenido la oportunidad de analizar este ideal, en donde además se ha probado entre 
otras cosas parte del siguiente teorema. 

2.8. TEOREMA. add(Ku) = non(Ku) = b Y cov(Ku) = cof(Ku ) = D. 

DEMOSTRACIÓN. Notemos que X ~ W w es a-compacto si y sólo si existe una función 
fE W w tal que X ~ ef = {g E w w : 9 ~ * J} . 

Supongamos que F ~ ww. Si F es un conjunto dominante, entonces {e f: f E 
F} es una base para Ku. En el otro sentido, si UfEF ef = w w , entonces F es un 
conjunto dominante. 

Similarmente, si F es no acotado en w w , entonces F rf:. Ku y si UfEF ef rf:. Ku, 
entonces F es no acotado en W w. O 
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Por otro lado, otra manera de ver al orden ~. y a los cardinales b y i), es 
introduciendo particiones de w en intervalos finitos. (Estas ideas fueron dadas por 
primera vez por R. C. SOLOMON en [1911]) 

2.9. Por una partición en intervalos entenderemos una partición de w en (una 
cantidad infinita de) intervalos finitos In ( n E w). Supondremos siempre que los 
intervalos estan numerados en el orden natural, esto es, si in es el extremo izquierdo 
de In entonces io = O e In = [in,in +1 ). Diremos que la partición en intervalos 
{In: n E w} domina a otra partición en intervalos {Jn : n E w} si para toda n E w 
(salvo una cantidad finita) existe k E w tal que Jk ~ In. Denotemos por PI al 
conjunto de todas las particiones en intervalos. 

2.10. TEOREMA. i) es la mínina cardinalidad de cualquier familia de particiones 
en intervalos que domine a todas las particiones en intervalos. b es la mínima 
cardinalidad de cualquier familia de particiones en intervalos para la cual no exista 
una partición en intervalos que domine a todas las particiones en intervalos de la 
familia. 

DEMOSTRACIÓN. Probaremos solo la primera parte, ya que la segunda parte se 
puede probar de una manera similar o se puede deducir de la demostración de la 
primera parte usando la maquinaria de dualidad de la Sección 4. 

Supongamos primero que tenemos una familia F de particiones en intervalos 
que domina a todas las particiones en intervalos. A cada una de las particiones 
{In = [in ,in +1 ): n E w} de F, le asociamos una función f : w -+ W definida por 
f (x) igual al extremo derecho del intervalo posterior al intervalo que contiene a x; de 
este modo si x E In entonces f(x) = in+2 - 1. Probemos ahora que estas funciones 
f forman un conjunto dominante, así tendríamos que () ~ jFj. Dada cualquier 
g E ww , la función f que domine a g se obtiene de la siguiente manera. Formemos 
una partición en intervalos {Jn = [jn , jn+d : n E w} tal que cuando x ~ jn entonces 
g(x) < jn+!; esto lo podemos hacer fácilmente eligiendo las jn's recursivamente. 
Sea {In = [in, in+d: n E w} en F que domine a esta {Jn : n E w}, y sea f la función 
asociada a {In: n E w}. Para ver que g( x) ~ f (x) para todos los x suficientemente 
grandes, persigamos a estas x por medio de las definiciones como sigue. Sea n ei 
índice para el cual x E In y sea (ya que x es suficientemente grande) k un índice 
para el cual Jk ~ In+l· Como x ~ jk , entonces g(x) ~ jk+l - 1 ~ in+2 -1 = f(x) . 
Con esto completamos la prueba de que () ~ jFj. 

Para construir una familia dominante de particiones en intervalos de cardi
nalidad (), empecemos por un conjunto dominante D en W w de cardinalidad () , y 
asociemos a cada g E D una partición en intervalos {Jn = [jn, jn+ 1): n E w} 
exactamente como en el párrafo anterior. Para probar que la familia resultante 
de () particiones en intervalos domine a todas las particiones en intervalos, sea 
{In = [in , in+l): n E w} una partición en intervalos arbitraria, le asociamos una 
fE W w como en el párrafo anterior, y sea g E D con g ·~f. Probemos ahora que 
la partición {Jn : n E w} asociada a esta g domina a la partición {In: n E w}. Para 
cualquier n suficientemente grande, tenemos que f(jn) ~ g(jn) ~ jn+l - 1. En 
virtud de la definición de f, esto quiere decir que el siguiente 1 k después del que 
contenga a jn está completamente contenido en Jn. O 
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3. Separación y homogeneidad 

En esta sección, trataremos varios invariantes cardinales relacionados con la 
"competencia" entre particiones a través de separación de conjuntos y particiones 
homogéneas de conjuntos. Para ello empecemos con recordar una definición combi
natoria de un cardinal que sea ha mencionado ya desde el punto de vista topológico 
en la Sección 3 del Capítulo 2 (véase 2.8 y Teorema 3.6 de ese mismo capítulo). 

3.1. Un conjunto X ~ w separa a un conjunto infinito Y ~ w si tanto Y n X como 
y \ X son infinitos. Una familia separadora es una familia S de subconjuntos de 
w tal que cada conjunto infinito Y ~ w es separado por al menos una X E S. El 
número de separación s es la mínima cardinalidad de cualquier familia separadora. 

Daremos a continuación otra definición alternativa del cardinal s a las ya dadas 
en el Teorema 3.6 del Capítulo 2. 

3.2. TEOREMA. s es la mínima cardinalidad de cualquier familia de w-sucesiones 
acotadas S~ = (X~,n)nEw de números reales tal que paro ningún conjunto infinito 
y ~ w se puede hacer que todas las subsucesiones correspondientes S~ r y = 
(X~,n)nEY converjan. Lo mismo es cierto si sólo consideramos sucesiones formadas 
por ceros y unos. 

DEMOSTRACIÓN. La segunda parte, donde todos los S~ están en w2, es un simple 
traducción de la definición de s; podemos ver justamente a las sucesiones S~ como 
las funciones características de los conjuntos de una familia separadora. El punto 
clave radica en que, para la función característica de X, convergencia significa 
eventualmente constante, y entonces la convergencia de su restricción a Y significa 
que y no está separada por X. 

Por otra parte, la mitad de la primera afirmación se sigue fácilmente de la 
segunda afirmación. Para probar la otra mitad de la primera afirmación, conside
remos cualquier familia de w-sucesiones acotadas S~ = (X~,n)nEw de números reales 
tal que para ningún conjunto infinito Y ~ w se puede hacer que todas las subsuce
siones correspondientes S~ r y converjan. Para cada S~ y para cada par de números 
racionales ql,q2 formemos el conjunto Xf"ql,q2 = {n E w: xf"n está entre ql y q2}. 
Sea S la familia formada por los conjuntos X~,ql,q2' entonces S es una familia se
paradora. En efecto, si Y ~ w con Y un conjunto infinito, entonces por la elección 
de la familia de w-sucesiones acotadas, existe Sf, tal que S~ r y no converge, pero 
como Sf, r y está acotada, entonces Sf, r y tendrá al menos dos puntos límites. Por 
lo que si elegimos números racionales ql, q2 para los que un punto límite esté entre 
ellos dos y el otro punto límite no esté entre ellos, entonces el conjunto Xf"ql,q2 

separará al conjunto Y. 
Finalmente, como la cardinalidad de S no excede a la cardinalidad de la familia 

de w-sucesiones acotadas que se consideró, entonces la otra mitad de la primera 
afirmación que faltaba se sigue ahora. O 

Del Teorema 2.10 obtenemos fácilmente la relación de s con D. 

3.3. TEOREMA. s ~ D. 

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 2.10 , fijemos una familia de particiones en in
tervalos de tamaño D que domine a todas las particiones en intervalos. Para cada 
partición TI = {In: n E w} en esta familia, asociemosle la unión de todos los in
tervalos con subíndice par cp(TI) = Un hn. Probemos que estos D conjuntos cp(TI) 
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constituyen una familia separadora. Para esto, consideremos cualquier subconjunto 
infinito X de w. Asociemosle al conjunto X una partición en intervalos 1jJ(X) en la 
cual cada intervalo contenga al menos un punto de X. Nuestra familia dominante 
de particiones en intervalos contiene una II que domina a 1jJ(X). Pero entonces ca
da intervalo de II, salvo una cantidad finita, contiene un intervalo de 1jJ(X) y por 
consiguiente contiene un punto de X. De esto se sigue inmediatamente que tanto 
'P(II) como su complemento (la unión de todos los intervalos con subíndice impar) 
contienen una cantidad infinita de puntos de X. Por lo tanto 'P(II) separa al con
junto X. O 

Recordemos, para futuras referencias, la propiedad básica de las construcciones 
'P y 1jJ que se trabajó en la demostración anterior: Para cualquier partición en 
intervalos II y cualquier conjunto infinito X ~ w, 

II domina a 1jJ(X) ==> 'P(II) separa al conjunto X. 

La desigualdad en el teorema anterior puede consistentemente ser estricta. Por 
ejemplo, si agregamos K ~ Wl reales de Cohen a un modelo de la teoría de conjuntos, 
entonces (como se ha mencionado antes) en el modelo resultante () ~ K, mientras 
que 5 = Wl ya que cualquier conjunto formado por reales de Cohen (de los que se 
agregaron) de tamaño Wl constituye una familia separadora. 

El número de separación es el más simple de una familia de invariantes cardi
nales que están definidos en términos de estructuras que no son simultáneamente 
homogéneas (módulo finito) sobre algún conjunto infinito. Para 5, las "estructuras" 
son funciones que toman dos valores y "homogéneo" simplemente significa con
stante. Otras nociones de estructura y de homogeneidad son sugeridas por varios 
teoremas que se refieren a particiones. Caracterizaremos el análogo de 5 que surge 
del teorema de Ramsey y después mencionaremos brevemente algunas otras carac
terizaciones análogas. 

3.4. Un conjunto H ~ W es homogéneo para una función f: [w]n ---- k (una partición 
de [w]n en k piezas) si f es constante sobre [H]n. H es casi homogénea para f si 
existe un conjunto finito F tal que H\F es homogéneo para f. Definimos parn como 
la mínima cardinalidad de cualquier familia de particiones de [w]n en dos piezas tal 
que ningún conjunto infinito es casi homogéneo para todas ellas simultáneamente. 

Notemos que par} es simplemente 5 y que la definición de parn permanecería in
variable si permitieramos particiones en cualquier número finito de piezas (cualquiera 
de estas particiones puede reemplazarse por una cantidad finita de particiones en 
dos piezas). Notemos también que el uso de la casi homogeneidad en la definición de 
parn es esencial; es fácil exhibir una cantidad numerable de particiones con ningún 
conjunto infinito homogéneo comun. 

3.5. TEOREMA. Para cualquier entero n ~ 2, parn = mín{b , s}. 

DEMOSTRACIÓN. Notemos primero que parn ::;; parrn si n ~ m, ya que cualquier 
partición [w]m ____ 2 la podemos ver como una partición de [w]n en la que hemos 
ignorado los últimos n-m elementos que se encuentran dentro de esta. En parti
cular, tenemos que parn ::;; 5, Y si probamos que par2 ::;; b entonces la desigualdad 
del teorema en la dirección ::;; estará demostrada. Para la dirección ~, debemos 
considerar n arbitraria, pero en los hechos limitaremos nuestra atención a n = 2, 
ya que el caso general es un poco más largo pero no más difícil. 
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Para probar pat2 ~ b, sea B <;;: W w un conjunto no acotado de tamaño b, 
supongamos sin pérdida de generalidad que cada 9 E B es monótona creciente 
(véase por ejemplo el Teorema 2.2 del Capítulo 3), y asociemos a cada una de estas 
9 la partición de [w]2 que pone a la pareja {x < y} en la clase O si g(x) < y y 
en la clase 1 en otro caso. Probemos que ningún conjunto infinito H <;;: wes casi 
homogéneo para todas estas particiones simultáneamente. Notemos primero que un 
conjunto homogéneo de la clase 1 debe ser finito ya que, si x es el primer elemento, 
entonces todos los otros elementos están acotados por g(x). Así, buscando una 
contradicción, supongamos que H es infinito y casi homogéneo de la clase O para 
todas las particiones asociadas a las funciones 9 E B. Consideremos la función h 
que manda a cada número natural x al segundo miembro de H que se encuentra 
arriba de x, i.e. para cada x se tiene que x < y < h(x) donde y, h(x) E H. Por la 
casi homogéneidad de H, tenemos para cada 9 E B y para toda x suficientemente 
grande, g(y) < h(x) y entonces, por la monotonía de g, g(x) < g(y). Entonces, 
9 ~* h para toda 9 E B, contradiciendo la manera en que elegimos al conjunto B. 

Para probar que pat2 ~ mín{b,s}, supongamos que tenemos una familia de 
particiones ft:.: [wj2 ---+ 2 de cardinalidad K < mín{b,s}; debemos encontrar un con
junto infinito casi homogéneo para todas estas particiones. Primero, consideremos 
las funciones 

ff..n: w ---+ 2: x 1--> fdn,x}. 

(Estas funciones están indefinidas para x = n; ahí las definimos arbitrariamente.) 
Dado que el número de estas funciones es K . W < s, existe un conjunto infinito 
A <;;: w sobre el cual ellas son casi constantes; digamos ff..n(x) = jE,.{n) para toda 
x ~ gf. (n) en A. Además, dado que K < s podemos encontrar un conjunto infinito 
B <;;: A sobre el cual cada jf. es casi constante, digamos jE,.{n) = if. para toda n ~ bf. 
en B. Y dado que K < b entonces existe una función h que acota a cada gf. a partir 
de algún entero cf.. Sea H = {xo < Xl < ... } un subconjunto infinito de B elegido 
de tal manera que h(xn ) < Xn+l para toda n. Entonces esta H es casi homogénea 
para cada ff.. En efecto, si x < y son elementos de H más grandes que bf. y cf.' 
entonces y > h(x) ~ gf.(x) y entonces fdx,y} = fE..x(Y) =jf.(x) = if.. D 

Uno puede definir invariantes cardinales análogos a patn usuando fuertes teo
remas de particiones en lugar de usar el teorema de Ramsey, por ejemplo usando el 
teorema de sumas finitas de Hindman (N. HINDMAN [1974]) o usando el teorema 
de Galvin-Prikry (F. GALVIN y K. PRIKRY [1973]) y su extensión a conjuntos 
analíticos dada por J. SILVER en [1970]. No es difícil ver que estos invariantes 
cardinales están acotados superiormente por mín{b,s}. También es fácil ver que las 
variantes de pat que nos dan los teoremas de Silver y Galvin-Prikry están acotadas 
inferiormente por el cardinal 1) (véase 2.8 del Capítulo 2, para la definición de 1)). 
E. T. Eisworth también ha obtenido una cota inferior de la forma mín{b,s'}, donde 
s' es la siguiente variante de s. Un cardinal K es < s' si, para cualesquiera K reales, 
existe 

1. un modelo transitivo N de ZFC lo suficiente para que contenga a los 
reales dados, 

2. U E N tal que N satisfaga "U no es ultrafiltro principal sobre w" , y 
3. un conjunto infinito a <;;: w casi contenido en cada elemento de U. 

La demostración de Eisworth usa las técnicas de forcing de H. JUDAH y S. SHELAH 
de [1989], sin embargo se puede dar una pueba directa puramente combinatoria 
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usando el Teorema 4 de A. BLASS de [1988J. Notemos, que si debilitamos el re
querimiento 2 en la definición de s' a solo pedir que U no sea un ultrafiltro principal 
en el álgebra Boleana de subconjuntos de w en N (pero que U no necesariamente 
esté en N), entonces el cardinal asi definido será simplemente s. Sin embargo, no 
se sabe sí s' < s es consistente con ZFC. 

Para la variante de par basada en el teorema de Hindman, la mejor cota inferior 
que se conoce es el cardinal p. La demostración de que este cardinal es una cota 
inferior usa la construcción del axioma de Martin (MA) que se menciona en A. 
BLASS [1987J página 93, la observación de que el axioma de Martin es aplicado 
aquí a un orden parcial a-centrado, y el Teorema de Bell. 

También, podemos considerar formas débiles de homogeneidad. Por ejemplo, 
definamos par1 e como la mínima cardinalidad de una familia:F de funciones f: w --t 

w tal que par~ ningún conjunto infinito A ~ w todas las funciones de :F sean 
casi inyectivas o casi constantes, donde "casi" significa, como es usual, salvo una 
cantidad finita de puntos de A. (El subíndice 1, c hace referencia al teorema de 
particiones canónicas de conjuntos de tamaño 1.) Cada función f nos proporciona 
una partición 1': [wJ2 --t 2, donde I'{x,y} = O justamente cuando f(x) = f(y). 
Los conjuntos donde f es inyectiva o constante son los conjuntos homogéneos de 
1', por lo que par1,c ;;?: par2' De hecho la igualdad se tiene, ya que par1,c es ~ 
que s y b. Para ver que par1,c ~ s, asociemos a cada conjunto X de una familia 
separadora su función característica. Para ver que par1,c ~ b, fijemos por el Teorema 
2.10 una familia de b particiones en intervalos que no esté dominada por ninguna 
partición en intervalos, y asociemos para cada una de estas particiones una función 
f que sea constante exactamente en los intervalos de la partición. Ahora, dado que 
tales funciones f no son constantes sobre cualquier conjunto infinito, entonces es 
suficiente con probar que no existe un conjunto infinito A sobre el cual cada f sea 
casi inyectiva. Pero si existiera tal A, entonces podríamos construir una partición 
en intervalos en la que cada intervalo contenga al menos tres elementos de A, y 
esta partición dominaría a todas las particiones de nuestra familia que elegimos, 
contradiciendo la no dominación de nuestra familia. 

Ahora cambiemos nuestro enfoque para contar particiones por contar can
didatos para conjuntos homogéneos. 

3.6. Una familia R de subconjuntos infinitos de w es no-sepamda si ningún conjunto 
separa a todos los miembros de R. Es a -no-sepamda si ninguna colección contable 
de conjuntos es suficiente para separar a todos los miembros de R . El número de 
no-sepamción r , también llamado el número de refinación o número de recolección, 
es la mínima cardinalidad de cualquier familia no-separada. El número de a-no
sepamción r" es la mínima cardinalidad de cualquier familia a-no-separada. 

Claramente, r ~ r" . Sin embargo, no se sabe sí la desigualdad estricta es con
sistente con ZFC. 

Omitimos la demostración del siguiente teorema ya que esencialmente está con
tenida en la demostración del Teorema 3.2. 

3.7. TEOREMA. r" es la mínima cardinalidad de cualquier familia de conjuntos 
infinitos Y ~ w tal que pam cada sucesión acotada de números reales (Xn)nEw, la 
restricción de (Xn)nEw en aLguna Y de la familia converge. Si sólo considemmos 
sucesiones formadas por ceros y unos, entonces la mínima cardinaLidad correspon
diente es r . O 
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Recalquemos sin embargo que en el Teorema 3.2 los cardinales fueron los mis
mos para sucesiones con valores reales que para sucesiones con dos valores, la igual
dad análoga en el presente teorema es un problema abierto. 

3.8. TEOREMA. b ~ r. 

DEMOSTRACIÓN. Como en la demostración del Teorema 3.3, sea <p la operación que 
manda a cualquier partición en intervalos a la unión de sus intervalos con subíndice 
par, y sea '!f; la operación que manda a cualquier subconjunto infinito X de w a 
una partición en intervalos en la que cada intervalo contiene al menos un punto 
de X. Sea n una familia no-separada de r subconjuntos infinitos de w; gracias 
al Teorema 2.10, nuestra demostración se reduce a probar que ninguna partición 
en intervalos II domina a todas las particiones '!f;(X) para X E n. Pero, como 
se probó en la demostración del Teorema 3.3 y recordando la referencia que se 
encuentra inmediatamente después, si II domina a todas las '!f;(X), entonces <p(II) 
debe separar a cada X E n, contradiciendo la elección de n. O 

Introduciremos ahora los cardinales relacionados con la propiedad de homo
geneidad asociada al Teorema de Ramsey y al Teorema de tipo "inyectivo o cons
tante" . 

3.9. I)omn es el tamaño más pequeño de cualquier familia Ji de subconjuntos in
finitos de w tal que cada partición de [w¡n en dos piezas tiene un conjunto casi 
homogéneo en Ji. l)om1,c es el tamaño más pequeño de cualquier familia Ji de sub
conjuntos infinitos de w tal que cada función f: w ~ w es casi inyectiva o casi 
constante en algún conjunto en Ji. 

Notemos que l)om1 = r y que I)omn ~ I)omrn si n ~ m (lo contrario de la 
desigualdad correspondiente para par). 

3.10. TEOREMA. Pam cualquier entero n ~ 2, I)omn = máx{() , ru} . Más aun, 
máx{() , r} ::::; l)om1,e ~ máx{() , ru}. 

DEMOSTRACIÓN. Para probar que máx{(), r} ~ l)om1 e' supongamos que Ji es como 
en la definición de l)om1,e' Y probemos que su cardin:alidad es ~ que r y (). Para la 
primera desigualdad, encontramos que Ji es no-separada ya que si X separa a H 
entonces la función característica de X no es ni casi inyectiva ni casi constante sobre 
H. Para la comparación con (), asociemos a cada H E Ji una partición en intervalos 
IIH tal que cada uno de sus intervalos contenga al menos tres elementos de H. 
Por el Teorema 2.10, necesitamos solo verificar que cada partición en intervalos e 
está dominada por alguna IIH . Dada e, sea f constante sobre exactamente estos 
intervalos, y encontremos H E Ji sobre la cual f sea casi inyectiva (ya que f no es 
constante sobre cualquier conjunto infinito). Pero entonces cualquier intervalo de 
IIH (salvo por una cantidad finita) contiene tres puntos de H , todos de diferentes 
intervalos de e, por lo que debe de contener un intervalo completo de e. Por lo 
tanto tenemos la dominación requerida. 

Ahora, probemos que l)om2 ~ máx{() , ru} construyendo una Ji de tamaño 
máx{() , ru} con la propiedad de homogeneidad requerida en la definición de l)om2. 
(Nótese la similaridad de esta construcción con los argumentos que se usaron para 
probar que par2 ~ mín{b,s}.) Sea D ~ W w un conjunto dominante de tamaño (). 
Sea n una familia a-no-separada de tamaño ru. Para cada A E R, sea nA una 
familia no-separada de r subconjuntos de A. Para cada h E D, para cada A E n, y 
para cada B E nA, sea H = H(h,A,B) un subconjunto infinito de B tal que para 
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cualesquiera x < y en H, h(x) < y. La familia 1t de todos los conjuntos H(h, A, B) 
tiene tamaño a lo más máx{il, to}, Y probemos ahora que esta familia contiene un 
conjunto casi homogéneo para cada partición 1: [wj2 --+ 2. Dada 1, definimos (como 
en la demostración del Teorema 3.5) In: W --+ 2: X 1-+ I{n,x}. Como R es a-no
separada, esta contiene una A sobre la cual cada In es casi constante, digamos que 
In (x) = j (n) para toda x ~ g( n) en A. La función j: A --+ 2 es casi constante sobre 
algún B en la familia a-no-separada RA, digamos que j(n) = i para toda n ~ b en 
B. y D contiene una h que domina a g, digamos que h(x) ~ g(x) para toda x ~ c. 
Es ahora una rutina (como en la demostración del Teorema 3.5) verificar que I es 
constante con valor i sobre todas las parejas de elementos mayores que b y c en 
H(h,A,B). 

La demostración de que lJomn ~ máx{il, to} para n > 2 es similar a lo hecho 
en el párrafo anterior solo que se usan n familias a-no-separadas anidadas en lugar 
de usar dos. Omitiremos los detalles. 

Los argumentos dados arriba, junto con la observación de que "inyectiva o cons
tante" es un caso especial de homogeneidad para particiones de parejas, establecen 
que 

máx{il, t} ~ lJoml,c ~ lJom2 ~ lJom3 ~ ... ~ máx{i>, to}. 
Todo lo que resta probar es que t o ~ lJom2' Y esto requiere de un método que no 
está involucrado en el Teorema 3.5. Los siguientes argumentos fueron dados por 
J. BRENDLE en [1995]. (Shelah había ya establecido con anterioridad el resultado 
correspondiente para lJom3.) 

Sea 1t como en la definición de lJom2, Y sean una cantidad contable de funciones 
In: W --+ 2 dadas. Buscaremos un conjunto en 1t sobre el cual cada In sea casi 
constante. Definimos, para cada x E w, la sucesión de ceros y unos x = (fn(X)}nEw, 
por lo que xn = In(x). Entonces definimos una partición de [wj2 poniendo {x,y} 
en la clase O si x precede a fj en el orden lexicográfico y en la clase 1 en el otro caso. 
Sea H E 1t un conjunto casi homogéneo para esta partición, sea H' un conjunto 
homogéneo obtenido por haber removido una cantidad finita de elementos de H. 
Supongamos que H' es homogéneo para la clase O. (El caso de la clase 1 es análoga) 
Entonces como x aumenta, xo solo puede aumentar. Esto es, si el valor de lo(x) 
siempre cambia, entonces este valor cambia de O a 1 y después siempre permanece 
constante. Una vez que Xo se ha estabilizado, Xl solo puede aumentar y por eso 
debe estabilizarse. Continuando en este camino, observemos que, como x aumenta 
gracias a los valores en H', cada xn eventualmente se estabiliza. Esto quiere decir 
que cada In (x) es casi constante sobre H' y por lo tanto sobre H, como se requiere. 
O 

3.11. OBSERVACIÓN. El último párrafo de esta demostración es similar a la de
mostración de que los cardinales que satisfacen la relación de partición K, --+ (K,)§ 
son cardinales que son límites fuertes. 

4. Conecciones de Galois-Thkey y dualidad 

Interrumpimos las descripciones y discusiones de los invariantes cardinales que 
estamos tratando, por una maquinaria que es usada para la descripción de mu
chos (aunque no todos) invariantes cardinales y sus relaciones entre ellos. Esta 
maquinaria fue presentada por P. VOJTÁS en [1993] bajo el nombre de "Conec
ciones generalizadas de Galois-Thkey"; las ideas básicas de esta maquinaria habián 
sido ya manejadas con anterioridad en el trabajo de D. FREMLIN de [1984] yen el 
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trabajo de Miller (no publicado). Las definiciones de muchos invariantes cardinales 
tienen la forma "la mínima cardinalidad de cualquier conjunto Y (de objetos de 
una clase específica) tal que cada objeto x (posiblemente de una clase diferente) 
está relacionado con algún y E Y en un sentido específico". Y muchas demostra
ciones de desigualdades entre estos cardinales involucran la construcción de mapeos 
entre varias clases de objetos que están involucradas en las definiciones de estos car
dinales. Esto se formaliza como sigue. 

4.1. Un terna A = (A_, A+, A) formada por dos conjuntos A± Y una relación bina
ria A <;:;: A_ X A+, la cual llamaremos simplemente una relación. Con relación a una 
de estas relaciones, llamemos a A_ el conjunto de requerimientos y A+ el conjunto 
de respuestas; leemos xAy (esto es (x , y) EA) como "y responde satisfactoriamente 
el requerimiento x" . 

4.2. La norma IIAII de una relación A = (A_,A+,A) es la mínima cardinalidad de 
cualquier subconjunto Y de A+ tal que cada x E A_ está relacionado con al menos 
un y E Y. Esto es, es el mínimo número de respuestas necesarias para satisfacer 
todos los requerimientos. 

Las definiciones de los invariantes cardinales de las secciones anteriores (asi 
como muchos otros) son valores de normas de relaciones. Más aun, estos cardinales 
vienen en parejas, cuyas relaciones son duales una de la otra en el siguiente sentido. 

4.3. Si A. = (A_, A+, A) entonces el dual de A es la relación A..l = (A+, A _ , ...,;{) 
donde..., quiere decir complemento y ;{ es el inverso de Aj esto es, (x, y) E ...,;{ si y 
sólo si (y, x) ti. A. 

4.4. EJEMPLOS. Sea 1> la relación (Ww, ww, <*). Entonces 111>11 = () y 111>.L11 = 
II(Ww, ww , ~*)II = b. Por el Teorema 2.10, las Inismas igualdades se obtiene si reem
plazamos 1> por 1>' = (IP,IP,está doIninada por). 

Sea 9t la relación (P(w), [wJW, no separa a). Entonces 119t1l = t" Y 119t.L11 = s. 
Sea 5}om,. la relación (P, [wJw, H), donde P es el conjunto de particiones f: [wJn 

--t 2 Y donde f H X significa que X es casi homogéneo para f. Entonces II5}om,. = 
lJomnll y l15}om; = pat"nll· 

Sea I un ideal de subconjuntos de X. Sea Cov(I) la relación (X,I, E) y sea 
Cof(I) la relación (I,I, <;:;:). Entonces IICov(I)1I = cov(I), IICov(I).L11 = non(I), 
IICof(I)II = cof(I), y IICof(I).L11 = add(I). 

4.5. OBSERVACIÓN. Anteriormente hemos hecho notar que en la definición de () 
podemos remplazar ~* por ~ sin que () sea afectado (véase Teorema 2.5 del Capítulo 
3). Esto es, () es la norma no solo de la relación 1> definida arriba si no también de 
la relación (Ww, ww, ~). Sin embargo, el dual de esta relación, tiene norma w, no b. 

SiInilarmente, la observación se aplica a 9t y a 5}om. 

El siguiente ejemplo muestra otra situación, donde un cambio en la relación no 
afecta a su norma pero si puede afectar a la norma del dual de la relación. 

4.6. EJEMPLO. Sea 9to la relación (WP(w), [wJw , no separa a), donde se dice que una 
w-sucesión de conjuntos separa a X, si al menos un término de la sucesión separa 
a X. Entonces II9to ll = t"o Y 119t;;1I = s. 

Entonces, tanto t" como t"o pueden considerarse como duales de s. La dualidad 
está bien definida en las relaciones pero en general no lo está en los invariantes 
cardinales. 
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La siguiente definición recoge la esencia de las construcciones usadas para de
mostrar muchas desigualdades entre invariantes cardinales. 

4.7. Un morfismo de una relación A = (A_, A+, A) en otra relación B = (B_, B+, B) 
es una pareja 'P = ('P-,'P+) de funciones tales que 

• 'P-: B_ ----> A_ 
• 'P+: A+ ----> B+ 
• Para toda b E B_ ya E A+, si 'P_(b)Aa entonces bB'P+(a). 

Usamos la terllÚnología "morfismos" en lugar de "conecciones generalizadas de 
Galois-Tukey" que usa VojtáS en parte para abreviar y en parte por que nuestra 
convención difiere de la suya en la dirección. Un morfismo de A en B es una conección 
generalizada de Galois-Tukey de B en A. 

Es claro de la definiciones que si 'P = ('P-,'P+) es un modismo de A en B 
entonces 'Pl. = ('P+, 'P-) es un morfismo de Bl. en Al.. 

Relaciones y modismos forman (como el nombre "modismo" lo sugiere) una 
categoría en un modo obvio. Usaremos la notación 'P: A ----> B para denotar los 
morfismos de la categoría. La categoría tiene productos y coproductos, pero estos 
parecen ser de poca relevancia para los invariantes cardinales. La dualidad es una 
involución contravariante. 

4.8. TEOREMA. Si existe un morfismo 'P: A ----> B entonces IIAII ~ IIBII y IIAl.l1 ~ 
IIBl.ll· 

DEMOSTRACIÓN. Es suficiente con probar la primera desigualdad, ya que la segunda 
se sigue de aplicar la primera al modismo dual 'PJ.. 

Sea X ~ A+ de cardinalidad A que contenga respuestas necesarias para satisfa
cer todos los requerillÚentos de A_. Entonces Y = 'P+(X) ~ B+ y tiene cardinali
dad ~ IIAII, por lo que solo necesitamos verificar que esta contiene respuestas nece
sarias para satisfacer todos los requerimientos de B_ . Dado b E B, encontramos en 
X una respuesta x que satisface a 'P-(b). Entonces 'P+(x) está en Y y satisface a b 
ya que, por definición de morfismo, 'P_(b)Ax implica que bB'P+(x). O 

Los morfismos y el Teorema 4.8 estubieron implicitamente en muchas demostra
ciones de desigualdades de las secciones anteriores. Por ejemplo, la demostración del 
Teorema 2.10 exhibe modismos en ambas direcciones entre:D y:D' = (IP,IP,está 
dominada por), donde 1 P es el conjunto de todas las particiones en intervalos. Am
bos morfismos consisten de los mismos dos mapeos (en orden opuesto). Un mapeo 
manda a cualquier partición en intervalos a una función que manda a cualquier 
número natural x al extremo derecho del intervalo posterior al intervalo que con
tiene a x. El otro manda a cualquier función f E W w a una partición en intervalos 
{[jn , jn+ 11: n E w} tal que f (x) < jn+ 1 para toda x ~ jn- La existencia de esta 
pareja de morfismos implica no solo que II = II:D'II, si no también, por dualidad, que 
b = II:D'J.II. Esta última igualdad es justamente la segunda afirmación del Teorema 
2.10, cuya demostración habiamos amitido anteriormente. 

Los ejemplos anteriores son algo anormales ya que los mismos mapeos nos 
dan morfismos en ambas direcciones entre las mismas relaciones. Usualmente, uno 
solo tiene un morfismo en una sola dirección, y por lo tanto una desigualdad más 
que una igualdad entre invariantes cardinales. Por ejemplo, el punto esencial en 
la demostración de 5 ~ i) (Teorema 3.3), puede ser expresado diciendo que las 
funciones 'P y 1/; definidas en la demostración, constituyen un morfismo (1/;, 'P): :D' ----> 

9lJ.. Se sigue entonces que ellas también constituyen un morfismo ('P, 1/;): 9l ----> 



4. CONECCIONES DE GALOIS-TUKEY y DUALIDAD 65 

1)11., por lo que obtenemos que b ~ ~ (Teorema 3.8). Los morfismos, la dualidad, 
y el Teorema 4.8 codifican la observación de que los Teoremas 3.3 y 3.8 tienen 
"esencialmente la misma demostración" . 

Si I es un ideal sobre X que contenga a todos los singuletes, entonces por lo 
visto en los Ejemplos 4.4, las desigualdades add(I) ~ cov(I) ~ cof(I) y add(I) ~ 
non(I) ~ cof(I) se siguen de la existencia de morfismos de Cof(I) = (I,I, (;J en 
Cov(I) = (X,I, E) asi como en su dual Cov(I)l. = (I, X, ;6). El primero puede ser 
tomando la pareja (8, id), donde 8 es el mapeo x ~ {x} y id es el mapeo identidad. 
El segundo puede ser tomando la pareja (id, N), donde N manda a cada 1 E I a 
algún elemento de X \ l. 

Las desigualdades pa~n ~ b Y pa~n ~ s en el Teorema 3.5 y sus duales I)omn ? 
(J y I)omn ? ~ en el Teorema 3.10 se obtienen también por morfismos, con una 
inspección de las demostraciones que las probaron. Lo mismo sucede para la mejora 
de Brendle de la última de estas desigualdades, con ~<7 en lugar de ~, y lo mismo 
sucede para las desigualdades análogas para pa~l,c y l)om1,c' 

Pero no podemos decir lo mismo (hasta ahora) para las desigualdades inver
sas, pa~n ? mín{b,s} y su duall)omn ~ máx{()'~<7}' simplemente por que aquí el 
mínimo y el máximo no se realizan (hasta ahora) como las normas de relaciones 
naturales. Existen, afortunadamente, muchas maneras de combinar dos relaciones 
en una tercera cuya norma sea el máximo (o el mínimo) de las normas de las dos 
primeras. 

Para evitar excepciones triviales, supondremos en lo que sigue que, en las rela
ciones (A_,A+,A) bajo consideración, los conjuntos A± son no vacíos. También 
adoptaremos la convención de usar letras con borde negro para denotar a una 
relación cuyas componentes son denotadas por las caorrespondientes letras del
gadas; esto es A = (A_,A+,A). 

4.9. El producto categórico A x E es (A_ U B_,A+ x B+ , C) , donde U significa 
unión ajena y donde xC(a, b) significa xAa si x E A_ y xBb si x E B_. 

La conjunciónAI\E es (A_ x B_ , A+ x B+,K), donde (x,y)K(a,b) significa 
xAa e yBb. 

La composición secuencial A; E es (A_ x A+ B_, A+ X B+, S), donde el su
períndice significa un conjunto de funciones y donde (x, f)8(a, b) significa xAa y 
f(a)Bb. 

Las operaciones duales son el coproducto A + E = (Al. X El.)l., la disyunción 
A V E = (Al. /\ El. ) 1., Y la composición secuencial dual A;B = (Al.; El. ) 1. . 

Las dos operaciones categóricas son, como su nombre lo suguiere, el producto 
y el coproducto en la categoría de relaciones y morfismos. 

La conjunción fue llamada el producto en una versión preliminar de P. VOJT Ás 
de [1993J y por lo tanto algunas veces llamada el viejo producto. 

El siguiente teorema describe el efecto de estas operaciones sobre las normas. 
Su demostración es completamente imediata y por lo tanto la omitiremos. 

4.10. TEOREMA . 

1. IIA x EII = máx{IIAII , IIEII}· 
2. máx{IIAII,IIEII} ~ IIA/\EII ~ IIAII · IIEII· 
3. IIA; EII = IIAII . IIEII · 
4. IIA + EII = mín{IIAII, IIEII}· 
5. IIA V EII = mín{IIAII, IIEII}· 
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6. IIA;1R11 = mín{IIAII, IIIBII}· o 

Cuando las normas son infinitas, máximos y productos son lo mismo, por lo 
que el segundo y el tercer punto en el teorema se simplifica a IIA 1\ IBII = IIA; IBII = 
máx{IIAII, IIIBII}· (En el caso finito no hay tal simplificación. Ambas desigualdades 
que involucran a IIA 1\ IBII pueden ser estrictas; cosidere A = lB = (3,3, =1=).) 

4.11. EJEMPLO. En la demostración del Teorema 3.10, la parte en la que se prueba 
que ~om2 ~ máx{ ~(" ()} realmente estamos dando un morfismo de 9t,,; (9t 1\ 1» en 
5)om2, como se describe a continuación. Por los Teoremas 4.8 y 4.10, la existencia de 
tal morfismo implica que tanto ~o~ ~ máx{ ~'" ~,()} = máx{ ~'" ~,,} como pa~2 ? 
mín {5, b} (la parte del Teorema 3.5 que involucra a todos estos tres cardinales 
simultaneamente) . 

Para exhibir el morfismo implícito en la demostración del Teorema 3.10, primero 
describamos a 9t,,; (9t 1\ 1». Siguiendo las definiciones, encontramos que un reque
rimiento que importa aquí es una terna (8, F, G) donde 8 es una w-sucesión de 
subconjuntos 8n de w, F es una función que asigna a cada A <; w infinito un sub
conjunto F(A) de w, y G es una función que asigna a cada una de estas A una 
función G(A) E w w . Una respuesta es una terna (A, B, h) donde A y B son sub
conjuntos infinitos de w y h E ww . La respuesta (A, B, h) satisface el requerimiento 
(8, F, G) si (1) A no es separado por ninguna componente 8n de 8, (2) B no es 
separado por F(A), y (3) G(A) <* h. Usando la notación (In,j, g, H) de la de
mostración del Teorema 3.10 y la notación e A para la enumeración creciente de un 
conjunto infinito A e w, podemos describir el morfismo de 9t,,; (9t 1\ 1» en 5)om2, 
como sigue. La parte que se refiere a los requerimientos manda a cualquier partición 
f: [wj2 ---> 2 a (8,F,G), donde 8n tiene como función característica a fn, donde 
F(A) tiene como función característica a jeA, Y donde G(A) = g. (Las funciones j 
y 9 en la demostración del Teorema 3.10 dependen de A.) La parte que se refiere 
a las respuestas en el morfismo manda una terna (A , B, h) a H(h , A, eA(B». La 
comprobación de que estas dos operaciones constituyen un morfismo se hace como 
en los Teoremas 3.5 y 3.10. 

Observemos que la estructura formal, 9t,, ; (9tI\1», refleja la estructura intuitiva 
de la demostración del Teorema 3.5. La demostración invoca dos veces la hipótesis 
K < 5 (correspondientes a 9t" y 9t) y una vez la hipótesis K < b (Correspondiente 
a 1». La primera cosa que se usa de K < 5 es un hecho lógico para proceder con los 
otros dos pasos (correspondiente a la composición secuencial) ya que el conjunto 
no separado A obtenido en el primer paso es usado para generar las funciones j y 
9 que se usarán en los otros dos pasos. La segunda cosa que se usa de K < 5 Y lo 
que se usa de K < b es para proceder en paralelo, ya que niguno depende del otro 
(correspondiente a la conjunción). 

4.12. EJEMPLO. También la composición secuencial ocurre naturalmente en muchas 
situaciones simples. Consideremos, por ejemplo, la siguiente variante de no-separabi
lidad: 9t3 = (W3, [wJw, es casi constante sobre). Su norma ~3 es el mínimo número de 
subconjuntos infinitos de w no todos separados por una simple partición de w en tres 
piezas. Es fácil ver que este cardinal es igual ~, pero un sentido de la demostración 
involucra una composición secuencial. Una familia "3-no-separada" se obtiene por 
principio de una familia no-separada y entonces formando, dentro de cada uno de 
estos conjuntos, una nueva familia no-separada. La unión de las últimas familias 
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es entonces una fanúlia 3-no-separada. En términos de morfismos, se obtiene un 
morfismo ryt; ryt -+ 913 (asi como trivialmente se obtiene que 913 -+ 9l). 

5. Medida y Categoría 

A pesar de sus orígenes en el análisis real, las nociones de categorías de Baire 
y de medida de Lebesgue son, en mayor amplitud, nociones combinatorias. Como 
tales, ellas tienen relación con algunos objetos que se han discutido en las secciones 
anteriores. Daremos aquí una concisa presentación de algunos de estos aspectos 
combinatorios de medida y categoría. Para un tratado más completo de esto, véase 
por ejemplo el libro de T . BARTOSZYNSKI y H. JUDAH de [1995]. 

Recordemos la definición de los cuatro invariantes cardinales add,cov,non,cof 
definidos en 2.7 que están asociados a cualquier ideal propio (que contenga a todos 
los singuletes) sobre cualquier conjunto. Nos interesarán estos y sus correspon
dientes relaciones (Cofl., Cov, Covl., y Cof, respectivamente, de los Ejemplos 4.4) 
cuando el ideal es el a-ideal formado por los conjuntos magro (también llamados de 
primera categoría) o el a-ideal formado por los conjuntos de medida de Lesbesgue 
cero (también llamados conjuntos nulos). Usaremos M y N, respectivamente, para 
denotar a estos ideales. Hemos de indicar que no distinguiremos las nociones del 
ideal de primera categoría sobre las distintas versiones del continuo, IR, w2, ww , 
etc., y de una manera sinúlar para la medida. Las diferentes versiones de cada 
invariante cardinal serán iguales; las diferentes versiones de cada relación admiten 
morfismos en ambas direcciones. Pernútiremos algo más, esperando que no se preste 
a confusión, no distingiremos entre un ideal y una base de este. Esto es, queremos 
pretender que M consista de los conjuntos de primera categoría de tipo Fu Y que 
N consista de los conjuntos nulos de tipo Gfj. 

Empecemos nuestro tratado de categorías de Baire por dar una conveniente 
descripción combinatoria de la noción de primera categoría en el espacio w2. Esta 
idea fue introducida por M. TALAGRAND en [1980]. 

5.1. Un real coriado es una pareja (x, II) , donde x E w2 y II es una partición en 
intervalos de w. Denotemos por Re al conjunto de reales cortados w2 x P l. Un real 
y E w2 iguala a un real cortado (x, II) si x r 1 = Y r 1 para una cantidad infinita de 
intervalos 1 E II. 

5.2. TEOREMA. Un subconjunto M de W2 es de primera categoría si y sólo si existe 
un real coriado tal que ningún miembro de M lo iguala. 

DEMOSTRACIÓN. El conjunto de reales y que igualan a un real cortado dado 
(x, {In: n E w}) es 

Igual(x, {In: n E w}) = n U {y: x r In = Y r In , 
k n~ k 

la intersección de una cantidad numerable de conjuntos densos abiertos. Por lo 
tanto Igual(x, {In: n E w}) es un conjunto comagro, luego entonces la parte "si" 
del teorema se sigue. 

Para probar el "sólo si", supongamos que M es de primera categoría, y fijemos 
una sucesión (Fn)nEw de densos en ninguna parte que cubran a M. Notemos que 
por la topología canónica (producto) sobre w2, decir que F es denso en ninguna 
parte significa que para cada sucesión finita s E <ww existe una extensión t E <ww 
tal que ningún y E F extiende a t. Notemos también que la unión finita de conjuntos 
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densos en ninguna parte es densa en ninguna parte, por lo que podemos arreglar 
para que Fn ~ Fn+l para toda n E w. Entonces para completar la demostración 
construiremos un real cortado (x, {In: n E w}} tal que, para cada n, ningún real en 
Fn concuerde con x en In. Esto es suficiente ya que entonces cualquier y que iguale 
a (x, {In: n E w}} estará fuera de Fn para una cantidad infinita de n's, y por la 
monotonía fuera de todas ellas, luego fuera de M. 

Para definir In y x r In, supongamos que los Ik anteriores (k < n) están ya 
definidos y son contiguos. Entonces conocemos el punto m en donde In empieza. 
In será la unión de 2m subintervalos contiguos Ji (i < 2m ) definidos como sigue. 
Enlistemos a todas las funciones de m -+ 2 como Ui (i < 2m ). Por inducción 
sobre i, elgimos Ji y x r Ji tales que ningún elemento de Fn es una extensión 
de Ui U Uj ,¡; Jx r Jj). Esta elección es posible ya que Fn es denso en ninguna 
parte. Finalmente, sea In = Uj <2'" Jj; teniendo ya definido cada x r Jj, tendremos 
determinada a x r In. 

Si y concuerda con x en In, entonces y extiende a UiUUj'¡;i(X r Jj) para alguna 
i, a saber, la i para la cual Ui = Y r m. Por lo tanto, y ti- Fn , como se requería. O 

El Teorema prueba que los conjuntos Igual(x, II} forman una base de filtro 
para el filtro de los conjuntos comagros y entonces sus complementos forman una 
base para el ideal M. Limitaremos nuestra atención a estos complementos cuando 
discutamos los invariantes cardinales de M y las relaciones asociadas. Con relación 
a esto, es muy útil tener la siguiente formulación combinatoria de la contesión entre 
estos conjuntos; omitiremos la demostración de esta ya que es inmediata. 

5.3. PROPOSICIÓN. Igual(x, II) ~ Igual (x' , II/) si y sólo si paro todo intervalo 1 E II 
(salvo una cantidadjinita) existe un intervalo J E II' tal que J ~ 1 Y x' r J = x r J. 
O 

Diremos que (x, II) engulle a (x' , II/) cuando las condiciones de equivalencia en 
la prosición anterior se sigan. 

Entonces, tenemos morfismos en ambos sentidos entre Cof(M) y 

Cof'(M) = (RC, RC,es engullido por), 

asi como morfismos en ambos sentidos entre Cov(M) y 

Cov/(M) = (W2, RC, no iguala a). 

Notemos que si (x,II) engulle a (xl,II/) entonces II domina II/. Combinando 
esto con los cardinales (l y b (como se ven en el Teorema 2.10) y las caracteriza
ciones de add(M) y cof(M) que se dan en Ejemplos 4.4, obtenemos las siguientes 
desigualdades. 

5.4. COROLARIO. add(M) ~ b Y (l ~ cof(M). O 

Otras relaciones entre los invariantes cardinales de la Sección 2 y los invariantes 
cardinales asociados a M, se siguen del Teorema 2.8. 

5.5. PROPOSICIÓN. b ~ non(M) y cov(M) ~ (l . 

DEMOSTRACIÓN. En w w , cualquier conjunto de la forma {J: f ~ g} es claramente 
un conjunto denso en ninguna parte (ya que cada sucesión finita en <ww tiene una 
extensión en <ww con valores más grandes que los valores correspondientes de g). 
La demostración del Teorema 2.8 prueba, por consiguiente, que todos los conjuntos 
compactos de W w son densos en ninguna parte y por lo tanto Ka ~ M. Lo cual 
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inmediatamente implica que cov(Ku) ~ cov(M) y que non(Ku) ~ non(M). (En 
efecto, cuando I <::;; J son ideales, tenemos un morfismo de Cov(I) -; Cov(J) dado 
por el mapeo identidad sobre los requerimientos y el por el mapeo inclusión sobre 
las respuestas.) Ahora el Teorema 2.8 completa la demostración. O 

Todas las desigualdades que se pueden probar (en ZFC ) entre los cardinales b, 
ll, Y los cuatro invariantes cardinales asociados a M, se obtienen por transitividad 
del corolario y la proposición anteriores y en general de los hechos add ~ COy ~ cof 
y add ~ non ~ cof que se tienen en cualquier ideal no trivial. Hay sin embargo dos 
relaciones más, dadas por A. MILLER en [1981J y por J. TRUSS en [1977], cada 
una involucrando tres de estos cardinales. 

5.6. TEOREMA. 

1. Existe un morfismo de (Cov'(M))'\::D' en Cor(M). 
2. cof(M) = máx{non(M),ll}. 
3. add(M) = mín{cov(M), b}. 

DEMOSTRACIÓN. Recordemos que para::D' = (PI, PI, está dominada por), donde 
PI es el conjunto de particiones en intervalos de w, se tiene que II::D'II = II Y que 
11::D'.l1l = b. De este modo, si probamos la parte 1 del teorema, entonces las desigual
dades ~ en la parte 2 y ~ en la parte 3 se seguirán de los Teoremas 4.8 y 4.10. Las 
otras desigualdades de las partes 2 y 3 estaban ya establecidas, así necesitamos solo 
probar la parte 1. 

Un morfismo C{J como el que se quiere en la parte 1 deberá consistir de una 
función C{J- del conjunto de los reales cortados Re en Re x W2 PI Y de una función 
C{J+ de w2 x PI en Re. Como un mapeo sobre un producto, C{J- consiste de dos 
mapeos, a: Re -; Re y (3: Re -; W2 PI. Tomaremos a a Y C{J+ como los mapeos 
identidad. (Recordemos que Re = w2 x PI, entonces esto hace tener sentido lo 
anterior.) Lo que resta es definir (3 de tal manera que se satisfaga lo requerido por 
el morfismo, el cual describimos ahora: Para toda x E Re, para toda y EW 2, y 
para toda TI E PI, 

[y iguala a x y TI domina a (3(x)(y)J ===* [(y, TI) engulle a xl. 

No nos importa como definimos (3(x)(y) cuando y no iguale a x. Si y iguala a x, 
i.e., si existe una cantidad infinita de intervalos I en la partición que tiene el real 
cortado x (como una de sus componentes) en los cuales x e y concuerdan, entonces 
definimos (3(x)(y) como una partición en intervalos en la que cada intervalo de esta 
contenga al menos una de tales I . O 

5.7. OBSERVACIÓN. En la última parte de la demostración es fácil especificar la 
(3 con más detalle de tal manera que (3(x)(y) sea una función de Borel de x e Yi 
dado que las otras componentes de C{J son triviales, podemos decir que la parte 1 del 
teorema es presenciado por un morfismo de Borel. A. BLASS en [1996J probó que 
no podemos obtener un morfismo de Borel en la parte 1 si reemplazamos aquí el 
producto secuencial por el producto categórico, o por la adjunción, o por el producto 
secuencial en el otro orden. 

Antes de pasar de categoría a medida, demos una elegante descripción combi
natoria de cov(M), dada por T. BARTOSZYNSKI en [1987]. 
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5.8. Dos funciones X, y E W w son llamadas infinitamente igual si existe una infinidad 
de n's para las que x(n) = y(n) y son llamadas eventualmente diferentes en caso 
contrario, i.e., si x(n) # y(n) para toda n E w salvo una cantidad finita. 

5.9. TEOREMA. 

1. cov(M) = II(Ww , w w , eventualmente diferente a)lI. 
2. non(M) = II(Ww , w w , infinitamente igual a)ll. 

DEMOSTRACIÓN. Probaremos solo la parte 1 ya que la parte 2 es el dual de esta. 
La desigualdad ~ es clara una vez que observamos que, para cualquier x E w w, el 
conjunto de las y E W w que son eventualmente diferentes a X es de primera cate
goría. (En efecto, mandando x a este conjunto definimos la mitad de un morfismo 
de la relación del lado derecho de la parte 1 en Cov(M) (cuando los reales están 
siendo tomados en W w ); la otra mitad del morfismo es el mapeo identidad.) 

Para probar la desigualdad ~ de la parte 1, probaremos que dada una familia 
de reales cortados {(x a, TIa): a < II:}, donde 

11: < 11 (Ww , w w , eventualmente diferente a)lI, 

existe un real y que iguala a cada (xa , TIa). 
Notemos que la norma aquí es trivialmente ~ i) (existe un morfismo desde :D 

formado por el mapeo identidad en ambas direcciones). Por lo tanto por el Teorema 
2.10 existe una partición en intervalos e la cual no esta dominada por ninguna TI",. 

Fijemos temporalmente una a < 11: arbitraria. La no dominación significa que 
TI", tiene una cantidad infinita de intervalos que no contienen intervalos de e y por 
lo tanto están cubiertos por dos intervalos adyacentes de e. Llamemos a una pareja 
de intervalos adyacentes buena si estos intervalos cubren un intervalo de TIa; por 
lo tanto hay una cantidad infinita de buenas parejas. 

Definimos una función f", sobre w como sigue. fa(n) es obtenida por tomar 
2n + 1 buenas parejas ajenas, tomar la unión de los dos intervalos de cada pareja 
para obtener 2n + 1 intervalos Jo, ... ,Jzn, y entonces formamos el conjunto de 
restricciones de X a en estos intervalos: 

fa(n) = {xa r Jo,.··, Xa r Jzn}. 
Notemos que, aunque los valores de f", no son números naturales, ellos pueden ser 
codificados como números naturales. 

Ahora no fijemos a a. Por nuestra hipótesis sobre 11:, podemos encontrar una 
función 9 infinitamente igual a cada fa' Sin dañar esta propiedad de g, podemos 
modificar a 9 de tal manera que, para cada n, g( n) sea un conjunto de 2n + 1 fun
ciones, cada una mapeando un intervalo de w en 2. Más aun, podemos modificarla 
para que estos 2n + 1 intervalos sean ajenos y cada uno de estos sea la unión de 
dos intervalos adyacentes de e. (Cualquier n para el cual g(n) no sea de esta forma 
no puede contribuir a la concordancia entre 9 y cualquier fa, por lo que podemos 
modificar libremente a g(n) arbitrariamente.) 

Definamos por recursión una función y: w -> 2, donde en cada paso especi
ficamos la restricción de y en una cierta pareja de intervalos adyacentes en e. 
Después de que los pasos entre O y n - 1 estan completos, y está definida sobre solo 
2n intervalos de e, entonces al menos uno de los 2n + 1 miembros de g( n), digamos 
z(n), tine su dominio J ajeno a donde y ya está definida. Extendemos a y para que 
concuerde con z(n) en J. Esto completa la recursión; si existen lugares en donde y 
nunca se definio, en estos lugares la definimos arbitrariamente. 
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Para completar la demostración, probemos que y iguala a cada (Xa , IIa). Con
sideremos cualquier a y una n de la contidad infinta de n's para las que g(n) = 
fa (n). En el paso n de la construcción de y, aseguramos que y extiende alguna 
z(n) E g(n) = fa(n). Pero la construcción de fa(n) asegura que z(n) es la restric
ción de Xa en un intervalo (la unión de una buena pareja de e) que contenga un 
intervalo de IIa. Así y concuerda con Xa en tal intervalo de IIa. Dado que esto 
ocurre para una cantidad infinita de n's, entonces y iguala a (xa , IIa). O 

5.10. OBSERVACIÓN. La demostración anterior exhibe un morfismo de Cov'(M) en 
1:>';(Ww, ww, eventualmente diferente a) . Ignorando la codificación necesaria para 
hacer que fa y g sean funciones en w, podemos decir que la parte del morfismo 
referente a los requerimientos es la construcción de y desde e y g, y la parte del 
morfismo referente a las respuestas manda cualquier (x, II) (donde hemos omitido el 
subíndice a que es necesario en la demostración pero no aquí) en la pareja formada 
por II y la función que mapea a cualquier e no dominado por II en la función f 
como en la demostración. 

Es un problema abierto sí uno puede omitir la parte "1:>;", i.e., sí existe un 
modismo de Borel de Cov'(M) en (Ww , ww,eventualmente diferente a). 

Ahora toca el turno de tratar a la medida de Lebesgue (y equivalentemente 
medidas sobre w2, ww,etc.) y sus relaciones con las categorías de Baire. La primera 
de tales relaciones fue dada por F . ROTHBERGER en [1938]. 

5.11. TEOREMA. cov(M) ::;; non(N) y cov(N)::;; non(M). 

DEMOSTRACIÓN. Sea II una partición en intervalos cuyo n-ésimo intervalo In tiene 
n + 1 elementos para toda n. Definimos una relación binaria R sobre w2 en la 
que xRy significa que x f In = y f In para una cantidad infinita de n's, i.e., 
que y iguale al real cortado (x , II). Nótese que R es simétrica y, para cada x, el 
conjunto Rx = {y: xRy} es un conjunto comagro de medida cero. (Que sea comagro 
está probado en el Teorema 5.2. El cálculo para "medida cero" consiste de notar 
que, una vez que x está fija, las y's que concuerdan con el en In forman un conjunto 
de medida 2-(n+l), entonces las y's que concuerdan con x en al menos una In más 
allá de h forman un conjunto de medida a lo más 2-k , Y por lo tanto las y's que 
hacen esto para toda k forman un conjunto de medida cero.) 

Así, haciendo IR = (W2 ,W 2, R) , obtenemos morfismos 'P: IR -+ Cov(N) y 'I/J: IR.!. 
-+ Cov(M) , donde 'P+ y 'I/J+ mandan a x en Rx y a W2 \ Rx respectivamente, 
y donde tanto 'P- como 'I/J- son la identidad en w2. Componiendo cada uno de 
estos morfismos con el dual del otro, obtenemos morfismos Cov(M).!. -+ Cov(N) y 
Cov(.c).!. -+ Cov(M). Dado que COy = IICovll y non = IICov.!.1I para ambos ideales, 
entonces el teorema se sigue. O 

5.12. OBSERVACIÓN . La relación R en la demostración anterior puede ser reem
plazada por cualquier relación de la forma "x EB y E M" donde EB es la suma módulo 
2 y M es cualquier conjunto comagro de medida cero. Por ejemplo, M puede ser el 
conjunto de sucesiones de O's y 1 's en las que la densidad de 1 's en los segmentos 
iniciales no se acerca a 1/2. 

En esta forma, la demostración se generaliza a cualquier par de ideales inva
riantes bajo traslación (con respecto a EB) que concentran siempre conjuntos ajenos. 

Lo que resta de nuestra discusión a cerca de los invariantes cardinales asociados 
a la medida está basada en una caracterización combinatoria de add(N) , dada por 
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T. BARTOSZYNSKI en [1984]. Para formular esta caracterización, necesitamos de 
la siguiente terminología. 

5.13. Una elección en tamaño es una función E que asigna a cada n E w un conjunto 
E( n) e w de cardinalidad n. Decimos que un real x EW w está entre una elección 
en tamaño E si x(n) E E(n) para una cantidad infinita de n's. 

5.14. TEOREMA. add(N) es la mínima cardinalidad de cualquier familia :F ~ W w 
tal que no existe ninguna elección en tamaño en la que todos los miembros de :F 
estén entre ella. O 

Para una demostración de este teorema, referimos al lector al artículo original 
de T. BARTOSZYNSKI de [1984], al Teorema 2.3.9 del libro de T. BARI'OSZYNSKI 
y H. JUDAH de [1995], o al artículo de D. FREMLIN de [1984]. 

5.15. OBSERVACIÓN. El teorema pemanecería siendo cierto si modificamos la defini
ción de una "elección en tamaño" por pedirle a E(n) que tenga cardinalidad f(n) 
en lugar de nj aquí f puede ser cualquier función de w -+ w creciente que no sea 
eventualmente constante. Nos referiremos a esta noción modificada de una elección 
en tamaño como una f-elección en tamaño (o f(n)-elección en tamaño). Supon
gamos, por ejemplo, que K es un cardinal tal que cada K funciones en W w están 
entre una sola f-elección en tamaño. Para probar que cada K funciones X o están 
entre una sola elección en tamaño en el sentido original, partimos a w en intervalos 
tal que el n-ésimo intervalo empiece en o después de f(n). Sea yo(n) la restricción 
de X o en el n-ésimo intervalo. De una f-elección en tamaño en la cual todos los Yo 

estén entre ella, obtenemos fácilmente una elección en tamaño en el sentido original 
en la cual todos los X o estén entre ella. 

A pesar de esta observación, no podemos simplificar la definición de una elección 
en tamaño omitiendo la condición de que E(n) tenga cardinalidad n o f(n) por 
simplemente requerir que E( n) sea finito. En efecto, con este debilitamiento, el 
cardinal descrito en el teorema será simplemente b, el cual puede ser estrictamente 
mayor que add(N). 

5.16. TEOREMA. add(N) :s; add(M). 

DEMOSTRACIÓN. En vista del Teorema 5.6, es suficiente con probar que add(N) :s; b 
y que add(N) :s; cov(M). La primera desigualdad es inmediata, ya que por el 
Teorema 5.14, una familia de reales que estén entre una sola elección en tamaño 
claramente está acotada. (Cabe mencionar que la desigualdad add(N) :s; b fue 
originalmente probada por A. MILLER en [1984] antes de que el Teorema 5.14 se 
conociera.) Para la segunda desigualdad, usemos el Teorema 5.9. 

Si K < add(N) y si damos K funciones X o E w w , debemos encontrar una 
sola función Y que sea infinitamente igual a todas ellas. Fijemos una partición 
en intervalos TI cuyo n-ésimo intervalo In tenga cardinalidad ~ n. Para cada X o 

le asociamos una función x~ E W w donde x~ codifica (en algún modo canónico) a 
x~ r In. Sea E una elección en tamaño en la que todos x~ estén entre ella. Podemos 
suponer que todos los n elementos de E(n) codifican funciones de In -+ W, para los 
otros elementos podemos reemplazarlos con estos códigos sin que se afecte el hecho 
de que todos los x~ estén entre E. Para cada n, elegimos una función Yn : In -+ w 

que concuerde al menos una vez con cada uno de los n miembros de E(n); esto es 
fácil de hacer, ya que IInl ~ n. Entonces la unión de todos los Yn's es la Y deseada. 
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En efecto, cada Xa concuerda con y al menos una vez en cada In salvo una cantidad 
finita de n's. O 

Dado que la demostración da un morfismo, también tenemos el resultado dual. 

5.17. COROLARIO. cof(M) :::; cof(N). O 

Nuestro análisis de los cuatro clásicos invariantes cardinales asociados a la me
dida y a categoría, en compañia de los cardinales b y D, está ahora completo, en el 
siguiente estricto sentido. Si uno asigna a cada uno de estos diez cardinales uno de 
los valores entre Wl Y W2, Y si la asignación es consistente con las equaciones y de
sigualdades probadas durante toda esta sección, entonces la asignación es realizada 
en algún modelo de ZFC. 

Las desigualdades entre estos diez cardinales están resumidas en la siguiente dia
grama, conocido como el diagrama de Cichon, en el que una línea que esté conectan
do dos cardinales indica que el cardinal inferior en el diagrama es :::; que el cardinal 
superior en el diagrama (en ZFC). 

e 

cof(N) 

. .. . . .. ~ 
: cof(M) . . . . non (N) 

. ~ .. : 
D . 

. ~ . . . . . . . 
: non(M) .. . 'cov(M) 
. ... . . ~ .... 

: ~~ 
cov(N) add(M) 
~ . ... .. . 

add(N) 

W l 

Diagrama 2. 



74 5. CARACTERÍSTICAS COMBINATORIAS DEL CONTINUO 

Para concluir esta sección, mostraremos una conección elemental entre los 
números de cubierta y uniformidad estudiados aquí y los números de separación y 
refinación de la Sección 3. 

5.18. TEOREMA. S ~ non(M), non(N) y t ~ cov(M), cov(N). 

DEMOSTRACIÓN. Para cualquier conjunto infinito A ~ w, los conjuntos X ~ w en 
los que falla la separación de A forman un conjunto U A de primera de categoría 
de medida cero. Entonces la función A f--+ U A Y la función identidad sobre P( w) 
constituyen un morfismo de 9l en Cov(M) y también uno en Cov(N)). O 

6. Conjuntos dispersos de enteros 

Esta sección tratará primordialmente a cerca de dos invariantes, los cardinales 
t y ~, los cuales fueron ya introducidos en 2.8 del Capítulo 2. También trataremos 
brevemente el invariante cardinal p (también introducido en 2.8 del Capítulo 2) 
cuya definición se asemeja a las definiciones de t y ~. 

Empezaremos con recordar la definición de t asi como mostrar algunas de sus 
propiedades simples. 

6.1. Una pseudo-intersección de una familia de conjuntos F es un conjunto infinito 
que está ~. en cada miembro de F. 

6.2. Una torre es una sucesión (Toe: a < ,x) indicada por un ordinal ,x tal que: 

1. Cada Toe es un subconjunto infinito de w. 
2. T¡3~· Toe cuando a < f3 < A. 
3. {Toe: a < f3} no tiene pseudo-intersección. 

El número de torre t es la mínima longitud de una torre. 

6.3. OBSERVACIÓN. S. H. HECHLER en [1972] construyó un modelo en donde 
ocurre que varios cardinales regulares son longitudes de torres. 

Algunos autores definen "torre" usando solo las dos primeros requerimientos 
de la definición dada arriba, i.e., una sucesión casi decreciente en [w]W; a lo que 
nosotros llamamos una torre, ellos le llaman una torre no extendible. También, 
algunos autores toman como torres a sucesiones casi decrecientes de subconjuntos 
co-infinitos de w contrario a las sucesiones casi decrecientes de conjuntos infinitos. 

6.4. PROPOSICIÓN. t es un cardinal regular no numemble. 

DEMOSTRACIÓN. Dado que cualquier subsucesión cofinal de torres es una torre en
tonces la regularidad de t es clara. Para probar que no podemos tener una torre 
(Tn : n E w) de longitud w, notemos que podemos formar un conjunto infinito X 
tomando cualquier elemento de To, cualquier elemento de To n T l diferente del ante
rior, cualquier elemento de TonTl nT2 diferente de los anteriores, etc., ya que todos 
estos conjuntos son infinitos. Así, X será una pseudo-intersección, contradiciendo 
el requerimiento 3 de la definición de una torre. O 

Antes de continuar con más propiedades de t, recordemos a ~ junto con sus 
propiedades básicas, asi como sus relaciones con t. 

6.5. Una familia V ~ [w¡W es abierta si esta es cerrada bajo casi subconjuntos. Es 
densa si cada X E [w]W tiene un subconjunto en V. El número de distributividad ~ 
es el mínimo número de familias densas abiertas con intersección vacía. 



6. CONJUNTOS DISPERSOS DE ENTEROS 75 

6.6. OBSERVACIÓN. Los conjuntos abiertos como se definieron aquí constituyen 
una topología sobre [wJw, la cual llamaremos topología débiL Densidad como se 
definío aquí concuerda con la densidad topológica en la topología débil. Se pueden 
hacer definiciones análogas a estas si en lugar de usar ([wJw, ~*) usamos cualquier 
conjunto pre-ordenado. 

El nombre de "número de distributividad" proviene de ver a ([wJw,~) como 
una noción de forcing y preguntarse cómo está distribuida la álgebra Boleana com
pleta asociada. Técnicas canónicas de la teoría de forcing prueban que la respuesta 
está dada por ~. 

6.7. PROPOSICIÓN. La intersección de una cantidad menor que ~ de familias densas 
abiertas es densa abierta. ~ es un cardinal regular. 

DEMOSTRACIÓN. La segunda parte se sigue inmediatamente de la primera. Para 
probar que la intersección de una cantidad menor que ~ de familias densas abiertas 
Va es densa abierta, notemos primero que esta es claramente abierta. Para verificar 
la densidad, sea X cualquier conjunto infinito de w y consideremos las familias 
1)'a = {Y E Va: Y ~ X}. Estas son una colección de familias densas abiertas de 
cardinalidad menor que ~, por lo que estas familias tienen un miembro en común 
Y. Esto es, Y ~ X y Y ~ na Va. O 

La siguiente proposición asi como parte del próximo teorema, fueron obtenidos 
ya de una manera indirecta en 3.10 del Capítulo 2. Sin embargo presentamos aquí las 
pruebas combinatorias de estos hechos. 

6.8. PROPOSICIÓN. t ~ ~. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que K < t, y que tenemos K familias densas abiertas 
Va (a < K) dadas; debemos encontrar un conjunto en su intersección. Definimos 
una sucesión casi decreciente (Ta : a < K) por la siguiente recursión. To = w. Ta+l 
es cualquier subconjunto de Ta que esté en Va; este existe ya que Va es densa. 
Si A ~ K es un ordinal límite, entonces T). es cualquier pseudo-intersección de 
{Ta : a < A}; esta existe ya que K < t por lo que {Ta : a < A} no puede ser una 
torre, hasta aquí los pasos anteriores aseguran que se satisfacen los dos primeros 
requerimientos para una torre. Dado que TI< ~* Ta+1 para toda a < K, obtenemos, 
gracias al hecho de que Va es abierto, que TI< está en todas las familias Va. O 

Es consistente con ZFC que tengamos que t < ~ . En efecto, P. DORDAL en 
[1987J construye un modelo en donde ~ = W2 = e pero en donde no hay torres de 
logintud W2. 

Cotas superiores para ~, y por lo tanto también para t, pueden ser obtenidas a 
partir de considerar ejemplos específicos de familias densas abiertas. Uno de estos 
ejemplos es considerar {X E [wJw: X no es separado por Y} para Y arbitrario. 
Otro es considerar {X E [w]w: 'Vx E X(salvo una cantidad finita )'Vy E X [x < y ~ 
f(x) < y]} para f: w -> W arbitraria. Usando esto, podemos obtener fácilmente la 
siguiente proposición, sin embargo daremos otra prueba para indicar otra clase de 
ejemplos. 

6.9. PROPOSICIÓN. ~ ~ b, s . 

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema 3.5 es suficiente con probar que ~ ~ pat2' ASÍ, 

sean K < ~ particiones fa de [w¡Z dadas; debemos encontrar un conjunto casi 
homogéneo para todas estas particiones. Para cada a, sea Va la familia de todos 
los subconjuntos infinitos de w que son casi homogéneos para f a. Gracias al teorema 
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de Ramsey, Vo: es densa abierta. Por lo tanto existe un conjunto H común a todos 
estas Vo:'s. O 

Por el Teorema 6.8, las cotas superiores para IJ también lo son para t, sin em
bargo para t podemos mejorar la cota b por la cota add(M). Para poder probar 
esto, necesitaremos del siguiente lema, en el cual Q denotará el conjunto de los 
números racionales y "densidad" tendrá el significado topológico usual para su~ 
conjuntos de Q. Tanto el lema como el teorema subsecuente son presentados como 
en Z. PIOTROWSKI y A. SZYMANSKI [1987]. 

6.10. LEMA. Supongamos que A < t Y que (To:: a < A) es una sucesión casi decre
ciente de subconjuntos densos de Q. Entonces existe un conjunto denso X e Q que 
está casi contenido en cada To:. 

DEMOSTRACIÓN. En cada intervalo J con extremos racionales, consideramos la 
sucesión casi decreciente (To: n J: a < A) de subconjuntos infinitos de J. Como esta 
sucesión es en sí misma muy corta para ser una torre, entonces existe un conjunto 
infinito Y¡ e J que está casi contenido en todos los To: 's. (La unión de todos estos 
Y¡ es densa, pero no necesariamente está ~* To:, por lo que trabajaremos un poco 
más para poder obtener a X.) Enumeremos cada Y¡ como una w-sucesión (y¡,n). 
Para cada a, sea 10:(1) E w una cota superior para la cantidad finita de n's para 
las que y¡,n ti- To:. Dado que A < t ~ b (y el conjunto de intervalos J es numerable), 
sea g una función del conjunto de intervalos con extremos racionales en w tal que 
9 domine a todas las lo: 's. Entonces 

X = U{y¡,n: n > g(1)} 
¡ 

es denso en Q (ya que está casi contenido en cada Y¡) Y está casi contenido en cada 
To: (ya que X \ To: consiste de una cantidad finita de elementos de cada una de las 
cantidades finitas Y¡ donde g(1) < 10:(1)). O 

6.11. TEOREMA. t ~ add(M). 

DEMOSTRACIÓN. Debemos probar que si K. < t entonces la intersección de cua
lesquiera K. subconjuntos Go: (a < K.) densos abiertos de IR es un conjunto comagro. 
Empezaremos por definir una sucesión casi decreciente (To:: a ~ K.) de subconjuntos 
densos en Q. Empecemos con To = Q. Para los pasos límite, aplicamos simplemente 
el Lema 6.10. Para los pasos sucesores, sea To:+ 1 = To: n Go:; este es denso ya que es 
la intersección de dos conjuntos densos uno de los cuales es abierto. Notemos que 
TI< está ~* en cada To:+ 1 (a < K.) asi como también está S;;:* en cada Go:. 

Para t E TI< ya < K., definimos I o: (t) E w como una n para la que (t-~, t+~) s;;: 
GOl si t E GOl' y O en otro caso. Dado que TI< es numerable y K. < t ~ b, entonces 
existe una g: T,. --t w que domina a todas las lo: 's. 

Para cada F s;;: TI< finito, sea 

1 1 
UF = U (t - (n),t+ (n))' 

tE7 ..... \F 9 9 

Entonces UF es denso, ya que está casi contenido en TI<, y este es claramente un 
abierto; dado que solo hay una cantidad numerable de F 's, entonces nF UF es 
un conjunto comagro, por lo que solo resta probar que esta intersección está casi 
contenida en la intersección de los GOl 's. En efecto, cada G o: contiene uno de los 
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U F'S; dada Q tomamos justamente la F que contenga la cantidad finita de t's que 
están en T", \ Ca y la cantidad finita de t's en las que g(t) < fa(t) . O 

6.12. OBSERVACIÓN. Con una iteración con soporte contable del Mathias forcing 
sobre un modelo de CH, podemos obtener un modelo donde IJ = W2 pero cov(M) 
y por lo tanto add(M) son solo W¡ (ya que ningún real de Cohen es producido). 
Así, el teorema anterior no puede ser mejorado poniendo a IJ en lugar de t. 

El siguiente teorema puede ser visto como otra cota superior sobre t. Este 
teorema ha sido ya deducido en 4.2 del Capítulo 2. 

6.13. TEOREMA. Si w ~ K, < t entonces 2'" = c. 

6.14. COROLARIO. t ~ cof(c). 

O 

O 

Concluimos esta sección con la reintroducción del cardinal p. Para esto em
pecemos con notar que tiene sentido preguntarse a cerca de pseudo-intersecciones 
de familias más generales que torres. U na clara condición necesaria para que una 
familia tenga una pseudo-intersección es que esta tenga la propiedad fuerte de la 
intersección finita la cual definimos más abajo; p mide la amplitud para la cual esta 
condición necesaria es también suficiente. 

6.15. Una familia F de conjuntos infinitos tiene la propiedad fuerte de la intersec
ción finita (pfif) si cada subfamilia finita tiene intersección infinita. El número de 
pseudo-intersección p es la mínima cardinalidad de cualquier familia F ~ [w]W con 
la pfif sin pseudo-intersecciones. 

Dado que una torre es una familia con la pfif sin pseudo-intersecciones, obten
emos inmediatamente parte de la siguiente proposición. La otra parte, que p sea no 
numerable, se prueba exactamente como lo hicimos para el caso de t (y una mejora 
de esta demostración viene dada en la Proposición 6.17 dada más abajo) . 

6.16. PROPOSICIÓN. w¡ ~ P ~ t. O 

No se conoce sí p puede ser estrictamente menor que t, pero el próximo teorema 
nos muestra que, para que esto suceda, p tendría que ser al menos W2 Y (por lo 
tanto) t tendría que ser al menos W3. Para probar dicho teorema, necesitaremos de 
la siguiente proposición. El teorema asi como una versión de la proposición fueron 
dados por F . ROTHBERGER en [1948]. 

6.17. PROPOSICIÓN. Supongamos que (Cn : n E w) es una sucesión decreciente (o 
casi decreciente) de subconjuntos infinitos de w, y que A es una familia de subcon
juntos de w de cardinalidad menor que II tal que cada conjunto en A tiene inter
sección infinita con cada Cn . Entonces {Cn : n E w} tiene una pseudo-intersección 
B que tiene intersección infinita con cada conjunto en A . 

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer que (Cn : n E w) es decreciente, por que si esta 
es casi decreciente entonces podemos reeplazar cada Cn por nk'¡:; n Ck sin que se 
afecten las otras hipótesis o la conclusión, ya que cada nuevo Cn difiere solo por 
una cantidad finita del viejo Cn' 

Para cualquier h E ww , sea Bh = UnEw(Cn n h(n)) . Cada Cn contiene a to
dos salvo los primeros n términos de esta unión, por lo tanto Bh es una pseudo
intersección de los Cn 's. Lo que falta es elegir h de tal manera que A n Bh sea 
infinito para toda A E A . 
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Para tales A, sea fA(n) el n-ésimo elemento del conjunto infinito AnCn . Así, Bh 
nos puede servir como la B para la proposición si probamos que para toda A E A 
existe una infinidad de n's para las que h(n) < fA(n). Pero hay una cantidad menor 
que 1I de funciones fA, entonces existe una h que no está dominada por ninguna de 
estas fA. O 

6.18. TEOREMA. Si P = W¡ entonces t = w¡. 

DEMOSTRACIÓN. Dado que t ~ ~ ~ b ~ 1I, el resultado es inmediato si 1I = W¡. Por 
lo que supondremos en lo que resta de la demostración que 1I > W¡. 

Por hipótesis tenemos una familia A = {Aa: a < W¡} con la pfif pero sin 
pseudo-intersecciones, la cual podemos suponer que es cerrada bajo intersecciones 
finitas. Construimos por recursión una torre (Ta : a < w¡) de longitud w}, asegu
randonos en cada paso que Ta tenga intersección infinita con cada A E A y que 
Ta+¡ ~ Aa. Empecemos con To = w, y para los pasos límite>. continuamos la torre 
aplicando la proposición anterior (con (Cn : n E w) siendo una subsucesión cofinal 
de (Ta : a < >')). Para los pasos sucesores hacemos Ta+¡ = Ta n Aa. Es fácil veri
ficar que esto nos define una sucesión casi decreciente con las propiedades deseadas. 
Esta es una torre, ya que cualquier pseudo-intersección de las Ta 's también será una 
pseudo-intersección de las Aa's. O 

Con esto concluimos las descripciones y relaciones de los invariantes cardinales 
que trataremos en este trabajo, no sin antes resumir las desigualdades entre estos 
cardinales en el siguiente diagrama, en el que una línea que esté conectando dos 
cardinales indica que el cardinal inferior en el diagrama es ~ que el cardinal superior 
en el diagrama (en ZFC). 

e 

~f(N) 
COf(/¡ ~ 
/ ~ ." ~ 

non (N) t 1I non(M) non(N) 

non(M) ~ / ~n{t,{ ~{b,~ X ~V(M) 
~ /~ / ~ / ~ ~ 

cov(N) cov(M) b 5 cov(N) X ~d(/¡ '" , / 
add(4 ~ t / 

~ p/ 
w( 

Diagrama 3. 
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7. Invariantes cardinales bajo axioma de Martin 

En esta sección veremos a nuestros invariantes cardinales bajo un principio 
combinatorio llamado axioma de Martin (MA por sus siglas en inglés) el cual 
describimos a continuación. 

7.1. Sea (P, ~) un conjunto no vacío parcialmente ordenado. Dos elementos p, q E P 
son llamados compatibles si ellos tienen una cota inferior común y son llamados 
incompatibles en caso contrario. Una anticadena es un conjunto formado por ele
mentos incompatibles por parejas. P satisface la condición de cadena contable (ccc) 
o condición de anticadena contable si todas sus anticadenas son contables. 

Un subconjunto D ~ P es denso si cada elemento de P es ~ a un elemento de 
D. Si Ves una familia de subconjuntos densos de P, entonces G ~ P es llamado 
V-genérico si este es cerrado superiormente, si cualesquiera dos elementos de este 
son compatibles, y si este intersecta a cada D E V. 

7.2. El axioma de Martín (MA) afirma que si V es una familia de subconjuntos 
densos de un parcialmente ordenado P con la ccc y IVI < e, entonces existe un 
filtro V-genérico G ~ P. Más en general, si K es un cardinal y K- es la clase de los 
conjuntos no vacíos parcialmente ordenados, entonces escribimos MA", (K-) para la 
afirmación que asegura que cada familia de K subconjuntos densos en un miembro 
P de K- admite un genérico G ~ P. MA<",(K-) es definida de una manera análoga. 
Uno omite el subíndice cuando este es "< e" y uno omite la clase K- cuando esta es 
la clase de los parcialmente ordenados con la ccc. 

ASÍ, MA es MA<",(ccc) . Algunos autores escriben MA", para entender lo que 
nosotros llamamos MA<", . 

7.3. TEOREMA. MA implica que add(N) = e. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que K < e y que nos dan K conjuntos No< e IR. (a < K) 

de medida cero. Debemos probar, asumiendo MA, que su unión tiene medida O. 
Para esto es suficiente con encontrar, para cada e positiva, un conjunto de medida 
~ e que contenga a todos los No< como subconjuntos. 

Dada e, Sea P el conjunto de los subconjuntos abiertos de IR. que tengan medida 
< e, y ordenemos a P por la contención inversa. En el orden para aplicar MA en este 
P, primero debemos verificar la ccc. Sea una cantidad no numerable de elementos p 
de P dados. Dentro de cada uno de estos abiertos, encontramos una unión finita q(P) 
de intervalos abiertos con extremos racionales, lo suficientemente grande para que 
p,(p-q(P)) < e-p,(p). Nótese que esto implica que p,(p-q(p)) < ~(e -p,(q(p))) . Para 
q(P) sólo hay una cantidad numerable de posibilidades, por lo que dos (de hecho 
una cantidad no numerable) de las q(P) 's deben ser la misma q. Pero entonces la 
unión de los dos correspondientes p's tine medida < e (ya que esta consiste de q 
mas los dos residuos p - q, y cada residuo tiene medida menor que la mitad de 
e - p,(q)), luego entonces está en P y es una cota inferior común para estas dos p's. 
Así, una familia no numerable de p's no puede ser una anticadena. 

Para cada una de las No.'s, sea Do. = {p E P: No. ~ p}, y notemos que esto es 
un subconjunto denso de P (ya que un conjunto de medida cero está contenido en 
conjuntos abiertos de medida arbitrariamente pequeña). Dado que K < e, MA nos 
provee de un filtro genérico G que intersecta a todos los Do.. Entonces Uc = U G 
contiene a todos los No. . Claramente Uc es abierto. Solo resta ver que p,(Uc) ~ e. 
Primero notemos que si p, q E G, entonces ellos tienen una extensión común rE G; 
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y dado que r ~ p U q, obtenemos que p U q E e. Ahora, por inducción sobre n, si 
PI , ... ,Pn E e, entonces PI U ... U Pn está en e y por lo tanto en P, por lo que 
/1(Pl U ... U Pn) < é. Así, por la a-aditividad de /1, cuando A es un subconjunto 
contable de e, /1(U A) ~ é. e es no numerable, pero probemos ahora que U A = 
U e para un conjunto contable A ~ Gj esto se siguirá del hecho de que la topología 
de IR. tiene una base numerable. Sea B el conjunto numerable de intervalos abiertos 
con extremos racionales. Si x E P para alguna P E e, entonces existe una q E B 
con x E q Y q e p. Entonces q ~ p, por lo que q E e ya que e es un filtro. Así, si 
A = en B, entonces U A = U e = Uc, por lo tanto /1(Uc) ~ é. O 

7.4. COROLARIO. MA implica que todos los cardinales en el diagrnma de Ci
chon son iguales a e y que l: = C. O 

7.5. TEOREMA. MA implica que p = c. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la familia F ~ [w]W tiene la pfif y que IFI < c. 
Para encontrar una pseudo-intersección X para F, aplicamos MA al siguiente orden 
parcial P. Un miembro de P es una pareja (s, F) donde s es un subconjunto finito 
de w y F es un subconjunto finito de F. (El "significado" de la pareja (s, F) es que 
el conjunto deseado X deberá contener a s y deberá, excepto por s , estar contenido 
en cada A E F.) Ponemos el orden (s', F') ~ (s, F) si 

s es un segmento inicial de s', F' 2 F, y VA E F [s' \ s ~ A]. 

Notemos que cualesquiera dos parejas con la misma primera componente son com
patibles, ya que podemos tomar justamente la unión de las segundas componentes. 
Para cada A E F, el conjunto DA = {(s,F) E P: A E F} es denso, y dado que F 
tiene la pfi! entonces también tenemos que Dn = {(s , F) E P: Isl > n} es denso. 
Así, MA nos provee de un filtro genérico e que intersecta a todos estos conjuntos 
densos. Sea X = U(s, F)EC s. Este es un conjunto infinito ya que e intersecta a cada 
Dn. Para ver que está casi contenido en cada A E F, usemos que G y DA tienen un 
miembro en común (so, Fo). Esto significa que A E Fo, por lo que probaremos que 
X \ So E A. Cualquier miembro k de X \ So está en s \ So para algún (s, F) en e, 
y, como en e cualesquiera dos elementos son compatibles, G contiene un (s' , F') ~ 
que (s, F) y (so , Fo). Entonces k E s \ So ~ s' \ So ~ A, como se requería. O 

7.6. COROLARIO. MA implica que p = t = IJ = s = c. o 
Por lo tanto todos los invariantes cardinales que discutimos a lo largo de todo 

este trabajo son iguales a e si MA se sigue. Sin embargo, estos cardinales pueden 
tomar distintos valores en varios modelos generados con forcing iterado. La siguiente 
tabla muestra los valores que toman estos cardinales en varios de estos modelos. 
Para la descripción de estos forcing's remetimos al lector al artículo de A. BLASS 
de [2000]. A manera de observación cabe mencionar que en las columnas de Sacks, 
Laver, Mathias, y Miller de la tabla, e es justamente W2 . 
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MA Cohen Random Sacks Hechler Laver Mathias Miller 
b e W1 W1 W1 e e e W1 

~ e e W1 W1 e e e e 
IJ e W1 W1 W1 W1 W1 e W1 
p e W1 W1 W1 W} w} w} w} 

t e e e W1 e e e W1 

5 e W1 W1 W} W1 W1 e W1 
t e Wl Wl Wl W} Wl W} W} 

add(N) e W1 W1 W1 wl W1 W1 W1 
cov(N) e W1 e W1 W1 Wl Wl Wl 

non (N) e e W1 w1 e W1 e W1 
cof(N) e e e w1 e e e e 

add(M) e W1 W1 w} e W1 Wl W1 

cov(M) e e W1 wl e Wl W1 Wl 
non(M) e W1 e W1 e e e W1 
cof(M) e e e Wl e e e e 
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