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Introduccién

Los fenémenos electromagnéticos se describen utilizando esencialmente dos
conceptos: las cargas y los campos electromagnéticos. Las primeras consti-
tuyen la fuente de los segundos, son susceptibles a su accién y también los
modifican. Para lograr una descripcién cldsica completa de los fenémenos
electromagnéticos se requiere de un conjunto de ecuaciones que determinen
al campo a partir de su fuente generadora, asf como de una ecuacién de
movimiento para una carga de prueba sometida a un campo previamente
existente. Estos elementos fundamentales estdn constituidos por las ecuacio-
nes de Maxwell y la fuerza de Lorentz; ambos pueden expresarse en forma
covariante en el espacio de Minkowski recurriendo a un tensor antisimétri-
co F*¥, cuyas componentes son tres de indole eléctrica, y las tres restantes
de naturaleza magnética, dando forma asf a lo que se conoce como campo
electromagnético.

Una concepci6én geométrica de la electrodindmica, sobre la que descansa
el hecho de que la forma de las ecuaciones que la sustentan es invariante bajo
transformaciones del grupo restringido de Lorentz, se logra entendiendo al
campo electromagnético como un generador de rotaciones en el espacio de
Minkowski, idea que ha sido previamente planteada y estudiada por el Dr.
Angel Prietol!”]. El objetivo de esta tesis es justificar dicha interpretacién,
extrayendo las ecuaciones de la electrodindmica a partir del andlisis de la
accién de los elementos del grupo completo de Lorentz sobre los vectores del
espacio-tiempo, asi como de las formulaciones invariantes que surgen de la
misma. Una vez fundamentada la relacién intrinseca de la teorfa electro-
magnética con las transformaciones de simetrfa del espacio-tiempo, se busca
establecer su consecuencia directa: el planteamiento de los fenémenos electro-
magnéticos en cualquier espacio que comparta sus propiedades geométricas
con el espacio de Minkowski.

En el primer capitulo se define el espacio de Minkowski, o el espacio-



tiempo, y se establecen las propiedades de las transformaciones que dejan
invariante la norma de sus vectores, es decir, se identifican los elementos del
grupo de Lorentz. Se abordan las inversiones espacial y temporal y se pone
especial detalle en las transformaciones del grupo restringido, reconociendo
. sus generadores asf como el 4lgebra que satisfacen y que define al grupo.

En el segundo capitulo se muestra cémo surgen las ecuaciones funda-
mentales de la electrodindmica a partir de los generadores de rotacién del
espacio-tiempo, y de las ecuaciones diferenciales invariantes a las que dan
lugar los operadores (sobre funciones) asociados a ellos. Se analiza desde
esta perspectiva el significado de las componentes eléctricas y magnéticas del
campo, asf como su comportamiento bajo las distintas inversiones del grupo
de Lorentz.

En el capitulo tercero se establecen las condiciones que deben cumplir
las bases de un espacio vectorial para generar un espacio geométricamente
equivalente al de Minkowski. Una representacién del grupo restringido de
Lorentz se encuentra a partir de la expresién de sus generadores en términos
de los vectores que satisfacen el dlgebra de Dirac, y para lograr una descrip-
cién que abarque al grupo completo, se determina también la forma de los
operadores de paridad e inversién temporal en la nueva versién del espacio.

Todos los elementos anteriores convergen en el capftulo cuatro, en donde,
siguiendo la misma idea desarrollada en el segundo, se establecen las ecua-
ciones de la electrodindmica en una base conformada por matrices de Dirac.
Con los elementos que provee esta nueva descripcién y recurriendo al concep-
to de dualidad, se dividen los fenémenos electromagnéticos en una parte cuyo
origen es puramente eléctrico y otra de naturaleza exclusivamente magnética,
para revisar la interpretacién del campo electromagnético que subyace a lo
largo de todo el trabajo.

Finalmente, se presentan en las conclusiones las ideas esenciales que se
desprenden de la tesis, asf como una breve propuesta de los estudios que le
darfan continuidad.



Capitulo 1

Las transformaciones de
Lorentz

1.1 El espacio de Minkowski y el grupo de
transformaciones de Lorentz

El espacio de Minkowski es un espacio vectorial real de cuatro dimensiones
cuyos puntos denotan un evento en el espacio-tiempo. La forma cuadrética
de la distancia del origen al (cuadri)vector z#* = (2,2, 22, 2%) = (ct, z,, 2)
estd dada por i

. e gﬂvx'ﬂzv ) Guv = Guu,

donde g,, es el tensor métrico que define la geometrfa del espacio; sus com-
ponentes son

goo = —gn = —g2 = —gaz = 1, 9w =0 para p#v, Guw = g

A partir de la contraccién del tensor métrico con el vector contravariante =¥ se
obtiene la expresién para el vector covariante z, = guz* = (ct, —z, -y, —2).
De esta manera, la contraccién de los cuadrivectores a* = (a%a) y b, =
(b9, —Db) se escribe .
ab, = g,,a"b’ =a’° —a- b,

y la norma de un elemento del espacio de Minkowski es
=z, = - (P +y7 + 7).

El signo negativo en esta expresién, resultado de la definicién del tensor
métrico, permite distinguir tres tipos de vectores: aquéllos para los que s* = 0
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y aquéllos que satisfacen s* < 0. Los primeros se conocen como vectores nulos
y forman la superficie de un cono (cono de luz) en el espacio de Minkowski
cuyo eje de simetria es la lfnea (ct,0); los vectores tales que s? es positiva,
o0 vectores temporaloides, se ubican en el interior del cono; fuera de éste se
encuentran los vectores espaciales para los que s* es menor que cero.

Las transformaciones homogéneas de Lorentz son transformaciones reales,
lineales y de pardmetros continuos del espacio de Minkowski en sf mismo, que
dejan invariante la norma de sus vectores; es decir, si L*, representa una
transformacién de Lorentz, de tal manera que

Ltz =",
entonces debe cumplirse
’ 2z =1z,
lo que impone sobre L¥ , la siguiente condicién de invariancia
GopL® WP » = Qs . (L.l1a)

Asi, las tres regiones del espacio determinadas por el cono de luz son inva-
riantes ante una transformacién de Lorentz!.

Las 16 componentes del tensor L# , definen los elementos de una matriz
Li4x4) donde el primer indice hace referencia al renglén y el segundo a la
columna?. La transformacién del espacio se escribe entonces

=1Lz

con z un vector columna.

Para expresar la condicién (1.1.1a) en forma matricial deben rearreglarse
los indices tensoriales de manera que las contracciones coincidan con las reglas
de multiplicacién para matrices; partiendo de (1.1.1a) se tiene que (donde
(~) denota la transformacién transpuesta)

g = L% u0apll u (1.1.1b)
= L::’guﬁLﬁv=an9cBLﬁm

" 1E] interior, la superficie y el exterior del cono de luz son regiones disconexas en el
sentido de que sus elementos no pueden relacionarse entre s{ mediante una transformacién
de Lorentz, como consecuencia de que éstas conservan la norma de los elementos sobre los
que actuian. )

2Como L es un operador lineal que actia sobre vectores de un espacio vectorial de
dimensién finita, siempre es posible representarlo por una matriz definida respecto de los
vectores base del espacio.



y por lo tanto (1.1.1e) equivale a

IgL=g (1.1.2)
con
10 0 0
fo-10 o
98951 09 0 -1 0
00 0 -1

La relacién (1.1.2) equivale a 16 ecuaciones, una para cada elemento de
L; sin embargo es simétrica bajo la transposicién

—_—

G (EgL) —IGgL=ILgL=g,

por lo que sélo diez ecuaciones son linealmente independientes, restringién-
dose asf a seis el nimero de pardmetros que determinan la transformacién!®.
También de (1.1.2) puede concluirse que las transformaciones L forman un
grupo® conocido como el grupo de Lorentz!. Sus elementos satisfacen ade-
m4s®, y por (1.1.1b),

gt =82 = L, Log® = (I2)_¢* = (E) °.

por lo que la transformacién inversaes L™} = f,; es decir, las transformaciones
de Lorentz son ortogonales. Se tiene de aqui que

(L) =L
y por lo tanto, los vectores covariantes se transforman bajo la inversa de L,
g = L, e
Como los operadores L son ortogonales se cumple

det (LE) = (detL)> = det] = 1

3¢.f secciones A1y A.3.

4El grupo de Lorentz es un grupo de Lie de seis pardmetros, es decir, se especifica por
seis pardmetros reales que varfan continuamente dentro de un dominio que puede ser finito
o infinito (c.f. A.2).

38, ® es la delta de Kronecker, que toma el valor 1 cuando los fndices a y u son iguales,
y se anula cuando son diferentes.



de modo que
det L = 1. (1.1.3)

Haciendo g, v = 0 en (1.1.1a), se encuentra
L0oL% - L* oLk p =1,
lo que implica (L%¢)* > 1, es decir
L% >1,0bien L% < -1. (1.1.4)

Las relaciones (1.1.3) y (1.1.4) permiten agrupar a las transformaciones
L segun el signo de su determinante y la magnitud de su primer elemento
diagonal. Las transformaciones con determinante positivo (L) se llaman
transformaciones propias y las de determinante negativo (L_) impropias.
Aquéllas cuyo elementc L° g es mayor o igual a la unidad se llaman ortécronas
(LT) , ¥ si éste es menor o igual a —1, las transformaciones se conocen como
antiortécronas (L*). Las diferentes intersecciones de las cuatro dan lugar a
los subconjuntos Li, L, y LT+, de los cuales sélo el iltimo constituye un
subgrupo del grupo de Lorentz conocido como grupo restringido de Lorentz;
sin embargo de la unién entre los agregados pueden encontrarse los otros dos
subgruposi®®: el grupo ortécrono L' = LT U LL, y el grupo propio L, =
LLulLl.

Los elementos de las cuatro familias LY, LT , L* y L! tienen la propiedad
de que la variacién continua de sus pardmetros resulta en una transformacion
que pertenece al subconjunto original, de modo que no es posible conectar
entre sf dos tipos distintos de transformaciones. El grupo de Lorentz estd
formado por cuatro agregados de transformaciones conexas, es decir, por
cuatro familias en las que entre dos de sus elementos existe una curva continua
de elementos que los unenf®.

1.2 Las inversiones en el grupo de Lorentz y el
espacio tangente

Las transformaciones ortécronas transforman a los vectores temporaloides
de tal manera que su desplazamiento temporal es positivol!, es decir, des-
criben sistemas fisicos que evolucionan hacia tiempos futuros; si ademds no
producen inversién alguna en las componentes del vector z#, entonces dichas



transformaciones pertenecen a LL_: si en cambio invierten las componentes
z' entonces se tiene una transformacién de LT_, como lo es la inversién es-
pacial /s = g. Las transformaciones antiortécronas por su parte permiten
intervalos temporales negativos, entre ellas se encuentra el operador de in-
versién temporal It = —Is = —g, que especificamente pertenece a L!; la
transformacién ant:ortéc\rona que invierte tanto al tlempo como al espacio es
un elemento de L y est4 representada por la matriz® Isp = g = —1.

Como se mencioné anteriormente, el operador Ig invierte el signo de las
coordenadas espaciales de los puntos z#. Si en cada uno de ellos se definen
cuatro funciones de valores reales para formar el vector k¥ = (k°, k!, k?, k%),
estas reglas de transformacién no se aplican por igual a las componentes de
" k¥, sino que dependen de cémo estén éstas relacionadas con las coordenadas
z*, es decir, dependen de las funciones k¥ (ct,x) y por lo tanto, en general,
los vectores se transforman de distinta manera bajo el operador de inversién,
llamado también de paridad. Asimismo, no todos los vectores definidos en el
espacio-tiempo se transforman de la misma manera bajo los elementos de LE_;
pero cuando las funciones k* son tales que se transforman igual que las corres-
pondientes funciones de coordenadas z* bajo una transformacién del grupo
restringido, entonces se dice que el vector que determinan es un cuadrivector
contravariante, siendo asf el vector k, uno covariante’. En forma ansloga, y
- de nuevo con referencia al comportamiento de z*, se define como vector polar
aquél que bajo paridad se transforma como =¥, y como pseudovector al que
lo hace de manera inversa®.

%De sus propiedades queda claro desde el punto de vista geométrico por qué las in-
versiones, es decir, los elementos de los conjuntos Lﬁ.. L', L' no forman un grupo; por
ejemplo, una inversién espacial aplicada una y otra vez no conduce a una reflexién del
espacio.

"En general se usard indistintamente la palabra vector o cuadrivector para designar a
éste tltimo, es decir, a un elemento del espacio vectorial que bajo transformaciones de Li
se comporta como z*, a menos que se especifique lo contrario.

8Las definiciones de vector polar y pseudovector (o vector axial) se refieren general-
mente a la parte espacial de un vector del espacio de cuatro dimensiones. Es decir, dado
el vector f* = (f° f', f2, f*) se dice que las funciones f* forman las componentes de
un vector polar si bajo paridad se transforman como z*, es decir, si invierten su signo, y
como pseudovector si se mantienen invariantes. A las componentes espaciales se les trata
de manera separada, definiendo a la componente f° como escalar (frente a inversiones
espaciales) si ésta no cambia de signo bajo la transformacién, al igual que z°, y como
pseudoescalar en caso de que lo invierta. Aqui se ha extendido la definicién, de manera
que debe entenderse por vector polar al que tiene componente temporal escalar y compo-
nentes espaciales vectoriales, mientras que el pseudovector tiene en su parte temporal a



El mapeo z* — k* (ct,x) establece en cada punto del espacio un vector
anclado ahf mismo, definiendo asf lo que se entendera como un espacio tan-
gente al espacio de Minkowski. Si los vectores k* son cuadrivectores, entonces
el espacio tangente se transforma igual que su dominio bajo transformaciones
de L!; si ademds siguen las mismas reglas de cambio frente al operador de
paridad, entonces el espacio definido por el mapeo se transforma igual que
el de Minkowski frente a transformaciones del grupo ort6crono. Asf, frente
a elementos de LT, ambos espacios son indistinguibles. Por ejemplo, si el
punto z* describe una curva z* (s) con s un pardmetro continuo e invariante
frente a las transformaciones del grupo restringido y de paridad, entonces la
derivada

de . z(s+As)—z(s)
oA Ds

define un espacio tangente (sobre la trayectoria) que puede identificarse con
puntos del espacio de Minkowski, siempre que sobre este espacio se efectiien
transformaciones contenidas en L.

Como ejemplo y para su posterior uso se presentan las transformaciones
de los vectores velocidad u* y aceleracién a* (con respecto a la longitud de
arco de la curva a la que se refieren) bajo las inversiones It e [s

(1.2.1)

Is : W= o= = (1.2:2)
Ir : W= ol — -
Is : a®— &% a'-s-d (1.2.3)

Iy 1 a@®==d? ao'=— d.

1.3 Tranformaciones del grupo restringido de
Lorentz

La matriz identidad 4.4 satisface (1.1.2), cumple que su determinante y su
primer elemento diagonal son uno, y por lo tanto pertenece al grupo restrin-
gido de Lorentz. Especfficamente, I es la transformacién que corresponde
al conjunto de pardmetros {a?,i =1,..,6} tales que’ z’-= z. Si se man-
tienen fijos cinco de estos pardmetros y se varfa cont{nuamente el sexto, se

- un pseudoescalar y en su parte espacial, a un pseudovector.
Ye.f apéndice A.2.



9

obtiene una transformacién A contenida en L. (en lo sucesivo A denota-
ra un elemento del grupo restringido) que puede desarrollarse en serie de
potencias del pardmetro ¢, obteniendo para la transformacién infinitesimal

(6 = limy_oo )
(Aﬁ;p}p v = I”v + 6Wﬂy- {1.31}

A partir de esta expresi6n se identifica a w*, como el generador de la trans-
formacién finita, la cual se obtiene aplicando (1.3.1) infinitas veces. En forma
matricial se tiene

m (I + -f-w)N = exp (pw) . (1.3.2)

A= Jm ()" = Jm (14 %

Para determinar la naturaleza del generador de la transformacién se re-
curre a la condicién (1.1.2) que puede escribirse como

ghg =AY, (1.3.3)

o bien )
gexp (p) g = exp (—pw) . (1.3.4)

Como g* = I, se cumple que
gexp (¢w) g = exp ¢ (guig)] .

De aquf y de (1.3.4) se tiene

gwg = —w, (1.3.5)
o lo que es lo mismo _
(gw) = —gw,
de modo que
gupw‘“ v (:’; = Wya = —anw“ v = —Way,

es decir, el tensor w*” es antisimétrico. Un objeto de este tipo se puede
construir a partir de la tétrada canénica que forma una base del espacio de
Minkowski, ’

85‘:(1,0,0,0), ET=(0‘1|0‘0}| e;=(010p110)1 83‘:(0101011)
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definiendo el bivector
Wag) ¥ = efalea’m - ei’u)e’(:a). (1.3.6)
Para desarrollar la expresién (1.3.2) se deben calcular las potencias del
bivector; con objeto de definir su producto como el producto matricial, el
tensor w(ag) ** se expresa en la forma
Wiap) * v = €() €8 — €(ane(g)
de manera que
(P =,
Se obtiene entonces
Wt = Ay, n=0,..
W o= AP H=T

2
donde A = (ef‘a)em}ﬂ) ~ €(a)Calu E(3)EB)
Escribiendo la exponencial (1.3.2) como una serie de matrices se tiene

k = 2%# I+ Zg:f; 2(?’2‘:3;" (1.3.7)
= (I—wg) ——senh(\/_tp) cosh(\/—&p)

Con los cuatro vectores de la tétrada candnica se pueden formar seis
bivectores (1.3.6) cuya expresién matricial es la siguiente

/010 0) 00 00
1000 00 00
Waow = Ti=|gooo | “an=5%=|09 o1 |
\0 00 0) 00 -10
/00 10) ({000 0
0000 000 —1
Yaw = T=| 1 900 | “Yen=5=|g00 o]
\0 000/ \0 10 0
000 1) [0 000
0000 0 010
oo = T=1ggo0o0 | “en=%=|g 100
1000) \0 000
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Dado que ef,, e(5), = 0 para a # 3, egeg, = 1, y efe;, = —1, sucede que
para los generadores de la forma wgg), & =1y de (1.3.7) se tiene

Aoy = (I - w?,-o)) + w(ip) senh () +wfm) cosh () . (1.3.8)

Las transformaciones (1.3.8) constituyen rotaciones hiperbdlicas en planos
espacio-temporales y son llamadas transformaciones puras de Lorentz. Si se
toma el pardmetro ¢ € (—o0,00), las matrices Agp) coinciden con aquéllas
que transforman un sistema inercial en otro que se desplaza con respecto al
primero con velocidad v; = ctanhy a lo largo del eje espacial e(;), y que
conducen a las transformaciones relativistas usuales'’.

Para bivectores de la forma w;) se tiene A = —1 y sustituyendo en
(1.3.7) se encuentra

Wi 2 .
A = (I+why) + =2 senh (ip) - wfycosh (i) (1.3.9)

= (I + ""‘"%ij)) + w(ij) sen (@) — w%ij) cos (ip) -

Las transformaciones (1.3.9) con ¢ € [0,27] coinciden con las rotaciones
espaciales ordinarias alrededor del vector (espacial) unitario normal al plano
ij del espacio de Minkowski, por un dngulo ¢; es decir, para ij = 32,31,21
se tienen rotaciones alrededor de los vectores f, j y k respectivamente!!.
Hasta aqui se han tomado en cuenta las transformaciones A consideran-
do un tnico pardmetro p, es decir, las rotaciones sobre un plano'?. En el

WLa transformacién que se obtiene, por ejemplo, para i = 1 en (1.3.8) es

i z+ vt ; ‘ 4 t +vz/c?
=. —— y =y’ 2 =z’ i t = ——
V1o v/t N

donde se usé

v v2\ 71
coshp =7, semhy=1-, 'r=(l—;2-)

L as rotaciones se efectiian en sentido antihorario del vector x o bien en sentido horario
si se gira el sistema de coordenadas, cuando éste est4 orientado en sentido positivo. Por
ejemplo, para una rotacién alrededor del vector k (i = 21 en (1.3.9)) se tiene

' = zcosp+yseny

y = ycosg—rsenyg

12E| hecho de que las transformaciones A =exp(@wqs) correspondan a una rotacién del
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caso mds general y como se vié en la seccién 1.1, las transformaciones de
L% requieren seis pardmetros para especificarse, y por lo tanto, pueden ser
expresadas como una rotacion que involucra a seis planos independientes. Si
se toman éstos como los que forman las parejas de vectores e;eq, ezeo, eseo,
eses, e1es, ¥ e2€;, entonces la transformacién infinitesimal m4s general difiere
de la identidad por una pequeria variacién de los seis pardmetros que corres-
ponden a cada uno de los generadores'®; la transformacién finita A se alcanza
aplicando infinitas veces la infinitesimal, como se hizo en (1.3.2), obteniendo

X2 X3

b g X1 X2
A= hlfg-noo (I-i- Nw10+ Wap +

6, 62 ] o
N Nﬂ-_dsn + —ws2 + Swis + Swa =

N N N

= exp [X;w10 + Xow20 + X3w30 + b1wsz + Oawiz + Gawa . (1.3.10)

En términos de los vectores unitarios en direccién del eje de giro de la rotacién
espacial (i = 2), y de la velocidad relativa entre sistemas (1 = %), puede
escribirse
0; =0ny, X = xws
donde 8 es el dngulo de rotacién espacial y x = tanh™ =i
La transformacién pura mds general se obtiene haciendo 6; = 0 en
(1.3.10), y se escribe como'® '

A=exp[x(a-T). (1.3.11)
De la misma manera, la rotacién espacial se expresa mediante el operador!!

A=exp[f(a-S)). (1.3.12)

plano que definen los vectores e’[“ Y e’(x 5)r se sigue de que dos vectores = y y definen un
plano cuyas proyecciones sobre cada uno de los seis planos candnicos orientados uv forman
las componentes del bivector!6! Wiy, = z#y” = z"y*, de modo que el plano determinado
POT €(q) ¥ €(g) & Wigg)- 5
13 A partir de la serie de la exponencial y del resultado (i - T)” = (i - T) se obtiene para
los elementos de la transformacién!!? (1.3.11)
L% =coshy, L =—L% =u*senhy, LY =g +u's’ (1 - coshx)
v o? _’}
con coshy =7, senhy = %7y, ctanhx=v, 7= (1 - ;7)

4 Desarrollando la exponencial en (1.3.12) y tomando en cuenta que (i - S)* = — (A - §),
se encuentra que los elementos de las rotaciones espaciales en el espacio-tiempo son!!?

LO=1, [®=[%=0, LY=-69cosf+n'n?(cosh—1)—e"*n*send
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La transformacién (1.3.10) no es equivalente a la aplicacién sucesiva de
cada una de las seis rotaciones. Esto es consecuencia de que, en general, las
rotaciones no conmutan y por lo tanto, de que el resultado que se obtiene al
realizarlas depende del orden en el que se sucedan. - Aplicar entonces dos de
ellas y posteriormente sus inversas, no implica que el estado final del espacio
coincida con el original, como puede verse al efectuar la siguiente serie de
rotaciones infinitesimales

Aa;}!\aé)ﬁ(,—j))\uo) = (I —6kSk+..) (zr == xjir} + ) .
(I +0Sk+..) (I +x,T5 + -..)
(I 0 0 Sk + EkijkT,- + ) .
. (f + XJ-T} + 6, Sk + kajSk‘I} + )
I+ 8kx_,- (Sk’I} - T}Sk) +0? (Bksx;j)
I+ gka [Sk, Tj] + 02 (9;,, Xj)

Il

1N

que muestra que a primer orden de los pardmetros de las rotaciones en los
planos ij y 70 se obtiene una rotacién en el plano dado por el conmutador
(Sk,T;]. Las reglas de conmutaciéon que satisfacen los generadores S y T
pueden calcularse directamente de sus expresiones matriciales y son

[S",SJ‘] = —ciijk (1313)
[T‘-, TJ] = Eiijk
[Si: T}] - _Eijka-

Estas son caracteristicas del grupo LL y definen su estructura'®; cualesquiera
seis operadores que satisfagan (1.3.13) pueden interpretarse como los gene-
radores de rotaciones (asociadas a las transformaciones A) del espacio en el
que actian.

1.4 Representlacién'de Ll en el espacio de fun-
ciones.

Una rotacién del espacio de Minkowski es una transformacién del dominio
de las funciones .analfticas de valores reales F' = F(ct,z,y, z); por ello, aso-
ciado a cada una de las seis rotaciones uniparamétricas que constituyen una

3¢.f apéndice B.4.
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transformacion de Lorentz, existe un operador L que actia sobre el espacio
de funciones (considerando el dominio fijo) cuyo efecto es el de transformar
la funcién original en la funcién referida al espacio rotado'®,

LF(z) = F'(z)
entonces
LF (Az) = F'(Az) = F (z) (1.4.1a)
y por lo tanto : '
F(Az)=L7'F(z). (1.4.1b)

Una transformacién de Lorentz uniparamétrica queda expresada median-
te un generador w que determina el plano de rotacién, y un dngulo ¢ que
" especifica su magnitud, de la siguiente manera (ecuacién (1.3.2))

A (p,w) = exp (pw) . (1.4.2)

Si A produce una rotacién pura, ¢ toma valores sobre la recta de los reales
(—o0, 00); cuando se trata de una rotacién espacial, el pardmetro est4 definido
sobre la circunferencia [0, 27].

Por pertenecer al grupo restringido de Lorentz, la transformacién A (y)
puede obtenerse a partir de la identidad A (0) mediante un desplazamiento
del parametro ¢, es decir

Po=0—py+p < A0) = A(p).

Esta equivalencia preserva la ley de composicién que satisface el grupo de
translaciones T, dada por

T (1) T (93) =T (¢, + 2)

$Debe notarse que en esta expresién

F'(z) # F ()

pues F’(z) se refiere a la funcién descrita desde el nuevo sistema de coordenadas, y por
lo tanto, su regla de correspondencia es distinta que la de F'(z'), la cual es la funcién
original en términos de la nueva variable. Esta diferencia puede apreciarse considerando
la translacién =’ = = — a y la funcién F (z) = senz; en este caso

F'(z) =sen(z +a)

mientras que
F(z'y=F(z—a)=sen(z—a).
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ya que, como las rotaciones se efectiian en el mismo plano, puede escribirse!”

A (1) A (p2) = exp (p1w) exp (paw) = exp (¢, + wo) W] = A (py + @3) .

Lo anterior revela el isomorfismo que existe entre las transformaciones
uniparamétricas de LL v el grupo de translaciones de sus correspondientes
parametros'®. En general, la translacion Ty, = ¢, + ¢ de la linea de coor-
denadas de ¢ induce una rotacién del plano correspondiente en el espacio de
Minkowski, por un dngulo igual al desplazamiento total ; es decir, da lugar
a la transformacién A () = exp (pw).

Este resultado permite encontrar la expresién para el operador L que
aparece en (1.4.1), estableciendo previamente un mapeo que asocie los puntos
del plano en el que se produce la rotacién, con un elemento del dominio de
su pardmetro. Por ejemplo, en el plano yz se tiene

y=rcosq, IT=rsena (1.4.3)

con r la norma de la proyeccién del vector (ct,z,y, z) sobre el plano. Frente
a un desplazamiento de la linea de coordenadas & — o« + @ se obtiene la
transformacién z — z’, y — 3’ con

z’ = rsen(a+6)=rsenacosf +rcosasent = (1.4.4)

= zcosf+ysend
y = rcos(a+6)=rcosacosf —rsenasend =
ycosf — rsenfd

que, en efecto, corresponde a una rotacién en el plano que contienea z y a
y por un dngulo igual al desplazamiento total 6.

En general, para cada transformacién uniparamétrica, el mapeo queda
establecido al determinar ciertas funciones

g =z¢(h,7), x'=2z"(h,r), h=h(z"2*) con pu#v (14.5)

17 Al ser rotaciones en el mismo plano, los generadores de A (¢,) y A (,) son los mismos,
por lo que, evidentemente, conmutan y puede usarse el resultado

AB=BA = exp[A+ B] =expAexpB.

SEn forma m4s general, cualquier grupo continuo uniparamétrico es equivalente al
grupo aditivo de los mimeros reales!*25!,
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donde z*, ¥ son dos de las cuatro componentes del vector (z°, z!, 22, z°%), r es

la norma de la proyeccién del vector sobre el plano pv y h es un elemento de
la linea de coordenadas asociada al mismo. Cuando ocurre una translacién
de esta ultima, es decir cuando h — h + , se induce sobre las funciones
analiticas f (h) la transformacién

oo

Fhr) =35 () W =emom] 10 =20 7). (148)
n=0

La relacién (1.4.5) permite escribir, usando (1.4.15) y (1.4.6)

f(h+¢) f(K) = flh(@™ z¥)] = F(z* 2") = (1.4.7)

L™ (p) F (z*,2") = M) f (h).

Las funciones f (h) y F'(z*,2") son dos expresiones de la misma transforma-
cién, ya que, aunque los dominios sobre los que estdn definidas son distintos,
existe una equivalencia entre ellos establecida por el mapeo (1.4.5); de este -
modo el efecto que se obtiene al operar A y L~! sobre f y F, respectivamente,
es en esencia el mismo. El desplazamiento h — h + ¢ se manifiesta sobre f
a través de la aplicacién de ); y segun se tiene del isomorfismo, existe una
rotacién correspondiente en el espacio de Minkowski que debe, por (1.4.7),
ser efectuada en el espacio de funciones F' mediante la accién de L™1.

El operador d% genera la transformacién!® ); la expresién para éste que
se obtiene mediante las relaciones (1.4.5) resulta en un operador diferencial
D que corresponde al generador de L™},

d dz* 0 dz¥ 8

&= @ 5w T dh e D) (1.48)
La transformacién finita es entonces
L™ (¢) = expD (z*,2")] (1.490)

19Gj la translacién en la linea del pardmetro es infinitesimal, o sea si h — h + i, la
expresiGn (1.4.6) es, hasta términos lineales de i,

f(h+6p) =f(h)+6¢%+... *-:-(1+6=p%) f(h)

resultado que permite identificar al operador 3‘-’; como el generador de translaciones en el
espacio de funciones f.
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y dado que® L~!(¢) = L (—), se tiene
L(p) =exp[p (=D (z*,2"))]. (1.4.9b)

En la expresién (1.4.7), L' opera sobre funciones que dependen tni-
camente de las dos coordenadas que forman el plano de la rotacién. Sin
embargo, es vélido extender el dominio de aplicacién de L~! (o L) a todas
aquéllas funciones que dependen de las cuatro componentes z* de un vector,
puesto que los tnicos cambios que las funciones sufren dada una rotacién
uniparamétrica involucran sélo operadores diferenciales (considerados en el
generador D) con respecto a las variables susceptibles de cambio bajo la

- transformacién de Lorentz. )

A partir de (1.4.3) y usando (1.4.8) se obtiene el generador J; de L para

rotaciones en el plano yz
d dz & dyd a a g 3]

g + o Srosig~ rsenaa =l x@ =—J3.

Para los planos espaciales restantes se tienen relaciones andlogas a (1.4.3),

= T32C08C;, 'Yy =T3Senq;
I = T13C08Qs, Z = Ti38€en as.

Los desplazamientos a; — a; +6,, @ — a3+ 6, producen una rotacién en el
plano zy y zz por un dngulo 6, y 6, respectivamente. Las transformaciones
L que corresponden a las tres rotaciones espaciales estdn generadas por los
operadores

a a 0 a g 0

J;=y5—za—y‘ JQ:za_Z_IE’;., J3=Ia—y—y£.

En los planos espacio-temporales el mapeo estd dado como

(1.4.10)

ct = rygcoshf,, = rpsenh 3,
et = rycoshfB,, y=rysenhs,
ct = rypcoshfB;, z=rzsenhf;. .

Al efectuar los desplazamientos 8, — 8, + xy, B2 — B2 + X2, 83 — B3 + X3
se-obtienen rotaciones puras cuyos pardmetros son x; en el plano ctz, x, en

2 Resultado que se sigue de la ley de composicién para transformaciones
uniparameétricas.
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el plano cty y x5 en el plano ctz. Las funciones definidas sobre el espacio de
Minkowski se transforman entonces bajo los operadores generados por

0 ) 9 9 9 0
K1 - —Ia—c‘ﬁa, K; = —ya—d—a"y-, K;; = —Zﬁ —Cta. (1411)

Con estos resultados se verifica que los generadores de rotaciones en el
espacio de funciones satisfacen las mismas reglas de conmutacién (1.3.13)

[ Jj] = —€ijkdk (1.4.12)
(K, K;) €ijk Ji
(/i K5] = —e€ijnKk.



Capitulo 2

La electrodinamica en el
espacio de Minkowski

2.1 Las ecuaciones del campo de tétradas

Cuando en cada punto del espacio de Minkowski se definen cuatro vectores
€4 (@ =0,1,2,3) linealmente independientes, se establece en él un campo de
tétradas {e,} cuyos elementos estdn anclados al punto z,

Ea = Eq iz-

El vector z estd referido a un punto z, sobre el que se define la tétrada
canénica {e,}, con respecto a la cual se determinan las funciones de coor-
denadas z*. Este marco de referencia puede reproducirse en cada punto del
espacio y formar, al igual que la tétrada {e,}, una base del espacio tangente
anclado ahf mismo. Por ello, y para cada z, existe una tinica transformacién
invertible L tal que®!

€al;=L(z)ealzy L(zo)=1. (2.1.1)
Si los vectores &, satisfacen la relacién

€aEBu = Yap

A lo largo de esta seccién se emplea una notacién matricial, de manera que, por
ejemplo en la expresion
€a|z=L(z)ea |z
debe entenderse a los vectores £ y e como matrices columna (correspondientes a tensores
contravariantes), y a L como la matriz asociada al tensor L* ,,.

19
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entonces su norma es constante en todo punto. Asf, establecer un campo de
tétradas unitarias®® en el espacio es equivalente a asignar a cada uno de sus
puntos una transformacién L que preserva la norma de los vectores y cuyos
pardmetros, dependiendo del valor que adquieren en cada z, determinan la
orientacion de la nueva base con respecto a la base canénica del espacio
tangente ahf definida. Si los pardmetros varfan continuamente conforme z se
desplaza de igual forma, el campo de tétradas es de naturaleza continua y L
pertenece al grupo restringido de Lorentz®.

Dado que, en general, la direccién de los elementos de las tétradas varia de
un punto a otro, la orientacién de los planos formados entre ellos también es
diferente en distintos puntos de anclaje. El plano que contiene a los vectores
e, ¥ €3 (cuya orientacién es constante en cada z) puede representarse con el
bivector?!

Wiag) = €h€H — €ath:
Andlogamente los seis planos determinados por la nueva tétrada pueden iden-
tificarse con seis bivectores de la forma

(LU | SR o
Diap) = €atp — Ealp-

Por (2.1.1), estos 1iltimos corresponden a las imégenes de w{, bajo la trans-
formacién L, es decir
D(ap) = Lw(ap L™ (2.1.2)

de modo que (2.1.2) permite determinar la orientacién de los planos formados
por la tétrada {e,}.

Si las componentes de z estdn parametrizadas con respecto a una variable
continua s, la funcién z = z (s) describe una curva conforme se recorre el
dominio de s. Tras el desplazamiento infinitesimal s — s + As, el punto z
alcanza la posicién = + Az y los vectores ¢, (z) la orientacién &, (z + Az).
Estos iltimos, dado que el campo de tétradas varia en forma continua, se
muestran rotados infinitesimalmente con respecto a los &, (z).

Si R es la matriz de rotacién infinitesimal en la base canénica, (c.f. ecua-
cién (1.3.10))

R = I+ AXIW(IO) +AX2w(20) +Ax3w(3g) + (2.1.36)

22Es decir, aquéllas cuyos elementos tienen norma 1.

23Como L (z) preserva la norma de los vectores y puede alcanzarse de L (zo) = € L
por una curva continua de transformaciones, es un elemento del grupo restringido de
Lorentz.

¢ f nota 12.
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e Aelw(n) + ﬂagw“;;} + ﬂgawml},

entonces a partir de (2.1.2) puede encontrarse la transformacion (2.1.3a) en
términos de la base €. Esta queda expresada como sigue

R. = LRL'= (2.1.3b)
= I+ Ax,@ao) + Axe@(20) + AXx3@(30) +
+A0,w(39) + AOyw(13) + Absw(2y).

Se ve asf que la rotacién infinitesimal més general R, que actia sobre los
vectores £ puede también descomponerse en seis rotaciones sobre cada uno
de los planos definidos por ellos mismos.

Las tasas de cambio de los vectores ¢, bajo la rotacién infinitesimal R,,
producida al desplazarse = durante el intervalo As, estdn dadas por

Ago Dxy Dxs AV e

As T ha A + As &2+ As % (2.1.4a)
%%1' == %eo—% 52+%537
% = %%4‘%61—%&—;53,
% = %50 = % £+ %Eg

Los incrementos de los pardmetros Ay; (p; = x;, 0 6;) causados por el
desplazamiento del vector z pueden escribirse como

Dy; = p; (z + Az) — @, (z) = ¢; [z (s + B3)] — p; [z (5)],

de modo que en el limite As — 0 las relaciones (2.1.4a) adquieren la forma

deo _ dy dxa dX3

T = & £ + T g2 + s £3, (2.1.4b)
d€1 _ dXJ. d93 ng

s ds T s gt ds >

d€2 _ ng d93 dﬁl

ds  ds ° ¥ B B

E dxs dfy db,

da = d& 2 ds ds
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De esta manera las tasas de cambio de los elementos de la base {z,} se
escriben como una combinacién lineal de los vectores mismos.

Las ecuaciones (2.1.4)) se satisfacen independientemente de la transfor-
macién L que define a los vectores £, (ver (2.1.1)) es decir, se cumplen para
todos los elementos del campo de tétradas. En general, un sistema de referen-
cia definido sobre un objeto geométrico arbitrario en el espacio, caracterizado
porque los incrementos de los vectores que lo conforman se expresan en tér-
minos de ellos mismos, constituye una referencia de Cartan; asi, (2.1.4b)
muestra que las tétradas {e,} forman un campo de referencias de Cartan,
cuyas ecuaciones son las derivadas direccionales de sus elementos a lo largo
del arco que recorre la curva z (s). Dado que las relaciones (2.1.4b) son vdli-
das para cualquiera que sea el vector tangente al espacio a lo largo del cual
se desplaza = durante el intervalo ds, se tiene que la informacién contenida
en las ecuaciones del campo no estd restringida a una curva especifica. Sin
embargo, el marco de referencia {¢,} junto con (2.1.4b) determina una cur-
va, que es intrinseca a la rotacién, siempre que se haga coincidir alguno de
los cuatro elementos que lo conforman con el vector tangente a la curva en
cuestion; de esta manera, el punto que se desplaza es el origen de la tétrada,
sobre la cual se induce una serie de rotaciones infinitesimales conforme ésta
describe un segmento de curva®.

Si z ha de indicar la posicién de una particula que se desplaza en el
espacio-tiempo, el hecho de que a lo largo de toda la trayectoria el vector
tangente a la curva sea e, para algin a = 0, 1,2, 3, implica que la tétrada
{eo} corresponde al marco de referencia que viaja con ella y que &, = &
coincide con su velocidad propia medida con respecto a la longitud de arco®.

25Un caso anélogo en el espacio euclidiano de tres dimensiones es el de la trfada de
Frenet: definiendo ésta a lo largo de una trayectoria, las ecuaciones de sus tasas de cambio
contienen toda la informacién sobre la curva, a diferencia de la tétrada canénica definida
sobre la misma. En realidad, las referencias de Cartan generalizan a los sistemas de
Darboux y Frenet.

28Cuando una partfcula se desplaza en el espacio-tiempo, su vector posicién describe
una trayectoria (la linea de vida) que puede parametrizarse con respecto a la longitud
de arco s medida en el sistema en el que la particula se encuentra en reposo, es décir, el
pardmetro corresponde al tiempo propio 7 de la particula multiplicado por el factor ¢

2 (1) ¥
ve(t
3——-cr=c/(l—#) dt
c
con v2=vg+U§+U§,

Si se mide con respecto a la longitud de arco, la velocidad de la particula tiene norma
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Si con respecto de la base candnica anclada al punto z, es decir, desde el
sistema paralelo al observador que determina la posicién, la velocidad de la
particula se denota con u, se tiene

u=¢o (2.1.5)
y tras el desplazamiento infinitesimal se transforma en
u(z + Az) = Ru(z). (2.1.6)

De esta manera la tasa de cambio del vector velocidad medida por el ob-
servador queda expresada como (el punto indica derivada con respecto al
pardmetro s)
0 X1 X2 X3
@= feges u(s+As)-—u(s)= X1 0 03 -0,
ds Hs—0 As X? —93 D, 91
Xs 62 -6 0

u(s). (2.1.7)

En tanto que cada vector u define un marco de referencia propio de la
partfcula, la transformacién L asigna en cada punto de la curva, o equiva-
lentemente, en cada instante, un sistema que es inercial con respecto al del
observador. La ecuacién (2.1.7) indica que la velocidad de cambio entre los
diferentes sistemas inerciales que se establecen a lo largo de la curva, es igual
a la tasa de cambio de u bajo una rotacién infinitesimal de la tétrada anclada
al punto donde est4 definida.

2.2 La fuerza de Lorentz

El sistema de ecuaciones (2.1.7) determina las componentes del vector ace-
leracién (con respecto a la longitud de arco recorrido) con el que se despla-
za una partfcula cuya posicién medida por un observador al instante 7 es
z (er). Fisicamente dicha aceleracién ocurre a causa de una fuerza definida
en el punto z que depende ademds, y segiin la naturaleza de ésta, de ciertas
propiedades intrfnsecas de la partfcula®’. Como el cambio en la velocidad

unitaria, y dado que la transformacién L preserva la norma de los vectores (c.f. (2.1.1))
se sigue que o = 0.

273i se requiere que una fuerza cualquiera k* sea ortogonal al vector velocidad u”, puede
probarse que esta es condicién suficiente y necesaria para que la fuerza sea de la forma

k¥ oc F* u”
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queda determinado por las seis funciones x; y 0, en éstas debe estar contenida
toda la informacién acerca de aquéllo que produce la fuerza, asf como de las
propiedades caracteristicas de la particula sobre la que se ejerce. Si se denota
con P la cantidad que porta informacién sobre la partfcula y con E;, B;, a
seis funciones que dependen tinicamente de su posicién, puede escribirse

Xx; = PE;(ct,z,y,2), 6; = PB;(ct,z,y,2). (2.2.1)

Entendiendo como una propiedad intrinseca de la particula aquélla que es
invariante y constante desde cualquier sistema de referencia, entonces P es
una cantidad escalar frente a transformaciones de L.

Si la fuerza es de indole electromagnética, es aceptable suponer que la
aceleracién es proporcional a cierta propiedad g de la particula, de naturaleza
también electromagnética, e inversamente proporcional a su masa m; de esta
manera P = -‘:—3 con k un factor numérico que es constante en todos los
sistemas de referencia. Se tiene asf de (2.1.7) que

du Kq
—_=—F s
R i (2.2.2)

con F' dada por

0 E E E;
E, 0 By -B,
E, -B; 0 B,
Es B2 ‘Bl 0
Si las funciones E;, B;, causantes de la fuerza, se identifican con las com-

ponentes de los campos eléctrico y magnético, entonces la ecuacién (2.2.2)
con® k = ¢~ coincide con la expresién para la fuerza de Lorentz que se ejerce

F= (2.2.3)

donde F** es un tensor antisimétricolll. A tales fuerzas se les llama fuerzas puras y tienen
la propiedad de que no alteran la masa propia de la partfcula sobre la que actian(18,
*8Haciendo u = ep en (2.2.2), se tiene (en SI)

du kg
—| = = = [kgE
mdr} s ™ ]
Si gF tiene unidades de fuerza, entonces
_kg _s
[ol= sN m

y & es por lo tanto el inverso de una velocidad; dado que ésta debe ser constante en todos
los sistemas de referencia, se tiene que dicha velocidad sélo puede ser la de la luz y por lo
tanto k =c~ 1.
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sobre una particula de carga eléctrica®® g. = ¢ y momento mu producida por
un campo electromagnético externo cuya representacién matricial es F*'. Si
se conocen las seis funciones E; y B; en cada punto del espacio, asf como la
masa y la carga de una particula, quedan establecidas en todo el espacio las
ecuaciones del campo de tétradas propias de la misma (expresién (2.1.7)).
Dadas la velocidad y la posicién inicial, la integracién de las ecuaciones de
movimiento (2.2.2), permite determinar la trayectoria que describe una carga
cuya velocidad es de norma unitaria.

Las ecuaciones (2.1.7), y por lo tanto la fuerza de Lorentz (2.2.2), son
consecuencia de la expresién (2.1.4b), cuya forma es satisfecha por todos
los elementos del campo de tétradas. Debido a esto, la relacién que (2.1.7)
establece entre sus elementos es independiente del sistema que los describa.
La ecuacién (2.1.7) puede reescribirse como

u = (Xlwm + Xow20 + Xawao + Orwsa + Oowis + éawzl) u,

y adquiere, en otro marco de referencia, la forma (ver (2.1.1) y (2.1.2) con
Ea =€, w=u)

u = (5(1“'10 + Xawho + Xswho + b1y + Oawis + 6"3"-“'21) v (224)

Se verifica entonces que la ecuacién (2.1.7), cuyos elementos estdn todos
referidos a un sistema S llamado del observador, y cuya tétrada de referencia
es la candnica, mantiene la misma forma para todos los sistemas que estén
relacionados entre sf mediante una transformacién de®! Ll_. Asi, la fuerza de

29En el sistema que viaja con la particula, sélo se miden efectos producidos por las
funciones E;, y por ello a la propiedad g se le llama carga eléctrica.

308 bien la ecuacién (2.1.7) se desprende de un analisis meramente geométrico, la fuerza
de Lorentz adquiere (ademés del sentido matemético) un sentido fisico una vez que se
establece que la propiedad P es de la forma g/mc, resultado que es exclusivo de una teorfa
fisica en tanto que no puede deducirse de principios elementales, sino tinicamente a partir
del experimento.

31Para cualesquiera dos elementos del campo de tétradas se tiene

€1a = L1€a, €20 = Laea

entonces
£2a = (L2L1_I) Ela = Le1a

donde L = Ly L7! pertenece también a L:_. De aqui que todos los sistemas de referencia
del campo se relacionan entre sf a través de una transformacién del grupo restringido de
Lorentz.
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Lorentz constituye una ley fisica cuya validez se extiende a todos los sistemas
de referencia inerciales. La ecuacién (2.2.2), escrita en términos matriciales,
puede expresarse como una relacién entre las componentes de sus elementos
en forma covariante de la siguiente manera

dp* g

—_— =k v
- cF " o (2.2.5)

donde se ha sustituido el vector velocidad u* por el de momento p* = mu*.

2.3 El campo electromagnético

La relacién (2.2.1) indica que las funciones ¥; y 6;, que manifiestan la rotacién
de una tétrada anclada en un punto, lo hacen por medio de los valores que
E; y B; adquieren en el mismo. Dependiendo entonces de cuéles de dichas
funciones no se anulan en un cierto z, se establecen los planos que intervienen
en la rotacién de la tétrada que tiene a z por origen, independientemente de
la particula que esté sujeta a la fuerza de Lorentz; asimismo, de su magnitud
depende la velocidad con la que se realiza dicha rotacién®?. Desde esta pers-
pectiva, las componentes del campo electromagnético producen rotaciones del
espacio tangente anclado al punto donde estén definidas y donde se encuentra
una particula cargada, determinando con ello una curva para la cual el vector
€p es siempre tangente y que constituye Ja trayectoria que serd descrita por
la carga. _
Como lo muestra el par de ecuaciones (2.1.7) y (2.2.4), las funciones ;, 6;,
y por ende E;, B;, no se ven modificadas al pasar de un marco de referencia
a otro; lo que cambia son las orientaciones que los planos tienen en cada uno
de ellos. Asf, la velocidad angular de rotacién que se mide para uno de los
planos propios de un sistema es la misma en cualquier otro (que sea inercial
con respecto al primero) aunque referente ahora a un plano que se expresa
como una combinacién lineal de los anteriores. Si por ejemplo, un sistema S’

32El hecho de que las velocidades angulares instantdneas de rotacién se relacionen con las
componentes del campo electromagnético segun (2.2.1), generaliza el resultado obtenido
por Larmor en el sentido de que los efectos que un campo magnético en un cierto sistema
produce sobre una carga, son equivalentes a los que se obtienen cuando se expresan las
ecuaciones de movimiento en un sistema donde no hay campo, pero rota con respecto al
anterior con una velocidad angular proporcional a la intensidad del campo, alrededor del
eje del mismoll1.
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se relaciona con el del observador S mediante una rotacién en el plano wyg
por un 4ngulo ¢, se tiene que (ver 1.3.8)

! ’
wig = wio, W3y = W3z, (2.3.1)
wyy = wygcoshy +wysenhy,  wiy =w3coshyp —wsgsenhy,
wiy = wsgcoshy —wizsenho, wh, = wy; cosh  + wag senh .

de manera que el campo electromagnético (2.2.3) se expresa, en el sistema
primado, como

F = (2.3.2)
Eywio + E3 (wgo cosh ¢ + wo senh ) + Ej (w3 cosh ¢ — w3 senh ) +
+Bywss + Bj (w13 cosh ¢ — wag senh @) + B (wo; cosh ¢ + wag senh @) .

El punto de anclaje de los planos en (2.3.1) coincide con el origen de §';
para conocer la F' que mide un observador situado ahi es necesario reagrupar
los elementos de (2.3.2) de tal forma que la expresién esté referida a las
proyecciones sobre los planos que forma la tétrada canénica. De esta manera
se encuentra

E, = B, B = B, (2.3.3)
E; = Ejcoshg + Bjsenhy, B, = By cosh p — E3senh ¢,
E; = FEjcoshy — Bysenhy, B; = B cosh ¢ + E;senh ¢,

de modo que son ahora las funciones E; y B; las que se ven alteradas de
acuerdo con las mismas leyes de transformacién que los planos asociados a
ellas®.

La observacién de que un campo eléctrico en un sistema puede manifestar-
se en otro como uno magnético o viceversa, es reflejo de las expresiones (2.3.3)
cuando se entienden por campos eléctrico y magnético a aquéllas componen-
tes de F' que estdn relacionadas con rotaciones de planos espacio-temporales
y espaciales, respectivamente, cuando tales planos estdn referidos a la base
canonica; es decir, cuando se define el cardcter, ya sea eléctrico o magnético
del campo a partir del plano w,g del que la funcién sea coeficiente, esto es, a

%3 Las expresiones (2.3.3) establecen las reglas de transformacién para los campos eléc-
trico y magnético entre dos sistemas que se alcanzan mediante una rotacién hiperbélica
generada por wyg.
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partir de la forma de (2.2.3). Con esta interpretacién ni el campo eléctrico ni
el magnético poseen un mismo significado en cada marco de referencia. Sin
embargo, si se definen al campo eléctrico y magnético como aquéllas funcio-
nes que estdn relacionadas con rotaciones de planos hiperbélicos y espaciales
respectivamente, pero referidos éstos a los que son propios de la tétrada que
define al marco de referencia que los mide, entonces su significado geométrico
ya no depende del sistema que los describe.

Esta ultima concepcién del campo estd estrechamente vinculada al sig-
nificado fisico de F' como el de un operador de desplazamiento a lo largo
del arco de una curva recorrida por una carga, que actiia sobre el espacio
tangente al punto donde estd situada (ver (2.2.2)); por ello es conveniente
considerar al campo electromagnético en su forma conjunta como el objeto
F, evitando asi la ambigiiedad a la que se presta su interpretacién bajo el
cambio de un sistema de referencia a otro, ocurrida cuando recae el cardcter
del campo en las componentes de F' expresado en la base canénica.

2.4 Las cantidades electromagnéticas bajo las
inversiones de Lorentz

Asf como en la seccién 1.2 se vio que las reglas de transformacién bajo paridad
de un cuadrivector dependen de la naturaleza de sus componentes, lo mismo
ocurre con un tensor antisimétrico, cuyas componentes no tienen un cambio
preestablecido bajo las inversiones, sino que éste depende de las funciones de
las coordenadas z* que estén involucradas en su definicién.
De las expresiones (2.2.1) y de la forma de P se tiene
dé;

dx; co -
W= == qE; fhe—= = gB;. (2.4.1)

Las funciones ;, por ser 4ngulos de rotacién en el plano z'z% son funciones
impares del argumento (f&) y lo mismo ocurre con las funciones #; en relacién

con el argumento®! (f;—), de manera que bajo una inversién espacial (Is) se

tiene,
dx; — —dy, 6 — db;. (24.2)

3Un 4ngulo hiperbélico x; de rotacién en el plano w;g se relaciona con la velocidad ;—‘:r;
a través de la funcién tenh, y el dngulo espacial f; se expresa como una funcién tan del
cociente 9%
&=
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Como la masa es una cantidad escalar frente a las inversiones, y dado que la
diferencial de arco ds = cdr = cy~!dt no se ve afectada bajo una transfor-
macién de paridad, entonces frente a esta operacién ocurre

qE; — —qE; = (e549) (es£Ei),  gBi — qBi = (es,49) (€s,8Bi) ,
donde €g 4, €5, €5,p adquieren los valores £1 e indican la paridad de la carga
eléctrica, y los campos E y B, respectivamente, bajo la transformacién Is.
Debe cumplirse entonces que eg,4 tiene signo inverso a eg g e igual a €5 5. En
cualquiera de los dos casos, €5, = %1, la expresién (2.2.2) es invariante bajo

una inversién espacial. Usando los resultados (1.2.2) y (1.2.3) con g, = 1 se
tiene, transformando a cada uno de los elementos de (2.2.2),

po 0 —El —Ez —Eg, ‘-‘.to

i —';Dl _4q —'EI 0 Bg —Bz —u?
ar| -p* | c¢| -E, -Bs 0 B —u?
—-Ps —Eg Bg —31 0 —u:’

de modo que la fuerza de Lorentz no se ve modificada si la propiedad elec-
. tromagnética g es un escalar bajo transformaciones de paridad. Tampoco

cambiarfa la situacién fisica si ¢ fuese un pseudoescalar, pues con €5, = —1
se obtiene
po 0 El Eg E3 110
d _pl = El 0 —Bg Bz —ul
E —P2 - T E, Bs 0 -B, —u? !
—Pa E3 —Bz Bl 0 —113

ecuaciones que son equivalentes a (2.2.2).

Bajo la inversién temporal (/1) se cumplen las mismas reglas de trans-
formacidn (2.4.2) para las diferenciales angulares; sin embargo, df invierte su
signo, y por ende lo hace la diferencial dr. De esta manera se encuentra

qE; — qE; = (e1,49) (ereEi),  qBi — —qB; = (erq) (e1,8B:)

donde se tienen definiciones andlogas a €s, £,8) para erqg,5). En este caso
debe satisfacerse €Tq = €T.E = —€TB.

A partir de las reglas de transformacién (1.2.2) y (1.2.3) se tiene que bajo
una inversién temporal con €74 = 1 la fuerza de Lorentz adquiere la forma

_pU 0 El Ez 53 'h'.u

d pl _q E, 0 -B; B, —u!
dr P | e¢| B2 By 0 =B —u? |’

p3 E3 —B'z B]_ 0 —u3
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expresién que es equivalente a (2.2.2), al igual que cuando se toma er, = —1.

Se sigue del an4lisis anterior que no es posible determinar de la invariancia
de (2.2.2) la paridad de la carga eléctrica, ni sus reglas de transformacién
bajo la inversién temporal. Unicamente se pueden establecer las siguientes
condiciones entre los eigenvalores de estas operaciones sobre la carga eléctrica
en relacién con los de las componentes del campo electromagnético

€sq = €sp =—€sp =%l (2.4.3)

Il

e'rlq €T E = —€rp = +1.

Como se ha visto, en todos estos casos la forma de la expresién (2.2.2)
no cambia bajo las operaciones Is e I, de modo que la fuerza de Lorentz
resulta invariante bajo las tres inversiones del grupo® L.

La rotacién infinitesimal (2.1.3a) tiene asociada una transformacién finita
con pardmetros x; y 8, cuya inversa es también una transformacién del grupo
restringido. Tomando los primeros términos de su desarrollo se obtiene una
~ rotacion infinitesimal R’ que coincide con (2.1.3a) tras hacer las sustituciones
Ax; = = Ax,, H8; — —Ab;. A partir de este nuevo operador puede seguirse
un procedimiento andlogo al que se desarrollé en la seccién 2.1 para obtener
una expresién similar a (2.1.7) en la que se han hecho las sustituciones

X: — —Xi> éi ek —9:'

y donde el vector u no se ve alterado. Llamando V a esta transformacién se
tiene

qE; — —qE; = (evqq) (eveE:), qBi — —qB; = (ev,q) (ev,8Bi)

de manera que es necesario que se satisfaga ey, = —ey g = —eyg. Para
€v,q = —1 se tiene
p° 0 E}_ Eg E3 u“
d pl _—q E, 0 By —-B; u!
w72 |7l a8 o B T
P Ey B, -B 0 u?

con el mismo resultado en el caso ey, = 1.

338e sigue de su invariancia frente a [s e I que la fuerza de Lorentz es invariante frente
a la inversién completa [g.
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La correspondencia uno a uno entre las transformaciones del grupo res-
tringido con sus inversas es equivalente a invertir la orientacién de los seis
planos canénicos. Esta tltima es arbitraria y por lo tanto la expresién (2.4.4)
debe tener un significado fisico andlogo (o complementario) al de (2.2.2).
Asi, (2.4.4) puede entenderse como la fuerza de Lorentz para una carga —g,
asociada a la expresi6n original (2.2.2). Se sigue que, asi como para toda
rotacién del grupo existe una inversa, de la misma manera a cada carga q le
corresponde otra de signo opuesto, y que frente a los mismos campos®, las
rotaciones de su tétrada propia se realizan en sentidos opuestos®’.

Lo anterior no significa que la fuerza de Lorentz no sea invariante frente
a la conjugacién de la carga (esto es, frente al intercambio ¢ — —gq); la
ecuacion (2.4.4) no corresponde a la ecuacién (2.2.2) transformada bajo dicha
operacion, sino que est4d solamente asociada a ella. Para que (2.4.4) coincida
con la fuerza de Lorentz (2.2.2), es decir, para que ésta sea invariante bajo la
conjugacién de carga, se requiere hacer la sustitucién F; — —E;, y B; — —B;,
lo que es consistente con lo dicho anteriormente: para que la trayectoria
descrita por una carga sea la misma que por otra de signo opuesto, deben
invertirse los sentidos de rotacién. '

2.5 La correspondencia dual

El hecho de que los cuatro elementos e4 que definen a los seis bivectores
why (ver (1.3.6)) sean ortogonales entre sf, permite asociar a cada uno de los
planos que éstos representan, otro que le sea ortogonal, estableciendo con ello
una correspondencia aparejada entre planos tales que las lineas de uno son
ortogonales a las del otro, y cuyo tnico punto de interseccién es el vértice de
la tétrada {e4}. Dichas relaciones de ortogonalidad son simétricas y estdn
dadas por®®

wyp 1 wag, . (2.5.1)

36Es-decir, con los mismos valores de las funciones E; y B;.

37Una transformacién del grupo restringido es inversa sélo con respecto a otra y, dadas
ambas, no tiene sentido determinar cuél es la transformacién y cual su inversa; equivalen-
temente una carga eléctrica no tiene un signo per sé sino que éste es igual u opuesto con
respecto al de la otra.

38El sentido posttivo de la tétrada corresponde a una relacién de los planos ortogonales
de tal manera que los fndices a3v6 en

Wag L Wys
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wyp L1 wa,

wy L wo.

La expresién (1.3.2) constituye una rotacién uniparamétrica en el plano
que contiene a e, ¥ eg generada por el bivector w3, cuyo sentido de giro estd
determinado por el orden en el que aparecen los indices af3. La propiedad
de antisimetria de los bivectores

Wiap) ™ = €(0)€(s) ~ E(m)E(a) = ~Wap) ¥

es equivalente, dado que las tinicas parejas uv diferentes de cero corresponden
a aquéllas para las cuales uv = off o B¢, a una antisimetrfa en los indices af3,
es decir, a una antisimetria en el orden en el que se acomoden los vectores e,
y eg. La permutacién o «— (3, al invertir el signo de w(ag), indica entonces
la rotacién en sentido opuesto. De esta manera, la superficie asociada a un
bivector puede interpretarse como un plano orientado, donde la orientacién
queda establecida por el sentido de la rotacién que produce.
Para los planos canénicos definidos en (1.3.6) se enicuentra

M B M H v o__ M
Waoy €& = €0y Yoy €0 = €is

H voo_ I vo_ B
Wikjw & = € Wi € = —€

de modo que el sentido de giro que definen los generadores de rotaciones
espaciales es aquel en el que el vector que corresponde al primer indice rota
hacia el segundo; en el caso de rotaciones hiperbdlicas, el vector espacial rota
hacia el temporal y viceversa, de manera que ambos son llevados (asintética-
mente) hacia la superficie del cono de luz. En términos de transformaciones
entre sistemas de referencia, esto iltimo quiere decir que bajo una rotacién
generada por wjp, dado un pardmetro ¢, el sistema de laboratorio S (repre-
sentado por eg) queda referido a un sistema inercial S’ que se desplaza con
respecto a él a una velocidad v; = ctanh ¢ a lo largo de la direccién positiva
de e;. La transformacién inversa, o sea la rotacién hiperbélica que permite
describir a S’ pero ahora desde la éptica del observador, se obtiene mediante
el intercambio de ambos marcos de referencia. Para un observador situado
en S’ la direccién de desplazamiento de S coincide ahora con el sentido nega-
tivo de e;; asi y en el caso general de una rotacién pura de la forma (1.3.11)

coincidan con una permutacién par. de 0123. Por esto, aunque wjo es también ortogonal a
who3, este orden no conserva la orientacién de los elementos de la base.
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es necesario, para encontrar la transformacién inversa, efectuar sobre los ge-
neradores la transformacién de paridad (1.3.5) bajo la cual se invierten las
direcciones de los vectores espaciales® con lo que los planos adquieren la
forma®

Il —

W= —w,

es decir
(wio)' = —wio, (wi;) = wj. (2.5.2)

La introduccién del operador g € L dentro del contexto de rotaciones
de L, extiende, hasta la familia de transformaciones ortécronas (L), a los
elementos necesarios para poder establecer las transformaciones que relacio-
nan mutuamente a dos sistemas de referencia que se apartan entre sf con una
velocidad dadatl.

Una vez establecidas las relaciones (2.5.1), las expresiones (2.5.2) permi-
ten asociar a cada uno de los seis planos wag otro, denotado por wj;, que
resulta de efectuar la inversién espacial sobre el plano que le es ortogonal.
Dichas correspondencias estdn dadas por

-

Wi — Wy = wsa, w32 — W3y = —Wio, (2.5.3)
- -

Wz — Wy = W13, W3z — W3 = —Wao,
- *

W3 — Wy = Wop, Wa1 — Wy = —Wap,

donde w* se llama el dual de w. Asi, en cada punto donde estén definidos
los seis planos weg pueden definirse sus correspondientes duales, que forman
ahf mismo los planos de un espacio tangente en el que los vectores espaciales
estdn invertidos, y que son perpendiculares a los planos originales.

Los seis planos duales satisfacen las siguientes reglas de conmutacién (con
W =T, ywi; =T7)

[T7.77] = -enTy (2.5.4)
[S5,55] = enTi
[T?,S;] = —~e,-,-;¢.5';.

39Como se vio en la seccién 1.2 el operador g efectiia la inversi6n espacial.

401,a rotacién inversa se puede obtener también manteniendo fijos los generadores y
haciendo sobre el espacio de pardmetros la transformacién que corresponde a la inversién
espacial, es decir, haciendo la sustitucién ¢ — —, que resulta en v — —v.

41Los dos sistemas siempre pueden alcanzarse con la variacién continua de los pardme-
tros, pues las transformaciones ortécronas forman un subgrupo del grupo de Lorentz.
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La comparacién de éstas con (1.3.13), indica que los planos T* generan ro-
taciones espaciales y los planos S*, hiperbélicas. Dado que un conjunto de
seis operadores {Ag, k =1,...6} que sea solucién del 4lgebra del grupo LS,
establece una representacién del mismol®®, se tiene que si a cada rotacién
finita A de la forma (1.3.10) se le asocia la transformacién

D (A) = exp (muw]p + nw3y + Mw3g + Grwis + dowis + dgw3, ), (2.5.5)

generada por los planos duales, entonces D (A) forma un representacién del
grupo restringido de Lorentz*?, la cual, sin embargo, es inequivalente* con
respecto a la formada por los operadores A (que en si mismos forman eviden-
temente una representacién del grupo restringido). Esta conclusién se deriva
de la inexistencia de una matriz M que satisfaga®*

D(A) = MAM™

y por ende no es posible hablar de vectores duales de la forma z* = Mz.
A pesar de esto, siguiendo la idea a partir de la cual se construyeron los
planos duales, pueden definirse las imdgenes de los vectores del espacio de
Minkowski bajo la correspondencia (x). Las relaciones biunfvocas de orto-
gonalidad (2.5.1) ocurren como consecuencia de que para un plano canénico
dado sélo existe uno que le es ortogonal y que conserva el sentido de la

127 cada transformacién finita A se le asocia una rotacién finita en el dual sélo me-
diante la correspondencia entre sus respectivos generadores, pero no a través del dual del
operador; es decir, (2.5.5) no debe confundirse con :

* [exp (mwio + Taw20 + Mawso + Grwsz + dpwis + dawa )|

pues la representacién estd completamente determinada sélo a partir de sus generadores.
43¢ f. apéndice C.
44La prueba, que se realiza por reduccién al absurdo, consiste en suponer que dicha
matriz existe. En ese caso debe cumplirse para cada generador

D(w)=w"= MuM™!
y por ende debe satisfacerse, por ejemplo

Tng = TzT] = S;S& = SES; = MS]SQM_I - 4’%’3251M_1 =
M[S), S M~ = —~MSsM~! =T;,

[T] ' Tz}

resultado que contradice a las relaciones (1.3.13) y (2.5.4) y del que se concluye que no
hay una transformacién de similaridad que relacione a A con D (A).
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tétrada (en el entendido de que las superficies estdn orientadas); este no
es el caso para los vectores que conforman la base, pues cada uno de ellos
es ortogonal a otros tres. Sin embargo dicha triada especifica un volumen,
también orientado, cuyas lineas estdn todas en direccién perpendicular a la
del vector que no contiene. Asignando entonces a cada uno de los vectores e,
el volumen que le es ajeno, queda establecida una relacién uno a uno entre
cada elemento de la base y un espacio tridimensional que le es ortogonal.:
Asi, las expresiones correspondientes a (2.5.1) para los vectores son*®

eo L Vieiezes), e LV (ee0es),
ez L Vieesen), ez LV (egezey),

donde V (e.ege,) es el volumen formado a partir de los vectores eq, €3, ¥ €,
tomados en el orden en el que aparecen.

Una vez dadas estas relaciones, y para finalmente determinar el dual de
un vector, es necesario realizar la inversién espacial sobre los voltimenes. Se
obtienen entonces los siguientes resultados

ea_ = V(—eeze3), el =V (ezeqes) , (2.5.6)
e; = Vi(eese), e; =V (egezey).

Debido a que la correspondencia () no conserva el cardcter lineal de los
vectores, sino que constituye la relacién (2.5.6) entre éstos y los espacios
tridimensionales, es claro que los planos w* no pueden expresarse como un
producto antisimétrico de la forma (1.3.6) en el que estd implicita la nocién
geomeétrica de vector como un objeto lineal que determina, junto con otro
de su misma clase, un plano. En el espacio dual un vector se identifica con
un volumen, y por lo tanto el plano w}; debe entenderse como la superficie
comuin, o la interseccién, de los volimenes que corresponden a e, y e;. En
esta forma y a partir de (2.5.6) se encuentran expresiones para los planos
duales w* andlogas a (2.5.3)%.

La nocién de dualidad puede extenderse a todos los objetos n-dimen-
sionales (n =0, 1, 2, 3, y 4) que se construyen en el espacio de Minkowski,

45Estas relaciones de ortogonalidad guardan la misma orientacién que en la nota 38.
4%Dado que el volumen formado por tres vectores es independiente del orden (ciclico)
en el que éstos se tomen, los duales de eg y e; pueden escribirse como

ey = V (ezezeq), e] =V (eseaeq) .

El plano de interseccién entre ambos volimenes es claramente el que contiene a e3 y eg;
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estableciendo asf una serie de relaciones entre los diferentes objetos geométri-
cos del espacio-tiempo, de tal manera que entre ellos subyace una relacién
de ortogonalidad. Bajo la operacién () los bivectores conservan su natura-
leza al estar en correspondencia con planos (planos duales); los puntos que
conforman el espacio de Minkowski, o vectores, quedan representados por
una combinacién lineal de volimenes (puntos del espacio dual), y de mane-
ra inversa los espacios tridimensionales se identifican con lineas o. vectores
(voliumenes duales). Se ve asf que mientras en un espacio aumenta la dimen-
sionalidad de los elementos, en el otro decrece, de forma tal que la suma de
las dimensiones de los objetos correspondidos es siempre cuatro. Esto tltimo
da lugar a establecer la relacién de ortogonalidad restante entre una canti-
dad escalar y un tetravolumen (escalares duales), en particular a la unidad
escalar 1 corresponde entonces el tetravolumen unitario determinado por lo
vectores eg, €1, €2 ¥ €3.

La matriz de rotacién infinitesimal (2.1.3a) tiene una expresién asocia-
da en el espacio dual y esto permite que el operador de la tasa de cambio
que aparece en (2.1.7) la tenga también'’. La forma dual para el campo
electromagnético F' estd dada por

= —Blww = BQLL;QU = Baw;m + E1|’..|J32 + ngl;; + Egu}gl. (2.5.7)

La sustitucién w — w* en (2.2.3) para obtener la correspondencia (2.5.7)
es equivalente a hacer las sustituciones E; — —B;, y B; — E;; sin embargo
esta no es una transformacién propiamente hecha en el espacio de funciones;
E; y B; se intercambian sélo por tener un sentido paramétrico de rotaciones,
es decir, por ser las componentes del objeto antisimétrico F.

2.6 Las ecuaciones de Maxwell

Cuando una carga estd en presencia de un campo electromagnético exter-
no, la fuerza de Lorentz permite conocer la tasa de cambio de sus tétradas

el plano dual orientado wj, se obtiene de proyectar e] sobre eg, de modo que
wip = —wy; = wag,

dando asf la misma orientacién que (2.5.3).
17Por lo que se ha visto, sélo los objetos antisimétricos, o aquéllos asociados con un
plano, tienen una expresién dual que no altera su naturaleza antisimétrica.
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propias siempre que se conozcan previamente las funciones E, y B, en cada
punto del espacio.- El problema inverso de determinar las componentes del
campo electromagnético a partir de su fuente, queda resuelto estableciendo
ciertas ecuaciones del campo. Asf como la fuerza de Lorentz consiste en un
conjunto de ecuaciones diferenciales alrededor de un punto sobre una curva,
las ecuaciones del campo deben ser ecuaciones diferenciales que describen
cémo la fuente define sus componentes en la vecindad préxima de un pun-
to cualquiera en el espacio. De acuerdo con esto, la fuerza de Lorentz debe
‘complementarse con un conjunto de ecuaciones diferenciales que involucren a
las seis componentes de F' y que sean suficientes para determinarlas a partir
de su fuente generadora.

Como se muestra en (2.3.3), las expresiones funcionales de E; y B; cam-
bian entre los distintos observadores inerciales, por lo que las ecuaciones di-
ferenciales que involucran a estas funciones difieren generalmente de sistema
a sistema. Entre éstos, como se ha visto, la fuerza de Lorentz es invariante
en su forma; asf, y en aras de que todos los marcos de referencia coincidan en
las leyes que describen a los fenémenos electromagnéticos, es necesario que
las ecuaciones del campo se satisfagan, o tengan la misma estructura, desde
la 6ptica de cualquier observador.

Cuando en un punto z estdn definidas cuatro funciones z* = z* (z¥) que
pueden identificarse con las proyecciones de un cuadrivector a lo largo de
cada uno de los elementos de la base canénica, la expresién

a a a i 0

0
e el e

da como resultado un invariante*®. Los operadores que aparecen en ella

9 o6 9 9
0z%' Az'' dz?' 9z3’

son los generadores de desplazamiento a lo largo de los ejes ef, €f, e, ¥y
¢4 respectivamente!®. La ecuacién (2.6.1) indica que la suma de los incre-
mentos diferenciales a lo largo de las proyecciones paralelas a la direccién
de desplazamiento del vector z, es una cantidad escalar. De aqui que las
expresiones diferenciales invariantes asociadas a los vectores se obtengan a
partir del operador diferencial® 8, = (8,8, 8,,9:).

(2.6.1)

#8Esto se sigue de que el operador 8, = (8, 8:,8y,8:) es un cuadrivector covariante y
se transforma de manera inversa a como lo hace z# (c.f. seccién 1.1).
e f nota 19.
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En forma andloga, los invariantes diferenciales asociados a las rotaciones
del espacio se obtienen mediante los seis generadores K;, J; vinculados a una
rotacién de alguno de los seis planos canénicos (ver seccién 1.4). A partir de
dichos operadores se puede encontrar una expresion diferencial invariante al
hacerlos operar sobre seis funciones que se identifiquen con las proyecciones
de un plano sobre cada uno de los planos canénicos, es decir, con las compo-
nentes de un tensor antisimétrico. De acuerdo con esto, y en particular para
las componentes de F', la expresién

K\E, + K2Es + K3E3 + )\ By + J2 By + J3 B (262&)

es un invariante®. Asf, para dos sistemas inerciales entre sf S y S’ se cumple
(suma sobre los indices ¢ = 1,2, 3)

K.E; + J.B:= K!E + I'B..

Desarrollando se tiene

0B, 0E, 0E, 0B, 0B, 0

i Dy = —I—FT — Ct_ SE | ot T e g o=
KB+ J:B T T e e N >
9B OB _ 0B, 0B, 0By 0B

gy Vaz " T Var Ty

lo que puede reescribirse como

OFE, 0E, 0E; 0E, 0B, 0B
KE;+ J;B; = -—ct(a—z-l-a—y'i-g) = (—ca't'“ '-3?"—_23?) =
6E, 0By 8B, 0E; 0B, 0B,
_Q(E E“E)_E(Ea—:”“b?"_a?)’
es decir
KiE; + J;B; = —z"j, = —z " (2.6.2b)
con
i = 08.BE\+0,E; + 0.E;, (2.6.30)
j' = —00E1+9,By - 0.B,,
j* = —80E;+8,B, — 8,Bs,
j* = —0yE; +0,B; — 0,B,.

50La prueba se sigue del hecho de que los operadores K;, J; estdn asociados a rota-
ciones infinitesimales del espacio y se transforman de manera inversa a como lo hacen
sus correspondientes generadores w (c.f. ecuacién (1.4.1h)), mientras que las reglas de
transformacién de los campos son las mismas que las de los bivectores.
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Debido a que (2.6.2b) es un invariante, las cuatro funciones j, deben trans-
formarse bajo rotaciones de forma inversa a como lo hacen las z#, es decir,
se transforman como las componentes de un cuadrivector covariante. Por lo
tanto, los valores j* forman un cuadrivector contravariante, el cual satisface

la ecuacién
a,3*=10; (2.6.3b)

como sigue de (2.6.3a).

Al hacer la sustitucién E; — —E;, y B; — —B; en (2.6.3a) se encuentra
que j* invierte su signo; dado que esta transformacién produce una inversién
sobre las cargas eléctricas (ver seccién 2.4), entonces, como es de suponer,
la fuente de los campos-que producen una fuerza sobre una carga eléctrica
es proporcional a una carga de la misma clase. La expresién (2.6.3b) se
interpreta asf como la ley de conservacioén de la carga eléctrical.

Para investigar més a fondo la naturaleza del cuadrivector j# se pueden
aplicar sobre sus componentes los operadores de paridad e inversién temporal.
Como se ve de (2.4.3) los cambios de E; y B; bajo estas transformaciones
dependen de cémo se elija la paridad de la carga en los casos correspondientes.
A partir de la misma tabla se tienen las siguientes posibles combinaciones

si ¢ es un escalar bajo Is e Ir,

IS : jo_'jol j‘..—)_j“r
Ir : =% j'——j%

si g se invierte bajo Is e I,

Is :+ °— -5 j =7,
Ir : °—=-5° '-35

si g es un escalar bajo Is y se invierte bajo I,

IS : jﬂ_' jui ji_’_jil
Ir : °=-5° >

si g se invierte bajo Is y es un escalar bajo Ir,

Is : > -1 - j,
Ir : = 3% j—--j5"
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En el escenario més general, las cargas que generan los campos estdn des-
plazandose en el espacio-tiempo; la informacién acerca de este movimiento
debe estar contenida en la fuente j*, lo que conduce a que éste es un vector
de velocidad®'. De los anteriores, el tinico caso consistente con que j# sea un
cuadrivector que se transforma como una velocidad es el primero, es decir,
cuando la carga eléctrica es un escalar frente a ambas inversiones®?.

Como se vio en la seccién 2.5, por cada plano del espacio, hay asocia-
do otro que corresponde a su dual y que representa también un generador
de rotaciones. Para obtener el dual de F se transforman los plancs o, de
manera equivalente, las funciones E;, B;. Si se hace esto 1ltimo, es decir si
E; — —B;, y B — E;, los planos se mantienen constantes y por lo tanto
también los operadores K}, J;. De esta manera (2.6.2a) tiene una expresién
correspondiente en el espacio dual dada por

—K1B, — KsBy —'K3Bs + J|E, + JLEy + J3Es, (2.6.4)

la cual es también una expresién diferencial invariante. Desarrolldndola se
tiene

—K,'Bi + Jl'E-g =

d(@i+@§+@?)x(ﬁiﬂ@%+@%)+

Oz dy dz cot Oz dy

o 281 )
cdt Oz 0z cat Ay oz

o pbaen o "
= zfr, =z,7%,

donde las componentes del cuadrivector r# estdn dadas por

r® =  8,B,+08,B;+0.Bs, (2.6.5)
r' = —8B,+08,E; - 0,E;,
r? = —8,B;+08,E; - 8.E,,
r® = —8B;+08,E - 8.E;.

31Pyede inferirse también que, dado que los campos afectan a las cargas a través de su
velocidad, las cargas afectan a los campos también de acuerdo con un vector de la misma
clasel’8l, Este argumento de simetria puede verificarse, en iltima instancia, directamente
del experimento.

52E] planteamiento da por supuesta la invariancia de (2.6.3a) bajo las inversiones, lo
cual es de esperar puesto que la fuerza de Lorentz mantiene su forma frente a dichas
transformaciones.
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Siguiendo el paralelismo con las ecuaciones (2.6.3a) es vilido suponer que
el cuadrivector 7# es proporcional a una carga magnética g. Las relaciones
(2.4.3) condicionan sélo la paridad de la carga eléctrica g; si se supone que una
carga magnética g se transforma bajo Is e Iz guardando la misma relacién
de paridad con el campo magnético que la que ¢ guarda con el eléctrico,
entonces se puede construir una tabla como la (2.4.3) dada por

€59 = €sEg=—€sp ==l (2.6.6)
€ryg = €érp=—¢eig =l

La eleccién esq = €ry = 1, necesaria para que la corriente se transforme

como un vector velocidad, implica que e = —€gg =1y erg=—€rp =1,
de modo que en aras de la consistencia de la transformacién de los campos®
y segin de (2.6.6), debe cumplirse €5, = €1, = —1. De esta manera g es un

pseudoescalar que invierte su signo frente a inversiones temporales y el vector
r# es un pseudovector, invariante frente a Ir. Las ecuaciones homogéneas

8.Bi+8,Bs+08,B; =
GoBy + 0,E3 — 0.E, =
8By + 0,Ey — 8,E3
GoBs + 0:E; — 0,E,

, (26.7)

Il

oo oo

son entonces las ecuaciones diferenciales vectoriales invariantes del espacio
dual®.

Las expresiones (2.6.3a) y (2.6.7) constituyen las ecuaciones de Mazwell,
cuya forma es, de manera natural por como fueron obtenidas, la misma para
cualesquiera dos sistemas inerciales®®. En forma covariante se escriben en

53La inconsistencia en este sentido conduciria a que si coexisten ambos tipos de carga,
la transformacién de los campos no estaria bien definida.

54Las ecuaciones que naturalmente surgen de la expresién diferencial invariante asociada
a las componentes de F*, estdn dadas por (2.6.5). Con los elementos hasta aqui expues-
tos, sélo puede deducirse el comportamiento del cuadrivector r* frente a las inversiones
del grupo de Lorentz, pero no se tienen argumentos suficientes para concluir que r* es
idénticamente cero. Las ecuaciones homogéneas (2.6.7) se toman aquf como un resultado
exclusivamente empirico, cuya naturaleza geométrica se analizard con mds detalle en el
capitulo 4.

35 Asf como solo existen dos invariantes asociados al campo electromagnéticol!®!

F*F,, « ¥ (E} - B?),
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términos del tensor F#¥ y su dual (2.5.7) de la siguiente manera
AP =gt (2.6.8a)
G =), (2.6.8b)

2.6.1 El potencial electromagnético

Las ecuaciones (2.6.7) corresponden a cada una de las cuatro expresiones
contenidas en
O0aFay + 08F,a +0,F3=0 (2.6.1.1)

cuando el arreglo de los indices a3y toma los valores 123, 032, 013 y 021
respectivamente. La condicién (2.6.1.1) es ademds suficiente y necesaria para
que el campo electromagnético pueda escribirse comol??

F =0r4Y - & A* (2.6.1.2)

con A# = (A A, A% A3) = A*(z¥) un cuadrivector, llamado potencial elec-
tromagnético. A partir de (2.6.1.2) las componentes E;, B; adquieren la forma
explicita

A  QA! B 0A® 0A?

E, = e —aay By (2.6.1.3)
g - oA _o& _oAl 94
27 Tz 929 2T 928 9zt
i 04 oA _ 04 oA
3 913 879" T 9zl 0z

Las ecuaciones homogéneas de Maxwell (2.6.7) estdn automdticamente
satisfechas por la equivalencia entre (2.6.1.1) y (2.6.1.2); las inhomogéneas
(2.6.3a) quedan ahora expresadas en funcién del potencial como

j* =0A* — 8% (5,4%), (2.6.1.4)

y la expresién que involucra al dual,

FPFy, 3 EiB;,

se cumple que (2.6.2a) y (2.6.4) son las tinicas expresiones diferenciales invariantes para
las componentes del campo electromagnético.
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donde O es el operador diferencial invariante

Con la norma de Lorenz®® 8,A4” = 0, las ecuaciones (2.6.1.4) se escriben

como
= 04x. (2.6.1.5)

De esta manera la fuente j* determina completamente al campo electro-
magnético, pues una vez conocidas sus cuatro componentes, las soluciones de
la ecuaci6n (2.6.1.5) permiten, a través de (2.6.1.3), establecer las seis funcio-
nes E;, B; en todo punto. Asi, via la corriente y a partir de la soluciones de
(2.6.1.5), queda definido en cada punto del espacio un vector tangente A*,
cuyo rotacional proporciona la informacién sobre la tasa de cambio de las
tétradas propias de una carga, independientemente de las caracteristicas de
la particula. Esto permite interpretar al vector j# como el objeto que pro-
duce rotaciones en el espacio tangente de Minkowski anclado al punto donde
se encuentra una carga del mismo tipo que la que produce la corriente.

56Todos los vectores de la forma
A = AP — 9% ¢

satisfacen igualmente las ecuaciones (2.7.3). De esta manera, existe una cantidad infinita
de potenciales que dan origen al mismo campo electromagnético, y todos ellos difieren entre
sf por un gradiente. Esta indeterminacién permite elegir, de entre todos los potenciales,
aquél que satisfaga la condicién de Lorenz!®!

a.A" =0

(o cualquier otra condicién apropiada).



Capitulo 3

El algebra del espacio-tiempo

3.1 Representacion de los vectores del espacio-
tiempo a la Dirac

Un vector en el espacio-tiempo es una entidad geométrica independiente del
sistema de referencia que se use para identificarlo; sus componentes o proyec-
ciones paralelas a lo largo de cada uno de los elementos de la base, dependen

de la eleccién (arbitraria) de estos dltimos. Sise toman como base del espacio
de Minkowski los vectores de la tétrada canénica e, definida como sigue®”

eU=(1103070)1 e].:(oslsoro)s 5‘2:(010?1'0}‘ 83=(0,0,0,1),
entonces un vector cualquiera ¢ puede expresarse en la forma
z = 2% + z'e; + 2’e; + ey = zte,, (3.1.1a)

donde las funciones de coordenadas reales z* son las componentes del vector

z respecto de la base {e,} y se conocen como componentes contravariantes.
A partir de la base {e,} puede construirse otra, { e}, }, formada por los

cuatro vectores rectprocos e}, = e* definidos como aquéllos que cumplen!*®!

&gl =le & =8," (3.1.2)

%TLa exposicién de aquif en adelante se centra en las propiedades geométricas de los
objetos del espacio de Minkowski, por lo que se recurre a una notacién més apropiada para
estos fines en la que se elimina la notacién tensorial para referirse a vectores, dejdndola
exclusivamente para sus componentes, como se explicard més adelante. En el caso de la
notacién e, para los vectores de la base, debe entenderse que el indice tiene solo fines
distintivos.

44
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En términos del nuevo marco de referencia, el vector = se escribe de la si-
guiente manera

z = z0e” + 716" + T9€% + 23€° = 70", (3.1.1b)

y las componentes z,, (paralelas a los elementos de la base reciproca) consti-
tuyen sus componentes covariantes®®.

Las expresiones (3.1.1a) y (3.1.1b) se refieren al mismo vector, de modo
que el producto escalar entre dos de ellos puede escribirse indistintamente
como

z-y=(z"e,) - (¥e,) = ey e, 'Y’ = gy’ (3.1.3)
o bien

z-y=(z,e") - (ye") = e - "2y, = g*z,y,
donde g,., (g**) es el tensor métrico del espacio subtendido por la base {e,}
({e*}). De esta forma se obtiene

Gw = €y €,=¢, €, (3.1.4)
gv = ée-e"=¢" ¢

es decir, las componentes del tensor métrico respecto de la base {e,} o {e*},
estdn determinadas por los productos escalares entre los elementos de dichas
bases.

La idea de expresar la métrica del espacio a partir de los productos inter-
nos (-) entre los elementos de una de sus bases, puede generalizarse a cualquier

5% Anteriormente se ha usado la expresién
z* = 20} + z'ef + 22%ef + 2%
para denotar lo que se ha llamado un vector contravariante y
Ty = xoegy + 1181,, + xzezj.. ¥ xseg,‘

para un vector covariante. Geométricamente no existe, como ya se dijo, esta distincién
entre vectores, sino entre sus componentes de acuerdo con la base que se use para deter-
minarlos. En los contextos en los que se ha recurrido a la primera interpretacién, debe
entenderse que el dlgebra desarrollada es tensorial y las ecuaciones resultantes son rela-
ciones entre componentes vectoriales. En la mayor parte de esta seccién se desarrolla un
4lgebra en términos geomeétricos y se entenderd por z* un escalar y no un vector, salvo en
los casos en los que el indice sea distintivo de algiin elemento, como se mencioné en la nota
anterior. Sin embargo, durante el desarrollo del trabajo se emplean ambas descripciones
y la lectura apropiada debe ser clara a partir del contexto.
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espacio vectorial®, siempre y cuando se haya definido previamente en él un
producto simétrico entre sus vectores que sea un escalar dentro del espacio
en cuestion®’. En este caso, el conjunto de n elementos {E;, Es, ..., E,}
que forma una base del espacio vectorial n-dimensional determina las n x n
componentes del tensor métrico 7,, del espacio que genera a partir de los
productos escalares entre las parejas E, y E, (u,v < n) es decir

E,-E, =1q,, (3.1.5)
El producto interno, por ser simétrico entre vectores, puede definirse como

By-By= % (E.E,+E,E,)=E,-E,

donde E, E, es el producto geométricol®7) entre los elementos E,yE,. Com-
plementariamente, un producto antisimétrico entre los vectores puede esta-
blecerse a partir del producto exterior (A) de la siguiente manera

E,NE, = %(Eps., ~EE,)=—(E,AE,).

Con ello el producto geométrico queda definido como aquél que consta de
dos partes, una simétrica y otra antisimétrica en la forma

E,E,=E,-E,+E,\E,. (3.1.6)

Si dos vectores cualesquiera A y B estdn generados a partir de la base {E,},
se tiene que el producto geométrico entre ellos es andlogo a (3.1.6)

AB:%(AB+BA)+%(AB-BA)=A-B+A/\B. (3.1.7)

39Un conjunto de elementos V = {A;, Az,...} es un espacio vectorial sobre un campo K
si, dados A;, A2 A3 € V,y o, 3 € K se cumple

a) (Ay +A2)= (A2 +A)) eV

b) (Ay + A2) + Az = Ay + (A2 + Aj)

c) Existe 0 € V tal que A + 0= A, paratoda A € V

d) Para toda A € V, existe (—A) € V tal que A +(—-A) =0

e)lIA=A

g) a(BA) = a8 (4)

h) (a+8) A =ad + A

i) a(A1 + A2) =ad; +ads.

50Como, por ejemplo, la contraccién tensorial z#y,,.
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Las propiedades geométricas de un espacio estdn completamente deter-
minadas a partir de su métrica; por ello, si existen dos bases en dos espacios
vectoriales cuyos elementos satisfacen, cada uno bajo su propia definicién del
producto (), la misma ecuacién (3.1.5), es posible establecer una correspon-
dencia entre ellas de modo que los espacios que generan sean geométrica-
mente equivalentes. Entonces, si se eligen cuatro vectores®! +, linealmente
independientes que satisfagan

1 .
’Yp : 70 = E (’Tp‘!v + ’}(V’Yp) = gj.w) (3»1.8&)

es decir
VoY= (eu- &)1, (3.1.8b)

se tiene que el espacio generado por la base {7#} puede representar a aquél
cuya base es {e,} (c.f. (3.1.4)) y por lo tanto se puede establecer la corres-
pondencia directa entre los elementos®

€ — Yo € — Vi (3.1.9)
y como consecuencia, entre los puntos del espacio de Minkowski
z = 2¥e, — z = 20y + z'y, + 22, + 2iy5 = 24, (3.1.10)

Las matrices cuadradas forman un espacio vectorial en el que el producto
de dos de sus elementos puede descomponerse en una parte simétrica y otra
antisimétrica en la forma (3.1.7), de manera que su multiplicacién se muestra
en forma natural como un producto geométrico. Los objetos v, que satisfacen
(3.1.8a) se conocen cominmente como matrices de Dirac por el papel esencial
que juegan en la ecuacién del mismo nombre?; sin embargo aparecen en este
contexto como la expresién que define a la métrica del espacio-tiempo, y por

51 Donde se entiende por vector un elemento de un espacio vectorial.
62En forma anéloga a (3.1.2), la base reciproca de {'yp} es {¥*}, tal que se cumple

Tu* v = 6}1 v
63La interpretacién de las matrices 7Y, en la ecuacién de Dirac es la de operadores sobre

vectores columna conocidos como 4-espinores, identificados con la funcién de onda de una
partfcula de espin 1/2.
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lo tanto el dlgebra de Dirac®, definida por (3.1.8a), puede emplearse para
expresar propiedades geométricas del espacio de Minkowskil®l.

Se sigue de la expresién (3.1.3) que el producto simétrico z - y de dos
vectores estd identificado con la longitud de la proyeccién de uno sobre el
otro (en términos tensoriales, con la contraccién z*y,). Desarrollando z - y
de acuerdo con (3.1.10) y (3.1.8a) se ve que, en efecto, los invariantes bajo
transformaciones de Lorentz de la forma z*y, son escalares en el espacio
generado por las®® ~,

z-y = (Prt+zin+ain+aiy)- (3.1.11a)
(810 +¥'n + ¥ +4*7s)
= (2% -2y -2 — %) L.
El producto antisimétrico de los vectores = y y es explicitamente

gAYy = (Py+2'y +2P +2°7) A (3.1.115)
A% + ¥ + 91+ 3)
= (' - 2%") 1 Ao+ (530 — %) 1o Ao +
+ (3390 G -Tuys) Ys AN v+ (I3y2 — I2y3) Ya Ay +
+ (2’ - Y ) A+ (@ -2 A
mientras que el bivector antisimétrico definido por z* y y* como wi‘:"y} =
zHy” — o¥y# puede descomponerse en la forma

Wy = (2'3°—2%") whiy + (2% — 2%%) Wiaoy + (3.1.12)
+ (2% — %) Wt + (a%? - 2%?) e
+ (' - %) WA+ (z%y" — z'y?) Wt
donde wi, representa al plano que forman los vectores eqes.
La matriz (3.1.10) es la expresién del vector (3.1.1a) obtenida de la corres-

pondencia entre las bases e, — 7, en la que se conservaron naturalmente las
componentes z* paralelas a los ejes; por lo tanto, y dado que las proyecciones

64 ¢ f apéndice B.2.
858e usan los resultados

(?=I1, (’=-I, YV =—r.parap#v

obtenidos a partir de (3.1.8a).
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de z Ay sobre el producto 7, A v son iguales a las de w{;,, sobre el bivector

W(ag) S¢ puede establecer la siguiente correspondencia entre los seis planos
W(ag) ¥ los productos® v, A v4

w’(‘lﬁ}) = 71 A% =M% w?;z) — Y3 N Y2 = Y372, (3.1.13)
Waey = N2 AN =TV Wiy = N AT=NTs
Waoy = 3NV =TT Wany = Y2 AN =T

La antisimetria en los fndices af del bivector wag, que es la que permite
hablar de una orientacién del plano que éste representa (c.f. seccién 2.5),
se ve reflejada en la antisimetria de v, A 74, resultado que da lugar a la
interpretacién geométrica del producto z A y como un segmento de plano
orientado de lados z y y. Asi, el desarrollo (3.1.11b) descompone al para-
lelogramo definido por estos vectores en seis proyecciones (bidimensionales)
sobre cada uno de los seis planos candnicos orientados v, A, (con p # v)
las cuales forman el tensor antisimétrico wf‘:y) = zhy¥ — z¥y*.

3.2 La base de los multivectores

La correspondencia (3.1.9) entre los elementos de la base canénica del espacio
de Minkowski e con las matrices vy, permite, como se vié en la seccién
anterior, obtener escalares de la forma e4eg, a partir del producto interno
Yo * Y5, ¥ Objetos bidimensionales antisimétricos, asociados a los planos wﬁ}',,
a través del producto externo 7, A v5. Sin embargo, en el espacio-tiempo
pueden definirse objetos no sélo de 0, 1 y 2 dimensiones, sino ademds de 3
y 4, los cuales pueden también obtenerse a partir de la base candnica {73}
a través de los productos externos entre sus elementos. Se tienen entonces
los siguientes cinco tipos de objetos del espacio que difieren entre si por su
naturaleza geométrica (o dimensionalidad)®:

a) O-vector = escalar =7, - 73,
b) 1-vector = vector = 7,,

#6Como los cuatro elementos 7, son ortogonales entre sf (¢.f. (3.1.8)), se cumple

Ya¥8 = Ya Y8+ YaNV3 = Ta A Vp-

57En lo que sigue se suponen todos los indices a, 3,6, A distintos entre si.
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c) 2-vector = bivector = vy, A3,
d) 3-vector = trivector = v, A 75 A Vs,
e) 4-vector = tetravector = v, A Y5 A ¥s A 7.

La base del primer grupo es '’ = I, de manera que las matrices pro-
porcionales a T representan escalares del espacio de Minkowski; las cuatro
matrices 7y, dan lugar al conjunto ' = {v,} y las posibles combinaciones
lineales de coeficientes reales entre ellas se corresponden con los puntos del
espacio de Minkowski, tal como aparece en (3.1.10); de (3.1.13) se sigue que
los elementos de I'? = {7,7; | @ < B} forman una base para todos los planos
orientados. Asf como el bivector v, A v5 se interpreta como una superficie
dirigida, el producto v, A 75 A v; puede entenderse como el volumen o el

" paralelepfpedo orientado (segun el orden en el que se multipliquen los fac-
tores®) que determinan los vectores 7,, Y8 ¥ Vs ¥ por lo tanto el grupo
I3 = {7, Ay3 A7} contiene a los elementos de la base de los volimenes
tridimensionales. Finalmente, el volumen tetradimensional formado por los
cuatro vectores de la tétrada, I = v, A 75 A 75 A 7y, es la base de los
volimenes de cuatro dimensiones.

Los elementos de cada conjunto I'* (n = 0, 1, 2, 3 y 4) son llamados
multivectores simples (o n—vectores, donde n indica su dimensionalidad), y
constituyen la base del multivector més general M cuya forma es

M = My + My + My + M, (321)

donde M, es un n—vector®.

La expresién (3.1.7) establece las reglas de multiplicacién entre dos vec-
tores, pero no entre dos multivectores cualesquiera. En el caso de vectores,
el producto externo es antisimétrico y el interno simétrico; sin embargo esto
no es una propiedad que radique en la naturaleza del producto mismo, sino
en la de los elementos que se multiplican. Para determinar la paridad de las
operaciones entre cualesquiera M, y M, suele imponerse la condicién de que
el producto interno debe tener simetrfa opuesta a la de su correspondiente

" S8E] hecho de que el producto geométrico no sea conmutativo le da a los objetos geo-
métricos que se construyen por esta via una orientacién.

%La representacién matricial de los vectores 7, permite asignar un arreglo de la misma
naturaleza a todos los multivectores independientemente de la dimensionalidad del objeto
que éstos representan. La suma (3.2.1) tiene sentido, pues la suma entre matrices estd
bien definida, en contraposicién con la expresién tensorial correspondiente al multivector
M, en la que la suma entre tensores de distinto rango no est4 definida como un tensor.



producto externol?¥; basta entonces conocer la paridad de uno de los pro-
ductos para conocer la del otro. El problema de establecer alguna de ambas
se resuelve recurriendo a la interpretaciéon geométrica de los multivectores
simples y a la que dan lugar las operaciones entre ellos. Por ejemplo, y para
su posterior uso, en lo que sigue se determina la paridad de los productos (A)
'y (+) entre un vector y un bivector a partir de este tipo de consideraciones™.
Dado que los objetos que trata el dlgebra multivectorial estdn orientados, el
volumen A A (B A C) que definen los tres vectores A, B y C (tomados en
ese orden) tiene una orientacién que no se ve afectada si se toman en orden
ciclico sus elementos, es decir

AAN(BAC)=(AAB)AC.
De aqui y de la antisimetrfa de un bivector simple M, se tiene
ANM, =M, A A, (3.2.2a)

es decir, el volumen A A M, posee la misma orientacién que el dado por
Mz A A. Sin embargo como la simetria de este producto debe ser opuesta a
la del producto interno de A con Mj, se concluye que™

A- Mg = —M‘z - A (3225)

3.3. Representacién de los elementos de L

Cuando se efectiia una rotacién infinitesimal de alguno de los planos canéni-
cos en el espacio de Minkowski, se tiene, hasta términos lineales del parametro
b (ver (1.3.1))

' = o* + bput 2. (3.3.1)
Esta expresién, escrita como una relacién entre componentes, se escribe en
términos del espacio generado por {v,} como

' =+ 6¢l -z, (3.3.2)

"Se sigue el razonamiento utilizado en la referencia 24.

"'En general, para un vector A y un n—vector M, se cumple!?!|
1 n

ANMy = 5[AMn+(=1)" Mad)

A-M, = %[A;’t-.fn—(—l}“M,.A],
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donde el término I’ estd dado por alguno de los elementos de I'? segiin el
plano w*” en el que se realice la rotacién™. Usando el resultado™

Fz= —;— (Tz — zI) (3.3.3)

se tiene que

, r I
=T+ 22 %3 )

expresién que, si se desprecian los términos cuadréticos de la diferencial del
pardmetro, coincide con

= (I - 6:,95) T (I - &pg) ; (3.34)

Lo anterior indica que si un cuadrivector z* sufre una transformacién in-
finitesimal del grupo L) de acuerdo con (3.3.1), su vector “imagen” z se
transforma segiin

2’ & Ly, (p) xLs, (—¢) (3.3.5)

donde Ls, (¢) es la matriz (I + 6¢%). La transformacién infinitesimal (3.3.4)
permite identificar a los generadores del grupo restringido de Lorentz en su
forma multivectorial con las matrices I'/2. Explicitamente, y a partir de
(3.1.13), se tiene '

1 1 1
T{ =¥ '2"]’170: T:: = 57270' T;; = 57370 (3.3.6)

;1 1 g ik
S1 — “?”]’372; S; —* 5'?1’?3: 33 =¥ 57271-

En efecto, las matrices (3.3.6) estdn asociadas a transformaciones de L,
segin se ve de las relaciones de conmutacién que satisfacen (c.f. ecuaciones
(1.3.13))

(8,8 = -exSi . (3.3.7)
[TLT] = ensi
(SiT] = -eanTr.

"8e ha visto que la contraccién de dos vectores x#y, estd asociada con el producto
simétrico z - y. Dado que el término w* ,z* = w*" z,, indica la contraccién de un bivector
con un vector, éste debe identificarse con el producto I' - z.

™ec.f. nota 71 para el caso M un bivector.
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La transformacién finita del vector z se obtiene después de aplicar infinitas
veces la matriz Ls, de acuerdo con la regla (3.3.5); al hacerlo se obtiene la
expresion para el vector transformado

g’ = L(p)zL(-¢p).

Como la transformacién que se ha supuesto es uniparamétrica’™, se cumple
que L (—¢) = L™ () y entonces

g = LgL™ (3.3.8)
La expresién general de las matrices L es, para rotaciones puras’,
Lioy = Jim [f+ Xi (727“)} - (3.3.90)
— ‘YI‘YU — __X_“ ; &
= exp [x‘ )] = ] cosh 5 + ¥;7o senh >
¥
. O 3
Ly = Jim {Hﬁ( 5 )] - (3.3.9b)
- =73 - b Ok
= exp [Bk )] = I cos 5 + 7;7; sen 5

para las estrictamente espaciales™.
En forma andloga a lo que se hizo en (1.3.10) la rotacién L més general
se escribe en la forma

L =exp [x, ('mfo) + 0, (%)] (3.3.10)
M f nota 20,
"5Para llegar a esta tltima expresién se desarrolla la exponencial en serie y se usa el
resultado
(170 =1
de donde ” —_—
(i)™ =1, (7)™ =%
"En este caso se part-e de .
(viv;)" =-1

para obtener
'2n+l

(T.‘Tj)zn = (—1}" ' (‘)“"r‘, ( 1) YiY5-
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y corresponde a la transformacién (1.3.10) hecha en el espacio de Minkowski.
La expresi6n (3.3.10) establece la correspondencia entre las transformaciones
A¥, de LI, que actian sobre los puntos del espacio de Minkowski z*, y los
operadores definidos en la misma expresién, que actian sobre los vectores
(3.1.10).

La ley de transformacién (3.3.8) para los vectores de I'! se extiende a los
constituyentes de los demds conjuntos I (n = 2, 3, y 4) como consecuencia
de que los elementos de cada una de estas bases puede escribirse en la forma
de un producto geométrico como sigue’

YaNYg = YaVp (3.3.11)
Ya A 7,6 A T = 7&7376:
Ya NV NYs N YA YaYaVs YA

I

Bajo la transformacién L se tiene, para cada elemento de I'!,
¥y =Lv, L7,
tales vectores primados forman a su vez una nueva base, ya que satisfacen la

misma ecuacién (3.1.8a),

1
s (17, +77,) = Guw

de modo que cumplen con las mismas relaciones (3.3‘11)._ Asf se tiene que

Yo As = YaVp = (L¥al ™) (L1pL™") = L (va A7p) L™

con resultados anélogos para los elementos de ['® y I'.
Se concluye con esto que cualquier multivector M se transforma de acuer-
do con
M =LML™?

y en consecuencia, se cumple
(MN) = M'N'=L(MN)L™ (3.3.12)

para el producto geométrico entre cualesquiera dos multivectores M y N.

"El primer renglén se sigue de la definicién (3.1.6); los dos siguientes son un caso
particular del resultado de la nota 71, el primero con A = v,, Mz =73 A 75 ¥ el segundo
con A =7, My =3 Avs A7y
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3.4 Los operadores de inversién

Como se vi6 en la seccién 1.2, el grupo de Lorentz contempla, ademds de las
transformaciones restringidas del tipo (3.3.10), dos inversiones principales: la
del espacio y la temporal. Para establecer el comportamiento de los puntos
del espacio de Minkowski expresados en la forma z frente al grupo completo,
es necesario determinar los multivectores que corresponden a los operadores
Ige Ir.

A partir de la condicién (3.1.8a) puede verificarse que la transformacién

YoZY5 " = YoZo (3.4.10)

da lugar a las inversiones

- 2% z'— -7, (3.4.1b)

¥ que el operador 7,7,7; actuando en la forma

(M7273) € (117273) ™ = (MY273) T (117273) (3.4.20)
conduce a las transformaciones
25 2% ol (3.4.2b)

Se encuentra asf que el vector v, es el operador de paridad representado por
g en el espacio de Minkowski. Asimismo el producto 7,773 produce, al ope-
rar sobre los puntos del espacio en la forma (3.4.2a), el efecto de la inversién
temporal. Al igual que ocurre en el caso de las transformaciones corres-
pondientes en el espacio de Minkowski, la inversién completa se obtiene de

aplicar sucesivamente al punto z, y en cualquier orden, ambos operadores™:

Yo ¥ M17Y273-

"8Esto no significa que los operadores conmuten, o sea que se cumpla

Yo (M 727¥3) = (117273) Yo

lo cual no ocurre como puede verificarse de (3.1.8a). Los operadores de inversiones espacial
y temporal no deben conmutar entre sf (necesariamente); lo que debe ser independiente
del orden en el que se apliquen es el efecto neto que producen al operar sobre un vector
z. Asi, y por (3.1.8a) se tiene

IrIszIT'IEY = (117273) Yo%Yo (Y1Y273) =

Yo (M17273) 2 (17273) Yo
IT[SIIS-‘II'_‘F] =-I

de manera que es irrelevante cudl de las dos transformaciones se realice primero.



Capitulo 4

La electrodindamica como un
producto geométrico

4.1 La fuerza de Lorentz

A partir de la correspondencia para los puntos del espacio tiempo (3.1.10) y
las transformaciones de Lorentz (3.3.10), puede establecerse, en cada punto
z del espacio, una tétrada {7} } cuyos elementos estdn definidos en forma
andloga a (2.1.1)
v, = Ly, L7,

Como se vio al final de la seccién 3.3, el conjunto {‘yL} constituye en efecto un
marco de referencia del espacio tangente cuyo origen es z. Reconstruyendo el
razonamiento seguido en la seccién 2.1 y de acuerdo con la forma de (3.3.4)
generalizada al caso de seis planos de rotacién, se obtiene la expresién co-
rrespondiente a (2.1.6)

u(z + Az) = A (x;, 0:) u(z) A (—x;, —0:) (4.1.1)

con u un vector referido a la tétrada canénica que representa al vector velo-

cidad de la curva s — z (s) con respecto a la longitud de arco s en el instante
T,

u=ulyy +uly; +uty, +uly; = 5

La transformacién ) es la representacién, en el espacio cuya base es la

tétrada {v,}, de la rotacién infinitesimal R que aparece en (2.1.3a) y estd

56
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dada, de acuerdo con (3.3.6), por

Y170 2%0 V370

i
A= T+48y 5 + Ax, 3 + Ax, 5 +
+ 80,202 4 A s . pp 2
2 2 2
A partir de esta expresion y de (4.1.1) se tiene que
du 1 . .
75 = 2 2% (v0u = wyiv) + 6 (vkvsu — uney;) - (4.1.2)

De (3.3.3), junto con la propiedad distributiva
(Cy-u)+ (Fyou)= (T +Ty) - u
se sigue que (4.1.2) puede escribirse como

du . . i . . =
= ( 1% + X2Y27%0 + X3¥aY0 + 017372 + 02173 + 937271) ‘u, (4.13)

ds
expresién que corresponde, en lenguaje multivectorial, a (2.1.7).

A lo largo del procedimiento seguido y debido a que la correspondencia
entre los puntos z¥ — z se ha realizado a través de los vectores de la base, el
espacio de pardmetros no se ve modificado cuando los elementos del espacio
de Minkowski se representan en términos de multivectores. Por ello, la dis-
cusion sobre su significado que aparece en el capftulo 2 conserva su validez
dentro de este nuevo contexto. Esto permite hacer la sustitucién (2.2.1) con
P = gq/mc en la ecuacién (4.1.3), llegando con ello a la fuerza de Lorentz
escrita en el espacio generado por {7v,} en términos del producto interno
entre el campo electromagnético y la velocidad, en la forma

du q
donde

F = Exvyvo + Exvavo + Esv3ve + Bivsys + Bavivs + Bavevy. (4.1.5)

La fuerza de Lorentz (4.1.4) establece las mismas relaciones entre sus
elementos desde cualquier sistema de referencia, debido a que un producto
de la forma M; - N, My AN con M, un vector y N un multivector cualquiera
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(en este caso un bivector), puede escribirse como un producto geométrico™
cuya forma es, por (3.3.12), la misma para todos los marcos de referencia
relacionados entre sf mediante la transformacién L.

Usando las propiedades 7,7, = —7,7, para u # v, (v,)’ = I y (v,)* =
—1I, que se derivan de (3.1.8a), se obtiene la expresi6én explicita para el pro-
ducto

Fou = 5 (u'BE +u*E+u°E;) + (4.1.6)
+71 (uoEl + ung - USBQ) by -
+7, (uoEg +43B; — 1..'.183) +
+74 ('U.OE3 +u'By — ugBl)

cuyo lado derecho, multiplicado por 2, coincide con el vector gf asociado al
cambio en el momento que aparece en la ecuacién (2.2.5).

Como ya se ha visto, el producto geométrico es una operacién fundamen-
tal entre multivectores, en el que estd contenida toda la informacién acerca
de coémo se relacionan los factores a través de un producto simétrico y otro
antisimétrico con respecto al orden en el que se multiplican. Segin se si-
gue de (3.2.2b), F' y u anticonmutan bajo la operacién (-), por lo que F - u
corresponde a la parte antisimétrica del producto geométrico. El elemento
adicional, estrechamente ligado al producto F - u y que lo complementa para
dar lugar al producto Fu, es justamente el producto simétrico F' A u, cuya
forma explicita estd dada por

FAu = 4737, (u'Bi +u’B; +u®B3) +
+YoV3V2 (u“B; +udE; — ugEg) +
+7m17s (W’ By + u'E3 — v’ Ey) +
+ 707271 (W0Bs + B — u'Ey) .
A diferencia de (4.1.6), este producto define un trivector cuyas compo-

nentes no tienen anélogo en la descripcién de la electrodindmica del capftulo
2, pero cuyo significado se analizar4 m4s adelante.

(4.1.7)

4.2 Las ecuaciones de Maxwell

La correspondencia (3.1.10) est4 establecida para los puntos del espacio de
Minkowski z cuyas componentes son z#. Tales funciones de coordenadas

e.f. nota 71.
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estan dadas por
' =gk (z) =z 7"

con {7*} la base reciproca de {7,}. Se tiene ademds que
0, = 7,

Puede verificarsel® de aquf que la correspondencia para el cuadrivector 9 =
(80, — V) estd dada por el multivector diferencial

0 =8 + 0"y, + 81, + 8.

El producto geométrico de este operador con un vector cualquiera B, o la
derivada geométrica de B,

dB=38-B+dAB (4.2.1)

puede calcularse a partir de (3.1.11), obteniendo para sus partes los resultados
siguientes

8-B=(8°B°-9'B' - 9*°B* - 8°B®) I = 9,B, (4.2.20)

OAB =  (8'B°—8°B") 7,y + (6?B° — 8°B%) 710 + (4.2.20)
+ (8°B° = 8°B®) vy, + (0°B% — 8°B%) 7312 +
+(8'B* - 8°B") 1,73 + (8°B' = 8'B?) 11

Se tiene entonces que en la expresién 8B estdn contenidos tanto la divergencia
del vector B (en el producto interno) como su rotacional (en el externo).

Como se vi6 en la seccién 2.6, la ecuacién diferencial invariante asociada
a un vector es precisamente su divergencia, o sea la parte simétrica del pro-
ducto 8B. En forma andloga es de esperar que las ecuaciones diferenciales
invariantes asociadas al bivector F surjan del producto interno - F', el cual,
usando la propiedad de la nota 68 adquiere la forma

80-F = ~y(-0'E,-8"E,—8°Es) +
+7 (—30E1 + 3332 = 6233) +
+7, (=0°E; + 8'B; — 8°By) +
+73 (—60E3 + 6281 - 3182) :
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Asignando las diferenciales correspondientes a las componentes 9 se obtiene

d-F = Yo (0:Ey + 0yE> + 0.E3) + (4.2.3)
+7, (=6 By + 8,B3 — 8:Bs) +
+74 (—00F2 + 8By — 0:B3) +
+v3 (=0 E3 + 0: By — 6,B,) .

Los coeficientes de los vectores 7, son los mismos que aparecen en (2.6.2a),
expresion que, en efecto, es una ecuacién diferencial invariante.

El producto (4.2.3) corresponde en términos tensoriales a la contraccién
J,F* que, segiin la ecuacién (2.6.8a), resulta en el cuadrivector de corriente
4¥. Asf, (4.2.3) es el (multi)vector corriente J y en la expresién

9-F=1 (4.2.4)

estan contenidas las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell (2.6.3a).
Para la expresién complementaria & A F' se tiene, recurriendo de nuevo a
la propiedad (3.1.6), que
OAF = 47,73 (6:B1 +6,B2+9:B3) + (4.2.5)
+Y07273 (— 9By + 0: B2 — 0, E3) +
+Y0Y¥3M (—00B2 + 0:E3 — 0. E4) +
+‘Yﬂ‘yl?2 (_6[133 ba ayEl e 3_;-82}
y las ecuaciones homogéneas de Maxwell (2.6.7) conducen asf al resultado
OAF=0. (4.2.6)

Como consecuencia de (3.3.12), el producto OF' y por lo tanto sus partes
0-F=J,y8AF =0, son expresiones cuya forma es invariante frente al
cambio de marcos de referencia inerciales.

4.3 Las ecuaciones de la electrodindamica bajo
paridad

A partir de la transformacién (3.4.1a) puede probarse que los constituyentes
espaciales (y;) de I'! son multivectores de grado uno que bajo paridad se
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transforman como vectores polares, mientras que la base temporal (v,) lo
hace como un escalar, es decir

Y7 = Y M) =-1, (4.3.1a)
Y (2) %' = =7 (k)16 =T

Por su parte, los trivectores que conforman al agregado I'* siguen reglas
de transformacién anélogas.a las de las componentes correspondientes a un
pseudovector, como aquf se muestra

Yo MY372) %t = —1vsve Yo (Wo¥s12) V6 = YovsTas (4.3.10)
Y% (on73)75 = Yon¥s Yo (er2M) 16" = Ter2n-

Las reglas de transformacién frente a una inversién espacial de las com-
ponentes de (4.1.6), (4.2.3), (4.1.7) y (4.2.5) dependen de la paridad de las
funciones E; y B, la cual a su vez, estd condicionada por el comportamiento
bajo paridad de la carga g (ver (2.4.3)). La naturaleza escalar o pseudoesca-
lar de esta 1iltima, es una eleccién arbitraria siempre que no haya mds criterio
que el de la invariancia de las ecuaciones frente a inversiones del grupo de Lo-
rentz para determinarla, como se vi6 en la seccién 2.6. Si se elige €54 = +1,
las componentes de las dos primeras ecuaciones se transforman como las de
un vector polar, mientras que las de la segunda pareja corresponden a las
de un pseudovector. De aqui y de (4.3.1) se tiene que, dado g un escalar de
paridad, la naturaleza de las componentes antes mencionadas coincide con la
de los elementos de la base que les corresponde y en la que aparecen escritas
las ecuaciones. Si en cambio se toma a g como pseudoescalar, las componen-
tes escalares corresponden a un elemento de la base que es un pseudoescalar,
y las componentes polares aparecen como proyecciones sobre un elemento
que constituye un pseudovector. En forma inversa, las componentes de un
pseudovector quedan referidas entonces a una base de ndole polar.

Como se mencioné en la seccién 1.2, aquellos vectores k¥ = k¥ (z*) defini-
dos en un punto del espacio de Minkowski que bajo la accién de los elementos
del grupo restringido de Lorentz se transforman como un cuadrivector, y que
frente a la inversién espacial lo hacen como los vectores z#, se identifican con
algin punto de un espacio tangente (anclado a z#) que se comporta de ma-
nera idéntica al espacio-tiempo frente a tansformaciones del grupo ortécerono.
Esta idea se puede extender al espacio de multivectores para un vector k (z)
definido sobre el punto z; se sigue entonces que, por poder identificarse con



62

un punto del espacio, k puede referirse a la base misma que describe a los
puntos z, y que por (3.1.9), estd compuesta por los elementos de I''. Para
establecer la congruencia entre las componentes y las bases de los multivec-
tores en términos de sus transformaciones bajo paridad, y segiin lo dicho
anteriormente, debe elegirse ¢ escalar.

Dentro del contexto multivectorial surge asf una distincién natural entre
las bases de los cuadrivectores en funcién de su cambio frente a inversio-
nes espaciales; mds precisamente, las componentes pseudoescalares aparecen
como coeficientes del trivector espacial v,,v,v (m, n, [ = 1,2,3), mientras
que los pseudovectores espaciales tienen como base a los trivectores espacio-
temporales 47,,7,- Andlogamente, la base en la que se transcriben a este
espacio los cuadrivectores cuyas partes espaciales se identifican con vectores
polares y cuya componente temporal es un escalar es justamente {v,}. De
esta manera, la base en la que una ecuacién esté escrita permite reconocer el
comportamiento frente a Is del cuadrivector al que corresponde.

Partiendo del supuesto de que las cargas eléctricas g son al campo eléctrico’
lo que las cargas magnéticas g son al campo magnético® se llega a que la
paridad de ambas es opuesta (c.f. (2.4.3) y (2.6.6)), y por lo anterior, a que g
es un pseudoescalar. De aquf que la base en la que aparecen las componentes
del producto dA F, estrechamente relacionado con las fuentes magnéticas del
campo F, sea I'’. Ello indica que no existen fuentes magnéticas de la misma
naturaleza que la fuente eléctrica J, siendo esta ultima un vector polar®!.

Como la existencia del campo electromagnético F' no est4 sujeta a la de
las cargas de prueba que pueda haber en el espacio, el producto Fu debe
tener un significado independiente de las mismas®. La fuerza de Lorentz
(4.1.4) con u = 7,, (c = 1 en lo que sigue) es

dpq
dr

%0En referencia a sus reglas de transformacién frente a las inversiones del grupo de
Lorentz.

81Esta observacién es independiente de si las componentes de 8 A F son cero o no, aiin
cuando el campo electromagnético tuviese fuentes magnéticas, éstas cumplirfan con la
caracteristica dada anteriormente.

A pesar de que las ecuaciones (2.6.7) manifiestan la inexistencia de las cargas g, es valido
investigar como ejercicio, las propiedades de la carga g y de los efectos sobre ella, como se
hard mds adelante.

52De (2.2.1) las componentes de F son tnicamente funciones de la posicién, es decir,
F = F(x). El papel de la particula esté contenido en el elemento P. Por otro lado, u es
un constituyente de una tétrada del campo, también independiente de la carga g.

lvo= q(F - 79) = 119E1 + 729E2 + 73 9E3, (4.32)
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donde p, indica que la fuerza es ejercida sobre una carga q, y el subindice 7,
se refiere a que estd medida en el sistema propio de la particula. Esto hace
de F - 7, la fuerza propia por unidad de carga eléctrica®. Asf, una carga q
en reposo reacciona tinicamente a las componentes eléctricas del campo F,
es decir, la particula sélo detecta campo eléctrico.

Siguiendo un razonamiento andlogo para el caso en que se tuviera una
carga magnética g, ésta sélo deberfa reaccionar, desde su sistema propio,
frente a las proyecciones magnéticas del mismo campo F’ que sobre g produce

la fuerza de Lorentz. Las componentes de (4.1.7), con u = ~,, parecerfan

ser entonces las candidatas a formar las componentes de aquéllo que, por
un paralelismo cen el caso eléctrico, se llamard la fuerza magnética. Sin
embargo, la expresién

9 (F Av) = Y9Y37¥29B1 + Yo 73982 + 7071271983 (4.3.3a)

(andloga a g (F - ,) para el caso magnético) esta escrita en una base pseudo-
vectorial, caracterfstica que no comparten sus componentes gB;, las cuales se
transforman como las proyecciones de un vector polar bajo una inversién del
espacio. Esto no permite entender a la expresién (4.3.3a) como la acelera-
cién que produce el campo sobre la carga g. Para obtener una expresién que
cumpla con los requisitos de una fuerza, es decir, que tenga componentes que
correspondan a un vector y que esté escrita en la base I'!, debe transformarse
(4.3.3a) en forma tal que los trivectores sean transformados en vectores.
Haciendo
9(F Av9)1s = 9 (F Av) Yon1 7273

se obtiene®
_ dp,
9(F Ny9)vs =71 9B1 +729B2 + 739B3 = =23 lyo - (4.3.3b)

Por analogfa con (4.3.2) puede decirse que (4.3.3b) es la fuerza producida por
F sobre la carga magnética en el sistema en el que estd en reposo (de ahf la

83En realidad, F - 7o se considera comiinmente la definicién de campo eléctrico. Este se
entiende como la parte de F que se mide en el sistema en el que la partfcula eléctrica estd

en reposo.
*4El significado del operador v5 = 757;7273 se aclarard en la secci6n siguiente.
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tltima igualdad). De (4.3.2) y (4.3.3) se tiene asf que®

s 4Py

ldp,
=k | = F vy, ke lye=F Ao (4.3.4)

q dr

lo que permite referirse a F A+, como el dual® de la fuerza ejercida sobre una
particula magnética por unidad de carga (magnética) en su sistema propio.

Desde un sistema inercial con respecto al de la particula, la velocidad
propia 7, tiene la forma u = Ly,L~", y las expresiones en (4.3.4) se convierten
en

d;
Yoy poi B 5o (4.3.5)
qdr g dr

4.4 Las ecuaciones de la electrodinamica en el
espacio y su dual

Como se vi6 en la seccién 3.1, la antisimetrfa del producto v, A vz Avs A7,
le otorga al tetravolumen asf definido un sentido de orientacién. El orden en
el que aparecen los factores v, define una orientacién del espacio a través del
sentido en el que se construye la tétrada canénical®l; en este caso el sentido
positivo corresponde a una permutacién par de 0123 en los indices a/fv6.
Asi,
Ts = Yo AT A2 A Y3 = YoN17273

establece una orientacién positiva del espacio. Como puede verificarse a
partir de la propiedad (3.1.8), este multivector satisface

(1) = -1 (44.1)

y se transforma como un escalar bajo la accién de algiin elemento de LL, es
decir, es invariante bajo transformaciones del grupo restringido®”; sin embar-

85Donde se han usado los resultados
(vs)® = -1, (F Avo)vs = —7s (F Avg)

que se obtienen de (3.1.8) y de la definicién del producto F' A v,.

86F] uso de este término se aclarar4 en la siguiente seccién.

¥7 A partir de (3.1.8) se tiene que 75 conmuta con todos los bivectores, de manera que
conmuta con todos los términos de la serie (3.3.10) pues en ésta aparecen sélo términos
proporcionales a s, a los bivectores mismos y a la identidad (c.f. notas 75,76). Se tiene
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go frente a la inversién espacial Is invierte su signo lo que lo convierte en un
pseudoescalar®.

Si se calcula el producto geométrico de 75 por cada uno de los elementos
de la base vectorial I'!, usando la propiedades asociativa del producto y las
que resultan de (3.1.8), se obtiene la siguiente correspondencia

Yo — Y570 = (M0717273) Yo = 117372 (4.4.20)
Y= s = (o1 ¥273) 11 = YoYaVas
Y2 = Y572 = (YoM 7273) Y2 = Vo173
Y3 = s = (Vo1 7273) Y3 = Yo7

De aqui y de acuerdo con (2.5.6) los cuatro elementos del conjunto I'* pueden
escribirse en la forma -5, y representan volumenes orientados, duales de los

vectores correspondientes.
En forma andloga, multiplicando por 75 los elementos de I'? se obtiene

Mm% = TNY% =1 NN =772 (44.2b)
Y2¥o = Y5270 = (Yo 7273) Y2Y0 = N1 Vss

Yo — VsTaYo = (Yo 7¥273) ¥3%0 = Vo1

TsYe = YsVaTe = (Yor17273) Y372 = =11 Y0s

MY — 15773 = (Yor17273) 11¥s = V2%

Yor = st = (emV2¥s) Y21 = =73%0

correspondencia que coincide con la dual (2.5.3).
Realizando ahora la operacién sobre los voliimenes orientados positiva-
mente se encuentra

MY2Ys = YsnYe¥s = (Yo 12¥3) M1V2Ys = Yo (4.4.2¢)
Y2YoYs — V572YoV3 T (YoM 7273) Y2Y0Y3 = =71

entonces que 75 conmuta con cualquier elemento del grupo restringido de Lorentz y por
lo tanto
vs=LysL™ ' =y LL™" =15,

es decir, 75 es un invariante del grupo L.
%¥Bajo el operador paridad, v, se transforma como

Yo¥s¥s ' = Yo (YoT17273) Yo = M1 ¥2¥3%0 = —YoY1T2¥a = —7s
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MY — Vs V3o = (YoN172Y3) NY3Ye = — 72
YoYa1 — YsToYeh1 = (YoV17273) YoYaT1 = —7s-

Lo anterior deja establecido que la multiplicacién por 18 izquierda de ~;
por un multivector simple cualquiera M equivale a efectuar la transformacién

dual del mismo, es decir
M* =M, (4.4.3)

de manera que 5 se muestra entonces como el operador de dualidad®’.

La nocién de multivector dual permite dividir a las 16 matrices contenidas
en la unién de los I'™ en dos conjuntos tales que los elementos de uno son los
duales de los elementos del otro. Tomando primero a los constituyentes de
% I y a los elementos de I'? que contienen un vector temporal se forma el
agregado

I'={I, 70, 71s Y2» T3 Mo T2Y0s VsYo}

el segundo conjunto es

11
e ={ YoY1Y2¥3r Y1Y3Y2r Yo¥a¥2 YoY1¥s YoY2¥1s Ya¥2r Y1¥ar V2Vi) -

A partir de las transformaciones de dualidad (4.4.2) se ve que, en efecto, los
elementos de T'™ son los duales de aquéllos contenidos en I'!, de modo que
puede escribirse

(rM*=r",

Segtin las reglas de transformacién bajo paridad (4.3.1) los constituyentes
de I'" tienen un comportamiento opuesto al de los elementos de I'! frente a la
inversién espacial. Los trivectores v, contenidos en I'!, pueden verse, ya
no en su sentido volumétrico, sino como cuatro elementos que constituyen,
al igual que los vectores 7, una base del espacio de Minkowski. Esto queda

89La correspondencia dual (4.4.3) no es un isomorfismo porque no se conserva la ley de
multiplicacién; es decir, dados dos multivectores M y N no se cumple

M*N* = (MN)*
como puede verse, por ejemplo, con M =y, ¥y N =7,

Y571 = (2m173) (27073) = Tor1 # Y213 = (1om1)”
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claro por el hecho de que cumplen con la condicién (3.1.8a)

1 _ (75)2 _
3 (N1 m + 10 mn) = — - (Tt n) =

1
5 (7#7» + ‘Yv‘yp) = gFV‘

Asi, la correspondencia dual cambia la base escalar por la pseudoescalar, la
base natural de los vectores polares por la propia de los pseudovectores, y los
planos espacio-temporales por los espaciales.

La expresi6n (4.1.5) para el campo electromagnético es equivalente, usan-
do (4.4.2b), a

F = El'}'l’]/g + E2727l] + E:]'Ts'TO + (44.4)
+B1(71%)" + B2 (7270)" + Bs (1370)"
en donde las componentes eléctricas del campo aparecen como coeficientes
de un bivector espacio-temporal, mientras que las componentes magnéticas
lo son de los correspondientes bivectores duales.

De (4.1.6), (4.1.7) y (4.4.2a) se tiene que el producto geométrico del
campo electromagnético F' con el vector u puede expresarse como la suma
de un elemento referido a la base {v,} y otro referido a la base dual {v;}
como sigue

Fu = 7, (W'Ey +u’E; +v*Es) + 7, (u’E; + uBy — u*B,) + (4.4.5)
+7; (uCE; + u’By — u'B3) + 73 (u’E3 + u! B, — v’ By) +
+75 (u'By + u?By + u’B3) + 71 (u'B; + v’ By — w?Es) +
+73 (u°B; + u'E3 — v’Ey) + 75 (u’Bs + w’E), —u'E,) .
En la parte vectorial est4 contenido el producto interno F - u, es decir, la
fuerza de Lorentz por unidad de carga, y las componentes del elemento dual
coinciden con las de la fuerza magnética, también por unidad de carga.
En forma similar y a partir de (4.2.3) y (4.2.5), puede escribirse a la
derivada geométrica del campo F' como un multivector al que contribuyen
una parte vectorial y otra dual de la siguiente manera

OF = %y(0:E1+ 0,Es + 0.E3) + v, (—00E1 + 0,Bs — 8.By) + (4.4.6)
+72 (=80 B2 + 0:By = 0:B3) + 73 (=00 B3 + 0. B; — 8, By) +
e (=8;By — 8,B; — 0.B3) + 7} (8B1 + 8,E3 — 0.E» ) +
+73 ( OBz + 0:Ey — 8. E3) + 73 ( 8oBs + 0:E; — 9,E)) .
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El vector en esta expresion es el que representa a la corriente a través del
producto 8- F', como se ve en (4.2.3), y el vector dual es resultado del producto
OAF.

Lo anterior permite expresar al campo electromagnético F', a su derivada
OF y al producto Fu como la suma de un elemento que pertenece a I'' mas
otro contenido en ' en la forma

F = E[*I + BI'II, (44‘7)
Fu = (F 5 u)rl + (F A 'Ll‘.)rll 3
OF = (8'F)rl+(8AF)[‘!Ir

donde el subindice I'!, I'! indica pertenencia al conjunto designado.

El campo electromagnético F, su accién sobre un vector velocidad Fu, y
su derivada dF, es decir, todos los elementos necesarios para establecer las
ecuaciones de la electrodindmica, se manifiestan asf a través de una parte vec-
torial y otra dual; la primera contiene todos los vectores tangentes al espacio
de Minkowski que frente al grupo L' forman una representacién del mismo
lugar geométrico, mientras que en la segunda intervienen los elementos de un
espacio tangente de comportamiento opuesto al anterior frente al operador
de paridad.

El hecho de que el campo eléctrico E estd asociado a cargas eléctricas,
que el producto F - u sea la fuerza por unidad de carga eléctrica y que
la corriente § - F sea producida por cargas en movimiento de esta misma
naturaleza, muestra que los fenémenos estrictamente relacionados con las
cargas eléctricas estdn expresados en la base contenida en I'' (ver (4.4.7)); es
decir, lo que las cargas eléctricas producen y frente a lo que reaccionan estd
escrito en términos de vectores polares, lo que conduce de manera natural
a las expresiones para velocidades y fuerzas. De igual forma, los fenémenos
puramente magnéticos, entendiendo por éstos las funciones B;, las fuentes
magnéticas d A F y las componentes de la fuerza magnética por unidad de
carga, se manifiestan sélo a través del espacio dual®® ',

9Esta idea estd en la misma linea que la descomposicién de una transformacién de la
forma (3.3.10) en el producto de una rotacién pura por una espaciall?6l. La primera tiene
por generadores a los bivectores 7,7y, 0 sea, a elementos de I', el mismo conjunto que
estd vinculado con las funciones E;, que son en esencia velocidades angulares de rotaciones
hiperbélicas (c.f. ecuacién (2.2.1)). La segunda rotacién estd generada por los bivectores
del conjunto I'!, a través del cual se manifiestan las funciones B; asociadas a los pardmetros
de rotaciones espaciales.
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En la seccién 4.1 puede verse que la tasa de rotacion de un elemento u
de un campo de tétradas es de la forma

My -u (4.4.8)

con M, un bivector. Comparando con la expresién (4.3.5), se tiene que
la hipotética fuerza magnética no es el resultado de efectuar una serie de
rotaciones sobre la tétradas propia de la carga g, al menos mediante la accién
de F, como se plante6 en el caso de la fuerza de Lorentz en la misma seccién.
Sin embargo, puede escribirse en la forma (4.4.8) a través del dual de F como

sigue

d; 1
2 = g(FAw7s=59(FutuF)ys = (4.4.9)

= 59(-7Fu+upsF) =
= 39F" = Fu) = g[(~F") -u].

A partir de la forma del bivector (—F*) se requiere, para que (4.4.9)
corresponda en efecto a una rotacién, que las funciones B; estén ahora re-
lacionadas con dngulos de rotacién en los planos espacio temporales, y que
las componentes E; lo estén con dngulos de rotaciones espaciales (que pro-
ducen rotaciones en sentido opuesto al que define F'). Asf, lo que solfa ser un
campo eléctrico, se manifiesta ahora como uno magnético®® y viceversa. La
interpretacién de las componentes de F' como velocidades angulares se torna
entonces ambigua cuando se interpreta simulténemente al par de ecuaciones
(4.1.4) y (4.4.9) como una tasa de rotacién sobre los elementos de un campo
de tétradas propias de la particula cargada, pues la rotacién que producen
E; o B; dependerfa de la naturaleza eléctrica o magnética de la misma.

Asf{ pues, para que la interpretacién de F' como un operador de desplaza-
miento del origen de una tétrada a lo largo de un arco de curva sea consistente
y Uunica, debe renunciarse a la idea de una fuerza del tipo de (4.4.9), lo cual
es inmediato si se acepta la inexistencia de la carga g.

Las ecuaciones homogéneas (4.2.6) junto con las no homogéneas (4.2.3)
estdn contenidas en la siguiente expresién de la derivada geométrica del cam-

po electromagnético
aF =J (4.4.10)

YIEntendidos los campos eléctrico y magnético como se definieron en la seccién 2.3, es
decir, en funcién de las rotaciones a las que dan lugar.
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la cual se interpreta, puesto que sus soluciones estdn completamente deter-
minadas por las componentes de la corriente J, diciendo que ésta es su tnica
fuente®®. Siendo asf, las ecuaciones de la electrodindmica pueden leerse di-
ciendo que la existencia de una carga en el espacio tiempo, al dar lugar a una
corriente .J, induce una rotacién de cada marco de referencia propio de una
carga en cada punto del espacio, cuya tasa de cambio por unidad de carga
estd dada por el campo electromagnético F.

9] a5 cuatro componentes de J definen a las cuatro componentes del (multi)vector
potencial A a través de la ecuacién (c.f. seccién 2.6.1)

J=OA=8*A=(80)A=08(0A) =0(8AA) =0dF

donde se usé la condicién de Lorenz 8- A = 0.



Conclusiones y perspectivas del
trabajo

Las ecuaciones que permiten describir los fenémenos electromagnéticos son
bésicamente resultado de la manifestacién del grupo de Lorentz en el espacio
tangente de Minkowski. Los vectores tangentes en cada punto de la trayec-
toria de las cargas generadoras del campo producen el efecto de una rotacién
infinitesimal sobre los vectores tangentes anclados a una carga de prueba.
Las ecuaciones que relacionan los vectores fuente con las velocidades angula-
res instantdneas de rotacién por unidad de carga en cada punto del espacio,
constituyen las ecuaciones de Maxwell, mientras que la fuerza de Lorentz es
la expresion de la rotacién infinitesimal a la que dan lugar dichas velocidades
angulares, efectuada sobre el vector velocidad de la carga de prueba. En
efecto, segtin lo que se mencioné en la introduccién, la concepcién del campo
electromagnético como una rotacién del espacio de Minkowski, se justifica -
por la consistencia de los resultados que de ella se obtienen con la teoria
cominmente usada.

El primer elemento crucial en esta descripcién es el espacio tangente de
velocidades. Sus elementos se transforman igual que los puntos del espacio
de Minkowski frente al grupo ortécrono; es necesario entonces que la base que
describa a este espacio tangente defina una métrica igual a la de Minkowski,
¥ que sus elementos sigan reglas de transformacién frente al operador paridad
andlogas a la de los puntos del espacio. El segundo pilar del planteamiento
estd compuesto por los seis generadores del grupo restringido de Lorentz; en
cada uno de ellos, por dar lugar a rotaciones planares, aparece una idea in-
trinseca de orientacién que se manifiesta en su antisimetria; en consecuencia,
la representacién en cualquier espacio de los generadores de rotacién debe
consistir de elementos antisimétricos.

El dlgebra de Dirac, entendida como una regla de multiplicacién, es una
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operacién simétrica entre los elementos que la satisfacen y que cumplen con
los requerimientos para formar una base del espacio tangente. A esta o-
peracién se le puede asociar una contraparte antisimétrica, cardcter que le
imprime al nuevo producto un sentido de orientacién, a partir del cual pueden
establecerse los generadores del grupo restringido.

Se tiene asf que el producto geométrico entre objetos que satisfacen el
dlgebra de Dirac provee los elementos necesarios para la descripcién completa
de los fen6menos electromagnéticos. Cuando el producto se realiza entre dos
vectores, se retinen en un sélo concepto dos elementos clave en el contexto de
las transformaciones entre sistemas inerciales: los invariantes, que aparecen
en la parte simétrica del producto, y los generadores del grupo restringido,
contenidos en la antisimétrica. Asi, las transformaciones generadas por la
base de los productos antisimétricos, dejan invariante al producto simétrico.

Establecer la correspondencia entre las bases del espacio de Minkowski y
las matrices de Dirac permite que el andlisis de las transformaciones del grupo
completo de Lorentz se centre en los vectores mismos y, en consecuencia, que
tanto las funciones de coordenadas como todas aquéllas que toman valores en
los reales, en particular las velocidades angulares de rotacién y por ende las
componentes del campo, se mantengan invariantes bajo la transcripcion de
las ecuaciones de uno a otro espacio. La sustitucién de los vectores canénicos
del espacio de Minkowksi por las matrices de Dirac tiene ademds la ventaja
de que el comportamiento de los vectores frente a la operacién de paridad se
ve naturalmente reflejado en la base a la que estdn referidas sus componentes.

Las ecuaciones de Maxwell identifican a la carga eléctrica como fuente
Unica del campo electromagnético, pues en ellas se manifiesta la inexistencia
de una carga magnética. La fuerza de Lorentz, por lo tanto, refleja la accién
del campo sobre las unicas cargas electromagnéticas consistentes con ellas:
las eléctricas. Sin embargo, ain cuando el cuadrivector correspondiente a la
fuente magnética tenga todas sus componentes nulas, éstas son de naturaleza
distinta a aquéllas que forman el vector de corriente eléctrica. Cuando las
ecuaciones se expresan en términos de matrices de Dirac, la base del espacio
en la que aparece escrita la fuente magnética se comporta en forma opues-
ta frente al operador paridad a como lo hace aquélla en la que se expresan
la fuente eléctrica y la fuerza de Lorentz. Esta base es ademds, elemento
a elemento, ortogonal a la que conforman las matrices v y el espacio que
subtiende, en el que se manifiestan pseudocuadrivectores, se identifica con el
espacio dual. Esta distincién entre bases que surge en el contexto multivec-
torial, permite diferenciar los fenémenos electromagnéticos segun el tipo de
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carga que éstos involucren. Si en el espacio de vectores tangentes de veloci-
dad se presentan fenémenos eléctricos, entonces en el dual se manifiestan los
de indole magnética.

El campo electromagnético F' estd formado a partir de los planos que con-
tienen tanto el espacio como su dual y representa el vinculo entre ambos que
mantiene una sola unidad geométrica. Su interpretacién como el de un opera-
dor que induce rotaciones sobre el campo de tétradas propio de una carga de
prueba, es iinica siempre que no existan cargas magnéticas; en caso contrario
las rotaciones del sistema propio de una carga magnética estarfan dadas por
el dual de F, por lo que se tendrfan dos operadores de rotacién: las tétradas
que viajan con una carga eléctrica se transformarfan bajo el operador F,
mientras que las propias de una carga magnética lo harfan a través de F*, es
decir, a través de elementos exclusivos de una representacién inequivalente
del grupo restringido de Lorentz. Asi, la existencia de una particula mag-
nética obligarfa a replantear el concepto de campo electromagnético como
aquf se ha descrito.

Todos los resultados anteriores han surgido de un andlisis que considera
tinicamente transformaciones del grupo completo de Lorentz. El plantea-
miento de las ecuaciones de la electrodindmica, asf{ como la interpretacién
de los elementos que las constituyen, estin entonces estrechamente relacio-
nados con el grupo y sus propiedades. Atn la posibilidad fisica de una carga
eléctrica de signo opuesto puede verse como resultado de que los operadores
de rotacién forman un grupo, y concretamente, surge de la correspondencia
interna de una transformacién con su inversa.

El trabajo contenido en esta tesis, lejos de ser un estudio acabado, puede
tomarse como punto de partida para subsecuentes exploraciones no sélo en
el 4mbito de la electrodindmica, sino también en cualquiera que involucre
un tratamiento relativista o relaciones de invariancia. A continuacién se
presentan, a manera de ejemplo, dos propuestas a tratar con los elementos y
el método desarrollados a lo largo del trabajo.

La primera de ellas consiste en indagar sobre el significado fisico y geo-
métrico del potencial electromagnético A, elemento fundamental que media
entre la fuente y la determinacién del campo que ésta produce. Un primer
acercamiento se sigue tras verificar que el vector A se transforma, bajo las
inversiones espacial y temporal, como un vector velocidad. Ahf donde una
carga libre g se desplaza en el espacio-tiempo, est4 definido un vector tangente
dado por la velocidad u de la particula; la existencia de una fuente eléctrica
en otro punto del espacio da lugar, justo donde estd anclado u, al vector A;
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como ambos son de la misma naturaleza, el vector U

U=u+L
m

es un elemento del espacio tangente con reglas de transformacién bien de-
finidas frente a operadores del grupo de Lorentz. En este vector se retine
informaci6n sobre lo que el sistema fuente-carga produce en el espacio tan-
gente anclado a la carga de prueba; esta iltima contribuye con el vector u, y
1a fuente lo hace indirectamente a través de A, el factor ¢/m que lo multiplica
hace propio de cada particula al vector U. El andlisis de este campo vectorial
desde la 6ptica del trabajo, puede conducir a una interpretacién geométrica
del potencial, asf como de la sustitucién del momento p de la carga de prueba
por el momento canénico P = p + gA.

La segunda tarea que puede abordarse se presenta ahora en un contexto
en el que generalmente no se consideran los elementos y,, como constituyentes
de una base del espacio de Minkowski, sino como operadores sobre vectores
columna de cuatro componentes, conocidos como 4-espinores. Tal es el caso
cuando aparecen en la ecuacién de Dirac

7,0"¢ (z) = my (z),

en la que % (z) es la funcién de onda de una particula de masa m y espin
1/2.

La expresién de la electrodindmica en términos de matrices de Dirac ad-
quiere mayor sentido y justificacién cuando se conjunta con el hecho de que
la funcién de onda que describe al electrén satisface la ecuacién de Dirac.
Cuando la carga e estd en presencia de un campo electromagnético exter-
no, la ecuacién para su funcién de onda se convierte en (usando notacién
multivectorial)

i0¢ (z) = my (z) + eA¢ (z).

La comprensién del significado de la ecuacién de Dirac puede enriquecerse
cuando se ven sus matrices, no en un sentido exclusivamente vectorial u
operativo, sino desde ambos puntos vista, permitiendo la flexibilidad para
pasar de una interpretacién a otra. Entendidas las matrices de Dirac como
elementos de un marco de referencia, y en relacién con el trabajo expuesto,
convendrfa por ejemplo, analizar el significado de la ecuacién cuando ésta se
transcribe a la tétrada dual. Bajo la sustitucién v, — v, = ¥57, la ecuacién
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de Dirac en presencia de un potencial electromagnético se convierte en

0" (z) = 757,00 (z) =
—1y,0%ys¢ (z) =
mysy (z) — ey, Atysy (2),

Il

de las dos ultimas igualdades se tiene
W0yY" (z) = -my” (z) + eAY” (z),

de modo que la ecuacién de Dirac en el espacio dual es la ecuacién de Dirac
en el espacio original para el cuadriespinor 5% (z) = ¥ (), en donde la
masa m ha invertido su signo. A partir de una interpretacién congruente del
espacio dual, se estd en posibilidades de dar significado a los cuadriespinores
transformados 7/*. Resulta también interesante averiguar qué significa que
bajo la correspondencia dual el objeto ,0* pueda expresarse de la forma

_'Ys'ha'u = "7 (7:60 + ’?’ual) +71% (‘Yzaa = ’7332)
121 (139° +768°) + 7370 (110° = 120")
T173 (7230 7 7032) +72%0 ("‘(331 = 7163) )

Il

en la que que sugieren los generadores de rotacién sobre el espacio y las
funciones. '

Todo lo anterior apunta en la direccién de ampliar la interpretacién de las
expresiones que poseen cardcter fisico, a través de un lenguaje multivectorial
que resalta las propiedades geométricas de aquéllo que describe.



Apéndice A

Grupo de Lorentz

A.1 Definicién de grupo

Se dice que un conjunto G de elementos es un grupo si se satisfacen las
siguientes condiciones:

1. El producto g,g, de cualesquiera dos elementos de G est4 bien definido
de tal manera que g,9; € G.

2. El producto de tres elementos de G es asociativo, es decir (g192) g5 =
91 (9293) para todo gi1,92,93 € G

3. Existe un tnico elemento I en G tal que [g = g/ = g para toda g € G

4. Para toda g € G existe un tnico elemento g~! € G tal que g~lg =
997 =1

A.2 Grupos de Lie

En términos generales, los elementos de un grupo continuo son transforma-
ciones que mapean un punto M (z;, z3, ...., Tn) de un espacio n—dimensional
en otro punto M’ (z},z}, ....,z},) del mismo espacio. Tales transformaciones
dependen de un conjunto de r pardmetros continuos oy, @3, ..., @, de manera
que hay n funciones '

Z, = fi(Z1, T3, cooey Tnj O3, O, vovy ) = G (@1, 2y w0y OF)

que las definen analiticamente. Estas transformaciones se considerarén linea-
les.
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El conjunto de todas las transformaciones que se obtienen cuando los
pardmetros a; adquieren todos sus posibles valores a lo largo de su dominio
continuo, forma un grupo si satisface las siguientes propiedades:

1. El producto (o la composicién) de dos transformaciones sucesivas es
otra transformacién del conjunto, y es tal que

G, -yar) G(a),..,d)) =G (af,....af),

donde
ol = ¢ (a0, ), =127
con ¢; una funcién diferenciable con respecto a todas sus variables.
2. El producto de dos transformaciones es asociativo.
3. La transformacién identidad E, definida como aquélla para la cual
z; = z;, debe pertenecer al conjunto. Se cumple ademés que

Gl(ay,..,a) E = EG(a1,...,0) =G (a1,...,0r),

y ozgf' son los correspondientes valores de los pardmetros de la transformacién
idéntica, es decir
20 = £ (21,82, o T 0, 0 s 0)
Como los parametros pueden modificarse por un cambio en el origen, siempre
puede hacerse af = 0.
4. Toda transformacién G (ay, ..., @) debe ser invertible y su inversa G~!
debe pertenecer al conjunto de transformaciones,

G(ayy.yar) G (v, ...y r) = E.

Los grupos de transformaciones que satisfacen 1 a 4 se conocen como
grupos de Lie.

A.3 Grupo de Lorentz

A partir de (1.1.2) puede probarse que las transformaciones L forman un
grupo de la siguiente manera:

El producto L;L; de dos transformaciones estd bien definido como la
multiplicacién usual entre matrices; dado que ambas satisfacen (1.1.2) se
tiene

LngngLg = E;E;ngLz = E-E. (E:QLI) Ly, = E;QLQ =4
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cumpliéndose las condiciones 1 y 2 de A.1. Es evidente que I(4x4) satisface
(1.1.2), de modo que la identidad es una transformacién de Lorentz; ademés,
como L = L™, se tiene

(Z)oL = Lok = L (EoL) L=,

por lo que E, y por lo tanto L™}, es una transformacién de Lorentz, resul-
tados estos iltimos que, por las condiciones 3 y 4 de A.1, muestran que las
transformaciones L forman un grupo.



Apéndice B
Algebras

B.1 Definicién de un dlgebra

Un dlgebra se compone a partir de un espacio vectorial V' en el que se ha
definido una composicién interna entre sus elementos llamada producto. A
cada pareja (z,y) de vectores de V se le asocia un elemento z, que pertenece
también a V, a través del producto ¢, en la forma

z=zoy.
Se dice que el élgebra es asociativa si
zo(yoz)=(zoy)or,

el producto es ademés bilineal, de manera que se cumple
(Z a.-n:‘-) < (Z beJ) = z{l,bj (I,; < y.‘-') .
* J 1

B.2 Algebras de Clifford

Dado un conjunto de n elementos {e;,1 < i < n} tales que
eie; + eje; = 2n;;
pueden formarse los siguientes 2" productos

1,e;eie;,...,185...6n.
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Estos son linealmente independientes y forman la base de un espacio vectorial
sobre el campo de los reales, que junto con la nocién de producto determina
un 4lgebra llamada dlgebra de Clifford.

En el caso de las matrices v, la relacién que satisfacen corresponde a
Nuw = Guv, de manera que éstas forman una base de un 4lgebra de Clifford.

B.3 Algebras de Lie

Un dlgebra de Lie L es un espacio vectorial definido sobre un campo K en
el que se ha definido un producto [, -], llamado paréntesis (bracket) de Lie,
que tiene las siguientes propiedades

1. Si z y y son elementos de £, entonces z = [z,y] € L

2. Si a y b son elementos de K, entonces [z, ay + bz] = a[z,y] + bz, 2]

3. El producto es anticonmutativo, es decir [z,y] = — [y, z]

4. Se satisface la identidad de Jacobi [z, [y, z]] + [y, [z, 2]] + [2, [z, 9] =

Si el campo K es el de los reales (complejos), entonces se dice que E es
un dlgebra real (compleja) de Lie.

B.3.1 Constantes de estructura

Si el conjunto {£;} forma una base del dlgebra de Lie, entonces por la pro-
piedad 1 su producto debe pertenecer también al dlgebra,

(E:, Ej) = ;CijkEk‘

Las constantes c;;x son llamadas constantes de estructura del dlgebra de Lie.
Asi, un dlgebra de Lie estd caracterizada por un conjunto de constantes de
estructura tales que, por las propiedades 3 y 4, cumplen
Cijk = —Cyik
Z (CijmCmkr + CjkmCmir + CkimCmjr) = 0, r=1,..,m

rm

B.4 El dlgebra de Lie asociada a un grupo de
Lie

Generalmente, si un grupo de Lie n—dimensional consta de transformaciones
lineales T', los pardmetros sy, s, ..., S, cercanos a la identidad I pueden ele-
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girse de tal manera que los operadores T (s) se escriban en serie de potencias
de cada uno de dichos pardmetros

T=1+s1I+sl3+ ..+ 5,1, (B4.1)

Derivando esta expresién con respecto a sy, ss, ..., S, y evaluando en s = 0,
se obtienen los n generadores I}, I, ..., I,. Asf, todos los elementos del grupo
pueden escribirse, cerca de la identidad, como

T = exp (tiI1) exp (t2]2) ... exp (tn 1)

donde ty,1s, ...,t, s un nuevo conjunto de pardmetros.
Las transformaciones lineales

J=u Dy +usly + unl, (B.4.2)

que se obtienen diferenciando (B.4.1) en la direccién arbitraria del vector u,
" pueden emplearse para expresar a cualquier elemento del grupo en la forma

T =exp(u [y +uoly +..upnl,) = exp J.

Los operadores (B.4.2) forman un 4lgebra, llamada dlgebra de Lie del
grupo correspondiente. En ella, estdn definidas tres operaciones: la suma, la
multiplicacién por nimeros reales, y la operacién

[A,B] = AB - BA.

El conmutador [A, B] es un elemento del lgebra y en particular, para los
generadores del grupo se cumple, como se vio anteriormente,

(L, L) = 3 cijiedi-
k

De esta manera, con todo grupo de Lie G se asocia de manera intrinseca un
dlgebra de Lie G que estd determinada por sus generadores. En el caso del
grupo restringido de Lorentz, las reglas de conmutacién que satisfacen sus
generadores S y T son

[S:,S;] = —€iSk (B4.3)
[Ti: TJ] = Eijksk
($uTy] = —€ijuTk-
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El hecho de que las constantes de estructura del grupo sean ¢;;x es resultado
de que cuando se efectiian dos rotaciones en planos que son ajenocs, es decir,
que no tiene vectores en comiin, los puntos en uno de ellos no se ven afectados
por la rotacién del otro y viceversa, de aqui que las rotaciones en los planos
W(10)W(32), W(20)%(13), W(30)W(21) conmuten Yy por lo tanto{S,-,T}} = para i=
j. También conmutan las rotaciones realizadas sucesivamente en un mismo
plano, pues en este caso la rotacién es una transformacién uniparamétrica
equivalente a una traslacién en el espacio de pardmetros que por lo tanto
es conmutativa, por ello [S;,S;] = [T;,T;] = 0, para i = j. El cambio de
signo bajo la permutacién ij — ji es consecuencia de la antisimetria del
anticonmutador.

El problema de determinar todas las representaciones continuas del grupo
restringido de Lorentz, puede reducirse al problema algebraico de encontrar
seis operadores Ax (k = 1,2,...,6) que satisfagan (B.4.3). Tales operadores
constituyen el conjunto de generadores infinitesimales de la correspondiente
representacion.



Apéndice C

Representaciones de un grupo

Sea G un grupo y T un operador lineal que actiia sobre un espacio vectorial
V de dimensién finita n. Cuando es posible asociar a todo elemento g € G
un operador T, € T de tal manera que

Th19: = Ty Tgy, Ty =1, (C1)

donde gy es el elemento identidad de G, e I es el operador identidad; entonces
se dice que se ha establecido una representacién n—dimensional, g — T, del
grupo G en el espacio V, llamado espacio de representacién.

Ante un cambio de base del espacio vectorial

{e} = {ei} = {ZEB-:'E:}
la matriz T' que representa al operador lineal referida a la base {e;} se trans-
forma de acuerdo con la regla
T—T =BTB™
Si Tv = w, entonces
T'v' = (BTB™') Buv=B(Tv) = Bu =/

Para el efecto de las transformaciones de los vectores de V, el cambio de base
resulta asf irrelevante, por lo que si existen dos representaciones de igual

dimensi6n tales que
T' = BTB™! : (C2)
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entonces se dice que tales representaciones son equivalentes, es decir, son la
misma aunque referida a distintas bases de V.

Una vez que se ha establecido una representacién g — T, si sucede que
para todo elemento m de M, con M un subespacio vectorial de V'

T,m € M, (C3)

entonces M es invariante bajo la representacién y puede pensarse en T; como
operadores exclusivos sobre M, formandose asf la representacién de G en M.

Asi, dada una representacién se pueden buscar otras en los subespacios
vectoriales de V bajo los cuales se satisfaga (C.3). El subespacio més pe-
quefio M para el cual esto suceda, es decir, el minimo subespacio vectorial
de V invariante bajo la transformacién, es el que formar4 el espacio de la
representacién irreductible.

Existen, sin embargo, representaciones en las que g y T, no se relacionan -
de la forma (C.2); es decir, no existe una matriz B que cumpla (C.2). En ese
caso se dice que las representaciones son inequivalentes.
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