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Prélogo

Este trabajo de tesis tiene el propdsito de generar conocimiento escrito para las
futuras generaciones de la maestria en Ingenieria Mecanica y campos afines,
interesados en la modelacién cinematica y dinamica de robots.

Para poder modelar el comportamiento mecanico de sistemas articulados de cuerpos
rigidos, es necesario utilizar metodologias sistematicas que permitan, por un lado,
generar los modelos cinematicos y dinamicos de dichos sistemas y, por otro lado,
construir simuladores computacionales.

Los robots y mecanismos representados por cadenas cinematicas, han sido
modelados usando metodologias tradicionales. Tal es el caso de los parametros de
Dennavit — Hartemberg o de la aplicacién del algebra de los nUmeros complejos en
su representacion exponencial.

Recientemente, se han sistematizado y parametrizado las rotaciones y reflexiones
rigidas de multicuerpos acoplados tanto en el plano como en el espacio. Los
numeros complejos, el algebra de cuaterniones y los octaniones o también llamados
“bicuaterniones” fueron parametrizados por (Reyes L., 1990, 1998, 2003). De hecho,
tales estructuras algebraicas han sido aplicadas para modelar las rotaciones de
robots y mecanismos, asi como para agilizar las técnicas de graficacion.

En este trabajo de tesis se utiliza |a rotacion usual definida en el espacio vectorial de
los nimeros complejos para modelar la cinematica de un robot de dos grados de
libertad. Se construyen, de forma sistematica, los modelos de posicion, velocidad y
aceleracion, asi como el modelo de trayectoria. Dichos modelos son programados y
sistematizados en la plataforma de calculo formal Mathematica V4.

Este trabajo de tesis forma parte de la linea de investigacion: “Modelacion cinematica
y dinamica de sistemas mecanicas”, desarrollada en la seccion mecanica de la
DEPFI, UNAM y en el Instituto Tecnoldgico Superior de Cajeme de Cd. Obregdn,
Sonora. La tesis esta integrada al archivo cientifico — tecnolégico del laboratorio de
mecatronica localizado en la seccion mecanica (DEPFI, UNAM)



Finalmente, se agradece a todas aquellas personas que contribuyeron a la
realizacion de este trabajo.



Resumen

En este trabajo de tesis se construyen y simulan los modelos cinematicos de un robot
de dos grados de libertad. Fue utilizada la rotacion usual definida en el espacio
vectorial de nimeros complejos para generar, de forma sistematica, los modelos del
robot. Se analizaron dos configuraciones: 1) la no deformada y 2) la deformada. En
cada configuracion se formularon los problemas cinematicos directo e inverso. Fue
modelada una trayectoria compuesta de un lugar geométrico rectilineo y un perfil de
velocidades tedrico del tipo trapezoidal. Se usaron polinomios de grado 8 para
suavizar los perfiles de trayectoria. Los sistemas de ecuaciones e incognitas
relacionadas con los modelos cinematicos de 2 x 2 para problemas directos y de 4 x
4 para problemas inversos. Finalmente, los modelos fueron programados y simulados
en la plataforma de calculo formal Matematica V .4.

Palabras Clave:
Modelacién, robots, nimeros complejos, simulacion, analisis de trayectoria.

VI



Introduccion

En este trabajo de tesis se pretende cumplir con los objetivos siguientes:

1) Analizar dos configuraciones fijas del robot para construir los modelos de
posicion, usando la rotacion usual definida en el espacio vectorial de nimeros
complejos.

2) Generar los modelos de velocidad.

3) Construir los modelos de aceleracion.

4) Formular los problemas cinematicos directo e inverso para los modelos de
posicion, velocidad y aceleracion.

5) Analizar y modelar un problema de trayectoria.

6) Programar y simular los modelos generados en los incisos anteriores.

Uno de los métodos utilizados en la ciencia y la tecnologia para solucionar problemas
es el “método cientifico” [1,2]. El planteamiento del problema, sus restricciones, la
formulacién de hipotesis y de premisas forman parte del marco conceptual de dicho
método. Para llegar a la solucion de los problemas, una vez planteados, se usan dos
procedimientos: 1) el légico deductivo y 2) el temporal.

El primer procedimiento parte de las premisas generales y, bajo un proceso de
sistematizacion loégica deductiva, se llega a la solucién del problema. Este
procedimiento se interpreta: “de lo general a lo particular”.

Para el caso del proceso temporal, se parte de premisas particulares y se llega
también, bajo un procedimiento logico, a la solucion del problema. Este
procedimiento se interpreta: “de lo particular a lo general”.

Para poder solucionar problemas se pueden utilizar tanto el proceso temporal como
el légico deductivo o ambos.



El comportamiento mecanico de sistemas articulados de cuerpos rigidos como los
robots y mecanismos se deben analizar y modelar a partir del problema de la
mecanica clasica, el cual se define de la manera siguiente [3]:

“Modelar el comportamiento mecanico del medio que nos rodea”.
Dicho problema tiene asociadas las restricciones siguientes:

1) El medio posee masa.
2) El medio es continuo (en el sentido del uso de funciones continuas).

Por otro lado, las hipoétesis relacionadas con el problema descrito anteriormente y sus
premisas basicas son:

“ El comportamiento mecanico del medio, al poseer masa, satisface las
leyes de Newton”.

1) Ley de la inercia.
2) Leyes de equilibrio.
3) Ley de la accion y la reaccion.

El medio que sera analizado y modelado en este trabajo de tesis es un sistema de
dos cuerpos rigidos acoplados por juntas rotacionales.

Estrictamente hablando, el problema por solucionar en esta tesis se formula de la
manera siguiente:

‘Dado Ro =E1UE;, EinT=d4y, EtnEx=Jdy POT e Ey Lt, Gye I xR,y 3
e [0, +0), encuentre:
Los modelos cinematicos y de trayectoria del robot
tal que:
1) E1y Ez son rigidos.
2) El movimiento del robot es en el plano (x, y).
3) Ellugar de la trayectoria es un segmento rectilineo.
4) Los perfiles de trayectoria sen del tipo trapezoidal.
5) Las funciones de analisis son continuas.”
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Aqui, Ro es el robot, E1, E; son los eslabones, J1, J2 son las juntas rotacionales, T es
el eslabdn tierra, POT € E; es un punto localizado en el extremo libre del eslabdn E,,
Lt es el lugar geométrico, Gy € I3 x R es la grafica del perfil de velocidades y J es un
intervalo de tiempo.

Se puede afirmar con seguridad que, el problema por solucionar en esta tesis, es un
caso particular del problema de la mecanica clasica y, por tanto, hereda la misma
hipotesis general y el sistema de premisas basicas.

Para modelar los movimientos de robots y mecanismos han sido utilizadas diversas
metodologias. Los parametros de Dennavitt — Hartemberg y matrices homogéneas
[4], vy la representacion exponencial de los numeros complejos [5] son algunas de
tales metodologias.

Recientemente, en un trabajo desarrollado en [6] se han sistematizado y
parametrizado las rotaciones y reflexiones de multicuerpo rigidos en el plano. Dicha
sistematizacion es la base para construir el algebra de cuaterniones [7].

Los numeros complejos sistematizados en [6] han sido utilizados para modelar las
rotaciones de robots [8] mecanismos [9] y robots paralelos [10] Por otro lado, el
algebra de cuaterniones se ha utilizado para modelar robots espaciales [11] y
mecanismos [12].

Tanto el algebra de complejos como el algebra de cuaterniones se han usado para
modelar problemas de evasion de obstaculos en el plano [12,14].

Sin embargo, en dichos modelos no se ha incluido el tiempo, por consiguiente, les
hacen faltas los modelos de velocidad, aceleracion y trayectoria.

Una trayectoria, esta compuesta de: 1) un sistema de lugares geomeétricos y 2) un
conjunto de perfiles de trayectoria [15]. Sobre los lugares geométricos se desplaza
por el espacio — tiempo, una herramienta colocada sobre el érgano terminal del robot.
Los perfiles de trayectoria caracterizan las magnitudes de desplazamiento, velocidad
y aceleracion de la herramienta. Diversos trabajos han tratado el tema de trayectoria.
Por ejemplo, en [16] estudia una trayectoria para el pulimento de piezas metalicas
usado un robot e informacion basada en sistemas CAM (Computer Aided
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Manufacturing). Aqui, no se presenta un procedimiento explicito del analisis de
trayectoria. Por otro lado e [8] utiliza direcciones de contorno paralelas con las
direcciones paralelas de la ruta de una herramienta de corte, para comparar la
eficiencia de una maquina de CNC. Aqui, se analizan perfiles de trayectoria
trapezoidales y no se incluye un método explicito analitico para el disefio de dicha
trayectoria.

En este trabajo de tesis se modela la cinematica de un robot de dos grados de
libertad incluyendo el problema de trayectoria. Dichos modelos son construidos
usando la rotacion usual definida en el espacio vectorial de niumeros complejos [6].
La metodologia que sera usada para el modelado consiste en los pasos generales
siguientes:

1) Modelar el robot en dos configuraciones: a) la no deformada y b) la
deformada, sin incluir el tiempo. Aqui se construyen los modelos de posicion y
se formulan los problemas directo e inverso.

2) Usar funciones del tipo p: 3 — %? para definir en funcién del tiempo las
ecuaciones de posicién (configuracion deformada) y, posteriormente, los
modelos de velocidad planteando los problemas directo e inverso.

3) Encontrar, a partir de las ecuaciones de velocidad, el modelo de aceleracion
formulando los problemas directo e inverso.

4) Analizar el problema de trayectoria y, posteriormente acoplarlo con los
modelos cinematicos de los pasos 1), 2) y 3).

5) Programar y simular los movimientos del robot en la plataforma de calculo
formal Mathematica.

Es importante sefalar que el proceso de sistematizacién que sera utilizado para
solucionar el problema de esta tesis es el “logico — temporal” (de lo particular a lo

general).

Este trabajo de tesis consta de seis capitulos, los cuales se resumen a continuacion:



En el capitulo 1 se caracteriza la arquitectura del robot estudiado en ésta tesis. Se
construyen los modelos de posicion analizando dos configuraciones fijas del robot.
Se formulan los problemas directo e inverso en cada configuracion.

En el capitulo 2 se usan funciones del tipo p: 3 — ®? para modelar el problema de
velocidad asociado con el robot. Se formulan los problemas directo e inverso en la
configuracion deformada.

En el capitulo 3 se construyen las ecuaciones de aceleracion tomando como base el
modelo de velocidad. Se formulan los problemas directo e inverso en la configuracion
deformada.

En el capitulo 4 se analiza y modela una trayectoria de operacion. Son construidas
las ecuaciones de movimiento de una herramienta que se desplaza por el espacio —
tiempo. Es analizado y modelado un perfil de velocidades tipo trapezoidal vy,
posteriormente, son suavizados usando polinomios de grado 8 los perfiles de
trayectoria.

En el capitulo 5 se acoplan los modelos cinematicos del robot con el modelo de
trayectoria y se formulan los problemas inversos.

En el capitulo 6 se presentan la programacion y simulacion de los modelos
cinematicos y de trayectoria del robot. Dicha programacién fue hecha en el paquete
de calculo formal Matematica V4 [18].

Finalmente se dan las conclusiones de este trabajo y un apéndice el cual muestra la
sistematizacion del algebra de complejos.



Capitulo 1

Arquitectura del robot y modelo de posicion

Introduccion. En este  capitulo se generan los modelos cinematicos de
posicionamiento del robot articulado de dos grados de libertad (2GDL) motivo de
estudio. Para ello, se utiliza el algebra de complejos sistematizada y parametrizada
[6,8]. Se formulan los problemas cinematicos directo e inverso para las
configuraciones no deformada y deformada, respectivamente. Se hace uso del
concepto de movimiento secuenciado para caracterizar las ecuaciones asociadas a
las configuraciones deformada y no deformada.

1.1 Caracterizacion del multicuerpo

El multicuerpo motivo de estudio consta de dos eslabones rigidos, los cuales se
llamaran E4 y E;, respectivamente. El eslabon E; estd empotrado con la tierra del
sistema denominada “T" por medio de la junta J4, la cual integra un par inferior
rotacional. El segundo eslabén esta articulado al primero por medio de la junta J,
segun se muestra en la figura 1.1.

PQ_T € Ez
=

| E
H
o} M
Ji Ei
e h /"'//
(@-""f/ M,
L

Figura 1.1 Arquitectura del robot

Sobre las juntas J; y J, se montan los actuadores My y My, los cuales produciran el
movimiento del robot. En el eslabon E; se localiza, en su extremo final, un punto de
especial interés llamado “punto del érgano terminal” (POT) del sistema articulado, en
el cual se montara una herramienta para un determinado propésito. El movimiento de



dicha herramienta, para la trayectoria “t” mostrada en la figura 1.1, es generado en el
plano (x, y).

Se llamara Ro al robot en estudio, el cual puede ser representado en términos de sus
eslabones a través de la union siguiente:

Ro=E{ U E; (1.1)

Por otro lado, las juntas se conectan a los eslabones pueden representarse de la
manera siguiente:
Ji=TnNnE;4 (1.2)
J2=EinE;

1.2 Modelacion de la configuraciéon no deformada

En esta seccion se construyen las ecuaciones que permiten localizar al punto POT e
E, desde el origen del sistema inercial cartesiano (x, y) mostrado en la figura 1.2.

Figura 1.2 Configuracion no deformada

Sobre los eslabones E; y E; se definen los vectores posicién denominados L, ,

L, e ®%. Dichos vectores, al fijar la configuracion mostrada en 1.2, se pueden

expresar a través de la siguiente diferencia de puntos:



También, los vectores de posicion 1o, € )%, que localiza al punto POT € E, desde

el origen del sistema, y el vector r,, € R?, que localiza al punto @® desde ©, se
pueden representar de la manera siguiente:

frore = POT—©

(1.4)
o= O -©@
Por tanto, las coordenadas del punto POT e E; se puede encontrar a través de la
expresion siguiente:
boto = Mo + L_1 o L_:z (1.9)

También, los vectores L,, L, e R? se pueden representar a través de sistemas

locales moviles fijos a los eslabones, los cuales se muestran en la figura 1.3.

\ @ "\
i
',I (L T
N U |
VA6,
ef ||\
ej— | & 'N/
— = /_//
e:? e; 7 &= nﬁ)
a R ///- i ’,\’ /91
- _'_ V/ e \
|/\ O'/\-j;TZL
N e 1
l N I

Figura 1.3 Bases locales en la configuracion no deformada



Las representaciones de los vectores L,, L,e®R* en términos de las bases

€ = ;e; ,e‘z} y €= {e’{,e;} mostradas en la figura 1.3 es la siguiente:

ly - (1.6)
f

-3

L, =
L=

Aqui, l; y I, € R* son las dimensiones principales de los eslabones E; y E; (Medidos
de junta a junta).

Por tanto, las expresiones (1.5) se pueden representar en términos de las bases
locales, esto es:

fooro = Ny +l1-€)+ 15 -€] (1.7)

! n

Las bases moviles €] = {e1 , e;} ye= {e;’,ez} son rotaciones de la base inercial

fija localizadaen @, . e. e, = {91 ,ez} [8].

Dichas rotaciones se pueden representar a través de los complejos de norma unitaria
de la manera siguiente [6]:

i =p(p,&)=p”e, (1.8)

el =p(q, € )= p(a,p(p &))=q*p*e
Aqui, se ha usado la funcién p: %12 — %? definida por:
1 * e 2 g
p(p, q) = H ep*q;qe R fijo,
|

la cual representa una rotacién en el espacio vectorial de los nimeros complejo. La
operacion *: 2 — R? es la multiplicacion usual de los complejos.



Por tanto, la ecuacién (1.7) se puede expresar en términos de la base local, esto es:

foro = fo *h-{pP" &}l {q"p" e} (1.9)

Por otro lado, los complejos son de norma unitaria, es decir:

|pl=ps +p7 =1 (1.10)

2 2
la|=qg +a7 =1
Y estan relacionados con los elementos geométricos de las rotaciones, esto es:

p e R% p={po, p1}; Po e R, po = cos O (1.11)
p1 € N, p1 =+ sen Oy
q e % q={qo, q1}; do € R, go = cos 6,
gi € R, q1=+senod

Aqui, 61 y 62 € R son los desplazamientos angulares medidos del eje x al primer
eslabon y del primer eslabon al segundo, respectivamente.

1.3  Planteamiento del problema cinematico directo de posicion para la
configuracion no deformada

En esta seccion es planteado el primer problema fundamental en la cinematica de
cuerpos rigidos: “el problema cinematico directo de posicién para la configuraciéon no
deformada” [8,9,10]. Dicho problema esta asociado con la configuracion no
deformada del multicuerpo en estudio mostrado en la figura 1.3.

“Dados p = {po, p1}, 9 ={qo, a1}, con [p|=|a|=1, 11, . € R, r,, € R? encuentre r.o;,
e R tal que la expresion (1.9) sea satisfecha”
El problema cinematico directo de posicién para la configuracion no deformada

asociado al robot Ry en estudio genera un sistema de 2 ecuaciones no lineales y 2
incégnitas.
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1.4 Planteamiento del problema cinematico inverso de posicion para la
configuracion no deformada

En esta seccion es planteado otro problema fundamental en la cinematica de
cuerpos rigidos: “el problema cinematico inverso de posicién para la configuracién
no deformada” [8,9,10]. Dicho problema esta asociado con la configuracién no
deformada del multicuerpo en estudio mostrado en la figura 1.3.

“‘Dados ryor, € R2, Iy, I € R, o € % encuentre p = {po, p1}, 4 = {q0, g1} tal que

(1.9) sea satisfechay p2 +p? =1; qZ +q7 =1"

El problema cinematico inverso de posicion para la configuracion no deformada
asociado al robot Ry en estudio genera un sistema de 4 ecuaciones no lineales y 4
incognitas.

1.5 Analisis de la configuracion deformada

En esta seccién se modelan los movimientos del robot Ry una vez afectado por
rotaciones rigidas sucesivas aplicadas a los eslabones E; y E; por medio de los
actuadores M; y M;, respectivamente. La configuracion del multicuerpo asi obtenida
es conocida como “deformada” [8,9,10,13,14].

El objetivo ahora es determinar las nuevas coordenadas del punto POT € E; en la
configuracion deformada mostrada en la figura 1.4.

Figura 1.4 Configuracion deformada de Ry



De acuerdo a la figura anterior, las nuevas coordenadas de POT e E; se encuentran
a través de la expresion siguiente:

feoT,0 = rlr,o +L + L (1.12)

Debido a que J; =J, y que r/, =r,,, puesto que permanecen en la misma posicion

antes y después del movimiento, la expresién (1.12) se puede escribir como:

frore = o + L + L (1:13)

Los vectores L;, L, € ®* se llamaran “deformados” y se pueden expresar a través
de las rotaciones rigidas de las bases moviles €|, e]e®’. Dichas rotaciones son

representadas por las bases deformadas a’, a’< ®*. Las cuales se muestran en la

figura 1.5.

Figura 1.5 Definicién de bases méviles en la configuracion deformada

Antes de proceder a caracterizar las bases deformadas aj, aje R* se analizan las

formas de los posibles de movimiento del robot Ry y tomando en cuenta la siguiente
relacion:

Nur = n! (1.14)
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Donde Nuyr € N es el numero de movimientos de tipo realy n € N es el grado de
libertad de la cadena cinematica.

Existen dos movimientos reales, estos son [13]:

1) Mover primero el eslabén E; a través del actuador My dejando fijo (o sin
activar) el motor M, durante la activacion de My. Posteriormente mover E; a
través de M, dejando fijo a M.

2) Mover primero el eslabon E; mediante M; dejando fijo a E4. Posteriormente
mover E4 a través de M, dejando fijo a E..

Para visualizar mejor el movimiento considere la siguiente representacion, que

describe al primer movimiento: S_M": , la cual se interpreta como sigue:

“Secuencia de movimiento real de la familia F; (aquel actuador que se activa
inicialmente) con M; activado en el estado de operacion T,.”

La tabla 1.1 muestra el movimiento §_M™": descrito en codigo binario:

S MM
M
My | M
T 1 2
T 1 0
T2 0 1

Tabla 1.1 Cédigo de un movimiento secuenciadoS;M™"

Considere ahora que el robot Ry ha sido desplazado de la configuracion de
referencia a la deformada por medio del movimiento §_M"":. Entonces la historia del

movimiento de Ry se muestra en la figura siguiente:

13



Figura 1.6 Historia del movimiento de R, usando S.M™:

El movimiento de Ry mostrado en la figura anterior se modela de la manera siguiente:

El primer movimiento se realiza usando solamente al actuador M. Las rotaciones de

las bases moviles e, ef e R? son:

i)=p(P.p(p. &))=P*p*e (1.15)

El segundo movimiento es usando al actuador M, y dejando al actuador M; fijo; esto
es:

‘al =p (P, e})=p(P.p(p.&))=P*p~e, (1.16)

‘al =p(Q.’a) =p (Q, p (P.e}))=p(Q, p(P, p(q, p(P &))) = QPGP e,

Note que 'al = ‘aj. Por otro lado los vectores posiciéon L;, L, € R’ se pueden

expresar en términos de las bases moviles deformadas; esto es:

L =l (1.17)

[ - 4
L2—|2- a;’



La ecuacion (1.12) se puede expresar de acuerdo con la ecuacion (1.16) de la
manera siguiente:

leoto = Ny +h-’a) +- *al (1.18)

También de acuerdo con la ecuacién (1.16) la expresion (1.12) se puede escribir en
términos de la base candnica, esto es:

rF”OT,U = rlf,ﬂ +]1.{P*p*e‘| }+|2.{Q*P*q*p*e1 } (119)

Segun la relacion (1.14) existen dos movimientos reales, el faltante es el que se
esquematiza en la siguiente tabla:

M
T

T4 0 1
T, 1 0

Tabla 1.2 Cédigo del movimiento S M=*

Considere ahora que el robot Rq ha utilizado la secuencia de movimientos §_M™"

Entonces, la historia de dicho movimiento se muestra en la figura 1.9.

Figura 1.7 Historia del movimiento de R, con la secuencia S_M™"
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Las bases locales deformadas para este movimiento se explicitan a continuacion:

El primer movimiento: M; activo y M+ inactivo.

'aj = e =p(p.e)=p*e (1.20)
*al = p(Q €)=p(Qp(qp(Pe))=Q g p e

Segundo movimiento: M, inactivo y My activo.

3

=p (P, 'a)=p(P.p(p.&))=P*p*e (1.21)

B

2

p(P.’a))=p (P, p(Q.€))=p(P,p(Q p(a,p(p &)= PQP" e,

.
1

Los vectores de posicion L, L, e ®* se pueden expresar en términos de las bases

moviles deformadas asociadas con la secuencia SRIVIFZM* , esto es:

r

- 3
L =1

|

(1.22)

Ly=lp- ‘a"

La ecuacion (1.12) se puede escribir en términos de (1.21) de la manera siguiente:

il 3 Af
ri:'OT,O =Ty +1q - i +lz - 43? (1‘23)

Por otro lado, la expresion (1.23) también puede ser escrita en términos de la base
canonica; es decir:

r!;OT.O =F,'_0 +|1'{P*p*%}+’2'{Q*P*q*p*%} (1-24)

Finalmente, los complejos son de norma unitaria, esto es:



|P|=P: +P} =1 (1.25)

|a]=0; +@} =1

y estan relacionados con los elementos geométricos de las rotaciones de la forma
siguiente:

P e R P={Po Pi}; Poe R, Py=cos (o) (1.26)
Pie R, Pi=xsen (o)

Qe R% Q={Qo Qi}; Qo e R, Qo =cos ( 0z)
Qi e R, Qi =+sen (a)

1.6 Planteamiento del problema directo asociado con §_M"":

En esta seccion es planteado el problema basico en la cinematica de cuerpos
rigidos: “el problema cinematico directo de posicion para la configuracion
deformada”. Dicho problema esta asociado con la configuracion deformada del

i

multicuerpo en estudio mostrado en la figura 1.5, y fue alcanzada mediante la

secuencia SRMFIM= .

“Dados P = {Po, P1}; Q = {Qo, Q1}; con |P|=|Q|=1; p = {po, p1} 9 = {qo, a1}; con

Ipl=lal=1;r,e ®% iy L e R; encuentre rio,, € R tal que la expresion (1.19)

sea satisfecha.”

El problema cinematico directo de posicion para la configuracion no deformada
asociado al robot Ry en estudio genera un sistema de 2 ecuaciones no lineales y 2
incognitas.

1.7 Planteamiento del problema inverso asociado con SRMFNz

En esta seccion es planteado un problema fundamental en la cinematica de cuerpos
rigidos: “el problema cinematico inverso de posicion para la configuracion
deformada” [13]. Dicho problema esta asociado con la configuracidon deformada del
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multicuerpo en estudio mostrada en la figura 1.5. a la que se llega por medio de la

secuencia sRMFIM: .

“Dados rigr, € R% 1, € R p={po, p1}; 9={q0, a1}; con |pl=lqg/=1; Ly e

R encuentre P = {Py, P4}; Q = {Qo, Q4} tal que la expresion (1.19) sea satisfecha y
P, +P =1; Q+Qf =1"

El problema cinematico inverso de posicion para la configuracion deformada
asociado al robot Ry en estudio genera un sistema de 4 ecuaciones no lineales y 4
incognitas.

1.8 Planteamiento del problema directo asociado con s5_Mm""

En esta seccion es planteado el problema esencial en la cinematica de cuerpos
rigidos: “el problema cinematico directo de posicion para la configuracion
deformada”. Dicho problema esta asociado con la configuracion deformada del
multicuerpo en estudio mostrado en la figura 1.5, la cual fue alcanzada usando la

secuencia sRMFM .

“ Dados P = {Py, P1}; Q = {Qo, Q1}; con [P|=|Q|=1; p = {po, P1}; 9 = {qo, g1} con

Ipl=]al=1; r, € W5 iy b e ®*; encuentre rio;, € R* tal que la expresion (1.24)

sea satisfecha.”

El problema cinematico directo de posicion para la configuracion no deformada
asociado al robot Ry en estudio genera un sistema de 2 ecuaciones no lineales y 2
incégnitas.

1.9 Planteamiento del problema inverso asociado con g_M""

En esta seccion es planteado un problema fundamental en la cinematica de cuerpos
rigidos: “el problema cinematico inverso de posicion para la configuracion
deformada”. Dicho problema estd asociado con la configuracion deformada del
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multicuerpo en estudio mostrado en la figura 1.5. a la que se llega por medio de la
secuencia S MM .

“Dados rior, € R roe Ry | e R p = {po, p1}; 4 = {qo, a1}; con | p| =] qf =1;

encuentre P = {Po, P1}; Q = {Qq, Q4} tal que la expresion (1.24) sea satisfecha: y
Pr#Pr=1; Q2+ @ =1"

El problema cinematico inverso de posicidon para la configuracion deformada
asociado al robot Ry en estudio genera un sistema de 4 ecuaciones no lineales y 4
incognitas [8].



Capitulo 2
Modelos de velocidad

Introduccion. En éste capitulo se construyen las ecuaciones de velocidad asociadas
con el punto POT e E; definido en la configuracion deformada. Para ello, se utilizaran
funciones del tipo p:3 — %% donde I e [0, +») es un intervalo de tiempo. Son
formulados los problemas cinematicos directo e inverso en la configuracién
deformada, en este caso, de velocidad.

2.1 Ecuaciones de velocidad

Para poder determinar la velocidad de punto POT e E; en la configuracion
deformada mostrada en la figura 1.3 medida desde el origen del sistema inercial fijo,
es necesario derivar con respecto a tiempo t € 3 la expresion (1.13), antes se deben
utilizar funciones del tipo r:3 — %? para transformar a ecuacion (1.13) en funcion del
tiempot € 3, esto es:

r'eoro(t)=ruo(ty)+L"s (t)+ L2 (t) (2.1)

Por tanto, la velocidad del punto POT e E; medida en la configuracion deformada de

Ro se encuentra al derivar la ecuacion (2.1) con respecto al tiempo t € J, esto es:

Feora(t)=L" () + L' (t) (2.2)

Aqui, rioft) =0

2.2 Ecuaciones de velocidad en funcion de las derivadas de las bases
deformadas

En esta secciéon se construiran las ecuaciones de velocidad en términos de las
derivadas de las bases locales deformadas. Para ello, se considera funciones del tipo
a: 3 - Ryl 3 - N para transformar las expresiones (1.15) en funcién del tiempo t

e J, esto es,
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r
1
#

-aj(t). (2.3)
-a

2) L__;(t)=lz(t) ()

Las derivadas con respecto al tiempo t € 3 de las expresiones (2.3) son las
siguientes:

1) L )=(Li@) =(10)-a;0)" =1,0)-2" 0) (2.4)
2) La()=(Ly0) =(1,0)-a/())" =1, (t)-a" (1)

Aqui, 1:(t) =1 (t)=0

Por tanto, las expresiones de velocidad (2.2) se pueden escribir en términos de las
derivadas de las bases deformadas, esto es:

Froro(t)=1, -a's (t)+1, -a" (t) (2.5)

2.3 Ecuaciones de velocidad en términos de las derivadas de los complejos

Considere ahora las funciones del tipo q: 3 — ®? para transformar las ecuaciones
(1.22) en funcién del tiempo t € 3. Dichas expresiones transformadas son:

1) “ai(t)=2ait)=P(t)*e;. (2.6)

2) ‘al(t)=ai(t)=Q(t)*P(t)* e

Las derivadas con respecto al tiempo t € 3 de las expresiones (2.6) son las
siguientes:

1) &)= () =P e =Po)e;. (2.7)
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0.

Aqui, €(t,) = €"(t,)

Las ecuaciones (2.7) han sido obtenidas por el hecho de que la derivada de la
transformacion lineal p(p(t), q(t,)) = o * PO alty) con aft,) e 17 fijo es:

o (p(t) alto)) = — o~ +p(t)* alts) = P(H)* aft,) 2.8)

Aqui, q(t,)=0y | p(t) es constante.

Por tanto, la expresidon (2.5) se puede escribir en términos de las derivadas de los
complejos; esto es:

Proralt)=l, -{I;’(t)*e_;} 1, - {é(t)*P(t)*e_;’ +Q(t)* ﬁ(t)*e;’} (2.9)

2.4 Ecuaciones de velocidad instantaneas

Las ecuaciones de velocidad (2.9) estan en funcion de los sistemas €] eR? y
e/ e R* definidos en la configuracién deformada. Es necesario transformar dichas

expresiones a la configuracion deformada. Para ello considere las siguientes
identidades [6]:

Qt)*Qt) =1t (2.10)

Aqui, Q(t)=

P(t)={P, (t),

Q,(t)-Q,(t)} es el conjugado del complejo Q) € Ry

{
P,(t)} es el conjugado del complejo P(t) € %*

Considere ahora las expresiones (2.6), esto es:
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1) aE(t):P(t)*i;.
2) al(t)=Q(t)*P(t)* e

Observe que al aplicar (2.10) en las expresiones (2.6) se obtienen las siguientes
equivalencias:

— (2.11)

Por tanto, la expresion (2.9) se puede escribir en a configuraciéon deformada usando
las ecuaciones (2.11), de la manera siguiente:

Frore)=, | PO PO (0] @12

hora+{ ()" Q)" 210+ Q) ()" PE)* Q) a4()}

Dicha ecuacion es conocida con la expresion de velocidad instantanea en la
configuracion deformada.

2.5 Derivadas de las normas unitarias y relaciones geomeétricas

Sean p: 3 — R? funciones en el tiempo. Entones las normas de los complejos P, Q
e R? descritas en las ecuaciones (1.31) en funcién del tiempo t € 3 son:

1) P(t) = {Po (t)» P, (t)}; Poz (t) +F’12 (t) =1 (2.13)
2) Q(t)=1{Q,t)Q,t): Q3(t)+Qi(t)=1

Las derivadas con respecto al tiempo t € 3 de las normas descritas en las
ecuaciones (2.13) son las siguientes:
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1) l5(t)={lsa(t),ls1(t)} - Po(t)P, (1) + Pr(t) P.(t) =

o

(2.14)

2) é(t)={éo(t),é1(t)} - Qo(0)Q, 1) +Q:)Q, ()= 0

Por otro lado, las relaciones geométricas entre los componentes de los complejos P,
Q e ®? y las componentes de las rotaciones, se pueden expresar como funciones
del tiempo; esto es:

1) P(t)={P, (1), P, (t)}; P, (t) € }; P, (t) = cos e, (t); (2.15)
P,(t) e R;P,(t) = £ sen a,(t)

2) Q(t)=1{Q,(t) Qb)) Qo(t) € %; Qy(t) = cos ou,(t);
Q,(t) e %; Q,(t) = + sen o, (t)

Por tanto, las derivadas con respecto a tiempo t € 3 de las expresiones (2.15) son
las siguientes:

B(t) = {l;’o(t), ﬁ»,(t)},-ﬁg(t) e ;Po () = —ars(t)-sena () (2.16)
P (t) e 3;P1(t) = a1 (t) cos a, (t)
2) é(t)={ Q1(t } o em;éo(t)=~c}2(t)-sena2(t);
Q

(t) e ®; Q; (t) =+ a2 (t)-cos a, ()

Aqui, as(t)e R y a2(t)e R son las velocidades angulares de los eslabones E; y E,
los cuales componen al robot Rq y la trayectoria se desarrolla en un plano fijo (x, y).

2.6 Formulacion del problema cinematico directo de velocidad

En esta seccion se formulara un problema de fundamental importancia en la
cinematica de cuerpos rigidos: “el problema directo de velocidad”. Dicho problema
esta asociado con la configuracion deformada de multicuerpo en estudio mostrada en
la figura 1.5.
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‘Dados: F‘»(t)={r'>o(t),ﬁ>1(t)} ; ('J(t)={(')g(t),é1(t)} con Po(t)P,(t)+Pi(t)P,1)=0 y

Q) M)+ QM)A M)=0; I 12 e % PO={ROPM}; PE)={P0)-P):
at)={Q,1) Q) ;  Ql)={Q,t)-Q,t): con [PE)=lQlt)=1 : p={po.pi}:

q=1{9,a,}; con |p|=|q|=1; encuentre r'roro(t) R*tal que la expresion (2.12) sea

satisfecha”

2.7 Problema cinematico inverso de velocidad

En esta seccion es formulado otro problema de gran importancia en la cinematica de
cuerpos rigidos: “el problema inverso de velocidad”. Dicho problema esta relacionado
con la configuracion deformada de Ro mostrada en la figura 1.5.

“Dados: _roﬂq(t)e N2, (1), L) e R; PH)={R,(t)P(t); Qt)={Q,(t)Q,t)}; con
Pt)=]Qt)=1: p={pe,P:}; a=1{dq}; con |p|=|q=1; encuentre
P(t)= { Po (t), P (t)} . Qft)= {Qo(t) Q1(t)} tal que la expresion (2.12) sea satisfecha

y,
1) Po(t)P,(t)+P:(t)P,(t) =0

2) Qolt)Q,(t)+Qi(t)Q,(t)=0"
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Capitulo 3

Modelos de aceleracion

Introduccién. En este capitulo se construyen las ecuaciones vectoriales de
aceleracion asociadas al robot Ry motivo de estudio. Son formulados dos problemas
de gran importancia en la cinematica de cuerpos rigidos: 1) el problema directo de
aceleracion y 2) el problema inverso de aceleracion. Tales problemas estaran
relacionados con la configuracién deformada del robot Ry mostrada en a figura 1.5.

3.1 Las ecuaciones de aceleracion

Para poder determinar la aceleracion de punto pot” € E; medida desde el origen de
coordenadas “O” mostrado en la figura 1.5, es necesario, en primera instancia,
derivar con respecto a tiempo t € J las expresiones de velocidad (2.2), esto es:

LR

r'rot,0 (t)= &(t)+ Lj(t) (3.1)

Por otro lado, las aceleraciones L'i(t)e R* y L' 2(t) e R* pueden ser expresadas en

términos de las bases locales deformadas derivadas de la manera siguiente:

1) l._"1(t)={l_._’1_(t)].=(l,-jc;_'1(t)J —1,-a4(t) (3.2)

2 L‘z(t){i'z(t)]' (s a00] =130

Por tanto, la ecuaciéon de aceleracion (3.1) se puede escribir en términos de las
expresiones (3.2); esto es:

LR LR ]

Mroro(t) =1, -én.’1(t)+ l,-a"(t) (3.3)
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3.2 Ecuaciones de aceleracion en términos de los complejo

Para poder expresar la ecuacion de aceleracion (3.3) en términos de las dobles

derivadas de los complejos, es necesario derivar con respecto al tiempo t € J las
ecuaciones (2.7), esto es:

1) ai(t)= [éﬁ(t)]. 5 [F"(t)* e;J. ~P(t)*e;. (3.4)

2) a(t)= [a'",_(t )]' . [c’:(t) “P()* e+ Q) P(Y)" e:]' _

= Q(t)* P(t)*&;+2Q(t)*P(t)* &; +Q(t)* P(t)*e]

Por tanto, la expresion (3.3) se puede escribir en términos de las dobles derivadas de
los complejos de la manera siguiente:

Cronalti=1, -{E(t)*e_;}+
<k -{a(t)*P(t)*e_;'+2 é(t)*ﬁ(t)*g;pro(t)*ﬁ(t)*e_:}

(3.5)

3.3 Ecuaciones de aceleracion instantaneas
Es importante sefialar que la ecuacion de aceleracion (3.5) esta en funcion de las
bases locales definidas en la configuracion no deformada. Para poder representar la

expresion (3.5) en la configuracion deformada, es necesario utilizar las identidades
(2.11), esto es:

Meoto(t) =1, - { P(t)* P{)* g;(t)} + (3.6)
+'z'{5(f)*5(f)*a_¥(t)+2é(t)* P(t)* P{)* Qlt) * a1(t) + Qt) * P(t)* P)* Q()*a;(t)}
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3.4 Dobles derivadas de las normas de los complejos y relaciones geométricas

Para completar el sistema de ecuaciones (para encontrar tanto las aceleraciones

lineales como las angulares), es necesario derivar con respecto al tiempo t € J las
ecuaciones de norma (2.14), esto es:

1) .P.o(t)Po(t)+ P2(t)+ 551(t)P1(t)+ F’.f(t) =0 (3.7)
2) Qo(t)Q, (t)+Q2(t)+Qi(t)Q, )+ Q2(t) = 0
Cabe senalar que para obtener las expresiones (3.4) y (3.7) se ha utilizado la regla

de la cadena. Por otro lado, las relaciones entre los componentes de la aceleracion
angular son:

1) Plt)= {Po(f) ;1(1‘)}; Po(t) & %; Po(t) = — ai(t)- sen o, () - a?(t)- cos o (1) (3.8)

Pi(t) € WPi(t) =% ar(t)-cos a,(6)F ac?(t) - sem 1)

2) Q)= { E:io(t)ii(t)}; Qolt) < 3 Qot) = - 2 (t)- sen a, () - a2(t)- cos )

Qu(t) € R: Qu(t) = + aa(t)- cos a, (1) F &2(t)- sen a, t)

Aqui, ait)e R y az(t)e R son las aceleraciones angulares de los eslabones E; y Ex,
los cuales componen al robot Ry motivo de estudio.

3.5 Formulacion del problema cinematico directo de aceleracién
En esta seccion se formulara un problema de fundamental importancia en la
cinematica de cuerpos rigidos: “el problema directo de aceleraciéon”. Dicho problema

esta asociado con la configuracién deformada de multicuerpo en estudio mostrada en
la figura 1.5.
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“Dados: i:'(t)={i50(t),i51(t)}; con  Po)P,(t)+P2(t)+ PiO)P.(0)+P2()=0
Q)= {ao(t), 61(t)}; . Qo (6)Q, () + Q2(t)+ Q1) Q. (1) + Q2(t) = 0

ﬁ’(t):{ls’o(t),F-%(t)} ; é(t)z{éo(t),é,(t)} . con  Po(t)P,(t)+P:(t)P()=0
Qt)Q,M)+Qit)Qt)=0; 1 L e % PH)={RMPM)}; PE)={Pt)-P1)}:
Q)= {Q,@) Q) Qt)={Q,@) -t} con |PE)=IQt)=1; p={p.p.} :

q={d,,a}; con |p|=|q =1; encuentre }EOT;o(t)eﬂ'iztal que la expresion (3.6) sea

satisfecha”

El problema directo de aceleracion asociado al robot Ry en estudio genera un
sistema de 2 ecuaciones diferenciales no lineales y 2 incognitas.

3.6 Problema cinematico inverso de aceleracion

En esta seccion es formulado otro problema de fundamental importancia en la
cinematica de cuerpos rigidos: “el problema inverso de aceleracion”. Dicho problema
esta asociado con la configuracion deformada de Ry mostrada en la figura 1.5.

“Dados: .r:pom(t)e R2; Iy; b € N, I5(t)={l50(t),|5’1(t)} : Q(t)={Qo(t)Q1(t)} con

PORM+POPM=0 vy  QOQO+A0Q[)=0:  Pl)={P)P():
PO = R0 -PO} Ql)={Q®.QB): al)={Qyt)-Qi)}: con [P)=|alt)=1;

p={pup)i a-fanali con Ipi=ld=1; encuentie F()={FaOFOf iy
Q(t) = { ao(t), Q{t)} tal que la expresion (3.6) sea satisfecha vy,

1) Po(t)P,(t)+P2(t)+P:(t)P,(t)+ P2(t) = 0

2) E:io(t)oo(t)+ Q.§(t)+ 61(t)01(t)+ df(t) =0"
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Capitulo 4
Ecuaciones de movimiento: analisis de trayectoria

Introduccion. El analisis, modelacion y simulacion de una trayectoria continua se
inicia generando las ecuaciones de movimiento que reflejan un ciclo simple de
operacion. Las ecuaciones de movimiento estan constituidas por las ecuaciones de
posicion, velocidad y aceleracion referidas al extremo final del manipulador que
realiza un trabajo, la definicion de estas ecuaciones estaran basadas en la
caracterizacion de lugares geométricos y el perfil teérico de velocidades para
posteriormente proseguir con la metodologia desarrollada en [15,19,20].

4.1 Descripcion del ciclo de operacion

En esta seccion se describe el ciclo de operacion usado por el manipulador Ry
motivo de estudio. Cada uno de los desplazamientos del manipulador son realizados
sobre un plano (x, y). El ciclo completo de la operaciéon se muestra en la figura 4.1.

Figura 4.1 Ciclo de operacion del manipulador

La descripcion del ciclo es la siguiente: la herramienta H del manipulador estara en el
punto 0, posteriormente se desplazara hacia 3, pasando por los puntos 1y 2, luego
vuelve a 0 pasando por el punto 4.

4.2 Caracterizacion de lugares geométricos

De acuerdo con la figura 4.1 la herramienta del manipulador debera de pasar por 5
punto localizados sobre el plano (x, y) partiendo de 0. Cada uno de los puntos
caracteriza en términos del proceso al ciclo de operacion; esto es:
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1) Lugares geométricos de ida.
2) Lugares geomeétricos de vuelta.

La union de ambos conjuntos de lugares geométricos conforman un ciclo operativo
[21].

Sea Li+1la representacién de un lugar geométrico i-€simo, entonces:

Liga= {L1o, L21, L2}
Lvuetta = { L4, 3, L0.4}

Es importante sefalar que un ciclo operativo esta caracterizado por dos tipos de
lugares geométricos de proceso [21]:

1) Lugares geomeétricos fijos.
2) Lugares geomeétricos modificables.

Por ejemplo, L1 L2 1 y L3z son lugares fijos, pues caracterizan la operacion principal

del proceso. En tanto Ls3 y Los son lugares geométricos modificables. Dichos
lugares geométricos se muestran en la figura 4.2.

0 ‘\)1\\1-\_)2\_)3

>

Figura 4.2 Lugares geométricos fijos y modificables

Las rutas de trabajo fijas o lugares geométricos fijos se caracterizan por dos
aspectos fundamentales [21]:

1) Su forma geomeétrica ya esta definida.
2) Las velocidades de operacion asociadas con dichas rutas generalmente son
fijas y conocidas.
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Para el caso de lugares geomeétricos modificables tanto sus formas geométricas
como las velocidades operativas asociadas pueden ser cambiadas. De hecho, éstas
rutas de trabajo determinan en general, las capacidades o rangos de produccion de
la maquinaria de trabajo; de ahi radica su gran importancia.

4.3 El perfil de velocidades teodrico

Considere que V, es la velocidad que el manipulador alcanzara al realizar la
operacion principal, la herramienta H de dicho manipulador se desplazara sobre los
lugares geométricos { L1, L21, L32}. Sea G, la gréafica preliminar de la velocidad V,
[15,19,20] EI perfil de velocidad es el mostrado en la figura 4.3.

V(1)
YT

5 10 i 15 20 28 |

Jy g L™ O

Figura 4.3 Perfil de velocidades preliminar

Note en la figura anterior que la funcién velocidad V: 3 — R asociada con la grafica
G c 3 x R esta definida sobre los intervalos de tiempo J4 Jz J3 en tanto que los
intervalos J4 Js. no estan definidos. Sobre estos Ultimos intervalos se deben definir

las graficas de velocidad relacionadas con los lugares geométricos modificables.

Para poder caracterizar el perfil de velocidades tedrico asociado con el ciclo
operativo del manipulador, es necesario proponer o completar la grafica Gyyc 3 - R
por medio de alguna funcién o “funciones conectoras”. Estas funciones deben
satisfacer el requisito de ser continuas y diferenciables sobre todo el intervalo de

tiempo en el cual seran definidas.
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Cualesquier grafica que se defina sobre dichos intervalos es funcional (siempre que
dicha grafica represente a una funcion). Para el caso del estudio analizado en este
trabajo se consideraran las graficas mas sencillas, es decir, lineas rectas para
caracterizar el perfil de velocidades teorico. Dicho perfil se muestra en la figura 4.4.

V(1)

5 105‘ 15 20; 25 t
Ji: * Js i Ja 1 Js :

Figura 4.4 Perfil tedrico de velocidades

Observe en la figura 4.4 que se han redefinido nuevos intervalos y se han definido
nuevos puntos sobre la grafica Gy ¢ R* x R. Ademas, V,, € R es una velocidad

conocida. Los intervalos de tiempo definitivos se caracterizaran de la manera

siguiente:
1) Ji={tedi| Sp<t< S} (4.1)
2) J;={teds| Sy <t <8}
3) Js3={teds| S; <t < S3}
4) Jy={teJs| S3<t < S4}
5) Js={teds| Sg<t < Ss}

4.4 Caracterizacion de las ecuaciones de movimiento

En esta seccion se utilizara la metodologia desarrollada en [15,19,20] para
determinar las ecuaciones de movimiento asociadas con el ciclo operativo del

manipulador.
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Para ello, los lugares geométricos o rutas de trabajo del manipulador en estudio
seran definidas en el espacio-tiempo. Considere que la herramienta H asociada con
el manipulador tipo RR se desplazara sobre el conjunto de rectas que componen el
ciclo operativo definido en el espacio-tiempo segun se muestra en la figura 4.5.

40

Figura 4.5 Definicion de lugares geométricos en el espacio-tiempo

Las coordenadas de cada punto localizado sobre las rutas que componen el ciclo
operativo medidas desde el origen de coordenadas O’ ; se determinan de la manera

siguiente:

R ) =¥z ;| 4205 (4.2)
El interés es centrado ahora sobre la determinacion de las coordenadas de los
puntos extremos de cada lugar geométrico relacionado al ciclo operativo relativos al

origen " O’ " y al punto antecesor o extremo inicial del lugar geométrico seleccionado.

La figura 4.6 muestra vectores de posicion que determinan las coordenadas de los

puntos extremos finales de cada pedazo de ruta de trabajo.
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=TS

Figura4.6 Vectores de posicion en el espacio-tiempo

Cada punto asociado con el lugar geométrico del ciclo operativo del manipulador se
determina desde “o’ " por medio de las expresiones siguientes:

1) Rio(t)=Rgyo(ty)+R;,(t) (4.3)
2) Rap0)=Ryo (0)+Ros0)
3) Ryp(t)=Ryo(t)+Rs, (1)
4) Ryo(t)=Ryp(t)+Rys(t)

d) Ro,n' (t) = R4.0' (t)+ Ro,a (t)

4.5 Proyeccion de los vectores de posicion sobre los planos del sistema (x,

Y2 1)

El objetivo ahora es proyectar los vectores de posicidon mostrados en la figura 4.6
sobre los planos (x, y) y (y, z) [15,19,20]. Cada vector proyectado satisface una de

las dos relaciones siguientes:

1) 1'1( -.OJ(t))= fio(t) (4.4)
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Aqui, ro(t)e R°y R o (t)e R*

La figura 4.7 muestra las proyecciones de los vectores sobre los planos
correspondientes:

Figura 4.7 Vectores de posicion proyectados

Las coordenadas de los puntos proyectados se determinan de la manera siguiente:

1) fo(t)=loolte)+10(t) (4.5)
2) 10(t)=re(t)+r,()
3) fyo(t)=r0(t)+1,(t)
4) ro(t)=ro0(t)+r.5()
5) roo(t)="uo(t)+1o4(t)

4.6 Definicion de bases locales y la base candnica
Para poder determinar las direcciones del movimiento de la herramienta H es
necesario definir sistemas locales de referencia sobre cada punto inicial de los

lugares geometricos[15,19,20]. Dichas direcciones seran referidas con respecto a la
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base inercial fija localizada en el origen de coordenadas. La figura 4.8 muestra las
bases anteriormente sefialadas.

Sreg

Figura 4.8 Definicion de bases locales

De acuerdo con la figura 4.8, los vectores de posicion r ., €R® se pueden

1,0

representar en términos de las bases locales de la manera siguiente:

1) folt)=£1o(t)e € (4.6)

Aqui, £,,(t) 2,,(0), £5,(t) £.4(t) £,,(t) € % son las longitudes medidas con

respecto al tiempo t € 3 asociadas con los vectores de posicion proyectados.
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4.7 Ecuaciones de posicion

De acuerdo con las expresiones (4.6) las ecuaciones de posicion (4.5) se pueden
escribir en términos de las bases locales, esto es:

1) fol)=to0(t)+ £1o(t) e @7)

2) Go(t)=re(t)+ £, (t)ee"

3) folt)=rpo(t)+45,(t)

4) ro(t)=ryo(t)+£,,(t)ee”
)+ L6,4(t)

5) ruo'(t): L +fo,4(t .e_v

4.8 Ecuaciones de velocidad

Una vez determinadas las ecuaciones de posicion en términos de las direcciones del
movimiento de la herramienta H, el objetivo ahora es encontrar las velocidades de
dicha herramienta cuando pasa por los puntos extremos (o cualesquiera) de los
lugares geométricos relacionados al ciclo operativo del manipulador[15,19,20]. Para

encontrar dichas velocidades basta con derivar con respecto al tiempo te 3 las

expresiones (4.5), esto es:

1) rio(t)=rioft) (4.8
2) 1:2,0'(1:) = Fm'(t)“f“ Fz_1(t)

3) raot)=rao(t)+rsa(t)

4) tao(t)=ra0(t)+rea(t)

5) Too ()= ra(t) +roa(t
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Observe que las derivadas de los vectores de posicion localizados en la extrema
derecha de las expresiones (4.8) pueden ser representados en términos de las
bases locales de la manera siguiente:

1) rioft)=fro(t)ee’ (4.9)

2) ras(t) = Las(t)o €’

3) ':3_2(1:) = ;.’3,2('[)0 e_'"

- L

4) ras (t) =/l43 (t)' e

5) roa(t)=Zoa(t)ee

Aqui, liot), £24(t), ¢s2(t) ‘es(t) fos(t) € M son las magnitudes de velocidad
instantanea sobre los puntos de interés localizados en los lugares geométricos que
componen el ciclo operativo motivo de estudio. Las ecuaciones (4.8) se escriben, de

acuerdo con las ecuaciones (4.9) en términos de las bases locales, esto es:

1) rro(t)=fro(t)ee’ (4.10)

2) ;2,0'('() = ;1,0'('[)4- «;,’2,1(t)0 e'

3) rao(t)=rzo(t)+ £32(t)ee"

4) rao(t)=rao(t)+ Las(t)ee”

5) roo(t)=rao(t)+ oa(t)ee"
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4.9 Ecuaciones de aceleracion

El interés es centrado ahora en determinar las aceleraciones de la herramienta H

sobre los puntos extremos de los lugares geométricos (o cualquier punto de dichos

lugares) [15,19,20]. Las ecuaciones de aceleracion son obtenidas al derivar con

respecto al tiempo t € 3 las expresiones (4.8); esto es:

1) }.1,0'(t) = 'F.1.0 (t)

2) Tao(t)=Trio(t)+ 2t

3) .l_:s.o-(t) =20 (t)+ .r.:a,z (t)

4) Tao(t)=rao(t)+ res(t)

5) Too(t)=rao(t)+ roa(t)

(4.11)

Los vectores de aceleracidon localizados en la extrema derecha de las ecuaciones

(4.11) se pueden representar en términos de las bases locales al derivar con

respecto al tiempo t € 3 las expresiones (4.9), esto es:

1) riolt)= Emo(t)' e

..

2) |'2,1(t) = 2’:2,1&)‘ e'

3) Taalt)= Lsa(t)ee"

4) Tas(t)=7as(t)se”

5) Toa(t)= Loa(t)ee
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Aqui, Zio(t), £24(t), £32(r), 2as(t) fos(t) e®R son las magnitudes de aceleracion
asociadas con la herramienta que se desplaza por el ciclo operativo del manipulador

cartesiano. Las ecuaciones de aceleracion (4.11) se pueden escribir, con base en las

expresiones (4.12), en términos de las bases locales de la manera siguiente:

1) rioft)= l1o(t)ee' (4.13)

2) rzo(t)=rio(t)+ 32,1&)- e

3) }.ﬂ(t) = ?2_.0'(12)4— 'éa,z (t)o e_”l

4) Tao(t)=rao(t)+ Las(t)ee"

e (1] (1]

5) roo(t)=rao(t)+ 80,4('[)-&1“'

Las expresiones (4.7), (4.10), y (4.13) representan las ecuaciones de movimiento
asociadas a la herramienta H que se desplaza por el ciclo operativo del manipulador
tipo RR motivo de estudio.

4.10 Caracterizacion de los perfiles de trayectoria

En esta seccion se presenta el analisis funcional de los perfiles de desplazamiento,
velocidad y aceleracion relacionados con las magnitudes cinematicas de la
herramienta H [15,19,20]. Para iniciar este analisis se tomara en cuenta la grafica del

perfil de velocidades mostrado en la figura 4.4

4.10.1 Funciones temporales

El objetivo en esta seccion es discutir en términos generales, las funciones
temporales relacionadas con las graficas de los perfiles de trayectoria. El motivo de
expresar las ecuaciones de movimiento relacionadas a la herramienta H, en términos
de las magnitudes cinematicas y en las direcciones del movimiento, caracterizados
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por un vector unitario, es por el hecho de que dichas magnitudes se pueden
representar por funciones.

De este modo, es posible determinar las magnitudes de posicion, velocidad y
aceleracion de la herramienta H sobre cualesquier punto localizado en los lugares

geométricos que componen el ciclo operativo.

Para poder encontrar las funciones temporales es necesario seguir los pasos de la

metodologia desarrollada en [15,19,20], esto es :

1) Caracterizar las funciones temporales asociadas al perfil de velocidades en los
intervalos de tiempo correspondientes.

2) Determinar las funciones temporales y la grafica del perfil de aceleraciones
una vez caracterizadas las funciones temporales de velocidad.

3) Construir las funciones temporales y la grafica del perfil de posicidon una vez

determinadas las funciones temporales de velocidad.

En cada uno de los pasos anteriormente descritos se deben usar condiciones
iniciales y finales definidas en cada extremo de los intervalos de tiempo[15,19,20]. El
hecho por el cual se inicia el analisis de funciones temporales tomando en cuenta el
perfil de velocidades, es porque dicho perfil de alguna manera es conocido. En
otras palabras, la gran mayoria de los problemas de trayectoria los datos conocidos
son las velocidades de operacion (o se calculan) y, por tanto, ya es conocido una
parte del perfil de velocidades. Las velocidades de acercamiento o retiro de la
herramienta se asignan o se calculan y, con esto, se completa dicho perfil.

Las funciones temporales obtenidas del perfil de velocidades deben satisfacer dos
condiciones[15,19,20]:

1) Que sean al menos una vez continuamente diferenciables en J ¢ [0, +oo).

2) Que pueda ser integrable en J < [0, + ).
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Con la primera condicion es posible obtener las funciones temporales de las
aceleraciones y su correspondiente grafica, esto es, al derivar con respecto al
tiempo, las funciones de velocidad. Por otro lado, con la segunda condicion se
obtiene, a partir de la integracion con respecto al tiempo de las funciones de
velocidad, las funciones de desplazamiento y su correspondiente grafica.

En términos generales, conocido cualquier perfl de trayectoria y sus
correspondientes funciones temporales, se pueden obtener los dos restantes y sus
funciones [15,19,20]. En cada caso, se deben satisfacer condiciones de
diferenciabilidad e integracién. Las siguientes relaciones son de fundamental

importancia en este trabajo:

Sean f:3->R, f:I->R y f:3I->NR tres funciones temporales que
caracterizan las magnitudes de desplazamiento, velocidad y aceleracion

respectivamente. Entonces:

1) fm.J(t)E EJ+‘|.J(t); = .9 (4.14)

. L]

2) fut)= fm_J(t),' J=0, ..

3) .f.m.J(t) E .€'J+1,J(t) 7 =0, 0

Las relaciones anteriormente descritas permitiran asociar funciones temporales con
los lugares geométricos relacionados con el ciclo operativo de la herramienta H.
4.11 Generacion de funciones temporales para el perfil de velocidades

En esta seccién se obtendran las funciones temporales asociadas al perfil tedrico de
velocidades mostrado en la figura 4.4. Para ello, considere el siguiente problema:

DadoG'yic I xR, Vme R, Vie R, Ji, J2, Ja, Ju, Js € [0, +), encuentre:
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1) fsiso(t) en Js (4.15)
2) P (t) en J;
3) fsssa(t) en Js
4) fsass(t) en Jg

5) 1.'55.54(t) en Js

tal que:
)  Cl=Cl
i) CF=CF

sean satisfechas”.

Aqui Cl y CF son las condiciones iniciales y finales de cada segmento del perfil de
velocidades y en cada J;,i=0, ... ,5 asociado. Es importante sefalar que una vez
obtenidas las funciones temporales de velocidad en cada segmento, sera posible

construir la funcidén general asociada al perfil tedrico de velocidades, esto es:

%e(t) = 1;31.30 (t) + 1.:32,31(t) + l:sa.sz(t) + 1:34,33 (t) + 1‘:35.34 (t) (4.16)

Por otro lado, puesto que los segmentos que componen al perfil de velocidades (ver
figura 4.4) son lineas rectas, entonces es posible usar el siguiente polinomio para

encontrar las funciones temporales.

fior i(t) = 0t + 014 (t) (4.17)

Por tanto, el objetivo es determinar los coeficientes de la expresion (4.17) en cada

uno de los intervalos de tiempo correspondiente.
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4.11.1 Determinacion de las funciones temporales de velocidad

En esta seccion se mostrara el procedimiento a seguir [15,19,20] para encontrar las
funciones temporales de velocidad en los intervalos Jy J2 J3Js Js.

« Funcion temporal en J;

Considere el siguiente problema:
‘Dado Ve R, J,
encuentre fs: so (t) = oty + 014(t)

tal que:
1) fs150(S,)=0

9) fsus0(S,) =W,

sean satisfechas”.

Dicho problema esta asociado con la figura 4.4. La soluciéon al problema
anteriormente planteado es la siguiente:

1) %31,30(30) =0=0a,+0,(S,) ; S,=0

2) %31,50(31)= V=&, +0L1(S1) ; 8=8,

_ v

S-S,

Por tanto, la funcién temporal f,, - 3 - R queda definida de la manera siguiente:

Aqui, a,=0 y o,

fors(t)= s s O (4.18)

« Funcion temporal en J,

La siguiente formulacién esta asociada con la figura 4.4 :
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‘Dada V,eqR, J,

encuentre sz si(t) = o, +a,(t)

tal que:
1) fsesi(8,)=V

9) fausilS,)=V,

sean satisfechas”.

La solucién a este problema se presenta a continuacion:
1) 1;52_51(51) =V, =, +,(S,)

2) fs2,51(S,) =V, = ap +0,(S,)
Aqui, a,=V, y oy =0

Por tanto, la funcién temporal fszsi; I —> R queda expresada de la manera
siguiente:

fsasi(t) =V, (4.19)

« Funcion temporal en J;

Considere el siguiente problema:
‘Dadas: Ve R, J,

.

encuentre: fss s2(t) = o + o4(t)

tal que:
1) 1253,52(82) = V|
%) Tanise(S:)=0

sean satisfechas”.
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La solucién a este problema se presenta a continuacion:

1) 1.:53,52(52)= Vi=a,+ OH(SE)

2) fss,52(S;) = 0= 0 +t,(S,)

- V
Aqui, C‘-ozs L =18,) y 0y =+

La funcion temporal de velocidad en J; es:

oo salt) = %(sa) - ‘_’IS t)
3 2 2 3

+ Funcién temporal en J4

(4.20)

El problema que sera formulado a continuacién esta relacionado con la figura 4.4.

‘Dado: V,eR y J,
encuentre: fs sa(t) = ot +at,(t)
tal que:

1) %54,83(33)=0

2y faumls. )=

sean satisfechas”.

La solucion a este problema se presenta a continuacion:

1) ]:54-33(83) =0 =0 +04(S;)
2) fsass(S,)=Vy =, +0,(S,)

. V
Aqui, a, = S _MS (S:) y Ly =
37O

La funcién temporal de velocidad en J; es:
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fsossll)= st (8)) + V) (4.21)

« Funcion temporal en Js

Considere el siguiente problema:
‘Dado: V,e®R y J.
encuentre: fss sa(t) = o, + a,(t)

tal que:
1) fsssa(S,)=V,

9y PasualS, J=0

sean satisfechas”.

La solucién a este problema se presenta a continuacion:
1) fss.54(S,)=Vy =y +,(S,)

2) 1.’35.54 (S,)=0=a, +a,(S;)

V
Aqui, =—M (S =
qul, oy S. -S, ( 5) y Oy

La funcién temporal definida en Js es:

%85,84 (t) = Vi

VM
5. s, (Ss) + 5. -s. ®) (4.22)

A continuacién las funciones temporales de velocidad antes obtenidas son reescritas
en forma resumida; esto es:

1) 1231,50(11)=-SVI (t)
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2) fssilt) =V,

: V, V
3) fsasalt) = : S,) + Lt (4.23)
)= 5 U 6+ U 0
. V V
A feesll= —P i85 5 —— 0
) 34133() 83—84 ( 3) + 84—83 ()
2 V, V,
5) f t)= M__(S M__ (¢
) 85'84() 85 '—84 ( 5) * 84 —85 ()

Con base en las expresiones (4.23), la funcion temporal de velocidad dada en la
expresion (4.24) se escribe de la manera siguiente:

Y (s)+ (t)}

(4.24)

_l_

§, =5, 5, S,

)l |

J3

v, v
. (5,)+ Y (t)J
14 [ S; - S, ) S,-Ss

J5
Dicha expresion esta asociada al perfil de velocidades mostrado en la figura 4 .4.
4.11.2 Generacion de las funciones temporales para el perfil de aceleraciones

El interés de esta seccion es determinar, a partir de la ecuaciéon (4.24), las
correspondientes funciones temporales de aceleracion y posteriormente, la funcion
temporal general y la grafica del perfil de aceleraciones. Para ello, considere el
siguiente problema [15,19,20]:

“‘Dadas, la expresion (4.24), Ve R, V,eR, J,aJd, , encuentre:
1) feisolt)
2) fsosi(t)
3 Fraselt)
4) fsasslt)
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L]

5) fsssalt)

Ademas:
?G (t) y G;

tal que: %G(t) e Cendjads. "

Es importante sefialar que la solucidn al problema, anteriormente planteado, consiste

en encontrar las aceleraciones temporales o espaciales en cada intervalo de tiempo

y, posteriormente sumar dichas funciones para encontrar la funcién general temporal

de aceleraciones y su grafica de perfil asociada.

Considere que efectivamente %G(t) e C’, entonces:

1) 'f'm,so(t)z[%mso(t)) =S1‘_"SU . end;
2) .1;52,51(0 = [fsz.m(t)J =0 en J,
3) .f.sa,sz(t)——- Esa,sz(t) . = Y . ends
/ Sz -83
8 Tsssl)=[Foussl)) =—2_ , enJ,
8.8,
) Femill)={fosmll)] =—M— ., ends
\ / Ss _84

La ecuacién temporal de aceleraciones es la siguiente:

L] .. LL]

.f.e (t)= }.31, solt)+ .f.sz, s1(t)+ 'fsa, s2(t)+ fsa.53(t)+ Fsass(t)

0, equivalentemente:

Ja

(4.25)




Finalmente, la grafica del perfil de aceleraciones asociada con la expresion (4.26) se
muestra en la figura siguiente:

1 Jz J3 Js Js

-1

Figura 4.4 Gréfica del perfil de aceleraciones.

4.11.3 Generacion de las funciones temporales para el perfil de
desplazamientos

En esta seccion se generaran las funciones temporales relacionadas con el
desplazamiento de la herramienta H. Para ello, se considerara que las funciones

temporales asociadas a fc(t) pueden ser integrables en cada intervalo de tiempo

considerado [15,19,20]. Considere ahora el siguiente problema:

‘Dada la expresion (4.24), V,,€eR, V,eNR J, al,
encuentre: fg, () a fg,qs(t)

ademas, f.(t) y G

tal que: fot)e f :

Para poder encontrar las funciones temporales de desplazamiento, es necesario que

la expresion (4.24) sea integrable sobre cada intervalo de tiempo considerado.

51



Supbngase que la ecuacién (4.24) es integrable en todo el dominio de f, : 3 - R,

entonces:
1) fosolt)= J.%S"Su(t) = [—Vl—" (t)ﬂt ;oen J
J1 2(81 _SO) S0
s1
V 2
d = ———=t
[2(8 ol
fsa. silt Ifsz s1(’£ ( ) L +ds, 50 ;ooen Jp
dsy 51 = [Vl ];2 +dgy 50
. V V t
3} t)= |f ' ! t d
) 53,32( ) J! s3, 52 { 2(82 _S,) ( )ZLZ + sz 51
s3
S ) V a
d R L st O =t t d
§3,52 = { (83 Sz ( ) 2(82 —83) ( ) ]Sz *+Us, sy
t
v, ( V ,
4) f f ul M t d :
) fsasalt IS“SS [ S, —S 2(84_83)()La+ $3,52
Vi (S ) V, )
M 3 M t d
84 53 |: 3 4) 2(84 '—'Ss) ( ) ]SB + 53,82
V,, (S, i

5) fys c4(t)= [fsss4(t) =
sl flasi) =

V,
S4 — 85) (t) + & (t)2 g d54,83

La funcién general de desplazamiento es la siguiente:

fZ(t) = fs1,50 (t)+ fs2,1 (t)+ fsa,s2(t)+ fse,s3 (t)-l- fsa,s5(t)

0, equivalentemente:

52

(4.27)

en Js

en J4

en Js

(4.28)



(4.29)

B (Sa 2 Sz) 2(82 = s i
I VM(SS) VM 2 t
. { S it d}
Vi(S.) Vi ‘
{[ Sl ] d} JS
donde:
v s1
dS1,So |:2(S1 _ So) (t)2 i|50
dsp 51 = [V| (t) ];2 +ds; 50
- [ Vl(Sz) V| 2~53
dsy 52 = i (Sa ~s,) (t) * 2—(82_—8_3) (t) I, sy g1
_ VM(SG) VM ZHS4
dss 5 = (83 ~S,) (t) e m (t) . +dss 52

La grafica del perfil de desplazamientos asociada con la ecuacion (4.29) se muestra

en la figura 4.10.

100

80 |

60

40 ¢

20

Figura 4.10 Grafica del perfil de desplazamientos

J1 5i

J2 10

5}35 i J20
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Note en la figura anterior que el maximo desplazamiento de H se da en S5

4.12 Normalizacion de los vectores que definen la direccion del movimiento

En esta seccién se presenta la normalizacién de los vectores relacionados con las
direcciones del movimiento de H sobre los lugares geométricos [15,19,20]. Dicha
normalizacion es la siguiente:

e X, =X, e 4 [Xe=x
[ ! i I
1'e_= €, |= Yi—Yo 2.e_= €, :a'_ Y2V, (4.30)
ela e 2,4, elel. o Z,-Z4
e} . [ X3 =X, | e . [X%
i i Y v
3. =\ . Ys =Y 4.e" =|e =g Ys—Ys
I 3,2 v 4,3
e/ ; [ %5 =X, |
v v
5. e =&, |= q Yo — Y4
v 0,4
€; | 20— 24 |

Aqui, d,,;, € 3 representa la distancia entre dos puntos. La normalizacion de los

i+1i

vectores unitarios descrita anteriormente, esta asociada con la figura 4.10.

4.13 Acoplamiento de las ecuaciones de desplazamiento con el perfil de
desplazamientos

El interés en esta seccion es utilizar las expresiones (4.7), (4.29) y (4.30) para
acoplar las funciones temporales de desplazamiento con las ecuaciones de
movimiento [15,19,20]; en este caso, con las ecuaciones de posicionamiento, esto
es:
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X, — X

1
1) 'E(t)sz(t) L d— Yi—Yo
1.0 z -z,

(t)_ﬁ(t)2 S, <t<S,

o et

2) rz.o'(t)=r1,0'(t)+€2,1(t)' d1 Y=Y

— — 2,1 z,-2,
t =[V t) r'n"'dsxso; S, <t<S,

dss 51 = [V t) ];2 +dg; 50

4 Xy — X,
3) r 30(t) N, ()+€32(t)0 d Ys—Y;
o W =,
[ V(s,) % wal
£y ,(t)=| 72 ' +d S,<t<S
3,2() (83—82)() 2(82 S )() I, 52,81 2 3
i (S ) V 183
dss 52 = ! ty d
$3,52 = (S S)() 2(82—83)()_52+ §2,51
g [Xe=%s
4) r4.0'(t)= ra.u'(t)+ 34.3(1:) ¢ d Yi—Ys
— —_ 4,3 2,2,

dss
-S4
Vi, (S,) V,
d LN e +d
54,53 { (83—84)() 2(84—-83)()2—53 53,52
Xo — X4
d) rou(t)—ﬁo(t)*‘?o 4(t) » Yo=Y
o o o Z, -2,

(4.31)



4.14 Acoplamiento de las ecuaciones de movimiento con las funciones
temporales del perfil de velocidades.

El interés en esta seccidon es acoplar, utilizando las expresiones (4.8), (4.19) y (4.26),
las funciones temporales de velocidad con las ecuaciones de movimiento [15,19,20],
en este caso, con las expresiones de velocidad, esto es:

(4.32)
¥ =%y
1) ro(t)=£10(t) © —|yi-Yo
Y lzi=2z,
. vV,
l10(t) = L__1): 8, £t<8
10() (31—80)() 0 1
. . " 1 Xy =X
2) r2o(t)=rio)+L2st) o |2 -y,
o 2~ 24
%21&):\4 e S1StS82
" Xy =X,
3) E(t)=lﬂ(t)+fs,z(t) ¢ o—|¥—¥s
*2 2,2,
. Vi(S,) V,
l32(t) = —"2 + ' t) S,<tx<S
e n) e o
3 X, — X,
4) u__n-(t):ﬂ(t)a-m,a(t)- 7| Ye Vs
“lzi-24
;34_3(t)=(VM(Sa) + Vi )(t),‘ 3y St S,

Sa _84) (84 _83
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fo,4(t)= (;/:ESS%V (34\@155) (t); S,<t<S,

415 Acoplamiento de las ecuaciones de aceleracion con las funciones

temporales del perfil de aceleraciones

En esta seccion son utilizadas las expresiones (4.10), (4.29) y (4.30) para acoplar las
ecuaciones de movimiento [15,19,20], en este caso, las de aceleraciéon, con las
funciones temporales relacionadas con el perfil de aceleraciones, esto es:

(4.33)

X;—Xg

1) T1o(t)= 21o(t) o 4 Y:—VYo
o Ao zZ,-2
1 0

.gto(t): S Vi - S, <t<S;

. X, — X,
2) r2o0(t)=rio(t)+ L24(t) o | Y2
Z, - Z,
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e .o .e 1 xn-x4
5) roo(t)=rao(t)+ Loa(t) o I Yo~ Y4
— 0.4

e VM

Losl)=—M _ - S, <t<S
U

4.16 Transformacion de los vectores de posicion proyectados al espacio-

tiempo

El interés en esta seccion es transformar las ecuaciones de movimiento con
funciones temporales asociadas de los planos correspondientes al espacio-tiempo,
pues es en éste ultimo sistema referencial donde se produce realmente el
movimiento [15,19,20].

- Ecuaciones de posicion -
Considere ahora la siguiente funcién:
v RPN (4.34)

definida por:

0 (5 0) = Riolt)

2) (0] =Rl )

Aqui, () y r7..(t) son los vectores de posicién con funciones temporales

acoplados con direcciones normalizadas proyectados, ademas R{U.(t) y

T
Ri,i+1

(t) representan los vectores de posicién con funciones temporales acoplados

descritos en el espacio-tiempo. Por tanto, las ecuaciones de posicion, velocidad y

aceleracion definidas en el espacio-tiempo son:
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1) Rio )= 5 0lts) |+ 150 2) Ry ()= Rio 0+ 71z, 0)]

3) R o(t) =Ry olt)+ 7|50 4) Ry (0)=Rio 0+ w12, 0)

5) R o) = Ri o)+ 1.(0)

- Ecuaciones de velocidad -

Para poder transformar las ecuaciones de velocidad proyectadas al espacio-tiempo,
es conveniente aclarar que la funcion =n': R® > R* también es valida para

vectores de velocidad, esto es:

1) n"(@(t)}@g(t) (4.36)

s T

2) n"[l.':q, i(t)J =Rini(t)

Por tanto, las ecuaciones de velocidad en el espacio-tiempo son las siguientes:
(4.37)

T

1) R1_o (t)= Tt"1|:l;:,o(’£)j‘ 5 Rueff)= Fﬂ (t)+ n"{F;_,T(t)}

9 Raol)=Rao )+ | 220 9 Rus()-Riol) x| sl

5) Roo(t) = r’el,o-(t)m{F;A(t)]

- Ecuaciones de aceleracion —
En esta secciéon se utilizara, al igual que en la seccién anterior, la transformacion

' : M > NR* para encontrar las aceleraciones en el espacio-tiempo, esto es:
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1) Riolt)= n*[}'fi(t)} (4.38)

2) Rui(t)= n-1['r'fn_ -.(t)]

Por tanto, las ecuaciones de aceleraciéon con funciones temporales acopladas
definidas en el espacio-tiempo son las siguientes:

(4.39)
1) Rw'(’[) = Tt'{l'm(t)] 2) Rz, 0'(’[) = 81‘_0'_(1:).'- Tth{f_zi(t)}

3) @(t) ~Rao(t)+ n-‘{}';,z(t)] 4) Rao(t) = I.:\;;_,u'(t)+ ‘It_1|:.l" :.:;ﬁ)}

5) @(t)=§;,o'(t)+n“[.r.;_4(t)}

Es importante sefialar que la Unica diferencia entre vectores R, (t) € ®* y

T

r'y(t) € ®* es la incorporacién de las coordenadas faltantes en cada direccién del

movimiento. Por ejemplo:

, [x=%

1) R:.O'(t)z T|:_1|:l’1‘|0.(t)] = l{4}1.0(0" d_ Yi—Yo
e 10|,

1 0]

V
%, a(t)=———"—=(t ; §.=t<S
1,0() 2(81—80)()2 0 1

La distancia d,, € " es definida de la manera siguiente:

do= \/(x1 —X0)2 +(Y1 _YG)Z "'(21 “20)2
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1 r L
2) Rs,o'(t)=R4.0'(t)+ fs,a(t)' Ys —Ya
- doa|,
524

Aqui, d, , = \z/(xo . x4)2 + (yo —Ya )2 * (ZU - 24)2

Por tanto, no es necesario definir todos los vectores en el espacio-tiempo como los
casos anteriormente sefialados. Basta con agregar las coordenadas faltantes en
cada direccion y redefinir las distancias.

417 Meétodos para suavizar funciones temporales

En esta seccidn se presenta dos formas de suavizar funciones temporales asociadas
a los perfiles de desplazamiento, velocidad y aceleracién. Dichas formas son: P° y
P%: donde P° denota un polinomio de grado 5 y P® un polinomio de grado 8. Ambas

formas han sido estudiadas por [15,19,20,22].

El principal objetivo de la “suavizacion” es utilizar funciones continuas derivables que
permitan eliminar las discontinuidades presentadas en el perfil de aceleraciones (ver
figura 4.5). Los polinomios de grado 5 y grado 8 son funciones continuas y derivables
en todo el dominio de las funciones temporales de posicion, velocidad y aceleracién
[22]. No hay que olvidar que los polinomios de grado 8 o mayores generan
inestabilidades. Sin embargo, en este trabajo de tesis se usaran para eliminar
discontinuidades [15]

Las discontinuidades presentadas en los perfiles de trayectoria implican que dichos
perfiles tedricos no pueden ser utilizados, pues en los puntos en los cuales la
herramienta H cambia instantaneamente de aceleracién, el manipulador tendra

problemas en la operacién.
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Para poder modificar los perfiles de trayectoria de teéricos a operativos, es necesario
utilizar algun método de “suavizacion”, en este caso, se propondran polinomios de
grado 5 y grado 8 [22].

Es importante sefalar que el grado de suavizacion depende del grado del polinomio.
Por otro lado, para cada polinomio utilizado se usan condiciones iniciales,
intermedias y finales relacionados a los intervalos de tiempo y los valores maximos y

minimos de desplazamiento, velocidad y aceleracion.

Los siguientes pasos desarrollados en [15, 20] son fundamentales para suavizar

perfiles de trayectoria:

- Polinomios de grado 5 -

1) Colocar en un mismo esquema las graficas de los perfiles de desplazamiento,
velocidad y aceleracion.

2) Definir las porciones de las graficas que seran suavizadas. Aqui, se pueden
presentar dos casos:

2.1) Tomar un solo intervalo de tiempo y sus condiciones iniciales y finales.

2.2) Tomar uno o mas intervalos de tiempo y definir sus condiciones iniciales y

finales (de todo el intervalo de la forma |, = J, U J, ..,).

3) Definir el polinomio de grado 5, esto es:
f(t) = oy + ot + 0, t? + ot + ot + ot

4) Derivar con respecto al tiempo t € 3 el polinomio definido en el paso

anterior, esto es:
f(t) = o, + 200t + 3a,t? + 4o t° + 5ot

5) Derivar con respecto al tiempo t € 3 el polinomio obtenido en el paso 4, esto

es:

f(t) = 20, + 60, +120:,t* + 200411
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6) Calcular o interpretar de las graficas de los perfiles de trayectoria las
condiciones iniciales y finales en cada intervalo de tiempo seleccionado.

7) Evaluar los polinomios dados en los pasos 3, 4 y 5, en las condiciones
iniciales y finales descritas por el paso 6.

8) Formar con las ecuaciones evaluadas en el paso anterior un sistema de 6
ecuaciones (2 de posicion, 2 de velocidad y 2 de aceleracion) y 6 incognitas
(los coeficientes de los polinomios).

9) Resolver el sistema formado en el paso anterior.

10)Sustituir los coeficientes encontrados en los polinomios de los pasos 3, 4 y 5.

11)Los polinomios encontrados en el paso 10 representan las funciones
temporales suavizadas.

12)Acoplar las funciones temporales suavizadas a las ecuaciones de movimiento

definidas en el espacio-tiempo.

- Polinomios de grado 8 -

Para utilizar un polinomio de grado 8 en la suavizacién de perfiles de trayectoria

se deben tomar en cuenta los siguientes pasos:

1) Calcular en un mismo esquema las graficas de los perfiles de desplazamiento,
velocidad y aceleracion.

2) Definir las porciones de las graficas que seran suavizadas. Aqui se pueden
presentar dos casos:

2.1) Tomar un solo intervalo de tiempo y condiciones iniciales, intermedias y
finales.

2.2) Tomar dos o mas intervalos de tiempo y definir condiciones iniciales,

intermedias y finales (de todo el intervalo de la forma | =J, U J, ..).
3) Definir el polinomio de grado 8, esto es:

f(t) = atg + ot t + 0t + augt® + ot + o t® + ogt® + ot + ot
4) Derivar con respecto al tiempo t € 3 el polinomio descrito en el paso

anterior, esto es:

F(£) = 1, + 200t + Bogt? + 4oyt + Botgtt +Botgt® + Toust® + Batgt”
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5) Derivar con respecto al tiempo t € 3 el polinomio obtenido en el paso 4, esto

es!

f(t) =20, +Baat + 1200t + 200,t* + 300,t* + 420t,t° + 560.,t°

6) Calcular o interpretar de las graficas de los perfiles de trayectoria las
condiciones iniciales, intermedias y finales en cada intervalo de tiempo
seleccionado.

7) Evaluar los polinomios dados en los pasos 3, 4 y 5, en las condiciones
iniciales, intermedias y finales descritas por el paso 6.

8) Formar con las ecuaciones evaluadas en el paso anterior un sistema de 9
ecuaciones (3 de posicion, 3 de velocidad y 3 de aceleracion) y 9 incognitas
(los coeficientes de los polinomios).

9) Resolver el sistema formado en el paso anterior.

10) Sustituir los coeficientes encontrados en los polinomios de los pasos 3, 4y 5.

11) Los polinomios encontrados en el paso 10 representan las funciones
temporales suavizadas.

12) Acoplar las funciones temporales suavizadas a las ecuaciones de

movimiento definidas en el espacio-tiempo.

4.17.1 Suavizacion del intervalo J; perfil usando un polinomio de grado 5

El interés en esta seccion es suavizar el trozo de grafica del perfil de trayectoria
usando un polinomio de gado 5 [20,22]. Se utilizaran los pasos descritos en la
seccion 4.17.

1) El intervalo seleccionado y los trozos de los perfiles se muestran en la figura
47.

2) Las porciones de graficas de los perfiles han sido esquematizadas en la figura
4.6. El intervalo seleccionado es |y = J1 y las condiciones iniciales, intermedias

y finales son:
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a) f(so) = dgg f(81) =ds;
b) %(So) = Vg0 1;(81) = Vg
c) f(So) =g }.(81) = 8g

3), 4)y 5) El polinomio de grado 5, su primera y segunda derivada con respecto
al tiempo son las siguientes:

f(t) = oy + ot + o,t? + agt® + ot + o t?

f(t) = o, +200,t + 30, t? + 4ot t* + 50t

f(t) =20, + 60t +120,t° + 200t
6) Las condiciones iniciales, intermedias y finales son:

VISo) VIS

D 90 =505, -s,) " 2(5,-8,)
RO

2 %= 5s,-5,)
VS,

Rl oy

‘4) Vs1=V|

5) ag, = 0

6) ag, = 0

7) Evaluar los polinomios descritos en los pasos 3), 4) y 5) en las condiciones
iniciales, intermedias y finales caracterizadas en el paso anterior.
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f(So) =dg, =0 + 0‘1(80) G 0-2(80 )2 + 013(30 )3 + 0"4(80)4 + 0(5(80)5
f(S1) =dg, =0, + a1(81)+ 0“2(81)2 + (13(81)3 + {14(31)‘1 + a5(81)5

— .

(So) = Vg =0y + 20‘2(50)+ 30{3(80 )2 +4a, (So )3 4 50‘5(80 )4
(81)= Vg = a, "‘2(12(81)"'3(13(81)2 +4a4(81)3 +50L5(S1)4

—+

£(S,)=ag, =20, +60,(S, )+ 120, (S, ) + 2004 (S,
f(

S,)=ag =20, +60,(S,)+12a,(S,)* +200,(S,)’

8) El sistema de ecuaciones es:

e - - - - -

d1 1 8, 82 8@ s8¢ 8¢ [as
dg, | |1 S, S* s s 8 |[|at
Veo | |0 1 28, 3S] 4S5 5S; ||a,
Ve, | |0 1 28, 382 4S° 58! ||a,
as,| [0 0 2 6S, 1282 20S?||o,
lag | |0 0 2 6S, 1282 20S?||a;

9) Suponga que: o, =Ky, o, =Ky, o, =Ky, o5 =Ky, oy =Ky, o5 =K.

10) Los coeficientes sustituidos en los polinomios de posicion, velocidad y

aceleracion son:

f(t) = K, + Kyt + K pt? + K t? + K 14 +K g t°

f(t) = K,, + 2Kt + 3K ,t* + 4K t* + 5K, t*

f(t) = 2K,, + 6Kt + 12K ,t* + 20K t*

11) Las graficas de las funciones temporales caracterizadas anteriormente se

66



muestran en la figura 4.10.

(c)
Figura 4.10 Perfiles de trayectoria para J; suavizados usando un polinomio de grado 5
(a) posicion, (b) velocidad y (c) aceleracién

12) Acoplamiento de las funciones suavizadas con las ecuaciones de movimiento
en el espacio-tiempo.

X, — X,
t 1
R:,O’(t): [Kw +K“(t)+K12(t)2 +K13(t)3 +K14(t)4 +K1s(t)5]]|50 o i Yi—Yo
— 1,0 Z! =%
’ 1 Xy =X
A t
F‘ﬂ(t) = [Kn * 2K12(t)+ 3K13(t)2 + 4K14(t)3 & 5K15(t)4] ‘SO . d Yi—Yo
e Z,—Z,
] X, — X,
..f t
Ruo (1) = 2K (0 + 6K, (0)+ 12K, (0 + 20K 0] [ o = |vi-¥s
1,0
2 2, =2Z,
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4.17.2 Suavizacion del intervalo J; perfil usando un polinomio de grado 5

El interés en esta seccion es suavizar el trozo de grafica del perfil de trayectoria
usando un polinomio de gado 5. Se utilizaran los pasos descritos en la secciéon 4.17.

1) El intervalo seleccionado y los trozos de los perfiles se muestran en la figura
4.7.

2) Las porciones de graficas de los perfiles han sido esquematizadas en la figura

4.6. El intervalo seleccionado es I3 = J3 y las condiciones iniciales, intermedias

y finales son:

a) f(83 ) =g ¢4 f(S )= dss 52
b) f(sc ) = Vs, f(S1 ) = Vg3
c) 1(S,)=2as f(S)=ag

3), 4) y 5) El polinomio de grado 5, su primera y segunda derivada con respecto
al tiempo son las siguientes:

f(t) = o + oyt + apt? + o, t® + ot + ot

.

f(t) = o, + 200t + 30, t? + 4o t° + 5ot

f(t) = 201, + Byt + 120,12 +200,t°

6) Las condiciones iniciales, intermedias y finales son:

1) dszs =[ Vi (t) ]i[ - )(t)‘*]

2(S,-S
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2) d33’32=[ V'(82)-(t)+ —V'—Sa)(t)z] +dg, s,

(S;-8,) 2(S, - "
3) Vs, =V,
4) Vg, =0
5) ag, =0
6) ag, =0

7) Evaluar los polinomios descritos en los pasos 3), 4) y 5) en las condiciones
iniciales, intermedias y finales caracterizadas en el paso anterior.

f(Sz) =
(S,)
(Sz) =Vs, =0, + 2“2(82)'*' 3%(82)2 + 40‘4(82 )3 + 5“5(82 )4
(Ss): Vgs =0 + 20‘2(83)"' 30’3(83)2 + 4[14(83)3 F 50[5(83)‘1

..

f(S,)=ag, = 20, + 60,(S,)+120,(S, f +2004(S,)’

f(S,)=ag, = 20, +604(S, )+ 12a,(S, F +200,4(S, )’

dg, =0 + (11(82)*" a2(82)2 +0(3(82)3 + 0"4(82)4 + 0(5(82)5
dgs = 0tg + 0‘1(83)"' qz(sa)z + 0, (Sa)3 * 0‘4(83)‘1 + a5(83)5

—+

Il

—h . —h .

8) El sistema de ecuaciones es:

ds,] [1S, 82 8 s 8 [o
dss | (1S, 8 8 8 S5 ||al
Ve[ |0 1 28, 382 4S} 58; ||a,
Ves | |0 1 28, 382 483 5S¢ ||,
a;,| [0 0 2 6S, 1282 208}||a,
lag, | [0 0 2 6S, 1287 20S] ]| o |

9) Suponga que: o, =K,,, o, =K,,, a, =K,,, a; =K,;, o, =K,,, o5 =K.

10) Los coeficientes sustituidos en los polinomios de posicion, velocidad y

aceleracion son:
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f(t) =Ky + Kyt + l'(zzt2 ¥ Kzsts + Kzaf1 Gy K25t5

f(t) = K,, + 2K ot + 3K 5% + 4K, t° + 5K, t*

f(t) = 2K,, + 6K, t + 12K ,,t* + 20K, t°

11) Las graficas de las funciones temporales caracterizadas anteriormente se
muestran en la figura 4.11.

E 13.5 L] 14.5 15 15.5 16
“0.25

0.7 |

=1.5

=175

(c)
Figura 4.10 Perfiles de trayectoria para J; suavizados usando un polinomio de grado 5
(a) posicién, (b) velocidad y (c) aceleracion

12) Acoplamiento de las funciones suavizadas con las ecuaciones de movimiento
en el espacio-tiempo.

X3 — X3
t 1
R3. (t) = [Kzn +Ky (t)“" Kz (t)2 +Kys (t)a +Kyq (t)4 +Kys (t)ﬁ] ‘sz » a Ys—Y2
— 3,2
T 1232,
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o7 | 1
E:E(t) = [K21 + 2K, () + 3K () + 4K, (1)’ + SKzs(tr] ‘82 . d Y3 =Y
“*zs-2;
o , y Xa = xz
@(t) E [2K22(t)2 + 6K (t) + 12K, () + 20K25(t)3] !52 * 4 Ys Y2
3,2
472,

4.17.3 Suavizacion de un trozo de perfil usando un polinomio de grado 8.

El interés en esta seccion es suavizar los trozos de graficas de los perfiles de
trayectoria usando un polinomio de gado 8 [15,19,20,22]. Se utilizaran los pasos
descritos en la seccion 4.17.

1) El intervalo seleccionado y los trozos de los perfiles se muestran en la figura
4.7.

2) Las porciones de graficas de los perfiles han sido esquematizadas en la figura
4.6. El intervalo seleccionado es l4 = Js U Js y las condiciones iniciales,

intermedias y finales son:

a)f(S;)= dsss2 f(S4 )= sy 5 f(S5) = dgs 54
b) f(Ss) = Vs, f(S.[) . VS4 f(sz) = Vss
c) f(sa) =Qg; f(S1) =gy f(82)= Ass

3), 4) y 5) El polinomio de grado 8, su primera y segunda derivada con respecto

al tiempo son las siguientes:
f(t) = oty + oyt + ot? + o t® + ot +ogt® +ogt® +apt’ + ot

f(t) = o, + 200t + 301, t% + 4o, t° + Sogt? + Bogt® + 7o, t® + Bt

f(t) =20, + 6ot + 120,17 + 200,t° + 300,t* + 4201,1° + 560,t°
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6) Las condiciones iniciales, intermedias y finales son:

S3

_| _Vi(S,) \
1) dss 52 *|: (S,-S,) (t) + m () }

U0 B SO)(t)zL

s2

54

VM(Sa) VM 2
2) dgy 55 = |: m (t) + m (t) La +dgs 52

3) dss s4 :’: Vu(S.) (t) + 2(85 S )(t)z:| +dgy 53

(84 ”Ss)
4) Vg, =0
5) Vg4 =Wy
6) Vgs =0
7) ag; =0
8) ag, =0
9) a;; =0

7) Evaluar los polinomios descritos en los pasos 3), 4) y 5) en las condiciones

iniciales, intermedias y finales caracterizadas en el paso anterior.

=dg; = +a1(53)+a2(53)2 +(13(S3)3 +0‘4(Sa)4 '“3'-5(83)5 '*‘U-s(sa)s +0‘?(ss)? + 0'.8(33)8
=dg, =0y + 0"1(84)'1' 0‘2(84)2 + 0L3(84 )3 +0‘4(S4)4 + 0’-5(84 )5 * a5(84)6 + OL:r(S‘a )7 + as(s4 )a
=dgs =0 "'0‘1(85)"'(12(85)2 ""13(85)3 "'0‘4(85)4 +a5(85)5 +‘15(Ss)6 +°'-?(Ss)? +°‘s(85)8

=Vg, =0+ 2(12(84)"' 30‘3(84 )2 +4(14(S4)3 + 5‘15(84)4 +60, (84 )5 + 70‘?(84 )5 +80 (84)7
= Vg =0, + 2(12(85)+ 3(13(85)2 ks 4(14(85 )3 # 50’-5(85)4 +6as(85)5 + 7“?(85)6 F 80‘8(85)_llr

)
)
)
1.:(Sa) = Vg = 0ty +20,(S; )+ 30 (S, ) +40,(S,)° +504(S,)" + 60 (S, ) +70t,(S,) + 8ot (S, )
)
)

,)=ag, =20, +60,(S;)+120,(S, ) +200,4(S,)’ +3004(S, ) +42a,(S,) +5604(S,)°

(S
(S,)=ag, =20, +60,(S,)+12a,(S, ) +200,(S,) +300(S,)" +42a ( ) +560,(S, )
(S
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8) El sistema de ecuaciones es:

dss | |1 S, 8§ 8 8 8 8 S 8 |[a
dos| (18 & 8 8 & 8 ¢ & |m
ds | |1 s, o2 s st s& s s s |lo
Vi, | [0 1 2s, 38 4S8 5S¢ 68 7S¢ 8S! ||a,
Ve [=|0 1 28, 382 4S8 58! 6S: 7S: 8S! ||,
Ves| |0 1 28, 382 48 5S¢ 6S: 7S% 8S! ||
a,, | |0 0 2 6S, 1282 20S? 30S! 42S° 56S || o
ass| [0 0 2 6S, 1287 20S? 30S! 42S° 56S¢ ||,
as| |0 0O 2 6S, 1282 20S? 30S! 42S: 56S¢ ||,

9) Suponga que:

o =Ky, o =Ky, o, =Ky, 03 =Kyy, 0y =Ky, a5 =Kyg, 0 =Ky, a; =Ky, 015 =Kgg.

10) Los coeficientes sustituidos en los polinomios de posicién, velocidad y

aceleracion son:

f(t) = Kyp + Kyt + K t? + Ko t® + Ko t* + Ko t® + Ko 1% + K t7 + K, t°

f(t) = Ky, + 2Kt + 3K g t? + 4K, 12 + 5K ot + 6K ot + 7K 1% + 8K ot

L]

f(t) = 2Ky, + BK ot + 12K, 12 + 20K 55t + 30K 5t* + 42K, t° + 56K 4 t°

11) Las graficas de las funciones temporales caracterizadas anteriormente se

muestran en la figura 4.12.
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(©)
Figura 4.12 Perfiles de trayectoria para |4 suavizados usando un polinomio de grado 8

(a) posicion, (b) velocidad y (c) aceleracién

12) Acoplamiento de las funciones suavizadas con las ecuaciones de movimiento
en el espacio-tiempo.

F&(t) = [Kso + K31(t)+ K:*.z(t)2 + Kaa(t)3 +Kag (t)4 +Kgs (t)s +Kse (t)a +Ky; (t)? + Kaa(t)a]

‘83

X, =X

1 0 3
d Yo—VYs
03 1z,~-2
0 3

t

Ro(t) = (K + 2K (8)+ 3K g () + 4K (€) + 5K g (1) + 8K g (1 +7Koy (1 + Koo (0 | o

s3

Xg = X3
Roa (1) = [2K (1 + 8K (1) + 12K (F + 20K, (2 + 30K (t)" + 42K, (1) + 56K t) || o
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Xo — X3

Yo—Ys

1
d
0,3
Zy—2Z4

donde dO.S = d0,4 + d4.3 = \/(xo —X3)2 + (yu _Y3)2 +(Zo _23)2

4.18 Representacioén grafica de los polinomios suavizados en todo el intervalo

En esta seccion se presenta la grafica de los polinomios suavizados para cada
intervalo, se comparan las graficas de los polinomios tedricos y de los polinomios
suavizados.

En la seccion 4.16 se suavizaron las trayectorias usando polinomios .de la siguiente
manera. En los intervalos Iy = Jy y I3 = J; utilizaron un polinomio de grado 5 (P?),
mientras que en el intervalo I; = Js U Js se uso un polinomio de grado 8 (P®).
También cabe aclarar que el intervalo I; = J; no se suavizé, pues es una linea
horizontal. Como la trayectoria esta contenida en el plano xy, la componente en z es
cero, las ecuaciones de posicion, velocidad y aceleracion seran:

R'(t)= {[Kw # Ky 0+ K 0 +Kya (0 +Kyy (0 +K @] o L[’ﬂ - Xe] }

{[Kﬁm(t)]\;-di[;i:ﬂ}

{[Kzo K0 KO + K (O + K (0 K 0] 01 [ ]}

52 ds’z Y:i - yz

+

12

+

13

{[Kao +Ks; (t)+ Ka (t)2 +Ks (t)'3 +Kgs (t)4 +Kgs (t)s +Kage (t)‘3 +Ky (t)? +Kag (t)s ] ‘;3

™ 1 [xﬂ—xa]}
do_a Yo — Y3

14
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1

8- {[K“ # 2K (1) 3K, 0 + 4K, (0 +5K,s (0)1] o di [x1 :xo]} P

j 1 | X, —X
K Et e 2 1:|
{[ e[ }

t 1 | X;—X
{ [K21 + 2K 5, () + 3K 55 (1) + 4K, (t)° +5K25(t)“”52 . La ﬁyz}}
3,2 3 2

+

+

it |
{[Km + 2K, (t) + 3K 4 (t)2 +4K,, (t)a +5K 3 (t)4 +6K (t)s + 7Ky (t)e +8Kgs (t)? ] !sa ‘

" |
._t[xo X}}
dos | Yo —VYs o

+

h

S0 d1,o Yi—Yo
1 |X,—X
O t P 2 1}
{[ ]‘51 d,, |:y2_y1 }
1

{[21(,42(02 + 6Ky (1) + 12K, (1) + 20K 5 (¢ e {"3 —X }} |,

ds,z Ys—Y2 I:|3

+

12

I XO - )(3 }
d0|3 yO '_Y3

Las graficas de los perfiles suavizados y sin suavizar para el problema general se

14

muestran en la figura 4.13
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(1a) (1b)
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0.5
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-0.5
=1
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]
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50 / 1
40
2
0
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1H
= 5 v] 15 20 25
-1
-2
(2¢)

Figura 4.13 Perfiles de trayectoria sin suavizar (1) y suavizados (2);
(a) posicioén, (b) velocidad y (c) aceleracion
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Capitulo 5

Acoplamiento de la trayectoria con el movimiento del
Robot

Introduccion. En este capitulo se acoplan las expresiones del movimiento del POT
e E; del robot Ry motivo de estudio, con las ecuaciones de la trayectoria t por donde
se mueve la herramienta H, la cual se encuentra montada en POT. Para ello las
expresiones de la cinematica del movimiento de POT obtenidas en los capitulos 1, 2
y 3; y las de la trayectoria suavizada obtenidas en el capitulo 4 se acoplan, ya que
ambas describen el mismo lugar geométrico, unas el movimiento de POT y otras la
trayectoria que sigue la herramienta montada en POT.

5.1 Acoplamiento de las ecuaciones de la cinematica de la posicion y el perfil
de desplazamiento

En esta seccion se acoplan las ecuaciones obtenidas en el capitulo 1 y el perfil de
posicion del capitulo 4. En el capitulo 1 se plantearon los problemas cinematico
directo e inverso de la posicion del Robot Ry, el cual permite describir la posicién de
POT en término de las rotaciones de las bases canénicas montadas en los
eslabones.

El problema cinematico directo plantea que se conocen las longitudes de los
eslabones, la posiciéon del actuador My, que esta fijo a tierra, con respecto a un
origen y las rotaciones que tienen que experimentar las rotaciones de manera tal que
las magnitudes de las rotaciones de las bases sean igual a 1; para que se encuentre
la posicién del punto POT en el plano [8,10].

El problema cinematico inverso plantea que se conocen las longitudes de los
eslabones, la posicion del punto POT en el espacio y la posicion del actuador M,
que esta fijo a tierra, con respecto a un origen; y se encuentran las rotaciones que
tienen que sufrir las rotaciones de manera tal que las magnitudes de las rotaciones
de las bases sean igual a 1[8,10].
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Si al problema cinematico inverso se le pone, en lugar de las coordenadas de un
punto como posicion de POT, las funciones que describen el perfil de posicion como
funcion del tiempo se encuentra la funcién de la posicion angular de los eslabones
como funcién del tiempo (a4(t) y ax(t) ).

El problema por resolver seria entonces el siguiente:

“Dados for, () € R% 1, e R iy b e R p ={po, P1}; 9 = {do, a1} encuentre P(t) =

{Po (t), Py (1)}, Q={Qo(t), Qi(t)} talque ror, =1, +h-{P@H)*p~ Fﬁ} + - {Q()*

P(t)*q*p * e,} sea satisfecha y P2(t)+ P2(t)=1; Q3(t)+ Q3(t)=1

donde,

oo =R’ (t) = {[Km + K”('[) + K12(t)2 + |'(1,_.’('£)3 +K,, (t)" 4 K15(t)5] |;0 B i {)ﬂ = Xo} }

dw Yi—Yo

+

{[K1 K, (O] 5, diz1 [:2 i ﬂ} ;

{[Kzo + Ky (1) + Kpp (U + Ko (8 + Ko () + Ko (0] |‘S E dj i [xa - xz]}

11

+

{[Kaa Ky (1) + K (2 + Ko (1) + K (1) +Kgs (8 +Kag (t)° + Ky (t) +Ksg (t)a“t * 1 |::: : :j} I

”

y donde se cumplen las siguiente relaciones geométricas:

Po = COS B4 ; p1 =X sen 04; qo = cos 02; q1 = = sen 0,

y, también;

Po(t) = cos (a1(t)); P1(t) = £ sen (au(t)); Qo(t) = cos (az(t)); Qi(t) = £ sen (o(t))
Ademas,

a4(t) = arc cos (Po(t)) y ax(t) = arc cos (Qo(t)).
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5.2 Acoplamiento de las ecuaciones de la cinematica de la velocidad y el
perfil de velocidad

En esta seccion se acoplan las ecuaciones obtenidas en el capitulo 2 y el perfil de
posicion del capitulo 4. En el capitulo 2 se plantean los problemas cinematicos
directo e inverso de la velocidad del robot. El problema inverso se enunciara de la
siguiente forma:

“Dados: reoto €% Iy b e WK P(t)= {P,(t) P,(t)} ; Q(t)=1{Q,(t) Q,(t)} ; con

IPE)=lQt)=1; p=1{po,pi}; a={a,a}: con |p|=|d/=1; encuentre

fs(t)= {PO (t) P1(t)} : é(t)= {én(t), Q, (t)} tal que la expresion
Prons(t)=1,-{ P)*PE)"ait)| -+, { 4G 2+ )PP+ ) i)
sea satisfecha y,

1) Polt)P,(t)+Pi(t)P,(t) =0

2) Qu(t)Q,(t)+Q:t)Q,(t)=0

donde,

;,POT'G(t) - E(t) = [KH + 2K, (1) + 3K g () + 4K, () + 5K15(t)4] ‘i * 5 |:X1 i xo} v

S0 d1‘0 Yi—Yo
1 [xe—X
S e
{ 2l dyi [Y2— V4 "

t 1 | Xg—X
{ [K21 + 2K, (£) + 3K ()" + 4K, (1) + 5K25(t)4] ‘sz *d ]:ya - yzi'}
3273 2

+

+

13
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{
{[K:n +2K,, (t) + 3K g (t)z +4K,, (t)3 + 5K 35 (t)4 +6K 54 (t)5 +7K,; (t)s + 8Kz (t)?] ‘

S3

. {xo—xa]}
dos [ Yo —Ys IM

bk

Para la cual, se satisfacen las siguientes relaciones geométricas:

Po(t)=—a1(t)-sena, (t); P1(t)=+as(t) cose,(t)

Qolt)= a2 (t)-sena, (t); Qit)=taz(t)-cosa,(t)

Ademas,

= PO o P

sen a(t) ~ sena,(t)

Las cuales representan las funciones de las velocidades angulares de los eslabones
E1 y Ez.

5.3 Acoplamiento de las ecuaciones de la cinematica de la aceleracion y el
perfil de aceleraciones

En esta seccion se acoplan las ecuaciones obtenidas en el capitulo 3 y el perfil de
posicion del capitulo 4. En el capitulo 3 se plantean los problemas cinematicos
directo e inverso de la velocidad del robot. El problema inverso se enunciara de la
siguiente forma:

“Dados: F'rorolt)e R2; Iy I & ®; é(t)={|50(t),|51(t)} : é(t):{éo(t), d(t)} con

.

PP +POPM=0 vy  QB)QE)+2Mab)=0;  PH)={R,0)P):
P()= Rt -P O} al)={Q,@) )} ab)={Q.t)-a)} con [PEt)=|alt)=1;
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p=1{Po,P:}; a=1{a,a,: con |p|=|q/=1; encuentre P(t)={Po(t),P1(t)} Ly

aft) - {60(0, Ei(t)}

tal que la expresion

Froralt) =1, {p(t)ﬂ ()}
+|2-{E:i(t)*a&)*a_:(t)+zé(t)*f=(t)*ﬁ(a*cﬂﬂ*a_:(t)+o(t)*i=?(t)ﬂam*@_:(t)}

sea satisfecha vy,

1) Po(t) (t)+P2()+§1(t)P1(t)+P.12(t)=0

2) Qult)Q,(t)+Q2(1)+Qi(t) Q1)+ Q2(1) -

aqui,

.r:pﬂ(t) = R_ (t)= [2K,2(t)2 +6K,,(t)+ 12K, (t) +20K15(t)3] \‘ . .dl . ["1 "‘0} +

68 oY1 Yo
{[O]Is1 5, [y2 ﬂ}

{[2K22(t)2 +BK,, (t) + 12K, (t)° + 20K25(t)3]i'52 ? d:’ {xs * xz}} .

4

+

2 Ys = Y2

{[2K32(t)2 + 6K g5 (£) 12K 0 (1) + 20K (1) + 30K (t)° + 42K, (1)° + 56K, (1° ]| ‘

Sl
dos Yo —VYsl)|,

ademas, se satisfacen las siguientes relaciones geométricas:
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Qi(t) = £ aa(t)-cos a, (t)F a.,f(t)- sen a,(t)

y de dichas ecuaciones se obtiene:

Po(t)+ o2(t)- cos o, (t)

oalt)=- sen o, (t) '
as(t) = - Qo(t) + 02(t)-cos o, (t) '

sen a,(t)

Estos son los problemas que se resolveran mediante un programa elaborado en
Mathematica V.4. [18].
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Capitulo 6

Programacion en Mathematica

Introduccién. El propoésito de este capitulo es programar en el lenguaje de
Matematica [18] la trayectoria y la cinematica del robot de 2GDL motivo de estudio.

6.1 Programacion de la trayectoria

En esta seccion se programara la trayectoria tedrica descrita en el capitulo 4. Para
ello, se describira el lugar geométrico y las velocidades conocidas. Se obtienen los
perfiles tedricos y se grafican. También, se suavizan con polinomios los perfiles y se
grafican también. Por Ultimo los datos se guardan en un archivo para su uso
posterior.

Declaracidén de las velocidades conocidas en el perfil de

velocidades;
Vi = 4;
Vm = 8;

Estos datos son para limitar el movimiento del robot en el

espacio (Rango de los ejes);

plotminx = -55;
plotmaxx = 55;
plotminy = -55;
plotmaxy = 55;
plotminz =-1;
plotmaxz = 5;

Descripcidén de los lugares geométricos;

x0 = =20;
y0 = 30;
z0 = 1;
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X3 = 306;

y3 = 20;

23 = ¥

xl = x0 + (x3 - x0)/8;
yl = y0 + (y3 - y0)/8;
z1l = 13

x2 = x0 + 7*(x3 - x0)/8;
y2 = y0 + 7*(y3 - y0)/8;
w = Ly

x4 = (x0 + x3)/2;

yd = (y0 + y3)/2;

zd = 1;

Calculo

distl = Sgrt((x1l - x0)"2
distZ2 = Sgrt{(x2 - x1)°2
dists = Sgrtl(xd — x2)7%2
dist4 = Sqgrt((x4 - x3)"2
dist5 = Sqgrt((x4 - x0)"2

Se

to
tl
t2
t3
t4
£5

calculan los tiempos;

=: 7

= t0 + 2*distl/Vi;
= £1 + Qdist2/Vi;

= t2 + 2*dist3/Vi;
= t3 + 2*distd/Vm;
= t4 + 2*dist5/Vm;

+ + + + +

(yl
(y2
(y3
(v4
(y4

y0) "2
yl) 82
y2) *2
y3) "2
y0) ~2

+ + + + +

de las distancias entre los puntos;

Los tiempos obtenidos con estos datos son los siguientes:



5.2 25/ 35./12 45,2
t, = \A/l?' t; =5,2, t3=*__2_2_' t4=Tz' tszTZ

Obtencidn del perfil de velocidades por intervalos;
Funcién velocidad en J1;
vell = 0 + ((Vi/(tl = t0)))*(t - t0);

Funcién velocidad en J2;
vel?z = Vi;

Funcidén velocidad en J3;
vel3 0 — ((VA/(t3 - t2)))*(t

£3)5

Funcidén velocidad en J4;
veld = 0 + ((Vm/(td - t3)))*(t - t3);

Funcién velocidad en J5;
vel5 = 0 - ((Vm/(t5 - t4)))*(t - t5);

Obtencidén del perfil de aceleracidén por intervalos;
Funcidén aceleracidn asociada a J1;
Dlvell, t];

acell

Funcidén aceleracidén asociada a J2;
acel2 = D[vel2, t]:

Funcién aceleracién asociada a J3;
acel3 = D[vel3, t];:

Funciodén aceleracidén asocilada a J4;
aceld = D[veld, t];

Funcidén aceleracidén asociada a Jb;
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acel5 = D[velb, t]:

Obtencidén del perfil de posicidén por intervalos;
Funcidén posicién asociada a J1;

posl = Integrate([vell, {t, t0, t}]:

posla = Integrate([vell, {t, t0O, tl}];

Funcién posicidén asociada a J2;
pos2 = posla + Integrate[vel2, {t, tl, t}]:;
pos2a = posla + Integrate[vel2, {t, tl, t2}]:

Funcién posicién asociada a J3;
pos3 = pos2a + Integrate[vel3, {t, t2, t}]:
pos3a = pos2a + Integrate[vel3, {t, t2, t3}]:

Funcién posicién asociada a J4;

pos4 = pos3a + Integrate[veld, {t, t3, t}];
posd4a = pos3a + Integrate[veld, {t, t3, t4}];
Funcidén posicién asociada a J5;

pos5 = posda + Integrate[velb, {t, t4, t}]:
posb5a = posda + Integrate([vel5, {t, t4, t5}];

Graficas asociadas con el perfil de posicidn;

graficaposl = Plot[posl, {t, t0O, tl}, PlotStyle ->

AxesLabel

{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]}},

-> {"tiempo", "Pos"}, PlotLabel -> "Posicién J1",
{FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficapos2 = Plot[pos2, {t, tl, t2}, PlotStyle ->

TextStyle ->

AxesLabel

{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.50000811}},

=> {"tiempo", "Peos"}, PBlotLabel -> “Posicion J2";

TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];
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graficapos3 = Plot[pos3, {t, t2, t3}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor([0, 0.500008, 0.500008]}}, AxesLabel
=> {"tiempo", "Pos"}, PlotLabel -> "Posicidén J3",

TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficapos4 = Plot[posd4, {t, t3, t4}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor [0, 0.500008, 0.500008]}},
AxesLabel -> {("tiempo", "Pos"}, PlotLabel -> "Posicién J4",
TextStyle -> {FontSlant -> "Obligque", FontSize -> 12}];

graficapos5 =Plot[pos5, {t, t4, t5}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor([0, 0.500008, 0.500008]}},
AxesLabel -> {"tiempo", "Pos"}, PlotLabel -> "Posicidén J5",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

Graficas asociadas con el perfil de velocidad;

graficavell = Plot[vell, {t, t0, tl}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]1}},

AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad en J1",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficavel2 = Plot[vel2, {t, tl1, t2}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]}},

AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad en J2",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficavell3 = Plot[vel3, {t, t2, t3}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]1}},

AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad en J3",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficaveld4 = Plot[veld, {t, t3, t4}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]}},

AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad en J4",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

88



graficavel5 = Plot([vel5, {t, t4, tb5}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]1}1},

AxesLabel -> {"tiempo", "vel"}, PlotLabel -> "Velocidad en J5",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

Graficas asociadas con el perfil de aceleracién;

graficaacell = Plot[acell, {t, tO0, tl}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]}},
AxesLabel -> {"tiempo", "acel"}, PlotLabel -> "Aceleracion 1",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficaacel2 = Plot[acel2, {t, tl, t2}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]}},
AxesLabel -> {"tiempo", "acel"}, PlotLabel -> "Aceleracion 2",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficaacel3 = Plot[acel3, {t, t2, t3}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]}},
AxesLabel -> {"tiempo", "acel"}, PlotLabel -> "Aceleracion 3",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficaaceld4 = Plot[aceld, {t, t3, t4}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor[0, 0.500008, 0.500008]}},
AxesLabel -> {"tiempo", "acel"}, PlotLabel -> "Aceleracion 4",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}];

graficaacel5 = Plot[acel5, {(t, t4, t5}, PlotStyle ->
{{Thickness[0.01], RGBColor([0, 0.500008, 0.500008]}},
AxesLabel -> {"tiempo", "acel"}, PlotLabel -> "Aceleracion 5",
TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique", FontSize -> 12}1]:;

Suavizacidén del perfil de posicién en J1 usando un polinomio de
grado 5;
Matriz para jl;
Matrizajl = {{1, £0, t0%2, €0~3, ©0™4, €0~5},
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{1, k1, 152, ®1°3, £1°4,81%56},
(0 1z 2%E0; 3%c022; 4%tD%3; 5*E0%4%,
{0, 31, 2%EL; 3*E1L*Z, 42E1°3; S5¥t1~4)
{0, 0, 2, 6%£0, 12+*x0"2, 20*0*3}),
10: Uz 25 B*1, 12%el1%2, 20%cl1*3)}):
MaInversajl = Inverse[Matrizajl];
Vectorjl = {{0}, {distl}, {0}, {Vi}, (0}, {0}};
{{alfa0jl}, {alfaljl}, {alfa2jl}, {alfa3jl}, {alfadjl},
{alfa5jl}} = MalInversajl.Vectorjl;
alfas0jl Simplify[alfa0jl];
alfasljl = Simplifyl[alfaljl];
alfas2jl = Simplify[alfa2]jl];
alfas3jl = Simplify[alfa3jl];
alfasd4jl = Simplifyl[alfadjl];
alfas5jl = Simplify[alfa5jl];

Polinomio de suavizacidén en J1;

Poljl = alfas0jl + alfasljl*(t) + alfas2jl*(t)"2 +
alfas3jl*(t)"3 + alfasdjl*(t)*4 + alfas5jl*(t)"5
Poljlp = D[Poljl, t]

Poljlpp = D[Poljlp, t]

Graficas suavizadas para el intervalo jl;

StyleBox["Graficas del Perfil utilizando un polinomio de Grado
8 en J1:", "Section", FontColor -> RGBColor[0.996109, 0, 0]] //
DisplayForm

StyleBox["Posicién para Jl:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafpl = Plot[Poljl, {t, t0, tl}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

StyleBox["Velocidad para Jl:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafvl = Plot[Poljlp, {t, tO, tl}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]
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StyleBox["Aceleracidén para Jl:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafal = Plot[Poljlpp, {(t, tO0, tl}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

Los polinomios suavizados para esta parte de la grafica son los siguientes:

_ 128t 256/%t’

Polj1
325 1625
2 1024/Z¢
pojtp = 38410245
325 1625
3072,[Z t
Polj1pp = 798t _ \/;

325 1625

Perfil de posicidén en J2 usando una linea recta;
Polinomio en j2;

Polj2 = pos2

Polj2p = D[Polj2, t]

Polij2pp = D[Polj2p, t]

Graficas suavizadas para el intervalo j2;

StyleBox ["Graficas del Perfil utilizando un polinomio de Grado
8 en J2:", "Section", FontColor -> RGBColor[0.996109, 0, 011 //
DisplayForm

StyleBox["Posicién para J2:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafp2 = Plot[Polj2, {t, tl, t2}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

StyleBox["Velocidad para J2:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
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grafv2 = Plot[Polj2p, {t, tl, t2}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

StyleBox ["Aceleracidn para J2:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878)] // DisplayForm
grafa2 = Plot[Polj2pp, {t, tl, t2}, PlotStyle ->
RGBColor[0.9296109, 0.500008, 0]]

Los polinomios suavizados para esta parte de la grafica son los siguientes:

13

5B
Polj2 = - > + 4t

Pol2p =4t

Polj2pp =0

Suavizacién del perfil de posicién en J3 usando un polinomio
grado 5;

Matriz para j3;

drt = distl + dist2;

Matrizaijd = {{1, €2, 272, €223, t2%4, t27H3},
{1; 23 €372, £3%3, E3%4; E3I5},;
{0; 1, 2%E2, 3*E2"2, 4*E2<3, 5¥t274},
{0, 1, 2*£3, 3*t3*2, 4*L3*3, S*t3*4},
[0, Qp 2, 6%2, 12%t272; 20*E2°3%,;
{0, 0, 2, e*€3, 12*t3%2, 20*E3°3}}»
MalInversaj3 = Inverse[Matrizaj3]:;
Vectorj3 = {{drt}, {drt + dist3}, {vi}, {0}, {0}, {O}};

{{alfa0j3}, {alfalj3}, {alfa2j3}, {alfa3j3}, {alfadij3},
{alfa5j3}} = MalInversaj3.Vectorj3;

alfas0j3 = Simplify[alfa0j3];
alfaslj3 = Simplify[alfalj3]:;
alfas2j3 = Simplify[alfa2]j3];
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alfas3j3
alfas4j3
alfas5j3

Simplifyl[alfa3j3];
Simplify[alfadij3];
Simplify[alfa533];

Polinomio de suavizacién j3;

Polj3 = alfas0j3 + alfaslj3*(t) + alfas2j3*(t)"
alfas3j3*(t)*3 + alfas4j3*(t)”4 + alfas5j)3*(t)"
Polj3p = D[Polj3, t]

Polj3pp = D[Polj3p, t]

Z 4
5

Graficas suavizadas para en el intervalo j3;

StyleBox["Graficas del Perfil utilizando un polinomio de Grado
5 en J3:", "Section", FontColor -> RGBColor[0.996109, 0, 0]] //
DisplayForm

StyleBox["Posicidén para J3:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafp3 = Plot[Polj3, {t, t2, t3}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

StyleBox["Velocidad para J3:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafv3 = Plot[Polj3p, {t, t2, t3}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

StyleBox["Aceleracidn para J3:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafa3 = Plot[Polj3pp, {t, t2, t3}, PlotStyle ->

RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

Los polinomios suavizados para esta parte de la grafica son los siguientes:
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1915,/2 3 25@.[2 ¢t
Polj3 = — V2 _700t+192,[Z 2 - 122t , 6/t
2 325 1625

3456t° 1024, /2 t°
325 1625

Polj3p = —~700+384./2 t -

_6912t 3072, [% ¢’
325 1625

Polj3pp = 384./%

Suavizacidén del perfil de posicién en J4 y J5 usando un
polinomio de grado 8;
Matriz para j4;
drt = distl + dist2 + dist3;
Matrizajg4 = {{l, 13, £3°2, £3°3, 374, £375, £3°6, t3~7, £378}.,
{1, t4, t4~2, t4~3, t4~4, t4~5, td"e6, t4"~7, t4"8},
{1, t5, £5%2, 543, tH*4, t£5°5, t5*6, t5*7, £5B},
{0, 1, 2*3, 3*t£3"2, 4*£3™3, §¥E3™4, 6*t37"5, T¥L3%6,
8¥t3471 ;
{0, 1, 2*t4, 3*t472, 4*t4~3, 5*td"4, 6*td~5, T*t4"e,
8*t4~7},
{0; 1, 2%t5; 3*E5°2; 4*E5™3; H*EE"Y, 6*L5"E; T*L5E"H;
8*ES5MT ] ,
{0, 0, 2, 6%t3, 12*£3™2, Z0¥t3"3, 30*L3*4, 4254395,
56*t3"6] ,
{0, B8, 2, &*td, 12*td*2, 20%t4"3, 30*t4°4, 42*%L44S5,
56*t4”6},
{0; O, 2; 6¥th, 12%£&6"2, 20%t5"3, 30¥t5"4, 42%t5"5;
56*L5%6} }2
MaInversaj4 = Inverse[Matrizaijd]:;
Vectorj4 = {{drt}, {drt + distd}, {drt + dist4 + dist5}, {0},
{Vm}, {0}, {0}, {0}, {O}};
{{alfa0j4}, {alfaljd}, {alfa2jd}, {alfa3jd}, {alfadjd},
{alfa5j4}, {alfa6jd}, {alfa7j4}, {alfa8j4}} =

MaInversajd4.Vectorjé4;
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Polinomio de suavizacidén en j4;

Pclj4 = alfal0j4 + alfaljd*(t) + alfa2jd*(t)"2 + alfa3jd*(t)"3
talfadjd*(t)"4 + alfabj4*(t)"5 + alfa6jd*(t)"6 + alfa7jd*(t)"7
+ alfaB8jd*(t)"8

Poljdp = D[Polj4, t]

Poljdpp = D[Poljdp, t]

Graficas suavizadas para los intervalos J4 y J5;

StyleBox["Gradficas del Perfil utilizando un polinomio de Grado
8 en J4:", "Section", FontColor -> RGBColor[0.996109, 0, 01] //
DisplayForm

StyleBox["Posicidén para J4:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]]1 // DisplayForm
grafp4d = Plot[Polj4, {t, t3, t5}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 01]]

StyleBox ["Velocidad para J4:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafv4d = Plot[Poljdp, {t, t3, t5}, PlotStyle ->
RGBColor[0.996109, 0.500008, 0]]

StyleBox ["Aceleracidn para J4:", "Section", FontColor ->
RGBColor[0.824231, 0.500008, 0.171878]] // DisplayForm
grafad = Plot[Poljdpp, {t, t3, t5}, PlotStyle ->
RGBColor[(0.996109, 0.500008, 0]]
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Los polinomios suavizados para esta parte de la grafica son los siguientes:

. 2437115./7 564975t 54999t 72483t 2233 [2 , 1608t°
Polj4 = - + — + —1" - +
512 128 16426 1300 325 Y13 21125
. 1568,/2t° 256t
528125 34328125
; 564975 54999t 217449t* 8932 [2 , 1608t*
Polj4p = - - + /—t -~ +
128  8.26 1300 325 V13 4225
) 9408,/ 2t°  1792t°
528125 34328125
. 54999 217449t 26796 [2 ., 6432t 9408, /2t 10752t°
Polj4pp = = +- ot P + =
8J/26 650 325 \13 4225 105625 34328125

Perfiles de trayectoria tedricos;

StyleBox["Grafica de velocidad tedrica:", "Section",
FontColor -> RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121086]] //
DisplayForm

Show([graficavell, graficavel2, graficavel3, graficaveld,

graficavel5]

vel Velocidad en J

tiempo
5 10 15 20 25

Figura 6.1 Grafica de la velocidad contra el tiempo (perfil de velocidad)
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StyleBox ["Gré&fica de posiciédén tedrica:", "Section", FontColor
-> RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]) // DisplayForm
Show[graficaposl, graficapos2, graficapos3, graficaposd,
graficapos?5]

Pos Posicion J
100
80
60
40

20

tiempo
5 e 15 28 25

Figura 6.2 Grafica de la posicion contra el tiempo (perfil de posicién)

StyleBox["Gréafica de aceleracién tedbrica:", "Section",
FontColor -> RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]] //
DisplayForm

Show[graficaacell, graficaacel2, graficaacel3, graficaaceld,
graficaacelb]

acel Aceleracion en J

-0.5
-1

Figura 6.3 Grafica de la aceleracion contra el tiempo (perfil de aceleracion)

Perfiles de trayectoria suavizados;
StyleBox["Grafica de velocidad suavizada:", "Section",
FontColor -> RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]] //

DisplayForm
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Show([grafvl, grafv2, grafv3, grafvd]
8

Figura 6.4 Grafica de la velocidad suavizada contra el tiempo (perfil de velocidad suavizado)

StyleBox["Grafica de posicidén suavizada:", "Section",
FontColor -> RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]]1 //
DisplayForm

Show[grafpl, grafp2, grafp3, grafpd]

100

80

40 Pl

20 #

Figura 6.5 Grafica de la posicién suavizada contra el tiempo (perfil de posiciéon suavizado)

StyleBox ["Grafica de aceleracidn suavizada:", "Section",
FontColor -> RGBColor[0.968765, 0.460945, 0.121096]] //
DisplayForm

Show|[grafal, grafa2, grafa3, grafa4]
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Figura 6.6 Grafica de la aceleracion suavizada contra el tiempo (perfil de aceleracién suavizado)

Graficos para la trayectoria;

Ejex = Graphics3D[{RGBColor[0, 0, 0.996109], Thickness[0.001],

Line[{{0, O, O}, {55, 0, O0}}]}1;

Ejey = Graphics3D[{RGBColor[0.996109, 0, 0], Thickness[0.001],

Line[{ {0, 0, 0}, {0, 55, 0}}1}]:

Ejez = Graphics3D[{RGBColor[0.500008, 0.996109, 0],
Thickness[0.001], Line[{{O, O, 0}, {0, O, 2}}1}1:

Textox = Graphics3D[{RGBColor[0, 0, 0.996109 ]

r

Text["eje x", {50, 0, 0}, TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique",

FontSize -> 10}1]1}1;
Textoy = Graphics3D[{RGBColor[0, 0, 0.996109 ]

I

Text["eje y", {0, 50, 0}, TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique",

FontSize -> 10}1}1;

Textoz = Graphics3D[{RGBColor([0, 0, 0.996109 ],

Text ["eje 2z", {0, 0, 1}, TextStyle -> {FontSlant -> "Oblique",

FontSize -> 10}]1}1;

LineaTrazadal = Graphics3D[{RGBColor[0.996109,
Thickness([0.001], Line[{{x0, yO0, zO0 + 1}, ({x3,
LineaTrazada2 = Graphics3D[{RGBColor[0.996109,
Thickness[0.001], Line[{{x3, y3, z3}, {x0, yO,

Vectores Unitarios;

99

0, B1.,
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al = Divide[xl - x0, distl];
bl = Divide([yl - y0, distl];
cl = Divide[zl - z0, distl];

a2 = Divide([x2 - x1, dist2];
b2 = Divide([y2 - yl, dist2];
c2 = Divide[z2 - zl1l, dist2];

a3 = Divide([x3 - x2, dist3];
b3 = Divide[y3 - y2, dist3];
c3 = Divide[z3 - 22, dist3]:;

a4 = Divide[x0 - x3, distd + dist5];
b4 = Divide[y0 - y3, dist4 + distb];
cd = Divide[z0 - z3, distd4 + dist5]:

Polinomios de posicidén direccionados;
Ptl = Poljl;

xJ1l = x0 + al*Ptl;

yJl = y0 + bl*Ptl;

zdl = z0 + el*Ptl;

Pt2 = Polj2 - distl;
xJ2 = x1 + a2*Pt2;
yJ2 = yl + b2*Pt2;
zJ2 = z1 + c2*Pt2;

Pt3 = Folj3 - distl - dist2;
xJ3 = x2 + a3*Pt3;
yJ3 = y2 + b3*Pt3;
2J3 = 22 + C3*Pt3;

Pt4 = Poljd - distl - dist2 - dist3;
xJd = %3 + ad*pPt4d;
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yJ4
zJ4

y3 + bd*Pt4;
z3 + cd*Ptd;

Grafica de la herramienta;

Table [HerramientaJdl[t] = Graphics3D[{PointSize[0.02],
RGBColor [0, 0, 0.996109], Point[{xJ1l, yJl, zJl}]}, AspectRatio
-> 1, PlotRange -> {{plotminx, plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy},
{plotminz, plotmaxz}}], {t, tO0, tl, 0.2}];

Table [HerramientaJd2[t] = Graphics3D[{PointSize[0.02],
RGBColor [0, 0, 0.996109], Point[{xJd2, yJ2, zJd2}]}, AspectRatio
-> 1, PlotRange -> {{plotminx, plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy},
{plotminz, plotmaxz}}], {t, tl, t2, 0.2}];

Table [HerramientaJd3[t] = Graphics3D[{PointSize[0.02],
RGBColor[0, 0, 0.996109), Point[{xJ3, yJ3, zJd3}]}, AspectRatio
-> 1, PlotRange -> {{plotminx, plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy},
iplotminz, plotmaxzl}}il, {t; €2, £3; 0.2}];

Table [Herramientad4 [t] = Graphics3D[{PointSize[0.02],
RGBColor [0, 0, 0.996109], Point[{xJ4, yJ4, zJ4}]}, AspectRatio
-> 1, PlotRange -> {{plotminx, plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy},
{plotminz, plotmaxz}}], {t, t3, t5, 0.2}];

Guardar el movimiento de la herramienta en un archivo;
Open["xJ.dat"];

Table[Write["xJ.dat", xJ1], (t, tO0, tl, 0.2}];
Table[Write["xJ.dat", xJ2], {(t, tl, t2, 0.2}]:
Table[Write ["xJd.dat"; xJI3]; {ts £2; t3, 0.2}];
Tabla[Weite ["#F.datY,; ®%JI4],; [ty £3; L, 0.2}];
Close["xJ.dat"];

Open["yJd.dat"];

Table [Write["yJ.dat", yJ1], {t, t0, t1, 0.2}]:
Table [Write(["yJ.dat", yJ2], {t, tl, t2, 0.2}];:
Table[Write["yJ.dat", yJd3], {(t, t2, t3, 0.2}];
Table[Write["yJ.dat", yJd4], {t, t3, t5, 0.2}];

Close["yJ.dat"];
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Polinomios de velocidad direccionados;
Ptl = Poljlp:

vxJl = al*Ptl;
vyJl = bl*Ptl;
vzJl = cl*Ptl;

Pt2 = Polj2p;
vxJ2 = aZ2*Pt2;

vyd2 = b2*Pt2;
vzJ2 = Cc2*Pt2;
Pt3 = Polj3p;
vxJ3 = a3*Pt3;
vyJ3 = b3*Pt3;
vzJd3 = c3*Pt3;
Pt4 = Poljdp;
vxd4 = ad*pPtd;
vyJ4d = b4d*Ptd4;
vzJ4d = c4*Pt4;

Guardar los datos de la velocidad de la herramienta en archivo;

Open["vxJ.dat"]:

Table[Write["vxJ.dat", vxJl], {t, t0, tl, 0.2}];
Table[Write["vxJ.dat", vxJ2], {t, tl, t2, 0.2}];
Takile [Weate["vxd..dat", wxd3], (b, £2, €3, 0..2}]:
Table [Write["vxJ.dat", wvxJ4], {(t, t3, t5, 0.2}1]1;
Close["vxJ.dat"];

Open["vyJ.dat"];

Table [Write(["vyJ.dat", vyJdl], {t, tO, tl, 0.2}];
Table[Write["vyJd.dat", vyJd2], {t, tl, t2, 0.2}];
Table [Write["vyJ.dat", vyJd3], {t, t2, t3, 0.2}];
Table [Write["vyJ.dat", vyJd4], {t, t3, t5, 0.2}];
Close["vyJd.dat"];
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Polinomios de aceleracidn direccionados;

Ptl = Poljlpp:;

axJl = al*Ptl;
ayJdJl = bl*Ptl;
azJdl = cl*Ptl;

Pt2 = Polj2pp:
axJ2 = a2*Pt2;
b2*PL2;
c2*Pt2;

Il

ayJd2
azd2

Pt3 = Polj3pp;

axJ3 = a3*Pt3;
ayJd3 = b3*Pt3;
azJd3 = ¢3*Pt3;
Pt4 = Poljdpp:;
axJd4 = a4*Pt4;
ayJ4 = b4*Pt4;
azJd4d = c4*Pt4;

Guardar los datos de la velocidad de la herramienta en archivo;

Open["axJ.dat"];

Table [Write["axJ.dat", axJl], {t, tO0, t1,
Table[Write["axJ.dat", axJ2], {t, tl, t2,
Table[Write["axJ.dat", axJ3], {t, t2, t3,
Table[Write["axJ.dat", axJd4], {t, t3, t5,
Close["axJ.dat"];

o Hi
«2}]:
.2}]1;
2Y):

o O O O

Open["ayJ.dat"];

Table [Write["ayJd.dat", ayJdl], {t, tO0, t1,
Table [Write["ayJ.dat", ayJ2], {t, tl, t2,
Table[Write["ayJ.dat", ayJd3], {t, t2, t3,
Table [Write["ayJd.dat", ayJd4], {t, t3, t5,
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Close["ayJd.dat"];

Graficacién de la trayectoria;

Graficas de la trayectoria en el tiempo J1;
Table[Show[{LineaTrazadal, HerramientaJdl[t], Ejex, Ejey},
ViewPoint -> {1.710, -4.000, 1.510}, PlotRange -> {{plotminx,
plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy}, {plotminz, plotmaxz}}, Boxed
> True, Axes -> Truel], {t, t0, tl1l, 0.2}];

Grafica trayectoria en el tiempo J2;
Table[Show[{LineaTrazadal, Herramientad2[t], Ejex, Ejey},
ViewPoint -> {1.710, -4.000, 1.510}, PlotRange -> {{plotminx,
plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy}, {plotminz, plotmaxz}}, Boxed
> True, Axes -> True], {t, tl, t2, 0.2}];

Grafica trayectoria en el tiempo J3;
Table[Show[{LineaTrazadal, Herramientad3[t], Ejex, Ejey},
ViewPoint -> {1.710, -4.000, 1.510}, PlotRange -> {{plotming,
plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy}, {plotminz, plotmaxz}}, Boxed
> True, Axes -> Truel], {t, t2, t3, 0.2}1]1;

Grafica trayectoria en el tiempo J4;
Table[Show[{LineaTrazada2, Herramientad4[t], Ejex, Ejey},
ViewPoint -> {1.710, - 4.000, 1.510}, PlotRange -> {{plotminx,
plotmaxx}, {plotminy, plotmaxy}, {plotminz,

plotmaxz}}, Boxed -> True, Axes -> True], {t, t3, t5, 0.2}];

Las siguientes graficas muestran el movimiento de la herramienta en el tiempo, el

punto representa la herramienta, y la linea por donde pasa el punto es el lugar
geomeétrico de la trayectoria.
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Figura 6.8 Grafica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
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Figura 6.9 Grafica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
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Figura 6.10 Grafica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
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Figura 6.11 Grafica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
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Figura 6.12 Grafica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
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Figura 6.13 Grafica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
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Figura 6.14 Gréfica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
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Figura 6.15 Grafica de la trayectoria de la herramienta en el tiempo
6.2 Cinematica de la posicion

El propédsito de esta seccion es el de programar la cinematica inversa y directa del
robot de DGDL motivo de estudio, acoplandola con el perfil de posicion de la
herramienta. Los datos obtenidos se grafican en una simulaciéon de figuras y-se
guardan en un archivo.

Cinematica directa de la posicidn;
Configuracién No Deformada;
ClearAll [theta, phi, L1, L2, PO, P1, 00, Q1, po, go, ui, vi,

rd.] 3

Mpalx. , y_ 1 :=AxLi1]11*¢1[1]] —~ x[[2])]*y[[21];
x[[1]]*y[[2]) + x[[2]]*y[[1]]}:

Ro[b , x 1 := Mpgl[b, x];

theta = 60*Degree;

phi = -30*Degree;

po = {Cos[theta], Sin[theta]}:

go = {Cos[phi], Sin[phi]};

él = {1, 0}; &2 = {0, 1};

&dll = Ro[po, él1l]; a21 = Ro[go, all];

13 = 805 L2 = 2
ui = L1*all; vi = Lz2*a2l1;
ri = ui + vi;

Configuracidén Deformada;

P = {PO, P1l};

Q = {Q0, Ql};

611 = Ro[P, &l1ll1l]; 621 = Ro[Q, Ro[P, &21]];
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uf
rf

For[n = 1,

I

LA%8617:;
uf + vf;
n <= 144,

vE = L2*621;

n += 1,

If[n <= 144, px = Read["xJ.dat"]; py =

sol[t] = FindRoot[{rf[[l]] == px, rf[[2]]
P0*2 + P172 == 1, Q072 + Ql~2 == 1}, {PO,
{0, 0.1}, {Q1l, 0.8},

MaxIterations => 100];

vec[t] = {PO, P1, QO0, Q1} /. sol[t]:;

thetal = vec[t][[1]]:

phil = vec[t][[3]] ;

theta2 = vec[t][[2]];

phi2 = vec[t][[4]]:

Write["PO.dat",
Write["Pl.dat",
Write["Q0.dat",
Write["Q1l.dat",
1]
Close["PO.dat"];
Close["Q0.dat"];
Close["yJ.dat"];

Subrutina de Simulacién del acoplamiento de la posicién del POT

y la trayectoria;

For[n = 1, n <= 144,
PO Read["PO
Q0 Read["QO0

pPX Read ["xJ

I

Point [{px, py.

Point [{rf[[1]],
RGBColor (0, 0, 1],
{teL (11, =£[[2]],
0}, {uil[1]], ui([2]
ViewPoint -> {1.710,

plotmaxx},

zJ1}]

True; Axes —> True,

.dat"];
.dat"];
<dat™])z
Show [ {Graphics3D[{ {PointSize[0.015],

rf[[2]],

Line[{{0,
QB Y,

{plotminy, plotmaxy},

thetal];
theta2];
phil];
phi2]

Close["Pl.dat"];
Clese["Ql.dat"];

n +=
Bl
Q1
PY

1,

Read["Pl.dat"];
Read["Ql.dat"];
Read["yJ.dat"];

Il

{PointSize[0.02],
O}1},
O O}
{RGBColor([.9,
1, O}, {xril[[1]],
-4.000, 1.510};

b

iy

AspectRatio =-> 1]]
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Read["yJ.dat"];

0.8},

Close["xJ.dat"];

RGBColor|[1,
RGBColor [0,
{Thickness([.015],
{uf[[1]], uf([[2]],
Line[{ (O,
O}}1}}1},
PlotRange -> {{plotminx,

Boxed ->

ri([2]],

{plotminz, plotmaxz}},



Close["P0.dat"]; Close["Pl.dat"];
Close["Q0.dat"]; Close["Ql.dat"]; Close["xJ.dat"];:
Close["yJ.dat"];

Las siguientes graficas representan el movimiento del robot acoplado con la
trayectoria de la herramienta. El robot esta representado por la linea gruesa, una
linea tenue es la posicion no deformada del robot; la linea delgada es la trayectoria
de la herramienta, el punto pequefio es la herramienta y, el punto en el extremo del
robot es el punto de 6rgano terminal, que es donde va montada la herramienta.

50
Figura 6.16 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria
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Figura 6.17 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria

50

Figura 6.18 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria
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Figura 6.19 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria

50
Figura 6.20 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria
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Figura 6.21 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria
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Figura 6.22 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria
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Figura 6.23 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria

50

Figura 6.24 Grafica del movimiento del robot acoplado con la trayectoria
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6.3 Cinematica de la velocidad

El propésito de esta seccion es el de programar la cinematica inversa y directa del
robot de 2GDL motivo de estudio, acoplandola con el perfil de velocidad de la
herramienta. Los datos obtenidos se grafican en una simulacién de figuras y se
guardan en un archivo.

Cinematica directa de la velocidad;

Configuracién No Deformada;

Mpqglx_, y_] := {x[[1]]*y[[2]] - x[[2]]*y[[2]],
x[[1)1]1*y[(2])) + x[[2]))*y[[1]]};

Ro[b , x ] := Mpqgl[b, x]:

theta = 60*Degree;

phi = -30*Degree;

p = {Cos[theta], Sin[theta]};

q = {Cos[phi], Sin[phi]};

él = {1, 0}; &2 = {0, 1};

all = Ro[p, él]; &21 = Rol[g, allj;
Ll = 30; L2 = 20;

Configuracidén Deformada;

P = {PO, Pl};
Q = {Q0, Ql};
Pn = {PO, -P1l};
On = {Q0; =-Ql}:
Pp = {Pp0O, Ppl};
Qp = {Qp0, Qpl};
vll = Ro[Pp, Ro[Pn, &ll]]; v21 =
Ro[Qp, Ro[Qn, &21]] + Ro[Q, Ro[Pp, Ro[Pn, Ro[Qn, &21]1111]:

wl = Ll*vll; w2 = L2*v2l;
velocidad = wl + w2;

Open["P0O.dat"]; Open["Pl.dat"]; Open["QO0.dat"]; Open(["Ql.dat"];
Open["vxJ.dat"]; Open["vyJd.dat"];

Cinem&tica Inversa de la velocidad;
For[n = 1, n <= 144, n += 1,
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If[n <= 144, vx = Read["vxJ.dat"]; vy
PO = Read["P0.dat"];

Read["vyJ.dat"];

Pl = Read["Pl.dat"];
Q0 = Read["QO.dat"];
Q1 = Read["Ql.dat"]:;

sol[t] = FindRoot[{velocidad[[1l]] == vx, velocidad[[2]] ==
vy, Pp0 PO + Ppl P1 == 0, Qp0 Q0 + Qpl Q1 == 0}, {PpO, 0.8},
{Ppl, -0.1}, {QpO, 0.1}, {Qpl, 0.8}, MaxIterations -> 80];

vecZ [t] {Pp0, Ppl, QpO, Qpl} /. sol[t];

thetalp vec2[t][[1]1]:

philp = vec2[t] [[3]];

Write["POp.dat", thetalp]:

Write["QOp.dat", philp];

thetal2p = vec2[t][[2]];

phi2p = vec2(t][[4]];

Write["Plp.dat", thetalp];

Write["Qlp.dat", phi2p]

1]

I

Close["P0O.dat"]; Close["Pl.dat"]; Close["Q0.dat"]:;
Close["Ql.dat"];
Close["vxJd.dat"]; Close["vyJ.dat"]; Close["POp.dat"];

Close["Plp.dat"];
Close["QOp.dat"]; Close["Qlp.dat"];

6.4 Cinematica de la aceleracion

El propésito de esta seccion es el de programar la cinematica inversa y directa del
robot de DGDL motivo de estudio, acoplandola con el perfil de aceleracion de la
herramienta. Los datos obtenidos se grafican en una simulacion de figuras y se
guardan en un archivo.

Cinematica Directa de la aceleracidn;

Configuracidén No Deformada;

Mpqglx_, y_1 := {x[[1]]*y[[1]] - x([2]]*y([[2]],
x[[1]11*y[[2]] + x[[2]]*y[[1]]};
Ro[b , x ] := Mpglb, x];
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theta = 60*Degree;

phi = -30*Degree;

P {Cos[theta], Sin[theta]l};

q {Cos[phi], Sin[phi]};

el = {1, 0}; &2 = {0, 1}:

all = Ro[p, él1]; &2l1 = Ro[q, alll;
L1 = 30; L2 = 20;

Configuracién Deformada;

P = {PO, P1l};

Q = {Q0, Q1};

Il

Pn = {P0O, -Pl};

Qn = {Q0; -Ql};

Pp = {Pp0O, Ppl}:

Qp = {Qp0, Qpl}:;
Ppp = {Ppp0, Pppl};
Qpp = {Qpp0, Qppl};

aall = Ro[Ppp, Ro[Pn, allll; aa2l =

Ro[Qpp, Ro[On, a21]] + 2Ro[Qp, Ro[Pp, Ro[Pn, Ro[Qn, &21]]1] +
Ro[Q, Ro[Ppp, Ro[Pn, Ro[Qn, &21]1111];:
acell = Ll*aall; acel2 = L2*aa2l;

acelera = acell + acel2;

Cinematica inversa de la aceleracidn;
Open["P0.dat"]; Open["Pl.dat"]; Open["QO0.dat"];
Open["Ql.dat"]; Open["axJ.dat"]; Open["ayJd.dat"];
Open["POp.dat"]; Open["Plp.dat"]; Open["Q0p.dat"];
Open["Qlp.dat"];\n
For[n =1, n <= 144, n += 1,

if[n <= 144, acex = Read["axJ.dat"];

acey = Read["ayJd.dat"];
PO = Read["PO0.dat"];

Pl = Read["Pl.dat"];

Q0 = Read["Q0.dat"];

Ql = Read["Ql.dat"]:
Pp0 = Read["POp.dat"];
Ppl Read["Plp.dat"];
Qp0 Read["QO0p.dat"];
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Qpl = Read["Qlp.dat"];
sol3[t] = FindRoot[{acelera[[l]] == acex, aceleral[[2]] ==

acey, Ppp0O PO + Pp0~2 + Pppl P1 + Ppl”2 == 0, Qpp0 Q0 + Qp0”2 +
Qppl Q1 + Qpl~*2 == 0}, {PppO, 0.8}, {Pppl, -0.1}, {QppO, 0.1},
{Qppl, 0.8}, MaxIterations -> 80];

vec3[t] = {Ppp0, Pppl, QppO, Qppl} /.sol3[t];
thetalpp = vec3[t][[1]];

philpp = vec3([t][[3]];
Write["POpp.dat",thetalpp]:
Write["QOpp.dat",philpp]:;

thetal2pp = vec3[t][[2]];

phi2pp = vec3([t][[4]];
Write["Plpp.dat"”,theta2pp]:

Write["Qlpp.dat", phiZpp]

Close["P0O.dat"]; Close["Pl.dat"]; Close["Q0.dat"];
Close["Ql.dat"]; Close["axJ.dat"]; Close["ayJ.dat"];
Close["POp.dat"]; Close["Plp.dat"]; Close["QOp.dat"];
Close["Qlp.dat"]; Close["POpp.dat"]; Close["Plpp.dat"];
Close["QOpp.dat"]; Close["Qlpp.dat"]:;

Una vez terminada la corrida del programa se tiene los siguientes archivos de datos:

axJ.dat; ayJ.dat; azJ.dat; vxJ.dat; vyJ.dat; vzJ.dat; xJ.dat; yJ.dat; zJ.dat; PO.dat;
P1.dat; Q0.dat; Q1.dat; POp.dat; P1p.dat; QOp.dat; Q1p.dat; POpp.dat; P1pp.dat;
QOpp.dat; Q1pp.dat;

Los cuales se agruparon en un archivo para su manejo de datos en Excel, en el cual
se calcularon y graficaron los desplazamientos angulares de los eslabones, las
velocidades angulares de los eslabones y las aceleraciones angulares de los
eslabones.
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6.5 Analisis de resultados.

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos del programa en forma
grafica. Los primeros 15 datos son de la primera parte del movimiento (intervalo |,);
Los datos que finalizan en el 63 corresponden al intervalo |I;; los datos hasta el 79
son para el intervalo |3 y los Ultimos son para el intervalo l4, en cada una de las
graficas que se muestran.

6.5.1 Rotacion angular de los eslabones

En esta seccion se muestran las graficas de los desplazamientos angulares de los
eslabones.

grados

dato temporal

Figura 6.25 Rotacién del eslabén E; como funcidn del tiempo

En esta grafica (figura 6.25) se observa como se mueve el eslabén E4, se puede ver
que al inicio su desplazamiento angular empieza a decrecer, pasa por €l cero y se
vuelve negativo. Aqui cabe recordar que el cero es cuando el angulo del robot
coincide con el angulo del eslabon E4 en la posicion no deformada que en nuestro
caso es de 60° Después de llegar a un valor minimo el desplazamiento angular
empieza a aumentar hasta que regresa a su valor original.
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Figura 6.26 Rotacion del eslabon E; como funcion del tiempo

En la figura 6.26 se observa como se mueve el eslabon E;, se puede ver que al
inicio su desplazamiento angular empieza a crecer, después de llegar a un valor
maximo el desplazamiento angular empieza a decrecer, y luego aumenta y por ultimo
disminuye hasta que regresa a su valor original. De nuevo el cero es cuando el
desplazamiento angular del robot coincide con la posicion inicial angular del eslabén
E> en la posiciéon no deformada que en nuestro problema es —30°.

6.5.2 Velocidades angulares de los eslabones

En esta seccion se muestran las graficas de las velocidades angulares de los
eslabones
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dato temporal

Figura 6.27 Velocidad angular del eslabdn E; como funcién del tiempo

En la figura 6.27 se observa la velocidad del eslabon E4 como en la primera parte es
a favor de las agujas del reloj y al retornar su movimiento es en contra del
movimiento de las agujas del reloj. Hay una regiéon donde la velocidad angular es
constante.

08

dato termporal

Figura 6.28 Velocidad angular del eslabén E, como funcion del tiempo
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En la figura 6.28 se observa la velocidad del eslabén E; como en la primera parte es
en sentido horario y al retornar su movimiento es antihorario. Hay una regién donde
la velocidad angular es constante.

6.5.3 Aceleraciones angulares de los eslabones

En esta seccion se muestran las graficas de las aceleraciones angulares de los
eslabones

02000
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-0 2000

003000 4——

05000
dato temporal

Figura 6.29 Aceleracion angular del eslabén E; como funcion del tiempo

Aqui, en la figura 6.29, se ve el comportamiento de la aceleracion angular conforme
el tiempo transcurre.
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Figura 6.30 Aceleracion angular del eslabén E; como funcion del tiempo

Aqui, en la figura 6.30, se ve que la aceleracion angular no es cero cuando el
eslabdon 2 se mueve a velocidad constante; pues en ese caso hay una aceleracion
normal la cual debe ser compensada, para que la aceleracion total del punto POT
sea cero. Como la velocidad angular es constante, la aceleracion normal es
constante sélo variando su direccidn, de la misma manera la aceleracion angular es
constante, dando una aceleracién tangencial constante, pero varia de direcciéon lo
que ocasiona que se eliminen las componentes de la aceleracion normal y la
aceleracion total es cero.
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Conclusiones
En este trabajo de tesis se cumplieron los objetivos siguientes:

o Fueron analizadas dos configuraciones fijas del robot y se construyeron los
modelos de posicion usando la rotaciéon usual definida en el espacio vectorial
de numeros complejos.

o Se construyeron los modelos de velocidad asociados con el robot.
o Se generaron los modelos de aceleracion.

o Fueron formulados los problemas directo e inverso en los modelos de
posicién, velocidad y aceleracion.

o Se analizdé y modelé una trayectoria.
o Se programaron los modelos en Mathematica V.4.

En esta tesis fue analizado y modelado el comportamiento cinematico de un robot de
dos grado de libertad utilizando la sistematizacién “légico — temporal”. Para construir
los modelos se uso la rotacién usual definida en el espacio vectorial de numeros
complejos. Las conclusiones y resultados obtenidos en este trabajo se resumen en
los puntos siguientes:

e Los modelos de posicidn generan sistemas de 2 ecuaciones y 2 incognitas
para el caso del problema directo, y de 4 ecuaciones con 4 incognitas para el
problema inverso en las configuraciones no deformada y deformada.

e Para el caso del problema de velocidad los sistemas de ecuaciones e
incognitas fueron: 1) de 2 x 2 y 2) de 4 x 4 para el problema directo e inverso
respectivamente. Dichos problemas se formularon en la configuracion
deformada.
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e El Modelo de aceleracién generd, al igual que el problema de velocidad,
sistemas de ecuaciones e incognitas de 2 x 2 y 4 x 4 para los problemas
directo e inverso.

¢ La metodologia usada para analizar y modelar la trayectoria resulté ser clara y
sistematica.

o Al utilizar polinomios de grado 8 se logr6 eliminar las discontinuidades de los
perfiles de trayectoria.

e El proceso de modelacion sistematica “temporal” permitié programar en forma
eficiente los modelos cinematicos del robot.

Futuros trabajos por desarrollar relacionados con esta tesis son:
1) Modelacién dinamica de un robot de dos grados de libertad.

2) Modelacién cinematica y dinamica del robot de dos grados de libertad, usando
una rotacién variante del algebra de los complejos.

3) Modelacion cinematica de problemas de evasién de obstaculos en el plano.

4) Analisis de trayectorias curvas — continuas.
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APENDICE A

Sobre la parametrizacion de las rotaciones y reflexiones

rigidas en el plano

Introduccion. Presentaremos en este apéndice la parametrizacion de las rotaciones
y reflexiones rigidas en el plano utilizando para este propésito el espacio vectorial de
numeros complejos, los resultados obtenidos seran aplicados a la modelacion
cinematica de posicionamiento de un robot de dos grados de libertad, también con
estas ideas puede caracterizarse un problema de evasion de obstaculos en el plano.
El contenido de este apéndice, se basa en [Reyes L., 1998] el cual es presentado en
su totalidad.

A.1 El espacio vectorial de los nimeros complejos

En esta parte definiremos dos operaciones binarias sobre el conjunto %2 | el cual
como es bien sabido, es el conjunto de parejas ordenadas de numeros reales, una
es la operacién aditiva @ : 2 x ®2>R%usual en R’ y la otra una operacion
multiplicativa * : %% x R?->%R% Mostraremos que mediante estas operaciones la
pareja (%%, ® ) yla terna (912, @, * ) forman un grupo aditivo conmutativo y un
campo conmutativo, respectivamente. Al utilizar la multiplicacion escalar e : R X
R2>NR% y el producto interno <e &> : R x R*>R usuales, se mostrara que el
conjunto (SHZ, @, *, » <e e>) es un espacio vectorial con producto interno conocido
2

como el conjunto de nimeros complejos. Consideremos entonces el conjunto R

sobre el cual definiremos las operaciones siguientes:

i) (a,b)® (a, B) =(a+a, b +p)
ii) (a, b) * (o, B) = (ac. - bB, ap + ba), [A1]
Vv (a, b), (o,p) € R?,
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de hecho la operacion @ : %* x R >N’ es la suma usual en R? y es bien conocido
que la pareja (R, @) es un grupo aditivo conmutativo. Mostraremos ahora un

resultado fundamental para nuestros objetivos.
Teorema A.1 La terna (9?2, @, *) es un campo conmutativo.

Demostracion. Puesto que la pareja (%, @ ) es un grupo aditivo conmutativo, falta
unicamente mostrar que (*JIz, * ) es un grupo multiplicativo conmutativo excepto por
la existencia del inverso multiplicativo del elemento nulo aditivo, y que ademas la
operacion aditiva y la multiplicativa satisfacen las correspondientes propiedades
distributivas. En efecto, de acuerdo a la conmutatividad de la multiplicacion de los

numeros reales, la operacion * : R? x W%’ es conmutativa ademas:
i) la operacion * : 2 x >N’ es asociativa. En efecto, sean p, q, r € R’ tal que
p = (a,b), q = (a,3), r = (c,d), entonces:

p*(q*r) =(ab)*((ap)=*(c.d))
=(a,b)* (ac-pd, ad+pc)
= (a(oc - Bd) - b(ad + Be) ), a( ad + Bc) + b(ac - Bd) )
= (aac - apd - bad - bpc, acd + afic + bac - bpd )
= ( (ao- bB)c - (ap + ba)d, (ap + ba)c + (ac - b)d )
= (ac- bB, ap + ba) * (c, d)
=((a, b)* (o, B)) *(c, d)
=(p*q)*r

ii) Construiremos ahora el elemento identidad de la operacion multiplicacion.

Sabemos que 1 ¢ %? es la identidad multiplicativa de ®?siy solo si
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lxp=p*x1=p Vpe %?. Por tanto, siendo p=(ab)y1=(a,p) entonces,
1xp=p *1=(ac-bP, af+ ba) = (a,b). Esto es,

ac -bp = a : ap + ba = b.

El elemento identidad multiplicativo de p € ®? con respecto a la operacion * : R? x
R% ERZ, se obtiene al resolver este ultimo sistema de ecuaciones. Es decir, siendo a

# 0, las dos ecuaciones se reducen a :
1 b
o= ;{a-'-b{}} ; aB+;{a+bB}=b.
Por tanto, de la segunda de estas Ultimas ecuaciones se obtiene que:
(a®> +b*) B =0.
Portanto, p=0ya=1.Estoes 1=(1,0).

iii) Mostraremos ahora que para toda p € R existe p’ e R talquep*p’=p *p=

1. En efecto, siendo p = (a, b) y p’ = («, B), entonces,

p*p’ =p’ *p=(ac-bp, ap +ba)=(1,0).

Por tanto,
aa-bp=1 , ap+ba=0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene primeramente que,
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a=£(1+bﬁ) , aB+§(1+bB)=O.

3 ; b :
Esto es, (a2 +b°) B =-Db, equivalentemente f = — —5——. Ademas, « :_T_a—_," :
a~+b° a +b°

Por tanto, el elemento inverso multiplicativo de p « %2, esta dado por:

P a+b* gt +b* )

iv) Sean ahora p = (a.b) e "2 q = (a, B) € €"? yr=(cd) e %2 entonces las

siguientes propiedades distributivas son satisfechas:
P*(@@®r)=pxq®p=*r,

P® q)*r=p*r@q=*r.

En efecto,
p*(q@®r) =(ab)*{(ap)®(cd)}=(b)*(atcp+ d
= (a(octe) - b(B +d), a(P +d) + b(otc))
= (ac. + ac - bp - bd, app + ad + ba +bc)
= (ac. - b, aP + ba) @ (ac - bd, ad + bc)
=(ab)*(a,P) @ (a,b) *(cd)=p*q®p*r.
Ademas,

(P® q)*r =((ab)® (o, B))*(c.d)
=(a+o,b+p)*(cd)=((a+ta)c-(b+p)d (a+o)d+b+p)c)
= (ac + ac - bd - Bd, ad + ad + bc + fc)
= (ac -bd, ad + bc) @ (oc - Bd, ad + Bc)
=(a,b) * (c.d) ® (o, B) * (c,d)

=p*r®q*r.
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Finalmente,
p*p=(a,b) * (a, -b) =(a’+b’, 0).

Es también bien conocido, que la transformacion <e, e>: %% x %2 — R definida,

siendo p=(a, b) eR? y q = (o) € K2, por:
<p, q> =aa + bB‘

es un producto interno en ‘Bz, de tal suerte que el conjunto ¢ = (*.)?2, @, *, o, <o o>)es

un espacio vectorial con producto interno y la funcion ||.||; R? 5 N definida por:
Ip| = <p. p>"* ¥ p e %%,

es una norma, por tanto « es un espacio vectorial normado, y sus elementos son

llamados comunmente numeros complejos.

Observacion A.1. Observemos que al tomar en cuenta la definicion de la operaciéon

aditiva, el elemento p = (a,b) € & puede expresarse como la suma siguiente:
p = (a,b) = (a,0) ® (0,b).
Es decir, al definir los subespacios
ar = {(a,0):ae N} c R = {(0b):be R} c R
del espacio vectorial de numeros complejos, éste puede expresarse mediante la

siguiente suma directa de subespacios:

=R X Zy={pe:p=prDpyv; PR € TR, Pv € &y} .
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También al definir los isomorfismos Tr: zr — R; Ty: ¢y — R por :
Tr(a,0) = a : Ty(0,b) = b,

y, siendo p = (a,b) € &, entonces,
p=Tc" @ ®T.," (b)

Al observar finalmente que, siendo q = (a,B) € R?,
P*q® q*p = 2aa+bp o),

el producto interno de los elementos p, q € R puede expresarse en la siguiente

forma:

<p,q> = %T{p *q& q*p}.

Observacion A.2. Obsérvese que el elemento e, =(0,1) € %? de la base canénica,

satisface que:
’=e,*e, =(0,1)*(0,1)=(-1,0=T" (-1).
Ademas, siendo p = (a,b), entonces,
p=(ab)=(a0)® be, =Tr" (a) ® be,.
Estas dos ultimas expresiones han sido utilizadas para interpretar los numeros

complejos como la suma de una parte real, mas una parte imaginaria. En realidad el

ndmero imaginario i, comunmente utilizado en el algebra compleja, es el vector e,

131



de la base candnica y la representacion algebraicamente correcta de la pareja p =

(a,b) € %’ esta dada por la ultima ecuacion de esta observacion.
A.2 Representacion paramétrica de rotaciones

El objetivo de esta parte es construir con la operacion *: %% x #2 - R? | estudiada
anteriormente, una transformacion lineal p(p,s): "2 > ®?, con p € % fijo, que
preserva el producto interno y cuya matriz con respecto a la base canénica posea
determinante positivo, con lo cual dicha transformacion de parametro p ¢ R’ es una

rotacion. Se estudiaran también algunas otras representaciones de la rotacion antes

mencionada. Sea p(p,s): N> — R, pE B2, fijo definida por:
1
p(pyq) = ml’* q ; Vq e R [A.2]

Las propiedades de la transformacion p(p,s): R* — %? definida anteriormente se

resumen en los resultados siguientes.

Teorema A.3. La transformacién p(p,e): R? — R? definida en la ecuacion [A.2] es

lineal y ortogonal de determinante positivo.

Demostracion: En efecto, siendo q, s € N2 y de acuerdo a la distributividad de la

operacion * : R x R > R, se tiene que:

1
p(P,q@s)=:—=p*(qDs)
Ip]

1

1
iP* q& p*s}=—
Ip| I

(p* q} O {p*si=p®,q)®p®,s),
p| Ip]

también, ¥V o € R,



1

pp,a q)=—“ {p*(ae q)}

[p

= {p*q}=0aep(p,q).
Ip

Ademas, p(p,e): "2 > R2es ortogonal, pues:

{p(p,q);p(p,r)) =

N|= =

N |

Te{ p (P> q *p(psr) ® p(p*r) *p(p,q)}

;
Inlf
1
Iplf

Te{ (p*q) *(p*r)@® (p*r) * (p*q)}

TR{q*(pP*p)*r® r*(p*p*q)

TR{a*r@) r¥q}=<q,r>.

Mostremos finalmente que el determinante de la transformacion p(p,e): %" > R es

positivo, en efecto, siendo B = {(1,0), (0,1)} c % la base canénica en %’ la matriz de

p(p.e): R* — R con respecto a esta base resulta ser,

M p(p.s) =

pues,

1

p (pt g‘]) =

P (p,

b o
ol o)

1 1

— (a,b) * (1,0) = — (a,b) »

el Ip
1 1

e,) = —= (a,b) * (0,1) = — (-b,a)-
Te] ™ Iol
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El resultado buscado se obtiene al observar que det Myp..) = 1.

Teorema A.4. La transformacion p(p,e) € L(&Rz, *.‘82) ={T" R2H>R T es lineal}, puede

ser representada en la forma siguiente:

p (p. ¢)=-l—{a£ + bW}= i{]:Yt“" - aWZ},
o] S |

donde I : ** - % es la transformacion identidad y W: R > R’ esta dado por:
W = '§1®§2+§2®§1'

Demostracion. En efecto, observemos que:

_L a 0 0 -b =i
M"“‘"’*upn{(o J+(. o]} [ M

donde I es la matriz identidad y la matriz antisimétrica W esta dada por:
o

1 0)°
La segunda igualdad del teorema se obtiene al observar que:

WEE[? -o] [(1] -0115[-01 -DJE"I'

It
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La parte antisimétrica W e A (W°, %%) = { B: %° —» %° : B= - B} del teorema

anterior, satisface el siguiente resultado:

Teorema A 5. La transformacion W e A(%°, %) es tal que

Wln‘i £x (-_l)n‘lw i W2n - (_i)n-l WE

=
Il
L]
:._;J
-

Demostracion. Para demostrar este teorema procederemos por induccién,

mostrando primeramente que para n = 2 el resultado es satisfecho. En efecto,

Wi=w? wW=_]1°W=-W . Wi'=wilow=_w° w=_w?2

por tanto para n = 2, el resultado es obtenido. Supongamos ahora que para n-1 el

resultado se satisface, entonces

“;?n—l _ WZH—E oW = Wl(n-l] oW = WZ(n—i}—I o wz
= (_])11-2 W Q W2 i (‘l)n—l W3 e _(_l)l‘i—? w =
= (_l)“'lvﬁ_\}'

Ademas,

W2I1 - W2tl-2 o Wz = WZ(B-U o W2 = (_l)n~2w2 ° w2

- (_l)n-Z \y-’u - (_l)nAZ (_]) ‘y}! - (_I)n-l ‘yZ.

A.3 Representacion exponencial de p(p,s): R° - R

Para interpretar fisicamente los parametros de la rotacion p(p,s) € L(%°, %%,
utilizaremos la geometria del espacio vectorial de los numeros complejos,

presentando el resultado fundamental en el siguiente teorema.

135



Teorema A.6. Sea u e R?, p=(ab) e R y Vv =p(p,u) e %2, Entonces el coseno del

angulo formado por los vectores u y v esta dado por:

Cos 0 = a Senf =+

b
[p] ol

Demostracion. En efecto, el coseno del angulo esta definido en términos del

producto interno del vectoru e R y el vector rotado v = (p,u) € %2, esto es:

(“a P (ps“)>
Cos ) =——————L .
[ullle (e, w)]

Ademas, siendo p(p,e): ®> — R* una rotacion, entonces |u| = |p(p,u)|. También,

1
p(p, u)= m(aui -bu,, au, -bu,),

por tanto,
LIPS 2 = @ ”“”2
(up (p,u)) = m(‘du1 -bu,u, + au’ +buu,) = 0l
Esto es,
alu]
Cosf = = _2=&_
lllul® o]
Finalmente, de la igualdad Cos? 0 + Sen’ 6 = 1 se obtiene que:
* 1 2 b®
Sen’9 = 1 - Cos’0 = 1- —= [6]* =4} = —,
ol HMF{ | o]’
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5

I el

por tanto, Sen 6 = *

El resultado del teorema anterior nos permite encontrar la siguiente representacion

trigonométrica de la rotacion p(p,s) € L(%?, R?).

Corolario A.1 La transformacion p( p,e) € L (%%, %) puede ser representada en la

forma;:

p(p,»)=Cos 01+ Sen 6W.

Demostracion. En efecto, de acuerdo al teorema A.6 tenemos que a=||p || Cos 6y b

=+ ||p|| Sen 6, entonces,

p(pa)=pr (a1 +bW )= oL (o] Cos 01+ o] Sen0 W)

o

=Cos{3! ik Sen‘a\lv.

Corolario A.2. La transformacion p(p,e) € L (R°, %°) es tal que:

2 1
pp.#) = 2 (£1)" — W ".

:]

Demostracion. En efecto, recordemos que la transformacion p(p,e): N2 N° puede

expresarse de acuerdo con el teorema anterior en la forma:

p(p,*)=Cos 0 I & Sen 6 W.



Al considerar en esta expresion las expansiones en series de las funciones

trigonométricas, esto es,

83 95 e? 92 64 86
Senf=6- —+§ ;+ , CosO= 1—T2—E+I~a+

Se obtiene, siendo Wy=0 W, que:

Caso 1.
p(p,e)=Cos 6 1 + Sen® W
82 84 96 8.} 85 e'."
—(1-—E+E-—a+ ) (0—?-%;—;-1—)\}'
2 3 4 5 6 7
—-I+GW—8—I—~O— G—I+8—W—§—I_8‘—W
21= 31 = 4i=" § = gL~ =
6 2, 6’ 0 6° 0° 0’
= — — +— W — W’
Ll W g W g W gV rg¥® 7% =
=le“
n=un!"‘“9
Caso 2.

p.») =Cos 6 I-Sene W

92 ot 0° o' o @



=[-0W+ —W"'—— — -—W
E & & 1 i 4! ~ 5! ~ B! - 70 -
W 4 W oW W '{w‘lw" Lw
= ]— Ee— —=— == = i ==

~ g 2~ 3l~g 4l=9 §l =~ "6l ~p 7!*{1+

1
= D) =W
n=0 n!~‘3

Teorema A.7. Sea q = (do, q1) eN?, p =(a, b)eﬂiz, entonces la siguiente igualdad es

satisfecha:

b 2 b
axpp.a)= —lafes= (00 —|q

z).
In] ol

Demostracion. En efecto,
q x p(P.q) = €ik G; P(P.A)k & = €3 q; P(P.A)x €3
= {ea1k Jo P(P,A)k *+ €32 91 P(P, Ak} €3
= {e312 Qo P(P,A)2 + €321 A1 P(P.q)1} €3

={qo p(P.9)2 - 91 p(P.9)1} €3

= ”_l])—“ {a qo q1+b qo™-a qo q1+ba’} €3

]

3_61‘
[o]"




Corolario A.3. Sea q = (qo, q1) €%, p=(a, b)eR?, entonces:

|al

gxp(p,gq) = (0,0, £ Sen6 mlﬂ

Demostracion. En efecto el resultado buscado se obtiene de combinar los teoremas

A6y A7,

A.4 Representacion paramétrica de las reflexiones.

El objetivo de esta parte, es presentar una modificacion a la definicion de la
transformacion p(p,t)el_(‘R2, ‘_1?2) presentada en la seccion anterior, para construir
una reflexion, esto es, una transformacion ortogonal de determinante negativo. Se
interpretara también la relacion de los componentes del parametro p € R fijo, con el
angulo que forman el vector u € R? y el correspondiente vector rotado p(p,u) € R

En este caso definamos la transformacion R(p,s): #2—%?, con pe %2 fijo, por

I .
R(p,q)=mp* q Vqe R [A.3]

Algunas propiedades de nuestro interés, relacionadas con la transformacion

R(p,e): R25>%R% se presentan en los teoremas siguientes.

Teorema 1.8. La transformacion R(p,e): %°—>%? definida en [A.3] es lineal y

ortogonal de determinante negativo.

Demostracion. En efecto, siendo q, s € tliz, entonces,
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N S _
R(p.q®s)=7—7{p *(qDs)} = L{(ci(-BS) *p}
Ip| Inl

=L{(q®5) P} o {a*p®s*p}
Ip] o]

1 —
:m{p *q@p *s} =R(p.q) ® R(p.s).

También,

R(p.aq) -ﬁ{ * (0q)} = ﬁ {a(q) *p}

1
_”p”q P) 0‘” “ {p* q} o R(p.q).

Ademas,

1 N
(R(p,q),R(p,r))= 5 Tk {R(p,q)*R(p.r) ®R(p.r)*R(p.q}

- L1 L {prqr (o) @ (prr)* (pra)l}

\lp]l

—[(p*q)*(r=p) ® (p*r)*(q*p)]}

[(q*r)*(p*p) @ (g*r)*(p*p)}

” p“

T {q*r®qsr}=(q , r).

B | —
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Observemos ahora que, la matriz de la transformacion R(p,e) € L (*.1?2, *.Rz) esta dada

o )
" ff\-b -a

por:

puesto que,

{1 .=

1
R(p,e ) = |=-—p=_—(a—]
\l i o™ ]

| S—
R(p.e,)=jyp*e, = (a,b)*(0,1) = (—-b.,—a).
Il le\

El resultado buscado, se obtiene de observar que det Mg .)--1.

Teorema A.9. La transformacion R(p,e) € L(%?, ®°) puede ser representada en la

forma siguiente:

R(p, q)—” H{al +bW }
donde las matrices de las transformaciones 14y W, estan dadas por:

LY W)

Demostracion. Es suficiente con observar que la matriz de la transformacion

estudiada puede escribirse en la forma siguiente:
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Teorema A.10. Sea q=( qo Qi) € R° y p =(a,b) e %2, entonces, las siguientes

igualdades son satisfechas.

1
qxR(p,q) = H(O, 0, b(q; —qg)—2aq, qq),

1
Cos 0= H{a(qg _CI12)"2bqoq1}|

donde 6 es el angulo formado por los vectores q eR? y R(p, q) eR>.

Demostracion. Observemos primeramente que, siendo q= (qp, 91), entonces,

(R(p,q),q) = HTI)T\ ((@0:2,). (agy —bq, , —aq, —bqy) )

1 i 1 1
=7 {aqy —bq,q, —aq; —=bq,q, } = 7 {alqs —q;)—-2bq,q, }.
Ip| Ip|

Ademas,
q xR(p, q) = &ijx g R(p, Q) & = &3xq; R(p, q)x €3

={ e31290 R(p, q9)2 + 32191 R(p, q)1 } &3

1
={ qo R(p,q)2-01 R(p.q)1} &3 = H { 90 (-aq1-bgo)-q1 (ade-bq1)} €3

1 1
= H{ —aqeq, — bq(z} —aq,q, + bqf je, = ”—pﬂ{b(qf _qg) ~2aq,q,} €3

1 5
s—‘( 0, 0, b(q; —q;)—2aq,q, ).

o
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A.5 Otra operacion binaria multiplicativa

Presentaremos en esta parte otra operacion multiplicativa ®: N2 x \.122—»122, mediante
la cual podremos construir una transformacion pa(p,e): RN pe‘.l'{2 fijo, que
resultara ser una reflexion. Consideremos entonces la operacion

®: R x R2sn? definida por:

(a,b) ® (o, B)= (-aa + b, ap + ba) [A.4]

Estudiaremos ahora las propiedades de dicha operacion a través de los resultados

siguientes:
Teorema A.11. La operacion ®: %% x 2% es no asociativa.
Demostracion. En efecto, sean p=(a,b), g= («,p), r= (c,d), entonces,
P® (q®r) =(ab)® {(a,p) ® (cd)}
= (a,b) ®{ (-ac + pd, ad + pc) }
=(-a(-ac+ fpd) +b (ad + Bc), a(ad +pc) + b (-ac + d) )
= (aoc- apd + bad + bfic, aad + ac - bac + bpd)
= (¢ (aa + bp) + d(ba-aP), (act bfi) d + (api- ba))c).
También,
(p®q)®r ={(a,b) ®(a,p)}® (c,d)=(-ac + b, ap + ba) ® (c,d)

= (-c (-ac. + bB) + d(ap + ba), d(-ac + bp) + ¢ (ap + ba) )

= (c (ac - bp) +d (ap + ba), d (-ac. + bp) + c(ap- ba) ).
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Por tanto,

PO®@Q®r)(p®q)®r.

Teorema A.12. El elemento 1= — : o (b®-a% 2ba), es tal que si p = (a, b),
T a +b

entonces, p® 1 =p.

Demostracion. En efecto, sean p = (a, b) y 1= (a, f) talque p ® 1 = p, esto es:
(a,b)® (a, p) = (-aa+bp, af+ba)=(a,b),

por tanto,
-aa+bp =a r af+ba =Db.

Al resolver este sistema de ecuaciones, se obtiene que:

a=-L@-bp ,ap-2@-bp=b.
a

a

Por tanto, (@’ + b®) = 2ba. Estoes = fia -. También,
a
g= . Lfg-Biys L jof PPy s B
a a +b” a“+b” a +b”
_ 1 2 2
Portanto, 1= —— (b"-a", 2ba).

a +b
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Teorema A.13. Sea p = (a, b) € %, entonces, el elemento p’ =

a’+b’
quep® p’=1.
Demostracion. En efecto, sea p’ = (a, f) talque p * p’ = 1, esto es,
(@ b)® (a, f) = (-aa+ b, af+ba) = ‘bg (b2-a2 2ba).
+
Entonces,
ag+bf=—— (b7 a%) af+ba=2ab.
a +
Esto es,
a=-— o (p*-a%)+2p
(a”+b")a
Por tanto,
b 2 2 ., b 1
ap - b*-a’)+— f = —— 2ab.
s a(a2+b2)( ) a o a’+b’
Esto es,
b 1 b
(@+=2)B= 5 (2ab+= (b*-2a"))
a-+b a
3
= (a2 )s P (@Y
a”+b a a(a” +b”) a
por tanto,
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a +b
TRy e,
a a
_ b
de donde, f= — ., Yy
a +b’
pee b gy e B = 1 ety
a(a” +b") a‘a +b’ a(a” +b")
_ a
T atypr
1
Portanto, p'= —— (a, b) = ——;
P a"+b'( ) a +b°

Teorema A.14. Sean p, q, r € ®°. Entonces, las siguientes propiedades distributivas
son satisfechas:

P®(q®r)=p®q @ po®r,
(P® q)@r=p®r® qor.
Demostracion. En efecto, sean p =(a, b),q = (a f) y r = (c, d), entonces

P®(q@r)=(a,b)® (a+c, fg+d)
=(-a(atc)+b(f+d), b(atc)+a(f+d))
= (-aa+bp af+ba)® (-ac+bd, ad + bc)
=(a,b)®(a B ® (a, b)® (c, d)

=p®qg®p®r.
Ademas,
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(P& q)®r=(a+a b+f) ® (cd)
=(-c(@a+ta)+d(b+p, d@+a)+cb+p))
= (-ca+db,da+cb) ® (-ca+dp da+cp)
=(a,b)® (c,d) ® (a ) ® (c,d)
=p®re®qe®r.

Teorema A.15. La operacion ®: R° x W—»NR° es conmutativa. En efecto si

p = (a, b), q=(a, f), entonces,

p®q=(a b)® (o f)=(-aa+bf ba+ap)=(-aa+ b, ab+ fa)
=(a, /H® (a,b)=q® p.

Los siguientes resultados, son satisfechos por la operacion ® : %% x R %%,

Teorema A.16. Sean p = (a, b) € N2, q=(a, p) € R%. Entonces

) PoOQ =q®p,

i) p®p=p®p=-a+b0),

i) p®Qgq® q®p=-2@a+bp0).

Demostracion. En efecto,

Pp®q=(a,b)® (a,p) =(-acc +bp , ap + ba)= (-ac + b} , -aP - ba)
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=(a,B)® (@,-b)=q ® p.

También,
P®p=(ab)® (a-b)=(-a°-b%0)=-(a’+b%0),
Finalmente, tenemos que:

p®qg=(a,-b)® («,p) =(-aa-bp, -bo+ap),

q®p=(a,-p)®(a,b)=(-aa-fb, -fa+ab),
por tanto,
pOQO q® p= -2(aa+bp 0).

Tomando en cuenta la transformacion Tr | g — R, definida en incisos anteriores,

observamos que la siguiente relacion es satisfecha:

1

(Pa)=-2Tr{p®a® q@p}

A.6. Otra parametrizacion de reflexiones

Presentaremos en esta parte, una transformacion lineal p; (p.o):*.li2 — %2, con p e
R’ fijo, definida a través de la operacion estudiada en el inciso anterior, la cual
preserva el producto interno y el determinante asociado a la matriz de la misma,
construida con respecto a la base candnica de R’ resulta ser negativo, con lo cual
dicha transformacion es una reflexion. Se estudiaran también algunas otras
representaciones de la reflexion construida. Sea p; (p,e) : %% — ®2, con p € R fijo,

definida por:
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pz(p.q)=m')—”p®q . vqew? (A 5]

Observemos que la transformacion p(p,e): %? - R®? tiene la misma forma cualitativa
que la definida en el inciso A.4. En este caso px(p,e): R2 — N? esta definida en

2

términos de la operacion ®: %% x ®2 — %2 definida en el inciso A.5. Algunas

propiedades de la misma se estudian a continuacion.

Teorema A.17. La transformacion ps(p,e) @ R* — ®? es lineal, ortogonal de

determinante negativo.

Demostracion. En efecto, siendo q, r € R y de acuerdo a la distribuidad de la

operacion ® : R? x ®% — R, se obtiene que :

P2 (P.q@ 1) = Mp ® (@

L (p@q@por)
o]

1 1
=TT PO®A® mp@r=p(pP.q) ® z(p, ).
Ip| o]

Ademas, siendo aeR,q e R’

1 1
P2 (P, aq) = mp@) (axq) Eam pP®aq = ap(p. 9.

También, siendo g eR?, r eR?, entonces,

{ p,(.@).p,(p.1)) =~ = Tr{ 22(P,q) ® P2(P, 1) ® p2(p,r) @2 (P, Q) }

N| =
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L 2 9@ @EonN ® p*n ® (pOq)
P

Tr{

1
2

1

o Tr{(P®q)® (p®Ir) & (p®r) ® (p®q)}.

I\)[._l,

El resultado buscado, se sigue al desarrollar esta ultima expresion, esto es, al
observar que:

(P ®q® @EoON =-|p[ (ac+pd, pc-ad),

y
PONG® (p® q;_”p“z (coc +dp, da-cp),
de donde,
PO QO (POF) & (PO N (pPOq) = -2[p[ (cat+dp, 0)
= -2|p[ T { (ar)
por tanto,

( P2(P.9).p.(p.¥) )= (q.1).

Finalmente, al observar que:
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1 !

p2(p.e2) = (a,b)® (0,1) = (b,a),
Ip| Ip|

la matriz de pz(p,e) :R*—>R? esta dada por:

Y
p2(pe) ”p” b a '

de donde, det M ., =-1.

Teorema A.18. La transformacion pa(p,e) :R°—>%R> puede ser representada en la

forma siguiente:

pz(p,0)=L{aI+bW}=-L{aI+bW},
[l "=~ o] T

donde las matrices de las transformacion 1,y W, estan dadas por:

y las transformaciones Iy W estan definidas en el inciso anterior.

Demostracion. Es suficiente con observar que la matriz de la transformacion

estudiada, puede escribirse en la forma siguiente:

1 [—a b] 1 [-1 0] [0 1}
M0 =7 =ia +b
e | b o) Il o 1 0
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1 10 0 -1
w2l )

Teorema A.19. Sea q=(qo. q1)eR’ y p =(a,b)eN’ entonces, las siguientes

igualdades son satisfechas.

1 )
qxp(p,q) = :i-]-]—”(b(%-q;)+2aqnq,)gs

] S
= —(0,0, b(q{‘i il Cl| ) +2aqﬂql ) !
ol

1 ,
Cos B:W{_a (qp —q;) +2bq,q,}-
|

Demostracion. En efecto,

qxp,(P,a) = £3xqi P> (P, Ak €3 = {do P, (P, A)2-G1 . (P.Q)1} €3

1
= m {q0 (2g1+bqo) - 91 (-aqo + bq1)} €3,
1 .
= —{b(q, —q;) +2aq,q,} €3
o]

1 ,
- pr—”(o,o.b(':;.' -qo)—2aq,q,).

Ademas,

1
Cos 0= (p,(p,q).q) = H((-aqn +bq,,aq, +bq,).(q,.9,))
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1
=mﬂ'%aq§+bqoq.+an+bqlqd

=L (-a(q? —q?) +2bq,q,)}-
lp|

A.7 Otra parametrizacion de rotaciones

Presentaremos ahora una transformacion lineal R; (p, »): %% — %%, p e R*fijo, que
se construira al tomar el conjugado de la transformacion p; (p,e):%* — %2, definida
en el inciso anterior. Tal transformacion resultara ser una rotacion, puesto que sera
ortogonal y su determinante sera positivo. Se estudiaran también algunas otras
representaciones de la transformacion aqui construida. Sea entonces la

transformacion Rz (p, ¢): %% — %2, definida por:

Rummfﬁup®q 5 vV q e %%, [A.6]

Algunas propiedades de la transformacion definida anteriormente seran estudiadas a

continuacion.

Teorema A.19. La transformacion R, (p, ): % — ®* es lineal ortogonal de

determinante positivo.

Demostracion. En efecto, siendo p, q, r € R> y tomando en cuenta la distributividad
de la operacion @ R K2 > K2 el teorema A.16 y la conmutativa de la

multiplicacién, se obtiene que:

| —— 1
RAmq®ﬂ=*—~p®(q@r)Emm

{p®q®p®r}
[p|
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{qu®p®r} {quO r®p)

ol Il

I = o = [ = -
{p®q pOr}=r—p®qd® —p ®
] Ip| Ip|
=Ry (p,q) ® Rz (p,r).
También,
R, (p,aq) = ”—” P®(aq)=a o “qu o Ra(pyq).
Finalmente,

.. —— —_——
<R_«_(p,q).R2(p,r)> z“;IR { R,(p;q9) ® R,(p,r) ® R,(p,r) ® R,(p,q) }

1
{" § POPOPON® (p®r)O(p® q)

Al desarrollar esta ultima expresion obtenemos el resultado buscado pues, siendo p=

(a,b), q= (a,B), y r=(c.d), se tiene que:

(PO QO (POT)® (pOT)®(p® q)=-2|p[ (co +dp.0)

==2[p[ T{ca. 0},
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Por tanto,

<Rz (p,9), Ra2 (p,r) >=<q, r>.

Finalmente, al observar que:

Nl

R,(p.e,) = i (@) ®(1,0) = - (~a,~b).
Ip| Ip|

R,(p.e,) = —— (@b)®(0,1) = — (b,-a).
Ip| Ip|

la matriz de R; (p, ): %2 - %’ esta dada por:

w4
400 follb -

de donde det M (.. =1
Teorema A.20. La transformacion R; (p, »): R? - R puede ser representada en la
forma siguiente:

1 1
Ra(p, ®) = H{—a I-b W}= "u—pn{a 1+b W},

donde I : %2 »>%? es la transformacion identidad y la transformacion W: R* »>%?

esta dada por

W=-¢/® e +e ®e.
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Demostracion. En efecto, es suficiente con observar que la matriz de R, (p,e ): 9’

-0 puede escribirse en la forma siguiente:
ool Sl s 9 )
Re0 ol ™o 1)77\-1 o “ ol o Ul o)

Obsérvese que la transformacion Ry (p, o) : %2 -N? definida en esta parte, es el
negativo de la transformacion p(p,e): ®2 »9N? definida en la seccion 3. Para
encontrar la representacion exponencial de dicha transformacion, es necesario,
como en el caso de dicha seccidn, interpretar fisicamente los parametros de la
misma en términos de la geometria definida por el producto interno usual en "2
Para esto, es de fundamental importancia el resultado presentado en el teorema

siguiente.

Teorema A.21. Sea u = (q. qi) €W, p= (ab) eR?y v= Ry(p,u) eR’, entonces las

siguientes igualdades son satisfechas:

Cos0=- ia , Sen9=i—1—b,
] ]

donde 6 es el angulo formado por los vectores u, v.

Demostracion. En efecto, el coseno del angulo formado por los vectores u, v esta

dado por:

(wR,(p,u)) (u.R,(p,u))

Cos 6 = - :
ST MR T Juf
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1
= QO q1 ” ” —a(q, +bQ| - qu:)>}

IMI

]
T m

Ademas, de la relacion Sen®0 + Cos® 0 = 1, se obtiene que:

Sen’9 =1-Cos®9=1-—2—=—L_{p|’ - ;

ol [of

Por tanto, Sen 0 = _” “

Al utilizar el teorema anterior, obtenemos la siguiente representacion de la

transformacion Ry(p,e): RZ —>N%.
Corolario A.4. La transformacion Ry(p,s): 91 »>%?, admite la siguiente representacion:

R2(p,e)=Cos 01 +Sen® W.

Demostracion. En efecto,

Ra(p, *) = To "(al+bW) o ”{ |p|Cose 1 +|p|seno W)

=Cose!iSen8\y.

Teorema A.22. Sea q = (qo, q1) eR’y p =(a, b) € R°, entonces, la siguiente igualdad

es satisfecha:
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b 2 3
PRefig) =~ al s = 0.0, ~ 2Py,
[o] o]

Demostracion. En efecto,

q x Rz(p,q) = go {R2(p.q)2 - 91 Ra(p,q)1} €3

Em{-—aquqi-quz"'aq{!ql‘bqlz}-e-3

b b

-~ plofes =00kl

Corolario A.5. Sea q = (qo., 1) €R°, p = (a, b)e R’ entonces, la igualdad siguiente es

satisfecha:
axRa(p,g) = (0,0, + Sen |q).

Demostracion. El resultado se obtiene de combinar los teoremas A.21y A.22.

Observacion A.3. Obsérvese que la representacion dada en el corolario A.4 de la
transformacion Ra(p,e): R* ->R?, es la misma que la representacion trigonométrica de
la transformacion p(p,e): R° »>%R? definida en la seccion A.2. Ademas se observa que
la representacién exponencial de R »(p,s): R° —%? esta dada también por el corolario

A.2, esto es
|
mwn:imrjwh
n=0 n: ~a

donde Vﬂ;= 0 W
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A.8. Algunas interpretaciones geomeétricas

El objetivo de esta parte, es presentar algunos resultados que nos permitan
encontrar los angulos formados entre los vectores obtenidos al aplicar las
transformaciones p(p,s): %% >R2 R(p,e): R° >R% p2 (p,e): K2 ->R% y Ry(p,e): R?

—%? al vector q=(90, q1) e%°. Dichos resultados se resumen en el teorema siguiente.

Teorema A.23 Sea q=(qo, qi1) eR? y sean uj, up, u3, Uy e%R? los vectores definidos por:
w1 =p (p, q), u2 = R(p,q), us = p2 (p.9), us = R2 (p,q),

respectivamente, entonces,

1
<u|:u2>: <u37“4>= ” Hz {(a3 - b2 )(qg _qf)_‘q’abq(}ql}:
Y

1
(“2:u4>= (u]su3>=—"| “2 {(32 _bz)(qg _q?)_4abq0ql}l
P

(u,u,)= (“23“3>:_“qH2'

Demostracion. En efecto, es suficiente observar que:
1 1
u, =p(p,q) = mp *q= m(aqo -bq,, aq, +bq,),

u, ZR(PsQ)=Lp * qz_l_(aqo —bq,,~aq, —bq,),
o] o]
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u;, =p,(p,q) = T “p®q " ” (—aq, +bq,,aq, +bq,),

| ——— 1
u, =R,(p,q) =+— p® q =7—(-aq, + bq,,—aq, — bq,),
Ip| Ip|

y el resultado buscado se obtiene al realizar el producto interno de los vectores.

Corolario A.6. Sean 04, 0;, 03 los angulos formados por los vectores uy, uy; up, uy;

ui, us, respectivamente, entonces,

1 3
Cos Q)= —— 1(3 -b’ )(CIU q,)—4abq,q, |,
lal el
] 5 30, 2 )
Cos 6, = —ﬁ{(a' - b )(q, —q;)—4abqt, q,4,
laf e
Cos 03 = -1.

Demostracion. En efecto, utilizando los resultados del teorema anterior, se tiene

que:

(u,u,)  (uu,)

CosO, = = {(a> -=b’)qs —q;) —4abq,q,}.
Tul Tl [af uqnumr t ”
Cos0y= SU2sla2 _ (83,840 a’ -b*)(ql —q})-4abq,q,},

]
Fo:[Twd ™ ol Jale H
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(U (wpug)
fui w1 al

CosO5=

Presentaremos a continuacion una nomenclatura que nos sera de utilidad para

nuestros desarrollos, esto es:

1) plp,e): B2 ->R?
2) R(p,e): R2 >R°
3)  pap.e): R HR?
4) Ry (pe): RN
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