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PRÓLOGO 

Este trabajo de tesis tiene el propósito de generar conocimiento escrito para las 

futuras generaciones de la Maestría en Ingeniería Mecánica y campos afines, 

interesadas en los problemas de evasión de obstáculos. 

Los robots industriales de la clase 1 o primera generación, tienen la desventaja de 

no reconocer el entorno que los rodea, requieren de un área o volumen de trabajo 

libre de obstáculos, pues no son capaces de detectarlos y/o evitarlos. 

Muchas de las tareas industriales y de exploración, requieren de operaciones 

continuas ejecutadas por dispositivos robóticas. En ocasiones, el entorno de los 

robots es variable; es decir, se pueden presentar obstáculos tales como objetos 

ajenos, elementos de otras máquinas de proceso e inclusive los propios operarios. 

Para proteger los robots y operarios de posibles colisiones, generalmente se aísla 

el área de trabajo por medio de sensores. Sin embargo, esta solución a veces no 

es la mas apropiada, pues si por error o ac6dente se activa un sensor, el robot se 

detiene e interrumpe su operación. Este hecho genera pérdidas de tiempo y costo 

y puede afectar los volúmenes de producción, máxime si los robots operan en 

sincronía con los dispositivos de una línea de producción. 

Es nec~sario generar sistemas y algoritmos de detección y evasión de obstáculos 

que permitan a los robots reconocer su entorno, evaluar posibilidades de colisión y 

seguir ejecutando las tareas programadas. 

En este trabajo se modela y simula un problema de evasión de obstáculos en el 

plano usando un robot articulado de dos grados de libertad y un obstáculo fijo. El 
~ -

robot ejecuta tareas usando trayectorias conocidas como de "Pick and Place" y 

durante su recorrido encuentra obstáculos que poseen geometría de forma 

circular. 



El objetivo es construir los modelos cinemáticos del robot, así como determinar los 

criterios que permitan al robot evadir el obstáculo y seguir la tarea programada. 

Se determinan criterios de evasión, donde se aplican diferentes secuencias de 

movimientos de los actuadores del multicuerpo, también se utiliza un algoritmo 

EOPTCE (Evasión de Obstáculos por Trayectoria de Contorno Expandido ) para 

expandir la frontera del obstáculo con el propósito de que la nueva frontera Pl:Jeda 

ser usada como trayectoria de evasión. Los modelos cinemáticos del robot se 

construyen usando el álgebra de los números complejos parametrizada y , 

sistematizada en el espacio vectorial de números complejos. 

Este trabajo de tesis forma parte de la línea de investigación "Modelación 

cinemática y dinámica" desarrollada en la sección de mecánica de la DEPFI, 

UNAM y por el Instituto Tecnológico Superior de Cajeme. 

Finalmente, se agradece a todas aquellas personas que colabora.ron para la 

realización de este trabajo. 
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RESUMEN 

En este trabajo se modela y simula un problema de evasión de obstáculos en el 

plano, entre un robot de 2 grados de libertad y un obstáculo de geometría circular. 

Se analizan dos tipos de evasión: 

1) Usando movimientos del robot y 

2) A través de una trayectoria de contorno expandido. 

En el segundo tipo de evasión se utilizó el algoritmo EOPTCE (Evasión de 

obstáculos por trayectoria de contorno expandido). En ambos procesos de evasión 

se utilizaron dos configuraciones del robot: a) codo arriba y a) codo abajo. Dichas 

configuraciones fueron modeladas usando el álgebra de los números complejos. 

La trayectoria de trabajo del robot fue del tipo pick and place y sigue un segmento 

rectilíneo. Fueron generados 5 criterios de evasión los cuales fueron programados 

y simulados con el lenguaje de programación VISUAL BASIC V6. 

Palabras clave: Evasión de obstáculos, movimientos, álgebra de complejos. 
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INTRODUCCIÓN 

En este trabajo de tesis se pretende cumplir con los siguientes objetivos: 

• Construir los modelos cinemáticos del robot. 

• Caracterizar el movimiento de dos grados de libertad de los eslabones del 

robot. 

• Establecer criterios para la planificación de una nueva trayectoria que 

permita al robot evadir el obstáculo y seguir su tarea encomendada. 

• Validar los modelos obtenidos, desarrollando un programa de simulación 

que muestre: la capacidad del robot para ejecutar diferentes secuencias de 

movimientos, el movimiento repetitivo del órgano efector sobre la 

trayectoria de trabajo y la capacidad de evasión de obstáculos. 

Es ampliamente conocido que la inflexibilidad de la programación manual de las 

tareas realizadas por un robot industrial (como el tipo PUMA), requiere que las 

condiciones en que se ejecutan las tareas, permanezcan invariables. Es decir, 

muchos de los sistemas robóticas aplicados en la industria son incapaces de 

reconocer su entorno para la detección de obstáculos que invadan su área de 

trabajo, de tal manera que para evitar accidentes que dañen a los productos, 

personas o al propio equipo, son detenidos totalmente para su posterior 

reactivación mediante la intervención de un operario. 

1 



Así se tiene que en algunas tareas industriales donde intervienen robots, como en 

las Celdas Flexibles de Manufactura, un problema de gran interés, lo es el de la 

planeación de la trayectoria a seguir por el mecanismo robótica. Básicamente este 

problema consiste en encontrar una secuencia de movimientos para el robot 

desde una cierta configuración de inicio, hasta una configuración final evitando 

colisiones con cualquier obstáculo del entorno. 

La complejidad del problema de evasión de obstáculos es exponencial de acuerdo 

con el número de grados de libertad y polinomial de acuerdo al número de 

obstáculos en el entorno. Desafortunadamente en la industria se utilizan robots 

con al menos 6 grados de libertad y existen numerosos obstáculos, además la 

mayoría de los ambientes industriales son dinámicos, donde los obstáculos 

pueden estar en constante movimiento, todo lo cual convierte al problema de 

planificación de trayectorias en un problema muy complejo. 

Para aplicaciones prácticas que permitan eficientar el funcionamiento de este tipo 

de máquinas, así como elevar la seguridad, es necesario, integrar al sistema 

robótica, la capacidad no solo de detectar la presencia de obstáculos, sino 

además de poder evadirlos. 

Para lograr lo anterior debe existir una compatibilidad entre el plan de trabajo 

establecido en un sistema CAD (Computer Aided Design) con las características 

físicas del robot, así como las características propias de los obstáculos. 
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Un esquema para garantizar la ejecución de un plan de trayectorias a seguir por 

un robot industrial, debe tomar en cuenta las restricciones cinemáticas del 

mecanismo, el área de trabajo, las restricciones establecidas por los obstáculos, 

así como los requerimientos de las tareas a realizar, entre otras cosas. 

El problema de la evasión de obstáculos se ha resuelto con diferentes técnicas, 

las cuales proponen una forma de representación del objeto, del robot y de su 

espacio de trabajo para la simulación de las tareas, por lo que un modelado 

apropiado evitará cálculos excesivos al realizar la detección de colisiones. 

La importancia de la simulación estriba en que una representación satisfactoria de 

los elementos del manipulador y su entorno hacen posible generar instrucciones 

de control para un sistema real; es decir, si un manipulador y su entorno tienen un 

modelo matemático y geométrico aceptable, la planeación de movimientos podrá 

generarse con mayor rapidez, por otro lado la simulación de las tareas del robot 

permitirá probar si es factible la realización de ciertos movimientos. 

Se han planteado diferentes enfoques para la solución del problema de evasión 

de obstáculos, considerando la modelación matemática, la representación de 

objetos, así como los problemas relacionados con la programación para efectos de 

simulación y de control en tiempo real. 

Para el caso de la simulación y del control en tiempo real, es muy importante 

considerar el problema de la representación de los objetos, pues según sea esta, 
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será posible establecer una mejor planeación de los movimientos, así como lograr 

un control rápido y eficiente, ya que la complejidad en la representación de los 

objetos, implica una etapa prolongada de preproceso antes de que los algoritmos 

de evasión entren en acción. 

Un enfoque es representar un cuerpo por medio de esferas en forma jerárquica, 

según se muestra en la figura 1.1. Una de las ventajas de este método es que una 

esfera siempre se proyecta en un círculo, sin importar la forma en que se rote, lo 

cual representa una ventaja en el cálculo de colisiones, pues implica resolver 

sistemas de ecuaciones de segundo grado [1 ], la idea se compone de los 

siguientes aspectos: 

Una esfera con el mismo radio puede ser girada a lo largo del eje formando un 

cilindro. El eje tubular es dividido en m listas (esferas o círculos para 30 y 20 

respectivamente), se conocen la longitud del objeto a ser cubierto y los puntos 

iniciales y finales del eje. Se consideran también los radios de las esferas. Cada 

posición elegida del objeto es cubierta con una esfera de tal forma que la 

representación final es un conjunto de esferas traslapadas a lo largo del objeto, las 

cuales conforman el cuerpo del objeto con un conjunto discreto de esferas. 
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Figura 1.1 Representación del robot mediante círculos 

Otra técnica para la representación de objetos y su aplicación en la detección de 

colisiones, se encuentra en el enfoque basado en "octrees" para 30 y "quadtrees" 

para 20, ambas representaciones utilizan un sistema de representación binaria del 

espacio [2]. El objeto por representar es dividido recursivamente en celdas 

jerárquicas formando un árbol donde cada nodo representa una sección del 

objeto, lo anteriormente dicho, se muestra en la figura 1.2. La representación de 

mapas está basada en una cuadrícula que cubre el espacio de trabajo del robot, 

así se toma la distancia de un nodo a otro en "pixeles" para 20 y "voxels" para 30. 
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Para representar un objeto por medio de este método se encierra el objeto en un 

cuadrado (cubo) subdividido en cuatro (ocho), que a su vez se dividen en forma 

recursiva dependiendo de la geometría del objeto. El cuadro o cubo inicial es la 

raíz del árbol y las divisiones dentro de cada uno son los nodos hijos, los nodos 

pueden ser de tres tipos: 

i) Blanco cuando está completamente libre. 

ii) Negro cuando está completamente ocupado. 

111) Gris cuando está parcialmente ocupado. 

La idea principal en este método, es tomar las distancias mínimas y máximas 

(usando la distancia "Manhatan" que es la suma de las distancias en X y en Y) 

hacia los obstáculos en los mapas de distancias jerárquicos y compararlas con la 

ubicaciónr y radio del robot para decidir si existe o no colisión. '.:::ste algoritmo 

requiere una etapa de preproceso la cual consiste en la construcción del árbol y el 

cálculo de distancias llamadas índice de separación nodal. 
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Figura 1.2 Representación de un manipulador y el cuadtree asociado. 

En el trabajo propuesto en [3] se propone que para incrementar la integración 

entre los robots y el CAD, la planeación de las trayectorias efectuadas por el 

órgano efector sean establecidas antes de ejecutar algún movimiento del robot, 

para esto se consideran las restricciones establecidas por: la cinemática del robot, 

los obstáculos dentro del área de trabajo y las de las propias tareas. En este 

trabajo se utiliza el método denominado como "configuration space" (C-space), se 

7 



establece la modificación de la trayectoria tomando en cuenta la optimización; es 

decir, se trata de minimizar la desviación entre la trayectoria original y la 

modificada, el método anteriormente mencionado consiste en determinar 

previamente las diferentes posibles rutas a seguir, de acuerdo con la ubicación de 

los objetos y con las propiedades cinemáticas del brazo, así como a los 

requerimientos de las tareas, en caso de que se requiere controlar además de la 

posición, la orientación del órgano efector. 

El trabajo desarrollado en [4] se enfoca a propiedades dinámicas, en este trabajo 

se simula el movimiento de un manipulador de 3 GOL y se propone un método de 

aproximaciones variacionales para lograr la planeación de acuerdo a un balance 

de energía. La ecuación del robot está dada en función de las masas de los 

eslabones y del órgano efector, y parten de la propiedad de que el obstáculo no es 

penetrable para establecer una función armónica que tiende a infinito cuando el 

robot se acerca al obstáculo. 

En el trabajo desarrollado en [5], se presenta el método del "free Are" , que se 

define como un conjunto de puntos de la configuración del robot, satisfaciendo las 

limitaciones de un movimiento libre de colisiones en cada tiempo de muestreo, con 

respecto a un sistema de coordenadas, teniendo el origen en el C-space. La 

definición del problema de evasión de obstáculos la hacen tomando en cuenta las 

limitaciones: del tiempo de movimiento, de la velocidad y las condiciones de 

colisiones. 
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En el presente trabajo de tesis, se considera un robot articulado de dos grados de 

libertad y un obstáculo fijo y se establecen criterios para determinar rutas de no 

colisión con el propósito de que el órgano efector siga una cierta trayectoria. La 

metodología aplicada consiste en determinar posiciones límites entre el robot y el 

obstáculo, a partir de las cuales es posible determinar las configuraciones y 

movimientos que debe realizar el robot para lograr la evasión. El alcance de este 

trabajo de tesis, es validar los modelos y criterios de evasión a través del 

desarrollo de un programa de simulación, donde se presente el movimiento del 

robot en un entorno numérico y gráfico. 

El problema de evasión de obstáculos entre un robot de 2GDL y un obstáculo fijo, 

ha sido estudiado en [6 , 7], así como en [8]. En el primer trabajo el robot en estudio 

fue modelado con el álgebra de Quaterniones [9] y el problema de evasión se 

solucionó usando secuencias de movimientos [1 O]. En el segundo trabajo, el robot 

se modeló usando rotaciones y reflexiones en el plano [11] y la evasión se realizó 

con criterios de intersección entre líneas y circunferencias. En el trabajo 

desarrollado en [8] el robot se modeló con una rotación y una reflexión y la evasión 

se realizó por un barrido sobre el obstáculo. Actualmente se desarrolló un trabajo 

[12] en donde se prueba la evasión del robot con un prototipo real usando el 

lenguaje de programación DELPHI. Finalmente, en [13] se modelaron las 

secuencias de movimientos de un robot paralelo planar. En este trabajo de tesis 

se usarán las rotaciones y reflexiones en el plano [11] para modelar y simular un 

problema de evasión de obstáculos en el plano caracterizado por un robot de dos 

grados de libertad y un obstáculo de forma circular 
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Este trabajo está dividido en 6 capítulos y cuatro apéndices los cuales se resumen 

a continuación . 

En el capítulo 1 se establecen las principales restricciones a tomar en cuenta para 

definir las condiciones de colisión, se define el problema principal, se establece 

también una hipótesis fundamental y un sistema de axiomas que son utilizados 

para la caracterización del sistema integrado por el robot, la ruta de trabajo y las 

propiedades geométricas del obstáculo. 

En el capítulo 2 se establece un modelo de la cinemática de posición del robot 

aplicando el álgebra de los números complejos, particularmente se establecen los 

modelos correspondientes a la posición deformada y no deformada aplicando una 

rotación y una reflexión [11 ]. 

En el capítulo 3 se realiza una caracterización de los movimientos que puede 

realizar el robot para pasar de una cierta configuración inicial a una configuración 

final y tocar dos puntos arbitrarios en el plano, así mismo se caracteriza el lugar 

geométrico descrito por el órgano efector. 

En el capítulo 4 se efectúa un análisis para definir condiciones generales de 

colisión entre el robot y un obstáculo presente dentro del área de trabajo , se 

establecen criterios y secuencias de evasión, particularmente definiendo 
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algoritmos que implican el uso de movimientos complementarios en los 

actuadores. 

En el capítulo 5 son analizadas las condiciones de colisión entre el obstáculo y el 

segundo eslabón del robot, definiendo bajo que condiciones se puede lograr una 

evasión a través de una trayectoria completamente paralela al contorno del 

obstáculo y bajo que condiciones la trayectoria de evasión debe incluir un 

segmento rectilíneo, además de un segmento paralelo al contorno del obstáculo. 

En el capítulo 6 se establecen diagramas de flujo para la construcción de los 

algoritmos de evasión, así mismo se da una explicación de las funciones 

principales del código del programa de simulación. 

En el apéndice A se establecen algunas propiedades de los números complejos. 

En el apéndice B se presentan las soluciones de la cinemática inversa aplicando 

las operaciones de rotación 1 (ROT1) y reflexión 2 (REF2) utilizando para ello el 

paquete MATHEMÁTICA [14]. 

En el apéndice C se presentan diferentes diagramas de flujo que caracterizan los 

5 criterios de evasión programados. 

En el apéndice D se muestra el código correspondiente al módulo de secuencias. 
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Al final se presentan las conclusiones y recomendaciones, así como las 

referencias usadas en este trabajo de tesis. 
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Capítulo 1 · 

Definición del problema, restricciones, hipótesis y axiomas 

Introducción. En este capítulo se define el problema de evasión de obstáculos, 

sus restricciones fundamentales, una hipótesis y un sistema de axiomas. Se 
·-

discuten algunas consideraciones de interés relacionadas con el problema de 

evasión de obstáculos en el plano. Se usarán los pasos generales del Método 

científico para plantear y solucionar el problema [15, 16]. 

1.1 Problema de evasión de obstáculos 

Se requiere modelar y simular el comportamiento cinemático de posicionamiento 

de un robot (R0 ) de 2 grados de libertad cuando encuentra obstáculos (Ob) en el 

área de trabajo (Ar) . El robot debe ser capaz de evadir /os obstáculos localizados 

en posiciones específicas de Ar o en su caso, determinar si es imposible la 

evasión. 

Las restricciones del problema planteado anteriormente son las siguientes: 

1) El robot posee dos eslabones rígidos articulados por juntas rotacionales 

·cada uno de ellos puede girar 360° y está empotrado en una base fija (R1). 

2) Las dimensiones principales de los eslabones, siendo L1 y L2 las longitudes 

del primero y segundo eslabón, satisfacen la restricción L1 > L2 (R2). 

3) La trayectoria ('r) ejecutada por el robot es rectilínea del tipo Pick and Place 

(R3) . . 

· 4) El á"rea total de trabajo (AT) es conocida (R4). 

5) El obstáculo posee geometría circular y se caracteriza por la siguiente 

relación, siendo Ob un obstáculo: 
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ob·= lo U óo (Rs). 

Aquí, 10 es el interior de O {óo su frontera (R5). 

6) El obstáculo permanece fijo en el área de trabajo (R6). 

7) El robot evade o no evade el obstáculo de acuerdo con la posición de dicho 

obstáculo (R7). 

8) El movimiento del robot es en el plano X-Y (Ra). 

El problema y sus restricciones planteados anteriormente se pueden sinteti:z;ar de 

la manera siguiente: 

"Conocido Ro. Ob, la posición de Ob en AT y -r, encuentre CE 

tal que: 

y las restricciones: 

1) Rt = .Jl 1 

2) R2= .Jl 2 

3) R3= .Jl 3 

4) R4= .Jl 4 

5) Rs= .Jl 5 

6) R6= .Jl 6 

7) R7= .Jl 7 

., 
8) Ra= .Jl 8 

sean satisfechas". 

14 



Aquí, CE es un conjunto de criterios de evasión. 

1.2 Hipótesis y axiomas 

En esta sección se formula una hipótesis, así como un sistema de axiomas la cual 

permitirá solucionar el problema planteado en la sección anterior. 

Hipótesis: 

Si ob es tal que:OE con ob e oE en AT y si Ro= Tu E1 u E2 con J1 = T n E1 y J2 = 

E1 n E2, entonces: 

sí y solo si: 

existe K: o~ oE tal que: 

K(O) = oE es una función de expansión. 

J1 íl OÜE = (/) 

J2 íl OÜE = (/) 

º
E R·ADM 
~ AT 

Aquí : 

Ob es el obstáculo. 

oE es el obstáculo expandido. 

E1, E2 son los eslabones del robot. 

J1, J2 son las juntas del robot. 
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K es la función de expansión. 

R~~M son regiones admisibles del área de trabajo . 

El sistema de axiomas asociado con el problema son: 

Axioma 1. El movimiento del robot satisface las leyes de Newton. 

Axioma 2. Para todo "Ob" en Ar existe OE. 

Axioma 3. La función K: Ob ~ OE es continua. 

Axioma 4. Si oE existe en Ar tal que R1(Ro, OE) = 1, entonces: 

4.1 ) Ro n oE = (/) ó 

4.2 ) Ro n oE * (/) 
Aquí, R1 : Ro X oE ~ {1,0} es una relación de impacto definido por: 

a) R1(Ro, oE) = 1 ~ oE ~ Ar 

b) R1(Ro, OE) =O ~ OE i Ar 

1.3 Algunas consideraciones sobre el problema de evasión de 

obstáculos 

Los modelos establecidos en el presente trabajo, solo caracterizan la cinemática 

de posición del robot. La velocidad , la aceleración así como las fuerzas, no son 

consideradas. El modelo de posición establecido permite trabajar tanto en el 

sistema de coordenadas de las articulaciones como en un sistema cartesiano de 

referencia, a través de estos modelos y los criterios de evasión determinados, se 

establecen los movimientos del robot para seguir la trayectoria establecida, el 

movimiento se define como la transición del robot entre configuraciones distintas. 
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Capítulo 11 

Modelo de posición del robot 

2.1 Modelación cinemática de un robot de 2GDL 

Introducción. En este capítulo se establece el modelo cinemático de posiciqn de 

un robot de dos grados de libertad [7,8, 1O,17], utilizando el álgebra de los 

complejos [11] descrita en el apéndice A. 

2.1.1 Caracterización del multicuerpo R0 

El multicuerpo por analizar, en esta parte, es una cadena cinemática abierta 

formada por dos cuerpos rígidos acoplados por medio de juntas rotacionales y su 

campo de acción es el plano XY. El problema consiste en construir las ecuaciones 

que gobiernan la cinemática de la cadena mostrada en la figura 2.1, el extremo 

final del segundo eslabón, está obligado, en este caso, a seguir una trayectoria 

específica descrita en el plano XY, con el fin de colocar una herramienta de trabajo 

que simule una operación de un proceso determinado (1O,17] . 

y 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

! 

/~ , _ ,-
/:--~PC 1='c \_2 

/ '-/ 
/ / 

Figura 2.1 Caracterización de robot Ro 
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Considérese el multicuerpo (Ro) mostrado en la figura 2.1, se observa que R0 

puede ser representado por la unión siguiente: 

( 1.1) 

El multicuerpo está montado en el cuerpo T, mostrado en la figura anterior, al cual 

se llamará la tierra del sistema. Se denominará la junta del sistema denotada por 

J1, al conjunto de puntos dados por la intersección siguiente [1O,17]: 

(1.2) 

En la tierra se montará un actuador, al cual será llamado AC1 el cual se acoplará al 

eslabón L1, a través de la junta J1 y del eje del actuador. 

La junta que conecta al cuerpo L1 con el cuerpo L2 se define como: 

(1.3) 

En esta parte del cuerpo se localiza un segundo actuador al cual se le llamará AC2 

y está acoplado a los cuerpos L1 y L2 a través de la junta J2. 

En est~ trabajo el multicuerpo Ro se considerará formado de la forma siguiente: 

(1.4) 

Sobre la junta J1 se define un sistema cartesiano inercial, también sobre el eje 9e 

L1 se define un sistema local y sobre la junta J2 se define el sistema de referencia 
l . 

del cuerpo L2 como se muestra en la figura 2.2 [1O,17]. Los sistemas de referencia 

asociados con los cuerpos L1 y L2 serán llamados en este trabajo las bases 

móviles y están fijas en las juntas J1 y J2. Las longitudes principales de los 
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eslabones L1 y L2 serán denotadas con 11 y b. Por tanto, los vectores de posición 

que unen el centro de la junta J1 con la junta J2 y de la junta J2 al punto POT E L2 

mostrado en la figura 2.2, al cual se le llamará punto final de R0 , están definidos 

con respecto a las bases locales, esto es: 

RTl ¡ RTl // 
L 1 = 11 • e1 , L 2 = 12 • s._ . (1.5) 

Figura 2.2 Configuración no deformada de Ro 

Obséryese que dichos vectores, L 1. L 2E 912 al fijar los puntos P1 EJ1 , P2 EJ2 y Pot E 

L2 pueden ser también expresados mediante la siguiente diferencia de puntos: 

(1 .6) 

También eJ vector de posición de p01 E L2 puede ser expresado como: 

R (Pot) = Poi- P1 (1.7) 
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El vector R (Poi) EiR2 es representado a través de la siguiente ecuación: 

2.2 Modelación cinemática de un robot de 2GDL utilizado la 

rotación ROT1 

(1.8) 

--

En esta sección se modelarán las rotaciones del robot usando la rotación (1.2 

apéndice A) y la reflexión (1.4 apéndice A) [11, 17]. 

2.2.1 Análisis en la configuración no deformada 

Considere que el multicuerpo R0 ocupa la posición mostrada en la figura 2.2. 

Entonces, el vector de posición de p01EC2 , está dado por: 

RTl ¡ RTl /1 
R ( Pot) = l 1 • e 1 + 12 • S_ . (1.9) 

En este trabajo se considerará que las bases móviles son rotaciones rígidas de la 

base inercial fija [1O,17], de acuerdo con el apéndice A, tales rotaciones pueden 

expresarse, en el caso de complejos unitarios por: 

RTl ¡ 
e1 = p(p, e1 ) = p * e1 (1.10) 

RTl ll RTl ¡ 
1 =p(q, e1)=p(q,p(p, e1))=q*P* e1 

"I 

donde p(p, •):iR2--+ iR2
, pEiR2

, es la transformación lineal [11) asociada con la 

rotación ROT1. Sobre la base de la expresión (1.1 O), la ecuación (1 .9) puede ser 

escrita de la forma siguiente: 
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R (Pot )= 11 • { P * e1 }+ 12 • {q * P * e1 } (1.11) 

También considerando las normas unitarias de los complejos, esto es: 

11 p 11 =11 q 11 =1 (1.12) 

se obtienen las ecuaciones que gobiernan la configuración no deformada de R0 • 

Los componentes de los complejos asociados p,q E912 son definidos en el 

apéndice A, esto es [11 ]: 

p=(Po , P1) Po E91 

P1 E91 

qo Effi 

q1 Effi 

Po= Cos 81 

P1 =±Sen 81 

qº = Cos 82 

q1 = ±Sen 82 

(1.13) 

Aquí 81 y 82 E912 son los desplazamientos angulares de los eslabones medidos 

desde el eje X y sobre la proyección de la recta del eslabón primario. 

2.2.2 Planteamiento de los problemas cinemáticos directo e 

inverso 

En esta parte, se definirán dos problemas asociados con el multicuerpo en 

estudio. El primero de ellos, será el problema de la cinemática directa y el segundo 

corresponde a la cinemática inversa. Tales problemas están asociados a la 

posición mostrada en la figura 2.2, la cual será para nosotros la configuración no 

deformada. Considérese entonces el siguiente problema [7,8, 1O,17]: 
'I 
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2.2.2.1 Problema cinemático directo 

"Dados p=(po, P1), q=(qo,q1) con 11 p 11 =JI q 11 =1 y 11 E91+, '2E91+, encuentre R (Pot) 

E91 2 tal que la expresión (1.11) sea satisfecha." 

2.2.2.2 Problema cinemático inverso 

"Dado R(Pot) E91 2 y l1E91+, l2E91+, encuentre p=(po, P1), q=(qo, q1) tal que (1.11) 

sea satisfecha y 

p~ +p~ = 1 

q~ +q~ = 1 

(1.14) 

El problema de la cinemática inversa genera 4 ecuaciones algebraicas no lineales 

con 4 incógnitas del tipo polinomial [1O,17], una solución obtenida 

computacionalmente mediante el software Mathematica V4 [14] es mostrada en el 

apéndice B. 

2.2.3 Análisis de la configuración deformada 

En esta parte se supone que el robot (Ro) ha sido movido de su posición inicial 

(configuración no deformada) a través de accionamientos de los actuadores AC1 y 

AC2 (ver figura 2.4 ). El problema ahora consiste en determinar el lugar geométrico 

que ocupa el extremo final del multicuerpo. La configuración así obtenida se 

denominará configuración deformada [7,8, 1O,17]. 

· En la figura 2.4 se observa que el vector de posición R (Pot)' E912 correspondiente 
l 

con la configuración deformada puede ser expresado de la forma siguiente: 

R (p )1= L 1+ L / _ ot - 1 _ 2 
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' I ~ 
/ -

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
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Figura 2.4 Configuración deformada de Ro 

Los vectores de posición L /, L i E912 representan los vectores deformados, los 

cuales también pueden ser escritos en términos de las bases locales, esto es: 

Las bases Rn ai , Rn a~ E 912 serán en este caso, las bases móviles deformadas 

[7,8, 1O,17]. En términos de números complejos las bases deformadas se 

expresan de la forma siguiente: 

RTl ¡ _ ( p RTl ¡ 
ª1 - P ' e1 ) = P * P * e1 (1.16) 

Rn a~ = p(Q, p(P, Rn e1 )) = Ü* p* q * p * e1 
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De acuerdo con la expresión (1.16), el vector de posición R (p0d e912 puede ser 

representado de la forma siguiente: 

( 1 .17) 

También considerando las normas unitarias de las complejos P, Oe912
, esto es: 

11 p 11 =11 o 11 =1. (1.18) 

se obtienen las ecuaciones que gobiernan la configuración deformada del 

multicuerpo en estudio. 

Al igual que en la expresión (1.13) los componentes de los complejos P, Oe912 son 

[11 ]: 

Pe912 P=(Po, P1) Po e9i Po= Cos a1 (1.19) 

P1 e9i P1 = ±Sen a1 

Oe912 O=(Oo, 01) Oo e9i Oo = Cos a2 

01 e9i 01 = ±Sen a2 

'I 
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2.2.4 Problema cinemático inverso en la configuración deformada 

"Dado R (Pot)1E912 Y11 E91+, bE91+, p=(po,P1), q=(qo,q1) con 11p11=11q11 =1, encuentre 

P=(Po ,P1), O=(Oo, 01) tal que la expresión (1.17) sea satisfecha y 

(1.20) 

0 2 +0 2 = 1 o 1 

El problema de la cinemática inversa en la posición deformada genera 4 

ecuaciones algebraicas no lineales con 4 incógnitas del tipo polinomial, igual que 

en el caso e la posición no deformada [17]. 

2.3 Modelación cinemática utilizado la reflexión REF2 

En esta parte es construido el modelado cinemático del multicuerpo R0 motivo de 

estudio utilizando la transformación p2(p, • ): 912 ~ 91 2 que de acuerdo al apéndice 

A, resulta ser una reflexión [11, 17]. 

2.3.1 Configuración no deformada reflectada 2 de R0 

Considérese que se desea conocer la configuración del robot Ro utilizando la 

transfo~mación p2(p,• ): 912 ~ 912 sobre cada uno de los vectores de posición 

asociados con el robot motivo de nuestro estudio, como en el caso del modelado 

con la reflexión REF2, la configuración obtenida al aplicar dicha reflexión será 

llamada "configuración reflectada 2" la cual es mostrada en la figura 1.1 O [17]. De 

igual forma que el caso estudiado anteriormente, la reflexión tendrá lugar sobre el 

vector de p9sición R (Pot)E912 [7,8, 17]. 
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y 

PEí2 / 
P~. 
-e 

X 

Figura 1.1 O Esquematización de la configuración no deformada reflectada 2 

Al observar la figura 1.1 O notaremos que el vector de posición que localiza el 

punto terminal PotEC2 puede ser escrito en la forma siguiente: 

R ( )REF2_ I REF2 ¡ I REF2 /1 
~ Pot - 1 • el + 2 • S_ · (1 .21) 

El vect~r R (Pot )REF
2E912 será llamado el vector reflectado bajo la transformación 

2 2 REF2 ¡ REF2 ll 2 
R2( p, •) : 91 ~ 91 , las bases reflectadas e1 , s E91 , de acuerdo al 

capítulo 1, pueden expresarse de la manera siguiente [17]: 

REF2 ¡ 
e1 = p2 (p, e1 ) = p 0 ~t (1.22) 
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De acuerdo a la expresión (1.22), la ecuación (1.21) puede ser escrita de la forma 

siguiente: 

(1.23) 

Los componentes de los complejos asociados p,q E912 son definidos en el 

apéndice A, esto es: 

pE912 
p=(Po , P1) Po E91 Po= Sen 81 (1.24) 

P1 E91 P1= Cos 81 

qE912 q=(qo, q1} qo E91 qo= Sen 82 

q1 E91 q1= Cos 82 

2.3.2 Problema cinemático directo 

"Dados p=(po, P1), q=(qo,q1) con 11 p 11 =Ji q 11 =1 y l1E91+, b E91+, encuentre R (Pot 

)REF
2E9t2 tal que (1.23) sea satisfecha." 

2.3.3 Problema cinemático inverso 

"Dado R (Pot )REF
2E912 y 11 E91 +, l2E91+, encuentre p=(po, P1), q=(qo, q1) tal que (1.23) 

sea satisfecha y 

p~ +p~ = 1 

q ~ +q~ = 1 

(1.25) 

El problema de la cinemática inversa genera 4 ecuaciones algebraicas no lineales 

con 4 incógnitas del tipo polinomial [17], una solución obtenida .. 
computacionalmente mediante el software Mathematica V4 [14] es mostrada en el 

apéndice B. 
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2.3.4 Configuración deformada reflectada 2 de R0 

Considérese que el multicuerpo R0 ha sido movido de su configuración reflectada 

no deformada 2 a través de reflexiones sucesivas a la configuración mostrada en 

la figura 1.12, el vector de posición del lugar geométrico del punto x(p01)EC21 es 

escribe de la siguiente forma [17]: 

/ 
/ 

R ( )REF2/ _ I REF2 ¡ I REF2 /1 
- Pot - 1 • ª1 + 2 • ~ . 

/ 
/ 

/ 

x(pot) 
{;~ Configurocíón clef' on...,odo 

Figura 1.12 Esquematización de la configuración reflectada deformada 2 

\1.26) 

Las bases deformadas REF
2 a~ , REF

2 a; / E91 2 están en función de números complejos, 

esto es [17]: 

l (1.27) 

REF2 /1 - (Q (P REF2 /1 )) = Q '*' P'*' q '*' p '*' ~ - P2 ,p2 , • s_ - \!) \!) \!) \!) ei 
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De acuerdo con la expresión (1.27) el vector de posición R (Pot )REF
2

' e912 puede 

ser representado de la forma siguiente: 

Al igual que en (2.24) los componentes de los complejos P, Oe912 son: 

P0 E91 

P1 e91 

0oE91 

01 e91 

29 

Po= Sen a1 

P1 = Cos a1 

Oo= Sen a2 

01 = Cos a2 

(1.28) 

(1.29) 



2.3.5 Problema cinemático inverso en la configuración deformada 

reflectada 

"Dado R (Pot )REF
21 E912 y 11 EiR+, bE~H+, p=(po.P1), q=(qo,q1) con 11 P 11 =11 q 11 =1, 

encuentre P=(P0 ,P1), 0=(00 , 0 1) tal que la ecuación (1.38) sea satisfecha y 

p2 +p2 =1 o 1 (1.30) 

0 2 +0 2 =1 o 1 
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CAPÍTULO 111 

Caracterización de los movimientos de un robot de dos grados de 

libertad 

Introducción 

En este capítulo, se caracterizan los movimientos de un robot de 2GDL los cuales 

idealizan la transición de la configuración no deformada a la deformada ambas 

relacionadas con dicho robot. Tres tipos de movimientos son caracterizados: 1) 

uno a uno, 2) simultáneos y 3) híbridos (17]. La programación de tales 

movimientos se realiza en el paquete VISUAL BASIC V6. Los resultados 

obtenidos serán aplicados en los capítulos posteriores para modelar el problema 

de evasión de obstáculos. 

3.1 Definición de movimiento 

En esta sección se define el término "movimiento" el cual será utilizado para 

representar las transiciones entre dos configuraciones del robot Ro en estudio. 

Dichas transiciones se considerarán atemporales; es decir, no dependen del 

tiempo [17]. 

Sean R
0
Nº y R

0 
° las configuraciones no deformada y deformada asociadas con 

el robot Ro. Dichas configuraciones se muestran en la figura 3.1 . 

31 



Figura 3.1 Configuraciones del robot Ro 

Sea T: R
0 
NO ~ R

0 
° . Un movimiento de R0 se define de la manera siguiente: 

"Un movimiento de R0 es una función T: R
0 
No ~ R

0 
° definida por: 

T:(R ºNO ]=Roº 

en don_de T depende de los parámetros de rotación obtenidos del problema de la 

cinemática inversa. La transición T: R
0 
NO ~ R

0 
° es ejecutada con el problema 

inverso". 

Una transición o movimiento del robot se dice completa si para pasar de R
0 

NO a 
'I 

R
0 
° el robot fue movido usando dos parámetros de rotación asociados con sus 

actuadores [17]. 
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En este trabajo de tesis se usarán movimientos completos para representar las 
-

transiciones del robot de una configuración a otra. 

3.2 Tipos de movimientos completos 

De acuerdo con (17, 18], un robot de "n" grados de libertad puede ejecutar tres 

tipos de movimientos o transiciones: 

a) Uno a uno: los actuadores del robot aplican los desplazamientos angulares 

secuencialmente; es decir, se mueve primero un eslabón fijando el otro y, 

posteriormente, se mueve el eslabón restante y se fija el primero. 

b) Simultáneos: en este tipo de movimientos los actuadores aplican los 

desplazamientos angulares simultáneamente. 

c) Híbridos: Este tipo de movimiento se caracteriza por: 1) una activación uno 

a uno y 2) una activación simultánea. 

Cabe señalar cfue los tres tipos de movimientos son completos y todos alcanzan la 

configuración R
0 

D de R
0 

ND • Sin embargo, las consideraciones cinemáticas 

relacionadas con cada movimiento son diferentes. 

Supóngase que los actuadores integrados al robot Ro puedan ejecutar una 

revolución completa, esto es, si P0 E 91 es el parámetro de rotación, entonces el 

actuador Ac1 ejecutará: 1) P0 y/o Po*; donde (17,18]: 

Note que P">0 (±) y P0 *(±) representan los casos en que un determinado actuador 

puede ejecutar movimientos con parámetro real P0 E 91 y complementario Po* E ~H 

con giros 1) horario ( +) y 2) antihorario (-). 
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Bajo esta última consideración los movimientos completos se subdividen en 

[17,18]: 

1) Uno a uno: 

2) Simultáneos: 

3) Híbridos: 

Reales (Po,Oo) 

Complementarios (Po*,Oo *) 

Combinados (Po,Oo*) o (Po*,Oo) 

Reales 

Complementarios 

Combinados 

Reales 

Complementarios 

Combinados 

Los movimientos complementarios son llamados por [17] como "reflexionados" . 

3.3 Caracterización de movimientos uno a uno 

En esta sección se caracterizan los movimientos completos "uno a uno" 

relacionados con el robot R0 motivo de estudio en este trabajo de tesis. De 

acuerd~ con [17], el número de movimientos uno a uno (NMu) relacionado con un 

robot de cadena abierta el cual integra eslabones activos se obtiene de la manera 

siguiente: 

NMU =A+ B + C 

Aquí, A= n!, B = n! y C = (n!)2 siendo n E X el grado de libertad de la cadena. 
~ -

Además: 
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1) A= n!; es el número de movimientos uno a uno reales (NMuR). 

2) B = n!; es el número de movimientos uno a uno complementarios o 

reflexionados (NMuRE). 

3) C = (n!); es el número de movimientos uno a uno combinados (NMuc). 

Por tanto , para n = 2, se obtienen los siguientes resultados: 

i) NMu = 8 

ii) NMUR = 2 

iii) NMURE = 2 

iv) NMuc = 4 

Así, el robot R0 motivo de estudio puede realizar 8 movimientos del tipo uno a uno. 

Por otro lado, de acuerdo con [17), los movimientos uno a uno se clasifican en 

familias y cada familia tiene un punto intermedio o, más bien dicho , una 

configuración intermedia generada por la primera activación de un actuador. El 

número de familias (NF) y el número de puntos intermedios relacionados con un 

robot de cadena abierta formado de eslabones activos se obtienen de la manera 

siguiente: 

1) NF1= n 

2) Np1= n 

La familia 1 integra los movimientos uno a uno que se caracterizan por la 

activación del motor M1 en el primer submovimiento, en tanto la familia 2 

contiene los movimientos uno a uno en los cuales el motor M2 se activa en el 

primer submovimiento. 

'J 

Los movimientos del tipo uno a uno se representan por la siguiente 

nomenclatura. 

1) Movimientos reales familia y familia 2: 
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MRFiMJ; i = 1,2 y j = 1,2 con i :t: j 

2) Movimientos reflexionados familia 1 y familia 2: 

MREFiMJ ; i = 1,2 y j = 1,2 con i :t: j 

3) Movimientos combinados de familia 1 y la familia 2: 

MCM/iMJ ; i = 1,2 y j = 1,2 con i :t: j , k = 1 o 2 

Por ejemplo: 

i) MR FiM2 es un movimiento real de la familia 1 con M2 activado 

en segundo término. 

ii) MRE F2M1 es un movimiento complementario o reflexionado de la 

familia 2 con M1 activado en segundo término. 

iii) M CM 2nMi: es un movimiento combinado de la familia 2 con M1 

activado en segundo término y M2 efectúa un 

movimiento complementario. 
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Los movimientos uno a uno se representan por medio de tablas en código 

binario; esto es: 

MR F1M2 Jr!RE F2M1 

~ Mi M2 I~ Mi Mi 

Ti 1 o Ti -1 o. 
T2 o 1 T2 o -1 

-

a) b) 

MC F2M1 
Mi 

~ Mi M2 

Ti o -1 

T2 1 o 

c) 

Tablas 3.1 representación de movimientos uno a uno: a) reales, b) complementarios y c) 

combinados 

La figura siguiente muestra dichos movimientos programados en VISUAL BASIC 

V6. 

l !:;~-r-- ~~~r-- ~· • 

1;~l~~~~ 
• ...,"""'ltlll:)S~\ ······ 

;m:! ,,. o. IC .._o. ,,. 

1~~~m::~ 
a) b) 
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Figura 3.2 Salidas gráficas de movimientos: a) real , b) complementario y c) combinado 

Para finalizar esta sección es importante señalar dos aspectos fundamentales de 

los movimientos uno a uno, estos son: 

1) El recorrido del órgano terminal para cada movimiento uno a uno es 

diferente. 

2) Los puntos que integran los eslabones del robot se desplazan en forma 

diferente en cada movimiento. 

Cada familia integra cuatro movimientos simultáneos, es decir: 

1) Un movimiento real. 

2) Un movimiento reflexionado. 

3) Dos movimientos combinados. 

38 



Es importante señalar que el hecho de que existan tres familias implica tres tipos 

de configuraciones deformadas relacionadas con el robot, una para cada familia, 

puesto que las relaciones P 0 = Q 0 , P 0 > Q 0 y P º < Oo implican tres configuraciones 

deformadas diferentes. 

Por otro lado, para el caso de los movimientos simultáneos existe un número finito 

de configuraciones intermedias, dicho número depende del númer9 de 

discretizaciones asociadas con el intervalo de tiempo sobre el cual se ejec.uta el 

movimiento. 

3.4 Caracterización de los movimientos simultáneos 

En esta sección se caracterizan los movimientos del tipo simultáneos relacionados 

con el robot R0 motivo de estudio. En estos movimientos los actuadores que 

componen el robot, se activan simultáneamente y desplazan angularmente los 

eslabones en un mismo intervalo de tiempo. 

De acuerdo con [17], los movimientos simultáneos se clasifican en tres familias: 

1) F0 ; es la familia de movimientos simultáneos en el cual Po= Oo <=> a1 = a2. 

2) F1; es la familia de movimientos simultáneos en el cual Po> Oo <=> a1 > a2. 

3) .F2; es la familia de movimientos simultáneos en el cual Po< Oo <=> a1 < a2. 

Considere que P0 > Q 0 , la familia F1 integra los siguientes movimientos 

simultáneos: 

S
F, 

1) MR PQ >Qo ; movimiento real simultáneo de la familia F1. 

2) MRES~>Qo ; movimiento complementario o reflexionado de la familia F1 . 
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3) Mes;• Q ·;movimiento combinado simultáneo de la familia F1 con o, o 

4) MCS~*,Qo ; movimiento combinado simultáneo de la familia F1 con 

M1 ~Po* 

Las tablas de código binario asociadas con los movimientos mencionados 

anteriormente son: 

MRs:·>Q o o 

~ M1 M2 

T1, T2 1 1 

a) 

MRES¡>Q 
o o 

~- Mi M2 

Ti, T2 -1 -1 

b) 

MCSFi • Po ,Qo 

~ Mi M2 

Ti, T2 1 -1 

c) 

MCSFi 
Po*,Qo 

~ Mi M2 

Ti, T2 -1 1 

d) 

Tabla 3.2 Representación de los movimientos simultáneos de la familia 1: a) real, 

b) complementarios, c) y d) combinados 
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Las figuras siguientes muestran los movimientos simultáneos de la familia 1. 

a) b) 

c) d) 

Figura 3.3 Salidas gráficas de los movimientos simultáneos de la familia 1: a) real, 

b) complementaria, c) y d} combinados 

Cabe señalar que, al igual que los movimientos uno a uno, los movimientos 

simultáneos también tienen diferencias: 

1) El punto terminal del robot se desplaza en forma diferente para cada 

movimiento. 

2) Los 1 eslabones del robot se desplazan en forma diferente para cada 

movimiento. 
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3.5 Caracterización de los movimientos híbridos 

En esta sección se caracterizan los movimientos híbridos relacionados con el 

robot Ro motivo de estudio en este trabajo de tesis. Este tipo de movimiento 

combina tanto los uno a uno como los simultáneos. 

De acuerdo con [17, 18], un robot de 2GDL puede alcanzar la configuración 

deformada ( R
0 
° ) de la no deformada ( R

0
Nº ) usando movimientos especiales 

llamados "híbridos". Dichos movimientos se caracterizan por: 

1) Dos submovimientos para alcanzar R
0 
° de R

0
Nº . 

2) Un submovimiento es simultáneo; es decir, M1 y M2 se activan con P0 los 

dos o Q 0 los dos. 

3) El submovimiento simultáneo se da en la primera activación. 

4) Un submovimiento uno a uno de corrección angular ya sea en M1 o Mz. 

Existen dos familias de movimientos híbridos: 

1) Familia F1: Familia que integra los movimientos híbridos en la cual M1 

corrige el desplazamiento angular. 

2) Familia F2: Familia que integra los movimientos híbridos en la cual Mz 

corrige el desplazamiento angular. 

Cada familia integra los siguientes movimientos: 

1) Un real. 

2) Un complementario. 

3) Tres combinados simples. 

4) Tres combinados dobles. 
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Un movimiento real híbrido es el siguiente: 

MRH Fi 

El código asociado con MRH Fj es: 

MRHFi 

~ Mi M1 

Ti 1 1 

T1 1 o 

Tabla 3.3 Código de un movimiento real híbrido familia 1 

La figura siguiente muestra la simulación del movimiento 

anteriormente. 
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Figura 3.4 Salida gráfica del movimiento MRH F., 
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Las siguientes tablas muestran los códigos de los movimientos: 

1) MREHFi : movimiento reflexionado híbrido de la familia 1. 

2) MCH Fi M 1,r¡ : movimiento combinado híbrido simple con submovimiento 

complementario en M1. 

3) MCH Fi M1.2Jl.1 : movimiento combinado híbrido doble con submovimientos 

MREHFi 

~ Mi M2 

Ti -1 -1 

T2 -1 o 

a) 

MCHFjMl ,T¡ 

M Mi M2 
T 

Ti -1 1 

T2 1 o 

b) 

MCH Fj M1,2Jl,1 

M Mi M2 
T 

Ti -1 -1 

T2 1 o 

e) 

Tabla 3.4 Códigos de los movimientos híbridos: a) complementario, 

b), c) combinado simple y doble 
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La figura siguiente muestra las salidas gráficas de los movimientos descritos 

anteriormente. 

a) 
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c) 

Figura 3.5 Salida gráfica de movimientos híbridos de la familia 1: a)complementario, 

b) combinado simple, c) combinado doble. 

Un movimiento híbrido de la familia F2 es: 

La tabla del código es la siguiente: 
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MCH F2 M22 .T1 ,2 

~ Mi M2 

Ti 1 -1 

T2 o -1 

Tabla 3.5 Código del movimiento combinado doble de la familia 2 

Para finalizar esa sección es conveniente comentar que los movimientos 

híbridos tienen diferencias importantes: 

1) El lugar geométrico que recorre el punto terminal del robot es diferente para 

cada movimiento. 

2) Los desplazamientos de los eslabones que componen el robot son 

diferentes para cada movimiento híbrido. 

3) Existen dos puntos intermedios diferentes, uno para cada familia . 

3.6 Algunas consideraciones importantes de los movimientos 

completos del robot R0 

De acuerdo con la caracterización de movimientos realizada en las secciones 

anteriores, existen [17]: 

1) 8 movimientos uno a uno. 

2) 4 movimientos simultáneos. 

3) 16 movimientos híbridos. 
l 
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Por tanto, el robot Ro se puede desplazar de R
0

No a R
0 
° de 28 formas 

posibles, todas ellas diferentes y asociadas con dos configuraciones fijas ( R
0

No 

Y Ro D ). 

También existen, de acuerdo con [17]: 

a) Dos puntos intermedios para los movimientos uno a uno, cada uno 

asociado con una familia. 

b) Un número finito de configuraciones intermedias relacionadas . con 

los movimientos simultáneos. 

c) Dos puntos intermedios para los movimientos híbridos, cada uno 

asociado con una familia. Estos puntos intermedios son diferentes a 

los relacionados con los movimientos uno a uno. 

d) La configuración de familias para cada tipo de movimientos fue 

diferente. 

Los movimientos completos del robot serán utilizados en los siguientes capítulos 

de este trabajo de tesis para modelar y simular un problema de evasión de 

obstáculos en el plano. 
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CAPÍTULO IV 

EVASIÓN MEDIANTE SECUENCIAS 

Introducción 

Considerando las restricciones e hipótesis fijadas en el capítulo 1, en el presente 

capítulo, se establecerán las características fundamentales de los elementos 

relacionados con el problema de la evasión de obstáculos; es decir, se realiza-una 

caracterización de las propiedades cinemáticas del robot Ro, los requerimientos de 

las tareas, el área de trabajo y, las características del objeto que invade el área de 

trabajo. 

En este capítulo, se aplicarán algunas caracterizaciones de las secuencias de 

movimientos de un robot de 2 GOL establecidas en el capítulo 111 [17] . Las 

secuencias son utilizadas con el objetivo de definir trayectorias de evasión de 

obstáculos presentes dentro del área de trabajo del robot, también se establecen 

las configuraciones admitidas por el robot mediante la aplicación de los modelos 

cinemático directo e inverso desarrollados en el capítulo 11. 

Para un punto cualquiera de la ruta r de trabajo, se determinan las 

configuraciones que puede admitir el robot, y se establecen las posiciones de los 

obstáculos cuando son tangentes al eslabón L1 y al eslabón L2 , dichas posiciones 

se consideran como el límite en donde el robot y el objeto solo se tocan en un 

punto. ·Al generalizar sobre todos los puntos de r , se establece el lugar 

geométrico de los centros de todos los objetos que guardan una posición de 

tangencia respecto a los eslabones L1 y L2 del robot, esto, permitirá establecer una 

serie de criterios para utilizar en la definición de una nueva ruta libre de 

obstáculos. 

Al relacionar las coordenadas del lugar geométrico de los centros de todos los 

objetos que guardan una posición de tangencia respecto a los eslabones L1 y L2 
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del robot y con las coordenadas que definen la posición del centro de un 

obstáculo arbitrario, se establecen 5 criterios para lograr la evasión. 

Sobre la base de los cuatro primeros criterios, se determinan secuencias de 

movimientos de los actuadores y la configuración adoptada por el robot en su 

nueva trayeetoria libre de obstáculos. 

En el capítulo siguiente se abordará particularmente el análisis del quinto criterio, 

para definir una nueva trayectoria de evasión, la cual es paralela al contorno del 

obstáculo. 

4.1 Algunas consideraciones fundamentales para la planificación 

de trayectorias 

Para planificar los movimientos de un robot, sobre un área de trabajo libre de 

obstáculos, es necesario establecer un algoritmo de control que tome en cuenta 

las siguientes consideraciones: 

i) Propiedades cinemáticas del robot R0 . 

ii) Requerimientos de las tareas. 

iii) Área de trabajo (AT) del robot. 

iv). Las características del objeto Ob. 

Una caracterización mínima de los aspectos anteriores es requerida para poder 

establecer un esquema de planeación de los movimientos, y así garantizar la 

capacidad cinemática del mecanismo en presencia de obstáculos y la satisfacción 

de los requerimientos de las tareas. En otras palabras, la información generada 

sobre los cuatro puntos anteriores es fundamental para la planeación de la rutas 

de trabajo alternativas antes de ejecutar los movimientos necesarios para la 

realización del trabajo. 
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La ejecución de las rutas alternas establecidas para evitar la colisión, están 

directamente relacionadas con las propiedades cinemáticas del robot; es decir, se 

requiere que el robot sea capaz de alcanzar las configuraciones correspondientes, 

usando para ello secuencias uno a uno, simultáneas o híbridas adecuadas de 

movimientos en los actuadores. En este capítulo se analiza el ·caso 

correspondiente a la evasión de obstáculos a través de secuencias de 

movimientos complementarios, presentándose los casos específicos cuando es 

posible cubrir toda la trayectoria original de trabajo, y cuando es imposible cubrirla 

al 100 %, en las siguientes secciones, se discuten los aspectos mencionados 

anteriormente. 

4.1.1 Propiedades cinemáticas del robot 

Las propiedades cinemáticas del robot han sido descritas en el capítulo 2, solo se 

menciona aquí que, de acuerdo con la tarea por realizar, cada uno de los 

actuadores puede proporcionar un giro de 360º tanto en sentido positivo como 

negativo [17,18]. 

4.1.2 Requerimientos de las tareas 

La naturaleza de las tareas por realizar, determinan no solo la ruta por seguir por 

el órgano efector, sino también la orientación que debe tener en cada punto del 

recorrido. En el caso de estudio presente, no es considerada la orientación, pues 

se supone que la tarea solo requiere que el órgano efector se encuentre 

perpendic1.,Jlar con el plano de trabajo en todo punto de la trayectoria; es decir, la 

tarea por realizar es la del tipo correspondiente al de la aplicación de pegamento a 

lo largo de un segmento rectilíneo, particularmente, el órgano efector del robot 
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tiene la tarea de recorrer la trayectoria 1 en un movimiento cíclico de ida y vuelta, 

según se muestra en la figura 4.1, sin tomar en cuenta el tiempo. 

Figura 4.1 Ruta t de trabajo 

Los símbolos mostrados en la figura anterior, se describen de la manera siguiente: 

P¡ es el punto inicial de la trayectoria . 
Pt es el punto final de la trayectoria. 
OE . es el órgano efector. 
J1 "I: articulación en la base. 
J2 : articulación del codo. 
1 : ruta de trabajo. 
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De acuerdo con la tarea del robot descrita anteriormente, se tienen las siguientes 

restricciones de funcionamiento del robot: . 

a) No se requiere control sobre la orientación del órgano efector. 

b) Se requiere una ruta rectilínea con dos puntos arbitrarios que indican la 

configuración inicial ( P¡) y final ( Pt) del robot. 

c) La tarea debe ejecutarse cíclicamente sin considerar el tiempo. 

4.1.3 Área de trabajo 

El área de trabajo definida por el robot R0 se observa en la figura 4.2, la cual 

corresponde a una circunferencia de radio RRo = L1 + L2 , esta es posible cubrirla 

debido al movimiento de los actuadores ubicados en cada una de las uniones (J 1 y 

J2) [17], dichos actuadores pueden generar un movimiento angular de 360º en 

ambos sentidos (levógiro y dextrógiro). 

Figura 4.2 Área Total AT de trabajo con Ro en posición de inicio 
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En el caso particular del problema analizado en este capítulo, es conveniente 

precisar el área de trabajo real que ocupa el robot; es decir, el área donde se 

localiza el robot de acuerdo con la tarea por realizar, esta área depende de las 

configuraciones que puede adoptar el multicuerpo para ejecutar la tarea requerida. 

De acuerdo con la tarea descrita anteriormente, se requiere cubrir la ruta 't en un 

movimiento de ida y vuelta por lo que la manera de precisar el área de trabajo real 

ocupada por el robot, es ubicar la posición adoptada para acceder a cada uno de 

los puntos de dicha trayectoria, considerando a su vez las diferentes 

configuraciones correspondientes a cada punto. En la figura 4.3 se observan las 

dos posibles configuraciones del multicuerpo para tocar un punto arbitrario de la 

ruta 't. 

Figura. 4.3 Configuración codo arriba y codo abajo. 

Los extremos . de la ruta 't son alcanzados cuando el multicuerpo está 

completamente extendido (alcance máximo RRo = L1 + L2 ), cualquier otro punto 

asociado con la ruta , podrá ser alcanzado por las configuraciones mostradas en la 

figura anterior. 
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De acuerdo con lo anterior, es importante señalar que, para establecer el área de 

trabajo real, bastará con posicionar el multicuerpo en cada uno de los puntos de la 

trayectoria considerando ambas configuraciones, esto es posible hacerlo 

experimentalmente si se tiene el robot, o bien a través de un programa de 

simulación. En el presente caso, el área de trabajo es obtenida a través de la 

simulación como se muestra en la figura 4.4. 

Figura 4.4 Área real (AR) de trabajo para la trayectoria '· 

De acuerdo con la figura anterior, se observa que cualquier objeto ubicado fuera 

de esta área no interfiere en las actividades del multicuerpo. 

4.1.4 Características del objeto 

Las características principales del objeto en estudio, son: 
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i) Presenta una geometría de forma circular. 

ii) Se presenta en cualquier posición dentro del área real de trabajo. 

iii) No presenta movimiento. 

iv) Es de un tamaño arbitrario. 

Una vez caracterizados los diferentes elementos que determinan el estado del 

sistema robot-obstáculo, se tiene información suficiente para determina~ las 

posibles situaciones que se pueden presentar en relación con la presenci~ del 

objeto y las condiciones de colisión y evasión. 

De acuerdo con el área de trabajo real mostrada en la figura 4.4, se pueden hacer 

las siguientes consideraciones: 

1 ).- El objeto puede quedar fuera del área real de trabajo; es decir, no existe 

interferencia entre el robot R0 y el objeto, y por lo tanto la ruta t puede ser 

recorrida totalmente. Este estado puede ser representado de la siguiente manera 

[17]: 

donde: Ob : representa al obstáculo y AR : representa el área real de trabajo. 

2).- La configuración inicial del robot Ro es la posición de referencia (home) por lo 

que se considera que el objeto no puede localizarse sobre el eje X; es decir: 

" R0 ¡ indica la posición inicial del multicuerpo y se puede escribir: Roi n Ob = 0 " 

Esto indica que el área bajo el eje X es descartada como zona de presencia del 
1 -

obstáculo, en otras palabras, se considera que una posición límite del obstáculo 

será cuando esté sobre el eje X sin instersectarlo y dentro del área real de 

trabajo; es decir: 
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con base en las anteriores consideraciones, la figura 4.4 ha sido reducida a la 

mostrada en la figurara 4.5. 

Figura 4.5 Zona reducida de presencia del obstáculo, respecto al eje X 

3) .- Un análisis similar con respecto a la configuración final de R0 ; es decir, sobre 

el eje Y, conduce a lo siguiente: para tocar el punto final (sobre los extremos del 

lugar geométrico) de la trayectoria, R0 debe estar en su máxima extensión; es 

decir en dicho punto no existen dos formas diferentes de accesarlo como en el 

resto de -r (codo arriba y codo abajo), por lo que un obstáculo que intersecte al eje 

Y impedirá que dicho punto sea inalcanzable, pues cualquier otra posición de los 

eslabones L1 y L2 implica un alcance menor al caso analizado. De otra manera, si 

el obstáculo no toca al eje Y, entonces el órgano efector podrá acceder al punto 

final de -r, por lo que, en este trabajo se considera que la relación : de Ob n Rot = 0 · 

implica que el área a la izquierda del eje Y, no sea considerada y se descarta 
") 

como zona de presencia del obstáculo, en otras palabras, una segunda posición 

límite del obstáculo será cuando se encuentre a la derecha del eje Y dentro del 

área real de trabajo y sin intersectarlo. 
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En la figura 4.6 se muestra la zona de presencia del objeto con respecto a los 

ejes X e Y, observándose que su presencia, estará ubicada en el primer 

cuadrante sin intersectar sus límites; es decir, los ejes X e Y. 

Figura 4.6 Área real reducida (ARR) de presencia del obstáculo, respecto a lo dos ejes 

De acuerdo con los tres incisos anteriores, es posible establecer las siguientes 

relaciones: 

i) óOb n óARR 

reducida. 

ii) ob e ARR 

reducida. 

iii) ob e ARR 

= 0 objeto totalmente. ajeno con el área de trabajo real 

: objeto totalmente contenido en el área de trabajo real 

: objeto parcialmente contenido en el área de trabajo 

real reducida . 

En el primer caso el objeto no interfiere con Ro. por tanto la trayectoria puede ser 

recorrida libremente, y el desplazamiento del multicuerpo puede ser usando tanto 

la configuración de codo arriba como codo abajo. 
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En el segundo caso el obstáculo está totalmente contenido en el área real 

reducida (ARR) por lo que el porcentaje de la trayectoria recorrida dependerá de la 

ubicación del obstáculo; es decir, depende de la proximidad del obstáculo con la 

base y al órgano efector del robot, o bien con respecto al origen del sistema de 

referencia y la trayectoria -c. 

En el tercer caso se considera la situación cuando el obstáculo se intersecta con 

la trayectoria -e, y bajo estas condiciones, debe discriminarse el uso de las 

configuraciones del codo, con el objetivo de que el órgano efector se desplace 

sobre la ruta de trabajo, cubriendo la mayor extensión posible. 

4.2 Caracterización de las posiciones relativas entre el robot y el 

obstáculo 

Partiendo de las tres condiciones descritas en la sección anterior, se establecerán 

criterios para determinar los movimientos requeridos por el robot para evadir los · 

posibles obstáculos, manteniendo en lo posible, el órgano efector sobre la 

trayectoria [17]. 

La proposición Ob n ARR = 0 implica que el objeto es totalmente ajeno con el 

área de trabajo real reducida, por lo que no existe colisión entre el robot y el 

obstáculo, en este caso, el multicuerpo puede ejecutar su tarea libremente, siendo 

necesario determinar los criterios de evasión o de no colisión en los dos restantes, 

es decir cuando se cumplen: 

ii) ob e ARR 

iii) ob e A~R 

La segunda condición será considerada para lograr la evasión, mediante las 

secuencias de movimientos permisibles por los actuadores, en tanto en la 
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tercera, se aplicará un análisis para efectuar una evasión a través de una nueva 

trayectoria paralela al contorno del obstáculo; es decir, por medio de un barrido de 

frontera. 

4.2.1 Determinación de condiciones para las posiciones límites 

entre R0 y Ob 

El algoritmo de control que permita la determinación de una trayectoria libre de 

obstáculos, será obtenido a través de la determinación previa de las posiciones 

límites (tangencia entre el mecanismo y el obstáculo) del objeto para cada una de 

las configuraciones del mecanismo en cada uno de los puntos de la trayectoria -¡;; 

es decir, la estrategia será establecer la posición del centroide del obstáculo que 

implica una tangencia entre el robot y el obstáculo, lo cual determina la posición 

límite relativa entre ambos; es decir, donde solo se intersectan en un punto. 

La situación anterior se muestra en la figura 4. 7 donde se tienen dos 

circunferencias representativas de los obstáculos Ob1 y Ob2 con centros en C1 

(h1,k1) y C2 (h2,k2) que definen la posición límite entre el robot y el objeto al 

acceder a un punto sobre la trayectoria "C. Por otro lado, C1 (h1 ,k1) es el .centro del 

objeto cercano a la base inercial cartesiana, mientras que C2 (h2,k2) es el centro 

del objeto cercano al órgano efector, ambos establecen la posición de tangencia 

con respecto a los eslabones L1 y L2. 
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Figura 4. 7 Posición límite entre Ro y Ob. 

La figura anterior muestra los características relacionadas con el segundo caso; es 

decir , el recorrido de 't dependerá de la posición del obstáculo respecto a la base 

de Ro y al órgano efector, pues si el centro C(h, k) del obstáculo es más cercano a 

't que C2 (h2, k2), entonces será necesario mover al eslabón L2 hasta alcanzar la 

tangencia con el obstáculo lo cual implica la existencia de un segmento S sobre 't 

totalmente inaccesible por el órgano efector. En las figuras 4.8 y 4.9 se muestra la 

situación mencionada anteriormente. 
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Figura 4.8 El eslabón L2 es secante al obstáculo Ob 

'I 

Figura 4.9 Eslabón L2 tangente al obstáculo 
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Si el centro C(h, k) del objeto es más cercano al origen 0(0, O), entonces será 

necesario mover el eslabón L1 hasta alcanzar la tangencia entre Ro y Ob lo cual 

igualmente implica la existencia de un segmento sobre -r que no podrá ser 

recorrido. 

Los criterios empleados para la determinación de la posición relativa entre el 

obstáculo y el robot, se obtienen de las características geométricas mostradas en 

la figura 4.1 O. 

Figura 4.1 O Ubicación aleatoria del obstáculo Ob 

Es decir, para un punto P(x,y) sobre -r, se determinan las posiciones extremas que 

puede ocupar el obstáculo, permitiendo aún que el órgano efector alcance la 
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trayectoria, para posteriormente comparar la posición real del obstáculo y definir el 

criterio de evasión. 

De acuerdo con la figura 4.1 O, la posición del objeto se determina a través de las 

coordenadas {h, k) del centro C, y es posible conocer: 

1) La ecuación del segmento Rv que une el origen del sistema de coordenadas 

con i: y pasa por C(h,k). 

2) Las coordenadas ( h1, k1 ) y ( h2, k2 ) centros de los obstáculos en su posición 

de tangencia. 

1) El segmento Rv, el cual tiene uno de sus extremos en el origen (0,0), y el 

segundo extremo sobre i:, es un eje de simetría del obstáculo. El extremo sobre i: 

puede ser accesado a través de las dos configuraciones del multicuerpo. 

La ecuación punto-pendiente de una recta es de la forma: 

(4.1) 

Aquí, (x1, Y1) = (O, O) o (x1, Y1) = ( h, k) y 

Nótese que si m = k h la expresión (4.1) se escribe como: 

(4.2) 

Obsérvese que si x1 =O y Y1 =O la ecuación (4.2 ) toma la forma particular: 

(4.3) 

Por otro lado, la ecuación asociada con la trayectoria i: es: 
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(4.4) 

donde: m = [(y2 - Y1 )!(x2 - X1 )] 

Aquí, las coordenadas (x1, Y1), (x2, y2) representan los extremos de t . 

Si (x1, Y1) = (50,0) y (x2, Y2) = (0,50), entonces m = -1 

Sustituyendo m y (x1, y1) en la expresión (4.4) tenemos la ecuación de la ruta t: 

X+ y= 50 (4.5) 

Finalmente, resolviendo el sistema formado por (4.3) y (4.5) se determinan las 

coordenadas del punto P(x,y) sobre t y extremo del segmento Rv, las cuales son: 

X = (50h) / (k + h) 

y= (50k) / (k + h) 

De acuerdo con la figura 4.1 O, el punto P(x,y) sobre t puede ser accesado por el 

robot a través de ambas configuraciones, ya que Rv es un eje de simetría del 

objeto, por lo que ahora se requiere establecer los centros (h1 , k1) y (h2, k2) de los 

objetos tangentes a los dos eslabones L1 y L2, respectivamente para ambas 

configuraciones. 

2) Las coordenadas ( h1, k1 ) y ( h2, k2 ) de los centros de los objetos en su 

posición límite se obtienen aplicando el concepto de distancia entre un punto y una 

recta bajo el siguiente procedimiento: 

'I 

De acuerdo con la figura 4.1 O, las coordenadas (h1, k1) pueden determinarse 

resolviendo un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, en este caso las 

ecuaciones se describen de la manera siguiente: 
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a) Ecuación 1: distancia entre el punto (h1,k1) y el segmento L1 . 

b) Ecuación 2: ecuación de Rv que es satisfecha por el punto (h1,k1). 

Para establecer la Ecuación 1 se aplica la siguiente expresión: 

D-(Ax1 +By 1 + C) / - I ± -J~A-2 _+ _B_2 

Aquí: 

Ax + By + C = O es la ecuación de una recta, en su forma general , 

P(x1,Y1) son las coordenadas de un punto no perteneciente a la recta y 

(4.6) 

O es la distancia perpendicular entre el punto P(x1,y1) y la recta Ax+ By+ C =O 

Para el caso estudiado en este capítulo, la ecuación de la recta que representa al 

eslabón L1 es de la forma: 

(4.7) 

y Xc es la abscisa del codo y Ye es la ordenada del codo. 

Las coordenadas del punto P son (h1, k1) y la distancia O= r indica la longitud del 

radio del objeto. 

Por tanto , al sustituir O por r, (x1, Y1) por (h1, k1) y la expresión ( 4. 7) en la , 
expresión (4.6) se obtiene la ecuación 1 buscada: 
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o, equivalentemente: 

(4.8) 

Por otro lado, la ecuación 2 de interés, representa al segmento Rv que contiene al 

punto (h1,k1), y al origen (0,0), por lo que es de la forma: 

(4.9) 

Sustituyendo el punto (h1,k1) en la ecuación (4.9), se tiene: 

(4.10) 

Resolviendo el sistema formado por las expresiones (4.8) y (4.10) se obtienen las 

coordenadas del centro del objeto tangente al eslabón L1: 

(4.11) 

Es decir, C1 (h1, k1) es el centro de la circunferencia correspondiente con el 

obstáculo que es tangente al eslabón L 1 tanto en la configuración de codo arriba 

como de codo abajo, como se muestra en la figura 4.11 
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Figura 4.11 obstáculo tangente al eslabón L1 

Para la obtención de las coordenadas de C2 (h2,k2), que representan el centro del 

obstáculo tangente al eslabón L2 para las dos configuraciones, se utiliza un 

procedimiento similar al anterior; es decir, se establecen dos ecuaciones que 

contengan como incógnitas las coordenadas (h2, k2); estas ecuaciones son: 

1) y = m2x 

2) m4 h2 - k 2 = ±r ~m4
2 +1 -(y1 - m4x 1) 

(4.9) 

(4.12) 

La ecuación (4 .12) representa la distancia entre el punto C2 (h2,k2) y la recta que 

contiene al eslabón L2 y se ha obtenido aplicando la expresión (4.6) . 

La expresión (4 .6) representa la distancia entre un punto y una recta dados, en 

este caso el punto es C2 (h2,k2) y la recta es la que contiene al eslabón L2. 

La recta que contiene al eslabón L2 es de la forma descrita por la ecuación (4.1): 
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o, equivalentemente: 

(4.13) 

donde: 

m4 =(y2 - Y1)/(x2 - x1) 

con: x1=(50h)/(k+h) y y1=(50k)/(k+h) 

Aquí, (x1,Y1) son las coordenadas del extremo de Rv obtenidas anteriormente al 

resolver el sistema con las ecuaciones (4.3) y (4.5), y (x2 , Y2) son las coordenadas 

correspondientes con el codo del robot. Estas últimas coordenadas, son obtenidas 

aplicando el modelo de la cinemática inversa; es decir, conociendo la posición del 

órgano efector (extremo de Rv) se determinan las dos configuraciones 

correspondientes al codo arriba y codo abajo; además, se obtiene la información 

del ángulo asociado con cada eslabón (L1 y L2), así como la posición de la 

articulación J2. 

Utilizando la ecuación (4.13) y aplicando la ecuación (4.6 ), es posible expresar la 

distancia entre el punto C2 (h2,k2) y la recta que contiene a L2 de la siguiente 

manera: 

o bien: ' 

(4.12) 
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Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones (4.9) y (4.12), se obtienen 

las coordenadas (h2, k2) esto es : 

h2 = {±r~m/ +1-(y1 - m4x1)}1(m4 -mi) 

k2 = m3 h2 

(4.14) 

Donde C2 (h2, k2) representa el centro del objeto tangente al eslabón L2- para 

ambas configuraciones, según se muestra en la figura 4.12. 

Figura 4.12 Objeto tangente al eslabón L2 

Con las ecuaciones (4.11) y (4.14) se tiene la información de la configuración del 

robot con, la posición límite del objeto; es decir, la posición del objeto que es 

tangente a los eslabones L1 y L2 en las configuraciones de codo arriba y codo 

abajo. Estas configuraciones serán tomadas en cuenta para distinguir si un objeto 

en cualquier posición arbitraria dentro del área real restringida de trabajo podrá 
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evadirse, y además cubrir la trayectoria especificada. La información obtenida de 

las expresiones (4.11) y (4.14) es: C1 (h1, k1) y C2 (h2, k2) que representan las 

coordenadas de los centros de los objetos tangentes a los eslabones L1 y L2 los 

cuales se observan en la figura 4.13. 

Figura 4.13 Posiciones límites entre el objeto y el robot 

Con la anterior sistematización se han establecido las ecuaciones que permiten 

determinar las posiciones límites entre R0 y Ob dentro de ARR. con solo conocer la 

posición del objeto. El conocimiento de las coordenadas de C1 (h1, k1) y C2 (h2, k2) 

permitirá decidir la forma y condiciones de evasión para un caso particular. Si el 

objeto se presenta en otra región, será necesario calcular las nuevas posiciones 

límites correspondientes con las tangencias entre R0 y Ob, y esto se requiere para 

cualquier o~ra posición del objeto dentro del área de trabajo, por lo que es 

conveniente fijar el lugar geométrico del centro del objeto para la posición de 

tangencia entre R0 y Ob, para cada uno de los punto que forman la ruta de trabajo 

-r , considerando las dos configuraciones del codo. 
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La posición de tangencia entre R0 y Ob, representa el límite entre las posicione de 

ambos objetos entre sí, sin que exista penetración, en la figura 4.14 se muestra 

esta situación. 

Figura 4.14 Posiciones límites de tangencia 

Aplicando las ecuaciones ( 4.11) y ( 4.14) para C1 (h1, k1) y C2 (h2, k2), se obtiene el 

lugar geométrico que indica la posición del centro de los objetos que ocupan la 

posición límite de tangencia con Ro; es decir, objetos tangentes a los eslabones L1 

y L2, esto se muestra en la figura 4.15. El interior del lugar geométrico (el cual es 

cerrado) define el área Ap. 

l 
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Figura 4.15 Lugar geométrico de C1 y C2 

En la figura 4.15 se observa que, cualquier objeto cuyo centro quede dentro del 

área Ap, podrá ser evadido y la trayectoria -r será cubierta totalmente. Por otro 

lado, cualquier objeto cuyo centro quede fuera de Ap pero dentro de ARR, impedirá 

que el órgano efector pueda recorrer la ruta -r en forma completa, esto se observa 

en la figura 4.16. 

'J 
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Figura 4.16 Objetos con el centro dentro y fuera de Ap 

Los objetos Ob1 y Ob3 mostrados en la figura 4.16, pueden ser evadidos cubriendo 

toda la trayectoria, mientras que los objetos Ob2 y Ob4 pueden ser evadidos pero 

la trayectoria -c no será tocada al 100 %. 

4.2.2 Criterios de evasión 

En la sección 4.1.4 se establecieron las relaciones: 

i) óüb n óARR = 0 ; objeto totalmente ajeno con el área de trabajo real reducida. 

; objeto totalmente contenido en el área de trabajo real 

reducida . 

; objeto parcialmente contenido en el área de trabajo real 

reducida. 
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En esta sección, se especificarán los criterios correspondientes para cada uno de 

las tres condiciones anteriores con el fin de definir la forma de evasión del 

obstáculo, para esto se utiliza básicamente, la información del lugar geométrico de 

los centros de los objetos en su posición tangente a Ro. 

Criterio 1.- Si h1 < h < h2, entonces la trayectoria -e puede cubrirse totalm_ente 

utilizando ángulos complementarios y las configuraciones de codo arriba y codo 

abajo mencionadas en el capítulo 11. 

Aquí: 

(h,k) : son las coordenadas del centro del objeto, en posición arbitraria. 

(h1,k1) : son las coordenadas del centro del objeto en posición tangente al 

eslabón L 1 en ambas configuraciones de codo. 

(h2,k2) : son las coordenadas del centro del objeto en posición tangente al 

eslabón L2 en ambas configuraciones de codo. 

Criterio 2.- Si h < h1. entonces el eslabón L1 debe ser movido hasta la posición de 

tangencia con Ob, por lo que quedará un segmento S sobre -e imposible de tocar. 

Para alcanzar la parte -e factible, se deberán usar movimientos complementarios, 

requiriendo además, ambas configuraciones. 

Aquí h y h1 son las mismas del criterio 1. 

Criterio 3.- Si h > h2 y LR+r < Rv, entonces L2 debe ser movido hasta la posición 

de tangencia por lo que quedará un segmento de -e imposible de seguir, y la parte 

factible de alcanzar será a través de movimientos complementarios y aplicando las 

dos configuraciones del codo. 

Aquí: 

h y h2 son las mismas del criterio 1. 
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LR: es la longitud del segmento (OC) definido del origen del sistema cartesiano al 

centro del objeto. 

r : es la longitud del radio del obstáculo. 

En este caso la posición del objeto es tal que: 

a) lntersecta el lugar geométrico de J2. 

b) No intersecta a -r. 

Criterio 4.- Si h > h2 y LR-r > L1 y LR+r s Rv + r, entonces la evasión ya no se hará 

a través de movimientos complementarios sino a través de una trayectoria 

paralela a la frontera del objeto. Por tanto, la trayectoria -r no podrá ser tocada en 

su totalidad y se deberá usar ambas configuraciones de codo. 

Aquí: 

h y h2 son las mismas del criterio 1. 

LR y r son los mismos que en el criterio 3. 

Rv : segmento definido del origen del sistema de coordenadas, hasta -r y pasa por 

C(h,k). 

En est~ caso la posición del objeto es tal que: 

a) No intersecta el lugar geométrico de J2. 

b) intersecta a -r o no lo intersecta. 

Criterio 5.-1 Si LR -r > Rv, entonces la posición del objeto no toca a -r y queda 

completamente fuera de ARR por lo que el robot podrá ejecutar su operación 

normalmente. 
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Aquí: 

LR , r y Rv son los mismos que en el criterio 3. 

Como se estableció en las consideraciones de la sección 4.1 .4, las posiciones de 

objetos tangentes a los ejes X e Y no serán tomados en cuenta. La posición del 

objeto en los cuadrantes 11, 111, y IV queda fuera del área real de trabajo del 

manipulador. 

La relación Ob n ARR = 0 que considera al objeto totalmente disyunto al área de 

trabajo real reducida, es satisfecha por el criterio 5. 

La relación Ob e ARR que considera al objeto totalmente contenido en el área de 

trabajo real reducida , es satisfecha por los criterios 1, 2 y 3 . 

La relación Ob e ARR que considera al objeto parcialmente contenido en el área de 

trabajo real reducida, es satisfecha por el criterio 4. 

4.2.2.1 Parámetros y movimientos asociados con los criterios de 

evasión 

Criterio 1.- Si h1 < h < h2, entonces la trayectoria 't puede cubrirse totalmente 

utilizando ángulos complementarios y las configuraciones de codo arriba y codo 

abajo. 

En este criterio, la recta que contiene al radio vector (segmento que une al origen 

del sistema de coordenadas con el centro del objeto), toca a 't en un punto P(x, y) 

el cual puede ser alcanzado por el robot en ambas configuraciones del codo, sin 

tocar al objeto. Esto se observa en la figura 4.17. 
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Figura 4.17 Punto P perteneciente a' accesible en codo arriba y codo abajo 

En este caso la trayectoria -e puede ser tocada totalmente por el órgano efector 

mediante los siguientes movimientos: 

Movimientos asociados: 

i) · De P¡ a P en configuración de codo abajo con secuencias simultáneas. 

ii) De P a P¡ en configuración de codo abajo con secuencias simultáneas. 

iii) De P¡ a P en configuración de codo arriba con secuencias uno a uno y 

movimientos complementarios. 
1 . 

iv) De P a Pt en configuración de codo arriba con secuencias simultáneas. 

v) De Pt a P en configuración de codo arriba con secuencias simultáneas. 

vi) De P a P¡ en configuración de codo arriba con secuencias uno a uno. 
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Cabe señalar que, con el uso de dichos movimientos, será posible que la 

trayectoria -r se cubra al 100 %. 

Criterio 2.- Si h < h1, entonces el eslabón L1 debe ser movido hasta la posición de 

tangencia con Ob, por lo que quedará un segmento S sobre -r imposible de tocar. 

Para alcanzar la parte -r factible, se usarán movimientos complementarios, 

requiriendo además, ambas configuraciones. 

Para determinar las configuraciones de codo arriba y codo abajo, primeramente 

se determina la posición de tangencia entre el eslabón L1 y el objeto Ob, y una vez 

fijada la posición de L1, encontrar la posición de L2 tal que el órgano efector toque 

a -r . La configuración resultante es mostrada en la figura 4.18. 

Figura 4.18 Segmento S no accesible al órgano efector 

En la figura anterior se observa la existencia del segmento S perteneciente a -r 

que no podrá ser tocado por el órgano efector, además S es el menor segmento 

no cubierto en dicha circunstancia, porque cualquier desplazamiento del eslabón 
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L1 alejándose del objeto implicará un movimiento del eslabón L2 incrementando a 

S debido el acoplamiento entre los eslabones de la cadena cinemática. Para 

determinar la posición del eslabón L1 basta con conocer su pendiente y la posición 

de la junta J2, en este caso la pendiente se determina aplicando de nuevo la 

ecuación de la distancia entre un punto y una recta, de acuerdo a ello, la ecuación 

del eslabón L1 es de la forma: 

(4.15) 

Dado que el eslabón L1 parte del origen del sistema de coordenadas, se tiene que 

X1 = Y1 = O, por lo que la ecuación (4.15) se puede expresar de la manera 

siguiente: 

mx-y =O (4.16) 

Dicha expresión representa la ecuación de la recta que define al eslabón L1 

Puesto que se conoce el centro del objeto C(h, k), se aplica la ecuación de la 

distancia (4.6) entre este punto y la ecuación de L1 obteniéndose: 

(4.17) 

Aquí, r ·es el radio del objeto y (h, k) es el centro del objeto. 

Al eliminar el radical y pasando los términos al primer miembro de la ecuación 

(4.17), se obtiene un ecuación cuadrática en "m" esto es: 

(h2 
- r2)m2 22hkm + k2 

- r2 = O 

De donde se obtiene m1 y m2 a través de: 
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m=(-b±-Jb2 -4ac)12a (4.18) 

siendo: 

a = h2 - r2 , b = -2hkm y c = k2 - r2 

Al conocer "m", se obtiene la ecuación de la recta que contiene al eslabón Lr en 

ambas configuraciones de codo; es decir: 

Si se sustituye m1 y m2 en la ecuación (4.16) de la recta que contiene a L1 se 

tiene que: 

(4.19) 

(4.20) 

La expresión ( 4.19) es la ecuación de la recta que define al eslabón L2 en codo 

abajo. 

La expresión (4.20) es la ecuación de la recta que define al eslabón L2 en codo 

arriba. 

La po~ición del codo (J2), de acuerdo con la figura 4.19, se obtiene por: 

xu = rcos(8u) , Yu = rsen(8u) 

Xo = rcos(8o) , Yo= rsen(8o) 

Aquí, (xu. -6'u) son las coordenadas del codo en configuración codo arriba. 

(xo. y0 ) son las coordenadas del codo en configuración codo abajo. 
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Figura 4.19 Posición tangente entre el eslabón L1 y el objeto 

A continuación se procederá a determinar la posición del eslabón L2, manteniendo 

fija la posición del eslabón L1. La nueva posición del eslabón L2, debe permitir que 

el órgano efector quede sobre la trayectoria T. 

En la figura 4.20 se observa que, el eslabón L2 puede girar sobre J2 y, por tanto, 

tocar a T en dos puntos en cada una de sus configuraciones (P3 y P 4 en codo 

abajo y P1 y P2 en codo arriba). Los puntos de interés son A y B localizados sobre 

la trayectoria, los cuales están asociados con P2 y P3. En este caso el segmento 

AB no será accesible al órgano efector. 
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Figura 4.20 Determinación de la posición del eslabón L2 

Como se muestra en la figura anterior, los puntos P1, P2. P3 y P4 representan las 

intersecciones de el segmento rectilíneo que determina la trayectoria -r y la 

circunferencia que puede recorrer el órgano efector, cuando el eslabón gira sobre 

J2, por lo que sus coordenadas pueden ser obtenidas resolviendo el sistema de 

ecuaciones algebraicas: 

(x - h)2 + (y - k) 2 = r2 
X + y= 50 

(4.23) 

(4.5) 

La ecuación (4.5) representa la ruta de trabajo del robot, y la expresión (4.23) 
'J 

representa la circunferencia con centro en la junta J2 y de radio de 20 cm 

correspondiente a la longitud del eslabón L2. 
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De la expresión (4.5) se tiene que: 

X= 50 -y 

y, sustituyendo en la ecuación (4.21) se obtiene la siguiente ecuación de segundo 

grado en y: 

2y2- + (2h -100 - 2k) y + ( 502 
- Ll- 1 OOh + h2 + k2

) = O 

Si: 

a=2 

b = 2h - 100 - 2k 

c = 502 
- Ll - 1 OOh + h2 + k2 

entonces: 

y = (- b ± -J b2 
- 4ac )12a 

Por tanto: 

a) 

b) 

X1 = 50 -Y1 

X2 = 50 -Y2 

(4.24) 

(4.25) 

Los modelos para "x" e "y'' obtenidos anteriormente, son válidos tanto para codo 

arriba como para codo abajo. Lo que cambia en cada caso son los valores del 

punto (h, k) que representa, en este caso, las coordenadas de J2 y los cuales se 

observan en la figura 4.19, y se determinan mediante (4.21) y (4.22). Aquí se han 

obtenido los puntos sobre t que definen la posición de tangencia entre Ro y Ob. 
'I 

En este caso la trayectoria t no puede ser tocada totalmente por el órgano efector, 

y la nueva ruta de trabajo se recorre mediante los siguientes movimientos: 
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Movimientos asociados: 

1) De P¡ a P3 en configuración de codo abajo con secuencias simultáneas. 

2) De P3 a P¡ en configuración de codo abajo con secuencias simultáneas. 

3) De P¡ a P2 en configuración de codo arriba con secuencias uno a uno y 

movimientos complementarios. 

4) De P2 a Pt en configuración de codo arriba con secuencias simultáneas. 

5) De Pt a P2 en configuración de codo arriba con secuencias simultáneas. 

6) De P2 a P¡ en configuración de codo arriba con secuencias uno a uno. _ 

Cabe señalar que, con el uso de dichos movimientos, será posible evadir al 

obstáculo y que la ruta original -r no podrá ser recorrida totalmente por el órgano 

efector. La longitud del segmento de -r no tocado por el órgano efector será 

determinado por la distancia entre los puntos P2 y P3 mostrados en la figura 4.20. 

Criterio 3.- Si h > h2 y LR+r < Rv, entonces L2 debe ser movido hasta la posición 

de tangencia por lo que quedará un segmento de -r imposible de seguir, y la parte 

factible de alcanzar será a través de movimientos complementarios y aplicando las 

dos configuraciones del codo. 

En este criterio se realiza un análisis similar al realizado para el criterio anterior. 

En este caso por la posición del objeto, el eslabón L2 debe ser movido hasta 

alcanzar la tangencia con el objeto, lo cual igualmente, implicará que un segmento 

de la trayectoria -r no sea accesible al órgano efector. En la figura 4.21 se muestra 

esta situación. 
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Figura 4.21 Eslabón L2 en posición secante con el obstáculo 

De acuerdo con la figura 4.22, existen dos puntos P1 y P2 sobre -r accesibles al 

órgano efector donde el eslabón L2 sea tangente con el objeto. Si los puntos P1 y 

P2 son determinados, entonces se tendrán las configuraciones de codo del robot 

aplicando la cinemática inversa. 

Para calcular las coordenadas de los puntos P1(x1, Y1) y P2(X2, Y2) se aplica el 

siguiente procedimiento: 
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1) Determinar las coordenadas de los puntos P1 y P2 que pertenecen a -r, tal que la 

distancia del centro C(h, k) del objeto al eslabón L2 sea igual al radio del 

obstáculo. 

Si nuevamente se aplica la fórmula de la distancia (4.6) entre un punto y una recta, 

donde para este caso, la ecuación representa a la recta que contiene al eslabón 

L2 , y el punto es el centro del objeto, entonces se tiene que la ecuación ~e la 

recta que contiene al eslabón L2 , tal que, el órgano efector está sobre el punto 

P (x, y) ( lo cual se muestra en la figura 4.22 ), es de la forma de la expresión 

(4.1 ), la cual, puede ser representada de forma equivalente de la siguiente 

manera : 

mx - y + Y1 - mx1 = O (4.26) 

La pendiente "m" del eslabón L2 , de acuerdo con la figura 4.21, está dada por: 

(4.27) 

Además: 

Aquí, (x0 E ,y01J son las coordenadas del órgano efector sobre -r, y (xcn ,YCD ) son 

las coordenadas del codo según la expresión (4.22). 

Si el punto considerado es C(h, k) y la ecuación de la recta es la expresión (4.26 }, 

entonces qJ aplicar la ecuación (4.6) de la distancia, se obtiene : 

(4.28) 
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Aquí: 

O: es la distancia entre el eslabón L2 y er centro C(h, k) del objeto. 

De acuerdo con la ecuación (4.28), se interpreta que la distancia "O" depende del 

valor de la pendiente "m" del eslabón L2 y de las coordenadas del órgano efector 

(x0 E,YoE ). El órgano efector se mueve sobre 't, lo cual significa que, para un cierto 

punto P2 (x2.Y2) sobre 't, existe una pendiente "m" tal que la ecuación (4.2,8) se 

cumpla para una magnitud de "O" igual a la del radio del objeto; es decir: 

Si O = r, entonces el nuevo punto P2(x2, y2) determina la configuración límite del 

robot donde el eslabón L2 es tangente al objeto con codo abajo, como se observa 

en la figura 4.22. 

Por otro lado, al calcular "m" con: 

(4.29) 

y aplicando la ecuación (4.28), se obtiene el punto P1(X1, Y1), el cual determina la 

configuración límite del robot donde el eslabón L2 es tangente al objeto con codo 

arriba, como se observa en la figura 4.22. 
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Figura 4.22 Secuencia de movimientos de L2 para alcanzar la tangencia con el obstáculo 

Las expresiones (4.27), (4.28) y (4.29) permiten determinar los puntos P1 y P2 

sobre -r que definen la posición de tangencia entre Ro y Ob. 

En este caso, la trayectoria -r no puede ser tocada totalmente por el órgano 

efector, y la nueva ruta de trabajo se recorre mediante los siguientes movimientos: 

Movimientos asociados.- Según la figura 4.22 la nueva ruta del órgano efector del , 
mecanismo será determinado por la siguiente secuencia: 

1) De P¡ a P2 en configuración de codo abajo con secuencias simultáneas. 
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2) De P2 a P¡ en configuración de codo abajo con secuencias simultáneas. 

3) De P¡ a P1 en configuración de codo arriba con secuencias uno a uno y 

movimientos complementarios. 

4) De P1 a Pt en configuración de codo arriba con secuencias simultáneas. 

5) De Pt a P1 en configuración de codo arriba con secuencias simultáneas. 

6) De P1 a P¡ en configuración de codo arriba con secuencias uno a uno. 

Cabe señalar que con el uso de dichos movimientos, será posible evadir al 

obstáculo y que la ruta original -c no podrá ser recorrida totalmente por el órgano 

efector. La longitud del segmento S de -c no tocado por el órgano efector, será 

determinada por la distancia entre los puntos P2 y P3 . 

Los tres criterios anteriores implican el uso de movimientos complementarios para 

mover al eslabón L1, esto es debido a que el objeto queda en un área de radio 

menor a la longitud de dicho elemento, en tanto que para el cuarto criterio, el 

eslabón L1 no toca al objeto, en cuyo caso se establecerán algoritmos que no 

requieran movimientos de regreso para L1. 

Criterio 4.- Si h > h2 y LR-r > L1 y LR+r::; Rv + r, entonces la evasión ya no se hará 

a través de movimientos complementarios sino a través de una trayectoria 

paralela a la frontera del objeto. Por tanto, la trayectoria -c no podrá ser tocada en 

su totalidad y se deberá usar ambas configuraciones de codo. 

En este caso, como se estableció anteriormente, la posición del objeto es tal que 

no toca el lugar geométrico de J2. y además, puede o no tocar a -c. Este caso será 

tratado especialmente en el siguiente capítulo. 

Criterio 5i- Si LR -r > Rv, entonces la posición del objeto no toca a -c y queda 

completamente fuera de ARR por lo que el robot podrá ejecutar su operación 

normalmente. 
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Este es un caso singular, pues el objeto queda fuera de alcance del robot durante 

el recorrido del órgano efector por la ruta -r, por lo que las tareas pueden ser 

ejecutadas cíclicamente de una forma normal. 

En el capítulo 5 se utilizará el criterio 4 para determinar las condiciones bajo las 

cuales el robot puede evadir al obstáculo a través de un segmento paralelo a su 

contorno, y, de la misma manera que para los criterios 2, 3 y 4, se determin_arán 

las secuencias de movimientos, así como las configuraciones del multicuerpo _para 

que el órgano efector recorra la nueva ruta de trabajo determinada. 
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CAPÍTULO V 

Evasión a través de contorno expandido 

Introducción. En el capítulo anterior, se establecieron las siguientes características 
principales : 

i) Las propiedades cinemáticas del robot Ro. 

ii) Los requerimientos de las tareas. 

iii) El área de trabajo (AT) del robot. 

iv) El objeto Ob. 

De acuerdo con la caracterización de cada uno de los anteriores elementos, se 

establecieron las siguientes relaciones: 

i) 80b n óARR = 0 ; objeto totalmente ajeno con el área de trabajo real 

ii) 

iii) 

reducida. 

; objeto totalmente contenido en el área de trabajo real 

reducida. 

; objeto parcialmente contenido en el área de trabajo 

real reducida. 

Posteriormente se establecieron 5 criterios de evasión. Los criterios 1, 2, 3 y 5, 

fueron analizados con el objetivo de establecer las condiciones que permitan 

definir rutas alternas de trabajo para el robot evitando que colisione con el 

obstáculo. 

En el presente capítulo se analizará el criterio 4, con el objetivo de definir una ruta 

alterna para el movimiento del órgano efector, evitando que cualquier parte del .. 
robot colisione con el obstáculo, la nueva ruta de evasión es paralela al contorno 

del obstáculo. Para lograr la evasión, se establecen los movimientos requeridos 

por el multicuerpo, así como las configuraciones de codo que deb€1 adoptar. 
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Se determina también un punto sobre la ruta de evasión que indica el cambio de 

configuración del robot; es decir, para pasar de una configuración de codo abajo a 

una de codo arriba, y, al igual que en el capítulo anterior, se utilizan los conceptos 

de tangencia entre una recta y una circunferencia, así como el de distancia entre 

un punto y una recta. 

En el capítulo VI, se desarrollarán los algoritmos derivados de los diferentes 

criterios de evasión, para la escritura de un programa en Visual Basic V6 que 

permita simular el movimiento y la capacidad de evasión del robot. 

5.1 Condiciones de evasión 

Criterio 4.- Si h > h2 y LR-r > L1 y LR+r ~ Rv + r, entonces la evasión ya no se hará 

a través de movimientos complementarios sino a través de una trayectoria 

paralela a la frontera del objeto. Por tanto , la trayectoria t no podrá ser tocada en 

su totalidad y se deberá usar ambas configuraciones de codo. 

La posición del objeto es tal que: 

a) No intersecta el lugar geométrico de J2. 

b) _ Puede, o no intersectar a t. 

En otras palabras, se tiene que, el objeto queda comprendido entre el lugar 

geométrico descrito por J2 (t¡) y entre la trayectoria t, llegando incluso a tocar a t 

en algunos casos, según se muestra en la figura 5.1 . 
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a) Obstáculo entre t y 'i b) Obstáculo en intersección con t 

Figura 5.1 Posición canónica del robot respecto al objeto 

En este caso, al igual que en los anteriores, puede efectuarse una evasión a 

través de movimientos complementarios, sin embargo, ahora existe la diferencia 

de que el eslabón L1 no choca con el objeto, sino que es el eslabón L2 o el órgano 

efector los que pueden originar la colisión. El interés entonces es el de lograr 

evadir al obstáculo a través de una trayectoria que sea paralela al contorno del 

objeto. Se puede observar que independientemente de los movimientos realizados 

por el manipulador, la trayectoria 't no podrá tocarse al 100% ya que L2 tendrá al 

menos que adoptar una posición de tangencia con respecto al obstáculo, la cual 

difiere con la posición básica mostrada en la misma figura 5.1. La posición básica 

es la configuración que toma el robot cuando su órgano efector toca el punto 

común entre el segmento 't y la recta que parte del origen del sistemas de 

coordenadas cartesianas, pasando por el centro el obstáculo. 

De acuerd9 con la situación descrita en el párrafo anterior, para que el robot 

realice su tarea cubriendo la mayor trayectoria 't posible, será necesario 

determinar : 
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1) Una trayectoria (-r2) libre de colisión que sea paralela al contorno del área 

del objeto que está en condición de colisión, la cual se muestra en la figura 

5.2 . 

2) La configuración del mecanismo para recorrer la nueva trayectoria tn desde 

el punto P¡ hasta el punto Pt. 

Figura 5.2 Nueva ruta de trabajo t n 

5.2 Determinación de la trayectoria libre de colisión 

De acuerdo con la figura 5.2, es posible obtener la trayectoria de evasión -r2, a 
') 

través de la dilatación del área del objeto; es decir, si el objeto se representa por la 

ecuación de la circunferencia: 
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(x-k)2 + (y-k)2 =r 2 (5.1) 

entonces, su contorno es aumentado a través de un incremento en la longitud del 

radio, esto es: 

(x-k)2 + (y-k)2 =(r+~r) 2 (5.2) 

Donde ~r indica un incremento en la longitud del radio del objeto. Se consídera 

que con el incremento ~r, el contorno toca la ruta de trabajo ·r. De esta manera se 

obtendrá el nuevo segmento de trayectoria indicado como -r3 (ver figura 5.2), la 

nueva trayectoria Tn contiene los puntos: P¡, P1, P2 y Pt y se describe como: 

donde: 

Tn : representa la nueva trayectoria libre de obstáculos. 

-r1 : es una trayectoria rectilínea y pertenece a la trayectoria -r original. 

-r2 : es la nueva trayectoria paralela a un segmento del contorno del objeto. 

-r3 : es una trayectoria rectilínea y pertenece a la trayectoria -r original. 

La nueva trayectoria Tn es accesible al órgano efector del robot dado que se 

encuentra dentro del área de trabajo. Sin embargo, para ciertas posiciones del 

objeto, es posible que el eslabón Lz colisione con el objeto aunque el órgano 

efector no lo haga, esto implicará la imposibilidad de seguir un contorno totalmente 

paralelo al objeto, en cuyo caso, será necesario incluir en la trayectoria de evasión 

un pequeño segmento rectilíneo. 

'1 

La estrategia será entonces determinar una nueva trayectoria , mediante una 

expansión mínima arbitraria del contorno del objeto. Para ello, se debe establecer 

un incremento ~r mínimo y evaluar la distancia entre el eslabón L2 y el objeto en 

95 



cada punto del nuevo recorrido tocado por el órgano efector, de tal manera, que si 

al detectar que la distancia entre el eslabón L2 y el objeto sea menor que ~r. 

entonces modificar nuevamente la trayectoria anterior en forma rectilínea hasta 

alcanzar la trayectoria original, lo anteriormente dicho toma en cuenta que para 

ciertas posiciones del objeto: 

i) Será posible evadir el obstáculo a través de una nueva traye~toria 

totalmente paralela al objeto (parte del objeto), y 

ii) que en otras posiciones, la nueva trayectoria estará integrada por un 

recorrido paralelo al contorno del objeto y un segmento rectilíneo, que 

implica la menor distancia de L2 al objeto. Las condiciones para ambos 

casos deben ser consideradas para la generación del algoritmo de 

control, ver figura 5.3. 
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Figura 5.3 Posiciones relativas del objeto, según el criterio 5 

En la ·posición B mostrada en la figura anterior, el órgano efector recorre la 

trayectoria indicada por los puntos P1, P2, P3 y P4 igual que en la posición C. En 

ambos casos la trayectoria de evasión es paralela al contorno del objeto en el 

segmento que une P2 con P3 y se observan dos segmentos rectilíneos que unen 

P1 con P2 y P3 con P4, en tanto que en una posición del objeto como la 

correspondiente en A, el órgano efector puede recorrer la trayectoria de P1 a P2 

totalmente paralela al contorno del objeto. En las tres posiciones se evita la 

colisión del eslabón L2 con el objeto. 
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Tomando como base la anterior descripción, se puede caracterizar la trayectoria 

de evasión de la manera siguiente: 

1) Posición A: Que toda la nueva trayectoria sea totalmente paralela al 

contorno. 

2) Posición B y C: Que contenga segmentos rectilíneos, uno paralelo con el 

contorno. 

5.2.1 Posición A 

De acuerdo con la figura 5.3, se deben obtener las coordenadas de los puntos P1 

y P2 pertenecientes a la trayectoria original -r y a la nueva trayectoria 'tn , por lo que 

la resolución del sistema formado por sus respectivas ecuaciones permitirá 

encontrar sus coordenadas. 

Como se ha explicado en la sección 4.1.2, el órgano efector recorre la ruta de 

trabajo, partiendo del punto inicial P¡ (50,0) hasta el punto final Pt (0,50) en forma 

rectilínea, por lo que la ecuación de la trayectoria-res de la forma: 

y - y1 = m(x - x1) 

con: 

siendo, x1 = Y1 = O y x2 = Y2 = 50 

Por lo que m = -1 y la ecuación de-res : 
'I 

X+ y= 50 (5.2) 
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La nueva trayectoria -rn. se obtiene al dilatar el contorno del objeto. La ecuación 

del contorno es de la forma: 

(x-k)2 + (y-k)2 =r2 

Y la ecuación del contorno expandido será: 

(x-k )2 + (y-k )2 = (r + ~r) 2 "(5.3) 

Donde en ambos casos C(h, k) es el centro del objeto, r es la longitud de su radio 

y ~r es el incremento arbitrario en la longitud del radio. 

Así, se forma el sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas con las 

expresiones (5.2) y (5.3), esto es: 

X+ y = 50 

(x-k )2 + (y-k )2 = (r + ~r) 2 

Al sustituir la expresión (5.2) en la ecuación (5.3) y la expresión ( r + ~r) por n. se 

obtiene la expresión de segundo grado en "y" : 

2y 2 +(2h-2k-100)+(2500-100h+h 2 +k2-r 2
;) =O 

Al asignar: 

a= 2, b = 2(h- k- 50) y c = 2500-100h+h 2 +k2 -r 2
; 

se obtienen los valores de "x" e "y" aplicando: 

a) y 1 = (-b+ ,Jb2 -4ac )12a => X1 = 50-y1 (5.4) 
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(5.5) 

Así con las expresiones (5.4) y (5.5) se obtienen los puntos P1 (x1, Y1) y P2 (x2, Y2) 

de la nueva trayectoria y el órgano efector podrá evadir el objeto cubriendo el 

recorrido siguiente: 

Los segmentos P¡~P1 y P2~Pt corresponden a la trayectoria rectilínea original 

mientras que el segmento P2~Pt es el nuevo segmento de trayectoria paralela, 

generada a partir de la expansión del contorno del objeto en un incremento ~r 

arbitrario. 

Como se observa en la figura 5.3, queda un segmento de la trayectoria original -r 

sin ser cubierta por el órgano efector, su longitud puede ser calculada de la forma 

siguiente: 

Longitud = Pi P2 

O, equivalentemente, 

Longitud = ,/(x2 - x 1 )2 + (y 2 - yi}2 (5.6) 
'! 

La variable Longitud, representa la distancia entre los puntos P1 (x1,Y1) y P2(x2,Y2) 

e indica la magnitud del segmento de -r no tocado por el órgano efector. 
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5.2.2 Posición B y C 

De acuerdo con las posiciones B y C mostradas en la figura 5.3, se observa que 

la nueva trayectoria de evasión puede contener uno o dos segmentos rectilíneos 

estando siempre presente el segmento paralelo al contorno, lo anterior dependerá 

de la configuración adoptada por el brazo, en otras palabras, es posible utilizar las 

configuraciones de codo arriba y codo abajo para eliminar alguno de los 

segmentos rectilíneos y convertirlo en un segmento también paralelo al contorno 

del objeto, dejando así solo un segmento no paralelo dentro de la nueva 

trayectoria. Esto será tratado en la sección relativa con las configuraciones del 

robot. 

Retomando la figura 5.3, ahora deben ser determinados los puntos P1, P2, P3 y P4. 

El siguiente análisis es igualmente válido para las posiciones en B y C. 

Considerando el objeto de la posición B mostrado en la figura 5.4, la nueva 
1 

trayectoria desde P¡ hasta Pt se integra por los segmentos : 

1) P¡~P1 ; segmento rectilíneo original. 

2) P1~P2 ; segmento rectilíneo de evasión. 

3) P2~P3 ; segmento de evasión paralelo al contorno del objeto. 

4) P3~P 4 ; segmento rectilíneo de evasión. 

5) - P4~Pt ; segmento rectilíneo original. 

En la figura 5.4, se pueden observar los puntos P0 y P'0 que pertenecen a la 

intersección del segmento rectilíneo 't con el contorno expandido del obstáculo, 

dichos puntos, pueden ser obtenidos con las expresiones (5.4) y (5.5), el 

segmento que une a P0 con P' 0 es inaccesible al órgano efector. 

De acuerdo con los movimientos efectuados por el robot cuando el objeto se 

encuentra en la posición A, el primer movimiento del órgano efector debe ser 
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P¡~Po. sin embargo, se supone que antes de que el órgano efector llegue a P0 , el 

eslabón L2 llega a su estado de tangencia con la nueva trayectoria del contorno 

expandido, por lo que cualquier mínimo desplazamiento del órgano efector hacia 

Po implicará una aproximación del eslabón L2 hacia la colisión , dependiendo del 

incremento ~r considerado. Esto se observa en la figura 5.4. 

Figura 5.4 Posición de tangencia entre el eslabón L2 y el objeto 
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5.2.3 Condiciones de tangencia entre el obstáculo y el contorno 

expandido 

De acuerdo con la figura 5.4, se debe encontrar la ecuación de la recta tangente 

con el contorno expandido del obstáculo y que contiene al eslabón L2. Así, 

conociendo dicha ecuación, se podrán calcular las coordenadas de los puntos P2 y 

P1. 

Las coordenadas del punto P2 se obtienen resolviendo el sistema con las 

ecuaciones (5.3) y (4.26) del contorno expandido y del eslabón L2 

respectivamente, y considerando la siguiente la metodología: 

a) Mover el órgano efector sobre -r lo cual implica conocer las coordenadas de 

los puntos asociados con el órgano efector y J2 que son los extremos del 

eslabón L2. 

b) Conociendo las coordenadas de J2(x,y) y el órgano efector (x',y') calcular 

la ecuación de la recta que contiene al eslabón L2. 

c) Calcular la distancia entre el C(h, k) y el eslabón L2: 

Si Distancia > (r + '1r), entonces regresar al paso a). 

Si Distancia = (r + '1r), entonces solucionar el sistema formado por las 

ecuaciones del contorno expandido y el eslabón L2 para encontrar P2. En 

esta condición las coordenadas de P1 corresponden al punto de 

intersección entre la recta que contiene al eslabón L2 con el segmento que 

representa a -r. 

Al considerar los pasos mencionados anteriormente se tiene: 

La ecuación de la recta tangente al contorno expandido del obstáculo que contiene 

al eslabón L2 es de la forma: 

Y - Y1 = m( x - x1) 
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o, equivalentemente: 

(5.7) 

donde (x1,Y1) son las coordenadas de J2 (x, y) o del órgano efector (x', y'), y la 

pendiente m está dada por: 

m =(y' - y )!(x' - x) -(5.8) 

En la expresión (5.7) se observa que la pendiente m del eslabón L2 depende de 

las coordenadas de J2 (x,y) y de las coordenadas del órgano efector(x',y'), el 

objetivo es determinar la pendiente "m" cuando el eslabón L2 es tangente al 

contorno expandido del objeto. 

El valor de "m" puede ser calculado aplicando la expresión ( 4.6) de la distancia 

entre un punto y una recta, y considerando que en este caso, el punto es C(h, k), 

la ecuación de la recta es de la forma de la expresión (5.7) y la distancia es 

representada por la expresión r+~r, esto es: 

(5.9) 

De la ecuación (5.9), se obtiene el valor de "m" y al sustituirse dicho valor en la 

expresión (5.7), se determina la ecuación de la recta que contiene al eslabón L2 

en posición tangente con el contorno expandido del obstáculo, y en consecuencia 

con el inciso c) de la metodología anteriormente indicada, se procede a calcular 

las coordenadas del punto P2 , para lo cual se resuelve el sistema formado por la 
'! 

ecuación (5.7) y la (5.2); tal sistema es: 

mx -y = mx1 - Y1 (5.1 O) 
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(x - h )2 +(y- k )2 = (r + & )
2 

La solución de este sistema genera las coordenadas del punto P2 mostradas en la 

figura 5.4. 

Por otro lado, las coordenadas del punto P1 se obtienen resolviendo el sistema de 

dos ecuaciones y dos incógnitas, formado por la expresiones (5.7) y (5.2) de las 

rectas que definen al eslabón L2 y a -r; el sistema es: 

mx - y = mx1 - Y1 

X+ y= 50 

De la cuales se obtienen las coordenadas del punto P1(x, y): 

y= (50m + Y1 - mx1)/(m + 1) 

X= 50-y 

{5.7) 

(5.2) 

El punto P1 encontrado, indica la posición del órgano efector a partir del cual se 

mueve en línea recta hacia P2 ; es decir, hasta aquí y con los resultados obtenidos, 

el órgano efector puede recorrer la siguiente trayectoria: 

A parti~ del punto P2 el órgano efector recorrerá una trayectoria que es paralela al 

contorno del objeto, otra vez, sin embargo, se supone que antes de que el órgano 

efector llegue al punto P 0 ·, el eslabón L2 se coloca en forma tangente con el 

contorno expandido del objeto, por lo que cualquier desplazamiento del órgano 

efector hacia P0 ' acercará el eslabón L2 hacia el objeto, y dependiendo de ~r la 

colisión se~á inminente, lo anterior se muestra en la figura 5.4. 

Ahora, para encontrar las coordenadas de los punto P3 y P 4 , se aplica la 

metodología expuesta en la sección 5.1.3, esta es: 
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a) Mover el órgano efector sobre "C2 lo cual implica conocer las coordenadas 

del propio órgano efector y J2 que son los extremos del eslabón L2. 

b) Conociendo las posiciones de J2(x,y) y el órgano efector (x',y ' ), calcular la 

ecuación de la recta que contiene al eslabón L2 . 

c) Calcular la distancia entre el centro del objeto C(h, k) y el eslabón L2: 

d) Si distancia> (r + ~r), entonces, regresar al paso a). 

Si Distancia = (r + ~r), entonces solucionar el sistema formado por las 

ecuaciones del contorno expandido y el eslabón L2 para encontrar P3. En 

esta condición las coordenadas de P 4 corresponden al punto de 

intersección entre la recta que contiene al eslabón L2 con el segmento que 

representa a "C. 

Igualmente, son aplicadas las ecuaciones (5.7), (5.8), (5.9), para resolver el 

sistema (5.1 O) y así determinar las coordenadas del punto P3, mientras que, 

resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (5.7) y (5.2), se encuentran las 

coordenadas del puntos P 4. Con el conocimiento de los puntos P3 y P 4, el órgano 

efector puede recorrer el tramo faltante: 

Y, en consecuencia, conociendo los puntos: P1, P2, P3 y P4 el órgano efector 

recorre_ la siguiente trayectoria: 

logrando evadir el obstáculo. 

l 

Hasta aquí, se ha efectuado un análisis sobre la trayectoria libre de obstáculos. 

Sin embargo, la capacidad de que el robot pueda seguir la nuevas trayectorias 

definidas, depende de las características de su movimiento y configuraciones 

106 



adoptables. En la siguiente sección se realiza un análisis de las configuraciones 

admisibles. 

5.3 Determinación de la configuración en la nueva trayectoria 

libre de colisión 

En la figura 5.3, se observa que el eslabón L1 puede girar libremente sin 

posibilidades de colisión con el objeto y, que el órgano efector del mecanfsmo 

puede recorrer la nueva trayectoria indicada tanto en su configuración de codo 

arriba como de codo abajo, siendo ahora L2 quién puede colisionar con el 

obstáculo. 

El criterio 4 indica que el objeto puede quedar localizado dentro del área 

especificada en la figura 5.5. 

Figura 5.5 Región de presencia del obstáculo de acuerdo al criterio 4 
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En esta sección se determinará la configuración adoptada por el robot para 

recorrer la nueva trayectoria 'tn, considerando que: 

i) El objeto toca la trayectoria -r . 

ii) El objeto queda comprendido entre los lugares geométricos de J2 

(circunferencia con radio de longitud igual a la del segmento L1 ) y -r, 

además la trayectoria -r solo es tocada por el contorno expandido. -

En la figura 5.6 se observa el objeto en la posición A, (la cual fue mostrada 

anteriormente en la figura 5.3) y será tomada en cuenta para establecer 

conclusiones respecto a la configuración y movimiento del robot en su nueva ruta 

de evasión. 

Figura 5.6 Configuración del robot en los puntos de intersección de -r con el contorno expandido 

5.3.1 Seguimiento del contorno del objeto 

En los dos siguientes apartados, se establecen las configuraciones del robot para 

que el órgano efector siga el contorno del objeto. 
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Al encontrar los puntos P1(x1 ,Y1) y P2(x2,y2) de intersección entre -r y el contorno 

del objeto, es posible establecer las configuraciones de codo arriba y codo abajo 

en cada uno de ellos, verificándose las siguientes propiedades geométricas: 

1) En el punto P1(x1 ,Y1) la configuración de codo arriba contiene al eslabón L2 

en forma secante al objeto, tocándolo idealmente en los puntos P1 y P:1, en 

tanto que la configuración de codo abajo solo toca al objeto en P1 a través 

del órgano efector. 

2) En el punto P2 (x2,y2) la configuración de codo abajo contiene al eslabón L2 

en forma secante al objeto, tocándolo idealmente en los puntos P2 y P'2, en 

tanto que la configuración de codo arriba solo toca al objeto en P2 a través 

. del órgano efector. 

3) Si se toma en cuenta el eje Rv de simetría del objeto, mostrado en la figura 

5.6, se observa que los puntos P1 y P'1, P2 y P'2 se localizan separados por 

dicho eje y que el punto P(x,y), es el lugar geométrico de intersección entre 

el radio vector Rv y el objeto. 

5.3.1.1 Movimiento en configuración de codo abajo 

En esta configuración el órgano efector es movido desde P¡ hasta Pt a través de la 

siguiente nueva trayectoria: 

'J 

donde: 

109 



i) P¡ ~ P1 es un segmento rectilíneo que pertenece a la trayectoria 't 

original. 

ii) P1~ P2 ; trayectoria que sigue el contorno del objeto. 

iii) P2~ Pt ; es un segmento rectilíneo perteneciente a la trayectoria 't 

original. 

Es posible observar que la trayectoria P1~ P2 no podría ser cubierta por el 

sistema real, pues por la ley de impenetrabilidad de los cuerpos, no es posible 

que el robot adopte la configuración correspondiente al punto P2, dado a que ello 

implicaría que el robot Ro y el obstáculo ocuparan el mismo espacio al mismo 

tiempo. 

Si en la trayectoria indicada por P1~ P2 se introduce un nuevo punto P, para 

obtener la nueva trayectoria : 

se puede hacer las siguiente observación: 

En la trayectoria P 1~ P, el eslabón L2 no corta a Rv; es decir, el órgano efector 

siempre está tocando los puntos del segmento P1 ~ P evitando así el problema de 

impenetrabilidad que se daría en el sistema real en el punto P2. 

5.3.1.2 Movimiento en configuración de codo arriba 

En esta configuración el órgano efector es movido desde P¡ hasta Pt a través de la 

siguiente nueva trayectoria : 
'! 
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donde: 

i) P¡~ P1 es un segmento rectilíneo perteneciente a la trayectoria 'C 

original. 

ii) P1~ P2 trayectoria que sigue e contorno del objeto. 

iii) P2~ Pt es un segmento rectilíneo perteneciente a la trayectoria 'C 

original. 

Como en el caso analizado en la sección 5.2.1.1, la trayectoria P1~ P2 no pbdría 

ser cubierta por el sistema real, por lo que se aplica la misma estrategia: 

Si en la trayectoria indicada por P1~ P2 se introduce un nuevo punto P, para 

obtener la nueva trayectoria : 

se puede hacer las siguiente observación: 

En la trayectoria P ~ P2 el eslabón L2 no corta a Rv; es decir, el órgano efector 

siempre está tocando los puntos del segmento P ~ P2 evitando así el problema de 

impenetrabilidad que se daría en el sistema real en el punto P1 . 

De acuerdo con lo anterior, se puede concluir que, no es posible recorrer la 

trayectoria desde el punto P1 hasta el punto P2 utilizando una sola configuración 

del codo, sino que es necesario emplear ambas configuraciones. Sin embargo, 

será necesario todavía verificar que en los segmentos recorridos por cada 

configuración, no existan otras condiciones de tangencia entre Ro y el obstáculo, 

logrando oon ello que el contorno del objeto sea tocado solamente por el órgano 

efector; es decir, se debe verificar que dentro de dichos segmentos, se satisfagan 

las siguientes condiciones: 
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1) En la configuración codo abajo, no exista un estado de tangencia entre el 

eslabón L2 y el objeto, durante el recorrido del órgano efector del punto P1 al 

punto P sobre el contorno expandido. 

2) En la configuración codo arriba, no exista un estado de tangencia entre el 

eslabón L2 y el objeto, durante el recorrido del órgano efector del punto Pal 

punto P2 sobre el contorno del objeto. 

Las condiciones de tangencia mencionadas en el párrafo anterior fueron 

establecidas anteriormente en la sección 5.1.3. 

Así se tiene que, para que el órgano efector siga la ruta de trabajo y el contorno 

del objeto desde P¡ hasta Pt, mostrado en la figura 5.7, el robot tendrá que adoptar 

las siguientes configuraciones: 

1) De P¡ a P1 en codo abajo. 

2) De P1 a P en codo abajo. 

3) De P a P2 en codo arriba. 

4) De P2 a Pt en codo arriba. 

"I 
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Figura 5.7 Cambio de configuración en el punto P 

5.3.2 Configuración y secuencias para la trayectoria de contorno 

expandido 

Para evitar el contacto entre el órgano efector y el objeto, se debe expandir el 

contorno de éste último como se ha explicado anteriormente, incrementando el 

radio del objeto en un cierto valor llr arbitrario (puede ser utilizado el criterio de 

tangencia), en la figura 5.8 se muestra la nueva trayectoria correspondiente al 

contorno expandido del objeto. 
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Figura 5.8 Intersección entre el contorno expandido y la ruta -r 

De acuerdo con la figura anterior: 

Ce es el contorno expandido dado por: (x-k )2 + (y-k )2 = (r + l1r) 2 y 

Pe, P1e, P2e son puntos elementos de Ce. 

La trayectoria está definida por: 

1) P¡ ~P1e ; configuración de codo abajo con movimientos simultáneos. 

2) P1e~Pe ; configuración de codo abajo con movimientos simultáneos. 

3) Pe~Pe ; movimiento 1 a 1 con complementos . 

4) Pe~P2e ; configuración de codo arriba con movimientos simultáneos. 

5) P2~~Pt ; configuración de codo arriba con movimientos simultáneos. 
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5.3.3 Criterios para la determinación de Pe 

Para establecer las coordenadas del punto Pe(x1,y1) donde se efectúa el cambio 

de configuración del codo, se plantea el siguiente problema: 

" Conocidos: el centro C(h, k), el radio r del obstáculo, el incremento ~r del radio y 

las restricciones del problema, determinar la ecuación del contorno expandido, 

radio vector (eje de simetría del obstáculo) y las coordenadas del punto Pe(x1, y1) 

que indica el cambio de configuración del mecanismo en la nueva trayectoria 

definida por el contorno expandido " 

De acuerdo con el problema formulado anteriormente, la ecuación del contorno 

expandido es de la forma: 

(x-h)2 + (y-k)2 =(r+~r) 2 (5.2) 

La ecuación del segmento Rv que se define a partir del origen del sistema de 

coordenadas es : 

y=mx (5.11) 

donde m = k/h 

Por lo que, las coordenadas del punto Pe donde se da el cambio de configuración, 

se obtienen resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones (5.2) y (5.11 ). 

Sustituyendo la expresión (5.11) en la ecuación (5.2) se obtiene: 

l 

(1+m 2 )x 2 -(2h+2mk)x +h 2 +k2-r 2 =0 

Al considerar: 
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a= (1 + m2
) 

b = -(2h +2mk) 

c=h 2 +k2 -r2 

y usando: 

x = {- b ± .J b 2 
- 4ac )12a (5.12) 

se obtienen los valore de la abscisa "x", y al sustituirlas en la expresión (5.11) se 

determinan las ordenadas correspondientes, obteniendo así las coordenadas del 

punto Pe(x,y). 

En este capítulo se ha precisado lo siguiente : 

i) El contorno expandido. 

ii) La configuración adoptada por el mecanismo. 

iii) Secuencias de movimientos. 

iv) Condiciones de tangencia entre el eslabón L2 y Ro. 

En el siguiente capítulo se describen los algoritmos que se derivan del 

conocimiento de las propiedades y condiciones descritas en cada uno de los 

anteriores incisos, así como de los criterios analizados en el capítulo IV. Estas 

condiciones son tomadas en cuenta para la formulación de algoritmos de 

planificación de la nueva trayectoria libre de obstáculos y para la simulación del 

movimiento del mecanismo. 
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CAPÍTULO VI 

PROGRAMACIÓN Y SIMULACIÓN 

Introducción. 

En los capítulos anteriores, se han establecido relaciones, criterios y diferentes 

expresiones matemáticas para caracterizar: 

1) La cinemática de posición de un robot de 2 GOL con juntas rotacionales, 

mediante la aplicación de operaciones de rotación y reflexión. 

2) Las secuencias de movimientos asociados con los actuadores. 

3) El sistema de trabajo (robot Ro, ruta de trabajo -r, objeto Ob) 

4) Nuevas rutas de trabajo libres de obstáculos definidas bajo criterios 

geométricos. 

En este capítulo se codifican los algoritmos resultantes de los diferentes criterios y 

modelos establecidos, relacionados con los cuatro incisos anteriores. Se diseñan 

diagramas de flujo y desarrollan programas, donde se prueba la validez de dichos 

modelos a través de un entorno gráfico de simulación. 

Para el caso de los criterios establecidos en la caracterización de los movimientos 

del robot, el programa que se le asocia, presenta, en forma gráfica, el movimiento, 

las configuraciones adoptadas por el multicuerpo, así como el lugar geométrico 

generado por el órgano efector al pasar de una cierta configuración inicial a una 

final, igualmente, se presentan los valores de los parámetros de rotación. 

En el módulo del programa correspondiente al problema de evasión de obstáculos, 

se presenta un entorno gráfico donde se caracterizan el área y la trayectoria de 

trabajo, se simula el movimiento del manipulador mediante un modelo de alambre 
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en un movimiento cíclico siguiendo la trayectoria de trabajo y se genera también la 

presencia de un obstáculo de posición aleatoria para mostrar la capacidad de 

evasión del robot al aplicar el criterio correspondiente. 

6.1 Programación y simulación de secuencias para el robot Ro de 

2GDL · 

De acuerdo con el capítulo 111 sobre la caracterización de los movimientos de un 

robot de dos grados de libertad, tres tipos de movimientos fueron caracterizados: 

1) uno a uno, 2) simultáneos y 3) híbridos. Estos movimientos se representaron 

por medio de tablas en código binario las cuales son consideradas para la 

escritura del programa de simulación correspondiente, en el propio capítulo 111 se 

muestran figuras producidas por el programa de simulación y que corresponden a 

los tres diferentes tipos de movimientos estudiados. 

En la figura 6.1 se muestra la interfase del programa de simulación donde se 

reproducen los diferentes tipos de movimientos especificados en el capítulo 11 1. El 

código asociado al módulo de este programa, puede ser consultado en el 

apéndice D. 
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Figura 6.1 Interfase del módulo para la simulación del movimiento de Ro 
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6.2 Programación y simulación de los criterios de evasión 

Los criterios de evasión se han definido a partir de la localización del obstáculo 

dentro del área de trabajo. En la figura 6.2 se indica dicha área de trabajo dividida 

en dos sectores: 

Sector A Sector B 

Figura 6.2 Área total de ubicación del obstáculo 

119 



De acuerdo al capítulo IV, se establecieron 3 condiciones que indican la posición 

del obstáculo en relación con el área de trabajo, estas son: 

i) Ob n ARR = 0 ; objeto totalmente ajeno al área de trabajo real 

ii) 

iii) 

reducida. 

; objeto totalmente contenido en el área de trabajo real 

reducida. 

; objeto parcialmente contenido en el área de trabajo real 

reducida. 

Igualmente, de acuerdo con el conocimiento de las coordenadas del centro 

geométrico del objeto, se definieron los siguientes criterios de ubicación y evasión. 

Criterio 1.- Si h1 < h < h2. entonces la trayectoria '! puede cubrirse totalmente 

utilizando ángulos complementarios y las configuraciones de codo arriba y codo 

abajo. 

Aquí: 

(h,k) : son las coordenadas del centro del objeto, en posición arbitraria. 

(h1,k1) : son las coordenadas del centro del objeto en posición tangente al 

eslabón L1 en ambas configuraciones de codo. 

(h2,k2) : son las coordenadas del centro del objeto en posición tangente al 

eslabón L2 en ambas configuraciones de codo. 

Criterio 2.- Si h < h1. entonces el eslabón L1 debe ser movido hasta la posición de 

tangencia con Ob, por lo que quedará un segmento S sobre '! imposible de tocar. 

Para alcanzar la parte '! factible, se usaron movimientos complementarios, 

requiriendp además, ambas configuraciones. Cabe señalar que h y h1 son las 

mismas del criterio 1. 
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Criterio 3.- Si h > h2 y LR+r < Rv, entonces L2 debe ser movido hasta la posición 

de tangencia por lo que quedará un segmento de t imposible de seguir, y la parte 

factible de alcanzar será a través de movimientos complementarios y aplicando las 

dos configuraciones del codo. 

Aquí: 

h y h2 son las mismas del criterio 1 . 

LR: es la longitud del segmento (OC) definido del origen del sistema cartesiaí10 al 

centro del objeto. 

r : es la longitud del radio del obstáculo. 

En este caso la posición del objeto es tal que: 

a) lntersecta el lugar geométrico de las coordenadas de J2. 

b) No intersecta a t. 

Criterio 4.- Si h > h2 y LR-r > L1 y LR+r :::;: Rv + r, entonces la evasión ya no se hará 

a través de movimientos complementarios sino a través de una trayectoria 

paralela a la frontera del objeto. Por tanto, la trayectoria t no podrá ser tocada en 

su totalidad y se deberá usar ambas configuraciones de codo. 

Aquí: 

h y h2 son las mismas del criterio 1. 

LR y r son los mismos que en el criterio 3. 

Rv : segmento definido del origen del sistema de coordenadas, hasta t y pasa por 

C(h,k). 

En este caso la posición del objeto es tal que: 

a) No intersecta el lugar geométrico de J2. 

b) intersecta a t o no lo intersecta. 
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Criterio 5.- Si LR -r > Rv, entonces la posición del objeto no toca a -r y queda 

completamente fuera de ARR por lo que el robot podrá ejecutar su operación 

normalmente. 

Aquí: 

LR , r y Rv son los mismos que en el criterio 3. 

En la figura 6.3 se observa la interfase desarrollada en Visual Basic . V6, 

implementada para el módulo correspondiente a la evasión y simulación de la 

tarea de trabajo. 

df.C• 

l T1~ori.l 

l¡ 
J Cm 

") Figura 6.3 Interfase del programa de simulación para la evasión 

Primeramente se presenta un diagrama de flujo general, donde se indica el uso de 

los anteriores criterios para determinar la secuencia del programa, y seguidamente 
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se describirá el diagrama y el código particulares implementados para cada uno de 

los bloques presentes. 

El diagrama de flujo mostrado en la figura 6.4 considera los bloques mas 

generales, de acuerdo con cada uno de los criterios de evasión, considerando la 

posición del objeto, también se consideran dos bloque iniciales donde se genera la 

posición del objeto en forma aleatoria, así como la determinación de la posición de 

los eslabones L1 y L2 con respecto al objeto presente. Todo el movimiento del 

órgano efector se realiza de una manera cíclica desde la posición inicial en el 

punto P¡, hasta la posición final en el punto Pt. 

"! 
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Figura 6.4 Diagrama de bloques del flujo general 
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A continuación se describe el código asociado a cada uno de los bloques del 

diagrama de flujo de la figura 6.4, el código está integrado por funciones asociadas 

con algún objeto de la interfase (principalmente, con botones de comando), y se 

expresa contenido entre las instrucciones: 

Prívate Sub nombre del Objeto_Evento 

End sub 

Antes de mostrar el código correspondiente con cada criterio, se presentará un 

diagrama de bloques particular, también se explicará el propósito del mismo, y 

cuando sea necesario aclarar alguna línea o instrucción específica, se utilizará un 

comentario indicado entre corchetes"[]" o bien mediante el apóstrofe" ' ", dentro 

del propio código. 

6.2.1 Código asociado con el Bloque: Posición del objeto ( h, k ) 

Para definir la ubicación del centro del objeto C(h, k), primero se genera un vector 

con su punto inicial en el origen del sistema de coordenadas, con una magnitud 

aleatoria entre los valores de 1 cm y 50 cm y, de acuerdo a la magnitud se genera 

su dirección también en forma aleatoria entre los valores 1.5° y 72°. Éstos valores 

permiten definir las áreas A y B de la figura 6.1. Aquí se utiliza una función de 

números aleatorios proporcionada por el lenguaje VB expresada de la siguiente 

manera: 

lnt((z * Rnd) + 1) 

Dicha función genera un valor aleatorio entre 1 y z, y para los propósitos de esta 
'I 

tesis, se ha modificado a la siguiente forma: 

lnt((Límite_superior - límite_inferior + 1) * Rnd + límite_inferior) 
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para generar un valor aleatorio entre el valor del límite inferior y el valor del límite 

superior. 

El siguiente código genera las coordenadas en forma aleatoria (h,k) del centro C 

del objeto, utilizando la forma de las coordenadas polares, la instrucción 

Option7.Value, Indica a la sección A del área de trabajo, en tanto que 

Option8.Value representa la sección 8, mostradas en la figura 5.1. 

Private Sub CommandS_Click() 
lf Option7.Value =True Then 

[En las variables magnitud y theta, se guardan los valores de la magnitud y dirección de un 
vector con un extremo anclado en el origen del sistema de coordenadas cartesianas, y con 
el segundo extremo definiendo las coordenadas del centro del obstáculo (h, k)] 

magnitud = lnt((35.85 - 5 - 7 + 1) * Rnd + 7) 
lf magnitud > O And magnitud < 5 Then 

theta = lnt((38 - 36.55 + 1) * Rnd + 36.55) 
Elself magnitud > 5 And magnitud < 1 O Then 
theta = lnt((49 - 39.55 + 1) * Rnd + 39.55) 

Elself magnitud >= 1 O And magnitud < 15 Then 
theta = lnt((56 - 25.55 + 1) * Rnd + 25.55) 
Elself magnitud >= 15 And magnitud < 20 Then 
theta = lnt((70 - 25.55 + 1) * Rnd + 25.55) 

Elself magnitud >= 20 And magnitud <= 25 Then 
theta = lnt((75 - 12.5 + 1) * Rnd + 12.5) 
Elself magnitud >= 25 Then 
theta = lnt((80 -12.5 + 1) * Rnd + 12.5) 

End lf 

h =magnitud* Cos(theta * 3.1416 / 180) 
k = magnitud * Sin(.theta * 3.1416 / 180) 

Elself Option8.Value =True Then 
theta = lnt((82-10+1) * Rnd + 10)' 7.29 
magnitud= lnt((45 - 38 + 1) * Rnd + 38) '35 
h = magnitud * Cos(theta * 3.1416 / 180) 
k = magnitud * Sin(theta * 3.1416 I 180) 

End lf 

[En las siguientes instrucciones, Rv guarda el valor de la longitud del vector desde el origen 
del sistema de coordenadas, hasta el centro (h,k), mientras que en longitud se guarda el 
valor de la distancia entre el centro c(h,k) y la recta de la trayectoria] 

'J 

Rv = Sqr(h " 2 + k " 2) 
longitud = (h + k - 50) / Sqr(2) 

End Sub 
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6.2.2 Código asociado con el Bloque: Límites de cambio de 

trayectoria: h1, k1, h2, k2 

Una vez conocido el centro C(h,k) del objeto, se traza un segmento (radio vector) 

a partir del origen del sistema de coordenadas, que pase por C(h,k) y toque a la 

trayectoria "C, se calcula este punto de intersección y se determinan las 

configuraciones de codo arriba y codo abajo, para luego establecer la posición de 

dos objetos tangentes a los eslabones L1 y L2 que indican la posición límite entre 

el robot Ro y el propio objeto. Estos objetos contendrán la información de los 

parámetros (h1,k1) y (h2,k2) que posteriormente permitirán aplicar los criterios de 

evasión. 

En el siguiente código se determinan las posiciones de los objetos tangentes con 

los eslabones del robot en las dos configuraciones de codo: 

Private Sub Command6_Click() 

[Hallar ecuación de radio vector] 
yr = (k f h) *X 

[Hallar el punto de intersección entre la trayectoria del órgano efector y el radio vector] 

X= (50 * h) / (k + h) 
y= (50 * k) / (k + h) 

[Hallar la configuración de aodo arriba para el punto (x,y), aquí, P(o),P(1),q(O),q(1) son los 
parámetros del modelo cinemático inverso] 

P(O) =(A* A 11 2 * x 11 2+A*x 11 2 * (-8 11 2 +X 11 2+y 11 2) - y* (Sqr(-A 11 2 * x 11 2*(A 11 2*A 11 2 
+ (-8 11 2 '+-X 11 2 +y 11 2) 11 2 - 2 *A 11 2 * (8 11 2 +X 11 2 +y 11 2))))) / (2 *A 11 2 *X* (X 11 2 +y 11 2)) 

P(1) =(A* A 11 2 *y+ A* y* (-B 11 2+x 11 2+y 11 2) + (Sqr(-A 11 2*x 11 2*(A 11 2*A 11 2+(-B 11 2 + 
x 11 2 +y 11 2) 11 2 - 2 *A 11 2 * (8 11 2 + x 11 2+y 11 2))))) / (2 *A 11 2 * (x 11 2 +y 11 2)) 

q(O) =(-A* A - 8 * 8 + x * x +y* y)/ (2 *A* 8) 
q(1) = -(Sqr(-A 11 2 * x" 2 *(A 11 2*A 11 2 + (-B 11 2 + x 11 2+y 11 2) 11 2 - 2 *A 11 2 * (B 11 2 + x 11 2 +y 

11 2)))) / (2 *A 11 2 * 8 * x) 
Call rota(P(), u1 ()) 
es1a(O) =A* Rpo(O) 
es1a(1) =A* Rpo(1) 

'I 

'Llama a la función que realiza la operación de rotación 
'Coordenada x de codo arriba 
'Coordenada y del codo arriba 

[En el siguiente lf se determina el ángulo de cada elemento del manipulador, theta1_i es el 
ángulo del eslabón L 1 y theta2_i es el ángulo del eslabón L2 en su posición de codo arriba] 

lf P(1) >O And P(O) >O Then 
theta1u = Atn(P(1) / P(O)) * 180 / 3.1416 

127 



Elself P(1) > O And P(O) < O Then 
theta1u = (3.1416 + Atn(P(1) I P(O))) * 180 / 3.1416 
Elself P(1) <O And P(O) <O Then 
theta1u = (3.1416 + Atn(P(1) I P(O))) * 180 / 3.1416 
Elself P(1) < O And P(O) > O Then 
theta1u = ((2 * 3.1416) + Atn(P(1) I P(O))) * 180 / 3.1416 

Elself P(O) = O Then 
theta1 u = (90) 

End lf 

lf q(1) >O And q(O) >O Then 
theta2u = Atn(q(1) I q(O)) * 180 / 3.1416 
Elself q(1) >O And q(O) <O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(q(1) I q(O))) * 180 / 3.1416 
Elself q(1) <O And q(O) <O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(q(1) / q(O))) * 180 / 3.1416 
Elself q(1) < O And q(O) > O Then 
theta2u = ((2 * 3.1416) + Atn(q(1) I q(O))) * 180 / 3.1416 
Elself q(O) = O Then 
theta2u = (90) 

End lf 

theta 1 _i = theta 1 u 
theta2_i = theta2u 

Call rota(q(), Rpo()) 
pnd1(0) = es1a(O) + B * Rpo(O) 
pnd 1 ( 1 ) = es 1a(1 ) + B * Rpo( 1 ) 
longitud = Sqr(pnd1 (O)" 2 + pnd1 (1)" 2) 

lf (Rv >longitud+ 4) Then 
Option5.Value = 1 
End lf 

[Aquí pinta el brazo en el límite en codo arriba] 

lf Option12.Value =True Then 
Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1 )), QBColor(9) 

'abscisa del órgano efector 
'ordenada del órgano efector 

'indica configuración de codo arriba 

Picture1 .Circle (es1 a(O), es1 a(1 )), 0.3, QBColor(9) 
Picture1.Line (es1a(O), es1a(1))-(pnd1(0), pnd1(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (pnd1 (O), pnd1 (1 )), 0.1, QBColor(RED) 

End lf · 

[Hallada configuración de codo abajo para el punto (x,y), aquí, pp(o), pp(1), qp(O), qp(1) son 
los parámetros del modelo cinemático inverso] 

pp(O) =(A* A" 2 * x" 2 +A* x" 2 * (-B" 2 + x" 2 +y" 2) +y* (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 
+ (-B "2 + x "2 +y" 2) "2 - 2 *A" 2 * (B" 2 + x" 2 +y" 2))))) / (2 *A" 2 * x * (x" 2 +y" 2)) 

pp(1) =(A* A" 2 *y+ A* y* (-B" 2 + x" 2 +y" 2) - (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-B" 2 + 
x" 2 +y" 2)YI 2 - 2 *A" 2 * (B" 2 + x" 2 +y" 2))))) / (2 *A" 2 * (x" 2 +y" 2)) 

qp(O) =(-A* A - B * B + x * x +y* y)/ (2 *A* B) 
qp(1) = (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-B "2 + x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (B "2 + x" 2 + 

y" 2)))) I (2 *A" 2 * B * x) 
Call rota(pp(), u1 ()) 
es1ap(O) =A* Rpo(O) 'Coordenada x del codo abajo 
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es1ap(1) =A* Rpo(1) 'Coordenada y del codo abajo 

[En el siguiente lf se determina el ángulo de cada elemento del mecanismo, theta1_f es el 
ángulo de L 1 y theta2_f es el ángulo de L2 en su posición de codo abajo] 

lf pp(1) >O And pp(O) >O Then 
theta1 u = Atn(pp(1) / pp(O)) * 180 / 3.1416 
Elself pp(1) > O And pp(O) < O Then 
theta1 u = (3.1416 + Atn(pp(1) / pp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself pp(1) <O And pp(O) <O Then 
theta1u = (3.1416 + Atn(pp(1) I pp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself pp(1) <O And pp(O) >O Then 
theta1u = ((2 * 3.1416) + Atn(pp(1) / pp(O))) * 180 / 3.1416 

Elself pp(O) = O Then 
theta1 u = (90) 

End lf 

lf qp(1) >O And qp(O) >O Then 
theta2u = Atn(qp(1) / qp(O)) * 180 / 3.1416 
Elself qp(1) >O And qp(O) <O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(qp(1) / qp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself qp(1) <O And qp(O) <O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(qp(1) / qp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself qp(1) <O And qp(O) >O Then 
theta2u = ((2 * 3.1416) + Atn(qp(1) / qp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself qp(O) = O Then 
theta2u = (90) 

End lf 

theta1_f = theta1 u 
theta2_f = theta2u 

Cal! rota(qp(), Rpo()) 
pnd1p(O) = es1ap(O) + B * Rpo(O) 
pnd1 p(1) = es1 ap(1) + B * Rpo(1) 

[Aquí pinta el brazo en el límite, en codo abajo] 

lf Option12.Value = True Then 
Picture1 .Line (O, O)-(es1ap(O), es1ap(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1 ap(O), es1 ap(1 )), 0.3, QBColor(9) 

'abscisa del órgano efector 
'ordenada del órgano efector 

Picture1 .Line ( es1 ap(O), es1 ap(1 ))-(pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (pnd1 (O), pnd1 (1 )) , 0.1 , QBColor(RED) 

End lf 

[ En la siguiente sección se encuentra el lugar geométrico del centro de las circunferencias 
que son tangentes a L 1 y L2 en ambas configuraciones es decir C1(h1,k1) y C2(h2,k2) por lo 
tanto cualquier otra circunferencia fuera del rango establecido no permitirá cubrir toda la 
trayectoria] '! 

[Inicio para circunferencias tangentes a L2] 

lf (pnd1 p(O) - es1 ap(O)) =O Then 
pnd1 p(O) = pnd1 p(O + 0.0000001) 
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End lf 

m1 = (pnd1(1)- es1a(1)) / (pnd1(0)- es1a(O)) 
m2 = (pnd1 p(1) - es1 ap(1 )) / (pnd1 p(O) - es1 ap(O)) 
m = (pnd1 p(1) / pnd1 p(O)) 

'Pendiente de L2 en codo arriba 
'Pendiente de L2 en codo abajo 

lf pnd1(1) >= pnd1(0) Then 
h1 = (4 * Sqr(m1"2 + 1) + m1 * pnd1(0)- pnd1(1)) / (m1 - m) 

Elself pnd1 (1) < pnd1 (O) Then 
h1 =(-4*Sqr(m1 "2+1)+m1 *pnd1{0)-pnd1(1))/(m1 -m) 

End lf 

lf h1 >= pnd1 (O) Then 
h1 = pnd1 (O) - (h1 - pnd1 (O)) 

End lf 

k1 = (pnd1 (1) I pnd1 (O))* h1 

[ Inicio para circunferencias tangentes a L 1 ] 

lf es1ap(O) =O Then 
es1ap(O) = 0.000001 
End lf 
lf es1a(O) =O Then 
es1a(O) = 0.000001 

End lf 

m2 = pnd1 p(1) / pnd1 p(O) 
m1 = es1a(1) / es1a(O) 

lf pnd1 (1) > pnd1 (O) Then 
h2 = (4 * Sqr(m1"2 + 1)) / (m1 - m2) 

Elself pnd1 (1) <= pnd1 (O) Then 
h2=(-4*Sqr(m1 "2+1))/(m1-m2) 

End lf 

'Aquí se evita la circunferencia tangente sobre 
' la prolongación de L2 

lf h2 <O Then 
h2 = -h2 

' Aquí se evita la circunferencia tangente sobre 
'la prolongación de L 1 

End lf 

k2 = m2 * h2 

[Se indica la relación entre el centro del objeto, y el centro de los objetos en su posición 
límite] 

lf h > h2 And h < h1 Then 
Text9.Text = " Es posible la evasión usando complementos y además se cubre toda la 

trayectoria " 
Elself h < h2 Then 

Text9.TE!'xt = " Abrir L 1 hasta ser tangente al objeto y usar complementos, pero no se cubre 
toda la trayectoria " 

Else 
Text9.Text ="Abrir L2 hasta ser tangente al objeto y usar complementos, pero no se cubre 

toda la trayectoria " 
End lf 
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End Sub 

6.2.3 Código asociado con los bloques: codificación de los cinco 

criterios de evasión 

En la siguiente sección, se codifican los cinco criterios de evasión (últimos 5 

bloques del diagrama de flujo mostrado en la figura 6.1 ), la selección de alguno de 

ellos se da a través del condicional if, la decisión se toma del resultado <je la 

comparación de la abscisa del centro del obstáculo con respecto a las abscisas de 

los centros de los objetos tangentes a los eslabones L 1 y L2 tomados como 

referencia. En el apéndice C se pueden observar los diagramas de flujo mostrados 

en las figuras C.1, C.2, C.3, C.4 y C.5 donde se representa la estructura del código 

asociado a cada uno de los 5 criterios . 

Prívate Sub CommandB_C/ickO 

Vcontrol = 1 'Inicia con codo abajo. 

lf Option 7. Value = True Then ' Objeto en la sección A. 

[En el siguiente bloque if, si la condición h > /i12 And h < h1 es verdadera, implica que el 

objeto se encuentra dentro del área Ap mostrada en la figura 4.15, por lo que podrá ser 

evadido y la ruta de trabajo podrá ser cubierta totalmente, se aclara que en el resto del 

programa h1 corresponde a h2 y h2 corresponde a h1 comparada con el texto de los 

capítulos IV y V, es decir se han invertido las posiciones de los objetos Ob1 y Ob2 

mostrados en la figura 4.7] 

[Determinar trayectoria libre: CR1] 

lfh > h2 And h < h1 Then 
xp = pnd1(0): yp = pnd1(1) 
ciclos= lnt(Val(Text1)) 

'se guarda coordenadas del punto p(x,y), ver fig 4.17 
'indica número de ciclos de trabajo 
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Far m = 1 To ciclos 

[va desde Pi hasta el punto p(x,y) con movimientos simultáneos] 
Far x = 50 To xp Step -0.01 

Next 

lf x =O Then 
X= 0.0000001 

End lf 
y = -x + 50 'ruta de trabajo 
Option6. Value = 1 
Cal/ cin_inversa(x, y) 'se llama al modelo de la cinemática inversa 
Picture1.DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle =O 

Cal! borrar 'se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1.Circle (pnd1p(O), pnd1p(1)), 0.2, QBColor(1) 

Far x = xp To 50 Step 0.01 'Aquí Ro regresa a Pi, con movimiento simultáneo. 

lfx =O Then 
X= 0.0000001 

End lf 

y = -x + 50 'Ruta de trbajo 
Cal/ cin_inversa(x, y) 
Picture1.DrawStyle = 2 
Picture1.Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1.DrawStyle =O 

Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (pnd1p(O), pnd1p(1)), 0.2, QBColor(1) 

Next 

[En el siguiente ciclo for, se mueve el eslabón L2, usando un movimiento secuencial, 
manteniendo fijo el eslabón L 1] 

Far i =O To theta2_i - 360 Step -0.6 
'Picture1 .Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
hp(O) = Cos(O * 3.14161180) 
hp(1) = Sin(iO * 3.1416/180) 
gp(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
gp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 

[Se llama a la función que aplica el modelo de la cinemática directa ] 
Cal/ posición(hp(O), hp(1), gp(O), gp(1)) 

[La función pintar, dibuja la posición del robot, de acuerdo con los resultados del 
modelo de la cinemática directa] 

Cal/ pin;ar 
Next 

[En el siguiente ciclo for, se mueve el eslabón L 1, usando movimiento secuencial, 
manteniendo fijo el eslabón L2, con ambos movimientos, el órgano efector se coloca de 

nuevo sobre el punto P(x,y)] 
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For i = O To theta 1 _i - 360 Step -0. 6 
'Picture1.Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
hp(O) = Cos(i * 3.14161180) 
hp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
gp(O) = Cos(theta2_i * 3.1416/180) 
gp(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Cal/ posición(hp(O), hp(1), gp(O), gp(1)) 
Cal/ pintar 

Next 

[Con el siguiente ciclo for, Ro continua con el resto de la trayectoria desde P(x,y) hasta Pi, 
con movimiento simultáneo] -

Option5. Value = True 
For x = xp To O Step -0.01 

lfx =O Then 
X= 0.0000001 

End lf 
y= -X+ 50 
Option5. Value = 1 

Cal/ cin_inversa(x, y) 
Picture 1.DrawStyle = 2 
Picture1.Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle =O 

Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1.Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 

Next 

[Con el siguiente for, Ro se mueve desde Pi hasta P(x,y) con movimiento simultáneo] 

For x =O To xp Step 0.01 
lfx =O Then 

X= 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 
Cal/ cin_inversa(x, y) 
Picture1.DrawStyle = 2 
Picture1.Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1.DrawStyle =O 

Call borrar 'se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1.Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 

Next 

[En los siguiente dos ciclos for, Ro se mueve desde P(x,y) hasta Pi usando 
movimientos uno a uno en sentido contrario al del movimiento de ida de los dos 
primeros ciclos for] 

For i = theta 1 _i - 360 To O Step O. 6 
'PictunJ1 .Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
hp(O) = Cos(i * 3.14161180) 
hp( 1) = Sin(i * 3. 1416 / 180) 
gp(O) = Cos(theta2_i * 3.1416I180) 
gp(1) = Sin(theta2_i * 3.14161180) 
Cal/ posición(hp(O), hp(1), gp(O), gp(1)) 
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Cal/ pintar 
'Picture1.Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 

Next 

For i = theta2_i - 360 To O Step 0.6 
'Picture1.Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
hp(O) = Cos(O * 3.14161180) 
hp(1) = Sin(iO * 3.1416/180) 
gp(O) = Cos(i * 3.1416I180) 
gp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Cal/ posición(hp(O), hp(1), gp(O), gp(1)) 
Cal/ pintar 

Next 

Cal/ FijarPosición 
Option5. Value = O 
Option6. Value = O 

'se llama a una función que dibuja la posición final del sistema. 

[pinta última posición] 
Text11. Text = (100) 
Picture1.Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1)), QBColor(9) 
Picture1.Line (es1a(O), es1a(1))-(pnd1(0), pnd1(1)), QBColor(9) 
Picture1.Circle (esta(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(9) 
Picturet .Line (O, 0)-(estap(O), es1ap(1)), QBColor(9) 
Picture1.Line (es1ap(O), es1ap(1))-(pnd1p(O), pnd1p(1)), QBColor(9) 
Picture1.Circle (es1ap(O), es1ap(1)), 0.3, QBColor(9) 

Next 
Cal/ home 
Picturet .Círcle (h, k), 4, QBColor(12) 

[Si la condición h < h2 es verdadera, entonces el eslabón L 1 choca con el objeto, por tanto, 
este elemento debe moverse hasta ser tangente al objeto y luego evadir. Se calculan los 
puntos P3 y P4 mostrados en la figura 4.20, la ruta de trabajo no es tocada totalmente] 

[Determinar trayectoria libre: CR2] 

Elself h < h2 Then 'Aquí el objeto choca con _L 1 por lo tanto, este elemento debe abrirse 
'y moverse con complemento, aunque no podrá cubrir la trayectoria completa 

Text9.Text ="Abrir L 1 hasta ser tangente al objeto y usar complementos, pero no se cubre 
toda la trayectoria " 

[se determina la recta tangente (que contiene al eslabón L2) con el objeto, en las variables 
Aes1a(O), Aes1a(1), Aes1ap(O), y Aes1ap(1) se guardan coordenadas del codo en sus dos 
configuraciones ] 

r = 4 
Ae = h " 2 - r " 2 
Be=-2""'h*·k 
Ce = k " 2 - r " 2 
m1 =(-Be+ Sqr(Be" 2 - 4 * Ae * Ce))/ (2 * Ae) 
m2 =(-Be - Sqr(Be" 2 - 4 * Ae *Ce))/ (2 * Ae) 
Th1 = Atn(m1 + 10) 
Th2 = Atn(m2 - 0.05) 
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Aes1 a(O) = 30 * Cos(Th1) 
Aes1a(1) = 30 *Sin(Th1} 
Aes1ap(O) = 30 * Cos(Th2} 
Aes1ap(1) = 30 * Sin(Th2} 
signo= 1 

[La función PuntoT recibe las coordenadas del codo abajo y determina las coordenadas del 
órgano efector mediante las expresión 4.24 y 4.25] 

Call PuntoT(Aes1ap(O), Aes1 ap(1 ), signo) 

xp1 =pnd1(0):yp1 =pnd1(1) 
ciclos= lnt(Val(Text1 )) 

For m = 1 To ciclos 

[En el siguiente ciclo for, se mueve desde Pi hasta el punto P3, ver figura 4.20] 

For x = 50 To xp1 Step -0.01 
lf x =O Then 

Next 

X= 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 
Option6.Value = 1 
Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 

Call borrar 'se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.2, QBColor(1) 

[En el siguiente ciclo, regresa a al punto inicial Pi] 

For x = xp1 To 50 Step 0.01 
lf x =O Then 

X = 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle =O 

Call borrar 'se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.2, QBColor(1) 

Next 

signo= -1 
'! 

[La función PuntoT recibe las coordenadas del codo arriba y determina las 
coordenadas del órgano efector mediante las expresión 4.24 y 4.25] 

Call PuntoT(Aes1a(O), Aes1a(1), signo) 
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xp2 = pnd1 (O): yp2 = pnd1 (1) 
Option5.Value = 1 
Vcontrol =O 

Call cin_inversa(xp2, yp2) 
Vcontrol = 1 

[En los siguientes dos ciclos for, Ro se mueve desde el punto P3 hasta el punto P4, ver 
figura 4.20] 

For i =O To theta2_i - 360 Step -0.6 
hp(O) = Cos(O * 3.1416/180) 
hp(1) = Sin(iO * 3.1416/ 180) 
gp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
gp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1)) 
Call pintar 

Next 

For i =O To theta1_i - 360 Step -0.6 
hp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(i * 3.1416I180) 
gp(O) = Cos(theta2_i * 3.1416 / 180) 
gp(1) = Sin(theta2_i * 3.1416 / 180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1 )) 
Call pintar 

Next 

[Ro continua con el resto de la trayectoria desde el punto p3 al puntp Pf] 

Option5.Value = True 
For x = xp2 To O Step -0.01 

lf x =O Then 

Next 

X= 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 
Option5.Value = 1 
Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyl.e = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle =O 
Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 

[Ro continua desde el punto Pf al punto P3] 

For x =O To xp2 Step 0.01 
lf x =O Then 

X = 0.0000001 
~nd lf 
y= -X+ 50 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 

136 



Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 

Next 

[En los dos siguientes ciclos for, Ro se regresa a Pi] 

For i = theta1_i - 360 To O Step 0.6 
'Picture1 .Circle (pnd1 (O), pnd1 (1 )}, 0.1, QBColor(9) 
hp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
gp(O) = Cos(theta2_i * 3.1416 / 180) 
gp(1) = Sin(theta2_i * 3.1416 / 180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1)) 
Call pintar 

'Picture1 .Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 
Next 

For i = theta2_i - 360 To O Step 0.6 

Next 

'Picture1 .Circle (pnd1 (O), pnd1 (1 }), 0.1, QBColor(9) 
hp(O) = Cos(O * 3.1416/180) 
hp(1) = Sin(iO * 3.1416 / 180) 
gp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
gp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1 )) 
Call pintar 

Call FijarPosición 
Option5.Value = O 
Option6.Value = O 

[mantiene la última posición] 
Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1)), QBColor(9) 

Picture1 .Line (es 1 a(O), es1 a(1 ))-(pnd1 (O), pnd1 (1 )) , QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1a(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(9) 
Picture1.Line (O, O)-(es1ap(O), es1ap(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Line ( es1 ap(O), es1 ap(1 ))-(pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), QBColor(9) 

Next 
Call home 
Picture1 .Circle (h , k) , 4, QBColor(12) 

[Si no se cumple ninguna de las dos condiciones de los criterios 1 y 2, entonces se cumple 
la condición del criterio 3: h>h1 y LR +r < Rv , aquí se determinan los puntos P1 y P2 
mostrados en la figura4.22] 

Else 'Aquí el objeto choca con L2 por lo tanto, este elemento debe abrirse 
'y moverse con complemento, aunque no podrá cubrir la trayectoria completa 
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[Determinar trayectoria libre: CR3] 

Text9.Text = "Abrir L2 hasta ser tangente al objeto y usar complementos, pero no se cubre toda 
la trayectoria " 

xd = pnd1 p(O): yd = pnd1 p(1) 'Guarda coordenadas del punto p(x,y), ver figura 4 ~22 

[En el siguiente ciclo for, se mueve el órgano efector sobre la ruta 't, y se guardan sus 
coordenadas xp1 y yp1, cuando el eslabón L2 es tangente con el obstáculo con codo abajo, 
así se obtiene el punto P2 mostrado en la figura 4.44] 

Far i = 0.01 To 5 Step 0.001 
A1=2 
B 1 = 2 * xd - 2 * yd - 100 
C1 = xd " 2 + yd " 2 - 100 * xd + 2500 - i " 2 
divisor= 2 * A1 
raíz= Sqr(B1"2 - 4 * A1 * C1) 
Y1 = (-B1 - raíz)/ divisor 
X1 = 50 - Y1 
xp1 = X1 
yp1 = Y1 
pnd1 p(O) = X1 

pnd1 p(1) = Y1 
Vcontrol =O 
Call cin_inversa(X1, Y1) 
m = (pnd1p(1)-es1ap(1)) / (pnd1p(O)- es1ap(O)) 
distancia = Abs((m * h - k + pnd1 p(1) - m * pnd1 p(O)) / Sqr(m "2 + 1 )) 

[Cuando la variable distancia toma el valor de 4, entonces se tiene 
la posición de tangencia entre el eslabón L2 y el objeto y se 

interrumpe el ciclo for] 

lf distancia= 4 Or (distancia> 4.001 And distancia< 4.01) Then 
Exit Far 

End lf 
Next 

[El robot va de Pi hasta P2] 

Far x = 50 To xp1 Step -0.01 
lf x =O Then 

Next 

X = 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 

Option6.Value = 1 
Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 

'empieza con CD 

Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O · 
Call borrar 'se borra el modelo de alambre del r.obot 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.2, QBColor(1) 
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[En este for, el robot va desde el punto P2 hasta el punto Pi] 

For x = xp1 To 50 Step 0.01 
lf x =O Then 

Next 

X = 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle =O 
Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.2, QBColor(1) 

[En el siguiente ciclo for, se mueve el órgano efector sobre a -r, y se guarda·¡, sus 
coordenadas xp2 y yp2, cuando el eslabón L2 es tangente con el obstáculo en 
codo arriba, así se obtiene el punto P1 mostrado en la figura 4.44] 

For i = 0.01 To 5 Step 0.001 
A1=2 

Next 

B 1 = 2 * xd - 2 * yd - 100 
C1 = xd " 2 + yd " 2 - 100 * xd + 2500 - i " 2 
divisor= 2 * A1 
raiz=Sqr(B1 "2-4*A1 *C1) 
Y2 = (-81 +raíz)/ divisor 
X2 = 50 - Y2 
xp2 = X2 
yp2 = 21 
pnd1(0) = X2 
pnd1(1)=Y2 
Vcontrol =O 
Option5.Value =True 
Call cin_inversa(X2, Y2) 
m = (pnd1 (1) - es1 a(1 )) / (pnd1 (O) - es1 a(O)) 
distancia = Abs((m * h - k + pnd1 (1) - m * pnd1 (O))/ (Sqr(m "2 + 1 ))) 

[Cuando la distancia es igual a 4, se tiene la posición de tangencia 
entre el eslabón L2 y el objeto y se interrumpe el ciclo for] 

lf distancia= 4 Or (distancia> 4.001 And distancia< 4.01) Then 
Exit For 

End lf 

[Con los dos siguientes ciclos for, el robot va desde el punto Pi hasta el punto P1] 

Fbr i =O To theta2_i - 360 Step -0 .6 
hp(O) = Cos(O * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(iO * 3.1416/180) 
gp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
gp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1 )) 
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Call pintar 
Next 

For i =O To theta1_i - 360 Step -0.6 
hp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 

Next 

gp(O) = Cos(theta2_i * 3.1416 / 180) 
gp(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1)) 
Call pintar 

[En el siguiente ciclo el robot se mueve desde el punto P1 hasta el punto Pf] 

Option5.Value =True 
For x = xp2 To O Step -0.01 

lf x =O Then 

Next 

X = 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 
Option5.Value = 1 
Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle =O 

Call borrar 'se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 

[En el siguiente ciclo, Ro se mueve desde el punto Pf hasta el punto P1] 

For x =O To xp2 Step 0.01 
lf x =O Then 

Next 

X = 0.0000001 
End lf 
y= -X+ 50 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle =O 
Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (x, y), 0.2, QBColor(1) 

[En los dos siguientes ciclos for, Ro se mueve desde el punto P1 hasta el punto Pi] 

Fer i = theta1_i - 360 To O Step 0.6 
hp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
gp(O) = Cos(theta2_i * 3.1416/180) 

1 gp(1) = Sin(theta2_i * 3.1416 / 180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1)) 
Call pintar 

Next 

Fer i = theta2_i - 360 To O Step 0.6 

140 



Next 

hp(O) = Cos(O * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(iO * 3.1416/180) 
gp(O) = Cos(i * 3.1416I180) 
gp(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
Call posición(hp(O}, hp(1 ), gp(O), gp(1)) 
Call pintar 

Call FijarPosición 
Option5.Value =O 
Option6.Value = O 
[mantiene la última posición] 

Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1)}, QBColor(9) 
Picture1 .Line (es1 a(O), es1 a(1 )}-(pnd1 (O), pnd1 (1 )) , QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1a(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(9) 
Picture1 .Line (O, O)-(es1ap(O), es1ap(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Line (es1 ap(O), es1 ap(1 ))-(pnd1 p(O), pnd1 p(1 )) , QBColor(9) 
Cal! home 
Picture1 .Circle (h, k), 4, QBColor(12) 

End lf 

[El siguiente else se cumple cuando el objeto queda en la sección B mostrada en la figura 
6.1, aquí se utiliza el criterio 4, con el objetivo de definir una ruta alterna para el movimiento 
del órgano efector, evitando que cualquier parte del robot, colisione con el obstáculo, la 
nueva ruta de evasión es paralela al contorno del obstáculo. Se determina también un punto 
sobre la ruta de evasión que indica el cambio de configuración del robot; es decir, para 
pasar de una configuración de codo abajo a una de codo arriba] 

Else 

[Determinar trayectoria libre: CR4] 

[En estas líneas que le anteceden al ciclo for, se determinan los puntos de intersección 
(xp1,yp1) y (xp2,yp2) entre el contorno dilatado del obstáculo y la ruta de trabajo, dichos 
puntos se muestran en la figura 5.6 donde se indican como P1 y P2 , se aplican las 
expresiones 5.4 y 5.5] 

A1=2 
81 = 2 * h - 2 * k - 1 oo 
C1 = 250Ó - 25 - 100 * h + h " 2 + k " 2 'qu ité 64 y puse 16 

divisor= 2 * A1 
raiz=Sqr(B1 "2-4*A1 *C1) 
y= (-81 - raiz) /divisor 
x=50 - y 
Xp1 =X 
yp1 =y 

y= (-B1 + raiz) /divisor 
X= 50 -y 
xp2 =x 
yp2 =y 
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[En el siguiente ciclo for el órgano efector recorre la ruta desde Pi hasta P1= Xp1, mostrada 
en la figura 5.6] 

For x = 50 To xp1 Step -0.01 

lf x =O Then 
X= 0.00001 

End lf 

y= -X+ 50 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), Q8Color(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 
Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.2, Q8Color(1) 

Next 

[Las siguientes 7 líneas, permiten determinar el punto Pe (xi,yi), donde ocurre el 
cambio de configuración del codo, se aplican las expresiones (5.11) y (5.12)] 

A1=(k/h)"2+1 
81 = -2 * h - 2 * k * (k / h) 
C1 = h " 2 + k " 2 - 25 
divisor= 2 * A1 
raiz=Sqr(81 "2-4*A1 *C1) 
xi= (-81 - raíz)/ divisor 
yi = (k / h) *xi 

[En el siguiente ciclo for, el órgano efector se mueve desde P1e = xp1 hasta Pe=xi, la ruta 
seguida, se muestra en la figura 5.8] 

For x = xp1 To xi Step -0.001 
lf x =O Then 

Next 

X= 0.00001 
End lf 
y = -Sqr(25 - (x - h) " 2) + k 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50 , O), Q8Color(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 

Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 

Option5.Value = 1 
Call cin_inversa(xi, yi) 

'Define que la configuración sea de codo arriba 
'Entra a cinemática inversa y calcula ángulos de eslabones L 1 y L2 

Option6.Value = 1 'Define que la configuración sea de codo abajo 
Call ~in_inversa(xi, yi) 'Entra a cinemática inversa y calcula ángulos de eslabones L 1 y L2 

lf theta1_f > 270 Then 
theta1_f = -360 + theta1_f 

End lf 
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[En los dos siguientes ciclos for, se hace el cambio de configuración, utilizando 
movimientos uno a uno] 

Far i = theta1_f To theta1_i Step 0.1 
hp(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 

Next 

gp(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
gp(1) = Sin(theta2_f * 3.1416 / 180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1 )) 
Call pintar 

Far i = theta2_f To theta2_i Step 0.1 
hp(O) = Cos(theta1_i * 3.1416 / 180) 
hp(1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
gp(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
gp(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(hp(O), hp(1 ), gp(O), gp(1 )) 
Call pintar 

Next 

Option5.Value = 1 

xi2 = h- 5 
Vcontrol = 1 

'Define que la configuración sea de codo arriba 

'Se establece un extremo del diámetro del objeto 

[En el siguiente ciclo for, el órgano efector se mueve desde Pe= xi hasta xi2 que 
indica el valor mínimo que toma x, de acuerdo con el diámetro del objeto, ver figura 
5.8) 

Far x =xi To xi2 Step -0.001 
lf x =O Then 
X= 0.00001 
End lf 
y = -Sqr(25 - (x - h) " 2) + k 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 

Call borrar 'se borra el modelo de alambre del robot 
Next 

[En el siguiente ciclo for, el órgano efector se mueve desde xi2 hasta P2e =xp2, ver 
figura 5.8, cuidando de que el eslabón L2 no choque con el objeto] 

Far x =xi~ To xp2 Step 0.001 
lf x =O Then 
X= 0.00001 
End lf 
y= Sqr(25 - (x - h)" 2) + k 

Call cin_inversa(x, y) 
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Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 
Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
m = (pnd1(1)- es1a(1)) / (pnd1(0)- es1a(O)) 

distancia = (m * h - k + pnd1 (1) - m * pnd1 (O))/ (Sqr(m "2 + 1 )) 

[En el siguiente if se verifica que el eslabón L2 no colisione con el objeto; es decir, si 
la distancia entre el objeto y el eslabón L2 es tal que: Distancia = r+M , entonces se 
aplica la expresión (5.7) para que el órgano efector siga un trayecto rectilíneo, sin 
chocar con el objeto, según se muestra en la figura 5.3) 

Next 

lf (Abs(distancia) > 4.9 And Abs(distancia) < 5) Then 
ypp2 = (50 * m + pnd1(1)- m * pnd1(0)) / (m + 1) 
xpp2 = 50 - ypp2 
xe = pnd1(0): ye= pnd1(1) 

For xj = pnd1(0) To xpp2 Step 0.001 
y = m * xj + ye - m * xe 

Next 

Call cin_inversa(xj, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 

Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 

xp2 = xpp2 
Exit Far 

End lf 

[Pinta última posición] 
Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Line (es1a(O), es1a(1))-(pnd1(0), pnd1(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1 a(O), es1 a(1 )), 0.3, QBColor(9) 

[En este ciclo for, el órgano efector se mueve desde P2e hasta Pf, lo ruta se muestra en 
la figura 5.8] 

Far x = xp2 To O Step -0 .01 
lf x =O Then 

'se va al punto expandido 

Next 

X= 0.00001 
End lf 
y= -X+ 50 

Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 

Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.2, QBColor(1) 
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[Pinta última posición] 
Picture1 .Line (O, O)-(es1 a(O), es1 a(1 )), QBColor(9) 
Picture1 .Line (es1 a(O), es1 a(1 ))-(pnd1 (O), pnd1 (1 )), QBColor(9) 
Picture1.Circle (es1a(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(9) 

End lf 

End lf 

End Sub 

[En la siguiente sección del código se cumple que el objeto queda fuera del área real 
reducida de trabajo del robot, por lo tanto no existe interferencia, y la ruta de trabajo puede 
ser cubierta totalmente] 

[Determinar trayectoria libre: CR5] 

Else ' aquí va código para cuando el objeto está fuera de alcance de L 1 y L2 

longitud = (h + k - 50) I Sqr(2) 'se calcula distancia entre la ruta y el Objeto. 

lf longitud >= 4 Then ' no hay contacto entre el objeto y tao, por lo tanto no hay choque 

ciclos = lnt(Val{Text1 )) 'Indica cuantos ciclos de trabajo se han programado. 

Far m = 1 To ciclos 

[Inicia primer segmento desde Pi hasta Pf, con el órgano efetor sobre la ruta •] 

Far x = 50 To O Step -0 .01 
lf x =O Then 

X= 0.0000001 
End lf 

y= -X+ 50 
Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 
Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 

Next 

[ pinta última posición] 
'lff Option5.Value =True Then 

Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1 )), QBColor(9) 
Picture1.Line (es1a(O), es1a(1))-(pnd1(0), pnd1{1)), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1a(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(9) 
Elself Option6.Value =True Then 

Picture1 .Line (O, O)-(es1ap(O), es1ap(1 )), QBColor(9) 
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Picture1 .Line (es1 ap(O), es1 ap(1 ))-(pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), QBColor(9) 
Picture1.Circle (es1ap(O), es1ap(1)), 0.3, QBColor(9) 

End lf 

Far i =O To 10000 
Forj=OTo1000 
Nextj 

Next i 

[Fin del primer segmento] 

'Ciclo de retardo 

[inicia segundo segmento de regrese desde Pf hasta Pi] 

Far x = 0.00001 To 50 Step 0.01 
lf x = 50 Then 

Next 

X= 49.999999 
End lf 
y= -X+ 50 
Call cin_inversa(x, y) 
Picture1 .DrawStyle = 2 
Picture1 .Line (O, 50)-(50, O), QBColor(4) 
Picture1 .DrawStyle = O 
Call borrar ' se borra el modelo de alambre del robot 

[pinta última posición] 
lf Option5.Value = True Then 

Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Line (es1 a(O), es1 a(1 ))-(pnd1 (O), pnd1 (1 )), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1a(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(9) 
Elself Option6.Value =True Then 

Picture1 .Line (O, O)-(es1 ap(O), es1ap(1 )), QBColor(9) 
Picture1 .Line (es 1 ap(O), es1 ap(1 ))-(pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1ap(O), es1ap(1)), 0.3, QBColor(9) 

End lf 

[Termina el segundo segmento] 

Next m 
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6.2.4 Funciones implementadas 

En el código hasta aquí visto, se utiliza la instrucción CALL, para llamar a una 

función que realiza alguna tarea específica, las funciones implementadas permiten 

la reducción en el número de líneas, a continuación se presenta el código de las 

funciones utilizadas. 

Function cin_inversa(x As Single, y As Single) 

[Ésta función recibe las coordenadas del órgano efector y determina los valores de los 
ángulos asociados a los eslabones L 1 y L2 aplicando una rotación y una reflexión] 

[P(O),P(1),q(O) y q(1) guardan los parámetros del modelo de la cinemática inversa en la 
configuración de codo arriba, aplicando la reflexión ] 

P(O) =-(A* A" 2 * x" 2 +A* x" 2 * (-8" 2 + x" 2 +y" 2) - y* (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 
+ (-8 "2 + x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (8" 2 + x" 2 +y" 2))))) I (2 *A" 2 * x * (x" 2 +y" 2)) 

P(1) =(A* A" 2 *y+ A* y* (-8" 2 + x" 2 +y" 2) + (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-8" 2 + 
x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (8" 2 + x" 2 +y" 2))))) / (2 *A" 2 * (x" 2 +y" 2)) 

coef = 1 I (2 * A " 2 * 8 * (x " 2 + y " 2) " 2) 
S1 =A" 2 *A" 2 *A* (x" 2 - y" 2) - A* A" 2 * (x" 2 - y" 2) * (2 * 8" 2 + x" 2 +y" 2) 
S2 = A * 8 " 2 * (-x " 2 * x " 2 + y " 2 * y " 2 + 8 " 2 * (x " 2 - y " 2)) 
S3 = -2 * A " 2 * y * (Sqr(-A " 2 * x " 2 * (A " 2 * A " 2 + (-8 " 2 + x " 2 + y " 2) " 2 - 2 * A " 2 * (8 " 

2 +X" 2 +y" 2)))) 
S4 = 2 * 8 "2 *y* (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-8 "2 + x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (8" 

2 +X" 2 +y" 2)))) 
q(O) = (coef) * (S1 + S2 + S3 + S4) 
q(1) = (1 I (2 *A" 2 * 8 * x * (x" 2 +y" 2)" 2)) * (-2 *A" 2 *A" 2 *A* x" 2 *y+ 2 *A* 8 "2 * 

x" 2 *y* (-8 "2 + x" 2 +y" 2) + 2 *A" 2 *A* x" 2 *y* (2 * 8 "2 + x" 2 +y" 2) + 8" 2 * (x" 2 
-y" 2) * (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-8" 2 + x" 2 +y" 2)" 2 - _ 

2 *A" 2 * (8 "2 + x" 2 +y" 2)))) +A" 2 * (-x" 2 +y" 2) * (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-
8" 2 +X" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (8" 2 +X" 2 +y" 2))))) 

Call reflejar(P(), u1 ()) 
es1a(O) =A* Rpo(O) 
es 1a(1 ) = A * Rpo( 1 ) 

'Llama a la función que calcula una reflexión 
'Coordenadas del codo 

[La siguiente estructura condicional, permite determinar el valor del ángulo asociado a 
cada eslabón, utilizando los parámetros p1(), y q1()] 

p1 (O) = (A* A" 2 * x " 2 + A * x " 2 * (-8 " 2 + x " 2 + y" 2) - y* (Sqr(-A" 2 * x " 2 * (A" 2 *A" 2 + 
(-8 "2 + x" 2,+ y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (8" 2 +X" 2 +y" 2))))) I (2 *A" 2 * x * (x" 2 +y" 2)) 

p1 (1) =(A* A" 2 *y+ A* y* (-8" 2 + x" 2 +y" 2) + (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-8" 2 
+ x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (8 "2·+ x" 2 +y" 2))))) I (2 *A" 2 * (x" 2 +y" 2)) 

q1 (O) = (-A *A - 8 * 8 + x * x + y* y) I (2 *A* 8) 
q1 (1) = -(Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-8" 2 + x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (8 "2 + x" 2 + 

y" 2)))) I (2 *A" 2 * 8 * x) 
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lf p1(1) >O And p1(0) >O Then 
theta1u = Atn(p1(1) / p1(0)) * 180 / 3.1416 
Elself p1 (1) >O And p1 (O)< O Then 
theta1u = (3.1416 + Atn(p1(1) / p1(0))) * 180 / 3.1416 
Elself p1 (1) <O And p1 (O)< O Then 
theta1u = (3.1416 + Atn(p1(1) / p1(0))) * 180 / 3.1416 
Elself p1(1) <O And p1(0) >O Then 
theta1u = ((2 * 3.1416) + Atn(p1(1) / p1(0))) * 180 / 3.1416 

Elself p1 (O) = O Then 
theta1 u = (90) 

End lf 

lf q1(1) >O And q1(0) >O Then 
theta2u = Atn(q1(1) / q1(0)) * 180 / 3.1416 
Elself q1 (1) >O And q1 (O)< O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(q1(1) / q1(0))) * 180 / 3.1416 
Elself q1 (1) <O And q1 (O)< O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(q1(1) / q1(0))) * 180 / 3.1416 
Elself q1 (1) <O And q1 (O) >O Then 
theta2u = ((2 * 3.1416) + Atn(q1(1) / q1(0))) * 180 / 3.1416 
Elself q1(0) =O Then 
theta2u = (90) 

End lf 

theta1_i = theta1 u 
theta2_i = theta2u 

Call reflejar(q(), Rpo()) 
pnd1(0) = es1a(O) + B * Rpo(O) 
pnd1(1) = es1a(1) + B * Rpo(1) 

' ángulo del eslabón L 1 
' ángulo del eslabón L2 

'Coordenadas del órgano efector 

[pp(O),pp(1),qp(O) y qp(1) guardan los parámetros del modelo de la cinemática inversa en la 
configuración de codo abajo, usando una rotación ] 

Else 
pp(O) =(A* A" 2 * x" 2 +A* x "2 * (-B" 2 + x" 2 +y" 2) +y* (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 

+ (-B" 2 + x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (B" 2 + x" 2 +y" 2))))) / (2 *A" 2 * x * (x" 2 +y" 2)) 
pp(1) =(A* A" 2 *y+ A* y* (-B" 2 + x" 2 +y" 2) - (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-B "2 + 

x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (B" 2 + x" 2 +y" 2))))) / (2 *A" 2 * (x" 2 +y" 2)) 
qp(O) =(-A* A - B * B + x * x +y* y)/ (2 *A* B) 
qp(1) =· (Sqr(-A" 2 * x" 2 *(A" 2 *A" 2 + (-8 "2 + x" 2 +y" 2)" 2 - 2 *A" 2 * (B" 2 + x "2 + 

y" 2)))) / (2 *A" 2 * B * x) 
Call rota(pp() , u1 ()) · ejecuta una rotación 
es1ap(O) =A* Rpo(O) 'Coordenadas del codo 
es1ap(1) =A* Rpo(1) 

[La siguiente estructura condicional, permite determinar el valor del ángulo asociado a 
cada eslabón] 

lf pp(1) >O ~nd pp(O) >O Then 
theta1u = Atn(pp(1) / pp(O)) * 180 / 3.1416 
Elself pp(1) >O And pp(O) <O Then 
theta1u = (3.1416 + Atn(pp(1) / pp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself pp(1) <O And pp(O) <O Then 
theta1u = (3.1416 + Atn(pp(1) / pp(O))) * 180 / 3.1416 
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Elself pp(1) < O And pp(O) > O Then 
theta1u = ((2 * 3.1416) + Atn(pp(1) I pp(O))) * 180 / 3.1416 

Elself pp(O) = O Then 
theta1 u = (90) 

End lf 

lf qp(1) >O And qp(O) >O Then 
theta2u = Atn(qp(1) / qp(O)) * 180 / 3.1416 
Elself qp(1) > O And qp(O) < O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(qp(1) / qp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself qp(1) <O And qp(O) <O Then 
theta2u = (3.1416 + Atn(qp(1) / qp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself qp(1) < O And qp(O) > O Then 
theta2u = ((2 * 3.1416) + Atn(qp(1) / qp(O))) * 180 / 3.1416 
Elself qp(O) = O Then 
theta2u = (90) 

End lf 

theta 1 _f = theta 1 u 
theta2_f = theta2u 

Call rota(qp(), Rpo()) 
pnd1p(O) = es1ap(O) + B * Rpo(O) 
pnd1 p(1) = es1 ap(1) + B * Rpo(1) 

lf V control= 1 Then 
Call PintarCD 
End lf 

End lf 
End Function 

' ángulo del eslabón L 1 
' ángulo del eslabón L 1 

'Coordenadas del codo 

[Esta función mantiene en pantalla, la última posición del robot] 

Sub FijarPosición() 
Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1)), QBColor(9) 
Picture1 .Line (es 1 a(O), es1 a(1 ))-(pnd1 (O), pnd1 (1 )), QBColor(9) 
Picture1 .Circle (es1a(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(9) 

End Sub 

[Esta función es el modelo de la cinemática directa] 

Sub posición(n, u, v, w) 
RO = n * u1 (O) - u* u1 (1) 
R1 =n*u1(1)+u*u1(0) 
RpO =RO, 
Rp1 = R1 
es1a(O) =A* RpO 
es1a(1) =A* Rp1 
Roo= v * RpO - w * Rp1 
Ro1 = v * Rp1 + w * RpO 
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RpO = RoO 
Rp1 = Ro1 
pnd1 (O)= es1 a(O) + B * RpO 
pnd1(1) = es1a(1) + B * Rp1 

End Sub 

[a continuación la función denominada rota, aplica la operación de rotación, mientras que la 
función reflejar aplica la operación de reflexión, necesarias para la cinemática inversa] 

Function rota(r() As Single, s() As Single) 
Ro(O) = r(O) * s(O) - r(1) * s(1) 
Ro(1) = r(O) * s(1) + r(1) * s(O) 
Rpo(O) = Ro(O) 
Rpo(1) = Ro(1) 

End Function 

Function reflejar(r() As Single, s() As Single) 
Ro(O) = -r(O) * s(O) + r(1) * s(1) 
Ro(1) = r(O) * s(1) + r(1) * s(O) 
Rpo(O) = Ro(O) 
Rpo(1) = Ro(1) 

End Function 

[Con la función borrar, las figuras en la pantalla son pintadas de igual color al fondo, para 
generar .la impresión de movimiento] 

Sub borrar() 
Picture1 .Line (O, O)-(es1a(O), es1a(1 )), QBColor(8) 
Picture1.Line (es1a(O), es1a(1))-(pnd1(0), pnd1(1)), QBColor(8) 
Picture1.Circle (es1a(O), es1a(1)), 0.3, QBColor(8) 
Picture1 .Circle (pnd1 (O), pnd1 (1 )) , 0.1, QBColor(8) 
Picture1 .Line (O, O)-(es1ap(O), es1ap(1 )), QBColor(8) 
Picture1 .Line (es 1 ap(O), es1 ap(1 ))-(pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), QBColor(8) 
Picture1 .Circle (es1ap(O), es1ap(1)), 0.3, QBColor(8) 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.1, QBColor(8) 
Picture1 .Circle (pnd1 p(O), pnd1 p(1 )), 0.2, QBColor(1) 

End Sub 

En este capítulo se han programado las diferentes expresiones que se 

establecieron para caracterizar: la cinemática directa e inversa del robot Ro. las 

diferentes secuencias que pueden ser realizadas por sus actuadores para pasar 

de un punto dado a otro definiendo el lugar geométrico trazado por su órgano 
l 

efector, las nuevas rutas de trabajo para lograr la evasión de obstáculos, así como 

las diferentes configuraciones de codo. 
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El área de trabajo, el obstáculo, la ruta de trabajo, así como el robot, se presentan 

en una interfase gráfica utilizando un modelo de alambre para la representación 

del robot y simulando el comportamiento del sistema cuando el órgano efector del 

multicuerpo sigue la ruta de trabajo original o la ruta modificada, de acuerdo con la 

presencia de un obstáculo de posición arbitraria, todo lo anteriormente dicho, 

puede ser observado al ejecutar el programa Ro2GDL, generado en esta tesis. 

En la siguiente sección, se establecerán las conclusiones generadas sobre los 

diferentes tópicos tratados en el presente trabajo de tesis; es decir: caracterización 

de la cinemática de posición de un robot de 2 GOL, secuencias de movimientos, y 

el problema de evasión de obstáculos. 
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Conclusiones 

En el presente trabajo de tesis, fueron satisfechos los siguientes objetivos: 

1) Se establecieron modelos matemáticos representativos de un robot de 2 

GOL con juntas rotacionales, aplicando las operaciones de rotación y 

reflexión. 

2) Se elaboró un módulo de programación donde se simulan los diferentes 

tipos de movimientos que puede realizar el robot de 2 GOL, permitiendo 

observar el lugar geométrico descrito por el órgano efector al pasar de la 

posición no deformada a la deformada. 

3) Se determinaron cinco criterios para establecer nuevas trayectorias de 

trabajo para el robot, logrando evadir un obstáculo presente en el área de 

trabajo. 

4) Utilizando los 5 criterios de evasión, se establecieron algoritmos para la 

determinación de nuevas trayectorias de trabajo libres de obstáculos. 

5) Se elaboró un módulo de programación donde se simula el movimiento del 

robot cubriendo una trayectoria de trabajo y mostrando su capacidad de 

evasión de obstáculos. 

El marco teórico generado permite definir una metodología para establecer 

parámetros que indican la forma de obtener trayectorias libres de obstáculos; esto 

es, prifTleramente se restringe el área real de trabajo del robot a un área que 

realmente cubrirá de acuerdo a la trayectoria de trabajo asignada. Seguidamente 

se consideran las posiciones límites entre el objeto y el robot con el órgano efector 

en cada uno de los puntos de la trayectoria , este procedimiento permite, 

discriminar las posibles áreas de localización del objeto y el robot: 

a) Un área libre de obstáculos por lo que en ella no existe riesgo de colisión. 

b) Un área de posición límite entre el robot y el obstáculo lo cual implica la 

existencia de un solo punto de contacto. 
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c) Un área de colisión donde el obstáculo debe ser evadido. 

Por otro lado los programas de simulación desarrollados, permiten estudiar con 

detalle el comportamiento del robot al ejecutar diferentes secuencias de 

movimientos, así mismo como identificar las configuraciones de codo con las 

cuales mantener una continuidad en la trayectoria seguida por el órgano efector, 

resultando muy útiles para seguir un cierto contorno. El conocimiento de e_stas 

características del robot a través de la simulación, permite seleccionar. las 

secuencias y configuraciones mas convenientes para la ejecución de las tareas 

que pueden ser implementadas por un sistema real. 

Para futuros trabajos relacionados con este trabajo de tesis, pueden ser 

considerados los siguientes: 

i) Implementar los algoritmos de evasión en un sistema con control en 

tiempo real, para ello solo se requiere el diseño de un medio de sensado 

que proporcione información sobre la posición del obstáculo. 

ii) Determinar algoritmos con un alto grado de eficiencia que permitan el 

control en tiempo real. 

iii) Generalizar los algoritmos para objetos de diferente geometría. 

iv) Generalizar la metodología para el estudio del problema de evasión de 

obstáculos en tres dimensiones. 

'1 
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APÉNDICE A 

ÁLGEBRA DE COMPLEJOS 
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Sobre la parametrización de las rotaciones y reflexiones 

rígidas en el plano. 

1.1 El espacio vectorial de los números complejos. 

En esta parte se definirán dos operaciones binarias sobre el conjunto 912 
, el cual como 

es bien sabido, es el conjunto de parejas ordenadas de números reales, -una es la 

operación aditiva E9 : 912 x 912 -+912 usual en 912 y la otra una operación multiplicativa * : 

912 x 912-+912
. Se demostrará que mediante estas operaciones la pareja (91 2

,- E9 ) y la 

terna (912
, E9, * ) forman un grupo aditivo conmutativo y un campo conmutativo, 

respectivamente. Al utilizar la multiplicación escalar • : 91 x 912 -+912 y el producto interno 

<• ,•> : 912 x 912-+91 usuales, se mostrará que el conjunto (912
, E9, *, • <• ,•>) es un 

espacio vectorial con producto interno conocido como el conjunto de números 

complejos (Reyes L., 1998). Considérese entonces el conjunto 91 2 sobre el cual se 

definirán las operaciones siguientes: 

i) (a, b) E9 (a, p) =(a +a, b +p) 

ii) (a, b) *(a, p) = (aa - bp, ap + ba), ( 1.1) 

\/(a, b), (a,p) E 912
, 

de hecho la operación E9 : 91 2 x 91 2-+912 es la suma usual en 912 y es bien conocido que 

la pareja (912
, E9) es un grupo aditivo conmutativo. Se demuestra ahora un resultado 

fundamental para nuestros objetivos. 

Teorema 1.1 La terna (91 2
, E9, *)es un campo conmutativo. 

'I 

Demostración. Puesto que la pareja (912
, EB ) es un grupo aditivo conmutativo, falta 

únicamente mostrar que (912
, * ) es un grupo multiplicativo conmutativo excepto por la 

existencia del inverso multiplicativo del elemento nulo aditivo, y que además la 

operación aditiva y la multiplicativa satisfacen las correspondientes propiedades 
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distributivas. En efecto, de acuerdo a la conmutatividad de la multiplicación de los 

números reales, la operación * : 9{
2 x 9{

2 ~9{2 es conmutativa además: 

i) la operación * : 9{
2 x 9{

2 ~9{2 es asociativa. En efecto, sean p, q, r E 9{
2 tal que 

p = (a,b), q = (a,p), r = (c,d), entonces: 

p * (q * r) =(a, b) * ((a, p) *(e, d)) 

=(a, b)*(ac-pd, ad+pc) 

= ( a(ac - pd) - b(ad +pe)), a( ad+ pe)+ b(ac - Pd)) 

= ( aac - apd - bad - bpc, aad + apc + bac - bpd ) 

= ( (aa- bp)c - (ap + ba)d, (ap + ba)c + (aa - bp)d) 

= (aa- bp, ap + ba) * (e, d) 

= ( (a, b) * (a, p) ) * (e, d) 

= (p * q) * r 

ii) Ahora se construirá el elemento identidad de la operación multiplicación. 

Se sa~e que ! E 912 es la identidad multiplicativa de 9{
2 si y solo si 

1 * p = p * 1 = p, V p E 9{
2

. Por tanto, siendo p =(a, b) y 1 =(a, p), entonces, - - -

! * p = p * ! = (aa - bp, ap+ ba) = (a,b). Esto es, 

aa -bp =a ap + ba = b. 

El elemento identidad multiplicativo de p E 9{
2 con respecto a la operación * : 9{

2 x 9{
2 

'I 

~9{2 , se obtiene al resolver este último sistema de ecuaciones. Es decir, siendo a* O, 

las dos ecuaciones se reducen a : 
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1 
a= -{a+ bB} 

a 

b 
ap + - {a + b~} = b. 

a 

Por tanto, de la segunda de estas últimas ecuaciones se obtiene que: 

Por tanto, p =O y a= 1. Esto es 1 = (1,0). 

iii) se mostrará ahora que para toda p E ~2 existe p' E ~2 
, tal que p * p' = ·P, * p = 1. 

En efecto, siendo p =(a, b) y p' =(a, p), entonces, 

p * p' = p' * p = (aa - bp, ap + ba) = (1,0). 

Por tanto, 

a a - bp = 1 a B + ba =O. 

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene primeramente que, 

1 
a = - ( 1 + bp) 

a 

b 
a~ + - (1 + b~) =O. 

a 

b a 
Esto es, (a2 + b2

) ~ = - b, equivalentemente~ = - Además, a=--ª2 + b2. ª2 + b2 

Por tanto, el elemento inverso multiplicativo de p E ~2 • está dado por: 
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iv) Sean ahora p = (a,b} E 912
, q =(a, p) E 912

, y r = (e,d} E 912
, entonces las siguientes 

propiedades distributivas son satisfechas: 

En efecto, 

Además, 

p * (q EB r) = p * q EB p * r, 

(p EB q) * r = p * r EB q * r. 

p * (q EB r) = (a,b) * {(a, p) EB (e,d)} = (a,b) * (a+ e, p + d) 

= (a(a+e) - b(p + d), am + d) + b(a+e)) 

= (aa + ae - bp - bd, ap +ad+ ba +be) 

= (aa - bp, ap + ba) EB (ae - bd, ad+ be) 

= (a, b) * ( a, p) EB (a, b) * ( e,d) = p * q EB p * r. 

(p EB q) * r = ((a,b) EB (a, p)) * (e,d) 

=(a+ a, b + p) * (e,d} =((a+ a) e - (b + p) d, (a+ a) d+(b + p) e) 

= (ae + ae - bd - pd, ad+ ad+ be+ pe) 

= (ae -bd, ad+ be) EB (ae - pd, ad+ pe) 

= (a,b) * (e,d) EB (a, p) * (e,d) 

• 
Es igualmente bien conocido que la operación•: 91 x 912 --+ 912

, definida por: 

2 ") a• (a,b) = (aa, ab}, 'íl aE 91, (a,b} E 91 , 
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es una multiplicación escalar y por consecuencia 912 es un espacio vectorial real. 

Además con esta multiplicación escalar el inverso multiplicativo de p = (a,b) E 912 puede 

escribirse en la forma siguiente: 

1 
p'=a2+b2P 1 

donde el elemento p =(a, - b) E 912 es llamado el conjugado de p = (a,b) E 912
. Algunas 

propiedades de este elemento se presentan en el teorema siguiente: 

2 2 Teorema 1.2. Sea p = (a,b) E 91 y q = (a,b) E 91 , entonces: 

i) pEBq=pEBq, 

ii) p*q = q*p' 

iii) P*P = P*P = (a2 + b2, O). 

Demostración. Observemos primeramente que de acuerdo con la definición de la 

operación aditiva en 912 y la correspondiente al conjugado se obtiene que: 

también, 

'I 

Finalmente, 

p EB q = (a+ a, b + P) =(a +a, - b -P) =(a, - b) EB (a, -P) = p EB q, 

q * p =(a, b) * (a,p) = (aa -bp, ap + ba) = (aa -bp, -ap - ba) = 

= (a, - /3) * (a,-b) = q * p. 

-
p*p=(a,b) *(a, -b) =(a2+b2, O) • 

• 
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Es también bien conocido, que la transformación <•, •>: 912 x 912 ~ 91 definida, siendo 
2 2 p =(a, b) E91 y q = (a,p) E 91 , por: 

<p, q> = ªª + bp, 

es un producto interno en 912
, de tal suerte que el conjunto et.= (912

, EB, *, •,<•,•>)es un 

espacio vectorial con producto interno y la función 11 • ll: 912 ~ 91 definida por: -

es una norma, por tanto et. es un espacio vectorial normado, y sus elementos son 

llamados comúnmente números complejos. 

Observación 1.1 . Observemos que al tomar en cuenta la definición de la operación 

aditiva, el elemento p = (a,b) E et. puede expresarse como la suma siguiente: 

p = (a,b) = (a,O) EB (O,b). 

Es decir, al definir los subespacios 

ct.R = {(a,O): a E 91} e 91 2
, C:.v = {(O,b) :,b E 91} e 91 2

, 

del e~pacio vectorial de números complejos, éste puede expresarse mediante la 

siguiente suma directa de subespacios: 

C:. = C:.R Jx.' C:.v = {p E et. : P = PR EB Pv; PR E C:.R, Pv E C:.v} · 

También ~I definir los isomorfismos T R: ct.R ~ 91 ; Tv: C:.v ~ 91 por: 

T R(a,O) =a Tv(O,b) = b, 

y, siendo p = (a,b) E et. , entonces, 
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p = T R-
1 (a) EB Tv-1 (b). 

Al observar finalmente que, siendo q =(a,~) E 912
, 

p * q EB q * p = 2(aa + b/3 ,O), 

el producto interno de los elementos p, q E 912 puede expresarse en la siguie-nte forma: 

< p, q > - ~ T R {p * q EB q * p} . 

• 
Observación 1.2. Obsérvese que el elemento ~2 = (O, 1) E 912 de la base canónica, 

satisface que: 

i2 = ~2 * ~2 =(0,l) * (Ü,l) = (-l ,O) = TR-l (-1). 

Además, siendo p = (a,b), entonces, 

Estas dos últimas expresiones han sido utilizadas para interpretar los números 

compl-ejos como la suma de una parte real, mas una parte imaginaria. En realidad el 

número imaginario i, comúnmente utilizado en el álgebra compleja, es el vector ~2 de la 

base canónica y la representación algebraicamente correcta de la pareja p = (a,b) E 912
, 

está dada por la última ecuación de esta ?bservación . 

• 
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1.2 Representación paramétrica de rotaciones. 

El objetivo de esta parte es construir con la operación *: 91 2 x 912 ~ 912 
, estudiada 

anteriormente, una transformación lineal p(p,• ): 91 2 ~ 91 2 
, con p e 912 fijo, que preserva 

el producto interno y cuya matriz con respecto a la base canónica posea determinante 

positivo, con lo cual dicha transformación de parámetro p e 91 2 
, es una rotación. Se 

estudiarán también algunas otras representaciones de la rotación antes mencionada. 

Sea p(p,•): 912 ~ 912
, pe 912

, fijo definida por: 

(a, b) *(a, p) = (aa - bp, ap + ba), 

1 
p(p,q) = fPlf p * q 

2 
V (a, b), (a,p) e 91 , 

\;/ q E 91 2
. (1.2) 

Las propiedades de la transformación p(p,• ): 91 2 ~ 91 2
, definida anteriormente se 

resumen en los resultados siguientes. 

Teorema 1.3. La transformación p(p,• ): 91 2 ~ 912 definida en la ecuación [1.2] es lineal 

y ortogonal de determinante positivo. 

Demostración: En efecto, siendo q, s e 91 2
, y de acuerdo a la distributividad de la 

operación * : 912 x 91 2 ~ 91 2
, se tiene que: 

1 
p (p , q EB s) = llPl/ p * ( q EB s) 

1 1 1 
= llPl/ {p * q EB P * s}= llPl/ {p * q } EB11Plf {p * s} = p(p, q) EB p(p, s), 

también, V 9- e 91, 

1 
p (p , a q) = llPl/ {p * (a • q)} 
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a 
=lfPlf•{p* q}=a•p(p,q). 

Además, p(p,• ): m2 ~ m2 es ortogonal, pues: 

( p(p, q), p (p, r)) = ~ T R { p (p , q) * p (p, r) EB p(p * r) * p (p, q) } 

1 1 
2 
~ T R { (p * q) * (p * r) EB (p * r) * (p * q ) } 

1 1 - - - -
--T R { q *( p * p )* r EB r * ( p * p )* q } 

2 llP 11

2 

1 - -
= - T R { q * r EB r * q } = <q, r >. 

2 

Finalmente se muestra que el determinante de la transformación p(p,• ): m2 ~ m2 es 

positivo, en efecto, siendo B = {(1,0), (O, 1 )} e m2 la base canónica en m2
, la matriz de 

p(p,• ): m2 ~ m2 con respecto a esta base resulta ser, 

pues, 

1 (ª -b) 
M p(p,•) = lfPlf b a ' 

p (p, ~ 1 ) = ~ (a, b) * (1,0) = ~ (a,b), 

.. p (p, ~ 2 ) = 
11

; ll (a,b) * (0,1) = 
11

; ll (-b,a) · 

El resultado buscado se obtiene al observar que det Mp(p,•) = 1 . 

• 
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Teorema 1.4. La transformación p(p,•) e L(912
, 912

) = {!: 912---+91 2
: ! es lineal}, puede 

ser representada en la forma siguiente: 

1 1 2 
p (p, •) = lfPlf{a ! + b ~} = ifP]f{b ~ - a W }, 

donde I : 912 ---+ 912 es la transformación identidad y W: 91 2 ---+ 91 2 está dado por: - - -

w = - ~1 ® ~2 + ~2 ® ~1· 

Demostración. En efecto, observemos que: 

1 {(ª o¡ (º -bl} 1 Mp(p,•) = M o a)+ b o) = lfPlf {a 1 + b W} 

donde I es la matriz identidad y la matriz antisimétrica W está dada por: 

(
o -1¡ 

W= 1 o). 

La segunda igualdad del teorema se obtiene al observar que: 

• 
'! 

La parte· antisimétrica ~ e A (912
, 912

) = { ~: 912 ---+ 91 2 
: ~ = - ~ T} del teorema anterior, 

satisface el siguiente resultado: 
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Teorema 1.5. La transformación '.Y E A(912
, 912

) es tal que 

'.Y2n-1 = (-l)"-1'.Y '.Y 2n = (- l )"-1 '.Y 2 , n = 2,3,4, ... 

Demostración. Para demostrar este teorema se procede por inducción, mostrando 

primeramente que para n = 2 el resultado es satisfecho. En efecto, 

W 3 = W 2º W = - 1 º W = -W w 4 = W 3 0 w = -Wº w = -w
2 

- ' - -

por tanto para n = 2, el resultado es obtenido. Supongamos ahora que para n-1 el 

resultado se satisface, entonces 

Además, 

w 2n-1 = w 2n-2 o w = w 2(n-l) o w = w 2(n- l)-1 o w 2 

= (-1)"-2 w o w 2 = (-l)n-2 w 3 = -(-1)""2 w = 
,...., ,...., ,....,, ,...., 

w 2n = w 2n-2 o w 2 = w 2(n-1) o w 2 = (-l ) n-2w 2 o w 2 
,...., ,...., ,...., ,...., ,...., ,...., ,...., 

= (-l)n-2 \_y4 = (-l)"-2 (-l) \_y 2 = (-l)n-1 \_y 2 . 

• 
1.3 Representación exponencial de p(p,•): 912 ~ 912

. 

Para interpretar físicamente los parámetros de la rotación p(p,•) E L(912
, 91\ se utilizará 

la geometría del espacio vectorial de los números complejos, presentando el resultado 

fundamental en el siguiente teorema . ., 

Teorema 1.6. Sea u E 91 2
, p = (a,b) E 912 y v = p(p,u) E 91 2

. Entonces el coseno del 

ángulo formado por los vectores u y v está dado por: 
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a 
Cose = 1fPlf b 

Sen e=± 1fPlf. 

Demostración. En efecto, el coseno del ángulo está definido en términos del producto 

interno del vector u E 91 2 y el vector rotado v = (p,u) E 912
, esto es: 

Cose =(u, P ( p,u)) 
jjujjj jp (p, u)jj 

Además, siendo p(p,• ): 912 ---+ 912 una rotación, entonces 11u11 = 11 p(p,u) ¡¡.También, 

por tanto , 

Esto es, 

Cos 8 = = all0 ll
2 

= a 
llPllll0 ll 2 llPll. 

Finalmente, de la igualdad Cos2 8 + Sen2 8 = 1 se obtiene que: 

ª2 
Sen2 e = 1 - Cos2 8 = 1 -

jjp 11

2 

b 
por tanto, Sen 8 = ± fPlf. 

• 
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El resultado del teorema anterior nos permite encontrar la siguiente representación 

trigonométrica de la rotación p(p,•) E L(912
, 912

). 

Corolario 1 .1 La transformación p( p, •) E L (91 2
, 912

) puede ser representada en la 

forma: 

p( p,•)=Cos e!± Sen e~. 

Demostración. En efecto, de acuerdo al teorema 1.6 tenemos que a=ll p 11 Co_s e y b = 

± llPll Sen e, entonces, 

1 1 
p( p,•)=r.;ir { ª! + b~ } = M { llPll Cose! ± llPll Sen e~} 

= Cos e I ± Sen e W . 

• 
Corolario 1.2. La transformación p(p,•) E L (912

, 91 2
) es tal que: 

p(p,•) = L(±l)" _l W 0 
• 

n=O n! - 8 

Demo~tración. En efecto, recordemos que la transformación p(p,• ): 912
-----t 91 2 puede 

expresarse de acuerdo con el teorema anterior en la forma: 

p(p,• )=Cos e ! ± Sen e ~. 

Al considerar en esta expresión las expansiones en series de las funciones 

trigonométricas, esto es, 

e3 es e7 
Sene= e - 3! + 51 _7! + ... 
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Se obtiene, siendo W e = e W, que: 

Caso 1. 

p( p,•}=Cos e! + Sen e~ 

e2 e3 e4 es e6 e7 
=I+eW--1--W+-I+-W--I--W+ ... 

2! - 3! - 4! - 5! - 6! - 7! -

=I+eW+~W2+~W3+~W4+~W5+~W6+~W7 + ... 
2! - 3! - 4! - 5! - 6! - 7! -

-~_!_Wº 
- ~ n! - e • 

Caso 2. 

p( p,•) = Cos e I - Sen e W - -

e2 e4 e6 e3 es e7 
-(1 -+- -+ )1 (e -+- -+ )W - - 2! 4! - 6! ... - - - 3! 5! - 7! . .. -

e2 e3 e4 es e6 e7 
= I-8W--I+-W+-I--W--I+-W+ ... 

- - 2! - 3! - 4! - 5! - 6! - 7! -

92 2 93 3 e4 4 es e6 e7 
= I-9W+-W --W +-W --W5 +-W6--W7 + ... 

, 2! - 3!. - 4! - 5! - 6! - 7! -

1 2 1 3 1 4 es s 1 6 1 7 
= 1-W +-W --W +-W --. W +-W --W + ... 

- - e 2! - e 3! - e 4! - e 5! - 6! - e 7! - e 
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=!(-l)º_!_W º 
n=O n! - 0 

• 
Teorema 1.7. Sea q = (q0 , q1) E912

, p =(a, b)E912
, entonces la siguiente igualdad es 

satisfecha: 

Demostración. En efecto, 

q X p(p,q):: tijk q p(p,q)k g¡:: t3jk q p(p,q)k g3 

= {qo p(p,q)2 - q1 p(p,q)1} g3 

• 
Corolario 1.3. Sea q = (qo, q1) E912, p=(a, b)E912, entonces: 

11q11
2 

q xp(p,q) = (0,0, ± Sen e lfPl ). 
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Demostración. En efecto el resultado buscado se obtiene de combinar los teoremas 

1.6 y 1.7. 

• 

1.4 Otra operación binaria multiplicativa. 

En esta parte se presentará otra operación multiplicativa 0: 912 
X 91 2 ~912 , mediante la 

cual podremos construir una transformación p2(p,•): 912 ~912 , pE912 fijo, que resultará 

ser una reflexión. Consideremos entonces la operación 

0 : 912 x 912 ~912 definida por: 

(a,b) 0 (a, P)= (-aa + bp, ap + ba). (1.4) 

Se estudiarán ahora las propiedades de dicha operación a través de los resultados 

siguientes: 

Teorema 1.11. La operación 0: 912 x 912 ~912 es no asociativa. 

Demostración. En efecto, sean p=(a,b), q= (a,p), r= (c,d), entonces, 

También, 
'l 

p 0 (q 0 r) = (a,b) 0 {(a,p) 0 (c,d)} 

= (a,b) 0{ (-ac + pd, ad+ pe)} 

= (-a (- ac + pd) + b (ad+ pe), a (ad +pe) + b (-ac + pd)) 

= (aac- apd + bad + bpc, aad + a~c - bac + b~d) 

=(e (aa + bp) + d(ba-ap), (aa+ bp) d + (ap- ba))c). 

(p© q) ©r = { (a,b) ©(a,p)} 0 (c,d) = (-aa + bp, ap + ba) 0 (c,d) 

=(-e (-aa + bp) + d(ap + ba), d(-aa + bp) +e ( ap + ba)) 
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Por tanto, 

= (c (aa - bB) +d (aB + ba), d (-aa + bB) + c(aB- ba) ). 

p 0 (q 0 r) * ( p 0 q) 0r . 

• 
Teorema 1.12. El elemento 1 = 

2 

1 
2 ( b2 - a2, 2ba ), es tal que si p =(a, b), 

- a +b 

entonces, p 01 = p. 

Demostración. En efecto, sean p =(a, b) y 1 =(a, /J) tal que p 0 1 = p, esto es: 

(a, b) 0 (a, /J) = (-aa + bfJ, a/]+ ba) =(a, b), 

por tanto, 

-aa + bfJ =a a/]+ ba = b. 

Al resolver este sistema de ecuaciones, se obtiene que: 

1 
a= - - (a - b/J) 

b , afJ- - (a - b/J) = b. 
a a 

Por tanto, /J(a2 + b2) = 2ba. Esto es fJ = ;ba 2 • También, 
a +b 

1 2b 2a 1 b 
2 2 

a= - - (a - 2 2 ) = 2 ( -a2 - b2 + 2 b2 ) = - a 
a a + b a 2 + b a 

2 + b 2 

Por t t 1 
1 

( b2 - a2, 2 ba ). ano, = 
2 2 - a +b 

• 
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1 
Teorema 1.13. Sea p =(a, b) E ilt2

, entonces, el elemento p' = 
ª 2 +b 2 

que p © p' = 1 · 

Demostración. En efecto, sea p' = (a, /J) tal que p * p' = 1 · esto es, 

Entonces, 

Esto es, 

Por tanto, 

Esto es, 

por tanto, 

(a, b) © (a, /J) = (-aa+ b/J, a{J+ ba) = 
2 

1 
2 ( b2

- a2
, 2 ba ). 

a +b 

-aa+ bfJ= 
1 

2 ( b2 -a2
) 

ª2 +b 
a{J+ ba = 2 ab. 

= 
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2 2 

(ª +b )/J= b' 
a a 

de donde, fJ - b 
- 2 b 2 a + ' y 

a 
-a2+ b 2 · 

Por tanto, p' = 
2 

1 
2 (a, b) = 

2 

1 
2 p. 

a +b a +b 

• 
Teorema 1.14. Sean p, q, r E 91 2

. Entonces, las siguientes propiedades distributivas 

son satisfechas: 

p © ( q EB r ) = p © q EB p © r, 

( p EB q ) © r = p © r EB q © r. 

' Demostración. En efecto, sean p =(a, b), q =(a, {J) y r =(e, d), entonces 

Además, 

p © ( q EB r) =(a, b) © (a+ e, fJ + d) 

= ( -a (a+ e ) + b (/J + d), b (a+ e ) + a (/J + d) ) 

= ( -aa + bfJ, a{J + ba) EB ( -ac + bd, ad + be) 

=(a, b) ©(a, /J) EB (a, b) © (e, d) 

= p © q EB p © r. 
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( p E9 q) © r = (a+ a, b + /J) © (c, d) 

= ( -c (a + a) + d (b + /3) , d (a + a) + c (b + /3) ) 

= (-ca+ db, da+ cb) E9 (-ca+ d/J, da+ c/J) 

=(a, b) © (c, d) E9 (a, /3) © (c, d) 

= p © r E9 q © r . 

• 
Teorema 1.15. La operación©: 912 x 912-7912 es conmutativa. En efedo si p = 

(a, b), q=(a, /3), entonces, 

p © q =(a, b) © (a, /3) = ( -aa + b/3, ba + af3) = ( -aa + f3 b, a b + f3 a) 

= (a, /3) © (a, b) = q © p . 

• 
Los siguientes resultados, son satisfechos por la operación © : 91 2 x 91 2~912 . 

Teorema 1.16. Sean p =(a, b) E 912
, q=(a, /3) E 912

. Entonces 

- -
i) p © q =q © p, 

ii) 
- - 2 2 

p © p = p © p =-(a + b , O), 

- -
iii) p © q EB q 0 p = -2(aa + bf3, O) . 

Demostración. En efecto, 
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p © q = (a, b) ©(a, p) = (-aa + bp, ap + ba)= (-aa + bp, -ap - ba) 

- -
=(a , -P) © (a , - b) = q © p . 

También, 

p © p =(a, b) © (a, -b) = ( - a2 
- b2

, O)= -( a2 + b2
, O). 

Finalmente, se tiene que: 

p © q =(a, - b) © (a, p) = ( -aa- b,B, - ba + a,B ), 

y 
-
q © p = (a , - p) © (a , b) = ( -a a - ,B b, -{Ja + ab ) , 

por tanto, 

- -

p © q EB q © p = -2( aa + b,B, O ) . 

• 
Tomando en cuenta la transformación T R : <t:R ~ 91, definida en incisos anteriores, 

obser\tamos que la siguiente relación es satisfecha: 

1 - -
( p, q ) = - - T R { p © q EB q © p }. 

2 
'l 
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1.5. Otra parametrización de reflexiones. 

Se presenta en esta parte, una transformación lineal P2. (P.• ):912 ~ 912
, con p E ~H 2 fijo, 

definida a través de la operación estudiada en el inciso anterior, la cual preserva el 

producto interno y el determinante asociado a la matriz de la misma, construida con 

respecto a la base canónica de 912
, resulta ser negativo, con lo cual dicha 

transformación es una reflexión. Se estudiarán también algunas otras representaciones 

de la reflexión construida. Sea P2. (p,•) : 91 2 ~ 912
, con p E 912 fijo, definida por: 

1 
P2. (p, q) = íPlf p 0 q 

2 VqE91. (1.5) 

Observemos que la transformación 0(p,• ): 912 ~ 91 2 tiene la misma forma cualitativa 

que la definida en el inciso 1.4. En este caso 0(p,• ): 912 ~ 912 está definida en 

términos de la operación 0: 912 x 91 2 ~ 91 2 definida en el inciso 1.5. Algunas 

propiedades de la misma se estudian a continuación. 

Teorema 1.17. La transformación 0(p,•) : 912 ~ 912 es lineal, ortogonal de determinante 

negativo. 

Demostración. En efecto, siendo q, r E 912 y de acuerdo a la distribuidad de la 

operación 0 : 91 2 x 91 2 ~ 912
, se obtiene que : 

1 1 
P2. (p, q EB r) = íPlf p 0 (q EB r) = r.;] { p 0 q EB p 0 r} 

'I 

1 1 
= 1[;1f p 0 q EB 1[;1f p 0 r = P2. (p, q ) EB P2 (p, r). 
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Además, siendo aE91 ,q E912 

1 1 
P2 (p, a q) = lf;l[ p 0 (a q) = a lf;l[ p 0 q = a P2 (p, q). 

También, siendo q E91 2
, r E912

, entonces, 

( p2 (p , q), p2 (p , r) J = - ~ TR { P2 (p, q) 0 P2 (p, r) EB P2 (p ,r) 0 0 (p, q)} 

1 1 ~ --
= - - T R { - 2 (p * q) 0 (p© r) EB (p * r) 0 (p0 q) 

2 l~I . 

1 1 
= - - - 2 T R { (p 0 q) 0 (p© r) EB (p 0 r) 0 (p0 q) }. 

2 llPll 

El resultado buscado, se sigue al desarrollar esta última expresión, esto es, al observar 
que: 

y 

(p 0 r) 0 (p 0 q) = - llPll 2 
(ca+ df3, da- cf3 ), 

de donde, 

(p 0 q) 0 (p© r) EB (p 0 r) 0 (p0 q) 

l 

por tanto, 
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\ P2 (p,q),P2 (p,r) )= (q,r). 

Finalmente, al observar que: 

1 1 
p2(P.~.1) = ir;if (a,b) © (1,0) = 1f;lf (-a,b), 

y 

1 1 
p2(p,~) = ir;if (a,b) © (O, 1) = 1f;lf (b,a) , 

la matriz de p2(p,•) :912 ---+912 está dada por: 

1 (-ª b) 
MP2 (P,• l = fpíl b a ' 

de donde, det MP
2 

(p,• J = -1. 

• 
Teorema 1.18. La transformación p2(p,•) :912---t912, puede ser representada en la forma 

siguiente: 

1 1 
p

2
(p,•)=-

11 11 

{al +bW }=--
11 11 

{al +bW}, 
p -2 - 2 p -1 - 1 

donde las matrices de las transformación 12 y W 2 , están dadas por: - -

1 -(- 1 o J 12 -
o 1 
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y las transformaciones ! 1 y 'Y 1 están definidas en el inciso anterior. 

Demostración. Es suficiente con observar que la matriz de la transformación estudiada, 

puede escribirse en la forma siguiente: 

• 
Teorema 1.19. Sea q=(q0, q1)E9t2 y p =(a,b)E9t2

, entonces, las siguientes igualdades 

son satisfechas. 

Demostraci(m. En efecto, 
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Además, 

• 

'I 
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APÉNDICE B 

MODELOS DE LA CINEMÁTICA INVERSA 

1 
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Solución de la cinemática inversa para codo abajo con operación 
rotación 1 ROT1 

Cl..eal'.Al.l[x, y, L, M, p:>, pl, q;J, ql, A, B, a, b, e, d, e, f, g, h]; 

lba[p_, qJ := {p[[l]] *q[[l]] -p[[2]] *q[[2]), p[[l]] *q[[2)] +p[[2)] *q[[l)]}; 

ul= {l, O}; 

P= {p:l, pl}; q= {q;J, ql}; 

Ll=A; L2 = B; 

esla= Ll*lba[p, ul] ; 

¡:rxll = esla+ L2*lba[q, lba[p, ul]]; 

sol= Sal.ve[ {¡:n:il.[ [l]] == x, ¡:n:il.[ [2]] ==y, p:>"2+ p1 "2 == 1, e/) "2 + q1 "2 == 1}, {e/), ql, p:>, pl}] 

Solución encontrada: 

qü : 

q l : 

pO : 

pl: 

-A2 - 82 + x2 + y2 

2A8 

) -A2x2 (A4 + (-8 2 +x2 + y2)2 - 2 A2 (8 2+ x2+ y2)) 

2A28x 

A3 x 2 +Ax2 (-82 +x2+y2) +y) - A2x2 (A4 + (-82+x2+y2) 2 -2A2 (B2+x2+y2)) 

2A2x (x2+ y2) 

A3 y+Ay(-B2 +x2 +y2) -)-A2 x 2 (A4 + (-82 +x2 +y2) 2 -2A2 (B2+x2+y2)) 

2A2 (x2 + y2) 

NOTA:-Donde x e y son las coordenadas del órgano efector representado por el punto Pot 

y A , B corresponden a las longitudes de los eslabones L1 y L2. 

') 
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Solución de la cinemática inversa para codo arriba con operación 
reflexión 2 REF2 

ClearAll[x, y, L, M, pO, pl, qp , ql , A, B, a, b, e, d, e, f, g, h]; 

Roa.[p_, C{_] == {- p[ [l]] *q[ [l]] + p[ [2]] * q[ [2]] f p[ [l]] *q[ [2]] + p[ [2]] *q[ [l]]} ; 

ul={l,O} ; 

p = { pO f pl} ; q = { qp ' ql} ; 

Ll =A; L2 = B; 

esla = Ll * Roa.[p, ul] ; 

pnd1 = esla+ L2 * Roa.[q, Roa.[p, ul]] ; 

sol= Solve[ {pndl[ [l]] = x, pndl[ [2]] =y, p0"2+ pl "2 = 1, q9"2 + ql "2 = l}, {q:J, ql, -pO, pl}] 

:Reflexión : :REE'2 

Solución encontrada: 

pO : 

pl: 

l
(- A3x2+Ax2 (-B2+x2+;) -y .J -A2x2 (A4+ ( -B2 +x2 +y2)2 - 2A2 (B2+x2 +y2)) 

. 2 A2 x ( x2 + y2) 

A3 y+Ay( - B2 +x2 +0) + -l -A2 x2 (A4 + (-B2+x2+y2) 2 -2A2 (B2 +x2+y2)) 

2 A2 (x2 + y2) 

NOTA: Donde x e y son las coordenadas del órgano efector representado por el punto Pot 

y A , B corresponden a las longitudes de los eslabones L1 y L2. 
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Determinar L 1 ----. tangente al 
objeto 

'*' 
Determinar 
posición del 
órgano efector 

'*' 
Mover órgano 
efector: 
de Pi a Xp1 

Mover órgano 
efector: 
de Xp1 a Pi 

Mover órgano 
efector: 
de Pi a Xp1 

Mover órgano 
efector: 
de Xp1 a pf 

Mover órgano 
efector: 
pf a Xp1 

1 

Mover órgano 
efector: .. J 
Xp1 a Pi 

Figura C.2 Diagrama de flujo del Criterio 2 



No 

1 

Xd = pnd1(0) 
Yd = Pnd1(1) 

Calcular m 
Calcular d 

d=r 
Si 

No 

Mover órgano 
efector 

Xi a X 1 

Mover órgano 
efector 

Xp1 a Xi 

Calcular m 
Calcular d 

Si Mover órgano 
efector 

Xi ax 1 

Mover órgano 
efector 

Xi ax 1 

Mover órgano 
efector 

Xi a Xp1 

O Mover órgano 

J ~~~~--<~~~e-fe_c_to_r~~ 
_ Xi a Xp1 

Figura C.3 Diagrama de flujo del Criterio 3 
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Xp1,Yp1 
Xp2,Yp2 

Y= -X+ 50 

cinemática 
inversa 

borrar 

1 

Xi,Yi 

Y = -sqr(25-(x-h)"2)+k 

cinemática 
inversa 

borrar 

cambio de 
configuración 

Y = -sqr(25-(x-h)A2)+k 

cinemática 
inversa 

borrar 

Figura C.4 Diagrama de flujo del Criterio 4 
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t:i. =0.001 

Y = sqr(25-(x-h)"2)+k 

cinemática 
inversa 

borrar 

distancia 

4.9<distancia<5 

Y= -X+ 50 

cinemática 
inversa 

borrar 

pnd1 (O) 
pnd1 (1) 

~ =0.001 

y = mxj + ye - mxe 

cinemática 
inversa 

borrar 

Figura C.5 Diagrama de flujo del Criterio 4 
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y= -X+ 50 

cinemática 
inversa 

borrar 

y= -X+ 50 

cinemática 
inversa 

borrar 

Figura C.6 Diagrama de flujo del Criterio 5 
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APÉNDICE D 

CÓDIGO DE SECUENCIAS 
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[ INICIA MOVIMIENTOS UNO A UNO] 
[Configuración codo arriba] 

Private Sub Command12_Click() 
Dim h(1) As Single, g(1) As Single 

lf Option5.Value =True Then 
Picture1 .Circle (xi, yi), 0.5, QBColor(5) 
Picture1 .Circle (xf, yf), 0.5, QBColor(5) 

lf Option?.Value =True Then 

lf theta 1 f > theta 1 i Then - -
incremento= 0.05 

Else 
incremento = -0.05 

End lf 

[Primer movimiento M1 activo, M2 inactivo] 

For i = theta 1 _i To theta 1 _f Step incremento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(theta2_i * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 
Print theta2_i 

Call FijarPosición 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento = 0.05 

Else 
incremento= -0.05 · 

End lf 

[Segundo movimiento M1 inactivo, M2 activo] 

For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_f * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(theta1_f* 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posipión(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 
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[A partir de aquí se invierte el orden de la secuencia ahora será primero M2 y luego 
M1] 

Elself Option9.Value = True Then 

[Primer movimiento M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2_f > theta2_i Then 
incremento= 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 
For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[Segundo movimiento M1 activo, M2 inactivo] 

lf theta 1 f > theta 1 i Then - -
incremento= 0.05 

Else 
incremento= -0 .05 

End lf 
For i = theta1_i To theta1_f Step incremento 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_f * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 
Print theta2 i 

Call FijarPosición 

Elself Option1 O.Value =True Then 
1 

[Secuencia -M1/-M2] 

incremento= -0.05 
For i = theta1_i To theta1_f - 360 Step incremento 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
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h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2_f > theta2_i Then 
incremento = -0.05 
signo= -1 

Else 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 

For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1 _f * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(theta1_f * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

Elself Option11.Value =True Then 

[Secuencia -M2/-M1] 

[M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2_f > theta2_i Then 
incremento = -0.05 
signo= -1 

Else 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 1 

For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416/180) 
h{1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
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g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[ -M1 activo, M2 inactivo] 

incremento= -0.05 
For i = theta 1 _i To theta 1 _f - 360 Step incremento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_f * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

Elself Option12.Value =True Then 

[Secuencia -M1/M2] 
incremento= -0.05 

For i = theta 1 _i To theta 1 _f - 360 Step incremento 
h{O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[Movimiento M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento = 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 
For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_f * 3.1416 / 180) 
h(1) = Siri{theta1_f * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 
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Call FijarPosición 

Elself Option13.Value = True Then 
'secuencia M1/-M2 

lf theta 1 _f > theta 1 _i Then 
incremento = 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 

[Primer movimiento M1 activo, M2 inactivo] 

For i = theta 1 _i To theta 1 _f Step incremento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 
Print theta2 i 

Call FijarPosición 

[Segundo movimiento M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento= -0.05 
signo = -1 

Else 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 

For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_f * 3.1416 / 180) 
h(1) := Sin(theta1_f * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h{O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

Elself Option14.Value =True Then 

[Secuencia M2/-M1 primer movimiento M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2_f > theta2_i Then 
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incremento = 0.05 
Else 

incremento= -0.05 
End lf 

For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416 I 180) 
h(1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

incremento= -0.05 
For i = theta 1 _i To theta 1 _f - 360 Step incremento 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_f * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

Elself Option15.Value =True Then 

[ M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento = -0.05 
signo= -1 

Else 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 

For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416/180) 
h{1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[Secuencia -M2/M1 primer movimiento M1 activo, M2 inactivo] 
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lf theta 1 _f > theta 1 _i Then 
incremento= 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 

For i = theta 1 _i To theta 1 _f Step incremento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_f * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 
Print theta2 i 

Call FijarPosición 

End lf 

[Configuración de codo abajo] 

Picture1 .Circle (xi, yi), 0.5, QBColor(5) 
Picture1 .Circle (xf, yf), 0.5, QBColor(5) 

Else 
Picture1 .Circle (xi, yi), 0.5, QBColor(5) 
Picture1 .Circle (xf, yf), 0.5, QBColor(5) 
lf Option7.Value =True Then 

lf theta 1 f > theta 1 i Then - -
incremento= 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 

[M1 activo, M2 inactivo] 

For i ·= theta 1 _i To theta 1 _f Step incremento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 
Print thela2 i 

Call FijarPosición 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento= 0.05 
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Else 
incremento= -0.05 

End lf 

[M1 inactivo, M2 activo] 

For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_f * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(theta1_f * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[A partir de aquí se invierte el orden de la secuencia ahora será primero M2 y luego 
M1] 

Elself Option9.Value =True Then 

[Primer movimiento M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento= 0.05 

Else 
incremento = -0.05 

End lf 
For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416I180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next -i 

Call FijarPosición 

[Segundo movimiento M1 activo, M2 inactivo] 

lf theta 1 _f > theta 1 _i Then 
incremento = 0.05 

Else 
incremento = -0.05 

End lf 
For i = theta 1 _i To theta 1 _f Step incremento 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
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h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_f * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 
Print theta2 i 

Call FijarPosición 

Elself Option10.Value =True Then 

[Secuencia -M1/-M2] 

incremento= -0 .05 
For i = theta1_i To theta1_f - 360 Step incremento 

h(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento= -0 .05 
signo= -1 

El se 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 

For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_f * 3.1416 / 180) 
h(1) ~ Sin(theta1_f * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416I180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 
'l 

Elself Option11.Value =True Then 
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[Secuencia -M2/-M 1] 

[M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento = -0.05 
signo= -1 

Else 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 

For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[-M1 activo, M2 inactivo] 

incremento = -0.05 
For i = theta 1 _i To theta 1 _f - 360 Step incremento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
g( 1) = Sin(theta2_f * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call _FijarPosición 

Elself Option12.Value =True Then 

[Secuencia -M1/M2] 

incremento= -0.05 
For i = theta1_i To theta1_f - 360 Step incremento 
h{O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = 81n(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416/180) 
g( 1) = Sin(theta2_i * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 
Next i 
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Call FijarPosición 

[Segundo movimiento M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2_f > theta2_i Then 
incremento= 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 
For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_f * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(theta1_f * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

Elself Option13.Value =True Then 
'secuencia M1/-M2 

lf theta 1 f > theta 1 i Then - -
incremento = 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 

[M1 activo, M2 inactivo] 

For i = theta1_i To theta1_f Step incr~mento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
g(O) = Cos(theta2_i * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(theta2_i * 3.1416/180) 
Call _posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next i 
Print theta2_i 

Call FijarPosición 

[M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2 f > theta2 i Then - -
incremento = -0.05 
signo= -1 

Else 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 

206 



For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_f * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(theta1_f * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

Elself Option14.Value =True Then 

[Secuencia M2/-M1, M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2_f > theta2_i Then 
incremento = 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 
For i = theta2_i To theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

incremento = -0 .05 
For i = theta1_i To theta1_f - 360 Step incremento 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416 / 180) 
g( 1) =· Sin(theta2_f * 3.1416 / 180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosidón 

Elself Option15.Value =True Then 
l 

[M1 inactivo, M2 activo] 

lf theta2_f > theta2_i Then 
incremento= -0.05 
signo= -1 
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Else 
incremento= 0.05 
signo= 1 

End lf 

For i = theta2_i To signo* 360 + theta2_f Step incremento 
h(O) = Cos(theta1_i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(theta1_i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 

Call FijarPosición 

[Secuencia -M2/M1 primer movimiento M1 activo, M2 inactivo] 

lf theta 1 f > theta 1 i Then - -
incremento= 0.05 

Else 
incremento= -0.05 

End lf 

[M1 activo, M2 inactivo] 

For i = theta1_i To theta1 _f Step incremento 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(theta2_f * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(theta2_f * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next i 
Print theta2 i 

Call FijarPosición 

End lf 
Picture1 .Circle (xi, yi), 0.5, QBColor(5) 
Picture1 .Circle (xf, yf), 0.5, QBColor(5) 

End lf 

lf Option6.Value = True Then 
pnd1p(O) = pnd1(0) 
pnd1 p(1) = pnd1 (1) 

End lf 
End Sub 1 

[TERMINA MOVIMIENTOS UNO A UNO] 
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[INICIA MOVIMIENTOS SIMULTÁNEOS] 
Private Sub Command2_Click() 

Dim h(1) As Single, g(1) As Single 

lf Option1 .Value = True Then 

[Activar simultáneamente el Actuador 1 y 2 en T1, y en T2 solo el Actuador 2] 

Po= lnt(Val(Text6)) 
Text11 .Text =Po - 360 

For i =O To Po Step 0.1 
'Picture1.Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
h(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(i * 3.14161180) 
g(O) = Cos((i) * 3.1416I180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición{h{O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 

Call FijarPosición 

Elself Option2.Value =True Then 

[Activar simultáneos donde Po > Qo] 
Po = lnt(Val(Text9)) 
Qo = lnt(Val(Text10)) 
Text14.Text =Po - 360 
Text15.Text = Qo - 360 
diferencia= (Po)* 10 / Qo 
cont =O: cont2 =O 

For i =O To Po Step 0.1 
'Picture1 .Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
ti(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
cont = cont + 1 

lf (cont >=diferencia) And (cont Mod diferencia= O) Then 
cont2 = cont2 + 1 
g(O) = Cos(((cont2)) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(((cont2)) * 3.1416/180) 

End lf 
Call ~osición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 
Print cont; cont2; diferencia 
Call FijarPosición 
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Elself Option3.Value = True Then 

[Activar simultáneos donde Po < Qo] 

Po= lnt(Val(Text?)) 
Qo = lnt(Val(Text8)) 
Text12.Text =Po - 360 
Text13.Text = Qo - 360 
diferencia= (Qo) * 10 /Po 
cont = O: cont2 = O 

For i =O To Qo Step 0.1 
'Picture1.Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
cont = cont + 1 

lf (cont >=diferencia) And (cont Mod diferencia= O) Then 
cont2 = cont2 + 1 
h(O) = Cos(((cont2)) * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(((cont2)) * 3.1416/180) 

End lf 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next 

Call FijarPosición 

Elself Option4.Value = True Then 

[ Activar simultáneos donde Po* = Qo*] 

Po= lnt(Val(Text11 )) 

For i =O To Po Step-0.1 
.'Picture1.Circle (pnd1{0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos(((i)) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 
Call FijarPosición 

Elself Option16.Value =True Then 
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[ Activar simultáneos donde Po* > Qo*] 

Po= lnt(Val(Text12)) 
Qo = lnt(Val(Text13)) 
diferencia= Abs(Po) * 10 / Abs(Qo) 
cont = O: cont2 = O 

For i =O To Po Step-0.1 
'Picture1 .Circle (pnd1 (O), pnd1 (1 )), 0.1, QBColor(9) 
h(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
cont = cont + 1 

1f ((cont >=diferencia) And (cont Mod diferencia= O)) And (cont2 <= Abs(Qo)) Then 
cont2 = cont2 + 1 
g(O) = Cos(-cont2*3.1416/180) 
g(1) = Sin(-cont2*3.1416/180) 

End lf 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next 

lf cont2 < Abs(Qo) Then 
For j = -cont2 To Qo Step -0.01 
g(O) = CosU * 3.14161180) 
g(1) = SinU * 3.14161180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 

Call pintar 
Next 
Print "CONT2 abs Po"; cont2; Abs(Po) 

End lf 

Call FijarPosición 

Elself Option17.Value =True Then 

[Activar simultáneos donde Po* < Qo*] 

Po = lnt(Val(Text14)) 
Qo = lnt(Val(Text15)) 
diferencia = Qo * 1 O / Po 
cont =O: cont2 = O 
Print "Qo Po"; Qo; Po 

For i =O To Qo Step-0.1 
'Picture1 .Circle (pnd1(0), pnd1(1)), 0.1, QBColor(9) 
g(O) = Cos(i * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416I180) 

211 



cont = cont + 1 

lf (cont >=diferencia) And (cont Mod diferencia= O) And (cont2 <= Abs(Po)) Then 
cont2 = cont2 + 1 
h(O) = Cos(-cont2 * 3.1416 / 180) 
h(1) = Sin(-cont2*3.1416/180) 

End lf 

Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 
lf cont2 < Abs(Po) Then 

For j = -cont2 To Po Step -0.1 
h(O) = CosU * 3.14161180) 
h(1) = SinU * 3.14161180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 

Call pintar 
Next 
Print "CONT2 abs Po"; cont2; Abs(Po) 

End lf 

Call FijarPosición 

Elself Option18.Value =True Then 

[Activar simultáneos donde Po*> Qo] 

Po= lnt(Val(Text16)) 
Qo = lnt(Val(Text17)) 
diferencia = Abs(Po) * 1 O / Qo 
cont = O: cont2 = O 
Print "Qo Po"; Qo; Po 

Fori =O To Po Step-0.1 
'Picture1 .Circle (pnd1 (O), pnd1 (1 )), 0.1, QBColor(9) 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
cont = cont + 1 

lf (cont >=diferencia) And (cont Mod diferencia= O) Then 
cont2 = cont2 + 1 
g(O~= Cos(cont2*3.1416/180) 
g(1) = Sin(cont2*3.1416/180) 

End lf 

Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
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Call pintar 

Next 

lf cont2 < Abs(Qo) Then 
For j = cont2 To Qo Step 0.1 
g(O) = CosU * 3.14161180) 
g(1) = SinU * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 

Call pintar 
Next 
Print "CONT2 abs Po"; cont2; Abs(Po) 

End lf 

Call FijarPosición 

Elself Option19.Value =True Then 

[Activar simultáneos donde Qo* > Po] 

Po= lnt(Val(Text18)) 
Qo = lnt(Val(Text19)) 
diferencia= Abs(Qo) * 10 I Po 
cont = O: cont2 = O 
Print "Qo Po"; Qo; Po 

For i =O To Qo Step-0.1 
'Picture1 .Circle (pnd1(0), pnd1(1 )), 0.1, QBColor(9) 
g(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
g(1) = Sin(i * 3.1416 / 180) 
cont = cont + 1 

lf (cont >=diferencia) And (cont Mod diferencia= O) Then 
cont2 = cont2 + 1 
h(O) = Cos(cont2*3.1416/180) 
h(1) = Sin(cont2*3.1416/180) 

End lf 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 
lf cont2 < Abs(Po) Then 

For j = cont2 To Po Step -0.1 
h(OJ = CosU * 3.14161180) 
h(1) = SinU * 3.14161180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 

Call pintar 
Next 
Print "CONT2 abs Po"; cont2; Abs(Po) 
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End lf 

Call FijarPosición 

[Terminan los 8 botones de opción en codo arriba] 

End IF 

End Sub 

[TERMINA MOVIMIENTOS SIMULTÁNEOS] 

[En el siguiente código se ejemplifican solo tres casos de los movimientos híbridos] 

[INICIA MOVIMIENTOS HÍBRIDOS] 
Private Sub Command3_Click() 
Dim h(1) As Single, g(1) As Single 

lf Option8.Value =True Then 

[En Po y Qo se capturan los parámetros de rotación] 

Po= lnt(Val(Text22)) 
Qo = lnt(Val(Text23)) 

[En este ciclo ambos actuadores realizan el mismo desplazamiento Po] 
For i =O To Po Step 0.1 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos((i) * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next 

[Luego se corrige el parámetro Qo] 

lf Po < Qo Then 
For i =Po To Qo Step 0.1 

g(O) = Cos((i) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call piñtar 

Next 
Elself Po > Qo Then 
For i = Po To Qo Step -0.1 

g(O) = Cos((i) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416 / 180) 
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Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 
End lf 
Call FijarPosición 

Elself Option20.Value =True Then 

Po= lnt(Val(Text24)) 
Qo = lnt(Val(Text25)) 

[En este ciclo ambos actuadores realizan el mismo desplazamiento Qo] 

For i =O To Qo Step 0.3 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos((i) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 

[Luego se corrige el parámetro Po] 

lf Po < Qo Then 
For i = Qo To Po Step -0.3 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos((Qo) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((Qo) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next 

Elself Po> Qo Then 
For i = Qo To Po Step 0.3 

h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 

g(O) = Cos((Qo) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((Qo) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next 
End lf 1 

Call FijarPosición 

Elself Option21.Value =True Then 
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Po= lnt(Val(Text26)) 
Qo = lnt(Val(Text27)) 
Poc =Po - 360 
Qoc = Qo - 360 

[En este ciclo ambos actuadores realizan el mismo desplazamiento Poc, que es el 
complemento (diferencia de Po y 360°) del parámetro Po] 

For i =O To Poc Step -0.3 
h(O) = Cos(i * 3.1416/180) 
h(1) = Sin(i * 3.1416/180) 
g(O) = Cos((i) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 

lf Abs(Poc) < Abs(Qoc) Then 
For i = Poc To Qo Step 0.3 

g(O) = Cos((i) * 3.1416/180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1 )) 
Call pintar 

Next 

Elself Abs(Poc) > Abs(Qoc) Then 
For i =Po To -360 + Qo Step -0.3 

g(O) = Cos((i) * 3.1416 / 180) 
g(1) = Sin((i) * 3.1416/180) 
Call posición(h(O), h(1 ), g(O), g(1)) 
Call pintar 

Next 
End lf 

Call FijarPosición 

216 


	Portada
	Índice
	Prólogo
	Resumen
	Introducción
	Capítulo I. Definición del Problema, Restricciones, Hipótesis y Axiomas
	Capítulo II. Modelo de Posición del Robot
	Capítulo III. Caracterización de los Movimientos de un Robot de Dos Grados de Libertad
	Capítulo IV. Evasión Mediante Secuencias
	Capítulo V. Evasión a través de Contorno Expandido
	Capítulo VI. Programación y Simulación
	Conclusiones
	Referencias
	Apéndices



