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Introduccion

En este trabajo presentamos una introduccién a los objetos conocidos como
algebras de Banach, dando algunos de los conceptos y proposiciones fundamen-
tales e ilustrandolos con algunos ejemplos.

El trabajo est4 dividido en tres partes. La primera introduce a las algebras de
Banach y el espectro de los elementos de un algebra de Banach, una herramienta
importante en su estudio, para terminar con algunos ejemplos. La segunda parte
esta dedicada al estudio de las medidas de Haar y la tercera parte esta dedicada
a una algebra de Banach particular, L, (G).

En el primer capitulo introducimos el concepto de algebra. Un algebra es un
espacio vectorial dotado de una operacion binaria. Introducimos concetos como
son la invertibilidad, ideales, ideales regulares, funcionales lineales multiplica-
tivas, radical de Jacobson, semisimplicidad e involuciones. Queremos destacar
cémo los conceptos algebraicos, como la invertibilidad 6 los ideales maximos se
ven afectados por la presencia de una norma.

En el segundo capitulo presentaremos el espectro. Probaremos que es com-
pacto, no vacio y daremos la férmula del radio espectral. Ademds vemos apli-
caciones, entre las cuales estd el Teorema de Gelfand Mazur y la equivalencia,
en el caso conmutativo, entre el hecho de que un elemento esté en el radical de
Jacobson del dlgebra y que su radio espectral sea cero.

En el tercer capitulo presentaremos la transformada de Gelfand para dlgebras
de Banach conmutativas con uno y sin uno (en este 1ltimo caso pidiendo que
existan ideales regulares propios). Veremos que la transformada de Gelfand es
inyectiva si y solo si el dlgebra es semisimple y daremos un criterio para que la
transformada sea una isometria.

En el capitulo 4 nos ocuparemos de manera méis detallada de algunos ejemp-
los de algebras de Banach. Los ejemplos que vemos son: las funciones continuas
sobre un compacto, las funciones continuas sobre un espacio localmente com-
pacto que se anulan en el infinito, las funciones analiticas en el disco unitario y
las funciones acotadas casi dondequiera sobre un espacio de medida. En cada
ejemplo veremos que la transformada de Gelfand es una isometria.

A partir del capitulo 5 iniciamos la construccién y el estudio de L,(G).
En este capitulo presentaremos a los grupos topolégicos localmente compactos
ilustrandolos con algunos ejemplos.

En el sexto capitulo presentaremos una prueba, basada en la que da Hal-
mos [Halmos], de la existencia de medidas de Haar sobre grupos topolégicos

iii
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localmente compactos Hausdorff y probaremos la unicidad cuando el grupo es
segundo numerable. La motivacion de la construccién de la medida de Haar se
basa en la dada por Nachbin [Nachbin].

Como su nombre lo indica el capitulo 7 estd dedicado a la funcién modular.
Lo incluimos porque pensamos que para entender a L;(G) es necesario com-
prender bien las medidas de Haar y cémo se relacionan las medidas derechas e
izquierdas con la estructura del grupo.

En el octavo capitulo concretamos algunas de las proposiciones dadas anteri-
ormente. Presentamos explicitamente las medidas de Haar para algunos grupos
importantes, como son las matrices invertibles (de 2 x 2).

En el dltimo capitulo nos ocupamos de L, (G) presentando la multiplicacién
en esta dlgebra: la convolucién. Nos preguntamos cudndo el dlgebra es con-
mutativa, cudndo tiene uno, probamos que siempre tenemos identidades aproxi-
madas, vemos los funcionales lineales multiplicativos y por iltimo la simplicidad

de L; (G)
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Algebras de Banach



Capitulo 1

Conceptos basicos

Un algebra es un espacio vectorial dotado de una operacién binaria asociativa,
que es distributiva con respecto a la suma y asociativa con respecto al producto
por un escalar. Si ademas el espacio estd dotado de una norma que lo hace com-
pleto y la norma del producto es menor o igual que el producto de las normas,
llamaremos al dlgebra un dlgebra de Banach. Introducimos los conceptos basicos
sobre dlgebras y vemos como se ven afectados por la presencia de una norma
que hace al espacio completo. Si bien los resultados y definiciones presentados
en este capitulo y el segundo sirven como una introduccién, también son titiles
para establecer la estrecha relacion entre funcionales lineales multiplicativas e
ideales bilaterales regulares maximos asi como para presentar la transformada
de Gelfand.

Como toda algebra de Banach es un espacio de Banach utilizaremos muchos
conceptos asociados a estos espacios, como las funcionales lineales, la topologia
débil y la topologia débil-*. Usaremos también el concepto de red y convergencia
de redes, para lo cual vease A.8 en el apéndice.

1.1 Propiedades basicas

Comenzamos definiendo nuestro principal objeto de estudio, las dlgebras de

Banach, ilustrdndolas brevemente con algunos ejemplos.

Definicién 1.1. 1. Por un dlgebra A entendemos un espacio vectorial sobre
C, dotado de una operacion binaria - : A x A - A llamada producto o
maultiplicacion que satisface, para a,b,c € A y z complejo:

(a) (a-b)-c=a-(b-c)

(b) a-(b+c¢)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-a

(¢) a-(zb) = (za)-b=z(a-b)
Se dice que A es conmutativa si esta operacién es conmutativa y se dice

que A tiene uno si emiste un neutro para la operacion, y a tal neutro lo
denotaremos por e o por 14.
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Un subespacio vectorial B de A se llama subdlgebra si es cerrado bajo
la multiplicacion. En general si A es una dlgebra con uno y B es una
subdlgebra de A, no es necesario que el uno de A esté en B.

2. Si ademds el dlgebra estd dotada de una norma || - || de tal forma que el
espacio vectorial normado es completo (es decir un espacio de Banach) y

esta norma satisfaga
lla - ol < [lalllfll (1.1)

decimos que el dlgebra es un dlgebra de Banach.

Si la norma sélo satisface (1.1) decimos que A es un dlgebra normada.

Notas: Nos referiremos a (1.1) diciendo que la norma es compatible con
la multiplicacién; escribiremos ab en lugar de a - b; en general se puede hablar
de algebras sobre otro campo que no sean los nimeros complejos, pero para
nuestros intereses siempre trabajaremos con el campode los nimeros comple-
jos; se notarid que puede darse una definicion alternativa de dlgebra usando la
definicién de anillo, pues un algebra es un anillo que es ademas espacio vectorial
sobre un campo, en nuestro caso el campo de los nimeros complejos.

Para ver algunos ejemplos necesitamos una definiciéon.

Definicién 1.2. Sea (X,T) un espacio topoldgico localmente compacto. Por
C(X) denotamos las funciones continuas de X en C que son acotadas.

Dada f € C(X), el soporte de f (denotado sop(f)) es la cerradura del
conjunto {z € X : f(z) # 0}; es decir, la cerradura de f~1(C\{0}). Por C.(X)
denotamos el conjunto de funciones continuas de soporte compacto.

Una funcién f € C(X) se anula en el infinito si para toda € > 0 existe
K C X compacto (que depende de €) tal que para todo x € X\K, |f(z)| <e. Al
conjunto de funciones que se anulan en el infinito las denotaremos por Co(X).
Notamos que toda funcion en Co(X) es acotada.

Dada f € C(X) definimos la norma uniforme o del supremo como

I flle(xy = sup{|f(z)| : z € X} (1.2)

Nota: Si X es compacto C(X) y Co(X) coinciden.
La maés conocida algebra de Banach son los nimeros complejos.

Ejemplo 1.3. Es fdcil verificar que con las operaciones usuales de funciones,
C(X) es un dlgebra conmutativa y si X es compacto, la funcién constante uno
actia como uno. Es conocido que C(X) con la norma uniforme es completo (ver
por ejemplo [Hewitt-2]). Asi, para verificar que C(X) es dlgebra de Banach sdlo
resta probar la compatibilidad de la norma. Pero dadas f,g € C(X), el mimero
Ifllccx)llgllecx) es cota superior de los valores |f(x)g(z)| (variando = € X),
ast se sigue que || fgllcx) < lfllex)llgllex)-

Ahora vemos que Co(X) es también un dlgebra de Banach.

Como C(X) es un dlgebra de Banach para probar que Cy(X) es un dlgebra
de Banach es suficiente probar que Co(X) es un dlgebra y es un subconjunto
cerrado de C(X).
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Primero probamos que Cy(X) es un dlgebra. Sean f,g € Co(X), z € C y
e>0.

Sean K, K> C X subconjuntos compactos tales que para todo z € X \ K, y
y€ X\ K>

£ €
[f(z)] < 3 lg(w)l < A+ D)

entonces para todo z € X \ (K1 K32) tenemos |f(z) + zg9(z)| < €. Como
K, |J K, es compacto concluimos que f + zg € Co(X).

Sean K3, K4 C X subconjuntos compactos tales que para todo z € X \ K3 y
ye X\ Ky

If(@)] <€/ lgy)l < e'/?

entonces para todo z € X \ (K1|JK2), |f(z)||lg(z)] < €. Como K3|J K, es
compacto concluimos que fg € Cy(X).

Vesmos que Co(X) es cerrado en C(X). Sea f € C(X) y (fu)nen tal que
limy, | f = falle(x) = 0. Debemos probar que f € Co(X).

Sea € > 0 fija y arbitraria.

Tomemos n € N tal que ||f — fulle(x) < §. Entonces para todo x € X

€

@) < 5 +fa(@)] (1.3)

Como f, € Co(X), existe K C X subconjunto compacto tal que para todo
z € X\K, |fa(z)| < §. Por (1.3) tenemos que para todo z € X\ K, |f(z)| <.

Definicién 1.4. Sean (X,||-||x) v (Y,||:|ly) dos espacios vectoriales normados
completos, es decir dos espacios de Banach.
Una funcidn lineal f : X — Y se llama acotada si existe M > 0 de tal forma

que para toda x € X

Lf(@)lly < Mllzllx (1.4)
Definimos la norma de f como
[l = inf{M > 0: ||f(z)|ly < M||z||x para toda z € X } (1.5)

Por B(X,Y) denotamos a las funciones lineales de X en'Y que son acotadas.

Es conocido que (1.5) define una norma que hace a B(X,Y’) completo y que
una funcién lineal f : X — Y es continua si y sélo si es acotada. Ademas

1l = sup{llf@)lly : llzllx = 1} = sup{[lf(2)lly : [lzllx <1} (1.6)

y que para toda z € X
ILf(@)ly < If1ll=llx
(ver [Rudin -2]).

Ejemplo 1.5. En B(X, X) tenemos estructura de dlgebra si definimos la mul-
tiplicacién como la composicién. Dadas f,g € B(X,X) yxz € X tenemos

I(f e g)(@)llx < [Ifllllg(=)llx < [I£1llgllll=llx

por lo que ||fogll < |Ifllllgll. En consecuencia B(X,X) con la norma (1.5) es
un dlgebra de Banach.
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Como consecuencia inmediata de la definicion de dlgebra de Banach
obtenemos la siguiente proposicién, que nos dice que la multiplicacién es con-
tinua.

Proposicién 1.6. Sea A un dlgebra de Banach.

1. La funciénp: A x A — A dada por p(z,y) = zy es continua (en A x A
se toma la topologia producto).

2. Dado a € A definimos d,,0, : A = A por 6,(z) = za y o4(z) = azx
respectivamente. Entonces, 8, y 0, son uniformemente continuas.

Demostracion.
1. Tomemos (zg,y0) € A x A. Note que por la compatibilidad de la norma
lp(z,y) — p(zo, vo)ll < llzy = zyoll + [lzy0 — Zooll
< llzllly = woll + llwollllz — zoll

asi, si ||z — zo|] < min{l,e} y |ly — wol| < € tenemos
llp(z,y) — p(zo, yo)ll < (1 + [Izoll)e + €llyoll
2. Por la compatibilidad de la norma con el producto,
I16a(2) — 8a (W)l = llza — yal| = [I(z — y)a|| < |lz - yllllall

de donde se sigue la continuidad uniforme de §,. La prueba de la continuidad
uniforme de g, es similar. Q.E.D.

Si tenemos un dlgebra de Banach con uno, la siguiente proposicion nos dice
que siempre podemos suponer que la norma del neutro multiplicativo es igual a
uno.

Proposicion 1.7. Sea A un dlgebra de Banach con uno, al cual denotamos por
e. Eziste || - ||, norma equivalente a || - ||, compatible con la multiplicacion de tal

forma que |le]|; = 1.

Demostracion. Sea o, la traslacién izquierda por a. Es claro que o, es lineal
y como

lloa (@)l < llallll=]] (1.7)
resulta que es acotada y ||o,|| < ||a|| (ver definicion 1.4) . Definamos ||a|l; =
lloall-

Como o, es el operador identidad, tenemos que ||e||; = 1.

Veamos ahora que las dos normas son equivalentes. Por (1.6)
lloall = sup{lloa ()]l : [|lz]| < 1}

| ()

asi que
< loall
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y entonces r%""aﬂ < |leell- En conclusién

2.
llell

por lo que las normas son equivalentes.
Para probar que || - ||} es compatible con la multiplicacién notamos que
Oap = 0g004. Q.E.D.

llall < lloall < llall

Definicién 1.8. Sean A y B dos dlgebras. Una funcion ¢ : A = B se llama
homomorfismo de dlgebras si es lineal y ademds (aa’) = ¥(a)y(a’) para todas
a ya' en A. Si ademds las dlgebras tienen uno, pediremos que )(14) = 1p. Un
homomorfismo de dlgebras que ademds sea biyeccién lo llamaremos isomorfismo
de dlgebras. Si 1 es un homomorfismo de dlgebras, por kery denotamos al
niicleo de 1, es decir, kery = {a € A : ¢(a) = 0}.

A continuacién presentamos el concepto algebraico de ideal.
Definicion 1.9. Sea A un dlgebra e I C A un subespacio vectorial.

1. I es un ideal izquierdo de A si absorbe la multiplicacion por la izquierda,
es decir si para toda © € A y para todo y € I, tenemos xy € I (esto 1iltimo
lo abreviamos como AI C I). De manera similar I es un ideal derecho si
IA CI. Decimos que I es un ideal bilateral si es ideal derecho e izquierdo.

2. Un ideal izquierdo J se llama regular si existe u € A tal que para toda T €
A, zu—z € J. Al elemento u se le llama una unidad izquierda mddulo J.
Un ideal derecho J se llama regular si existe u' € A tal que para toda
z€ A u'z—z€J (U es una unidad derecha mddulo J). Decimos que J
es un ideal bilateral reqular si J es un ideal izquierdo y derecho regular.

3. Un ideal izquierdo I se llama mdzimo si I # A (es decir, es propio) y
siempre que I' sea un ideal izquierdo con I C I' se tiene que I' = I
6 I' = A. De manera similar se define que un ideal derecho, bilateral,
izquierdo regular, derecho regular o bilateral regular sea mdrimo.

Notas: Si A tiene uno todo ideal izquierdo, derecho o bilateral I es
regular, pues el uno del algebra funciona como unidad izquierda y derecha
médulo I; si el dlgebra es conmutativa los conceptos de ideal izquierdo, derecho
y bilateral coinciden, por lo que en el caso conmutativo simplemente hablaremos
de ideales.

Proposiciéon 1.10. Sea A un dlgebra.

1. Si el dlgebra tiene uno (denotémoslo 14) e I es un ideal izquierdo con
14 € I entonces I = A.

2. 81 J es un ideal izquierdo regular y J' es un ideal izquierdo que contiene
a J, entonces J' es un ideal izquierdo regular .
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3. Si J es un ideal izquierdo regular, u una unidad izquierda mddulo J con
u € J entonces J = A.

4. Todo ideal izquierdo reqular propio estd contenido en un ideal izquierdo
reqular mdzimo.

Demostracion. Probemos 1. Utilizando que I es ideal izquierdo tenemos que
paratodaz € A, 14 =x € I por loque I = A.

La prueba de 2 es muy sencilla pues toda unidad izquierda médulo J es una
unidad izquierda médulo J'.

Probemos 3. Sea = € A arbitrario. Usando que u es una unidad izquierda
médulo I, zu — z € J pero zu € J (ya que u € J y éste es ideal izquierdo) en
consecuencia —z esta en J. Al ser ¢ arbitrario concluimos J = A.

Para probar 4, usaremos el Lema de Zorn (ver A.2 en el apéndice). Sea I
un ideal izquierdo regular propio de A. Sea P el conjunto de ideales izquierdos
regulares propios de A que contengan a I. P es no vacio (pues [ estd en P) y si
lo ordenamos por la contencién obtenemos un conjunto parcialmente ordenado.
Notamos que si P tiene un elemento maximo, entonces éste es un ideal izquierdo
regular maximo de A.

Para probar que P tiene un elemento méaximo verificamos que P cumple con
las hipétesis del Lema de Zorn. Sea {I3}gep una cadena en P. Veamos que la
cadena tiene una cota en P.

Tomemos J = Ugeplg. Como cada Ig contiene a I, J contiene a I. Probe-
mos ahora que J es ideal izquierdo regular. J es un espacio vectorial al ser
cada Iz espacio vectorial y al ser {I3}gep una cadena. Ahora tomemos a € J
y b€ A. Paraalgin B € B, a € Iz , entonces al ser I ideal izquierdo ba € I,
por lo que ba € J. Esto prueba que J es ideal izquierdo. Ademas es regular
porque contiene a I y éste es regular. Sea u una unidad izquierda médulo I. Si
J no fuese propio, es decir si J = A entonces u € Ig para algun §, pero por el
inciso 3, esto implica que I3 es todo A, una contradiccién, por lo que J es ideal
izquierdo regular propio. En conclusién J € P. Por iltimo es claro que J es
cota para la cadena. Q.E.D.

Nota: Hacemos notar que la Proposicion 1.10 sigue siendo valida si hablam-
os de ideales derechos, bilaterales, ideales derechos regulares ¢ bilaterales regu-

lares.

Es importante notar que hablamos de que un ideal izquierdo sea maximo
no que un ideal sea médximo (a secas) pues puede pasar que un ideal bilateral
sea maximo como ideal bilateral pero no lo sea como ideal izquierdo ni derecho,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11. Tomemos A = Ms(C). Con las operaciones usuales de suma y
producto matricial asi como producto escalar, tenemos que A es un dlgebra con
uno. Considere

a 0 0 ~ o
11—{(3 O)EA.G,_BGC} Ig-{(n 6)6,—1.'},06(3}

Afirmamos que :
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(a) Los tnicos ideales bilaterales de A son {0} y A (en consecuencia {0} es
ideal bilateral mdzimo).

(b) I, es ideal izquierdo pero no derecho (en consecuencia {0} no es ideal
izquierdo mdzimo) e I, es ideal derecho pero no izquierdo (en consecuencia {0}
no es ideal derecho mdzimo).

Prueba de (a).

Sea I C A ideal bilateral y supongamos que I # {0}, entonces eziste
T = (ti;) € I distinta de cero. Supongamos que tp;, # 0.

Sean:

Eu=((1) g) Elz=(g{l]) 5'21:({1] g) Ezz=(g (1})

Como T € I e I es ideal bilateral se tiene que E T Epmm = tamEpm € I y
como tn;, # 0 se tiene que E,,,, € I. Ademds multiplicando por la derecha o por
la 1zquierda a E,,,, por (Ey2+ E»1) podemos intercambiar filas y columnas por lo
que usando que I es ideal bilateral, Ey1, E22 € I y en consecuencia Ey + Fop =
14 € I. Pero por la Proposicion 1.10 lo anterior implica que I = A.

Prueba de (b).

Probamos solamente que Iy es ideal izquierdo pero no derecho pues la prueba

para I, es parecida.
Es claro que I) es un subespacio vectorial de A. TomeT € A, S € I, digamos

r=(22) ==(55%)

E ¢ a 0\ _ [ea+¢8 0
TS:(n n)(ﬁ 0)_(na+x.ﬁ O)EII

con lo cual se tiene que I es ideal izquierdo de A.

Pero
(13)(83)-(8 1)en an

por lo que I) no es un ideal derecho de A.

Entonces

Y en

—

Proposicién 1.12. Sea (4, ||||) un dlgebra de Banach I C A un ideal izquierdo.
Entonces I es un ideal izquierdo. En particular si ademds I es regular, I también
lo es .

Demostracion.Sean z € C, = € A, a,b € I y (an)nen, (bn)nen sucesiones de
elementos en I tales que

lim [|an — al] = 0 = lim [|b, — b]|

Debemos probar que za+ b € I.
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Como I es subespacio vectorial (za, + bp)nen €s una sucesién de elementos
en I y ademas

lim||(zan + b,) — (za + b)|| < lim|z|||la, — a|| + lim ||b, — b]| =0

por lo que za+ b € I. Esto prueba que I es un subespacio vectorial.

Veamos que za € 1.
Usando que I es un ideal izquierdo obtenemos que (za,)nen €s una sucesién

de elementos en I y ademas

lim [za, — zal| < lim ]| [lan — af] = 0
n

por lo que za € I. Esto prueba que I es un ideal izquierdo.
Note que el resultado es valido si trabajamos con ideales izquierdos, derechos,

etc. Q.E.D.

1.2 Adjuncion de la identidad

Sea (A, ||||) un algebra de Banach. Puede ocurrir que el dlgebra no tenga uno,
pero siempre es posible considerarla como una subdlgebra cerrada de un algebra
de Banach con uno. En esta seccién nos ocuparemos de esto.

Tomemos A x C y definamos las operaciones

1. (a,a) + (b,8) = (a+b,a + B).
2. B(a,a) = (Ba, fa).
3. (a,a)(b,B) = (ab+ Ba + ab,ap).

Es rutinario verificar que con estas operaciones A x C es un &lgebra con uno,
y el uno es e = (0,1). También es ficil ver que la funcién a — (a,0) establece

un isomorfismo de dlgebras entre 4 y A x {0}.
Notacién: Al elemento (a,a) lo denotaremos a + ae y al dlgebra A x C con

las operaciones dadas arriba la denotaremos por A & Ce.
Ahora queremos dar a A® Ce una norma que la haga un dlgebra de Banach.

Definicién 1.13. Para a + ae definimos |ja + ae||' = ||a|| + |a].
Afirmamos que || -||" es una norma que hace a A @ Ce un é4lgebra de Banach.

Proposicién 1.14. A @ Ce con || - || es un dlgebra de Banach con uno y A
puede verse como una subdlgebra cerrada de A & Ce.

' es una norma.

Demostracidn. Lo primero que debemos probar es que || - ||
Tenemos que ||la + ael|’ = 0 si y sélo si |ja|| + [a] = 0 y esto pasa si y sélo si
[la]l =0y |a| =0, es decirsi y sélosia=0y a = 0.

Que saque escalares se sigue de

IBall + [Bal = [3](lal] + |a)
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La desigualdad del tridngulo se obtiene de la desigualdad
lla + Bl + | + B| < llall + [Ibll + |o] + ||

Probemos que ||||" es completa.

Sea (an + @n€)nen una sucesion ||||'-Cauchy en A @ Ce. Entonces (an)nen
¥ (@n)nen son de Cauchy en sus respectivos espacios pues dada € > 0, existe
N = N(e) € N tal que para todam,n > N

[[(an + ane) — (am + ame)|l' = llan — aml| + |an — am| <€

En consecuencia, usando la completitud de A y de C existena € Ay a € C
tales que

liyl;n llan —al| =0
lim|a, —a|=0
n
pero entonces
lim l(@n + ane) — (a + ae)||' = lim llan — al| + lim |an —al =0
es decir, (a, + @np€)nen converge a a + ae en la norma || - ||’

Nos falta probar que ||-||" es compatible con la multiplicacién.
Por la compatibilidad de la norma ||-|| y la desigualdad del tridngulo tenemos

ll(a + ae)(b+ Be)lI llab + Ba + abd|| + e
llall 11BI] + ledl [1bI] + 15] llall + |aB]

IA

por otro lado
lla + aell'[|b+ Bell" = llall 18]l + || [1B]] + 18] llall + |

asi que se concluye ||(a + ae)(b + Be)||' < ||la+ ae||||b+ Be|.
Hasta este punto (A & Ce, ||-||') es un 4lgebra de Banach con uno.
Ahora probaremos que A x {0} es cerrado e isométricamente isomorfo a A.
Si (an + 0e)nen es una sucesion en A x {0} y a + ae € A @ Ce es tal que

lim(||layn — a|| + |a]) = lim ||(an + Oe) — (a + ae€)||' =0

entonces |a| = 0. Esto prueba que A x {0} es cerrada.
Por iltimo es claro que 9 : A =+ A x {0} dada por ¥(a) = a + Oe es un
isomorfismo isométrico. Q.E.D.

1.3 Elementos invertibles y cuasi-invertibles

Si estamos en un dlgebra de Banach resulta que todo ideal izquierdo méximo
es cerrado (note que aqui entran en relacién los conceptos algebraicos con los
analiticos, pues el concepto de ideal maximo es puramente algebraico). Los
elementos invertibles y los cuasi-invertibles nos ayudardn a probar, entre otras
cosas, este resultado.
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Definicién 1.15. Sea A un dlgebra con uno, al cual denotamos pore y a € A.

1. Decimos que a tiene inverso izquierdo si eviste a' € A tal que a'a = e.
De manera similar decimos que a tiene inverso derecho si aa’ = e para
algiin a' € A. Decimos que a es regular ¢ invertible si existe b € A tal
que ab = ba = e. Es conocido que st tal b existe es tnico, por lo que lo
denotamos a™'.

Nota: Si a tiene un inverso izquierdo a; y un inverso derecho a;, entonces
a, = as, pues
a; = aje = a1(aaz) = (a10)a2 = eaz = ay

Una de las propiedades de los elementos invertibles en las dlgebras de Banach
es que forman un conjunto abierto, lo cual probaremos a continuacién.

Proposicién 1.16. Sea (A, ||-||) un dlgebra de Banach con uno al cual denota-

mos por e,
G = {a € A: aes invertible}

y h:G — G dada por h(a) = a~'. Entonces:

1. Si||a|| < 1 entoncese —a € G,

. _ 1
e_a) Za y ]|{e—a) l” < 1 __“a” (18)

2. Si|la]| < |z| entonces ze —a € G y
-l =N kg k1
(ze —a) Zk:oa /z

3. G es abierto y h es continua.

Demostracidn. Antes que nada notamos que G es un grupo.

Prueba de 1.

Supongamos que |[al| < 1, entonces )~ llall* < oo.

Por otro lado por la compatibilidad de la norma tenemos para todo n:

n n
S lle*) <3 lall®
k=0 k=0

es decir, la serie Zf_‘;o a’ es absolutamente sumable por lo que es sumable en
. . o0 .
A (ver C.2 en apéndice). Sea b= ) ,-,a*.
Afirmamos que b = (e — a)~!, para lo cual observamos que

n+1

(Z )(f’—a —('—Za Zak—e:—u'”']

k=0 k=1



1.3. ELEMENTOS INVERTIBLES Y CUASI- INVERTIBLES 11

y al tomar norma resulta

(ia*) (e—a)—e
k=0

pero ||a|]| < 1 asi que al hacer n tender a infinito en la ecuacién anterior resulta
que b(e — a) = e. De manera similar tenemos que (e — a)b = e. Por tltimo

Za < lim Z lall* = |ia|]

k=0

< llaf™*!

(e — @)~ = lim

Prueba de 2.

Supongamos que ||a|| < |z| (en consecuencia z # 0). Entonces || la|| <1y
por el inciso 1, e — 2a € G. Pero ze € G (por que z # 0) y G es grupo, entonces
ze(e — —a) —ze—aeG

Ademés por (1.8) tenemos

y al factorizar z del lado izquierdo obtenemos

-1 ~ 1 k
PP =
k=0

Prueba de 3.

Observamos que por 1, Bi(e) C G. (Razén: si y € B, (e) entonces ||e — y|| <
lyporl,e—(e—y) =y €Qq).

Sea a € G fijo y arbitrario. Como B,(e) C G se sigue que aB;(e) C aG.
Pero aG C G (al ser G grupo) y entonces aB,(e) C G.

Para probar que G es abierto probaremos que

B":}rﬂ (e C€G (1.9)

1
Torrfen:n.os y€B o (a). Entonces |jla —y|| < fla=Ty Por lo que al usar la
compatibilidad de la norma se sigue

le=a'y[| = lla™ (@ -y)ll < 1

es decir a—'y € By (e) por lo que y € aBj(e). Pero aB,(e) C G, lo cual prueba
(1.9).

Probemos que h es continua.

Primero probamos que h es continua en e.

Sea z € A, con |le — z|| < 1. Entonces 1—_ﬂ:_—=“ < 2

Por (1.8), [|z~? ” <1/(1-|le — zl||). Usando (e — z)z‘l =z~ ! — e resulta

o™ = ell <lle = all ™| < e = 2ll {—po— < 2le -

| -l
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Por lo que si |le — z|| < min{%, 1} entonces ||z~ — ¢ < &.

Sea a € G y € > 0. Usando que h es homomorfismo de grupos y la con-
tinuidad de h en e probamos que & es continua en a.

Usando la continuidad de h en e existe § > 0 tal que ||z7! —¢ < o=
siempre que r cumpla ||z — || < 4.

Ahora sea z tal que ||z — ¢|| < d|la”!||"!. Entonces por la compatibilidad
de la norma

lla™'s —ef| = [la™ (= - @)]| < [la™"[[llz — all < &

asi, de la continuidad en e resulta [|z7'a - e|| < 5 ¥ por la compatibilidad
de la norma ||z~' — a~'|| < . Esto prueba la continuidad en a.

Q.E.D.

Corolario 1.17. Sea A un dlgebra de Banach con uno. Todo ideal izquierdo (6
derecho) mdzimo es cerrado.

Demeostracién. Sea I un ideal izquierdo maximo. Por la Proposicién 1.12,
I es un ideal izquierdo que contiene a I, por lo que al ser I maximo I = I 6
I=A. SiI= Aentonces I es denso en A y como el conjunto de los elementos
invertibles es abierto y no vacio existe a invertible tal que a € I. Al ser I un
ideal izquierdo a~'a = 14 € I y por la Proposicién 1.10 tenemos I = A, lo que
contradice que I sea propio. En conclusién I = I. De manera similar se prueba
el corolario para ideales derechos. Q.E.D.

A veces, el dlgebra con la que trabajamos no tiene uno, en cuyo caso no
podemos hablar de elementos invertibles. En estos casos se define un concepto,
en algunos aspectos similar al de invertibilidad.

Definicion 1.18. Sea A un dlgebra (no necesariamente con uno) ya € A.

1. Un cuasi-inverso izquierdo para a es un a' en A tal que a + a' —a'a = 0.
Andlogamente a' es un cuasi-inverso derecho de a st a+a' —aa' = 0.

2. a se llama cuasi-reqular 6 cuasi-tvertible sia+b—ab=0=a+b— ba
para algin b en A. Llamamos al elemento b un cuasi-inverso de a.

La siguiente proposicién muestra cierta semejanza entre los elementos in-
vertibles y los cuasi-invertibles.

Proposicién 1.19. Sea (A, ||-||) un dlgebra de Banach y a un elemento en A
que cumpla |[a|| < 1. Entonces a es cuasi-invertible.

Demostracion. Al igual que antes tenemos ) | llal|* < 0 por lo que Y po, af

es absolutamente sumable por lo que existe b tal que b= Y}~ | a*

Afirmamos que —b es cuasi-inverso de a.

Para todo natural n sea s,, = — y_,_, a*. Notamos que lims, = by
a+ s, — as, = a™!. Al hacer n tender a infinito (tomando en cuenta que
[la|] < 1) resulta a + (—=b) — a(=b) = 0. Andlogamente 0 = a + (—b) — (—b)a,
por lo que —b es un cuasi-inverso de a. Q.E.D.

Para probar una proposicién similar a la 1.17 para algebras no necesaria-
mente con uno necesitamos un lema.
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Lema 1.20. Sea (4, ||:||) un dlgebra de Banach e I C A,I # A un ideal izquerdo
reqular y u una unidad izquierda mddulo I. Entonces para todo x € I se cumple
1< fju—z.

Demostracién. Supongamos que existe £ € I con |lu—=z| < 1. Por la
Proposicién 1.19 existe y € A tal que y + (u — z) — y(u — z) = 0, asi que
u =1z +yu—y—yz. Por otro lado yu — y € I al ser u una unidad izquierda
médulo I y —yz € I al ser I un ideal izquierdo. De lo anterior se concluye que
u € I pero por la Proposicion 1.10 esto implica que I = A, en contra de la
hipétesis. Q.E.D.

Corolario 1.21. Sea (A, ||:]]) un dlgebra de Banach. Entonces todo ideal izquier-
do regular mdzimo es cerrado.

Demostracién. Sea I C A un ideal izquierdo regular maximo y u una unidad
izquierda médulo I. Por la proposicién 1.12, I es un ideal izquierdo regular y
ya que I C I tenemos que I = I 6 I = A. Supongamos que I = A. Entonces I
es denso por lo que I N B;(u) # @ de donde obtenemos que existe = € I tal que
| — z|| < 1 en contradiccién con el Lema 1.20. En consecuencia I = I. Q.E.D.

1.4 Funcionales lineales multiplicativas

En espacios vectoriales tenemos las transformaciones lineales, es decir, trans-
formaciones entre espacios vectoriales que respetan la estructura algebraica.
En algebras tenemos lo mismo, transformaciones que respetan la estructura de
algebra y los llamamos homomorfismos de dlgebras 6 simplemente homomor-
fismos, y entre éstos nos interesan aquellos que toman valores en los nimeros
complejos.

Definicién 1.22. Sea A un dlgebra. Las funcionales lineales multiplicativas
son los homomorfismos de A en C no nulas.

Notacién: Al conjunto de homomorfismos de A en C lo denotamos por
Hom(A,C) y al conjunto de funcionales lineales multiplicativas lo denotamos
por My, es decir M4 = Hom(A,C) \ {0}

Lema 1.23. Si el dlgebra A tiene uno y 3 € M4 entonces yY(e) = 1.

Demostracion. La razon de esto es sencilla: aplicando ¥ a ee = e tenemos
que ¥(e) =0 6 ¢¥(e) = 1. Ahora, si ¢(e) = 0, tenemos que para todoa € A

U(a) = P(ae) = ¢(a)¥(e) =0

lo que contradice que 1 sea distinta de cero; asi pues, ¥(e) = 1. Q.E.D.

Cuando uno estudia espacios vectoriales tiene que el niicleo de funcionales
lineales es un subespacio. Resulta que cuando estudiamos funcionales lineales
multiplicativas el nicleo es un ideal bilateral regular maximo.
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Proposicién 1.24. Sea A un dlgebra. Siy € M, entonces ker) es un ideal
bilateral reqgular mdzimo de A.

Demeaostracion. Denotemos por I al nicleo de 1. Es claro que I es un sube-
spacio vectorial de A. Tomemos a € I y b un elemento arbitrario del dlgebra.
Por la multiplicatividad (ab) = ¥(a)y¥(b) = 0, por lo que ab € I. De manera
similar ba € I, por lo que I es ideal bilateral.

Note que al ser % distinta de cero, existe z tal que ¥(z) # 0. Entonces si
u = 5152, tenemos que $(u) = 1.

Por otro lado, afirmamos que cualquier u que cumpla ¥(u) = 1 es una unidad
derecha e izquierda médulo I y ademds A = I + Au. Para probarlo notamos
que para cualquier  en A tenemos

P(z — zu) = P(z) - Y(2)P(u) = 0 = P(z — uz) = ¢(z) — P(u)¥(z)

lo que prueba que u es unidad derecha e izquierda médulo I. Ademds como
para cualquier z, z = (z — zu) + zu con z — zu € I concluimos que A = I + Au.
Para probar que I es maximo, tomemos J ideal bilateral que contenga pro-
piamente a I y probemos que J = A. Si J contiene propiamente a I entonces
tiene un elemento que no estd en el nicleo de ¥ y en consecuencia tiene un
elemento u de tal forma que ¥(u) = 1. Pero entonces el ideal I + Au estd
contenido en J, pero por lo anterior I + Au = A por lo que J = A. Q.E.D.

Nos interesa es probar, al menos en dlgebras conmutativas, es que existe una
correspondencia biunivoca entre funcionales lineales multiplicativas e ideales
regulares maximos. La siguiente proposicién nos acerca a este propdsito.

Proposicion 1.25. Sean A un dlgebra. Si ), € M, tienen el mismo niicleo
entonces P = .

Demaostracién. Supongamos que las funcionales lineales multiplicativas ¢ y
 tienen el mismo nicleo, pero son diferentes. Como son diferentes existe a tal
que ¥(a) # p(a) y sin pérdida de generalidad v(a) # 0. Entonces ¥(a)y(a)
y ¥(a)p(a) son distintos, y por lo tanto ¥(a?) y ¥(¢(a)a) también. Asi que
a? — p(a)a no est4 en el nicleo de ¥ que es el mismo que el de ¢, por lo que

p(a® - p(a)a) = ¢(a)? — p(a)?

no es cero, una contradiccion. Q.E.D.

Entonces, resulta que las funcionales lineales multiplicativas estin determi-
nadas por su nicleo, que como ya vimos, es un ideal bilateral regular méximo.
La pregunta ahora es, dado un ideal bilateral regular médximo, ;es posible aso-
ciarle una funcional lineal multiplicativa de tal forma que su nicleo sea el ideal
dado? En el segundo capitulo veremos que esto es posible en dlgebras conmu-
tativas.

Ahora nos ocupamos de la continuidad de las funcionales lineales multiplica-
tivas.
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Definicién 1.26. Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach. Una funcidén lineal
f: X = C se llama funcional lineal si es acotada (ver definicidn 1.4).

Por X* denotamos a las funciones lineales de X a C que son acotadas.

Definicién 1.27. Dada = € X definimos i : X* — C por i.(f) = f(z),
la evaluacion en z. La menor topologia que hace a cada funcidn evaluacidn
continua se conoce como la topologia débil-* y se le denota por w*.

Si estamos en un algebra de Banach resulta que todos los homomorfismos
de A en C son acotados, como lo prueba la siguiente proposicién.

Proposicién 1.28. Sea A un dlgebra de Banach. Todo ¥ € Hom(A,C) es
acotado y |[¢|| < 1. Si ademds el dlgebra tiene uno y 1) € M4 entonces ||| = 1.

Demostracion.
Si ¢ = 0 entonces es acotada y ||| < 1. Entonces podemos uponer que
Y € Ma.

Veamos que para toda z € A, |¢(z)| < |[|z]|.

Supongamos que existe a € A, con |(a)| > ||a|]|. Entonces 1 > " E(!Eia" y

por la Proposicién 1.19 existe b € A cuasi-inverso de ﬁa; es decir,

1 1
0=——a+b— ——ab
@ "
entonces aplicando ¥ y usando que es homomorfismo de algebras tenemos
1 1
0= mw(a) +9(b) - mw(ahﬁ(ﬁ) =1,

una clara contradicciéon. En consecuencia v es acotada y ||¢] < 1.

Si A tiene uno, denotemoslo por e, por la Proposicién 1.7 podemos suponer
[le]l = 1. Por el Lema 1.23, ¥(e) = 1 y en consecuencia por (1.6) [|¢| = 1.
Q.E.D.

Por la proposicién 1.28, Hom(A,C) C A* por lo que es posible dotarlo de
la topologia w*. Ahora nos ocuparemos de la compacidad de Hom(A, C).
Sea A un ilgebra de Banach y definamos

S={peA <1}

Por la Proposicién 1.28 tenemos que Hom(A,C) C S.

Si dotamos a S con la topologia w* (ver definicién 1.27) por el Teorema
de Banach-Alaoglu (ver C.10 en el apéndice), S es w*-compacto Hausdorff. Asi
para que Hom(A, C) seaw*-compacto es suficiente probar que es un subconjunto
w*-cerrado de S.

Recordamos que una red (¥y)xer en A* converge a 1 € A relativo a w® si y
solo si para toda a € A, ¥)(a) = ¥(a).
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Proposicién 1.29. Sea A un dlgebra de Banach. Entonces Hom(A,C) C S es
w*-cerrado.

Demostracion. Sea. () aer una red en Hom(A,C) y ¢ € S tal que ) — ¢

relativo a w*.
Queremos probar que ¥ € Hom(A, C), para lo cual es suficiente probar que
paraa,ben A

P(ab) = ¥(a)(b)

pues como ¥ € S, 9 es lineal.
Usando que ¥, — 3 en S tenemos que

¥a(a) = Y(a) (1.10)
Pa(b) = ¥(b) (1.11)
Ya(ab) = ¥(ab) (1.12)

Pero 95 (a)a(b) = 3x(ab) asi que de (1.10) y (1.11) tenemos
¥a(ad) — Y(a)y(b)

y por (1.12) concluimos (ab) = ¥(a)i(b). Q.E.D.
Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.29 es el siguiente corolario.

Corolario 1.30. Sea (A, ||-||) un dlgebra de Banach. Entonces (Hom(A,C),w")
es compacto Hausdorff.

Ahora, vemos qué pasa con M 4. Como M4 C Hom(A,C), para que M4
sea w*-compacto es suficiente probar que es w*-cerrado en Hom(A,C). Pro-
baremos que esto pasa si el dlgebra tiene uno.

Una pregunta aparte es cuando M4 es no vacio. Veamos el ejemplo 1.11.
Sea 1) un homomorfismo de M>(C) en C. Por la Proposicién 1.24, el micleo de 9
es un ideal bilateral de M5(C), pero probamos que los inicos ideales bilaterales
son el cero y el total. Si el niicleo de 1 es el cero, ¥ es inyectiva, por lo que
1 es un isomorfismo de espacios vectoriales entre M>(C) y C, lo cual es una
contradiccién. Entonces el nicleo de 1 debe ser el total, es decir, 9 es cero.
Mads adelante probaremos que en dlgebras de Banach conmutativas con uno
existen funcionales lineales multiplicativas.

Proposicién 1.31. Sea A un dlgebra de Banach con uno. Entonces (M ,w*)
es compacto.

Demostracion. Si M 4 es vacio, entonces es w*-compacto. Supongamos que
es distinto del vacio.

Como hemos dicho anteriormente, es suficiente probar que M es w*- cerrado.

Sea (¢¥x)rer una red en My v v € Hom(A,C) tal que ¥, converja a v
relativo a w*. Entonces ¥y (e) = 9(e). Pero para toda A, ¥, (e) = 1, asi que
(e) =1y por lo tanto » € My. Q.E.D.
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Vimos que si un algebra de Banach A tiene uno (M 4,w*) es compacto. Nos
preguntamos ahora cuindo, dada un élgebra de Banach A en general, (M 4,w*)
es compacto.

Como M4 U {0} = Hom(A,C) y Hom(A,C) es w*-compacto Hausdorff
tenemos que (M 4,w*) es compacto si y sélo si M4 C Hom(A,C) es w*—cerrado
6 equivalentemente {0} € w*.

Recuerde que si A tiene uno, (M 4,w*) es compacto por lo que {0} € w*, es
maés

U(1/2,€,0) = {¢ € Hom(4,C) : |9)(e)| < 1/2} = {0}

Ahora veremos qué pasa cuando (M4,w*) no es compacto, para lo cual
usamos la definicién de una compactificaciéon unipuntual (ver A.12 en apéndice).

Proposicion 1.32. Sea A un dlgebra de Banach y supongamos que {0} ¢
w*. Entonces (Ma,w*) no es compacto (por lo discutido anteriormente) pero
es localmente compacto Hausdorff y (Hom(A,C),w*) es una compactificacién
unipuntual de (M 4,w*).

El resultado se obtiene del siguiente lema.

Lema 1.33. Tomameos (X, T) un espacio topoldgico compacto Hausdorff y zo €
X tal que {zo} ¢ 7. SeaY = X \ {z0}. Entonces (Y, ) es localmente compacto
Hausdorff y (X,7) es una compactificacién unipuntual de (Y, 7).

Demostracién. Probemos que (Y, 7) es localmente compacto.

Dada y € Y, existen U;,U> € 7 ajenos con y € Uy,zo € Uz (usando que
(X, 7) es Hausdorff).

Ahora, U; C X es cerrado y por tanto compacto. Ademds si zo € U;, como
zo € Uz entonces Uy N Uz # 0. En consecuencia 7o ¢ U; de donde tenemos
U, CY. Asi pues, U es una vecindad compacta de y.

Entonces todo punto de Y tiene una vecindad con cerradura compacta; es
decir, (Y, 7) es localmente compacto.

Sélo resta probar que Y = X, es decir que Y es denso en X.

Supongamos que existe U € 7 no vacio tal que UNY = . Como Y = X \{zo}
U = {zo}, pero entonces {z} € 7, en contradiccién con la hipétesis.

En conclusién, X es la compactificacién unipuntual de Y. Q.E.D.

A continuacién vemos cémo se relacionan las funcionales lineales multiplica-
tivas de A con las de A & Ce.

Proposicién 1.34. Sea A un dlgebra sin uno y supongamos que ezisten fun-
cionales lineales multiplicativas. Para toda 1) € Hom(A,C) definamos ¥(a +
ae) = Y(a) + a, para toda a + ae € A ® Ce. Entonces

1. 1;’ estd en M agce

2. Sea g la funcional cero y sea P = gf;g. Entonces

Magee = {¥: 9 € M} U {0}
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Demostracién. Denotemos A = A @ Ce.
Primero probemos 1.

Como (0 + 1e) = 1 tenemos que 3 # 0.
Probemos que % es un homomorfismo de élgebras. Para la linealidad tenemos

Y((a+ze)+ (b+we)) = Y@+b+z+w=v(a)+z+v0d)+w

Y(a+ze)+P(b+we) = Pla)+z+Y(b)+w
Y(wla+ze)) = P(wa+wze) = P(wa) + wz = wy(a) + wz
wi(a+ze) = w(a)+z) =wi(a) +wz

Para ver que es multiplicativa observamos que

P((a+ze)(b+we)) = (ab+wa+ zb+ zwe)
= YP(a)y¥(b) + wi(a) + zp(b) + zw

y por otro lado

Pbla+ze)Pp(b+ze) = (Y(a)+2))(%(0) +w))
= P(a)y(b) + wi(a) + z(b) + zw

de donde se sigue que ¥ es homomorfismo de lgebras y entonces ¢ € M 5
Ahora probemos 2. Sea ¥ € M ;. Defina 1(a) = ¥(a+ 0e) para toda a € A.
Entonces iy € M 4 y ademas

P(a+ ze) = P(a) + z = ¥(a+ 0e) + 2¥(0 + le) = ¥(a + ze)

es decir p = ¥. Q.E.D.

Podemos dar otra cara de la compactificacion de (M 4,w*) con la siguiente
proposicion.
Proposicién 1.35. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. Si A denota a
A@Ce (la adjuncién de la identidad) entonces (Hom(A,C),w*) es homeomorfo
a (Mj':w‘}'

Demostracion. Sea H : Hom(A,C) — M ; dada por H(¢) = ¥ con

Y(a+ ae) = P(a) + a

Por la Proposicién 1.34—1, H estd bien definida y por 1.34—2 es suprayectiva.
Ademsds, H es inyectiva, pues % es igual a i en A.

Probemos ahora que H es continua.

Sea (x)rer una red en Hom(A,C) y ¥ € Hom(A,C) tal que ), — 1 con
la topologia w*. } : i

Queremos probar que ¥, — 1 en la topologia w*. Sea a+ ze € A arbitrario.
Tenemos que ¥ (a+ ze) = ¥(a) +2. Peroyx(a) — 1(a), entonces ¥y (a) +2z —
¥(a) + z es decir ¥y (a + ze) = ¥(a + ze). Al ser a + ze arbitrario se concluye
que Uy — Yenla topologia w”.
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Por 1iltimo, como (Hom(A,C),w*) y (M ;,w") son compactos, Hausdorff y
H es biyeccién continua se concluye que H es un homeomorfismo. Q.E.D.

Note que con todo lo anteror hemos dado una estructura de espacio topolégico
a M. Lo anterior es interesante pues resulta que cierto tipo de algebras son
isomorfas (como 4lgebras) y a veces isométricamente isomorfas a una subélgebra
de Co(M ). En el capitulo 3 se verd esto, usando la transformada de Gelfand.

1.5 Algebra cociente

Ahora estudiamos el 4lgebra obtenida al tomar el cociente de un algebra médulo
un ideal bilateral regular cerrado. Esta seccién nos ayudara a asociar una fun-
cional lineal multiplicativa a un ideal bilateral regular maximo.

Sea A un dlgebra de Banach e I un ideal bilateral regular cerrado de A. Es
facil probar que la relacién en A dada por a ~ bsi y sélosia—b € I es una
relacién de equivalencia y que para un elemento a su clase de equivalencia es el
conjunto {a + = : z € I} el cual denotamos por a + I. Por A/I entendemos el
conjunto de todas las clases de equivalencia dadas por esta relacién.

También es ficil probar que si en A/I definimos las operaciones

L (a+D+@b+I)=(a+b)+1
2. alfa+1I) = (aa) + 1.

obtenemos un espacio vectorial con 0 + I como neutro aditivo.
Ahora definimos una norma en A/I. Dada a definimos la norma de a + I
como
lla + I||4/r = inf{lla — z|| : z € I} (1.13)

Si a ~ a' entonces a = @’ + y para algiin y € I; por lo tanto,siz' =z —y
inf{lla —z|| : z € I} = inf{||a’ + (y — 2)|| : z € I} = inf{||a’ + 2'|| : =’ € I}

por lo que la norma de a + I estd bien definida. Obsérvese que tomando z =0
en (1.13) resulta que |la + I||4/; < |lal|. Ademas note que si H denota la clase
de a (es decir H = a + I entonces ||H|| 4/; = inf{||z|| : z € H}.

Veamos que (1.13) define una norma.

Proposicion 1.36. La ecuacion (1.13) define una norma en A/I.

Es claro que |[0 + I[|4y; = 0. Ahora supongamos que [la + I||l4;; = 0.
Entonces por (1.13) existe una sucesién de elementos de I, (z,)nen tal que

lim, ||a — z,|| = 0, lo que implica que a estd en la cerradura de I. Pero I es
cerrado, por loque a € I esdecira+ 1 =0+ 1.
Veamos que || - || 477 saca escalares. Sea a un nimero complejo no cero (si

es cero, es clara la afirmacién). Si tomamos =’ = I?l.'[’: tenemos

inf{|laa — z|| : z € I} = inf{|a||la — 2'|| : £’ € I} = |a|inf{|la—2'|| : 2’ € I}
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La desigualdad del tridngulo se sigue de las desigualdades

inf{lla+b—z|:z2€l} < inf{la-y+b—2z|:2,y€l}
< inf{lla-y||:y €I} +inf{||b—2|:z€I}.

Q.E.D.

Proposicién 1.37. A/I con la norma dada en (1.13) es un espacio de Banach.

Demeostracion. Por la Proposicién 1.36, solo falta probar que la norma es

completa.
Es suficiente probar que toda serie absolutamente sumable es sumable (ver
C.2 en apéndice). Sea (H,)nen una sucesion en A/I absolutamente sumable, es

decir

Z | Hnllas1 < o0

n=1

Debemos probar que existe H € A/I tal que lim; || Zi:; H, — H||a/1 = 0.
Usando que ), H, es absolutamente sumable resulta que

o0

> (et + 35) < oo

n=1

Por otro lado, como ||Hy||a/r < ||HnllA/1 + 3+, por la definicién de la norma en
A/I, existe a,, € H, tal que

1
|Hallayr < llanll < [[Hnllazr + 53 T

¥y en consecuencia

Z llaall < Z ([Hnlla/1 g 5,00

Pero entonces la serie zn a, es absolutamente sumable en A y al ser A espacio
de Banach resulta que es sumable (ver apéndice C.2); es decir existe a en A tal

que
k

> an-o

n=1

=0

lim
k

pero utilizando que para todo ben A, |[b+I|[4/; < ||b]| resulta que si H = a+ 1

k

> oo

n=1

=0

llm

Z H, H.. < lim
A/T

n=1

es decir, (H,)nen €s sumable. Q.E.D.
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Ademis de la estructura de espacio vectorial dada a A/I podemos (gracias
a la estructura de ideal bilateral de I) darle estructura de ilgebra definiendo

(a+I)(b+1)=(ab)+ ]I (1.14)

Lo primero es ver que la multiplicacién no depende del representante. Supong-
amos que a ~ a' y b ~ b, es decir a —a',b— b € I. Entonces al ser I ideal
bilateral ab—a'b € I y a'b—a'b’' € I, asi que sumando ambos elementos resulta
ab—a't € I por lo que ab+ I = a'b’ + I y la multiplicacién estd bien definida.
De las propiedades de algebra de A se sigue que A/I es un algebra.

Ahora veremos una condicién para que A/I tenga uno.

Proposicién 1.38. Sea A un dlgebra e I un ideal bilateral. I es regular si y
solo si A/I tiene uno.

Demostracién. El dlgebra A/I tiene uno si y solo si existe v € A tal que para

cualquier a
(a+Dv+I)=a+1=@w+1(a+1)

equivalentemente si para toda a € A, a — av y va — a estdn en I es decir, v es
una unidad modular izquerda y derecha de I.

Ahora supongamos que I es bilateral regular y sean u y v unidades izquierda
y derecha médulo I respectivamente, es decir para cualquier t € A, zu —z y
vz — z estdn en I, equivalentemente

(wH+D(z+I)=z+1=(z+I)(u+I);

en consecuencia, u+ I = (v+ I)(u+ I) = v+ I y entonces u + I es el uno de

A/I. Note que probamos que si I es un ideal bilateral regular y u es una unidad

izquierda médulo I entonces u es una unidad derecha médulo I. Q.E.D.
Ahora supongamos que el ideal con el que hacemos cociente es regular.

Proposicién 1.39. Sea A un dlgebra de Banach e I un ideal bilateral regular
cerrado de A. Entonces con la multiplicacion dada en (1.14) y la norma dada
en (1.13) A/I es un dlgebra de Banach con uno.

Demostracidn. Por la Proposicién 1.37 A/I es un espacio vectorial normado
completo y por la Proposicién 1.38 A/I es un dlgebra con uno. Sélo nos resta
probar la compatibilidad de la norma con el producto.

Tomemos a + I y b+ I no cero y supongamos que

lla+ Illasellb + Illasr < |[(a+ I)(b+ D)l ays

¥ en consecuencia

lla+Ilja/r < [[(a+I)(b+ I)||lasrs

1
16+ Il|ayz

entonces por (1.13) tenemos que existe z; € I tal que

lla+ 2| < [(a+ I)(b+ D)|las:

W
16+ 1| ass
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y de manera similar existe z; € I tal que
lla+ zylllb+ z2|| < llab+ Ila/s
Usando la compatibilidad de la norma en A,
llab + aza + 216 + 21 22|| < [la+ 1 [[||b + 22|l < |lab+ I]|/s

pero azy +x1b+ z1z2 € I al ser I ideal bilateral, lo que contradice la definicién
de ||ab + I|| 47 En consecuencia debemos tener

e+ )+ Dllasr < lla+ I[azllo+ Il ayz-
Q.E.D.

1.6 El radical de un algebra

En esta seccién definimos el radical y estudiamos algunas de sus propiedades,
para después en el tercer capitulo ver que el radical coincide con el micleo de la
transformada de Galfand (definida en el mismo capitulo).

Definicién 1.40 (Radical en dlgebras con uno). Sea A un dlgebra con uno.

1. Un elemento o en A se llama generalizado nilpotente si e — zxo tiene
inverso izquierdo para todo T € A.

2. El radical (de Jacobson) del dlgebra A es el conjunto de elementos
generalizados nilpotentes. A tal conjunto lo denotamos por Rad(A).

3. Un dlgebra A se llama semisimple si Rad(A) = {0}.

El cero es un ejemplo de elemento generalizado nilpotente.
Antes de continuar veamos una caracterizacién de los elementos invertibles

en terminos de los ideales maximos.

Lema 1.41. Sea A un dlgebra con uno. Un elemento a tiene inverso izquierdo
st y sélo si para todo ideal izquierdo mdzimo I, a no estd en I. Un elemento b
tiene inverso derecho si y sdlo si para todo ideal derecho mdzimo I, b no estd
en I.

Demostracion. S6lo probaremos la parte correspondiente a inversos izquier-
dos, pues para derechos es similar, y lo probaremos por contrapositiva.

Supongamos que a no tiene inverso izquierdo. Tomemos J = {za : z € A}.
Es claro que J es un ideal izquierdo y ademas estd contenido propiamente en A
(pues el uno de A no estd en J). Asi que por la Proposicién 1.10 inciso 4, existe
I ideal izquierdo médximo que contiene a .J. por lo que a € I.

Ahora supongamos que existe un ideal izquierdo maximo [ tal que a € I. Si
a tiene un inverso izquierdo b, al ser I ideal izquierdo tenemos que e = ba € I,
pero entonces, de nuevo por la Proposicién 1.10 inciso 1, I = A, lo que contradice
que [ sea maximo. Asi pues, a no puede tener un inverso izquierdo. Q.E.D.

La siguiente proposicion muestra la estrecha relaciéon entre los elementos
generalizados nilpotentes y los ideales izquierdos méximos del algebra.
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Proposicién 1.42. Sea A un dlgebra con uno. Entonces Rad(A) coincide con
la interseccion de todos los ideales izquierdos mdzimos del dlgebra y en conse-
cuencia es un ideal izquierdo.

Demostracidn. La prueba es por complementos. Un elemento zy no esta en
el radical del dlgebra si y sélo si existe un elemento z de tal forma que e —xz¢ no
es invertible. Por el Lema 1.41 esto equivale a la existencia de un ideal izquierdo
maximo I de tal forma que e — zx9 € I es decir e € I + xz9 C I + Axo. Pero
I + Az es un ideal izquierdo, entonces que e esté en I + Azg equivale a que
A =1+ Azg. En resumen, o no estd en el radical si y sélo si existe un ideal
izquierdo maximo I tal que A = I + Axy.

Por otro lado afirmamos que dado un ideal izquierdo maximo J, A = J+ Az
se da si y sélo si zg no estd en J. Para demostarlo primero notemos que J+ Axg
es un ideal izquierdo que contiene a J pero J es ideal izquierdo méaximo, en
consecuencia J + Azp = J 6 J + Az = A. Pero J = J + Az si y solo si
Azy C J. Como J es ideal izquierdo y A tiene uno, lo anterior equivale a que
zo € J. Entonces que xo no esté en J equivale a que A = J + Axy.

Para finalizar tenemos que xo no estd en el radical si y sélo si existe un ideal
izquierdo maximo I de tal forma que A = I + Azy. Pero esto equivale a que
existe un ideal izquierdo I de tal forma que xy no estd en I es decir, zg no estd
en la interseccién de los ideales izquierdos méaximos. Q.E.D.

Note que si el dlgebra es conmutativa, el radical coincide con la interseccién
de los ideales maximos.

La siguiente proposicién nos da una caracterizacion del radical.

Proposicion 1.43. Sea A un dlgebra con uno. Un elemento zy esta en Rad(A)
st y solo si para todo T € A, e — zxg es invertible.

Demostracion. Es claro que si para todo z en A e — zxg es invertible entonces
xo estd en el radical.

Ahora tomemos z; en el radical, z en A y probemos que e—zx es invertible.
Como z( estd en el radical, existe un inverso izquierdo de e — zzg, escribimoslo
como e — y. Es decir (e — y)(e — zzo) = e y en consecuencia

Y = YIrIo + TIp

pero al ser el radical un ideal izquierdo, tenemos que y estd en el radical y en
consecuencia e — y tiene un inverso izquierdo b. Entonces, e — y tiene un inverso
izquierdo b y un inverso derecho e — zx, asi que e — y es invertible. Pero como
(e — y)(e — zzp) = e concluimos que e — zxy es invertible. Q.E.D.

Nuestro propésito ahora es probar que el radical es un ideal bilateral, para lo
cual necesitamos del siguiente lema, que junto con la Proposicién 1.43 también
nos da una definicién equivalente del radical.

Lema 1.44. En un dlgebra A con uno, e — xy es invertible si y sélo si e — yz
es invertible.
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Demostracién. Supongamos que e — zy es invertible y probemos que e — yx
lo es. Sea a el inverso de e — zy. Afirmamos que e + yaz es el inverso de e — yz,

lo que se sigue de

(e + yaz)(e — yz) = e + yaz — yz — yazyr = e —yr + yale — zy)z = ¢
(e —yz)(e + yazx) = e — yz + yar — yryar = e — yz + y(e — xy)az = e

Por simetria se tiene que si e —yz es invertible entonces e — zy también. Q.E.D.
Corolario 1.45. El radical es un ideal bilateral.

Demostracion. Sea I el conjunto de elementos yo de A que cumplen que para
todo y € A, e — yoy tiene inverso derecho. De manera similar a la Proposicién
1.42, se prueba que I es interseccién de los ideales derechos méaximos de A y
por lo tanto es un ideal derecho. Ademads, al igual que la Proposicién 1.43, yo
estd en I si y sé6lo si e — yoy es invertible.

En resumen, yo estd en I si y sélo si e — ypy es invertible para todo y. Por
el Lema 1.44 esto es equivalente a que e — yyo sea invertible para todo y y
gracias a la Proposicién 1.43 esto pasa si y sélo si yo estd en el radical de A. En
conclusién, I es igual al radical del algebra. Pero I es ideal derecho y Rad(A)
es ideal izquierdo, asi concluimos que Rad(A) es ideal bilateral. Q.E.D.

Gracias a la adjuncién de la identidad podemos definir el radical de un

algebra sin uno.

Definicién 1.46 (Radical en algebras sin uno). Sea A un dlgebra sin uno
y sea A ® Ce la adjuncidn de la identidad. (Recuerde que puede considerarse
A C A® Ce.) El radical de A se define como AN Rad(A & Ce).

1.7 Algebras simétricas

Esta seccién serd importante para el ultimo capitulo. Los resultados por si
mismos son interesantes pues son el inicio del estudio de ciertas dlgebras de
Banach sumamente importantes, las dlgebras C*.

Definicién 1.47. Un dlgebra de Banach A tiene una involucidn si estd dotada
de una operacién * : A — A que satisface

1. (aa+b)* = aa* +b°
2. (ab)* =ba”
3 a*=a

para cualesquiera a,b € A y a nimero complejo.
Si ademds para toda a € A, ||a|| = ||a*||, la llamaremos un dlgebra simétrica.
Notamos la similitud entre la involucion y la conjugacion en los nimeros com-

plejos.
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Ejemplo 1.48. Sea X un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Con las op-
eraciones usuales de funciones y la norma uniforme (del supremo), C(X) es
un dlgebra de Banach. Si para f € C(X) definimos f*(z) = f(x) (conju-
gacién compleja) entonces * define una involucion que hace a C(X) un dlgebra
simétrica.

Definicién 1.49. Un elemento a de un dlgebra con involucién se llama

hermitiano si a = a*.

Proposicién 1.50. Todo elemento de un dlgebra con involucidn se puede
representar de manera inica como a = a; + iaz con a, y ay hermitianos.

Demostracién. Supongamos que a se puede escribir como a = a; + ta2 con
a; y a; hermitianos. Entonces a* = a] — a3 y en consecuencia
_a+a* _a-a’

W=7 =5

Esto nos dice que la representaci6n es tnica (de existir a; y a2 deben ser como
en la ecuacién anterior ). Si definimos a; y az como antes es claro que son
hermitianos y que a = a; +iaz. Q.E.D.

Notas: Los elementos de la forma aa* son hermitianos, pues (aa*)* =
a**a* = aa*; si el dlgebra tiene uno 14, éste es hermitiano ya que por lo anterior
17 = 141% es hermitiano pero 14 = (1%)* = 17.

Definicién 1.51. Sea A un dlgebra con involucién. Una funcional lineal f se
llama positiva si

1. f(a) es real para todo a hermitiano.
2. Para toda a, 0 < f(a*a).

Proposicién 1.52. Sea A, un dlgebra con involucion. Para toda f funcional
lineal positiva se cumple

1. f(a*) = f(a).

2. f(b*a) = f(a*b).

3. Desigualdad de Cauchy: |f(b%a)> < f(b"b)f(a"a) .

4. Si el dlgebra A tiene uno, entonces |f(a)|*> < f(14)f(a*a).

Demostracién. Para probar 1, escribimos a = a; + ias con a; y as hermi-
tianos. Entonces a® = a; — iaz, asi que usando que f(a1) y f(az2) son reales
tenemos

f(@*) = f(a1) —if(a2) = f(a1) +if(a2) = f(a)

Para probar 2, usamos el inciso 1 para obtener f(a*b) = f((a*b)*) = f(b*a).
Para probar 3 observemos que por linealidad, para a y § complejos tenemos
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Il

f((aa® + Bb*)(aa + Bb))
|a|*f(a*a) + Baf(b*a) + GBS (a"b) + |BI*£(6°D)

De la definicién 1.51-2 tenemos

f((aa + Bb)*(aa + b))

0 < |af*f(a"a) + Baf(b*a) + aBf(a*b) + |B|* £ (b"b) (1.15)
Si en (1.15) tomamos § =1 y @ =t con ¢ real, y 7 unitario resulta
0 < t*f(a*a) + t(vf(b"a) + 7f(a"b)) + f(b"D) (1.16)

Obsérvese que por el inciso 2, vf(b*a) + 7 f(a*b) es real. Entonces (1.16) define
una pardbola real que siempre estd por arriba del eje z, asi que el discriminante
es menor o igual a cero, es decir
7V f(b"a)® +7° f(a*b)* +2f(a”b) f(b*a) — 4f(b°b) f(a"a) <O
y usando que f(b*a) = f(a*b) obtenemos
2Re(v*f(b*a)®) +2|f(b*a)|? < 4f(b*a)f(a"d) (1.17)

para v cualquier complejo unitario.

Para finalizar, si f(b*a) = 0, de (1.17) resulta que 0 < f(b*a)f(a*b), y se
cumple la desigualdad de Cauchy. Si f(b*a) no es cero tomando vy = %‘:—:}l en

(1.17) obtenemos
|f(b*a)* < f(b*a)f(a"D)
El ultimo inciso de la proposicién se obtiene del tercero, tomando b= 14 y
usando que 14 es hermitiano. Q.E.D.

Para dlgebras sin uno, se rescata el ltimo inciso de la proposicién 1.52 con
el concepto de aproximacién de la identidad.

Definicién 1.53. Sea A un dlgebra de Banach. Una red (u;)ies en el dlgebra
tal que

1. Para toda i, ||u;]| = 1.
2. lim; ||au; — o] = lim; ||uja — a|| = 0 para toda a,
se llama una aprorimacidn de la identidad en A.

Proposicion 1.54. Sea A un dlgebra simétrica, (u;)ics una aprozimacidn de
la identidad en A y f funcional lineal positiva. Entonces para toda a,

If(@)? <|Ifllf(a*a) (1.18)

Demaostracion. Por la desigualdad de Cauchy (ver Proposicién 1.52) tenemos
para toda i,

|f(wia)* < f(uiuf)f(a"a)
Al ser f acotada tenemos |f(uzuf)| < [|f]|[|willlw]]l, pero como el dlgebra es
simétrica v |[u;]| = 1, tenemos |f(u;a)|* < ||fl|f(a*a). Por iltimo, usando que
lim; |Jua — al| = 0 y la continuidad de f concluimos de la ecuacién anterior que

[f(a)* < lIfllf(a*a). Q-E.D.



Capitulo 2

Espectro

En un élgebra de Banach con uno, el espectro de un elemento a es el conjunto
de mimeros complejos que cumplen que ze — a no es invertible. En este capitulo
probaremos que el espectro es un subconjunto de C compacto, no vacio y vere-
mos que es una herramienta importante en el estudio de las algebras de Banach.
Por ejemplo, un dlgebra con uno tiene divisién si todo elemento no cero tiene
inverso multipicativo, si el dlgebra es de Banach y conmutativa, el Teorema de
Gelfand-Mazur nos dice, basicamente, que esta algebra es C. Sabemos que el
niicleo de cualquier funcional lineal multiplicativa es un ideal maximo, gracias
al Teorema de Gelfand-Mazur resulta que en algebras de Banach conmutativas
con uno, éstos son los tinicos ideales maximos.

2.1 Definicion y propiedades principales

Durante esta seccién (A, ||-|]) denota un dlgebra de Banach con uno, al cual
denotamos e y por G denotamos los elementos de A que son invertibles.

Definicién 2.1. Sea a € A. El espectro de a en A (denotado por g4(a)) es el
subconjunto de C dado por

oala) = {z € C: ze — a no es invertible en A }

La resolvente de a (denotado por pa(a)) es el complemento del espectro de
a ie pala)=C\oa(a).

Por ejemplo, el espectro del 0 son los complejos tal que ze es no invertible,
por lo que el espectro de 0 es {0}.

Notas: Escribiremos o(a) en lugar de o 4(a) si es claro que nos referimos
del espectro de a en el dlgebra A. Si A es un algebra con uno y B es subélgebra
de A y el uno de A estd en B, podemos hablar del espectro en A y en B. En
general og(a) C o4(a).

Notacién: Dada r > 0, por D,(0) denotamos al disco abierto con centro en
cero y radio r.

27
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Proposicién 2.2. Para toda a € A, o(a) C Dy (0)

Demostracion. Lo probaremos por complementos.
Sea z € C tal que |z| > ||a||. Por la Proposicién 1.16, ze — a es invertible i.e.
z€C\o(a). Q.E.D.

En esta seccién el resultado principal es probar que para toda a € A, o(a)
es compacto no vacio, para lo cual necesitamos algunos preliminares.

Como o(a) C C tenemos que o(a) es compacto si y sélo si a(a) es cerrado
y acotado. Por la Proposicién 2.2, o(a) es acotado asi que para probar la
compacidad sélo es necesario probar que es cerrado o equivalentemente que
C\ o(a) es abierto.

Proposicién 2.3. p(a) = C\ o(a) es abierto.
Demostracidn. Comenzamos definiendo f : C = A por f(z) = ze — a. Ob-
servamos que f es uniformemente continua pues dados z,w € C tenemos
I£(z) = f()Il = l(ze — a) — (we — a)|| = ||(z — we|| = |z — w]|

lo que prueba que f es uniformemente continua.

Ademsis p(a) = f~!(G). Para probar esto iltimo observemos que z € p(a)
si y sélo si ze — a € G es decir, si y solo si f(z) € G.

Por 1iltimo al ser f continua y G abierto (ver Proposicién 1.16) resulta que
p(a) = f~1(G) es abierto. Q.E.D.

Ya sabiendo que o(a) es acotado obtenemos de inmediato el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.4. o(a) C C es compacto.
Ahora, el objetivo es probar que g(a) es no vacio.

Definicién 2.5. Dada a € A definimos la funcidn resolvente de a como la
funcion R, : p(a) = G dada por R,(z) = (ze —a)™'.

Podemos notar rapidamente que R, es continua pues R, = ho f con
h:G — G dada por h(z) =27 ' y f: p(a) = G dada por f(z) = ze —a. Ahora
h es continua por la Proposicién 1.16 y f es continua por la Proposicién 2.3.
Proposicién 2.6. [Identidad resolvente] Para cualesquiera z,w € C se tiene
que

(2) = Ra(w) = (w — z) Ra(w) Ra(2)

Demostracion. Al ser R,(z) invertible para todo z € p(a), es equivalente

probar

[Rﬂ(z) - Rﬂ(wJ]Rn(Z}_lRa(w)_l = (w—z)e

Por otro lado

[Ra(2) — Ra(w)]Ra(2) ' Ra(w) ™!

I

[(ze — a)™! — (we — @)"!](ze — a)(we — a)

Il

(we — a) — (we — a)"!(ze — a)(we — a)
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Pero (we — a)~!(ze — a)(we — a) = (ze — a) (ya que (ze — a)(we — a) =
(we — a)(ze — a)) por lo que de la ecuacién anterior obtenemos
[Ra(2) = Ra(w)]Ra(2) ' Ra(w) ™! = (we — a) — (z¢ — a) = (w - 2)e.
Q.E.D.

Lema 2.7. 1. La funcién R, es analitica en p(a), es decir, para toda zp en
pla) se tiene:

R - R
lim Fa) = Ra(zo) _ _p vz 2.1)

z—2p Z2—=2

2. La funcidén R, se anula el el infinito, es decir:
lim [[Ra(2)]] = 0. (2:2)
Z—00

Prueba de 1.
Sea z € p(a) con z # 2o arbitrario.
Por la identidad resolvente

Ra(2) — Ra(20) = (20 — 2)Ra(20)Ra(2)

por lo que

Rl 2 L) - — Ralan) a2

haciendo tender z a zp y teniendo en cuenta la continuidad de R, obtenemos
2 z)— 3
ti P ) = () lim o) = R’

Prueba de 2.

Ahora probamos que R, se anula en el infinito.

Sea z € C tal que |z| > ||a]|, entonces z # 0 y z € p(a) (por Proposicién
2.2). En consecuencia

Ru.(z) = (ze—a)™' = % (e - %a) B

Por otro lado |z| > [|a]| y entonces 1 > ||La| y por (1.8)

x4 1 |z|
S < —
(“" z“) =T=[%a] ~ Tel - llall

por lo que

_Ufi N 1
1Re@l = [ (e~ 2a) Hsfzi—lla”

y haciendo |z| tender a infinito

1
b, Ryl =l o=
|z| oo || )| |z]| =0 !Zl = |!a||

Q.E.D.
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Teorema 2.8. Para toda a € A, o(a) es compacto no vacio.

Demostracion.

Por 2.4 o(a) es compacto. Resta probar que es distinto del vacio.

Supongamos que o(a) es vacio, entonces p(a) = C y en consecuencia el
dominio de R, es todo C.

Sea f una funcional lineal fija y arbitraria y sea g : C = C dada por ¢(z) =
f(Ra(2)).
Afirmamos que g es entera y acotada.

Comencemos probando que g es entera. Sean z,zp € C z # zg, arbitrarios.
Usando que f es lineal y continua tenemos

9) = g() _ . S(Ra(2)) = f(Ra(z0))

lim
z—+zp zZ—Zp z—z0 zZ—2Z
R -R
o ( i Fal2) a(zo))
z—+2o z—2p

y por (2.1) se sigue
tim 9212950 _ ;g (p2)

z—zg zZ—2
entonces g es analitica en zp y al ser zo € C arbitrario se concluye que g es
entera.
Ahora probamos que g es acotada.
Por (2.2) existe M > 0 tal que si [z] > M entonces ||Rq(2)|| < 1.
Al ser g analitica, g es continua y entonces sup {|g(z)|: z € Dp(0)} =
lgll 5,, 0y se alcanza.

Afirmamos que |g| < ma.x{l]f|!,|[g|lb“w)} = a € R Para probarlo,

tomemos z un nimero complejo. Si z € Dys(0) es claro que |g(z)| < a. Ahora,
si |z] > M entonces ||Rq(2z)|| <1 pero

l9(2)] = |f(Ra(2))] < If I I Ra(2)I] < [I£]]

asi que [g(z)| < a.

En conclusién g es entera y acotada, asi que por el Teorema de Liouville g
es constante por lo que g(0) = g(1) es decir f((—a)™?) = f((e —a)~'). Pero
f es una funcional lineal arbitraria, asi que por un corolario del Teorema de
Hahn-Banach (ver apéndice C.3 ) debemos tener que (—a)™! = (e —a)™! y en
consecuencia e = 0, una contradiccién. Concluimos que o(a) no puede ser vacio.
Q.E.D.

2.2 Radio espectral
Definicion 2.9. Sea A un dlgebra normada (ver definicion 1.1) ya € A. FEl

radio espectral de a se define como

_inf {lla""/"} (2.3)
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Proposicién 2.10. Para todo elemento a en un dlgebra normada

lim[la”|'/" = inf {lla"]|'/"} < la]l.
n n=1,2,...

Demostracién. Sea a = infp—1 2, {||a™||'/"}. Por la compatibilidad de la
norma es claro que a < ||afl.

Ahora tomemos € > 0y k > 1 tal que a < |[a*||'/* < a+¢. Por el algoritmo
de Euclides, para todo n > 1 existen p(n) y r(n) naturales, con r(n) < k, tal
que n = p(n)k + r(n). En consecuencia

la™ [/ = fjaP R+ < k|5 =
Note que L{;?l < %, En consecuencia ﬂnﬂl tiende a cero cuando n tiende a
infinito pero 1 = E(EE + ﬂnﬂl, por lo tanto ﬂnﬂ tiende a 1/k cuando n tiende a

infinito, asi que
2 e(n) rin)
lim [|a*[| "= [lafl ™" = lla*(*/*

Pero ||a*||'/* < a + ¢, por lo que si n es suficientemente grande
e/ < a+e

y en consecuencia limsup,, ||a"||'/® < a + €. Por otro lado para todo n > 1,
a < ||a®||*/™ por lo que a < liminf, ||a™||*/". Se concluye

a < liminf ||@”||'/™ < limsup [|a™||'/* < a+¢
n n
para toda £ > 0. Esto nos dice que lim,, ||a™||'/" existe y es igual a a. Q.E.D.

El radio espectral nos da mucha informacién, en particular nos interesa pro-
bar el siguiente resultado, conocido como férmula del radio espectral.

Teorema 2.11. Sea A un dlgebra de Banach con uno. Para toda a € A se

cumple
max{|z| : z € ¢(a)} = lim [la™||*/" (2.4)

La herramienta que necesitamos para probar el Teorema 2.11 es el Teorema
espectral polinomial.

Sea p(z) = 3> p_, axz* con ax € C. Dado a en un algebra con uno, p(a)
denota el elemento } _, axa®. Obsérvese que si p y ¢ son polinomios y r es el
producto entonces r(a) = p(a)g(a). Entonces la funcién de C[z] a A dada por
p + p(a) es un homomorfismo de algebras. El Teorema espectral polinomial
relaciona el espectro de p(a) con el espectro de a.

Teorema 2.12 (Teorema espectral polinomial). Sea A un dlgebra de Ba-
nach con uno. Si p es un polinomio no constante entonces o(p(a)) = plo(a)],
donde plo(a)] = {p(z) : z € o(a)}.
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Demostracién. Sea p un polinomio de gradon > 1 y w € C. Por el Teorema
fundamental del dlgebra existen ay,...,a, € Cy B # 0 tal que

w—p(z) =PBlay —2) - (an — 2)

y en consecuencia we — p(a) = f(aye — a) - - - (a,e — a) (usando que la funcién
p + p(a) es homomorfismo de dlgebras entre C[z] y A). Note que para cada aj,
play) = w.

Ahora, supéngase que we — p(a) es invertible y sea b su inverso. Usando que
aje — a conmuta con aje — a obtenemos que

e = bB (igj(cie — @) (aje —a) y e = (aje—a)B (Mig;(ae — a))b
por lo que cada aje — a es invertible.

A la inversa, si cada aje—a es invertible (al ser los invertibles grupo y 8 # 0)
se sigue que we — p(a) es invertible.

En consecuencia we — p(a) es invertible si y s6lo si cada aje — a es invertible
o en otras palabras, we — p(a) no es invertible si y sélo si existe j tal que aje—a
no es invertible es decir w € o(p(a)) si y sélo si para alguna j, a; € o(a). Pero
para toda j, p(a;) = w, asi que concluimos que w € o(p(a)) si y s6lo si w = p(z)
para alguna z € o(a). Q.E.D.

Prueba del Teorema 2.11

Suponemos a distinta de cero, pues en este caso la igualdad es clara.

Sea p = max{|z|: z € a(a)}.

Primero probaremos que p < lim, [[a®||'/*. Tomemos z en el espectro de
a. Por el Teorema 2.12, para toda n > 1, 2™ estd en el espectro de a”, pero
entonces |z"*| < ||a™|| y en consecuencia |z| < |[a™||'/™ para toda n > 1, de donde
se concluye p < lim,, [|a™||*/™.

Ahora probamos que lim,, [[a™||'/™ < p para lo cual dividimos los casos p = 0

yp>0.
Supongamos que p > 0. Sea D, el disco abierto con centro en cero y radio

%. Note que para w € D; con w # 0, w™! no estd en o(a) (pues p < |[w™!|). En
consecuencia w™'e — a es invertible, pero w # 0, asi que w(w~'e —a) = e — wa
es invertible, inclusive cuando w = 0.

Sea f una funcional lineal fija y arbitraria. Defina g(w) = f((e — wa)™!)
para w € D;. Por lo anterior, g estd bien definida. Afirmamos que g es analitica
en D,. Primero notamos que para cualesquiera w,wg en D,

(e —wa)™! — (e —wpa)™! = (w — wp)a(e — wa) ™' (e — wpa) ™"

(la prueba es igual que en la identidad resolvente, ver Proposicién 2.6) y en
consecuencia
= =
, e—wa)”" — (e —wpa
L (e —wa)™! — (e — woa)
w—+p w — iy

= a((e — woa)™")*

Pero al ser f funcional lineal,

Jim L) 1 o woa) )
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asf pues, g es analitica en D;.

Por otro lado, sea D5 el disco abierto con centro en cero y radio ﬁ Como
p < lim, |[a®||"/™ < |la||, tenemos que D, C D,. Ademas, para w € D,
|lwa|| < 1 asi que por la Proposicién 1.16

o0
(e—wa)™! = Z wka*
k=0
y al ser f funcional lineal concluimos que para todo w € D, se tiene
oo
g(w) = 3wk f(a) (2.5)
k=0

Pero por la unicidad de la serie de Taylor (al ser g analitica en D;) se sigue que
la serie (2.5) es la serie de Taylor con centro en cero para g en D, es decir, no
s6lo para w en D sino para toda w en D; se cumple (2.5).

Como consecuencia tenemos que para todo w en D;, y toda f funcional
lineal lim,, f(w™a™) = 0. Entonces la serie (w™a™),en converge a cero en la
topologia débil (ver apéndice C.4) y entonces (ver apéndice C.6) se sigue que
para cada w, la serie es acotada fuertemente, es decir existe M,, > 0 tal que
para todo n, |w|*||a™|| < M. Si w # 0 se tiene

1/n

lla™|I/™ < ==
|w]

v al tomar limite cuando n tiende a infinito se concluye

lim [la"| /" < —
- ful

para toda w € D; no cero. En consecuencia si w tiende a % se concluye que
lim, [|a™|*/™ < p.

Ahora supongamos que p = 0. Ahora tome D, = C. Como antes para todo
w # 0, wle — a es invertible y en consecuencia w(w™'e — a) = e — wa es
invertible para todo w (incluso cuando w = 0). Siguiendo los mismos pasos del
caso anterior se prueba que

lim fla"'/" < —
n |w|
para toda w # 0, asi que si |w| tiende a infinito se concluye que lim,, ||a™||*/" = 0.
Q.E.D.
Para terminar esta seccién damos un criterio para saber cuando ||a|| =
lim,, [|a®||*/* para toda a.

Proposicién 2.13. Sea A un dlgebra de Banach con uno. Suponga que para
toda a, ||a®|| = ||a||?, entonces limy, ||a™||*/™ = ||a||. Inversamente, si para toda
a, lim, ||a”||'/™ = ||a|| entonces ||la?|| = ||al|*.
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Demostracidn. Supongamos que para toda b,
116711 = l1blf® (2.6)
y tomemos a arbitraria. Lo primero que observamos es que para todo n > 1,
lla®" Il = llall** (2.7)

Para probar esto procedemos por induccién. Para n = 1 se sigue de (2.6).
Supongamos que se vale para n y probemos para n+ 1. Usando (2.6), tomando
b=a*" tenemos

n+1 n
la®> " || = lla*"|I?
pero por hipétesis de induccién [|a2" || = [la]|?", asi que [[a2" "' || = [|la||z"*".
Por tltimo, usando que lim,, [|a™||*/" = lim, [|a®"||*/*" y (2.7) se concluye

que limy, [|a”(|'/™ = ||a]|.
Supongamos que limy, [[@*||*/™ = ||a||. De la Proposicién 2.10 se sigue que

lall = _inf {lla"[["/"}

asi que ||a||?> < ||la®||. Pero por la compatibilidad de la norma ||a?|| < ||a||? por
lo que tenemos ||a?|| = ||a||*. Q.E.D.

2.3 Algunas aplicaciones

A lo largo de esta seccién trabajamos principalmente con dlgebras conmutativas.
Veamos una consecuencia del Teorema 2.8, para lo cual damos antes una

definicién.

Definicion 2.14. Un dlgebra con division es un dlgebra con uno tal que todo
elemento no cero es invertible.

Note que cuando el dlgebra A es conmutativa, pedir que sea con divisién es
pedir que A sea no sélo un anillo, sino un campo.

El ejemplo més conocido de &lgebra con divisién es C y veremos que en
el contexto de algebras de Banach conmutativas C es, practicamente, el tinico
ejemplo.

El siguiente lema puede darnos mas ejemplos de algebras con divisién.

Proposicién 2.15. Dada A un dlgebra conmutativa e [ C A un ideal reqular
mdzimo tenemos que A/l es un dlgebra con division.

Demostracion. Como el algebra A es conmutativa y el ideal I es regular,
tenemos que A/I es un dlgebra conmutativa con uno (ver Proposicion 1.38).

Seaa+ I #0+1, entoncesa ¢ I.
Sea u una unidad mddulo 7. Queremos probar que a + I es invertible es

decir, queremos un elemento b en A de tal forma que

b+ Da+I)=u+T=(a+I)(b+1)
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pero como A/ es conmutativa resta probar que (b+ I)(a+I) = u + I, lo cual
puede reescribirse como ba — u € I 6 equivalentemente u € I + ba C I + Aa.
Pero I + Aa es un ideal regular y u es una unidad médulo I + Aa, por lo que
pedir u € I + Aa es quivalente a pedir I + Aa = A (ver la Proposicién 1.10).

En conclusion a + I es invertible si y sélo si I + Aa = A. Como I es ideal
maximo e I + Aa contiene propiamente a I (pues a estd en I + Aa y no estd en
I) resulta que I + Aa = A. Q.E.D.

Queremos recalcar la necesidad de que el dlgebra sea conmutativa. Si que-
remos extender la proposicién para adlgebras no necesariamente conmutativas,
debemos tomar un ideal bilateral (para dar estructura de élgebra al cociente)
y ademads que sea maximo para tratar de probar que el algebra cociente es de
divisién. Pero si tomamos A el algebra de las matrices con entradas complejas
de 2 x 2 sabemos, gracias al ejemplo 1.11, que el tinico ideal bilateral maximo
es el {0} y al hacer cociente obtenemos A, que no es 4lgebra con divisién.

Ahora enunciamos y probamos el Teorema de Gelfand-Mazur, que nos ayu-
dard a establecer la correspondencia entre funcionales lineales multiplicativas e
ideales regulares maximos.

Teorema 2.16 (Teorema de Gelfand-Mazur). Sea A un dlgebra de Banach
con division. Entonces A es isoméiricamente tsomorfo a C, es decir eziste
1 : A — C isomorfismo de dlgebras que ademds es una isometria.

Demostracién. Veamos c6mo es el espectro de los elementos de un algebra
con divisién. Como todo elemento distinto de cero es invertible, dado a € A los
nimeros complejos z para los cuales (ze — a) no es invertible son aquellos z para
los cuales ze — a = 0. Pero usando que el espectro de a es no vacio resulta que
existe z complejo tal que ze —a = 0, es decir a = ze. Ademas dicho z es tinico,
pues si w es tal que a = we entonces ze = we y en consecuencia (w — z)e = 0,
es decir w = z. En consecuencia hemos probado que el espectro de todo a es un
unico punto, ¥(a) y que a = ¥(a)e.

Debemos probar que la transformacién ¢ : A — C tal que a cada a asigna
1(a) es un isomorfismo isométrico.

Como ||a|| = |[¥(a)e]| = |¥(a)|, resulta que ¥ es una isometria y por lo tanto
inyectiva. Ademads es claro que 3 es sobre.

Por iltimo de las siguientes igualdades (con a,b € Ay z € C)

za = Y(za)e
za = z(Y(a)e) = (29(a))e
a+b = Yla+ble
a+b = P(a)e+¥(ble = (Y(a) +y(b))e
ab = Y(ab)e
ab = (Y(a)e)(¥(be) = (Y(a)y(b))e
resulta que ¥’ es un homomorfismo de dlgebras. Q.E.D.

Ahora veremos la relacion que existe entre los micleos de las funcionales
lineales multiplicativas y los ideales regulares maximos.
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Proposicién 2.17. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con uno. Deno-

tamos
My={ICA:I esideal mdzimo}

Entonces eziste una biyeccion entre M y M4, es mds, I es un ideal mazimo
st y solo si es el niicleo de una funcional lineal multiplicativa.

Demostracién. Sea f : M4 = M4 dada por f(y) = ker(¢). Por la Proposi-
cién 1.24, ker(y) es ideal maximo, asi que f estd bien definida y ademas si
f(¥) = f(¢) entonces ker(¢) = ker(y)), pero ya sabemos que dos funcionales
lineales multiplicativas con el mismo niicleo son iguales (por la proposcicién
1.25) concluyendo que f es inyectiva.

Para probar que f es suprayectiva utilizamos el Teorema de Gelfand-Mazur.
Tomemos I ideal maximo de A (como A tiene uno, I es regular). Queremos
una funcional lineal multiplicativa 1) de tal forma que kery = I. Tomemos  :
A — A/I la proyeccién de A en A/I. Es conocido que 7 es un homomorfismo de
algebras y que su micleo es I. Entonces, si probamos que A/ es isométricamente
isomorfo a C, digamos con ¢, obtenemos un isomorfismo de dlgebras no cero de
A a C, primero pasando al cociente A/I y luego usando ¢ para pasar de A/I a
C, de tal forma que el micleo es I. Asi pues, sélo nos resta justificar porque A/T
es isométricamente isomorfo a C y aqui es donde entra el Teorema de Gelfand-
Mazur. Sabemos, por la Proposicién 2.15, que A/I es un algebra conmutativa
con divisién (note que en este paso la conmutatividad de A es necesaria para
poder asegurar que A/I es de divisién) y por la Proposicién 1.39 es de Banach
(con la norma del cociente), entonces por Gelfand-Mazur existe ¢ : A/] = C
isomorfismo isométrico. Q.E.D.

Como una consecuencia de esta proposicién tenemos que en las algebras de
Banach conmutativas con uno existen funcionales lineales multiplicativas, pues
la existencia de funcionales lineales multiplicativas es equivalente a la existencia
de ideales maximos y esto iltimo es equivalente por la Proposicién 1.10-4, a
la existencia de ideales propios. Pero {0} es ideal propio de A, asi que hemos
probado el siguiente resultado.

Corolario 2.18. Si A es un dlgebra de Banach conmutativa con uno, M4 es
no vacio.

Ahora establecemos un andlogo a la Proposicién 2.17, pero para algebras no
necesariamente con uno.

Proposicién 2.19. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. De manera si-
milar sea
My={ICA:I esideal reqular mdzimo}
Al igual que antes existe una biyeccion entre M4 y M 4. La biyeccidn estd dada
por f(v) = ker.
Demostracion. Al igual que la Proposicion 2.17, f esta bien definida y es

inyectiva. La suprayectividad se prueba de manera similar que en la Proposicion
2.17, pues lo que usamos para encontrar la funcional lineal multiplicativa dado
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I es ver que A/I es isométricamente isomorfo a C y gracias al Teorema de
Gelfand-Mazur, esto lo aseguramos si A/I es algebra de divisién, lo que ocurre
cuando I es ideal regular maximo. Q.E.D.

Al igual que antes, gracias a esta proposicién, tenemos que para algebras de
Banach conmutativas con ideales regulares propios, M4 es no vacio.

Corolario 2.20. Si A es un digebra de Banach conmutativa con ideales requ-
lares propios, entonces M 4 es no vacio.

El siguiente resultado describe el espectro de un elemento en términos de las
funcionales lineales multiplicativas del dlgebra.

Proposicién 2.21. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con uno ya € A.
Entonces

o(a) = {¥(a) : Y € M4}

Demostracion. Tomemos z en el espectro de a; entonces ze—a no es invertible,
asi que por la Proposicién 1.41, existe I ideal maximo (recuerde que en édlgebras
conmutativas ideales bilaterales e ideales izquierdos coinciden) tal que ze—a € I.
Pero por el Teorema de Gelfand-Mazur, I es el niicleo de una funcional lineal
multiplicativa, digamos v, asi que ¥(ze—a) = 0, de donde se sigue que z = ¥(a).

Reciprocamente, si z = ¥(a) entonces ze — a estd en el nicleo de 1, pero
el nicleo de ¥ es un ideal maximo, asi que de nuevo por la Proposicién 1.41
tenemos que ze — a no es invertible, es decir z esta en el espectro de a. Q.E.D.
Veamos algunas aplicaciones al radical del dlgebra.

Proposicién 2.22. Sea A un dlgebra de Banach. Para todo a en el radical del

dlgebra, tenemos que
lim ||a™||"/" = 0
n

Demostracién. Supongamos que A tiene uno. Si a estd en el radical del
algebra, entonces para todo y en A, el inverso de e — ya existe (ver Proposi-
cién 1.43). En particular para todo z € C no cero, e — %a es invertible y en
consecuencia ze — a es invertible. En conclusién, al ser el espectro no vacio,
tenemos que el espectro de a es el cero, pero por el Teorema 2.11 esto implica
que lim,, ||a™||*/™ = 0.

Ahora, supongamos que el algebra no tiene uno. Por la definicién 1.46,
Rad(A) = ANRad(A&Ce). Si a esta en Rad(A®Ce) entonces lim, (||a™||')/ =
0, donde recordemos que ||b + Be||' = ||b]| + |8]. Como ||a||" = ||a||, se concluye
que lim, ||a”||'/" = 0. Q.E.D.

Si el dlgebra es conmutativa la Proposicién 2.9 puede mejorarse.

Proposicion 2.23. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con uno. En-
tonces a € Rad(A) si y sdlo si lim, ||a"|'/™ = 0.

Demostracidn. Supongamos que lim,, |[a®||*/® = 0. Por la Proposicién 2.11
esto implica que el espectro de a es el cero y por la Proposicion 2.21 tenemos que
a estd en el nicleo de toda funcional lineal multiplicativa. Por la Proposicién
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2.17 lo anterior equivale a que a esté en la interseccién de los ideales maximos
y por la Proposicién 1.42 concluimos que a € Rad(A). Q.E.D.
De la Proposicién 2.23 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.24. Sea A un dlgebra conmutativa sin uno y suponga que existen
ideales regulares propios. Entonces Rad(A) coincide con la interseccion de los
niicleos de las funcionales lineales multiplicativas y con la interseccion de los
ideales regulares mdzimos de A.

Demostracidén. Por la Proposicién 1.34 tenemos
Magee = {19 € Ma}U {oo}

con J;(a + ae) = P(a) + @ y Yoola + ae) = a. En consecuencia, usando que
los ideales bilaterales maximos de de A @& Ce son precisamente los niicleos de
las funcionales lineales multiplicativas (ver Proposicion 2.17) y recordando que
el radical de un dlgebra conmutativa coincide con la interseccién de los ideales
méaximos (ver Proposicién 1.42) tenemos

Rad(A & Ce) = (n.,,EMA ker J,) 0 ker Yoo
y como Rad(A) = AN Rad(A & Ce),
Rad(A) = (n.,,EMA (ker ) N A)) N (ker oo N A)

Pero keryy N A = ker y ker¢poo N A = A, entonces
RGd(A) = nweM_‘ ker'(,{)

Para terminar, usando que los ideales regulares maximos coinciden con los
niicleos de las funcionales lineales multiplicativas (por Proposicién 2.19) con-
cluimos que el radical de A es la interseccién de los ideales regulares maximos.

Q.E.D.

Ya vimos que el radical estd contenido en el micleo de toda funcional lineal
multiplicativa, pero si ademads el dlgebra es simétrica, el radical estd contenido
en el niicleo de toda funcional lineal positiva.

Proposicién 2.25. Sea A un dlgebra simétrica y f una funcional lineal positi-
va. Para todo a en el radical de A se tiene que f(a) = 0.

Demostracion. Primero afirmamos que para todo m natural
m+1 . 42™ gm+1
If(@)] < IFIZF=" | £((a"a)®™)] (2.8)

lo cual probamos por induccion.
Para m = 0 se sigue de la ecuacidn (1.18) del capitulo 1.
Supongamos que se vale para m y probemos para m + 1.
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Usando (1.18) tenemos
If((@*a)*™) < IFIM*1£(((a"a)*")* (a*a)*" |/

pero ((a*a)®")* = (a*a)?”, al ser aa hermitiano, entonces de la desigualdad
anterior

1£((@*@)®™)] < NFIM21 £ ((a%a)?™ )12

y sustituyendo esta ecuacién en la hipétesis de induccién obtenemos

f@I < NAIES F A5 (0t a)>™ )2y 2

IA

I FI1Z55" 3| £ ((a%a)?™ ") 2™,

Il

Esto termina la prueba de (2.8).
Ahora, si en (2.8) usamos |f((a*a)®")| < ||f|ll|(a*a)?” || obtenemos

£ @) < AR 3 171127 1 @)™ /2™ = |15 (u|(a'a)2’“||)‘/2"‘)”2

1 .
(usando que 31, 3% + z7r = 1 — 5m97 + 337 = 1) y en consecuencia

1£@] < A1l (Hmamll(aa)?™ 2") (29)

Por tltimo, si a estd en el radical de A, entonces a*a también estd en el
radical de A (al ser ideal bilateral) y entonces lim,(||(a*e)™|[)'/™ = 0 y en
consecuencia lim,(||(a*a)?” ||)}/?" = 0. De la ecuacién (2.9) se concluye que

fla) =0.
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Capitulo 3

La transformada de Gelfand

La transformada de Gelfand es un homomorfismo de algebras entre un algebra
de Banach conmutativa A (con la caracteristica de que M4 sea no vacio) y
Co(Ma).

Recuérdese que un espacio de Banach X es isométricamente isomorfo a un
subespacio de su doble dual X**, mediante la funcién z — i,, donde i, es la
evaluacioén en z. La transformada de Gelfand de un elemento a en un algebra
es simplemente la restriccién de i, a M4 C A*. Cuando el lgebra A es con-
mutativa y semisimple, la transformada de Gelfand es un isomorfismo continuo
de élgebras, entre A y una subélgebra de Co(M 4). En este capitulo, veremos
las propiedades bésicas de la transformada de Gelfand.

3.1 Para algebras con uno

Durante esta seccién A denota un dlgebra de Banach conmutativa con uno.

Definicién 3.1. Recuerde que C(M 4) denota las funciones continuas de M 4
en los complejos, donde M 4 esta dotado de la topologia w*. Por la Proposicidon
1.31 sabemos que M es compacto, y con la norma del supremo (uniforme),
C(Ma4) es un dlgebra de Banach con uno. Dada a € A definimos la funcion
a de M4 a los complejos, por a(y) = ¥(a) (la evaluacién en a). Entonces es
claro que a es w*-continua.

La transformada de Gelfand del dlgebra A es la funcion Ty de A en C(M 4)
dada por I'4(a) = a. Definimos la representacién de Gelfand de A como la
tmagen de I 4.

Notas: Por las ecuaciones

a+b(¥) = Pla+b)=1v(a)+p(b) = ay) +b(y)
za(y) = ¥(za) = 29(a) = za(y)
ab(y) = P(ab) = Y(a)y(b) = a(x)b(v)

41
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tenemos que I'4 es un homomorfismo de algebras; por el Lema 1.23, I"4(e) es
la funcién constante uno; al ser I' 4 un homomorfismo de élgebras, tenemos que
la representacién de Gelfand es subdlgebra de C(M4).

Proposicién 3.2. La transformada de Gelfand I'y cumple:

Ly

. T4 es lineal acotada y de norma igual a uno.

. a es invertible en A si y sdlo si a es invertible en C(M4).

. Para toda a, 04(a) = oo, (a).

. I's es inyectiva si y sdlo si A es semisimple.

2

3

4. kerT'4 es la interseccion de los ideales mdzimos de A.

5

6. Si para toda a, ||a?|| = ||a]|* entonces T'4 es una isometria.
7

. La representacidn de Gelfand de A es una subdlgebra de funciones de
C(M4) que tiene a la funcidn constante uno y separa los puntos de M 4.

8. Si ademds A es un dlgebra con involucidén, y para toda i) € My, P(b) € R
para cualquier b hermitiano, entonces para toda a € A T 4(a*) =T a(a).

Demostracidn.
Prueba de 1. Usando que para toda ¥ € My, |¢(a)| < ||a|| tenemos

ITA@lo = s (4@} = s (W@} <l

por lo que la norma es menor 6 igual a uno y como I'4 valuada en el uno de A
es la funcién constante uno, resulta que la norma de I' 4 es uno.

Prueba de 2. Probaremos este inciso por contrapositiva.

Note que como M4 es w*-compacto, @ alcanza su valor minimo y por lo
tanto a es no invertible si y sélo si existe ¥ tal que a(y) = v(a) = 0, es decir
si a estd en el micleo de alguna funcional lineal multiplicativa. Pero los niicleos
de las funcionales lineales multiplicativas son precisamente los ideales maximos
(ver Proposicion 2.17), asi que tenemos que @ no es invertible si y sélo si existe
un ideal maximo tal que a pertenezca a este ideal. Pero por el Lema 1.41, esto
es equivalente a que a no sea invertible.

Prueba de 3. Por complementos. Dado z nimero complejo tenemos (gracias
al inciso 2) que ze — a es invertible si y s6lo si ze — a es invertible, pero ze — a =
z — a. En conclusién ze — a es invertible si y sélo si z — a es invertible.

Prueba de 4. a esta en el niicleo de I'4 si y sdlo si estd en el nicleo de toda
funcional lineal multiplicativa (al ser a la evaluacioén en a) 6, equivalentemente
(por la Proposicién 2.17) a esta en todo ideal maximo del dlgebra.

Prueba de 5. Es inmediata del inciso anterior.

Prueba de 6. Debemos probar que [T 4(a)||¢(a1,) = ||a]|. Por la Proposicién
2.21, o(a) = {¥(a) : ¥ € M4} en consecuencia
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IT(@)llcama) s {l%(a)[}

sup {|z[}
z€o(a)

Por el Teorema 2.11 tenemos

sup {|z[} = max {|z|} = lim [|a"||"/"
z€a(a) z€0(a) n

Pero como ||a2|| = ||a||?, de la Proposicién 2.13 se sigue lim,, [[a”||*/™ = ||a||, por
lo que [Ia(@)llc(atr) = llall

Prueba de 7. Como I' 4 es un homomorfismo de algebras, la representacién de
Gelfand es una subdlgebra de C(M 4) y note que I'4(e) es la funcién constante
uno. Para probar que separa los puntos de M 4 si 1 # ¢ entonces existe a € A
donde valen distinto y en consecuenia a(y) # a(yp).

Prueba de 8. Dado a, escribdmoslo como a = a; + iag, con a; hermitianos.
Tomemos ¥ € M 4. Debemos probar E"@L= ¥(a), es decir, que ¥(a*) = ¥(a).
Pero al ser ¥(a;) y v¥(a2) reales tenemos 9(a) = ¢¥(a;)—i(as) = ¥(a*). Q.E.D.

Notas: Gracias a la Proposicién 1.42 el inciso 4 se puede reescribir como
kerI'4 = Rad(A); como consecuencia del inciso 5 toda dlgebra de Banach con-
mutativa con uno semisimple, es isomorfa (via la transformada de Gelfand) a
una subalgebra de C(M,).

Gracias a esta proposicion podemos ver algunas condiciones bajo la cual la
transformada de Gelfand en suprayectiva.

Corolario 3.3. Si A es un dlgebra con involucion y para toda ¢ € M4 ten-
emos que Y(b) € R para cualguier b hermitiano entonces la representacion de
Gelfand de A es uniformemente densa en C(M ). Si ademds ||a®|| = ||a||* para
cualquier a, entonces I' 4 es sobreyectiva.

Demostracidn. Probamos que I' 4 [A] es una subdlgebra de C(M 4) que tiene a
la funcién constante uno y que separa los puntos de M 4. Entonces para probar
que es uniformente densa en C(M4), por el Teorema de Stone-Weierstrass es
suficiente probar que es cerrada bajo conjugacién compleja. Pero por el inciso 8
tenemos que para cualquier a, I' 4(a) = 'a(a*), lo que prueba que I" 4[A] es cer-
rada bajo conjugacién. Ahora supongamos que para cualquier a, ||a?|| = ||a||?.
Por el inciso 6 esto implica que la transformada de Gelfand es una isometria,
asi que la imagen de I'y es cerrada en C(M,), pero como sabemos que es
uniformemente densa en C(M 4), resulta I'4[4] = C(M,). Q.E.D.

3.2 Para algebras sin uno

En esta seccién extendemos la transformada de Gelfand y veremos cémo rescatar
algunas de las proposiciones de la seccién anterior.
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Para el caso de dlgebras de Banach conmutativas con uno, la transformada de
Gelfand establece un homomorfismo de dlgebras entre Ay C(M 4). Por lo que si
queremos establecer un analogo en dlgebras sin uno, al menos debemos pedir que
M 4 sea no vacio 6 equivalentemente (ver Proposicion 2.19) que existan ideales
regulares maximos. Pero por la Proposicién 1.10 — 4 la existencia de ideales
regulares maximos es equivalente a la existencia de ideales regulares propios.
Asi para poder hablar de la transformada de Gelfand en lugar de pedir que el
algebra tenga uno, podemos pedir que existan ideales regulares propios.

Al igual que en el caso de algebras con uno, dada @ € A, definimos a la
funcién de M4 a C como la evaluacién. Como M 4 tiene la topologia w* es
claro que a es continua. Pero ademés cada a se anula en el infinito.

Proposicién 3.4. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa que contenga ide-
ales regulares propios. Sea a € A y @ como en la seccién anterior, entonces

a € Co(Ma).

Demostracidn.

Seae >0y U = {¢p € Hom(A,C) : |¢ (a)| < €}, entonces U € w* y en con-
secuencia K = Hom(A,C) \ U es w*-cerrado en Hom(A,C). Pero Hom(A,C)
es w*-compacto Hausdorff (por la Proposicién 1.30), por lo tanto K es w* com-
pacto. Ademds K C M, (lo que puede comprobarse obteniendo los comple-
mentos con respecto a Hom(A,C) y usando que la funcional cero estd en U).
Por iiltimo, dada ¥ € M4 \ K se tiene |¢p(a)] = |a(¢)| < €, por lo que se
concluye que é@ € Co(M4). Q.E.D.

En consecuencia, la transformada de Gelfand de A establece un homomor-

fismo de dlgebras entre A y Co(M4).
Ahora, rescatamos algo de la Proposicién 3.2:

Proposicién 3.5. Sea A dlgebra de Banach conmutativa sin uno que contenga
ideales regulares propios. Entonces:

1. T4 es lineal acotada y de norma menor ¢ igual a uno.

2. La representacidn de Gelfand de A es una subdlgebra de funciones de
Co(M4) que separa los puntos de M 4.

3. kerI"4 coincide con la interseccion de los ideales regulares mdzimos.

4. A es semisimple si y sélo si 'y es inyectiva.

Demostracidn. La prueba del inciso 1 es andloga a la de 3.2. La prueba de
que la representacion de Gelfand separa los puntos de M 4 es similar a la de 3.2
y que esté contenida en Cp(.M 4) es consecuencia de la Proposicién 3.4.

Ahora, el micleo de I'4 son los puntos de A que estin en el nicleo de to-
das las funcionales lineales multiplicativas, pero por la Proposicion 2.19 esto
es equivalente a que estén en todos los ideales regulares maximos. Por 1ltimo,
por el inciso anterior, I' 4 es inyectiva si y sélo si la interseccion de los ideales
regulares maximos es cero, que es equivalente (usando la Proposicién 2.24) a
que el radical sea cero. Q.E.D.



Capitulo 4

Ejemplos de algebras de
Banach

Presentamos cuatro ejemplos de dlgebras de Banach con sus transformadas de
Gelfand: las funciones continuas sobre un espacio topoldgico compacto, las fun-
ciones continuas que se anulan en el infinito sobre un espacio topolégico local-
mente compacto, las funciones analiticas sobre el disco unitario denotadas por
A(D) y las funciones esencialmente acotadas en un espacio de medida deno-
tadas por L., (X). Veremos las funcionales lineales multiplicativas de C(X) y
A(D), donde A(D) nos proporciona un ejemplo de que las funcionales lineales
multiplicativas no pueden extenderse como pasa con las funcionales lineales. En
cada ejemplo probaremos que la transformada de Gelfand es un isomorfismo
isométrico.

4.1 C(X), X compacto

Sea (X, 7) un espacio topolégico compacto Hausdorff, A = C(X) y [|I-ll = [|'ll¢(x)
(la norma uniforme en X). Por el ejemplo 1.3, C(X) con la norma uniforme es
un algebra de Banach conmutativa con uno.

Queremos encontrar las funcionales lineales multiplicativas de C'(X). Entre
las funcionales lineales mas sencillas estan las evaluaciones. Dada x € X deno-
tamos por i, la evaluacién en z. Es sencillo probar que i, es lineal y acotada.
Ademds, dadas dos funciones a y b en A tenemos

iz(ab) = (ab)(z) = a(z)b(x) = ia(a)iz (b)

por lo que i; € Hom(A,C). Pero, si e denota a la funcién constante uno,
entonces i,(e) = 1, por lo que i, no es cero y entonces i; es una funcional
lineal multiplicativa. Afirmamos que las evaluaciones son todas las funcionales
lineales multiplicativas. Como las funcionales lineales multiplicativas estan de-
terminadas por su nicleo y los nucleos de éstas son ideales maximos, para

45
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demostrar la afirmacién probaremos que todo ideal maximo es el nicleo de una
evaluacion.

Proposicién 4.1. Recordemos que M4 denota los ideales mdzimos de A. En-

tonces
My = {keri, :z € X}

Demostracion. Ya tenemos que todo ker i, es un ideal maximo, al ser i, una
funcional lineal multiplicativa.

Sea I un ideal maximo de A. Para mostrar que I = keri, para alguna
z € X, es suficiente probar que I C keri,, pues de ser asi al ser ] mdximo y
keri; # A, concluimos que I = keri,.

Probemos que I C keri., para alguna ¢ € X por contradiccion.

Supongamos que para toda = € X, I ¢ keri,. Entonces para toda r € X
existe a, € I con a.(z) # 0.

Como a, es continua y a,(z) # 0, existe U, abierto que tiene a z tal que a,
restringido a U, no se anula.

Tenemos que X = U,exU,. Al ser X compacto existen {z;}L; C X tal que
X = U?::l Uxi'

Seaa = Y0, a4,z = Sor, |az|’. Usando que {a;,} C I, que cada a,,
es continua y que I es ideal se tiene que a € I. Pero a es invertible, pues dado
r € X = UL, U,,, ¢ € U, para alguna j por lo que a;;(z) # 0, de donde
|az, (:t]|2 > 0 y por consiguiente |a(z)|] > 0. Al ser a invertible e I un ideal
resulta que el uno de A estd en I; por lo tanto, I = A (ver Proposicién 1.10),
en contradiccién con que I sea maximo.

Entonces debe pasar que I C keri,, para alguna z € X. Q.E.D.

Ahora podemos determinar cémo son todas las funcionales lineales multi-
plicativas.

Corolario 4.2. M, = {i, :z € X}.

Demeostracion. Ya vimos que toda i, es funcional lineal multiplicativa.

Dada ¢ € M 4 sabemos que keri es un ideal maximo de A, entonces por la
Proposicién 4.1, ker i) = keri, para algin = € X. Pero dos funcionales lineales
multiplicativas con el mismo nicleo son iguales (ver Proposicién 1.25) por lo

que ¥ =i,. Q.E.D.

Proposicién 4.3. La funcidn h: (X,7) =& (M4,w*) dada por h(z) =i, es un
homeomorfismo.

Demostracidn. Por el corolario 4.2, h es sobreyectiva.

Probemos que h es continua.

Sea (z))aer unared en X y z € X tal que z5 = z en X. Por continuidad,
para toda a € A, a(zy) — a(z) en C, es decir i, (a) = i.(a), por lo tanto
h(xy) = h(zx) en la topologia w*. Esto prueba que h es continua.

Veamos que h es inyectiva. Sean r,y € X con ¢ # y. Como (X,7) es
compacto Hausdorff, se tiene que (X, 7) es regular (ver A.4 en el apéndice.) En
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consecuencia, por el Lema de Urysohn existe a € A tal que iz(a) = a(z) =1y
iy(a) = a(y) = 0 y entonces h(z) # h(y).
Por 1ltimo, como h es una biyeccién continua y (X, 7) es compacto Haus-
dorff, se concluye que h es un homeomorfismo (ver A.5 en el apéndice.) Q.E.D.
Veamos ahora la transformada de Gelfand de C'(X).

Proposiciéon 4.4. I'4 es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. Por la Proposicion 4.2 tenemos que para toda a € A,
lléllcamay = sup {la()l} = sup{la(z)|} = [lallx
YEM, z€X

es decir, la transformada es una isometria y por lo tanto inyectiva.

Para probar que es sobreyectiva, dada f € C(M4), tomamos a(z) = f(iz).
Note que a es la composicién de h y f, si h es el homeomorfismo dado en la
Proposicién 4.3, en consecuencia a es continua y a(i,) = f(i;) para toda z, por
loquea=f. Q.E.D.

La Proposicién 4.4 nos indica que I'c(x) es un isomorfismo isométrico entre
C(X)y C(Mc(x))- Como M¢(x) es homeomorfo a X tenemos que practicamente
la representacién de Gelfand de C(X) es C(X).

Como corolario tenemos que C(X) es semisimple, al ser I'4 inyectiva (ver
Proposicién 3.2 — 5).

4.2 C(Cp(X), X localmente compacto

Ahora analizamos Cp(X') cuando X no es compacto pero es localmente compacto
Hausdorff (ver definicién 1.2). Al igual que antes, sea A = Co(X) y ||| =
[llle(x) (la norma uniforme). Por el ejemplo 1.3, Co(X) es un dlgebra de Banach
conmutativa sin uno.

Serd util trabajar con la compactificacion unipuntual de X (ver definicién
A.12 en apéndice).

Notacién: Sea Y la compactificaciéon unipuntual de X (ver Proposicién
A.13 en el apéndice). De aqui en adelante, en esta seccién, denotamos por B al
algebra C(Y).

Veamos la relacién entre Co(X) y C(Y).

Definicion 4.5. 1. Para toda a € A definimos a : Y — C de tal forma que
coincida con a en X y a(oc) = 0.

2. Para toda b € B definimos b' : X — C por b'(z) = b(z) — b(o0).
Lema 4.6. 1. Para toda a € A, se tiene que a € B.

2. Para toda b € B con b(co) = 0, la restriccion de b a X estd en A. En
particular para toda b € B, se tiene que b' € A.
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Demostracidn. Para probar 1 debemos probar que a es continua en co. Sea
€ > 0. Queremos encontrar un abierto U C ¥ que tiene a oo tal que para toda
y € U, |la(y)| < . Pero usando que a € Cp(X), existe un compacto K C X tal
que para toda ¢ € X\ K, |a(z)| < €, asi pues tomamos U = Y'\K.

Probemos 2. Sea e > 0. Por la continuidad de b en oo existe U una vecindad
de oo, de tal forma que |b(y) — b(o0)| < € paratoday € U. PeroU =Y \ K con
K un subconjunto compacto de X y b(co) = 0 por lo que paratodaz € X \ K,
|b(z)] < e. Q.E.D.

Probaremos que todas las proposiciones de la seccién anterior siguen siendo
vélidas para Cp(X).

Recuerde que A @ Ce denota la adjuncién de la identidad de A (ver Proposi-
cién 1.14). )
Denotemos A = A @ Ce. Veamos que A es isomorfo a B.

Proposicién 4.7. Sea g : A — B dada por g(a+ ze)(y) = a(y) + z. Entonces
1. g es un homomorfismo de dlgebras.
2. g es una biyeccidn con inversa dada por g~ (b) = b' + (b(c0))e.
3. g es acotada de norma menor 6 igual a uno, es decir ||g(a)||s < ||al|'-

Demostracidén. Lo primero que notamos es que por el Lema 4.6-1, g esta bien

definida.
Que g sea homomorfismo de 4lgebras se sigue de las siguientes igualdades:

glla+ze)+ (b+we)) = a+b+z+w
gla+ze)+glb+twe) = a+z+b+w
gw(a +ze)) = wa+wz
wgla+ze) = wla+z)
g(a+ze)(b+ze)) = ab+wa+zb+zw
gla+ze)g(b+we) = (a+2)(b+w)=ab+wa+ zb+ zw.

Probemos 2. Sea h(b) = b' + (b(co)e), note que por el Lema 4.6 — 2 h estd
bien definida. Seana € A, ze Cy b€ B.
Observemos que para toda y € Y

g9(h(b))(y) = g(b' + (b(o0)e)) (y) = b'(y) + b(c0)

Si y € X entonces g(h(b))(y) = b(y) — b(oc) + b(00) = b(y). Si y = oo entonces
g(h(b))(o0) = b(co). Por lo tanto g(h(b)) = b.
Por otro lado, para todo z € X

gla+ ze)'(z) = a(z) + z — (a(o0) + 2) = a(z),
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es decir g(a + ze)' = a. Entonces
h(g(a + ze)) = a + (g(a + ze)(o0))e = a + ze.

Concluimos que k es la inversa de g.
Probemos que g es acotada. Notamos que

llg(a + ze)||s = sup {|a(y) + 2|} < sup {|a(y)|} + ||
yeY yeY

pero a(oco) = 0, por lo que
llg(a + ze)llp < Rip {la(@)[} + 2| = lla + ze]|".
F4

Q.E.D.

Al igual que en el caso compacto, las funcionales lineales multiplicativas
coinciden con los funciones evaluacion.
Proposiciéon 4.8. M4 ={i,:z € X}.

Demostracidn.
C] Sea g igual que en la Proposicién 4.7. Como g es isomorfismo de dlgebras
tenemos que
Mp={pog™ € My}
Por la Proposicién 1.34
My ={: 4 € Hom(A,C)}

con P(a + ze) = P(a) + 2.
Ademas, por la Proposicién 4.2

Mp={i,:yeY}
Entonces, conluimos que
{iy:yeY}={og™':9p € My} (4.1)

Tomemos 1) € M 4. Por (4.1) tenemos que existe y € Y tal que pog™! =i,
y entonces paratodaa € Ay z€C

¥(a) + 2 = (g7 (9(a + ze))) = iy(g(a + ze)) = aly) +z;

en consecuencia, ¥(a) = a(y). Pero y € X, pues si y = oo entonces para toda
a € A, Y(a) = a(co) = 0 por lo que ¥ = 0 una contradiccién. Por lo tanto
Y(a) = a(y) para toda a € A.

D]Sea x € X. Al igual que en la seccién anterior i, € Hom(A,C).

Como (Y, p) es compacto Hausdorff se sigue que es normal y por el Lema de
Urysohn (ya que z # oo) existe a € C(Y) tal que a(z) = 1 y a(oc) = 0. Por el
Lema 4.6 — 2, a € Cy(X) = A. Por iltimo como 1 = a(z) = i.(a) obtenemos
que i, # 0 y entonces i, € M4. Q.E.D.
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Corolario 4.9. M4 = {keri; :z € X}.

Demostracion. Sabemos que M4 = {ker1) : ¢ € M4} y por la proposicién
48 My = {i; : z € X}, en consecuencia M4 = {keri, :z € X}. Q.E.D.

Proposicion 4.10. h : X - M4 dada por h(z) = keri, es un homeomorfis-
mo.

Demostracion. Por la Proposicion 4.8, h es sobreyectiva. De la misma forma
que en la Proposicion 4.3, h es continua.

Probemos que h es inyectiva. Sean z y y en X distintos. Como X es
localmente compacto Hausdorff podemos tomar abiertos ajenos con cerradura
compacta U y V de tal forma que z € U y y € V. Como U es compacto
Hausdorff resulta que es regular y por el Lema de Uryshon existe una funcién
continua a de tal forma que a(z) = 1y a restringida a U vale cero. Extendamos
a a todo X definiendo a igual a cero en el complemento de U. Entonces a es una
funcién continua en todo X. Ahora, como V estd contenido en el complemento
de U resulta que a(y) = 0 por lo que a € keri, pero a no estd en el micleo de
i y entonces h(z) # h(y).

Nos resta probar que h~! : M4 — X es continua.

Sea (iz,)xer una red en My e i, tal que i, — iy en la topologia w*.
Debemos probar que h~1(iz,) = A~ (i;) en X, es decir z) — z.

Supongamos lo contrario, entonces existe U € 7 con cerradura compacta,
tal que £ € U y (z,,)uen una subred de (zx)rer tal que para toda p € N,
Tx, Q U.

Como Y es regular, existe una funcién a € C(Y') de tal forma que a(z) =1
yaseanulaen Y \U. Como a(c0) = 0, podemos considerar a € Cp(X). Ahora,
como iz, — iy en la topologia w* tenemos que izy, (a) converge a i(a). Pero
izy, (@) = 0 para toda p y i;(a) = 1, una contradiccién. En conclusién, z) — z.
Q.E.D.

Al igual que en el caso compacto, resulta que la representacion de Gelfand
de Cp(X) es de nuevo Cp(X).

Proposicién 4.11. T'4 es un isomorfismo isométrico.

La prueba es similar a la de la Proposicién 4.4 por lo que la omitimos.

4.3 A(D)
Tomemos D ={z€ C:|z| <1}y
A(D) = {a € C(D) : a es analitica en int(D)}

(donde C(D) denota las funciones continuas de D a C). Dado a € A(D)
tomamos ||a|| = [|al|¢(py (la norma uniforme en D).

Proposicién 4.12. A(D) es un dlgebra de Banach conmutativa con uno.



4.3. A(D) 51

Demostracién. Con las operaciones usuales es claro que A(D) es un élgebra
conmutativa con uno. Al igual que en el ejemplo 1.3, la multiplicacién es com-
patible con ||-||. Para probar que A(D) es un &lgebra de Banach sélo resta
probar que A(D) con la norma uniforme es completo.

Sea (an)nen una sucesion en A(D), Cauchy uniforme. Usando que C(D)
es completo con la norma uniforme, existe a € C(D) con lim, ||la, — a|| = 0.
Debemos probar que a € A; es decir, que a es analitica en int(D).

Pero el Teorema de Morera dice:

Teorema 4.13 (Teorema de Morera). Sea C' C C abierto conexoy f : C —
C continua. Suponga que para toda curva cerrada de clase C' vy contenida en
C, [. f(z)dz = 0. Entonces f es analitica en C y f = g' para alguna g funcidn
analitica en C.

Por lo tanto es suficiente probar que para toda curva cerrada de clase C!
por partes 7, contenida en int(D), f-r a(z)dz = 0.

Sea «y : [a,b] — int(D) de clase C* por partes tal que y(a) = y(b).

Observamos que '

li?/a,,(z}dz=fc(z)dz (4.2)

ya que para todo z € 7[[a, b]] se tiene |an(z) — a(2)| < ||an — al|, en consecuencia

[Fan(z)dz—La(z)dz
L saldide= fj dli

lo que prueba (4.2).
Al ser a,, analitica en int(D) para toda n, tenemos que [ an(z)dz = 0, por

lo que de (4.2) se concluye [ a(z)dz = 0. Q.E.D.

< |lan — al|long(y)

por lo tanto

lim < lim|lan — al|long(y) =0

Al igual que en C(X) y Cy(X), en A(D) el conjunto de las funcionales li-
neales multiplicativas coincide con el conjunto de las evaluaciones. Para probarlo
necesitamos un lema.

Lema 4.14. Los polinomios son densos en A(D).

Demostracién. Sea a € A y € > 0. Queremos probar que existe un polinomio
p tal que |la — p|| < e.

Dado r € (0,1) definimos a,(z) = a(rz) para z € D.

Para probar el lema, primero demostramos que existe s € (0,1) tal que
la — as|| < /2.

Por el Teorema del médulo maximo tenemos que para todo r € (0, 1),
lla - ar|| = maxj.=; {|a(z) — a(rz)|}.



52 CAPITULO 4. EJEMPLOS DE ALGEBRAS DE BANACH

Como a es continua en el compacto D, es uniformemente continua asi que
existe d > 0 tal que si z,w € D y |2 — w| < § entonces |a(z) — a(w)| < €/2.

Sea s € (0,1) tal que |s — 1| < 6. Entonces para todo z con |z| = 1 tenemos
que |sz — z| < & y por lo tanto |a(sz) — a(z)| < §. En consecuencia

max{la(s2) - a(2)[} = lla, ~ all <¢/2 (43)

Sea t € (s,1) fijo.
Como a es analitica en D,(0) por el Teorema de Taylor existe n € N tal que

para todos m > n y para todo w con |w| <

™ alk)
a (O)wk

k! -

B2 M

a(w) —
k=0

De donde obtenemos (notando D,(0) C D,(0)) que para todo w € D,(0)

" a0 ,

R <

B3| ™

a(w) -

k=0

Pero D,(0) = sD, por lo que para todo z € D tenemos

n (k)
a(sz) — ak_'(O)(Sz),, = las(2) — p(2)| < €/2
k=0 .
(con p(z) = Yi_ Rm;i?)sk z¥)) y por lo tanto
i {lm, (2) < plaly= ool <&/2 (4.4)

Por dltimo de (4.3) y de (4.4) obtenemos que |la — p|| < €. Q.E.D.

Notacién: Por a; denotamos la funcién de D a D dada por af(z) = z. Es
claro que a; € A(D).

Notas: Dada cualquier a € A podemos hablar del ideal generado por a, es
decir, del menor ideal que tiene a a. En el caso de ay, el ideal generado es el
conjunto de los polinomios. Por el Lema 4.14 el ideal generado por a es denso

en A(D).
Proposicién 4.15. M y(p) = {i. : z € D} donde i. es la evaluacion en z.

Demostracion.

D] Al igual que en C'(X), para todo z € D, i. € My p).

C] Sea v € M 4. Notamos que | (ar)| < ||¢||||las]| = 1, asi que ¥(a;) € D.
Sea z = (ay).

Afirmamos que ) = i:.

Paso 1: Es claro que iz(a;) = ¥(ay).

Paso 2: Para todo polinomio p, i:(p) = 1 (p). Demostracion:
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Sea p un polinomio entonces p = Y ;_, wxaj.
Usando que i; y ¥ son homomofismos de dlgebras obtenemos

iz(p) = ) weis(af)
k=0

> wi(af)

k=0

¥(p)

pero por el caso 1, ¥(as) = iz(as), de donde se sigue que i:(p) = ¥ (p).

Paso 3: Caso general.

Sea a € A. Debemos demostrar que i;(a) = ¥(a).

Por el Lema 4.14 existe una sucesién de polinomios (p)nen, de tal forma que
limy, ||p, — a|]| = 0 y por la continuidad de v se sigue que lim, | (p,) — ¥(a)| =
0. Analogamente tenemos lim,, |i.(pn) — i:(a)| = 0. Pero por el paso 2, i.(p,) =
¥(pn) para todo natural asi que i;(a) = 9(a). Q.E.D.

Un corolario inmediato de la proposicién 4.15 (usando que M4 coincide con
los micleos de las funcionales lineales multiplicativas) es el siguiente.

Corolario 4.16. Los ideales mdzimos de A son de la forma {a € A : a(z) = 0}
conz€D.

Demostracion. Como todo ideal méiximo es el nicleo de una funcional lineal
multiplicativa y éstas son las evaluaciones obtenemos que los ideales maximos
son de la forma {a € A :a(z) =0}. Q.E.D.

Otro corolario de la proposicién 4.15 es el siguiente.

Corolario 4.17. La funcién f : D — M4 dada por f(z) = i, es un homeo-
morfismo.

Demeostracién. Demostraremos que f es continua. Sea (z,)nen Una sucesién
en Dy z € D tal que lim, |z, — z| = 0. Entonces para toda a € A, lim,, |a(z,) —
a(z)| = 0, es decir para toda a € A, i;, converge a i.(a) en la topologia w*.

Por la proposicién 4.15 f es sobre. Como D es compacto, para probar que f
es homeomorfismo resta probar que f es inyectiva pero si z # w (con z,w € D)
se tiene que i.(as) # iw(ar), por lo que i # iy,. Q.E.D.

Al igual que en el caso de las funciones continuas sobre un compacto, la
transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico entre A(D) y C(M 4(p)).
Lo anterior nos dice que la transformada de Gelfand es A(D). La prueba es
totalmente andloga, asi que la omitimos.

El Teorema de Hahn-Banach nos permite extender las funcionales lineales.
Pero para funcionales lineales multiplicativas no tenemos un andlogo y A(D)
nos proporciona un ejemplo de esto.

Sea B = C(0D). Sabemos que B con la norma uniforme es un ilgebra de
Banach conmutativa con uno.
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Sea h : A(D) — B tal que h(a) es la restriccién de a a 8D. Entonces es
claro que h es un homomorfismo de dlgebras. Pero ademds es una isometria
pues [[h(a)|| = max;|=, {|a(z)|} y por el Teorema del médulo méximo,
lla]| = max; )= {la(z)[}.

Sea A’ = h[A(D)] C B. Entonces A’ es isométricamente isomorfa a A(D) y
en consecuencia es facil verificar que M = {i,oh™': 2z € D}.

Ejemplo 4.18. Si z € int(D) entonces i. o h™' € My no se puede extender
a B. Prueba: Supongamos lo contrario; entonces existe 1 € Mp tal que
restringida a A’ coincide con i, o h™!. Pero Mg = {iy, : w € 8D} (ver
Proposicion 4.2), en consecuencia eziste w € 3D tal que i,, coincide coni,oh™!

en A'. Entonces i, (h(ar)) = i.(h~'(h(ar)) por lo que w = z lo cual es una
contradiccion, pues z € int(D) yw € 0D. En conclusion no es posible extender

3:ht

4k EalX)

Durante esta seccién (X, S, ) denota un espacio de medida.
Definicién 4.19. 1. Un conjunto E € S se llama p-nulo si u(E) = 0.

2. Una funcién f : X = C, S-medible se llama acotada casi donde quiera
relativa a p (abreviado acotada c.d. rel. p) si existe un nimero M > 0

tal que
p({z € X:|f(z)|>M})=0

Al conjunto de funciones acotadas c.d. lo denotamos por Loo(X, S, p).

3. Dos funciones f,g : X — C son iguales casi dondequiera relativo a p si

u({z € X : f(z) # g(z)}) = 0.

4. Dada f € Loo(X, S, ) definimos la norma infinito de f (llamada también
supremo esencial de f) por

| flloo =inf{r >0:pu(z € X :|f(z)] >r) =0} (4.5)

Recordamos (ver [Cohn] por ejemplo) que los conjuntos p-nulos son cerrados
bajo uniones numerables y diferencias, es decir, son un ¢-anillo.

Proposicién 4.20. 1. {z € X :|f(z)| > ||f|l~} es p-nulo.
2. Loo(X,S, ) es un espacio vectorial.
3. || - |l es seminorma.

4. Sean f,g € Loo(X,S, ). f=g cd. rel. p siysélosi||f—glle=0.
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Demostracion.

Prueba de 1.

Sea f € Loo(X,S,pn).

Por (4.5) podemos tomar (M, )nen, sucesién decreciente de mimeros posi-
tivos que converja a || f||oo tal que

p({z € X:|f(x)] > Ma}) =0
El resultado se obtiene de la siguiente igualdad

{z € X:|f@)] > |Iflloo} = Unen{z € X : |f(2)| > Mn}

y utilizando que los conjuntos p-nulos son cerrados bajo uniones numerables.
Prueba de 2 y 3.
Tomemos f,g € Loo(X,S, 1) y a € C. Sean

A={z € X:[f@)]>lflle} B={z€X:]|9(z)] > llgllo}

Por el inciso 1 sabemos que A y B son p-nulos.
De la contencién

{z€G:|f(z) +9(@) > fllo + llgllc} S AUB
(que se puede verificar por complementos) se sigue que

b({z € G:|f(z) +9(2)| > lIfllo + llgllc}) =0

y entonces f + g es acotada c.d. rel. py ||f + glloo < [|flloc + ll9lloo-

Tomemos a un escalar. Si « es cero entonces af es acotada y ||laf|l =
|@||| fllco- Supongamos que a # 0. Es claro que si |af(z)| > |a|||f|le entonces
z € A, lo que implica que af es acotada c.d. y que ademas

llaflloo < lelllflloo (4.6)

Si ahora en (4.6) intercambiamos a por a~! y después f por af (que ya sabemos
que es acotada c.d. ) obtenemos ||laf||e > |a|||f|lco; lo que prueba ||afl|e =

la[1£lloo-

La prueba del dltimo inciso es sencilla usando el inciso 1 y observando que
{z€X: f(z) # g(x)} = {z € X : |f(z) - 9(2)| > 0}. Q.E.D.

A L (X, S, n) podemos darle estructura de algebra con involucién tomando
el producto usual de funciones y la involucién como la conjugacién compleja,
como lo prueba la siguiente proposicién.

Proposicién 4.21. Sean f,g € Loo(X,S, ). Entonces
1. fg estd en Loo(X, S, 1) y [Ifgllco < I fllollglloo-
2. 1720 = 11 £1IZ-
3. F € Loo(X,5,1) ¥ Iflloc = [ Flloo-
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Demostracién. 1. Obsérvese que

{z € X :|f(z)g9(z)] > Iflloo llglloc }

estd contenido en launiénde {z € X : |f(z)| > ||fll.} vy {z € X : |g(z)] > llgll },
pues si [f(z)| < |flly ¥ 9(z)] < llgllo, entonces |f(z)g(z)| < [Ifllo llgllo - Ast
{re X :|f(x)g(z)| > Ifllo llgllc} €s p-nulo, por lo que fg es acotada c.d. y

Ifglloo < llflloollglloo-
Ahora, probemos que ||f?|l.c = ||f||%- Por lo que acabamos de probar
tenemos ||f2loo < |If]|%- Si la desigualdad es estricta, por la definicion de

| f?|lco podemos encontrar r > 0 con ||f?|le < 7 < ||f]|%, tal que
p{z e X : |f(@)?>r}) =0

Pero entonces u({z € X : |f(z)| > r'/2}) = 0, por lo que || f[loo < 7'/?, es decir
If1%, < r, lo cual es una contradiccién
Para probar 3 notamos que

{ze X :[f@)| = f@)] > Ifllo} = {z € X : |f()| = |f@)| > [IFlloo}-
Q.E.D.
Es conocido (ver [Cohn]) que en L (X, S, 1) la relacién
f~gelf-gl,=0

(es decir, identificar funciones iguales c.d.) es de equivalencia. Sea Lo, (X, S, )
el cociente dado por esta relacién (denotamos por [f] la clase de f). Si tomamos
[1lf)lloc = I flloo, entonces || - || define una norma en Lo, (X, S, ) que lo hace
espacio vectorial normado completo (ver [Cohn]). La estructura de dlgebra de
Loo(X, S, ) induce una estructura de élgebra en Lo (X, S, 1) como lo prueba
el siguente lema.

Lema 4.22. Sea f, f1,9 y g1 en Loo(X, S, ) tales que f ~ fi y g ~ g1. En-
tonces fg~ fig2 y f~ f

Demostracion. Para probar fg ~ f;g2 debemos probar
p({z € X : f(2)g(z) # fi(z)gr(z)}) =0
Sabemos que
A={z e X: f(z) # filz)} B={zeX:g(z)#nl)}
son p-nulos. Ademads notamos que
{zeX: flz)=filx)}n{z € X : g(z) = g1(2)} C{z € X : f(z)g(x) = fi(z)g1(z)}
asi que al tomar complementos tenemos que
{z€ X : f(@)g(z) # fi(x)gr(z)} CAUB

como A y B son p-nulos, resulta que {z € X : f(z)g(z) # fi(z)gi(z)} es p-nulo.
Es claro que f ~ f.
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Proposicién 4.23. En Lo, (X, S, ) definimos [f](g] = [f9] v [f]* = [f]. Con
estas operaciones Loo(X,S, ) es un dlgebra de Banach simétrica conmutativa

con uno.

Demostracion. Por el Lema 4.22 las operaciones estan bien definidas.

Es conocido que Leo(X,S,u) con || - || es completo (ver [Cohn]) y por
la Proposicién 4.21 el producto es compatible con la norma. Ademads la clase
de la funcién constante uno es el uno del dlgebra. Por otro lado es claro que
[f]* = [f] define una involucién y por la Proposicién 4.21 — 3 el &lgebra es
simétrica. Q.E.D.

En el caso de Loo(X,S,u) también mostraremos que la transformada de
Gelfand es un isomorfismo isométrico , pero en este caso no vamos a encontrar
a las funcionales lineales mutliplicativas, sino que usaremos el espectro de lo
elementos y la caracteristica de que [|[f]|I%, = I[f]*/lco-

La siguiente proposicién nos ayudara a caracterizar el espectro de los ele-
mentos de Lo (X, S, ).

Definicién 4.24. Para toda f € Loo(X,S, 1) denotamos
Uy =|J{U S C: U es abierto y u(f~*(U)) = 0}

Definimos el rango esencial de f (denotado por RE(f)) como RE(f) = C\Uy.
Proposicién 4.25. Si f ~ g entonces RE(f) = RE(g).

Demostracion.Si f ~ g entonces u(z € X : f(z) # g(z)) = 0.
Sea U C C abierto tal que u(f~'(U)) = 0.
Notamos que

97 U) = (7' U)n{z € X : f(z) = g(@)})U(¢7 (V) N {z € X : f(z) # g9(z)})
entonces
97 U) = (FU)N{z € X : f(z) = g(2)})U(s' (V)N {z € X : f(z) # 9(2)})
por lo tanto

9 U) S FTIU)U{z € X : f(z) # 9(x)}

asi que al tomar medida tenemos
r(g7' W) <p(F7HU)) +p(ze X : fz) #9(z) =0

Andlogamente, si 1 (¢~*(U)) = 0 entonces p(f~!(U)) = 0. En consecuencia
los abiertos cuya imagen inversa bajo f es p-nulo son los mismos abiertos cuya
imagen inversa bajo g son p-nulos, por lo que RE(f) = RE(g). Q.E.D.

Dada [f] € Leo(X,S, ), definimos el rango esencial de [f] (denotado por
RE([f])) como RE(f). La Proposicién 4.25 muestra que RE([f]) estd bien
definido.

El rango esencial de [f] nos permite calcular el espectro de [f] mediante la
siguiente proposicién.
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Proposicién 4.26. Para toda f € Lo (X, S, 1), RE(f) = o([f]).

Demostracidn. Sea f € L(X,S,p). Probaremos RE(f) = o([f]) por com-
plementos.

C] Si z € Uy entonces existe U C C abierto tal que z € U y u(f~*(U)) = 0.

Como z € U, existe r > 0 tal que D,(z) C U, por lo que u(f~1(D(2))) =0
Sea B = X\ f~1(D,(2)).

Sea g : X — C dada por g(z) = (ﬁ(ﬂ) xe(z). Es sencillo probar que
g es S-medible y ademas es acotada c.d. pues si z € X\f~!(D,(z)) entonces
r < |f(z) — 2|, asi que |g(z)| < ;-

Note que (z — f)g = 1 c.d. rel. u. Entonces [¢](z[1] — [f]) = [1], por lo que

z € C\o([f])
D Sea z € C\o([f]) entonces existe [g] € Loo(X, S, i) tal que (z[1]—[f])[g] =

[1], es decir (z — f)g = 1 c.d. rel. p. Como ||g]|cc > 0 tenemos que

|z - ()|_” o cd- el x

asi que la medida del conjunto {z € X : |z — f(z)| < ﬂ?ﬁ;} €s cero, pero este
dltimo conjunto es igual a f~(D,(2)), si r = ;. En consecuencia, z € Uy.
Q.E.D.

Ahora veremos la transformada de Gelfand.
Proposicién 4.27. Sea A = Loo(X,S,p). T'a: A = C(Ma4) es un isomorfis-
mo isométrico.

Demostracion.

Veamos que I'4 es una isometria. Por la Proposiciéon 3.2-6 es suficiente
probar que para toda a € A

lla®ll o, = llal,

pero esto se sigue de la Proposicion 4.21.

Para la suprayectividad usaremos el corolario 3.3. Como A es un élgebra de
Banach simétrica conmutativa con uno y para toda a € A, ||a?|| = ||al|%,, para
probar que la transformada de Gelfand es suprayectiva nos resta probar que
para toda funcional lineal multiplicativa v, ¥(a) € R para todo a hermitiano.

Tomemos a € A hermitiano. Si a = [f] entonces f* = f c.d. rel. u. Como
f = fcd. rel. g, resulta que

{zeX: f(z) # f(2)} = F(C\B)

tiene medida cero. Pero C\ R es abierto, asi que C\ R C Uy y en consecuencia
RE([f]) esta contenido en R.
Ya que A es un algebra de Banach conmutativa con uno por la Proposicion
2.21 tenemos
ola) = {Y(a) 1 € M4}
Pero o(a) = RE([f]) (por la Proposicion 4.26) y como RE([f]) estd contenido
en los reales se sigue que para toda iy € M4, 1(a) es real. Q.E.D.
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Capitulo 5

Grupos topoldégicos

Presentamos los conceptos bésicos de la teoria de grupos topoldgicos localmente
compactos Hausdorff. Los resultados de este capitulo son fundamentales en la
prueba de la existencia de una medida regular sobre los borelianos del grupo,
que sea invariante bajo traslaciones izquierdas (6 derechas) es decir, una medida
izquierda (6 derecha) de Haar.

Definicién 5.1. Un grupoe topolégico (G, T) es un grupo G junto con una topologia
T de tal forma que las funciones

de G x G a G dada por: (a,b) — ab (5.1)
de G a G dada por: a v a™" (5.2)

son continuas (en G x G se toma la topologia producto).
Si (G,7) es un espacio topoldgico localmente compacto Hausdorff, decimos
que el grupo es localmente compacto Hausdorff.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 5.2. 1. Dado cualquier grupo G es posible darle estructura de
grupo topoldgico asigndndole la topologia discreta.

2. Si tomamos a R 6 C como grupo aditivo y la topologia usual tenemos un
grupo topoldgico localmente compacto.

3. Definimos R* = R\{0} y C* = C\{0}. Como grupos multiplicativos y la
topologia usual ambos son grupos topolégicos localmente compactos.

4. Sea (A,||-]]) un dlgebra de Banach y G el subconjunto de elementos inver-
tibles. Entonces G es un grupo, es abierto y las operaciones de producto
e inversidn son continuas (en sus respectivos espacios de definicion) ast
que G es un grupo topoldgico (ver proposiciones 1.16 —3 y 1.6 — 1 en el
capitulo 1).
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5. Tomemos G = GL,(R) (el grupo de matrices invertibles de n por n con
coeficientes reales). Es conocido que G es un grupo (y sin > 1 es no
conmutativo). Notamos que G es el grupo de elementos invertibles en el
dlgebra de Banach de las matrices con coeficientes reales de n por n, asi
que por el ejemplo anterior resulta que G es un grupo topoldgico. Ademds
podemos identificar los puntos de G con los puntos de R y entonces G
es abierto y por lo tanto es localmente compacto.

6. Sea G el conjunto de matrices reales de 2 por 2 de la forma

cont > 0.

Es fdcil verificar que con la multiplicacidn de matrices usual, G es un
subgrupo de las matrices invertibles de 2 por 2. Podemos identificar los
puntos de G con los puntos del semiplano {(r,s) € R? : r > 0} y por lo
tanto dar a G la topologia de subespacio de R* que lo hace grupo topoldgico
localmente compacto.

Definicién 5.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y z € X. Una vecindad de z
es un subconjunto abierto U, de tal forma que x € U.

Notacion: Por N(e) denotamos al conjunto de vecindades de la identidad.
A las funciones é,,0, : G = G dadas por d,(z) = za y g.(zx) = az , las
llamamos traslaciones por a derecha e izquierda respectivamente; dada a € G y
A, B C G denotamos

1. aB = {az : z € B}, Ba = {za: z € B}
2. B =z~ sz e B}
3. AB={ab:a€ A,be B}

De la definicién de grupo topolégico se desprenden algunas sencillas conse-
cuencias.

Proposicion 5.4. Sea a € G. Las funciones 6,,0,,h de G en G dadas por
8o(7) = za,0,.(z) = az y h(z) = 271 respectivamente, son homeomorfismos.

Demostracion. Por (5.1), se tiene que tanto d, como g, son continuas para
todo a en G y ademas sus inversas son d,-1 y 0,-1 respectivamente, las cuales
son continuas. Por iltimo h es su propia inversa y es continua por (5.2.) Q.E.D.

Hagamos algunas observaciones sobre esta proposicién. Si U es una vecindad
de e entonces zU es un abierto que tiene a x. A la inversa, dada V cualquier
vecindad de z, V' se puede ver como zU para alguna vecindad de e (por ejemplo
tome U = z7'V). Asi pues para conocer la coleccién de vecindades en cada
punto s6lo es necesario conocer la coleccién de vecindades en la identidad.
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Definicién 5.5. Una V € N(e) se llama simétrica si V =V ',
Proposicién 5.6. Sea U € N(e). Ezisten V,W € N(e) tales que
1. WWCU.
2V=V1lyVCW.

Demostracién. Como e - e = e, por la continuidad del producto existen
Wi, Ws € N(e) de tal forma que W, W, C U. Si tomamos W = W; N W,
entonces W € N(e) y WW C W, W, C U. Como h(z) = 27! es homeomorfis-
mo tenemos que W ! es abierto asi que si tomamos V = W N W~ obtenemos

lo que deseamos. Q.E.D.
Una consecuencia de la Proposicién 5.6 es que e tiene una base de vecindades

simétricas.

Lema 5.7. Sea (G,7) un grupo topoldgico Hausdorff. Sean U un abierto y C
un compacto no vacio contenidos en G. Eristen V y W vecindades simétricas
de la identidad de tal forma que VC CU y CW CU.

Demostracién. S6lo probaremos la existencia de V, pues la prueba de la
existencia de W es similar. Por la continuidad del producto, para cada z € C
existen Vj(z) y Va(z), vecindades de e y de z respectivamente, de tal forma que

Vi(z)Va(z) CU

Como {Vi(z) : £ € C} es una cubierta de C y éste es compacto, podemos
encontrar zj,...,Z, en C de tal forma que

¢ c Jvata) 653)

i=1
Por la Proposicion 5.6 existe V' vecindad simétrica de e de tal forma que V C

N, Vi(z:). Resta probar que VC C U. Tomemos v € V y z € C. Por (5.3)
z € Vo(x;) para alguna j, y como v € V) (z;) para cualquier 7 resulta que

v € Vi(z;)Va(z;) CU.

Q.E.D.
El siguiente teorema nos da un criterio para que un grupo topolégico sea
Hausdorf.

Proposicién 5.8. Un grupo topolégico (G,7) es Hausdorff si y sélo si {e} es
cerrado.

Demeostracion. S6lo es necesario probar el regreso pues si G es Hausdorff
todo punto es cerrado. Notamos que la condicién de que {e} sea cerrado es
equivalente a que todo punto sea cerrado pues por la Proposicion 5.4 si {e} es
cerrado, z{e} = {z} también es cerrado.
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Tomemos dos puntos distintos z,y. Queremos encontrar vecindades ajenas
que los separen. Usando que z # y tenemos que e estd en G\{y 'z} y como
{y~'z} es cerrado existe U € N(e) tal que y 'z ¢ U. Ahora por la Proposicién
5.6 encontramos W € N(e) tal que WW C U y V € N(e) tal que V = V!
y V € W. Tomemos zV y yV. Sabemos que son vecindades de =z y de y
respectivamente y ademads si z € (zV) N (yV) entonces z = zv; = yv, por lo
quey 'z =wvu;' € VV-1 = VV C WW C U lo que es una contradiccién. Asi
pues, V' y yV son ajenas. Q.E.D.

Como corolario inmediato tenemos que todo grupo topoldgico Ty (es decir,
donde los puntos son cerrados) es Hausdorff.
Veamos ahora un poco los sugbrupos.

Proposicién 5.9. Un subgrupo H de G es abierto si y sdlo si eziste U € N(e)
tal que U C H.

Demostracion. S6lo es necesario probar el regreso. Supongamos que U es
una vecindad de e contenida en H. Para todo z € H, zU es una vecindad de z
y ademds como U C H y H es subgrupo se sigue que zU C H por lo que H es

abierto. Q.E.D.
La Proposicién 5.9 nos dice que para que un subgrupo sea abierto es suficiente
que el neutro sea un punto interior del subgrupo.

Proposicion 5.10. Si H es un subgrupo abierto de G entonces también es
cerrado.

Demostracion. Sean {H;}ier las clases laterales izquierdas de H. Sabemos
que para toda i en H; = a;H para alguna a; € G asi que cada clase lateral
izquierda también es abierta (al ser las traslaciones homeomorfismos). Ahora
utilizando que {H;}ics es una particién tenemos que si H = H; para alguna
J € I entonces H = G\ (Uiz;H;) pero UizjH; es abierto (unién arbitraria de
abiertos), asi que H es cerrado. Q.E.D.

Corolario 5.11. Si G es conezo entonces G no tiene subgrupos abiertos pro-
p1os.
Las funciones continuas de soporte compacto nos ayudaran a probar varios

resultados, para lo cual nos serd iitil la siguiente proposicién.

Proposicion 5.12. Sea (G, T) un grupo topoldgico y f € C.(G). Entonces dado
e > 0 existe U € N(e) simétrica tal que si y 'z € U entonces |f(z) — f(y)] < ¢.

Demostracion. Por la continuidad de f, para todo x € sop(f) existe V(xz) €
N{(e) tal que para toda y € zV (z) se tiene

|f(z) - f(y)l <e (5.4)
Por la Proposicién 5.6 existe U(z) € N(e) tal que U(z)U(x) C V(x).
Por otro lado usando la compacidad de sop(f) existen z;,...,z, € sop(f)

tal que los conjuntos z;U(x;), i = 1,...,n, cubren a sop(f).
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Gracias a la Proposicién 5.6 podemos tomar U € N(e) simétrica tal que
U C NP ,U(z;) € N(e). Notamos que al ser U simétrica se tiene que y~'z € U
siysélosiz™lyeU.

Ahora sean z,y tal que y~'z € U. Debemos probar que |f(z) — f(y)| < &.

Caso 1: y € sop(f). Usando que z;U(z;), ¢ = 1,....,n, cubren a sop(f) existe
jtal que y € z;U(z;) asi que y = z;u para algin u € U(z;) y por (5.4) tenemos
|f(y) — f(z;)| < e. Peroy~'z € U C U(z;) asi que

€ yU(:c_,-) = $_fﬂU(I’j] Cc sz(Ij)z C IJ'V(.‘J:J')

y de nuevo por (5.4) tenemos que | f(z)— f(z;)| < €. En consecuencia obtenemos
que |f(y) — f(z)| < 2e.

Caso 2: y ¢ sop(f) entonces f(y) = 0. Si z ¢ sop(f) entonces f(z) = 0
y hemos terminado. Asi pues podemos suponer que = € sop(f). Al ser U
simétrica tenemos que z~'y € U y entonces podemos aplicar el caso 1. Q.E.D.

La Proposicién 5.12 puede ser reescrita usando la siguiente definicién.

Definicién 5.13. Una funcién f : G = C se llama uniformemente continua
por la izquierda si para toda € > 0 existe U vecindad de e (U sdlo depende de €)
tal que para cualesquiera z,y tales que v € yU (equivalentemente y~'z € U) se
tiene que | f(z) — f(y)| < €. De manera similar diremos que f es uniformemente
continua por la derecha si para toda € > 0 existe U vecindad de e (U sdlo
depende de €) tal que para cualesquiera z,y tales que x € Uy (equivalentemente
zy~! € U) se tiene que |f(z) — f(y)| <e.

La Proposicién 5.12 nos dice que toda funcién de C.(G) es uniformemente
continua por la izquierda y es claro que de manera similar se puede probar que
también es uniformemente continua por la derecha.

Proposicién 5.14. Sea (G,7) un grupo topoldgico localmente compacto Haus-
dorff. Eziste un subgrupo H de G que es abierto, cerrado y o-compacto.

Demostracion. Como el espacio es localmente compacto Hausdorff podemos
tomar V' vecindad de e con cerradura compacta. Tomemos C = (V) n (V1)
entonces C' es compacto (pues C es un cerrado contenido en el compacto V)
que tiene a e y que C = C~'. AhoraseaC" = {cica++-¢cp:c; € C,i=1,...,n}
para todo n > 1 y notemos que (C’"}_1 = C™. Ademais tenemos que cada C™
es compacto pues si p denota la funcién producto tenemos que C? = p[C x C]
y en general C™"*! = p[C x C".

Por tltimo tomamos H = US2,C". Entonces es claro que H es cerrada bajo
productos y usando que (C™)~' = C™ resulta que es cerrada bajo inversos de
modo que H es un subgrupo de G. Ademas como cada C™ es compacto resulta
que H es g—compacto.

Dado que VN V™! es una vecindad dee y VNV~ C € C H, por la
Proposicion 5.9 se sigue que H es abierto y por lo tanto cerrado (Proposicién
5.10.) Q.E.D.
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Capitulo 6

Medida de Haar

Por una medida de Haar izquierda sobre un grupo topoldgico localmente com-
pacto Hausdorff, entenderemos una medida regular (ver definicién 6.6) sobre los
borelianos de G (ver definicién 6.5 ) que sea invariante bajo traslaciones izquier-
das. En este capitulo aseguramos la existencia de tal medida en cualquier grupo
topolégico localmente compacto Hausdorff y vemos que es tnica salvo miiltiplos
positivos.

También vemos algunas propiedades bésicas de la medida de Haar, como la
equivalencia de que el grupo sea compacto (6 o-compacto) y que el espacio sea
de medida finita (6 o-finito).

6.1 Existencia (primera parte)

El propésito de esta seccién es dar un primer acercamiento a la existencia de
una medida regular no cero p sobre los borelianos de G de tal forma que para
toda a € G y para todo boreliano E, se cumpla p(aE) = u(E), es decir p es
invariante bajo traslaciones izquierdas. A una medida con dichas propiedades se
le conoce como medida de Haar izquierda. Si cambiamos la condicién de que la
medida sea invariante bajo traslaciones izquierdas por la de ser invariante bajo
traslaciones derechas la llamaremos medida de Haar derecha. Nétese que para
el caso de G = R como grupo aditivo, la medida de Lebesgue es una medida de
Haar derecha e izquierda.

Durante esta seccién (G, 7) denota un grupo topolégico localmente compacto
Hausdorff fijo.

Motivacion: Sea u una medida de Haar izquierda. Veamos algunas de sus
propiedades.

Tomamos U C G con e € int(U), y sea C C G un conjunto compacto
arbitrario. Notamos que {zU : = € C} es una cubierta de C, luego por la
compacidad de C existen x;, 3, ..., T, elementos de C de tal forma que C estd
contenido en |JI_, z;U. Asi podemos hablar del minimo nimero natural n tal
que C' es cubierto por n traslaciones de U, el cual denotaremos como (C : U)
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(convenimos que C' = @ si y sélo si (C : U) = 0). Ahora usando la invariancia
de p obtenemos u(C) < (C : U)p(U), por lo que el nimero (C' : U) nos da
una cierta informacién de que “tan grande” es C con respecto a U. El nimero
(C : U) nos ayudara a encontrar la medida que buscamos.

Primero comenzamos con algunas propiedades del nimero (C : U) como fun-
cién de C. Notamos que tiene algunas semejanzas con una medida; en concreto

es mondtona, subaditiva y en el vacio se anula.

Proposicién 6.1. Sean C, D subconjuntos compactos de G, U subconjunto de
G con e en su interior.

1. SiCy; C G es compacto ye € int(C1) entonces (C : U) < (C : C1)(Cy : U).
2. Si C C D entonces (C :U) < (D : U).

3. (0:U)=0.

4. (CUD:U)<(C:U)+(D:U).

5. Para toda a € G, (aC :U) = (C: U).

6. §Si (CU YN (DU-!) =0 entonces (CUD:U)=(C:U)+ (D :U).

Demostracion.

Prueba de 1. Para probar este inciso debemos probar que C es cubierto por
(C : C1)(C) : U) traslaciones de U. Pero C es cubierto por (C : C)) traslaciones
de C) y cada traslacién de C; es cubierta por (C) : U) traslaciones de U, por
lo que C es cubierto por (C : C1)(C; : U) traslaciones de U.

Prueba de 2. Como C C D tenemos que si D es cubierto por (D : U)
traslaciones de U entonces C' también, por lo que (C : U) < (D : U).

Prueba de 3. Es claro.

Prueba de 4. Supongamos que

cclJst pclyw

zeX yeY

con X,Y C G tales que | X|=(C:U)y|Y|=(D:U).
Entonces
cupnc |J =U

zEXUY
asi que

(CUD:U) < |XUY|<|X|+]|Y]|=(C:U)+(D:U).

Prueba de 5.
<]Sea X C G tal que | X|=(C:U)y

cc | )=U

zeX
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Entonces
aC C U azlU = U 2U
zeX z€aX
de donde se sigue (aC : U) < |aX| = |X| = (C : U).

>] Aplicando la desigualdad anterior a aC' en lugar de C' y a a~! en lugar
de a obtenemos (a~!(aC) : U) < (aC : U) es decir (C : U) < (aC : U).

Prueba de 6. Supongamos que (CU~')N (DU') = 0.

Sea ZC Gcon|Z|=(CUD:U)talque CUD CJ,cz2U.

Por el inciso 4, es suficiente demostrar que (C : U)+ (D :U) < (CUuD :U).
Obsérvese que C N (zU) # B si y s6losi z € CU™L. (Razén: y € CN (2U) siy
s6lo si y € C y y = zu para algin u € U 6 equivalentemente z = yu™! € U).
Anélogamente D N (2U) # @ si y sélosi z € DU

Sean Z; = {z € Z:CN(2U) #0}, Z, = {z € Z: Dn (zU) # 0}. Por
lo anterior tenemos que Z; C CU! y Z, C DU~ y entonces por la hip6tesis
Zl n Zz = @.

Por otro lado es claro que (C : U) < |Z;| y que (D : U) < |Z;| por lo que
(C:U)+(D:U) < |Zi] +|2a].

Pero como son Z; y Z, ajenos

|Z1| +|22] = |21V 22| L |Z] = (CUD:U)
y concluimos (C : U)+ (D:U) < (CuD:U). Q.E.D.

Notacién: Denotaremos a los subconjuntos compactos de G por C.

Nuestro propdsito ahora es encontrar una funcién de C en [0,00) que sea
mondétona, subaditiva, aditiva, invariante bajo traslaciones izquierdas y no cero
para después tratar de extenderla a los borelianos de G, conservando la inva-
riancia por la izquierda.

Nota: De aqui en adelante C; es un subconjunto compacto de G fijo con
e € int(Cy).

Para cada U € N(e) definimos Ay : C = [0,00) mediante Ay (C) = ((%
Note que como C; # @ tenemos que (Cy : U) > 0.

De la Proposicién 6.1 obtenemos los siguientes resultados.

Proposicién 6.2. Sea U € N(e).
1L A(C) £(C:Gy), Au(Cr) =1

Si C C D entonces Ay(C) < Ay(D).

Au(0) =0.

Au(CUD) < Au(C) + Au(D).

Para toda a € G, A\y(aC) = Ay(C).

SR S

Si C,D € C son tales que CU™! y DU son ajenos, entonces

Au(CUD) = Ay(C) + Au(D)
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El propésito ahora es asegurar la existencia de una A : ¢ — [0,00) no cero
que cumpla con los incisos 1.- 5. de la Proposicion 6.2 y que ademas sea aditiva
(note que a las Ay sdlo les falta la aditividad).

Empezamos con un lema de separacién de subconjuntos ajenos.

Lema 6.3. Sean C, D € C ajenos. Existe U € N(e) tal que para toda
VeEN() conVCU, (CVHYN(DV~L) = 0.

Demostracién. Tenemos que C N D = @, de modo que e ¢ D~'C es decir e
estd en G\(D~'C). Notemos que G\(D~'C) es abierto (esto se sigue de que C
y D~ son compactos y de la continuidad del producto). Por la Proposicién 5.6
existe U € N(e) vecindad simétrica, con

UU C G\(D~'0)

Supongamos que (CU ~')N(DU ') # @ entonces existe z € (CU') (DU ?)
tal que = cu~! = dv~! con ¢,d en C, D respectivamente y u,v en U. En con-
secuencia, d !¢ = v~ !u. Pero entonces

v wueUTWU =UU CG\(D'C)

asi que d”'c € G\(D7'C) lo cual es una contradiccién. En consecuencia
(CUY)N(DU~') = 0. La conclusién del resultado es evidente. Q.E.D.

El Lema 6.3 nos dice que para dos compactos ajenos C, D existe U € N(e)
de tal manera que la familia de funciones {Ay : V € N(e), V C U} solucionan el
problema de la aditividad séloen C' y D. Nuestro problema ahora es obtener una
funcién A que resuelva el problema de la aditividad en todos los subconjuntos
compactos de G y la idea para obtener tal A es usar el Teorema de Tychonoff.

Proposicién 6.4. Eziste A : C — [0,00) que cumple
1. NC) £(C:Cy), MCy) =1.
2. 85i C C D entonces A\(C) < A(D).
3. MCuD)<AC)+ AD).
4. Para toda a € G, A(aC) = A(C).
5. M(CuD)=XC)+A(D) siCnD=§.

Demostracion. Dado C' € C tomamos I = [0,(C : Cy)] entonces Ic es
compacto y por 6.2 — 1 tenemos que para toda U € N(e), Ay(C) € Io. Sea
I = [[oee Ic- Sabemos que I es Hausdorff y por el Teorema de Tychonoff [
con la topologia producto es compacto. Note que para toda U € N(e), se tiene
Av € 1.

ParaU € N(e) sea A(U)={Av:V € N(e), VCU} C L.

Afirmamos que {A(U) : U € N(e)} tiene la propiedad de la interseccién
finita.
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Razén: tomemos Uy, Us, ..., U, € N(e). Queremos demostrar que N, A(U;) #
0. Sea Uy = i, Ui entonces Up € N(e) y Ay, estd en (), A(U;).

Usando la compacidad de [ y la propiedad de la interseccién finita existe
A € N{A(U) : U € N(e)}. Probaremos que A cumple 1. — 5.

Sea U € N (e) arbitrario. Como A € A(U), existe (Ay, )iz una red en A(U)
tal que Ay, — A en I por lo que para todo C € C se tienen Ay, (C) = A(C).

1): Probemos que A\(C) < (C :C1) y AM(Ch) = 1.

Usando que para todo | € L, Ay, (C}) = 1, se obtiene que A(C) = 1.

Por otro lado supongamos (C : C1) < A(C). Ya que Ay, (C) = A(C), existe
l € L tal que (C : Cy) < Ay, (C), pero Ay, (C) < (C : Cy) (por la Proposicién
6.2), una contradiccién. En conclusién debemos tener A(C) < (C : Cy).

2: Veamos que A es mondétona.

Tomemos compactos C y D con C C D. Supongamos que A(D) < A(C) y
sea r > 0 tal que A(D) <r < A(C).

Usando que Ay, (C) = A(C) existe l; en L tal que para todo [ > I, se tiene
r < Ay, (C).

Usando que Ay, (D) = A(D) existe I> en L tal que para todo [ > [, se tiene
Ay, (D) <.

Seal > 1, yl>l;. Entonces Ay, (D) < 1 < Ay, (C). Pero C C D asi que la
Proposicién 6.2-2 tenemos Ay, (C) < Ay, (D) lo cual es una contradiccién. En
conclusién A(C) < (D).

3: Veamos que A es subaditiva.

Supongamos A(C) + A(D) < A(C U D) y sea r tal que

A(C) + A(D) < r < A(CUD)

Como Ay, (C) = A(C) y Ay, (D) = A(D) por la continuidad de la suma en
R existe !, € L tal que para todo I > l;, Ay, (C) + Ay, (D) < r.

Por otro lado usando Ay, (C U D) — A(C U D) existe l; € L tal que para
todol > Iy, r < Ay, (C U D).

Seal>1l; y 1> l,. Entonces Ay, (C) + Ay, (D) < r < Ay,(CUD). Pero como
Au, es monétona tenemos que Ay, (CUD) < Ay, (C) + Ay, (D) lo cual contradice
lo anterior. Entonces debe pasar A(C' U D) < A(C) + A(D).

4: Lainvariancia de ) bajo traslaciones por la izquierda se sigue de inmediato
de la invariancia de cada Ay ya que Ay, (C) = Ay, (aC) y usando

Au,(aC) = A(@C) y Ay, (C) = A(C)

se aigue A(aC') = A(C).

5: Veamos que X es aditiva. Es aqui donde utilizaremos el lema.

Sean C'y D compactos ajenos. Por el Lema 6.3 existe Uy € N(e) que cumple
(CV-1) N (DV~!) =@, para todo V € N(e) con V C Uj.

Por el inciso 6 de la Proposicion 6.2, Ay (C U D) = Ay (C) + Ay (D). Pero
como U; C Uy tenemos que para toda [ se tiene Ay, (C U D) = Ay, (C) + Ay, (D)
y al tomar el limite de la red concluimos que A(C U D) = AC) + A(D). Q.E.D.
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Recapitulemos lo que hemos conseguido hasta este punto. Aseguramos la
existencia de una funcién A : C = [0, 0o) distinta de cero, monétona, subaditiva
y aditiva. A una funcién con estas caracteristicas se le llama contenido.

Nuestro propdsito ahora es asegurar que podemos inducir mediante A una
medida regular, sobre los borelianos de G, invariante bajo traslaciones izquier-
das.

6.2 Medida inducida por un contenido

Durante esta seccién (X, 7) denota un espacio topolégico localmente compacto
Hausdorff.

Definicién 6.5. Los borelianos de X es la o-dlgebra de subconjuntos de X ge-
nerada por los abiertos de X. Por Bx denotamos a los borelianos de X.

Definicién 6.6. Sea S una o-dlgebra que contiene a los borelianos de X. Una
medida p sobre S se llama regqular si satisface '

1. Para todo K C X compacto, pu(K) es finita.
2. Todo A € S satisface
p(A) =inf{p(U) : ACU, U es abierto}

3. Para todo U abierto

w(U) =sup{u(K): K C U, K es compacto}

Definicion 6.7. Una medida exterior sobre X es una funcion de la potencia
de X a [0,00] que es mondtona, o-subaditiva y que se anula en el vacio.

Definicién 6.8. PorC denotamos los subconjuntos compactos de X . Un contenido
es una funcion no nula A : C — [0,00) gque cumple para todos C,D € C,

1. Monotonia, si C C D entonces A(C) < A(D).

2. Subaditividad, \(C U D) < A(C) + A(D).

3. Aditividad, si CN D = { entonces A(C U D) = A(C) + A(D)
Notamos que como consecuencia de 3, A(@) = 0.

Ejemplos 6.9. 1. Tomemos N con la topologia discreta, entonces los sub-
conjuntos compactos son simplemente los subconjuntos finitos. Tomemos
A(C) = |C|, la cardinalidad de C. Es claro que \ es un contenido.

El siguiente ejemplo nos da una forma de obtener un contenido a partir
de uno ya dado.
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2. Sea (X,T) un espacio topoldgico localmente compacto, T' un homeomor-
fismo de X y A : C — [0,00) un contenido. Entonces X' definida por
N(C) = MT(C)) es un contenido. Note que por la continuidad de T,
T(C) € C para todo C compacto, por lo que X' estd bien definida.

Veamos que X' es un contenido. Como X no es cero eziste C' compacto
tal que A\(C') # 0. Entonces X' (T~(C)) = MC) # 0, asi que X' no es
cero (T~1(C) es compacto al ser T~' continua). De la subaditividad y
monotonia de A se sigue de inmediato que ' es mondtona y subaditiva.

Por iltimo usando que T es biyeccién tenemos que dados C,C" € C ajenos
T(C) y T(C'") son ajenos por lo que

AT(C)UT(C)) = NT(C") + NT(C))
de donde se sigue la aditividad de \'.

Empecemos con el proceso de inducir una medida a partir de un contenido,
para lo cual necesitaremos del siguiente lema.

Lema 6.10. Dado C € C tal que C CU UV, ezisten D, E € C tal que
DCU ECVyC=DUE.

Demostracién.Sean V; = C\V y Uy = C\U. Tanto V; como U; son
compactos al ser cerrados contenidos en un compacto. Debido a que C CUUV
resulta que son ajenos y ademas Uy C V y V; C U. Como U; y V} son compactos
ajenos existen abiertos ajenos Uz y Vo talesque Uy CU> CV y Vi CV, CU.
Proponemos D = C\ U, y E = C \ V2. Entonces D y E son compactos. Como
CCUNVyU, CVyVWV,CUentonces D=C\U; CUyE=C\V,CV.
Resta probar que C = DU E y como D y E estan contenidos en C, resta ver
que C C DUE. Seaz € C. Si = no esta en Uy entonces z € D y si = estd en
U, entonces no puede estar en V5, al ser ajenos, por loque z € E. Q.E.D.

Proposicién 6.11. Dado un contenido A : C = [0,00) definimos
Ae 17 = [0,00] como

A(U) =sup{A(C):CeC, CCU} (6.1)
Entonces
1. A, es mondtona.
2. A, es o—subaditiva.
3. A, es o—aditiva.
4. A (int(C)) < XC), con C € C, la desigualdad estricta puede darse.

5. Si C € CNt entonces A\(C) = A.(C).
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Demostracion. Primero notamos que al ser el espacio localmente compacto
Hausdorff, todo abierto contiene un compacto, por lo que A, esta bien definida.
Ademas la definicién es natural si queremos inducir una medida regular. Por

ultimo notamos que A, no es nula.
1: La monotonia de A es clara pues si U y V' son dos abiertos con V contenido

en U entonces {C € C: C CV} C {C € C:C CU} y al tomar supremos
A(V) <A (D).

2: Veamos la g-subaditividad.

Paso 1: A, es finito subaditiva.

Sean U,V € 7. Debemos demostrar que A.(UUV) < A, (U) + A, (V) es decir

sup{A(C): C€C,CcUUV} <A (U)+ A(V)
6 equivalentemente, que para todo compacto C contenido en UU V,
AC) S A(U) +Au(V)
Tomemos C' compacto contenido en U UV. Por el Lema 6.10 existen D vy E
compactos D C U, E C V tal que C = DU E. Usando la subaditividad de A
obtenemos A\(C) < A(D) + A(E). Pero A(D) < A(U) y A(E) < Au(V) asi que
AC) < A(U) + A(V).

Por induccién se sigue que A, es finito subaditiva.
Paso 2: A, es o-subaditiva. Sea (U;):en una sucesién de abiertos. Debemos

probar que
sup {,\(C) :cec,ccl/ U;} <> AW
i€N i=1
es decir, que para todo compacto C' contenido en J;¢y U,

AC) < i,\.(U,)

i=1
Sea C € C con C' C [J;en Ui- Por compacidad C C U 1 Ui;, de donde se sigue
AC) < A (U;;l U.-J.). Pero usando que A, es finito subaditiva obtenemos

AC) <A UU <Z,\(U )<Z:,\

j"'!

3: Probemos que A, es g-aditiva.

Paso 1: A. es finito aditiva.

Sean U,V dos abiertos ajenos. Sélo hace falta mostrar que A.(U)+ A (V) <
AU UV).

Sean D C U, E C V compactos, entonces D y E son ajenos.

Tenemos que D U E es un compacto contenido en U UV con D y E ajenos
asi que A(D) + A(E) = AM(DUE) < A.(UU V). En consecuencia A,(UUV) es
cota superior de {A(D) + A(E) : D,E € C,D CU,E C V} y entonces

sup{A(D) + M(E) : D,E€C,DCU,ECV} <A (UUV)



6.2. MEDIDA INDUCIDA POR UN CONTENIDO 75

Pero
sup{A(D)+ ME):D,E€C,DCUECV}=AN{U)+ (V)

Por lo que A\ (U) + A\ (V) < A (UUV).
Por induccién se sigue que A, es finito aditiva.

Paso 2: A, es o-aditiva.
Sea (U;)ien una sucesién de abiertos ajenos.
Gracias a la finito aditividad y monotonia tenemos que para todo natural n

Zn: M(U:) = A, (g U‘) S (Q Ui)

i=1

y al tomar el limite cuando n tiende a infinito obtenemos

ST < ([j U,-)
i=1

=1

Lo cual es suficiente para probar la o-aditividad pues A, es o-subaditiva.

4: Sea C € C. Probemos que . (int(C)) < A(C).

Supongamos que A(C) < sup{\(D) : D € C,D C int(C)}, entonces existe
D € C,D C int(C) con A(C) < A(D). Pero D C int(C) C C asi que por la
monotonia de A tenemos A(D) < A(C), en contradiccién con lo anterior. En
consecuencia A, (int(C)) < A(C).

Para ver que puede darse la desigualdad estricta en A.(int(C)) < A(C)
tomemos R con la topologia usual, A la restriccién de la medida de Lebesge a
los compactos y C' un conjunto de tipo Cantor de medida positiva. Por un lado
int(C) = 0 por lo que A, (int(C)) = 0 y por otro A(C) > 0.

5: Veamos que A es la restriccién de A, aCN.

Sea C € CN 1. Queremos demostrar que A(C) = A.(C).

Claramente A\(C) < A\.(C).

Por el inciso 4, A.(C) = A (int(C)) < MN(C). Q.E.D.

Ahora procederemos a extender A, a una medida exterior para después usar
el Teorema de extensién de Carathéodory y obtener una medida sobre los bore-
lianos del espacio. La forma de extender a A es la usual si queremos obtener
una medida regular.

Proposicién 6.12. Sean A un contenido y A, como en (6.1).
Definimos p* : P(X) — [0, 00] como

u(E) =inf{A,(U): ECU € 1} (6.2)
Entonces,

1. p* restringida a T coincide con \. (asi que u* extiende a \. y por lo tanto
KT no es cero).

2. u* es una medida exterior que es finita en los compactos de X.
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3. (a) Para todo abierto U se cumple u*(U) = sup{p*(C):C € C,C CU}.
(b) Para todo conjunto E se cumple p*(E) = inf{u*(U): U € 7,E CU}.

Demostracion.

Prueba de 1.
Sea U € 1, entonces u*(U) < A.(U). Por otro lado si U C V € 7 por la

monotonia de A, tenemos que A.(U) < A.(V) asi que A, (U) es cota inferior de
{MA(V):U CV €7} y entonces A\, (U) < p*(U).

Prueba de 2.

i.) Es claro que A.(@) = 0, pero @ es abierto y asi por 1 se sigue que

p(0) = (0) =
ii.) Veamos que ,u.‘ es mondtona.
Sean E, F subconjuntos de X, E C F. Entonces {U € 7 : F C U} estd

contenido en {U € 7: E C U} asi que
pw(E)=inf{\U):ECUer}<inf{\{U): FCUer}=u(F)

iii.) Probemos que p* es g-subaditiva.

Sea (E;);en una sucesién de subconjuntos de X.

Por demostrar p* (U2, Ei) < Yoy 1 (E3).

Podemos suponer que p*(E;) < oo para cada ¢, pues de lo contrario la
desigualdad es clara.

Sea € > 0 arbitrario. Por definicién de p* para cada i € N existe U; € T,
E; C U; tal que \.(U;) < (¢/2°) + p* (E;). Entonces usando la o —subaditividad
de A. tenemos

Al (_UU,-) E V) < Y ((e/2) + (B = e+ 3w ()

i=1 i=1 i=1

8

pero |Ji2, U; es un abierto que contiene a |J;2, E;, por lo que

u (G Ei) <A (D Us) <e+ iu'(f}z‘)-
i=1 i=1 i=1

Al ser € > 0 arbitrario se obtiene la g-subaditividad.
Por 1),ii) y iii), tenemos que p* es una medida exterior.

Resta probar que para todo compacto C, u*(C) < oo.

Tomemos C un compacto. Como el espacio es localmente compacto Haus-
dorff para todo ¢ € C existe U. abierto con ¢ € U, tal que U, es compacta.
Por lo tanto existen ¢y, ...,c, € C tales que C C U ;g Ue;e Sea D = U: lifc‘
entonces D es compacto y C C |JI, U, C int(D). Pero u* coincide con A, en
T asi que al ser D compacto y gracias a la Proposicién 6.11-4.

1 (int(D)) = Au(int(D)) < AM(D) <

de lo que se sigue que p*(C') < oo.
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Prueba de 3.

Prueba de (a).

Sea U € 7. Probemos que u*(U) = sup{u*(C):C €C,C CU}.
Como p*(U) es cota superior de {u*(C): C € C,C C U} tenemos que

u*(U) > sup{p*(C): CeC,C CU}

Si la desigualdad anterior es estricta entonces usando que p*(U) = A.(U)

resulta
A(U) > sup{p*(C): CeC,C CU}

y usando (6.1) existe Cp un subconjunto compacto de U tal que A(Cp) >
sup{p*(C) : C € C,C C U}, por lo que A(Cp) > u*(Co)-

Lo que hacemos es continuar de “bajadita”.

Como p*(Cp) = inf{A. (V) : V € 1,Co C V} y MCo) > pu*(Cp) resulta que
existe Vp € 7,Co C Vj tal que

A(Co) > A (Vo)

Por (6.1) tenemos A.(Vp) > A(Co), en contradiccién con la desigualdad an-
terior.
En conclusion la desigualdad estricta no se da por lo que tenemos la igualdad.

El inciso b) se sigue de 6.2 y de 1. Q.E.D.
Ahora, a partir de u* obtenemos una medida regular sobre los borelianos de
X, para lo cual recordamos antes lo que es un subconjunto p*-medible.

Definicién 6.13. Un E C X se llama u*-medible si para todo B C X
p*(B) = p*(BNE)+p*(B\E)

Notas: Por la subaditividad de p*, u*(B) < p*(B N E) + p*(B\E) para
todo B C X. En consecuencia para que £ C X sea p*-medible es suficiente
pedir que para todo B C X, u*(B N E) + u*(B\E) < u*(B); el conjunto de los
p*-medibles es una o-ilgebra.

Ya sabiendo que p* es medida exterior podemos usar el Teorema de extensién
de Carathéodory para inducir una medida sobre los u*-medibles y el inciso 3 de
la Proposicién 6.12 nos hace pensar que esta medida serd regular, lo tinico que
necesitamos probar es que los abiertos son p*-medibles.

Ahora veremos un criterio para que un conjunto sea p*-medible.

Proposicion 6.14. Sea p* como en (6.2) y S la o-dlgebra de los p*-medibles.
Entonces,

1. E es p*-medible si y sdlo si para todo abierto U

p(U) 2 p*(UNE) + p"(V\E)

2. Sea E € S un conjunto o-finito. Dado € > 0 eziste G = G(g) un conjunto
abierto tal que E C G y p*(G\E) <.
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Demostracion.
Prueba de 1.
Tomemos E de tal forma que para todo abierto U

p(U) 2 " (UNE) +p*(U\E)

y supongamos que E no es p*-medible; es decir que para algin subconjunto B
tenemos p*(B) < p*(B N E) + p*(B\E). Por (6.2) existe Uy abierto tal que
B CUyy M(Up) < w*(BNE)+ p*(B\E). Como A, (Up) = p*(Up) se concluye
que

u*(Uo) < p*(BNE) + u*(B\E)

Pero por la monotonia de p* tenemos que
1w (BNE)+ p*(B\E) < p*(Uo N E) + p* (Uo\E)

y de las dos ultimas desigualdades se sigue p*(Up) < p*(Up N E) + p*(Up\E),
lo cual contradice la hipétesis.

La necesidad es inmediata de la definicién de los conjuntos p*-medibles.

Prueba de 2.

Sea E p*-medible y o-finito.

Sea € > 0, veamos que existe G abierto, E C G tal que p*(G\E) < ¢.

Caso 1: p*(E) < oo.

Usando la Proposicién 6.12-3-b, para todo n € N, existe U, € 7, E C U, tal
que u* (Un) < p*(E) +¢/(27+).

Como p*(E) < oo de lo anterior se sigue que pu*(U,\E) < ¢/(2"*!). Pro-
ponemos G = |J,,cy Un. Como cada U, es abierto se sigue que G es abierto.
Ademaés por la o-subaditividad de p*

o0 oo
w(G\B) = ( ( U Un) \E) <Y W UNB) < Y e/ ) =¢/2 <
neN n=1 n=1

Caso 2: u*(E) = oo.

Sea (E,)nen una sucesién en S tal que E = UpenE, y p*(E,) < co para
todo n.

Por el caso 1 para toda n existe G,, abierto, F, C G, tal que
1 (Gr\Ey) < €/(2"!). Proponemos G = [J,,cy Gn- Entonces es claro que G
es abierto y E C G. Ademds por monotonia y o-subaditividad de u* tenemos

W(G\E) < Y p*(Gu\E) < ) p"(Gn\En) < ) e/(2"™") =¢/2<e

n=t n=1 n=1

. Q.E.D.

Proposicién 6.15. Sea p* como en (6.2), S la o-dlgebra de los p*-medibles y
Bx los borelianos de X. Entonces:

i, ByCs,
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2. Si p es la restriccion de u* a Bx entonces (X,Bx,p) y (X,S,u*) son
espacios de medida regulares, con (X, S, u*) completo.

Demostracion.

Prueba de 1.

Como los borelianos son la o-algebra generada por los abiertos de X es
suficiente probar que 7 C S. Tomemos U un subconjunto abierto y probemos
que es p*-medible. Por la Proposicion 6.14 — 1 es suficiente probar que para
todo abierto V' se cumple

w(V\U)+p*(VNU) <p*(V)
y como pu* coincide con A, en los abiertos lo anterior equivale a probar que
W (V\U) + X' (V0 U) < A(V)
y para probar esto 1ltimo probaremos que para cualquier £ > 0
p*(V\U) + A (VNU) -2 < A(V)

Tomemos &€ > 0. Por definicién de A, podemos encontrar C, un subconjunto
compacto contenido en UNV, de tal forma que A*(VNU)—e < A(C) y entonces

W (V\U) + A (V N U) = 26 < p* (V\U) — € + A(C) (6.3)

De manera similar al ser V' \ C abierto podemos encontrar un subconjunto D,
compacto contenido en V' \ C, de tal forma que A,(V \ C) — e < A(D). Pero
como V \ C es un abierto que contiene a V \ U (pues C estd contenido en U)
tenemos p*(V\U) < A.(V NU) y en consecuencia, de (6.3)

w (V\U) + A (V NU) — 26 < A(D) + A(C) (6.4)

Pero C' y D son compactos ajenos y su unién estd contenida en V, asi que
por la aditividad de A, A(D) + A(C) = A(D[C) < A (V) por lo que de (6.4)
concluimos

pr(VAU) + A (VNU) —2e < A (V).

Prueba de 2.

Por el Teorema de extensién de Carathéodory, (X,S, u*) es un espacio de
medida completo (ver B.14 en el apéndice). Ademds gracias a que By C S, por
la Proposicién 6.12-3 tenemos que (X, S, #*) es un espacio de medida regular.

Como Bx es una o-dlgebra y p es la restriccion de u* a Bx tenemos que
(X,Bx,p) es un espacio de medida y la regularidad se debe a la Proposicién
6.12. Q.E.D.

La siguiente proposicién nos ayuda a saber un poco més de los p*-medibles
cuando el espacio de medida (X, S, u*) es o-finito.

Proposicién 6.16. Sea (X, T) espacio topoldgico localmente compacto Haus-
dorff, u* la medida exterior generada por un contenido (ver Proposicién 6.12),
(X,u*,S) como en la Proposicién 6.15 y p la restriccién de p* a Bx. Si
(X, S, u*) es o-finito entonces S es la completacidn de (X,Bx, u).

ESTA TESIS N

-

YE LA
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Demostracion.

Supongamos que (X, S, u*) es o-finito (note que gracias a la Proposicién 6.14
esto pasa si el espacio es g-compacto), entonces todo conjunto en S es o-finito.

Sea N(u*) ={E € S: u*(E)=0}.

Queremos demostrar que

S={AC X :existen F,G € Bycon F C ACGyG\F € N(u*)}

C] Sea A € S. Por la Proposicién 6.14 — 2 para todo n existe G, abierto

que contiene a A tal que u*(G,\A) < 1/n.
Sea G = [1,,cnGn- Entonces G € Bx y ademéds A C G. Por la monotonia

de u* tenemos que
1 (G\A) < 4 (Gn\A) < 1/n

para todo n, por lo que p*(G\A) = 0.

De manera similar, para B = X \ A, existe E boreliano de X que contiene
a Bytal que p*(E\ B) =0. Sea F = X \ E, entonces F' C A, F es boreliano
yE\B=A\F, porloque u*(A\ F) =0.

Por dltimo, FC AC G con p*(G\ F) < p*(G\ A) + p*(A\ F) = 0.

D] Se sigue de que Bx C S y de que (X, S, 1) es completo. Q.E.D.

La siguiente proposicién nos ayudara a obtener la invariancia izquierda que
andamos buscando.

Proposicién 6.17. Sea (X,T) espacio topoldgico localmente compacto Haus-
dorff A : C — [0,00) un contenido y T un homeomorfismo de X.

Si X' es el contenido dado por N'(C) = MT(C)) y u y i’ las medidas dadas
por (6.2) mediante A y A" respectivamente, entonces para todo boreliano E se
tiene p(T(E)) = p'(E).

Demostracion.
Caso l: E€T.
En este caso por la Proposicién 6.12 — 1 tenemos

W (E) = sup{XN(C): C € C,C C E} = sup{\(T(C)) : C € C,C C E}

pero {AT(C)) : C € C,C C E} = {XC) : C € C,C C T(E)}, al ser T
homeomorfismo, de donde

W(E) = sup{A(C) : C € C,C C T(E)} = A (T(E)) = u(T(E))

Caso 2: Caso general:
Por la regularidad de p' y el caso 1 tenemos

W(E)=inf{y'(U):Uer,ECU}=inf{u(T(U)):Uer,ECU}

pero {u(T(U)) : U e r,ECU} ={pu(U):U € 7: U C T(E)}, asi que por la
regularidad de p se sigue
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' (E) = sup{p(U) : U € ,U C T(E)} = p(T(E))

. Q.E.D.
Para acabar esta seccién queremos hacer énfasis en que para extender un

contenido A necesitamos cada una de sus propiedades ( monétonia, subaditivi-
dad y aditividad.) En concreto, el siguiente ejemplo muestra que la aditividad
es fundamental.

Ejemplo 6.18. Tomemos Z con la topologia discreta, entonces los subconjuntos
compactos son los subconjuntos finitos.

Defina A : C = [0,00) por A(C) = max{|n|: n € C}. Entonces es inmediato
que A es distinta de cero, es mondtona no negativa y ademds subaditiva.

Si intentamos seguir el camino descrito anteriormente, tomamos . definida
en los abiertos como A.(U) = sup{A(C) : C € C,C C U}. Pero como estamos
con la topologia discreta, A, estd definida para todo subconjunto de Z; lo que
es mds, tenemos que A. = p* y como los p*-medibles contienen a los abiertos
resulta que todo subconjunto de Z es p*-medible. Veamos que y* no es aditiva
(por lo que no puede ser una medida). Sean C = {1,2}, D = {—1,-2} (ajenos.)
Es claro que A(CUD) = 2; sin embargo A\(C) = 2 = A(D) por lo que A\(CUD) #
A(C) + X(D).

Este simple ejemplo pone de manifiesto la importancia de la aditividad para
poder extender un contenido como lo hemos hecho y ademds nos da una razén
de por qué no basta un Ay (mondtono y subaditivo) y haebia que buscar una
funcidn A mondtona, subaditiva y aditiva.

6.3 Existencia (ultima parte)

Volvamos a la existencia de una medida de Haar izquierda . Ya con lo construido
sera muy sencillo.

Teorema 6.19. Sea (G, ) un grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff.
Eziste p medida regular sobre los borelianos de G que es invariante bajo trala-
ciones izquierdas.

Demostracion.

Tomemos (G, 7) un grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff. Hemos
garantizado la existencia de un contenido A invariante bajo traslaciones izquier-
das (ver Proposicién 6.4). Gracias a la seccién anterior es posible extender A
a una medida regular p (distinta de cero) sobre los borelianos de G. Sélo nos
resta probar que p es invariante bajo traslaciones izquierdas.

Seaa € Gy T:G — G dada por T'(z) = ax. Sabemos entonces que T es un
homeomorfismo y por lo tanto A’ : C = [0, 00) dado por A'(C) = AT'(C)) es un
contenido; pero como A es invariante bajo traslaciones izquierdas resulta que
A = X y por lo tanto si g y u' son las medidas inducidas por A y A’ respecti-
vamente tenemos que p = pu'. Por otro lado por la Proposicién 6.17 tenemos
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que para todo boreliano E se tiene que u(T(E)) = p'(E) y en consecuencia
u(aE) = u(E), lo que prueba la invariancia izquierda de u. Q.E.D.

Para asegurar la existencia de una medida de Haar derecha es claro que po-
driamos seguir un argumento similar al que usamos para encontrar una medida
de Haar izquierda, pero veremos cémo obtener una medida derecha a partir de
una izquierda y también veremos que es equivalente resolver el problema para
medidas derechas 6 izquierdas.

Lema 6.20. Sea (X, T) espacio topoldgico localmente compacto Hausdorff,
i :Bx — [0,00] una medida regular y T : X = X un homeomorfismo entonces
v:Bx — [0,00] dada por v(E) = u(T(E)) es una medida regular.

Demostracion. Usando que T es una biyeccion obtenemos que v es una me-

dida.
Ahora probaremos la regularidad. Como T' es continuo tenemos que si C

es compacto entonces T'(C) es compacto asi que (usando que g es finita en
compactos) resulta que v es finita en compactos.
Tomemos U € 7y E € By fijos. Para completar la prueba de la regularidad

notamos que, como T es homeomorfismo,

CeC,CCT(U) siysdlosi C=T(D) paraalgin DeC,DCU
Ver,T(E)YCV siystlosi V=T(W) paraalgin Wer,ECW

para obtener

sup{u(C): C € C,C CT(U)} =sup{u(T(D)): DeC,D CU}
inf{u(V): V € ,T(E) C V} = inf{u(T(W)) : W € 1,E C W}

y de la regularidad de p y la definicién de v se concluye que

v(U) =sup{v(D): DeC,D CU}
v(E) =inf{v(W): W er,ECW}

lo cual termina la prueba del lema. Q.E.D.

Proposicién 6.21. Sea (G,7) un grupo topoldgico localmente compacto Haus-
dorff y sea p una medida de Haar izquierda.

Definamos v : Bg — [0,00] por v(E) = u(E~'). Entonces v es una medida
de Haar derecha.

Demostracion. Sea h(a) = a~'. Sabemos que h es homeomorfismo de G y
ademads tenemos que v(E) = u(h(E)) para todo boreliano E asi que por el Lema
6.20 se tiene que v es una medida regular (y como p no es idénticamente cero,
tampoco v). Asi que sélo nos resta probar que es invariante bajo traslaciones
derechas pero esto se sigue de las siguientes identidades:

v(Ea) = p((Ea)™") = p(a™ E™") = w(E™") = v(E).

Q.E.D.
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Notacién: En general, dada ; medida de Haar denotamos por £ a la medida
dada por ji(A) = p(A~1).

El siguiente ejemplo nos muestra que es indispensable que el grupo topoldgico
sea localmente compacto para asegurar la existencia de una medida de Haar
izquierda 6 derecha.

Ejemplo 6.22. Tomemos G = Q como grupo aditivo y la topologia de subespa-
cio de R. Entonces es sencillo probar que G' es grupo topoldgico.

(i)Primero veremos que G no es localmente compacto.

Supongamos que G es localmente compacto. Afirmamos que ezistena,b€e R
de tal forma que [a,b] N Q es compacto. La razén de esto es como sigue: si
G fuese localmente compacto, 0 tendria una vecindad compacta V pero como
los intervalos abiertos son una base de la topologia resulta que eristen a,b € R,
a < b tal que (a,b)NQ C V y por lo tanto la cerradura de (a,b)NQ es compacta
i.e. [a,b] N Q es compacto. Pero entonces [a,b) N Q es un subconjunto de R
compacto y por lo tanto es cerrado y acotado, pero claramente no es cerrado,
una contradiccion.

Ast pues, G no es localmente compacto.

(i1) Ahora probaremos que toda medida regular invariante bajo traslaciones
debe ser idénticamente nula.

Sea p: Bg — [0, 00] una medida regular invariante bajo traslaciones.

Comenzamos observando que para todo B C Q finito se tiene que
u(B) = p{0} |B| . Para todo z, u({z}) = p({0}+z) = u({0}) por la invariancia
de la medida y en consecuencia

w(B) = n(Uzen{z}) = ) u({z}) = Y n({0}) = u({0})IB| (6.5)

T€EB zeB

Afirmamos que p({0}) = 0. Supongamos que u({0}) > 0.

Veamos que para todo boreliano B se cumple (6.5).

La identidad se da si B es finito. Cuando B es infinito entonces para todo
n > 1 se tiene que eriste B,, C B de cardinalidad n; entonces

#(B) 2 p(Bn) = u({0})|Bn| = n({0})n

por lo que p(B) = oo y como p({0}) > 0, u(B) = u({0})|B].

Ahora por regularidad p({0}) = inf{u(U) : 0 € U,U abierto} y como
1({0}) < oo (al ser {0} compacto) podemos obtener (U,)S2., sucesion de abier-
tos que tienen al cero de tal forma que

#({0}) = lim u(Un) = lim u({0})|Us| = n({0}) lim |Un|

pero como p({0}) > 0 resulta que 1 = limy, o |Uy| por lo que para alguna m,
|[Um| = 1 pero 0 € U, asi que Up, = {0} i.e. {0} es abierto lo cual es una
contradiccion. En conclusion debe tenerse que p({0}) = 0, lo que termina la
afirmacion.
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Como consecuencia de la afirmacién y (6.5) tenemos que todo subconjunto
finito tiene medida cero, pero Q puede verse como unidn creciente de subcon-

juntos finitos por lo que p(Q) =0 i.e. p es idénticamente cero.

6.4 Algunas propiedades de una medida de Haar

El dltimo ejemplo de la seccién anterior nos da cierta idea para probar la
siguiente proposicion.
Proposicién 6.23. Sea (G,T) grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff
y it : Bg = [0,00] una medida de Haar izquierda. Entonces: (G, T) es discreto
si y sélo si existe x € G tal que p({z}) > 0.

Demostracion.

Primero observamos que para todo B € B¢ finito se tiene que
u(B) = p({e})|B| (al igual que en el ejemplo 6.22)

=] Supongamos que (G, T) es discreto. Como p es regular y no idénticamente
nula tenemos que existe C' compacto tal que u(C) > 0. Pero al ser (G,7)
discreto tenemos que C debe ser finito y por la observacidn previa tenemos que

u({e})|C| > 0 y en consecuencia p({e}) > 0.
<] Supongamos que eziste = € G tal que u({z}) > 0; entonces

p({e}) = p(z™{z}) = n({z}) > 0

Afirmamos que para todo B € Bg se cumple u(B) = p({e})|B| (la prueba
es igual que en el ejemplo 6.22).

Como p({e}) = inf{u(U) : e € U € 7} y como p({e}) < oo (al ser {e}
compacto) se tiene que existe (Uy)02, sucesion de elementos de N(e) tal que

p({e}) = i&rgou(Un) = lim p({e)|Un| = u({e}) lim |Un|

y como p({e}) > 0, para algin m, |Uy| = 1 por lo que U, = {e}, asi {e} € 7
pero como &, (la multiplicacion izquierda por =) es un homeomorfismo resulta
que para todo z € G,{z} € 7, i.e. (G,T) es discreto. Q.E.D.

En R todo subconjunto abierto tiene medida positiva bajo la medida de
Lebesgue. En grupos topoldgicos localmente compactos Hausdorff pasa lo mis-
mo con una medida de Haar.

Proposicién 6.24. Sea (G, 1) grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff
y i una medida de Haar izquierda. Entonces para todo abierto no vacio U se
tiene que p(U) > 0.

Demostracion. Como p no es idénticamente nula y por la regularidad existe
C compacto con p(C) > 0.

Sea U € 7 no vacio. Por la compacidad de C existen z,,...,z, € X tal que
{z:;U : ¢ = 1,...,n} es una cubierta de C y por la invariancia izquierda de x se
concluye que u(C) < nu(U) por lo que p(U) > 0. Q.E.D.
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Ahora veamos algunas relaciones entre el grupo topolégico (G,7) con el
espacio de medida (G, Bg, u1).

Proposicién 6.25. Sea (G,7) un grupo topoldgico localmente compacto y u
una medida de Haar izquierda. Entonces i es finita si y sélo si G es compacto.

Demostracién. Si G es compacto, por la regularidad p es finita.

Supongamos que p(G) < oo y tomemos C C G compacto de medida positiva
(por ejemplo una vecindad compacta de la identidad). Tomemos A C G tal que
la familia {aC : a € A} sea ajena. Lo primero que notamos es que al tener el
espacio medida finita la cardinalidad de A es finita y entonces por la invariancia
de u

7 (U aC) = u(C)|A| < u(G) <

a€A

En conclusién, los subconjuntos A para los cuales {aC : a € A} es ajena tienen
cardinalidad a lo mas ﬁ% por lo que podemos tomar A C G de cardinalidad
méaxima tal que {aC : a € A} sea disjunta. Notamos que para todo = € G,
zC debe intersectar a [J,c 4 aC (para no contradecir la eleccién de A) y por lo
tanto z € (U,e4 aC)C ™! asi que G C (U,e4aC)C! pero (U,e4aC) C! es
compacto (por la continuidad de la operacién producto del grupo) por lo tanto
G es compacto. Q.E.D.

Nota: Cada grupo topolégico G compacto Hausdorff poseé una medida de
Haar izquierda y como 0 < p(G) < co podemos tomar ﬁ 1t que también es una
medida de Haar izquierda, asi que dado un grupo compacto Hausdorff podemos
tomar la medida normalizada de Haar izquierda.

A continuacién mejoramos la Proposicién 6.25.

Proposicién 6.26. Sea (G, T) un grupo topoldgico localmente compacto Haus-
dorff y p una medida de Haar izquierda.
(G,Bg, 1) es o-finito si y sdlo si (G, ) es o-compacto.

Al igual que antes, por la regularidad de u, si el espacio es o-compacto
entonces u es o-finita.

Supongamos que (G, Bg, p) es o-finito, i.e. existe (E,)nen sucesién de bore-
lianos de medida finita tal que G = |J,cn En. Obsérvese que podemos tomar
Uy, abierto que contenga a E, de medida finita (pues p(FE,,) es el infimo de u(U)
con U abierto que contiene a E,) y por lo tanto G = |J,,cy Un.

Sea H C G subgrupo abierto cerrado, o-compacto (ver Proposicién 5.14) y
sean {H;}:cr las clases de equivalencia médulo H. Entonces cada H; es abierta,
cerrada y g-compacta pues son homeomorfas a H (recordamos que cada H; es
de la forma a; H;, para alguna a; € G).

Paracadan€Nseal, ={i€l:U,NH; # B} y paracadar € (0,00)NQ
tomemos In(r) = {i € I : u(U, N H;) > r}. Afirmamos que I,(r) es finito,
pues de lo contrario para todo natural m existen iy,...,i, € I,(r) distintos.
Tomemos la familia {U,, N H; : i € {i1,...,im}}. Como los i; son distintos, la
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familia es ajena y como cada i; € I,(r) tenemos

m DUnnH.-,. =Y wUnNHy) > mr

j=1 =1

Por otro lado U?: 1 UnNH;; C U, asi que de la desigualdad anterior tenemos
que u(U,) > mr y esto se vale para todo m natural lo que contradice que la
medida de U, sea finita. Entonces I,(r) es finito.

Notamos que I,, = |J{I.(r) : 7 € (0,00)NQ}. Paraesto, dadoi € I, se tiene
que U, N H; es abierto no vacio por lo que u(U, N H;) > 0 (por la Proposicién
6.24) por lo que existe r > 0 racional tal que u(U, N H;) > r. En consecuencia
I,, es contable.

Sea J = U,en In, ya que cada I, es contable tenemos que J es contable.

Afirmamos que G C |J;c; Hi- Razén: Sea a € G = |J,cyUn, entonces
a € U, para alguna n € N. Pero {H;}:cs es una particién de G asi que también
existe i € I tal que a € H; y en consecuencia a € U, N H; pero entonces
i €I, CJasiqueac€ |, Hi

Por 1ltimo como cada H; es o-compacto se concluye que G es g-compacto.
Q.E.D.

6.5 Unicidad de la medida de Haar

A partir de esta seccién y en los capitulos posteriores, trabajaremos con grupos
topoldgicos localmente compactos Hausdorff que tengan una base numerable
para su topologia (es decir, segundo numerable). La razén para trabajar con
estos grupos es, principalmente para poder usar el Teorema de Fubini.

Dado un grupo topolégico localmente compacto Hausdorff segundo nume-
rable, no existe una tinica medida de Haar izquierda, pues si g es una medida de
Haar izquierda entonces cualquier miltiplo positivo también lo es. Es mads, pro-
baremos que bajo las hipdtesis antes mencionadas, los multiplos son las tinicas
medidas izquierdas de Haar.

Para comparar las medidas usamos el Teorema de Fubini, para lo cual recor-
damos algunas definiciones.

Definicién 6.27. Sea (X, 7) un espacio topoldgico localmente compacto Haus-
dorff. La o-dlgebra producto de By, denotada por Bx ® Bx es la o-dlgebra
generada por los rectdngulos borel medibles; es decir

By®Bx = O’({‘l xB:A,Be B\})

Definicién 6.28. Sea X un conjunto no vacio. Un w-sistema en X es una
familia de subconjuntos de X que es cerrada bajo intersecciones finitas y un
A-sistemna L es una familia de subconjuntos que cumple

1. Xek
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2. Si A B € L con B C A entonces A\B € L

3. Si {An}nen es una sucesion creciente de elementos de L entonces
UnENAn E E

Lema 6.29. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico localmente compacto Hausdorff.
Bx ®Bx =c({UxV :U,V €1}) (6.6)

Demostracidn. Sea S la o-élgebra del lado derecho en (6.6).

Como para cualesquiera U,V e 7, UxV eEeBx®Bx, SCBx ®By.

Para probar la otra contencién es suficiente probar que dados cualesquiera
dos borelianos Ay B, Ax B€ S.

Para todo U € T sea

Lu={ECX:UxEEeS)

Probemos que Ly es un A-sistema para toda U € 7.

Sea U € 7 fijo y arbitrario.

Como X es abierto y U también X € Ly.

Sean E,F € Ly con E C F. Entonces (U x F)\ (U x E) € S, pero
UxF)\(UxE)=Ux (F\F)porloque F\E € Ly.

Sea (E.)nen una sucesion creciente de elementos de Lyy. Entonces U x E,, €
S para todo n € N por lo que

Ux(UE,,)=UUxE,,es

neN neN

y entonces |J,, oy £n € Ly Esto termina la prueba de que Ly es un A-sistema.
Observamos que al ser U abierto, 7 C Ly. Ahora ya que 7 es un 7-sistema
y Ly es un A-sistema, por el Lema de las clases monétonas (ver apéndice B.4)

tenemos
By =0(r) C Ly (6.7)

Ahora sea B € By fijo y arbitrario y sea
Lp={ECX:ExBe¢S)}

Afirmamos que £p es un A-sistema.
Tomando U = X en (6.7) tenemos que X € Lp. La prueba de que Lp es
cerrada bajo diferencias propias y uniones crecientes es similar a la de Ly por

lo que la omitimos.
Al ser U € 7 arbitraria en (6.7) concluimos que 7 C Lg y por el Lema de
las clases monétonas tenemos

Bx =0(7) C Lp

por lo tanto dado A € Bx, A€ Lpesdecir AxBeS. Q.E.D.
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Proposicién 6.30. Sea (X,7) espacio topoldgico localmente compacto Haus-
dorff segundo numerable y A una medida regular sobre los borelianos de X .
Entonces:

1. Bxxx =Bx ®Bx.
2. (X,Bx, ) es o-finito.

Demostracion.

Prueba de 1.

Por 7, denotamos la topologia producto de X x X. Por definicién, By x
es la o-algebra generada por 7.

D] Por (6.6)

Bx®@Bx=c({UxV:UVerT})
pero {UxV:U,V €t} Crpasiques({U xV :U,V €71}) Co(ry) ie.
Bx ® Bx C Bxxx

Note que esta contencién siempre se da, sin importar el espacio X.

C] Sea B una base numerable para la topologia de X, entonces {U x V :
U,V € B} es una base numerable para 7,; i.e. todo abierto de X x X es unién
numerable de elementos de {U x V : U,V € B} en consecuencia

7 Co({U xV :U,V € B})

pero
o({UxV:UVeEBY)Co({UxV:U,V er}) =By ®Bx

por lo que 7, € Bx ® Bx de donde concluimos que By xx € By ® Bx.

Prueba de 2.

Si probamos que todo abierto es unién numerable de compactos, por la re-
gularidad tenemos que todo abierto es unién numerable de conjuntos de medida
finita bajo A, lo que prueba que el espacio es g-finito.

Asi las cosas, probemos que todo abierto es unién numerable de compactos.
Sea {U;}ien una base para 7 y U € 7. Usando que el espacio es localmente
compacto Hausdorff para todo z € U existe V, € rtalquez € V., V, CU y V.
compacto (ver Lema A.7 de apéndice). Pero como {U;}ien es una base existe
U; tal que z € U; C V, (note que U; C V; C U por lo que U; es compacto). En
conclusion para todo z € U existe U; tal que x € U; C U; C U, U; compacto,
de modo que U es unién numerable de compactos. Q.E.D.

Durante esta seccién p y v denotan dos medidas de Haar izquierdas fijas.

Veamos una consecuencia de la Proposiciéon 6.30. Ya que (G,Bg,u) v
(G,Bg,v) son o-finitos es posible tomar la medida producto u ® v definida

sobre Baxg-
Recordemos que dado L € Bgxg
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(o v)(L) = f W(L)du(z) = / (L) dv(y)

donde L, ={yeG:(z,y) e L}y LY ={z € G: (z,y) € L}.
Ahora nuestro propdsito principal serd probar el siguiente resultado.

Teorema 6.31. Sea (G,T) un grupo topoligico localmente compacto Hausdorff
segundo numerable y sean p y v medides de Haar izquierdas. Dado C C G
compacto con interior no vacio y f : Bg = R medible no negativa se tiene que

[ t@auta) = o) [ L vy (69)

Antes de demostrar el Teorema 6.31 necesitamos probar algunos lemas pre-
vios, interesantes por si mismos.

Lema 6.32. Sean 5,7 : G x G = G x G dadas por S(z,y) = (z,zy) ¥y
T(z,y) = (yz,y). Note que S y T son homeomorfismos, pues ellas y sus inversas
(S~ Yz,y) = (z,27'y), T (z,y) = (y~'z,y)) son continuas al ser (G,T) grupo
topoldgico, por lo que también son Bgxc-medibles.

Para todo L € Bgxg se tiene

(kev)(S(L) =(kev)(L) (k&v)(ST'(L) = (k®v)(L)
(kev)(T(L) = (udv)L) (#®v)(T7(L) = (L®r)(L)

Demostracion.

Empezamos probando la parte referente a S y a S~1.

Observamos que (S(L)); = z(L.). Para probarlo notemos que y esta en
(S(L))z si y solo si (z,y) € S(L) y al ser S biyeccidén esto pasa si y sélo si
S~ Yz,y) = (z,z71y) € L, es decir, si y sélo si 7'y € L, 6 equivalentemente
siy € z(L;). En conclusién (S(L)); = z(L,)).

Por construccién de p ® v y la invariancia izquierda de v tenemos

Wo)(S(E) = [ SO = [ vaLa)utz) = / W(La)u(z) = (uev)(L)

De manera similar, tenemos que (S~![L]); = 27!(L,) pues y € (S7![L]), si
y sélo si S(z,y) = (z,zy) € L 6, lo que es equivalente, si y € z7!(L.). Por la
invariancia de v obtenemos

(n@v)(STHL)) = /v{(S_‘(L})x)ﬂ(I)

I

f wzY(L2))ulz)
[ v(La)(z) = (1 ® v)(L)

La prueba para T'y T~! es similar usando las identidades (T[L])¥ = y(L¥)
y (T7Y[L])Y =y~ (L¥). Q-E.D.
El Lema 6.32 puede reescribirse mediante la siguiente definicién.
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Definicién 6.33. Sea (X, S, A) un espacio de medida. Una funcionQ : X — X
S-medible preserva a A si cumple que para todo A € S, A\(Q~1(A)) = A(A).

El Lema 6.32 nos dice que S, T, T~ y S~! preservan a u ® v.
Las transformaciones que preservan medida tienen las siguientes propiedades
que usaremos frecuentemente.

Lema 6.34. Sea (X,S,)) un espacio de medida y Q,Q; : X = X funciones
S-medibles, que preservan a \.

1. Q o Q) preserva a A. Esto nos dice que las funciones que preservan a A
son un grupo bajo la composicion.

2. Si f es una funcién S-medible no negativa entonces [ fdA = [ f o QdA.

3. Sea f: X = C una funcion B x-medilbe. Entonces

[in1ar= [ 1o Qir

Demostracidn. Para probar 1, tenemos que si Q y @, preservan a A entonces
A(QeQ1)71(4) = MQT(Q7'(4))) = A(Q7'(4)) = M4)
Prueba de 2.

Procedemos por casos.
Caso 1: f = x4 para algin A en S. Como f(T'(z)) = x7-1(4)(z) entonces

]fon,\ = MT~(4)) = M4) = /fd,x

Caso 2: f es funcién simple no negativa. Entonces

n
=Y aixa
i=1

para algunos nimeros no negativos a; y algunos 4; en S. Entonces foT =
Y1 aiXT-1(4,), asi que

/fOQd,\ = Zaf‘)‘(T_i(Ai) = ZaiA(A,‘) = /fd,\
' i=1

i=1

Caso general: Tomemos (s, )nen una sucesion de funciones S-simples no
negativas crecientes tales que s, < f y lim, s, = f. Entonces por el Teorema

de la convergencia monétona
lim /snd/\ = /fd/\
LU
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Pero (s, ©T )nen es una sucesion de funciones S-simples no negativas, crecientes
con s,oT < foT ycon lim, s, oT = foT, asi que de nuevo por el Teorema
de la convergencia monétona

lim]snonA=]f0TdA

pero por el caso dos, [ sp, 0 TdA = [ spd), concluyendo que [ foTdA = [ fdA.
Prueba de 3.
Tome h(z) = |f(z)|- Entonces h es medible y no negativa. El resultado se
obtiene de aplicar el inciso anterior a h. Q.E.D.

Lema 6.35. Para todo boreliano B de medida positiva existe un boreliano
E C B! tal que u(E) > 0 y por lo tanto u(B~') > 0.

Demeostracion.

Tomemos Q = S™'RS con R dada por R(z,y) = (y,z) (entonces R es
homeomorfismo y R = R™!). Como S,S~! y R son continuas resulta que Q
es homeomorfismo y por lo tanto Bgxg-medible. Observamos que Q(a,b) =
(ab,b~') y en consecuencia Q = Q1.

Empezamos observando que Q preserva a g ® p. Por la proposicién 6.34, S
y S™! preservan a yu ® u entonces por la Proposicién 6.32 es suficiente probar
que R la preserva. Pero como (R[L]); = L* tenemos que

(w®WEL) = [ WRILDIu@) = [ WEue) = (e w(D)
Lo segundo que probamos es que para cualesquiera A, B € B¢,
(QUAx B)). =B 'n(z7'A) (6.9)

La razén de esto es como sigue: y € (Q(A x B)), siy sélosi (z,y) € Q(A x B)
pero @ = Q™! asi que esto tltimo es equivalente a que (zy,y™') € A x B es
decir zy € A,y~! € B 6 equivalentemente y € z 1A,y € B™1.

Ahora, sean A,B € By tales que pu(A)u(B) > 0. Como Q! preserva a
B p,

0 < u(A)u(B) = (1 ® u)(A x B) = (u® u)(Q(A x B))

por otro lado por (6.9) tenemos

(1 ® 1) (Q(A x B)) = ] 1 ((Q(A x B)),) u(z) = [ w(B7' 0 (271 4)) ()

por lo que
0<u(Au(B) = [ (B0 ) uto), (6.10)

de modo que la funcién z — p (B~' N (z7'A)) no es idénticamente nula por lo
que existe g € G tal que
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p (B 'N(z5'4)) >0

Para terminar, si A = B entonces tomamos E = B~ N (zy ' B). Q.E.D.
Veamos una consecuencia de (6.10).

Proposicién 6.36. Sea B € Bx con u(B) > 0. Entonces BB~ contiene un
boreliano de medida positiva.

Si B € B¢ tiene medida positiva también B! (por la Proposicién 6.35) por
lo que de (6.10)

0<u(B~)u(B) = [ (BN GEB) n(a)

de donde obtenemos que {z € G : (BN (z7'B)) > 0} tiene medida positiva,
pero

{reG:u(Bn(z7'B)) >0} C BB~ (6.11)

Para probar (6.11) supongamos que g (BN (z~'B)) > 0. En consecuencia
BN (z7'B) es no vacio y existe b € BN (z~'B). Pero entonces b =z}’ para
alguna b’ € B y asi z = b'b~! € BB~!. En conclusién, dado B boreliano de
medida positiva, el conjunto BB~! contiene un boreliano de medida positiva.
Q.E.D.

Mas adelante veremos como mejorar lo anterior.

Continuamos con otros lemas necesarios para probar el Teorema 6.31

Lema 6.37. Para todo boreliano B de medida positiva y para todo y € G se
tiene que By tiene medida positiva.

Demostracion. Tomemos B € Bg con p(B) >0y y € G.

Por el Lema 6.35 existe E € Bg de medida positiva tal que £ C B~1. Porla
invariancia de y, p(y~'E) = u(E) > 0 asi que de nuevo por el Lema 6.35 existe
F € B¢ de medida positiva tal que F C (y"'E)~! = E~'y pero E C B™! asi
que F C By y entonces By tiene medida positiva. Q.E.D.

Lema 6.38. Dado B € Bg la funcién z — v(Bzx) es Bg-medible.

Demostracion. Sea P : G x G = G x G dada por P(z,y) = (z,yz). Notamos
que P es invertible y que P~1(z,y) = (z,yz~!). Al ser (G, 7) grupo topolégico
tenemos que P y P~! son continuas y por lo tanto Bgxg-medibles.

Observacién: Para L € Bg ® Bg, (P(L)): = (Lz)z. Razén: al ser P una
biyeccién, que y € (P(L)), es equivalente a que P~(z,y) = (z,yz™') € L es
decir yz~! € L, 6 equivalentemente y € (L;)z.

Tomemos L = G x B. Ya que el espacio (G, Bg,v) es o-finito tenemos que
z + v((P[L]);) es medible (ver apéndice B.6), pero (P[L]), = (L.)z = Buz.
Entonces, x — v(Bz) es medible. Q.E.D.
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Ahora probamos el Teorema 6.31.

Prueba del Teorema 6.51:
Tomemos C compacto con interior no vacio. Entonces, v(C) > 0 (ver

Proposici6n 6.24)

Por el Lema 6.38, la funcién y — v(Cy) es medible pero como Cy es com-
pacto resulta esta funcién que no toma valores extendidos y ademas por el Lema
6.37 es positiva (ya que ¥(C) > 0). En consecuencia la funcién z = ;5= estd
bien definida y es medible positiva. .

Sea f, Bg-medible positiva y tomemos g(y) = %, entonces g es Bg-
medible y positiva.

Debemos probar que [ f(z)u(z) = p(C) [ 9(y)v(y)-

Como g es medible no negativa, por el Teorema de Tonelli (ver B.8 en
apéndice) podemos escribir

WO [ stw)anty) = / xc(@)e(w)d(s ® v)(z,y) (6.12)

Definamos h : G x G — R por h(z,y) = xc(z)g(y) entonces h es Bgxg-medible
y no negativa. Por (6.12) es suficiente probar que [ h(z,y)d(p @ v)(z,y) =
[ f(z)dp(z).

Comenzamos observando que

h(yz,z7') = xc(¥z)g9(z™") = xcz-1(¥) v(é(:‘)l )

por lo que al integrar en ambos lados y usar Tonelli obtenemos

[ xor )55 dvtwinta)

j £ (x)d(z) (6.13)

[ v,z @ v)(a,0)

Por otro lado si T y S~ son como en la Proposicién 6.32 tenemos que S™!T
preservaa u®@ py S~1T(z,y) = (yz,271), por lo que

[z dwe @) = [hepdeney (614

en consecuencia de (6.13) y de (6.14) obtenemos que [ h(z,y)dp ® p(z,y) =
[ f(z)du(z). Q.E.D.

Corolario 6.39. Sea (G, 7) un grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff
sequndo numerable. Cualesquiera dos medidas de Haar izquierdas difieren por
una constante positiva.

Demostracién. Tomemos p y v dos medidas de Haar izquierdas.
Sea C' C G compacto con interior no vacio. El Teorema 6.31 nos dice que
el cociente M"—C,ff{a:}dp(x) no depende de i por lo que H%Tff(:c)d,u(z} =
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55y J f(z)dv(z), entonces si tomamos f = xp (con B € Bg) obtenemos que
u(B) = (@) v(B); i.e. p = cv con c = (M) una constante positiva.

v(C) v(C)
Q.E.D.

Nota: Se puede probar que la hipétesis de que el grupo sea segundo nu-
merable no es necesaria pero entonces necesitamos la ayuda del Teorema de
representacion de Riesz para poder obtener una medida producto sobre los bore-
lianos de G x G y algunos resultados sobre integracién sobre espacios topolégicos
localmente compactos (ver [Cohn]).

Hasta aqui llegan los resultados referentes a la medida de Haar, pero antes
de terminar aprovechamos parte de lo que hemos probado para demostrar el
Teorema de Steinhauss.

Lema 6.40. Para todo B € B¢, u(B) =sup{u(C) : C C B,C compacto}

Demostracion. Tomemos B € Bg.

Caso 1: u(B) < oo.

Sea € > 0. Por la regularidad de p existe U abierto que contiene a B tal
que p(U) < u(B) + § y como la medida de B es finita resulta que u(U\B) < §.
De manera similar (ya que los compactos tienen medida finita) podemos tomar
C C U compacto tal que u(U\C) < 5.

Por otro lado ya que u(U\B) < § existe V € 7 tal que U\BC V y

w\@\B) = u (MO JBNY)) < 2

Consideremos D = C\V entonces D es un conjunto compacto y ademds
D C B ya que

D=C\VCU\VCB
Afirmamos que p(B\D) < €. Para esto notamos
B\D=(B\C)|J(BnV)cWw\O)lJWV\0)|JBNnV)

pero u(U\C), u((V\U)U(BNV)) < 5 con lo que terminamos la demostracién
de la afirmacidn.

Como la medida de D es finita de lo anterior se sigue que u(B) — e < u(D).
Al ser ¢ arbitraria se concluye el caso 1.

Caso 2: pu(B) = oo.

Como (G,Bg, i) es o—finito B puede escribirse como la unién creciente de
una sucesion (Bp,)nen con B, de medida finita, entonces lim,, u(B,) es infinito,
por lo que dada M > 0 existe n € N tal que u(B,) > M. Pero por el caso 1

1(By) = sup{u(C) : C C B,,C compacto}

por lo que existe D C B,, C B compacto tal que u(B,,) > pu(D) > M y al ser
M > 0 arbitraria se concluye que

sup{pu(C) : C C B,C compacto} = oo = u(B)
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Teorema 6.41 (Teorema de Steinhauss). Para todo boreliano B de medida
positiva, BB~ contiene una vecindad de la identidad.

Demostracién. Sea B € B de medida positiva. Por (6.11) tenemos que
{r€G:u(BN(z"'B)) > 0} (6.15)

est4 contenido en BB~!. Para probar el Teorema de Steinhauss probaremos
que e (el neutro del grupo) es punto interior de (6.15).

Por el Lema 6.40 existe C C B compacto de medida positiva.

Por la regularidad existe U € 7 tal que C C U y u(U) < 2u(C).

Por el Lema 5.7 podemos tomar V € 7 vecindad de la identidad tal que
vV CU.

Afirmamos que si z € V entonces u(C N (zC)) > 0, lo cual probaremos por
contradiccién. Supongamos que existe z € V, de tal forma que C N (zC) tiene
medida cero. Entonces usando

(€| J(z0)) = u(C) + u(zC) - u(C n (xC))
y la invariancia de p tenemos
u(CJ&C)) = 2u(C) (6.16)

Por otro lado, C'|J(zC) c C|JVC C U, por lo que p(C J(zC)) < u(U) . Pero
entonces de (6.16) concluimos que 2u(C) < u(U), lo que contradice la eleccién
de U.

En conclusién, V' es una vecindad de e contenida en

{reG:u(BN(z"'B)) >0}

es decir, e es un punto interior. Q.E.D.
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Capitulo 7

Funcion modular

La funcién modular es lo que nos permite pasar de una medida izquierda de
Haar a una medida derecha de Haar. Veremos algunas condiciones para que
las medidas izquierdas y derechas coincidan, las cuales serén 1itiles para poder
definir una involucién en L;(G) (cuando el grupo es conmutativo).

Tomemos (G,7) un grupo topolégico localmente compacto Hausdorff se-
gundo numerable y g una medida izquierda de Haar. Para toda a € G la
traslacién derecha por a (8,(z) = za), es un homeomorfismo, por lo que si
definimos p,(B) = p(é.(B)) = p(Ba) para todo boreliano B de G obtenemos
una medida regular (Lema 6.20) que claramente es invariante bajo traslaciones
izquierdas. Por la unicidad de la medida de Haar tenemos que existe un tinico
niimero positivo denotado A(a) de tal forma que g, = A(a)yx. El nimero A(a)
no depende de la medida p con la que comenzamos, pues si v es otra medida
izquierda de Haar tenemos v = ¢p para algin nimero positivo ¢ y entonces
Vo = Cita = cA(a)p = A(a)v.

Definicién 7.1 (Funcién modular). La funcién A : G — (0,00) se conoce
como funcién modular de G.

Antes de comenzar recordaremos algunas definiciones.

Definicién 7.2. 1. Una funcién Bg-medible f : G = R , se llama integrable
con respecto a p 6 p-integrable, si [|f|du < 0o. Por LX(G,Bg,p) deno-
tamos al conjunto de funciones u-integrables que toman valores reales.

2. Una funcion Bg-medible f : G — C se llama integrable con respecto a u
6 p-integrable si y sdlo si el mdodulo de f (|f|) es p integrable; es decir,
[1f|du es finita. Por LS$(G,Bg,n) denotamos las funciones integrables
respecto a . que toman valores complejos.

Notas: Recordamos que f € LX(G,Bg, ) si y s6lo si las integrales de la
parte positiva (f*) y la parte negativa (f ) son finitas; ademés f € L(G, Bg, 1)
si y sélo si la parte real de f (Re(f)) y la parte imaginaria de f (Im(f)) estdn
en L¥(G,Bg, u) (ver [Cohn)).

97
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Enseguida enunciamos algunas propiedades de la funcién modular.

Proposicién 7.3. Sean (G, 7) un grupo topolégico localmente compacto Haus-
dorff sequndo numerable y p una medida izquierda de Haar. Entonces

1. A es homomorfismo de grupos entre G y el grupo multiplicativo (0, 00).
2. A:G — (0,00) es continua.

3. El centro (z(G)), el conmutador (¢(G)) y la torsién (¢(G)) de G estdn
contenidos en el nicleo de A.

4. Si v es una medida derecha de Haar entonces para todo boreliano B se
tiene que

WaB) = 55H(B)

5. Dada f € LS(G,Bg, 1) 6 f medible no negativa, B € Bg yy € G se tiene

1@du(@) = 5G) [ F(ev)dutz) (7.1)

By B

6. Dada, f € LS(G,Bg, 1) 6 f medible no negativa y B boreliano, se tiene
que
x—l

[ @@ = [ L2 aua) (7.2)

B-1 B
Demostracion.
Prueba de 1.

Es claro que A(e) = 1. Tomemos C' C G compacto con interior no vacio
(entonces 0 < p(C') < 00). Notamos que

A(zy)u(C) = p(C(zy)) = u((Cz)y) = A(y)u(Cz) = A(y)A(z)u(C)

por lo que cancelando u(C) obtenemos que A(zy) = A(z)A(y).

Como consecuencia tenemos que 1 = A(z)A(z~!) por lo que A(z™!) =
Az)~L.

Prueba de 2.

Es suficiente probar que A es continua en e. Razén: Supongamos que A es
continua en e, sea ¢ € G. Probemos la continuidad en z:

Sea £ > 0. Debemos probar la existencia de una vecindad U de z, tal que si
y € U entonces |A(z) — A(y)| <e.

Por la continuidad de A en e existe V' € N(e) tal que si y € V' entonces
1A@W) - 11 < z5-

Tomemos U = zV; entonces U es una vecindad de x. Ademads si tomamos
y € U, y = zz para alguna z € V, por lo que [A(z) — 1] < zf;; de donde por
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la multiplicatividad de A se tiene |A(zz) — A(z)| = |A(y) — A(z)| < ¢, lo cual
termina la demostracién de la continuidad en z.

Ahora queremos demostrar que A es continua en e. Tomemos C compacto
con interior no vacio y € > 0. Por la regularidad de p existe U abierto con
C C U, tal que u(U) < (1 +€)u(C). Ahora sea V vecindad simétrica de e tal
que CV C U (ver Proposicién 5.7).

Afirmamos que si € V entonces |A(z) — 1| < e.

Tomemos z € V, entonces Cz C U por lo que

A(z)p(C) = p(Cz) < pu(U) < (1+¢€)u(C)
de donde obtenemos

Afz)—1<e (7.3)

Si ahora tomamos z = y~! con y € V, ya que V es simétrica tenemos por lo
anterior A(y~!) — 1= ﬁ -1= lgay < &, de donde

1-A(y) <eA(y) (7.4)

Por tltimo:

Si A(z) =1 entonces |[A(z) —1| =0<e.

Si A(z) > 1 entonces por (7.3), |[A(z) —1| = A(z) -1 < e.

Si A(z) < 1 entonces por (7.4), |A(z) — 1| =1— A(z) < eA(z) < e.

Lo que termina la demostracién de la continuidad de A en e.

Prueba de 3.

Primero veamos que t(G) C ker A. Tomemos =z € t(G) y n € N tal que
z" = e. Como A es homomorfismo tenemos que 1 = A(z)" por lo que A(z) = 1;
i.e. ¢ € ker A.

Veamos que z(G) C ker A. Sea z € z(G) entonces para todo boreliano B,
Bz = xB y por la invariancia de p y la definicién de A

u(B) = p(zB) = u(Bz) = A(z)u(B)

asi que si B es compacto no vacio tenemos que A(z) = 1. En particular si el
grupo es conmutativo (z(G) = G) tenemos que A es idénticamente uno.

Por iltimo probemos que ¢(G) C ker A. Recordemos que ¢(G) es el sub-
grupo generado por los elementos de la forma zyz~'y~!. En consecuencia, es
suficiente probar que para cualesquiera z y y, zyz~'y~! € ker A. Pero por la
multiplicatividad de A,

Alzyz'y™) = A@@)AE)AETHAE ™) = A(z)A(z) AW AER) T =1

Prueba de 4.

Sea v una medida derecha de Haar y I el equivalente derecho de A; es decir,
para todo z en el grupo y todo boreliano B se cumple v(zB) = I'(z)v(B).

Debemos mostrar que I' = %.
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Definamos #(B) = v(B~!). Entonces 7 es una medida izquierda de Haar.
Sea C un subconjunto compacto de tal forma que e € int(C). De las identidades:

v(C) = v(zz~'C) = ['(z)#(C'z) = I(z)A(z)#(C") = I(z)A(z)v(C)

obtenemos que 1 = I'(z)A(z); es decir, I’ = %.

Prueba de 5.

Sean Be Bg yy €G.

Primero probamos (7.1) para cuando f es medible y no negativa.
Caso 1: f = xg para algin E € Bg.

Notamos que xg(zy) = xgy-1(z), entonces

AW [ xs@)xsy @du(o)

= A@u(Bn(Ey™))
A)u((By)NE)y™)
= A(y)A@y ")u((By)NE)

/ f(z)dp(z)
By

A(y) /3 f(zy)du(z)

Il

Caso 2: Por la linealidad de la integral, (7.1) se vale para cuando f es una
funcion Bg-simple no negativa.

Caso 3: Caso general.

Tomemos (sp)nen sucesion de funciones Bg-simples no negativas tales que
sn < fy sp = f. Por el Teorema de la convergencia monétona tenemos que

f sn(z)dp(z) = / f(z)du(z) (7.5)
By By

Pero por el caso 2 tenemos que fo sn(z)dp(z) = Aly) [ sn(zy)dp(z) y de
nuevo por Teorema de la convergencia monétona tenemos

Ay) fB sa(zy)du(z) = Ay) /B f(zy)du(z), (7.6)

asi que de (7.5) y de (7.6) obtenemos fo f(@)dpu(z) = Ay) [ f(zy)dp(z).

Para probar (7.1) en el caso de que f € L§(G, Bg, p)), aplicamos lo anterior
a f*ya f~. Porltimo, si f € LE(G,Bg, 1) aplicamos el caso real a Re(f) y
a Im(f).

Prueba de 6.
Por el Teorema 6.31 y usando que u(Bz) = A(z)u(B) se tiene que

[ r@iuta) = ue) [ L aute) = [ L auta

para f Bg-medible no negativa y C' compacto con interior no vacio
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Ahora, si f € LR(G,Bg, 1) entonces aplicando lo anterior a f* y a f~ se
sigue cumpliendo (7.2). Si f € LE(G, Bg, p) aplicamos el caso real a Re(f) y a
Im(f). Q.E.D.

Notamos que los incisos 5 y 6 son férmulas de cambio de variable. En el
inciso 5 el cambio de variable es §(z) = zy y el que juega el papel del jacobiano
es A(y). En el inciso 6 el cambio de variable es h(z) = z~! y el que sirve como
jacobiano es %. Si la funcién modular es idénticamente uno los cambios de
variable se simplifican.

Definicién 7.4. Un grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff sequndo
numerable (G, T) se llama unimodular si la funcion modular es constante (igual
a uno).

Por ejemplo, si el grupo G es conmutativo entonces para todo z, u(zB) =
u(Bz) = p(B); por lo que A(z) = 1 para todo z, por lo que G es unimodular.
Mis adelante daremos ejemplos de grupos no abelianos unimodulares.

La siguiente proposicién identifica algunos grupos unimodulares.

Proposicién 7.5. Sea (G, T) grupo topolégico compacto Hausdorff seqgundo nu-
merable; entonces G es unimodular.

Demostracién. Al ser A continua y G compacto se sigue que A(G) C (0, 00)
es compacto y por lo tanto acotado.

Si existe z € G tal que A(z) > 1 entonces {A(z)" = A(z") :n € N} C Rno
estd acotado lo cual es una contradiccién. Si existe z € G con A(z) < 1, al ser
A homomorfismo obtenemos que A(z~') > 1 y volvemos al caso anterior. En
conclusién debemos tener que para todo x € G,A(z) = 1. Q.E.D.

Supongamos que G es conexo. Al ser A continua su imagen es un subcon-
junto conexo de R, es decir, un intervalo. Si G es unimodular el intervalo se
reduce a {1}, pero si G no es unimodular entonces el intervalo es (0, c0).

Proposicion 7.6. Si G es conezo no unimodular entonces A es suprayectiva.

Demostracion. Al ser G conexo y A continua tenemos que A(G) es conexo
en R y por lo tanto un intervalo. Usando que G no es unimodular existe z € G
con A(z) # 1y sin pérdida de generalidad podemos suponer que A(z) > 1y por
lo tanto A(z~!) < 1. Entonces la sucesién de intervalos ([A(z71)", A(2)"])nen
cubre (0,00). Ahora, como A(z") = A(z)", A(z™™") = A(z™)" y A(G) es
conexo tenemos que [A(z~!)", A(z)"] estd contenido en A(G) para todo n € N,
en consecuencia A(G) = (0,00). Q.E.D.

La siguiente proposicién nos da una muestra mas de c6mo la funcién modular
relaciona las medidas derechas e izquierdas.

Proposicién 7.7. Sea (G,7) un grupo topoldgico localmente compacto Haus-
dorff segundo numerable, 1 y v medidas de Haar izquierda y derecha respectiva-
mente y B € Bg.

1.

ws = [ A7) (7.7)



102 CAPITULO 7. FUNCION MODULAR

2. Recordamos que ji(A) = p(A~'). Si f es una funcién Bg-medible no
negativa 6 f € LS(G,Bg, 1) entonces

atag = f
| t@n@) = [ LB duta). (738)
3.
v(B™') = / A(z)dv(z). (7.9)
B
Demostracion.
Para probar el inciso 1 hacemos f = 1 en (7.2).
Prueba de 2.

Primero demostramos (7.8) para f Bg-medible no negativa.
Caso 1: f = x4 para algiin A € Bg. En este caso

fB f(@)di(z) = (AN B) = u((AN B)™1))

pero por (7.7) tenemos

uansy ) = [ s = [ 28

lo que termina la prueba del caso 1.

Caso 2: f es una funcién Bg-simple no negativa. Este caso se sigue de la
linealidad de la integral y del caso 1.

Caso 3: Caso general. Sea (s,)nen una sucesion de funciones Bg-simples no
negativas tales que s, < f y lim, s, = f. Por el Teorema de la convergencia
mondétona tenemos

lim /B 3adii(z) = /B £ (z)di(z) (7.10)
; sn(z) [ fl=) »
h’l‘nfs AG) du(z) = . A(z)d’u( ) (7.11)

pero por el caso 2, [p sn(z)di(z) = [, %"(%’\—dp(z) para toda n € N. En conse-
cuencia de (7.10) y de (7.11) concluimos que f satisface (7.8).

Ahora supongamos que f € L¥(G,Bg,p). Si escribimos f = f* — f~ly
aplicamos lo anterior a f* y a f~ obtenemos que f cumple (7.8). Por iltimo,
cuando f € LE(G,Bg, p) aplicamos el caso real a Re(f) y a Im(f).

Probemos el inciso 3. Si tomamos f(z) = A(z) en (7.8) obtenemos que

/Bﬂ(x)dﬁ(z] = 4(BY) (7.12)

Por 6.21, ji es una medida derecha de Haar, por lo que existe ¢ > 0 de tal
forma que v = ¢j2. Es facil probar que para toda ¢ Bg-medible no negativa,
Jp 9(z)v = ¢ [ g(z)dji(z); por lo tanto, si multiplicamos (7.12) por ¢ obtenemos
(7.9.) Q.E.D.
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Corolario 7.8. Sean (G, ) grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff i
y v medidas izquierda y derecha de Haar respectivamente. Entonces dado B €
Be, w(B) =0 siy sdolo siv(B)=0,ie. v pypLur.

Demeostracion. Por la proposicién 7.7 tenemos que i < p. Por otro lado, al
ser ft medida derecha de Haar existe ¢ > 0 tal que i = cv, de donde v <« pu. De
igual forma p € v. Q.E.D.

Corolario 7.9. Sea (G, 7) un grupo topolégico localmente compacto Hausdorff
y p una medida derecha de Haar. Entonces:
di 1

dp = A
Demostracion. Se sigue de (7.7.) Q.E.D.
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Capitulo 8

Ejemplos de medidas de
Haar

La intencién de este capitulo es exhibir ejemplos concretos de medidas de Haar.
Estudiaremos medidas de Haar para el grupo multiplicativo RT, para el grupo de
matrices invertibles de 2 x 2 (el cual nos da un ejemplo de un grupo unimodular
no conmutativo) y para el grupo Z5. El ejemplo 8.11 (tomado de [Hewitt-1])
es particularmente interesante, pues generaliza varios ejemplos anteriores y nos
dice cémo calcular la funcién modular de varios grupos.

Antes de ver ejemplos de medidas de Haar damos una proposicién que nos
proporciona un criterio para saber cudndo dos medidas son iguales. Depués
daremos una proposicién que simplifica la prueba de que una medida regular
sea medida de Haar.

Lema 8.1. Sean (X,S,u) y (X,S,v) dos espacios de medida finita con
v(X) = u(X)-

Supongamos que P es un w-sistema (ver definicion 6.28) tal que la o-dlgebra
generada por P (S(P)) es S y tal que p y v coincidan en P. Entonces v = p.

Demostracion. Tomemos £ = {A € § : v(A) = u(A)}. Por hipétesis tenemos
que P C L, asi que si probamos que L es un A-sistema, por el Lema de las clases
mondétonas (ver apéndice B.4) tendremos que S(P) C L, pero S(P) = &, lo que
prueba el lema.

Queremos demostrar que £ es un A-sistema.

Como v(X) = p(X) resulta que X € L.

Sea (An)nen sucesion creciente de elementos de £. Entonces:

v (U An) = lim v(4,) = lim p(4,) = p (U An)
neN neN

asi pues |J, oy An € L.
Tomemos B C A, con B, A € L. Al ser v y p finitas tenemos que

105
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H(A\B) = u(A) — p(B) = (4) - u(B) = ¥(A\B)
por lo que A\B € L. Q.E.D.

Corolario 8.2. Sean (X,S,p) y (X,S,v) dos espacios de medida. Sea P un
n—sistema tal que v y p coinciden en P y ademds la o-dlgebra generada por
P es S. Supongamos que existe (X,)nen sucesién creciente de elementos de P
con medida finita bajo p y v tal que X =, .y Xn. Entonces v = p.

Demostracidn. Definamos vn, ptn : S = [0,00) por vp(A) = v(AN X,) y
pn(A) = p(AN X,). Entonces v, y p, son medidas finitas y coinciden en P,
asi que por el Lema 8.1 v, = u, para toda n € N.

Por iltimo, dado A € S tenemos

B(A) = lim p(ANXa) = lim pun(d) = lim v,(4) = lim #(AN Xp) = v(A).

Q.E.D.

Corolario 8.3. Sea (G, T) grupo topoldgico localmente compacto Hausdorff y P
un w-sistema tal que S(P) = Bg.

Sea p1 : Bg — [0, 00] medida regular.

Supongamos que:

i) Eriste (G,) sucesién creciente de elementos de P con medida finita tal
que su union es todo G.

1) Para todo a € G y para todo A € P se tiene que p(aAd) = p(A)

Entonces i es una medida izquierda de Haar.

Demostracién. Sea a € G. Queremos demostrar que para todo A boreliano
de G, p(aA) = u(A).

Tomemos v(A) = p(aA) para todo A € Bg. Entonces v es una medida y
por hipétesis v restringida a P coincide con p, asi que por el corolario 8.2 v = p;
i.e. para todo A € Bg, pu(ad) = u(A). Q.E.D.

Lema 8.4. Sea (X, 7) espacio topoldgico localmente compacto Hausdorff, p una
medida regular sobre los borelianos de X y f : X — (0,00) continua. Definamos
v:Bx — [0,00] por v(E) = [, f(z)du(z). Entonces v es una medida regular.

Demostracion.

Dado que f es continua en X y positiva tenemos que v es una medida. Resta
probar que v es regular.

Primero veremos que es finita en compactos. Dado C' C X compacto al ser
f continua en X tenemos que ||f||o < co y entonces ¥(C) = [, f(z)du(z) <
Ifllc #(C) pero u(C) < oo al ser p regular. Entonces v(C) < oo.

Para todon € N con n > 2,sea V,, = f~!((+,n)). Notamos que V, C Vy, 41,
V. € 7 (al ser f continua) y ademas X = (J, -, Vi,. Observamos que

v(U) = lim »(UNV,) (8.1)

n—oc
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Queremos demostrar que para todo U abierto
v(U) = sup{v(C) : C C U, C compacto }

Afirmamos que es suficiente probar que para todo n > 2

v(UNV,) =sup{r(C): C CUNYV,, C compacto} (8.2)

La razon de esto es la siguiente:

Si ¥(U) = oo entonces, gracias a la ecuacién (8.1), para toda M > 0 existe
n, con u(UNV,) > M. Pero usando (8.2) podemos encontrar C CUNV, CU
compacto con u(C) > M.

Supongamos v(U) < oo y sea € > 0 arbitrario. Por (8.1) encontramos n tal
que v(U) —v(UNV,) < §. Después, usando (8.2) encontramos C CUNV,, CU
con (U NV,) —v(C) < 5 de donde tenemos »(U) — v(C) < e.

Ahora probamos (8.2). Tomemos U, =UNV,.

Caso 1: v(U,) < oo.

Usando Lxu, < fxu, obtenemos Lu(U,) < v(Up) < o0, asf p(Up) < 0.

Al ser p regular tenemos que existe (Cyn )m>2 sucesién compactos contenidos
en U, tal que

1
#(Un) = 1(Cm) = p(Un\Crm) < —

Sea C = U,,>3 Cm, entonces C C Un y p(Un\C) < p(Un\Cm) < L para
todo m > 2 i.e. p(U,\C) = 0y por lo tanto »(U,\C) = 0 asi que

Y(Un) = ¥(C) = lim »(UR,CY)

Pero para cada m > 2, Ui, Ci C U, es compacto, entonces v(U,) =
sup{v(C) : C C Un, C compacto }.

Caso 2: v(U,) = oo.

Usando fxu, < nxu, obtenemos oo = v(U,) = nu(U,); i.e. p(Up) =00y
por la regularidad de g dado M > 0 existe C C U, compacto con nM < u(C);
pero usando Lxc < fxc se sigue que M < #E) < 4(C).

Queremos demostrar que para todo B € By
v(B)=inf{v(U):Uer y BCU} (8.3)

Es claro que podemos suponer que v(B) < co y en consecuencia, para todo
n>2 v(BNV,) <oo.

Primero probaremos que dada € y n > 2, existe W, C V, abierto que
contiene a BNV, de tal forma que

v(Wa \ (BNV2)) < o (8.4)

Como %Xgnvn < fxmav, y ¥(BNV,) es finita, resulta que u(B N V,) es
finita. Por la regularidad de p, podemos tomar un abierto W), que contiene a



108 CAPITULO 8. EJEMPLOS DE MEDIDAS DE HAAR

BNV, de tal forma que p(W},) < ,u(B NVa) + 5=, y como u(B NV,) es finita

obtenemos que (W) \ (BNV,)) < 5=
Proponemos W,, = W/ NV,,. Entonces W, es abiertoy a BNV,, CW, CV,.
Ademds, como W, estd contenido en W}, se tiene que u(W, \ (BNV,)) < 5.
Ahora tomemos W = UnenW,. Entonces W es abierto y contiene a B.
Probaremos que v(W) < v(B) + ¢, con lo cual (al ser £ arbitraria) concluimos

(8.3).
Para n > 2 tome W} = Uf_,W,. Entonces W es la unién creciente de W/,

por lo que v(W) = lim, v(W})).
Por otro lado, como (B N Vy,)n>2 es creciente, tenemos

Wi\ (BNV,) C U Wi \ (BN Vi)
por lo que de (8.4) y usando que v(B N V,) es finita obtenemos

" = 3
(W) <uv(BNV,) + 22—
Por iltimo, como lim, v(B NV,) = v(B) resulta

v(W) = limp(W;) <lmu(BOVa) + Y o < v(B) +e.
k=2

Q.E.D.

Ejemplo 8.5. Tomemos el grupo multiplicativo G = (0,00) y sea A la medida
de Lebesgue restringida a los borelianos de G.
Definamos p: Bg — [0,00] dada por p(A) = [, 1dA(t).
Como la funcién t — t=1 (t € G) es continua y positiva tenemos que jt es una
medida reqular (ver Proposicidn 8.4), resta probar que es invariante izquierda.
Sea P = {[a,b) : a,b € G}, entonces P es un w—sistema que genera a Bg.
Vamos a encontrar la medida bajo p de los elementos de P.
Al ser = +— z~! continua en G, la integral de Riemann coincide con la de

Lebesgue en [a,b] C R y entonces

/l Lo = /a g %dt e Rerfil) = el (8.5)

ab) t

Ahora, G = U enl2,n) con ([1,1))nen sucesidn creciente de elementos de
P. Ademds por (8.5) cada [1,n) es de medida finita.
Por corolario 8.3 es suficiente probar que para todon € N y para todo c € G

se cumple que p(cla,b)) = p(la,b)). Pero por (8.5)

ch
/ —dA(t) / ldt = In(c) + In(b) — In(c) — In(a) = / —A(t)
[ca,ch) t ca [a.b) t

ulcla,5)) = u(la,b)).
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Ejemplo 8.6. Tomemos el grupo

G‘={(B ';) :r,sER T >0}

con la multiplicacién usual de matrices (ver ejemplo 5.2-6) y sea A la medida

de Lebesque en R?..
Sea H, = {(r,s) € R? : r > 0} (un semiplano abierto en R?.) Identificamos
los puntos de G con los de H; mediante

(6 1)~

Definamos p : Bg — [0,00] dada por p(A) = [, Zd)(z,y).

Afirmamos que p es una medida izquierda de Haar.

Dado que z — 7% (z > 0) es una funcién continua y positiva tenemos que
i es una medida regular (ver Proposicion 8.4).

Tomemos P = {[r,s) x [u,v) : r,s,u,v € R,r,s > 0}; entonces P es un
m—sistema que genera a Bg. Veamos que P satisface las hipdtesis del Corolario
8.3.

Primero calculamos la medida de los elementos de P.

Al ser z — 272 continua en el semiplano abierto H,, tenemos que las inte-
grales de Riemann y Lebesgue coinciden en subconjuntos compactos de H,. Por
el Teorema de Fubini:

f”)x[”)gd/\zy) [/—dxdy—(v—u)(-“) (8.6)

Es claro que G = |J,cx[x,n) X [-n,n) con ([£,n) X [-n,n))nen sucesién

creciente de elementos de P. Cada [+, n) x [-n,n) tiene medida finita por (8.6).
Nos resta probar que para toda a € G y toda A € P, pu(aA) = p(A).
Tomemos [r,s) x [u,v) € P y

a:(g f)ec A:{(O 1) &, #) G[‘r,s]x[uv]}

Entonces
B za ya+pf) .
aA = U 1 .(I,y)G[T,S)X[U,‘U)
que podemos reescribir como
z w\
aA = 0 1/); (z,w) € [ar,as) x [au+ B, av + B)

Al igual que en (8.6) tenemos
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1 netR e | 11
/ Az, y) = / / —dzdy = (av-au) (— - —)
[ar,as)x[au+B,av+8) T autf Jar T ar as

Il
—
<
|
2
o —
P
~5 | -
|
o | -
S’

de donde tenemos que p(aA) = u(A).

Ast pues por el corolario p es una medida izquierda de Haar.

Ahora sea v : B¢ — [0,00] dada por v(A) = [, 2dA(z,y).

Afirmamos que v es una medida derecha de Haar. La prueba es un razo-
namiento parecido al anterior, tomamos P el mismo w—sistema de antes y sdlo
nos resta probar dos cosas: que los conjuntos [r,s) X [u,v) tienen medida finita
bajo v y que v(Aa) = v(A) para toda a € G y toda A € P

Para ver que v([r,s) x [u,v)) es finita usamos que t — t~' es continua (y
ast las integrales de Lebesque y Riemann coinciden) y el Teorema de Fubini para
obtener

f[ L) = [ [ = w-wnE -ne) @)

r.s)x[u,u) T

Tomemos a € G y A € P como antes, entonces

. { (x(;x :.:131+ y) : (z,y) € [, 8) x [u,v)}

Sea E = {(za, 28 + y) : (z,y) € [r,8) x [u,v)} y f,g : [ra,sa) =+ R dadas
por

B B
t)==t+ t)=—t
i =Ceru g)="t+o
la grdfica de f es una recta que une (ra, Br + u) con (sa,Bs + u) y la grdfica
de g es una recta que une (ra, fr + v) con (sa, fs + v).
Note que E = {(z, 28 +y) : (2,y) € [ra,sa) x [u,v)} y entonces
E = {(z,v) : z € [ra,sa), f(2) < w < g(2)}

y por el Teorema de Fubini

1 as  prglz) 1 as | as
/ —dz :/ / —dwdz =/ —(g(z) — f(z))dz [ %
E < ar Jf(z) * ar % ar z

= (v —u)(In(s) — In(r))

Pero dado que t — t~! es continua las integrales de Lebesgue y de Riemann
coinciden y as? gracias a (8.7)
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i) fA —i—_d/\(a:, g e ]E %dx = o= inls) —Tle)) =old)

Este ejemplo nos proveé de conjuntos con medida finita bajo una medida
izquierda pero infinita bajo una medida derecha. Por ejemplo tomemos A la
franja [1,00) x [0,1). Entonces A es la unidn creciente de A,, = [1,n) x [0,1)
por lo que v(A) = lim, v(A,) y p(A) = lim, p(A,).

Por otro lado usando (8.6) y (8.7)

W(An) = 1=, ¥(An) = In(n)

ast que u(A) =1 y v(A) = oo.

Ejemplo 8.7. Consideremos el grupo aditivo Zs con la topologia discreta y
el grupo G = Z§ con las operaciones coordenada a coordenada y la topologia
producto. Es sencillo probar que G es grupo topoldgico (conmutativo) y ademds
es compacto pues es producto de compactos. Asi pues podemos tomar p la
medida de Haar normalizada i.e. pu(G) = 1.

Recordemos cdmo son los abiertos bdsicos de G. Sip; : G — Zy es la
i—ésima proyeccion entonces pi_l(U) C G es abierto bdsico con U C Zs. Los
bdsicos de G son de la forma (\_, p;l (Uy;) con Uy; C Zs.

El siguiente resultado determina la medida de los elementos de una base de
vecindades.

Proposicién 8.8. Dados {i;}_; C Ny (n;)5_, € Z§ fijos se tiene que

k
w (N w5 ) | = 5 (8.8)

Jj=1

6 de manera equivalente
3 g 1
pula € G:a(ij) =nj, je{1,...k}) = 3

5 ; ; K K
Demostracién. Primero probamos que para cualesquiera (n;)5_;,(m;);j-, €
Z% se cumple

k k
w| g (n}) | =w | ()P {ms}) (8.9)
i=1 j=1

Por la invariancia de p es suficiente probar que uno es traslacidn del otro,
pero afirmamos que

k k
() pi({ns}) + b= () p;' ({m;}) (8.10)

j=1 i=1
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con b dado por b(i;) = nj + mjmod2 sii; € {iy,...,ix} y cero en otro caso.
Probemos (8.10).
C]Tomemos c € ﬂ;;l p,-:_l({n_,-}) yij en {i1,...,ix}, entonces

(¢ + b)(i) = cli;) + b(i;) = nj + (n; + m;) = m;

porlo quec+be ﬂ;;l p‘-‘jl({mj}}.
D]Seace ﬂ:f;l p;jl({mj}) y tomemos a € ﬂ;;l pal({nj}) dada por
a(i) = c(i) sii ¢ {i1,...,ix}. Entonces sii = i; para alguna j en {1,...,k},
(a+b)(i;) = nj + (n; + m;j) = mj = c(i;). Sii no estd en {i1,...,1x} entonces
(a+b)(i) = c(i). En conclusién a + b= c. Esto termina la prueba de (8.10).
Por (8.9), probar (8.8) es equivalente a probar

nu'(nj lpt_,l({[]} ) = I/2k

lo cual haremos por induccwﬂ sobre k.

k = 1. Veamos que u ({0})) =172,

Notamos que G es la tmwn ajena de p"l{{(}}) Y p; 1({1}) y como p(G) =1
se sigue que 1 = ,u{p!l ({0})) + ,u(p:ll({l}}) Pero por la observacién tenemos
que (p;,' ({0})) = u(p;,' ({1})) por lo que se concluye que p(p;,'({0})) = 1/2.

Supongamos que p(: i—1P;; 1({0})) = 1/2F y probemos la igualdad para k+1.

Notamos que ;_, p;;' ({0}) es igual a

((i]p;‘({ﬂ})) ﬂp,}ll({ﬂ})) U ((ﬂ p;; ( {0})) Nril. ({1 )

donde la unién es ajena y ademds los dos conjuntos de la unidn tienen la misma
medida (por la observacidn) asi que por la hipdtesis de induccion se tiene que

i =p (ﬂp.‘l({o})) =2 (ﬂp ‘({0}))

de donde se concluye que ,u(ﬂ +h _]({0} ) =1/2%. Q.E.D.

Corolario 8.9. Ezisten K,L C G subconjuntos compactos tales que p(K) =
0=p(l) y KPL=aG.

Demostracion. Sean
K={aeG:a(2))=0,ieN} y L={a€G:a(2i—1)=0,i €N}
Notamos que

K=2,%x{0} xZy x {0} x Zy x---. L={0}x%Zyx{0}xZyx{0}x
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por lo que K y L son producto de compactos en Z?> y por lo tanto son compactos
en G.

Ademds, como K C ﬂ;’:l p;jl({{]}} para todo natural k se sigue de la proposi-
cion (8.8) que u(K) < 1/2* para todo k, por lo que u(K) = 0. De manera
similar se tiene que p(L) =

Nos resta probar que K + L = G.

Seaa € G yseanb€ K,c € L dados por b(2i — 1) = a(2i — 1) y c(2t) = a(22)
para todo i € N. Entonces b+ ¢ = a. Esto prueba que K + L = G, pero como
KnNL={0} tenemos que KB L=G. Q.E.D.

A continuacidn veremos cierta relacién entre u y la medida de Lebesgue en

(0,1].

Paran > 1 sea Np = (2, P; '({1}) = {a € G : para todoj > n,a(j) = 1}
y N - Un:i Nﬂ'

Por la Proposicién 8.8 se sigue que u(N,) = 0 para todo n y por lo tanto
n(N) =

Sea G =G\N y f : G = [0,1] dada por f(a) = 332, a(i)/2".

Como todo nimero en [0,1] admite un desarrollo binario sin colas de unos
concluimos que f es sobre. Ademds como no tenemos colas de unos f resulta
ser inyectiva; para probarlo supongamos que 221 95':31 = 221 %—?l y que 0 =
a(1) < b(1) = 1. Entonces

1 b)) s=a(i) w1 1
AP TE API

donde la sequnda desigualdad es estricta ya que a no tiene cola de unos. En-
tonces no puede pasar que a(l) < b(1). De la misma forma llegamos a una
contradiccion si b(1) < a(1) por lo que a(1) = b(1). Por induccién tenemos que
a(n) = b(n) para todo n por lo que a = b.

Afirmamos que f es continua.

Sea (ax)rer unareden G ya € G tal que ay — a en G. Queremos demostrar
que f(ay) = f(a) en [0,1].

Sea e >0. Como 2, 1/2' < 0o ezisten € N tal que 30 .1 1/2! <¢g/2.

Por otro lado ya que ({a(1)} x --- x {a(n)} x ZHNG, (con I =N\{1,...,n})
es un abierto de G que tiene a a y usando que ay — a resulta que existe Ao de
tal manera que para todo A > A, ax(i) = a(i) para todo i € {1,...,n}. Se sigue
que para todo X > Xg

i lax(?)] + |a(?)|

2. ax(i) — a(i)
1f(ar) - f(a)] = e I ,-
; i=§l 2 i=n+1 2
< 3 ;— <2e/2)=¢

lo cual prueba la continuided de f.
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De la continuidad de f se sigue que para todo B boreliano del [0,1] se tiene
que f~1(B) € Bg.

Proposicién 8.10. A denota la medida de Lebesgue en [0,1]. Afirmamos que
para todo boreliano B del [0,1] se cumple A\(B) = u(f~(B)).

Demostracién. Definamos X' : Byg,3) = [0,00) por X' (B) = u(f~'(B)). Sabe-
mos que A’ es una medida y ademds X' ([0,1]) = p(G) =1 = X([0,1]). Si encon-
tramos un w—sistema que genere a los borelianos del [0,1] de tal forma que A y
A’ coincidan en este w—sistema tendremos que A = X',

Para todo m € N tomamos

W "

¥y P =U,en P U{0}.

Sea D,, = {sz :1 € {0,...,2m}}. Los intervalos de P, son los intervalos
semicerrados con extremos consecutivos en D,,. Al conjunto D = UpenD,, se
le conoce como el conjunto de los nimeros diddicos y es conocido que es denso
en [0,1].

Observamos que cada P,, consta de una coleccion de intervalos ajenos.
Ademds, para todo q natural, Ppiq C P y cada intervalo de Py, es la union
de 27 intervalos de P yq.

Tomemos A,B € P y veamos que ANB€P. SiA=0J6 B =10 entonces
es claro que AN B € P. Entonces podemos suponer

k k+1 I I+1
A:[T—", 2:;&) B:[F’ Qm)

y sin pérdida de generalidad suponemos que n < m. Entonces B € P, es la

union de 2™~ " intervalos de P,. Como A € P, tenemos dos casos: A estd
entre los intervalos cuya unidén es B. En este caso, ANB=A€P; si Ano
estd entre los intervalos cuya union es B, entonces ANB =0 € P.

Ahora probemos que S(P) = By ).

C]Como P C By, resulta que S(P) C By -

D]Sea E = {(a,d) : a,b € [0,1]}. Como S(E) = Byg ) es suficiente probar
que E C S(P).

Tomemos a < b,a,b € [0,1]. Usando la densidad de D en el [0,1], es posible
encontrar (z;)ien, (yi)ien sucesiones de diddicos tales que converjan a a y a b
respectivamente y

@< Tp4l <Tn <Yn < Yntl <b

En consecuencia (a,b) = | Jn_[Tn,yn). Por lo tanto para que (a,b) € S(P),
es suficiente probar que dados T,y € D con x < y, se tiene que [z,y) € S(P).

Sean x,y € D conx € D, yy € Dy,. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que n < m. Sin < m entonces D, C D,,, por lo que z,y € D,,, es
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decir z = 3% y y = 3&. Pero entonces
K
1 141
[z,y) = U [2—m,2—m)
i=k

por lo tanto, [z,y) € S(P).
Lo diltimo que nos falta para terminar la prueba de la Proposicion 8.10 es

demostrar que
1 k k+1 , k k+1
2—“_’\([2_“’75_))"’\ ( 2—,,,2—,,))

Tomemos el diddico .;‘—,, y escribdmoslo en desarrollo binario como
I.
=30, 5 conl; € {0,1}.
Si probamos que

'8 q;t¥n ﬂgﬂu) (8.11)

habremos terminado, pues usando la proposicion 8.8 y la definicién de \' ten-

emos
k k ~
X ([2—,,,2%1)) =p| 'Pj_l({lj}) = 2i,,

j=1

Veamos la igualdad (8.11)
C] Tomemos a € G tal que f(a) € (£, &tL)

Primero ﬂﬁﬁnamos que l, < a( 1) y para pmbarlo Primero suponemos que
0=a(l) <lj =1 entonces

1 = a(t)
2 Z§<Z

i=2

l;

1
2—' = (8.12)

MI_

||M=

MI»—A

(donde la segunda desigualdad es estricta ya que a no tiene cola de unos) lo que
es una contradiccion. Asi pues, l; < a(l).

Ahora veamos que l; = a(1), para lo cual suponemos que 0 =1, < a(l) = 1.
Ya que a(1) = 1 se tiene que f(a) € [3,1]. Por otro lado ya que Iy = 0 resulta
que el diddico & = Yo & € [0,1) pero entonces [£,5EL) C [0,1) y asi
f(a) € [-2"7, %’,—1) lo cual contradice lo anterior. Asi pues, |} = a(1) y (8.12) se

reescribe como
L - e R |
;21‘—2 21 <22:+2n

=2
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y podemos repetir el argumento para encontrar que ly = a(2) I, =a(n).

D] Tomemosa € ﬂj_l p; “Y({1;))- Es claro que ¥1 2, & fo] %,— Ademds
como a no tiene cola de unos tenemos

Z a('l'. Z 2l a(t] < Z = _ﬂ

i=1 i=l1
lo cual termina la demostracidn de la proposicion. Q.E.D.

Como consecuencia de la proposicidn podemos dar dos compactos en [0,1],
C y D de medida cero de tal forma que C + D = [0,1]. Para esto tomamos
C = f[K] yD = f[L] con K y L como en el corolario 2 (notemos que K,L C G).
Al ser f continua, K y L compactos resulta que C y D son compactos. Para
mostrar que C + D = [0,1] dado z € [0,1] lo descomponemos en desarrollo
binario ) oo, 3+ de tal forma que no tenga cola de unos. Entonces tomamos a €
K,be L tal que a(2i—1) = z2i—; y b(2i) = z2;. De esta manera f(a)+ f(b) = z.
Por iltimo para probar que tanto C como D tienen medida cero, usando la
Proposicién 8.10 y que f es biyectiva tenemos que A(C) = u(f~'(f[K)) =
u(K) = 0. Siuno intenta visualizar los conjuntos C' y D resulta que son de tipo
Cantor, sdlo que en vez de quitar terceras partes quitamos mitades.

Ejemplo 8.11. Este ejemplo generaliza dos de los ejemplos anteriores y nos
ayuda a ver algunos mds.
Sea (G, T) un grupo topoldgico con las siguientes propiedades:

1. G CR" es abierto.

2.p:GxGCR™ = R tal que p(z,y) = (p1(2,9),.--,pa(z,y)) con
T = (Ilu'":xﬂ) vy = (yla---ayﬂ) es tal que

9p; 0p;
dz;’ dyk

son continuas en G x G, i.e. p es clase C?.

Falta una tercera condicion, pero antes recordemos que las traslaciones
izquierda y derecha por a (o,,6, respectivamente) son continuas. En este
caso son clase C', pues tenemos que para todo z € G

Tl = P, e = Pwa 61

por lo que %’— y _3__{35_),_ son continuas. Aiun podemos decir mds: ten-
emos que o, es la funcwn identidad en G y que 0,0, = Oap, ST que g,
es invertible, su inversa es g, y es clase C* por lo que o, es un difeo-
morfismo y en consecuencia el Jacobiano de o, no se anula en ningin
punto de G. Lo mismo podemos decir de §, (notamos que {0, :a € G} y
{6q : a € G} forman subgrupos del grupo de difeomorfismos de G en G ).
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3. La tercera condicién que pedimos es que el Jacobiano de o, y de 8, sdlo
dependa de a. Si por J(a,) (J(d,)) denotamos el Jacobiano de oo (8,)
tomamos S(a) = |J(o,)| (D(a) = |J(da)])-

Una primera observacion es que las funciones a = S(a) y a — D(a) son
continuas. Para esto tomamos un € G fijo y (an)nen sucesion en G de tal
forma que lim, a, = a. Debemos probar que lim,, S(a,) es igual a S(a). Usando
(8.13) y la continuidad de las derivadas parciales obtenemos

'}l’n‘_}o gz_i(a"’ I) BPJ ( ) a(aa).‘f ( )

Gmm(g
i

converge, cuando n tiende a infinito, a la respectiva entrada de la matriz

y por la continuidad del Jacobiano lim, J(o,, )(z) = lim, J(o,)(z). Como
suponemos que J(o,, )(z) sélo depende de a se concluye que lim, S(a) = S(a).
Se argumenta similarmente para D.

Continuando con las observaciones tenemos que tanto S como D son homo-
morfismos entre el grupo G y el grupo multiplicativo (0,00). Para esto recor-
damos que 0,04 = 04, por lo que de la multiplicatividad del determinante se
sigue J(oqa04) = J(04)J(0p) de donde S(ab) = S(a)S(b).

Cada entrada de la matriz

Proposicién 8.12. Las funciones p,v : Bg — [0, 00] dadas por

1 1
u) = [ gae), vd) = [ 5@

(con A la medida de Lebesgue en R™) son medidas izquierda y derecha de Haar
respectivamente.

Ademds A(a) = 5.

Demostracién. Como las funciones = +— -—(-)-, T D_(xi son continuas, por
la Proposicion 8.4 tenemos que p y v son medidas requlares. Resta probar la
invariancia bajo traslaciones. Sdlo lo hacemos para u, pues para v es simi-
lar. Tomemos a € G, como o, es difeomorfismo por el Teorema del cambio de
variable (ver B.1 en apéndice), resulta que

1 1
/g.,m) 5@ _/AS(GG(I)‘) |7(90)(2)] dA(z) = 3( S 17(02)(@)] d(z)

pero J(o,)(z) sdlo depende de a y S es homomorfismo de grupos, por lo que
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1 e TS W T
/o o @) = | s sene = /A 5@ )

lo que prueba la invariancia izquierda de p. Q.E.D.
Ahora examinemos la funcion modular. De nuevo utilizando que d, es difeo-

morfismo y el Teorema del cambio de variable tenemos

1 1 1
/6(A) md’\(x) =LS(IQ)D(G)¢\($) = /AWD(GMA(I)
_ D@ 1
= 5@ [, 5@ * e

de donde se sigue que p(Aa) = ?};;-,u(A) y que Afa) = S(a)
Con este ejemplo nos es posible encontrar la funcién modular del ejemplo 2

Tomemos G el grupo topoldgico del ejemplo 2 identificado con el semiplano
abierto de R? {(r,s) € R*> : r > 0}, por lo que se cumple la condicién 1.

Encontremos las parciales de p: G x G — R2.
p((r,s),(t,u)) = (rt,ru +5)

entonces
o~ L -y _g
ar = s at u
92 _,, G2 _1 9p2 _ 92 _
ar — Bs at — du

de modo que todas son continuas, por lo que se cumple la condicidn 2
Seguimos con la obtencidn de S y D empezando con las parciales de o, y 6

Tomemos a = (r,s) € G entonces

(aa)l (t =r, 8(;:)1 (t,u) = 0 (8,14)
d(oa 0a)a
.__(gilz.(t’ U) =0, 8(3‘{1.) (t, ‘U) = (815)

de (8.14) y (8.15) obtenemos que J(o,) = 5 (que sélo depende de a) y S(a)
Y. Ahora tomemos b = (t,u) € G, entonces

(4, 8 da
[8r)1 ('."', S) - ( )l —
6(53).! o 6(5a)~ : e
8’-" (T: 3) =u, 88 (713) - 1

Ly D(b) = % . En consecuencia

por lo que J(§,) = +
1 1
p(A) = /,1 ;ﬁ‘di\(r‘), v(A) = /‘ ;d)\(t)
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son medida izquierda y derecha de Haar respectivamente. Esto ya lo sabiamos,
pero podemos obtener la funcién modular

D(a) r-1

S(@) r2

A((r,s)) =

Como consecuencia podemos obtener que u(A=') = v(A) para todo boreliano
A, pues por la Proposicién 7.7

i 1 _Ji .
p(A™h) =/Amd/\(r, s) —[Ard,\(r,s) = v(A)

Por iltimo obtenemos un ejemplo en el que p(A) es finita pero u(A=!) no
lo es. Tomemos A = [1,00) x [0,1). En el ejemplo 8.6 obtuvimos que p(A) =1
y u(A™1) = v(A) = co. Compare lo anterior con la Proposicién 6.35, que dice
que si p(A) es positiva entonces también lo es p(A™1).

Ejemplo 8.13. Tomemos el grupo topoldgico G = GL(R?) C R* (el grupo de
matrices invertibles). Entonces G es abierto en R* (pues puede verse como la
imagen inversa bajo la funcidn determinante del abierto R\{0}) por lo que se
cumple la condicidn 1 del ejemplo 8.11.

Encontremos las parciales de p (la multiplicacion). Tomemos

(7))

e zr+yt zs+yu
T \zr+wt zs+wu

en el grupo. Entonces

y las parciales son

ap, _ op1 _ apr _ 8pr _ apy _ ap _ apr _ )
B=r Fpe=t =0 =0 FP=z F=0 F=y F=0
9p2 dp2 _ dp2 _ 8pa _ 9p2 _ Op2 _ 9p2 _ p2 _
33:_3 gy_u 87._0 gw_o 367' =0 éﬁs_I aﬂt =0 du
9ps _ — 9ps _ 9ps _ 9ps _ = = {2
5 =0 =0 F=r P=t Wz P=0 H=w Q=0
8ps _ 8ps _ dps _ ps _ ps _ aps _ 8
B0 Po0 Pos Pouw Poo Pz Pow Poo
todas continuas y de donde obtenemos
z 0 y O z y 0 0
oz 0 vy z w 0 0 2
J(og) = det = det = det(a)* = S(a
(0a) 0 u 8 & 8 @ i (a) (a)
0 =z 0 w 0 0 2z w

(donde la sequnda igualdad se obtiene intercambiando los renglones 2 y 3 y
después las columnas 2 y 3). Ademas
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r t 0 0
a5 v 0 0] _ 2 _
J(8p) = det 0 0 r ¢ = det(b)* = D(b)
0 0 s u

De esto obtenemos dos cosas: la primera que el grupo es unimodular (pues
S = D) y entonces tenemos un ejemplo de un grupo unimodular que no es ni
abeliano ni compacto; la segunda cosa es que

1
s} /,, e

es medida de Haar sobre G.
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Capitulo 9

L1(G)

Comenzaremos a trabajar con las funciones integrables sobre un grupo topoldgico
respecto a una medida de Haar; es decir con L, (G, B¢, i) espacio que denotare-
mos por L;(G). Definiremos la multiplicacién en L;(G) como la convolucién
y veremos que con esta multiplicacion L,(G) es un algebra de Banach que es
conmutativa si y sélo si G es conmutativo. Ademas probaremos que es equi-
valente que L;(G) tenga uno y que G sea discreto. Por ltimo estudiaremos las
funcionales lineales multiplicativas, los caracteres de G y la semisimplicidad de

Li(G).

9.1 Funciones continuas de soporte compacto

Durante esta secciéon (G, 7) denota un grupo topolégico localmente compacto
Hausdorff segundo numerable fijo y p una medida regular sobre los borelianos
de G. Empezaremos recordando unos conceptos, suponiendo los conocimientos
bésicos de integracion sobre espacios de medida.

Definicién 9.1. 1. Si p es un nimero en [1,00), decimos que una fun-
cion Bg-medible f es p-integrable si [ |f|[Pdp < oo. Por E}}(G, Bg,p) y
EE (G,Bg, 1) denotamos los subconjuntos de funciones Bg-medibles (con
valores reales o complejos respectivamente) que son p-integrables.

Es conocido que Eff(G ,Bag, 1) y ﬁE[G ,Bg, (1) son espacios vectoriales sobre

R y C respectivamente y que ||f||, = (/' |fI” dp)”p define una seminorma (ver
por ejemplo [Cohn] capitulo 3).

Si establecemos la relacién en Eg(G, Bg,p) dada por f ~ g si y sélo si
If = 5;,'|]p = 0, obtenemos una relacién de equivalencia en CE(G, Bg, 1) cuyo
cociente denotaremos por Lf(G, B¢, ). Gracias a este proceso (identificando
funciones iguales casi dondequiera relativo a p), a partir de la seminorma || - ||,
podemos obtener una norma en LE(G, B¢, p) simplemente tomando la norma
de una clase como la norma de uno (6 de cualquiera) de sus representantes

123
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(notamos que la definicién no depende del representante, ya que si f ~ g las
normas p son iguales). Es conocido que entonces obtenemos un espacio vectorial
normado completo, es decir un espacio de Banach.

Las funciones continuas de soporte compacto tienen propiedades bastante
utiles. Vimos en la Proposicién 5.12 que son uniformente continuas por la
derecha y por la izquierda. Ademads son p-integrables, pues si f es continua de
soporte compacto, usando que |f(z)| < || fllcXsop(s) () Obtenemos

[11@Paua) < 111Eutson()

pero u(sop(f)) es finita, al ser el soporte de f compacto. Entonces [ |f|Pdp es
finita.

Otra propiedad que tienen las funciones continuas de soporte compacto es
que son || - |[,-densas en las funciones p-integrables.

Lema 9.2. Dado C C G compacto y U € 7 tal que C C U existe g: G — [0,1]
continua de soporte compacto, con xc < g < xv y sop(g) C U.

Demostracién.Sea C C U € 7 con C compacto y sea V € 7 tal que
C CV CV CU con V compacto (ver aperidice A.7). Como V es compacto
Hausdorff resulta que es normal. Ahora, C'y V\V son cerrados ajenos en V, en
consecuencia por el Lema de Urysohn (ver apéndice A.6) existe g : V — [0,1]
continua tal que g restringida a C es uno y restringida a V\V es cero. Ex-
tendamos g a G haciéndola cero en G\V. Lo primero que notamos es que g
restringida a los dos cerrados V' y (G\V) es continua (en el segundo es cero) asi
que g es continua en G. Ya que g restringida a C es uno tenemos que y¢ < g.
Por otro lado, si x ¢ U entonces z ¢ V; en consecuencia g(z) = yu(z) = 0.
Como g estd acotada por uno tenemos que g < xg. Por iltimo, como g vale
cero en G\V los puntos donde no se anula g estdn contenidos en V y entonces
sop(g) C V, por lo que se concluye que el soporte de g es compacto. Q.E.D.

Proposicién 9.3. Sea p € [1,00). Recordamos que CX(G) y CE(G) denotan
los conjuntos de funciones continuas sobre G con soporte compacto que toman
valores reales y complejos respectivamente. Entonces:

1. C¥(G) es ||'|l,-densa en L3 (G, Bg, 1)
2. CE(G) es |||, -densa en L5(G,Bg, )

Demostracion.

Prueba de 1.

Primero probaremos que las funciones simples son ||-|| ,-densas en L‘;‘: (G,Bg, ).
Paraesto, sea f € E?(G, Bg, 1) vy tomemos una sucesion de funciones B —simples
(Sn)nen tal que |sp(z)] < |f(x)| ¥ limy, s,(z) = f(z) para toda z € G. Entonces:

(@) |sn = fIP < (Isal + 1fD)P < 27117,

(b) lim,, [s, — f|" = 0.
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Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

lim |3, — fll, =0

lo que prueba que las funciones Bg-simples son ||-||, —densas en LX(G,Bg,p).

Por otro lado afirmamos que los subconjuntos que aparecen en la descom-
posicién canénica de cada s, son de medida finita. Para probar esto escribimos
Sn = Y ion @i(n)X A (n) con a;i(n) # 0, Ai(n) € A ajenos. Entonces:

Mn

[snl? = Z |ai(n)[” X Ai(n)

=1

pero [sn|” < |fIP y f € L3 (G,Bg,p), por lo que resulta

Sl (4sm) < [ 1P ds < oo
i=1
y como cada a;(n) # 0 se tiene que u (A;(n)) < co.

Para terminar la demostracion de la primera parte de la proposicién es su-
ficiente probar que dada e > 0 y A € Bg con p(A) < oo existe g continua de
soporte compacto tal que ||g — xal|, < €.

Como A es de medida finita, por la regularidad de p existe U € 7 tal que
A CUyu(U\A) < §. De nuevo por la regularidad de p, existe C C U
compacto tal que u(U\C) < . Ahora como (A\C)U (C\A) C (U\C) U (U\A)
resulta que p (AAC) <e.

Gracias al Lema 9.2 existe g continua de soporte compacto tal que ye <

g < xuy sop(g) CU.
De las desigualdades

lg — xal” < (lg — xc| + Ixc — xal)? <27 (lg — xc|” + xcaa)

[!9 - xalfdu<2? (/ lg - XGI"der/XCmdﬂ)

pero |g — xc|” < |xv = xcl” = xv\c (pues sop(g) C U), por lo que tenemos

£
llg — xallb < 2° (/ Xv\cdp + fxc.»md.u) =2° (5 +€) =20"13¢

Esto termina la demostracién de la primera parte de la proposicion.
Prueba de 2.
Sea f € L5(G,Bg,p) y escribamos f = fi+if; con cada f; en LX(G,Bg, p).
Por 1. existen g, y g» continuas de soporte compacto tal que
Jlgi = filP du < §. Si tomamos g = g, + ig> tenemos que g es continua de
soporte compacto y

/If—yl"dnsil" ([m ~91I"du+/|fz—gzi”dﬂ) < %

se sigue que
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de donde ||f — g||, < 2¢'/7. Q.E.D.

Lema 9.4. Sean (X, 7),(Y,p) dos espacios topolégicos con X compacto.
Sif: X xY = R es continua, dada e > 0 yyo € Y existe V vecindad de yq
tal que para todo x € X y para todo y € V se tiene que |f(z,y) — f(z,y0)| < e.

Demostracion. Por la continuidad de f para todo x € X existe U(z) vecin-
dad de z y V(z) vecindad de yo tal que si (z,w) € U(z) x V(z) entonces
|f(z,w) — f(z,90)| < §-

Por la compacidad de X existen zi, ..., z, puntos en X tal que X = |J;_, U(z;).
Tomemos V = (\i_, V(z:) y y € V. Entonces V es vecindad de yo. Ahora dado

z € X, tenemos que z € U(z;) para alguna j y entonces
€ €
if(lf,y)—f(xj,b‘un SE If(z!yﬂ)-f(rjryﬁ)l< 5

(pues (z,y), (z,y0) € U(z;) x V(z;)) de donde se tiene que
[f(z,y) — f(z,90)| < |f(z,y) — f(zj,%0)| + |f(z,90) — f(zj,90)| <&

Q.E.D.
Definicién 9.5. Sean z,y € G y sean i5,1¥ : G — G x G dadas por

lz(z) = (Iv z)'iy{z) = (Z, y)

Es claro que tanto i, como iV son continuas. Dada una funcion h: G xG = C
definimos h,,hY : G = C mediante h, = hoi, y hY = hoV.

Proposicién 9.6. Sean h € Kc(G x G). Entonces:
1. Para cualesquiera x,y € G, hy,h? € CE(G).

2. Las funciones ¢,v : G — C dadas por ¢(z) = [ hz(y)du(y) y
¥(y) = [ h¥(z)dp(z) son continuas de soporte compacto.

Demostracion. Sean p;, p2 las proyecciones de la primera y segunda coorde-

nada de G x G en G respectivamente.
Por definicion h, = hoi, y hY¥ = hoi¥. En consecuencia h, y hY son

continuas. Ademas h¥(z) # 0 si y sélo si h(z,y) # 0, por lo que
(h) ™" (C\{0}) x {y} € A~} (C\{0})

Al tomar la cerradura obtenemos sop(h¥) x {y} C sop(h). Tomando la primera
proyeccién resulta

sop(hY) C pi[sop(h)] (9.1)
por lo que sop(h?) es compacto. De manera similar se prueba que h, tiene

soporte compacto.
Denotemos por K; a p;[sop(h)] y notemos que por lo anterior sop(h,) C K>
y sop(h?) C K, para cualesquiera x e y.
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Ahora probaremos que ¥ € CS(G).

Seae>0yy €Y.

Usando el Lema 9.4 tomamos V' vecindad de yo que cumpla que para todo
y€Vyzxe K, |h(z,y) — h(z,y0)| < €. En consecuencia, para today € V

/K Ih¥(z) — ¥ (2)] du(z) < ep(Ky) 9.2)

Por otro lado, teniendo en cuenta que para todo y, sop(h¥) C K; tenemos

W) ~ o)l < [ 119(z) - h(@)| duta) = fK Ih¥(z) — b ()] du(z) (9.3)

Si y € V, por (9.2) obtenemos que |¥(y) — ¥ (yo)| < en(K,), lo que prueba la
continuidad de v. Ademés si y ¢ K>, para todo z, (z,y) ¢ sop(h) por lo que hY
es idénticamente cero, en consecuencia sop(y) C K, y entonces el soporte de

es compacto. Q.E.D.
Terminarios la seccién con un lema que serd util mas adelante.

Lema 9.7. 1. Sean €, funciones Bg-medibles acotadas c.d. rel. p tal que
para toda f € CR(G) se cumpla

[ redu= [ roas

2. Si p es una medida de Haar izquierda y €,6 son funciones continuas tales
que £ =4 c.d. rel p entonces € = 0.

entonces € = ¢ c.d. rel p.

Demostracion.
Prueba de 1.
Es equivalente probar que si una funcién Bg-medible acotada c.d. £ cumple

/fsd,u =0 (9.4)
para toda f € CR(G), entonces |||oo = 0.

Para probar que ||| = 0 probaremos que ||Re(€)|loco = 0 ¥ ||[Im(€)||co = 0.
De (9.4) obtenemos que para toda f € CR(G)

/fRe(s)dp =0 /fl'm(e)dy =0 (9.5)
Afirmamos que para todo boreliano B de medida finita se tiene que
/ Re(e)dpu =0 / Im(e)dp =0 (9.6)
B B

Para lo cual observamos que si B es un boreliano de medida finita, xg € £;(G).
Como las funciones continuas de soporte compacto son || - [|;-densas en £;(G),
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existe (fn)nen sucesién de funciones continuas de soporte compacto tal que

lima|| fa = x8lli = 0.
Pero usando la desigualdad

| [xsre@in~ [ 1uRen] < 1Rl - xl

y la hipétesis de que [ f,Re(e)du = 0 para toda n (gracias a (9.5)) obtenemos
que [ xpRe(e) = 0. De manera similar, [ xgIm(e) = 0.
Ahora, usando (9.6) probaremos que ||Re(€)|lc =0y ||[Im(€)||cc = 0.
Supongamos que ||Re(€)||o > 0 ¥ tomemos 7 € (0, || Re(e)||) arbitrario.
Sea A = {z € G : |Re(e)(z)| > r} y note que A es la unién ajena de A, y
Az con

A ={z€G:Ret(e)(z) >r} Ax={zx€G:Re (e)(z) >r}

Como A no es p-nulo existe B boreliano de medida finita tal que u(BN A) > 0
y en consecuencia u(BN A;) > 06 p(BN Az) > 0.
Por otro lado, gracias a (9.6) tenemos

0= Re(e)dp = / Re*(e)du > ru(BN A;)
BNA, BNA,
0= Im(e)dp = —/ Re™ (e)dp £ —rp(B N Ap)
BnA, BnA,

y como 7 # 0 se sigue que p(BN A4,) = 0y u(Bn Az) =0, lo cual es una
contradiccién.

En conclusién, ||Re(e)||c =0 y de manera similar ||[Im(e)|[oo = 0.

Prueba de 2.

Sea A = {z € G :|e(z) — d(x)}| > 0}. Al ser £ y § continuas resulta que A
es abierto. Ademas A es p-nulo. Obsérvese que G'\ A es denso en G, pues de lo
contrario existe un abierto U no vacio contenido en el complemento de G'\ A4, es
decir, contenido en A. Pero los abiertos no vacios tienen medida positiva bajo
una medida de Haar, lo que contradice que A sea de medida cero. Entonces
G\ A es denso, pero también es cerrado, por lo que G\ A = G y en consecuencia
A=0.Q.E.D.

Nota: En general trabajaremos con funciones y-integrables o continuas de
soporte compacto que toman valores complejos y las denotaremos simplemente
por £, (G) y C.(G) respectivamente.

9.2 Convolucion

Antes de definir la convolucién queremos hacer algunas observaciones. Al ser
el grupo segundo numerable y localmente compacto, por la Proposicion 6.30
tenemos que G es o-finito v B ® Ba = Bgw; por lo tanto podemos usar el

Teorema de Fubini.
Ahora definiremos lo que serd el producto en L, (G), es decir, la convolucidn.
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Definicién 9.8. Dadas f, g funciones Bg—medibles, se define la _convolucidn
de f y g eny € G (denotado(f * g)(y)) como

(f*9)y) = { g‘f(z)g(z“ly)dﬂ{z}, z;xo;—r;{:glg(z—ly} es ji integrable

La siguiente proposicién nos ayudara a probar que la convolucién es una
multiplicacién en £, (G).

Proposicion 9.9. Sean f, g y h funciones Bg-medibles.

1. Si f y g son continuas de soporte compacto, entonces f * g es continua de
soporte compacto y
sop(f * g) C sop(f)sop(g)

2. 5i f y g estin en L1(G), entonces para casi toda y, la funcién z

f(z)g(z™'y) es p integrable, f * g estd en L1(G) y |If * glls < |Ifl1llgll,
es decir, || - ||, es compatible con la convolucién..

3. Sifiyg estanen Li(G) y f=fi , 9= g1 c.d. rel u, entonces f xg =
fixgr.

4. Si f, g yh estin en L£,(G) entonces a(f *g) = (af) *g = f * (ag),
fr(g+h)=fxg+fxhy(g+h)xf=g*f+hxf cd rel p. Ademds
fx(g*xh)=(fxg)*h c.d. rel. p.

Demostracidn.

Tomemos k : G x G — G dada por k(z,y) = f(z)g(y). La funcién k nos
ayudarad a lo largo de la demostracién. Primero veamos que k es Bgy-medible.

Caso 1: f = xa y 9 = xB, para algunos borelianos A y B. Entonces
k(z,y) = xa(x)xB(y) = xaxp(z,y). Como A y B estin en B, A x B estd en
Bg ® Bg = Bgxg, por lo que k es Bgxg-medible.

Caso 2: f y g son Bg-simples, entonces

n m
F=Y axa. 9= bixs,
i=1

Jj=1

¥y en consecuencia

k(z,y) = > aibjxa (z)xs; () = Y _ aibjxa,xs,(z,v)

1,j 1,J

asi que por el caso 1, k es By g-medible.

Caso general: Sean (sp)nen ¥ (tn)nen dos sucesiones de funciones Bg-
simples tales que lim, s, = f y lim, t, = ¢g. Entonces lim,, s,(z)t,(y) = k(z,y).
Pero por el caso 2 para cada n, la funcién (z,y) = s,(z)t,(y) es Bg xg-medible;
en consecuencia, k es B¢y -medible.

Sea S(z,y) = (z,zy). Recuerde que del Lema 6.32 se tiene que S es un
homeomorfismo, S~!(z,y) = (z,27'y) y que S~! preserva a % . Tomemos
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h(z,y) = k(S~(z,y)). Como k es Bgxg-medible y S~! es homeomorfismo
resulta que h es Bgxg-medible. Ademds observe que h¥(z) = f(z)g(z~y), el
integrando en la definicién de la convolucion.

Prueba de 1.
Supongamos que f y g son continuas de soporte compacto. Entonces k es

continua de soporte compacto y
sop(k) C sop(f) x sop(g) (9.7)
Como S~! es homeomorfismo y h es continua de soporte compacto tenemos
sop(h) C S[sop(f) x sop(g)]

Por la Proposicién 9.6 hY es continua de soporte compacto para todo y, por
lo que es integrable respecto a . En consecuencia f * ¢ se calcula como

(f*9)(y) =/f(-‘c)9(-‘c_1y)du(x) =[h"(x)fdu(x) =9(y)

con 7 igual a la de la Proposicién 9.6. Entonces f + g = 3. Por la Proposicién
9.6 tenemos que ¥ = f * ¢ es continua de soporte compacto.

Ahora probemos que sop(f * g) C sop(f)sop(g) 6 equivalentemente, que
sop(¥) C sop(f)sop(g). Por (9.1)

sop(¥) C p2[sop(h)]

pero sop(h) C S[sop(f) x sop(g)] (con p, la proyeccién en la segunda coordena-
da), por lo que es suficiente probar

p2[S[sop(f) x sop(g)]] € sop(f)sop(g) (9.8)

Siy estd en p2[S[sop(f) x sop(g)]], entonces para alguna z, S~ (z,y) = (z,z7'y)

estd en sop(f) x sop(g) y en consecuencia y € zsop(g) C sop(f)sop(g). Esto
termina la prueba de (9.8).

Prueba de 2.
Supongamos que f y g estdn en £;(G). Veamos primero que k estd en

L, (G x G). Si probamos que
[ k@ ldu® ) = [1f@duta) [loldat) — ©09)
habremos acabado. Empezamos suponiendo que f = x4 v g = yp: entonces
k(z,y) = xa(z)x8(y) = xax8(z,y)
v (9.9) se cumple.

Por linealidad se tiene que si f y g son funciones Bg—simples, (9.9) se sigue
cumpliendo.
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Por 1ltimo para f y g arbitrarias encontramos (8;)nen ¥ (tn)nen sucesiéon
de funciones Bg-simples crecientes no negativas con s, < |f|, t, < |g| ¥

lim s, = Fil Ii'lint.I =|g|

Entonces si tomamos r,(z, y) = sn(z)t.(y) obtenemos una sucesion de funciones
B¢« g—simples no negativas crecientes tal que lim, r, = |k| y entonces por el
Teorema de la convergencia monétona tenemos que limy, [rdp®pu = [ [k|ldp®
p. Por otro lado, por el caso anterior [ rndp ® p = [ spdp [ tadp pero

lim/sndp=[|f|d,u lim/tnd,u = /fg}dp

concluyendo que [ |kldp® p= [|f|du [ |gldp < oo lo que prueba (9.9).
Usando que S~! preserva a u®p se tiene que h € £,(G xG) y en consecuencia
por el Teorema de Fubini tenemos que hY € L£; c.d. rel y; i.e. la funcién
x> f(z)g(z~'y) es p-integrable para casi toda y. Por otro lado, de nuevo por
el Teorema de Fubini y — [ h¥(z)du(z) esta en £1(G). Pero [h¥(z)du(z) =
(f * 9)(y) asi pues f x g € £,(G).
Por 1ltimo

[ 1+ 9wt = [ | [ e duts) < [ [ b lantaran)

y por Fubini

[ [ e widut@aut) = [ 1hien)idn @ wta.) = [ IkGa,vlds © )

donde la segunda igualdad se debe a que S™! preserva a u ® u. Usando (9.9) y
las dos ecuaciones anteriores concluimos

/ I * 9) (@) ldny) < [ | @) ldu(z) / lo(v)ldu(y)

Prueba de 3.

Tomemos ki(z,y) = fi(z)a1(y) ¥y h1(z,y) = ki(S~'(z,y)). Al igual que
antes, h; es p ® p-integrable.

Afirmamos que para toda y € G,

h¥ = hy cd. rel. p. (9.10)
Tomemos

N={z€G: f(z) # fi(z)}
M= {zeG:g(z) #gqlr)}

Entonces M y N son p-nulos y en consecuencia G x N y M x G son p ® p-
nulos. Notamos que k = k; en el complemento de (N x G)U(G x M). Tomemos
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L= (N xG)J(G x M) y notemos que h = h; en el complemento de S(L), de
donde se sigue que dada y € G, h¥ = h} en el complemento de (S(L)),. Para
probar nuestra afirmacién es suficiente probar que para toda y en G, el conjunto
(S(L))y es p-nulo. Para lo cual primero observamos

S(L)=S(N x Q)| JS(G x M)
Ahora

S(N xG)={(z,zy) : (z,y) e NxG} =N xG
S(G x M) = {(z,2y) : (z,y) € G x M} =p~'(M)

con p dada por p(z,y) = zy. De aqui obtenemos que (S(L)), es la unién de
N con (p_I(M))y, pero N es p-nulo, asi que resta probar que para toda y,
(p‘l(M)]y es p—nulo.

Pero z € (p‘l(M])y siy sélosi zy € M, i.e. siy sélosiz € My
lo que (p"(M))y = My~'. Por tltimo, u(My~') = A(y~")u(M) = 0, lo que
termina la demostracién de (9.10).

De (9.10) se desprende que para toda y € G, h¥ es p integrable si y sélo
si hi es p integrable, en cuyo caso [h¥dp = [ h{dp y en consecuencia por la
definicién de la convolucién para toda y, (f * g)(¥) = (f *x 1) (v)

Prueba de 4.
Por 1., existe N p-nulo tal que para toda y fuera de N

~1 por

(f+0)w) = [ f(2)o(z y)du(z)
(f o)) = / f(@)h(z y)du(z)
(f * (g + M) = / f(2)(g + h)(=y)du(z)

De la linealidad de la integral se sigue que para toda y fuera de N

(f*(g+h)y) =(f*9)(y) + (f xh)(y)

De manera similar se prueba el resto de la primera parte el inciso 4.
Para probar que (f xg)*h = f+ (g * h) c.d. rel. p, por la densidad de

las funciones continuas de soporte compacto y la compatibilidad de || - ||; es
suficiente probar la asociatividad de * para las funciones continuas de soporte
compacto.

Tenemos que
(f*g)*h)y) = ] ] f(2)9(z D) h(z " ydu(2)du(z)  (9.11)
[ [ 1@s@na s i) ©12)

Il

(f (g% h)()
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Pero (z,z) = f(z)g(z~*z)h(z~'y) es continua de soporte compacto, asi que
estd en £;(G x G) y entonces podemos aplicar Fubini a (9.11) para obtener

((f*9) *h)(¥) = / f £(2)9(z"2)h(zy)diu(z)du(2)

pero usando la invariancia izquierda de p (con z — zz, para z fijo) tenemos

(7+9)+ 0w = [ [ 1@e@h"z Ddua)duce)
asi que comparando con (9.12) tenemos

((f*9) xh) () = (f * (g% h))(v)-

Q.E.D.
La Proposicién 9.9 nos dice que para dos funciones p-integrables f y g, existe
un boreliano N p-nulo de tal forma que afuera de N, f * g se calcula como

(F+90) = [ 1@ela v)dutz) (913)
y que si f y g son continuas de soporte compacto, tal conjunto N es vacio.
Debido a esto, es usual usar (9.13) como definicion de f * g.
Existen otras formas de calcular f * g como lo muestra la siguiente proposi-
cion.

Proposicién 9.10. La convolucion de f con g puede calcularse como

(f * 9)w) [ fw2)ez")du(z)

_ 1
[ 165 9t0) g5 duto)

/ fz™g(zy) A—(!;)dufz)

Demostracion. Sea N un boreliano p-nulo tal que para todo y en el comple-
mento de N

(Fr9)) = f f(@)g(z"y)du(z) (0.14)
Tomemos y ¢ N fija. Como la funcién z — yzx preserva a p, se sigue que
/ f(@)ol y)du(z) = [ fm)g(a"")du(z)

Como consecuencia tenemos que la funcién = = f(yz)g(z~!) es p-integrable.
Probemos

] f(y2)g(z)dp(z) = / Sz g(a) 5 ( Sdu(z) (9.15)
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Sea h(z) = f(yz)g(z~!). Por lo anterior, h es p-integrable. Ahora, por (7.2),
en la Proposicién 7.3 tenemos

[ 1ot = [ 1) g aute)

pero h(z™!) = f(yz~!)g(z), lo que prueba (9.15). Se sigue que la funcién
T~ f(yx“)g(z)ﬁ” es pi-integrable.
Probemos

[ 16a79(@) 500 = [ e Naten) grpdns) (016

Sea h(z) = f(y:c_l)g(x)&%z}. Por lo anterior, h es p-integrable. De (7.1), en la
Proposicién 7.3 tenemos

AW [ Wen)dutz) = [ ha)du(o)
pero .
h i ————f(z7)g(z
(zy) = ( f(y( y)" )g(zy) = A(mm(y)f( )9(zy)
lo que prueba (9.16.) Q.E.D.
Veamos mas propiedades de la convolucién.
Proposicién 9.11. Sean f y g funciones Bg-medibles.

1. Si f es p-integrable y g es acotada c.d. rel. p, entonces para toda y la
funcion z v f(z)g(x~"y) es p integrable y |(f * g) ()| < llglloollfll1-

2. Si f € L£,(G,Bg,p) yg € CE(G) entonces f * g es uniformemente con-
tinua por la 1zquierda y si el grupo es unimodular entonces g x f es uni-
formemente continua por la derecha.

3. Si f € L1(G) y g € Loo(G) entonces f * g es continua.

Prueba de 1.
Tomemos y fija. Basta probar que

lg(z™'y)| < llglleo  c.d. rel. p (9.17)
Notamos que
{z€G:lglz™'y)| > llgllee} =y ({z € G : |9(2)] > llglloc}) ™"

Ahora, gracias a la invariancia izquierda de p, la Proposicién 7.7 y usando que
{z€ G :|g(2)| > |lg9l|~} es p-nulo tenemos

p(yUzeGlo@l > Nl ™) = [ crsdu(e) =0
g(z) 1> lglloe



9.2. CONVOLUCION 135

y en consecuencia {z € G : [g(z~'y)| > ||9llcc} €5 p-nulo, lo que prueba (9.17).
Prueba de 2.
Como consecuencia de 1. tenemos que para todo z,

(foa)z) = f F(w)gw™ 2)dn(w).

Probemos que f * g es uniformemente continua por la izquierda. Tenemos

(f *9) @) - (f * 9)(2)] < [ f @)l [o(w™y) — g(w™"2)| dp(w)

Pero g es uniformemente continua por la izquierda, por lo que dada e > 0
existe U vecindad de e tal que si z~'y € U entonces |g(y) — g9(z)| < e. Co-
mo para todo w tenemos (w™'z)"}(w~'y) = 2z~ 'y, se sigue que si z7ly € U
entonces

1 +9)) - (f *9)@) <& [ 17w}l dutw)

lo que prueba que f * g es uniformemente continua por la izquierda.

Ahora veamos que g* f es uniformemente continua por la derecha suponiendo
que G es unimodular. De manera similar al inciso 1, afirmamos que para toda
y fija, la funcién

z+ gyz™')f(z) es p-integrable. (9.18)

Para probarlo, al igual que en el inciso 1, es suficiente probar que dada y fija
lg(yz™)| < llgllo c.d. rel. p (9.19)
Para probar (9.19) observamos que

{z €G:19(yz™")| > llglleo} = ({z € G : |9(2)] > llglloc}) ™" y

Pero el grupo es unimodular y {z € G : |g(z)| > ||g9llc} s p-nulo, asi que al
igual que en el inciso 1, por la Proposicién 7.7 tenemos que {z € G : |g(yz~1)| >
[l9]lsc} €s p-nulo, lo que prueba (9.19).

Como consecuencia de (9.18) y usando la Proposicién 9.10 tenemos que para
todo z

e D) = ] glaw™)f (w)dp(w)

y en consecuencia
l(g* f)y) = (g% F)(2)| < ] lg(yw™) — g(zw™")| |f(w)| dp(w)

Por otro lado, al ser g uniformemente continua por la derecha, dada € > 0 existe
U vecindad de U tal que si yz~! € U entonces |g(y) — g(z)| < . Pero para toda
w, (yw ) (zw™1)"! = yz~!, asi que |g(yw'1) — g{zw'l)l < € para toda w y
por lo tanto

g+ ) - (o * N < e / | (w) dps)
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lo que prueba que g * f es uniformemente continua por la derecha.
Prueba de 3.
Ahora veamos que f * g es contiva en w € G.
Caso 1. Supongamos que f es una funcién continua de soporte compacto.
Usando que (f * g)(z) = [ f(zy)g(y~")du(y) (ver Proposicién 9.10) y que
lg(y™1)| < llglleo c.d. rel. pu obtenemos

I(f *9)(2) — (f * 9)(w)| < Ilgllm/If(zx)—f(wz)ldu(z)- (9.20)

Pero para z fija, la funcién = — f(zz) es continua de soporte compacto y su
soporte es sop(f)z~!. Entonces la ecuacién (9.20) se puede reescribir como

I(f *9)(2) = (f * g)(w)] < Ilgllmf |f(zz) — f(wz)|dp(z)
(sop(f))w=" U(sop(f))z="!

Como f es uniformemente continua por la derecha, dada ¢ > 0 existe V'
vecindad de e de tal forma que si zw™! € V entonces |f(z) — f(w)| < &, y
entonces para toda r, (zz)(wz)™! = 2w~ € V, asi que de la desigualdad
anterior obtenemos

(6 +9)) - ( + )0 < lollet (505 + 5057 ) Woopr) @21

Ahora, usando que }3 es contmua en w, ex1ste U vecmdad de w tal que para

todo z € U, I_(_T WI < —(-—5 por lo que m —(—5 Entonces si en (9.29)
z estd en U obtenemos que

(9@ = (7 + )W) < lllsertson() 5oos

Notamos que si el grupo es unimodular, entonces f * g resulta ser uniformemente
continua derecha.

Caso 2. Caso general.

Tomemos ( f)nen sucesién de funciones continuas de soporte compacto tales
que lim,|| fn — f|l1 = 0 (por la densidad de C.(G) en £,(G)). Tenemos que
I(fx9)(z) = (fxg)(w)| < |(f*9)(2) — (fa*x9)(2)| + |(fn * 9)(2) — (fn * 9)(w)]

+ |(fa * g)(w) — (F * g)(w)] (9.22)
Usando que la convolucion distribuye sumas y el inciso uno tenemos que

|(f * 9)(z) = (fa *9)(2)| = [((f — fa) *9)(2)| S IIf = fullrllglleo

Pero lim,|| fn — fll1 = 0, asi que existe m tal que || f, — f|; < §. Ahora, usando
que fm, * g es continua, encontramos V' vecindad de w tal que si z € V entonces
[(fm * 9)(2) = (fm * g)(w)|] < 5. Asf pues si en (9.22) tenemos que n = m y

zeVoht{,nemosquer*g)() (f*g)(w)] <z Q.E.D.



9.3. ESTRUCTURA DE ALGEBRA 137

9.3 Estructura de algebra

Veamos algunas consecuencias de la Proposicién 9.9. Los incisos 2 y 4 nos dicen
que la convolucién es una operacién que hace a £,(G) un algebra y el inciso 3
nos dice que podemos pasar esta operacién al cociente y como la convolucién es
compatible con la norma || - ||, obtenemos que L, (G) es un dlgebra de Banach.
Ademas el inciso 1 nos dice que C.(G) es una subdlgebra de L, (G) que es densa.
Como consecuencia, hemos probado la siguiente proposicién.

Proposicién 9.12. L;(G) con la convolucion es un dlgebra de Banach.
Ahora, veamos un criterio para que el dlgebra L;(G) tenga uno.
Proposicién 9.13. L(G) tiene uno si y solo si G es discreto.

Demostracidn.

<] Sabemos que si G es discreto entonces p({e}) > 0 y sin pérdida de
generalidad podemos suponer que pu({e}) = 1. Tomemos f = x(}. Afirmamos
que f es el uno. Sea g € £,(G). Entonces:

(f +9)(z) = /{ o™ 2)uts) = o)

Ademas

(9% f)z) = / 9(zy) fy™")dp(y) = f 9(zy)du(y) = g(z)

e}

=] Tomemos f € £;(G) el uno y U = {e}. Entonces
1= xule) = (xu*f)e) = ] xu ()~ e)duly) = [ V) du(y) = f(e)u({e})
U

entonces pu({e}) > 0 y por la Proposicién 6.23) el grupo es discreto. Q.E.D.

Como hemos visto en esta Proposicion el algebra L, (G) tiene uno sélo en ca-
sos muy especificos, pero en general si tenemos una aproximacion de la identidad
(ver definicién 1.53).

Proposicién 9.14. Recuerde que N(e) denota las vecindades de la identidad.
Sea (Y1) reL una red de funciones no negativas en L,(G) tal que

1. Para toda A, |[¢a]l; = 1.
2. Para toda z € G y para toda A, Yx(z) = ¥a(z7}).

3. Para toda Uy € N(e), existe \y € L de tal forma que para toda \ > Ay,
sop(¥a) C Up.

Entonces para toda f € L,(G),
lim || f +¢x = fll, = lim|lya « f = fll, =0 (9.23)
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Demostracion. Lo primero que observamos es que si (9.23) se cumple para
toda f € C.(G) entonces se cumple para toda f € £,(G). Para probarlo tome-
mos g € L1(G) y f € C.(G). Usando ||hx]l1 = 1 y la compatibilidad de la
norma tenemos

lg*¥xr—glly, < llg*vn—fxthally + 1 *¥x = fll, +If —gll
< 2[lg = flly + I1f *¥a = flI, (9:24)

lo que prueba (9.23) para g, utilizando que C,(G) es denso en £,(G) y que

limy [|f * 5 — f]l, = 0.
Sea f € C.(G). Usando la Proposicién 9.10 resulta

[ I(f * %)) — £ duy) < / / |Fuea(e™) — F(u)r()] du(z)du(y)

Pero utilizando el inciso 2 y después Fubini tenemos

f (F *92)@) - f@)duly) < [ / F2) = F )| ¥ (=) dnty)
f NG [ \f(wz) — F(v)] dus(y)du(z)
sop(¥a)

A

Il

Como f es continua de soporte compacto, f es uniformemente continua por
la izquierda, por lo que dado £ > 0 existe Uy € N(e) con cerradura compacta tal
que si z7'w € Uy entonces |f(z) — f(w)| < . Pero como para today,y~!(yz) =
z, si tomamos = € Up aseguramos que |f(yz) — f(y)| < € para toda y, por lo
que

/I(f*%)(y) = f@)ldu(y) < 6/ Va(z)du(z) =€
sop(ya)
siempre y cuando sop(¥,) C Up. Por el inciso 3, existe A; € B de tal forma que
para toda A € B, A > Aq, sop(vy) C Up. En consecuencia, para toda A > Ay,
I(f *¥x) = flls <e. En conclusién, limy ||f * ¢ — f||, = 0. De manera similar
tenemos que limy |4 * f — f||; = 0. Q.E.D.

Corolario 9.15. Eziste una red (Yy)uep de funciones continuas no negativas
con soporte compacto de tal forma que

1. Para toda U, ||y = 1.
2. limy ||f *¥u — fli =0=limy |[Yy * f = flh

Demostracion. Sea B el conjunto de vecindades simétricas de e. Si ordenamos
a B mediante U < V si y sélo si V' C V, hacemos de B un conjunto dirigido.
Sabemos que B es una base de e. Dado U € B existe V € B con la cerradura
de V' compacta tal que V C U. Por el Lema 9.2 existe fiy € C.(G) tal que
sopfu CU y x¢ € fu € xu. Pero f puede fallar en que fy(z) = fu(z™!),
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asi que tomamos Yy(z) = fu(z)fu(z~)cg' con cy = [ fu(z)fu(z~')dp > 0.
Entonces es claro que (Yv)uep cumple 1 y 2 de la Proposicién 9.14. Ademds

¥y (C\{0}) = (fg* (C{O}) (g @\ {o}) ™"

por lo que al tomar cerradura tenemos

sop(Yu) C (sopfu) [ \(sopfu) ™ CUNU™ =

Para probar 3 tomamos Uy € N(e). Al ser B base de e existe U, € B tal que
U, C Up. Entonces para todo U € B con U C Uy, sop(¥y) CU C Up. Q.E.D.

Ejemplo 9.16. Tomemos el grupo aditivo R con la medida de Lebesgue. Sea

b(z) =1 =P (1—__“‘;“) si|lz]| <1
0si|lzl] > 1

Es conocido que ¢ € C°(R™) y que sop(¢) = B,(0).

Sea ) = 1¢ con c = [ ¢(z)dA(z).

Para n € N definamos ¥n(z) = %;b(n:c). Lo primero que notamos es que
P(—z) = P(z) (cumpliendose asi el inciso (2) de la Proposicién 9.14). Ademds
Y 1(C\ {0}) = L4y=1(C\ {0}) por lo que al tomar la cerradura tenemos que

sop(n) = —31(0) By (0)

Como el conjunto de {B1(0)},en es una base de vecindades simétricas para

cero tenemos que se cumple el inciso (3) de la proposicion 9.14.
Por dltimo, por el Teorema del cambio de variable tenemos

] ¥n(2)dA\(z) = / (T (@)dAz) = / ~Y(andA(z) = 1

por lo que se cumple el inciso (1) de la Proposicién 9.14 .
Ahora, nos concentramos en la conmutatividad del algebra.
Proposicién 9.17. L,(G) es conmutativa si y sélo si G es conmutativo.

Demeostracion. Supongamos que G es conmutativo y probemos que la con-
volucién es conmutativa. Al ser G conmutativo, G' es unimodular, asi que de la
Proposicién 9.10 tenemos

[ flzy™)g(y)duly)

pero zy~! =y~ 'z, por lo que

(f*g)(a:)=/9(y) (v 2)du(y) = (g + f)(z)
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Supongamos ahora que L;(G) es conmutativa.

Si G es no conmutativo existen z y y tales que zy # yz. Al ser el grupo
Hausdorff existen Wy y W> vecindades ajenas de zy y yx respectivamente. Por
continuidad del producto existen U; y V; vecindades de z y y respectivamente
tales que U;V; € W;. De manera similar existe U, y V2 vecindades de z y ¥
respectivamente tales que VoUs C Wy, Sitomamos U =UyNU; y V=V1N,
obtenemos vecindades de z y y respectivamente con UV C W, y VU C W, por
lo que UV y VU son ajenas.

Ahora, sean fy y fy funciones continuas no negativas, de soporte compacto
con sop(fu) C U, sop(fv) CV, fu(z) =1 fv(y) =1 (ver Lema 9.2). Por la
Proposicién 9.9, fi * fy es continua de soporte compacto y

sop(fu * fv) C sop(fu)sop(fv) CUV

Pero al ser la convolucién conmutativa tenemos fy * fyv = fyv * fy, asi que de
nuevo por la Proposicién 9.9 tenemos

sop(fv * fu) C sop(fv)sop(fu) C VU

por lo que sop(fu * fv) C(UV)N (VU) =0 y en consecuencia fy * fy es nula.
Por otro lado, al ser fy * fy idénticamente nula, fy * fv(zy) = 0, es decir

[ @i maut) = 0

y usando que fy y fy son no negativas resulta que la funcién z = fy(z)fv(z~'zy)

es cero c.d. rel. p. Pero al ser las funciones fy v fy continuas resulta que la

funcién z = fy(z)fv(z~'zy) es idénticamente nula, por lo tanto, si z = z

resulta que fy(z)fv(z~'zy) = fv(y) =0, pero fv(y) = 1, una contradiccién.
Concluimos que para cualesquiera z y y, zy = yz. Q.E.D.

9.4 Funcionales lineales multiplicativas

Ahora queremos estudiar las funcionales lineales multiplicativas en L, (G). Co-
mo cada una de ellas es una funcional lineal primero estudiaremos las funcionales

lineales.

Primero identifiquemos algunas funcionales lineales.

Dada [g] € Loo(G) definamos Tj,)([f]) = [ gfdp. Es claro que Tjy no de-
pende de los representantes y que es lineal. Por la desigualdad de Holder

[ / gfd,u| < lgllo £l (9.25)

por lo tanto, Tj, es acotada con IITES'] ” < |lgll.,. pero podemos decir més.

Proposicién 9.18. ||T[g]” = gl -
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Demostracidn. Por lo anterior s6lo tenemos que mostrar que || Tig || > lIgll -
Seae >0y A= {z €G:|g(z)| > |lgllo — €} Por definicién de ||g]|.,, A no
es u—nulo. Como el espacio es o-finito, existe un boreliano F' de medida finita

tal que B = AN F tiene medida positiva y finitia.
Recordemos que dado a € C, sgn(a) = I%[ sia#0y0sia=0.
Tomemos h(z) = sgn(g(z))xs(z) (donde la barra indica conjugacién com-
pleja.) Entonces h es medible y [ |h|du = u(B) < oo, por lo que k € £,(G).
Ahora usando gh = |g| xp tenemos

Ty ([R]) = [ lolx5 > (lgllo, — €) (B)

Por otro lado
Tigy([A) < ITIHIAI, = IT|| u(B)

tomando en cuenta que p(B) € (0, 00), concluimos que [|T| > ||g||,, — €. Al ser
¢ arbitraria tenemos ||T'|| > ||g|| . Q-E.D.

Resulta que todas las funcionales lineales son de la forma Tj, con g en
Loo(G).

Proposiciéon 9.19. La transformacién T : Loo(G) = (L1(G))* dada por
T'([g]) = Tiq) es un isomorfismo isométrico.

Demostracion. Hemos visto que T estd bien definida y es isometria. Falta
ver que T es sobre.

Tomemos L € (L;(G))*.

Parte 1: p es una medida finita.

Note que al ser p medida finita, xp estd en £,(G) para todo boreliano B.
Definamos v : B¢ —+ C por »(B) = L([x8]).

Afirmamos que v es una medida compleja absolutamente continua con res-
pecto a p.

Es claro que v(@) = 0. Ahora, sea (A;);en una sucesién disjunta de borelianos
y A = J;cn Ai. Observamos que

lim [xys_, 4. —xa| =0 |xum, 4 —x4| < xc

ya que x¢ € £1(G) y XUr_, A: = 2i=1 X4; por el Teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue obtenemos que

n
im [ > xa =
=

=0
1

= lim
mn

T
Z XA, — XA
i=1

pero L es continua y lineal, por lo tanto

lim Z L([xa:]) = L([xa])
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es decir v(|J;en Ai) = iy v(Ai).

Por dltimo, si u(A) = 0 entonces [x4] = [0] por lo que v(A) = L([0]) = 0.
En conclusién v < u, lo que termina la demostracién de la afirmacién (ver
apéndice B.12).

Ahora, como p es finita por el Teorema de Radon-Nykodim (ver B.13 en
apéndice) existe g € £1(G) tal que v(4) = [, gdp.

Debemos probar que g € Lo(G). Tenemos que

{ /A gdu| = W(A)] = [L(xaD) < L]l (A)

de donde se sigue que

|/ Re(y)d,u|
A
/Afm(g)du| < |v(A)] < |ILI u(A)

IA

[w(A)] < [IL]| u(A)

y entonces por el Lema del promedio (ver apéndice B.2) |Re(g)|, |[Im(g)| < ||L||
cd. rel. p por lo que |g| < 2||L|| c.d. rel. p por lo tanto g € L(G) y

llgllo < 21IL]].
Por iltimo, tenemos que para todo boreliano A

T(g)([xal) = v(4) = L([xa)),

Por la linealidad de T}, y L resulta que tanto Tj; como L coinciden en las
funciones simples. Pero éstas son densas en L,(G) y tanto Tjy como L son
continuas, por lo tanto L = T{g.

Parte 2: p es una medida o-finita.

Sea (G)nen una sucesion ajena de borelianos de medida finita tal que G =
UnEN‘Gn‘

Para cada n sea B, = {B € Bg : B C G} es decir Bg restringida a G, y
in la restriccion de p a B,,. Notamos entonces que (G, By, 1) es un espacio
de medida finita.

Para f € £,(Gn,Bn, un) definimos L,([f]) = L({f]) donde f es la funcién
que coincide con f en G, y se anula en el complemento de G,,. Es facil probar
que L, define una funcional lineal y que ||L,|| < ||L]|. Por la parte uno, existe
9n € Loo(Gn, By, tn) tal que Ly = Ty ¥ |lgnlloe = 21|Lnll < 2]|L]|-

Sea g = Y7 | gnXG.. Entonces g es Bg—medible. Debemos probar que g
estd en Lo(G,Bg,u) y que Tig) = L.

Probemos que g € Lo (G, Bg, ).

Tomemos A = {z € G : |g(z)| > ||L||}- Como la sucesién (G, )nen cubre a
G y es disjunta tenemos que

A= |J{z €GCu:lgala)| > I}
neN
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pero cada {r € Gy : |gn(z)| > ||L||} es pn—nulo, asi que A es p—nulo por lo
que g es acotada c.d. rel u y ||g||, < 2|[L||-

Demostremos que T, = L.

Tomemos f € £1(G) y fa =Y i, fxG.- Entonces lim,(fn — f) =0y
|fn — fl <2|f|. En consecuencia, por el Teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue tenemos que limy, || f» — f|l, = 0y al'ser L continua resulta L([f]) =
lim,, L([fs])- Pero

L({fa) = Y Lillf le.)) = Z/geXG;fdm = [ (Z giXG;) fdp
i=1 i=1 i=1

Por otro lado, de nuevo por el Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue y usando que |(C7, gixc,) f| < |fg| tenemos

lim [ (ig.-xc..) fdu = / lim (i g,-xci) fdu = f ofdy
=1 i=1

de donde se concluye que L([f]) = Ti4([f]). Q-E.D.

Identifiquemos las funciones acotadas c.d. rel. p que inducen funcionales
lineales multiplicativas.

Proposicién 9.20. Para toda v : Li(G) — C funcional lineal multiplicativa
eziste v : G — S' homomorfismo continuo de grupos tal que ¥([f]) = [ fydp.

Demostracion. Tomemos 9 funcional lineal multiplicativa. Al ser funcional
lineal, sabemos que existe una funcién acotada c.d. 7 tal que la funcional lineal
se calcula como _f frydp para toda f en £,(G).

Al ser 9 funcional lineal multiplicativa resulta que para cualesquiera f y g

en £1(G) se cumple y([f * g)) = $([f)¥([9)), es decir

[+ 9@t = ( [ 1) ([ sen@ae) o020

Primero veamos el lado izquierdo de (9.26). Este es igual a
[ [ 109t D @dutv)dutz) 0:27)

Tomemos la funcién (z,y) — f(y)g(y~'z)v(x) y notemos que

LFW)lgly™ D) |v(=)| < [f@)lg(y™" 2)]lV]loo

para (z,y) en el complemento de A x G con A = {z € G : |y(z)| > ||¥|l=}- Ya
que A es p-nulo se tiene que A x G es p ® p-nulo. Asi pues, f(y)g(y~'z)v(z)
estd acotada c.d. rel. p®pu por la funcion |f(y)||lg(y " )|||7/ls, pero ésta iiltima
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es 11 @ p-integrable (ver Proposicién 9.9. Podemos aplicar Fubini a (9.27) para
obtener que (9.27) es igual a

] @) [ oy~ z)(z)du(z)du(y)

Ahora tomemos €(y) = [ g(y~'z)vy(z)du(z) (observe que diferentes g in-
ducen diferentes €). Lo primero que notamos es que € es acotada, pues por la
desigualdad de Hélder, usando que la funcién = — g(y~'z) es p-integrable y
que tiene la misma norma en L,(G) que g (gracias a la invariancia izquierda de

/) obtenemos
le@)| < Mgl 7Nl

Ademés si g € C.(G) entonces € es continua. Para probarlo tenemos que

@)~ @) < Il [ lo(w™2) - 9™ *2)ldu(o)

peto al ser g continua de soporte compacto, dada n > 0 existe Uy vecindad
simétrica de {e} de tal forma que para todos y y z que cumplan yz~! € U,
tenemos |g(y) — 9(z)| < 7y en consecuencia, [¢(y) — £(2)| < [[7/loon.

Gracias a la invariancia izquierda de p, e(y) = [ g(z)y(yz)du(z). Asi, el
lado izquierdo de (9.26) es igual a

[ F)e(w)du) (9.28)

Por otra parte, el lado derecho de (9.26) es igual a

[ £ (9)8(v)dun(y) (9.29)

con §(y) = v(y) [ 9(z)v(z)du(z). Obsérvese que & = ([g])y. P or lo tanto é es
acotada c.d.
Como f es arbitraria en (9.29) y en (9.28), de (9.26) se sigue que para toda

funcién p-integrable f,
[ 1wewants) = [ rws)duw)

y entonces por el Lema 9.7-1 se sigue que
e=4d cd. rel. p (9.30)

De (9.30) lo primero que obtenemos es la continuidad de v como sigue: como
C.(G) es denso en L;(G) y ¥ # 0, existe g € C.(G) tal que ¥([g]) # 0. De
(9.30) se sigue que v = (¥([g])) '€ c.d. rel. pu, pero e es continua (al ser g
continua de soporte compacto.) En consecuencia podemos suponer que v es
continua. Como + es continua y acotada c.d. es ficil probar que v es acotada.

Enseguida probamos que ¥ es un homomorfismo de grupos.
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Como suponemos que v es continua, § también lo es y entonces por el Lema
9.7-2 tenemos que para toda y

e(y) = f g(z)y(yz)du(z) = (y) / 9(z)y(z)du(z) = i(y)

siempre y cuado g € C.(G). Entonces por el Lema 9.7-1, tenemos para toda y
fija
v(yz) = v(¥)y(z) cd. rel. p

Pero las funciones = +— v(yz) y £ — ¥(y)7(z) son continuas, por lo que de nuevo
por el Lema 9.7-2, tenemos que para toda z, v(zy) = v(y)7(z), lo que prueba
que 7y es un homomorfismo de grupos.

Para finalizar, probaremos que para todo z € G, |y(z)| = 1. Si existe z tal
que |y(z)| > 1, entonces

sup{|y(z")[} = sup{|y(2)["} = o0
neN neN

lo que contradice que - sea acotada. De manera similar, si existe z tal que
|¥(z)| < 1 entonces |y(z~!)| > 1 y volvemos al caso anterior. Q.E.D.

Las funciones acotadas que inducen las funcioneales lineales multiplicativas
reciben un nombre especial.

Definicién 9.21. Sea (G,7) un grupo topoldgico. Una funcién v : G — S! se
llama un caracter de G si es un homomorfismo continuo de grupos. Al conjunto
de caracteres de G lo denotamos por I'(G).

Hacemos algunas observaciones sobre los caracteres.
1. Si 4 € I'(G) entonces y(z) = y(z ). La razén de esto se sigue de que
1= y(@)]* = 7(2)1(=)
por lo que v(z) = y(z)~! pero al ser ¥ homomorfismo y(z)~! = y(z~!).

2. Dados v y 4 dos caracteres de G, tenemos que el producto yd es de nuevo un
caracter. La funcién constante igual a uno es un caracter. Dado v € I'(G),
la funcién é(z) = v(z~!) es un caracter de G y §y = 1. En consecuencia
los caracteres de G forman un grupo llamado grupo de caracteres de G.

3. Para todo v € I'(G), el conmutador de G estd contenido en y~'({1}).
Como el conmutador de G es el subgrupo generado por los elementos de
la forma zyz~'y~' y v7!({1}) es un subgrupo, es suficiente probar que
y(zyz~'y~!) = 1, pero esto es claro al ser v homomorfismo.

Vemos ahora la correspondencia entre funcionales lineales multipicativas y
caracteres.
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Teorema 9.22. Dada v € ['(G) denotamos v, a la funcién de L,(G) a C dada
por

by ((f]) = / fydis

La correspondencia vy v+ ., es una biyeccion entre las funcionales lineales
multiplicativas y los caracteres de G.

Demostracién. Lo primero que debemos probar es que ¥, € My (). Por
la ecuacién (9.25) sabemos que 1 es funcional lineal acotada no nula, asi que
s6lo resta probar que es multiplicativa, para lo cual observamos que aplicando
Fubini (al igual que en la Proposicién 9.20) tenemos

Y([f*g)) = / () / 9(y~ z)y(x)dp(z)dp(y) (9.31)

Usando la invariancia izquierda de p y que 7y es homomorfismo de grupos obte-
nemos [ g(y~'z)y(z)du(z) = [ g(x)y(yz)du(z) y gracias a (9.31) concluimos

ol *9]) = ( / @)Y (@)du())( / 9(2)1(@)du(z)) = o (1) ([6])

lo que prueba que ., es multiplicativa.
Que la correspondencia sea sobreyectiva se sigue de la Proposicién 9.20.
Para la inyectividad, supongamos que ¥, = 15; entonces para toda f en
C.(G) se tiene [ fydp = [ fédp, y gracias al Lema 9.7-2, lo anterior implica
que y=4. Q.E.D.

9.5 Ejemplos de caracteres

En esta seccién nos ocuparemos de caracterizar el grupo de caracteres de varios
grupos topolégicos, como son R™ o el grupo de matrices invertibles de 2 x 2.

Ejemplo 9.23. El primer ejemplo es R con la suma.

Lema 9.24. Sean o, € R tal que e® = ¢'? (exponencial compleja) para todo
t € R. Entonces a = 3.

Demostracion. Si e'*® = ei*8 entonces e**(®*=8) = 1 por lo que t(a — ) =0
mod 27 para todo t € R. Si @ # f tomando t = (a — 8)~! resulta que existe
n € Z tal que 1 = 2nm, lo cual contradice que 7 es irracional. En consecuencia,

a=4. Q.E.D.

Proposicién 9.25. Para todo o € R definamos v, : R — 8! dada por v4(t) =
ita
e,

1. Para toda a, v, € T'(R).

2. Definimos ¥ : R — I'(R) por ¥(a) = v4. Entonces ¥ es un isomorfismo
de grupos.
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Demostracion. Prueba de 1.
Es claro que 7, es continua. Ademds

Va8 +1t) = eifett)a = gitagisa

por lo que 7, es un homomorfismo de grupos entre R y S'.
Prueba de 2.
La inyectividad se sigue del Lema 9.24.
Obsérvese que

U(a+ B)(t) = e*(**P) = ei*e*® = W(a)(t) ¥ (B)(2)

por lo que ¥ es homomorfismo de grupos.

Sélo resta probar que ¥ es suprayectiva. Tomemos 7 caracter de R. Como
7(0) = 1 (al ser homomorfismo de grupos) y - es continua, existe § >0y r >0
tal que para toda y € (—9,4), Re(v)(y) > r. Entonces

f ’ Re(n)(w)dy = 26 > 0
§

por lo que s = ffd Y(t)dt # 0.
Ahora por el Teorema del cambio de variable (al ser ¥ homomofismo te-

nemos)
S+

s
1@s= [ erade= [y
-4 —d+z
de donde se sigue que -y es diferenciable.
Calculando la derivada de v obtenemos

7r(t) = ﬁmh—;{)M}]‘__'}(gﬂ = “mh—row = '7(‘)'}"(0) (932)

Escribamos ¥ = (71,72) con 1 y 72 las partes real e imaginaria de - respec-
tivamente. Como 7 es diferenciable entonces también lo son v; y 2. Ademds
por (9.32) ¥ y 74 son continuas, en consecuencia 7y, y 7» de clase C'. Por otro
lado como |y(z)| = 1 para todo z resulta que v?(z) + 72(z) = 1 para todo = y
derivando esta ltima igualdad resulta que (;,75) es perpendicular a (y1,72)-
En consecuencia existe un tnico a € R tal que ' = iay. Concluimos que ~
satisface la ecuacién diferencial 4/ = ia7y, por lo que y(t) = e*®. Q.E.D.

Ejemplo 9.26. Recordamos que R™ = (0,00). Con la topologia usual y la
maultiplicacién, R* es un grupo topoldgico. Como (R,+) es isomorfo a (R",")
(mediante t — e')es fdcil establecer que I'(R") es también isomorfo a R, lo cual
probamos en seguida.

Proposicién 9.27. Dada o € R, seav, : R = S definida por v, (s) = et®!n(s),

1. Para todo o, v, € T(RY).
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2. Definamos ¥(a) = 7o. Entonces ¥ es un isomorfismo de grupos entre R
y D(RY).

Demostracién. De manera similar que en la Proposicién 9.25 se prueba que
Ya €s un caracter de R* y que ¥ es un homomorfismo de grupos.

Como paratodot € Rt = In(et), por el Lema 9.24 se concluye la inyectividad
de 0.

Resta probar que ¥ es sobreyectiva. Tomemos «y caracter de R* y notemos
que la funcién 6 : R — C dada por §(¢t) = 7(e') es un caracter de R. Por la
Proposicién 9.25 — 2 existe a € R tal que §(t) = e*®. Sis € Rt y t = In(s)
tenemos (s) = &(t) es decir ¥(s) = e**'™™(), Q.E.D.

Este ejemplo ilustra que si G y G' son grupos topolégicos isomorfos (es
decir que existe un homeomorfismo h que ademés es homomorfismo de grupos),
entonces los grupos de caracteres son isomorfos.

Ejemplo 9.28. Por R* denotamos a los reales no cero. Es claro que con el
producto, R* es un grupo y con la topologia de subespacio de R es un grupo
topoldgico. Queremos encontrar sus caracteres, para lo cual nos ayudaremos de
los caracteres de RT. Notamos que si v € I'(R*) entonces y(—1) € {1,—1}.

Proposicién 9.29. Sea v € I'(R*). Entonces eziste a € R tal que

1. Siy(—1) =1 entonces ¥(t) = e*>'(Ith.
2. Si y(—1) = —1 entonces v(t) = sgn(t)ei*™() donde sgn(t) denota el
signo de t.

Demostracién. Observemos que si ¢ < 0 entonces
v(t) = v((=1)(=1)) = v(=(|t])

Si y(—1) = 1 tenemos que para cualquier t, ¥(tf) = ¥(|t|) y si v(-1) = -1
tenemos que para todo ¢, v(t) = sgn(t)y(]t|). Asi, es suficiente restringir v a
los reales positivos, pero si restringimos v a Rt obtenemos un caracter de R,
y por 9.27 existe a tal que para todo t > 0, 7(t) = e**'™®). Esto termina la
demostracién de la proposicién. Q.E.D.

Ahora, calculemos I'(R*).

Proposicién 9.30. I'(R*) es isomorfo a R x Z,.

Demostracién. Dado (a,j) € R x Z, denotemos v, ; el caracter de R* dado
por

Ya,i () = (sgn(t))ie@n(ith

Definamos ¥ : R x Zy — I'(R*) por ¥((a,j)) = Ya,;- Sabemos que ¥ esta
bien definida y por la Proposicién 9.29 sabemos que ¥ es sobreyectiva.
Para la inyectividad supongamos que 7, ; = 73,x. Entonces para todo ¢ real

(S;;?!(t))jcm In([t]) — (Syu(t))keinln(lﬂ} (93-3)
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Si j =0y k = 1, entonces tomando ¢ = —1 en (9.33) tenemos que el lado
izquierdo es positivo y el lado derecho es negativo, una contradicciéon. De manera
similar, no puede pasar que j = 1 y k = 0. En conclusién debemos tener
j = k. Como j = k, podemos cancelar sgn(t)’ en (9.33) para obtener que
elan(ith) = iBIn(lt) para todo t, y al igual que en la Proposicién 9.27 esto
implica que a = S.

Por iiltimo de las identidades

¥((a,4) + (B, K))(?)

(sgn(t))itkeilatp) In(ie)
(sgn(t)) e In(ltl){sgn(t))keiﬁ In(|¢])
(@, 5))¥((8, k)

resulta que ¥ es homomorfismo de grupos. Q.E.D.

Ejemplo 9.31. R con la suma y la topologia usual es un grupo topolégico. Al
igual que en el caso de R resulta que ['(R™) es isomorfo a R".

Proposicién 9.32. Dada a € R" definimos v, : R* = 8! por v,(z) = (%),
donde (T - a) denota el producto punto en R™.

1. Para toda a, 7, es un caracter de R".
2. La funcion ¥(a) = v, es un isomorfismo de grupos entre R* y I'(R™).

Demostracidn. Es fécil verificar que para toda «, v, es un caracter de R™.

Por {ey,...,e,} denotamos la base canénica de R".

Supongamos que ¥(«) = ¥(f) y escribamos a = Z;Ll ajej, = Z}':l Bie;.
Si valuamos 7, y 73 en te; con t € R arbitrario tenemos que e"*® = e"% para
todo ¢ real, pero por el Lema 9.24 lo anterior implica que &; = f; para todo j
por lo que o = 3.

De las siguientes igualdades resulta que ¥ es un homomorfismo de grupos.

i(z-(a+8)) — ei(z-a}et’(:-ﬁ)

Ta+p(z) =€ = Ya(2)78(2)-

Nos falta probar que la correspondencia es sobreyectiva.
Sea 7y caracter de R y notemos que

v(z) = i v(z5e;) (9-34)

donde z = (z1,...,Z,).

Ahora si «;(t) = v(te;) para t real, resulta que v; es un caracter de R.
Por la Proposicién 9.25 existe a; real tal que v;(t) = "%, por lo que si a =
(aj,...,ay) entonces de (9.34) resulta

7(z) = I jeioses = oli(Tfmrmi0s))  gitea),
Esto prueba la suprayectividad y se sigue el resultado. Q.E.D.

Ejemplo 9.33. Ahora veremos los caracteres de los enteros, (Z,+).
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Proposicién 9.34. Para z € S! definimos v, : Z — S* por v.(n) = 2.
1. Para toda z € S?, v, € I'(Z).
2. La funcién ¥(z) = 7, es un isomorfismo de grupos entre S' y T'(Z).
Demaostracion.
Como 2™+t™ = z"z™ para cualesquiera n,m € Z, resulta que 7, € ['(Z).

Ahora tomemos v € ['(Z).
Para n > 0 tenemos

) =7 (D 1] =7)"
j=l1

Si n < 0, usando que ¥(—1) = (1)~! tenemos

n

)=y | -1| =~1)"

i=1

Como v(0) = 1, concluimos que para todo entero n, y(n) = v(1)" y por lo tanto
todo caracter de Z tiene la forma y(n) = a™ con a = (1) € §!; es decir, estd
determinado por su valor en 1 y en consecuencia ¥ es sobreyectiva.

La inyectividad de ¥ es clara pues si ¥(z) = ¥(w) entonces valuando en 1
obtenemos que z = w.

Por 1ltimo como

¥ (zw)(n) = (z2w)" = 2"w™ = ¥.(n)¥,(n)
se sigue que ¥ es un homomorfismo de grupos. Q.E.D.

Ejemplo 9.35. Con el producto S es un grupo y con la topologia de subespacio
de C es un grupo topoldgico. Afirmamos que T'(S') es isomorfo a Z.

Proposicién 9.36. Para todo n € Z definimos vy, : St — S! por v,(z) = 2™.
1. Para todon € Z, 7, € ['(S").
2. La funcidn ¥(n) =7, es un isomorfismo de grupos entre Z y I'(S?).

Demostracion.

Como 2"w™ = (zw)™ tenemos que vy, € ['(S1).

Probemos que ¥ es suprayectiva. Sea v un caracter de S! v definamos
0 : R — 8! por §(t) = y(e'). Es claro que 4 es continua y que es homomorfismo
de grupos (al ser composicién de homomorfismos), es decir d es un caracter de
R. Por la Proposicién 9.25 tenemos que existe o € R tal que 6(t) = e'® y en
consecuencia para todo ¢ real

St

v(et) =e
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asi que usando 1 = (1) = 7(e*?") tenemos 1 = €™ por lo que a27 = 0
moédulo 27 de modo que a € Z y y(2) = z*.

Probemos que ¥ es inyectiva. Si ¥,, = ¥,,, valuando ambas funciones en e'
(con t real arbitrario) obtenemos que e*® = ™ para todo ¢ real y por el Lema
9.24 concluimos que n = m.

Como

Ynt+m(2) = 2™ = 2™ = Yn(2)¥m(2)

concluimos que ¥ es un isomorfismo de grupos. Q.E.D.

Ejemplo 9.37. Encontramos los caracteres del grupo topoldgico G de las ma-

trices
T S
0 1

donde r y s son reales con r positivo (ver ejemplo 5.2 — 6)

Lema 9.38. 1. El conmutador de G es el subgrupo de matrices de la forma

( é :) (9.35)

variando t en R.

2. Sea H' el conjunto de matrices de la forma

z 0

01
con z > 0. Entonces H' es un subgrupo de G y G es el producto directo
de H' y el conmutador de G.

Demostracion.

Prueba de 1.

Recuerde que el conmutador de G (denotado por ¢(G)) es el subgrupo gene-
rado por los elementos de la forma aba='b~!. Sea H el subconjunto de matrices
de G de la forma (9.35). Queremos probar que H = ¢(G).

Tomemos
% ¥ _fz w
“‘(0 1) y b‘(o 1)'

Tz y+wz ﬁ = _ 1
0 1 0 1

_ 1l ~w—yz+y+wz
= (0 1 ) (9.36)

Tenemos

-1 -1
Ty z w T y z w
BUGTGEY G Y

por lo que todo elemento de la forma aba='b~! estd en H y ¢(G) C H.
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(3 1)

Si en (9.36) tomamos y = ¢, z = w = z = 0 resulta que ¢ = aba~1571, por lo
que ¢ € ¢(G), es decir H C ¢(G). En conclusicién, H = ¢(G).

Prueba de 2.

Es facil varificar que H' es subgrupo de G. Note que H' es isomorfo a R*

pues la funcién
t— .
01
es un isomorfismo.
De 1. tenemos que H' N¢(G) = {1g}. Por iltimo usando que

(51)=(1)G ) 631

para cualquier elemento de G, obtenemos que G es el producto directo de ¢(G)
yde H'. Q.E.D.

Ahora sea ¢ € H con

Proposicién 9.39. Para todo v € I'(G) existe a € R tal que

v ((6 ;)) i ei!n(r)a_
Demostracion.

Por (9.37) tenemos que cualquier matriz en G puede escribirse como

GD-696 )

con el primer factor en el conmutador de &G, pero como en el conmutador v vale

uno tenemos 7((3 ?)) :7((3 [1])) (9.38)

es decir, el valor de v en cualquier matriz sélo depende del valor de la entrada
1-1 de la matriz.
Definamos 6 : Bt — S! por

w0=7((5 1))

Es facil verificar que & es un caracter, en consecuencia por la Proposiciéon 9.27
existe a real tal que 6(t) = ™" y por (9.38) tenemos

(6 1)((5 )

de donde se sigue el resultado. Q.E.D.
De manera similar a la Proposicién 9.27, se puede probar que ['(G) es iso-
morfo a R.
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Ejemplo 9.40. Queremos encontrar los caracteres del grupo de matrices in-
vertibles de 2 por 2 con coeficientes reales, denotado por GL,(R).
Recuerde que SL»(RR) denota las matrices con determinante igual a 1.

Lema 9.41. 1. SLy(R) es generado por las matrices de la forma

10 1
n=(31) (%)

variando p y A en R.
2. El centro de GL2(R) es SLy(R).

3. Si H es el conjunto de matrices de la forma

(0 %)

variando t en los reales no nulos, entonces H es un subgrupo de GL»(R)
y GL3(R) producto directo de SLy(R) y H.

Demostracion.
Nota: la prueba del lema se basa en [Rotman].

Prueba de 1.
Notamos que

mr={y 1) o] 7

Ademads observamos que

a b\ (1 p\_[a ap+b 1 0\fa b\ _( a b
c dJ\0 1) \c cpu+d A 1/\e d) \c+aX d+bA
por lo tanto al multiplicar una matriz M € GL2(R) por T* é por Ty por la

derecha o la izquierda, respectivamente, obtenemos que sumamos un miiltiplo
de una columna de M a la otra o un miiltiplo de un renglén de M al otro.

Sea (3 3) tal que ad — bd = 1.

Caso 1: ¢ #0.
Si tomamos g = =% tenemos

a b 1 p _fa ¥
c d 0 1) \e 1
con b’ = 2(1-d)+b.

Ahora
a 1 0) fa—-cb ¥
e 1 =¢ 1} 0 1
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pero a —cb' =a —a(l —d) — cb = ad — bc = 1. En conclusién

a b\ /1 =4\/1 0\ _ (1 ¥
c d 0 1 - 1) 7\0 1
en consecuencia
a b)Y _ (1 v 1 0 1 -'-I-:-lw b d-1
(c d)_({) 1)(.: 1)(0 1)‘TT‘T‘

1

a

Caso 2: ¢ = 0. Como ad — be = 1 debemos tener que d =

Observamos que
a by _(1 0 a b
0 L)7\-1 1/\a b+1

Como det ((Z b-ll-) 1 )) =1y a # 0 por el caso 1 existen reales p;, s y A

a
tales que

(:: b—t L) = THT\T*

€n consecuencia

b
(g d) = T_, TMT,\T".

Prueba de 2.

Como el conmutador es generado por las matrices de la forma ABA™'B~!,
las cuales tienen determinante 1, resulta que el conmutador esta contenido en
SLy(R). Para probar la otra contencién, en virtud del inciso uno, sélo tenemos
que probar que las matrices T y T* estdn en el conmutador. Para demostrar

esto tomermos ,
+ 0 1 0
— ] =
a=(38) =01 1)

entonces
SAS-1A-1 = (1 o (1}) (9.39)
por lo que
ASATIS™! = ( 1 0) (9.40)
‘ T =1 1 ;

Sil< A, tomemos t = /A —1en A para obtener de (9.40) que T estd en
el conmutador. Si A < 1, tomamos t = V1 — A en A para obtener de (9.39) que
obtener que T esta en el conmutador.

De manera andloga, para ver que T# estd en el conmutador transponemos

en las ecuaciones (9.39) v (9.40).

Prueba de 3.
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Es fécil verificar que H es un subgrupo de GL2(R). Es mas, H es isomorfo
a R* = R\{0} con el producto, pues la funcién

St
4=(22)

1 0 a b
A= 5 9.41
(0 aet(A))(m ﬂtdii) e

con el segundo factor en SL,(R).
Por 1ltimo es claro que SLy(R) N H = {Id} y por (9.41) concluimos que
SL»(R) es producto directo de GLy(R) y H. Q.E.D.

es un isomorfismo.
Sea A € GL2(R) con

y notemos que

0 -1
Dado un caracter de GL2(R) vy, eziste a € R tal que

Proposicién 9.42. Por J denotamos a la matriz (1 0 )

1. Siy(J) =1, entonces y(det(A)) = e**In(ldet(4)])
2. Siy(J) = —1, entonces y(det(A)) = sgn(det(A))ei>'n(Idet(A)])

Demostracion. Sea «y un caracter de GL,(R).
Por (9.41) para toda matriz A € GL2(R) tenemos

b
. (a b) _ (1 1 ) @ Fe(A)
- B d
c d 0 @m/ \¢ =@

y como el segundo factor estd en SLs(R), es decir en el conmutador del grupo,

se sigue que
"’((Z 3)) z”’((é det(EA))) (9.42)

por lo que el valor de ¥ en A sélo depende de det(A).
Sea § : R* — S! definida por

({3 9)

Es sencillo probar que § es un caracter de R*. Por la Proposicién 9.29 existe a
real tal que:

Si 6(—1) = 1 entonces d(t) = e*>'n(It),

Si (—1) = —1 entonces 6(t) = sgn(t)e'> "t

Como d(—1) = v(J) de (9.42) se sigue el resultado. Q.E.D.
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9.6 Semisimplicidad

En esta seccién probaremos que si L;(G) es conmutativa, entonces es semisim-
ple. Recordamos que gracias a la Proposicién 9.17, L, (G) es conmutativa si y
solo si G es conmutativo.

El resultado principal de esta seccién es el siguiente.

Teorema 9.43. Supongamos que G es conmutativo. Entonces Li(G) es semi-
simple.

Antes de probar el teorema veremos que cuando el grupo es conmutativo,
L,(G) tiene estructura de dlgebra simétrica, lo que nos ayudara a probar la
semisimplicidad.

Si G es conmutativo entonces es unimodular, asi que gracias a (7.2) tenemos
que para toda f € LE(G,Bg, 1) 6 f Bg-medible no negativa,

[ 1@dutz) = [ 1 auta) (9.43)

La primera consecuencia de (9.43) es que la transformacién z — ! preserva
a p (es decir u(B) = u(B~') para todo boreliano B).

Otra consecuencia de (9.43) es que la funcién f*(z) = f(z~!) estd en £;(G)
siempre que f lo esté y que la funcién en L;(G) dada por [f]* = [f*] estd
bien definida. Lo importante es que cuando el grupo es conmutativo la funcién
f = f* hace a L;(G) un élgebra de Banach conmutativa con involucién.

Proposicion 9.44. Si el grupo topoligico G es unimodular, entonces f — f*
es una tnvolucion en L, (G)

Demostracidn.
1. Paratodoz € GyaeC

(f +ag)™(z) = f(z7) + ag(z™!) = f*(z) + ag*(2)

por lo que (f +ag)* = f* +ag".
2. Es claro que f** = f.

3. Ahora, debemos probar que (f *¢)* = g* = f* c.d. rel. 4. Tomemos N un
boreliano g-nulo tal que para toda z en el complemento de N ocurra

(g7 * f*)(=z) = /g'(y)f’(y*li?)dﬂ(y)
(f*xg)(z) = /y(y)f(y"lx)ﬂ‘u(y)

Sea N, = N|JN~'. Entonces N, es p-nulo y para toda z en el comple-
mento de NV,

(f o)) = f F@gly~" =) duly)
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Usando la invariancia izquierda de la g (con y + zy) tenemos, para z en
el complemento de N;, que

Il

(6" + f)(=) / o @ Ty)du(y)

[ T ) W)duy)

Il

pero

(f+9)(@) = Tra)E ) = [ ez )
y entonces (f * g)* = ¢" * f* c.d. rel. p.

Prueba del Teorema 9.43.

Recordemos que Rad(L;(G)) denota el radical de L;(G) y que es un ideal.

Ahora tomemos f en el radical. Debemos probar que f = 0 c.d. rel. pu.

Por la Proposicién 9.15 existe una red de funciones continuas de soporte
compacto (Y )vep que satisface

1. Para toda U € B, [|[Yy|; = 1.

2. limy||f *Yuv — fl| = 0.

Gracias a 2. resulta que si probamos que para toda U € B, f * ¥y =0 c.d.
rel. p, obtendremos que f = 0 c.d. rel. p.

Sea U € B fija, arbitraria y sea ¢ = f *y. Hagamos algunas observaciones
acerca de g. Sabemos que g € £,(G) (al ser convolucién de dos funciones en
L1(G)). Usando que ¥y es acotada tenemos que g es continua y acotada (ver
Proposicién 9.11). Por iltimo, ya que Rad(L,(G)) es un ideal y que g = f x ¢y
con f en el radical de L (G), resulta que g € Rad(L,(G)).

Como g € L£,(G) N L&(G) tenemos (por la desigualdad de Hélder) que
[ lg?dp < o0 y en consecuencia

@ +9© = [ 9@ duo) = [lo@Fdu (044

Notamos que cualquier funcién en £,(G) N L (G) satisface (9.44). Asi pues,
mostrar que g = 0 c.d. rel. p es equivalente a probar que g* * g es identicamente
cero.

Pongamos atencién en la funcién g* * g. Gracias a que g es acotada c.d.
rel. uy que g* € £,(G) tenemos de nuevo por (9.11) que ¢g* * g es continua y
g**g € L1(G)NL(G). Usando de nuevo que Rad(L,(G)) es un ideal, tenemos
que g* * g estd en el radical. Ademds note que (¢* xg)* = ¢* * g.

Tomemos F : L(G) — C dada por

F([R]) = (h* g* * g)(e)
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Gracias a que g* *g € £,(G), resulta que F esta bien definida y como la funcién
y > (9° *9)(y™ ") estd en L (G), F([h]) se calcula como

F([]) = / h(z)(g" * 9)(y™")du(y)

Lo importante de la funcién F es que usando g**g € £;(G)N L (G), (9.44)
y (g* * g)* = g* * g tenemos que

F(g+a) = (6" +9)" + 4"+ 9)(©) = [ I(6" + ) W)Pauy)

Ahora, si probamos que g* * g estd en el niicleo de F' obtendremos (de la
ecuacién anterior) que g*+g = 0 c.d. rel. g, pero al ser g* g continua concluimos
que (g* * g)(z) = 0 para toda z.

Nuestro objetivo ahora es probar que F se anula en g* * g. Para esto
probaremos que F es funcional lineal positiva, pues por la Proposiciéon (2.25)
sabemos que toda funcional lineal positiva se anula en el radical de L,(G) y
9" * g € Rad(L:(G)).

Es claro que F' es lineal. Ya que la norma infinito de y ~ (g* * g)(y™?) es
igual a la norma infinito de y — (g* *¢)(y) (pues y — y~! preserva a y) resulta

[(h* g * g)(e)| < f Ih®)II(g" * 9)(y™)ldu(y) < IRl ll[g™ * g]lleo

asi que F' es acotada.
Para verificar que F es positiva sélo nos falta probar dos cosas: que F([h])

es real para toda h tal que h* = h y que para toda h, 0 < F([h] * [h*]).
Supongamos que i = h*. Por definicién de F'

F([r7]) = f h(y=1)(g" * 9)(y~")dp(y)

Como la transformacién y — y~! preserva a u tenemos que lo anterior se escribe
como

F(h) = / )" * 9)(w)du(y)

y entonces

E([r*]) :/h(‘yJ(g* *9)(y)duly) = /h(y)(g'*g)'(y“l)du(y] = (hx(g7*9)")(e)
pero (g* * g)" = g" * g, asi que

F([h*]) = h* (" * g)(e) = F([h])

En consecuencia, tenemos F([h]) = F([h*]) y usando que h = h* tenemos
que F([h]) = F([h]), por lo que F([h]) es real.
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Probemos que 0 < F([h] * [h*]). Es en esta parte donde usamos la conmu-
tatividad en £; para obtener

F([h] * [a*]) = ((hx g)* * (h x g))(e)

pero h* g* x g € L1(G) N Lo(G) (usando que g* x g € Lo(G) y 9.11-1 ) y
entonces por (9.44) tenemos

F([R] + [v*]) = [ Ih s gf2dy > 0

Esto termina la prueba de que F' es funcional lineal acotada, y por lo tanto la
prueba del Teorema 9.43. Q.E.D.
Veamos algunos corolarios del Teorema, 9.43.

Corolario 9.45. Suponga que G es conmutativo. Sean f y g en Li(G) tal que
para toda v en ['(G)

[ 1@n@du@) = [ s@n@au)  (04)

Entonces f = g c.d. rel. p.

Demostracion. Sean f y g en £1(G), tal que 9.45 se cumpla. Entonces para
todo «y caracter de G

[ (f(z) — 9(z))rdu(z) = 0

Usando la Proposicién 9.22, tenemos que [f — g] estd en el nicleo de toda
funcional lineal multiplicativa. Pero por 2.24, esto es equivalente a que [f — g]
esté en el radical de L, (G), es decir, f =g c.d. rel. u. Q.E.D.

Corolario 9.46. Si G es conmutativo, ['(G) separa los puntos de G.

Demostracién. Sean z,y dos puntos en G distintos, entonces zy~! # e. Si
encontramos vy caracter tal que y(zy~!) # 1, entonces v separa z de y. En
conclusién, es equivalente probar que dada x # e, existe -y caracter con v(z) # 1.

Supongamos que z € G es tal que para todo v € Gamma(G) v(z) = 1 y que
x #e.

Sea f funcién continua de soporte compacto fija y arbitraria. Por la inva-
riancia de g, tenemos que para todo v € I'(G)

[ tontaut) = / fyrriay)duly) = [ Fen) @) (z)duty)

pero, v(z) = 1, y por el Corolario 9.45, resulta que f(zy) = f(y) c.d. rel. p. Al
ser f continua tenemos que para todo y, f(zy) = f(y) por lo que f(z) = f(e).
Pero como z # e, existe U vecindad de e tal que = ¢ U. Por el Lema 9.2 existe
f funcién continua de soporte compacto tal que f(e) = 1y f(x) = 0 lo que
contradice que f(z) = f(e). Q.E.D.
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Corolario 9.47. Recordamos que L+:(G) es un espacio de Hilbaert si tomamos
(f,9) = [ fadp.

Supongamos que G es conmutativo y que u(G) es finita. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que pu(G) = 1. Entonces I'(G) es una base de
Hilbert de L(G).

Demostracidn. Lo primero que notamos es que al ser g finita y cada caracter
acotado, tenemos que ['(G) esta contenido en £L2(G).

Para que I'(G) sea una base de Hilbert, es equivalente probar que I'(G) es
una familia ortonormal completa (ver apéndice C.12).

Como

/ () T)duly) = [ Y)Y )duy) = w(G) = 1

tenemos que para cada v, ||7]]2 = 1.
Veamos ahora que los caracteres son ortogonales. Para esto sean -y y ¢ dos
caracteres. Observamos que por la invariancia, para toda = tenemos

/ Y (zy)8(zy)du(y)
1(2)8() / 1 )5()dty).

[ 1@aut)

En consecuencia, si [ y8du # 0 entonces y(x)d(z) = 1 para toda z, o equivalen-
temente para toda z, y(z) = é(z) (usando que 8(z) = §(z~1)). En consecuencia
tenemos que si y # & entonces [ vddp = 0, es decir, v y 6 son ortogonales.

Para terminar de probar que I'(G) es completa debemos tomar f en Lo(G)
tal que sea ortogonal a todos los elementos de I'(G) y probar que f = 0 c.d. rel.
it Que f sea ortogonal a todo elemento de I'(G) es equivalente a que [f] esté
en el radical de L;(G). Como L;(G) es semisimple, concluimos que [f] = 0, es
decir, f =0 c.d. rel. p. Q.E.D.



Apéndice A
Topologia

Varios de los resultados de este apéndice pueden ser consultados en [Engelking]
o en [Willard).

Definicién A.1. 1. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto P
junto con una relacion < que satisface, para a,b,c € P:

(a) a < a.
(b) Sia<byb<a entoncesa=Vb.
(c¢) Sia<byb<centoncesa<e.

2. Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado P es un subconjunto
C C P de tal forma que para cualesquiera a,b € C se cumple que a < b o
b < a. La cadena C estd acotada superiormente en P si eviste = € P tal
que ¢ < x para todo c € C.

3. Un elemento mdzimo en un conjunto parcialmente ordenado P es un
elemento de P, llamémoslo m, de tal forma que no erviste a € P tal que
m<aya#m.

Lema A.2 (Lema de Zorn). Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordena-

do, de tal forma que toda cadena en P estd acotada superiormente en P, en-
tonces P tiene un elemento mdzimo.

Recordemos algunas definiciones. Por (X, 7) denotamos un espacio topolégico
fijo.

Definicion A.3. 1. (X,7) se llama T, ¢ Hausdor(f si para todo par de pun-
tos distintos de X, x y y, existen U, V en T ajenos tales que x € U y
yeV.

2. (X, 1) se llama T3 ¢ regular si los puntos son cerrados y para cualesquiera
F CX cerrado yz € X con z ¢ F existen U y V' abiertos ajenos de tal
forma quez € U y FCV.

161
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3. (X, 1) se llama Ty ¢ normal si los puntos son cerrados y para cualesquiera
E y F cerrados ajenos en X, existen U, V abiertos ajenos en X de tal
formaque EC Ay FCV.

4. (X,7) se llama localmente compacto si para todo punto de x en X existe
UenTtconz €U y con la cerradura de U compacta.

Proposicién A.4. Si(X,T) es un espacio compacto Hausdorff entonces es nor-
mal.

Proposicién A.5. Supongamos que (X,7) y (Y,p) son espacios con (X,7)
compacto y (Y, p) Hausdorff. Si f : X = Y es continua y biyectiva, entonces
f71:Y = X es continua.

Lema A.6 (Lema de Urysohn). Sea (X,7) un espacio topolégico normal.
Dados E y F cerrados ajenos en X, exziste g : X — [0,1], continua tal que
g restringida a E es cero y restringida a F' es uno.

Lema A.7. Sea (X,7) un espacio localmente compacto Hausdorff. Dado un
abierto no vacio U y un punto x en U existe un abierto V que tiene a = con

cerradura compacta y tal que V C U.

Definicién A.8. 1. Un conjunto dirigido (L, <) es un conjunto parcialmente
ordenado de tal forma que para cualesquiera ly,ls € L existe l3 € L de tal
forma que ly <l3 yla <l3.

2. Sean L, M dos conjuntos dirigidos y 1 : L =+ M. La funcién ¢ se llama
cofinal si para cada m € M exziste |l € L de tal forma que m < ¢(l); ¢ se
llama creciente si siempre que |, < ly tenemos ¥(1;) < ¥(la).

3. Una red en un espacio (X,7) es una funcion r : L — X, donde L es
un conjunto dirigido. Usualmente denotamos a r(l) por z; y a la red
la denotamos por (zi)icr. Una subred de una red v : L = X es una
composicion r o : M — X con M un conjunto dirigido v/ : M — L una
funcion creciente y cofinal. Denotamos por (Zy(m))mem @ la subred roq).

4. Sea (x;)icr una red en (X,7). Decimos que (x;)cr converge a * € X
(denotado ; — x) si para toda U € 7 con z € U existe ly € L de tal
forma que para toda l > ly tenemos que x; € U.

Proposicién A.9. Sea (X,7) un espacio topoldgico Hausdorff y (z)icr una
red en X de tal forma que converge a x € X. Si (Ty(m))menm €s una subred de
(x1)ier entonces (Ty(m))mem converge a .

Proposicion A.10. Sea (X,7) un espacio topoldgico Hausdorff y EC X. Un
punto  estd en la cerradura de E si y sélo st existe una red (x;)1er, conz; € E
para toda l € L de tal forma que x; — .

Proposicién A.11. Sean (X,7) y (Y, p) dos espacios topoldgicos Hausdorff y
f:X =Y. f escontinua en x € X sty sdlo st para toda red (x;)icr en X tal
que x; — x tenemos que f(x;) — f(x).
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Definicion A.12. Sea (X, T) un espacio topoldgico localmente compacto Haus-
dorff. Una compactificacion unipuntual de X es un espacio topoldgico compacto
Hausdorff Y y una funcidn continua e inyectiva h : X = Y de tal forma que
h(X) es denso en Y.

Notas: Para todo espacio topoldgico localmente compacto Hausdorff siem-
pre es posible encontrar una compactificacién unipuntual y se prueba que cua-
lesquiera dos compactificaciones unipuntuales son homeomorfas, por lo que
podemos hablar de la compactificacién unipuntual de un espacio dado (ver [En-
gelking]). Presentamos una construccién de la compactificacién unipuntual, sin
probar los detalles (para verlo rigurosamente puede consultar [Engelking]).

Proposicién A.13. Sea (X, T) un espacio localmente compacto Hausdorff. Defin-
imos Y = X U {c0}, con co un punto que no esté en X.

Sea z en X. El conjunto de vecindades de z enY es simplemente el conjunto
de vecindades de x en X. Las vecindades de co son el conjunto

{Y\C:CCXyC es compacto} (A1)

Entonces lo anterior define una topologia en Y que lo hace espacio compacto
Hausdorff y de tal forma que X es denso en Y.
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Apéndice B
Teoria de la medida

Una demostracién de los resultados en este apéndice puede consultarse en [Cohn],
[Halmos] y [Grabinsky].

Teorema B.1. Sean )\ la medida de Lebesque en R™, U,V C R* subconjuntos
abiertos y T : U — V una biyeccion de tal forma que T y T~! son de clase C*.
Por Jr denotamos el jacobiano de T'. Si f : V — R es borel medible entonces

/ f(z)dA(z) = f f(T(2))|Jr(z)|dA(=).
Vv u

Proposicién B.2. Sea (X, S, 1) un espacio de medida, f en £,(X) y0 < k

constante tal que
5.
5y L1 <
‘n(EJ E

para tode E € S con 0 < u(E) < co. Entonces |f| < k c.d. rel. p.

Demostracion.
Es suficiente probar que f* <ky f~ <k c.d. rel. p.
Como f1 es p-integrable tenemos que para todo a > 0

ap({x € X: ft(z) >a}) < /f+d;¢ < 0o

por lo que p({zr € X : f*(z) > a}) es finita.
Para todo n € Nsea A, = {z € X : f*(z) > k+ %}. Afirmamos que para
todon € N, u(A,) = 0, pues en caso contrario

1
F‘-(An) A,
lo que es una contradiccién. Por iltimo, como A = {r € X : f¥(z) > k} esla

unién de los A, resulta que u(A) = 0 y entonces f* < k c.d. rel. g. De manera
similar, f~ < k c¢.d. rel. pu. Q.E.D.

1
k+1< fr=

<k
n - ;u(AﬂJ A -

fdu
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Definicién B.3. Sea X un conjunto no vacio. Un m-sistema en X es una
familia de subconjuntos de X que es cerrada bajo intersecciones finitas y un
A-sistema L es una familia de subconjuntos que cumple

1. Xecl
2. Si A,B € L con B C A entonces A\B € L

3. Si {An}nen es una sucesidn creciente de elementos de L entonces
URENAn E E

Lema B.4 (Lema de las clases monétonas). Sean P un w-sistema y £ un
A-sistema tal que P C L. Entonces la o-dlgebra generada por P estd contenida

en L.

Definicién B.5. Sean (X, S, ) y (Y,T,v) espacios de medida o-finitos.

1. Por S®T denotamos la o-dlgebra generada por los conjuntos E x F, con
EcSyFeT.

2. Dadosze X,ye€Y yLe S®T definimos
Ly={weY:(z,w)eL} LY={z€X:(2y) €L}
3 Dada h : X xY = C, z € X yy €Y definimos hy(z) = h(z,2) y
W (w) = (w,).

Proposiciéon B.6. Sean (X,S,p) y (Y,T,v) dos espacios de medida o-finitos
yL en S®T. Las funciones dadas por f(z) = v(L;) y 9(y) = p(LY) son S y

T medibles respectivamente.

Teorema B.7. Sean (X, S, ) y (Y,T,v) dos espacios de medida o-finitos.
Erziste una tinica medida p ® v sobre S ® T tal que

1. Para cualesquiera A€ SyBeT

(1®v)(A x B) = u(A)v(B)
2. Para cualquier Le S®T

(n®v)(L) = / U(La)du(z) = / u(LY)dv(y).

Teorema B.8 (Teorema de Tonelli). Sean (X, S, pu) y (Y, T, v) dos espacios
de medida o-finitos, h una funcion S ® T-medible no negativa, A€ S yBeT.

1. Si definimos f(z) = [ h:(y)du(y) y gly) = [ h¥(z)du(z) entonces f es
S-medible y g es T-medible.
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/)axshd(u®V)=/;fdu=/Bgdv

Teorema B.9 (Teorema de Fubini (caso real)). Sean A € S, B € T y
he (RXxY,S0T,u®v).

1. h, estd en LR(v) c.d. rel. p y hY estd en LX(u) c.d. rel. v.

2. Si definimos f(z) = [ghedv c.d. y g(y) = [, h¥dp entonces f estd en
LY () y g estd en LR(v).

3. foB hd(p®v) = L& fdp= fBgdy-

Teorema B.10 (Teorema de Fubini (caso complejo)). Sean A € S,
BeT yhe LH(X xY,S®OT,p®v).

1. h, estd en CS(v) c.d. rel. p y hY estd en LS(u) c.d. rel. v.

2. Si definimos f(z) = [ghedv c.d. y g(y) = [, h¥dp entonces f estd en
LE (1) y g estd en LS(v).

8 [ pghdp®v)= [, fdu= [5gdv.

Demostracion.

Recuerde que h € LE(X x Y,S® T,u ® v) si y sélo si Re(h),Im(h) €
LYX xY,S®T,p®@v). Por el caso real tenemos que Re(h), y Im(h). estdn en
L}(v) cd. rel. py Re(h)Y y Im(h)¥ estdn en LX(u) c.d. rel. v. En consecuencia
h. es v-integrable para casi toda = y hY es p-integrable para casi toda y.

Por otro lado por el caso real las funciones f;(z) = fs Re(h)zdv y fo(z) =
i F 5 Im(h)-dv son integrables respecto a . En consecuencia,

f(z) =Lhzdv=LRe(h);dv+i/BIm(h)zdu

es integrable con respecto a p. De manera similar, usando que las funciones
91(y) = [, Re(h)¥dp y g2(y) = [, Im(h)?dp son integrables con respecto a v
tenemos que g es integrable con respecto a v.

Por iltimo usando que

/ hd,u@u:/ Re(h)dp®v+£[ Im(h)dp® v
AxB AxB AxB

Re(h)d,u@u:/ fldp:/ q1dv
AxB A B

/ Imlidn v = f fodp = / gadv
AxB A B
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concluimos que
hdp®@ v = / fd,uzf gdv.
AxB A B
Q.E.D.
Definicién B.11. Sea (X,S) un espacio medible.

1. Una medida compleja pu es una funcion de S a C que es o-aditiva y u(8) =
0.

2. La variacién de pp en A € S, denotada |p|(A), es el supremo de los nimeros
i, u(A;)|, donde {A;}, varia sobre todas las particiones de A en
conjuntos S-medibles.

3. Dadas dos medidas complejas p y v, decimos que v es absolutamente con-
tinua con respecto a p si para todo A € S que satisfaga |p|(A) = 0 tenemos
que |v|(A) = 0.

Proposiciéon B.12. Sean v y u dos medidas complejas. Tenemos que p es
absolutamente continua con respecto a v si y sélo si para todo A en S que
satisfaga p(A) = 0 se tiene que v(A) = 0.

Teorema B.13 (Radon-Nikodym). Sea (X,S) un espacio medible, p una
medida o-finita no negativa sobre S y v una medida compleja sobre S. Si v es
absolutamente continua con respecto a p, entonces existe g € LE(X, S, 1) que
satisface v(A) = [, gdu para todo A € S.

Teorema B.14. Sea (X,S) un espacio medible y p : P(X) — [0,00] una me-
dida exterior. Sea

S*={E C X : para todo BC X, p(B) = p(BNE) +p(B\E)}.
Entonces
1. S* es una o-dlgebra.

2. La restriccion de p a S* es una medida completa.



Apéndice C
Analisis Funcional

Los resultados de anélisis funcional pueden ser consultados en [Rudin-2] y en
[Hewitt-2].

Definicién C.1. 1. Un espacio vectorial normado (X, ||-||) es un espacio de
Banach si la métrica inducida por la norma es completa.

2. Una sucesion (z,)nen en X se llama sumable si existe x € X tal que

n
E I;—I

i=1

lim =),
n

3. Una sucesion (z,)nen en X se llama absolutamente sumable si la serie
€
o0
> ney llzal| converge.

Proposicién C.2. Sea (X, ||-||) un espacio vectorial normado. X es un espacio
de Banach st y sdlo si toda serie absolutamente sumable es sumable.

Demostracion.

Supongamos que X es un espacio de Banach y sea (z,)nen una sucesion de
elementos de X absolutamente sumable. Para todan € N sea s, = Y ;_, Z.
Como Y 32, |lzk|| converge dado € > 0 existe N € N de tal forma que para
todos m > n > N Y, |lzk|| < €. Entonces sim > n > N, [[sn4q — sl <
>omi llzk]l < e. Como X es completo y € arbitraria concluimos que (sn)nen
converge, es decir, (z,)nen s sumable.

Ahora supongamos que toda serie absolutamente sumable es sumable y
probemos que el espacio es completo.

Sea (z,)nen una sucesiéon de Cauchy y encontremos (z,,, )Jmen una subsuce-
sion de tal forma que para todo m € N

||.I'J”m+| — In,, |

1
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Sea Ym = Tnnyy = Tn,- Por (C.1), 0L, [lymll < Yk, 55, por lo que de
la hipétesis se sigue que (Ym)men €s absolutamente sumable; es decir, existe

z € X tal que
m
> w-=z
k=1

pero Y o, Yk = Tm41 — T1 €N consecuencia (Z,,)men converge y por lo tanto
(zn)nen también. Q.E.D.

Proposicién C.3. Sea X un espacio de Banach. Dados x # y en X, eziste f
en X* tal que f(z) # f(y). Equivalentemente, si para toda f en X*, f(z) =
f(y), entonces z = y.

Definicion C.4. Sea X un espacio de Banach. La topologia débil en X, de-
notada por w, es la menor topologia que hace continua a todo funcion en X*

lim =0
m

Proposicién C.5. Una sucesion (zn)nen en X, converge az € X en la topologia
w si y sélo si para toda f € X*, lim, f(z,) = f(z).

Proposicién C.6. Suponga que (T, )nen €s una sucesion en X que converge en
la topologia w. Entonces existe M > 0 tal que ||z,|| < M, para todo n natural.

Dado z € X, tomamos i, la funcién de X* a C dada por i,(f) = f(z), la
evaluacion en z.

Proposicién C.7. Para todo z, i, € X**. FEs decir, i, es funcion lineal aco-
tada de X* a C.

Definicién C.8. Sea X un espacio de Banach. La topologia débil estrella, de-
notada por w*, es la menor topologia que hace a toda i, continua en X*.

Proposicién C.9. Una sucesion (fn)nen en X*, converge a f € X* en la
topologia w* si y sélo si para teda x € X*, lim, f,(z) = f(z).

Teorema C.10 (Alaoglu). Sea S = {f € X* : ||f|| £ 1}. S es w*-compacto.

Definicién C.11.  I. Un espacio con producto interior (H,(-)) es un espacio
de Hilbert si la métrica inducida por el producto interior lo hace completo.

2. Una familia de vectores § se llama ortonormal si todo elemento de § tiene
norma une y si para todos z,y distintos en 3, (z,y) = 0.

3. Una base de Hilbert para H es un conjunto ortonormal mdzimo, en el
sentido de que si agregamos un nuevo vector, ésta deja de ser ortonormal.

4. Un conjunto B ortonormal es completo si para todo = que cumpla que
(z,y) = 0 para todo y en B, tenemos que z = 0.

Proposicién C.12. Sea (H,(-)) un espacio de Hilbert y [ un conjunto orto-
normal. Son equivalentes:

1. 3 es una base de Hilbert

2. B es un conjunto ortonormal completo.



Epilogo

Hemos dado apenas una modesta introduccién a lo que son las 4lgebras de
Banach y més concretamente a Li(G). Como es de esperarse quedan muchos
aspectos que no hemos tocado pero queremos mencionar.

Una parte importante, y con grandes aplicaciones dentro de la misma teoria
de las algebras de Banach, es la del cdlculo simbélico. Recordamos que dado
un polinomio p(z) = Y1, @;z*, con coeficientes complejos y a un elemento en
un 4lgebra de Banach con uno, por p(a) entendemos ) .., a;a’. Pues bien, el
célculo simbdlico generaliza lo anterior, tomando ahora en vez de un polinomio
p una funcién analitica en una vecindad del espectro de a y la via para hacer
ésto es mediante la introduccion de integrales con valores vectoriales, llamadas
integrales de Bochner. Como consecuencia también se generaliza el Teorema
espectral polinomial como sigue: si f es analitica en una vecindad del espectro
de a, entonces o(f(a)) = f[o(a)]. Una aplicacién del calculo simbélico es en el
estudio de dlgebras de operadores sobre espacios de Hilbert.

En el capitulo 5 empezamos a trabajar con grupos localmente compactos
Hausdorff segundo numerables, principalmente para poder usar el teorema de
Fubini. Notamos que si el grupo G no es segundo numerable no podemos ase-
gurar que Bgxg coincida con Bg ® Bg y por lo tanto g ® p no estd definida
para todos los borelianos de G x G y entonces no todas las funciones continuas
son Bg ® Bg-medibles. Para solucionar estos problemas y trabajar con grupos
localmente compactos Hausdorff arbitrarios necesitamos extender Fubini para
espacios que no necesariamente sean o-finitos. Una via para hacer esto es no
trabajar con la medida producto p® p, sino trabajar con una medida regular so-
bre Bex e que rescate el teorema de Fubini para funciones que se anulan afuera
de un rectdngulo de lados o-finitos. Tal medida est4 dada por el Teorema de
representacién de Riesz. Para ver esto con detalle el lector puede revisar [Cohn].
Una vez dicho esto mencionamos que todos los resultados del iltimo capitulo
permanecen vdlidos para grupos no necesariamente segundo nemerables.

En el iltimo capitulo presentamos el grupo de caracteres de un grupo topolé-
gico localmente compacto Hausdorff. Sélo vimos la estructura de I'(G) como
grupo, pero resulta que si lo dotamos de la topologia de la convergencia uniforme
sobre los subconjuntos compactos hecemos de ['(G) un grupo topoldgico local-
mente compacto Hausdorff que es homeomorfo a M (¢ (esto se puede revisar
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en [Rudin-1]). Una vez que sabemos que I'(G) es un grupo topoldgco localmente
compacto Hausdorff, podemos preguntarnos quén es I'(I'(G)). La respuesta esta
dada por el Teorema de Pontrjagin, que nos dice que I'(I'(G)) es isomorfo como
grupo topolégico a G, donde el isomorfismo consiste en mandar cada elemento
z de G a su evaluacién. Por ejemplo, sabemos que I'(R) es isomorfo a R como
grupos, por lo que podemos pensar que I'(I'(R)) = R Como consecuencia de
este teorema tenemos el principio de dualidad de Pontrjagin (ver por ejemplo
[Folland] y [Rudin-1]), que dice: si I'(G) es compacto entonces G es discreto y si
['(G) es discreto entonces G es compacto. Para ilustrar este principio note que
I'(Z) = C y I'(C) = Z. Queremos mencionar cémo probar una parte del princi-
pio de dualidad de Pontrjagin, utilizando que I'(G) es homeomorfo a My, (g):
Si suponemos que G es discreto, entonces sabemos que L; (G) tiene uno, asi que
M, (e) es compacto, pero éste 1iltimo es isomorfo (como espacio topoldgico) a
I'(G), por lo que I'(G) es compacto.

Por 1ltimo queremos mencionar cémo la transformada de Gelfand generaliza
a la transformada de Fourier. Ya mencionamos en el parrafo anterior que con la
topologia de la convergencia uniforme sobre los conjuntos compactos, ['(G) es
isomorfo como grupo topoldgico a My, (g)- En el caso concreto de R", sabemos
que I'(R™) es isomorfo como grupo a R" pero también se puede probar que el
isomorfismo es un morfismo de grupos topolégicos. En consecuencia tenemos
que My, (r~) ¥y R" son homeomorfos como espacios topoldgicos, asi que podemos
pensar la transformada de Gelfand como un homomorfismo de élgebras entre
Li(R™) y Co(R™). Echemos un vistazo a la transformada de Gelfand. Dada
f € Li(R™), f([¥]) = ¥(f) donde ¢ es una funcional lineal multiplicativa. Pero
como toda funcional lineal multiplicativa estd inducida por un caracter y y cada
caracter es de la forma v(t) = e/(®¥), para un tnico vector @, podemos pensar

f (¥) como f (a) para obtener
fla) = f f(t)ef*dx(t).

Por lo tanto, la transformada de Gelfand de una funcién f en L; (R") coincide
(excepto por un isomorfismo) con la transformada de Gelfand de f.
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