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Introducción 

En este trabajo presentamos una introducción a los objetos conocidos como 
álgebras de Banach, dando algunos de los conceptos y proposiciones fundamen
tales e ilustrándolos con algunos ejemplos. 

El trabajo está dividido en tres partes. La primera introduce a las álgebras de 
Banach y el espectro de los elementos de un álgebra de Banach, una herramienta 
importante en su estudio, para terminar con algunos ejemplos. La segunda parte 
esta dedicada al estudio de las medidas de Haar y la tercera parte está dedicada 
a una álgebra de Banach particular, L¡ (G). 

En el primer capítulo introducimos el concepto de álgebra. Un álgebra es un 
espacio vectorial dotado de una operación binaria. Introducimos concetos como 
son la invertibilidad, ideales, ideales regulares, funcionales lineales multiplica
tivas, radical de Jacobson, semisimplicidad e involuciones. Queremos destacar 
cómo los conceptos algebraicos, como la invertibilidad ó los ideales máximos se 
ven afectados por la presencia de una norma. 

En el segundo capítulo presentaremos el espectro. Probaremos que es com
pacto, no vaCÍo y daremos la fórmula del radio espectral. Además vemos apli
caciones, entre las cuales está el Teorema de Gelfand Mazur y la equivalencia, 
en el caso conmutativo, entre el hecho de que un elemento esté en el radical de 
Jacobson del álgebra y que su radio espectral sea cero. 

En el tercer capítulo presentaremos la transformada de Gelfand para álgebras 
de Banach conmutativas con uno y sin uno (en este último caso pidiendo que 
existan ideales regulares propios). Veremos que la transformada de Gelfand es 
inyectiva si y sólo si el álgebra es semisimple y daremos un criterio para que la 
transformada sea una isometría. 

En el capítulo 4 nos ocuparemos de manera más detallada de algunos ejemp
los de álgebras de Banach. Los ejemplos que vemos son: las funciones continuas 
sobre un compacto, las funciones continuas sobre un espacio localmente com
pacto que se anulan en el infinito, las funciones analíticas en el disco unitario y 
las funciones acotadas casi dondequiera sobre un espacio de medida. En cada 
ejemplo veremos que la transformada de Gelfand es una isometría. 

A partir del capítulo 5 iniciamos la construcción y el estudio de L¡ (G) . 
En este capítulo presentaremos a los grupos topológicos localmente compactos 
ilustrándolos con algunos ejemplos. 

En el sexto capítulo presentaremos una prueba, basada en la que da Hal
mos [Halmos], de la existencia de medidas de Haar sobre grupos topológicos 
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localmente compactos Hausdorff y probaremos la unicidad cuando el grupo es 
segundo numerable. La motivación de la construcción de la medida de Haar se 
basa en la dada por Nachbin [Nachbin]. 

Como su nombre lo indica el capítulo 7 está dedicado a la función modular. 
Lo incluimos porque pensamos que para entender a L¡ (G) es necesario com
prender bien las medidas de Haar y cómo se relacionan las medidas derechas e 
izquierdas con la estructura del grupo. 

En el octavo capítulo concretamos algunas de las proposiciones dadas anteri
ormente. Presentamos explícitamente las medidas de Haar para algunos grupos 
importantes, como son las matrices invertibles (de 2 x 2). 

En el último capítulo nos ocupamos de L¡ (G) presentando la multiplicación 
en esta álgebra: la convolución. Nos preguntamos cuándo el álgebra es con
mutativa, cuándo tiene uno, probamos que siempre tenemos identidades aproxi
madas, vemos los funcionales lineales multiplicativos y por último la simplicidad 
de L¡(G). 



Parte 1 
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Capítulo 1 

Conceptos básicos 

Un álgebra es un espacio vectorial dotado de una operación binaria asociativa, 
que es distributiva con respecto a la suma y asociativa con respecto al producto 
por un escalar. Si además el espacio está dotado de una norma que lo hace com
pleto y la norma del producto es menor o igual que el producto de las normas, 
llamaremos al álgebra un álgebra de Banach. Introducimos los conceptos básicos 
sobre álgebras y vemos cómo se ven afectados por la presencia de una norma 
que hace al espacio completo. Si bien los resultados y definiciones presentados 
en este capítulo y el segundo sirven como una introducción, también son útiles 
para establecer la estrecha relación entre funcionales lineales multiplicativas e 
ideales bilaterales regulares máximos así como para presentar la transformada 
de Gelfand. 

Como toda álgebra de Banach es un espacio de Banach utilizaremos muchos 
conceptos asociados a estos espacios, como las funcionales lineales, la topología 
débil y la topología débil-*. Usaremos también el concepto de red y convergencia 
de redes, para lo cual vease A.8 en el apéndice. 

1.1 Propiedades básicas 

Comenzamos definiendo nuestro principal objeto de estudio, las álgebras de 
Banach, ilustrándolas brevemente con algunos ejemplos. 

Definición 1.1. 1. Por un álgebra A entendemos un espacio vectorial sobre 
e, dotado de una operación binaria . : A x A -t A llamada producto o 
multiplicación que satisface, para a, b, c E A Y z complejo: 

(a) (a·b)·c=a·(b·c) 

(b) a· (b + c) = a· b + a · c y (b + c) . a = b · a + c· a 

(e) a· (zb) = (za) . b = z(a . b) 

Se dice que A es conmutativa si esta operación es conmutativa y se dice 
que A tiene uno si existe un neutro para la operación, y a tal neutro lo 
denotaremos por e o por lA-

1 



2 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS 

Un subespacio vectorial B de A se llama subálgebra si es cerrado bajo 
la multiplicación. En general si A es una álgebra con uno y B es una 
subálgebra de A , no es necesario que el uno de A esté en B . 

2. Si además el álgebra está dotada de una norma 11 . 11 de tal forma que el 
espacio vectorial normado es completo (es decir un espacio de Banach) y 
esta norma satisfaga 

Ila · bll:S: Ilallllbll (1.1) 

decimos que el álgebra es un álgebra de Banach. 

Si la norma sólo satisface (1.1) decimos que A es un álgebra normada. 

Notas: Nos referiremos a (1.1) diciendo que la norma es compatible con 
la multiplicación; escribiremos ab en lugar de a . b; en general se puede hablar 
de álgebras sobre otro campo que no sean los números complejos, pero para 
nuestros intereses siempre trabajaremos con el campode los números comple
jos; se notará que puede darse una definición alternativa de álgebra usando la 
definición de anillo, pues un álgebra es un anillo que es además espacio vectorial 
sobre un campo, en nuestro caso el campo de los números complejos. 

Para ver algunos ejemplos necesitamos una definición. 

Definición 1.2. Sea (X, r) un espacio topológico localmente compacto. Por 
C(X) denotamos las funciones continuas de X en <C que son acotadas. 

Dada f E C(X), el soporte de f (denotado sop(f)) es la cerradura del 
conjunto {x E X : f(x) =1= O}; es decir, la cerradura de f-l(<c\{O}). PorCc(X) 
denotamos el conjunto de funciones continuas de soporte compacto. 

Una función f E C(X) se anula en el infinito si para toda é > O existe 
J( ~ X compacto (que depende de é) tal que para todo x E X\K, If(x)1 < é . Al 
conjunto de funciones que se anulan en el infinito las denotaremos por Co(X). 
Notamos que toda función en Co(X) es acotada. 

Dada f E C(X) definimos la norma uniforme o del supremo como 

Ilfllc(x) = sup{lf(x)1 : x E X} (1.2) 

Nota: Si X es compacto C(X) y Co(X) coinciden. 
La más conocida álgebra de Banach son los números complejos. 

Ejemplo 1.3. Es fácil verificar que con las operaciones usuales de funciones , 
C(X) es un álgebra conmutativa y si X es compacto, la función constante uno 
actúa como uno . Es conocido que C(X) con la norma uniforme es completo (ver 
por ejemplo [Hewitt-2j). Así, para verificar que C(X) es álgebra de Banach sólo 
resta p1'Obar la compatibilidad de la norma. P e1'O dadas f , g E C(X) , el núme1'O 
Ilfllcp{) llgllc(x) es cota superior de los valores lf( x)g(x) 1 (variando x E X), 
así se sigue que Ilfgllc(x) :s: 1IfIIcp:)l lgllc(x)· 

Ahora vemos que Co(X) es también un álgebra de Banach. 
Como C(X) es un álgebra de Banach para p1'Obar que Co(X) es un álgebra 

de Banach es suficiente probar que Co(X) es un álgebra y es un subconjunto 
cerrado de C(X). 
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Primero probamos que Co(X) es un álgebra. Sean J ,g E Co(X), z E e y 
é> O. 

Sean K 1 , K 2 ~ X subconjuntos compactos tales que para todo x E X \ Kl Y 
Y E X \ K 2 

é 
IJ(x)1 < 2" 

é 

Ig(y)1 < 2(lzl + 1) 

entonces para todo x E X \ (Kl UK2 ) tenemos IJ(x) + zg(x) 1 < é. Como 
Kl U K 2 es compacto concluimos que J + zg E Co(X). 

Sean K 3, K4 ~ X subconjuntos compactos tales que para todo x E X \ K3 Y 
Y E X \K4 

lf(x)1 < é 1
/

2 Ig(y)1 < é 1
/

2 

entonces para todo x E X \ (Kl U K 2 ), 

compacto concluimos que Jg E Co(X). 
IJ(x)llg(x)1 < é. Como K3 U K4 es 

Vesmos que Co(X) es cerrado en C(X). Sea J E C(X) y Un)nEN tal que 
limn IIJ - JnIIC(X) = O. Debemos probar que J E Co(X). 

Sea é > O fija y arbitraria. 
Tomemos n E N tal que IIf - JnII C(X) < ~. Entonces para todo x E X 

é 
IJ(x)1 < 2" + IJn(x)1 (1.3) 

Como Jn E Co(X), existe K ~ X subconjunto compacto tal que para todo 
x E X\K, Ifn(x) I < ~ . Por (1.3) tenemos que para todo x E X\K, IJ(x)1 < é. 

Definición 1.4. Sean (X, 11·llx) y (Y, 1I·lly) dos espacios vectoriales normados 
completos, es decir dos espacios de Banach. 

Una función lineal J : X -+ Y se llama acotada si existe M > O de tal forma 
que para toda x E X 

IIJ(x)ll y ::; Mllxllx 

Definimos la norma de J como 

(1.4) 

IIJII = inf{M > O: IIJ(x)lly ::; Mllxllx para toda x E X } (1.5) 

Por B(X, Y) denotamos a las fun ciones lineales de X en Y que son acotadas. 

Es conocido que (1.5) define una norma que hace a B(X, Y) completo y que 
una función lineal J : X -+ Y es continua si y sólo si es acotada. Además 

Ilfll = sup{llf(x)lIy : Ilxllx = 1} = sup{IIJ(x)lly : Il xl lx ::; 1} (1.6) 

y que para toda x E X 
IIJ(x)lly ::; Ilfllllxll x 

(ver [Rudin -2]) . 

Ejemplo 1.5. En B(X, X) tenemos estructura de álgebra si definimos la mul
tiplicación como la composición. Dadas J , 9 E B(X, X) y x E X tenemos 

IIU o g)(x)llx ::; IIJllllg(x)l lx ::; Il fl ll lgll llx llx 

por lo que IIJ o gil::; Ilfllllgll . En consecuencia B(X,X) con la norma (1.5) es 
un álgebra de Banach. 
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Como consecuencia inmediata de la definición de álgebra de Banach 
obtenemos la siguiente proposición, que nos dice que la multiplicación es con
tinua. 

Proposición 1.6. Sea A un álgebra de Banach. 

1. La función p: A x A -+ A dada por p(x, y) = xy es continua (en A x A 
se toma la topología producto). 

2. Dado a E A definimos Óa,ua : A -+ A por Óa(x) = xa y ua(x) = ax 
respectivamente. Entonces, Óa y Ua son uniformemente continuas. 

Demostración. 
1. Tomemos (xo, Yo) E A x A. Note que por la compatibilidad de la norma 

IIp(x , y) - p(xo, Yo) 11 < IIxy - xYoll + IIxyo - xoyoll 

< IIxlllly - Yo 11 + IIYollllx - xoll 

así, si II x - xoll < min{l ,é} y lIy - Yo 11 < é tenemos 

IIp(x , y) - p(xo, Yo) 11 < (1 + IIxollk + éllyoll 

2. Por la compatibilidad de la norma con el producto, 

lIóa(x) - óa(y)1I = IIxa - yall = lI(x - y)all :S IIx - yllllall 

de donde se sigue la continuidad uniforme de Óa . La prueba de la continuidad 
uniforme de U a es similar. Q.E.D. 

Si tenemos un álgebra de Banach con uno, la siguiente proposición nos dice 
que siempre podemos suponer que la norma del neutro multiplicativo es igual a 
uno. 

Proposición 1. 7. Sea A un álgebra de Banach con uno, al cual denotamos por 
e. Existe 11·111 norma equivalente a 11·11, compatible con la multiplicación de tal 
forma que lIelj¡ = 1. 

Demostración. Sea u a la traslación izquierda por a. Es claro que u a es lineal 
y como 

(1.7) 

resulta que es acotada y lIuall :S lIal! (ver definición 1.4) . Definamos lIalb = 
lIuall · 

Como U e es el operador ident idad , tenemos que lI e lll = 1. 
Veamos ahora que las dos normas son equi valentes . Por (1.6) 

lIuall = sup{lIua(x)1I : II xll :S 1} 

así que 
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y entonces nhllall :S Ilaall· En conclusión 

1 
~llall :S lI aall :S lIall 

por lo que las normas son equivalentes. 

5 

Para probar que 11 . Ih es compatible con la multiplicación notamos que 
aab = aa o abo Q.E.D. 

Definición 1.8. Sean A y B dos álgebras. Una función 1jJ : A -+ B se llama 
homomorfismo de álgebras si es lineal y además 1jJ(aa') = 1jJ(a)1jJ(a') para todas 
a ya' en A. Si además las álgebras tienen uno, pediremos que 1jJ(lA) = lB. Un 
homomorfismo de álgebras que además sea biyección lo llamaremos isomorfismo 
de álgebras. Si 1jJ es un homomorfismo de álgebras, por ker 1jJ denotamos al 
núcleo de 1jJ, es decir, ker1jJ = {a E A : 1jJ(a) = a}. 

A continuación presentamos el concepto algebraico de ideal. 

Definición 1.9. Sea A un álgebra e 1 ~ A un subespacio vectorial. 

1. 1 es un ideal izquierdo de A si absorbe la multiplicación por la izquierda, 
es decir si para toda x E A Y para todo y E 1, tenemos xy E 1 (esto último 
lo abreviamos como Al ~ 1). De manera similar 1 es un ideal derecho si 
1 A ~ l. Decimos que 1 es un ideal bilateral si es ideal derecho e izquierdo. 

2. Un ideal izquierdo J se llama regular si existe u E A tal que para toda x E 
A, xu - x E J . Al elemento u se le llama una unidad izquierda módulo J . 
Un ideal derecho J se llama regular si existe u' E A tal que para toda 
x E A, u'x - x E J (u' es una ~ derecha módulo J). Decimos que J 
es un ideal bilateral regular si J es un ideal izquierdo y derecho regular. 

3. Un ideal izquierdo 1 se llama máximo si 1 i- A (es decir, es propio) y 
siempre que l' sea un ideal izquierdo con 1 ~ l' se tiene que l' = 1 
ó l' = A. De manera similar se define que un ideal derecho, bilateral, 
izquierdo regular, derecho regular o bilateral regular sea máximo. 

Notas: Si A tiene uno todo ideal izquierdo, derecho o bilateral 1 es 
regular, pues el uno del álgebra funciona como unidad izquierda y derecha 
módulo 1; si el álgebra es conmutativa los conceptos de ideal izquierdo, derecho 
y bilateral coinciden, por lo que en el caso conmutativo simplemente hablaremos 
de ideales. 

Proposición 1.10. Sea A un álgebra. 

1. Si el álgebra tiene uno (denotémoslo 1 A) e 1 es un ideal izquierdo con 
lA E 1 entonces 1 = A. 

2. Si J es un ideal izquierdo regular y J' es un ideal izquierdo que contiene 
a J, entonces J' es un ideal izquierdo regular. 
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3. Si J es un ideal izquierdo regular, u una unidad izquierda módulo J con 
u E J entonces .J = A. 

4. Todo ideal izquierdo regular propio está contenido en un ideal izquierdo 
regular máximo. 

Demostración. Probemos 1. Utilizando que 1 es ideal izquierdo tenemos que 
para toda x E A, XlA = x E 1 por lo que 1 = A. 

La prueba de 2 es muy sencilla pues toda unidad izquierda módulo J es una 
unidad izquierda módulo J'. 

Probemos 3. Sea x E A arbitrario. Usando que u es una unidad izquierda 
módulo 1, xu - x E J pero xu E J (ya que u E J y éste es ideal izquierdo) en 
consecuencia -x está en J. Al ser x arbitrario concluimos J = A. 

Para probar 4, usaremos el Lema de Zorn (ver A.2 en el apéndice). Sea 1 
un ideal izquierdo regular propio de A. Sea P el conjunto de ideales izquierdos 
regulares propios de A que contengan a l. P es no vaCÍo (pues I está en P) y si 
lo ordenamos por la contención obtenemos un conjunto parcialmente ordenado. 
Notamos que si P tiene un elemento máximo, entonces éste es un ideal izquierdo 
regular máximo de A. 

Para probar que P tiene un elemento máximo verificamos que P cumple con 
las hipótesis del Lema de Zorn. Sea {I¡:¡}¡:¡EB una cadena en P. Veamos que la 
cadena tiene una cota en P. 

Tomemos J = U¡:¡EBI¡:¡. Como cada 113 contiene a 1, J contiene a l. Probe
mos ahora que J es ideal izquierdo regular. J es un espacio vectorial al ser 
cada 113 espacio vectorial y al ser {I¡:¡}¡:¡EB una cadena. Ahora tomemos a E J 
y bE A. Para algún /3 E E, a E 113 , entonces al ser 113 ideal izquierdo ba E 113, 
por lo que ba E J. Esto prueba que J es ideal izquierdo. Además es regular 
porque contiene a 1 y éste es regular. Sea u una unidad izquierda módulo l. Si 
J no fuese propio, es decir si J = A entonces u E 113 para algun /3 , pero por el 
inciso 3, esto implica que 113 es todo A, una contradicción, por lo que J es ideal 
izquierdo regular propio. En conclusión J E P. Por último es claro que J es 
cota para la cadena. Q.E.D. 

Nota: Hacemos notar que la Proposición 1.10 sigue siendo válida si hablam
os de ideales derechos, bilaterales, ideales derechos regulares ó bilaterales regu
lares. 

Es importante notar que hablamos de que un ideal izquierdo sea máximo 
no que un ideal sea máximo (a secas) pues puede pasar que un ideal bilateral 
sea máximo como ideal bilateral pero no lo sea como ideal izquierdo ni derecho, 
como lo muestra el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.11. Tomemos A = M 2 (C) . Con las operaciones usuales de suma y 
producto matricial así como producto escalar, tenemos que A es un álgebra con 
uno. Considere 

Afirmamos que : 
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(a) Los únicos ideales bilaterales de A son {a} y A (en consecuencia {a} es 
ideal bilateral máximo). 

(b) /¡ es ideal izquierdo pero no derecho (en consecuencia {a} no es ideal 
izquierdo máximo) e 12 es ideal derecho pero no izquierdo (en consecuencia {a} 
no es ideal derecho máximo). 

Prueba de (a). 
Sea [ ~ A ideal bilateral y supongamos que [ -¡:. {a}, entonces existe 

T = (tij) E 1 distinta de cero. Supongamos que tnm -¡:. a. 
Sean: 

Como T E [ e [ es ideal bilateral se tiene que EnnT Emm = tnmEnm E [ Y 
como tnm -¡:. a se tiene que Enm E l . Además multiplicando por la derecha o por 
la izquierda a Enm por (El 2 + E 2l ) podemos intercambiar filas y columnas por lo 
que usando que [ es ideal bilateral, E ll , E22 E [ Y en consecuencia Ell + E22 = 
lA E [. Pero por la Proposición 1.10 lo anterior implica que [ = A. 

Prueba de (b). 
Probamos solamente que /¡ es ideal izquierdo pero no derecho pues la prueba 

para [2 es parecida. 
Es claro que /¡ es un subespacio vectorial de A. Tome T E A, S E [1 digamos 

Entonces 

TS= ( 
é </» (o: a) = ( ca + </>(3 a) 
'1 '" (3 a 'lO: + ",(3 a 

con lo cual se tiene que [1 es ideal izquierdo de A . 
Pero 

por lo que /¡ no es un ideal derecho de A. 

Proposición 1.12. Sea (A, 11·11) un álgebra de Banach [ ~ A un ideal izquierdo. 
Entonces ¡ es un ideal izquierdo. En particular si además [ es regular, ¡ también 
lo es . 

Dem ostración. Sean z E e, x E A, a, bE ¡ Y (a"),,EN , (bn)nEN sucesiones de 
elementos en [ t a les que 

lim Ila" - all = a = lim IIbn - bll 
n n 

Debemos probar que za + b E l. 
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Como 1 es subespacio vectorial (zan + bn)nEN es una sucesión de elementos 
en 1 y además 

lim II(zan + bn ) - (za + b)11 ~ lim Izlllan - all + lim Ilbn - bll = O 
n n n 

por lo que za + b E l. Esto prueba que 1 es un subespacio vectorial. 
Veamos que xa E l. 
Usando que 1 es un ideal izquierdo obtenemos que (xan)nEN es una sucesión 

de elementos en 1 y además 

lim IIxan - xall ~ lim Ilxllllan - all = O 
n n 

por lo que xa E l. Esto prueba que 1 es un ideal izquierdo. 
Note que el resultado es válido si trabajamos con ideales izquierdos, derechos, 

etc. Q.E.D . 

1.2 Adjunción de la identidad 

Sea (A, II ·ID un álgebra de Banach. Puede ocurrir que el álgebra no tenga uno, 
pero siempre es posible considerarla como una subálgebra cerrada de un álgebra 
de Banach con uno. En esta sección nos ocuparemos de esto. 

Tomemos A x <C y definamos las operaciones 

1. (a,a) + (b,(3) = (a+b,a+ (3). 

2. (3(a, a) = ((3a, (3a). 

3. (a, a)(b, (3) = (ab + (3a + ab, a(3). 

Es rutinario verificar que con estas operaciones A x <C es un álgebra con uno, 
y el uno es e = (0,1). También es fácil ver que la función a f-t (a, O) establece 
un isomorfismo de álgebras entre A y A x {O} . 

Notación: Al elemento (a, a) lo denotaremos a + ae y al álgebra A x <C con 
las operaciones dadas arriba la denotaremos por A ffi <Ce. 

Ahora queremos dar a A ffi <Ce una norma que la haga un álgebra de Banach. 

Definición 1.13. Para a + ae definimos Ila + aell' = lIall + lal. 

Afirmamos que 11·11' es una norma que hace a A ffi <Ce un álgebra de Banach. 

Proposición 1.14. A ffi <Ce con 11 . 11' es un álgebra de Banach con uno y A 
puede verse como una subálgebra cerrada de A EB <Ce. 

Demostración. Lo primero que debemos probar es que 11 . 11' es una norma. 
Tenemos que Ila + aell' = O si y sólo si Ilall + lal = O Y esto pasa si y sólo si 
lIall = O Y lal = O, es decir si y sólo si a = O Y a = O. 

Que saque escalares se sigue de 

lI (3a ll + l(3al = 1(31(lIall + lal) 
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La desigualdad del triángulo se obtiene de la desigualdad 

lIa + bll + la + {31 ::; lIall + IIbll + lal + 1{31 

Probemos que 11·11' es completa. 
Sea (an + ane)nEN una sucesión II'II'-Cauchy en A EB Ce. Entonces (an)nE N 

y (an)nEN son de Cauchy en sus respectivos espacios pues dada é > O, existe 
N = N(é) E N tal que para toda m, n ~ N 

lI(an + ane) - (am + ame)II' = lIan - amll + la n - ami < é 

En consecuencia, usando la completitud de A y de e existen a E A Y a E e 
tales que 

lim lIan - all = O 
n 

lim lan - al = O 
n 

pero entonces 

lim lI(an +'ane) - (a + ae)1I' = lim lIan - all + lim lan - al = O 
n n n 

es decir, (an + ane)nEN converge a a + ae en la norma 11·11'. 
Nos falta probar que 11 ·11' es compatible con la multiplicación. 
Por la compatibilidad de la norma 11 · 11 y la desigualdad del triángulo tenemos 

lI(a + ae)(b + {3e)II' = lIab + {3a + abll + la{31 

:::; lIallllbll + lalllbll + 1{3ll1all + la{31 

por otro lado 

lIa + aell' IIb + {3ell' = lIallllbll + lalllbll + 1{3ll1all + la{31 

así que se concluye 11 (a + ae)(b + {3e)II' ::; lIa + aellllb + {3ell . 
Hasta este punto (A EB Ce, 11,11') es un álgebra de Banach con uno. 
Ahora probaremos que A x {O} es cerrado e isométricamente isomorfo a A. 
Si (an + Oe)nEN es una sucesión en A x {O} y a + ae E A EB Ce es tal que 

lim(llan - all + lal) = lim lI(an + Oe) - (a + ae)1!' = O 
n n 

entonces lal = O. Esto prueba que A x {O} es cerrada. 
Por último es claro que 'I/J : A ~ A x {O} dada por 'I/J (a) = a + Oe es un 

isomorfismo isométrico. Q.E.D. 

1.3 Elementos invertibles y cuasi-invertibles 

Si estamos en un álgebra de Banach resulta que todo ideal izquierdo máximo 
es cerrado (note que aquí entran en relación los conceptos algebraicos con los 
analíticos, pues el concepto de ideal máximo es puramente algebraico). Los 
elementos invertibles y los cuasi-invertibles nos ayudarán a probar, entre otras 
cosas , este resultado. 
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Definición 1.15. Sea A un álgebra con uno, al cual denotamos por e ya E A. 

1. Decimos que a tiene inverso izquierdo si existe a' E A tal que a'a = e. 
De manera similar decimos que a tiene inverso derecho si aa' = e para 
algún a' E A. Decimos que a es regular ó invertible si existe b E A tal 
que ab = ba = e. Es conocido que si tal b existe es único, por lo que lo 
denotamos a-l . 

Nota: Si a tiene un inverso izquierdo al Y un inverso derecho a2, entonces 
al = a2 , pues 

al = ale = al (aa2) = (ala)a2 = ea2 = a2 

Una de las propiedades de los elementos invertibles en las álgebras de Banach 
es que forman un conjunto abierto, lo cual probaremos a continuación. 

Proposición 1.16. Sea (A, II·ID un álgebra de Banach con uno al cual denota
mos por e , 

G = {a E A : a es invertible} 

y h : G ---+ G dada por h(a) = a-l. Entonces: 

1. Si lIall < 1 entonces e - a E G, 

00 

(e-a)-I=2: ak 

k=O 

y -1 1 
II(e - a) 11 ::; 1 -llall 

2. Si lIall < Iz l entonces ze - a E G y 

3. G es abierto y h es continua. 

Demostración. Antes que nada notamos que G es un grupo. 
Prueba de 1. 

00 k 
Supongamos que Ilall < 1, entonces 2:k=O lIal l < oo. 
Por otro lado por la compatibilidad de la norma tenemos para todo n: 

n n 

2: 11 a
k

" ::; 2: Ilall
k 

k=O k=O 

(1.8) 

es decir, la serie 2:~o ak es absolutamente sumable por lo que es sumable en 
A (ver C.2 en apéndice). Sea b = 2:~o ak

. 

Afirmamos que b = (e - a)-l , para lo cual observamos que 
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y al tomar norma resulta 

pero Ilall < 1 así que al hacer n tender a infinito en la ecuación anterior resulta 
que b(e - a) = e . De manera similar tenemos que (e - a)b = e. Por último 

Prueba de 2. 
Supongamos que Ilall < Izl (en consecuencia z :j:. O). Entonces II ~all < 1 Y 

por el inciso 1, e - la E G. Pero ze E G (por que z :j:. O) Y G es grupo, entonces 
1 z 

ze(e - za) = ze - a E G. 
Además por (1.8) tenemos 

( 1) -1 00 (1 ) k 
e- ~a = ~ ~a 

y al factorizar z del lado izquierdo obtenemos 

00 1 
(ze - a)-l = '" __ ak 

L zk+l 
k=O 

Prueba de 3. 
Observamos que por 1, Bl(e) ~ G. (Razón: si y E Bl(e) entonces Ile - yll < 

1 Y por 1, e - (e - y) = y E G) . 
Sea a E G fijo y arbitrario. Como Bl(e) ~ G se sigue que aBl(e) ~ aG. 

Pero aG ~ G (al ser G grupo) y entonces aBl (e) ~ G. 
Para probar que G es abierto probaremos que 

(1.9) 

Tomemos y E B JP-rlr (a). Entonces lIa - yll < lIa:111 por lo que al usar la 

compatibilidad de la norma se sigue 

Ile - a-lyll = Ila-l(a - y)11 < 1 

es decir a-ly E Bl (e) por lo que y E aBl (e). Pero aBl (e) ~ G, lo cual prueba 
(1.9). 

Probemos que h es continua. 
Primero probamos que h es continua en e. 
Sea x E A, con lIe - xii < ~ . Entonces 1-1I~-xll < 2. 
Por (1.8), Ilx-lll :::; 1/(1 -lle - xiI). Usando (e - X)X-l = x- 1 - e resulta 

1 
Il x- 1 

- ell :::; Ile - xllllx-lll :::; Ile - xiiI _ Ile _ xii:::; 211e - xii 
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Por lo que si Ile - xII < min{~, t} entonces IIx-1 
- ell < é. 

Sea a E G y é > O. Usando que h es homomorfismo de grupos y la con
tinuidad de h en e probamos que h es continua en a. 

Usando la continuidad de h en e existe 6 > O tal que IIx-1 
- ell < lIa:11I 

siempre que x cumpla IIx - ell < 6. 
Ahora sea x tal que IIx - all < 6I1a- I Il- I

. Entonces por la compatibilidad 
de la norma 

así, de la continuidad en e resulta Ilx-la - ell < Á y por la compatibilidad 

de la norma IIx- 1 - a-lll < é. Esto prueba la continuidad en a. 
Q .E.D . 

Corolario 1.17. Sea A un álgebra de Banach con uno. Todo ideal izquierdo (ó 
derecho) máximo es cerrado. 

Demostración. Sea l un ideal izquierdo máximo. Por la Proposición 1.12, 
¡ es un ideal izquierdo que cOl1tiene a l, por lo que al ser l máximo ¡ = l ó 
¡ = A. Si ¡ = A entonces l es denso en A y como el conjunto de los elementos 
invertibles es abierto y no vacío existe a invertible tal que a E l. Al ser l un 
ideal izquierdo a- la = lA E l Y por la Proposición 1.10 tenemos l = A, lo que 
contradice que l sea propio. En conclusión l = 1. De manera similar se prueba 
el corolario para ideales derechos. Q .E .D. 

A veces, el álgebra con la que trabajamos no tiene uno, en cuyo caso no 
podemos hablar de elementos invertibles. En estos casos se define un concepto, 
en algunos aspectos similar al de invertibilidad. 

Definición 1.18. Sea A un álgebra (no necesariamente con uno) ya E A. 

1. Un cuasi-inverso izquierdo para a es un a' en A tal que a + a' - a'a = O. 
Análogamente a' es un cuasi-inverso derecho de a si a + a' - aa' = O. 

2. a se llama cuasi-regular ó cuasi-ivertible si a + b - ab = O = a + b - ba 
para algún b en A . Llamamos al elemento b un cuasi-inverso de a. 

La siguiente proposición muestra cierta semejanza entre los elementos in
vertibles y los cuasi-invertibles. 

Proposición 1.19. Sea (A, 11 ·11) un álgebra de Banach ya un elemento en A 
que cumpla lIa ll < l . Entonces a es cuasi-invertible. 

Demostración. Al igual que antes tenemos L~l lIall k < 00 por lo que L~l ak 

es absolutamente sumable por lo que existe b tal que b = L~l ak . 

Afirmamos que -b es cuasi-inverso de a. 

Para todo natural n sea Sn = - L~= l a k
. Notamos que lim S il = -b Y 

a + Sn - aSn = an +1
. Al hacer n tender a infinito (tomando en cuenta que 

lIall < 1) resulta a + (-b) - a( -b) = O. Análogamente O = a + (- b) - (-b)a , 
por lo que -b es 11n cuasi-inverso de a. Q.E.D . 

Para probar una proposición similar a la 1.17 para álgebras no necesaria
mente con uno necesitamos un lema. 
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Lema 1.20. Sea (A, 11·11) un álgebra de Banach e l ~ A, l -¡. A un ideal izquerdo 
regular y u una unidad izquierda módulo l . Entonces para todo x E l se cumple 

1 S; lIu - xII· 

Demostración. Supongamos que existe x E l con lIu - xII < 1. Por la 
Proposición 1.19 existe y E A tal que y + (u - x) - y(u - x) = O, así que 
u = x + yu - y - yx. Por otro lado yu - y E l al ser u una unidad izquierda 
módulo l y -yx E l al ser l un ideal izquierdo. De lo anterior se concluye que 
u E l pero por la Proposición 1.10 esto implica que I = A, en contra de la 
hipótesis. Q.E.D. 

Corolario 1.21. Sea (A, 11-11) un álgebra de Banach. Entonces todo ideal izquier
do regular máximo es cerrado. 

Demostración. Sea l ~ A un ideal izquierdo regular máximo y u una unidad 
izquierda módulo l. Por la proposición 1.12, ¡ es un ideal izquierdo regular y 
ya que l ~ ¡ tenemos que ¡ = l ó ¡ = A. Supongamos que ¡ = A . Entonces l 
es denso por lo que l n Bl (u) -¡. 0 de donde obtenemos que existe x E l tal que 
lIu - xII < 1 en contradicción con el Lema 1.20. En consecuencia ¡ = l. Q.E.D . 

1.4 Funcionales lineales multiplicativas 

En espacios vectoriales tenemos las transformaciones lineales, es decir, trans
formaciones entre espacios vectoriales que respetan la estructura algebraica. 
En álgebras tenemos lo mismo, transformaciones que respetan la estructura de 
álgebra y los llamamos homomorfismos de álgebras ó simplemente homomor
fismos, y entre éstos nos interesan aquellos que toman valores en los números 
complejos. 

Definición 1.22. Sea A un álgebra. Las funcionales lineales multiplicativas 
son los homomorfismos de A en e no nulas. 

N otación: Al conjunto de homomorfismos de A en e lo denotamos por 
H om(A, C) y al conjunto de funcionales lineales multiplicativas lo denotamos 
por MA, es decir MA = H om(A, C) \ {O} . 

Lema 1.23. Si el álgebra A tiene uno y'lj; E MA entonces 'Ij;(e) = 1. 

Demostración. La razón de esto es sencilla: aplicando 'Ij; a ee = e tenemos 
que 'Ij;(e ) = O ó 'Ij;(e) = 1. Ahora, si 'Ij;(e) = O, tenemos que para todo a E A 

'Ij; (a) = 'Ij; (ae) = 'Ij;(a)'Ij;(e) = O 

lo que contradice que 'Ij; sea distinta de cero; así pues, 'Ij;(e) = 1. Q.E.D. 
Cuando uno estudia espacios vectoriales tiene que el núcleo de funcionales 

lineales es un subespacio. Resulta que cuando estudiamos funcionales lineales 
multiplicativas el núcleo es un ideal bilateral regular máximo. 
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Proposición 1.24. Sea A un álgebra. Si t/J E M A entonces ker t/J es un ideal 
bilateral regular máximo de A. 

Demostración. Denotemos por I al núcleo de t/J. Es claro que J es un sube
spacio vectorial de A . Tomemos a E J Y b un elemento arbitrario del álgebra. 
Por la multiplicatividad t/J(ab) = t/J(a)t/J(b) = O, por lo que ab E J. De manera 
similar ba E J, por lo que J es ideal bilateral. 

Note que al ser t/J distinta de cero, existe x tal que t/J(x) =f. O. Entonces si 
u = ,P(x) x, tenemos que t/J(u) = 1. 

Por otro lado, afirmamos que cualquier u que cumpla t/J(u) = 1 es una unidad 
derecha e izquierda módulo J y además A = J + Au. Para probarlo notamos 
que para cualquier x en A tenemos 

t/J(x - xu) = t/J(x) - t/J(x)t/J(u) = O = t/J(x - ux) = t/J(x) - t/J(u)t/J(x) 

lo que prueba que u es unidad derecha e izquierda módulo l. Además como 
para cualquier x, x = (x - xu) + xu con x - xu E 1 concluimos que A = 1 + Au. 

Para probar que 1 es máximo, tomemos J ideal bilateral que contenga pro
piamente a 1 y probemos que J = A. Si J contiene propiamente a 1 entonces 
tiene un elemento que no está en el núcleo de t/J y en consecuencia tiene un 
elemento u de tal forma que t/J(u) = 1. Pero entonces el ideal 1 + Au está 
contenido en J, pero por lo anterior 1 + Au = A por lo que J = A. Q.E.D. 

Nos interesa es probar, al menos en álgebras conmutativas, es que existe una 
correspondencia biunivoca entre funcionales lineales multiplicativas e ideales 
regulares máximos. La siguiente proposición nos acerca a este propósito. 

Proposición 1.25. Sean A un álgebra. Si t/J, tp E MA tienen el mismo núcleo 
entonces t/J = tp. 

Demostración. Supongamos que las funcionales lineales multiplicativas t/J y 
tp tienen el mismo núcleo, pero son diferentes . Como son diferentes existe a tal 
que t/J(a) =f. tp(a) y sin pérdida de generalidad t/J(a) =f. O. Entonces t/J(a)t/J(a) 
y t/J(a)tp(a) son distintos, y por lo tanto t/J(a2) y t/J(tp(a)a) también. Así que 
a2 - tp(a)a no está en el núcleo de t/J que es el mismo que el de tp, por lo que 

tp(a2 - tp(a)a) = tp(a)2 - tp(a? 

no es cero, una contradicción. Q.E.D. 
Entonces, resulta que las funcionales lineales multiplicativas están determi

nadas por su núcleo, que como ya vimos, es un ideal bilateral regular máximo. 
La pregunta ahora es , dado un ideal bilateral regular máximo , ¿es posible aso
ciarle una funcional lineal multiplicativa de tal forma que su núcleo sea el ideal 
dado? En el segundo capítulo veremos que esto es posible en álgebras conmu
tativas. 

Ahora nos ocupamos de la continuidad de las funcionales lineales multiplica
tivas. 
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Definición 1.26. Sea (X, II . Ilx) un espacio de Banach. Una función lineal 
f : X -+ C se llama funcional lineal si es acotada (ver definición 1.4). 

Por X' denotamos a las funciones lineales de X a C que son acotadas. 

Definición 1.27. Dada x E X definimos ix : X' -+ C por ix(f) = f(x), 
la evaluación en x. La menor topología que hace a cada función evaluación 
continua se conoce como la topología débil-* y se le denota por w' . 

Si estamos en un álgebra de Banach resulta que todos los homomorfismos 
de A en C son acotados, como lo prueba la siguiente proposición. 

Proposición 1.28. Sea A un álgebra de Banach. Todo 1/J E H om(A, C) es 
acotado y 111/J11 ::; 1. Si además el álgebra tiene uno y 1/J E MA entonces 111/J11 = 1. 

Demostración. 
Si 1/J = O entonces es acotada y 111/J11 ::; 1. Entonces podemos uponer que 

1/J E MA· 
Veamos que para toda x E A, 11/J(x)1 ::; Ilxll. 

Supongamos que existe a E A, con 11/J(a) I > lIall · Entonces 1 > 11 ",ta)all y 

por la Proposición 1.19 existe b E A cuasi-inverso de ",ta) a; es decir, 

1 1 
0= 1/J(a) a + b - 1/J(a) ab 

entonces aplicando 1/J y usando que es homomorfismo de álgebras tenemos 

1 1 
0= 1/J(a) 1/J(a) + 1/J(b) - 1/J(a) 1/J(a)1/J(b) = 1, 

una clara contradicción. En consecuencia 1/J es acotada y 111/J1I ::; 1. 
Si A tiene uno, denotemoslo por e, por la Proposición 1. 7 podemos suponer 

Ilell = 1. Por el Lema 1.23, 1/J(e) = 1 Y en consecuencia por (1.6) 111/J1I = 1. 
Q.E.D. 

Por la proposición 1.28, H om(A, C) ~ A' por lo que es posible dotarlo de 
la topología w·. Ahora nos ocuparemos de la compacidad de H om(A, C). 

Sea A un álgebra de Banach y definamos 

s = {1j; E A* : 111/J11 ::; 1} 

Por la Proposición 1.28 tenemos que Hom(A ,C) ~ S. 
Si dotamos a S con la topología w* (ver definición 1.27) por el Teorema 

de Banach-Alaoglu (ver C.lO en el apéndice), S es w* -compacto Hausdorff. Así 
para que H om(A, C) sea w' -compacto es suficiente probar que es un subconjunto 
w*-cerrado de S. 

Recordamos que una red (1/J>.).EL en A' converge a 1/J E A relativo a w' si y 
sólo si para toda a E A, 1/J).(a) -+ 1/J(a). 



16 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS 

Proposición 1.29. Sea A un álgebra de Banach. Entonces H om(A, C) ~ S es 
w· -cerrado. 

Demostración. Sea ('lhhEL una red en H om(A, C) y'l/J E S tal que 'l/J>. -+ 'l/J 
relativo a w· . 

Queremos probar que 'l/J E Hom(A,C), para lo cual es suficiente probar que 
para a,b en A 

'l/J(ab) = 'l/J(a)'l/J(b) 

pues como 'l/J ES, 'l/J es lineal. 
Usando que 'l/J>. -+ 'l/J en S tenemos que 

'l/J>.(a) -+ 'l/J(a) 

'l/J>.(b) -+ 'l/J(b) 

'l/J>.(ab) -+ 'l/J(ab) 

Pero 'l/J>.(a)'l/J>.(b) = 'l/J>.(ab) así que de (1.10) y (1.11) tenemos 

'l/J>.(ab) -+ 'l/J(a)'l/J(b) 

y por (1.12) concluimos 'l/J(ab) = 'l/J(a)'l/J(b). Q.E.D. 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

Una consecuencia inmediata de la Proposición 1.29 es el siguiente corolario. 

Corolario 1.30. Sea (A, II ·ID un álgebra de Banach. Entonces (Hom(A, C), w·) 
es compacto Hausdorff. 

Ahora, vemos qué pasa con MA. Como MA e Hom(A,C) , para que MA 
sea w· -compacto es suficiente probar que es w· -cerrado en H om(A, C) . Pro
baremos que esto pasa si el álgebra tiene uno. 

Una pregunta aparte es cuándo MA es no vacío. Veamos el ejemplo 1.11. 
Sea ¡P un homomorfismo de M 2 (C) en C. Por la Proposición 1.24, el núcleo de ¡P 
es un ideal bilateral de M 2 (C) , pero probamos que los únicos ideales bilaterales 
son el cero y el total. Si el núcleo de 'l/J es el cero, ¡P es inyectiva, por lo que 
'l/J es un isomorfismo de espacios vectoriales entre M2 (C) y e, lo cual es una 
contradicción. Entonces el núcleo de 'l/J debe ser el total , es decir, 'l/J es cero. 
Más adelante probaremos que en álgebras de Banach conmutativas con uno 
existen funcionales lineales multiplicativas. 

Proposición 1.31. Sea A un álgebra de Banach con uno. Entonces (MA,W·) 
es compacto. 

Demostración. Si M A es vacío, entonces es w· -compacto. Supongamos que 
es distinto del vacío. 

Como hemos dicho anteriormente, es suficiente probar que M es w· - cerrado. 
Sea (¡f;>.hEL una red en MA y 'l/J E Hom (..J. ,C) tal que 'l/J >. converja a 'l/J 

relativo a w·. Entonces 'l/J>.(e) -+ 'l/J(e ). Pero para toda A, 'l/J>.(e ) = 1, así que 
'l/J (e) = 1 Y por lo tanto 'l/J E MA. Q.E.D. 
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Vimos que si un álgebra de Banach A tiene uno (MA, w*) es compacto. Nos 
preguntamos ahora cuándo, dada un álgebra de Banach A en general, (MA, w*) 
es compacto. 

Como MA U {O} = Ham(A,C) y Ham(A,C) es w*-compacto Hausdorff 
tenemos que (MA,W*) es compacto si y sólo si MA ~ Ham(A,C) esw*-cerrado 
ó equivalentemente {O} E w*. 

Recuerde que si A tiene uno, (MA,W*) es compacto por lo que {O} E w*, es 
más, 

U(1/2,e,O) = {1/J E Ham(A,C) : 11/J(e) I < 1/2} = {O} 

Ahora veremos qué pasa cuando (MA,W*) no es compacto, para lo cual 
usamos la definición de una compactificación unipuntual (ver A.12 en apéndice). 

Proposición 1.32. Sea A un álgebra de Banach y supongamos que {O} ~ 
w·. Entonces (MA,W·) no es compacto (por lo discutido anteriormente) pero 
es localmente compacto Hausdorff y (H am(A, C) , w·) es una compactificación 
unipuntual de (MA,W·) . 

El resultado se obtiene del siguiente lema. 

Lema 1.33. Tomamos (X, T) un espacio topológico compacto Hausdorff y Xo E 
X tal que {xo} ~ T. Sea Y = X \ {xo}. Entonces (Y, T) es localmente compacto 
Hausdorff y (X, T) es una compactificación unipuntual de (Y, T). 

Demostración. Probemos que (Y, T) es localmente compacto. 
Dada y E Y, existen U1 , U2 E T ajenos con y E U1 , Xo E U2 (usando que 

(X, T) es Hausdorff). 
Ahora, Ü¡ ~ X es cerrado y por tanto compacto. Además si Xo E Ü¡, como 

Xo E U2 entonces U1 n U2 f 0. En consecuencia Xo ~ Ü1 de donde tenemos 
Ü¡ ~ Y. Así pues, Ü¡ es una vecindad compacta de y. 

Entonces todo punto de Y tiene una vecindad con cerradura compacta; es 
decir, (Y, T) es localmente compacto. 

Sólo resta probar que Y = X, es decir que Y es denso en X. 
Supongamos que existe U E T no vacío tal que UnY = 0. Como Y = X\ {xo} 

U = {xo}, pero entonces {xo} E T, en contradicción con la hipótesis. 
En conclusión, X es la compactificación unipuntual de Y. Q.E.D. 

A continuación vemos cómo se relacionan las funcionales lineales multiplica
tivas de A con las de A EI1 Ce. 

Proposición 1.34. Sea A un álgebra sin uno y supongamos que existen fun
cionales lineales multiplicativas. Para toda 1/J E H am(A, C) definamos ~(a + 
ae) = 1/J (a) + a , para toda a + ae E A EI1 Ce. Entonces 

1. ~ está en MA EllCe 

2. S ea 1/Jo la funcional cero y sea 1/Joo = ~o . Entonces 
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Demostración. Denotemos Ji = A Efl Ce. 
Primero probemos 1. 
Como ;¡;(O + le) = 1 tenemos que ;¡; :j: O. 
Probemos que 1jJ es un homomorfismo de álgebras . Para la linealidad tenemos 

;¡;((a + ze) + (b + we» 

;¡;(a + ze) + ;¡;(b + we) 

;¡;(w(a + ze» 

w;¡;(a + ze) 

1jJ(a + b) + z + w = 1jJ(a) + z + 1jJ(b) + w 

= 1jJ(a) + z + 1jJ(b) + w 

;¡;(wa + wze) = 1jJ(wa) + wz = w1jJ(a) + wz 

w(1jJ(a) + z) = w1jJ(a) + wz 

Para ver que es multiplicativa observamos que 

;¡;((a + ze)(b + we» 

y por otro lado 

;¡;(a + ze);¡;(b + ze) 

;¡;(ab + wa + zb + zwe) 

1jJ(a)1jJ(b) + w1jJ(a) + z1jJ(b) + zw 

(1jJ(a) + z»(1jJ(b) + w» 

1jJ(a)1jJ(b) + w1jJ(a) + z1jJ(b) + zw 

de donde se sigue que ;¡; es homomorfismo de álgebras y entonces ;¡; E M.ti . 
Ahora probemos 2. Sea '11 E M;¡ . Defina 1jJ(a) = W(a+Oe) para toda a E A. 

Entonces 1jJ E MA y además 

;¡;(a + ze) = 1jJ(a) + z = W(a + Oe) + zW(O + le) = W(a + ze) 

es decir;¡; = W. Q.E.D. 

Podemos dar otra cara de la compactificación de (MA ,w' ) con la siguiente 
proposición. 

Proposición 1.35. Sea A un álgebra de Banach conmutativa. Si Ji denota a 
A Efl Ce (la adjunción de la identidad) entonces (Hom(A ,C),w') es homeomorfo 
a (M;¡,w·) . 

Demostración. Sea H : Hom(A, C) -+ M;¡ dada por H(1jJ) = ;¡; con 

;¡;(a + ae) = 1jJ(a) + a 

Por la Proposición 1.34-1, H está bien definida y por 1.34- 2 es suprayectiva. 
Además, H es inyectiva, pues ;¡; es igual a 1jJ en A. 

Probemos ahora que H es continua. 
Sea (1jJ)..hEL una red en Hom(A ,C) y 1jJ E Hom(A ,C) tal que 1jJ).. --t 1jJ con 

la topología w' . 
Queremos probar que ;j;).. --t ;¡; en la topología w·. Sea a + ze E Ji arbitrario. 

Tenemos que ;¡; )..(a+ ze) = 1jJ)..(a) + z. Pero 1jJ)..(a) -+ 1jJ (a) , entonces 1jJ,da) + z -+ 
1jJ (a) + z es decir ;¡; )..(a + ze ) --t ;¡;(a + ze). Al ser a + ze arbitrario se concluye 
que ;¡;).. --t ;¡; en la topología w·. 
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Por último, como (Hom(A,C),w*) y (MA,w*) son compactos, Hausdorff y 
Hes biyección continua se concluye que H es un homeomorfismo. Q.E.D. 

Note que con todo lo anteror hemos dado una estructura de espacio topológico 
a MA . Lo anterior es interesante pues resulta que cierto tipo de álgebras son 
isomorfas (como álgebras) y a veces isométricamente isomorfas a una subálgebra 
de CO(MA). En el capítulo 3 se verá esto, usando la transformada de Gelfand. 

1.5 Álgebra cociente 

Ahora estudiamos el álgebra obtenida al tomar el cociente de un álgebra módulo 
un ideal bilateral regular cerrado. Esta sección nos ayudará a asociar una fun
cionallineal multiplicativa a un ideal bilateral regular máximo. 

Sea A un álgebra de Banach e 1 un ideal bilateral regular cerrado de A. Es 
fácil probar que la relación en A dada por a ~ b si y sólo si a - b E 1 es una 
relación de equivalencia y que para un elemento a su clase de equivalencia es el 
conjunto {a + x : x E I} el cual denotamos por a + l. Por AII entendemos el 
conjunto de todas las clases de equivalencia dadas por esta relación. 

También es fácil probar que si en Al I definimos las operaciones 

1. (a + I) + (b + I) = (a + b) + l. 

2. a(a + I) = (aa) + l . 

obtenemos un espacio vectorial con O + 1 como neutro aditivo. 
Ahora definimos una norma en Al l. Dada a definimos la norma de a + 1 

como 
Ila + IIIA / I = inf{lla - xII: x E I} (1.13) 

Si a ~ a' entonces a = a' + y para algún y E 1; por lo tanto, si x' = x - y 

inf{lIa - xii: x E I} = inf{lla' + (y - x)1I : x E I} = inf{lla' + x'II: x' E I} 

por lo que la norma de a + 1 está bien definida. Obsérvese que tomando x = O 
en (1.13) resulta que Ila + IIIA/ I ~ Ilall . Además note que si H denota la clase 
de a (es decir H = a + I) entonces IIHIIA/I = inf{llxll : x EH}. 

Veamos que (1.13) define una norma. 

Proposición 1.36. La ecuación (1.13) define una norma en Al l. 

Es claro que 110 + IIIA/I = O. Ahora supongamos que Ila + IIIA / I = O. 
Entonces por (1.13) existe una sucesión de elementos de 1, (Xn)nEN tal que 
limn Ila - xnll = O, lo que implica que a está en la cerradura de l . Pero 1 es 
cerrado, por lo que a E 1 es decir a + l = O + l. 

Veamos que II . IIA / I saca escalares. Sea a un número complejo no cero (si 
es cero, es clara la afirmación). Si tomamos x' = Jirx tenemos 

inf{llaa - xii: x E I} = inf{l a llla - x'II: x' E I} = lal inf{lla - x'II: x' E I} 
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La desigualdad del triángulo se sigue de las desigualdades 

inf{lla+b-xll:xEI} < inf{IIa-y+b-zll:z,yEI} 

< inf{IIa - yll : y E I} + inf{IIb - zll : z E I}. 

Q.E.D. 

Proposición 1.37. AII con la norma dada en (1.13) es un espacio de Banach. 

Demostración. Por la Proposición 1.36, solo falta probar que la norma es 
completa. 

Es suficiente probar que toda serie absolutamente sumable es sumable (ver 
C.2 en apéndice). Sea (Hn)nEN una sucesión en Al I absolutamente sumable, es 
decir 

00 

L II HnllA/1 < oo. 
n=l 

Debemos probar que existe H E AII tal que limk 11 L~=l Hn - H IIA / l = O. 
Usando que Ln Hn es absolutamente sumable resulta que 

Por otro lado, como IIHnllA/1 < IIHnllA/1 + 2~' por la definición de la norma en 
AII, existe an E Hn tal que 

y en consecuencia 

00 00 1 
L IIanll ~ L II HnllAl1 + 2n < 00 

n=l n=l 

Pero entonces la serie Ln an es absolutamente sumable en A y al ser A espacio 
de Banach resulta que es sumable (ver apéndice C.2); es decir existe a en A tal 
que 

pero utilizando que para todo b en A, IIb + IllA / 1 ~ II bll resulta que si H = a + 1 

es decir , (Hn)n EN es sumable. Q.E.D . 
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Además de la estructura de espacio vectorial dada a Al I podemos (gracias 
a la estructura de ideal bilateral de [) darle estructura de álgebra definiendo 

(a + [)(b + I) = (ab) + I (1.14) 

Lo primero es ver que la multiplicación no depende del representante. Supong
amos que a ,..., a' y b ,..., b', es decir a - a', b - b' E [. Entonces al ser [ ideal 
bilateral ab - a'b E [ Y a'b - a'b' E [, así que sumando ambos elementos resulta 
ab - a'b' E I por lo que ab + I = a'b' + [ y la multiplicación está bien definida. 
De las propiedades de álgebra de A se sigue que Al [ es un álgebra. 

Ahora veremos una condición para que Aj [ tenga uno. 

Proposición 1.38. Sea A un álgebra e [ un ideal bilateral. [ es regular si y 
sólo si Aj I tiene uno. 

Demostración. El álgebra Al I tiene uno si y sólo si existe v E A tal que para 
cualquier a 

(a + I)(v + I) = a + [= (v + I)(a + I) 

equivalentemente si para toda a E A, a-av y va - a están en [ es decir, v es 
una unidad modular izquerda y derecha de [. 

Ahora supongamos que [ es bilateral regular y sean u y v unidades izquierda 
y derecha módulo [ respectivamente, es decir para cualquier x E A, xu - x y 
vx - x están en [, equivalentemente 

(v + I)(x + I) = x + [ = (x + I)(u + I); 

en consecuencia, u + [ = (v + I)(u + I) = v + I Y entonces u + [ es el uno de 
Al l . Note que probamos que si I es un ideal bilateral regular y u es una unidad 
izquierda módulo [ entonces u es una unidad derecha módulo l. Q.E.D. 

Ahora supongamos que el ideal con el que hacemos cociente es regular. 

Proposición 1.39. Sea A un álgebra de Banach e [ un ideal bilateral regular 
cerrado de A. Entonces con la multiplicación dada en (1.14) y la norma dada 
en (1.13) Al [ es un álgebra de Banach con uno. 

Demostración. Por la Proposición 1.37 Aj [ es un espacio vectorial normado 
completo y por la Proposición 1.38 Aj [ es un álgebra con uno. Sólo nos resta 
probar la compatibilidad de la norma con el producto. 

Tomemos a + I Y b + [ no cero y supongamos que 

Ila + IIIA / Illb + IIIA / I < II(a + I)(b + I)IIA/I 

y en consecuencia 

1 
Ila + [IIA/I < Ilb + [IIA/I II(a + I)(b + I)IIA/I 

entonces por (1.13) tenemos que existe Xl E 1 tal que 

1 
Ila+ x¡11 < Ilb+I1IA / III(a+I)(b+I)IIA / 1 



22 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS 

y de manera similar existe X2 E 1 tal que 

Ila + xlllllb + x211 < Ilab + IIIA/I 

Usando la compatibilidad de la norma en A, 

pero aX2 + XI b + XI X2 E 1 al ser 1 ideal bilateral, lo que contradice la definición 
de lIab + IIIA / l . En consecuencia debemos tener 

II(a + I)(b + I)IIA/I :::; Ila + IJIA/lllb + lilA/l. 

Q .E .D. 

1.6 El radical de un álgebra 

En esta sección definimos el radical y estudiamos algunas de sus propiedades, 
para después en el tercer capítulo ver que el radical coincide con el núcleo de la 
transformada de Galfand (definida en el mismo capítulo). 

Definición 1.40 (Radical en álgebras con uno). Sea A un álgebra con uno. 

1. Un elemento Xo en A se llama generalizado nilpotente si e - xxo tiene 
inverso izquierdo para todo X E A . 

2. El radical (de Jacobson) del álgebra A es el conjunto de elementos 
generalizados nilpotentes. A tal conjunto lo denotamos por Rad(A). 

3. Un álgebra A se llama semisimple si Rad(A) = {O}. 

El cero es un ejemplo de elemento generalizado nilpotente. 
Antes de continuar veamos una caracterización de los elementos invertibles 

en terminos de los ideales máximos. 

Lema 1.41. Sea A un álgebra con uno. Un elemento a tiene inverso izquierdo 
si y sólo si para todo ideal izquierdo máximo 1, a no está en l . Un elemento b 
tiene inverso derecho si y sólo si para todo ideal derecho máximo 1, b no está 
en l . 

Demostración. Sólo probaremos la parte correspondiente a inversos izquier
dos , pues para derechos es similar, y lo probaremos por contrapositiva. 

Supongamos que a no tiene inverso izquierdo. Tomemos J = {xa : x E A}. 
Es claro que J es un ideal izquierdo y además está contenido propiamente en A 
(pues el uno de A no está en J). Así que por la Proposición 1.10 inciso 4, existe 
1 ideal izquierdo máximo que contiene a J , por lo que a E l . 

Ahora supongamos que existe un ideal izquierdo máximo 1 tal que a E l. Si 
a tiene un inverso izquierdo b, al ser 1 ideal izquierdo tenemos que e = ba E 1, 
pero entonces , de nuevo por la Proposición 1.10 inciso 1, 1 = A, lo que contradice 
que 1 sea má.ximo. Así pues, a no puede tener un inverso izquierdo. Q.E.D. 

La siguiente proposición muestra la estrecha relación entre los elementos 
generalizados nilpotentes y los ideales izquierdos máximos del álgebra. 
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Proposición 1.42. Sea A un álgebra con uno. Entonces Rad(A) coincide con 
la intersección de todos los ideales izquierdos máximos del álgebra y en conse
cuencia es un ideal izquierdo. 

Demostración. La prueba es por complementos. Un elemento Xo no está en 
el radical del álgebra si y sólo si existe un elemento x de tal forma que e - xXo no 
es invertible. Por el Lema 1.41 esto equivale a la existencia de un ideal izquierdo 
máximo 1 de tal forma que e - xXo E 1 es decir e E 1 + xXo el + Axo. Pero 
1 + Axo es un ideal izquierdo, entonces que e esté en I + Axo equivale a que 
A = 1 + Axo. En resumen, Xo no está en el radical si y sólo si existe un ideal 
izquierdo máximo 1 tal que A = 1 + Axo. 

Por otro lado afirmamos que dado un ideal izquierdo máximo J, A = J + Axo 
se da si y sólo si Xo no está en J. Para demostarlo primero notemos que J + Axo 
es un ideal izquierdo que contiene a J pero J es ideal izquierdo máximo, en 
consecuencia J + Axo = J ó J + Axo = A. Pero J = J + Axo si y sólo si 
Axo ~ J. Como J es ideal izquierdo y A tiene uno, lo anterior equivale a que 
Xo E J. Entonces que Xo no esté en J equivale a que A = J + Axo . 

Para finalizar tenemos que Xo no está en el radical si y sólo si existe un ideal 
izquierdo máximo 1 de tal forma que A = 1 + Axo. Pero esto equivale a que 
existe un ideal izquierdo I de tal forma que Xo no está en 1 es decir, Xo no está 
en la intersección de los ideales izquierdos máximos. Q.E.D. 

Note que si el álgebra es conmutativa, el radical coincide con la intersección 
de los ideales máximos. 

La siguiente proposición nos da una caracterización del radical. 

Proposición 1.43. Sea A un álgebra con uno. Un elemento Xo esta en Rad(A) 
si y sólo si para todo x E A, e - xXo es invertible. 

Demostración. Es claro que si para todo x en A e - xXo es invertible entonces 
Xo está en el radical. 

Ahora tomemos Xo en el radical, x en A y probemos que e - xXo es invertible. 
Como Xo está en el radical, existe un inverso izquierdo de e - xXo, escribámoslo 
como e-y. Es decir (e - y)(e - xXo) = e y en consecuencia 

y = yXXo + xXo 

pero al ser el radical un ideal izquierdo, tenemos que y está en el radical y en 
consecuencia e - y tiene un inverso izquierdo b. Entonces, e - y tiene un inverso 
izquierdo b y un inverso derecho e - xXo, asi que e - y es invertible. Pero como 
(e - y)(e - xXo) = e concluimos que e - xXo es invertible. Q.E.D. 

Nuestro propósito ahora es probar que el radical es un ideal bilateral, para lo 
cual necesitamos del siguiente lema, que junto con la Proposición 1.43 también 
nos da una definición equivalente del radical. 

Lema 1.44. En un álgebra A con uno, e - xy es invertible si y sólo si e - yx 
es in vertible. 



24 CAPÍTULO 1. CONCEPTOS BÁSICOS 

Demostración. Supongamos que e - xy es invertible y probemos que e - yx 
lo es. Sea a el inverso de e - xy. Afirmamos que e + yax es el inverso de e - yx, 
lo que se sigue de 

(e + yax)(e - yx) = e + yax - yx - yaxyx = e - yx + ya (e - xy)x = e 

(e - yx)(e + yax) = e - yx + yax - yxyax = e - yx + y(e - xy)ax = e 

Por simetría se tiene que si e - yx es invertible entonces e - xy también. Q.E.D. 

Corolario 1.45. El radical es un ideal bilateral. 

Demostración. Sea 1 el conjunto de elementos Yo de A que cumplen que para 
todo Y E A, e - YoY tiene inverso derecho. De manera similar a la Proposición 
1.42, se prueba que 1 es intersección de los ideales derechos máximos de A y 
por lo tanto es un ideal derecho. Además, al igual que la Proposición 1.43, Yo 
está en 1 si y sólo si e - YoY es invertible. 

En resumen, Yo está en 1 si y sólo si e - YoY es invertible para todo y. Por 
el Lema 1.44 esto es equivalente a que e - yYo sea invertible para todo Y y 

gracias a la Proposición 1.43 esto pasa si y sólo si Yo está en el radical de A. En 
conclusión, 1 es igual al radical del álgebra. Pero 1 es ideal derecho y Rad(A) 
es ideal izquierdo, así concluimos que Rad(A) es ideal bilateral. Q.E.D. 

Gracias a la adjunción de la identidad podemos definir el radical de un 
álgebra sin uno. 

Definición 1.46 (Radical en álgebras sin uno). Sea A un álgebra sin uno 
y sea A EB ICe la adjunción de la identidad. (Recuerde que puede considerarse 
A e A EB ICe.) El radical de A se define como A n Rad(A EB ICe) . 

1. 7 Álgebras simétricas 

Esta sección será importante para el último capítulo. Los resultados por sí 
mismos son interesantes pues son el inicio del estudio de ciertas álgebras de 
Banach sumamente importantes, las álgebras C". 

Definición 1.47. Un álgebra de Banach A tiene una involución si está dotada 
de una operación " : A -+ A que satisface 

1. (o:a + b)" = Cia" + b' 

2. (ab)' = b'a" 

3. a" = a 

para cualesquiera a , b E A Y O: número complejo . 
Si además para toda a E A, Jlall = ¡¡a'JI , la llamaremos un álgebra simétrica. 

Notamos la similitud entre la involución y la conjugación en los números com
plejos. 
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Ejemplo 1.48. Sea X un espacio topológico compacto Hausdorff. Con las op
eraciones usuales de funciones y la norma uniforme (del suprem~C(X) es 
un álgebra de Banach. Si para f E C(X) definimos f*(x) = f(x) (conju
gación compleja) entonces * define una involución que hace a C(X) un álgebra 
simétrica. 

Definición 1.49. Un elemento a de un álgebra con involución se llama 
hermitiano si a = a * . 

Proposición 1.50. Todo elemento de un álgebra con involución se puede 
representar de manera única como a = al + ia2 con al ya2 hermitianos. 

Demostración. Supongamos que a se puede escribir como a = al + ia2 con 
al ya2 hermitianos. Entonces a* = ai - ia:; yen consecuencia 

a +a* 
al = --2-

Esto nos dice que la representación es única (de existir al Y a2 deben ser como 
en la ecuación anterior). Si definimos al Y a2 como antes es claro que son 
hermitianos y que a = al + ia2. Q.E.D. 

Notas: Los elementos de la forma aa* son hermitianos, pues (aa*)* = 
a**a* = aa*j si el álgebra tiene uno lA, éste es hermitiano ya que por lo anterior 
1; = lA1A es hermitiano pero lA = (I A)* = lA. 

Definición 1.51. Sea A un álgebra con involución. Una funcional lineal f se 
llama positiva si 

1. f(a) es real para todo a hermitiano. 

2. Para toda a, O :S f(a*a) . 

Proposición 1.52. Sea A, un álgebra con involución. Para toda f funcional 
lineal positiva se cumple 

1. f(a*) = f(a) . 

2. f(b*a) = f(a*b) . 

3. Desigualdad de Cauchy: If(b*a)12 :S f(b*b)f(a*a) . 

4· Si el álgebra A tiene uno, entonces If(a)12 :S f(lA)f(a*a). 

Demostración. Para probar 1, escribimos a = al + ia2 con al Y a2 hermi
tianos. Entonces a* = al - ia2, así que usando que f(a¡) Y f(a2) son reales 
tenemos 

f(a*) = f(a¡) - if(a2) = f(a¡) + if(a2) = f (a) 

Para probar 2, usamos el inciso 1 para obtener f(a*b) = f((a*b)*) = f(b*a). 
Para probar 3 observemos que por linealidad, para a y /3 complejos tenemos 
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f((aa + (3b)*(aa + /3b)) = f((aa" + ~b*)(aa + (3b)) 

lal2 f(a*a) + ~af(b*a) + a{3f(a"b) + 1/31 2 f(b*b) 

De la definición 1.51-2 tenemos 

o ~ lal 2 f(a"a) + ~af(b"a) + a/3f(a"b) + 1/312 f(b"b) (1.15) 

Si en (1.15) tomamos (3 = 1 ya = t, con t real, y , unitario resulta 

O ~ e f(a*a) + t(-yf(b*a) + 1f(a"b)) + f(b"b) (1.16) 

Obsérvese que por el inciso 2, , f(b*a) + 1 f(a*b) es real. Entonces (1.16) define 
una parábola real que siempre está por arriba del eje x, así que el discriminante 
es menor o igual a cero, es decir 

,2 f(b*a)2 + 12 f(a"W + 2f(a*b)f(b*a) - 4f(b*b)f(a*a) ~ O 

Y usando que f(b*a) = f(a"b) obtenemos 

2Re(-y2 f(b"a) 2) + 2If(b*aW ~ 4f(b*a)f(a*b) (1.17) 

para 1 cualquier complejo unitario. 
Para finalizar, si f(b*a) = O, de (1.17) resulta que O ~ f(b*a)f(a"b), y se 

cumple la desigualdad de Cauchy. Si f(b*a) no es cero tomando 1 = I~¡::~ll en 
(1.17) obtenemos 

If(b"a)12 ~ f(b*a)f(a"b) 

El ultimo inciso de la proposición se obtiene del tercero , tomando b = lA Y 
usando que l A es hermitiano. Q.E.D . 

Para álgebras sin uno, se rescata el último inciso de la proposición 1.52 con 
el concepto de aproximación de la identidad. 

Definición 1.53. Sea A un álgebra de Banach. Una red (Ui)iEI en el álgebra 
tal que 

1. Para toda i, IIUill = 1. 

2. limi Ilaui - all = limi Iluia - all = O para toda a , 

se llama una aproximación de la identidad en A . 

Proposición 1.54. Sea A un álgebra simétrica, (Ui) iE I una aproximación de 
la identidad en A y f funcional lineal positiva. Entonces para toda a, 

If(aW ~ Ilfllf(a*a) (1.18) 

Demostración. Por la desigualdad de Cauchy (ver Proposición 1.52) tenemos 
para toda i, 

If(UiaW ~ f(UiUn f(a*a) 

Al ser f acotada tenemos If (UiU i)1 ~ IIJlllludllluill , pero como el álgebra es 
simétrica y Ilui ll = 1, tenemos If(Uia)12 ~ Ilfllf(a*a). Por último, usando que 
limi Iluía - all = O Y la continuidad de f concluimos de la ecuación anterior que 
lf(aJ12 ~ Ilfllf(a*a). Q.E.D. 



Capítulo 2 

Espectro 

En un álgebra de Banach con uno, el espectro de un elemento a es el conjunto 
de números complejos que cumplen que ze - a no es invertible. En este capítulo 
probaremos que el espectro es un subconjunto de e compacto, no vacío y vere
mos que es una herramienta importante en el estudio de las álgebras de Banach. 
Por ejemplo, un álgebra con uno tiene división si todo elemento no cero tiene 
inverso multipicativo, si el álgebra es de Banach y conmutativa, el Teorema de 
Gelfand-Mazur nos dice, básicamente, que esta álgebra es C. Sabemos que el 
núcleo de cualquier funcional lineal multiplicativa es un ideal máximo, gracias 
al Teorema de Gelfand-Mazur resulta que en álgebras de Banach conmutativas 
con uno, éstos son los únicos ideales máximos. 

2.1 Definición y propiedades principales 

Durante esta sección (A,II·ID denota un álgebra de Banach con uno, al cual 
denotamos e y por G denotamos los elementos de A que son invertibles. 

Definición 2.1. Sea a E A. El espectro de a en A (denotado por oA(a)) es el 
subconjunto de <C dado por 

oA(a) = {z E e : ze - a no es inverlible en A } 

La resolvente de a (denotado por PA(a)) es el complemento del espectro de 
a i.e. PA(a) = e \ oA(a). 

Por ejemplo, el espectro del O son los complejos tal que ze es no invertible, 
por lo que el espectro de O es {O} . 

Notas: Escribiremos o(a) en lugar de oA(a) si es claro que nos referimos 
del espectro de a en el álgebra A. Si A es un álgebra con uno y B es subálgebra 
de A y el uno de A está en B, podemos hablar del espectro en A y en B . En 
general oB(a) ~ oA(a). 

Notación: Dada T > O, por Dr(O) denotamos al disco abierto con centro en 
cero y radio T. 

27 
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Proposición 2.2. Para toda a E A, a(a) ~ Dllall(O) 

Demostración. Lo probaremos por complementos. 
Sea z E e tal que Izl > Ilall . Por la Proposición 1.16, ze - a es invertible i.e. 
z E e \ a(a). Q.E.D. 

En esta sección el resultado principal es probar que para toda a E A, a(a) 
es compacto no vacío, para lo cual necesitamos algunos preliminares. 

Como a(a) ~ e tenemos que a(a) es compacto si y sólo si a(a) es cerrado 
y acotado. Por la Proposición 2.2, a(a) es acotado así que para probar la 
compacidad sólo es necesario probar que es cerrado o equivalentemente que 
e \ a(a) es abierto . 

Proposición 2.3. p(a) = e \ a(a) es abierto. 

Demostración. Comenzamos definiendo f : e -+ A por f(z) = ze - a. Ob
servamos que f es uniformemente continua pues dados z, w E e tenemos 

Ilf(z) - f(w)11 = II(ze - a) - (we - a) 11 = II(z - w)ell = Iz - wl 

lo que prueba que f es uniformemente continua. 
Además p(a) = f - 1(G). Para probar esto último observemos que z E p(a) 

si y sólo si ze - a E G es decir, si y sólo si f(z) E G. 
Por último al ser f continua y G abierto (ver Proposición 1.16) resulta que 

p(a) = f-1(G) es abierto. Q.E.D. 

Ya sabiendo que a(a) es acotado obtenemos de inmediato el siguiente coro
lario. 

Corolario 2.4. a(a) ~ e es compacto. 

Ahora, el objetivo es probar que a(a) es no vaCÍo. 

Definición 2.5. Dada a E A definimos la función resolvente de a como la 
fun ción Ra : p(a) -+ G dada por Ra(z ) = (ze - a)-l. 

Podemos notar rápidamente que Ra es continua pues Ra = h o f con 
h : G -+ G dada por h(x) = x-1 y f : p(a) -+ G dada por f(z) = ze - a. Ahora 
h es continua por la Proposición 1.16 y f es continua por la Proposición 2.3. 

Proposición 2.6. [Identidad resolvente] Para cualesquiera z, w E e se tiene 
que 

Demostración. Al ser Ra(z) invertible para todo z E p(a) , es equivalente 
probar 

Por otro lado 

[(ze - a)-l - (we - a)-l](ze - a)(we - a) 

(we - a) - (we - a)-l(ze - a)(we - a) 
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Pero (we - a)-I(ze - a)(we - a) = (ze - a) (ya que (ze - a)(we - a) = 
(we - a)(ze - a)) por lo que de la ecuación anterior obtenemos 

[Ra(z) - Ra(w)]Ra(z)-1 Ra(W)-1 = (we - a) - (ze - a) = (w - z)e. 

Q.E.D. 

Lema 2.7. 1. La función Ra es analítica en p(a), es decir, para toda Zo en 
p( a) se tiene: 

l· Ra(z) - Ra(zo) _ R ( )2 
1m - - a Zo . 

z-tzo Z - Zo 

2. La función Ra se anula el el infinito, es decir: 

lim IIRa(z)1I = O. 
z-too 

Prueba de 1. 
Sea z E p(a) con z f Zo arbitrario. 
Por la identidad resolvente 

por lo que 

Ra(z) - Ra(zo) = -Ra(zo)Ra(z) 
z - Zo 

(2.1) 

(2 .2) 

haciendo tender zazo y teniendo en cuenta la continuidad de Ra obtenemos 

l· Ra(z) - Ra(zo) - -R ( ) l· R ( ) - -R ( )2 1m - a Zo 1m a Z - a Zo 
z-tzo Z - Zo z-tzo 

Prueba de 2. 
Ahora probamos que Ra se anula en el infinito. 
Sea z E <C tal que Izl > lIall, entonces z f O y z E p(a) (por Proposición 

2.2). En consecuencia 

1 ( 1)-1 Ra(z) = (ze - a)-1 = ~ e - ~a 

Por otro lado Izl > lIall y entonces 1 > 11 ~all y por (1.8) 

11 
( 1) -1 11 1 Izl 
e - ~a ::s 1 _ 11 ~all = Iz l - lIall 

por lo que 

IIRa(z) 1I = ,!,II (e - ~a) -111 ::s Izl ~ lIall 

y haciendo Izl tender a infinito 

1 
lim IIRa(z)1I = lim I I 11 11 = O. 

Izl-too Iz l->oo z - a 

Q.E.D. 
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Teorema 2.8. Para toda a E A, a(a) es compacto no vacío. 

Demostración. 
Por 2.4 a(a) es compacto. Resta probar que es distinto del vacío. 
Supongamos que a(a) es vacío, entonces pea) = e y en consecuencia el 

dominio de Ra es todo C. 
Sea luna funcional lineal fija y arbitraria y sea 9 : e -+ e dada por g(z) = 

I(Ra(z)). 
Afirmamos que 9 es entera y acotada. 

Comencemos probando que 9 es entera. Sean z, Zo E e z =1= Zo, arbitrarios. 
Usando que I es lineal y continua tenemos 

l
. g(z) - g(zo) 
1m = lim ,,-1 (.'-R....::.a 00-( z.:..:..) )_-....:./....:.( R-ca::....:.( Z....:.o.:..:..) ) 

%-+zo Z - Zo z-+%O Z - Zo 

I (lim Ra(z) - Ra(zo)) 
z-+zo Z - Zo 

y por (2.1) se sigue 

lim g(z) - g(zo) = 1(-Ra(zo )2); 
z-+zo Z - Zo 

entonces 9 es analítica en Zo y al ser Zo E e arbitrario se concluye que 9 es 
entera. 

Ahora probamos que 9 es acotada. 
Por (2.2) existe M > O tal que si Izl > M entonces IIRa(z)II ~ l. 
Al ser 9 analítica, 9 es continua y entonces sup{lg(z)l: z E DM(O)} 

IIgllDM(O) se alcanza. 

Afirmamos que Igl ~ max {II/II , IlgII D
M 

(O) } = o E llt Para probarlo, 

tomemos z un número complejo. Si z E DM(O) es claro que Ig(z)1 ~ o. Ahora, 
si Izl > M entonces IIRa(z)II ~ 1 pero 

Ig(z)1 = If(Ra(z) )1 ~ 11/11 liRa (z)II ~ 11/11 

asi que Ig(z) 1 So. 
En conclusión 9 es entera y acotada, así que por el Teorema de Liouville 9 

es constante por lo que g(O) = g(l) es decir 1((-a)-I) = I((e - a)-I). Pero 
I es una funcional lineal arbitraria, así que por un corolario del Teorema de 
Hahn-Banach (ver apéndice C.3 ) debemos tener que (_a)-1 = (e - a)-l yen 
consecuencia e = O, una contradicción. Concluimos que a(a) no puede ser vacío. 
Q.E.D. 

2.2 Radio espectral 

Definición 2.9. Sea A un álgebra normada (ver definición 1.1) ya E A. El 
radio espectral de a se define como 

inf {lIa"II! /n } 
n = I ,2, .. 

(2.3) 
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Proposición 2.10. Para todo elemento a en un álgebra normada 

Demostración. Sea a = infn=1,2, .. . {llanlll/n}. Por la compatibilidad de la 
norma es claro que a :s lIall· 

Ahora tomemos e> O Y k ~ 1 tal que a :s Ilakll l / k < a+e. Por el algoritmo 
de Euclides, para todo n ~ 1 existen p(n) y r(n) naturales, con r(n) < k, tal 
que n = p(n)k + r(n). En consecuencia 

Note que ~ < ~. En consecuencia ~ tiende a cero cuando n tiende a 

infinito pero 1 = p(~)k + ~, por lo tanto ~ tiende a l/k cuando n tiende a 
infinito, así que 

k Ei!!l ±!l k l/k lim Ila II n Ilall n = Ila II 
n 

Pero lIakW/k < a + e, por lo que si n es suficientemente grande 

yen consecuencia limsuPn IlanW/n :s a + e. Por otro lado para todo n ~ 1, 
a:S IlanW/n por lo que a:S liminfn lIanW/n . Se concluye 

a :s lim inf Ilanll l / n :s lim sup Ilanll l/ n :s a + e 
n n 

para toda e> O. Esto nos dice que limn lIanll l / n existe y es igual a a. Q.E.D. 
El radio espectral nos da mucha información, en particular nos interesa pro

bar el siguiente resultado, conocido como fórmula del radio espectral. 

Teorema 2.11. Sea A un álgebra de Banach con uno. Para toda a E A se 
cumple 

max{lzl : z E a(a)} = lim IlanW/n 

n 
(2.4) 

La herramienta que necesitamos para probar el Teorema 2.11 es el Teorema 
espectral polinomial. 

Sea p(z) = ¿~=l akzk con ak E C. Dado a en un álgebra con uno, p(a) 
denota el elemento ¿~=o akak. Obsérvese que si p y q son polinomios y r es el 
producto entonces r(a) = p(a)q(a). Entonces la función de C[z ] a A dada por 
p I--t p(a) es un homomorfismo de álgebras. El Teorema espectral polinomial 
relaciona el espectro de p(a) con el espectro de a. 

Teorema 2.12 (Teorema espectral polinomial). Sea A un álgebra de Ba
nach con uno. Si p es un polinomio no constante entonces a(p(a)) = p[a(a)], 
donde p[a(a)] = {p( z ) : z E a(a)}. 
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Demostración. Sea p un polinomio de grado n ~ 1 Y w E C. Por el Teorema 
fundamental del álgebra existen al, ... , a n E e y {3 f- o tal que 

w - p(z ) = {3(al - z)· · · (an - z) 

yen consecuencia we - p(a) = {3(ale - a)· ·· (ane - a) (usando que la función 
p H p(a) es homomorfismo de álgebras entre C(z] y A). Note que para cada ai> 
p(aj) = w. 

Ahora, supóngase que we - p(a) es invertible y sea b su inverso. Usando que 
aíe - a conmuta con aje - a obtenemos que 

por lo que cada aje - a es invertible. 
A la inversa, si cada aje-a es invertible (al ser los invertibles grupo y {3 f- O) 

se sigue que we - p(a) es invertible. 
En consecuencia we - p(a) es invertible si y sólo si cada aje - a es invertible 

o en otras palabras, we - p(a) no es invertible si y sólo si existe j tal que aje - a 
no es invertible es decir w E a(p(a)) si y sólo si para alguna j, aj E a(a). Pero 
para toda j , p(aj) = w, así que concluimos que w E a(p(a)) si y sólo si w = p(z) 
para alguna z E a(a). Q.E .D. 

Prueba del Teorema 2.11 
Suponemos a distinta de cero, pues en este caso la igualdad es clara. 
Sea p = max{lzl : z E a(a)}. 
Primero probaremos que p ~ limn IIanW/n. Tomemos z en el espectro de 

a. Por el Teorema 2.12, para toda n ~ 1, zn está en el espectro de an, pero 
entonces Iznl ~ IIanll yen consecuencia Iz l ~ IIanW/n para toda n ~ 1, de donde 
se concluye p ~ limn IIanll l / n. 

Ahora probamos que limn IIanW /n ~ p para lo cual dividimos los casos p = O 
Y P > O. 

Supongamos que p > O. Sea DI el disco abierto con centro en cero y radio 
~. Note que para w E DI con w f- O, w- l no está en a(a) (pues p < IW- l /). En 
consecuencia w-le - a es invertible, pero w f- O, así que w(w-le - a) = e - wa 
es invertible, inclusive cuando w = O. 

Sea f una funcional lineal fija y arbitraria. Defina g(w) = f((e - wa) - l) 
para w E DI . Por lo anterior, 9 está bien definida. Afirmamos que 9 es analítica 
en DI . Primero notamos que para cualesquiera w, Wo en DI, 

(e - wa) - l - (e - woa)-l = (w - wo)a(e - wa)-l(e - woa)-1 

(la prueba es igual que en la identidad resolvente, ver Proposición 2.6) y en 
consecuencia 

l
. (e - wa) - l - (e - woa) - l (( )-1)2 
1m = a e - woa 

w--->wo W - Wo 

Pero al ser f funcional lineal, 

lim g(w) - g(wo) = f (a( (e _ woa)- 1)2) ; 
W--->Wo W - Wo 
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así pues, 9 es analítica en DI. 
Por otro lado, sea D2 el disco abierto con centro en cero y radio II!II . Como 

p :s limn lIanll I/n :s Ilall, tenemos que D 2 e DI. Además, para w E D 2 , 

Ilwall < 1 así que por la Proposición 1.16 

00 

(e - wa)-I = L wkak 

k=O 

y al ser j funcional lineal concluimos que para todo w E D 2 se tiene 

00 

g(w) = L wk j(ak) 
k=O 

(2.5) 

Pero por la unicidad de la serie de Taylor (al ser 9 analítica en D¡) se sigue que 
la serie (2.5) es la serie de Taylor con centro en cero para 9 en DI, es decir, no 
sólo para w en D 2 sino para toda w en DI se cumple (2.5). 

Como consecuencia tenemos que para todo w en DI, Y toda j funcional 
lineal limn j(wnan) = O. Entonces la serie (wnan)nEN converge a cero en la 
topología débil (ver apéndice C.4) y entonces (ver apéndice C.6) se sigue que 
para cada w, la serie es acotada fuertemente , es decir existe Mw > O tal que 
para todo n, Iwlnllanll :s Mw. Si w f O se tiene 

MI/n 
lIan W/ n :s I~I 

y al tomar límite cuando n tiende a infinito se concluye 

para toda w E DI no cero. En consecuencia si w tiende a ~ se concluye que 

limn Ilanll I
/
n :s p. 

Ahora supongamos que p = o. Ahora tome DI = C. Como antes para todo 
w f O, w-Ie - a es invertible y en consecuencia w(w-Ie - a) = e - wa es 
invertible para todo w (incluso cuando w = O). Siguiendo los mismos pasos del 
caso anterior se prueba que 

para toda w f O, así que si Iwl tiende a infinito se concluye que limn Ilanll I/n = O. 
Q.E.D . 

Para terminar esta sección damos un criterio para saber cuándo Ilall = 
limn IlanllI/n para toda a. 

Proposición 2.13. Sea A un álgebm de Banach con uno. Suponga que pam 
toda a, IIa2 11 = IlaW, entonces limn Ilanl1 1

/
n = lIall . Inversamente, si pam toda 

a, limn Ilanl1 1
/
n = lIall entonces IIa2 11 = IIal1 2 
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Demostración. Supongamos que para toda b, 

(2.6) 

y tomemos a arbitraria. Lo primero que observamos es que para todo n ~ 1, 

(2.7) 

Para probar esto procedemos por inducción. Para n = 1 se sigue de (2.6). 
Supongamos que se vale para n y probemos para n + 1. Usando (2.6), tomando 
b = a2" tenemos 

Ila2"+I 11 = lIa2" 11 2 

pero por hipótesis de inducción lIa2" 11 = lIall2" , así que lIa2"+ I 11 = lIaW"+I. 
Por último, usando que limn lIanll1/n = limn lIa2" 111 /2" y (2.7) se concluye 

que limn lIanll1/n = lIall . 
Supongamos que limn lIanW/n = lIall. De la Proposición 2.10 se sigue que 

Ilall = inf {llanll l
/
n} n=1,2, ... 

asi que lIaW :s lIa211. Pero por la compatibilidad de la norma lIa211 :s lIaW por 
lo que tenemos lIa211 = lIall2. Q.E.D. 

2.3 Algunas aplicaciones 

A lo largo de esta sección trabajamos principalmente con álgebras conmutativas. 
Veamos una consecuencia del Teorema 2.8, para lo cual damos antes una 

definición . 

Definición 2.14. Un álgebra con división es un álgebra con uno tal que todo 
elemento no cero es invertible. 

Note que cuando el álgebra A es conmutativa, pedir que sea con división es 
pedir que A sea no sólo un anillo, sino un campo. 

El ejemplo más conocido de álgebra con división es e y veremos que en 
el contexto de álgebras de Banach conmutativas e es, prácticamente, el único 
ejemplo. 

El siguiente lema puede darnos más ejemplos de álgebras con división. 

Proposición 2.15. Dada A un álgebra conmutativa e [ ~ A un ideal regular 
máximo tenemos que Al [ es un álgebra con división. 

Demostración. Como el álgebra A es conmutativa y el ideal [ es regular , 
tenemos que Al! es un álgebra conmutativa con uno (ver Proposición 1.38). 

Sea a + [ ¡. 0+ [, entonces a 1: [ . 
Sea u una unidad módulo J. Queremos probar que a + [ es invertible es 

decir , queremos un elemento b en A de tal forma que 

(b + I)(a + 1) = u + J = (a + I) (b + I) 
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pero como Al I es conmutativa resta probar que (b + I)( a + I) = u + I, lo cual 
puede reescribirse como ba - u E I ó equivalentemente u E I + ba e 1 + Aa. 
Pero 1 + Aa es un ideal regular y u es una unidad módulo 1 + Aa, por lo que 
pedir u E 1 + Aa es quivalente a pedir I + Aa = A (ver la Proposición 1.10) . 

En conclusión a + 1 es invertible si y sólo si I + Aa = A. Como 1 es ideal 
máximo e 1 + Aa contiene propiamente a 1 (pues a está en 1 + Aa y no está en 
I) resulta que 1 + Aa = A. Q.E.D . 

Queremos recalcar la necesidad de que el álgebra sea conmutativa. Si que
remos extender la proposición para álgebras no necesariamente conmutativas, 
debemos tomar un ideal bilateral (para dar estructura de álgebra al cociente) 
y además que sea máximo para tratar de probar que el álgebra cociente es de 
división. Pero si tomamos A el álgebra de las matrices con entradas complejas 
de 2 x 2 sabemos, gracias al ejemplo 1.11, que el único ideal bilateral máximo 
es el {O} y al hacer cociente obtenemos A, que no es álgebra con división. 

Ahora enunciamos y probamos el Teorema de Gelfand-Mazur, que nos ayu
dará a establecer la correspondencia entre funcionales lineales multiplicativas e 
ideales regulares máximos. 

Teorema 2.16 (Teorema de Gelfand-Mazur). Sea A un álgebra de Banach 
con división. Entonces A es isométricamente isomorfo a e, es decir existe 
'Ij; : A -+ e isomorfismo de álgebras que además es una isometría. 

Demostración. Veamos cómo es el espectro de los elementos de un álgebra 
con división. Como todo elemento distinto de cero es invertible, dado a E A los 
números complejos z para los cuales (ze - a) no es invertible son aquellos z para 
los cuales ze - a = O. Pero usando que el espectro de a es no vaCÍo resulta que 
existe z complejo tal que ze - a = O, es decir a = ze. Además dicho z es único, 
pues si w es tal que a = we entonces ze = we y en consecuencia (w - z)e = O, 
es decir w = z. En consecuencia hemos probado que el espectro de todo a es un 
único punto, 'Ij;(a) y que a = 'Ij;(a)e. 

Debemos probar que la transformación 'Ij; : A -+ e tal que a cada a asigna 
'Ij;(a) es un isomorfismo isométrico. 

Como JlaJl = 11'Ij;(a)ell = I 'Ij; (a) I , resulta que 'Ij; es una isometrÍa y por lo tanto 
inyectiva. Además es claro que 'Ij; es sobre. 

Por último de las siguientes igualdades (con a, b E A y z E C) 

za = 'Ij;(za)e 

za z('Ij;(a)e) = (z'lj;(a»e 

a+b 'Ij;(a + b)e 

a+b 'Ij;(a)e + 'Ij;(b)e = ('Ij;(a) + 'Ij;(b»)e 

ab 'Ij;(ab )e 

ab ('Ij;(a)e)('Ij;(b)e) = ('Ij;(a) 'Ij;(b»e 

resulta que 'Ij; es un homomorfismo de álgebras. Q.E .D . 

Ahora veremos la relación que existe entre los núcleos de las funcionales 
lineales multiplicativas y los ideales regulares máximos. 
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Proposición 2.17. Sea A un álgebra de Banach conmutativa con uno. Deno
tamos 

MA = {J ~ A : J es ideal máximo} 

Entonces existe una biyección entre MA y M A, es más, J es un ideal máximo 
si y sólo sí es el núcleo de una funcional lineal multiplicativa. 

Demostración. Sea f : MA -t MA dada por f(1/J) = ker(1/J). Por la Proposi
ción 1.24, ker(1/J) es ideal máximo, así que f está bien definida y además si 
f(1/J) = f(l/» entonces ker(l/» = ker(1/J), pero ya sabemos que dos funcionales 
lineales multiplicativas con el mismo núcleo son iguales (por la proposcición 
1.25) concluyendo que f es inyectiva. 

Para probar que f es suprayectiva utilizamos el Teorema de Gelfand-Mazur. 
Tomemos J ideal máximo de A (como A tiene uno, J es regular). Queremos 
una funcional lineal multiplicativa 1/; de tal forma que ker1/; = J. Tomemos 11" : 

A -+ Al J la proyección de A en Al J. Es conocido que 7r es un homomorfismo de 
álgebras y que su núcleo es J. Entonces, si probamos que Al J es isométricamente 
isomorfo a e, digamos con 1/>, obtenemos un isomorfismo de álgebras no cero de 
A a e, primero pasando al cociente Al J y luego usando 1/> para pasar de Al J a 
e, de tal forma que el núcleo es J. Así pues, sólo nos resta justificar porque Al J 
es isométricamente isomorfo a e y aquÍ es donde entra el Teorema de Gelfand
Mazur. Sabemos, por la Proposición 2.15, que Al J es un álgebra conmutativa 
con división (note que en este paso la conmutatividad de A es necesaria para 
poder asegurar que Al J es de división) y por la Proposición 1.39 es de Banach 
(con la norma del cociente), entonces por Gelfand-Mazur existe 1/> : AIJ -+ e 
isomorfismo isométrico. Q.E.D. 

Como una consecuencia de esta proposición tenemos que en las álgebras de 
Banach conmutativas con uno existen funcionales lineales multiplicativas, pues 
la existencia de funcionales lineales multiplicativas es equivalente a la existencia 
de ideales máximos y esto último es equivalente por la Proposición 1.10-4, a 
la existencia de ideales propios. Pero {O} es ideal propio de A, así que hemos 
probado el siguiente resultado. 

Corolario 2.18. Si A es un álgebra de Banach conmutativa con uno, MA es 
no vacío. 

Ahora establecemos un análogo a la Proposición 2.17, pero para álgebras no 
necesariamente con uno. 

Proposición 2.19. Sea A un álgebra de Banach conmutativa. De manera si
milar sea 

M A = {I ~ A: J es ideal regular máximo} 

Al igual que antes existe una biyección entre M A y )\.1 A. La biyección está dada 
por f( 1/;) = ker 1/;. 

Demostración. Al igual que la Proposición 2.17, f está bien definida y es 
inyectiva. La suprayectividad se prueba de manera similar que en la Proposición 
2.17, pues lo que usamos para encontrar la funcional lineal multiplicativa dado 



2.3. ALGUNAS APLICACIONES 37 

I es ver que AII es isométricamente isomorfo a e y gracias al Teorema de 
Gelfand-Mazur, esto lo aseguramos si Al I es álgebra de división, lo que ocurre 
cuando 1 es ideal regular máximo. Q .E.D. 

Al igual que antes, gracias a esta proposición, tenemos que para álgebras de 
Banach conmutativas con ideales regulares propios, MA es no vacío. 

Corolario 2.20. Si A es un álgebra de Banach conmutativa con ideales regu
lares propios, entonces MA es no vacío. 

El siguiente resultado describe el espectro de un elemento en términos de las 
funcionales lineales multiplicativas del álgebra. 

Proposición 2.21. Sea A un álgebra de Banach conmutativa con uno ya EA. 
Entonces 

a(a) = {.,p(a) : .,p E MA} 

Demostración. Tomemos z en el espectro de aj entonces ze-a no es invertible, 
así que por la Proposición 1.41, existe [ ideal máximo (recuerde que en álgebras 
conmutativas ideales bilaterales e ideales izquierdos coinciden) tal que ze-a E [ . 
Pero por el Teorema de Gelfand-Mazur, [ es el núcleo de una funcional lineal 
multiplicativa, digamos.,p, así que .,p(ze-a) = O, de donde se sigue que z = .,p(a). 

Recíprocamente, si z = .,p(a) entonces ze - a está en el núcleo de .,p, pero 
el núcleo de .,p es un ideal máximo, así que de nuevo por la Proposición 1.41 
tenemos que ze - a no es invertible, es decir z está en el espectro de a . Q.E.D. 
Veamos algunas aplicaciones al radical del álgebra. 

Proposición 2.22. Sea A un álgebra de Banach. Para todo a en el radical del 
álgebra, tenemos que 

lim Ilanl1 1
/
n = O 

n 

Demostración. Supongamos que A tiene uno. Si a está en el radical del 
álgebra, entonces para todo y en A, el inverso de e - ya existe (ver Proposi
ción 1.43). En particular para todo z E e no cero, e - ~a es invertible y en 
consecuencia ze - a es invertible. En conclusión, al ser el espectro no vacío, 
tenemos que el espectro de a es el cero, pero por el Teorema 2.11 esto implica 
que limn Ilanl1 1

/
n = O. 

Ahora, supongamos que el álgebra no tiene uno. Por la definición 1.46, 
Rad(A) = AnRad(AEBCe). Si a está en Rad(AEBCe) entonces limn(llanll')l/n = 
O, donde recordemos que Ilb + ,Bell' = Ilbll + I,BI· Como lIall' = lIall, se concluye 
que limn Ilanl1 1

/ n = o. Q.E.D. 
Si el álgebra es conmutativa la Proposición 2.9 puede mejorarse. 

Proposición 2.23. Sea A un álgebra de Banach conmutativa con uno. En
tonces a E Rad(A) si y sólo si limn Ilanl1 1/ n = O. 

Demostración. Supongamos que limn lIanl1 1
/ n = O. Por la Proposición 2.11 

esto implica que el espectro de a es el cero y por la Proposición 2.21 tenemos que 
a está en el núcleo de toda funcional lineal multiplicativa. Por la Proposición 



38 CAPÍTULO 2. ESPECTRO 

2.17 lo anterior equivale a que a esté en la intersección de los ideales máximos 
y por la Proposición 1.42 concluimos que a E Rad(A) . Q.E.D. 

De la Proposición 2.23 tenemos el siguiente corolario. 

Corolario 2.24. Sea A un álgebra conmutativa sin uno y suponga que existen 
ideales regulares propios. Entonces Rad(A) coincide con la intersección de los 
núcleos de las funcionales lineales multiplicativas y con la intersección de los 
ideales regulares máximos de A . 

Demostración. Por la Proposición 1.34 tenemos 

con i¡;(a + ae) = 1j;(a) + a y 1j;oo(a + ae) = a. En consecuencia, usando que 
los ideales bilaterales máximos de de A EB <Ce son precisamente los núcleos de 
las funcionales lineales multiplicativas (ver Proposición 2.17) y recordando que 
el radical de un álgebra conmutativa coincide con la intersección de los ideales 
máximos (ver Proposición 1.42) tenemos 

Rad(A EB <Ce) = (nt/JEMA keri¡;) n ker1j;oo 

y como Rad(A) = A n Rad(A EB <Ce), 

Rad(A) = (nt/JEMA (keri¡; n A)) n (ker1j;oo n A) 

Pero ker i¡; n A = ker 1j; y ker 1j;oo n A = A, entonces 

Rad(A) = nt/JEMA ker 1j; 

Para terminar, usando que los ideales regulares máximos coinciden con los 
núcleos de las funcionales lineales multiplicativas (por Proposición 2.19) con
cluimos que el radical de A es la intersección de los ideales regulares máximos. 
Q.E .D . 

Ya vimos que el radical está contenido en el núcleo de toda funcional lineal 
multiplicativa, pero si además el álgebra es simétrica, el radical está contenido 
en el núcleo de toda funcional lineal positiva. 

Proposición 2.25. Sea A un álgebra simétrica y f una funcional lin eal positi
va. Para todo a en el radical de A se tiene que f(a) = O. 

Demostración. Primero afirmamos que para todo m natural 

lo cual probamos por inducción. 
Para m = O se sigue de la ecuación (1.18) del capítulo 1. 
Supongamos que se vale para m y probemos para m + 1. 

(2.8) 



2.3. ALGUNAS APLICACIONES 39 

Usando (1.18) tenemos 

pero «a*a)2~)* = (a*a)2~, al ser a*a hermitiano, entonces de la desigualdad 
anterior 

y sustituyendo esta ecuación en la hipótesis de inducción obtenemos 

IJ(a)1 < "J,,¿:;::'~1 ~ ("JW/2IJ«a*a)2~+1 W/2)1/2~+1 

"J,,¿:;::'~2 ~IJ«a*a?~+I)ll/2~+2. 

Esto termina la prueba de (2.8). 
Ahora, si en (2.8) usamos IJ«a*a)2~)1 :S IIJIIII(a*a?~ 11 obtenemos 

IJ(a)l:s IIJII¿:;;'=+11 ~IIJW/2~+I11(a*a)~~W/2~+1 = IIJII (II(a*a)2~II)I/2~r/2 

( d "m+l 1 1 1 1 1 1) . usan o que L...k=1 2" + 2"i"'lT = - 2"i"'lT + 2"i"'lT = Y en consecuenCIa 

( 
~ /~) 1/2 

IJ(a)1 :S IIJII limmll(a*a? W 2 (2.9) 

Por último, si a está en el radical de A, entonces a*a también está en el 
radical de A (al ser ideal bilateral) y entonces limn(II(a*a)nll)l/n = O y en 
consecuencia limm(ll(a'a)2~ II)I/2~ = O. De la ecuación (2.9) se concluye que 
J(a) = O. 
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Capítulo 3 

La transformada de Gelfand 

La transformada de Gelfand es un homomorfismo de álgebras entre un álgebra 
de Banach conmutativa A (con la característica de que MA sea no vacío) y 

CO(MA) . 
Recuérdese que un espacio de Banach X es isométricamente isomorfo a un 

subespacio de su doble dual X", mediante la función x ~ i"" donde i", es la 
evaluación en x. La transformada de Gelfand de un elemento a en un álgebra 
es simplemente la restricción de ia a MA cA·. Cuando el álgebra A es con
mutativa y semisimple, la transformada de Gelfand es un isomorfismo continuo 
de álgebras, entre A y una subálgebra de CO(MA). En este capítulo, veremos 
las propiedades básicas de la transformada de Gelfand. 

3.1 Para álgebras con uno 

Durante esta sección A denota un álgebra de Banach conmutativa con uno. 

Definición 3.1. Recuerde que C(MA) denota las funciones continuas de MA 
en los complejos, donde MA esta dotado de la topología w· . Por la Proposición 
1.31 sabemos que MA es compacto, y con la norma del supremo (uniforme) , 
C(MA) es un álgebra de Banach con uno. Dada a E A definimos la función 
a de MA a los complejos, por a(1j;) = 1j;(a) (la evaluación en a). Entonces es 
claro que a es w' -continua. 

La transformada de Gelfand del álgebra A es la función r A de A en C(M A) 
dada por r A(a) = a. Definimos la representación de Gelfand de A como la 
imagen de r A . 

Notas: Por las ecuaciones 

~(1j;) 
ia(1j; ) 

;b(1j;) 

1j; (a + b) = 1j; (a) + 1j;(b) = a(1j;) + b(1j; ) 

1j; (za) = z1j; (a) = za(1j; ) 

1j; (ab) = 1j;(a)1j;(b) = a(1j;)b(1j;) 

41 
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tenemos que rAes un homomorfismo de álgebras; por el Lema 1.23, r A (e) es 
la función constante uno; al ser r A un homomorfismo de álgebras, tenemos que 
la representación de Gelfand es subálgebra de C(MA) . 

Proposición 3.2. La transformada de Gelfand r A cumple: 

1. rAes lineal acotada y de norma igual a uno. 

2. a es inverlible en A si y sólo si a es inverlible en C( M A). 

4. ker rAes la intersección de los ideales máximos de A. 

5. rAes inyectiva si y sólo si A es semisimple. 

6. Si para toda a, IIa2 11 = IlaW entonces rAes una isometria. 

7. La representación de Gelfand de A es una subálgebra ·de funciones de 
C(MA) que tiene a la función constante uno y separa los puntos de MA. 

8. Si además A es un álgebra con involución, y para toda 1/J E MA, 1/J(b) E lR 
para cualquier b hermitiano, entonces para toda a E A r A(a*) = r A(a). 

Demostración. 
Prueba de 1. Usando que para toda 1/J E MA, 11/J(a)1 ~ lIall tenemos 

por lo que la norma es menor ó igual a uno y como r A valuada en el uno de A 
es la función constante uno, resulta que la norma de rAes uno. 

Prueba de 2. Probaremos este inciso por contrapositiva. 
Note que como MA es w*-compacto, a alcanza su valor mínimo y por lo 

tanto a es no invertible si y sólo si existe 1/J tal que a( 1/J) = 1/J( a) = 0, es decir 
si a está en el núcleo de alguna funcional lineal multiplicativa. Pero los núcleos 
de las funcionales lineales multiplicativas son precisamente los ideales máximos 
(ver Proposición 2.17), así que tenemos que a no es invertible si y sólo si existe 
un ideal máximo tal que a pertenezca a este ideal. Pero por el Lema 1.41, esto 
es equivalente a que a no sea invertible. 

Prueba de 3. Por complementos. Dado z número complejo tenemos (gracias 
al inciso 2) que ze - a es invertible si y sólo si ~ es invertible, pero ~ = 
z - a. En conclusión ze - a es invertible si y sólo si z - a es invertible. 

Prueba de 4. a está en el núcleo de r A si y sólo si está en el núcleo de toda 
funcional lineal multiplicativa (al ser a la evaluación en a) ó, equivalentemente 
(por la Proposición 2.17) a está en todo ideal máximo del álgebra. 

Prueba de 5. Es inmediata del inciso anterior. 
Prueba de 6. Debemos probar que IIr A(a)II C( M A ) = Ilall . Por la Proposición 

2.21 , a (a) = {1/J (a) : 1/J E MA} en consecuencia 
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sup {1¡J;(a)l} 
t/lEMA 

SUp {Izl} 
zEO'(a) 

Por el Teorema 2.11 tenemos 

sup {IZI} = max {Izl} = lim lIanll l
/
n 

zEO'(a) zEO'(a) n 

Pero como IIa2 11 = Ilall2 , de la Proposición 2.13 se siguelimn lIanW/n = lIall, por 
lo que IIr A(a)lIc(MA) = Ilall· 

Prueba de 7. Como r A es un homomorfismo de álgebras, la representación de 
Gelfand es una subálgebra de C(MA) y note que r A(e) es la función constante 
uno. Para probar que separa los puntos de MA si ¡J; f ¡p entonces existe a E A 
donde valen distinto y en consecuenia ii(¡J;) f ii(¡p). 

Prueba de 8. Dado a, escribámoslo como a = al + ia2, con aj hermitianos. 
Tomemos ¡J; E MA· Debemos probar ¿;'(¡J;) = ¡J;(a), es decir, que ¡J;(a*) = ¡J;(a). 
Pero al ser ¡J;(at} y ¡J;(a2) reales tenemos ¡J;(a) = ¡J;(at}-i¡J;(a2) = ¡J;(a*). Q.E.D. 

Notas: Gracias a la Proposición 1.42 el inciso 4 se puede reescribir como 
ker r A = Rad(A)j como consecuencia del inciso 5 toda álgebra de Banach con
mutativa con uno semisimple, es isomorfa (vía la transformada de Gelfand) a 
una subálgebra de C(MA). 

Gracias a esta proposición podemos ver algunas condiciones bajo la cual la 
transformada de Gelfand en suprayectiva. 

Corolario 3.3. Si A es un álgebra con involución y para toda ¡J; E MA ten
emos que ¡J; (b) E IR para cualquier b hermitiano entonces la representación de 
Gelfand de A es uniformemente densa en C(MA). Si además IIa2 11 = lIaW para 
cualquier a, entonces rAes sobreyectiva. 

Demostración. Probamos que r A[A] es una subálgebra de C(MA) que tiene a 
la función constante uno y que separa los puntos de MA . Entonces para probar 
que es uniformente densa en C(MA), por el Teorema de Stone-Weierstrass es 
suficiente probar que es cerrada bajo conjugación compleja. Pero por el inciso 8 
tenemos que para cualquier a, r A(a) = r A(a*), lo que prueba que r A[A] es cer
rada bajo conjugación. Ahora supongamos que para cualquier a, IIa2 11 = IlaW. 
Por el inciso 6 esto implica que la transformada de Gelfand es una isometría, 
así que la imagen de rAes cerrada en C(MA) , pero como sabemos que es 
uniformemente densa en C(MA), resulta r A[A] = C(M A ). Q.E.D . 

3.2 Para álgebras sin uno 

En esta sección extendemos la transformada de Gelfand y veremos cómo rescatar 
algunas de las proposiciones de la sección anterior. 
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Para el caso de álgebras de Banach conmutativas con uno, la transformada de 
Gelfand establece un homomorfismo de álgebras entre A y C(MA) . Por lo que si 
queremos establecer un análogo en álgebras sin uno, al menos debemos pedir que 
MA sea no vacío ó equivalentemente (ver Proposición 2.19) que existan ideales 
regulares máximos. Pero por la Proposición 1.10 - 4 la existencia de ideales 
regulares máximos es equivalente a la existencia de ideales regulares propios. 
Así para poder hablar de la transformada de Gelfand en lugar de pedir que el 
álgebra tenga uno, podemos pedir que existan ideales regulares propios. 

Al igual que en el caso de álgebras con uno, dada a E A, definimos a. la 
función de MA a e como la evaluación. Como MA tiene la topología w· es 
claro que a. es continua. Pero además cada a. se anula en el infinito. 

Proposición 3.4. Sea A un álgebra de Banach conmutativa que contenga ide
ales regulares propios. Sea a E A y a. como en la sección anterior, entonces 
a. E CO(MA). 

Demostración. 
Sea 10 > O Y U = N E Hom(A, C) : ¡'!ji (a)¡ < 10} , entonces U E w· yen con

secuencia K = H om(A, C) \ U es w· -cerrado en H om(A, C). Pero H om(A, C) 
es w*-compacto Hausdorff (por la Proposición 1.30) , por lo tanto K es w* com
pacto. Además K ~ MA (lo que puede comprobarse obteniendo los comple
mentos con respecto a Hom(A,C) y usando que la funcional cero está en U) . 
Por último, dada t/J E MA \ K se tiene I '!ji (a) I = I a. ('!ji) I < 10, por lo que se 
concluye que a. E CO(MA) . Q.E .D. 

En consecuencia, la transformada de Gelfand de A establece un homomor
fismo de álgebras entre A y CO(MA). 

Ahora, rescatamos algo de la Proposición 3.2: 

Proposición 3.5. Sea A álgebra de Banach conmutativa sin uno que contenga 
ideales regulares propios. Entonces: 

1. rAes lineal acotada y de norma menor ó igual a uno. 

2. La representación de Gelfand de A es una subálgebra de funciones de 
CO(MA) que separa los puntos de MA. 

3. ker r A coincide con la intersección de los ideales regulares máximos. 

4. A es semisimple si y sólo si rAes inyectiva. 

Demostración. La prueba del inciso 1 es análoga a la de 3.2. La prueba de 
que la representación de Gelfand separa los puntos de MA es similar a la de 3.2 
y que esté contenida en CO(MA) es consecuencia de la Proposición 3.4. 

Ahora, el núcleo de r A son los puntos de A que están en el núcleo de to
das las funcionales lineales multiplicativas, pero por la Proposición 2.19 esto 
es equivalente a que estén en todos los ideales regulares máximos. Por último, 
por el inciso anterior , rAes inyectiva si y sólo si la intersección de los ideales 
regulares máximos es cero, que es equivalente (usando la Proposición 2.24) a 
que el radical sea cero. Q.E.D. 



Capítulo 4 

Ejemplos de álgebras de 
Banach 

Presentamos cuatro ejemplos de álgebras de Banach con sus transformadas de 
Gelfand: las funciones continuas sobre un espacio topológico compacto, las fun
ciones continuas que se anulan en el infinito sobre un espacio topológico local
mente compacto, las funciones analíticas sobre el disco unitario denotadas por 
A(D) y las funciones esencialmente acotadas en un espacio de medida deno
tadas por L oo (X) . Veremos las funcionales lineales multiplicativas de C(X) y 
A(D), donde A(D) nos proporciona un ejemplo de que las funcionales lineales 
multiplicativas no pueden extenderse como pasa con las funcionales lineales. En 
cada ejemplo probaremos que la transformada de Gelfand es un isomorfismo 
isométrico. 

4.1 C(X), X compacto 

Sea (X, T) un espacio topológico compacto Hausdorff, A = C(X) y 11·11 = 1I·llc(x) 
(la norma uniforme en X). Por el ejemplo 1.3, C(X) con la norma uniforme es 
un álgebra de Banach conmutativa con uno. 

Queremos encontrar las funcionales lineales multiplicativas de C(X). Entre 
las funcionales lineales más sencillas están las evaluaciones. Dada x E X deno
tamos por ix la evaluación en x. Es sencillo probar que ix es lineal y acotada. 
Además, dadas dos funciones a y b en A tenemos 

ix(ab) = (ab)(x) = a(x)b(x) = ix(a)ix(b) 

por lo que ix E H am(A, C). Pero, si e denota a la función constante uno, 
entonces ix(e) = 1, por lo que ix no es cero y entonces ix es una funcional 
lineal multiplicativa. Afirmamos que las evaluaciones son todas las funcionales 
lineales multiplicativas. Como las funcionales lineales multiplicativas están de
terminadas por su núcleo y los núcleos de éstas son ideales máximos, para 
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demostrar la afirmación probaremos que todo ideal máximo es el núcleo de una 
evaluación. 

Proposición 4.1. Recordemos que M A denota los ideales máximos de A . En
tonces 

MA = {kerix : x E X} 

Demostración. Ya tenemos que todo keri x es un ideal máximo, al ser ix una 
funcional lineal multiplicativa. 

Sea l un ideal máximo de A. Para mostrar que l = ker ix para alguna 
x E X, es suficiente probar que l ~ kerix , pues de ser así al ser l máximo y 
ker ix f. A, concluimos que l = ker ix · 

Probemos que l ~ ker ix, para alguna x E X por contradicción. 
Supongamos que para toda x E X, l i kerix . Entonces para toda x E X 

existe ax E l con ax (x) f. O. 
Como ax es continua y ax(x) f. O, existe Ux abierto que tiene a x tal que ax 

restringido a Ux no se anula. 
Tenemos que X = UxExUx. Al ser X compacto existen {X;}i=l ~ X tal que 

X = Ui'=lUxi , 
Sea a = 2::~1 axiiixi = 2::7=1Iaxi I2 . Usando que {axJ ~ l, que cada iiXi 

es continua y que l es ideal se tiene que a E l. Pero a es invertible, pues dado 
x E X = U~lUX" X E Ux; para alguna j por lo que ax;(x) f. O, de donde 

Jax ;(x)J2 > O Y por consiguiente la(x)1 > O. Al ser a invertible e l un ideal 
resulta que el uno de A está en l; por lo tanto, l = A (ver Proposición 1.10), 
en contradicción con que l sea máximo. 

Entonces debe pasar que l ~ kerix , para alguna x E X. Q.E.D. 

Ahora podemos determinar cómo son todas las funcionales lineales multi
plicativas. 

Corolario 4.2. MA = {ix : x E X} . 

Demostración. Ya vimos que toda ix es funcional lineal multiplicativa. 
Dada 1/1 E MA sabemos que ker1/1 es un ideal máximo de A, entonces por la 

Proposición 4.1, ker 1/1 = kerix para algún x E X. Pero dos funcionales lineales 
multiplicativas con el mismo núcleo son iguales (ver Proposición 1.25) por lo 
que 1/1 = i z . Q.E.D. 

Proposición 4.3. La función h: (X,T) ---+ (MA,W·) dada por h(x) = ix es un 
homeomorfismo. 

Demostración. Por el corolario 4.2, h es sobreyectiva. 
Probemos que h es continua. 
Sea (xAhEL una red en X y x E X tal que X A ---+ x en X. Por continuidad, 

para toda a E A , a(xA ) ---+ a(x) en e, es decir ix> (a) ---+ ix(a), por lo tanto 
h( x A) ---+ h( x) en la topología W·. Esto prueba que h es continua. 

Veamos que h es inyectiva. Sean x, y E X con x f. y. Como (X, T) es 
compacto Hausdorff, se tiene que (X , T) es regular (ver A.4 en el apéndice.) En 
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consecuencia, por el Lema de Urysohn existe a E A tal que i",(a) = a(x) = 1 Y 
iy(a) = a(y) = O Y entonces h(x) -=1= h(y). 

Por último, como h es una biyección continua y (X, r) es compacto Haus
dorff, se concluye que h es un homeomorfismo (ver A.5 en el apéndice.) Q.E.D . 

Veamos ahora la transformada de Gelfand de C(X). 

Proposición 4.4. r A es un isomorfismo isométrico. 

Demostración. Por la Proposición 4.2 tenemos que para toda a E A, 

lliiIIC(M A ) = sup {lii(1jJ)I} = sup{la(x)l} = Ilallx 
1/JEMA "'EX 

es decir, la transformada es una isometría y por lo tanto inyectiva. 
Para probar que es sobreyectiva, dada f E C(MA), tomamos a(x) = f(i",). 

Note que a es la composición de h y f, si h es el homeomorfismo dado en la 
Proposición 4.3, en consecuencia a es continua y ii(i",) = f(i",) para toda x, por 
lo que ii = j. Q.E.D. 

La Proposición 4.4 nos indica que r C(X) es un isomorfismo isométrico entre 
C(X) y C(MC(x)). Como Mc(x) es homeomorfo a X tenemos que prácticamente 
la representación de Gelfand de C(X) es C(X). 

Como corolario tenemos que C(X) es semisimple, al ser r A inyectiva (ver 
Proposición 3.2 - 5). 

4.2 Co(X), X localmente compacto 

Ahora analizamos Co (X) cuando X no es compacto pero es localmente compacto 
Hausdorff (ver definición 1.2) . Al igual que antes, sea A = Co(X) y 11·11 = 
11 ·llc(x) (la norma uniforme) . Por el ejemplo 1.3, Co(X) es un álgebra de Banach 
conmutativa sin uno. 

Será util trabajar con la compactificación unipuntual de X (ver definición 
A.12 en apéndice). 

Notación: Sea Y la compactificación unipuntual de X (ver Proposición 
A.13 en el apéndice). De aquí en adelante, en esta sección, denotamos por B al 
álgebra C(Y). 

Veamos la relación entre Co(X) y C(Y). 

Definición 4.5. 1. Para toda a E A definimos ii : Y -+ e de tal forma que 
coincida con a en X y ii(oo) = O. 

2. Para toda b E B definimos b' : X -+ e por b' (x) = b(x) - b( 00) . 

Lema 4.6. 1. Para toda a E A , se tiene que ii E B. 

2. Para toda b E B con b(oo) = O, la restricción de b a X está en A. En 
particular para toda b E B , se tiene que b' E A. 
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Demostración. Para probar 1 debemos probar que a es continua en oo. Sea 
E > Q. Queremos encontrar un abierto U ~ Y que tiene a 00 tal que para toda 
y E U, la(y)1 < E. Pero usando que a E Co(X), existe un compacto K ~ X tal 
que para toda x E X\K, la(x)1 < E, así pues tomamos U = Y\K. 

Probemos 2. Sea E > O. Por la continuidad de b en 00 existe U una vecindad 
de 00, de tal forma que Ib(y) - b( 00) I < E para toda y E U. Pero U = Y \ K con 
K un subconjunto compacto de X y b( 00) = O por lo que para toda x E X \ K, 
Ib(x)1 < E. Q.E.D. 

Probaremos que todas las proposiciones de la sección anterior siguen siendo 
válidas para Co(X). 

Recuerde que A ffi Ce denota la adjunción de la identidad de A (ver Proposi
ción 1.14). 
Denotemos Ji = A ffi Ce. Veamos que Ji es isomorfo a B. 

Proposición 4.7. Sea 9 : Ji -+ B dada por g(a + ze)(y) = a(y) + z. Entonces 

1. 9 es un homomorfismo de álgebras. 

2. 9 es una biyección con inversa dada por g-l(b) = b' + (b(oo))e. 

3. 9 es acotada de norma menor ó igual a uno, es decir IIg(a)IIB ::; lIal!'. 

Demostración. Lo primero que notamos es que por el Lema 4.6-1, 9 está bien 
definida. 

Que 9 sea homomorfismo de álgebras se sigue de las siguientes igualdades: 

g((a + ze) + (b + we)) 

g(a + ze) + g(b + we) 

g(w(a + ze)) 

wg(a + ze) 

g((a + ze)(b + ze)) 

g(a + ze)g(b + we) 

a+b+z+w 

a+z+b+w 

wa+wz 

w(a + z) 

ab + wa + zb + zw 

(a + z)(b + w) = ab + wa + zb + zw. 

Probemos 2. Sea h(b) = b' + (b(oo)e), note que por el Lema 4.6 - 2 h está 
bien definida. Sean a E A , z E e y b E B. 

Observemos que para toda y E Y 

g(h(b))(y) = g(b' + (b(oo)e))(y) = b'(y) + b(oo) 

Si y E X entonces g(h(b))(y) = b(y) - b(oo) + b(oo) = b(y). Si y = 00 entonces 
g(h(b))(oo) = b(oo) . Por lo tanto g(h(b)) = b. 

Por otro lado, para todo x E X 

g(a + ze)'(:r) = ii(x) + z - (ii(oo) + z ) = a(x) , 
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es decir g(a + ze)' = a. Entonces 

h(g(a + ze)) = a + (g(a + ze)(oo))e = a + ze. 

Concluimos que h es la inversa de g. 
Probemos que 9 es acotada. Notamos que 

IIg(a + ze)IIB = sup {Iii(y) + zl} :::; sup {lii(y)l} + Izl 
yEY yEY 

pero ii( 00) = O, por lo que 

IIg(a + ze)II B :::; sup {la(x)l} + Izl = lIa + zell' . 
",EX 

Q.E.D. 
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Al igual que en el caso compacto, las funcionales lineales multiplicativas 
coinciden con los funciones evaluación. 

Proposición 4.8. MA = {i", : x E X}. 

Demostración. 
~l Sea 9 igual que en la Proposición 4.7. Como 9 es isomorfismo de álgebras 

tenemos que 

Por la Proposición 1.34 

M A = {t,b: tf; E Hom(A , C)} 

con t,b(a + ze) = tf;(a) + z. 
Además, por la Proposición 4.2 

MB = {iy : y E Y} 

Entonces, conluimos que 

(4.1) 

Tomemos tf; E M A . Por (4.1) tenemos que existe y E Y tal que t,b o g-1 = iy 
Y entonces para toda a E A y z E C 

tf;(a) + z = t,b (g-l(g(a + ze))) = iy(g(a + ze )) = ii(y) + z ; 

en consecuencia, tf;(a) = ii(y). Pero y E X, pues si y = 00 entonces para toda 
a E A, tf;(a) = ii(oo) = O por lo que tf; = O una contradicción. Por lo tanto 
1j;(a) = a(y) para toda a E A. 

21Sea x E X. Al igual que en la sección anterior ix E Hom(A,C). 
Como (Y, p) es compacto Hausdorff se sigue que es normal y por el Lema de 

Urysohn (ya que x :j: 00) existe a E C(Y) tal que a(x) = 1 y a(oo) = O. Por el 
Lema 4.6 - 2, a E Co(X) = A. Por último como 1 = a(x) = ix(a) obtenemos 
que ix :j: O y entonces ix E MA . Q.E.D. 
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Corolario 4.9. MA = {kerix : x E X}. 

Demostración. Sabemos que M A = {ker'1jJ : '1jJ E M A} y por la proposición 
4.8 M A = {ix : x E X}, en consecuencia M A = {kerix : x E X} . Q.E.D. 

Proposición 4.10. h : X ~ MA dada por h(x) = kerix es un homeomorfis
mo. 

Demostración. Por la Proposición 4.8, h es sobreyectiva. De la misma forma 
que en la Proposición 4.3, h es continua. 

Probemos que h es inyectiva. Sean x y y en X distintos. Como X es 
localmente compacto Hausdorff podemos tomar abiertos ajenos con cerradura 
compacta U y V de tal forma que x E U y Y E V. Como fJ es compacto 
Hausdorff resulta que es regular y por el Lema de Uryshon existe una función 
continua a de tal forma que a( x) = 1 Y a restringida a BU vale cero. Extendamos 
a a todo X definiendo a igual a cero en el complemento de U. Entonces a es una 
función continua en todo X. Ahora, como V está contenido en el complemento 
de U resulta que a(y) = O por lo que a E ker iy pero a no está en el núcleo' de 
ix Y entonces h( x) :f:. h(y). 

Nos resta probar que h- 1 
: MA ~ X es continua. 

Sea (ixJ,XEL una red en M A e ix tal que ix~ ~ ix en la topología W* . 

Debemos probar que h-1(i xJ ~ h-1(i x ) en X, es decir X,X ~ x. 
Supongamos lo contrario, entonces existe U E T con cerradura compacta, 

tal que x E U Y (X'x,JI'EN una subred de (x,X).xEL tal que para toda J-L E N, 
x>.,. ~ U . 

Como Y es regular, existe una función a E C(Y) de tal forma que a(x) = 1 
ya se anula en Y \ U. Como a(oo) = O, podemos considerar a E Co(X). Ahora, 
como ix~ ~ ix en la topología w' tenemos que ix~ (a) converge a ix(a). Pero ,. 
ix~ (a) = O para toda J-L y ix(a) = 1, una contradicción. En conclusión, x>. ~ x . ,. 
Q.E .D . 

Al igual que en el caso compacto, resulta que la representación de Gelfand 
de Co(X) es de nuevo Co(X). 

Proposición 4.11. rAes un isomorfismo isométrico. 

La prueba es similar a la de la Proposición 4.4 por lo que la omitimos. 

4.3 A(D) 

Tomemos D = {z E e : Izl :::; 1} Y 

A(D) = {a E C(D) : a es analítica en int(D )} 

(donde C(D) denota las funciones continuas de D a C). Dado a E A(D) 
tomamos l/al/ = I/ a l/ C(D) (la norma uniforme en D). 

Proposición 4.12. A(D) es un álgebra de Banach conmutativa con uno. 
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Demostración. Con las operaciones usuales es claro que A(D) es un álgebra 
conmutativa con uno. Al igual que en el ejemplo 1.3, la multiplicación es com
patible con 11·11. Para probar que A(D) es un álgebra de Banach sólo resta 
probar que A(D) con la norma uniforme es completo. 

Sea (an)nEN una sucesión en A(D), Cauchy uniforme. Usando que e(D) 
es completo con la norma uniforme, existe a E e(D) con limn Ilan - all = o. 
Debemos probar que a E A; es decir, que a es analítica en int(D) . 

Pero el Teorema de Morera dice: 

Teorema 4.13 (Teorema de Morera). Sea e e e abierto conexo y f : e -+ 
e continua. Suponga que para toda curva cerrada de clase el "( contenida en 
e, J f(z)dz = O. Entonces f es analítica en e y f = g' para alguna g función 
analltica en e. 

Por lo tanto es suficiente probar que para toda curva cerrada de clase el 
por partes "(, contenida en int(D), J-y a(z)dz = O. 

Sea"(: [a,b]-t int(D) de clase el por partes tal que ,,(a) = "(b). 
Observamos que . 

lim ¡ an(z)dz = ¡ a(z)dz 
n -y -y (4.2) 

ya que para todo z E "([[a, b]] se tiene lan(z) - a(z)1 :s lIan - all, en consecuencia 

por lo tanto 

lo que prueba (4.2). 
Al ser an analítica en int(D) para toda n, tenemos que J-y an(z)dz = O, por 

lo que de (4.2) se concluye J-y a(z)dz = o. Q.E.D. 

Al igual que en e(X) y eo(X), en A(D) el conjunto de las funcionales li
neales multiplicativas coincide con el conjunto de las evaluaciones. Para probarlo 
necesitamos un lema. 

Lema 4.14. Los polinomios son densos en A(D). 

Demostración. Sea a E A y e > O. Queremos probar que existe un polinomio 
p tal que lIa - pll < c . 

Dado r E (0,1) definimos ar(z) = a(rz) para z E D. 
Para probar el lema, primero demostramos que existe s E (O, 1) tal que 

lIa - as 11 < c/2. 
Por el Teorema del módulo máximo tenemos que para todo r E (0, 1) , 

lIa - arll = maxlz l= l {Ia(z ) - a(rz )l}. 
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Como a es continua en el compacto D, es uniformemente continua así que 
existe o > O tal que si z, w E D Y Iz - wl < o entonces la(z) - a(w)1 < E/2. 

Sea s E (0,1) tal que Is - 11 < O. Entonces para todo z con Izl = 1 tenemos 
que Isz - zl < o y por lo tanto la(sz) - a(z)1 < ~. En consecuencia 

max {Ia(sz) - a(z)l} = lIa. - all < E/2 
Izl=l 

(4.3) 

Sea t E (s, 1) fijo. 
Como a es analítica en Dt(O) por el Teorema de Taylor existe n E N tal que 

para todos m ~ n y para todo w con Iwl < t 

1

m a(k)(O) kl E 
a(w) - ¿ k!W < 2' 

k=O 

De donde obtenemos (notando D.(O) ~ Dt(O)) que para todo w E D.(O) 

I 
() ¿n a(k)(O) kl é 

aw - --w < 
k! 2 

k=O 

Pero Ds(O) = sD, por lo que para todo z E D tenemos 

I
n a(k) (O) I 

a(sz) - {; -k-! _(sz)k = las(z) - p(z)1 < E/2 

n a{k) (O}s· k 
(con p( z ) = ¿k= O k! z )) y por lo tanto 

max {Ias(z) - p(z)l} = Ilas - pll < E/2 
Izl =l 

(4.4) 

Por último de (4.3) y de (4.4) obtenemos que Ila - pll < E. Q.E.D . 

Notación: Por a¡ denotamos la función de DaD dada por a¡(z) = z. Es 
claro que a¡ E A(D) . 

Notas: Dada cualquier a E A podemos hablar del ideal generado por a, es 
decir, del menor ideal que tiene a a. En el caso de a¡, el ideal generado es el 
conjunto de los polinomios. Por el Lema 4.14 el ideal generado por a¡ es denso 
en A(D). 

Proposición 4.15. MA (D} = {i z : z E D} donde i z es la evaluación en z. 

Demostración . 
2] Al igual que en C(X), para todo z E D , i z E ).;tA(D)· 

~] Sea 'tj; E M A . Notamos que I'tj; (a¡) I ::; Il l/I lllla¡11 = 1, así que l/I (a¡) E D. 
Sea z = 'tj; (a¡). 

Afirmamos que 'tj; = i z. 
Paso 1: Es claro que ii(a¡) = 'tj;(a¡). 
Paso 2: Para todo polinomio p , ii(p) = 'tj; (p). Demostración: 
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Sea P un polinomio entonces P = E~=o wka~. 
Usando que i z y'IjJ son homomofismos de álgebras obtenemos 

n 

iz(P) = L wkiz(a~) 
k=O 

n 

'IjJ(P) = L wk'IjJ(a~) 
k=O 

pero por el caso 1, 'IjJ(a¡) = iz(a¡), de donde se sigue que iz(P) = 'IjJ(P). 
Paso 3: Caso general. 
Sea a E A. Debemos demostrar que iz(a) = 'IjJ(a). 
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Por el Lema 4.14 existe una sucesión de polinomios (Pn)nEN, de tal forma que 
limn IIPn - all = O Y por la continuidad de 'IjJ se sigue que limn 1'IjJ(Pn) - 'IjJ(a) I = 
O. Análogamente tenemos limn liz(Pn) - iz(a)1 = O. Pero por el paso 2, i z(Pn) = 
'IjJ(Pn) para todo natural asi que iz(a) = 'IjJ(a) . Q.E.D. 

Un corolario inmediato de la proposición 4.15 (usando que M A coincide con 
los núcleos de las funcionales lineales multiplicativas) es el siguiente. 

Corolario 4.16. Los ideales máximos de A son de la forma {a E A : a(z) = O} 
con z E D . 

Demostración. Como todo ideal máximo es el núcleo de una funcional lineal 
multiplicativa y éstas son las evaluaciones obtenemos que los ideales máximos 
son de la forma {a E A : a(z) = O}. Q.E.D . 

Otro corolario de la proposición 4.15 es el siguiente. 

Corolario 4.17. La fun ción f : D -+ MA dada por f( z) = i z es un homeo
morfismo. 

Demostración. Demostraremos que f es continua. Sea (Zn)nEN una sucesión 
en D y z E D tal que limn IZn - zl = O. Entonces para toda a E A, limn la(zn)
a(z)1 = O, es decir para toda a E A, i Zn converge a iz(a) en la topología w·. 

Por la proposición 4.15 f es sobre. Como D es compacto, para probar que f 
es homeomorfismo resta probar que f es inyectiva pero si z i- w (con z, w E D) 
se tiene que i z(a¡) i- iw(a¡), por lo que i z i- iw. Q.E.D. 

Al igual que en el caso de las funCiones continuas sobre UD compacto, la 
transformada de Gelfand es un isomorfismo iso métrico entre A(D) y C(MA(D)). 
Lo anterior nos dice que la transformada de Gelfand es A(D) . La prueba es 
totalmente análoga, asi que la omitimos. 

El Teorema de Hahn-Banach nos permite extender las funcionales lineales. 
Pero para funcionales lineales multiplicativas no tenemos un análogo y A(D) 
nos proporciona un ejemplo de esto. 

Sea B = C(8D) . Sabemos que B con la norma uniforme es un álgebra de 
Banach conmutativa con uno. 
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Sea h : A(D) -+ B tal que h(a) es la restricción de a a 8D. Entonces es 
claro que h es un homomorfismo de álgebras. Pero además es una isometrÍa 
pues Ilh(a)1I = maxlzl=1 {Ia(z)l} y por el Teorema del módulo máximo, 
lIall = maxlzl=1 {Ia(z)l}. 

Sea A' = h[A(D)] ~ B . Entonces A' es isométricamente isomorfa a A(D) y 
en consecuencia es fácil verificar que M A , = {iz o h-1 : z E D}. 

Ejemplo 4.18. Si z E int(D) entonces i z o h- 1 E MA' no se puede extender 
a B. Prueba: Supongamos lo contrario; entonces existe 'l/J E MB tal que 'l/J 
restringida a A' coincide con i z o h- 1

. Pero MB = {iw : w E 8D} (ver 
Proposición 4.2), en consecuencia existe w E 8 D tal que iw coincide con izo h- 1 

en A'. Entonces iw(h(a¡)) = i z(h- 1(h(a¡)) por lo que w = z lo cual es una 
contradicción, pues z E int(D) y w E 8D. En conclusión no es posible extender 
i z h- 1 . 

Durante esta sección (X, S, p,) denota un espacio de medida. 

Definición 4.19. 1. Un conjunto E E S se llama p,-nulo si ¡.t(E) = O. 

2. Una función f : X -+ e, S -medible se llama acotada casi donde quiera 
relativa a p, (abreviado acotada c.d. rel. p,) si existe un número M > O 
tal que 

p,({x E X: lf(x)1 > M}) = O 

Al conjunto de funciones acotadas c.d. lo denotamos por [oo(X,S,p,). 

3. Dos funciones f, 9 : X -+ e son iguales casi dondequiera relativo a p, si 
p,({x E X: f(x) 1- g(x)}) = O. 

4· Dada f E Coo(X,S,p,) definimos la norma infinito de f (llamada también 
supremo esencial de f) por 

Ilflloo = inf {r > O : ¡.t(x E X : If(x)1 > r) = O} (4.5) 

Recordamos (ver [Cohn] por ejemplo) que los conjuntos p,-nulos son cerrados 
bajo uniones numerables y diferencias, es decir, son un a-anillo. 

Proposición 4.20. 1. {x E X : lf(x)1 > Ilfll oo } es p,-nulo . 

2. [ oo (X, S, p,) es un espacio vectorial. 

3. 11· 11 00 es seminorma. 

4· Seanf,gE[oo (X,S,p,). f=g c.d. rel. ¡.tsiysólosil lf-gll 00 =O. 
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Demostración. 
Prueba de 1. 
Sea fE Loo(X,S,¡.t). 
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Por (4.5) podemos tomar (Mn)nEN, sucesión decreciente de números posi
tivos que converja a IIflloo tal que 

¡.t({x E X: If(x)1 > M n }) = O 

El resultado se obtiene de la siguiente igualdad 

{x E X : If(x)1 > Ilflloo} = UnEN{X E X : If(x)1 > Mn } 

y utilizando que los conjuntos ¡.t-nulos son cerrados bajo uniones numerables. 
Prueba de 2 y 3. 
Tomemos f, g E Loo (X, S, ¡.t) y a E C. Sean 

A = {x E X : If(x)1 > Ilflloo} B = {x E X : Ig(x)1 > Ilglloo} 

Por el inciso 1 sabemos que A y B son ¡.t-nuios. 
De la contención 

{x E G : If(x) + g(x)1 > IIflloo + IIglloo} ~ A U B 

(que se puede verificar por complementos) se sigue que 

¡.t ({x E G : If(x) + g(x)1 > Ilflloo + IIglloo}) = O 

y entonces f + g es acotada c.d. rel. p, y 111 + glloo ~ Ilflloo + Ilglloo. 
Tomemos a un escalar. Si a es cero entonces of es acotada y Iloflloo = 

1011111100. Supongamos que a ::j:. O. Es claro que si 10f(x)1 > lolllfll oo entonces 
x E A, lo que implica que af es acotada c.d. y que además 

Iloflloo ~ lolllfll oo (4.6) 

Si ahora en (4.6) intercambiamos a por 0-1 y después f por of (que ya sabemos 
que es acotada c.d. ) obtenemos Iloflloo ~ lolllfll oo, lo que prueba Iloflloo = 
lolllflloo. 

La prueba del último inciso es sencilla usando el inciso 1 y observando que 
{x E X : f(x) ::j:. g(x)} = {x E X : If(x) - g(x)1 > O}. Q.E.D. 

A Loo (X, S, p,) podemos darle estructura de álgebra con involución tomando 
el producto usual de funciones y la involución como la conjugación compleja, 
como lo prueba la siguiente proposición. 

Proposición 4.21. Sean f , g E Loo (X , S, p,) . Entonces 

1. fg está en Loo(X,S,¡.t) Y IIfgll oo ~ Ilflloollglloo· 

2. IIPlloo = 11111 ~· 
3. 7 E Loo (X, S, p,) Y Ilfll oo = 11711 00 . 
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Demostración. 1. Obsérvese que 

{x E X: If(x)g(x)1 > Ilflloo IIglloo } 
está contenido en la unión de {x E X: If(x)1 > IIflloo}Y {x E X: Ig(x)1 > IIglloo }' 
pues si If(x)1 ~ IIflloo y Ig(x)1 ~ IIglloo entonces If(x)g(x)1 ~ IIflloo IIglloo . Así 
{x E X: If(x)g(x)1 > IIflloo IIglloo } es fL-nulo, por lo que fg es acotada c.d. y 

IIfglloo ~ IIflloollglloo. 
Ahora, probemos que IIf21100 = IIfll~. Por lo que acabamos de probar 

tenemos IIPlloo ~ IIfll~· Si la desigualdad es estricta, por la definición de 
IIPlloo podemos encontrar r > O con IIPlloo ~ r < IIfll~, tal que 

fL({XEX: If(xW >r})=O 

Pero entonces fL({X E X: If(x)1 > r 1
/
2}) = O, por lo que IIflloo ~ r 1

/
2, es decir 

IIfll~ ~ r, lo cual es una contradicción 
Para probar 3 notamos que 

{x E X : If(x)1 = If(x)1 > IIflloo} = {x E X: If(x)1 = If(x)1 > 1171100}. 

Q.E.D. 

Es conocido (ver [CohnJ) que en .coo(X, S, fL) la relación 

f '" 9 {:} IIf - glloo = O 

(es decir, identificar funciones iguales c.d.) es de equivalencia. Sea Loo (X, S, fL) 
el cociente dado por esta relación (denotamos por [J]la clase de 1). Si tomamos 
1I[J]1I00 = IIflloo, entonces 11·1100 define una norma en Loo(X,S,p.) que lo hace 
espacio vectorial normado completo (ver [Cohn]). La estructura de álgebra de 
.coo(X, S, fL) induce una estructura de álgebra en Loo(X, S, p.) como lo prueba 
el siguente lema. 

Lema 4.22. Sea f, J¡, 9 y gl en .coo(X, S, fL) tales que f '" J¡ y 9 '" gl· En
tonces f 9 '" J¡ g2 Y 7 '" J¡ 

Demostración. Para probar fg '" J¡g2 debemos probar 

fL({X E X: f(x)g(x) i- J¡ (x)g¡ (x)}) = O 

Sabemos que 

A = {x E X: f(x) i- J¡(x)} B = {x E X: g(x) i- gl(X)} 

son fL-nulos. Además notamos que 

{x E X: f(x) = f¡(x)}n{x E X: g(x) = g¡(x)} ~ {x E X: f(x)g(x) = J¡ (x)g¡ (x)} 

así que al tomar complementos tenemos que 

{x E X: f(x)g(x ) i- J¡(x)g¡(x)} ~ AUB 

como A y B son p.-nulos, resulta que {x E X : f(x)g(x) i- J¡ (x)g¡ (x)) es fL-nulo. 
Es claro que 7 '" f¡. 
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Proposición 4.23. En Loo (X, S, ¡.t) definimos [f][g] = [Jg] y [J]' = [7]. Con 
estas operaciones Loo (X, S, ¡.t) es un álgebra de Banach simétrica conmutativa 
con uno. 

Demostración. Por el Lema 4.22 las operaciones están bien definidas. 
Es conocido que Loo (X, S, ¡.t) con 11 . 1100 es completo (ver [Cohn]) y por 

la Proposición 4.21 el producto es compatible con la norma. Además la clase 
de la función constante uno es el uno del álgebra. Por otro lado es claro que 
[f]' = [7] define una involución y por la Proposición 4.21 - 3 el álgebra es 
simétrica. Q.E.D. 

En el caso de Loo (X, S, ¡.t) también mostraremos que la transformada de 
Gelfand es un isomorfismo iso métrico , pero en este caso no vamos a encontrar 
a las funcionales lineales mutliplicativas, sino que usaremos el espectro de lo 
elementos y la característica de que II[J]II;, = 1I[Jj21100. 

La siguiente proposición nos ayudará a caracterizar el espectro de los ele
mentos de Loo (X, S, ¡.t). 

Definición 4.24. Para toda f E Coo(X, S, ¡.t) denotamos 

Uf = U {U ~ e : U es abierto y ¡.t(J-l(U)) = O} 

Definimos el rango esencial de f (denotado por RE(J)) como RE(J) = e \ Uf. 

Proposición 4.25. Si f '" 9 entonces RE(J) = RE(g). 

Demostración. Si f '" 9 entonces ¡.t (x E X : f(x) f:. g(x)) = O. 
Sea U ~ e abierto tal que ¡.t(J-l (U)) = O. 
Notamos que 

g-l(U) = (g-l(U) n {x E X : f(x) = g(x)})U(g-l(U) n {x E X: f(x) f:. g(x)}) 

entonces 

g-l(U) = (J-l(U) n {x E X: f(x) = g(x)})U(g-l(U) n {x E X: f(x) f:. g(x)}) 

por lo tanto 
g-l(U) ~ r1(U) U {x E X : f(x) =j:. g(x)} 

así que al tomar medida tenemos 

¡.t (g-l(U)) ~ ¡.t (J-l(U)) + ¡.t(x E X: f(x) f:. g(x)) = O 

Análogamente, si ¡.t (g-l(U)) = O entonces ¡.t(J-l(U)) = o. En consecuencia 
los abiertos cuya imagen inversa bajo f es ¡.t-nulo son los mismos abiertos cuya 
imagen inversa bajo 9 son ¡.t-nulos, por lo que RE(J) = RE(g). Q.E.D. 

Dada [f] E Loo (X, S, ¡.t), definimos el rango esencial de [J] (denotado por 
RE([J])) como RE(J). La Proposición 4.25 muestra que RE([J]) está bien 
definido. 

El rango esencial de [J] nos permite calcular el espectro de [J] mediante la 
siguiente proposición. 



58 CAPÍTULO 4. EJEMPLOS DE ÁLGEBRAS DE BANACH 

Proposición 4.26. Para toda f E L.oo(X, S, ¡t) , RE(J) = a([I]) . 

Demostración. Sea fE L.oo (X , S ,¡t) . Probaremos RE(J) = a([I]) por com
plementos. 

<;] Si Z E Uf entonces existe U <; e abierto tal que Z E U Y ¡t(J-l (U)) = O. 
Como z E U, existe r > O tal que Dr(z) <; U, por lo que ¡t(J-l(Dr(z))) = O. 

Sea B = X\f-l(Dr(z)) . 

Sea 9 : X -+ e dada por g(x) = C-}(x¡) XB(X). Es sencillo probar que 

9 es S-medible y además es acotada c.d. pues si x E X\f - l(Dr(z)) entonces 
r ~ If(x) - zl, asi que Ig(x)1 ~ ~. 

Note que (z - 1)g = 1 c.d. rel. ¡t. Entonces [g](z[1]- [1]) = [1]' por lo que 
z E C\a([I]). 

2 Seaz E C\a([I]) entonces existe [g] E Loo (X,S,¡t) tal que (z[1]-[l])[g] = 
[1]' es decir (z - 1)g = 1 c.d. rel. ¡t. Como Ilgll oo > O tenemos que 

1 
Iz - f(x)1 ~ 11911

00 

c.d. rel. ¡t 

así que la medida del conjunto {x E X : Iz - f(x)1 < 1191100} es cero, pero este 

último conjunto es igual a f-l(Dr(z)), si r = 119Il00. En consecuencia, z E Uf· 
Q.E.D. 

Ahora veremos la transformada de Gelfand. 

Proposición 4.27. Sea A = Loo (X, S , ¡t). r A : A -+ C(MA) es un isomorfis
mo isométrico. 

Demostración. 
Veamos que rA es una isometrÍa. Por la Proposición 3.2-6 es suficiente 

probar que para toda a E A 

pero esto se sigue de la Proposición 4.2l. 
Para la suprayectividad usaremos el corolario 3.3. Como A es un álgebra de 

Banach simétrica conmutativa con uno y para toda a E A, IIa 2 11 00 = lIall;;" para 
probar que la transformada de Gelfand es suprayectiva nos resta probar que 
para toda funcional lineal multiplicativa 'ljJ, 'ljJ (a) E IR para todo a hermitiano. 

Tomemos a E A hermitiano. Si a = [1] entonces r = f c.d. rel. ¡t. Como 
f = f c.d. rel. ¡t, resulta que 

{x E X : f( x ) :f; f(x)} = r1(C \ IR) 

tiene medida cero. Pero C \ IR es abierto , así que C \ IR <; Uf Y en consecuencia 
RE([I]) está contenido en IR. 

Ya que A es un álgebra de Banach conmutativa con uno por la Proposición 
2.21 tenemos 

a(a) = { 'ljJ (a) : 'ljJ E MA} 

Pero a(a) = RE([I]) (por la Proposición 4.26) y como RE([I]) está contenido 
en los reales se sigue que para toda 'ljJ E M A , 'ljJ (a) es real. Q.E.D. 
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Capítulo 5 

Grupos topológicos 

Presentamos los conceptos básicos de la teoría de grupos topológicos localmente 
compactos Hausdorff. Los resultados de este capítulo son fundamentales en la 
prueba de la existencia de una medida regular sobre los borelianos del grupo, 
que sea invariante bajo traslaciones izquierdas (ó derechas) es decir, una medida 
izquierda (ó derecha) de Haar. 

Definición 5.1. Un grupo topológico (G, 7) es un grupo G junto con una topología 
7 de tal forma que las funciones 

de G x GaG dada por: (a, b) f-t ab (5.1) 

de GaG dada por: a f-t a-1 (5.2) 

son continuas (en G x G se toma la topología producto) . 
Si (G , 7) es un espacio topológico localmente compacto Hausdorff, decimos 

que el grupo es localmente compacto Hausdorff. 

Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplos 5.2. 1. Dado cualquier grupo G es posible darle estructura de 
grupo topológico asignándole la topología discreta. 

2. Si tomamos a IR ó C como grupo aditivo y la topología usual tenemos un 
grupo topológico localmente compacto. 

3. Definimos IR* = IR\{O} y C* = C\{O} . Como grupos multiplicativos y la 
topología usual ambos son grupos topológicos localmente compactos. 

4. Sea (A, II ·ID un álgebra de Banach y G el subconjunto de elementos inver
tibies . Entonces G es un grupo, es abierto y las operaciones de producto 
e inversión son continuas (en sus respectivos espacios de definición) así 
que G es un grupo topológico (ver proposiciones 1.16 - 3 Y 1.6 - 1 en el 
capítulo 1). 
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5. Tomemos G = GLn(JR) (el grupo de matrices invertibles de n por n con 
coeficientes reales). Es conocido que G es un grupo ( y si n > 1 es no 
conmutativo). Notamos que G es el grupo de elementos invertibles en el 
álgebra de Banach de las matrices con coeficientes reales de n por n, así 
que por el ejemplo anterior resulta que G es un grupo topológico. Además 
podemos identificar los puntos de G con los puntos de JRn' y entonces G 
es abierto y por lo tanto es localmente compacto. 

6. Sea G el conjunto de matrices reales de 2 por 2 de la forma 

con r > O. 

Es fácil verificar que con la multiplicación de matrices usual, G es un 
subgrupo de las matrices invertibles de 2 por 2. Podemos identificar los 
puntos de G con los puntos del semiplano {( r, s) E JR2 : r > O} Y por ló 
tanto dar a G la topología de subespacio de JR2 que lo hace grupo topológico 
localmente compacto. 

Definición 5.3. Sea (X, T) un espacio topológico y x E X. Una vecindad de x 
es un subconjunto abierto U, de tal forma que x E U. 

Notación: Por N(e) denotamos al conjunto de vecindades de la identidad. 
A las funciones Ja,aa : G -+ G dadas por Ja(x) = xa y aa(x) = ax , las 
llamamos traslaciones por a derecha e izquierda respectivamente; dada a E G y 
A , B ~ G denotamos 

1. aB = {ax : x E B}, Ba = {xa : x E B} 

2. B-l = {x- 1 : x E B} 

3. AB = {ab: a E A , b E B} 

De la definición de grupo topológico se desprenden algunas sencillas conse
cuencias. 

Proposición 5.4. Sea a E G. Las funciones Ja , aa , h de G en G dadas por 
Ja(x) = xa, aa(x) = ax y h(x) = x-1 respectivamente, son homeomorfismos. 

Demostración. Por (5.1), se tiene que tanto Ja como aa son continuas para 
todo a en G y además sus inversas son Ja - l yaa-1 respectivamente, las cuales 
son continuas. Por último h es su propia inversa y es continua por (5.2.) Q .E.D . 

Hagamos algunas observaciones sobre esta proposición . Si U es una vecindad 
de e entonces xU es un abierto que tiene a x. A la inversa, dada V cualquier 
vecindad de x , V se puede ver como xU para alguna vecindad de e (por ejemplo 
tome U = x - I V). Así pues para conocer la colección de vecindades en cada 
punto sólo es necesario conocer la colección de vecindades en la identidad. 



Definición 5.5. Una V E N(e) se llama simétrica si V = V-l. 

Proposición 5.6. Sea U E N(e). Existen V, W E N(e) tales que 

1. WW ~ U. 

2. V = V- l y V ~ W. 
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Demostmción. Como e . e = e, por la continuidad del producto existen 
Wl , W2 E N(e) de tal forma que Wl W 2 ~ U. Si tomamos W = Wl n W2 

entonces W E N(e) y WW ~ Wl W2 ~ U. Como h(x) = x-l es homeomorfis
mo tenemos que W- l es abierto así que si tomamos V = W n W-l obtenemos 
lo que deseamos. Q.E.D. 

Una consecuencia de la Proposición 5.6 es que e tiene una base de vecindades 
simétricas. 

Lema 5.7. Sea (G, T) un grupo topológico Hausdorff. Sean U un abierto y e 
un compacto no vacío contenidos en G. Existen V y W vecindades simétricas 
de la identidad de tal forma que V e ~ u y ew ~ U. 

Demostración. Sólo probaremos la existencia de V, pues la prueba de la 
existencia de W es similar. Por la continuidad del producto, para cada x E e 
existen Vl (x) Y V2 (x), vecindades de e y de x respectivamente, de tal forma que 

Como {V2 (x) : x E e} es una cubierta de e y éste es compacto, podemos 
encontrar Xl, • .. ,Xn en e de tal forma que 

n 

e ~ U V2(Xi) (5 .3) 
i=l 

Por la Proposición 5.6 existe V vecindad simétrica de e de tal forma que V ~ 
n7=1 Vl (Xi). Resta probar que ve ~ U. Tomemos v E V Y x E e. Por (5.3) 
x E V2(Xj) para alguna j, y como v E Vl (Xi) para cualquier i resulta que 

Q.E.D. 
El siguiente teorema nos da un criterio para que un grupo topológico sea 

Hausdorff. 

Proposición 5.8. Un grupo topológico (G,T) es Hausdorff si y sólo si {e} es 
cerrado. 

Demostración. Sólo es necesario probar el regreso pues si G es Hausdorff 
todo punto es cerrado. Notamos que la condición de que {e} sea cerrado es 
equivalente a que todo punto sea cerrado pues por la Proposición 5.4 si {e} es 
cerrado, x{ e} = {x} también es cerrado. 



64 CAPÍTULO 5. GRUPOS TOPOLÓGICOS 

Tomemos dos puntos distintos x, y. Queremos encontrar vecindades ajenas 
que los separen. Usando que x f. y tenemos que e está en G\{y-IX} y como 
{y-IX} es cerrado existe U E N(e) tal que y-Ix ~ U. Ahora por la Proposición 
5.6 encontramos W E N(e) tal que WW <;; U Y V E N(e) tal que V = V- I 

y V <;; W. Tomemos x V y Y V. Sabemos que son vecindades de x y de y 
respectivamente y además si z E (xV) n (yV) entonces z = XVI = yV2 por lo 
que y-Ix = v2vl1 E VV-l = VV <;; WW <;; U lo que es una contradicción. Así 
pues, xV y yV son ajenas. Q.E.D. 

Como corolario inmediato tenemos que todo grupo topológico To (es decir, 
donde los puntos son cerrados) es Hausdorff. 

Veamos ahora un poco los sugbrupos. 

Proposición 5.9. Un subgrupo H de G es abierto si y sólo si existe U E N(e) 
tal que U <;; H. 

Demostración. Sólo es necesario probar el regreso. Supongamos que U es 
una vecindad de e contenida en H. Para todo x E H , xU es una vecindad de x 
y además como U <;; H Y H es subgrupo se sigue que xU <;; H por lo que H es 
abierto. Q.E.D. 

La Proposición 5.9 nos dice que para que un subgrupo sea abierto es suficiente 
que el neutro sea un punto interior del subgrupo. 

Proposición 5.10. Si H es un subgrupo abierto de G entonces también es 
cerrado. 

Demostración. Sean {HdiEJ las clases laterales izquierdas de H. Sabemos 
que para toda i en Hi = aiH para alguna ai E G así que cada clase lateral 
izquierda también es abierta (al ser las traslaciones homeomorfismos). Ahora 
utilizando que {H;}iEJ es una partición tenemos que si H = Hj para alguna 
j E 1 entonces H = G\ (Ui#jHi) pero Ui#jHi es abierto (unión arbitraria de 
abiertos), así que H es cerrado. Q.E.D. 

Corolario 5.11. Si G es conexo entonces G no tiene subgrupos abiertos pro
pios. 

Las funciones continuas de soporte compacto nos ayudarán a probar varios 
resultados , para lo cual nos será útil la siguiente proposición. 

Proposición 5.12. Sea (G, r) un grupo topológico y fE Cc(G). Entonces dado 
E> O existe U E N(e) simétrica tal que si y - Ix E U entonces If(x) - f(y)1 < E. 

Demostración. Por la continuidad de j , para todo x E sop(f) existe V(x) E 
N(e) tal que para toda y E xV(x) se tiene 

If(x) - f(y)1 < E (5.4) 

Por la Proposición 5.6 existe U(x) E N(e) tal que U(x)U(x) <;; V(x). 
Por otro lado usando la compacidad de sop(f) existen XI, ... ,xn E sop(f) 

tal que los conjuntos XiU(Xi), i = 1, ... ,n, cubren a sop(f). 
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Gracias a la Proposición 5.6 podemos tomar U E N(e) simétrica tal que 
U ~ n~l U(x;) E N(e). Notamos que al ser U simétrica se tiene que y-Ix E U 
si y sólo si x-Iy E U. 

Ahora sean x,y tal que y-Ix E U. Debemos probar que If(x) - f(y)1 < é . 

Caso 1: y E sop(f). Usando que x;U(x;), i = 1, .. .. , n, cubren a sop(f) existe 
j tal que y E xjU(Xj) así que y = XjU para algún u E U(Xj) y por (5.4) tenemos 
If(y) - f(xj)1 < é. Pero y-Ix E U ~ U(Xj) así que 

x E yU(Xj) = XjuU(Xj) ~ x j U(Xj)2 ~ xjV(Xj) 

y de nuevo por (5.4) tenemos que If(x) - f(xj)1 < é. En consecuencia obtenemos 
que If(y) - f(x)1 < 210. 

Caso 2: y f/c sop(f) entonces f(y) = O. Si x f/c sop(f) entonces f(x) = O 
Y hemos terminado. Así pues podemos suponer que x E sop(f) . Al ser U 
simétrica tenemos que x-Iy E U y entonces podemos aplicar el caso 1. Q.E.D. 

La Proposición 5.12 puede ser reescrita usando la siguiente definición. 

Definición 5.13. Una función f : G -+ e se llama uniformemente continua 
por la izquierda si para toda 10 > O existe U vecindad de e (U sólo depende de lo) 
tal que para cualesquiera x, y tales que x E yU (equivalentemente y-Ix E U) se 
tiene que If(x) - f(y)1 < é. De manera similar diremos que f es uniformemente 
continua por la derecha si para toda 10 > O existe U vecindad de e (U sólo 
depende de 10) tal que para cualesquiera x, y tales que x E Uy (equivalentemente 
xy-l E U) se tiene que If(x) - f(y)1 < é . 

La Proposición 5.12 nos dice que toda función de Cc(G) es uniformemente 
continua por la izquierda y es claro que de manera similar se puede probar que 
también es uniformemente continua por la derecha. 

Proposición 5.14. Sea (G,T) un grupo topológico localmente compacto Haus
dorff. Existe un subgrupo H de G que es abierto, cerrado ya-compacto. 

Demostración. Como el espacio es localmente compacto Hausdorff podemos 
tomar V vecindad de e con cerradura compacta. Tomemos C = (V) n (V-I) 
entonces C es compacto (pues C es un cerrado contenido en el compacto V) 
que tiene a e y que C = C-I . Ahora sea cn = {el e2 ... en : e; E C, i = 1, ... , n} 
para todo n ~ 1 Y notemos que (cn)-l = cn. Además tenemos que cada cn 
es compacto pues si p denota la función producto tenemos que C2 = p[C x C] 
y en general cn+l = p[C x cn]. 

Por último tomamos H = U;:"=1 cn. Entonces es claro que H es cerrada bajo 
productos y usando que (cn) -1 = Cn resulta que es cerrada bajo inversos de 
modo que H es un subgrupo de G. Además como cada Cn es compacto resulta 
que H es a-compacto. 

Dado que V n V-l es una vecindad de e y V n V- l ~ C ~ H, por la 
Proposición 5.9 se sigue que H es abierto y por lo tanto cerrado (Proposición 
5.10 .) Q.E.D. 



66 CAPÍTULO 5. GRUPOS TOPOLÓGICOS 



Capítulo 6 

Medida de Haar 

Por una medida de Haar izquierda sobre un grupo topológico localmente com
pacto Hausdorff, entenderemos una medida regular (ver definición 6.6) sobre los 
borelianos de G (ver definición 6.5 ) que sea invariante bajo traslaciones izquier
das. En este capítulo aseguramos la existencia de tal medida en cualquier grupo 
topológico localmente compacto Hausdorff y vemos que es única salvo múltiplos 
positivos. 

También vemos algunas propiedades básicas de la medida de Haar, como la 
equivalencia de que el grupo sea compacto (ó a-compacto) y que el espacio sea 
de medida finita (ó a-finito). 

6.1 Existencia (primera parte) 

El propósito de esta sección es dar un primer acercamiento a la existencia de 
una medida regular no cero p, sobre los borelianos de G de tal forma que para 
toda a E G Y para todo boreliano E, se cumpla p,(aE) = p,(E), es decir p, es 
invariante bajo traslaciones izquierdas . A una medida con dichas propiedades se 
le conoce como medida de Haar izquierda. Si cambiamos la condición de que la 
medida sea invariante bajo traslaciones izquierdas por la de ser invariante bajo 
traslaciones derechas la llamaremos medida de Haar derecha. Nótese que para 
el caso de G = lR como grupo aditivo, la medida de Lebesgue es una medida de 
Haar derecha e izquierda. 

Durante esta sección (G, T) denota un grupo topológico localmente compacto 
Hausdorff fijo. 

Motivación: Sea p, una medida de Haar izquierda. Veamos algunas de sus 
propiedades . 

Tomamos U <;;; G con e E int(U), y sea e <;;; G un conjunto compacto 
arbitrario. Notamos que {xU : x E e} es una cubierta de e, luego por la 
compacidad de e existen Xl, X2 , . . . , X n elementos de e de tal forma que e está 
contenido en U~l x;U. Así podemos hablar del mínimo número natural n tal 
que e es cubierto por n traslaciones de U, el cual denotaremos como (e : U) 

67 
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(convenimos que e = 0 si y sólo si (e : U) = O) . Ahora usando la invariancia 
de /1 obtenemos /1(e) ::; (e : U)/1(U) , por lo que el número (e : U) nos da 
una cierta información de que "tan grande" es e con respecto a U. El número 
(e : U) nos ayudará a encontrar la medida que buscamos. 

Primero comenzamos con algunas propiedades del número (e : U) como fun
ción de e. Notamos que tiene algunas semejanzas con una medida; en concreto 
es monótona, subaditiva y en el vacío se anula. 

Proposición 6.1. Sean e, D subconjuntos compactos de e, U subconjunto de 
e con e en su interior. 

1. Si Cl ~ e es compacto ye E int(e¡) entonces (e: U) ::; (e: e¡)(el : U). 

2. Si e ~ D entonces (e : U) ::; (D : U) . 

3. (0: U) = o. 

4. (C uD: U) ::; (e : U) + (D : U). 

5. Para toda a E e, (ae : U) = (e: U). 

6. Si (eU- l ) n (DU- l ) = 0 entonces (e uD: U) = (e: U) + (D : U). 

Demostración. 
Prueba de 1. Para probar este inciso debemos probar que e es cubierto por 

(e: e¡)(el : U) traslaciones de U. Pero e es cubierto por (e: e¡) traslaciones 
de el y cada traslación de el es cubierta por (el : U) traslaciones de U, por 
lo que e es cubierto por (e: e¡)(el : U) traslaciones de U. 

Prueba de 2. Como e ~ D tenemos que si D es cubierto por (D : U) 
traslaciones de U entonces C también, por lo que (e: U) ::; (D : U). 

Prueba de 3. Es claro. 
Prueba de 4. Supongamos que 

e~ U xU D ~ U yU 
xEX yEY 

con X,Y ~ G tales que IXI = (e : U) y IYI = (D : U) . 
Entonces 

euD ~ U zU 
zEXUY 

así que 

(C u D: U ) ::; IX u YI ::; IXI + IYI = (e : U) + (D : U) . 

Prueba de 5. 
::; ] Sea X ~ e tal que IXI = (C : U) y 

C~ U xU 
xE X 
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Entonces 
aC ~ U axU = U zU 

xEX zEaX 

de donde se sigue (ae : U) ::::: laXI = IXI = (C : U). 
~l Aplicando la desigualdad anterior a aC en lugar de e y a a- l en lugar 

de a obtenemos (a-l(aC) : U) ::::: (aC : U) es decir (C : U) ::::: (aC : U). 
Prueba de 6. Supongamos que (CU- l ) n (DU- l ) = 0. 
Sea Z ~ G con IZI = (eUD: U) tal que CuD ~ UzEZzU. 
Por el inciso 4, es suficiente demostrar que (e : U) + (D : U) ::::: (e uD : U). 

Obsérvese que en (zU) f- 0 si y sólo si z E CU- l . (Razón: y E C n (zU) si y 
sólo si y E C y y = zu para algún u E U ó equivalentemente z = yu- l E U). 
Análogamente D n (zU) f- 0 si y sólo si z E DU-l . 

Sean Zl = {z E Z: en(zU) f- 0}, Z2 = {z E Z: Dn(zU) f- 0}. Por 
lo anterior tenemos que Zl ~ eu- l y Z2 ~ DU-l y entonces por la hipótesis 
Zl n Z2 = 0. 

Por otro lado es claro que (e : U) ::::: IZll y que (D : U) ::::: IZ21 por lo que 
(C: U) + (D : U) ::::: IZd + IZ21· 

Pero como son Zl y Z2 ajenos 

IZd + IZ21 = IZl U Z21 ::::: IZI = (C uD: U) 

y concluimos (e: U) + (D : U) ::::: (C uD: U). Q.E.D. 

Notación: Denotaremos a los subconjuntos compactos de G por C. 
Nuestro propósito ahora es encontrar una función de C en [0,00) que sea 

monótona, subaditiva, aditiva, invariante bajo traslaciones izquierdas y no cero 
para después tratar de extenderla a los borelianos de G, conservando la inva
riancia por la izquierda. 

Nota: De aquí en adelante C l es un subconjunto compacto de G fijo con 
e E int(C¡). 

Para cada U E N(e) definimos >'u : C ---+ [0,00) mediante >'u(C) = (g,~~. 
Note que como el f- 0 tenemos que (Cl : U) > O. 

De la Proposición 6.1 obtenemos los siguientes resultados. 

Proposición 6.2. Sea U E N(e) . 

1. >'u(e) ::::: (C : C¡), >'u(C¡) = l. 

2. Si C ~ D entonces >'u(C) ::::: >'u(D). 

3. >'u(0) = O. 

4· >'u(C U D) ::::: >'u (C) + >'u (D) . 

5. Pam toda a E G, >'u(aC) = >'u (C) . 

6. Si e, D E C son tales que CU- 1 y DU- l son ajenos, entonces 

>'u(C UD) = >'u (C ) + >'u(D) 
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El propósito ahora es asegurar la existencia de una ..\ : e -+ [0,00) no cero 
que cumpla con los incisos 1.- 5. de la Proposición 6.2 y que además sea aditiva 
(note que a las ..\U sólo les falta la aditividad). 

Empezamos con un lema de separación de subconjuntos ajenos. 

Lema 6.3. Sean C, D E e ajenos. Existe U E N(e) tal que para toda 
V E N(e) con V ~ U, (CV-I)n(DV- I ) = 0. 

Demostración. Tenemos que C n D = 0, de modo que e f{. D-IC es decir e 
está en G\(D-1C). Notemos que G\(D-IC) es abierto (esto se sigue de que C 
y D- I son compactos y de la continuidad del producto) . Por la Proposición 5.6 
existe U E N (e) vecindad simétrica, con 

Supongamos que (CU - I )n(DU-1) i- 0 entonces existe x E (CU- 1) n(DU- 1) 
tal que x = cu- l = dv - l con c, d en C, D respectivamente y u, ven U. En con
secuencia, d-Ic = v-1u. Pero entonces 

así que d-Ic E G\(D-IC) lo cual es una contradicción. En consecuencia 
(CU - I) n (DU- I) = 0. La conclusión del resultado es evidente. Q.E.D. 

El Lema 6.3 nos dice que para dos compactos ajenos C, D existe U E N(e) 
de tal manera que la familia de funciones {..\v : V E N(e), V ~ U} solucionan el 
problema de la aditividad sólo en C y D . Nuestro problema ahora es obtener una 
función ..\ que resuelva el problema de la aditividad en todos los subconjuntos 
compactos de G y la idea para obtener tal ..\ es usar el Teorema de Tychonoff. 

Proposición 6.4. Existe..\: e -+ [0,00) que cumple 

1 . ..\(C) ::; (C : CI), ..\(C¡) = 1. 

2. Si C ~ D entonces ..\(C) ::; ..\(D). 

3 . ..\( C U D) ::; ..\( C) + ..\(D). 

4. Para toda a E G, ..\(aC) = ..\(C) . 

5 . ..\(C U D) = ..\(C) + ..\(D) si C n D = 0. 

Demostración. Dado C E e tomamos l e = [O, (C : C¡)] entonces l e es 
compacto y por 6.2 - 1 tenemos que para toda U E N( e), ..\u(C) E l e. Sea 
l = Ile Ec l e· Sabemos que l es Hausdorff y por el Teorema de Tychonoff l 
con la topología producto es compacto. Note que para toda U E N(e), se tiene 
..\U E l . 

Para U E N(e) sea .6.(U) = {A v : V E N(e), V ~ U} ~ l. 
Afirmamos que {.6.(U) : U E N( e)} tiene la propiedad de la intersección 

finita. 
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Razón: tomemosU1 ,U2 , ... ,Un E N(e). Queremosdemostrarquenf=I~(U;):f. 
0. Sea UD = n~=l Ui entonces UD E N(e) y AUo está en n~=1 ~(Ui). 

Usando la compacidad de I y la propiedad de la intersección finita existe 
A E n{~(U) : U E N(e)}. Probaremos que A cumple 1. - 5. 

Sea U E N(e) arbitrario. Como A E ~(U), existe (AU')'EL una red en ~(U) 
tal que AU, ---+ A en 1 por lo que para todo C E e se tienen AU, (C) ---+ A( C). 

1): Probemos que A(C) ::; (C ; C¡) y A(C¡) = l. 
Usando que para todo lE L, AU,(C¡) = 1, se obtiene que A(C¡) = l. 
Por otro lado supongamos (C : C¡) < A(C). Ya que AU,(C) ---+ A(C), existe 

l E L tal que (C : C¡) < AU, (C), pero AU, (C) ::; (C : C¡) (por la Proposición 
6.2), una contradicción. En conclusión debemos tener A(C) ::; (C: C¡). 

2: Veamos que A es monótona. 
Tomemos compactos C y D con C ~ D. Supongamos que 'x(D) < A(C) y 

sea r > O tal que A(D) < r < A(C). 
Usando que AU,(C) -+ A(C) existe II en L tal que para todo l 2: II se tiene 

r < AU, (C). 
Usando que AU, (D) -+ A(D) existe l2 en L tal que para todo l 2: l2 se tiene 

AU, (D) < r. 
Sea l 2: [1 Y l 2: l2. Entonces AU, (D) < r < AU, (C). Pero C ~ D así que la 

Proposición 6.2-2 tenemos AU, (C) ::; AU, (D) lo cual es una contradicción. En 
conclusión A( C) ::; A(D). 

3: Veamos que A es subaditiva. 
Supongamos A(C) + A(D) < A(C U D) y sea r tal que 

A(C) + A(D) < r < A(C U D) 

Como AU, (C) -+ A(C) y AU, (D) ---+ A(D) por la continuidad de la suma en 
lR existe II E L tal que para todo l 2: [1, AU,(C) + Au,(D) < r. 

Por otro lado usando AU, (C U D) ---+ A( C U D) existe l2 E L tal que para 
todo [ 2: [2, r < AU, (C UD). 

Sea l 2: l¡ y [ 2: l2· Entonces AU, (C) + AU, (D) < r < AU, (C U D) . Pero como 
AU, es monótona tenemos que AU, (C U D) ::; AU, (C) + AU, (D) lo cual contradice 
lo anterior. Entonces debe pasar A(C U D) ::; A(C) + A(D). 

4: La invariancia de ,X bajo traslaciones por la izquierda se sigue de inmediato 
de la invariancia de cada AU ya que AU, (C) = AU, (aC) y usando 

Au,(aC) -+ 'x(aC) y AU,(C) -+ A(C) 

se aigue A(aC) = A(C) . 
5: Veamos que A es aditiva. Es aquí donde utilizaremos el lema. 
Sean C y D compactos ajenos. Por el Lema 6.3 existe UD E N(e) que cumple 

(CV-l) n (DV- 1) = 0, para todo V E N(e) con V ~ UD. 
Por el inciso 6 de la Proposición 6.2, AV(C U D) = 'xv(C) + 'xv(D). Pero 

como UI ~ UD tenemos que para toda [ se tiene AU, (C U D) = AU, (C) + AU, (D) 
y al tomar el límite de la red concluimos que A(C U D) = 'x(C) + A(D). Q.E.D. 
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Recapitulemos lo que hemos conseguido hasta este punto. Aseguramos la 
existencia de una función A : e -+ [0,(0) distinta de cero, monótona, subaditiva 
y aditiva. A una función con estas características se le llama contenido. 

Nuestro propósito ahora es asegurar que podemos inducir mediante A una 
medida regular, sobre los borelianos de G, invariante bajo traslaciones izquier
das. 

6.2 Medida inducida por un contenido 

Durante esta sección (X, r) denota un espacio topológico localmente compacto 
Hausdorff. 

Definición 6.5. Los borelianos de X es la a-álgebra de subconjuntos de X ge
nerada por los abiertos de X. Por B x denotamos a los borelianos de X . 

Definición 6.6. Sea S una a-álgebra que contiene a los borelianos de X. Una 
medida jJ, sobre S se llama regular si satisface 

1. Para todo K ~ X compacto, jJ,(K) es finita. 

2. Todo A E S satisface 

jJ,(A) = inf{jJ,(U) : A ~ U, U es abierto} 

3. Para todo U abierto 

jJ,(U) = sup{jJ,(K) : K e U, K es compacto} 

Definición 6.1. Una medida exterior sobre X es una función de la potencia 
de X a [0,00] que es monótona, a-subaditiva y que se anula en el vacío. 

Definición 6.8. Por e denotamos los subconjuntos compactos de X. Un contenido 
es una función no nula A : e -+ [0,(0) que cumple para todos e, D E e, 

1. Monotonía, si e ~ D entonces A(e) ::::; A(D). 

2. Subaditividad, A(e U D) ::::; A(e) + A(D). 

3. Aditividad, si en D = 0 entonces A(e U D) = A(e) + A(D) 

Notamos que como consecuencia de 3, A(0) = O. 

Ejemplos 6.9. 1. Tomemos N con la topología discreta, entonces los sub-
conjuntos compactos son simplemente los subconjuntos finitos. Tomemos 
A(e) = lel , la cardinalidad de e . Es claro que A es un contenido. 

El siguiente ejemplo nos da una forma de obtener un contenido a partir 
de uno ya dado. 
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2. Sea (X, r) un espacio topológico localmente compacto, T un homeomor
fismo de X y A : e --t [0,00) un contenido. Entonces A' definida por 
A'(C) = A(T(C)) es un contenido. Note que por la continuidad de T, 
T( C) E e para todo C compacto, por lo que N está bien definida. 

Veamos que N es un contenido. Como A no es cero existe C' compacto 
tal que A(C') :f:. O. Entonces N(T-l(C)) = A(C) :f:. 0, así que N no es 
cero (1'-I(C) es compacto al ser T- 1 continua) . De la subaditividad y 

monotonía de A se sigue de inmediato que N es monótona y subaditiva. 

Por último usando que T es biyección tenemos que dados C, C' E e ajenos 
T(C) y T(C') son ajenos por lo que 

A(T(C') U T(C)) = A(T(C')) + A(T(C)) 

de donde se sigue la aditividad de N. 

Empecemos con el proceso de inducir una medida a partir de un contenido, 
para lo cual necesitaremos del siguiente lema. 

Lema 6.10. Dado C E e tal que C ~ U U V, existen D, E E e tal que 
D ~ U, E ~ V Y C = D U E. 

Demostración. Sean VI = C \ V Y U1 = C \ U. Tanto Vi como U1 son 
compactos al ser cerrados contenidos en un compacto. Debido a que C ~ U U V 
resulta que son ajenos y además U1 ~ V Y VI e U. Como U1 y VI son compactos 
ajenos existen abiertos ajenos U2 y V2 tales que U1 ~ U2 ~ V Y VI ~ V2 ~ U. 
Proponemos D = C \ U2 y E = C \ V2 • Entonces D y E son compactos. Como 
C ~ U n V y U2 ~ V Y V2 ~ U entonces D = C \ U2 ~ U Y E = C \ V2 ~ V . 
Resta probar que C = D U E Y como D y E están contenidos en C , resta ver 
que C e D U E. Sea x E C . Si x no está en U2 entonces x E D Y si x está en 
U2 entonces no puede estar en V2 , al ser ajenos, por lo que x E E . Q .E .D. 

Proposición 6.11. Dado un contenido A : e --t [0,00) definimos 
A. : r --t [0, 00] como 

A.(U) = sup{.A(C) : C E e, C ~ U} 

Entonces 

1. A. es monótona. 

2. A. es a-subaditiva. 

3. A. es a - aditiva. 

4. A.(int(C)) ::; A(C) , con C E e, la desigualdad estricta puede darse. 

5. Si C E en r entonces A(C) = A.(C) . 

(6.1) 
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Demostración. Primero notamos que al ser el espacio localmente compacto 
Hausdorff, todo abierto contiene un compacto, por lo que >.. está bien definida. 
Además la definición es natural si queremos inducir una medida regular. Por 
último notamos que >.. no es nula. 

1: La monotonía de>. es clara pues si U y V son dos abiertos con V contenido 
en U entonces {C E e : C ~ V} ~ {C E e : C ~ U} y al tomar supremos 
>'.(V) ~ >..(U). 

2: Veamos la a-subaditividad. 
Paso 1: >.. es finito subaditiva. 
Sean U, V E T. Debemos demostrar que >.. (U U V) ~ >.. (U) + >.. (V) es decir 

sup{.A(C) : C E e, C e U U V} ~ >'.(U) + >'.(V) 

ó equivalentemente, que para todo compacto C contenido en U U V, 

>.( C) ~ >.. (U) + >.. (V) 

Tomemos C compacto contenido en U U V . Por el Lema 6.10 existen D y E 
compactos D ~ U, E ~ V tal que e = D U E. Usando la subaditividad de >. 
obtenemos >'(C) ~ >'(D) + >'(E). Pero >'(D) ~ >'.(U) y >'(E) ~ >'.(V) así que 
>'(C) ~ >'.(U) + >..(V) . 

Por inducción se sigue que >.. es finito subaditiva. 
Paso 2: >.. es a-subaditiva. Sea (Ui)iEN una sucesión de abiertos. Debemos 

probar que 

sup { >'(C) : C E e, C ~ i~ Ui} ~ ~ >'.(Ui ) 

es decir, que para todo compacto C contenido en UiEl\l Ui 

00 

>'(C) ~ L >'.(Ui ) 
i=1 

Sea C E e con C ~ UiEl\l Ui . Por compacidad C ~ UJ=1 Uij , de donde se sigue 

>.( C) ~ >.. (UJ=1 Uij ) . Pero usando que >.. es finito subaditiva obtenemos 

3: Probemos que >.. es a-aditiva. 
Paso 1: >'. es finito aditiva. 
Sean U, V dos abiertos ajenos. Sólo hace falta mostrar que >.. (U) + >'. (V) ~ 

>'. (U UV ). 
Sean D ~ U, E ~ V compactos, entonces D y E son ajenos. 
Tenemos que D U E es un compacto contenido en U U V con D y E ajenos 

as í que >'(D ) + >' (E) = >'(D U E) ~ >'.(U U V). En consecuencia >'.(U U V) es 
cota superior de {.A(D) + >'(E) : D , E E e, D ~ U, E ~ V} y entonces 

sup{>. (D) + >'(E) : D , E E e, D ~ U, E ~ V} ~ >..(U u V) 
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Pero 

sup{'\(D) + '\(E) : D, E E e, D <;; U, E <;; V} = '\.(U) + '\.(V) 

Por lo que '\.(U) + '\.(V) ::; '\.(U U V). 
Por inducción se sigue que ,\. es finito aditiva. 

Paso 2: ,\. es a-aditiva. 
Sea (Ui)iEN una sucesión de abiertos ajenos. 
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Gracias a la finito aditividad y monotonía tenemos que para todo natural n 

y al tomar el límite cuando n tiende a infinito obtenemos 

Lo cual es suficiente para probar la a-aditividad pues ,\. es a-subaditiva. 
4: Sea CEe. Probemos que '\.(int(C» ::; '\(C). 
Supongamos que '\(C) < sup{,\(D) : D E e,D <;; int(C)}, entonces existe 

D E e,D <;; int(C) con '\(C) < '\(D). Pero D <;; int(C) <;; C así que por la 
monotonía de ,\ tenemos '\(D) ::; '\(C) , en contradicción con lo anterior. En 
consecuencia ,\. (int( C» ::; ,\( C). 

Para ver que puede darse la desigualdad estricta en ,\. (int( C» ::; ,\( C) 
tomemos IR. con la topología usual, ,\ la restricción de la medida de Lebesge a 
los compactos y C un conjunto de tipo Cantor de medida positiva. Por un lado 
int(C) = 0 por lo que '\.(int(C» = O Y por otro '\(C) > O. 

5: Veamos que ,\ es la restricción de ,\. a e n T. 

Sea C E en T. Queremos demostrar que '\(C) = '\.(C). 
Claramente ,\( C) ::; ,\. (C). 
Por el inciso 4, '\.(C) = '\.(int(C» ::; '\(C). Q.E.D. 
Ahora procederemos a extender ,\. a una medida exterior para después usar 

el Teorema de extensión de Carathéodory y obtener una medida sobre los bore
lianos del espacio. La forma de extender a ,\ es la usual si queremos obtener 
una medida regular. 

Proposición 6.12. Sean'\ un contenido y'\. como en (6.1). 
Definimos J-L. : P(X) -+ (0,00] como 

J-L·(E) = inf{,\.(U) : E <;; U E T} (6 .2) 

Entonces, 

1. J-L. restringida a T coincide con'\. (así que J-L' extiende a'\. y por lo tanto 
J-L' no es cero). 

2. J-L. es una medida exterior que es finita en los compactos de X . 
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3. (a) Para todo abierto U se cumple ¡.t' (U) = sup{¡.t' (C) : C E e, C ~ U}. 

(b) Para todo conjunto E se cumple ¡.t'(E) = inf{¡.t'(U) : U E T,E ~ U}. 

Demostración. 
Prueba de 1. 
Sea U E T, entonces ¡.t'(U) :S >.,(U). Por otro lado si U ~ V E T por la 

monotonía de >., tenemos que >., (U) :S >., (V) así que >'. (U) es cota inferior de 
{>.,(V): U ~ V E T} Y entonces >'.(U) :S ¡.t*(U) . 

Prueba de 2. 
i.) Es claro que >., (0) = O, pero 0 es abierto y así por 1 se sigue que 

¡.t'(0) = >',(0) = o. 
ii .) Veamos que ¡.t' es monótona. 
Sean E, F subconjuntos de X, E ~ F. Entonces {U E T : F ~ U} está 

contenido en {U E T : E ~ U} así que 

¡.t'(E) = inf{>., (U) : E ~ U E T} :S inf{>'.(U) : F ~ U E T} = ¡.t'(F) 

iii .) Probemos que ¡.t' es u-subaditiva. 
Sea (Ei)iEN una sucesión de subconjuntos de X. 
Por demostrar ¡.t' (U:l Ei) :S 2::1 ¡.t'(Ei). 
Podemos suponer que ¡.t'(Ei) < 00 para cada i, pues de lo contrario la 

desigualdad es clara. 
Sea é > O arbitrario. Por definición de ¡.t' para cada i E N existe Ui E T, 

Ei ~ Ui tal que >.,(Ui) < (E/2i) + ¡.t'(E;). Entonces usando la u-subaditividad 
de >., tenemos 

pero U: l Ui es un abierto que contiene a U:l Ei , por lo que 

Al ser é > O arbitrario se obtiene la u-subaditividad. 
Por i),ii) y iii), tenemos que ¡.t' es una medida exterior. 

Resta probar que para todo compacto C,¡.t'(C) < oo. 
Tomemos C un compacto. Como el espacio es localmente compacto Haus

dorff para todo c E C existe Ue abierto con e E Ue tal que Üc es compacta. 
Por lo tanto existen Cl , ... , Cn E C tales que e ~ U7=1 UCi • Sea D = U ;~ l ÜCi , 

entonces D es compacto y e ~ U7=1 Uei ~ int(D). Pero ¡.t' coincide con .\, en 
T así que al ser D compacto y gracias a la Proposición 6.11-4. 

¡.t'(int(D)) = >' .(int(D)) :S >'(D) < 00 

de lo que se sigue que ¡.t*(e) < oo. 
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Prueba de 3. 
Prueba de (a). 
Sea U E T. Probemos que J1.*(U) = sup{J1.*(C) : C E e, C ~ U}. 
Como J1.*(U) es cota superior de {J1.*(C) : C E e,c ~ U} tenemos que 

J1.*(U) ~ sup{J1.*(C) : C E e, C ~ U} 
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Si la desigualdad anterior es estricta entonces usando que J1.*(U) = >.*(U) 
resulta 

>.*(U) > sup{J1.*(C): C E e,c ~ U} 

Y usando (6.1) existe Co un subconjunto compacto de U tal que >'(Co) > 
sup{J1.*(C): C E e,c ~ U}, por lo que >'(Co) > J1.*(Co). 

Lo que hacemos es continuar de "bajadita" . 
Como J1.*(Co) = inf{>.*(V) : V E T,CO ~ V} Y >'(Co) > J1.*(Co) resulta que 

existe Vo E T, Co ~ Vo tal que 

>'(Co) > >.*(Vo) 

Por (6.1) tenemos >.*(Vo) ~ >'(Co), en contradicción con la desigualdad an-
terior. 

En conclusión la desigualdad estricta no se da por lo que tenemos la igualdad. 

El inciso b) se sigue de 6.2 y de 1. Q.E.D. 
Ahora, a partir de J1.* obtenemos una medida regular sobre los borelianos de 

X, para lo cual recordamos antes lo que es un subconjunto J1.* -medible. 

Definición 6.13. Un E ~ X se llama J1.*-medible si para todo B ~ X 

J1.*(B) = J1.*(B n E) + /l*(B\E) 

Notas: Por la subaditividad de J1.*, J1.*(B) ~ J1.*(B n E) + J1.*(B\E) para 
todo B ~ X. En consecuencia para que E ~ X sea J1.* -medible es suficiente 
pedir que para todo B ~ X, J1.*(B n E) + /l*(B\E) ~ /l*(B); el conjunto de los 
J1.* -medibles es una a-álgebra. 

Ya sabiendo que J1.* es medida exterior podemos usar el Teorema de extensión 
de Carathéodory para inducir una medida sobre los J1.* -medibles y el inciso 3 de 
la Proposición 6.12 nos hace pensar que esta medida será regular, lo único que 
necesitamos probar es que los abiertos son J1.* -medibles. 

Ahora veremos un criterio para que un conjunto sea J1.* -medible. 

Proposición 6.14. Sea J1.* como en (6.2) y S la a-álgebra de los J1.*-medibles. 
Entonces, 

1. E es J1.* -medible si y sólo si para todo abierto U 

2. Sea E E S un conjunto a-finito. Dado é > O existe G = G(é) un conjunto 
abierto tal que E ~ G y J1.*(G\E) < é . 



78 

Demostración. 
Prueba de 1. 
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Tomemos E de tal forma que para todo abierto U 

p,* (U) 2: p,* (U n E) + p," (U\E) 

y supongamos que E no es p,*-medible; es decir que para algún subconjunto B 
tenemos p,*(B) < p,*(B n E) + p,*(B\E). Por (6.2) existe Uo abierto tal que 
B ~ Uo y ,\*(Uo) < p,*(B n E) + p,*(B\E). Como ,\*(Uo) = p,*(Uo) se concluye 
que 

Pero por la monotonía de p,* tenemos que 

y de las dos últimas desigualdades se sigue p,*(Uo) < p,*(Uo n E) + p,*(Uo\E), 
lo cual contradice la hipótesis. 

La necesidad es inmediata de la definición de los conjuntos p,*-medibles. 
Prueba de 2. 
Sea E p,* -medible y a--finito. 
Sea é > 0, veamos que existe G abierto, E ~ G tal que p,*(G\E) < é. 

Caso 1: p,*(E) < oo. 
Usando la Proposición 6.12-3-b, para todo n E N, existe Un E 7, E ~ Un tal 

que P,*(Un) < p,*(E) +é/(2n+1). 
Como p,"(E) < 00 de lo anterior se sigue que p,*(Un\E) < é/(2n +1). Pro

ponemos G = UnEN Un. Como cada Un es abierto se sigue que G es abierto. 
Además por la a--subaditividad de !J" 

Caso 2: !J* (E) = oo. 
Sea (En)nEN una sucesión en S tal que E = UnENEn Y !J"(En) < 00 para 

todo n. 
Por el caso 1 para toda n existe Gn abierto, En ~ Gn tal que 

p,"(Gn\En) < é/(2n+1). Proponemos G = UnENGn . Entonces es claro que G 
es abierto y E ~ G. Además por monotonía y a--subaditividad de !J" tenemos 

00 00 00 

!J*(G\E) :::: L !J*(Gn \E) :::: L !J*(Gn \En) :::: L é/(2n+l) = é/2 < é 
n=i n = 1 n= 1 

. Q.E.D . 

Proposición 6.15. Sea!J* como en (6.2), S la a-álgebra de los !J"-medibles y 
B x los borelianos de X. Entonces: 

1. Bx ~ S. 
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2. Si jJ es la restricción de p,' a Bx entonces (X,Bx,p,) y (X,S,p,') son 
espacios de medida regulares, con (X, 5, p,') completo. 

Demostración. 
Prueba de 1. 
Como los borelianos son la a-álgebra generada por los abiertos de X es 

suficiente probar que r ~ 5. Tomemos U un subconjunto abierto y probemos 
que es jJ*-medible. Por la Proposición 6.14 - 1 es suficiente probar que para 
todo abierto V se cumple 

p,*(V\U) + p,*(V n U) :s p,*(V) 

y como p,' coincide con A* en los abiertos lo anterior equivale a probar que 

p,*(V\U) + A'(V n U) :s A,(V) 

y para probar esto último probaremos que para cualquier 10 > O 

p,'(V\U) + A,(V n U) - 2é:S A,(V) 

Tomemos 10 > O. Por definición de A, podemos encontrar C, un subconjunto 
compacto contenido en U n V, de tal forma que A' (V n U) - 10 < A( C) y entonces 

jJ*(V\U) + A,(V n U) - 210 < p,'(V\U) - 10 + A(C) (6.3) 

De manera similar al ser V \ C abierto podemos encontrar un subconjunto D, 
compacto contenido en V \ C, de tal forma que A,(V \ C) - 10 < A(D). Pero 
como V \ C es un abierto que contiene a V \ U (pues C está contenido en U) 
tenemos p,'(V\U) :s A,(V n U) yen consecuencia, de (6.3) 

jJ'(V\U) + A,(V n U) - 210 :s A(D) + A(C) (6.4) 

Pero C y D son compactos ajenos y su unión está contenida en V, así que 
por la aditividad de A, A(D) + A( C) = A (D n C) :s A, (V) por lo que de (6.4) 
concluimos 

jJO(V\U) + A,(V n U) - 210 :s A,(V). 

Prueba de 2. 
Por el Teorema de extensión de Carathéodory, (X, S, p,0) es un espacio de 

medida completo (ver B.14 en el apéndice). Además gracias a que Bx ~ S, por 
la Proposición 6.12-3 tenemos que (X, 5, p,') es un espacio de medida regular. 

Como Bx es una a-álgebra y p, es la restricción de p,' a Bx tenemos que 
(X, Bx , p,) es un espacio de medida y la regularidad se debe a la Proposición 
6.12. Q.E.D. 

La siguiente proposición nos ayuda a saber un poco más de los p,°-medibles 
cuando el espacio de medida (X, S, p,') es a-finito. 

Proposición 6.16. Sea (X , r) espacio topológico localmente compacto Haus
dorjf, p,' la medida exterior generada por un contenido (ver Proposición 6.12), 
(X, p,' , S) como en la Proposición 6.15 y p, la restricción de p, ° a B x . Si 
(X , 5, p,') es a -finito entonces S es la completación de (X , B x, p,). 

ESTA TES- r , O SAL 
DE lA BID J( 'Mi'C;, 
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Demostración. 
Supongamos que (X, S, p,*) es a-finito (note que gracias a la Proposición 6.14 

esto pasa si el espacio es a-compacto), entonces todo conjunto en S es a-finito. 
Sea N(p*) = {E E S: p*(E) = O}. 
Queremos demostrar que 

S = {A ~ X: existenF,G E Bx conF ~ A ~ GyG \F E N(p*)} 

~] Sea A E S. Por la Proposición 6.14 - 2 para todo n existe Gn abierto 
que contiene a A tal que p*(Gn \A) < I/n. 

Sea G = nnENGn. Entonces G E Bx y además A ~ G. Por la monotonía 
de p* tenemos que 

para todo n, por lo que p,*(G\A) = o. 
De manera similar, para B = X \ A, existe E boreliano de X que contiene 

a B y tal que p,* (E \ B) = o. Sea F = X \ E, entonces F ~ A, F es boreliano 
y E \ B = A \ F, por lo que p,*(A \ F) = O. 

Por último, F ~ A e G con p,*(G \ F) ::; p*(G \ A) + p,*(A \ F) = o. 
2] Se sigue de que Bx ~ S Y de que (X,S,p) es completo. Q.E.D. 

La siguiente proposición nos ayudará a obtener la invariancia izquierda que 
andamos buscando. 

Proposición 6.17. Sea (X, T) espacio topológico localmente compacto Haus
dorff ). : e -t [0,00) un contenido y T un homeomorfismo de X. 

Si ).' es el contenido dado por )" (C) = )'(T( C)) y p, y p,' las medidas dadas 
por (6.2) mediante). y )" respectivamente, entonces para todo boreliano E se 
tiene p(T(E)) = p'(E) . 

Demostración. 
Caso 1: E E T. 

En este caso por la Proposición 6.12 - 1 tenemos 

p,'(E) = sup{>.'(C): C E e,c ~ E} = sup{>.(T(C)): CE e,c ~ E} 

pero {>.(T(C)) : C E e, C ~ E} = {>.(C) : C E e, C ~ T(E)} , al ser T 
homeomorfismo, de donde 

p,'(E) = sup{>.(C) : C E e,c ~ T(E)} = )'*(T(E)) = p,(T(E)) 

Caso 2: Caso general: 
Por la regularidad de p,' y el caso 1 tenemos 

p,'(E) = inf{p,'(U): U E T, E ~ U} = inf{p,(T(U)): U E T,E ~ U} 

pero {p,(T(U)) : U E T, E ~ U} = {p,(U) : U E T : U ~ T(E)} , así que por la 
regularidad de p, se sigue 
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¡i(E) = sup{p(U) : U E T, U ~ T(E)} = p(T(E)) 

. Q.E.D. 
Para acabar esta sección queremos hacer énfasis en que para extender un 

contenido A necesitamos cada una de sus propiedades ( monótonía, subaditivi
dad y aditividad.) En concreto, el siguiente ejemplo muestra que la aditividad 
es fundamental. 

Ejemplo 6.18. Tomemos Z con la topología discreta, entonces los subconjuntos 
compactos son los subconjuntos finitos. 

Defina A : e -t [0,00) por A(C) = max{lnl : n E C}. Entonces es inmediato 
que A es distinta de cero, es monótona no negativa y además subaditiva. 

Si intentamos seguir el camino descrito anteriormente, tomamos Ao definida 
en los abiertos como Ao (U) = sup{ A( C) : C E e, C ~ U} . Pero como estamos 
con la topología discreta, Ao está definida para todo subconjunto de Z; lo que 
es más, tenemos que Ao = pO Y como los pO -medibles contienen a los abiertos 
resulta que todo subconjunto de Z es pO -medible. Veamos que J-l0 no es aditiva 
(por lo que no puede ser una medida). Sean C = {1, 2}, D = {-1, -2} (ajenos.) 
Es claro que A(CUD) = 2; sin embargo A(C) = 2 = A(D) por lo que A(CUD) :f: 
A(C) + A(D) . 

Este simple ejemplo pone de manifiesto la importancia de la aditividad para 
poder extender un contenido como lo hemos hecho y además nos da una razón 
de por qué no basta un AU (monótono y subaditivo) y había que buscar una 
función A monótona, subaditiva y aditiva. 

6.3 Existencia (última parte) 

Volvamos a la existencia de una medida de Haar izquierda. Ya con lo construido 
será muy sencillo. 

Teorema 6.19. Sea (G, T) un grupo topológico localmente compacto Hausdorff. 
Existe p medida regular sobre los borelianos de G que es invariante bajo trala
ciones izquierdas. 

Demostración. 
Tomemos (G, T) un grupo topológico localmente compacto Hausdorff. Hemos 

garantizado la existencia de un contenido A invariante bajo traslaciones izquier
das (ver Proposición 6.4). Gracias a la sección anterior es posible extender A 
a una medida regular p (distinta de cero) sobre los borelianos de G. Sólo nos 
resta probar que p es invariante bajo traslaciones izquierdas. 

Sea a E G y T : G -t G dada por T(x) = ax. Sabemos entonces que T es un 
homeomorfismo y por lo tanto N : e -t [0,00) dado por N(C) = >'(T(C)) es un 
contenido; pero como A es invariante bajo traslaciones izquierdas resulta que 
A = N y por lo tanto si p y J-l' son las medidas inducidas por>. y N respecti
vamente tenemos que p = p'. Por otro lado por la Proposición 6.17 tenemos 
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que para todo boreliano E se tiene que Jl(T(E)) = Jl'(E) Y en consecuencia 
Jl(aE) = Jl(E), lo que prueba la invariancia izquierda de Jl . Q.E.D . 

Para asegurar la existencia de una medida de Raar derecha es claro que po
dríamos seguir un argumento similar al que usamos para encontrar una medida 
de Raar izquierda, pero veremos cómo obtener una medida derecha a partir de 
una izquierda y también veremos que es equivalente resolver el problema para 
medidas derechas ó izquierdas. 

Lema 6.20. Sea (X, T) espacio topológico localmente compacto Hausdorff, 
Jl : Bx -t [O, 00] una medida regular y T : X -t X un homeomorfismo entonces 
v : Bx -t [0,00] dada por v(E) = Jl(T(E)) es una medida regular. 

Demostración. Usando que T es una biyección obtenemos que v es una me
dida. 

Ahora probaremos la regularidad . Como T es continuo tenemos que si C 
es compacto entonces T(C) es compacto así que (usando que Jl es finita en 
compactos) resulta que v es finita en compactos. 

Tomemos U E T Y E E Bx fijos . Para completar la prueba de la regularidad 
notamos que, como T es homeomorfismo, 

CEe,C~T(U) si Y sólo si C=T(D) paraalgún DEe,D~U 
V E T,T(E) ~ V si y sólo si V = T(W) para algún W E T,E ~ W 

para obtener 

sup{Jl(C) : C E e, C ~ T(U)} = sup{Jl(T(D)) : D E e, D ~ U} 
inf{Jl(V) : V E T, T(E) ~ V} = inf{Jl(T(W)): W E T, E ~ W} 

y de la regularidad de Jl y la definición de v se concluye que 

v(U) = sup{v(D) : D E e,D ~ U} 
v(E) = inf{v(W) : W E T, E ~ W} 

lo cual termina la prueba del lema. Q .E.D. 

Proposición 6.21. Sea (G , T) un grupo topológico localmente compacto Haus
dorff y sea Jl una m edida de Haar izquierda. 

Definamos v : B e -t [0,00] por v(E) = Jl(E -l). Entonces v es una medida 
de Haar derecha . 

Demostración. Sea h(a) = a-l. Sabemos que h es homeomorfismo de G y 
además tenemos que v(E) = Jl(h(E)) para todo boreliano E así que por el Lema 
6.20 se t iene que v es una medida regular (y como IL no es idénticamente cero , 
tampoco v). Así que sólo nos resta probar que es invariante bajo traslaciones 
derechas pero esto se sigue de las siguientes identidades: 

Q .E.D . 
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N otación: En general, dada J.L medida de Haar denotamos por ji a la medida 
dada por ji(A) = J.L(A-I). 

El siguiente ejemplo nos muestra que es indispensable que el grupo topológico 
sea localmente compacto para asegurar la existencia de una medida de Haar 
izquierda ó derecha. 

Ejemplo 6.22. Tomemos G = Q como grupo aditivo y la topología de subespa
cio de IR. Entonces es sencillo probar que G es grupo topológico. 

(i)Primero veremos que G no es localmente compacto. 
Supongamos que G es localmente compacto. Afirmamos que existen a, b E IR 

de tal forma que [a, b] n Q es compacto. La razón de esto es como sigue: si 
G fuese localmente compacto, O tendría una vecindad compacta V pero como 
los intervalos abiertos son una base de la topología resulta que existen a, b E IR, 
a < b tal que (a, b) n Q ~ V Y por lo tanto la cerradura de (a, b) n Q es compacta 
i.e. [a, b] n Q es compacto. Pero entonces [a, b] n Q es un subconjunto de IR 
compacto y por lo tanto es cerrado y acotado, pero claramente no es cerrado, 
una contradicción. 

Así pues, G no es localmente compacto. 
(ii) Ahora probaremos que toda medida regular invariante bajo traslaciones 

debe ser idénticamente nula. 
Sea J.L : BQ --t [0,00] una medida regular invariante bajo traslaciones. 
Comenzamos observando que para todo B ~ Q finito se tiene que 

J.L(B) = J.L{O} IBI· Para todo x, J.L({x}) = J.L({O}+x) = J.L({O}) porla invariancia 
de la medida y en consecuencia 

J.L(B) = J.L(UxEB{X}) = L J.L({x}) = L J.L({O}) = J.L({O})IBI (6.5) 
xEB xEB 

Afirmamos que J.L( {O}) = O. Supongamos que J.L( {O}) > o. 
Veamos que para todo boreliano B se cumple (6.5). 
La identidad se da si B es finito . Cuando B es infinito entonces para todo 

n ~ 1 se tiene que existe Bn ~ B de cardinalidad n; entonces 

J.L(B) ~ J.L(Bn) = J.L( {O} )IBnl = J.L( {O})n 

por lo que J.L(B) = 00 y como J.L({O}) > O, J.L(B) = J.L({O})IBI. 
Ahora por regularidad J.L( {O}) = inf{J.L(U) : O E U, U abierto} y como 

J.L({O}) < 00 (al ser {O} compacto) podemos obtener (Un)~=l sucesión de abier
tos que tienen al cero de tal forma que 

J.L ( {O}) = lim J.L(Un) = lim J.L( {O} )IUnl = J.L( {O}) lim IUnl 
n.j.oo n.j.oo ".1.00 

pero como J.L( {O}) > O resulta que 1 = limn.j.oo IUnl por lo que para alguna m, 
IUml = 1 pero O E Um , así que Um = {O} i.e. {O} es abierto lo cual es una 
contradicción. En conclusión debe tenerse que J.L( {O}) = O, lo que termina la 
afirmacion. 
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Como consecuencia de la afirmación y (6.5) tenemos que todo subconjunto 
finito tiene medida cero, pero IQ puede verse como unión creciente de subcon
juntos finitos por lo que Ji(IQ) =0 i.e. Ji es idénticamente cero. 

6.4 Algunas propiedades de una medida de Haar 

El último ejemplo de la sección anterior nos da cierta idea para probar la 
siguiente proposición. 

Proposición 6.23. Sea (G, T) grupo topológico localmente compacto Hausdorff 
y Ji : Be -+ [0,00] una medida de Haar izquierda. Entonces: (G, T) es discreto 
si y sólo si existe x E G tal que Ji({x}) > O. 

Demostración. 
Primero observamos que para todo B E Be finito se tiene que 

Ji(B) = Ji({e})IBI (al igual que en el ejemplo 6.22) 
=>] Supongamús que (G, T) es discreto. Como Ji es regular y no idénticamente 

nula tenemos que existe C compacto tal que Ji(C) > O. Pero al ser (G, T) 
discreto tenemos que C debe ser finito y por la observación previa tenemos que 
Ji({e})ICI > O Y en consecuencia Ji({e}) > O. 

{=] Supongamos que existe x E G tal que Ji( {x}) > O; entonces 

Ji({e}) = Ji(X-I{X}) = Ji({x}) > O 

Afirmamos que para todo B E Be se cumple Ji(B) = Ji({e})IBI (la prueba 
es igual que en el ejemplo 6.22). 

Como Ji({e}) = inf{Ji(U) : e E U E T} Y como Ji({ e }) < 00 (al ser {e} 
compacto) se tiene que existe (Un)~=l sucesión de elementos de N(e) tal que 

y como Ji({e}) > O, para algún m, IUml = 1 por lo que Um = {e}, así {e} E T 

pero como Ox (la multiplicación izquierda por x) es un homeomorfismo resulta 
que para todo x E G, {x} E T, i.e. (G, T) es discreto. Q.E .D . 

En 1R todo subconjunto abierto tiene medida positiva bajo la medida de 
Lebesgue. En grupos topológicos localmente compactos Hausdorff pasa lo mis
mo con una medida de Haar. 

Proposición 6.24. Sea (G, T) grupo topológico localmente compacto Hausdorff 
y Ji una medida de Haar izquierda. Entonces para todo abierto no vacío U se 
tiene que Ji(U) > O. 

Demostración. Como Ji no es idénticamente nula y por la regularidad existe 
C compacto con Ji( C) > O. 

Sea U E T no vacío. Por la compacidad de C existen X l , ... , X n E X tal que 
{x;U : i = 1, ... , n} es una cubierta de C y por la invariancia izquierda de Ji se 
concluye que Ji(C) ::::; nJi(U) por lo que Ji(U ) > O. Q.E.D . 
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Ahora veamos algunas relaciones entre el grupo topológico (G, r) con el 
espacio de medida (G , BG,¡.t) . 

Proposición 6.25. Sea (G, r) un grupo topológico localmente compacto y ¡.t 

una medida de Haar izquierda. Entonces ¡.t es finita si y sólo si G es compacto. 

Demostración. Si G es compacto, por la regularidad ¡.t es finita. 
Supongamos que ¡.t(G) < 00 y tomemos C ~ G compacto de medida positiva 

(por ejemplo una vecindad compacta de la identidad). Tomemos A ~ G tal que 
la familia {aC : a E A} sea ajena. Lo primero que notamos es que al tener el 
espacio medida finita la cardinalidad de A es finita y entonces por la invariancia 
de ¡.t 

¡.t (U ac) = ¡.t(C)IAI S ¡.t(G) < 00 
aEA 

En conclusión, los subconjuntos A para los cuales {aC : a E A} es ajena tienen 
cardinalidad a lo más ~¡gl por lo que p0demos tomar A ~ G de cardinalidad 
máxima tal que {aC : a E A} sea disjunta. Notamos que para todo x E G, 
xC debe intersectar a UaEA aC (para no contradecir la elección de A) y por lo 
tanto x E (UaEA aC)C- 1 así que G ~ (UaEA aC)C- 1 pero (UaEA aC) C- 1 es 
compacto (por la continuidad de la operación producto del grupo) por lo tanto 
G es compacto. Q.E.D. 

Nota: Cada grupo topológico G compacto Hausdorff poseé una medida de 
Haar izquierda y como O < ¡.t( G) < 00 podemos tomar Jl(~) ¡.t que también es una 
medida de Haar izquierda, así que dado un grupo compacto Hausdorff podemos 
tomar la medida normalizada de Haar izquierda. 

A continuación mejoramos la Proposición 6.25. 

Proposición 6.26. Sea (G, r) un grupo topológico localmente compacto Haus
dorff y ¡.t una medida de Haar izquierda. 

(G,BG,¡.t) es u-finito si y sólo si (G , r) es u-compacto. 

Al igual que antes, por la regularidad de p" si el espacio es u-compacto 
entonces ¡.t es u-finita. 

Supongamos que (G, B G, p,) es u-finito, i.e. existe (En)nEN sucesión de bore
lianos de medida finita tal que G = UnEN En. Obsérvese que podemos tomar 
Un abierto que contenga a En de medida finita (pues ¡.t(En) es el Ínfimo de p,(U) 
con U abierto que contiene a En) Y por lo tanto G = UnEN Un. 

Sea H ~ G subgrupo abierto cerrado, u-compacto (ver Proposición 5.14) y 
sean {H;}iEI las clases de equivalencia módulo H. Entonces cada Hi es abierta, 
cerrada y u-compacta pues son homeomorfas a H (recordamos que cada Hi es 
de la forma aiHi, para alguna ai E G) . 

Para cada n E N sea In = {i El : Un n Hi i- 0} y para cada r E (0 , 00) n Q 
tomemos In(r) = {i E In : p,(Un n H i ) > r}. Afirmamos que In(r) es finito , 
pues de lo contrario para todo natural m existen i 1 , ... , i m E In(r) distintos . 
Tomemos la familia {Un n Hi : i E {i 1 , . .. , i m}} . Como los ij son distintos , la 



86 CAPÍTULO 6. MEDIDA DE HAAR 

familia es ajena y como cada ij E In(r) tenemos 

Por otro lado U7=1 UnnHij ~ Un así que de la desigualdad anterior tenemos 
que p,(Un) 2: mr y esto se vale para todo m natural lo que contradice que la 
medida de Un sea finita. Entonces In(r) es finito . 

Notamos que In = U{In(r) : r E (O,oo)nQ}. Para esto, dado i E In, se tiene 
que Un n Hi es abierto no vacío por lo que p,(Un n H;) > O (por la Proposición 
6.24) por lo que existe r > O racional tal que p,(Un n Hi) > r . En consecuencia 
In es contable. 

Sea J = UnEN In, ya que cada In es contable tenemos que J es contable. 
Afirmamos que G ~ UiEJ Hi· Razón: Sea a E G = UnE N Un, entonces 

a E Un para alguna n E N. Pero {Hi}iEI es una partición de G así que también 
existe i E 1 tal que a E Hi Y en consecuencia a E Un n H¡ pero entonces 
i E In ~ J así que a E UEJ Hi . 

Por último como cada Hi es a-compacto se concluye que G es a-compacto. 
Q.E.D. 

6.5 Unicidad de la medida de Haar 

A partir de esta sección y en los capítulos posteriores, trabajaremos con grupos 
topológicos localmente compactos Hausdorff que tengan una base numerable 
para su topología (es decir, segundo numerable). La razón para trabajar con 
estos grupos es, principalmente para poder usar el Teorema de Fubini. 

Dado un grupo topológico localmente compacto Hausdorff segundo nume
rable, no existe una única medida de Haar izquierda, pues si p, es una medida de 
Haar izquierda entonces cualquier múltiplo positivo también lo es. Es más, pro
baremos que bajo las hipótesis antes mencionadas, los multiplos son las únicas 
medidas izquierdas de Haar. 

Para comparar las medidas usamos el Teorema de Fubini , para lo cual recor
damos algunas definiciones. 

Definición 6.27. Sea (X, T) un espacio topológico localmente compacto Haus
dorff. La a-álgebra producto de Bx , denotada por Bx @ Bx es la a-álgebra 
generada por los rectángulos borel medibles; es decir 

Bx @B x = a({A x B: A,B E B x}) 

Definición 6.28. Sea X un conjunto no vacío. Un 7r-sistema en X es una 
familia de subconjuntos de X que es cerrada bajo intersecciones finitas y un 
A-sistema .c es una familia de subconjuntos que cumple 

1. X E .c 
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2. Si A, BE .c con B e A entonces A\B E .c 

3. Si {An}nEN es una sucesión creciente de elementos de.c entonces 
UnENAn E .c 
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Lema 6.29. Sea (X,7) un espacio topológico localmente compacto Hausdorff. 

Bx 18) Bx = a({U x V: U, V E 7}) (6.6) 

Demostración. Sea S la a-álgebra del lado derecho en (6.6). 
Como para cualesquiera U, V E 7, U X V E Bx 18) Bx, S ~ Bx 18) Bx. 
Para probar la otra contención es suficiente probar que dados cualesquiera 

dos borelianos A y B, A x BES. 
Para todo U E 7 sea 

.cv = {E ~ X: U x E E S} 

Probemos que .cv es un A-sistema para toda U E 7. 

Sea U E 7 fijo y arbitrario. 
Como X es abierto y U también X E .cv. 
Sean E,F E .cv con E ~ F. Entonces (U x F) \ (U x E) E S, pero 

(U x F) \ (U x E) = U x (F \ F) por lo que F \ E E .cv . 
Sea (En)nEN una sucesión creciente de elementos de .cv. Entonces U x En E 

S para todo n E N por lo que 

U x (U En) = U U x En E S 
nEJ\I nEJ\I 

y entonces UnEN En E .cv. Esto termina la prueba de que .cv es un A-sistema. 
Observamos que al ser U abierto, 7 ~ .cv. Ahora ya que 7 es un n-sistema 

y .cv es un A-sistema, por el Lema de las clases monótonas (ver apéndice B.4) 
tenemos 

Bx = a(7) ~ .cv (6.7) 

Ahora sea B E Bx fijo y arbitrario y sea 

.cB = {E ~ X : E x B E S} 

Afirmamos que .cB es un A-sistema. 
Tomando U = X en (6.7) tenemos que X E .cB . La prueba de que .cB es 

cerrada bajo diferencias propias y uniones crecientes es similar a la de .cv por 
lo que la omitimos. 

Al ser U E 7 arbitraria en (6 .7) concluimos que 7 ~ .cB y por el Lema de 
las clases monótonas tenemos 

B x = a(T) ~ .c B 

por lo tanto dado A E Bx , A E.cB es decir A x BES. Q.E.D . 
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Proposición 6.30. Sea (X, T) espacio topológico localmente compacto Haus
dorff segundo numerable y A una medida regular sobre los borelianos de X. 
Entonces: 

1. Bxxx = Bx ® Bx· 

2. (X, Bx, A) es a-finito. 

Demostración. 
Prueba de 1. 
Por Tp denotamos la topología producto de X x X. Por definición, Bxxx 

es la a-álgebra generada por T p • 

21 Por (6.6) 

B x ® B x = a ( {U x V : U, V E T}) 

pero {U x V : U, V E T} ~ Tp así que a({U x V: U, V E T}) ~ a(Tp ) i.e. 

Bx ® Bx ~ Bxxx 

Note que esta contención siempre se da, sin importar el espacio X. 
~1 Sea B una base numerable para la topología de X, entonces {U x V : 

U, V E B} es una base numerable para Tp ; i.e. todo abierto de X x X es unión 
numerable de elementos de {U x V : U, V E B} en consecuencia 

Tp ~ a( {U x V : U, V E B}) 

pero 

a ( {U x V : U, V E B}) ~ a ( {U x V : U, V E T}) = B x ® B x 

por lo que Tp ~ Bx ® Bx de donde concluirnos que Bx xx ~ Bx ® Bx. 
Prueba de 2. 
Si probarnos que todo abierto es unión numerable de compactos, por la re

gularidad tenernos que todo abierto es unión numerable de conjuntos de medida 
finita bajo A, lo que prueba que el espacio es a-finito. 

Así las cosas, probemos que todo abierto es unión numerable de compactos. 
Sea {Ui}iEN una base para T y U E T. Usando que el espacio es localmente 
compacto HausdorfI para todo x E U existe Vx E T tal que x E Vx , Vx ~ U y Vx 

compacto (ver Lema A.7 de apéndice). Pero corno {U;}iEN es una base existe 
Uj tal que x E Uj ~ V", (note que Üj ~ V", ~ U por lo que Üj es compacto). En 
conclusión para todo x E U existe Uj tal que x E Uj ~ Üj ~ U, Üj compacto, 
de modo que U es unión numerable de compactos. Q.E.D. 

Durante esta sección J.L y v denotan dos medidas de Haar izquierdas fijas. 
Veamos una consecuencia de la Proposición 6.30. Ya que (G, Bc, J.L) Y 

(G , B c , v) son a-finitos es posible tornar la medida producto J.L ® v definida 
sobre B cxc. 
Recordemos que dado L E B c x c 
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(J-I Q9 v)(L) = J v(Lx)dJ-l(x) = J J-I(U)dv(y) 

donde Lx = {y E G: (x,y) E L} Y LY = {x E G: (x, y) EL}. 
Ahora nuestro propósito principal será probar el siguiente resultado. 
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Teorema 6.31. Sea (G, T) un grupo topológico localmente compacto Hausdorff 
segundo numerable y sean J-I y v medidas de Haar izquierdas. Dado C ~ G 
compacto con interior no vacío y f : BG -t IR medible no negativa se tiene que 

J f(x)dJ-l(x) = J-I(C) J ~~~:i dv(y) (6.8) 

Antes de demostrar el Teorema 6.31 necesitamos probar algunos lemas pre
vios, interesantes por sí mismos. 

Lema 6.32. Sean S,T: G x G -t G x G dadas por S(x,y) = (x,xy) y 
T (x, y) = (yx, y). N ate que S y T son homeomorfismos, pues ellas y sus inversas 
(S-l(X, y) = (x, x-ly), T- 1(x, y) = (y - Ix, y)) son continuas al ser (G, T) grupo 
topológico, por lo que también son BG xG -medibles. 

Para todo L E BGxG se tiene 

(1-' Q9 v)(S(L)) = (1-' Q9 v)(L) 
(J-I Q9 v)(T(L)) = (1-' Q9 v)(L) 

Demostración. 

(J-I Q9 v)(S-l(L)) = (J-I ® v)(L) 
(J-I Q9 v)(T-1(L)) = (J-I Q9 v)(L) 

Empezamos probando la parte referente a S y a S-l. 
Observamos que (S(L))x = x(Lx). Para probarlo notemos que y está en 

(S(L))x si y sólo si (x, y) E S(L) y al ser S biyección esto pasa si y sólo si 
S-l(X,y) = (x,x-ly) E L, es decir, si y sólo si x-ly E Lx ó equivalentemente 
si y E x(Lx). En conclusión (S(L))x = x(Lx)). 

Por construcción de J-I Q9 v y la invariancia izquierda de v tenemos 

De manera similar, tenemos que (S-l[L))x = x-l(Lx) pues y E (S-l[L))x si 
y sólo si S(x,y) = (x,xy) E L ó, lo que es equivalente, si y E x-l(Lx). Por la 
invariancia de v obtenemos 

J v(x-1 (Lx))J-I(x) 

J v(Lx)J-I(x) = (J-I Q9 v)(L) 

La prueba para T y T- l es similar usando las identidades (T[L))Y = y(LY) 
Y (T-l[L])Y = y-l(LY). Q.E.D. 

El Lema 6.32 puede reescribirse mediante la siguiente definición. 
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Definición 6.33. Sea (X, S, A) un espacio de medida. Una función Q : X -+ X 
S-medible preserva a A si cumple que para todo A E S, A(Q-l(A)) = A(A). 

El Lema 6.32 nos dice que S , T, T - l Y S-1 preservan a J.l ® v. 
Las transformaciones que preservan medida tienen las siguientes propiedades 

que usaremos frecuentemente. 

Lema 6.34. Sea (X, S, A) un espacio de medida y Q, Ql : X -+ X funciones 
S -medibles, que preservan a A. 

1. Q o Ql preserva a A. Esto nos dice que las funciones que preservan a A 
son un grupo bajo la composición. 

2. Si f es una función S-medible no negativa entonces J fdA = J f o QdA. 

3. Sea f : X -+ e una función Bx -medilbe. Entonces 

JI/IdA = JI/ o QldA. 

Demostración. Para probar 1, tenemos que si Q y Ql preservan a A entonces 

Prueba de 2. 
Procedemos por casos. 
Caso 1: f = XA para algún A en S. Como I(T(x)) = XT-l(A)(X) entonces 

J lo QdA = A(T- 1(A)) = A(A) = J IdA 

Caso 2: I es función simple no negativa. Entonces 

n 

1= LaiXA¡ 

i=1 

para algunos números no negativos ai y algunos Ai en S. Entonces lo T = 
2:7=1 aiXT-l(A¡) , así que 

J lo QdA = :t a;)..(T- 1 (Ai) = :t ai)..(Ai ) = J IdA 
i=1 i= 1 

Caso general: Tomemos (Sn)nE JII una sucesión de funciones S-simples no 
negativas crecientes tales que S n :S I y limn Sn = l . Entonces por el Teorema 
de la convergencia monótona 
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Pero (sn oT)nEN es una sucesión de funciones S-simples no negativas, crecientes 
con Sn o T ::; f o T y con limn Sn o T = f o T, así que de nuevo por el Teorema 
de la convergencia monótona 

li;n J Sn o Td>' = J f o Td>' 

pero por el caso dos, J Sn o Td>' = J snd>', concluyendo que J f o Td>' = J fd>' . 
Prueba de 3. 
Tome h(x) = If(x)l. Entonces h es medible y no negativa. El resultado se 

obtiene de aplicar el inciso anterior a h. Q.E.D. 

Lema 6.35. Para todo boreliano B de medida positiva existe un boreliano 
E ~ B-l tal que ¡.L(E) > O Y por lo tanto ¡.L(B- l ) > o. 

Demostración. 
Tomemos Q = S-lRS con R dada por R(x,y) = (y,x) (entonces Res 

homeomorfismo y R = R-l ). Como S, S-l y R son continuas resulta que Q 
es homeomorfismo y por lo tanto BG xG-medible. Observamos que Q(a, b) = 
(ab, b- l ) yen consecuencia Q = Q-l. 

Empezamos observando que Q preserva a ¡.L ® ¡.L . Por la proposición 6.34, S 
y S-l preservan a ¡.L ® ¡.L entonces por la Proposición 6.32 es suficiente probar 
que R la preserva. Pero como (R[L))x = LX tenemos que 

(¡.L ® ¡.L)(R[L)) = J ¡.L(R[L))x)¡.L(x) = J ¡.L(P)¡.L(x) = (¡.L ® ¡.L)(L). 

Lo segundo que probamos es que para cualesquiera A, B E BG, 

(Q(A x B))x = B - l n (x- 1 A) (6.9) 

La razón de esto es como sigue: y E (Q(A x B))x si y sólo si (x, y) E Q(A x B) 
pero Q = Q-l así que esto último es equivalente a que (xy, y-l) E A x B es 
decir xy E A, y-l E B ó equivalentemente y E x - 1 A, y E B- l • 

Ahora, sean A, B E Bx tales que ¡.L(A)¡.L(B) > O. Como Q-l preserva a 
¡.L ® ¡.L, 

0< ¡.L(A)¡.L(B) = (¡.L ® ¡.L)(A x B) = (¡.L ® ¡.L)(Q(A x B)) 

por otro lado por (6.9) tenemos 

(¡.L ® ¡.L)(Q(A x B)) = J ¡.L «Q(A x B))x) ¡.L(x) = J ¡.L (B - 1 n (x- l A)) ¡.L(x) 

por lo que 

0 < ¡.L(A)¡.L(B) = J ¡.L (B- l n (x- 1 A)) ¡.L(x), (6.10) 

de modo que la función x f-t ¡.L (B - l n (x- 1 A)) no es idénticamente nula por lo 
que existe Xo E G tal que 
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Para terminar, si A = B entonces tomamos E = B - 1 n (X01 B). Q.E.D. 
Veamos una consecuencia de (6.10). 

Proposición 6.36. Sea B E Bx con ¡.t(B) > O. Entonces BB-l contiene un 
boreliano de medida positiva. 

Si BEBa tiene medida positiva también B-l (por la Proposición 6.35) por 
lo que de (6.10) 

de donde obtenemos que {x E G : ¡.t (B n (x- l B)) > O} tiene medida positiva, 
pero 

{x E G : ¡.t(B n (x- l B)) > O} ~ BB-l (6.11) 

Para probar (6.11) supongamos que ¡.t (B n (x- l B)) > O. En consecuencia 
B n (x- l B) es no vaCÍo y existe bE B n (x- l B). Pero entonces b = x-lb' para 
alguna b' E B Y así x = b'b- l E BB-l . En conclusión, dado B boreliano de 
medida positiva, el conjunto BB- l contiene un boreliano de medida positiva. 
Q.E.D. 

Mas adelante veremos como mejorar lo anterior . 

Continuamos con otros lemas necesarios para probar el Teorema 6.31 

Lema 6.37. Para todo boreliano B de medida positiva y para todo y E G se 
tiene que By tiene medida positiva. 

Demostración. Tomemos BEBa con ¡.t(B) > O Y Y E G. 
Por el Lema 6.35 existe E E Ba de medida positiva tal que E ~ B- l

. Por la 
invariancia de ¡.t, ¡.t(y-l E) = ¡.t(E) > O así que de nuevo por el Lema 6.35 existe 
FE Ba de medida positiva tal que F ~ (y-l E) - 1 = E-l y pero E ~ B-1 así 
que F ~ By Y entonces By tiene medida positiva. Q.E.D. 

Lema 6.38. Dado BEBa la función x H v(Bx) es Ba-medible. 

Demostración. Sea P : G x G -t G x G dada por P(x, y) = (x, yx). Notamos 
que P es invertible y que P-l(x,y) = (x,yx- 1). Al ser (G,r) grupo topológico 
tenemos que P y p - 1 son continuas y por lo tanto Ba xa-medibles. 

Observación: Para L E B a Q9 B a, (P(L))x = (Lx)x. Razón: al ser Puna 
biyección, que y E (P(L))x es equivalente a que P-1(x ,y ) = (x, yx- 1) E Les 
decir yx- 1 E Lx ó equivalentemente y E (Lx)x. 

Tomemos L = G x B. Ya que el espacio (G, B a, v) es a-finito tenemos que 
x H v«P[L])x) es medible (ver apéndice B .6) , pero (P[L])x = (Lx)x = Bx. 
Entonces, x H v(Bx) es medible. Q.E.D. 
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Ahora probamos el Teorema 6.31. 

Prueba del Teorema 6.31: 
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Tomemos C compacto con interior no vacío. Entonces, v(C) > O (ver 
Proposición 6.24) 

Por el Lema 6.38, la función y H v(Cy) es medible pero como Cy es com
pacto resulta esta función que no toma valores extendidos y además por el Lema 
6.37 es positiva (ya que v(C) > O) . En consecuencia la función x H v(bz) está 
bien definida y es medible positiva. 

Sea f, BG-medible positiva y tomemos g(y) = ~~'{;:l, entonces 9 es B G
medible y positiva. 

Debemos probar que J f(x)J.L(x) = J.L(C) J g(y)v(y). 
Como 9 es medible no negativa, por el Teorema de Tonelli (ver B.8 en 

apéndice) podemos escribir 

J.L(C) J g(y)dv(y) = / Xc(x)g(y)d(J.L @ v)(x, y) (6.12) 

Definamos h: G x G -t ~ por h(x,y) = xdx)g(y) entonces h es BG xG-medible 
y no negativa. Por (6.12) es suficiente probar que J h(x, y)d(J.L @ v)(x, y) = 
J f(x)dJ.L(x). 

Comenzamos observando que 

por lo que al integrar en ambos lados y usar Tonelli obtenemos 

J 1 / f(x) h(yx,x- )d(J.L @v)(x,y) = xcz-l(y)v(Cx_1)dv(y)dJ.L(x) 

/ f(x)dJ.L(x) (6.13) 

Por otro lado si T y S-1 son como en la Proposición 6.32 tenemos que S-1T 
preserva a J.L@ J.L Y S-1T(x, y) = (yx, x-1), por lo que 

/ h(yx,x- 1)d(J.L @v)(x , y) = / h(x,y)dJ.L @J.L(x,y) (6.14) 

en consecuencia de (6.13) y de (6.14) obtenemos que J h(x,y)dJ.L @ J.L(x,y) = 
J f(x)dJ.L(x). Q.E.D. 

Corolario 6.39. Sea (G , r) un grupo topológico localmente compacto Hausdorff 
segundo numerable. Cualesquiera dos medidas de Haar izquierdas difieren por 
una constante positiva. 

Demostración. Tomemos J.L y v dos medidas de Haar izquierdas. 
Sea C ~ G compacto con interior no vacío. El Teorema 6.31 nos dice que 

el cociente I' (~) J f(x)dJ.L (x) no depende de J.L por lo que I'(~) J f (x)dJ.L(x) = 
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,,(~) f f(x)dv(x), entonces si tomamos f = XB (con B E B e) obtenemos que 

J1(B) = (~igl) v(B); i.e. J1 = cv con c = (~¡gl) una constante positiva. 
Q.E.D. 

Nota: Se puede probar que la hipótesis de que el grupo sea segundo nu
merable no es necesaria pero entonces necesitamos la ayuda del Teorema de 
representación de Riesz para poder obtener una medida producto sobre los bore
lianos de G x G y algunos resultados sobre integración sobre espacios topológicos 
localmente compactos (ver [Cohn]). 

Hasta aquí llegan los resultados referentes a la medida de Haar, pero antes 
de terminar aprovechamos parte de lo que hemos probado para demostrar el 
Teorema de Steinhauss. 

Lema 6.40. Para todo B E Be, J1(B) = sup{J1(C) : C ~ B,C compacto} 

Demostración. Tomemos B E Be . 
Caso 1: J1(B) < oo. 
Sea e > O. Por la regularidad de J1 existe U abierto que contiene a B tal 

que J1(U) < J1(B) + ~ y como la medida de B es finita resulta que J1(U\B) < ~. 
De manera similar (ya que los compactos tienen medida finita) podemos tomar 
C ~ U compacto tal que J1(U\C) < ~. 

Por otro lado ya que J1(U\B) < ~ existe V E T tal que U\B ~ V y 

J1(V\(U\B)) = J1 ((V\U) U(B n V)) < ~ 

Consideremos D = C\ V entonces D es un conjunto compacto y además 
D ~ B ya que 

D = C\ V ~ U\ V ~ B 

Afirmamos que J1(B\D) < e. Para esto notamos 

B\D = (B\C) U (B n V) ~ (U\C) U (V\U) U (B n V) 

pero J1(U\C), J1((V\U) U(BnV)) < ~ con lo que terminamos la demostración 
de la afirmación. 

Como la medida de D es finita de lo anterior se sigue que J1(B) - e < J1(D) . 
Al ser e arbitraria se concluye el caso l. 

Caso 2: J1(B) = oo. 
Como (G,Be,J1) es cr-finito B puede escribirse como la unión creciente de 

una sucesión (Bn)nEN con Bn de medida finita, entonces limn J1(Bn) es infinito, 
por lo que dada M> O existe n E N tal que J1(Bn) > M. Pero por el caso 1 

J1(Bn) = sup{J1(C) : C ~ B 71 ,C compacto} 

por lo que existe D ~ Bn ~ B compacto tal que J1(Bn) ~ J1(D) > M y al ser 
M > O arbitraria se concluye que 

sup{J1(C): C ~ B ,C compacto} = 00 = J1(B) 



6.5. UNICIDAD DE LA MEDIDA DE HAAR 95 

Teorema 6.41 (Teorema de Steinhauss). Para todo boreliano B de medida 
positiva, BB- l contiene una vecindad de la identidad. 

Demostración. Sea BEBa de medida positiva. Por (6.11) tenemos que 

{x E G : Jl(B n (x- l B)) > O} (6.15) 

está contenido en BB- l
. Para probar el Teorema de Steinhauss probaremos 

que e (el neutro del grupo) es punto interior de (6.15). 
Por el Lema 6.40 existe C ~ B compacto de medida positiva. 
Por la regularidad existe U E T tal que C ~ U Y Jl(U) < 2Jl(C). 
Por el Lema 5.7 podemos tomar V E T vecindad de la identidad tal que 

V~U. 
Afirmamos que si x E V entonces Jl(C n (xC)) > O, lo cual probaremos por 

contradicción. Supongamos que existe x E V, de tal forma que C n (xC) tiene 
medida cero. Entonces usando 

Jl( C U(xC)) = Jl( C) + Jl(xC) - ¡;,( C n (xC)) 

y la invariancia de Jl tenemos 

(6.16) 

Porotrolado,CU(xC) CCUVC~U,porloqueJl(CU(xC)) ~Jl(U). Pero 
entonces de (6.16) concluimos que 2Jl(C) ~ Jl(U), lo que contradice la elección 
de U. 

En conclusión, V es una vecindad de e contenida en 

{x E G : Jl(B n (x- l B)) > O} 

es decir, e es un punto interior. Q.E .D . 
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Capítulo 7 

Función modular 

La función modular es lo que nos permite pasar de una medida izquierda de 
Haar a una medida derecha de Haar. Veremos algunas condiciones para que 
las medidas izquierdas y derechas coincidan, las cuales serán útiles para poder 
definir una involución en LI (G) (cuando el grupo es conmutativo). 

Tomemos (G, r) un grupo topológico localmente compacto Hausdorff se
gundo numerable y Ji. una medida izquierda de Haar. Para toda a E G la 
traslación derecha por a (ó"a(x) = xa), es un homeomorfismo, por lo que si 
definimos Ji.a(B) = Ji.(ó"a(B)) = Ji.(Ba) para todo boreliano B de G obtenemos 
una medida regular (Lema 6.20) que claramente es invariante bajo traslaciones 
izquierdas. Por la unicidad de la medida de Haar tenemos que existe un único 
número positivo denotado ~(a) de tal forma que Ji.a = ~(a)Ji.. El número ~(a) 
no depende de la medida Ji. con la que comenzamos, pues si v es otra medida 
izquierda de Haar tenemos v = CJi. para algún número positivo c y entonces 
Va = CJi.a = c~(a)Ji. = ~(a)v. 

Definición 7.1 (Función modular). La función ~ : G -+ (0,00) se conoce 
como función modular de G. 

Antes de comenzar recordaremos algunas definiciones. 

Definición 7.2. 1. Una función Be -medible f : G -+ lR , se llama integrable 

con respecto a Ji. ó Ji.-integrable, si J IfldJi. < oo. Por .c~(G, Be, Ji.) deno
tamos al conjunto de funciones Ji.-integrables que toman valores reales. 

2. Una función Be-medible f : G -+ e se llama integrable con respecto a Ji. 
ó Ji.-integrable si y sólo si el módulo de f nfl) es Ji. integrable; es decir, 
J Ifl dJi. es finita. Por .cf(G, Be , ¡.t) denotamos las funciones integrables 
respecto a Ji. que toman valores complejos. 

Notas: Recordamos que fE .cf(G, Be,Ji.) si y sólo si las integrales de la 
parte positiva (f+ ) y la parte negativa (f - ) son finitas ; además fE .cf(G, Be, Ji.) 
si y sólo si la parte real de f (Re(f)) y la parte imaginaria de f (Im(f)) están 
en .c~(G,Be,Ji.) (ver [Cohn]) . 
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Enseguida enunciamos algunas propiedades de la función modular. 

Proposición 7.3. Sean (G , r) un grupo topológico localmente compacto Haus
dorff segundo numerable y J.L una medida izquierda de Haar. Entonces 

1. ~ es homomorfismo de grupos entre G y el grupo multiplicativo (0,00). 

2. ~ : G -+ (0,00) es continua. 

3. El centro (z(G)) , el conmutador (c(G)) y la torsión (t(G)) de G están 
contenidos en el núcleo de ~. 

4. Si v es una m edida derecha de Haar entonces para todo boreliano B se 
tiene que 

1 
v(xB) = ~(x) v(B) 

5. Dada f E .cf(G, Be , J.L) ó f medible no negativa, B E B e Y Y E G se tiene 

r f(x)dJ.L(x) = ~(y) r f(xy)dJ.L(x) lBy lB (7.1) 

6. Dad~ f E .cf(G, Be , J.L) ó f m edible no negativa y B boreliano, se tiene 
que 

Demostración. 
Prueba de 1. 

h-l f(x)dJ.L(x) = h fi~:;) dJ.L(x) (7.2) 

Es claro que ~(e) = 1. Tomemos C <:;; G compacto con interior no vacío 
(entonces O < J.L(C) < 00) . Notamos que 

~(xY)J.L(C) = J.L(C(xy)) = J.L((Cx)y) = ~(Y)J.L(Cx) = ~(y)~(x)J.L(C) 

por lo que cancelando J.L(C) obtenemos que ~(xy) = ~(x)~(y) . 

Como consecuencia tenemos que 1 = ~(X)~(X-l) por lo que ~(X- l) 
~(X)- l. 

Prueba de 2. 
Es suficiente probar que ~ es continua en e. Razón: Supongamos que ~ es 

continua en e, sea x E G. Probemos la continuidad en x: 
Sea e > O. Debemos probar la existencia de una vecindad U de x , tal que si 

y E U entonces /~(x) - ~(y)/ < e . 
Por la continuidad de ~ en e existe V E N(e) tal que si y E V entonces 

/ ~(y) - 1/ < ti!x). 

Tomemos U = xV; entonces U es una vecindad de x. Además si tomamos 
y E U , Y = xz para alguna z E V, por lo que /~(z) - 1/ < tiCx) de donde por 
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la multiplicatividad de ~ se tiene I~(zx) - ~(x)1 = I~(y) - ~(x)1 < é, lo cual 
termina la demostración de la continuidad en x. 

Ahora queremos demostrar que ~ es continua en e. Tomemos C compacto 
con interior no vacío y é > O. Por la regularidad de f..' existe U abierto con 
C ~ U, tal que f..'(U) < (1 + é)f..'(C). Ahora sea V vecindad simétrica de e tal 
que CV ~ U (ver Proposición 5.7) . 

Afirmamos que si x E V entonces I~(x) - 11 < é . 

Tomemos x E V, entonces Cx ~ U por lo que 

de donde obtenemos 

~(x) - 1 < é (7.3) 

Si ahora tomamos x = y-I con y E V, ya que V es simétrica tenemos por lo 
. A( -1) 1 - 1 1 - I-Ll(y} d d d antenor ~ y - - Ll(y} - - Ll(y} < é, e on e 

1 - ~(y) < é~(y) 

Por último: 
Si ~(x) = 1 entonces I~(x) - 11 = O < é. 

Si ~(x) > 1 entonces por (7.3), I~(x) - 11 = ~(x) - 1 < é . 

Si ~(x) < 1 entonces por (7.4), I~(x) - 11 = 1 - ~(x) < é~(X) < é. 
Lo que termina la demostración de la continuidad de ~ en e. 
Prueba de 3. 

(7.4) 

Primero veamos que t(G) ~ ker~. Tomemos x E t(G) y n E N tal que 
xn = e. Como ~ es homomorfismo tenemos que 1 = ~(x)n por lo que ~(x) = 1; 
i.e. x E ker ~. 

Veamos que z(G) ~ ker~. Sea x E z(G) entonces para todo boreliano B , 
Bx = xB y por la invariancia de f..' y la definición de b. 

así que si B es compacto no vaCÍo tenemos que b.(x) = 1. En particular si el 
grupo es conmutativo (z(G) = G) tenemos que b. es idénticamente uno. 

Por último probemos que c(G) ~ ker b.. Recordemos que c(G) es el sub
grupo generado por los elementos de la forma xyx- Iy-I. En consecuencia, es 
suficiente probar que para cualesquiera x y y, xyx-Iy-I E ker b.. Pero por la 
multiplicatividad de b., 

Prueba de 4. 
Sea v una medida derecha de Haar y r el equivalente derecho de ~ ; es decir , 

para todo x en el grupo y todo boreliano B se cumple v(xB) = r(x)v(B) . 
Debemos mostrar que r = i· 
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Definamos v(B) = v(B-1
). Entonces v es una medida izquierda de Haar. 

Sea C un subconjunto compacto de tal forma que e E int(C). De las identidades: 

v(C) = v(xx- 1C) = r(x)v(C-1x) = r(x)L\(x)v(C-1
) = r(x)L\(x)v(C) 

obtenemos que 1 = r(x)L\(x); es decir, r = i. 
Prueba de 5. 
Sean B E Be Y Y E G. 
Primero probamos (7.1) para cuando f es medible y no negativa. 
Caso 1: f = XE para algún E E Be. 
Notamos que xE(xy) = XEy-¡(X), entonces 

L\(y) l f(xy)dp,(x) L\(y) / XB(X)xEy-¡ (x)dp,(x) 

L\(y)p,(B n (Ey-l» 

L\(y)p,(((By) n E)y-l) 

= L\(y)L\(y-l )p,((By) n E) 

r f(x)dp,(x) 
lBy 

Caso 2: Por la linealidad de la integral, (7.1) se vale para cuando f es una 
funcion Be-simple no negativa. 

Caso 3: Caso general. 
Tomemos (Sn)nEN sucesión de funciones Be-simples no negativas tales que 

Sn ::; f y Sn -t f· Por el Teorema de la convergencia monótona tenemos que 

(7.5) 

Pero por el caso 2 tenemos que fBy sn(x)dp,(x) = L\(y) fB sn(xy)dp,(x) y de 
nuevo por Teorema de la convergencia monótona tenemos 

L\(y) l sn(xy)dp,(x) -t L\(y) l f(xy)dp,(x), (7.6) 

así que de (7.5) y de (7.6) obtenemos fBy f(x)dp,(x) = L\(y) f B f(xy)dp,(x). 

Para probar (7.1) en el caso de que fE .cf(G, Be , p,», aplicamos lo anterior 
a f + ya f - · Por último, si f E .cf(G,Be,p,) aplicamos el caso real a Re(J) y 
a Im(J). 

Prueba de 6. 
Por el Teorema 6.31 y usando que p,(Bx) = L\(x)p,(B) se tiene que 

para f B e -medible no negativa y C compacto con interior no vacío 
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Ahora, si ¡ E .cf(G, Be, /l) entonces aplicando lo anterior a ¡+ y a ¡- se 
sigue cumpliendo (7.2). Si ¡ E .cf(G, Be,/l) aplicamos el caso real a Re(f) ya 
Im(f). Q.E.D. 

Notamos que los incisos 5 y 6 son fórmulas de cambio de variable. En el 
inciso 5 el cambio de variable es 6(x) = xy y el que juega el papel del jacobiano 
es Ll(y). En el inciso 6 el cambio de variable es h(x) = x- 1 y el que sirve como 
jacobiano es i. Si la función modular es idénticamente uno los cambios de 
variable se simplifican. 

Definición 7.4. Un grupo topológico localmente compacto Hausdorff segundo 
numerable (G, r) se llama unimodular si la función modular es constante (igual 
a uno). 

Por ejemplo, si el grupo G es conmutativo entonces para todo x, /l(xB) = 
/l(Bx) = /l(B); por lo que Ll(x) = 1 para todo x, por lo que G es unimodular. 
Más adelante daremos ejemplos de grupos no abelianos unimodulares. 

La siguiente proposición identifica algunos grupos unimodulares. 

Proposición 7.5. Sea (G, r) grupo topológico compacto Hausdorff segundo nu
merable; entonces G es unimodular. 

Demostración. Al ser Ll continua y G compacto se sigue que Ll(G) ~ (0,00) 
es compacto y por lo tanto acotado. 

Si existe x E G tal que Ll(x) > 1 entonces {Ll(x)n = Ll(xn) : n E N} ~ IR no 
está acotado lo cual es una contradicción. Si existe x E G con Ll(x) < 1, al ser 
Ll homomorfismo obtenemos que Ll(x-1) > 1 Y volvemos al caso anterior. En 
conclusión debemos tener que para todo x E G, Ll(x) = 1. Q.E.D. 

Supongamos que G es conexo. Al ser Ll continua su imagen es un subcon
junto conexo de IR, es decir, un intervalo. Si G es unimodular el intervalo se 
reduce a {1}, pero si G no es unimodular entonces el intervalo es (0,00). 

Proposición 7.6. Si G es conexo no unimodular entonces ü es suprayectiva. 

Demostración. Al ser G conexo y Ll continua tenemos que Ll(G) es conexo 
en lR y por lo tanto un intervalo. Usando que G no es unimodular existe x E G 
con Ll(x) =1- 1 Y sin pérdida de generalidad podemos suponer que Ll(x) > 1 Y por 
lo tanto Ll(X-l) < 1. Entonces la sucesión de intervalos ([Ll(x-1)n, Ll(X)n])nEN 
cubre (0,00). Ahora, como Ll(xn) = Ll(x)n, ü(x-n) = Ll(x-l)n y Ll(G) es 
conexo tenemos que [Ll(x-1)n, Ll(xtl está contenido en Ll(G) para todo n E N, 
en consecuencia Ll(G) = (0,00). Q.E.D . 

La siguiente proposición nos da una muestra más de cómo la función modular 
relaciona las medidas derechas e izquierdas. 

Proposición 7.7. Sea (G , r) un grupo topológico localmente compacto Haus
dorff segundo numerable, /l y 11 medidas de Haar izquierda y derecha respectiva
mente y B E Be. 

1. 

(7.7) 
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2. Recordamos que j:í( A) = JI. ( A - 1) . Si f es una función Ba -medible no 
negativa ó f E .cf (G, Ba, JI.) entonces 

r - r f(x) 
lBf(x)dJl.(x) = lB t.(x)dJl.(x). 

3. 

v(B-1) = 1 t.(x)dv(x) . 

Demostración. 
Para probar el inciso 1 hacemos f = 1 en (7.2) . 
Prueba de 2. 
Primero demostramos (7.8) para f Ba-medible no negativa. 
Caso 1: f = XA para algún A E Ba. En este caso 

1 f(x)dj:í(x) = j¿(A n B) = JI.((A n B)-1)) 

pero por (7.7) tenemos 

-1 r 1 r f(x) 
JI.((AnB) )) = lAnB t.(x)dJl.(x) = lB t.(x)JI.(x) 

lo que termina la prueba del caso 1. 

(7.8) 

(7.9) 

Caso 2: f es una función Ba-simple no negativa. Este caso se sigue de la 
linealidad de la integral y del caso 1. 

Caso 3: Caso general. Sea (Sn)nEN una sucesión de funciones Ba-simples no 
negativas tales que Sn ::; f y limn Sn = f . Por el Teorema de la convergencia 
monótona tenemos 

lim r sndj:í(x) = r f(x)dj:í( x) 
n lB lB 

(7.10) 

. r sn(x) r f( x) 
h~ lB t.(x) dJl.(x) = lB t.(x) dJl.(x) (7.11 ) 

pero por el caso 2, fB sn(x)dj:í(x) = fB ~((:¡dJl.(x) para toda n E N. En conse
cuencia de (7.10) y de (7.11) concluimos que f satisface (7.8) . 

Ahora supongamos que f E .cf(G, Ba, JI.) . Si escribimos f = ¡+ - f - 1 y 
aplicamos lo anterior a f+ y a f- obtenemos que f cumple (7.8). Por último, 
cuando f E .cf(G,Ba , JI.) aplicamos el caso real a Re(f) y a Im(f) . 

Probemos el inciso 3. Si tomamos f(x) = t.(x) en (7.8) obtenemos que 

1 t.(x)dj¿ (x) = j¿(B - 1
) (7.12) 

Por 6.21, j¿ es una medida derecha de Haar, por lo que existe e > O de tal 
forma que v = ej¿ . Es fácil probar que para toda g B a-medible no negativa, 
fB g(x)v = e f B g(x)dj¿(x)j por lo tanto, si multiplicamos (7.12) por c obtenemos 
(7 .9.) Q .E .D. 
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Corolario 1.8. Sean (G, r) grupo topológico localmente compacto HausdorjJ Jl 
y 1/ medidas izquierda y derecha de Haar respectivamente. Entonces dado B E 

Ba, Jl(B) = O si y sólo si I/(B) = O, i.e. 1/« Jl y Jl « 1/. 

Demostración. Por la proposición 7.7 tenemos que {.t « Jl. Por otro lado, al 
ser {.t medida derecha de Haar existe c > O tal que {.t = Cl/, de donde 1/ «Jl. De 
igual forma Jl« 1/. Q.E.D. 

Corolario 1.9. Sea (G, r) un grupo topológico localmente compacto HausdorjJ 
y Jl una medida derecha de Haar. Entonces: 

d{.t 1 

dJl .ó. 

Demostración. Se sigue de (7.7.) Q.E.D. 
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Capítulo 8 

Ejemplos de medidas de 
Haar 

La intención de este capítulo es exhibir ejemplos concretos de medidas de Haar. 
Estudiaremos medidas de Haar para el grupo multiplicativo IR+ , para el grupo de 
matrices invertibles de 2 x 2 (el cual nos da un ejemplo de un grupo unimodular 
no conmutativo) y para el grupo Z~ . El ejemplo 8.11 (tomado de [Hewitt-l]) 
es particularmente interesante, pues generaliza varios ejemplos anteriores y nos 
dice cómo calcular la función modular de varios grupos. 

Antes de ver ejemplos de medidas de Haar damos una proposición que nos 
proporciona un criterio para saber cuándo dos medidas son iguales. Depués 
daremos una proposición que simplifica la prueba de que una medida regular 
sea medida de Haar. 

Lema 8.1. Sean (X, S, Jl) y (X, S, v) dos espacios de medida finita con 
v(X) = p(X). 

Supongamos que P es un 'Ir-sistema (ver definición 6.28) tal que la a-álgebra 
generada por P (S(P») es S y tal que Jl y v coincidan en P . Entonces v = Jl. 

Demostración. Tomemos 12 = {A E S : v( A) = Jl( A) } . Por hipótesis tenemos 
que P ~ .e, así que si probamos que 12 es un A-sistema, por el Lema de las clases 
monótonas (ver apéndice B.4) tendremos que S(P) ~ 12, pero S(P) = S, lo que 
prueba el lema. 

Queremos demostrar que 12 es un A-sistema. 
Como v(X) = Jl(X) resulta que X E L 
Sea (An)nEN sucesión creciente de elementos de L. Entonces: 

así pues UnEN An E L . 
Tomemos B ~ A, con B ,A E L Al ser v y Jl finit as tenemos que 
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J-L(A\B) = J-L(A) - J-L(B) = v(A) - v(B) = v(A\B) 

por lo que A\B E L. Q.E.D. 

Corolario 8.2. Sean (X,S,J-L) y (X,S,v) dos espacios de medida. Sea P un 
n-sistema tal que v y J-L coinciden en P y además la a-álgebra generada por 
P es S. Supongamos que existe (Xn)nE N sucesión creciente de elementos de P 
con medida finita bajo J-L y v tal que X = UnEN X n· Entonces v = J-L. 

Demostración. Definamos Vn,J-Ln : S -+ [0,(0) por vn(A) = v(A n X n ) y 
J-Ln(A) = J-L(A n X n ). Entonces Vn y J-Ln son medidas finitas y coinciden en P, 
así que por el Lema 8.1 Vn = J-Ln para toda n E N. 

Por último, dado A E S tenemos 

Q.E.D . 

Corolario 8.3. Sea (G, T) grupo topológico localmente compacto Hausdorff y P 
un n-sistema tal que S(P) = Be. 

Sea J-L : Be -+ [O, (0) medida regular. 
Supongamos que: 
i) Existe (Gn ) sucesión creciente de elementos de P con medida finita tal 

que su unión es todo G. 
ii) Para todo a E G y para todo A E P se tiene que J-L(aA) = J-L(A) 
Entonces J-L es una medida izquierda de Haar. 

Demostración. Sea a E G. Queremos demostrar que para todo A boreliano 
de G, J-L(aA) = J-L(A). 

Tomemos v(A) = J-L(aA) para todo A E B e. Entonces v es una medida y 
por hipótesis v restringida a P coincide con J-L , así que por el corolario 8.2 v = J-L; 

i.e. para todo A E Be , J-L(aA) = J-L(A). Q .E .D . 

Lema 8.4. Sea (X, T) espacio topológico localmente compacto Hausdorff, J-L una 
medida regular sobre los borelianos de X y f : X -+ (O, (0) continua. Definamos 
v : Bx -+ [0,(0) por v(E) = fEf(x)dJ-L(x). Entonces ves una medida regular. 

Demostración. 
Dado que f es continua en X y positiva tenemos que v es una medida. Resta 

probar que v es regular. 
Primero veremos que es finita en compactos. Dado C ~ X compacto al ser 

f continua en X tenemos que Ilfl le < 00 y en tonces v(C) = f e f( x)dJ-L( x) :s; 
1IJlle J-L(C) pero J-L(C) < 00 al ser J-L regular. Entonces v(C) < oo. 

Para todo n E N con n 2 2, sea 11" = f - l ((~, n)). Notamos que Vn ~ Vn+1, 
Vn E T (al ser f continua) y además X = Un >2 11". Observamos que 

v(U) = ¡im v(U n \in) 
n->oo 

(8.1 ) 
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Queremos demostrar que para todo U abierto 

v(U) = sup{v(C) : C ~ U, C compacto} 

Afirmamos que es suficiente probar que para todo n 2: 2 

v(U n Vn) = sup{v(C) : C ~ un Vn, C compacto} (8.2) 

La razón de esto es la siguiente: 
Si v(U) = 00 entonces, gracias a la ecuación (8.1), para toda M > O existe 

n, con p,(U n Vn) > M. Pero usando (8.2) podemos encontrar C ~ Un Vn ~ U 
compacto con p,( C) > M. 

Supongamos v(U) < 00 y sea € > O arbitrario. Por (8.1) encontramos n tal 
que v(U) - v(U n Vn) < ~. Después, usando (8.2) encontramos C ~ Un Vn ~ U 
con v(U n Vn) - v(C) < ~ de donde tenemos v(U) - v(C) < €. 

Ahora probamos (8.2) . Tomemos Un = un Vn . 

Caso 1: v(Un ) < oo. 
Usando ~XUn S fxun obtenemos ~P,(Un) S v(Un) < 00, así p,(Un) < oo" 
Al ser p, regular tenemos que existe (Cm)m~2 sucesión compactos contenidos 

en Un tal que 

Sea C = Um>2 Cm, entonces C ~ Un Y p,(Un \C) S p,(Un \Cm) < ;k para 
todo m 2: 2 i.e. ¡¡(Un \C) = O Y por lo tanto v(Un \C) = O así que 

Pero para cada m 2: 2, U7=2 C i ~ Un es compacto, entonces v(Un) 
sup{v(C) : C ~ Un, C compacto }. 

Caso 2: v(Un ) = oo. 
Usando fxun S nXUn obtenemos 00 = v(Un) = np,(Un); i.e. p,(Un) = 00 y 

por la regularidad de p, dado M > O existe C ~ Un compacto con nM < p,(C) ; 
pero usando ~xc S fxc se sigue que M < Jl(~) S v(C). 

Queremos demostrar que para todo B E B x 

v(B) = inf{v(U) : U E T Y B ~ U} (8.3) 

Es claro que podemos suponer que v(B) < 00 yen consecuencia, para todo 
n 2: 2, v(B n Vn) < oo. 

Primero probaremos que dada € y n 2: 2, existe Wn ~ Vn abierto que 
contiene a B n Vn , de tal forma que 

(8.4) 

Como ~XBnVn S fXBnvn y v(B n Vn) es finita, resulta que p,(B n Vn) es 
finita. Por la regularidad de p" podemos tomar un abierto W:1 que contiene a 
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B n Vn de tal forma que J.L(W~) < J.L(B n Vn ) + 2"n, Y como J.L(B n Vn) es finita 
obtenemos que J.L(W~ \ (B n Vn )) < 2"n. 

Proponemos W n = w~nVn. Entonces W n es abierto y a BnVn ~ W n ~ Vn. 
Además, como W n está contenido en W~ se tiene que J.L(Wn \ (B n Vn )) < 2"n. 

Ahora tomemos W = UnENWn. Entonces W es abierto y contiene a B. 
Probaremos que v(W) < v(B) + E, con lo cual (al ser E arbitraria) concluimos 
(8.3). 

Para n ~ 2 tome W,',' = Uk=2 W k • Entonces W es la unión creciente de W,',', 
por lo que v(W) = limn v(W,','). 

Por otro lado, como (B n Vn)n~2 es creciente, tenemos 

por lo que de (8.4) y usando que v(B n Vn ) es finita obtenemos 

n 

v(W::) :S v(B n Vn ) + L 2
E
k 

k=2 

Por último, como limn v(B n Vn ) = v(B) resulta 

00 

v(W) = lim v(W::) :S lim v(B n Vn) + L Ek < v(B) + E. 
n n 2 

k=2 

Q.E.D. 

Ejemplo 8.5. Tomemos el grupo multiplicativo G = (0,00) Y sea>. la medida 
de Lebesgue restringida a los borelianos de G. 

Definamos J.L : BG -+ [O,ooJ dada por J.L(A) = fA td>.(t). 
Como la función t H t - 1 (t E G) es continua y positiva tenemos que J.L es una 

medida regular (ver Proposición 8.4), resta probar que es invariante izquierda. 
Sea P = {[a, b) : a , bE G}, entonces P es un n-sistema que genera a B G· 
Vamos a encontrar la medida bajo J.L de los elementos de P. 
Al ser x H x- 1 continua en G, la integral de Riemann coincide con la de 

Lebesgue en [a, bJ e IR y entonces 

1 ~d>'(t) = ¡b ~dt = In(b) - ln(a) 
[a .b) t a t 

(8.5) 

Ahora, G = UnEN [~ ' n) con ([~, n))nEN sucesión creciente de elementos de 
P. Además por (8.5) cada [~, n) es de medida finita. 

Por corolario 8.3 es suficiente probar que para todo n E N Y para todo c E G 
se cumple que J.L(c[a, b)) = J.L([a , b)). Pero por (8.5) 

1 1 ¡Cb 1 1 1 -d>.(t) = - dt = ln (c) + ln(b) -ln(c) - ln(a) = ->.(t) 
[ca .cb) t ca t [a .b) t 

L e. J.1( c[a, b)) = J.1([a, b)). 
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Ejemplo 8.6. Tomemos el grupo 

con la multiplicación usual de matrices (ver ejemplo 5.2-6) y sea -X la medida 
de Lebesgue en ]R2 .. 

Sea H¡ = {(r,s) E JR2: r > O} (un semiplano abierto en JR2.) Identificamos 
los puntos de G con los de H¡ mediante 

(~ nH(r,s) 

Definamos ¡.t : Ba -+ [0,00] dada por ¡.t(A) = fA bd-X(x, y) . 
Afirmamos que ¡.t es una medida izquierda de Haar. 
Dado que x H x-2 (x > O) es una función continua y positiva tenemos que 

¡.t es una medida regular (ver Proposición 8.4). 
Tomemos P = ([r,s) x [u,v) : r,s,u,v E IR,r,s > O}; entonces P es un 

7r-sistema que genera a Ba . Veamos que P satisface las hipótesis del Corolario 
8.3. 

Primero calculamos la medida de los elementos de P. 
Al ser x H x-2 continua en el semiplano abierto H¡, tenemos que las inte

grales de Riemann y Lebesgue coinciden en subconjuntos compactos de H¡. Por 
el Teorema de Fubini: 

1 1 !.V I s 1 (1 1) 2d-X(x,y) = 2dxdy = (v - u) - --
[r,s)x[u,v) X u r X r s 

(8.6) 

Es claro que G = UnElI/[~,n) X [-n,n) con ([~,n) x [-n,n))nEN sucesión 
creciente de elementos de P. Cada [~, n) x [-n, n) tiene medida finita por (8 .6) . 

Nos resta probar que para toda a E G y toda A E P , ¡.t(aA) = ¡.t(A). 
Tomemos [r, s) x [u, v) E P Y 

a= (~ ~) EG A={ (~ i) : (x , y) E [r,s) x [U,V)} 

Entonces 

que podemos reescribir como 

aA = { (~ ~): (z , w) E [ar, as) x [au + {3 , av + {3)} 

Al igual que en (8.6) tenemos 
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1 1 ¡ av+13 ¡ as 1 
z-X(x, y) = 2 dxdy 

[ar,as) x [au+13,av+13) X au+13 ar X 

(av - au) (~ - ~) 
ar as 

de donde tenemos que fL(aA) = fL(A). 
Así pues por el corolario fL es una medida izquierda de Haar. 
Ahora sea v : B e -+ [0,00] dada por v(A) = fA ~d-X(x, y). 
Afirmamos que v es una medida derecha de Haar. La prueba es un razo

namiento parecido al anterior, tomamos P el mismo "Ir-sistema de antes y sólo 
nos resta probar dos cosas: que los conjuntos [1', s) X [u, v) tienen medida finita 
bajo v y que v(Aa) = v(A) para toda a E G y toda A E P 

Para ver que v([r, s) x [u , v)) es finita usamos que t f---t el es continua (y 
así las integrales de Lebesgue y Riemann coinciden) yel Teorema de Fubini para 
obtener 

1. 1 ¡V ¡S 1 
-d-X(x,y) = -dt = (v - u)(ln(s) -ln(r)) 

[r,s)x[u ,v) X u r t 
(8.7) 

Tomemos a E G y A E P como antes, entonces 

{ (
xa Xf3+Y) } Aa= O 1 : (x,y) E [1', s) x [u , v) 

Sea E = {(xa, xf3 + y) : (x,y) E [1', s) X [u, v)} Y f,g : [m,sa) -+ IR dadas 
por 

f3 
f(t) = -t + u 

a 
f3 

g(t) = -t + v 
a 

la gráfica de f es una recta que une (ra, f3r + u) con (sa , f3s + u) y la gráfica 
de 9 es una recta que une (ra, f3r + v) con (sa, f3s + v). 

Note que E = {(z, ~f3 + y) : (z, y) E [m, sa) x [u, v)} y entonces 

E = {(z,w): z E [m, sa) , f(z) S; w S; g(z)} 

y por el Teorema de Fubini 

I I ¡ as /,9(;) 1 ¡ as 1 
-dz = -dwdz = -(g(z) - f( z ))dz 

E z ar I( z) Z a r Z 
¡as v - u 

--dz 
ar Z 

(v - u)(ln(s) -ln(r)) 

Pero dado que t >-+ e 1 es continua las integrales de Lebesgue y de Riemann 
coinciden y así gracias a (8.7) 
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v(Aa) =! .!.dA(X,y) = r .!.dx = (v - u)(ln(s) -ln(r)) = v(A) 
Aa X lE X 

Este ejemplo nos proveé de conjuntos con medida finita bajo una medida 
izquierda pero infinita bajo una medida derecha. Por ejemplo tomemos A la 
franja [1 ,00) x ~ Entonces A es la unión creciente de An = [1, n) x [0,1) 
por lo que v(A) = limn v(An ) y J.L(A) = limn J.L(An). 

Por otro lado usando (8.6) y (8.7) 

1 
J.L(An) = 1 - -, v(An) = ln(n) 

n 

así que J.L(A) = 1 Y v(A) = oo. 

Ejemplo 8.7. Consideremos el grupo aditivo Z2 con la topología discreta y 
el grupo G = Z~ con las operaciones coordenada a coordenada y la topología 
producto. Es sen dio probar que G es grupo topológico (conmutativo) y además 
es compacto pues es producto de compactos. Así pues podemos tomar J.L la 
medida de Haar normalizada i.e. J.L(G) = l. 

Recordemos cómo son los abiertos básicos de G. Si Pi : G -+ Z2 es la 
i-ésima proyección entonces p¡I(U) ~ G es abierto básico con U ~ Z2. Los 
básicos de G son de la forma n7=1 p~1 (Ui ;) con Ui ; ~ Z2 . 

El siguiente resultado determina la medida de los elementos de una base de 
vecindades. 

Proposición 8.8. Dados {i j }7=1 ~ N y (nj)7=1 E Z~ fijos se tiene que 

(8.8) 

ó de manera equivalente 

J.L(a E G: a(i j ) = nj, j E {l, . .. ,k}) = 2lk 

Demostración. Primero probamos que para cualesquiera (nj )7=1 ' (mj )7=1 E 
Z~ se cumple 

(8.9) 

Por la invariancia de J.L es suficiente probar que uno es traslación del otro, 
pero afirmamos que 

k k n p~I({nÚ) + b = n p~I({mj}) (8.10) 
j=1 j=1 
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con b dado por b(ij ) = nj + mjmod2 si ii E {i1, ... ,id Y cero en otro caso. 
Probemos (8.10). 

~] Tomemos cE n;=l p~l({nú) y ij en {i1, . .. , id, entonces 

(c + b)(i j ) = c(i j ) + b(ij ) = nj + (nj + mj) = mj 

por lo que c + b E n;=l p~ 1 ( {mj} ). 

2]Sea c E n;=l p~l ({ mj}) y tomemos a E n;=l p~l ({ nj}) dada por 
a(i) = c(i) si i rf. {i1, ... ,id. Entonces sii = ij para algunaj en {l, . .. ,k}, 
(a + b)(ij ) = nj + (nj + mj) = mj = c(i j ). Si i no está en {i1, ... , id entonces 
(a + b)(i) = c(i). En conclusión a + b = c. Esto termina la prueba de (8.10) . 

Por (8.9), probar (8.8) es equivalente a probar 

lo cual haremos por inducción sobre k. 
k = 1. Veamos que J.L(p~l({O})) = 1/2. 
Notamos que G es la unión ajena de p~l({O}) y p~l({l}) Y como J.L(G) = 1 

se sigue que 1 = J.L(P~1({0})) + J.L(p~l({l})). Pero por la observación tenemos 

que J.L(P~1({0})) = J.L(P~1({1})) por lo que se concluye que J.L(p~l({O})) = 1/2. 

Supongamos que J.L(n;=l p~l( {O})) = 1/2k Y probemos la igualdad para k+ l. 

Notamos que n;=lP~l({O}) es igual a 

donde la unión es ajena y además los dos conjuntos de la unión tienen la misma 
medida (por la observación) así que por la hipótesis de inducción se tiene que 

de donde se concluye que J.L (n;~; p~l ({O})) = 1/2k+l. Q.E.D. 

Corolario 8.9. Existen K, L ~ G subconjuntos compactos tales que J.L(K) = 
0= J.L(L) Y KfBL = G. 

Demostración. Sean 

K = {a E G : a(2i) = O, i E N} y L = {a E G : a(2i - 1) = O, i E N} 

Notamos que 

K = Z2 X {O} X Z2 X {O} X Z2 X .. ' , L =: {O} X Z2 X {O} X Z2 X {O} X .. . 
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por lo que K y L son producto de compactos en Z2 y por lo tanto son compactos 
en G . 

Además, como K ~ n~=l p:;/ ( {O}) para todo natural k se sigue de la proposi

ción (8.8) que ¡.t(K) ::; 1/2k para todo k , por lo que ¡.t(K) = O. De manera 
similar se tiene que ¡.t(L) = O. 

N os resta probar que K + L = G. 
Sea a E G Y sean b E K, e E L dados por b(2i -1) = a(2i -1) y c(2i) = a(2i) 

para todo i E N. Entonces b + c = a. Esto prueba que K + L = G, pero como 
K n L = {O} tenemos que K El) L = G. Q.E.D. 

A continuación veremos cierta relación entre ¡.t y la medida de Lebesgue en 
[0,1] . 

Para n ~ 1 sea N n = n:np;l({l}) = {a E G : para todoj ~ n,a(j) = 1} 

Y N = U::'=l N n . 

Por la Proposición 8.8 se sigue que ¡.t(Nn ) = O para todo n y por lo tanto 
¡.t(N) = O. 

Sea a = G\N y f: a --t [0,1] dada por f(a) = L:1 a(i)/2 i
. 

Como todo número en [0,1] admite un desarrollo binario sin colas de unos 
concluimos que f es sobre. Además como no tenemos colas de unos f resulta 

. t · b 1 "",00 a1i' "",00 bli' O ser myec wa; para pro ar o supongamos que L...i= l y = L...i=l Y y que = 
a(l) < b(l) = 1. Entonces 

donde la segunda desigualdad es estricta ya que a no tiene cola de unos. En
tonces no puede pasar que a(l) < b(l). De la misma forma llegamos a una 
contradicción si b(l) < a(l) por lo que a(l) = b(l) . Por inducción tenemos que 
a(n) = b(n) para todo n por lo que a = b. 

Afirmamos que f es continua. 
Sea (a'\hEL una red en a ya E a tal que a,\ --t a en a. Queremos demostrar 

que f(a,\) --t f(a) en [0,1] . 
Sea é > O. Como L: 1 1/2i < 00 existe n E N tal que 2:: n+1 1/2i < é/2. 
Por otro lado ya que ({ a(l)} x ... x {a(n)} x Z~) na, (con 1 = N\ {1, ... , n}) 

es un abierto de a que tiene a a y usando que a,\ --t a resulta que existe ..\0 de 
tal manera que para todo A ~ AO , a,\ (i) = a(i) para todo i E {1 , .. . , n}. Se sigue 
que para todo A ~ ..\0 

00 

< 
i= n+1 

00 2 
< L 2i < 2(é/2) = é 

i=n+1 
lo cual prueba la continuidad de f. 
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De la continuidad de 1 se sigue que para todo B boreliano del [0,1] se tiene 
que 1- 1 (B) E Ba. 

Proposición 8.10. ,\ denota la medida de Lebesgue en [0,1] . Afirmamos que 
para todo boreliano B del [0,1] se cumple '\(B) = J.L(f-l(B)) . 

Demostración. Definamos,\' : B[O.IJ -+ [0 ,00) por,\' (B) = J.L(f-l (B)) . Sabe
mos que,\' es una medida y además '\'([0,1]) = J.L(G) = 1 = '\([0,1]) . Si encon
tramos un 7r-sistema que genere a los borelianos del [0,1] de tal forma que ,\ y 
,\' coincidan en este 7r-sistema tendremos que ,\ = ,\' . 

Para todo m E N tomamos 

{ [ 
1 1 + 1) m} Pm = 2m'~ :lE{0, ... ,2 -1} 

y P = UmEN Pm U{0} . 
Sea Dm = {2!.. : 1 E {O, ... , 2m }}. Los intervalos de Pm son los intervalos 

semicerrados con extremos consecutivos en Dm. Al conjunto D = UmENDm se 
le conoce como el conjunto de los números diádicos y es conocido que es denso 
en [0,1]. 

Observamos que cada Pm consta de una colección de intervalos ajenos. 
Además, para todo q natural, Pm+q e Pm Y cada intervalo de Pm es la unión 
de 2q intervalos de P m+q . 

Tomemos A, BE P Y veamos que A n BE P. Si A = 0 ó B = 0 entonces 
es claro que A n B E P . Entonces podemos suponer 

B _ [_1 1 + 1) 
- 2m ' 2m 

y sin pérdida de generalidad suponemos que n ::; m . Entonces B E Pm es la 
unión de 2m - n intervalos de Pn . Como A E Pn tenemos dos casos: A está 
entre los intervalos cuya unión es B . En este caso, A n B = A E P ; si A no 
está entre los intervalos cuya unión es B, entonces A n B = 0 E P . 

Ahora probemos que S(P) = B [O.IJ. 
~] Como P ~ B[O.IJ resulta que S(P) ~ B[O.IJ. 
2]Sea E = {(a , b): a , b E [0, 1j}. Como S(E) = B [O.IJ es suficiente probar 

que E ~ S(P). 
Tomemos a < b, a, b E [0 ,1]. Usando la densidad de D en el [O, 1]' es posible 

encontrar (Xi)i El'I, (Yi)iEl'I sucesiones de diádicos tales que converjan a a y a b 
respectivamente y 

a < Xn+l < X n < Yn < Yn+ l < b 

En consecuencia (a,b) = U~=l [Xn , Yn). Por lo tanto para que (a , b) E S(P) , 
es suficiente probar que dados x,y E D con x < y , se tiene que [x,y) E S(P). 

S ean x, y E D con x E Dn y Y E Dm. Sin pérdida de generalidad podemos 
suponer que n ::; m. Si n ::; m entonces Dn e D m , por lo que x, y E D m , es 



decir x = 2':.. Y Y = 2!..· Pero entonces 

por lo tanto, [x, y) E S(P). 

1- 1 [i i + 1) 
[x,y) = U 2m'~ 

,=k 
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Lo último que nos falta para terminar la prueba de la Proposición 8.10 es 
demostrar que 

Tomemos el diádico 2
k
" y escribámoslo en desarrollo binario como 

2
k
" = l:7=1 ~ con li E {0,1}. 

Si probamos que 

_1([k k+1)) nn -1 
f 2n' ~ = j=1 Pj ({lj}) (8.11) 

habremos terminado, pues usando la proposición 8.8 y la definición de >..' ten
emos 

Veamos la igualdad (8.11) 
~J Tomemos a E G tal que f(a) E [2~ ' W) 

~ li < ~ a(i) < ~ li + ~ 
L 2' - L 2' L 2' 2n 
i=1 i=1 i=1 

(8.12) 

Primero afirmamos que 11 ~ a(l) y para probarlo primero suponemos que 
0= a(l) < 11 = 1 entonces 

~ + ~ li. < ~ a( i) < ~ 
2 L2' - L 2' 2 

i=2 i=2 

(donde la segunda desigualdad es estricta ya que a no tiene cola de unos) lo que 
es una contradicción. Así pues, l¡ ~ a(l). 

Ahora veamos que 11 = a(l) , para lo cual suponemos que O = 11 < a(l) = 1. 
Ya que a(l) = 1 se tiene que f(a) E [~ , 1J. Por otro lado ya que ti = O resulta 

1 d · 'd· k '" nI· [O 1) [k ti!. ) e [O 1) , que e la lCO 2" = L.."i=1 2T E ''2 pero entonces 2"' 2" _ ''2 Y as! 
f(a) E [2~' W) lo cual contradice lo anterior. Así pues, 11 = a(l) y (8.12) se 
reescribe como 

~ !..i., < ~ a(i) < ~ li + ~ 
L 2' - L 2' L 2' 2n 
i=2 i=2 i=2 
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y podemos repetir el argumento para encontrar que 12 = a(2), ... ,ln = a(n). 

2] Tomemos a E n7=1 pjl({lú)· Es claro que 2:::~= i 4t ::; 2::::1 aJ:). Además 
como a no tiene cola de unos tenemos 

¿
e<) a(i) _ ¿n 1; ¿e<) a(i) ¿n l¡ 1 
-- -+ -< -+-
2i 2i 2; 2i 2n 

i=l ;=1 ;=n i=l 

lo cual termina la demostración de la proposición. Q.E.D. 

Como consecuencia de la proposición podemos dar dos compactos en [0,1], 
e y D de medida cero de tal forma que e + D = [O, 1]. Para esto tomamos 
e = f[K] Y D = J[L] con K y L como en el corolario 2 (notemos que K, L ~ G). 
Al ser f continua, K y L compactos resulta que e y D son compactos. Para 
mostrar que e + D = [0 , 1] dado x E [0, 1] lo descomponemos en desarrollo 
binario 2::::1 F de tal forma que no tenga cola de unos. Entonces tomamos a E 
K, bE L tal que a(2i-1) = X2i-l Y b(2i) = X2i. De esta manera f(a)+ f(b) = x. 
Por último para probar que tanto e como D tienen medida cero, usando la 
Proposición 8.10 Y que f es biyectiva tenemos que A( e) = ¡.t(f-l (f[K])) = 
¡.t(K) = O. Si uno intenta visualizar los conjuntos e y D resulta que son de tipo 
Cantor, sólo que en vez de quitar terceras partes quitamos mitades. 

Ejemplo 8.11. Este ejemplo generaliza dos de los ejemplos anteriores y nos 
ayuda a ver algunos más. 

Sea (G, T) un grupo topológico con las siguientes propiedades: 

1. G ~ IRn es abierto. 

2. P : G x G ~ IR2n -t IRn tal que p(x,y) 
x = (Xl, ... ,Xn ) Y y = (Yi, ... ,Yn) es tal que 

(Pi (x, y), . . . ,p,,(x, y)) con 

OPj OPj 

OXi' OYk 

son continuas en G x G, i.e. p es clase el. 
Falta una tercera condición, pero antes recordemos que las traslaciones 
izquierda y derecha por a ((Ja, 8a respectivamente) son continuas. En este 
caso son clase el, pues tenemos que para todo x E G 

O((Ja)j ( ) = OPj ( ) o(8a )j ( ) = OPj ( ) 
<=l X <=l a, X, <=l X <=l x, a 
VXi VXi VXi VXi 

(8.13) 

por lo que a~:/j y a~;}j son continuas. Aún podemos decir más: ten
emos que (Je es la función identidad en G y que (Ja(Jb = (Jab, así que (Ja 

es invertible, su inversa es (Ja - 1 Y es clase el por lo que (Ja es un difeo
morfismo y en consecuencia el Jacobiano de (Jo no se anula en ningún 
punto de G. Lo mismo podemos decir de 8a (notamos que {ua : a E G} y 
{8a : a E G} forman subgrupos del grupo de difeomorfismos de G en G). 
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3. La tercera condición que pedimos es que el Jacobiano de Ua y de 8a sólo 
dependa de a. Si por J(ua) (J(8a)) denotamos el Jacobiano de Ua (8a) 
tomamos S(a) = IJ(ua)1 (D(a) = IJ(8a)l) . 

Una primera observación es que las funciones a I-t S(a) y a I-t D(a) son 
continuas. Para esto tomamos un x E G fijo y (an)nEN sucesión en G de tal 
forma que limn an = a . Debemos probar que limn S(an) es igual a S(a). Usando 
(8.13) y la continuidad de las derivadas parciales obtenemos 

. OPi( ) OPi( ) O(Ua)i() hm ~ an, x = ~ a, x = --!:l- X • 
n-too UXi UXi UXi 

Cada entrada de la matriz 

converge, cuando n tiende a infinito, a la respectiva entrada de la matriz 

y por la continuidad del Jacobiano limnJ(uan)(x) = limnJ(ua)(x). Como 
suponemos que J(uan )(x) sólo depende de a se concluye que limn S(a) = S(a). 
Se argumenta similarmente para D . 

Continuando con las observaciones tenemos que tanto S como D son homo
morfismos entre el grupo G y el grupo multiplicativo (0,00) . Para esto recor
damos que UaUb = Uab, por lo que de la multiplicatividad del determinante se 
sigue J(UaUb) = J(Ua)J(Ub) de donde S(ab) = S(a)S(b). 

Proposición 8.12. Las funciones ¡.t, 1/ : B e -t [O,ooJ dadas por 

¡.t(A) = i S!X) d>"(x) , I/(A) = i D~X) d>"(x) 

(con>.. la medida de Lebesgue en ]Rn) son medidas izquierda y derecha de Haar 
respectivamente. 

Además L'l(a) = ~f:? 

Demostración. Como las funciones x I-t S(x) ' X I-t D(x) son continuas, por 
la Proposición 8.4 tenemos que ¡.t y 1/ son medidas regulares. Resta probar la 
invariancia bajo traslaciones. Sólo lo hacemos para ¡.t, pues para 1/ es simi
lar. Tomemos a E G, como u a es difeomorfismo por el Teorema del cambio de 
variable (ver B .l en apéndice), resulta que 

pero J(ua)( x) sólo depende de a y S es homomorfismo de grupos, por lo que 
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latA) stx) d>'(x) = l S(a)~(x) S(a)d>.(x) = l S~) d>'(x) 

lo que prueba la invariancia izquierda de p,. Q.E.D. 
Ahora examinemos la función modular. De nuevo utilizando que ba es difeo

morfismo y el Teorema del cambio de variable tenemos 

l atA) stx) d>'(x) = l S(~a) D(a)d>.(x) = l S(x)IS(a) D(a)d>.(x) 

D(a) r 1 
S(a) lA S(x)d>'(x) 

de donde se sigue que p,(Aa) = ~t:? p,(A) y que ~(a) = ~t:?· 
Con este ejemplo nos es posible encontrar la función modular del ejemplo 2. 
Tomemos G ei grupo topológico del ejemplo 2 identificado con el semiplano 

abierto de JR2 {(r , s) E JR2 : r > O}, por lo que se cumple la condición l. 
Encontremos las parciales de p : G x G --t JR2. 

p«r,s),(t,u)) = (rt,ru+s) 

entonces 
~-t ~-O ~-r ~-O 8r - 8s - 8t - 8u -
l:!E1. - u l:!E1. - 1 l:!E1. - O l:!E1. - r 8r - 8s - 8t - 8u-

de modo que todas son continuas, por lo que se cumple la condición 2. 
Seguimos con la obtención de S y D empezando con las parciales de IJ"a y ba . 

Tomemos a = (r, s) E G entonces 

8(lJ"ah (t ) = 8(lJ"ah (t ) = O 
8t ,u r, 8u ,u (8.14) 

8(lJ"ah (t ) = O 8(lJ"ah (t ) = 
8t ,u '8u , u r (8 .15) 

de (8.14) Y (8.15) obtenemos que J(lJ"a) = ~ (que sólo depende de a) y S(a) = 
~. Ahora tomemos b = (t, u) E G, entonces 

8(bah ( ) = t 8(bah ( ) = O 
8r r , s , 8s r , s 

8(ba h ( )_ 8(bah ( )-
8r r, s - u, 8s r, s - 1 

por lo que J (bb) = t y D(b) = t . En consecuencia 

p,(A) = r ~d>.(t) , v(A) = r ~d>.(t) 
lAt J.4t 
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son medida izquierda y derecha de Haar respectivamente. Esto ya lo sabíamos, 
pero podemos obtener la función modular 

D(a) r- 1 

~ ((r, s» = S(a) = r-2 = r 

Como consecuencia podemos obtener que JL(A -1) = v(A) para todo boreliano 
A , pues por la Proposición 7.7 

JL(A-1) = r A(1 )d),(r,s) = r ~d),(r,s)=v(A) 
lAur,s lAr 

Por último obtenemos un ejemplo en el que JL(A) es finita pero JL(A -1) no 
lo es. Tomemos A = [1,00) x [0,1). En el ejemplo 8.6 obtuvimos que JL(A) = 1 
y JL(A-l) = v(A) = oo. Compare lo anterior con la Proposición 6.35, que dice 
que si JL(A) es positiva entonces también lo es JL(A-l) . 

Ejemplo 8.13. Tomemos el grupo topológico G = GL(II~?) ~ JR4 (el grupo de 
matrices invertibles). Entonces G es abierto en JR4 (pues puede verse como la 
imagen inversa bajo la función determinante del abierto lR\{O}) por lo que se 
cumple la condición 1 del ejemplo 8.11. 

Encontremos las parciales de p (la multiplicación). Tomemos 

a=(: ~) b=G ~) 
en el grupo. Entonces 

y las parciales son 

!!.El. - r ox -
~-s ox -
é!n - O ox -
~-O oX -

!!.El. - t oy -
~-u oy -
é!n - O oy -
~-O oy -

ab = (xr + yt 
zr + wt 

!!.El. - O oz -
~-O 8z -

é!n - r 8z -

~-s 8z -

!!.El. - O 8w -

~-O oW -
é!n - t 8w -

~-u 8w -

todas continuas y de donde obtenemos 

O 

xs + yu) 
zs+wu 

!!.El. - X 8r -

~-O 8r -

é!n - z 8r -

~-O 8 r -

!!.El. - O 8s -

~-x 
8s -

é!n - O 
8s -

~-z 8s -

!!.El. - y ot -
~-O 8t -

é!n - W ot -
~-w 8u -

!!.El. - O ou -
~-y 8u -

é!n - O ou -
~-O ot -

x 
O 

y 
w 

O 
O ~~ ~~) = det(a)2 = S(a) 

z 

(donde la segunda igualdad se obtiene intercambiando los renglones 2 y 3 Y 
después las columnas 2 y 3). Además 
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(

T t O O) 
s u O O 

J(Ób) = det O O T t = det(b)2 = D(b) 

O O s u 

De esto obtenemos dos cosas: la primera que el grupo es unimodular (pues 
S = D) Y entonces tenemos un ejemplo de un grupo unimodular que no es ni 
abeliano ni compacto; la segunda cosa es que 

¡.t(A) = r 1 2 d>'(x) 
lA (detx) 

es medida de Haar sobre G. 
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Capítulo 9 

Comenzaremos a trabajar con las funciones integrables sobre un grupo topológico 
respecto a una medida de Haar; es decir con Ll (G, BG, /1-) espacio que denotare
mos por Ll (G). Definiremos la multiplicación en Ll (G) como la convolución 
y veremos que con esta multiplicación Ll (G) es un álgebra de Banach que es 
conmutativa si y sólo si G es conmutativo. Además probaremos que es equi
valente que Ll (G) tenga uno y que G sea discreto. Por último estudiaremos las 
funcionales lineales multiplicativas, los caracteres de G y la semisimplicidad de 
L1(G). 

9.1 Funciones continuas de soporte compacto 

Durante esta sección (G, T) denota un grupo topológico localmente compacto 
Hausdorff segundo numerable fijo y /1- una medida regular sobre los borelianos 
de G. Empezaremos recordando unos conceptos, suponiendo los conocimientos 
básicos de integración sobre espacios de medida. 

Definición 9.1. 1. Si p es un número en [1,00), decimos que una fun-
ción Be-medible 1 es p-integmble si !11IPd/1- < oo. Por .c!(G, BG,/1-) y 

.c~ (G, BG, /1-) denotamos los subconjuntos de funciones BG -medibles (con 
valores reales o complejos respectivamente) que son p-integmbles. 

Es conocido que .c~(G , BG, /1-) Y .c~(G, BG, /1-) son espacios vectoriales sobre 

IR y e respectivamente y que Ilfllp = (J IflP d/1-)l/P define una semi norma (ver 
por ejemplo [Cohn] capítulo 3) . 

Si establecemos la relación en .c~ (G , B G , /1-) dada por 1 ~ 9 si y sólo si 
111 - gllp = 0, obtenemos una relación de equivalencia en .c~(G, BG, /1-) cuyo 
cociente denotaremos por L~(G, Be , /1-). Gracias a este proceso (identificando 
funciones iguales casi dondequiera relativo a /1-) , a partir de la semi norma 11· IIp 
podemos obtener una norma en L~(G, BG ,/1-) simplemente tomando la norma 
de una clase como la norma de uno (ó de cualquiera) de sus representantes 

123 
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(notamos que la definición no depende del representante, ya que si f ~ 9 las 
normas p son iguales). Es conocido que entonces obtenemos un espacio vectorial 
normado completo, es decir un espacio de Banach. 

Las funciones continuas de soporte compacto tienen propiedades bastante 
útiles . Vimos en la Proposición 5.12 que son uniformente continuas por la 
derecha y por la izquierda. Además son p-integrables, pues si f es continua de 
soporte compacto, usando que If(x)1 ::::; IIfllexsop(f) (x) obtenemos 

J lf(x)jPdll(x) ::::; IIfll~ll(sop(J)) 

pero ll(sop(J)) es finita, al ser el soporte de f compacto. Entonces f IflPdll es 
finita. 

Otra propiedad que tienen las funciones continuas de soporte compacto es 
que son 11 . IIp-densas en las funciones p-integrables. 

Lema 9.2. Dado e <:::; G compacto y U E T tal que C <:::; U existe 9 : G -7 [O, 1J 
continua de soporte compacto, con Xc ::::; 9 ::::; Xv Y sop(g) <:::; U. 

Demostración. Sea e <:::; U E T con C compacto y sea V E T tal que 
C <:::; V <:::; V <:::; U con V compacto (ver apeúdice A.7) . Como V es compacto 
Hausdorff resulta que es normal. Ahora, C y V\ V son cerrados ajenos en V, en 
consecuencia por el Lema de Urysohn (ver apéndice A .6) existe 9 : V -7 [O,lJ 
continua tal que 9 restringida a C es uno y restringida a V\ V es cero. Ex
tendamos gaG haciéndola cero en G\ V. Lo primero que notamos es que 9 
restringida a los dos cerrados V y (G\ V) es continua (en el segundo es cero) así 
que 9 es continua en G. Ya que 9 restringida a C es uno tenemos que Xc ::::; g. 
Por otro lado, si x ~ U entonces x ~ V; en consecuencia g(x) = Xv(x) = O. 
Como 9 está acotada por uno tenemos que 9 ::::; Xv· Por último, como 9 vale 
cero en G\ V los puntos donde no se anula 9 están contenidos en V y entonces 
sop(g) <:::; V, por lo que se concluye que el soporte de 9 es compacto. Q.E.D. 

Proposición 9.3. Sea p E [1, (0). Recordamos que C~(G) y C~(G) denotan 
los conjuntos de funciones continuas sobre G con soporte compacto que toman 
valores reales y complejos respectivamente. Entonces: 

1. C~(G) es II'IIp-densa en .c~(G,Be , ll) 

2. C;(G) es II'IIp-densa en .c~(G, Be,ll) 

Demostración. 
Prueba de 1. 
Primero probaremos que las funciones simples son II 'IIp-densas en .c:(G, Be , Il). 

Para esto, sea f E .c: (G, B e, Il) Y tomemos una sucesión de funciones B e -simples 
(Sn)nE N tal que ISn(x)1 ::::; If(x)1 y ¡imn sn(x) = f(x) para toda x E G. Entonces: 

(a) ISn - fl P ::::; (l sn l + IfI)P ::::; 2P IfIP
, 

(b) limn IS n - fl P = O. 
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Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 

lim IIsn - fll p = O 
n 

lo que prueba que las funciones Be-simples son IHlp -densas en .c~(G,Be,J.!). 
Por otro lado afirmamos que los subconjuntos que aparecen en la descom

posición canónica de cada Sn son de medida finita. Para probar esto escribimos 
Sn = l:::n1 Cti(n)XA,(n) con Cti(n) 1= O, Ai(n) E A ajenos. Entonces: 

ISnlP = L ICti(nW XA,(n) 
i=1 

pero ISnlP S I/IP y I E .c~(G, Be,J.!), por lo que resulta 

~ ICti(nW J.! (Ai(n)) S ! I/IP dJ.! < 00 

i=1 

y como cada Cti(n) 1= O se tiene que J.! (Ai(n)) < oo. 
Para terminar la demostración de la primera parte de la proposición es su

ficiente probar que dada e > O Y A E Be con J.! (A) < 00 existe g continua de 
soporte compacto tal que Ilg - XAll p < e. 

Como A es de medida finita, por la regularidad de J.! existe U E T tal que 
A ~ U Y J.! (U\A) < ~. De nuevo por la regularidad de J.!, existe C ~ U 
compacto tal que J.!(U\C) < ~. Ahora como (A\C) U (C\A) ~ (U\C) U (U\A) 
resulta que J.! (A,0.C) < e. 

Gracias al Lema 9.2 existe g continua de soporte compacto tal que Xc S 
g S Xu y sop(g) ~ U. 

De las desigualdades 

se sigue que 

! Ig - XAI
P 

dJ.! S 2P (! Ig - xcl
P 

dJ.! + ! XC6AdJ.!) 

pero Ig - x c lP S IXu - x c lP = XU\C (pues sop(g) ~ U), por lo que tenemos 

Ilg - XAII: S 2P (! Xu\CdJ.! + ! XC6AdJ.!) = 2P (~ + e) = 2P
-

1
3e 

Esto termina la demostración de la primera parte de la proposición. 
Prueba de 2. 
Sea I E .c~ (G , Be , J.!) Y escribamos I = f¡ +ih con cada /; en .c~(G , B e, J.!). 
Por 1. existen gl y g2 continuas de soporte compacto tal que 

J Igi - /;I P dJ.! < ~. Si tomamos g = gl + ig2 tenemos que g es continua de 
soporte compacto y 

! 1I - glP dJ.! S 2P (! 1ft - g11
P 

dJ.! + ! 112 - g21P dJ.!) < 2Pe 
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de donde Ilf - gllp < 2e lfp. Q.E.D. 

Lema 9.4. Sean (X, T), (Y, p) dos espacios topológicos con X compacto . 
Si f : X x Y -+ IR es continua, dada e > O Y Yo E y existe V vecindad de Yo 

tal que para todo x E X Y para todo y E V se tiene que If(x,y) - f(x,yo)1 < e. 

Demostración. Por la continuidad de f para todo x E X existe U(x) vecin
dad de x y V(x) vecindad de Yo tal que si (z, w) E U(x) x V(x) entonces 
If(z, w) - f(x,yo)1 < ~. 

Por la compacidad de X existen Xl, ... , xn puntos en X tal que X = U7=1 U(Xi). 
Tomemos V = n7=¡ V(Xi) y Y E V. Entonces V es vecindad de Yo. Ahora dado 
X E X, tenemos que x E U(Xj) para alguna j y entonces 

(pues (x, y), (x, Yo) E U(Xj) x V(Xj)) de donde se tiene que 

If(x, y) - f(x, yo)1 < If(x, y) - f(xj , yo)1 + If(x , Yo) - f(xj , yo)1 < e. 

Q.E.D. 

Definición 9.5. Sean x, y E G Y sean ix, iY : G -+ G x G dadas por 

ix(z) = (x,z),iY(z) = (z,y) 

Es claro que tanto ix como iY son continuas. Dada una función h : G x G -+ e 
definimos hx, hY : G -+ e mediante hx = h o ix Y hY = h o iY. 

Proposición 9.6. Sean h E Kc(G x G). Entonces: 

1. Para cualesquiera x, y E G, hx , hY E C~(G) . 

2. Las funcion es cp,1jJ : G -+ e dadas por cp(x) = J hx(y)dJ1(Y) Y 
1jJ (y) = J hY(x)dJ1(x) son continuas de soporte compacto. 

Demostración. Sean PI, P2 las proyecciones de la primera y segunda coorde
nada de G x G en G respectivamente. 

Por definición hx = h o ix Y hY = h o iY. En consecuencia hx Y hY son 
continuas. Además hY(z) 1= O si y sólo si h(z, y) 1= O, por lo que 

Al tomar la cerradura obtenemos sop(hY) x {y} ~ sop(h) . Tomando la primera 
proyección resulta 

sop(hY) ~ p¡ [sop(h)] (9.1) 

por lo que sop(hY) es compacto. De manera similar se prueba que hx tiene 
soporte compacto. 

Denotemos por K i a p;[sop(h)] y notemos que por lo anterior sop(hx ) ~ K 2 

Y sop(hY) ~ K¡ para cualesquiera x e y. 
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Ahora probaremos que 1/J E C~(G). 
Sea e > O Y Yo E Y. 
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Usando el Lema 9.4 tomamos V vecindad de Yo que cumpla que para todo 
y E V Y x E K l , Ih(x,y) - h(x,yo)1 < e. En consecuencia, para toda y E V 

(9.2) 

Por otro lado, teniendo en cuenta que para todo y, sop(hY) ~ K¡ tenemos 

11/J(y) -1/J(yo}1 S J IhY(x) - hYO(x)1 dJ-L(x) = L1 IhY(x) - hYO(x)1 dJ-L(x) (9.3) 

Si y E V, por (9.2) obtenemos que 11/J(y) -1/J(yo)1 S eJ-L(K¡) , lo que prueba la 
continuidad de 1/J. Además si y rt. K 2 , para todo x, (x,y) rt. sop(h) por lo que hY 

es idénticamente cero, en consecuencia sop(1/J) ~ K 2 Y entonces el soporte de 1/J 
es compacto. Q.E.D. 

Termina¡ilOS la sección con un lema que será util más adelante. 

Lema 9.7. 1. Sean e, Ó funciones Ha -medibles acotadas c. d. rel. J-L tal que 
para toda f E C~(G) se cumpla 

entonces e = Ó c.d. rel J-L. 

2. Si J-L es una medida de H aar izquierda y e, Ó son funciones continuas tales 
que e = Ó c.d. rel J-L entonces e = Ó. 

Demostración. 
Prueba de 1. 
Es equivalente probar que si una función Ha-medible acotada c.d. e cumple 

J f edJ-L = O 

para toda f E C~(G), entonces Ile ll oo = O. 

(9.4) 

Para probar que lIe ll oo = O probaremos que IIRe(e)ll oo = O Y IIIm(e) ll oo = O. 
De (9.4) obtenemos que para toda f E C~(G) 

J f R e (e) dJ-L = O J f Im(e)dJ-L = O (9.5) 

Afirmamos que para todo boreliano B de medida fini ta se t iene que 

l R e(e)dJ-L = O . l Im(e)dJ-L = O (9.6) 

Para lo cual observamos que si B es un boreliano de medida finita, XB E L¡ (G). 
Como las funciones continuas de soporte compacto son II· II I-densas en LI(G) , 
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existe (Jn)nEN sucesión de funciones continuas de soporte compacto tal que 
l imn llfn - XBlh = O. 

Pero usando la desigualdad 

1I XBRe(é)dJ.L - I fnRe(é)J.L1 :::; IIRe(é)lI oo llfn - XBIJ¡ 

y la hipótesis de que J fnRe(é)dJ.L = O para toda n (gracias a (9.5)) obtenemos 
que J XBRe(é) = O. De manera similar, J xBlm(é) = O. 

Ahora, usando (9.6) probaremos que IIRe(é)lIoo = O Y IIIm(é)lIoo = O. 
Supongamos que IIRe(é) lI oo > O Y tomemos r E (O, 11 Re(é) 11 00 ) arbitrario. 
Sea A = {x E G: IRe(é)(x)I > r} y note que A es la unión ajena de Al y 

A2 con 

Al = {x E G: Re+(é)(x) > r} 

Como A no es J.L-nulo existe B boreliano de medida finita tal que J.L(B n A) > O 
Y en consecuencia J.L(B n Al) > O ó J.L(B n A2 ) > O. 

Por otro lado, gracias a (9 .6) tenemos 

0= r Re(é)dJ.L = r Re+(é)dJ.L ~ rJ.L(B n A¡) 
lBnA l lBnA l 

0= r Im(é)dJ.L = - r Re-(é)dJ,L:::; -rJ.L(B n A2 ) 
lBnA l lBnA l 

y como r f O se sigue que J.L(B n A¡) = O Y J.L(B n A2 ) = O, lo cual es una 
contradicción. 

En conclusión, IIRe(é) II oo = O Y de manera similar IIIm(é)II oo = O. 
Prueba de 2. 
Sea A = {x E G : Idx) - ó(x)}1 > O}. Al ser é y Ó continuas resulta que A 

es abierto. Además A es J.L-nulo. Obsérvese que G \ A es denso en G, pues de lo 
contrario existe un abierto U no vacío contenido en el complemento de G \ A, es 
decir, contenido en A. Pero los abiertos no vacíos tienen medida positiva bajo 
una medida de Haar, lo que contradice que A sea de medida cero. Entonces 
G \ A es denso , pero también es cerrado, por lo que G \ A = G y en consecuencia 
A = 0. Q.E.D. 

N ota: En general trabajaremos con funciones J.L-integrables o continuas de 
soporte compacto que toman valores complejos y las denotaremos simplemente 
por [¡(G) y Cc(G) respectivamente. 

9.2 Convolución 

Antes de definir la convolución queremos hacer algunas observaciones. Al ser 
el grupo segundo numerable y localmente compacto, por la Proposición 6.30 
tenemos que G es a-finito y B c 0 B c = B cxc; por lo tanto podemos usar el 
Teorema de Fubini. 

Ahora definiremos lo que será el producto en L, (G), es decir , la convolución. 
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Definición 9.8. Dadas f , 9 funciones BG-medibles, se define la convolución 
de f y 9 en y E G (denotado(J * g)(y)) como 

(J * g)(y) = { J f(X)g(X - Iy)dJ.L(x), 
0, 

si x I-t f(x)g(x-1y) es J.L integrable 
en otro caso 

La siguiente proposición nos ayudará a probar que la convolución es una 
multiplicación en LI (G). 

Proposición 9.9. Sean f, 9 y h funciones BG-medibles. 

1. Si f y 9 son continuas de soporte compacto, entonces f * 9 es continua de 
soporte compacto y 

sop(J * g) ~ sop(J)sop(g) 

2. Si f y 9 están en LI (G) , entonces para casi toda y, la función x I-t 

f(x)g(x-1y) es J.L integrable, f * 9 está en LI(G) y Ilf * glll :S Ilflhllglh, 
es decir, 11 ·111 es compatible con la convolución .. 

3. Si f¡ Y gl están en LI (G) y f = f¡ , 9 = gl C.d. rel/1-, entonces f * 9 = 
f¡ * gl · 

4· Si f , 9 y h están en LI(G) entonces a(J * g) = (a!) * 9 = f * (ag) , 
f*(g+h) =f*g+f*h y(g+h)*f=g*f+h*f c.d. rel. J.L . Además 
f * (g * h) = (J * g) * h c.d. rel. J.L. 

Demostración. 
Tomemos k : G x G --+ G dada por k(x,y) = f(x)g(y) . La función k nos 

ayudará a lo largo de la demostración. Primero veamos que k es B GxG-medible. 
Caso 1: f = XA Y 9 = XB, para algunos borelianos A y B. Entonces 

k(x,y) = XA(X)xB(y) = XAxB(X,y). Como A y B están en BG, A x B está en 
BG Q9 BG = BG xG, por lo que k es BG xG-medible. 

Caso 2: f y 9 son BG-simples, entonces 

n m 

i=1 j=1 

y en consecuencia 

i ,j i ,j 

así que por el caso 1, k es B GxG-medible. 
Caso general: Sean (Sn)n EN y (tn)nEN dos sucesiones de funciones B G-

simples tales que limn Sn = f y limn tn = g. Entonces limn sn(x)tn(y) = k(x, y) . 
Pero por el caso 2 para cada n , la función (x , y) I-t s,,(x)tn(y) es B GxG-medible; 
en consecuencia, k es B GxG-medible. 

Sea S(x , y) = (x,xy). Recuerde que del Lema 6.32 se tiene que S es un 
homeomorfismo, S- I (x, y) = (x, x-Iy) y que S-1 preserva a /1- Q9 /1-. Tomemos 
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h(x,y) = k(5- 1 (x,y». Como k es B oxo-medible Y 5-1 es homeomorfismo 
resulta que h es B oxo-medible. Además observe que hY(x) = f( x)g(x-ly), el 
integrando en la definición de la convolución. 

Prueba de 1. 
Supongamos que f y 9 son continuas de soporte compacto. Entonces k es 

continua de soporte compacto y 

sop( k) ~ sop(J) x sop(g) (9 .7) 

Como 5-1 es homeomorfismo y h es continua de soporte compacto tenemos 

sop(h) ~ 5[sop(J) x sop(g) ] 

Por la Proposición 9.6 hY es continua de soporte compacto para todo y , por 
lo que es integrable respecto a ¡.t. En consecuencia f * 9 se calcula como 

(J * g)(y) = J f( x)g(x- ly)d¡.t(x) = J hY(x)fd¡.t(x) = 'Ij;(y) 

con 'Ij; igual a la de la Proposición 9.6. Entonces f * 9 = 'Ij; . Por la Proposición 
9.6 tenemos que 'Ij; = f * 9 es continua de soporte compacto. 

Ahora probemos que sop(J * g) ~ sop(J)sop(g) ó equivalentemente, que 
sop('Ij;) ~ sop(J) sop(g). Por (9.1) 

sop('Ij;) ~ P2[sop(h)] 

pero sop(h) ~ 5[sop(J) x sop(g)] (con P2 la proyección en la segunda coordena
da) , por lo que es suficiente probar 

P2[5[sop(J) x sop(g)JJ ~ sop(J)sop(g) (9.8) 

Si y está en P2[5[sop(J) x sop(g)]], entonces para alguna x, 5 - 1 (x , y) = (x , x-ly) 
está en sop(J) x sop(g) y en consecuencia y E xsop(g) ~ sop(J)sop(g). Esto 
termina la prueba de (9.8). 

Prueba de 2. 
Supongamos que f y 9 están en .el(G). Veamos primero que k está en 

.el (G x G). Si probamos que 

habremos acabado. Empezamos suponiendo que f = XA y 9 = XB; entonces 

k(x , y) = XA(X)XB(y) = XA xB(X,y) 

y (9.9) se cumple. 
Por linealidad se tiene que si f y 9 son funciones B o - simples, (9.9) se sigue 

cumpliendo. 
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Por último para I y 9 arbitrarias encontramos (Sn)nEN y (tn)nEN sucesión 
de funciones BG-simples crecientes no negativas con Sn :S 1/1, tn :S Igl y 

lim Sn = 1I1 lim tn = Igl 
n n 

Entonces si tomamos r n (x, y) = Sn (x) tn (y) obtenemos una sucesión de funciones 
BGxG-simples no negativas crecientes tal que limn r n = Ikl y entonces por el 
Teorema de la convergencia monótona tenemos que limn J rnd¡..t ®¡.t = J Ikld¡.t 0 
¡.t. Por otro lado, por el caso anterior J rnd¡.t 0 ¡.t = J snd¡.t J tnd¡.t pero 

li:,n / snd¡.t = /l/ld¡.t li:,n / tnd¡.t = /Igld¡..t 

concluyendo que J Ikld¡.t 0 ¡.t = J I/ld¡.t J Igld¡.t < 00 lo que prueba (9.9). 
Usando que S-1 preserva a ¡.t®¡.t se tiene que hE L1 (GxG) yen consecuencia 

por el Teorema de Fubini tenemos que hY E L1 c.d. rel ¡.t; i.e. la función 
x t-+ l(x)g(x-1y) es ¡.t-integrable para casi toda y. Por otro lado, de nuevo por 
el Teorema de Fubini y t-+ J hY(x)d¡.t(x) e3ta en L1 (G) . Pero J hY(x)d¡.t(x) = 
U * g)(y) así pues 1* 9 E L¡(G). 

Por último 

/IU * g)l(y)d¡.t(y) = /1/ h(x, y)d¡.t(x) I d¡.t(y) :S //lh(x,y)ld¡.t(X)d¡.t(y) 

y por Fubini 

//lh(x,y)ld¡..t(X)d¡.t(y) = /lh(x,y)ld¡.t 0 ¡.t(X,y) = /lk(x , y)ld¡.t 0 ¡.t(X, y) 

donde la segunda igualdad se debe a que S-1 preserva a ¡.t 0 ¡..t. Usando (9.9) y 
las dos ecuaciones anteriores concluimos 

/IU * g)(y) 1 d¡..t (y) :S /1/(x)ld¡.t(X) /lg(y)ld¡.t(y) 

Prueba de 3. 
Tomemos k¡(x , y) = f¡(X)g1(Y) Y h1(x, y) = k¡(S- ¡(x,y)) . Al igual que 

antes, h¡ es ¡..t 0 ¡.t-integrable. 
Afirmamos que para toda y E G, 

Tomemos 

hY = ht c.d. rel. ¡.t. 

N = {x E G : I(x) =j:. f¡ (x)} 

M = {x E G: g(x) =j:. g¡(x)} 

(9.10) 

Entonces M y N son ¡.t-nulos y en consecuencia G x N y M x G son ¡.t 0 ¡..t
nulos. Notamos que k = k¡ en el complemento de (N x G) U (G x M). Tomemos 
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L = (N x e) u(e x M) y notemos que h = h1 en el complemento de S(L), de 
donde se sigue que dada y E e, hY = hf en el complemento de (S(L))y. Para 
probar nuestra afirmación es suficiente probar que para toda y en e, el conjunto 
(S(L))y es ¡,t-nulo. Para lo cual primero observamos 

Ahora 

S(L) = S(N x e) U S(e x M) 

S(N x e) = {(x,xy) : (x,y) E N x e} = N x e 

s(e x M) = {(x,xy): (x,y) E e x M} =p-l(M) 

con p dada por p(x, y) = xy. De aquÍ obtenemos que (S(L))y es la unión de 
N con (p-l (M)) , pero N es ¡,t-nulo, así que resta probar que para toda y , 

y 

(p-l (M)) es ¡,t-nulo. 
y 

Pero x E (p-l(M))y si y sólo si xy E M, i.e. si y sólo si x E My-l por 

lo que (p-l(M)) = My-l. Por último, ¡,t(My-l) = !J.(y-l)¡,t(M) = O, lo que 
y 

termina la demostración de (9.10). 
De (9.10) se desprende que para toda y E e, hY es ¡,t integrable si y sólo 

si hf es ¡,t integrable, en cuyo caso J hYd¡,t = J hfd¡,t Y en consecuencia por la 
definición de la convolución para toda y, (f * g)(y) = (f¡ * gl)(y) 

Prueba de 4. 
Por 1., existe N ¡,t-nulo tal que para toda y fuera de N 

(J * g)(y) = J f(x)g(x-1y)d¡,t(x) 

(f * h)(y) = J f(x)h(x-1y)d¡,t(x) 

(f * (g + h))(y) = J f(x)(g + h)(X-ly)d¡,t(x) 

De la linealidad de la integral se sigue que para toda y fuera de N 

(f * (g + h))(y) = (f * g)(y) + (f * h)(y) 

De manera similar se prueba el resto de la primera parte el inciso 4. 
Para probar que (f * g) * h = f * (g * h) c.d. rel. ¡,t , por la densidad de 

las funciones continuas de soporte compacto y la compatibilidad de 11 . 111 es 
suficiente probar la asociatividad de * para las funciones continuas de soporte 
compacto. 

Tenemos que 

(f * (g * h))(y) 

J J f(z)g( z- lx)h(x- 1y)d¡,t(z)dp(x) 

J J f( z )g(x)h(x- 1 z- ly)d¡,t(x)dp(z) 

(9.11) 

(9.12) 
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Pero (x, z) >-+ f(z)g(z-lx)h(x-ly) es continua de soporte compacto, así que 
está en Ll (G x G) y entonces podemos aplicar Fubini a (9.11) para obtener 

((1 * g) * h)(y) = / / f( z)g(z-lx)h(x-ly)d¡.t(x)d¡.t(z) 

pero usando la invariancia izquierda de ¡.t (con x >-+ zx, para z fijo) tenemos 

((1 * g) * h)(y) = / / f( z)g(x)h(z-lx-ly)d¡.t(x)d¡.t(z) 

así que comparando con (9.12) tenemos 

((1 * g) * h)(y) = (1 * (g * h))(y). 

Q .E .D. 
La Proposición 9.9 nos dice que para dos funciones ¡.t-integrables f y g, existe 

un boreliano N ¡.t-nulo de tal forma que afuera de N, f * 9 se calcula como 

(1 * g)(y) = / f(x)g(x -ly)d¡.t(x) (9.13) 

y que si f y 9 son continuas de soporte compacto, tal conjunto N es vacío. 
Debido a esto, es usual usar (9.13) como definición de f * g. 

Existen otras formas de calcular f * 9 como lo muestra la siguiente proposi
ción. 

Proposición 9.10. La convolución de f con 9 puede calcularse como 

/ f(y x)g(x-I)d¡.t(x) 

/ f(yx -
I 
)g(x) t.tx) d¡.t(x) 

/ f(x -
I 
)g(xy) t.tx) d¡.t(x) 

Demostración. Sea N un boreliano ¡.t-nulo tal que para todo y en el comple
mento de N 

(1 * g)(y) = / f( x)g(x-1y)d¡.t(x) (9 .14) 

Tomemos y ~ N fija. Como la función x >-+ yx preserva a ¡.t, se sigue que 

/ f(x)g(x - 1y)d¡.t(x) = / f(y x )g(x- I )d¡.t(x) 

Como consecuencia tenemos que la función x>-+ f(yx)g(x- l ) es ¡.t-integrable. 
Probemos 

/ f(yx)g(x - l)d¡.t(x) = / f(yx - 1)g(x) t.tx) d¡.t(x) (9.15) 
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Sea h(x) = f(yx)g(x- 1 ). Por lo anterior, h es {L-integrable. Ahora, por (7.2), 
en la Proposición 7.3 tenemos 

pero h(x- 1 ) = f(yx- 1 )g(x), lo que prueba (9.15). Se sigue que la función 
x f-t f(yx- 1 )g(x)l:I.(x) es {L-integrable. 

Probemos 

Sea h(x) = f(yx- 1 )g(x) l:I.(x} ' Por lo anterior, h es {L-integrable. De (7.1), en la 
Proposición 7.3 tenemos 

~(y) / h(xy)d{L(x) = / h(x)d{L(x) 

pero 
1 -1 1_1 

h(xy) = ~(xy) f(y(xy) )g(xy) = ~(x)~(y) f(x )g(xy) 

lo que prueba (9.16.) Q.E.D. 

Veamos más propiedades de la convolución. 

Proposición 9.11. Sean f y 9 funciones Bc-medibles. 

1. Si f es {L-integrable y 9 es acotada c.d. rel. {L, entonces para toda y la 
función x f-t f(x)g(x-1y) es {L integrable y IU * g)(y)1 ~ IlglloollflJ¡· 

2. Si f E L1 (G , B c , {L) Y 9 E C~(G) entonces f * 9 es uniformemente con
tinua por la izquierda y si el grupo es unimodular entonces 9 * f es uni
formemente continua por la derecha. 

3. Si f E L1 (G) y 9 E Loo (G) entonces f * 9 es continua. 

Prueba de 1. 
Tomemos y fija. Basta probar que 

Ig(x- 1 y)1 ~ 1191100 c.d. rel. {L 

Notamos que 

{x E G: Ig(x - 1 y)1 > Ilgll oo } = y ({z E G : Ig(z)1 > Il gll oo } )-1 

(9 .17) 

Ahora, gracias a la invariancia izquierda de {l, la Proposición 7.7 Y usando que 
{z E G : Ig( z )1 > Ilgll oo } es {L-nulo tenemos 

{l (y ({z E G: Ig( z )1 > Ilgll oo }) - l) = r ,,(1 )d{l(w) = O 
J {zEC:lg(z) I>ll gll = } L.l W 
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yen consecuencia {x E G: Ig(x- 1y)1 > Ilglloo } es JL-nulo, lo que prueba (9.17) . 
Prueba de 2. 
Como consecuencia de 1. tenemos que para todo z, 

u * g)(z) = / j(w)g(w- 1 z)dJL(w) . 

Probemos que j * 9 es uniformemente continua por la izquierda. Tenemos 

IU * g)(y) - U * g)(z)1 :::; / Ij(w)llg(w- 1y) - g(w-1z)1 dJL(w) 

Pero 9 es uniformemente continua por la izquierda, por lo que dada é > O 
existe U vecindad de e tal que si z-ly E U entonces Ig(y) - g(z)1 < é . Co
mo para todo w tenemos (w-1 Z)-1(W-1y) = z- ly, se sigue que si z- ly E U 
entonces 

IU * g)(y) - U * g)(z) 1 :::; é / Ij(w)1 dJL(w) 

lo que prueba que j * 9 es uniformemente continua por la izquierda. 
Ahora veamos que g* j es uniformemente continua por la derecha suponiendo 

que G es unimodular. De manera similar al inciso 1, afirmamos que para toda 
y fij a, la función 

x >-+ g(yx- l)j(X) es JL-integrable. (9.18) 

Para probarlo, al igual que en el inciso 1, es suficiente probar que dada y fija 

(9.19) 

Para probar (9.19) observamos que 

Pero el grupo es unimodular y {z E G : Ig(z)1 > Ilgll oo } es JL-nulo, así que al 
igual que en el inciso 1, por la Proposición 7.7 tenemos que {x E G : Ig(yx-1)1 > 
Ilglloo } es JL-nulo, lo que prueba (9.19). 

Como consecuencia de (9.18) y usando la Proposición 9.10 tenemos que para 
todo z 

(g * J)(z) = / g(zw- 1)j(w)dJL(w) 

y en consecuencia 

I(g * J)(y) - (g * J)(z)1 :::; / Ig(yw-1) - g(zw-1)llj(w)1 dJL(w) 

Por otro lado, al ser 9 uniformemente continua por la derecha, dada é > O existe 
U vecindad de U t al que si yz-l E U entonces Ig(y) - g(z)1 < é. Pero para toda 
w, (yw- 1 )(zw- 1 )-1 = yz-l , así que Ig(yw- 1 ) - g(zw- 1 ) I < é para toda w y 
por lo tanto 

I(g * j)(y) - (g * J)(z)1 :::; é / Ij (w )1 dJL (w ) 
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lo que prueba que 9 * J es uniformemente continua por la derecha. 
Prueba de 3. 
Ahora veamos que J * 9 es contiua en w E G. 
Caso 1. Supongamos que J es una función continua de soporte compacto. 
Usando que U * g)(z) = J J(zy)g(y-l)dJ1-(Y) (ver Proposición 9.10) y que 

Ig(y-l)1 ::; IIglloo c.d. rel. J1- obtenernos 

IU * g)(z) - U * g)(w)1 ::; IIglloo J IJ(zx) - f(wx)ldJ1-(x). (9.20) 

Pero para z fija, la función x H f(xz) es continua de soporte compacto y su 
soporte es sOpU)z-l. Entonces la ecuación (9.20) se puede reescribir corno 

IU * g)(z) - U * g)(w)1 ::; IIglloo 1 I!(zx) - f(wx)ldJ1-(x) 
(sop(f))w- l U(sop(f))z-l 

Corno f es uniformemente continua por la derecha, dada E > O existe V 
vecindad de e de tal forma que si zw- 1 E V entonces If(z) - f(w)1 < E, Y 
entonces para toda x, (zx)(WX)-1 = zw- 1 E V, así que de la desigualdad 
anterior obtenernos 

IU * g)(z) - U * g)(w) 1 ::; IIgllooc C~~z) + t.~)) J1-(soPU)) (9 .21) 

Ahora, usando que i es continua en w, existe U vecindad de w tal que para 
todo z E U, I.ó.( z) - .ó.(w) 1 < .ó.(w) por lo que .ó.(z) < .ó.(w)· Entonces si en (9.29) 
z está en U obtenernos que 

3 
IU * g)(z) - U * g)(w)1 ::; IIgll ooEJ1-(soPU)) t.(w) 

Notamos que si el grupo es unimodular , entonces f * 9 resulta ser uniformemente 
continua derecha. 

Caso 2. Caso general. 
Tornemos U")"EN sucesión de funciones continuas de soporte compacto tales 

que limnllfn - flll = O (por la densidad de Cc(G) en Ll(G)). Tenernos que 

IU * g)(z) - U * g)(w)1 < IU * g)(z) - U" * g)(z)1 + IUn * g)(z) - Un * g)(w)1 

+ IU" * g)(w) - U * g)(w)1 (9.22) 

Usando que la convolución distribuye sumas y el inciso uno tenemos que 

IU * g)(z) - Un * g)(z)1 = I(U - f,,) * g)(z)1 ::; II! - fn lltllgll oo 

Pero limnll!n - fllt = O, así que existe m tal que IIfm -!lit < ~. Ahora, usando 
que fm * 9 es continua , encontramos V vecindad de w tal que si z E V entonces 
IUm * g)(z) - Um * g)(w)1 < ~ . Así pues si en (9.22) tenemos que n = m y 
z E V obtenemos que IU * g)(z) - U * g)(w)1 < f. . Q.E.D. 
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9.3 Estructura de álgebra 

Veamos algunas consecuencias de la Proposición 9.9. Los incisos 2 y 4 nos dicen 
que la convolución es una operación que hace a Ll (G) un álgebra y el inciso 3 
nos dice que podemos pasar esta operación al cociente y como la convolución es 
compatible con la norma 11·111 obtenemos que Ll(G) es un álgebra de Banach. 
Además el inciso 1 nos dice que Ce (G) es una subálgebra de Ll (G) que es densa. 
Como consecuencia, hemos probado la siguiente proposición. 

Proposición 9.12. Ll (G) con la convolución es un álgebra de Banach. 

Ahora, veamos un criterio para que el álgebra Ll (G) tenga uno. 

Proposición 9.13. Ll (G) tiene uno si y sólo si G es discreto . 

Demostración. 
<=: 1 Sabemos que si G es discreto entonces ¡.t( {e}) > O Y sin pérdida de 

generalidad podemos suponer que ¡.t( { e }) = 1. Tomemos f = X {e} . Afirmamos 
que f es el uno. Sea 9 E Ll (G). Entonces: 

Además 

(J * g)(x) = ¡; g(y-lx)d¡.t(y) = g(x) 
{ e } 

(g * f)(x) = Jg(Xy)f(y-l)d¡.t(y) = ¡; g(xy)d¡.t(y) = g(x) 
{e} 

=> 1 Tomemos f E Ll (e) el uno y U = {e}. Entonces 

1 = xu(e) = (xu*f)(e) = J Xu(y)f(y-le)d¡.t(y) = if(y- l)d¡.t(y) = f( e)¡.t({e}) 

entonces ¡.t({e}) > O Y por la Proposición 6.23) el grupo es discreto . Q.E.D. 

Como hemos visto en esta Proposición el álgebra Ll (e) tiene uno sólo en ca
sos muy específicos, pero en general sí tenemos una aproximación de la identidad 
(ver definición 1.53). 

Proposición 9.14. Recuerde que N(e) denota las vecindades de la identidad. 
S ea ('I/;>. hE L una red de funciones no negativas en L 1 (e) tal que 

1. Para toda A, 11'1/;>,111 = 1. 

2. Para toda x E e y para toda A, 'l/JA(X) = 'l/JA(X - I). 

3. Para toda Uo E N (e), existe Al E L de tal forma que para toda A 2: Al, 

SOP('l/JA) ~ Uo · 

Entonces para toda f E Ll (G), 

lim Ilf * 'l/JA - fll l = lim II 'l/JA * f - fll l = O 
A A 

(9.23) 
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Demostración. Lo primero que observamos es que si (9.23) se cumple para 
toda f E Ce (G) entonces se cumple para toda f E .el (G). Para probarlo tome
mos 9 E .e1(G) y f E Ce(G). Usando 111jJ,x11t = 1 Y la compatibilidad de la 
norma tenemos 

Ilg * 1jJ,x - glll < Ilg * 1jJ,x - f * 1jJ,x111 + Ilf * 1jJ,x - fll l + II! - gil 

< 211g - fll l + Ilf * 1jJ,x - fll 1 (9 .24) 

lo que prueba (9.23) para g, utilizando que Ce(G) es denso en .e1 (G) y que 
lim,x II! * 1jJ,x - fl1 1 = O. 

Sea f E Ce(G) . Usando la Proposición 9.10 resulta 

JIU * 1jJ,x)(y) - f(y)1 dp(y) ~ J J If(yx) 1jJA(X- I ) - f(y)1jJA(X) I dp(x)dp(y) 

Pero utilizando el inciso 2 y después Fubini tenemos 

JIU * 1jJ,x)(y) - f(y)1 dp(y) < J J If(yx) - f(y)I1jJ,x(x)dp(x)dp(y) 

! 1jJ,x(x) J If(yx) - f(y)1 dp(y)dp(x) 
sop(.j;,.) 

Como f es continua de soporte compacto, f es uniformemente continua por 
la izquierda, por lo que dado é > O existe Uo E N(e) con cerradura compacta tal 
que si z- lw E Uo entonces If( z) - f(w)1 < é. Pero como para toda y, y-l(yX) = 
x, si tomamos x E Uo aseguramos que If(yx) - f(y)1 < é para toda y, por lo 
que 

J
IU * 1jJ,x )(y) - f(y)1 dp(y) ~ é! 1jJ,x(x)dp(x) = é 

sop( 'h.) 

siempre y cuando SOP(1jJA) ~ Uo. Por el inciso 3, existe Al E B de tal forma que 
para toda A E B , A ~ Al, SOP(1jJA) ~ Uo. En consecuencia, para toda A ~ Al , 
IIU * 1jJ,x) - flll ~ é. En conclusión, limA Uf * 1jJ,x - fll l = O. De manera similar 
tenemos que lim,x II1jJA * f - fll l = O. Q.E.D. 

Corolario 9.15. Existe una red (1jJU)UEB de funciones continuas no negativas 
con soporte compacto de tal forma que 

1. Para toda U, II1jJulll = l. 

2. limu II! * 1jJu - fl lt = O = limu l1 1jJu * f - flll 

Demostración. Sea B el conjunto de vecindades simétricas de e. Si ordenamos 
a B mediante U ~ V si y sólo si V ~ V, hacemos de B un conjunto dirigido. 
Sabemos que B es una base de e. Dado U E B existe V E B con la cerradura 
de V compacta tal que V ~ U. Por el Lema 9.2 existe fu E Ce(G) tal que 
sop f u ~ U Y Xv ~ f u ~ Xu · Pero f puede fallar en que f u(x) = f U(X - I) , 
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así que tomamos 'f/;u(x) = fu(x)fu(x - 1 )c¡/ con Cu = J fu(x)fu(x- 1 )dJL > O. 
Entonces es claro que ('f/;u )UEB cumple 1 y 2 de la Proposición 9.14. Además 

por lo que al tomar cerradura tenemos 

Para probar 3 tomamos Uo E N(e). Al ser B base de e existe U1 E B tal que 
UI e Uo . Entonces para todo U E B con U ~ U1 , sop('f/;u) ~ U ~ Uo. Q.E.D. 

Ejemplo 9.16. Tomemos el grupo aditivo IRn con la medida de Lebesgue. Sea 

</>(x) = { exp C--lI~II) 
Osi IIxll ~ 1 

si Ilxll ~ 1 

Es conocido que </> E COCl(IRn) y que svp(</» = B1(0) . 
Sea 'f/; = ~</> con c = J </>(x)d>'(x). 
Para n E N definamos 'f/;n(x) = ~'f/;(nx). Lo primero que notamos es que 

'f/;( -x) = 'f/;(x) (cumpliendose así el inciso (2) de la Proposición 9.14). Además 
'f/;;;I(C \ {O}) = ~'f/;-I(C \ {O}) por lo que al tomar la cerradura tenemos que 

1-- ---
sop('f/;n) = -B1(0) = B1.(O) 

n n 

Como el conjunto de {B 1. (O)}nEN es una base de vecindades simétricas para 
cero tenemos que se cumplenel inciso (3) de la proposición 9.14. 

Por último, por el Teorema del cambio de variable tenemos 

J 'f/;n(x)d>'(x) = J ~'f/;(T(X))d>'(X) = J ~'f/;(x)nd>'(x) = 1 

por lo que se cumple el inciso (1) de la Proposición 9.14 . 

Ahora, nos concentramos en la conmutatividad del álgebra. 

Proposición 9.17. L 1 (G) es conmutativa si y sólo si G es conmutativo. 

Demostración. Supongamos que G es conmutativo y probemos que la con
volución es conmutativa. Al ser G conmutativo, G es unimodular, así que de la 
Proposición 9.10 tenemos 

pero xy-l = y-Ix , por lo que 

(f * g)(x) = J g(y)f(y- 1x)dJL(y) = (g * f)( x ) 
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Supongamos ahora que LI (G) es conmutativa. 
Si G es no conmutativo existen x y y tales que xy -¡. yx. Al ser el grupo 

Hausdorff existen W I y W2 vecindades ajenas de xy y yx respectivamente. Por 
continuidad del producto existen UI y VI vecindades de x y y respectivamente 
tales que U1 Vi ~ W I • De manera similar existe U2 y V2 vecindades de x y y 
respectivamente tales que V2U2 ~ W2 . Si tomamos U = UI n U2 y V = VI n V2 

obtenemos vecindades de x y y respectivamente con UV ~ WI y VU e W2 , por 
lo que UV y VU son ajenas. 

Ahora, sean fu y fv funciones continuas no negativas, de soporte compacto 
con sop(fu) ~ U, sop(fv) ~ V, fu(x) = 1 fv(y) = 1 (ver Lema 9.2). Por la 
Proposición 9.9, fu * fv es continua de soporte compacto y 

sop(fu * fv) ~ sop(fu )sop(fv) ~ UV 

Pero al ser la convolución conmutativa tenemos fu * fv = fv * fu, así que de 
nuevo por la Proposición 9.9 tenemos 

sop(fv * fu) ~ sop(fv )sop(fu) ~ VU 

por lo que sop(fu * fv) ~ (UV) n (VU) = 0 y en consecuencia fu * fv es nula. 
Por otro lado, al ser fu * fv idénticamente nula, fu * fv(xy) = o, es decir 

J fu (z)fv (z-l xy )dp,(z) = O 

y usando que fu y fv son no negativas resulta que la función z I--t fu(z)fv(z-I xy ) 
es cero c.d. rel. J.l . Pero al ser las funciones fu y fv continuas resulta que la 
función z I--t fu(z)fv(z-l xy ) es idénticamente nula, por lo tanto, si z = x 
resulta que fu(x)fv(x-Ixy) = fv(y) = O, pero fv(y) = 1, una contradicción. 

Concluimos que para cualesquiera x y y, xy = yx. Q.E .D. 

9.4 Funcionales lineales multiplicativas 

Ahora queremos estudiar las funcionales lineales multiplicativas en LI (G). Co
mo cada una de ellas es una funcional lineal primero estudiaremos las funcionales 
lineales. 

Primero identifiquemos algunas funcionales lineales. 
Dada [gJ E L oo (G) definamos T[g] ([j]) = J gfdJ.l. Es claro que T[g] no de

pende de los representantes y que es lineal. Por la desigualdad de Holder 

(9.25) 

por lo tanto, T[g] es acotada con IIT[g]1I ::; //glloo' pero podemos decir más. 

Proposición 9.18. IIT[g ] 11 = IIgll oo . 
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Demostración. Por lo anterior sólo tenemos que mostrar que IIT[g] 11 ~ Ilglloo . 
Sea 10 > O Y A = {x E G : Ig(x)1 > IIglloo - lO}. Por definición de Ilgll oo ' A no 

es JL-nulo. Como el espacio es a-finito, existe un boreliano F de medida finita 
tal que B = A n F tiene medida positiva y finitia. 

Recordemos que dado a E C, sgn(a) = far si a :f O Y O si a = O. 

Tomemos h(x) = sgn(g(x))xB(X) (donde la barra indica conjugación com
pleja.) Entonces h es medible y J Ihl dJL = JL(B) < 00, por lo que h E LI (G). 

Ahora usando gh = Igl XB tenemos 

T[g] ([hJ) = / IglXB ~ (1lglloo -é)JL(B) 

Por otro lado 
T[g]([hJ) ~ IITllllhll 1 = IITIIJL(B) 

tomando en cuenta que JL(B) E (0,00), concluimos que IITII ~ IIglloo - é. Al ser 
10 arbitraria tenemos IITI! ~ Ilglloo . Q.E .D. 

Resulta que todas las funcionales lineales son de la forma T[g] con 9 en 
Loo(G) . 

Proposición 9.19. La transformación T: Loo(G) -t (L1 (G))* dada por 
T([gJ) = T[g] es un isomorfismo isométrico. 

Demostración. Hemos visto que T está bien definida y es isometría. Falta 
ver que T es sobre. 

Tomemos L E (L1 (G))*. 
Parle 1: JL es una medida finita . 
Note que al ser JL medida finita, XB está en Ll (G) para todo boreliano B . 

Definamos v : Be -t <C por v(B) = L([XBJ). 
Afirmamos que v es una medida compleja absolutamente continua con res

pecto a JL . 
Es claro que v(0) = o. Ahora, sea (Ai)iEN una sucesión disjunta de borelianos 

y A = Ui EN Ai. Observamos que 

ya que Xc E Ll (G) y XU;'=l A, = L:~=1 XA, por el Teorema de la convergencia 
dominada de Lebesgue obtenemos que 

li~ / ItXAi - XAI = li~ IltXA' - XAII = O 
t= 1 t= 1 1 

pero L es continua y lineal, por lo tanto 

n 

lim ¿ L([XAi J) = L([XAJ) 
n 

i = 1 
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es decir v(UiEN Ai ) = 2:~¡ veA;). 
Por último, si J.l(A) = O entonces [XAJ = [OJ por lo que veA) = L([O]) = o. 

En conclusión v « J.l, lo que termina la demostración de la afirmación (ver 
apéndice B.12). 

Ahora, como J.l es finita por el Teorema de Radon-Nykodim (ver B.13 en 
apéndice) existe 9 E .c l (G) tal que veA) = fA gdJ.l. 

Debemos probar que 9 E .coo(G). Tenemos que 

de donde se sigue que 

li Re(g)dJ.l1 < Iv(A)I ::::: IILII J.l(A) 

li Im(g)dJ.l1 < Iv(A)I ::::: IILII J.l(A) 

y entonces por el Lema del promedio (ver apéndice B.2) IRe(g)l, IIm(g)1 ::::: IILII 
c.d. rel. J.l por lo que Igl ::::: 211LII c.d. rel. J.l por lo tanto 9 E .coo (G) y 
Ilglloo ::::: 211LII· 

Por último, tenemos que para todo boreliano A 

Por la linealidad de T[g } y L resulta que tanto T[g} como L coinciden en las 
funciones simples. Pero éstas son densas en Ll (G) y tanto T[g} como L son 
continuas, por lo tanto L = T[g}. 

Parle 2: J.l es una medida a-finita. 
Sea (Gn)nEN una sucesión ajena de borelianos de medida finita tal que G = 

UnENGn. 
Para cada n sea Bn = {B E B G : B ~ Gn} es decir BG restringida a Gn y 

J.ln la restricción de J.l a Bn· Notamos entonces que (Gn ,B n,J.ln) es un espacio 
de medida finita. 

Para f E .c¡ (Gn, Bn ,J.ln) definimos Ln«(J]) = L([J]) donde f es la función 
que coincide con f en Gn y se anula en el complemento de Gn . Es fácil probar 
que Ln define una funcional lineal y que IILnl1 ::::: IILII. Por la parte uno, existe 
gn E Loo(Gn, Bn, J.ln) tal que Ln = T[gn} y Ilgnlloo = 211Lnll ::::: 211LII · 

Sea 9 = 2:~= 1 gnXG n • Entonces 9 es B G-medible. Debemos probar que 9 
está en Loo (G, B G, J.l) Y que T [g} = L . 

Probemos que 9 E L oo (G , B G, J.l) . 
Tomemos A = {x E G : Ig(x)1 > IILII}· Como la sucesión (Gn)nEN cubre a 

G y es disjunta tenemos que 

A = U {x E Gn : Ign(x)1 > IILII} 
nE N 
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pero cada {x E Gn ; Ign(x)1 > IILII} es J.tn-nulo, así que A es J.t-nulo por lo 
que 9 es acotada c.d. rel l' y Ilglloo :::; 211LII· 

Demostremos que T[g] = L. 
Tomemos J E Ll(G) y Jn = L:7=1 JXG,. Entonces limn(Jn - J) = O Y 

IJn - JI :::; 21JI· En consecuencia, por el Teorema de la convergencia dominada 
de Lebesgue tenemos que limn IIJn - Jll l = O y a¡"ser L continua resulta L([J]) = 
limn L([Jn]). Pero 

n n ( n ) 
L([Jn]) = ~ Li([J IG.]) = ~ / giXG.!dJ.ti = / ~ giXG, JdJ.t 

Por otro lado, de nuevo por el Teorema de la convergencia dominada de 
Lebesgue y usando que 1 (L:7=1 giXG.) JI :::; Ifgl tenemos 

li~ / (~9iXG') JdJ.t = / li~ (~9iXG') JdJ.t = / gJdJ.t 

de donde se concluye que L([J]) = T[g] ([J]). Q.E.D. 

Identifiquemos las funciones acotadas c.d. rel. l' que inducen funcionales 
lineales multiplicativas. 

Proposición 9.20. Para toda 1jJ ; Ll (G) -+ e funcional lineal multiplicativa 
existe 'Y ; G -+ §I homomorfismo continuo de grupos tal que 1jJ([J]) = f hdJ.t . 

Demostración. Tomemos 1jJ funcional lineal multiplicativa. Al ser funcional 
lineal, sabemos que existe una función acotada c.d . 'Y tal que la funcional lineal 
se calcula como f J 'YdJ.t para toda J en .el (G). 

Al ser 1jJ funcional lineal multiplicativa resulta que para cualesquiera J y 9 
en .el (G) se cumple 1jJ([J * g]) = 1jJ ([J]) 1jJ ([g]) , es decir 

/ (J * g)(x)-y(x)dJ.t(x) = (/ J(Y)-y(Y)dJ.t(y») (/ g(X)-Y(X)dJ.t(X») (9.26) 

Primero veamos el lado izquierdo de (9.26) . Este es igual a 

/ / J(y)g(y-l x)-y(x)dJ.t(y)dJ.t(x) (9.27) 

Tomemos la función (x,y) f-t J(y)g(y-l X)-y (X) y notemos que 

para (x,y ) en el complemento de A x G con A = {x E G; 1'Y(x)1 > 11 'Y 11 00 }. Ya 
que A es J.t-nulo se tiene que A x G es l' <'9 J.t-nulo. Así pues, J(y)g( y- lX )-y(X ) 
está acotada c.d. rel. 1' <'9 1' por la función IJ (y)l lg (y- l x)II I'Y ll oo, pero ésta última 
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es /1- 18> /1--integrable (ver Proposición 9.9. Podemos aplicar Fubini a (9.27) para 
obtener que (9 .27) es igual a 

J j(y) J g(y- 1x)¡(x)d/1-(x)d/1-(y) 

Ahora tomemos t:(y) = J g(y-lx)¡(x)d/1-(x) (observe que diferentes 9 in
ducen diferentes t:). Lo primero que notamos es que t: es acotada, pues por la 
desigualdad de Holder , usando que la función x >---t g(y- lX) es /1--integrable y 
que tiene la misma norma en Ll (G) que 9 (gracias a la invariancia izquierda de 
/1-) obtenemos 

Además si 9 E Cc(G) entonces t: es continua. Para probarlo tenemos que 

Jt:(y) - t:(z) J ~ Jhll oo J Jg(y-1X) - g(z- lx)Jd/1-(x) 

pelO al ser 9 continua de soporte compacto, dada r¡ > O existe Uo vecindad 
simétrica de {e} de tal forma que para todos y y z que cumplan yz-l E U, 
tenemos Jg(y) - g(z)J < r¡ y en consecuencia, It:(y) - t:(z)J ~ 11 'Y 11 007]· 

Gracias a la invariancia izquierda de /1-, t:(y) = J g(x)¡(yx)d/1-(x). Así, el 
lado izquierdo de (9.26) es igual a 

J j(y)t:(y)d/1-(Y) (9.28) 

Por otra parte, el lado derecho de (9.26) es igual a 

J j(y)6(y)d/1-(Y) (9.29) 

con 6(y) = 'Y (y) J g(x)¡(x)d/1-(x). Obsérvese que 6 = 1/I([g])¡. Por lo tanto 6 es 
acotada c.d. 

Como j es arbitraria en (9.29) y en (9.28), de (9.26) se sigue que para toda 
función /1--integrable J, 

J J(y)t:(y)d/1-(Y) = J J(y)6(y)d/1-(Y) 

y entonces por el Lema 9.7-1 se sigue que 

é = 6 c.d. rel. /1- (9.30) 

De (9.30) lo primero que obtenemos es la continuidad de I como sigue: como 
Cc(G) es denso en 1.:1 (G) y 1/1 # O, existe 9 E Cc(G) tal que 1/!( [g]) # O. De 
(9.30) se sigue que I = (1/!([g]))-l é c.d. rel. /1- , pero é es continua (al ser 9 
continua de soporte compacto.) En consecuencia podemos suponer que I es 
continua. Como 'Y es continua y acotada c.d. es fácil probar que I es acotada. 

Enseguida probamos que I es un homomorfismo de grupos. 
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Como suponemos que "( es continua, Ó también lo es y entonces por el Lema 
9.7-2 tenemos que para toda y 

t:(y) = J g(x)"((yx) dJ.l (x) = ,,((y) J g(x),,((x)dJ.l(x) = 6(y) 

siempre y cuado g E Cc(G). Entonces por el Lema 9.7-1, tenemos para toda y 
fija 

"((yx) = "((y)"((x) c.d. rel. J.l 

Pero las funciones x H "((yx) y x H "((y)"((x) son continuas, por lo que de nuevo 
por el Lema 9.7-2, tenemos que para toda x, "((xy) = "((y)"((x), lo que prueba 
que "( es un homomorfismo de grupos. 

Para finalizar, probaremos que para todo x E G, h(x)1 = 1. Si existe x tal 
que h(x)1 > 1, entonces 

sup{l"((xn)J) = sup{I"((x)ln} = 00 
nEN nEN 

lo que contradice que "( sea acotada. De manera similar, si existe x tal que 
1"((x)1 < 1 entonces 1"((x-I)1 > 1 Y volvemos al caso anterior. Q.E.D. 

Las funciones acotadas que inducen las funcioneales lineales multiplicativas 
reciben un nombre especial. 

Definición 9.21. Sea (G, T) un grupo topológico. Una función "( : G --t §l se 
llama un caracter de G si es un homomorfismo continuo de grupos. Al conjunto 
de caracteres de G lo denotamos por r( G). 

Hacemos algunas observaciones sobre los caracteres. 

1. Si "( E r(G) entonces "((x) = "((x- l
) . La razón de esto se sigue de que 

1 = h(x)12 = "((x)"((x) 

por lo que "((x) = "((X)-l pero al ser "( homomorfismo "((X)-l = "((x- l ). 

2. Dados "( y 6 dos caracteres de G, tenemos que el producto "(6 es de nuevo un 
caracter. La función constante igual a uno es un caracter. Dado"( E r(G), 
la función 6(x) = ,,((X-l) es un caracter de G y 6"( = 1. En consecuencia 
los caracteres de G forman un grupo llamado grupo de caracteres de G. 

3. Para todo "( E r(G) , el conmutador de G está contenido en "(-1 ({1}). 
Como el conmutador de G es el subgrupo generado por los elementos de 
la forma xyx-Iy-l y "(-1({1}) es un subgrupo, es suficiente probar que 
,,((xyx-Iy-l) = 1, pero esto es claro al ser "( homomorfismo. 

Vemos ahora la correspondencia entre funcionales lineales multipicativas y 
caracteres. 
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Teorema 9.22. Dada, E r(G) denotamos 'IjJ-y a la función de LI (G) a <C dada 
por 

La correspondencia , f-t 'IjJ-y es una biyección entre las funcionales lineales 
multiplicativas y los caracteres de G. 

Demostración. Lo primero que debemos probar es que 'IjJ-y E M L1 (G). Por 
la ecuación (9.25) sabemos que 'IjJ-y es funcional lineal acotada no nula, así que 
sólo resta probar que es multiplicativa, para lo cual observamos que aplicarIdo 
Fubini (al igual que en la Proposición 9.20) tenemos 

'IjJ([J * g]) = J f(y) J g(y-Ix)r(x)d¡.t(x)d¡.t(y) (9.31) 

Usando la invariancia izquierda de ¡.t y que, es homomorfismo de grupos obte
nemos f g(y-Ix)r(x)d¡.t(x) = f g(x)r(yx)d¡.t(x) y gracias a (9.31) concluimos 

'IjJ-y([J * g]) = (/ f(y)r(Y)d¡.t(Y))(J g(x)r(x)d¡.t(x)) = 'IjJ-y([J])'IjJ-y((g]) 

lo que prueba que 'IjJ-y es multiplicativa. 
Que la correspondencia sea sobreyectiva se sigue de la Proposición 9.20. 
Para la inyectividad, supongamos que 'IjJ-y = 'ljJó; entonces para toda f en 

Cc(G) se tiene f f,d¡.t = f jód¡.t, Y gracias al Lema 9.7-2, lo anterior implica 
que, = 6. Q.E.D. 

9.5 Ejemplos de caracteres 

En esta sección nos ocuparemos de caracterizar el grupo de caracteres de varios 
grupos topológicos , como son lRn o el grupo de matrices invertibles de 2 x 2. 

Ejemplo 9.23. El primer ejemplo es lR con la suma. 

Lema 9.24. Sean a, /3 E lR tal que eito = eit{3 (exponencial compleja) para todo 
t E lR. Entonces a = /3. 

Demostración. Si eito = eit{3 entonces eit(o- !3) = 1 por lo que t(a - /3) == O 
mod 27r para todo t E lR. Si a -1 /3 tomando t = (a - /3)-1 resulta que existe 
n E Z tal que 1 = 2n7r , lo cual contradice que 7r es irracional. En consecuencia, 
a = /3. Q.E.D . 

Proposición 9.25. Para todo a E IR definamos lo : IR -+ §I dada por lo(t) = 
eito . 

1. Para toda a, '0 E [(IR). 

2. Definimos W : IR -+ [(IR) por w(a) = lo' Entonces W es un isomorfismo 
de grupos. 
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Demostración. Prueba de 1. 
Es claro que '01 es continua. Además 

por lo que '01 es un homomorfismo de grupos entre IR y §1. 

Prueba de 2. 
La inyectividad se sigue del Lema 9.24. 
Obsérvese que 

por lo que \II es homomorfismo de grupos. 
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Sólo resta probar que \II es suprayectiva. Tomemos, caracter de IR. Como 
,(O) = 1 (al ser homomorfismo de grupos) y, es continua, existe 8 > O Y r > O 
tal que para toda y E (-8,8), Re(r)(y) > r. Entonces 

1° Re(r) (y)dy ~ 2r8 > O 

por lo que s = J~o ,(t)dt :f: O. 
Ahora por el Teorema del cambio de variable (al ser, homomofismo te

nemos) 

j
o jO+z 

,(x)s = ,(t + x)dt = ,(t)dt 
-o -o+z 

de donde se sigue que , es diferenciable. 
Calculando la derivada de , obtenemos 

'(t) -l · ,(t + h) - ,(t) -l · ,(t)r(h) - ,(t) - (t) '(O) 
, - zmh--+O h - zmh--+O h -" (9.32) 

Escribamos, = (,1, ,2) con ,1 y ,2 las partes real e imaginaria de , respec
tivamente. Como, es diferenciable entonces también lo son ,1 Y ,2· Además 
por (9.32) ,f y ,~ son continuas, en consecuencia ,1 y,2 de clase C 1

. Por otro 
lado como h(x)1 = 1 para todo x resulta que ,?(x) + ,i(x) = 1 para todo x y 
derivando esta última igualdad resulta que (rf,,~) es perpendicular a (r1, '2). 
En consecuencia existe un único o: E IR tal que " = io:,. Concluimos que , 
satisface la ecuación diferencial,' = io:" por lo que ,(t) = eitOl

• Q.E.D. 

Ejemplo 9.26. Recordamos que IR+ = (0,00). Con la topología usual y la 
multiplicación, IR+ es un grupo topológico. Como (IR, +) es isomorfo a (IR+ ) .) 
(mediante t H é )es fácil establecer que r(IR+) es también isomorfo a IR, lo cual 
probamos en seguida. 

Proposición 9.27. Dada o: E IR, sea '01 : IR -+ § 1 definida por ' 01 (s) = ei0l1n(s ) . 

1. Para todo 0: , '01 E r(I~+ ) . 
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2. Definamos ll1(a) = ,O:' Entonces ll1 es un isomorfismo de grupos entre IR 
y r(IR+). 

Demostración. De manera similar que en la Proposición 9.25 se prueba que 
,O: es un caracter de IR+ y que ll1 es un homomorfismo de grupos. 

Como para todo t E IR t = ln( et ), por el Lema 9.24 se concluye la inyectividad 
de 1l1. 

Resta probar que ll1 es sobreyectiva. Tomemos, caracter de IR+ y notemos 
que la función Ó : IR --+ e dada por Ó(t) = ,(et) es un caracter de lit Por la 
Proposición 9.25 - 2 existe a E IR tal que Ó(t) = eito:. Si s E IR+ Y t = ln(s) 
tenemos ,(s) = Ó(t) es decir ,(s) = ei0:1n(s). Q.E.D. 

Este ejemplo ilustra que si G y G' son grupos topológicos isomorfos (es 
decir que existe un homeomorfismo h que además es homomorfismo de grupos), 
entonces los grupos de caracteres son isomorfos. 

Ejemplo 9.28. Por IR* denotamos a los reales no cero. Es claro que con el 
producto, IR* es un grupo y con la topología de subespacio de IR es un grupo 
topológico. Queremos encontrar sus caracteres, para lo cual nos ayudaremos de 
los caracteres de IR+. Notamos que si, E r(IR*) entonces ,(-1) E {l, -1}. 

Proposición 9.29. Sea, E r(IR*). Entonces existe a E IR tal que 

1. Si ,(-1) = 1 entonces ,(t) = ei0:1n(ltll. 

2. Si ,(-1) = -1 entonces ,(t) = sgn(t)ei0:1n(ltl), donde sgn(t) denota el 
signo de t. 

Demostración. Observemos que si t < O entonces 

,(t) = ,((-l)(-t)) = ,(-1)¡(lt/) 

Si ,(-1) = 1 tenemos que para cualquier t, ,(t) = ,(It/) y si ,(-1) = -1 
tenemos que para todo t, ,(t) = sgn(t)¡(ltl). ASÍ, es suficiente restringir, a 
los reales positivos, pero si restringimos, a IR+ obtenemos un caracter de IR+ , 
y por 9.27 existe a tal que para todo t > O, ,(t) = ei0:1n(t). Esto termina la 
demostración de la proposición. Q.E.D. 

Ahora, calculemos r(IR*). 

Proposición 9.30. r(IR*) es isomorfo a IR x Z2. 

Demostración. Dado (a, j) E IR X Z2 denotemos ,o:,j el caracter de IR' dado 
por 

,o: ,j(t) = (sgn(t))jeiO:1n(iti) 

Definamos ll1 : IR x Z2 --+ r(IR*) por 1l1((a,j)) = 'o:,j. Sabemos que ll1 está 
bien definida y por la Proposición 9.29 sabemos que ll1 es sobreyectiva. 

Para la inyectividad supongamos que ,o:,j = , {3, k' Entonces para todo t real 

(9.33) 
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Si j = Q Y k = 1, entonces tomando t -1 en (9.33) tenemos que el lado 
izquierdo es positivo y el lado derecho es negativo, una contradicción. De manera 
similar, no puede pasar que j = 1 Y k = Q. En conclusión debemos tener 
j = k. Como j = k, podemos cancelar sgn(t)j en (9.33) para obtener que 
é" ln(!tl) = é 11n(lti) para todo t, y al igual que en la Proposición 9.27 esto 
implica que a = (J. 

Por último de las identidades 

W((a,j) + ({J, k))(t) = (sgn(t))iH ei(a+¡3) ln(lti) 

(sgn( t))j eia- ln(lti) (sgn( t))k ei¡31n(lti) 

w((a, j) )w( ({J, k)) 

resulta que W es homomorfismo de grupos. Q.E.D. 

Ejemplo 9.31. ]Rn con la suma y la topología usual es un grupo topológico. Al 
igual que en el caso de ]R resulta que r(]Rn) es isomorfo a ]Rn . 

'Proposición 9.32. Dada a E ]Rn definimos ,a- : ]Rn -+ §l por ,a-(x) = ei(x .a-), 
donde (x· a) denota el producto punto en ]Rn . 

1. Para toda a, ,a- es un caracter de ]Rn. 

2. La función w(a) = ,a- es un isomorfismo de grupos entre]Rn y r(]Rn) . 

Demostración. Es fácil verificar que para toda a, ,a- es un caracter de ]Rn. 

Por {el, ... , en} denotamos la base canónica de ]Rn. 

Supongamos que w(a) = w({J) y escribamos a = 2:7=1 ajej, {J = 2:7=1 {Jjej. 
Si valuamos ,a- y ,¡3 en tej con t E ]R arbitrario tenemos que eita-i = eit¡3i para 
todo t real, pero por el Lema 9.24 lo anterior implica que aj = {Jj para todo j 
por lo que a = (J. 

De las siguientes igualdades resulta que W es un homomorfismo de grupos. 

,a-+¡3(x) = ei(x.(a-+ ¡3» = ei(x·a-)ei(x ¡3 ) = 'a-(x)T¡3(x). 

Nos falta probar que la correspondencia es sobreyectiva. 
Sea, caracter de ]Rn y notemos que 

donde x = (Xl, . .. ,Xn ) . 

(9.34) 

Ahora si 'j (t) = ,( tej) para t real, resulta que 'j es un caracter de ]R. 

Por la Proposición 9.25 existe aj real tal que 'j (t) = eita-i , por lo que si a = 
(al, .. . , a n ) entonces de (9.34) resulta 

,(x) = rrY=jeiX;a-; = e(i(I:j'=¡ Xia-i)) = ei(x'a-) . 

Esto prueba la suprayectividad y se sigue el resultado. Q.E.D. 

Ejemplo 9.33. Ahora veremos los caracteres de los enteros, (Z , +) . 
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Proposición 9.34. Para z E §l definimos ,z : Z -t §l por ,z(n) = zn. 

1. Para toda z E §l, ,z E r(Z). 

2. La función lJ!(z) = 'Z es un isomorfismo de grupos entre §l y r(Z) . 

Demostración. 
Como zn+m = znzm para cualesquiera n,m E Z, resulta que ,z E r(Z). 
Ahora tomemos, E r(Z). 
Para n > O tenemos 

Si n < O, usando que ,( -1) = ,(1)-1 tenemos 

Como ,(O) = 1, concluimos que para todo entero n, ,(n) = ,(I)n y por lo tanto 
todo caracter de Z tiene la forma ,(n) = Qn con a = ,(1) E §l; es decir, está 
determinado por su valor en 1 y en consecuencia IJ! es sobreyectiva. 

La inyectividad de IJ! es clara pues si lJ!(z) = lJ!(w) entonces valuando en 1 
obtenemos que z = w. 

Por último como 

se sigue que IJ! es un homomorfismo de grupos. Q.E.D. 

Ejemplo 9.35. Con el producto §l es un grupo y con la topología de subespacio 
de e es un grupo topológico. Afirmamos que r(§ 1) es isomorfo a Z. 

Proposición 9.36. Para todo n E Z definimos ,n : §1 -t §l por ,n(z) = zn. 

1. Para todo n E Z, ,n E r(§l). 

2. La función IJ! (n) = ,n es un isomorfismo de grupos entre Z y r(§ 1 ) . 

Demostración. 
Como znwn = (zw)n tenemos que ,n E r(§l). 
Probemos que IJ! es suprayectiva. Sea , un caracter de § l y definamos 

o: IR -t §l por o(t) = ,(eit ). Es claro que O es continua y que es homomorfismo 
de grupos (al ser composición de homomorfismos), es decir O es un caracter de 
IR. Por la Proposición 9.25 tenemos que existe Q E IR ta l que o(t ) = eitQ y en 
consecuencia para todo t real 
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así que usando 1 = 1'(1) = 'Y(ei27f
) tenemos 1 ei27fO: por lo que a271" == O 

módulo 271" de modo que a E Z y 'Y(z) = zO:. 
Probemos que 111 es inyectiva. Si 1l1 n = 1l1 m valuando ambas funciones en eit 

(con t real arbitrario) obtenemos que eitn = eitm para todo t real y por el Lema 
9.24 concluimos que n = m. 

Como 
( ) _ n+m _ n m _ () () 'Yn+m z - z - z z - 'Yn z 'Ym z 

concluimos que 111 es un isomorfismo de grupos. Q.E.D. 

Ejemplo 9.37. Encontramos los caracteres del grupo topológico G de las ma-
trices 

donde r y s son reales con r positivo (ver ejemplo 5.2 - 6) 

Lema 9.38. 1. El conmutador de G es el subgrupo de matrices de la forma 

(9.35) 

variando t en lit 

2. Sea H' el conjunto de matrices de la forma 

con x > O. Entonces H' es un subgrupo de G y G es el producto directo 
de H' y el conmutador de G. 

Demostración. 
Prueba de 1. 
Recuerde que el conmutador de G (denotado por c( G)) es el subgrupo gene

rado por los elementos de la forma aba-lb- l . Sea H el subconjunto de matrices 
de G de la forma (9.35) . Queremos probar que H = c(G). 

Tomemos 

a= (~ i) y 

Tenemos 

(X; y +1 wx) ( iz 
-w _ lL) 
x z x 

1 

(~ -w - yz 1+ y + wx) (9.36) 

por lo que todo elemento de la forma aba- 1b- 1 está en H y c(G) S;; H. 
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Ahora sea e E H con 

c= (~ D. 
Si en (9.36) tomamos y = t, z = w = x = O resulta que e = aba- 1b- 1

, por lo 
que e E c(e), es decir H <; c(e) . En conclusición, H = c(e). 

Prueba de 2. 
Es fácil varificar que H' es subgrupo de e. Note que H' es isomorfo a IR+ 

pues la función 

es un isomorfismo. 
De 1. tenemos que H' n c(e) = {le}. Por último usando que 

(9.37) 

para cualquier elemento de e, obtenemos que e es el producto directo de c(e) 
y de H'. Q.E.D. . 

Proposición 9.39. Para todo, E r(e) existe Q E IR tal que 

Demostración. 
Por (9.37) tenemos que cualquier matriz en e puede escribirse como 

con el primer factor en el conmutador de e, pero como en el conmutador, vale 
uno tenemos 

(9.38) 

es decir, el valor de , en cualquier matriz sólo depende del valor de la entrada 
1-1 de la matriz. 

Definamos <5 : IR+ -+ § 1 por 

<5(t) =, (G n) 
Es fácil verificar que <5 es un caracter, en consecuencia por la Proposición 9.27 
existe a real tal que <5(t) = e i1n (t)a y por (9.38) tenemos 

de donde se sigue el resultado . Q.E.D. 
De manera similar a la Proposición 9.27, se puede probar que qe) es iso

morfo a IR. 
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Ejemplo 9.40. Queremos encontrar los caracteres del grupo de matrices in
vertibles de 2 por 2 con coeficientes reales, denotado por G L 2 (IR). 

Recuerde que SL2 (1R) denota las matrices con determinante igual a 1. 

Lema 9.41. 1. S L2 (IR) es generado por las matrices de la forma 

variando JJ Y A en IR. 

3. Si H es el conjunto de matrices de la forma 

variando t en los reales no nulos, entonces H es un subgrupo de G L 2 (IR) 
Y GL2 (lR) producto directo de SL2 (1R) y H . 

Demostración. 
Nota: la prueba del lema se basa en [Rotman). 
Prueba de 1. 
Notamos que 

Además observamos que 

(a b) (1 JJ) = (a aJJ + b) 
c d O 1 c CJJ + d 

por lo tanto al multiplicar una matriz M E GL2 (1R) por TJ1. Ó por T). por la 
derecha o la izquierda, respectivamente, obtenemos que sumamos un múltiplo 
de una columna de M a la otra o un múltiplo de un renglón de M al otro. 

Sea (~ !) tal que ad - bd = 1. 

Caso 1: C f= O. 
Si tomamos JJ = 1 ~d tenemos 

con b' = %(1 - d) + b. 
Ahora 

(a b') (1 O) = (a -cb' b' ) 
c 1 - c 1 O 1 
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pero a - eb' = a - a(l - d) - eb = ad - be = 1. En conclusión 

(
a b) (1 1 ~d) (1 O) = (1 b') 
e d O 1 -e 1 O 1 

en consecuencia 

(~~)=(~ ~)(! ~)(~ d-l ) - b' d-l 
e = T TcT-c-
1 

Caso 2: e = O. Como ad - be = 1 debemos tener que d = ~. 
Observamos que 

Como det ( ( : b : ~ )) = 1 Y a -¡. O por el easo 1 existen reales {tI, {t2 Y A 

tales que 

en consecuencia 

Prueba de 2. 
Como el conmutador es generado por las matrices de la forma ABA- 1 B - 1 , 

las cuales tienen determinante 1, resulta que el conmutador está contenido en 
SL2 (IR) . Para probar la otra contención, en virtud del inciso uno, sólo tenemos 
que probar que las matrices T>. Y TI' están en el conmutador. Para demostrar 
esto tomemos 

A= (! ~) 
entonces 

(9 .39) 

por lo que 

ASA- 1 S- 1 = (1 01) t2 - 1 
(9.40) 

Si 1 ::; A, tomemos t = ~ en A para obtener de (9.40) que T>. está en 
el conmutador. Si A ::; 1, tomamos t = ~ en A para obtener de (9.39) que 
obtener que T>. esta en el conmutador. 

De manera análoga, para ver que TI' está en el conmutador transponemos 
en las ecuaciones (9.39) y (9.40). 

Prueba de 3. 
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Es fácil verificar que H es un subgrupo de GL2 (IR). Es más, H es isomorfo 
a IR· = IR\{O} con el producto, pues la función 

t~ (~ !) 
es un isomorfismo. 

Sea A E G L2 (IR) con 

y notemos que 

A = (~ det~A)) (de~A) detJ (9.41) 

con el segundo factor en SL2 (IR). 
Por último es claro que SL2 (IR) n H = {Id} Y por (9.41) concluimos que 

SL2 (IR) es producto directo de GL2 (IR) y H . Q.E.D. 

Proposición 9.42. Por J denotamos a la matriz (~ ~1)' 
Dado un caracter de G L2 (IR) " existe a: E IR tal que 

1. Si ,(J) = 1, entonces ,(det(A)) = eia In(l det(A)I). 

2. Si ,(J) = -1, entonces ,(det(A)) = sgn(det(A))eia1n(ldet(A)I). 

Demostración. Sea, un caracter de GL2 (IR). 
Por (9.41) para toda matriz A E GL2 (IR) tenemos 

A _ a b _ 1 1 a det(A) ( ) ( )( b) 
- e d - O det1(A) e det(A) 

y como el segundo factor está en SL2 (IR), es decir en el conmutador del grupo, 
se sigue que 

(9.42) 

por lo que el valor de , en A sólo depende de det(A). 
Sea <5 : IR· ~ § 1 definida por 

<5(t) = , ( (~ ~)) 
Es sencillo probar que <5 es un caracter de IR'. Por la Proposición 9.29 existe a: 
real tal que: 

Si <5(-1) = 1 entonces <5(t) = eia 1n( ltl). 
Si <5(-1) = -1 entonces <5(t) = sgn(t)eialn(ltIJ. 
Como <5( - 1) = ,(J) de (9.42) se sigue el resultado. Q.E.D. 
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9.6 Semisimplicidad 

En esta sección probaremos que si LI (G) es conmutativa, entonces es semisim
pie. Recordamos que gracias a la Proposición 9.17, LI (G) es conmutativa si y 
sólo si G es conmutativo. 

El resultado principal de esta sección es el siguiente. 

Teorema 9.43. Supongamos que G es conmutativo. Entonces LI(G) es semi
simple. 

Antes de probar el teorema veremos que cuando el grupo es conmutativo, 
LI (G) tiene estructura de álgebra simétrica, lo que nos ayudará a probar la 
semisimplicidad. 

Si G es conmutativo entonces es unimodular, así que gracias a (7.2) tenemos 
que para toda f E .ef(G, Be, J.L) ó f Be-medible no negativa, 

(9.43) 

La primera consecuencia de (9.43) es que la transformación x M x- I preserva 
a J.L (es decir J.L(B) = J.L(B-I) para todo boreliano B) . 

Otra consecuencia de (9.43) es que la función 1* (x ) = f(x- I ) está en .el (G) 
siempre que f lo esté y que la función en LI (G) dada por [fl* = [1*1 está 
bien definida. Lo importante es que cuando el grupo es conmutativo la función 
f M 1* hace a LI (G) un álgebra de Banach conmutativa con involución. 

Proposición 9.44. Si el grupo topológico G es unimodular, entonces f M 1* 
es una involución en LI (G) 

Demostración. 

1. Para todo x E G y a E e 
(J + ag)*(x) = f(x - I ) + ag(x- I) = j* (x) + ag*(x) 

por lo que (J + ag)* = 1* + ag* . 

2. Es claro que 1** = f. 

3. Ahora, debemos probar que (J * g)* = g* * 1* c.d. rel. J.L. Tomemos N un 
boreliano J.L-nulo tal que para toda x en el complemento de N ocurra 

(g* * j*)(x) = J g*(y)j*(y - Ix)dJ.L(Y) 

(J * g)(x) = J g(y)f(y - I x)dJ.L (Y) 

Sea N I = N U N - l. Entonces NI es J.L-nulo y para toda x en el comple
mento de N I 



9.6. SEMI SIMPLICIDAD 157 

Usando la invariancia izquierda de la J.t (con Y t-t xy) tenemos, para x en 
el complemento de NI, que 

(g* *j*)(x) 

pero 

j g(y-1)J(x-1y)dJ.t(Y) 

j g(y-1X-I)J(y)dJ.t(y) 

(J*g)*(x) = (J*g)(x- l ) = j J(y)g(y-1X-1) 

y entonces (J * g)* = g* * 1* c.d. rel. J.t . 

Prueba del Teorema 9 .. p. 
Recordemos que Rad( LI (G)) denota el radical de LI (G) y que es un ideal. 
Ahora tomemos J en el radical. Debemos probar que J = O c.d. rel. J.t. 
Por la Proposición 9.15 existe una red de funciones continuas de soporte 

compacto (1/Ju )UEB que satisface 

1. Para toda U E B, II1/Julh = l. 

2. limulIJ * 1/Ju - JII = O. 

Gracias a 2. resulta que si probamos que para toda U E B , J * 1/Ju = O c.d. 
rel. J.t, obtendremos que J = O c.d. rel. J.t. 

Sea U E B fija, arbitraria y sea 9 = J * 1/Ju . Hagamos algunas observaciones 
acerca de g. Sabemos que 9 E L¡ (G) (al ser convolución de dos funciones en 
121 (G)). Usando que 1/Ju es acotada tenemos que 9 es continua y acotada (ver 
Proposición 9.11) . Por último, ya que Rad(L¡(G)) es un ideal y que 9 = J *1/Ju 
con J en el radical de L1(G), resulta que 9 E Rad(L¡(G)). 

Como 9 E L¡(G) n Loo (G) tenemos (por la desigualdad de Holder) que 
J Igl2dJ.t < 00 y en consecuencia 

(g**g)(e) = jg(X)g*(X- 1)dJ.t(X) = jI9(xWdJ.t (9.44) 

Notamos que cualquier función en L¡(G) n Loo(G) satisface (9.44). Así pues, 
mostrar que 9 = O c.d. rel. J.t es equivalente a probar que g* * 9 es identicamente 
cero. 

Pongamos atención en la función g* * g. Gracias a que 9 es acotada c.d. 
rel. J.t y que g* E L¡(G) tenemos de nuevo por (9.11) que g* * 9 es continua y 
g* *g E L¡(G)nLoo(G). Usando de nuevo que Rad(L1(G)) es un ideal, tenemos 
que g* * 9 está en el radical. Además note que (g* * g)* = g* * g. 

Tomemos F : L¡ (G) ---+ e dada por 

F ([h]) = (h * g* * g)(e) 
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Gracias a que g* * 9 E Ll (G), resulta que F está bien definida y como la función 
y H (g* * g)(y-l) está en Loo(G), F([h]) se calcula como 

F([h]) = J h(x)(g* * g)(y-l)d!J(Y) 

Lo importante de la función F es que usando g* *g E Ll(G)nLoo(G), (9.44) 
y (g* * g)* = g* * 9 tenemos que 

F([g* * g]) = ((g* * g)* * (g* * g))(e) = J I(g* * g)(y)1 2d!J(Y) 

Ahora, si probamos que g* * 9 está en el núcleo de F obtendremos (de la 
ecuación anterior) que g* * 9 = O c.d. rel. !J, pero al ser g* * 9 continua concluimos 
que (g* * g)(x) = O para toda x. 

Nuestro objetivo ahora es probar que F se anula en g* * g. Para esto 
probaremos que F es funcional lineal positiva, pues por la Proposición (2 .25) 
sabemos que toda funcional lineal positiva se anula en el radical de Ll (G) y 

g* * 9 E Rad(Ll(G)) . 
Es claro que F es lineal. Ya que la norma infinito de y H (g* * g) (y -1) es 

igual a la norma infinito de y H (g* * g)(y) (pues y H y-l preserva a!J) resulta 

I(h * g* * g)(e)1 ~ J Ih(y)ll(g* * g)(y-l)ld!J(Y) ~ Il[h]lllll[g* * g]lloo 

así que F es acotada. 
Para verificar que F es positiva sólo nos falta probar dos cosas: que F([h]) 

es real para toda h tal que h* = h Y que para toda h, O ~ F([h] * [h*]). 
Supongamos que h = h* . Por definición de F 

F([h*]) = J h(y-l )(g* * g)(y-l )d!J(Y) 

Como la transformación y H y - l preserva a!J tenemos que lo anterior se escribe 
como 

F([h*]) = J h(y)(g* * g)(y)d!J(Y) 

y entonces 

pero (g* * g)* = g* * g, asi que 

F([h*]) = h * (g* * g)(e) = F([h]) 

En consecuencia, tenemos F( [h]) = F([h*]) Y usando que h = h* tenemos 
que F ([h]) = F([h]) , por lo que F([h]) es real. 
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Probemos que O ::; F([h) * [h*J). Es en esta parte donde usamos la conmu
tatividad en 121 para obtener 

F([h) * [h*J) = ((h * g)* * (h * g))(e) 

pero h * g* * 9 E Ll(G) n Loo(G) (usando que g* * 9 E Loo(G) Y 9.11-1 ) Y 
entonces por (9.44) tenemos 

F([h) * [h*J) = jlh * gl2d¡.t ~ O 

Esto termina la prueba de que F es funcional lineal acotada, y por lo tanto la 
prueba del Teorema 9.43. Q.E.D. 

Veamos algunos corolarios del Teorema 9.43. 

Corolario 9.45. Suponga que G es conmutativo. Sean f y 9 en Ll (G) tal que 
para toda, en r( G) 

j f(x),(x)d¡.t(x) = j g(x),(x)d¡.t(x) (9.45) 

Entonces f = 9 c.d. rel. ¡.t. 

Demostración. Sean f y 9 en 121 (G), tal que 9.45 se cumpla. Entonces para 
todo, caracter de G 

j (f(x) - g(x)),d¡.t(x) = O 

Usando la Proposición 9.22, tenemos que (f - g) está en el núcleo de toda 
funcional lineal multiplicativa. Pero por 2.24, esto es equivalente a que (f - g) 
esté en el radical de Ll (G), es decir, f = 9 c.d. rel. ¡.t. Q.E.D. 

Corolario 9.46. Si G es conmutativo, r(G) separa los puntos de G. 

Demostración. Sean x, y dos puntos en G distintos, entonces xy-l f. e. Si 
encontramos, caracter tal que ,(xy-l) f. 1, entonces, separa x de y. En 
conclusión, es equivalente probar que dada x f. e, existe, caracter con ,(x) f. 1. 

Supongamos que x E G es tal que para todo, E Gamma(G) ,(x) = 1 Y que 
x f. e. 

Sea f función continua de soporte compacto fija y arbitraria. Por la inva
riancia de ¡.t, tenemos que para todo, E r( G) 

j f(y),(y)d¡.t(y) = j f(xy),(xy)d¡.t(y) = j f(xy),(y),(x)d¡.t(y) 

pero, ,(x) = 1, Y por el Corolario 9.45, resulta que f(xy) = f(y) c.d. rel. ¡.t. Al 
ser f continua tenemos que para todo y, f(xy) = f(y) por lo que f(x) = f(e). 
Pero como x f. e, existe U vecindad de e tal que x ~ U. Por el Lema 9.2 existe 
f función continua de soporte compacto tal que f( e) = 1 Y f(x) = O lo que 
contradice que f(x) = f(e) . Q.E.D. 
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Corolario 9.47. Recordamos que L 2 (G) es un espacio de Hilbaerl si tomamos 
(J, g) = J jgdJ.1. 

Supongamos que G es conmutativo y que J.1( G) es finita. Sin pérdida de 
generalidad podemos suponer que J.1( G) = 1. Entonces r( G) es una base de 
Hilberl de L 2 (G) . 

Demostración. Lo primero que notamos es que al ser J.1 finita y cada caracter 
acotado, tenemos que r(G) está contenido en L2(G). 

Para que r(G) sea una base de Hilbert, es equivalente probar que qG) es 
una familia ortonormal completa (ver apéndice C.12). 

Como 

/ ,(y)t(y)dJ.1(Y) = / ,(y)r(y-1)dJ.1(y) = J.1(G) = 1 

tenemos que para cada " 11,112 = 1. 
Veamos ahora que los caracteres son ortogonales. Para esto sean, y Ó dos 

caracteres. Observamos que por la invariancia, para toda x tenemos 

/ ,(y)6(y)dJ.1(Y) / ,(xy)6(xy)dJ.1(Y) 

,(x)Ó(r) / ,(y)6(y)dJ.1(Y). 

En consecuencia, si J ,6dJ.1 =/:. O entonces ,(x)6(x) = 1 para toda x, o equivalen
temente para toda x, ,(x) = Ó(x) (usando que 6(x) = Ó(X-l ». En consecuencia 
tenemos que si , =/:. Ó entonces J ,6d/1 = O, es decir, , y Ó son ortogonales. 

Para terminar de probar que r(G) es completa debemos tomar f en L2(G) 
tal que sea ortogonal a todos los elementos de r(G) y probar que f = O c.d. rel. 
/1. Que f sea ortogonal a todo elemento de r(G) es equivalente a que [f] esté 
en el radical de Ll (G). Como Ll (G) es semisimple, concluimos que [f] = O, es 
decir, f = O c.d. rel. J.1. Q.E.D. 



Apéndice A 

Topología 

Varios de los resultados de este apéndice pueden ser consultados en [Engelking] 
o en [Willard]. 

Definición A.1. 1. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto P 
junto con una relación ::; que satisface, para a, b, e E P: 

(a) a < a. 

(b) Si a ::; b y b ::; a entonces a = b. 

(e) Si a ::; b y b ::; e entonces a ::; e. 

2. Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado P es un subconjunto 
C ~ P de tal forma que para cualesquiera a, b E C se cumple que a ::; b ó 
b ::; a. La cadena C está acotada superiormente en P si existe x E P tal 
que e ::; x para todo e E C. 

3. Un elemento máximo en un conjunto parcialmente ordenado P es un 
elemento de P, llamémoslo m, de tal forma que no existe a E P tal que 
m ::; a y a =1= m . 

Lema A.2 (Lema de Zorn). Si (P,::;) es un conjunto parcialmente ordena
do, de tal forma que toda cadena en P está acotada superiormente en P, en
tonces P tiene un elemento máximo. 

Recordemos algunas definiciones. Por (X, T) denotamos un espacio topológico 
fijo. 

Definición A.3. 1. (X, T) se llama T2 Ó Hausdorff si para todo par de pun-
tos distintos de X, x y y, existen U, V en T ajenos tales que x E U Y 
Y E V. 

2. (X, T) se llama T3 Ó regular si los puntos son cerrados y para cualesquiera 
F ~ X cerrado y x E X con x r/:. F existen U y V abiertos ajenos de tal 
form a que x E U Y F ~ V. 
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3. (X, T) se llama T4 Ó normal si los puntos son cerrados y para cualesquiera 
E y F cerrados ajenos en X, existen U, V abiertos ajenos en X de tal 
forma que E ~ A Y F ~ V. 

4. (X, T) se llama localmente compacto si para todo punto de x en X existe 
U en T con x E U y con la cerradura de U compacta. 

Proposición A.4. Si (X, T) es un espacio compacto Hausdorff entonces es nor
mal. 

Proposición A.5. Supongamos que (X, T) Y (Y, p) son espacios con (X, T) 
compacto y (Y,p) Hausdorff. Si 1 : X -+ Y es continua y biyectiva, entonces 
1-1 : y -+ X es continua. 

Lema A.6 (Lema de Urysohn). Sea (X,T) un espacio topológico normal. 
Dados E y F cerrados ajenos en X, existe g : X -+ [O, 1]' continua tal que 
g restringida a E es cero y restringida a F es uno. 

Lema A.7. Sea (X, T) un espacio localmente compacto Hausdorff. Dado un 
abierto no vacío U y un punto x en U existe un abierto V que tiene a x con 
cerradura compacta y tal que V ~ U. 

Definición A.B. 1. Un conjunto dirigido (L,~) es un conjunto parcialmente 
ordenado de tal forma que para cualesquiera ll, l2 E L existe 13 E L de tal 
forma que 11 ~ l3 Y l2 ~ 13 . 

2. Sean L, M dos conjuntos dirigidos y 'lji : L -+ M. La función 'lji se llama 
cofinal si para cada m E M existe lE L de tal forma que m ~ 'lji(l); 'lji se 
llama creciente si siempre que II ~ 12 tenemos 'lji( l¡) ~ 'lji(12)' 

3. Una red en un espacio (X, T) es una función r : L -+ X, donde L es 
un conjunto dirigido . Usualmente denotamos a r(l) por XI y a la red 
la denotamos por (X¡)IEL' Una subred de una red r : L -+ X es una 
composición r o 'lji : M -+ X con M un conjunto dirigido 'lji : M -+ Luna 
función creciente y cofinal. D enotamos por (x 1/.> (m))mEM a la subred ro 'lji. 

4. Sea (x¡)IEL una red en (X, T). Decimos que (X¡)IEL converge a X E X 
(denotado Xl -+ x) si para toda U E T con X E U existe lo E L de tal 
forma que para toda l ~ lo tenemos que Xl E U . 

Proposición A.9. Sea (X, T) un espacio topológico Hausdorff y (X¡)IEL una 
red en X de tal forma que converge a X E X. Si (x 1/.>(m) )mEM es una subred de 
(XI)I EL entonces (x1/.>(m))mEM converge a x. 

Proposición A.10. Sea (X, T) un espacio topológico Hausdorff y E ~ X. Un 
punto X está en la cerradura de E si y sólo si exis te una red (X¡)IEL con Xl E E 
para toda l E L de tal forma que Xl -+ x. 

Proposición A.1I. Sean (X, T) Y (Y, p) dos espacios topológicos Hausdorff y 
1 : X -+ Y. 1 es continua en X E X si y sólo si para toda r'ed (X¡)IEL en X tal 
que Xl -+ x tenemos que f(xl) -+ 1 (x). 
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Definición A.12. Sea (X, T) un espacio topológico localmente compacto Haus
dorff. Una compactificación unipuntual de X es un espacio topológico compacto 
Hausdorff Y y una función continua e inyectiva h : X -+ Y de tal forma que 
h(X) es denso en Y. 

Notas: Para todo espacio topológico localmente compacto Hausdorff siem
pre es posible encontrar una compactificación unipuntual y se prueba que cua
lesquiera dos compactificaciones unipuntuales son homeomorfas, por lo que 
podemos hablar de la compactificación unipuntual de un espacio dado (ver [En
gelking]). Presentamos una construcción de la compactificación unipuntual, sin 
probar los detalles (para verlo rigurosamente puede consultar [Engelking]). 

Proposición A.13. Sea (X, T) un espacio localmente compacto Hausdorff. Defin
imos Y = X U {oo}, con 00 un punto que no esté en X. 

Sea x en X. El conjunto de vecindades de x en Y es simplemente el conjunto 
de vecindades de x en X. Las vecindades de 00 son el conjunto 

{Y \ e : e e X y e es compacto} (A.1) 

Entonces lo anterior define una topología en Y que lo hace espacio compacto 
Hausdorff y de tal forma que X es denso en Y. 
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Apéndice B 

Teoría de la medida 

Una demostración de los resultados en este apéndice puede consultarse en [CohnJ, 
[HalmosJ y [GrabinskyJ. 

Teorema B.l. Sean>. la medida de Lebesgue en IRn , U, V ~ IRn subconjuntos 
abiertos y T : U -+ V una biyección de tal forma que T y T- l son de clase el . 
Por JT denotamos el jacobiano de T . Si f : V -+ IR es borel medible entonces 

Iv f(x)d>'(x) = fu f(T(x))IJr(x)ld>'(x). 

Proposición B.2. Sea (X, S, /1-) un espacio de medida, f en Ll (X) Y O :S k 
constante tal que 

1/1-(~) fe fd/1-1 :S k 

para todo E E S con O < /1-(E) < oo. Entonces Ifl :S k c.d. rel. /1- . 

Demostración. 
Es suficiente probar que f+ :S k Y f- :S k c.d. rel. /1- . 
Como f+ es /1--integrable tenemos que para todo a > O 

a/1- ({x E X: ¡+(x) > a}) :S / ¡+d/1- < 00 

por lo que /1- ( {x E X : f + (x) > a}) es finita. 
Para todo n E N sea An = {x E X: f+(x) > k + ~} . Afirmamos que para 

todo n E N, /1-(An) = O, pues en caso contrario 

1 1 r +_1 1 r 1 
k+-;;:S/1-(An)}An f 

- /1-(A n)}An fd/1- :Sk 

lo que es una contradicción. Por último, como A = {x E X : ¡+(x) > k} es la 
unión de los An resulta que /1-(A) = O Y entonces f + :S k c.d. rel. /1-. De manera 
similar , ¡ - :S k c.d . rel. /1-. Q.E .D. 
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Definición B.3. Sea X un conjunto no vacío. Un 7r-sistema en X es una 
familia de subconjuntos de X que es cerrada bajo intersecciones finitas y un 
A ·sistema L es una familia de subconjuntos que cumple 

1. X EL 

2. Si A,B E L con B e A entonces A\B E L 

3. Si {An}nEN es una sucesión creciente de elementos de L entonces 
UnENAn E L 

Lema B.4 (Lema de las clases monótonas). Sean P un 7r-sistema y L un 
A-sistema tal que P ~ L. Entonces la a-álgebra generada por P está contenida 
en L. 

Definición B.5. Sean (X, S, J1-) y (Y, T, v) espacios de medida a-finitos. 

1. Por S 18> T denotamos la a-álgebra generada por los conjuntos E x F, con 
E E S y F E T . 

2. Dados x E X, Y E Y Y L E S 18> T definimos 

Lx = {w E Y: (x,w) EL} LY = {z E X: (z,y) E L} 

3. Dada h : X x Y -7 e, x E X Y Y E Y definimos hx(z) = h(x,z) y 
hY(w) = (w,y). 

Proposición B.6. Sean (X , S, J1-) y (Y, T, v) dos espacios de medida a-finitos 
y L en S 18> T. Las funciones dadas por f(x) = v(Lx) y g(y) = J1-(U) son S y 
T medibles respectivamente. 

Teorema B.7. Sean (X, S, J1-) y (Y, T, v) dos espacios de medida a-finitos. 
Existe una única medida J1- 18> v sobre S 18> T tal que 

1. Para cualesquiera A E S y B E T 

(J1- 18> v)(A x B) = J1-(A)v(B) 

2. Para cualquier L E S 181 T 

Teorema B.8 (Teorema de Tonelli). Sean (X,S,J1-) y (Y,T,v) dos espacios 
de medida a-finitos, h una fun ción S 18> T -medible no negativa, A E S y B E T. 

1. Si definimos f( x ) = J hx (y)dJ1-(Y) y g(y) = J hY (x)dJ1-(x) entonces f es 
S -medible y 9 es T -medible. 
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2. 

( hd(¡..t @ v) = { f d¡..t = { gdv 
lAxB lA lB 

Teorema B.9 (Teorema de Fubini (caso real». Sean A E S, B E T Y 
hE .c~(x x Y,S@T,¡..t@v). 

1. hx está en .c~(v) c.d. rel. ¡..t y hY está en .cf(¡..t) c.d. rel. v. 

2. Si definimos f(x) = fB hxdv c.d. y g(y) = fA hYd¡..t entonces f está en 
.c~(¡..t) y 9 está en ..cf(v). 

3. fA xB hd(¡..t@v) = fA fd¡..t = fB gdv. 

Teorema B.10 (Teorema de Fubini (caso complejo». Sean A E S, 
BE T Y h E .cf(X x Y,S@T,¡..t@v). 

1. hx está en . .cf(v) c.d. rel. ¡..t y hY está en .cf(¡..t) c.d. rel. v. 

2. Si definimos f(x) = fB hxdv c.d. y g(y) = fA hYd¡..t entonces f está en 
.cf(¡..t) y 9 está en .cf(v). 

3. fAxB hd(¡..t @ v) = fA fd¡..t = fB gdv. 

Demostración. 
Recuerde que h E .cf(X x Y, S @ T, ¡..t @ v) si y sólo si Re(h),Im(h) E 

.cf(x x Y, S@T,¡..t@v). Por el caso real tenemos que Re(h)x y Im(h)x están en 

.c~(v) c.d. rel. ¡..t y Re(h)Y y Im(h)Y están en .cf(¡..t) c.d. rel. v. En consecuencia 
hx es v-integrable para casi toda x y hY es ¡..t-integrable para casi toda y. 

Por otro lado por el caso real las funciones f¡(x) = fB Re(h)xdv y h(x) = 
fB Im(h)x dv son integrables respecto a ¡..t. En consecuencia, 

es integrable con respecto a ¡..t. De manera similar, usando que las funciones 
g¡(y) = fA Re(h)Yd¡..t y g2(y) = fA Im(h)Yd¡..t son integrables con respecto a v 
tenemos que 9 es integrable con respecto a v. 

Por último usando que 

{ hd¡..t @ v = { Re(h)d¡..t @ v + i { Im(h)d¡..t @ v 
lAxB lAxB lA xB 

y 

{ R e(h)d¡..t @ v = ! f¡d¡..t = { g¡dv 
lA xB A lB 

! Im(h)d¡..t @ v = ! hd¡..t = r 92 dv 
Ax B A lB 
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concluimos que 

r hdpJi9 v = r fdJ.t = r gdv. 
lAxB lA lB 

Q.E.D. 

Definición B.l1. Sea (X, S) un espacio medible. 

1. Una medida compleja J.t es una función de S a e que es a-aditiva y J.t(0) = 
O. 

2. La variación de J.t en A E S, denotada 1J.tI(A), es el supremo de los números 
2:7=11J.t(A i )I, donde {Adf=1 varía sobre todas las particiones de A en 
conjuntos S -medibles. 

3. Dadas dos medidas complejas J.t y v, decimos que v es absolutamente con
tinua con respecto a J.t si para todo A E S que satisfaga 1J.tI(A) = O tenemos 
que Ivl (A) = O. 

Proposición B.12. Sean v y J.t dos medidas complejas. Tenemos que J.t es 
absolutamente continua con respecto a v si y sólo si para todo A en S que 
satisfaga J.t(A) = O se tiene que v(A) = O. 

Teorema B.13 (Radon-Nikodym). Sea (X, S) un espacio medible, J.t una 
medida a-finita no negativa sobre S y v una medida compleja sobre S. Si v es 
absolutamente continua con respecto a J.t, entonces existe g E Lf(X,s,J.t) que 
satisface v(A) = fA gdJ.t para todo A E S. 

Teorema B.14. Sea (X, S) un espacio medible y p : P(X) -+ [0, 00] una me
dida exterior. Sea 

S· = {E ~ X : para todo B ~ X, p(B) = p(BnE) + p(B \ E)}. 

Entonces 

1. S· es una a-álgebra. 

2. La restricción de p a S· es una medida completa. 



Apéndice e 

Análisis Funcional 

Los resultados de análisis funcional pueden ser consultados en [Rudin-2] y en 
[Hewitt-2] . 

Definición C.l. 1. Un espacio vectorial normado (X, 11 ·ID es un espacio de 
Banach si la métrica inducida por la norma es completa. 

2. Una sucesión (Xn)nEN en X se llama sumable si existe x E X tal que 

3. Una sucesión (Xn)nEN en X se llama absolutamente sumable si la serie 
2::=~=1 IIxnll converge. 

Proposición C.2. Sea (X, 11 ·ID un espacio vectorial normado. X es un espacio 
de Banach si y sólo si toda serie absolutamente sumable es sumable. 

Demostración. 
Supongamos que X es un espacio de Banach y sea (Xn)nEN una sucesión de 

elementos de X absolutamente sumable. Para toda n E N sea Sn = 2::=;=1 Xk· 
Como 2::=~1 IIXkll converge dado lO > O existe N E N de tal forma que para 
todos m > n 2: N 2::=;:'=n II Xkll < lo. Entonces si m > n 2: N, II sn+q - snll ~ 
2::=;:'+1 IIxk!I < lo. Como X es completo y lO arbitraria concluimos que (Sn)nE N 
converge, es decir , (Xn)nEN es sumable. 

Ahora supongamos que toda serie absolutamente sumable es sumable y 
probemos que el espacio es completo. 

Sea (Xn)nEN una sucesión de Cauchy y encontremos (x nm )mEN una subsuce
sión de tal forma que para todo m E N 

(C.l) 
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Sea Ym = xn~+l - xn~. Por (C.l), 2::=1 IIYml1 < 2::=1 2~' por lo que de 
la hipótesis se sigue que (Ym)mEN es absolutamente sumable; es decir, existe 
x E X tal que 

pero 2:~1 Yk = Xm+1 - Xl en consecuencia (Xm)mEN converge y por lo tanto 
(Xn)nEN también. Q.E.D. . 

Proposición C.3. Sea X un espacio de Banach. Dados X f::. y en X, existe f 
en X· tal que f(x) f::. f(y). Equivalentemente, si para toda f en X·, f(x) = 
f(y), entonces x = y. 

Definición CA. Sea X un espacio de Banach. La topología débil en X, de
notada por w, es la menor topología que hace continua a todo función en X· 

Proposición C.5. Una sucesión (Xn)nEN en X, converge a x E X en la topología 
w si y sólo si para toda f E X·, limnf(xn ) = f(x). 

Proposición C.6. Suponga que (Xn)nEN es una sucesión en X que converge en 
la topología w. Entonces existe M> O tal que Ilxnll ::; M, para todo n natural. 

Dado x E X, tomamos ix la función de X· a C dada por ix(f) = f(x), la 
evaluación en x. 

Proposición C.7. Para todo x, ix E X··. Es decir, ix es función lineal aco
tada de X· a C. 

Definición C.B. Sea X un espacio de Banach. La topología débil estrella, de
notada por w·, es la menor topología que hace a toda ix continua en X·. 

Proposición C.9. Una sucesión (fn)nE N en X·, converge a f E X· en la 
topología w· si y sólo si para toda x E X·, limnfn(x) = f(x). 

Teorema C.IO (Alaoglu). Sea S = U E X· : Ilfll ::; 1}. S es w·-compacto. 

Definición C.I1. 1. Un espacio con producto interior (H, (-)) es un espacio 
de Hilberl si la métrica inducida por el producto interior lo hace completo . 

2. Una familia de vectores 13 se llama orlonormal si todo elemento de 13 tiene 
norma uno y si para todos x, y distintos en 13, (x, y) = O. 

3. Una base de Hilberl para H es un conjunto orlonormal máximo, en el 
sentido de que si agregamos un nuevo vector, ésta deja de ser ortonormal. 

4. Un conjunto 13 ortonormal es completo si para todo x que cumpla que 
(x, y) = O para todo y en 13, tenemos que x = O. 

Proposición C.12. Sea (H, (-)) un espacio de Hilbert y 13 un conjunto orto
normal. Son equivalentes: 

1. 13 es una base de Hilbert 

2. 13 es un conjunto ortonormal completo. 



Epílogo 

Hemos dado apenas una modesta introducción a lo que son las álgebras de 
Banach y más concretamente a L 1(G). Como es de esperarse quedan muchos 
aspectos que no hemos tocado pero queremos mencionar . 

Una parte importante, y con grandes aplicaciones dentro de la misma teoría 
de las álgebras de Banach, es la del cálculo simbólico. Recordamos que dado 
un poliriomio p(z) = 2:7=0 D:iZi, con coeficientes complejos y a un elemento en 
un álgebra de Banach con uno, por p(a) entendemos 2:7=0 D:;ai . Pues bien, el 
cálculo simbólico generaliza lo anterior, tomando ahora en vez de un polinomio 
p una función analítica en una vecindad del espectro de a y la vía para hacer 
ésto es mediante la introducción de integrales con valores vectoriales, llamadas 
integrales de Bochner. Como consecuencia también se generaliza el Teorema 
espectral polinomial como sigue: si f es analítica en una vecindad del espectro 
de a, entonces a(f(a)) = f(a(a)]. Una aplicación del cálculo simbólico es en el 
estudio de álgebras de operadores sobre espacios de Hilbert. 

En el capítulo 5 empezamos a trabajar con grupos localmente compactos 
Hausdorff segundo numerables, principalmente para poder usar el teorema de 
Fubini. Notamos que si el grupo G no es segundo numerable no podemos ase
gurar que Bcxc coincida con Bc ® Bc Y por lo tanto Ji- ® Ji- no está definida 
para todos los borelianos de G x G y entonces no todas las funciones continuas 
son Bc ® Bc-medibles. Para solucionar estos problemas y trabajar con grupos 
localmente compactos Hausdorff arbitrarios necesitamos extender Fubini para 
espacios que no necesariamente sean a-finitos. Una vía para hacer esto es no 
trabajar con la medida producto Ji- ® Ji-, sino trabajar con una medida regular so
bre Bcxc que rescate el teorema de Fubini para funciones que se anulan afuera 
de un rectángulo de lados a-finitos. Tal medida está dada por el Teorema de 
representación de Riesz. Para ver esto con detalle el lector puede revisar [Cohn] . 
Una vez dicho esto mencionamos que todos los resultados del último capítulo 
permanecen válidos para grupos no necesariamente segundo nemerables. 

En el último capítulo presentamos el grupo de caracteres de un grupo topoló
gico localmente compacto Hausdorff. Sólo vimos la estructura de r(G) como 
grupo, pero resulta que si lo dotamos de la topología de la convergencia uniforme 
sobre los subconjuntos compactos hecemos de qG) un grupo topológico local
mente compacto Hausdorff que es homeomorfoa ML, (c) (esto se puede revisar 
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en [Rudin-l]). Una vez que sabemos que r(e) es un grupo topológco localmente 
compacto Hausdorff, podemos preguntarnos quén es r(r(e)). La respuesta está 
dada por el Teorema de Pontrjagin, que nos dice que r(r( e)) es isomorfo como 
grupo topológico a e, donde el isomorfismo consiste en mandar cada elemento 
x de e a su evaluación. Por ejemplo, sabemos que r(IR) es isomorfo a IR como 
grupos, por lo que podemos pensar que r(r(IR)) = lIt Como consecuencia de 
este teorema tenemos el principio de dualidad de Pontrjagin (ver por ejemplo 
[Folland] y [Rudin-l]), que dice: si r(e) es compacto entonces e es discreto y si 
r(e) es discreto entonces e es compacto. Para ilustrar este principio note que 
r(Z) = <C y r(<C) = Z. Queremos mencionar cómo probar una parte del princi
pio de dualidad de Pontrjagin, utilizando que r(e) es homeomorfo a ML¡(G): 

Si suponemos que e es discreto, entonces sabemos que LI (e) tiene uno, así que 
ML¡(G) es compacto, pero éste último es isomorfo (como espacio topológico) a 
r( e), por lo que r( e) es compacto. 

Por último queremos mencionar cómo la transformada de Gelfand generaliza 
a la transformada de Fourier. Ya mencionamos en el párrafo anterior que con la 
topología de la convergencia uniforme sobre los conjuntos compactos, r( e) es 
isomorfo como grupo topológico a ML¡(G). En el caso concreto de IRn

, sabemos 
que r(IRn) es isomorfo como grupo a IRn pero también se puede probar que el 
isomorfismo es un morfismo de grupos topológicos. En consecuencia tenemos 
que ML¡(Rn) y IRn son homeomorfos como espacios topológicos, así que podemos 
pensar la transformada de Gelfand como un homomorfismo de álgebras entre 
LI (IRn) y Co(IRn). Echemos un vistazo a la transformada de Gelfand. Dada 
j E LI (IRn), j([-¡P]) = -¡P(f) donde -¡P es una funcional lineal multiplicativa. Pero 
como toda funcional lineal multiplicativa está inducida por un caracter , y cada 
caracter es de la forma ,(t) = ei(a.t), para un único vector a, podemos pensar 
j(-¡P) como j(a) para obtener 

j(a) = ! j(t)ei(a.t)d>.(t). 

Por lo tanto, la transformada de Gelfand de una función j en LI (IRn) coincide 
(excepto por un isomorfismo) con la transformada de Gelfand de j. 
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