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Introducción 

Es un resultado clásico que cualquier enlace en S3 tiene un repre
sentante como cerradura de trenza, pero este representante no es único, 
pues para empezar podemos tener dos representantes del mismo tipo 
de enlace pero con distinto Índice. El Teorema de Markov para enlaces, 
[M], dice que cualesquiera dos representantes como cerradura de trenza 
del mismo tipo de enlace están relacionados por una sucesión finita de 
movidas elementales: 

Isotopías en el complemento del eje de la trenza. En esta movi
da no se altera el Índice. 

Estabilización. Este cambio aumenta el Índice en uno, y con
siste básicamente en introducir un bucle trivial alrededor del 
eje. 

Desestabilización. Este cambio es en algún sentido el inverso 
del anterior , pues simplifica el encaje al disminuir un bucle 
trivial alrededor del eje. 

Birman y Menasco han desarrollado ciertas técnicas para estudiar 
superficies ya sea cerradas en el complemento de una trenza, o de Seifert 
para enlaces que estan representando como la cerradura de una tren
za, [BM2]. En el presente trabajo se exponen estas técnicas de manera 
clara y autocontenida siguiendo [BF] y hacemos un recuento de algunos 
de los resultados que se han podido desmostrar siguiendo este camino 
[BM2], [BM3], [BF], [F]' [BM4]. Entre los resultados expuestos se 
encuentra una demostración novedosa del Teorema de Markov para el 
caso de nudos, [BM3] . 

La idea central es que al tener una superficie, ya sea de Seifert o 
cerrada incompresible en el complemento de la cerradura de una tren
za, esta se encuentra de manera natural foliada, donde la foliación esta 
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dada por la intersección de la superficie con la fibración por discos del 
complemento del eje de la trenza. Esta foliación contiene un número 
finito de singularidades que son centros (máximos o mínimos locales) 
o puntos silla. Si tomamos vecindades de estas hojas singulares, obte
nemos una descomposición de la superficie en una cantidad finita de 
piezas foliadas, donde cada pieza contiene exactamente una hoja sin
gular. Esta descomposición nos da información acerca de la superficie 
y de hecho, en el caso que la superficie es de Seifert, nos permitirá de
tectar cuándo son aplicables los cambios descritos por Markov en su 
teorema. 

Existe otro cambio que se realiza en una trenza y consiste en inter
cambiar, mediante una isotopía, las posiciones relativas a la altura (con 
respecto al eje) de dos subarcos del enlace. Este se conoce como movi
da de intercambio, y también podemos detectar cuándo es posible su 
aplicación gracias a la ayuda de la teselación de una superficie incom
presible. Este cambio lo usamos, por ejemplo, para dar un resultado 
análogo al de Markov, pero para enlaces separables, i.e. aquellos que 
admiten una esfera en su complemento, de manera que no sea fontera 
de una bola. El resultado que probamos es que si empezamos con un 
enlace separable, entonces es posible pasar de él a un representante 
del mismo tipo de enlace que es separable como trenza por medio de 
isotopías en el complemento del eje y movidas de intercambio. Por sep
arable como trenza queremos decir que es posible escoger a la esfera 
descrita arriba de modo que intersecte al eje de la trenza en solo dos 
puntos. 

Para la demostración del Teorema de Markov necesitamos además 
un resultado análogo al anterior para la suma conexa trenzada de dos 
enlaces. Decimos que un enlace L es la suma conexa de L¡ y L2 si 
existe una esfera S e S3, que toca a L en dos puntos y tal que al cor
tar a L por S, ninguna de las compo~entes es trivial (añadiendo arcos 
paralelos a S nos queda una copia de L¡ de un lado y L2 del otro). 
Análogamente, el que L sea suma conexa trenzada de L¡ y L2 , significa 
que los enlaces están representados por trenzas cerradas y que la esfera 
la podemos elegir de manera que corte al eje en dos puntos. 

En el capítulo 4 demostramos además de los resultados ya descritos, 
otros casos especiales del Teorema de Markov: para el nudo trivial y 
para enlaces triviales. El caso del nudo trivial queda cubierto por el 
que mostramos al final, pero quisimos dejar la demostración aparte 
para ilustrar la aplicación de algunos resultados que estudiamos en el 
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capítulo 3. Como otra aplicación se expone la demostración de que el 
mínimo índice en que se puede representar a un enlace como trenza 
cerrada es aditivo menos uno, bajo suma conexa. 

En el primer capítulo describimos las herramientas que usamos du
rante todo el trabajo: la fibración por discos, la foliación de las superfi
cies a estudiar y sus singularidades. Describimos además las condiciones 
de posición general que asumiremos durante todo el trabajo. Las hojas 
no singulares de la foliación serán arcos (de dos tipos) o curvas cerradas, 
las hojas singulares se dan cuando dos hojas regulares se tocan en un 
punto, o cuando una misma hoja crea un punto singular. Le damos 
nombre tanto a los tipos de hojas como a las singularidades. Definimos 
lo que entenderemos por vértices de la teselación, sus valencias, signo 
y paridad, asi como el signo de una singularidad. 

La demostración que damos del lema 1.5 es nueva, pues en los tra
bajos anteriores se dejan casos fuera, [BMl]' o se hace referencia a 
[No] para eliminar la existencia de máximos y mínimos en la foliación 
de las superficies a estudiar. Pensamos que nuestra exposición es más 
clara pues queda autocontenida y no se utilizan técnicas ajenas. 

En el segundo capítulo se describen los cambios locales del encaje de 
la trenza o de la superficie, que nos permitirán pasar de un representan
te como cerradura de trenza a otro. Ya mencionamos la estabilización, 
desestabilización y movida de intercambio, pero existe otro cambio que 
involucra al encaje de la superficie que será muy importante, pues nos 
permite reducir (en algunos casos) la valencia de algunos de los vértices 
de la teselación. A esta movida la llamamos cambio en la foliación. Co
mo ya dijimos, vamos a poder leer a partir de la información de la 
teselación de S cuándo podemos aplicar estos cambios. 

El tercer capítulo está basado en [BF] donde se estudia mas deta
lladamente la información que engloba el acomodo de los vértices de la 
teselación, acerca del encaje de S. Para ello se considera la gráfica total 
que tiene por vértices tanto a los vértices de la teselación, como a los 
puntos singulares de la foliación; y por aristas a subarcos de las hojas 
singulares. Se definen las gráficas 9c,ó como subgráficas de la gráfica 
total, donde se consideran vértices de paridad E y arcos que pasan 
por puntos singulares de signo 15. Estas gráficas las usamos por ejemplo 
para la demostración del Teorema de Markov en el caso del nudo trivial. 
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En el cuarto capítulo aplicamos todo lo anterior para exponer las 
demostraciones importantes de [BM2] y [BM3]. Las demostraciones 
de [BM2] se dan más concretas, pues en el tiempo en que salió origi
nalmente aún no se tenía el lenguaje que clarifica los cambios descritos, 
[BF] . 



CAPÍTULO 1 

Trenzas cerradas y 
superficies 

En este capítulo describimos las herramientas que estaremos usan
do a lo largo del trabajo. La idea central es que al tener una superficie 
en el complemento de una trenza cerrada en 53, esta hereda una fo
liación de manera natural dada por sus intersecciones con la fibración 
por discos del complemento del eje de la trenza. Esto lo estudiamos en 
en la primera sección. La foliación tendrá una cantidad finita de hojas 
singulares y estas podrán ser máximos (mínimos) o puntos silla respec
to a la fibración de discos. En la segunda sección damos un argumento 
autocontenido para eliminar máximos y mínimos, para trabajar el resto 
del trabajo solo con hojas singulares que son puntos silla. Si tomamos 
vecindades de éstas hojas singulares tenemos una descomposición en 
piezas foliadas de la superficie, cada pieza conteniendo sólo una hoja 
singular.La sección 3 describe esta descomposición. 

Este enfoque nos servirá también para estudiar superficies de Seifert 
para enlaces y a lo largo del trabajo se hace esto de manera paralela. 

1. LA FIBRACIÓN y POSICIÓN GENERAL 

DEFINICIÓN 1.1. Diremos que un tipo de~enlace ¡: tiene un repre
sentante que es la cerradura de una trenza B = L, si existe un nudo 
trivial k e 53 \ L Y una fibración 1{ del toro sólido 53 \ N (k) por discos 
meridianos, tal que L intersecta a cada disco de la fibración transver
salmente. Al nudo trivial k e 5 3 le llamaremos el eje de la trenza L . 
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Notemos que L intersecta a cada disco meridiano en el mismo número 
de puntos, digamos n, a este número le llamamos el Índice de la trenza 
y diremos que L es la cerradura de una n-trenza. 

En ocasiones será útil considerar el enlace L encajado en ]R3 en lu
gar de encajado en 53, para considerar a la fibración por semi planos 
con ángulo constante en coordenadas polares Ji = {Hw LE [o,271l 

FIGURA 1. La fibración por semiplanos a partir del eje 
de la trenza 

La idea principal es que al tener una trenza cerrada B = L e 53 
y una superficie en su complemento, 5 e 53 \ N(L), obtenemos de 
manera natural una foliación (singular) de 5 dada por la intersección 
de 5 con las fibras de Ji. 

DEFINICIÓN 1.2. Sea M una 3-variedad y 5 e M, 5 f- 52, una 
superficie cerrada encajada en M. Diremos que 5 es incompresible en 
M si 'I!...-ara todo encqje de un disco D e M, con D n 5 = 8D existe un 
disco D e 5 con 8D = 8D. 

Las superficies a las que enfocaremos nuestro estudio serán de dos 
tipos: 

• Superficies cerradas incompresibles en 53 \ L. 
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• Superficies de Seifert para el enlace L, incompresibles, orien
tadas de manera que el haz normal positivo en cada compo
nente coincida con la orientación inducida por L = as. 

De aquí en adelante toda superficie a considerar será de alguno de 
estos dos tipos, haciendo la distinción cuando sea necesario. A conti
nuación describiremos las condiciones de posición general que tendrán 
nuestros objetos y algunas definiciones: 

l. Las intersecciones de k y S son finitas y transversales. 

2. Existe una vecindad del eje k, N(k) e S3 \ L, de manera que 
SnN(k) es una colección de discos, {DJ:l' y cada Di está ra
dialmente foliado por los arcos de intersección Di n H. 

3. En caso que as = L, existe una vecindad del enlace N(L) e S3 
tal que N (L ) n S está foliado por arcos que son la intersección 
de N(L) n S con las fibras de H. 

4. Todas excepto un número finito de fibras de H intersectan a 
S de manera transversal, y las que no (las fibras singulares) 

o o 

son cada una tangentes a S en solo un punto p E S n Hw . Más 
aún, cada punto de tangencia es un máximo (o mínimo) local, 
o un punto silla respecto al ángulo w. Una hoja singular de 
la foliación de S será una que contiene un punto de tangencia 
con una fibra singular Hw . 

5. Cada hoja no-singular de la foliación es o bien un arco, o una 
curva cerrada. 

Denotaremos por Hw n S a la colección de arcos y curvas cerradas 
(hojas de la foliación) en que se intersectan la fibra Hw Y S. 

Notemos que en caso de que nuestra superficie S sea cerrada, cada 
hoja no-singular en la foliación que sea un arco, 0', deberá tener los 
dos puntos de su frontera en en el eje k, aO' e k, pues S e S3 \ N(L). 
En el caso de que as = L, una hoja de la foliación que es un arco, 
en principio, puede tener los puntos de su frontera ya sea en k o en L. 
El siguiente resultado deja fuera el caso en que ambos puntos frontera 
pertenecen a L. 
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LEMA 1.1. Sea S una superficie de Seifert para L. Sea Hw una fibra 
no singular de Ji y a E Hw n S un arco. Entonces 8a no puede estar 
totalmente contenido en L. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe a E Hw n S tal que 8a = 
{P¡,P2} e L. Tomemos Na. = N(a) n S una vecindad de a en S. 
Entonces tenemos dos arcos {0"1' 0"2} en la intersección Na. n L, con 

o 
Pi EO"i· Los arcos O"i deben tener orientaciones opuestas, pues tienen la 
orientación de la superficie S. Esta situación es imposible pues la ori
entación de 8S = L es tal que en cada Hw hay n puntos de intersección 
todos intersecando a Hw en el mismo sentido. 

o 

FIGURA 2 

Entonces, según el resultado anterior, sólo podrá haber 3 tipos de 
curvas en las intersecciones S n Ji, i.e. en la foliación de S: 

• a-arcos: En caso que 8S = L y a E S n Hw es un arco, con 
frontera 8a = {Pl,P2}, con PI E k, P2 EL = 8S. 

• b-arcos: Arcos /3 E S n Hw con 8/3 E k. 

• e-curvas: Curvas simples cerradas. 

Cada b-arco separa a la fibra Hw en 2 piezas (cada una un disco). 
Diremos que un b-arco, (3 E S n Hw , es esencial si cada pieza de Hw \ (3 
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a-arco b--arco 

X 
: ) 

" 
~' ,:' 

V 

FIGURA 3. tipos de curvas 

intersecta a L. En caso contrario diremos que (3 es no-esencial. El b--arco 
que se muestra en la figura (3) es esencial. 

Cada c-curva 1 E S n Hw es frontera de un disco D"( E Hw . Dire
mos que una c-curva es esencial si D"( n L -=1 0, y no esencial en caso 
contrario. La c-curva que se muestra en la figura (3) es esencial. 

Es importante notar que debemos tener cuidado cuando tengamos 
una c-curva no-esencial, pues aunque D"( n L = 0, puede suceder que 
D"( n S -=1 0, i. e. puede haber más c-curvas en D"(" 

LEMA 1.2. Sea S e S3 \ L una superficie incompresible foliada por 
S n 1-í como antes. Existe una superficie S', isotópica a S (en S3 \ L) 
en cuya foliación no existen b-arcos no esenciales. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la foliación de S contiene b-
arcos no-esenciales y sea (3 E S n Hw uno de ellos. Supongamos además 
que (3 es de más adentro, en el sentido de que (3, junto con un arco b e k, 

o 

son frontera de un disco Dj3 e Hw Y D nS = 0. Podemos, mediante 
una isotopía, empujar la superficie S para evitar el cruce con k (el eje 
de la trenza), al hacer esto evitamos dos puntos de intersección en Snk. 

Como S n k consiste de un número finito de puntos, repitiendo el 
proceso anterior las veces que sean necesarias, llegamos a una foliación 
de S que no contiene b--arcos no esenciales. 

o 
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2. MÁXlivlOS y MÍNIMOS 

En esta sección daremos argumentos para poder eliminar hojas sin
gulares que sean máximos o mínimos respecto al ángulo W E [O,211} 
Logramos esto eliminando c-curvas no esenciales de la foliación. El ar
gumento de la demostración del Lema (1.5) no es el que se encuentra en 
las referencias, pero pensamos que en el contexto del trabajo es mejor 
incluirlo así para lograr que sea autocontenido. En caso de que S sea 
de Seifert para L, de hecho no podrán aparecer c-curvas, esenciales o 
no. De esto trata el resultado siguiente. 

LEMA 1.3. Sea S una superficie incompresible en S3 \ N (L) , con 
as = L. S es isotópica a una superficie S' cuya foliación, S' n Ji, no 
contiene c-curvas. 

DEMOSTRACIÓN. Sea S una superficie incompresible en 53 \ N(L) 
con as = L, Y supongamos que en la foliación S n Ji, existen c-curvas; 
sea / una de ellas. Podemos asumir que / pertenece a una fibra no 
singular Ho. Sea Dr el disco en Ho con aD"( = ¡. Asumamos además 
que / es de más adentro en D"( . 

Consideremos primero el caso en que / es esencial, i.e. D"( n L =1- 0. 
Sea PI E D"( n L. Ahora bien, como as = L, deberá existir un a-arco, 
0:', en la foliación con PI e aO:'. Pero entonces el otro punto frontera de 
0:', P2, deberá estar también dentro de D"(, por lo que el arco O:' será de 
los que quedaron descartados en el lema (1.1). Luego, podemos asumir 
que todas las c-curvas en S n {Hw } son no-esenciales. 

Consideremos ahora las curvas /w de la foliación que se obtienen de 
/ al avanzar en las fibras Hw a partir de Ho. Ahora bien, no es posible 
que toda la superficie S este foliada por c-curvas no esenciales, pues 
si este fuera el caso tendríamos que S es un toro compresible, por lo 
que deberá existir una fibra singular Hwo, con Po E /wo ' donde Po es un 
punto singular. Existen dos posibilidades: 

• Po es un centro (máximo o mínimo) . 

• Po es un punto silla. 
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FIGURA 4 

En caso que Po sea un centro, avanzando en sentido inverso a par
tir de Ha, la fibra singular a la que llegamos deberá corresponder a 
un punto singular que es un punto silla, pues si llegamos a una fibra 
que corresponde también a un centro, tendríamos que 5 ::::= 52, lo cual 
es imposible, por la incompresibilidad de 5. Luego basta considerar el 
caso en que Po es un punto silla. 

Sabemos, por la condición 4) de posicion general, que Po es el único 
punto singular en la fibra Hwo . Como escogimos desde el principio a I 
una curva de más adentro en D-y e Ha, debemos estar en la situación 
mostrada esquemáticamente en la figura (4). Luego, IWo es frontera de 
un disco .6. e Hwo, donde .6. n L = 0, pues ya vimos que todas las 
e-curvas son no esenciales. Tenemos de nuevo dos posibles casos: 

o 

-.6.n5=0 

o 

-.6.n5i=0 

o 

En el primer caso, .6. n5 = 0, 10 deberá ser trivial en 5, pues en 
caso contrario .6. sería un disco de compresión para 5. Luego 10 es fron
tera de un disco D e 5 , y obtenemos una esfera, D U.6. , que debe ser 

o 

frontera de una 3-bola, E, con B n L = 0. Podemos ahora empujar D 
a través de E hasta que evitemos la c-curva 10 en la foliación. Después 
de esta isotopía hemos disminuido en uno los puntos silla de la foliación . 
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FIGURA 5 

o 
Consideremos ahora el segundo caso, ~ nS # 0. Como sabemos 

o 

que en Hwo no hay mas singularidades, las posibles curvas en ~ nS 
serán de nuevo hojas de la foliación y, de hecho serán c-curvas. Sea l' 
una c-curva que es de más adentro en ~, i. e. l' es frontera de un dis
co Li e Ho, en cuyo interior no hay mas curvas de intersección con S. 
Como i es no-esencial, aplicando el argumento del caso anterior encon
tramos una S2 ~ Li U D, donde l' = BD, y DeS. Al hacer la isotopía 
para eliminar la 3-bola, no aumentamos el número de centros y quizás 
estemos eliminando algunos puntos silla, dependiendo de cómo estaba 
encajada la S2 que eliminamos. En un número finito de pasos elimi-

o 

namos todas las posibles curvas en ~ n S y llegamos al caso anterior. 

Cambiando de curva inicial " llegamos a una superficie S' , isotópi
ca a S, en cuya foliación no existen c-curvas. 

o 

LEMA 1.4. Sea L e S3 una trenza cerrada y S e S3 \ N(L) una 
superficie incompresible. Una c-curva esencial en la foliación de S es 
no trivial en S. 

DEMOSTRAC IÓ N. Sea , una c-curva esencial en la foliación de S. 
Supongamos que I es trivial en S, i.e. ~D e S, BD = ¡. Tenemos 
también un disco E e Hw , con BE = ,. Denotemos por n = n(L, F) 
el número de intersección algebraica de L con F , donde F es una su
perficie. Al ser L una trenza y ,una c-curva esencial sabemos que 
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n(L, E) 2: O. Consideramos dos casos: 

• D n Hw = 0. Tenemos entonces que D U E ~ 52. Pero como 
De 5, y L n 5 = 0; sucede que 

n(L, 52) = n(L, E) 2: O 

lo cual es una contradicción . 

• D n Hw =1= 0. Tomemos una curva a en la intersección de E con 
Hw de más adentro en E, i.e. a = 8Ea:, con Ea: e E un disco, 

o 

y Ea: nHw = 0. Esta curva a también es frontera de un disco 
Da: e Hw Y Da: n L = 0, pues de lo contrario obtenemos de 
nuevo una esfera, 52 ~ Ea: U Da:, con n(52

, L) 2: O. Podemos 
entonces cortar a E por Da: para evitar la curva de intersección 
a. Repitiendo esto cada vez para una curva de más adentro en 
E, llegamos a que DnHw = 0 y podemos aplicar el argumento 
del caso anterior. 

o 
LEMA 1.5. Sea 5 e 53 \ N(L) una superficie incompresible. En

tonces 5 es isotópica a una superficie S e 53 \ N (L) en cuya foliación 
no existen c-curvas no esenciales. 

DEMOSTRACIÓN. Tomemos! una c-curva no esencial en la foliación 
de 5. Entonces! = 8t1 e Hw , donde t1 es un disco; al ser 5 incompre
sible tenemos entonces que! es frontera de un disco D e 5. El disco D 
(localmente) queda de un lado del semiplano Hw , declaramos el sentido 
positivo del ángulo w hacia el lado en que Hw+€ n E = 0. Igual que en la 
demostración del Lema (1.3), consideremos a las curvas !w en que se va 
deformando! al avanzar en la dirección del ángulo w. Llamemos Po al 
primer punto crítico que nos encontramos. Si Po es un centro tenemos 
que 5 ~ 52, lo cual es imposible; de modo que aseguramos que Po es 
un punto silla. A diferencia del resultado anterior, tenemos ahora que 
hacer distinción de dos casos: 

i) El punto crítico se forma al juntarse la c-curva !w con otra 
hoja de la foliación . 

ii ) Al aparecer al punto crítico Po se ve involucrada únicamente 
la c-curva !w' 
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El primer caso lo podemos tratar como en la demostración del Lema 
(1.3): al menos una de las dos curvas involucradas en la aparición 
de Po es una c-curva no esencial, por lo que es frontera de un disco 
6.0 e (Ho \ L) . Tomamos ahora una c-curva " de más adentro en 6.0 

o 

(puede suceder que 6.0 n S = 0, en cuyo caso nos quedamos que 'o) 
para cortar a S por el disco 6.' e 6.0 del cual es frontera. De nuevo, 
al ser S incompresible sabemos que " deberá ser frontera de un disco, 
E' e S, por lo que una de las componentes después de cortar será una 
esfera. Después de eliminar dicha esfera estraremos disminuyendo la 
cantidad de c-curvas en 6.0 , y repitiendo el proceso para una c-curva 

o 

de más adentro en 6.0 en cada paso, llegamos a que S n 6.0= 0. Pode-
mos ahora cortar a S por 6.0 para eliminar al menos un punto silla y 
un centro. 

Para el segundo caso no podemos aplicar el mismo argumento pues 
al llegar al punto singular Po puede suceder que ninguna de las dos 
curvas involucradas sea frontera de un disco en Ho \ L. Queremos ase
gurar que (quizás después de aplicar una isotopía a S) el primer punto 
singular que nos encontramos es del primer tipo. 

Para diferenciar los casos que consideraremos les daremos nombres 
a las nuevas c-curvas que pueden aparecer a partir de " siempre avan
zando en el sentido positivo acordado antes. Diremos que una c-curva 
" nace a partir de " (o bien, que es hija de ,), si " aparece al formarse 
una singularidad en que sólo se ve involucrada la c-curva ¡. Si una c
curva 6 nace a partir de otra(s) que es hija(s) de " diremos también 
que 6 nació a partir de ¡. 

Supongamos que para algún ángulo wp se forma una singularidad 
al juntarse, (o una c-curva que nació a partir de ella) con una hoja 
que no nació a partir de ¡. Sea {Pj l.i=l el conjunto de puntos singulares 
que aparecen a partir de " donde Pn es el primer punto singular donde 
se ve involucrada una hoja que no nació a partir de ¡. Llamaremos 
{Hj }i=l a los semi planos correspondientes. 

A continuación estudiaremos las posibilidades para las singulari
dades {Pj }j=l a partir de las c-curvas que van apareciendo entre, y 
Pn. Seguiremos llamando 6. al disco del cual es frontera nuestra c-curva 
original, en H-y, y D. t e Ht al correspondiente en la fibra Ht . 
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• Existen dos posibilidades para 8. t al pasar por cada punto 
singular Pj: se mantiene conexo (se convierte en un disco con 
hoyos) , o se desconecta. En caso que después de pasar por 
el punto singular el 8. t correspondiente se desconecte diremos 
que PI es de tipo O. El primer renglón de la figura (6) muestra 
este caso . 

• Si 8.t se mantiene conexo, hay varias maneras de que suceda. 
La primera será que la e-curva original , creó una singula
ridad al juntarse consigo misma. A este tipo de singularidad 
la llamaremos de tipo 1. El segundo renglón de la figura (6) 
muestra este caso. 

~ 
.. < 

~" ,~4-

~~~ 

="'-• 
• < .. ~ , ~

":íi 
~"~ :;:;; 

, r < 

'" 

FIGURA 6. Puntos singulares de tipo O y 1 

• Otra posibilidad es que una e-curva hija de , se haya partido 
en dos, creando más hoyos en 8.t . Una manera de que esto 
suceda es que un hoyo de 8.t se parta en dos. Este tipo de sin
gularidad es la que se ilustra en el primer renglón de la figura 
(7) y la llamaremos de tipo 2 . 

• Puede suceder también que dos e-curvas hijas de , se junten 
para crear una singularidad. Lo que vemos en 8. t es que se dis
minuye el número de hoyos, pues se juntan dos de ellos para 
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convertirse en uno solo. Este tipo de singularidad se ilustra en 
el segundo renglón de la figura (7) y la llamaremos de tipo 3. 

FIGURA 7. Puntos singulares de tipo 2 y 3 

• Una e-curva " que nació a partir de , también es frontera de 
un disco, 1::.,' e H t , aunque L n 1::.,' =f. 0. Un disco de este 
tipo también se puede desconectar gracias a una singularidad, 
o le pueden aparecer hoyos. El caso que en que el disco 1::.,' se 
desconecte quedó cubierto en la singularidad de tipo 3. A un 
punto singular que hace que un disco de este tipo se convier
ta en un disco con hoyos, le llamaremos de tipo 4. El primer 
renglón de la figura (8) es de este tipo. 

• Considermos a " y 1::.' como en el caso anterior. Supongamos 
además que existe una e-curva 6 e 1::.'. Un punto singular 
será de tipo 5 si las e-curvas 6 y " se tocan en un punto, para 
después formar una sola e-curva. El segundo renglón de la figu
ra (8) muestra este caso. Notemos que este caso se diferencÍa 
de los demás en que como resultado podemos obtener arcos de 
L intersectando I::. t . 

• Un caso más es que una e-curva ,', hij a de , se una a , para 
convertirse , madre e hija en una sola e-curva de nuevo. Un 
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FIGURA 8. Puntos singulares de tipo 4 y 5 

punto singular de este tipo será llamado de tipo 6. 

En los casos de puntos singulares de tipo 1, 2 Y 4; que los podemos 
caracterizar como en los que nacen nuevas c-curvas, podemos supon
er que las nuevas c-curvas que aparecen son esenciales, pues en caso 
contrario podemos aplicar el argumento del Lema (1.3) y disminuir al 
menos un punto silla y un centro del total de puntos singulares de la 
foliación de S. En el caso de un punto singular de tipo 4, es necesario 
que la nueva c-curva encierre otra c-curva esencial. Considerando esto 
podemos decir entonces que un punto singular de tipo 5 necesariamente 
nos da como resultado el tener /j.t n L i- 0. 

En principio, puede suceder que más adelante en el caso que ocurra 
una singularidad de tipo 3 o 4, aparezcan puntos singulares, de otro 
tipo, digamos más adentro, juntándose dos c-curvas en otro nivel. Pero 
veremos que de hecho podemos suponer que no existen singularidades 
de tipo 3 ni 4, por lo que estos nuevos casos tampoco podrán suceder. 

En la figura (9) mostramos, en el encaje de la superficie la aparición 
de algunos de estos tipos de singularidades: Po Y P2 son de tipo 1, P3 es 
de tipo 0, PI es de tipo 2, mientras que P4 es de tipo 3. En la figura n = 5, 
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por lo que P5 es el primer punto singular que aparece involucrando una 
hoja que no nace a partir de f. 

FIGURA 9. Encaje de la S entre Po Y Pn. 

Los puntos singulares de tipo 1 se caracterizan por ser aquellos en 
los que se crean tubos que entran a la bola .6. xl, que existe entre ¡ y 
Pn . Estos tubos entran a .6. x 1 precisamente cuando se crean los puntos 
singulares de tipo 1, lo que en adelante llamaremos las bases de los tu
bos, y salen de .6. x 1 ya sea en otro punto singular, si es de tipo 6, o por 
la fibra Hn· Notemos que si entre PI Y Pm solo existen singularidades de 
tipo 1, i.e. dentro de .6. x 1 sólo tenemos varios tubos, podemos suponer 
que éstos no se trenzan entre sí; pues podemos mover las bases de ellos 
para anular cualquier cruce que pudiera existir. Llamemos q E {Pi} 5=1 
al primer punto singular que ocurre, a partir de ¡, que no es de tipo 1, 
i.e. q será de tipo i, i E {O, 2, 3, 4, 5} . A continuación estudiamos cada 
caso. 

• Supongamos que q es de tipo O. Por lo argumentado anterior
mente, podemos suponer que los posibles tubos que entran a 
.6. x 1 están rectos, i. e. no hay cruces entre ellos. En este ca
so podemos encontrar un disco E propiamente encajado en 
S3 \ (S U L) , cuya frontera consiste de dos arcos, BE = a U (3; 

o 

donde Ba e ¡, q E a y (3 e D . Podemos asegurar la ex-
istencia de este disco viendo que en cada fibra Ht podemos 
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encontrar un arco propiemente encajado en ~t, separando los 
posibles hoyos (cortes de tubos) que existen. El disco D qued
erá foliado por estos arcos. En la figura (6) mostramos este 
arco con la línea punteada que corta en dos a ~t . Si cortamos 
a S por este disco alguna de las dos componentes es una esfera, 
y después de eliminarla, estaremos disminuyendo al menos un 
punto silla: el punto q . 

• Supongamos ahora que q es de tipo 2. Podemos empujar el 
punto singular q en dirección contraria al ángulo w, hasta lle
gar a la base del tubo. Para hacer esto debemos primero hacer 
que todos los cruces de L, y posibles singularidades de S o
curran antes de entrar al tubo, pero esto siempre es posible. 
Lo que obtenemos después de efectuar esta isotopía es que en 
lugar de entrar un tubo y convertirse en dos, entran dos tubos 
desde el principio y dentro de ~ x J ya no se tocan. Al hacer 
esto no estamos disminuyendo el total de puntos singulares de 
S, pues estamos cambiando un punto singular de tipo 2 por 
uno de tipo 1, pero sí estamos disminuyendo la cantidad de 
puntos singulares que ocurren en {Pj }j=l que no son de tipo 
l. 

• Si q es de tipo 3, este punto singular se formó al juntarse dos 
tubos que entraron a ~ x J. Podemos suponer como antes que 
no hay cruces entre los tubos que han entrado a ~ x J. Pode
mos entonces encontrar un disco E propiamente encajado en 
S3 \ (S U L), cuya frontera consiste de dos arcos: a que une 
las dos bases de los tubos involucrados en la formación de q, 
q E a; y /3, un arco que conecta las bases de los tubos por el 
otro lado, pasando por D. Si llamamos Ó a una de las e-curvas 
esenciales que aparecen al crearse uno de los tubos, tenemos 
por el Lema (1.4) que Ó es no trivial en S . Sin embargo la 
curva BE intersecta a Ó en un solo punto, por lo que la curva 
BE también será no trivial en S. Lo anterior nos dice que E 
es un disco de compresión para S, lo cual es imposible . 

• Si sucede que q es de tipo 4 también encontraremos un disco 
de compresión E, aunque esta vez de manera un poco más 
complicada. Nos servirá de apoyo la figura (10). Vimos que un 
punto singular de tipo 4 aparece cuando una e-curva ,', hija 
de " crea una singularidad al juntarse consigo misma, hacien
do que aparezcan hoyos en el disco ~' correspondiente. Visto 
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en el encaje de la superficie lo que sucede es que a un tubo 
dentro de ,0.t , dado por la e-curva " le nace un nuevo tubo. 
Llamemos r al punto singular que aparece en la creación de ,'. 
Ahora bien, como dijimos que las nuevas e-curvas que apare
cen deberán ser esenciales, tenemos que dentro del nuevo tubo 
debe meterse otro, dado por otra e-curva 8, también hija de ,. 
Aunque en la figura (10) no lo hemos puesto, recordemos que 
cada tubo debe traer adentro arcos de L. 

Para asegurar que la figura no nos muestra sólo un caso 
particular notemos lo siguiente: antes de que ocurra el punto 
singular q, todas las singularidades que aparecen son de tipo 
1, i.e. solo entran tubos a ,0. x 1, y podemos suponer que no 
hay cruces entre ellos. Llamemos T; al tubo que aparece con 
la singularidad Pi , entre Hw y Hq. Tomemos la base del tubo 
cuya base está más cercana a Hq , y que no es Tr ; llamémosle 
Ts ' Podemos deslizarla hasta que se encuentre entre Hr Y Hq. 
Luego, si el tubo Ts se mete al tubo Tq , como en la figura (10), 
dejamos ahi la base; en caso contrario la deslizamos hasta que 
el punto singular s ocurra despúes de Hq . Hacemos lo mismo 
ahora para el nuevo tubo cuya base está más cercana a Hq y 
que no es Hr . Al final de este procedimiento tenemos que, a 
partir de H-y la primera singularidad que vemos es Hr , luego 
todas las singularidades que dan lugar a tubos que se meten 
al tubo Tq y en seguida la singularidad q. 

FleURA 10. El disco de compresión si q es de tipo 4. 
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El disco de compresión E , que aseguramos existe siempre, 
está foliado por arcos de la forma E n H¡, en la figura (8) 
mostramos estos arcos con líneas punteadas. En cada tlt se 
ven dos arcos de la foliación de E, hasta que se juntan en uno 
solo después de tlq . Visto en el encaje de S, vemos que la fron
tera de D está formada por dos arcos a y {3, donde a e 8tl x 1, 
y {3 e Tr · El arco a rodea a todas las bases de los tubos que se 
meten a Tq , mientras que el arco {3 rodea la base del tubo Tq . 

En la figura (10) mostramos el caso en que solo hay un solo 
tubo que entra a Tq . 

Para ver que la curva aU{3 es no trivial en S veremos ningu
na de las dos componentes de S I (a U (3) = S,USq es un disco, 
donde S, es la componente que contiene a ¡ y Sq es la compo
nente que contiene a q. Si S, fuera un disco, tendríamos que 
cualquier curva cerrada contenida en S, sería también fron
tera de un disco, sin embargo la c-curva de más afuera en tl1 

es esencial, luego, por el lema (1.4), es no trivial en S. Por la 
misma razón tenemos que Sq tampoco es un disco tomando 
ahora una c-curva dada por el tubo Ts ' Concluimos así que q 
no puede ser de tipo 4 . 

• Supongamos ahora que q es de tipo 5. Vimos que este caso 
sucede cuando una c-curva 6 e tl' se toca con una c-curva 
¡' que es hija de ¡. Ahora bien, como estamos suponiendo 
que antes de q todas las singularidades son de tipo 1, la c
curva 6 tuvo que haberse metido al tubo dado por ¡' cuando 
este nació, i.e. la c-curva 6 no es hija de ¡. Tenemos entonces 
que q = Pn Y trataremos este caso más adelante. En la figura 
(11) mostramos una isotopía de S donde queda se ilustra la 
situación de este caso . 

• Si q es de tipo 6 vimos que q se forma al juntarse una c-curva 
¡' de nuevo con ¡. Llamemos r al punto singular que da lugar 
a la c-curva ¡'. Podemos suponer, usando el mismo argumento 
usado en el caso que q es de tipo 4, que la primera singulari
dad que vemos es precisamente r, seguido de q. Pero entonces 
tenemos un disco de compresión cuya frontera consiste de dos 
arcos a U {3, con a e T" uniendo las dos bases del tubo Tr y 
{3 e Tr. Vemos así que q no puede ser de tipo 6. 



18 TRENZAS CERRADAS Y SUPERFICIES 

FIGURA 11. Isotopía de 5 si q es de tipo 5. 

Tenemos así un argumento para ir eliminando las posibilidades de 
la primera singularidad, que no es de tipo 1, entre "/ y Pn. Lo que tene
mos entonces es que todos los puntos singulares {Pj}j~~ son de tipo 1, 
í.e. lo que vemos solo son tubos que se meten a D. x J. Podemos ahora 
ir deslizando las bases de los tubos (los puntos singulares), de uno en 
uno empezando por el más cercano a Pn para que ocurran después de 
Hn. Una vez hecho esto caemos en el caso descrito al comienzo de la 
demostración y hemos terminado. 

Ahora bien, todo lo anterior fue asumiendo que existía el punto sin
gular Pn que involucraba una hoja de la foliación que no es hija de ,,/, 
pero en principio podría suceder que nunca encontráramos un punto 
singular de este tipo, i.e. todos los puntos singulares de 5, a partir de 
,,/, se forman con hojas de la foliación que nacieron a partir de "/. Esto 
nos diría que solo entran tubos a la bola D. xl, Y por los argumentos 
anteriores estos no se tocarán, ni podrán salir, lo cual es imposible. 

o 
LEMA 1.6. Sea 5 e 53 \ L una superficie de las que tenemos en 

consideración, y Po E 5 n Hwo una singularidad. Entonces Po es un 
punto silla. 

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que solo hay dos tipos de singularidades: 
puntos silla y centros. Supongamos que Po E S n Hwo es un centro. Si 
avanzamos en la foliación , en el sentido digamos positivo del ángulo, 
debemos encontrar una e-curva, "/ E Ho que es frontera de un disco 

o 

D-y e S , con Po ED-y. La c-curva "/ es también frontera de un disco 
E e H-y , podemos asumir que "/ es esencial , pues 
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• si as = L, el lema (1.3) nos dice que S rv S, donde ninguna 
hoja de la foliación de S es una c-curva . 

• si as = 0, el lema (1.5) nos dice que S rv S donde ninguna 
hoja de la foliación de S es una c-curva no esencial. 

Esto nos dice que En L i= 0. Consideremos la esfera E U D-y. Como 
D-y n L = 0, llegamos a que el enlace L entra y sale de E U D-y por 
E e Ho, lo cual es imposible. Luego, como Po no puede ser un centro, 
debe ser un punto silla. 

o 
Ahora bien, ya vimos que cualquier punto singular es un punto 

silla y éste debe aparecer a partir de hojas no singulares que se van 
acercando de manera que llega un Wo E [O, 27r) en el que se tocan. Las 
posibilidades para que aparezcan los puntos singulares se muestran 
en las figuras (12), (13), (14), (15) y (16), dependiendo del tipo de 
curvas que se ven involucradas antes y después de la aparición del 
punto singular. Esto nos da también una manera de nombrar al tipo 
de singularidad. 

FIGURA 12. Singularidad de tipo aa 

Es importante hacer notar que de los últimos dos casos (tipos be y 
ec) existen dos versiones: las que se muestran en las figuras (15) y (16), 
y las versiones que se obtienen avanzando en sentido inverso. Llamare
mos a los casos que aparecen en la figuras (15) y (16), tipos be - 1 y 
cc - 1 respectivamente, y a los de sentido inverso tipos bc - 2 y ce - 2 
respectivamente. 
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FIGURA 13. Singularidad de tipo ab 

FIGURA 14. Singularidad de tipo bb 

o 

FIGURA 15. Singularidad de tipo bc 

Ya que les hemos dado nombre a los posibles tipos de singularidades, 
podemos resumir todo lo visto hasta ahora en los siguientes resultados. 

TEOREMA l.l. Sea S una superficie con as = L. Entonces S puede 
ser escogida de manera que en su foliación tinS , las hojas no singulares 
sean 
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00 o 
FIGURA 16. Singularidad de tipo cc 

• a-arcos, o bien 
• b-arcos esenciales. 

y sus posibles singularidades sean 

• de tipo aa, o bien 
• de tipo ab, o bien 
• de tipo bb. 

TEOREMA 1.2. Sea 5 una superficie cerrada en 53 \ L. Entonces 
5 puede ser escogida de manera que cualquier hoja no singular en su 
folia ción, Ji n 5 sea 

• un b-arco esencial, o bien 
• una c-curva esencial 

y cualquier singularidad sea 

• de tipo bb, o bien 
• de tipo bc, o bien 
• de tipo bc. 

3. LA TESELACIÓN DE 5 

Consideremos el caso en que existe una componente F de 5 en cuya 
foliación , Ji n 5, no existan singularidades. Si F está totalmente foliada 
por b-arcos entonces F es una esfera y o bien es frontera de una bola, 
o nuestro enlace es separable. Luego, si consideramos solo enlaces no 
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separables y S sea cerrrada, F deberá ser un toro foliado totalmente 
por e-curvas, y en caso que as = L, F deberá ser un disco foliado 
totalmente por a-arcos. 

Consideremos ahora el caso en que F es una componente de S en 
cuya foliación {Ji n S} sí existen singularidades, y hagamos 

u = { A E {Hw n F} I A es una hoja singular} 

Al tener solo una cantidad finita de fibras singulares en Ji , para 
cada A E U podemos escoger una vecindad en S, N).. = N(A) n S, de 
manera que N).. n U = A. Como ya tenemos descritas todas las posibi
lidades para A, i. e. de dónde viene, y en qué se transforma, podemos 
analizar a detalle las vecindades, N).., de cada tipo de singularidad A. 
Esto es lo que haremos a continuación . 

• Tipo aa. En este caso tenemos durante todo el proceso dos 
puntos en N(k), VI, V2, que llamaremos vértices, de donde se 
originan todos los a-arcos que hay antes y después de la hoja 
singular A. La vecindad N).. es un disco donde el complemento 
de A está foliado enteramente por estos a-arcos. 

FIeURA 17. Pieza de tipo aa 
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• Tipo ab En este caso tenemos tres vértices en N(k), antes 
de la hoja singular A dos de ellos son frontera de b-arcos, y 
el otro es frontera de a-arcos. Enseguida de la hoja singular A 
uno de los dos vértices que era frontera de b-arcos, se convierte 
en frontera de a-arcos, y la pareja restante es la que es ahora 
frontera de arcos de tipo b. La vecindad N).. en este caso es un 
disco, que es dividido en cuatro regiones por la hoja singular 
A, cada una de las cuales está foliada totalmente ya sea por 
a-arcos, o b-arcos. 

FIGURA 18. Pieza de tipo ab 

• Tipo bb En este caso tenemos cuatro vértices en N(k) que 
son por parejas frontera de b-arcos. Despúes de la hoja singular 
A, se intercambian las parejas, pero siguen siendo frontera de 
arcos de tipo b. La vecindad N).. es de nuevo un disco, y fuera 
de A, todas las hojas son b-arcos . 

• Tipo be En este caso tenemos dos vértices en N(k) que son 
frontera de b-arcos, antes y después de la hoja singular A, pero 
existe una c-curva, antes de A, que es absorbida por el ar
co. Aqui la vecindad N).. es un anillo que es dividido en tres 
regiones por la hoja singular. Dos de ellas estan totalmente 
foliadas por b-arcos, y la tercera está totalmente foliada por 
c-curvas. 
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VI 

\ 
N(k) 

FIGURA 19. Pieza de tipo bb 

\ 
N(k) 

FIGURA 20. Pieza de tipo be 

• Tipo ce En este caso no aparecen vértices. Antes de la hoja 
singular A, la superficie está foliada por parejas de e-curvas, la 
hoja singular aparece cuando estas dos curvas se tocan , para 
luego convertirse en una sola. Aqui la pieza NA son unos pan
talones (disco con dos hoyos), que son divididos en tres piezas 
por la hoja singular, cada una de las cuales esta completa
mente foliada por e-curvas. 
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FIGURA 21. Pieza de tipo cc 

Ahora bien, el complemento de estas vecindades en F es una colec
ción finita de piezas foliadas sin hojas singulares, {Bd~=l' Las posibili
dades para las piezas Bi se muestran en la figura (22). Podemos escoger 
una hoja en cada Bi y tomarla como hoja frontera, obteniendo asi una 
partición de F en piezas, cada una de las cuales contiene solo una hoja 
singular. Las hojas frontera pueden ser a-arcos, b-arcos oc-curvas. 

FIGURA 22. Piezas Bi 

Podemos suponer que las fibras de 1-{ tienen la orientación adecua
da para que la normal en cada punto coincida con la dirección en que 
aumenta el ángulo w. Si p es un punto singular de la foliación, la normal 
a 5 en p puede o no apuntar hacia la dirección positiva de w. Daremos 
al punto singular p un signo dependiendo de ello. Un punto singular p 
pertenece a una pieza de la descomposición en regiones de 5, daremos 
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entonces a cada pieza también un signo de acuerdo al del punto singu
lar que contiene. 

Cada vértice v E 80., de un arco frontera a. es en realidad parte 
de la frontera de una cantidad finita de arcos frontera {o.Jr=l' cada 
o.i puede ser de tipo a o de tipo b. Alrededor de un vértice v los ar
cos {o.Jr=l aparecen en un orden cíclico según la fibración 'H, luego, 
le podemos asociar al vértice v la sucesión (0.1 , 0.2 , ... , o.r ), lo que lla
maremos el tipo del vértice v, y diremos que el vértice v tiene valencia T . 

El signo de v será la sucesión (±1, ±1, ... ,±1) donde cada signo es 
el de la región [o.i ,o.i+d. 

La paridad de v será positiva o negativa, dependiendo de si la nor
mal a S en v coincide o no con la orientación de k. 

Notemos que si v es frontera de un b-arco entonces, por las orienta
ciones de L y S, el vértice v deberá tener paridad positiva. 



CAPÍTULO 2 

Cambios locales 

En esta sección describiremos cuatro posibles cambios locales en la 
descomposición en piezas, descrita en la sección anterior, de las super
ficies que estaremos estudiando. Estos cambios nos permitirán ya sea 
reducir el número de piezas en la teselación de S, reducir o aumentar 
el índice de la trenza L, o simplemente reacomodar el encaje del enlace 
y superficie, teniendo control de la teselación. 

1. CAMBIO EN LA FOLIACIÓN 

El primer cambio que describimos en el resultado siguiente consiste 
en cambiar de posición respecto al ángulo w, dos puntos singulares que 
son adyacentes en la teselación de S. Para efectuar el cambio nece
sitaremos asegurar que los dos puntos singulares son del mismo signo. 
En la demostración del Lema (1.5) ya hicimos cambios de este esti
lo, y de hecho en algunos de los casos los puntos singulares no eran 
del mismo signo, sin embargo, nos basta dar la existencia de un disco, 
a lo largo de una vecindad del cual realizamos la isotopía del punto 
singular. La demostración aquí sigue el mismo estilo y se analizan to
dos los casos, encontrando en cada uno de ellos el disco correspondiente. 

PROPOSICIÓN 2.1. Sea S e S 3 \ N(L) una superficie. Supongamos 
que en su descomposición en piezas, {Rj }j=l , existen dos adyacentes, 
Ro y R 1, con el mismo signo. Supongamos que la hoja frontera común 
de Ro y R 1 , T, es un b-arco, o una c-curva. Entonces existe una isotopía 
<1>, con <1>(S) = S' tal que 

i) <1>(Ro U R¡) = ~ U R~ , donde ~ yR~ son regiones de S' ady
acentes y con el mismo signo. 
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o 

ii) La descomposición de S'\ (R~ U R~) coincide con la descom-
o 

posición de S\ (Ro U R 1). 

iii) Sea Pj la singularidad de R j , j = O, 1. Entonces <I>(Pj) = Pj, 
donde pj es la singularidad de Rj. Además el orden en que 
aparecen en la foliación se invierte, i. e, (Po, " p¡) I---t (p~, ,', p~). 

iv) Si as =1= 0, as = L, entonces <1> disminuye en uno la valencia 
de cada vértice en a,. 

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer, fijando una orientación para 
S, que ambas singularidades en cuestión son positivas. Tenemos var
ios casos, dependiendo de qué tipo son las piezas Rj. Consideraremos 
primero los casos en que, es una c-curva. 

• Ro = cc1 , R¡ = cc1. 

En este caso cada Rj es un pantalón y están unidos por 
una de sus curvas frontera, ¡. Tomemos dos fibras, Ha, HI, 
justo despúes de las fibras singulares que contienen a los pun
tos Po, PI, respectivamente. Parametrizamos las fibras en Ji, 
entre Ha Y H¡, por {HdtE[O,I]. Llamaremos ,t, t E [0,1] , a 
la c-curva en Ht, en que va cambiando ,. Supongamos que 
, e H 1. Llamaremos también Dt y At a los discos o anillos 

2 

que se encuentran en Ht, con aAt = aDt = ,t, t E [0,1]. 
Llamemos H t ¡ a la fibra singular a la que pertenece el punto 
singular PI. En la fibra H 1, la región RI tiene dos curvas de 

2 

intersección, una de ellas es , = ,1, llamemos 6 = 61 a la 
2 2 

otra curva de intersección. Podemos suponer que la curva 61 
2 

viene desde a.ntes de Ha, i.e., que tenemos un cilindro de la 
forma 60 x J, de curvas de intersección entre Ha Y HI. Para 
cada t E (0,1), la curva 6t = 6 x {t} es frontera de un disco 
Et e Ht, de manera que obtenemos un cubo con dos asas G 
de la forma [Ha \ (Do U Ea)] x (0,1). 

Tomemos CKo e Ha un arco propiamente encajado en Do, 
con ;0 n (L U S) = 0. Notemos que L n (Do \ CKo) =1= 0 y, posi
blemente, S n (Do \ CKo) =1= 0. 

Consideremos ahora la bola B foliada por los discos Dt e 
Ht, t E [O , 1]. Si en B no existen singularidades de S ni tren
za.do de L , no tenemos ningún impedimento para construir 



29 

un disco ao xl, con ao = a x {O} e H o, a x {l} e H I 

Y at = a x {t} satisfaciendo at n (L U S) = 0, para cada 
t E (0,1). Este disco nos servirá para empujar Po a lo largo de 
él, hasta llegar a tener PI E HI. En caso que sí existan sin
gularidades de S o trenzado de L en B, necesitamos primero 

o 
empujar B n (L U S) en dirección de HI , hasta que se en-
cuentre fuera de B. Este desplazamiento se hace en dirección 
transversal a cada fibra, de modo que, despúes de efectuarlo, L 
se mantiene transversal a la fibración Ji, y las posibles partes 
afectadas de S tienen la misma descomposición que antes. Una 
vez hecho esto podemos considerar el disco a x 1 descrito antes 
y efectuar la isotopía para que Po e HI · 

FIGURA 1. Caso ce - ce 

Hemos obtenido así un disco ao xl, podemos ahora em
pujar la superficie S a lo largo de una vecindad pequeña de él, 
de manera que los puntos singulares Po, PI aparecen en orden 
inverso respecto a la dirección positiva de w. La superficie S' 
será pues, la que obtenemos después de efectuar esta isotopía 
y claramente cumple i), ii) Y iii) del teorema. 
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• Ro = cc2 , Rl = cc2 . 

Este caso es idéntico al anterior, solo que el sentido positi
vo de la fibración cambia. El argumento anterior se aplica al 
pie de la letra. 

• Ro = cc1, Rl = bc2. 

En este caso tenemos un pantalón, Ro, pegado por "/ e 
8R1 al anillo Rl' Llamemos igual que antes "/t a la curva en 
Ht , t E [0,1], con Ho, Hl las fibras que contienen a los pun
tos singulares Pl, P2 , respectivamente. Supongamos de nuevo 
que "/ = ,,/1, Y llamamos Dt e Ht el disco del que es frontera 

2 

"/t, t E (0,1). Igual que antes, tomamos un arco a, propia-

mente encajado en Do con ~ n (8 U L) = 0. El argumento an
terior nos permite encontrar un disco a x 1 que nos servirá para 
empujar el punto singular Po después de Hl' 

FIGURA 2. Caso ce - be 

• Ro = cc2 , Rl = be2. 

Este caso no entra dentro de nuestras hipótesis pues las 
dos regiones son de signo distinto. 
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• Ro = bel, Rl = cel. 

Este caso es idéntico al caso Ro = cel y Rl = bc2 , sólo 
tomando el sentido positivo de t contrario al de aquel caso. El 
argumento es idéntico . 

• Ro = bel, Rl = cc2. 

Este caso no entra dentro de nuestras hipótesis pues para 
que sean adyacentes tiene que suceder que las dos regiones son 
de signo distinto. 

A continuación analizaremos los casos en que Ro y Rl son adya
centes en un b-arco . 

• Ro = ab, Rl = ab 

En este caso, dado que las singularidades que estamos con
siderando deben ser del mismo signo, debemos tener la situación 
del primer renglón de la figura (3), donde cada cuadro repre
senta un semiplano, Hw , avanzando de izquerda a derecha. La 
región Ro se muestra en los primeros tres cuadros y la región 
Rl en los últimos tres. El cuadro de en medio es donde ter
mina la primera región y comienza la segunda, teniendo como 
frontera común al b-arco con vértices v y w. 

Debemos encontrar un arco 0:' , como en los casos anteri
ores para formar un disco foliado de la forma O:' xl, y efectuar 
la isotopía através de él. En la figura (3) se muestra también 
el arco O:' que usaremos para encontrar dicho disco. El arco lo 
podemos encontrar inmediatamante despúes de la primera sin
gularidad y tenemos una copia de él en cada semi plano entre 
las fibras singulares, de modo que obtenemos el disco folia
do que necesitamos. Las observaciones de los casos anteriores 
acerca del desplazamiento transversal a la foliación , tanto del 
enlace como de la superficie, se aplican de manera análoga y 
obtenemos la isotopía que satisface i) ii) y iii) del teorema. 
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FIGURA 3. Caso ab - ab 

En los siguientes dos renglones de la figura (3) mostramos 
las posibilidades que existen para la parte afectada de la su
perficie después de efectuar la isotopía. Existen dos posibili
dades básicamente por la siguiente razón: antes de efectuar la 
isotopía, la segunda singularidad aparece cuando se tocan el b
arco vw y el a-arco O que forma parte de la región Rl. Al hacer 
la isotopía esta singularidad es la que aparecerá primero (sigu
iendo el sentido positivo de w), de modo que tenemos que ver 
que O se debe de tocar con otra hoja antes de que los vértices 
v y w sean frontera de un b-arco (pues esto pasa hasta después 
de la segunda singularidad). Las dos opciones son entonces que 
el a-arco O se toque con la hoja que contiene al vértice v, o con 
la hoja que contiene al vértice w. 

Estamos en el caso en que as = L, de modo que nos falta 
probar iv). Para ello basta ver que cada uno de los vértices, 
v y w, en el primer renglón de la figura (3) participa en dos 
singularidades, mientras que en cualquiera de los siguientes 
dos renglones, i. e. después de efectuar la isotopía, cada uno 
participa solo en una singularidad; de modo que el número de 
hojas frontera que terminan en ellos se ve dismunuido en uno, 
y por tanto la valencia de cada uno también. 



33 

• Ro = ab, Rl = bb 

En este caso tenemos la situación mostrada en el primer 
renglón de la figura (4), donde las regiones Ro y Rl son ady
acentes en el b-arco (3. En el cuadro central de este renglón se 
muestra el arco que nos servirá para encontrar el disco por el 
que realizaremos la isotopía. Igual que en el caSo anterior, cada 
uno de los últimos dos renglones de la figura (4) muestran las 
opciones para después de realizada la isotopía. Verificamos de 
la misma manera que cada vértice disminuye en uno el número 
de singularidades en las que participa, de modo que la valencia 
de los vértices se ve dismunuido en uno de igual manera. 

FIGURA 4. Caso ab - bb 

• Ro = bb, Rl = bb. 

En este caso estamos en la situación mostrada en el primer 
renglón de la figura (5), donde de igual manera mostramos el 
arco buscado para realizar la isotopía y los siguientes dos ren
glones tienen el mismo significado que antes. 

Notemos que en este caso no sabemos que as = L y sin 
embargo se sigue cumpliendo que cada uno de los vértices v y 
w disminuye su valencia en uno. 
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FIGURA 5. Caso bb - bb 

• Ro = bb, Rl = bc1. 

En este caso estamos en la situación mostrada en el primer 
renglón de la figura (6), donde de igual manera mostramos el 
arco buscado para realizar la isotopía y los siguientes dos ren
glones tienen el mismo significado que antes. 

Notemos que en este caso después de efectuar la isotopía 
con la opción del segundo renglón disminuye la valencia de v, 
pero no de w; mientras que la opción del tercer renglón dis
minuye la valencia de w, pero no de v. Sin embargo, al haber 
c-curvas en la foliación, podemos asumir por el Lema (1.3) que 
S es cerrada, por lo que esto no afecta la conclusión del teore
ma . 

• Ro = bb, Rl = bc2. 

En este caso estamos en la situación mostrada en el primer 
renglón de la figura (7), donde de igual manera mostramos el 
arco buscado para realizar la isotopía y los siguientes dos ren
glones tienen el mismo significado que antes. 

Notemos que en este caso después de efectuar la isotopía 
con la opción del segundo renglón disminuye la valencia de w, 
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FIGURA 6. Caso bb - bc1 

pero no de v; mientras que la opción del tercer renglón dis
minuye la valencia de v, pero no de w . Sin embargo, al haber 
c-curvas en la foliación, de igual manera, podemos asumir por 
el Lema (1.3) que S es cerrada, por lo que esto no afecta la 
conclusión del teorema. 

FIGURA 7. Caso bb - bc2 
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• Ro = bcl, Rl = bcl. 

En este caso estamos en la situación mostrada en el primer 
renglón de la figura (8), donde de igual manera mostramos el 
arco buscado para realizar la isotopía y los siguientes dos ren
glones tienen el mismo significado que antes. 

En este caso en cualquiera de las dos opciones de efectuar 
la isotopía, no se disminuyen las valencias de los vértices v y 
w. Sin embargo, de nuevo al haber c-curvas, podemos asumir 
por el Lema (1.3) que S es cerrada. 

FIGURA 8. Caso bcl - bcl 

• Ro = bcl, Rl = bc2. 

En este caso estamos en la situación mostrada en el primer 
renglón de la figura (9), donde de igual manera mostramos el 
arco buscado para realizar la isotopía y aquí solo hay una man
era de efectuar la isotopía, por lo que solo existe un segundo 
renglón en la figura (9). 

En este caso después de efectuar la isotopía no se dismin
uyen las valencias de los vértices v y w , pero de igual manera, 
al haber c-curvas podemos asumir que S es cerrada, por lo que 
esto no nos genera ningún problema. 
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FIGURA 9. Caso bc1 - be2 

• Ro = be2, Rl = be2. 

En este caso estamos en la situación mostrada en el primer 
renglón de la figura (10), donde de igual manera mostramos 
el arco buscado para realizar la isotopía y de nuevo solo hay 
una manera de efectuar la isotopía, por lo que solo existe un 
segundo renglón en la figura (10). 

En este caso después de efectuar la isotopía no se dismin
uyen las valencias de los vértices v y w, pero de igual manera, 
al haber e-curvas podemos asumir que S es cerrada, por lo que 
esto no nos genera ningún problema. 

FIGURA 10. Caso be2 - be2 

o 
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2. ESTABILIZACIÓN 

En esta sección describimos un cambio en la posición del enlace 
L y de una superficie de Seifert para L, S, que nos permite elimi
nar un vértice de la teselación de S (y por lo tanto una pieza de la 
teselación), pagando a cambio el incementar el índice de la trenza en 
uno. Este cambio se conoce como estabilización. Dado que para este 
trabajo, queremos hacer este cambio sin alterar la superficie, necesita
mos información de la teselación de S, para realizar la estabilización. 
La modificación la haremos en una pieza de tipo (a, b) de la teselación, 
por lo que nos referiremos a este cambio como una estabilización a lo 
largo de una pieza de tipo (a, b). 

El siguiente resultado describe la modificación a la que nos referi
mos: 

PROPOSICIÓN 2.2. Sea L e S3 un enlace que es la cerradura de 
una n-trenza, y S una superficie de Seifert para L . Supongamos que 
en la teselación de S existe una pieza R de tipo (a, b) . Entonces existe 
una isotopía <1>, tal que: 

i) El vértice negativo de la pieza R, v, desaparece en <1>(S). 
ii) La pieza R de S, no aparece en la teselación de <1>(S). 

iii) Toda pieza de tipo (a, b) (distinta de R) en la teselación de S 
que contenía a v como vértice, se convierte en una pieza de 
tipo (a, a) en <1>(S). 

iv) Una pieza de tipo (b, b) que contenía a v como vértice en S, se 
convierte en una pieza de tipo (a , b) en <1>( S) . 

v) La teselación de <1>(S) coincide con la teselación de S, fuera 
de las piezas que contenían a v como uno de sus vértices. 

vi) El representante de <1>( L) como trenza cerrada es de índice n+ 1 
y se obtiene al añadir un bucle trivial alrededor del eje k. 

DEMOSTRACIÓN. Fijemos una pieza R de tipo (a, b) en la teselación 
de S y llamemos). a la hoja singular de R. Sea v el vértice de R que 
no es frontera de un a-arco (ves el único vértice de paridad negati
va en R). Consideremos el arco {3 e ). que une v con L. Tomemos 
N({3) una vecindad en S de {3, y hagamos a = L n N({3). Podemos 
deslizar a a lo largo del disco N({3) evitando asi la intersección en v 
entre S y k. En la figura (11) mostramos una región de S donde hemos 
hecho este cambio en una pieza de tipo (a , b). Notemos que al cruzar 
a más allá de v, estamos rodeando k. Para aclarar esto notemos lo 
siguiente: La hoja singular). descompone a la pieza R en 4 regiones y 
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estas aparecen (dos a dos) en un intervalo [Wl' W2J del ángulo W de la 
fibración. Podemos reparametrizar y suponer que el intervalo involu
crado en la pieza R es el [O, ~], Y que la hoja singular). aparece en la 
fibra H :!!:. Antes de efectuar la isotopía el arco a cortaba solo las fibras 

4 

correspondientes al intervalo [O, ~J. Después de efectuar la isotopía, el 
nuevo subarco a corta transversalmente las fibras correspondientes a 
los ángulos [O, ¡J (al cruzar la primera región de R), [¡ , ~J (al cruzar 
la segunda región de R), [~, O] (al cortar por todas las demás regiones 
adyacentes a v,), [O, ¡] (al cruzar la tercera región de R) y [¡, ~] (al 
cruzar la cuarta región de R) . Esto nos dice que el nuevo subarco a, 
le da una vuelta (trivial) al eje k, aumentando así el índice de la trenza. 

La figura (11) nos muestra que después de efectuar la estabilización 
en una pieza R de tipo (a, b), la pieza R desaparece de la teselación de 
S, pues lo que permanece de ella después de la estabilización está total
mente foliado por hojas no singulares, por lo que lo podemos considerar 
como parte de las piezas adyacentes. Además, las piezas que tienen a 
v como vértice se ven afectadas de la siguiente manera: 

FIGURA 11. Estabilización vista en la teselación 

• Una pieza de tipo (a , b) que contenía a v como vértice (distinta 
a R), se convierte en una pieza de tipo (a, a) . 

• Una pieza de tipo (b, b) que contenta a v como vértice se con
vierte en una pieza de tipo (a, b). 

Ademas, 
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• Las demás piezas en la teselación de S no se ven afectadas por 
la estabilización. 

o 
En la figura (12) se muestra, visto en el encaje de la superficie, la 

isotopía involucrada en una estabilización, y nos muestra claramente 
cómo se enrolla trivialmente el enlace para aumentar el índice de la 
trenza. 

FIGURA 12. Estabilización en una pieza de tipo (a, b) 

3. DESESTABILIZACIÓN 

El cambio en el encaje del enlace y superficie de Seifert para L que 
describiremos en esta sección es, en algún sentido el inverso del cam
bio anterior, se conoce como desestabilización. La desestabilización se 
puede hacer cuando existe un bucle trivial alrededor del eje en el en
caje de la trenza, que se puede evitar con lo que se conoce como una 
movida 1 de Reidemeister, por lo que nos disminuye en uno el índice 
de la trenza. Este cambio nos disminuirá además en uno la cantidad de 
vértices en la teselación de S. 

Para poder enunciar de manera más clara la isotopía que queremos, 
veremos antes el siguiente lema. 
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LEMA 2.1. Sea L e 53 un enlace que es la cerradura de una n
trenza, y 5 una superficie de Seifert para L. Supongamos que en la 
teselación de S existe un vértice v de valencia 1. Entonces v es de tipo 
(a) . 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que tenemos un vértice v en la te
selación de 5 que es de valencia 1. Tenemos dos posibles casos: v es de 
tipo (a), o v es de tipo (b). Un vértice de este tipo solo puede aparecer 
si en una pieza de tipo (a, a), (a, b) o (b, b), se identificaron dos aristas 
que son a-arcos, o dos aristas que son b-arcos. Examinemos cada caso. 

• v de tipo (a) que aparece al identificarse dos a-arcos frontera 
adyacentes en una pieza de tipo (a, a). Este caso es posible y 
de hecho como veremos más adelante, será el único. El encaje 
de la pieza se muestra en el extremo izquierdo de la figura (14). 

• v de tipo (b) que aparece al identificarse los dos b-arcos fron
tera en una pieza de tipo (a, b). Es fácil convencernos de que 
este caso no es posible, pues al hacer la identificación nos que
da un pieza con solo dos vértices, v y w. La hoja singular 
consistiría entonces en un arco que va del vértice vaL, y otro 
arco que conecta w consigo mismo. Esto contradice el hecho de 
que el vértice w = 5 n k tiene una vecindad en 5 radialmente 
foliada. 

• v de tipo (b) que aparece al identificarse dos b-arcos frontera 
adyacentes en una pieza de tipo (b, b). Este caso es análogo al 
anterior, pues al hacer la identificación nos queda una pieza 
con 3 vértices que son frontera de b-arcos, de modo que en una 
fibra no singular saldrían dos b-arcos de un mismo vértice. Esto 
de nuevo nos contradice la existencia de una vecindad radial
mente foliada de 5 n k. 

Llegamos pues a que si existe un vértice v de valencia 1 en la 
teselación de 5, este deberá ser de tipo (a), y ocurre cuando en una 
pieza R de tipo (a, a) se identifican dos a-arcos frontera que son adya
centes. La parte de la izquierda de la figura (13) nos muestra una pieza 
R con estas características, vista en la teselación de 5. Cabe hacer men
ción que las piezas adyacentes a R deben ser también de tipo (a, a) . 

o 
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PROPOSICIÓN 2.3. Sea L e S3 un enlace que es la cerradura de 
una n-trenza y S una superficie de Seifert para L. Supongamos que en 
la teselación de S existe un vértice v de valencia 1. Entonces existe 
una isotopía <I? tal que 

i) La pieza R de tipo (a, a) a la que pertenece v no aparece en la 
descomposición de <I? (S) . 

ii) El vértice v no aparece en la teselación de <I?( S). 
iii) La teselación de <I?(S \ R) coincide con la teselación de S. 
iv) El representante como trenza cerrada <I?(L) es de índice n -1, 

y se obtiene de L al remover un bucle trivial alrededor del eje 
k. 

DEMOSTRACIÓN. Sabemos por el lema anterior, que si v tiene va
lencia 1, pertenece a una pieza de tipo (a, a), donde se han identificado 
dos a-arcos frontera adyacentes, como nos muestra la parte izquierda 
de la figura (13). 

Notemos que existe un disco D e R cuya frontera es un subarco 
a e L junto con un subarco de la hoja singular que conecta Lean L. 
Usamos este disco para realizar la isotopía. Lo que haremos es empujar 
el subarco a a través de D, evitando así la hoja singular y el vértice v. 
Llegamos así a que depués de realizada una desestabilización la región 
R que se ve involucrada se elimina de la teselación de S, pues de nuevo, 
lo que permanece de R después de la isotopía se puede incluir en una de 
las regiones adyacentes, ya que está completamente foliado por a-arcos. 

Para ver que al hacer la desestabilización estamos disminuyendo en 
uno el índice de la trenza, notemos que el arco original a corta todos 
los planos Hw , w E [O, 27r). Para ver esto basta notar que basados en 
que existe el disco foliado que es una vecindad de v = S n k, de v 
emanan hojas de la foliación que corresponden a todas las fibras Hw , 

w E [O, 27r). Pero estas hojas terminan todas en a, lo que nos dice 
precisamente que a está intersectando a cada fibra, y por lo tanto, se 
está enrollando una vez alrededor de k. Después de haber realizado la 
desestabilización (derecha de la figura (13)), el arco ¡j, que reemplaza 
a a no hace este recorrido a través de todas las fibras en H, por lo que, 
en efecto, el índice de la trenza se ve disminuido en uno. 

Es claro que para realizar esta isotopía no se ve involucrada ningu
na otra pieza de la teselación de S, por lo que podemos asegurar que, 
fuera de R, la teselación de S después de efectuar la desestabilización 
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FIGURA 13. Desestabilización vista en la teselación 

es la misma que antes de haberla efectuado. 

FIGURA 14. Desestabilización vista en el encaje 

En la figura (14) se muestra la desestabilización vista en el encaje 
de la pieza. 

o 

4. MOVIDAS DE INTERCAMBIO 

El cambio en la posición de una trenza cerrada que describiremos en 
esta sección se conoce como movida de intercambio y consiste básica
mente en intercambiar mediante una isotopía, las posiciones relativas a 
la altura de dos sub-arcos con peso, al , a2 e L = as. En la figura (15) 
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mostramos este cambio en la posición de la trenza. Los pesos nj signif
ican que esa porción del enlace consiste de nj arcos paralelos. Notemos 
que para realizar este cambio es necesario perder la posición de trenza 
en algún momento, pues la isotopía no se realiza en el complemento del 
eje k; sin embargo no altera el índice de la trenza. 

ni ni 

ni ni 

FIGURA 15. Movida de intercambio 

Como antes, queremos identificar piezas en la teselación de 5 que 
nos aseguren que es posible efectuar la isotopía. Tendremos dos crite
rios para identificar que el encaje de la superficie y enlace admite una 
movida de intercambio, y ambos se basan en la existencia de un vértice 
de valencia 2. La isotopía del segundo tipo se vale hacer tanto en el caso 
en que estemos estudiando una superficie de Seifert para L , como para 
el caso de superficies cerradas incompresibles en 53 \ L. Enunciamos 
las isotopías deseadas en los dos resultados siguientes. 

PROPOSICIÓN 2.4. Sea L e 53 un enlace que es la cerradura de 
una n-trenza y 5 una superficie de Seifert para L. Supongamos que en 
la teselación de 5 existe un vértice v de valencia 2, tipo (a , b) Y signo 
(±, :¡:::). Entonces existe una isotopía <I> tal que 

i) <I>( L) se obtiene de L al empujar a través de un disco D e 5 
que es la vecindad de un disco E contenido en la unión de dos 
piezas de tipo (a, b) de la descomposición de 5. 

ii) La teselación de <I>(5 \ D) coincide con la teselación de 5 \ D . 
iii) La teselación de <I>( 5) contiene dos vértices menos que la de 

5 . 
iv) <I>(L) sigue siendo una n-trenza. 
v) La isotopía L --t <I>(L) es una movida de intercambio (figura 

(1S)). 
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DEMOSTRACIÓN. Sea v un vértice de la teselación de 5 de valencia 
2, tipo (a, b) y signo (±, =f). En el disco radialmente foliado que es la 
vecindad en S de v = S n k vemos solo dos arcos frontera, uno de ellos, 
a es un a-arco, y el otro, {J, es un /rarco. Sea w el otro vértice en 8{J. 
Entonces, las dos regiones RI, R2 , que aparecen alrededor de v son de 
tipo (a, b) y tienen como frontera común a los arcos a y {J. Sea Aj la ho
ja singular en Rj , con singularidad Pj, j = 1,2. Podemos suponer que 
PI es positivo, y por tanto P2 será negativo. Consideremos los subarcos 
de las hojas singulares Aj que conectan L con el vértice w, quienes, 
junto con un sub-arco de L son frontera de un disco E e RI u R2 . 

Tomemos un disco pequeño, D e S, que contenga a E . Sea a = D n L. 
Todo esto se muestra en la parte izquierda de la figura (16) . La isotopía 
<1> consistirá en empujar a a través del disco E, evitando así las dos 
singularidades y los dos vértices, v y w. Al hacer esto estamos cambi
endo el sub-arco a e L por uno nuevo, a = 8D \ a, que se mantiene 
transversal a las fibras en ti, por lo que <1>(L) sigue siendo una trenza. 

Este cambio en la posición de L afecta a las regiones de la teselación 
de 5 de la siguiente manera: 

• Una pieza de tipo (a, b) que contenía a w como vértice se con
vierte en una pieza de tipo (a, a) . 

• Una pieza de tipo (b, b) que contenía a w como vértice se con
vierte en una pieza de tipo (a, b). 

• Toda pieza R que no contenía a w como vértice se mantiene 
como pieza de la teselación de <1>(5). 

Para ver que <1>(L) sigue siendo una n-trenza notemos que el sub
arco original, a, cortaba todas las fibras Hw , w E [O, 27r), pues cortaba 
transversalmente a cuatro regiones (2 en RI y 2 en R2 ), que correspon
den a las cuatro regiones alrededor de v. El nuevo subarco, a hace lo 
mismo, pero ahora a distinta altura, lo hace al nivel en que se encon
traba el vértice w, por lo que en efecto, no estamos alterando el índice 
de la trenza y <1>( L) también es de índice n. 

A partir de toda esta información podemos reconstruir el encaje de 
las piezas R I , R2 (esto lo explicamos más detalladamente en el resulta
do siguiente), obteniendo el encaje que se muestra en la parte izquierda 
de la figura (17). Hemos ilustrado mediante una sola flecha, la porción 
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FIGURA 16. Movida de intercambio en una pieza de tipo 
(a , b) y signo (+,-) 

de L que debe existir para que el b-arco f3 sea esencial, pero debemos 
tener en mente que esto es solo una porción de L y qUe puede consistir 
de n arcos que podemos suponer paralelos. La imagen de la derecha 
en la figura (17) nos muestra la pieza después de haber efectuado la 
isotopía. Vemos aqui que efectivamente, el efecto de la isotopía en el 
encaje de L es lo que se conoce como una movida de intercambio. 

FIGURA 17. Encaje antes y después de la movida de 
intercambio en una pieza de ti po (a , b) Y signo (+, - ). 

Antes de continuar notemos lo siguiente: 

o 

OBSERVACIÓN 2.1. Existe una manera canónica de encajar una 
porción de S correspondiente a una vecindad de cada b-arco y, cono
ciendo el signo de la singularidad correspondiente, también existe una 
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manera canónica de encajar una porción de S correspondiente a una 
vecindad de una hoja singular. 

PROPOSICIÓN 2.5. Sea L e S3 un enlace que es la cerradura de 
una n-trenza y S una superficie, ya sea de Seifert para L, o cerrada 
incompresible en S3 \ L. Supongamos que en la teselación de S existe 
un vértice v de valencia 2, tipo (b, b) y signo (±, :¡:) . Entonces existe 
una isotopía <1> tal que 

i) La teselación de <1>(S) coincide con la teselación de S, fuera 
de las dos piezas de tipo (b, b) a las que pertenece v. 

ii) La teselación de <1>(S) contiene dos vértices y dos piezas menos 
que la de S. 

iii) <1>( L) sigue siendo una n-trenza. 
iv) La isotopía L --t <1>(L) es una movida de intercambio (figura 

(15)) . 

DEMOSTRACIÓN. Sea v un vértice en la teselación de S de valencia 
2, tipo (b, b) y signo (±, :¡:) . En el disco radialmente foliado que es la 
vecindad en S de v = S n k, vemos solo dos arcos frontera, b¡, b2 , y 
ambos son b-arcos. Sean R¡, R2 las dos piezas que aparecen alrededor de 
v. Entonces cada Rj es una pieza de tipo (b, b), y tienen como frontera 
común a los arcos b¡, b2 , que son contiguos en cada pieza Rj. 

La figura de al lado muestra el pe
gado de estas dos piezas. Sea )..j la 
hoja singular en la pieza Rj , j = 

1,2, Y Pj el correspondiente punto 
singular. Podemos suponer que p¡ 
es positivo, por lo que P2 será neg
ativo. Sea Wj el otro vértice en la 
frontera del b-arco bj . La unión de 
los dos subarcos de )..j que conectan 
W¡ con W2 son frontera de un disco 
E e R¡ u R2 . Sea D e S un disco 
que es una vecindad de E. 

A partir de toda la información de las piezas Rj y dado 2.1 pode
mos reconstruir el encaje del disco E en S3 de la siguiente manera (ver 
figura (18)): 

Comenzamos colocando los vértices (w¡, v, W2), en este orden 
sobre el el eje de la trenza, k, y alrededor de cada uno la 
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porción de S correspondiente al disco radialmente foliado ex
istente, que denotaremos Dw¡, Dv, DW2 ' 

Podemos suponer que las hojas singulares Al, A2, pertenecen 
a las fibras Ho Y H7f , respectivamente. Colocamos porciones de 
S correspondientes a vecindades de estas hojas singulares. 

Colocamos ahora porciones de S correspondientes a vecindades 
de b-arcos, que van de Dv a Dw¡, para w E (O, 1f), y de Dv a 
DW2 para w E (1f,21f). 

W¡ 

FIGURA 18. Construcción del encaje de la pieza de tipo 
(b,b) y signo (+,-) 

Obtenemos con lo anterior el encaje presentado, en dos porciones, 
en la figura (18). Notemos que la parte derecha de la figura nos muestra 
que D, junto con porciones de las fibras Ho Y H27f son frontera de una 
bola, B. Juntando las dos porciones, y deformando un poco la posición 
de los puntos singulares, llegamos al encaje del disco D mostrado en la 
parte izquierda de la figura (19), y nos muestra a la bola B que ahora 
es delimitada por D y un disco ñ que es transversal a la fibración, con 
aD = añ. Notemos que los dos b-arcos frontera, bj , deben ser esen
ciales, por lo que hemos mostrado porciones de L que cortan los discos 
delimitados por ellos y k en la fibra Hw correspondiente. 

o 

Dentro de B pueden existir componentes de S , y todas ellas deberán 
ser paralelas a aB n S. Podemos suponer que L n B consiste de arcos 
paralelos (sin cruces) que se enrollan en k, pues si existieran cruces o 
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arcos que no se enrollaran, los podemos empujar hacia afuera de B. 
Ahora bien, todas las componentes de LnB que aparecen abajo de W2 , 

las podemos sacar de B mediante una isotopía paralela a la dirección 
de k, en sentido contrario al de k, demodo que todas las componentes 
de S n B se encuentren entre v y W2. 

FIGURA 19. Movida de intercambio en una pieza de tipo 
(b,b) y signo (+, -) . 

Podemos ahora efectuar una isotopía que consiste en cambiar de 
posición relativa al eje k, a la porción de L que está en B (entre v y 
W2), para que aparezca abajo de W2, como se ve en la parte derecha de 
la figura (19). Al hacer esto, hay un paso intermedio en que perdemos 
la posición de L como trenza cerada, pero al final recuperamos esta 
posición. 

Después de efectuar la isotopía anteriores, el b-arco b1 (y todos los 
o 

correspondientes a posibles componentes de S nB) es no esencial, por 
lo que podemos efectuar una isotopía como la descrita en el lema 1.2 y 
llegar a una superficie isotópica, que seguiremos llamando S, como la 
mostrada en la parte derecha de la figura (19) . 

o 



CAPÍTULO 3 

Información de S a partir de 
la teselación 

Notemos que, dado que la orientación de L debe coincidir con la de 
as, podemos suponer que todo vértice que es frontera de un a-arco es 
positivo, y que los dos vértices que forman la frontera de un b-arco son 
de signo contrario. En este capítulo explotamos estas ideas y cómo el 
acomodo de vértices y puntos singulares nos da información acerca del 
encaje de S. 

En primera sección estudiamos el orden cíclico de los puntos singu
lares (con signo) alrededor de un vértice. Para ello definimos vértices 
cercanos, vértices interiores, y probamos algunos resultados que usamos 
en la segunda sección. 

En la segunda sección definimos las gráficas 9E,Ó' que tienen por 
vértices a los vértices de la teselación de S y sus aristas son subarcos 
de las hojas singulares de la foliación. 

1. INFORMACIÓN GLOBAL DE LA TESELACIÓN 

DEFINICIÓN 3.1. Sea L e S3 un enlace que es la cerradura de una 
n-trenza y S una superficie de Seifert para L. Supongamos además que 
S es incompresible en S3 \ L. Sea v un vértice en la teselación de S. 

i) Diremos que un vértice Vi es cercano a v , si existe un b-arco 
bi en la foliación de S, con abi = {v, Vi}. 
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ii) Diremos que un punto singular Pi es cercano a v, si Pi E Ai , 
donde Ai es una hoja singular con v E aAi' 

iii) Definimos 

V* = { Vi, Pj I Vi, Pj son cercanos a v} 

iv) Diremos que un vértice w es un vértice interior si no es fron
tera de algún a-arco. 

LEMA 3.1. Si v es un vértice en la teselación de S que es un vértice 
interior, entonces v* contiene puntos singulares negativos y puntos sin
gulares positivos. 

DEMOSTRACIÓN. Sea V un vértice en la teselación de S que es un 
vértice interior. Podemos asumir, después de cambiar la orientación de 
k si es necesario, que V es positivo. Denotemos por {Vj }j=I a los vértices 
en v*, respetando el orden en que aparecen en el eje k. Mostraremos 
que existe al menos un punto singular de cada signo en v* 

Existe otra manera de ordenar los vértices en v*, que es el orden en 
que aparecen los ó-arcos, saliendo de v, que conectan v con Vj, según el 
sentido positivo del ángulo w. Sea Vo E {Vj }j=I' el vértice que aparece 
antes de VI según este nuevo orden. Sea p E v* el punto singular que 
queda en la región determinada por los ó-arcos VVo y VVI' 

VI 

Va 

FIGURA 1. Las dos maneras de ordenar a los vértices en V*. 
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Tomemos Hw¡ una fibra no singular 
que contiene un b-arco (31 con EJ(31 = 
{v, v¡}. El b-arco (31 corta a Hw¡ en 
dos discos, que llamaremos H;S¡, H:;¡ , 
donde el signo queda determinado por 
el lado de S que corta al disco. Note
mos entonces que como ves positivo, VI 

tiene que ser negativo, pues juntos son 
la frontera de un b-arco. De aquí que 
{Vj }j=2 e H:;¡. Podemos concluir en
tonces que la siguiente singularidad (en 
el segundo tipo de orden) a partir de (31 
debe ser positivo. 

Nos falta mostrar la existencia de un 
punto singular negativo en v* . Para ello 
consideremos ahora los b-arcos (3j, con 
8(3j = {v,Vj}, j = 0,1. El orden en 
que aparecen estos elementos en la fi
bración es ((3o,p,(3¡). Sea A la hoja sin
gular a la que pertenece p . Podemos 
con esto concluir que el punto singular 
p es negativo, pues Vo deberá ser negati
vo, y las fibras consecutivas alrededor 
de la fibra singular que contiene a A, 
deberán estar como en la figura de al 
lado. 

o 
LEMA 3.2. Después de efectuar varias veces cambios en la foliación, 

movidas de intercambio e isotopías en S3 \ k, podemos suponer que 
ningún vértice interior en la teselación de S tiene signo 
(+,+, ... ,-,-). 

DEMOSTRACIÓN. Sea V(S) el conjunto de todos los vértices en la 
teselación de S. Supongamos que existe un vértice interior v E V(S) , 
con signo (+, + , ... , - , - ). Al ser vértice interior, todos los arcos fron
tera que terminan en v son b-arcos. Luego, podemos aplicar cambios 
en la foliación (Proposición 2.1), para cambiar piezas adyacentes del 
mismo signo, y en este caso, el vértice v disminuye su valencia en uno 
cada vez. Después de aplicar el cambio varias veces llegamos a que v 
tiene valencia 2, tipo (b, b) y signo (+, -). Eso es justo lo que necesita
mos para aplicar la movida de intercambio de la Proposición 2.5, y de 
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este modo eliminamos el vértice v y las dos piezas de tipo (b, b) a las 
que pertenecía. 

Aplicamos lo anterior a cada vértice interior de signo (+, + ..... -, - ) 
existente, y como en cada paso disminuimos en uno 1 V(S) 1, este pro
ceso eventualmente termina, y llegamos a que S no contiene vértices 
interiores con signo (+, +, .. . , -, -). 

o 
LEMA 3.3. Después de efectuar un número finito de cambios en la 

foliación, movidas de intercambio, isotopías en S3 \ k Y desestabiliza
ciones en vértices de tipo (a), podemos suponer que si existe un vértice 
de tipo (b, b, ... , b, a, b, ... , b), entonces existen singularidades de signo 
distinto en v*. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe un vértice v E V(S) de 
tipo (b, b, ... ,b, a, b, . .. ,b) tal que en v* todas las singularidades son 
del mismo signo. Podemos aplicar entonces cambios en la foliación 
(Proposición 2.1), disminuyendo cada vez la valencia de v, hasta llegar a 
que v tiene tipo (a). Podemos ahora aplicar una desestabilización en el 
vértice v (Proposición 2.3) para eliminar a v, disminuyendo así ¡V(S)I. 

Aplicando lo anterior a cada vértice de este tipo, llegamos a una 
superficie isotópica a S que cumple lo deseado. 

o 
LEMA 3.4. Después de efectuar un número finito de cambios en la 

foliación, movidas de intercambio, isotopías en S3 \ k, Y desestabiliza
ciones en vértices de tipo (a), podemos asumir que ningún vértice v en 
la teselación de S tiene tipo (b, ... , b, a, b, . . . , b), y signo 
( +, ... , +, - ... , - ), donde uno de los cambios de signo corresponde a 
singularidades en v* de signo contrario en piezas de tipo (a, b) con arco 
frontera común el a-arco que termina en v . 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que existe un vértice v E V(S) , de 
tipo (b, ... , b, a, b, . .. , b) y signo (+, ... , +, - ... , -) , donde uno de los 
cambios de signo corresponde a singularidades en v* de signo contrario 
en piezas de tipo (a, b) con arco frontera común el a-arco que termina 
en v. 

Podemos aplicar cambios en en la foliación (Proposición 2.1) , por 
cada par de piezas adyacentes en un b-arco, que del mismo signo, y 
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cada vez que aplicamos el cambio, disminuye en uno la valencia de v, 
por lo que después de un número finito de veces llegamos a que v tiene 
valencia 2, es de tipo (a, b) Y signo (+, - ). En esta situación podemos 
aplicar la movida de intercambio descrita en la Proposición 2.4, y uno 
de los dos vértices que se eliminan es precisamente v . 

Repetimos los pasos anteriores por cada vértice de este tipo y lleg
amos a una superficie S', isotópica a S, en cuya teselación no existen 
vértices de este tipo. 

o 

2. GRÁFICAS DE HOJAS SINGULARES 

Vamos ahora a estudiar 4 gráficas asociadas a la teselación de una 
superficie S, con as = L, donde L es como antes, la cerradura de una 
n-trenza. Estas gráficas contienen información codificada acerca de las 
ciertas propiedades de S. Las gráficas tendrán como aristas a subarcos 
de hojas singulares de la teselación de S, y como vértices, a subcon
juntos de vértices de la teselación. 

DEFINICIÓN 3.2. La gráfica ~h,,,, Ó = ±, tiene por aristas a aquellos 
subarcos de hojas singulares que unen los 2 vértices positivos de una 
pieza de tipo (a, a), (a, b) o (b, b), con singularidad Ó. 

Los vértices de ~h,ó son los puntos finales de estas aristas, junto 
con todos los vértices positivos en la teselación de S que no son adya
centes a puntos singulares de signo Ó. 

DEFINICIÓN 3.3. La gráfica 9-,,,, Ó = ± tiene por aristas a aquellos 
subarcos de hojas singulares que 

• unen dos vértices negativos en una pieza de tipo (b, b) de signo 
Ó. 

• unen el vértice negativo de una pieza de tipo (a, b) de signo Ó, 

con as. 
• unen as con as en una pieza de tipo (a, a) de signo Ó. 
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+ 

+ 

aa ab bb 

FIGURA 2. Aristas de la gráfica ~h , c5 . 

Los vértices de g-,c5 son los puntos finales de estas aristas junto con 
los vértices negativos de la teselación que no son adyacentes a puntos 
singulares de signo 8. 

aa ab bb 

FIGURA 3. Aristas de la gráfica g-,c5 . 

OBSERVACIÓN 3.1. Notemos que existen vértices en las gráficas Ce,c5 
que no son vértices de la teselación de S. En ocasiones será necesario 
hacer esta distinción para referirnos a un vértice v. 

LEMA 3.5. Sea S una superficie de Seifert para un enlace L que 
es la cerradura de una n-trenza, y consideremos las gráficas ge,c5 recién 
definidas. Entonces 

ii) Todo punto singular de S Pertenece a g+,+ o a g_ ,_ (y por 
tanto a g+, _ o a g_,+). 
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iii) Todo vértice de la teselación de S es un vértice de ~h,+ o de 
9_,_ (y por tanto de 9+,_ o de 9_,+). 

DEMOSTRACIÓN. Basta probar las afirmaciones para las gráficas 
9+,+ y 9_,_, pues los otros dos casos se obtienen al cambiar la ori
entación de las fibras en 1í. 

i) La gráfica 9_,_ contiene vértices en L, pero estos no pueden es
tar en 9+,+, pues todos los vértices de esta última son vértices 
de la teselación. Los vértices de la teselación en las gráficas 
9+,+ y 9_,_ tienen signo contrario, por lo que no puede haber 
intersección en el conjunto de vértices. 
Las aristas tampoco se pueden intersectar, pues cada arista 
contiene un punto singular, y estos son de signo distinto en las 
gráficas consideradas. 

ii) Sea p un punto singular de S. Entonces p pertenece a una 
pieza, R, de tipo (a, a), (a, b) o (b, b). Si la pieza R es positiva, 
entonces p pertenece a una arista de 9+,+; si la pieza R es 
negativa entonces p pertenece a una arista de 9_,_. 

iii) Sea v un vértice de la teselalción de S. Supongamos que v 
es positivo (negativo). Si v* contiene singularidades positivas 
(negativas), entonces v E 9+,+ (9-,-). Si todas las singulari
dades en v* son negativas (positivas), también v E 9+,+ (9-,-). 

o 
DEFINICIÓN 3.4. Llamaremos a un vértice v E 910 ,87 un vértice ais

lado si no es el punto final de una arista de 910,8. 

LEMA 3.6. Ninguna gráfica 910,8 puede contener un vértice aislado 
que sea vértice interior en la teselación de S. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos, por el contrario, que existe una gráfi
ca 910,8 que contiene un vértice aislado v que es a su vez un vértice 
interior de la teselación de S. Al ser v un vértice aislado, todas las 
singularidades en v* deberán tener signo -o, por lo que v tiene signo 
(-o, ... ,-o). Pero como v es vértice aisaldo, esto contradice el Lema 
3.1. 

o 
DEFINICIÓN 3.5. Un punto final de una gráfica 910 ,87 es un vértice 

de 910,8 que pertenece exactamente a una arista de 910,8 . 
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LEMA 3.7. Sea gE,8 una gráfica para la teselación de S. Después de 
efectuar cambios en la foliación, movidas de intercambio e isotopías en 
53 \ k, podemos asumir que gE,Ó no tiene puntos finales que sean a la 
vez vértices interiores de la teselación de S. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que para gE,Ó' existe un vértice v, 
que es punto final y a la vez es vértice interior de la teselación de 
S. Aplicando el Lema 3.2, podemos suponer que v no tiene sIgno 
(+,+, ... ,--). 

Supongamos que después de efectuar los cambios del Lema 3.2 v 
sigue siendo punto final de gE,Ó' Entonces en v* existe una sola singu
laridad de signo Ó, i.e. v tiene signo (-ó, ó, -ó, ... , -ó) lo cual es una 
contradicción. 

o 
LEMA 3.8. Después de efectuar cambios en la foliación, movidas de 

intercambio e isotopías en 53 \ k, podemos asumir que: 

i) Ningún camino cerrado en gE,Ó es frontera de un disco en S. 

ii) Ningún camino cerrado formado por una trayectoria en gE,+ y 
una trayectoria en gE,-, es frontera de un disco en S. 

iii) Después de efectuar desestabilizaciones en vértices de tipo (a), 
ningún camino cerrado formado por una trayectoria en g-,8 y 
un subarco de L, es frontera de un disco en S . 

iv) Después de efectuar desestabilizaciones en vértices de tipo (a), 
ningún camino cerrado formado por una trayectoria en g_ ,+, 
una trayectoria en g_,_ y un subarco de L, es frontera de un 
disco en S. 

DEMOSTRACIÓN. Por los Lemas 3.1, 3.6 Y 3.7, podemos asumir que, 
después de efectuar cambios en la foliación, movidas de intercambio e 
isotopías en 53 \ k, ninguna gráfica gE ,Ó contiene un vértice interior de 
la teselación de S con signo (+, ... , +, -, ... , -) y que ninguna gráfi
ca gt:,Ó contiene vértices interiores o puntos finales que son a su vez 
vértices interiores de la teselación de S. 

Supongamos que i) o ii) es falso, i. e. existe un camino cerrado c, 
ya sea con aristas en gE,Ó o formada por una trayectoria en g¿.+ y una 
trayectoria en gE,- , que es frontera de un disco DeS. Supongamos 
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además que e es de más adentro, i. e. que no existe otro camino cerrado 
como en i) o ii) que es frontera de un subdisco propio de D . 

o 

Notemos ahora que las componentes de Ye:,.5n D tienen que ser 
árboles con puntos frontera en e, pues: 

o 

• Si existe un camino cerrado en Ye:.5n D estaríamos contradi-, 
ciendo la elección de e. 

o 

• Si existe un vértice aislado en Ye:,.5n D tendría que ser vértice 
interior de la teselación de S, pues D n L = 0, lo cual estamos 
suponiendo ya hemos eliminado. 

o 

• Si existe un punto final de p E Ye:,.5n D tenemos dos cases: 

- p* n e #- 0. Este caso no es posible, pues la paridad de p, 
al ser la misma que la de los vértices en e, hace que p 
pertenezca a una pieza con tres vértices de la misma pari
dad (E), lo cual es imposible. 

- p* n e = 0. En este caso p sería un punto final de Ye: ,.5 
que es un vértice interior de la teselación, pues al estar 
en D, no puede ser fontera de un a-arco. Pero estamos 
suponiendo que ya hemos eliminado a todos los vértices 
de este tipo. 

o 

Vemos así que en efecto, las posibles componentes de Ye: ,.5n D son 
árboles, con puntos finales en e. Ahora bien, en principio, pudiera ser 

o 
que una componente de Ye:,.5n D, T, se vea cortada por e en una sin-
gularidad, i. e. que exista una singularidad s, tal que s E T n e. Pero 
este también implica que el vértice z E T que está justo antes de s, 
pertenece a una pieza R en la teselación en la que hay 3 vértices con 
la misma paridad. Por lo tanto, concluimos que cualquier componente 

o 

T e Ye:,J.ln D es un árbol cuyos puntos finales pertenecen al conjunto 
de vértices de e. Pero esto también nos lleva a una contradicción con 
la elección de e, pues entonces alguno de los dos discos en que e corta 

o 

a D satisface í) o ií). Concluimos entonces que Ye:,J.ln D= 0. 
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o 
El argumento anterior se aplica de igual manera para 9é,-6n D, de 

o 

modo que también 9é,-6n D= 0. 

Supongamos ahora que existe un punto singular p de signo -6 en 
o 

D. Entonces p debe pertenecer a una pieza de tipo (b, b) contenida 
o o 

en D , pues D nL = 0. Pero entonces en esta pieza, el subarco de la 
hoja singular que pasa por p y que une los dos vértices de paridad 
E pertenece a 9é,- 6, contradiciendo lo dicho anteriormente, por lo que 

o 

podemos concluir que no existen singularidades de signo -6 en D. Pero 
entonces, por ii) del Lema 3.5 llegamos a que no existen singularidades 

o 

en D. 

Sea e una arista de e. Entonces e pertenece a 9t:,j1. para J.L = ±. 
Luego, como D n L = 0, podemos ver las posibilidades en la figura (2) 
y concluir que e pertenece a una pieza R de la teselación que contiene 

o 
un vértice w de paridad -E, y este vértice debe estar en D. Entonces 
w E 9-e,j1., donde J.L es + o -, dependiendo de dónde vive la arista e. 
Por lo visto anteriormente llegamos a que todas las singularidades de 
w pertenecen a e, y todo vértice de e está unido a w por un b-arco. 
Esto nos dice que w es de tipo (b, ... , b) Y signo (+, .. . , +), en caso 
que e e ge,+, o signo (+, .. . , +, -, ... , -) en caso que e estaba formado 
por una trayectoria en ge,+ Y una trayectoria en 9t:,-. Pero ya habíamos 
aplicado los cambios necesarios para asegurar que no existen vértices 
con estas características. Concluimos así que no existe un camino cer
rado e como en i) o como en ii). 

Veremos ahora que no puede existir un camino cerrado como en iii) 
o iv). Supongamos que después de haber realizado los cambios necesar
ios para tener las conclusiones de los Lemas 3.3 y 3.4, seguimos teniendo 
un camino cerrado e formado ya sea por una trayectoria en 9-,6 y un 
subarco de L, o bien por una trayectoria en 9_,+, una trayectoria en 
9_,_ y un subarco de L. Supongamos además que el camino cerrado e 
es de más adentro de este tipo. 

o 

Veremos, de manera análoga a los casos anteriores, que 9-,6n D= 0, 
o 

6 = ± . Supongamos que, por el contrario, que 9- ,6n Di: 0. Por i) , 
o 

sabemos que no existen caminos cerrados en 9-,6n D. Además, como 
todos los vértices en 9-,6 son negativos, ninguno de ellos puede ser 
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o 

frontera de un a-arco, por lo que cualquier vértice en 9-,ón D tiene 
que ser vértice interior de la teselación de S . De aquí que, al suponer 
los lemas anteriores, no puede haber vértices aislados o puntos finales 

o 

en 9-,ón D . De modo que, igual que en los casos anteriores, todas las 
o 

componentes de 9-,ón D serán árboles, con puntos finales en e. 

o 

Sea T una componente de 9-,ón D. De nuevo, ningún punto final 
de T puede ser una singularidad de e, pues esto nos daría una pieza en 
la teselación de S con 3 vértices negativos. De modo que T tiene sus 
puntos finales en el conjunto de vértices de e (V(e)), o sobre L. 

Pero entonces existe una trayectoria a e T cuyos puntos finales, 
PI,P2, tienen las siguientes opciones: 

a) Pj E V(e), j = 1,2. 
b) PI E V(e), P2 E L. 
c) Pj E L, j = 1,2. 

Pero a) nos da una contradicción a i) o ii), b) y c) nos contradicen 
o 

la minimalidad de c. Concluimos así que 9-,ón D= 0, Ó = ±, como 
habíamos afirmado anteriormente. 

Afirmamos ahora que no hay singularidades de ningún tipo dentro 
o 

de D. Para ello veremos que no hay singularidades que pertenezcan a 
o o 

~h,+ en D. Supongamos que existe una singularidad P E 9+,+ en D. Las 
posibilidades para P son que pertenezca a una pieza de tipo (a, a), (a, b) 
o (b, b), y el subarco de la hoja singular A a la que pertenece deberá estar 

o 
contenida en D. Pero entonces la hoja singular completa deberá estar 

o o 

contenida en D, lo cual nos daría que 9-,_n D=I= 0, contrario a lo que 
vimos antes. Luego, por ii) del Lema 3.5 podemos concluir que no hay 

o 

singularidades de ningún tipo en D, como habíamos afirmado. 

Sea e una arista de e. Examinando las opciones vemos que e puede 
ser alguna de las aristas enlistadas en la figura (3). En cualquier caso 
podemos afirmar que e pertenece a una pieza de la teselación en la que 

o 

existe un vértice w con paridad positiva, por lo que w ED. Como no 
o 

existen singularidades en D, tenemos que todas las singularidades de 
w* están en e, y cada vértice en e está unido a w por un b-arco, por lo 
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que w será de tipo (b, . .. ,b, a, b, ... , b). 

Si e es como en iii), entonces todas las singularidades en w* son del 
mismo signo, y si es como en iv) w tiene signo (+, . . . , +, -, .. . , -), 
contradiciendo, en cualquier caso, alguno de los Lemas 3.3 y 3.4 que 
habíamos supuesto. 

o 



CAPÍTULO 4 

Aplicaciones 

En este capítulo mostramos la utilidad de las técnicas estudiadas 
en los capítulos anteriores demostrando algunos resultados importantes 
para la teoría de nudos. Mostramos algunos casos particulares del Teo
rema de Markov, y el caso general para nudos. El caso particular 
para enlaces triviales se puede demostrar sin usar estabilizaciones, pues 
pasamos de un representante que no es el trivial, al trivial, de modo 
que no es necesario aumentar el índice; aunque sí usamos movidas de 
intercambio, para las cuales ya vimos es necesario perder la posición de 
trenza cerrada. También aplicamos los resultados anteriores para es
tudiar el comportamiento del índice mínimo de una trenza bajo suma 
conexa. 

1. EL TEOREMA DE MARKOV PARA ENLACES TRIVIALES 

DEFINICIÓN 4.1. Sea L e S3 un enlace que es la cerradura de una 
n-trenza, y S e S3 una superficie de Seifert para L . 

i) Diremos que S es de Markov para L, si S es de género mínimo. 

ii) Diremos que S es una superficie especial de Markov si además, 
en su teselación solo hay piezas de tipo (a, a). 

TEOREMA 4.1. Sea L un tipo de enlace en S3. Existe un repre
sentante como trenza cerrada de L que es frontera de una superficie 
especial de M arkov. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea L un representante como trenza cerrada de 
.e, y S una superficie de Markov para L. Nuestro objetivo es, mediante 
cambios de los estudiados en las secciones anteriores, llevar a S a una 
superficie 5, en cuya foliación existan solo piezas de tipo (a, a). 

Supongamos que en la teselación de S existen piezas de tipo (a, b) . 
Aplicamos estabilizaciones a lo largo de cada una de estas piezas (Prop. 
2.2), eliminando cada vez un vértice negativo de V(S). Al aplicar estos 
cambios se crean nuevas piezas de tipo (a, b), que aparecen de las piezas 
de tipo (b, b) que contenían a los vértices que eliminamos en cada pa
so. Pero también, en cada paso estamos disminuyendo en 1 el número 
total de piezas de la teselación de S, por lo que, después de un número 
finito de pasos logramos eliminar todas las piezas de tipo (a, b) de la 
teselación de S. 

Llegamos así a un nuevo representante de L, que llamaremos L, con 
índice mayor que L, y a una superficie 5, que sigue siendo de Markov 
para t, en cuya teselación no hay piezas de tipo (a, b). Pero entonces 
tampoco podrá haber piezas de tipo (b, b), pues si existiera una pieza R 
de tipo (b, b), al no haber de tipo (a, b), tampoco podrá haber de tipo 
(a, a), pues se necesita una pieza de tipo (a, b) entre una de tipo (a, a2 
y R. Entonces R deberá pertenecer a una componente cerrada SI e S 
que está totalmente foliada por piezas de tipo (b, b), contradiciendo el 
hecho de que 5 era de género mínimo. 

Concluimos así que la teselación de 5 consiste solamente de piezas 
de tipo (a, a), como queríamos. 

o 
El siguiente resultado es el Teorema de Markov, en el caso especial 

del nudo trivial. 

COROLARIO 4.1. Sea U un representante estándar como cerradura 
de trenza del nudo trivial. Dado T, cualquier representante del nudo 
trivial como trenza, existe una sucesión finita de representantes como 
cerraduras de trenzas 

T = To -t TI -t T2 -t . . . -t Tr = U 

y un natural p :::; r tal que 

i) Para i :::; p, T;. se obtiene de T;.-1 por una estabilización en una 
pieza de tipo (a, b) . 



65 

ii) Para p < i, 1i se obtiene de Ti - 1 por una desestabilización a 
lo largo de un vértice de tipo (a). 

DEMOSTRACIÓN. Sea T un representante como cerrradura de tren
za del nudo trivial, y tomemos S, una superficie de Markov para T, i.e. 
S es un disco. 

Aplicamos el teorema anterior y obtenemos, después de una canti
dad finita de estabilizaciones, digamos p, una sucesión de representantes 
como cerraduras de trenzas de T 

T=To~Tl-t ... Tp 

donde 1i se obtiene de 1i-l estabilizando en una pieza de tipo (a, b), 
y Tp es frontera de una superficie especial de Markov Sp, i. e. Sp sigue 
siendo un disco, pero en su teselación existen solo piezas de tipo (a, a). 

Consideremos ahora las gráficas ~h,+ y 9+,_ para Sp. Notemos que 
en vista del Lema 3.8, y dado que Sp es un disco, ninguna de ellas puede 
tener un camino cerrado. Por el mismo resultado sabemos que tampoco 
puede existir un camino cerrado formado por una trayectoria en 9+,+ 
y una trayectoria en 9+,_. Sea 9 = 9+,+ U 9+,_. Entonces 9 también 
debe ser un árbol, pues en cada pieza R, ( R es de tipo (a, a)) podemos 
ver que el subarco de la hoja singular correspondiente separa a R en 
dos regiones, cada una de las cuales contiene un arco de a e asp = Tp , 

por lo que, de haber un camino cerrado en 9, este separaría a asp = Tp , 

lo cual no es posible, pues estamos suponiendo que Tp es un nudo. 

Entonces todo vértice final v E 9, deberá ser de tipo (a), por lo 
que mediante una desestabilización (Prop. 2.3) podemos eliminar cada 
uno, eliminando en cada paso una pieza de tipo (a, a). Repitiendo este 
proceso por cada nuevo vértice final, después de una cantidad finita de 
desestabilizaciones, llegamos a una superficie Sr y a un representante 
Tr, donde Sr está totalmente foliado por a-arcos, sin singularidades, 
por lo que Sr es un disco radialmente foliado, y por ende, Tr es el rep
resentante estándar del nudo trivial. 

o 
El siguiente resultado es el Teorema de Markov sin Estabilización, 

en el caso especial en que L es el n-enlace trivial. 

TEOREMA 4.2. Todo representante como cerradura de trenza, L, 
del enlace trivial de n-componentes puede ser reducido al representante 
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estándar, Un, mediante una sucesión finita de cambios de los siguientes 
tipos: 

i) movidas de intercambio. 

ii) isotopía de L en S3 \ k . 

iii) desestabilizaciones a lo largo de vértices de tipo (a). 

DEMOSTRACIÓN. Sea L un representante como cerradura de trenza 
del enlace trivial de n componentes, y S e S3 una superficie de Markov 
para L, i.e. S es una colección de n discos ajenos {Dj}j=l. 

Consideremos ahora las gráficas 9é,Ó para S = U7=1 Dj. Por el Lema 
3.8 sabemos que ninguna de las gráficas 9é,Ó contiene un camino cerra
do, pues sería frontera de un disco en algún Dj. Luego, cada compo
nente de 9é ó deberá ser o bien un vértice aislado, o un árbol. Por el 
mismo resultado podemos suponer que no existe un disco E e S cuya 
frontera está formada por un subarco de L y una trayectoria en 9-,ó. 

Todos los vértices en la gráfica 9_,_ son vértices interiores, pues 
ningún vértice de paridad negativa puede ser frontera de un b-arco. 
Luego, por el Lema 3.6, 9_,_ no puede contener vértices aislados, por 
lo que consiste sólo de componentes que son árboles. Sea T uno de ellos. 
Por el Lema 3.7 los puntos finales de 9 deberán pertenecer a L = as. 
Sea O:" e T una trayectoria que une dos puntos finales de T. Entonces 
la trayectoria O:" corta a algún Dj en dos discos, cuya frontera está for
mada por una trayectoria en 9_,_ y un subarco de L, pero habíamos 
supuesto que ya no existían. Concluimos así que 9_,_ = 0, y por ii) del 
Lema 3.5 llegamos a que no hay singularidades negativas, ni vértices 
de paridad negativa en la foliación de S. 

Tomemos ahora un árbol To e 9+,+, y sea v un vértice final de To. 
Al ser vértice final de 9+,+ sabemos que en v* solo hay un vértice de 
paridad positiva, pero ya vimos que S no tiene singularidades negati
vas, por lo que v tendrá valencia 1. Luego por el Lema 2.1, llegamos a 
que v es de tipo (a), por lo que podemos eliminarlo mediante una deses
tabilización, (Prop. 2.3). Repitiendo este proceso por cada vértice final 
que nos va apareciendo en lo que queda de To, y cada árbol ~ e 9+,+, 
llegamos a una gráfica 9+,+ que contiene sólo vértices aislados. 

Pero entonces, como 9_,_ = 0, Y 9+,+ contiene sólo vértices aisla
dos, por ii) del Lema 3.5, concluimos que no hay singularidades en la 
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foliación de 5. Luego, cada vértice (aislado) de la foliación está conecta
do a L mediante un a-arco, por lo que cada disco Dj estará radialmente 
foliado, y por ello, el representante correspondiente es precisamente Un. 

o 

2. SUMA CONEXA Y ENLACES SEPARABLES 

DEFINICIÓN 4.2. Sea L un representante como cerradura de trenza 
del enlace separable 1:-. Diremos que L es separable como trenza si existe 
una esfera 5 e 53 \ L tal que ninguna de las dos componentes de 
(53 \ L) \ 5 es una bola, y 5 intersecta a k en dos puntos. 

TEOREMA 4.3. Sea L un representante como cerradura de n-!renza 
de un enlace separable. Entonces existe un representante de L, L, que 
es separable como trenza, y una sucesión finita de trenzas cerradas 

L = LI ~ L2 ~ ... ~ Lm = L 

de manera que Lj+l se obtiene de Lj por medio de una isotopía en el 
complemento del eje k , o por una movida de intercambio. 

DEMOSTRACIÓN. Tomemos S una esfera separante para L. Pode
mos considerar la foliación de S inducida por la fibración, aunque note
mos que al ser una esfera, es un caso que tenemos que tratar con cuida
do, pues hasta ahora estábamos considerando solo superficies cerradas 
incompresibles en 53 \ L. Queremos lograr mediante una sucesión de 
los cambios de los ya estudiados, que 5 intersecte a el eje en solo dos 
puntos. 

Supongamos primero que en la foliación de S existen e-curvas, y por 
tanto regiones ya sea de tipo (e, e) o de tipo (b, e). Sea I = Hw n S una 
e-curva e igual que en la demostración del Lema (1.3) , avancemos en 
la fibración y consideremos las e-curvas It en que se va deformando I 
hasta llegar a una hoja singular. Seguiremos llamando I a la hoja sin
gular correspondiente. Supongamos que hemos elegido a I de manera 
que es de más adentro en la fibra singular Hw , y sea II e Hw el disco 
del cual es frontera. Vista en S, la curva I es frontera de dos discos, DI 
y D2 , con los que podemos formar dos esferas 5 j = II U Dj. Podemos 
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asegurar con esto que !:l n L = 0, pues en caso contrario tendríamos 
que una componente de L corta a una de las esferas, digamos SI, en 
número impar de veces, lo cual es una contradicción puesto que L cor
ta transversalmente y siempre en el mismo sentido al disco !:l e Hw , 

y (L n SI) e (L n S) = 0. Además, al menos una de las esferas, di
gamos SI sigue separando componentes de L, pues en caso contrario, 
la esfera original no era separante, de modo que podemos quedarnos 
con SI y desechar S2' En este momento SI no satisface las condiciones 
de posición general que dimos al principio del trabajo, pero mediante 
una pequeña isotopía podemos lograrlo. Notemos que con este cambio 
hemos disminuido la cantidad de piezas en la teselación de tipo (b, e) 
o (e, e) . Repetimos el proceso ahora para una posible e-curva en la fo
liación de SI, y eventualmente llegamos a una esfera separante, que 
seguiremos llamando S, en cuya foliación no existen e-curvas. 

La teselación de S consiste ahora solo de b-arcos y, posiblemente, 
singularidades de tipo (b, b). Nuestro objetivo es llegar a una superficie 
en que no existan singularidades, y así, al estar foliada totalmente por 
b-arcos, tendremos que S n k consiste solo de dos puntos: la frontera 
de cada b-arco. Para ello queremos efectuar cambios en la foliación y 
movidas de intercambio, y para efectuarlas debemos asegurar la exis
tencia de piezas adyacentes del mismo signo, o vértices de valencia 2, 
tipo (b, b) y signo (±, =r=). Para esto a:nalizaremos la teselación de S con 
más cuidado. 

Sabemos hasta ahora que la teselación de S consiste solo de piezas 
de tipo (b, b), i.e. discos, marcados con 4 vértices, 4 aristas y una cara 
cada uno. Sean V, A, y C la cantidad de vértices, aristas y caras en la 
teselación de S . Tenemos entonces que 

x(S) - V-A+C 

- 2 

Pero cada arista pertenece exactamente a 2 caras, y cada cara tiene 
exactamente 4 aristas en su frontera, asi que A = 4f , de donde tenemos 
que 

A 
2 V-A+-

2 

V_A 
2 

De aquí que 2V -A = 4. Sea Vi el número de vértices de valencia i en 
la teselacíón de S. Notemos que VI = 0, pues ya en la demostración del 
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Lema (2.1) vimos que es imposible que aparezcan vértices de valencia 
uno a partir de piezas de tipo (b, b). Como tenemos sólo una cantidad 
finita de aristas, sabemos que existe una cota en las posibles valencias de 
los vértices. Podemos entonces contar todos los vértices en la teselación 
de S como 

m 

V= ¿Vj 
j=2 

Por otro lado, si contamos en cada vértice la cantidad de aristas que 
emanan de él, estaremos contando cada arista dos veces, de aquí que 

m 

2A = ¿jVj. 
j=2 

Recordemos que 4 = 2V - A. Jutando esto con lo anterior obten
emos 

8 4V-2A 

4 (t,V; ) m 

- ¿jVj 
j=2 

m 

= ¿(4 - j)Vj 
j=2 

m 

2V2 + V3 + ¿(4 - j)Vj 
j=5 

De modo que tenemos la igualdad 
m 

8 + ¿(j - 4)Vj = 2~ + V3 
j=5 

donde cada lado es positivo. Con esto podemos afirmar que existe al 
menos un vértice de valencia 2 o 3. En caso que exista un vértice v de 
valencia 3, tenemos que dos regiones adyacentes son del mismo signo, 
por lo que podemos efectuar un cambio en la foliación (Prop. (2.1)). 
Notemos que en la demostración del caso que estamos usando (R1 y R2 

regiones de tipo (b, b)) se vió que en este caso también se disminuye en 
uno la valencia de cada vértice involucrado. Asi que ahora el vértice es 
de valencia 2 y tipo (b, b) . En caso que ambas regiones tengan el mis
mo signo, podemos volver a efectuar un cambio en la foliación, si son 
de signo contrario podemos aplicar ahora una movida de intercambio 
(Prop. (2.5)), y en cualquier caso estamos disminuyendo la valencia del 
vértice v, y al no poder haber de valencia uno (2.1), v tendrá que ser 
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de valencia cero. Hacemos lo anterior por cada vértice de valencia 3 o 
2 que exista en la teselación de S, para convertirlo en uno de valencia 
cero. Pero la igualdad mostrada antes se vale en cada paso, de mo
do que al no haber vértices de valencia 2 ni 3, tampoco podrá haber 
de valencia más grande, i. e. todos lo posibles vértices en la teselación 
de S serán de valencia cero. Pero si w es un vértice de valencia cero, 
entonces de él emanan b-arcos esenciales para cada fibra Hw , i.e. no 
hay singularidades en la foliación de S y solo podrá haber dos de tales 
vértices. 

o 
DEFINICIÓN 4.3. Sean Ll y L 2 representantes como cerraduras de 

trenzas de los nudos .el y .e2 respectivamente. Diremos que L es la 
suma conexa trenzada de Ll y L 2 , si L es un representante de .el #.e2 , 

y existe una esfera S e S3 que separa Ll de L2 , intersectando a L en 
dos puntos y al eje en dos puntos. 

TEOREMA 4.4. Sean Ll y L2 dos trenzas cerradas y L un repre
sentante como cerra5!:.ura de n-trenza de Ll #L2 . Entonces existe un 
representante de L, L, que es la suma conexa trenzada de Ll y L 2 , Y 
una sucesión finita de trenzas cerradas 

L = Ll --t L2 --t ... --t Lm = L 

de manera que Lj+¡ se obtiene de Lj por medio de una isotopía en el 
complemento del eje k, o por una movida de intercambio. 

DEMOSTRACIÓN. Igual que en el resultado anterior empecemos con 
una esfera S que intersecta L en dos puntos y realiza la composición 
de L¡ con L 2 . Notemos que de nuevo este caso no entra en lo estudiado 
anteriormente pues estábamos solo estudiando superficies cerradas con
tenidas en el complemento de L, mientras que aquí S intersecta a L en 
dos puntos. Debemos tener cuidado con la aplicación de los resultados 
anteriores, pero en general podremos hacerlo, pues solo hay dos puntos 
de intersección de S con L y podemos tener control sobre ellos. 

Queremos encontrar una superficie isotópica a S, que siga realizan
do la composición de Ll con L2 pero tal que en su foliación no existan 
puntos singulares, i.e. que cada hoja sea un b-arco. 

Comencemos por analizar las posibles e-curvas en la foliación. Su
pongamos que existen piezas de tipo (b, c) o (e, e), y sea una I = 
S n Hw una c-curva que pertenece a una hoja singular Hw , como en la 
demostración del Lema (1.3) y el Teorema (4.3) . Supongamos además 
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que, es de más adentro en Hw Y llamemos /1 e Hw al disco con 
8/1 = ,. La curva, es frontera de dos discos en S, que llamaremos 
DI y D2· La diferencia de este caso con la demostración del Teorema 
(4.3) es que, en principio, puede suceder que L n /1 i= 0. Sabemos 
que S n L = {PI, P2}, Y para estos puntos existen las posibilidades 
siguientes: 

• {Pl,P2} e DI 
• PI E DI, P2 E D2 

En el primer caso notemos que la esfera S2 = /1 U D2 no puede 
intersectar a L, pues en caso que S2 n L i= 0, los posibles puntos de 
intersección deberán estar en /1 e Hw . Pero entonces, el número de 
intersección algebraica de L con /1 sería distinto de cero, lo cual con
tradice el hecho de que L está en posición de trenza cerrada respecto al 
eje k. Podemos asegurar entonces que /1 n L = 0 y tomar como nuestra 
esfera a SI = /1 U DI. Esta deberá seguir siendo una que realice la com
posición de Ll con L2 , pues en caso contrario nuestra esfera original 
S no lo sería. Escogemos a SI como nuestra nueva esfera y seguimos 
adelante. 

En el segundo caso necesariamente L n /1 i= 0, pero la intersección 
consiste de solo un punto. Para ver esto basta ver que el número de 
intersección algebraica de L con cada Sj está dado por el número de 
puntos en que L corta a /1 menos el número de puntos en que L corta 
a Dj, y este último es 1. Como el resultado nos tiene que dar cero, 
tenemos que IL n /11 = 1. Al menos una de las dos esferas seguirá real
izando la descomposición de S, Y esogemos a esta para lo que sigue. 

En cualquiera de los dos casos estamos disminuyendo en uno la can
tidad de piezas de tipo (b, e) o (e, e), y después de un número finito de 
veces llegamos a una esfera, que seguiremos llamando S, que sigue re
alizando la composición de L l con L 2 y en cuya teselación solo existen 
piezas de tipo (b, b). 

Necesitamos verificar ahora ahora las movidas realizadas en el Teo
rema (4.3) se siguen valiendo. Se sigue cumpliendo la igualdad 

m 

8 + ¿(j - 4)Vj = 2V2 + V3 
j=5 

De modo que tenemos la existencia de un vértice de valencia dos 
o tres, pero necesitamos tener cuidado, pues en principio las piezas 
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involucradas en los cambios que queremos hacer pueden tener inter
sección no vacía con L. Llamemos una pieza R en la teselación (nece
sariamente de tipo (b, b)) regular si R n L = 0. Necesitamos asegurar 
entonces la existencia de vértices de valencia 2 o 3 que pertenezcan a 
regiones regulares, un vértice de este tipo lo llamaremos regular tam
bién. Supongamos que los puntos {Pi, P2} = L n S no pertenecen a 
hojas singulares de la foliación. Entonces cada Pj corta a una región de 
tipo (b, b) en una de las 4 subregiones en que se ve cortada ésta por la 
hoja singular correspondiente. A una subregión pertenecen 2 vértices, y 
como habrá a lo más dos de dichas subregiones, podrán existir a lo más 
4 vértices no regulares. De aqui que si V2 + V3 ~ 5, tenemos asegurada 
la existencia de un vértice regular de valencia 2 o 3, y podemos aplicar 
los cambios descritos en la demostración del Teorema (4.3) a las piezas 
involucradas y disminuir la cantidad de piezas en la teselación. 

Sunpongamos ahora que V2 + V3 ~ 4. En particular tendremos que 
V2 ~ 4 Y la igualdad usada para concluir la existencia de vértices de 
valencia 2 o 3 nos dice que 

2V2 + V3 ~ 8 

por lo que de no haber vértices regulares de valencia 2 o 3 estaremos 
en el caso muy paricular en que V2 = 4, V3 = O, Y por tanto Vj = O 
para j ~ 4. Lo que nos dice esto es que solo habrá dos piezas en la 
teselación de S, necesariamente de signo contrario, (1), y 4 vértices 
necesariamente no regulares. Pero entonces podemos ver que el encaje 
de la superficie nos da una esfera (ver figura (1)) y un sub disco es ex
actamente como en la demostración de la Proposición (2.4), por lo que 
después de una movida de intercambio llegamos precisamente a que la 
foliación de S contiene sólo dos vértices y al no tener singularidades, 
es la esfera que buscábamos. 

o 

DEFINICIÓN 4.4. Sea L e S3 un enlace. Definimos B(L) como el 
mínino índice n para el que L se puede encajar como la cerradura de 
una n-trenza. 

COROLARIO 4.2. Sean L 1 , L2 e S3 dos enlaces, entonces 

B(L1 #L2 ) = B(L¡) + B(L2 ) - 1. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que L 1 y L2 son representantes co
mo trenzas cerradas de Índice nI = B(L¡) y n2 = B(L2 ) respectiva
mente. A partir de LI y L 2 podemos obtener un representante de Índice 
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FIGURA 1. La esfera encajada con sólo 4 vértices. 

nI + n2 - 1 de la manera siguiente: colocamos LI alIado de L 2 con ejes 
paralelos kl y k2 . Podemos suponer que todo el trenzado de LI aparece 
lejos de L2 , y viceversa, en el sentido de que vemos, lado a lado nI arcos 
parelos a n2 arcos. A partir de aquÍ efectuamos la suma conexa de LI 
con L2 usando los arcos que nos han quedado más afuera, ver figura 
2. Tomamos ahora como nuevo eje a k, paralelo a kj y en medio de kl 

y k2 . Hacemos que los nI - 1 arcos de LI se encuentren en posición 
de trenza cruzando trivialmente a k. Hacemos lo mismo con los n2 - 1 
arcos que vienen de L 2 , pasando por encima de los arcos que vienen 
de LI. La trenza resultante se muestra en la figura 2 y es de Índice 
nI + n2 - 1. 

nI - 1 

-) 

FIGURA 2. LI #L2 de Índice nI + n2 - 1. 
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Supongamos ahora que existe L, un representante como cerradura 
de trenza de LI #L2 , de índice m < nI + n2 - 1. Sea S una esfera que 
corta a L en dos puntos y realiza la descomposición de L como suma 
conexa de LI con L 2 . !-plicamos ahora el Teorema 4.4 y obtenemos un 
nuevo representante L de LI #L2 del mismo índice, pues los cambios 
descritos en 4.4 no lo altera. Después de los cambios obtenemos una 
esfera que además de realizar la desomp~sición de LI con L 2 , toca al 
eje k en sólo dos puntos. Si cortamos a L por esta esfera, para volver 
a obtener los dos enlaces Lj , tenemos que al menos uno de ellos de
berá ser de índice menor que nj, lo cual es una contradicción, pues 
habíamos supesto precisamente que B(Lj ) = nj . 

o 
LEMA 4.1. Sea K un representante como cerradura de trenza de un 

nudo y U un representante como cerradura de trenza del nudo trivial. 
Llamemos K # U a la suma conexa de trenzada de K y U. El teorema 
de M arkov es válido para K # U Y K. 

DEMOSTRACIÓN. Sean F y D superficies de Markov para los nudos 
F y U. Al ser U el nudo trivial tenemos que D es un disco. Entonces 
la superficie dada por la suma conexa de ellas, F#D :::: S es una su
perficie de Markov para el nudo K #U. 

Podemos aplicar el Teorema (4.4) Y encontrar una esfera S que real
ice la descomposición de la suma conexa de K con U, y que sólo tenga 
dos puntos de intersección con k. Pero entonces estamos viendo al nudo 
trivial, podemos suponer que también su supercicie, el disco D ; de un 
lado de S y luego lo podemos encajar de manera trivial. Al tenerlo así, 
aplicamos una desstabilización, eliminando el nudo trivial y el disco. 

o 

3. EL TEOREMA DE MARKOV PARA NUDOS 

LEMA 4.2. Sean LI y L 2 dos trenzas cerradas. Supongamos que L2 

es una longitud preferente de LI' Entonces se cumple el teorema de 
Markov para LI y L 2 
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Sean L 1 Y L2 dos trenzas cerradas 
con L 2 una longitud preferente de L 1 . 

Sabemos que existe una superficie de 
Seifert S e S3 con S n aN(L¡) = L2 . 

Supongamos además que S es de 
género mínimo. Sea A e S el anillo 
con aA = L 1 U L2 . Notemos que como 
L 2 es también una trenza cerrada, 
tiene la misma orientación que L 1 , por 
lo que la curva orientada que es parte 
de as es -L2 . 

Vamos a analizar el comportamiento de L2 al cortar las piezas de la 
teselación de S, para ello examinaremos todas las posibilidades en cada 
una de las piezas de la teselacion de S, estas se muestran enumeradas 
en la figura (3). 

3 

aa ab bb 

FIGURA 3. Intersecciones de A con las piezas de la teselación. 

Al tener la misma orientación que L 1 , vemos que si recorremos L 2 , 

el anillo A nos queda siempre a la derecha, mientras que si recorremos 
L1 nos queda siempre a la izquierda, de aquí que no pueden aparecer 
de los 4 tipos de arcos en una sola pieza. De modo que si R es una pieza 
de la teselación de S y su intersección con L2 tiene más de una com
ponente, entonces la intersección consiste exactamente de dos arcos y 
estos deberán ser, o bien de tipo 1) y 2), o bien de tipo 3) y 4). Además, 
en una pieza de tipo (a, a) no puede haber arcos de tipo 3) y 4) pues 
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los subarcos de las hojas singulares, serían dos curvas propiamente en
cajadas en el anillo A, cada uno con frontera en la misma componente 
de 8A, intersectándose en un solo punto, lo cual es imposible. 

Las posibilidades entonces se reducen a 11 casos posibles: 2 para 
piezas de tipo (a, a), 5 para piezas de tipo (a, b) y 4 para piezas de tipo 
(b, b). Estos casos se muestran en las figuras (4), (5) Y (6), donde el 
área sombreada representa la porción de A en la pieza respectiva. 

11 

FIGURA 4. Intersección de A con una pieza de tipo (a, a). 

+~ ......... -j-~ ....... ++ 

~ 
III IV V 

~
. 

+ .......... / ........ + 

, \ Oc_ ~ 

VI VII 

FIGURA 5. Intersección de A con una pieza de tipo (b, b). 

En las piezas de tipo IV, V Y VII, podemos efectuar estabiliza
ciones (Prop. (2.2)), de modo que la isotopía involucre solo al anillo 
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+ 

VIII IX x XI 

FIGURA 6. Intersección de A con una pieza de tipo (b, b). 

A. Podemos caracterizar estas piezas como aquellas en las que hay un 
subarco de una hoja singular que conecta un vértice de paridad negati
va con L 1 , dentro de A. Al hacer las estabilizaciones es posible que nos 
aparezcan nuevas piezas con estas características, pero como en cada 
paso estamos disminuyendo en uno la cantidad de vértices de paridad 
negativa en A, llega un momento en que hemos eliminado todas las 
piezas que contienen un subarco de una hoja singular que conecta un 
vértice negativo con Ll. 

Después de efectuar todas las estabilizaciones anteriores podemos 
asegurar que no hay vértices negativos en A, pues notemos que de las 
piezas restantes que contienen vértices negativos (tipos VI, VIII, IX, X 
y XI) solo la de tipo VI tiene intersección no vacía con L 1 ; y cualquier 
acomodo entre ellas nos daría una componente cerrada de L2 , pero es
tamos suponiendo que es un nudo, por lo que esto no es posible. 

Pero entonces los únicos vértices que restan dentro de A serán 
positivos (piezas de tipo I, II y III) . Consideremos ahora la gráfica 
y = y+,+ U Y+,_ , Y sea v E G \ A un vértice positivo que pertenece a 
una pieza R de tipo 1. A partir de v, recorramos un camino en ce G, 
donde el siguiente vértice pertenece a A. Será imposible que c vuelva 
a salir de A, pues si este fuera el caso, c junto con un subarco de L2 

sería frontera de disco, lo cual es imposible pues en principio, en R, 
vemos que Ll está a ambos lados de c. Esto muestra que c debe tener 
un punto final en A, i. e. un vértice de valencia uno. Podemos eliminar 
dicho vértice por medio de una desetabilización, Prop. (2.3) . Repetimos 
el proceso por cada punto final que nos va surgiendo, hasta que llega el 
momento en que la pieza R desaparece (ver figura (7)) . Eliminamos de 
este modo todas las piezas de tipo I, y conlcuimos que en la teselación 
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de A hay solo piezas de tipo II y IIl. Pero esto significa que, como 
trenzas cerradas, los nudos Ll y L 2 son el mismo. 

FIGURA 7. Desestabilización en el anillo A. 

o 
TEOREMA 4.5. Sean Kl y K 2 dos representantes como cerraduras 

de trenza del mismo nudo. Entonces K 2 se puede obtener a partir de 
Kl efectuando isotopías en el complemento del eje, un número finito 
de estabilizaciones y un número finito de desestabilizaciones. 

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer que tenemos encajados Kl y 
K 2 en ]R3 de manera que existe una plano E que los separa, quedando 
K2 encima de E, y Kl debajo de E. Tomemos S2 una superficie de 
Seifert para K 2 y sea K~ la longitud preferente para K 2 dada por S2, 

i.e. K 2 = F2 n fJN(K2 ). Por el lema anterior, podemos suponer que 
después de efectuar una cantidad finita de estabilizaciones y desestabi
lizaciones, K~ es una trenza cerrada que vive en una vecindad anular 
de K2 . 

f3i 

Podemos suponer además 
que K~ permanece debajo 
de K 2 a excepción de donde 
tiene que cruzar encima de 
K 2 , y que en estos cruces ex
iste un disco Di con fJDi = 
ni U f3i , donde Q:i es un arco 
de K~ (la parte de K~ que 
pasa por encima de K2 ), y 
f3i es un arco que permanece 
debajo de K 2 (ver figura). 
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Supondremos además que existe un plano II que separa a K 2 de 
K~, con K 2 e lR!, K~ \ {ni} e lR~, y ni n II = {Pi, qd, donde lRi son 
los semiespacios delimitados por II . 

Si empujamos los arcos ni a través de los discos Di, para reemplazar
los por los arcos {Ji, obtenemos un nuevo representante del mismo nudo. 
Llamemos a este K~. Podemos suponer además que K~ también está en 
posición de trenza cerrada, i. e. los arcos {Ji los esco jemos transversales 
a la fibración. El plano II corta a cada disco Di en dos discos que lla
maremos D"¡, de acuerdo al semi espacio en que viven (ver figura (8)) . 

FIGURA 8. Los discos D"¡ y el nudo K~. 

Si denotamos por Kl rv K 2 el que K 2 se pueda obtener a partir de 
Kl por medio de movidas como las descritas en el enunciado del teore
ma, tenemos hasta ahora que K~ rv K~ rv K 2 . Por otro lado, como K 2 y 
Kl representan el mismo nudo, sabemos que existe un homeomorfismo 
(isotópico a la identidad) 

H : lR3 
-+ lR3 

tal que H(K;) = Kl 

Pero como K 1 , K~ e lR3 +, podemos suponer que 

y 
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Vamos a seguir los discos {Dd al aplicar el homeomorfismo H. 
Hagamos 

ei H(Di-) 

Ei = ei U Di 
f3: H(f3i) e Kl 

Estos nuevos discos se muestran en la figura (9). 

'-----
H 

FIGURA 9. Los discos ei Y Ei· 

Como Di n Dj = 0 para i =1= j, y H es un homeomorfismo, tenemos 
que ei n ej = 0, Ei n Ej = 0 tambíén, para i =1= j. Hagamos ahora 

K3 = (Kl \ {f3:}) U {DEi \ f3:} 

Tenemos entonces que 

H-1(K2 U K~) = K2 U K~ 

por lo que el enlace K 2UK3 es del mismo tipo que el enlace K2UK~. 
Podemos concluir entonces que K3 es una longitud preferente de K 2 , 

pues recordemos que K~ lo es. Tenemos además que K3 es la suma 
conexa de Kl con n copias del nudo trivial: las fronteras de los discos 
Ei , luego, por el teorema (4.4) tenemos que K3 ,....., Kl. 

Si sucede que K3 está en posición de trenza cerrada, lo cual no es 
el caso general, hemos terminado, pues 
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• Al ser K3 la suma conexa de Kl con n copias del nudo trivial, 
por el Lema 34, tenemos que Kl f'.J K3 . 

• El nudo K3 una longitud preferente para K 2 , pero también 
podemos considerar que K 2 es una longitud pfreferente de K3 ' 
Sea F3 una superficie de Seifert para K3' Podemos suponer 
entonces que K 2 e F3 , y luego, por el Lema 4.2 tenemos que 
K3 f'.J K 2 

Concluimos así que 

Kl f'.J K3 f'.J K 2 

En el caso más general sucederá que K3 no es isotópico en el com
plemento del eje a una trenza cerrada, pues puede ocurrir que los arcos 
8ei \ f3 U f3~ no sean transversales a 13, fibración. Para terminar la de
mostración nos falta solo reacomodar K3 de modo que este en posición 
de trenza cerrada respecto al eje que ya tenemos. Este reacomodo es 
siempre posible, [Al], y lo logramos empujando segmentos de K3 (los 
que no son transversales a la fibración) a través de discos que no tocan 
K2 , e intersectan al eje de la trenza en un punto. De modo que después 
de efectuadas las isotopías el enlace formado por K 2 y K3 es del mismo 
tipo que antes. Pero ahora K3 sí está en posición de trenza cerrada y 
podemos aplicar el argumeto anterior, quedando demostrado el teore
ma. 

o 
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