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Introduccion

Uno de los conceptos bésicos en la Teoria de Probabilidad, que incluso se
estudia en los cursos elementales en la licenciatura, es el de la dependencia
de variables aleatorias. Esto no quiere decir de ninguna manera que este con-
cepto sea simple o que esté completamente estudiado, por el contrario, existe
una gran cantidad de trabajos recientes en la literatura (véase por ejemplo
[3], [9], [10], [17])) que estudian distintos aspectos de la dependencia de vari-
ables aleatorias. Recordemos que la dependencia de variables aleatorias se
define como la negacién de la independencia, mas precisamente:

Consideremos X y Y variables aleatorias con funcién de distribucién con-
junta H y distribuciones marginales F' y G, respectivamente. Decimos que
X y Y son independientes si

H=FG

y decimos que son dependientes si no son independientes. Algunos ejemplos
de parejas de variables aleatorias dependientes son:

e La pareja (X,Y) con Y = 9(X), donde ¥ es una funcién biyectiva.

e Si X y Z son independientes y consideramos la pareja (X,Y) con Y =
X+ Z.

e La pareja (X,Y) con distribucién conjuntamente normal y pardmetro
p#0.

La finalidad de esta tesis es la de estudiar distintas medidas de dependencia
y analizar la informacién que éstas nos dan acerca de la relacién que guardan
las variables aleatorias entre si. Comunmente las medidas de dependencia se
interpretan como un nimero A que satisface las siguientes propiedades:

1. A estéd definida para cualquier pareja de variables aleatorias X y Y;

3



4 CONTENIDO

2. MX,Y) =AY, X);

3. existe 0 < M < oo tal que 0 < A(X,Y) < M;

4. M(X,Y)=0siysélosi X yY son independientes;

5. MX,Y)=Msiysoélosi X 6Y es una funcién monétona de Y é X;

6. si a y ( son funciones estrictamente monétonas en el rango de X y de
Y, respectivamente, se cumple A(X,Y) = Aa(X),5(Y)).

Las propiedades 1 y 2 son naturales. El pedir que sea acotada nos permite
tener un pardmetro de comparacién, que podria no tener sentido si ésta
fuera infinita. La propiedad 4 es la que les da sentido a estas medidas;
asigna un unico valor a la independencia, es decir, nos indica si las variables
son independientes o no. La propiedad 5 pretende caracterizar al “extremo
opuesto” a la independencia, el problema estd en cémo se interprete éste.
Tal vez, se podria pedir que el valor A = M corresponda a parejas que se
relacionan por una funcién biyectiva, de tal manera que basta conocer a una
para conocer a las dos, sin embargo, se proponen estas propiedades porque
es lo més comin en la literatura (véase [9] y [15]). La tltima propiedad
pretende reflejar en la medida de dependencia la invarianza de la dependencia
bajo transformaciones monétonas. Esta afirmacion no es clara, es decir, no
es evidente que la dependencia no cambie si aplicamos una trasformacién
mondtona, sin embargo, la incluimos por la misma razén que a la propiedad
anterior.

Lo primero que observamos es que en general sera dificil que un sélo
nimero sea capaz de resumir toda la informacién que guarda la funcién
de distribucién conjunta y en consecuencia, de medir la dependencia. Por lo
tanto, en cada caso estudiado, parte de la problemadtica consistird en entender
qué significa, en relacién con la dependencia, cada uno de los valores que toma
la medida. En otras palabras, trataremos de contestar si un valor més grande
que otro significa una dependencia mas “fuerte”.

Otro tipo de medidas que estudiaremos son las medidas de concordancia:
decimos que k es una medida de concordancia si satisface,

1. K estd definida para cualquier pareja de variables aletorias X y Y;
2. k(X,Y) = k(Y, X);
3. existe 0 < M < oo tal que —M < k(X,Y) < M;
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4. si X y Y son independientes, entonces £(X,Y) = 0;

5. K(X,Y) = M siysoélosi X 6Y es una funcién monétona creciente de
Y o X;

6. k(X,Y)=—Msiysélosi X 6Y es una funcién mondtona decreciente
de Y 6 X;

7.si a y [ son funciones estrictamente monétonas en el mismo sen-
tido en el rango de X y de Y respectivamente, se cumple x(X,Y) =
k(a(X),B8(Y)), si a y B son funciones estrictamente monétonas en sen-
tido contrario en el rango de X y Y respectivamente, se cumple que

K(X,Y) = —r(a(X), B(Y)).

La finalidad de estas medidas se explica en las propiedades 5 y 6. Estas
caracterizan a aquellas parejas de variables aleatorias que son concordantes
o discordantes entre si. La motivacién de las otras propiedades que se piden
es similar a la de las medidas de dependencia. La principal diferencia es que
mientras las medidas de dependencia caracterizan a la independencia, las de
concordancia hacen una diferencia entre la “dependencia positiva” y la “de-
pendencia negativa”. Las medidas que estudiaremos son: la correlacién, la 7
de Kendall y la p de Spearman, que corresponden a medidas de concordancia.
También estudiaremos dos medidas de dependencia:

o) =12 [[ |H@y) - F@G)dady;

6(X,Y) = sup |H(z,y) — F(z)G(y)|,

asi como una contraparte estadisitica de . La finalidad de hacer un exhaus-
tivo estudio tedrico de las medidas es la de tener los elementos suficientes
para, ante la presencia de datos reales, poder deducir de manera més acer-
tada algunas conclusiones sobre su comportamiento.

El trabajo de esta tesis se dividié en 4 capitulos. El capitulo uno con-
tiene las definiciones y el material que necesitaremos a lo largo del trabajo.
Daremos y motivaremos la definicién de eventos independientes, para de ahi
definir en general qué es la independencia en la probabilidad. También dare-
mos las definiciones de medida de dependencia y de medida de concordan-
cia, estudiando las caracteristicas de cada una y analizando sus diferencias.
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Ademas estudiaremos una familia de funciones llamadas cépulas. Estas fun-
ciones las podemos interpretar como distribuciones conjuntas con marginales
uniformes en el (0,1). Su importancia recae en el Teorema de Sklar, que dice
que la funcién de distribucién de toda pareja de variables aleatorias contin-
uas la podemos escribir como una tnica cépula compuesta con las funciones
de distribuciéon marginales.

El capitulo dos estd dedicado a las tres medidas de concordancia mas
conocidas: la correlacién, la 7 de Kendall y la p de Spearman. Utilizare-
mos una gran variedad de ejemplos para explicar lo que estas medidas real-
mente estan calculando y en consecuencia, cudndo es adecuado utilizarlas.
Asimismo, estudiaremos las dos medidas de dependencia mencionadas antes
(o yd).

En el capitulo tres, extenderemos el estudio de dependencia a procesos
estocdsticos. Haremos un breve estudio sobre la independencia que puede
haber dentro de éstos mediante el uso de las condiciones llamadas “mixing”,
ademads revisaremos algunos ejemplos para tratar de aclararlas.

Para el cuarto y ultimo capitulo, analizaremos un método estadistico
para el estudio de la independencia basado en la medida de dependencia
0 estudiada en el capitulo dos. También veremos un método para aplicar
el estadistico propuesto a modelos de series de tiempo. Por tltimo estudi-
aremos para parejas de variables aleatorias y modelos de series de tiempo,
c6mo es el rendimiento de los métodos propuestos mediante el uso de la sim-
ulacién de datos. Para concluir la tesis, estudiaremos los precios del petréleo
y trataremos, con todo lo estudiado, de encontrar un periodo para el que
dos observaciones del precio del petréleo sean independientes si distan mds
de ese periodo. Se incluyen ademés dos apéndices: en el primero enuncia-
remos algunos resultados de probabilidad. En el segundo se encuentran los
programas principales utilizados para la seccién de aplicaciones del capitulo
cuatro.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

Este capitulo, como su nombre lo dice, lo dedicaremos a estudiar las her-
ramientas que requeriremos a lo largo de este trabajo. La primera seccion
corresponde a la definicién y un breve estudio de la independencia. Definire-
mos el concepto de medida de dependencia, y motivaremos dicha definicién.
Estudiaremos también una familia de funciones conocidas como cépulas que
nos seran de mucha utilidad para el estudio de la dependencia. En la Seccién
1.3 daremos herramientas que necesitaremos para su estudio; en la Seccién
1.4 definiremos lo que es una cépula y revisaremos sus propiedades basicas.
En la Seccién 1.5 veremos el Teorema de Sklar, que es el teorema que da gran
importancia a las cépulas. La Seccién 1.6 se encargara de revisar la relacién
que existe entre las cépulas y las variables aleatorias.

Para la Seccién 1.2 se utilizé como referencia (1], [11], [15] y [16]. Para
las Secciones 1.3 a la 1.6 se us6 [15] como bibliografia.

1.2 Independencia y Medidas de Dependen-
cia

A lo largo de todo el trabajo consideraremos (§2, F,P) un espacio de prob-
abilidad en donde estardn definidas las variables aleatorias. Ademads, en el
caso de que X sea una variable aleatoria, utilizaremos la notacién

Pl{we QX(w) € A} =P[X € A].

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Consideremos el lanzamiento de dos monedas justas, es decir, ninguna de
sus caras estd favorecida al realizarse el volado. Los posibles resultados de
los lanzamientos son {4, A}, {4, S}, {S, A} y {S,S}, donde a cada uno le
asignamos la probabilidad %. Claramente el resultado del lanzamiento de
la primera moneda no influye en el resultado de la segunda. En términos
de probabilidad esto lo reflejamos al hacer que la probabilidad de un re-
sultado de la segunda no se altere al conocer el resultado de la primera,
por ejemplo, si definimos E ={éguila en el primer lanzamiento} y F ={sol
en el segundo lanzamiento}, entonces P[F|E] = P[F], o bien despejando
P(ENF] =P[E]P[F], lo que sucede pues

PIENF=P[{4,5} =7,
mientras que
P(E] = P[{4,5} U {4, 4)] = 5
y de la misma manera
P[F] =P[{4,5}U{5,5}| =

de donde obtenemos que
P[ENnF|=P[E]P[F].

En este caso decimos que los eventos son independientes, es decir, no depen-
den uno del otro. De todas las formas posibles en que dos eventos pueden
depender, la mas conocida y estudiada es en la que no dependen, es decir,
la independencia. Demos entonces una defincién formal de lo que estamos
hablando.
Definicion 1.2.1 (Eventos Independientes). Sean A y B dos eventos, es
decir, A,B € F. Decimos que A y B son independientes si P[AN B] =
P[A]P[B].
Definicion 1.2.2 (o-dlgebras Independientes). Sean A y B dos sub o-
dlgebras de F, es decir, A, B C F. Decimos que A y B son independientes
si para todo A € Ay B € B, Ay B son independientes.

A lo largo de este trabajo se estudiardn principalmente variables aleato-
rias, por lo que necesitamos definir la independencia entre variables aleato-
rias.
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Definicion 1.2.3 (Variables Aleatorias Independientes). Sean X y Y
dos variables aleatorias. Decimos que X y Y son independientes si o(X) y
o(Y') son independientes, donde o(-) denota la o-dlgebra generada por -.

Esta es la defincién general de independencia entre variables aleatorias,
el problema estd en que comprobar que dos variables aleatorias son inde-
pendientes es demasiado complicado. La independencia la podemos definir,
también, a través de las funciones de distribucién.

Sean X y Y dos variables aletorias. La funcién de distribucién conjunta
del vector (X,Y), H : R? - [0,1] x [0, 1], la definimos como

H(z,y) =P[X <z,Y <y,

y las funciones de distribuciéon marginales, F : R — [0,1] y G : R — [0, 1],
como

F(z)=P[X < 7]

G(y) =P[Y <y].

Definicion 1.2.4 (Independencia). Decimos que las variables X y Y son
independientes si para todo z,y € R, se cumple

H(z,y) = F(2)G(y)-

Aunque ésta no es la defincion general de independencia entre variables
aleatorias, si es equivalente (véase Apéndice A) y esta forma es mucho maés
tratable. Si ademads las variables aleatorias son continuas, es decir, tienen
densidad f y g', respectivamente, son independientes si y sélo si

h(z,y) = f(z)g(y),

donde h es la funcién de densidad conjunta.

La independencia es la forma mds conocida de relacién entre las variables
aleatorias, pero no es la més interesante y mucho menos la tinica. Uno de
los problemas de mayor interés es, ante dos variables aleatorias, ;jcémo se
relacionan éstas? La identificacién de esta relacién no es un problema de
ninguna manera trivial, y debe ser tratado con cuidado. El hecho de que las
variables aleatorias a simple vista parezcan dependientes, no lo implica de
ninguna manera. Veamos algunos ejemplos.

!Una variable tiene densidad, si existe una funcién f > 0 integrable, tal que P[X € A] =

Ja f(@)dz
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Ejemplo 1.2.1. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes N(0,1).
Consideremos la transformaciéon W = X +Y y Z = X — Y. Las variables
W'y Z, al ser funcion de X y Y, es de esperarse que no sean independientes
entre si. Calculemos su funcién de densidad conjunta. El jacobiano estd dado

por
11
|t

Como X y Y son independientes, su funcién de densidad conjunta es

2 1

i,
2

1
flz,y) = Ee Ton

y entonces la funcién de densidad conjunta de Wy Z es

g(w,z):%f(w;-z‘w;z)

€ H

wfS,

1 _l(fw-nlz_{‘jw—zgz)
= ¢ 4 2 2
47
]. w? 1 ___22

Por lo tanto W y Z son dos variables aleatorias N(0,2) independientes. O

Veamos otro ejemplo

Ejemplo 1.2.2. Sean X y Y dos variables aleatorias Gamma de parametros
(e, A) y (B, A), respectivamente. Sean W = X +Y y Z = % Otra vez,
las variables W y Z no parecen ser independientes. Veamos que si lo son. El
jacobiano es

1 1 1 1

J e Y X = — = ——
(X472 (X472 X+Y W

Y la transformacién inversa es X = WZ y Y = W(1 — Z). La funcién de
densidad conjunta de X y Y es

A +5

flz,y) = We_’\(ﬁy)xa_ly’g_lﬂ(n.w) (2) Lo.00) (%),
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por lo tanto, la densidad conjunta de W y Z queda como

9(w, 2) = [w|f(wz, w(l - 2))
_de Q)i [(a)T(B) o1 i
TR T

y utilizando el hecho que B(a, ) = (“+ﬁ obtenemos que W y Z son dos

s
variables aleatorias independientes; W co cilstrlbucién Gamma de parametros
(a+ B,A) y Z con distribucién Beta (a, §). O

Con los ejemplos anteriores vemos que la independencia es una propiedad
de la probabilidad y no significa necesariamente que no exista ninguna relacién
entre las variables aleatorias, es decir, en general las parejas definidas en los
ejemplos anteriores no seran independientes si cambiamos las distribuciones
marginales.

Procedamos ahora a definir las medidas de dependencia.

Definicion 1.2.5. Una medida numérica A de asociacién entre dos variables
aleatorias X y Y (que denotaremos A(X,Y’)) es una medida de dependencia
si satisface las siguientes propiedades:

1. A estd definida para cualquier pareja de variables aleatorias X y Y
2. MX,Y) =AY, X);

3. existe 0 < M < oo tal que 0 < A(X,Y) < M;

4. M(X,Y) =0si y sélosi X y Y son independientes;

5. AX,Y)=Msiysélosi X 6 Y es una funcién monétona de Y 6 X;

6. si @ y (3 son funciones estrictamente mondtonas en el rango de X y de
Y, respectivamente, se cumple A\(X,Y) = AMa(X), B(Y)).

Las propiedades anteriores se explican de la siguiente forma. La conmu-
tatividad es clara pues la dependencia entre (X,Y) es la misma que (Y, X).
Pedimos que exista una cota finita para poder tener una referencia y es-
tandarizar cualquier pareja de variables aleatorias que estudiemos. Si no hay
cota, como podemos decir que un valor es grande o pequeno. La propiedad
4 la pedimos para poder caracterizar con un sélo valor la independencia, de
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tal manero que con ésta podamos decir si las variables son independientes
o no entre si. La propiedad 5, como ya dijimos al principio del trabajo, la
pedimos porque es lo mds comin en la literatura, aunque no queda claro
que el “extremo opuesto” a la independencia sea esta forma de relacionarse.
Por 1ltimo, la invarianza bajo transformaciones monotonas la incluimos otra
vez por ser lo mas comin aunque no es claro que la dependencia entre las
variables no cambie al aplicar un par de transformaciones mondétonas. Ob-
servemos que este tipo de medidas no distingue si las variables tienen una
relacion creciente o decreciente. Para ese caso, alternativamente, podemos
pedir a una medida lo siguiente.

Definicion 1.2.6. Una medida numérica x de asociacion entre dos variables
aleatorias X y Y (que denotaremos x(X,Y")) es una medida de concordancia
si satisface las siguientes propiedades:

1. k estd definida para cualquier pareja de variables aletorias X y Y;

2. k(X,Y) =k(Y,X);

3. existe 0 < M < oo tal que —M < k(X,Y) < M;

4. st X y Y son independientes, entonces x(X,Y) = 0;

5. k(X,Y) = M siysoélosi X 6Y es una funcién mondétona creciente de
Y6 X;

6. K(X,Y)=—Msiysolosi X 6Y esuna funcién mondtona decreciente
deY 6 X;

7. si @ y (@ son funciones estrictamente mondtonas en el mismo sen-
tido en el rango de X y de Y respectivamente, se cumple x(X,Y) =
k(a(X),B(Y)), si a y B son funciones estrictamente monétonas en sen-
tido contrario en el rango de X y Y respectivamente, se cumple que

KX, Y) = —K(a(X), B(Y)).

La motivacién para cada una de las propiedades de este tipo de medi-
das es la misma que en el caso anterior sélo que ahora estamos haciendo la
diferencia entre una “dependencia positiva” y una “dependencia negativa”.
La principal diferencia es que, mientras que la primera estda enfocada hacia
la independencia, la segunda lo estd hacia cudn concordantes o discordantes
son. El tipo de medida adecuado dependerd, entonces, de lo que estemos
interesados en saber acerca de la pareja (X,Y).
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1.3 Definiciones basicas

La cépula es una funcién que relaciona a la distribuciéon conjunta con sus
respectivas marginales, también la podemos ver como una distribucion con-
junta con marginales uniformes, restringida al cuadrado unitario. Claro esta
que lo anterior no es una definicién mateméticamente formal, y eso es lo que
haremos en lo que resta de este capitulo.

Pero antes, veamos de qué estamos hablando. Si tenemos una pareja
de variables aleatorias (X,Y’), que tienen funcién de distribucién conjunta
H(z,y) y marginales F(z) y G(y), tenemos que para cualquier pareja de
reales (z,y), la pareja (F(z), G(y)) € [0,1]x[0,1] y el niimero H(z,y) € [0,1]
estan relacionados por una funcion que llamaremos cépula. Pero para lograr
lo anterior, antes necesitamos tratar de generalizar el concepto de funcién
creciente para dos o mas dimensiones.

La idea de esta seccion es presentar la definicién y algunas propiedades
que tiene una funcién de dos dimensiones que llamaremos “bicreciente” o
“2-creciente”. La finalidad de una funcién asi, es la de generalizar a dos di-
mensiones la nocién que tenemos en una dimension de una funcién creciente.
Para esto, denotaremos como R a los reales extendidos [—00, 00]. Al intervalo
[0, 1] lo denotaremos como I.

Definicion 1.3.1 (H-Volumen). Sea H : R> = R una funcién, cuyo do-
minio es S; x S,, donde S; y S, son dos subconjuntos no vacios de R. Sea
B = [z, @3] X [y1,y2] un rectdngulo cuyos vértices estdn en el dominio de H.
El H-volumen de B, estid dado por

Vi (B) = H(z2,y2) — H(xh“yz) = H(ib“z,yl) + H(zy,31).

Notemos que la definicién anterior no es otra que la medida de un rectéangulo,
en un espacio de medida, cuya medida estd generada por H.
Definamos ahora lo que es una funcién “2-creciente”.

Definicion 1.3.2. Una funcién H : R’ = R es 2-creciente si para todo
rectangulo B cuyos vértices pertenecen al dominio de H, se cumple que
Vu(B) > 0.

Otra forma de ver esta definicién es: una funcién es bicreciente si asigna
una medida mayor o igual a cero a todo rectdangulo, es decir, si es una medida
positiva.

El comportamiento anterior que tiene una funcién al “avanzar” en dos di-
mensiones, ;tendra algo que ver con su comportamiento en una sola? La
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respuesta es no. Sin algunas restricciones extras, nada tienen que ver, es
decir, si una funcién es bicreciente, no implica que sea creciente en cada una
de sus entradas, y visceversa.

Ejemplo 1.3.1. Sea H(z,y) = (2 — 1)(2y — 1) restringida a I>, H : I? - R.
Veamos primero qué pasa con un cuadrado B = [z1, 2] X [y1,32] C I2.

Vu(B) =(2z2 — 1)(2y2 — 1) — (221 — 1)(2y2 — 1) — (222 — 1)(241 — 1)
+ (221 — 1)(2y — 1)
=2(‘*($2+3}2+$1 + )+ (T2 +y2 + 71 +yl))
+ 4(z2y2 — T1y2 — Tays + T1Y) + 2 — 2

=4(zy — 21)(y2 — yl)
=>0.

Por lo tanto H definida asi, es una funcién 2-creciente, pero si consideramos
una z fija en el intervalo [0, 1), la funcién H es decreciente en y. O

Ejemplo 1.3.2. Sea H = maz(z,y) restringida a I?, H : I - R. Es facil ver
que H es creciente en z y y, sin embargo, si consideramos B = I? tenemos

Vi (B) = maz(1,1) — maz(0,1) — maz(1,0) + maz(0,0) = —1 < 0.

Por lo tanto, H no es 2-creciente. |

Lo dos ejemplos anteriores nos muestran que no existe una implicacién
directa entre una funcién bicreciente y una funcion creciente en sus entradas.
Nos preguntamos entonces, qué propiedad necesitard una funcién para ser
bicreciente y creciente en sus entradas, y para ello necesitamos un par de
lemas y una definicién.

Lema 1.3.1. Sean S; y Sy dos subconjuntos no vacios de R y sea H una
funcion bicreciente con dominio S; x S;. Sean x1,z9 € Si, con T < Ty, ¥y
sean Y1, y2 € S, con y; < yo. Entonces la funcion t — H(t,y,) — H(t,y1) es
creciente en Sy y la funcidn t v~ H(zq,t) — H(x1,t) es creciente en S,.

Demostracion. Sean t,,1, € Sy, tal que t; < to. Si consideramos el cuadrado
B = [t1,ts] X [y1, y2], por ser H bicreciente, tenemos que Vi (B) = H (t3,y2) —
H(ty,y2) — H(ta,y1) + H(t1,31) > 0, de donde es inmediato que H(t;,y,) —
H(ty,y1) < H(ts,y2) — H(to,y1), y por lo tanto la funcién es creciente. La
prueba es andloga para la otra funcion. O
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Para que una funcién 2-creciente sea creciente en sus entradas nos bastaria
que en cada coordenada hubiera un elemento donde la funcién se anulara, sin
importar el valor que toma la otra coordenada, ademds, éste tendria que ser
el minimo para cumplir las hipétesis del Lema 1.3.1. Lo anterior nos motiva
a la siguiente definicién.

Definicion 1.3.3. Sea H : R’ = R una funcién, cuyo dominio es S; X Sa,
donde S; y S, son dos subconjuntos no vacios de R. Si S; tiene un minimo
elemento a; y S, tiene un minimo elemento ay, decimos que H es anclada si
H(a1,y) =0 = H(z,az) para todo (z,y) € S; x Sa.

Con la definicién anterior y la explicacién dada antes, el siguiente Lema
es inmediato.

Lema 1.3.2. Sean S, y S,, dos subconjuntos no vacios de R y sea H una
funcion 2-creciente y anclada con dominio Sy x Sy. Entonces H es creciente
en cada uno de sus argumentos.

Demostracion. Sean a; y ay los elementos minimos de S; y S; respectiva-
mente. Si hacemos z; = a; y y; = az en el Lema 1.3.1 y consideramos el
hecho de que H es anclada, el resultado se sigue inmediatamente. O

Supongamos ahora que S; tiene un méaximo elemento b; y S, tiene un
maximo elemento b,. Decimos que una funcién H : S; x S, — R, tiene
marginales F y G si:

DomF = S, y F(z) = H(z,b) para toda z € S
DomG = S, y G(y) = H(b,y) para toda y € Ss.
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.3. Sea H una funcién con dominio [—1,1] x [0, co] dada por

_(z+1)(ev—1)
Hey) = e =1

H es anclada ya que H(z,0) = 0y H(—1,y) = 0, ademds tiene marginales
F(z) y G(y) dadas por:

Tl
F(z) = 5

G(y) =1-—¢".

aplicando L'Hopital y
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Antes de concluir esta pequena introduccién a las funciones bicrecientes,
veamos una propiedad importante que tiene una funcién bicreciente, anclada
y con marginales.

Lema 1.3.3. Sean S; y S» dos subconjuntos no vacios de R y sea H una
funcion 2-creciente, anclada y con marginales, con dominio S x Sa. Sean
(z1,71) y (z2,¥2) dos puntos cualesquiera de Sy x S,. Entonces

|H (22, 92) — H(z1,31)| < |F(z2) — F(z1)| + |G(y2) — G(m)|-
Demostracion. Aplicando la desigualdad del tridngulo tenemos que
|H(22,y2) — H(z1,91)| < |H(22,92) — H(z1,92)| + [H(21,32) — H(21, 1)

Ahora sabemos por el Lema 1.3.2 que H es creciente en z, por lo que si
suponemos que z; < I, tenemos que H(za,y2) — H(z1,y2) > 0. Por el
Lema 1.3.1 sabemos que la funcién anterior es creciente para y, y como ys <
méxS,, entonces tenemos que 0 < H(zp, ) — H(z1,%2) < F(z2) — F(z1).
Obtenemos una ecuacion similar si £; > z5. Por lo tanto tenemos en general
que |H(zo,y2) — H(z1,y2)| < |F(z2) — F(z1)|. De manera similar podemos
obtener que |H(zy,y2) — H(z1, 1) < |G(y2) — G(v1)|, 1o que completa la
prueba. O

1.4 Copulas

Con los elementos vistos en la seccién anterior, nos encotramos en posicién
de definir lo que es una copula. Para ello primero definiremos lo que es una
subcépula, y luego veremos que la cépula es un caso especial de subcopula.
No definimos directamente la cépula porque més adelante veremos que en
ciertos casos, como son las variables aleatorias discretas, las subcépulas son

mas adecuadas.

Definicion 1.4.1. Una subcdpula de dimension dos o simplemente una subcépula,
es una funcién C’ que tiene las siguientes propiedades:

1. DomC'" = §; x Ss, donde S y S5 son subconjuntos de I que contienen
al 0y al 1.

2. C' es anclada y 2-creciente.
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3. Paratodou € S; yv € S,

Clu,1)=u y C(l,v)=v

Definicion 1.4.2. Una cdpula de dimensidn dos o simplemente una copula,
es una subcépula con dominio 12

Como habiamos dicho al principio del capitulo, una cépula la podemos
interpretar como una funcién de distribucién restringida al cuadrado unitario
con marginales U(0, 1), es decir, una cépula es una funcién C : I? — I con
las siguientes propiedades:

1. Para todo u,v €1,

C(u,0) =0=C(0,v)

Cly,l)=u y C(l,v)=w.

2. Para todo w;,us,v;,vs € 1 tales que u; < up y v; < v,

Clua,v2) — C(wr,v2) — C(ug,v1) + C(uy,v2) 2 0

La idea del uso de las cépulas, es la de encontrar alguna forma de estudiar
la dependencia que hay entre variables aleatorias. A continuacién veremos
un resultado y luego le daremos una interpretacién probabilista.

Teorema 1.4.1. Sea C' una subcdpula. Para todo (u,v) € Dom(’, se
cumple

maz(u +v — 1,0) < C'(u,v) < min(u,v). (1.1)

Demostracion. Sea (u,v) un punto arbitrario de el dominio de C’. Por el
Lema 1.3.2 sabemos que C'(u,v) < C'(u,1) = u y C'(u,v) < C'(1,v) = v,
por lo tanto C’(u,v) < min(u,v). Ahora si consideramos el cuadrado B =
[u,1] x [v,1], por ser bicreciente, V¢/(B) > 0, de donde podemos ver que
u+v—1 < C'(u,v) y por otro lado C’'(u,v) > C'(0,v) = 0 y por lo tanto
max(u +v — 1,0) < C’(u,v) lo que concluye la prueba. O
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Dado que cada cépula es una subcopula, la ecuacion anterior se cumple
para ellas también. Pero, jquiénes son estas cotas de la ecuacién (1.1)7
Primero veamos que son cépulas. Generalmente se denotan como M (u,v) =

min(u,v) y W(u,v) = max(u + v — 1,0).
Ejemplo 1.4.1. La funcién M : I? — I definida arriba es una cépula ya que:

1. Sea u € I entonces

M(u,0) = min(u,0) =0

M(u,1) = min(u, 1) = u.
Anélogo para v € L.
2. Sea uy,uq,v1,v2 € I tal que u; < uy y v; < vs, entonces
M (ug,ve) — M (uy,v3) — M(uz,v1) + M(uy,v3) >0

ya que

min(uy, ve) — min(ug, v;) > min(uy, ve) — min(uy,v;) > 0
Por lo tanto es una cépula. O
Ejemplo 1.4.2. La funcién W : I? — I definida arriba es una cépula ya que:

1. Sea u € I entonces

W (u,0) = max(u — 1,0) =0

W (u,1) = max(u,0) =
Analogo para v € L
2. Sea uj,us,v;, vy € I tal que u; < uy y v1 < vo, entonces
W (ug,v3) — W(wy,v2) — W(ug,v1) + Wi(ug,v2) >0
ya que

max(uz + v2 — 1,0) — max(up +v; — 1,0) >
max(u; + vz — 1,0) — max(u; +v; — 1,0) > 0
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Por lo tanto es una cépula. ]

Ya tenemos algunas cépulas, veamos a continuaciéon que a partir de dos
copulas podemos formar una infinidad mas.

Ejemplo 1.4.3. Si B y D son dos cépulas cualesquiera, entonces la funcién
Cy = AB + (1 — A)D con A € I es también una cépula, es decir, cualquier
combinacion convexa de cépulas es una copula:

1. Cy: I? 5 1 yaque By D son cépulas.
2. Sea u € I entonces

Cx(1,0) = A0+ (1 —=A)0=0

Ci(u,1)=du+(1-ANu=u
Analogo parav € L.
3. Sea uy,us,v1,v2 € I tal que u; < us y v1 < vy, entonces

Ve, ([u1, ug) X [v1,v0]) =AVE([wg, us] X [v1,v2))
+ (1 = A)Vp([ur, ug) X [v1,v2]) > 0.

Por lo tanto C) es una cépula. O

Ya vimos que son cépulas, y entonces, por lo dicho antes, representan
un modelo de probabilidad con marginales U(0,1). Pero la pregunta es cudl
modelo. Consideremos una variable aleatoria X ~U(0,1), ahora, la pareja
(X, X) tiene distribucién conjunta M. El caso de W lo satisface la pareja
(X,1— X). Lo que tenemos son dos casos extremos de dependencia en el
caso de parejas U(0,1), es decir, cualquier pareja de uniformes que consider-
emos, su distribucién estd acotada por formas de dependencia muy fuertes,
decreciente por debajo, y creciente por encima. Esto nos empieza a hablar
del uso de cépulas para medir la dependencia de variables aleatorias. Dado
que estamos hablando de dependencia, existe otra cépula importante, la de
la independencia, que usualmente se denota por II(u,v) = uv.

Otra propiedad importante de las cépulas es la continuidad. El sigu-
iente teorema establece que éstas no son sélo conjuntamente continuas sino
Lipschitz continuas.
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Teorema 1.4.2. Sea C' una subcdpula. Para todo uy,us,vi,v2 en DomC’,
se cumple que

|C" (ug, v2) — C'(ug,v1)| < |uz — wy| + |vg — 4.

Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente del Lema 1.3.3 y
de las marginales de una subcépula. O

1.5 Teorema de Sklar

El teorema que da nombre a esta seccién es el que da la importancia a
las cépulas para su uso probabilistico. El Teorema de Sklar permite ver
que la cépula es la funcién que relaciona a la distribucién conjunta con sus
marginales. Antes, hablemos un poco de lo que es una funcién de distribucion
conjunta.

Definicion 1.5.1. Una funcidn de distribucion conjunta, es una funcién H
con dominio K- tal que,

1. H(:r,—oo) =0= H('—OO,y) y H(O0,00) =1,
2. H es 2-creciente.

H es anclada, y como DomH = ﬁz, entonces H tiene marginales F' y
G dadas por F(z) = H(z,00) y G(y) = H(oco,y). Ademés por el Lema
1.3.2 y las propiedades de la distribucién conjunta, F' y G son funciones de
distribucion.

Antes de seguir notemos que las distribuciones de las que estamos hablando
son mas generales que aquellas que aparecen en un modelo de probabilidad.
El hecho de no considerar la continuidad por la derecha se debe a que las
propiedades anteriores nos bastan para el teorema antes mencionado. Por lo
tanto, lo hecho a continuacién, servirs, también cuando estemos hablando de
variables aleatorias y sus respectivas funciones de distribucién.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Sklar). Sea H una funcion de distribucion
conjunta con marginales F' y G. Entonces existe una cdpula C, tal que para
todo z,y € R, tenemos

H(z,y) = C(F(z),G(y))- (1.2)
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Si F y G son continuas, entonces C es unica; st no, C es unica en RanF X
RanG. De la misma manera, si C es una cépula y F y G son funciones
de distribucion, entonces la funcion H definida por (1.2) es una funcién de
distribucion conjunta con marginales F y G.

Antes de empezar con la demostraciéon, notemos que la contraparte es
inmediata de las propiedades de una cépula y de una funcién de distribucién.
La importancia del teorema estd en que, como su nombre lo dice, es la copula
la que une a las marginales, es decir, es el elemento restante para obtener la
distribucién conjunta, una vez que se tiene el comportamiento marginal. Es
por eso que este resultado hace a la cépula un ente muy importante en el
estudio de la dependencia entre variables aleatorias.

La demostracién en general se sigue con dos lemas, el primero establece
que existe una funcién que relaciona a la funcién de distribucién conjunta
con sus marginales y que esta funcién resulta ser una subcépula. El segundo
lema dice que toda subcépula puede ser extendida a una cépula. La aparicién
de las subcopulas porque las marginales no son obligatoriamente continuas,
en el caso de serlo el resultado no es tan complicado.

Lema 1.5.1. Sea H una funcion de distribucion conjunta con marginales F
y G. Entonces eziste una tnica subcdpula C' tal que

1. DomC’'=RanF x RanG,
2. para todo z, y en R, H(z,y) = C'(F(z),G(v)).

Demostracion. La funcién de distribuciéon H cumple las hipdtesis del Lema
1.3.3, por lo tanto, si consideramos S; = S; = R, tenemos que para todos los

puntos (z1,y1) y (z2,¥2) en R’ se cumple
|H(z1,91) — H(z2,42)| < [F(21) = F(z2)| + [G(31) — G(32)|-

De la desigualdad anterior notemos que si F(z;) = F(z2) y G(z1) = G(z3)
entonces H(zy,y1) = H(z2,y2), es decir, que tenemos una correspondencia
donde a cada punto del conjunto RanF xRanG le corresponde un tinico punto
del RanH. Con lo dicho antes, el conjunto de parejas ordenadas

{(F(2),G(y), H(z,y)) |z,y € R}

i =2 - 5
definen una funcién €' : R© — R con dominio RanF'xRanG. Que esta
funcién C’ sea una subcépula se sigue directamente de las propiedades de H,
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F y G. El RanF est4 contenido en I ya que F es creciente y H(—00,00) =
F(—00) =0y H(oo,00) = F(o0) = 1, por lo que ademas 0,1 € 1. Anélogo
para RanG. " es anclada ya que C'(0,G(y)) = H(—o00,y) = 0 = H(z,—00) =
C'(F(z),0). El hecho que sea bicreciente es directo de la defincién de H. Y
por ultimo C'(F(z),1) = H(z,00) = F(z) y similar para la otra marginal.
Por lo tanto C’ es una subcopula. O

Notemos que si F'y G son continuas tenemos que RanFxRanG = I?
es decir, C’ es a una cépula y el Teorema de Sklar queda demostrado. El
problema esté entonces cuando F' 6 G no son funciones continuas. La ventaja
estd en que toda subcdpula puede ser extendida a una cépula definiéndola
de manera adecuada en los puntos que no pertenecen a su dominio. Para eso
es el segundo lema de la demostracion.

Lema 1.5.2. Sea C' una subcdpula. Entonces, existe una copula C tal que
C(u,v) = C'(u,v) para toda pareja (u,v) € DomC".

Demostracion. Sea DomC’ = S; x S;. Por el hecho de que C' es creciente
en sus entradas y acotada, podemos extender el dominio a S; % S,, donde
S; denota la cerradura de S;. Gracias al Teorema 1.4.2 esta extensién estd
bien definida. Sea (a,b) un punto cualquiera en 1%, gracias a que el dominio
extendido de C’ es cerrado, sabemos que existen un méaximo y un minimo
elemento 0 ay,az € S, tales que a; < a < ay; de la misma manera existen
by, by € S, tales que by < b < by. Sea

—a; « = —by . =
Al — ‘:2_5:11‘ el ¢ ﬁ’ Hy = bbﬂ_bl y 8l b ¢ %’
1, sia €S, 1, sib€S,.

Definamos con esto

C(a, b) =(1 = /\1)(1 = #2)01(&1,61) —+ (l = ,\l)mc'(al, bz)

1.3
+ AM(1 — p1)C'(ag, b1) + MpaClasg, by). ()

Notemos que la interpolacién anterior aunque luzca extrana, no es otra cosa
que cosiderar el cuadrado [a;,az] % [by, bs), dividirlo en cuatro secciones con
la esquina interior de cada una dada por el punto (a,b). Luego realizamos
un promedio ponderado dependiendo de la cercania del punto (a,b) a cada
una de las esquinas del cuadrado [a;,as] % [by, by] asigndndole como medida
el tamano del cuadrado opuesto a la esquina en consideracion.
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De manera directa podemos ver que DomC = 1?; que C(a,b) = C'(a,b)
para todo (a,b) € DomC’; y que C satisface C(u,0) = 0 = C(0,v) y
C(u,1) = u, C(1,v) = v para todo u,v € I. Por lo tanto, sélo resta probar
que esta funcién sea bicreciente, para ello consideremos otro punto (c,d) en
I? que cumpla que a < cy b < d, y sean ¢y, ¢z, dy, da, A2, i12 los puntos rela-
cionados a (c,d). Para evaluar Vi (B) para el rectangulo B = [a,c] x [b,d]
tenemos muchos casos ya que entre a y ¢ puede haber cero, uno o mas puntos
de S, siendo lo mismo para b y d. El caso més sencillo es que entre ninguno
de ellos haya un punto de tal forma que tenemos que a; = ¢; y b; = d; para
1 =1,2. En ese caso tenemos que

Ve(la, ¢ x [b,d]) = C(e,d) — Clc,b) — C(a,d) + C(a,b)

donde para cada miembro del lado derecho aparece una vez C(a;,b;) mul-
tiplicado por distintos factores, por ejemplo para C(a;,b;) tenemos que su
factor es

(I =A)1 =) = (1= A)(1 — p2)
= (1= A2)(1 =) + (1= A2)(1 — po)
=(1 = M) (k2 — 1) — (1 = A2)(p2 — 1)

=(A2 — f\l)(ﬂz - ).

De la misma manera hacemos para los demas miembros de donde obtenemos
que

Ve(la, ¢ x [b,d]) = (A2 — M) (k2 — m)Ver([ar, ag] X [by, ba])

que es positivo ya que C' es subcopula y pp — gy = (d —b)/(b2 — b1) > 0,
mismo caso para A. Este es el caso mas sencillo, de la misma manera se
prueba para todos los otros casos. Por lo tanto C es una copula. O

1.6 Copulas y variables aleatorias

Nos encontramos ahora en posicién de relacionar a las cépulas con vari-
ables aleatorias. Hasta el momento solamente habiamos mencionado que
las copulas las podiamos relacionar con distribuciones conjuntas de variables
aleatorias uniformes. Veamos qué pasa con variables aleatorias distintas.
Casi todos los resultados de esta seccién seran sobre variables aleatorias con
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distribucién continua y esto se debe a lo visto en el Teorema de Sklar (la
no unicidad de la cépula en el caso no continuo). Cuando hablemos de
la funcién de distribucién de X, una variable aleatoria, nos referiremos a
F(z) = P[X < z], lo mismo con las distribuciones conjuntas.

El teorema de Sklar puede ser visto de nuevo en términos de variables

aleatorias.

Teorema 1.6.1. Sean X y Y dos variables aleatorias con funciones de dis-
tribucion F y G, respectivamente, y funcion de distribucion conjunta H.
Entonces eziste una copula Cxy tal que

H(:r,y) = Cxy (F(.’L‘),G(y))

para todo z,y € R. Si F y G son continuas, Cxy es unica. Si no, Cxy es
unica en RanF x RanG.

Hemos dicho que las cépulas nos dan la informacién de como se relaciona
una pareja de variables aleatorias, por lo que es bastante natural pensar que
debe haber una cépula que caracterice la independencia. El siguiente teorema
confirma lo dicho y su prueba se sigue directamente del Teorema de Sklar y
de saber que X y Y son independientes si y s6lo si H(z,y) = F(z)G(y) para
todo z,y € R.

Teorema 1.6.2. Sean X y Y wvariables aleatorias continuas. Entonces X y
Y son independientes si y solo si Cxy = II.

Si tenemos un vector aleatorio (X,Y’) y dos transformaciones a y 3 es-
trictamente crecientes, un nuevo vector (a(X), 3(Y)) deberd tener el mismo
comportamiento desde el punto de vista conjunto. Claro estd que las prob-
abilidades, es decir, las funciénes de distribucion conjuntas, seran distintas,
pero la forma en que las variables se relacionan no tendra por qué cambiar.
Esta es una propiedad importante dentro de las cépulas, que son invariantes
bajo transformaciones estrictamente crecientes, y en general, bajo transfor-
maciones monétonas, la nueva cépula tiene una relacion bastante directa con
la cépula anterior como veremos adelante.

Teorema 1.6.3. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con copula
Cxy. St a y 3 son dos transformaciones estrictamente crecientes en RanX
y RanY respectivamente, entonces Co(x)gy)y = Cxy. Por lo tanto, Cxy es
wmvariante bajo transformaciones estrictamente crecientes.
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Demostracion. Sean Fy, Gy, Fy y G las respectivas funciones de distribucién
de X, Y, a(X) y B(Y). Como a y [ son estrictamente crecientes tenemos
que Fy(z) = Pla(X) <z] = P[X <o !(z)] = Fi(a *(z)) y de la misma
forma Gy(y) = G1(87*(y)). Para todo z,y € R tenemos

Cax)pry) (Fa(z), Go(y) = Pla(X) < z,8(Y) <y
=P[X <a}z),Y <57'(@)]
= Cxy (Fi(a™'(z)),G1(B7(v)))
= Cxy (Fy(z), G2(y))

Como X y Y son continuas, RanF, = RanG; = I, por lo tanto Cy(x)sy) =
CXY en 12. O

Si las transformaciones a 6 3 son estrictamente mondtonas, no necesaria-
mente crecientes, tenemos que la cépula C,(x)(y) es una transformacion de
la cépula Cxy. De manera especifica tenemos:

Teorema 1.6.4. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con cdpula
Cxy. Sean a y 8 dos transformaciones estrictamente mondntonas en RanX
y RanY respectivamente.

1. Si« es creciente y B decreciente, entonces

Cax)pry(u,v) =u — Cxy(u,1 —v).
2. Si a es decreciente y 3 creciente, entonces

Cax)pv) (1, v) = v — Cxy(1 — u,v).
3. Sia y 3 son decrecientes, entonces

Catx)sry(u,v) =u+v -1+ Cxy(1 —u,1 — ).

Demostracion. Consideremos las mismas funciones de la prueba del Teorema
1.6.3. Ahora para el primer inciso tenemos que Fy(z) = Fi(a™'(z)) y que
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Ga(y) = 1 — G1(B7(y)), con lo que obtenemos que

Caxyay) (Fa(z), Ga(y)) = Pla(X) < 2,8(Y) < 9]
=P[X <a'(z),Y 27 (y)]
=P[X<a™'(2)] -P[X <a7'(2),Y <7'(¥)]
= Fi(a™(z)) — Cxy (Fi(e™'(2)),G1(B ()
= Fy(z) - Cxy (Fy(z),1 — Galy))

y se concluye igual que para el Teorema 1.6.3. La prueba para los incisos 2
y 3 son andlogas a ésta. O

Lo que en efecto nos dicen los Teoremas 1.6.3 y 1.6.4, es que bajo transfor-
maciones mononotas la estructura de dependencia de las variables aleatorias
no cambia, excepto en el sentido de ésta.

Hasta este momento, hemos insistido en la importancia que tienen las
copulas en el sentido de la dependencia de variables aleatorias. Dimos una
primera caracterizacién con cépulas para el caso de independencia, asi que
es de esperar que suceda lo mismo en los casos extremos, es decir, cuando
una variable aleatoria es una funcién monétona de la otra y por lo tanto el
conocimiento de cualquiera de ellas nos permite conocer a la pareja.

En el Teorema 1.4.1 vimos cotas universales para las cépulas, dadas por

W(u,v) = max(u+v — 1,0) < C(u,v) < min(u,v) = M(u,v)

para cualquier cépula C'y para todo u,v € 1. Por el Teorema de Sklar, si ten-
emos X y Y variables aleatorias con funcién de distribucion H y marginales
F y G respectivamente, tenemos que para todo z,y € R

max (F(z) + G(y) — 1,0) < H(z,y) < min (F(z),G(y))

y como M y W son cépulas, entonces las cotas de arriba son funciones de
distribucién con marginales F' y G, conocidas como las cotas de Fréchet-
Hoeffding. Como son funciones de distribucién, jqué podemos decir de un
vector aleatorio (X, Y’) cuya funcién de distribucién H sea igual a alguna de
estas dos cotas? Para contestar esta pregunta necesitamos definir algunos
conceptos.
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Definicion 1.6.1. Un subconjunto S de R’ es estrictamente creciente si para
todo (z,y) y (u,v) en S, z < u implica que y < v. De la misma manera, un
subconjunto S de R~ es estrictamente decreciente si para todo (z,y) y (u,v)
en S, r < u implica que y > v.

Los conjuntos definidos arriba son conjuntos que se ven como curvas,
no necesariamente continuas, estrictamente monétonas. Si tuviéramos al-
guna seccién del conjunto que no fuera una curva (por ejemplo, un éarea),
siempre podriamos encontrar una pareja de puntos que contradijeran las car-

acteristicas de dichos conjuntos.

Lo que vamos a probar es que una funcién de distribuciéon H es la cota
superior de Fréchet-Hoeffding si y sélo si el soporte? de H es un conjunto
estrictamente creciente, y es la cota inferior de Fréchet-Hoeffding si y sélo si el
soporte de H es un conjunto estrictamente decreciente. Para eso necesitamos
probar algunos lemas antes.

Lema 1.6.1. Sea S un subconjunto de R’. S es estrictamente creciente si Y
b =2 .
solo st para cada (z,y) € R™ o bien,

1. para todo (u,v) € S, u < z implica que v < y; o bien,
2. para todo (u,v) € S, v <y implica que u < z.

Demostracion. Primero, sea S un conjunto estrictamente creciente, si no
ocurre ninguno de los casos del lema tenemos que exiten puntos (a, b) y (c, d)
en S que cumplen que a <z y b>yyquec<yyd>zlo que implica que
a <dy b>dlo que no puede ocurrir para dos puntos en S.

Segundo, si S no es un conjunto estrictamente creciente, tenemos puntos
(a,b) y (c,d) en S que cumplen que a < ¢y b > d. Si consideramos el punto
(z,y) = (55, E’J’Td), no se cumplen ninguna de las dos implicaciones del lema,
lo que negéndolo nos da la otra implicacién de la demostracion. O

Lema 1.6.2. Sea S un subconjunto de R°. S es estrictamente decreciente
st y solo si para cada (z,y) € R’ o bien,

1. para todo (u,v) € S, u < z implica que v > y; o bien,

2. para todo (u,v) € S, v >y implica que u < z.

28 es el soporte de H si para todo conjunto A medible que cumple que AN S = @ se
tiene que Vy(A) = 0.



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. Primero, sea S un conjunto estrictamente decreciente, si no
ocurre ninguno de los casos del lema tenemos que exiten puntos (a,b) y (¢, d)
en S que cumplen quea<zyb<yyquec>yyd>zloqueimplica que
a <dyb<dloque no puede ocurrir para dos puntos en S.

Segundo, si S no es un conjunto estrictamente decreciente, tenemos pun-
tos (a,b) y (c,d) en S que cumplen que @ < ¢y b < d. Si consideramos el
punto (z,y) = (9—;1, %), no se cumplen ninguna de las dos implicaciones
del lema, lo que negdndolo nos da la vuelta de la demostracion. O

Lo que los lemas anteriores nos dicen es que, por ejemplo, un conjunto es
estrictamente creciente si siempre que escojamos un punto en ﬁ{ si trazamos
una recta vertical y una horizontal que pasen por ese punto, de los cuadrantes
que se forman, o el segundo o el cuarto no se intersectan con el conjunto,
dependiendo si el punto elegido estd por “encima” o por “debajo” de él. Una
cosa similar pasara si el conjunto es estrictamente decreciente, sélo que seran
el primer o el tercer cuadrante los que no intersectardan con el conjunto.

Lema 1.6.3. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con funcion de
distribucion H. H es igual a la cota superior de Fréchet-Hoeffding si y sélo s
para todo (z,y) € EQ, obienP[X >z,Y <y =0; 0bienP[X <z,Y >y| =
0.

Demostracion. Sean F' y G las marginales de H. Entonces
F(z) =P[X <z]=P[X <z,Y <y|+P[X < z,Y >y

=H(z,y)+P[X <z,Y >y,

de la misma forma tenemos que
G(y) =H(z,y) +P[X > z,Y <.

Por lo tanto, H(z,y) = min(F(z), G(y)) si y s6lo si

min(P[X >z,Y <y],P[X <=zY >y]) =0,
de donde concluimos el lema. O

Lema 1.6.4. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con funcion de
distribucion H. H es igual a la cota inferior de Fréchet-Hoeffding si y sélo si
para todo (z,y) € ﬁz, obienP[X >z,Y >y =0; 0bienP[X <z,Y <y| =
0.
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Demostracion. Sean F'y G las marginales de H. Entonces

H(z,y) =P[X < z,Y <y| = F(z) —=P[X < z,Y >y
= F(z) - (P[Y >3] - P[X > 2,Y >1))
=F(z)+Gy) —1+P[X >y,Y >y,

H(z,y) =0+P[X <z,Y <y|.
Por lo tanto, H(z,y) = max (F(z) + G(y) — 1,0) si y sélo si
min(P[X >z,Y >y ,P[X <z,Y <y]) =0,

de donde concluimos el lema. O

Lo que los lemas anteriores nos dicen, es justamente lo que habiamos
dicho de un conjunto estrictamente creciente; la distribucién conjunta es la
cota superior si o el segundo o el cuarto cuadrante, generados por el punto,
tienen probabilidad cero, es decir, no intersectan con el soporte. Caso similar
para la cota inferior. Ahora estamos en posicién de establecer los teoremas
que caracterizan a las variables aleatorias cuya cépula es una de las cotas de
Fréchet-Hoeffding.

Teorema 1.6.5. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con funcion
de distribucion conjunta H. Entonces, H es la cota superior de Fréchet-
Hoeffding si y sélo si el soporte de H es un subconjunto estrictamente cre-

ciente de K.

Demostracion. Sea S el soporte de H y sea (z,y) un punto cualquiera de R’
El inciso 1 del Lema 1.6.1 se cumple si y sélosi {(u,v)|[u <z y v > y}NS = 0;
lo que ocurre si y sélosi P[X < z,Y > y] = 0. De la misma manera, el inciso
2 del Lema 1.6.1 se cumple si y sélo si {(u,v)|lu >z y v <y}NS =0; lo que
ocurre si y sélo si P[X > z,Y < y] = 0. La prueba del teorema se concluye
directamente de los Lemas 1.6.1 y 1.6.3 O

Teorema 1.6.6. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con funcion
de distribucion conjunta H. FEntonces, H es la cota infertor de Fréchet-
Hoeffding si y sdlo si el soporte de H es un subconjunto estrictamente decre-

ciente de ﬁz.
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Demostracion. Sea S el soporte de H y sea (z, y) un punto cualquiera de R".
El inciso 1 del Lema 1.6.2 se cumple si y sélo si {(u,v)|u < z y v < y}NS = 0;
lo que ocurre si y sélosi P[X < z,Y < y] = 0. De la misma manera, el inciso
2 del Lema 1.6.2 se cumple si y sélo si {(w,v)[u >z y v>y}NS =0;loque
ocurre si y s6lo si P[X > z,Y > y] = 0. La prueba del teorema se concluye
directamente de los Lemas 1.6.2 y 1.6.4 O

Con los teoremas anteriores tenemos que una pareja (X, Y) tiene la cota
superior de Fréchet-Hoeffding como cépula si el soporte de su funcién de dis-
tribucion conjunta, H, es estrictamente creciente. El soporte, en ese caso, lo
podemos expresar como {(z,y)|z = a(y)}, donde a es una funcién estricta-
mente creciente, no necesariamente continua. Pero si el soporte estd sobre
una curva de la forma y = a(z), qué podemos decir de la relacién que tienen
las variables aleatorias. Veamos que

il -/f{(z,y)lx=a(y)} AR

ya que la integral sobre el soporte con respecto a la distribucién es 1. Por lo
tanto Y = a(X). De aqui, concluimos que una variable aleatoria continua es
funcién estrictamente creciente de otra, si y sélo si la copula que las relaciona
es M. La misma discusién se tiene para el caso de la cépula W, solamente
que la funcién es estrictamente decreciente.

Por el Teorema de Sklar, sabemos que si X y Y son dos variables aleato-
rias continuas con funcién de distribucién conjunta H y distribuciones mar-
ginales F' y G, entonces existe una cépula C' que cumple que H(z,y) =
C(F(z),G(y)). De esto podemos ver que en el caso de variables aleatorias
continuas, la distribucién conjunta consta de tres elementos: la cépula, la
distribucion de X y la distribucién de Y. Dado que las distribuciones de X y
de Y determinan el comportamiento marginal de cada una de las variables,
no debemos entonces pensar que el comportamiento conjunto estd en lo que
resta de la ecuacion, es decir, la cépula. Los tres elementos son indispens-
ables para formar el comporamiento conjunto; la pura c¢épula no basta para
decir como se relacionan las variables aleatorias. Por ejemplo, si tenemos X
y Z variables aleatorias independientes y definimos Y = X + Z, ;existird
una cépula que resuma la relacién que hay entre X y Y, sin importar cémo
es el comportamiento marginal? Es de esperarse que no sea asi. Veamos el
siguiente ejemplo.



1.6. COPULAS Y VARIABLES ALEATORIAS 31

Ejemplo 1.6.1. Sean X ~ N(0,1), Z ~ N(u,0?), independientes y definamos
Y = X + Z. Intuitivamente conforme la varianza de Z aumente las vari-
ables seran cada vez menos dependientes, lo contrario sucederé si la varianza
disminuye. La funcién de densidad conjunta de X y Z estd dada por

f(z,2) = é;igexp{w% (ﬁ + (‘*;—;‘)2)}

Si hacemos la transformaciéon W = X y Y = X + Z, dado que el jacobiano
es 1, la densidad conjunta de W y Y es

g(w,y) = %exp {—% (w2 Jly—w—pr ::2_ ”)2)}_

Sabemos que W ~ N(0,1) y Z ~ N(g,1 + 0?), asi que reacomodando la
densidad tenemos que

1
o2
2my/1 + 021/1“2

1 s (z-m)? 2 Z—#)
—— v’ + - w
exp{ 2% (w 1+02 V1402 Vi+o?

1402

g(w,2) =

Es decir, W y Z tienen una distribucién conjunta normal bivariada con co-
eficiente de correlacion p = 71—; Entonces p —— 0, lo que implica que
1+o a—00

la cépula de la pareja (W,Y) converge a II, mientras que p —3 1, lo que
implica que la cépula converge a M. Por lo tanto, la dependencia entre X y

X + Z no tiene una unica cépula sino que esta relacién esta afectada también
por el comportamiento marginal. L[]

En resumen, la cépula es necesaria mas no suficiente. Para conocer el
comportamiento conjunto basta conocer la funcién de distribucién conjunta,
o bien, la cépula y las funciones de distribucién marginales.

Veamos otros lemas que seran de utilidad.

Lema 1.6.5. Sea C una cépula. Si C(t,t) = t, para toda t € 1, entonces
C=M.

Demostracion. Consideremos el cuadrado unitario y dividamoslo a la mitad
por la recta identidad. La cépula M(u,v) = min(u,v) en el sector que queda
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por encima de esa recta vale u, mientras que en la parte inferior vale v. Por
otro lado, como C' es cépula, sabemos que V(B) > 0, para todo rectangulo
B C 1. Si elegimos el rectdngulo B = [0,u] X [u,v], con v > u, tenemos que

C(u,v) — C(u,u) — C(0,v) + C(0,u) = C(u,v) —u >0,

de donde tenemos que C(u, v) > u. Ademés sabemos que C(u,v) < C(u,1) =
u, y combinando ambas desigualdades tenemos que C(u,v) = u.

De la misma manera podemos ver que C(u,v) = v en el sector que queda
por debajo de la recta identidad. Por lo tanto C'(u,v) = min(u,v) = M(u,v)
para todo (u,v) € I*. O

Lema 1.6.6. Sea C una cépula. Si C(t,1—t) =0, para toda t € I, entonces
C=W.

Demostracion. Consideremos el cuadrado unitario y dividdmoslo a la mitad
por la recta y = 1 — z. La cépula W (u,v) = max(u+ v — 1,0) en el sector
que queda por encima de esa recta vale u + v — 1, mientras que en la parte
inferior vale 0. Por otro lado, como C es cépula, sabemos que Vo(B) > 0,
para todo rectangulo B C I. Si elegimos el rectangulo B = [0, u] x [v,1 —u],
con v < 1 — u, tenemos que

C(u,1 —u) — C(u,v) — C(0,1 —u) + C(0,v) = —C(u,v) >0,

de donde tenemos que C(u,v) < 0. Ademads sabemos que C(u,v) > C(u,0) =
0, y combinando ambas desigualdades tenemos que C(u,v) = 0.

Ahora, si elegimos el cuadrado B = [u, 1] x [1 —u, ], con 1 —u < v, tenemos
que

C(l,v)-C(1,1-u)-C(u,v) + C(u,1 —u) =v+u—1-C(u,v) >0

de donde tenemos que C(u,v) < u+ v — 1. Ademads si consideramos el
rectangulo B = [u, 1] X [v, 1], tenemos que C(u,v) > u+v —1 y combinando
ambas desigualdades tenemos que C(u,v) = u+v—1. Por lo tanto, C(u,v) =
max(u + v — 1,0) = W(u,v) para todo (u,v) € I%. O

Lo que los lemas anteriores nos dicen es, que si una coépula es igual a M
sobre la diagonal principal, no le queda otra opcién que ser M; mientras que
si es igual a W sobre la diagonal secundaria, no le queda otra opcién que ser
w.



Capitulo 2

Medidas de dependencia

2.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos las medidas de dependencia y concordancia
mas conocidas, poniendo especial atencion a las interpretaciones, en oca-
siones erréneas, que algunos usuarios de la estadistica aplican en el andlisis
de distintos problemas. Para cada una de las medidas presentaremos ejem-
plos interesantes en los que se muestran las posibles consecuencias de estas
interpretaciones.

En la Seccién 2.2 analizaremos la correlacion, que es una de las medidas
maés populares, y las falacias en las que se incurre al considerarla como una
medida univeral de independencia. La Seccion 2.3 corresponde a la concor-
dancia y las principales medidas de ésta: la 7 de Kendall y la p de Spearman.
En cada caso veremos sus principales propiedades asi como las desventajas
que pueden tener. Las Secciones 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3 estdn dedicadas a las
propiedades de dependencia que pueden tener las funciones de distribucién
conjuntas su con algunas medidas de dependencia y concordancia. En la
Seccién 2.5 estudiaremos algunas medidas de dependencia y analizaremos
las diferencias principales con las medidas de concordancia. Por ultimo, en
la Seccién 2.6, estudiaremos un tipo particular de cépulas, lo reordenamientos
de M, y veremos qué nos dicen de las medidas de dependencia.

Para la Seccién 2.2 se utilizé [9], [16] y [18]; en la Seccién 2.3 se consulté
(8], [9], [12], [14] y [15]; las Secciones 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3 se hicieron a partir
de [15]; la Seccién 2.5 se trabajé a partir de [10], [15] y [17]; la Seccién 2.6
se obtuvo de [15].
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2.2 Correlacion.

El mundo de la estadistica estuvo dominado durante mucho tiempo por la
distribucién Gaussiana: un posible explicacién es por la teoria asintética a la
distribucién Normal, dada por el Teorema Central de Limite. Por ejemplo, si
consideramos un vector aleatorio (X,Y’) con distribuciéon normal bivariada,
su funcién de densidad tiene la siguiente forma

1
Zsd)) =
fzy) 2moxoyy\/1 — p?

X exp {_‘2(1 i ) [(x ;X#X)2 i (y—;}fl)z - 2p(z - H:;‘)‘(i— W]] }
(2.1)

donde a p, lo podemos considerar como un pardmetro de “independencia”,
va que si p = 0, la funcién de densidad conjunta representa un modelo de dos
variables aleatorias normales independientes. Podemos pensar ademads, que
ese parametro p “mide” de alguna manera la dependencia, en el sentido de
que los pardmetros py, 0%, py y o son pardmetros que provienen del com-
portamiento marginal, lo que hace que el inico pardmetro que corresponde a
la funcién de densidad conjunta, y por lo tanto, a la manera de relacionarse,
sea p. Mds adelante, veremos que la correlacién, en el caso normal bivariado
estd dada por p. Lo anterior y lo dicho sobre la importancia de las distribu-
ciones Gaussianas, deben de ser la razones por las cuales la correlacion se
considera, o se consideraba, tan importante para el conocimiento de la de-
pendencia de dos variables aleatorias.

Si bien es cierto que la dependencia en este caso se sintetiza en p, también
es cierto que p no es otra cosa que un parametro de la distribucién, y que
la dependencia realmente estd en la estructura de la funcién de densidad
conjunta. El principal problema que tiene la correlacién, no es la mucha
o poca informacién que nos da, sino la mala interpretacion que se hace de
ella. A continuacién trataremos de explicar cuando es que la correlacién fun-
ciona, qué informacién nos estd dando e ilustrar con ejemplos las grandes
equivocaciones en que se puede incurrir. '

Empecemos definiendo qué es la correlacion.

Definicion 2.2.1. Sean X y Y dos variables aleatorias no degeneradas con
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segundo momento finito. La correlacién entre X y Y se define como:
Cov [X,Y]
Voxoy
donde Cov[X,Y] = E[(X -E[X])(Y-E[Y])] = E[XY] -E[X]E[Y] y
0%, 0% denotan las varianzas de X y Y respectivamente.

Para empezar nuestro estudio de la correlacion, primero analicemos los
valores que ésta toma, para luego tratar de interpretar los significados de
éstos. Para ello veamos el siguiente resultado bastante familiar.

Teorema 2.2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean X y Y dos
variables aleatorias con seqgundo momento finito, entonces

(E[XY))’ <E[X?]E[Y?].

p(X,Y) =

La igualdad se da si y sdlo si existe a tal que P[Y = aX] = 1.

Demostracion. Consideremos la variable aleatoria (tX + Y)2. Como dicha
variable aleatoria es no negativa, tenemos que

0<E[(tX+Y)’ ] =E[X*|?+2E[XY]t+E[Y?].

Esto, como polinomio en ¢, sucede si y sélo si el discriminante es no positivo,
es decir

(2E[XY])* < 4E[X*E[Y?],

de donde se concluye la primer parte del teorema.
Para la igualdad veamos que si Y = aX tenemos que

(E[XY])® = (E[aX?])® = o® (E[X?))*
=E[X? E[(eX)’] =E [X?|E[Y?].
Para la otra implicacién, si (E [XY])? = E[X?] E [Y?], veamos que
E[(tX +Y)’] =E [X?] £ +2E[XY]t+E [Y?] =0,

si y sélo si

~E[XY]+ \/(E[XY)? - E[X?E[VY

£= E[X?]

E [XY]
TEX?]




36 CAPITULO 2. MEDIDAS DE DEPENDENCIA

%D
Por lo tanto, E [(Y - %{%}}l){) J =0, lo que implica que Y = %'%,-JIX, lo
que completa la prueba. O

Consideremos dos variables aleatorias X y Y no degeneradas con segundo
momento finito, entonces

E[(X —E[X]) (Y ~ E[Y])]
VE[X -EX)?E[(Y ~E[Y])’]

y por la desigualdad de Cauchy-Schwars, aplicindola a las variables X —E [X]
y Y — E[Y], tenemos que
E(X -EX])(Y -E[Y]

PXY) = Ex _EXIPIERY —ED S ¢

Entonces, p € [—1,1]. Una primera duda es, jqué pasa en los casos extremos?
Para responderla utilicemos la segunda parte del teorema 2.2.1 y lo visto en
su demostracién.
E(X-EX)Y-END’ _
. =
E[(X -E[X])’|E[(Y - E[Y])]]

,O(X,Y)2 =

3

si y sélo si

s E[(X -EX])) (Y —E[Y])]
E[(X - E[X])]

Y -E[Y] (X —E[X])

Entonces, si p(X,Y) = 41, se tiene que Y = aX + b con a = @ﬁ'ﬂl
z
y b=E[Y] - aE [X], es decir, tenemos toda la informacién necesaria acerca
de la dependencia entre X y Y. Los problemas ocurren entonces cuando
p € (—1,1) como veremos més adelante.
Otra pregunta comun es, ;qué podemos decir si la correlacion es cero

acerca de la dependencia? Veamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes con
esperanza finita, entonces Cov[X,Y] = 0.

Demostracion. Como X y Y son independientes, entonces por el Teorema
A.0.3, E[XY] = E[X]E [Y], de donde se sigue el resultado. a
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El problema es que el reciproco no es cierto en general y ése es uno de
los errores mds comunes que se comete al considerar la correlacion. Primero,
veamos dos casos particulares donde obtenemos un si y sélo si, entre la inde-
pendencia y la correlacién cero.

Ejemplo 2.2.1. Sean X y Y dos variables aleatorias conjuntamente normales
con pardmetros px, 0%, ly, 0% y p- La correlacion de X y Y es

p(X,Y) = E[(X — px) (Y — py)] :E[(X~ux) (Y“w)]  (22)

Ox0y Ox Oy

La densidad conjunta de X y Y estd dada por la ecuacién (2.1), y por la
ecuacion (2.2), tenemos entonces que

)= [ [ (9’ &) (L)

- [( ) (uxx) _gptE= ﬂ‘:\’:f":’”yj}da:dy.

Haciendo la transformacién w = (z — pux)/ox, z = (y — py) /oy, tenemos
que

o0 o0 _w z°=2pwsz
o(X,Y) = f f N T
—oc J =00 2?T 1 -
o0 o0 wz _w2—2pwz+pzzz+(l—pz}zz
e ) 2(1-p%) dwdz
./—oo .[—m 27"\! L= ;92
foo i_e_é fw _w—e_ w_ﬁ 2dwdz
—o0 V21 -0 \/2m(1 — p?)
® p2? 2
= e 2dz
/_m V2n

:p‘

Por lo tanto, la correlacion entre X y Y es el parametro p. Si consideramos,
en la ecuacion (2.1), que p = 0, tenemos que dicha funcién corresponde a
la densidad conjunta de una pareja normal bivariada con entradas indepen-
dientes, entonces X y Y son independientes. En el caso normal bivariado
tenemos que X y Y son independientes si y sélo si la correlacion es cero. O
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El ejemplo anterior, es el mas conocido en donde ocurre esa doble im-
plicacién y seguramente la razén por la que existe la confusién acerca de la
interpretacion que se le debe dar al valor cero de la correlacién. No es el
tinico caso en el que esto ocurre. Un ejemplo menos familiar es el siguiente.

Ejemplo 2.2.2. Sean X y Y dos variables aleatorias Bernoulli de pardmetros
P1 V po respectivamente. Entonces

Cov[X,Y]=P[X =1,Y =1] - pip». (2.3)

Si Cov [X,Y] = 0 entonces P[X =1,Y = 1] = pyp,. Atn mds, X y Y son
independientes, ya que

PIX =2,Y =3] =P[X =] PV =],

para toda pareja (z,y). Por ejemplo, para la pareja (1,1), lo tenemos por la
ecuacién (2.3); para la pareja (0, 1) tenemos que

PX=0Y=1=PY=1]-P[X=1,Y =1]=p(1 —p;1);

y de la misma manera se sigue para todos los otros casos. Por lo tanto, para
las variables aleatorias Bernoulli tenemos que la covarianza, y por lo tanto,
la correlacién cero implica independencia entre las variables aleatorias.

Este resultado, no se da por el hecho de que las variables sean Bernoulli,
sino por el hecho de que tomen sélo dos valores, es decir, lo podemos gen-
eralizar a variables W y Z, tales que P[W =a] = p = 1 - P[W =),
P[Z =¢] =p, =1—-P[Z =d], donde p; y p; sean las mismas consideradas
antes. Ahora, las variables W y Z las podemos ver en términos de X y
Y considerando la transformaciéon W= (b—a)X+ay Z = (d—c)Y +e¢.
Entonces

Cov(W,Z)=E[WZ] - E[W]E|[Z]
=E[(b—a)X +a)(d—c)Y +¢c)] —E[(b—a)X +a]E[(d - )Y + (]
=(b-d)(d - c)E[XY]+a(d—)E[Y]+c(b—a)E[X] +ac
— ((b—d)(d - c)E[X]E[Y] +a(d - c)E[Y] + ¢(b— a)E [X] + ac)
=(b—d)(d - c)Cov [X,Y].

Por lo tanto, para las parejas de variables aleatorias que toman sélo dos
valores tenemos que son independientes si y sélo si la correlacién es cero. [
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Sin embargo, en general no es cierto que la correlaciéon cero implique
la independencia entre las variables aleatorias, para ver que esto es cierto,
veamos algunos contraejemplos.

Ejemplo 2.2.3. Sea X ~ N(0,1) y Y = X?, como la normal estdndar tiene
momentos impares cero, entonces Cov [X,Y] =E[X?| —E[X]E[X?) =0y
por lo tanto p (X,Y) = 0, pero claramente X y Y no son independientes.

Este es un caso particular de un ejemplo mds general, donde basta que
X sea simétrica, es decir, que X y —X se distribuyan igual y que tengan
cuarto momento finito para que p(X,Y) = 0. El cuarto momento finito se
pide para que la varianza de Y = X? exista. O

El ejemplo anterior es bastante claro, tenemos dos variables aleatorias que
son funcién la una de la otra, y sin embargo tienen correlacién cero. En el
ejemplo 2.2.1 vimos que si dos variables aleatorias X, Y tienen distribucién
conjunta normal, tenemos que X es independiente de Y siy sélosip (X,Y) =

0.
Pero si X y Y se distribuyen normales de manera marginal unicamente,

(pasard lo mismo? La respuesta es no, para que eso suceda es de gran
importancia que lo hagan conjuntamente.

Ejemplo 2.2.4. Sea X ~ N(0,1) e I una variable aleatoria, independiente
de X, que cumple que P[I =1] = ; =P[I = —1] y sea Y = I.X. Es claro
que las variables aleatorias X y Y no son independientes. Veamos cémo se
distribuye Y.

PlY <y]=P[XI <y
= 5 (PIX <yl =1+ P[X > —y|I = ~1]
=P[X <y].
Por lo tanto Y ~ N(0, 1), lo que implica que tenemos una pareja de variables
aleatorias normales. Veamos qué pasa con la correlacion.
Cov[X,Y]=E[XY]=E [XQI] =E [Xz] E[Il=0
de donde concluimos que la correlacion es cero. O

Veamos un ejemplo mas

Ejemplo 2.2.5. La funcién de distribucién conjunta F' de una pareja de vari-
ables aleatorias N(0,1) independientes, la podemos escribir como

F(z,y) = 2(z)2(y)
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Figura 2.1: Densidad de una pareja de normales estandar independientes.

donde  es la funcién de distribucién de una variable aleatoria N(0,1).

Por el Teorema de Sklar (véase Secciones 1.4 y 1.5), si consideramos

cualquier cépula C' # II, y la componemos con la funcién ¢ en cada una de
sus entradas, obtenemos una distribucién bivariada con marginales normales
estandar que no es bivariada normal.
Consideremos el siguiente método de construir una cépula. Sean f,g :
[0,1] = R con [; f(z)dz = [y g(y)dy = 0y f(z)g(y) > —1 para todo
z,y € [0,1]. Entonces h(z,y) = (1 + f(z)g(y))Ijo,1(x)ljo,1(y) es una funcién
de densidad bivariada ya que integra uno y es positiva, ademas, tiene mar-
ginales U(0, 1). Por lo tanto

Ol i) =2+ ( /ﬂ ’ f(u)du) ( f@ yg(‘u)dv) (2.4)

es una cépula. Ahora, podemos construir una cépula de dicho tipo eligiendo
las siguientes funciones

27—1
1(@) = Tyan(@) + =5 e(a)
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2yv—-1
o(6) = = (Tas@) + T 1))

donde 1 < v < 3. Consideremos la funcién de distribucién conjunta H,(z,y) =
C, (®(z), ®(y)), donde C,, es una cépula como la de la ecuacién (2.4). La
funcién de densidad conjunta de dicha distribucion, estd dada por

_ 0°H,(z,y)
h’r(ﬂi,y) = T@y_
= ¢(2)¢(y) + f(2(z))¢()9(2(¥))o(y)
= ¢(z)d(y) [1 — f(2(2)) f(2W))],
donde ¢ es la densidad de una variable normal estdndar. La funcién h., se

anula en el cuadrado [y,1 —7] X [y,1 — 9], lo que hace claro que H,(z,y) =
C, (®(z), ®(y)) es totalmente distinta a la funcién normal bivariada.

o
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Figura 2.2: Densidad h., con v = 1.

Viendo ambas funciones de densidad conjuntas (figura 2.1 y figura 2.2),
donde una tiene el grueso de su masa, la otra tiene un gran hoyo. Veamos
qué pasa con la correlacién de una pareja (X,Y) que tuviera a H, como dis-
tribucién. Por el Lema de Hoeffding (Lema 2.2.1), que veremos mds adelante,
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sabemos que

Cov[X.¥]= / / C, (3(z), B(y)) — B(x)®(y)dzdy

([ )(/“’“” o)
f / o u)dud:c/ /My)g(v )dvdy,

ahora
oo pd(z) o0
f / ) dudis = / F(®(z))dz, (2.5)
—o0 J 0 —00
donde
1 2
F(s] = S]I[g ) (S] + (3 - —) I[[‘f 1-9] (8) -+ (8 — 1 ]I(] -1 (s)
La integral de la ecuacién (2.5) es cero; para ver que es cierto, veamos que
fo = — [5° y recordemos que ®(z) = 1 — $(—z).
[ 1
| Fe@e = [ 06 - 3| 1y (2@)
oy —1
E ) = Dl (B(x)) do
=1
- [ [~ 22| losan @
o L
2y -1
L (~®(=2))(a-1 (1)) (&) d2,
y haciendo el cambio de variable y = —z, tenemos

N [_ B - Q)(y)] To2-10-1 (=) + = = (= 0()) o100 () dy

0 —
=— f_ [«b(y) - %} Iig-1(y),0 (¥) + 2"27 1(@(3,))11{_00‘4,_1“” (y) dy.

oo
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De donde tenemos que la covarianza es cero y la correlacion, entonces,
es cero también. Por lo tanto, hemos construido una familia no numerable
H, de funciones de distribucién con marginales normales y correlacion cero,
distintas de la que representa a la independencia. O

Con los ejemplos anteriores es claro que la correlaciéon igual a cero no
implica que las variables sean independientes. En resumen, vimos casos en
que la correlacion cero nos decia algo acerca de la independencia y vimos
casos en los que no. Por lo tanto, s6lo hay que tener conciencia que la
correlacion cero no nos da ninguna informacion certera excepto, claro esta,
en los casos vistos en los ejemplos 2.2.1 y 2.2.2. Lo que si es cierto, es que si
p # 0 entonces la pareja no serd independiente.

Vimos antes que si la correlacién es 1 6 -1, tenemos una dependencia lin-

eal entre las variables aleatorias, la pregunta es, si tenemos dos distribuciones
univariadas, jsera siempre posible encontrar una distribucién conjunta con
esas distribuciones marginales que represente un modelo de dependecia lin-
eal? Mas atn, para cualesquiera dos distribuciones univariadas, ;sera siempre
posible obtener todos los valores entre -1 y 1 para p considerando distintas
distribuciones conjuntas? La respuesta es no y ésta es la segunda de las
creencias erroneas que se tiene de la correlacion.
Ejemplo 2.2.6. Sean F' y G dos funciones de distribucién univariadas tales
que, F(z) = G(z) = 0 para toda z < 0. Sea H una funcién de distribucién
conjunta con F' y G sus distribuciones marginales. Supongamos que p = —1.
En este caso, por el Teorema 2.2.1, si tenemos que X y Y son las variables
asociadas a esta distribucién, entonces se cumple que Y < aX +b con a < 0.
Pero para todo y < 0 tenemos

G(y)=P[YSy]=p[XZyT—bJ

21—F(y_b) >0,

a

que contradice que G(y) = 0. Es bastante natural lo que pasa; si X y Y se
relacionan por una recta de pendiente negativa, no es posible que el rango
de ambas sea [0, 00), de ahi que ocurra una contradiccién. O

Entonces qué pasa con los valores que toma la correlacién.

Teorema 2.2.3. Sean F' y G dos funciones de distribucién univariadas no
degeneradas con sequndo momento finito. Entonces:
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1. El conjunto de posibles correlaciones es un intervalo cerrado [pmin, Pmaz)
que cumple que ppin < 0 < Prmas-

2. La correlacion p alcanza el valor py, sty solo si F' y G se relacionan
mediante la cépula W; p alcanza el valor pu.. sty solo si F y G se
relactonan mediante la copula M.

3. Sean X y Y wariables aleatorias asociadas a F y G. ppin = —1 si y
s6lo si existe a > 0 y b € R de tal manera que Y y aX + b tengan la
misma distribucion; pma: = 1 st y sélo si existe a < 0 y b € R de tal
manera que X y aY + b tengan la misma distribucion.

Para probar el teorema anterior, necesitamos primero probar un lema.

Lema 2.2.1 (Lema de Hoeffding). Sean X y Y dos variables aleatorias
con funcion de distribucion conjunta H, y distribuciones marginales F y G,
respectivamente. Si E | XY|], E[|X]|] y E[|Y]] son finitas entonces

Cov[X,Y] = f : f_ " (H(z,y) — F(2)C(y))dzdy.

Demostracion. Sean (X1,Y]) y (X, Ys2) dos vectores aleatorios independi-
entes e idénticamente distribuidos con H, F y G las respectivas funciones de
distribucién. Entonces

Q[E [(Xi¥1] - E[Xi] E[Yl]]
=E [X1Y1] - E [X;] E [Y5] + E [X2Y3] — E [X;] E [V1]
=E [X1Y1 - XiYs + X0 Y, — XoY))

—E[(X; — X)(Y; - [ f du f,, j va

=E [ /_ (N—oo,) (X1) — L—oo (X2))du /_ ”(H(_m‘u] (Y1) = Li—oon (yz))dy]
:EU f (T-oo0 (X1) =0 (Y1) = I-ao) (X1) L(-o0,) (Y2)

— ]I(—oo,u] (Xg) ]I(—oo,v] (Yl) =+ I[(—oo,u] (Xg) H(—oo,V] (Yg))dﬂdv] .
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Como E[|XY]], E[|X|] y E[|Y]] son finitas, la expresién anterior es abso-
lutamente integrable y aplicando Fubini tenemos que la expresion es igual
a

/_: _/_: 2E [I(-c0) (X1) I(=00,0] (Y1) = T-o0) (X1) I(-c0,u) (Y2)] dudv
=2 U_Z f_:(H(u,v) — F(u)G(v))dudv|

lo que da la identidad deseada. O
Ahora procedamos con la demostracién del Teorema 2.2.3.

Demostracion del Teorema 2.2.3. Sea H una funcién de distribucién con-
junta arbitraria. Por el Teorema 1.4.1 y el Teorema de Sklar (1.5.1), tenemos
que

max (F(z) + G(y) — 1,0) < H(z,y) < min (F(z),G(y)) -

De la desigualdad anterior se sigue que
[ [ wax(F@) + 66) - 1,0) - F@)G)dsdy
< [ [ ) - F)ow)dady (26)
<[] (min(F).G) - F@)Gw)dsd.

Mediante el Lema 2.2.1 y la desigualdad (2.6), tenemos que la covarianza
entre X y Y se minimiza si éstas se relacionan mediante la cépula W y se
maximiza si lo hacen mediante la cépula M. También tenemos que

max (F(z) + G(y) - 1,0) < F(z)G(y) < min(F(2),G(y)).  (27)

Entonces, combinando el lema 2.2.1, la desigualdad (2.7) y lo argumentado
arriba, tenemos que pPmin < 0 ¥ Pmax > 0. Veamos ahora que no pueden
ser cero ninguna de las dos. Si F(z) = I« (), es decir, una funcién de
distribucién asociada a una variables aleatoria degenerada, se puede ver que

max (ljoe0) (2) + G(y) = 1,0) = i) (2) G(y) = min (Iiee) (2) , G(Y))
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ya que si z < ¢, tenemos que
y sl z > ¢, entonces

max(G(y),0) = G(y) = min(1,G(y)),

lo que implica que pmin = Pmax = 0. Estamos pidiendo que ninguna de
las dos distribuciones sea degenerada. Para que asi sea, tienen que existir
71,1 € R tales que 0 < F(z;),G(y;) < 1. De no ser asi, como las funciones
de distribucion son crecientes y continuas por la derecha, las funciones F' y
G tienen que ser de la forma I, o) para algin a € R, lo que implica que son
degeneradas. Por lo tanto existen tales puntos. Ahora, como las funciones
de distribucién son continuas por la derecha y crecientes, tenemos que para
¢ = 1—F(x;), existe un &; > 0, de tal manera quesi 0 < z—z; < d;, entonces
0 < F(z)—F(z1) < 1—F(z,). Es decir, existe un intervalo de tamafo d§; > 0
para el cual 0 < F(z) < 1. De la misma manera, para G(y), tenemos que
existe un intervalo de tamafio d, > 0 para el cual 0 < G(y) < 1. Ahora, en
esos dos intervalos tenemos que F( ) (y) < F(z) y que F(z)G(y) < G(y) y
por lo tanto F(z)G(y) < rmn[F(x (y)). De aqui podemos ver que

Pmin = / / min (F(z), G(y)) — F(z)G(y)dzdy
> / min{F ), ) — Pl Clyddiy > 0,
g
donde C={z|0 <z—z; <&} x {yl0 <y—y < &}
Dentro de la misma regién C, tenemos que (1 — F(z))(1 — G(y)) > 0, lo

que implica que F(z)G(y) > F(z) + G(y) — 1; ademas, F(z)G(y) > 0. Por
lo tanto, F(z)G(y) > max(F(z) + G(y) — 1,0), de donde podemos ver que

pows = [ [~ max (F(@) +G4) - 1,0) - F(@)G(s)dady
< / _min(F(z), G(v) ~ Fle)Glu)dzdy <.

Por lo tanto, pmin < 0 < prmax-
Falta probar que todos los valores del intervalo [puin, Pmax] Pueden ser al-
canzados. Para ello utilicemos el hecho de que cualquier combinacién convexa
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de cépulas es una cépula (véase ejemplo 1.4.3). Si H(z,y) = AW (F(z),G(y))+
(1= A)M(F(z),G(y)) tenemos que

Cov [X, Y] = /_ b f_ " W(F(),Cly)) — F(2)Gly)dzdy

+0-2 [ [ MP@), 60) - F@)G)dsdy
= /\pmin + (1 = )‘)pmaxa

de donde podemos construir distribuciones conjuntas de tal manera que p €
[pmim pmax] . O

Ejemplo 2.2.7. Sea F una distribucién Lognormal(0, 1) y G una distribucién
Lognormal(0, 0?), o > 0. Calculemos pmin ¥ pmax para estas distribuciones.
Sabemos que si Z ~ N(0,1), entonces e*? ~ Lognormal(0, a®) con a # 0. Por
los Teoremas 1.6.5 y 1.6.6, sabemos que si una variable aleatoria es funcién
estrictamente monénota de otra, su funcién de distribucién conjunta es: W
compuesta con las marginales, en el caso decreciente; y M compuesta con
las marginales, en el caso creciente. Por lo tanto, la pareja (eZ,e %) tiene
como cépula a W, y sus distribuciones marginales son las dos Lognormales
que queremos. Por el Teorema 2.2.3 alcanza p,,;,. Por otro lado, la pareja
(eZ,e°%) tiene como cépula a M, mismas marginales y alcanza a ppay.

Para calcular utilicemos el hecho de que la funcién generadora de mo-
mentos de una variable aleatoria N(0,1) est4 dada por E [e!?] = et"/2. Por
lo tanto

Pmin = P (eZ‘ e--a'Z)
B E [e(l—a)Z] K [ez] E [e—aZ]
- ax0y
-0 1102
_ e 2z —e 2
verter ~ 16— 1]
e?—-1

~ Vle-D(e” 1)
De la misma manera obtenemos que
_ &=l

o= Te-De 1)
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Figura 2.3: pmin ¥ Pmax Para un pareja de Lognormales.

Podemos observar (véase figura 2.3) que pmin, Pmax —— 0. Esto nos
T—300

ensena que podemos tener vectores (X,Y) cuya correlacién sea casi cero,
y sin embargo éstos tienen la forma de dependecia mas fuerte, creciente o
decreciente. Este ejemplo nos muestra entonces que los valores pequenos
de la correlacién no deben ser interpretados como senal de una dependencia
débil entre las variables aleatorias. O

Hasta este momento con el andlisis hecho podemos decir que la infor-
macién cierta que nos da la correlacion se encuentra en los casos extremos;
que si conocemos para una pareja de variables aleatorias el rango de su
correlacion podriamos, en casos ideales de dependencia, con la correlacion,
afirmar que las variables son funcién monétona la una de la otra; que si no es
el caso, podemos decir que se relacionan dependiendo de lo cercana que ésta
se encuentre a los extremos, siempre entendiendo que como en el ejemplo
pasado la cercania puede ser algo muy ambiguo. Sin embargo, tenemos un
avance importante al entender la informacién en el caso extremo que nos da
la correlacion.
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Otro problema comin de mala interpretacion es sobre si basta conocer
los comportamientos marginales y la correlacion, para conocer el compor-
tamiento conjunto. Esta duda, seguramente se debe también, a pensar que
todo el mundo es Gaussiano. Creo que la respuesta ya ha sido casi con-
testada, aunque no de manera explicita. En el ejemplo 2.2.4 teniamos dos
variables aleatorias N(0,1) con p = 0 cuya funcién conjunta aparentaba ser
distinta a aquella de dos variables aleatorias N(0,1) independientes. Aun
asi, si tenemos dos variables aleatorias y su correlacién, qué podemos decir
sobre la funcién de distribucién conjunta.

Ejemplo 2.2.8. Sea F, la funcién de distribuciéon normal bivariada estdndar
con coeficiente de correlacién p. Cualquier combinacion convexa F' = AF),, +
(1 — A)F,, de distribuciones normales bivariadas, es también una funcién de
distribucién conjunta con marginales normales (0, 1) y por el lema 2.2.1 con
correlacién Ap; + (1 — A)pp. Ahora, si fijamos p € (—1,1), de tal manera
que p; < p < p2, entonces podemos encontrar A € (0,1), para que se cumpla
que p = Ap; + (1 — A)pe. Si comparamos ambas funciones de densidad
(figura 2.1 y figura 2.4), éstas se parecen mucho, asi que, podemos pensar
que el comportamiento conjunto de un vector con distribucién conjunta F
ser4 muy parecido a uno con distribucién conjunta F,, lo cual no es cierto.

Para ver que las colas’ bajo F' son més pesadas que bajo F),, supongamos

que el vector (X, Y) tiene distribucién F, y el vector (U, V) tiene distribucién
F, y estudiemos cémo se comportan las colas de las variables X +Y y U+ V.
Primero, veamos cémo se distribuye.
Si X y Y son dos variables aleatorias conjuntamente normales estdndar con
correlacién p, el vector X + Y se distribuye N(0,2(1 + p)). Para ver que es
cierto, hagamos la transformacion W = X+Y y Z=X-Y 6 X = (W+2)/2
yY=(W-2)/2

b =

1=

b3 =0 =
B =3 |

!Si X es variable aleatoria con distribucién G, la cola es P[X > z] = 1 — G(z).



50 CAPITULO 2. MEDIDAS DE DEPENDENCIA

0.2
0.15

0.1

0.05 .

s
s
S

S
s
2.

Figura 2.4: Densidad de F, con p; = —; y po = %
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y por lo tanto

1 1
= e e

de donde se obtiene que W = X +Y ~ N(0,2(1 + p)). Entonces

22

Ta(-p)

1!;2

e (1+p)

a
PX+Y >a|=1-®—7+—<]). 2.8
| g (2( 1+ p)) e
Para ver la distribucién de U + V, basta notar que la densidad de F es
Afpy + (1 = A) f,,, donde f, es la densidad conjunta de un vector normal con
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correlacién p. Por lo tanto,

]P’[U+V>a]—)«{1~<1>(ﬁ)]+(1—A){1—¢(2(1—i;25)(]2.9)

Para analizar las colas, apliquemos la regla de I'Hopital a

1—-9(z)
z71¢(z)’
entonces
1-%@) _ . —g(a)
Lol Sy )

de donde obtenemos la razén de Mill

§ <) = dia) (%+o($))
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Usando esta razén y las ecuaciones (2.8) y (2.9), tenemos que

_ P[U+V>d A[l*q’(ﬁ-"ﬁﬂ i —a) [1-—@(5(1—‘}7))]
R o g} : Lo () )
. lai) (25 018)
= lnm
a—o0 é((lﬁp))( +ﬂ)+0( ))
ﬂlL“;o - N6 Eg(1+p2)zlgij1:”2) +1o(-a‘—z))
({+ )( i +O(5’))
i Ap (mm))o
K ¢ (x%5)0 ()
L (172 (mm)) (2)

a—oo
l+p)
2

= lim Ae™ (1+p ) + lim (1 - A)e i)

a—00 a—oo

=00+ 0 =00

Por lo tanto, aunque tengamos el mismo comportamiento marginal y la
misma correlacion, el comportamiento del vector bajo los dos distintos mod-
elos cambia considerablemente, ya que las colas son més pesadas en el caso
de la combinacién covexa de normales. O

Es clara ahora la respuesta a la dltima pregunta: para conocer el compor-
tamiento conjunto necesitamos bastante més informacién que la correlacién

y las marginales.
Otro problema que tiene la correlacién, es que no es invariante bajo trans-
formaciones estrictamente crecientes T : R — R. En general tenemos que

T(X),T(Y)) # p(X,Y).

Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2.9. Consideremos un vector aleatorio (X,Y) con distribucién
normal estdndar bivariada y coeficiente de correlacion p. Si consideramos
la transformacién T'(z) = ®(z), con @ la funcién de distribucién normal
estéandar, la correlacién del vector (®(X),®(Y)) es (véase ejemplo 2.3.7)

p(®(X),®(Y)) = garcsen (g)

claramente distinta de p. O

El Teorema 1.6.3 nos dice que al aplicar dos transformaciones a y g,
estrictamente crecientes, a un vector (X,Y’), la cépula no cambia, es decir,
Cxy = Cux)pry), sin embargo el comportamiento marginal si puede cam-
biar. Esto muestra evidencias de que la correlacién esta considerando los tres
elementos que forman la distribucién conjunta: la cépula y las distribuciones
marginales. Esto es més evidente ain si aplicamos una transformacién al
resultado del Lema 2.2.1

covixy= [~ / " (H(z,y) - F(2)G(y))dzdy

ue /1 [I(C(u, v) — uv)dF ' (w)dG ™ (v)

que hace evidente la dependencia con las funciones marginales F y G.

Una dltima desventaja, evidente desde su definicion, es la necesidad de
segundos momentos finitos, lo que claramente restringe su uso para algunas
variables aleatorias como son la Pareto y la Cauchy, entre otras.

A pesar de todo esto tiene ventajas sobre la sencillez de su célculo, la di-
recta generalizacién a més variables y claro esta su uso natural como medida
de dependencia en el mundo normal multivariado. En conclusién, la infor-
macién que la correlacién nos da solamente serd segura cuando estemos en
los casos extremos de su rango, siempre y cuando lo conozcamos; los valores
p = =£1 nos dejan el problema totalmente resuelto en cuanto a la relacion de
una variable con la otra; hay que tener cuidado cuando los valores no son es-
tos extremos. Sin embargo, siempre nos puede dar una primera informacion
sobre lo que pasa en cuanto a la dependencia entre dos variables aleatorias.
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2.3 Concordancia

El concepto de concordancia y de medidas de concordancia es comun en el
tema de dependencia. La palabra concordancia, significa conformidad de una
cosa con otra, y al referir esta palabra a la relacién que dos variables aleatorias
tienen, pues la conformidad sera en el sentido de que si una aumenta, la otra
aumente también; o que si una disminuye, la otra lo haga de igual manera.
De una manera informal, decimos que una pareja de variables aleatorias es
concordante, si los valores grandes de una corresponden a los valores grandes
de la otra; o bien, si los valores pequenos de una corresponden a los valores
pequenos de la otra. Si una variable es funcién de la otra, seran concordantes
si esa funcién es creciente y seran discordantes si esa funcién es decreciente.
Como su nombre lo dice, la concordancia dird qué tanto estd de acuerdo una
variable aleatoria con respecto a la otra, en el sentido de, qué tanto influye
el valor que tome una de ellas sobre el valor que tome la otra.

Las medidas de concordancia méas comunes son la 7 de Kendall y la p de
Spearman, que estudiaremos a continuacion. Estas medidas se utilizan en
pruebas estadisticas para dar criterios de independencia entre las variables
aleatorias (véase [8]). El problema estd en que si sélo miden la concordancia,
ipodré ser suficiente para decidir si dos variables aleatorias son independi-
entes entre si? En otras palabras, la concordancia no tiene porque ser la
tnica forma en que dos variables dependan entre si. En esta seccién tratare-
mos de contestar esta pregunta, asi como aclarar lo que es una medida de
concordancia.

Formalmente, si tenemos (z;,y:), (z;,7;), dos parejas de reales, con z; #
T; y yi # y;: decimos que las parejas (zi,¥;:), (z;,y;) son concordantes si
T < T yy < Yj, 08l & > x; Yy > Yy decimos que las parejas (zi, ¥:),
(z;,y;) son discordantes si z; < «; y ¥ > y;, 08l & > z; y ¥ < ¥
Notemos que las parejas seran concordantes si z; — z; y y; — y; tienen el
mismo signo; seran discordantes si no. Entonces, las parejas son concordantes
si (z; — z;)(y: — y;) > 0 y son discordantes si (z; — z;)(y: — y;) < 0.

Ahora, consideremos n parejas de reales, {(z1,%1), (Z2,%2) - .-, (Tn, ¥n) }-
Si estamos interesados en saber cémo influye uno de los componentes de la
pareja en el otro, una de las cosas que nos interesa saber es si las parejas son
concordantes o discordantes entre si. Si ahora, lo que queremos es resumir
esa informacién en una medida numérica, una primera aproximacion, es con-
siderar las ['2‘) posibles formas de tomar dos parejas distintas, y considerar el
numero ¢ — d, donde ¢ es el mimero de parejas concordantes y d el nimero de
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parejas discordantes. Un problema de este niimero, es que depende de n, por
lo que consideramos entonces (¢ — d)/(c + d), es decir, normalizamos dicho
valor. La medida anterior nos resume, de alguna manera, cémo es que estos
valores se relacionan. Entonces, dicha medida ¢, la podemos escribir como:

t="—= (c—d)/(;). (2.10)

Si tenemos una pareja (X, Y') de variables aleatorias, jc6mo podemos definir
una medida, que nos resuma la concordancia que hay entre ellas? Veamos la
7 de Kendall.

2.3.1 7 de Kendall.

Notemos que ¢, definida en la ecuacién (2.10), es la probabilidad de con-
cordancia menos la probabilidad de discordancia si consideramos la inter-
pretacién cldsica de la probabilidad, casos favorables entre casos totales.
Ahora, si tenemos un vector aleatorio (X,Y’), con disribucién conjunta H,
dicha medida, que llamaremos 7 de Kendall, se define siguiendo el mismo ra-
zonamiento. Sean (X;,Y)) y (Xa2,Y2) dos vectores aleatorios independientes
e idénticamente distribuidos, con distribucién conjunta H. Entonces, la 7 de
Kendall para el vector (X,Y’) se define como:

T(X,Y) =P[(Xi1 - X2)("1 - Y2) > 0] - P[(X; — X;3)(Y1 - ¥2) < 0].

Para poder estudiar esta medida, definamos antes una funcién de concor-
dancia @, que es la diferencia entre la probabilidad de concordancia y la
probabilidad de discordancia de dos vectores aleatorios (X;,Y]) y (X2, Y2) de
variables aleatorias continuas, con distribuciones conjuntas H; y H; posible-
mente distintas, pero con marginales comunes F'y G. Lo que a continuacién
veremos, es que dicha medida @, depende de las distribuciones de (X;,Y}) y
(X3, Y2), sélo a través de sus c6pulas.

Teorema 2.3.1. Sean (X1,Y1) y (Xa,Ys) dos vectores aleatorios independi-
entes de variables aleatorias continuas, con distribucion conjunta H, y Hs,
respectivamente, y con marginales comunes F (para X, y X3) y G (para Y;
y Ya). Sean Cy y Cs las copulas de (X1,Y1) y (Xz,Y2), respectivamente, de
tal manera que Hy(z,y) = Ci(F(z),G(y)) y Ha(z,y) = Co(F(z),G(y)). Sea
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Q la diferencia entre la probabilidad de concordancia y de discordancia de las
parejas (X1,Y1) y (X2,Y2), es decir, sea

Q=P[(Xi - Xp)(Y1 - Y2) > 0] - P[(X; — X3)(Y1 - ¥2) < 0].

Entonces
QR=Q(C,C,) = 4]/12 Cy(u,v)dC(u,v) — 1.

Demostracion. Dado que las variables aleatorias son continuas,

P[(X, — X2)(Yi — Y3) < 0] = 1 = P[(X; — X;)(¥i — ¥3) > (]
y entonces

Q=2P[(X; - X3)(Y; -Y2) >0] — 1. (2.11)
Sabemos que
{(X1 = Xo)(Y1 —Y2) > 0} = {X; > Xo, Y, > Yo} U{X; < X5, V) < Y3},

por lo que
P(X:i—Xo)(Y1-Y2) >0 =P[X; > X5, Y1 > Y| +P[X, < X5, V) <Yy,

donde cada una de estas probabilidades puede ser calculada integrando con
respecto a la distribucién conjunta de alguno de los vectores aleatorios uti-
lizando la regla de las probabilidades totales y el hecho de que (X;,Y;) y
(X2, Y2) son independientes entre si. Por lo que tenemos que

P[Xl > XQ,Yl > YQ] = P[Xg < Xl,YQ < }/1]
= [[ P 2% <4ldc(F @), 6w)
R2

- [ cxr@,cwnicr@,cw)
y haciendo la transformacién © = F(z) y v = G(y) obtenemos

P(X: > XY, > Vo] = / / Cs(u, v)dCi (u, ). (2.12)
12
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De la misma manera
PG <Xo,Yi <Y = [[ Pl >2,% > 4]dCi(F@), GW)
R2
= [[ - F@) - ) + CalPl@), G O (P&, 6w)
= f/ [1-u—v+Cu, v)]dCi (u, v).
12

Ahora, como C; es la distribucién conjunta de una pareja (U, V') de variables
aleatorias uniformes (0, 1), entonces E(U) = E(V) = 1 y por lo tanto

P(X; < X, Y1 < Y3 = ./flz Ca(u,v)dC(u,v). (2.13)
Por lo tanto
P[(X: — X2)(Y1—Y2) > 0] = 2.//;2 Co(u,v)dC(u,v).

Y sustituyendo en la ecuacién (2.11) se obtiene el resultado. O

La funcién @ juega un papel importante para el desarrollo de esta seccién.
Por ello, veamos algunas propiedades importantes.

Corolario 2.3.1.1. Sean Cy, Cy y @ como en el teorema 2.3.1. Entonces:
1. Q es simétrica en sus argumentos, es decir, Q(Cy,Cs) = Q(Cs, C1);

2. Q es creciente en cada argumento, es decir, si Cy < C1 y C; < Cj para
todo (u,v) € I?, entonces Q(C,Cs) < Q(C1,C).

Demostracion. El inciso (1) es inmediato de la definicién de la funcién Q.

Para el inciso (2), como C, < C} y por monotonia de la integral tenemos
que Q(Cy, Cy) < Q(C4,CY). Por la misma argumentacién y por el inciso (1)
tenemos que Q(C3, C)) < Q(C3, C}) lo que completa la prueba. O

Para calcular ) para las copulas mds conocidas, necesitamos probar antes
el siguiente resultado.
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Lema 2.3.1. Sea C una cdpula cuyo soporte en el rectdngulo R = [uy, us) X
[v1,v2] C I? estd sobre una funcion f que es continua y biyectiva sobre todo
el rectdngulo R, entonces, para toda funcidén g integrable en 12, tenemos que

//Rg(u, v)dC(u,v) = llm g(u, f(u))du. (2.14)

Demostracion. Supongamos que f es creciente. Sea P = {ag, ay,...,0,} una
particién que cumple u; = ag < a; < --- < a, = us. Los n® rectangulos de la
forma [ax—_1,ax] X [f(aj-1), f(a;)], con k,j = 1,...,n, forman una particién
de R. La integral del lado izquierdo de (2.14) tiene como suma de Riemann
a

3> gla, fla))Vellar-1,a] x [f(az-1), f(az))-
k=1 j=1

Como el soporte de C, estd sobre la funcién y = f(z), todos los rectdngulos
que no sean de la forma [ax_1, ax] X [f(ax-1), f(ax)], con k =1,...,n, tienen
C-volumen 0. Por lo tanto, la suma anterior queda de la siguiente forma

> 9(ak.f(ar))Ve([ar-1,a] x [f(ak-1), f(ax)])

= glak, f(ar))[Clax, f(ar)) — Clar-1, f(ar))
k=1

— C(ax, f(ax-1)) + Clak-1), f(ax-1))]-

Para calcular esta suma, notemos que el rectangulo [ax_;,ax] % [f(ax), 1] no
intersecta con el soporte de C, por lo que obtenemos que

C(Gk, f(ﬂ.k)) s C(ak_l,f(ak)) =ai — axp-1 = Aak.

Notemos ademads, que el rectangulo [ax_1, ax] X [0, f(ax-1)] tampoco intersecta
con el soporte, y entonces

Clak, f(ar-1)) — Clar-1), f(ar-1)) = 0.

Por lo tanto, la suma queda como

Zg(ahf(ak))Aak‘

k=1
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que no es otra cosa que la suma de Riemann de la segunda integral de (2.14),
lo que completa la prueba.

Supongamos que f es decreciente. Consideremos la misma particion P y
definamos la particién P; = {bp,b,...,b.}, con f(ax) = b,k para k =
1,...,n. Entonces, los n? rectdngulos de la forma [ai—1, ax] X [bj—1, b;] forman
una particién de R. Para la primera integral de (2.14) tenemos como suma
de Riemann a

Y ) glar, b)) Ve ([ar-1, a] x [bj-1,b;]).
k=1 j=1

Todos los rectangulos que no sean de la forma [ag—1,ax] X [bn—k, bn—(k—1],
tienen C-volumen 0, dejando a la suma como

3" g(arba-i)) Ve ([ar-1, ar] X [Ba-k), bu--1)))

=) "g(a, f(ax))[Clak, f(ar-1)) — Clak-1, f(ak-1))
— C(ax, f(ax)) + Clax-1), f(ar))],

y mediante argumentos andlogos a los usados para f creciente, concluimos
la prueba. O

Teorema 2.3.2. Sea C una cdpula cuyo soporte estd sobre una funcion f
que es biyectiva sobre todo I? y continua excepto a lo mds en un nimero finito
de puntos, entonces, para toda funcién g integrable en 12, tenemos que

//12 g(u,v)dC(u,v) = [01 g(u, f(u))du.

Demostracion. Sean 0 < ¢; < ¢3 < -+ < ¢, < 1, los puntos sobre el eje =
donde f es discontinua. Sea Ry = [ck—1,ck] x [dF,d5], para k= 1,...,n, con
c=0,df= inf f(z)ydi= sup f(z). Entonces

Cl—1<T<Ck Cp—1<ZT<Ck

/ / - 9(u,v)dC(u,v) = é / / . g(u, v)dC(u,v),

ya que fuera de esos rectdngulos la integral vale 0 puesto que no intersecta
con el soporte. La funcién f en cada uno de estos rectdngulos es continua
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y biyectiva y aplicando el Lema 2.3.1 para cada integral del lado derecho se
concluye la prueba. O

Ejemplo 2.3.1. Consideremos las cépulas W, IT y M y calculemos @ para
cualquier pareja de ellas. Para esto, recordemos que el soporte de M esta
sobre la curva u = v en I?, y por lo tanto, si g es una funcioén integrable cuyo
dominio es I?, tenemos por el Teorema 2.3.2

//12 g(u, v)dM (u,v) = folg(u, )

Por lo tanto,

Q(M,M)=4/ min(u,v)dM(u,v)vl=4/ﬁludu—l=l;

12

: 1

Q(M,H)=4// uvd.M(u,v)—l:éi/ u2du-—]_=.3_;
12 0

Q(M,W) =4[ max(u + v — 1,0)dM(u,v) — 1

12

1
:4/ (2u —1)du —1=0.
1/2

De manera similar, recordemos que el soporte de W estd sobre la curva
v=1—wenI? y por lo tanto, si g es una funcién integrable cuyo dominio

es I?, tenemos
1
ff g(u,v)dW (u,v) = / g(u,1 — u)du,
2 0

de donde tenemos

o =4 [ wawuu)-1=4 [ ut—wdu-1=-3;

QIW, W) :4//12max(u+v— l,O)dW(u,v)—1=4£10du~1:—1.



2.3. CONCORDANCIA 61

Por 1iltimo, como dII(u,v) = dudv,

QUL I) = 4//12 wodll(u,v) — 1= 4]; Al uwvdudv —1=0.  (2.15)

O

7 es un caso particular de Q.

Teorema 2.3.3. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con copula
C. La 7 de Kendall para X y Y estd dada por

X, Y) =0(C,C) = 4]/12 C(u,v)dC(u,v) — 1.

Demostracion. Basta considerar C; = Cy = C en el Teorema 2.3.1 O

Por el teorema anterior, vemos que a diferencia de lo que vimos con la
correlacion, el valor de 7 sélo depende de la cépula y no del comportamiento
marginal. ;jEso hard que esta medida sea mejor que la correlaciéon? Para
tratar de contestar esta pregunta estudiemos qué pasa con 7.

Primero, veamos cuédl es el rango de esta medida. Si tenemos una pareja
(X,Y) con cépula C, por el Teorema 2.3.3 sabemos que 7(X,Y) = Q(C,C).
Ademas por el Teorema 1.4.1 sabemos que para cualquier cépula C tenemos
que W < C < M, y mediante el Corolario 2.3.1.1 y el ejemplo 2.3.1 podemos
ver que —1 = Q(W, W) < Q(C,C) < Q(M, M) = 1. Por lo tanto, si X y Y
son dos variables aleatorias continuas

-1<7(X,Y)<1.

Empecemos a analizar la informacién que nos dan los valores extremos, asi
como la informacién que da 7 = 0.

Teorema 2.3.4. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con cépula
C. Entonces,

1. 7(X,)Y)=1siysdlosiC=M,

217X, Y)=-1siysolosiC=W.
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Demostracion. Supongamos que 7(X,Y) = 1. Por el Teorema 2.3.3, esto
pasa si y solo si f f cdC = % De la demostracion del Teorema 2.3.1 podemos
ver que, al igual que para la ecuacién (2.12), tenemos que

PlX,> X.,Ys > Yi] = / / G el ),
12

y por la ecuacién (2.13), vemos que si tenemos dos cépulas Cy y Cs, entonces
[ C1dCs = [[ C5dCy. Por lo tanto, [ CdC < [[ MdC = [[ CdM. Por
el Teorema 2.3.2, para una coépula C, tenemos que

//p C(u, v)dM (u, v) = /01 i

Como C, sobre la diagonal principal, es continua y acotada por M, la unica
forma que fol Clu,u)du = 11, es si C(u,u) = u, es decir, si C' coincide
con M sobre la diagonal principal, lo que por el Lema 1.6.5 implica que
C = M. Basta, por la continuidad de C, encontrar un punto (u;,u;) donde
C(u1,w) < uy, para encontrar un intervalo abierto donde C(u,u) < u, lo
que implica que [[ CdC < fol C(u,u)du < 3. Por lo tanto, si 7(X,Y) = 1,
entonces C = M.

Supongamos que 7(X,Y) = —1. Otra vez, por el Teorema 2.3.1, esto
pasa si y sélo si [[ CdC = 0. De la misma manera, tenemos que [[ CdC >

JfWdC = [[ CdW. Por el Teorema 2.3.2 sabemos que

f/F C(u,v)dW (u,v) = /01 C(u,1 — u)du.

Como C > 0 y continua, la tnica forma que foi C(u,1 — u)du = 0 es si
C(u,1—u) =0, lo que por el Lema 1.6.6, implica que C = W. Basta, por la
continuidad de C, encontrar un punto (u;, 1 — uy) donde C(u;,1 —u;) > 0,
para encontrar un intervalo abierto donde C(u,1—u) > 0, lo que implica que
[fcdC > fol C(u,1 — u)du > 0. Por lo tanto, si 7(X,Y) = —1, entonces
=W. O
Si |7(X,Y)| = 1, el problema de la dependencia entre las variables esta
resuelto; tenemos entonces que una variable es funciéon mondétona de la otra,
y el conocimiento de una bastard para el conocimiento de la pareja.
Ademads de esta propiedad, como 7(X,Y) = Q(C,C), es decir, depende
sélo de la copula, hereda las propiedades que ésta tiene, en especial la invar-
ianza bajo transformaciones monénotonas (véase Teoremas 1.6.3 y 1.6.4).
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Ahora, si 7(X,Y) = 0, ;qué podemos decir sobre la dependencia de la
pareja (X,Y)? Primero, veamos que si X y Y son dos variables aleatorias
continuas e independientes, por el Teorema 1.6.2 sabemos que (X, Y') tendra
como c6pula II(u,v) = uv. Ahora por la ecuacion (2.15) y el Teorema 2.3.3,
tenemos que

(X ¥) =4/:/ wwdudv — 1 = 0.
12

Por lo tanto, si X y Y son independientes, 7(X,Y) = 0. El reciproco,
en general, no es cierto, aunque existen casos donde si lo es. Como es de
esperarse, el mundo normal bivariado nos permite esta doble implicacién.
Ejemplo 2.3.2. Sean X, Y dos variables aleatorias N(0, 1) con coeficiente de
correlacion p. Entonces

7 X, ¥) = %arcsen(p). (2.16)

Antes de realizar el célculo, notemos que 7(X,Y) = 0 si y sélo si p = 0 si
y sélo si X y Y son independientes (véase ejemplo 2.2.1). Por lo tanto, una
vez mas, en el caso normal bivariado, 7(X,Y) = 0 si y sélo si X y Y son
independientes.

Para probar la ecuacién (2.16), veamos lo siguiente.

(X, Y) =P[(X1 - X2)(Y1 - Y2) > 0] - P[(X1 — X5)(Y1 — ¥2) < 0]
= E [I(x,-x2)(vi—v2)>0 — L1 - X2)(vi-¥2)<0)
= E [sgn(X; — X3)sgn(Y; — Y3)],
donde (X,,Y)) y (X2,Y2) son dos vectores independientes con distribucién
igual a (X,Y); v sgn(z) = Io,00) (z) — I(-c0,0) (%) es la funcién signo.
Para facilitar el trabajo, veamos cémo se distribuye la pareja (X; — X5,Y; —

Y,). Como (X3,Y;) y (X2,Y2) son independientes, la funcién de densidad
conjunta estd dada por

7= m—_‘:pﬁ{lf+13—2ﬂ(=w1 +z2y2) +yi+13)

f(x1, 91,22, 2) = €

4m*(1 - p?)
Ahora consideremos la transformacion

W, = 71§(X1 -X3), Wo= 71§(X1 + Xo),

Z, = 715(Y1 -Y2), Z»= \—1/2'(1/1 +Ys).
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El determinante del jacobiano de la transformacion es

s om0
= —-= 0 0
|J] = %5 ‘65 1 L | =L
o
0 O =% =
Notemos ademds que
Ry 2
wa+wp = LX) ‘;(X”Xz) = X + X3,

y de la misma manera

224+ 22 =Y+ Y2
ademas

WiZ +Wp2, = (X1 — X2)(3 "‘Y2)-Q|'(X1 +X) (Y1 + Ya)
- XM -Y2+Y1+Y2)+ X(Ya—Y1+Y1+Y,)
N 2

=X1Y1 + XoY,,

y por lo tanto, la funcién de densidad de la transformacién es

1

_—T(w2+w3 —2p(wy 2y +‘h‘..'2:2)+22+22)
g(wl'l zls w2, z?) == € 2(1—p=) 1 2 i 3

1
4m2(1 - p?)
1 e—ﬁ(w:f“%“ﬁzl +27)

N 2m\/1 — p?

e— m{wg—%}w;zg +z%}

1
2n\/1— p?
Por lo tanto, la pareja (W, Z;) se distribuye normal estdndar bivariada con
coeficiente de correlacién p. Retomando el célculo inicial tenemos

Elsgn(X; — X)sgu(¥i — ¥;)] = E [sgn ( X‘J;’Q) sn (YIJ;’&)]
= E [sgn(W)sgn(Z)]

1 —srrn (WP —2pwz+2?)
= sgn(w)sgn(z) —————e 21-#%) dwdz.
/] s

(2.17)
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Para realizar este calculo utilicemos el siguiente hecho:

00 itr
sgn(t) = l/ £ _dz. (2.18)

| N

Primero, si ¢ = 0, entonces ffow d;‘” = 0, ya que 1/z es una funcién impar.
Si t > 0 el cdlculo se realiza utilizando integrales complejas de la siguiente
manera. Para eso, consideremos el valor principal de las integrales, es decir,

[ ([ +])

y recordemos que si tenemos una curva v : [a,b] — C diferenciable y f una
funcién compleja, entonces la integral de f sobre y estd dada por

]1 fdz = ] " Fon(s)) )ds

Consideremos la integral compleja

itz
et
f —dz,
TR.e iz

donde Y, es la curva que va de —R a —¢; un semicirculo de radio € sobre
el eje real; de € a R; sube de R a R+ iR; de R+ iR a —R + iR; y baja
de —R+ iR a —R. En otras palabras, es una curva que va sobre el eje real
excepto en cero, y sube sobre una caja a la parte compleja. Ahora, como en
el interior de yre, f(2) = €"*/iz es analitica,

[f RCCE

La integral de arriba estd dividida en seis partes, segin fuimos describiendo
la curva. La primera, [, y la tercera, I3, convergen, al aplicar los limites de
R y €, a la integral que estamos buscando. Calculemos las demads integrales:
I, Iy, Is e Is. Para I; tenemos que

R git(R-+is)
Li= ids,
g /0 R+1is




66 CAPITULO 2. MEDIDAS DE DEPENDENCIA

y calculando el médulo
R | Lit(R+is)
s [
0

ds =

?

R —ts
€
———ds
R+1is ]u. VR? + 52
R —ts _ »—tR
5/ 2 ds=1 E 3 0.
o R

tR R—oo

De manera similar, para I5 tenemos que

~R git(s+iR)

= d
5=l BB
y calculando el médulo
R | it(s+iR) R —tR
L] < f c lds= f S,
—R| S + 3R -R R2 + 52

R e—tR
S f ds =2 tF — .
-R R R—o0

Para Is podemos ver que

0 yit(—R+is)
Is = A mids,
y calculando el médulo
R git(—R+is) R e ts
|Iﬁ|§f0 T—!—zsz ds=/; ﬁds

R _—ts ~tR
e l1—e€
R ds = y 0.
= fo R TIR o

Por lo tanto, cuando R tiende a infinito, la integral sobre el rectangulo se
desvanece. Sélo resta ver qué pasa con . Para eso, veamos que cerca del
cero, f(z) la podemos ver como

e:'tz °°_ (itz)" 1 o (i n—1
€ _ Dneotm _ 1, e
1z 4 1z ni
1
= h(z)a

1z
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donde h(z) es una funcién analitica alrededor del cero. Entonces,

I3=/ %-l-/ h(z)dz
Ne % Ne

La primera parte de esta integral es

dz / zee"‘

e iz zee*s

Para la segunda parte, por ser h analitica, es acotada cerca del 0, digamos
que por M, y entonces

-[1 e h(z)dz

Juntando todos los célculos tenemos que

itz o0 itz
0= lim £ dz=f é—d:c—’n‘,

520 Jare iz o 1T

SMf fdszM:rre——u>0.
0 E£—

de donde el resultado (2.18) para ¢ > 0 es valido. Si ¢ < 0, basta considerar
lo calculado para ¢ > 0 y hacer un cambio de variable, © = —z, en la integral,
lo que completa la ecuacién (2.18).

Utilizando la ecuacién (2.18), en la ecuacién (2.17), tenemos que

1 oo etw&‘: 1 oo eisz
E[sgn(W Z) = — dz | | -
cwwrml= [[ (2 [ Fe) ([ 5)
1 (w —2pwz422)
e dwdz
2m+/1 — p?
g gy ¥ (2.19)
0 re . ; 1 =L (w2 —2pwz+22)
ewrstizy__ — T304 a dwdz | dydz.

La expresion que estd entre paréntesis, es la funcién caracterisitica conjunta,
de una pareja normal estdndar bivariada de correlacién p. Para calcular su

eﬁ(lp
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valor, recordemos que, para una variable N(y,0?), su funcién caracteristica
estd dada por exp(itu — o?t?/2). Por lo tanto

00 00 1 1 2 2
2 = w*=2pwz+tz
/ f P b :zy—oe 2(1- p!)( }d-wdz
P 2+/1 — p*

w—pz)*
SR 7 Y - 2m(1 — p?)

La integral de adentro, es la funcién caracteristica de una variable N(pz,1 —
p?), evaluada en z, de donde

2

z

1(1—p2)z2 = v+ )6__'—’—
— e 3(l=p)z ey px dz
/—00 VQ'?T

-3(1-p%)2® ;— 3 (y+pz)

1
2
—%(x2 4 2pzy+y?)

[}

Continuando con la ecuacién (2.19), tenemos que
1.2 2
1 [ [ g—3z(=*+2ezyty’)
=k [
T Jeoo J—c0 Ty

Derivando la expresion con respecto a p tenemos que

or(X,Y) 6-5(9-' +2pzy+y?)
I f T

~1(z? +29zy+ y?)
/ / ——dzxdy
. _"’f / 6—2(1: +2pzy+y2)d$dy’
T Jeood —x0

y haciendo la transformacion z = u/+/1 — p?, y = v/4/1 — p?, tenemos que
_2my/1-p* 2
= ) Ry gk
e integrando se obtiene el resultado deseado en la ecuacién (2.16). Por lo

tanto, si (X,Y) es un vector gaussiano, entonces X y Y son independientes
si y sélosi 7(X,Y) = 0. O
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Nuestra duda sobre la relacion entre el valor 7 = 0 y la independencia,
en general, sigue en pie. Para aclararla veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3.8. Sea (X,Y’) un vector aleatorio con cépula C, g dada por
Cop=aM+ (1 —a- B+ W,
donde o, 3 > 0 y a + 3 < 1. Para calcular 7 para esta pareja veamos que
dCop = adM + (1 — a — B)dIl + BdW,

y por lo calculado en el ejemplo 2.3.1 tenemos
r(4Y) = [[ CusdCus
=f (@M + (1 — a— B)IL + fW)adM
+//(QM+(1 —a— )+ BW)(1 - a - B)dII
+//(aM+ (1= & — B)IL + BW)BdW

=(a+-1—_—%_—6)a+(%—§)(1—0—5)

l-a-p8
+(——T—ﬁ)ﬁ

(a—B)(1—a—B8)+a—-F+2(a?-p%
3

y por lo tanto

_(@=p)a+p+2)
: ;

En la ecuacién (2.20) para que el lado derecho sea cero, basta que o = f €
[0, %] El tinico caso que representa la independencia, es cuando a = § = 0.
Entonces, para a = f € (0, 1], tenemos cépulas C, o = a(M+W)+(1—-2a)I1,
todas ellas distintas de la que representa la independencia, para la cuales
7=, O

7(X,Y) (2.20)

Con el ejemplo anterior, vemos que es cierto que en general, 7 = 0 no
implica independencia, ya que éste nos da una familia de modelos de depen-
dencia, distintos de la independencia, para los cuales 7 toma el valor cero.
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Sabemos que si el soporte de una funcién de distribucién bivariada de una
pareja (X, Y), estd sobre una funcién, digamos y = «(z), entonces Y = a(X)
c.s. . Para dar un ejemplo de dos variables que sean funcién la una de la
otra, pero que cumplan que 7 = 0, necesitamos probar el siguiente resultado,

9, d
7(X,Y)=1- 4-//12 %C{u, U)EEC(u,u)dudv, (2.21)

donde C denota la cépula asociada a X y Y. Para esto probemos el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.5. Sea C una cdpula tal que el producto (0C/du)(0C/dv) es
integrable en 1. Entonces

// C(u,v)dC(u,v) = = — /f{z —C(u,v) C’(u, v)dudv. (2.22)

Demostracion. Si C es absolutamente continua, tenemos que

/ , C(w,0)dC(u,v) = f / Cl(u 32C(u ”)d dv,

e integrando por partes se completa el resultado. No siempre C es de esta
forma, por lo que para la demostracion en general procederemos mediante
sumas de Riemann. Empezaremos por el lado izquierdo de la ecuacién (2.22).
Consideremos la particién del eje z como 0 = ug < uy < ++- < u, = 1, y ladel
geycomol =9y <v; <--- < v, =1 Sea Au; = uj—u;_;,coni=1,...,n,
y Av; = v; —v;j_1, con j = 1,...,m. Entonces, el producto cartesiano de
estos intervalos, forman una particién de I? en mn rectdngulos de la forma
Ri; = [ui—1,w;] x[vj—1,v;]. Como el C-volumen de estos rectdngulos estd dado
por Vo(Rij) = C(ui, v;) — C(ui—1,v;) — C(ui, vj-1) + C(ti—1, vj—1), entonces
la suma de Riemann de la primera integral en (2.22) es

m

Z Z C(ui, v5) [Cui, v;) — Cluim1,v5) — Clusy vj-1) + Cltiz1,v5-1)] -
T (2.23)

La suma para el lado derecho de (2.22) tiene que ser de la forma

ZZ (i, v5) = Clui-1,9)][C(wi, v;) — Cuws, v5-1)],

j=1 i=1
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o algo parecido, entonces desarrollando el sumando de (2.23), tenemos que

C (i, v;)[C(us, v;) — Clui1,v;) — Cws, vj1) + Cti-1,vj-1)]
=C(u;,v;)? — C(us, v;)C(i-1,v;) — Clus, v;)Cus, vj-1)
+ C(ui, v;)C(%i-1,vj-1)
ZC(U@, ’Uj)2 = C(Ug, Uj)C(u,;, T}j_l)
— C(ug,vj)[C(ug_i, Uj) — C{ug_l, Uj_l)]
=C(w;, v;)* = C(ui-1,v;)°
— C(wi, v;)C(ui, vj-1) + Clui-1,v;)C(ui-1,vj-1)
— [Clui, v;) — C(ui-1,;)][C(wi-1, ;) — C(tiz1,vj-1)]-

Al calcular la suma, la primera parte serd una suma telescopica, es decir

Z Z C(ui, Uj)2 - C(ui, Uj)2
j=1 i=1
— C(u;,v;)C(ui, vj-1) + Clti-1,v;)C(ti=1,vj-1)
=Y C(1,v;)* - C(0,v,)?
71
=5 C(I, Uj)C(l, Uj_l] + O(O,UJ'JC(U, ‘Uj_l)

T
= E Uy AUJ',
j=1

. 1
que no es otra cosa que la suma de Riemann de [ vdv = 3.
La segunda parte puede ser rescrita como

Au; Avj,

g i [C(uz-, v;) ;E(ui-h vj)] [C(ui_l, v;) ;g(ui_l’ -

i=1

que es la suma de Riemann de la integral del lado derecho de (2.22), lo que
completa la prueba. O

Veamos los ejemplos antes prometidos.

Ejemplo 2.3.4. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0,1) cuya
cépula Cy, 6 € [0, 1], tiene el siguiente soporte: una probabilidad @ distribuida
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uniformemente sobre la recta que une el punto (0,0) con el (¢,1) y una prob-
abilidad 1— 6 distribuida uniformemente sobre la recta que une el punto (6, 1)
con el punto (1,0) (véase figura 2.5), es decir, V = Y54, (U) + =144y (V).
Si @ = 1 tenemos que C; = M y si 6 = 0 tenemos que Cy = W. Por lo tanto,
dicha familia de copulas va de la dependencia estrictamente creciente a la
estrictamente decreciente, siempre modelando variables totalmente determi-

nadas la una por la otra.

6

Figura 2.5: Soporte de la cépula Cy.

Para calcular dicha cépula, consideremos las tres regiones separadas por
el soporte empezando de izquierda a derecha. Para la primera, tenemos
que C(u,v) = C(u,1) = u, ya que el rectdngulo [0,u] % [v,1] no intersecta
el soporte y por lo tanto tiene volumen cero. Para la segunda, C(u,v) =
C(fv,v) = C(Bv,1) = Ov, y en este caso ya que el rectdngulo [fv, u] x [0, ]
tiene volumen cero. Por tltimo, como el rectdngulo [u, 1] X [v, 1] no intersecta
el soporte, tenemos que C(u,v) = u + v — 1. Resumiendo tenemos que,

u, 0<u<bv<i,
Co(u,v) =< Ou, 0<v<u<l-—(1-6),
ut+v—1, 6<1-(1-0v<u<l.

Calculemos 7 para esta cépula. Si utilizamos la ecuacién (2.21) tenemos que

) ) 1, 8<1-(1-0pw<u<l,
%Cg(u,v)an(u,U) - { 0, en otro caso.
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De donde vemos que [[ 1, 2Co(u,v)ZCy(u, v)dudb es el drea del tridngulo
cuyos vértices son (6, 1), (1,1) y (1, U) es decir 52, y por lo tanto

7o =20 — 1. (2.24)

Esta ecuacién es cero si 6 = 3, que representa un modelo de variables aleato-
rias uniformes que cumplen la relacion determinista

donde basta conocer el valor de U para conocer el de V. Por lo tanto, el
valor 7 = 0 puede provenir de parejas cuya relacién es muy distinta a la
independencia. O

Veamos mas ejemplos.

Ejemplo 2.3.5. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0, 1) tales
que V =U & 62, donde 6 € [0,1]. Para calcular la cépula Cy de esta pareja,
notemos que V = (U + 0)ljg1-) (U) + (U + 6 — 1)[;1_9,) (U), y por lo tanto,
el soporte de Cjy, estd sobre la funcién f(z) = (z + 0)ljp1-¢) (z) + (z + 6 —
1)Ij1-6,) (z). Si dividimos el cuadrado unitario en cuatro partes, formadas al
trazar las rectas ¢ = 1 — 6 y y = 6 (véase figura 2.6), podemos calcular Cj
en cada uno de esos cuadros. Recordemos que Cy(u,v) = Vi, ([0,u] x [0,]).
Para (u,v) en el cuadrado [0,1— 6] x [0, 8], Cp(u,v) = 0, ya que no intersecta
con el soporte. Si (u,v) estd en [0,1 — 6] x [0, 1], tenemos dos casos: si
u < v—#0, entonces Cy(u,v) = Cp(u,1) = u; si u > v—6, entonces Cp(u,v) =
Cy(v—6,v) =v—6. Ahora, si (u,v) estd en [1 — 6] x [0, 0], tenemos otra vez
dos casos: si v < u+6— 1, entonces Cy(u,v) = Cy(1,v) =v;siv > u+6—1,
entonces Cy(u,v) = Cy(u,u+6 — 1) = u+ 6 — 1. Por dltimo, si (u,v) estd en
(1-6,1] x [, 1], el cuadrado [u, 1] x [v, 1] no intersecta el soporte, de donde
Ve ([u, 1] % [v, l ]) =0, y por lo tanto Cy(u,v) = u + v — 1. Resumiendo la
informacién calculada arriba tenemos que

min(u,v — 6) si(u,v) € [0,1 — 6] x [0,1],
Co(u,v) min(u+6 —1,v) si(y,v) € [1-6,1] x [0,6],
W (u,v) en otro caso

a®b=a+b-[a+b], donde [z] denota la parte entera de z
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1-0

Figura 2.6: Soporte de la cépula Cy.

Calculemos 7 para esta cépula. Dado que su soporte estd sobre la curva
v = (u+ 0)lp1-4) (u) + (u+ 6 — 1)I_g,1) (1), si g es una funcién integrable
cuyo dominio es I?, por el Teorema 2.3.2, tenemos

1-6 1
// 9(u, v)dCy(u,v) = / g(u,u + 0)du + / g(u,u+ 6 — 1)du.
P 0 1-6

(2.25)
Entonces
To = 4/ Co(u, v)dCy(u,v) — 1
I12—@ 1
= (f min(u, u)du + min(u +60—-1Lu+6-— l)du) -
= (f udu+/ @-1) du) -1
=2+4(0-1)0-1,
por lo tanto
70 = (20 — 1)2. (2.26)
La ecuacién anterior es cero si § = ;. Esto representa a una pareja (U, V)

de uniformes cuya relacién estd dada por V=0 EB =, un modelo donde basta
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conocer a cualquiera de las dos para conocer a ambas. Por lo tanto, el valor
7 = 0 puede corresponder, también, a parejas que estén determinadas la una
por la otra. O

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 2.8.6. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0,1), tales
que U®V = 6, con § € [0,1]. Notemos que, U@ V = 6, lo podemos
escribir como V' = (6 — U)ljpg) (U) + (6 + 1 — U)ljgy) (U). y por lo tanto el
soporte de la cépula de la pareja (U, V), Cy, estd sobre la funcién f(z) =
(0—2x)op) (z)+(0+1—2)lj,y (z). Dividamos el cuadrado unitario en cuatro
con las rectas z = 6 y y = # (véase figura 2.7), y calculemos en cada cuadrado
lo que pasa. Si (u,v) estd en el cuadrado [0, 6] x [0, 8], tenemos dos casos: si
u+v < 6, entonces Cy(u, v) = 0, ya que no intersecta el soporte; si u+v > 6,
entonces el rectdngulo [u, 1] X [v, 1] tiene volumen 1—8, y por lo tanto 1 —u—
v+ Cy(u,v) = 1 -6, de donde obtenemos que Cy(u,v) = u+v—6. Ahora, si
(u,v) esté en [0,0)] x [0, 1], entonces Cyp(u,v) = Cy(u,1) = u. Si (u,v) estd en
el rectangulo [6,1] x [0, 6], tenemos que Cg(u,v) = Cy(1,v) = v. Por tltimo,
si (u,v) estd en el cuadrado (6, 1] x [6, 1], tenemos dos casos: si u+v < 1+8,
entonces Cy(u,v) = 0; si u+v > 1+6, entonces Vg, ([u, 1] x [v,1]) = 0, ya que
no intersecta con el soporte, y por lo tanto Cy(u,v) = u+v— 1. Resumiendo
la informacién calculada arriba tenemos que

max(0,u+v — 60) si(u,v) € [0,6] x [0,6],
Co(u,v) = ¢ max(0,u+v—1) si(u,v) € [0,1] x [0, 1],
M(u,v) en otro caso

Calculemos la 7 para la cépula Cy. Dado que su soporte estd sobre la
curva v = (6 — u)ljo9) (u) + (0 + 1 — u)ljg ) (u), si g es una funcién integrable
cuyo dominio es I?, entonces tenemos (véase Teorema 2.3.2)

o 1
]/ g(u,v)dCy(u,v) = / g(u, 0 — u)du +f g(u,0+1—u)du. (2.27)
© 0 0
Entonces

—— f f  Col1w,v)dCo(u,v) ~ 1

=4 (/9 max (0, 0)du + /l max (6, G)du) -1
=49(10— 6) — 1, ’
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8

Figura 2.7: Soporte de la cépula Cy.

por lo tanto
0 =—(20 - 1) (2.28)

Otra vez, la ecuacién anterior es cero si f = % En este caso, tenemos una
pareja (U, V'), de variables aleatorias uniformes, relacionadas por U@V = 3.
Entonces, tenemos otro modelo en el cual los componentes de la pareja son
funcién el uno del otro y 7 = 0. O

Por lo tanto, el valor 7 = 0 y la independencia no tienen una impli-
cacion reciproca en general. Aprovechemos un poco mas estos tres ejemplos.
Realmente, ;jqué estd midiendo 77 La respuesta estd contestada desde su
definicién: la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discor-
dancia. Si, pero jqué tiene que ver esto con la dependencia? Olvidemos por
un momento nuestra preocupacién por el valor 7 = 0, jqué podemos decir
sobre el valor 7 = ¢, ¢ € (—1, 1), y la dependencia de las variables aleatorias?
Segin los ejemplos 2.3.4, 2.3.5 y 2.3.6 nada. Notemos que la ecuacién (2.24)
puede alcanzar cualquier valor entre -1 y 1, mientras que juntando las ecua-
ciones (2.26) y (2.28), podemos alcanzar todos los valores del rango de 7 con
parejas de variables que son funciones biyectivas la una de la otra. Entonces,
un valor de 7 més grande que otro, jnos dice que la segunda pareja es mas
dependiente entre si que la primera? No. Entonces, nuestra intuicién de que
conforme nos acerquemos a los valores extremos la dependencia aumentara,
es totalmente falsa en general. Pero entendamos un poco més qué significa
la probabilidad de concordancia menos la de discordancia. Por ejemplo, si
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tenemos dos parejas aleatorias independientes, (Uy, V1) y (Ua, V2), con cépula
igual a la calculada en el ejemplo 2.3.5, seran concordantes si U; y U, estan al
mismo tiempo en el intervalo [0, 1 — 6], o bien, en el intervalo [1 — 8, 1]; serdn
discordantes si se encuentran en intervalos distintos, es decir, serdn concor-
dantes si ambas parejas caen en una misma recta, de las dos que componen
el soporte de la cépula, y seran discordantes si caen en rectas distintas (véase
figura 2.6). Por lo tanto,

7 =P [concordancia] — IP [discordancia]

=(1-6)%+6%—20(1 —-6) = (26 — 1)?,

entonces, por ejemplo, en el caso § = %, el valor es cero porque la mitad del
“tiempo” son corcondantes y la mitad discordantes, aunque todo el tiempo
sean variables totalmente determinadas la una por la otra. Una discusion
analoga, se puede hacer para la cépula del ejemplo 2.3.6. Por lo tanto, a
menos que sepamos algo mas sobre la forma en que las variables se relacio-
nan, cualquier valor 7 € (—1,1) puede no significar lo que creamos.

En conclusién, los valores extremos de 7 nos resuelven por completo el prob-
lema de la dependencia; para la distribucién normal bivariada 7 es una buena
medida, aunque no la natural; cualquier valor de T € (—1, 1) debe ser tratado
con cuidado, es decir, entender que sélo se trata de medir la concordancia
que hay entre dos parejas independientes e idénticamente distribuidas. En
otras palabras, los tinicos valores en general concluyentes para 7 son 1 y -1.

2.3.2 p de Spearman

La p de Spearman es una medida, al igual que la 7 de Kendall, basada en la
concordancia y la discordancia. Consideremos otra vez dos parejas de vec-
tores aleatorios (X, Y1), (X2,Y2), independientes, pero a diferencia de la 7,
no idénticamente distribuidos: el vector (Xi,Y;) con distribucién conjunta
H y distribuciones marginales F' y G, mientras que el vector (X3, Y3), con
distribucién conjunta F'G, es decir, un vector con entradas independientes.
La p de Spearman, para el vector aleatorio (X,Y’) con distribucién conjunta
H y distribuciones marginales F' y G, se define como la probabilidad de con-
cordancia menos la probabilidad de discordancia que existe entre las parejas
(X1, Y1) y (X3,Y2) definidas arriba. Para diferenciarla de la correlacién, de-
notaremos la p de Spearman como p;.

ps(X,Y) = 3(P[(X) — Xp)(Y1 — Y2) > 0] - P[(X; — Xp)(V1 — ¥2) < 0]),
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donde el “3” es una constante de normalizacion. Empecemos a ver las
propiedades de p;.

Teorema 2.3.6. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con cépula
C. La p de Spearman para X yY estd dada por

ps(X,Y) = 3Q(C,T),

=12 dC(
//12 uvdC(u, v) (2.29)

= 12/ C(u,v)dudv — 3.
12

Demostracion. La prueba se sigue directamente de la definicién de p;, y del
Teorema 2.3.1. [

Para ver los posibles valores que toma p;, recordemos que para toda
copula C tenemos que W < C < M, y por el Corolario 2.3.1.1, el ejemplo
2.3.1 y la ecuacién (2.29), tenemos que —1 = 3Q(W,II) < 3Q(C,II) <
3Q(W,II) =1, y por lo tanto

—1 S ps[X1 Y) g A

Las mismas preguntas que nos hemos hecho en el caso de la correlacion y de
7, las podemos hacer aqui, es decir, jqué informacién dan los casos extremos?
y ;qué informacién da el valor p, = 07 La primera respuesta es sencilla de
contestar a partir del teorema 2.3.6.

Teorema 2.3.7. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con cdpula
C, entonces

L ps(X,)Y)=1siy sdlosiC=M,
2. ps(X,)Y)=—1stysdlosiC=W.

Demostracion. py(X,Y) = 1siy sélosi [[;, C(u,v)dudv = 3 si y sélo si
J[ C(u,v)dudv se maximiza para C, y esto pasa si y sélo si C' = M. De
manera analoga se sigue para ps = —1. O

Entonces, los valores extremos de p, nos dan toda la informacién necesaria
para conocer cémo es el comportamiento conjunto de una pareja de variables
aleatorias.
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De manera similar que 7, por el Teorema 2.3.6, tenemos que p,(X,Y)
s6lo depende de la cépula, por lo tanto es invariante bajo transformaciones
monétonas (véase Teoremas 1.6.3 y 1.6.4).

Con lo discutido para 7 acerca de la relaciéon que guardan el valor cero y la
independencia, es de esperarse, al ser p, otra medida de concordancia, que su
implicacién no sea reciproca en general. Si X y Y son dos variables aleatorias
continuas independientes, entonces, por la ecuacién (2.29) y el ejemplo 2.3.1
tenemos

ps(X! Y] = 3Q(H1 H) =0,

es decir, si X y Y son independientes, entonces p,(X,Y) = 0. Existen casos
donde si se da una doble implicacién, y una vez més, uno de ellos es el de la
distribucién conjunta Gaussiana.

Ejemplo 2.3.7. Sean X y Y dos variables aleatorias N(0,1) con coeficiente
de correlacién p. Entonces

(X, ¥) = %arcsen (g) : (2.30)

Sabemos que X y Y son independientes si y sélo si p = 0 (véase ejemplo
2.2.1). Ahora, por la ecuacién (2.30), tenemos que p = 0 < p, = 0, y por
lo tanto, en el caso normal bivariado, la pareja es independientes si y sélo si

ps = 0.
Procedamos con el célculo de la ecuacién (2.30). Recordemos que sgn(t) =

L oo ghe g g
w—oov'.;cdx'

P[(X1 — Xo)(Y1 — Y2) > 0] - P[(X; — X5)(V; — Ya) < 0]
= E [sgn(X; — X3)sgn(V1 - Y2)]

//// sgn(z) — x2)sgn(y; — yo)dF
eia(@1—z2) etblvi—v2)
‘?//fff - da/ —y
1 1 ilax;+byy) ,—iaxzs —ib
—e—s — ehemTo)g=uam2 .= J 1 | dadb.
T ab

Para calcular la integral que estd entre paréntesis, recordemos que para una
pareja de normales (0, 1) con correlacién p, la funcién caracteristica conjunta

3Para los cilculos de este ejemplo véase el ejemplo 2.3.2
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estd dada por exp(—%(a2 + 2pab + b%)), y que los vectores (X1, Y1) y (X2, Y2)
son independientes. Tenemos entonces

////ei(azl+by1}e—iazge—ibygdp 28—%(a2+29ab+b2)€—%(02+b2}

=e—(a2 +-pab+b?)

Retomando el célculo original tenemos

—(a? 4+ pab+-b?)

1 % e
E [sgn(Xy — X»)sgn(Y: — Y2)] = 3 _[m _/;m Tdadb,
derivando con respecto a p la ecuacién anterior vemos que

o 1 DY e 2, 2
6_,0E [sgn(X1 — Xz)sgn(Y; — Ya)] = 2 /_w _/_m e~ (P ) dadb,

haciendo la transformacién s = ——24—— y t = ——L2_ tenemos
V2(1-(p/2)?) y v/ 2(1-(p/2)?)

= 1 2 2
e F-G/D? (s?+pst+t )dsdt

1 /‘ o2 / e 1
TV 1= (p/2)? )00 J 0 2m/1 = (p/2)?
1
/1= (o2
e integrando y multiplicando por “3” se obtiene el resultado de la ecuacién
(2.30). O
Veamos otro ejemplo donde se obtiene esa doble implicacién.

Ejemplo 2.3.8. Sean X y Y dos variables aleatorias con cépula Cpy, con 6 €
[-1,1], dada por

Cop = uv + fuv(1 — u)(1 — v).

f FCﬁdij = (]: udu) +46 (./Olu(l —-u)du)
1
4

Ahora

2 2

B 36’
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y por lo tanto

ps(X, Y) = g

Si ps = 0, entonces # = 0 y Cy = wv = II, es decir, tenemos una pareja de
variables aleatorias independientes. Por lo tanto, en este modelo de depen-
dencia paramétrico, tenemos que las variables son independientes si y sélo
si p;, = 0. Notemos ademads que p; € [—%, %], por el teorema 2.3.7 podemos
ver, entonces, que este modelo paramétrico no puede contemplar parejas que
sean estrictamente mondtonas la una de la otra. A estas cépulas se les conoce
como la familia Farlie-Gumbel-Morgenstern. O

Entonces tenemos ejemplos donde p; no sélo da una informacién certera
en los casos extremos, sino también para el valor cero. A pesar de esto, no
es cierto que en general p; = 0 lleve a un modelo de independencia. Para ver
esto, consideremos las mismas cépulas utilizadas en los ejemplos 2.3.3, 2.3.4,
2.3.5y 2.3.6.

Ejemplo 2.3.9. Sea (X,Y) un vector aleatorio con cépula C, 3 dada por
Cap=0aM +(1—a-p)I+ W,

donde o, > 0y a + 3 < 1. Entonces, por lo visto en el ejemplo 2.3.1 y el
Teorema 2.3.1, tenemos que

Q(Ca‘g,n)=4f/ (@M + (1 — a— B)II + BW)dII — 1
12
] QQ(M) H) %t (1 — Q- ﬁ)Q(H: H) + 6Q(Wa H)
1 1 o—a
=a§+(l—af—ﬁ)0+ﬁ(— ):

3 g "
y entonces
ps(X,Y)=a—-p6. (2.31)

La ecuacién anterior es cerosia = 3 € [0,3]. Enel caso a = 3 = 0, tenemos
la cépula de la independencia; para cualquier otro caso, @ = 3 € (0, %},
tenemos copulas, todas ellas distintas de II, para las que obtenemos que
ps =0 (Caa = a(M + W) + (1 — 2a)II). Por lo tanto, tenemos una familia
no numerable de cépulas para las cuales el valor cero y la independencia no
tienen relacién alguna. Es cierto, entonces, que en general p, = 0 no implica
independencia. O
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Veamos otros ejemplos.

Ejemplo 2.3.10. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0,1), tales
que V = Zlqq (U) + 1;—‘;]1{3‘1) (U), con @ € [0,1]. Para calcular p,, por la
ecuacion (2.29) tenemos que

v 1—(1-8)v
/ Co(u, v)dudv = f f ududv + f / Ovdudv
2 ]
] / (u+ v — 1)dudv
1-(1-8)v
—/ 5 d’o+/ 9v(1—vdv+/(1—6’2) —dv
f p 26‘ 1 B

_0+1
sy
y por lo tanto
pso =20 — 1. (2.32)
La ecuacién (2.32) es igual a cero si 8 = —;- Por lo tanto, el valor p, = 0
puede ser alcanzado por variables que sean funcién una de la otra. O

Veamos los otros ejemplos.
Ejemplo 2.3.11. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0, 1) tales
que V = U &0, donde 6 € [0,1]. Para calcular p, utilicemos las ecuaciones
(2.25) y (2.29). Entonces

1-6 1
// wvdCy(u,v) = f u(u + 60)du + ] u(u+ 6 — 1)du
I B 11—&
= / u(u + 0)du — f udu
0 1-6

*1+9 1+u—m2
372 2 2
1 61-9)
T3

— =4

y por lo tanto
pso=1—60(1—-0). (2.33)
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La ecuacién anterior es cero si § = % + 112. Tenemos entonces, dos modelos
donde U y V son funcién biyectiva la una de la otra, pero que p, = 0.
Es claro ahora, que el calcular la probabilidad de concordancia menos la
de discordancia que hay entre un vector aleatorio a estudiar y un vector
independiente, no nos da mas informacién, acerca de que si su copula es la
de la independencia o no, de la que nos puede dar 7. O

Ejemplo 2.3.12. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0, 1), tales
que U®V = 6, con 8 € [0, 1]. Para calcular p; utilicemos ahora las ecuaciones
(2.27) y (2.29). Entonces

f/pudes(u v f:u(ﬁ——u)du+/s~lu(8—u+1)du
= [ w(f —u)du+ l udu
/ J

01, 1-¢
2 3 2
_ 6(1—-6) 5 1
2 6’
de donde tenemos
psp =60(1—6)—1. (2.34)

Al igual que para la ecuacién (2.33), la ecuacién anterior es cero si § = %i 711=2
Otra vez tenemos dos modelos de dependencia donde las variables son funcién
biyectiva la una de la otra, con p, = 0. O

Juntando las ecuaciones (2.33) y (2.34) podemos, al igual que para 7,
alcanzar todos los valores del rango de p, con parejas de variables que son
funcién biyectiva la una de la otra. Por lo tanto, toda la discusién sobre la
relacion p; = ¢ y la depedencia, para ¢ € (—1,1), serd la misma que se hizo
para la 7. A diferencia de ésta, los ejemplos 2.3.11 y 2.3.12, no ayudan en
el caso de p, a entender mejor lo que ésta esta calculando, ya que si consid-
eramos una pareja (Uy, V1) con cépula Cp, calculada en el ejemplo 2.3.5, y
una pareja (U,, V) independiente, la probabilidad de concordancia no es tan
sencilla de calcular como en el caso de 7, ya que, si bien la pareja (Uy, V;) sélo
puede estar en alguna de las dos rectas del soporte de su cépula (véase figura
2.6), la pareja (Us, V,) puede estar en cualquier punto del cuadrado unitario,
por lo que para cualquier valor que tome la primer pareja, la probabilidad



84 CAPITULO 2. MEDIDAS DE DEPENDENCIA

de que la segunda sea concordante o discordante con ella, cambiard. Por lo
tanto, veamos un par de interpretaciones, distintas a la de la concordancia,

de la p de Spearman.
La ecuacion (2.29), puede ser escrita de la siguiente forma,

s =12 _/fp C(u,v)dudv — 3 = 12/ 12(C‘(u,v) — uv)dudv. (2.35)

Entonces, otra forma de interpretar ps, es como el volumen escalado con
signo, que hay entre la copula de la pareja a considerar y la cépula de la
independencia. Entonces, jqué tanta informacion acerca de la dependencia
nos puede dar una integral asi? Es una forma de resumir la informacion
contenida en la cépula y hay que entender entonces que muchos modelos
distintos de dependencia pueden tener el mismo valor para esta integral.
También que el valor p; = 0 no tiene por qué sélo darse cuando la cépula C
a considerar sea II, sino cuando el volumen que estd por debajo de II es el
mismo que el que estd por encima.

Cuando hablamos de la correlacién, vimos que ésta no es invariante bajo
transformaciones estrictamente crecientes (véase ejemplo 2.2.9). También
vimos que la cépula si es invariante bajo transformaciones estrictamente
crecientes (véase Teorema 1.6.3). Una forma de corregir lo anterior es la
siguiente: si X y Y son variables aleatorias con distribucién conjunta H,
cépula C y distribuciones marginales F' y G, sabemos que F(X) y G(Y)
son variables aleatorias uniformes (0, 1) con distribucién conjunta C. Por lo
tanto, si consideramos, en vez de la correlaciéon entre X y Y, la correlacién
entre F(X) y G(Y), el problema, de la variacién al hacer transformaciones
crecientes, se elimina. Esta es la tltima interpretacion de la p;:

ps(X,Y) = 12/];1 wwdC(u,v) —3=12E[UV] -3

_E[UV]-1/4 E[UV]-E[U]E[V]
N 1/12 - ooy :

es decir,
ps(X: Y) = p(F(X), G(Y))

Entonces, la discusién hecha para ps, se puede extender para la correlacion,
es decir, sobre qué informacién nos puede dar una integral como la de la
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ecuacion (2.35) acerca de la dependencia. La interpretacién anterior de la p
de Spearman, es la razén por la que ésta se conoce como la correlacién de
rangos.

En conclusién, una vez mas los valores extremos nos resuelven el problema
de la dependencia que hay entre dos variables aleatorias, no asf los cercanos
a cero. Si queremos medir la dependencia, lo anterior es logico, ya que ésta
se manifiesta mediante la concordancia cuando las variables son funciones
monotonas entre si. Cuando la dependencia es de otra forma, entonces se ha
visto que la concordancia no basta en general.
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2.4 Propiedades de dependencia

En las secciones anteriores, revisamos las tres medidas de concordancia mas
usuales y tratamos de aclarar lo que realmente estaban calculando. En esta
seccion, estudiaremos algunas propiedades que puede tener la funcién de dis-
tribucién de una pareja de variables aleatorias, asi como su relacién con las
medidas antes estudiadas. Empecemos con una de las propiedades més co-
munes, que se encuentra relacionada de manera directa con la concordancia.

2.4.1 Dependencia de cuadrante

Definicion 2.4.1 (Dependencia positiva de cuadrante). Sean X y Y dos
variables aleatorias continuas. Se dice que X y Y son dependientes positivas
de cuadrante (DPC) si para todo (z,y) € R?,

PX<z,Y<y|>P[X <g|P[Y <y], (2.36)
0 equivalentemente,
PX>z,Y >y >2PX>z]P[Y >y. (2.37)
Veamos la equivalencia entre (2.36) y (2.37):

PIX<z,Y<y|2P[X <z]P[Y < ¢
-
1-PX>z]-PY >y|+P[X >z,Y >y >
(1-P[X>z])(1-P[Y >y))
=
PX>z,Y>y|>P[X >z]P[Y >y.

Si tenemos un vector aleatorio (X,Y’) que cumple ser DPC, ;qué inter-
pretacién podemos dar a una propiedad asi? En otras palabras, ;jqué tiene
que ver esto con la forma de relacionarse del vector? Primero notemos que es
una propiedad global, es decir, la ecuacién (2.36) debe cumplirse para todo
R?. Entonces, lo que esta propiedad nos dice es que, es mas probable que las
variables sean pequenas de manera conjunta a que lo sean por separado, o
reescribiendo la ecuacién (2.36) de la siguiente manera

PIX <z|Y <y| 2P[X < 7],
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que, dado que Y es menor a un valor cualquiera, eso hace que la probabilidad
de que X sea menor a otro cualquiera, sea mayor que sin el conocimiento de
Y. Esta propiedad tiene que ver con la concordancia en el sentido de que si
tenemos un vector aleatorio, las parejas concordantes son mds probables que
en el caso de ser independientes, aunque claro estd, que ésta, a diferencia de
la 7 y de la p,, no es una medida de la concordancia sino una propiedad de
algunas parejas de variables aleatorias.

Consideremos dos variables aleatorias continuas X y Y con funcién de
distribucién conjunta H, con distribuciones marginales F' y G, y con copula
C, entonces la ecuacién (2.36) puede ser vista como

H(z,y) > F(z)G(y) para todo (z,y) € R*.

Si consideramos el Teorema de Sklar (Teorema 1.5.1) y dado que las funciones
F~1 y G~! son crecientes, obtenemos que X y Y son DPC si y sélo si

C(u,v) > uv para todo (u,v) € I. (2.38)

De la misma manera podemos definir la dependencia negativa de cuadrante
(DNC), tnicamente cambiando el simbolo > por < en la ecuaciones (2.36)
y (2.37), y la discusién hecha posteriormente es la misma, sélo que ésta se
relaciona con la discordancia. Entonces, podemos ver que X y Y son DNC
si y sélo si

C(u,v) < uv para todo (u,v) € I. (2.39)

Por lo tanto, la dependencia de cuadrante es una propiedad que queda total-
mente comprendida dentro de la cépula. .

La dependencia por cuadrante, tanto positiva como negativa, abarca a todas
aquellas copulas, cuya gréfica queda totalmente por encima de II y a todas
aquellas cuya gréfica queda totalmente por debajo de II. Veamos algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.4.1. Sean X y Y dos variables aleatorias con cépula Cy dada por

Co(u,v) = wv + Guv(l — u)(1 — v),

con 6 € [-1,1].

Notemos que si —1 < 6; < 6, < 1, entonces Cy, < Cy,; ademds, si § = 0,
entonces Cy = II. Por lo tanto, si # > 0 tenemos una familia de vectores
aleatorios, todos ellos DPC; si # < 0 tenemos otra familia de vectores aleato-
rios que son DNC.
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Ejemplo 2.4.2. Sean X y Y dos variables aleatorias con cépula Cy dada por

Colwn) = T —wyi—w)’

con f € [—-1,1].

Si —1 <6, <6, <1, entonces Cy, < Cy,; por otra parte, si § =0, Cy = II.
Entonces, si # > 0, tenemos una familia de vectores aleatorios que son DPC;
ahora, si # < 0, tenemos otra familia de vectores aleatorios con DNC.

La dependencia por cuadrante tiene, como lo explicamos, una relacion
con la concordancia, entonces, las medidas de las que hablamos antes, ;nos
podréan determinar si una pareja de variables aleatorias son dependientes por
cuadrante? Es decir, jun valor positivo de 7 o de p, implicara que la pareja
es DPC; o bien, un valor negativo implicard que son DNC? En general, no
es cierto como veremos mas adelante, pero primero veamos qué pasa con la
Ty ps, cuando el vector a considerar es DPC o DNC.

Teorema 2.4.1. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con cépula
C. Si X yY son DPC, entonces

37(X,Y) 2 ps(X,Y) 2 0.

Demostracion. Por la ecuacién (2.38), sabemos que C' > II, y por lo tanto
3Q(C,C) > 3Q(C,1I) > 3Q(I1,II), lo que completa la prueba. (]

De la misma manera, para una pareja DNC, tenemos:

Teorema 2.4.2. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con copula
C. Si X yY son DNC, entonces

3r(X,Y) < py(X,Y) < 0.
Veamos que el reciproco no es cierto en general.
Ejemplo 2.4.3. Sean X y Y dos variables aleatorias con cépula
1 3
Clu,v) = ZM(u, v) + ZW(H’U)'

Consideremos el cuadrado unitario y dividdmoslo en cuatro trazando las
dos diagonales principales. En el tridngulo inferior, C(u,v) = %u, ahora,

si u € [, 3], tenemos que para v € [0,1), C(u,v) = ju > wv, mientras
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que si, dentro del mismo tridngulo, v > 1, C(u,v) < uv. Por lo tanto, esta
pareja no es, ni DPC, ni DNC. Por otro lado, por las ecuaciones (2.20) y
(2.31), tenemos que 7(X,Y) = p,(X,Y) = —3, lo que confirma que un valor
negativo de las medidas de concordancia, nada dice sobre si las variables
tienen cierta relacion por cuadrante.

A pesar de esto, si no pensamos a estas dos propiedades como globales,
sino que lo hacemos localmente, es decir, para los puntos (z,y) € R? donde
H(z,y) — F(z)G(y) > 0, X y Y son localmente DPC, mientras que para
aquellos donde H(z,y) — F(z)G(y) < 0, X y Y son localmente DNC, en-
tonces, recordando que

ps = 12/f12[0(u,v) — uwv]dudv,

podemos interpretar a p, como una medida del promedio de dependencia por
cuadrante (tanto positiva como negativa).

Otra medida que hemos discutido es la correlacion. Esta, al igual que la
Ps, no implica nada acerca de la dependecia por cuadrante, mas si sucede de
manera reciproca.

Teorema 2.4.3. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con dis-
tribucion conjunta H, y con marginales F' y G, respectivamente.

1. 81 X yY son DPC, entonces p(X,Y) > 0.
2. Si X yY son DNC, entonces p(X,Y) < 0.

Demostracion. Sabemos que X y Y son DPC si H(z,y) — F(z)G(y) > 0, y
por el Lema de Hoeflding (Lema 2.2.1)la prueba se sigue inmediatamente.
De manera analoga se hace para el caso DNC. O

Aunque en general, el hecho de que la correlacion sea positiva no implica
que la pareja sea DPC, existe un resultado que si lo implica.

Teorema 2.4.4. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con dis-
tribucion conjunta H, con marginales F' y G, respectivamente, y con cépula
C. X yY son DPC si y sélo si Cov[f(X),g(Y)] > 0, para toda funcién f y
g crecientes para las cuales E [f(X)], E[g(Y)] y E[f(X)g(X)] ezistan.



90 CAPITULO 2. MEDIDAS DE DEPENDENCIA

Demostracion. Si X y Y son DPC, entonces, f(X) y g(Y) también lo son,
por lo que Cov[f(X),g(Y)] > 0.
Para el regreso, si consideramos f = I(_ 2] ¥ 9 = I(-s0,), tenemos que

0 < Cov[f(X),g(Y)]
= E {H(_w,xl (X) ]I(—co,y] (Y)] = ]E [I[(—-oo,:r] (X)] E []I(—oo,y] {Y)]
=P[X<z,Y <y -P[X <z|P[Y <y,

lo que completa la prueba. O

2.4.2 Monotonicidad en la cola

La dependecia positiva de cuadrante puede escribirse como
PY <ylX <a] > PY <y,
0 como
PY <ylX <z]>P[Y <y|X < 0.

Podemos hacer mas fuerte esta condicién pidiendo que, no sélo sea mayor
que cuando condicionamos con respecto a {X < oo}, sino que lo sea cada
vez que condicionamos con {X < z;}, para cualquier z; > z, es decir,
pedir que P[Y < y|X < z] sea una funcién decreciente en z. Lo que estamos
haciendo es clasificar a aquellas parejas que cumplan que cada vez que X
disminuye, la probabilidad de que Y también lo haga aumenta. De manera
formal definimos lo siguiente.

Definicion 2.4.2. Sean X y Y dos variables aleatorias.

1. Y es decreciente en la cola izquierda de X [que denotamos como
DCI(Y|X)] si
P[Y < y|X < z] es una funcién decreciente en z para todo y.

2. Y es creciente en la cola derecha de X [que denotamos como
CCD(Y|X)] si
P[Y > y|X > z] es una funcién creciente en = para todo y.
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Si X y Y tienen funcién de distribucén H y distribuciones marginales F’
y G respectivamente, tenemos que la pareja es DCI(Y|X) si H(z,y)/F(z)
es decreciente en z (si F(z) > 0) y es CCD(Y|X) si (1 — F(z) — G(y) +
H(z,y))/(1 — F(z)) es creciente en . De manera similar podemos definir
las propiedades de discordancia intercambiando la palabra decreciente por
creciente y visceversa.

Las dos condiciones de monotonicidad implican la dependencia positiva
de cuadrante, ya que si, por ejemplo, X y Y cumplen ser DCI(Y'| X), entonces

PlY <ylX<z]>2P[Y <yl X <o0]=P[Y <y,
y por lo tanto
PX<z,Y<y=PX<z]PV <yX<z|]>2P[X <z]P[Y <.
De manera andloga, para CCD(Y|X) tenemos
PlY >yl X >z]>2P[Y >yl X > —oc0] =P[Y > 1],
y entonces
PIX>z,Y>y|=PX>z|]P[Y >y X >z] 2P X >z|]P[Y > 9.

Por lo tanto, si X y Y son dos variables que satisfacen alguna de las condi-
ciones DCI(Y'|X), DCI(X]Y), CCD(Y|X) o CCD(X|Y'), entonces X y Y son
dependientes positivas por cuadrante.

El reciproco no es cierto como veremos adelante, pero antes necesitamos es-
tablecer algunos criterios para estas propiedades.

Teorema 2.4.5. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con cépula
C, entonces

1. DCI(Y|X) si y sdlo si para cualquier v € I, C(u,v)/v es decreciente
en u,

2. CCD(Y'|X ) siy sdlo si para cualquierv € I, [1—u—v+C(u,v)]/(1—u)
es creciente en u, o equivalentemente [v—C(u,v)]/(1—u) es decreciente
en u.
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Demostracion. Sean H, F' y G definidas como siempre. DCI(Y'|.X) si y s6lo
si H(z,y)/F(z) es una funcién decreciente en z. Como las variables son
continuas, tanto F' y G como F~! y G~! son crecientes, por lo tanto, al
componer H(z,y)/F(z) con F~1(u) y G~(v), ésta sigue siendo una funcién
decreciente. Lo mismo sucede al componer C(u,v)/u con F(z) y G(y).

La prueba para CCD es similar a ésta. O

Corolario 2.4.5.1. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con copula
C, entonces

1. DCI(Y|X) si y sdlo si para cualguier v € I, 0C(u,v)/0u < C(u,v)/u
para u cast sequramente,

2. CCD(Y|X) si y sdlo si para cualquier v € I, 9C(u,v)/0u > [v —
C(u,v)]/(1 — u) para u casi seqguramente.
Demostracién. Por el Teorema 2.4.5 tenemos que DCI si y sélo si C(u,v)/u

es decreciente en u si y sélo si ‘% (ﬂz—”)) <0.

-~
udC(u,v)/0u — C(u,v)
) <0,

N
6C(wv) _ Clu,v)

ou — U

La prueba se sigue igual para el caso CCD. O

Ahora nos encontramos en posicién de dar un ejemplo de una pareja que
sea DPC, pero que no sea ninguno de los cuatro posibles casos de monotoni-
cidad.

Ejemplo 2.4.4. Sea Cy una cépula cuyo soporte estd sobre las rectas de la
figura 2.8, con 6 € (1,1).
Entonces
_ | max(f,u+v—1+86) si(u,v)e€d,1-06?
Ol v) = { M (u,v) en otro caso.
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Figura 2.8: Soporte de la cépula Cy.

Veamos primero que es DPC. Para esto hay que probar que Cy(u,v) >
(u,v) = wv, para todo (u,v) € I. Si (u,v) € [#,1 — 6], tenemos dos
casos. Primero, si (u,v) estd en el tridngulo inferior formado por la recta
=+ y = 1, es decir, si cumplen que u + v < 1, sabemos entonces que uv < %
y como ahi Cyp(u,v) =6 € (%, %), entonces Cy > II. Ahora, si se encuentran
en el tridngulo de arriba, es decir, que cumplen que u + v > 1, tenemos lo
siguiente: 1 —u+1—wv < 1, entonces (1—u)(1—v) < 1, de donde obtenemos

que
Co(u,v) —Il{u,v) =u+v—1+46 —ww
=0-(1-u)(1-v)>0,

es decir, Cy > II. Ahora, para (u,v) en cualquier otro caso, sabemos que
M > 11, y por lo tanto, Cy cumple ser dependiente positiva de cuadrante.

Veamos ahora que no cumple ninguna de las cuatro posibles condiciones
de monotonicidad en la cola. Primero notemos que Cy es simétrica en u y en
v, por lo que bastara probar sélo dos de las condiciones.
Para probar que no es DCI, consideremos u y v que cumplan que 6 < u,v <
1 -0y u+wv>1, es decir que se encuentren en el tridngulo formado sobre
la segunda diagonal (vedse figura 2.8). Ahi tenemos que

0Cp(u,v)

“ou "
Y que
Co(u,v) :1+'u*(1~€),
u u
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y como v < 1 — 6, entonces 0Cy(u,v)/0u > C(u,v)/u, que por el Corolario
2.4.5.1 implica que no es DCIL.

Para probar que no es CCD, consideremos u y v que cumplan que ¢ < u,v <
1—-60yu+wv <1, es decir que se encuentren en el tridngulo formado por
debajo de la segunda diagonal (vedse figura 2.8). Tenemos entonces que

OCg(u,v) -0
o

y que
v—Cy(u,v) v—0
1-u  1—a
y como v > 6, entonces 0Cy(u,v)/0u < [v— Cy(u,v)]/(1 —u), y por el Coro-
lario 2.4.5.1, tenemos que nos es CCD.
Por lo tanto, las condiciones de monotonicidad en la cola si implican la de-
pendencia positiva por cuadrante, mas no sucede de manera inversa. Es
decir, la monotonicidad es una condicién mads fuerte, que la dependencia por
cuadrante. O
Por ultimo, dada la implicacién que tiene la monotonicidad sobre la de-

pendencia de cuadrante, sabemos que si tenemos una pareja (X,Y) que
cumple ser DCI(Y'|X) o CCD(Y'|X), por el teorema 2.4.1, tenemos que

37(X,Y) 2 ps(X,Y) 2 0.

La pregunta es si esta nueva condicién nos podra decir un poco més acerca
de 7 y ps. La respuesta la contiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4.6. Sean X yY dos variables aleatorias continuas. Si cumplen

ser DCI(Y|X) y CCD(Y|X ), entonces ps(X,Y) > 7(X,Y) > 0.

Para la prueba véase [5].
Entonces, combinando ambos resultados, tenemos que si dos variables son
DCI y CCD al mismo tiempo, entonces se cumple que 37 > p; > 7 > 0.

2.4.3 Monotonicidad estocastica

Al hablar de la monotonicidad en la cola, usamos expresiones de la forma
PlY > y|X > z]. Si ahora consideramos, en vez de esa expresion,

P[Y > y|X = z] tenemos una forma de dependencia conocida como “monotoni-
cidad estocéstica”.
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Definicion 2.4.3. Sean X y Y dos variables aleatorias. Y es estocdsticamente
creciente en X [que denotaremos EC(Y|X)] si

P[Y > y|X = z] es una funcién creciente en z para todo y.

La propiedad de EC puede ser observada, también, a través de
PY<ylX=z|=1-P[Y >y|X =1,

considerando que dicha funcién sea decreciente en z para todo y.

Al igual que en los casos anteriores, la monotonicidad estocastica, es una
propiedad que queda resumida en la cépula en el caso de tener variables
aleatorias continuas.

Teorema 2.4.7. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con cdpula
C. Entonces EC(Y|X ), si y sdlo si para cualguier v € I, 9C(u,v)/0u es una
funcion decreciente en u casi dondequiera.

Demostracion. Sean F' y G las funciones de distribucién de X y Y respecti-
vamente. Sabemos que U = F(X) y V = G(Y) son variables uniformes (0,1).
Entonces P[Y < y|X =z] = P[G(Y) < G(y)|F(X) = F(z)], es decreciente
en z para todo y, si y sélo si P[V < v|U = u] es decreciente en u para todo
v. Veamos que

PV <olU=ul= alimO]P’[V <olU € [u,u+ Aul|

- lim PU € [u,u+ Aul,V <]

T a0 P[UE [u,u+ Ayl

. C(u+ Au,v) — C(u,v)
Au—0 Au

9C(u,v)

ou ’

lo que completa la prueba. O

La propiedad de monotonicidad estocéstica implica las de monotonicidad
en la cola y por lo tanto, la de dependencia positiva por cuadrante, aunque
el reciproco, en general, no es cierto como veremos mas adelante.

Teorema 2.4.8. Sean X y Y dos variables aleatorias. Si EC(Y|X), en-
tonces DCI(Y|X) y CCD(Y|X).
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Demostracion. Sea C' la cépula de X y Y. Por el Teorema 2.4.7 tenemos
que EC(Y|X) si y sélo si C(u,v) es una funcién concava en u para todo
v. Como C es concava, si a,b,A € 1, se cumple que C(Ab + (1 — A)a,v) >
AC(b,v) + (1 — A\)C(a,v), para toda v. Consideremos 0 < u; < up < 1,
entonces

Uy 1
> 1C(up,v) + (1 - u—z) C(0,v)
= z—;(:'(uz,v),

lo que implica que C(u,v)/u es decreciente y por el Teorema 2.4.5, tenemos
que se cumple DCI(Y|X).
Ademas,

C(ug,v) =C (u2 —r + i u2u1,v)

1—‘011 1—u1
1
> 27 %0,0) 2C(up,v)
1—wu 1
1 Uo 1
=(1- & :
( ) vt 12w

de donde obtenemos que

v — Clug,v) Sl= Cl(uy,v)
1—wus - 1—uy

k]

lo que implica que [v — C(u,v)]/(1 — u) es decreciente y, de nuevo, por el
Teorema 2.4.5, se cumple CCD(Y|X). O

Veamos que el reciproco en general no es cierto.

Ejemplo 2.4.5. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con cépula C
dada por

3uv u+tv-—1 1 2
32 o 3 §S‘US1—US—s
C(uav): %: _S]-“USUS§1
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Veamos que cumplen ser DCI(Y|X), DCI(X|Y), CCD(Y|X) y CCD(X[Y).

Para eso calculemos lo siguiente

L
=

o=
I=a
|
|

w|$ol

0C(u,v)
ou

2w
A
e
e
RS
e
m
= |
c:;l‘f

o=
[12]
=}
o
=
[}
o
g
[=]

(-]
@
|

S
b=
_I_
ml'l"
2

C(u,v) _

2le

en otro caso,

|
s

<v<Ll—u
Ll-u<uw

u<vyu,veE
en otro caso,

R [
|N'|=‘: l"“l
ﬂf—-...\
2 I
— cl-a”,"'
1
e |g
%)
S’
L= =

v—Clu,v)
l1—u -

e IAIA
c-a!w @i wir

|
B

O =

de donde podemos ver que

C(u,v)>60(u,v) v —C(u, ‘U)
uw ~ Ou T 1l-u

y por el corolario 2.4.5.1 tenemos que se cumplen DCI(Y|X) y CCD(Y|X).
De la misma manera se puede ver que se cumplen DCI(X|Y) y CCD(X|Y).
Pero, OC(u, v)/du es constante en u y por lo tanto no es EC(Y'|X), y de igual
manera sucede para C(u,v)/8v y entonces, tampoco es EC(X|Y). Por lo
tanto, la monotonicidad estocéstica es mas fuerte que la monotonicidad en
la cola. O

Hemos visto a lo largo de esta secci6n, que las medidas citadas antes (p, 7
Y Ps), no implican, de manera general ninguna de las propiedades, pero para
no variar, el caso Gaussiano vuelve a funcionar de manera adecuada como

veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.6. Sean X y Y dos variables aleatorias N(0, 1) con distribucién
conjunta normal bivariada y coeficiente de correlacién p. Veamos qué relacién
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guarda, aqui, la correlacién y la propiedad de monotonicidad estocastica.
Para eso calculemos la densidad condicional de Y| X.

f(z,y)
fx(z)

2”\/11_76):1) (—W(f + 92 - 2p$y))
= 1 z2
mexp (%)
(y — pz)® )

1
T /2n( - pz)exp( 2(1—p?)

y por lo tanto Y|X ~ N(pz,1 — p*). Tenemos entonces que

P[YSyJX=x]=¢(y—%),

la cual es una funcién decreciente en x si y solo si p > 0 y es creciente si
y sélo si p < 0. Por lo tanto, en el caso normal bivariado, una vez mads,
la correlacién nos da toda la informacién que necesitamos en cuanto a la
dependencia, en este caso, refiriéndose a las propiedades de EC y, por lo
tanto, DCI, CCD y DPC. O

En conclusién, las tres propiedades estdn relacionadas con formas de en-
tender la concordancia. A pesar de esto, en ningln caso, 7 6 ps; nos daban
valores que caracterizaran a dichas propiedades, lo que al revés si sucede. El
problema es, que 7 y ps se proponen como medidas de concordancia, sin em-
bargo, ninguna logra captar ninguna de estas propiedades, es decir, sin mds
estudio, un valor positivo de 7 6 ps, no nos puede hablar de una propiedad
global como éstas.

frix(ylz) =
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2.5 Medidas de dependencia

Al analizar a las medidas de concordancia, con todas fuimos muy precisos al
indicar que no tienen, en general, un valor que caracterice a la independen-
cia. Vimos que en los casos donde las variables aleatorias en cuestion, esta-
ban relacionadas por una funcién monétona, las medidas de concordancia lo
captaban perfectamente, e incluso indicaban cémo es esta funcién (creciente
o decreciente). Por lo tanto, si estamos interesados en evaluar una condicion
asi, las medidas de concordancia funcionan a la perfeccién; pero si estamos
interesados en la independencia, serdn propuestas otras medidas. De esto se
encargara esta seccion.

Sean X y Y dos variables aleatorias con distribucién conjunta H y dis-
tribuciones marginales F' y G, respectivamente. Sabemos que X y Y son
independientes si y s6lo si H(z,y) = F(z)G(y) para todo z,y € R. La forma
de generar medidas que nos caractericen a la independencia, sera comparando
la distribucién conjunta (H) con la distribucién en el caso de independencia
(FG), entonces, cualquier distancia L, entre H y FG nos servird, es decir,

(/] e - Focwpaay)

con p € [1,00]. Dado que |H — FG| > 0, la ecuacién anterior es cero si y
sélo si H = FG, es decir, es cero si y sélo si X y Y son independientes, con
p € [1,00]. Son de nuestro particular interés los valores p =1y p = oco. Por
lo tanto, si tenemos X y Y dos variables aleatorias continuas, definimos las
siguientes medidas:

o(X,Y) =12 / j V(@) - F&)G(w)dzdy (2.40)
§(X,Y) = 9:s:jl‘E};J.H'(x,y) — F(z)G(y)|. (2.41)

Si C es la cépula asociada a X y Y, haciendo la transformacién F(z) = u,
G(y) = v, obtenemos

o(X,Y) = 12//12 |C(u,v) — uv|dudwy; (2.42)
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0(X,Y) = sup|C(u,v) — uv|. (2.43)

uwel
Empecemos analizando las propiedades de o.

Teorema 2.5.1. Sean X y Y dos variables aleatorias continuas con copula
C. Entonces se cumple que:

1. 0<o(X,Y) <1,
2. o(X,Y) =0 siysdlo si X yY son independientes;
8. o(X,Y) =1 siysdlo si X = a(Y) con a estrictamente mondtona;

4. st a y [3 son funciones estrictamente mononotonas c.s. en el rango de
X y Y, respectivamente, entonces o(a(X),B(Y)) = o(X,Y).

Demostracion. Para la prueba de la siguiente desigualdad

1
/f |C(u,v) — wv|dudv < L (2.44)
12

véase [17]. A manera de bosquejo veamos lo siguiente. Sabemos que si
C=M2©¢éC =W, se cumple la igualdad, como se vio en la prueba del
teorema 2.3.7, el problema podria ser que hubiera una cépula C que en la
parte que C' > II, coincida con M, y en la parte en que C' < IT cumpliera que
su “distancia” entre ella y II sea mayor que la que hay entre M y II o que
el problema ocurriera de manera inversa pero para W. Para ver que esto no
es posible, veamos qué pasa con M —II y IT — W. Si dividimos el cuadrado
unitario en cuatro trazando sus dos diagonales principales y numeramos los
cuadrantes a favor del reloj empezando con el cuadrante de hasta abajo, ten-
emos que

cuadrante | M(u,v) —uwv  w — W(u,v)

1 (1 —wu)v uv
2 u(l —v) uv
3 u(l —v) (1 —u)(1—v)
4 (1—uv (1—-u)(1-v)

podemos ver que para el primer cuadrante, tenemos que M — IT > IT — W

si u < % yM-IT<II-—Wsiu> %, y de la misma manera podemos

analizar qué sucede en cada uno de estos cuadrantes. De esta manera, si
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ahora dividimos el cuadrado unitario en cuatro trazando las rectas = % y
y = 3 y numeramos a favor del reloj empezando por el cuadrante inferior
izquierdo, tenemos que en 1 y 3 M —II > Il — W, mientras que en 2 y 4
M — 11 < II — W. Sabemos que para cualquier copula C' se cumple que
W < C < M, entonces, para que [[ |C —II|dudv > 75, tendria que coincidir
con M en los cuadrantes 1 y 3, y en los cuadrantes 2 y 4 estar mas abajo
de IT de lo que estaria M al reflejarla sobre II, o lo mismo pero con W.
Ninguna cépula C distinta de M puede cumplir eso, ya que si C = M en
los cuadrantes 1 y 3, entonces C' = M por el Lema 1.6.5, y algo similar pasa
en el caso de W. Por lo tanto, (2.44) se cumple y la igualdad se da sélo si
C =M 6 C =W. Entonces se cumple que o < 1.

Para la segunda parte, basta considerar el Teorema 1.6.2 y la ecuacion
(2.42). Por los Teoremas 1.6.5 y 1.6.6, tenemos que X y Y son funcién es-
trictamente monénota la una de la otra, si y sélosi C = M 6 C = W,
ademds como ya dijimos, la igualdad en (2.44) sedasiysélosiC =M 6
C = W, lo que prueba la tercera parte. Para la tultima parte, recordemos
que el Teorema 1.6.4 nos dice que, por ejemplo, si a es creciente y [ de-
creciente, tenemos que Cy(x)a(v)(u,v) = u — Cxy(u,1 — v) y por lo tanto
Cax)a(y)(u, v) =II(u, v) = II(u,1 —v) — Cxy(u,1—v), y de la misma manera
para las distintas combinaciones de a y f3. O

Por la interpretaciéon para p, vista en la ecuacién (2.35), es inmedi-
ato preguntarse la relaciéon que ésta tendrd con o. En general, no existe
tal relacién, pero, por ejemplo, si tenemos X y Y dos variables aleato-
rias continuas que cumplen ser DPC, por la ecuacién (2.38) tenemos que
o(X,Y) = ps(X,Y), mientras que si son DNC, por la ecuacién (2.39) ten-
emos que 0(X,Y) = —p,(X,Y). Por ejemplo, si X y Y se distribuyen nor-
males estandar bivariadas con coeficiente de correlacién p, entonces por lo
visto en el ejemplo 2.4.6, tenemos que o(X,Y) = |ps(X,Y)| = %a,rcsin (Lgl),
ya que arcsin es una funcién impar. Si X y Y no son ni DPC, ni DNC,
entonces la cépula asociada a ellas, no serd, en general, ni mayor ni menor
que II. Veamos qué pasa con las parejas que vimos en los ejemplos 2.3.4 y
2.3.10.

Ejemplo 2.5.1. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0, 1), tales
que V = %]I[o‘e) (U) + =511y (U), con 6 € [0,1]. La cépula que calculamos
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en el ejemplo 2.3.4, también la podemos ver como

M(u,v), 0<u<6v<é,
Co(u,v) = < bv, 0<fv<u<l—(1-0)w,
Wu,v), 6<1-(1-0)v<u<l

Para calcular o4, sélo resta ver cémo es Cy con respecto a II en el tridngulo
inferior formado por el soporte (véase figura 2.5). Para eso veamos que si
u < 6, entonces fv > wv, mientras que si u > 6, sucede que fv < uv. Con
esto, procedamos a calcular oy

1 6
// |Cy — uv|dudv —f (u uv)dudv +/ 6(v — uv)dudv

f /1 a 6?)v(uv—t?'v)dl‘u:dv

+‘/0 fl—{l—e)u(m} —u—v+ 1)dudv
zfl 92(1~2-v)vzdv+/ 6‘20{12 )dv

D/ (1- 9)21;(1*1)0 f (l—v) .
192-!-(1~t9’)2(/’(U )

_92 ( 6)2
o 12 2

y por la ecuacién (2.42) tenemos que
o9 =1—20+ 26 (2.45)

Sif =066 =1, la ecuacién anterior vale 1, lo que por el Teorema 2.5.1,
implica que U y V son funciones mondtonas la una de la otra. Por otro
lado, si § = 1, tenemos que C; = M, mientras que si # = 0, tenemos que
Cy = W, lo que confirma el comentario anterior. Un valor 1 de o, nos reporta
tinicamente que las variables son funcién monénota la una de la otra, pero
no nos dice si son crecientes o decrecientes entre si, a diferencia de lo que
T 6 p,s reportan. Pero jqué pasa con el valor 0?7 En el Teorema 2.5.1 ya lo
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estudiamos, pero recordemos que para estas parejas cuando ¢ = 3, tenemos
que 712 = ps1/2 = 0, lo que podria engaiiarnos acerca de la independencia.
Por otro lado, 02 = %,, que ademas resulta ser el minimo de la funcién oy,
es decir, el valor oy = 0 no puede ser alcanzado, ya que esta copula pertenece
a una pareja que nunca podra ser independiente. Entonces, en resumen
tenemos que o nos reporta los casos extremos mas no nos dice de qué tipo
son, mientras que caracteriza a la independencia con un tnico valor. O

En la ecuacién (2.41) definimos otra medida. Veamos sus propiedades.

Teorema 2.5.2. Sean X yY dos variables aleatorias continuas con cdépula
C. Entonces se cumple que:

10X, Y) <},
2. 6(X,Y) =0 siysdlo si X yY son independientes;

3. si a y B son funciones estrictamente mondnotonas c.s. en el rango de

X yY, respectivamente, entonces §(a(X),B8(Y)) =46(X,Y).

Demostracion. Para probar que % es cota superior, considermos A € o(X)
y B € o(Y), donde o(-) representa la o-algebra generada por la variable
aleatoria. Sabemos que AB C A, B%, de donde obtenemos las siguientes
ecuaciones

P[AB] — P[A]P(B] < P[A] — P[A]P[B]
—P[AIP[BY,

y de la misma manera
P[AB] - P[A]P[B] < P[A9P(B],
y entonces

P[AB] - P[A]P[B] < min(P[A] P[B9],P[A| P [B])
< P[A]P[Af]
1

£
— 4

‘{AB=ANB
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Como {X < z} € 0(X) y {Y < y} € o(Y) para todo z,y € R, entonces
41 es cota superior para §(X,Y). Para ver que puede ser alcanzada basta
considerar a la copula M, y al evaluar tenemos que

11 1 2L 1
M(?E)_H(?i)‘l

y al ser la cota superior obliga a que el supremo sea %
El resto de la prueba se sigue igual que la del Teorema 2.5.1. O

Notemos que a diferencia de lo que pasa con o, para d no tenemos que el valor
mas grande caracteriza a las parejas de variables que son fucién mondétona la
una de la otra, aunque mads adelante veremos qué tipo de variables alcanzan
dicha cota. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.5.2. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0, 1) tales que
V =U@&#6, donde 6 € [0,1], es decir, la pareja introducida en el ejemplo
2.3.5. Notemos que si 0 = %, la cépula de dicha pareja estd dada por

1

s 1] )

min gu, v — %g si(u,v) € F},%
1
0, 3

Cy(u,v) = { min(u—39) si(y,v) € [31
W (u,v) en otro caso

X

7

Si consideramos el punto (%, %), tenemos que

I | 11 1
‘%(@5)—“(@5)—‘$

y por lo tanto, §(U, V) = i, donde la pareja (U, V) no son funcion monétona

la una de la otra.
Si ahora consideramos a la pareja introducida en el ejemplo 2.3.6, es decir,

U y V variables aleatorias uniformes (0, 1), que cumplen que U@ V = 6, con

6 € [0,1], tenemos un caso similar si § = 1, ya que

X

0:% 1
X

o |

3

max (0,u+v—3) si(u,v) € [0,3
Cy(u,v) = { max Lut+v—1) si(y,v) € [3,1
M(u,v) en otro caso

b=

y al considerar el punto (3,1) otra vez, tenemos ahora que

11 11\ 1
ol =< JPPRG  f ) S
%(2‘2) (2’2) 4’
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y por lo tanto, §(U, V) = 3, donde, otra vez, la pareja (U, V) no son funcién
mondétona la una de la. otra Entonces, el valor § = —, no es exclusivo para
las cépulas M y W como sucede en el caso de o.

Notemos que tanto las dos cépulas de este ejemplo, como M y W tienen
una caracteristica en comun: si dividimos el cuadrado unitario en cuatro
partiéndolo con las rectas z = % yy = % y numeramos los cuadrantes en
contra del reloj empezando por el que contiene al origen, notemos que, o
bien tienen toda su masa en los cuadrantes 1 y 3, o bien la tienen en los
cuadrantes 2 y 4. Nos podemos preguntar entonces si ;ésta serd la forma
general de todas las cépulas que alcanzan el valor extremo de 7 Veamos el
siguiente teorema O

Teorema 2.5.3. Sean X y Y wariables aleatorias continuas con copula C.
Entonces, §(X,Y) =  si y sdlo si

[ 1] [ 1] (] 1
VC(BI) = U, donde Bl = { 0, § X hU, §~ } U { -5, 1- X -*2‘, 1:| } 3
o0 bien

1. . ] [ 1] [ 1] [1
Vc(Bg)ZO, dOﬂdéBg={_§,1 X'U,a-}U{_O,E X 5,1]}

Demostracion. Supongamo:: que Vo (B;) = 0. Entonces C (3,2) = 0 lo que
implica que § = %, ya que alcanza la cota superior en el punto (3, %) Si
Ve (Bz) = 0, tenemos que C (3,1) = 1, lo que implica otra vez que § = 1.
Supongamos que § = %. Para la demostracién veamos primero que el
supremo no puede ser alcanzado en ningin punto distinto de (2, 2) y luego
veamos que esa condicién es equivalente a que el volumen de las regiones (B;
6 B,) sea cero.
Supongamos que el supremo lo alcanza en el punto (a,b) € (0,1)x(0,1). Para
que C alcance la cota tiene que cumplir que C(a,b) = ab+ %. Dividamos el
cuadrado unitario por las rectas £ = a y y = b y numeremos contra el sentido

del reloj empeza.ndo por el cuadrante que contiene al origen. Supongamos

que C(a,b) = ab — 3, entonces el cuadrante 1 tiene volumen ab — 1 syel3d
tiene volumen (1 — a)(l —b) — %, y como C es copula se tiene que cumphr
que

1
b—-=2>0
a 12
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(1-a)1-b)-7>0,

que es equivalente a

1

<]1-— %
T

= s
4b —
La desigualdad de los extremos se cumple si y sélo si

—(26—-1)2 >0,
lo que implica que b = § y por lo tanto a = ;. En este caso implica que el
cuadrante 1 y 3 tienen volumen cero.
Supongamos que C(a,b) = ab+ ;. El cuadrante 2 tiene volumen b(1 —a) — :
yel4a(l-0b) — %. Como C es cépula, se debe cumplir que

1
b(l—a)—zz(]
¥
a(l—b)~120
4
que es equivalente a
LY
4(1-b) - ~ 4b

Considerando tnicamente la desigualdad para b, eso sucede si sélo si
—(2b—1)? >0,

lo que implica otra vez que el supremo se alcance en (3, 3). En este caso, el
volumen del cuadrante 2 y 4 es cero, lo que completa la prueba. O

Lo que el teorema anterior nos dice es que el valor extremo de § caracteriza
a las variables cuya cépula tiene toda su masa en el primer y tercer cuadrante
del cuadrado unitario o en el segundo y cuarto cuadrante.

Sigamos analizando esta medida con mads ejemplos. Veamos qué pasa
para las variables del ejemplo 2.3.4 y 4.
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Ejemplo 2.5.3. Sean U y V dos variables aleatorias uniformes (0,1), que
cumplen que V = %H(o‘g} U) + 11:_-%-11[9‘1) (U), con 8 € [0,1]. En el ejemplo
2.5.1 vimos que si u € [0, 6], Cy(u,v) > uv, donde Cj es la cépula de la pareja
(U, V), calculada en el ejemplo 2.3.4. Entonces, si u < 8, Cy(u,v) — uv, con
v fija, serd méximo si v = %. Es facil ver que el miximo de la funcién
Co(6v,v) — Bv® = (v — v?) estar4 en el punto 3 y por lo tanto

sup  |Cy(u,v) —uv| = -.
0<u<6,0<v<1 4
Siu € (0,1], Cy(u,v) < uv, la funcién wv — Cy(u,v), para v fija, tiene un
maximo si v = i%‘;. Mediante célculo elemental, podemos ver que la funcién
(1—(1=0)v)v—Cs(1—(1—0)v,v) = (1—8)(v—v?) tiene su méximo en el
punto %, y por lo tanto
1-6
sup  |uv — Cy(u,v)| = —.
f<u<l,0<v<l 4
Por lo tanto
max (4,1 — 6)
1 ;
Veamos que &y = 6; = %, que era de esperarse ya que Cy = W y C; = M.
Recordemos que para esta copula, tenemos que si § = 3, entonces 1y, =
Ps,1/2 = 0, mientras que dy/5 = . O

0 =

Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 2.5.4. Sean U y V dos variables aleatorias independientes uniformes
(0,1). Para 0 < p < 1, definamos X = U y Y = Ul (U) + VIp) (U).
Queremos calcular §(X,Y): Antes de empezar, analicemos lo que debe pasar
conforme p se acerca a los extremos: si p se acerca al cero, tenemos que Y
depende cada vez menos de X y por lo tanto § se tendrd que ir a cero; si p se
acerca a uno, Y se hace més parecida a X y por lo tanto § se ird a un cuarto.
Dada la forma en que se relacionan las variables, conforme p sea mayor, X y
Y se hardn mas dependientes por lo que ¢ debe de ser una funcién creciente
en p. Para calcular, utilicemos la defincién vista en (2.41). Lo primero que
necesitamos calcular es H, la funcién de distribucién de X y Y.

H(z,y) =P[X <z,Y <y
=PX <z, Y <y U<p|+P[X<z,Y <y,U>p
=PU<Lz, U<y U<p|+P[U<Lz,V<yU?>p|,
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si z < p, tenemos que
H(z,y) = min(z,y) + 0 = min(z, y),
mientras que si & > p, tenemos que
H(z,y) = min(y, p) + y(z — p),
y juntando ambas ecuaciones tenemos
H(z,y) = min(z,y)lo, (z) + (min(y, p) + y(z — p)) I (z) -
Para las distribuciones marginales tenemos

F(z) =P[X < z] = zlo,) (z) + Ijn,00) (2)

y
G(y)=PlY <y
=PlY <y, U<p|+P[Y <y,U >p
=PU<yU<p|+P[V<yU>p,
de donde

G(y) = (min(y, p) + y(1 — p))lo,1) (%) + In,e0) (¥) -

Ahora para obtener § calculemos

pi=  sup |min(z,y) — z min(y,p) — zy(1 - p)|
O<z<p0<y<l
y
v:=  sup |min(y,p)+ (z— p)y — rmin(y,p) — zy(1 - p)|,
p<z<1,0<y<l

y entonces §(X,Y) = max(u,v).
Para calcular p consideremos varios casos. Primero, si y > p, tenemos

min(z, y) — zmin(y, p) — zy(1 — p) = z(1 — y)(1 - p).
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Esta funcion es creciente en z y decreciente en y, por lo que es maxima si
=7y =py el supremo es p(1 — p)*.

Siz <y < p, vemos que
min(z,y) — z min(y, p) — zy(1 - p) = =(1 - y(2 - p)).

Esta funcién en valor absoluto es creciente para z, por lo que su méaximo esta
en z = y. La funcién y — y*(2 — p) tiene un punto critico en y = m, lo
que en valor absoluto lleva al maximo relativo 4—(2%55. Ademads, al evaluar en
los extremos del intervalo (0 y p) obtenemos otro posible supremo dado por
p(1-p)*.

El caso y < z < p es similar al anterior y se obtienen los mismos candidatos

a supremo.
Procedamos a calcular v también por casos. Si y > p, entonces

min(y, p) + (z — p)y — zmin(y, p) — zy(1 - p) = (1 —z)(1 - ¥)p,

que es una funcién decreciente, tanto para z como para y, y entonces el
stipremo se alcanza cuando z =y =p y es p(1 — p)*.
Si y < p, tenemos

min(y, p) + (z — p)y — zmin(y, p) — zy(1 — p) = (1 — z)y(1 - p),
que es una funcién decreciente para x y creciente para y; el supremo se al-
canzasiz=y=pyes p(l —p)>
De primera instancia, podemos pensar que §(X, Y) = max (p(l —p)?, 4-(2_1~p))‘

Ahora, p(1-p)? > ﬁl——;ﬁ si y s6lo si —4p?+16p®—20p*+8p—1 > 0, lo cual no

sucede nunca, ya que dicho polinomio se factoriza como —(p — r1)?(p — 12)?,
conr; = 1— —% yra =1+ ﬁ, y entonces ¢ seria 4(21-; siempre. Segin
lo que analizamos al principio, si p = 0 entonces § = 0, io que no pasaria
en este caso. El problema estd en lo siguiente: cuando calculamos a 3(71_—’;)
como posible supremo, hicimos el supuesto de que y < p, entonces, si el valor

ﬁ, que es donde se alcanza el supremo, no cumple ser menor que p, no
podra ser supremo, lo que nos lleva a evaluar la condiciéon E(lepj < p, que

es lo mismo que evaluar la condicién —2p? +4p — 1 > 0, lo que sucede si
r1 < p < 1, y por lo tanto, tenemos que

2

p(l-p)* si0<p<1l--5,
5(X‘YJ={ L sil-L < <7§
1@-7) vz sPs4h

lo que confirma lo que analizamos al principio de este ejemplo. O
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En conclusién, estas medidas cumplen su principal propdsito que es el de
identificar a la independencia, aunque pierden la cualidad de caracterizar a
las parejas estrictamente monétonas. En el caso de § su valor extremo lo
comparten otras formas de relacionarse, lo que nos indica que ésta mide una
dependencia de cuadrante. § serd de nuestro particular interés ya que existe
una forma sencilla de proponer un estimador de ella, cosa que haremos més
adelante.
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2.6 Reordenamientos de M

En esta seccién estudiaremos los reordenamientos de M. Un reordenamiento
de M, como su nombre lo dice, consiste en particionar el cuadrado unitario
en un nimero finito de franjas verticales y reordenar éstas (véase Figura 2.9).
Por ejemplo, la cépula definida en 2.4.4 es un reordenamiento de M. Al sélo
estar moviendo el soporte de M, las cépulas generadas siguen representando
modelos de probabilidad para parejas de variables uniformes (0,1) que son
funcién biyectiva la una de la otra. La importancia que estas copulas tienen,
es que dada cualquier cépula C, existen reordenamientos de M, C,, que
cumplen que

sup |C(u,v) — Ce(u,v)| < €.

u,vel
Es decir, podemos aproximarnos a cualquier forma de dependencia, tanto
como queramos, por parejas de variables que son funcién la una de la otra.
En especial si C = II, lo que estamos diciendo es que la independencia
puede ser aproximada por formas de dependencia absoluta. El resultado lo
probaremos sélo para II, puesto que es la cépula que nos interes aproximar.

Teorema 2.6.1. Para toda € > 0, existe un reordenamiento de M, que de-
notaremos por 11, tal que

sup [TI(u, v) — I (u,v)| < e.

u,vEl
Demostracion. Sea m € N, tal que m > 2. Por el Teorema 1.4.2, tenemos
que para toda copula C y u,v,s,t € I,

IG5 — e, B s = ot ] s =] & . (2.46)
2 m m

El entero m determina II, de la siguiente manera. Sea n = m? y sea {J,}
una particién regular de I en n pedazos iguales. Sea 7 un reordenamiento de
la particién dado por w(m(j — 1) + k) =m(k — 1) + j, para k,j = 1,...,m.
El efecto de esta permutacién es el de redistribuir la masa de probabilidad de
M de tal manera que cada una de los n cuadros generados por la particién,
tengan masa L (véase Figura 2.9). Como

i ([0.2] . 2) =30 ([0.2] < b.2).
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Figura 2.9: Soporte del reordenamiento de M con m = 3 y
m=(1,4,7,2,5,8,3,6,9).

para p,g =0,1,...,m, tenemos que para esos puntos
n(28)-n(28)
m’'m m’'m
Sea (u,v) € I?, entonces, existen p,q € {0,1,...,m}, tales que [u— | < L1

y ”u — 4| < 1. Entonces

IM(w,v) - Te(w,0)] < [M(w,0) -1 (2, 1))
()~ G|
(28 -n
<% +0+ g =€
por (2.46), lo que completa la prueba. O

Supongamos que X, y Y, son dos variables aleatorias con cépula II,.. Por
el teorema anterior y la ecuacién (2.42), considerando 5, tenemos que

(X2, Yopa) = 12 / / UL ua ) — T, )|l <,
12

y de igual manera, por la ecuacién (2.43)

0(Xe, Ye) = sup |(u,v) — I(u,v)| <e.

u,vel
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Entonces, podemos aproximarnos a cero tanto como nosotros queramos. Esto
nos dice que un valor cualquiera en el rango de estas medidas de dependencia
puede no decir de ninguna manera lo que nosotros pensemos. En otras pal-
abras, si pensamos que un valor muy pequeno en estas medidas implica que
las variables dependen muy poco entre si, estaremos cometiendo un error,
como nos muestra este caso. En conclusion, los valores cercanos a cero sélo
implican que la funcién de distribucién conjunta es muy parecida a la de
la independencia, pero eso de ninguna manera implica, en general, que las
parejas cada vez dependan menos.
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Capitulo 3

Condiciones de “mixing”

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior trabajamos la dependencia que puede haber entre dos
variables aleatorias. Pero, ;qué pasa si queremos extender el problema a més
variables, en especial, si queremos estudiar la independencia entre ellas? Si
tenemos un proceso { X; }:cz donde las variables no son todas independientes,
puede llegar a haber independencia conforme vayamos considerando parejas
cada vez més lejanas, segin sea el proceso. Por ejemplo, si tenemos {Z; }iez
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, y definimos

m
X = ngzt—h
k=0

donde g; son constantes, es claro que las variables X; y X;,; no son indepen-
dientes, sin embargo, las variables X; y X;,,.+1 si lo son puesto que heredan
la independencia de las variables Z;.. El proceso anterior se le conoce como
MA(m), por sus siglas en inglés (moving average de orden m). Este es un
caso particular de lo que se conoce como la m-dependencia, donde si dos
variables “distan” més de m, entonces son independientes. De todas for-
mas, daremos mas adelante una definicién formal de esto. Entonces, en el
caso MA(m), es clara la independencia al alejarnos en el “tiempo”, pero si
definimos X, como

Xt = Z ngt—kl
k=0

115
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no es tan claro como sera la dependencia de las variables X entre si, a menos
que gr = 0 a partir de alguna n. A este proceso se le conoce como MA(o0).
O por ejemplo, si definimos

X, =0X,1+ 2y,

tampoco es claro como serd la dependencia entre dos de ellas. Este proceso
se conoce como AR(1), por sus siglas en inglés (autoregression de orden 1).
En resumen, en este capitulo trataremos de dar una nocién de independencia
asintotica, es decir, llevar la m-dependencia al limite, asi como tratar de ver
ejemplos de como es ésta.

En la Seccién 3.2 definiremos y estudiaremos las condiciones de mixing
que nos serviran para estudiar en la Seccién 3.3 la dependencia en los procesos

estocasticos.
La bibliografia para este capitulo fue: para la Seccién 3.2, [3] y [10],
mientras que para la Seccién 3.3 se utilizé 3], [4], [6] y [13].

3.2 Medidas de “mixing”

Definicion 3.2.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Para cualesquiera
dos sub o-algebras, A y B, de F, definimos las siguientes medidas de depen-
dencia:

a(A,B) := sup|P[AB] — P[A]P[B]|. (3.1)
i
¢(A,B):= sup |P[B|A]-P[B]] (32)

AEAP[A]>0,
BEB

VAB) — sup [PABI-PAPB]|

AcAPA]>0, P[A]P(B]
BEB,PB)>0

(3.3)

Lo primero que nos podemos cuestionar sobre estas medidas es qué valores
toman. Es claro que las tres se encuentran acotadas por debajo por 0, pero
la cota superior para las tres serd distinta. Para eso, veamos el siguiente
teorema.
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Teorema 3.2.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, y sean A y B dos
sub o-dlgebras de F. Entonces, las medidas definidas en (3.1), (3.2) y (3.3)

cumplen:

a(A,B)< - ¢AB)<L YA B) < oo

W | =

Demostracion. Empecemos por probar que i acotaaca. Sea A€ Ay BeB.
Sabemos que AB C A, B, de donde obtenemos las siguientes ecuaciones

P[AB] - P[A]P[B] < P[4] - P[A]P[B)
=P[A]P[B],

y de la misma manera
P[AB] - P[A]P[B] < P[A|P[B],
y entonces

P[AB] — P[A]P|[B] < min(P[A] P [B°],P[A°| P[B])
S PAJP[AT
2t
— 4
Para ver que la cota puede ser alcanzada, consideremos A = B = {Q,0, A, A°}
y P[A] = 1. Entonces, si consideramos A = B, tenemos que |P[AB] —
P[A]P([B]| = . Por lo tanto a < 1.

Para ¢, es claro que 1 es una cota superior de dicho conjunto, veamos
que puede ser alcanzada. Consideremos el espacio ([0, 1], B([0, 1]),P), donde
B representa a los borelianos y P es la medida uniforme en el intervalo. Sean
A= B =B([0,1]). Si definimos la sucesién de conjuntos 4, = B, = [0, 1],
tenemos que

P[Ba|Ad] —P[B.] =1 %

y entonces

sup|lP [BnlAn] ~P [Bn] I =1,
nel
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por otro lado

sup|P [Bn|An] = P[Bn]| < sup [P[B|A] - P[B]],
nel AGA‘éP[;Bi}“;-O,
€

de donde concluimos que ¢ < 1.
Por iltimo, para 1 consideremos el mismo caso que para ¢, de donde

tenemos

P[AnBa] — P[Ax) P[Bs] _ P[As] — P[44

P[A.]P[B,)] P[A.)*
=n—1,
de donde
P lnBol ~PIAJPIB _
neN P[A;] P[B,]
y concluimos igual que para ¢, y por lo tanto ¥ < oo. O

Estas medidas, al igual que o y &, estdn hechas con la idea de identificar
a la independencia. Notemos que a = ¢ = ¢ = 0 si y solo si tenemos
independencia entre las dos sub o-élgebras (véase Seccién 1.2).

Dado que 0 < P[] < 1, es claro que @ < ¢ < 3, aunque esta cota puede
ser mejorada por

2a(A,B) < §(A,B) < 39(A,B). (34)

La igualdad se obtiene considerando A = B = {Q,0,4, A} y P[A] = 3.
Para este caso, vimos que a = i y por lo tanto 2a = % Para ¢, veamos que
P[A|A] - P[A] = % Y por tltimo, (P[CD] — P[C]P[D])/(P[C]P[D]) =1
para todo C, D € A con probabilidad positiva y por lo tanto 3¢ = 1.

Si tenemos dos variables aleatorias X y Y, la medida « la trabajamos
sobre o(X) y o(Y), las o-dlgebras generadas por X y Y, es decir,

a(o(X),0(Y)) = sup |[P[X €AY € B]-P[X € A|P[Y € B]|.
A,BEB(R)

Por otro lado

(X, Y)=sup |P[X <z,Y <y| -P[X <z|]P[Y < 9] ]|.
z.yeER
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Es claro que a acota a §, ya que el supremo en el caso de a se toma sobre mas
conjuntos, pero jno sera « tan sélo una pretension de hacer una medida mas
elegante y mas complicada? Es decir, jexistiran casos donde la desigualdad
sea estricta? Para contestar esta pregunta veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Sea X una variable aleatoria continua y simétrica con funcién
de distribucién F y sea Y = X% Sea a > 0 tal que P[|X|>a] = 1y
definamos A = {|X| < a} y B= A°= {|X| > a}. Notemos que B = {|X| >
a} = {Y > a?}, es decir, B € o(Y), mientras que A € o(X). Veamos ademés
que P[AB] =0y P[A]PB] = 1. Por lo tanto, a(o(X).0(Y)) = 5. Ahora,
para obtener §(X,Y’) calculemos para y > 0

H(z,y) =P[X < z,Y <y
=PX<z,-y<Y <y
=P[-¥ < X < min(z, /7)] le>- )
= (F(min(z, vy)) + F(vy) = Dl>-y)-

Veamos ademads que

Gly) =PlY <y]=P[-/y< X < V¥
=2F (/) — 1.

Analicemos por casos para calcular §(X,Y).
Si z > /y, entonces

2F(vy) — 1 - F(z)2F(vy) — 1)| = (2F(Vy) — 1)(1 - F(z))
< 2F (V) = 1)1 = F(\/y))-

Si —/y <z < ,/y, tenemos

|F(z) + F(vy) = 1 = F(z)2F(vy) — 1| = |2F(z) — 1)1 - F(Vv))|
< (2F(vy) = (1 = (/).

Por ultimo, si z < —,/y, tenemos que

| = F(z)(2F(Vy) - 1)| < F(=yy)(1 - F(V/y))
= 2F(Vy) = V(1 = F(Vy)).
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Por lo tanto

6(X,Y) = igg(ﬁ(\/ﬁ) - 1)1 -F(V/y) = sup (2u—1)(1-u),

3<u<l
que se alcanza para u = %, lo que lleva a
o(X,Y) =

< = =a(o(X),o(Y)).

00| =
|

El supremo se toma para u > 1, ya que F(y) > 1 para y > 0. O

3.3 Dependencia en procesos estocaticos

Para una familia {X,,s € S} de variables aleatorias, con S un conjunto de
indices, sea (X, s € S) la minima o-dlgebra generada por ellas. Supong-
amos que {X;,¢ € Z} es una sucecién de variables aleatorias. Para —oo <
J < L < 00, definimos F¥ := o(Xy,J <k < L).

Decimos que las variables son m-dependientes, si 77/ y F5, son in-
dependientes (véase Seccién 1.2) para todan > my J € Z. Es decir,
si consideramos las variables (X, ..., Xjk) ¥ (Xjirktns--+» Xjtktnst), €stas
son independientes, siempre y cuando n > m.

Ejemplo 3.3.1. Sean {Y;}:cz variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas y sea X; = f(Y;, Yi-1,...,Y;_m) otra variable aleatoria. En-
tonces, la sucesion de variables { X, };cz es m-dependiente. Esta clase incluye
a las variables que son MA(m). O

En el caso anterior es claro por qué las variables son independientes al
alejarse, pero para entenderlo en modelos un poco mas complicados, necesi-
tamos definir algunos conceptos. Para toda n € N definimos (de acuerdo a
las ecuaciones (3.1)), (3.2) y (3.3))

a(n) = sup {a(}"fm,f}’?m)} , (3.5)
JEL

(n) := sup {$(FL o, Fo)} » (3.6)

JEZ
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Y(n) = a}lég{w(ffm,’ﬁ?‘in)} : (3.7)

A partir de lo anterior, las condiciones de “mixing” para una sucesion
{X:,t € Z}, se definen por

(Xt)eez es strong-mixing o a-mixing si lim a(n) =0, (3.8)
(Xt)iez es ¢-mixing si lim ¢(n) =0, (3.9)
(X¢)tez es Y-mixing si li_{n Y(n) =0, (3.10)

Antes de seguir hagamos un par de comentarios:

e Para definir la condicién de a-mixing para una sucesién sélo sobre los
naturales, la definicién de a(n), la modificamos por

a(n) := sup {a(F, F530)}

e Para definir la condicién de a-mixing para una sucesion estrictamente
estacionaria', definimos a(n) como

a(n) = o(Fo, FYY).

e Los puntos anteriores se siguen igual para el caso de ¢ y 9-mixing.

Por el Teorema 3.2.1, lo primero que observamos es que si una sucesién
es 1-mixing, entonces es ¢-mixing; si es ¢-mixing, entonces es a-mixing, es
decir

Y-mixing = ¢-mixing = a-mixing. (3.11)

Antes de analizar estas implicaciones, notemos que con las definiciones
anteriores, la m-dependencia es extendida al caso limite. Si una sucesion de
variables aleatorias cumple con ser m-dependiente, entonces cumple con las
condiciones (3.8), (3.9) y (3.10). La pregunta es, jexistirdn sucesiones que
cumplan ser @, ¢ 6 ¥-mixing, y que no sean m-dependientes? La respuesta
es si. Para demostrarlo, veamos el siguiente ejemplo, que ademés nos dira
un poco sobre cdmo es un proceso de éste tipo.

'Decimos que {X;}icz es estrictamente estacionaria si para todo ¢ € Z y n € N,
D
(Xtyeo s Xtan) = (Kttgs s Xtgin)-
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Ejemplo 3.3.2. Sea {gk}ren una sucesiéon no creciente y no negativa tal que
g < %‘ Lo que haremos es construir una proceso estocastico en el que las
parejas no independientes serdn escogidas convenientemente de tal manera
que al ir midiendo la dependencia, conforme nos vayamos alejando entre las
o-algebras, ésta vaya comportandose de acuerdo a la sucesion. Consideremos
{Xn}nen variables aleatorias que cumplen que P[X,, = 1] =1-P[X,, =0] =
h, y que para la pareja (X2, Xp24n), P[X,2 =1, X2y, = 1] = ¢, donde
¢n la eligiremos més adelante. Ahora, la distribuciéon conjunta de las X,
estd dada si suponemos que (Xi,Xs),...,(Xn2, Xp24n)y -+, (X3), (X5)y- - s
son independientes entre si. Notemos que las distribuciones conjuntas estan
bien definidas puesto que las variables de las parejas no independientes sélo
aparecen una vez, es decir, en una sola pareja, ya que para que estén en dos
parejas distintas tendria que haber un nimero natural n que puediera ser
representado por dos niimeros naturales distintos, k y m, por k? y por m*+m,
pero esto es imposible ya que la ecuacién cuadritica para m, m? +m = k?,
no tiene raices enteras. Una condicion extra que tenemos que pedir para que
la conjunta de la pareja (X2, X,24,) esté bien definida es que ¢, < h.
Procedamos a calcular a(k) = sup {a(ff, fﬁk)}. Para que se cumpla
JeN

que o(F{,F32,) > 0, se necesita que una pareja de la forma (X2, X,24,)
quede separada en cada una de las o-dlgebras para que éstas no sean inde-
pendientes. Entonces, si J < k?, tenemos que a(F{, F52,) = 0.

Para J > k?, valdrd lo mismo, siempre y cuando la pareja separada sea
la misma. Es decir, la pareja (X qm)2, X(k4m)24k+m), m = 0,1,..., hard que
el valor de a(F{, F33,) sea positivo, si se cumple que

(k+m)3?<J<(k+m)*+k+m

(k+m?2<J+k<(k+m)?+k+m,
que se traduce en
(k+m)® <J < (k+m)>+m.

Por lo tanto, si (k+m)? < J < (k+m)?>+k+m, m=0,1,..., no se cumple,
a(FL ooy Fi) = 0.

Consideremos una J que cumpla la desigualdad anterior, entonces, si 12 =
(k+m)?, se cumple que a(F{, F$5,) = o F2, F3,,)- Procedamos a calcular.
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Tomemos dos eventos B € F'' y C € FZ,, y definamos D = {X;2 = 1} y
E = {X;24; = 1}. Al evento B lo podemos ver como

B = B;DU B, D"
donde B, y B, pertenecen a ff2_1. Entonces
P|B] = P[B1D] + P[B,Df]
=P[B)|h+P[B;](1—-h)
Si elegimos h € (0, %] tenemos que
P[B] > (P[By] + P [By))h. (3.12)
De igual forma tenemos
C=CEUCE"
donde C) y C; pertenecen a F°,,. ;. Y de manera similar obtenemos que
P[C] 2 (P[C1] + P[C))h. (3.13)

Utilizando la independencia entre los eventos y la representacién de B y C
escribimos
P[BC] —-P|[B]P[C] = P|[B,C}] (]P[DE] - P [D]IP[E])

+P[B,Cy] (lP’ [DE°] — P[D]P[E] )
+P[B,Ci] (P[D°E) - P[D P[E])
+P[BC,] (P[D°E°] — P[D°|P[E‘])
= (P[B:Ci1] — P [B1C,] — P[ByCh) + P [B2Cy) )(c; — h?)
= (P[B1] — P[By])(P[C1] —~ P[Cal)(ct — h?)

(3.14)

Por lo tanto, |P[BC] — P[B]P[C]| < g —h® Sielegmos B=DyC=E
obtenemos la igualdad. Definamos ¢; = g; + h®. Entonces, por lo discutido
2
antes, a(k) = sup {a(]—'{“m] s F (e tm)2+k4m) }s Y COMO Gy €s decreciente,
m=0,1,...

tenemos que a(k) = gx. Por lo tanto, formamos un proceso estocistico cuyas
a(k) estin dadas por una sucesién cualquiera que cumpla las condiciones
establecidas.
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De la ecuacién (3.14), obtenemos que

(P[B1] = P[By])(P[Cy] — PCy)
BB] 9

P[C|B] - P[C] =

Multiplicando y dividiendo por P [B;] + P[Bs] y utilizando la desigualdad

(3.12), concluimos que |P[C|B] — P[C]| < 4. Ademds, si definimos B = D

y C' = E obtenemos la igualdad y por lo argumentado antes, ¢(k) = %.
Haciendo un procedimiento andlogo, tenemos que

P[BC] - P[BIP[C] _ (P[B)] - P[B,])(P[C] — PCs)
P[B|P[C] P[B|P[C]

Ahora, si multiplicamos y dividimos por (P [B;]+P [B,])(P [C1] +P[C,]), por
las ecuaciones (3.12) y (3.13), tenemos que

P[BC| - P[BIP[C] _ @
P[BIP[C] - A%’

y la igualdad se obtiene en el mismo caso. Entonces, ¥(k) = .
Asi que si queremos encontrar un proceso que sea a, ¢ 0 ¥-mixing, basta
elegir una sucesion g, que converja a cero. O
En el ejemplo anterior, la sucesién que propusimos cumple las tres condi-
ciones. Entonces, ;jhabra realmente diferencia entre ellas? En otras pal-
abras, ;podremos encontrar sucesiones que cumplan ser una, pero no la otra?
Veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.3.3. Consideremos el mismo proceso definido en el ejemplo 3.3.2.
Notemos que los célculos realizados para a(F!, 12°1); no dependen de que h
sea una constante o no, es decir, lo mismo obtendremos si en vez de considerar
P[Xp =1, X2, = 1] = h, consideramos P [Xj2 = 1, Xj2,; = 1] = hy, siempre
y cuando para toda ! se cumpla que by < 3 y g < hy(1 — k). En ese caso,
es claro que a(k) = gi, pero para ¢ y ¥, recordemos que gb(ff,.ﬁ%"H) = f‘;

y Y(F 1‘21 7'}3“’“) = ;’f;ir, lo que implica que

o) = suplo(#T, 75} = sup { £,
1>k >k

Y(k) = P {w(ffz.ﬁ‘%"“)} ==0p
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no tienen por qué alcanzar el supremo en [ = k.

Para construir una sucesién de variables que cumpla ser a-mixing, pero
que no cumpla ser ¢-mixing, consideremos la estructura propuesta en este
ejemplo para el proceso estocastico del ejemplo 3.3.2, con las sucesiones g =
4 ¥ hx = 5;. Probemos que cumplen las condiciones para ambas sucesiones:
gk debe cumphr ser decreciente y menor a 1, lo que es claro que cumple; hy
es menor que 3, y ademés 5 < - (1 — ) si y sélo si k > 1. Por lo tanto,
las sucesiones cumplen las condlclones necesarias, y en ese caso

1
bl L e

lo que implica que {X,} es a-mixing. Por otro lado,

1
= 1
k) = == —4!}2—‘
oK) ?EE{M} ?gsp{;}! 2

de donde vemos que {X,} no es ¢-mixing. Sabemos que, entonces, tampoco
serd 1-mixing, lo que se comprueba al ver que

Y(k) = sup { h2} = fgf{f} = 00.

De la misma manera, podemos pensar en un proceso que sea ¢-mixing, y
por lo tanto a-mixing, pero que no sea ¥-mixing. Para eso, propongamos
gr = ﬁ; y he = 51;;, es claro que cumplen las condiciones necesarias, y en este
caso tenemos

1 1
(’b(;") _Sf>kp{2£} B 5}4_7 k—ro0 0

Por otro lado

Y(k) = t‘;gkp{l} =1,

lo que implica que no es ¥-mixing. Por lo tanto, la implicacién en (3.11)
no puede sustituirse por un si y sélo si y tiene sentido definir las distintas
condiciones. O

En el caso de las cadenas de Markov, éstas tiene una forma muy peculiar
de dependencia o de independencia condicional. En ese caso tenemos que el
célculo de las a(n) es mucho més sencillo, como podemos ver en el siguiente
teorema.
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Teorema 3.3.1. Sea {X;}icz un cadena de Markov estrictamente estacionaria.
Entonces, para todan € N

1 a(n) o Q(J(Xﬂ)! U(X"l))!
2. ¢(n) = ¢(0(Xo),0(Xn)),
3. Y(n) = ¥(0(Xo), 0(Xn)).

Para la prueba véase [2].
Veamos un ejemplo.
Ejemplo 3.3.4. Sea {X;}iez un proceso de Markov con matriz de transicién
P(i, ), tal que P(i,1) = P(i,i + 1) = 3 y distribucién estacionaria m(j) =
, %]IN (7). Queremos utilizar este proceso para mostrar que si un proceso es
¢-mixing, no necesariamente lo es si cambiamos el sentido del tiempo. Probe-
mos entonces, que el proceso anterior es ¢-mixing en el sentido definido, pero
no lo es si revertimos el tiempo. Para eso, dado que el proceso es de Markov
y estacionario, sabemos que

é(n) = ¢(0(Xo), 0(Xx))-

No es complicado ver que la matriz de transicién en n pasos estd dada por

=, Jj<n,
PW(G, ) =¢ L, j=i+n,
0, en otro caso.
Entonces
0, J<n
|P™ (6, 5) — = (f)| = o J=itn,

o en otro caso.

Sea A € o(X,), entonces
[P (G, 4) - n(A4)] = | SIP™ G, 5) — 7(5)]l,
jEA
donde tenemos varios casos para A. Primero, si A = {i + n}, entonces

1 1 1
(n) ] — T = — = — —
|P™ (i, A) — m(A)| o ga
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siA={n+1,n+2,...}\ {i+n}, entonces

|P™ (i, A) — m(A)|

que son los conjuntos donde puede tomar el valor mds grande, por lo tanto
PO, 4) — n(A)| < =
|P™(i, A) = m(A)] < 5,

para todo A € o(X,).
Sea B € 0(Xy), entonces

IPO(B, 4) - n(4)] = A By)r(?B;r(A)ﬂ(B)l
_ | Xiep[P™(A,4) — m(A)m(3))]
n(B)
_ | e T@)[P™(, A) — m(A)]
7(B)
2% ZieB 7 (7)
= T(B)
1

:2—}1,

donde P(™(-,-) denota la funcién de probabilidad conjunta de Xo y X,.
Por lo tanto ¢(n) < 5= — 0, lo que implica que el proceso es ¢ mixing.
Veamos qué pasa con el proceso en reversa.
P[Xnﬂ =j|Xn = i]P[X,., = i] _ P(i, 5)

entonces, la matriz de transicién del proceso en reversa, Q(,j), estd dada
por

L, i=1,
Q(?,J) = 3 j‘__i_la

1
0, en otro caso,
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y otra vez no es complicado ver que en n pasos tenemos

l .

27 1 S mn,

1, j=1-—n,

0, en otro caso.

<

Q™ (i, 4) =
Para calcular ¢(n), notemos que para la pareja (n+ 1,1), tenemos que
QM+ 1,1~ n(1) = 5,
de donde
Q(B, 4) ~ x(4)] > 5,

para toda n, y por lo tanto ¢(n) > %, lo que implica que no es ¢-mixing. O
Veamos otro ejemplo.

Ejemplo 3.3.5. Sean {Z,}scz variables aleatorias continuas, independientes e
idénticamente distribuidas, tales que v = E [|21 [‘5] < o0 para algin ¢ > 0.
Sea {X;}iez un proceso lineal definido por

o0
Xy = ngzt—-ks

k=0
con go > 0. En este ejemplo, veremos que si 3 o0 v|g,|* < 00, A = 5,
entonces {X;} es strong-mixing.
Notemos que el proceso {X;} es estacionario. Sea C cualquier conjunto
boreliano (p + 1)-dimensional en el espacio X_,, ..., Xy y D una unién de s
intérvalos m-dimensionales disjuntos en el espacio Xy, ..., X¢im-1, cOn p, s,

k, m enteros positivos arbitrarios. Sea
X= (X _py o5 X0),

Y = (X.h L '1Xk+m—1):

¥= (mkr"':xk-im—l)‘
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D=|JD;
j=1

Dj:{Y:sz<y:<bjg,k§t§k+m—l},

donde D; son s intervalos ajenos. Definamos

t—1

We=Y g%, k<t<k+m-1,

j=0
y de aqui
Vi=X,-Wy=) g% k<t<k+m-L
j=t
Sean
7!'12=]P[XEC,YED}
m=PXeC], m=P[Y € D).
Yy

V= (me ces ,V}c+m—1)s
de tal manera que Y = W + V. Definamos también
B={v:|n|<n,k<y<k+m-1}
con v = (Vk,...,Uksm-1)- Entonces

m2=PXeC,W+VeD,V € B

3.15
+PXe€C,W+VeD,VeB]. (3.45)

Como W es independiente de X y V, la primera expresion del lado derecho
de (3.15) la podemos ver como

f x(v)dFx v(x,V), (3.16)
{x€C,veB}
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donde Fx v(x,v) es la funcién de distribucién conjunta de X y V, x =
(@apysesZo) ¥

X(V):P['Uajt'_vt<wt<bj1—?_}hk££5k+?n_1:|‘

21

Notemos que 0 < x(v) < 1, ademds de que x(V) es continua para todo v € B.
Para ver que lo anterior es cierto, veamos que W admite una densidad. Como
las variables Z; son continuas e independientes, el vector (Z1,..., Zkim-1)
tiene una funcién de densidad conjunta. Por lo que por el teorema de cambio
de variable, sélo resta completar el vector W de manera adecuada y ver que
el valor absoluto del determinante del Jacobiano de dicha transformacién
es siempre positivo. Para eso, definamos las variables W; con 1 < § <
k — 1, de la misma manera que las variables W;. Dicha transformacion,
tiene como Jacobiano una matriz triangular inferior con gq sobre la diagonal,
lo que implica que el determinante es gi*™ ™ > 0 y por lo tanto el vector
(Wi, ..., Wiym-1) admite una densidad conjunta y de la misma manera el
vector W. Por lo tanto, x(v) es continua. Como B es acotado y cerrado,
entonces existen # y € en B, tales que

x(6) = minx(v)
x(§) = max x(v)

Por las ecuaciones (3.15) y (3.16) tenemos

Mg 2 f x(v)dFx v(x,V)
{x€C,veB)

> / x(0)dFx v(x,V)
{xeC,veB}

=x(0)P[X € C,V € B|
>x(OPX eC)-P[V € BY.

De la misma manera tenemos que
ng/ X(V)dFx v (x,v) + P[V € B]
{xeC,veB}

<x()P[X € C,V € B] +P[V € B
<x(§)P[X € C]+P[V € BY.
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Juntando ambas desigualdades tenemos
x(@)m —P[V € B < mjp < x(&)m + P[V € BY].

Como P[V € B < Ef:,:n‘l P[IVi| > m] = p(n), digamos, entonces de la
desigualdad anterior obtenemos que

x(0)m — p(n) < m2 < x(&)m1 + p(n). (3.17)

Si consideramos C' como el espacio entero de X en la ecuacion (3.17), tenemos
que

x(0) — p(n) < m < x(€) +p(n). (3.18)

Ahora, si multiplicamos (3.18) por —m; y la sumamos a (3.17), obtenemos

—m(x(§) — x(0)) — (1 +m)p(n)

<y — MM
< m(x(§) — x(8)) + (L + m)p(n),

de donde,
|2 — mma| < 2[x(€) — x(6) + p(n)). (3.19)

Por la continuidad de la densidad de W, las parciales de x(v) existen en todo
B y son continuas. Otra vez, como B es cerrado y acotado, las parciales son
acotadas y entonces

< M,

} Ix(v)
vy

para toda v € B. Por el teorema del valor medio tenemos que

x(€) = x(8) = Vx(v.) - (£ =)

Como 6,¢ € B, entonces para cada entrada del vector £ — 6, tenemos que
|& — 6 < 2my, k <t < k+m— 1, por lo que

k+m~—1

x(€) —x(6) <2M Y n. (3.20)
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Por otro lado
PIVi| > m] = /I[{Wzlim>l}dFV

4
S/ \4 dFy
{l

Vilmes1y
E [|Vi[*]
mo
Procedamos a acotar E [|Vt|‘5} Primero, si § < 1, notemos que

O 0 o0
> 9% <3921’ (3.21)
j=t j=t

Para probarlo, veamos que si tenemos dos nimeros a y b con |a| > |b],
entonces probar que

la+8° < [af’ + b,
es lo mismo que probar que
L+al <14z, |ol <1,
factorizando |a|®, pero lo anterior es cierto pues
1+zP <14z <1+ |z’

De manera inductiva podemos ver, entonces, que si tenemos una sucesién

{aj}?ili

n d n
>.al <D sl
j=1 i=1

y aplicando limite de ambos lados obtenemos el resultado de (3.21). Entonces

|Vt ZE L%Zt J‘l

J—t

Zlgg ’E [|1Z:°]
= ’)’Z |9j|6:
j=t
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ya que por hipétesis tenemos que E [|Zl [‘5] = . Ahora, si § > 1, tenemos
que

E[ViI’] <7 (i |9j|)&-

Para cualquiera de los dos casos de §, denotemos a la cota como vG,;. En-
tonces

k+m— lG +m— G
p) < ) —<2M Z 5 (3.22)
t=k 7?1 =k t
siempre y cuando M > 1, si no, elegimos M = 1. Juntando (3.19) con (3.20)

y (3.22), tenemos que
k+m—1 e
[T — mma| < 2M Z (??t + —;) .
Py Tt

Como el lado izquierdo no depende de 7, podemos elegir n; de tal manera
que

&
=%

Ty
o bien

=

= th+ ;
de donde tenemos que
k+m—1

1

[7r12—7r17r2| <4M Z (.';'—'—‘5

t=k

Como 1+ ¢ > §, entonces

&
T+ oo
(ij) <Y g™,
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y de la misma manera, como 1+ ¢ > 1, entonces

1
oo 1+8 o0
e I
(Z |95|5) < Z |g;] 7+,

lo que implica que para todo § > 0

5]
_aSZ

donde A = 1+6’ lo que implica
k4m—1 oo
[Tz — mm| < AM Z Z lg;*. (3.23)
t=k j=t

Veamos que

k+m—1 oo

Z Z|QJIA

lg;1*

Ms
M8

T
ol
L
i

t

|A

M-

Il

MB‘ILMS

|95

t

Il
S

'93 IA

s,
o

Si nombramos h(k) = 3772, j|g;|*, por la ecuacién (3.23) tenemos que
J?le — ?'['171'2' S Qh(k), (324)

donde @ es una constante que no depende de k y el resultado no depende
de m. Por lo tanto, ya probamos que para cualquier conjunto boreliano C
en el espacio X y cualquier unién arbitraria de intervalos D en el espacio
de {Xk, Xg41,...} se cumple (3.24). Para probar el resultado en general,
usemos el Lema de m, A-sistema (véase Apéndice A). Sea C, la clase de todas
las imagenes inversas de conjuntos Borelianos en el espacio de { Xy, Xj41,-. - }
que cumplen con

P[AB] - P[A]P[B]| < Qh(k),
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con A € F°_ y B € C. Queremos probar que dicha clase es un A-sistema.
Sea B € C, entonces B € C, ya que

P[AB] — P[A]P[B) = P|A] P[B] — P[AB].

Sea B, una sucesién monétona de conjuntos en C, con lim,_,. B, = B.
Entonces,

IP[AB,] - P[A]P[B,]| < Qh(k),
implica
[P[AB] — P[A] P[B]| < Qh(k),

por la continuidad de la probabilidad y el hecho de que la cota no depende
de n. Por lo tanto, C es una A-sistema. Como la imagen inversa sobre los
intervalos en el espacio { Xk, Xi41,. . - } es un 7-sistema, puesto que es cerrada
bajo intersecciones y ademds por (3.24) estd contenida en C, tenemos que el
resultado es valido para F°. Por lo tanto, si A € F°_ y B € F°, tenemos
que

IP[AB] — P[A] P [B]| < Qh(k),

y como la serie 327 j| g;[* < o0, h(k) — 0, lo que implica que el proceso
lineal es a-mixing. -

A pesar de que las varibles X; dependen todas entre si, el hecho de que la
serie g; se vaya “rapido” a cero, implica que las variables Z; con mayor peso
para las X, sean distintas conforme ¢ crece, lo que provoca que la indepen-
dencia de las Zj, se refleje en una independencia asintética en las X;. O

Un 1ltimo ejemplo.
Ejemplo 3.3.6. Sean {Z,},cz variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas tales que P[Z;, = 0] = P[Z, = 1] = ;. Definamos las variables
{Xt}tez como

oo

1
Xg = Z Zg_.k. (3-25)

2k+1
k=0

El proceso es un AR(1) estrictamente estacionario puesto que X; = 3 X;_; +
37, aunque también puede ser MA(co). Para toda t, la variable aleatoria
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X, se distribuye uniforme (0,1) ya que, en la ecuacion (3.25), las variables Zj
son los digitos en la expasién binaria de X;. Como ademas, las variables son
independientes y la probabilidad de que tomen el valor 1 6 0 es 3, entonces,
todas las expansiones son igualmente probables. Notemos ademas que a X;

lo podemos escribir como
Xi =2Xi11 — Zign;

si Z;11 = 0, entonces 2X;,1 € (0,1), ysi Z;41 = 1, entonces 2X;,;—1 € (0,1).
En ambos casos, X; es la parte fraccional de 2X,,,, es decir

Xt = 2Xt+1 = [2Xt-| 1],

donde [z] representa la parte entera de x. Por lo tanto, X, es una funcién
boreliana de X;,, por lo que o(X;) C o(Xy41). Por lo tanto, para toda
n > 1, X, es una funcién de X, y entonces o(Xy) C o(X,,). Entonces

a(n) = a(fgoo>f20)
2 Q(U(XU):J(XTI))
> a(0(Xo),0(Xo))

crfost]-(efost) -}

Por lo tanto, a(n) = % para toda n € N, lo que implica que el proceso no es
oa-mixing.

En este ejemplo, a diferencia del anterior, a pesar de que la serie 51;;,
converge bastante rapido a 0, el proceso no es mixing. Esto hace importante
la condicién de que las variables Z; sean continuas. O

= |

Las condiciones anteriores se han considerado con el fin de extender los
teoremas de limite de sucesiones para que éstas sean cada vez menos re-
strictivas. En vez de pedir independencia, pedimos ahora una independencia
asintética. En resumen, vimos que las condiciones de mixing no son una ex-
tension ociosa de la m-dependencia, que si bien la sucesién del ejemplo 3.3.2
s6lo demostraba la existencia de éstas y explicaba un poco su funcionamiento,
no tiene ninguna aplicacién practica, mientras que las sucesiones de los ejem-
plos 3.3.4 y 3.3.5 si la tienen. El dltimo ejemplo sirve para detener nuestro
paso y recordarnos que las condiciones de cada problema particular son im-
portantes y que éste es un tema complicado, por lo que cada problema debe
ser analizado con cuidado.



Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo analizaremos la parte estadistica de la medida de dependen-
cia §, asi como veremos aplicaciones de ésta. En la Seccién 4.1 propondremos
una contraparte muestral para la medida é propuesta en la Seccién 2.5; en
la Seccién 4.2 veremos un método, utilizando la medida muestral, para estu-
diar series de tiempo. Por 1ltimo, en la Seccién 4.3, aplicaremos los métodos
propuestos a simulaciones y analizaremos un caso de datos reales con los
precios del petréleo.
La Seccion 4.1 se basé en [10] y la Seccién 4.2 en [7].

4.1 Medida de dependencia muestral

Supongamos que tenemos una muestra de tamano m, X; = (X;,Y;), con
i =1,...,m, provenientes de una distribucién comin H (z, y), con marginales
F(z) y G(y), respectivamente. Denotemos como H,,(z,y) a la funcién de
distribucién empirica conjunta y, F,,(z) y G,.(y), a las funciones empiricas
marginales de la muestra, es decir,

Hm (I, y) - Z::]_ ]I(—oo,X,-] (.7}) ]I{—ax.,}’;] (y) } (4.1)

F (z) = 2zizt oo (2) Gl = 2im Mooy (¥) (4.2)

m m
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Proponemos como medida de dependencia de la muestra

0m(X,Y):= sup |Hum(z,y) — Fiu(z)Gn(y)]. (4.3)

(z,y)eR?

Esta medida es la versién muestral de aquella propuesta para d en (2.43). Por
el Teorema de Glivenko-Cantelli (véase Teorema A.0.4) sabemos que H,,, F,
y G, convergen, respectivamente, a H, F y G, lo que da mds sentido a la
ecuacion (4.3). Veamos el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Sea (X;,Y;), parai=1,...,m, una muestra independiente
que proviene de una distribucion bivariada comiun H, con marginales F y G,
respectivamente. Sean H,,, G, y F,, definidas en (4.1) y (4.2). Entonces

6m(X,Y) —= §(X,Y).

Demostracién. Por simplicidad, en lugar de escribir H(z,y), escribiremos
H, y lo mismo para las demas funciones. Para todo z,y € R, aplicando la
desigualdad del tridngulo, tenemos que :

|Hy = FoGonl =|Hiy = H+ H = FG+ FG— FGn+ FGn — FouGol
SIHm_H|+|H_FGI+F|G_Gm|+GmIF“Fm|
S[Hm_H|+|H'_FG|+IG_Gm|+|F“Fm|s

de la misma manera tenemos que
|H — FG| =|H — Hy, + Hp — FiGp + FuGp — FGry + FG,, — FG|
<|H — Hp| + |Hm — FuGm| + Gu|Fn — F| + F|Gn, — G|
SiH_HmI+|Hm_Fme|+lFm_F’+|Gm‘G]'

Aplicando supremos y juntando ambas desigualdades tenemos que

sup |H—FG| —sup |H — H,,| — sup |F,,, — F| — sup|G,, — G|
< sup |Hp — FinGol
<sup|H, — H| +sup|H — FG| +sup |G — G| +sup |F — F,|.
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Aplicando Glivenko-Cantelli a la ecuacion anterior obtenemos

§(X,Y) < lim §a(X,Y) < 6(X,Y),

es decir
lim 6,(X,Y) € 6(X,Y).
il

Para proponer una medida de dependencia muestral con este estadistico,
necesitamos encontrar su cota superior, para que, sin importar el tamano de
la muestra, nos dé un valor normalizado. En el caso de la distribucion real
vimos que estaba acotado por + en general, sin embargo en el caso muestral

1
no sucede asi. Si Hn(z,y) = £, entonces F,(z), Gm(y) > £, y por lo tanto

Ha(e) - FulGul) < & - (£

m

de donde obtenemos que

0m(X,Y) < max (ﬁ - (ﬁ)z) = K. (4.4)

0<k<m \ ™M m

En el caso de que m sea par, &K, es igual a ; ya que el méximo lo alcanza
para k = 7. Si m es impar de la forma m = 2n + 1, el mdximo lo alcanza
para k =n 6 k = n+ 1, valiendo en ambos casos k,, = (%E% Por lo tanto,
para cualquier caso de m, definimos como medida de dependencia muestral

om(X,Y)

K

C(X,Y) =

Sabemos que C € [0,1]. Veamos qué pasa con los valores extremos.
Supongamos que tenemos valores £; < Tp < - < Ty Y < Y2 <+ < Yms
y que la muestra (X,:,Y,-);"’f1 estd dada por {(z;,y;)li,j € {1,...,m}}. Es
decir, la muestra es una cuadricula de m x m formada por los dos conjuntos
de puntos. Esta forma es la Unica que puede representar muestras “inde-
pendientes” en el sentido de que para cualquier valor que obtengamos en la
coordenada z, todos los valores de y son igualmente probables, es decir, es
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la tnica forma de generar parejas de valores cuyas distribuciones muestrales
resulten ser independientes. Es de esperarse que esta muestra cumpla que
C(X,Y) = 0. Como la funcién de distribuciéon muestral sélo salta en los
puntos de la muestra consideremos unicamente lo que vale en estos puntos.
Entonces

Hin(@,95) = Fn(@)Gim(y:) = 2 = 225 =0,
para i,j = 1,...,m. Por lo tanto, C(X,Y) = 0.

Como esta medida es la version muestral normalizada de §, esperamos
que el valor extremo sea alcanzado cuando la muestra cumple una relacién
similar a la que tiene la cépula en el teorema 2.5.3. Siguiendo una prueba
muy parecida a la del teorema 2.5.3 podemos ver que si tenemos una muestra
de tamano m, C(X,Y) = 1 si y sélo si para j = [12’3}, existe (a,b) € R? tal
que H,(a,b) = ;%, Fula) = i y Gn(b) = fn— En otras palabras, si A =
{(z,y)lz < a,y < b}, B={(z,y)lz>a,y <b}, C={(z,9)lz >ay>b}y
D = {(z,y)|z < a,y > b}, la muestra est4 totalmente contenida en AUC, o
lo estd en BU D. En resumen, se comporta de manera similar a 4.

Durante los capitulos anteriores siempre se discutié el problema que hay
al querer utilizar medidas como la correlacién, la 7 de Kendall y la p de
Spearman para identificar cudndo dos poblaciones son independientes. Se
vio, también, que medidas como o 6 § nos permiten determinar de manera
unica estos casos. En consecuencia, si queremos identificar la independencia
en el caso de una muestra, lo conveniente es usar la versién muestral de alguna
de las dos medidas anteriores. La version muestral de o es complicada ya
que las funciones de distribucién muestrales son discontinuas lo que dificulta
el cdlculo de sus integrales. Por ese motivo nos quedamos con la §. A contin-
uacion, veremos cémo utilizarla para hacer una prueba estadistica que nos
dé un criterio para decir si los componentes de la muestra son independientes
entre si.

Teorema 4.1.2. Sea (z1,%1), (z2,%2),-- -, (Tn,ya) una muestra aleatoria de
tamano m, proveniente de una poblacion (X,Y), variables aleatorias contin-
uas con distribucién H(z,y).

1 Sm(X,Y) # 0 ¢.s. para toda m > 2.
2. Sean X y'Y wariables aleatorias uniformes (0,1) independientes, en-

tonces siempre es posible calcular la distribucion de 6,,(X,Y) para toda
m > 2.



4.1. MEDIDA DE DEPENDENCIA MUESTRAL 141

3. Sean X yY wvariables aleatorias independientes con distribuciones mar-
ginales F' y G respectivamente, entonces

bm(X,Y) 2 6,.(F(X),G(Y)),

donde 2 representa igualdad en distribucion.

Demostracion. 1. Como X y Y son continuas, podemos suponer, reorde-
nando, que z; < Ty < -+ < Tp, ademds de que y; # y; para i # j,
lo que implica que Hy(z1,31) = L y Fu(z1) = &. Si Hn(z1,11) —
Fo(21)Gm(y1) = 0, esto implica que G,(y1) = 1, de donde vemos
que y; = max(y1,¥Y2,---,Ym)- lenemos también que H,,(z1,y2) =0y
2 < Gm(y2) < 222 lo que implica que Hip (71, Y2) = Frn (1) G (y2) # 0.

Por lo tanto 6,,(X,Y) # 0 cs.
2. Supongamos que 0 < z; < T < -+ < z, < 1. Definamos w; = ﬁ,

parai=1,...,m, entonces 0 < 2; < z5 < --- < 2, < 1. Denotemos
por 0 < yq) < y@2) < - < Ym) < 1 las coordenadas y; ordenadas.

Para todo ¢ = 1,...,m, existe un 1unico j; € {1,...,m} tal que y; =
Yj,) ¥ definamos z; = ;%5 para i = 1,...,m. Entonces para todo

1 < k,i < m tenemos que
Hp (2, %) = Hp(wk, ), F(@x) = Fn(wk),  Gm(¥:) = Gm(wi),

lo que implica que bm €5 igual bajo cualquiera de las dos muestras,
(zi,94:) 6 (w;,2;). Por lo tanto, 3m(X, Y') sélo depende de la configu-
racién de la muestra pero no de los valores especificos de ésta. Como
las variables son independientes, cada una de las m! posibles configu-
raciones son igualmente probables y entonces

P [Sm(X, Y)= —’f-] il

m2

donde m(k) representa el nimero de configuraciones para las cuales
X, ¥) = -ﬂ%f

3. Supongamos que 0 < z; < 2 < --- < &, < 1. Como X y Y son
continuas, F' y G son estrictamente crecientes y entonces 0 < F(z;) <
F(z3) < -+- < F(z,) < 1, ademds de que G(y;) preserva el orden de
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las y’s. Como F(X) y G(Y) se distribuyen uniformes (0,1) utilizando
el mismo argumento de las z’s y w’s, tenemos que

0n(X,Y) 2 8,(F(X),G(Y)),

lo que completa la prueba.
O

Lo que este teorema nos dice es que la distribucién de 5m, bajo la hipétesis
de independencia, depende inicamente del tamano de la muestra, mas no de
las distribuciones marginales. Si queremos probar independencia entre los
componentes de una muestra, basta elegir un nivel de significancia a y rec-
hazar independencia si el valor bm estimado es mayor que el cuantil 1 —a de
la distribucién de 4,,(X,Y’) en el caso en que X y Y sean independientes. Lo
anterior puede tener un problema porque el célculo de la distribucién de 6,
en el caso de independencia, aunque puede ser realizado, es demasiado com-
plicado, por lo que la distribucién puede ser aproximada por simulaciones.
En resumen, ante una muestra (X;, ¥;)™, seguimos los siguientes pasos:

e calcular la distribucién exacta o una aproximacién por simulaciones
de 6,,(U, V), para U y V variables aleatorias independientes uniformes

(0,1);
e evaluar el estadistico Sm(X ,Y') para la muestra;

e rechazar independencia si el estadistico es mayor que el cuantil 1 — «
de la distribucién exacta o aproximada, en otro caso, no rechazamos
independiencia.

4.2 Modelos de series de tiempo

En el capitulo anterior discutimos la dependencia que puede haber entre los
componentes de una serie de tiempo. Vimos en el ejemplo 3.3.1 que si ten-
emos {Y; }1ez variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
y Xt = f(Y.,Yioq,...,Yi—g) con f: R — R, entonces, la sucesién de vari-
ables { X; }1ez es estacionaria y g-dependiente. Supongamos que tenemos una
muestra aleatoria, (X1,...,X,), de un proceso de este tipo. Si queremos es-
tudiar como es la dependencia entre dos tiempos consecutivos (X; y Xi41)
a partir de la muestra, casi siempre, necesitamos que cada observacién sea
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independiente. Si conocemos el orden ¢ de este proceso basta considerar
las observaciones (X1, X3), (X344, X44¢),--., para obtener una muestra in-
dependiente de la pareja (X;, X;;1). La idea de esta seccién es presentar un
método estadistico para determinar el orden g de un proceso de estas carac-
terfsticas utilizando el estadistico &, y considerando las observaciones como
componentes de vectores bidimensionales independientes

Supongamos que tenemos un médelo de serie de tiempo { X, };cz, donde

Xt —_ f()/ts t—1y5=- :Y;.-q)r

con {Z,;} variables aleatorias continuas, independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Para determinar el orden ¢ de este modelo, notemos que si g es
el orden correcto, entonces para todo k > ¢ y t € Z, las variables X; y
Xi+x son independientes, mientras que para k < ¢ las variables X; y Xy
resultan ser dependientes. Supongamos que nuestra muestra estd dada por
(X1, Xs,...,X,), con n lo suficientemente grande para que permita tomar
una muestra de tamarno m, es decir, n > 1+ (2m—1)(g+1). Si consideramos

(X1, X14(g+1))

(X142(41)y X143(g+1))
! ! (4.5)

(X142(m-1)(g+1)» X14(2m-1)(g+1))»

tenemos m vectores independientes e idénticamente distribuidos cuyas co-
ordenadas son independientes. Si les aplicamos la prueba de independencia
propuesta al final de la seccién anterior, la distribucién de &, s6lo depende
de m y no de cémo sean las ¥;’s. Si consideramos k > ¢ y suponemos que
n 2> 1+ (2m — 1)k, los vectores

(X13X1+k)

(Xl-l-?kv Xl+3k)
(4.6)

(Xi420m-1)k» X14(2m-1)k)5

se comportardn igual que los de (4.5) y la distribucién de m permanecers
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igual. Sin embargo para 0 < k < g, los vectores

(Xl': Xl“h'f)

(X1+2k,X1+3k]
. (4.7)

(X1+2(m——l)ks X1+(2m—l}k)1

ya no seran, ni independientes entre ellos, ni sus coordenadas entre si. La
distribucién de é,, cambia y es de esperarse que su valor aumente ya que su
funcién de distribucién conjunta no sera tan parecida a la de la independen-

cia.
En resumen, dada una muestra (X;, Xo, ..., X, ), realizamos los siguientes
pasos:
e elegimos m € N tal que n > 1+ (2m — 1)K, donde K se supone ser
lo suficientemente grande para que cumpla K > ¢, donde g es el orden
correcto del modelo;

e formar muestras para k = 1,2,..., K como las de (4.6) y (4.7);

e para cada muestra utilizar, al nivel «, la prueba de dependencia prop-
uesta en la seccion anterior;

e el orden del médelo se toma como el mayor ¢ € {1,2,..., K} para el
que fue rechazada la hipétesis de independencia.
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4.3 Simulaciones y Aplicaciones

A continuacién veremos parejas de variables aleatorias. En cada caso estu-
diaremos como funciona la prueba de independencia propuesta en la Seccién
4.1. El primer caso deberéd ser entonces el de la independencia. Se simularon
1000 valores de § para cada caso, excepto para el caso de la independencia
donde se simularon 5000. Los valores de rechazo que se consideraron fueron
a=.05ya= .01

Ejemplo 4.3.1. Sean U y V dos variables aleatorias independientes U(0,1).
Con la simulacién se obtuvo que

gos = .0795,  gg9 =.092

En lo siguiente, utilizaremos d100(U, V) para denotar el caso de independen-

T

200

Boa .04 o.08 0.00 o.o7 .08 o.08 X o.11 0.2

Figura 4.1: Histograma de frecuencias de d100(U, V).

cia. O
Empecemos con los ejemplos.

Ejemplo 4.3.2. Sean X y Y dos variables aleatorias tales que X ~ N(0,1) y
Y = X2. De la simulacién se obtuvo

Sim\ 1o || 05 [ .01 |
(X,X? [ 1000 [ 1000 ]

En la tabla se registra el nimero de veces que se rechazd independencia
a los niveles @. En este ejemplo, la prueba detecté en todos los casos la
dependencia determinista que las parejas tienen. O
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Figura 4.2: Histograma de frecuencias de d100(X, Y), (X, X?).

El ejemplo anterior es bueno, aunque la dependencia la podiamos haber

observado con tan sélo graficar los datos. Trabajemos algunos ejemplos méds
interesantes. Los dos que veremos a continuacion consisten en X y Z inde-
pendientes, y la pareja (X,Y) dada por (X, X + Z).
Ejemplo 4.3.3. Sea X ~ U(0,1) y Z ~ U(0,0). Definamos ¥ = X + Z.
La pareja tiene un elemento de dependencia y uno de independencia. Es de
esperarse que cuando # — 0, la cépula de la pareja converja a M, mientras
que si # — oo converja a la independencia. Se realizaron simulaciones para
el caso de § = §, 6 =1y 6 = 5, obteniendo

Sim\ g1 ]| 05 | .01 |
§=1 11000 | 1000
g=1 | 1000 [ 1000
§=5 | 104 | 27

Para los dos primeros casos la prueba funciona correctamente. Para el tercero
también, en el sentido de que lo estudiado sugiere que eso tiene que pasar.
Dado que la prueba en el caso de las cépulas, se basa en la comparacion de la
que las relaciona con la de la independencia, es de esperarse que los valores
de d100(X,Y) se parezcan a los de d190(U, V') conforme 6 es mas grande.

Incluso si comparamos los histogramas de las Figuras 4.1 y 4.5, vemos
que el comportamiento en distribucién de &100(X,Y) v b100(U, V) es muy
parecido. O
Ejemplo 4.3.4. Sean X ~ N(0,1) y Z ~ N(u,0?). Definamos ¥ = X + Z.
Como podemos ver en el ejemplo 1.6.1, la pareja (X, Y') tiene una distribucién
normal bivariada con coeficiente de correlacion p = ﬁ!ﬁ En este caso, si
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Figura 4.4: Histograma de frecuencias de 3100(}(, Y),8=1,

o — 0, las variables tienden a una pareja (X, X + ), mientras que si ¢ — 00,
p — 0 y por lo tanto, serdn independientes. Se simularon los casos 0% = 10,
0% =3 y 0? = 1 obteniéndose lo siguiente

Sim.\ ¢1—q .05 | .01
0=10,p~.3| 126 | 40
0?=3,p=.5 || 691 | 418
o’=1, p=~.7 || 1000 | 1000

Otra vez como esperabamos, conforme la varianza aumenta, las variables se
vuelven menos “dependientes”. Esto se manifiesta en los datos obtenidos. O

En el Teorema 2.6.1, vimos que con reordenamientos de M, nos podemos
aproximar a II, tanto como nosotros queramos con parejas de variables que
son funcién la una de la otra. Veamos el siguiente ejemplo.
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Figura 4.5: Histograma de frecuencias de d109(X,Y), 6 =

40
30
2ot

10

So5—=-
08 .04 o.08 o.08 oor o.0n o.00 0.1

Figura 4.6: Histograma de frecuencias de 6109()( ¥}, %=1,

Ejemplo 4.3.5. Sean X y Y variables aleatorias con cépula II, (véase Teo-
rema 2.6.1) para € = .05. Con la simulacién se obtuvo que
Sim.\ g1 [ 05| .01 |

I o5 54 | 8 |

Al comparar las Figuras 4.1 y 4.9, podemos ver que el comportamiento de
5100(U V) y 8100(X,Y) es casi el mismo. Se calcul$ el supremo de las dis-
tancias entre las distribuciones muestrales de § y estd fue de .039, lo que
confirma lo observado en los histogramas. Lo que vemos en este ejemplo es

bastante logico porque el sentido de II, es parecerse tanto como queramos a
IT. O

También se estudio el comportamiento de la prueba en el caso de procesos
g-dependientes. Cada proceso se simulé 1000 veces y en cada caso se eligié
la ¢ que el método de la seccién anterior propone. Siguiendo la notacién
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Y .08 ©.08 o.1 o.12 614 o168

%

Figura 4.8: Histograma de frecuencias de 5100()(, Y), a*=1.

propuesta, se eligi6 m = 100 y K = 7, es decir, muestras de tamano 100 y
hasta el retraso' 7. Consideramos otra vez los niveles a = .05 y a = .01.
Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.3.6. Sea {X;};cz un proceso definido a partir del proceso inde-
pendiente {Z,};cz por

Xe=Zy+ 612 1+ -+ 0,2,

conf;,i=1...,q constantes, es decir, un MA(g). Denotemos 8 = (fy,...,0q).
A continuacién presentamos la tabla de resultados,

1Con retraso nos referimos a “lag”.
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Figura 4.9: Histograma de frecuencias de 6100 X, Y). (X,Y) ~ s

| 6\¢ 0|1 |23 [4|[5][6]|7
(1) 18 [777] 27 [ 25 [ 41 [30]30] 52
138840 7 [ 1 | 5 ]1[5]3
(1,1 0 [ 255|565 36 | 30 [26[35]53

1 [652]330]| 5|5 |[2]2]3
(LI1) || 0 | 17 | 501|327 39 [ 353249
0 |136|725|124| 5 | 2|4 ]| 4
(LLID) | 0 | 0 | 105|539 244 [29 35 | 48

0 | 11 [411[500| 68 | 3 |4 |3
(X) 142653 | 27 | 27 | 35 |43 37] 36
505 473 | 1 | 4 | 4 | 5| 4] 4
() 572227 32 | 33 | 29 |35 3636
98|69 | 1 | 1|4 |7|4]|6

En la tabla? anterior podemos observar que los casos en que se detecta cor-
rectamente el nivel ¢ de dependencia disminuyen por dos motivos: primero,
si ¢ aumenta, ya que la pareja X; y X;4 solo dependen en Z;, mientras que
sus demds componentes son independientes; segundo, si los valores 6; dismin-
uyen, ya que el componente que mas figura serd el que su valor §; sea mayor.
De todos modos, podemos observar que aunque la prueba falle, su resultado
no es tan incorrecto, es decir, si consideramos el vector § = (1,1,1,1), el
valor correcto de g es 4 y aunque la prueba sélo lo detecté 244 veces en el
caso a = .05, propuso 539 veces el valor ¢ = 3. Una ultima observacion, si
elegimos un valor K inicial muy alto, corremos el riesgo de equivocarnos en

2Para cada caso de 8, el primer renglén representa los resultados al nivel « = .05 y el
segundo al nivel a = .01.
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el siguiente sentido: en el caso 8 = (1), y a = .05, se detecté el valor correcto
(g = 1) 777 veces, y 205 veces se dijo que ¢ > 1. La prueba estd disenada
para reportar el ¢ més alto y como se elige un nivel «, es de esperarse que
para los retrasos mayores al correcto, es decir, donde hay independencia,
aproximadamente a% de las veces se rechace independencia. Conforme mas
retrasos tengamos, mas probable se vuelve el rechazar independencia cuando
si la haya y por lo tanto equivocarnos. O

Veamos otros ejemplos donde los procesos no son lineales.

Ejemplo 4.3.7. Sean {Z,;},cz variables independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Definamos el proceso { X}z como

_ Ly — Zyy

Xt Zg—l 1

es decir, el cambio porcentual del proceso {Z;}. En este ejemplo se con-
sideraron distintas distribuciones para Z;, el valor correcto de g es 1 y los
resultados fueron los siguientes

Distr.\ ¢ 0 [ 1 [2[3J4][5][6]7
Z, ~N(0,1) [[666| 64 [29]38[40]|51 5755
933 | 14 [ 6 |10/10| 8 | 13| 6
Z,~U(0,1) | 3 [715]35[49[47[51 4951
29 (9159 |11[14[ 5|6 |11
Zy~N(1,1) [[191]553 [45[43[37[46[40 |45
575(379110| 7 [6 [ 7|7 |9
Zy~U(—3,3) [ 647 ] 83 [47[28[37[50 [ 60 [ 48
928 15 (11| 6 |9 [11|9 |11

Para el caso de N(0,1) y U(—3,3) la prueba falla de manera contundente,
mientras que para los otros dos casos la cosa mejora. Esto nos motiva a
estudiar qué estd pasando: si la prueba estd mal disenada, o tan sélo nos
encontramos en casos, que aunque no parezca, se parecen a la independencia.

Podemos construir un ejemplo méas de parejas de variables aleatorias. O

Ejemplo 4.3.8. Sean X,Y y Z tres variables normales con media p y varianza
o2, independientes. Definamos
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Notemos primero que no importa la varianza, ya que equivale a multiplicar
y dividir por o, por lo que las podemos considerar con varianza 1. Se estudio
por simulaciones los casos 4 = 0, u = 1y p = 5, con los siguientes resultados.

Sox

[ Sim.\ ¢1—o [ .05 | .01
=0 [ 8|2l
p=1 742 | 408
n=>5 983 | 922

e [
o o

o

12

Figura 4.10: Histograma de frecuencias de 5100(}(, Y), u=0.
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Figura 4.11: Histograma de frecuencias de 3100()(, Y),p=1

Los histogramas de las Figuras 4.10, 4.11 y 4.12, son muy parecidos excepto
que estan corridos a la derecha conforme y aumenta. Al comparar la figura
4.10 con la 4.1, vemos que el comportamiento es parecido, pero no el mismo,
mientras una toma valores desde .04, la otra empieza en .03, ademds de ser
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Figura 4.12: Histograma de frecuencias de Swg(X, Y),u=5.

pesada alrededor de .04. Lo que refleja es que el comportamiento de (A, B)
es parecido a la independencia en el caso p = 0. Para tratar de analizar un
poco més, dado que sabemos que A y B se distribuyen Cauchy?, calculemos
la funcién de densidad conjunta y tratemos de calcular §(A, B), es decir, la
real.

SeaA— £ B =%y C =X, entonces tenemos que X = C, Y = S y

4= AB El jacobiano de la transformacion es
J= _OC g i = Lg
| A _ e £ 14
A2B ~ AB? AB

y como X, Y y Z son N(0,1), la densidad conjunta de A, By C es

c e 1 1
e T e"p{ 7 (1 Tt a%z) }

Para calcular la densidad conjunta de (A, B), notemos que al integrar con

respecto a ¢, serd como calcular la varianza de una variable normal con
- 2p2 " s RS

varianza o2 = ;ﬁﬁgﬁ y por lo tanto, multiplicando y dividiendo por o,

tenemos que

b, o & c?
fla,b,c) = __27r|03162—-—_27rg‘2 eXP\ "3 [’

3La funcién de densidad estd dada por f(a) = m='+_n
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y por lo tanto
0.3
b) = ———
9(0,b) = o

y sustituyendo el valor de o*, obtenemos que la densidad conjunta de (4, B)
es

_ [b]
om(a2h? + B2+ 1)F

g9(a,b)

Para la funcién de distribucién integremos con respecto a a.

[ LI
—o02m(a?h? + b2 +1)2

-/ b,
—o0 2763 (a? + 1 + gﬁl-r)2

1 z|b| )
= 1]).
20?2 + 1) (\/:c?fﬁ +b02+1 ¥

Para calcular la distribucién conjunta de (A, B) resta integrar con respecto
a b. Lo que queremos calcular es

6(A,B) = sup

(z:y)€R?

f ’ ! ( 54 + 1) db
oo 2m(02+ 1) \VZ22 + 82 + 1

() (i, )

/y z|b| db— arctan(z) (a.rctan(y) & I)
—o0 2m(0?2 + 1)V220? + b + 1 T

T 2

sup
(z.y)ER?

Dada la complicacién de la integral, se procedi6 a estimarla numéricamente,
y se obtuvo (A, B) ~ .025. Esto confirma lo dicho antes, la pareja (4, B),
aunque no lo parezca, tiene un comportamiento similar a la independencia
si X, Y, Z se distribuyen N(0,1).

Siguiendo el mismo espiritu, se analizé también el caso de las variables A, B
cuando X, Y y Z se distribuyen uniforme. Se consideraron los casos U(0,1)
y U(—3,3), obteniéndose
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[ Sim.\ g1 || .05 | .01
U(0,1) [ 999 | 984
U(—3,5) [| 109 ] 21

22 2
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Figura 4.13: Histograma de frecuencias de Slm(X, Y), U(0,1).
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Figura 4.14: Histograma de frecuencias de glgo(X, Y), U(-—%, %)

Es de esperarse entonces que las variables, en el caso de U(—%, ,—i), tengan
un comportamiento similar a la independencia. O

Veamos un 1ltimo ejemplo de un proceso no lineal.
Ejemplo 4.3.9. Sea {Z;}icz un proceso conformado por variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas. Definamos el proceso {X;}icz
como

Xe=2Z+ 6.2+ -+ 0,27

t—g
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donde 6;, 1 = 1,...,q son constantes. Sea 9 = (61,...,60,). Se realizaron
simulaciones para distintas distribuciones de Z; y para distintos vectores 8,
y estos son los resultados

Distr.—0 \ ¢ 0|1 [2][3]4][5]6] 7|
Z, ~U(0,1) — (1) 2 [737[ 47 [ 39 [42[36[51] 46
73 |867| 16 | 8 [11[10] 6 | 9
Z;~U(0,1)— (1,1) || 0 [273[519[ 34 [35[51[40[ 48
0 |619(335] 6 [ 9] 9] 9] 13
Z,~U(0,1)— (1,1,1) [ 0 [ 23 [519]262[39[45]60] 52
0 |133|703|123 |11 |12|10]| 8
Zy~N(0,1)— (1) [[293]285[ 60 [ 59 |58 |76 [82] 87
93154 | 1 | 5 |2]|2]|3]| 2
Z, ~N(1,1) — (1) 4 | 58348 [ 61 [61]86]72] 85
195(785) 2 | 2 |[3]|7 |51
Z,~N(-1,1) — (1) [ 22 [541] 55 [ 50 [81 [ 78 | 72| 101
254 (723| 5 | 3 |4]|3|3]| 5
Zy~N(,1)— (1) [471] 98 | 53 [ 52 [78[92[ 76| 80
96110 | 6 | 7 |4]|4]|5] 3
Zy~N(5,1)— (%) [[ 355356363 [78]63[72] 91
415|563] 5 | 3 |3]1[5]| 5
Zi~U(-1,5y— (@) [[650 68 | 45 | 50 [40 |44 |49 | 54
923| 20 [ 16 |12 |9 [10| 6| 4

De la tabla podemos ver que, conforme ¢ aumenta, la dependencia va desa-
pareciendo y la prueba detecta menos veces el nivel correcto de g-dependencia.
A diferencia del proceso lineal, aqui la precisién es menor puesto que, al ser
las variables Z; uniformes en el (0,1), al elevarlas a una potencia mayor que 1,
su valor decrece bastante y su peso sobre la variables X; también. Los casos
N(0,1) y U(-3, %), a diferencia del U(0,1), fallan desde el primer momento
(g =1), y esto, al igual que en el ejemplo 4.3.7, debe tener como explicacién
que las variables se estén comportando de manera parecida a la independen-
cia. Por 1ltimo, el caso de la N(5,1) se explica al pensar que para la pareja
(Ze+ ZE |, Zyyr + Z72), las partes que dominan son Z7_; y Z2, independientes,
mientras que para la pareja (Z; + 3 22, Zy1 + : Z1), todos los componentes
son del mismo orden (alrededor del 5) y por lo tanto es posible identificar su
dependencia. O

Con esto terminamos la parte de simulacién. A continuacién haremos



4.3. SIMULACIONES Y APLICACIONES 157

una aplicacién para el cambio porcentual de los precios del petréleo.

Ejemplo 4.3.10. Se obtuvieron observaciones de la mezcla del Brent del 26
de Mayo de 1983 al 22 de Abril de 2003, siendo un total de 5024 datos. Se
gener6 a partir de estos datos una muestra de 5023 observaciones del cambio

porcentual diario, es decir, si {P,}3%! son los precios, se calculé

Xn — Pﬂ; P)‘l“-].-
n—1

Se utilizaron los cambios porcentuales y no los precios diarios o bien las difer-
encias entre los precios, pues es claro que el precio de manana depende del
precio de hoy, ya que de ahi parte; las diferencias diarias entre los precios no
tienen ese problema pero si tienen el problema de no ser iguales en unidades
a lo largo de los 10 anos. Por esto se consideré el cambio porcentual.

s e e T e T

© Wr\"’?mﬁ/\

20 " J"“j v /

o M./‘\IV L/ & \a w\\,,. 1
L ) v/“

Y T

2z

o 00 irT] Foo zno

Figura 4.15: Precios diarios del 7 de Junio de 2002 al 14 de Abril de 2003.

Bajo el supuesto de que el proceso {X;} sea de la forma
X = h‘(Zh 80 - Zt—q);

con {Z;} un proceso independiente, se procedié a tratar de identificar un
valor de ¢ adecuado. En otras palabras, la pregunta era si se podia identificar
un periodo tal que dos observaciones del cambio porcentual en el precio del
petréleo fueran independientes si distaban més de ese periodo. Como una
aproximacién inicial se pretendio estudiar la dependencia del dia actual y tres
semanas (15 dias hébiles) atrds. El tamafio de la muestra general permite
generar muestras de parejas (X, X,+x) de tamano 150. Siguiendo el proceso
propuesto en la seccién anterior, por ejemplo al tomar el salto de tamano
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Figura 4.16: Cambio porcentual de los datos de la Figura 4.15.

1, la muestra quedaba de la forma (X1, X3), (X3, Xy), etc. Para aprovechar
mas informacién se podia generar sélo una muestra mas de tamano 150 y
k = 1 que no repitiera parejas con la anterior, considerando las parejas de
la forma (X3, X3), (X4, X5), etc. Dado que el hacer las muestras de tamano
150 permite trabajar hasta el retraso 16, se eligieron entonces las parejas de
la siguiente manera

(Xes Xﬂ+k)

(Xc+k+sm Xe+2k +-s)
(4.8)

(Xe+(m—1){k+s) B Xl+mk+{m—1)s)s

donde e representa el dia donde se comienzan las observaciones, k el retraso,
es decir, k = 1,...,16, m = 150 el tamafio de la muestra, y s = 16 el
salto fijo entre dos observaciones. Con esto se pudo obtener 17 muestras de
tamano 150 desde el retraso 1 al 16 donde ninguna pareja se repite. Para
considerar los datos mds recientes se tomé e desde 223 a 239. Se aplico el
proceso al nivel o = .05, siendo el cuantil ggs = .0661. Los resultados fueron
los siguientes

[Datos\ g[[O0] 1 [2]3[4[5][6][7]8]
6(0(1(0[0[0]0]O0]O0

Datos \ ¢ |9|10 |11 (12 (13|14 |15 16
g2 |02 1112]2]1

La tabla anterior? sugiere que el valor ¢ = 0 es el mas adecuado, es decir, que

4La tabla reporta el niimero de veces que se eligié el valor g de cada columna.
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los datos son independientes entre si. Se calculé también la &;50( Xy, Xesk)

promedio () obteniéndose

[0\ q] 1 2 3 ] 4 T 5 | 6 7 8
0.0512 | 0.0512 [ 0.0507 | 0.0466 | 0.0471 | 0.0477 | 0.0492 | 0.0499

[\ q] 9 10 11 12 13 14 15 16
0.0467 | 0.0508 | 0.0451 | 0.05 | 0.0471 | 0.0489 | 0.0493 | 0.0484

En ninguno de los casos anteriores se rechaza independencia. Este andlisis
sugiere que lo mas adecuado es decir que ¢ = 0 y por lo tanto los datos son
independientes. Para tratar de confirmar, se procedié a tomar muestras de
tamano 1000 para dos dias consecutivos. Siguiendo la misma notacién de
antes, los datos permiten para m = 1000, tomar e del 23 al 27. En este caso
el cuantil del 95% es g g5 = .0266. Los resultados fueron los siguientes

Nel 23 24 25 26 27 3
0.0211 | 0.0285 | 0.0296 | 0.0234 | 0.0241 || 0.0253

Esta tabla nos alerta sobre las conclusiones hechas ya que, si bien no se
rechaz6 independencia tres veces, si se hizo en dos, ademéds de que los valores
para los que no se rechazo fueron cercanos al cuantil del 95%. El promedio
también queda por debajo del cuantil g g5, aunque no demasiado: equivale al
cuantil ggo. En conclusién, no existe evidencia para rechazar independencia
en el cambio porcentual diario de la mezcla del petréleo. A pesar de esto,
seria apresurado concluir que existe independencia, nos podemos encontrar
en un caso como los vistos en los ejemplos de esta seccion.
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Conclusiones

La conclusién principal del trabajo es que la dependencia es un tema com-
plicado. Si no conocemos la distribucion conjunta y inicamente conocemos
alguna de las medidas de concordancia o dependencia, excepto en contados
casos, 0 para las medidas de dependencia, 1 y -1 para las de concordancia,
absolutamente nada podemos decir sobre cémo es el comportamiento con-
junto de las variables aleatorias. Vimos que si para una pareja de variables
aleatorias, la correlacién es 1 y -1, no sélo nos dice que las variables aleato-
rias se relacionan por una funcién monétona, sino también que ésta es una
recta y es por esto que se le conoce como una medida de dependencia lineal.
Estudiamos muchas de sus ventajas y de sus limitaciones. Su principal ven-
taja aparece cuando nos encontramos en un modelo normal bivariado. Ahi
la correlacién funciona a la perfeccién resumiendo toda la informacién sobre
la dependencia entre las variables aleatorias. De todos modos no debemos
perder de vista que el saber que la distribucién conjunta es normal, ya nos
da mucha informacién y que la correlacién sélo serd uno de los parametros
para determinar todo el comportamiento conjunto. Sobre la 7 de Kendall
podemos concluir que lo que mide es la concordancia que hay entre las vari-
ables aleatorias y que no debemos de interpretarla de otra forma, que el decir
que un valor més grande que otro, en general se interpreta como un aumento
de la dependencia, es un error. La p de Spearman la podemos entender como
la correlacion de rangos, es decir, su esencia es la misma que la de la cor-
relacién excepto que de todo el comportamiento conjunto sélo consideramos
la cépula. Tanto la 7 de Kendall como la p de Spearman cumplen todas las
propiedades que le pedimos a una medida de concordancia, en especial, los
valores 1 y -1 caracterizan a las variables aleatorias que se relacionan entre si
por una funcién mondétona, creciente o decreciente respectivamente. Es im-
portante recordar que ninguna de las medidas anteriores, en general, le otorga
un valor exclusivo a la independencia y es por eso que no es lo més adecuado
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utilizarlas para estudiar ésta. Para esto es que las medidas de dependencia
estudiadas en la tesis son necesarias, siendo ambas, ¢ y 4§, formas bastante
naturales de comparar la distribucién en cuestién con la de la independencia.
Pudimos comprobar que ¢ cumple todas las propiedades que pedimos a una
medida de dependencia, no asi §. Durante el estudio de todas estas medidas
fue inevitable observar que las cépulas son una herramienta importantisima
en el estudio de la dependencia de las variables aleatorias. Con el Teorema de
Sklar, al menos en el caso de variables aleatorias continuas, podemos notar
que la copula resume toda la informacién conjunta que no proviene de las
distribuciones marginales; como dijimos, la funcion de distribucién conjunta,
y en consecuencia la dependencia, consta de dos elementos: las distribuciones
marginales y la cépula. Todas la medidas estudiadas, excepto la correlacion,
las podemos ver exclusivamente en términos de la cépula, de igual forma,
las propiedades de dependencia quedan resumidas en la misma. Sobre la
propiedad de invarianza bajo trasformaciones mondtonas que le pedimos a
las medidas de concordancia y de dependencia, podemos concluir que esto
es equivalente a pedir que la medida dependa sélo de la cépula y no de las
distribuciones marginales. El decir que en general la dependencia no cambia
cuando aplicamos un par de transformaciones monétonas, es lo mismo que
decir que la dependencia estd concentrada exclusivamente en la cépula y no
en la distribucién conjunta. Otra propiedad de las medidas de dependencia
que cuestionamos al principio es la que dice que el valor extremo debe ser
exclusivo para parejas relacionadas por una funcién monétona. La medida ¢
no cumple esa propiedad, sin embargo parece ser una medida muy 1til para
estudiar a la independencia.

En lo que respecta a la parte estadistica podemos concluir que el tener
una prueba tan universal como la que presentamos aqui, trae consigo el
problema de no ser una prueba muy potente. De todos modos, si no tenemos
ninguna informacién extra aparte de los datos, el uso de pruebas de otra
indole, como aquellas que utilizan las medidas de concordancia, nos puede
llevar a conclusiones erréneas siendo lo méds adecuado, en ese caso, utilizar
una prueba de este tipo. De todos modos, no debemos perder de vista que
existen casos, como vimos en la seccién de simulacién, sobre los cuales nada
podemos decir, o peor atn, tener una probabilidad muy alta de no rechazar
independencia y encontrarnos con casos como los reordenamientos de M. Por
altimo, sobre la aplicacion del cambio porcentual de los precios del petrédleo,
parece lo mas adecuado concluir 1inicamente que no se rechaza independencia,
sin olvidar que esto no significa que estemos aceptando que hay dependencia.



Apéndice A
Resultados de probabilidad

En este apéndice enunciaremos el Lema de m, A-sistema y con esto pro-
baremos la equivalencia entre las definiciones de independencia vistas en la
Seccién 1.2. Ademaés, enunciaremos el Teorema de Glivenko-Cantelli. Se
utilizé [1] y [11]. Empecemos con la independencia.

Para ver la equivalencia entre 1.2.4 y 1.2.3, necesitamos definir dos clases
de subconjuntos de 2.

Definicion A.0.1 (m-sistema). Sea C C 2%, donde 2° es la potencia de (2.
Decimos que C es m-sistema, si A, B € C, entonces AN B € C.

Definicién A.0.2 (\-sistema). Sea L C 2. Decimos que L es M-sistema, si
1. Qe L;
2. AABe Ly AC Bentonces B\ A€ L;
3. (An)nen C L, sucesién creciente de conjuntos, entonces | J, .y An € L.

Podemos enunciar el Lema de 7, A-sistema, para su demostracién véase
(1].
Lema A.0.1 (Lema de 7, A-sistema). SeaC un w-sistema y L un \-sistema,
entonces, si C C L se cumple que o(C) C L.

Teorema A.0.1. SiC yP son dos w-sistemas independientes' entonces o(C)
y o(P) son independientes.

'La independencia entre m-sistemas la definimos igual que la independencia entre o-
algebras.
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Demostracion. Sea B = CU {Q} y A = P U {Q}. Estos siguen siendo
claramente 7-sistemas. Sea A € A, definamos L4 = {B C QP[ANB] =
P[A]P[B]}. Probemos que L4 es un A-sistema que contiene a B.

1. Q € L, pues claramente P[ANQ] =P[A4]- L.
2. Sea B,C € L4, con B C C. Entonces
P[ANnC\D]=P[(ANC)\ (AN B)]
=P[ANC]-P[ANB]
— P[4 (P[C] - P[B)
=P[A]P[C\ B],
por lo tanto C'\ B € La.

3. Sea (B,) C L4, sucesién creciente, entonces

P[AnLJ&J:P[LMAmB4

neN neM

= lim P[AN B,]

n—00

= P[4] lim P[B,)]

Uz

neN

=P[A]P

por lo tanto |J,,cn Br € L4.

Por lo tanto, £4 es A-sistema. Por hipétesis se cumple que B C L4, entonces
por el Lema A.0.1 tenemos que o(B) C L4. Como A es cualquier conjunto de
A, entonces tenemos que si B € o(B), se cumple que P [A N B] = P[A] P|[B].
Sea B € o(B), definamos L5 = {A C Q|P[ANB| = P[A]P[B]}. De la
misma manera, podemos probar que Lp es un \-sistema que contiene a A y
por lo tanto, por el Lema A.0.1, tenemos que o(.A) C Lp de donde concluimos
que si A € 0(A) y B € o(B), entonces A y B son independientes. Por lo
tanto, las o-dlgebras son independientes. O

Teorema A.0.2. Sean X y Y dos variables aleatorias, H su funcion de
distribucion conjunta y F' y G las distribuciones marginales. Entonces, X y
Y son independientes si y solo si H(z,y) = F(z)G(y) para todo z,y € R.
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Demostracion. Como las variables aleatorias son funciones reales, entonces

o(X)={A € F|A=X"(B), con B € B(R)}

o(Y)={A € FIA=Y (B), con B € B(R)}.
Los conjuntos

C={A€FlA=X"Y((~00,1]), z € R}

P = {A € FlA = Yﬂl((_oo!y])i ye R}a

son 7-sistemas, pues la imagen inversa respeta intersecciones y (—oo,a] N
(—00,b] = (—o0, min(a, b)]. Sabemos ademas que los borelianos pueden ser
generados por los intervalos de la forma (—o0, a], por lo tanto ¢(C) = o(X)
y 0(P) = o(Y), entonces por el Teorema A.0.1, tenemos que si H(z,y) =
F(z)G(y), entonces X y Y son independietnes.

La cotraparte es directa del hecho de que los intervalos de la forma (—o0, a] €
B(R), lo que completa la prueba. O

Por lo tanto, por el teorema anterior tenemos que las Definiciones 1.2.4 y
1.2.3 son equivalentes. Veamos otro resultado.

Teorema A.0.3. Sean X y Y dos variables aleatorias, entonces, para toda
f,9 : R = R boreliana, tales que E[f(X)g(Y)], E[f(X)] y E[g(Y)] existen,
se cumple que

E[f(X)g(Y)] =E[f(X)]E[g(Y)].

Demostracion. Probemos primero que si las esperanzas existen, entonces
E[XY] = E[X]E[Y]. Sea H la funcién de distribucién conjunta y F y
G las distribuciones marginales. Como X y Y son independientes, entonces
H(z,y) = F(z)G(y), aplicando el Teorema de Fubini, tenemos que

E[XY] = f / s e, g = / / 2ydF(z)dG(y)
= / 2dF (z) / ydG(y) = E[X|E[Y].
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Para probar el resultado, bastara probar que f(X) y g(Y) son independientes
y utilizando lo anterior habremos concluido. Pero eso es bastante claro pues
o(f(X)) C o(X) y a(9(Y)) C o(Y), lo que implica que o(f(X)) y a(g(Y))
son independientes de donde tenemos que f(X) y g(Y') también lo son. Como
las esperanzas existen por hip6tesis podemos aplicar Fubini y es resultado es
O

valido.
Por 1ltimo, enunciemos el Teorema de Glivenko-Cantelli

Teorema A.0.4 (Teorema de Glivenko-Cantelli). Sea X una variable
aleatoria con funcion de distribucion F y F, la funcién de distribucion empirica
basada en n observaciones independientes de la variable X. Entonces

sup|F(z) — Fn(z)] — 0, c.s.
rER n—%00



Apéndice B
Programas

A continuacion presentamos los programas utilizados para la parte de simu-
lacién. Todos los programas fueron realizados para Matlab.

function d=deltamb(x,y)
% x y y son vectores columna de las parejas de datos
% Calcula delta para los vectores (x ,y)
m=sortrows([x y]);
n=length(x);
y=sort(y);
x=sort(x);
dep=zeros(n,n);
temp=0."(abs(y-m(1,2)*ones(n,1)));
t=min(find(temp==1));
temp=|zeros(t-1,1);ones(n-t+1,1)];
dep(1,:)=temp’;
for i=2:n
temp=0." (abs(y-m(i,2)*ones(n,1)));
t=min(find(temp==1));
temp=|zeros(t-1,1);ones(n-t+1,1)];
dep(i,:)=dep(i-1,:)+temp’;
end
h=find(x(2:n)-x(1:n-1)==0);
h=flipud(h);
for i=h’
dep(i,:)=dep(i+1,:);
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end
ind=distacm(x)*(distacm(y))’;
d=max(max(abs(n*dep-ind)))/(n"2);

function t=distacm(y)
%devuelve la funcion acumulada para el vector "y” columna
n=length(y);
y=sort(y);
t=sign(y(2:n)-y(1:n-1));
t=[t;1];
t=t:*(1:n)";
h=flipud(find(t==0));
for j=h’

t(j)=t(+1);

end

function [x,c]=shufflepi(n,e)
%genera dos vectores de n parejas de numeros aleatorios
%de un shuffle que dista de pi menos que e.
m=ceil(4/e);
x=rand(n,1);
ce=(x*m"24(m-1)*(floor(x*m"2-m*floor(x*m))-floor(x*m))) /m"2;
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