Oll70

UNIVERSIDAD  NACIONAL  AUTONOMA
DE  MEXICO

PROGRAMA DE POSGRADO EN INGENIERIA
CAMPO DE CONOCIMIENTO: INGENIERIA ELECTRICA

"CLASIFICACION DE IMAGENES SAR POR MEDIO DE LA
TRANSFORMADA ORIENTADA DE HERMITE Y CAMPOS
ALEATORIOS DE MARKOV™

i y ol
T E D I
QUE PARA OBTENER EL TITULO D&
MAESTRA  EN  INGENIERIA  (ELECTRICA)

P R E S E N T A !

PENELOPE LOPEZ QUIROZ

DIRECTOR DE TESIS®
DR. BORIS ESCALANTE RAMIREZ

ENERO DE 2004



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



ESTA TESIS NO SAik
DE LA BIBLIOTECA



Indice general

1. Introduccién 5
1.1. Definicién del problema . . . ... . ... ... ........ 7
1o GBS & i i s e S eI R A S F L F A A R R TS % 5 7
1.3 HIDOERIB! « = s o o v v o o cens 0w w0 o e R R e T
LANIGEDAS! 555 s s o PE s AR N A RS AR Y 5 BB 8

2. Transformada de Hermite o Hermitiana, [4] 9
D1l DESEIIDCION: « « sumvw o o % 85 suowbcan & & % 5 @ WEE K © 5 B E @ 9
2.2, Introdueeidtic: = were s 8w s % WE K ¥ ¥ A N B E o E & B 4 9
2.3. Transformada polinomial 1D . . . ... .. ... ........ 10
2.4. Transformada de Hermite 1D . . . . . .. ... ... ... .. 13
2.5. Transformada Polinomial 2D . . .. ... ... ........ 14

2.5.1. Representacién de imégenes con coeficientes polino-
miales unidimensionales . . . ... ... ........ ' 15
2.6. Transformada de Hermite 2D . . . . .. ... .. ... .... 17
2.7. Transformadas Polinomiales Discretas . . . . . ... ... .. 18
2.8. Transformada discreta de Hermite 2D . . . . . ... ... .. 19
2.9. Aplicaciones de la Transformada de Hermite . . . . . . . . .. 21
2.10. Caso 1-D: Transformada de Hermite Multiescala, [6] . . . . . . 22
2.10.1. Descomposicién multiescala . . . . . . ... ... ... 22
2.10.2. Analisis estructural . . . . . . ... ... ... ... 23
2.10.3. Definicibn dela THM . . . ... ... ... ... ... 24
2.10.4. Acotamiento del rangodeescalas . . . . ... ... .. 25
2.10.5. Esquema piramidal continuo . . . . . ... ....... 25
2.10.6. Prediccion entre niveles . . . . .. ... .. ... ... 26
2.11. Caso 2-D: Transformada de Hermite multiescala-multidirecional 27
2.11.1. Descomposicién multiescala de sefiales 2-D . . . . . . . 27
2.11.2. Analisis estructural de sefiales 2-D . . . ... ... .. 28
2.11.3. Definicion dela THMM . . . .. .. .. .. ... ... 29

1

cian Ganaral de Bibliolecas de I3
wrifanico @ impreso el
IFapa:0 recepcional,

Peﬁéllofz._l.bpﬂ.w S

Auronizo A 1R Dires
U \\. 3 difundir # aaty

Ci

Owraz T —
FEGHe 20 EncrO._.. 19&1_‘

FHR W A i



2.11.4. Filtrado direccional . . . . . . . .. . . .. ... .... 29

2.12. Caso discreto: THDM y THDMM . . . . . . . . . . o oo o 30
2.12.1. Espacio-escala discreto . . . . . . .. ... 30
2.12.2. Derivadas discretas . . . . . . . . . . .. .. ... 31
2.12.3. Definicién de la THDM . . . . . .. .. ... .. ... 31
2.12.4. Definicién de la THDMM . . . . . . .. ... .. ... 32

2.13. Clasificaciéon de estructuras en el dominio de la THDR . . . . 33
2.13.1. Descomposicién de la imagen . . . .. ... ... ... 33
2.13.2. Rotacién local . . . . . . ... .. ... 34
D AR B OISR 5 s s v R R A PP R Y R e B R G 35

. Campo de vectores de energia y clasificacién de estructuras

de una imagen 38

el DESCTIPIOTE . % S L s S A3 A m G RSB R EI AR B EE R 38

3.2. Campo de vectores de energfa, [5] . . . . .. ... ... .... 38

3.3 Patrones 0D, 1Dy D, 6] « o v vsssnnwaonuns iy 48

. Campos Aleatorios de Markov, MRF, [8] 57

4.1. Descripcion . . . . . . ..o e 57

42 INtrodueelon  vou  j v w5 % % @ 0 D B SR e W B G 6 WA g g 87

4.3. Etiquetado visual . . . . . .. .. .. ... 58

4.4. MRF y Distribuciones de Gibbs . . . . . ... ... ... ... 61

A5 IEE « » st e a0 s b B A A B S E A S S D B A S Gy & B 63

4.6. Campos Aleatorios de Gibbs (GRF, Gibbs Random Fields) . 64

4.7. Equivalencia Markov-Gibbs . . . .. .. ... ... .. .... 66

4.8. Modeclos de Markov atiles . . . . .. .. ... ... ... ... 67

4.9. Vision basada en optimizacién . . . . . . .. .. ... .. ... 68

4.10. Etiquetado de MRF’s por medio de Bayes . . . . . ... ... 68

411 Estiitacibn deBayes . v s s s mw e a v s sm e v wa a s w0 69

4.12. Etiquetado MAP-MRF . . . . . . .. ... ... .. ...... 70

4.13. Resumen de la aproximacion MAP-MRF . . . . .. ... ... 71

4.14. Modelos de observacién . . . . . .. ... .o 71

4.15. Restauracién y reconstruccién de imagenes . . . . . . . .. .. 73

4.16. Obtencién de la energia posterior . . . . . ... ... .. ... 74

4.17. Minimizacion de laenergia . . . . . . . .. .. ... ... ... 74

418 Algofitio JOM: & orv vov v v v m oo v v w v 5w £ 8 w8 5o s 75

. Regularizaciéon del campo de vectores de energia mediante

Campos Aleatorios de Markov 77

Bl DDESEHPBION 5 « s wom v v o om o 5 woae o9 0w % Gy e B & @ 8B s 77



5.2. Introduccién

58, RePUlamzZatiOn: o o momomom w0 o w0 oomom 5 0 3 & ion @ & 8 B

6. Conclusiones



Resumen

A partir de la posesion de dos iméagenes SAR-PRI previamente restau-
radas se las clasificé en patrones 0D (estructuras sin una direccién defini-
da), 1D (estructuras con una sola direccién definida), 2D (estructuras con
mas de una direccién definida) y se obtuvo el campo de vectores de energia
correspondiente (estructuras 1D-bordes) utilizando la Transformada Poli-
nomial Hermitiana. Posteriormente, se regulariz6 dicho campo de vectores
mediante Campos Aleatorios de Markov. El objetivo principal consistié en
conocer la configuracion de patrones 0D, 1D y 2D de una imagen, asi como
el campo de vectores de energia correspondiente. Lo anterior se logré medi-
ante el empleo de la version 2D discreta, multidireccional-multiescala de la
Transformada Polinomial Hermitiana, la cual resulta til para explicitar la
informacién relevante de una imagen. Una vez que se obtuvo el campo de
vectores de energia, se le regularizé mediante el empleo de campos aleatorios
de markov, herramienta que permite analizar, restaurar o modificar imagenes
localmente utilizando su informacién contextual; en particular, se utilizaron
la estimacion Bayesiana maximum a posteriori (MAP) y la técnica de opti-
mizacion Iterated Conditional Modes (ICM). Los resultados obtenidos fueron
satisfactorios aunque se trate de resultados cualitativos. La relevancia de este
tipo de trabajos radica en la amplia variedad de aplicaciones que pueden ben-
eficiarse de éste, como la planeacién de infraestructura urbana y monitoreo
de recursos, por ejemplo, ya que los patrones 1D como lineas o bordes juegan
un rol importante en analisis de imagenes de Percepciéon Remota.



Capitulo 1

Introduccion

Dentro del area del Procesamiento Digital de Imagenes existen numerosos
tipos de imagenes, obtenidas mediante diversos dispositivos de adquisicion.
Uno de los dispositivos que ha cobrado relevancia por sus caracteristicas y
ventajas es el Radar de Apertura Sintética (SAR). Este tipo de radar se
considera activo ya que es capaz de generar su propia fuente de energia. Lo
anterior, resulta deseable debido a su flexibilidad para adquirir datos (esce-
nas, imagenes) 24 horas al dia. Ademas, la longitud de onda con que trabajan
permite, en la mayoria de los casos, sensar escenas correspondientes a zonas
que se encuentran bajo la accién de fuertes y continuos cambios climéaticos
(fuertes lluvias, exceso de humedad, nubes). Por lo anterior, el uso de este
tipo de dispositivos y las im4genes que producen se ha generalizado y exten-
dido a numerosas aplicaciones como el estudio de suelos, cultivos y vegetacion
en ecologia y agricultura, la elaboracién de mapas de zonas de dificil acceso
en geografia, el estudio de las caracteristicas de zonas costeras y ciudades
y el estudio de hielos maritimos en oceanografia, por ejemplo, [1]. En este
trabajo, se ha elegido utilizar imagenes SAR-PRI, y como paso previo a su
manejo se les ha aplicado un método para eliminar el ruido que contienen.
El método considera la naturaleza multiplicativa y el comportamiento del
ruido que afecta a este tipo de imagenes y que se conoce como ‘speckle’. A
partir de ello, propone una novedosa técnica para eliminar este tipo de ruido
en iméagenes SAR de uno o varios looks, documentada ampliamente en [2].
Una vez que se ha eliminado, en la medida de lo posible, el ruido en las
iméagenes SAR, se ha utilizado la Transformada Polinomial Hermitiana para
conocer la configuracion de patrones 0D, 1D y 2D presentes en la imagen.
Esta clasificacion (0D,1D,2D), es una descripcion de la dimensionalidad de
cada uno de los pixeles presentes en la imagen. En otras palabras; aquellos



pixeles que después de la aplicacién de la transformada son identificados
como patrones 0D, son elementos que forman parte de estructuras no orien-
tadas, lo cual significa que no tienen un orientacion definida. Este tipo de
patrones se encuentra generalmente asociado con dreas planas u homogéncas
de un imagen, como grandes areas de cultivo o grandes concentraciones de
agua, donde no existen estructuras orientadas en una direccion particular si
no simplemente pixeles o elementos de la imagen que a través de su inten-
sidad representan dichas superficies planas u homogéneas. Los patrones 1D,
se identifican en los pixeles que después de la aplicacion de la transformada
se reconocen como orientados, lo cual significa que tienen una orientacién
definida. Generalmente este tipo de patrones se encuentra en pixeles que
forman parte de lineas y bordes como calles, carreteras, limites, bordes de
grandes edificios y en general, toda clase de objetos y estructuras con una
orientacién predominante y definida dentro de la imagen. Finalmente los pa-
trones 2D corresponden a pixeles que cuentan con mas de una orientacién
definida. Generalmente se encuentran presentes en esquinas, junturas, y pixe-
les ruidosos. Utilizando también la Transformada Polinomial Hermitiana, se
ha generado el campo de vectores de energia correspondiente a las imagenes
en estudio. Este campo de vectores contiene, por cada pixel de la imagen, un
vector cuya magnitud y angulo determinan la cantidad y direccién en que la
energia se presenta. Esto se logra por medio de la representacion de iméagenes
con coeficientes polinomiales unidimensionales, que consiste en un mapeo de
los coeficientes 2D a coeficientes 1D el cual se logra maximizando la energfa
direccional en los primeros. Lo anterior significa que el vector asignado a cada
pixel est4 orientado en la direccién de maxima energfa (méxima magnitud),
lo cual genera vectores con magnitud cero para regiones planas y homogéneas
de la imagen (patrones 0D), vectores con magnitudes considerables y angu-
los en la direccion de los bordes, lineas, calles, carreteras o estructuras bien
orientadas (patrones 1D). Este campo de vectores de energia es particular-
mente importante debido a la cantidad de aplicaciones que a partir de él se
pueden derivar. Algunas de las mas importantes tienen que ver con la detec-
cion de bordes y estructuras orientadas en escenas captadas por imégenes,
lo cual puede generar resultados considerablemente buenos en el 4&mbito de
la segmentacién y clasificacién de iméagenes para la deteccion de caminos en
planeacion urbana, el estudio de zonas costeras y sus limites, la deteccion de
cauces de rios y de extension de vegetacién en ecologia y administracion de
recursos, por ejemplo. También ha sido utilizado con éxito en la deteccion de
flujo 6ptico en imégenes como lo demuestra [3]. Por lo anterior, la correcta
determinaciéon de la magnitud y direccion de los vectores asociados a cada
pixel es importante. Desafortunadamente debido a la naturaleza del ruido



speckle presente en imagenes SAR, eliminarlo del todo se convierte en una
tarea dificil. De tal forma que en ocasiones no todos los vectores del campo
de vectores de energia se encuentran apropiadamente definidos. Ello como
resultado de la aplicacion de la Transformada Polinomial Hermitiana sobre
imagenes con presencia de pixeles corrompidos por remanente de ruido, lo
que implica que el calculo del vector de energia correspondiente no se efectiie
de manera adecuada. Por esta razon y para solucionar este problema, se ha
utilizado la teoria de Campos Aleatorios de Markov, que se basa en la con-
sideracion de las caracteristicas predominantes de la regién de estudio para
efectuar cambios y mejoras. Asi, para cada vector del campo de vectores de
energia se define una vecindad o area de interaccion entre vectores, de la cual
el mismo vector forma parte, y a partir de la que es posible estudiar el com-
portamiento que predomina entre los vectores de dicha area o vecindad, y de
esta manera estimar el verdadero comportamiento (orientaciéon) del vector
en cuestién. Lo anterior genera entonces una técnica que es capaz de estimar
la verdadera direccién de los vectores de energia del campo, con base en el
analisis de los vectores vecinos.

1.1. Definicién del problema

A partir de la posesiéon de dos imagenes SAR-PRI previamente restau-
radas [2], se desea clasificarlas en patrones 0D, 1D, 2D y obtener el campo de
vectores de energia correspondiente, utilizando la Transformada Polinomial
Hermitiana. Posteriormente, se desea regularizar dicho campo de vectores
mediante Campos Aleatorios de Markov.

1.2. Objetivo

Conocer la configuraciéon de patrones 0D, 1D y 2D de una imagen, asi
como el campo de vectores de energia correspondiente.

1.3. Hipotesis

1) Las técnicas para conocer la configuracién de patrones 0D, 1D y 2D,
asi como el campo de vectores de energia de una imagen digital mediante la
Transformada Polinomial Hermitiana, son vélidas para imagenes SAR-PRI,
que han sido sometidas previamente a un proceso de eliminacién de ruido.
2) El campo de vectores de energia puede ser regularizado mediante Campos
Aleatorios de Markov.



1.4. Meétodo

Las técnicas empleadas en el desarrollo de este trabajo se basan en la
teoria existente en torno a los temas: Transformada Polinomial Hermitiana
y Campos Aleatorios de Markov, de los cuales se abunda en los capitulos

siguientes.



Capitulo 2

Transformada de Hermite o
Hermitiana, [4]

2.1. Descripcion

En este capitulo se abordaran los fundamentos de la teoria relacionada
con la Transformada de Hermite, primero para senales continuas y 1D y a
continuacién para senales discretas y 2D.

2.2. Introduccion

Una imagen digital se encuentra especificada por un arreglo de datos que
corresponden a valores de intensidad. Para una interpretacién inteligente de
la imagen se necesita hacer explicita la informacion importante. Esto usual-
mente implica determinar la relaciones espacio-temporales entre estas inten-
sidades para proponer la manera en que se procesaran localmente los datos.
Este tipo de procesamiento involucra dos decisiones importantes. Primero,
para efectuar el procesamiento local, usualmente la imagen se multiplica por
una funcién ventana. Este procesamiento local debe repetirse un niamero
suficiente de veces, para describir a la imagen completamente. Algunas ca-
racteristicas de la ventana que deben ser elegidas son: el tamaiio, la forma y
el espaciamiento. El tamano establece el conjunto de pixeles de la imagen que
contribuyen en un paso especifico de procesamiento. La forma determina el
peso relativo de cada pixel de la imagen que est4 contribuyendo. M4s adelante
se hablara del espaciamiento entre ventanas. Segundo, para cada posicién de
la ventana, deben proponerse pasos especificos de procesamiento para ser
aplicados. Estos pasos estan determinados por el tipo de patrones que se es-



tén buscando y que deben definirse a priori. En general, es muy dificil escoger
la funcion ventana y los pasos de procesamiento basandose en argumentos
puramente teéricos. Es por ello que un nimero considerable de aplicaciones
utilizan como referencia al Sistema de Vision Humano, HVS (Human Visual
System). En cuanto a la funcién ventana, cabe mencionar que el problema
de la determinacién de su tamano puede resolverse limitando la complejidad
del analisis que se realice en cada ventana y determinando subsecuentemente
el tamano de ventana necesario para describir localmente a la imagen con
precision suficiente. De esta manera no se restringe el procesamiento a una
sola escala (tamano de ventana), sino que se repite el mismo procesamiento
a diferentes escalas y subsecuentemente se utilizan las salidas en esta etapa
del procesamiento para seleccionar la escala 6ptima para cada posicion. Este
mismo principio es utilizado por el HVS. Ahora bien, si se utilizan ventanas
de diferentes tamarfios, el espaciamiento entre ellas es generalmente propor-
cional a su tamafio, de hecho para estructuras piramidales, el espaciamiento
y tamano se incrementa en pasos de 2. La transformada de Hermite involu-
cra estas consideraciones en su definicion y desempeno. Por otro lado, en
cuanto a las técnicas de procesamiento local, estd demostrado que el uso de
técnicas de preprocesamiento, esto es, describir a la imagen por medio de pa-
trones seleccionados a priori, combinado con el uso de métodos estadisticos,
provee mejores resultados que el uso directo de métodos de aproximacién
estadistica. Ademaés, el uso de patrones con diferentes orientaciones esta de
acuerdo con el HVS. Generalmente la bisqueda de patrones importantes en
imagenes, tales como lineas y bordes, involucra el uso de derivadas de primer
y segundo orden en combinacién con un filtro paso bajas. La transformada
de Hermite utiliza derivadas de Gaussianas para el procesamiento local, las
cuales pueden modelar operaciones de filtrado en Vision Humana con la mis-
ma precision y con menos parametros que los ampliamente usados filtros de
Gabor.

2.3. Transformada polinomial 1D

Se trata de una técnica de descomposicién de una senial, en la que la sefial
es aproximada localmente por polinomios. El anélisis en una Transformada
Polinomial involucra dos pasos. Primero, la senal original L(z) se localiza,
multiplicAndola por una funcién ventana V(z). Como se dijo antes, una
descripcién completa de la senal implica que el proceso de localizacion se
repita un namero suficiente de veces para diferentes posiciones de la ventana.
Se considera el caso de espaciamiento equidistante entre ventanas. A partir
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de la funcion ventana V' (z), se puede construir la funcion peso

W(z)=>_ V(z—kT) (2.1)
k

por repeticion periddica. La funcién peso es periodica con periodo 7. Si W ()
es diferente de cero para todo x, se tiene

Liz) = Wl(x) Xk: L(z) - V(z — kT) (2.2)

de esta manera se garantiza que las senales localizadas L(z) - V(z — kT))
en las diferentes posiciones kT, contengan informacién suficiente de la senal
original. Segundo, se aproxima el pedazo de senal dentro de la ventana V (z—
kT) mediante polinomios. Para llevar a cabo esta expansion Polinomial se
utilizan como funciones base los polinomios G,(z), de grado n, que son
ortonormales con respecto a V2(z), esto es,

400
V2(2)Gm(2)Gn(2) dz = Smn (2.3)
—00C
Estos polinomios estan tinicamente determinados por V2(z). Los polinomios
ortonormales para una funcién ventana V?(zx) arbitraria estan dados por

Cp €l s Cn,
1 C1 €2 ... Cp4l
GE) === ¢ : (24)
n—14¥y , 5 5
n—1 T “2n—1
1 & il

donde el determinante M,, esta definido como

M, = Ici+jii,j=0.u.,7u M_;=1 (25)

Cn = /_+mx”V2($) dx (2.6)

es el momento de orden n. Bajo condiciones generales, se tiene que para la
senal original L(z),

V(z - kT)[L(z) - i Lo(kT) - Gn(z — kT)] =0 2.7)
=0

11



con
“+00

L,(kT) = / L(z) - Gn(z — kT)V?(z — kT) dz (2.8)
—00

El hecho de que L(z) sea analitica y finita para toda z es suficiente para
garantizar la convergencia de la expansiéon en series en 2.7 para la mayoria
de funciones ventana. De csta manera, el error de aproximacion entre la
senal y la expansiéon puede hacerse arbitrariamente pequeno eligiendo un
orden para la expansion Polinomial suficientemente grande, como en el caso
de las expansiones de Taylor. Esto implica que la descripcién de las senales
localizadas L(z)-V (z —kT'), puede reducirse especificando un conjunto finito
de coeficientes polinomiales L, (k7). La energia de la senal dentro de la
ventana puede expresarse en términos de los coeficientes de la expansién
de acuerdo con la generalizacién del teorema de Parseval para polinomios
ortonormales,

fm LY z)V?(x — kT)dz = i L2(kT) (2.9)

—oa n=0

Combinando 2.2 y 2.7, se tiene la expansién para la senal completa

L(z) = i > " Ln(kT) - Pa(z — kT) (2.10)
n=0 k
donde
Pu(z) = Gn(z)V (2)/W (z) (211)

La ecuacién 2.8 implica que los coeficientes Ly, (kT"), pueden derivarse a partir
de la convolucion entre la sefial L(z), y los filtros

Dy(z) = Gn(-2)V2(~2) (2.12)

seguida de un muestreo en multiplos de T'. Este mapeo de la senal original
L(z), a los coeficientes polinomiales L,(kT'), se conoce como Transformada
Polinomial Directa. La reconstruccion de la sefial a partir de estos coeficien-
tes, puede lograrse de acuerdo con 2.10 que se conoce como Transformada
Polinomial Inversa y consiste en interpolar los coeficientes L,,(kT), para k en-
tero, con la funcién patrén P,(z), sumando los n 6rdenes. La Transformada
Polinomial Directa e Inversa se ilustra en la figura 2.1

12



L{z) Do(z) b4 | T = Lo(kT)-—{ 1T }--o Pofz) o |t L(2)

— D,[x) — lT "-*Ll(kT]—-‘ TT — Pl(:c) — L

—o Dy(z) A | T = Ly(kT)— 1T | Pi(z)

Figura 2.1: Transformada Polinomial

2.4. Transformada de Hermite 1D

Cuando la funcién ventana es gaussiana

Vi(z) = ———e ¢ /2" (2.13)

los polinomios ortogonales asociados con V2(z) se conocen como Polinomios
de Hermite, y nos referimos a la técnica de descomposicién local resultante
como Transformada de Hermite. La funcién peso W(z), es periédica con
periodo T y puede expandirse en una serie de Fourier

W(z) = w(z) (2.14)

con ‘
w(z) =142 i ex ot k%—g ; - cos kQE (2.15)
= A T ‘

Las funciones filtro determinan que informacién se hara explicita en los coe-
ficientes de la Transformada de Hermite. Las principales propiedades de la
Transformada de Hermite estdn determinadas por estas funciones filtro. De
la expresiéon general 2.12 se tiene que

Dn(z) = (_22:' : #-rr Hi, (;) e2'19? (2.16)

13



ya que los polinomios de Hermite {H,(z/c); n =0,1,... }, son ortogonales
sobre la ventana Gaussiana V2(z). Esta demostrado que las funciones filtro
Dy (z), son iguales a la derivada de orden n de una Gaussiana,

1 d" 1 2.2

Dp(z) = : [ e~=/e ] (2.17)
" Varnl d(2)" loyT

Las funciones patron P,(z), se requieren para resintetizar la serial original a

partir de los coeficientes de la Transformada de Hermite y estan dados por
las siguientes expresiones:

T 1 T\ _p2/042

donde w(zx) es la funcién peso de 2.15.

2.5. Transformada Polinomial 2D

Dada una funcién ventana V (z, y), los polinomios ortonormales G, n—m(z,y),
donde m y n—m, son los grados con respecto a x y y, respectivamente, estan
determinados por

+oo  ptoo
/ / Vg(x: y)Gm.n—m (1“ ?})Gj‘-g.._j(fﬂ, 3 ) dxdy = 5m'5mj (2 19)
—oc J—o0

para n,i = 0,1,...,00;m =0,...,ny j =0,...,t La descomposicién de
sefiales 2D en polinomiales localizadas se convierte en

L(z,y) = Z Z Z Lonn-m(p,q) - Pmp-m(T — 0,y — @) (2.20)

n=0 m=0 (p,q)eS

donde (p,q) son todas las coordenadas en una ‘Lattice’ S de muestreo 2D.
La tunica condicién para la ‘Lattice’ de muestreo es que la funcién peso

W(y)= Y, VE@-py—q (2.21)
(p.g)es

sea diferente de cero para todas las coordenadas (x,y). Los coeficientes polino-
miales Ly, n—m(p, q) se derivan convolucionando la imagen con los filtros

Dm.num(-r: y} = Gm‘n—m(—x: -y)V2(—$, _y) (2'22)

y muestreando la salida en (p,q) € S. Las funciones patrén que se utilizan
para interpolar los coeficientes polinomiales estan definidas como

Pm‘n—m(xa y) = Gm,n—m (-'L'} y)V(ms y)/W(Iu y) (223)

para 1:=0, L,z y00pm=0;:5. 57
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2.5.1. Representacién de imagenes con coeficientes polino-
miales unidimensionales

En la introduccion se discutié que un analisis de imégenes debe tratar
de descomponer la senal en patrones que sean perceptualmente importantes.
Se sabe que en el marco de la visién computacional y la percepcién visual,
los patrones 1D como lineas o bordes juegan un rol importante en visién
temprana. Ahora, se establecerd como encontrar el mejor patrén 1D local
que encaje con una imagen con ayuda de las transformadas polinomiales.
Utilizando un criterio cuadrado ponderado, se minimiza

+00 +00 )

E?= f / (K (zcosf + ysend) — L(z,y)] " V?(z,y) dzdy  (2.24)
[N

sobre todos los patrones 1D K y 4ngulos 6. Se define la funcién ventana 1D

+00
Vi(u) = f V2%(ucosd — vsen, usend + vcosh) dv (2.25)

oo

proyectando la funcién 2D V2(z,y) en un eje que haga un angulo 6 con el
eje . Esta funcién ventana es independiente de la orientacién si V?(z,y) es
rotacionalmente simétrica. Es posible expandir el patrén 1D K (u) en la base
{Fhog(u); n=0,1,...} de polinomios ortonormales sobre V92(u)‘ esto es,

Va(u) [K(w) = > Knp - Frp(w)] =0 (2.26)

n=0

Sustituyendo las expansiones polinomiales 2D y 1D para L(z,y) y K(u),
respectivamente, en la ccuacién 2.24, y tomando la derivada parcial con
respecto a K, g, se obtiene la siguiente solucién 6ptima

nu: .k
Ko = Z Z Lyt -hng(l,k—1) (2.27)
k

=0 [=0

para los coeficientes de patrones 1D, donde

+oo  p400
hno(l,k—1) = / F, 9(zcost + ysend) - Gg,k_;(:c,y)Vg(:c, y) dzdy

(2.28)
es una funcién 4dngulo que est4 completamente determinada por V?(z,y).
Los polinomios ortogonales F}, g(u) y la funcién angulo pueden determinarse
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sin necesidad de conocer explicitamente a Vy(u). De hecho, la ecuacion 2.4
implica que solo los momentos

+o0
cnﬂ:/ u"VE (u) du (2.29)

o0

s¢ necesitan para especificar completamente a los polinomios ortogonales.
Sin embargo, el calculo de estos momentos puede basarse directamente en
VZ(z,y), ya que

+oo +oo
Cng = / / (wcosh + ysend)"V2(z,vy) dzdy (2.30)
=0 — OO0

De la ortogonalidad de los polinomios F), ¢(u), es posible derivar las siguientes
propiedades,

hno(l,k—=1)=0 sik>n (2.31)
J
oo k
Yo hmollk = Dhop(lk 1) = 6nn (2.32)
k=0 I=0

para la funcién angulo. El error de aproximacién 1D

ook [o5]
E*=3 "3 L}-> Kig (2.33)
k

=0 {=0 n=0

puede minimizarse sobre el angulo § maximizando la energia direccional
o0
D> K2, (2.34)
n=0

donde K,y se determina por medio de los coeficientes polinomiales 2D a
través de la ecuacion 2.27. En la practica, solo algunos de los primeros tér-
minos de esta energia direccional son suficientes para calcular un estimado de
la direccion 6ptima. Cabe mencionar que la energia direccional se encuentra
a través de una combinacién simple de coeficientes polinomiales 2D. Esto es
computacionalmente mas eficiente que el hecho de usar distintos filtros para
calcular la energia en cada direccién, especialmente si quieren verificarse un
gran nimero de direcciones. Si la imagen original L(z,y), es 1D localmente,
entonces el error de estimacion debe ser cero para el angulo 6ptimo 8, por lo
cual los coeficientes polinomiales 2D deben satisfacer

Lij-1=Y Kng-hno(l,k—1) (2.35)

n=k
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Si la imagen L(z,y), no es 1D localmente, entonces la ecuacion anterior puede
utilizarse como una aproximacién 6ptima 1D, para coeficientes polinomiales

2D.

2.6. Transformada de Hermite 2D

La Transformada de Hermite se obtiene cuando en la transformada Poli-
nomial 2D, la funcién ventana es una funcién Gaussiana. Una ventaja im-
portante de las funciones ventana Gaussianas, en dos dimensiones, es la
propiedad que tienen de ser espacialmente separables y rotacionalmente
simétricas. Ahora bien, el hecho de que la funcién ventana sea separable
permite que las funciones filtro y patrén sean también separables y, como
consecuencia, que puedan ser implementadas de manera sencilla. Por ejem-
plo, los coeficientes polinomiales se encuentran mediante la convolucién de
la imagen con funciones filtro Dp,(2)Dn—m(y) donde Dy,(x) es la funcién
filtro 1D para la ventana V(z), seguida de un muestreo de la salida en las
direcciones vertical y horizontal en multiplos del espacio de muestreo T". Las
propiedades de las funciones filtro incluyen el hecho de que son separables
espacial y polarmente. La transformada de Fourier de D,,(z)D;—m(y), ex-
presada en coordenadas polares w, = wcosd y wy = wsend es

dm(w:c)dn—m (wy) = gm,n—m(g) ' dn (w) (236)

donde d,(w) es la transformada de Fourier de la funcion filtro de Hermite
1D D, (r), considerando a r como coordenada radial y

n! Tre TL—Tr
g?u,n—'m.(g) = m cos™f - sen 0 (2.37)

expresa la selectividad direccional del filtro. De esta manera los filtros de
orden mayor a n analizan sucesivamente frecuencias radiales mayores, esto
es, resoluciones espaciales méas grandes como en el caso 1D. Los filtros del
mismo orden n e indice m (direccional) diferente distinguen entre diferentes
orientaciones en la imagen. La relacién con la funcién de angulo general
presentada anteriormente es

hng(lyk —1) = dnk - gL r—1(0) (2.38)

lo cual resulta en una simplificacién sustancial del caso general. Daugman
demostro la importancia de filtros polarmente separables, esto es, filtros que
pueden expresarse como el producto de una funcién de frecuencia espacial y
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una funciéon de orientacién, ambas sintonizadoras. De manera mas especifica,
so6lo los filtros separables tienen la propiedad de arrojar curvas sintonizadoras
de orientacién idénticas para diferentes patrones 1D, como lineas y bordes.
Esto implica que los filtros pueden detectar la orientacién de un patrén 1D
independientemente de su estructura interna.

2.7. Transformadas Polinomiales Discretas

Hasta ahora las sefales y filtros se asumieron como continuos, pero las
aplicaciones précticas de las transformaciones polinomiales requieren de una
formulaciéon para sefiales discretas. Para ello, es posible definir a las trans-
formada polinomiales directamente para funciones discretas, esto es, sin la
necesidad de una liga explicita entre seriales digitales y analégicas. En el caso
de las transformadas polinomiales 1D, las expresiones para las funciones pe-
so, filtros y patrones siguen siendo validas, mientras se reemplace la variable
continua z por una discreta y todas las expresiones con integrales tendran
que utilizar en su lugar sumatorias. Por ejemplo, la ecuacién 2.6 para calcular
el momento de orden n tendri que cambiar por

Gi— Zx“VQ(:r:) (2.39)

paran = 0,...,N. Sila ventana discreta es finita, esto es, V(z) = 0 paraz <
N1y 2 > N; entonces la transformada Polinomial tendra un orden finito IV =
N3 — Ny. Los coeficientes polinomiales de hasta orden N, serdn suficientes
para reconstruir cualquier senal discreta. La razéon es que la senal discreta
dentro de la ventana V() tiene Ginicamente N +1 grados de libertad. Para cl
caso de las transformadas polinomiales 2D, la mayoria de los resultados para
senales analogicas pueden ajustarse de manera directa a imégenes discretas.
Sin embargo, existe una complicacién que se debe a que cuando se proyecta
la funcién V?(z,y) sobre un eje que hace un angulo @ con el eje z, esto es,

VE(u) = Z V2(ucosh — vsenb, usen + vcosh) (2.40)
v
sblo los puntos muestreados se deben considerar en la proyeccién. De esta
forma, u y v asumen tunicamente los valores
u = xcosh + ysenl, v = —xsend + ycosd (2.41)

donde z y y toman todos los valores (enteros) para los cuales V(z,y) es
diferente de cero. Las funciones suaves se obtienen usualmente seleccionando
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Figura 2.2: Angulos discretos en una rejilla de muestreo cuadrada 2D

el angulo # para el cual las lineas de proyecciéon tocan el nimero mayor de
puntos posibles como se muestra en la figura 2.2 La aplicacién de la técnica
de aproximacion 1D, requiere conocer la funcién dngulo

hng(l ik —1) = Z F 6(zcost + ysend) - Gpr—i(z,y)V(z, ) (2.42)

x,y

donde F;, g(u) es el polinomio ortonormal de orden n sobre la ventana 1D
V2 ().

2.8. Transformada discreta de Hermite 2D

El equivalente discreto de la ventana Gaussiana es una ventana binomial

1
2
para x = 0,..., M. Los polinomios ortonormales discretos que estin asocia-

dos con esta ventana, se conocen como polinomios de Krawtchouk

; ... .
Gn(z) = —== > (1) *Cp%, - Ch (2.44)
VO ; M
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para z,n = 0,..., M. Para valores grandes de M, la ventana binomial se
reduce a una ventana Gaussiana; de manera especifica

2
(2.45)

paraz = —(M/2),...,M/2. También puede demostrarse que el mismo limite
convierte a un polinomio de Krawtchouk en un polinomio de Hermite,

M 1 ]
m G, = H, 2.4
™ (” 2) Ea e\ g e
2

De esta manera, la transformada discreta de Hermite de longitud M apro-
xima a la transformada analégica de Hermite de extension o = /M /2. Las
propiedades de la transformada discreta de Hermite pueden predecirse ade-
cuadamente a partir de las correspondientes propiedades del caso analégico.
Si nos concentramos en el caso en el que M es par, las funciones filtro y
patrén pueden centrarse en el origen mediante el movimiento de la ventana
binomial sobre M /2. Esto permite la definicién de las funciones filtro para
la transformada discreta de Hermite

Dilz) =Gy (% - a:) V2 (% - :.r:) (2.47)
para x = —(M/2),...,M/2. Estas funciones también pueden expresarse
como - (1)
donde N

(-1)"A"L(z) = Y (-1)*CFL(z +k) (2.49)

k=0

es el operador diferencia de n — simo orden. Calculando las transformadas z
de esta funcioén filtro se tiene

M/2 1—2\"/142 M—n
dn(Z) = Z Dn(ﬂ:)z_"" s z_MﬂwCEf( D) ) ( B) ) (250)
.11:—.’\"1’,’2
() d ( _jw) B \/CT( ‘ wyn w M=n 2 5]
(e = v JSER§) (6035) (2.51)
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si se expresa en frecuencias angulares para n = 0,..., M. Es obvio que
para w’'s pequenas este filtro se reduce a una operacion derivativa de orden
n, como en el caso analégico. Los filtros anteriores tienen la importante
ventaja practica de que pueden implementarse como una cascada de los
filtros 27 1(1 4+ 2)%, 271(1 — 2)(1 + 2), 27 (1 — 2)?, cuyos kernels son [1 2 1],
[-101] y [1 —2 1], respectivamente. De esta manera, con excepcion del
factor de amplificacion ,/C7;, estos filtros pueden realizarse sin la necesidad
de multiplicaciones generales. El calculo de la funcién angulo h,g es una
aplicacion directa de la ecuacién 2.41, aunque los célculos pueden ser més
largos para n’s mayores. Algunas desviaciones sustanciales, con respecto a la
funcion angulo de la Transformada analégica de Hermite dada en la ecuacion
2.37 , ocurriran s6lo si M es pequefio. En la mayorfa de las aplicaciones se
estard interesado unicamente en las funciones angulo h, ¢ para n pequerios.
Las expresiones explicitas para n = 0, 1,2 se muestran a continuacién

hg‘g(o, U) =l
h14(0,0) =0
hy16(1,0) = cost
hl‘g (0, 1) = senf

h2,6(0,0) =0
hag(1,0) =
hao(0,1) = 0

ho,6(2,0) = cos®6 - \/1 - —\/1 - —(00349 + sentf)

hog(1,1) fcosf?sené‘\/l - %(cos‘*ﬁ‘ + senf)

ho4(2,0) = sen?d - \/1 - —\/1 — —(cos*0 + senth)
(2.52)

Cabe mencionar que hgg y hi g son los mismos que para el caso analégico y
que la diferencia méxima para hg g, entre el caso analdgico y el discreto es
usualmente muy pequenia, por ejemplo, para M = 6 es menor al 5%.

2.9. Aplicaciones de la Transformada de Hermite

En el articulo [5] de Martens, se propone la codificacién jerarquica co-
mo una de las aplicaciones de la Transformada de Hermite. Un codificador
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jerdrquico compara las descripciones de la imagen en niveles sucesivos de de-
talle. Las representaciones de imagenes propuestas por Martens en el articulo
[4] eran descripciones polinomiales locales y finitas en 2D. En este articu-
lo propone la utilizacién de polinomiales locales 1D, motivado por el hecho
de que en las imagenes naturales la mayoria de las descripciones locales 2D
pueden ser aproximadas correctamente por descripciones 1D; de esta manera
el poder descriptivo de la aproximacién 1D es mucho més parecido o ade-
cuado que en el caso de las descripciones 2D. Esto refleja el hecho de que
las estructuras locales 1D, como los bordes, representan una mayoria de las
regiones no-constantes. La importancia de las estructuras 1D ha sido recono-
cida ampliamente en visiéon computacional, donde muchos algoritmos han
sido diseriados especificamente para detectar y localizar estas estructuras.
En la codificacién por transformada polinomial 1D, el analisis que se efectia
en cada nivel del codificador no se restringe a la transformacién polinomial
directa 2D en coeficientes Ly, n—m, Sino que estos coeficientes son mapeados
subsecuentemente en un angulo 6ptimo @ y los coeficientes polinomiales 1D

kE n
Ko = Z Z Lmp-m * hig(m,n —m) (2.53)
n=0m=0
para k = 0,1,..., N, utilizando el procedimiento descrito en la seccion

‘Representacion de imégenes con coeficientes polinomiales unidimensiona-
les’, donde también se define la funcién angulo A . El angulo éptimo se en-
cuentra maximizando la energia direccional Ef:":lKg.g o0, equivalentemente,
el coeficiente de contraste

Cy = log

N
1+>° K,E,{,.l (2.54)

k=1

sobre todos los angulos. Como resultado se tiene que para cada posicién de
la ventana en el nivel 4, la imagen original se mapea en coeficientes 1D K g,
y un angulo éptimo 6.

2.10. Caso 1-D: Transformada de Hermite Multi-
escala, [6]

2.10.1. Descomposicion multiescala

Para comprender el concepto de escala se puede ver a la imagen como la
representacion de una escena fisica donde, por ejemplo, el efecto de la distan-
cia de observacion se puede traducir en un escalamiento de la distribucién
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de intensidades de la representacion; esto significa que al alejarse del objeto
observado se incrementa la escala de la representacion y por lo tanto se pier-
den detalles, mientras que al acercarse se disminuye la escala y se perciben
mas detalles. La representaciéon espacio-escala emplea las versiones escaladas
de la Gaussiana, de integral unitaria, G(z) = exp(—z2)/\/(r), para eliminar
detalles de la senal de luminancia L(z) mediante la operacion de convolu-
cién; es decir que L(z,s) = L(z) *» G(z,s) es la representacién de la senal
a la escala s, donde G(z,s) = G(z/v/4s)/\/4s es la Gaussiana a la escala
s > 0. La variable normalizada £ = z/v/4s es referida como coordenada na-
tural. Para poder arribar a un resultado que ponga en evidencia la relacién
existente entre las estructuras de la imagen percibidas a diferentes escalas, es
necesario tener una idea sobre la forma en la que el sistema de vision humana
podria llevar a cabo dicho proceso. Los resultados psicofisicos evidencian la
existencia de por lo menos cuatro canales en cada punto del campo visual
a nivel de la retina (especificamente en las células ganglionares ). Dichos
canales exhiben una respuesta aproximada a una diferencia de Gaussianas
(DoG del inglés Difference of Gaussians) cuya respuesta al impulso se escribe
como DoG(z,s;,s82) = G(z,s1) — G(z,s2) para s2 > s;. La respuesta del
filtro DoG contiene la informacion que debe ser agregada a la representacion
a la escala sy para obtener la representacién a la escala menor s;. Asi, la
senal puede ser expresada como una suma de canales DoG

L(z) = i L(z) * DoG (=, sk-1, Sk) (2.55)

k=—00c

con sk > Sk—1. Se requiere que el pardmetro de espaciamiento T = (s —
Sk—1)/Sk sea constante para todo entero k, lo cual estd en acuerdo con datos
psicofisicos que soportan la existencia en el HVS (Sistema de Vision Humano)
de un namero de canales cuyas frecuencias centrales mantienen una relacion
de aproximadamente una octava, es decir T = 0,75.

2.10.2. Analisis estructural

En la mayoria de las aplicaciones es deseable saber que parte de la in-
formacién contenida en cada canal, hablando en términos perceptivos, debe
agregarse con mayor intensidad (por ejemplo, bordes, lineas, esquinas, etc.)
y que parte de informacién debe ser atenuada porque resulta molesta a la
vista (por ejemplo, texturas finas o ruido). En tal caso, resulta apropiado
llevar a cabo un analisis derivativo para discernir entre las diferentes estruc-
turas de interés. Asi, la estructura local de una sefal se infiere a partir de
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las derivadas de las representaciones escaladas. Por otra parte, las derivadas
de L(zx,s) se pueden obtener convolucionando la funcién L(x) con los ope-
radores derivadas de Gaussiana (DG), G, (z,s) = d3G(z,s). Por tanto, el
siguiente paso es expresar al filtro DoG en funcién de las DG, lo cual se
consigue tomando la expansion en serie de Taylor de la Gaussiana a la escala
Sk—1 alrededor de la escala s, es decir,
oo n
DoG(z, Sk—1,8k) = Z E—{E{C)-ng(w, Sk) (2.56)
n=1
En la préctica se debe limitar el nimero de términos de esta serie a un nimero
pequenio. Estudios neurofisiolégicos indican que el sistema visual trabaja con
derivadas hasta de cuarto orden. En este estudio matemaético, sin embargo,
se consideran todos los términos de la serie ya que las aproximaciones pueden
ser estudiadas como casos particulares.

2.10.3. Definicién de la THM

La ecuacién 2.56 muestra explicitamente que las derivadas de orden impar
no contribuyen en la descripcion de la imagen. Por otro lado, es deseable que,
al menos en la etapa de anilisis del modelo, aparezcan todas las derivadas
con el fin de tener una descripcion mas rica de la estructura de la senal.
Por lo tanto, es necesario distinguir la fase de andlisis de la fase de sintesis
en el modelo. Esto se logra factorizando las DG que aparecen en la serie
2.56 usando la propiedad de cerradura bajo convolucion. Mas atn, si se
interpretan las operaciones de convoluciéon como producto interno, es posible
escribir las expresiones para la reconstruccion de la senal como

L(z) = i iT“D,(f)(x) (2.57)

k=—oon=1

donde las funciones

DP(z) = (LY (€), G (z,€))e (2.58)
paran = 1,2,... aportan los detalles de la senial a todas las escalas y estan
determinadas por las derivadas escaladas,

LP(E) = (L), GP (=,€))s (2:59)

las cuales se determinan proyectando la sefial de entrada sobre las funciones

de analisis
1 T

Va7 7Y
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paran = 1,2,... y s = (1 — 7)"*sq para todo k entero. Al analisis de la
senal expresado en la ecuacion 2.59 se le conoce como THM directa, mientras
que la reconstruccion de la sefial mediante la ecuaciéon 2.57 y las funciones
de detalle en la ccuacion 2.58 se conocen como THM inversa.

2.10.4. Acotamiento del rango de escalas

Si se considera un nimero finito K de canales DoG y se supone que la
escala menor es suficientemente pequena, la descomposiciéon multicanal se
reduce a

L(z,s0) = Lk, sg) + Z ZT“DUC) (2.61)
k=1n=1

donde sy y sk determinan las resoluciones limite del analisis. El residuo
pasobajas L(z, sk) no puede ser despreciado para valores de K en un rango
préactico, pero su variacién es, en general, menor que la de la senial original.
En cambio, el residuo pasoaltas L(z) — L(z,so) es despreciado en virtud
de que sg es suficientemente pequenio. En los casos en los cuales el residuo
pasoaltas contiene informacién relevante, se puede agregar un canal definido
entre las escalas 0 y so(7 = 1), ya que la sefial es la representacion a la escala
cero. Por lo tanto, generalizando las definiciones de las ecuaciones 2.58,2.59
y 2.60 para n = 0, es posible escribir la THM como

L(z) = D{(z) + Z DO (z) + Z Z D) (z (2.62)

k=1n=1

donde los dos primeros términos del miembro derecho son justamente el resi-
duo pasobajas y el residuo pasoaltas respectivamente. El caso cuando K =0
se conoce como transformada de Hermite de una sola escala (o simplemente
TH). En tal caso no aparece el tercer término de la ecuaciéon 2.62.

2.10.5. Esquema piramidal continuo

Al esquema de procesamiento en el cual la imagen se descompone en un
nimero de subimagenes pasobajas o pasobanda, las cuales son submuestreadas
en proporciéon a su resolucién, se le conoce como esquema piramidal. Cada
nivel de la pirdmide guarda una relacién lineal con los niveles adyacentes y
dicha relacién es invariante con la escala. Esta definicion esta enclavada en el
contexto de senales discretas, pero puede ser extrapolada al caso continuo si
se reemplaza el remuestreo por un reescalamiento de la coordenada espacial.
En tal caso, todos los niveles de la pirdmide quedan definidos en un dominio
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continuo. La relacién piramidal de la THM se deriva del hecho de que las
funciones de analisis de un orden dado forman una piramide Gaussiana dada
por la relacién lineal

oo
VTeR@o = [~ G wnPuTe - (269
—00

donde los coeficientes de la piramide P, (z) = G%(—z/v/4c)/v/40 son derivadas
de Gaussiana a la escala ¢ = 772 /4, la cual se mantiene constante para to-
dos los niveles. El factor T = 1/4/1 — 7 determina la proporcién entre las
coordenadas de un nivel dado y del nivel anterior. Para 7 = 0,75 se tiene
T = 2. Aplicando sucesivamente la propiedad 2.63 en la expresion 2.58 se
obtiene la relacién piramidal ascendente

DF = {(VPLET « )T« RIT s R}« RO (264)
—,  p—
k—1factores

parak=1,..., K—-1y j=8 (z) = Gy (—x/v/4s0)/+/4s0. Por otra parte, si se
aplica la misma propiedad a la fase de analisis de la ecuacién 2.59, se obtiene
la relacién piramidal descendente

VILE = {[(L* P % P)'T .. x Py!T % (=1)" P }T (2.65)
S—— —
k—1factores

Los simbolos T Ty | T significan que la coordenada se multiplica por T y
T-! respectivamente. De las ecuaciones 2.64 y 2.65 se obtiene el esquema
piramidal mostrado en la figura 2.3 donde, por simplicidad, se escribi6 Lﬁf)
en lugar de \/r_nLQ‘). Como se puede observar en este diagrama, el esquema
piramidal tiene la caracteristica de que la reconstrucciéon se realiza por etapas
agregando sucesivamente las contribuciones de cada nivel de la pirdmide
comenzando con el residuo pasobajas.

2.10.6. Predicciéon entre niveles

Una desventaja de la THM es que incrementa las dimensiones del es-
pacio de representacion de la senal (de posicién a posicion-escala-orden de
derivacién) que en la préctica se traduce en un incremento en la redundancia.
Parte de esa redundancia se debe a la dependencia lineal entre las funciones
de analisis de distintas escalas. En particular, se puede demostrar que las
funciones del nivel k — 1 se relacionan con las del nivel k£ mediante

VG (z,8) = enm / " VTC®) (@, 1) Prn(n — T-1) d (2.66)
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Figura 2.3: Esquema piramidal de analisis y sintesis de la THM

con las constantes ¢, m, = /CRT~™([(1+T?)/2]™ ™. Esta dependencia lineal
entre las funciones de anélisis permite insertar la THM en un esquema de
prediccién en el cual cada nivel se estima a partir del siguiente nivel.

2.11. Caso 2-D: Transformada de Hermite multiescala-
multidirecional

2.11.1. Descomposiciéon multiescala de senales 2-D

Para el caso de senales multidimensionales, la representaciéon multiescala
se lleva a cabo filtrando la senal en cascada a lo largo de cada coordena-
da ya que la Gaussiana multidimensional se expresa como un producto de
Gaussianas 1-D de cada coordenada. En particular, para el caso bidimensio-
nal se definen los operadores de derivadas escaladas como Gy p—m (2,9, 8) =
Gml(z,8)Gn-m(y,s) poram=0,1,...,nyn=0,1,...,, donde n es el orden
de derivacion total. Por lo tanto, la descomposicién de seriales bidimensio-
nales en canales DoG es anéloga al caso de senales 1- D.
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2.11.2. AnaAlisis estructural de senales 2-D

Otro factor fisico que influye en la representaciéon de los patrones vi-
suales es la inclinacién relativa del sistema de visién con respecto a un
eje de referencia en la escena. Dicha inclinacién hard que las estructuras
de la imagen se perciban con una orientaciéon determinada, la cual sélo
puede ser vista por operadores sensibles a la orientaciéon. La ventaja de
usar derivadas de Gaussiana se hace evidente cuando se requiere represen-
tar estructuras orientadas ya que la funciéon DoG es isotropica. Se puede
demostrar que el conjunto formado por las n + 1 derivadas bidimensiona-
les de orden m permite representar patrones de hasta n orientaciones si-
multineas. Para propositos de anélisis de orientacion es conveniente tra-
bajar con las versiones rotadas de estos operadores. Sean los operadores
Gman-m(z,Y, 8,0) = Gmn—m(xcosd+ysentd, —zsend—+ycosb, s), donde 6 es el
angulo de rotacion, se puede demostrar que estas funciones estén relacionadas
linealmente con las funciones referidas al sistema original. Las derivadas
direccionales de Gaussiana (DDG), denotadas por Gy, o(z, ¥, s, 6), se han em-
pleado eficazmente en la deteccién y discriminacion de orientaciones. Estos
operadores son ideales para la descripcion de estructuras orientadas porque
satisfacen la llamada propiedad de direccionamiento (steering), a partir de
la cual se demuestra que solo se requiere conocer la respuesta de la DDG de
orden n en n + 1 direcciones para poder conocer la respuesta en cualquier
direccién. La expansion en serie de Taylor de la DoG bidimensional puede
escribirse ya sea en funcién de las DG bidimensionales o bien en funcién de
las DDG. La primera expansién produce la THM en dos dimensiones, que
no es otra cosa que la transformacién definida en la seccién anterior pero
aplicada sobre ambas coordenadas espaciales. El segundo caso es més intere-
sante y vale la pena describirlo con mayor detalle. En este caso la expansion
de la DoG se escribe como

T

> —Tsp)"
DOG(I,y,Sk_l,Sk) = ZZC“—IJCJGQRIQ(J:,? ,Sk,aj) (2.67)
n=1j=0 '

donde 6; = 6y + jn/(n+ 1) para j=0,...,ny

1 1 o (PP
Ch == = ( znr)t (2.68)
Zj:l Sengﬂ(;ii-_) n-+ 1 =0 C?'ﬂ.
paran = 1,2,.... Note que el orden de derivacién n determina la resoluciéon

angular y que el angulo 6y es un parametro libre que puede ser elegido segiin
convenga.



2.11.3. Definiciéon de la THMM

Partiendo de la expansion 2.67 y procediendo como en el caso 1-D, se
construye una transformada que resulta mas apropiada para la descripcion
de imégenes, ya que las funciones de analisis que se obtienen incluyen las
tres transformaciones geométricas fundamentales: traslacion, rotacion y es-
calamicnto. El proceso de andlisis

LED(E,) = (L2, y)GED (@, 9,6 M) e 2.08)

mediante las funciones de analisis

; 1 xcost; + ysenb; —xsenl; + ycosl;
(k.g) - * J . 1 (o
Gn (:r; ?,h é'.! T;") 23k n,U( \/E 3 \/m "’?)
(2.70)

conf; =@y +j/(n+1) paraj=0,...,m;n=12... ysp = (1—-7)7F
para todo k entero, es referido como transformada de Hermite multiescala-
multidireccional (THMM) porque emplea las DDG a multiples escalas y
orientaciones. Y por tanto, al proceso de reconstruccién de la senal a par-
tir de esta representacion se le denomina THMM inversa. En este caso, la
reconstruccion de la senal

n

L(z,y) = i iz D) (z,y) (271)

7=0

se lleva a cabo sumando las contribuciones de las funciones de detalle direc-
cional

D) (z,y) = (LI (€, n)GE) (2, y,€,1))(em) (2.72)

sobre el conjunto de escalas y orientaciones previamente definido.

2.11.4. Filtrado direccional

La representacion de imégenes mediante la THMM tiene la desventa-
ja de que las funciones de anilisis de la ecuacién 2.70 son no-separables y,
por lo tanto, su implantacién puede resultar costosa en cuanto a recursos
computacionales. Sin embargo, ese costo puede ser reducido si se calcula la
transformada del caso separable y posteriormente se transforman los coefi-
cientes del mismo orden total a través de las funciones de angulo

tmn-m(0) = /CPcos™Gsen™ ™0 (2.73)
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para m = 0,1,...,n, ya que las funciones de andlisis en el punto (£,n) =
(0,0) estan relacionadas linealmente como

T
; k
G (@,9) = Y Qmp-m(6,)GR) (2)Grlm() (2.74)
m=0
para n = 1,2,.... La proyeccién de la sefial sobre las funciones de andlisis

equivale a una convolucion con los filtros direccionales que se obtienen refle-
jando las funciones de la ecuacién 2.74 respecto a x y y, mas la normalizacién
de coordenadas respecto a escala y orientacion. El filtrado direccional es am-
pliamente citado en la literatura como mecanismo para hacer explicita la
informacién relevante de una imagen. Por ejemplo, considérese una estruc-
tura 1-D orientada con un angulo ¢ medido respecto al eje z. La THMM

que se obtiene para esta estructura tiene la forma LS‘J) = cos™(0; — ¢) ;ng

donde Hf;k) es la THM del perfil 1-D de la estructura. Estos coeficientes 1-D
contienen informacién sobre contraste y nivel de luminancia, mientras que
los coeficientes L,(qk‘j ) contienen ademas informacion sobre la localizacién y
orientacién de la estructura a distintas escalas.

2.12. Caso discreto: THDM y THDMM

2.12.1. Espacio-escala discreto

Dado que en la practica las imagenes obtenidas son representadas digital-
mente para su manipulacién y almacenamiento, es necesaria una formulacion
discreta del modelo. Un problema concerniente a la representacion espacio-
escala de sefiales discretas es cémo discretizar la teoria espacio-escala y al
mismo tiempo mantener las propiedades del caso continuo. Para senales uni-
dimensionales se puede formular una teorfa discreta completa siguiendo el
mismo axioma de causalidad del caso continuo; H (-, s) es un kernel discreto
de la representacién espacio-escala si, y solo si, el nimero de extremos lo-
cales de L * H no excede el nimero de extremos de L. El tnico kernel de
soporte compacto que satisface este axioma es la funciéon binomial genera-
lizada. Y si la definicién se combina con el requerimiento de que la familia
de transformaciones de suavizado debe obedecer la propiedad de semigrupo,
H(: s9)*xH(-,81) = H(+,82+51), entonces la tinica funcién que puede ser can-
didata para kernel del espacio-escala discreta es la funcién binomial simétrica
Blz,N] = 272NC5¥N para N € Z+, z = —=N,...,N y B[z, N] = 0 para
cualquier otro valor de z. Este kernel satisface varias propiedades en el do-
minio discreto que son similares a las del kernel Gaussiano en el dominio

30



continuo; por ejemplo, tiende a la funcién delta discreta cuando N — 0,
mientras que para valores grandes de N se aproxima a la Gaussiana. A pesar
de que esta formulacién de la teoria espacio-escala es completa y analoga al
caso continuo, no puede ser extrapolada a espacios de méas de una dimension.
Se ha demostrado que usando argumentos similares al caso continuo no exis-
te ningun kernel trivial en dos o méas dimensiones que garantice no introducir
nuevos extremos locales. Sin embargo, la causalidad de los extremos locales
puede ser expresada alternativamente: Si para un nivel de escala sp, un pun-
to zp es un maximo (minimo) local a ese nivel, entonces su valor no debe
incrementar (decrementar) al incrementar la escala. Intuitivamente, este re-
querimiento previene que los extremos locales sean realzados o aparezcan de
la nada. Basado en este axioma, se puede generalizar el kernel binomial a
dos dimensiones como B[z, y, N] = Bz, N|B[y, N|. En este caso, aunque la
escala es la misma en las orientaciones vertical y horizontal, no es asi para
las orientaciones oblicuas; lo cual supone una limitacién para el anélisis de
orientaciones.

2.12.2. Derivadas discretas

El equivalente discreto de las derivadas escaladas se escribe en térmi-
nos de diferencias finitas del kernel binomial, es decir, B,[z, N] = é7 B[z —
N,N —n/2] paran = 0,...,2N. En lo sucesivo se haré referencia a estas
funciones como Diferencias de Binomial (DB). Se puede demostrar que las
DB tienden asintoticamente a las DG al crecer la escala, especificamente,
B[z, N] ~ Gn(z,N/4), N — oo. De ahi que la mayoria de sus propiedades
puedan predecirse con bastante precisién a partir de las propiedades corres-
pondientes del caso continuo haciendo N = 4s. La generalizacion de estos
operadores a 2-D es inmediata por la separabilidad del kernel binomial, es
decir, By m(z,y, N] = Bylz, N|Bnyly, N]. Por lo que el filtro de derivada
direccional se puede definir convenientemente como

T
By[z,y,N,0;] = > Cmcos™(6;)sen™ ™ (8;) B[z, N)Bn-mly, N] (2.75)
m=0
donde el parametro de orientacion esta discretizado como en el caso continuo:
0; =6p+ jm/(n+1), para j =0,...,n y un valor 6 arbitrario.
2.12.3. Definicién de la THDM
El filtro DoG puede ser aproximado por una Diferencia de Binomiales

(DoB) y dado que las funciones Binomiales son de soporte compacto, su
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representacion mediante las DB se expresa como una suma finita. A partir
de esta aproximacién se construye la version discreta de la THM a la que
denominamos THDM. La descomposicion de una senal discreta se representa
como una suma finita de las funciones de detalle discretas DI = (L(k])' T 4

TkBSIk}, esto es,

K TNy

L[z) = D{(a] + Z DO+ > > TP (E)DP(]  (2.76)

k=1n=1

donde, como en el caso continuo, la fase de analisis L%k) = (L= (—l)“Bﬁk))lT*
puede verse como la proyeccién de la senal de entrada sobre las funciones de
analisis

BF[z,&] = B[z — Txé, Ni/2] (2.77)
Note la similitud de estas expresiones con las obtenidas para el caso continuo
con numero finito de canales DoG. De hecho, los coeficientes 1‘9" tienden a
7" a medida que el indice de escala k crece (N — o0). El primer término
de la ecuacién 2.76 corresponde al residuo pasobajas; el segundo, al canal
DoB entre las escalas cero y Np; y el tercero, a los canales espaciados logarit-
micamente con parametro de espaciamiento 7 = (Ny — Ni_1). El factor de
normalizacion Ty, = /N /2 debe ser entero. Evidentemente, el valor T =
genera una secuencia de escalas Ny = 2%*1 cuya constante de espaciamiento

T =0,75.

2.12.4. Definicién de la THDMM

La THDM se generaliza directamente a dos o mas dimensiones en forma
similar al caso continuo, mientras que la version discreta de la THMM se
calcula a partir de ésta mediante la definicion de la ecuacién 2.75 . Es decir,
para un punto genérico la expresiéon

Lip) = Zam m(0) LS (2.78)

sirve para el analisis de la senal, mientras que para la sintesis de la senal se
efectiia la THDM inversa con los coeficientes

HE i 20y Gy (851 LD (2.79)
j=0
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Es de esperarse que, debido al submuestreo, los coeficientes L,(:f,)n_m yH f,f"_)n__.m_
reproduzcan imagenes ligeramente diferentes. Por lo general suele elegirse
Oy = arctan(Lgfl)/Lgfé) en todos los niveles, lo que ocasiona que Lgk‘m =,
La ventaja de la THDMM es que tiende a compactar més la energia a lo
largo de una coordenada.

2.13. Clasificacion de estructuras en el dominio de
la THDR

En esta seccién se presenta un esquema de representacion de imégenes
basado en una clasificacién perceptual de los coeficientes de la transformada
de Hermite discreta rotada (THDR) sobre una latice de muestreo aproxi-
madamente hexagonal. Las funciones de analisis de la THD corresponden
a funciones binomiales que aproximan a las derivadas de Gaussiana con la
ventaja de que pueden ser calculadas mediante un algoritmo rapido. Los coe-
ficientes de un mismo orden se mapean mediante una transformaciéon unitaria
especificada localmente. La transformacion se basa en funciones binomiales
generalizadas, y como resultado se obtienen los coeficientes de la THD referi-
dos a un sistema de coordenadas rotado de tal forma que la energia de los
coeficientes se concentra a lo largo de una coordenada. Dicha representacion
permite un proceso de clasificacién perceptual en el cual se define un umbral
de error maximo tolerado para la aproximacion del bloque por una constante
(patrén O-D) o por una estructura orientada (patrén 1-D).

2.13.1. Descomposiciéon de la imagen

El primer paso consiste en el mapeo de los datos de la imagen (mediante
la THD a una sola escala) en un conjunto de coeficientes espectrales a partir
de los cuales es posible obtener una reconstruccion ‘perfecta‘ de la imagen.
La THD se basa en los filtros binomiales

B = (=1re-NCaAr{ct (2.80)

paran,k =0,...,IN donde n es el orden de derivacién y N +1 es la longitud
del filtro. Para las pruebas se emplearon filtros con IV igual a una potencia
de 2. Por otro lado, se definen las funciones binomiales

Anp =V NAYCR (2:81)

33



para n,k = 0,..., N, las cuales estan relacionadas con los filtros binomiales
mediante B, = Wi A, y—_k, donde

Wi=y/2-Nak (2.82)

es la ventana binomial. Las funciones binomiales satisfacen un namero de
propiedades importantes las cuales pueden ser estudiadas usando la repre-
sentacién matricial A = [A, k)n k=0, n. Por ejemplo, para N = 8 la matriz
se escribe explicitamente como

(

8 28 5 70 5 28 8 1\
6 14 14 0 =14 -1 —6 —I

4 4 oA A —4 4 4 1

2 -2 -6 0 6 2 -2 —1
0 -4 0 6 0 -4 0 1 (2.83)
VBl 1 9 9 6 0 -6 2 2 -1
1 -4 4 4 -10 4 4 -4
1 -6 14 —-14 0 14 -14 6
\1 -8 28 -5 70 -56 28 -8

b=t et

/

donde cada renglon representa una méscara de andlisis. Las funciones bi-
nomiales satisfacen la propiedad de ortogonalidad AA = I, donde I es la
matriz identidad. Por lo tanto, la transformacién definida por la matriz A
lleva a cabo las mismas operaciones tanto para el analisis como para la sin-
tesis. La salida de los filtros binomiales en una posicién genérica se puede
obtener mediante la transformacién definida por la matriz B = WA, donde
W = diag(Wi)x=0,... ~ s una matriz diagonal que representa la ventana bi-
nomial. De la propiedad de ortogonalidad de la matriz A se puede demostrar
que BBT = W2, Si F es una matriz cuadrada que contiene los datos de un
bloque de (N + 1) x (N + 1) de la imagen de entrada, entonces G = BF BT
son coeficientes de la THD. Se dice que la THD es una expansion local de
los datos de la imagen ya que para cada punto sobre una latice de muestreo
se puede obtener la representacion local W2FW? = BTGB.

2.13.2. Rotacion local

La rotacién local en el dominio de la transformada puede verse como un
mapeo de los coeficientes espectrales a través de una transformacién unitaria.
Esta se lleva a cabo sobre los coeficientes de un mismo orden y puede ser
representada matricialmente como se describe a continuacién. Sean g, para
n = 0,...,2N, los vectores columna formados por las antidiagonales de
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la matriz de coeficientes G y scan las funciones binomiales gencralizadas
definidas como

Afsi — C—kSkAn{CKFZJ:LCQk—nSN—2k+ﬂ} (284)

con ¢ = cosf y s = senf para 0 < 6 < 7. Se puede ver que si el parametro
de sesgo 6 se hace igual a 7/4 se obtiene el caso simétrico, es decir, A, ; =
Ai:,fq)‘ Usando la notacion matricial se denotara la matriz de funciones bino-
miales generalizadas por A(g). Esta matriz satisface la misma propiedad de
ortogonalidad del caso simétrico. Las primeras tres matrices (excepto el caso
N =0, el cual se reduce a la unidad) tienen la siguiente expresién explicita

_ s 2sc c? g8 3sc 3sc? 3
( ¢ = ) | se 2—52 —sc |,| s?c 2sc®—s* 2 —-25%c —s’¢c
& TR 2 —2sc s2 s3 —3s2¢c 3sc? -3
(2.85)

La rotacién de los vectores de coeficientes para un dngulo ¢ dado se obtienen a
partir de la transformacion definida por la matriz R9) = WA@OW 1 es decir
que el vector gﬂ,(f) = R g, representa los coeficientes de orden n referido a
los ejes coordenados rotados por un angulo § medido en sentido inverso a las
manecillas del reloj, mientras que la rotacién inversa se consigue aplicando
la matriz de rotacion transpuesta a los vectores de coeficientes rotados. En lo
subsecuente se haré referencia a los coeficientes rotados a través de la matriz
G cuyas antidiagonales son justamente los vectores gif). En las pruebas
presentadas aqui, se eligio el 4ngulo del gradiente 8 = arctan(Go 1/G10)

2.13.3. Clasificacion

La idea de clasificar los bloques de coeficientes previamente rotados tiene
la finalidad de reducir la redundancia aprovechando el hecho de que en mu-
chos casos el valor de la imagen puede ser localmente aproximado por estruc-
turas que son O-D o I-D. Para bloques localizados en regiones homogéneas,
todos los coeficientes, excepto Goo (el coeficiente de DC), tienen poca re-
levancia en la reconstruccion de la sefial. Mientras que los coeficientes para
bloques localizados sobre los contornos presentan una concentraciéon de ener-
gia importante sobre la primera columna de la matriz G (por simplicidad
se omitira el superindice de aqui en adelante) y, en tal caso, los coeficientes
Gi; para j > 0 pueden ser despreciados. En el resto de los casos deberan
codificarse todos los coeficientes. Si las clases se etiquetan como O-D, 1-D
y 2-D respectivamente se tienen las siguientes hipotesis: HO = el bloque es
O-D, H1 = el bloque es 1-D, H2 = el bloque es 2-D. La particién del espacio
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Figura 2.4: a) Umbral de detecciéon de contraste y b) Umbral de enmas-
caramiento de contraste

en las clases definidas arriba puede llevarse a cabo mas facilmente asumiendo
que cualquiera de ellas puede ser perfectamente descrita por las siguientes
variables:

N N N
L=Gopc=[>. 6% -1"? ac=[c?-Y G| (286)

i=0 j=0 i=1

La clasificacién se lleva a cabo en dos pasos. En primer lugar separamos los
bloques O-D mediante la comparacion

CSH ua*oCinr (L) (2.87)

donde la curva Cy,(L) representa el umbral de deteccion de contraste. Esta
curva se infiere mediante la imagen de estimulo de la figura 2.4 a) (izquierda).
La imagen presenta ruido blanco gaussiano cuya media varia lincalmente en
la direccion horizontal y cuya desviacién estandar varia linealmente en la
direcciéon vertical. La curva trazada sobre la imagen es una curva de deteccion
tipica que senala el umbral a partir del cual el contraste local es visualmente
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relevante. El umbral se ajusté por el siguiente modelo

LY — L. 1/
Cthr = Chnin + —thn (288)
min Ia +Lm£n

donde el exponente a esta entre O y 1 (tipicamente 0.6) y Cyin es el con-
traste minimo al nivel de intensidad L,,;, ¢l cual define a su vez ¢l nivel de
maxima sensibilidad al contraste. En la figura 2.4 a) (derecha) sc muestran
la curva teodrica de la ecuacion 2.88 y las mediciones sobre el perfil mostrado
en la imagen. Se observa que el modelo ajusta bastante bien los datos sub-
jetivos. En el segundo paso, separamos la clase 1-D del conjunto de bloques
no clasificados mediante la comparacién

ACSE ki ACu (L, C) (2.89)

donde ACyy,, es el umbral de enmascaramiento de contraste. Idealmente, si
un bloque contiene una estructura orientada, toda la energia queda conteni-
da completamente en la direccién del gradiente y el contraste residual es
cero. En la practica, sin embargo, lo mas comin es que exista un contraste
residual diferente de cero aun en los casos en que visualmente se perciba
una estructura orientada. Esto se debe al fenémeno visual conocido como
enmascaramiento de contraste, el cual se refiere justamente a la reduccion
en la visibilidad de una componente de la imagen debido a la presencia de
otra. El modelo de enmascaramiento visual que se emplea esta basado en los
trabajos de Legge y Foley donde

ACipr = maz(Cipr, CPCJ-P) (2.90)

v el exponente [ esta entre O y 1. Note que cuando 8 = 0 no existe enmas-
caramiento y el umbral es constante igual a Cy,,.. Cuando 8 = 1, se tiene lo
que comunmente se denomina ley de Weber. Un valor tipico es 8 = 0,7. La
figura 2.4 b) muestra la curva teodrica (derecha) y las mediciones obtenidas a
lo largo de la curva mostrada en la imagen de estimulo (izquierda). La curva
define un umbral subjetivo que separa las estructuras 1-D de las estructuras
2-D. En este caso la imagen de estimulo esta compuesta de barras senoidales
cuya amplitud varia linealmente en direccién horizontal méas ruido blanco
con desviacién estandar variando linealmente en direccion vertical.
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Capitulo 3

Campo de vectores de energia
y clasificacion de estructuras
de una imagen

3.1. Descripcién

En este capitulo se presentan los resultados de haber aplicado la repre-
sentacién con coeficientes polinomiales unidimensionales y la clasificacion de
estructuras, como se hizo en [6] pero esta vez a una imagen SAR del valle de
México, captada por el radar transportado por el satélite ERS-2 en el ario de
1995. Cabe mencionar que dicha imagen, en formato raw, fue provista por
la European Space Agency ESA, bajo el contrato: A03-318. Los resultados
de estas prucbas se presentaron en |7].

3.2. Campo de vectores de energia, [5]

Las representaciones de imégenes propuestas por Martens en el articulo
[4] e incluidas al inicio del capitulo 2, eran descripciones polinomiales locales
y finitas en 2D; mas adelante, el mismo Martens propone la utilizacion de
polinomiales locales 1D motivado por el hecho de que en las imégenes na-
turales la mayoria de las descripciones locales 2D pueden ser aproximadas
correctamente por descripciones 1D, y de esta manera el poder descriptivo
de la aproximaciéon 1D es mucho maés parecido o adecuado que en el caso
de las descripciones 2D. Esto refleja el hecho de que las estructuras locales
1D como los bordes representan una mayoria de las regiones no-constantes.
La importancia de las estructuras 1D ha sido reconocida ampliamente en
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visién computacional, donde muchos algoritmos han sido disenados especifi-
camente para detectar y localizar estas estructuras. A partir de la aplicacion
de la representacién de coeficientes polinomiales unidimensionales a una ima-
gen, es posible obtener el campo de vectores de energia correspondiente. En
este campo de vectores, existe un vector con magnitud y direccién, para cada
pixel, que representa la cantidad y direccién de energia presente en el mismo.
En la representacion de imagenes con coeficientes polinomiales unidimensio-
nales, el analisis que se efectiia no se restringe a la transformacién polinomial
directa 2D en coeficientes Ly, n—m, sino que estos coeficientes son mapeados
subsecuentemente en un angulo 6ptimo 8 y los coeficientes polinomiales 1D

k n
Kk,& = Z Z Lm,n—m 4 hk,ﬁ(m$ n— m) (31)
n=0m=0
para k = 0,1,..., N, utilizando el procedimiento descrito en la seccién

"Transformada Polinomial 2D", donde también se define la funcién angu-
lo hig. El angulo 6ptimo se encuentra maximizando la energia direccional
Ef:":le‘G, o equivalentemente, el coeficiente de contraste

N
Co=log |1+ Ki, (3.2)
K=t

sobre todos los angulos que se muestran en esa misma seccion, Como resul-
tado se tiene que para cada posicion de la ventana en el nivel ¢, la imagen
original se mapea en coeficientes 1D Ky g, y un angulo éptimo 8. De es-
ta manera, se obtiene un conjunto de vectores orientados cada uno en la
direcciéon de méaxima energia, esto es, en la direccion de orientacion de la
estructura o patréon 1D. A continuacién se presentan los campos de vectores
de energia correspondientes a varias secciones o recortes de la imagen.
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3.3. Patrones 0D, 1D y 2D, [6]

Nuevamente bajo la premisa de representar a la senal, en cste caso la
imagen, cn patrones que sean perceptualmente importantes, se propone la
clasificacion de todas las estructuras existentes en patrones denominados:
0D, 1D y 2D. Los patrones 0D, representan aquellas estructuras en la ima-
gen que no cuentan con ninguna orientacion, tal es el caso de superficies ho-
mogéneas que en imagenes SAR pueden representar grandes zonas de cultivo,
explanadas, techos de grandes edificios, ete. Por otro lado los patrones 1D,
corresponden a estructuras que cuentan con una sola orientacion definida,
como en el caso de bordes vy lineas, que en iméagenes SAR pueden representar
grandes avenidas, cauces de rios o bordes de grandes edificios. Finalmente.
los patrones 2D representan estructuras donde esta presente mas de una
direceion, como en esquinas o puntos con remanente de ruido en imdgenes.
A partir del método presentado en la seccion ‘Clasificacion de estructuras
en ¢l dominio de la THDR® del capitulo 2, aplicado a una imagen SAR, os
posible obtener una matriz, del mismo tamaiio de la imagen original, donde
a cada pixel de la imagen se le asocia una clase, 0D, 1D 6 2D, lograndosc a
partir de esto la clasificacion. A continuacion se presentan las clasificaciones
realizadas para varias secciones o recortes de la imagen.



20}

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 3.18: Secciéon de prueba no. 1

.

|
| ¥ T —— —b.
-10 Q 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 3.19: Patrones 0D +, 1D { y 2D A, para la seccion 1, escala menor
s=0



10

20

50 1

60 |

oS
12
=
7
o

S=

30

40}

-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 3.21: Patrones 0D 1, 1D ¢ v 2D A, para la scecion 1, escala nayvon
|

o0



20 40 60 80 100 120

Figura 3.22: Seccion de prueba no. 2

L 4 L = i L I

20 40 60 a0 100 120

Figura 3.23: Patrones 0D -+, 1D ¢ v 2D AL para la sceeiom 2. escala menon
wf



20 40 60 T 80 100 120

Figura 3.24: Patrones 0D +. 1D ¢ y 2D A. para la seccion 2, escala media

20 40 60 80 100 120

Figura 3.25: Patrones 0D ¢, 1D § v 2D A, para la scecion 2, escala mavo

§-=2



0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100

Fignra 3.26: Scccion de prueba no. 3

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.27: Patrones 0D ~, 1D ¢ vy 2D A, para la seccion 3, escala menor
s -0

53



a0

a0 |-

70+

80 ~

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.28: Patrones 0D +, 1D ¢ y 2D A, para la seccion 3, escala media

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.29: Patrones 0D +, 1D ¢ v 2D A, para la seccion 3, escala mayor

52



40

50

(41¢]

20}

30}

60}

60

Figura 3.31: Patrones 0D . 1D ¢ v 2D A, para la seccion <. cscala menor

& =1)



v

TEH

HEERHE
et

1

a0

40}

60

cscala media

ecion

S(C

para la

ID &y 2D A

5

s 0D

Figura 3.32: Patron

200}

3014

a0

50+

60 |

60

1O
|

, oscala mayor

ecion

la s

ara

DOy2D A p

1

Figura 3.33: Patrones 0D

6

5



Capitulo 4

Campos Aleatorios de Markov,
MRF, [8]

4.1. Descripcion

En el presente capitulo se abordaran los antecedentes tebricos necesarios
para comprender la teorfa de los Campos Aleatorios de Markov, la cual sera
empleada en el capitulo 5 para la regularizacion de los campos de vectores
de energia obtenidos en el capitulo 3.

4.2. Introduccion

La teoria de Campos Aleatorios de Markov, MR (Markov Random
IFiclds), provee una manera conveniente y consistente de modelar entidades
dependientes del contexto como lo son pixeles de imagenes y olras carae-
teristicas espacialmente correlacionadas. Lo anterior, se logra a través de
la caracterizacion de influencias mutuas entre dichas entidades. utilizando
probabilidades de los MRF. La teoria de MRF, expone como modelar la
probabilidad a priori de patrones dependientes del contexto, como clases
de texturas y disposicion de caracteristicas de objetos. Un modelo de MRF
particular, favorece a su propia clase de patrones asociandolos con probabi-
lidades mas grandes que las de otras clases de patrones. La teoria de MRF
suele utilizarse en conjuncién con teorias de decision estadistica y estimacion,
para formular funciones objetivas en términos de principios de optimizacion
establecidos.

El uso practico de los MRF, se debe principalmente a la equivalencia, es-
tablecida por Hammersley y Clifford y desarrollada méas tarde por Besag,
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entre los MRF y las distribuciones de Gibbs. La equivalencia MRF-Gibbs,
propone una formula explicita para las distribuciones conjuntas de los MRF.
Esto permite modelar matematicamente problemas de vision que pueden
ser abordados por el analisis de iméagenes, dentro del marco de la teoria
Bayesiana. Desde la perspectiva computacional, la propiedad local de los
MRFE, permite que los algoritinos puedan implementarse de manera local y
masivamente paralela. Ademas, la teoria de MR, provee fundamentos para
los caleulos a nivel multiresolucion. Es por ello que los MRF han sido am-
pliamente empleados para resolver problemas de visiéon a varios niveles. La
mayor parte de los modelos de MRF se utilizan en procesamiento de bajo
nivel. Esto incluye restauraciéon de imégenes, segmentacion, reconstruccion
de superficies, deteccion de bordes, andlisis de texturas, flujo 6ptico y fusién
de datos, entre otros. En anos recientes, el uso de MRF en procesamiento
de alto nivel ha emergido como en el caso del reconocimiento de objetos. El
interés por el modelado de MRF en visiéon por computadora todavia esta
creciendo, como lo reflejan articulos de libros y revistas publicados en arios
recientes.

4.3. Etiquetado visual

Muchos problemas de vision pueden plantearse como problemas de cti-
quetado en los que la solucion es un conjunto de etiquetas asignadas a pixeles
o caracteristicas de las imagenes. El etiquetado es una representacion natu-
ral para ¢l estudio de los MRF. Un problema de etiquetado, se especifica
en términos de un conjunto de ‘sites' y un conjunto de etiquetas. Sea S un
conjunto discreto de m sitest,

=L ..;m} (4.1)

donde 1,...,m son indices. Un ‘site‘ representa un punto o una regién en el
espacio Euclideano como un pixel o una caracteristica de una imagen, esto
es, un punto representando una esquina, un segmento de linea o el area de
una superficie. Un conjunto de ‘sites’ puede ser caracterizado en términos
de su regularidad. Los ‘sites’ de una ‘lattice’ se consideran espacialmente
regulares. Una ‘lattice’ rectangular para una imagen 2D de tamano n x n,
puede denotarse como

S ={(4,4)|1 <i,j < n} (4.2)



Sus elementos corresponden a los sitios en los que la imagen es muestreada.
Los ‘sites' que no presentan regularidad espacial se consideran como irregu-
lares.

Los ‘sites' en MRF, suelen considerarse no ordenados. Para una imagen de
n x n, el pixel (¢, 7) puede ser reindexado convenientemente por un niimero
tnico k, donde k toma valores en {1,2,...,m} con m = nxn. La interelacion
entre ‘sites' se basa en sistemas de vecindad. Una etiqueta es un evento que
puede ocurrir a un ‘site’. Sea L el conjunto de etiquetas. Un conjunto de
etiquetas puede ser caracterizado como continuo o discreto. En el caso con-
tinuo, el conjunto de etiquetas puede corresponder a la linea real R o a un
intervalo compacto de ella,

Le= X, Xp|CR (4.3)

En el caso discreto, una etiqueta asume un valor discreto de un conjunto de
M etiquetas

La= {l;+.-sIm} (4.4)

o simplemente

En deteccién de bordes, por ejemplo, el conjunto de etiquetas es L =
{borde, noborde}. Otra propiedad esencial del conjunto de etiquetas es el
orden de éstas. Por ejemplo, los elementos del conjunto continuo de etique-
tas R, puede ordenarse por la relaciéon "mas chico que". Cuando un conjunto
discreto como {0,...,255}, representa el valor de intensidades cuantizadas,
entonces se trata de un conjunto ordenado por que tenemos que para los
valores de intensidad se cumple 0 < 1 < 2 < ... < 255. Cuando un conjunto
representa 256 simbolos diferentes como tipos de texturas, entonces se con-
sidera como desordenado a menos que un orden artificial le sea impuesto.
En un conjunto de etiquetas ordenado, puede definirse una medida numéri-
ca (cuantitativa) de similitud entre cualquier par de etiquetas, en cambio
en un conjunto desordenado, la medida de similitud es simbdlica (cualita-
tiva) y generalmente toma los valores de ‘igual’ o ‘desigual’. El problema
de etiquetado consiste en asignar una etiqueta, de un conjunto de etiquetas
L, a cada uno de los ‘sites‘ en §. La deteccion de bordes en una imagen
por ejemplo, consiste en asignar una etiqueta f;, del conjunto de etiquetas
L = {borde,noborde}, al ‘site’ i € 8, donde los elementos en § indexan pi-
xeles de una imagen. El conjunto
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f= {fll“'!fm} (40)

se conoce como el etiquetado de los ‘sites' en § en términos de las etiquetas
en L. Cuando a cada ‘site' se asigna una etiqueta tnica, entonces f; = f(i)
puede verse como una funcién con dominio 8 e imagen L. Como el soporte
de la funcion es todo el dominio 8, se trata de un mapeo de § a L, esto es

Fud sl (4.7)

En términos de MRF, un etiquetado se conoce como una configuracion. kEn
vision, una configuraciéon o etiquetado puede corresponder a una imagen,
un mapa de bordes, un interpretacion de caracteristicas de una imagen en
términos de caracteristicas de sus objetos, o una transformacién. Cuando
todos los ‘sites‘ tienen el mismo conjunto de etiquetas L, el conjunto de todos
los posibles etiquetados, esto es, el espacio de configuracion, es el siguiente
producto Cartesiano

F=&% L X:L=6" (4.8)

m  times

donde m es el tamano de §. En restauracién de iméagenes, por ¢jemplo, L
contiene valores permitidos para los pixels, los cuales son comunes a todos
los ‘sites’ en 8 y F define todas las imédgenes permitidas. Cuando L = R cs
la linea de los reales, entonces F = R™ es el espacio real m dimensional.
Cuando L es un conjunto discreto, el tamafio de I es combinatorio. Para un
problema con m ‘sites' y M etiquetas, por ejemplo, existe un total de M™
configuraciones posibles en F. En términos de regularidad y continuidad, es
posible clasificar un problema de etiquetado en visién dentro de una de las
siguientes categorias.
LP1: ‘sites' regulares con etiquetas continuas (Restauracion de imagenes con
valores continuos en pixeles)
LP2: ‘sites’ regulares con etiquetas discretas (Segmentacion de regiones)
LP3: ‘sites’ irregulares con etiquetas discretas (Reconocimiento de objetos
basado en caracteristicas )
LP4: ‘sites’ irregulares con etiquetas continuas (Estimacién de posicion a
partir de un conjunto de correspondencias entre puntos)
El uso de informacion contextual,indispensable en el entendimiento de ima-
genes y utilizado en andlisis y reconocimiento de patrones, se debe en sus
inicios a Chow y Abend. Mas tarde Fu, Yu y Rosenfeld desarrollaron modelos
para clasificar imagenes basados en caracteristicas contextuales. En térmi-
nos de probabilidad, las restricciones contextuales pueden expresarse local-
mente en términos de probabilidades condicionales P(f;|{fi}), donde { [/}
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denota el conjunto de etiquetas en los ‘sites' ¢’ # i, o globalmente como
la probabilidad conjunta P(f). Como la informacién local puede ser obser-
vada directamente, la inferencia global se hace generalmente basandose en
propiedades locales. En situaciones donde las etiquetas son independientes
unas de otras (no existe contexto), la probabilidad conjunta es el producto
de las probabilidades locales

Pif) = [ [ (%) (4.9)

iES

Lo anterior implica independencia condicional
P(fil{fu}) = P(f;) i #i (4.10)

Por lo tanto, el etiquetado global f, puede calcularse considerando localmente
cada etiqueta f;. Esta ¢s una ventaja en la resolucion de problemas. Cuando
existe contexto, las etiquetas son mutuamente dependientes y las relaciones
expresadas en las ecuaciones 4.9 y 4.10 ya no se cumplen. De esta manera,
efectuar una inferencia global utilizando informacién local se convierte en
una tarea no trivial. La teoria de Campos Aleatorios de Markov provee los
fundamentos matemaéticos para resolver este problema.

4.4. MRF y Distribuciones de Gibbs

La teoria de MRF es una rama de la teoria de la probabilidad utilizada
para analizar las dependencias espaciales o contextuales de un fenémeno fisi-
co. Se emplea en etiquetado visual para establecer las distribuciones proba-
bilisticas de las etiquetas que interactiian. Los ‘sites‘ en S estan relacionados
unos con otros a través de un sistema de vecindad. Un sistema de vecindad
en S se define como

N={N;|Vie S} (4.11)
donde N; es el conjunto de ‘sites' vecinos de i. Las relaciones de vecindad
tienen las siguientes propiedades:

(1) Un ‘site‘ no es vecino de él mismo: i ¢ N;
(2) la relacion de vecindad es mutua: i € Ny < i’ € N;

Para una ‘lattice' regular S, el conjunto de vecinos de i se define como ¢l
conjunto de ‘sites’ cercanos dentro de un radio r

N; = {i’ € 8| [dist(pixely,pixel;)]? < r, i # i} (4.12)
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Figura 4.1: Vecindades y cliques en una lattice de sites regulares

donde dist(A,B) denota la distancia Euclidiana entre A y B y r toma va-
lores enteros. En el sistema de vecindad de primer orden, también conocido
como sistema 4 conexidad, cada ‘site’ (interior) cuenta con 4 vecinos, co-
mo se muestra en la figura 4.1 a) donde = denota el ‘site' considerado y
0's sus vecinos. En el sistema de vecindad segundo orden, también conoci-
do como sistema 8 conexidad, existen 8 vecinos por cada ‘site' (interior),
tal como se muestra en la figura 4.1 b). Los nimeros n = 1,...,5 mostra-
dos en la figura 4.1 ¢), indican los ‘sites’ mas exteriores de un sistema de
vecindad de n — ésimo orden. Cuando el orden de los elementos en S es-
ta especificado, el conjunto de vecinos puede determinarse de manera mas
explicita. Por ejemplo, cuando S = {1,...,m} es un conjunto ordenado de
‘sites', y sus elementos indexan los pixeles de un arreglo 1D, un ‘site’ interior
i € {2,...,m — 1} tiene dos vecinos mas cercanos, N; = {i — 1,i+ 1}, y un
‘site’ en la frontera (primero y ultimo, para este caso) tiene uno, N; = {2}
y Npp = {m — 1}. Cuando los ‘sites’ en una ‘lattice’ regular y rectangular
S = {(¢,7)|1 <14, < n}, corresponden a los pixeles de una imagen de naxn
en el plano 2D, un ‘site' interno (7,j) tiene cuatro vecinos mas cercanos
Nij={(-1,7),(E+1,4),(,7—1),(i,j+1)}, un ‘site’ en las fronteras tiene
tres vecinos y un ‘site’ en las esquinas tiene 2. El par (S,N)G constituyen
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grafo donde S contiene los nodos v N determina las ligas entre los nodos de
acuerdo a la relacion entre vecinos. Un clique ¢ para (S, N) se define como
un subconjunto de ‘sites' en S, y consiste tanto en un tnico ‘site’ ¢ = {i}.
como en un par de ‘sites* vecinos ¢ = {i,7'}, o una tripleta de ‘sites’ vecinos
¢ = {1,7',7"} y asi sucesivamente. Las colecciones de cliques de un solo ‘site’,
de un par de ‘sites’, de una tripleta de ‘sites’, se denotaran como ¢, ¢3 v
¢z, respectivamente, donde

Cr={i|ie8) (4.13)
Co = {{i,¢'} | i € N;,i € 8} (4.14)

y
Cs = {{i,7,i"} | i,7',i",i € § son vecinos unos de otros} (4.15)

Note que los ‘sites’ en un clique estan ordenados, esto es, {i,7'} no es el
mismo clique que {#',1}. La coleccién de todos los cliques para (S,N) es

C=CiUCyUCs... (4.16)

donde ... denota conjuntos de cliques mayores. El tipo de clique para (S, N)
de una ‘lattice’ regular esta determinado por su tamaiio, forma y orientacion.
La figura 4.1 d)-h), muestra tipos de clique para sistemas de primer y segundo
orden de una ‘lattice’. Los cliques de un solo ‘site‘, el par horizontal y el par
vertical en (d) y (e), corresponden al sistema de vecindad de primer orden (a).
El tipo de cliques para en sistema de vecindad de segundo orden (b), incluye
no solo a los que se muestran en (d) y (e) sino también a los cliques con pares
de ‘sites' en diagonal (f), los cliques con tripletas de ‘sites‘ (g) v aquellos con
cuadruplas de ‘sites' (h). De esta manera, mientras el orden de los sistemas
de vecindad se incrementa, el namero de cliques crece rapidamente lo que
involucra mayor gasto computacional.

4.5. MRF

Sea F = {F,..., F;,} una familia de variables aleatorias definida en el
conjunto S, en la que cada variable aleatoria F; toma un valor f; en L. La
familia F' se conoce como campo aleatorio. Se utiliza la notacién F; = f; para
denotar el evento en que F; toma el valor f; y la notacion (Fy = fy,...,F, =
fm) para denotar el evento conjunto. Por simplicidad un evento conjunto se
abrevia como F = f donde f = {fi,..., fim} es una configuracién de F, lo
cual corresponde a la realizacién del campo. Para un conjunto de etiquetas
discreto L, la probabilidad de que la variable aleatoria F; tome el valor f;, se
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denota P(F; = f;) o de manera abreviada P(f;), amenos que haya necesidad
de utilizar notacién méas elaborada, y probabilidad conjunta denotada por
P(F = f)= P(F\ = f1,...,Fn = fm) se expresa de manera abreviada como
P(f). Se dice que F es un Campo Aleatorio de Markov en S con respecto a
un sistema de vecindad N si y sélo si satisface las siguientes dos condiciones:

P(f)>0, VfeF (positividad)  (4.17)
P(f | fs—qiy) = P(fi | ) (Markovianidadf4.18)

donde S~ {i} es el conjunto diferencia, fg_(;} denota el conjunto de etiquetas
en los ‘sites’ de § — {i} y

i = {fuli’ € Ni} (4.19)

es valida para el conjunto de etiquetas en los ‘sites’ vecinos a i. La posi-
tividad se asume por razones técnicas y puede satisfacerse en la préctica.Por
ejemplo, cuando la condicién de positividad se satisface, la probabilidad con-
junta P(f) de cualquier campo aleatorio esta determinada solamente por las
probabilidades condicionales locales. La markovianidad representa las carac-
teristicas locales de F'. La etiqueta en el ‘site’ depende solo de aquellas en
los ‘sites’ vecinos. En otras palabras, solo las etiquetas vecinas tienen inte-
racciones directas entre ellas. Existen dos aproximaciones para especificar un
MRF, aquél en términos de probabilidades condicionales P(f; | fx,), ¥ el que
se define en términos de la probabilidad conjunta P(f). Besag habla a favor
de la probabilidad conjunta en viat de las desventajas de la aproximacion via
la probabilidad condicional: Primero, no existen métodos disponibles para
deducir la probabilidad conjunta a partir de las probabilidades condicionales.
Segundo, las probabilidades condicionales por si solas estin sujetas a condi-
ciones de consistencia altamente restrictivas. Tercero, la especificacién natu-
ral del equilibrio de un proceso estadistico es en términos de la probabilidad
conjunta y no de la distribucién condicional de variables. Afortunadamente,
un resultado tedrico acerca de la equivalencia entre los MRF y la distribu-
cién de Gibbs provee los medios mateméticos para especificar la probabilidad
conjunta de un MRF.

4.6. Campos Aleatorios de Gibbs (GRF, Gibbs Ran-
dom Fields)

Se dice que un conjunto de variables aleatorias F' es un GRF en S con
respecto a N, si y sélo si, sus configuraciones obedecen a distribuciones de
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Gibbs. Una distribucion de Gibbs toma la siguiente forma

P(f)=Z ' xe TV (4.20)
donde l
Z=Y et (4.21)
fEF

es una constante de normalizacién llamada funciéon particion, 7" es una cons-
tante de temperatura generalmente con valor igual a 1 y U(f) es la funcion
de energia. La energia

u(f) =) velf) (4.22)

ce C

es la suma de potenciales de cliques V,(f) sobre todos los cliques posibles
C. El valor de V,(f) depende de la configuracion local en el clique ¢. Obvia-
mente, la distribucién Gaussiana es un miembro especial de esta familia de
distribuciones de Gibbs. Se dice que un GRF es homogéneo si V,(f) es inde-
pendiente de la posicién relativa del clique c en S. Se dice que es isotrépico si
V. es independiente de la orientacion de ¢. Para calcular una distribucion de
Gibbs, es necesario evaluar la funcién de particion Z, que es la suma sobre
todas las configuraciones posibles en F. Como el namero de elementos en
F para un L discreto es combinatorio, la evaluacién de Z es imposible aiun
para problemas de tamanos moderados. Para resolver este problema existen
diversos métodos de aproximacién que méas adelante seran abordados. P(f)
mide la probabilidad de ocurrencia de una configuracién o patrén particular
f. Para configuraciones méas probables se tienen menores energias. La tem-
peratura T' controla la forma de la distribucién. Cuando la temperatura cs
alta, todas las configuraciones tienden a estar igualmente distribuidas. Cerca
de la temperatura cero, la distribucién se concentra alrededor de la energia
minima global. Dadas Ty U(f) , es posible generar una clase de patrones,
muestreando el espacio de configuracién F de acuerdo con P(f). Para proble-
mas de etiquetado discreto, el potencial del clique V,(f), puede especificarse
por un niamero de parametros. Por ejemplo, sea f. = (f;, fir, fir) la configu-
racion local de un clique-triple ¢ = {i,7,7"}, f. toma un namero finito de
estados y por lo tanto V,(f) toma un nimero finito de valores. En ocasiones
resulta conveniente expresar la energia de una distribucion de Gibbs como la
suma de varios términos, cada uno atribuido a los cliques de cierto tamarno,
esto es,

Uf)= Y. Vif) + >, Valfufe) + D Valfufufir) +.-.
{i}e Oy {iji'}e Ca {i,i"i"}e Cs
(4.23)
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Lo anterior implica una distribucién de Gibbs homogénea por que Vi,Va y
V3 son independientes de la localizacién de i, " e i”. Un caso especial ¢
importante es cuando solamente los cliques de tamario menor o igual a dos
se consideran. En este caso, la energia puede escribirse también como

Uf) =) Vilf) +>, Y Valfifo) (4.24)

ic § i€ S i'e N;

Note que en el segundo término de la anterior igualdad {i,i'} y {i’,i} son
cliques distintos en Cy por que los ‘sites’ de un clique estéan ordenados. La
probabilidad condicional se puede escribir entonces como
e~ MU+ Lven, Valfiifv)]
P(fi| fx,) = 5 Le_[vl(f‘-)-i-}:ife},;‘_ VaUrido)]
i€

(4.25)

4.7. Equivalencia Markov-Gibbs

Un MRF se caracteriza por su propiedad local (Markovianidad), mientras
que un GRF se caracteriza por su propiedad global (distribucién de Gibbs).
El teorema de Hammersley-Clifford establece la equivalencia de estas dos
propiedades. El teorema dice que F' es un MRF en S con respecto a N si y s6-
lo si, F es un GRF en S con respecto a N. El valor practico de este teorema es
que provee una manera sencilla de especificar la probabilidad conjunta. Uno
puede especificar la probabilidad conjunta P(F = f) especificando las fun-
ciones de potencial de cliques V. f y escogiendo dichas funciones dependiendo
del comportamiento deseado del sistema. De esta manera el teorema codifica
el conocimiento a priori, o la preferencia existente, en las interacciones entre
etiquetas. Como escoger la forma y los parametros de las funciones potencial
para codificar adecuadamente las restricciones es un area muy importante
en el modelado de MRF. La forma de las funciones potencial determina la
forma de la distribucién de Gibbs. Cuando la totalidad de los pardmetros
involucrados en las funciones potencial estan especificados, la distribucion
de Gibbs estd definida completamente. Para calcular la probabilidad con-
junta de un MRF, el cual es una distribucién de Gibbs, es necesario evaluar
la funcién particién. Como se trata de la suma de un nimero combinatorio
de configuraciones en I, el calculo es generalmente imposible. La evaluacién
explicita puede evitarse en modelos de MRF basados en la probabilidad ma-
xima cuando los parametros que contiene U(f) se conocen en su totalidad.
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4.8. Modelos de Markov utiles

Las restricciones contextuales entre dos etiquetas son las restricciones de
menor orden para expresar informacién contextual. Sin embargo, son muy
utilizadas debido a su forma simple y su bajo costo computacional. Estan
incluidas en la energia de Gibbs como potenciales de cliques entre pares de
‘sites’. Con potenciales de cliques de hasta dos ‘sites’ la energia se representa

como

U(f)= Z Vi(fi) + Z Z Va(fi, fir) (4.26)

i€ S i€ § i'e N

La expresién anterior es un caso especial de la ecuaciéon 4.23, que se conoce
como energia de segundo orden. Un GRF o MRF puede ser especificado con
una seleccion apropiada de V(s y Vys. En el modelo logistico multinivel (mul-
tilevel logistic, MLL) o modelo MLL, existen M (> 2) etiquetas discretas en
el conjunto de etiquetas L = {1,..., M}. El potencial de clique depende del
tipo ¢ (tamano, forma y orientacién posible) del clique y de la configuracion
local f. £ {fi|i € c}. Para cliques que contienen mas de un ‘site' (#c > 1),
los potenciales de cliques MLL estéan definidos por

(4.27)

ValF) = (.  sitodos los ‘sites’ en ¢ tienen la misma etiqueta
Y71 —¢.  de otro modo

donde (. es el potencial para cliques de tipo ¢; para cliques de un solo ‘site’,
el potencial depende de la etiqueta asignada al ‘site’

Velf) =Velfi) =ar st fi=1€Ly (4.28)

donde a7 es el potencial para la etiqueta con valor I. Si asumimos un modelo
MLL de segundo orden como el de la ecuacién 4.26, donde sélo « (para cliques
de un solo ‘site‘) y 3 (para cliques de pares de ‘sites‘) son diferentes de cero,
la funcién potencial para cliques de pares de ‘sites' se escribe como

Valfir fr) = { B.  silos ‘sites‘ en el clique {i,i'} = ¢ € C tienen la misma etiqueta
—f. de otro modo
(4.29)
donde . es el parametro 3 para los cliques de tipo ¢ y Cs es el conjunto
de cliques de pares de ‘sites’. Una restriccién contextual genérica de este
mundo es la de la suavidad o lisura. A parir de la cual se asume que las
propiedades fisicas ¢s un vecindario o espacio o en un intervalo de ticmpo
presentan alguna coherencia y generalmente no cambian abruptamente. Por
ejemplo, la superficie de una mesa es plana y un evento temporal no cambia
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abruptamente en un periodo pequeno. De hecho, siempre ¢s posible encontrar
regularidades de un fenémeno fisico con respecto a ciertas propiedades. Es
por ello que la suavidad es una de las hip6tesis a priori més populares en
visién de bajo nivel que ha sido desarrollada dentro de un marco general,
llamado regularizacién, para una variedad de problemas de visién de bajo
nivel. Las ecuaciones 4.27 y 4.29 del modelo MLL con ¢ negativa y coeficientes
[ proporciona un método para construir términos de suavidad para etiquetas
discretas sin orden. Cuando todas las etiquetas f. de un clique ¢ toman
el mismo valor, lo cual significa que la solucién f es localmente suave en
¢, se incurre en un potencial de clique o costo negativo; por otro lado, si
las etiquetas no son todas las mismas, se incurre en un potencial positivo.
Este tipo de modelo MLL, tiende entonces a generar una solucion suave que
prefiere etiquetas uniformes.

4.9. Vision basada en optimizaciéon

La optimizacion ha jugado un rol importante y esencial en vision por com-
putadora. La mayoria de los problemas de visién se formulan como criterios
de optimizaciéon, explicita o implicitamente. El uso extensivo de los princi-
pios de optimizacion se debe a la presencia de incertidumbre en los procesos
de vision, como el ruido, la oclusion de la imagen sensada y ambigiiedades en
la interpretacion visual. Las soluciones exactas o perfectas existen muy difi-
cilmente. Soluciones inexactas pero éptimas (en algin sentido) se proponen
en su lugar. Aunque existen controversias filosoficas y cientificas acerca de
la factibilidad de utilizar ¢l criterio de Bayes para inferir o tomar decisiones.
este criterio se encuentra entre los mas populares en vision computacional y
de hecho, MAP (maximum a posterior) es el criterio mas popular de opti-
mizacion de modelos basados en MRE’s. El teorema de Hammersley-Clifford
proporciona una manera conveniente para especificar la probabilidad con-
junta a priori, resolviendo una de las dificultades del etiquetado MAP-MRF.

4.10. Etiquetado de MRF’s por medio de Bayes

La estadistica de Bayes es una teoria de importancia fundamental en es-
timacion y toma de decisiones. De acuerdo con esta teoria cuando ambas,
la distribucién a priori y la funcién de probabilidad de un patrén, se cono-
cen, el mejor estimador es el que etiqueta por medio de Bayes. La solucién
MAP es un caso especial del marco de Bayes utilizada en una gran canti-
dad de trabajos de vision. La teoria MAP-MRF se debe a Geman y Geman
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principalmente, ya que desde que ellos publicaron su articulo se formularon
numeroso problemas del area utilizando esta teoria para su solucién.

4.11. Estimaciéon de Bayes

En la estimacion de Bayes el riego se minimiza para obtener la estimacion
optima. El riesgo de un estimado, f*, en la teoria de Bayes se define como

R(f") = CU* NP | d)df (4.30)
feF
donde d es la observacion, C'(f*, f) es una funcion de costo y P(f | d) es la
distribucion a posteriori. Primero que nada, es necesario calcular la distribu-
cién a posteriori a partir de la distribucion a priori y la probabilidad. De
acuerdo con la regla de Bayes, la probabilidad a posteriori, puede calcularse
utilizando la siguiente formula

pld | f)P(f) .
e (4.31)

donde P(f) es la probabilidad a priori de las etiquetas f, p(d | f) es la funcién
de densidad de probabilidad de las observaciones d, también conocida como
funcién de probabilidad de f para d fija, y p(d) es la densidad de d que es
una constante cuando d se conoce. La funcion de costo C'(f*, f) determina
el costo del estimado f cuando el valor real es f*. Se define de acuerdo a
la preferencia del usuario. Dos opciones populares son la funcién de costo
cuadratica

P(f|d) =

cun =l -2 (4.32)

donde || a — b || es la distancia entre a y b, y la funcién de costo §(0-1),

0 si [[f*=fl<é

1 cualquier otro caso (4.33)

ot ={

donde é > 0 es cualquier constante pequenia. Para la funcién de costo § el
riesgo Bayes es

R(f*) = / P(f | dydf =1 - / P(fld)df  (4.34)
Al fr=fll=é fillf==fliss

Cuando § — 0, lo anterior se aproxima como

R(f*) =1—-rP(f|d) (4.35)
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donde x es el volumen del espacio que contiene todos los puntos f para
los cuales || f* — f ||€ 6. Minimizar la ecuacion anterior es equivalente a
maximizar la probabilidad a posteriori. Por lo tanto, ¢l estimado con minimo
ricsgo cs
[P =argmax P(f | d) (4.30)
JeF

conocido como el estimado MAP. Como p(d) en la ccuacion 4.31 es una
constante para una d fija, P(f|d) es proporcional ala distribuciéon conjunta

P(f |d) x P(f,d) =p(d| f)P(f) (4.37)

De esta manera el estimado MAP se puede encontrar de manera equivalente
con

" =agmixipla| HP(f)} (4.38)

Obviamente cuando la distribucién a priori P(f), es plana, el MAP es equi-
valente a la probabilidad méaxima.

4.12. Etiquetado MAP-MRF

En etiquetado MAP-MRF, P(f|d) es la distribucién a posteriori de un
MRF un paso importante en el etiquetado de MRFs por medio de Bayes es
derivar esta distribucion . A continuacion se utiliza la formulacion simple
de una restauracion de un MRF como ejemplo para ilustrar el etiquetado
MAP-MREF. Si se asume que la superficie es plana entonces la distribucion
conjunta a priori es

P(f) = %e‘“m (4.39)

donde U(f) es la energia a priori dada por

U(f)= Z[fi — fi-1]? (4.40)

Si se asume que la observacion es el valor verdadero mas ruido independiente
Gaussiano, d; = f; + e; , donde e; «~ N(u,0?), entonces la densidad de
probabilidad es

_ - 1 ~U(d|f) b
pld| f) — \/27.-_036 (4.41)
donde - "
i —d
v =Y gk (4.42)
i=l t
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es la energia de probabilidad. La probabilidad a posteriori es

P(f | d) x e"VU14) (4.43)
donde
U(fld) = Ud]|f)+U(f) (4.44)
B T (fl _ dt)Q m o ‘ 2
- Z ,202 +Z(f‘:- f-e—I)
i=1 i i=1

es la energfa a posteriori. El estimado MAP puede encontrarse equivalente-
mente minimizando esta encrgia a posteriori

ff=arg 1'nfin U(f|d) (4.45)

Donde los parametros o; se conocen y por lo tanto U(f|d) esta completa-
mente especificada , lo cual define completamente la solucion del etiquetado
MAP-MRF.

4.13. Resumen de la aproximacion MAP-MRF

1.Defina un problema de vision como uno de los problemas de ctiquetado
presentados en las categorias LP1-LP4 y escoja una representacion apropiada
f del MRF.
2. Obtenga la energia a posteriori para definir la solucion MAP al problema.
3.Encuentre la solucion MAP. El proceso de calcular la energia a posteriori
se resume a continuacion:
1.Defina un sistema de vecindad N en S y el conjunto C' de cliques para N .
2. Determine los potenciales a priori de los cliques V,(f) para obtener U(f).
3. Calcule la energia de probabilidad U(d|f).
4. Sume U(f) y U(d|f) para obtener la energia a posteriori U(f|d).
El modelo a priori depende del tipo de la escena o superficie que esperamos.
En vision se utiliza generalmente modelo de Gibbs anteriormente propuesto.
El modelo de probabilidad depende de consideraciones fisicas como el proceso
del sensor (transformaciones, ruido, etc.). Para que este modelo este completo
la totalidad de sus parametros deben especificarse.

4.14. Modelos de observacion

En visién de bajo nivel, una observacion d = di,...,d,, es un arrcglo
rectangular de valores de pixeles. En algunos casos la observacion puede ser
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escasa . Cada pixel toma un valor d; de un conjunto D. Una observacion d
puede considerarse como una version transformada y degradada de la rea-
lizacion de un MRF, f. La transformacion puede incluir transformaciones
geométricas pérdida de detalles (borrosidad) y la degradacion puede deberse
a factores aleatorios como el ruido. Esto determina la distribuciéon condi-
cional P(d|f) o la probabilidad de f. Una observacion general del modelo
puede expresarse como

d=p(B(f) @e (4.46)

donde B es un efecto que ocasiona borrosidad, ¢ es una transformacién que
puede ser o no lineal, deterministica o probabilistica, e es el ruido del sensor
y © es un operador de adicion o multiplicacién. En la prictica, se asume un
modelo de observacién simple sin borrosidad con una transformaciéon lineal
y ruido aditivo Gaussiano independiente. Cada uno de los valores de los
pixeles observados se asumen como la suma del valor verdadero de gris y
ruido independiente Gaussiano

di = o(f;) + e (4.47)

donde ¢(-) es una funcién lineal y e; ~ N(0,0?). La distribucién de proba-
bilidad condicional de d con respecto a f , o la probabilidad de f es

1 I
P(d|f) = ———=¢~ V) (4.48)
I \/%JEF
donde ‘
UWdlf) = (e(fi) - di)*/[207) (4.49)
ieS

es la energia de probabilidad. Obviamente la ecuacion anterior es una forma
especial de distribucién de Gibbs cuya energia se debe a los cliques de un
solo ‘site’ en el sistema de vecindad de orden cero, con potenciales de clique
[p(fi) — di]*/[262] . Si el ruido también es homogéneo entonces las desvia-
ciones o; = ¢ son las mismas para toda ¢ € S. La funcién ¢(...) mapea una
etiqueta f; a un valor gris real donde f; puede ser numérico o simbélico , con-
tinuo o discreto. Sin perdida de generalidad podemos considerar que existe
un unico valor numérico para la etiqueta f; y denotar d; = ¢(f;) + e; sim-
plemente como d; = f; +¢;. Entonces la energia de probabilidad se convierte
en

Udlf) = (fi —di)?/[207] (4.50)

i€S

para un ruido independiente de tipo Gaussiano.
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4.15. Restauracién y reconstrucciéon de imagenes

Las superficies constantes por tramos, o regiones homogéneas, pucden
caracterizarse apropiadamente por medio de un modelo MLL homogénco ¢
isotopico. Para los cliques que contienen mas de un ‘site’, los potenciales de
los cliques se definen como

Ve(f) =

0 si todos los sitios en ¢ tiene la misma etiqueta
—(. cualquier otro caso

donde (. < 0 es una constante dependiente de ¢. Que todos los ‘sites’ en
¢ tengan la misma etiqueta, esto es, todas las {f;|i € ¢} sean las mismas,
significa la homogeneidad o suavidad de todas las etiquetas f en el clique
c¢. Cualquier violacion a la homogeneidad o suavidad se penaliza de manera
que —(. > 0. Como las configuraciones mas probables son aquellas con la
P(f) mayor, o menor U(f), los valores del modelo MLL favorecen las ho-
mogeneidad de las f. Para cliques de un solo ‘site‘, los potenciales de clique
dependen de la etiqueta asignada al ‘site’

Ve(f)=Vi(fi)=au si fi=l€eLy (4.52)

donde o es la penalizacion en contra de que f; sea etiquetada como . Mien-
tras mayor sea o menos pixeles seran asignados con el valor [, ello controla
el porcentaje de ‘sites’ etiquetados con [. Un caso especial ocurre cuando V,
es diferente de cero sélo para cliques de pares de ‘sites’ y cero para todos los
demaés. En este caso V.(f) = 0 para #c > 2 y para #c= 2 es

Velf) = Va(fi, fir) = vao[l = 0(fi = fir)] (4.53)

donde 4(-) es la funcién delta de Kronecker y vy es la penalizaciéon en contra
de etiquetas desiguales en cliques con dos ‘sites’. La energia a priori es la
suma de todos los potenciales de cliques, esto es,

U =33 vaoll - 8(fi - fi)) (4.54)

i€S 'eN;

donde Y ;5 > e, €5 equivalente a Z{i,i’e ;) En la restauracion de super-
ficies constantes a tramos, L consiste de valores discretos. La idea es recu-
perar la configuraciéon verdadera f a partir de la imagen observada d. Esto
tiene que ver con segmentacion de regiones ya que f particiona el conjunto
de ‘sites' de la ‘lattice’ en regiones mutuamente excluyentes. En el marco de
MAP-MR, la f 6ptima es aquella que minimiza la energia posterior.
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4.16. Obtencion de la energia posterior

A partir de la serie de cuatro pasos propuesta anteriormente:
1. Definir un sistema de vecindad y el conjunto de cliques para él.
2. Determinar las funciones de potencial de cliques a priori en la distribucién
a priori de Gibbs, para el modelo a priori MLL es la ecuacién 4.53
3. Determinar la energia de probabilidad a partir del modelo de observacion.
Asumir el modelo para ruido aditivo independiente Gaussiano. La funcién de
probabilidad p(f|d) toma la forma de la ecuacién 4.50 , con f]s que toman
valores discretos.
4. Sumar la energia a priori U(f) y la energia de probabilidad U(d|f) para
obtener la energia a posteriori

E(f) =U(fld) =) (fi—di)?/[20*)+ Y _ Y vaoll = 8(f; — f)] (4.55)

i€s ieS 'eN;
Note que
Z (1=8(fi = fi)l = #{fu # fil ¥ e Ni} (4.56)
P'EN;

es simplemente el niimero de ‘sites* vecinos cuya etiqueta f; es diferente a
fi. Se asume que los parametros o2 y vy se conocen.

4.17. Minimizacién de la energia

Como L4 es discreto, minimizar la ecuacion 4.55, es un problema combi-
natorio. La solucién minima f*, es la imagen 6ptimamente restaurada en el
espacio de configuraciéon F = L. El algoritmo més simple consiste en descen-
der el valor de la energia paso a paso y funciona como sigue. Se comienza
con una configuracién inicial f(O) € F; para el ‘site‘ 7, se escoge la etiqueta
nueva, fi(H'U de entre todas las fl-(tH) € Ly, f;”l) #* fi(:), que minimice
E(ff“'l)) - E(fi-(t)) localmente; la iteracién continta hasta que no es posible
descender mas la energia. Un ejemplo de este tipo de algoritmos es el algorit-
mo ICM (Iterated Conditional Modes). Este algoritmo encuentra el minimo
de energia localmente por lo que su desempefio depende en gran medida de
la calidad del estimado inicial f(9). Si ese estimado inicial no es muy bueno,
se requiere de una solucién global y es necesario utilizar algoritmos de mi-
nimizacién global como el de Recocido Simulado (Simulated Annealing) por
ejemplo.
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4.18. Algoritmo ICM

Cuando el conjunto de etiquetas es discreto, minimizar la energia a pos-
terior se convierte en un problema combinatorio. Como resulta dificil ma-
ximizar la probabilidad conjunta de un MRF, Besag, propuso un algoritmo
deterministico llamado ICM que maximiza las probabilidades condicionales
locales secuencialmente de la siguiente manera. Dados los datos d, y las eti-
quetas fék_}{l.}, el algoritmo actualiza secuencialmente cada fz-(k) en f,;{k"'IJ
maximizando P(fi|d, fs_(;;) la probabilidad condicional a posteriori, con
respecto a f;. Para calcular P(fi|d, fs_(;;) se asume que los componentes
de la observacién dy,...,dn, son condicionalmente independientes dado f
y que cada d; tiene la misma funciéon de densidad condicional p(d;|f;) que
depende sélo de f;. Esto es

p(dlf) = [ ] p(dil ) (4.57)

También se asume que f depende de las etiquetas en el vecindario local, lo
que se conoce como Markovianidad. A partir de lo anterior y por medio del
teorema de Bayes se tiene que

P(fild, fs—iy) o« p(dil fi) P(fil f,) (4.58)

. (ke . _ .
Obviamente, P(f;|d;, f:Eq)) es mas facil de maximizar que P(f|d), lo cual re-
presenta la ventaja de ICM. Ahora bien maximizar la ecuacién 4.58 equivale
a minimizar el potencial a posteriori correspondiente utilizando la siguiente
regla

1Y — argminV (fildi, ) (4.59)
donde
V(fildi £0) = S vl + vidils) (4.60)
t'eN;

Por ejemplo, para la restauracion discreta formulada anteriormente el poten-
cial a posteriori es

V(fildi, i) = (f = di)/o +va0 Y [1=6(fi = fir)] (4.61)

'EN;

donde 3 e [L=06(fi— fir)] = #{fir # fili' € Ni} es el numero de ‘sites* ve-
cinos cuyas etiquetas f;r difieren de f;. Para L discreto, V( fi|d;, fx,) se evalia
para cada f; € L y la etiqueta que arroja el valor menor de V (f;|d;, fx,) se

75



escoge como el valor para fi(kHJ. Cuando se aplica a cada i en turno, el pro-
ceso anterior define un ciclo de actualizaciéon de ICM. La iteracién continia
hasta que se logra la convergencia, la cual se garantiza para actualizaciones
en serie y es muy rapida. El resultado que se obtiene con ICM depende mucho
del estimador inicial f(©. En un algoritmo ICM genuino, no es deseable que
dos ‘sites’ vecinos se actualicen simultineamente, Besag propuso un método
de codificacién que paraleliza las iteraciones y mediante el cual S se par-
ticiona en varios conjuntos de manera que ningun par de ‘sites' analizados
sean vecinos en un conjunto. De esta manera todas las f; pueden actualizarse
paralelamente mediante una sola codificacion.
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Capitulo 5

Regularizaciéon del campo de
vectores de energia mediante
Campos Aleatorios de Markov

5.1. Descripcion

En este capitulo se presenta un método, basado en la utilizacién de Cam-
pos Aleatorios de Markov, para regularizar los campos de vectores de energia
presentados en el capitulo 3, que resultan de la representacion de iméagenes
mediante coeficientes polinomiales unidimensionales descrita en el capitulo
2.

5.2. Introduccion

La regularizacién del campo de vectores de energia se hace necesaria de-
bido a que en ocasiones no todos los vectores que pertenecen y representan
a una misma estructura tienen una orientacion adecuada. Se estima que esto
puede ocurrir a causa del remanente de ruido, el cual puede continuar pre-
sente en la imagen atn después de la aplicacion del proceso de restauracion.
Este ruido puede entonces, intervenir en el calculo de los vectores de energia
asociados a una imagen. Debido a que, en la mayoria de los casos, aproxi-
madamente méas del 50 % de los vectores, contenidos dentro de una vecindad
o ventana de andlisis, cuentan con el mismo angulo de orientacion de energia,
es posible utilizar la teoria de Campos Aleatorios de Markov para efectuar
cambios en la orientacion y magnitud de los vectores (regularizacion) a partir
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de la identificacién del evento con mayor probabilidad de ocurrencia dentro
de la vecindad o ventana de anélisis.

5.3. Regularizaciéon

Nuestro problema, en términos de la teoria de Campos Aleatorios de
Markov presentada en el capitulo 4, consiste en recuperar o estimar los
vectores verdaderos f = {fi,..., fm}, @ partir de los vectores observados
d =di,...,dn, es decir,los vectores calculados utilizando la representacion
de imagenes mediante coeficientes polinomiales unidimensionales. Cabe men-
cionar que en este trabajo se buscé regularizar inicamente la direccion de los
vectores por lo que para efectos préacticos los conjuntos d y f estan constitu-
idos por los dngulos observados y ‘verdaderos' o estimados respectivamente.
La formulacién anterior es posible debido a la estrecha dependencia entre
los vectores que forman parte de una vecindad y que pueden pertenecer
a una misma estructura, ya que un vector observado, perteneciente a una
vecindad donde una mayoria de vectores presenta una misma orientacion,
tiene una probabilidad muy grande de contar con las mismas caracteristicas
que cuentan sus vectores vecinos, en este caso, una misma orientacion. Para
este caso el conjunto discreto de m sites S = {1,...,m} donde 1,...,m son
indices, es el conjunto formado por las localidades del campo de vectores
de energia, cuyas dimensiones coinciden con las dimensiones de la imagen
original. Ahora bien, como la etiqueta es un evento que puede ocurrir al site,
para este caso el conjunto de etiquetas L4 = {l1,...,lp} , es el conjunto de
las orientaciones de los vectores que pueden existir en el campo de vectores
de energfa original. Esta formulaciéon es similar a la que se propone para los
problemas de restauracion de imagenes corrompidas por ruido presentada
en el capitulo 4, donde se supone que la imagen original es homogénea (al
menos por tramos) y con base en ello se propone un conjunto de etiquetas
posibles igual al conjunto de todas las intensidades posibles en la imagen;
para una imagen donde cada pixel puede ser representado por 8 bits, esto im-
plica un conjunto de etiquetas: L4 = {0, ...,255}. En concreto, para nuestro
problema el conjunto de 4ngulos de vectores observados y el de los dngulos
de vectores ‘verdaderos o estimados es el mismo y comprende los diferentes
angulos que pueden presentarse en este tipo de anélisis, tomando en cuenta
lo senalado en el capitulo 2, por lo que el conjunto de etiquetas comprende
los valores de direcciéon que a continuacién se presentan: Rango de valores
de direccién: [90,...,270] con incrementos de 22.5 unidades Por lo anterior
nuestro problema puede definirse como un problema de etiquetado donde es
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necesario asignar una etiqueta, del conjunto de etiquetas L, a cada uno de
los sites en 8. Para poder hacer uso de la informacién contextual en nuestro
anélisis, es necesario definir un sistema de vecindad en S, N = {N; | Vi € S}
donde N; es el conjunto de sites vecinos de i. Para nuestro problema este
conjunto estara definido por el sitema de 8 conexidad, de segundo orden o
de 8 sites vecinos. Ahora bien las colecciones de cliques Cy que se analizaran
consistirdn dnicamente de los pares de sites vecinos ¢ = {,%'}, de tal manera
que: C = Cy = {{i,7'} | i/ € N;,i € 8}. Nuestro MRF, estard entonces
definido por la familia de variables aleatorias F' = {F1,..., Fy,} definida en
el conjunto S, en la que cada variable aleatoria F; toma un valor f; en L.
De acuerdo con el teorema de Hammersley-Clifford que establece la equiva-
lencia entre Campos Aleatorios de Markov y Gibbs, las configuraciones del
conjunto de variables aleatorias F' obedecen a distribuciones de Gibbs, las
cuales tienen la siguiente forma:

P(f)=2"1x e ¥V (5.1)
donde
7 = Z e~ TU) (5.2)
feF

es una constante de normalizacion llamada funcién particion, T" es una cons-
tante de temperatura generalmente con valor igual a 1 y U(f) es la funcion
de energia. La energia

U(f)=>_ Velf) (5.3)

ce C

es la suma de potenciales de cliques V,(f) sobre todos los cliques posibles C
Como se vio en el capitulo 4, el etiquetado MAP-MRF, basado en la teoria de
estimacion de Bayes, proporciona las herramientas necesarias para conocer
el valor de P(f) a partir de U(f) en

P(f) = e~V (5.4)

De acuerdo con la teoria de Bayes, es posible obtener una estimacién éptima
f*, minimizando el riesgo, de tal manera que

fr=arg r}lgg P(f | d). (5.5)
Como la regla de Bayes establece que
_ pld] f)P(f)
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lo anterior equivale a

f*=arg r}lgﬂgc{P(d | £)P(f)} (5.7)

Ahora bien la probabilidad a posteriori P(f | d) « e”YU14) y U(f | d) =
U(d| f)+U(f), por lo que f* también puede ser expresado como

J* =argmfnU(f | d) (5.8)

lo que implica que debemos encontrar el valor de U(f | d) para resolver
nuestro problema. Comenzaremos por proponer las expresiones para calcular
aU(d | f) y U(f). La primera puede calcularse utilizando un modelo de
observacién como el que se present6 en el capitulo 4, en el cual los valores
observados d; podian ser obtenidos en funcion de las f; a través de d; = fi+e;,
donde e; es el ruido del sensor y en este caso se consideraba independiente
Gaussiano y aditivo. Como en nuestro campo de vectores de energia no esta
influyendo ningtn ruido directamente del sensor la relacion

Udlf) =Y (fi —di)?/[20%) (5.9)
i€S

es igual a U(d|f) = 0. En efecto el modelado de la perturbacion que nuestro
campo de vectores sufre depende de la remanente de ruido presente en la ima-
gen original, por lo que seria conveniente utilizar un modelo de observacion
alterno que nos permitiera conocer la manera en que esta remanente afecta el
campo de vectores de energia para formular adecuadamente la dependencia
entre las d; y las f; de nuestro problema. Por lo pronto consideraremos la
suposicién anterior valida para continuar con la solucién a nuestro problema,
lo cual equivale a suponer que no existe ruido afectando al campo de vectores
calculado. Para calcular el valor de U(f), nos apoyaremos de nueva cuenta
en el modelo para la restauraciéon y reconstruccién de imagenes constantes
por tramos presentado en el capitulo 4, donde

Ve(f) = Va(fi, fir) = vao[l — 6(fi — fv)] (5.10)
24
U(f) =D > vaoll —6(fi — f)] (5.11)
ieS i'eN;

Por lo que nuestro modelo para la regularizaciéon del campo de vectores de
energia, de acuerdo con el etiquetado MAP-MRF, consistiria en encontrar la
f 6ptima minimiza la energia posterior

f*=argm;’nU(f|d) (5.12)
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donde

Ufld)=Uf) =) vaoll = 8(fi — fo)] (5.13)

i€S i'EN;

Para poder minimizar esta tltima expresion, se utilizé el criterio de opti-
mizacion ICM, también presentado en el capitulo 4, que consite en descender
el valor de la energia paso a paso apartir de una configuracion inicial. En
nuestro caso la configuracion inicial consiste en la observaciéon o campo de
vectores de energia calculado en el capitulo 3, a través de la representacion
de imagenes mediante coeficientes polinomiales unidimensionales. En par-
ticular, en la configuracion de las orientaciones o angulos. A partir de esta
configuracion se efectiia un anélisis de cada uno de los sites que en este caso
alojan vectores, tomando en cuenta los valores de los dngulos de sus 8 vecinos
més proximos. En este proceso de anélisis, la seleccién del vector en turno
se realiza mediante la generacién de un nimero aleatorio que determina el
site que debera ser analizado. El anélisis toma en cuenta los valores de los
angulos v las magnitudes presentes en los sites vecinos para identificar si, por
lo menos 50 % de los angulos vecinos son iguales, y si el vector con mayor
magnitud del conjunto de vecinos se encuentra dentro de este 50 %. Si ambas
condiciones se cumplen el valor del angulo del vector analizado toma el nue-
vo valor del 4ngulo que mas se repite en la vecindad. La justificacién de los
argumentos anteriores se basa en el hecho de que los vectores que tienen una
magnitud mayor en el campo de vectores, son vectores con mayor energia
1D lo que denota que tienen méas probabilidad de formar parte de un patrén
1D. Por esta razén se analiza el valor del dngulo con mayor frecuencia de
aparicion en la vecindad y ademés se comprueba que este angulo esté asocia-
do con el vector de magnitud mayor que pertenezca a este grupo de por lo
menos 4 vectores. De esta manera, mediante esta aproximacion se privilegia
la maxima probabilidad de ocurrencia de un evento que en este caso es un
valor de angulo. Esto es,

Y — arg méix P(fildi, £5) (5.14)
6 equivalentemente,
1Y — argminV (filds, 157)) (5.15)
donde ,
V(fildi, f;) = w0 D [1 = 6(fi — fir)] (5.16)
Ve,
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Y Lven: (L = 0(fi = fi)] = #{fir # fil ! € Ni} es el nimero de sites vecinos
cuyas etiquetas fi difieren de f;, lo cual para nuestro caso se traduce en el
numero de sites vecinos cuyos angulos difieren. Para completar un barrido y
pasar a la siguiente iteracion k + 1, es necesario analizar la totalidad de los
sites. Los resultados obtenidos se presentaron en [9] y [10]. A continuacién
se presentan los resultados que se obtuvieron al aplicar la regularizacién a
los campos de vectores de energia obtenidos en el capitulo 3
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Fieura 5.2: Campo de vectores de energia regularizado de la seceion |
3 | 5 8
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Figura 5.4: Recorte del Campo de vectores de energia regularizado de la
seeeion |



Figura 5.6: Campo de vectores de energin regularizado de la seceion 2
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Figura 5.7: Recorte del Campo de vectores de energia original de la seccion
)

Figura 5.8: Recorte del Campo de vectores de energia regularizado de la
seceion 2
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Figura 5.9: Campo de vectores de cnergia original de la seecion 3

Figura 5.10: Campo de vectores de encrgia regularizado de la seccion 3
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Figura 5.11: Recorte a) del Campo de vectores de energin orviginal de 1
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Figura 5.12: Recorte a) del Campo de vectores de energia regularizado de la

seecion 3



Figura 5.13: Recorte b) del Campo de vectores de encrgia original de
seceion 3
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Figura 5. 141 Recorte b)) del Campo de vectores de energia regularizado de T
seecion 3
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Figura 5.18: Recorte del Campo de vectores de energia regularizado de la
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Capitulo 6

Conclusiones

Mediante este trabajo de investigacién se comprobé por un lado, la via-
bilidad de aplicar la Transformada Orientada de Hermite a imagenes SAR,
con el propésito de obtener el campo de vectores de energia asociado y la
clasificaciéon de patrones 0D, 1D y 2D; por otro lado, se mostré la conve-
niencia de regularizar el campo de vectores de energia utilizando la teoria
de Campos Aleatorios de Markov. Ambas herramientas son importantes en
el &mbito del Procesamiento Digital de Imagenes pues trabajan tomando en
cuenta caracteristicas fundamentales en las imagenes, como la relacién con el
sistema visual humano (filtros de Gaussianas) y la dependencia contextual.
Lo anterior permite por un lado detectar con facilidad y certeza los patrones
1D, importantes estructuras en el andlisis de iméigenes, y por otro, realizar
andlisis con la finalidad de restaurar iméagenes haciendo uso y priorizando la
informacién de su entorno. La relevancia de este tipo de analisis radica en
la amplia variedad de aplicaciones que pueden beneficiarse de éste, ya que
los patrones 1D como lineas o bordes juegan un rol importante en vision
temprana. De acuerdo con Martens [5]. las estructuras locales 1D como los
bordes representan una mayoria de las regiones no-constantes en iméagenes
y su importancia ha sido reconocida ampliamente en vision computacional,
donde muchos algoritmos han sido disefiados especificamente para detectar
y localizar estas estructuras. En el caso de imagenes de percepcion remota,
este andlisis resulta particularmente ttil en los estudios que utilizan técnicas
como la Deteccién de Bordes, Segmentacion y Clasificacion. Un ejemplo es
la planeacion de infraestructura urbana, donde resulta necesario detectar la
localizacién y delimitacion de construcciones y caminos apoyando los proyec-
tos de construccién de viviendas y vias de circulacién eficaces. También en
el monitoreo de recursos naturales donde es importante conocer la distribu-
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cion de rios y el tamano de su cauce, lo cual en un momento dado puede
ser ttil en el ambito de la agricultura, en la planeacién de un nuevo terreno
agricola, ya que es posible preveer una adecuada irrigacion acuifera. Como
propuesta para estudios posteriores, serfa importante estudiar la eficiencia
del algoritmo de regularizacion de los vectores de energia propuesto pues los
resultados presentados en este trabajo son tnicamente cualitativos. En este
sentido resultaria importante comprobar su eficiencia en imégenes sintéticas
y a su vez comparar los resultados obtenidos con los que pueden obtenerse
utilizando otros métodos de regularizacién de vectores. De esta manera ob-
tendriamos resultados cuantitativos que nos permitirian respaldar y asegurar
la eficiencia de nuestro método en aplicaciones diversas.
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