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Introduccion

En los ultimos afos se ha dado un gran avance en el control y manipulacién
de la materia a nivel atémico usando luz. Por ejemplo, se ha usado para en-
friar a los dtomos (disminuir su energia cinética) al transferirle sus momentos
al campo electromagnético. fenémenos conocidos como enfriamiento Doppler v
Sisifo [1.2.3]. Gracias a lo anterior se ha podido realizar espectroscopia de alta
resolucion a nubes de atomos superenfriados y se ha podido confirmar el resul-
tado tedrico conocido como condensacion de Bose-Einstein [4,5] que afirma que
un nimero macroscopico de particulas se acumulard en un solo estado cudntico
si la temperatura es suficientemente baja y la densidad suficientemente alta.

Ademads del enfriamiento. el confinamiento de atomos con laseres ha sido otro
avance muy importante. Esto ha originado la creacion de estructuras formadas
por atomos que siguen un arreglo periddico en el espacio con periodo del orden
de la longitud de onda del laser. Por su similitud a las redes cristalinas, se les ha
denominado redes dpticas. Una aplicacién de las redes dpticas, ain en su fase
experimental. es el depdsito de dtomos sobre materiales semiconductores para
la creacién de circuitos integrados [4,5,6].

En el primer capitulo de este trabajo mostraremos un andlisis detallado del
enfriamiento Doppler. fenémeno que aparece cuando un ldser induce un mo-
mento dipolar a los dtomos de tal forma que estos pueden interactuar con él al
transferir momento al campo con la subsecuente disminucién de energia cinética
que macroscopicamente se traduce en enfriamiento de la nube atémica [1,7].

Cuando los experimentos de enfriamiento atomico se realizaron, se observé que
la temperatura era menor a la que predecia el enfriamiento Doppler, esto ori-
gind la creacién de una teoria mas fina en la cual se elimina la sobresimplificacién
de que ¢l dtomo solo consta de dos niveles de energia y se introducen niveles de
estructura fina que logran explicar el enfriamiento extra. A este fendmeno se le
llama cfecto Sisifo v se estudia detalladamente en el capitulo dos [2.8].

Los dos primeros capitulos nos hablan sobre el enfriamiento atémico. pero
para que la nube atomica pueda ser manipulada, antes debe ser confinada. pro-
blema que expondremos en el capitulo tres con soluciones experimentales que
actualmente se implementan en los laboratorios alrededor del mundo. En partic-
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v INTRODUCCION

ular nos concentraremos en las trampas FORT (Far Off Resonance Trap, trampa
muy fuera de resonancia) que confinan a los atomos en redes épticas [9,10].

Los laseres gaussianos originan un potencial sinusoidal a lo largo de la direc-
cién de propagacién y gaussiano en el plano perpendicular a ésta. En el capitulo
cuatro se propone un modelo tridimensional que sustituye a la variacién sinu-
soidal por una funcién almena y hace una aproximacién a primer orden en la
dependencia radial para obtener un potencial de oscilador armonico en vez del
gaussiano que se tenia. El modelo se resuelve de forma analoga al modelo uni-
dimensional de bandas: se encuentran las funciones de onda solucion para cada
periodo y se acoplan entre si para que satisfagan condiciones de periodicidad, al
hacer esto se llega a una matriz que acopla los coeficientes del periodo pasado
con los del siguiente y cuyos eiganvalores (con norma igual a uno) discriminan
entre los modos que pueden y no pueden ser transmitidos. Estos eigenvalores se
encuentran restringidos dentro de ciertos intervalos de energia a los cuales se les
llama bandas de transmisién [8,11,5].

En el ultimo capitulo se muestran los resultados obtenidos. Las regiones de
energia mas exteriores que permiten el confinamiento de los dtomos (bandas de
energia) se encuentran para varios tamanos del potencial por medio de cdleulos
numéricos. Ademads se estudia la estructura de las bandas y su distribucién en
el espectro de energias.



Capitulo 1

Enfriamiento Doppler

Para poder manipular atomos, éstos deben estar atrapados; para poder atra-
parlos hay que enfriarlos, es decir, disminuir su energia cinética hasta tempera-
turas que permitan su manipulacion. Los mecanismos empleados para enfriar
dependen basicamente de la distribucién de carga eléctrica del dtomo. pudiendo
ser éste un ion o un atomo neutro.

El efecto Doppler es una de las técnicas empleadas para enfriar 4tomos neu-
tros. Consiste en inducir un dipolo eléctrico que interactia con el campo eléctrico
producido por un laser, de tal forma que el 4tomo siente una fuerza contraria a
su velocidad (presién de radiacion). La descripcién del enfriamiento Doppler que
aqui se presenta sigue al articulo de revision de Balykin, Minogin y Letokhov
[1] y al Capitulo cinco del libro de Scully y Zubairy [7].

Supongamos que podemos modelar a los atomos que queremos enfriar como
atomos de dos niveles de energia con una separacion igual a hwp. Si el atomo se
encuentra inmerso en un ldser con frecuencia igual a wy, los fotones excitaran
al dtomo y le transferirin momento en la direccién de propagacién del liser;
después de un tiempo del orden de la vida media del estado excitado, el atomo
decaerd a su estado base emitiendo un fotdn con la misma frecuencia pero di-
reccion arbitraria.

Ahora supongamos que el dtomo se mueve con velocidad v contraria al sen-
tido de propagacion del laser y que éste se encuentra sintonizado hacia el rojo
respecto de la frecuencia de transicion wqy con una frecuencia w. Como el dtomo
viaja con velocidad v, los fotones que recibe en su sistema de referencia son
fotones con frecuencia w + §. Si ésta frecuencia es igual a wy entonces el dtomo
serd excitado y su velocidad disminuird debido a la conservacién del momento.
Nuevamente. después de cierto tiempo. el atomo decaerd a su estado base v
cmitira un foton que, en el sistema del laboratorio. aparecera corrido al azul
respecto del foton que el dtomo absorbid del Liser. Si el proceso anterior lo
repetimos varias veces, el efecto total sera el frenado del dtomo. Hevandose Tos



2 CAPITULO 1. ENFRIAMIENTO DOPPLER

fotones dispersados el exceso de energia.

El modelo cuantico de sistemas de dos niveles constituye una buena aprox-
imacién a los dtomos del grupo alcalino los cuales sélo tienen un electrén en
su capa mas externa (la configuracién electrénica del estado base es de la for-
ma (noble)ns'). Esta peculiaridad causa que, dentro de un rango relativamente
amplio de energias, el atomo alcalino pueda ser considerado como un dtomo
hidrogenoide y éste, a su vez, restringirse a un sistema cuantico con dos niveles
de energia accesibles.

Uno puede pensar erroneamente que, mediante el efecto Doppler, se podrian
alcanzar temperaturas arbitrariamente bajas, sin embargo, al reflexionar un
poco nos damos cuenta que una vez que el valor promedio de la posicion del
centro de masa del atomo permanece constante, el atomo sigue absorbiendo y
reemitiendo fotones en direcciones arbitrarias, lo que ocasiona que su velocidad
sea distinta de cero. A la temperatura asociada a éste movimiento se le conoce
como temperatura de retroceso

B ieh k=20 11
"7 2Mkg’ Tt (1)
y es la temperatura minima que se puede lograr usando el efecto Doppler. Para
atomos cuyas transiciones estén en el rango visible los valores tipicos de T se
encuentran alrededor de los milikelvin.

1.1. Descripcion Cualitativa

La dinamica del centro de masa de un atomo dentro de un laser con longitud
de onda mucho mayor que el tamano atémico caracteristico, estd determinada
por la interaccién de dipolo eléctrico . Bajo ésta interaccion, el atomo adquiere
un momento dipolar inducido < D >.

El valor medio del momento dipolar debido a una poblacién de dtomos in-
dependientes interactuantes con el laser, esta dado por

<D >=Tr(pD), (1.2)

con p la matriz de densidad [12]. La interaccién del momento dipolar < D > con
el campo E(r, ) produce una fuerza debida a la radiacion dipolar en el dtomo.

Como sabemos, el concepto de fuerza sobre una particula es un concep-
to clasico y es aplicado a un cuerpo que puede considerarse sin estructura
moviéndose de forma clasica. es decir. que se puede determinar su posicion
v momento sin incertidumbre. En el caso de un dtomo interactuando con un
laser. el concepto de la fuerza debida a la radiacion dipolar pucde ser usado
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Figura 1.1: Atomo de dos niveles interactuando con un laser monocromatico. El
estado base se encuentra representado por g y el estado excitado por e con vida
media % La diferencia de energia en unidades de h entre los dos estados es wy
v la frecuencia del laser es w.

cuando las fluctuaciones cuanticas del momento dipolar atémico son pequenas
comparadas con su valor medio y las fluctuaciones del momento de la particula
son pequenas cuando ésta interacciona con los fotones. Bajo estas condiciones
podemos hacer un tratamiento semiclasico del problema.

Fisicamente, fluctuaciones temporales pequenas en el momento dipolar se
dan cuando el tiempo de interaccién dipolar ¢ (tiempo que dura prendido el
laser) entre el 4&tomo y el ldser es mucho mayor que el tiempo de decaimiento 7
del estado atémico interno,

Tty (1.3)

cuando se satisface ésta condicion, los estados atémicos internos llegan rapida-
mente a valores de equilibrio con fluctuaciones pequenas.

En un atomo de dos niveles (ver Fig. (1.1)) el tiempo de relajamiento interno
es igual a la vida media del estado excitado 7,y = ﬁ donde W = 4 =2les In
probabilidad de decaimiento espontineo conocido como coeficiente de Einstein.
En este caso. el concepto de fuerza debida a la radiacion dipolar se vuelve vili-
do cuando el atomo interacciona con el laser por un periodo de tiempo mncho
mavor que el de la vida media del estado exeitado.
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El valor esperado del momento dipolar < D > estd determinado por p por
medio de

<D >= pasDga , (1.4)

donde hemos usado la convencién de Einstein y D g, son los elementos de matriz
del operador de momento dipolar definidos con respecto a las eigenfunciones
atomicas dependientes del tiempo en el esquema de interaccion

e

Dn,i etk &m?e“ EU—E.”% ? (15}
con dag =< ald|s >.

Si suponemos que la variacién del momento dipolar atémico debida a la in-
teraccion con los fotones del laser es pegena y que las fluctuaciones del momento
dipolar también lo son, la energia de interaccién dipolo-laser viene dada por

U=<H>=-<D-E>=-<D>E. (1.6)

Esta ecuacion semicldsica coincide con la expresion cldsica para la energia de un
dipolo permanente con un campo E y la podemos usar para encontrar la fuerza
F debida al laser (Teorema de Ehrenfest [2]),

(F)i=—=(VU)i =< D; > VE; . (1.7)

Como vemos el momento dipolar es una cantidad constante que no debe ser
diferenciada con respecto a las coordenadas.

La ecuacion (1.7) expresa la fuerza debida a la radiacién dipolar en el atomo
que se mueve dentro del laser. Desde un punto de vista mecanico-cudntico, la
fuerza de radiacién surge como resultado del intercambio de momento entre el
atomo y el campo tomando en cuenta el decaimiento espontianeo. El cambio en
el momento atomico proviene del proceso de emisién y absorcién de fotones:
absorcion inducida, emisién estimulada y espontdnea. La dependencia espacial
y cinética de la fuerza esta gobernada por la estructura de los niveles de energia
que participan en la interaccion dipolar y la estructura espacio-temporal del
campo eléctrico (laser).

1.2. Descripcion Cuantitativa
El campo debido a un ldser puede ser descrito como
E = 6L, (F) cos(k - F — «t) . (1.8)

con € ol vector de polarizacion. E,(F) la amplitud v k el vector de onda. Hay que
notar que este campo clectromagndético cnmple las ecuaciones de Maxwell solo
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a primer orden y es una aproximacién a la solucién exacta de haces Laguerre-
Gaussianos.

Debido a este campo el dtomo adquiere un momento dipolar inducido

<D >=Tr(p(F)D) = pra(F)dare™" + por (F)dize ™"~ | (1.9)

donde w, = ﬁzgﬂ es la frecuencia de la transicién atémica, r indica la posi-
cion del centro de masa del atomo y d;; = 0 por paridad. La magnitud del
dipolo inducido estd determinada por los elementos de la matriz de densidad
que describen los estados cuanticos internos de un ensamble de dtomos de dos
niveles. Hay que precisar que la polarizacién se debe a la probabilidad de transi-
cion de los electrones entre los estados estacionarios del dtomo, y que los estados
estacionarios (las eigenfunciones) dependen de la posicion relativa que exista en-
tre los electrones y el centro de masa del atomo. Es por esto, que hemos indicado
explicitamente la dependencia paramétrica en I de los elementos de la matriz

de densidad.

Como sabemos, la evolucién de la matriz de densidad esta gobernada por la
ecuacion

d
h—p = [H,p] . 1.10
ih—-p = [H, p] (1.10)
con H = =D - E. Notemos que la derivada respecto al tiempo es una derivada

total y no parcial ya que estamos calculando la variacién de p en el sistema de
referencia del laboratorio y debemos considerar el cambio del centro de masa ¥
por medio de una derivada convectiva. Como p = p(T, t), tenemos

e @

!ﬁ(aﬁ'v‘v)f-’:[Hup]: (1'11)

U viene dada por la energia de interaccién del dipolo con el campo (1.6).

Por ejemplo, de la ecuacién (1.11) obtenemos para py)

J
(5; +V-Ven =

EQ(F)[POI (ei(E-F—(N+Wa)f} =7 e—i(ﬁ-F—{u:—.:‘,).!]}_

p]‘j(es{ﬁfﬁw-wﬂ}n +(_,—r{l-|:'-F—[‘-~'—4.-0}H]] . (1.12)

— 1K, (F) . LT :
donde (r) = ° .,.,f” es la frecuencia de Rabi [12] v d es la magnitud del mo-

mento dipolar.

Ahora. la variacion temporal de los términos /KT =<0 o5 s ripida
que la de los términos ¢ ~1eF=te=wdl) vy que, por hipotesis. el liser esti casi
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en resonancia con el dtomo (w — w, € w + w,). Si suponemos que la influencia
de los términos oscilatorios con frecuencias altas e'(® F=(«+«e)t) go promedian a
cero, entonces la dindmica de p estara regida solo por los términos que oscilan
lentamente. De esta forma obtenemos

(% +¥-V)pn = i9(F) [pgle-”"f—é“ - me*“?"‘-*‘“} ; (1.13)
a = ; i(k-F—

(5;+V'V),021 = (%) (11 — paz)e T, (1.14)
a ~ : i(K-F— —i(K-F— =
5 9 C)par = () [prae’ BT - pyyemiRT-0] (1.15)

dp} i w ; g .
cond=w-—w, y —d-ﬁ-:—g = —ﬁfl con el asterisco indicando conjugacion compleja.

A la aproximacién anterior se le llama aproximacién de onda rotante.

En la ecuacién anterior hemos supuesto que el dtomo sélo interactua con el
laser y que atomo-laser forman un sistema cerrado por lo que, una vez exitado
el atomo, éste no puede decaer espontaneamente. Sin embargo, sabemos que
el sistema no es cerrado y que el decaimiento espontaneo es producido por la
interaccion del atomo con los modos del vacio. Un tratamiento completo de
este fendmeno nos llevaria demasiado lejos asi que introducimos el decaimiento
espontaneo sélo de forma fenomenologica al anadir a las ecuaciones términos
de decaimiento exponencial multiplicados por la razén de decaimiento conocida
como coeficiente de Einstein A = 2I'. La razon de decaimiento del estado exitado
al estado base puede ser incorporada por una matriz I" definida por < n|T|m >=
I'y0nm- La razén de decaimiento del estado base es cero ya que suponemos que
es estable. Al considerar solamente el decaimiento en la evolucién de la matriz
de densidad obtenemos

d
= {T.p}, (1.16)
con {I', p} = p+ pI'. Podemos ver que en esta ecuacién hay una perdida neta
de poblacién ya que py; + p22 # 1. Para evitarlo aumentaremos la poblacion de
P11 en la misma cantidad en la que disminuye la poblacién de pss porque los
atomos inicialmente exitados sélo pueden decaer al estado base. Introduciendo
los decaimientos y la interaccién del dipolo eléctrico con el campo en la evolucién

de p obtenemos

a = 5 M.
(E + V- V)p” = ?Q(f) [ﬂelp"l(k r—dt) P {,nkr-ﬂi::] + 21}}3} {].17)
a k-© -
(8_! + V- V)par = iQUD) (p11 = pa2)e ™7 —Tpyy (1.18)
% + 9 V)p2a = iQF) [prae"®F) = pyye CF00] _oLpyy . (119)
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Si hacemos el cambio de variable

g1z = Plzf?i(l:f_d” )
g1 = pye~ T-8) (1.20)
obtenemos
& s -
T + V- V)p11 = () [o21 — 012] + 20pa2 (1.21)
3] ) -
[E')_f + V- V)oa = Q) (p11 — p22) — [[ +i(d — k- V)]oa , (1.22)
J :
(5 + V- V)p22 = iUT) [012 — 021] — 202z . (1.23)

No necesitamos resolver estas ecuaciones para todo tiempo ya que sélo nos
interesa el valor asintético de p cuando sus componentes alcanzan el equilibrio
(%’% = 0). Igualando las ecuaciones a cero y tomando en cuenta la condicién
de normalizacién p;; + p22 = 1 encontramos los valores de equilibrio para los
elementos no diagonales

) (6 — K-V —ill)
I2+202(F) + (0 -k - V)2

Apliquemos ahora la ecuacién (1.7) a (1.8) y (1.9) para obtener la fuerza
debida a la radiacién sobre un dtomo de dos niveles

F=F, +F,, (1.25)
~, = dE,
Fpr =*k(012—02|)( 5 ) 3 (1.26)
= dVE
Fgr = 2 0(0'12 + 0'21) . (127)

La fuerza, como se justificard mas adelante, puede ser considerada como la suma
de la fuerza debida a la presién de la radiacion electromagnética F:,,. y una
fuerza que contiene el gradiente de la amplitud del campo F;r‘ Las expresiones
explicitas se obtienen al sustituir (1.24) en (1.26) v en (1.27),

F,. = hKT ('mw_k.___,z , (1.28)
1+ (;(1_:) -+ =TT
P T VG(F)
B = 5!;{0 -k -V) PR ; (1.29)

1+ G(r) + S5

con ((r) el pardametro de saturacion
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ar

<V

-15I/K

Figura 1.2: Grafica cualitativa de la dependencia en la velocidad de la fuerza
gradiente Fy, (en la direccién de VE,(F)) y de la fuerza debida a la presién de

-

radiacién F),, (en la direccién de k).

G = W _1 (d o(”))L _ 1@ (1.30)

rz. 2\ Al I
I(F) = ()E? es la intensidad del ldser en el punto F e I, = (%)(%)? es la
intensidad de saturacion que indica la cantidad de fotones emitidos espontane-

mente por dtomo por unidad de tiempo. La figura (1.2) muestra la dependencia
de ambas fuerzas en la velocidad atémica v en un laser gaussiano.

La interpretacién de los dos términos que aparecen en la fuerza en términos
de procesos de absorcién-emisién es la siguiente:

El primer término en la fuerza se debe a la presién de radiacién que puede
atribuirse a la absorcion de un fotén del ldser y su subsecuente emision a uno de
los modos del vacio. Como explicdbamos en parrafos anteriores. la direccién de
la emision espontanea s arbitraria. Debido a esto, el valor del momento trans-
ferido al dtomo, promediado sobre muchas emisiones, es igual al momento del
foton absorbido. Por lo tanto. la fuerza de radiacion resulta de la transferencia
del momento fotonico al datomo a través de un ciclo absorcion-emision. nna in-
ducida. la otra espontanea. El cardacter disipativo del efecto Doppler proviene
de este término.

Para la interpretacion del segundo sumando en la fuerza notemos que ¢l
campo producido por el laser es inhomogéneo v puede ser considerado como la
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superposicién de muchas ondas planas propagandose en la direccién cercana a
la del haz. En este campo el momento atémico puede cambiar por medio de otro
proceso elemental: La absorcion inducida de un fotén perteneciente a una onda
plana y su subsecuente emision inducida por otra onda plana. Ambos fotones
tienen la misma energia y difieren solo en el sentido de propagacion. Este proceso
se traduce en la fuerza gradiente la cual estd dirigida a lo largo del gradiente
de intensidad del laser y jala al d4tomo o lo empuja del centro dependiendo del
signo del corrimiento Doppler ¢ —k-V, ver Fig. (1.2). Para velocidades atdmicas
pequenas, |v| < li—!, podemos derivar la fuerza de un potencial siendo este

1 G(r .
Ugr = -hélog | 1+ (;)2 . (1.31)
2 1+ for
En los parrafos anteriores hemos considerado sélo la interaccién de un atomo
dentro del campo de un ldser, con una frecuencia corrida al rojo respecto de
la frecuencia de transicién atémica w,. Ahora supongamos que agregamos al
sistema otro laser que se propaga en sentido contrario respecto del primero y
que también tiene el mismo corrimiento al rojo respecto de la transicién atémica;
entonces, dependiendo de la velocidad del dtomo, éste vera a los fotones de un
laser corridos al azul y los del otro ain mais corridos al rojo. La fuerza de
radiacién serd igual a la suma de las fuerzas provocadas por cada haz.

F(V) = Fp. (k) + Fpr(-K) . (1.32)

Suponiendo que el cambio en el momento atémico debido al retroceso es des-
preciable k - v <« I" obtenemos

2
o 4hk2G6 1
V) = V. 1.
() £ (1+G’+ %i) v (1.33)

La fuerza es proporcional a la velocidad atémica a través del coeficiente de fric-
" 2 : "
cién a = 4—"—"?@ (m) y depende del signo del desentonamiento d. La
T
Fig. (1.3) muestra la fuerza de radiacién en una dimensién para una onda esta-
cionaria.



10 CAPITULO 1. ENFRIAMIENTO DOPPLER
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Figura 1.3: Gréfica cualitativa de la dependencia de la fuerza en la velocidad
debida a la presion de radiacién para distintas intensidades del laser. Hay que
notar que la posicién del maximo (minimo) de la fuerza no depende de la ve-
locidad.



Capitulo 2

Enfriamiento Sisifo

Los primeros experimentos que se llevaron acabo para enfriar dtomos alcali-
nos con la técnica Doppler, arrojaron resultados experimentales que coincidian
con los tedricos dentro del error experimental. Pero, a medida que las técni-
cas fueron mejorando, se llegd a la conclusién de que el enfriamiento alcanzado
por tal método era mucho mejor alcanzando temperaturas mas bajas que las
predichas. Esto ocasioné la inclusién de efectos y fendmenos no considerados en
modelos anteriores. Los nuevos refinamientos que permitieron resolver el prob-
lema del sobreenfriamiento se basan en considerar la estructura fina del atomo v
como los fotones del laser confinante interactian con ésta. El enfriamiento extra
que se obtiene al considerar los nuevos efectos se debe, como en el Doppler, a
que el laser actiia como medio viscoso que disipa la energia cinética del dtomo.
La diferencia se basa en que estos nuevos efectos sélo entran en accién una vez
alcanzada una velocidad en la cual el efecto Doppler es casi inoperante. La de-
scripcién del enfriamiento Sisifo que aqui se presenta sigue a los articulos de
Cohen, Dalibard y Phillips [2] y [8] y al articulo de revisién de Jessen y Deutsch
[4].

Los modelos anteriores consideraban a los 4tomos alcalinos como dtomos de
dos niveles. Estos modelos tomaban obviamente como tiempo caracteristico del
sistema la vida media del estado excitado

TR:I—_‘. (21}

Pero los dtomos alcalinos tienen varios subniveles Zeeman g,,, ¢mr. ...en su
estado base g v, al tomarlos en cuenta, aparece un nuevo tiempo caracteristico,
a saber. el tiempo en que el dtomo es bombeado de un subnivel g, a otro g,
(un ciclo fluorescente)

1
|

Como veremos mas adelante. una condicion que nos interesa (v que se puede

= (2.2)

11
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realizar al disminuir la intensidad del laser) es 7, > 7. Esto provoca dos cosas.
que la poblacién atdmica pase la mayoria del tiempo en su estado base v que al
desplazarse los dtomos a través del laser “se den cuenta” de que sus niveles g,,
han sido modificados por causa de éste.

La modificacién de los niveles atémicos se logra al crear un gradiente de
polarizacién a lo largo de la direccion de propagacion del laser. Este gradiente
sera el responsable de que el atomo se enfrie, ya que no podra seguir adiabdtica-
mente los cambios del campo y disipard su energia.

2.1. Gradiente de Polarizacion

Consideremos dos ondas planas con la misma frecuencia wy, que se propagan
a lo largo de direcciones opuestas sobre el eje z. Sean E y E' las amplitudes
de las dos ondas y € y ¢’ sus polarizaciones. El campo eléctrico total E puede

escribirse como

ﬁ(z,t) = fﬂz)c“”“"- +c.c., (2.3)
con c.c. el complejo conjugado y &+ (z) dado por

Et(z) = Eée** + E'é'e = . (2.4)

El superindice +/— en £+/~(z) indica emisién/absorcién. Ahora supongamos
que las amplitudes son iguales E' = E y que las dos ondas tienen polarizaciones
lineales ortogonales,

€ = ; (2.5)
Sustituyendo (2.5) en (2.4) obtenemos

f"’(z):E\/i{(m) {:oskz-i(elqey)sink:J . (2.6)
V2 V2

Por lo tanto el campo eléctrico total puede verse como la superposicion de dos
campos con amplitudes Ev/2cos kz v Ev/2sinkz y polarizaciones a lo largo de
dos ejes ortogonales ';'—jqu paralelos a las bisectrices del plano generado por ¢,
y €,. De la ecuacién {'2?6) vemos claramente que la polarizacion es lineal a lo

2o ~ £z +€, . - Ex+IE, 2
largo de ¢, = "7’- en z = 0, circular (¢€- = ’7)_") €n z = % (con A = 7).
lineal a lo largo de & = '—‘—;}—)’i enis = %, circular (€, = %’-) enz=3y

asl sucesivamente. Ver Fig. (2.1).
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Figura 2.1: Dos ondas que se contrapropagan tienen polarizaciones ortogonales.
La polarizacion resultante estd modulada espacialmente.

2.2. Descripcion Cualitativa del Mecanismo de
Enfriamiento

Antes de calcular los cambios en los niveles base de energia vamos a dis-
cutir cualitativamente el fenémeno. El ejemplo mas sencillo de estudiar sucede
cuando el estado base tiene momento angular total (J = L+ S) J, = 5 y el
excitado J, = g Los coeficientes Clebsch-Gordan de las posibles transiciones se
muestran en la Fig. (2.2). Al elevar al cuadrado estos coeficientes obtenemos las
probabilidades relativas de transicion de un estado excitado e a uno base g.

Supongamos que tenemos un atomo en reposo dentro del gradiente de po-
larizacion creado por el laser. Esto provoca una dependencia en los niveles de
energia como se muestra en la Fig. (2.3).

Como primer caso coloquemos al dtomo en z = % de tal forma que la polari-
zacion es €_. Si inicialmente el d&tomo se encuentra en g_, el inico ciclo posible

esg_1 —e_3z —+g_) durante un tiempo 7,. En cambio Si se encuentra en ¢, 1

=
3

tenemos g1 — €_1 — g1 con probabilidad relativa '3 Y gsg HEC) H 9
2 2 = 2

4 2
con probabilidad relativa % Por lo tanto, al llegar al estado estacionario, nos
encontraremos con que el dtomo se encuentra en g_i. De la misma forma. si
iniciamos con una poblacién atémica situada en z = 2 con la mitad de ella en
g1 v laotra mitad en g1 sabemos que. al pasar un periodo de tiempo del or-

]
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Figura 2.2: Esquema de los niveles atémicos y coeficientes Clebsch-Gordan para
una transicién J, = 1/2 & J, = 3/2.

4

Energia

g—l!
Ie" Lin e Llin e
I I I I .
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| |
Figura 2.3: Dependencia espacial de los niveles de energia base. Como se

mostrard mas adelante la variacion se debe al gradiente de polarizacion pro-
ducido por el laser.




2.2. DESCRIPCION CUALITATIVA DEL MECANISMO DE ENFRIAMIENTO15
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Figura 2.4: Las poblaciones atdmicas estacionarias en los distintos subniveles
base se encuentran representadas por los circulos negros.

den de 7,, nos encontraremos con que casi toda la poblacién se encuentra en g_ 1

Si el atomo ahora se sitila en z = —33’1, donde la polarizacion es €, , las conclu-
siones anteriores se invierten. Si el 4tomo estd en g 1 la tnica transicién permi-
tidaes g, —e,35 — g 1, encambio. eng_y tenemos g_; — e,y — g_; con
probabilidad 3 y 9-3 = €4y = g,y con probabilidad 2. Por lo tanto el estado

estacionario de una poblacion atomica situadaen z = % esleng, 1 yOeng_;.

Finalmente si z = 0, %, i;—, ...la polarizacion es lineal y ésta se puede des-
componer en una componente €, y otra €_, ambas con la misma intensidad,
por lo que nos encontramos con que la poblacién atémica tendera a ocupar g_1
Y 943 con la misma probabilidad. )

Todas las conclusiones anteriores se muestran en la Fig. (2.4). Se puede apre-
ciar la dependencia en z de los niveles base asi como la dependencia en z de
las probabilidades de ocupacion en un nivel u otro representadas por el tamano
relativo de los circulos negros.

La discusion anterior nos permite entender el mecanismo de enfriamiento
que se lleva acabo cuando los dtomos se mueven dentro del laser. EI punto clave
es que el bombeo optico entre dos niveles ¢ requiere de un tiempo finito 7,
Supongamos que un dtomo comienza su recorrido desde la sima de un valle de
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Figura 2.5: Efecto Sisifo. Debido al tiempo de retraso 7, por el bombeo éptico.
el atomo pasa la mayor parte de su tiempo subiendo la colina de potencial. La
velocidad del 4tomo aqui presentada es tal que vr, ~ % en este caso el dtomo
viaja una distancia del orden de A en un intervalo de tiempo 7,. El enfriamiento
es maximo.

potencial, digamos en z = % (ver Fig. (2.5)), y que se mueve a la derecha. Si la
velocidad v es tal que el 4tomo viaja una distancia del orden de 3 durante un
tiempo 7, el d&tomo permanecerd en promedio en el mismo subnivel, subira la
colina de potencial y llegard a la cima antes de ser dpticamente bombeado al
otro subnivel, i. e., a la sima del siguiente valle de potencial en z = ’8—‘\ De
aqui en adelante se repite el mismo fenémeno. Por lo tanto, al 4tomo le parece
que, debido al tiempo 7, siempre estd subiendo colinas de potencial, transfor-
mando parte de su energia cinética en energia potencial.

El efecto debe su nombre a la siguiente leyenda. Sisifo, rey de Corinto, sor-
prendié a Zeus en el robo que éste hizo de la ninfa Egina y conté a su padre lo
sucedido. El dios, colérico, envié al rey a la parte mas profunda del Hades (el
infierno griego) llamada Tértaro. Sisifo al saber que iba a ser castigado, pidio a
su esposa que no enterrara su cadaver, mostrando una vez mas que ain en el do-
minio de la muerte era astuto. Al llegar al Hades, Sisifo visit6 a Perséfone, reina
del infierno, y le dijo que al no estar sepultado no tenia porque estar alli v que lo
debia dejar regresar a reclamar sus funerales. Convinieron en que €l regresaria a
los tres dias pero, una vez en la Tierra, se hizo el desobligado y no regresé has-
ta que lo hizo volver Hermes, el mensajero divino. De vuelta, su atrevimiento
fue castigado de manera cjemplar. Los jucces infernales resolvieron asignarle
un trabajo eterno e initil: debia rodar una roca pendiente arriba hasta legar a
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la cima de una montana, una vez alli, la roca caia y el trabajo volvia a comenzar.

En los parrafos anteriores pudimos ver como es que la energia cinética se
transforma en potencial: El atomo sube una colina de potencial; gracias al
bombeo dptico la energia almacenada de esta forma se disipa introduciendo
irreversibilidad en el proceso y produciendo el enfriamiento. En la Fig. (2.3)
observamos que cuando el atomo llega a la cima hay una gran probabilidad de
que éste absorba un fotén hwy y emita uno fluorescente cuya energia es mayor
que la absorbida en una cantidad igual al desdoblamiento de los niveles base.
Por lo tanto, el fotén emitido se lleva el exceso de energia.

De la discusién anterior, podemos derivar un orden de magnitud del coefi-
ciente de friccién o que aparece en la expresion de la fuerza de friccién,

F=-av. (2.7)

Como sabemos, el maximo valor de la fuerza de friccién aparece cuando el dtomo
tiene una velocidad del orden de vr, ~ %, i.e., cuando

kv ~T". (2.8)

Para este valor de v, la energia disipada durante un tiempo 7, es del orden de
—hA', con A’ igual a la diferencia de energias entre los niveles base. Por lo
tanto, la energia disipada por unidad de tiempo es

L (2.9)
dt Tp
Por otro lado, también sabemos que
dw
el A 2.10
dt e (2.10}

entonces, en este caso en particular, tenemos

aw -,
— ~av?. 2.11

Igualando las expresiones (2.9) v (2.11) v usando la expresion (2.8), llegamos a

o BN
L4 . .
RET _hL.th = (212}
Como hemos dicho. el modelo funciona para intensidades bajas del laser. En
éste limite tenemos que A v I son proporcionales a su intensidad. Se sigue
de la expresion (2.12) que el coeficiente de friceion para este mecanismo de
enfriamiento es independiente de la potencia,
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2.3. Descripcién Cuantitativa del Mecanismo de
Enfriamiento

El potencial que describe la interaccion dtomo-ldser es

V=<DK, (2.13)

El operador momento dipolar se puede descomponer en las transiciones que
aumentan la energia del dtomo y en aquellas que la disminuyen

D=) |i><jDy =) Dyli><jl+) Djlj><i|=D*+D", (214)
i>] i>)

donde ]33-,- =< i|D|j >. En la ecuacién anterior suponemos que |i > es un estado
mas energético que |j > si i > j. Para simplificar los cdlculos trasladaremos el
origen de coordenadas en la direccién z una cantidad A/8 ademas, expresaremos
el campo eléctrico en la base é;,€_, obteniendo

Et(z) = V2E(é_sinkz + i€, coskz) , (2.15)
E7(2) = V2E(—¢&, sinkz +i¢_ coskz) . (2.16)

Usando la aproximacion de onda rotante el potencial es

V =—[D*-*(r)e!~“t) + D~ - & (r)el~™eh)], (2.17)

Para ejemplificar el cdlculo de V' encontraremos el coeficiente < e_ 3 Vig-y >
del desarrollo de V' en la base |e >, |g >. Tenemos que

<e_3|Vig_y >=<e_3|D*|g_; > Ereit, (2.18)

va que la transicion que sufre el &tomo aumenta su energia. Ahora en la base
del momento angular orbital y del espin |I[,m; > |s,ms > las expresiones para
|t3_% >y para|g_j > son

1 1
_3 >=L,-1>|5,-5>, 2.19
le_g >=| >lz=5> (2.19)

1 q
L L 2.20
|g_=5> |{)O>I2 2) ( )

Entonces

<e_gD¥|g_y >=
<1.-11 <1/2.-1/2| D [1/2.-1/2 > [0,0 >=d < 1. =1|d[0,0 > . (2.21)
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con d la magnitud del momento dipolar
o0
d=gq / Roy Ra_yordr (2.22)
0

Para calcular el valor de expectacion del operador de momento dipolar uni-
tario < 1, —1|d|0,0 > notemos que

de = |/ 30 0,0) - Y (0,0),
é&‘ = \/233{1/1_1{61{9} + Yll (Bv ‘lc))'.!

d. = \[5700.0), (2.23)

como [0,0 >=YP? = ﬁ-, podemos calcular < 1,—1|d|0,0 > usando la ortogo-
nalidad de los arménicos esféricos, obteniendo

5 1 1
<1,-1/d|0,0 >= — (1,1,0) = —=€_ . 2.24
|d] 7 (1,%,0) 73 (2.24)
Por lo tanto el coeficiente < e_3|V]|g_y > es igual a
ﬂ_ - . - 2
<e_s lV]g_% >= d(fﬁ wEhg Yy = de_“"‘"\/;Ecoskz ; (2.25)

Llevando a cabo célculos andlogos a los anteriores obtenemos la expresién
para el potencial :

4hQ 1
V= .1 sin kz [\/—§|e+%)(g+%| + |e+%)(g_%|]e

- %_gcoskz [\%le_%)(g_%f + [e_%)(g+é|]e"'“‘ +ch., (2.26)

con ¢.h. el conjugado hermitiano y Q la frecuencia de Rabi

—iwpt

_dE

Q= o (2.27)

Con la expresion del potencial podemos calcular la fuerza promedio que
actua sobre el dtomo
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dV dv
() re(2)

_ hkQ k L 2
———WCOS z ﬁﬂ(.‘ﬁ%:&rg)+P(Q—%:e+%)+f—"c-

+hkﬂ‘k[1_( 3 )+ ]
—sinkz |—=p(g_1,e_3 1,e_1)+ee| ,
\/i \/Ep 9 2 2 p g+i )
(2.28)
con p la matriz de densidad y
plgi,e;) = (gilplej)e ™" . (2.29)

Ahora necesitamos calcular el valor estacionario de las coherencias 6pticas
usando ecuaciones de Bloch [12,13] en el esquema de Schrédinger

9p

ot
donde Hj describe la interaccién del electrén con el micleo v V con el campo.
Notemos que a diferencia de (1.10) aqui sélo tomamos en cuenta la variacion
temporal de p y hemos despreciado la variacién del centro de masa al no conside-
rar una derivada convectiva ya que la velocidad a la que se mueve el atomo es
menor a la considerada en el enfriamiento Doppler. Como ejemplo calculemos
la ecuacién para p(g +1,€43 )- Como p estd expresado en la base donde Hy es
diagonal tenemos que el segundo término a la derecha de (2.30) es

= i~ 1[5 H] = ~iwsp - %([,3. Ho)+[pV]),  (2.30)

[)5‘ Hﬂl(g_‘_&.e*_g_) = (Ee+§ = Eg+§)ﬁ(9+% re-g-g) = _ﬁ-‘-"'.-!ﬁthr% Y ) (2.31)
El dltimo término en (2.30) se calcula con el potencial dado en (2.26). Sumando

éste término, los dos anteriores y tomando en cuenta la vida media del estado
excitado llegamos a

5{9+%.e+%) =i ('.i6+ g) ﬁ(g+%,€+%} +if—f%cosk3(('_%|pir+%)
40 o
= 'f'ﬁ’i"lk3[(9+%|ﬂ|y+%> = ("-+i§if)|f’+-§)] - (2.32)

donde § = w; —w es la desentonacion entre la frecuencia del laser v la frecuencia
atomica.

La ecuacion es vilida para cualquier potencia pero. como suponemos bajas
velocidades atomicas v bajas intensidades, podemos simplificarla de la siguiente
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forma:

(i) La hipétesis sobre la baja intensidad del ldser (? < ') implica que las
poblaciones y las coherencias de y entre los estados excitados son despreciables
a comparacion de los del estado base. Por lo tanto podemos despreciar los térmi-
nos (e;|ple;) y calcular p a primer orden en .

(i1) Como la velocidad atémica es baja (kv < I') las coherencias Opticas
pueden alcanzar sus estados estacionarios aunque exista una variacion a lo largo
de la direccion de propagacion sin kzya que el campo puede ser considerado con-
stante dentro de la distancia . Esto significa que las coherencias opticas siguen
adiabdticamente a las poblaciones del estado base.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores e igualando a cero la
ecuacién (2.32) (ya que buscamos el estado estacionario) podemos escribir

0
E

,5(94_%,6_'_%) = N
2

H+% sinkz , (2.33)
con

Myy =(9+1lolg=y) - (2.34)

Notemos que las coherencias entre los dos estados base (g4 1[plgs1) no con-
tribuyen al calculo y ademas tienen un valor estacionario iguaf a cero para esta
configuracién del ldser ya que éste no acopla a las poblaciones del estado base.

Ahora calculemos las ecuaciones de Bloch para las poblaciones excitadas,
por ejemplo, para (e+%|ple+%)

(e+%|pje+§) = —F(e+§|p|e+%)
40 ”
—i—=sin kz[ﬁ[e+§,g+%) = ;0(94.%,‘34.%)] . (2.35)

V2

El primer término a la derecha de la ecuacién viene de considerar el decaimiento
de la poblacion excitada; el segundo es el resultado de calcular el conmutador en-
tre p y V. Reemplazando las coherencias dpticas por sus expresiones en términos
de las poblaciones e igualando a cero obtenemos

(epalpleys) = soll, y sin® kz (2.36)
donde sy es el parametro de saturacion dependiente del desentonamiento

802

= —7. 2.37)
6+ L b

S0
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Finalmente, calculemos las ecuaciones de Bloch para las poblaciones del
estado base. Por ejemplo

. 2 1
1, =T [(ex glolerg) + Flexyloler )+ 5 ylle_y)]

i4Q) 140
— | —=p(g,.1,€e sinkz + —p 1,€_1 coskz+r:.c.] . (2.38
e pesy Sy ey (2.38)
Los primeros tres términos corresponden a la poblacién excitada que decae v que
puede aumentar la poblacién base por medio de una transicion permitida, los
factores que los multiplican son los coeficientes de Clebsch-Gordan al cuadrado.
Los términos restantes se obtienen al calcular el conmutador entre p y V.

Si insertamos las expresiones de las coherencias dpticas y de las poblaciones
excitadas en términos de Il obtenemos

;= = = T2 2] (2.39)
Tp

donde el tiempo de bombeo 7, y las poblaciones estacionarias I13*(z) estan dadas
por

2r50

—=I"= 2.40
T ¥ 9 °’ (2:40)
Hf%(z) =sin’kz,

Hf%(z) = 006" kz. (2.41)

Como podemos ver en la ecuacién (2.39) las poblaciones base alcanzan su
estado estacionario en un tiempo ;‘; para una posicién z dada. El tiempo, como
se menciona al principio de la seccién, es inversamente proporcional a la inten-
sidad del ldser. Ademas las poblaciones tienen una fuerte modulacién espacial.
Ver Fig. (2.4).

Para calcular la fuerza (2.28), primero reemplazamos las coherencias dpticas
por sus expresiones en términos de las poblaciones base

f=- ;ﬁkﬁsu(HJr% —M_y)sin2kz. (2.42)

Ahora, si definimos
= dAE = 2”:" in 2k 2.43
fi%"& -i%—:Fé—lO.saSln e (2.43)

con AE, : igual a
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AE_,_% = Fg— @ cos 2kz = héso(sin® kz + %cof kz) (2.44)

AE_% = Ey + %9-9 cos 2kz = hdso(cos? kz + %sin2 kz), (2.45)

con

2
Ea = EMSQ & (246}

Podemos ver, como se muestra en la Fig. (2.3) y en las ecuaciones (2.44) y
(2.45), que ambos subniveles base oscilan con periodo ’5\ Reescribimos la fuerza
f (2.42) como

f=f My +f 400y (2.47)

Por lo tanto la fuerza f es el promedio de las dos fuerzas para cada estado pe-
sadas por la poblacidn en los subniveles respectivos. Ahora calculemos las pobla-
ciones l'li% para poder obtener la fuerza a partir de (2.47). Primero supongamos
que el atomo estd en reposo, esto implica que las poblaciones son iguales a sus
valores estacionarios (2.3). Sustituyéndolos en (2.47) obtenemos

flz,u=0) = %ﬁkéso sin 2kz cos 2kz = — i—U g (2.48)
Z
donde el potencial esta dado por
1 2 .
U(z) = —6.&630 sin” 2kz . (2.49)

Como vemos, en el caso en que el dtomo estd en reposo, la fuerza se puede
derivar de un potencial. Esto corresponde a la parte conservativa del sistema
que, una vez que enfria al 4&tomo, lo atrapa en los minimos del potencial.

Como siguiente aproximacion, consideremos un atomo muy lento para el

cual el corrimiento Doppler kv sea menor que --. Hay que notar que este re-

v
querimiento es mas restrictivo que la condicién kv < T' (estados excitados poco
poblados) requerida para llegar a las ecuaciones (2.33) y (2.36).Para tales ato-
mos, el efecto del movimiento sobre las poblaciones 141 puede ser tratado de
forma perturbativa por un desarrollo en términos del pardmetro kv,

st
I;(z,v) = II$'(z2) - f-‘T,,ﬂ e (2.50)

; dz

Sustituvendo estas expresiones en la fuerza (2.47). obtenemos
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Je0) = fz,0=0)=vm, 3

i:j;%

= f(z,v=0)+ %ﬁkEtSstTp sin?(2kz) . (2.51)

Ahora promediamos este resultado en una longitud de onda. El promedio de
f(z.v =0) es igual a cero y < sin%(2kz) >= %, por lo que

flv) = —av, (2.52)

con « el coeficiente de friccion

2
a= ——Ehk?:ﬁsorp
6 <0. (2.53)
o0, usando la ecuacion (2.40)

)
a= -3&1:21: . (2.54)
Por lo tanto, obtenemos un coeficiente de friccion independiente de la potencia
del laser. (Ver ecuacion (2.12)).

Por 1ltimo calculemos la fuerza de forma exacta para todo el rango kv < I
sin la restriccién en los valores relativos de kv y % La ecuacion (2.39) es aun
valida, pero una expansion perturbativa no; sin embargo, la ecuacion puede ser
resuelta de forma exacta

1 cos 2kz + 2kvt, sin 2kz
H:I:i (z, v) = 5 (l + 1+ 4U2‘:2 ) . (2.55}
P

Sustituyendo este resultado en la expresion para la fuerza (2.47) y promediando
en una longitud de onda, obtenemos

= —au r
f(v) = m : (2.56)
con la velocidad critica v,
o - (2.57)
cT 2y 'J

Como se menciond en la seccion anterior, la fuerza es maxima en esta confi-
guracién cuando v = v,, es decir, cuando la distancia que recorre el atomo en
un tiempo 7, es del orden de una longitud de onda (ver Fig. (2.6)). Hay que
recalcar que estos resultados no son validos para cualquier velocidad atémica.
sino sélo para velocidades kv <« I'. Fuera de este rango. ol efecto disipativo
dominante es el Doppler.
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Figura 2.6: Grafica cualitativa de la variacién de la fuerza con la velocidad
debida al gradiente de polarizacién para distintas intensidades del laser. Nétese
que el rango de atrapamiento se reduce a medida que la intensidad disminuye
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Capitulo 3
Trampas ()pticas

Hasta ahora sélo hemos considerado técnicas de enfriamiento v no debemos
confundir éstas con las técnicas de atrapamiento.

Cuando un gas ha sido enfriado, sabemos que los dtomos siguen interactuan-
do con el campo generado por el laser, provocando que la temperatura minima
sea distinta de cero. Este movimiento térmico es resultado del retroceso que
sufren los dtomos al emitir los fotones absorbidos del campo. Por conservacién
del momento entre el fotén y el dtomo tenemos

_ hk
Uret = 'H !
con k el vector de onda y M la masa atémica. Esta velocidad tiene asociada una
energia igual a

(3.1)

1 h2|k|?
E,-eg = infe,_ = oM . (32)
Este resultado impide que el gas sea enfriado completamente y causa la difusién
atémica, es decir, los dtomos siguen trayectorias errdticas debido a la emision

espontanea de fotones que provoca el abandono de la regién de enfriamiento.

La difusion ejemplifica que las técnicas de enfriamiento son sélo eso, técni-
cas de enfriamiento y que, si queremos tener a los atomos localizados en cierta
region del espacio, debemos recurrir a técnicas de confinamiento.

3.1. Trampa Magneto-Optica (MOT)

La fuerza dependiente de la posicién es necesaria para conseguir el atra-
pamiento de los atomos, sin embargo una serie de teoremas restringe la dis-
tribucion de campos magnéticos y eléctricos que pueden ser utilizados para con-
finar. Por ejemplo. sabemos que el potencial eléctrico cumple con la ecuacion

27
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de Laplace V?¢ = 0, que es equivalente a pedir que el potencial sea una fun-
cién arménica en la region del espacio libre de cargas. Estas funciones tienen la
propiedad de que su valor en cualquier punto del espacio donde esté definida es
igual al valor del promedio de los valores que toma sobre una esfera que tiene al
punto como centro por lo que éste no puede ser un maximo ni un minimo. En
pocas palabras: ningun potencial generado por cargas esticas puede confinar a
una particula cargada.

Una solucién al problema anterior, es explotar el hecho de que los &tomos que
seran atrapados no son particulas puntuales sino cuerpos con estructura inter-
na que pueden ser polarizados. La polarizabilidad atémica efectiva P puede ser
dependiente de la posicién a través de la presencia de un campo magnético B ex-
terno que resulta en la divergencia negativa de la fuerza de radiacion espontanea.

La Trampa Magneto-Optica, MOT por sus siglas en inglés, se basa en esta
idea y se realiza introduciendo un campo magnético que varia espacialmente por
lo que los niveles atémicos de energia también. Esto provoca que la fuerza de
radiacion se vuelva dependiente de la posicion.

Como ejemplo aqui presentaremos la versién simplificada de un modelo uni-
dimensional que aprovecha la transicién J = 0 — J = 1. La Fig. (3.1) muestra
una configuracién similar a la del efecto Doppler. Dos ldseres que se contrapro-
pagan, circularmente polarizados estdn desentonados por una cantidad A hacia
el rojo respecto a la transicién atémica. Ademads existe un gradiente de campo
magnético que desdobla el estado J = 1 en tres subniveles magnéticos. Si un
atomo esta localizado a la izquierda del centro, definido por el cero del campo
magnético, su transiciéon J =0 — J = 1,m = 1 estd mas cercana a la frecuen-
cia del laser que las otras transiciones a los otros m-niveles. Sin embargo las
transiciones Am = +1 son producidas por luz €4, por lo tanto los dtomos a la
izquierda se encuentran mads en resonancia con el haz que viene de la izquierda.
Esto provoca una fuerza dependiente de la posicién. Es obvio que el mecanismo
Doppler es atin vilido proveyendo la fuerza dependiente de la velocidad.

Escribiendo el corrimiento Zeeman como Sz, con x la coordenada con res-
pecto al centro, la fuerza total es [10]:

HET G G
Fuor = =5~ (1 TG (02072 1+G+(0+ 2»5)/1")2) v (99

donde

£=kv+pz. (3.4)

Para desentonamientos pequenos podemos hacer una expansién similar al
de la ecuacién (1.34). En el limite de pequenios campos y bajas velocidades, el
sistema se comporta como un oscilador arménico amortiguado sujeto a la fuerza
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Figura 3.1: Modelo unidimensional de la MOT.

_ 4BkG(8/T) (kv + Bz)
P2 = —aerpp G

E+ 7% + Wiampt =0 (3.6)

con 7 el coeficiente de friccidén y w la frecuencia de la trampa

_ 4Rk*G(§)T)
Y= MO+ (/D2 3:7)

9 _ 4Rk?BG(2A/T) 3.8)
Sremp = ML+ (60 =
El movimiento del 4tomo en la regién arménica de la trampa se encuentra
2
sobreamortiguado va que m-}'— > 1. Esta misma razon en términos de la
tramp
energia de retroceso y del corrimiento Zeeman en una longitud de onda es
2 E
g (3.9)
AWiramp MRS

Una trampa con un gradiente del campo magnético que produce un corrimien-
to Zeeman de # = 14 MHz/cm tiene una frecuencia de atrapamiento de unos
cuantos kilohertz. Un campo magnético cuadrupolar, como el producido por un
par de bobinas en una configuracion anti-Helmholtz (la corriente en una bobina
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Figura 3.2: Configuracién esquematica de las bobinas y los ldseres en una trampa
MOT

contraria a la corriente en la otra) provee un gradiente adecuado en las tres di-
mensiones. La forma exacta del campo no es critica y la separacién entre las dos
bobinas no tiene que ser igual al radio. Los gradientes tipicos son de 10 G/cm.
Una configuaracion posible para la MOT se muestra en la Fig. (3.2).

3.2. Trampa FORT (Far Off Resonance Trap)

Las trampas FORT son trampas dpticas que utilizan la capacidad del cam-
po eléctrico para polarizar a los dtomos neutros del gas y asi poder interactuar
con ellos. Primero los d4tomos son enfriados por efecto Doppler dentro de una
trampa MOT, al llegar al limite de efectividad del efécto Doppler, los dtomos
son liberados de la trampa MOT y caen por gravedad a una trampa FORT que
puede ya confinarlos por el efecto antes mencionado.

Para tener una idea de la capacidad de atrapamiento consideremos lo siguien-
te: Los pozos de potencial producidos por la interaccion de un momento dipolar
atémico con un campo estacionario E = E, coskz tienen una profundidad [1]
U = aF2. con a la polarizabilidad atémica fuera de resonancia. Asi que el
atrapamiento sélo actia en atomos que cumplan con la condicién

Tkp < aE? . (3.10)

con T la temperatura v kg la constante de Boltazmann.
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Por ejemplo. para dos laseres que se contrapropagan con una intensidad
I = (2)E? ~ 1kW/cm? y una polarizacién atomica tipica a ~ 3x10™%%cm?, la
condicién anterior se satisface para dtomos con una temperatura T en la escala
de los milikelvin [11]. Debido al tamano del potencial que, comparado con las
energias que los atomos pueden tener a temperatura ambiente es infimo, el gas
debe ser previamente enfriado y luego atrapado.

En los capitulos anteriores obtuvimos que la fuerza que siente el atomo dentro
del campo generado por el laser tiene dos componentes. una conservativa v otra
disipativa. Esto podria llevarnos a pensar que un mismo campo puede primero
enfriar (procesos disipativos Doppler y Sisifo) v luego atrapar al atomo (proceso
conservativo). Sin embargo. la difusién debida a las emisiones espontaneas evita
el confinamiento. Este problema se supera usando trampas cuvos laseres estan
sintonizados a una frecuencia muy alejada de la frecuencia caracteristica del
atomo: se les conoce como trampas FORT (Far Off Resonance Trap).

Como se mostré en el Capitulo 2 en las ecuaciones (2.42) v (2.43). el cam-
po eléctrico modula espacialmente los niveles base de energia del atomo de la
signiente forma

AE =E0:t@c032kz, (3.11)
COorn
2
Eo = 5}!559 (312)
v 5o el pardmetro de saturacién
62 + T

En el limite cuando las velocidades dtomicas cumplen con la desigualdad kv < T’
la modulacion provoca una fuerza conservativa capaz de confinar que, como se
mostré en el Capitulo 2 ecuacién (2.47), es igual a

2 J—-— dU
flz.v=0)= gﬁkdsn sin 2kz cos 2kz = 5 (3.14)
donde el potencial esta dado por
. 1, . 3
Ulp,z) = —-Eh.rs.eu sin“ kz . (3.15)

Recordando que 4] > . Q v usando (3.13) ¥ (3.15). el minimo del pozo de
potencial es proporcional a
& .MZE [p}
R

(3.16)
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La razén por la que las trampas FORT estan muy desentonadas respecto
de la frecuencia de la transicién atémica resulta ahora evidente [9]: la profun-

2
didad del pozo &5(‘21 se mantiene constante si aumentamos la intensidad y el
2
desentonamiento de tal manera que la razén 9-}-'31 no cambie; la utilidad de este
comportamiento radica en que la razén de difusién viene dada por

rQ%(p) % 4
i =y (3.17)
que se origina por las fluctuaciones de la fuerza dipolar que oscila entre los niveles
’ . Qf g 22 i s
f% v f_1 (2.43) [8]. Entonces, si L ;‘” se mantiene constante, ‘—?gﬂ disminuira y
la vida media de los dtomos en la trampa aumentara considerablemente.

La primera trampa FORT se usé para confinar atomos de sodio en un po-
tencial de 10mK y la vida media alcanzada fue de unos cuantos milisegundos
[9]. Actualmente, el aumento en la intensidad de los laseres y las mejoras en la
trampa se han traducido en tiempos de atrapamiento que superan varios segun-
dos.



Capitulo 4

Modelo de Malla ()ptica

El patrén de interferencia de dos laseres que se contrapropagan puede crear
un potencial periédico estable para dtomos neutros. Los atomos, después de
haber sido enfriados por una trampa MOT, son atrapados en los minimos de
este potencial creando un arreglo parecido al de una caja lineal de huevos muy
extendida a lo largo de la direccién de propagacion de los laseres. En la literatu-
ra, a esta caja que confina a los 4tomos, se le denomina Malla Optica. Gracias
a ésta técnica de atrapamiento ha sido posible realizar espectroscopia da alta
resolucién disminuyendo el ancho de las lineas espectrales al minimo gracias a
las bajas temperaturas alcanzadas dentro de la malla [4,5,6]. Otra aplicacién
potencial de las mallas (atin en fase experimental) es la litografia de alta res-
olucién que consiste en el deposito controlado de los dtomos por medio de la
trampa sobre sustratos para formar patrones miniatura.

En este capitulo construiremos un modelo tridimensional de malla éptica

producida por un campo elect.r(gmagnético. El modelo sera una aproximaciori
2

del potencial V (p, z) = —Vpe E} cos?(kz) [11] que produce el confinamiento en
la direccién de propagacion del h az y en la direccién radial por medio del coseno
cuadrado y de la exponencial respectivamente. La aproximacién se obtendra al
expandir la exponencial a primer orden y sustituir el coseno cuadrado por una
funcién tipo almena con el mismo periodo.

Debido a la periodicidad del potencial, se encontraran soluciones para un
solo periodo y la solucién general vendra dada al ajustar las condiciones a la
frontera que la funcién de onda y su derivada deben cumplir en los puntos donde
el potencial es discontinuo. Este ajuste discriminara entre las posibles energias
por medio de una matriz que relaciona a los coeficientes de la funcién de onda
de un lado del potencial con los coeficientes del otro lado de tal forma que la
norma se conserve.

33
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_ar2
Figura 4.1: Gréfica del potencial V(p,z) = —Vpe “& cos?(kz) responsable del

confinamiento atémico.

4.1. EIl Hamiltoniano

Como mencionamos en el capitulo anterior ecuacién (3.15), el potencial re-
sponsable de atrapar a los d4tomos producido por un liser gaussiano viene dado
por la expresién

2
2 2w

V(p,2) = -Vee 8 cos?(kz), k - (4.1)

La parte exponencial del potencial es la responsable de mantener a las
particulas atrapadas en la direccion radial del haz, mientras que la parte cosenoidal
provoca el confinamiento en la direccién de propagacion del laser. El potencial
a lo largo del eje z es periddico, con minimos locales distanciados por % Es en
estos lugares donde las particulas se ven confinadas, ver Fig. (4.1).

Como sabemos, el efecto tinel, un fenémeno puramente cuantico, permite
que las particulas confinadas tengan una probabilidad no nula de atravesar la
barrera de potencial que las confina para llegar a una region donde su energia sea
menor o igual a su energia anterior. Este fenémeno, combinado con la periodi-
cidad del potencial, provoca que sélo ciertas regiones del espectro energético de
la particula sean permitidas.

Para poder tratar el problema analiticamente haremos una expansion a
primer orden de la exponencial en (4.1) ademas, sustituiremos a la funcion
coseno por otra funcion periddica con la almena como motivo. ver Fig. (1.2)).
Nuestro nuevo potencial es
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Figura 4.2: Géfica del potencial aproximado

2V 2 A :
. 24i-1)< z< 2(di+1
Vip) =] mf UI-DSz<slli+l) (4.2)
R, 2(4i+1)< 2< 3(4i+3)

con i = 0,%+1,£2,... Hay que notar que, para simplificar el tratamiento, el
minimo de energia ha sido desplazado una cantidad V; respecto al potencial
(4.1) que, como sabemos, no afecta a la dinamica del sistema.

Existe otra aproximacién similar a la nuestra que consiste en dejar la variacién
cosenoidal intacta y aproximar la variacién gausiana en p por un pozo de po-
tencial. Hemos rechazado esta aproximacién ya que la solucién al potencial
cosenoidal viene dada por funciones de mathie que presentan gran dificultad en
su evaluaciéon numérica.

El potencial anterior da lugar a un hamiltoniano que consta de dos partes;
la primera es
2
KR 1,  mw ,

H1=%P,‘+§;€ﬁ;¢+_2 P, (4.3)

con 2=- ’"‘" — ~—:Q El segundo y tercer término a la derecha de la igualdad provocan

el <onfumml<,nt0 radial de las particulas por medio de un potencial de oscilador
arménico. el primer término corresponde al hamiltoniano de una particula libre
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en el eje z.

La segunda parte del hamiltoniano describe la barrera de potencial que se-
para a dos valles contiguos, sin embargo, ahora la particula es libre de des-
plazarse en la direccién radial,

. 1 2 1 2
Hy= 5Pl + 5P +Vs. (4.4)

Como suponemos que los atomos estdn confinados, su energia E siempre
serd menor a Vp, pudiendo escapar de la regién de confinamiento sélo a través
del efecto tinel.

4.2. Construccion de la Funcion de Onda

En la ecuacién (4.3) vemos que el hamiltoniano H, describe dos movimientos
independientes cuya solucién conocemos: la particula libre unidimensional y el
oscilador arménico bidimensional. Ahora, como el hamiltoniano es separable,
podemos escribir la funcién de onda como un producto de las eigenfunciones
que son soluciones a cada una de las partes separables [12]). Ademads, debido a
la linealidad de la ecuacién de Schrédinger, sabemos que podemos formar una
nueva solucion al hacer una combinacidn lineal con las eigenfunciones de (4.3).
Por lo tanto la solucién general es

1 [ .

Heed)= Y wuPl )@@= [ gk,
I, o T s Ver Jooo

(45)

con «; , coeficientes constantes de la combinacién lineal sujetas a la restriccion
3 |a.u?> = 1. Las dos primeras funciones corresponden a la solucién del os-
cilador arménico bidemensional con ®,(p) = \/%e"‘“’ y P(p) una funcién de

los polinomios de Laguerre (ver apéndice)

" = n! : [ —35;2 |2l 2
Pip) = (2ot ) WanMe T L), (9

la tercera funcién corresponde a una superposicién de ondas planas que forman
el paquete de onda libre de desplazarse sobre la direccién de propagacién del
laser. Como vemos se necesitan tres nimeros cuinticos para especificar alguna
eigenfuncién: en las eigenfunciones del oscilador arménico j esta asociado al
movimiento radial, m al movimiento alrededor del ¢je z y en las eigenfunciones
de onda plana, k estd asociada al movimiento a lo largo de z. Vale la pena recor-
dar que, como se ve en la sumatoria, dado el indice y los valores que el indice j
puede tomar son j = ||, |p| + 2, |p] +4,...
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Podemos usar el mismo razonamiento para encontrar las eigenfunciones del
hamiltoniano H, (4.4). Por lo tanto, la funcién de onda en la direccién de propa-
gacién del haz (eje z) estard formada por una exponencial decreciente (funcién de
z) que describe la probabilidad evanescente de que la particula penetre una dis-
tancia z la barrera de potencial V4. En las dos direcciones restantes, la particula
se encuentra libre y su funcién de onda viene dada en términos de una super-
posicién de ondas cilindricas. Por las consideraciones anteriores llegamos a la
siguiente solucién para el hamiltoniano H,

Ua(p,0,2) = Y Bu®u(e) L /o go(k, M Ju(vp)e 5y 2 dydk ,  (4.7)

con f, constantes de la combinacién lineal sujetas a la restriccién 3" |8,]% = 1.
Anaélogamente a la ecuacién anterior, los niimeros cudnticos w, v y k estan aso-
ciados al movimiento radial, al movimiento alrededor del eje z ¥ al movimiento a
lo largo del eje z. Hay que senalar que en general suponemos que k es un numero
complejo que nos permite cambiar el comportamiento exponencial decreciente
dentro de la barrera (E < V) por un comportamiento oscilatorio fuera de ésta
(E > Vo).

Para encontrar la solucién de H hay que resolver la ecuacion estacionaria de
Schrédinger H|¥ >= E|¥ >, es decir, encontrar las eigenfunciones y los eigen-
valores. Lo anterior nos indica que sélo debemos seleccionar los estados |¥; >
y |¥; > tales que Hy|¥; >= E|¥; > y Hy|¥, >= E|¥; >.

Para que los estados de H; satisfagan la condicién anterior hay que solicitar
que la energia de cada estado ¥, , perteneciente a la combinacién lineal (4.5)
sea igual a

E= Ej,p = Eosc(js ﬂ') + E, (J, k) . (48)
La energia del oscilador esta completamente definida para cada j, sin embargo
la energia asociada al movimiento en z no lo estd ya que la funcién de onda es
una superposicién de ondas planas. Como la energia del oscilador viene dada
por Eys = h? (2a(j + 1)) y al sumarla con E. = Bk jebemos obtener E, los

Im 2m
valores que k puede tomar para alguna j y para alguna E estan restringidos a

2m .
kj =k ﬁ—_zE—2C|:(j+1) y {49)
esto nos dice que g(k) esta formada por dos funciones delta centradas en k; y
—k; respectivamente. Introduciendo las funciones delta con coeficientes a y b en

(4.5) encontramos la funcién de onda de H, con energia E

0 1 ik, = — ik =
¥i(p.p,2) = Z PgU—|,,“(ﬂ}¢'u(99}E(“J.;lf’ kit 4 bjue Ry

wo=lulpl+2....
(4.10)
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La funcién de onda en z estd formada por dos ondas planas, una que se mueve
a la izquierda y otra a la derecha con el mismo nmimero de onda k;.

Hay que hacer la misma restriccién sobre las funciones base ¥, de (4.7).
Esto nos lleva a la siguiente ecuacion:

N Rl e 2 2y, ~kz, 1
o [ 0k L R et =
M J_oJo
(B~ %)/ / gw(k,‘}')Jw('yp)e'k"y’l’d'ydk. (4.11)
—o0J0
Para satisfacer la ecuacidén anterior v y k deben estar relacionadas por

i 2m
k= EE—{E - Vo) - (4.12)

De esta forma la integral que antes se realizaba en el semiplano kv (v > 0)
ahora se realiza en las dos ramas de la hipérbola (4.12) pertenecientes a éste.
Implementando esta condicién por medio de una funcién delta' obtenemos

'DZ(p'.! 1,0,2) =
St [ [ autknutpe e - K - ZE(E - Vo)) =
" —oo J0

oo -4z _ Az H
Zﬁw‘l’w (/D (9w (A, 7)e +yt;éAA,'7)e )Juw(Y0)Y d,y), (4.13)

con A igual a

Az\/'y2+2—m(%—E). (4.14)

Por lo tanto, la funcién de onda solucién para la enésima barrera es

i Z;;,_j:|p| PFE;’M (P)i’p(so)vl;';(ﬂ;;efk’: + b;_‘“e—fﬂ'_,z),
l(4n —4) < z < l(4n - 3)

00 (g%(A)e” A" 4+g% (—A1)e2 ") o (v0)7 2
Zu ﬁw@w ( 0 %.ﬁ d"T 1(4‘15)

l(4n-3) < z< 1l(4n—1)

Un(p,p,z) = J

Zu.i:|ﬂ! Pz_'al'i:,[ (P]QIJ(W)#(C&&’C“ + d?ne—ml:}-
Cldn-1)< z < l4n

.

'Para llegar a la ecuacién (4.13) hay que usar que d(g(z)) = 3, ‘ilirf(:{;l} con gla) =0y

g'(a) #0
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— A
conl=g.

En cada barrera de potencial tenemos dos discontinuidades, una en [(4n — 3)
y otra en [(4n — 1), sin embargo estas discontinuidades no puede aparecer en
la funcién de onda ya que, como sabemos, la funcidon y su derivada deben ser
continuas. Por ejemplo, en la primera discontinuidad (z = I(4n — 3)) se deben
cumplir las siguientes ecuaciones,

lim T,= lm ¥, (4.16)
z—+l(4n—-3) z—1(4n-3)
v,
li 3;“ = lm aa : (4.17)
zsi(@n-3) 9% oi(an-3) 9%

La direccon de las flechas en los limites indica si se toman por la derecha o por
la izquierda.

Las condiciones anteriores restringen los valores que las constantes a, b, ¢ y
d pueden tener en (4.15). También las mismas condiciones restringen la forma

de la funcién g.

Al aplicar (4.16) y (4.17) a (4.15) obtenemos dos series de potencias en e'?
(provenientes de ®,(y)) igualadas a cero. Estas ecuaciones deben ser validas
para toda ¢ por lo que cada uno de los coeficientes en la serie de potencias debe
ser igual a cero

/ * (hne™" + g%net) (ot
h2 =
9 m
1 . .
I B ik w uo—ikywy
ZP%(5~|ni)(")vr2;(“:'ne +bje” ) =0, (4.18)

J=lul

K2 d’Y"‘
m

/ ® (—gh e™2% + g* eA®)J, (vp)y}
0

ikj(af, e ™ — bk e7f¥) =0 (4.19)

1
H o
- lpé(i-htl)(’a),f_gﬂ
J=u
Para simplificar la notacién hemos abreviado g/ (£, ) por ¢4, ¥ hemos susti-

tuido [(4n — 3) por w.

Para despejar estas ecuaciones y tener a g4+ en términos de a y b podemos
aprovechar la ortogonalidad de la funcién J,

oo 1 ’
/ Ji(vp)Ji(' p)pdp = =871 (4.20)
0 !
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por lo que si multiplicamos las igualdades (4.18) y (4.19) por J,(v'p)p e inte-
gramos sobre p obtenemos

B2 " e P
U %e‘”ﬂ‘ ZP“);}P_[ (azje"" (A —ik;) + bﬁje ksw(p +ik;)) ,

h2 - = ik:w . —ik: .
n-=5—€ w’-‘ZP;‘_%L (ahie™ (A + ik;) + by ;e (A — ikj)) , (4.21)
J

con

=, 3
Py-ny ™ =
H
7 [ Pl P uroipdo = (DRI (). 422)
De forma analoga obtenemos otras dos ecuaciones al aplicar las condiciones de
continuidad en la funcién y en su derivada en z = [(4n — 1), pero ahora. en vez

de despejar a g4+ en términos de ¢ y d, despejaremos ¢ y d en términos de g+
usando la ortogonalidad de P

o0
i
/0 P%(J'—Ipl) itz—lpl}pdp Oij (4.23)

obteniendo

m e—ik.—v o0 » _‘_“ ik I y 1
cji‘n = E-f 2 (/(] g+nP£[i_|#ne (E +tk_:_)d7) .

me—ik;v ® “ pp v 1 1
R 2 (/0 I=ntL (i~ 1u))® (Z“E)d"’)’

ikiv 00
L - e R |
din T K2 9 (/0 9+nP%("_|_une (A 3k‘_ )d']’ +

m ekiv 00 4 = A 1 B |
h_E 2 ([0 g_“P%{t’—lulle (Z + !k—l)d’}) § (—124}

con v = [(4n — 1). Al sustituir (4.20) en (4.23) obtenemos a ¢ y d en funcion de
ayb,

;..—Za s ((1+ R kjf:;”‘))+

=ik w -.-1 k; ”, i
b" e “" T 15 ((1— E{)Il - (_ ‘ jfui)) .

Jn
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: oy - 1 k I, . 1 ! 1
= Za?ﬂet(k,u-#i. }E ((1 - .}E:-)I‘; +1(k—i_f:j3‘ +kjfl.j“ ) +
2

b;-‘ il —kswtkiv) Z ((1+ J)I ( I;m kjfg'm) , (4.25)
con

LT = 5
1; —/0 By -t Py 08B (A2 dy

L)

oc
" _
L _/0 %(J lul) §(3 Iﬁl]Asmh(Az{)d

,,,“ e sinh(A21) "
/ P'U 5e]) 5(! 1e]) A & (4.26)

4.3. Matriz de Transferencia

La funcién de onda (4.15) obtenida en la seccién anterior es solucién sélo
de una de las barreras, la cual corresponde solamente a un sitio en la malla
optica. Sin embargo, las mallas producidas por los liseres en los laboratorios
estan formadas por cientos de sitios en los cuales los atomos pueden quedar
atrapados. Por lo tanto, si queremos obtener una solucién completa al problema
lo mas sencillo es proponer la misma forma de la funcién de onda para cada
sitio y acoplarlas por medio de las constantes de la combinacién lineal para que
en la unién de dos barreras se cumplan las condiciones de continuidad tanto de
la funcién como de su derivada. Es decir

lim ¥, = lim ¥nyy, (4.27)
z—din z—din
= 6'I'n T 3‘Pn+l

Esto nos lleva a concluir casi inmediatamente que

H .
am+] Cm !

M —_ M
btn-i—l dml |

(4.29)

v podemos reescribir (4.25) como

att ikjw—kiv) oM —ilkjuwtkiv) o H H
Qi =Z € WJ ¢ . : xfi jn A (4.30)
I tU. w+k, :Iy{‘ P--Ji&‘,u'—kl r'lz.:; B

J

in+1 jn
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donde w, x, y vy z son sélo constantes que dependen de I y de k como lo pode-
mos ver de las ecuaciones (4.25) y (4.28).

Cada una de las matrices en la suma se puede reescribir como el producto
de tres matrices

(ei(k,w-—kw)wij e—i(kj-u'+k.-v)xi_

- N - o 2 =TIz(i))M (4, 7)De(3) , 4.31
eilkywtkiv)y e-—:{k,w—k,vlzij) (2)M(i,j)De(j) , (4.31)

siendo

. e~k - Wij  Xij
IZ(I} - ( 0 eik;v) H M(t,j) = (y,; zij) 1
. ikjw 0
De(j) = (30 e_.-k,.w) : (4.32)

donde hemos obviado la dependencia en g en la dltima ecuacion. Ahora, si

Ainsn) = “ﬂnm) , Ajn= (“J’") , 4.33
W (bi(n+l} 4 bjn ( )
podemos escribir (4.30) como
Aignsr) = Y 12(i)M (i, ) De(j) Ajn . (4.34)
J

Al desarrollar la suma sobre j obtenemos

Aluj(n+1)
Ai.ui+2(n+l) =

Iz 0 o\ f My M2
0 Izpuge o | | Migpr2i Mingsoiur+2

Dem 0 “e - -"11;1{:1
0 Depygz o | [ Apgs2n | | (4.35)
y de una forma mas compacta
Apy =I(n)MD(n)A4,, . (4.36)

M es una matriz independiente de la barrera en donde nos encontremos, en
cambio las componentes de [ v D si dependen de la posicién. Esto dificulta la
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iteracion de la matriz IMID para obtener los coeficientes 4,4, en términos de A;
ya que la matriz no es nica y en principio tendriamos que multiplicar entre si
n—1 matrices distintas para obtener el resultado deseado. Sin embargo, notemos
que

D(n)l(n — 1) =
eik|ﬂ|w(n) 0 e~ thjuv(n-1) 0
0 e~ ik w(n) 0 etkiuv(n—1)

et‘k|p|(w(ﬂ)_uiﬂ‘“l)} 0 LT
0 etk (w(n)—v(n=-1)) (4.37)

L

recordemos que w(n) = l(4(n + 1) — 3) y que v(n — 1) = I(4n — 1), entonces la
resta es w(n) — v(n — 1) = 2L. El resultado es independiente de n. Llamemos a
la matriz D(n)I(n—1) matriz R que es independiente de la posicién de la barrera.

Finalmente, iterando desde la primera hasta la enésima barrera y reaco-
modando términos obtenemos

D(n + 1)Ans1 = (RM)"D(1)4; . (4.38)

A la matriz RM se le llama matriz de transferencia ya que al ser iterada n veces
nos da los coeficientes de la funcién de onda correspondiente a la barrera n + 1
en términos de los coeficientes de la primer barrera. Su valor sélo depende de la
energia, del ancho y del alto de la barrera de potencial.

Como podemos ver, todas las variables fisicas de importancia en el problema
se encuentran contenidas en la matriz de transferencia. Para comprender su
importancia, cambiemos a la base de eigenvectores de tal forma que obtengamos
una matriz diagonal y fijemos todos los parametros excepto la energia. Ahora
supongamos que el estado inicial del sistema consiste de una combinacién lineal
normalizada de tres eigenvectores con eigenvalores |[A2] > 1, [A | =1y |A3] < 1
respectivamente

[U(E), >= c(1)|¢(E), > +¢(2)|6(E)s > +¢(3)|6(E)s > | (4.39)

siendo ¢(i) coeficientes tales que normalizan la combinacidén lineal. Después de
pasar por una barrera (equivalente a la multiplicacion por la matriz de trans-
ferencia). el vector de estado del sistema sera

|¥(E)2 >= c(L)AEN|O(E)1 > +c(2)AE)2{0(E)2 > +c(3)A(E)s|o(E)s > .
(4.40)
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Como podemos observar, el vector de estado ya no se encuentra normalizado,
teniendo el mayor peso |¢(E)2 > y |¢(E)s > el menor. Si ahora pasamos por
otras n — 1 barreras, el vector de estado sera

[(E)n >= c(ME)PIS(E) > +cNE)FI6(E)z > +cBINENIIH(E)s > .

(4.41)

Observemos que el resultado de atravesar barreras sucesivamente es un cam-

bio de fase y un cambio en los pesos relativos de las funciones componentes. Para
n suficientemente grande tenemos

|¥(E)n >~ c(2ME);|$(E)2 > . (4.42)

Podemos ver que el estado [¢(F); > es en general un estado no normalizable.
Recordemos que para medir cantidades fisicas a partir de funciones de onda,
necesitamos que éstas sean normalizables, por lo que los eigenestados cuyos
eigenvalores tengan norma mayor a uno no se presentaran en la naturaleza.

Por la discusién anterior sélo debemos considerar el eigenvector formado por

[¥(E); >=c(1)|¢(E)1 > +c(3)|p(E)3 > (4.43)

que al pasar por n barreras, para n suficientemente grande, resulta

|¥(E)n >~ c(ME)T|S(E): > . (4.44)

La influencia del eigenvector con norma menor a uno ha desaparecido y el re-
sultado de atravesar n barreras es un cambio de fase. Gracias a este sencillo
ejemplo podemos ver que los estados que van a ser atrapados en el potencial
seran aquellos que correspondan a un eigenvalor con norma unitaria en la matriz
de transferencia.

En los parrafos anteriores supusimos que para cierta energia podiamos en-
contrar eigenvalores de la matriz de transferencia con normas mayores, iguales o
menores a la unidad; esto es cierto para el problema unidimensional y las bandas
surgen al buscar los rangos de energia para los cuales algunos de los eigenvalores
de la matriz de transferencia tienen norma igual a la unidad. Como veremos en
los resultados de la siguiente seccion, todo lo anterior también sera valido para
un modelo tridimensional.



Capitulo 5

Resultados y Conclusiones

En el capitulo anterior se desarrollé el modelo de forma analitica hasta llegar
a una expresién explicita para los coeficientes de la matriz de transferencia. El
nimero de estos coeficientes es infinito (ya que el nimero de funciones base tam-
bién lo es), esto dificulta, si no es que imposibilita, el calculo de los eigenvalores
por lo que se opté por suponer que cierto numero de funciones base bastaban
para representar ciertas regiones de las bandas permitidas.

La diagonalizacidn, el cdlculo de los eigenvalores y el cilculo de los eigenvec-
tores para una base y un conjunto de pardmatros dados, se realizé por medio
de un programa escrito en coédigo Fortran. En todos los cdlculos siguientes la
energia serd un muiltiplo de fw con w la frecuencia caracteristica asociada al
potencial cuadratico de nuestro modelo.

Al calcular las primeras bandas se encontraron los eiganvalores de norma uno
que se esperaban en una region en la parte mas externa del potencial. Célculos
consecutivos mostraron que existian mas bandas debajo de ésta pero que. al ser
demasiando angostas, la resolucion del programa (la precision numérica) no era
suficiénte para poder discernir los eigenvalores de norma uno.

Una comparacion entre el modelo unidimensional y el tridimensional mostré que
el comienzo de las bandas tridimensionales estaba desfasado en aproximada-
mente una unidad de hw respecto del comienzo de las bandas del problema
unidimensional. Ver Fig. (5.1)

El desfasamiento anterior se explica de la siguiente forma: Dentro de la re-
gion donde el potencial tiene la forma de un oscilador arménico bidimensional el
valor minimo de energia viene dado por fiw asi, en primera aproximacion, todos
los valores de la energia se veran desfasados en esta cantidad. El hecho de que el
desfasamiento no coincida exactamente con el valor de fw indica que la energia
asociada al movimiento en la direcciéon del laser no es independiente de la ener-
gia asociada al movimiento transversal a esta direccion, i.e. los movimientos se

145
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A Energia
Vo
— _hal =™ 77
— 0T T
—— _ _ DoT — 7 T 7
_ _fer === -
Modelo Modelo |
Unidimensional Tridimensional

Figura 5.1: Comparacién entre las bandas de energia en el modelo unidimen-
sional y en el modelo tridimensional. La separacion entre las bases de las bandas
de los respectivos modelos es del orden de hw

encuentran acoplados.

Dentro de cada banda se encontré una estructura fina. Ver Fig.(5.2). Cada
banda consiste a su vez de bandas mas delgadas con un grosor y separacién
constante. Al conjunto de bandas que compartan una separacién y ancho con-
stante lo llamaremos banda de estructura primaria (bep) y a alguna banda que
forme parte de alguna bep la llamaremos banda de estructura secundaria (bes).
La Tabla (5.1) muestra las bandas obtenidas para distintos valores del potencial.

Obviamente, las bes son los rangos de energia en los cuales existen eigen-
valores con norma idéntica a la unidad. Los eigenvectores de estos valores, nos
muestran los coeficientes de la combinacién lineal que debemos formar con nues-
tra base finita para que el modo asociado a esa energia pueda ser transmitido.
Como veremos mas adelante el uso de una base finita en vez de una infinita es
una buena aproximacién para las bes que se encuentran en la parte inferior de
cada bep

Tipicamente dentro de una bes, la diagonalizacién de la matriz de transfer-
encia arroja una pareja de eigenvalores, siendo uno complejo conjugado del otro
y ambos con norma unitaria. Esta pareja de eigenvalores indica degeneracion en
el sistema va que existen dos combinaciones lineales de la base (dos modos) que
se transmiten con la misma energia. Esta degeneracion era de esperarse va que
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Altura Vo | 1000.00 | 1500.00 | 2000.00 | 2500.00 | 3500.00 | 4000.00 | 5000.00

1" bes 831.64 | 1262.58 | 1766.04 | 2339.77 | 3084.53 | 3809.47 | 4703.92
832.36 | 1262.88 | 1766.37 | 2340.64 | 3084.59 | 3810.07 | 4704.10
27 bes 833.44 | 1264.38 | 1767.84 | 2341.51 | 3086.36 | 3811.24 | 4705.72
834.13 | 1264.68 | 1768.17 | 2342.38 | 3086.42 | 3811.81 | 4705.90
37 bes 835.21 | 1266.21 | 1769.64 | 2343.25 | 3088.19 | 3812.98 | 4707.52
835.90 | 1266.51 | 1769.97 | 2343.12 | 3088.28 | 3813.58 | 4707.73
4" bes 837.01 | 1266.63 | 1770.09 | 2345.02 | 3090.08 | 3814.09 | 4709.35
837.67 | 1266.72 | 1770.18 | 2345.86 | 3090.17 | 3814.27 | 4709.68

Cuadro 5.1: En esta tabla se muestra en cada columna la posicién de las primeras
bes en las ultimas beps para distintos tamanos del potencial. Para cada linea,
el primer renglén muestra el comienzo de la banda y el segundo el término de
ésta con un error de £0,03. Todos los cdlculos se realizaron con una separacién
entre barreras igual a lp = 0,1645 y una base de 40 eigenfunciones

4 Energia

N Bandas de
N estructura
N secundaria

Detalle de una bep

J

Figura 5.2: Amplificacion de las bandas de energia permitidas. Como se puede
ver, cada banda tiene a su vez una estructura fina. La separacién entre las
bandas y su anchura es constante.
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4 Energia

-

Vo

Figura 5.3: Traslape de las bes. Conforme aumentamos el tamano de la barre-
ra de potencial Vp encontramos regiones donde el movimiento longitudinal y
transversal respecto a la direccion del laser se acoplan fuertemente y provocan
el ensanchamiento de las bes.

un modo se puede transmitir en dos sentidos: a la derecha o a la izquierda. La
conclusién anterior se sustenta en que las entradas de un eigenvector son iguales
a las entradas complejo-conjugadas del otro eigenvector.

Al fijar todos los parametros excepto la altura de la barrera de potencial
encontramos ciertos tamanos para los cuales los movimientos en la direccion
del laser y en la direccién transversal se encuentran fuertemente acoplados. Es-
to se refleja en el ancho de las bes, traslapandose entre ellas en los casos mas
extremos. Como cada bes mantiene la misma anchura y seperacién entre ellas,
llega un momento en que parece que la bep no tiene una estructura mas fina y
aparece como una sola banda. Ver Fig.(5.3)

La pareja de eigenvalores que se encuentra en cada bes sigue cierta trayec-
toria en el plano complejo al ir avanzando dentro de la banda. Si evaluamos a
la pareja de eigenvalores en la parte inferior de alguna bes, encontramos que
estos son iguales y se encuentran en el eje real positivo, conforme subimos por
la banda, uno de los eigenvalores sigue la trayectoria de un semicirculo por enci-
ma de la recta real y el otro sigue la trayectoria complementaria coincidiendo,
nuevamente, al llegar al final de la banda en la parte negativa de la recta real.
Obviamente, el radio del circulo es uno. Ver Fig.(5.4)
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Q
(5)

dh
N

|\

Bandas de
estructura
secundaria

NN

f—a
o

Figura 5.4: Los eigenvalores de la matriz de transferencia siguen una orbita bien
definida a traves de las bes. a)En la base de la banda, ambos eigenvalores estan
degenerados y se encuentran en la recta real; b) y ¢) al ir avanzando por la banda.
los eigenvalores giran dibujando un circulo de radio unitario, uno de ellos traza
el semicirculo superior y el otro el inferior; d) finalmente ambos eigenvalores se
vuelven a encontrar en la semirecta real negativa.

é‘/
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lc;1? A 1ci1? B lc;l? c
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
1 9 17253341 1 917253341 1 9 17253341
le;1? D lc;12 E lgyi? F
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
19 172533411 1T 917253341t I 9172533411

Figura 5.5: Diagramas que presentan la norma de los coeficientes de la combi-
nacién lineal de funciones de onda base que participan en un modo que se puede
transmitir. Los diagramas muestran distintas bes todas pertenecientes a la 1lti-
ma bep pero difiriendo en dos bes respecto a la bes anterior comenzando por la
bes base (A). Los célculos fueron realizados ocupando los siguientes parametros:
Vo = 1000, lp = 0,1645 y una base de 40 eigenfunciones.

Como sabemos los modos que se transmiten estan formados por combina-
ciones lineales particulares de funciones base. Al estudiar los coeficientes de estas
combinaciones para las distintas bes encontramos que, para una bep, el nimero
de funciones base que se necesitan para transferir un modo perteneciente a una
bes aumenta conforme aumentamos en energia, e. g. la bes con energia mas baja
(bes base) en alguna bep estara formada por la combinacién lineal de solo dos
funciones, la segunda bes de la misma bep estara formada por una combinacion
de tres funciones, la tercera bes estard formada por una combinacién de cinco
funciones y asi sucesivamente. Las Figs. (5.5) y (5.6) aclararan el punto ya que
muestran las normas de los coeficientes de las bes que aumentan consecutiva-
mente en energia en una misma bep.

En este trabajo se ha mostrado como un modelo de malla tridimensional
arroja una mayor riqueza en la estructura de bandas de enrgia pertenecientes a
esta. Podemos decir lo anterior en general ya que. aunque solo se analizaron las
bandas mas externas por cuestiones de precision numeérica. existe fuerte eviden-
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1g;12 A 1c;1? B lc;1? C
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0. 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
1 917253341t 19 17253341 i 917253301t
1c;12 D 1c;12 E Tig 12 F
0.5 0.5 0.5
0.4 0.4 0.4
0.3 0.3 0.3
0.2 0.2 0.2
0.1 0.1 0.1
19 17253341t I 517253301t T 517253341

Figura 5.6: Estos diagramas muestran los mismos coeficientes que en los dia-
gramas anteriores pero para los siguientes parametros: Vp = 2500, lo = 0,1645
v una base de 40 eigenfunciones.
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cia de que el comportamiento de las bandas en general es el mismo a cualquier
nivel del potencial variando sélo el ancho de las bandas, cuyo grosor aumenta
entre cada bep siendo mas gruesas las bes pertenecientes a las bep’s mas exter-
nas del potencial.

Gracias al modelo pudimos apreciar que, aunque siendo relativamente sim-
ple, la energia total del sistema no es simplemente la suma de la energia cor-
respondiente al movimiento paralelo a la direccién del laser y la energia corre-
spondiente al movimiento ortogonal a este. Si lo anterior hubiera sido cierto,
entonces la energia de las bandas seria igual a la energia de la banda del modelo
unidimensional mas fw veces la energia del oscilador dependiendo de su estado
de excitacion. Por lo tanto, la no aditividad de las energias traslacionales es
senal clara de que los estados correspondientes a los movimientos ortogonales
se encuentran fuertemente acoplados.



Apéndice A

El Oscilador Cuantico en
Coordenadas Polares

Supongamos que tenemos una particula en el plano confinada por un poten-
cial cuadratico en la coordenada radial de la forma
mw?
V=——0p, (A.1)
2
con m la masa y w la frecuencia de oscilacién. Este potencial da lugar al siguiente
hamiltoniano

h? mw?

s 2 2
Bmso N it (A.2)
6
K (10 ( 8 1 & mw? ,
-t (5 (°5) * 7o) T TR

siendo ¥ la funcién de onda con energia E.

Para resolver la ecuacién diferencial, supongamos que ¥ es el producto de
dos funciones P(p) y ®(¢), sustituyendo en A.3 obtenemos

7 _19 p@ +(@)2p2_2_mg _1o% (A.4)
pPop \" 8p h h? ® 94?2 ’
Como vemos, en la tltima ecuacion hemos separado las variables. La parte
izquierda de la igualdad sélo depende de p y la derecha de ¢. Si derivaramos
nuevamante con respecto a p o a ¢. alguno de los dos lados de la ecuacion
seria cero. Por lo tanto podemos igualar cada lado a una constante a la que
llamaremos p
d*®

7= " e =0 (A.3)
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1d [ dP 2m T mw 2 2)
—— | p— —FE-—=—-(— Pi= A.
pdﬂ(pdp)Jr(ﬁzE p? (ﬁ) P . L)
La primera de éstas ecuaciones tiene una solucidn trivial que normalizada es
&= L eine p=0,4+1,+2,. .. (A.7)

V2m '
La restriccion sobre los valores de p proviene de que sélo de esta forma la

funcién & tiene el mismo valor para ¢ = 0 y para ¢ = 27 (o sus multiplos), que
corresponde a la misma direccién espacial.

Antes de resolver la ecuacién (A.6), estudiemos su comportamiento asintético
para valores grandes de p, en esta region se convierte aproximadamente en

(‘I:Tf -a?p’P =0, a= % : (A.8)
La funcién e*3#* satisface la ecuacién
:I:%,(a2 N
2{2-%?— - (®p® + n:)z).e"‘i’:’2 =0 (A.9)

que se reduce a (A.8)en la regién que nos interesa. Obviamente sélo nos interesa
la solucién que decae ya que la otra no es normalizable y, por lo tanto, no es
aceptable como funcién de onda.

Ahora hagamos la sustitucién

P(p) = e 2% f(p) (A.10)

en la ecuacion (A.6) para obtener

2 |
£t (% ~2apf'+ (E'-2a- )1 =0, B'= Imp.(am

Ademas, si hacemos el cambio de variable £ = \/ap y f(p) por F(£) encontramos

1 E' 1?
F'+(==-2F +(—-2-=%)F=0. (A.12)
(-20F +(5 -2
Para resolver esta ecuacién recurrimos al método de Frobenius
F) =€ Y af =a +ae +... (A.13)
=0

donde s es un pardmetro indeterminado vy ag es distinta de cero. Al sustituir
esta serie de potencias en (A.12) y agrupar los coeficientes de potencias iguales
de € obtenemos
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(s = p*)aof* % + ((s +1)° = p*)ar &'
4 [((s +2)2 = u®)as + (% —2(s+ 1))0.0] E+...

+ [((5 + u)Z . #E}GU + (% - 2(9 +v— 1))ay_2:I Es+u—2

+-=0. (A14)
Como esto es una identidad en potencias de &, es decir, una equacién que es

cierta para cualquier valor que las potencias de ésta variable puedan tomar,
cada coeficiente debe ser cero

(s> — p?)ag =0, (A.15)
(s +1)?-p%)a; =0, (A.16)
((s +v)* = p)a, + (%-2(54-:;-—1)) ay_2=0. (A.17)

Para que se cumpla la primera igualdad s debe ser +p 0 —p (ap no puede ser
cero). Para obtener una solucién que no sea singular en el origen, s debe ser
positiva, por lo que escojemos el valor s = +|u|. Sustituyendolo en la segunda
igualdad llegamos a la conclusién de que a; debe ser cero. Como la relaciéon
general (A.17) conecta coeficientes cuyos subindices difieren en dos unidades,
todos los coeficientes impares son cero. Sin embargo, como en el caso del os-
cilador arménico unidimensional, la serie infinita crece a medida que £ crece sin
limite. Para obtener una funcién de onda aceptable, necesitamos cortar la serie
en algun término n par. Si sustituimos en la ecuacién (A.17) a v por 2n+ 2 e
igualamos el coeficiente de ay, a cero obtenemos

E' =2a(lp|+2n+1), n=0,1,2,..., (A.18)
o si definimos j = 2n + |u|

E=ho(j+1). (A.19)

Nuevamante, como en el caso unidimensional, vemos que la energia del estado
base es distinta de cero y que la separacion entre dos niveles de energia proximos
es constante.

Si sustituimos a F por £" L(£?) en (A.12) obtenemos
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EL"(€) + (lul +1-)L'(€%) + (f—a = % = 'Qﬁ)uéz) =4 (A-20)

y comparando con la ecuacién que satisfacen los polinomios de Laguerre
gL "(z) + (k+1—2)LE'(z) + nLE(z) =0, (A.21)

encontramos que la ecuacion de onda del sistema para n y u dadas es

U4(p, ) = P4(p)®,(p) = ——=e"*(Vap)Hle= 5 LIM(ap®) . (A.22)
V21
N es una constante de normalizacién, su valor se encuentra al resolver la integral
27 =]
[ wmeodpa (A.23)
0o Jo
cuyo valor debe ser igual a uno, para que esto suceda N debe ser igual a
N (2 ul ) : (A.24)
— ey . A .24
(n + |pf)!

Por lo tanto, debido a la linealidad de la ecuacion de Schriodinger, la solucion
mas general viene dada por

U(p,p) =Y al¥¥(p,p) =
T

(ap®) , (A.25)

% [%(""l*“m’)ir i Il g—282 [ I
g\/?_ﬁ(ga[%(ﬂlul)]! et (Vap)le™ L 1)

donde aj—‘ son constantes y j = 2n + |u.



Apéndice B
Programa Computacional

A continuacién se presenta el cédigo en FORTRAN que se uso para calcular
los eigenvalores v los eigenvectores de la matriz de transmision en las 1ltimas
bandas de energia. Para algunas subrutinas es necesario tener instalado el IMLS
Library ya que éstas no fueron definidas dentro del programa llamandolas de
forma externa.

Module Constants
Implicit None
Save

Real*8, Parameter :: alpha = 1.D0, hw = 1.D0
Real*8 :: E, Vo, lo, 1b

End Module Constants

fCcccececececcecececcecccecccecceccccccceccccecccceece
Module IntegrationIndexes

Implicit None

Save

Integer :: i, j, index
End Module IntegrationIndexes

1CCCCCCCCcceeeeeeeceeecceececeecccececceecccececee
Module FactorialFunction
Implicit None

Contains
AR R R N NN e

Real*8 Function LogFact(n)

e |

(1]
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Implicit None

!Funcién que calcula el logaritmo del factorial de n
!Faltan flags para argumentos reales

Integer, Intent(In) :: n
Integer :: k

If (n <0) Then

Print#*, ’LogFact:The argument is a negative number’
Stop

Else If (n == 0) Then

LogFact = 0.D0

Else
LogFact
Do k=1,
LogFact
End Do
End If

0.D0

n =

Log(DFloat (k) )+LogFact

End Function LogFact

trrrrrrnerrrpnpr R rr R RN ER RN ERRELRELELLHd

Real*8 Function DIntBode(x1,x2,n,Func)
Implicit None

Integer, Intent(In) :: n
Real*8, Intent(In) :: x1,x2
Real*8, Extermal :: Func
Integer :: i,m

Real*8 :: h

m = 4#%n

h = (x2-x1)/m

DIntBode = 0.D0

Do i=1, Int(m/4)

DIntBode = DIntBode + 2#h#(7+Func(x1+h*(4#i-4))+32*Func(x1+h*(4%i-3))+
12#Func (x1+h#*(4%i-2))+32*Func(x1+h*(4%i-1))+7+Func(x1+h*4#%1i)) /45

End Do

End Function DIntBode
L T I U OO I A U O O U AN

End Module FactorialFunction

ICCCCCCceeeeccecceecceeeceeececeeeeceececcecececeecceecceecceece
Module ALaguerrePolynomial

Use FactorialFunction

Implicit None



Contains
L1 I T O A AR

Function ALaguerreCoef(j)
Implicit None

!Calculo de los coeficientes del polinomio de Laguerre asociado
'ALaguerreCoef (out) : arreglo que contiene los en+l coeficientes

Integer, Intent(In) :: j
Integer :: 1
Real*8, Dimension(j+1) :: ALaguerreCoef

Do 1=0, j
ALaguerreCoef (1+1) = ((-1)#*1)*(Exp(LogFact(j) = LogFact(j-1)
- 2*LogFact(1)))

End Do

End Function ALaguerreCoef

IR N e NN

Real*8 Function ALaguerrePol(coef, x)
Implicit None

!Funcién que calcila el valor del polinomio de Laguerre
!coef(in) : Arreglo que contiene los coeficientes del polinomio
'x(in) : punto en el cual se calcula el valor del polinomio

Integer :: k, n
Real#*8, Intent(In) :: x
Real#*8, Dimension(:), Intent(In):: coef

n = Size(coef)-1
ALaguerrePol = 0.D0

Do k=0, n
AlaguerrePol = ALaguerrePol + coef (k+1)*(x#*k)
End Do

End Function ALaguerrePol
LI T T R T O A O BT U U IR OO U T R N |

End Module ALaguerrePolynomial

tCCCCCCCCeceeeeeeeeeceecceeeeeeecccceecceeccceccceeeccceecceeecccece
Module Miscellaneous

Use Constants

Use ALaguerrePolynomial

Implicit None

Contains
LI B I T B R I O RSN O NN RN R IO U OO U I R A BN TR NN
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Complex*16 Function Kn2(j)
Implicit None

!Energia de la particula en la direccin z para una E y una n dadas
Integer, Iutent(In) :: j
Kn2 = Sqrt(Cmplx(2*alpha*(E/hw-(j+1))))

End Function Kn2

N N NN

Real*8 Function Delta(x)
Implicit None

!Energia de la particula en la direccién z para una E y una gama(x) dadas
Real#8, Intent(In) :: x
Delta = Sqrt(x#**2 + 2xalpha*(Vo - E)/hw)

End Function Delta

R RN RN RN NN R R NN RN AR RN RRRRAY)

Real#8 Function Integrando(x, i, j, index)
Implicit None

!Valor de cualquiera de los tres distintos integrandos que involucran
!1a multiplicacién de dos eigenfunciones del oscilador transformadas.
!x(in) : punto donde se evalua el valor de la funcién

Integer, Intent(In) :: i, j, index
Real*8, Intent(In) :: x

Integer :: jj, ii

Real#8 :: Ker, delta0

ij =372
ii = i/2

delta0 = 2#*1b*Sqrt(2*alpha*(Vo - E)/hw)

Ker = ((-1)*%(jj+ii))#*2*(x/alpha)*ALaguerrePol(ALaguerreCoef(jj),x**2)*
ALaguerrePol (ALaguerreCoef (ii) ,x**2)

If (index.EQ.1) Then

Integrando = Ker*(Exp(2*1b*Delta(x)-x**2-deltal) +
Exp(-2*1b*Delta(x)-x*+2-delta0))/2

Else If (index.EQ.2) Then

Integrando = Ker*(Exp(2+1b*Delta(x)-x**2-deltal) -
Exp(-2*1b#*Delta(x)-x**2-delta0))+*Delta(x)/2
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Else

Integrando = Ker#*(Exp(2*1b*Delta(x)-x**2-delta0) -
Exp(-2*1b#*Delta(x)-x**2-delta0))/(2+Delta(x))
EndIf

End Function Integrando
IR N RN

End Module Miscellaneous

!CCCCCCCCCeeeeeeeecceeeccceeeeeeeecceccecccecececcececccececcce
Module IntegralFunOsc

Use IntegrationIndexes

Use Miscellaneous

Implicit None

Contains
IR N NN N

Real#*8 Function DummyI(x)
Implicit Nomne

'Funcién con valor idéntico al de Integrando pero con sélo un argumento
Real*8, Intent(In) :: x
DummyI = Integrando(x, i, j, index)

End Function DummyI
BN N NN

End Module IntegralFunOsc

tCCCCeccececeecceeeccecccecccececccceeccccccccecececccececcce
Module Matrices

Use IntegralFunOsc

Use Integrationlndexes

Implicit None

Contains
RN RN RN RN E RN RN ERRNENE

Function MI(n)
Implicit None

Integer, Intent(In) :: n
Integer :: ej, ei, k

Real#8, Dimension(n,n,3) :: MI
Real*8 :: intgrl

Do ei = 0, 2*%(n-1), 2
Do ej = 0, ei, 2

Do k=1, 3
i=ei
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j=ej
index = k

intgrl = DIntBode(0.DO, 20.D0, 750, DummyI)
MI(ei/2 + 1, ej/2 + 1, k) = intgrl

MI(ej/2 + 1, ei/2 + 1, k) = intgrl

End Do

End Do

End Do

End Function MI
trrnrerngrpRRRERRLERERELEERNRERELERENRENLLT]

Function MC(n,MatInt)
Implicit None

Integer, Intent(In) :: n

Integer :: ej, ei

Real#8 :: I1, I2, I3

Real*8, Dimension(n,n,3), Intent(In) :: MatInt
Complex#*16 :: Im, ki, kj

Complex#*16, Dimension(2#n,2#n) :: MC

Im = (0,1)

Do ei = 0, 2#(n-1), 2
Do ej = 0, 2%#(n-1), 2

ki = Kn2(ei)

kj = Kn2(ej)

I1 = MatInt(ei/2+1,ej/2+1,1)

I2 = MatInt(ei/2+1,ej/2+1,2)

I3 = MatInt(ei/2+1,ej/2+1,3)

MC(ei+1,ej+1) = ((1 + kj/ki)*I1 - Im#(I2/ki - kj*I3))/2
MC(ei+2,ej+1) = ((1 - kj/ki)+I1 + Im#(I2/ki + kj*I3))/2
MC(ei+1,ej+2) = ((1 - kj/ki)*I1 - Ime(I2/ki + kj*I3))/2
MC(ei+2,ej+2) = ((1 + kj/ki)*I1 + Im#(I2/ki - kj*I3))/2
End Do

End Do

End Function MC

(I T O O O O O |

Function MF(n)
Implicit None

Integer, Intent(In) :: n

Integer :: ii

Complex*16 :: Im

Complex*16, Dimension(2#%n,2#*n) :: MF

Im = (0,1)
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MF = DCmplx(0)

Do ii=0, 2*(n-1), 2

MF(ii+1,ii+1) = Exp(Im#Kn2(ii)#*2#lo)
MF(ii+2,1i+2) = Exp(-Im*Kn2(ii)*2xlo)
End Do

End Function MF
RN RN RN RN EE N R RN RN NN

End Module Matrices

1CCCCCCececeeceeeeeceeeccecececcceceecceccecceceecce
Module Eigen

Use Matrices

Implicit Nomne

Contains
perrRerrrLrrRREELLELELL

Subroutine EigenValor(losc, lbarr, Eo, Voo, n, eigenvec, eigenmatrix)

Implicit None

Integer, Intent(In) :: m
Real*8, Intent(In) :: losc, lbarr, Eo, Voo

Complex#16, Dimension(2#n), Intent(Out) :: eigenvec
Complex*16, Dimension(2*n) :: vectval
Complex*16, Dimension(2#n,2#n), Intent(Out) :: eigenmatrix

Real*8 :: deltal

LO = losc
1b = lbarr
E = Eo

Vo = Voo

delta0 = Exp(2*1b*Sqrt(2*alpha%(Vo-E)/hw))
Call DEVCCG(2#%n,MatMul (MF(n),MC(n,MI(n))),2%n,vectval,eigenmatrix,2#*n)
eigenvec = deltaO*vectval

End Subroutine EigenValor
trrrrrrprnrrrrrrnnrnrrnend

End Module Eigen

I€CCceeceeceeecececceccececeecceccececceccecececcecceccecece
Program Programa

Use NumericalLlibraries

Use Eigen

Implicit Nomne
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!El programa inicializa las variables n y m y evalia los eigenvalores
!de la matriz de transferencia para distintos valores de la energia.

Integer, Parameter :: n = 32

Integer :: ii, jj, kk

Real#*8 :: norma, Vn, En, losc, lbarr, normacomp, normauno
Complex*16, Dimension(2#n) :: eigenvec

Complex#*16, Dimension(2+#n, 2+%n) :: eigenmatrix

Open (Unit=3, File=’Spectrum,Vn=2500,E=2368.0,n=32.txt’, Status = Unknown’ ,
Form = ’Formatted’)

Vn 2500.D0

En 2368.0D0
lbarr = 0.1645D0
losc = lbarr

n

Do ii=1, 1

'En = En + 5.D-2

Print#*, En

Write (Unit=3, Fmt=14) n, E = ’, En

14 Format(I3, 3X, A5, F14.8)

Call EigenValor(losc, lbarr, En, Vn, n, eigenvec, eigenmatrix)

Do jj=1, 2#n
norma = Sqrt(Real(eigenvec(jj))**2 + Aimag(eigenvec(jj))**2)

!Write (Unit=3, Fmt = 15) norma, Real(eigenvec(jj)), AImag(eigenvec(jj)) '15
Format (3F16.3)

If ((norma<=(1.1D0)).AND. (norma>=0.9D0)) Then

normauno = 0.D0

Do kk=1, 2#n

'normauno = Real(eigenmatrix(kk,jj))**2 + Aimag(eigenmatrix(kk,jj))#**2 + normauno
normacomp = Sqrt(Real (eigenmatrix(kk,jj))**2 + Aimag(eigenmatrix(kk,jj))#*#2)
Write(Unit=3, Fmt=30) normacomp !, Real(eigenmatrix(kk,jj)), Aimag(eigenmatrix(kk,jj))
30 Format(3F8.5)

EndDo

'Print*, "norma", Sqrt(normauno)

'Pause

Stop

EndIf

End Do

End Do

EndFile 3
Stop
End Program Programa



Bibliografia

(1] V.I. Balykin, V.G. Minogin y V.S. Letokhov, Electromagnetic trapping of
cold atoms, Rep. Prog. Phys. Vol. 63, 2000, pp. 1429-1510.

[2] C. Cohen-Tannoudji y W.D. Phillips, New Mechanisms for laser cooling,
Phys. Today, Vol. 43, 1990.

[3] T.W. Hénsch y A.L. Schawlow, Cooling of gases by laser radiation, Optics
Communications, Vol. 13, No. 1, 1975, pp. 68-69.

[4] P.S. Jessen y I.H. Deutsch, Optical Lattices, Advances in atomic, molecular
and optical physics, Vol. 37, Academic Press, Cambridge, 1996.

[5] D.R. Meacher, Optical lattices-crystaline structures bound by light, Contem-
porary Physics, Vol. 39, No. 5, 1998, pp. 329-350.

[6] C. Monroe, Shaping atoms in optical lattices, Nature, Vol. 388, 1997, pp.
719-720.

[7] M.O. Scully y M.S. Zubairy, Quantum Optics, Cambridge University Press,
Cambridge, 1997

[8] J. Dalibard y C. Cohen-Tannoudji, Laser cooling below the Doppler limit by
polarization gradients: Simple theoretical models, J. Opt. Soc. Am., Vol. B6,
No. 11, 1989, pp. 2023-2045.

[9] J.D. Miller, R.A. Cline y D.J. Heinzen, Far-off-resonance optical trapping of
atoms, Vol. 47, No. 6, 1992, pp. 4567-4570.

[10] Latin-American school of physics, edited by S. Hacyan, R. Jauregui y R.
Loépez-Penia, American Institute of Physics, New York, 1999.

(11] R. Jduregui, N. Poli, G. Roati y G. Modugno, Anharmonic parametric
excitation in optical lattices, Physical Review A, Vol. 64, 033403, 2001.

[12] C. Cohen-Tannoudji, B. Diu y F. Lalé. Quantum Mechanics Wiley-
Interscience, New York, 1977.

[13] W. H. Louisell. Quantum Statistical Properties of Radiation. Wiley-
Interscience, New York, reprint edition, 1990.

65



66 BIBLIOGRAFIA

[14] J.P. Gordon y A. Ashkin, Motion of atoms in a radiation tramp, Physical
Review A, Vol. 21, No. 5, 1980, pp. 1606-1617.

[15] T.A. Savard, K.M. O'Hara y J.E. Thomas, Laser-noise-induced heating in
far off resonance optical traps, Physical Review A, Vol. 56, No. 2, 1997, pp.
1095-1098.

[16] G. Roati, W. Jastrzebski, A. Simoni, G. Modugno y M. Inguscio, Optical
trapping of cold fermionic potassium for collisional studies, Physical Review
A, Vol. 63, 052709, 2001.

(17) T.M.R. Ellis, L.R. Philips y T.M. Lahey, FORTRAN 90 Programming,
Addison-Wesley, Harlow, England, 1994.

[18] F.L. Friedman y E.B. Koffman, FORTRAN, Fondo Educativo Interameri-
cano, México, 1984.

[19] G. Grétzer, Math into LATEX, Birkhduser, Boston, 2000.
[20] E. Merzbacher, Quantum Mechanics, Wiley, New York, 1970.

[21] Handbook of mathematical functions, edited by M. Abramowitz and I. A.
Stegun, Dover Publications, New York, 1965.



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Enfriamiento Doppler
	Capítulo 2. Enfriamiento Sísifo
	Capítulo 3. Trampas Ópticas
	Capítulo 4. Modelo de Malla Óptica
	Capítulo 5. Resultados y Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía



