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LAS GRUAS DE PORTICO SOBRE RIELES QUE SE OBSERVAN
EN LA IMAGEN SON USADAS COMUNMENTE PARA EL
TRANSPORTE INTERMODAL Y SU FUNCIONAMIENTO ES EL
SIGUIENTE; EN UNA PRIMERA ETAPA RECIBEN LA CARGA DE
CAMIONES Y LA CAMBIAN AL TREN PARA SU POSTERIOR
TRASLADO Y EN UNA SEGUNDA ETAPA LA CARGA QUE LLEGA

EN TREN ES TRASLADADA A LOS CAMIONES PARA SU
POSTERIOR TRASLADO.



LAS GRUAS DE PORTICO QUE SE OBSERVAN EN LA IMAGEN,
ACTUALMENTE ESTAN EN FUNCIONAMIENTO EN MANZANILLO
Y SON SIMILARES A LAS GRUAS UTILIZADAS EN LA TERMINAL
PARA CONTENEDORES DE PETIKEMAS SURABAYA EN INDIA,
EN DONDE DICHAS GRUAS SON CONTROLADAS A TRAVES DE
COMPUTADORAS QUE MONITOREAN EL ARRIBO Y PARTIDA DE
CARGA, ESTO CON LA FINALIDAD DE MANTENER UN CONTROL
OPTIMO DEL MANEJO DE LA CARGA.
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Introduccion

El presente trabajo esta dividido en cuatro unidades, la primera aborda
de manera general el tema que es propio del presente trabajo, es decir, se
avoca a los conceptos y definiciones indispensables para el entendimiento de
los capitulos posteriores, contiene la definicion de transporte, la definicion
general de grua, la definicion de gria de portico y algunos otros conceptos
necesarios para la mejor comprension de la actual tesis, igualmente, en el
mismo capitulo se citan, para los puertos mexicanos mas importantes, el
equipo, la maquinaria y sobre todo el nimero de gruas de portico con las que
éstos cuentan.

En el segundo capitulo se aborda el marco tedrico general que se utiliza
en la justificacion del desarrollo del modelo matematico del movimiento de
las gruas de portico, contiene la definicion de velocidad y aceleracion para un
cuerpo rigido, asi como la definicion de movimiento de traslacion y de
rotacion.

Puede decirse que el capitulo tres es la materializacion de la abstraccion

matematica del analisis del fenomeno, es decir, materializa el objeto de
estudio del presente trabajo, digase, el modelo matematico de la trayectoria de
las grhas de pértico.
En la cuarta unidad se recurre al programa de software Mathematica® Version
4 para; la verificacion, la prueba y sobre todo la comprobacion del
funcionamiento del modelo matematico, asi mismo, se contiene la explicacion
detallada de cada linea de programacion, esto con el objeto de facilitar el
entendimiento del funcionamiento del programa, aunque claro, que hay que
correrlo para verlo funcionar.

Finalmente se incluyen las conclusiones, la bibliografia y un disco de 3

Y2 que contiene al programa.



Objetivos

El primer objetivo del presente trabajo es; establecer una metodologia
que permita el desarrollo de un modelo matematico que resuelva el problema
espacio tiempo que implica la trayectoria de una gria de portico para

contenedores.

El segundo objetivo es; desarrollar el modelo matematico utilizando un
perfil de velocidad especifico que represente y simule la trayectoria de
movimiento de una grua de portico, mediante la solucion al problema espacio
tiempo que esto implica y simular la trayectoria de la gria con el modelo
matematico desarrollado, con el objeto de visualizar el funcionamiento del
citado modelo, para lo cual se recurrird al programa de software Mathematica
Version 4, el cual permitira programar el modelo para su posterior

visualizacion en la computadora.

Asi mismo, un objetivo final es; que la presente tesis, sirva como base
para impulsar trabajos de investigacion y desarrollo que busquen automatizar

el movimiento de las grias de portico para contenedores.
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Capitulo I

1.1 Introduccion

El presente capitulo versara, en una descripcion de los elementos que son
propios de las grias, aunque de forma muy general, es decir, se introducira el
ambito donde se utilizan las grias y sobre todo se incluiran las definiciones
que se manejan en el presente trabajo.

Iniciese el presente trabajo contestando la siguiente pregunta ;Qué es y
para que sirve una grua?, se dice que es un auxiliar para el transporte
intermodal de mercancias, bueno esa definicion indica en cierta forma para
que sirve, pero /cual es su ubicacion? Es decir a que parte de la realidad o
fenomeno pertenece, cabe sospechar que esta incluida en la realidad de los
transportes, por lo tanto, definase brevemente transporte —recuérdese que el
objeto de estudio del presente trabajo son, en particular, las gruas de pértico

para inmediatamente después entrar de lleno al tema del presente trabajo.

1.2 Transporte

Si bien es cierto, que en algin grado conocemos o tenemos idea del
significado de algunos vocablos, también es cierto, que generalmente las
definiciones que son coloquiales o de uso comun son insuficientes, sobre todo

cuando se pretende trabajar con la idea técnica que engendra dicho vocablo,



tal es el caso del transporte por lo que primero se dara una definicion técnica

lo mas universal posible, para después entrar de lleno al desarrollo del

presente trabajo.

1.2.1 Definicion de Transporte

Transporte, medio de traslado de personas o bienes desde un lugar
hasta otro. El transporte comercial moderno esta al servicio del interés publico
e incluye todos los medios e infraestructuras implicados en el movimiento de
las personas o bienes, asi como los servicios de recepcion, entrega y
manipulacion de tales bienes. El transporte comercial de personas se clasifica

como servicio de pasajeros y el de bienes como servicio de mercancias

1.2.2 Tipos de Transporte

En general, se utilizan cinco modos de transporte: acuatico, por

carretera, ferroviario, aéreo y por tuberia.

Acuatico: Comprende todo tipo de vehiculos (barcos, barcazas, veleros,

buques, balsas, etc.,) que se muevan en cualquier cuerpo importante de agua,

como mares, océanos, rios, lagos, canales, etc.

Por Carretera: Comprende todo tipo de vehiculos (automotores

principalmente y aquellos movidos por fuerza animal) que se desplazan por

carretera.



Ferroviario: Comprende a los vehiculos que utilizan vias para su

desplazamiento (ferrocarril, tranvia, metro, etc.,)

Aéreo: Comprende todos aquellos que se desplazan a través del aire (avion,

zeppelin, helicopteros, etc.,)

Por tuberia: Normalmente envuelve a los que transportan grandes volumenes

de fluidos (petroleo, agua, gas, etc.,) a través de tubos.

1.2.3 Transporte Intermodal

Ya se menciond, que las grias son auxiliares del sistema de Transporte

Intermodal, definamos entonces transporte intermodal.

Transporte Intermodal. Al movimiento de personas o mercancias en una
misma unidad cerrada, o contenedor, sobre dos o mas modos diferentes de

transporte se le conoce como transporte intermodal.

1.3 Definicion y tipos de grias

Segun la Enciclopedia Encarta™: una Graa, es una maquina para
desplazar objetos pesados vertical y horizontalmente. La capacidad de una
grua puede ir desde algunos centenares de kilogramos hasta varios cientos de
toneladas; la fuerza motriz puede ser manual o proceder de motores eléctricos,

de combustion interna o de vapor. En cuanto a su forma, se clasifican como



gruas de pescante, grias de brazo movil y grias puente. Las graas de pescante
llevan un brazo o pescante horizontal situado sobre una torre vertical. El
movimiento horizontal de la carga se consigue girando el pescante o toda la
grua y desplazando el torno de izado, situado en un carro mévil que corre a lo
largo del brazo. La gria de brazo movil tiene un disefio de cantilever y esta
formada por un brazo articulado por la base con la parte inferior de un mastil
vertical y sujeto en el extremo mediante un cable que va a un torno situado en
la parte superior del mastil. Para evitar que el mastil se caiga hacia el lado del
brazo se emplean contrapesos o tirantes. El movimiento horizontal se obtiene
girando la gria y levantando o bajando el brazo. Las grias puente estan
formadas por un pescante horizontal cuyos extremos se desplazan sobre railes
o rieles perpendiculares al pescante. El torno de izado se desliza en sentido
longitudinal por el pescante mediante un carro. Las grias puente normales se
desplazan sobre railes elevados, mientras que las llamadas gruas de portico

estan montadas sobre pilares que se mueven por railes situados al nivel del

suelo
1.3.1 Gruas de portico

De modo general se puede decir que una gria de portico, es un aparato
de elevacion que se desplaza sobre el suelo, generalmente sobre rieles, pero
también existen aquellas que utilizan neumaticos para su desplazamiento, éste
tipo de gruas presentan una forma de portico de una luz moderada y su
movimiento es, en general, la composicion en una primera etapa de un
movimiento de traslacion y en una segunda etapa es un movimiento de

elevacion, se trata por lo tanto, de una especie de gria de puente provista con

apoyos moviles.



1.3.2 Campos de aplicacion de las gruas de portico

Las grias de portico se encuentran sobre todo en los parques
industriales, puertos maritimos comerciales y en los patios de las fabricas.
Dado que circulan sobre rieles situados en el suelo, o sobre el suelo mismo
con la ayuda de neumaticos, y en comparacion a las grias de puente, los
gastos de primera instalacion de las primeras son menores, ya que para los
puentes gruas que circulan sobre un camino de rodadura elevado se necesita
construir una estructura que ademas tiene el inconveniente de ser fija,
haciendo que se esté ante una grua limitada y cara, lo anterior sobre todo, se
deja notar en el caso de un camino de rodadura de gran longitud. Asi a las
gruas de portico se les prefiere para todos los desplazamientos largos de
mercancia que no entorpezcan o estorben la circulacion de mercancias o

materias primas por el suelo.

1.3.3 Elementos generales de las grias de pértico

Carro. El carro es la parte de la gria donde van montados todos los
mecanismos de elevacion (motor, engranes, caja de velocidad, etc.,) para

manejar la carga y se desplaza a través del puente.

Puente. Se le llama asi a la viga superior que sirve como sostén tanto al carro

como a la carga y es sobre éste donde se realiza el movimiento del carro.



Estructura de apoyo. Se le denomina apoyos a las columnas que soportan al

puente, el carro y la carga, y estas a su vez son soportadas por el sistema de

rodamiento.

Mecanismo de traslacion. Es el conjunto de maquinaria que permite el
movimiento de la totalidad de la graa, es decir, es la maquinaria que mueve en

conjunto, tanto la carga como la estructura total de la gruia.

Mecanismo de sujecion. Son los aparato mediante los cuales se sujeta y
asegura la carga para su posterior traslacion y en general se puede decir que

son: ganchos, cucharas, marcos en forma de bastidor, etc.

Sistema de rodamiento. En éste se incluyen tanto los engranes que controlan la
direccién como los elementos sobre los cuales se realiza la traslacion y que en

general son llantas o ruedas de acero segiin el desplazamiento sea sobre asfalto

o sobre rieles respectivamente.

Sistema de frenado. Es el conjunto de aparatos que detienen el movimiento de

la graa y puede ser, en general, de disco o de tambor.

Sistema de elevacion. Es el conjunto de aparatos, mecanismos y maquinas que

permiten el levantamiento de los objetos a transportar.



1.4 Parametros de movimiento

Las grua de portico tienen en general tres velocidades; una velocidad de
traslacion en conjunto, que es la que se encarga de mover a toda la gria, es
decir, a todos los sistemas que la componen junto con la carga en su caso,
tiene ademas una velocidad para la traslacion del sistema de elevacion, es
decir, una velocidad para el carro y por ultimo una velocidad de elevacion de
carga, y como ya se ha mencionado son todas diferentes entre si, ademas, las
velocidades de traslacion en conjunto y de traslacion del mecanismo de
elevacion dependen totalmente de las condiciones y dimensiones propias de
cada grua, sin embargo para las velocidades de elevacion si se tienen algunos

valores recomendables y que son los tratados en el siguiente punto.

1.4.1 Velocidades de elevacion

Frecuentemente, los mecanismos de elevacion de los puentes de gruas
de portico incorporan dos velocidades de elevacion con el objeto de obtener el
maximo rendimiento en las operaciones de ascenso y descenso de la carga.
Ambas velocidades son funcion de la capacidad de carga, de la distancia
vertical maxima que puede recorrer la carga y del tipo de elevacion, es decir,

si es ascendente o descendente, en la tabla 1.1 se tienen algunos valores.



Capacidad de | Distancia vertical Elevacion Elevacion de
Carga (Ton) maxima (m) principal (m/min) | precision (m/min)
0.5 3 15 4
1 55 5 1.25
11 8 2
2 3.5 5 0.5
7 10 1
3 3.5 4 0.4
7 8 0.8
8 12 1.2
8 3.5 5 0.5
12 12 1.2
10 3.5 4 0.4
16 6 4 0.6
20 6 5 0.5
25 6 6 0.6

Tabla 1.1 Velocidades de elevacion.

Evidentemente para lograr cada una de las velocidades marcadas en la

tabla 1.1, se requiere que los motores que compongan los sistemas de

elevacion de la gria tengan la potencia suficiente para lograr dichas

velocidades,

sin embargo,

en el presente trabajo nos enfocaremos

exclusivamente al andlisis del movimiento, aunque cabe mencionar que son

los fabricantes de gruas los que especifican ese tipo de datos en las fichas

técnicas de sus productos.




1.5 Usos de las gruas de portico en puertos mexicanos

No es de extrafiar que el efecto globalizador de la economia mundial
este motivando, y por que no decirlo, este forzando a la mayoria de los paises
a mejorar, tantos sus sistemas de produccion de bienes y servicios, como
también los sistemas, que en forma directa o indirecta estan involucrados en la
administracion o incluso en el simple manejo de dichos bienes y servicios, asi
uno de los sectores en los que se pueden percibir los efectos de esta ultima
observacion lo podemos encontrar en el manejo de carga en los puertos, y es
que cada dia se evidencia mas, que el mercado global demanda sistemas
logisticos estratégicos altamente especializados, cuyo objetivo primordial es
cumplir con los estandares de calidad internacionales, lo que obvia, qué en el
transporte mercantil maritimo, en los puertos locales y sobre todo en los
centros de distribucion internacionales, dichos sistemas juegan un papel
determinante en la competitividad de las empresas e incluso en la
competitividad de un pais, asi los sistemas tradicionales de transporte han
evolucionado a tal grado, que estos han convertido a los puertos del mundo en
puntos estratégicos de entrada y salida de mercancias, propiciando el comercio
exterior obligando la sistematizacion de las conexiones terrestres, ya que estos
sistemas incluso avalan o denostan la competencia de los paises en el plano

comercial.

Es claro que al ser México un pais integrado al comercio global, éste
tiene la necesidad logica e imperativa, de adecuarse a los tiempos tecnologicos
que impactan a los demas paises, para asi por lo menos brindar un servicio que
corresponda con las necesidades de sus clientes y siendo México un pais con

una vocacion portuaria innegable, es a todas luces evidente que en un futuro,



no muy lejano por cierto, el intercambio de mercancias realizado a través de
los puertos mexicanos, demandara un grado de tecnificacion tan alto, que sera
practicamente imposible desarrollarlo sin la asistencia de sistemas automaticos
que controlen eficientemente la carga que entra y sale del pais o que
simplemente circula por éste, lo cual de entrada por lo menos tiene dos
virtudes, la primera un control mas preciso y optimo de la carga y un segundo
muy deseable es, que evitara en gran medida los factores humanos llamados,
errores y corrupcion, y toda ves que el monitoreo de la carga podra y debera
ser realizado en estaciones remotas y no realizado exclusivamente por una o
varias personas en forma presencial, lo anterior no significa que sean hechos
nuevos o innovadores, pues en algunas terminales portuarias internacionales,
como por ejemplo, en la de Petikemas Surabaya en India, este monitoreo y
control automatico ya se realiza, e incluso el uso de grias de portico para

contenedores automatizadas permiten un control 6ptimo de la carga.

Asi en México las gruas de portico son principalmente utilizadas para
mover la carga de los patios de los puertos a los carros de ferrocarril, o a los
camiones que habran de transportar a su destino final a dicha carga, también

se utilizan para el traslado y apilado de la carga en los patios y hangares de

almacenaje.

Datos de equipamiento de algunos puertos mexicanos (la informacion esta tal

cual se obtuvo de internet)
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Puerto de Ensenada (Baja California)

Capacidades y caracteristicas del equipo portuario

2 Gruas pértico de muelle 40 Tons. Terminal de usos muiltiples
2 Gruas pértico de patios 40 Tons. Terminal de usos muiltiples
2 Cargadores frontales 20 Tons Terminal de usos multiples
3 Grias 20 Tons. Zona de carga comercial
8 Tractocamiones - Terminal de usos multiples
6 Plataformas - Terminal de usos muitiples
3 Tractor de arrastre - Terminal de usos multiples
2 Montacargas 40 Tons Terminal de usos multiples

4 Grias + 15 Tons. Zona de carga comercial

4 Montacargas + 15,000 Ib. Terminal de usos multiples
8 Montacargas de 5,001 2 15,000 Ib Terminal de usos multiples
5 Montacargas hasta 5,000 Ib Terminal de usos multiples
4 Almejas 4 yardas® Terminal de usos multiples
4 Tolvas 70 mts® Entre muros

2 Cargador frontal Terminal de usos muiltiples
1 Bascula - -

2 Barredora - -

1 Remolcadores hasta 2,000 h.p. -

Areas de Almacenamiento

[ e ] towusis) | e ]
Bodegas: 11,306 m2 Pesca 7 mis
Cobertizo: 5,000 m2 Granel Mineral 220 8 mts
Patios: 31,000 m2 Cabotaje 650 8 mts
- - Pasajeros 360 10 mis
- - Carga General 185 10 mts
- - Altura 300 12 mts




Puerto de Manzanillo (Colima)

EQUIPAMIENTO PORTUARIO TOTAL (1995 & 2000)

EQUIPO

|GRUA DE PORTICO DE MUELLE

2 4
GRUA DE PORTICO DE PATIO 5 12
DESCARGADOR MECANICO (CAP 1000 TONS * ] ]

HORA)

TRACTOCAMIONES 22 54
PLATAFORMAS 22 36
CHASIS 6 31
GRUA PH . R

GRUA DE MAS DE 15 TONS 1 2
GRUA DE MENOS DE 15 TONS 7 3
AUTOGRUA - .

MONTACARGAS DE MAS DE 15,000 LBS 14 26
MONTACARGAS DE 5,000 LBS 9 40
MONTACARGAS DE HASTA 5,000 LBS . 37
CARGADOR FRONTAL 12 4
GRUA GOTTWALD -

TRACTOR DE ARRASTRE 3 ¢

TRACKMOVIL 2 3
PLANAS DE 1.0 TON 12 -

PAYLOADERS . 12
SUCCIONADORA (DOCKSIDER) 2 2

ALMEJAS 22 43
BANDA TRANSPORTADORA MOVIL 3 9
TOLVA GRANELERA 16 27
CHUTE RAMPA 8 .

ELEVADOR DE CANGILONES - 1

RETROEXCAVADORA . 1

REMOLCADORES . 4
REACH STACKER PARA CONTENEDORES LLENOS . 10

MTY HANDLER PARA CONTENEDORES VACIOS




SPREADERS PARA CONTENEDORES 20° - 6
SPREADERS PARA CONTENEDORES 40° - 6
TORRES MOVILES DE ALUMBRADO - 2
POWER PAC PARA CONTENEDORES ) 2
REFRIGERADOS

MOTOBOMBAS CAP 18,000 LTS/hr. - 2
BASCULA ELECTRONICA - 2
SHIPLOADER - 1
TOP LOADER - 2
RAMPAS DE ACERO ACCESO CONTENEDORES - 8

Puerto de Mazatlan (Sinaloa)

MAYOR

° )
", NOMBRE LOCALIZACION

1 92,500 Ibs. 11 8,000 Ibs
| Montacarga p/ cont. |Patio de contenedores | Montacargas Area de maniobras
1 80,000 Ibs. ' 12 5,000 Ibs
Montacarga p/ cont. |Patio de contenedores | | Tractores de arrastre | Area de maniobras
1 60,000 Ibs. l 2 !

Montacarga p/ cont.

Patio de contenedores

‘Trascavos de 2yde 3

i

Area de maniobras

| 10
'| Plataforma (Arafias
| transporte turistico

1 35.000 Ibs.

Montacarga p/ cont. |Patio de contenedores
______ == T |
Montacarga p/ cont. |Patio de contenedores | |
7 25,000 Ibs.
Tractocamiones Patio de contenedores | |
7 40 ton. |
Plataformas Patio de contenedores | |

)

Area de maniobras
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Salina Cruz (Oaxaca)

Equipo Menor :

Niumero Nombre Capacidad Localizacién
13 Tractocamion 40 tons. Patio de contenedores
25 Montacargas 8000 y 5000 Ibs. Patio de maniobras
16 Plataformas 40 tons. Patio de contenedores
1 Tractor Ferroviario 450 tons. Patio de maniobras
3 Cargadores frontales 2400 |bs. Terminal de usos muitiples
2 Grua Hidraulica 18 y 20 tons. Patio de maniobras
1 Camion de volteo 6 m3. Patio de maniobras
2 Camiones Cisterna 15000 Its. Patio de maniobras
2 Retroexcavadoras 1vyd3 Patio de maniobras
2 Almejas AutoM 7 yd3 Patio de maniobras
Namero Nombre Capacidad Localizacion
3 Gruas de patio 40 tons. Terminal de contenedores
! Gruas de portico 30 tons. Muelle de contenedores

Puerto de Tampico (Tamaulipas)

Capacidad N” de unidades

....... Tractor ferroviario SR 0 S O RN SRS R
Tractor de arrastre 20-25 tons.
AT P eaacantiopsa sl doii G SRS A0ens AN DIREE el s
Plataformas 20-30 tons. 67

VUSRI

N* de unidades

Capacidad

0RT ) 7 - AR L S TR o A

4,200 hp 2
Lancha para pilotos 8 Plazas. 3

Equipo de Elevacion Capacidad
Cargadorfrontal 1.3:30m3 . 15
Autogriias 100-150 tons. 3
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4,000-10,000 Ibs.

11

20,000-40,000 Ibs. 12

N

Puerto de Topolobampo (Veracruz)
Mayor

Localizacion: Almacén de patio de contenedores

» (1) Montacargas portacontenedores de 80,000 libras
P (1) Montacarga de 18,000 libras

P (1) Montacargas de 22,000 libras.

Menor:

Localizaciéon: Aimacen de patio de contenedores

¥ (5) Montacargas de 8,000 libras

¥ (2) Plataformas de 40 toneladas

P (2) Tractocamiones de 25,000 libras

¥ (2) Tractores de arrastre de 5,000 libras
P (4) Tolvas graneleras de 24 toneladas
P (4) Tolvas graneleras de 12 toneladas

P (5) Trascavos de 1.5 yardas cubicas
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Los datos anteriores se tomaron tal cual y evidentemente reflejan sélo
una parte del sistema de puertos asi como el equipamiento de los mismos y
que son los mas destacados con los que actualmente cuenta México, y lo que
mas sobresale, es el hecho de que se aprecia un verdadero y amplio campo de
crecimiento en este sector ya que existen otras entradas que en un momento
determinado podrian resultar en puertos igualmente convenientes o ain mas
rentables por su propia ubicacion territorial, cabe mencionar que el estudio en
si de la infraestructura de los puertos o de los puertos mismos, por no ser tema
de estudio del presente trabajo, no tiene un analisis mas que superficial, sin
embargo al final, en la bibliografia se incluyen las direcciones electronicas

donde se puede conseguir informacion adicional sobre cada uno de los puertos

citados en el presente trabajo.
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Capitulo 11

2.1 Introduccion

Desde tiempos mas o menos antiguos, se ha considerado a la mecanica
como la mas perfecta de las ciencias -ciencia que es sin lugar a dudas la
combinacion de dos ciencias ain mas nobles, la fisica y las matematicas- los
electricistas y los quimicos, han tomado sus aciertos como modelos para
desarrollar a través de analogias, la teoria de los fenomenos que son propios
de sus respectivas disciplinas, es decir, la mecanica ha servido de base para el
desarrollo y avance de las disciplinas citadas y aun de muchas otras mas, pero
ademas de lo anterior ;donde radica la utilidad o, valga la expresion, la belleza
de tan admirable ciencia? pues ni mas ni menos que en la capacidad de
modelar, predecir y controlar los fendmenos fisicos, los cuales, siempre e
invariablemente tienen implicitamente en su naturaleza una concepcion
matematica.

Asi pues, la belleza y utilidad de la mecanica radica en la sutil
abstraccion matematica de los fenomenos fisicos, y de los cuales el ser
humano goza de la capacidad de hacerlos tangibles y entendibles a través del
puro, simple y llano razonamiento.

Iniciese pues la justificacion tedrica que da fundamento al movimiento

de las gruas.
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2.2 Cinematica del sistema invariable

Se sabe de la definicion de cuerpo rigido, que al estar éste constituido
por puntos materiales, y que las distancias entre estos puntos al permanecer
invariables entre si, y por lo tanto al moverse el cuerpo como cuerpo rigido,
denominado también sistema invariable, la posicion de cualquier punto
arbitrario dentro del cuerpo puede ser determinada por la posicion de otros tres
puntos no alineados cualesquiera del sistema, por ejemplo A, B, C, y si
intentaramos determinar la ubicacion de otro punto cualquiera del mismo
sistema, digamos D, la posicion de éste estaria determinado por la interseccion
de tres esferas de radios, AD, BD, y CD, o bien por el tetraedro
correspondiente e invariable DABC.

Llamaremos movimiento elemental de un sistema invariable al
movimiento en un tiempo df, por el cual sustituimos los elementos
infinitesimales de trayectorias de cada punto por sus cuerdas. Para hacer lo
anterior dividamos el movimiento en los dos més simples y elementales de

cualquier sistema invariable; un movimiento de traslacion y un movimiento de

rotacion.

2.2.1 Movimiento de traslacion

Considérese un sélido, y en éste dos puntos cualesquiera, A, B y el
segmento rectilineo AB formado por los dos puntos anteriores. Al moverse el

solido a la nueva posicion A’ y B’, si éste nuevo segmento, al formar el

18



segmento A’B’ conserva una longitud constante y ademas es paralelo e igual a

AB, entonces se estara ante un movimiento de traslacion.

2.2.1.1 Velocidad

Velocidad. Sea AB la posicion del segmento en el instante t,
supongamos que en t + At y debido al movimiento de traslacion, los puntos A

y B ahora estan en A, y By, siendo AA, y BB, equipolentes, y sea:

— A4 —— BB

AVw=—2yBV,=—2% 2.1
& Y & (2.1)
tal que
44 _B5 (2.2)
At At

entonces, las velocidades de los segmentos son iguales, lo que es claro deducir
si se considera que, al ser A, A;, B, y B, puntos de un sistema invariable, éstos
permaneceran indiscutiblemente paralelos y con un desplazamiento idéntico

en magnitud, es decir:
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T 2.3)
A0 At a0 Af

I
<

luego entonces las velocidades instantaneas de A y B son iguales en magnitud,
direccion y sentido, y como A y B son puntos cualesquiera del cuerpo, se
deduce entonces que en cada instante, todos los puntos del sélido tienen el
mismo vector velocidad, el cual ademas es tangente a la trayectoria descrita
por el punto, o sea, para cualquier punto se tiene el mismo vector velocidad de
traslacion en el instante t.

Aunque para el presente trabajo no se considera a la aceleracion como
parte necesaria para el desarrollo del mismo, la presentaremos s6lo como un

aliciente al rigor técnico que debe observar cualquier trabajo.

Aceleracion. Sean todos los puntos de un sistema invariable dotados de
la misma velocidad en un tiempo t, entonces al ser la velocidad equipolente
para cualquier punto en cualquier instante, se puede decir que, la aceleracion
de todos los puntos del cuerpo es necesariamente la misma como
consecuencia logica de una velocidad idéntica para cada punto como se ha
demostrado en las ecuaciones (2.1) y (2.2).

En efecto, sea un sistema cartesiano tridimensional y sean X,, Ya, Za; Xp,
Yb» Zb, las coordenadas de los puntos A y B de un cuerpo cualquiera.

Siendo los segmentos AB y A’B’ iguales y paralelos, por definicion se

tiene:
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Xp=Xa=Ki; Yo-Ya=K2; Zp-2a=ks (2.4)

donde la diferencia entre un punto y otro es definitivamente una constante,

como se aprecia en la ecuacion (2.4) y si derivamos obtendremos la velocidad
como se ve en la ecuacion (2.5)

es decir

dxb =dxa .ah}b = dya .dza __dzb

; : (2.5)
dt dt dt dt dt dt
e igualmente
2 2 2 2 2 %
d’x, _d’x, d'y, _d’y, d’z, _d’z, (2.6)

dir  dit’ di*  dt* dt  ar

los razonamientos matematicos anteriores comprueban, que precisamente la
velocidad es igual para cualquier punto del cuerpo, lo mismo pasa para la
aceleracion, consecuencia logica y asi se demuestra en la ultima expresion, es
decir, la aceleracion en una traslacion, en cualquier sistema invariable de
puntos, es idéntica para todos y cada uno de los puntos que componen al

sistema.
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2.2.1.2 Rotacion

Rotacion. Se dice que un sélido tiene movimiento de rotacion cuando
todos los puntos situados en un eje de rotacion XX’, carecen de movimiento
relativo entre ellos y ademas se conservan invariablemente colocados en la
misma posicion en el sistema de referencia, mientras que los demas puntos
describen circunferencias que son perpendiculares al eje de rotacion XX’ y
cuyos centros son precisamente los puntos ubicados sobre el eje de rotacion ya
mencionado.

En efecto, sea un instante At durante el cual todos los puntos situados
fuera del eje de rotacion del s6lido giran un mismo angulo A6, toda vez que el

sistema es invariable, asi la velocidad angular media en este movimiento es:

o, = T y la velocidad angular instantanea tiene por valor

o =lim, =lim=—=%" 2.7)

es decir, que el movimiento de rotacion queda definido por la siguiente

funcion:

0=1(1) (2.8)
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ecuacion que liga el angulo de giro con el tiempo, asi derivando se tiene que:

do
—=0=f'(t 2.9
ke (2.9)
igualmente
d’0 do
- = f" b3 2.10
= () (2.10)

que es la aceleracion angular.

Debido a que el movimiento de la grua es inicamente de traslacion y es
el movimiento de un sistema invariable de puntos o movimiento de cuerpo
rigido, entonces para determinar el movimiento general de la gria, solamente
es necesario determinar el movimiento de un punto especifico para que a partir
de este se establezcan las relaciones de movimiento de la totalidad de los

puntos de la gria ya que la velocidad para todos éstos es la misma.
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Capitulo III

3.1 Introduccion

Para simplificar el analisis del movimiento de la gria, dividiremos éste
en dos etapas, la primer etapa sera el inicio del movimiento con la grua sin
carga, es decir, la grua se dirigira al contenedor, en la segunda etapa, la gria
desplazara el contenedor a su nueva ubicacion.

Cabe precisar, que en el presente trabajo cuando se hable de perfil de
velocidad, a lo que se hara referencia serd a una magnitud escalar, es decir, a
una rapidez, posteriormente se asignara la trayectoria que definira
completamente el modelo, es decir, se definira el vector velocidad, ademas
como la gria se desplaza paralelamente a los ejes coordenados del plano
cartesiano tridimensional, la determinacion de la trayectoria sera realmente
sencilla, se puede mencionar ademés que lo anterior nos indica claramente,
que una vez desarrollada la ecuacion escalar de rapidez, la determinacion del
vector trayectoria queda como una opcion arbitraria, es decir, se puede
formular cualquier trayectoria, como por ejemplo; una circular, una
parabdlica, una eliptica, etc., aunque obviamente escoger cualquier opcion
implica un comportamiento estructural diferente en la gria y cuyo analisis se
escapa del objetivo del presente trabajo y mas atn del comportamiento usual
que tienen las gruas de portico, debido a que normalmente, su movimiento es
rectilineo y paralelo a los ejes coordenados.

Precisado lo anterior, cabe sefialar, que para simplificar aun mas el analisis
dividiremos el modelo matematico de acuerdo a cada eje, es decir, hallaremos

el movimiento para cada eje de manera independiente.
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3.2 Condiciones iniciales y de frontera

Corresponde ahora marcar las condiciones en las cuales la gria iniciara su
trabajo, esto es debemos marcar claramente y de forma general el estado
inicial que tiene la grua, recuérdese que se ha dividido el movimiento en
partes independientes para cada eje coordenado, asi mismo se necesitan
marcar los parametros que igualmente se deben cumplir y que de forma

general se expresan como:

Condiciones iniciales Condiciones de frontera
£(S,)= B, 1,(S;,%.y,2)= a,

donde f(S,) es la parte escalar del donde r(S.xyz)es el vector de

movimiento y por supuesto f; es desplazamiento en el tiempo S;y a; el

elemento de R y representa a la|punto espacial de ubicacién en dicho

rapidez instante

3.2.1 Metodologia de solucion

Iniciese con las siguientes definiciones:
SeaJ=[0,T),0<T <+, ¢l intervalo de tiempo sobre el cual ocurre el
andlisis y sea R’ el espacio vectorial sobre el campo de los reales con la

estructura algebraica de adicion y multiplicacion por un escalar usuales,

entonces se tiene que:
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a)Sea r(t): J > R, o; € R, t e J definida como
i(t)=o,to,t (3.1)

donde 1(t) es la rapidez del cuerpo rigido en el intervalo de tiempo [ 1, )

b) Sea r(tx,y,z):J—> R donde (x,y,2) € R’y t € J y que es la funcién
desplazamiento que se obtiene al aplicar la multiplicacién usual entre un

vector de R’ y la integral del escalar i(t), es decir,

T (t,x,y,z)={ i@ dt} I, (3.2)

donde r es el vector unitario del vector que define la direccion de

movimiento sobre una trayectoria especifica.

c) Sea v(t,x,y,z):J >R con (x,y,z) e R’y teJy es la funcién que se

obtiene de derivar a r (t,X,y,z) y que no es otra cosa que la velocidad, es decir

d d d
v(t,X,y,z) = ;r.r.l (t,x,y,z) + EL 2 (t,x,y,z) + Ei 3 (t,X,y,2) (3.3)

d) Sea a(t,x,y,z): J > R’con (x,y,z) e R’y te J y es la funcion que se
obtiene de derivar a la funcién vy que no es otra cosa que la aceleracion, es
decir

a(t,x,y,z)= %x; (t,x,y,z) + %X: (t,x,y,z) + %zg (t,x,y,2) 3.4)

Una vez definidas las funciones vectoriales generales de desplazamiento,
velocidad y aceleracion, es posible iniciar el analisis que corresponde al

presente trabajo, aunque, cabe aclarar que no se requiere mas que de los
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incisos a y b de las definiciones anteriores, ya que el analisis de la velocidad y

la aceleracion se proponen como trabajos para futuras investigaciones.

Asi mismo, el analisis se realizara en dos etapas, la primera sera la etapa
en la cual la gria esta ejecutando su movimiento sin carga, es decir, cuando se
dirige al contenedor, y la segunda etapa sera cuando la graa dirija la carga a su
nueva ubicacion.

Describase ahora el procedimiento matematico que se necesita para
obtener la funcidn vectorial de desplazamiento y que consiste, en general, en

los siguientes dos pasos.

Procedimiento

Paso 1

En primer lugar se recurre a un perfil de velocidad especifico (rapidez

de movimiento)

f(t) rapidez

’(t) tiempo
S
<+
S;
P
S;
¢ P
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y se determinan las funciones escalares que integran dicho perfil, en el caso
del perfil anterior, que es del tipo del que se utilizara en el presente trabajo, se
observa que éste esta compuesto por tres funciones sobre intervalos de tiempo
bien definidos, es decir, mientras que la funcién uno es una funcion lineal
ascendente valida de 0 a S, la funcidon dos es una funcién constante que es
valida de S; a S, y finalmente la Gltima funcion es una funcion descendente
que solamente es valida de S, a S;, ahora bien obsérvese que al adicionar otro
perfil de velocidad, el tiempo en el que este tendria validez, obviamente tiene
que empezar en el ultimo instante de movimiento y que en el ejemplo anterior
es en S;, es decir, el intervalo de validez para un segundo perfil de velocidad

en su primer funcion seria de S; a Sy.

Paso 2
Ahora lo que corresponde; es integrar la rapidez en el intervalo del que se
trate, para posteriormente determinar el desplazamiento para obtener la

funcion total del perfil de velocidad

SJ

r(txy.2=] [f,@dtir,
5

(3.5)
donde u; son los vectores unitarios que se forman en el intervalo que
corresponde a cada funcion.

En este momento podemos iniciar ya el analisis y la construccion del

modelo de trayectoria para la graa, por lo que iniciaremos con el movimiento

de inicio, es decir, sin carga y sobre el eje x.
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3.3 Primer etapa de Movimiento

Iniciese ahora el analisis del movimiento inicial de la grua, es decir, se
analizara lo que ocurre cuando la grua parte de un estado inicial de reposo
hasta el momento en que llega a la posicion espacial donde se ubica el

contenedor que ha de transportar.

3.3.1 Movimiento en la direccion x

Para determinar la ecuacion vectorial y como ya se menciono, se

recurrird al siguiente perfil de velocidad, que en conjunto con las condiciones

correspondientes al sistema se forma tal que

a b [ d Trayectoria de la gria en el eje x.
<4 P> -« |

i(t) rapidez
i(t) rap A

>(t) tiempo

S
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Figura 3.1 Grafica del perfil de velocidad 1

Condiciones iniciales Condiciones de frontera
EU(SO )= 0 L a(SU ,X,y,Z)z(Xa ’ya ’zs)
£(S,)=B I 4(81:%,Y,2)=(X ¥ 1525
f'z (82 )= B 2 C(Sz ,X,y,ZF(Xc e ,Zc)
5(S;)=0 T (S3.%,Y,2)~(X Y 452Z4)

para simplificar la notacidn de aqui en

adelante haremos
1 (S;,xy,2)=r (S,)

para todos los casos

El problema consiste en hallar las ecuaciones que relacionen el tiempo y
el espacio.

Solucion.

Analisis en el segmento de trayectoria ab JO=t<§

Observando el perfil de velocidad, observamos, que el comportamiento
es lineal y con velocidad inicial 0 y final B parat= 0y t = S, respectivamente
y de la ecuacion general de una recta 7 (S, )=, +a;f se deduce que se puede

formar el siguiente sistema de ecuaciones

Fo(0)=a,+a,0=0 } s

F (S )=a,+aS, =f

del cual las soluciones son:
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B (3.7)

por lo tanto la ecuacion que define la rapidez para el intervalo de tiempo [0 ,
S))es

fl(r)=§r (3.8)
1

obténgase ahora la ecuacion que define el desplazamiento

I;ﬁl(r)dr=§l£rdr
B -

=7
28,

=2%[:2]+,-0

rl(r)={%|:rz:\+ro} (3.9)

i
+ 7
0 0

ya se vio que la ecuacion 3.8 es, por lo menos, una variacion con respecto al
tiempo (rapidez) sin embargo, lo que interesa es la funcion que representa al
desplazamiento, o sea la 3.9, para que con ésta se obtenga la ecuacion
vectorial en los términos del paso 2 del procedimiento, aunque en éste
momento sélo se hara el andlisis para el primer intervalo de movimiento para

posteriormente sumar los dos intervalos restantes.
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ra(t)=r(t)r, (3.10)

zab(t)={%[r2]+;b}gul (3.11)

obsérvese que en 3.11 se estad sustituyendo el valor correspondiente toda vez

que 3.10 es la ecuacion general se sabe ademas que r , r,, s el vector

||_1||

unitario que define la direccion del movimiento en el eje x, el cual se

determina a partir del punto a al b ,ES decir,
£]=(xb:ybnzb)_(xalya)za)Oll:(xb_xa’yb_ya’zb_za)’ con 10 que

finalmente se tiene:

rut)=2E (), 4r, (3.12)

falta ahora utilizar condiciones de frontera en 3.12 es decir, sustituir

r(0)=(x,y,.2,)
ro(S1)=(%¥4:2,)

sustituyendo primero t = 0 en 3.12 se obtiene

1
Lu(0)=2 B0 ) v = (30, (3.13)
1
por lo tanto
ro=(%:Y:2,) (3.14)
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sustituyendo 3.14 y la condicione t = S, en 3.12 se tiene
18 0 _
_ab(S )_ (S £u|+(xa’ya:za)_(xbrybizb) (3'15)
simplificando paso a paso se tiene

1
EﬂS]£u1+(xa'ya’za)=(xb‘yb’zb)

1

EﬁSl----u1 (xb’yb’zb)H(‘xa’ya’za)

~BSr.=r, (3.16)
ahora bien, se sabe que r ” " —r, Yy sustituyendo éste valor en 3.16 se
tiene

LSB—r=r,

: || 1

1 1

—8f—r—r=0

2" Ilr_:ll |

( Sﬂ“ ” -r =0 (3.17)

Ly

como r # 0, entonces de 3.17 se desprende que
1
=-S5, f——=-1=0 (3.18)
27 e
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y simplificando paso a paso se llega a 3.19, es decir,

1
Sfr—r-2=0
|z

ol 3.19
ﬂ—ZS] (3.19)

por lo que la expresion vectorial buscada para el intervalo abes

2

t
r (1) =Lt (X4 VarZa) (3.20)

1

Analisis en el segmento de trayectoria E, S, <t< Sgl

Toda vez que el comportamiento en el intervalo sefialado es constante, segun

se observa en el perfil de velocidad 1, se tiene que 7,(¢)=/, y como

B= 2|!§:'" entonces
Fo(t)= 2| (3.21)
Sl
para la obtencion de ry(t) se integra 3.21 tal que
g 2\r 2\r
er(‘r)dt=L I—!;'"dr= ||LSP:]'||(1‘—S,)+1‘S1
rJr):@(:—SI)-HSI (3.22)
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obténgase ahora la ecuacion vectorial correspondiente multiplicando 3.22 por

el vector unitario que corresponde al segmento bc, es decir, férmese 3.23 con

los valores correspondientes tal que

sustituyendo y simplificando se obtiene

ﬁbc(r)z\:@(f_sl)*'rﬂ}ﬁuz

Lbc(r)=3|%4ﬂ(r-51)ﬁuz+zs,

1

|
se sabe que £"2=H£2 Y r=(%-—x,),
)

las igualdades anteriores en 3.24 resulta en

+r

=2k S

—2|1rl||
Lbc(t)_ S||r2|| (f S)+r

de las condiciones de frontera se tiene
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(3.24)

- ¥,,2. — 2, ) por lo que sustituir

(3.25)



2
r o (S,)= Lz"ﬁ‘"(sl—S.)+z,;,=(xl,,yb,:z:,,) (3.26)
S, "52"

simplificando 3.26 se obtiene
rs=(%,%:2,) (3.27)

sustituyendo 3.27 en 3.25 se llega a

ru(t)= 2"r‘||(t S )+ (%, 552, (3.28)
Sz

al momento hemos determinado completamente la ecuacién que define el
movimiento en el intervalo bc, sin embargo al momento de la simulacion se
cae en la cuenta de que S, es una incégnita por lo que es conveniente
desarrollarla en funcion de los valores que se conocen, de tal forma que

sustituyendo t =S, en 3.28 se tiene que

r(S,)= Lnuﬁuu(s = 8,)+ (% Yp2) = (%0 y0z.)  (3.29)

simplificando 3.29 paso a paso se llega a 3.31, tal que
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Rl =80= (o= ()
s

Sl e

Ehi:“(sz —Sl)—l]zfo (3.30)

como r ,# 0 entonces de 3.30 y simplificando paso a paso se desprende que

2|r

s -8 )-1=0
Sluﬁz“ :
2 r1|
=1l (s, - 5,)=1
31”12”
8, <= Sz
2|z
82 S“r2"+s
2|z
Sillza| |, Si2)r ”
S2= 1 2 + 1 1
[2“11" 2”51"
S (2] +]1z..])
S, = (3.31)
2|z,

notese que en 3.31 se tiene al tiempo S, en funcién de S;.
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Analisis en el segmento de trayectoria E, S, <t< S,

Al igual que el primer segmento del perfil de velocidad, éste tltimo
segmento tiene un comportamiento lineal, sélo que a diferencia del primero,
éste ultimo tiene pendiente de signo negativo, es decir, el primer caso es
ascendente, mientras que éste caso es descendente, no obstante dicha
diferencia, el andlisis es el mismo, por tanto de 7 (S,)=¢, + e, y utilizando

condiciones iniciales se llega al siguiente sistema de ecuaciones

f5,)=p=20
1

F4(S,)=0

(3.32)

sustituyendo 3.22 respectivamente en 7 (S, )=a, +a,t se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones

a, +a,S, =
BT & (3.33)

a,+aS,=0
0 ™3

y cuyas soluciones son

@, =-a,S, (3.34)
= 2"£ 1" (3.35)
I SI(SZ '“S3)
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sustituyendo 3.34 y 3.35en 7 (S, )=, + ot resultaen

. . 2"11” _
r3(7)"sl(sz—s3)[t S, ] (3.37)

para determinar r;(t) se integra 3.37 paso a paso en la siguiente forma,

recuérdese que r;(t) es la parte escalar del movimiento,

: 2z B
Lzrs(r)d‘r—sl(sz_%) L(z’ S, )dt
" _ 2|r, 1s '
Lh(f)dT—SI(SZ_SB)[zT S3ri|szah'+3»'52
- "51“ - &
r3(r)'sl(sz—sa)(’ S, )[(t+8,)-28;]+r (3.38)

3.38 es la parte escalar total del intervalo de andlisis, por lo que corresponde

hacer r ,(t)=ry(7)r

Ld(r)={%{r—82)[(t+82)—283]+r52};u3 (3.39)

1

como 7, =1—— ¥ 3y ry=(X; =X, Yy~ Ver24—2,.)
s

entonces 3.39 se explicita a

o Bl .
Lalt) =g gyt S 0828, b,

y posteriormente a

39



iz

”L 3”S1(Sz il S3)

¥ )= (t-8,)[(t+85,)-28;]+r; (3.40)

como siguiente paso determinese el valor de r  , para lo que se recurre a las

condiciones de frontera del intervalo de analisis

(S, —Sz)[(Sz +Sz)—2S3]+LSE=(xc,yc,zc)

(3.41)

simplificando y sustituyendo en 3.41 se determina que
Ls,zz (xclycszc) (3.42)

sustituir 3.42 en 3.40 resulta en

13"5 l"

"ﬁ 3"81 (S,-5;)

r(t)= (t—Sz)[(t+Sz)—233]+(xc,yc,zc) (3.43)

que es la ecuacion general del intervalo de andlisis, ahora puede ser

determinado el valor de S; en la siguiente forma:

se sabe que r ,(S,)=(x4,y4,2,), sustituyendo el valor anterior en 3.43 se tiene

que
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ﬁcd(83)=" |£3"£‘" (S =S, )[(Ss+5,) =28, )+ (% .2.) = (%4, ¥4.2,)
3

L2 |S](S2_S3)
(3.44)
sustituyase y simplifiquese paso a paso 3.44 como se muestra
r
= o S e AR
r 3ll— r ]|
- S8, =8| =
15,8, -5) 2 S -S]=z,
L |
~(S;,-8,)=r
|ss, 3
—3\£|
(8;-8,)-r=0
zsfs ’
|z, j|
(S,-8,)-1|r,=0 (3.45)
|:||ﬁ3"S! T 3
de 3.45 y como r ,#0 se tiene que
|z }
(S$;-5,)-1|=0 (3.46)
[IlallSl s
simplificando 3.46 paso a paso resulta en
Izs]
(5,=8)=1—"7
o]
8= s ls +5)
“"1”
r
S, =118+ 8, i—
||r1|| el
g, =) [ (3.47)

|
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31(2||£|||+||£ 2")
2|

entonces 3.47 se transforma en

como S, =

S3=]l£—3 LS + (2||r " ""2")

| 2|z,
5 = 2Sl| 3||+S, (2"51” "52")
B
8, = S, _2||£1||+||£2||+2“£3":| (3.48)
2|

ahora se pueden resumir todos los resultados de la siguiente forma

Modelo total de trayectoria en x Intervalos de
i zsﬁ.nLu"“ ey 5,<1<8,

Ilzslléﬂlgu-sa)(’ SA+5)-285]% ¢ e,

L +(X Yo 2,)

Tabla 1. Resumen de resultados de movimiento en x.
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Adicionalmente se tiene;

Tiempos en funcién de las normas vectoriales.

Lad(f)=<

S():O
Sl =S|

¢ Sl +]e])
el

_Si[2fe il +eaf + 2] ]
2“5—1"

S;

con

[ 2

t
Fl l+ (xa’ya’za)

M(t-sl)“*(xb’yb'zb)

Sl"£2]|
£3||f-||| ~ .
“!'_3"-‘5',(82 —53)” Sz)[(f+Sz) 2S3]+

+(xc’yr_"zc)
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3.3.2 Movimiento en la direccion y

Al igual que el movimiento en “x”, para “y” se recurrira a un perfil de
velocidad determinado, asi como a las condiciones propias del momento de
andlisis, obsérvese ademas que la funcién que usaremos, es una funcién
adelantada, es decir, el movimiento en “y” no inicia en el tiempo t=0, sino que

es la continuacion del Gltimo instante de movimiento en X, es decir, inicia en
S;.

A
r(t) rapidez
R(t) rapi Trayectoria de la griia en el eje y.
e f g h
-4 rPt+—> < >
Y
(t) tiempo
Si | T
P
S
Ss
>
S
< - >
v

Figura 3.2 Grafica del perfil de velocidad 2
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Condiciones iniciales Condiciones de frontera
(S,)=0 £ (S X2 (X Y 2,)
5, (S)= 7 L (S:X.Y,2)=(Xg Y 152¢)
i5(S5)= 7 I (55,%,Y,2)=(X, Y g 5Z,)
(S6)=0 £ (SeX Y2 =(%, Y 21)
para simplificar la notacion de aqui en
adelante haremos
£ (Suxy2rr (S)

para todos los casos

El problema consiste en hallar las ecuaciones que relacionen el tiempo y

el espacio.

Solucioén.

Analisis en el segmento de trayectoria ef,S;<t<S,

Observando el perfil de velocidad, se nota, que el comportamiento es
lineal y con velocidad inicial 0 y final p parat=S; y t = S, respectivamente y
de la ecuacion general de una recta 7 (S,)=a,+a;t se deduce que se puede

formar el siguiente sistema de ecuaciones

F(S,)=a, +aS, :o} .45
F (S, )=a,+aS, =y '

y de la ecuacion general de una recta (y = mx + b) se desprende el siguiente

sistema de ecuaciones:
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a, + S, = 0} (3.50)

ay+a,S,=y
del cual las soluciones son:

a, =-a,S,
y (3.51)

sustituyendo 3.51 en 7 (S, )=a, + a;t se tiene

For)= 7 iS; (t-5,) (3.52)

que es la ecuacion que define la rapidez para el segmento ef

obténgase ahora la ecuacion que define el desplazamiento, y como se ha visto

con anterioridad se debe integrar 3.52, tal que

¥, " 4 t t
Lf J(7)dr= 5.5, [ .[53 7dt — IS’ S3dr:l (3.53)

integrando 3.53 paso a paso se tiene
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=t lrz —Sr\ +r,
Sa"Sshz S ]
= |1p Lg (s —Sf)}-rs
S, -5, 2
2
r,(t)= 4 r—-—i—Sl‘-i-Sz-t-rs
§-812 2
)
r4(‘z')={S ’_’S}( 23) ry (3.54)
4 3

la expresion vectorial se obtiene a partir de 3.54 y haciendo
r (t)=r(t)r,, (3.55)

al sustituir 3.54 en 3.55 se obtiene

t—S, :
L”f(t)z{[sdisj( - ) +rsa}£u‘ (3.56)

donde r, “ "r4, es el vector unitario que define la direccion del
4

movimiento en el eje “y”, o mejor dicho, es paralelo a dicho eje, rectrrase

ahora al vector formado por las coordenadas espaciales que van de e a f, es

decir, r =(x.,y,,2,)—(%,,¥,,2,) Or =(X; —X,,Y; = ¥,,2, —2,) , finalmente

3.56 resulta en
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p=5 Y
_r;,,f(r)={s4fsj( 23) r, s, (3.57)

y de las condiciones iniciales del segmento de analisis, que son

£ (8)=(x,7.2,) } (3.58)

ﬁf(st):(xf,y;vz;)

y utilizando la primer condicion en 3.57 resulta en

S,-8,)
ze,(sg)=[ sﬁ SJ( = )y ey =(5y0n)  G.59)
simplificando 3.59 se obtiene que

r=(x%,5..2,) (3.60)

sustituir 3.60 en 3.57 resulta en

ST
;,f(r)=[sdf SJ( : ):.,,,,+(xe,ye.ze) (3.61)

donde 3.61 es la solucidon completa para el intervalo de analisis, sin embargo,
notese que ahora se puede hallar el valor de la rapidez en funcién de la norma
del vector que define el intervalo de movimiento y los tiempos de inicio y fin

de dicho intervalo y paso a paso se obtiene
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-
ﬁef(S“)=liS }:S j|( 4 g ) Lyt (X Ye2)=(Xpy,2,) (3.62)
4 3

simplificar 3.62 resulta en

y(S,-S
%LH_,-FES; +(xe’ye’ze)=(xf!yflzf)
S,—S
},(473)[“4:(x;»J’f’z_f)_(xe»ye’Ze)
y(S,—S
5 3).r:uﬂ=z4 (3.63)
2
ahora bien, se sabe que r = " 1 " r , por lo tanto sustituir lo anterior en 3.63
L)
resulta en
7(S,=8;) 1 po=p = 0
2 e
L{7/(54—83) 1 —1}:0 o
2zl

de 3.64 y como r ,#0, se obtiene que
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(H5S )

7(S4_Ss)m—2=0

y=2 (3.65)
(S4 il SJ)
por lo que la expresion vectorial buscada para el intervalo efes
t-8.)
._gf(r)_ ( ) 2_4+( )yglze) (3'66)

(S:-5;)

Anélisis en el segmento de trayectoria E, S4<t<S;

Toda vez que el comportamiento es constante, seglin se aprecia en el perfil de

velocidad 2, se tiene que 7 ((f)=y ycomoy = ZM entonces

(S4 _Sa)

N
Fo(t)= 5.-5) (3.67)

como en los casos anteriores, se tiene que integrar 3.67, y haciéndolo paso a

paso se obtiene

. _f 2ed . 2
Lrs(r)dr—];(s —S) dr= (S S)(r S ) +r5,

_ 2
Lo oy

—=4l ot -8, )+, (3.68)
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dado que la ecuacion general que define al movimiento en el intervalo dado es
rR(t)=ryt)r,. (3.69)

y sustituir 3.68 en 3.69 da como resultado

E zlt)= [( 2] (1— S)+"s]_..,

S,-S;)
— “£4n - 3.70
r (1) B _S)(f 9 ) Y (3.70)
4 3
donde £“5=H£5 y r&=(x,—x;,y,~¥;2,—2,) sustitiyanse las

igualdades anteriores en la expresion vectorial 3.70, es decir

Aol (s,

B )_(s lI._ i retrs (3.71)

a su vez simplificar 3.71 da como resultado

_ 2"£4"(t—S4)
rgt)= ”ﬁsn S -—S3) rstrg, (3.72)

que es la ecuacion general de movimiento del intervalo de analisis, aplicando

la condicidén de frontera respectiva se obtiene
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2"£4"(S4_S4)
r . (S,)= YT o =(%0,Y4:24)
= (5 =) R e

simplificar 3.73 da como resultado que
Ls— (xf'yffzf)
sustituir 3.74 en 3.72 resulta en

2lr [ (2=S.)
rg(t)= Est(Xp,Y2s)
B el -8y

(3.73)

(3.74)

(3.75)

obsérvese que ahora es posible determinar el valor de Ss en funcién de los

valores temporales anteriores y las normas ya conocidas, sustituyendo la

condicion que corresponde a Ssen 3.75 y simplificando paso a paso da como

resultado

- -':-4 (SS_S4)

"IL ”(S -S,) T = (% Vg2, )= (X1, Y 024 )
254 (S S) i

IG5 —F

|r4|(S S) e d

u?'5|| LS Ls—'o,

2r JJ(Ss =S, }

[||£s||(84—s3) rs

(3.76)

de 3.76 y como r .# 0y simplificando paso a paso se obtiene que
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2l£4 (SS_S4)_1_0
Iz |(S, - S,)
2 ra (Ss _S4) _
"£5"(S4_Sz)
||£51|(S4 - S,)
(S _84)2
5 2|z

8 = |—’:-SH(S4"S3)+84

2|z
_'|I£s||(84—83)+21|x4||84]

S I TP

15"(84_83)"'2"[4”54

R
S = 2H£ 4”S4 +H£ s”S4 —||£5HS3
5 2“£ 4"
_ S4(n£5"+2||£4|D_S3"£5“
S = 2z ] (3.77)

notese que ahora tenemos el intervalo de tiempo Ss en funcién de S4, hecho

muy conveniente, ya que asi evitamos incdgnitas adicionales para el modelo

matematico.
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Anélisis en el segmento de trayectoria gﬁ, Ss<t<Sq

Al igual que el primer segmento del perfil de velocidad, éste ultimo
segmento tiene un comportamiento lineal, s6lo que a diferencia del primero,
éste ultimo tiene pendiente de signo negativo, es decir, el primer caso es
ascendente, mientras que éste caso es descendente, no obstante dicha
diferencia, el analisis es el mismo, por tanto de 7 (S, )=q, + et y utilizando

condiciones iniciales se llega al siguiente sistema de ecuaciones

N
of(S5)=r= (S,-S,) (3.78)

Fe(Ss)=0

sustituyendo 3.78 respectivamente en 7 (S, )=, + ;¢ se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones

~(8,-5,) (3.79)
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y cuyas soluciones son

ag == 2n£4" 6
(S4 _83)(55 _Sﬁ) (3.80)
)
(S4 _Ss)(Ss _Se)
sustituir 3.80 en 7 (S, )=, + o resulta en
’:6(7): 2"£4" t— 2H£4" Sﬁ (381)

(Sd = S3)(Ss = Ss) (S4 . SJ)(SS = Ss)

para determinar rs(t) se integra 3.81 paso a paso en la siguiente forma,

recuérdese que ry(t) es la parte escalar del movimiento,

= _i‘g’iﬂl_sﬁ)(z-sﬁ)

[#aome= it [ (e=Se

Lr‘é(r)dr= © —323)£(;£ _Sé):%—%szwﬁss—sﬁr]m,
Lr‘ o T T = 5.2 S'S(“LS =5 [ — 7 +28,8, - 25 |+,
r(t)= || (t=8;)[t+S,-28]+r;, (3.82)

(S4 - S3)(Ss _Sﬁ)
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3.82 es la parte escalar total del intervalo de analisis, por lo que corresponde

hacer r ,,(t)=r (7)r

" |2 y _
Ls”(r)‘{(s4—s3)(ss—sﬁ)(t S )[t+8s—28;]+r, tr,, (3.83)

1
donde By= HL& Y r¢=(%,—X,,Y,—Y,:2,—2,) sustituyendo lo anterior en
L

3.83 resulta en

|2

1
Lgh(f)—{(s4 -—SB)(SS _Sﬁ)(f'—Ss)[f‘f'Ss —286]m£6+£55}

simplificando la ecuacion anterior se obtiene

» "£ 4"(“_35) !
Lall) _l|16||(84-s3)(ss—Sﬁ)[HSS Wleers @84
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como siguiente paso determinese el valor de r ; , para lo que se recurre a las

condiciones de frontera del intervalo de analisis

Oy
Iz ell(S4 = S5)(S5 = S5)

r(Ss)= [t+8s-28]r e+ s=(x,.y,.2,) (3.85)

simplificando y sustituyendo en 3.85 se determina que

£55=(xg,yg,zg) (3'86)

sustituir 3.86 en 3.84 resulta en

Iz 4[| (2 = S5)[2 + S5 — 28]

= =505, —50)

rot(x,,5,.2,) (3.87)
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que es la ecuacion general del intervalo de analisis, ahora puede ser
determinado el valor de S¢ en la siguiente forma:

se sabe que r ,(S;)=(X,,y},Z, ), sustituyendo el valor anterior en 3.87 se tiene

que

"—’1 4||(S6 o Ss )[Ss 7 Ss = 256]
"£ 6||(S4 o Ss)(Ss N Se)

Lgh(S6)= £6+ (xg’yg’zg)=(xh’yh’zh) (3'88)

sustituyase y simplifiquese paso a paso 3.88 como se muestra

S, —S.)|S.—-S
"£4( 4 5)[ 5 6]16:(xh,yh,zk)—(xg,yg,zg)

61 (S5 = S5)(Ss - S¢)

Iﬁ4 (Se "Ss)r i
|£6 (54”53)_6 =
14"(86 ~5;)

||£6||(S4 —S3)£6—£6=0 (3.89)

de 3.89 y como r  # 0 se concluye que

(s )

“56"(84 - 5;) )
Iz [I(Ss = S5)
e =5 0 O
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entonces de 3.90 se tiene que

|24 (Ss=55) _,

lrd(s.-5) "

Iz 41(S5 = S5) = [z o[ (84 = S:)

s b Jisos)

S, = |\£6||ﬁ£51"—53) +8S, (3.91)

S, Hﬁ s+ 28|z = S5
2|z

pero se sabe que S, = y por lo tanto sustituyendo y

simplificando paso a paso 3.91 da como resultado
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- 2 l(S, - 5,) & Sullz o[ + 284z o - S5 [z

] 2|
S = 2||£ 6,_[(54 =5;)+S, "l 5"+2S4 "54 I—S, ”I 5"
° 2|r
o 228l =2Sir o + Sufr o + 28] o - S |
‘ 2"£4“
g SCEL e d)- e de2ed)
6 2|z

se pueden resumir los resultados en la siguiente forma

Modelo total de trayectoriaen y

Intervalos de
' (r-8,)° tiempo
(84_83)2£4+(xf’y€’ze) S3 SI<S4
2."£ 4|I(t_S4)
Leh(t)‘_“‘ ||£5||(S4_S3)r-s"'(xf:yf,zf) qut<Ss
H£4||("Ss)[f+35 —25;]
Iz J[(5. - 5,)(5,-5;) ~* S, <t<8,

| +(X,,Y,02,)

Tabla 2. Resumen de resultados de movimiento en y

ademas;
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Tiempos en funcidon de las normas vectoriales.

o _S[2le el 20 ]
3

2e|
S4 = S3+C1‘

g Sillzsl+2)z ) -S|
5 2

o Szl +le s+ 2]z of) = Ss (e sl + 2] )
6 2

"Donde Cyes una constante que equivale a un intervalo finito de tiempo.
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3.3.3 Movimiento en la direccion z

En esta parte del andlisis, finalmente la gria se habra de colocar en la
parte superior del contenedor, es decir, llegara al punto donde tomara la carga
y se preparara para desplazarla a su nuevo de destino.

Al igual que en el andlisis anterior, para el desarrollo del modelo de
movimiento en z se utilizara un perfil especifico de velocidad, e igualmente se

recurrira a las condiciones propias del instante de analisis.

A
r(t id
Hu i Trayectoria de la gria en el eje z.
i j k 1
4+ Pb4+—r < >
)
b(t) tiempo
Se |
<—p
PN
Ss
b —
< - >
v

Figura 3.3 Grafica del perfil de velocidad 3

62



Condiciones iniciales Condiciones de frontera

£(S)=0 I (S6:%.Y,2)7(X;5Y152;)
5(S;)=0 T (S7,X,Y,25(X,¥ 5Z;)
i (Sg)= 0 T (S XY, 2= (XY i 02y )
5 (Sy)= 0 I (SgsX,Y,2)=(X,5Y,52))

para simplificar la notacion de aqui en

adelante haremos de forma genérica
1 (S:X.Y,2)7r [(S))

para todos los casos

El problema consiste en hallar las ecuaciones que relacionen el tiempo y

el espacio.

Solucion.

Analisis en el segmento de trayectoria ij, S¢ <t < S5

Observando el perfil de velocidad, observamos, que el comportamiento
es lineal y con velocidad inicial 0 y final 6 para t = S¢ y t = §;

respectivamente y de la ecuacion general de una recta 7 (S, ) =a, + a;t se deduce

que se puede formar el siguiente sistema de ecuaciones

Fo(Ss)=0

5(S. ) 5} (3.93)
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y de la ecuacion general de una recta (y = mx + b) se desprende el siguiente

sistema de ecuaciones:

(3.94)

a,+a,5=0
a,+a,S,=0

del cual las soluciones son:

a, = _alss
) (3.95)
S7 — Se

=

sustituyendo 3.51 en 7 (S, )=, + ot se tiene

)

rAri=
i

(1-S,) (3.96)

que es la ecuacion que define la rapidez para el segmento ﬁ

obténgase ahora la ecuacion que define el desplazamiento, y como se ha visto

con anterioridad esto se logra integrando 3.96, es decir,

J’S o) = 2 = [js rdr - js Sﬁdr:l (3.97)

integrando 3.97 paso a paso se tiene
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2
rT(r)={ 2 }(I_S") +rg (3.98)

la expresion vectorial se obtiene a partir de 3.98, haciendo

rt)=ry(tr,, (3.99)

al sustituir 3.98 en 3.99 se obtiene

- 4 (t_Ss)z
zg(r)—{[&_sj : +rsb}zu7 (3.100)

donde r, " "r7, es el vector unitario que define la direccion del
LA

movimiento en el eje y, o mejor dicho, es paralelo a dicho eje, rectrrase ahora

al vector formado por las coordenadas espaciales que van de i a j, es decir,
r.=(x,y,,2,)—(x,y,2,)0r = (x,—x,y,—y,2,—2), para finalmente

obtener
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z,,(f)=[ 2 }("s“)zr

) P o
58| 8 ms

de las condiciones iniciales del segmento de analisis, que son

ﬁ.-j(Ss) = (x;'!yr"z:')
.r.g'(ST)= (xj,yj,zj)

y utilizando la primer condicién en 3.101 resulta en

& 8=
L"'{S"){S -8 }( : 2 ) r,trs, =(%.Y,2)
7 6

simplificando se obtiene que

£Ss= (‘xf"y:"‘z!)

sustituir 3.104 en 3.101 resulta en

2

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

donde 3.105 es la solucién completa para el intervalo de analisis, sin embargo, nétese que

ahora se puede hallar el valor de la rapidez en funcién de la norma del vector que define el

intervalo de movimiento y los tiempos de inicio y fin de dicho intervalo y paso a paso se

obtiene
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g SO
LJ(S?F[S fs ]( ? 2 i rH(x,y,2)=(x,y,2,) (3.106)
7 6

simplificar 3.106 resulta en

o(S,-S
__(_Z_G)L;;T_FESG+(x,-sy,'!z;)=(xj’yj!zj)
5(S, - S,)
—-—12—65,,,=(xj-,yj.zj)—(x,-.y,,Z,-)
o(S,-S
(5 6)_,,1=£-,- (3.107)
2
ahora bien, se sabe que r , = ﬁg , por lo tanto 3.107
Lo
5(5,-5)
2 —u,; =17
5(S;-S;) 1 ——
2 el
ﬁ?[ﬁ(ST_Sﬁ) 1 —1]=0 (3.108)
2 el

de 3.108 y como r ,# 0, entonces se tiene que

(5(3,—56) 1 J=0

2 el

1
5(S7—Sﬁ)ﬂ;—"—2=0
-7

67



5=2% (3.109)
7 6

sustituir 3.109 en 3.105 arroja que la ecuacion vectorial buscada para el

intervalo ij es

PR e R (3.110)

(S7 _Sﬁ)

Andlisis en el segmento de trayectoria 3-12 s 97=5t< S;J

Toda vez que el comportamiento es constante, segun se aprecia en el perfil de

velocidad 3, se tiene que 7 ¢(f)=J ycomo & =~i"i entonces
(S7 _Sa)
2l
Fof(T)=—""——~ (3.111)
8 (S7 _Se)

como en los casos anteriores y por las mismas razones, se tiene que integrar

3.111, y haciéndolo paso a paso se obtiene

; 2, 2],
Lrs(z')dr—LST_SGdz'_(ST._Sﬁ)tr S;)+1s,
2"£?“
Vs

rs(r)=m(t—-87)+rs? (3112)

se sabe que la ecuacion general que define al movimiento en el intervalo dado

€8
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r(t)=ryt)r, (3.113)

sustituyendo 3.112 en 3.113 y posteriormente reagrupando se tiene que

gjk(t)=[—( "_7" (t—8;)+r, }

8. ~8,)

_,k(f)"(S"";!')(t S )r . trs (3.114)

1
donde r , = Hﬁg Y L= (X =Xu Y= Vp2—Z;)
L

sustitiyanse las igualdades anteriores en la expresion vectorial 3.114 tal que

||_7l|
_J;‘(t)_ ( -8, )=t st L
(S, - | s"
2"-'17"(‘"87)
ru(t)= o (3.115)
s, =)

usando condiciones de frontera en 3.115 se llega a

2 S, -8
!:jk(S?)= ""fs-h“( 7_ 6?)£8+£S-;:(xj’yj’zj)
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de donde se desprende que

rs=(x,¥,2;) (3.116)
y 3.116 en 3.115 da como resultado
2|r,|(-S,)
" 7" { Pk (X0, 002,) (3.117)

ﬁﬂr(r)= "r_s"(S? ""Sﬁ)_

que es la ecuacion general del intervalo de analisis, obsérvese que ahora es
posible determinar el valor de Sy en funcion de los valores temporales
anteriores y las normas ya conocidas, sustituyendo la condiciéon que

corresponde a Sgen 3.117 y simplificando paso a paso se obtiene

2"17"(88 -5;)

Y2 = R de 3.118
”ﬁs”(S.,_Sb) Lyt (%,Y2,) = (X Vo2 ) ( )

K ﬂ;(sg) =

simplificando paso a paso resulta en

2|r (Sg—S,)

||£ ,;H(S7 —Se.) Y= (xk’yk:zk)_(xj,yj,zj)
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2|z, ||(Ss - S;) .
Jeal(s-5) =

2||r,|(S-S,)
-1 =0 3.119
{MM&—&) s L

como r ¢# 0se tiene que

2 l.’:'f (S5—5;)
-1=0
"ls“(s? _Sé)
2 .}:.7 (SS_S?) =l
"Ks“(S? _Ss)
Iz 6ll(S; = S6)
(S;-8,)=
2|z,
Ss _ rsg (S -S ) S','
Nz
s, -[lzal(s,-5) 2||r?1|5}
3 2"£?" 2”!‘ 7"
¢ ledls,=5) 42 s
2|z,
5 = 2|z, |IS; + |z 6|, =z || Ss
2||r,
_ S (ol + 205 1) = Sl (3.120)
s 2| |

notese que ahora tenemos el intervalo de tiempo Sg en funcion de S,, hecho

muy conveniente, ya que asi evitamos incognitas adicionales para el modelo

matematico.
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Analisis en el segmento de trayectoria Kl , Sg <t <S4

Al igual que el primer segmento del perfil de velocidad, éste ultimo
segmento tiene un comportamiento lineal, sélo que a diferencia del primero,
éste ultimo tiene pendiente de signo negativo, es decir, el primer caso es
ascendente, mientras que éste caso es descendente, no obstante dicha
diferencia, el andlisis es el mismo, por tanto de 7 (S,)=a, + et y utilizando
condiciones iniciales se llega al siguiente sistema de ecuaciones

to(5,)=8= Al
(S, -S) (3.121)
Fo(Sy)=0

sustituyendo 3.121 respectivamente en 7 (S, )=a,+at se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones

(S,-S;) (3.122)
a,+a,S,=0

y cuyas soluciones son

a(}:_ 2||£7" S
S. —8:)(S.—-8) "
(5~ 5)(5-%) 7| (3.123)
a = 2|z,
(57_86)(88“89)

sustituir 3.123 en 7 (S, )= ¢, + ot resulta en
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o] 2
G=5)(5-5) (5-5)(5-5)

Fo(T)= S, (3.124)

para determinar ro(t) se integra 3.124 paso a paso en la siguiente forma,

recuérdese que rq(t) es la parte escalar del movimiento

o 2| B
rg(r)_(sf'sa)(ss-sg)(t Sg)
: ~ 2|z, | ~
Lrg(r)dr—(Sf'Sﬁ)(Ssqsg)Lﬁ(r S, Jdr
2 " I S
J' g(r)dr—(ST 505 50| 2 555, Sgr}i-rss
L Fo(T)dT = 4] -1‘2—S,f‘+289,S3—28‘,r]+rss

(S? S)(S So)_

I 1 _ N
r°(r)_(s7—sﬁ)(ss-sg)(r Sy )[t+S; =28, ] +75, (3.125)

3.125 es la parte escalar total del intervalo de analisis, por lo que corresponde

hacer r ,(t)=rq(T)r

_ =] _ _
g,(,(r)_{(&_sﬁ)(ss_sg)(r St +8,~28,]+r, br,. (3.126)

donde r 1

"_g yro&=(x—x,¥— .2 —2,) yesto ultimo en 3.126
— 9
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resulta en

_ |z, . s L
LH(U_{(S,—SJ(SS—SQ)(I Sg)[t+ S5 259]"£9"l9+£ss

simplificar resulta a

I (G y
LH(I)_"&)”(S?_Se)(Ss_So)[t+Ss 289]£9+£Ss ]

como siguiente paso determinese el valor de 7 ¢ , para lo que se recurre a las

condiciones de frontera del intervalo de analisis

Cedsm8)
EulS =TS, - 5,05, -5,)

[Se+ 8, =28, )7+ 7 o= (%, %02,) (3.128)

de donde se desprende que

L= (%Y%) (3.129)

por lo tanto 3.129 en 3.127 resulta en
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ol =S, )[1 + Sy 25,
1] (S, = S,) (S5 - S) Vot (%Y%) (3.130)

.C,u(t):

que es la ecuacion general del intervalo de analisis, ahora puede ser

determinado el valor de Sy en la siguiente forma:

Iz (S5 = S5 )[Ss + S — 28, ]

(Sy)= rot(x, Y2, )=(%,y,2)
L "ﬁsv”(sv_se)(ss_ssa) ’ e
r, (So_Ss)-Ss_Se]

7 ro&=(x.Y02 )= (X, 31,2;)
||19”(S7_Se)(ss_s9)r9
(S5 —S;) ~
R
2a(S=S,) L g (3.131)
|z ol(S; =50) =" ="

como r ,# 0, entonces de 3.131 se desprende

£g[llﬁwll(Sg—Ss)_ljzo

"19"(5‘7 ~S5)
"-’l?H(S‘;_Ss)_ =
(s, s~

y simplificando paso a paso se llega a
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"L?“(Ssv “Ss) =
|z5ll(S; = S6)

I 7||(S9 -8;)= "is'"(S? =)

S, -8, = ||£9"(S7 )
|-
Sg = "Lg"ﬁf?‘ |'|_Sﬂ) +Ss (3132)
-7

_ Sy|lz ] +28; |7 o || = Se |z

pero S; = y por lo tanto 3.132 se transforma en
2||£ |

_ Iz 5](S; - S5) " S, |1z o] + 25, |z - S, "58" (3.133)
Il 2|z, |

Sy

simplificando 3.133 lleva a

Sg=2||;9||(s,—sﬁ)+37 7 o +28 |2 o] - Se |z

2|lr ,
g =237||£9"‘286"£9"+Sv ls"+2's7“£7"‘56||£a"
9 2|,
o Sl e ) -Sed2ed) (g
' 2|, '

ahora se pueden resumir los resultados en la siguiente forma
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Modelo total de trayectoria en z Intervalos de

' (r—S&)2 tiempo
e ¥ s (X V05
(&Y ooas S, <t<8,
2|r,|(t-5,)

ri(1)=1 |r.5|(S; = S5) Bt Vap¥, S, <t<S;

"ﬁ 7||_(r_Ss)[r+Sa _2S9] y
LA
2o I(S; = S )(Ss = S5)
L + (X4 Y402, )

S, <t<S,

Tabla iv.i. Resumen de resultados de movimiento en z.

Tiempos en funcion de las normas vectoriales.

_ Sl ol +lz sl + 20z of )= 83 (e sl + 2] o)

S
6 2|z
S, = C.g + Sg
S =S?"53""'237”57"_36"58"
8 2|,

_ S (2ol + e ol + 20 M) = S (2l o+ 1)
S, =
2"£?“

", es un valor constante que cuantifica el valor del intervalo de tiempo S,
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3.4 Segunda etapa de Movimiento

Comenzaremos ahora el analisis del movimiento final de la gria, es
decir, analizaremos lo que ocurre cuando la gria parte de la posicion en la
cual esta ubicado el contenedor para posteriormente trasladarlo a su posicion

final.

3.4.1 Movimiento en direccion x

Para determinar la ecuacion vectorial se recurrird al siguiente perfil de

velocidad, en conjunto con las condiciones correspondientes al sistema:

Trayectoria de la gria en el eje x.

A m n 0 p

4—Pp4+—r< >
i(t) rapidez

€
“t) tiempo
S, Sio
Sy
—P
S
< >
v

Figura 3.4 Gréfica del perfil de velocidad 4
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Condiciones iniciales Condiciones de frontera

5 (Sy)= 0 L (Sy: XY, 2 (X Y msZim)
fio(Sy)= € T (S105%:Ys2) (X Y 5Z,)
5, (Sy)=¢ I (8)15X:Y,2)7(X 5 05Z,)
1, (S;,)= 0 T (S,.xy,2)=(X,.y, Zy)

para simplificar la notacion de aqui en

adelante haremos
T (S, x.y,2=r (S,)

para todos los casos

El problema consiste en hallar las ecuaciones que relacionen el tiempo y

el espacio.

Solucion.

Analisis en el segmento de trayectoria mn, Sg <t < S

Observando el perfil de velocidad, observamos, que el comportamiento
es lineal y con velocidad inicial 0 y final € para t = Sy y t = Sy
respectivamente y de la ecuacion general de una recta 7 (S, )=, + oyt se deduce

que se puede formar el siguiente sistema de ecuaciones

o By /=0 } (3.135)

r 10(810) =&

y de la ecuacion general de una recta (y = mx + b) se desprende el siguiente
sistema de ecuaciones:
a,+a,S,=0 }

(3.136)
a,+a,S,,=¢€
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del cual las soluciones son:

ay =—a,S,
& (3.137)
1 SIO i S9

sustituyendo 3.137 en 7 (S, )=, + o, se tiene

£
Sw _S9

Foo(T)= (t-35,) (3.138)

que es la ecuacion que define la rapidez para el segmento mnes:

obténgase ahora la ecuacion que define el desplazamiento, y como se ha visto

con anterioridad se debe integrar 3.138, tal que

[ Fio(t)dr = £ [ [ zdr- [ Sgdr] (3.139)
? Sip =S L% 9

integrando 3.139 paso a paso se tiene
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g 1 2'
= = S T|. +F
S]G_Sg[z Ss ’ lsg Sg}
£ 1 1
g )
£ F ¥
rw(r)={S " }E—J—Sgt+S§+rs
10~ 9
2
£ t—S
rlo(r)={S 5 }( 2") +1 (3.140)
10 9

la expresion vectorial se obtiene a partir de 3.140 haciendo
f.mn(z)=r10(r)£um (3.141)

al sustituir 3.140 en 3.141 se obtiene

2
w#{s L }(”2‘9") +rs,}zu,o

donde r " "rm, es el vector unitario que define la direccion del
L)

(3.142)

movimiento en el eje x, el cual se determina a partir del punto m al n ,es decir,
r 10~ (xn’yn’zn) . (‘xm’ym’zm ) 0 r 10— (xn = xm’yn . ym’zn - zm ) ? ﬁnalmente
3.142 resulta en

2
imn('r)= . (t_sg) _‘tu +£S (3°143)
Sio_S9 2 E 9
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de las condiciones iniciales del segmento de andlisis, que son

P ol S ) =3, 902,) } (3.144)

—’:-mn(SIO)=(xf’yjszf)

y utilizando la primer condicion en 3.143 resulta en

g O
L;.J&.):[Sw_sj( 9 . 5) ¥, ity =%, ViZs) (3.185)

de donde se desprende que
rs= (xm,ym,zm) (3.146)

sustituir 3.146 en 3.143 resulta en

2
g (I—Sg)
*_ ()= ¥ o +(x.,v..,z 3.147

donde 3.147 es la solucién completa para el intervalo de analisis, sin embargo,
noétese que ahora se puede hallar el valor de la rapidez en funciéon de la norma
del vector que define el intervalo de movimiento y los tiempos de inicio y fin

de dicho intervalo y paso a paso se obtiene

8 —5Y
Lef(Slo)=l: & :l( 10 9) B +(xm,ym,zm)=(xn,yn,z“) (3.148)
Slo_Sg 2 0
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cuya simplificacion conduce a

Sig— S,

yﬁuw.{.tﬁh +(xm’ym’zm) =(xn’yu’zn)
Sio— S,

Mﬁuw': (xn’yn’zn)_(xm’ym’zm)
Sio — S,

8( 10 9)_uln:£]0 (3-149)

2
ahora bien se sabe que r, = ﬁ ¥, por lo tanto 3.149 se transforma en
10

g(S;,—S,) 1
2 e

KIG[S(S“’_SQ) 1 —1]:0 (3.150)

2 el

rwr,=0

como r ,,# 0, entonces 3.150 se simplifica a

[E(S’°zns°)||rlwl|"l]=°

(5o~ S)p 72
.9:2% (3.151)

por lo que la expresion vectorial buscada para el intervalo mn es
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_m(f)—-((ﬁ_ wt (¥, Yer2,) (3.152)

Analisis en el segmento de trayectoria no, S;e<t<Sy

Toda vez que el comportamiento es constante, segiin se aprecia en el perfil de

; . . L
velocidad 4, se tiene que 7 ,,(f)=&y como £ = 2——|-l—1°|-|— entonces

(SIO s SQ)

2"5-10"

;‘“(T):(S —S)

(3.153)

y como en los casos anteriores, se tiene que integrar 3.153, y haciéndolo paso

a paso se obtiene

2drul . 2ol
JEE Ny M e G

2|r io"
¥ y(t)==—"—=(t=58,,) +r 3.154
(1= =310+, (3.154)
la ecuacion general que define al movimiento en el intervalo dado es
E(t)=ry(T)r, (3.155)

sustituir 3.154 en 3.155 da como resultado
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_| 2]
Lno(r)_li(sm Sg)(t S10)+r3m £“1|

Bt =rt=nr el (t=Sp)r, +rs, (3.156)

(S][] S9)
1
donde Luu=||r ||£Hy £H=(xa_xn’yo_yn’zo_zn)
— 11

sustitiyanse las igualdades anteriores en la expresion vectorial 3.156, es decir

r,(t)= H‘"’" (r S )T+ s (3.157)

(S0 - | u||

a su vez simplificar 3.157 da como resultado

2”"'10"(r Sw) .
"ﬁllu 10~ 9) FuT s,

roft)= (3.158)

que es la ecuacion general de movimiento del intervalo de analisis, aplicando

la condicién de frontera respectiva se obtiene

2 "ﬁ 10” (Si6—S1)

szS]O): ”11!” Sm—S(; £“+£Sm=(xf’yf,2f) S

que da como resultado
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rs=(x,Y:2;) (3.160)

sustituir 3.160 en 3.158 resulta en

_2“{10"("‘810)
"Lu"(sm =5,)

r—m:;(f)z £1[+(x ;yf:zf) (3.161)

obsérvese que ahora es posible determinar el valor de S;; en funcién de los
valores temporales anteriores y las normas ya conocidas, sustituyendo la

condicion que corresponde a Sy en 3.161 y simplificando paso a paso da como

resultado
2|7 1 ]|( 81y = i)
er(S = Fyt s VnsZ2n) =(X,:Y,:2, 3.162
ll) ||£|1||(S10-Sg) 11 (x y ) (x y Z) ( )
2||r 10[|(:S}, = Sio)
L =(xo’ya’zo)_(xn’yn’zn)
|£11”(S10_S9) .
2|z 1o[|(S); = Syo)
: P =
|£n"(Sm“S9) -
2||r 1o [(S1; = Sy0)
ry-r,=0
”lu“(Sm_Ssa) b
2".’l1o"(Sn_Slo) }
- -1ir,=0 (3.163)
li "£1i”(Sm_SQ) !

de 3.163 ycomo r ,,;# 0 entonces

86



2‘£10 (Sn _Slo)_1=0
||£H“(Sw—s9)
2|7 o[|(S); = Sy0) .

"1 11”(Slu _89)

(S;; —Sy)= "Llln(sm _Sg)

2"ﬁw||
o = Ill"(Sll_So)+S
1
2l|£10|| ’
g = "LII"(SiO_Sg)+ Znﬁlouslo:l
! o 2"1'.10" 2"£10"
g |£|1||(Sto_So)+2uﬁlo Sio
. 2"£m||
- 2"1 m"Sm + "ﬁ II"SIO (L8 n_"Sg
§ 2||£m||
S =Sw("-’in"+2"£10”)_59||-’iun (3.164)
” 2"£10||

ndtese que ahora tenemos el intervalo de tiempo S, en funcién de S, hecho

muy conveniente, ya que asi evitamos incognitas adicionales para el modelo.
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Analisis en el segmento de trayectoria op, Si; <t < Sy

Al igual que el primer segmento del perfil de velocidad, éste ultimo
segmento tiene un comportamiento lineal, sélo que a diferencia del primero,
éste ultimo tiene pendiente de signo negativo, es decir, el primer caso es
ascendente, mientras que éste caso es descendente, no obstante dicha
diferencia, el analisis es el mismo, por tanto de 7 (S, )=, + @, y utilizando

condiciones iniciales se llega al siguiente sistema de ecuaciones

2"£10”

Tl =208 ) (3.165)

r 12(812) =0

sustituyendo 3.165 respectivamente en 7 (S,)=q,+a se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones
2wl

(Si0=55) (3.163)
a,+a,S,=0

a, + S, =

cuyas soluciones son

e 2fr o S,;
(Sio =) (811 = Sz) (3.164)
@ = 2”£10"
(Sm _S9)(Sll _SIZ)

7

88



sustituir 3.164 en 7 (S, ) = o, + f resulta en

s ooy 2 2
ru(r)_ (Sw _Sg)(SH _Slz)r (Sm _S9)(Sn _Slz)Sl;Z (3.165)

para determinar ry,(t) se integra 3.165 paso a paso en la siguiente forma,

recuérdese que ry(t) es la parte escalar del movimiento

. 2l|£m||
1 = t-3S,
' Z(T) (SI{J _Sg)(Sn _SlZ)( 2)
: - 2||r | ~
'E”rIZ(T)dT‘_ (Sm —Sg)(S“ _SIZ) .[:.“(T Sy, dr
. B 2|r, £ s _
J;“rlz(z')dr— GoR)6 6)[ St S, Sﬁr]wss
. Lad | 2 2
L“ru(r)dr = (Sw —Sg)(l?S'“ —S,z)l:t =5 +25,,5,, -—ZSIZI:I'H'S“
1, (7)= "ﬁmn (I—S”)[I+SH —25',2]+r5I1 (3.166)

(SIO i S9)(Sn "Slz)

3.166 es la parte escalar total del intervalo de analisis, por lo que corresponde

hacer r (t)=r (T,

” . . ”
Lop(r)_{(sm_sg)(sn_Slz)(r Sll)[f-l-Sll 28[2]+rS“ L“lz (3167)
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donde r, = ﬁ; 2 Y ro=(%,-%,Y,~¥,2,—2,) yestoen 3.167
L1

resulta en

“5 o

1
Ll “{(sw S )amm ¢l ‘”‘”mﬁ'ﬁ‘%} s

simplificar resulta en

L) (I_Sn) [
|12 12||(Sw =85)(S1—S2)

r(t)= t+8,—-28,|rtrs,  (3.169)

como siguiente paso, determinese el valor de 7 ; , para lo que se recurre a las

condiciones de frontera del intervalo de analisis

¥ = "Lln"(sn —S“)
7 (Siy) 12 2] (S0 =85 ) (51, = Siz)

(3.170)

[t+8,-28,]r et 1 s =(%,2,2,)

de donde se desprende que

rs.=(%,¥,2,) (3.171)

por lo tanto 3.171 en 3.169 resulta en
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Iz oll(2 = S0, )[£+ S, - 251,_]

Lol I Ba—5)(8—55) °

+(x,,¥,,2,) (3.172)

que es la ecuacion general del intervalo de analisis, ahora puede ser

determinado el valor de S, en la siguiente forma

10||(SIZ—SII)[S|2+S”—2.S | _
”r- 12||(SIG _S9)(Sl| = S12) Lt (xo,yopzo) (xP'yP'zp)

ﬁto‘(Sm'Sl [Su SIZ]

ro(S)=

12=(xprypszp)_(xo’yo’zo)

"LIZH(SIGHS?)(SH Szz)

LT (Slz_Sn) -
”ﬁlzu Slo'Sg)

LT (Sl2-Sll)

-r =0
”1 lzﬂ(Sm = Se)
uﬁmu( = n }

g ~1|=0 (3.173)

l ["iun(sw =)

como r ,,# 0 de 3.173 se desprende que

”ﬁmn(Sm_Sil)_ _
"£|2||(Sw _S‘?) s

y simplificando paso a paso se llega a
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“510"(812 -S“) .
"L l2"(Sm —Sg)
"£ ol (Si2 = 8u) =712 (810 = S5)
Sio — S
Su"S“ =||£12"( 10 9)
"—’llo“

5. = Iz ]S =S5) +S

230l !
lﬁw

1

(3.174)

g = Sio "ﬁ |1"+2S|0“f-w“—89 "iull
11

pero = y por lo tanto 3.174 se convierte en
2"3;'. 10"

S _|_|£I2||(Slo“s9)+Sm"!'_n""'zswllllo"_ssvuﬁnﬂ

2 ||£ 10" 2"1 '0“
5, = Aeal(Su=5)+ Sule l+ 250 ]~ S:[r
2|z o
S, = 2S|o||£12“' 25, "ﬁ 12“+ Siolix n" +25,, IL“’"‘SS‘ "L “"
2".’-'- |0"
S, = Sio (2“5 10" + "f- 11 " + 22l|"£r12||") — S, ("i n“ + 2"£ 12") (3.175)
10

ahora se pueden resumir los resultados en la siguiente forma
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Modelo total de trayectoria en x Intervalos de

§ (t- Sg)z tiempo
T [ < +(xm’ m’zm)
(S}~ 59)2 9 i S, 2t< S,
2"£lo"(t_sm)
: + ] ’
Kmp(f)=‘1 |l£“"(Sw—S9)£5 (% YiZn) S <SS,

HL.OI\(I—S“)[HS“_2512]’, S, S1<S
".’1.2"(510—39)(5'”—812) K jy = =9

L +(xo’yo'zo)

Tabla 4 Resumen de resultados de movimiento en z

y ademas;

Tiempos en funcion de las normas vectoriales.

_ S (2l +le ol + 2l o) - S (ol + 2] o)

S =
’ 2z,
Sio = Se+Cy
o _Sullzal+Zleul-S kel
! 2"£m"

_Sio (2] sl + [l o] + 2]z )-S5, ("£ all+ 2]z 2]
2z o

Siz

"Donde Cses una constante que equivale a un intervalo finito de tiempo.
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3.4.2 Movimiento en direccion y

Al igual que el movimiento en x, para y se recurrira a un perfil de
velocidad determinado, asi como a las condiciones propias del momento de

analisis.

A
i(t) rapidez . ;
Trayectoria de la gria en el eje y.
u v w X
4 Pt—b<4— >,
4
7 g ’(t) tiempo
PN
Sy
Su
b BEE—
- s >
v

Figura 3.5 Grafica del perfil de velocidad 5
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Condiciones iniciales Condiciones de frontera

,(8,)= 0 1S %y,2)=(x,,Y,,2,)
L, (S ¢ I (813:%.Y,2)~(X,,¥,-Z, )
f4(S )= & I (51:%Y,2)=(X, 5Y 02y )
fi5(Si5)=0 T (Si5:%,Y,2)7(X Y 4 52,)

para simplificar la notacion de aqui en
adelante haremos
r (8i:xy,2)=r (S;)

para todos los casos

El problema consiste en hallar las ecuaciones que relacionen el tiempo y

el espacio.

Solucion.

Analisis en el segmento de trayectoria uv , S12<t<S;3

Observando el perfil de velocidad, observamos, que el comportamiento
es lineal y con velocidad inicial 0 y final £ para t = S;; y t = Sp3

respectivamente y de la ecuacion general de una recta 7 (S,)=a,+at se

deduce que se puede formar el siguiente sistema de ecuaciones

"1l Sia) =0} (3.176)

F (S )=¢
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y de la ecuacion general de una recta (y = mx + b) se desprende el siguiente

sistema de ecuaciones:

a, +a,S, =0} G.177)
a, + alsiz =¢

del cual las soluciones son:
a, = _aISIZ

3.178
al = é‘ ( )
S13 _Sl?.

3.178 en 7 (S, )=, + oyt dacomo resultado
2 = 1 - 3.179
Fi(T)= (#=53) (3.179)

Su = Sl2

que es la ecuacion que define la rapidez para el segmento uves, obténgase
ahora la ecuacion que define el desplazamiento, y como se ha visto con

anterioridad se debe integrar 3.179, tal que

[ #(r)dr= 4 []‘S rdr- |, Slzdr] (3.180)
12 Sl3_Slz 12 12

integrando 3.139 paso a paso se tiene
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- 4 (I_Slz)z 3.181
"13(7)—{8[3_5.]2} 5 s, (3.181)

la expresion vectorial se obtiene a partir de 3.181 haciendo
ro(t)=ry(t)r,. (3.182)

al sustituir 3.181 en 3.182 se obtiene

2
zw(r)={[s fs ]("25‘) +}_ (3.183)
13 12

donde

r,= " “ ¥ 3, s el vector unitario que define la direccion del movimiento
Li

en el eje y, o mejor dicho, es paralelo a dicho eje, recurramos ahora al vector

formado por las coordenadas espaciales que van de u a v, es decir,
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ro=(x,9,2,)—(%,¥.,2,)0r s=(x,—%x,¥,—Y.,,2,—2,), y finalmente de

(3.183) se tiene que

2
Ealt)= ¢ |(=5) r,,tLs (3.184)
Sl3—S]2 2 13 12

de las condiciones iniciales del segmento de analisis, que son

p
- (3.185)
'

W(SIZ) - (xu’yu’zu)}
w(S3)=(%,%,,2,)

y utilizando la primer condicién en 3.184 resulta en

2
é' (SIZ_SIZ)
. {(8:)= . +re.=(%.,9..2 3.186
_w( IZ) [SB—SIZ 2 —uy _Su ( u yu u) ( )

de donde se desprende que
rs=(x,y.,2,) (3.187)

sustituir 3.187 en 3.186 resulta en

2
A (G ot (% Y0z )=(%,9,2,) (3.188)
Si3 =S 2
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donde 3.188 es la solucion completa para el intervalo de analisis, sin embargo,
noétese que ahora se puede hallar el valor de la rapidez en funcion de la norma
del vector que define el intervalo de movimiento y los tiempos de inicio y fin

de dicho intervalo y paso a paso se obtiene

C(SDT_SIZ)LNU-i-ESu +(xu!yu’zu):(xv’yv’z?)
S; =S
@£H13=(xv!yv’zv)_(xﬂ’y“’z“)
S =3,
¢ ( 132 ]2)£u]3=£13 (3.189)

ahora bien sabemos que r , = h ¥, por lo tanto 3.189 da como resultado
13 !: "

g(SIB'—SQ)r -
9 —u;; —13
4(813_5'12) 1
5 "113"’-]3 r,;=0
s ¢(S=5) 11 _ (3.190)
2 |l£13||

de 3.190 y como r ,# 0, entonces
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(g(s,s—su) 1 ]:0

—1
2 el

1
é'(Su"Slz)‘"T"ﬂ—z:O
13

- |zl
4—2(8”_812) (3.191)

por lo que la expresion vectorial buscada para el intervalo uves

W R (.192)

(Sls & S12 )

alisis en el segmento de trayectoria W , S13<t<Sy4

Toda vez que el comportamiento es constante, segin se aprecia en el perfil de

velocidad 5, se tiene que 7 ,(t)=¢ ycomo ¢ = 2——"£—13"— entonces
(Sl3 = SIZ )

. _ 2"-’113"
Fu(T)= 5 5. (3.193)

y como en los casos anteriores, se tiene que integrar 3.193, y haciéndolo paso

a paso se obtiene
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: 2ry] 2|l
(oM =) = lodt Sa———"( =8 )+ 75
.[vur EMRT Ls (813 _SIZ) (Sls Slz) i

S
rM(r)—(SB_Su)(t Si3) +1s, (3.194)

la ecuacion general que define al movimiento en el intervalo dado es
r(t)=ry(t)r, . (3.195)

sustituir 3.194 en 3.195 da como resultado

£vw(t.) =|:(”;I3”(t Sl3)+ rsu ilr'“u

SIS SIZ)
Lv-u(t) 2“_]3" (t Sl3)ru —S (3196)
(S|3 sz) 14 13
donde Lum: 1 Fuy £|4=(xw_xwyw_yv’zw_zv)
|zl

sustitiyanse las igualdades anteriores en la expresion vectorial 3.196, es decir

el
TR A o | Mn

2||£i3.“(I 13.)£M_|_£513
”f-'m“(su ~8y,)

r.(t)=

¥ l4+ r Sis

r(t)=

(3.197)

101



donde 3.197 es la ecuacion que define por completo el movimiento en el

intervalo de anélisis apliquense ahora condiciones de frontera

2"113"(813 —Si3)
"L 14 "(st -8

KW(SH): £14+£s|3= (xwywzv) (3198)

y simplificando se encuentra que
rs=(X,9,2,) (3.199)
aplicar 3.199 a 3.197 resulta en

2"513||(t_813)
"£ 14"(513 - S,)

r,(t)= st (%, V::2,) (3.200)

obsérvese que ahora es posible determinar el valor de S,4 en funcion de los
valores temporales anteriores y las normas ya conocidas, sustituyendo la
condicion que corresponde a Sy en 3.200 sustituyendo y simplificando paso a

paso se tiene

" 2"£13|_|(Sl4 —Si3)
"—': 14“(813 _Siz)

r(Si) Lt (% Y02,) = (% Vs %) (3.201)
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2 LG (SM _S13)
i :('xw-"yw’zw)_(xv!yv’zv)
"LM"(SB _Sl2) :
2|1 3||( S —Si3)
o=
"514“(’5‘13_812) it
2|7 15)(S1s —Si3)
ry—r,~=0
"ﬁ 14“(313 ~Sp) e
2l|£|3n(sl4 -S;;) ]
-1|r =0 (3.202)
|: ||.':14l|(3u -Sp) .
de 3.202 y como r ,,# 0 entonces
2|r 3 ‘(SM_SIJ)_I:O
”—’1 14"(Slz ~-8),)
2|z ;5[|(Syy = Si3) =1

Iz 1l (S5 = S12)

(5, ~8. )= “ﬁ 14"(813 ~S,2)

2“5 13"
|ﬁ :4H(S|3 "'Slz)
Sy = +85,
) 2"£ 13" ?
S = ||£14|‘(Sw _Slz) 4 2"&3"813]
: 2"£ i3" 2”£ 13”
B s I 14”(S|3 = 81,)+2|r 15S;5
! 2"1 13"
o 2ealss e S,
2|z

S - S ("ﬁ 15" g7 2”£ 13”) —83 ”_{,4"
) 2l

nétese que ahora tenemos el intervalo de tiempo S;4 en funcion de S;3, hecho

(3.203)

muy conveniente, ya que asi evitamos incognitas adicionales para el modelo

matematico.
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Andlisis en el segmento de trayectoria WX , S1a<t<S8ys

Al igual que el primer segmento del perfil de velocidad, éste ultimo
segmento tiene un comportamiento lineal, sdlo que a diferencia del primero,
éste Ultimo tiene pendiente de signo negativo, es decir, el primer caso es
ascendente, mientras que éste caso es descendente, no obstante dicha
diferencia, el anélisis es el mismo, por tanto de 7 (S, )=a, +a;t, y utilizando

condiciones iniciales se llega al siguiente sistema de ecuaciones

2"5 13"

FulSu)=¢= (8:~55) (3.204)

¥ 15(815 )=0

sustituyendo 3.204 respectivamente en 7 (S )=q,+at se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones

(SIJ A Slz) (3.205)

y cuyas soluciones son

~

. 2|z ] S,
(Si3 = 512) (814 = Sis) ( (3.206)
2y
l (Sl3 = Siz)(SH _Sls)

o
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sustituir 3.206 en 7 (S, ) = a, + a;t resulta en

: = 2"5 13" _ 2"£ 13"
i IS(T) B (S|3 & Slz )(SM i Sls)r (Su i Slz )(Sm - Sls)S]5 (3.207)

para determinar r;s(t) se integra 3.207 paso a paso en la siguiente forma,

recuérdese que r5(t) es la parte escalar del movimiento

LN ey e

[ #i(t)dr= e ;ZI)K(‘;L 53 [ (z=5,)ar

_;4?‘ (T = . _Szlz)z(';d 5 :%—%‘2“+SMSH - Slsr}+ e
Sr i5(7)dT = 5.- ; )i‘;,m =5 ::2 ~S2 +28,,S,, - ZSlsr] +7g,
ns(7)= |z | (£=8,,)[t+ S8, =28;5]+rs, (3.208)

(Sl3 N S]Z)(SM i SIS)

donde 3.208 es la parte escalar total del intervalo de analisis, por lo que

corresponde hacer r  (t)=r (7)r, . » esdecir,

= 2l C L
Bt {(Su -8 )(SM -85 ) (t Sm)[t 5 2815] ] e
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1
donde r, = Hgls yr=(x.—x,y,—Y,2,—2,) Yy esto en 3.209 resulta
— 15

en

"513" 1 }
r. (t)= t=S )t +8, — 285 |7—rstrs, ¢ (3.210)
{(SIS —Slz)(SM —SIS)( 14)[ ™ IS]HL l5" sl

de la simplificacion y reordenacion de 3.210 se obtiene

||£l3||(t _SM)
r ls"(Sla = SIZ )(SM = SIS)

ro(t)= ] [t+8,-28s]rstrs, (B211)

como siguiente paso, determinese el valor de 7 ¢ , para lo que se recurre a las

condiciones de frontera del intervalo de analisis

“.tu”(sm _Sm)
Y oS4 )=
! "LlS"(SlS _SIZ)(SM —SIS)

(3.212)

[I +8y— 2815].’1 st L= (X ¥y )

de donde se desprende que

rs=(%,:Y:2,) (3.213)
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y 3.213 en3.211 arroja

"ﬁ 53“(r = S:4)[’ T SM = 2515]
r )= |
: "515"(5'13 _Slz)(SM _SIS)

£15+(xw,yw,zw) (3.214)

que es la ecuacion general del intervalo de analisis, ahora puede ser

determinado el valor de S5 en la siguiente forma

£15+ (xw’yw"zw) — (xx’yx’zx)

r (S )=||£|3 (515“514)[515+S|4“2815]
S "ﬁw"(sn_Slz)(SM_Sls)

Sl3 B 814):814 ol SIS]

L 15= (‘xx’yx’zx)_(xw’yw’zw)

(3.215)

como r ,s# 0 entonces de 3.215 se desprende que

. its“(SIS_SM)_ =
~15[|l£15|l(313—S12) I] :
"ﬁ:3|(Sls_Sl4)__ .
P [CRE

y simplificando paso a paso se llega a
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"L I3||(S15 - S“) -1

"LHH(SH _Slz)

"L '3"(5'5 =S ) > "£ ls"(Sw . Slz)
Sy =S,

SIS—S“="£|5“( 13 12)

"K 13"

o lulss-sa) o o216

T e
|£|3

Si3 “I 14" +28§,, ||£ 13" =S "I 14"

pero S, = 2"! :3"

y por lo tanto

S.= "LISI[(SI.? -SIZ) 4 Si3 ".r; 14“"’2S13"f. 13||_S12 "5 14 "
) Iz 2|
S = 2"£ IS||(SI3 i sz)+ Si3 “ﬁ 14" +25; "i 13“ - Si "ﬁ 14 ||
5 2||£ 13"
= 28, "ﬁ 6“ —25,, "i 15" +5;; "i 14” +28) ”ﬂ 13 ” —Si “£ :4"
2"513"

S = Sis (2l sl + 1z sl + 207 ssl) = Sia (il + 20z 1)
) 2|z

SIS

(3.217)

ahora se pueden resumir los resultados en la siguiente forma
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Modelo total de trayectoria en es Intervalos de

| (t":-;"ua)2 tiempo
Ty ey RE— +( us u? n)
(513—512)2r13 hsd 5, ST< S,
2|r sl (2-S.s)
Lu(t)=) "f- |4||(S|3 = S;z)i wt (% 2,) Sl S1<5y
"L lJ"(t_ Si-z)[t'*'Su “2515]
=131l P e
"L 15||(S13 =3 Slz)(SM i Sls) » SN sSts SIS
L +(‘xw’yw’zw)

Tabla 5. Resumen de resultados de movimiento en y

Tiempos en funcion de las normas vectoriales.

_ S (2l oll+ 1z ol + 20z ) = So (sl + 20z )

S
? 2|z
Si3 = 8i7+Cs’
_ S|3|_l£14”+ 28| 13 l_ Sia "ﬁ 14"
Sy =
2
- o 25, "£ e" -25,, “ﬁ 15" + Suli 14‘ +2§,, ”f. 13" -Sp "E 14"
15

"Donde C; es una constante que equivale a un intervalo finito de tiempo.
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3.4.3 Movimiento en direccion x

En esta parte la gria se habra colocado en la posicion final donde
colocara al contenedor, es decir, llegara al punto final donde depositara la
carga.

Al igual que en el analisis anterior, para el desarrollo del modelo de
movimiento, en z se utilizara un perfil especifico de velocidad, e igualmente

se recurrira a las condiciones propias del instante de analisis.

A
r(t) rapidez
Homep Trayectoria de la gria en el eje x.
v (0] A B
< > >« '
|
4 u p(t) tiempo
S5
Sis
Si7
b BEEE—
4 Sis >
v

Figura 3.6 Grafica del perfil de velocidad 6
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Condiciones iniciales Condiciones de frontera

f5(S;5)= 0 r (S astsZ):(X.,, oYy Z,)
fi6(S16)= 77 I (S16:X.Y,2)7(X .Y 5Z,)
5,(81)=n P (S X2y (X9 242;)
fig(S;5)= 0

L p(SI 8 ’x9y92‘)=(xp ’yp BZ,u )
para simplificar la notacion de aqui en

adelante haremos
r (8, xy.zr (S;)

para todos los casos

El problema consiste en hallar las ecuaciones que relacionen el tiempo y

el espacio.

Solucion.

Analisis en el segmento de trayectoria %, Si5<t<S4

Observando el perfil de velocidad, observamos, que el comportamiento
es lineal y con velocidad inicial 0 y final n para t = S;5 y t = Sy

respectivamente y de la ecuacién general de una recta 7 (S, )=a,+ ot se

deduce que se puede formar el siguiente sistema de ecuaciones

’.'15(815)=0

3.218
’:16(8[6)=ﬂ} ( )
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y de la ecuacion general de una recta (y = mx + b) se desprende el siguiente

sistema de ecuaciones:

a,+aS,.=0
G } (3.219)

a, + alSIG =n
del cual las soluciones son:

a, = _alSIS
) (3.220)

sustituyendo 3.220 en 7 (S, ) =, + a;t se tiene

: U
F )= t-38, 3.221
16( ) S[ﬁ _ S15 ( 15) ( )

que es la ecuacién que define la rapidez para el segmento g es

obténgase ahora la ecuacion que define el desplazamiento, y como se ha visto con

anterioridad se debe integrar 3.221, tal que

[ #(z)dr=—" [ [, zdr— | Sisdr} (3.222)
15 S16 — SIS 15 15

integrando 3.222 paso a paso se tiene
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1

(4
-8 ‘rlsls - r515j|

Slﬁ

1

= 512 -58,25 —(S,st = st)il+r$ls
16 15 L

2
r,6(1)={ T }{——&—Slst+8f§+rsu

2
r,ﬁ(r)={ n_|(t=Si) F (3.223)

la expresion vectorial se obtiene a partir de 3.223 haciendo
E b= (7)0, (3.224)

al sustituir 3.223 en 3.224 se obtiene

t—8 ¢
EW(U:{I:SN?S]:‘J( 2 ) +r51‘}£”"’ (3.225)

donde

Foy = H ¥ s €s el vector unitario que define la direccion del movimiento
#
— 16

en el eje y, o mejor dicho, es paralelo a dicho eje, rectrrase ahora al vector

formado por las coordenadas espaciales que van de y a ¢, es decir,
r = (xm,ym,zw)—(xw,yw,zw) or =(x,-x,Y, Y2, — 2, ) finalmente

3.225 resulta en
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P Y
r_w,(r){s ﬂs }( 2‘5) r, +rs (3.226)
16~ *1s

de las condiciones iniciales del segmento de andlisis, que son

£w¢(815)=(xw’yw’zw)} (3.227)

Lw@(Slﬁ) =(x¢,;y¢,z¢,)

y utilizando la primer condicion en 3.227 resulta en

5. =57
zw(S's)z[s - }( = 3Ly, g =(5,3,2,) G229
16 15

simplificando se obtiene que
E s =(%:Y,y2,) (3.229)

sustituir 3.229 en 3.226 resulta en

n (t_SIS)z
r,(t)= T 3 gum-i-(xw,yw,zw) (3.230)
16 ~ s

donde 3.230 es la solucion completa para el intervalo de analisis, sin embargo, notese que
ahora se puede hallar el valor de la rapidez en funcion de la norma del vector que define el

intervalo de movimiento y los tiempos de inicio y fin de dicho intervalo y paso a paso se

obtiene
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S —Ss
2 ol Si6) =| — (Sie=Sis) 7 o F (R Wi ) =% W %,) (3:231)
Sla"sls 2

y la simplificacion de 3.231 da como resultado

(S =Sis) .
2
Sie =5,
’7(_'62_'5_)£m= (X5 Y12y ) — (%4 Y912, )

’7(3"52_ SIS)_’:_Hm:L " (3.232)

—l:, £S15+( s}’w:zy,)=(xo,.yw:2¢,)

ahora bien, r , =——r . en 3.232 resulta en

II_ o~

U(Sle i Sls)

5 e 16
’?(Sse_sls)
5 ”»“l(,"rm r,=0

U(Sla‘Sls) 1 a1l
Llo[ 2 ||£16|| ]]—0 (3233)

como r ,# 0, entonces
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[q(s,5 ~8,;) 1 Jzo

-1
2 "115"

1
7(Sys —Sls)H‘z =0
— 16

[z
= t=1el 3.234
4 (Slﬁ . SIS) ( )

por lo que la expresion vectorial buscada para el intervalo ypes

2

oS
T (1) =ﬁ)_)2_£15+ (x.30,25) (3.235)
16 15

Analisis en el segmento de trayectoria a, S16<t <S4

Toda vez que el comportamiento es constante, segun se aprecia en el perfil de

velocidad 6, se tiene que 7 ,(t)=ny n= —(Si"“t—lgu—j y por lo tanto
16~ P15

2"£16"

’.‘n(f)=m

(3.236)

como en los casos anteriores, se tiene que integrar 3.236, y haciéndolo paso a

paso se obtiene
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: . 2“& 16" _ 2“L 16" _
Lmr 17(f)d7 B £16 S]6 — SIS dr B (Slé = SIS )(t Slé) ' rSM

_ 2”516" _
r(7)= (Sm—Sls)(r Sie) +7s, (3.237)

dado que la ecuacion general que define al movimiento en el intervalo dado es
P alt)=ryft)r, (3.238)

y sustituir 3.237 en 3.238 da como resultado

r—@l(f) = |:(—2“-£—.|.9-|.|_).(r—316)+r516:|£u”

Sﬁ _SIS
r (t)—M(t—S Jr. +r (3.239)
— A (Slﬁ Sls) 167 —ui; ' — S

l * ’
donde -’iunzﬂﬁl? Y r.=(x,—%.,Y,—Y:2,—2;), sustitiyanse las
— 17

igualdades anteriores en la expresion vectorial 3.239, es decir

N
Y i(t)= ( S )i—=r o+ (3.240)
R ER L e e

a su vez simplificar 3.240 da como resultado
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2|7 16](2=Si6)
ro+r
"ﬁn"(Slé"Sls)_” .

ra(t)= (3.241)

que es la ecuacion general de movimiento del intervalo de analisis, aplicando

la condicién de frontera respectiva se obtiene

2"ﬁ IGH(SIG = Sls)
“1'-17"(516 =S;s)

roa(Sis)= rgtrs =(%,,5,2,) (3.242)

simplificar 3.73 da como resultado que
rs =(%,,Y,2,) (3.243)

sustituir 3.243 en 3.242 resulta en

2“1', _lsll(t_' Sis)
"E lT|I(SI6 % SIS)

L@,{(t)= £17+ (x@?ytp!qu) (3'244)

obsérvese que ahora es posible determinar el valor de S;; en funcién de los
valores temporales anteriores y las normas ya conocidas, sustituyendo la

condicidn que corresponde a Sy; en 3.244 y simplificando paso a paso da como

resultado
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2“-': 16“(‘917 = Su,)

r (S )= ) i +(x s Vi Z )=(x ,y ,Z_)
oAl P17 lIﬁﬂ"(Sls_S,s) 17 9l 9% Y12,
2“£ 16 |(S;7 _Slﬁ)
. r =ilx N )_(x Y ,Z)
“£17|I(SIE—SI5) i AL 'Y<
2|7 ]( S,y = i)
Rl
"-’:]':'l(Sm—SIS) =137 =0
2|7 16](Siz = Si6)
r.—r.=0
|£”|(S!6_S15) Yo Ly
2"£16"(Sl? —Si6) ]
” ~HEe=0 (3.245)
[ ]|£I7“(S[6_S15) 2

de 3.245 y como r ,# 0y simplificando paso a paso se obtiene que

2"!; |5I|(SI}' i S]ﬁ) _
"5 [7|I(S16 a Sls)
2_]_[; 16"(311 =8 .
“£17||(Sl6 "'Sls)

"L l?“(Sw _Sls)
(8.~ )=
R P

1=0

1
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g I-El?"(slﬁ _Sls)
! 2"516"

g = —Hﬁl?"(sls —Sls) % 2"ﬁ15”8151|
2 "ﬁ i6|| 2"£ 16"

g = -’11?"(816_S15)+2||£16||S16
17

+8

L

E |ﬁ16"
= 2"£ 16||S16 * lr-_l'f"Slﬁ = ”ﬂn"Sw
; 2"L 16"
g = S (I ol + 20z 16f) = Sisllz (3.246)
’ 2"116"

notese que ahora tenemos el intervalo de tiempo S;7 en funcién de S;¢, hecho

muy conveniente, ya que asi evitamos incognitas adicionales para el modelo

matematico.
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Andlisis en el segmento de trayectoria Tﬂ, S;7<t< Sml

Al igual que el primer segmento del perfil de velocidad, éste altimo
segmento tiene un comportamiento lineal, solo que a diferencia del primero,
éste ultimo tiene pendiente de signo negativo, es decir, en el primer caso la
velocidad es ascendente, mientras que éste caso es descendente, no obstante
dicha diferencia, el andlisis es el mismo, por tanto de 7 (S, )=q,+ .y

utilizando condiciones iniciales se llega al siguiente sistema de ecuaciones

: _o_ 2
Pl ) =21 s ) (3.247)

F IB(SIS) =0

sustituyendo 3.247 respectivamente en 7 (S, )=a,+at se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones
__2fr

7 (8, =5s5) (3.248)
o, +a,S,;=0

a, +a,S

y cuyas soluciones son

-~

Ay =— 2”£ lﬁu SIS
(St =Sis)(Si7 = 8is) | (3.249)
& = 2"£l6|l
(Sls - SIS)(SI'? _'Sls)

4
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y3.249en 7 (S,)=a, + a;t dacomo resultado

. 2“1 16" 2"5 15“
Falt)s= : t— S, (3.252)
. (Slﬁ ik Sls)(Sn s SlB) (Sus - SIS)(SIT i Sls) .

para determinar rjg(t) se integra 3.252 paso a paso en la siguiente forma,

recuérdese que rg(t) es la parte escalar del movimiento

e

Lnr' o(7)dT = . -Si)ﬁ(};‘!l? 50 L”(r—Sls)dr

Lﬁf o7 )dT = . _Szls')c(’;![ 50 :%—%E+S,,Sl, —sz} -9
j;j- (7 AT = .- S!lf)l(ﬁgl*l” 5 [ = S}, +28,48,, = 28,4t |+ 75,
r(7)= |z (t=S,)[t+S, - 25, ] +7,  (3.253)

(Slﬁ = SlS )(Sn =" Sls)

donde 3.253 es la parte escalar total del intervalo de andlisis, por lo que

corresponde hacer r , (1)=r (7 )r «, » €S decir,

- "l 16" " _
LM(I)H{(Sw_Sls)(Sn"Sla)(t S,)[t+S, -28]+rs, tr,.. (3.254)
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1
donde L“"‘:HLS yr=(x,—X;,y,—¥;,Z,—Z;) yestoen3.254 resulta en
LaST

ii”(r):{(sﬁ—s!‘j(ﬁsl" =3 (2-8,)[t+S,; - 2518]" 8" ‘8+£5”} (3.255)

de la simplificacion y reordenacion de 3.255 se obtiene

¢ ty= =5
= T (S 5) (S —5)

[1+8,-2S,]rtr s  (3.256)

como siguiente paso, determinese el valor der ¢ , para lo que se recurre a las

condiciones de frontera del intervalo de analisis

"£16”(Sl? _Sn)
r,(S,)= t+S,, —28, t P =X, 9.2,)
Aud =17 "L]g“(sm_Sls)(Sn_Slg)[ 17 ] 18 S; VA A
(3.257)
de lo anterior se desprende que
rs =(%,5:2;) (3.258)

y 3.258 en 3.256 resulta en
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“ﬁ 16"(1‘ R Sn )[!‘ + Sl? 1 2S13]
= : : 3.259
LM(U "K 18|I(Sl6 _SIS)(SI'? —SIS) tE (x;.:J’A z;) ( )

que es la ecuacion general del intervalo de analisis, ahora puede ser

determinado el valor de S;3 en la siguiente forma

r iﬂ(Sls) - ”£ i6||(Sla = Si?)[Sls +Sl7 e 2S]8]£18+ (xi’yi’zi) = (xﬂ,yy’zp)

”L 18"(816 —815) (817 —53s)
T 16 (Sla = Sl?)[S]7 _SIB]
18 (Sl6 _Sls)(Sn _SIS)
LT (SIB -Sn)
=¥
"ﬁls"('gus_'s'ls)_ls -

LT3 (SIB _Sn)
Pa— T 15=0 (3.260)
|£IB|I(S16 "'Sls) ' *

B (xp’yp’zp) — (%, ¥1,2:)

|~

como r # 0 entonces de 3.260 se desprende que

Lls[ =it (SIB_S”)—]J:O

£18|(S16 _Sts)
”.C 16 (Sls "'Sn) ~1=0
|l£18|(Slﬁ _SIS)

y simplificando paso a paso se llega a
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||’16||(S.a Sn) -1
||r,8||(
"£l6"( ||r |3|| SIG Sls)
Sls Sl? "r 18" Sl6 SIS)
Iz ol
S, = "" 18||"f16 “ S]5)+S” (3.261)

Sie "ﬁ 17 " +25,6 "ﬁ 16” =8 "!’. 17 "

pero S, = 2"£ 16" = y por lo tanto

e o ”5 18||(Sl6 = SIS) + S[6"£ n“ +28, ”£ 16" -85 "f. 17“
18

.o 2l

g = ZHK |3_||(S|e = Sls)"' Sie "l 7|+ 286 "1'. 6]l = Sis "ﬁ 17
: 2"5 16"

o Zsla"f- 18"— 255 "f. IS||+ Sie||1 nu+ 25,4 |£ I6I|_SIS r |7"
! 2"1 16"

S,y = Si6(2lz el + 1z ol + 20z ssl) = Sis (2ol + 201z ) (3.262)
| 2"516" -

ahora se pueden resumir los resultados en la siguiente forma

125



Modelo total de trayectoria en z Intervalos de

( (t-8 )2 tiempo
15
(Sla _S15)2£I6+ (xw,yw,ZW) Sls 5!<S|6
2"-"— 16|I(r_Sls)

LW(I) = ||£l?|l(816 _SIS)£17+ (xw,ywzv) Sls st< Sn

"L 16"(r =S )[r +8, - ZSIB]
"L.g"(sm'-S,s)(S”—S,s) L S,-,SISSIS

+(%,Y1:2;)

Tabla 6. Resumen de resultados de movimiento en x.

Tiempos en funcién de las normas vectoriales.

_ Sis (ZHK ol 7]+ 2] 1s||) —Si ("ﬁ ul +2]z 15")

S,

; 2

Sis=C4+Sis
S = Sm".’l 17" +25; "ﬁ |5n =S5 "-’.'. n"
17
2"1 16"

S = Sis (22 s+l 1+ 207 ) = Sis (2] sl + 2. 17])

18

2z ]

C", es un valor constante que cuantifica el valor del intervalo de tiempo Sy
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3.4.3 Etapa final de movimiento de descenso en z

En esta parte la groa se habra colocado sobre la posicion final donde
colocard al contenedor, es decir, llegara al punto donde depositara la carga.

Al igual que en el analisis anterior, para el desarrollo del modelo de
deposito de carga, en z se utilizara un perfil especifico de velocidad, e

igualmente se recurrira a las condiciones propias del instante de analisis

A
i(t) rapidez . .
Trayectoria de la carga en el eje z.
aa bb cc dd
< >« > >
n
v r p(t) tiempo
Sig
Sie
Sz
>
Sy

< P

v

Figura 3.7 Grafica del perfil de velocidad 7
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Condiciones iniciales Condiciones de frontera

fig(S;5)= 0 T (818X YsZ (X g5 ga5Zia)
i (Si)= 7 T 5(S195%:Y,Z) (X sY b 5Z )
5B @ T (S50 X Y2 (X oY 65%c)
£,(85)=0 T f(81%Y,2)~(X 445Y aa+Zaa)

para simplificar la notacién de aqui en

adelante haremos
1 (S;xy,2)=r (S))

para todos los casos

El problema consiste en hallar las ecuaciones que relacionen el tiempo y

el espacio.

Solucion.

alisis en el segmento de trayectoria aabb, Si3 <t <S4

Observando el perfil de velocidad, observamos, que el comportamiento
es lineal y con velocidad inicial 0 y final B para t=S; y t =S, respectivamente
y de la ecuacién general de una recta 7 (S,)=a,+a;t se deduce que se puede

formar el siguiente sistema de ecuaciones

F 13(813) = 0} (3.263)

Fio(Sy)=m
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y de la ecuacion general de una recta (y = mx + b) se desprende el siguiente

sistema de ecuaciones

(3.264)

o, + a5, =0
oy +a,S, =7

del cual las soluciones son:

Qy=—0,S
7 (3.265)

e
| Si9 = Sig

sustituyendo 3.265 en 7 (S, )=, + a;t da como resultado

T
z =—" (t- 2
FilT) S-S (t—5) (3.266)

que es la ecuacion que define la rapidez para el segmento aabb es

obténgase ahora la ecuacién que define el desplazamiento, y como se ha visto con

anterioridad se debe integrar 3.266, tal que

_[1 “1o(T )df_[— U rdr — I Smdr} (3.267)

integrando 3.267 paso a paso se tiene
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1
19 18 L

2
ro(t)= r—-—Sla-Slgt+S,23+rS
So=S552 2 W

2
rw(t)z{ = }(’_S“‘) +r (3.268)

)

2 Sig

la expresion vectorial se obtiene a partir de 3.268 y haciendo
T an(t)=r(T)r, (3.269)

y 3.268 en 3.269 resulta en

T f=8. ¥

donde r, " " ., €s el vector unitario que define la direccion del
--19

movimiento en el eje y, o mejor dicho, es paralelo a dicho eje, recurramos

ahora al vector formado por las coordenadas espaciales que van de aa a bb, es

decir, 7 16= (X4 ViprZs) = (Xaas Vaar Zaa) © L16= (Xop = Xaas Yoo — Yaar Zop ~ Zaa )

finalmente 3.270 pasa a
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2
T (I—Sis)
f)= +re 3.2
T an(t) [519—513} 5 L Lo ( )

y de las condiciones iniciales del segmento de analisis, que son

L aabb(SIS) i (xaa’yaa’zaa )}

(3.272)
T aass(S19) = (X4 Vs Zys )

y utilizando la primer condicion en 3.271 resulta en

2
T (SIB_SIS)
v A v, Flo =X VuirZia 3273
_aabb( 18) [SIQ—SIB} 2 — g -Sm ( aa ya ) ( )

simplificar 3.273 da como resultado que
Y5 (X VoarZaa) (3.274)

y 3.274 en 3.271 resulta en

2
T (I—SIS)
i)= - 3. . 327
Lmbb( ) [Slg —Slaj| 2 Lulg (‘xa.a yaa zﬂ‘a) ( )

donde 3.275 es la solucion completa para el intervalo de anélisis, sin embargo,

notese que ahora se puede hallar el valor de la rapidez en funcion de la norma
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del vector que define el intervalo de movimiento y los tiempos de inicio y fin

de dicho intervalo y paso a paso se obtiene

v (Se=Sa)
¥ s Si9) = =y wret (Xaas VaarZaa) = (X3, Vs 2y ) (3.276)
S|9 _SIS 2

simplificar 3.276 resulta en

(S-S,
-—_(_!92—‘8)£ u19+r.313 +(xag9yaa:zaa)=(xbb’ybb’zbb)

7(Sis = Sis)

£u|9= (xbb’ybb’zbb)_(xaa’yaa’zm)

=F (3277)

ahora bien, se sabe que r , =——=r , por lo tanto en 3.277 lleva a

||_ sl -

7[(819 SIB) =
2 — U, —19
”(Slg B SIB) 1
2 I‘ng" Firo~ L= 0
_’119[”(819 _SIS) 1 _1J=0 (3-278)
2 Iz

de 3.278 y como r # 0, entonces
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[;z(slg ~8,) 1 ]:0

-1
2 el

:z(slg—sm)m-2=o

P
r=2 5.5 (3.279)

por lo que la expresion vectorial buscada para el intervalo aabb es

(t=S,)
(Sw W 518)2

()= Pt (XY i T (3.280)

alisis en el segmento de trayectoria bbcc, Sj9 <t < Sy

Toda vez que el comportamiento es constante, segun se aprecia en el perfil de

velocidad 6, se tiene que 7 ,(t)=7r y 7 = % entonces
19~ 218
- 2| o]
=—"—>- (3.281
Fo(7) (5.-S) ( )

como en los casos anteriores, se tiene que integrar 3.281, y haciéndolo paso a

paso se obtiene
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: o= [ sl g sl
Lg" (7 )T = Lg S, S, dr= (5= S4) (1=S)+15,

2||£ l9|
roo(7)dr= L (t—S,)+r (3.282)
? (Sw = Sia) ? e

dado que la ecuacion general que define al movimiento en el intervalo dado es

o bbcc(t) = zo(r)ﬁ 450 (3.283)

3.282 en 3.283 resuelta en

2
r bbcc(t) = (g‘;}lfi—l‘;‘lli—)(t o SIQ ) + r-5'|g :|£ U
2|
r bbcc(t) = %(t == S19 )L u zo+ r Sio (3‘284)

20

1 o
donde r = m Y Ta=(%,.—Xy, Yo = VisrZec — 23/ ahora sustitilyanse
L)

las igualdades anteriores en la expresion vectorial 3.284, es decir

2“!'_19" 1
L o) =l (£ = S)g J——F o+ s,

2|z o]l(2 =Sy
V. .+t
I soll(Sie = Sig) >

Lbbcc(r) = (3.285)

que es la ecuacion general de movimiento del intervalo de analisis, aplicando

la condicion de frontera respectiva se obtiene
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2"ﬁ19“(819 -Sy)

Easal 507~ 18 =5s)

ot ? s =(X ViprZ)  (3.286)

y simplificar 3.286 resulta en
L3, = (Xspr Vo Zop ) (3.287)
y 3.287 en 3.285 arroja como resultado

2"L 19"(‘ = Si)
"f- 20"(Sl9 ~Sis)

P ppe 1) = ¥ oot (Xoss Vor 24 (3.288)

obsérvese que ahora es posible determinar el valor de S, en funcién de los
valores temporales anteriores y las normas ya conocidas, sustituyendo la

condicién que corresponde a S,; en 3.288 y simplificando paso a paso se

obtiene

2"!119”(320 -8/
S = — i 3
¥ ppee(S20) ”5 Ny "(Sw _ Sls) Yoot (X Visr Zos ) = (%00 Vo2 )

3 S,,—S
”:—: ]9|||((S 20_ S m)) £20= (xcr’ycc’zcc) a (xbb’ybb’zbb)
L 20 19 18

2|21 (Sm_Slg)r _,
||£2OI|(S19_SIS) =200 =20

2||7 1o[|(S20 = Sio )
"£ 20 ||(S]9 —8is)
[2"£ o](S20 = Sio) _
2 20| (S16 = Sis)

a1 y=0

1};m= 0 (3.289)
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de 3.289 y de r ,,# 0 y simplificando paso a paso se tiene que

2"519 (Szo -Sl9) ~1=0
"ﬁ 2o| (S19 _SIB)
2|_|_£ 19l(S20 = Sig ) -1

"£ 20 "(Sw ~8s) B

(83 =810 )= "£ 20"(8'19 - Sls)
2|z

7 2]|(Sio = Sis)
S = —20"( 19 18 +’S
? 2|z ’

g = _"1 2](Sis = Sis) + 2|r 19"819}
? 2|z o] 2|z

|f— 20"(Sl9 = S:s) + 2"1'- 19"819

= 2"£19||

S, = 2|z ]S + ||_r_ 20 " St "|_|£ 2]/ Sis
2|

S, = Sio (”L ol + 2]z 19“) ~ Sz zo" (3.290)
2"£ o

notese que ahora tenemos el intervalo de tiempo S, en funcion de S, hecho
muy conveniente, ya que asi evitamos incognitas adicionales para el modelo

matematico.
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Andlisis en el segmento de trayectoria ccdd , Sy <t < Sy,

Al igual que el primer segmento del perfil de velocidad, €ste ultimo
segmento tiene un comportamiento lineal, s6lo que a diferencia del primero,
éste ultimo tiene pendiente de signo negativo, es decir, el primer caso es
ascendente, mientras que éste caso es descendente, no obstante dicha
diferencia, el analisis es el mismo, por tanto de 7 (S,)=a, + af, y utilizando

condiciones iniciales se llega al siguiente sistema de ecuaciones

2
Foo S ) =7 :—(S "!il;,n ) (3.291)
19~ 218 :

r 1( S5 )=0

y partiendo de la ecuacion general de una recta, se obtiene el siguiente sistema

de ecuaciones
r 2"£ 19”

(85 ~85) (3.292)
a,+a,S,, =0

a,+a,S

cuyas soluciones son

b

2|1£w\|
a,=— S
T (S Ss)(Sn—Sy) , (3.293)
_ zﬂimu
=
(Sw _Sas)(szo "821)

e,
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entonces 3.293 en 7 (S, )=, + a;t da como resultado

2"1 19” ¢ 2"-’3 19 "

: 2’(1) ) (Sw I Sts )(Szo =S ) k (Sm = Sla)(Szo - SZ,)

S, (3.294)

para determinar ry)(t) se integra 3.294 paso a paso en la siguiente forma,

recuérdese que r,(t) es la parte escalar del movimiento

o e )

_rsm?" (7 )T = G- ;a)ﬁ(i;w 5 J;m(r—Szl)dr

Lf (7 )dr = I —Si )L(gzo oy _g_%wz,sm —SZIt} r,
[ #a(enr= s 3&[20 = (12 = 82, + 28,8, - 28yt |+ 7,
ryl(7)= || (£=85 )[t+ 85 =25, | +ry, (3.295)

(Sl9 g Sla)(Szo . Szl)

donde 3.295 es la parte escalar total del intervalo de andlisis, por lo que

corresponde hacer r _.(t)=r,(7)r u, » €S decir,

"ﬁ 19“ }
r o au(t)= t =Sy )|t +S;0 =28, |+7g tr.. (3.296)
dd {(Sw _Sla)(szo '_Szl)( 20)[ 20 21] S20 21
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donde r =ﬁ_{ 51 ¥ Foi= Xy =X s Yy — Voo 2 — %) Y €StO €0 (3.296)
21 £2]

resulta en

AT

3 r _ S5 - _L—r +r
ﬁccdd(t)—{(slg_sla)(sm_SZI)(I Szo)[f Sy 2821]”£2ln—2l —Szo}

(3.297)

y la simplificacion de 3.297 resulta en

”" 19” (t=Sy)
Sl9 SIS (SZU

mfd(r)—" I )[r+Sm—2Su];m+£sm (3.298)
21

como siguiente paso, determinese el valor der ; , para lo que se recurre a las

condiciones de frontera del intervalo de anélisis, es decir, r Sin

"rmll 20 Szn)
S]9 Sla)(St}"

¥ cead(tos, )= " " )[t +85 — 2521]!l 2wt L5 (X VeoesZe)
21 21

(3.299)

de lo anterior se desprende que

R W (3.300)
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y 3.300 en 3.297 resulta en

£19|I(f—820)[t+S20_2821];- I+(‘x s Viss Z ) (3301)

_|
Lault) |£21||(Sl9 =t Sls)(Szo “Szl) i

que es la ecuacion general del intervalo de analisis, ahora puede ser

determinado el valor de S,; en la siguiente forma

"L 19”(Szl _ Szo)_[Szl + Szo - 2321]
"L 21"(819 - S[s)(Szo . SZI)

LCCM(S?.I): £2l+ (xcc’ycc’zcc):(xdd’ydd’zdd)

£21= (xdd’ydd’zdd)_ (xcc’ycc’zcc)

”19" 521_S20)
=2
“.’113" Sl9_SIS)_—21 -
r 19"(S21 _Szo)
¥ —r =0 3.302
"£21||(Slg_813)_21 L5 ( )

como r ,# 0 entonces de 3.302 se desprende que

- { L 19"(821 _'Szu)
= “sz"(sw_sls)
".'i 19 (Sza _Szc) _
Iz 2| (Si5 = S16)

—1}=0 como r ,#0

1=0

y simplificando paso a paso se llega a
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"" |9“ Sy =

=]
"" nll Sio = Sls
""19" Sy — Szo) ||"21"(S|9_Sls)
S S _"r 21“ Sl9 S]S)
”" 19"
S, = ”" 2;“ Sw SIB) i (3.303)
"" 19“
pero S,, = Siollz 0l + 281 | s = Sis 2 ] y por lo tanto
2"" 19“
- "!l 21 "(SI‘J ~Sis) & St "ﬁ 20" +28), ".'l IQ“ —Sis ||£ 20“
21
2ol 2|z o
S, = 2“1'. zn"(Sw - S18)+ 319"1 0]+ 258, "ﬁw r SISHL 20 |
l 2"3119"
Sy = 2Sl9"£ 21"— 25 "ﬁ 21“""5‘[9 L 20” +28|r 19“" Sy ﬁzo"
2"£ 19"
82| s Slq (2“£ 19|I+ "L 20 " & 2"£ 21") s SIS (“-c 20“ + 2"-’:- 2|||) (3304)
2|z |

ahora podemos resumir los resultados en la siguiente forma
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Modelo total de trayectoria en e; Intervalos de

( (t- Sm)?ﬁ tiempo

Rt i ¢ e G ML
(Sw—Sls)z e Sig<t<S

2|z o] (2~ Ss)
¥ wada(t) =1 |£ 20"(819 B Sis)!:. 20* (Y Zas) Sig St <8y

z 19“({_820)[:_"5'20 _2S2I] r
"f- 21||(Sw —Sls)(Szo -5,) =3 Sy StLS,,

+(xCC’yCC’ZCC)

Tabla 7. Resumen de resultados de movimiento descenso de carga en z.

Tiempos en funcidén de las normas vectoriales.

o S (2l el +lz ol + 2z 1) = Sis (2ol + 20z )
) 2|z
S19=C"s + Sig
g Sig "l'. 20"_ +28,, "f_ 19" —Si "ﬁ 20"
20
2|z o

N St (2"5 all+ 7 2] + 2] 19") - S18(2“£ il + ]2 )
2"L 19 "

C"5 es un valor constante que cuantifica el valor del intervalo de tiempo Syo
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Capitulo IV

4.1 Introduccion

En este capitulo se comprobara, a través de un ejemplo, que el modelo
desarrollado en el capitulo tres efectivamente funciona, asi mismo se
explicaran las partes que componen dicho programa de ejemplo, el cual fue

desarrollado utilizando el programa de Software Mathematica® Version

Cuatro.

4.2 Desarrollo del Programa de Software

La primer parte en el programa es la definicion de los pardmetros que se
van a utilizar en el ejemplo, es decir, el tiempo inicial, los tiempos de espera y
por supuesto las coordenadas de movimiento, para posteriormente introducir
las variables que gobiernan al modelo y que son el tiempo y la posicion de la
grua y finalmente el modelo matemético que unifica a todos los perfiles de
velocidad mediante un ciclo for y los subciclos if que corresponden a cada

intervalo de movimiento

4.3 Cuerpo del programa de ejemplo

(* Tiempo generador para “x”, “y” y | En esta parte del programa se definen

sz %) independientemente las duraciones de los

C1=100 tiempos iniciales de movimiento para
C2=100 cada perfil de velocidad de la grua,
C3=100 aunque en este ejemplo los valores para
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C4=100
C5=100
C6=100
C7=100

C; = 100, dichos valores pueden ser

cualquier numero positivo.

(*Coordenadas para el movimiento en
“x” Etapa 1¥)
xa=0;

ya=0;

za=0;
xb=345;
yb=0;

zb=0;
xc=728;
ye=0;

zc=0;
xd=1225;
yd=0;

za=0;

Las literales con subindice a indican el
inicié del movimiento, que en este caso
es en el cero u origen del sistema de
referencia, sin embargo el movimiento
puede empezar en cualquier punto de
dicho sistema, incluso en un valor
negativo. Obsérvese también que se han
incluido cuatro coordenadas, lo que es
légico puestol que se dividio el
movimiento en x en tres partes, una para

cada una de las funciones que componen

el perfil de velocidad.

(*Coordenadas para el movimiento en
“y” Etapa 1%)

xe=xd;

ye=0;

ze=0;

xf=xd;

Obsérvese que al iniciarse el movimiento
en y el valor de x se mantiene constante y
es el valor que x tom6 en el ultimo
desplazamiento, e igualmente a x, el
movimiento en y esta compuesto por un
perfil de velocidad que también estd
compuesto por tres funciones, una para
cada segmento de recorrido, es decir, una

funcion para ef, fg, y gh respectivamente.
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(*Coordenadas para el movimiento en
“z” Etapa 1%)
xi=xh;
yi=yh;

zi=0;

Xj=Xxi;

yi=yi;
zj=-50;
xk=xj;
yk=yj;
zk=-100;
xl=xk;

yl=yk;
z1=-200;

Noétese que en el movimiento sobre z, los
valores de x y de y se conservan
constantes, lo cual es logico, ya que el
movimiento es paralelo al eje z y ademas
de que inicia en el ultimo punto del

desplazamiento en y.

(*Coordenadas para el movimiento en
“z” Etapa 2, elevacion*®)

xm=xl;

ym=yl;

zm=zl;

Xn=xm;

yn=ym;

En esta parte, la grua ya ha llegado a la
posicion del contenedor, es decir, ya esta
sobre el contenedor, el elemento
sujetador, por lo tanto ahora elevara al
contenedor para posteriormente ubicarlo

en la posicién que corresponda sobre el

eje y.
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zn=zk;
X0=Xn;
yo=yn;
Z20=1Zj;

Xp=xo;
YP=Yo;

Zp=1i;

(*Coordenadas para el movimiento en
“y” Etapa 2%)
Xq=Xxp;
Ya=yp;
Zq=Zp;
Xr=xq;
yr=900;
Zr=zq;

XS=XT};
ys=700;
ZS8=17r;

xt=Xxs;
yt=500;

Zt=1s;

El sistema de desplazamiento en y (o sea
el carro), se preparara en este momento
para desplazar la carga a la posicion en la
cual

se

iniciard posteriormente el

descenso de ésta.

(*Coordenadas para el movimiento en
“x” Etapa 2%)

xXu=xt;

yu=yt;

ZU=zt;

Aqui, las coordenadas que se tienen son
las de la posicion final de la estructura de
la grua, el carro y la carga, es decir, ya se
tiene la posicion final para el descenso de

la carga, es decir, ya solamente faltan las
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xv=900;
yv=yu;
ZV=ZU;
xw=700;
YW=yv;
IW=ZV;
xx=300;
YX=YW;

IZX=IW,

coordenadas de descenso y que son las de

la siguiente celda.

(*Coordenadas finales en z, descenso
de carga®)
Xy=XX;
YY=yx;
Zy=1ZX;
XZ=XY;
YZ=YyYys
z2z=-350;
Xaa=xz;
yaa=yz;
zaa=-100;
xbb=xaa;
ybb=yaa;
zbb=-200;

Finalmente se tienen las coordenadas de
descenso de la carga, es decir, la posicion
ultima de la carga y que son obviamente
las coordenadas que corresponden con el

ras de suelo.

(* Definicion vectorial de intervalos de
movimiento *)

r1={(xb-xa),(yb-ya),(zb-za)}

Hasta esta parte ya se han determinado
las posiciones intermedias para cada

perfil de velocidad y que se reflejan en el
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r2={(xc-xb),(yc-yb),(zc-zb)}
r3={(xd-xc),(yd-yc),(zd-zc)}

rd={(xf-xe),(yf-ye),(zf-ze)}
r5={(xg-xf),(yg-yf),(zg-zf)}
r6={(xh-xg),(yh-yg),(zh-zg)}

r7={(xj-xi),(yj-yi),(zj-zi)}
r8= {(Xk"xj))(y k'Yi)&(Zk'zj)}
r9={(xI-xK),(yl-yk),(zl-zk)}

r10={(xn-xm),(yn-ym),(zn-zm)}
r11={(xo-xn),(yo-yn),(zo-zn)}
r12={(xp-xo0),(yp-yo),(zp-zo)}

r13={(xr-xq),(yr-yq),(zr-zq)}
r14={(xs-xr),(ys-yr),(zs-zr)}
r15={(xt-xs),(yt-ys),(zt-zs)}

r16={(xv-xu),(yv-yu),(zv-zu)}
r17={(xw-xv),(yw-yv),(zw-zv)}
r18={(xx-xw),(yx-yw),(zx-zw)}

r19={(xz-xy),(yz-yy),(zz-zy)}
r20={(xaa-xz),(yaa-yz),(zaa-zz)}
r21={(xbb-xaa),(ybb-yaa),(zbb-zaa)}

movimiento de la grua, es decir, ya esta
decidida la trayectoria que ha de seguir
en su desplazamiento, ahora se deben
definir los vectores y esto se hace
precisamente con los puntos definidos
anteriormente. Como se vio en el modelo
matematico, los vectores sirven para
definir la direccion y el sentido de
movimiento, por lo que su definicion
debe ser precisa y compuesta a partir de
los puntos que corresponden a cada
segmento de movimiento de cada perfil
de velocidad y que son los puntos

definidos en las celdas anteriores.

(* Determinacion de las normas de los

Ahora es necesario calcular las normas
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vectores de movimiento *)

modrl =\/ ((xb-xa)’ + (yb-ya)? + (zb-za)*)
modr2= \/@(o-xb)z +(yc-yb)® +(zc-zb)?)
modr3=\/ ((xd-xc)* + (yd-yc)2 +(zd-zc)?)

modr4»=\/ ((xf-xe)® + (yf-ye)’ + (zf-ze)*)
modrS=y/((xg-xf)’ +(yg-yD)? +(zg-z)?)
modr6=y/((xh-xg)’ + (yh-yg)’ + (zh-zg)’)

modr7=\/((xj-xi)? +(yj-yi)’ +(zj-zi)")
1110¢:ir8=\/((xk-xj)2 +(yk-yj)’ + (zk-zj)*)
modr9=y/((x1-xk)* + (yl-yk)* + (zl-zk)?)

de cada uno de los vectores que
componen el movimiento de cada perfil
de velocidad de la gria ya que asi lo
exige el modelo desarrollado en el
capitulo tres por lo que se procederd a
introducir las igualdades que sirven para
tal efecto y que se observan en la celda

izquierda.

modr] 02\/ ((xn-xm)’ + (yn-ym) + (zn-zm)*)
modr] I=\/((x0-xn)2 +(yo-yn)* +(zo-zn)*)

modrl 2=J ((xp-x0)* + (yp-yo)” + (zp-z0)*)

modr13=y/((xr-xq)? + (yr-yq)® + (zr-zq)*)
modr14=\/((xs-xr)’ + (ys-yr)? + (zs-zr)’)
modr15=y/((xt-xs)? + (yt-ys)? + (zt-zs)?)

modrl6= \/ ((xv-xu)® + (yv-yu)’ + (zv-zu)’)

modrl 7"=\/((xv\r—>w)2 +(yw-yv)? + (zw-zv)?)

modr] 8=\/ ((xx-xW)” + (yx-yw)? + (zx-zw)?)

149




modr19=

J(xzxy)’ +(yz-yy)* +(zz-zy)})
modr20=

J(xaa-xz)? + (yaa-yz)? +(zaa-zz)})
modr21=

JJ((xbb-xaa)® + (ybb-yaa)? + (zbb-zaa)’)

(* Calculo de los valores que|Como se vio en el capitulo tres, una
corresponden a los intervalos de|parte importante del modelo matematico
tiempo para cada movimiento *) desarrollado, lo es el factor tiempo, y
como se vio en el citado capitulo, la

duracién de éste es independiente para

S1=C1 cada eje y por ende para cada perfil de
Szz[Sl*((Z*m)drl)+nndr 2)) velocidad, es decir, existe un tiempo para
2*modrl 1 L
- SI*((2* modrl) +modr2+ (2*modr3)) el movimiento en x, otro para y y otro
¥ 2%*modrl para z, sin embargo el fendémeno de
S4=(C2+83) analisis es un movimiento continuo, por
SS:[S‘"(M’ 5+(2*modr4))—(S3*modr 5)) lo que se estuvo en la necesidad de poner
2*modr4
1 ' los tiempos de cada perfil de velocidad
S6=[2*Imd r4}*(((S4*((2*modr6)+nndr5+ en funcion del perfil de velocidad
(2*modr4)))—-S3*(2* (mod r6) +modr5))) anterior, y es eso precisamente lo que se
tiene en la columna izquierda y ademas
S7=(C3+S6)

de que, como se puede observar en los

_[ S7*(modr8+(2*modr7))-(S6*modr8) | | o o
S8= 2*modr7 tiempos iniciales de movimiento sobre

cada eje, también se puede incluir un

2*modr7
(2*modr7)))-S6*(2*(modr9)+modr8)))

S9=[ 1 ]*(((S?*((2*modr9)+modr8+
tiempo C;, que funciona como un tiempo

de espera, aunque realmente no es
necesario mas que en el primer perfil de

velocidad pero que puede servir como
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S10~(C4+S9)
1 1=[SlO*(n1xh'11+(2*rmdr10)}(S9*nndrl 1))}

2*modr10

1 * #
zmw] (((S10%(2*modr12)+modr1 1+

(2*modr10)))-S9*(2*(modr12)+modr1 1))

Sl%[

S13HC5+S12)

Sl3*(nrxh‘l4-l-(2*nnd1'13))-(812*rmdr14)):|
2*modr13

814{

Sls=[2*1mdrl3] *(((S13%((2*modr1 5y +modr14+

(2*modr13)))-S12*(2*(modr15+modr14)))

S16C6+S15)
S16*(modrl 7+(2*rmdr16))—(815*1r[xlr17))]

S17=
2*modrl6

1 * ¥
- 16} (((S16*((2*modr] 8y+modr] 7+

(2*modr16)))-S15%(2*(modr]8)Hmodr17)))

sis-|

S19=(C7+S18)

SI9*(n1xir20+(2*rmdrl9))—(SlS*rmdr20)):l
2*modrl9

SZO{

5 1 "
S21 [2 19] (((S19%(2*modr21 y+modi20+

(2*modr19)))-S18*(2*(modi21 F+modr20)))

retardo entre perfiles de velocidad.
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Forf=01<S21,t+=10,

20 &8-S0} re i+ b

IF(t>S1) && (1<), radlt ;2'?@]&2
+Haxhybzbll;

IF[(t>S2) &&(t<S3),
i [nncl‘l*(t-SZ)"‘(tJrSZ-(Z"“SB))J*BJ

SI*mod 3N (2-S3)
+Hxeyext);

(t-S3)
IF[(t>S3) &&(t<S4), 13:[1}{( e Jm}

peyezl];

Finalmente, en esta parte esta la
simulaciéon del movimiento, el ciclo for
actia como el cuerpo principal del
programa ya que Se espera que en un
intervalo de tiempo de cero a S,; se
ejecuten todos los perfiles de velocidad y
por ende se ejecute los movimientos de
cada uno de los segmentos de
movimiento  que  componen el
movimiento total de la gria, lo que se
nota claramente en los ciclos if ya que se
espera que cada segmento sea controlado
por una ecuacion especifica espacio

tiempo y que corresponda con la parte del

I 25 &&(<S), laitF{[(Z"mdtI)"‘(t—Sdf)JﬁS} perfil de velocidad aplicado al segmento

nodrS*(4-53)
HxtyEA});
If[(t >S5) &&(t<S6),
mode(-SSHS5H2¥S6))
6
Mﬂ:& (modr6(S4-S3)%(S5-56) ] }
Hxeyezll;
(t-56)
If[(t>S6) && *7
[(t=56) &K (t<S7), rad[tF[[ S &sf] J
Hxiyiz}l;

de trayectoria correspondiente, luego
entonces, lo Gnico que se debe observar
es, la inclusién de las ecuaciones que
componen el modelo total de movimiento
en sus respectivos intervalos de tiempo
de aplicacion, lo que quiere decir, que al
cumplirse su intervalo de tiempo, éstas
ecuaciones pierden su efectividad y son
ignoradas por el programa y entonces se

ejecuta la ecuacion que corresponde al

IF[(t>S7) &&(<S8), Iﬂt'{[mﬁft—@]ﬁ} tiempo de funcionamiento del sistema,

mod8H(S7-56)
Hxx4t;

notese
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IF[(1>58) && (<59,
m[t]:([mmssr(t&a@»]ﬁg]
modr9*(S7-S6)%(S8-59)
+ixkykakl]:

IF [t >59) && (1<S10), m{tk{[ (-5 }“rlO]+

(S10-89)*
{amymzmy|;

If[(t >S10) &K (t<S11),

(Hrodrl0)S10)
m[tF[[ (o 1 1%(S10.9) J*’l ’J

+Hxnynznj];

If[(t>S11) &K (t<S12),

i (modr] 0%(t-S11)%(t+S1142*S12))
(modr12%(S10-89)%(S11-S12)

{xo.yo,z0}];

(t-S12)?

If[(t>S12) && (1<S13), rxl[t]=([
{xqyqay}l;

If[(t 2S13) && (1<S14),

((2*odr] 13)%(t-S13)
ml[t}=[[ (modr14%(S13-S12) }TMJ

+Horyrat],

If [(t >S14) && (t<S15),

radlt [(nnirl3"(t—Sl4)“(t+Sl4-(2""SIS)))
(modr1S%(S13-S12)%(S14-S15)

{xsyszsil;

(S13-S12)

]m]+

]-rls}

]*r13]+

ademas, en el cuerpo del ciclo for, que se
ha incluido un incremento de diez
unidades, esto en realidad es para agilizar
la visualizacién del movimiento ya que
los resultados que arroja el programa son
resultados que van de diez en diez, es
decir, ejecuta una operacion en vez de
diez, lo que claramente representa un
ahorro de tiempo, por lo menos en el

modelado mediante la computadora
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(t-S15)°
If[(t>S15) &&(t<S16), m[tk[(—(smls)z]*ﬂe]+
Payuzui;
If[(t>S16) && (t<S17),
(*modr16)%(t-S16)
m[tk[( (modr1 7%(S16:S15) ]*m}
Hxvyvzvi],
If[(t>517) &&(t<S18),
m{t]{[(nndﬂs*(t& TYES1742*S1 3)))],&] s}t
(modr18%(S16-S15)%(S17-S18)
{xwywizwi];
(t-S18)’
If [t >S18) && (t<S19), ra][tF(((Sl%ls)zJ*rl9J+
vyl
If[(t >S19) && (t<S20),
(*odr19)(t-S19)
'adm:[[ (modr20%(S19-518) ]*120}
Hxzyzzz}];

IF[(t >S20) && (t<S21),
m[lj{[(mﬂ%szo)*(tm9(2*321)))}T21] y
(modr21%(S19-S18)*(S20-S21)

{xaa,yaa zza}];

Fort=0, t<821, t+=10, punto=Poirt[rad[t]];
trayx=Craphics3D{ {PointSize{0.05], purto}];
Showftrayx, PlotRange —{{-2"xa, 2*xd}, {-2*ye, 2%y},
(2% 2*4}}, Aves —>Treell;

En la parte anterior se han calculado los
valores vectoriales que corresponden a
cada instante de tiempo, sin embargo,

falta visualizarlos, lo que se logra con las
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instrucciones ubicadas en la celda
derecha y que en general es la ubicacion
de un punto en el valor vectorial que

corresponde al tiempo de ejecucion

Resultados de la corrida del programa

de ejemplo

Final de movimiento en x e inicio de

movimiento en y

Aunque es imposible ver en un
documento la simulacion, si es posible,
por lo menos, incluir algunos puntos
importantes de ésta, por lo que en cada
una de las figuras se incluye una
explicacion en forma estrictamente
general, ya que la unica forma de
entender el modelo es generar una
corrida, y precisamente para tal fin se
incluye el programa AutomGrua en un
disco para computadora de 3 'z anexo al
presente trabajo y que se ha comprobado
que corre en la versidbn cuatro de

Mathematica
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2000 0

Final de movimiento en y e inicio de

movimiento en z

Final de movimiento descendente en z e

inicio de elevacion en el mismo eje

Inicio de movimiento en y hacia la

posicio6n final
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1000
1500
2000

Final de movimiento en x e inicio de

descenso del contenedor en z

Punto final de la carga, es decir, posicion

ultima del contenedor.
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Conclusiones

Se destaca principalmente el hecho de que se cumplieron los objetivos
planteados para la presente tesis, es decir, la metodologia propuesta funciona
en los términos esperados, pues se comprueba que a través de ésta fue posible
desarrollar el modelo matematico de la trayectoria de las grias de portico para
contenedores, asi mismo, se demostré que el modelo matematico generado
puede ser utilizado para desarrollar un programa de software que simule la
trayectoria de la grua en las condiciones de analisis que se propongan.

Adicionalmente puede concluirse que el modelo desarrollado, no sélo
permite controlar las variables de movimiento de cualquier gria de portico
con movimiento cartesiano y con un perfil especifico de velocidad, sino que
incluso es posible utilizar el modelo en cita para modelar cualquier
movimiento cartesiano que utilice el mismo perfil especifico de velocidad
(incluso podria emigrarse a un perfil de velocidad mas complejo) toda vez que
el modelo desarrollado es un modelo general, que en el presente trabajo fue
aplicado a las gruas de portico para contenedores con un éxito evidente.
Finalmente, cabe mencionar, que soluciones a problemas especificos, como el
abordado en el presente trabajo, dan la posibilidad, en alguna forma, de

sustituir técnicas y tecnologias externas para asi utilizar las desarrolladas en el

campo cientifico y tecnologico nacional .
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