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Introducción 

El presente trabajo se inscribe en las áreas de Lógica Matemática y Teoría de 
las Categorías, particularmente, en el ámbito de la Lógica Proposicional (donde 
las fórmulas y sus interpretaciones estan dadas únicamente por la disposición 
de sus conectivos lógicos) y en la Teoría de Topoi Elementales, de Lawvere y 
Tierney. 

Por semántica categorial entendemos una interpretación para un len¡,ruaje, 
que nos permite discriminar de entre las fórmulas de este lenguaje, un con
junto de estas, que serán consideradas como válidas repecto a esta semántica, 
donde esta interpretación se hace dentro de alguna categoría, a diferencia de 
la semántica clásica, en la que las interpretaciones son a su vez, objetos de la 
teoría de conjuntos. 

El interés en el estudio de las semánticas categoriales es explorar la lógica 
subyacente a la teoría de categorías, que como muchas otras rama de las ma
temáticas, tiene origen en las matemáticas mismas, y que se puede considerar 
parte de la matemática clásica, pero que presenta dentro de su esencia una lógica 
no clásica: la lógica intuicionistn. 

La lógica intuicionistn se presenta como la formalización de In matemáti
ca constructivistn de L.E.J. Brower, que rechaza algunos de los principios de 
la lógica clásica, particularmente, la ley de la doble negacion, puesto que la 
interpretación constructiva de la negación es la imposibilidad de mostrar cons
tructivamente. De este modo, In fórmula "si no es cierto que no A, entonces 
A es verdadero" no es constructivamentc válida puesto que el hecho de que no 
se puede mostrar constructivamcnte la verdad de no A, no quiere decir que se 
pueda mostrar constructivamcnte que pasa A. Así pues, las fórmulas válidas en 
el sentido intuicionista lo son tambien en el sentido clásico, mas no a la inversa. 

La motivación de las semánticas categoriales se establece en el capítulo 1, y 
surge del teorema 1.4.15 en el que se descubre la posibilidad de interpretar un 
lenguaje proposicional en una categoría, en este caso, la categoría de álgebras 
de Boole. La interpretación en álgebras de Heyting confirma la utilidad de las 
interpretaciones categoriales, pero las interpretaciones de este tipo tienen un 
"defecto": dependen de la estructura de sus objetos y no de la estructura de las 
categorías mismas, y por esta razón es que no se puede establecer un vínculo 
entre la lógica de estas interpretaciones con la lógica de las categorías. 

La validez clásica está ligada íntimamente con In estructura algebraica de 
los conjuntos. Esto es, el álgebra de subconjuntos de un conjunto dado, que es 

V 



VI INTRODUCCIÓN 

isomorfo al conjunto de funciones características del conjunto, está determinada 
por la estructura de su clasificador de subobjetos, el conjunto 2 = {O, 1}. La rela
ción entre subconjuntos y funciones características sugiere una generalización de 
la relación de contención a categorías. La búsqueda de una analogía categórica 
respecto a la validez conjuntista clásica, lleva al concepto de Topos Elemental. 
En el capítulo 2 se expone brevemente el material teórico-categórico necesario 
para el capítulo 3, donde se define el concepto ele Topos Elemental. Además se 
abunda en ejemplos y se explora un poco la estructura de estas categorías. 

Finalmente, en el capítulo 4 se muestm la estructura del álgebra de subob
jetos de im objeto dado en un topos. El teorema 4.2.15 reune los resultados 
previos respecto a la unión, intersección y seudocomplementación relativa de 
subobjetos y muestra el resultado central de este trabajo: La lógica subyacente 
a los Topoi Elementales es de tipo iutuicionista. 



Capítulo 1 

Los lengujes proposicionales 
y sus semánticas 

1.1. Lenguajes Proposicionales 

Uu lenguaje pmposicional se define como uu lenguaje fonnal (en el sentido de 
[RA97]) cuyos símbolos son los elementos de la unión de los siguientes conjuntos: 

l. Un conjw1to IP no vacío de símbolos llamados "letras proposicionales". 

2. Un conjunto CL llamado de conectivos l6gicos , tal que cada uno de sus 
elementos tiene asociado un entero positivo, al que llamaremos grado. 

3. Un conjunto de símbolos auxiliares, fonnado por los paréntesis izquierdo 
y derecho. 

Estos conjuntos por principio se suponen ajenos dos a dos. 
Dado un conjunto de letras proposicionales IP se definen los conjuntos Exp(J?) 

de expresiones de IP como el conjunto de sucesiones finitas de elementos de J?, 
y <I>(IP) de fórmulas]¡> como el mínimo conjw1to (respecto a la contención} que 
coi1tiene a todas las letras proposicionales y que está cerrado bajo las operaciones 
F0 : Exp(IP}" ---+ Exp(IP} {donde O es un conectivo y n el grado de D), que 
trabajan como sigue: 

Cuando O es un conectvivo binario, se acostumbra denotar la fórmula D{o, {3) 
con {aDP}. · · 

En este trabajo se considerarán lenguajes proposicionales cuyo conjunto de 
conectivos está formado por los.símbolos--. (conectivo unitario);/\, V,-+ (conec
tivos binarios). 

1 rs1s coN 
FALL~. tE ORIGEN 



2 CAPÍTULO l. LENGUAJES y SEMÁNTICAS 

Una semántica C para un lenguaje proposicional, se define como una inter
pretación 1 para las fórmulas que permita discriminar de éstas un conjunto al 
que se llamará de e-válidas. 

Diremos que dos semánticas e y D son equivalentes si y sólo si toda e-válida 
es una O-válida e inversamente. 

1.2. La semántica clásica: De las tablas de ver
dad a las asignaciones 

La semántica más conocida para lenguajes proposicionales es la dada por las 
célebres tablas de verdad2 • La noción de validez determinada por esta semántica 
es la de "fórmula para la que en todo renglón de su tabla aparece la letra V". 

Equivalentemente, la semántica proposicional clásica queda descrita por las 
asib'Ilaciones vistas como ftmciones del conjunto de letras proposicionales en el 
conjunto 2 = {O, 1}, extendidas a las fórmulas en los témiinos de la siguiente 
definición. 

Definición 1.2.1 (2-asignación) Una 2-asignación es una función v : 1P --+ 

2 ={O, l}. La extensión v• : 4>{11")-+ 2 de la 2-asignación v se define recursiva
mente, como sigue: 

• v*(P) = v(P), si P es una letra proposicional. 

• v*(-.A) = 1 - v*(A) 

• v*(A :...+ B} = max{v*(-.A),v*(B)} 

• v• (Á /\ B) = min{ v• (A), v• (B)} 

• v*(A V B) = max{v*(A),v*(B)} 

donde A y B son fórmulas en <l>{IP). 

Finalmente, una tautología (o fórmula 2-válida) es una fórmula a la que toda 
asignación extendida le asocia el valor 1. 

Nótese que una 2-asignación define un renglón de una tabla de verdad, mien
tras que un renglón corresponde a una infinidad de asignaciones. La equivalen
cia entre estos dos métodos de determinación de tautologías está dada por el 
siguiente 

Lema 1.2.2 Sean A una fórmula de un lenguaje proposicional IP', v y w 2-
asignaciones pamlP. Si v(P) = w(P) pam toda letra propo.~icional P que aparece 
en A entonces v'(A) = w*(A). 

1 Entiéndase por interpretación un pnr formndo por una estructura matemática (que puede 
ser de caracter conjuntísto. o no) y una asignación de la.-:1 letras proposicionales en el dominio 
de esta estructura. La utilidad de In. ampliación de este concepto se verá en el capítulo 4, 
donde In interpretación de un lenguaje proposicional se dará en el clnsificador de subobjctos 
de un topos. 

•J.JNo abundaré sobrcJa. __ nnturnlezn de las tablos de verdad, pero el lector interesado en este 
r'naterlnl pucde,vcr. (EndOl) •. - • - · ·; 
• ~ _¡ \..) ~ ; i~< ! .:: J 

t1r:;~,r ..... 
r11i:.:.J }; () 

~--·-·- -~·-·--

! 1 
.'- ,_ [· ;~ 



.1.3. 'CÁLCULOS PROPOSICIONAI,ES 3 

1.3.· Cálculos Proposicionales 

Se define un cálculo proposicional como un sistema fonnal (en el sentido 
de (RA97)), basado en un lenguaje proposicional, un conjunto distinguido de 
fórmulas llamadas axiomas y un paquete de reglas de inferencia. Los axiomas 
y las reglas de inferencia de este sistema deben ser escogidas en función a la 
inlencionalidad del cálculo. Por ejemplo, si se R~¡uiere 1m c1ílculo para modelar la 
noción de tautología, sus axiomas deben ser tautologías y sus reglas de inferencia 
deben preservar tautologías. 

Ejemplo 1.3.1 (El cálculo de Kleene) El cálculo de proposiciones de Klee-
11e {S. C. Kleene, 1967) -que denotaremos con K- está conformado por los 
siguientes ingredientes: 

Un lenguaje proposicional que incluye los coriectivos --., V, /\, -> y <-> • 

. Las fórmulas que obedecen a los esquemas: 

KJ~ (ii'-> (B - A)) 

Ke. ((A~ (B ~C)) ->((A-> B) -'-',(A-+ C))) 

Ks./(A;~(~,':#f11~:B)f 
· · i(;·ccÁ;'A~·,.4}V.á ::'.> 

/(5. ·cc~fX~>·:;{'.~)+ ·:•.: 

.2li:iiillf ~~t(~;)B) ~ 0 )) 

com~ ·axi~rri~ ~ la regla de inferencia Modus Ponens, que trabaja como sigue: 

MP: a,a/3-+ f3 

Como se muestra en [Kle67}, este cálculo es completo y correcto con respecto 
a la noción de tautolog{a, es decir, toda tautología es teorema formal en este 
sistema, y toda fórmula derivable en el sistema es tautología. 

Ejemplo 1.3.2 (El cálculo intuicionista de Kleene) El cálculo intuicionis
ta de Kleene básicamente es idéntico al cálculo anterior, sólo que en lugar del 
esquema 1 O, se agrega el siguiente esquema: 

!(JO'. (--.A-> (A_, B)) 

'------------------,-,..,-,..,.,--,,--:::.,--,:-'.".'""""".'.'.:'.'.,--::c-....... -.---_,_-._-,_--=-·~-"··· ·-·-



4 CAPÍTULO ~'; LENGUAJES·Y SEMÁNTICAS 

El cálculo intuisionist~ ele Kleene tiene la.cuaÜdJide:qu~;deiél se derivan 
excluisvamente las fórmulas aceptadas po~ los'matemáÚcos iÍituici~nistas. domo 
se puede observar, coincide casi totalmente con el cálculo clásii:o de Kleene, pero 
no postula Ja ley de la doble negación, y en consecuencia, no acepta le ley del 
tercero exclufdo. .,,; .·::.•·/. >;: .. ·,\~( .; 

··:<:::.<\: .... \. 
Notación 1.3.3 Sea C un cálculo ele prop~~iciones. 

1. 1-o a significa "a es un teorema fonnal de C ". · 

2. I= a significa "a es una tautolog{a". 

9. l=c a significa "a es una C-válida". 

Ejemplo 1.3.4 (El cálculo de Heyting) El cálculo de proposiciones de Hey
ting es el sistema formal basado en un lenguaje proposicional, con los siguientes 
esquemas de axiomas: 

JIJ. a-+ (a/\ a) 

H2. (a/\ {3) -+ ({3 /\a) 

HS. (a-+ {3) -+ ((a/\ -y) -+ ({3 /\-y)) 

H4'. ((a-+ {3) Í\ ({3 ~-y)) ..:... (a -+-y) 

H5. a ::,. (f3 . .:....J±>-·~> ; \ 
H6. (a/\ (ci:.¿>\jj))'."f+ p 

HB. (avpf..;+(f3Va) 

IIY •. ((a'-:> .-r) /\ ({3-+ -y)] -+ ((a V {3) -+-y) 

HJO. :a-+ (a.'....+ {3) 

HJJ,°((c;.:.... {3) f- (a-+ '_,{3)) -: :..,a 

y la regla de inferencia Mod~s Pone.ns. 

·., Él dlculo de lley:ting es .el ~1ás 0.ceptado por la corriente intuicionista y resul
ta ser equivalente al cálculo de Kleene. De hecho, este cálculo define de manera 
primitiva la semántica de la lógica proposicional intuisionista: Una fórmula es 
válida en el sentido intuicionistasi y sólo si es derivable en el cálculo de Heyting. 



1.4. ÁI,GEBRAS DE BOOLE 5 

1.4. Álgebras de Boole 

Se define un álgebra de Boole3 como una estructura algebraica 

23 = (B, +,.,e ,0,1) 

donde,B ,es:un conjunto no vacío (que en ocasiones denotaremos con J231), + 
y · son dos operadones binarias )' e una operaciÓÍ1 unitaria que satisfacen las 
siguientes condiciones: · · · ·. · · · 

~+~:,;,'i/+x . ¡ 

xf(Y'.fzi=,c~·+'~>+z·. 

(x+y) ·y= y 

(x.+y)· z = (x· z)+'(y;·z) (x · '~) + z = (x + .2:) ·(y+ z) 

Ejemplo 1.4.1 
(2, max, min, 1-, O, 1) 

corunutátivÍdad ; 
. . . (Ll)/ 

asóciátividad ;· 
. {1.2) 

idem~otencia · 
'. (1.3) 

complementos 
. (1.4) 

distributividad 
(1.5) 

es un dlgebm de Boole, donde 2 = {O, 1}, max y min son las funcio11es que a 
cada par x, y asig11a11 el máximo e11tre ellos y el m(nimo entre ellos respectiva
mente, y 1- (x) = 1-x. 

Ejemplo 1.4.2 (El álgebra de Lindenbaum de 11") Dado un lenguaje pro-
posicional 11", se define la relación= entre fórmulas de IP' como sigue: a= 
f3 si y sólo si 1-K a<--> /3 
es sencillo mostmr que = es una relación de equivalencia. El álgebra de Lin
denbaum de IP' es la cstructum: 

(L, ~. i\, ~, T, .l) 

donde: 

• L es el conjunto de cla.~es de equivalencia respecto a =· 
• Las funciones ~ y i\ son opemciones binarias sobre L y trabajan as(: 

[a] ~ [/3] = [a V /3] 

[a] i\ [/3] = [a/\ /3] 
3 Parn una visión amplia de álgebros do Boole es recomendable ver (BS71] 
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• La función ~ es una operoción unitaria sobrn JL y se define por: 
-,.'; .::.·· \ .. ' : .· -

Es sencillo -aunque tedioso- probar que las definiciones de estas 0¡1eraciones no 
dependen de reprnsentantes. Pam realizar una prneba rem{tase a /Kle67}. 

• T es la clase de las tautolag{as y l.. es la clase de las negaciOnes. dé tauto-
log{as, es decir, de las contradicciones. · ' ' · 

,_ -· . 

Alternativamente, es posible definir Ull álgebra de Boole como sigue, pe~o 
antes se darán algunas definiciones de interés matemático. · · · · · ., · ' 

Definición 1.4.3 1. Una relación (binaria) sobre un conjunto Á es un sub~ 
conjunto R del producto cartesiano Ax A. Abrnviaremos la fórmula (a; b) E 
R con aRb. , .. 

2. Una relación binaria R sobre A se dice que es reflexiva si y sólo si para 
cada elemento a E A, se tiene que aRa. Se dice que R es antisimétrica 
si y sólo si para cualesquiera elementos a y b de A, el hecho de que aRb 
y bRa implica que a = b. Se dice que R es transitiva si y sólo si para 
cualesquiera a, b y c elementos de A, si aRb y bRc entonces aRc. 

3. Un conjunto parcialmente ordenado (COPO} es un par (A,$) donde A 
es un conjunto y $ es una relación binaria sobre A que es reflexiva, anti
simétrica y transitiva. 

4. Sea (A,$) un COPO y B !;;; A. Se dice que b E B es el elemento mayor 
de B si y solo si, para cada elemento x de B se tiene que x $ b. 
Se dice que b es elemento menor de B si y sólo si para cada elemento x 
de B se tiene que b $ x. 
Se dice que b es un elemento máximo de B si y solo si el único elemento 
x de B tal que b $ x es x = b; 
Se dice que b es un elemento mínimo de B si y sólo si el único elemento 
x de B tal que x $ b es x = b. 
Una cota superior para B es un elemento a de A tal que para cualquier 
xE B, x $a. 
Una cota inferior para B es un elemento a de A tal que para cualquier 
xE B, b$x. 
El supremo de B, es la menor cota superior de B. 
El lnfimo de B es)a mayor cota inferior de B. . . . . . . -~-" ::;.·· ·-. . 

5. Una retícul!l; (~; !:;)}ci'.~¡.¡: .COPO de tal manera que para cualesquiera dos 
elementos;'a, b;.,d,é,J?.Jiay· un supremo en R para el conjunto {a, b}, que 
será denotado por'á.:+ b y, un ínfimo, que será denotado por a · b. 

"' - .... ,~·::· }:;:.,) '.:~,:-)\ ·,'. ,- . 

Teorema 1.4;4 ;'En' cúálquier retícula: 
: .. ----·.: -· •·, 

.. , .. _.· .. · ...:..,., 
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(b} a· b $a y a· b 5 b 

(c) a5,a+b yb$a+b 

{d} Si a ::; b y c $ d entonces a+ c :5 b + d y a· e :5 b · d 

(e) (n · b)+ (a ·c) $a• (b+c) ya+ (b·~) 5(a.+ b) · (a+c) 

7 

Prueba. Las cuatro prim~ras afirmaciones son triviales. Para' la primera parte 
de e, observe que b ::;; b + c y e $ b + c, de donde a· b $ a· (b + c) y a· c $ 
a-(b+ e), lo cual prueba que a; (b+ e) es cota superior de a· by a· c. Por tanto, 
(a. b) + (a· c) :5 a· (b + c). Para la segunda parte, basta observar qÚe a::;; a+ b, 
a$a+c,b·c$b$a+byb·c$c$a+c.• , , 

Definición 1.4.5 J. Si una retícula (R, $) tiene elemento 'mayor,' : é~t~ se , 
denotará con 1, y si tiene elemento menor, este se denota,ion:o;,',,:,,_,·· 

--· ·. ' . -·.·>·-\~.':·::::; '..,··-----: ~,:'/~ ~-: ·. 
2. Dado un elemento a de una retícula (R, $), un compleinimto d~ .a, es un 

elemento b de la ret<cula tal que a· b = O y a+ b =,L. , , ' '';:; , 

3. Una retícula complementada es una retlcula co11 O y.J,-de tal mai1era que 
para cualquier a E R hay un complemento. · 

,f. Urfo retícula distributiva es una retícula que cumple que a+ (b • c) 
(a+b) · (a+c) y a· (b+d) = (a·b) + (a·c) 

5. · Un .Álgebra de Boole es una retícula complementada y distributiva. 

Es posible probar que en una retícula complementada y distributiva, para cada 
elemento a hay un único complemento, que se denota con ac. 

1.4.1. Subálgebras y homomorfismos de álgebras de Boole 

Denotaremos al conjunto subyacente de un álgebra de Boole 21 con 1211. 

Definición 1.4.6 Una subálgebm ~ de un álgebra 21 es 1m álgebra de Boole 
cuyo conjunto subyacente l~I está contenido en el conjunto subyacente 1211 de 
21 y cuyas operaciones son las operaciones de 21 restringidas a l~I. 

Ejemplo 1.4.7 En el álgebra de Lindenbaum L de un lenguaje IP', el conjunto 
formado por .1- y T con las operaciones restringidas es una subálgebm de L. 

Definición 1.4.8 Si 21 y ~ son álgebras de Boole, entonces un homomorf1Smo 
de 21 en$ es unafunci6n h: 1!111 -+ l~I que pn~serva las operaciones algebraicas, 
es decir, que paro todos x,y E 1211: 

{a} h(x 'l'l y) = h(x) •!Jl h(y) 

(b} h(x +l'l y) = h(x) +!ll h(y) 

(e) h(xc"') = h(x)C"' 
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Observación .1.4.9 Es se.nciUo verifiear que un homomorfismo entn:' álgebras 
de Boole: 

a. Envía al O e~i el O y-~l f:en .el 1 .• 

b. Envía álgebras de B~~l~.~·n s~bdlgebras de Boole. 

c. Preserv~ el qn:len .definido por a ~ b si y sólo si a · b = a 

Si h es Ün homomorfismo inyectivo, se dice que es un isomorfismo sobre su 
imagen, y si· ademas es biyectivo, se dice simplemente que es un isomorfismo. 
Es fácil verificar que la función inversa de un homomorfismo biyectivo es un 
homomorfismo, asi que equivalentemente, se puede definir isomorfismo como un 
homomorfismo invertible. 

Observación 1.4.10 Para toda álgebra de Boole 21 hay un único homomorfis
mo del álgebra 2 en 21 que es además un isomorfismo sobre su imagen, a saber, la 
función que lleva a cada elemento distinguido del álgebra 2 en el correspondiente 
elemento distinguido de 21. 

1.4.2. Validez Booleana 

Obsérvese que la definición de 2-asignación sólo depende de la estructura de 
2, vista como álgebra de Boole. 

Esta afirmación se basa en las siguiente: 

Definicl'1n 1.4.11 Sea 21 = (A,+,·, e, O, 1) un álgebra de Boole. Se define una 
21-asignar.ión para un lenguaje proposicional lP como una función v : lP' -+ A, 
que se extiende en una función v• : <l>(IP) --+ A, mediante las siguientes reglas: 

l. v"(P) = v(P) si P es letra proposicional. 

2. vº(~a) = v"(a)c 

3. v•(aA{3) = v•(a) · v•(fJ) 

,/. v•(aV,B)=v•(a)+v"(.B) 

5. v•(a--+ ,B) = v"(a)c +v"(.B) 

Diremos que una fórmula del lenguaje P es 21-válida si y sólo si, para cualquier 
21-asignación v, se tiene qu.e v"(a) = 1 

Observación 1.4.12 Cada !ll.-asignación v detennina un único homomorfismo 
h del álgebra de Lindenbaum Lp en 21, dado por: 

hu([a]) = v"(a) 

Prueba. Se verifica que hes función, puesto que (a]= [,B] si y sólo si 1--K a+-> ,B, 
y dado que el cálculo de Kleene es correcto respecto a tautologías, se tiene que 
v'(a) = v•(,B). Observese que: 
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• h.,(;.., [a])= hv(ba]) = v•(-.a) = v"(a)c = (h.,([a]))C 

• hv([a] i\ [.BJ),= ,;~{[a,\ ,8]) = v"(a /\ ,8) = v•(a) · v•(f3) = h.,([a]) · h.,([/3]) 

. • h.,([a) ~ [.BJ) = li.,([av {3]) = v"(aV /3) = v•(a) +v•(f3) = h.,([a]) +h.,([,8]) 

• .· . . 
Esta definición abre la posibilidad de semánticas para lenguajes proposici<>:: 

nales en la que las valuaciones van a conjuntos de cardinalidad mayor que dos, e 
incluso infinita. El teorema de representación de Stone garantiza que un álgebra 
de' Boole finita tiene necesariamente cardinalidad 2" para algun número natu~· · 
ral n. Además, es posible encontrar un álgebra de Boole de cardinalidad K. para 
cualquier cardinal infinito K., de hecho, es posible encontrar 2"' álgebras de Boole 
no isomorfas de cardinalidad K.. . . · ,. • 

A pesar del aparente caos que las semánticas booleanas atraviesan/'"ciad.as 
la consideraciones anteriores, la validez booleana queda caracterizada'en'·lo!i 
ténninos del siguiente: . ., .. ... : .'. · " 

Teorema 1.4.13 Para cualquier álgebra de Boole 21, una fónnul~ p~posicion~l : 
a es 21- válida si y sólo si a es tautología. · , : · ~. · ', ~ . ·.· 

Prueba. Supóngase que la fórmula a no es taufologíá:' Por defi~iC:ió¡;,:. ~xiste 
una 2-asignación V : lP' _. 2 tal que v•(a) = o. Considérese el;homCÍmorfis'mo 
h : 2 -> 1211 definido en el ejemplo 1.4.10. Así pues,· h o v.•: lP' .-> 1211 es una 
21-valuación, para la cual: · · · .· .. · ;";· ·• · · 

h o v(a) = h(v(a)) = h(O) = O f. 1 

de donde a no es 21-válida. 
Por otro lado, si a no es 21-válida, hay una asignación v : lP' -> 1!211, para 

la cual v•(a) =F l. En consecuencia, h.,([a]) =F 11 donde hv : Lp -> 1211 es el 
homomorfismo inducido por la !21-asignación v, en los términos de la observación 
1.4.12. Por tanto, en el álgebra de Lindenbaum Lp, sucede que [a) =F T, (ver la 
observación 1.4.9.a) es decir, a no es tautología. • 

Con este teorema se muestra el primer ejemplo de semántica categorial: 

Definición 1.4.14 Una fórwula proposicional a es AB-válida si y sólo si a es 
21-válida para cualquier álgebra de JJoole 21. 

Ahora la interpretación del lenguaje está dada por una categoría, a saber la 
categoría de álgebras de Boole. Esta semántica coincide con la semántica clásica, 
lo cual puede ser demostrado fácilmente a partir del teorema anterior. 

Teorema 1.4.15 Para cualquier fórwula proposicional a, son equivalentes: 

1. a es una tautología 

2. a es 2-válida 

3. a es 21-válida, para 1m álgebra de Boole dada 2( 

4. a es AB-válida 

ttSlS CON 
fAtLA tE ORiGEN 
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1.5. Álgebras de Heyting 

Definiremos ln.s álgebras de Heyting como estructuras relacionales, de la 
misma manera que se da la definición alternativa de álgebra de Boole. 

Observación 1.5.1 En una retícula (R, $), si hay un elemento mínimo (resp. 
maximo), entonces éste es el único elemento mínimo.-' · ·· .. ·, 

Prueba. Sean a y b'elemcntOs inínimos (miciimo~) de R. Dad~ ~Je a:~~ 'a y 
a·b $ b (a$ a+by'b $ a+b) se tiene que a= a·b = b (a~ a+b,"=b),puesto 
que ambos, a y b son mínimos (máximos). • · · · · · · 

Definición 1.5.2 En una retícula (R, $), dado a E R se dice que b E. R es 
seudocomplemento de a si y sólo si b es un máximo elemento de R tal que 
a·b=O. 

Naturalmente, no todos los elementos de una retícula dada tienen seudocom" 
plemento, dado que no toda retícula tiene O. Aún teniendo O, un elemento a de 
la retícula puede no tener seudocomplemento porque el conjunto de x E R con 
x · a = O puede no tener máximo. 

Definición 1.5.3 Una retfcula (R, $) es seudocomplementada si y sólo si tiene 
O y cada elemento de R tiene un seudocomplemento. 

Ejemplo 1.5.4 En un álgebra de Boolc (1-etícula complementada distributiva} 
el seudocomplemento de un elemento dado es justamente su complemento, pues· 
to que dado un elemento a de un álgebra de Boole, cualquier elemento ajeno a 
a (es decir, cuyo producto con a es cero}, es necesariamente menor que el com· 
plemento de a, y por definición, el complemento de a es ajeno a a. 

Definición 1.5.5 Pam toda retfcula (R, $), si a, b E R entonces se dice que 
c E R es un seudocomplemento de a relativo a b si y sólo si e es un máximo 
elemento de L con la propiedad a · e $ b. 

En un álgebra de Boole el seudocomplemento de a relativo a b es é + b 

Definición 1.5.6 Una retícula es relativamente seudocomplementada (r.p.c.) 
si y sólo si pam todo par de elementos de la retícula hay un seudocomplemento 
relativo. 

Definición· 1.5.7. Un álgebra de Ileyting es una retícula relativamente seudo
Có1fi),temer1t1úia¡ con O y di.~tributiva . 
• , • •.• • • ~ • • f ~ 

: fi~;-Ó~rv~dón 1.5'.S -En ¡toda álgebra de Heyting (R, $), dados a, b E R hay un 
•·-·-unicu-seudocomplemento de a relativo a b. 
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Prueba. Supogamos que c y d son seudocomplementos de ll relativos a b. de este 
modo, a·c $;by ll·d .$ b. Así pues, (t1·c)+(a·d) ::;; b, pero (a·c)+(a·d) = a·(c+d), 
lo cual quiere decir que a· (e+ d) 5 b, pero como e y d son seudocomplementos 
de a relativos a b, se tiene que a+ b 5 ll y a+ b $; b, de donde, a = a+ b = b. • 

Denotremos con a => b al seudocomplemento de a relativo a b. 
Nótese que una retícula relativamente seudocomplementada ·con O siempre 

es seudocomplementada, puesto que el seudocomplemento de a es el seudocom
plemento de a relativo a O (a =>O). De este modo, un álgebra de Heyting tiene 
elemento mayor 1, a saber, el scudocomplemento de O. 

Observación 1.5.9 Toda álgebm de Boole es 11n álgebra de Heyting. 

Ejemplo 1.5.10 Sea (A, r} un ewpacio topológico. La retícula (T, !;;;;} es un álge
bm de Heyting, donde el O es 0, el 1 es A, el seudocomplemento de a es int(A-a) 
y el sedocomplcmcnto de a relativo a b es int(A - a) U b. Nótese· que en esta 
álgebra no es necesariamente cierto que a+ (a=> O)= l. 

A continuación se dará un resultado que permite caracterizar de manera 
alternativa a las álgebras de Heyting. 

Teorema 1.5.11 En cualquier retícula r.p.c. donde los seudocomplementos re
lativos son únicos: 

I.a=>a=l 

JI. a .$ b si y sólo si a => b = 1 

//l. (Corolario al teorema anterior) (a· b) =>a= (a· b) => b =a=> (a+ b) = 
b =>(a +b) = 1 . ' . . . 

IV. a , b :=;; e si y sólo si a .$ (b => e) 

V. b§.~'.~1~I53 ·~~ecuencia b => (a=> b) = 1 

VI. a::::; b ~;(ii ib)y en consecuencia a=> (b =>(a· b)) = 1 

· vi[a{(~;§:í;j'~ b ... •· 

VUI. a ;;;,'(1./:,; ~) 5 (a => b) => (a=> c), y en consecuencia 
· (a_;=> (b ~. c)) => ((a=> b) => (a=> c)) = 1 

IX.· (Distributividad) a· (b +e) = (a· b) +(a· c) y a+ (b ·e) = (a+ b) · (a+ e) 

Prueba. 1 es una consecuencia trivial de 11. Para probar II basta observar que 
á.· 1. = a, y así, si a 5 b entonces a· 1 .$ b, de donde 1 5 a => b; la otra implicación 
es trivial. III es consecuencia trivial de II y teorema 1.4.4. a· b .$ e es equivalente 
a a 5 max{y : y· b .$ e} = b => c, de dónde se tiene IV. Para probar V basta 
observar. que a · b .$ b y por tanto, b .$ max{y : a · y .$ b} = a => b. Como 
a· b .= b ·a se tiene que a .$ max{y : b ·y .$ a· b} = b => (a· b), lo cual prueba 
VI. Finalmente, por definición, (a=> b) ·a.$ b, lo cual prueba VII. Observese 
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que ¡)ará pr~lmr Vll1 es suficie~te.ver que a· (a=> b) ·(a=> (b => c)) $ c. En 
efecto; á; (a:~ b) ·(a=> (b => c)) =(ci ·(a=> b)] ·(a· (b => c)] $ b · (b => c)::; c. 
Para'probar la distributivldad, por el teorema 1.4.4 inciso e, basta ver que 
a · (a+ b) $ (a · b) + (a · c) y (a + b) · (a + c) $ a + (b • c). En efecto, 
observe que ci • b ::; (a· b) + (a· c) y a· c ::; (a· b) +(a· c). Por la parte IV, 
tenemos que b ::; a => ((a· b) + (a· c)) y c ::; a => ((a· b) +(a· c)), de donde, 
(b + c) ::; <L => ((a· b) +(a· e)), y por el mismo inciso IV, se tiene la primera 
parte. Para la segunda parte, bastará ver que (a + b) · (a + c) ::; a+ (b • c). 
Esto es equivalente a a+ /J $ (a + c) => (a + (b · e)). En efecto, note que 
a• (a+c) =a$ a+ (b·c) y b· (a+c) = (b·a) + (b·c)::; a+(b·c). Por tanto, 
a+ b::; (a+ c) => (a+ (b · c)). Por el inciso IV, tenemos el resultado. • 

Teorema 1.5.12 Toda ret<cula (R, $) relativamente seudocomplementada con 
O en la que los seudocomplementos relativos son únicos es un álgebra de Heyting. 

Prueba. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior. • 

Corolario 1.5.13 Una ret<cula relativamente seudocomplementada con O es un 
álgebra de Heyting si y sólo si los seudocomplementos relativos son únicos. 

Observación 1.5.14 En una red r.p.c. (R, $), son equivalentes: 

(a) Para cualesquiera a,b E R hay un único seudocomplemento de a relativo a 
b. 

{b} Paro cualesquiera a,b E R hay un elemento mayor e E R con la propiedad 
a· c::; b. 

Prueba. Al haber un único seudocomplemento de a relativo a b, este nece
sariamente es el mayor de los elementos de R con la propiedad requerida. Al 
haber un elemento mayor c con la propiedad a · e ::; b, éste resulta ser el único 
seudocomplemento de a relativo a b. • 

El lo sucesivo, pensaremos al seudocomplemento de a relativo a b como el 
mayor elemento de e con la propiedad a · e $ b. 

Denotaremos al seudocomplernento de a (a=> O) con ac. 

Teorema 1.5.15 En un álgebra de Heyting: 

1. (a=> e)· (b =>e)::; (a+ b) =>e.y en consecuencia, 
(a=> e)=> ((b =>e)=> ((a+ b) =>e))= 1 

2. a=> b::; (a=> be)=> ac y en consecuencia, 
(a=> b) => ((a~ be) => ac) '7 1 · 

3. ªe::; (a=> b) y en.cónsecuencia, ac =>(a=> b) = 1 

Prueba. Para probar 1 'es suficiente ver que si y· a ::; e y y· b ::; e entonces 
y • (a+ b) ::; c. Por distributividad, esta última condición es equivalente a (y · 
a) + (y· b) $ e, pero como ambos sumandos son menores o iguales que e, 
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se tiene que la suma es menor o igual que c. Para probar 2, bastara ver que 
(a-=> b) ·(a=> be)· a= O (y así (a=> b), (a=> be) s; ae). En efecto, (a-=>; 
b)·(a => bº)·a = (a·(a => b))·(a·(a => bº)) s; b·bº =O. Finalmente, probaremos· 
3, pero por definición aº · a = O :$ b, de donde aº :$ a => b. • - · · 

El lector audaz habrá notado la semejanza de los teoremas 1.4.4, 1.5.11 )' 
L5.15 con los axiomas del cálculo de Kleene. 

1.5.1. Validez en álgebras de Heyting 
•I. 

Definiremos la semántica asociada a un álgebra de llcyting de manera análo
ga a la definida para álgebras de Boole, es decir a través de valuaciones. Sea 
S) = (H, ::;) un álgebra de Heyting. · 

Definición 1.5.16 Una S)-valuación de un lenguaje ¡iroposicional Il" es uria .fun
ción v : Il"--+ H, que se extiende en una función v• : <I>(ll") -+ H, mediante las 
siguientes reglas: 

1. v•(P);= v(P) si P es letra proposicional. 

2. v•(_,~) ~~·(o)º 
·- . 

3. -v•(a t\ /3);;,,,, v•(a) · v•(/3) 

4. v•(a V /3),;,, v•(o) + v•(f3) 

5. v•(a-+ /3) = v•(a) => v•(f3) 

Nótese que esta definición es simplemente una generalización de la noción de 
valuación booleana, puesto que una valuación (en en el sentido de Heyting) en 
un álgebra de Boole es una valuación booleana. 

Se dice que una fórmula a E <I>(ll") es S)-válida si y sólo si para toda .!)
valuación v, 11•(0) =l. 

A diferencia de la validez booleana, la validez de Heyting no puede ser carac
terizada en términos de las fórmulas válidas en cada álgebra de Heyting, puesto 
que hay fórmulas que son válidas en algunas álgebras de Heyting, pero en otras 
no, como se mostrará en la observación 1.5.21. En consecuencia, definiremos la 
Heyting-validez como sigue. 

Definición 1.5.17 (Semántica Intuicionista) Una fórmula a es Heyting
válida si y sólo si es .!)-válida en toda álgebra de lieyting .!) 

Lema 1.5.18 Los axiomas del sistema intuicionista de Kleene son fónnulas 
Ileyting-válidas. 

Prueba. Se sigue inmediatamente de los teoremas 1.4.4, 1.5.11 y 1.5.15. • 

Lema 1.5.19 La regla Modus Poneris preserva Heyting-validez. 
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Prueba .. Supóngase que las fórmulas a y a,-;:-+ f3 son Heyting-válidas. Esto es, 
para cualquier álgebra d~ HeYting .fJ y cualquier .fJ-valuación v, v•(a) = 1 = 
v•(a-+ (3). Por definición, v•(a) => v•(/3) = 1, de modo que por el teorema 11, 
v•(a) ~ v•(f3), pero como v•(a) = 1, se concluye que v• (/3) = l. • 

Corolario 1.5.20 Toda fórmula deducible en el cálculo intuicio11ista de Kleene 
es lleyting-válida. 

Observación 1.5.21 Toda fórmula Heyting-válida es una tautología, sin em
bargo no toda tautología es lleyting-válida. En particular, 110 toda tautología es 
derivable en el cálculo intuicionista de Kleene. 

Prueba. Considére la fórmula P V ..,p, el álgebra de Heyting .lj = (r(JR), ~) 
(la topología usual de JR ordenada por la contención), y la .fJ-valuación v : lP -+ JR. 
dada por: 

v(P) = (O, ex>) 

para todo P E !P. De este modo: 

• v•(P) = (O,oc) 

• v•(-.P) =(-oc, O) 

• v• (P V -.P) = (O, oc) U (-oc, O) = JR - {O} # IR 

Así pues, la tautología P V ..,p no es Heyting-válida. • 
La prueba de la observación anterior muestra que el esquema 10 es indepen

diente del resto de los esquemas del cálculo de Kleene. 
En reswnen: Se han mostrado dos semánticas categoriales (la categoría de 

álgebras de Boole y la categoría de álgebras de Heyting) en las que la validez 
queda definida por la validez en todos sus objetos. Estas semánticas dependen 
únicamente de las propiedades internas de sus objetos y no de las propiedades 
de las categorías mismas. En consecuencia, los próximos capítulos estarán dedi
cados a la interpretación de lenguajes proposicionales en categorías de manera 
que la validez esté dada por las propiedades de la categoría. 



Capítulo 2 

Introducción a la teoría de 
las categorías. 
Abstracción y ejemplos 

2.1. Conjuntos y funciones: abstracción 

La intención de esta parte es abstraer el concepto de homomorfismo entre 
estructuras. De este modo, definiremos las propiedades de las flechas, que de 
manera general, son las propiedades de los homomorfismos entre estructuras. 
Siguiendo esta idea, ejemplificaremos las construcciones a través de la categoría 
Set de los conjuntos, y abstraeremos las propiedades de sus flechas: las funciones. 

2.1.1. Generalidades de la categoría de conjuntos 

La matemática clásica moderna está cimentada sobre el universo de conjun
tos, que es una construcción mental en la que todos los conjuntos aparecen, sin 
que éste mismo, -el universo- sea un conjunto. Esta afirmación está sustentada 
en el hecho de que es posible construir a los números naturales como conjuntos, 
y de esta manera formar el conjunto de números naturales como un conjunto de 
conjuntos. Y siguiendo esta línea (formando conjuntos de conjuntos), el resto de 
estructuras matemáticas clásicas, por ejemplo, los números racionales, reales y 
complejos. 

Siendo consecuentes con la idea de exhibir a los objetos de estudio de la 
matemática como conjuntos de conjuntos, es necesario que los conceptos tales 
corno relación, función, operación y sucesión, tengan una definición formal como 
conjuntos de conjuntos, que logre capturar la esencia del concepto, pero que no 
necesariamente sea el concepto. 

Tal es el caso de la definición del par ordenado de a y b. Si a y b son objetos 
de estudio de la matemática, entonces son conjuntos, y como el par ordenado 
-denotado por (a, b}- también será un objeto de estudio de la matemática, debe 

15 
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también ser un conjunto. Nótese que la esencia del concepto par ordenado es 
simplement.e, un par de objetos en el que es posible distinguir el orden en que 
son tomados sus miembros. Así pues, una definición conjuntista de par ordenado 
debe cumplir que si dos pares ordenados son ·iguales, entonces sus primeros 
miembros son iguales y sus segundos miembros también son iguales. En símbolos: 

(a, b) = (c, d) si y sólo si a = e y b = d 
Según (End77] Ia definición más extendiada de par ordenado es debida a K. 

Kuratowski, quien la formuló en 1921, y a la letra dice: 

(a, b) ={a, {a, b}} 

Sin embargo, para la teoría de conjuntos es irrelevante que sea ésta, precisa
mente ésta, la definición de par ordenado, puesto que hay otras definiciones que 
igualmente cwnplen la condición esencial del concepto par ordenado 1 . 

2.1.2. Relaciones y Funciones en el universo de conjuntos 

Los conceptos de relación y función, al igual que el de par ordenado, tienen un 
significado intuitivo que la definición conjuntista intenta capturar. El concepto 
de relación (binaria) involucra a parejas de cosas que pudieran o no guardar la 
relación. Incluso, que vistas en un orden guarden Ja relación, pero al cambiarlas 
de orden dejen de guardar la relación. La definición conjuntista clásica es en 
este caso, perfectamente natural: Una relación binaria es un conjunto de pares 
ordenados. Justamente, los pares de conjuntos que guardan la relación. 

Pero respecto al concepto de función, se debe tener mayor cautela. Según 
(End77] tradicionalmente se piensa a una función como "una regla que asigna 
a un objeto de un cierto conjunto (el dominio) un único objeto de un conjunto 
posiblemente distinto (el contradominio)". 

Evidentemente, es necesario esclarecer el significado de la palabra "regla". 
En un sentido lógico, debe entenderse como una fórmula <P de un lenguaje formal 
al menos de primer orden, con dos variables libres, de tal manera que se satisfaga 
la fórmula: 

cf>(x, y)&cf>(x, z)-+ y= z 

cuando Ja variable x se interprete como elemento del dominio de Ja función. 
Sin embargo esta definición de regla no puede ser satisfactoria por diversos 

hechos de distinta naturaleza, pero principalmente porque es una definición 
restrictiva al lenguaje en el que localmente se esté trabajando. En un ánimo 
más incluyente, se puede pensar una regla como una relación f en la que si dos 
pares de la forma (a, b) y (a, e) pertenecen a f, necesariamente by e son uno y el 
mismo objeto. La definición de función más extendida entre los textos de teoría 
de conjuntos es esta última definición (la de regla), aunque algunos textos usan 
otras, por ejemplo en (Hal74], no se define función, sino "función de A en B", o 
en (Mos94] se usa como definición a la noción intuitiva de función. 

El dominio y el rango de una función quedan determinados por la regla, por 
el hecho de que con los miembros izquierdos de una relación y con los miembros 

1 Véase (End77) parn otrM definiciones de par ordenado. 
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dercchÓs podernos construír .dos conjuntos.· Pero el único conjunto digno de ser 
lla'nindo el contradominio de f es el rango de f, mientras que la noción de 
contradominio es la de conjunto en el que la función lleva valores del dominio, 
que pueden ser sólo algunos de sus miembros y no necesariamente todos. 

El contrndominio de una función adquiere importancia cuando se planea 
componer funciones. La definición clásica de composición ele funciones es la 
de composición de relaciones -Ln composición de relaciones está definida como 
sigue: dadas r y s relaciones, ro s = { (x, y) : 3z( (x, z) E s&(z, y) E r }-, y 
en consecuencia, es posible componer cualesquiera dos funciones. Sin embargo 
el .. dominio de la composición puede ser subconjunto propio del dominio de la 
primera función que se aplica, e incluso puede ser vacío. Pero si se requiere 
sostener a In composición de funciones como operación en la que se respetan 
dominios y contradominios es necesario restringirla solo a funciones para las 
que el dominio de una coincide con el contradominio de In otra. 

2.1.3. Relaciones y FUnciones en la categoría de conjuntos 

Como se verá más adelante, una categoría está formada por dos tipos de co
sas: objetos y flechas. A diferencia del universo ele conjuntos, que sólo está for
mado por conjuntos, y que cualquier cosa de contenido matemático debe ser 
visto como conjunto, en la categoría de conjuntos habrá cosas de dos tipos. Los 
objetos serán los conjuntos y las flechas serán las funciones, sólo que con una 
pequeña modificación: 

Definición 2.1.1 (Definición categórica de función) Una función fes una 
terna ordenada de conjuntos f = (A, R, B) donde R <;;; A x B es tal que paro 
cada x E A existe un único y E B tal que (x, y) E R. A la primero coordenada 
de una función se le llama dominio, a la segunda se le llama regla y a la tercero 
contmdominio o codominio. 

Nótese que en esta definición se hace explícita la importancia del contrado
minio de una función, es decir, dos funciones (en el sentido categórico), pueden 
diferir por el hecho de tener diferentes contradominios. 

En el sentido categórico, la composición de dos funciones debe tener como 
dominio al dominio de la función que se aplica primero. Una definición categóri
ca de composición de funciones obliga a que para que esta tenga sentido, el 
codominio de la función que se aplica primero sea el dominio de In función que 
le sigue. 

En términos precisos: 

Definición 2.1.2 (Definición categórica de composición de funciones) 
Paro cada par de funciones f y g, si el dominio de f coincide con el contra
dominio de g, entonces la composición de f con g es la única función tal que 
su dominio es el dominio de y, su contratlominio es el contmdorninio de f y su 
regla es la composición de las reglas de f y y, vistas corno relaciones. 
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Denotaremos con gof a la composición de f con g. En adelante, se hablará de 
funciones y composición de funciones en el sentido categórico de éstos, a meno~ 
que se indique lo contrario. . . 

La composición de funciones satisface la ley asociativa, esto es: 

fo(goh)=(fog)oh 

para cualesquiera funciones/, g y h en las que tenga ·sentido la composición~ 
Finalmente, en cada conjunto A, hay definida una función cuyo dominio y · 

contradominio es A, y cuya regla es la relación diagonal restringida en A. 
Otra caracterización de la función I dA es la siguiente: I dA es la única función 

de A en A tal que para cualesquiera funciones f con codominio A y g con dominio 
A, . 

fdA o f = f 

y 
go/dA =g 

2.2. Categorías: Definición 

Definición 2.2.1 Una categoría C comprende: 

J. Una colección de cosas, llamadas e-objetos. 

2. Una colección de cosas, llamadas e-flechas. 

3. Dos operacioneál, dom y cod que a cada C-flecha f asignan los e-objetos 
dom(!) y cod(f), respectivamente. Es posible representar el hecho de que 
dom(!) = a y cod(f) = b por 

f:a-+b 

o por 

a_!_, b 

4. Una operación entre C- flechas que asigna a cada par (f,g) de e-flechas 
con dom(g) = cod(J), una C-ftecha g o f : dom(!) -+ cod(g) llamada, la 
composición de f con g, que satisface la ley asociativa: 

Si f : a-+ b, g : b-+ e y h: e-+ d son C-ftecl1as, entonces 

ho (go !) = (hog)of 

Diremos que el diagrama: 

2 Entiénda8e por operación (paro. efectos de esta definición) una correspondencia entre fle
chas y objetos que se comporta como función en el sentido de que para cadn. flecha hay un 
único objeto que ~rá su dominio y un único objeto que será su contradominio. 
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conmuta, si y sólo si h =!o g .. · .. ;., " 
Más en general, dado.un diagraína de.nodos y flechas.que .. representen 
objetos y flechas de una éatego~a;· diroinos' q'ue éste conmuta' si y sólo' si 
las composiciones de flech<is·(¡ueJormaii. troyeetorid.s que confluyen en un 
nodo, son iguales. · 

5. Una operación que a cada C-objetó b le asocia una C-flecha lb, llamada 
la flecha identidad en b,:·qÚe satisface la ley de identidad: Paro C-flechas 
f : a-> b y g : b-> e, sucecle" que lb o f = f y g o lb = g. 

La ley de identidad se e;,;resa diciendo que el diagrama 

conmuta. 

2.3. Categorías: ejemplos 

Los primeros ejemplos son muy naturales. 

Categoría 
Set 
Finset 
Nonset 
Top 
Vect(F) 
Grp 
Mon 
Met 
Top Grp 
Pos 

Objetos 
Conjuntos 
conjuntos finitos 
conjuntos no vacíos 
espacios topológicos 
espacios vectoriales sobre el campo F 
grupos 
monoides 
espacios métricos 
grupos topológicos 
conjuntos parcialmente ordenados 

Otros son triviales: 

Flechas 
Funciones 
funciones 
funciones 
funciones continuas 
funciones lineales 
homomorfismos de grupos 
homomorfismos de monoides 
isometrías 
homomorfismos continuos 
funciones monótonas 

Ejemplo 2.3.1 1 es la categoría con un solo objeto y una sola flecha, con la 
composición y la identidad tJvidentes. 
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Ejemplo 2.3.2 2 es lrirotegoría con dos, objetos(digmnos O y J}, y tres flechas, 
a saber: 

(0,0) : o.:..... o 
. (O, 1) : O -+ 1 

(1,1):1-'+l 

con la composición y las identidades evidentes. 

Ejemplo 2.3.3 (Categorías discretas) Una categori{a es discreta cuando las 
únicas flechas que tiene son las identidades de cada uno de sus objetos. 

Ejemplo 2.3.4 (Preordenes) Una categoría e que cumple que entre cuales
quiera dos e-objetos a, b hay a lo mas una flecha f : a -+ b, es llamada tm 
preorden. Un par (A, R) de conjuntos es un conjunto pr'COrdenado si y sólo si 
R e A x B es una relación reflexiva y transitiva. Así pues, un conjunto preor
denado (A, R) define un prcorden. Los objetos de éste son los elementos de A, 
y las flechas son los elementos de R. 

Obsérvese que en esta definición no queda prohibido el hecho de que entre dos 
objetos distintos haya dos flechas, mientras estas tengan sentidos opuestos. Si a 
las condiciones dadas para que una categoría C sea un preorden agregamos que 
entre dos objetos distintos no haya más que una flecha, tendremos una categoría 
orden parcial. Un conjunto parcialmente ordenado define una categoría orden 
parcial en los términos del ejemplo anterior. 

·,¡ (Ejem.~lo ·~:3:·5 N es la categoría que tiene un sólo objeto {N}, y cuyas flechas 
;~:.;~·:¡ ~:s8n !'>S' número§ naturales. La composición de flechas en N está dada por la 

,--··--- suma de números naturales, y la flecha lN : N-+ N es el elemento O EN. 

Generalizando el ejemplo anterior, tenemos que todo monoide define una 
categoría con un sólo objeto (el monoide), con los elementos del monoide como 
flechas, y con la operación de composición dada por la operación del monoide. 
La existencia de neutro y la propiedad asociativa ele la operación del monoide 
garantizan las condiciones 4 y 5 de la definición de categoría. 

2.4. Nuevas Categorías 

Algunas formas usuales ele construir categorías a partir ele categorías dadas 
son las siguientes: 

2.4.1. Categorías producto 

Dadas <los categorías e y V, se define la categoría producto e x V como la 
categoría cuyos objetos son las parejas orclenadas (c, d) donde c es un e-objeto 
y des un V-objeto. Una flecha en ex V es una pareja (f,g) donde fes una e. 
flecha y g es una V-flecha. La composición de flechas quecla definida coordenada 
a coordenada. 
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2.4.2. Categorías de flechas 

Dada una categoría e, se construye la categoría e- cuyos objetos son todas 
las e-flechas y si f y g son e--objetos, entonces una e--flecha de f en g, es un 
par de e-flechas (h, k) tales que k o f = h o g. Esto es, h y k son e-flechas tales 
que el diagrama: 

conmuta. 
La composición de e--flechas se define coordenada a coordenada. Esto es: 

(!, g) o {h, k) = (fo h, g o k) 

2.4.3. Categorías Coma 

Las categorías Coma pueden ser pensadas como clases especiales de cate
gorías de flechas: aquellas con dominio o codominio común. Dada una categoría 
e, y un e-objeto a, se define e ! a como la categoría cuyos objetos son los pares 
de la fonna (b, f) donde b es un e-objeto y f es una e-flecha cuyo codominio es 
ti. Una e! a-flecha de (b, f) en (c,g) es una e-flecha k: b-+ e tal que g o k = f. 
Es decir, el diagrama 

conmuta. Por otro lado, dada una categoría e, y un e-objeto a, se define e j a 
como la categoría cuyos objetos son los pares de la forma (b, f) donde b es un 
e-objeto y f es una e-flecha cuyo dominio es a. Una e j a-flecha de (b, f) en 
(c,g) es una e-flecha k: b-+ c tal que k o f = g. Es decir, el diagrama: 

a 

!\ 
b k c 

comnuta. 
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2.4.4. Subcatego~Íi.g ',', 
--_,:- . ·.- ~---.. · .. ; 

,.·., ·~,.;/~:- <-':,i -¡~:~ .. -·:~~--~/'.~?:r:·- .. -~·- -.,_. 
~ -~ ... 

Definición 2.4.1' . 1 .• ·.··si. e' es :;íná, cli.t~[¡',;/.tá Y. a.·· i/b 801; e7obj~to:~. ·.entonce.• 
e(a, b) es la colección' de ·flechas éOn do1niTLio)iiy controdoininiO b . . ,~' 

: . ~,_:,;;_ º _ . <~:,_,,__--~:~~r'}'.~}{!t:~~~tYi_,~t;~--<·t:.~:I>·!:~::~-~}:,:~~,:,~~\ ···>r. 
2. Se dice que e es múi subcate'goría•de'V;(e <;;;\V) s(y sólo.si: ·: · · 

' .·. · _ _.:..,,'.-<<".~·. ;'·>_:~":.\.:.~;~\-.'-·~ :.'.~.-~" :~- ----~-- .. _';1:·; 

Todo e-objeto es un V-objeto.·._.Jtf> . . •(i• :•· >· 
• Si ci y b son e-objetos; 'e,{tonc~s-t'o~iii'ii/Jiki;~~-'d~ C('a;b) ~~njlechas 

de'D(ci,b) • .. ,, _·; '.fr\/;,;;,:•:.:.·.:;;·\. '·: · 
3. e es tma subccitegoría plena de V sYy ~61~ si~<;;; V y sici y b son e-objetos, 

entonces C(a,b) = V(a,b) · · 

De este modo se puede ver que: 

1. Finset <;;; Set 

2. Nonset <;;; Set 

3. Finset 't Nonset 

4. Nonset 't Finset 

2.5. Formalización 

En [Hat82] se muestra que la teoría de Categorías se puede formalizar en 
un lenguaje de primer orden con igualdad, cuyo tipo de semejanza consta de 
dos símbolos funcionales unitarios, d y e, y llil símbolo predicativo ternario e 
que intuitivamente representan las operaciones que a cada flecha asignan su 
dominio y su codominio, respectivamente, y que algunas ternas de flechas estan 
relacionadas por el hecho <le que la última es la composición de las anteriores, 
y que satisface los siguientes enunciados: 

Cl. Vx(d(c(x)) = c(x)&c(d(x)) = d(x)) 

C2. VxVyVzVw(C(x,y,z)&C(x,y,w)--> z = w) 

C3. VxVy(3zC(x, y, z) +-+ d(y) = c(x)) 

C4. VxVyVz(C(x, y, z)--> (d(z) = d(x)&c(z) = c(y)) 

C5. Vx(C(d(x), x,x)&C(x, l'.(x),x)) 

C6. Vx1Vx2Vx3Vx4Vx5VxaVx7 . . , 
((C(x1,x2, x3)&C{:Í:i. X5 1 xa)&C(x2;x4, xs)&C(x3, X4 1 x1 )) --> xa = x1) 

. . · ... ·,· ,. , . ' 
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Sieudo co11sccuentes co11 la idea de hacer. de. la teoría de· categorías una 
teoría formal de primer orden, no hay en principio una diferencia entre flechas y 
objetos, es decir, la interpretación de una wriable es siempre la de "flecha". Sin 
embargo, es posible definir en esta teoría la noción de objeto. Hatcher sugiere 
la siguiente: 

Definición 2.5.1 Ob(x) es la fórmula d(x) = x&c(x) = x 

Hatcher muestra que Ob(x) es equivalente a d(x) = x y a c(x) = x. En con
secuencia del axioma 1 se tiene que los dominios y codominios de flechas son 
siempre objetos. Las propiedades de la composición de flechas quedan esta
blecidas por los axiomas 2 (la composición es una función en su dominio), 3 
(establece la condición para que la composición de dos flechas esté definida), 4 
(define el dominio y el codominio de una composición), y 6 (ley asociativa de la 
composición). La existencia de flechas identidad por cada objeto se desprende 
del axioma 5, cu el que se establece que un objeto es él mismo su flecha identi
dad. La formalización de la teoría de categorías adquiere sentido al enunciar el 
principio de dualidad que trataremos posteriormente. 

En esta parte, llevaremos algunos conceptos de teoría de conjuntos a cate
gorías. 

2.6. Flechas Mono 

Se dice que una funció11 es i11yectiva cuando elementos distintos tienen imáge
nes distintas. Esta definición es equivalente a que esta función sea cancelable por 
la izquierda. Esto es: f : A -> B es inyectiva si y sólo si para cada par paralelo 
de funciones g, h : C -> A, el hecho de que fo g = Jo h implica que g = h. De 
este modo, en una categoría C, una C-flecha es m6nica si y sólo si es cancelable 
por la izquierda. De hecho, se puede probar que en cualquier categoría: 

l. Si f y g son mono, entonces g o f también lo es. 

2. Si g o f es mono, entonces también f lo es. 

2.7. Flechas Epi 

Una función es suprayectiva cuando para todo elemento de su contradominio, 
existe un elemento de su dominio, cuya imagen es el primero. Esta definición 
es equivalente al hecho de que esta función sea cancelable por la derecha. Esto 
es: una función f : A -> B es suprayeCtiva si y sólo si para cada par paralelo 
de funciones g, h : B -> C, si g o f = h o f entonces g = h. De este modo, en 
una categoría C, una C-flecha es epi si y sólo si es cancelable por la derecha. 
Análogrunente, se puede probar que en cualquier categoría: 

l. Si f y g son epi, entonces g o f también lo es. 

2. Si g o f es epi, entonces también g lo es. 
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2.8. Flechas Iso 

Una función es biyectiva si y sólo si es inyectiva y suprayectiva. Esta con
dición es equivalente a que esta función sea invertible. Esto es: f : A -+ B 
t.'8 biyectiva si y sólo si hay una función g : B -+ A tal que f o g = I dA y 
g o f = I db. Tal función g es única (si existe), y es llamada la inversa de f, que 
se acostumbra denotar con ¡- 1 • De este modo, en una categoría e una flecha es 
iso si y sólo si es invertible. Es posible mostrar que toda flecha iso es mónica y 
épica. Sin embargo no en cualquier categoría una flecha mónica y épica es iso. 
Además, se puede mostrar que: 

l. Todas las flechas identidad son iso. 

2. Si f es iso, entonces ¡- 1 es iso. 

3. Si f y g son isoentonces gof es iso, con (gof)- 1 =¡-1 09- 1 • 

4. En una categoría parcialmente ordenada (P, :$), todas las flechas son móni
cas y épicas, pero sólo las identidades son iso. 

5. En un grupo 3 , todas las flechas son iso. 

Diremos que dos e-objetos a, b son isomorfos (a ~ b) si y sólo si hay una 
flecha iso del uno al otro. Es trivial verificar que la relación de isomorfía es de 
equivalencia. 

Diremos que una categoría C es esquelética si y sólo si para cada par de 
e-objetos a, b, si a ~ b entonces a = b. 

2.9. Dualidad 

Una noción de teoría de categorías (término o fórmula) es suceptible de tener 
un dual, que se obtiene simplemente cambiando dominios por contradominios y 
viceversa, y cambiando el sentido de las flechas. Formalmente, para cada término 
del lenguaje de la teoría de categorías Tes posible definir un segundo término 't, 
su dual, de la siguiente manera. Dada una variable x, su dual x es ella misma. 
El dual de d(r) es c('t) y el dual de c(r) es d('t). El dual de una fórmula del 
lenguaje de la teoría de categorías también se define recursivamente, a saber: 
El dual de una igualdad entre términos es la igualdad entre los términos duales 
de los términos dados. El dual de C(r1,r2 ,r3 ) es la fórmula C(72,f1,f3 ). Para 
los conectivos y cuantificadores, el operador "dual" se comporta de la siguiente 
manera: Si a y f3 son fórmulas del lenguaje de la teoría de categorías, entonces: 

2. a&f3 = ii&fl 

3. a V f3 = a V fl 
3 vcr ejemplo 2.3.5 
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y así con el res~~ Ció con~ctivos y cuántificadores .•.. 

Ejemplo 2:o.i· En ·~~l~rÍgu~J~ ;~~nal de primer orden paro categorías, la frase 
"f e,9 una flechamono~. ~s la intt:ryretación·~nttiitiva de la fórmula 

\Jx\JyVz(C(J,x,z)&C(f,y;z) ~ x= y) 

el dual de la fórmula anteri~r. es:>.• ·· · 
,.,·: .. , 

\Jx\Jy\Jz(C(x, f,z)&C(ihfi ~) -+ x = y) 
. . . -,,,., . ''-Y\·'.:.· ,,_" ··~i:>'.; · •.. ', ." ' 

que intuitivamente se intérpreta cor,:Ó~~f~~túnaflecha epi" 

Observe además, que los. co~¿:~i~~~.:~.~~dí~ isoy objeto son autoduales, 
puesto que su fórmula es equivalcnte'a ~u fórmula dual. 

!' ';;: . .• 

Teorema 2.9.2 r = r 

Prueba. Es trivial puesto que la igualdad se da por razones estrictamente 
sintácticas. Formalmente se puede verificar por inducción sobre la formación 
der. • 

2.9.1. La categoría opuesta 

Dada una categoría e, se define la categoría opuesta eav de e, como la 
categoría cuyos objetos son los objetos de e y cuyas flechas son las flechas de 
e, sólo que "invertidas". Esto es, hay una correspondencia biunívoca entre las 
e-flechas f : a -+ b y las eºP-flechas de b en a. De esta manera, se tiene el 
siguiente: 

Teorema 2.9.3 (Principio de Dualidad) Una fó1mula a del lenguaje de la 
teoría de categorías e.~ verdadera en una categoría e si y sólo .9i, la fórmula dual 
a de a es verdadero en e 0 1•. 

Prueba. Evidente. • 

2.10. Objetos iniciales y terminales 

Una propiedad relevante del conjunto vacío es la de que para cada conjunto 
A, hay w1a única función de 0 en A a saber: (0, 0, A). Esto se generaliza en la 
siguiente 

Definición 2.10.1 Un e-objeto O es inicial si y sólo si para cada e-objeto a 
hay una y sólo una flecha de O en a. 
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En Set el conjunto vacío es el único objeto inicial, sin embargo hay categorías 
en las que hay más de un objeto inicial. Es muy sencillo probar que cualesquiera 
dos objetos iniciak'S son isomorfos, usando el hecho de que dados dos objetos 
iniciales, las únicas flechas entre éstas son una inversa de la otra. Además se 
puede demostrar fácilamente que cualquier objeto isomorfo a un objeto inicial 
también es un objeto inicial. Denotaremos con ! : O --+ a o con Oa : O -+ a a la 
única flecha de O en a. 

Dualizando la definición anterior tenemos: 

Definición 2.10.2 Un e-objeto 1 es terminal s·i y sólo si para cada e-objeto a 
hay una y sólo una flecha de a en 1. 

En Set son los conjuntos unitarios los objetos terminales. Evidentemente, 
no hay un único objeto terminal en Set. Sin embargo, en Set como en cualquier 
categoría, dos objetos terminales son isomorfos, y cualquier objeto isomorfo a 
un objeto terminal es también un objeto terminal. Denotaremos con ! : a --+ 1 o 
con la: a--+ 1 a la única flecha de a en l. Hay categorías cuyos objetos iniciales 
son los mismos que sus objetos terminales. Un objeto inicial y terminal se dice 
que es un cero-objeto. Mon y Grp si tienen cero-objetos. 

2.11. Productos 

Sean A y B conjuntos. El producto cartesiano de A por B queda definido 
como el conjunto de parejas ordenadas (a, b} con a E A y b E B. Es posible 
dar una definición de producto cartesiano (salvo isomorfismo) sin recurrir a 
la noción de pareja ordenada, simplemente observando que hay asociadas al 
producto un par de flechas, las proyecciones PA y p8 que cwnplen una cierta 
propiedad: Dadas dos funciones f : C --+ A y g : C --+ B hay una única función 
p: C-+ A x B de tal manera que f = p o PA y g = p o pn, esto es, el diagrama: 

conmuta, o en otros términos, para cada z E C, p(z) = (f (z), g(z)}. Esto justifica 
. la siguiente 

Definición 2.11.1 Un producto, en una categoria e de dos C-objetos a y b, es 
un e-objeto ax b junto con dos C-fleclias pr0 y prb tales que paro cualquier par 
de e-flechas f: e--+ a y g : e--+ b hay exactamente una e-flecha(!, g) : c -+ax b 
que hace que el diagrama 
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co11111ute. Esto d.~.J = 111'n a (f,g) y g = ,,,.b a (/,g). Diro1'wiii¡ue (f;g) 'es el·· 
prmiucto de J y y con respecto a las proyecciones J1r,a Y,PTb, . 

Como siempre, no necesariamente hay w1 único·p~o<lucto para un par de 
objetos dados, sin embargo se puede probar que cualesquier1l'<los' productos son 
isomorfos. Para tal efecto, basta considerar el sig1dente diagrariia: . , 

Bajo la suposición de que e es el pro<liicto -de a con b respecto a la proyecciones 
pr~ y pr~, y del hecho de que el diagrama exterior conmuta; se tiene que k oh = 
10 • Pero rearreglando este diagrama convenientemente, es posible mostrar que 
ho k = laxb· . 

El siguiente teorema muestra el comportamiento de las fl~ch~ producto con 
respecto a la composición. 

Teorema 2.11.2 Sean J: e-> a, g: e-> b y h : d-> e ftecl~as de una categoría 
C. Entonces 

(f,g)oh= (J.~h,g¿h) 
Prueba. Por definición de producto,.(/ o h,g'o h) es la única flecha que hace 
que los triángulos d, a x b, a y d, ax b; ~·del diagrama 

/~oh:·< J~· .. goh 

•'' ' "' c. 

~!~ 
a-axb--+-b 

Pa Pb 

conmuten, sin embargo,',(/, g) 'o -h 't~bié~ hace que los triángulos conmuten. 
Portanto,(f,g)oh=(foh,g.Oh).,'.•'' ·· 

El producto de C-objetos es·una operación con muchas propiedades, algunas 
de' las ,cuales describiremos' a continuación: 

l., '(pra; prb) = laxb 

2. Si.·(J,g) = (h,k).entoncéii·f i::1i y g = k 

3. 'Si e tiene objetolnici~i ~nto~~es a X o ~ o 
...... ,. , ..... , -:~·. ~:-.r~·~\ _1··~·.:.'. 

4. Si C tiene.objeto terminal entonces ax· 1 ~a 
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2.11.1. Mapeos producto · 

Dadas dos funciones~ digamos f : A ~·c'y 9'!B ::__.·n, éSt~'defii;é~ uila' 
función, llamémosla f X 9 de Ax,B en c'x'·D, que'tr~baja:así: ...... " 

;·; < : .·;· ¡ ·"•,:,.\;--:..- ¿::.-' 
f X g((a, b)) = (f(a),g(b)) ;. , . -.·.·::·.'.:-· 

Con esto justificamos la siguiente: . . .· . ,-, .. -·.. . . 
Definición 2.11.3 Si f: a-:-+ c y g: b ~ d son C-fleclias yá x by c x d existen· 
en C, entonces la jleclia f X 9 se define como la flecha' (f o prª ~ 9 ~ Pb). 

Esta definició~ se ilus~ra con el siguiente diágr·arna conmutativo: 

~-~gopr:. pr, f . 
CL X b - - - - - >- C X d ·•;. 

~ ~~ .. ! 
b-g----d 

2.12. Igualadores 

Dado un par de funciones que comparten dominio y codorninio, es posible 
preguntarse en qué subconjunto del dominio estas funciones se comportan igual. 

•Esto es, un par paralelo de Set-flechas f,g : A -:-+ B define una tercera Set
flecha e : C -> A (que de hecho es una inclusión) que hace que fo e = g o e, y 
además, es maximo respecto a esta propiedad, es decir, si h : D -:-+ A es tal que 
f o h = g o h entonces hay una única manera de "vaciar" D en C, esto es, hay 
una única función k : D -:-+ C de tal manera que e o k = h. Para generalizar este 
concepto se introduce la siguiente: 

Definición 2.12.1 Dado un pm· paralelo de C-ftechas f, g : a =I b, un igualador 
de f y g es un C-objeto e junto con 1tna C-jlecha i : e -> a tales que: 

1. J oi = g o i 

2. Para cualquier flecha h : d -> a tal q1te fo h = g oh sucede que hay una 
única flecha k': d-> e de tal manera que h '='i o~· · 

Esto se representa con el siguiente diagra~~: ;;'.~ ·.· 
. .. . . .· .. · .. ··· ... ' <G:;,,;.J ·.·. " > {::~Y1T,; , •. 

• - ' • '.' -··~ :-~~ , é''' 

Dos propiedades importa;1tes de, el Ígual~Úor de un par .de flechas paralelas son 
las siguientes:· ·: · -~~ -.:·. ·:.-:.<,.: ,._. 
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T•mrcma 2.12.2·· El igualiulori.: e . ..c'.+ a de.un parpamlelo dcftcéha.S J,g: a =I 
b.e.~un_aflech,amáiÚJ.:'.:~ .'·· ;:: ;(;:'.·~. ,.;

1 

'.;·<',, .. ··.. .· 
Prueba. Supóngase que j;l: c.::t e' san 'f!eCluís'tales'.qüé) oj ,:;..(ciJ.Llainemos 

halaflechaioj.Deester11odo, , · .. · : ..•.. · .. ··~·· '''' 

~~:; :·~º;: ~.: ;.~:: ~~?;11~r~~;~:f ;3~.11,~~<i:~j;;~,,. , .... 
Teorema 2.12.3 En cualquier· cate9ori-;;_, un 'ig~áladorepi e~- is~.. . . 

·.· ./· .· ·:~::_·, . ; -:> :·-· ., ; ·.·.: .. :;-,-":··: ·;···:· ·',\: --:~'-.";~ 'v'··',:.,::.<'.~:i:;:.;··~ ::<<:.. - :_::.;·.-. · .. 
Prueba. Supongase que Ja: flecha epi i'·: e:'-' a:iguaJa.a)iis fleduisf;g: a =I, b. 
En particular, fo i = g ó i, Cancelando la'.flecha'eí>i'i péirJá'dereclu1.; se tiene 
que f = g. Además, para el objeto' íi y la ilecna:'1;; 1 '~úceüci"(¡üC'i;ay una· única 
flecha k: a-+ e que hace qÚe el diagrama : :~;., -~' J ·" '.;.;;;,cji/ .:::, · 

;._ - ," ',;\.:':/,r.:.;: .'(•:,::-\.·,.,,~-~·..i:: t> '·\l.·-;,··~ ., \ 
e · á''" ,,. · " 

.... ,. •''/'' 
k .~, 1 -/, ~i~: :.,' 

conmute, es decir, la ;;,·i o k. Pero ade:ás,)· 

i o k o i =·1ª o i = i = i o lb 
- ,;( ',• . - . ; 

y como i es igualador, por el teorema 2.12.2 es cancelable por la izquierda, de 
donde, k o i =lb, con lo que se concluye que i es iso y su inversa es k. • 

2.13. Límites y Co-límites 

A continuación una discusipn general respecto a colecciones particulares de 
objetos y flechas de una categoría dada. 

Definición 2.13.1 (Diagramas, conos y límites) Sea C una co.tegroria. 

1. Un diagrama D en C es simplemente una colección de C-objetos, junto 
con algunas o ninguna C-flechas entre estos C-objetos. 

2. Un cono para un diagrama D o D-cono, denotado por {c, {Id : d E D}} 
consta de un C-objeto c junto con una C-flecha fd : c -+ d por cada C
objeto d de D, de tal manera que si g: a-> b es una C-flecha del diagrama 
D, entonces fb = g o fa· Esto es, el diagrama 

a 9 
b 

.···~~ 
. c 

. - ' ' 

conmuta para cualesquiera ~bjetos a y b y cualquier flecha g : a -> b en el 
diagrama D. ' · 
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3. Un límite pam un diagmma D ~~ Un·D~'c:b1i~'.{cHJ~+~ .~:D} }; qu~ c~;Jiple' 
que dado cualquier. D-ccmo' {e'.; {fd :. d:.e:.D} }' lu~íi;.u~á úni~á Ccflechá• 
h: e' .. -> e, de inanera..que para,CJjdad;.ei.i:p,'fd·~·fd;o_h, es decir, el 
diagrorri.a: · · ·: ·: ·' -,~:, {·.:.~: .. ~}.'·.· ... ~.' .. ~.': .. ~.;~··.··.·.·-:·\ .... '. .. ~ .. :: ~· · '/.;> ' ' 

conmuta para cualesquiera a, b objetos y g : a --> b. 

Cuando este límite existe, se dice que tiene la propiedad universal con res
pecto a D-conos. Esta propiedad consiste en que cualquier otro cono se factoriza 
a traves del límite. 

Observación 2.13.2 Un D-límite es siempre único salvo isomorfismo. 

Prueba. Sean {e, {f,¡ : d E D}} y {d, {fd: d E D}} límites para el diagrama 
D. Por tanto, hay C-flechas h : e' --+ e y k : e --+ e' tales que fd = fd o h y 
fd = J:iok para cada e-objeto d de D. Observe que, para cada e-objeto d de D, 
Íd = Íd o le Y fá = fá o le• y además, le y le• son las únicas e-flechas con esta 
propiedad. Sin embargo, fd = Íd o k = ((fd oh) o k) = Íd o (h o k). De dónde, 
hok =le. Análogamente se puede mostrar que koh =le•· Por tanto, h: e-+ c' 
es un isomorfismo. • 

Ejemplo 2.13.3 El diagrama vac{o tiene por llmite a cualquier objeto terminal, 
si es que nuestm categoría tiene objetos tenninales. 

Ejemplo 2.13.4 El diagmma consistente de dos objetos a y b y sin flechas, 
tiene como límite a cualquier producto de a y b(si es que lo hay) ax b junto con 
las flechas proyección Pa y Pb. 

a b 

·~~-·a X b 

Ejemplo 2.13.5 El diagrama de. do~ .objetos a y b y un par paralelo de flechas 
f, g : a =I b tiene como l<miteal iglial~cl.or def y g; · · · · 

:\:'· .. >>•'.:}'•"'":;-:e .. 

\·~1~:~'. 
Dualizando la definición ai1te~ior,"teneni~s: 
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Definición 2.13.6 • 1. Un co-cono para tm 'dlagrrima D o D-co~C:ono, deno

tado po1· { c, {f ~ : d E D}}' consta de un e-objeto cjunto co11 uná C-fiecha 
fd : d-+ e-por cada e-objeto d de D, de tal manero que si g : a:-> b es 
una e-flecha del diagrama D, entonces fa = fb o g~ Esto es, el diagrama 

e 

Y'< 
a 

9 
b 

conmuta. 

2. Un ca-límite para un diagrama D es un D-co-cono {e, {/d : d E D}} qué 
cumple que dado cualquier _D~co-cono {e', {f.í : d E D}} hay una única 
e-flecha h : e -+ d, de manero que paro' cada d en D, f.í = h o fd, es decir, 
el diagrama: . ' ' 

1~/f\1! 
u.e~ 

a 
9 

b 

conmuta para cualesquiera a y b objetos y f : a -+ b. 

Corno se puede observar de estas definiciones, los límites tienen una pro
piedad cercana a la rnaximalidad en el sentido de que cualquier cono para el 
mismo diagrama está "metido" de manera única en el límite. Análogamente la 

. definición de co-lírnite establece una propiedad cercana a la rninimalidad. 

Ejercicio 2.13. 7 Dualice los ejemplos 2.13.3 y 2.13.4. 

El dual del ejemplo 2.13.4 es co-cono muy importante para este trabajo, y es 
conocido corno coproducto. En general el colfmite del diagrama con dos objetos 
a y b y sin flechas se denota con a + b. Dadas dos flechas f : a -+ e y g : b -+ c, 
la flecha cuya unicidad se postula se denota con [f, g]. Es posible construír una 
flecha f + g dual a la flecha producto f x g. El lector podrá definirla fácilmente. 

En la categoría Set de conjuntos, el coigualador de dos conjuntos a y b es 
un la unión disjunta de a con b con las inclusiones ia : a -+ a+ by Íb : b-+ a+ b. 

Ejemplo 2.13.8 (Ca-igualadores) Sean f, g : a =I b un par paralelo de C
fiechas. Un ca-igualador para f y g es un co-límite para el diagrama consistente 
de los e-objetos a y b y las e-flechas f y g. Esto es, un ca-igualador para f y g 
consta de un C-objeto e y una e-flecha i: b-+ c tales que: 

J. i o f = iog 
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11. Cada que ,; ! , b .:'...+ c, ~s 'tal j¡;,c :¡/b f ~ h o~: Cxistc una tlnica C-fiecha 
k: c-+ c ile rna;,,eiri:quc Ji'= k;;i;Esti:rcs;; el dia!Jmma . 

... \. 

conmúta: 

,· . ; .. · .. ·., :>,.. ·, 
que lleva a cada b E B en su clase de equivalencia. Así pues, E junto con i es el 
ca-igualador de f y g. , 

Ejercicio 2.13.9 Pruebe esta tlltima afirmación. 

Lema 2.13.10 Toda flecha ca-igualador es epi. 

Prueba. La prueba se obtiene dualizando la prueba del lema 2.12.2. • 

2.14. Tiradores 

Un tirador (en inglés pullback) para un par de flechas f: a-+ e y g : b-+ e 
con codorninio común e es un límite para este diagrama. Esto es, un C-objeto 
d junto con tres C-flechas !' : d -+ b, g' : d -+ a y h : d -+ e, tales que 
h = fo g' = g o f'. (Observe que h queda determinada por J' y g'), esto es, el 
diagrama 

d I' 
-----+ b 

u'l l;,, '·: 

a.~ e 

conmuta, y que además, para. cual~uier par 'de flechas k : e :._. a y j : e -+ b que 
sean tales que fo k = g o j hay una única C-flécha 'i : e-+. d tal que k = g' o i y 
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j = f' C:, i. ·Esto es representado por eI si¡,,ruiente diagrama: 

junto c~n las proyecciones, (naturalmente, restringidas a D ). Esto se ilustra con: 
•. ·' . ·" .•. ' ·.: • ,: -. ".'.. ; 1, ~ ..... - •. ··, • ,'<-. '·.. ''.. . .. , • . . ' . , ' 

D ·Pato 
---+ B 

: 

'P~.r;l 19 
A ~ e 

.J 

Algunas veces, el 'tirador de f y g es .denotado por Ax o B. Es decir, el produc~o 
de A por B sobre C, o el producto fibrado. . 

Ejercicio 2.14.2 Verifique los detalles de esta construcción. 

Hay una cantidad inmensa de ejemplos con contenido matemático de construc
ciones que corresponden a tiradores, que veremos confonue vayamos utilizando
Ios. Por lo pronto, enunciaremos y probaremos dos resultados importantes: 

Lema 2.14.3 (del Tirador) Si un diagrama de la forma: 

•---+•~· 

1 1 1 
• ---+ • ---+ • 

conmuta, entonces: 

Si lo.9 cuadmdos. son tiradores, entonce.~ el rectángufo (con lados superior e 
inferior como la.9 composiciones evidentes) tambien es un tirador. 
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11 Si el rectángúlo y el c1111:d~d~ de(Úl.do 'd~recho '.so;, Ürodcircs,, entonces el 
cttadrodo del lado izq11iemó iambiér{lo es:O> ,,- ' - ' 

Prueba. Para la primera p~{e, co~id¿J~;~l ~i~¡e~te-diagrama: 
->~~,.'. '··--:;~~·;::;· .. '··." ____ .,.,.. 

, ' ,~;· 'fa-~9 

Dado que el cuadrad~-dei'1~~,~d~;~~fü·:e:~\in'~lrlidor1 y dado un C-objeto e 
·y C-flechas/: é',:4 a~;'g :'.c,S a;l,tales'que (/4'0 1/á) ó_u':= h 6 f; háy una tlnica 
C-fiecha h: e--> _a2 t~l ql!e '.";. . _ _., · '' 

.. 'Y ':-i;:J~'¡;o'1¡-'•: (2.1) 
··-'/ :. ' :·.·-:. 

y 
(2.2) 

Por otro lado; como el ~;inclr~~'Tz~tiiercl~''tili~bién es uri tfr8.dc'.ir, se'tiéne que 
hay Wla única C-fteclta k: e -4 a1 ial.qüe"ei diagrama: ' ' . .. '. .. . . - ·: - ·:.·'.·,' ,:· ::,)- :,. :. ;_~, .... ~-;-\,' - .-•: .... . ... 

conmuta, es decir: 
(2.3) 

y 

f5 ok.=g (2.4) 

De este modo, k es una C~ftecha~u~h~ce que el diagram'a 

'~., 
. ·~J.1. ':J.:;:·;l'• .... 
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co11111ute, esto cH: 

!s.º k =y 

y 

(h o !1) o k = f {2.5) 

lo cual prueba la existencia. Ahora bien0si k' : e-> u1 cumple las condiciones 
2.4 y 2.5 impuestas para k, entonces:.:: · 

(2.6} 
' . ·.. · .. · . . . 

puesto que hes In única que cump!ClaÍl coitclici6n~s 2:1 Y.2.2, que son condicioi1es 
que cumple f 1 ok' (contrastar con 2.3.y2.4). En consecuencia, por 2.6 y por que 
f5 o k' = g, tenemos que k = k', púes por su "'c!onstrucción, k es la única fleclm 
que cumple estas condiciones. ,· .. : ..... '. · · 

Veamos la segunda parte. Para: esto; ~bnsidere el siguiente diagrama: 

,:a~·.~.~5.~ª6 
:·; '•. './3 ..... ' Í• 

Supongamos que f : e -> a2'; g ;·;r~-¿~' son tales que fa o f = h o g. Como 
el rectángulo es un tiradó'r, teneJÍIOS «iú:e'hay' una única flecha k : e-> CL¡ de tal 

. ·.' ~' '.· "1-:'"'·. , . 'i , •r .~~-

(12' ~·jp(j: ;,f1) o k 

manera que 

(2.7} 

y 

g = fsok (2.8} 

puesto que h o (!2 o!)= (ho 12) o f = (!4 o fa) o f = f4 o (fa o f) = f4 o (!3 og). 
Ahora bien, al ser tirador el cuadrado derecho, se tiene que 

!1 o k = f (2.9} 

puesto que f es la única fleclm para la cual se cumplen f2 o f = h o (!1 o k) 
y h o g = f 6 o (!1 o k). Así pues, por 2.7 y 2.9, tenemos la existencia. Para la 
unicidad, supongamos que k' cumple las condiciones 2. 7 y 2.9 para k, pero por 
la construcción de k, esta flecha es la única que cumple estas condiciones, de 
donde k = k'. • 
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' . ' . - -

Corolario 2.14;4 Si u1i dia!Jmma d~ la forma 

-·~-· 
conmuta, entonces: 

1. Si los .dos cuadrados sém • úind;,res, ~nto~~s ~l rÜ:Úngulo . es. tirador. 
. ,, ' . .· .. ,, - ···- "•'!"'". . .. ' ' 

11. Si el rectángul~ y Cl cúddrÍid;; i1if~ri~; ~~n'ÚrÍid~rese~ito~ces el cuadrado 
superiOr es tirador.·• .. ;· •, ... ,.. " · · ·" ·· · 

:·- "' 

Prueba. Basta reacomodar e(diagr~na para verificar. el corolario. • 

Lema 2.14.5 Si el cuadrado · 

.._ ---·~--·---

' .:. ' 
.... g ... 

a---:b 

h! .... _:.··_,'.Jk -+·",, 
c-¡_d. 

es ttn tirador y f es mono, entonces g. también es mono . .. 
;1 ~ ' ' ' - ' - . '. '. 

Prueba. Sean m, l : e =t a dosflechas tilles qt1~ g;, m ,,,;,9_0.l.:Dado que el 
cuadrado del lema conmuta, tene~10s que k og~:¡ o h,por lo que' :>• 

fohol =·kogol.~ko·~~-~~::r~~p)~·{~·:,:•. ,,. ·(2.10)·. 

Así pues, hay una única flecha r ; e :..:.> a tal q~~Jio r == g ;, l y h o r := h o m, 
como se muestra en el diagrama: · .· · .·. · 

~.: 

.:s_~_,,~ i~.1·.¡__~'· .• !' : . '7:~ :·!~_,. ~ 
.'·· ·.·: . .. c-¡d 

Trivialmente, r = l·y r = m cun;plen el primer conyunto. Por otro lado, de la 
igualdad 2.10, y del hecho que f.es mono se tiene que h o l = h o m, por lo que 
tanto r ::O 1 _coinó.r = m satisfacen el segundo coyunto. De este modo, l y m no 
tienen otra rnas que ser iguales. • 
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2.15. El lanzador 

El lanzador de 1111 par de flechas con dominio común es el cÓ-límite del 
diagrama formado por éstas. Esto es, dado un diagrtúría del tipo: 

a~b 

g ! . ; 
e 

el lanzador de f y g es un C-objeto 'el junto ccin' dÓs C~fle~has /' e -+ d y 
g'.: b -+ el tales que -.. -,·- · · · - ··'··'·'>°· ~ .. _ . _ 

J. g' o f =!'o g y . \y:. 
. '4; ';, :··;::¡:' _·:,:'.,, ': '. _'.··_:· ' 

11. para cada par de flechas h: b -+e;k<; c·~:e tales qÚe h o f = k o g, hay 
una 1ínica C-flecha i : d-+ e de:tal ínanéra.que.fo /.',:= k y io g' = h, es 
decir, el diagrama 

conmuta. 

Ejercicio 2.15.1 Dualice el lema del timdor 

2.16. Completud 

Definició~ 2.16.1 (Completud, etc.) Una categoría C, se dice que es: 

a. Completa si y sólo si paro todo diagrama de C hay un l(mite. 

b. Co-cornpleta .si y sólo si paro todo diagrama de C hay un ca-límite. 

c. Bicornpleta si y sólo si es completa y ca-completa. 

d. Finitamentc Completa si y sólo si para todo diagrama finito de C hay un 
límite. 

e. Finitamente Co-completa y Finitamente Bicompleta se definen como es na-
tuml. 

Teorema 2.16.2. Si una categoría C tiene un objeto tenninal y un t.im.dor por 
cada par. de. C-objeta,s, entone.es e.s finitamente co~pfota. 

Para una prueba de este teorema, ver [HS73); Nótese entonces, que si una cate
goría tiene un objeto inicial y un lanzador por cada par de objetos, entonces es 
finitamente co-completa. 
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2.17. Exponenciación 

Dados dos conjuntos A y B, es posible formar el conjunto de funciones BA de 
:. A en B. Para caracterizar con flechas la exponenciación es necesario considerar 
una flecha uspecinl, In flecha evaluación ev : BA x A -> B, que en Set trabaja 
así: 

ev((f, x)) = f(x) 

La función evaluación disfruta de una propiedad universal respecto a las funcio-
nes de la fonna: · 

g:CxA->B 

Duda una f~nción g de esta fom1a, hay una y sólo una función g : C ~ BA de 
manera que el diagramo.: · 

BA X A 

f ""'.··· .¡,¡,' .. 1 . . . ~ . 
ñxldA 1 B' 

i/ 
CxA 

conmuta. La idea detrás de esta definición es la siguiente: La función g obliga a 
cada c E Ca comportarse como una función de A en B. Esto es, dada e E C, se 
define Ye: A-> B que trabaja así: Yc(a) = g((c, a)), para toda a en A, y así se 
define g(c) =Ye· 

Por abstracción, daremos la siguiente 

Definición 2.17.1 (Exponenciación) Diremos que una categorla C tiene ex
ponenciación si y sólo si tiene al producto de cualesquiera dos objetos, y para 
cualesquiera objetos a y b hay un C-objeto bª y una C-ftecha ev : bª x a --> b lla
mada "flecha evaluación", tales que para cualquier.C-objeto e y cualquier flecha 
g : c x a -> b hay ttna dnica C-flecha g: c-> bª que hace que el diagrama 

bª x a 

·.~·.·.~ ... =· ...... 
• 1 .. · .. ··~ 

uxl~: ....• ('b 
1/g 

cxa 

conmute. Es decir, hay una dnica flecha g tal que evo (g x la) = g. 

La asignación g--> g establece una biyección entre C(c x a, b) y C(c, bª). Dos 
flechas que se corresponden bajo esta asignación, se dice que son exponencial 
adjúnta una de la otra. 

Se dice que una categoría finitamente completa con exponenciación es car
tesiana cerrada. 
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Teorema 2.Í7.2 Sea e una categoría cartesiana cenuda con un objeto inicial 
o. Entonces en e: 

'J: O~ O X a pam cualqúiere-objeto a. 

2. Si h~y una flecha a -+ O entonce.~ a ~ O 

:J. Si O~ 1 entonces la categoría e.es degenerada, esto es, todos los e-objetos 
son i.~omorfos. 

4. Cualquier flecha O -+ a es mono. 

5. a0 ~ 1, a 1 ~a, Iª ~ 1 pam cualquier e-objeto a. 

Prueba. Dado que que en una categoría cartesiana cerrada hay una correspon
dencia biyectiva entre e(c x a, b) y e(c, bª), se tiene que en particular hay una 
biyección entre e(O x a, b) y e(O, bª), para cualesquiera objetos a y b dados. De 
este modo, al ser O un objeto inicial, sucede que e(o, bª) tiene un solo elemento, 
y en consecuencia e(O x a, b) tiene un único elemento, independientemente de 
la elección de b. De este modo queda establecido que O x a es un objeto inicial, 
y como cualesquiera dos objetos iniciales son isomorfos, se tiene que O ~ O x a, 
Jo cual demuestra l. Para probar 2 tomemos una flecha f : a -+ O y veamos que 
a ~ O x a. Considérese el siguiente diagrama conmutativo: 

donde se muestra que vra o (/,la) = l.,, pero por otro lado, {/,la) o vra es una 
(de hecho la única) flecha de O x a -+ O x a, por lo que no tiene mas remedio 
que ser laxa• Supongamos que O~ l. De este modo, 01 1 o la va de a en O y por 
el inciso 2, se tiene 3. Para probar 4, tomemos dos flechas /, g : b =! O tales que 
00 o f = Oa o g. Dado que el codominio de f y de g es O, por 2 tenemos que b es 
objeto inicial, de modo que hay una sola flecha de b en O, así que f y g son una 
y la misma. Observando que e(I x O, a) y e(I x a, 1) tienen un solo elemento, se 
infiere que e(l, a 0 ) y e(l, 1 ª) también son unitarios, de modo que a 0 y 1º son 
objetos terminalc.'S y en consecuencia isomorfos a l. • 

2.18. Subobjetos 

En Set es posible identificar un subconjunto B s; A de un conjunto dado A 
con la función inclusión B <-+ A, que por cierto, es inyectiva. De hecho, cualquier 
funcion inyectiva / : C -+ A determina un único subconjuinto de A, a saber, 
Im¡. Esto es, Ces isomorfo n Im¡. Así es que, salvo isomorfismo, el dominio 
de 1111n función inyectiva con codominio A, es un subconjunto de A. 

Definición 2.18.1 (Subobjeto) Diremos que urt subobjeto de un e-objeto a 
es una e-flecha mono con codominio a. 
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En Set es pcisible construir el conjunto P(A) de suhécmjÚ;~fos de' A, el c1ial 
está ordenado parcialmente por la contención·. En 111ÍÍÍ •catcgoria ci podemos 
decir que, dados dos subobjetos g: b ,_.a, f: c ~:a/I<;;, gsi y.sólo si hay üna 
C-flecha h : c--+ b tal que el diagratna - ::' · :: ~ .,.: _, _ -~;/· : ····> ~ : --.. · :· 

: .('~\" .::-~-.'./:~ "1 l.'·. 

conmuta. Si el diagrama conmuta; Ji deb~ ~~{~~~o¡. D~ este modo, la inclusión 
de subobjetos es reflexiva pue5 el dia~am~''¿'_i•:.:· , "': .' · _ · · ' · 

conmuta y es tran~itiva porque.si j~~'y.; <;;;, k~ él di~grama conmutativo . . . . . ' ' .;· . ' 

"(j1~ 
jo• it/,,;ª 

' d 

muestra que f ~ k. Sin embargo, no es antirreflexiva, esto es, si f ~ g y g ~ f 
entonces.hay flechas_h,i tales que el diagrama 

bK 
<~· c 

conmuta, es decir, f = g o i y g = f o h, de donde h es In inversa de i. Esto 
quiere decir que los dominios de f y g son isomorfos. Así pues, si f <;;;, g y 
g ~ f, diremos que f y g son subobjetos isomorfos, lo cual denotaremos con 
f ~ g. Observe que la relación de isomorfía de subobjetos es de equivalencia. 
Esto nos permite pensar (aunque no con el rigor conjuntista) en las clases de 
equivalencia de subobjetos de un C-objeto a, y organizarlas en una colección, 
que denotaremos por Sub(a), esto es: 

Definición 2.18.2 Sub(a) e., la colección de clases de equivalencia de subobje
tos de a. 

'1 Ver In parte de flechas mono 2.6 
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2.18.1. Elementos 

, Habiendo descrito categóricamente la noción de subobjcto, podemos dcscri
bir: tambicn la noción de elemento. Un elemento x E A puede ser identificado 
con su unitario {x}, y así con la flecha inclusión {x} >->A. Por otra parte, cada 
función de 1 en A determina uno y sólo un elemento de A. Así pues, si una 
categoría C tiene un objeto terminal, entonces un elemento del e-objeto a es 
una flecha x : 1 --+ a. Observe que tal flecha es siempre mono. Hay categorías 
en las que la noción de elemento es trivial. Por ejemplo, en la categoría Mon, 
de los monoidcs, un objeto terminal es el monoide "unitario del neutro" o cual
quiera otro isomorfo. Una flecha de este monoidc en otro monoide dado, es una 
función que manda neutro en neutro, y por consiguiente, el unico elemento de 
un monoide es su neutro. 

2.19. Clasificación de Subohjetos 

Hay una relación íntima entre los conjuntos IP'{D) y 2°, para cada conjunto 
D. Esto es, hay una biyección entre el conjw1to de partes de D y el conjunto 

_de funciones de D en 2 = {O, 1}. Esta biyección está dada por las funciones 
características de los subconjm1tos de D, de la siguiente manera. Dado un sub
conjunto A de D, tenemos que el cuadrado 

es un tirador, cuando T{O);;, l. Esto~s, A es'el subconjw1to más grande de D, 
cuya imagen bajo fes {1}. De este modo; f debe ser la función característica 
de A,· i/ si f es' la fúnción .característica XB de. B s; D, entonces B = A.. En 
esta configuración, 2 y' T juegan papeles interesantes: forman el clasificador de 
subobjetos de Set. Esto nos lleva a la siguiente 

Definición 2.19.1 Si e es una categoria con un objeto terminal 1, entonces un 
clasificador de subobjetos para C es un e-objeto !1, junto con una C-fiecha 
T : 1 --+ l1 que satisfacen el 

Axio7na 2.19.2 (O-axioma) Para cada flecha mono f : a --+ d, existe una y 
sólo una flecha X! : d --+ l1 tal que el cuadrado 

e.~ un tirador. 



42 CAPÍ~ULO 2. )N_TRODUCCIÓN AL LA TEOllA DE CATEGORÍAS 

La flecha xí ser,1u~,1;~d~ la flecha caraeterística d~ i> '';'" - · 
Observaci6;. 2:1973 _Un _cl~~ificador de subobjeto; de und categoría C, si exi.~-
tc, es ltnico salvo: Í!1omorjismo ... ' ;i; >t "' '' 

· Prucb~; S~~~Il~~iúós que T :: 1-'+ U y T' ;:'~, _::. n;son clasificadores de C. 
Así tenemos que los cuadrados del dingrauia:: ~ 

l~f! 

1J ,. +~~ ·, 
::1'~º'. 
I! T .. !XT• 
1,~n .. :., 

son tiradores, luego, por el corolario d~l Leina del Tirador (corolario 2.14.4), el 
rectángulo tambien es wi: tirador~'-Pero eFdiagrruna: .· .. . .,.~L .. \5r:l,,-· .. 

1! · '•• ·:<J1_n: '' 
cT n< 

tambien es un tirador, d~ man~~~ q~~ JC>r ~I f!~axioma, lo = XT' o XT· De 
manera análoga se puede ver, que' lo• ~·x;. o x+•. Por tanto, n ~ f!' • 

Además, la asignación de flechas carai:terísticas es uno a uno, en el sentido 
expresado por. el siguiente teorema. , · · 

Teorema 2.19.4 Sean j: .ª H d .y g ! b >- d subobjctos de d. Entonces, f ~ g 
si y sólo si X! = x 9 .. 

Prueba. Supongamos primero que f 6i g. 

Si k es un isomorfismo de b en a entonces el cuadrado exterior tambien es un 
tirador (pues g = f.o k). Sin embargo, x9 es la única flecha que hace que el 
cuadrado exterior sea tirador, de donde X! ,,.;, x9 • Por otro lado, si X! = x9 , 

tenemos que a, f y b, g son límites para un mismo diagrama. Por la observación 
2.13.2 a~ b, y asíf ~ g. • · 
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M1is 1uí11: Dada una flecha h : d -+ f!, al tirar T a lo largo <le h, obtene
mos un subohjeto f <le d, cuya !lecha característica es precisamente h. Esto, 
naturalmente, mieutrns nuestra categoría tenga tiradores. 

Así pues, en una categoría C en la que todo par <le !lechns tiene un tirador, y 
que tiene un clasificn<lor de subobjetos fl, la asignación de flechas características, 
inyecta a Sub(d) en la colección C(d, f!) <le !lechas <le den f!, puesto que a cada. 
subobjcto hay 1isib'11ada una t'mica flecha característica, y dos subobjetos son 
isomorfos si y sólamente si tienen la misma flecha característica (ver teorema 
2.19.4). Ade1rnís cada flecha de d en f! determina al menos un subobjeto de d, 
nsi que la asignación de !lechas características biyecta a la colección Sub( d) en 
la colección C(d, f!). En símbolos, 

Sub(d) ""C(d, f!) (2.11) 



44 CAPÍTULO. 2 .. INTRODUCCIÓN AL LA TEORÍA DE CATEGORÍAS 



Capítulo 3 

To poi 

3.1. Topoi: definición y ejemplos 

Definición 3.1.1 Un topos elemental es una categoría C que cumple: 

(1) e es finitamente completa. 

(2) e es finitamente ca-completa. 

(3) e tiene expor1enciación. 

(4) e tiene un clasificador de subobjetos. 

Por elteorema. 2.16.2, la condición 1 puede ser reemplazada por: 

(~ ') ·~ tiene un objeto terminal y tiradores. 

y 2 por: 

(2') e tiene un objeto inicial y lanzadores. 

Ejemplo 3.1.2 Set es un topos. De hecho, es la motivación de la definición de 
topos. 

Ejemplo 3.1.3 Finset es un topos. Su estntctum de topos se hereda de la 
estrnctum de topos de Set. 

Ejemplo 3.1.4 Set!, la categoría cuyos objetos son los pares ordenados de 
conjuntos y cuya.9 flechas son los pares ordenados de funciones, es un topos. Su 
estrnctum de topos se obtiene duplicando las con.9trucciones en Set. 

En Set2
, un objeto terminal es el par ({O},{O}) de unitarios. Además, dadas 

dos Set2-flechas 
(!, g) : (A, B) _, (E, F) 

(h, k) : (C, D} _, (E, F) 

45 
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con codominio coÍnún;' formnnios los pr~ductos librados en S'et 'de j : A ~ E y 
li: C-+ E, Y" de g: B-+ F y k: D-'+ F. El tirador ele esta5 dos flechas será el · 
pnr de productos fibrados: · · 

Ejemplo 3.1.5 (Haces) Ún haz de conjuntos sobm un conjunto I es un con
junto de la forma U{ A; : i E J} donde A; n A; = 0 para i i' j. Así pues, dado un 
conjunto de índices I, se define la categorla Bn( 1) de haces sobre I, en la que 
preci.rnrncnte, los objetos son los haces sobre I, y las flechas son las funciones 
quc "preset'Van clase", es decir las funciones de la forma f : UA; --+ UB;, tales 
qúe f[A;] ~ B;1 • 

Es posible caracterizar altemativrunente a los haces sobre un conjunto ciado 
!, de la siguiente manera: Un haz de conjuntos sobre l es un par A, f, donde A 
es un conjunto y f : A -+ I es una función. De este modo, A = U{A; : i E J}, 
donde A;= ¡-1 (i). Una flecha de A,f en B,g e5 una función h·: A--+ B tal 
que g oh= f. Es decir, el diagrama: 

I 

conmuta. 
Examinemos la estructura de Bn(I). 

l. El objeto terminal de Bn(I) es el par J, Id1, porque para cualquier A, f 
en Bn(I), hay unn única función h: A--+ l tal que Jd1 o h.= f, a saber, 
~ .... 

A /=11 

\f.'," 
I 

El tirador de dos Bn(I)-flechns con codominio comun f : A, f A --+ C, fe y 
g: B, ÍB -+ C, fe se obtiene formando elpródú'cto fibrB.do. AxeB sobre C 
(es decir, el tirador en Set) junto c01da5 funciones proyección restring¡das 
al producto fibrado. La función j : A x·c;·:.B -2; /'queda obligada por las 

'I~ : 

1 Aquí denotamos con /(A,] a la imagen de A¡ bajo f; 

....... -···- ···- -~-·~ --~--.~--- <. - -~-· ---·~-- - --1----------------, ___ ,,, __ ,,, __ c=_-,:_ =-:_=: .. ===---=-=-.. .,.,-.,.~=-''"'-'---"-"-"-'-'--'--=------'---"c-'-:'-'_;,;"";;;;_:·-····--·· .... ,.,. 
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2. 

composicioÍles con I y ·g. 

·A . B __ 1•_ra ___ B 

,.:r~I '"<, 
A .. 

N. .... I 

e 
~· 
. I 

Nótese que dado i E, I, j-; 1 ('Í) es un'~irapár de f;\1(i) y /jj1(i), es decir, 
el cuadrado · ¿< : pr~; B , . 

. ] .(i)~ ; 

P~~;i , ,¡~fB¡ .· 
A; ;r~, C;i 

es un tirador. 

El objeto h1icial .de Bn(I) es 0; !r, e) conjunto vacfci ju?ito con la única 
fmición .de 0 en l. · · 

0---1"--~A 

\~,' 
.[ 

La:constucción del lanzador .de dÓs.Bn(I}-flechas con dominio común es 
análoga a la construcción.del tirador, es decir, consiste.én construir un 
lanzador por cada i E l; · · "· · ''.• . · 

3. El objeto exponencial de dos Bn(I}-objetos, A, / 8 •9 es el conjunto de 
funciones de B en A que factorizan a g con re5pecto a /, es decir, el 
conjunto A 08 = {k: B-> Al g =fo k}, junto con la función evaluación 
usual de Set. De este modo, dado un Bn(I)-objeto C, h, el producto en 
esta categoría de C,h con B,g es el producto fibrado por h y g C x 1 B, 
junto con la función p: C X¡ B--> l dada por p(x, y)= h(x)(= g(y)) 

CxrB~B 

pre! ",,~ ! g 

C ,. I 
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Veamos que pilra cada: Bn(I);objéto C, h y cada Bn(I)~ílecha r : C, h x 
B,g -+ A,f, luiy ülíá lí1iica flechar! C, h'-+,'A,J!1:º tal que rx ln,9 oev = 
r, es decir, veainos que'el diagrama; < ... ;.' .. 

;~:· ·-> .. ::.:._.?;_ : ~.:1[ 

«'"•. ',•.,'._-¡,, .. _-e' 

conmuta; Pero p()~ laá obs~~~io~cs Ji~~Í1ll..~,- tenemos que este diagrama 
es equivalente al siguiente: · · · · . 

SeaC,hun Bn(I)-objetoyr: C,hxB,g e> A,gunaBn(I)-ílecha. De este . 
modo, r: C x¡B-+ A es una función, y'iie define la función T: a·.::_. A08 

de la siguiente manera: dada c E G, f(c) :B _, A es la función dada por 
(r(c))(x) = r(c,x). Bastará mostrar que r((c,x)) = ev((r(c))(x)); lo cual 
se cumple por definición. · 

4. El clasificador de subobjetos !1 de Bn(I) es un haz de clasificadores, es 
decir, el conjw1to 2 x I, junto con la función proyección en 1pr1 : 2 x I -+ I. 
La flecha T. para este clasificador es la función de 1 (el objeto terminal) 
en n dada por_' 

T(i) = (1, i) 

· Finalmciite, veamos que n clasifica subobjetos. Sea k : A, f -+ B, g una 
flecha mono en· Bri(I), Sin perder generalidad, podernos suponer que k : 
A L+'B;es una' inclusión y que f(x) = g(x) para todo x E A. 

Definiremos la flecha característica de k como sigue: 

Xk(X) = {(i,g(x)) 
(0,g(x)) 

si x E A 
en otro caso 
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Salta a I~ vista que· el cliagrama 

conmuta, pero además es un tirador. 

3.2. Gavillas sobre espacios topológicos 

El ejemplo de topos más relevante para llegar a nuestro objetivo es es el de 
las gavillas sobre un espacio topológico. 

Dado un espacio topológico (/, 0), una gavilla sobre 1 es un par (A, f), donde 
A es un espacio topológico y fes un homeomorfismo local de A en I. 2 De este 
modo, se define Top(I}, la categoría de gavillas sobre/, como la categoría cuyos 
objetos son las gavillas sobre/, y dados dos Top(I)-objetos (A, J) y (B,g), una 
Top(I)-flecha h de (A, J) en (B, g) es una función continua de A en B que hace 
que el diagrama 

A 
11 

B 

~/a 
1 

conmute. 
La estructura de topos que tiene Top(I) se describe como sigue: 

·l. El objeto terminal de Top{I) es la pareja (/,Id¡), puesto que dado un 
objeto (A,f) de Top(I), Ja única flecha h de (A,/} en (I;Id1) que hace 
que el diagrama · · 

A h J '.'. 

~~' 
I 

conmute es h =f. Evidentemente, Id1 es un homeomorfismo local. 

2. El objeto inicial de Top(I) es el par (0, 0), donde 12! es la función vacía 
con codominio /. 

2 Un homeomorfismo local f : A - l es una. función continua tal que para cualquier 
punto x E A hay vecindades abiertos U de x Y V de /(x) tal que f restringida en U es un 
homeomorfismo de U en V. 
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3. El tirador de dos Top(I)-flechas con codominio común, digamos F : 
(A,f)-+ (C,h) yG: (B,g)-+ (C,h),se obtiene "tirando" Fa lo largo de 
G y G a lo largo de F como flechas en Set, esto es, el tirador de F y Ges el 
Top(I)-objeto (A x 1 B, h), donde A X¡ B = {(x, y) E A X B i f(x) = g(y)} 
es el producto fibrado de A con B con la topología heredada de la topo
logía producto de A x B, y h : A x 1 B -+ I es el mapeo continuo ciado 
por: h((x,y)) = f(x) = g(y) que es, por cierto, un homcomorfismo lo
cal. Obsérvese que las funciones proyección restringidas en A x 1 B son 
continuas y abiertas, y hacen que el diagrama: 

A X¡ B 
prnfA)(¡D 

B 

.pr,dAx 1 D ! !g 
"~ ' -·.·-· .A e 

J 

sea un diagrll.nia.tirádor en Set, de 1iÍanera que el di8grama 
'< ~: ;_>; ,\ .. /, 

~ '.>- ~ ~ , ' • ~f • • ' ._ 

., (A X¡ B,k) pratAx1a . (B,g) 

•. P~~;;~;ifO;':~ !o 
,.~. ,\(A,J) --F-- (C, h) 

es un diagrama tlrad~~ en Top{I). 

4. El clasificador de subobjetos !1 de Top(I) se obtiene mediante una cons
trucción bastante más complicada. Sobre 0 {la colección de abiertos de /) 
definiremos una relación de equivalencia por cada punto i E/. 

Definición 3.2.1 Sea i E /. Diremos que dos abiertos U y V en I son 
i-equivalentes (U ~; V} si y sólo si hay una vecindad abierta W de i paro 
la cual unw = vnw. 

La i-equivalencia es una relación de equivalencia puesto que si las vecinda
des abiertas W1 y W2 son tales que UnW1 = VnW1 y VnW2 = WnW2, 
entonces se tiene que Un (W1 n W2} = W n (W1 n W2). 

La clase de i-equivalencia de U ([U]1) es llamada el "germen de U en i". 

De este modo, se puede definir cada tallo de la gavilla clasificadora corno 
sigue: 

Definición 3.2.2 Sea i E I El tallo de i en !1 es el conjunto: 

!1; = {(i, [U];): U E 0} 
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De modt1 ¿,;~ n'·~~í'iiuiÜÓn d~ los tallosn;; jÜnto COII la función p: n . .:_., l 
·'que aptintcís de!1í'iasoCia.el valor i;'LaJiopolologfade íl tiém~·como base 

a todos lo~ córij~~tós de la forma · / .•. : .. • ::·,· •. ;;¡;· \,. 
(U,V] ~ {(i; (U];): i ey( 

dónde U y V son abiertos y u.~ V. Obsé~ que c~ri: e~t~ d~finiéión, 
p resulta ser un homcomorfismo local den en /.3 Además esta topología 
hace discreto a cualquier tallo sobre I, es decir, a cada íl;''. ·•:'; 

Denotaremos por 0; a la colección de vecindades de abiertas de i. 

Observación 3.2.3 Pa~ cualquier abierto U en l: 

(a) [U]; = [!]; si y sólo si i E U 

(b} [!]; = 0; 

(e) [U];= [0]; si y sólo si i es separnble de U, es decir, si hay una vecindad 
abierta V de i tal que U n V = 0. Equivalentemente, i está en el 
interior del complemento de U. 

Ahora bien, se define la fleeha T de Top(I) como la ftincióri ·de 1 en n 
dada por: T(i) = (i,ÚJ;)' ;: ; ·:;·.:;-::i:,"'l' '";i . 

Obsérvese que Tes una función continua ya que si u'e·a eÍitó'nccs T(U),,,; 
{ (i, (1]1) : i E U} = { (i, (U];) : i E U} = [U, UJ y [U, UJ es un abierto (de 
hecho básico) de n. 

Sólo resta verificar que nuestra pareja íl, T clasifique subobjetos. En efec
to, sea h : A, f --+ B, g una flecha mono en Top(I), es decir, una función 
continua de A en B, tal que el diagrama · 

A h B 

~~ 1 . 

conmuta. Dado que g es un homcomorfismo local, podemos pensar a A 
como un subconjunto abierto de B.4 Definiremos la flecha característica 
de h como sigue: 

Si x E B, tomamos una vecindad abierta S de x en Ja que g réstringida 
sea un homcomorfismo sobre su imagen.· Entonces 

Xh(x) = (g(:z:), [g(A n S)]9 c.,i) 
3 Dndos i E I y U E 0;, la vecindad (básica) [U,U] = {(j,[U];)} dcies homcomorfaaU. 
·1 J..a Imagen de A bajo f es un abierto en 1, y en consecuencia. la preimagen bajo g de la 

imagen de A bajo fes un abierto en By es homeomorfo a A. En slmboloo, g-1 (/(A)) !:l<! h(A). 
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Recuérdese que estamos peminndo a A como un subconjunto abierto de 
B. Obsérvese que [g(AnS)]g(:rl = (I] 9 cx> si y solamente si g(x) E g(AnS), 
lo cual es equivalente a que x E A n S, y como de cualquier manera (esto 
es, independientemente de quien sl'.a S) x E S, basta y sobra que x E A. 

3.3. Propiedades fundamentales de los topoi 

3.3.1. Igualadores y mono 

En la sección 2.12 se vio que el igualador de un par paralelo de flechas es 
siempre una flecha mono. En un topos el converso también es cierto. 

Teorema 3.3.1 En un topos t:, toda flecha monof: a>-+ b es igualador de un 
par paralelo de flechas, a saber la flecha caracter<stica de f (XJ) y T b =To lb· 

Prueba. Sen f : a >-+ b mono. Considérese el siguiente diagrama: 

a~b XI fl 

~;/ 
1 

que conmuta porque el siguiente diagrama 

es un ti~ador: I>~ IÍl~do c¡¡¡é xro{;;;, +b-~ f. Sea li :) ¿ a 'una flecha tal que 
X¡oh =Tboh.·De este modo.debe'áuceélér'que XJ oÍi·=·Tolc, ·como se muestra 
en el diagr~a ;: '" · 

1(r_:ll_·~-·-~T~'.j,; 
\·;>'-.A'-'·. .1L 

Dado que el perímetr~ d~l-_di~wa~a'Y~1terici~ conmuta, hay una única flecha 
i : e:_.. a tal.que i o¡.;· :;:¡~'y1 i .º f;:;:=)ii:de manera que i es la flecha buscada, 
que ri1üestra que I es él igüalaéfo( dé 'xi y T b • 

Corolario 3.3.2 k,;:;~n't~~~~;·~;:'~~d~ flecha epi y mono es iso. 

Prueba; Por el te~~~rii'~'·iihf~;i6r; una flecha mono es igualador de dos flechas, 
y por el teorema 2.12;3, tÓdoigualádor epi es iso. • 

·,l, 
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3.3.2.: Tiradores, coproductos y epi . . . 

Lema 3.3.3 Los timdores preservan flechas epi'. .Esto es,':si el c1útdrodo 

ct~b 

gl ·.· '• . !'.· ... 
.. ti . 

C--:+: d .· 
. . , . . . . 

es timdor y f es epi, entonces g .también .es epi. 

Lema 3.3.4 Los coproductos'pro.5~/:;;a'n tÍ'radores, esto es, si los cuadmdos 

a-L.J .y 

g ! h ! k 

b~~,¡· 

son tiradores, entonces el cuadmdo ' ' . 

a+ a1 -"·_lf_,f_'I __ d 

g+~' ! . !k 
b + a' --

1
"-·-"-'

1
-- e 

es un tirador. 

3.3.3. Factorización cpirnono 

!' 
a'--d 

g' ! h' ! k 

b'-e 

53 

En Set es posible descomponer una función en una función suprayectiva (so
bre su imagen) compuesta con una función inyectiva (la inclusión de su imagen). 
En un topos E también es posible hacer esta factorización que de hecho es única 
salvo isomorfismo en la imagen. 

Lema 3.3.5 En un topos E, toda flecha f se puede factorizar de la forma f = 
im¡ o¡• donde im¡ es mono. 

Prueba. Sea f : a -> b una E-flecha. Formemos el lanzador de f consigo misma. 
Sean p y q las flechas que se obtienen lanzando fa lo largo de/, como se muestra 
en el siguiente diagrama: 

;I 

1 
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Sea im¡: j(a)-,-.b el i~;~llld6i dép;q.Óé~st~ {uoao; i~n>es ui;~ flecha mono 
(ver teorema 2.12.2). Como p o J.=; q o¡; ~1ay,i111a úniéa'flecha !' : a-+ f(a) 
que hace que el diagrama: · < ;: ,;> "'' :· ·" . · :: " :;: .. :: y, · · 

' ; . . im¡ -~ . :/~. 
· , 'f(a)~·,., b=:r 

' ... ;.-·e;/.¡:·.-./~ ' 'q 

,•' 
a 

' . > . ~: :· ' .. '. ''. 

''conmute .• 
'Lema 3.3.6 J(a) es el menor E~obj~to ·'a t~~és d~l cual se factoriza f .. Esto es, 
si u y v son tales i¡ue · · ·•·• ' ••... :..,,~· .. , .i·.,,." : ..... :: ·•·•·>• .. ·:""'··"' 

~~k( 
conmuta, entoncés hayu;:;a úniea .fl~ch~ k :f(a) "'-+ c·tal q~e el diagrama 

;).{%~ 
a·*•' ... · ..... :~k .••···.·. b .• :·l.~· ..• " . 

. 'I'' ..... 
. ;·•.:· .. C_, 

conmuta, y de este modo,f(a) es ~n s'ubobjeto de c. 

Prueba. Dado que V es '1Il~n6, ~ es el igualador de dos !lochas, digamos s, t : 
b =t d (ver teorema 3.3.1).'Así:' · · 

SO f'= SO V O U= t O V O U= t O f 

Por tanto, el perímetr~ .del,dl~~ama. 
·•. f 

,¡-j~ 
t~} 

conmuta, pero si el ctiadraclo'.i11t~rlor;;d~l 1~lsmo,es w1 lanzador, se tiene que 
hay una única flecha h : r .-4: d. tal que'.h ·º p~ ~ y h o q = t. Pero entonces: 

soim¡ = 1id~:;,~J/t{"l.':~11.~'~oi:,n¡ = toim¡ 

~--------------------~'="-=-'=""'=,,...,.-========-:-======--- '" '.'f'"'' .. 
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y corno ves el igualador des y t, hay una únicá.llecha k\ f(a) -+e tal que el 
diagrama · · . ·. . , 

,:. ":. ',···:· ~". 
t; ~ . b===d 

~' ~.'/ái?:f,:J, !: ',· 
,··:.>::::,·--. 

conmuta. Esto es, vok "."' im/ (Í;ri1i~g'ri10 cíJr.;clíb'del diagrama del lema). Además 

'.·,· {fi·~{·fh.;¿·sj:;s·Í{.r2~~:~1%0~)kº/~>.~v.º~.·.····... . 
'Como V es 'cáncelable pór.Ia'• izquierda; de Ja últin1a igualdad sé tiene que: 

.•.... ~·.··. • •.• '. .. · x~!·:3~.i··1J~.~?J}:;.{i;irt:t1J~,i.~~::1i~~~!ir.'·,~.i·.1f;~.:· ..... ·<·· ..•.... 
Es decir;. la colirlmtatividad •del triárigitlo izquiel'.do. del. diagrama del lema. • 

~::.:::u:tf ;t&.~~l~~;~~¿,¿1i1~·u~. •"' 
(.*'.-r···.~ .. ..:; .... ;~ ·· a"":.'..) ;~.,,.;; b 

'j·~ ·.: im¡ 

/(a 

'i f SIS CON 
FALi.A DE OilGEN 

conurnta. Como irn¡oim¡• es composición de flechas mono, ella misma es mono, 
de modo que im¡· es la única flecha que hace que im¡ o imr ~ im¡. Pero 
aplicando el teorema anterior, tenemos que im¡ ~ im¡oimr, por lo que f"(a) ~ 
f(a), así que la flecha im¡• debe ser iso. 

Recuérdese que por construcción, la fleclia irn¡· es el igualador del par de 
flechas p•, q• definidas por el diagrama lanzador 

r a--J(a) 

r l lq· 
/(a)---;;--- r 

de modo que p• oirnr = q• oim¡•, pero como im¡. es iso,.tenemos qué pº = q•. 
·Ahora bien, sean h,k: /(a) =1 e dos flechas tales que roh= f"ok. Veamos 

que h = k. Como se vio en el párrafo anterior, el lanzador de'/'. cori ¡• es de la. 

. •' . 

·---~---_;:~---~-----C..--'_·:-_-~--·---· . --· ... -··--··-·-~··-----
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forma: 

r a-Pf(a) 

r ! .• lq·, 
f(a)~r 

. " 
. , "· ... 

CAPÍTULO 3. :TOPO! 

donde p' = q', y ·dado que ·01 <.'.uadrado· exterior del diagrama: 

., :·¡··'< '' 
. '• ,.ti'·-.:. ' f(¡ª}~~ 

. e • . . h 

f(a) '---:--- r ' 

,'.·.~e 
.... --... :··. ' ·- -_ ' -

conmuta", existe una única' flecha 'j :'r _....~tal quejo p .;,.h y2j o p.= k (como· 
se muestra en el mismo diagrama), de~d6nde se tiene que h = k, lo cual prueba 
que f' es epi. • 

Teorehia.3.3.8 En un topos e,'~~~dd fl~f/¡~':}: 'o,L . ., b tiene una factorización 
'', .. epi¡;nqno,irn¡ o.¡~: a_,. f(a) ,:_.by e~tafactorizaci6n es única salvo isomorfis
' ª1Tt!!_:"Esto~ ~s: .9i"J o ti. :~ _,. e ,...... b es' Ú.na }actorización epimono de f entonces 

exi.ste una úñl:ca' fléClia F.: tal que el diagrama 

conmuta, y además es iso. 

Prueba. La existencia de la fa.ctorización está demostrada por los lemas 3.3.5, 
3.3.6 y 3.3.7. El lema 3.3.5 garantiza la existencia y la unicidad de la flecha 
k : /(a) -+ e para la factorización epimono v o u : a-+> e _. b dada. Ahora bien, 
la flecha k es mono porque im¡ es mono y im¡ = v o k (ver) 2, además k es epi 
por·qtte u es epi y u = k o ¡• (ver) 2. Como k es mono y epi, por el corolario 
3.3.2, k es iso. • 
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3.4. La estructura del Clasificador de Subobj~ 
tos 

Sabemos que el clasificador de subobjetos de un Topos al menos tiene un 
elemento, esto es, al menos hay mm flecha del objeto terminal 1 en n, a saber, 
la flecha T. Sin embargo, también es posible encontrar otro elemento de n, 
tomando la flecha característica del objeto inicial O. Mostraremos quien es esta 
flecha en el topos Set. 

El conjunto vacío 0 es -por vacuidad- subconjunto de cualquier conjunto 
dado A. En consecuencia, su función característica es la función constante O de · 
A en 2. Tomando A = 1, la característica del vacío respecto al 1, es una flecha' 
~1-~ . 

Definición 3.4.1 En un topos, la flecha camcterlstica de im objeto inicial como. 
subobjeto del objeto tenninal 1, es una flecha de 1. en n, que denotaremos cd1( 
l.. bs decir, .L : 1 -+ n es la flecha camterística de la flecha 01 : o..,.+ i: 
Esto es, según el f!-axiom~, que J_ es lá úiiicá:.~&;h~ ,que.hace que el cuadrado 

''·;. .·~:. :· ... 
sea un cu.adrado tirador. . .· . . . . ·"''· :·"""·<",:"-. ,_:-:· .;":: .· , . , 

La flecha .L : 1 -> 2 del topos Set.es la inclusión del subconjunto {0} en 2, 
es decir, .L(O) = O. ' . ' · · ' ·· . \ ·:e . , 

Más en general, por cada objeto a de' uri topos"&; 'denotaremos 'éon .La a la 
flecha característica de O como subobjeto de·a, e8 deéir, .La es la única flecha de 
a en n que hace que el cuadrado · · · · 

º~" 
lo! ! ~. 

1---,=-- n 

sea un tirador. De hecho, .La se foctoriza a travéS de .L, de la siguiente manera: 
• . • • ? . ' • 

Observación 3.4.2 .La =.Lo lo· Es decir, el cuadrado 

es mt tirador. 
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Prue.ba. Veremos que el. reétángulo eXtcri()i del diagrama: 

O~á 

lo!. ' ;!I· 
' ·- .. ·."01·'.:':. 
0~1.·.· 

1~1. ''.:/'l.1.', ... 
1 >·°T" n: 

es un tirador. Por definición· de 1.; el cuadrádo ·inferior del diagrama anterior 
es un tirador. Respecto al cuadrado superior, obsérvese en primer lugar que 
conmuta, y supongamos que h : e _, a y k : 'e _, O son tales que la o h = 0 1 o k, 
como se muestra en el diagrama: · · · · " ' 

e~·~········. \k""':- .... ~ 
o-a 

k 1{ '!I· 
0-1 

º' 
asi pues, hay una única flecha de e en O, a saber k, tal que k = 10 o k y 
h = O., o k. La primera parte de esta afirmación no necesita prueba, y para la 
segunda considérese que al ser k una flecha de e en O, resulta ser un isomorfismo 
de e en O (ver teorema 2.17.2.2) y así e es un objeto inicial, por lo que h es la 
única flecha de e en a. Pero como 00 o k : e _, a, necesariamente h = 0 0 o k. En 
conclusión, los dos cuadrados, superior e inferior, son tiradores. Por el Corolario 
del Lema del Tirador 2.14.4, el rectángulo exterior es un tirador. •Un topos 
es degenerado si todos sus objetos son isomorfos entre si. 

Lema 3.4.3 En un topos no dege11erodo t:, T # l.. 

Prueba. Dado que T = x1 , y l.= xo,, si T =l. entonces 11 ~ 0 1 , de dónde 
1 ~ O, contradiciendo la no degeneración de t: • 

En el siguiente capítulo haremos wia exposición exhaustiva de la estructura 
algebraica del clasificador de subobjetos de un topos. 



Capítulo 4 

La estructura algebraica del 
clasificador de subobjetos 

4.1. El álgebra de valores de verdad en un topos 

A continuación se muestra la estructura algebraica del clasificador de subob
jetos de un topos. En principio, definiremos algunas "operaciones" entre valores 
de verdad. 

Definición 4.1.1 (Flecha negación) Se define la flecha neg: f!-+ f! como la 
flecha característica de l., esto es, como la única flecha que hace que el diagrama: 

l~f! 

! ! neg 

1-:r-- n 

sea un diagrama tirador. 

En el topos Set, la flecha neg es la función N EG de 2 en 2, que es la 
característica del subconjunto {x : N EG(x) = 1} = {O} e 2, pero la inclusión 
de {O} en 2 es la función l. de Set. 

Definición 4.1.2 (Flecha conjunción) Se define la flecha can : í2 x f! --+ n 
como la característica del producto de flechas (T, T) : 1 --+ f! 

Esto es, can es la única flecha que hace que el diagrama 

1 
(T,T) nxn 

! ! con 

1 T n 

59 
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sea un <liagrruua tirador. 
En la categoría Set, la flecha can es la función CON·: 2 x 2 ;.;_, 2 tal que 

al único par ele su dominio que lleva al 1 es el par (1, 1), así que la función 
conjunción de Set debe ser la característica <lel subconjunto { (1, 1)} e 2 x 2, 
pero la inclusión de este conjunto es la función producto (T, T). 

- ' ·. . .. ' .~.. : i. . : ; ' 

Definición 4.1.3 (Flecha disyunción) Se define la jleclui _dis : fl X ri -+ fl 
como la flecha característica de la imagen de la flecha coprodúcto [(T n, lo), (lo, T n)) : 
n+n _, n x n. · ·. · ··. · 

.:· .. --. \': ;: .. ·J:·t"'' '.'- "•_·;· :.·: .· \' ,. 

En Set, la flecha disyunción debe ser la f~n~1ión b1s(2'~'2 t2 car~cte~istíca 
<le! subconjunto . . .: .... ~- · • ."·. ". · 

{ (1, 1), (1, O), (o, 1)} e 2·~ 2' 

Nótese que este conjunto es igual a la unión <le los conjuntos A= {(1, 1), {1, O)} 
y B = {(O, 1), (1, 1)} Obsérvese que es posible identificar ·a .A con la función 
producto (T 2 , h) : 2 -+ 2 x 2, que lleva al 1 en el'par (1, 1)_ y al O en el par 
(1, O). Análogamente, B se identifica con la función producto (1 2 , T 2 ). Formando 
el coproducto con estas funciones obtenemos una flecha f cuyo dominio es la 
urúón disjlUlta 2 + 2 y su codominio es el producto 2 X 2 como se muestra en el 
diagrama · 

2-2+2-2 

(T~!/~,) 
2 X 2 .. 

es decir, f = [(T 2, 12), (12, T 2)). Pero estaf no es una función inyectiva, y 
por esta razón no podemos considerárla \m'_subobjeto de 2 x 2. Sin embargo, 
podemos pasar a la factorizaciórÍ epim,ono de f como se muestra en el diagrama 

2+2 I 2x2 

~Á 
1(2+2) 

y así construír la característica· de im ¡, es. decir,· DI S será la única función que 
hace que el diagrama de funciones 

sea un tirador. 
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Definición 4.i.4 (Flecha implicación) Se define fo flecha imp: !l x fl-> ri 
como.la característica del igualador e :;5-t fl X fl del par· paralelo de flechas 
p¡', ca11 ·: .fl X !l ::::! fl {la primera proyecci6n y la flecha con de la definición 
4.1.2). . 

En la categoría de conjuntos Set, la función implicación I M P : 2 x 2 --+ 2 debe 
ser la flecha característica del orden reflexivo usual de 2, S= {(O, O), (O, 1), (1, 1)} = 
{(x,y)ICON(x,y) = x} (recuérdese que la función CON: 2 x 2-> 2 devuelve 
el menor de sus argumentos). Así que la inclusión de Sen 2 x 2 es el igualador 
de las funciones ca11 y p 1 (conjunción y primera proyección), ambas con dominio 
2 x 2 y codominio 2. 

Ejemplo 4.1.5 En la categoría de Haces sobre un conjunto I (ver ejemplo 
3.1.5), las flechas de verdad consisten en haces de copias de las flechas de verdad 
de Set, e.•to es, sin es el clasificador de Bn(I), entonces n = U;er(2 X i) y 
neg: n -t !l lleva a la par'Cja (l,i) en la parcia (NEG(l),i) = (O,i) y a la 
parcia (O,i) e11 la par'Cia (NEG(O),i) = (1,i). La flecha imp: n X n - n de 
Bn{I) lleva a la pareia {de pares) (x,i) y (y,i) 1 en el par (CON(x,y),i). El 
resto de las flechas de verdad de Bn(I) se construyen de manera semejante. 

4.2. Álgebra de subobjetos 

En esta sección estudiaremos el álgebra de subobjetos en un topos, exami
nando su estructura a la luz de la estructura que tienen las familias de subcon
juntos de un conjunto dado, es decir, de la estructura booleana de las álgebras 
de conjuntos. Así pues, definiremos las operaciones entre subobjetos e inten
taremos extraer las propiedades relacionadas con las propiedades boolenas del 
álgebra de subobjetos de la categoría de conjuntos Set. 

Observación 4.2.1 Sean A, B y D coni1mtos1 con A y B subconjuntos de D, 
y con funciones características XA y XB respectivamente. entonces: 

J. XD-A = neg o XA 

ll. XAnB = can o (XA 1 XB) 

111. XAuB = dis o (XA' XB) 

Prueba. Para x E D, si XD-A(x) = 1 entonces x E D - A, por lo que x </:. A 
y en consecuencia XA(x) =O. Por tanto, 11eg o XA(x) = 1 = XD-A(x). Pero si 
XD-A(x) =O, entoncesx </; D-A, por lo que x E A yen consecuenciaXA(x) = 
O. Por tanto, neg o XA(x) =O= XD-A(x). Visto que ambas funciones XD-A y 
negoxA coinciden en dominio codominio y regla, se tiene que XD-A = negoXA· 
Las pruebas de las afirmaciones restantes son similares, usando las definiciones 
de n, co11, U y dis. • 

1 N6tesc que para. que el pnr de pares (x, i) y (y, i) pertenezca a n X n es necesario que 
ambos pares tcngn.n el mismo índice. 
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Definición 4.2.2 Sean C un topos y d un E:cobjeto. 

J. · Complemento relativo. Dado un subobjcto f : a --'+ el dc d, uii complementa 
de¡ ·rclatfoo ad es el subobjeto - f : -a --> d cuya flecha característica es 
neg o X!. Esto es, ·- f es una flecha que hace que el diagrama 

sea un tirador. 

. -! 
-a-el ! ! ncgox¡ 

1~!1 

2. Intersección. Dados dos subobjetos f ·:, ª . ...:... d y g : b --+ d de d, una 
intersección de f y·gjdenotada porfng :·anb-+ des un subobjeto de d 
cuya flecha característica es ciin'o (xj; X~); Esto es, ¡ng se obtiene tirando 
Ta lo largo de cono.(xj,x~)?comg se muestro en el siguiente diagrama: 

,:·•:'.S«;,.,;·. ·.·.y·,·, ..... ·.·' .. _,. 

··. , ·1r;·f i~-·~('"·' 
3. Unión. Dado~,d~~',~ubiibf~rft/J;i:'g:;:._;d y 9: b--+ d de d, una unión de 

¡ v u, denotadá iió.r I u 'j/f a u b~f-:.j es'un subobjeto de d cuya flecha 
característica ~s dis <?fxiix~>~i:iúió'. ~s;':'{(j g es una flecha que hace que 
el diagrama .·.· .. '. ··•·· '.:·· ·':</~·•é· :·'•; ;·:·:·· 

. ' ... e: .. t;¡:r('~rt1~{t., 
sea un diagrama tirador. 

Obsérvese que por definición, dos complementos de un mismo subobjeto son 
isomorfos, puesto que se obtienen mediante el tirador de un mismo diagrama. 
En consecuencia, podemos decir que "el complemento" de un subobjeto, es 
la colección de sus complementos. La situación es análoga en la unión y la 
intersección de subobjetos. 

Intersección 

Teorema 4.2.3 La intersección de dos subobjetos f : a-+ d y g : b--> d de d 
es la mayor cota inferior de f y g. Esto es, f n g s;;; f, f n g s;;; g, y dado un 
subobjeto h : e_. d de d con h s;;; f y h ~ g, se tiene que h s;;; f n g. 

·,: 
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Prueba. Scari f.: d<;_iy a>b ; d ~ubol>jeto~ dÓcl. Móstr~emos que el tirador 
rormndó por / y 9 es 1,n 9, y así por·1a propiedad universal de los tiradores, 
¡no es la mayor cóta inforior· cié 'I y j¡:;:r, -. : : :::: · . 

SupongaÍnos que eldiagrmn;.: · · .'~ ;. •i,.;, ~ 
. . ' . . .,. ; . ~· '· 

...• d;:;;;:;l1i'; ;: 
es un tirador' 'd~ doride s~ tlene' ~lle ; 

'·' .. y·,"· . 

·· ·. · ;' :fl~f'=Jog' 

Mostraremos que el 'ciiligr'ii.r~a, 

\;;e!. ,· , 7\ .. _d .· ... 
-J/ • 1 ,,,. ' ; • '·< ; !<x1.x.> . 

\<,,"-~,'J.21;:~-~~'.~/{j~·rú ' ,_·.· 
.;;:;i.·. . 

. tan~:7~r~~d:i!~r~#;v~~~~~~~~4~-~j~~' ~ue: 
•por teorema 2.11.2 

por 4.2 

por asociatividad 

'por n - axioma 

por asociatividad 

porque 1 es objeto terminal 

(4.1) 

(4.2) 

{4;3) 
(4.4) 

(4.5) 
(4.6) 
{4.7) 

(4.8) 

Sean h: é ~-'~ y;?:::e~~'.1,t!!,Jes que (xi>x9 ) oh= (T, T) o r. Por definición 
del objeto terininal)/r.;eii'.lá'iíñiciflecha de e en 1 (r =!.),y así, supondremos 

:·:~.;,,i;¡~~t~~~~~) o/o 7 (T,T)ol, 

"<''~_·,,!~.'i·.d! : '•\º ·. · (x1.x.> 
l (T,Tp xn · 

-----------------~-"'-=""" ----------~-· 
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~o:•~•!°k. y busc:s~º~{~ºf,'.:~~f,~(~'.~~·,i·~Y,{t'~~.~~i~ª}?:~•a k : e·~ e tal que 

De est_~- s_up~s1~1on, por.-2 .. '1 L2..:·_ s~ t~~-1~~ ~ue: ~:::·-e·::-,~:-;: ·_ · · 1-

P= ,., ':rtt·~~~!~~f il{~r~:-~:··;¡· 
lo cunl. prúcba que: lós 'redáiigülcis extério'rc5:. 

·······11t1~::·· .•.. ~lx, 
comnutany portai1to.existcriUitiCanit,Jrit1J dos flechas k 1 y k2 tales que h = fok, 
y h = g o k2. Piééisaiiie1ite'j)O.ia éstas flechas, sucede que el rectángulo exterior 
del diagrruna '•· ~·. · 2• ·'" · • f.· .. , . 

·,',,c,,-;·;·~I, 
¿~·:. ·:,~-_/'; ·-~ ~~- :.'':.-.' .• -'. b.·~ d 

. ~', -,-.:,, - -

".'"-{.:. ' ·~ -; .- '. - g 

conmuta, y como. eÍ cu~d~iÚl~J1;terior. del mismo es un tirador (hipótesis 4.1)' 
hay .uria única fleclla,k ·: é',S+;c.tál que g' o k = k1 y f' o k = k2~ Observe que 
esta fleé::ha k es la.bu.sc~S:·"p~est;}' q~e a= g o f' =fo g' y ademáS: 

·'. - . .. :·:_.·' •. '.:,-'.:::.~-'~t.7:':·::/,~-.i~..-:_::-'':)-~-::.::-· .. ·.· ::·-·.· '.·: 
· . •.' a·o'k = g of' o k = g o k 2 .= h . 

Además es la única ~i;~~~: ~i~ k; / ~ .... ·::_. .. ~.~ati~fade h: ~ a .~ k1,. se tiene que 
fo g' o k' = h y g of' ok';.d,'h, de modo que g' o k' ~.k1 .y f' o k' = k2, por las 
unicidades de ki y k2. Pero.·¡)or la unicidad de k con.respecto a las identidades 
anteriores, se tiene que k' =i k. · . . . . 

Con todo esto, tenemos que el exterior del diagrama 

c~d .. 

In! . hl'./•Xs) 

1 . (T,T>n X !1 

1,! · Hn 
. 1-2--n 
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es un tirador; puesto que los cuadrados interiores soi1 tiradorcs:.~or .e.st~razóri; 
a ~ f n g. Ahora bien, a s;; f y a s;; g son consecuel1cias .inmediatas de qué e es 
el tirador de f y g (de hecho las flechas J'y g' lo atestiguan al ser.'mono por el' 
lema 2.14.5). . . · . · . ·. :· 

Ahora mostraremos que a es la mayor cota inferior de f y·g, Séá t: .m -+.d 
una flecha tal que t s;; f y t s;; g. Por definición, esto sucede porque hay dÓs 
flechas mono t 1 : m -+ a y t 2 : m-+ b tales que t = ti o f y t = t 2 o g, es decir, 
el exterior del diab>Tama 

m~·~ .. \··u····~ ~ . 

t, u·l~tg. 
·a~.d 

conmuta, pero como el c~adrado. int~rÍor. es un 'tirado.r, hay una ún.ica. flecha 
v : m -+ c tal que ti = g' o v y t 2 ,,,. f' o v; Como· ti y g' son mono, v también lo 
es, y además . . e· ·., ,· . : ;.,. . 

.. :/. 
'i ~f~ti 
. ::'loo' ov 

=a~v 

lo cual prueba que t,~s subobJeto de a. • 

Unión 

A continuación mostraremos que la unión de dos flechas f y g es la menor 
cota superior de éstas, pero antes será necesario probar un par de resultados. 

Lema 4.2.4 Si el diagrama 

e.~ un tirador, entonces hay una flecha h : J(a) -+ g(c) que hace que el cuadrado 
derecho del diagrama 

sea un tirador. 
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Prueba . . Sean i : e.~· b 'y/;'..: e .. ;+.g(~) 1k.ílechosque se o~tici1L·tir~;<lo im9 

y 1J respectivamente; esto' es,~ las flecluis 'qiÍe hacei'i 'qtie él' ciladrado dérecho' del 
diagrama ·., · ·.•.: · · · ·:" ·· :.: :-· - · ·· · · 

·a~6' 
ui' 1

: .F·.· F 
c~g(c)~d 

sea un tirador. Por el lema 2.14.5, la flecha i es mono. Dado que el exterior del 
diagrama conmuta y el cuadrado derecho es un tirador, se tiene la existencia de 
la flecha/' : ri-+ e que es tal que f = io f'. Por hipótesis, el rectángulo exterior 
es tirador, así que por la segunda parte del lema del tirador 2.14.3, el cuadrado 
izquierdo también es un tirador. Como los tiradores preservan flechas epi (ver 
lema 3.3.3), tenemos que i o f' : a_,. e,_.. bes.una factorización epimono <le f. 
Así q11e por el teorema 3.3.8 hay una única flecha iso k: /(u)-+ e que hace que 
el diagrama 

y .. · .. /([·.~ .... im¡ 

ª~Vb 
e 

· conmute .. Hacieiído h =' h' o k 'tenemos la flecha buscada. • 

Lema4.2.5: Dados· dos subobjetos de f : a -+ d y g : b-+ d de d, la flecha o= 
im¡¡,9 1,· la imag.en de la flecha coproducto [!, g) : a+ b -+ e, tiene camcteristica 
dis o·(x¡,X9 ). .Esto:·es, Xo = XJu9 y en consecuencia, o ~ f U g y hay una 
factorización · epimono de· la fonna: 

[J,gl 

a+b~ Ád 

. , .. aub .'• 
Prueba. Verificaremos que los cuadriul95.<lei diagrama: 

. . .. : ;¡~;:l~~i~~~;~~~~l:~< • . (4.10) 

son tiradores .. Bastar~ pr()bl1rl() sólo' para el cuaµrai.lo'izquier<lo (el,otr9 es análo
go). En primer ! ugar ,'veáílios qúe''con;¡uta'. E;¡. efecto,. obserVe que· 

· ·. · · · ·. : : ·;:~~/;~i~ri/:f<~;~hí.x~§ó ··· .·· 
·.·\:·,. 

~·,., 

'··,'<,':·:··,::. ''.• 

~>C.~>.oL.~:··:.,·"> i'.(. 
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y 
· (Tn, Íri) o (X~ of) ;.•(Tn o x9 o f, ln o X9 o J) 

Porotr~)ndó, J. 
'. •·· .••• ··"'.. Irioxgof=xgof 

::Í"·>,.;_,,,~'/.· .. --:_;:,; ,·. ·/··~' _,,::,·:. ~ °':• 

y así, i1or · 1a:obscrvnc.ión 2 de la sección de productos, el cuadrado izquierdo 
·conmuta. · <'· · • .. · · · 

· Ahora, súiJoi1gamos que h : e --+. d y k : e --+ · n son flechas . tales que el 
exterior del~ diagrnnin · 

'e\~·. 
· ·.n-d· · 

k " ! . ; -! · • · .. ·. x.o/. : (x1.x.) 

n~n.xn · 
,(Tn.,lnY;; .. ,: 

conmuta, esto es, (x¡, x9 ) o h =· 'crn; ln) o k .• ;AsÍ pues, (x1 o h, x9 o h) = 
(T no k, ln ok) y en consecuencia, X! oh·=·:ro. ok Y.X~ 'oh'~ ln o k. Esto quiere 
decir que los diagramas: · · · : .. ,....- ·' · · · · · 

._:.~-.:·. , '(':?~-·~,.~:·K:~;~:~~~i\'.}:.:·~,:.~_( .. _ ·~-.'>,, .. -; _ :·: . ,i.• · 

1--:¡:-n 

conmutan. Por el !1-axioma, existe una única flecha i : e--+ a tal que f o i = h. 
Además, el diagrama derecho muestra que k · = x9 o h = (x9 o !) o i, lo cual 
concluye la prueba de que el cuadrado izquierdo del diagrama 4.10 es un tirador 
(de hecho, ambos cuadrados son tiradores). 

Ahora bien, dado que los coproductos preservan tiradores (lema 3.3.4), te
nemos que el diagrama 

a+ b (J,g] d 

(Xgof)+('X¡og) ! . ! ('X/oXg) 

!1 + d(Tn,ln),(ln,Tn)h X !1 

------ -------- -------------~=·----.. ----- ------ ....... . 
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es un tirador; Obteni~ndo las Í'áctorizaciones ~·pimono correspondientes: 

((Tn,ln),(11~,Tn)). _ 

reunimos las hipótesis del lema arit~rior(4 .. 2A), yas!_ resulta que el cuadrado 

. - - .·\ . : , 

es un tirador, donde lasfle~has, a e i son' las imágenes de !ns flechas [f, g) y 
[(T n, 111), (ln, T rí)), .respectivamente. Observe que por definición, justamente 
esta flecha es aquella cuya característica es la flecha dis: f2 X f2-> fl, es decir, 
el diagrama - -

_, ¡ 

e-nxn 

-, ! - ! db 

-1~!1 
' . . . -

es un tirador. As! pues, ambos cuadrados del diagrama 

c!~ci + . ·.Fx;.x.> 
• e~nxn 

-, .··.,.'J:!·•-•----::.k'.~ 
son tiradores y __ por .el coroh1rio de'i Le~a·•<Jci1 . .fir~do~ :(2, 14:4);-~I rectángulo 
exterior también es .tirador, pcfr. 10 que'xi. ,;;;disO,(x/;x;,)· 9::__; '-- : :- _· ' . 

Ahora estamos eri condición de demostrar el resnltádo 'plai1teádo al iÍ1icio de 
esta sección. - , j· :•\:• --: ..... -, 1:>.·;,.- .. :: '< :·•·,_r,: -

Teorema 4.2.6 Seán f:. i~'t¿ ~ ?a ;:_:;\~fJ~;.8~b~blet~~-.-Jed.ia fte~ha 
fu g es la menÓr, cotá_ supéf-ior:de f,-Ú. g_; E{debiNJr~).ú g';:g <;;,·f.U g y para 
cualquier subobjeto h·: cA d_dé"d tal qúe_:;¡ <;ih yg <;;'h;:se-tiene,(¡ue ¡ug <;;,h. 

, . . : - . ·~· ·::<>. · '·,','·J::.:·.;._:~>.,, :F.~--,«'~·::1: .. ·-:::·': >:- · .. · 
..... _<-- _.: 

·--,' 
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Prueba.· Pór la 'caractérización 1mterior de In unión Cie íleclías, se· nmdstra •que 
f \;;;;fu u y u\;;;; /ú 9;·incdiáiitee1 :>lguimiÍ:c diagrama · ·· 

. ·\~.; ; ..... ·.·.·.:~_.f!GV···i·.•····.···. ·. :.;b . ·. · .. J~r09 : 
d 

puesto que ambas(! y g) se factorizan a través de fug; Sea h: e-+ duna flecha 
mono tal que f \;;;; h y g \;;;; h. De este modo, existen flechas ha : a -+ e y hb : b -+ e 
tales que f = ho ha y g = hohb. Así pues, (f,g] = (ho ha, hohb] = ho (ha, hb]· 

Reemplazando a (ha, hb] por su factorización epimono a+ b _!___e~ e 
mostramos a [f, g] como una composición de la forma: 

a+b_!___e~c~d 

donde se muestra que j y koh forman una factorización epimono de [fUg] pero 
como las factorizaciones epimono son únicas salvo isomorfismo (ver 3.3.8) hay 
una fleclia iso u : a U b -+ e que hace que el diagrama 

:·'" 

conmute. Así pues, k o u faetoriza ·a f Ü g. a tr~vés de\/i;\10 c?~l p~lÍeba. que 
fUg\;;;h.• ,· 

Corolario 4.2. 7 En un topos E, paro cualquiér i-ob)~to el, la i:~lecció~ SÜb(d) 
de clases de equivalencia de subobjetos es una retícula; en el sentido de la' defi-
nición 1.4.s. · ....... ,.:. ·'.. "V' 

Mayor y menor 

Ahora veremos que Sub(d) tiene elementos mayor y menor. 

Teorema 4.2.8 Paro cualquier subobjeto f : a - d de d, Üd \;;;; f y f \;;;; ld. 

Prueba. Od =fo Oa y f =Id o f. • 

Seudo complementación 

Bastaría probar que Sub(d) es una retícula complementada y distributiva 
para concluir que es un álgebra de Boole. Sin embargo no será posible verificarlo 
por la sencilla razón de que no es cierto. 
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Ejemplo 4.2.9 Considernmos el topos de gavilla.• sobre la recta 1-cal con su to
pología usual Top(lR) (ve1· sección 3.2). Considérese también la gavilla (IR, Ida), 
q1w e.• de hecho, el objetu terminal de Top(lR). La gavilla F = ((O, oo ), i(ooo¡} 
(el segmer1to final a partir· del O con su inclusión} es un subobjeto de (IR, Ida), 
como lo atestigua la Top(lR}-jlecha inclusión ico,oo) misma. El mndidato ideal 
¡iam Her co111ple111e11to de G es la "gavilla" (( -oo, O], ic-oo,OJ), pero resulta ser 
que ésta no es una gcwilla, ¡wc.•to qui! la inclusión clel segmento ir1icial impropio 
( -oo, O] no es tm homeomorfismo locaP., así que se propone como complemento 
u la ga11illa I = ((-oo,O),ic-oo,oi) Jonnada por· el .•cgmcnto i11icicil de O con su 
iriclusió11. Verifiquemos que el segmento inicial es (al menos) 1111 .•eudocomple
mcnto del scgmenl.o final de O con su inclusión. 

En principio, estos subobjetos son ajenos puesto que la únicas flechas f y g 
que hacen conmutar el diagrama de funciones 

(O,oo) 

y~ 
A IR 

~ 4.0) 
(-oo,O) 

son f = Oco,oo) y g = 0(-oo,O)• las funciones vacías con los codomionios conve
nientes, así que el objeto inicial de nuestra gavilla es la única cota inferior de 
nuestros subobjetos, es decir, el ínfimo de nuestros .mbobjetos es justamente el 
elemento menor· de la retícula. 

Por otro lado, para que un subobjeto G : (a,/) --+ (IR, Ida) sea ajeno a F, · 
es necesario que el tirador fonnado por (a,/) y ((O,oo),ico,ooi), ~ea el.objeto 
inicial, que en Top(JR} es el espacio vacío con la función vacía. 'En conclu~ 
sión, un subobjeto ajeno a nuestro subobjeto F, es una flecha cuya imagen {bajo 
factorización epimono) debe ser un conjunto abierto y ajeno a (O, oo) ·con stl in
cluisión. En otros términos, G debiera ser subobjeto de I = ((-oo, O), Í(-oo,oi). 
Esto pmeba que I es el seudocompleme11to de F. 

Sin emburgo, el supremo de F e I no es el objeto terminal (IR, Ida) puesto 
que ambos subobjetos son a su vez subobjetos de IR-{0} con su inclusión. Así que 
el supremo de estos subobjetos F e I definitivamente no es el objeto terminal. 

El hecho de que un subobjeto de un objeto dado no tenga complemento, 
pero sí seudocomplemento no es ninguna casualidad. Más aún, la retícula de 
subobjetos de un objeto de un topos siempre tiene seudocomplementos relativos 
para cada par de subobjetos. 

Definición 4.2.10 (seudocomplementación relativa) Dados dos subobje
tos J : a -> el, g : b --+ el de d, .5e define un seudocomplemento de f relativo 

2 Basta fijarse en las vecindades de O para verificarlo. 
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a g (f. ==;. . g) como u11 subÓbj~t~ (le d cuya Jledia camcterlstica es la flecha 
imp o (>(f,Xg); Esto és,·f ~ 9. es· láú1iic!1fiecha:que hace. que el dicigmma . 

. f T', :· I····;·:~.,. 
;.;,·_'." 

sea Úri tirador. . ,, ,. .. . ,, -· - ·-,-.: · - · ., 

Observe q~e <le est~ definicióÍ1 se desp~~rÍ<le'.~~~'.h~~·seu'<lo~o~nplementos de un 
objeto relativos' a otro son' isomorfóS, sus doini~los" so"h tiradores para un mismo 
~i~ir~~~"~;,_\.· l.-:.· . ·-, .~:_· ~ :: ... :" - <-·:". ~-'?: ,---~:/:</'~~2:~~\~J¡\,:;;:J;~~~:~~;:~,r?\·::>~~:~~. ~:~_<"/-. ' . 

· Probaremosque/=>'.g'es el supremo <le"las-fléchas' .. cuya intersección con f 
es subobjeto de g (es'décir; f * g'éS"eféctivarn~iité'elseudocomplernento de f 
relativo a g). ·Para ésto nécésiiÍUiJos u~,resülta"<l,o. té~nico'. ~reVio: 

Lez·¡ ~:·~. ~ :.-.: ::~,:;:;~idZf ~~1:~f ,~;;., .~ ... =, 
(n) X! n Xh = x 9 n Xh si y sÍílo si xf ~ h ~. x~ ~ h 

Prueba. Dado que. la _ii1tersecció~'.Jé~~~-~~bibjetos se obtiene como el 
tirador <le éstos, tenemos que los cu8:drados sllper,io~es _ d(l los diagramas: 

;- ---~-~~!~:¡ 
,·,·· ··,;i~-r·:r ··:;~,;,~ h 

', 'b .- g ' d 

! ! x. 
¡_I__.n 

son tiradores. Además, por el O-axioma los cuadrados inferiores también lo son. 
En consecuencia, por el corolario del Lema del Tirador, los rectángulos exteriores 
son tiradores, y nuevamente por el O-axioma, Xi o h = Xhi Y X9 o h = Xh,. 
Asf pues, XI o h = Xg o h si y sólo si h 1 ~ h2 • Pero esta última con<licion se 
verifica si y sólo si existe una flecha iso k tal que h1 o k = h2 . De este modo, 
h o h1 o k = h o h2, por lo que hay una flecha iso k tal que (/ n h} o k = g n h, 
lo cual es equivalente a f n h ~ g n h. Para la segunda parte, basta recordar 
que X! n Xh = XJnh Y X9 n X11 = Xunh· Asf que Xi n Xh = X9 n Xh si Y sólo si 
X/nh = X9 nh, si y sólo si f n h ~ gnh. • 

Corolario 4.2.12 f n h <;;; g si y sólo si Xfng oh =X! oh 

Prueba. Por una propiedad <le las retículas, f n h <;;; g si y sólo si (f n h} n g ~ 
f n h, pero esto es equivalente a la condición (/ n g) n h ~ f n h, lo cual, por el 
lema anterior, es equivalente a la condición Xfng oh= X! o h. • 
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Lema 4.2.13 En Sub(d) s~ Úe;I~ .. ;/~~ /í, [;, f~ ~q si, y sólo si f n h ~ g. 

Prueba. Observe··que C} e~-~,~,i~~·d~)~~i~gi~~lá.:,- " -. 

es un tirador, por definición de f => g. El cuadrado inferior también es un 
tirador, por definición de imp. Por el Lema del Tirador, el cuadrado superior es 
un tirador, donde j es la única flecha que lo hace conmutar (ver detalles en la 
prueba del Lema del Tirador). Sea h : e-> d un subobjeto de d con h s;; (/ => g). 
En consecuencia, hay una flecha k : e-> (a=> b) tal que h = (/ => g) o k. Esta 
flecha k, hace comnutar el diagrama 

kr~,. 
a=>b~d 

· . · i ! . ! (x,.x.> 
í:$;~nxn 

No olvidemos que la flecha e'::5:.... n X n es él igualador del par paralelo 

,f.#~ ;:ri :.n ~ n =1 n 
de donde se tiene que · · " · '" : '\)~. • ' · 

, .. n.?,(X},~~)}11,: ~t o (XJ> x9 ) o h 

lo cual es equi:Jemr::.~~~···~~JJ~~t {,;= xi 0 h 

que por el eorolario.anterior;'es·equivalente a la condición 

. , !' :j.'""~¡.i~ :'1:;·~1::i.f:',.. '} n h ~ g 

Para mostrar ~Í~orivéiifo; ~upongam~s que /nh s;; g. Por el argumento anterior, 
esto implica que· no(xf\x~)oh = pr¡ o(x¡, x9 )oh. Pero por la propiedad universal 
del iiúalador;:(x/;"X9 ) oh se debe factorizar a traves de la flecha igualador e, 
esto es, hay uria única. flecha r : e ->$; tal que el diagrama 

e 
! ~· <x1.x9 )01. 

r! 
.¡. n 
::;;~nxn==::n 

'"' 
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connluta. Por esta razón, el exterior del diagrama . -.· -

c~~d· 
' ·.·. ·. r' .;s!> .< ,• •. ···! (x,.x.> 
·:· ·,·,:."·,·:'::·:.:·.e<;,·: .', •' . 

' :,JS~:~~ ?< n 
conmuta .. Pero. ~on1~ 'ei"'cÜnd~acib iilterid~;~s Üil: tirador, hay una única flecha 
k: e- (a ;,,;;'b), la ciial 1Ilüestra'quehs;;:u~:gj .: ' 

. . ' - . - .' ·. ·.·. >: :'! .. :: ·;:.i·.:;:.. :~_.:·:.;~_:;'.'' :.;\· : .. :·.; ·:.> :,'. ' 

Corolario 4.2.~4,:E~ ¡idrii~tz'd;,,c.jA'cJ.'*·~) s;;9.,. ·· · 
. . ' - / - ~- .- . . ,.: ·- -

. - . ·.:·. -- ', -'· -·;.;>:. -'-_::.' -·:: .. ,. <:·~ __ :··'; . ':··._,. .· '·· 
Prueba. Triviál, por el teor~l:nª anterior y pbr que f => g s;; f => g • 

Conclusión 

Es el momento de reunir los resultados de esta sección, donde se muestran las 
propiedades de las operaciones entre subobjetos, para establecer la naturaleza 
de la estructura del clasificador de subobjetos de un Topos. 

Corolario 4.2.15 (Teorema Principal) 3 En cualquier topos E y para cual
quier E objeto d, Sub(d) es una retícula relativamente seudocomplementada y 
distributiva, es decir, un álgebra de lf eyting. 

Prueba. La prueba se da a lo largo de esta sección. Lo único que falta demostrar 
es que f =>ges el mayor (salvo isomorfismo) subobjeto de d cuya intersección 
con f está contenida en g, esto es, que (f => g) n f s;; g (corolario anterior) y 
para cualquier h subobjeto de d con h n f s;; g se tiene que h s;; f => g, lo cual 
es parte del lema 4.2.13. • 

El presente resultado se plantea como principal porque hace ver claramente 
que la estructura del clasificador de subobjetos obedece a una lógica subyacente 
de tipo intuicionista, hay que recordar que la validez intuicionista es justamente 
la validez en álgebras de Heyting. 

Corolario 4.2.16 Sub(l), la colección de subobjetos del objeto tenninal 1 es 
un álgebra de Jleyting. 

Corolario 4.2.17 t:(l, O), la colección de E-flechas de 1 en n es un álgebra de 
JI eyting. ·· . 

3 No es el caso que este teoremn. sea. conocido con el nombre que a.qui se le nsignu.. La razón 
por la que se le h~ llnrnndo'. Oc ~t~ :~odo es porque en este trabajo de tesis representa. el 
objetivo principal. · ' · · · · · · 
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Prueba. Al final del capítulo ·3 se mostró una biyeción entre !ns clases de su
bobjetos de cualquier objeto d y las flechas do den f!, dada de tal manera que a 
una clase de subobjetos (!] a la que pertenece el subobjeto f de d, se le asocia 
la flecha característica de f. Nótese que bajo esta asignación: 

(!] t--+X¡ 

(fngj t--+COILO (XJ1X9) 

[fUg] o--+diso(x¡,x9 ) 

[J => g] 1--+impo (XJ1X9) 

[11] .t--+ :r . 
(01] 1--+J_ . 

Lo cual ·prueba· que la biyección, es de hecho un isomorfismo de álgebras de 
Heyting. • 

.. . ' . 

Defi~ición 4.2.18 Sea E un top~s. U~a E-~signación v pam un lenguaje pro
posicional l? es una asingnación que lleva a cada letra proposicional de lP' en un 
elemento del clasificador de subobjetos de E, es decir, una flecha de 1 en f!. Una 
E-asignac_ión.se eXtiende a fos fórmulas del lenguaje 11" de la siguiente manera: 

• v"(-.A) = negov•(A) 
. •, . ·, '. 

• v"(Ai\ B) =con o (v"(A),v•(B)) 

v"(,4 V B) = dis o (v"(A),-v•(B)) 

v"(A-+ B) ==> o(v"(A),v"(B)) 

Observe que una Set asignación es esenéialmente una tabla de verdad, pues 
es una 2-asignación. El ejemplo 4.2.9 mueátrá. que :1a ley del tercero excluído 
(P V -.P) no es Top(IR) válida. · · · · 

Definición 4.2.19 Una fórmula es topoi-vdlida ~¡ y. sóio_ si,, es .. válida en todo 
topos. 

Como consecuencia del teorema principal ( 4.2.1.'í); teneiii6sel siguiente re
sultado, concerniente a la lógica subyacente a los topoi elein~ntálés. 

Teorema 4.2.20 Una fórmula proposicional A es topoi-válida si y sólo si es 
válida en el sentido intuicionista. 

Prueba. El teorema principal muestra que el clasificador de subobjetos de cual
quier topos tiene estructura de álgebra de Heyting, y como la validez en álgebras 
de Heyting coincide con la validez intuiciouista, se tiene el resultado. • 
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