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RcsLUncn VII 

Resumen 

Se presenta un modelo discreto de partículas bidimensional, con heterogeneidad 
microscópica, que permite simular fenómenos estáticos y dinámicos en materiales sólidos 
elásticos (rocas) con diferente conjunto de poros, fracturas e inclusiones. El modelo 
consiste de una retícula elástica triangular o cuadrada ( .. modelo de Kirkwood"} con 
elementos de fuerza central y de doblamiento. La aproximación es una versión discreta del 
campo dinámico de desplazamientos continuo, sustentada en modelos micro-mecánicos 
provenientes de ciencia de materiales. de la teoría de percolación de lisica estadística y de 
los modelos de relícula de lisica del estado sólido. Las ecuaciones de movimiento y 
consecuentemente la energía elástica del sistema se calculan a través de un algoritmo de 
dinámica molecular, el cual tiene varias ventajas sobre algoritmos que resuelven modelos 
continuos, por ejemplo, las condiciones de frontera son fácilmente implantadas para incluir 
poros y fracturas, así como esfuerzos de confinamiento del espécimen. 

Se realizaron ,·arios experimentos estocásticos y deterministas para simular, estática y 
dinámicamente. fenómenos lisicos en materiales geológicos. En particular y muy 
brevemente, se muestra la simulación de algunos aspectos generales de flujo de fluidos en 
medios porosos por medio de la percolación de invasión. Aún más trascendental fue 
modelar varios aspectos de la dinámica de fracturas y propagación de ondas en medios 
desordenados (rocas heterogéneas) por medio del modelo de percolación elástica. Se 
muestnm algunos ejemplos que incluyen: la simulación de ondas de Rayleigh: el estudio de 
los rangos de velocidad y de atenuación de la propagación de ondas contra porosidad; la 
simulación de experimentos de hidro-fracturamiento y su asociada emisión acústica; así 
como una discusión breve de la atenuación de ondas debido a difracción múltiple en medios 
altamente aleatorios. Los resultados obtenidos fueron comparados con datos de laboratorio 
y con teorías del medio efectivo con diferentes regímenes de esfuerzo aplicado. Los 
resultados fueron satisfactorios. por lo que el modelo discretos de partículas estudiado 
promete ser una herramienta adecuada para crear metodologías que permitan la 
interpretación cuantitativa de datos sísmicos reales. provenientes de yacimientos geológicos 
heterogéneos con poros y fracturas. 
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Abstract 

A two-dimensional discrete particle model is presented. with microscopic heterogeneity, 
which enables simulating static and dynmnic phenomena of elastic sol id materials (rocks) 
with different ensembles of pores. cracks and multiphase inclusions. The model consists of 
a square or triangular elastic lattice (""Kirkwood model"") with central and bond-bending 
forces. The approximation is a discrete version of the continuous dynamical displacement 
lield, used in micro mechanical modeling of material sciences, in the percolation theory of 
statistical physics and in the lattice models of solid-state physics. TilC equations of motion 
and consequently the elastic energy of the systcm are calculated by a molecular dynamics 
algorithm. which has severa! ad\·ar11ages over the continuum approximations; namely, it 
provides an casy framework for the intemal boundmy conditions of the voids (pores and 
cracks). as wcll as for the confíning prcssure in the model. 

Severa! stochastic and deterministic experiments were achieved in order to simulate, 
statically and dynamically, physical phenomena in geological materials. In particular and to 
sorne extent. sorne general aspects of the simulation of fluid llow in porous media are 
shown by using an invasion pcrcolation model. More importan! was to simulate sorne 
aspects or wave propagation ar1d fracture dynamics in disordered media (heterogeneous 
rocks) by the clastic pcrcolation modcl. Sorne examples are shown that includes: the 
simulation of Rayleigh waves: the study of the attenuation and the velocity-porosity 
rclationship: thc h:vdro-fracturing e.xperiments ru1d their associated acoustic emission; as 
well as a bricf discussion of thc wavc attenuation due to highly rar1dom media. The results 
were compared wi th thosc obtained form laboratory ex peri mcnts and effecti ve media 
theories with difTerent applied stress regimes. These results were satisfactory, which 
implies that the discrcte particle model promises to be an adequate tool for creating 
methodologies that allow quantitative interpretation of real seismic data from geological 
heterogcneous rcservoirs with pores and cracks. 



Capítulo O 

Introducción 

O.O Problemática 

Uno de los principales objetivos de la ciencia y de la ingeniería es la comprensión de los 
fenómenos que ocurren en la materia., así como dctcnninar los constituyentes y propiedades 
de los materiales naturales (e.g ... las rocas) y artificiales (e.g. los concretos). En el siglo 
pasado se alcanzaron monumentales avances en los conocimientos sobre la naturaleza de la 
materia. Se descubrió que los átomos están compuestos de núcleo rodeados de electrones v 
a partir del desarrollo de la mecánica cuántica., se obtuvieron avances importantes en él 
conocimiento de la física del estado sólido. Visualizando a los electrones como ondas 
cuánticas, hizo posible calcular analíticamente las propiedades eléctricas y ópticas de 
muchos elementos puros. Estos descubrimientos a su vez pem1iticron el desarrollo de 
materiales y artefactos que son la base de la tecnología de los semiconductores. 

Mientras que la física ha ayudado a entender, en el ámbito funda.mental, las propiedades 
eléctricas y ópticas de la. materia, no se puede decir lo mismo sobre las propiedades 
mecánicas. Se ha observado. por ejemplo, que las estimaciones de la resistencia teórica de 
un cristal son inexactas hasta por dos ordenes de magnitud a las producidas por mediciones 
en laboratorio (Gordon, 1976; Marder y Fineberg. 1996 ). La razón de esta discrepancia no 
es conocida totalmente. pero existen indicios de que la resistencia mecánica es 
consecuencia del tamaño del defecto más grande que existe en el material, y no de las 
fuerzas de cohesión entre átomos. Muchas de las propiedades mecánicas de los materiales 
son dominadas por la presencia de defectos. más que por la interacción atómica. Además, 
existen otras causas. Los mecanismos de fractura y deformación plástica. que sufre un 
material debido a la aplicación de esfuerzos. son procesos irreversibles que generan cierto 
grado de desequilibrio (lejos de su estado de reposo), dificultando el desarrollo de 
soluciones analíticas plausibles. Sólo en aiios recientes. la combinación de experimentos 
con el uso de las supercomputadoras. el uso de fundamentos de la fisica estadística., la 
simulación molecular v los métodos de retícula., han propiciado renovado interés de la 
comunidad científica y 0tccnológíca en el tema de las propiedades mecánicas y dinán1icas de 
los materiales. tanto artificiales como naturales (rocas). 

La dinán1ica de fracturas se refiere al estudio de la propagación de fracturas (fisuras)•. Esto 
involucra la generación y movimiento de fracturas, la emisión acústica asociada, a.sí como 

.. L3 abreviatura e.g. !'lignifica en latín .. cxcmpli gralia .. que dc aquí""" adelante u1ilizarcmos por convenicnci.:i en vez de utili7.ar 13 fra11c 
'por ejemplo'. 
• Aquí. el ténninu 'fractura' e~ gcmhico ya que no hay acuerdo en l;a diferencia fundamental cnlrc fr.:1c1ura Y li!mra. GL-ncralmcnte, fisura 
11oc 1cfic1c J tUl.1 micu>-Ílat.:IUIJ u a una Ílactur.i ah~IJJJ. Ta111hié11 cxb1c el h:nninu glicta. 
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otros tipos de disipación de energía (calor, deformación plástica, etc.). Las fracturas se 
generan a partir de fuerzas externas aplicadas al sistema (modelo). La dinámica de fracturas 
estudia generalmente aquellos procesos que toman lugar después de que una fractura 
empieza a propagarse. No obstante, se realizan también los análisis correspondientes de los 
procesos que ocurren antes de la propagación de fracturas, y que involucran el fenómeno 
conocido como transición de .fi1se. Este fenómeno está íntimamente ligado a eventos 
naturales. como son las avalanchas de nieve o los terremotos. El conocimiento preciso de 
este fenómeno podría, en un futuro. ayudar a ¡predecir dichos sucesos! 

La mecánica de fracturas, en contra parte, ha tenido éxito para describir las características 
estáticas de fracturas. Pero ha fallado en realizar predicciones acertadas de la dinámica de 
fracturas. Una de las características más importantes en dinámica de fracturas es la energía 
necesaria para crear una nueva superficie (de fractura), así como los procesos responsables 
de la disipación de esa energía. Estos procesos determinan, por ejemplo, que tan rápido 
puede una fractura propagarse en un material y por lo tanto, determinar la relación entre la 
energía de fractura y su velocidad de propagación. En esta disertación se presenta el 
análisis correspondiente a procesos de disipación de energía de dinámica de fracturas. 

Las fracturas generan concentración de energía en sus puntas o extremidades, bajo estados 
de csfucr.w externos aplicados a escala mayor. En este proceso, una fractura transporta 
energía de una cierta escala a otras escalas más pequeñas ocasionando la separación de los 
enlaces atómicos. y creando nueva superficie de fractura. Esta característica implica la 
naturaleza discontinu•1 de los procesos de fracturamicnto y por lo tanto es un proceso no 
lineal y no local. Por esa razón, el trabajo se sustenta en modelos de retícula y en la 
simulación local de fracturas. en vez de sustentarse en las teorías de fracturamiento 
continuas tradicionales. Esto ayudará a establecer conexiones cuantitativas entre las 
predicciones microscópicas y la dinámica de fracturas macroscópica. En un capítulo 
posterior. se describirún experimentos de dinámica de fractura en modelos frágiles y 
estadísticamente homogéneos. con posible anisotropia inducida por esfuerzos externos. 
También se presenta el estudio de propagación de ondas en medios desordenados con 
porosidad tipo lisura y sus consecuentes fenómenos observables, los cuales son útiles para 
el desarrollo de herramientas de evaluación no destructiva. así como para un mejor 
entendimiento de la sismología moderna de dichos medios. 

0.1 Historia 

En sus famosos diálogos sobre dos nuevas ciencias, Galileo ( 1635) se pregunta que es lo 
que mantiene sujeto a un sólido y que lo desbarata (lo fractura o lo fragmenta). Con esto, de 
cierta manera Galileo se convierte en el primer cicntílico que estudia la fisica del material 
condensado y la ingeniería de materiales. No obstante que ambas disciplinas son casi 
independientes entre sí, hay algunos aspectos en cada una de ellas que se mantienen 
relacionados. En particular los conceptos de micro-mecánica, por el lado de ingeniería de 
materiales. y la teoría de percolación, por el lado de la fisica teórica, están relacionados en 
gran medida. Por ejemplo, ambas disciplinas concluyen en lo particular que las propiedades 
mecánicas de un material están determinadas por el comportamiento colectivo de los 
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defectos internos en dicho material (poros, grietas, dislocaciones) y no por las fuerzas de 
enlace de las moléculas que Jo constituyen. Por Jo que el comportamiento de un solo 
defecto es irrelevante. Aún con una cantidad colosal de estudios de laboratorio y de trabajos 
teóricos, no se tiene una visión clara de cómo predecir fenómenos de fracturamiento. La 
razón puede ser evidente, si se toma en cuenta que las fracturas y Ja deformación plástica en 
un material tienen comportamiento no lineal y no local. Más aún, estos fenómenos son 
irreversibles y lucra de equilibrio. por lo que no pueden ser tratados por medio de 
conceptos clásicas de 11sica del estado sólido. Una alternativa es utilizar conceptos a partir 
de modelos discretos. atomísticos o mcsoscópicos. 

Las aproximaciones discretas para modelar física de rocas se derivan de conceptos de física 
del estado sólido (l Joovcr et al. 1974 ), para modelos de cristales microscópicos. En estos 
modelos se configura una retícula de partículas que interactúan entre sí por fucrL:as 
ncwtonianas y su dinümica se rige a partir de un potencial de interacción, del tipo Lennard­
Jones, o de algi'.m otro tipo de potencial deseado. En física del material condensado se 
utilizan varios potenciales de interacción de acuerdo a cuestiones fisicas especificas (Rafii­
Tabar, 2000). Por ejemplo. para metales, el modelo de átomo embebido ("cmbcddcd-atom 
mcthod"), para estudiar fuerzas de enlace entre metales para fracturas frágiles (Daw & 
Baskcs. 1983); o el potencial de Finnis & Sinclair ( 1984). son muy utilizados. 

Una de las primeras aproximaciones discretas para modelar mcc<ínica de fracturas es el 
método de Cunda! 1 & Strack ( 1979). Dicho modelo consiste de elemelllos discretos que 
interactúan con fucr1:as radiales y transversales y que representan pedazos de roca unida. 
Este modelo se ha utilizado. por ejemplo. para estudiar procesos tectónicos (Saltzcr & 
Pollard. 1992). Otro modelo equivalente es el modelo de retícula sólida ( .. Jatticc solid 
modcl'') propuesto por Mora & Place ( 1993 ). el cual ha sido primordialmente utilizado para 
modelado de dinámica de terremotos. Muy recientemente se encuentran trabajos como el de 
Toomcy & lkan (2000) que simulan ondas sísmicas utilizando un esquema discreto de 
partículas. Otros modelos algo distintos son el propuesto por Rurtino & Del Santo (2000), 
el cual es más elaborado en su contexto matemático y el modelo de Urscnbach (2001 ). que 
estudió efectos estáticos y dinámicos de sólidos con porosidad. Cabe mencionar que todos 
estos métodos están limitados a un valor fijo de la relación de Poisson microscópica. 

Otro modelo muy utilizado para estudiar fonómcnos de fracturas es el modelo de 
percolacián elástica. Estos modelos han sido extensamente utilizados para estudiar 
procesos de dcfi.mnación y fracturamiento en materiales desordenados. así como para 
analizar fenómenos de fisica estadística (Herrmann & Roux. 1990; Sahimi, 1995; 
Chakrabarti & Bcnguigui. 1997). Existen varias aproximaciones a este modelo. El modelo 
elástico con dohlamiento del enlace (Kantor & Wcbmam. 1984; Bcrgman. 1985) es en 
particular útil y suficientemente preciso para representar variaciones locales de las 
constantes clüsticas. 

Una versión simplificada del modelo de pcrcolación elástica es el modelo de Born ( 1956). 
Dicho modelo. el cual es una forma discreta de Ja ecuación de Navicr. ha sido ampliamente 
utilizado para modelado dinámico de fracturas (Martín et al. 2000). Este modelo fue 
aplicudo recientemente por Del Valle-García & Sánchcz-Scsma (2002) para simular el 
efecto de Ja porosidad en la propagación de onda, tanto en velocidad como en atenuación 
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extrínseca de la señal debido a la difracción de energía (véase apéndice E). El modelo 
arquetípico de pcrcolación elástica, que incluye doblamiento de enlaces, es especialmente 
poderoso para simular fracturamicnto y propagación de onda en materiales con desorden 
microscópico. Se pueden simular rocas con heterogeneidad y anisotropía locales, tanto en 
sus constantes elásticas, como en su relación de Poisson. Esto ha permitido simular la 
propagación de ondas de Raylcigh con buena precisión (Del Valle-García & Sánchez­
Scsma. 2003). así como procesos de hidrofracturamicnto. incluyendo su emisión acústica. 

0.2 Objetivo 

El objetivo fundamental de este trabajo es establecer y proporcionar los elementos 
necesarios. tanto teóricos como prácticos, para la simulación numérica de algunos 
ICnómcnos de física de rocas, tanto estática como dinámicamente. Para lograr esto, se 
utilizan modelos discretos de partícula, bajo la premisa de que un medio discontinuo es 
mejor representado por un modelo discreto, ya que se toman en cuenta naturalmente las 
discontinuidades del sistema. Esto implica que existe mayor facilidad para representar 
medios con aspectos no lineales y no locales, como es el caso de una roca con presencia de 
poros y fracturas. En principio, se pueden simular fenómenos de dinámica de fracturas y 
propagación de ondas en medios desordenados con buena precisión. 

Los fenómenos de fractura y propagación de ondas en rocas son muy complejos debido a la 
presencia de defectos a varias escalas. El desorden en las rocas implica, reiterando que los 
procesos de fractura sean no locales y no lineales. Más aún, los materiales desordenados 
exhiben generalmente grandes fluctuaciones estadísticas por lo que es inapropiado 
representar dichos procesos por medio de sus propiedades efectivas. Por lo que soluciones 
teóricas continuas de homogcnización o del medio efectivo no resultan del todo correctas. 
Por lo tanto, se empicarán modelos discretos que no tienen estas limitaciones. 

0.3 Sinopsis 

El capitulo 1 es un epítome de los fundamentos teóricos de la mecánica y dinámica de 
fracturas, su historia, su estado del arte y sus limitaciones, que sirven de comparación y 
motivación de este trabajo. En el capitulo 2 se discute en detalle la teoría de pcrcolación 
que respalda ampliamente el desarrollo de este trabajo. Aqui se establece la filosofía y los 
aspectos 11sico-matcmáticos de los modelos de pcrcolación utilizados para representar 
medios desordenados. Se presentan algunos ejemplos de la pcrcolación de invasión para la 
simulación de !lujo de !luidos en medios porosos. Se establecen los modelos discretos de 
partículas en el· capítulo 3, junto con el procedimiento general. Algunos detalles 
matemáticos de los modelos de retícula se presentan en los apéndices (A, B, C y D), que 
determinan la relación entre los modelos micro-mecánicos, los modelos de percolación 
clústica y la elasticidad micropolar. En el capitulo 4, se presentan algunas aplicaciones de 
propagación de ondas y dinámica de fracturas en medios desordenados. En particular, se 
presentan simulaciones de hidrofracturamicnto en roca, atenuación de onda y ondas de 
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Raylcigh. Finalmente, se presentan, en el apéndice (E), los resultados en congresos y 
artículos científicos publicados como resultado parcial del trabajo de esta tesis. 



Capítulo 1 

Fundamentos Teóricos 

1.0 El dominio microscópico y el macroscópico 

Una característica que hace que las fracturas sean un caso de estudio muy interesante, es 
que las fracturas se extienden a varias escalas de longitud. Las fuerzas aplicadas, a escala 
macroscópica, se concentran en los extremos (puntas) de las fracturas preexistentes, y sí 
dichas fuerzas sobrepasan cierto valor critico, la fractura crecerá. Cuando la fractura se 
propaga (crece), ciertos enlaces atómicos individuales son destruidos y se crea nueva 
superficie. generando lo que se conoce como energía de supeljicie, es decir. se libera cierta 
cantidad de energía elástica. De esta manera, se puede entender la relación intima entre los 
procesos macroscópicos (csfuer.ws externos aplicados) y los microscópicos (destrucción de 
enlaces atómicos). En consecuencia. una fractura es el puente que une los procesos 
energéticos entre los eventos macroscópicos y los microscópicos. 

La dinámica de fractura es afectada, de una manera u otra. por todas las escalas. Por lo que 
cualquier teoría surgentc deberá forzosamente incluir todos los efectos observables para 
poder ser considerada completa. Algo que pareciese imposible con las herramientas teóricas 
y conocimientos actuales sobre el tema. Por lo que para hacer más tratable el problema, se 
requiere reducirlo y separarlo en dos grandes vertientes, una microscópica y otra 
macroscópica. 

La vertiente macroscópica es una consecuencia de la teoría elástica lineal, conocida como 
la mecánica de fracturas lineal. La teoría elástica lineal considera a todos los materiales 
como cuerpos elásticos homogéneos carentes de micro-estructura, es decir, continuos. Esta 
teoría utiliza solamente propiedades volumétricas para calcular las deformaciones cuando 
se aplican esfuerzos al material. que son fücilmcntc observables y mcsurablcs. Tal es el 
caso del modulo de Young y la relación de Poisson. Para aplicar la teoría lineal elástica a 
las fracturas. se utiliza una nueva propiedad del material que se conoce como la resistencia 
de ji·actura o rigide= de fracturamiento ("'fracture toughncss"), la cual es obtenida al medir 
qué tanta fuerza se requiere para fracturar un material. Esta es la única medición necesaria 
para asegurar la estabilidad mecánica de un material y tener estructuras sólidas en 
ingeniería. ¡Pero no dice nada sobre la dinámica de fracturas! 

En la vertiente microscópica de fractura, se toma en cuenta la escala más pequeña y la 
fractura se considera una alteración de la retícula atómica que forma el material. 
Aproximaciones analíticas a este problema se conocen como teorías ele rerícula ("latticc 
thcory"). A esta escala. las fuerl'.as entre los átomos son importantes y generalmente se 
utilizan potenciales de interacción para calcular las fucrl'.as resultantes. Es una tarea titánica 
resolver analíticamente el movimiento y desplazamiento de partículas. Por lo que se recurre 
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a técnicas computacionales a través de simulaciones de dinámica molecular. Estas 
simulaciones, a menudo, utilizan potenciales de interacción muy idealizados para ayudar en 
la eficiencia de los cálculos, pero existen también otros tipos de simulaciones basadas en 
métodos híbridos. La simulación molecular ha sido muy exitosa en reproducir muchas 
características cualitativas y cuantitativas de dinámica de fracturas, observadas en 
laboratorio. 

Desde el punto de vista experimental, es importante tomar en cuenta la microcstructura de 
la fractura (véase Fig. 1.1 ). Aunque la figura representa la microcstructura de un metal 
(material dúctil), puede ser tacilmcntc modificado para que represente otros tipos de 
material. Esto se realiza cambiando la microcstructura en su parte intermedia, entre la 
escala de singularidad elástica y la escala atómica. Los materiales amorfos exhiben 
microcstructura en las escalas intermedias. Mientras que en los cristales, como el caso de 
una cristal de silicón, no existen escalas intermedias, por lo que estamos hablando de 
materiales frúgilcs. donde en la práctica. sólo la estructura cristalina y las interacciones 
microscópicas atómicas contribuyen a la dinámica de fractura. La ílccha de la Fig. 1.1 
establece el acoplamiento directo entre la singularidad elástica y la escala microscópica. 
Las rocas, por ejemplo, son en general consideradas materiales frágiles heterogéneos. 

1.1 Elementos de mecánica de fracturas 

Existe una cantidad monumental de la Literatura que trata el problema de fractura mceúnica 
en sistemas sólidos. desde las aproximaciones tradicionales hasta las estadísticas (véanse 
Ewals & Wanhill, 1986; llcrrmann & Roux, 1990; Lawn & Wilshaw, 1975; Lawn, 1993; 
Sahimi. 1995; Bardhan et al., 1994: Chakrabarti & 13cnguigui, 1997; Kitagawa et al., 
1998). Las aproximaciones tradicionales continuas de mecánica de fracturas han dado, sin 
lugar a duda, la base para analizar una gran variedad de problemas, todos estos sin tomar en 
cuenta los efectos de desorden del material (heterogeneidad a varias escalas). La base de 
estas teorías parte del importante criterio desarrollado por Griffith ( 1920) quien propuso 
que una grieta se vuelve inestable al esfuerzo de tensión cuando la energía clústica es 
mayor o igual a la energía de superficie necesaria para crear una extensión de fractura /:',.I. 
No obstante. este criterio de energía de s11pe1jicie es probablemente válido sólo para 
medios homogéneos y no toma en cuenta el desorden típico observado en materiales 
naturales y aún en los artilicialcs. La extensión de esta teoría para materiales heterogéneos 
no es evidente, como en el caso de modelar las cerúmicas policristalinas, que contienen 
varias orientaciones y varias energías de frontera de grano. 

Se rcvisanín los conceptos básicos de la teoría elástica y de la mecánica de fracturas lineal. 
Entre los conceptos rmís importantes que se discutirán estú el importante concepto de 
energía de fractura. Se indicarán los puntos débiles de la mecánica de fracturas, lo cual 
rcfuer1:a las motivaciones de este trabajo. 
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1.1.0 Relaciones de csfucr1.o-dcformación 

La noción de esfuerzo y deformación de la mecánica continua es equivalente a la fuerza y 
extensión en la mecánica newtoniana. La principal meta de la mecánica continua es 
describir las deformaciones de un objeto sujeto a fucrL:as externas. Esto se logra por medio 
de la descripción de las fuerzas y desplazamientos en un paralelepípedo infinitesimal dentro 
del objeto en el entorno (x, y, =). Las fuerL:as que actúan en cada cara pueden ser diferentes 
y en general, dependen de la posición dentro del cuerpo. El csfuer.w es un campo tensorial 
de segundo rango, el cual se representa convencionalmente como el tensor de e.~fiterzo 
cr,, (x.y. =). Donde la posición del paralelepípedo infinitesimal es (x. y. z). antes de que se 

efoct(1c alguna deformación. El tensor de esfuerzo es simétrico ( cr lj = cr 1') . La fuerza por 

unidad de área en un plano con normal 11,, la cual se conoce como tracción •,, se obtiene 
mediante la contracción con el tensor de csfucr¿o local: 

( 1.1) 

Sí el cuerpo está en equilibrio estático (sin movimientos ni rotaciones), la divergencia del 
tensor de esfuer.w (fuerza) implica que (Landau y Lifshitz, 1986): 

acr,, +f. = o • 
ax, (1.2) 

donde .f. es la fuerza de masa, generalmente, f, = pg, es la fuerza de gravedad actuando 

en el paralelepípedo infinitesimal de densidad p. Estas ecuaciones se conocen como las 
ec11acio11es de eq11ilihrio. En un estado de compresión hidrostática, el tensor de 
deformación es cr,, = -p8,

1
• donde 8,, es la delta de Kronccker y p la presión. De manera 

1mís general. existen tres direcciones ortogonales para las cuales el tensor de esfi.ter¿o tiene 
la forma de un tensor diagonal cuyas componentes diagonales se conocen como e.ef¡1erzos 
principales. 

El desplazamiento del paralelepípedo infinitesimal es la distancia que existe a partir de la 
posición en equilibrio. Este es un campo vector variable espacialmente 11,(x.y,z). Es este 
caso, la posición (x, y, z) se refiere al estado en equilibrio y la posición 

(x + 111, y+ 11 2 , z + 113 ) se refiere al estado en deformación. 

La deformación i:,, es también un campo tensorial de segundo rango: 

¡; =- --' +--1 ( a11 au,) 
,, 2 ax, ax, . ( 1.3) 
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Estas ecuaciones se conocen como las relaciones cinemáticas. Conociendo completamente 
el campo de deformación del cuerpo, se pueden determinar todos los desplazamientos 11,. 

La condición necesaria para garantizar unicidad, es que las deformaciones cumplan las 
ecuaciones de compatibilidad: 

oc,, ocu oc,, oc,, --- + ---- = ---- + -----
ax, ax, ax,axl ar:Jax, ax,ax, ( 1.4) 

De aquí en adelante, se utilizarán los términos csfucr.w y deformación refiriéndose a los 
tensores recién definidos. 

1.1.1 Elasticidad lineal 

El esfuer1:0 y la deformación se relacionan en elasticidad lineal a través de: 

(1.5) 

Aquí, el tensor de cuarto rango C,
141 

es una propiedad del material que puede tener hasta 81 

componentes independientes. Al imponer simetría en los tensores cr,, y i::,,, el número de 

componentes independientes se reduce a 36. Así mismo. la existencia de una función de 
energía de del(mnación, reduce aún más el número de componentes independientes. 
Sokolnikoff ( 1956) demuestra la existencia de esta función de energía que da lugar a sólo 
21 componentes independientes. así mismo, comprueba la unicidad de las soluciones de 
problemas de valor de frontera. La utilización de la notación indexa estándar, implica que 
se suman los índices repetidos en la parte derecha de la ecuación. Esta ecuación es la forma 
más general. anisótropa. de las relaciones esfuerzo-deformación. Para materiales isótropos, 
el tensor C,,., tiene sólo dos elementos independientes, conocidos como las constantes de 

Lamé, A. y ~t. Para este caso, la relación esfuerzo-deformación se simplifica: 

(1.6) 

La cxprcs1on anterior es la ley de 1-looke en forma originalmente propuesta por Lamé .... 
Entre las relaciones más utilizadas en elasticidad lineal, se encuentran el módulo de Young 
E y la relación de Poisson v. Estas relaciones se obtienen, a partir de las constantes de 
Lamé: 

E= µ(3A. +2µ) 
A+~L 

.. Roben l lookc cstablccíó Ja ley lineal de elasticidad en 1678 en latin: ••u1 tensio sic ''isn (a tal tensión. tal defonnación). 

(1.7) 
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El módulo de Young E se define como la razón entre el esfuerzo extensional y la 
deformación en extensión de un material sujeto a un estado de esfuer.w uniaxia/ 
(cr,, = Ec,, ). La relación de Poisson v es la razón negativa entre la dcfonnación lateral y 
la deformación axial en un estado de esfuerzo uniaxial ( v = -&_.x/e,, ). Donde el estado de 
esfuerzo uniaxial implica: 

a.u =crn, =ax.v =ax= =crr- =O. 

Usando esta convención. la relación constitutiva es: 

(1.8) 

Otras relaciones importantes son el módulo volumétrico K, que se define como la razón 
entre el esfuer.1.0 hidrostático y la deformación volumétrica ( cr0 = 1/3 crªª = K&ªª ), y la 
constante de Lamé ~1 que es conocida como el módulo de rigidez, de corte o cizalle. Este 
módulo es la razón entre el esfuerzo de corte y la deformación de corte ( cr lj = 2µ&lj, i ~ j ). 

Para materiales isótropos, por consideraciones teóricas de energía (SokolnikofT, 1956), se 
requiere que: A.+ 2~t/3 <!O: ~1 <!O ó -1 < v::; 1/2: E<! O. Algunas relaciones útiles (véase 
Achcnbach, 1987) entre estas constantes isótropas elásticas, son resumidas en la tabla 1.1. 

Las ecuaciones de equilibrio ( 1.2), las relaciones cinemáticas ( 1.3), las condiciones de 
compatibilidad ( 1.4), y las leyes constitutivas ( 1.6) - ( 1.8) constituyen la estructura 
necesaria para determinar los esfuerzos y deformaciones de un cuerpo elástico, a partir de 
las condiciones de frontera establecidas. No es fácil, en la mayoría de los casos, obtener 
soluciones analíticas. Por ejemplo, utilizando la ecuación ( 1.8) y suponiendo un esfuerzo 
aplicado uniaxial cr., = cr. se tiene: 

cr 
e =-

.u Ji 

e,).=&"" = -vcr 

e,,. =e,"=&.,.. =0 

(1.9) 

de donde se observa claramente que a partir de un estado de esfuerzo unidimensional, surge 
un ¡estado de deformación tridimensional! 

Para obtener las ecuaciones de movimiento, se utilizan las ecuaciones de equilibrio (1.2) y 
el término inercial: 

acrlj + r = a2
u, 

ax, J1 p ª'2 ( 1.1 O) 
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El desplazamiento u,(x,y,z,t) depende del espacio y del.tiempo t, por lo que se deben 
establecer, las condiciones de frontera y las condiciones iniciales, para la solución de 
problemas particulares. 

TABLA 1.1 
Relaciones entre las constantes isótropas elásticas 

E,v E, µ :>..,µ 

Ev µ(E-2µ) 
/.. (1 + v)(l -2v) 3µ-E /.. 

E 
µ 2(1 + v) µ µ 

µ(3/..+2µ) 
E E E /..+µ 

.· 

E µE 2 
K 3(1-2µ) 3(3µ-E) 

A.+-µ 
3 

E-2µ /.. 
V V 2µ 2(/..+µ) 

1.1.2 Aproximación plana 

Bajo ciertas condiciones, se puede sustituir un problema de elasticidad tridimensional por 
uno bidimensional. Esto puede simplificar la solución considerablemente, dado que dicha 
solución se puede expresar en términos de lajimción de esji1erzo de Airy (Timoshcnko y 
Goodicr, 1970). La función de Airy cJJ satisface la ecuación biarmónica (Gould, 1994): 

4 8 4 Cll 8 4 CI> 8 4 cI> 
V Cil =·--+2---+-- =0. 

ax• ax2ay2 cy 4 
( 1.1 1) 

Una vez calculada esta función, los esfuerzos dentro del material se calculan, en ausencia 
de fuerzas de cuerpo, de las ecuaciones: 

8 2<1> 8 2
Cil a2c11 

cr.., = 0-2 ; cr,,. = ax2 ; cr xy = -Bxcy ( 1.12) 

Esta es la conocida aproximación de esfi1erzo plano. Aquí, las otras componentes del tensor 
de esfucrL.o son cero, es decir: 

TESiS f':!íl1'J 
FALLA DE Ul.\11.iEN 



Capítulo 1: Fundamentos Teóricos 13 

cr,, = cr_.., = cr,, =O . ( 1.13) 

La interpretación de la aproximación de esfuerzo plano es que el campo de esfuer1:0 es 
bidimensional mientras que el campo de deformación es tridimensional. Esta aproximación 
puede ser visualizada suponiendo que el material tiene una dimensión mucho más pequeña 
que las otras dos. cuyos esfuerzos sólo son aplicados a las dos dimensiones mayores. Esto 
es típico. por ejemplo. en películas delgadas de material. 

La aproximación de dejbrmación plana se define como el estado de deformación donde 
todas las componentes z del campo de deformación son cero: 

E., =E_..,=&,, =0. (1.14) 

En este caso, el campo de deformación es bidimensional, mientras que el tensor de esfuerzo 
tiene componentes z diferentes de cero. Aquí se supone que una dimensión es mucho mayor 
a las otras dos. donde se suceden las cargas. 

La formulación bidimensional de elasticidad (esfuerzo plano o deformación plana) es 
ampliamente utilizada en estudios de fractura. Debe de tomarse en cuenta que se trata sólo 
de una aproximación y que los efectos tridimensionales siempre están presentes, aún para 
sólidos delgados (Nakamura y Parks. 1988). 

1.1.3 Ecuaciones de onda 

Un sólido isótropo. perfectamente elástico es representado perfectamente por las constantes 
de Lamé y la densidad. Para materiales isótropos existen dos modos independientes de 
propagación de onda: longitudinal c 1• y transversal Cr • Las relaciones son (Achcnbach. 
1987): 

~
- fp[i--7.----:-:\-A. + 2µ E\l-v1 

e, = --- = ------- • 
· p p(l + v)(l-2v) 

( 1.15) 

(1.16) 

El movumcnto de la propagac1on longitudinal es paralelo a la dirección de propagac1on. 
Este tipo de modo de propagación también se conoce como onda primaria, de presión, 
volumétrica o simplemente onda-P ... Mientras que el modo transversal viaja normal a la 
dirección de propagación. Esta onda también es conocida como onda secundaria • 

... La onda P en lalht es ··mula prmw" 
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rotacional, de cizalle o simplemente onda-s•. De las ecuaciones anteriores, ( 1.15) y ( 1.16), 
se establece: 

( 1.17) 

Aquí, K se define como una constante adimensional del material (sólo para materiales 
sólidos). La tabla 1.2 presenta los valores representativos de varios materiales comunes 
(tomada de Achenbach, 1987). 

TABLA 1.2 
Valores representativos de densidad, constante del material y velocidades de propagación. 

Material e,_ (m/scg) e,. {m/scg) 

Aire 1.2 340 
Agua 1000 1480 
Acero 7800 5900 3200 1.845 
Cobre 8900 4600 2300 2 

Aluminio 2700 6300 3100 2.03 
Vidrio 2500 5800 3400 1.707 

Caucho 930 1040 27 38.5 

Un tercer modo de propagación es la onda de Rayleigh, que viaja en la superficie libre del 
material. La velocidad de la onda de Rayleigh c 11 • depende tanto de la velocidad 
longitudinal como de la transversal, y se obtiene de la raíz real de la ecuación: 

( 1.18) 

ó 

(
2_cii)2-4[cf11_-;:[=0 

ci v·- ci. v ci 
( 1.19) 

Esta es la velocidad a la cual la energía se transporta en un sólido. La velocidad de 
Rayleigh servirá de comparativo cuando analicemos la velocidad de propagación de 
fracturas. 

Para obtener las ecuaciones de movimiento para el vector desplazamiento u, de un cuerpo 
homogéneo, isótropo, linealmente elástico, se utilizan las ecuaciones de equilibrio ( 1.2), las 

¡ 
• La onda S en latin es ••umla secunda .. TESIS CON 

PALLA DE OW.UEN 



Capítulo 1: Fundamentos Teóricos 15 

relaciones cinemáticas (1.3), la ley de 1-looke (1.6) y el término inercial (véase Ziegler, 
1991 ). Esto da corno resultado la célebre ecuación dinámica de Navier:• 

(1.20) 

Nótese que esta ecuación es semejante a la ecuación ( 1.1 O), pero se ha eliminado 
convenientemente el tensor de esfuerzo, dejando sólo el vector desplazamiento. Esto no 
implica que se ha eliminado la naturaleza tensorial del problema. Si consideramos la 
descomposición de Helmholtz del vector desplazamiento (Ewing et al, 1957): 

u = V'<IJ +V' x 'I' == grad<I> + curl 'I' , (1.21) 

y sustituyendo esta ecuación en Ja ecuación ( 1.20), se obtiene una ecuación de onda escalar 
para el potencial irrotacional <Ii y una ecuación de onda para el potencial vectorial 'I' : 

(1.22) 

y 

( 1.23) 

La ecuación escalar ( 1.22) es la ecuación de onda longitudinal con velocidad de 
propagación e,_ y la ecuación vectorial ( 1.23) es la ecuación de onda transversal con 

velocidad de propagación e, (véanse las ecuaciones 1.15 y 1.16). Bajo condiciones 
adiabáticas ... los potenciales <I> y 'I' son sistemas de propagación de onda en un sólido, 
propagándose independientemente entre si. No obstante, estos sistemas se acoplan cuando 
se encuentra una interfase o una superficie libre. Se puede demostrar también, utilizando la 
descomposición de l lelmholtz. la existencia de una onda superficial no dispcrsiva que viaja 
a lo largo de la superficie libre (libre de tracción). Esta es la anteriormente mencionada 
onda de Rayleigh con velocidad c11 expresada por la ecuación ( 1 .19). 

Otra forma útil de la ecuación ( 1.20), se obtiene de las relaciones mostradas en la tabla 1.1 
para la relación de Poisson v, y considerando a las fuerzas externas implícitas en las 
condiciones de frontera: 

.. Esla ecuación tamhi~n se conoce como la ecuación de Lnmé9 que aparentemente obtuvo de fonna independiente a Navicr . 

.. Se dice que un sistema es adiabático si no tiene interacción lénnica con otros sistemas (aislamiento ténnico). 

( 1.24) 
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1.1.4 Encrgí:í chística 

Un .. campo ,dc csfucrzoalmaccna_cncrgía. Sí el sistema tiene un. solo valor. de relación_ 
esfucrzo-deformaci(m, entonces se puede definir una densidad de energía potencial como: 

(1.25) 

Para materiales perfectamente elásticos la densidad de energía se simplifica: 

. 1 
IV= -cr,1 e, 1 2 . {l .26) 

. . . 

Para materiáles plásticos se requiere utilizar la .ecuación (1.25). La energía potencial del 
sistema es pues obtenida al integrar ladensidad sobre el volumen: 

( 1.27) 

Se puede utilizar la derivada _del campo de desplazamientos (a, = du, (x,y,z )/dt) para 
obtener la velocidad local. De aquí se calcula la energía cinética: 

(1.28) 

1.1.5 Tcoríu de Griffith 

La contribución fundamental de Griflith (1920), utilizando la teoría lineal de elasticidad en 
materiales fracturados, fue resolver el problema del esfuer .. w infinito que aparece en los 
extremos (puntas) de una fractura. Irónicamente, el trabajo original de Griffith estaba 
motivado realmente por otras consideraciones (Gordon, .1976). Él buscaba estimar la 
resistencia de los cristales sólidos (véase Fig. 1.2) por medio de las propiedades de sus 
arreglos geométricos (redes atómicas). 

~ .. a 1 ~ . 
~ . 

Figura 1.2 Modelo atómico para calcular la resistencia teórica de los cristales. 

TESIS CON 
FALLA DE OfüGEN ¡ 
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La ley de separación de fuerLas intcratómicas puede ser aproximada por una función que 
exhibe tres propiedades: 

1) Una pendiente inicial que corresponde al módulo elástico E. 
2) Un trabajo total de separación (área bajo la curva) que corresponde a la energía 

de superficie y. 
3) Un valor máximo que represente la fuerza cohesiva interatómica. 

Para esto, es conveniente utilizar una función del tipo sinusoidal: 

(1.29) 

donde h representa la distancia interatómica de equilibrio y 11 es el desplazamiento en x. De 
aquí se obtiene la resistencia teórica como el ·valor máximo de la relación anterior: 

(1.30) 

Para la mayoría de los materiales en laboratorio y:::: Eb/40, lo que resultaría en 

cr,, . .,,.rn = E/6. No obstante, el valor obtenido de la predicción de la ecuación anterior, está 
muy l~jos de los valores de resistencia observados en el laboratorio. Esto motivó a Grillith 
a tratar de explicar la discrepancia basándose en el dt.:sarrollo matemiitico de lnglis ( 1913), 
dando como resultado la existencia dt.: un tipo de evento de fractura. La Fig. 1.3 muestra los 
resultados obtenidos por Griffith para una serie de experimentos en fibra de vidrio con 
diferentes espesores. Se observa que cuando una fibra disminuye dt.: espesor (adelgaza), el 
esfuerzo de ruptura (carga por unidad de área) aumenta. Lo más notable de este 
experimento f'uc qut.: para un espesor extrt.:madamcntc delgado (al límite del espesor), la 
resistencia es idéntica a la resistencia teórica. Griffith dedujo que este efecto de tamaño, es 
equivalente al causado por un defecto (fisura o fractura) en el material. 

La idea básica de la teoría de fractura de Griffith es la existencia de una fuerza de acción 
para la extensión de fractura (como resultado de la liberación de energía potencial en el 
cuerpo), junto con una resistencia inherente del material de oponerse al fracturamiento. La 
Fig. 1.4 ilustra el modelo atómico utilizado. La resistencia al crecimiento de fractura en un 
material frágil está asociada con la necesidad de proveer energía de s11pe1ficie a la nueva 
superficie de fractura. Griffith formuló un procedimiento de balance de energía. para este 
problema, utilizando el desarrollo de lnglis ( 1913). Esto condujo a la relación entre el 
cambio de energía potencial, debido al incremento de superficie de fractura y la resistencia 
a dicho incremento. Para un material frágil elástico st.: tiene: 
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dW dU 
dA -dA =y ( 1.31) 

donde W y U son, rcspcctivamcntc, el trabajo externo realizado en el cuerpo y la energía 
interna de deformación. La energía de superficie del material es y y A= 4Ba es el área de 
la fractura en un cuerpo de espesor /1 y radio de fractura a. 

300 EXTRAPOLATES TO 

200 

.. 
~ 

º~ºº 

./' 1,600 ksl 

EXTRAPOLATES TO 
APPROXIMA TE STRENGTH 
OF BULK GLASS,25 ksi 

íhickness or FilJtH,h•ch•• 

Figura 1.3 Resultados originales de Griffith ( 19::!0) en libra de vidrio. 

Tª 
• ~ !Jo-~ 1 ~-~ ~ .. ~ ~~ ~~ q. • 

o .. ~ ·"- ~ ~ a 
~"=: 11/~ ~ ~ -~ ~ ~ ... 

~ ~ Q ~ Q ca • 
~ b f...-

Figura 1.4 Modelo atómico con ddectos para cálculo de la resistencia al fracturamicnto. 

Griffith entonces consideró el problema de una fractura en un cuerpo infinito sujeto a una 
carga de tensión perpendicular a dicha fractura, previamente investigado por lnglis (véase 
Fig. 1 .5), por lo que sólo se necesita calcular el cambio neto de energía de deformación 
elástica. Un hecho interesante tUc que a partir de este desarrollo. 13ueckner ( 1958) observó 
que la energía de deformación debida a una fractura finita es igual a la mitad del trabajo 
realizado por los estUerzos actuando en las caras de dicha fractura. La apertura de la cara de 

TESIS CO~T 
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la fractura, para el problema de Griffith, se obtiene de la solución de Wcstergaard ( 1939) 
para la aproximación de esfuer-m plano: 

2cr { 2 , ).!. v=--¡;; a -1r 2, (1.32) 

donde cr es el esfuerzo aplicado. Las coordenadas se toman al centro de la fractura de radio 
a. Consecuentemente, para una fractura interna, el trabajo se realiza en cuatro diferentes 
segmentos de superficie. Esto da como resultado (véase apéndice de Maugin, 1992), 
partiendo de la expresión anterior: 

d rra2 cr2 B 
fV-U=4Bf fcrv(x)<l~=---

º E 
(1.33) 

Tomando la ecuación ( 1.31) se tiene 

1 

cr =('?:._Ey)2, 
f rr a 

(1.34) 

donde cr f es el esfuerzo necesario para fracturar el material. ... La ecuación anterior se 

derivó con base en condiciones de esfuerzo constante. No obstante, el mismo resultado se 
obtiene para condiciones de desplazamiento constante (Kanninen & Popelar, 1985). 

Figura 1 .5 Modelo estudiado por l nglis ( 1913 ). la longitud de Ja elipse es l. el ancho es h y el 
esfuerzo aplicado es cr. 

Para condiciones de deformación plana. el factor E que aparece en la ecuación anterior se 
debe reemplazar por E/(l - v' ). De aquí se puede observar la iníluencia de la geometría de 

.. Esta c.xprcsit.\n nos da idea del valor nccc541rio que se dchc u1ili:1.ar en los cxpcrimcnlos numéricos de frncturamicnto propuestos. 

~------~--·--fl't' . • . . (1 ('\ \,1 
l 1!1;:,1::-

~ ALLA Di!: Vrüu&N 
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la fractura en el campo de esfuerzos. Por ejemplo, Sneddon ( 1946) obtuvo la expresión del 
esfuerzo de fractura cr f para el caso simétrico axial de una fractura con forma de centavo 

("penny-shapcd crack") de radio a: 

(1.35) 

que difiere de la ecuación ( 1.34), para la versión de aproximación plana, solamente por el 
factor (2/rt}2. Por lo tanto, se deduce que la forma de la ecuación sólo cambia por un factor 
constante para diferentes condiciones geométricas de fractura. lrwin ( 1960) utilizó esta 
deducción para generalizar el problema de dinámica de fracturas.• 

La resistencia teórica de la ecuación ( 1.30) se combina con la ecuación ( 1.34) del esfuer.w 
de fractura cr f para obtener la relación: 

( 1.36) 

Para una fractura en un medio infinito perfectamente elástico, la expresión anterior es la 
relación entre el esfuerzo de fractura y la resistencia de fracturamiento. Esta relación 
geométrica indica claramente que la fractura es la fuente fundamental de disturbio de 
csfucr.ms en un material, y se puede establecer que una o más fracturas en el material 
reducen considerablemente el módulo elástico E ... 

1.1.6 Fructu rus en equilibrio 

Las fracturas estacionarias en equilibrio fueron primero estudiadas por lnglis ( 1913), para 
el campo elástico alrededor de la punta de una fractura. Él resolvió el caso estático de una 
placa infinita con una cavidad elíptica, sujeta a esfuer.m uniforme cr como se observa en la 
Fig. 1.5. El encontró que el esfuerLo se concentraba en los extremos agudos (puntas) de la 
elipse. Para un esfuer.1-0 aplicado cr ,, el esfuerzo máximo cr., en la punta de la elipse es: 

( 1.37) 

donde I es la longitud y hes el ancho de la elipse. Si h-> O. la elipse se adelgaza al límite 
hasta convertirse en una grieta de longitud /. La ecuación anterior es entonces sustituida 
por: 

• Recomiendo el cxcclcnlc tratado sobre las tcorias de fractura de Invin y de Griffith por Sih & Licbowitz ( 1968). 

""Este es un 11nportan1c concepto relacionado apercolación elánica. que se tratará en detalle en un capitulo posterior. 
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ª"=2[, 
cr,, lj-; ( 1.38) 

aquí res el radio_dcc curvatura en Ja punta de la grieta. Teóricamente, parar_-> O_,_el campo __ 
de esfuerzo en la punta de la fractura diverge. Es decir, existe una singularidad de esfuerzo. 
Utilizando el tensor de esfucnm, se tiene, de acuerdo a Muskhelishvili ( 1953), que la 
longitud de la grieta I reduce la energía potencial almacenada en el campo de esfuer . .m por: 

rccr2/2 
!!.E =----

,. 4E ( 1.39) 

Es importante mencionar, que aunque la teoría lineal elástica nos permite calcular el 
esfucr.m alrededor de la punta de la fractura, no se puede espcci ficar cómo la grieta se 
forma, ni cómo cambia su longitud. También es cierto, que la teoría predice una 
singularidad de csfücrzo en la punta de la fractura, pero observación de laboratorio en 
materiales indica que dicho esfuerzo es finito (véanse, e.g., Ewals & Wanhill, 1986; Mardcr 
& Fincbcrg. 1996). En general. se considera una zona de cesación ("yield zonc'") que 
representa la energía real alrededor de la fractura y que modifica las propiedades del sólido. 
Este es un proceso no lineal y varios otros modelos teóricos muestran dicho proceso. como 
los modelos viscoclüsticos o plüsticos. en dicha zona de cesación. Esto significa que un 
sólido frágil. realmente se comporta algo plástico alrededor de la grieta, por lo que los 
materiales con fracturas son en principio sólidos casi-frágiles. En otras palabras, un sólido 
sujeto a esfuerzos externos manifiesta deformación plástica alrededor de las fracturas. 

Debido a las anteriores complicaciones, el criterio de Griffith es útil en entender la 
distribución dc cncrgía alrededor de una grieta. Dicho criterio se puede expresar como la 
minimización dc la cncrgía potencial del sistema. considerando que dicha energía consiste 
de energía almaccnada en el campo clüstico y de energía requerida para crear nueva 
superficie dc fractura. La condición de minimización es: 

( 1.40) 

donde E1,,,c"''" es el decremento de energía potencial debido a la presencia de la fractura ... 

1.1. 7 Factor de intensidad de esfuerzo 

El factor de intensidad de esfuerzo es un concepto presentado por lrwin (1960), que 
demuestra que la forma del campo de csf'ucrzo alrededor de la fractura es diferente 
dependiendo del modo de carga externa. Por lo que la magnitud de dicho factor es todo lo 
que se requiere para caracterizar completamente el campo local de csfuer¿ó.· Recordemos 

"" Rccon111:11do el hhro dc FrcunJ ( 1990) donde prcsc111a soluciones a estos prohlcmas. 
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que existen tres tipos de carga en un sólido: 1) tensión en plano (modo 1), 2) cizalle en 
plano (modo 11) y 3) cizalle fuera de plano (modo 111). Estos modos de carga se ilustran en 
la Fig. 1.6. 

111 

Figura 1.6 Los tres modos de carga en un sólido. 

El factor de intensidad de csfücr.m F 0 se define como la constante asociada a la 
singularidad de esfuerzo en la punta de la grieta: 

F a -> -=_q_ __ G (0)+0(1) 
11 ~2nr '' · 

(1.41) 

Las funciones G,, son genéricas y no dependen de la geometría o tipo de material, y sólo 

dependen del ángulo polar O debido a que la fractura tiene un radio de curvatura r finito 
(lrwin, 1960). En otras palabras, el esfucr;:o varia a lo largo del radio r por lo que es 
función de O. Para O= O. uno estaría enfrente de la punta de la fractura, mientras que para 
O= rr/2 uno se encuentra perpendicular a la dirección de avance de la fractura. Tanto G,, 
como F

0 
son diferentes para cada tipo de modo de carga externa, más aún, G,

1 
se define 

de tal suerte que G,
1
(0)= l. 

Por ejemplo, el factor de intensidad de esfuerzo para modo l, F~ es: 

1 cr,.,.(x,O) 
F0 = -{;;;-- para x ->O . (1.42) 

v2nx 

Por lo que la magnitud del factor de intensidad de esfuerzo depende del esfuerzo aplicado, 
de la longitud de la grieta I y de la geometría particular del sólido. Suponiendo un 
semi plano infinito con tensión en modo 1 se tiene: 

donde a es el esfucrLo aplicado al infinito (como en Fig. 1.5). 

( 1.43) 

TESIS CON 
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Debido a que la forma del campo de esfuerzo alrededor de la fractura es genérico, excepto 
por su magnitud total, el valor de F

0 
es suficiente para caracterizar completamente dicho 

campo. Cuando el csfucr.w en la punta de la grieta sobrepasa cierto valor, dicha grieta 
avanzará. Es por eso que el valor máximo de la intensidad de esfuerzo F,,mª', que un 
material puede soportar antes de seguir fracturándose. es la anteriormente mencionada 
resistencia de fractura (véase la sección 1.2). 

Se sabe que las grietas no son infinitamente agudas para sólidos reales, por lo que siempre 
se tiene un radio de curvatura finito R0 • Por lo tanto, el esfuerzo máximo en la punta de una 

fractura común es J·~G, 1 (0)/.J2-;;_,:. Parece ser, que la principal razón de tener realmente 

esfücrzos finitos en los extremos de las fracturas es que a muy pequeñas escalas, existe un 
proceso no lineal de deformación plástica en el material, en contraposición a las 
predicciones de Griffith. Este proceso se conoce como cesación a escalas pequeiias (Rice, 
1968). Se sabe también que entre mayor es la zona de cesación, mayor será el radio de 
curvatura por lo que se requeriría de csfltcrzos aplicados más grandes para hacer crecer las 
fracturas existentes. Esto implica también que a mayor zona de cesación, mas 'resistente' es 
el material. 

Grinith ( 1920) supuso que la energía de superficie era el resultado solamente de las fuerzas 
de cohesión entre partículas. Es decir. una tensión superficial. Supuso además que dicha 
tensión superficial era una constante del nrnlerial independiente de la carga externa. No 
tomó en cuenta el efecto del proceso plástico que se mencionó arriba. lrwin ( 1948) y 
Orowan ( 1950) entonces generalizaron una energía de superficie efectiva. Ellos 
reemplazaron la tensión superficial de Griflith por una energía compuesta de la tensión 
superficial y de trabajo adicional necesario para crear una zona de deformación plástica 
alrededor de la fractura. Conceptualmente, la energía de superficie o ener¡!,Ía de fractura es 
E1,.,c'"'" = 21(1,·,.,,,,,"" +E,.,,;.,,,..,). Estudios de laboratorio (véanse, e.g., Gordon, 1976; Marder 

& Finebcrg. 1996) demuestran que en algunos casos la energía por deformación plástica 
E

1
,.;.,,.., es varios ordenes de magnitud mayor a la energía por tensión superficial E,.,,1.,,...,. 

1.2 Dinámica de fracturas 

La mecánica de fracturas en equilibrio (estático) combina la teoría de elasticidad lineal con 
diforcntcs modelos para la creación de nueva superficie de fractura. La dinámica de 
fracturas no es diferente a la teoría estática, sino que sólo incluye un termino adicional en 
las ecuaciones, el cual es el efecto inercial. Por lo que el propósito de la dinámica de 
fracturas es predecir eventos dinámicos tales como la velocidad de fracturamicnto y otros 
efectos de disipación de energía (calor, propagación de onda, cte.) asociados a partir de 
parámetros del material y csfi.1cr1:os aplicados. Por lo que se utiliza la ecuación de balance 
de energía de Gri nith ( 1920), pero incluyendo efectos inerciales así propuesta por Moti 
( 1948) y modificada por Dulaney & Bracc ( 1960). 
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Supóngase una grieta de longitud I como se ilustra en la Fig. 1.5. Dicha grieta, en principio 
disminuye la energía potencial del sistema. Suponiendo además que hay una área de 
influencia alrededor de la fisura para la acción de relajación de energía, de fonna circular 
con rndio 1/2 y partiendo de la ecuación ( 1.39), se deduce que la energía potencial se 

reduce por un foctor proporcional a 12 /4, esto da (Gross, 1995): 

E,,= -C,,1 2 + 2y/ , (1.44) 

donde e,, es una constante de proporcionalidad y la energía de superficie del material es y. 
Para introducir los efectos inerciales, considérese que la grieta se mueve a una velocidad v. 
Esto implica que el área de influencia también se mueve a esta velocidad para relajar esa 
porción del sistema consistentemente. La energía cinética de una elemento de masa es 
mv2 /2, por lo que la energía cinética asociada al movimiento de fractura es: 

( 1.45) 

Aquí, C,. es también una constante de proporcionalidad. La energía total es claramente: 

E,.,,.,, = 2y/ + C,.v 212 -C,,1 2 = 2y/ +1 2 (c,.v 2 -C ,,). ( 1.46) 

Esta expresión es válida para velocidades relativamente pequeñas a la velocidad del sonido 
en el material. Para calcular la expresión que predice la velocidad de fracturamiento, 
considere la ecuación ( 1.44) que nos indica que al iniciarse el movimiento de fractura cierta 
cantidad de energía potencial se convierte en energía cinética. Al inicio de la grieta, v =O, 
por lo que E,.,,.,1 =E,., es constante. Esto implica aE,,,,,,1 /81 =O, lo cual nos da para una 

longitud de fractura inicial /0 : 

( 1.47) 

Esta cxprcs1on nos da a y, la energía de superficie, en función de /0 , y es claro que 

E,.,,.,, = C,.I~, por lo que la ecuación ( 1.46) se puede escribir como: 

(1.48) 

Resolviendo para v se tiene: 

( 1.49) 
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Este es el resultado de Dulancy & Bracc ( 1960), donde .Je "/Ce es la máxima velocidad 

de fractura V 1 ,,.,,. Stroh ( 1960) argumenta que Vfmax es idéntica a la velocidad de Raylcigh 

del material. e,,, dándonos: 

(1.50) 

El argumento anterior se puede interpretar como que la energía de liberación aumenta 
proporcional a / 2

• mientras que la energía de superficie libre es proporcional a /. 
Paulatinamente al movimiento de fractura, la cantidad de energía consumida es 
insignificante en comparación a la cantidad de energía de superficie. Esto es como si la 
fractura viajara en una superficie libre. tal como es el caso de las ondas de superficie de 
Rayleigh. Por lo tanto, se argumenta que la velocidad terminal de fractual Vfmax es igual a 

c 11 • La velocidad de Rayleigh es bastante menor a la velocidad del sonido en el sólido, por 
lo que la ecuación ( 1.46) es válida. 

1.3 Factor de intensidad de esfuerzo dinámico 

Bajo el modo de carga 1, el factor de intensidad de esfuerzo dinámico para una grieta con 
movimiento arbitrario es calculado (Frcund, 1990) ell función del tiempo l(t) y ve.locidad 
de fracturamiento V como: 

F~ (l. v) = k(V)F~ (t,o)., . (1.51) 

donde !~{!.o) es el factor inicial en equilibrio de una grieta estacio~ada en modo 1 y 
longitud I (véase ecuación ( 1.42)), y k(V) es una función de la velocidad· de fractura 
instantánea. La expresión (1.51) implica que el movimiento instantáneo de la fractura es 
sólo función de la velocidad y la longitud. 

Se puede demostrar en el caso para fracturas frágiles en dos dimensiones (Freund, 1990), 
que la descripción de la intensidad de esfuerzo local es igual a la energía liberada. En 
condición de esfuerzo plano, se tiene: 

aE" p"
2 

G=-······=--
81 E 

(1.52) 

para grietas en equilibrio. G es llamada la razón de energía liberada. F
0 

especifica 

adecuadamente el esfuerzo alrededor de la punta de la grieta, por lo que el flujo de energía 
en la grieta se puede determinar a partir de sólo el factor de intensidad de esfuerzo. Esta 
expresión es conocida como la relación de lrwin ( 1948). Las descripciones global y local de 
energía están pues relacionadas en general a partir de calcular el factor de intensidad de 
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esfuerLo. Freund ( 1990) obtiene la descripción dinámica o generalizada de G , la cual toma 
la forma para modo 1 y velocidad de fractura V: 

(1.53) 

donde A 1 (V) es una función de la velocidad de fractura instantánea. Esta expresión es 
entonces llamada la generalización de la relación de Irwin. 

El criterio de Griflith para balance de energía para una fractura en crecimiento implica que 
la energía liberada es utilizada para hacer más superficie de fractura, la cual se puede 
expresar como G = 2y. Recuérdese que y es la energía de superficie de fractura del 
material (véase ecuación (1.31)). Si se combina esto con la relación generalizada de lrwin 
se obtiene una ecuación de movimiento para la punta de la grieta (Freund, 1990; Gross, 
1995): 

2Ey 
1 

_ _±'.'._ 

{l-v 2 XF:(/,0))2 en 
(1.54) 

Resolviendo para la energía de superficie de fractura y, se obtiene la expresión: 

y(V)=(l-v
2 XF:c1,0))2(1 _ _±'.'._). 

2E c 11 

(1.55) 

Esta ecuación es muy útil en el laboratorio porque permite calcular la disipación de energía 
a partir de la medición de la velocidad y la longitud de fractura a diferentes tiempos del 
experimento. y(V) es pues la disipación de energía en forma de deformación plástica y en 
otros tipos de disipación de energía (calor, propagación de ondas elásticas y ¿electos 
electromagnéticos?). 

Utilizando el factor de intensidad de esfuerzo de la expresión ( 1.43), la ecuación ( 1.54) y 
resolviendo para la velocidad de fractura V, se tiene: 

(1.56) 

donde 

(1.57) 

Analizando velocidades de fractura, Yoffe (1951) encontró que existe una velocidad critica 
de fractura con una valor cercano a 0.6e11 , en la cual la dirección de máximo esfuerzo no 
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está directamente en la punta de la grieta sino que existen dos lóbulos de concentración de 
energía simétricos, bifurcándose en cierto ángulo (alrededor de 30°) en la dirección del 
avance de la fractura. Estos lóbulos de concentración de energía que generan deformación 
plástica, formarán dos fracturas eventuales o en su caso. la fractura original se desviará a 
una de las direcciones de bifurcación. Ciertamente, para un medio desordenado este 
fenómeno crea un sistema de fracturas múltiples observándose bellas configuraciones 
fractales (Louis et al.. 1986; Louis & Guinea, 1987). No es claro el porque de las 
bifurcaciones, pero esta tra11siciá11 de fáse es observada fielmente en muchos eventos de 
fractura en materiales. Entender exactamente los mecanismos que generan este fenómeno 
de disipación de energía es uno de los grandes retos de la ciencia y de la tecnología 
contcmponíneas. 



Capítulo 2 

Teoría de Percolación 

2.0 Medios desordenados 

Los materiales de la naturaleza son raramente perfectos en su estructura. No sólo es dificil 
hacer materiales perfectos en el laboratorio, sino a menudo es deseable que los materiales 
contengan un cierto grado de desorden. Un ejemplo de esto es el concreto. El concepto de 
desorden es muy amplio. El desorden puede ser mcsoscópico, es decir, a escala mucho 
mayor que la atómica o microscópica; pero pequeña en comparación a la escala de una 
muestra de material. Los métodos para analizar teóricamente los efectos del desorden en las 
propiedades del material son, por supuesto, dependientes del tipo de desorden. No obstante, 
es posible obtener ciertas generalidades a partir de métodos de lwmogenización. Un 
material desordenado es por definición heterogéneo (probablemente a varias escalas). 

Supongamos representar un volumen elemental de un material. el cual es pequeño 
comparado con la escala del objeto. Si el material es estadísticamente homogéneo, esto 
significa que las propiedades locales son constantes al tomar el promedio sobre dicho 
volumen elemental. Es entonces posible reemplazar el total del material desordenado por 
un volumen elemental homogéneo. ¡\ este proceso se le conoce como homogenización. 
Este proceso de homogenización es conocido en fisica como la aproximación del campo 
medio (véase, por ejemplo, Starzak. 1989). 

Una vez realizada la homogcnización. el modelo homogéneo es utilizado para calcular 
cualquier propiedad macroscópica de interés. Visto desde nuestra perspectiva, se requiere 
definir volúmenes elementales con propiedades locales, que sean utilizados para modelar 
materiales desordenados (rocas). tanto teórica como numéricamente. Se debe notar que 
diferentes propiedades del material tienen diferentes sensibilidades al desorden real. Por 
ejemplo, propiedades de transporte, como es el caso de la conducción eléctrica, no es nada 
sensible si se compara con la propiedad de la resistencia mecánica del material, el cual 
puede ser gobernada por crecimiento catastrófico (fracturamiento) y/o lisuras inestables. 

Se discutirá aquí un ejemplo del procedimiento de homogcnización el cual es central en 
todas las ideas del tratamiento de materiales desordenados. El ejemplo es basado en el 
trabajo de Kirkpatrick ( 1973 ), para conductancia eléctrica L de una red de enlaces 
co11d11ctore.\' con una distribución de conductancias. Este proceso es análogo al problema de 
percolación, que se verá más adelante. Supongamos una retícula cuadrada como se muestra 
en Ja Fig. 2.1. Los extremos (barras) alto y bajo son conectados para mantener una 
diferencia de voltaje V. La red se inclina un ángulo rt/4 en comparación a los extremos 
conectados. Con este arreglo, todos los enlaces llevarían la misma cantidad de corriente si 
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las conductancias fueran las mismas, es decir, una retícula homogénea. Dicha red consiste 
de enlaces con una conductancia cr.,. El voltaje a través de cada enlace es v .. =V/ L donde 

L es el ta111año lineal de la red. La corriente que fluye en cada enlace es i ... La relación 

entre la corriente y la diferencia de voltaje v ... a través de cada enlace, es calculada de la 

conductancia de un sólo enlace de la red. Suponga que la red es muy grande y que está en 
tierra en sus esquinas, es decir, el voltaje es cero. 

A partir de la suposición del voltaje cero, conectemos ahora un alambre entre la tierra y uno 
de los nodos que forman un enlace en la red, sea este el nodo A (ver Fig. 2.2). Por lo tanto, 
una diferencia de potencial entre la tierra y este nodo existe, y una corriente i fluye en la 
red por 111cdio de este nodo. La simetría que existe, demanda que una corriente i/4 fluya en 
cada uno de los enlaces que ligan al nodo A si Les muy grande y si A está suficientemente 
alejado de los extremos de la red. Movamos ahora el alambre a otro nodo conectado al 
mismo enlace, el cual llamaremos !J. También, permita que se revierta la diferencia de 
potencial entre dicho nodo y la tierra, de tal forma que la corriente i fluya de la red al 
alambre. 

Figura 2.1. Red de conductancia. La conductancia cr varia de enlace a enlace. 

Por supuesto, la corriente, a través de los cuatro enlaces conectados a este nodo, es también 
i/4 para L grande y B lejos de los extremos o esquinas de la red. Las ecuaciones que 
gobiernan el flujo de corriente en la red son, obviamente, las ecuaciones de Kirchhoff. las 
cuales son lineales. Esto hace suponer que la corriente que fluye entre el nodo A y IJ, a 
través de su enlace, es i/4+i/4=i/2. La conductancia del enlace es ªm• por lo que la 
diferencia de voltaje quedará como icr .. /2, teniendo: 

(2.1) 

Es decir, la conductancia entre los dos nodos es la corriente 
por la diferencia de voltaje entre nodos. 

que fluye en la red dividida 

Supongamos ahora una red desordenada. Suponga un enlace de la red con conductancia cr, 
y una diferencia de voltaje externo V impuesto en los extremos de la red para que el enlace 

TESIS COM 
FALLA DE l.Jn1üEN 
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tenga una diferencia de voltaje de v"' + v donde ves la desviación del valor medio de vm. 
La aproximación del campo medio consiste en reemplazar el resto de la red por una red 
homogénea, pero manteniendo este enlace particular sin modificación. es decir, ignorando 
la correlación entre las fluctuaciones de voltaje v y las fluctuaciones de las conductancias. 
La conductancia crA 11 entre dos nodos conectados por este enlace, se establece al poner el 
enlace de conductancia u en paralelo con el resto de la red. Utilizando la ecuación (2.1 ), 
tenemos: 

' / : .. ~-- .. ~L ~_:,,.: .. ~_:: 
4• •• 

' ' 1 -•----¡--.------

, 

Figura 2.2. Diagrama que muestra como se calcula la conductancia entre el nodo A y el B. 

Por lo que la relación corriente-voltaje en este enlace es 

o para el voltaje fluctuante 

(v"' + v)(cr"' + cr) = i , 

i 
v=----vm 

v,,,+a 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

El promedio de la parte del voltaje fluctuante sobre la red debe ser cero: 
< v >=< i /(a"'+ cr) >-v ... Aquí se ha ignorado la correlación entre las conductancias 

fluctuantes y los voltajes 

por lo que: 

i . 1 2 1 <--->=<1><--->= ª"' vm <--->. 
u,,,+ CT Um + CT CTm + CT 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORlGEN 

(2.5) 
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a -a 
<-m-->=0 • 

am+a 
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(2.6) 

Supongamos entonces que la distribución de conductancias tienen la densidad de 
probabilidad p(cr) = p o(cr -cr

0
) + q o(cr). donde o(x) es la función delta de Di rae•. El 

significado de esta densidad de probabilidad es que una proporción de enlaces p están 
presentes en la red, mientras que una cantidad q = 1- p están ausentes, es decir, con 
conductancia cero. De la ecuación (2.6) se tiene: 

l[P (cr)(crm -cr) /(crm + cr)]dcr = p(crm -cr0 ) /(crm + cr.,) + q =O (2.7) 

Finalmente, para ªm• se tiene 

cr., =cr.,(1-2q)=2cr.,(p-l/2), (2.8) 

lo cual es el valor promedio del valor local de la conductancia requerida para el proceso de 
homogcnización. Es entonces fiícil encontrar la conductancia entre los extremos de la 
retícula: 

L=cr.,=2cr.,(p-l/2). (2.9) 

Nótese que esta ccuacton predice que la conductancia en la red es cero para p = 1/2, y 
cambia signo para p < 1/2. lo cual no es realizable fisicamcntc, por lo que :L debe de ser 
cero. La razón de esto puede ser comprendida si se considera que una proporción p de 
enlaces está presente y una proporción q de enlaces no lo está, con lo que se pueden definir 
racimos de enlaces ("clustcrs") de nodos conectados con cero conductancia. Esto se puede 
expresar como: Tome dos enlaces con conductancia cero; si es posible, dibuje un camino en 
la red entre dos enlaces pasando solamente a través de enlaces con conductancia cero, 
entonces, sólo los dos enlaces est<ín conectados. Un racimo es un grupo de enlaces 
mutuamente conectados. Es posible. por supuesto, considerar a la red como un compuesto 
donde, cuando la red es conductora. los enlaces conductores forman una matriz y los 
racimos de enlaces no conductores forman las partículas. La suposición fundamental 
necesaria para el procedimiento de homogenización es que el elemento volumen 
representativo pueda formarse. No obstante, cuando p disminuye. el tamaño de la 
distribución de los racimos de enlaces no conductores se hace más y más extenso. Cuando 
p"' 1/2. la distribución es tan extensa que no se puede construir un elemento volumen 
representativo. La extensión del tamaño de la distribución de los racimos n_,, la cual es el 
número de racimos de tamaño s por sitio o lugar, es el punto de partida de la teoría de 
pcrcolación. Por Jo que entiéndase a la teoría de pcrcolación como una extensión de los 
modelos estadísticos de homogenización, pero sin las restricciones analíticas de éstos . 

... La densidad de prob;:tbilidad utilil'.ada es ubicua en los procesos de redes cstocáslicas y de modelos de pcrcolación u1ili1.ados para 
modelar frnctumrnicnto en rocas. 
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2.1 Modelos de percolación 

Percolación representa el modelo más simple de un sistema desordenado. Considere una 
red cuadrada. donde cada sitio (o nodo) es ocupado aleatoriamente con probabilidad p o 
vacío (no ocupado) con probabilidad 1- p. Sitios ocupados y no ocupados pueden 
representar diferentes propiedades físicas. Por simplicidad, suponga que los sitios ocupados 
son conductores eléctricos. los sitios no ocupados representan los aisladores eléctricos, y la 
corriente eléctrica, por ende, sólo puede fluir entre sitios conductores cercanos. 

A baja concentración p. los sitios conductores están aislados o forman pequeños racimos de 
sitios cercanos ó vecinos. Dos sitios conductores pertenecen al mismo racimo si están 
conectados por un camino de sitios conductores vecinos y si la corriente puede fluir entre 
ellos. Nótese que a un valor pequeño de p, el sistema es un aislador, dado que el camino 
conductor no atraviesa toda la red. A valores grandes de p, pueden existir muchos caminos 
conductores que hagan al sistema conductor. 

A cierta concentración, existe un umbral de probabilidad de concentración p, donde la 

corriente eléctrica puede "percolar" (i.e., fluir, transportar) de un lado de la retícula al otro. 
Debajo de p,. no hay conducción (sistema aislante), arriba de p,. tenemos un sistema 

conductor. El umbral mencionado se conoce como umbral de perco/ación o concentración 
crítica, ya que separa dos diferentes fases de comportamiento físico (e.g .• Helba et al., 
1992). 

Entre otros ejemplos. si los sitios ocupados son superconductores y los sitios no ocupados 
son conductores, abajo de p,. se separa la fase conductora normal y arriba de p,. se tiene la 

fase superconductora. Otro ejemplo sería un sistema de magnetos y paramagnetos donde, 
dependiendo de p, • tendríamos una mezcla paramagnética o magnética. 

De física estadística. hay que hacer notar que la percolación es una transición de fase 
geométrica y no una transición física. como es en el caso de transiciones de fase térmica, 
donde otro tipo de fenómenos ocurre. La transición de fase geométrica es caracterizada por 
racimos grandes en la proximidad de p, .. A valores pequeños de p, solo existen pequeños 

racimos de sitios. Cuando la concentración p es aumentada. el término promedio de los 
racimos aumenta. En la concentración crítica p, .• aparece un racimo grande el cual conecta 

lados opuestos de la retícula. Llamamos a este racimo el racimo infinito. dado que su 
término diverge cuando el término de la red aumenta al infinito. El tamaño promedio de los 
racimos finitos. los cuales no pertenecen al racimo infinito. disminuye. Para p = 1, 
obviamente todos los sitios pertenecen al racimo infinito. Esto es percolación de sitio. 
Cuando se habla de que los enlaces entre sitios son aleatoriamente ocupados. hablamos de 
percolacián de enlace. Dos enlaces ocupados pertenecen al mismo racimo si están 
conectados por un camino de enlaces ocupados. La concentración crítica de enlaces separa 
una fase de racimos finitos de una fase con un racimo infinito. La Fig. 2.3 muestra un 
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ejemplo del camino más corto entre los sitios A y B de un racimo de pcrcolación. La Fig. 
2.4 muestra un racimo infinito (Furubcrg el al., 1988). 

Figura 2.3. Camino más corto de un racimo de pcrcolación entre el sitio A y B. 

Figura 2.4. Racimo grande de percolación representando la concentración crítica. 

Quizás el ejemplo más común de percolación de enlace en fisica es la red aleatoria de 
resistores, donde alambres metálicos en una red regular son cortados aleatoriamente con 
probabilidad q = 1- p. Aquí, p,. separa a una fase conductiva, para q pequeña, de una fase 

aislante, para q grande. 

Las aplicaciones de percolacíón de enlace en otras disciplinas son. por ejemplo, el proceso 
de polimcración en Química. En el proceso de polimcración. pequeños racimos de 
moléculas pueden formar moléculas más grandes ... Un proceso de "gclación" es el hervir 
un huevo. El huevo a temperatura ambiente es líquido mientras que hervido se convierte en 
una gel tipo sólido. Un ejemplo en biología es la expansión de una epidemia. La 
enfermedad empieza en un individuo. el cual puede infectar a vecinos cercanos con 
probabilidad p en un tiempo determinado. Los vecinos a su vez infectan a otros y así 
sucesivamente. Aquí, JJ, separa una fase de p pequeña donde la epidemia es controlada y 

.., Este proceso se conoce como .. transición snlc-gcl" (una sola gel). 

TESIS ,..,..._ 
FALLA \.)~ v1uutÑ 
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una p grande donde la epidemia es catastrófica como en el caso del SIDA)"'. Lo mismo 
pasa para fuegos en los bosques. Un árbol incendiado puede propagar el fuego a árboles 
cercanos y mantener este proceso a gran escala. Muchos otros ejemplos en fisica de 
pcrcolación incluyen simulación de materiales amorfos y porosos, conductores iónicos 
desordenados, fragmentación y por supuesto procesos de fracturamicnto. 

Las definiciones de percolación de sitio y de enlace de una retícula cuadrada bien se 
pueden extrapolar a una red d-dimcnsional. Por ejemplo, una red cuadrada tiene para cada 
enlace. seis enlaces vecinos. mientras que un sitio tiene cuatro sitios vecinos. La tabla 2.1 
presenta algunas retículas conocidas y su umbral de concentración o umbral de pcrcolación 
(Jcrauld el al.. 1984). No obstante, los umbrales tienen diferentes universalidades 
dependiendo del fenómeno en cuestión. La Fig. 2.5 presenta la conductividad de un sistema 
de pcrcolación en dos dimensiones. 

TABLA 2.1 
Umbrales de pcrcolaeión para varias configuraciones de retículas en dos y tres dimensiones. 

Retícula J>crcolación de 
Sitio Enlace 

Triancular 1/2 2 sin( ;r/I 8) 
Cuadrada 0.5927460 1/2 
Enjambre 0.6962 1-2 sin( ;r/18) 

Cúbico de Cara Centrada 0.198 0.119 
Cúbico de Cuerpo Centrado 0.245 0.1803 
Cúbico Símnlc de 1 cr Orden 0.31161 0.2488 
Cúbico Simple de 2do Orden 0.137 -
Cúbico Simnlc de 3cr Orden 0.097 -

Arbol de Cavlcv l IC= - 1 l 1 IC= -1 l 

Oh 

o.• 

0.2 

o.o'----'-----'--~'---~-'---' 
o.o 0.( 0.2 0.3 0.5 

1-p 

Figura 2.5. La conductividad de un sistema de percolación en 2D en función de _(I - p) . 

.. Se reporta que ta11 sólo en el cont111cn1c africano hahrá 30 millones de infectados de SIDA para fin dcl=a:no:2:'.'.0~0'.::3;_. --'.'.".:""""'.=::::":;---1 
TESlS r.nN 1 

~l\LLA D"fi vi.\i\iEN 1 
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La figura anterior ilustra la disminución de conductividad al remover enlaces en el modelo. 
Esto es análogo a quitar material en una roca, es decir, aumentar la porosidad. Esta misma 
tendencia es observada también para el módulo de Young y consecuentemente en las 
velocidades de propagación en un material. La porosidad máxima posible antes de que un 
material pierda su calidad elástica. se le llama porosidad critica•. 

Otro tipo de pcrcolación es la pcrcolación de sitio-enlace donde sitios están ocupados con 
probabilidad p y enlaces con probabilidad q. Dos sitios ocupados pertenecen al mismo 
racimo si están conectados por un camino de sitios vecinos ocupados con enlaces. Para 
q = 1 • la pcrcolación de sitio-enlace se reduce a la pcrcolación de sitio; para p = 1, se 
reduce a la pcrcolación de enlace. En el caso de percolación de sitio-enlace, una línea 
crítica p - q separa las dos fases posibles. Pcrcolación de sitio-enlace puede ser relevante 
para gelación y para procesos epidémicos en medios diluidos. 

El ejemplo rrnís natural de pcrcolación es la "percolación continua", donde las posiciones 
de dos componentes de una mezcla aleatoria están restringidas a ciertos lugares (sitios) 
discretas de una retícula regular. En forma de ejemplo, se presenta una placa de material 
conductor con agujeros circulares generados aleatoriamente corno se presenta en la Fig. 
2.6. Este modelo es conocido como el "queso suizo". La cantidad relevante es la parte p que 
permanece de material conductor. Comparado con pcrcolación de sitio y de enlace. la 
concentración crítica es menor. p, ::::: 0.312 ± 0.005 para dos dimensiones con círculos de 

diámetro igual. Para tres dimensiones, es decir. esferas en un cubo. p, ::::: 0.034 ± 0.007. 

Para diámetros difCrcntcs de círculos o esferas tendríamos un modelo natural representante 
de materiales geológicos porosos. El experimento de la Fig. 2.6 se realizó con un código 
que corre en Windows-PC por medio del compilador Fortran PowcrStation 4.0 y subrutinas 
OpcnGI.• 

Figura 2.6. Pcrcolación continua para la simulación de una roca porosa en dos dimensiones . 

.. La porosidad critica rara la maynria de las meas es aproximadamente de 40%. 

• Todos los programas de cnmpulo dcsarrolhtdos en esta tesis corren en ambiente Windows-PC con Fonrnn PowcrSunion 4.0. 
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2.2 Pcrcolación de invasión 

El modelo de pcrcolación de invasión fue motivado para el estudio del desplazamiento de 
un fluido por otro en un medio poroso. La dinámica de frentes de desplazamiento es 
esencial para entender el proceso de movimiento de fluidos en producción petrolera, y Ja 
pcrcolación de invasión es el modelo más simple que acarrea toda la posible fisica y 
estructura del fenómeno. 

El agua y el aceite son dos fluidos inmisciblcs e incomprensibles y por lo tanto, el agua, al 
invadir la roca, desplaza al aceite. El medio poroso puede ser considerado como una red de 
poros los cuales están conectados por pasajes angostos tortuosos. Al mantener la velocidad 
de flujo constanh.: y con un valor pequeño se puede asumir que las fucr.t-as viscosas son 
despreciables comparadas con las fuerzas capilares, es decir, cuando el agua es inyectada 
muy lentamente en un medio poroso saturado de aceite. las tuerzas capilares dominan a las 
fucr/.as viscosas, y la dinámica se determina por un radio de poro local r. Las fuerzas 
capilares. obviamente. son más grandes en conductos estrechos. Siguiendo el modelo de 
Wilkinson & Willemscn ( 1983). los sitios y los enlaces representan poros y conductos, 
asignándoseles radios aleatorios. Por conveniencia, se supondrá que los conductos con más 
facilidad a ser invadidos son instantáneamente saturados. Se asignan nümcros aleatorios 
parar en el rango I0, 11, representando el tamaño del poro en los sitios. La Fig. 2.7 presenta 
uno de mis experimentos de invasión de fluido en un medio poroso. La línea roja representa 
aquel conducto que "percoló" de un lado de la retícula a la otra. por ende, el medio es 
permeable. 

En el modelo. se considera una retícula regular de tamaño L x L. en el cual se representa al 
aceite. como el de.f(•n.wr y al agua. como el invasor, El agua es colocada inicialmente en 
uno de los lados de la retícula. Para describir las resistencias hidráulicas de los pasajes por 
la invasión del agua. se asigna a cada sitio de la red un nümcro aleatorio r entre O y 1. El 
agua invade el sistema siguiendo el paso de menor resistencia. A cada paso de tiempo, el 
sitio con menor nümero aleatorio es ocupado por el agua y el aceite es desplazado. Sitios de 
crecimiento se identifican como sitios que pertenecen al fluido defensor y son vecinos del 
fluido invasor. A cada paso de tiempo. el fluido invasor avanza a un sitio de crecimiento el 
cual tenga un nümcro aleatorio r más pequeño. El fluido invasor puede atrapar regiones de 
fluido defensor. rodeando estas regiones completamente. Esto forma racimos aislados de 
regiones con fluido defensor (ac:citc). Dado que el aceite y el agua son fluidos inmisciblcs e 
incompresibles. el aceite rodeado completamente por agua no puede ser expulsado y el 
aceite entonces queda atrapado en algunas regiones del medio poroso Si el fluido defensor 
es comprensible. entonces el invasor podría moverse en estas regiones atrapadas. En un 
momento crítico. el racimo invasor es equivalente al racimo de expansión infinito que se 
observa en pcrcolación regular. Prácticamente todos los sitios con r < fJ,. no son 
modificados. Dado que el aceite es incompresible. se aplica la regla de que el agua no 
puede invadir regiones atrapadas por aceite. 
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Figura 2.7. Modelo simple de percolación de invasión, la retícula es de 60 X 30 nodos. La línea roja 
es el conducto permeable. 

Es bien sabido que la percolación de invasión es una clase universal diferente a la 
percolación regular ó estática (sitio, enlace y sitio-enlace). Por otro lado, si el defensor es 
compresible, otro tipo de invasión es posible y se aproxima a la percolación regular. La Fig. 
2.8 ilustra una de mis simulaciones donde el agua invade a una roca saturada de aceite en 
una retícula de IOOx 200 nodos. La Fig. 2.9 muestra el resultado de simular el proceso de 
invasión en una retícula cuadrada diez veces mayor. de 1000 x 2000 nodos (Aharony, 
1996). El número de sitios, M(L). que pertenecen a la parte central L x L de una red 

L x 2L, escala como !v!(L) = AL"' , donde A es una constante y df "" 1.82, la cual es la 
dimensión fractal del frente de invasión en el medio poroso (Wilkinson & Willemsen, 
1983; Furuberg et al., 1988). En esta figura, claramente se observan los frentes en 
movimiento. Una vez que un sitio es invadido, el frente tiende a permanecer en esa 
vecindad. El procedimiento es: El frente de invasión exhausta primero todos los poros 
fáciles de invadir, entonces forzando al invasor a través de un conducto dificil, una nueva 
región de fácil acceso es encontrada. 
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Figura 2.8. l'ercolación de invasión (experimentos del autor). 

Figura 2.9. l'ercolación de invasión con una retícula de 2L x L. 

TESiS CON 
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2.3 Modelado de percolación de invasión 

2.3.0 Modelado numérico y analítico 

Varias aproximaciones numéricas existen para generar la simulación de pcrcolación: 

•!• Método de Hoskcn-Kopclman ( 1976) 

Todos los sitios en el sistema de pcrcolación son etiquetados de tal manera que los sitios 
con la misma etiqueta pertenecen al mismo racimo. Si la misma etiqueta existe en ambos 
extremos del sistema, entonces un racimo infinito existe. Contando el número de racimos 
con S sitios, se obtiene la función de distribución del racimo. El algoritmo Hoskcn­
Kopclman es utilizado para investigar la distribución de tamaños de racimos así como la 
topología del racimo más grande en un sistema desordenado. 

•!• Método de Lcath ( 1976) 

En este método, racimos de pcrcolación son generados. En el primer paso, el origen de la 
retícula vacía es ocupada. Los sitios vecinos cercanos son ocupados con probabilidad p ó 
bloqueados con probabilidad 1-p. En el segundo paso. los sitios vecinos son ocupados o 
bloqueados, con probabilidad p y 1-p respectivamente, y así para los siguientes pasos. A 
cada paso, se considera el racimo formado por sitios ocupados asignándoles un número por 
paso. Los racimos de percolación son por lo tanto, generados con una distribución del 
tamaño del racimo de Sns(P). El factor Ses una medida de que tan probable un sitio pueda 

ser el origen de un nuevo racimo, por lo que hay S maneras de aumentar el racimo. 

•!• Método de Ziff 

Es un método directo para generar perímetros externos de un racimo de pcrcolación en dos 
dimensiones. Fue sugerido por Ziff et al. ( 1984 ). Dicho método es importante porque es el 
algoritmo más clicicnte para determinar a p,. 

Existen varias aproximaciones analíticas para estudiar pcrcolación como son: Los modelos 
fractales deterministas Uunta de Sierpinski, fractal de Mandelbrot y modelo jerárquico), 
expansión de series, rcnormalización, teoría del campo medio. En mis estudios sólo 
consideré teoría del campo medio y el método de Leath. 

2.3.1 Viscosid:td digital 

En un medio poroso la velocidad de un fluido viscoso v está relacionada con el gradiente 
de presión P por la ley de Darcy: 

v=-k'ii'I', (2.10) 
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donde aquí k es la permeabilidad y 'ílP es el gradiente de presión (Chcn, 1985). Esta ley 
también se aplica a la celda "l-lclc-Shaw", cuando el fluido se desplaza entre dos placas 
paralelas. Cuando un fluido menos viscoso es empujado por uno más viscoso, la interfase 
es inestable, resultando en lo que se conoce como viscosidad digital ("viscous fingering"). 
La forma de los dedos es determinada por el número de capilaridad N«> =Uµ/• donde U 
es la velocidad en la punta del dedo, µ es la viscosidad del fluido desplazado y T: es la 
tensión intcrfacial. 

La interfase entre fluidos inmiscibles puede tener una geometría muy compleja. 
Experimentos en una celda l-lcle-Shaw de patrones de viscosidad digital se observan en la 
Fig. 2.1 O, mostrando en a) agua invadiendo glicerina, no existe tensión superficial entre los 
dos fluidos; b) mismos fluidos pero donde la celda tiene muescas creando anisotropía 
geométrica; e) igual que (a) pero con aceite invadiendo glicerina; d) igual que (b) pero con 
aceite invadiendo glicerina. 

e> 

Figura 2.1 O. Patrones de viscosidad digital. 

La viscosidad digital tiene similitud a otros procesos (Soll et al .• 1988). Los parámetros de 
control de una celda l lcle-Shaw son principalmente la tensión superficial, la relación de 
inyección y la anisotropía geométrica. 

El campo de presión. P gobierna el crecimiento. La variación de presión es muy pequeña en 
el fluido invasor de baja viscosidad, es decir, el fluido actúa como un medio isobárico, 'en 
términos matermíticos se tiene 

8 2 ? Kµ 
--=-v·'ílP axay f 

(2.11) 

TESIS cn~r 
FALLA DE OJÚGEN 
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donde K. es la compresibilidad, ~t es la viscosidad del fluido defensor, v es el vector 
velocidad de flujo y fes un factor geométrico. 

La Fig. 2.1 1 presenta varias simulaciones de crecimiento dendrítico con el método de 
agregado limitado de difi1sió11 ("diffusion limitcd aggregation, DLA") el cual es una 
alternativa para simular procesos de desplazamiento fluido-fluido (Oda, 1986). 

Figura 2.1 1. Simulación con el método de agregado limitado de difusión. 

Por último, en lo que se refiere al tema de flujo de fluidos, la Fig. 2.12 presenta un 
diagrama defi1se en escala log-log. Donde M = µ 2 /µ 2 es la relación entre viscosidades µ 1 

y µ 2 ; C es la fuerza capilar. Claramente, la figura muestra la región de utilidad de 
diferentes métodos para simular procesos de invasión hidráulica. 

TESIS cn~r 
FAL1A DE ütWJEN 
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FIG. 2.12. Diagrama de fase para diferentes métodos de simulación de invasión. 

2.4 Modelos de percolación elástica 

2.4.0 Descripción general 

El modelo de retícula de percolación elástica (RPE), es, en general, un proceso lineal 
vectorial, pero con propiedades de transporte no locales. Considérese una red de 
percolación en la cual cada enlace representa un elemento elástico, e.g., un resorte con 
constante elástica e que toma valores de una función de densidad de probabilidad \Jl(e). 

En el caso más"sfmple y general, e está distribuida de acuerdo a una distribución binaria: 

\l'(e)= ¡Jt5(e-a)+(l-p)ó(e-b). (2.12) 

Por lo que si b = O y a es finita, se tiene la red clásica de percolación elástica. Para el caso 
de que a= oo y h sea finita, i.e., una fracción de p de resortes son totalmente rígidos y el 
resto son suaves. A esta se le conoce como la red de percolación "súper-elástica" (RPSE). 
El valor del umbral de percolación Pu no es necesariamente igual al umbral de percolación 

escalar o aleatorio. Dado p ~ p;, todos los módulos elásticos E del sistema desaparecen. 

Cerca de p.,. el módulo elástico obedece la ley de potencia o ley de escala: 

(2.13) 

Mientras que todos los módulos elásticos para RPSE divergen de acuerdo a p ~ p~ como 

(2-14) 

el umbral de percolación elástico y el exp-onente criticof y T, que pueden depender de las 
fuerzas microscópicas entre partículas de la red. 

TES[S ('f'.T. T 

FALLA JJt '-'····Ji!:N 
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Es importante notar el número de módulos elásticos para describir una red 2D o 3D, dado 
que la mayoría de las retículas (redes) utilizadas para simulación numérica no son isótropas 
desde el punto de vista cristalográfico. Para materiales isótropos, el número de módulos 
independientes elásticos es 2. Uno puede medir el módulo de Young E, de corte µ o el 
volumétrico K. Cualquier combinación de dos de estos tres módulos es suficiente para 
caracterizar una red isótropa. La red triangular, que ha sido ampliamente utilizada para 
simulaciones de pcrcolación vectorial es una retícula isótropa. En 3D, todas las retículas 
regulares son anisótropas. Para la familia de retículas cúbicas, es decir, para las redes 
cuadrada, cúbica simple o de cuerpo centrado (13CC), que se utilizan para simulación de 
pcrcolación vectorial, se necesitan 3 módulos elásticos independientes para caracterizar la 
red. Por ejemplo, las retículas cúbicas son anisótropas para E y µ (Turley y Sincs, 1971 ), 
es decir, estos módulos se refieren a la dirección principal de la red. Mientras que K es 
isótropo. 

Para calcular las propiedades elásticas de un modelo. se minimiza la energía elástica H con 
respecto al vector desplazamiento u, en el nodo o partícula i, 8/l/au, =O. Escribiendo las 
ecuaciones para cada nodo interior de la retícula, resulta en N x d ecuaciones simultáneas 
para el desplazamiento u,. Donde N es el número de nodos internos de una retícula d­
dimcnsional. Las condiciones de frontera dependen del módulo que se desea calcular. Por 
ejemplo, para calcular la constante elástica c11 (un experimento con fuerzas externas en 
tensión) se estiran las caras opuestas de la retícula por medio de una deformación S. En las 
otras direcciones se aplican condiciones periódicas. El conjunto de ecuaciones lineales se 
resuelve, por ejemplo, por técnicas de eliminación de Gauss o por el método de gradiente 
conjugado. El criterio de convergencia típico para la iteración k, es ju~., - u~Hlj/u~•-tl <E, 

donde & es un nllmero muy pequeño (del orden de 1 o-' a 1 o-s ). De la solución del 
conjunto de ecuaciones para los desplazamientos, se calcula H y en consecuencia de puede 
obtener el módulo elástico c11 = 2// /,<.; 2 

• 

2.4.1 Pcrcolación de rigidez: vector de transporte no-local 

Aquí se define la red de pcrcolación con fuerzas centrales, partiendo de la ecuación elástica 
continua. Las ecuaciones lineales que gobiernan el equilibrio elástico estático de un 
continuo de acuerdo a Malvern ( 1969) son: 

'V·T=O 

T = A.(V' · u)I + µ(V'u + Vu T)' (2.15) 

donde T es el tensor de esfuerzo, 1 es el tensor identidad, A. y µ son las constantes de 
Lamé y u es el desplazamiento. Utilizando una aproximación de elemento finito del tipo 
Galcrkin (Strang y Fix, 1973), la ecuación anterior se puede transformar en un sistema de 
ecuaciones lineales. Considerando una función de ensaño ('ansatz') <!>,se tiene la ecuación: 
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(2.16) 

donde V es volumen de integración. Utilizando el teorema de divergencia, se obtiene 

---1 ( =-=- -- _·) __ - -.- ---i '( - .- )- . . -
n·<jiT dS- V'<ji·T dV=O, 

S .-- V 
-(2.17) 

donde S es la superficie del sistema con el vector normal n apuntando hacia' fuera. Se 
puede eliminar la integral de superficie, tomando elesfuerzo iguala cero en la süperficie, o 
en su caso, fijando el desplazamiento u - en.la superfiCie. En el método de GalCrkiri; u se 
representa por u= ¿u,<ji,, donde { <!>,} es un conjunto de funciones base: Esto permite 

construir el tensor de esfuer .. m como: 

(2.18) 

Por lo que la ecuación (2.15) _se convierte en 

(2.19) 

Las bases {<ji,} se seleccionan de tal suerte que sólo una pequeña parte de. ellas son 
diferentes de cero en una región particular del sistema. Si las bases se normalizan, se tiene 
L <ji, = 1 . Tomando el gradiente nos da: . 
, 

(2.20) 

Utilizando (2.20) en (2.19) se obtiene una forma alterna: 

f,,L: {A. Vcj> 
1 

vq,, + µ[vq,, vq, 1 +(vcj>,. Vcj>1 )1].{u, - u J}dv =o . (2.21) 
"1 

La forma compacta de esta expresión se puede escribir corno: 

(2.22) 

donde la· suma es sobre todos los vecinos cercanos j de i. Las funciones base de vecinos 
cercanos generalmente consisten en uno ó dos elementos. Dadas las integrales de superficie 
igual a cero, se tiene la simetría: 
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f., V'cj> 1 V'cj>, dV = f., V'cj>, V'cj> 1 dV (2.23) 

Con ayuda de esta ecuación se obtiene 

(2.24) 

Se observa que W¡¡,;: W 1
1j = W

1
" por lo. que la ecuación (2.22) se puede derivar, 

minimizando la energía elástica H definida como: 

/f ,;;_!_¿(u, -uJ W,, ·(u, -uJ=L¿w,1 ·(u, -uj 
2 IJ 2 lj . 

(2.25) 

Es decir, tomando ali /a u, =O, se obtiene ecuación (2.22). Dado que la suma es sobre 

todos los pares vecinos cercanos (ij), \V11 forma un enlace entre i y j. Para un modelo de 

retícula triangular, las funciones base más simples son: cj> 1 = 1/2 + x-y/ .fi, <j> 3 = 2y/ .fi y 

cj>, = 1/2-x-y/.fi: las cuales definen un triangulo equilátero {(1/2,0), (-1/2,0) y 

(o,.J3/2h. Con estas bases se obtiene: 

µl4(1 + v)r,,r,, + (1-3v)tj 
\V --~--~~----~ 11 

- 4(1-v) (2.26) 

Aquí, v es la relación de Poisson, µ es el módulo de corte y r,, es el vector unitario entre i 

y J. De aquí se obtiene la energía elástica en una retícula triangular: 

J +V"" [( ) ]2 J -3V "" ( )2 lf=--L...µ u,-u, ·r,1 +-(--)L... u,-u, 
1-v ,, 4 1-v ,1 

(2.27) 

Es importante notar que el proceso de diferencias finitas estándar en una red triangular 
lleva a la misma ecuación. El primer ténnino de esta ecuación es la energía de una red de 
resortes de fücrza central. Es decir, fuerzas que se transmiten sólo en la dirección r,,, pero 

no transmite fucr.ms de corte. La segunda parte de la ecuación es un término escalar. Esta 
ecuación es conocida popularmente como el modelo de Bom. El modelo de Bom puede ser 
considerado un análogo de un cuerpo tridimensional en esfuerzo plano con agujeros 
normales al plano x-y, o como una análogo a un cuerpo bidimensional con relación de 
Poisson definido como la razón negativa <le la deformación en la dirección y con respecto a 
la dirección x. aplicando esfuerzo únicamente en esta misma dirección. Por supuesto, para 
modelar modelos en deformación plana. solamente es necesaria la transfom1ación 
v'= v/(I + v). Por otro lado, el modelo de Bom adolece de un problema, en el sentido de 

que no es invariante con respecto a rotaciones rígidas, excepto en el límite cuando v = 1/3, 
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que en tal caso el modelo reduce al modelo de fuerzas centrales clásico. Para mostrar que el 
sistema no es invariante en rotación, se sustituye el vector desplazamiento u por una 
rotación infinitesimal ro x r,, donde r, es el vector posición de i. 

Una rotación arbitraria no debería contribuir a la energía, pero la ecuación (2.27) indica que 
mientras la parte de la fuerza central es cero, la parte escalar no lo es, y por lo -tanto CI - -
Hamiltoniano no es invariante en rotación (no es conservativo). -

Considérese ahora el_ caso cuando v = 1/3, es decir el modelo de fuerzas centrales. 

Tomando µ como µ = e1p./4, la ecuación (2.27) reduce a 

(2.28) 

donde a. es la constante de fuerza central. Percolación en este tipo de modelos, es llamada 
perco/ación rígida, la cual tiene aplicaciones directas en ingeniería. En estructuras 
compuestas de vigas conectadas a nodos, llamadas de celosía, adquieren su rigidez 
principalmente de la dureza compresiva y extensiva de las vigas. Estas son contribuciones 
de fuerza central. 

2.4.2 Modelos de percolación elástica con fucr1.:as de doblamiento 

En comparación con el modelo de percolación de fucr.1.as centrales, este modelo reproduce 
correctamente la fisica de un sólido. Consiste de un término de fuerzas centrales y otro 
asociado a fucr.1.as de doblamiento o de cambio de ángulo. Esto lo hace invariante en 
translación y en rotación. La energía elástica del modelo con fuerzas de doblamiento 
general se expresa como: 

(2.29) 

donde a. y 13 son las constantes de fuerza central y de doblamiento respectivamente. El 
símbolo < jik > indica que la suma es sobre todos los triples en donde los enlaccsj-i e i-k 
forman un ángulo cuyo vértice esta en i. Indudablemente, el segundo tennino de la 
ecuación (2.29) es la contribución de fuerzas de doblamiento. La forma precisa de 150 J•k 

depende de que tanto detalle se quiera incluir en el modelo. Si no se permite que los enlaces 
se doblen paralelos entre sí (enlaces co-Iincales), entonces se tiene que 150 J•k es: 

o0 11k =(u,-u1)·r,k +(u,-uk)·r11 , (2.30) 

Este modelo es conocido como el modelo general de Kirkwood-Keating (KK). Kirkwood 
( 1939) lo utilizó para estudiar vibraciones de moléculas, mientras que Keating (l 966a,b) 
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estudia las propiedades elásticas del diamante. Estos modelos son fundamentales en la 
f1sica del estado sólido. Cabe mencionar que estos autores no estudiaron las propiedades de 
pcrcolación que aquí se discuten brevemente. Otro modelo interesante es el de Gazis et al. 
( 1960), que considera segundos vecinos cercanos para construir su sistema elástico. 

Todos los términos de las ecuaciones de movimiento, es decir de aH/au, =0, en la 

ecuación (2.29). pueden ser expresados por operadores de diferencias. Por lo que al utilizar 
la expansión en series de Taylor, esos operadores se pueden expresar en términos de 
derivadas parciales de la función continua u, (x, y, z). Esto nos permite, suponiendo que las 

longitudes de onda de las deformaciones son mucho más grandes que la longitud del 
elemento típico de la retícula (constante de retícula), que todas las derivadas, excepto las de 
segundo orden en u,. sean descartadas. En el límite continuo (Sahimi, 1998) se obtiene la 

ecuación siguiente: 

a2 u 
(c11 -c12 - 2c44 ):L--f r, + c4 , [2v(v ·u)- V x (v x u)]+ c 12 v(v ·u)= O, 

1 ax) 
(2.31) 

donde 11
1 

=u,, 11,., 11,, x
1 

= x,y, z y r
1 

son vectores unitarios en las tres correspondientes 

direcciones. Aquí, las constantes elásticas del tensor son c 11 =a//, c12 =O y c 14 = 4f3//. La 
constante de la retícula es /, a y f3 son las constantes de fuerza central y de.doblilmiento 
respectivamente. La ecuación anterior es invariante en rotación. 

Si se permite doblamiento de enlaces colincalcs, (Wang, 1989; Arbabi &. S~himi, 1990), se 
tiene 

r,; no paralelo. a rik} 
r,1 paralelo a r,k ' 

(2.32) 

donde u,
1 

=u, - u 
1

• La ecuación anterior, para todos los si.stcmas bidimensionales, reduce 

a la simple expresión: 

80
1

,k =(u,-u 1 )xr,1 -(u,-u,)xr,i. (2.33) 

Este es el modelo de doblamiento de enlace ('bond-bending model'). Similar al modelo de 
Kirkwood-Kcating, este modelo tiene su contraparte expresión continua. 

2.4.3 Materiales con relación de Poisson negativo 

Una de las más importantes características de un material elástico es su relación de Poisson 
I'. Entendiéndose que la relación de Poisson es Ja medida de la deformación en Ja direccíón 
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transversal resultante del esfuerzo aplicado longitudinalmente. Para un sólido isótropo 
bidimensional, v esta dádopor. :. 

V'= l -2µ/c 11 , (2.34) 

donde µ y e,,. son rcspcclivamcntc el módulo de corte y d módulo ele t~n~iÓn. o de. 
tracción. Para un.sólido isótro¡:io tridimensional se tiene la expresión: 

3(K/µ)-2 
V= 2+6{K/µ)' 

(2.35) 

donde K es módulo volumétrico del material. En la vasta mayoría de materiales, la relación 
de Poisson obtenida de experimentos es positiva. Desde el punto de vista teórico (Landau 
& Lifshitz, 1986), el rango de la relación de Poisson para materiales isótropos es 
- 1 :;; v:;; 1/2. Para sólidos anisótropos, se tiene los limites !vi s .JE"'/ E"' , donde Eu y 

E., son los módulos de Young ortotrópicos mayor y menor. A pesar de estos limites 

teóricos rigurosos, se pensó por mucho tiempo que no existen materiales isótropos con 
valor negativo de la relación de Poisson. No obstante, se han observado valores de v 
negativos en estudios de modelos de membranas y polímeros. Por ejemplo, Evans & 
Caddock ( 1989) construyeron modelos con una combinación de partículas isótropas y 
anisótropas, resortes en tensión y cierta clase de barras. Mas adelante, Boa) et al. ( 1993) 
utiliza un modelo de retícula triangular de resortes Hookeanos en tensión mostrando que 
este sistema también exhibe valores de v negativos. Mas aún, ciertas rocas anisótropas 
exhiben relaciones de Poisson ligeramente negativos. Entre estos, algunos granitos con 
valores de v = -0.04 a v = -0. I O. ciertos esquistos con valores de v = -0.02 y fil itas con 
v = -0.03 (para más detalles, véase Sahimi, 1998). 

2.4.4 El modelo de viga 

El modelo de viga está relacionado a los anteriores modelos mencionados. En este modelo 
cada enlace de la retícula es una viga y no un resorte. El comportamiento elástico de cada 
viga está gobernado por tres constantes del material, a 1 =!/(Es). a 2 = !/{µ S) y 

a3 =1 3/(E !), donde E es el módulo de Young, µ es el módulo de corte, Ses la sección 

transversal de la viga e/ es el momento de inercia para flexión. Cada sitio de la retícula se 
caracteriza por un vector desplazamiento u, y un ángulo de rotación cp,. Si un nodo es 

rotado, la viga se dobla proporcionalmente, por lo que hay que tener en cuenta a los 
momentos del sistema. Considérese, por ejemplo, una retícula cuadrada. Para una viga 
horizontal que conecta el sitio i con clj, la fuerza longitudinal F¡, actuando enj es: 

(2.36) 
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la fuer.la de corte IC,,
1 

actuando cnj es: 

(2.37) 

y un momento o fuer.la de torsión • • 1 : 

'1 = /~2 (u,). -111.., +tqi,)+/2a.3(<p, -qi,) • (2.38) 

donde a. 1 = 1/ a 1 • a.2 = l/{a2 + a3 /12) y a.3 = a. 2 {a2 / a 3 + 1/3). Análogamente, se pueden 
escribir las expresiones para la dirección vertical. Para que exista equilibrio mecánico, la 
suma de todas las fuerzas y momentos actuando en un nodo debe ser cero. En el límite 
continuo de estas expresiones, se obtienen las ecuaciones clásicas de los hermanos Cosserat 
( 1909). 

Este tipo de modelo ha sido estudiado extensamente (e.g., Roux & Guyon, 1985). El 
umbral de pcrcolación es idéntico al modelo escalar y sus propiedades escalares son iguales 
a las del modelo de doblamiento. 

2.4.5 El modelo granular 

Otro modelo de pcrcolación elástica es el modelo granular o de disco; Este. modelo fue 
elaborado por primera vez por Schwartz et al. ( 1984). para estudiar. propiedades de 
vibración en rocas del tipo granular. como es el caso de las areniscas. La energía elástica de 
este sistemas cstü dada por: · · 

donde u,, =u, - u 
1

• R es el radio del disco, y es la constarite dc,fucrza asociada a la 

torsión necesaria cuando dos discos rotan Cnfrc sí;· z cs'ürí.vectór unitario no~al al plano 
de los discos. La Fig. 2.13 esquematiza el significado físico de las constantes ci, 13 y y. 
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Figura 2.13. El significado físico-geométrico de las tres constantes elásticas del modelo 
granular. 

2.4.6 Vibraciones y densidad de estados de materiales heterogéneos 
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La densidad de estados de vibración N(ro) es una característica importante de todo 
material sólido. N(w)clw es el nllmero de modos de vibración entre la frecuencia ro y 
w + clw. Este valor se utiliza para obtener el calor específico y la conductividad térmica del 
material. Un forma simple de calcular N(w) es considerando una rctlcula de tamaño 
L x L x L con una partícula en cada sitio de masa 111. conectadas entre sí por resortes 
(Sahimi. 1998). Suponiendo que u, es el desplazamiento de la partícula i, donde la 

ecuac1on de movimiento para un tiempo i: está dada por la ley de Newton 
mo 2u./m 2 =¿F. donde F es la fuerza actuando en la partícula. Si el resorte de conexión 

de partículas es annónico, el cual tolera sólo fuer.las de estiramiento, entonces L F está 

dada por la ley de 1-looke y la ecuación de movimiento será: 
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(2.40) 

Supóngase m= 1. Tomando la transformada de Fouricr de la ecuación anterior se tiene: 

~-;2;;,-~i:~,~[(¿~ -uJ;,J. _--
. <ij>" 

Si se utiliza la componente en x.dc la expresión anterior se obtiene: 

- w2íl,x = ¿ e,j (¡¡jx - rr,x) . 
<tj> 

(2.41) 

(2.42) 

Considérese ahora el proceso de difusión térmica en la retícula la cuales gobernada por la 
ecuación maestra: 

aP ] _, ¿w,¡(ij(-c)-P,(-c) , 
Ot <.1¡> 

(2.43) 

donde P,(-c) es la probabilidad de encontrar una partícula difusiva en el sitio i al tiempo .•, 

y W,
1 

es la razón de transición, es decir, la probabilidad por unidad de tiempo de que una 

partícula brinque del sitio i al sitio j. Tomando la transformada de Laplacc de (2.43) sin 
condiciones iniciales se tiene: 

uP,(u)= ¿w,1 (P1 -P,), (2.44) 
<IJ> 

donde u es la transformada de Laplacc del conjugado de -e. Comparando la ecuaciones 
(2.42) y (2.44). podemos aseverar que u" juega el papel de P, y -w 2 por u. Por lo que se 

puede interpretar que u es la frecuencia de difusión. Para un medio microscópicamente 
homogéneo en d dimensiones. la probabilidad promedio está dada por: 

(Po(•))"" .-J/2 . (2.45) 

Se puede demostrar (Sahimi, 1998) que N(w) y (P0 (-c)) están relacionadas por la ecuación: 

(2.46) 

donde lm es la parte imaginaria. Tomando la transformada de Laplace de (2.45) y 
sustituyendo en (2.46), se obtiene: 
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(2.47) 

Esta ccuac1on es válida para bajas frecuencias (longitudes de onda grandes) donde el 
sistema es estadísticamente homogéneo. Esta ecuación, que representa los estados de 
vibración de un material homogéneo, nos indican los 'fononcs' del sistema. Es por eso que 
Mora (1990), al simular la propagación de ondas elásticas en un sólido, llama a su método 
discreto el modelo de retícula fonónica. No obstante que su aproximación es algo oscura y 
dificil de interpretar, es al parecer la primera aproximación de retícula reportada en la 
literatura que trata el problema de propagación de ondas. 

2.4. 7 Procesos de transporte en medios heterogéneos 

Los procesos de fracturamicnto son procesos de transporte no-lineales y son de los 
fenómenos más complejos conocidos en ciencia y tecnología. Además, son procesos no­
localcs, es decir, son sistemas con área (volumen) de influencia. Por lo cual son fenómenos 
de transporte vectorial, en donde la no-linealidad y la no-localidad del sistema dan como 
resultado fenómenos complejos y fascinantes (e.g., geometrías fractales). Estos procesos 
van desde la aplicación de esfuerzos externos, generando grietas, hasta la propagación 
progresiva de éstas. Estos procesos de avería o rotura del sólido pueden ser de 
fracturamiento fnígil hasta procesos dúctiles con cesación y flujo. pasando por altas 
concentraciones de energía potencial alrededor de las fracturas incipientes (1111c/eacián). 

Los terremotos son generados por la acción de grandes deformaciones y esfuerzos 
naturales, por lo que son procesos no lineales y no locales típicos de la naturaleza. En 
materiales artificiales y naturales como las rocas. los fenómenos de fractura son muy 
complejos debido a la presencias de defectos e inclusiones de varios tamaños, formas y 
orientaciones. Este desorden en las rocas (materiales) hace que los procesos de fractura 
sean extremadamente no-lineales jugando un papel diferente a diferente etapa del proceso 
de fracturamiento. Por ejemplo. el eti.:eto debido al más pequeño desorden inicial puede 
amplificar colosalmentc el electo final. Es por lo que el proceso de fracturamiento es un 
fenómeno colectivo donde el desorden en el sólido juega un papel fundamental. Los 
materiales frágiles desordenados generalmente exhiben grandes fluctuaciones estadísticas 
de su intensidad de fracturamicnto, ai'.111 cuando aparentemente dos muestras idénticas son 
examinadas en el laboratorio bajo estrictas condiciones de experimentación, dando 
resultados muy diferentes. 

Debido a las fluctuaciones estadísticas en los procesos de fracturamiento es inapropiado y 
definitivamente inconveniente representar dichos procesos en medios desordenados por sus 
propiedades promedio. Es decir, por medio de aproximaciones de campo medio, de medio 
efectivo u homogenización. 



Capítulo 3 

Modelos de Retícula 

3.0 Modelo simple 

Originalmente, el modelo discreto de partículas fue postulado a partir de conceptos de 
dinámica molecular con interacciones de alcance corto, consistentes de partículas. Tal es el 
caso del potencial de interacciones de Lcnnard-Jones, el cual puede ser especializado a 
sólidos elásticos. Las partículas representan secciones de material o granos de roca con 
interacciones elásticas entre ellas. Se pueden, por ejemplo, construir las ecuaciones de onda 
elásticas (véase apéndice A), lo cual muestra las relaciones fundamentales entre un medio 
continuo y un medio discreto representado por partículas y enlaces (resortes). Este 
procedimiento general permite simular, con relativa facilidad. el comportamiento no lineal 
de sólidos discontinuos como es el caso de materiales naturales como las rocas. Las 
partículas son ligadas por medio de enlaces que tienen cierto comportamiento especifico. 
En el apéndice B se deriva un modelo discreto de las ecuaciones elásticas, donde se 
demuestra que la ecuación de Navicr dinámica (ecuación 1.20 y B 1) se puede representar 
discretamente por una ecuación particular de la expresión generalizada de percolación 
clústica (véanse las ecuaciones 2.29, B20 y B25). Si los enlaces tienen comportamiento 
clústico lineal, (fraeturamicnto frágil), implicaría que cada par de partículas tiene un umbral 
de longitud 1,, que al rebasarse. el enlace se rompería. La fuer.1.a normal en una partícula i 
debido a una partículaj esta dado por 

F,, = k,, (t'l -1,~) r,, (3.1) 

donde 1,, es la longitud o separación entre partículas, 1; es la separación de las partículas 

en equilibrio, r,, es el vector unitario apuntando de la partícula i a la partícula}, y k,1 es la 

constante de fuerza del enlace entre dichas partículas. Para partículas con diferente 
diámetro, la separación en equilibrio es 

(3.2) 

En la ecuación (3.1 ), la constante de fuer.la del enlace k'.I se calcula de la elasticidad de las 

partículas, k, y k
1

, de la siguiente manera. 

La fuerza normal F~n ejercida al centro de la partícula debida a la compresión o 

dilatación de la misma partícula i es 
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F·.«> =2k (1(1.·> - d,)r. 
--- lj I lj~ 2 lj 

De la misma manera. la fuerza normal en FJ1> para la partícula} es 

F(J) - 2k (1. (J) d,) 
iJ - J iJ -2 rlj. 
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(3.3) 

(3.4) 

Es claro que las expresiones entre paréntesis son los desplazamientos (compresión o 
dilatación) de las partículas. Por lo que /Y = 1~' 1 +1~11 • Nótese que las constantes de fuerza 

en las ecuaciones (3.3) y (3.4) se multiplican por 2, porque las fuerzas se calculan en el 
centro de la partícula debido a la deformación de la mitad de ésta (véase la Fig. 3.1). Por lo 
que es evidente que Flj = F,j'> + F,j11 • De las expresiones (3.1 ), (3.3) y (3.4), se tiene 

F F''> F''1 
_JJ_=_Y_+_Y_ 

k,, 2k, 2k) 

Resolviendo para k,1 tenemos la relación siguiente 

r,(IJ ., 

(3.5) 

(3.6) 

Figura 3.1. Esquema que representa cómo se obtiene la constante de fuerza k,, a partir de las 

elasticidades de las partículas k, y k
1

, con diámetro d, y d
1 

respectivamente. 
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Reiterando, un enlace entre dos partículas se rompe si excede su umbral de separación. Esto 
es, F,¡ =O para 1,

1 
> /11 , o lo que es lo mismo, k" =O, 

Adicionalmente, se puede introducir un término viscoso para atenuar las ondas reflejadas 
en las fronteras del modelo. Las fuer¿as viscosasson_proporcionales alas velocidades de 
partícula y se escribe: 

(3.7) 

donde v es un coeficiente de viscosidad y v, es la velocidad de la partícula i. Aquí, la 

viscosidad es independiente de la frecuencia y por lo mismo no altera la dinámica del 
sistema (Mora y Place, 1994 ). 

3.1 Escalamiento 

En el código numérico desarrollado, se requieren inicializar los valores de los parámetros 
del modelo, así como realizar el escalamiento pertinente que a continuación se detalla. 

Los parámetros requeridos son: una longitud de escala interna L 0 , diámetro de partícula, 

máximo y mínimo permitidos (dm .. y dmin), densidad p y una constante de fuerza k. Para 

una retícula triangular, una partícula i de diámetro d, (dmin < d, < d,""") tiene una masa: 

..J3 2 
M, =p2d, kg. (3.8) 

Sólo por comparación, para un cubo con caras centradas, la masa es: 

.J2 M =p-d3 kg ' 2 1 
(3.9) 

Supóngase los siguientes valores d
111 
.. = L0 = 20 m, p = 3000 kg · m·2 y velocidad de 

propagación volumétrica de VP = 3000..J3 m · s·1
, entonces la constante k para dos 

dimensiones es 

4p v: .¡ 
k=--- N·m 

3..J3 
(3.10) 

Para obtener estabilidad numérica en el esquema de integración explícito, el . incremento 
temporal .d t es 



Modelo Discreto de Panfculas para Simular Ffsica de Rocas 56 

(3.11) 

donde e = 0.2 es un valor empírico (Mora & Place, 1993). Nótese que la velocidad 
máxima es la velocidad volumétrica, /~na• = VP, para una retícula regular. No obstante, si se 

utilizan varios tamaños (diámetros) de partículas (retícula irregular), la velocidad máxima 
es para la partícula con diámetro más pequeño. Por lo que se deberá utilizar 
e = 0.2(d'"'"/dm.J para garantizar integración numérica estable. 

3.2 Retícula aleatoria 

Las rocas son materiales heterogéneos, consistentes de granos de diferentes diámetros y 
formas. Las porosidades típicas de las rocas oscilan entre 0% y 40%. Estas características 
no pueden ser modeladas eficientemente al utilizar un solo diámetro de partículas. De 
acuerdo a ciertos autores (e.g .• Place & Mora, 2000), para una retícula regular, la porosidad 
es de 9.3o/o. mientras que es de 20% para una retícula irregular. En su caso, se pueden 
utilizar diferentes propiedades locales, como la densidad de partícula y su rigidez de 
enlaces. Por lo que es recomendable utilizar una retícula aleatoria en cuanto al diámetro de 
las partículas. en la distancia entre partículas o en propiedades de enlaces. Véase la Fig. 3.2 
que muestra un retícula regular triangular y una irregular tipo tesse/ar. Esto permite tener 
un rango más amplio de porosidades y poder simular micro-estructuras más realistas. El 
modelo es pues generado con un número aleatorio de partículas con diferente diámetro 
(irregularidad geométrica). o con diferentes propiedades locales de enlace (irregularidad 
física). En esta tesis, se ha considerado sólo irregularidad física utilizando retículas 
regulares. Esto garantiza también que no exista anisotropía por la geometría de la retícula 
en la solución numérica. 

Figura 3.2. Retícula regular (a) y retícula irregular tipo tesse/ar (b). 
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3.3 Procedimiento general 

El procedimiento computacional general consiste de varias etapas relativamente 
independientes. La primera etapa radica en construir la retícula, donde se configuran la 
posición de cada partícula y su asociación con otras a través de los enlaces o resortes 
correspondientes. Esto a su vez, se puede llevar al cabo para 2 ó 3 dimensiones, y para 
diferentes topologías regulares (e.g., triangular o cuadrada en 2D; cubo de cara centrada 
FCC o de frontera centrada BCC en 3D) o topologías irregulares (voronoi, tesselar). Esta 
etapa es muy parecida a la generación de malla utilizada en los métodos de elemento finito. 
Aquí también se asignan propiedades a cada partícula y a cada enlace. Las propiedades de 
partícula son en general el diámetro y la densidad, y las propiedades de los enlaces son la 
longitud y las constantes elásticas (de fuer.1.a central y de doblamiento en 2D y 
adicionalmente, de torsión en 3D, según el potencial de interacción utilizado). La 
asignación de valores de las constantes elásticas es el vínculo para construir modelos con 
desorden, es decir modelos con heterogeneidad y anisotropía local (microscópica). Esto se 
explica en el apéndice D, donde se derivan las expresiones micro-mecánicas del modelo de 
Kirkwood ( 1939). La segunda etapa consiste en equilihrar la configuración inicial, 
calculando las fucr.1.as y desplazamientos de cada partícula a través de la solución de las 
ecuaciones de movimiento, que se establecen de un potencial elástico y donde se utiliza 
generalmente un algoritmo de dinámica molecular o algún otro esquema de integración 
corno puede ser, por ejemplo. el método de Rungc-Kutta. Esta etapa se repite por varios 
intervalos de tiempo hasta rc)¡~jar el sistema completamente. 

Las siguientes etapas pueden variar. de acuerdo al experimento que se desee realizar. Por 
ejemplo, si aplicarnos esfuer.1.os en las fronteras del modelo, éste se deformará 
elásticamente hasta equilibrarse nuevamente. Si se utiliza un algoritmo de dinámica 
molecular clásico, se genera una retícula con N partículas, donde inicialmente se utiliza una 
distribución Maxwcll-Boltzmann de velocidades de partículas a cierta temperatura T 
(Fincberg & Mardcr. 1999), y donde se utiliza generalmente un potencial Lcnnard-Joncs 
para obtener una configuración de desorden. Una vez el sistema en equilibrio, se pueden 
entonces obtener configuraciones espaciales de experimentos. Es decir, se puede obtener la 
posición, velocidad y aceleración de cada partícula y por ende su energía cinética y 
potencial a cada momento del experimento en cuestión. 

Los materiales frágiles, cómo la mayoría de las rocas, soportan sólo pequeñas 
deformaciones antes de romperse en algún lado. Por lo que se utiliza un criterio lineal de 
fractura o rompimiento para cada enlace en el modelo. Si un enlace se estira o se comprime 
demasiado al valor de umbral predefinido, el enlace es entonces removido 
irreversiblemente. generando una micro grieta. Lo mismo es posible si un enlace se tuerce o 
dobla más del umbral establecido. Al removerse un enlace, esto por supuesto genera un 
esfuerzo local que deberá redistribuirse en todo el sistema nuevamente para lograr el 
equilibrio. Para fracturar el material o para generar propagación de ondas elásticas, se 
aplican fuerzas externas en el lugar deseado que permita iniciar un fenómeno. 
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Si tomamos el modelo discreto de partículas general, es decir el modelo en tres 
dimensiones. la energía elástica U"'· se representa generalmente por tres potenciales. Un 
potencial de fuer.t.a central. de dos cuerpos (FC'), un potencial de doblamiento de tres 
cuerpos (D) y un potencial de torsión de cuatro cuerpos (7). Por lo que: 

(3.12) 

Es claro entonces que se deben incluir tres criterios de rompimiento de enlaces, uno para 
cada potencial. Es decir. uno para fuerzas centrales (estiramiento o compresión), otro para 
doblamiento del enlace, y un tercero para torsión del enlace. Para modelos bidimensionales, 
la ecuación anterior es sólo: 

(3.13) 

La acción de torsión es considerada aquí fuera del plano bidimensional, por lo que sólo 
fuer.t.as centrales y fuer.t.as de doblamiento son requeridas. 

Cada enlace puede tener diferentes valores de umbral por lo que es posible generar 
desorden (heterogeneidad) en el modelo en forma de relaciones de rigidez en los enlaces. 
Es claro pues que existe una relación de rigidez de fuerza central y otra de doblamiento. 
Escribamos los umbrales cómo: !).,,. y D.,, para fuerza central y doblamiento 
respectivamente. Reiterando. estos umbrales no necesariamente son iguales para cada 
enlace. sino pueden ser distribuidos a partir de una distribución de probabilidad o a partir 
de una plantilla f1sica de distribución, por ejemplo. si se desea una distribución anisótropa o 
heterogeneidades irregulares en el modelo. Estos umbrales. para simular materiales 
frágiles. son de alrededor del 1 % alejados de los valores de enlace en equilibrio. 

El potencial de fuer.t.a central Uw para un incremento 11+ 1 es un potencial hookeano: 

(3.14) 

donde la suma es sobre todos los pares <ij> de vecinos conectados. El vector r" (n) del 

enlace del nodo i al nodo j, en el incremento n, se define, a partir de vectores posición 
r, (n). como r,

1 
(11) =r, (11)- r, (n). El incremento de desplazamiento D.u, 1 (11) en n está dado 

por D.u 
1 

(11) - !).u, (11), con L\u,(11) =u, (n + 1) - u, (n), que a su vez es el incremento de 

desplazamiento en el nodo i. y 11, (11) = r, (n)- r, (O). La constante de fucr.t.a central ª" es en 

general 
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(3.15) 

donde Ay la sección transversal del enlace ij (en este trabajo se tomará igual a la unidad) y 

E,, es su modulo de Young: -

En el potencial de doblamiento sé toman tri~letas de pártículas vecinas i, jy k. El valor 
relevante es e,,. (n). el cual es elcambiO total de ánglllo entre los enlaces ij y ik en un 

incremento n, relativo al ángúlo >;'iniéial • e~~Cq). ·-El incremento de ángulo 

_. :-'·:> ·>,,: 
t.e,1• (n + 1) "'t.og~'c11'+ I)-t tlo~. (n + 1), (3.16) 

donde L.\O~. (n + 1) es el cambio de ángul~'clebidosolal1lentc a iiu!I (n+ 1), fijando a r,., y 

L\O~. (n + 1) es el cambio de ángulo debido_ soÍamcnte a L.\u,. (n + 1), fijando a rlJ. El 

potencial de doblamiento es: 

U,, (n + 1) = ..!.. L: I\•º~• (11+1) =..!.. L: 13y• [ t.ei. (n + 1) + L.\9~• (n+ I)+ 9,1• (n) J , (3.17) 
2 <1Jk> 2 <ljk> :-· . 

donde la suma es sobre todos las triplctas <ijk> como en Fig. 3.3 .. J3u•·. es la constante de 

fuer.t.:a (de doblamiento) de tres cuerpos en los nodos i, j y k. Para' emnb_ios pequeños de 
ángulo de L.\O,,. (n + 1), hay una relación con las componentes _de desplazamiento 

L.\u,,(n+I) y L.\u,,(n+I) en el plano definido por las partículas i,j y k, en la dirección 

ortogonal a rlj (n) y r,, (n), respectivamente. De aquí, las componentes de desplazamiento 

L\11i' (n + 1) y L\11,~' (n + 1) en el plano ijk son: 

y 

A ,,.( l)= A ( l)·([r,.(n)xru(n)]xr!i(n)J 
L\11,1 t/ + - L.\U,1 f1 + 1 1 

[r,. (n) x ru (n)] x ru (n) 

y• _ ( [r!i (11) x r,. (n)] x r,. (n) J 
L\11,. (n + 1) = L\u,. (n + 1) · I 1 . 

[ry (n) x r,,(n)] x r,. (n)1 

Para deformaciones pequeñas, la siguiente aproximación también se aplica: 

(3.18) 

(3.19) 
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O ( 1) [ O!i ( I)] [ o•• ( I)] t.ui• (n + 1) t.u~* (n + 1) 
t. ''* n + _"" tan t. ijk n + + tan t._- Y• 11 + = J J + I J , 

r,1 (n) r,* (n) 
(3.20) 

de tal mancrnquc t.ot. (n + l)_ y t.O~~ (n + 1) se pueden escribir como: 

(3.21) 

y 

(3.22) 

donde 

(3.23) 

y 

0 * ""[(í"lj (n) x r,* (n)]r,. (~) - r,4 (n) J. 
J[r,. (n)J~t -[i'ij (n). r,. (11)]2 

(3.24) 

/ .. /~~;.(n+I) 

)· ¡" 
__.- L\.0;;k(n+ 1) .. 

;. L\.u:jk(n+ 1) 
L\.0;~.{n+ l.L. ........... ---

..... , ····· AÜ .(n+l) 
Í °R¡_¡(n) j IJ 

Figura 3.3. Potencial de tres cuerpos de doblamiento. 



Capitulo 3: Modelos de Rctfcula 61 

De la teoría de elasticidad clásica (e.g. Timoshenko, 1982), la constante de fuerza de una 
viga o barra prismática ij está dada por: 

.. (3.25) 

donde / '1 es el momento inercial de la barra. Nótese que las constantes de fuerza· central 

a.,
1 

y de doblamiento Pui son las misma que en la ecuación (2.29), pero son distint.as para 

cada enlace, por lo que el modelo de percolación elástica con fuerzas de doblamiento es el 
procedimiento general: 

11 = u1i1• =u,.,: +u,, • (3.26) 

(3.27) 

La figura 3.4 esquematiza el modelo discreto estándar de partículas en una retícula regular 
triangular con fuerL:as centrales y de doblamiento. Esto es lo mínimo que deberá contener 
un modelo bidimensional de retícula para representar correctamente un material elástico. 

Existe una generalidad analítica del modelo discreto de partículas que es conocida como la 
elasricidad micropo/ar (véase Eringen, 1968; Nowacki, 1970), la cual es definida para el 
modelo de resorte en el apéndice C. Los modelos micropolares tienen su origen de la fisica 
del estado sólido. El modelo general micro-mecánico, que se puede obtener de la teoría 
micropolar. se presenta en el apéndice D. Ahí se deriva el modelo de Kirkwood ( 1939) que 
permite. a partir de las fuer.1.as centrales y de doblamiento, modelar materiales con diferente 
valor local de la relación de Poisson. así como anisotropía. De la misma manera se puede 
construir el modelo de Keating ( l 966a) para permitir relación de Poisson variable. 
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Figura 3.4. Potencial e.le dos cuerpos (fuerza central) y de tres cuerpos (fuerza de doblamiento). 
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Capítulo 4 

Aplicaciones 

4.0 Fracturas 

La falla de un sólido causado por una carga externa es evidentemente un problema 
tecnológico importante. En escalas muy pequeñas (::;; 10-• m ), las fracturas son un tema 
importante en la ciencia de materiales, manufactura, geología, cte. A niveles 
microscópicos, es decir, desde escalas atómicas hasta escalas de fronteras de grano y 
dislocaciones, los mecanismos de fractura son altamente dependientes del material 
(Duxbury y Li, 1989). 

A escalas intennedias, el comportamiento de los sólidos puede ser descrita por métodos de 
mecánica aplicada y por ecuaciones continuas de movimiento (Takayasu, 1985). Existen 
varios tipos importantes de comportamiento sólido, como son los elásticos, viscoelásticos y 
los plásticos o dúctiles. Cada uno de estos con sus correspondientes ecuaciones 
constitutivas (Mcakin, 1987). 

Se estudió el comportamiento de fracturas a escalas intermedias (mesoscópicas), por medio 
de la física estadística. Se realizó un amplio desarrollo del fracturamiento frágil, 
primordialmente válido a escalas intermedias. 

4.1 Nociones básicas de elasticidad en rocas fracturadas 

4.1.0 Descripción fenomenológica 

Para describir una fractura, se necesita saber primero, cómo una fractura ocurre en 
respuesta a una fuerza aplicada externa. Considérese el experimento de Young, en un 
bloque homogéneo de tamaño e x fv2 sujeto a una fuerza uniaxial F. Para fuerzas pequeñas, 
la respuesta lineal es: 

F ~e E~ro 
cr=-=E--=---- , 

ro 2 f V Ctl 

(4.1) 

donde E es el módulo de Young, v es la relación de Poisson y cr es el esfuerzo. 
Usualmente, pequeñas fuerzas aplicadas no son suficientes para crear una fractura. El 
comportamiento de una fuerza arbitraria esta dado por su ley constitutiva. 
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El régimen lineal es llamado régimen elástico, el cual es válido hasta una fuerza F,, . Arriba 
de esta fucr/.a, se observan desviaciones no lineales. Mientras la fuerza sea menor a la 
fuer/.a llamada de punto de cesación ("yicld point") /•; .. el comportamiento es reversible, es 

decir, la forma del cuerpo regresa a su estado original, si se le quita la fuerza aplicada. 
Después de F,.. el comportamiento es plástico, por lo que el sistema se deforma 
permanentemente y tendrá una elongación finita d llamada "dilatación", formando una 
histércsis en materiales idealmente plásticos. 

En la literatura, tres familias de materiales han sido estudiadas casi independientemente: los 
metales, los polímeros y las rocas. Las rocas, nuestro interés principal, abarcan las 
cerámicas, los concretos. las placas tectónicas, el vidrio, arcillas, cte. Las rocas, a 
temperaturas y presiones superficiales, experimentan, en general, fracturamicnto frágil; en 
contraste con metales y polímeros que fracturan generalmente en el régimen dúctil 
(plástico). No obstante, por ejemplo, un mármol. a presión y temperatura ambiente, 
experimenta fracturamiento frágil, mientras que a gran presión y temperatura, propias de un 
yacimiento profundo, el mármol, muy probablemente experimente fracturamicnto dúctil. 
Siendo, entonces evidente que las tramas o patrones de fracturamiento en una roca sean 
muy distintos dependiendo de su constitución 11sica-química (estructura porosa y fluidos en 
las rocas) y de su dependencia ambiental (presión y temperatura). Transiciones entre dúctil­
frágil son todavía más difíciles de caracterizar. Existen a su vez varios tipos de "inductores 
de fracturas", es decir. no solo por cargas externas en el material, sino también por otros 
agentes como son. por ejemplo. por corrosión u otros fenómenos químicos y 
tcrmod inám icos. 

Las fracturas dependen fuertemente de la geometría del material (estructura) y de la 
dirección de las cargas aplicadas externas. En algunas casos, es importante la dependencia 
temporal, es decir, la respuesta del sistema ante una carga puede ser retardada: 

1 f.~ cr (t) =- C(-.)6 C(t -•)dr: • e º 
(4.2) 

dicha respuesta es llamada viscoelasticidad, donde C(-c) es una función dependiente del 
material. Este comportamiento. el cual es disipativo, introduce una escala en tiempo. Otro 
tipo de escalas en tiempo, reproducidas en un sistema real, es debido a la velocidad finita 
de las ondas elásticas (las ondas en la superficie de una fractura son ondas Rayleigh) que 
transportan energía elástica generada del proceso de fracturamiento (Nihei et al., 1991 ). 

4.1. l Ecuaciones ehístic:ts de movimiento 

La formación y crecimiento de fracturas en una roca dependen crucialmente del campo de 
esfuerzos locales. Por lo que se describirá el medio en función del campo de 
desplazamiento u, el cual da la posición de cada volumen elemental con respecto a una 
referencia; usualmente, la posición de equilibrio, si no se tienen fuer,-;as externas aplicadas. 
La teoría implica invarianza traslacional del sistema, por lo que el tensor se puede separar 
en una parte simétrica. llamada el tensor de deformación c,,p y una asimétrica, la cual 
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describe las rotaciones locales de un volumen elemental. Para un medio homogéneo, la 
parte asimétrica no existe, ya que un volumen elemental no puede ser girado con respecto 
al resto del volumen. Para medios no homogéneos, como en el caso de medios porosos. la 
parte asimétrica es importante, y por lo tanto, es necesario considerar la teoría elástica de 
Cosscrat, pero como estamos considerando sólo modelos bidimensionales, esto no afecta. 
Empezando con un medio homogéneo, utilizando la teoría simétrica. se describe la 
defonnación elástica lineal como: 

(4.3) 

Para que la teoría sea invariante sobre transformación de coordenadas, se requiere que el 

sistema dependa sólo de las expresiones La&ªª, Lnp &0 p&pa Y Lapy &up&p1&1,, , si se 

asume también un medio isótropo. Asimismo, la energía debe ser cuadrática sobre 
deformación, por lo que se escribe 

(4.4) 

donde A. y µ son las constantes de Lamé adimensionales. Recordemos que los valores 
1 

posibles de la relación de Poisson son: -1 s; 1,s; 2. La variable conjugada de &up es el 

tensor de esfuerzo, por lo que se obtiene 

(4.5) 

Esta relación es la ley de Hooke. Físicamente, ªªPes la componente 13 de la fuer¿a que es 

aplicada en la superficie en la dirección a de un volumen elemental. 

Para obtener la ecuación de movimiento, se debe igualar el término inercial con todas las 
fuerzas aplicadas en un volumen elemental que apunten a una dirección 13 dada: 

piip= Lºaªap+fp' (4.6) 
a 

donde fp son las fuerzas e.xter11~s .. locales aplicadas. Al no considerar dependencia 

temporal en el término inercial; cs'dccir, en la~usencia de fuerzas fr, se tiene, la ecuación 

vectorial .---
. y ' ª = ¿ cr,,p = o . (4.7) 

De las ecuaciones anteriores, la ecuación de movimiento, para el campo desplazamiento es: 
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Y'(Y' ·u)+ (1- 2v)V'2 u =O , (4.8) 

la cual es, una vez más, la ecuación de Lamé o de Navier. Esta ecuación es una 
consecuencia de la invarianza sobre translación y transformación de coordenadas, 
imponiendo linealidad, homogeneidad e isotropía en el medio. Si se quieren considerar 
rotaciones locales en el medio, se debe utilizar la elasticidad asimétrica (elasticidad de 
Cosserat), en la cual cada volumen elemental tiene una variable angular <p. La deformación 
es entonces delinida como 

(4.9) 

donde e,,p, es el tensor total asimétrico. Se tiene además un tensor de torsión 

(4.10) 

Análogamente a. la elasticidad simétrica, se . puede construir una energía a partir de 
invariantes y de variables de esfuer.w conjugadas craP y momentos µap =BE/ éñcaP . Esto 

completa las relaciones lineales 

crap =(µ+a)i: .. p +(µ-a)Epa +A. BapLEn 

µup ={y+ B)Kup +(y - B)Kpu + T] Bnp L Kyy ' 
(4.11) 

con seis constantes del material, donde a y o describen la asimetría. Las ecuaciones de 
movimiento, en este caso, son las ecuaciones de Cosscrat, dadas por 

(µ + a)V' 2u +(A.+ ~t-a)Y'(Y'u) + 2aY' x <p =O (4.12) 
(y+ B)V'2<p + ([3 + y-B)V'(V'<p) + 2aY' x u - 4a<p =O 

Nótese que para a = O, las ecuaciones se convierten en la ecuación. de Navier. Para dos 
dimensiones, tenemos que 11=(111,112 ,0) y <p=(O,O,<p), por lo que~hay:tres variables 
independientes por nodo o sitio que se pueden determinar a partir de ires ecuaciones de 
movimiento. 

4.2 Modelado de fracturamiento en una retícula 

Un desarrollo numérico tratable del modelado de fracturamiento es discretizar las 
ecuaciones continuas antes descritas (Louis et al., 1986; Louis y Guinea, 1987; Meakin et 
al., 1989). En este caso, el medio se representa como un grupo de puntos en una malla. 
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Sólo leyes locales, como son los momentos y los balances de fuerzas, son consideradas y en 
su implantación se utilizan sólo los puntos vecinos. Matemáticamente, la solución de la 
ecuación del campo desplazamiento (vectorial) se realiza de un grupo de ecuaciones 
lineales acopladas. 

Evidentemente, estos métodos no pretenden describir a la naturaleza desde el punto de vista 
atómico, como seria el caso de técnicas de dinámica molecular, sino a mayores escalas, 
donde el medio es descrito por campos vectoriales continuos. El comportamiento del sólido 
se rcproducirít bien, si las constantes del material (fenomenológicas), tales como el módulo 
elítstico, umbral o punto de cesación ("yicld point"), y operador de relajación, son 
propiamente consideradas en las ecuaciones de movimiento. El rompimiento de resortes en 
la retícula, no es una consecuencia natural, sino tiene que ser establecida una "regla" en el 
modelo de rompimiento. 

En ingeniería, los modelos más comunes se realizan por medio de los métodos de elemento 
finito (Lemicux et al., 1985). En 11sica, se utilizan modelos más simples como los 
desarrollados aquí, muy semejantes a los métodos de diferencias finitas (Shmucly & 
Altcrman, 1973; Stock! y Aver, 1976). Cabe mencionar. que se ha comprobado que los 
modelos de retícula son equivalentes algcbraicamcnte a los modelos básicos de elemento 
finito (Ashurst & Hoover, 1976; l loover, 1991; Ostoja-Starzcwski et al .. 1996). En cada 
sitio, se tiene un número ;: de sitios vecinos. Las variables que caracterizan el medio, en 
este caso el vector desplazamiento, son colocadas en los sitios de la retícula. Las 
ecuaciones que describen el medio (modelos elásticos de Lamé o Cosscrat) son 
discrctizadas de tal manera que en cada sitio de la retícula se tenga una ecuación por 
variable. Por ejemplo. la discrctización de la ecuación de Laplace para un potencial 
eléctrico se convierte en la ecuación de Kirchhofl: Las ecuaciones continuas del medio son, 
por lo tanto. transformadas en un grupo de /11 x N ecuaciones acopladas, donde /11 es el 
número de variables por sitio y N es el número de sitios de la retícula. Dado que sólo 
vecinos cercanos son utilizados en el eítleulo de cada sitio, la solución será por medio de 
una matriz dispersa. Las condiciones de frontera son implantadas implícitamente. Las 
condiciones de frontera en la superficie de una fractura son automáticamente tornadas en 
cuenta por la respuesta de los enlaces que constituyen dicha fractura (J>aterson, 1989). 
Nótese que al imponer condiciones de frontera, la solución de las ecuaciones es única. 

Numéricamente, existen varios métodos para encontrar la solución. Por ejemplo, si mucha 
precisión es requerida. como en el caso de obtener la distribución de deformación local, el 
método de gradiente conjugado puede ser una buena alternativa, ayudado por aceleración 
de Fouricr; si se quiere estudiar los electos dinítmicos. tales corno viscoclasticidad, el 
método de Jaeobi seria más conveniente y daría sentido fisico a cada paso de la relajación 
(Yan et al., 1989). 

Como se mencionó anteriormente. la simulación de los procesos de ruptura ó 
fracturamiento debe de realizarse en forma iterativa: a cada paso. las ecuaciones se 
resuelven y se determinan que enlaces deben de ser rotos. Una vez que un enlace es roto, 
las condiciones de frontera internas. y por lo tanto la solución de las ecuaciones, cambia. 
Consecuentemente, las ecuaciones deben de ser resucitas otra vez si se quiere saber cuales 
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enlaces se romperán en un paso futuro, y así, iterativamente, se puede observar la dinámica 
del fracturamicnto. 

El algoritmo para cada iteración se puede resumir en cinco pasos: 

1. - Establecer las ecuaciones a resolver 
2. Establecer que enlaces son elegibles a romperse 
3. Calcular el efecto de diferenciales de fucr.1.a debido al rompimiento de enlaces. Esto 

se lleva al cabo de la solución de las ecuaciones. Cada enlace tendrá un cierto valor 
p. 

4. Se escoge que enlace se rompe, basado en el valor p, descrito en el punto 3. 
5. El enlace es roto, es decir. su módulo elástico cambia en las ecuaciones. 

Se pueden tomar muchas opciones de análisis como son: a) la descripción de la naturaleza 
del medio y csfi.1cr.r.os aplicados externos, b) la conectividad de la fractura, e) las reglas de 
rompimiento y desorden, y d) los csfucr.ms residuales incorporados. 

4.3 Ecuaciones y sus condiciones de frontera 

El problema de una red eléctrica es muy similar al de una red elástica de fracturamicnto con 
la salvedad de que el campo de desplazamiento u es vectorial. Como se mencionó antes, 
existen dos alternativas de descripción, las ecuaciones de Lamé y las de Cosscrat. Por otro 
lado. existen varios tipos de discrctización posibles, estos son: a) el modelo de fuerza 
central, b) el modelo de enlace-doblado y e) el modelo de viga. 

En el modelo de fucr.1.a central, cada enlace se comporta como un resorte elástico, el cual 
puede rotar libremente al rededor del sitio al cual pertenece (ver Fig. 4.1 ). 

figura 4.1. Modelo de resortes de fuer.t.a central. 

El modelo de enlace-doblado es similar al de fuerza central pero utiliza un resorte entre 
enlaces para rcfor.1.ar los ángulos entre dos enlaces. Ambos modelos pueden describir el 
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modelo de elasticidad de Cosscrat a grandes escalas, no obstante, estos modelos se utilizan 
generalmente para modelos elásticos de Lamé. El modelo de viga es una discretización de 
las ecuaciones de Cosscrat. En dos dimensiones, se tienen tres grados continuos de libertad 
en cada sitio i: las coordenadas x,, y, y z, = I qi, • donde qi e [-7t,7t] es el ángulo de 

rotación y I es el espaciamiento de la retícula, el cual usualmente es la unidad. Sitios 
cercanos vecinos son conectados por una "viga" de tal manera que enlace un sitio ; 
formando un ángulo qi, con respecto a la retícula no dcfonnada. La Fig. 4.2 muestra el 
modelo de viga así como una representación del ángulo de rotación. 

_J l_.l L----1 L 

J~0Pu:c J LJ_[ 
1·11·~r<a> 

.... e; J ',!/ 
.... .... 

(b) 

Figura 4.2. Representación del modelo de viga. (a) La rotación de un sitio en el centro de la retícula; 
(b) Una viga es doblada debido a rotaciones en sus esquinas. 

A cada viga se le asigna una sección transversal finita A. de tal manera que, aparte de una 
fucr .. m de tracciónf a lo largo de su eje, exista un esfucr.1-0 transversal s y momentos 111; y 
111.J • En dos dimensiones, esto se puede calcular como: 

f =a (x, -x1 ), 

1 
s =b (y, -y

1 
+ 2 cz, +z

1
)), 

b .,. .,. 
m = cb (z - z ) + - (y - y. + .:.i.. + .:L) 

1 '1 2' 13 3' (4.13) 

donde a = EA, b = ( (GAr' + (/2 /12)(Eir' )-1 y e= El/ 12GA. G es el módulo de corte 
y l es el momento de inercia. 

Para obtener tres ecuaciones discretizadas para cada sltio; se in'ipugna que la suma de las 
componentes horizontal y vertical de las fuerias, y lá suma de los momentos sean cero en 
cada sitio. · ·· · · · 

Los modelos elásticos permiten una gran variedad de condiciones de frontera, 'es decir, de 
condiciones de csfuer.1-os externos aplicados. Para fracturamiento, se\ han considerado 
condiciones de frontera de corte (ver Fig. 4.3a), detensióil ~uniaxiril (Fig. 4.3b), de 
dilatación radial (Fig. 4.3c), etc. 

TESIS CON 
FALLA DE OHLUEN 
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a) b) e) 

Figura 4.3. Condiciones de frontera. (a) de corte, (b) de tensión uniaxial y (c) de dilatación radial. 

Dilatación radial es equivalente a una membrana estirada como en un tambor. mientras que 
dilatación uniforme se puede pensar como el proceso de secado de la pintura. Lo que se ha 
descrito aquí, es sólo para geometrías en dos dimensiones, porque son escasos los trabajos 
de tres dimensiones, debido, principalmente. a limitaciones numéricas. 

4.4 Regla de rompimiento 

El punto fino de física microscópica de ruptura es la regla de rompimiento. Dicha regla es 
colocada en el modelo con un criterio estadístico. El efecto de desorden en el proceso de 
rompimiento es muy importante. Los materiales reales pueden exhibir diversos tipos de 
desorden, desde pequeñas desviaciones de su estructura cristalina, hasta grandes 
heterogeneidades. El desorden puede ser también dinámico: pueden migrar dislocaciones, 
pueden formarse micro-grietas o "sanar", pueden esparcirse intersticios. etc. 

A escalas mcsoscópicas se puede describir a los modelos por su dependencia espacial local 
de densidad. módulos elásticos o intensidad, por lo que se escoge una distribución de 
probabilidad. Dicha distribución debe contener información acerca del grado de desorden 
del modelo. de tal suerte que al tener diversas distribuciones se puedan cuantificar sus 
efectos. 

En el contexto de modelos de retícula, cada enlace se caracteriza por una ley constitutiva, la 
cual, en el más simple de los casos, es lineal hasta un umbral de rompimiento como se 
representa en la Fig. 4.4. 

TESIS corv 
fi1ALLA DE QpjGEN 
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F 

5 (e 

Figura 4.4. La ley constitutiva para cada enlace del modelo de retícula (fuerza F- desplazamiento 
c5). El umbral de rompimiento es c5c. 

La intensidad o rigidez del enlace esta dado por el valor del umbral c5c y el módulo elástico 
por la pendiente. Por ende, la presencia de desorden es implantada en el modelo si se 
permite que los enlaces en la retícula tengan diferentes leyes constitutivas. Las 
fluctuaciones de rigidez pueden ser representadas tomando aleatoriamente un valor de 
umbral para cada enlace. y las variaciones espaciales de los módulos elásticos pueden ser 
descritas al tomar di fCrcntes pendientes (Takayasu, 1985). 

El ejemplo típico de fluctuaciones espaciales es el de un medio poroso, donde a cada punto 
en el espacio se tiene material o no se tiene (vacío). Dicha situación se puede modelar 
aleatoriamente, removiendo enlaces de la retícula con una probabilidad q = 1 - p antes de 
que el proceso de rompimiento se lleve al cabo, por supuesto, se debe resolver primero el 
problema estático. 

Una vez que un enlace se rompe, su remoción debe de ser implantada. lo cual se realiza 
simplemente al remover dicho enlace de las ecuaciones que describen el medio, y se 
recalcula el sistema. 

4.5 Discrctización y normalización de modelos 

A continuación se describe la discretización de la ecuación de Navier para un sitio o nodo 
i. La ecuación (4.8) se puede escribir como: 

ó (4.14) 

(/.. + µ)u1.l' + µ 11,,JJ = pii, 

Utilizando los vectores base unitarios a, = a{l,O) y a 2 = a(-112.J312) , se desarrolla la 

discretización de la ecuación anterior 

n;L)1.~ r.nw 
FALLA DE OH1GEN 
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411(/, 111)-11(/ + l,111)-11(/- l,111)- 11(1+l,m+1)- 11(/- 1, /11 -1) 

8 211(/,111) 
+2v(/,m)-v(/+ l,m+ l)-v(/- l,111- I) = P 

012 

__ ,-----=-'-""--~--=---'---c_-=,=.:_--o-=---- --

72 

(4.15) 

A su vez, la doble derivada parcial de la parte derecha de la ecuación se discretiza como: 

8 2 11(/,111, I) [11(1 - 1) + u(I - 2) + 211(1)] 
P a 12 -> P (t. 1)2 • 

(4.16) 

Para fuerzas centrales, en el caso de utilizar la ecuación: F = 111 a= -k f).x , es decir, la 
fuerza es igual a una constánte elástica por la deformación (ley de Hooke), una posible 
discretización para una retícula triangular (para fuer.las centrales solamente) sería: 

F 811(/,111) 8 211(/,111) 
=a 8 I + p 8 / 2 -k1,m11(1,,;1)-k1_ 1,mcoll(/- l,m -1)- k1_,,m11(/ - l,m)- kt,m-lu(l,m -1) 

-kt,m•lu(l;m + l)-k1, 1,m-oll(I+ l,m .- l)-k1, 1,mu(l + l,m) 

(4.17) 

Para obtener un valor de k a partir de un promedio de velocidad compresiona! se necesita 
por ejemplo asumir: 

a) La relación de Poisson, por ejemplo, v= 0.25. 
b) La densidad, por ejemplo, p= 3. O g / cm 3

• 

e) El modulo de Young, por ejemplo, E= 7 x 10 11 dinas/ cm 2
• 

Suponga la masa de I06 partículas que forman un cubo de 1 cm3
, por lo que tenemos un 

intervalo D..-.:= 100µ = 10-2 cm; cada partícula tiene una masa efectiva de 3 x 1 o-6 g . Con 
estos valores se tiene las velocidades compresiona! V,, y la transversal V,, 

V= p 
E l-1' 
------ = 5.29 Km/ s , 

p (1 - 2 v)(I + v) 
(4.18) 

(4.19) 

Para calcular la constante de elasticidad k, obsérvese la Fig. 4.1. La fuer.la aplicada F en el 
nodo i se obtiene de: 

(4.20) 

..--------·-----
;r:·1:,:j1_..-. rnw 

FALLA UE urt.tGEN 
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donde O es el ángulo entre resortes, I y /0 son la longitud variable y la longitud inicial 
respectivamente de los resortes. Nótese que º""' 60°, por lo tanto, F""' k(l -/0 ).J3. Por lo 
que resolviendo para k 

1 F k,,,, __ _ 
..fji-1., 

Nótese que el modulo de Young es E= 7 x !011 dinas= es.fuerzo (ver Fig. 4.5), por 
cm2 deformación 

lo que para una cara determinada se tiene una fuerLa aplicada de F= 7 x 107 dinas, con 
104 partículas, cada una con 7 x 103 dinas de fuer;:a. Aquí se suponen deformaciones 
pequellas del orden de ""' 10-4 cm. Por lo tanto, se tiene una deformación de: 

de.formación = (1-1,,) = ~ x 1 O_, x io-2 = ~ x 1 0-6 cm . (4.22) 

Finalmente, de aquí, se puede calcular el valor de k: 

k = ~ · 1 x 106 ·7 x 103 =4.67 x 10
9 dinas/cm (4.23) 

El valor obtenido de k de la ecuación (4.23) es normalizado de tal manera que en el modelo 
la onda compresiona! viaja una distancia I por unidad de tiempo. Este mismo razonamiento 
nos ayuda a determinar cuanta fuerza se debe aplicar a cada partícula en la frontera del 
modelo para aplicar esfuerzo confinado en el material. 

F 

1 cm 

Figura 4.5. La fuer;:a aplicada en una cara del volumen. 

TEu1~' cni\: 
FALLA DE ülüUEN 
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4.6 Fracturamiento dinámico y respuesta sísmica 

Como se mencionó anteriormente, los procesos de fracturamiento tienen diferentes 
patrones, sean estos procesos mecánicos (fuerzas aplicadas) u otros procesos fisico­
químicos (ver Fig. 4.6). En particular, nos interesan los procesos de fracturamiento 
mecánico en rocas. La Fig. 4.7 presenta un experimento en una retícula muy pequeña de 62 
x 62 nodos, donde se le aplicó esfuerLo radial al centro del modelo. Las condiciones de 
frontera, en este caso, fueron esfuerzo normal. Nótese que los "brazos" o fracturas se 
generan en dos direcciones prefcrenciales. Esto se debe a que se utilizó una retícula 
triangular, garantizando una relación de Poisson de v = 1 / 4. valor típico de las rocas. La 
Fig. 4.8 muestra un ejemplo similar pero con una retícula de 2000 x 2000 nodos, el cual 
presenta un experimento de hidrofracturamiento inducido en el centro del modelo, donde se 
tiene un pozo inyector de íluido o propantc. 

a> b) e> 

Figura 4.6. Patrones de fracturamicnto. a) Arcilla sujeta a esfuerzos transversales, b) concreto 
sujeto a evaporación de agua. e) vidrio sujeto a un agente ácido. 

Figura 4.7. Fracturamicnto debido a esfuerzo radial inducido en el centro de la retícula de 62 x 62. 
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t 
Figura 4.8. Un modelo de 2000 x 2000 nodos simulando hidrofrncturamicnto. El estado de esfuerzo 

es idéntico en amhas direcciones, horizontal y vertical. 

Otro ejemplo es la Fig. 4.9, donde se muestra una retícula de 2000 x 2000 nodos donde se 
le aplicó esfuer1:0 cortante en los lados del modelo (condiciones de frontera). Nótese la 
dirección preferencial de las fracturas. que es debido a la configuración de los esfuer¿os 
transversales aplicados. Este modelo representa una roca fracturada con anisotropía 
inducida por esfuerzo. 

t 

Figura 4.9. Simulación de un modelo Fracturado por medio de un esfuerzo cortante. 
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Si en algún lado del modelo se colocasen geófonos. se pueden obtener datos sísmicos 
sintéticos como en las Fig. 4. 1 O. Nótese el área de influencia plástica (que rompe o deforma 
algunos enlaces) alrededor de la fractura principal. 

Figura 4.1 O. Emisión acústica (micro sísmica) proveniente de una simulación de fracturamiento de 
roca. 

El análisis de los datos sintéticos obtenidos (respuesta sísmica) ti.Je sólo preliminar. Se trató 
de determinar aquellos eventos importantes en los datos (ver Fig. 4.11) y su correlación con 
las fracturas generadas en el modelo. 

º·" 

º·· 
o .• .. o.z o .. o.o 

e 
< -o.a 

-0.4 

-o.• 

-o.• 
o 'º 

Ticmno 

Figura 4. 1 1 Ejemplo de la emisión acústica (tra;m sísmica) mostrando los tiempos de eventos 
provenientes de incipientes micro grietas. 

También se analizaron en el contenido de frecuencias y la forma de onda de los datos. Por 
ejemplo, véase que en la Fig. 4.12 se observa la densidad espectral de trazas sísmicas de 
geófonos colocados en diferentes puntos del modelo. Para hidrofracturamiento, se observó 
que un geófono colocado enfrente de la propagación de la fractura tenía más altas 
frecuencias que un geófono colocado a un lado. Este es el célebre efecto de Doppler. 
Situación similar sucede si una onda mecánica atraviesa una zona fracturada. La velocidad 
y el contenido frecuencial se reducen si la propagación de onda es transversal al sistema de 
fracturas, mientras que se mantiene si la propagación es aproximadamente paralela a las 
fracturas. Este es un efecto de anisotropía del medio y promete ser clave para desarrollar 
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una metodología de análisis para la detección de fracturas y para la determinación de 
esfucr.r.os en las rocas y, por ende, una idea indirecta del tensor de permeabilidad en los 
yacimientos geológicos. 

ll 
~ 111-• ! 

;.,.. 

11 I~ u"! u~~. 

Frccm:nC'ia 

Figura 4.12 El efecto Dopplcr característico observado en los experimentos. 

4.7 Integración de las ecuaciones de movimiento 

Se realizaron nuevos experimentos de hidrofracturamiento, donde se utilizaron retículas 
con enlaces con fuerza central y doblamiento. A cada intervalo de tiempo se calculan las 
fuerzas resultantes a cada partícula o nodo, consecuentemente la aceleración, velocidad y 
posición de partícula, se obtienen por la integración de las ecuaciones de movimiento. 

A cada instante de tiempo t, para una retícula triangular, con enlaces con diferente rigidez, 
las fucr.r.as en la partícula i se calcula a partir del Hamiltoniano de la ecuación 3.27. La 
fucr.r.a total F,. es la suma de las fuer.r.as centrales FH: y fucr.;:as de doblamiento F/J: 

F,,. (t) = I~,.,. + F," = La,, [(u, - u 
1

) • r, 
1 

Jelj + L 13yk (oOyk )e9 e,k • 
<I j> <ljk> 

(4.24) 

La aceleración de la partícula i se obtiene simplemente del vector de fuerza total: 

(4.25) 

donde la masa de la partícula es m, = p,fii[ /2, con densidad p1 y /0 la longitud de la 

retícula en equilibrio. 
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Para obtener las velocidades y posiciones de partícula, se utiliza el esquema de integración 
numérica de "velocidad de Vcrlct" (Vcrlct, 1967; Allen & Tildcslcy, 1987; Gould & 
Tobochnik, 1988; 1-lailc, 1992; Rapaport, 1995; Schlick, 2002). Esta aproximación de 
diferencias finitas es de segundo orden en velocidad y tercer orden en posición. Con un 
intervalo en tiempo de l!!il, primero se calcula la velocidad de partícula a medio intervalo: 

/),./ 
v(t +f D.t) = v(t) +-a(I) . 

2 

Subsccuentcmcntc, se obtiene la velocidad al siguiente intervalo: 

y la posición: 

/),./ 
v(t + !'..t) = v(t +f !'..t) +-a(I + !'..t) , . 2 

/),./2 
r(t + !'..t) = r(t) + !'..t v(t) +-a(t) . 

2 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

A cada intervalo en tiempo, se calcula la energía total del sistema para observar la 
estabilidad de la solución numérica. La energía total Ur se obtiene de la energía cinética 

Ve y potencial U,,: 

1 (~ 2 2) U,.(t)=Uc+U,. =- L.J111,v,(1) +a,r(I) , 
2N •=I 

(4.29) 

donde N es en numero de partículas del sistema. 

Matemáticamente. existen métodos para sistemas conservativos 1-larniltonianos llamados 
si111plécticos que poseen propiedades numéricas favorables (en teoría y en practica), sobre 
métodos no simpléctieos como es el caso de los métodos de integración de Rungc-Kutta 
(Sanz-Scrna & Calvo, 1994). En particular. los sistemas simplécticos preservan volumen en 
el espacio de fose (el Jacobiano de transformación preserva el volumen de un conjunto de 
coordenadas y momentos a otro). lo cual implica ciertos invariantes del sistema deseables. 
La Fig. 4.13 ilustra un experimento por Schlick (2002) donde se observa que la energía 
total Ur decae a mayor tiempo. para el método de Rungc-Kutta el cual no es simpléctico y 
por lo tanto, inestable. En comparación. el método de velocidad de Vcrlet es 
razonablemente estable (pcquefias oscilaciones son observadas). 

En la Fig. 4.14 se muestra un experimento de hidrofracturamicnlo, utilizando una retícula 
con enlaces que tienen descripción central y de doblamiento. El modelo es esforzado por 
medio de un desplazamiento dos veces mayor en la dirección horizontal que en la vertical. 
El material es aleatoriamente desordenado por un ±5% del valor del modulo de Young 
macroscópico E= 70 (GJ>a). el esfuerzo de rompimiento file aproximadamente de 

TK-ik ''\."'\~· 

FALLA Dr; Ul\lüEN 



Capítulo 4: Aplicaciones 79 

59 (MPa). Obsérvese además varias bifurcaciones en la evolución de las fracturas. Esto se 
debe a que la fractura alcanzó su máxima velocidad de propagación (aproximadamente 0.6 
la velocidad de Rayleigh del material), por lo que se vuelve inestable y genera 
ramificaciones para reiniciar estabilidad dinámica. 

E 1 
n 
e 
r 
g 
í 
a 

t 

' ' ' ' 
o ---
t ---

-
~~-Velocidad-Verlet 
- - - Runge · Kutta de 4to orden 

-----
a ----------
1 O'--~~-'-~~-'-~~--'-~~--'~~--''--~~-'--~~-'-----~-_,_-_-~---_·..L"-~~-~-=-=~1 

T.1.empo 

Figura 4.13 Estabilidad numérica. Comparación entre el método de velocidad de Verle! y el 
algoritmo de Runge Kutla de 4° Orden (de Schlick. 2002). 

Figura ·l. 1-1. l:volución temporal de un ex peri mento de hidrofracturamiento. Cerca de 130,000 
partículas fueron utilizadas (360 x 360). 

Las fracturas se propagan en la dirección prclcrentemente perpendicular al eje principal de 
mínimo esfuerzo. En este contexto, las fracturas están íntimamente relacionadas a la 
anisotropía inducida por esfuerzo. La Fig. 4. 15 presenta un ejemplo de hidrofracturamiento 
donde los esfuer1:os aplicados son iguales en todas las caras del modelo. Por lo que los 
patrones de fracturamiento son relativamente uniformes en todas direcciones. En cambio, la 
Fig. 4.16 presenta un ejemplo donde se aplicó mayor esfuerzo en la dirección horizontal 
que en la vertical (anisotropía inducida). Los patrones de fracturamiento tienen una 
dirección prelcrencial muy bien definida. La tabla 4.1 presenta valores típicos utilizados en 
las simulaciones de hidrofracturamiento. 
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Figura -1.15. Sernencia en tiempo (película) de una simulación de hidrufracturamiento. El estado de esfuerto es idcnti.:o en ambas direcciones, 
horizontal y \ crtical. No hay indicio> de anisotropia inducida. 

Figura 4.16. Secuencia en tiempo {pdicula) de una simulación de hidrofracturamicnto. El estado de esfuerzo es dos veces mayor en la dirección 
horizontal que en la vatical. Aquí, la anisotrupia inducida por esfuerzo es evidente. 
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Tabla 4.1 
Parámetros del modelo 

Modulo de Young. E 7X1011 dinas/cm 2 
= 70 GPa 

Densidad, p 3 g/cm' 

Relación de Poisson. v 0.25 
Velocidad compresiona!. v,. 5.3 km/s 

Velocidad transversal, v, 3.1 km/s 

Presión 11 idráulica, !~, 3.8x 10" dinas/cm'= 38 MPa 

Longitud del enlace I 1 O 4 cm 
Umbral en extensión del enlace 0.5% > / 

Umbral del ángulo 5% ±0() 

Umbral en compresión del enlace 5% </ 

Módulo Volumétrico K 4.67 X 1011 dinas/cm' - 46.7 GPa 

Módulo de Corte ~t 2.8X10 11 dinas/cm 2 = 28 GJ>a 

Intervalo de tiempo 6.t 5xl0-'°s 

4.8 Comparación con soluciones clásicas 

81 

Para verificar, entre otras cosas, la exactilud de los modelos de retícula para reproducir 
fenómenos de 11sica de roca. se realizó una comparación con la solución analítica propuesta 
por Garvin ( 1956), de una fuente lineal para producir ondas de Rayleigh en la superficie 
libre de un semi-espacio perfectamente homogéneo e isótropo. Sin más pormenores, 
refiérase al trabajo de Del Valle-García & Sánchcz-Scsma (2003) en el apéndice E, que 
demuestra que el modelo de retícula es suficientemente preciso para modelar propagación 
de ondas en medios elásticos. Como complemento a dicho trabajo, véase la Fig. 4. l 7a que 
muestra la energía inyectada al sistema y que es el cuadrático de la fuente de Rickcr 
utilizada para excitar el sistema, mientras que la Fig. 4. l 7b demuestra la estabilidad 
numérica de la solución. La Fig. 4.18 ilustra el campo de desplazamiento vertical y 
horizontal para un modelo homogéneo utilizando una retícula de 500,000 de partículas con 
espaciamiento de 1 O m, con una velocidad compresiona! de 6000 mis y relación de Poisson 
de 0.25. La fücntc uti !izada tiene una frecuencia central de 15 Hz. Nuestros resultados son 
idénticos a los producidos por Toomey & Bcan (2000). que a su vez compararon con 
soluciones clásicas de diferencias finitas. 
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Figura 4.17. a) Energía inyectada al sistema para cada intervalo de tiempo. b) Energía total Ur, 
mostrando estabilidad numérica durante la simulación. 

Figura 4.18. a) Instantáneas de la componente vertical (a) y de la horizontal (b) del campo de 
despla:1~1rniento para un modelo homogéneo. 

4.9 Simulación en medios desordenados 

82 

Utilizando el modelo de percolación elástica, se exploraron los efectos de difracción de 
onda, modificando la cantidad de porosidad en el modelo. Esto se presenta en el trabajo de 
Del Valle-García & Sánchez-Sesma (2002). que se incluye en el apéndice E. En este 
trabajo. no se circunscribieron algunos detalles de cómo se calculó la atenuación sísmica. 
por lo que a continuación se proveen algunos detalles. Esta misma técnica se utilizó en Del 
Valle-García & Ramírez-Cruz (2002), en apéndice E. 

Para calcular la atenuación de onda. primero se obtiene la representación tiempo-frecuencia 
de la señal s(r), por medio de la transfonnada de Wigner: 
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(4.30) 

donde t es el tiempo, m = 2ef es la frecuencia angular y * denota el conjugado complejo. 
Nótese que la transformada de Wigncr es una transformada bidimensional de Fourier 
rcescalada, que usa la señal en tiempo reverso. corno ventana. La función W(t,m) es un 
espectro de potencia instantáneo, la cual localiza insuperablemente las características de 
tiempo y frecuencia (e.g., Claascn & Mecklcnbrauker. 1980; Boudrcaux-13artcls, 1984; 
Baraniuk & Joncs, 1993). De acuerdo a Barncs ( 1993), se puede obtener. por ejemplo, la 
frecuencia instantánea f. (1) de la señal: 

rn ro IV(t, w)dw 
f.(t) = J~D ' 

[w(l,w)dw 
(4.31) 

la cual es utilizada coloquialmente cómo atributo sísmico. 

El factor de calidad Q, recíproco de la atenuación de onda, se obtiene de la distribución de 
Wigncr, para el intervalo en tiempo (1,, 12 ) corno: 

Q-' = MC{ln[W(t2 ,ro)]}/MC{ln[W(t,,ro)]} • 
-27t ro(l2 -1,) 

(4.32) 

donde MC es el ajuste por mínimos cuadrados. que se utiliza para garantizar resultados 
estables de la estimación. Para más detalles véase Ramírcz-Cruz et al. (2003), los cuales 
construyen un atributo de atenuación sísmico. cuantitativo extremadamente resolutivo. 

Otros experimentos fueron recientemente realizados y que no han sido publicados. Por 
ejemplo. la Fig. 4.19 muestra la propagación de ondas elásticas en un medio con diferente 
cantidad de porosidad que incluye una superlicic libre. Se observa que una de las claras e 
importantes ventajas de los modelos de retícula es la facilidad con que se pueden incorporar 
automáticamente. porosidad. o cualquier tipo de inclusiones en los modelos. Finalmente, la 
Fig. 4.20 muestra una señal obtenida de la simulación de propagación de ondas en un 
medio fi.tertemente desordenado y por lo tanto. con intensa difracción múltiple. La coda 
tiene un carácter difi.tsivo. corno algunas teorías lo predicen (e.g. Anderson, 1958; 
Chandrasekhar. 1960; lshimaru, 1978; Shcng, 1995; Fchlcr & Sato, 1998; Van Rossum & 
Nicuwenhuizen, 1999). 
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Figura 4.19. Difracción de ondas elásticas en un medio conteniendo diferente porcentaje de 
porosidad. Es clara que la pérdida de energía (atenuación) es mayor a mayor porosidad. 
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Figura 4.20. Fuerte difracción múltiple de ondas elásticas en un medio altamente desordenado. 



Conclusiones 

En esta disertación he propuesto un modelo genérico para simular fenómenos de física de 
rocas y demás materiales sólidos desordenados clásicos. Esto, eventualmente, para contar 
con un laboratorio "virtual" que permita fácilmente realizar experimentos de diferente 
índole físico-teórico, que a su vez permitan verificar hipótesis específicas o que permita 
ampliar nuestro conocimiento fundamental, a través de la observación, interpretación e 
intuición física de los resultados, fruto de dichos experimentos. 

En este contexto. el modelo discreto de partículas permite asignar propiedades locales 
elásticas, y otro tipo de reologías distintas, por lo que se pueden proponer y por ende 
experimentar en modelos desordenados, incluyendo medios anisótropos. Adicionalmente, 
se pueden asignar esfuerzos externos en el modelo por medio de condiciones "físicas" de 
frontera, lo cual permite modelar sistemas con anisotropía inducida por esfuerzos. También 
se puede tener una superficie libre natural en el modelo y observar la aparición de las ondas 
de Raylcigh. cuando el modelo ha sido excitado con una fuente externa. 

Los ejemplos presentados demuestran buena precisión y correcta reproducción de la 
naturaleza. ya que, tanto en datos experimentales de laboratorio, como en resultados 
teóricos obtenidos de soluciones analíticas y aproximaciones de medio efectivo, se tienen 
ajustes adecuados al utilizar el modelo discreto propuesto. 

La habilidad de realizar comparaciones cuantitativas entre experimentos de laboratorio y 
experimentos numéricos con nuestro modelo de partículas, es un paso trascendental para 
entender en lo fundamental, los procesos y fenómenos de dinámica de fracturas y de 
propagación de ondas en medios desordenados, discontinuos y con probables fluctuaciones 
estadísticas que los métodos tradicionales de análisis no podrían realizar. 

Creo fervientemente que en esta dirección de razonamiento, acabaremos por entender 
correctamente los mecanismos de disipación de energía en los procesos de fracturamiento, 
antes y en el mismo momento que se suceden los eventos dinámicos de fractura en un 
material. Esto a su vez nos ayudará a entender y posiblemente a predecir fenómenos a gran 
escala como son los terremotos. 

Existe un área de investigación que creo deberá seguirse con mucho interés por medio del 
modelo de partículas. Esta es la propagación de ondas en medios aleatorios con fuerte 
desorden, que permitan simular fenómenos de localización de energía (entrampamiento) 
que es ubicuo en sismología y que está asociado al filtrado estratigráfico, observado en 
exploración sísmica, y al teorema de cquipartición, observado en sismología teórica que se 
representa por una función de trasferencia de difusión. 
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Apéndice A 

Derivando las Ecuaciones de Onda a Partir de 
Partículas y Resortes 

Considere una línea con masas idénticas conectadas por resortes como se ilustra en la Fig. 
Al. 

k f--a---1 1 m 
••• ---'ffiTI'-r 

Figura. Al 

Todas las partículas tienen una masa 111, los resortes tienen una constante elástica k y 
distancia de equilibrio a. Sólo se permite movimiento en la dirección horizontal. Es decir 
movimiento longitudinal. Numerando las masas 1,2.3 .... p, ... N, las posiciones de equilibrio 
son x = a,2a,3a, ... pa, ... Na. Para una partícula p en posición x,,, tenemos los 

dcsplazam icntos: 

(Al) 

lj/,, = x,, - pa 

La fucr.1-a en la partícula pes: El resorte a la izquierda es estirado por 1//,, - ip ,,_ 1 , por lo que 

ejerce una fuerza en p de - k(ip,, - t¡/ ,,_1 ). De la misma manera (véase Fig. A2) el resorte de 

la derecha ejerce en p la fucr.1-a +k(r¡/,,. 1 -ip,,). La ecuación de movimiento para la 

d 2 x d 2 ip 
partícula pes por lo tanto F = 111---f- = 111---f-. Es decir, 

di di 

(A2) 
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Es claro ver que hay N ecuaciones acopladas, una para cada partícula. Lo mismo se puede 
hacer para movimientos transversales. Considere partículas con una tensión constante T, 
como se observa en la Fig. A3. 

m T 111 
c.~---" ~.----~) }-a-{ 

Figura A3 

Cuando el resorte es jalado verticalmente (como en una guitarra), la particular p se deforma 
como lo muestra la siguiente Fig. A4: 

Figura A4 

La fuerza hacia abajo en pes -Tscnap-I y la fuerza hacia arriba es +TsenaP. Observe 

'P,. - 'Pp-I d d que scnap-I = , on e <pP son los desplazamientos verticales. La ecuación de 
a 

movimiento en este caso es: 

d
2

<pP T f ) T ( ) 111-l-,- = --\<¡Jp -<pp-1 +- 'Pp+I -<pp 
et a a 

(A3) 

Esta ecuación es similar a (A2) pero k es ahora T/a. 

Ahora bien, para movimientos transversales o longitudinales, se puede escribir el límite 
continuo. Dado el espaciamiento entre partículas a= D.x, permita <pP - 'Pp-I = D.<p,.. 

Entonces la ecuación de movimiento anterior es: 

d
2

<pP T T 
111--2- = --/!.<pp +-/!.<pp+I 

dt .óx Ax 

ó 

111 d,<pP. = r[D.'Pp+1 - Arp,,_J 
dt 2 Ax Ax · 

(A4) 

(AS) 

rc~7~..-r;. ·----1 

FALLA lJ,t!; VlUIJ~.N 
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Hasta ahora, rpl' ha sido función solamente del tiempo t, con un valor distinto para cada p. 

Permita ahora el límite L\x->0. Por lo que rp,..(1) se sustituye por rp,..(t,x). Entonces 

tenemos: 

[
_'?''Pf'+I _ L\f' ]-4 L\(ªrp) 

óx L\x axl'' (A6) 

es decir, (arp/ax) evaluada en la posición p, atendiendo al límite d 2rp,,/ dt 2 -> (a 2 rp/a1 2 
),.. • 

Dividendo la parte izquierda de la ecuación (AS) por a y la parte derecha por óx 
(recordando que L\x =a). además permita que p = m/a, es decir p es la masa por unidad 
de longitud, entonces tenemos: 

(A7) 

Permita que L\x ->O, por lo que p es una posición arbitraria en la línea continua y se 
obtiene: 

(AS) 

Estos son movimientos transversales, es decir rp{t,x) son los desplazamientos verticales en 
la posición x. Para movimientos longitudinales, el análisis análogo nos da: 

(A9) 

Las ecuaciones (AS) y (A9) son las ecuaciones de onda transversal y longitudinal 
respectivamente. Las velocidades transversal y longitudinal, respectivamente vi, v

11 
son: 

vi=± {f y v
11 

=±a (k . -yµ -y;,; (AJO) 

TESIS en~¡ 
"FALLA DE üruuEN 



Apéndice B 

Modelo Discreto de las Ecuaciones Elásticas 

La ecuación de Navicr ( 1.20), se puede escribir de la siguiente forma: 

a'u 2 ( 2 2 ~( \, 8/2 = c/v u(r,t) + c 1• -e,. JV V'· uJ\r,t) , (BI) 

donde, como antes, c 1• es la velocidad longitudinal y Cr es la velocidad transversal del 
material relacionadas al modulo de Young E y a la relación de Poisson v por medio de: 

(B2) 

(B3) 

La ecuación (B 1) puede convertirse en un sistema discreto por medio de un procedimiento 
general que permite discrctizar ecuaciones diforcncialcs parciales para retículas arbitrarias. 
Martín et al. (2000) proponen un método de optimación para dicho procedimiento y 
deducen que el modelo de Born ( 1954) es la versión discreta de la ecuación (B 1 ). Este 
procedimiento se reproduce a continuación. 

Permita que /(r) sea un campo escalar y considere una muestra de 114 puntos distribuidos 
arbitrariamente en la vecindad del punto r0 con posiciones r,. El valor del campo escalar 

en cada uno de estos puntos se denota por f, = /(r,). Para un problema de optimación, se 

espera que a partir del conocimiento de f, y r, , cual es la mejor estimación de las 

derivadas de/ en el punto r0 • La solución se obtiene encontrando el mejor paraboloide que 

ajuste todos los puntos y que contenga a r0 • La ecuación del paraboloide es 

(B4) 

La expansión en series de Taylor de/ alrededor de r0 muestra que A es una aproximación 

precisamente del gradiente de f en r0 , y que B es una aproximación de la matriz· de 

segundas derivadas. La función de optimación es: 

TESIS CON 
FALLA DE OfüGEN 
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M 2 

<ji(A,H) = ¿(P(r,)-fJ 
J--1 

(B5) 

Minimizando <ji con respecto a H y A se obtiene el paraboloide que mejor ajusta los puntos 

f, y r,: 

donde se han definido 

:! = 2[- F, + R 2 ·A+ i R 3 : H J =O 

aqi = [- F, + R,. A+_!_ R.: n] =o an · 2 

,\1 

F, = L(f, - f 0 )(r, -r0 ) 

"' F2 = L<f, - fo)(r, - r 0 ),(r, -r0 ) 

J=I 

que contienen información de la función en la vecindad de r 0 , y 

M 

R 2 = L(r, -r0 )(r
1 
-r0 ) 

J=I 

M 

R, = 2:<r, -r0 )(r1 -r0 )(r, -r0 ) 

J<I 

"' R 4 = 2:<r, -r0 )(r1 -r0 )(r, -r0 )(r1 -r0 ) 

J=I 

(B6) 

(B7) 

(BS) 

que contienen información topológica. Los subíndices en las F's y en las R's son el orden 
de la cantidad tensorial en cuestión. La condición mínima significa que: 

1 
R 2 ·A+ 2 R,:H=F1 

1 
R 3 ·A+ 2 R 4 : H = F2 

(B9) 

TESIS ('1('/T 
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Este es un sistema de ecuaciones lineales para los desconocidos A y B. Para un sistema 
bidimensional, D = 2, en R 0

, se tienen D + D(D + 1)/2 incógnitas. 

Para una retícula triangular, utilizando la relación únicamente de vecinos cercanos, y con 
un espaciamiento entre nodos a. se construy_e11 las derivadas discretas. Considere_ los 
vectores: 

r 1 = a{O,l)= -r4 

r2 ={-H·~)=-r, (1310) 

r =a( fI _J_)=-r 
3 1/2' 2 6 

de tal suerte que 

6 3 

R2 = ¿r,r, =2L:r,.r, =3a 2 1 
1:c:I ; .. 1 

6 3 6 

R 3 = ¿r,r1r1 = ¿r,r,r, + ¿r,r,r, =O (B 11) 
1=1 ¡ .. J 1=4 

6 3 

R 4 = ¿r,r,r,r, =2L:r,r,r,r, 
1=1 l=I 

El tensor de cuarto orden es simétrico para todos sus índices por lo que se consideran sólo 
R 1111

, R 1112
, R 1222

, R 2222
• El resultado se puede expresar como: 

Insertando (1311) y (B 12) en (139) se obtiene: 

donde 

por lo que 

3a2 A = F1 

~a4 [1 trH+2B]= F2 
8 

2 
tr B = --4 tr F2 3a ' 

(1312) 

(813) 

(1314) 

TEi)l~ rn~r 
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Expandiendo estas expresiones: 

A=-
1
-F 

3a2 ' 

B=~[F --~(trF )1] 
3a4 2 4 2 

donde f'1° = (r
1 
-r0 )/a. El Laplaciano es la traza de B, por lo que (B 14) es: 

tr H = ~ ± f¡ - fo 
J J=I ll

2 
• 

101 

(1315) 

(1316) 

(1317) 

Las expresiones anteriores representan las derivadas en forma tensorial. El gradiente de una 
función es un vector con los valores de esa función y los vectores posición de los puntos 
vecinos de la retícula. La matriz de las segundas derivadas es un tensor de segundo grado. 
De aquí se pueden formular las diferencias finitas de una retícula. Por ejemplo, para una 
retícula triangular, los vectores en (B 1 O) nos permiten construir los gradientes: 

A,' = (aJ), = !(4/j_=~+ fi~_l;i_ + L_,,~,fs_) 
6 2a 2a 2a 

A;' =(aJ) =-'-(f2-f6 +J;-fsJ 
· ' 2 .J3a .J3a 

(BIS) 

que son promedios pesados de las diferencias en las direcciones posibles de la retícula. 

La ecuación (B 1) para una retícula triangular de un nodo particular i es: 

a'u,_ =[cJ.-ci./3]~( - .) [4(cJ.-c¡.)]~( . - )·"'ºf'º. 
2 2 ¿\U J U I + 2 L_¡ U J U i 1 ji JI 

8/ <l j•I Ja j=I 
(1319) 

Esta es la ecuación discreta de una retícula triangular uniforme compuesta de partículas. 

El modelo de Born (1954) que es utilizado para representar procesos de fracturamiento en 
sólidos, tiene una energía elástica (Hamiltoniano) representada por: 

Tb.:iJ_;-: (lf"':H 

f AL1A lJ~ VJ.\J.\.A~i~ 



Modelo Discreto de Partículas para Simular Flsica de Rocas 102 

(B20) 

donde a. y 13 son constantes del.modelo. La fuerza en la partícula i se obtiene de la energía 
potencial anterior: 

(B21) 

Por lo tanto, de la ecuación (B 19), se obtienen los valores de a. y 13, a partir de las 
velocidades de propagación elásticas macroscópicas del sistema: 

(a.-l3)=[4(cJ. -ci)] 
3a2 

' 
(B22) 

(B23) 

De (B22) y (B23) se tiene: 

a. = [ cJ. ~~¡. /3 J . (B24) 

A su vez, e,. y e,. se pueden obtener de los módulos elásticos, así deseados, con (B2) y 
(B3). Nótese además que a. y J3 pueden ser diferentes para cada enlace entre partículas. 
Por lo que se pueden representar modelos con heterogeneidad local y por lo tanto, también 
representar medios anisótropos y desordenados. La ecuación (B20) es una ecuación 
particular de la expresión generalizada de percolación elástica (Chakrabarti & Benguigui, 
1997): 

(B25) 

donde O,,* es el ángulo en el sitioj formado entre los enlaces ij y jk, y p, 1 se define como: 

{
I cuando hay enlace 

P,, "' O cuando no hay enlace 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Para piJ = O, el enlace no existe y por lo tanto un micro-poro o fisura se crearía en el 

sistema. Para retículas bidimensionales (Sahimi, 1998), e,
1

• toma la forma: 

lsey• =(u, -uJxr,1 -(u, -u.)xr,,I. (B26) 

Por lo que la fuerza simplificada para el nodo i es: 

(B27) 

Finalmente, cabe mencionar que el Hamiltoniano de percolación elástica, aquí descrito, es 
utilizado para simular propagación de onda en medios porosos, así como efectos de 
difracción múltiple en el trabajo P()r Del Valle-García & Sánchez-Sesma (2002). 

Mas detalles de la Física y de la~ aplicllciones. de este modelo, refiérase a Herrmann & 
Roux ( 1990) y a Chakrabarti & Benguigui ( 1997): 

----· - ' 

, 



Apéndice C 

Medios Micropolares 

Modelo de resorte 

Existe una considerable cantidad de literatura sobre los medios micropolarcs (Eringcn, 
1968, 1999; Nowacki, 1970; Bcrglund, 1982; Brulin, 1982; Eringcn & Hanson, 2002). El 
modelo de resorte micropolar también consiste de masas (partículas) sujetas a resortes 
(enlaces). Las partículas se consideran rígidas y esféricas con radio a y masa 111, arregladas 
en una retícula tridimensional (cúbica en este caso) con una distancia d entre centro de 
masas. Se considerarán los tres tipos generales de resortes. Los resortes tipo 1 y 3 son 
resortes que conectan partículas cercanas vecinas. El tipo 2 conecta las segundas vecinas 
cercanas. La longitud natural y la constante del resorte del tipo 13 ( 13 = 1, 2, 3) son hp y kp, 

respectivamente. El sistema es Cartesiano con componentes X¡ {i = 1, 2, 3), por lo que cada 
masa está numerada por tres valores (k. l. m). En equilibrio y en ausencia de füerzas 
externas, las coordenadas de la partícula son xl'· 1·"'>. 

Las fucr.r.as de acción 

Para obtener las ecuaciones diferenciales para el desplazamiento ul'· 1·"'> y rotación cplk.l.mJ 
del modelo discreto, se calculan la fucr1:a y el momento que actúan en la masa (k, 1, m) por 
inílucncia de las partículas adyacentes. Primero se calcula la fuerza debida al resorte del 
tipo 1. Por lo que se consideran las masas (k, 1, m) y (k+ 1, 1, m). La longitud del resorte en 
deformación cambia de ( d - 2a) a ( /1) donde (véase f'ig. e 1 ): 

. (C.I) 

Los cambios de longitud por términos del tipo a(l-coscp) son descartados dado que se 
suponen rotaciones pequeñas. La fuerza de acción es entonces calculada por: 

donde 

(C.2) 

(C.3) 

TESIS C0~1 
FALLA DE OfüGEN 
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masa ( k , l , rn) <-k+i , 1, m) u, 

(k+l, l, m) 
cpJ 

(k-l-1, l ,m) 
cp2 

(k+1,l,m) 
G- <:::, 

____ u(k·H ,l,m) 
3 X 

(k+1,l,m) 
u2 

1 

105 

Figura C 1. Cambio de dirección y longitud del resorte (enlace) del tipo 1 entre las masas (k, 1, m) y 
(k+I, I, m). 

(C.4) 

(C.5) 

Se puede expandir el término 1,-1, dado que q>¡"-1.m> y u¡k+t,t,mJ - u¡k.t,ml /(d-2a) son 

cantidades muy menores a la unidad, 

(C.6) 

Sustituyendo las ecuaciones (C.3) y (C.6) en (C.2), ignorando órdenes cuadráticas y 
mayores, se obtiene: 

F,<tHk+t.l,m) =k, d- 2a-h, +u~k+l,l,m>_u~·.'·m> (C.7) 

Análogamente, con (C.4) y (C.6) en (C.2), se obtienen las fuerzás: · 

F<tHk+1,1.111> = k (i -_!_1,_){u<k+t.t.111> _ uck.t.m> -t/m<k•t,1,111i + m<k.t,m> )~ 
2 1 d _ 2ª 2 2 l't"J .,-3 ~ , (C.8) 

TESIS CON 
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similarmente, 

rii)(ktl,l,m) = k (1--'_11_)(u<k+l,l,m) -u<k.l.m) +a(<p(k+.l,l,m) +<p(k,l,m) )) 
3 1 d _ la J 3 ·. 2 ,· . 2 • (C.9) 

Por lo tanto, tomando en cuenta todos los vecinos cercano~ pará los resorte del tipo 1, la 
fuer . .m total en la dirección x 1 es: 

p
1
ck.1.mi = k

1 
{[ulk+1.1.mi _ lulk.1.mi + ulk-1,1.m>J 

+ (I -hi/d)[ulk,lll,m) + ulk,1-1,m) + ulk,Í,m~i.>+ulk.l.,•n~ll _ 4 ujk,l,ml (C. I O) 

Se puede obtener la fuer¿a debida a los resortes al desarrollo 
anterior: Sólo para términos lineales se tiene: 

r<2Hk+l,l+l,m)=k {(I- '12 )[d-.J2a+u<k.;.l,l+l,rnl_u(k,l,m) 
1 2 .J2d _la 1 . 1 

+ _E---(rnlk+l,l+l,m) + rn(k,l,m))) .J2 ·n -..3 (C.11) 

+ '12 (ulk+l.l+l,m) -u<k.l,m) -u<k+l~l+l.m) _U(k,l,m))} 
2(.J2d-2a) i i 2 2 

F12Hk+1.1+1,rn1 = k {(I - -~~) [d-.J2a + ulk+1,1+1.mi -u<k,l,rn> 
2 2 .Jld _ 20 2 2 

_ ;
2 

(cp~k+l,l<l,m) + !p~k,l.m»J (C.12) 

+ h, (u(k+l,l+l,m) - u<k.l,m) + u<k+l,l+l,m) -u<•.l.m))} 
2(../2d-2a) 2 2 i i 

FC2Hk+l,l+l,m) = k {(l--~!!_2 __ ) [u<k+l,l+l,ml -u<k.l,m) 
3 2 ../2d - 2a J J 

+ .fi ( <p~k+l,l+l,m) + <p~k.l.m) -<p\k+l,l+l.m) -cp\k,l,m))]} 
(C.13) 

Las expresiones de la fuer¿a total para las masas (k, 1, m) y (k+ 1, l+ l, m) se obtienen de las 
ecuaciones anteriores, tomando en cuenta los cambios de índices para las masas segundas 
vecinas cercanas: ... 

La longitud de cada resorte del tipo 3, en estado sin deformación es 

l TESIS CON 
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(C.14) 

La fuerza F<3Xk+l.l,ml se calcula de la misma manera que F<l>Ck+i.i,m> y F<2Hk+l.l+l,ml. Se 
obtienen las componentes de fuerL:a para el tercer tipo: 

(C.15) 

(C.16) 

.. . .. {[40
3 

/ h J } _. -+-º-(/ -/¡ )+1--1.. (u!k+l.l.m)_·U.·<k.l,m))·· .. · d2 d2 o .1 ¡ 2 2 
F2ºHk+1,1,m¡ = 2k3 o . . ; 

-[2~2 +r/º(l-h3)J(cp~k+l.l,m)+cp~k,l,m» ; 
d d 'º •· . . 

{[

4a
3 

/ h J . · · } -- + -º-(/ _ h ) + ¡ _ ---1.. (uCk+l.l,m) -uCk,l,m)). 
d2 d2 o 3 ¡ J .3 . 

F}3Hk+1,1,mi=2k3 [2a2 rl h J o ·. . ·. 
___ + __ o (1----1..) (cp(k+l.l,m) + cp<k.l.m)) · 

d2 d 'º 2 2 

(C.17) 

La fuerza total es fiicilmente deducida de las expresiones anteriores. Apariir de las fuerzas 
totales, de los tres diferentes tipos de resortes, se construyen las ecuaciones diferenciales 
finitas que constituyen las deformaciones continuas del sistema: 

d2x<k.l,mJ 
111 __ • L..

2 
__ = 

/11 
x<k.1.mi = Fc1Hk.1,mi + F12)(l,1,mi + F<JHk.l.ml = F,<k.l,m> 

dt 1 1 1 1 1 
(C.18) 

Los momentos de masa (k, 1, m) 

Una vez conocidas las fuerzas totales de los tres resortes para un sistema en deformación, 
es natural pensar que esto causará la acción de momentos de masa (k, 1, m). Para calcular 
los momentos sólo es necesario determinar las palancas de fuerza. Considerando el resorte 
tipo 1 entre las masas (k, 1, m) y (k+ 1. 1, m). el momento se calcula de: 

IM(l)(l..+1.1,m) =ex F(l)(l..+1,1,m)I, (C.19) 

donde e es un vector posición que va del centro de masa al punto del resorte. Por lo que la 
componente en x.1 es: 

(C.20) 

TESIS CQ~T 
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Lo cual resulta en 

M11l!k+1,1,mi =k a(l--l_11_)[u<•+1,1,m¡ _u<1..1.mi.-acp(k+.1,1,m¡ -( /-a)•n11.,1,m¡] 
J 1 d _ 20 2 2 ; J . <.: ..-3 (C.21) 

, -~ : ' 

Similarmcntc,parala componente X3 del momento en(k~\~)~~"'ti~~~~~ 

(C.22) 

Las otras dos componentes~ Mj1>ik:l,mJ y l'v1~1 >!k.l,mJ, se obtien'en · fácilmente de Ja 

permutación cíclica de los Índices. El· momento caüsado por el resorte tipo 2 es 
esencialmente igual a (C.22). 

El momento para el tipo 3 se obtiene de: 

M(JJCk+l,l,m) = 2k [2a
2 

+ alo (I - h3)]{u(k+1.1,m¡ -u!k.l,m) 
3 3 d el 'º 2 2 

[ 2 U
2 

fo (I h3)] (k+l,l,m) 
- a +--;¡- -¡; Cj>3 

-[a2 + c:~o (c/-a)(I - ~:)]cpik,l,ml} 

(C.23) 

Obsérvese de las ecuaciones (C.23) y (C.21) que los momentos dependen principalmente de 
las constantes de resorte y de la longitud natural. 

Las ecuaciones diferenciales finitas que constituyen los momentos del sistema son: 

d2 (1.,1,m) 
J CJ>; = J '"(k,l,m) = M (l)(k,l,m) + M~2)(k,l,m) + M !3)(1.,l,m) = M(k,l,m) 

dl2 't't 1 1 - 1 - 1 ' 
(C.24) 

donde J es el momento de inercia para la masa (k, I, m). 

TESIS COW 
FALLA DE ORIGEN 



Apéndice D 

Modelo General Micro-Mecánico 

El modelo micro-mecánico general que a continuación se presenta es basado y es una 
particularidad de la teoría micropolar que se presenta en apéndice C. Para representar dicho 
modelo elástico que permite anisotropia, se utiliza una retícula que contiene enlaces con 
elementos de fuerza central y doblamiento (véase Fig. 3.4). La retícula se construye a partir 
de celdas hexagonales, de tal manera que cada nodo tiene seis enlaces. Las fuerzas centrales 
son asignadas como a", mientras que las fuer.ms de doblamiento son 13", donde /1 es el 

índice para cada enlace, n=l,2, ... ,6 (Fig. DI). Los vectores unitarios/" y ángulos (;r de 

los enlaces centrales a" para 11=1,2,3 son: 

O' =0 / 1
1 =1 /~=o 

0 2 = 60 ¡i - _!_ 
1 - 2 

¡i - .J3 
2 - 2 (Dl) 

0 3 =120· ¡J - _ _!_ 
1 - 2 

¡J - .J3 
2 - 2 

Para los otros resortes ( /1 = 4.5,6 ), de acuerdo a los requerimientos de simetría, tienen las 
mismas propiedades respectivamente que para 11=1,2,3. Todos los enlaces tienen una 

longitud a, por lo que el área del hexágono es A= 2J3a2
• Cada enlace 13 actúa entre dos 

enlaces contiguos a para el mismo nodo. También, debido a los requerimientos de 
simetría. sólo tres de los enlaces 13 son independientes. 

Se puede entonces pensar en tres tipos de modelo posibles por definir: ( 1) un módelo ex; 
(2) un modelo f3; y (3) un modelo al3. A continuación se derivan los tres modelos y se 
confirma que el modelo general reduce al modelo elástico de retícula isótropo. 

TESlS CON 
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cx.(3) c:x.(2) 

aC6) 

Figura D 1. Celda unitaria de una retícula triangular: Las constantes nonnalcs del resorte son: 
a,, a. 2 , ª·" 0. 4 , a. 5 , a,, y 13,. 132 , 13,, 134 , 135 , 13,, son las constantes angulares. 

Interacciones de fucr.1:a central: El modelo a 

Se derivará la relación de las propiedades elásticas entre el modelo continuo y el discreto, a 
partir de la equivalencia de ambos modelos. Para el modelo continuo la energía elástica 
(deformación) E,. del hexágono es 

(02) 

donde c,;1.1 es el tensor de rigidez de cuarto orden, debido al enlace a. El tensor lineal de 

deformación c,
1 

es uniforme dentro de una celda unitaria. 

Ahora permita que N sea la normal al enlace y T su. tangencial, por lo que se tienen los 
desplazamientos normal y tangencial respectivamente, u~ y u~ .. La fuerza P en enlace 

está relacionada a u~ por: 

donde (03) 

por lo que la energía de deformación en el resorte es 

En J f'." n U
2 

n¡n["["/" 
• t· = 2 1 u, = 2 a. 1 J 1.: 1 E,J&kl (04) 

y la energía total para los seis enlaces a. es: 

r r¡t..-i 
1. .;_, ~ º1 

' 1~·¡1 ·, .· , . t ·.nLL..··, LiL : .• , .• ,_.'..;.'~ 
-..•·-.--~---~ ..... 
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(05) 

Comparando con la ecuación (O 1 ), el tensor de rigidez (módulos elásticos) para el modelo 
a es: 

e n ) ~ n¡n¡n¡n¡n 
1jlcl= r;;~O. 1 J k / • 

2v3 n=I 
(06) 

Interacciones angulares: El modelo J3 

Ahora consideramos una celda unitaria con seis enlaces J3 y se observa de la Fig. D2 que 
~O es el cambio en ángulo cuando un punto L se mueve al', es decir, entre 1 y 1'. Esto es 

l1xu=lx/'=/LlOI, (07) 

lo que permite obtener: 

(08) 

donde E*,1 es el tensor de permutación y i,j, p = 1,2. 

X¡ 

Figura 02. Los ángulos del modelo J3. 

El cambio de ángulo entre dos enlaces a contiguos se mide por ~<ji= Llen•• - ~en. 

Sustituyendo la ecuación (07) en (DS), se obtiene la energía en pn 

TESIS CON 
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E"=_!_r:t"L E f¡n•'t'"'-rr)}2 

~ 2JJ' ~ÁIJ~Jfl~I p I p ' (D9) 

por lo que la energía total es 

(DIO) 

Para obtener los módulos elásticos, se tienen que satisfacer las simetrías existentes de los 
diferentes índices i y j, k y /, así com de ij y kl. Por lo que a partir de permutaciones se 
obtiene: 

(DI 1) 

Comparando esta expresión con la energía de una celda unitaria 

(Dl2) 

las constantes elásticas del modelo son: 

(Dl3) 

El modelo general a. -13 

Utilizando, por superposición las ecuaciones (D6) y (Dl3), nos permite construir el modelo 
general anisótropo a. -13, resultando en: 

I TESIS CO~T 
lf_ALLA DE OÚLliEN 
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(Dl4) 

Esta ecuación es·· ta base de la representación de una retícula para materiales elásticos 
anisótropos y es la generalización del modelo de Kirkwood (1939) para un sólido isótropo. 

El modelo isótropo de Kirkwood 

Este modelo se obtiene haciendo todos los a." y 13" idénticos, por lo que la ecuación 
anterior se simplifica a: 

(Dl5) 

donde fácilmente se obtiene 

(D16) 

1 (3 3 ) 
c,212 = 2-fj ¡a.+ 4 ª213 

Con la siguiente condición 

(Dl7) 

Las constantes a. y f3 están relacionadas a los módulos de compresibilidad y de corte por 
medio de: 

µ = _I ~(~·a.+ _9_ 13) 
2-h 4 4a2 

• 
(Dl8) 
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Se observa que la constante 13, la fuerza de doblamiento, no tiene influencia en K. Es 
decir, el módulo volumétrico es meramente influenciado por csfucr.r.os hidrostáticos. La 
relación de Poisson es: 

... (019) 

En vista de (C 18), la relación de Poisson es 

aa 2 -313 
V=-----

3aa2 +313 (020) 

De esta ecuación, es claro ver el rango permisible que puede tomar la relación de Poisson: 

1 
si v=-

3 

v=-1 si 

/J ->0 
a 

/J--> 00 

a 

modelo a 

modelo/) 

(021) 

TESIS COM 
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Productividad Científica 

Se presentaron varios trabajos en congresos nacionales e internacionales. Así como los 
siguientes publicaciones internacionales. 



GEOl'MYSICAL RESHARC!l LETIEHS, VOL. 30, NO. 16, IM66, doi:I0.1029/2003GUJ17600, 2003 

Raylcigh wavcs modcling using an clastic latticc modcl 

Raúl del Valle-García 
lrnaitutn l\.foxicano del Pl!trúli:o, l\.k~ico 

Francisco J. Súnchcz-Scsma 
lnstiluto de lni;1.·nil!ríJ, UNAM. f\tcxico 

Ri:c1 . .'ivctt 23 J\pril 2003; re\ ¡,1..·cl ~4 Jum.· 2003; ucccptcd 2-1 July 2003; puhfo;h'°-d 2l) AuguM 2003. 

[ 1] Thc clastic lallic..: (pcrcolation) modcl. uscd in highly disordcrcd media. Thc clTccls of microscopic char­
statistical physics studics. has hccn quite succcssful in actcristics such as cracks and porcs can be dircctly 111udclcd 
si1nulating dynamic frac1urc phenorncna. including thcir as wcll. Furthcm1orc, thc elastic percolatinn net\vork has 
associa1cd HCl•Ustic cmi~sion. This discrctc rnodcl is suitahlc bccn rcccntly uscd with succcss tn account for vclncily 
for r!.!prcscnting disonlercd 1ncdia ~uch us rocks. Thus, variations aru.I hndy wavc scattcring cfTccts fron1 voids or 
rnnti\'atcd hv ir~ ad\'anta!..',cs lo dcal with discontinuous inclusions hy changing thc porosity in thc rnodcl (/)t'/ Va//e-
rcali!'ootic 1111.:tÍi~1. in comp~n.son tu thL' conlinuum thL·ory, \\'C.: (inrcia ancl ._\'tinclzc.·=-._\ºesma, 2002J. Thcsc rcsults corrc-
pcrfí.lnnL'd :-.ilnulations nf l'la~tic wa\'c propagation hy using spon<l tn thc cornplctc r..mgc nf pnrous solids. from zcrn 
a \'Cctor pcrcnlating nclwork thar includcs central an<l bond- up to thc critica) porosity or pcrcolation thrcshold, and 
bcnding tt.m:c cons1a111s allowi11g local rnicroscopic variation complcmcnt pn.:viuus \\'ork fRu_fflno anti /Je/santo. 2000; 
ofthc Poisson's ratio. ·1 he ,·alidity oflhc proposl'.'d approach l '1:'i<·1thul'Íl. 2001 J. Thus. our cndcavor hcn: is tn explore to 
is tcstcd by cornparing uur numcrical n:sults \vith lhosl'.' frorn which Chh.:nt thc claslic pcrcolation nL·twork rcprrn.Juccs 
Gan·in's cxact analvt1cal ~ulullon Ji,r a huriL·d dilatational clas!-.ical dastic solulions. in ordcr to use it. \\ ith conliUcncc. 
linc snurcc in a hall-:: spacc. In 1b.: frl'.'c-surfocc rl'.'sronsc thc in thc study of \\'a\'c ph..:nmncna in porous an<l crackc<l 
Raylcigh wavc~ pla) a prorni11t.:11t role. /.\'JJF.\' 71."N.\f .... ; rochs. \\'e hclicvc our computations clusc Lhl.• gap hctwccn 
3~30 t\1ath1.:ma11i..:al (iL.·11phy-.11.:"\: :".'umcri..;,¡J s,)1u1i,l11s; 5112 two appan.:ntly distant appnwchL"S. In the following, a 
Phy:-.ical l'rnp1.-r111.::-. or Rnd .. -. ~11i:ro.-.1n11.·111n.:; 510~ l'hy:--11 •. ·al rclati\cly simpll'.' nctwork mndcl i~ dcscribl'.'d {Kantor a1ul 
Propcnics of H.od .. s: Acou~11c.: propcn1c ... ; 720.l Sl...'i,..mology: llí:hmc1.11. 1984 J, which is usually uscd f(lr thc dynamic 
Bn<ly W:t\C ptop;1gal1t111. '7:!5'.' S1.:ismolo}!y; Surf:1L.·1.· \\¡l\'t.":0. and fracturing or disnnlcrcd solids. Thi:-. gcnL·ric rnod..:I is 
frcl...' u..;cillarinn:-. Citation: d1.•I \'allL.'.Cian.:ía, R .. ~tnd F. J. crnph.>ycd hcrc fnr simulating wavc proragation phcnrnncna 
S:'inctw1.-Sc.·!'<.11l.I, Rayk1!!11 \\,lV1.0

:-. ltldddin~ u"'in!~ a11 l'la:-.lic in dastic sulids \\-'ilh a fn:c surfacc. in onkr to allow for 
latticc mmlL.'I, (ieoph.i·.'i. N,·., l.t'll., 311( 1 ú). 1 !'\(,(J, doi: 10.1 O::!'J Haylcigh wavcs tn enH:rgc. Thc so lid is assc1nhlcd hy a 
2CIO.lCiLC1 l 7t1110. ~11Ci:1 nctwork in which cach honJ rcprcscnts :.t ~rnall po11io11 of 

l. lntro1luctio11 

(: 1 N:.uural roe l.. rrnucrial::-t an: usually hL"lL'rogi..:nl'.'lHIS at 
various scaks and ha,·c a lan.!,l'.' numhcr or fht\VS with 
various si.ll..'S. shapcs and 1..lricnlations. ·111cSL' con1plicatc<l 
ohjccts rnay hc l'ithcr sulid or fluid inclusions, smooth \'oids 
or cracks. As .a rL"sult. lhc L"iastic latticc.: approach has hccn 
prupnscd, which hasicall~ attc.:rnpts to gL·ncratl'.' fntL'turing 
and tk·fiirrnatiun procc:-.:-.l.'S within a di~ordl'n:d mcdiun1 
\1,·hcn :-.ullicient L''tcrnal strl'S!-i Í!-. applied lllt•1T111111tn a11d 
Noto.:. ( 9<1(); 5;a/un11, 1 <)lJ5: Cht11'.re1har11 e111d lh·11g11igui. 
1 ')<)7 j. Th1s appn1~1~·h ha~ hL·cn u~cd to L"on~truct locally 
hL·tcrogL'lll'.'tllh 111atL·nal:-. and is approrriatc for rl'.'rn•st.•nting 
rnL·so:-.1..:opic mc.:dia, i.l.". solid~ which are 1nicroscopically 
hi:tcrogL.·nL"lllt~ hui 1naLr11~cop1cally homugL'llL"ous. ~torc.:­

llu:r. they can he usi..:d tt1 n:pre~cnt rocks with a high dl'grcc 
or di~1..1rdL"f a11d h' t:OJblíll...:'I synlhL"tu; pL'rCDJating ~líUClllfCS 
as wi.:11 as 1t1 smullatL' locall:- i11homogcnL·ou~ 1natcnals \\ ith 
dct4.:cts tp\1rcs. crack:-, ~md inclu..,.ions). 

1 "\I ( lur aim i~ to ~how 1ha1 lhc das11c lalliec (pL0 rl.'.ola1ion) 
modL"I allows 10 si111ulaung clastiL· \Va\"L" propagation in 
cn111plt.:x rocks. ·1 his appniach nlTcrs an accuralc and 
uncon<litionally stahk \\ay to computl'.' sL·isrnic \va ves in 

Copyn~hl :!OO.\ hy lhl· ,\mcrican (ic11ph) sical Uni,1n. 
OO'J4-X276:'0'\ ~OO_H il JI 1 7t.llOS05.fl0 

SDE 

lh1.: 111\llcrial. From cla!'t~i'-=t.d mcchaniL.:~. lhis nctwork 
n:quircs partíclcs and springs (horiUs), \vhich follow thc 
la\\'S nr linear clasticity. Co1n1nonly. hL·terogc.:11t..:ilies may be 
intnu.Juccd m thL' \·alucs of thc.: partidc.: dc.:n:-,itic.:s. in thc 
lcngth (or diamctcr) nr l'.'ach panick. nr in thc stn:ngth ofth~ 
bonds. :\s a rc.:sult, onL.· of tlu: grcat adva11tagcs of this 
approach is that any kind of d1sonlcr 1nay h..: incurporntcd 
and it-; clli:cts on dynan1ical process...:s. such as ,,.a\'c and 
fr¡1cturL' propagatiun may he cvaluatcd. In ordcr to vali<lalc 
thc rcsults, \\'l'.' havc cornparcd thc simulation outco1ncs with 
tllllSC frurn 1lw \'cry wc11 kll0\\11 G11.1Tin's 1195(1) cxact 
solution hy l'.'111ploying a rcccnt algorith1n tkvdopcd by 
lntrrarcín-Vh·cro.\ awl ._\ºú11c/1t·=-St'sma 1_2003 l. 

2. Thc Elastíc Pcrcoh1tio11 i\lodcl 

l~I Thc ..:la>tic (v..:ctor) pcrculation modcl can be 
considcrcd as a discn:tc microrncchanical svstcm. Similar 
discrl.·tc appn1achcs to n1odcling mcchanical and gco­
physical phcnomcna havc becn used in thc past. rv1ost 
prnmincnt apprnachcs an: bascd nn closi.:ly packcd lutticc 
of particlcs with l luokc's law intcrnctions l //m11•er. 1991; 
Toom<'.I' a11<i Bca11, 2000]. Othcr appcaling appruachcs are 
thc -6 distinct clcmcnt n1cthod •• hascd on thc constn1ction 
nf clastic granular asscmblics [ Cu11dall wul Strack. 1979] 
and thc '"latticc solid modd" [.Hora ami /'lace. l 9'13 J for 
thc sitnulation of nnnlincar dynamics nf carthquakcs. 
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Sl>E 12 - 2 OEL VALLE ET AL.: HAYLEIGH WAVES MODELING \ \-=I 
Is] Thc clastic pcrcolatinn approaeh was dcsigned to 

modcl dcfomiation ami hrilllc fractun:, in which rathcr !han 
Lliscrctizing thc cquntions ofclasticity, thc clastic cuntinuun1 
is discrc1izcd tn a multi-dirncnsional am1y of latticc points 
conncctcd by bonds fc.g .• C11rti11 and .\'cher. 1990!. In this 
systcn1. thc honds c:.in he strctchcd. hcnt nr brokcn hy 
applyíng cxtcmal strcsscs. So. hoth central and hond-hcnd­
ing íorccs cun1rihutc lo thc dastic cncrgy or thc nct\\'urk. 
This npcns a good possihili1y to study sorne rock physics 
phcnon1cna and cvcn thc minulc cffccts are yct to be 
cxplun:d. 

f6J Considcr a two-din1cnsional triangular nctwnrk (a 
hexagonal ccll) \Vlll)St.' linear si7c is contrnllcd hy / .• \Vhcrc 
L is tite numhl:'r of sitcs (partich: positions) in a givcn 
dircclion. Evcry sitc i nf tt1l· lauicl.· is charactcrizcd by thc 
tiisplaccn1cnt vector u, - (un• llu). \vhich is computc.:d hy 
nlinirnizing thc cla~tic cncrgy of thc systcm. In general. thc 
clastic cncrgy nf a hond-hcnding 1nodcl. li.>r cach pnrticlc. is 
wcll charactcri/.t.·d by jc.g .• Kanror and IVi.•lum111. 19S4: 
Clwkraharti 111ul lle11~1úg11i. 1997 J 

(1) 

whcrc r;; is thc latticc \'L'Ch)r hcl\vccn si tes i and j. 1 fcrc n
11 

is thc central force constunt or tfH.· spring attachcd tu thc i 
and j siles. which is proponional lo thc squarcd k·ngth 
changc; :~,, i!'> thc hond-hl•nding fi:ffcc.· cnnstant as~ociatcd to 
1--01,h which is proportional to thc squarc ~angular changc at 
sitc i hctwccn thc honds ¡-i and i-k. Figurc...· 1 shows thc 
contiguration. E:1ch partil'lc has (, a~~ociatcd particlcs 
allachl.·d tu it hy bonds. Thus. tite lirst tcrm of thc right 
hand sillc is thi: spring cncrµy (a"i in l lookc's law). which 
contrihutc~ 10 Lhc..· cc:n1ral fiin.:c lidd. whilc ttw s1..·co11d tl·n11 
is thc (11..·nding C.:llC'rgy frorn thc angular d1fll.·rc.:1H:e of l\\'O 

COIH1L'Ch.!d panich:s frorn thc:ir cqu11ihrium positions. 1 h:rc 
(i. i} 1nl.•ans thc sun1 is o\·l'í thl.· si:\. nc.:ighhor partidc~ to silc...' 
1. and ~jik) 111d1catc-s that thc...· surn is O\Tr all tnpkts in wh1ch 
th1..· honds i-i ami i-h form an angh: '"' ho~c: \ c.:rtcx is al 1. In 
this worJ.... f',, 1~ always cqual to 1 b\,,.·cau-,c \\'C fnrhid bond 
br1..·aking. In fact. ti.1r /',, O. i1 would 1111:an that thc spring i~ 
hn1kc...·n and a micro-crack ¡..., dc\·dnped. ~otrcc that thc 
ecntral fi.•rcc assurc...·s 1ranslatit111al invarianl.'c...', whilc: thc...· 
hond-hending f(lfCl.' (non-1..·c.:ntral pntcn11al tc...·n11) guar<Jntics 
nllational in,·ariancc.:. Tr:111sla1ional in\'ariarn.:c...· implil.'s that 
thc l.'IH.:rgy dc...·pcnd~ onl)- on thc...· latticc d1~plac..'l.'111c111 dis­
tancc. ,,·h1ch is rclatcd to thc l lonke's sprmg. C >11 thl' nthcr 
hand, it i~ \\'c..·11 klltlWll that thc lack of rolational i1n·ariancc: 
\\'ould k·ad to unphysu.:al cla~lll' l.°llrtslanh. Thi~ is 1r.an:-,ccn­
d1.·ntal l(lr hrittk fracture c.XJ1l'rimi:nts. sincc thc presl·ncc of 
thc..· hurn..1-ht.·nJing <.:ouplmg constant impnwcs thc dcgrcc 
or isotropy of thc lcnsih.: fallurc surfa..:l.' l.\lonctlt' """ 
A11tll'r.w111. J l)lJ4 J. Hoth tlH: spring constants and thc hrcaking 
l.."llL"fl.!\' (\\h1ch ar1..· r\,,.·latc...·d to !'>!Íllhc...·~s ami ~11rface furrnalion 
~ncr~~'. rc<.;¡h:cti\'c.:ly) can d1fkr fnr hulk and boundary 
sprinµs. 

l7J t\·ticrostructural ll.·aturcs may be incorpurat..:d locally 
into tht.: 1nmld hy assuciating dsffl:rc.:nt propc11ics with cach 
"JlrÍng. Noticc that in ordcr to havc rnicrnscnpic disordcr in 
tht.· systcrn, wc could lucally vary thc valucs ol' thc !'orce 
conslants (0 11 and ii,¡.). as vd:ll as thc mass nf thc partich:s 
(m,). t•:eming f I 966f providcd a rotalionally invariant 

-·--@- ~·C> .. 
a 

+ 
Lauicc 

Fii:urc 1. Schcmatic configuration of !he clastic lanicc 
composcd by bonds and particlcs. " is thc central 
(s1rc1ching) force hctwccn cach ¡mir of particlcs; l~ is !he 
hond-hcn<ling (rot.ation) fi.1rcc ns sccn in thc lcJ\\'Cr-right. 

formulation for thc strain cnergy oían atomic crystal. This 
can be considcred thc archctypical elastic pcn:olation modcl. 
Folluwing Afom•ue ami A11derson l 1994), a simplificd form 
of cquatinn ( 1 ). to sccont.I ordcr accun1cy can he writtcn as 

whcrc r:~ is thc difTcrcncc in cquilibrium position vector of 
thc nodcs, so lr;~'I = / 0 is thc cquilihrium latticc spacing. 
Thus ~r!; = r,, -· r!; (scc Figure l ). 00 is thc cquilibriurn 
:.ingle hctwccn hnnds, so cos011 ':'-' cos 11"/3 ~.,- 1 /2. Thc <.lcnsity 
for cach particlc is r, = 2m/ ~-. takcn frorn an 
clcmcntary hexagonal. \\'ith thcsc: clcn1i.:nts, thc cxprcssion 
fnr lhc clastic cncrgy dcnsity nf thc latticc can he ohtaincd. 
Cnmparing lhc above cquation with thc claslic cnergy ofthe 
twn-di111c11sional isotropic clastic continuun1 í Landa u and 
Uf.\/rit:::, 1 '18(1 J. thc cxprcssions for the Lam.: cnns!Hnls, >. 
and p. can he obtainct.I as [.\loneue and Anderson. 1994): 

(3) 

(4) 

(s) From thesc rclations, and for thc triangular lattice, the 
Poíssun ·s ratio v is: 

V -
o - 'lfl/21,1 
3" + 9:l/2f,~. 

(5) 

¡o¡ Clcarly, within thc rcalm uf this rnodcl, admissiblc 
valucs ofthc Poissnn~s ratio are -1 $ 11 $ 1/3. In foct~ since 
íor c..•uch particlc. thc force constants can he locally varicd at 
will (nij ami ;-¡1.¡, that upcns thc possibility ofhaving <listinct 
microscopic Poisson's ratio. Fnr :-\ = o. v is fixcd and thc 
rcsults would be cqui\'alcnt to thc classical tnolccular 
dynamics studics of clasticity using only central force ficld 
f f /'"""'r, 1991; Timmey and !Jeun, 2000]. On thc othcr sidc, 
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a cnn he advnntagcously uscd for assigning anisotropy in 
thc material. J\tltlitionally. it is importan! to mcntion that 
hccuusc in princiJllc Wl" could apply cxtcmal forces on thc 
hnundarics uf thc modcl. it is possihlc to crcatc stress 
iru.lucc<l anisotropy. 

3. Tite Vclocity Vcrlcl J\l¡.:orithm 

[111] In order to calculatc thc cquations of motion. thc 
vclocity Verle! intcgrator is uscd fA//en muí Tildt•sh'.1', 
1987 J. Th<: vclucity Verle! algorithm is tim<: reversible 
und symplcctic. which implics snmll crrors in thc cncrgy 
conservatinn (gootl stahility) and accuracy (forth ordcr 
accuralc in position and sccon<l un.Jcr accumtc in vclucity). 
Using a tin1c stcp ~r. thc alg.orithrn, fhr particlc pusitinn r, 
vclocily v and accch:ration ~•. has thc fhm1 

r(1 + ~1) ·- r(1) 1 \'(l).:'.1.1 + ~ a(l)~1'. (hÍ 

[ 11 J To upgrade. the mid-stcp particle •clocities ar<: first 
calculated by 

(7) 

[12] Once thc total force F, for cach panicle is computctl. 
the panicle accclcrations are calculatcd (a,(1 + ~t) = J•,Jm,). 
ami thc particl<: vclocity is finally compulcd al lime t + ó.t, 

\'(l+~I) ~,·(1 ·~~1) 1 ~a(I • ~/)~/. (8) 

( 1.1 J 1:nr cach ti1nl· stcp ~/ and f<.1r N numbcr uf particlcs, 
thc total kinctiC cncrgy {;'~ is ealcuhitcd to h!St fhr numcrical 
stahility (cnl·rgy cnnscrvati,111). 

1 ~ .. 
,.,-.V 2_m,,·,(1t. 
-· 1 1 

U,..(1) (9) 

4. Rcsults and lliscussinn 

f1.il Figun: ::!. <lisplays snapshots for a hon1ogcncous 
modd with a th.:c surfacc on ll>p. Thc mudd has a latticL· 
sracing of 1 O m, a cnn1prcssional ,,-a,·c vclocity nf f>OOO m/s, 
a Poisson 's ratio of 0.3 and it comprisL'S ahout 500,000 
particlcs (/. 707) with L'qual two-dimcnsionaJ dcnsity 
(1000 kµ-n1::'). Thc..• force Stllln.:c wa~ applicd tu only a single: 
huricd partid e in thc s~ stL·rn at a shallow di...·pth tlf 2íl m. Thc 
timl.! function of thL· ~tpplii..·d fon:c is gin:n hy a R ick1..·r·s 
\\'il\'clct wi1h central rn.'qUL'llC\'" /;i nf 1:; 111·. Thi ... wcll knnwn 
~ignal ha~ thc form /(¡) (,r~ - 0.5) 1..':\P ( --1/). \\ hcn: 11 - i"í 

(t t,).'t11 • ts is thc oll~L'l and !0 1 Jo is th1..· ··characteri~tic'' 
¡K·riutl. Thc free surt;u.:e hnunJary condition is nun1erically 
cnfi.>rced lca\·ing thc lhnmdary partidcs free tu 1non:. In 
tlthcr words. rhc fh:c surfa1..T 1s mtroduc1..·d ju .... t hy ktting thc 
particJcs fn.•c llll tite htHlllllar~y. f'hi:-. is a truly fn.•1..• SllffaCC in 
ali sensc:s. Thi.:-. :-.i1npk· \\;¡~ lt1 prt.lL1..'1..·d i~ snmcwhat cqu1v­
ak·nt tn u ... inµ thc •·"acu11111·· li.lnnaJi.,.m [c.µ .. . \foc=o et al .• 
ll.J97J in linil1..· diffc:rcrH..·1..·s. in wluch the phy:-.ical propc11il.·s 
al thc edgc or thi.! 1nodL'I are ~1mply madL" null. l lo\\.C\'t•r, in 
finitc diflL·rcnccs thi~ is gL:n1..Tally achiL:\Td by using cxtra 
pnints outsidL' lhL' Uomain or ÍlllL"íl.'Sl (an ai1ilicial laycr of 
nodcs) and th..: \'i.lL"Ulllll fi>nnali~rn is cmploycd. In our 

"-. ;' , . 
• • •• --;;:> 
-, • .- ¡", .. : .. 1,.. .;""' . . 

¡ ,_ 
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Fi~url' 2. Snapshnts with a free surf<H.:c un top: a) is thl! 
snapshot of lhL- hori:1or11al displaccment~ b) is thc snnpshot 
OÍ thc \'cnical di~plaCCIJlL'rll, l(lf hoth Ci.tSCS, thc force ÍS 
horizontal; e) i~ thc hun:1ontal di~placcrncnl and d) is thc 
vertical displaccment. hoth \\ ith a ,·cnical fr>rcc. 

computations ''-·e could fix thc othcr boundarics, ur wc 
cnuld ap¡ily a certain amount nr force to cach particlc in 
lhosc boundarics in ordcr to squcczc or strctch lhc modcl. 
Wc bclicvc that introducing stress ficld din.:ctly in th<: wavc 
cquution anti sulving hy finitc diffcrcncc or finitc clcn1cnt 
n1cthods is more involvcd. Sirnilar tu thi: Courant conUition 
for finitc diflCr..:ncc. thc stahili1y conditiun in uur mudd is 
givcn by l~,D.1/ ~· ~== "/J¡2. \\'Itere V11 is thc cnmprcssional 
vclocity anU D...r is thL· latticc spacing. So il1. thc tirnc 
intcrval. is ahoul 15 to ~cn;1 smalh:r titan thi.! valuc lhr a 
lypicul finitt: difli.:rcnct: schcn1c. ( >ur lallicc n1odcl is sotnc­
whal n1orL· dcmanding than a finil~ diffrn:ncc approach~ but 
thc capabilitiL'S to modd ~pccial ctl\:cts are.: much Jargcr and 
it is \\'orth thc t:lli1n. Two huried sourccs are altcnmtivclv 
uscd in hoth thi.: horizontal and \'Crtical dircctions. rcspcé­
ti\'cly. Figures 2a and :!h depict thc snapshots of tht: 
hnrironlal and ,·crtical displaccrm:nts. n.:spccth·cly. for a 
horizontal force. Thc case of a vc11ical force 1s displaycd in 
Figures ~e and 2d. Thc figurL"s sho\\ adcl.}Uatc propagatinn 
of hody wavcs and. as is also wcll known for shalkl\v 
sourccs. in v .. ·hich rnost of thc cnL"rgy is propagatcd as 
l{aykigh wan:s (for surfacc ll1rccs on a half-spacc. thc 
fraction is ahout 70 pcr cent). thc signilicant appcarancc of 
thcse surfacc waves is clcar. 

11~1 Ttl fl111hc:r ,·al ida te thc discn:lc nHH.lcl \\'C comparcd 
our nunH:rical rcsull~ to thc Gart'in's [ 19561 analytical 
SDlution of a huricd dilatational lint: sourcc in a half spacc 
(samc mndcl ª"' ahovc). Strictly speaking~ an cxact compar­
ison is nol possibk. hcco.nl'>L' ,,.e are u~ing un tu.·xagonal ccll 
for thc soun:c. which 1s thus t:quivalcnt to a cylindrical 
ca\ ity of raUius lo. suhjl.'Ct to a unifi.1rm prcssurc sourcc in 
an infinitc clastic sulid in planc strain [A1ik/o,.vil=. l9X4]. 
l lowL"\·cr. in thc fi.ir-soun.:4..' ticld, the two rcsults should be 
vcrv ... imilar as it is t)hscn·L'd in Fi~un: 3. In this li~urc th..: 
hor~/llnlal surfacc displ;,.11.:i.:mi.:nt SL'~..,nll1gr.1n1s are displayed 
fi1r :i SL'rie:-. of cqually spaccd r..:ct:i\'L'f~ (scpar:.ncd 100 rn), 
starting at 1 O rn apart from thc ccntcr to thc vertical of thc 
sourcc. Thc analytical sulution is dcpictc<l in solid lincs 
whilc for nur approach wc uscd doth:d lincs. For ncar 
offscts~ 1hcr1..• are snn1c suhst:.tntial diíl"cn:nccs. clcarly duc 
to tht..! fact that a cuvity snurci..: and a linc sourcc (a cavity of 
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Figurt• 3. Comparisun of thc analytical Garvin~s snlution 
(conlinunus Jiru:s) and thc numcrical approach (dottcd 
lini.:s). Thc suun.:i.: conliguration is di:pictcd schcmatically nt 
thc uppcr 1;ght. 

inlinitcsimal radius) are distinct. For far ticld, Lhl· match is 
satisfoctorilv cood. Thc S\'Sh:m is conscrvati\'c, sincc thcrc 
are no dan;pi";,g l"ll·rncnt~ in lhc mndcl and tlwrcforc lht! 
amplitudes of Raylcigh wavcs are conslant. Our approach 
shows gnod agrl·crnl'nt, not only in thl.· kmcm:Jt1cs (tra\'cl 
times). hut also in thc dynmnic:-; (am¡ilitudcsJ ofthc <liffcrcnt 
\\'Uves (corrcct cncrgy distrihu11on arnong tht· prupagating 
modc:-.). 

l 1<.J This apprnach has hi.:L"n ll"iL'd l(,r son1..: time. mostly 
li:1r tlu..· inn:stigalion of fracttm.: ph1..·11tHllL'n~1. 1 lowcvcr. thi..:rc 
is alrnnst a lack of rcsearch corn;cming wa\ c propaµation 
phennn11..•na in di!-.urdi.:n.·<l media. Sorth .. ' works h:.n:c 
appcarcd jusi rcci.:ntly, hut ali u~t:d only ccrural forcc 
inter-atomic potcntial~. That 1ncan~ that thc Poisson's ratio 
is fi;ti.,.cd to a !-.ingle ,.,1h1l'. < >ur approach i!-. a gl.'llL'rali1ation, 
in which is capahk of mtu.ldmg ;.1 largl.' rangl.' uf possihh: 
\'alucs for thc Poissnn's ratil,. Thi-; ml.·thod is wh:u is krll1\\·n 
as a hot1om-ro-10¡1 <l/JjJroach. '"'hile a mcthod that u~c.-. thc 
\\'ól\"L' L"qtwlion ;111d sol\\ .. 's f(1r thc parti~tl dillL·rcnti;ll cqua­
tions hy usin!!. let\; !-.ay. linite diffl·rcnl.'l'S, is known a!-o a 
top-to-ho1tom c1¡1proach. Thal is why an cllicir.:ncy compar­
ison against linitl' di fl~n:ncc or linitc clcn1L·nt mcthods is 
Uiflicult nr ¡in•h;1hly u11foir .. \\·c...· ha\ l.' shnwn that lht! discn:tc 
latticc rnodd is cons1 ... 1cn1 and can hl.' uscd to rcprodUl.'l.' lhl.' 
rc~ults uf cla~sa:al cla:-.1ic1ty .. lt i'.'<I al!-oo ck·ar that tht: dastic 
latticr..: approach ¡.., a theful ltlol fi1r rnoJc-ling wa\'l.' propa­
gation phl!'noml.'.'na that al lo\\ '.'o tu d1n:ctly introducing local 
hr,;tr..:rogl.'tll.'ltics Hl ll'íllh of haslc dastic propcrtics (Wa\:l.' 

vclocitic!-., Ül.'nsitics and ,·ariahlc Poisson·s ratiu). Disconti­
nuitic!-. si1nulat111g purl's and crncks arc al~n possihlt: by 
alh1\\'i11g sonH: honds 10 \ anish. Fnr this ¡¡rtick·. free surfhcc. 

allowing Raylcigh wavcs to naturally appear in thc simu­
la1ions, provcu 1hc uscfulncss of this upproach. Thc stuuy 
and analysis nf thc clastic pcrcolation rnndcl fnr simulating 
\\'Uve propagation in clastic rncdia \\'Íth porcs, crncks and 
variable rnicruscupic Poisson ·s ratio is in progrcss. 

[ 17] Acknrm h•dgmenls. Thc- authors Llrnnk Dr. RaUI Cahrem for 
lu:lriful rcmarks. 1l1is "'ºrk ha. .. hct'n puniully supportc<l hy thc fns1ituto 
Mc:t.ic;mu dd Pc1n\lco undcr 1hcir rc~arch riruµrJm PllG and by CON­
,\CyT. Mcx ico, undcr rimjccl numhcr ~C<!04. 
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(Rt•ceii"ed 31 A11¡:11.1·1 21101; t/C"C<'f'l<'d 14 ,\/arch 2002) 

Thc study of thc propagation of wavcs in randomly diluted modcls is prcscnled. J>orosity 
(crack-likc) modcls are simulatcd hy constructing typical clastic pcrcolation nctworks with 
random microscopic hctcrogcncitil!'i in ordcr to rcscmhlc rock media. Central and hond-bcnd­
ing forces (Bon1 l lamiltonian) tTHldcl:-. are considcrcd. For cach cxpcritncntal case. thc clastic 
cncrgy ofthc systcm is rclaxcd in cquilihrium and thcn thc 01odcl is cxcitcd by a pulse sourcc in 
ordcr to produce wavc propagation. First. a rcvicw is prcscntcd of thc wcll cstablishcd vclo­
city~porosity rclationship from rock physics, which shows a linear trcnd from srnall porositie-t 
up to thc critical pnro~ity (pcrcolation thrcshold) whcrc thc rocks fall apart. Fron1 thc wavc 
propagation analysis a general trcnd b ohscrvcd for the altenuation nf '''aves, frorn thc sn1all 
to thc largc porosity modcls. suggcsting multiplc scattering cffccts similar to thosc rcportcd 
from clfcctivc-rncdium approxitnations of wavc scattcring duc to random hctcrogcncitics. 
Finally. tite rcsulL.,. are comparLxl with thosc ohtaincd frotn lahoratory cxpcrin1cnL'i on dry 
rocks with diffcrcnt pnrositics and diffcrcnt applicd stress rcgimcs. 

1. lntroduction 
The acoustic propcrties oí mosl disordercd matcrials 

such as rocks are dominated hy thc prcscnce of porcs, 
micro-cracks and fluids. For dry rocks, most oí the wave 
phenomena effccts are associated with the cnergy scat­
tcring from lhc porcs ami inclusions. Moreovcr, dry 
rocks are acoustically nonlinear. i.e. stress-dependen!, 
and frcqucncy dependcncc attcnuation is ohscrvcd. 
This mcans that wavc cncrgy is 1101 ahsorhed as hcal 
hui hy scattcring. In dry rocks, thc attcntuation is 
descrihcd wcll hy a lourth-powcr frequcncy dcpcndcnce. 
Thus il is importan! tn nhtain thc dclailcd charactcris­
lics oí porous materia Is in nrdcr to improvc our under­
slanding of wavc phenomcna in disordered media. 

\Ve use thc elastic nctwork model lo pcrform wave 
propagatio n phcnnmcna in disordcrcd porous media. 
Thc spring network mndels used in many percolation 
theory prohlems are suitahle for modclling static and 
dynamic phcnomena nf disordered media. They havc 
their origin as discrete modcls for lhc elastie energy in 
solids writtcn in tcrms of atomic or molecular displace­
ments, and they have heen used cxtcnsively in the study 
of clastic percolating networks, the dynamics of fracture 
and the mechanics of composite material. A cha.racter­
istic of these modcls is !he use of a simple network or 

• Author for correspondcncc. e-mail: rvalleg@imp.mx 

lattice lo calcula te the equílibrium stresses and dynamícs 
of porous ancl fractured media. 

2. Thc clastic nctwork model 
Thc elaslic pcrcolation network is a vector percolation 

systcm conslructcd of elaslic elements or bonds fonning, 
c.g. a triangular latticc in 2 dimensions [1-4]. Thus a 
porous mcdium can be constructed hy randomly 
rcmoving honds of thc lallicc with a prohability 
1 - p = </>. \Vhere p represenls the fraction of intact 
bonds ami </> is thc fraction or disconnccted bonds, or 
porosily. Thc claslic modulus E of thc diluted syslem 
hccomes zero, hoth for longitudina 1 and shear slrains, 
hclow thc critica! conccntralion or pcrcolation lhreshold 
Pe (p < Pel· This modulus hehaves. depending on the 
concenlralion above p,.(p > p,.). according to the 
power law (4] 

(1) 

where Te is called the elastic exponen!. For 2 dimcn­
sions, Te"" 3.96 [3]. Severa! aulhors have pcríormcd 
extcnsivc studies of the mechanical propertics of dilutcd 
nctworks; this includes, c.g. studies on thc power law 
behaviour or the elastic modulus (3, 5-7], vibratíon 
properties (8, 9] and effcctive medium approximatíon 
comparisons (10, 11]. 

In order 10 construcl !he system, wc ulilized the Born 
Hamillonían (12) lhal represents the elaslic energy of lhc 
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percolation-modcl with both central and bond bending 
force constanls [4, 5) 

O'""' 2 {3..._. 2 11 = 2 L...,[(u; - uj) · r;¡] p;¡ + 2 L.)oO;¡k) /1;¡/ljk. 
(il) (ijk) 

(2) 

wherc uj is thc displacemcnl vector of thc site i of !he 
nctwork, r;¡ is the unil vector connccting siles i and j. 
Thc central force and bond-hcnding force constants are 
o and (-J, respectively. Thc angle al site j hetween the 
honds ij and jk is O;¡k· The probahility /1;; for diluted 
networks is dcfincd as P;; = 1 when thc bond is present, 
and !';¡ = O whcn thc bond is ahsent. Thc Born model 
has hcen used in various studies of quasistatic and 
dynamic crack propagation, in which p;¡ depends on a 
hreaking criterion in order to changc [2, 4, 5. 13). For 2-
dimensional n.:tworks [5, 14]. 

oo,,l = (u; - uj) x r;j - (u, - uk) x r;k· (3) 

Note that the force on nodc i is 

{)// ,~ ,~ 
F; = --;:¡-- = n L...,(u¡ - uj) · r;¡ + {3 L...,(u¡- uj). 

CU¡ (¡) (ij) 

For thc triangular lauicc [15], 

ancl 

4 2 2 "= 3c2 (VI' - v.) 

I (' J'2 vi) /3 = 3e2 ·' ' - I' . 

(4) 

(5) 

l-lere. VI' and V, are the longitudinal ami transvcrsc 
wave velocities and C is th.: lallice spacing as represented 
for a regular triangular lattice in figure l. These veloci­
ties are related to the Young's modulus E ami l'oisson's 
ratio ''· or to other e las tic cocflici.:nts [ 16] through 

and 

Particles 

1-'iµurc 1. Schcmatic rcpn.!scnt:.ll ion of a triangular latticc ele· 
mcnt constructcd fron1 springs and particlcs: f is tite htt· 
ticc spacing. 

v2 - E =!!:.. 
s - 2p( 1 + ,,) p (6) 

1-lcre. K and /L are the bulk and shear modulus, respec­
tively. pis the densily and ,\ is Lamé's coemcient. 

Equations (2)-(4) are second-order ordinary difTeren­
tial equations, and may be inlcrprclcd as thc equations 
of motion far a sel of nearesl ncighbour particlcs in a 
lattice conneeted by springs with linear Jaw forces. These 
cquations represen! the discretized version of the con­
tinuous dynamic displacemenl field for a triangular 
lattice (15): 

F(r, 1) = v;'\72u(r, 1) + (V~ - v;)'V(V' · u(r, 1)). (7) 

1-Jere. F is an inertial tcnn and V'2 is the Laplacian 
operator. 

The simulation is performed using an explicit finitc 
difTerence scheme similar to the conventional molecular 
dynamics Vcrlet's algorithm (17, 18]. The most impor­
tan! par! of this scheme is the integration incremental 
time A 1, which has lo be chosen small cnough to guar­
antec numcrical stability. This becomes prcponderanl 
far thc diluted network modcls, since many bonds are 
brokcn randomly. causing thc numerical schemc to be 
ill-conditioned. In principie, wc necd to satisfy the 
Courant condition (19) 

~,¡;;J. 
Ax 

(8) 

l-lcre, e= VI' and Ax= e. Thcrcfore, in our modcls, 
A t ,¡;; e¡ V p· As VI' is rcduccd A t can be incrcased; how­
cvcr, the 'mass dcficiency' crcalcd by thc dilution causes 
numcrical instabilitics, and consequcntly A t has to be 
dccreased. We have not found a quantifying dccisivc 
factor for the optima) valuc of A 1, so we have to test 
empirically for thc hes! value in cach simulation. For a 
non-diluted modcl. it has been suggcsted that far adc­
quatc precision it is suflicicnt to consider A t ,¡;; 0.2C/ VI' 
(20]. The numerical stability can also be improved by 
incorporating a viscous factor in thc incrtial tcrm of 
equation (7), i.c. 

F( ) F( ) _ du(r, t) = d
2
u(r, t) _ (du(r, 1) (9 ) 

r, 1 '* r, 1 ( dt dt2 di ' 

wherc ( < 1 is a damping factor equivalen! to a Max­
wcllian viscosity tcrm [16. 20). 

lf a Jongitudina 1 wavc travcls through thc lattice 
modcl descrihed by a function sin (wt - kx). it can be 
shown (21) that 

(K) 1/2 • (ke) w=2 - sin - , 
111 2 

(10) 

whcrc w is thc angular frcqucncy (w = 27tl/), v is the 
frequcncy, k is thc wavenumbcr (k = 27tA). 111 is thc 
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IVtH'e scarterinx in elastic ¡wrco/ario11 in rocks 

Figure 2:. Random dilutL'{I modd wilh 30 1~0 ,lf pore volume 
fract inn. 

9000 

o 8000 
-u 7000 
e: 6000 

~r 5000 
CD 4000 

Cñ 3000 
CD 2000 ~ 

1000 
o 

Figure J. CPU time requin. .. ·d forditli.:n:nl latticc si/es using a 
single nodc 011 a Cray.:Ori!!in ~()()() supcn:omputcr. For a 
linear triangular latticc of" ~i/c /. J(,() it takcs ahnut 3 
hours ofCPU ti1nc only for thc static cquilihrium proccss. 
For thc dynamie proccss. it is ncccssary to reduce thc time 
incrcn1ent suhstantiallv in ordcr tn havc a stahlc solution 
for diffcrcnt pnrnsitic .. s. t\ wholc cxpcri111cnt could takc 
more than 20 hours of CPU time. 

particle mass and A is thc wavclength (A = V r/v). 
Equation ( 10) indica tes lhat for wavclenglhs larger 
!han lhe lattice spacing, A :;,: f. there is no wave disper­
sion. In other words, for w > 2(K/111) 1

'
2

• therc is no 
value of k for which cquation ( 10) is satisfied, indicating 
thc rnaximum possihle angular frequency ofwavcs in the 
lattice modcl. 

For a particular expcriment, lhe macroscopic wave 
velocities (V p) and (V.) are the rcsult of thc average 
force constanL~. which are made lo íluctuatc randomly 
by a small amount for each particular node pair, i.e. we 
takc n ± 6 n ami f-/ :1: 6 [J. This introduces disorder in 
the system, and can he tuned at will. Accordingly, lhe 
lattice spacing can vary around a small amoun t f ± 6 €. 
This is desirahle, hecausc il reduces the latticc aniso­
tropy. A diluted model. sec figure 2. is then constructed 
by removing randomly a cerlain numher of honds, 
creating a desired porosity nf the 'rock'. Figure 3 exern-

1:igurc 4. Examplc of a pulse soun.:c; thc displaccmcnts havc 
hccn cxagµcratcd in ordcr to visuali/c thc wavc ficld. 

plifics thc computaliona 1 time rcquired. varying wilh the 
lallice linear sizc of thc modcl. 

Fnr the cxcitation wave sourcc wc use the first deri­
valivc of a Gaussian runction 

f(r) = (1-10 )expl-11(1- t 0 )
2J. (11) 

l lcre. ·r¡ is a cocf11cient that controls thc time interval 
frorn negative to positive peak and 10 is the central time 
reciprocally associated with the cemral frcquency of the 
wavelet pulse. For ins1ance. for a modcl with an average 
longitudina 1 vclocily of (V rl = 6 x 109 km s- 1 (a typical 
valuc for a quartz mineral) and an average laltice spa­
cing of (t) = 1 mm. a central pulse source frequency of 
,, = 6 Mhz is neccssary. An cxamplc of the sourcc pulse 
(exaggcrated for clarity) is shown in figure 4. 

3. Critica! porosity cffccts 
Ohtaining precise rclations he1wecn porosity and 

elastic wave vclocities in porous rocks is an important 
suhject of rock physics. Such relations are critica( when 
gcophysica 1 data are to he used to infcr porosity and 
porosity-relalcd properties (e.g. pcrmeahility. strength, 
saluration) in oil exploration. This has hecorne espe­
cially importan! in rccent years, with the rapid develop­
rnent of scismic and sonic rncthods. which are applied to 
the characterization of heterogcneous oil and gas reser­
voirs. Porosity is one of thc most importan! pararneters 
of rocks and. as verified in thc rock physics lahoratories. 
the longitudinal and shear velocities of rocks generally 
occur hctween thc velocities or thc mineral grains in thc 
limil of low porosity and the values of mineral-pore 
suspension in the limit of high porosity. For rnost 
porous materials there is a 'critica( porosity' </'e [22] 
that separates lhcir mechanical and acoustical hehaviour 
into two distinct dornains. For porosities lower than <Pe 
the mineral grains are load-hearing. whercas for poros­
ities greater than </>e 1he ·. falls a art and becornes 
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a suspension if Ouid saturation is prcsent. Here, we dcal 
only with dry matcrials that are represcnted by the 
clastic nctwork modcl. Thc critica! porosity is rclatcd 
to thc cl:L•tic pcrcolation thrcshold through 
<Pe= 1 - Pe· In the load bc¡ifing doma in <P < <Pe• thc 
clastic modulus decrc:L•cs lincarly from thc mineral 
values (thc largcst valuc) al zero porosity to zcro mod­
ulus al thc critica) porosity. This dcpcndcncc can be 
approximatcd by a straight line whcn cxprcsscd as mod­
ulus versus porosity [23). For dry rocks, 

and 

Kdry = Ko (1 _ ±.) 
<Pe 

/lJry = ''º ( 1 - ~) ' 

(12) 

( 13) 

wherc K 0 and /lo are thc mineral bulk and shear moduli, 
rcspcctivcly. Thus, a dry rock modulus spans bctwccn 
Ko, /lo al </> = O and Kdry = l'Jr)· = O al </> = <Pe· For 
instancc, thc bulk modulus for a quartz mineral is 
about K 0 = 37 x 1 o" N 111-- ~, so we cxpect a rock, 
made of quartz minerals (c.g. a sandstone) to havc a 
lowcr bulk modulus than K 0 • Kricf's rclations (24) 
also are cmpirical rclations for the elastic moduli 
versus porosity: 

(14) 

and 

(15) 

wherc m(<P) = 3/(1 - </>). Note that thesc relations are 
continuous; howevcr, thcy dccay to almost zero 
around a porosity of 40%, which is typical of the beha­
viour obscrvcd in thc laboratory for most rocks. Rig­
orous bounds ohtaincd from cffectivc media theories 
cstahlish thc physical limits of thc possihlc valucs for 
the clastic moduli versus porosity. Thc hesl bounds. 
thal providc thc narrowcst rangc without spccifying 
the gcomctrics or thc constitucnts. are thc l-lashin­
Shtrikman bounds (25. 26]. Rcccnt cllcctivc media 
apprnachcs providc rclationships hctwccn porosity and 
elastic moduli signilicantly consistcnt with laboratory 
ohscrvations. such as thc modilicd dillcrcntial cffectivc 
medium modcl with critica) porosity constraint (27), or 
scmi-cmpirical argumcnts to modcl vclocity· porosity 
rclationships with clay contamination (28). lmplicit 
rcsults of vclncity -porosity rclationships with critica) 
porosity. similar to thc prcscnt work, are rcported 
using an clastic nctwork modcl with granular con­
straints [29]. 

a) 

---------=-~:.-:_-__ -_ 
=~==-=.: ·-=--~:=-====:::=::.--.. --­

:~ 

nne 

t.me 

:[ ~: 1 
b) tme 

Figure 5. (a) \Va ve signa Is from diffcrcnt positions for zcro 
and 25°/., porosity. and (b) a zoom or onc or thc signals 
that shows clcarly thc time dclay for thc 25% porosity, 
signal and frcqucncy dispcrsion. 

4. Results and discus.~ion 
We pcrformed severa) experiments ranging from zero 

porosity to thc critica) porosity for typical rock models. 
For instance, 'synthetic scisomograms' from a numerical 
experiment on wavc propagation for a modcl typical of 
a sandstonc rock (V P = 6 km s- 1 and V,= 4 km s- 1

) 

with zcro and 25°/., porositics are shown in figure 5. 
Clearly a time shift has occurrcd in the 25%, porosity 
rcsults. as wcll as a hroadening or thc wavelets, sug­
gcsting frcqucncy dispersion and wavc attcnuation duc 
to encrgy scattcring in thc porous material. Figure 6 
shows thc powcr spcctrum of the samc experimcnt for 
two dilTcrcnt porositics. Note that the peak frequcncy at 
zcro porosity (</> = O) is about 2 M l lz, which indicates 
thc central frequcncy uscd for thc pulse sourcc, and the 
frcquency powcr has shiftcd to lowcr values for thc 1 o•v., 
porosity modcl. By using diffcrcnt confining prcssurcs 
(boundary conditions) in thc modcl, it is possihlc to 
analysc the effect of thc confining prcssure on thc velo-
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WtH'e scatteri11K in e/astic percolatinn in rocks 

(nurr.c~rirrlJ e.:-:perim0nts) 

Figun: 7. Numerical .:xperimenL~ fnr thc longitudinal vdo­
i.:ity vcr~u~ poro~ity for dillCrcnt confining stn:sses. Thc 
lincs are ohtaincd from the linear fit of the scatter data. 

city porosity relatinnships. This is shnwn in figure 7 
(fittcd lines). indieating little dcpcndenec nn thc externa! 
stress applicd; howcver, this is sullicient to crcatc stress 
induccd anisotropy ir dircctional stress is applicd in thc 
modcl. 

\Ve have compared our expcrimcnts with sclí-consis­
tent (SC) effeetive medium theory (30]. Using bulk and 
shear moduli or K = 46.3 Gl'a ami ¡1 = 30.5 Gl'a, 
respectivcly, a comparison or thc se approximation 
ami our numcrical cxperiments for clastie modulus 
versus porosity is shown in figure 8. In our expcriments. 
thc elastic moduli were obtaincd from the longitudinal 
and shcar vclocities at diffcrent porositics, using thc 
rclations 

K = p(V~ -F;> 

Figure 8. Comparison of thc hulk modulus porosity rcla­
tionship ohlaitH.'ll fron1 nutncrical cxperimcnt~ and sclf­
consistcnt cffcctivc mcdium thcory. 

and 

JL=pV;. (16) 

The wavc attenuation is calculated using the expression 

Oc =--1-ln[A{ti)], 
12 - 11 A(t2) 

( 17) 

whcre <>e is thc attentuation coellicicnt, 11 and 12 are two 
different nearest times (1 1 < 12) oí the signal and 
A (r 1 ), A(t2) are the respective amplitudes. The dissipa­
tion factors for longitudinal and shear waves (Qp- 1, Q;- 1) 

are obtained as 

and 

Q¡;-' = ocVp 
1tV 

Q;' =oc V• 
- 1tV 

(18) 

Figure 9 prcsents the attenuation-frequency relation­
ship for dilferent conlining prcssures for the model uscd 
in figure 7, with 0.3 porc volume íraction. Thc attenua­
tion is frcquency dependcnt, since thc scattcring cffeets 
bccome largcr at highcr frcqucncies (shortcr wavc­
lengths), as cxpectcd. 

5. Conclusion 
The rcsults obtaincd show that thc clastic percolation 

nctwork is a useíul tool for reproducing rock physics 
phcnomcna, as well as thc basic mcchanics and 
dynamics oí disordcrcd matcrials. Thc wavc vclocitics 
dcpend on thc porosity of thc material. Thc attcntuation 
dcpends on porosity and frcquency. as shown in thc 

... 
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Figure 9. Frcqucncy dcpcndcnt altcnuation for dilfcrcnt con· 
lining prcssurc-. as in rigurc 7. ·111c porosity ofthc modcl is 
]()<y;,_ 

expcrimcnL,. provided thal thc approach is conscrvative; 
the source of wave allenuation is due to scattering 
c!Tecls. We rnay use this approach for analysing different 
aspeets of complcx systcms. such as long-rangc porosity 
corrclations, viscoclastic cffccts. acoustic localization. 
solid mixtures ami fluid inclusions. in thc near fulure. 
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Spectral attributes far attenuatian analysis in a fractured 
carbonate reservoir 
RAúL DEL VALLE-GAllCIA, Instituto Mexicano del Petróleo 
luis RAMIREz-Cnuz, Instituto de Geoffsica, Universidad Nacional Autónoma de México 

T he attenuation uf scísmic \\'ave.~ when traveling through 
viscous fluid-saturated rocks is generally higher lhan in dry 
rocks in most of lhc frequcncy bandwidlh. Furthermore, 
chang"s in thl! spcctral and amplitude charactcristics of the 
scismic signal could be associated with lhe prcsencc of flu­
ids and fracturl!s. 

For that rcason laboratorv measurcmenlc;; of wave atten­
uation havc becn pcrformed on scdimcntary rocks al sev­
era! frequency levels Thcse measuremcnts gcnerally show 
lhat lithological factors-such as porosity, permeability, and 
clay contcnt-arc rcsponsiblc for thc \Vél\'C attcnuation. 

Sorne efforts han! bL-cn madc to use the physics of scis­
mic altenuation for rcscrvoir n1onitoring of an EOR program 
and cvcn for using attcnuation anomalics as a hydrocarbon 
indicator. This concept sccms 1nost promising in carbonate 
rcscrvoirs so thc \vork dcscribcd in this articlc focuscd on 
thc rcsults/analysis from esümation of scismic attcnuation 
Y.rithin a fracturcd carbonL1tc rcscrvoir. The prcmisc is that 
thc analysis of differcnccs in seismic attcnuation may hclp 
charactcrizc rock propcrtics and undcrsland wavc propa­
gatinn in a complex en\•irunn1ent composcd of pores and 
cracks containing fluids. 

Traditionally scismic \vavc altcnuation has lR•cn dctcr­
mincd with timc-domain methods or frequency-domain 
methods. Thc first att<•rnpts to relate thc broadcning of thc 
pulse width nr risc time to thc attenuation quality factor Q. 
Thc second is based on thc frequcncy content of thc scismic 
pulse and computes attcnuation as a function of frcqucncy 
from the spectra of cach pulse. 

1\nothcr l<•chniqu<', tlw spectral ratio mcthod, ust•s the 
slopc uf thc amplitudc ur pnwcr spectra of diffcrenl pulses 
as a function of frcqucncy. An adv'1nt;ige of this 1ncthod is 
that. bcci\usc only frcqucncy choractcristics are mcasurcd, 
it docs nol rcquirc true nmplitudcs. Thi.s mcthod provides 
informatinn on the '"1vcrilhc fn.•qucncy cncrgy contcnt of a 
signal but it pro••idcs no explicit information on thc time 
variation of that cncrgy. ¡\ cummon mcthod of dcaling with 
a time-varying signal is to \V indo\\º thc dat:i sequentially and 
lo assumc lhc signal to be stationary ovcr Lhc lcnglh of thc 
'"'indo\\·. This appro;ich is obviously Ji1nitcd bccousc sig­
nificanl propcrties of thc sihn<il must be "tradcd off" vdth 
thc typc and thc lcngth of the choscn window. 

l-Jo\\'l.'Ver. a joint tin1c-frcquency domnin provides a ne\V 
tool for scismic signal analysis and proccssing (Stceghs, 
1997) lhat mi¡;ht uvcrcomc thcse limitatiuns. Rcccnt rcsults 
(Tnbback et al., 1996) show that timc-frcquency tcchniqucs 
notably irnpro\-·e attributc t._'Xtr<lction-for instanc''• in esti­
mating instantnncnus frcguency. instantancous bandwidth, 
dispersion, and íltlcnuntion of scistnic rcflection data. 

The tcchniquc uses a "\Vigner" distribulion-a rcscaled 
short-tin1c Fourk•r transforn1 lhal uses llu.• time-rcvcrscd 
sign.Jl .:is \vindow ilnd supp1ics Jn optin1al tin1c-frequcncy 
rcsolution tradcoff. tviany so-callcd "scismic attributcs" are 
readily obtaincd from lhc Wigncr distribution of lhc signa!. 

In addition to the attt~nuatinn nppraisal of the scis1nic 
data, a paramctric spcctrill cstimation should be conductcd 
to qualitatively obs.,rvcspectral anumalieswithin the reser­
voir. Nonparametric (conventional) spectral L>stimators such 
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Fi~~,.e 1. Horiz.on ofF2fl,rmnthmfrtlm Uppcr CrdaCtºtltts showi11g thc 
Jocation ciftlzr seismic linc A. 

"' .- i--'!r:m~;..-'-'--"l'"'I'=,.¡ 

Fig11re 2. T11e bar graplt shows tl1t• J 
density of fruc/11ri11g of 1/1,• crda- -
ceous fornzatio11s. 

as lhc Fast Fourier Transform (FFr) or autocorrelation mcfü­
ods are limitcd in thcir resolving pcnvcr spcctrum and 
require a long obscrvation intcrval to achicve acceptable 
accuracy and to reduce leakagc. 

On thc other hand, a parametric (model-bascd) spectral 
estimation has proven useful in extracting high-resolution 
frcquency spec , · .+data s . Thc basic 
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Fig11re 3. llorc/wlc 
imagr from we/l WJ1, 
which shou•s n path of 
fraclllrc al the forma· 
tion F1. 
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Figure 4. Line A showius lht· ::1111,· vf ú1ler1·st indicakd by n·ctangk 
1md dr"limitrd b11 F1 nnd F2 for111aft1lll~. A/so sl1ml'11 1s tlw /1lL"llli1m of 
we/I Wll. - . 
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idea is that if a signa! dcpends on a finite set of parameters, 
all its statistical propcrtics-including its po.wer spcctrum­
can be cxprcssecl in terms of tllosc pararncters. 

Case history. A maturc oil ficld in northeastcrn Mcxico is 
in an advanced exploitation stage and production is declin­
ing significantly. Thc primary porosity is low (2-4%) with 
oil accumulations in fracture zoncs and vugs (fonned by dis­
solution of the carbonate rocks) having up to 20% of sec­
ondary porosity (dual porosity regime). 

Thc play consists of the San Felipe (Fl), Agua Nueva (F2) 
and Uppcr Tamaulipas (F3) formations, which are Upper 
Crctaceous limestones and shalv limcstoncs. Thesc forma­
tions comprisc scdimcntary rockS that werc dcpositcd bclow 
200 m. Porosity is low and pcrmeability nearly insignificant. 
Subsequently, Ulesc rocks wcrc affocted by a sccondary phe­
nomena assocjated \Vith the tectonic stress of the 
"L,rílmidic" and Tertíary age, that generated an irregular 
nchvork of fauJts and fractures, and causcd migration of 
h\•drocarbon fluids from sourct• rock to thc rescrvoir rocks. 
The oil hcre is hcavy, 11-13º Al'!, and it has probably bccn 
biodcgradcd by water beca use thc rescrvoir is ncar thc sur­
foce (at dcpths of 600-900 m). Thc fracture systcm is het­
crogcncous, making it hard to map potcntial rcscrvoir zoncs 
for devclopment. Figure 1 shows the map of F2 formation 
from Upper Crctaccous and thc lncation of seismic line A. 

The fracture analysis was made using borchole imagcs­
i.e., high-rcsolution images of tllc borcholc wall tllat enable 
dctailcd fracture mcasurements. The intcrsection of the frac­
ture with thc borcholc wall scattcrs acoustic cncrgy, pro­
ducing a dark sinusoidal path on the imagc from which 
fracture strike and clip of thc fracture can be interpreted. 
Fracture densitv in the Crctaceous formations is 35·58% 
(Figure 2). • 

Thc lcngth of the fractures rangcs from a fcw centime­
tcrs to 1 m. Orient.ltion is dominantly vertical (70-90") with 
a SvV-NE azimuth. Fracturing plays an importan! role in this 
fü·ld bcc.rnse the combin.ltion of fractures and rock disso­
lution clcvates porosity as high as 20%, allowing fluid flow 
and oil accumulation. Fi¡,-ure 3 shows a borehole image of 
Ft formation. The fracture intcrsccts with thc borcholc wall 
in thc inlerval 789-791.5 m wifü an oricntation of 84.5" and 
azimuth of331.9". llecause thc distribution of fractur<.>S con­
trols thc rcservoir geomctry, the goal was to find locations 
of high fracture dcnsity. 

The seismic dnlil were processed to prcsen1e nmp1itude 
and \vnvcform, beca use \\'C hopcd to scc spcctral variations. 
Thc calibratinn used logs from well WU. In the first stagc 
of thc proccdure, data werc converted from time to deptll 
to establish the top and tlle base of each formation. lhe sec­
ond stngc involvcd constructing a synthctic scismogram 
from dcnsity and velocity logs to corrclate scismic events 
wifü formations Fl-F4. 

Figure 4 shows scismic line A through the zone of intcr­
est (indicated by a rcctangle around well Wll). Figure 5 
shows velocity and density logs, thc seismic trace, and tllc 
svntlwtic seismogram correl'1ted with tlle litholol,')'· 
• The spcctral mcasurcmcnts wcrc calculated using the 

paramctric (mndel·based) mcthod (Eastwood et al., 1993) 
at t\vn sm.:tlJ wincio\vs--one above forn1ation Fl and the 
other bclow formation F2. The signa! power spectrum was 
estinrntcd trace by trace, in ordcr to gct spcctral features, 
such as the pick frequency, thc bandwidth, and tlle quan­
tile frcL1ucncy, using 100 traces around thc wcll. Once the 

Figure S. Velocily nnd 1lertsity /,1gsfn111t wcll ~V11 usei# in the_ cnlibra- spectn1m \vas calculnted at both windows, the "attenuation 
tii.m proct'SS. Thl' top and base of t'ttch cif tltt• crrtaceousformat1t"1$ are " b b . d b d'ff . th r d 
corr1:latcd witl1 thc origi11nl seismic t1·11,~c frtmi the u'c.·ll and tlri.· syn- spcctrum can e 0 tainc Y 1 crcnctng e norma tzc 
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Fig11r1• 6. Sf't'CITf!l au.1ly~is from r1 nnd r2 formati011s. Tltt' first pa11d 
rt•pn~·nt:, t11t' wmJ,,w of tltt· s(..;1111l l1rluw r!f :;nm· of inlt•n-st. Seco11d 
l'ª"l'/ corn-s¡1l1tuls 1t1 tltt• .'iignal ST't'drum. Third ¡1nnc/ showto tlll! prin­
cipal Ctl111pnni!n/s of spectrum. 

Figure 7. Tllt! nttr.11w1fio11 
spectrumfrom/órmations Fl 
nnd F2, rsfimnted ovrr llJV 
traces mvund tire wcll WJJ. 
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T1,c,:11n• S. (o) Lrt't1h1_..;K n1í1dc/ Clf lw11::.111ttlllfy !.l1tt'rt'd rnc.Jw, wh1ch 
Tl'J'Tl's.•nf a tlriu sus-s;i11d (¡1nm1lt11ft tnJ1•rlit•1fdc;d ni shnlrs. (b) Svnll1l'/ic 
traces from gn!'-:>tmd mvcfcl. · 

PigtJrL" 6 shcl\vs lhl• spt•ctr<tl .1nalvsis l:x~low thc zonc of intcr­
est. 111c first r~1nd rPpresent.s the Si~nal in thc rcgion of \\'ell 
\VlJ uscd tn estimatp the sp<!ctrurn. TI1e second panel shows 
an cstin1c,lcd signill spectrun1 for eitch tr.1cc (vertical axis= 
frequency). Finally, the thinl panel shnws the components of 
the spt .. 'Clru1n that Jl'l.' ath..•nu.Jted .lt highcr frt..-qut•ncit.,>s. 

Thc effcctivc frequL,ncy rangc is 10.-100 Hz. 1his lar¡;c 
band\,•idth \\'tlS pussible due tn the high-resolution scisrnic 
sun.•t..•y ust...-<l in lhis \'\'<'rk. In Figun.• 7, U1c horizontal ilXis rcp­
rcscnts distancc, and thc \'Crlic.il clxis corresponds to tin1e 
(right sidc) and frequL•ncy (IC'ft sidc). Thc diffL•rentcolorsspcc· 
ify the .1ttl'nuation l<'V<'l (dB) for formations FI and F2. The 
target arca has high attcnuation around 60-80 Hz. 'fhis Ls prob­
ably dueto high fracture density (wavcscattcring) and he.wy 
oil saturation (\·iscous dissipalion) at both formations. 

Attenuation coeffidenL \Vt...• ne>.t s<1ught tot..-stin1atcan "atten­
uation cocfficicnt'" (a) along the scismic traces far dctecting 
local attenualion anomalies as a function of time. The method 
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w'.15 based on tirne-frequcncy analysis using Wigncr distrib­
ullon. 

Once thc time-frequcncy representation is obfained, the 
power spectrum can be calculated far each samplc, subsc­
qucntly, the spectral radio method is used to estimate the 
attcnuation coefficicnt. Each attenuation cocfficicnt can be 
associated to each time sample, so a must be obtaincd through­
out thc en tire time sea le of the signa!. 1l1is analysis allows mon­
itoring attcnuation variations along thc scismic trace and 
building a relative attenuation scctinn as a seisn1ic attribute. 
We applicd this rncthod to synthctic and real data. 

A synthetic rnodcl was constructed with a horizontally lay­
en..:! rn<-<lia to represen! a gas-sand fonnation surrounded by 
shale laycrs (Figure 8a). Velocity, density, and Q are constan! 
in cach bcd. In order to take into account thc attenuation 
effccts in !he synthetics, a finitc diffcrcnce algorithrn with a 
viscoelastic tcrm (linear standard modcl) was uscd. Figure 8b 
displays thosc synthctics from a layercd media. Figure 9 shows 
the relativc a.ttenua.tion ~-ction obtained from U1e optimizt.-d 
Wigner distribution along the synthctic traces. 1he attenua­
tion effoct produced by gas--sand interface is demonstrated by 
high values of a. 

In the real-data examplc, the mcthod was applicd to 100 
lrJ.CCS uf scismic linc A around \'V'Cll wn. Figure 10a sh<nvs 
whcrc the central trace n1atchcd thc well. TI1e intcrprctation 
of thc scismic section shows the top of thc carbona te forma­
tions (FJ, F2, F3, and F4), where it is known that Fl and 1'2 
are oíl producers. Figure 10b shows thc relative attcnuation 
scction, which displays attcnuation cocfficicnt as a functíon 
of time. The zone of intcrest (square) denotes an attenuation 
anomaly, \'\-•hich coincidc..-s with thc..• production zonc..• accord­
ing to '\.\tell logs. Note thc attcnu.:ition anomaHcs, dcnotcd by 
high a values, bclow the zonc of interest at 0.65 s and at 0.75 
s. lhcy corrL"Spond to Crctaceous fonnations F3 and F4, and 
this could indic.Lllc l\vo nc\v potcntially producing intcrvals. 

Discussion and conclusions. Thc attcnuation analvsis bascd 
on the paramelric spectral methud pcrfunned welÍ in dctect­
ing frequency-dt...•pendcnt anumalous attenuation zoncs. The 
attcnuation spcctrum frorn scisrrtic linC' A rcvcalcd a clcar 
anon1rily that coincidt....os ,,·jth fracturt.-s at 0.48-0.58 s. TI1is inter­
vul, uccordin,; to log data, corrcsponds to prOl.iucing íorma­
tions Fl and F2. 

In thio; case, attenuation is produced by high frclcture dcn­
sity, fluid contcnt, and intC'rJctions behvccn critcks and fluid. 
Ali thcse foctors combinL'Ci to enhancc attenuation. Thcse 
results are indicativc of squirt flow mcchanisms bccause thc 
viscosit.y of the rescrvoir oil is quite high, producing high 
attenuatinn .J.t lo\'r frcquencics (around 70 Hz in Figure 7). 

Thc l'Sli1nation nf tht• nttenuation co< .. •fficient has ;tdvnn­
titf;C'S ovcr uthcr titnc-frequcncy n..~prcscntations lx.-cause it 
d()('S not depcnd on thc sizc of thc analysis \.Vindo\,t, \.Vhcrcas 
other methuds llt..."L-d tn i1nprove thc samp1e ratl~ in urdcr to 
obtain a good estima te of thc powcr spectrum. The powcr spL'C· 
trum in this techniquc is computed for each samplc withuut 
any intl'rpolation. This preserves the origin,11 fcatures of the 
data and givcs an idea of how frcqucncy conlcnt changcs in 
tinu.• and spacL•. 

lt \Víls detcr1ninc<l that high attcnti.1tion anon1alit..."'S, fro1n 
thc arc.J of intcrest, «Sscx:ialcd to lhc production intcrvals (Fl 
and F2 fonnations) are consistent with the previous results of 
the first analysis. Additionally, another intercsting rcsult from 
this tt...-cl1niquc \Vas thc discovery of t\-vo ne"'~ potcntially pro­
duccr intcrvals, at F3 and F4 formations, by obscrving high 
attcnuation anomalics. l...c,stly, thc attcnuation analysis tech­
niqucs prcscnted here allowed observing spectral anomalous 
variations, reprcsenting an altcmativc tool for hydrocarbon 
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Figure 9. Rela/ive nlle11uiJlion se'-·tittn (top) from syntlti'/ic modcl (bi1t­
lmn). Tfo.· flllenw1tit111 effcct ¡m1dw:rd by gns.-san,f intt.·rfuu, is cu11-
firme1i by high rt vr1/u1.•s. 

cxploration and ficld dcvclopmcnt. Morcovcr, thc rcsults of 
this work helped to identify new potcntial areas, ns \Vcll as 
assistcd in thc drilling of a horizontal wcll. 

Suggcsteod rcading. "lni.;t<tntanl-"<JUS bandwidth and dominant 
frcqucncy with applicntions to scismic refkction data" l:>y Bamcs 
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Hall 1995). "S¡x'Ctral analysis applied to seismic monitoring of 
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Abstracls). Local Puwcr Spectra and Scismic lntcrprctation by 
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