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Resumen Vil

Resumen

Se presenta un modelo discreto de particulas bidimensional, con heterogeneidad
microscopica, que permite simular fendomenos estaticos y dinamicos en materiales solidos
clasticos (rocas) con diferente conjunto de poros, [racturas e inclusiones. El modelo
consiste de una reticula elastica triangular o cuadrada (“modelo de Kirkwood™) con
elementos de fuerza central y de doblamiento. La aproximacion es una version discreta del
campo dinamico de desplazamientos continuo, sustentada en modelos micro-mecanicos
provenientes de ciencia de materiales, de la teoria de percolacion de fisica estadistica y de
los modclos de reticula de fisica del estado solido. Las ecuaciones de movimiento y
consecuentemente la energia elastica del sistema se calculan a través de un algoritmo de
dinamica molecular, el cual tiene varias ventajas sobre algoritmos que resuelven modelos
continuos, por gjemplo, las condiciones de frontera son facilmente implantadas para incluir
poros y fracturas, asi como esfuerzos de confinamicnto del espécimen.

Se realizaron varios experimentos estocasticos y deterministas para simular, estatica y
dinamicamente. fendmenos fisicos en materiales geoldgicos. En particular y muy
brevemente, se muestra la simulacién de algunos aspectos generales de flujo de fluidos en
medios porosos por medio de la percolacion de invasién. Aun mas trascendental fue
modelar varios aspectos de la dinamica de fracturas y propagacion de ondas en medios
desordenados (rocas heterogéneas) por medio del modelo de percolacién elastica. Se
muestran algunos gjemplos que incluyen: la simulacidon de ondas de Rayleigh: el estudio de
los rangos de velocidad y de atenuacién de la propagacion de ondas contra porosidad: la
simulacion de experimentos de hidro-fracturamiento y su asociada emisidén acuastica: asi
como una discusion breve de la atenuacion de ondas debido a difraccion multiple en medios
altamente aleatorios. Los resultados obtenidos fueron comparados con datos de laboratorio
v con teorias del medio efectivo con diferentes regimenes de esfuerzo aplicado. Los
resultados fucron satisfactorios. por lo que el modelo discretos de particulas estudiado
promete ser una herramienta adecuada para crear metodologias que permitan la
interpretacion cuantitativa de datos sismicos reales, provenientes de yacimientos geoldgicos
helerogéneos con poros y fracturas.
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Abstract

A two-dimensional discrete particle model is presented, with microscopic heterogeneity,
which enables simulating static and dynamic phenomena of elastic solid materials (rocks)
with difTerent ensembles of pores, cracks and multiphase inclusions. The model consists of
a square or triangular elastic lattice (“Kirkwood model™) with central and bond-bending
forces. The approximation is a discrete version of the continuous dynamical displacement
field, used in micro mechanical modeling of material sciences, in the percolation theory of
statistical physics and in the lattice models of solid-state physics. The equations of motion
and consequently the elastic energy of the system are calculated by a molecular dynamics
algorithm. which has several advanlages over the continuum approximations: namely, it
provides an easy framework for the internal boundary conditions of the voids (pores and
cracks), as well as for the confining pressure in the model.

Several stochastic and deterministic experiments were achieved in order to simulate,
statically and dynamically, physical phenomena in geological materials. In particular and to
some extent, some general aspects of the simulation of fluid flow in porous media are
shown by using an invasion percolation model. More important was to simulate some
aspects of wave propagation and [racture dynamics in disordered media (heterogeneous
rocks) by the elastic percolation model. Some examples are shown that includes: the
simulation of Rayleigh waves: the study of the attenuation and the velocity-porosity
relationship; the hydro-fracturing experiments and their associaled acoustic emission; as
well as a briel discussion of the wave attenuation due to highly random media. The results
were compared with those obtained form laboratory experiments and effective media
theories with difTerent applied stress regimes. These results were satisfactory, which
implics that the discrete particle model promises to be an adequate tool for creating
methodologies that allow quantitative interpretation of real seismic data from geological
heterogeneous reservoirs with pores and cracks.



Capitulo 0

Introduccion

0.0 Problematica

Uno dc los principales objctivos dc la cicncia y de la ingenicria ¢s la comprension de los
fendmcenos quc ocurren cn la materia, asi como determinar los constituyentes y propicdades
dc los matcriales naturales (e.g.* las rocas) y artificiales (e.g. los concretos). En cl siglo
pasado sc alcanzaron monumcntalcs avances en los conocimicntos sobre la naturaleza de la
matcria. Sc descubrid que los atomos estan compucstos de nucleco rodcados de clectrones v
a partir del desarrollo de la mecanica cuantica, sc obtuvicron avances importantes ¢n ¢l
conocimicnto dec la fisica del estado sdlido. Visualizando a los clectrones como ondas
cuanticas, hizo posiblc calcular analiticamente las propicdades cléctricas y opticas dc
muchos clemcntos puros. Estos descubrimicntos a su vez permiticron cl desarrollo de
matcriales y artefactos que son la base de la teecnologia de los semiconductores.

Micntras quc la fisica ha ayudado a entender, en ¢l ambito fundamental, las propicdades
cléctricas y épticas dc la materia, no s¢ pucde decir lo mismo sobre las propicdades
mecanicas. Sc ha obscrvado, por ¢jemplo, que las estimaciones de la resistencia teorica de
un cristal son incxactas hasta por dos ordenes de magnitud a las producidas por mediciones
cn laboratorio (Gordon, 1976; Marder v Fineberg. 1996). La razon de esta discrepancia no
¢s conocida totalmentc, pero existen indicios dc que la resistencia mecanica cs
consccucncia del tamafio del defecto mas grande que existe en ¢l matcrial, y no dec las
fucrzas de cohesion entre atomos. Muchas de las propicdades mecinicas de los materiales
son dominadas por la presencia de defectos, mas que por la interaccidon atémica. Ademas,
cxisten otras causas. Los mccanismos de fractura vy deformacion plastica, que sufre un
matcrial debido a la aplicacion de esfucrzos, son procesos irreversibles que gencran cicrto
grado de¢ descquilibrio (Icjos de su cstado de reposo), dificultando ¢l desarrollo dc
soluciones analiticas plausibles. Solo cn aios recientes, la combinacion de experimentos
con cl uso dc las supcrcomputadoras, ¢l uso de fundamentos de la fisica cstadistica, la
simulacién molccular v los métodos de reticula, han propiciado renovado interés dc la
comunidad cicntifica v tecnolégica en ¢l tema de las propicdades mcecanicas y dinamicas de
los matcriales, tanto artificialecs como naturales (rocas).

La dinamica de fracturas sc reficre al estudio de la propagacion de fracturas (fisuras)®. Esto
involucra la gencracién v movimicnto dc fracturas, la emision acustica asociada, asi como

L.a abreviatura e.g. significa cn latin “exempli gratia” que d¢ agui en adelanie utilizaremos por conveniencia en vez de utilizar la frase
‘por ejempla’.
Aqui, ¢l término ‘fractura’ es genérico ya que no hay acucrdo en la di f enire
ac 1cficic o una micio-fiactura o a una fractura aislada. Tambicn existe ¢l ténnino gricta,

fi y fisura, Gener fisura
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otros tipos de disipacidon de encrgia (calor, deformacién plastica, etc.). Las fracturas se
generan a partir de fuerzas externas aplicadas al sistema (modelo). La dindmica de fracturas
estudia generalmente aquellos procesos que toman lugar después de que una fractura
empicza a propagarsc. No obstante, se rcalizan también los andlisis correspondicntes de los
procesos que ocurren antes de la propagacién de fracturas, y que involucran el fenémeno
conocido como transicién de fuse. Este fenémeno esta intimamente ligado a eventos
naturales, como son las avalanchas de nieve o los terremotos. El conocimiento preciso de
cste fenémeno podria, en un futuro, ayudar a jpredecir dichos sucesos!

La mecdnica de fracturas, en contra parte, ha tenido éxito para describir las caracteristicas
estdticas de {racturas. Pero ha fallado en realizar predicciones acertadas de la dindmica de
fracturas. Una dc las caracteristicas mas importantes en dindmica de fracturas es la energia
necesaria para crear una nucva superficie (de fractura), asi como los procesos responsables
de la disipacion de esa cnergia. Estos procesos determinan, por cjemplo, que tan rapido
puede una fractura propagarse en un material y por lo tanto, determinar la relacion entre la
energia de fractura y su velocidad de propagacion. En esta disertacion se presenta el
andlisis correspondiente a procesos de disipacion de energia de dinamica de fracturas,

Las fracturas generan concentracion de energia en sus puntas o extremidades, bajo estados
de esfuerzo externos aplicados a escala mayor. En este proceso, una fractura transporta
energia de una cierta escala a otras escalas mas pequeiias ocasionando la separacion de los
enlaces atémicos, y creando nueva superficie de fractura. Esta caracteristica implica la
naturaleza discontinua de los procesos de fracturamiento y por lo tanto es un proceso no
lincal ¥y no local. Por ¢sa razon, el trabajo se sustenta en modclos de reticula y en la
simulacion local de fracturas. en vez de sustentarse en las teorias de fracturamiento
continuas tradicionales. Esto ayudard a establecer conexiones cuantitativas entre las
predicciones microscopicas vy la dinamica de fracturas macroscdpica. En un capitulo
posterior, sc¢ describirin experimentos de dinamica de fractura en modelos fragiles y
estadisticamente homogéneos, con posible anisotropia inducida por esfuerzos externos.
Tambic¢n s¢ presenta ¢l estudio de propagacion de ondas en medios desordenados con
porosidad tipo fisura y sus consccuentes fenomenos observables, los cuales son ttiles para
¢l desarrollo de herramientas de evaluacion no destructiva, asi como para un mecjor
entendimiento de la sismologia moderna de dichos medios.

0.1 Historia

En sus famosos didlogos sobre dos nuevas ciencias, Galileo (1635) se pregunta que es lo
que mantiene sujeto a un solido y que lo desbarata (lo fractura o lo fragmenta). Con esto, de
cierta mancera Galileo se convierte en ¢l primer cientifico que estudia la fisica del material
condensado y la ingenicria de materiales. No obstante que ambas disciplinas son casi
independientes entre si, hay algunos aspectos en cada una dc ellas quc se manticnen
relacionados. En particular los conceptos de micro-mecanica, por cl lado de ingenieria de
materiales. y la teoria de percolacion, por ¢l lado de la fisica tedrica, estan relacionados en
gran medida. Por ¢jemplo, ambas disciplinas concluyen en lo particular que las propiedades
mecdnicas de un material estdn determinadas por ¢l comportamiento colectivo de los
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defectos internos en dicho material (poros, grictas, dislocaciones) y no por las fuerzas de
enlace de las moléculas que lo constituyen. Por lo que el comportamiento de un solo
defecto es irrclevante. Aun con una cantidad colosal de estudios de laboratorio y de trabajos
tcoricos, no se tiene una vision clara de como predecir fendmenos de fracturamiento. La
razén pucde ser evidente, si se toma en cuenta que las fracturas y la deformacion plastica en
un material ticnen comportamiento no lincal y no local. Mas atn, estos fendmenos son
irreversibles y lucra de equilibrio, por lo que no pueden ser tratados por medio de
conceptos clasicas de fisica del estado sélido. Una alternativa es utilizar conceptos a partir
de modelos discretos, atomisticos o mesoscopicos.

Las aproximaciones discretas para modelar fisica de rocas se derivan de conceptos de fisica
del estado solido (Hoover er al. 1974), para modelos de cristales microscopicos. En estos
modelos se configura una reticula de particulas que interactiian entre si por fuerzas
newtonianas y su dindmica se rige a partir de un potencial de interaccion, del tipo Lennard-
Jones, o de algun otro tipo de potencial deseado. En fisica del material condensado sc
utilizan varios potenciales de interaccion de acuerdo a cucstiones fisicas especificas (Rafii-
Tabar, 2000). Por ¢jemplo. para metales, el modelo de dromo embebido (“embedded-atom
method™), para estudiar fuerzas de enlace entre metales para fracturas fragiles (Daw &
Baskes, 1983): o ¢l potencial de Finnis & Sinclair (1984), son muy utilizados.

Una de las primeras aproximaciones discretas para modelar mcecénica de fracturas cs el
método de Cundall & Strack (1979). Dicho modelo consiste de elementos discretos que
interactitan con luerzas radiales y transversales y que representan pedazos de roca unida.
Este modelo se ha utilizado, por cjemplo, para estudiar procesos tectonicos (Saltzer &
Pollard. 1992). Otro modelo equivalente es ¢l modelo de reticula solida (“lattice solid
model™) propucsto por Mora & Place (1993), el cual ha sido primordialmente utilizado para
modelado de dindmica de terremotos. Muy recientemente sc encuentran trabajos como el de
Toomey & Bean (2000) que simulan ondas sismicas utilizando un esquema discreto de
particulas. Otros modelos algo distintos son ¢l propucsto por Ruffino & Del Santo (2000),
¢l cual es mas claborado en su contexto matemdtico y el modelo de Ursenbach (2001), que
cstudid efectos estaticos y dindmicos de solidos con porosidad. Cabe mencionar que todos
estos métodos estan limitados a un valor fijo de la relacion de Poisson microscépica.

Otro modclo muy utilizado para estudiar fenémenos de fracturas es ¢l modelo de
percolacion eldstica. Estos modelos han sido extensamente utilizados para estudiar
procesos de deformacion v fracturamiento en materiales desordenados, asi como para
analizar fenomenos de fisica estadistica (Herrmann & Roux, 1990; Sahimi, 1995;
Chakrabarti & Benguigui, 1997). Existen varias aproximaciones a este modelo. El modelo
elastico con doblamicnto del enlace (Kantor & Webmam, 1984; Bergman, 1985) es en
particular til y suficientemente preciso para representar variaciones locales de las
constantes cldsticas.

Una version simplificada del modelo de percolacion clastica es ¢l modelo de Born (1956).
Dicho modelo, ¢l cual es una forma discreta de la ccuacion de Navier, ha sido ampliamente
utilizado para modelado dinamico de fracturas (Martin er al. 2000). Estc modelo fue
aplicado recientemente por Del Valle-Garcia & Sanchez-Sesma (2002) para simular el
cfecto de la porosidad en la propagacion de onda, tanto en velocidad como en atenuacion
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extrinseca de la scilal debido a la difraccion de encrgia (véase apéndice E). El modelo
arquetipico de percolacidn clastica, que incluye doblamiento de enlaces, es especialmente
podcroso para simular fracturamicnto y propagacion de onda en materiales con desorden
microscopico. Se pueden simular rocas con heterogeneidad y anisotropia locales, tanto en
sus constantes eldsticas, como en su relacion de Poisson. Esto ha permitido simular la
propagacién de ondas de Rayleigh con buena precision (Del Valle-Garcia & Sanchez-
Sesma, 2003), asi como procesos de hidrofracturamiento, incluyendo su emision acustica.

0.2 Objetivo

El objetivo fundamental dc este trabajo es establecer y proporcionar los clementos
necesarios. tanto tedéricos como pricticos, para la simulacidon numérica dec algunos
fenomenos de fisica dc rocas, tanto estatica como dinamicamente. Para lograr csto, sc
utilizan modclos discretos de particula, bajo la premisa de que un medio discontinuo es
mejor representado por un modelo discreto, ya que sc toman c¢n cuenta naturalmente las
discontinuidades del sistema. Esto implica que existe mayor facilidad para representar
medios con aspectos no lineales y no locales, como es ¢l caso de una roca con presencia de
poros y f{racturas. En principio, se pucden simular fendmenos de dinamica de fracturas y
propagacion de ondas en medios desordenados con bucna precision.

L.os fendmenos de fractura y propagacion de ondas en rocas son muy complejos debido a la
presencia de defectos a varias cscalas. El desorden en las rocas implica, reiterando que los
procesos de fractura scan no locales y no lincales. Mids adan, los materiales desordenados
exhiben gencralmente grandes fluctuaciones estadisticas por lo que es inapropiado
representar dichos procesos por medio de sus propiedades efectivas. Por lo que soluciones
tedricas continuas de homogenizacion o del medio efectivo no resultan del todo correctas.
Por lo tanto, se emplearian modelos discretos que no tienen estas limitaciones.

0.3 Sinopsis

El capitulo | c¢s un epitome de los fundamentos tedricos de la mecdnica y dindmica de
fracturas, su historia, su estado del arte y sus limitaciones, que sirven de comparacion y
motivacién de ceste trabajo. En ¢l capitulo 2 se discute en dctalle la teoria de percolacion
que respalda ampliamente ¢l desarrollo de este trabajo. Aqui sc establece la filosofia y los
aspectos fisico-matematicos de los modelos de percolacion utilizados para representar
medios desordenados. Se presentan algunos ejemplos de la percolacién de invasion para la
simulacion de flujo de fluidos en medios porosos. Se establecen los modelos discretos de
particulas en ¢l capitulo 3, junto con ¢l procedimicnto general. Algunos dectalles
matematicos de los modelos de reticula se presentan en los apéndices (A, B, C y D), que
determinan la relacion entre los modelos micro-mecanicos, los modcelos de percolacién
clastica y la clasticidad micropolar. En el capitulo 4, sc presentan algunas aplicaciones de
propagacion de ondas y dindmica de fracturas en medios desordenados. En particular, sc
presentan simulaciones de hidrofracturamicento en roca, atenuacion de onda y ondas de
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Rayleigh. Finalmente, se presentan, en el apéndice (E), los resultados en congresos y
articulos cientificos publicados como resultado parcial del trabajo de esta tesis.



S

Capitulo 1

Fundamentos Teéricos

1.0 El dominio microscépico y el macroscopico

Una caracteristica que hace que las fracturas sean un caso de estudio muy interesante, es
que las fracturas se extienden a varias escalas de longitud. Las fucrzas aplicadas, a escala
macroscopica, se concentran cn los extremos (puntas) dc las fracturas preexistentes. y si
dichas fuerzas sobrepasan cierto valor critico, la fractura crecera. Cuando la fractura se
propaga (crece), cicrtos cnlaces atomicos individuales son destruidos y se crea nucva
superficie, gencrando lo que se conoce como energia de superficie, es decir, se libera cicrta
cantidad de energia clastica. De esta manera, se puede entender la relacion intima entre {os
procesos macroscopicos (esfuerzos externos aplicados) y los microscopicos (destruccion de
enlaces atomicos). En consecuencia, una fractura es el puente que unc los procesos
encrgéticos entre los eventos macroscopicos y los microscopicos.

LLa dindmica de fractura es afectada, de una manera u otra, por todas las escalas. Por lo que
cualquier teoria surgente debera forzosamente incluir todos los cfectos observables para
poder ser considerada completa. Algo que pareciese imposible con las herramientas tedricas
y conocimientos actuales sobre ¢l tema. Por lo que para hacer mas tratable ¢l problema, se
requicre reducirlo y scpararlo en dos grandes verticntes, una microscépica y otra
macroscapica.

La verticnte macroscopica es una consccuencia de la teoria eldstica lineal, conocida como
la mecdnica de fracturas lineal. a teoria clastica lincal considera a todos los materiales
como cuerpos cldsticos homogéneos carentes de micro-cstructura, es decir, continuos. Esta
teoria utiliza solamente propiedades volumétricas para calcular las deformaciones cuando
se aplican esfuerzos al material, que son ficilmente observables y mesurables. Tal cs el
caso del modulo de Young y la relacién de Poisson. Para aplicar la teoria lineal clastica a
las fracturas. sc utiliza una nueva propicdad del material que se conoce como la resistencia
de fractura o rigidez de fracturamiento (“fracture toughness™), la cual cs obtenida al medir
qué tanta fucrza se requicre para fracturar un material. Esta ¢s la unica medicion necesaria
para ascgurar la cstabilidad mecdnica de un material y tener estructuras sélidas en
ingenieria. {Pero no dice nada sobre la dindmica de fracturas!

En la verticnte microscépica de fractura, se toma en cuenta la escala mas pequeiia y la
fractura s¢ considera una alteracion de la reticula atomica que forma el material.
Aproximaciones analiticas a estc problema se conocen como teorias de reticula (“lattice
theory™). A csta escala, las fuerzas entre los atomos son importantes y gencralimente sc
utilizan potenciales de interaccion para calcular las fuerzas resultantes. Es una tarea titdanica
resolver analiticamente ¢l movimiento y desplazamicento de particulas. Por lo que sc recurre
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a técnicas computacionales a través de simulaciones de dinamica molecular. Estas
simulaciones, a menudo, utilizan potenciales de interaccion muy idcalizados para ayudar cn
la eficiencia de los cilculos, pero existen también otros tipos dc simulaciones basadas en
métodos hibridos. l.a simulaciéon molecular ha sido muy exitosa en reproducir muchas
caracteristicas cualitativas y cuantitativas de dinamica de fracturas, observadas cn

laboratorio. -

Desdce ¢l punto de vista experimental, es importante tomar en cuenta fa microestructura de
la fractura (véasc Fig. 1.1). Aunque la figura representa la microestructura de un metal
(material ductil), puede ser ficilmente modificado para que represente otros tipos de
material. Esto se realiza cambiando la microestructura en su parte intermedia, entre la
escala de singularidad cldastica y la cscala atomica. Los matcriales amorfos exhiben
microestructura cn las escalas intermedias. Micentras que en los cristales, como el caso de
una cristal de silicon, no existen escalas intermedias, por lo que estamos hablando dc
materiales fragiles. donde en la prictica, sélo la estructura cristalina y las interacciones
microscopicas atomicas contribuyen a la dinamica de fractura. La flecha de la Fig. 1.1
cstablece ¢l acoplamiento directo entre la singularidad clastica y la escala microscépica.
Las rocas, por cjemplo, son cn gencral consideradas materiales fragiles heterogéncos.

1.1 Elementos de mecanica de fracturas

Existe una cantidad monumental de la Literatura que trata el problema de fractura mecanica
en sistemas sélidos, desde las aproximaciones tradicionales hasta las cstadisticas (véanse
Ewals & Wanhill, 1986; Herrmann & Roux, 1990; Lawn & Wilshaw, 1975; Lawn, 1993;
Sahimi, 1995; Bardhan e/ «f.. 1994: Chakrabarti & Benguigui, 1997; Kitagawa et al.,
1998). Las aproximaciones tradicionales continuas de mecinica de fracturas han dado, sin
lugar a duda, la base para analizar una gran varicdad de problemas, todos estos sin tomar en
cuenta los efectos de desorden del material (heterogeneidad a varias escalas). La base de
estas tcorias parte del importante criterio desarrollado por Griffith (1920) quien propuso
que una gricta s¢ vuelve inestable al esfuerzo de tension cuando la encrgia eldstica es
mayor o igual a la energia de superficic necesaria para crear una extension de fractura A/l.
No obstante, este criterio de energia de superficie es probablemente vilido soélo para
medios homogéneos y no toma en cuenta ¢l desorden tipico obscrvado en materiales
naturales y aun en los artificiales. La extension de esta teoria para materiales heterogéneos
no c¢s evidente, como en el caso de modelar las ceramicas policristalinas, que contiecnen
varias orientaciones y varias cnergias de frontera de grano.

Sc revisarin los conceptos basicos de la teoria elastica y de la mecdnica de fracturas lineal.
Entre los conceptos mds importantes que s¢ discutiran esta el importante concepto de
energia de fractura. Sec indicardan los puntos débiles de la mecanica de fracturas, lo cual
refucrza las motivaciones de este trabajo.
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Macroescala =~ |10 'm

Regién de Transicién = 107m
Singularidad Eléstiga x 107m
Campo Elastico —Pésf_ico ~ 10 'm

Granos,Inclusiones,

Huecos =~ 107 m’

Dislocaciones =~ 10m

~ 10 ’m

Figura 1.1 Las escalas de una fractura. Adaptada del modelo de microestructura de McClintock y
Argon (1966) y Hauch (1998). En materiales muy fragiles. no existen las escalas intermedias (los
granos y las inclusiones son tipicos de metales) entre la singularidad elastica y los dtomos.
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1.1.0  Relaciones de esfuerzo-deformacion

La nocién de esfuerzo y deformacion de la mecénica continua cs equivalente a la fuerza y
extension en la mecdnica newtoniana. La principal meta de la mecdnica continua cs
describir las deformaciones de un objeto sujeto a fuerzas externas. Esto se logra por medio
de la descripcion de las fuerzas y desplazamientos en un paralelepipedo infinitesimal dentro
del objcto en ¢l entorno (v, y, ). Las fuerzas que actian en cada cara pueden ser diferentes
y en general, dependen de la posicion dentro del cucrpo. El esfuerzo es un campo tensorial
de segundo rango, ¢l cual se representa convencionalmente como ¢l fensor de esfuerzo
G, (x, y.z). Donde la posicion del paralelepipedo infinitesimal ¢s (x, y, 2). antes de que se
cfectlic alguna deformacion. El tensor de esfuerzo es simétrico (o, =o,,). La fuerza por
unidad dc drca en un plano con normal #,, la cual se conoce como (traccién t,, se obtiene
mediante la contraccion con ¢l tensor de esfuerzo local:

T, =o,un; . .1
Si el cuerpo estd en equilibrio cstatico (sin movimientos ni rotaciones), la divergencia del
tensor de esfuerzo (fucrza) implica que (Landau y Lifshitz, 1986):

dc
2 4+f=0, (1.2)

donde [ cs la fucrza de masa, generalmente, f; =pg, es la fuerza de gravedad actuando
en el paralelepipedo infinitesimal de densidad p. Estas ecuaciones se conocen como las
ecuaciones de equilibrio. En un estado de compresidon hidrostitica, ¢l tensor de
deformacién es o, =—p8, , donde 3, cs la delta de Kronecker y p la presion. De manera

mas general, existen tres direcciones ortogonales para las cuales el tensor de esfucrzo tiene
la forma dc un tensor diagonal cuyas componentes diagonales se conocen como esfuerzos
principales.

El desplazamiento del paralelepipedo infinitesimal es la distancia que cxiste a partir de la
posicion cn equilibrio. Este es un campo vector variable espacialmente u,(x.y,z) . Es este
caso, la posicion (x,y,z) sc refiere al estado en equilibrio y la posicion
(x+u,y+u,,z+u;) serefiere al estado en deformacion.

La deformacion &, es también un campo tensorial de segundo rango:

a
e, = 1| 2y Tl (13)
2\ ox, o

7
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Estas ccuaciones se conocen como las relaciones cinemdticas. Conociendo completamente
cl campo de deformacidn del cuerpo, sc pucden determinar todos los desplazamientos u, .
L.a condicién nccesaria para garantizar unicidad, cs que las deformaciones cumplan las
ccuaciones de compatibilidad:

68,/ 6ELI — 681!\ agll

+ = +
Ox,0x; Ox,0x, QOv Oy, Ox0Ox,

(1.4)

Dec aqui cn adelante, sc utilizardan los términos esfucrzo y deformacién refiriéndose a los
tensores recién definidos. -

1.1.1  Elasticidad lineal
El esfuerzo y la deformacién se relacionan en clasticidad lincal a través de:

o, =Cuty - (1.5)

Aqui, el tensor de cuarto rango C,,, es una propicdad del material que puede tencr hasta 81
componentes independientes. Al imponer simetria cn los tensores o, y g, . el ndmero de

componentes independientes se reduce a 36. Asi mismo, la existencia de una funcion de
energia de deformacion, reduce ain mas el nimero de componentes independientes.
Sokolnikolf (1956) demuestra la existencia de esta funcion de energia que da lugar a sélo
21 componentes independientes, asi mismo, comprueba la unicidad de las soluciones de
problemas de valor de frontera. La utilizacion de la notacion indexa estandar, implica que
se suman los indices repetidos en la parte derecha de la ecuacion. Esta ecuacion es la forma
mads general, anisétropa. de las relaciones esfuerzo-deformacion. Para materiales isdtropos,
cl tensor €, tiene solo dos elementos independientes, conocidos como las constantes de

Lamé, X y n. Para este caso, la relacion esfuerzo-deformacion se simplifica:
G, =2ug, + Ae,d, . (1.6)

La expresion anterior cs la ley de Hooke en forma originalmente propuesta por Lamé.*
Entre las relaciones mas utilizadas en clasticidad lineal, se encuentran el mddulo de Young
E y la relacién de Poisson v. Estas relacioncs sec obtienen, a partir de las constantes de
Lamé:

N : 1;:&&2‘13’:‘.2_ (1.7
2 +p) A+p .

* Robert Hooke establecio la ley lineal de elasticidad en 1678 en latin; “Ut tensio sic vis™ (a tal tension, tal deformacion).
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El médulo de Young £ se define como la razon entre el esfuerzo extensional y la
deformacidon en extensiéon de un material sujeto a un cstado de csfuerzo unmiaxial
(o.. = FEc_). La rclacién de Poisson v es la razén negativa entre la deformacion lateral 'y
la deformacion axial en un estado de esfuerzo uniaxial (v =—¢g_ /e_. ). Donde el estado de
esfucrzo uniaxial implica:

Oy =0, =0, =0,, =0, =0.

Usando csta convencion, la relacion constitutiva cs:

g, =—=[1+Vv)o, -v8,0u] . (1.8)

L
iy E
Otras relacioncs importantes son ¢l mddulo volumétrico K, que se define como la razén
entre ¢l esfuerzo hidrostdtico y la deformacién volumétrica (o, =1/3c,, =Ke_ ), ¥y la
constante de LLamé p que ¢s conocida como el mddulo de rigidez, de corte o cizalle. Este
médulo es la razon entre el esfuerzo de corte y la deformacion de corte (o, =2ue,, i+ 7).
Para materiales isétropos, por considcraciones tedricas de cnergia (SokolnikofT, 1956), se
requicre que: A+2n/320: u=20 6 —1<v<i/2: £20. Algunas relaciones dtiles (véase
Achenbach, 1987) entre estas constantes isotropas clasticas, son resumidas en la tabla 1.1.

Las ccuaciones de c¢quilibrio (1.2), las relaciones cinematicas (1.3), las condiciones de
compatibilidad (1.4), y las leyes constitutivas (1.6) — (1.8) constituyen la estructura
necesaria para determinar los esfuerzos y deformaciones de un cuerpo elastico, a partir de
las condiciones de frontera establecidas. No es facil, en la mayoria de los casos, obtener
soluciones analiticas. Por cjemplo, utilizando la ecuacion (1.8) y suponiendo un esfuerzo
aplicado uniaxial o, = o, scticne:

_c
€ = Z:
By =&z =7VO -, (1.9)
€, =g, =¢,=0

de donde se obscrva claramente que a partir de un estado de esfueﬂo umdlmensxonal surge
un jestado de deformacion tridimensional! ) :

Para obtener las ecuaciones dc movimiento, se utilizan Ias ecuaciones de equilibrio (I 2)y
¢l término inercial:

Il

o= p (1.10)
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El desplazamicnto «,(x, y,z,t) depende del espacio y del.tiempo ¢, por lo que se deben
cstablecer, las condiciones de frontera y;,las"yco’ndiciones iniciales,: para -la solucién de
problemas particulares. R : i : .

TABLA 1.1

‘Relaciones entre las constantes isétropas eldsticas ~r st
Eyv : E, n N Y S TR
. Ev opE-2) S
A : 1+ v)(-2v) o 3p—E LA
- , K , . S
B 2(1+v) : M e n
S e o nBAr2y)
R e e ] o
K. 3i-2p)y | 3Be-E) T3k
A\ v 2un : 2(k+p)

1.1.2  Aproximacién plana

Bajo ciertas condiciones, se puede sustituir un problema de clasticidad tridimensional por
uno bidimensional. Esto puede simplificar la solucion considerablemente, dado que dicha
solucién se pucde expresar en términos de la funcion de esfuerzo de Airy (Timoshenko y
Goodier, 1970). L.a funcion de Airy @ satisface la ecunacion biarmonica (Gould, 1994):

4 4 4
vip=2P,, 0P P _, (1.11)
ox ox oy oy

Una vez calculada esta funcién, los esfuerzos dentro del material se calculan, en ausencia
de fuerzas de cuerpo, de las ecuaciones:

2 2 .2
L2, 22D, 0P (1.12)
oy oa? T T axvdy

Esta es la conocida aproximacion de esfuerzo plano. Aqui, las otras componentes del tensor

de esfuerzo son cero, es decir:
TESIS CON

FALLA DE uiuuEN
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G,.=0,,=0.=0. (1.13)

lLa interpretacién de la aproximacion de esfuerzo plano es que el campo de esfuerzo es
bidimensional mientras que el campo de deformacién es tridimensional. Esta aproximacion
puede ser visualizada suponiendo que el material tiene una dimensiéon mucho mas pequeiia
que las otras dos, cuyos esfuerzos sé6lo son aplicados a las dos dimensiones mayores. Esto
es tipico. por cjemplo, en peliculas delgadas de material.

La aproximacion de deformacion plana se define como ¢l estado de deformacion donde
todas las componentes = del campo de deformacion son cero:

=g, =g, =0. . (.14

En este caso, el campo de deformacion es bidimensional, mientras que el tensor de esfuerzo
ticne componentes z diferentes de cero. Aqui se supone que una dlmen516n es mucho mayor
a las otras dos, donde se suceden las cargas. LT

La formulacién bidimensional de elasticidad (esfuerzo plano. o- deformacién plana) es
ampliamente utilizada en estudios de fractura. Debe de tomarse en cuenta que se trata s6lo
de una aproximacion y que los efectos tridimensionales siempre estan presentes, aun para
solidos delgados (Nakamura y Parks, 1988).

1.1.3 Ecuaciones de onda

Un soélido isétropo, perfectamente eldstico es representado perfectamente por las constantes
de Lamé y la densidad. Para materiales isStropos existen dos modos independicentes de
propagacion dec onda: longitudinal ¢, y transversal ¢, . Las rclaciones son (Achenbach,

1987):
A+2p E(1-V)
= \/ p \/p(l+v)(l—2v) (1.15)

e  [CE
c’_\[;‘\[zp(nv)' (1.16)

El movimiento de la propagacion longitudinal es paralelo a la direccion de propagacion.
Este tipo de modo de propagacion también se conoce como onda primaria, de presion,
volumétrica o simplemente onda-P*. Mientras que el modo transversal viaja normal a la
direccion de propagacion. Esta onda también es conocida como onda secundaria,

- e
La onda I’ cn latin es “unda prima
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rotacional, dc cizalle o stmplcmente onda-S‘ De las ecuaciones anteriores, (1.15) y (l 16),
se cstablece:

¢,  [Rv2p _ [20=V) ('”7)

Aqui, ¥ se¢ definc como una constante adimensional del material (sélo para materiales”
sélidos). La tabla 1.2 presenta los valores representativos de varios malcrlales comunes

(tomada de Achenbach, 1987).

TABLA 1.2
Valores representativos de densidad, constante del material y velocidades de propagacion.
Material P (kg/mJ) c, (m/scg) ¢y (m/scg) K
Aire 1.2 340
Agua 1000 1480
Acero 7800 5900 3200 1.845
Cobre 8900 4600 2300 2
Aluminio 2700 6300 3100 2.03
Vidrio 2500 5800 3400 1.707
Caucho 930 1040 27 38.5

Un tercer modo de propagacion es la onda de Rayleigh, que viaja en la superficie libre del
material. La velocidad de la onda de Rayleigh ¢,. depende tanto de la velocidad
longitudinal como de la transversal, y se obtiene de la raiz real de la ecuacion:

: —
('_z_*'} ’ \[ --=0 (1.18)
Cr cR CR CI
2 RN B
Cr | _4 ]_3"_\/1_5”_ =0 . (1.19)
f) VeV e :

Esta ¢s la velocidad a la cual la energia se transporta en un sélido. La velocidad de
Rayleigh servira de comparativo cuando analicemos la velocidad de propagac:on de'

fracturas.

Para obtener las ecuaciones de movimiento para el vector desplazamiento u, de un cuerpo
homogéneo, isdtropo, lincalmente clastico, se utilizan las ccuaciones de equilibrio (1.2), las

i

* Laonda S en latin es “unda secunda® TES IS COI\T
FALLA DE ORiGEN
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relaciones cinematicas  (1.3), la ley de Hooke (1.6) y el término inercial (véasc Zicgler,
1991). Esto da como resultado la célebre ecuacién dinamica de Navier:*

2
(7\.+p.)V(V-u)+p.V2u+f=p%l—;—'- . (1.20)

Nétese que esta ccuacidn es semejante a la ccuacion (1.10), pero sc ha climinado
convenientemente el tensor de esfuerzo, dejando sélo el vector desplazamiento. Esto no
implica que sc ha climinado la naturalcza tensorial decl problema. Si consideramos la
descomposicién de Helmholtz del vector desplazamiento (Ewing et al, 1957):

u=Vdh+VxW¥=gradb+curl ¥ , (1.2n

y sustituyendo esta ecuacidn en la eccuacion (1.20), se obticne una ecuacion de onda escalar
para el potencial irrotacional & y una ecuacidn de onda para ¢l potencial vectorial ‘¥ @

2
IV = ‘;’T ; Vx (V)= curlgrad® (1.22)
y
29qs
VY = ‘;2' (V%) =divi =0 . (1.23)

La ccuacion cscalar (1.22) es la ccuacién de onda longitudinal con velocidad de
propagaciéon ¢, y la ccuacién vectorial (1.23) es la ecuacion de onda transversal con
velocidad de propagacion ¢, (véanse las ccuaciones 1.15 y 1.16). Bajo condiciones
adiabaticas,” los potenciales @ y W son sistemas de propagacion de onda en un sélido,
propagandose independicntemente entre si. No obstante, estos sistemas se acoplan cuando
se encuentra una interfase o una superficie libre. Se puede demostrar también, utilizando la
descomposicion de Helmholtz, la existencia de una onda superficial no dispersiva que viaja
a lo largo de la superficice libre (libre de traccion). Esta ¢s la anteriormente mencionada
onda de Rayleigh con velocidad ¢, expresada por la ecuacion (1.19).

Otra forma util de la ecuacion (1.20), se obtiene dc las relaciones mostradas en la tabla 1.1
para la relacién de Poisson v, y considerando a las fuerzas externas implicitas en las.
condiciones de {rontera:

8%u

V(V~u)+(]—2v)Vzu=pa—lz— (249

* Esta ccuacion también se conoce como la ecuacién de Lamé, que aparentemente obtuvo de forma independiente a Navier.
* Sc dice que un sistema ¢s adiabatico si no tiene interaccion térmica con otros sistemas (aislamiento térmico).
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1.1.4 Encrgi:i‘ clii'stica

_Un; campo de csfucr/o almaccna “encrgia. Sl el_sistema_ticne_un_solo valor.de relacion
csfucrzo dcf’ormauén, cntonces se pucde chmr una densndad dc energla potcncml como:

w=T o‘,jde,j S o 2s)
Para materiales perfcclamemc clasticos la dcnéidaddé energia sc simplifica:

oW —'ld,’,?e,_,;; S ‘ (1.26)

Para malcnalcs plasucos se rcqulcrc utlllzar la ecuaclon Q 25) La energla potencnal del
sistema es pucs obtcmda al’ mlcgrar la dens:dad sobrc clvolumen: : .

Ep = j W_x{ co a2

Sc puede utilizar la-derivada del ‘campo d¢- desplazamientos (1, =du,(x,p,2)/dt) para
obtener la velocidad local. De aqui se calcula la energia cinética: : R

E. =% feaav . 7 (1.28)

1.1.5 Teoria de Griffith

La contribucion fundamental de Griffith (1920), utilizando la teoria lineal de elasticidad en
materiales fracturados, fuc resolver el problema del esfuerzo infinito que aparcce en los
extremos (puntas) dc una fractura. Irdnicamente, ¢l trabajo original de Griffith estaba
motivado realmente por otras consideraciones (Gordon, 1976). El buscaba cstimar la
resistencia de los cristales solidos (véase Fig. 1.2) por medio dc las propiedades de sus
arreglos gcométricos (redes atomicas).

-—90—0—0——0——
000000
IR

Figura 1.2 Modelo atémico para calcular la resistencia teorica de los cristales.

TESIS CON
FALLA DE OKIGEN
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La ley dc separacnon de fucrzas mtcralomlcas pucdc ser aproximada por una ﬁmcnén que
exhibe tres propiedades: :

1) Una pendiente inicial que corrcspbndc al mddulo clastico £.

--2)-Un-trabajo total-de-separacion (arca bajo la curva) quc corrcspondc a. la cnergia ...

de superficic y.
3) Un valor maximo que represemc la fuerza cohesiva interatémica.

Para esto, cs convcnicnlc utilizar una funcién del tipo sinusoidal:

SO (610 B

dondc b representala dlstancm lnleratomlca de cqulllbrlo y.ucs cl dcsplazamlenlo enx. Dc
aqui se obtienc la resistencia tedrica como el valor.maximo de la relacion anterior:

1
Ev)2
O retrica = (Ty) . (] .30)

N

Para la mayoria dc los materiales en laboratorio y = Eb/40, lo que resultaria en
O eimea = £/6 . No obstante, el valor obienido de la prediccion de la ecuacién anterior, esta

muy Icjos de los valores de resistencia observados en ¢l laboratorio. Esto motivé a Griffith
a tratar de explicar la discrepancia basdndose en cl desarrollo matemiditico de Inglis (1913),
dando como resultado la existencia de un tipo de evento de fractura. La Fig. 1.3 muestra los
resultados obtenidos por Griffith para una seric de experimentos en fibra de vidrio con
diferentes espesores. Se observa que cuando una fibra disminuye de espesor (adelgaza), el
esfuerzo de ruptura (carga por unidad dec drca) aumenta. l.o mas notable de este
experimento fuc que para un espesor extremadamente delgado (al limite del espesor), la
resistencia es idéntica a la resistencia tedrica. Griflith dedujo que este efecro de tamaiio, es
cquivalente al causado por un defecto (fisura o fractura) en el material.

La idea bdsica de la teoria de fractura de Griffith es la existencia de una fuerza de accion
para la cxtension de fractura (como resultado de la liberacion de energia potencial en cl
cuerpo), junto con una resistencia inherente del material de oponerse al fracturamiento. La
Fig. 1.4 ilustra el modclo atémico utilizado. La resistencia al crecimiento de fractura en un
material fragil esta asociada con la necesidad de proveer energia de superficie a la nueva
superficic de fractura. Griffith formuld un procedimiento de balance de energia, para este
problema, utilizando el desarrollo de Inglis (1913). Esto condujo a la rclacion entre el
cambio de energia potencial, debido al incremento de superficie de fractura y la resistencia
a dicho incremento. Para un matcrial {ragil elastico se tiene:
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dw  dU

_du_ L.
A4 dd ! (35

donde 'y U son, respectivamente, cl trabajo externo realizado en el cuerpo y la energia
interna de deformacion. La energia de superficic del material es vy y 4 =4Ba es el area de
la fractura en un cuerpo de espesor B y radio de fractura a.
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Figura 1.3 Resultados originales de Griffith (1920) en {ibra de vidrio.
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Figura 1.4 Modelo atdmico con defectos para cileulo de a resistencia al fracturamiento.

Griffith entonces considerd el problema de una fractura en un cuerpo infinito sujeto a una
carga de tension perpendicular a dicha fractura, previamente investigado por Inglis (véase
Fig. 1.5), por lo que s6lo se necesita calcular el cambio neto de energia de deformacion
eldstica. Un hecho interesante tue que a partir de este desarrollo. Bueckner (1958) observad
que la encrgia de deformacion debida a una fractura finita es igual a la mitad del trabajo
realizado por los esfuerzos actuando en las caras de dicha fractura. La apertura de la cara de

TESIS CON
FALLA DE CiaGEN
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la I'raélura,7 para el problema de Griffith, sc obtiene de la solucién de Westergaard (1939)
para la aproximacion de ¢sfucrzo plano:

v =31;—’(a2 —ul)% , (1.32)

donde o es el esfucrzo aplicado. Las coordenadas se toman al centro de la fractura de radio
a. Consecuentemente, para una fractura interna, el trabajo se realiza cn cuatro diferentes
segmentos de superficic. Esto da como resultado (véase apéndice de Maugin, 1992),
partiendo de la expresion anterior:

" 2. .2
W—U=4BJ'D-§-cv(x)dx=£%—Li . (1.33)
‘Tomando la ccuacién (1.31) sc tiene
. N
c,=(3ﬂ)2 , (1.34)
noa

donde o, es el csfuerzo necesario para fracturar el material.* La ecuacién anterior se

derivo con base en condiciones de esfucrzo constante. No obstante, ¢l mismo resultado se
obticne para condiciones de desplazamiento constante (Kanninen & Popelar, 1985).

Figura 1.5 Modelo estudiado por Inglis (1913), la longiwud de la elipse es /. el anchoes/r y el
esfuerzo aplicado ¢s .

Para condiciones de deformacién plana. ¢l factor £ que aparece en la ecuacién anterior se
debe reemplazar por E/(I —vz). Dc aqui se puede observar la influencia de la geometria de

* Esta expresion nos da idea del valor necesario que se debe utilizar en los experimentos numéricos de fractiuramiento propuestos.

Thox 77V
FALLA DE umiuiN
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la fractura en cl campo de esfuerzos. Por ejemplo, Sneddon (1946) obtuvo la expresion del
esfucrzo de fractura o, para ¢l caso simétrico axial de una fractura con. forma de centavo

(“*penny-shaped crack™) de radio a:
o,:(—’i- £ 7] : (1.35)

que dificre de la ecuacion (1.34), para la version de aproximacién plana, solamente por el
factor (2/x)*. Por lo tanto, se deduce que la forma de la ecuacién s6lo cambia por un factor
constante para diferentes condiciones gecométricas de fractura. Irwin (1960) utilizé esta
deduccidn para generalizar el problema de dinamica de fracturas.*

La resistencia tedrica de la ecuacion (1.30) se combina con la ecuacion (1.34) del esfuerzo
de fractura o, para obtener la relacion:

1

.i’f_z(’i)z . (1.36)
clwirlra a

Para una fractura en un medio infinito perfectamente cldstico, la expresion anterior es la
rclacion entre cl esfuerzo de fractura y la resistencia de fracturamiento. Esta relacion
geomdétrica indica claramente que la fractura es la fuente fundamental de disturbio” de
esfucrzos en un material, y se pucde establecer que una o mas fracturas en el material
reducen considerablemente el médulo clastico £.*

1.1.6 Fracturas en equilibrio

Las fracturas estacionarias en cquilibrio fueron primero estudiadas por Inglis (1913), para
¢l campo elastico alrededor de la punta de una fractura. £l resolvié el caso estdtico de una
placa infinita con una cavidad cliptica, sujeta a esfuerzo uniforme o como se observa en la
Fig. 1.5. El encontrd que ¢l esfuerzo se concentraba en los extremos agudos (puntas) de la
clipse. Para un esfuerzo aplicado o, el esfuerzo maximo o,, en la punta de la clipsc es:

F{Ag:”z\/,;. . (1.37)
1

S,

donde / es la longitud y 4 es cl ancho de 1a elipse. Si 7~ 0, la elipse se adelgaza al limite
hasta convertirse cn una gricta de longitud /. La ecuacion anterior es entonces sustituida

por:

* Recomiendo el excelente tratado sobre las teorias de fractura de Irwin y de Griffith por Sih & Liebowitz (1968). . -
* liste es un importante concepto relacionado a percolacion eldstica, que se tratard en detalle en un capitulo posterior.
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Sa oo L , (1.38)
GA r

aqui resel radio,kfdé%c'ur,vatma,cn,,{la punta de la grieta. Teéricamente, para_r — 0 el éamp,o iy

de esfuerzo en la punta de la fractura diverge. Es decir, existe una singularidad de esfuerzo.
Utilizando el tensor deesfuierzo, se ticne, de acuerdo a Muskhelishvili“(1953), que. la
longitud de la gricta / reduce la energia potencial almacenada en el campo de esfuerzo por:

2,2
Alzp:—-":lf . (1.39)

Es importante mencionar, que aunque la teoria lineal clastica nos permite calcular el
esfuerzo alrededor de la punta de la fractura, no se puede especificar como la grieta se
forma, ni como cambia su longitud. También es cierto, que la teoria predice una
singularidad de esfuerzo en la punta de la fractura, pero observacion de laboratorio en
materiales indica que dicho esfucrzo es finito (véanse, e.g., Ewals & Wanhill, 1986; Marder
& Fineberg, 1996). En genceral, se considera una zona de cesacion (Cyield zone™) que
representa la energia real alrededor de la fractura y que modifica las propiedades del solido.
Este es un proceso no lincal y varios otros modclos tedricos muestran dicho proceso. como
los modelos viscoelisticos o plisticos, en dicha zona de cesacion. Esto significa que un
solido fragil. rcalmente se comporta algo plastico alrededor de la gricta, por lo que los
materiales con fracturas son en principio solidos casi-fragiles. En otras palabras, un sélido
sujeto a esfuerzos externos manifiesta deformacion plastica alrededor de las fracturas.

Dcbido a las anteriores complicaciones, ¢l criterio de Griffith es atil en entender la
distribucion de encrgia alrededor de una gricta. Dicho criterio se puede expresar como la
minimizacion de la energia potencial del sistema, considerando que dicha energia consiste
de energia almacenada en el campo clistico y de energia requerida para crear nueva
superficie de fractura. La condicion de minimizacion es:

7] - . O (-
é[ (Ep + [Lsupwﬁru')z 0 o a} (Lsupu'r]i('l-' - E_/raclum) * (] '40)
donde £,,.,,. cs cl decremento de encrgia potencial debido a la presencia de la fractura.*

1.1.7  Factor de intensidad dec esfucerzo

El factor de intensidad de esfuerzo es un concepto presentado por. Irwin- (1960)," que
demuestra que la forma del campo de csfuerzo alrededor de la fractura-es diferente
dependiendo del modo de carga externa. Por lo que la magnitud de dicho factor es todo lo
que se requiere para caracterizar completamente el campo local de esfuerzo. Recordemos

- - -
Recomiendo el libro de Freund (1990) donde presenta soluciones a estos problemas.
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que existen tres tipos de carga en un sdlido: 1) tension en plano (modo 1), 2) cizalle en
plano (modo I1) y 3) cizalle fuera de plano (modo I1I). Estos modos de carga se ilustran en
la Fig. 1.6.

g &1 &

Figura 1.6 Los tres modos de carga en un sélido.

El factor de intensidad de esfucrzo F, sc define como la constante asociada a la
singularidad de esfuerzo en la punta de la grieta:

c,, — J:::—G,,(O)+ o). (1.41)
Las funciones G,, son gendricas y no dependen de la geometria o tipo de material, y sélo

dependen del angulo polar 6 debido a que la fractura tiene un radio de curvatura r finito
(Irwin, 1960). En otras palabras, el esfuecrzo varia a lo largo del radio » por lo que es
funcion de 0. Para ©=0. uno estaria enfrente de la punta de la fractura, mientras que para
0=m/2 uno sec encuentra perpendicular a la direccion de avance de la fractura. Tanto G,,

como £ son diferentes para cada tipo de modo de carga externa, mds adn, G,, se define
de tal suerte que G,,(0)=1.
Por cjemplo, ¢l factor de intensidad de esfuerzo para modo 1, F es:

1 9 (x0)
T 2nx
Por lo que la magnitud del factor de intensidad de esfuerzo depende del esfuerzo aplicado,

dc la longitud de la grieta / y de la gecometria particular del sélido. Supomendo un
semiplano infinito con tensién en modo 1 sc tiene:

F{)=cyTinl , ‘ L (1.43)

donde o es ¢l esfuerzo aplicado al infinito (como en Fig. 1.5).

para x >0 . (1.42)
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Debido a que la forma del campo de esfuerzo alrededor de la fractura es genérico, excepto
por su magnitud total, el valor de F, cs suficiente para caracterizar completamente dicho
campo. Cuando ¢l esfuerzo en la punta de la gricta sobrepasa cierto valor, dicha grieta
avanzard. Es por cso que ¢l valor médximo de la intensidad de esfuerzo FJ™, que un

matcrial puedc soportar antes de scguir fracturdndose, es la anteriormente mencionada
resistencia de fractura (véase la seccion 1.2).

Se sabe que las grietas no son infinitamente agudas para sélidos reales, por lo que siecmpre
se tiene un radio de curvatura finito R, . Por lo tanto, cl esfuerzo médximo en la punta de una

fractura comin es £,G,,(0)/~/2nr . Parece ser, que la principal razén de tener rcalmente

esfuerzos finitos en los extremos de las fracturas es que a muy pequeiias escalas, existe un
proceso no lincal de deformacion plastica en el material, en contraposicion a las
predicciones de Griffith. Este proceso se conoce como cesacion a escalas pequeiias (Rice,
1968). Sc sabe también que entre mayor es la zona de cesacion, mayor serd ¢l radio de
curvatura por lo que se requeriria de esfuerzos aplicados mas grandes para hacer crecer las
fracturas existentes. Esto implica también que a mayor zona de cesacion, mas ‘resistente’ es
cl material.

Griffith (1920) supuso que la energia de superficie era ¢l resultado solamente de las fuerzas
de cohesion centre particulas. Es decir, una tension superficial. Supuso ademas que dicha
tension superficial era una constante del material independiente de la carga externa. No
tomo en cuenta el efecto del proceso plistico que se menciond arriba. Irwin (1948) y
Orowan (1950) cntonces gencralizaron una energia de superficie efectiva. Ellos
reemplazaron la tension superficial de Griffith por una energia compuesta de la tensién
superficial ¥ de trabajo adicional necesario para crear una zona de deformacion plastica
alrededor de la fractura. Conceptualmente, la energia de superficie o energia de fructura cs
E = 2/(/;‘ + I;‘,_,‘i\,,(.,,). Estudios de laboratorio (véanse, e.g., Gordon, 1976; Marder

Jrictura enlaces
& Fineberg, 1996) demuestran que cn algunos casos la energia por deformacion plastica

E s €S varios ordenes de magnitud mayor a la energia por tension superficial £, .. -

1.2 Dinamica de fracturas

La mecdnica de fracturas en equilibrio (estitico) combina la tcoria de elasticidad lineal con
diferentes modclos para la creacién de nueva superficie de fractura. La dindmica dc
fracturas no cs difcrente a la teoria estatica, sino que sélo incluye un termino adicional en
las ccuaciones, ¢l cual es el efecto inercial. Por lo que el propdsito de la dinamica de
fracturas es predecir eventos dindmicos tales como la velocidad de fracturamiento y otros
efectos de disipacion de energia (calor, propagacion de onda, etc.) asociados a partir de
parametros del material y esfuerzos aplicados. Por lo que sc utiliza la ecuacion de balance
de energia de Griffith (1920), pero incluyendo efectos inerciales asi propuesta por Mott
(1948) y modificada por Dulancy & Brace (1960).
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Supodngase una gricta de longitud / como se ilustra en la Fig. 1.5. Dicha grieta, en principio
disminuye la energia potencial del sistema. Suponiendo ademas que hay una drea de
influencia alrededor de la fisura para la accion de relajacion de energia, de forma circular
con radio //2 y partiendo dc la ccuacién (1.39), se deduce que la energia potencial se

reduce por un factor proporcional a /*/4, esto da (Gross, 1995):
E,,=—C,,12+2yl s (1.44)

donde C, es una constante de proporcionalidad y la energia de superficie del material es y.
Para introducir los cfectos inerciales, considérese que la grieta se mueve a una velocidad v.
Esto implica que ¢l drea de influencia también se mueve a csta velocidad para relajar esa
porcion del sistema consistentemente. La encrgia cinética dc una clemento de masa es
mv? /2, por lo que la energia cinética asociada al movimiento de fractura es:

E.=CViI* . (1.45)
Aqui, C_ cs también una constante de proporcionalidad. La energia total es claramente:

E ., =2y1+C VI ~C 12 =2yi+1*(CV*-C,). (1.46)
« r c r

total
Esta expresién es vilida para velocidades relativamente pequeiias a la velocidad del sonido
en cl material. Para calcular la expresion que predice la velocidad de fracturamiento,
considere la ccuacion (1.44) que nos indica que al iniciarse el movimiento de fractura cierta
cantidad de energia potencial se convicrte en energia cinética. Al inicio de la gricta, v=0,
por lo que £, = E,. es constante. Esto implica 9E,,, /0! =0, lo cual nos da para una

toral

longitud de fractura inicial /;:

y=4,C, . (1.47)

P

Esta expresion nos da a y, la energia de superficie, en funcién de /,, y es claro que
E

tozal

= C,,IO2 , por lo que la ecuacién (1.46) se puede escribir como:
C 12 = 2C Il + Cv3? =C 0% = 2C Jol + 1*(C.v* - C") . (1.48)
Resolviendo para v se tiene:

v=( —’—0) Cr (1.49)
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Estc cs el rcsullado de Duiancy & Brace (1960), donde 1/C,,/Cc es la maxima velocidad

de fractura V... Stroh (1960) argumenta que ¥V, cs idéntica a la velocidad de Rayleigh

ra mas

del material.c¢y, dandonos:

' B 7 Vj'nn‘lum = le(l - !f.) - (] '50)

El argumento anterior sc puede interpretar como que la energia de liberacion aumenta
proporcional a /?, micntras quc la cnergia de superficie libre es proporcional a /.
Paulatinamente al movimiento de fractura, la cantidad de energia consumida es
insignificante cn comparacion a la cantidad de energia de superficie. Esto es como si la
fractura viajara cn una superficic libre, tal como es cl caso de las ondas de superficic de
Rayleigh. Por lo tanto, sc argumenta que la velocidad terminal de fractial V., es igual a

«- l.a velocidad de Rayleigh cs bastante menor a la velocidad del sonido en el sdlido, por

lo que la ecuacion (1.46) ¢s vilida.
1.3 Factor de intensidad de esfuerzo dinimico
Bajo el modo de carga I, el factor de intensidad de esfuerzo dindmico para una grieta con

movimiento arbitrario cs calculado (Freund, 1990) en funcnon del tiempo 1(!) y ve1001dad
de fracturamicnto ¥ como: :

FIv)=k()FH0), " S

donde F!(1.0) es el factor inicial en equilibrio de una grieta estacionaria en modo 1 y-
longitud / (véase ecuacion (1.42)), y A(V) es una funcién de la velomdad de: fractura )
instantanea. La expresion (1.51) implica que e! movimiento instantanco; de la fractura es’
sélo funcién de la velocidad y la longitud. T

Sec puede demostrar en ¢l caso para fracturas frigiles en dos dimensiones (Freund, 1990), «
quc la descripeion de la intensidad de csfuerzo local cs igual a la cnergfa hberada En
condicion dec esfuerzo plano, se ticne:

OE, F2
szé‘iaz%ﬂ’ (1.52)

para grictas en cquilibrio. G es llamada la razén de energia liberada. F, espccifica
adecuadamente el esfuerzo alrededor de la punta de la gricta, por lo que el flujo de energia
cn la gricta se puede determinar a partir de solo el factor de intensidad de esfuerzo. Esta
expresion es conocida como la relacion de Irwin (1948). Las descripciones global y local de
energia estdn pues relacionadas en general a partir de calcular el factor de intensidad de
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esfuerzo. Freund (1990) obticne la descripcion dmamlca o generalizada de G , la cual toma
la forma para modo | y velocidad de fractura V : s :

donde A,(¥) es una funcién de la velocidad de fractura inslaménca. Esta expresion es
entonces llamada la generalizacién de la relacién de Irwin.,

El criterio de Griffith para balance de energia para una fractura en crecimiento implica que
la cnergia libcrada es utilizada para hacer mas superficic de fractura, la cual se puede
expresar como G =2y. Recuérdese que y es la energia de superficie de fractura del
material (véase ecuacidn (1.31)). Si se combina esto con la relacion generalizada de Irwin
s¢ obtiene una ecuacién de movimiento para la punta de la gricta (Freund, 1990; Gross,
1995):

_—2EY.________—_|_L . l_s4
(1-v2)F! @.0)f g -9

Resolviendo para la encrgia de superficic de fractura v, se obticne la expresion:

y(;/)=%@l[|_.’£) . (1.55)
2 Cr

Esta ccuacion es muy atil en el laboratorio porque permite calcular la disipacién de energia
a partir de la medicién de la velocidad y la longitud de fractura a diferentes tiecmpos del
experimento. y(V) es pucs la disipacion de energia en forma de deformacidn plastica y en

otros tipos de disipacion de energia (calor, propagacion de ondas elasticas y ¢efectos
clectromagnéticos?).

Utilizando el factor de intensidad de esfuerzo de la expresién (1.43), la ccuacion (1.54) y
resolviendo para la velocidad de fractura V, sc tienc:

V=c,‘,(l—%) , (1.56)

donde

£ =2y i (1.57)

1o a(l—v?) -~

Analizando velocidades de fractura, Yoffe (1951) encontré que existe una velocidad critica
de fractura con una valor cercano a. 0.6 ¢, en la cual'la direccién de maximo esfuerzo no
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csta dircctamente en la punta de la gricta sino que existen dos l6bulos de concentracion de
energia simétricos, bifurcindose en cierto angulo (alrededor de 30°) en la direccidn del
avance de la fractura. Estos l16bulos de concentracion de encrgia que generan deformacion
plastica, formardn dos fracturas eventuales o en su caso, la fractura original sc desviard a
una de las direcciones de bifurcacion. Ciertamente, para un medio desordenado cste
fendmeno crea un sistema de fracturas miltiples observandose bellas configuraciones
fractales (louis et al.. 1986; Louis & Guinca, 1987). No es claro ¢l porque de las
bifurcacioncs, pero esta fransicion de fase cs observada fielmente en muchos eventos de
fractura en materiales. Entender exactamente los mecanismos que generan esle fendomeno
de disipacion de cnergia es uno de los grandes retos de la ciencia y de la tecnologia
contemporineas.
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Capitulo 2

Teoria de Percolacion

2.0 Medios desordenados

LL.os materiales de la naturaleza son raramente perfectos en su estructura. No solo es dificil
hacer materiales perfectos en cl laboratorio, sino a menudo es deseable que los materiales
contengan un cierto grado de desorden. Un ejemplo de esto es el concreto. El concepto de
desorden ¢s muy amplio. El desorden puede ser mesoscopico, cs decir, a escala mucho
mayor quc la atomica o microscOpica; pero pequeiia en comparacion a la cscala de una
muestra de material. LLos métodos para analizar teéricamente los efectos del desorden en las
propicdadcs del material son, por supuesto, dependicentes del tipo de desorden. No obstante,
es posible obtener ciertas gencralidades a partir de métodos de homogenizacién. Un
material desordenado es por definicidn heterogénco (probablemente a varias escalas).

Supongamos representar un volumen elemental de un material. el cual es pequeiio
comparado con la escala del objeto. Si el material es estadisticamente homogéneo, esto
significa quc las propicdades locales son constantes al tomar el promedio sobre dicho
volumen elemental. Es entonces posible reemplazar el total del material desordenado por
un volumen clemental homogénco. A cste proceso sc le conoce como homogenizacion.
Este proceso de homogenizacion cs conocido en fisica como la aproximacion del campo
medio (véase, por cjemplo, Starzak, 1989).

Una vez realizada la homogenizacion, el modelo homogéneo es utilizado para calcular
cualquicr propicdad macroscépica de interés. Visto desde nuestra perspectiva, se requiere
definir volumenes clementales con propiedades locales, que sean utilizados para modelar
materiales desordenados (rocas), tanto tedrica como numéricamente. Se debe notar que
diferentes propiedades del material tienen diferentes sensibilidades al desorden real. Por
cjemplo, propicdades de transporte, como es ¢l caso de la conduccion cléctrica, no es nada
sensible si se compara con la propiedad de la resistencia mecdnica del material, el cual
puede ser gobernada por crecimiento catastrofico (fracturamiento) y/o fisuras incstables.

Sc discutira aqui un cjemplo del procedimiento de homogenizacién el cual es central en
todas las ideas del tratamiento de materiales desordenados. El ¢jemplo es basado en el
trabajo de Kirkpatrick (1973), para conductancia eléctrica 2. de una red de enlaces
conductores con una distribucién de conductancias. Este proceso es andlogo al problema de
percolacion, que se vera mas adelante. Supongamos una reticula cuadrada como se muestra
en la Fig. 2.1. Los extremos (barras) alto y bajo son concctados para mantener una
diferencia de voltaje V. La red sc inclina un angulo n/4 en comparacion a los extremos
conectados. Con este arreglo, todos los enlaces llevarian la misma cantidad de corriente si
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las conductancias fucran las mismas, es decir, una reticula homogénea. Dicha red consiste
dc cnlaces con una conductancia o, . El voltaje a través de cada enlace es v, =¥ / L donde

L cs cl tamaiio lincal de la red. La corricnte que fluye en cada enlace es J,,. La relacion
entre la corriente y la diferencia de voltaje v, a través de cada enlace, es calculada de'la

conductancia de un sdélo enlace de la red. Suponga que la red es muy grande:y: que“estd cn=-
ticrra en sus esquinas, es decir, el voltaje es cero. :

A partir de la suposicion del voltaje cero, conectemos ahora un alambre entre la'ticrra y uno
de los nodos que forman un enlace en la red, sca este el nodo 4 (ver Fig. 2.2). Por lo tanto,
una diferencia de potencial entre la tierra y este nodo existe, y una corriente / fluye en la
red por medio de este nodo. La simetria que existe, demanda que una corriente i/4 fluya en
cada uno de los enlaces que ligan al nodo A si L ¢s muy grande y si A esta suficicntemente
alejado de los extremos de fa red. Movamos ahora ¢l alambre a otro nodo conectado al
mismo cnlace, ¢l cual flamaremos 8. También, permita que sc revierta la diferencia de
potencial entre dicho nodo y la ticrra, de tal forma que la corriente / fluya de la red al

alambre.

Figura 2.1. Red de conductancia. La conductancia ¢ varia de enlace a enlace.

Por supuesto, la corriente, a través de los cuatro enlaces conectados a este nodo, es también
i/4 para L grande y B lejos de los extremos o esquinas de la red. Las ecuaciones que

gobicrnan ¢l flujo de corriente en la red son, obviamente, las ecuaciones de Kirchhoff, las
cuales son lincales. Esto hace suponer que la corriente que fluye entre el nodo 4 y B, a
través de su cnlace, cs if4+i/4 =i/2. l.a conductancia del enlace es o,,, por lo que la

difercncia de voltaje quedara como ic,, /2, teniendo:
'y =20, . @.n

s decir, la conductancia entre los dos nodos es la corricnte i que fluye en la red dividida
por la diferencia de voltaje entre nodos.

Supongamos ahora una red desordenada. Suponga un enlace de la red con conductancia o,
y una diferencia de voltaje externo 17 impuesto en los extremos de la red para que cl enlace
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tenga una diferencia de voltaje de v, +v donde v es la desviacion del valor medio de v,,.
[La aproximacién del campo medio consiste en reemplazar el resto de la red por una red
homogénca, pero manteniendo este enlace particular sin modificacién. es decir, ignorando
la correlacién cntre las fluctuaciones de voltaje v y las fluctuaciones de las conductancias.
La conductancia o4, centre dos nodos conectados por este enlace, sc establece al poner el
enlace de conductancia o cn paralelo con el resto de la red. Utilizando la ecuacidn (2.1),
tenemos:

G4 =Cay —Cp +0=0C, +0C . (2.2)

Figura 2.2. Diagrama que muestra como se calcula la conductancia entre e! nodo A4 y el B.

Por lo que la relacidn corriente-voltaje cn este enlace es
o, +v)o, +o)=i, 2.3)

o para el voltaje fluctuante

i
VE————y, .
v"l+o-

(2.4)

El promcdio de la parte del voltaje - fluctuante sobre la‘ red . debe ser ‘cero:
<v>=<i/(o, +0)>-v,. Aqui sec ha ignoradola correlacion. entre. las: conductancias
fluctuantes y los voltajes B i ' ) o c
i R kN 1 :
<—>=< [ ><——>=20,, V,, <——>, - (2:5)
o, + o Ot O oyt a ' o ,

m

por lo que:
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In=F 0. 2.6)
G, +0o

Supongamos entonces que la distribucion de conductancias ticnen la densidad de
probabilidad p(c) = p8(c —0c,)+ g 8(c), donde 8(x) es la funcién delta de Dirac*. El
significado dc esta densidad dc probabilidad es que una proporcién de enlaces p estin
presentes en la red, mientras que una cantidad g=1— p estdn ausentes, es decir, con
conductancia cero. De la ecuacidn (2.6) sc tiene:

I[p (oXo,, —o) (o, +o)ldo = p(o,, —~c,)/(c, +0,) +q =0. '(2.7)

Finalmente, para o,,, sc tienc
o, =0,(-2q)=20,(p-1/2); (28)

lo cual es el valor promedio dcl valor local de la conductancia requerida para el proceso de
homogenizacion. Es entonces ficil encontrar la:conductancia entre’ los extremos de la
reticula: : : :

X=0c,=20,(p-1/2). 2.9)

Nétese que esta ecuacion predice que la conductancia en la red es cero para p=1/2, y
cambia signo para p <1/2, lo cual no es realizable fisicamente, por lo que 2 debe de ser
cero. La razén de esto puede ser comprendida si se considera que una proporcion p de
enlaces estd presente y una proporcion ¢ de enlaces no lo estd, con lo que s¢ pueden definir
racimos de enlaces ("clusters”) de nodos conectados con cero conductancia. Esto se puede
expresar como: Tome dos enlaces con conductancia cero; si es posible, dibuje un camino en
la red entre dos enlaces pasando solamente a través de enlaces con conductancia cero,
entonces, solo los dos enlaces estdn conectados. Un racimo es un grupo de enlaces
mutuamente concctados. IZs posible. por supuesto, considerar a la red como un compuesto
donde, cuando la red es conductora, los enlaces conductores forman una matriz y los
racimos dc cnlaces no conductores forman las particulas. La suposicion fundamental
necesaria para ¢l procedimiento de homogenizacion es que ¢l clemento volumen
representativo pucda formarsc. No obstante, cuando p disminuye, ¢l tamafio dc la
distribucion de los racimos de enlaces no conductores sc hace mas y mas extenso. Cuando
p=1/2, la distribucidén es tan extensa que no se pucde construir un clemento volumen

representativo. La extension del tamaiio de la distribucion de los racimos n,, la cual es ¢l

numero de racimos de tamafio s por sitio o lugar, es el punto de partida de la teoria de
percolacion. Por lo que entiéndasc a la teoria de percolacion como una extensién de los
modeclos estadisticos de homogenizacion, pero sin las restricciones analiticas de éstos.

* La densidad de probabilidad utilizada es ubicua en los procesos de redes estocasticas y de modelos de percolacion utilizados para
modelar fracturamiento en rocas.
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2.1 Modelos de percolacion

Percolacion representa el modelo mas simple de un sistema desordenado. Considere una
red cuadrada, donde cada sitio (o nodo) cs ocupado aleatoriamente con probabilidad p o
vacio (no ocupado) con probabilidad |- p. Sitios ocupados y no ocupados pueden
representar diferentes propiedades fisicas. Por simplicidad, suponga que los sitios ocupados
son conductores eléctricos, los sitios no ocupados representan los aisladores elécetricos, y la
corriente eléctrica, por ende, solo puede fluir entre sitios conductores cercanos.

A baja concentracion p, los sitios conductores estdn aislados o forman pequeiios racimos de
sitios cercanos 6 vecinos. Dos sitios conductores pertenccen al mismo racimo si cstdn
coneclados por un camino de sitios conductores vecinos y si la corriente puede fluir entre
cllos. Nétese que a un valor pequeiio de p, el sistema ¢s un aislador, dado que el camino
conductor no atraviesa toda la red. A valores grandes de p, pueden existir muchos caminos
conductores que hagan al sistema conductor.

A cierta concentracion, existe un umbral de probabilidad de concentracién p,. donde la
corriente eléctrica puede "percolar' (i.e., fluir, transportar) de un lado de la reticula al otro.
Debajo de p,. no hay conduccidn (sistema aislante), arriba de p., tenecmos un sistcma
conductor. El umbral mencionado sc conoce como umbral de percolacion o concentracion
critica, ya que scpara dos diferentes fases de comportamiento fisico (e.g.. Helba er al.,
1992).

Entre otros ejemplos, si los sitios ocupados son superconductores y los sitios no ocupados
son conductores, abajo de p_ sc separa la fase conductora normal y arriba de p,. se ticne la

fasc superconductora. Otro ejemplo seria un sistema de magnctos y paramagnctos donde,
dependicndo de p_, tendriamos una mezcla paramagnética o magnética.

De fisica estadistica. hay que hacer notar que la percolacion es una transicion de fase
geométrica y no una transicién fisica, como es en el caso de transiciones de fase térmica,
donde otro tipo de fendmenos ocurre. La transicion de fase gecométrica es caracterizada por
racimos grandes en la proximidad de p_. A valores pequeiios de p, solo existen pequefios

racimos de sitios. Cuando la concentracién p es aumentada, el término promedio de los
racimos aumenta. En la concentracién critica p,, aparece un racimo grande el cual conecta

lados opuestos de la reticula. Llamamos a este racimo el racimo infinito, dado que su
término diverge cuando ¢l término de la red aumenta al infinito. El tamaiio promedio de los
racimos finitos, los cuales no pertenccen al racimo infinito, disminuyc. Para p=1,
obviamente todos los sitios pertenccen al racimo infinito. Esto es percolacion de sitio.
Cuando se habla de que los enlaces entre sitios son aleatoriamente ocupados. hablamos de
percolacion de enlace. Dos enlaces ocupados pertenccen al mismo racimo si estan
conectados por un camino de enlaces ocupados. La concentracién critica de cnlaces separa
una fasc de racimos finitos de una fase con un racimo infinito. La Fig. 2.3 muestra un
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cjemplo del camino mds corto entre los sitios A"y B de un racimo de percolacién. La Flg,
2.4 mucstra un racimo infinito (Furuberg e al., 1988).

Figura 2.4. Racimo grande de percolacion representando la concentracion critica.

Quizds ¢l e¢jemplo mas comin de percolacion de enlace en fisica es la red alcatoria de
resistores, donde alambres metdlicos ¢n una red regular son cortados aleatoriamente con
probabilidad ¢ =1- p. Aqui, p_ scpara a una fasc conductiva, para g pequeiia, de una fase

aislante, para g grande.

Las aplicaciones de percolacion de enlace en otras disciplinas son, por ejemplo, ¢l proceso
de polimeracion en Quimica. En ¢l proceso de polimeracion, pequeiios racimos de
moléculas pucden formar moléculas mas grandes®. Un proceso de "gelacion" es el hervir
un huevo. El hucvo a temperatura ambiente es liquido mientras que hervido se convierte en
una gel tipo solido. Un ejemplo en biologia es la expansién de una ecpidemia. La
cenfermedad cmpicza en un individuo, ¢l cual puede infectar a vecinos cercanos con
probabilidad p en un tiempo determinado. Los vecinos a su vez infectan a otros y asi
sucesivamente. Aqui, p, separa una fase de p pequeia donde la epidemia es controlada y

- " . "
Este proceso se conoce como "transicion sole-gel” (una sola gel).
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una p grande donde la epidemia es catastréfica como en el caso del SIDA)*. Lo mismo
pasa para fucgos en los bosques. Un arbol incendiado puede propagar el fuego a drboles
cercanos 'y mantener este proceso a gran escala. Muchos otros ejemplos cn fisica de
percolacion incluyen simulacién de materiales amorfos y porosos, conductores iénicos
desordenados, fragmentacion y por supuesto procesos de fracturamiento.

Las definiciones de percolacion de sitio y de enlace de una reticula cuadrada bicn se
pucden cxtrapolar a una red d-dimensional. Por cjemplo, una red cuadrada tiene para cada
enlace, seis enlaces vecinos, mientras que un sitio tiene cuatro sitios vecinos. La tabla 2.1
presenta algunas reticulas conocidas y su umbral de concentracién o umbral de percolacion
(Jerauld er al.. 1984). No aobstante, los umbrales tiecncn diferentes universalidades
dependiendo del fendmeno en cuestion. La Fig. 2.5 presenta la conductividad de un sistema
dc percolacion en dos dimensiones.

TABLA 2.1
Umbrales de percolacion para varias configuraciones de reticulas en dos y tres dimensiones.

Reticula Percolacion de
Sitio Enlace
Triangular 1/2 2 sin( 7z/18)
Cuadrada 0.5927460 1/2
Enjambre 0.6962 1-2 sin( 7/18)
Cibico de Cara Centrada 0.198 0.119
Cibico de Cuerpo Centrado 0.245 0.1803
Cubico Simple de 1€7 Orden 0.31161 0.2488
Ciibico Simple de 249 Orden 0.137 -
Cubico Simple de 3€T Orden 0.097 -
Arbol de Cayley 1/(=-1) 1/(z-1)
1o 2 |
o8}
[+ X
/ey
04
0.2f"
DO i ‘;| 1 1
0.0 0.t 0.2 0.3 0.4 0S5
1-p

Figura 2.5. La conductividad de un sistema de percolacién en 2D en funcién de (1- p).

* Se reporta que tan sélo en el continente africano habri 30 millones de infectados de SIDA pam fin del aflo 2003.
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La figura anterior ilustra la disminucion de conductividad al remover ¢nlaces en el modcelo.
Zsto es andlogo a quitar material en una roca, es decir, aumentar la porosidad. Esta misma
tendencia es observada también para el mdédulo de Young Y consccuentemente en’ las
velocidades de propagacion en un material. La porosidad maxima posible antes de que un
maltcrial pierda su calidad clastica, sc le llama porosidad critica®

Otro tipo de percolacion es la percolacion de sitio-enlace donde sitios estdn ocupados con
probabilidad p y enlaces con probabilidad ¢. Dos sitios ocupados pertenecen al mismo
racimo si estan concctados por un camino de sitios vecinos ocupados con cnlaces. Para
¢ =1, la percolacion de sitio-enlace se reduce a la percolacion de sitio; para p=1, se
reduce a la percolacion de cnlace. En el caso de percolacion de sitio-enlace, una linea
critica p—q scpara las dos fascs posibles. Percolacion de sitio-cnlace pucde ser relevante

para gelacion y para procesos epidémicos en medios diluidos.

El cjemplo mas natural de percolacion cs la "percolacion continua”, donde las posiciones
de dos componentes de una mezcla aleatoria estdn restringidas a ciertos lugares (sitios)
discretas dc una reticula regular. En forma de cjemplo, sc presenta una placa de material
conductor con agujeros circulares gencrados alcatoriamente como se presenta en la Fig.
2.6. Este modclo es conocido como el "queso suizo”. La cantidad relevante es la parte p que
permanece de material conductor. Comparado con percolacion de sitio y de enlace, la
concentracion critica ¢s menor, p_ = 0.312+0.005 para dos dimensiones con circulos de

diametro igual. Para tres dimensiones, es decir, esferas en un cubo. p_. =0.034+£0.007.

Para diamectros diferentes de circulos o esferas tendriamos un modelo natural representante
de materiales geoldgicos porosos. Il experimento de la Fig. 2.6 se realizé con un cddigo
que corre en Windows-PC por medio del compilador Fortran PowerStation 4.0 y subrutinas
OpenGL.*

Figura 2.6. Percolacion continua para la simulacion de una roca porosa en dos dimensiones.

“La porosidad critica para la mayoria de las rocas es aproximadamente de 40%.
* “Todous los programas de computo desarrollados en esta tesis corren en ambiente Windows-PC con Fortran PowerStation 4.0.
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2.2 Percolacién de invasién

El modelo de percolacion de invasién fue motivado para el estudio del desplazamiento de
un fluido por otro en un medio poroso. La dinamica de frentes de desplazamiento es
esencial para entender el proceso de movimicnto de fluidos en produccion petrolera, y la
percolacion de invasion es el modelo mds simple que acarrea toda la posible fisica y

estructura del fendmeno.

El agua y el aceite son dos fluidos inmiscibles e incomprensibles y por lo tanto, el agua, al
invadir la roca, desplaza al aceite. El medio poroso puede ser considerado como una red de
poros los cuales estin conectados por pasajes angostos tortuosos. Al mantener la velocidad
de flujo constante y con un valor pequefio se pucde asumir que las fuerzas viscosas son
despreciables comparadas con las fuerzas capilares, es decir, cuando cl agua cs inycctada
muy lentamente en un medio poroso saturado de aceite, las fuerzas capilares dominan a las
fuerzas viscosas, y la dindamica se determina por un radio de poro local r. Las fucrzas
capilares, obviamente, son mds grandes en conductos estrechos. Siguicndo ¢l modelo de
Wilkinson & Willemsen (1983). los sitios y los enlaces representan poros y conductos,
asignandoscles radios aleatorios. Por conveniencia, se supondra que los conductos con mas
facilidad a ser invadidos son instantancamente saturados. Se asignan niumeros aleatorios
para r en cl rango [0,1], representando el tamaiio del poro en los sitios. La Fig. 2.7 presenta
uno de mis experimentos de invasion de fluido en un medio poroso. La linca roja representa
aquel conducto que "percold” de un lado de la reticula a la otra, por ende, ¢l medio es

permeable.

En el modclo, sc considera una reticula regular de tamafio L x L, en ¢l cual se representa al
aceite, como e/ defensor y al agua, como e/ invasor, El agua es colocada iniciaimente en
uno de los lados de la reticula. Para describir las resistencias hidraulicas de los pasajes por
la invasion del agua, se asigna a cada sitio de la red un nimero aleatorio » entre 0 y 1. El
agua invade el sistema siguiendo el paso de menor resistencia. A cada paso de tiempo, el
sitio con menor namero aleatorio es ocupado por el agua y el aceite es desplazado. Sitios de
crecimiento se identifican como sitios que pertenccen al fluido defensor y son vecinos del
fluido invasor. A cada paso de ticmpo. el fluido invasor avanza a un sitio de crecimiento el
cual tenga un namero aleatorio » mas pequeiio. El fluido invasor puede atrapar regiones de
fluido defensor. rodeando estas regiones completamente. Esto forma racimos aislados de
regiones con {luido defensor (aceite). Dado que el aceite y el agua son fluidos inmiscibles ¢
incompresibles, ¢l accite rodeado completamente por agua no pucde ser expulsado y el
aceite entonces queda atrapado en algunas regiones del medio poroso Si el fluido defensor
es comprensible, entonces el invasor podria moverse en estas regiones atrapadas. En un
momento critico. ¢l racimo invasor ¢s cquivalente al racimo de expansion infinito que se
observa en percolacion regular. Pricticamente todos los sitios con » < p. no son

modificados. Dado que ¢l aceite es incompresible, se aplica la regla de que el agua no
puede invadir regiones atrapadas por aceite.
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Figura 2.7. Modelo simple de percolacion de invasion, la reticula es de 60 X 30 nodos. La linea roja
es el conducto permeable.

Es bien sabido que la percolaciéon de invasion es una clase universal diferente a la
percolacidn regular 6 estdtica (sitio, enlace y sitio-enlace). Por otro lado, si el defensor es
compresible, otro tipo de invasion es posible y se aproxima a la percolacién regular. La Fig,.
2.8 ilustra una de mis simulaciones donde el agua invade a una roca saturada de aceite en
una reticula de 100x 200 nodos. La Fig. 2.9 muestra el resultado de simular el proceso de
invasion en una reticula cuadrada diez veces mayor. de 1000x2000 nodos (Aharony,
1996). El niimero de sitios, M(L). que pertenecen a la parte central Lx L de una red

Lx2L, escala como M(L)= AL" , donde A es una constantc y d’ =~1.82, la cual es la
dimension fractal del frente de invasion en el medio poroso (Wilkinson & Willemsen,
1983; Furuberg er af, 1988). En csta figura, claramente se observan los frentes en
movimiento. Una vez que un sitio es invadido, el frente tiende a permanecer en esa
vecindad. El procedimiento es: El frente de invasion exhausta primero todos los poros
faciles de invadir, entonces forzando al invasor a través de un conducto dificil, una nueva
region de facil acceso es encontrada.
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PERCQOLACION DE INVASION
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Figura 2.8. Percolacion de invasion (experimentos del autor).

Figura 2.9. Percolacion de invasion con una reticula de 2L x L.
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2.3 Modclado de percolacion de invasién

2.3.0 Modeclado numérico y analitico
Varias aproximaciones numéricas cxisten para generar la simulacion de percolacion:
<+ Método de Hosken-Kopelman (1976)

Todos los sitios en el sistema de percolacion son etiquetados de tal manera que los sitios
con la misma ctiqucta pertenccen al mismo racimo. Si la misma etiqueta existec en ambos
extremos del sistema, entonces un racimo infinito existe. Contando ¢l nimero de racimos
con § sitios, s¢ obticne la funcion de distribucién del racimo. El algoritmo Hosken-
Kopelman es utilizado para investigar la distribucién de tamaiios dec racimos asi como la
topologia del racimo mas grande en un sistema desordenado.

** Método de Leath (1976)

En este método, racimos de percolacién son generados. En el primer paso, el origen de la
reticula vacia c¢s ocupada. Los sitios vecinos cercanos son ocupados con probabilidad p 6
bloqueados con probabilidad 1-p. En el segundo paso, los sitios vecinos son ocupados o
bloqueados, con probabilidad p y 1-p respectivamente, y asi para los siguientes pasos. A
cada paso, sc considera ¢l racimo formado por sitios ocupados asignindoles un nimero por
paso. Los racimos de percolacion son por lo tanto, gencrados con una distribucion del
tamafio de! racimo de Sng(p) . El factor S es una medida de que tan probable un sitio pueda

ser el origen de un nuevo racimo, por lo que hay S maneras de aumentar el racimo.
< Método de Ziff

s un método directo para generar perimetros externos de un racimo de percolacidn en dos
dimensiones. Fue sugerido por Ziff er al. (1984). Dicho método es importante porque cs el
algoritmo mds cficiente para determinara p, .

Existen varias aproximaciones analiticas para estudiar percolacién como son: Los modelos
fractales deterministas (junta de Sierpinski, fractal de Mandelbrot y modelo jerirquico),
expansion de series, renormalizacion, teoria del campo medio. En mis estudios sélo
consideré teoria del campo medio y el método de Leath.

2.3.1 Viscosidad digital

En un medio poroso la velocidad de un fluido viscoso v esta rclacmnada con el gradiente
de presion 2 por la ley de Darcy:

v=—kVP , (2.10)
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donde aqui k& es la permeabilidad y. VP es el gradiente de presién (Chen, 1985). Esta lcy
también sc aplica a la celda "Hele-Shaw", cuando el fluido se desplaza entre dos placas
paralelas. Cuando un fluido menos viscoso es empujado por uno mas viscoso, la interfase
es inestable, resultando en lo que se conoce como viscosidad digital ("viscous fingering").
" La forma de los dedos es determinada por el namero de capilaridad N, = Up/t donde U
es la velocidad en la punta del dedo, p es la viscosidad del fluido desplazado y t es la

tension interfacial.

La interfase entre fluidos inmiscibles puede tener una geometria muy compleja.
Experimentos ¢n una celda Hele-Shaw de patrones de viscosidad digital se observan cn la
Fig. 2.10, mostrando en a) agua invadicndo glicerina, no existc tensién superficial entre los
dos fluidos; b) mismos fluidos pero donde la celda tiene muescas creando anisotropia
geométrica; c) igual que (a) pero con aceite invadiendo glicerina; d) igual que (b) pero con
aceite invadiendo glicerina.

Figura 2.10. Patrones de viscosidad digital.

La viscosidad digital ticne similitud a otros procesos (Soll et al.. 1988). Los parametros dc
control de una celda Hele-Shaw son principalmente la tension superficial, la relacién de

inyeccion y la anisotropia gecométrica.

El campo de presion, P gobierna el crecimiento. La variacién de presion es muy. pequeﬁa en
¢l fluido invasor de baja viscosidad, es decir, el fluido actia como un medlo lsobanco, en

términos matematicos sc tienc
or xup
ey f
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donde k es la compresibilidad, p es la viscosidad del fluido defensor, v es el vector
velocidad de flujo y f'es un factor geométrico.
La Fig. 2.11 presenta varias simulaciones de crecimicnto dendritico con ¢l método de

agregado limitado de difusion ("diffusion limited aggregation, DLA") el cual es una
alternativa para simular procesos de desplazamiento fluido-fluido (Oda, 1986).

Figura 2.11. Simulacion con ¢l método de agregado limitado de difusion.

Por dltimo, en lo que se refiere al tema de flujo de fluidos, la Fig. 2.12 presenta un
diagrama de fase cn escala log-log. Donde M =y, /1, es la relacién entre viscq;;idadgs T8
Y H,; C cs la fuerza capilar. Claramente, la figura muestra la regién de utilidad de
diferentes métodos para simular procesos de invasion hidrdulica. S

TESIS COm
FALLA DE UriGEN
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I Percolucion
L.

de .
Invasion

FIG. 2.12. Diagrama dc fasc para diferentes métodos de simulacién de invasion.

2.4 Modeclos de percolacion clastica

2.4.0 Descripcion general

El modelo de reticula de percolacién clastica (RPE), es, en general, un proceso lineal
vectorial, pero con propiecdades de transporte no locales. Considérese una red de
percolacion en la cual cada enlace representa un elemento eldstico, e.g., un resorte con
constante cldstica ¢ que toma valores de una funcidén de densidad de probabilidad w(e).

En ¢l caso mds'simple y general, e estd distribuida de acuerdo a una distribucion binaria:
yle)= pdle—a)+(1—p)ole—b) . (2.12)

Por lo quc si b = 0 y a es finita, se tiene la red cldsica de percolacion eldstica. Para el caso
de que @ =w y b seca finita, i.e., una fraccion de p de resortes son totalmente rigidos y el

resto son swaves. A esta se le conoce como la red de percolacién “siper-elastica™ (RPSE).
El valor del umbral de percolacién g, no es necesariamente igual al umbral de percolacion

escalar o aleatorio. Dado p — p ., todos los mddulos clasticos £ del sistema desaparecen.

Cerca de p, . el médulo cldstico obedece la ley de potencia o ey de escala:

E=(p-p). (2.13)
Mientras que todos los mddulos elasticos para RPSE divergen de acuerdoa p — p; como
Ex(p,-p)". = | (2.14)

el umbral de percolacién elastico y el exponente critico f y T, que pueden depender de las
fuerzas microscopicas entre particulas de la red.”
TESIS rnw
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Es importante notar el nimero de mddulos eclasticos para describir una red 2D o 3D, dado
quc la mayoria de las reticulas (redes) utilizadas para simulacién numérica no son isétropas
desde. el punto de vista cristalografico. Para materiales isétropos, el namero de maodulos
independicntes clasticos e¢s 2. Uno puede medir el mdédulo de Young £, de corte it o el
volumétrico K. Cualquier combinacién de dos de estos tres mddulos es suficiente para
caractcrizar una rcd isétropa. La red triangular, que ha sido ampliamente utilizada para
simulaciones de percolacion vectorial es una reticula isétropa. En 3D, todas las reticulas
regulares son anisétropas. Para la familia de reticulas cubicas, es decir, para las redes
cuadrada, cabica simple o de cuerpo centrado (BCC), que se utilizan para simulacién de
percolacion vectorial, se necesitan 3 moédulos elasticos independientes para caracterizar la
red. Por cjemplo, las reticulas cabicas son anisdtropas para £ y p (Turley y Sines, 1971),
es decir, estos moédulos sc refieren a la direccion principal de la red. Mientras que K cs
isétropo.

Para calcular las propicdades elasticas de un modclo, sec minimiza la energia clastica // con
respecto al vector desplazamiento u, en ¢l nodo o particula i, 8/{/8u, = 0. Escribiendo las
ccuaciones para cada nodo interior de la reticula, resulta en N xd ecuaciones simultaneas
para ¢l desplazamicnto u,. Donde N es el nimero de nodos internos de una reticula d-
dimensional. Las condiciones dc frontera dependen del médulo que se desea calcular. Por
cjemplo, para calcular la constante cldstica ¢, (un experimento con fuerzas externas en
tensién) se cstiran las caras opuestas de la reticula por medio de una deformacion S. En las
otras direcciones se aplican condiciones periddicas. El conjunto de ecuaciones lineales sc
resuclve, por cjemplo, por técnicas dc eliminacién de Gauss o por ¢l método de gradiente

conjugado. E! criterio de convergencia tipico para la iteracion &, es luf"’ - uf"'"l/uf"') <&,

donde €& es un namero muy pequefio (del orden de 107 a 107°). De la solucién del

conjunto de ecuaciones para los desplazamientos, se calcula // y en consecucncia de puede
- PP + 2

obtener el médulo elastico ¢, =2H/S7 .

2.4.1 Percolacion de rigidez: vector de transporte no-local

Aqui se define la red de percolacion con fuerzas centrales, partiendo de la ccuacion elastica
continua. Las ccuaciones lincales que gobiernan el cquilibrio clastico cstitico de. un
continuo de acuecrdo a Malvern (1969) son:

V-T=0 : 2.15)
T=A(V-u)l+pu(Vu+vu’)’ ’
donde T es el tensor de esfuerzo, 1 es el tensor identidad, A y p son las constantes de
Lamé y u es el desplazamicnto. Utilizando una aproximacion de elemento finito del tipo
Galerkin (Strang y Fix, 1973), la ecuacion anterior se puede transformar en un sistema de
ecuaciones lineales. Considerando una funcién de ensafio (‘ansatz’) ¢, se tiene la ecuacidn:
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Le(v-T)av =0, (2.16)

donde ¥ es volumen de integracién. Ulili'zan’do_el teorema de divergencia, se obtiene

donde S es la supcrf‘cne del snstema con- cl vector normal n apunlando hacxa fucra Se :
puede eliminar la integral de superficie, tomando cl'esfuerzo igual a cero'en’'la superhme, o
en su caso, f‘Jando el dcsplazamlcnto u-en la supchcnc 'En cl método de_Galcrkm,k 1

representa por u —Zu,cb, , donde: {cb,} es un conJunto de funcnones base ,

construir el tensor dc esfuerzo como: T ; . ’
T= A(Zu 4, J|+p(zu V¢ +ZV¢ u,) S (2.18)

Por lo que ‘la ecuacnén (2 15) se convnertc en -

J:){XZ:(F;%@;,-)V;;;L&[Z(ui-V¢1)\7¢!+Z(\7‘¢,'-vV¢]‘)u;]}dV".‘ (2.19)

Las basecs {(b} se seleccionan de tal suerte que solo una pcqueﬁa parte de ellas son
diferentes de cero en una region particular del snslema S| las bascs se. normallzan se tiene
Zd), =1. Tomando el gradientc nos da: : : -

="Zkv¢~,».:; L (2.20)

Utilizando (2.20) ¢n (2.19) se obticne una forma allerna:

I3 {xve, V¢,+p[V¢,V¢I+(V¢, v¢,)l]( —u,lav=o0. (2.21)

i=j .
La forma compacta de esta expresién se puedeﬁescribir como:
Z -, —u,)=0, ' (2:22)
donde la suma ¢s sobre todos los vecinos cercanos /. de i Las funciones base’de vecinos -

cercanos generalmente consisten en uno 6 dos elementos. Dadas las lnlegrales de superficie
igual a cero, sc tiene la simetria:

pT _’jy Wemav=o, (217) o
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v, ve,dv=[ v, Ve, dv . (2.23)

Con ayuda dc esta ccuacion se obucnv.

:W J'[(l+u)V¢, V¢ +u(V¢, v¢ )]a’V o 2:24)

Sc observa. que’ W W’ k Wﬂ, por Io quc la ccuacnén (2. 22) se pucdc derivar,

mmlml7ando la cncrgla elasllca II danlda como

” =>7"_‘Z(“t —“'/)' W, 'y(":,‘,‘:uj),w EZW.,- ‘f,(ui ;uj)z . (2.25)
i | : y

,2‘1

Es decir, tomando 8H/du, =0, se oblicnc ecuacioén '(2 22)~ Dado quc’la suma es sobre
todos los pares vecinos cercanos (ij), , formaun enlace entre i y j. Para un modelo de
reticula triangular, las funciones base mds snmplcs son: o, =1/2+ x—y/«/i, b, =2y/«/§ y

=1/2-x—y/~/3: las cuales definen un triangulo- equilitero {(1/2,0), (-1/2,0) y
(O.x/E/Z)}. Con cstas basces se¢ obtiene:

w, = [4(1+v)4,(lli,\?c)(l 3v)|J (2.26)

Aqui, v cs la relacion de Poisson, p cs el médulo de corte y r,, es el vector unitario entre /
y j. Dec aqui sc obticne la encrgia clastica en una reticula mangular

l + v 2 1—-3v
e T CRCIN R e PUCEL AR @27)
Es importante notar que el proceso de diferencias finitas estandar en una red triangular
lleva a la misma ccuacion. El primer término de esta ccuacion es la energia de una red de
resortes de fucrza central. Es decir, fuerzas que sc transmiten sélo en la direccién r,, , pero

no transmite fuerzas de corte. La segunda parte de la ecuacién ¢s un término escalar. Esta
ccuacion es conocida popularmente como c¢i modcelo de Born. El modelo de Born puede ser
considerado un andlogo de un cuerpo tridimensional en esfuerzo plano con agujecros
normales al plano x-y, o como una analogo a un cuerpo bidimensional con relacion de
Poisson definido como la razon negativa de la deformacion en la direccion y con respecto a
la direccion v, aplicando esfuerzo tnicamente en esta misma direccion. Por supuesto, para
modclar modelos en deformacion plana, solamente es necesaria la transformacion
v'=v/(1+v). Por otro lado, ¢l modelo de Born adolece de un problema, en el sentido de

que no es invariante con respecto a rotaciones rigidas, excepto en el limite cuando v =1/3,
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que cn tal caso el modelo reduce al modelo de fuerzas centrales clasico. Para mostrar que el
sistema no es invariante_en rotacion, se sustituye el vector desplazamiento u por una
rotacion infinitesimal ‘@ xr,, donde r, es el vector posicion de i.

Una rotacién arbitraria no deberia contribuir a la energia, pero la ecuacién (2.27) indica que
mientras la partc de la fuerza central es cero, la parte escalar no lo es,’y por ‘lo” lanlo “el”
Hamiltoniano no es invariante en rotacion (no es conscrvativo). : :

Considérese ‘ahora el caso cuando v=1/3, es decir el modelo de - fuerzas - centrales.
Tomando p como p= e,/a/4, la ecuacion (2.27) reduce a e :

H =%Z[(“, "“j)' "u']2 Gy > (2.2
LV

donde o es la constante de fuerza central. Percolacion en este tipo de modelos, es llamada
percolacion rigida, la cual tiene aplicaciones directas en ingenicria. En estructuras
compuestas de vigas conectadas a nodos, llamadas de celosia, adquicren su rigidez
principalmente de la dureza compresiva y extensiva de las vigas. Estas son contribuciones

de fuerza central.

2.4.2 Modelos de percolacion elistica con fuerzas de doblamiento

En comparacion con el modelo de percolacion de fuerzas centrales, este modelo reproduce
correctamente la fisica de un sélido. Consiste de un término de fuerzas centrales y:otro
asociado a fuerzas de doblamicnto o de cambio de angulo. Esto lo hace invariante en
translacién y cn rotacién. La energia clastica del modelo con fuerzas de doblamlenlo
general se expresa como: .

Sl —u)er,Fe, +2 S 60, e, @29

<lj> <fik>

donde o y B son las constantes de fuerza central y de doblamicnto respectivamente. El
simbolo < jik > indica que la suma cs sobre todos los triples en donde los enlaces j-i ¢ i-k
forman un dngulo cuyo vértice esta en ji. Indudablemente, el segundo termino de la
ecuacion (2.29) es la contribucion de fuerzas de doblamicnto. La forma precisa de 80,
depende de que tanto detalle se quiera incluir en ¢l modelo. Si no se permite que los enlaces
se doblen paralelos entre si (enlaces co-lineales), entonces sc tiene que 80, es:

80}//& =(ul_u/)'rlk +(ul _uk).rlj * .' o (2'30)

Este modelo es conocido como el modelo general de Klrkwood Keatmg (KK) Klrkwood
(1939) lo utilizé para estudiar vibraciones de moléculas, mientras' que  Keating (1966a,b)
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cstudia las propiedades elasticas del diamante. Estos modelos son fundamentales en la
fisica dcl estado sélido. Cabe mencionar que estos autores no estudiaron las propiedades de
percolacion que aqui se discuten brevemente. Otro modelo interesante es el de Gazis et af.
(1960). que considera segundos vecinos cercanos para construir su sistema eldstico.

Todos los términos de las ccuaciones de movimiento, es decir de 8F//dwu, =0, en la

ccuacion (2.29). pucden ser expresados por operadores de diferencias. Por lo que al utilizar
la expansion en scries de Taylor, esos operadores se pueden expresar en términos de
derivadas parciales de la funcion continua u,(x, y, z) . Esto nos permite, suponiendo que las

longitudes de onda de las deformaciones son mucho mds grandes que la longitud del
clemento tipico de la reticula (constante de reticula), que todas las derivadas, excepto las de
segundo orden cn u,, scan descartadas. En ¢l limite continuo (Sahimi, 1998) sc obtiene la

ccuacion siguiente:

8%u

(¢ —cps —2c4,,)272—' r, +c,2V(V-u)-Vx(Vxu)l+c,V(V-u)=0, (2.31)
! xj

donde w;, =u_,u u., x,=x,y,z y r, son vectores unitarios en las tres correSpohdiéntes

direcciones. Aqui, las constantes eldsticas del tensor son ¢,, =o/l, ¢, =0y ¢, =4B// . La
constante de la reticula es /, o y B son las constantes de fuerza central y de: doblamlenlo
respectivamente. La ecuacion anterior es invariante en rotacién. Vi FER T

Si se permite doblamicnto de enlaces colineales, (Wang, 1989; Arbabl & Sahnm, ]990), se
tiene ; :

no paralelo a r,k

(“u XWy = U XXy, ) (r“ x r,k) , (2.32)

80, =
|(u,.j +u,k)xr,l.|, ‘ paralclo a r,,,
dondc u,; =u; La ecuacion anterlor, para todos los SIslcmas bldlmensmnales, reduce
ala snnplc C\preqlén' . R
-—(u )xr”—(u —u )x KL oo (2.33)

Este es el modelo de doblanuento de enlace (‘bond bendlng model ). Similar al modclo de
Kll‘l\\VOOd -Kecating, este modelo ticne su contraparte cxpresnon contmua. :

2.4.3 Materiales con relacién de Poisson negativo

Una de las mas importantes caracteristicas de un material elastico es su relacién de Poisson
. Entendiéndose que la relacién de Poisson es la medida de la deformacidn en la direccion
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traccion. Para un SOlldO lsétropo tridimensional se ticne la e\prcs:én.

_3(k/m)—-2
= 2r 6K/ 2.35)

dondc K es médulo volumétrico del material. En la vasta mayoria de materiales, la relacion
de Poisson obtenida de experimentos es positiva. Desde el punto de vista tedrico (Landau
& Lifshitz, 1986), el rango de la relacién de Poisson para materiales isétropos es
—1=<v<1/2. Para sélidos anisétropos, sc tiene los limites |v| < .[E,,/E, ,donde E,, y

E,, son los moédulos de Young ortotrépicos mayor y mecnor. A pesar de estos limites

m

teodricos rigurosos, se pensd por mucho tiempo que no existen materiales isdétropos con
valor ncgativo de la relacion de Poisson. No obstante, se han observado valores de v
negativos en estudios de modelos de membranas y polimeros. Por ejemplo, Evans &
Caddock (1989) construyecron modeclos con una combinacion de particulas isétropas y
anisotropas, resortes cn tension y cierta clase de barras. Mas adelante, Boal e¢r al. (1993)
utiliza un modeclo de reticula triangular de resortes Hookeanos en tension mostrando que
estc sistema también exhibe valores de v negativos. Mas aun, ciertas rocas anisétropas
exhiben reclaciones de Poisson ligeramente negativos. Entre cstos, algunos granitos con
valores de v=-0.04 a v =-0.10, cicrtos csquistos con valores dec v =~-0.02 y filitas con
v = —-0.03 (para mas dectalles, véase Sahimi, 1998).

2.4.4 El modclo de viga

El modclo de viga esta relacionado a los anteriores modclos mencionados. En este modelo
cada enlace de la reticula es una viga y no un resorte. El comportamiento elastico de cada
viga esta gobernado por tres constantes del material, a, =//(ES), a,=1/(uS) vy
a, =I*/(E 1), donde E es el médulo de Young, p es el médulo de corte, S es la seccion
transversal de la viga e 7 es el momento de inercia para flexion. Cada sitio de la reticula se
caracteriza por un vector desplazamiento u, y un angulo de rotacion ¢,. Si un nodo es
rotado, la viga se dobla proporcionalmente, por lo que hay que tener en cuenta a los
momentos del sistema. Considérese, por ¢jemplo, una reticula cuadrada. Para una viga
horizontal que conecta el sitio i con el j, la fuerza longitudinal F;, actuando en cs:

1;;/ = al(”l.l _u/x) ’ (2.36) -
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la fuerza de corte £, actuando en j es:

Foy =i, =, )+ %‘ (0. +,) . 2.37)

y un momento o fuerza de torsién T
lay YL B
, =T?(11,),lei“,+(¢,)+12a3(fp,-(pi), (2.38)

donde o, =Va,. a,=1(a, +a,/12) y o, =a,(a,/a, +1/3). Andlogamente, se pueden
escribir las expresiones para la direccion vertical. Para que exista equilibrio mecanico, la
suma de todas las fuerzas y momentos actuando en un nodo debe ser cero. En el limite
continuo de cstas expresiones, sc obticnen las ecuaciones cldsicas de los hermanos Cosserat .
(1909).

Este tipo de modclo ha sido cstudiado extensamente (e.g., Roux & Guyon, ’1985) El
umbral de percolacion es idéntico al modelo escalar y sus propiedades escalares son |gualcs
a las del modelo de doblamiento. :

2.4.5 El modelo granular

Otro modelo de pcrcolacnon cldstica es el modelo granular:o de disco:: Estc modelo fue:
claborado por primera vez por Schwartz et al.. (1984): para estudlar propledades de
vibracién en rocas del tipo granular, como cs el caso de las arenlscas La encrgia elastlca dc
este sistemas estd dada por: :

donde u,, = u, . R cs el radio del disco, -y es’
torsion nccesaria cuando dos’ dISCOS rotan’ entre. si; normal al plano ;
de los discos. La Fig. 2.13 csqucmau/a el SIgmﬁcado f'snco de las constantes a B y Y.
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Figura 2.13. El significado fisico-geométrico de las tres constantes clasticas del modelo
granular.

2.4.6 Vibraciones y densidad de estados de materiales heterogéneos

La densidad de cstados de vibracion N(w) es una caracteristica importante de todo
material sélido. N(w)dw es el namero de modos de vibracion entre la frecuencia © y
o + dow . Este valor se utiliza para obtencr el calor especifico y la conductividad térmica del
material. Un forma simple de calcular N(w) es considerando una reticula de tamafio
LxLxL con una particula en cada sitio de masa m, conectadas entre si por resortes
(Sahimi, 1998). Suponiendo que u, ecs el desplazamicnto de la particula 7, donde la
ecuacion de movimiento para un tiempo T estd dada por la ley de Newton
md’u,/dt* => F,donde F cs la fuerza actuando en la particula. Si el resorte de conexion

de particulas es armonico, el cual tolera soélo fuerzas de estiramiento, entonces ZF esta
dada por la ley de Hooke y la ecuacion de movimiento sera:
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[( jmu)rn] ‘ (2.40)
<if>" R i . ) B
Supodngase m=1.Tomando la transformada de Fourier de la ecuaci6n anterior se ticne:
(2.41)
<l]>’ . :
Si sc utiliza la componcntc en x dc Ia C\presuSn anterlor se obtlcnc
: —miT Ze,j( ) T (2.42)°

<ff>

Considérese ahora cl proccso dc difusién térmica en la retfcula la cual es gobemada por la
ccuacion maestra;

w,[P, (r)—l’,(r)] : - e®
<t j> : S B R : .
donde P(t) es la probabilidad de encontrar una particula difusiva en el smo ial tlempo 'c,
y W,, esla razén de transicion, es decir, la probabilidad por umdad de tlempo de que una

parlxcula brinque del sitio 7 al sitio j. Tomando la transformada de Laplace de (2 43) sm
condiciones iniciales se tiene:

ol(L)=3w, (P -P). (244)

<if>

donde v cs la transformada de Laplace del conjugado de t. Comparando la ecuaciones
(2.42) y (2.44), podemos ascverar que @, juega cl papel de £ y —w? por v. Por lo que sc

puede interpretar que v es la frecuencia de difusion. Para un medio microscépicamente
homogéneo en ¢ dimensiones, la probabilidad promedio esta dada por:

(P(z)y =™ . (2.45)
Se puede demostrar (Sahimi, 1998) que N{w) y (1’0(1)) estan relacionadas por la ecuacién:
N(w)= _—22 tm(2,(~0?) . @46)

donde Im es la parte imaginaria. Tomando Ia transformada de Laplace de (2. 45) y
sustituyendo en (2.46), se obticne:
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N(o)~ o' . (2.47)

Esta ecuacioén es vilida para bajas frecuencias (longitudes de onda grandes) donde el
sistema es cstadisticamente homogénco. Esta ecuacidn, que representa los estados de
vibracion de un material homogénco, nos indican los ‘fonones’ del sistema. Es por eso que
Mora (1990), al simular la propagacioén de ondas clisticas en un sélido, llama a su método
discreto ¢l modelo de reticula fonénica. No obstante que su aproximacion es algo oscura y
dificil de interpretar, es al parecer la primera aproximacion de reticula reportada en la
literatura que trata ¢l problema de propagacion de ondas.

2.4.7 Proccsos de transporte en medios heterogéneos

Los procesos de fracturamicnto son procesos de transportc no-linecales y son de los
fenédmenos mas complejos conocidos en ciencia y tecnologia. Ademas, son procesos no-
locales, es decir, son sistemas con arca (volumen) de influencia. Por lo cual son fenémenos
de transporte vectorial, en donde la no-lincalidad y la no-localidad del sistema dan como
resultado fenédmenos complcjos y fascinantes (e.g., geometrias fractales). Estos procesos
van desde la aplicacion de esfuerzos externos, generando grictas, hasta la propagacion
progresiva de éstas. Estos procesos dec averia o rotura del sélido pueden ser de
fracturamiento {ragil hasta procesos ductiles con cesacion y flujo. pasando por altas
concentraciones de energia potencial alrededor de las fracturas incipientes (nucleaciion).

LLos terremotos son generados por la accion de grandes deformaciones y esfuerzos
naturales, por lo que son procesos no lincales y no locales tipicos de la naturaleza. En
materiales artificiales y naturales como las rocas. los fenémenos de fractura son muy
complejos debido a la presencias de defectos ¢ inclusiones de varios tamafios, formas y
orientaciones. Este desorden en las rocas (materiales) hace que los procesos de fractura
scan extremadamente no-lincales jugando un papel diferente a diferente ctapa del proceso
dec fracturamicento. Por cjemplo. cl cfecto debido al mas pequeiio desorden inicial pucde
amplificar colosalmente el efecto final. Es por lo que ¢l proceso de fracturamiento e¢s un
fendmeno colectivo donde el desorden en ¢l solido juega un papel fundamental. Los
materiales fragiles desordenados generalmente exhiben grandes fluctuaciones estadisticas
de su intensidad de fracturamiento, ain cuando aparentemente dos muestras idénticas son
examinadas en el laboratorio bajo estrictas condiciones de experimentacion, dando

resultados muy diferentes.

Debido a las fluctuaciones cstadisticas en los procesos de fracturamiento es inapropiado y
definitivamente inconveniente representar dichos procesos en medios desordenados por sus
propicdades promedio. Es decir, por medio de aproximaciones de campo medio, de medio
cfectivo u homogenizacion.
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Capitulo 3

Modelos de Reticula

3.0 Modelo simple

Originalmente, ¢l modelo discreto de particulas fue postulado a partir de conceptos de
dinamica molccular con interacciones de alcance corto, consistentes de particulas. Tal es el
caso del potencial dc interacciones de Lennard-Jones, el cual puede ser especializado a
solidos cldsticos. Las particulas representan secciones de material o granos de roca con
interacciones clasticas entre ellas. Se pueden, por ejemplo, construir las ecuaciones de onda
clasticas (véase apéndice A), lo cual muestra las relaciones fundamentales entre un medio
continuo y un medio discreto representado por particulas y enlaces (resortes). Este
procedimiento genceral permite simular, con relativa facilidad. ¢l comportamiento no lineal
dc solidos discontinuos como es ¢l caso de materiales naturales como las rocas. Las
particulas son ligadas por medio de enlaces que tienen cierto comportamiento especifico.
En el apéndice B se deriva un modelo discreto de las ccuaciones clasticas, donde se
demuestra que la ecuacion de Navier dindmica (ecuacion 1.20 y B1) se puede representar
discretamente por una ecuacion particular de la expresion generalizada de percolacion
clastica (véanse las ccuaciones 2.29, B20 y B25). Si los enlaces tienen comportamicnto
clastico lincal, (fracturamiento fragil), implicaria que cada par de particulas ticne un umbral
dc longitud /, que al rebasarse, el enlace se romperia. La fucrza normal en una particula 7

debido a una particulaj csta dado por

F, =k, -1%)r, . (3.1)
donde /, es la longitud o separacion entre particulas, 1° es la separacion de las partfculas
en equilibrio, r, es el vector unitario apuntando de la particula / a la particula j, y k' es la

constante de fucr/a del enlace cntre dichas particulas. Para pamculas con dlfcrcnte
didmetro, la separacion en cquilibrio es : i :

19=(d +d,)2 . ey

En la ccuacion (3.1), la constante de fucrza del enlace &, se calcula de la elasticidad de las

particulas, &, y k,, de la siguicnte manera.

La.fuerza- normal - F}" cjercida al centro.dec-la. pamcula i dcblda a la compresnon o

dilatacién de la misma particula / es
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CRO =g o q,
Rl =2k e 3.3)

Dec la misma manera, la fuerza normal cn E](.j" parala particula j es

o )
RO =24, (1,.;» '*f) . 34)
Es claro que las expresiones entre paréntesis ‘son los desplazamientos (compresiéon o
dilatacion) de las particulas. Por lo que /, =757 +1i. Nétese que las constantes de fuerza
en las ccuaciones (3.3) y (3.4) se multiplican por 2, porque las fuerzas se calculan en ¢l
centro de la particula debido a la deformacidn de la mitad de ésta (véase la Fig. 3.1). Por lo
que s evidente que F, = F{’ + F}”’. Dec las expresiones (3.1), (3.3) y (3.4), se tience

(1) nl¥3]
F,_F" ¥/ (3.5)

k, 2k 2k, °

if
Resolviendo para &, tencmos la relacién siguiente

2k,k,

= 3.6
ey (3.6)

Particula

Ty ku

Figura 3.1. Esquema que representa como s obtiene la constante de fuerza &, a partir de las

clasticidades de las particulas &, y k,, con didgmetro d, y d, respectivamente.

TESIS mow
FALug Uk Gl
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Reiterando, un enlace entre dos pamculas se rompe si excede su umbral de separaclén Esto
cs, F, =0 para /, >/,, o lo quc es lo mismo, &, L :

Adicionalmente, se puede introducir un término viscoso para: atenuar las ondas reflejadas
en las fronteras del modelo. Las fuerzas VIScosas son. proporcmnales a_las velocidades de . .
parllculd y sc escribe: : : -

Fi"=vv,,u . 3.7)

donde v es un coeficiente de viscosidad y v, cs la velomdad de-la-particula i. Aqui, la

viscosidad es independicente de la frecuencia y por lo mlsmo no altera la dindamica del
sistema (Mora y Place, 1994). .

3.1 Escalamiento

En el cédigo numérico desarrollado, se requieren inicializar los valores de los parametros
del modclo, asi como realizar cl escalamiento pertinente que a continuacién se detalla.
Los pardmetros requeridos son: una longitud de escala interna L,, diametro de particula,

méximo y minimo permitidos (d,.c ¥ 9o ), densndad p£.y una constante de fuerza k. Para
una reticula trlan;:,ular, una particula’/ de didmetro d, (d,,, <d, <d,,,) tiene una masa:

M, =p‘/§d2 kg . : : -~ (3.8)

i

Sélo por combamcién, para un cubo con caras cenlry‘ada‘s, la masa es:

M, =p%d;1 kg ‘ 3.9)
Supéngase los siguientes valores d,,, =L, =20m, p =3000 kg-m? y velocidad de
propagacion volumétrica de V, =3000~/3m-s”, entonces ‘la constanté k para . dos.

dimensiones es

4p l,,
3

Para obtener estabilidad numérica en el esquema de mtegracnon explncnto, el mcremento
temporal 41 es

k= N-m™” . ' - (3.10)



Modelo Discreto de Particulas para Simular Fisica de Rocas 56

dr=s 25, G.11)

max

donde £ =0.2 es un valor empirico (Mora & Place, 1993). Nétese que ‘la velocidad
-maxima es la velocidad volumétrica, ¥, .=V, para una reticula regular. No obstante, si se

utilizan varios tamaiios (didmetros) de particulas (rclicula;irregulaf), la velocidad maxima
es para la particula con didmetro mas 'pequefio. Por -lo que se debera utilizar
£ =02, /(l,,m) para garantizar integracidn numérica estable.

3.2 Reticula aleatoria

L.as rocas son materiales heterogéncos, consistentes de granos de diferentes didmetros y
formas. LLas porosidades tipicas de las rocas oscilan entre 0% y 40%. Estas caracteristicas
no pueden scr modeladas eficientemente al utilizar un solo diametro de particulas. De
acuerdo a ciertos autores (e.g.. Place & Mora, 2000), para una reticula regular, la porosidad
es de 9.3%, mientras quc es de 20% para una reticula irregular. En su caso, se pueden
utilizar diferentes propicdades locales, como la densidad de particula y su rigidez de
enlaces. Por lo que es recomendable utilizar una reticula aleatoria en cuanto al diametro de
las particulas. en la distancia entre particulas o en propiedades de enlaces. Véase la Fig. 3.2
quec muestra un reticula regular triangular y una irregular tipo resselar. Esto permite tener
un rango mas amplio de porosidades y podecr simular micro-cstructuras mas realistas. El
modelo ¢s pues generado con un namero aleatorio de particulas con diferente diamectro
(irregularidad gecométrica). o con diferentes propiedades locales de enlace (irregularidad
fisica). En c¢sta tesis, se¢ ha considerado sélo irregularidad fisica utilizando reticulas
rcgulares. Esto garantiza también que no exista anisotropia por la gecometria de la reticula
en la solucion numdrica.
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3.3 Procedimiento general

El procedimiento computacional general consiste de varias ctapas relativamente
independicntes. La primera ctapa radica en construir la reticula, donde se configuran la
posicion de cada particula y su asociacién con otras a través de los cnlaces o resortes
correspondientes. Esto a su vez, se puede llevar al cabo para 2 6 3 dimensiones, y para
diferentes topologias rcgulares (e.g., triangular o cuadrada en 2D; cubo de cara centrada
FCC o de frontera centrada BCC en 3D) o topologias irregulares (voronoi, tesselar). Esta
etapa es muy parecida a la generacion de malla utilizada en los métodos de elemento finito.
Aqui también sc asignan propiedades a cada particula y a cada enlace. Las propiedades de
particula son en general ¢l diametro y la densidad, y las propiedades de los enlaces son la
longitud y las constantes clasticas (de fuerza central y de doblamiento en 2D y
adicionalmente, de torsion en 3D, segin cl potencial de intcraccidon utilizade). La
asignacion de valores de las constantes elasticas es el vinculo para construir modelos con
desorden, es decir modelos con heterogencidad y anisotropia local (microscopica). Esto se
explica en el apéndice D, donde se derivan las expresiones micro-mecanicas del modelo de
Kirkwood (1939). lL.a segunda ctapa consiste en equilibrar la configuracién inicial,
calculando las fuecrzas y desplazamientos de cada particula a través de la solucidn de las
ecuaciones de movimiento, que sc cstablecen de un potencial clastico y donde se utiliza
generalmente un algoritmo de dindamica molecular o algiin otro esquema de integracion
como puede ser, por ejemplo. ¢l método de Runge-Kutta. Esta etapa se repite por varios
intervalos de tiempo hasta relajar ¢l sistema completamente.

Las siguientes ctapas pueden variar, de acuerdo al experimento que sc desee realizar, Por
ejemplo, si aplicamos esfuerzos en las fronteras del modelo, éste se deformara
clasticamente hasta cquilibrarse nuevamente. Si se utiliza un algoritmo de dinamica
molecular clisico, se genera una reticula con M particulas, donde inicialmente se utiliza una
distribucion Maxwell-Boltzmann de velocidades de particulas a cierta temperatura 7
(Fineberg & Marder, 1999), y donde se utiliza generalmente un potencial Lennard-Jones
para obtener una configuracion de desorden. Una vez el sistema en equilibrio, se pueden
entonces obtener configuraciones espaciales de experimentos. Es decir, sc puede obtener la
posicidn, velocidad y aceleracion de cada particula y por ende su encrgia cinética y
potencial a cada momento del experimento en cucstion.

lLos malteriales fragiles, como la mayoria de las rocas, soportan sodlo pequefias
deformaciones antes de romperse cn algan lado. Por lo que se utiliza un criterio lineal de
fractura o rompimiento para cada enlace en el modelo. Si un enlace se estira o se comprime
demasiado al valor de umbral predefinido, el enlace es entonces removido
irreversiblemente, generando una micro grieta. Lo mismo es posible si un enlace se tuerce o
dobla mas del umbral establecido. Al removerse un enlace, esto por supuesto genera un
esfuerzo local que debera redistribuirse en todo el sistema nucvamentc para lograr el
equilibrio. Para fracturar ¢l material o para generar propagacion de ondas clasticas, se
aplican fuerzas externas cn cl lugar descado que permita iniciar un fenémeno.
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Si tomamos el modelo discreto de particulas general, es decir el modelo cn tres
dimensiones, la encrgia cladstica U, " sc representa generalmente por tres potenciales. Un
potencial de fuerza central de dos cuerpos (FC), un potencial de doblamiento de tres
cuerpos (D) y un potencial de torsion de cuatro cuerpos (7). Por lo que:

VU/f/. = UM.‘ + U,+U, . (3.12)

Es claro cntonces que se deben incluir tres criterios de rompimicnto de enlaces, uno para
cada potencial. Es decir, uno. para’ fuerzas centrales (estiramiento o compresion), otro para
doblamiento del cnlace, y un tercero para torsnon dcl enlace. Para modclos bldlmcnsmnales
la ecuacion anterior es sélo: : ‘ R

UI;';.=UI-7“+UI) . R ‘ N L 3.13)

LLa accidn de torsidon es considerada aqui fuera del plano bldlmensxonal por. lo" que sdlo
fuerzas centrales y fuerzas de doblamiento son requeridas.

Cada enlace puede tener diferentes valores de umbral por lo que es posible generar
desorden (heterogencidad) en el modelo en forma de relaciones de rigidez en los enlaces.
Es claro pues que existe una relacion de rigidez de fucrza central y otra de doblamiento.
Escribamos los umbrales como: A,. y A, para fuerza central y doblamiento
respectivamente. Reiterando, cstos umbrales no necesariamente son iguales para cada
enlace, sino pueden ser distribuidos a partir de una distribucion de probabilidad o a partir
de una plantilla fisica de distribucion, por ¢jemplo, si sc desea una distribucién anisétropa o
heterogencidades irregulares en el modelo. Estos umbrales, para simular materiales
fragiles, son de alrededor del 1% alcjados de los valores de enlace en equilibrio.

El potencial de fuerza central U,,. para un incremento n+! es un potencial hookeano:

U, (n+1) =% Z o, I:l r,(n+ I)l l (0)]]
T . (3.14)
o, [Auu (n+1)-r, (n)+(|r,/ (n)l—lr,, (O)I)]

|
7
-~ l

donde la suma cs sobre todos los pares <i/> de vecinos concctados. El vector r,(n) del

enlace del nodo i al nodo j, en el incremento n, se define, a partir de vectores posicion
r, (1), como r, (1) =r;(n)-r,(;) . El incremento de desplazamiento Aw,,(n) en n esta dado

por Au, (n)—Au,(n), con Au,(n)=u,(r+1)—u,(n), que a su vez cs el incremento de
desplazamiento en el nodo i, y u,(n) =r,(n)-r,(0). La constante de fuerza central o, csecn

general
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l ’(°)| o , (3:15)

donde 4, la seccién transversal dcl cnlace y (en este traba_|o se tomard igual a la umdad) y

'E, es su'modulo de Young.

En el potencial de doblamlento se toman trlpletas dc pamculas vecmas 1, y k. FI valor
relevante es 0,,(n), el cual cs el ! : :

incremento n, relativo- -al mg:n;o “de- angulo

AD,, (n+1)=0,, (n+1)=0,, (n) se b‘uede, separar como

(3.16)
donde AOJ, (n+1) es el cambio de angulo mente ‘a’ Au,j(n+ n, i'Jando ar,,y
AO;,‘ (n+1)es el cambio dec angulo dcbld
potencial de doblamiento es: " :

olamente a Au,k(;1+l) f‘Jando a r,. El

Uptr+ =2 3 B0 (n+ ) = Z B, [202, (n+1) + 20%, (n'fl;)};q,',; (gz:)]? (3.‘| 7

<itk> <l]lc>

donde la suma es sobre todos las tripletas <ijk> como en Fig. 3 3 ‘ Byt cs: la constanle de

fuerza (de doblamlento) de tres cuerpos en los nodos i, j y k. Pdra mblos ‘pequeiios dc
ang:,ulo de A0, (n+1), hay una rclacion con las componcntes de desplazamiento

u,(n+l) y Au‘(r1+l) en ¢l plano definido por las pamculas ij y k, en la direccion
orlog,ondl a r,(n) y r,(n), respectivamente. De aqui, las componentcs de desplazamiento

Aul (n+1) y Aul (n+1) en el plano ijk son:

ik = | [r (1) x 1, ()] x 1, (1) '8
At (n+1)=Au, (n+1) (|[l‘u (m)xr, (m)]xr, (n)]] (3.18)
Y
uk = X [r, () x vy (mM)]xr, (n)
A,If'* (n+D=Au,(n+1) ([[ry G %r (DI (n)}] . (3.19)

Para deformaciones pequeiias, la siguiente aproximacion también se aplica:
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Aul(n+1)  Aut(n+1)

|r, () [r ()]

1)

20, (11+1) = tan[ A0, ( 7’41)] +tan[AQ (7 + 1)] =

de tal mancra que A0, (n+1) y A0, (7+1) sc pueden escribir como:

i AOY, (44 1) = Au, (n+1)-D,

y
V‘AOZ‘,((n+i)=Ali,',"(n+l)-D,( .
dondc o
b = [ [ (), (), () = o (n)J
[te, (o1 -1, )-8 00T
y

[7, (1) x £, (MR, (1) — £, (1)
I)k = = |,
[Lr G = L8, G2 - 2 (0T

kQuil(n+1)

Ru(m) Aﬁ.x(n*‘ 1)

7AGK 1) )
; Aull (n+1
[0 ABRnt]) i (n+1)
— T =LA n+1)
. R;i(n) 3

Figura 3.3. Potencial de tres cuerpos de doblamiento.
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(3.20)

3.21)

3.22)

(3.23)

(3.24)
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De la teoria de clasticidad clasica (e.g. Timoshenko, 1982), la constante de fuerza de una
viga o barra prismatica i esta dada por: '

l (n)l lr,,‘ (”)I

donde /7, es el momento merc:al de la barra. Noétese que las constantcs de fuerza cenlral
, Yy de doblamlcmo B,,‘ son las ‘misma que en la ecuacion (2. 29), pero_son dlstlntas para-

cada enlace, por lo que el modelo de percolaclén elastica con fuerzas de doblamlento es el
proccdlmlcnto gcneral S

IJ=UI~'I =U +'Uu > . i - ‘(3-26)

CH= 2 a,,[(u,—u,)-r,,]e+ ZBM(SOM) e (B2

La figura 3.4 esquematiza el modelo discreto estindar de particulas en una reticula regular
triangular con fucrzas centrales y de doblamiento. Esto es lo minimo que debera contener
un modelo bidimensional de reticula para representar correctamente un material eldstico.

Existe una generalidad analitica del modelo discreto de particulas que es conocida como la
elasticidad micropolar (véase Eringen, 1968; Nowacki, 1970), la cual es definida para el
modeclo de resorte en ¢l apéndice C. Los modelos micropolares tienen su origen de la fisica
del estado solido. El modelo general micro-mecdnico, que se puede obtener de la teoria
micropolar. s¢ presenta en ¢l apéndice D. Ahi se deriva el modelo de Kirkwood (1939) que
permite, a partir de las fuerzas centrales y de doblamiento, modelar materiales con diferente
valor local de la relacidon de Poisson, asi como anisotropia. De la misma manera sc puede
construir el modcelo de Keating (1966a) para permitir relacion de Poisson variable.

@25
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Particlas -
\

Figura 3.4. Potencial de dos cuerpos (fucrza central) y de tres cuerpos (fuerza de doblamiento).
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Capitulo 4
Aplicaciones .

4.0 Fracturas

La falla de un so6lido causado por una carga externa es evidentemente un problema
tecnoldgico importante. En escalas muy pequeiias (<10"’m) las fracturas son un tema
importante en la ciencia dec materiales, manufactura, gcologia, ectc. A niveles
microscépicos, es decir, desde escalas atdmicas hasta escalas de fronteras de grano-y
dislocaciones, los mecanismos de fractura son altamente dependientes del material

(Duxbury y Li, 1989).

A escalas intermedias, el comportamiento de los sélidos puede ser descrita por métodos de
mecdnica aplicada y por ccuaciones continuas de movimiento (Takayasu, 1985). Existen
varios tipos importantes de comportamiento sélido, como son los clasticos, viscoeldsticos y
los plasticos o duactiles. Cada uno dec estos con sus correspondientes ecuaciones

constitutivas (Mcakin, 1987).

Se estudid el comportamiento de fracturas a escalas intermedias (mesoscopicas), por medio
de la fisica cstadistica. Se realizé un amplio desarrollo del fracturamiento fragil,
primordialmentc valido a escalas intermedias.

4.1 Nociones basicas de elasticidad en rocas fracturadas

4.1.0 Descripcion fenomenolégica

Para describir una fractura, se necesita saber primero, como una fractura ocurre en
respuesta a una fucrza aplicada externa. Considérese ¢l experimento de Young, en un
bloque homogéneo de tamafio e x @’ sujeto a una fuerza uniaxial F. Para fuerzas pequeiias,
la respuesta lineal es:

F Al E Aw (4.1)

donde £ es el médulo de Young, v es la relacion de Poisson y o es el esfuerzo.
Usualmente, pequciias fuerzas aplicadas no son suficientes para crear una fraclura. El
comportamicnto de una fucrza arbitraria esta dado por su ley constitutiva.
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El régimen lincal es llamado régimen eldstico, el cual es valido hasta una fuerza F, . Arriba
dc esta fuerza, sc observan desviaciones no lincales. Mientras la fuerza sea menor a la
fuerza llamada de punto de cesacion ("yicld point") £, el comportamicento es reversible, es
decir, la forma del cucrpo regresa a su estado original, si se le quita la fuerza aplicada.
Después de F,. ¢l comportamiento es pldastico, por lo _que el sistema se deforma .
permanentemente y tendrd una elongacién finita & llamada "dilatacién”, formando una
histéresis en materiales idecalmente plasticos.

En la literatura, tres familias de materiales han sido estudiadas casi independientemente: los
metales, los polimeros y las rocas. Las rocas, nuecstro interés principal, abarcan las
ceramicas, los concretos, las placas tecténicas, e! vidrio, arcillas, etc. Las rocas, a
temperaturas y presiones superficiales, experimentan, en general, fracturamiento fragil; en
contrastec con metales y polimeros quec fracturan gencralmente en ¢l régimen dactil
(plastico). No obstante, por ejemplo, un marmol, a presion y temperatura ambiente,
experimenta fracturamicnto fragil, mientras que a gran presion y temperatura, propias de un
yacimiento profundo, el marmol, muy probablemente experimente fracturamiento dactil.
Siendo, cntonces evidente que las tramas o patrones de fracturamicento ¢n una roca sean
muy distintos dependiendo de su constitucion fisica-quimica (estructura porosa y fluidos en
las rocas) y de su dependencia ambiental (presion y temperatura). T'ransiciones entre ductil-
fragil son todavia mas dificiles de caracterizar. Existen a su vez varios tipos de "inductores
de fracturas”, es decir, no solo por cargas externas en ¢l material, sino también por otros
agentes como  son, por cjemplo, por corrosion u otros fendmenos quimicos y
termodindmicos.

Las fracturas dependen fuertemente de la geometria del material (estructura) y de la
dircccion de las cargas aplicadas externas. En algunas casos, es importante la dependencia
temporal, ¢s decir, la respuesta del sistema ante una carga puede ser retardada:

o (1) ='IL7 j:C(T)A ((r—T)dt > “.2)

dicha rcspuesta c¢s llamada viscoclasticidad, donde C(t) es una funcion dependiente del
material. Este comportamicnto, el cual ¢s disipativo, introduce una escala en tiempo. Otro
tipo de escalas en tiempo, reproducidas en un sistema real, es debido a la velocidad finita
de las ondas clasticas (las ondas en la superficie de una fractura son ondas Rayleigh) que
transportan encergia cldstica generada del proceso de fracturamiento (Nihei ef al., 1991).

4.1.1 Ecuaciones elisticas de movimiento

La formacion y crecimiento de fracturas en una roca dependen crucialmente del campo de
esfuerzos locales. Por lo que se describird el medio en funcién del campo de
desplazamiento «, el cual da la posicién de cada volumen elemental con respecto a una
referencia; usualmente, la posicion de cquilibrio, si no se tienen fuerzas externas aplicadas.
La teoria implica invarianza traslacional del sistema, por lo que el tensor se puede separar
en una parte simétrica, llamada el tensor de deformacién ¢,, y una asimétrica, la cual
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describe las rotaciones locales de un volumen elemental. Para un medio homogéneo, Ia
parte asimétrica no existe, ya que un volumen elemental no puede ser girado con respecto
al resto del volumen. Para medios no homogéncos, como en ¢l caso de medios porosos, la
parte asimétrica es importante, y por lo tanto, s necesario considerar la teoria clastica de
Cosserat, pero como estamos considerando s6lo modelos bidimensionales, esto no afecta.
Empezando con un medio homogéneo, utilizando la teoria simétrica, se’ describe ~la°
deformacion cléstica lineal como:

1
Gun = £ o) @

Para que la teoria sea invariante sobre transformacién de coordenadas, se requicre quc el
sistema dependa solo de las expresiones . €qus D1 €apfpa y Zamgu"emem , si-se
asume -también un medio is6tropo. Asimismo, la encrgia debe’ ser. cuadritica: sobre
deformacién, por lo que se escribe : v ey ,

E=tOnSepo +A (oD @4
aff a i B :

donde A y pu son las constantes de Lamé adimensionales. Recordemos que los valores
posibles de la relacién de Poisson son: —1< v< T La variable conjugada dc g,; es el

tensor de esfuerzo, por lo que sc obticne

oL . :
Cup =5 — = 2 Eup +1 SnDZe - @3
ap

Esta relacion es la ley de Hooke. Fisicamente, o,; es-la componente f3 dela fuerza que es
aplicada en la superficic en la direccién « de un volumcn clemcnlal

Para obtener la ecuacion de movimiento, se dcbc lgualar el termmo lnerclal con todas las
fuerzas aplicadas en un volumen clemental que apunten a'una direccion B ‘dada: -

piip#rZ‘é;aaﬁﬁ: oo e

donde” £, son Ias f'ucrzas € ternas Iocales aphcadas. Al no constderar dependencm

temporal en el término ‘inercial, es decir, en la ausenCIa de fuerzas f[, se tlenc Ia ecuacmn :

vectaorial

De las ecuaciones anteriores; la ecuacion de movimiento, para el campo desplazamiento es:
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VV-u)+(1-2v)Vu=0, (4.8)

la cual es, una vez mds, la ccuacién de Lamé o de Navier. Esta ccuacién es una
consecuencia dc la invarianza sobre translacion y transformacién de coordenadas,
imponicndo linealidad, homogencidad ¢ isotropia en el medio. Si se¢ quicren considerar
rotaciones locales en el medio, se debe utilizar la elasticidad asimétrica (clasticidad de
Cosscrat), cn la cual cada volumen elemental tienc una variable angular ¢ . La deformacion

¢s entonces deflinida como
P au"[‘ —Zyenﬂr(pv > (4.9

donde ¢,

.y €S ¢l tensor total asimétrico. Se tiene ademas un tensor de torsion

Kup =3u®p - } S @0
Analogameme a’la’ elasucndad simétrica, se. -puede construir:una’ energxa a. partir de

mvananlcs y-de: vanablcs de esfuerzo conJugadas Sop' Y momentos p.u‘, = BE/GKGI, . Esto
(.omplcta las relaciones Ilnealc%

Cup = (p + e p + (U — gy, +A 85D &
Y

s 4.11
p =8k, + (¥ —8)ky, +1 SnuZKw ( . )
Y

con seis constantes del material, donde a y & describen la asimetria. Las ecuacnones de
movimiento, en este caso, son las ecuaciones de Cosserat, dadas por

M+a)Vu+A+pu—a)V(Vu)+20Vxe =0 ) i @.12)
G +3VP+(B+y-3)V(Vg)+2aVxu—4dap =0 B
Noétese que para a =0, las ccuaciones sc convicrten en la ecuacion: de. Na\?ieiﬁ Para dos
dimensiones, tenemos que u=(,1,,0) ¥y ¢=(0,0,¢), por lo: que hay tres varlables
independientes por nodo o sitio que se pueden determmar a pamr de tres ecuaciones de
movimiento.

4.2 Modelado de fracturamiento en una reticula

Un desarrollo numérico tratable del modclado de fracturamiento es discretizar las
ecuaciones continuas antes descritas (Louis er al., 1986; Louis y Guinea, 1987; Meakin e
al., 1989). En e¢ste caso, el medio se representa como un grupo de puntos en una malla.
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Sélo leyes locales, como son los momentos y los balances de fuerzas, son consideradas y en
su implantacién se utilizan s6lo los puntos vecinos. Matematicamente, la solucién de la
ccuacion del campo desplazamicento (vectorial) se realiza de un grupo de ecuaciones
lineales acopladas.

Evidentemente, estos métodos no pretenden describir a la naturaleza desde el punto de vista
atédmico, como seria el caso de técnicas de dinamica molecular, sino a mayores cscalas,
donde el mcdio es descrito por campos vectoriales continuos. EI comportamicento del sélido
sc reproducira bien, si las constantes del material (fenomenolégicas), tales como el médulo
clastico, umbral o punto de cesacion ("yicld point"), y operador de rclajacion, son
propiamente consideradas en las ccuaciones de movimiento. El rompimiento de resortes en
la reticula, no es una consccuencia natural, sino ticne que ser cstablecida una "regla” cn ¢l
modclo de rompimicnto.

En ingenieria, los modclos mas comunecs se realizan por medio de los métodos de elemento
finito (Lemicux er al., 1985). En fisica, se utilizan modelos mas simples como los
desarrollados aqui, muy semejantes a los métodos de diferencias finitas (Shmuely &
Alterman, 1973; Stockl y Aver, 1976). Cabe mencionar, que se ha comprobado quec los
modelos de reticula son equivalentes algebraicamente a los modelos basicos de elemento
finito (Ashurst & Hoover, 1976; Hoover, 1991: Ostoja-Starzewski er al., 1996). En cada
sitio, se tienc un numero z de sitios vecinos. Las variables que caracterizan ¢l medio, en
este caso el vector desplazamicnto, son colocadas en los sitios de la reticula. Las
ecuaciones que describen el medio (modelos clasticos de lamé o Cosserat) son
discretizadas de tal manera que en cada sitio de la reticula se tenga una ecuaciéon por
variable. Por c¢jemplo. la discretizacion de la ccuacion de Laplace para un potencial
elécetrico se convierte cn la ecuacion de KirchhofT. Las ccuaciones continuas del medio son,
por lo tanto, transformadas e¢n un grupo de m x N ccuaciones acopladas, donde m es el
nimero de variables por sitio y N e¢s ¢l namero de sitios de la reticula. Dado que sélo
vecinos cercanos son utilizados en el calculo de cada sitio, la solucion serda por medio de
una matriz dispersa. Las condiciones de frontera son implantadas implicitamente. Las
condiciones de frontera en la superficic de una fractura son automdticamente tomadas en
cuenta por la respuesta de los enlaces que constituyen dicha fractura (Paterson, 1989).
Notese que al imponer condiciones de frontera, la solucion de las ecuaciones es tinica.

Numéricamente, existen varios métodos para encontrar la solucién. Por ejemplo, si mucha
precision es requerida, como en ¢l caso de obtener la distribucién de deformacién local, el
método de gradiente conjugado puede ser una bucna alternativa, ayudado por aceleracion
de Fourier: si se quicre estudiar los cfectos dinamicos, tales como viscoelasticidad, el
método de Jacobi seria mas conveniente y daria sentido fisico a cada paso de la relajacion
(Yan et al., 1989).

Como sc¢ menciond anteriormente, la simulacion de los procesos de ruptura 6
fracluramiento debe de realizarse en forma iterativa: a cada paso. las ccuaciones sc
resuclven y se determinan que enlaces deben de ser rotos. Una vez que un enlace cs roto,
las condiciones de frontera internas, y por lo tanto la solucion de las ecuaciones, cambia.
Consccuentemente, las ccuaciones deben de ser resueltas otra vez si se quiere saber cuales
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enlaces se romperan ¢n un paso futuro, y asi, iterativamente, se puede observar la dinamica
del 1racluram|cnto.

El algorilmo para cada itcracion se puede resumir en cinco pasos:

1.7 Establecer las ecuaciones a resolver

2. ' Establecer que enlaces son elegibles a romperse .

3. Calcular el cfecto de diferenciales de fuerza debido al rompimiento de enlaccs. Esto
se lleva al cabo de la solucién de las ecuaciones. Cada enlace tendra un cierto valor
p.

4. Se cscoge que enlace sc rompe, basado en el valor p, descrito en el punto 3.

5. Elenlace es roto, cs decir, su modulo elastico cambia en las ecuaciones.

Se pueden tomar muchas opciones de analisis como son: a) la descripcidn de la naturaleza
del medio y esfuerzos aplicados externos, b) la conectividad de la fractura, c) las reglas de
rompimicnto y desorden, y d) los esfuerzos residuales incorporados.

4.3 Ecuaciones y sus condiciones de frontera

El problema de una red cléctrica es muy similar al de una red eldstica de fracturamiento con
la salvedad de que ¢l campo de desplazamiento # es vectorial. Como se menciond antes,
existen dos alternativas de descripeion, las ecuaciones de Lamé y las de Cosserat. Por otro
lado, existen varios tipos de discretizacion posibles, estos son: a) el modelo de fuerza
central, b) cl modelo de enlace-doblado y c) el modelo de viga.

IEn el modclo de fuerza central, cada cnlace se comporta como un resorte elastico, ¢l cual
puede rotar libremente al rededor del sitio al cual pertencce (ver Fig. 4.1).

tr tr

Modo 1)

AF

Figura 4.1. Modelo de resortes de fuerza central.

El modelo de enlace-doblado es similar al de fuerza central pero utiliza un resorte entre
enlaces para reforzar los angulos entre dos enlaces. Ambos modelos pueden describir el

S o
bl;‘»u.‘u»l DE UL'VLU'I’JN
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maodeclo de clasticidad de Cosserat a grandes escalas, no obstante, estos modelos sc utilizan
gencralmente para modclos clisticos de Lamé. El modelo de viga es una discretizacion de
las ccuaciones de Cosserat. En dos dimensiones, se tienen tres grados continuos de libertad
en cada sitio i: las coordenadas «x, y, y z, =/ ¢, ,donde ¢ € [-n.t] es ¢l dngulo de
rotacién y / es cl espaciamicnto de la reticula, el cual usualmente es la unidad. Sitios
cercanos vecinos son conectados por una "viga" de tal manera que enlace un sitio 7
formando un dngulo ¢, con respecto a la reticula no deformada. La Fig. 4.2 muestra el

modeclo dc viga asi como una representacion del angulo de rotacion.

Figura 4.2. Representacién del modelo de viga. (a) La rotacion de un sitio en el centro de la reticula;
(b) Una viga es doblada debido a rotaciones en sus csquinas.

A cada viga sc le asigna una seccion transversal finita 4, de tal manera que, aparte de una

fuerza de traccion / a lo largo de su ¢je, exista un esfucrzo transversal s y momentos m; y
m, . En dos dimensiones, esto se pucde calcular como:

S=alx,-x),
s=b (-, +i(z, *z)),

m =ch(z, -z (y, Y; +?'-+—) s (4.13)

donde a=EA, b= (GAY" +*/112)ED )" y c= EI /IZGA G es el médulo de corte
y I es ¢l momento de inercia. :

Para obtener tres ecuaciones discretizadas para cada si se lmpugna que la suma de las
componentes horizontal y vertical de las fuexzas yia uma de: Ios momentos sean .cero_en
cada sitio. e :

Los modelos eldsticos permiten una gran varlcdad de COndlClOnCS de. fronlcra, es decir,"de
condiciones de esfuerzos externos aplicados.. Para’ fracturamlento ‘1han considérado
condiciones de frontera de corte (ver Fl;, 4.3a), de. tcnSIon unla\lal (Flg ‘4.3b), de
dilatacion radial (Fig. 4.3c), etc.

TESIS CON
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-~

a) b)

Figura 4.3. Condiciones de frontera. (a) de corte, (b) de tension uniaxial y (c) de dilatacion radial.

Dilatacién radial es equivalente a una membrana estirada como en un tambor, mientras que
dilatacién uniforme se puede pensar como el proceso de secado de la pintura. Lo que se ha
descrito aqui, s s6lo para geometrias en dos dimensiones, porque son escasos los trabajos
de tres dimensiones, debido, principalmente, a limitaciones numéricas.

4.4 Regla de rompimiento

El punto fino de fisica microscopica de ruptura es la regla de rompimicnto. Dicha regla es
colocada en el modelo con un criterio estadistico. El cfecto de desorden en el proceso de
rompimicnto es muy importante. Los materiales reales pueden exhibir diversos tipos de
desorden, decsde pequeiias desviaciones de su estructura cristalina, hasta grandes
heterogencidades. El desorden puede ser también dinamico: pueden migrar dislocaciones,
pueden formarse micro-grictas o "sanar", pueden esparcirse intersticios, ctc.

A escalas mesoscopicas sc puede describir a los modelos por su dependencia espacial local
de densidad, modulos eldsticos o intensidad, por lo que se¢ escoge una distribucion de
probabilidad. Dicha distribucién debe contener informacion acerca del grado de desorden
del modelo, de tal suerte que al tener diversas distribuciones se puedan cuantificar sus

cfectos.

En ¢l contexto de modelos de reticula, cada enlace se caracteriza por una ley constitutiva, la
cual, en el mas simple de los casos, es lineal hasta un umbral de rompimiento como se

representa en la Fig. 4.4.
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Figura 4.4, La ley constitutiva para cada enlace del modeclo de reticula (fuerza F - desplazamiento
&). El umbral de rompimicento es &..

La intensidad o rigidez del enlace esta dado por el valor del umbral &, y ¢l médulo elastico

por - la pendiente. Por ende, la presencia de desorden es implantada en el modelo si se
permite que los enlaces en la reticula tengan diferentes leyes constitutivas. Las
fluctuaciones de rigidez pueden ser representadas tomando aleatoriamente un valor de
umbral para cada cnlace, y las variaciones espaciales de los modulos eldsticos pueden ser
descritas al tomar diferentes pendientes (Takayasu, 1985).

El ejemplo tipico de fluctuaciones espaciales es el de un medio poroso, donde a cada punto
en ¢l cspacio se tiene material o no se tiene (vacio). Dicha situacion se puede modclar
aleatoriamente, removiendo enlaces de la reticula con una probabilidad ¢ =1— p -antes de
que el proceso de rompimicnto sc Iteve al cabo, por supuesto, se debe resolver primero el
problema estdtico. :

Una vez que un enlace se rompe, su remocion debe de ser implantada, lo cual se realiza
simplemente al remover dicho enlace de las ecuaciones que describen el medio,”y se”
recalcula el sistema. i

4.5 Discretizaciéon y normalizacion de modclos

A continuacion sc describe la discretizacion de la ecuacidon de Navier para un sitio o nodo
i. La ecuacién (4.8) se puede escribir como:

d%u,
A+wd, Q. 0,u)+r(Q 8}, =p 57
7 1 -

6 @.14)

A+, +pu, = pii;

Utilizando los vectores base unitarios @, = a(1,0) y @, =a(—1/2,372) , se desarrolla 1a

discretizacion de la ecuacién anterior
E Thoty NOW
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414(/ m) —u(l + 1 m) - u(l =1, m) - u(l + 1, m+ l)— u(l—1,m-1)
ZPull.my L@

+2v(/ m) v(l+l m+l) v(I—I m—l)— Y

A su vez, la doble dcrivada parcialkdc Ia partc derecha de la ecuacién se discretiza como:

8 2u(l,my1) '_) [u(r = 1) +u(t —2) + 2u(0)] @16
Taerie (an? ' :

Para fuerzas centrales, en el caso de utilizar la ecuacién: F=ma=-kAx , es decir, la
fucrza es igual a una constante:eléstica por la deformacién (ley de Hooke), una posible
discretizacion para una reticula:triangular (para fuerzas centrales solamente) seria: :

8 u(l,m) N o2u(l,m) Z

37 rYE 1ty m) K\ m lu(lél m— i) ,,,,,,u(l lLm)— k,_m,,tl(l,lrl —=1).

F=a

,mlu(l mE l) ki m_,u(l +l,m =)=k, ul +1,m)
(4 17)

Para obtener un valor de & a partir de un promcdno de veloc:dad compresmnal se nccesna
por ejemplo asumir: . : . S

a) La rclacion de Poisson, por gjemplo, v= 0 25.
b) La dcensidad, por ¢jemplo, p=3.0g/cm? s
c) El modulo de Young, por cjemplo, E = 7 x 10" dinas/ ém2.

Suponga la masa de 10° particulas que forman un cubo de 'ly’cm’, ‘por-lo que tenemos un
intervalo Ax =100u =102 cm ; cada particula tienc una masa ‘efectiva de 3 x'107¢ g.. Con
estos valores se tienc las velocidades compresional 'V, y la transversal ¥,

v o= E 1—v
4 pU=2V(+v)

v.=v |22 _p 0.578=3.05 Km/s . ' (4.19)
2=y " 8=3.0: ,

Para calcular la constante de clasticidad 4, obsérvese la Fig. 4.1. La fuerza aplicada /" en el
nodo / sc obticne de:

=529 Km/s , ' (4.18)

F=2k(I-[,)cos 0, 7 (4.20)

i CON
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donde & es el dngulo entre resortes, / y /, son la longitud variable y la longitud inicial
respectivamente de los resortes. Nétese que. 0= 607, por lo tanto,. FF = k(I=1;)J/3 . Por lo
que resolviendo para & . i

1 F

kzﬁﬁ .*" s T - - ’(4.2])
Noétese que el modulo de Young es £=7 x 10" dmz;s —__csfierzo (ver Fig. 4.5), por.

em? deformacion
lo que para una cara determinada se tienc una fuerza aplicada de =7 x 107 dinas, con
10* particulas, cada una con 7 x 10%dinas de fuerza. Aqui sc suponen deformaciones
pequeiias del orden de = 10~ cm. Por lo tanto, sc tiene una deformacién de:

V3 V3

deformacion=(—1)=—— x10" x 1072 = - X 10°% cm . 4.22)

Finalmente, de aqui, se puede calcular ¢l valorde & :

l 2 6 3 9 -
k=—f/—-—F=x10°-7x 10" =4.67 x 10° dinas/cm . (4.23)
V3 V3
El valor obtenido de & de la ecuacion (4.23) es normalizado de tal manera que en el modelo
la onda compresional viaja una distancia / por unidad de tiempo. Este mismo razonamiento

nos ayuda a determinar cuanta fuerza se debe aplicar a cada particula en la frontera del
modelo para aplicar esfucrzo confinado cn el material.

F

t

iem

1 cm

Figura 4.5. La fuerza aplicada en una cara del volumen.
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4.6 Fracturamiento din:amico y respuesta sismica

Como sc mencioné anteriormente, los procesos de fracturamicnto tienen diferentes
patrones, sean estos procesos mecdnicos (fuerzas aplicadas) u otros procesos fisico-
quimicos (ver Fig. 4.6). En particular, nos intercsan los procesos de fracturamiento
mecdnico en rocas. La Fig. 4.7 presenta un experimento en una reticula muy pequeiia de 62
x 62 nodos, donde sc le aplicé esfuerzo radial al centro del modelo. Las condiciones de
frontcra, en este caso, fueron csfuerzo normal. Nétese que los "brazos" o fracturas sec
generan en dos direcciones preferenciales. Esto se debe a que se utilizd una reticula
triangular, garantizando una relacion de Poisson de v =1/4, valor tipico de las rocas. La
Fig. 4.8 mucstra un cjemplo similar pero con una reticula de 2000 x 2000 nodos, el cual
presenta un experimento de hidrofracturamicento inducido en el centro del modelo, donde se
tienc un pozo inycctor de fluido o propantc.

<)

Figura 4.6. Patrones de fracturamicnto. a) Arcilla sujeta a esfuerzos transversales, b) concreto
sujeto a evaporacion de agua, ¢) vidrio sujeto a un agente acido.

Figura 4.7. Fracturamiento debido a estuerzo radial inducido en el centro de la reticula de 62 x 62.
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Figura 4.8. Un modelo de 2000 x 2000 nodos simulando hidrofracturamiento. El estado de esfuerzo
es idéntico en ambas direcciones, horizontal y vertical.

Otro cjemplo cs la Fig. 4.9, donde se muestra una reticula de 2000 x 2000 nodos donde se
le aplico esfucrzo cortante en los lados del modelo (condiciones de frontera). Notese la
direccion prefercncial de las fracturas. que ¢s debido a la configuracién de los esfuerzos
transversales aplicados. Estc modelo representa una roca fracturada con anisotropia
inducida por esfucrzo.
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Si en algin lado del modelo se colocasen geofonos, se pucden obtener datos sismicos
sintéticos como ¢n las Fig. 4.10. Nétese el drea de influencia plastica (que rompe o deforma
algunos enlaces) alrededor de la fractura principal.

Figura 4.10. Emision actstica (micro sismica) proveniente de una simulacion de fracturamiento de
roca.

El analisis de los datos sintéticos obtenidos (respuesta sismica) fue sélo preliminar. Se tratéd
de determinar aquellos eventos importantes en los datos (ver Fig. 4.11) y su correlacion con
las fracturas generadas en el modelo.

o.8
o 1
o.4
°.

0.0 | —ee—a

?
\_

Amplitud

-o.e

Tiem[)o

Figura 4.1 Ejemplo dc la emision acustica (traza sismica) mostrando los tiempos de eventos
provenientes de incipientes micro grictas.

También sc¢ analizaron en el contenido de frecuencias y la forma de onda de los datos. Por
ejemplo, véase que en la Fig. 4.12 se observa la densidad cspectral de trazas sismicas de
geofonos colocados en diferentes puntos del modelo. Para hidrofracturamiento, sc obscrvé
que un gedfono colocado enfrente de la propagacion de la fractura tenia mas altas
frecuencias que un gedtono colocado a un lado. Este es el célebre cfecto de Doppler.
Situacion similar sucede si una onda mecdnica atraviesa una zona fracturada. La velocidad
y el contenido frecuencial se reducen si la propagacion de onda es transversal al sistema de
fracturas, micntras que se¢ manticne si la propagacion es aproximadamente paralela a las
fracturas. Este es un efecto de anisotropia del medio y promete ser clave para desarrollar
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una metodologia de andlisis para la deteccion de fracturas y para la determinaciéon dec
esfuerzos en las rocas y, por ende, una idea indirecta del tensor de permeabilidad en los
yacimicntos geologicos.

Efecto Doppler
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Figura 4.12 EI efecto Doppler caracteristico observado en los experimentos.

4.7 Integracién de las ecuaciones de movimiento

Se realizaron nuevos experimentos de hidrofracturamiento, donde se utilizaron reticulas
con enlaces con fuerza central y doblamiento. A cada intervalo de tiempo se calculan las
fuerzas resultantes a cada particula o nodo, consecuentemente la aceleracion, velocidad y
posicion dc particula, sc obtiencen por la integracién de las ecuaciones de movimiento.

A cada instante de tiempo ¢, para una reticula triangular, con enlaces con diferente rigidez,
las fuerzas en la particula / se calcula a partir del Hamiltoniano de la ecuacion 3.27. La

fucrza total F” ¢s la suma de las fuerzas centrales F'“ y fuerzas de doblamiento F”:

Fr@)=F"+F =3 o,[(u-u,)er, Je,+ 3 B.0,0e,0, - (4.24)
<t >

<t pk>

La accleracién de la particula 7 se obtiene simplemente del vector de fuerza total:

a,() = Fm(’) 429)

i

donde la masa de la partlcula cs m, —p,,/31 /2 con dcns:dad ) y ly la longllud de la

reticula en cquilibrio.
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Para obtener las velocidades y posiciones de particula, se utiliza ¢l esquema de integracién
numdérica de “velocidad de Verlet” (Verlet, 1967; Allen & Tildesley, 1987; Gould &
Tobochnik, 1988; Haile, 1992; Rapaport, 1995; Schlick, 2002). Esta aproximacién de
diferencias finitas cs de segundo orden en velocidad y tercer orden en posicién. Con un
intervalo en ticmpo de Ar, primero se calcula la velocidad de particula a medio intervalo:

Ar
v+ AN = V() +—=a() . (4.26)
Subsecucntemente, se obiicne la velocidad al siguiente intervalo:
s e .
v(+ AN = v(t+ LA +—2-a(l +Ar) , , 4.27)
y la posicion:
. A’2
r(t+ A =r(t)+ At v(l)+—2—a(l) . 4.28)

A cada intervalo en tiempo, se calcula la encrgia total del sistema para observar la
estabilidad de la solucion numérica. La cnergia total U, se obtiene de la energia cinética

U, y potencial U,,:
l N
U,()=U.+U, = m(z myv, (1) + a,r(l)zj . (4.29)
1=1

donde N es en numcro de particulas del sistema.

Matematicamente, cxisten métodos para sistemas conscrvativos Hamiltonianos ilamados
simplécticos que poseen propicdades numéricas favorables (en teoria y en practica), sobre
métodos no simpléeticos como cs el caso de los métodos de integracion de Runge-Kutta
(Sanz-Serna & Calvo, 1994). En particular, los sistemas simplécticos preservan volumen en
cl espacio de fase (¢l Jacobiano de transformacion preserva el volumen de un conjunto de
coordenadas y momentos a otro). lo cual implica cicrtos invariantes del sistema deseables.
La Fig. 4.13 ilustra un experimento por Schlick (2002) donde se observa que la energia
total U, decac a mayor tiempo, para el método de Runge-Kutta el cual no es simpléctico y

por lo tanto, inestable. En comparacion, ¢l médétodo de velocidad de Verlet es
razonablemente estable (pequeiias oscilaciones son obscrvadas).

En la Fig. 4.14 sc muestra un experimento de hidrofracturamiento, utilizando una reticula
con enlaces que tienen descripeion central y de doblamicnto. El modelo es esforzado por
medio de un desplazamiento dos veces mayor en la direccion horizontal que en la vertical.
El material es aleatoriamente desordenado por un 5% del valor del modulo de Young
macroscopico £ =70 (GPa), cl esfucrzo de rompimiento fue aproximadamente de
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59 (MPa). Obsérvese ademads varias bifurcaciones en la evolucién de las fracturas. Esto se
debe a que la fractura alcanz6 su médxima velocidad de propagacion (aproximadamente 0.6
la velocidad de Rayleigh del material), por lo que se vuclve inestable y genera
ramificaciones para reiniciar cstabilidad dinamica.
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Figura 4.13 Estabilidad numérica. Comparacién entre el método de velocidad de Verlet y el
algoritmo de Runge Kutta de 4° Orden (de Schlick, 2002).

Figura 4.14. Evolucion temporal de un experimento de hidrofracturamicento. Cerca de 130,000
particulas fucron utilizadas (360 x 360).

LLas fracturas sc propagan cn la direccion preferentemente perpendicular al eje principal de
minimo esfucerzo. En cste contexto, las fracturas estan intimamente relacionadas a la
anisotropia inducida por csfuerzo. La VFig. 4.15 presenta un cjemplo de hidrofracturamiento
donde los esfuerzos aplicados son iguales en todas las caras del modelo. Por lo que los
patrones de fracturamiento son relativamente uniformes en todas direcciones. En cambio, la
Fig. 4.16 presenta un ¢jemplo donde se aplicé mayor esfuerzo en la direccidon horizontal
que en la vertical (anisotropia inducida). Los patrones de fracturamiento tienen una
direccion preferencial muy bien definida. La tabla 4.1 presenta valores tipicos utilizados en

las simulaciones de¢ hidrofracturamicnto.
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Figura 4.15. Secuencia en tiempo (pelicula) de una simulacion de drotracturamiento. El estado de esfuerzo es idéntico en ambas direcciones,
horizontal y vertical. No hay indicios de anisotropia inducida.
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Figura 4.16. Secuencia en tiempo (pelicula) de una simulacion de hidrofracturamiento. El estado de estuerzo es dos veces mayor en la direccion
horizontal que en la vertical. Aqui, la anisotropia inducida por esfuerzo es evidente. |

08




Capitulo 4: Aplicaciones

81

Parametros del modelo

Modulo dc Young, £ 7x10" dinasfcm? = 70 GPa
Densidad, p 3 gfem’
Relacion de Poisson, v 0.25
Velocidad compresional, V,. 5.3 km/s
Velocidad transversal, Vy 3.1 km/s
Presion Hidraulica, £, 3.8x 10" dinas/cm® = 38 MPa
Longitud del enlace / 10" ecm
Umbral en extension del enlace 0.5% >/
Umbral del angulo 5% %0,
Umbral en compresion del enlace 5% </
Médulo Volumétrico K 4.67 % 10" dinas/cm® — 46.7 GPa
Madulo de Corte 2.8x10" dinas/cm? = 28 GPa
Intervalo de ticmpo Ar 5x107"s

4,8 Comparacion con soluciones clasicas

Para verificar, entre otras cosas, la exactitud de los modelos de reticula para reproducir
fendmenos de fisica de roca, se rcalizé una comparacion con la solucién analitica propuesta
por Garvin (1956), de una fuente lineal para producir ondas de Rayleigh en la superficie
libre de un semi-espacio perfectamente homogénco e isdtropo. Sin mas pormenores,
refiérase al trabajo de Del Valle-Garcia & Sanchez-Sesma (2003) en el apéndice E, que
demuestra que ¢l modelo de reticula es suficientemente preciso para modelar propagacion
de ondas en medios eldsticos. Como complemento a dicho trabajo, véase la Fig. 4.17a que
muestra la cnergia inycctada al sistema y que es c¢l cuadratico de la fuente de Ricker
utilizada para excitar ¢l sistema, mientras que la Fig. 4.17b demuestra la estabilidad
numérica de la solucidon. La Fig. 4.18 ilustra ¢l campo dc desplazamicnto vertical y
horizontal para un modelo homogéneo utilizando una reticula de 500,000 de particulas con
espaciamiento de 10 m, con una velocidad compresional de 6000 m/s y relacion de Poisson
de 0.25. La fuente utilizada tiene una frecuencia central de 15 Hz. Nuestros resultados son
idénticos a los producidos por Toomey & Bean (2000), que a su vez compararon con
soluciones clasicas de diferencias finitas.
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Figura 4.17. a) Energia inyectada al sistema para cada intervalo de tiempo. b) Energia total U,
mostrando estabilidad numérica durante la simulacion.

Figura 4.18. a) Instantdncas de la componente vertical (a) y de 1a horizontal (b) del campo de
desplazamiento para un modelo homogénco.

4.9 Simulacion en medios desordenados

Utilizando el modclo de percolacién elastica, se exploraron los efectos de difraccion de
onda, modificando la cantidad de porosidad en el modelo. Esto se presenta en el trabajo de
Del Valle-Garcia & Sanchez-Sesma (2002), que se incluye en el apéndice E. En este
trabajo. no se circunscribieron algunos detalles de cémo se calculd la atenuacién sismica,
por lo que a continuacion se proveen algunos detalles. Esta misma técnica se utilizé en Del
Valle-Garcia & Ramirez-Cruz (2002), en apéndice E.

Para calcular la atenuacién de onda, primero sc obtienc la representacién tiempo-frecuencia
de la sciial s(r), por medio de la transformada de Wigner:
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w(Lo)= [s¢ +§),v'(l——;-)e"""dt , (4.30)

—n

dondc ¢ es ¢l tiempo, @ =27 cs la frecuencia angular y * denota el conjugado complejo.

Notese que. la transformada de Wigner es una transformada bidimensional de Fourier
reescalada, que usa la sefial en tiempo reverso, como ventana. La funcién W (/,w) es un
cspectro de potencia instantanco, la cual localiza insupecrablemente las caracteristicas de
tiempo y frecuencia (e.g., Claasen & Moecklenbrauker, 1980; Boudreaux-Bartels, 1984;
Baraniuk & Jones, 1993). De acuerdo a Barnes (1993), se pucde obtencr, por ejemplo, la
frecuencia instantanea f,(t) de la sefial:

[ ow. oo

- 4.31)
LW(l,m)(Im

S@=

la cual es utilizada coloquialmente cdmo atributo sismico.

El factor de calidad Q, reciproco de la atenuacion de onda, se obuene de-la distribucién de
Wigner, para cl intervalo en tiempo (f,,1;) como:

Mc{ln[w(z,,m)] /MC{In [W(t,,m)]}
=21 w(t, —1,)

(4.32)

donde AMC es ¢l ajuste por minimos cuadrados, que se utiliza para garantizar resultados
estables de la estimacion. Para mas detalles véase Ramirez-Cruz et al. (2003), los cuales
construyen un atributo de atenuacion sismico, cuantitativo extremadamente resolutivo.

Otros experimentos fueron recientemente realizados y que no han sido publicados. Por
cjemplo, la Fig. 4.19 mucstra la propagacién de ondas eldsticas en un medio con diferente
cantidad de porosidad que incluye una superlicic libre. Se observa que una de las claras e
importantes ventajas de los modelos de reticula es la facilidad con que se¢ pueden incorporar
automaticamente, porosidad, o cualquicr tipo de inclusiones en los modclos. Finalmente, la
Fig. 4.20 muestra una sefal obtenida de la simulacion de propagacion de ondas en un
medio fuertemente desordenado y por lo tanto. con intensa difraccion maltiple. La coda
tienc un cardcter difusivo., como algunas tecorias lo predicen (e.g. Anderson, 1958;
Chandrasckhar, 1960; Ishimaru, 1978; Sheng, 1995: Fehler & Sato, 1998; Van Rossum &
Nicuwenhuizen, 1999).
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Porosldad 0% Iforpﬁdad 5°/o Porosndad 10%

Figura 4.19. Difraccion de ondas elasticas en un medio contenicndo diferente porcentaje de
porosidad. Es clara que la pérdida de energia (atenuacién) es mayor a mayor porosidad.
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Figura 4.20. Fuerte difraccion maltiple de ondas clasticas en un medio altamente desordenado.
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Conclusiones

En’esta disertacion he propucsto un modelo “genérico para simular fendmenos de fisica de
rocas y demas materiales solidos desordenados clésicos. Esto, eventualmente, para contar
con un laboratorio “virtual” que permita facilmente realizar experimentos de diferente
indole fisico-tedrico, que a su vez permitan verificar hipdtesis especificas o que permita
ampliar nucstro conocimicnto fundamental, a través dc la observacion, interpretacion ¢
intuicién fisica de los resultados, fruto de dichos experimentos.

En este contexto, el modelo discreto de particulas permite asignar propiedades locales
clasticas, y otro tipo de reologias distintas, por lo que se pucden proponer y por ende
experimentar en modcelos desordenados. incluyendo medios anisétropos. Adicionalmente,
se pueden asignar esfuerzos externos en ¢l modelo por medio de condiciones “fisicas” de
frontera, lo cual permite modelar sistemas con anisotropia inducida por esfuerzos. También
se pucde tener una superficie libre natural en el modelo y observar la aparicion de las ondas
de Rayleigh, cuando ¢l modelo ha sido excitado con una fuente externa.

Los ejemplos presentados demuestran buena precision y correcta reproduccion de la
naturaleza. ya que, tanto cn datos experimentales de laboratorio, como en resultados
tedricos obtenidos de soluciones analiticas y aproximaciones de medio efectivo, se tienen
ajustes adecuados al utilizar el modelo discreto propucsto.

La habilidad de¢ realizar comparaciones cuantitativas entre experimentos de laboratorio y
experimentos numéricos con nuestro modelo de particulas, es un paso trascendental para
entender en lo fundamental, los procesos y fendmenos de dinamica de fracturas y de
propagacion de ondas en medios desordenados, discontinuos y con probables fluctuaciones
estadisticas que los métodos tradicionales de andlisis no podrian realizar.

Creo fervientemente que en esta direccion de razonamiento, acabaremos por entender
correctamente los mecanismos de disipacién de energia en los procesos de fracturamiento,
antes y en ¢l mismo momento que se suceden los eventos dinamicos de fractura en un
material. Esto a su vez nos ayudara a entender y posiblemente a predecir fenédmenos a gran

escala como son los terremotos.

Existe un drea de investigacion que creo deberd seguirse con mucho interés por medio del
modelo de particulas. Esta cs la propagacion de ondas en medios aleatorios con fuerte
desorden, que permitan simular fendmenos de localizacion de energia (entrampamiento)
que es ubicuo en sismologia y que csta asociado al filtrado estratigrafico, observado en
exploracion sismica, y al teorema de equiparticion, observado en sismologia teérica que se
representa por una {uncién de trasferencia de difusion.
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Apéndice A

Derivando las Ecuaciones de Onda a Partir de
Particulas y Resortes

Considere una linca con masas idénticas conectadas por resortes como se ilustra en la Fig.
Al.

oo —MATHO-CTTT T-O-TTTIT—O~TWT T —-C~TIT 00> v
k }-—a—-l

Figura. Al

Todas las particulas tienen una masa m,. los resortes tienen una constante eldstica &k y
distancia de equilibrio a. S6lo se permite: movimiento en la direccidén horizontal. Es decir
movimiento longitudinal. Numerando las masas 1,2.3....p,...N, las posiciones de equilibrio

son x=a,2a3a,...pa,...Na. Para una particula p cn posicion x,, tenemos los

desplazamicentos:

W, =Xx—a
: (AD)

W,=x,-pa

La fuerza en la particula p es: El resorte a la izquierda es estirado por ¢, —y,,_,, por lo que
cjerce una fuerza en p de — k(l//,, — Y ) De la misma manera (véase Fig. A2) el resorte de
la derecha ejerce en p la fucrza + k((//,,,, —y/p). La ecuacion de movimiento para la

. d’x, v, :
particula p es por lo tanto F =m art = m—d[2 . Es decir,
d’y
R P L AN B T 7 (A2)
SO RO
p—1 P p+1
Figura A2
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Es claro ver que hay N ecuaciones acopladas, una para cada particula. Lo mismo se puede
hacer para movimientos transversales. Considere particulas con una tensién constante 7,
como sc obscrva cn la Fig. A3.

T

m

L
2=

Figura A3

m
G

L

Cuando el resorte es jalado verticalmente (como en una guitarra), la particular p se deforma
como lo muestra la siguiente Fig. A4:

p
r )
r TSi" <
p—(l_ ia/"‘i ll'sin i

Figura A4

La fuerza hacia abajo en p es —T'sena,,_, y la fuerza hacia arriba es + 7 sena,, . Observe

que sena, =&——£”—1, donde ¢, son los desplazamicntos verticales. La ecuacién de
a

movimiento en este caso es:

4 T( = - \:T
(d,(/:" =—;(¢p —40,._,)+;(¢p,. -%,) (A3)

m

Esta ecuacion es similar a (A2) pero &k es ahora T/a .

Ahora bien, para movimientos transversales o longitudinales, se puede escribir el limite
continuo, Dado el espaciamiento entre particulas a=Ax, permita @, —@,, =A@,.

Entonces la ecuacién de movimiento anterior es:

d*g T T
m—Sr = A, A, (Ad)
(s}
d’ep, Ap,, Agp
=7 Vid d
m px: l: e o (AS)
o Al -

Vs

FALLA Dt uiwutl

oAb
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Hasta ahora, ¢, ha sido funci6n solamente d‘crl tiempo ¢, con un valor distinto para cada p.
Permita ahora ¢l limite Av— 0. Por lo que (a,,(t) se sustituye por (p,,(l,x). Entonces

tenemos:
AP _Bn|_, A(Z’i
Ax Ax éx ),

es decir, (Bp/ox) evaluada cn la posicién p, atendiendo al limite dzqa,,/a'l2 - (62(p/6t2),,.
Dividendo la parte izquierda de la ecuacion (AS5) por a y la parte derecha por Ax
(recordando que Av =« ), ademas permita que 2 = mfa, es decir x4 es la masa por unidad
dec longitud, entonces tenemos:

(A6)

-

¢ g
o —p. X lr
u( 5 ]p 1. (A7)

Permita que Ax — 0, por lo que p ¢s una posicidn arbitraria en la lineca continua y sc
obticne:

Fy 1o

" nox (A8)

Estos son movimicntos transversales, es decir ¢{t,x) son los desplazamientos verticales en
la posicidn x. Para movimientos longitudinales, el andlisis andlogo nos da:

v ka’® 'y
ot T m at]” (A9)

Las ccuacioncs (A8) y (A9) son las ccuaciones de onda transversal y longitudinal
respectivamente. Las velocidades transversal y longitudinal, respectivamente v, , v, son:.

T B '
v, =t |— ¥y V"=..'+_’a —1. (AIO)
e m

TESK Ch
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Apéndice B

Modelo Discreto de las Ecuaciones Elasticas

l.a ecuacion de Navier (1.20), se puede escribir de la siguiente forma:

2
6_121 = ¢, Viu(r,0)+ (c,2 -c? )V(V “u)r,0)

o BH

N

donde, como antes, ¢, es la velocidad longitudinal y ¢, es la velocidad transversal del -
material relacionadas al modulo de Young E y a la relacién de Poisson v por medio de::

c1‘=\/ Z0-9) .(.Bz);

p(i+v)(i-2v)

er = o] (B3)
\/2p(|+\')

La ecuacion (B1) puede convertirse en un sistema discreto por medio de un procedimicnto
general que permite discretizar ecuaciones diferenciales parciales para reticulas arbitrarias.
Martin er al. (2000) proponen un método de optimacién para dicho procedimiento y
deducen que el modelo de Born (1954) es la version discreta dec la ecuacién (B1). Este
procedimiento se reproduce a continuacion.

Permita que f(r) sea un campo escalar y considere una muestra de Af puntos distribuidos
arbitrariamente en la vecindad del punto r, con posiciones r,. El valor del campo escalar
en cada uno dc estos puntos sc denota por f, = f(r,). Para un problema de optimacion, se
espera que a partir del conocimicnto de f, y r;, cual es la mejor estimacién de las
derivadas de f'en ¢l punto r,. La solucién se obtiene encontrando cl mejor paraboloide que

ajuste todos los puntos y que contenga a r,. La ccuacion del paraboloide es

1)(r)=fo+A-(r—ro)+%n:(r—ro)(r—r.,) . (B4)

La expansion en series de Taylor de falrededor de r, muestra que A es una aproximacion”
precisamente del gradiente de fen r,, y que B es una aproximacion:de-la matriz- de-
segundas derivadas. La funcién de optimacién cs: B

TESIS CON
FALLA DE OKIGEN
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A 2
o(AB)=>[P(r))-71,]
! ) (BS)

A 2
Z( —f,+A(r, —ro)+—ll (r, =1, )Xr, —ro)J

J=l

Minimizando ¢ con respecto a B y A sc obtienc ¢l paraboloide que mejor ajusta los puntos

Sy

(B6)

donde se han definido

Fo=D(f, - fu)r, — 1)
" (B7)

EZ S, =), —r)(r, — 1)

que conticnen informacion de la funcién en la vecindad de r,, y

Rz —Z(r —Ta (r _ro)

R, = Z(rl —r)(r, =1 )(r; —1,) , (B8)
2=

A
R, = Z(r, =), —r)(r, —ry)(r, —1p)
=

que contienen informacion topoldgica. Los subindices en las F’s y en las R’s son el orden
de la cantidad tensorial en cuestion. La condicion minima significa que:

RZ-A+%R3 :B=F,
(89)

RJ-A+—%R4 :B=F,

TESIS P
FALLA DE st
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Este es un sistcma de écu‘aciones lineales para _los dcscohocidos A y B. Para un sistema
bidimensional, D=2, cn R”,se tienen: D+D(D+l)/2 mcognnas ’

Para una reticula triangular, uuhzando Ia rclacnon umcameme de vecinos cercanos,’'y con

un espaciamiento entre nodos a, se conslruyen Ias derivadas discretas. Considere los

vectores:

r, =a(0,1)=-r,

r; =d \/——i——]— =T,
3 575 6

de tal sucrte que

R, =ir,r, =2ir,,r, =3a’1

1=l i=l

R, —er,r-Zr r,+ir,r,r,=0 (B11)
i=4

=1

= Z rrrr, = ZZ r,rrr
i=1 i=1

El tensor de cuarto orden es simétrico para todos sus indices por lo que se consideran solo
RV R RZ2 RE2 [ resultado se puede expresar como:

RMY :3{(1‘ [Suvarrv + &MV 4 5#75""] . B12)

Insertando (B11) y (B12) en (B9) se obtienc:

3ad*’A =F,
B13
%a‘[l rB+2B]=F,|’ (B13)
donde
trli—-},—(Flr 21, ) (BI4)
por lo que

2 =d .\Fl =-T.
53 s . B10)
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1
A=—:F,
3 ! (B15)
4 !
B =§F[Fz "24'(“' FZ )l]
Expandiendo estas expresiones:
1 &S =S
A=— 7 £
3 ‘?:.: a !/
s B16)
4 Sy~ fo =y ¢
B=—-)» = ¢ 20
3 ,Z.: a’ 3 ; a?
donde Pj'.’ =(r, —ry)/a. El Laplaciano es la traza de B, por lo quec (B14) cs:
f f
rB= Z ° . B17)
j=|

Las expresiones anteriores representan las derivadas en forma tensorial. El gradiente de una
funcidn es un vector con los valores de esa funcién y los vectores posicion de los puntos
vecinos de la reticula. La matriz de las segundas derivadas es un tensor de segundo grado.
De aqui se pueden formular las diferencias finitas de una reticula. Por ejemplo, para una
reticula triangular, los vectores en (B10) nos permiten construir los gradientes:

ah=ts Somfs S fs
—(6 ’/) ( 2a 2a * 2a )

-6 -5 Al ARl |

(B18)

que son promedios pesados de las diferencias en las direcciones posibles de la reticula.

La ecuacion (B1) para una reticula triangular de un nodo particular / es:

3, =[c4—c,/3]j I( —u) [M}i(u, ~u,)-#} eo (B|9)

]
o a = s

Esta ¢s la ecuacién discreta de una reticula triangular uniforme compuesta de particulas.:

El modelo de Born (1954) que cs utilizado para representar procesos de fracturamiento en
solidos, tiene una cnergia elastica (Hamiltoniano) representada por:

Thas ONON

FAL.LA Uﬁl [z v L:N




Modelo Discreto de Particulas para Simular Fisica de Rocas 102

t=5lo= B);? [(u— , )f‘fﬁi]’; '+%BlZ fo.,~u,F{. (B20)

donde «.y B son constantes del modclo La fuerza en; la pamcula i se obtienc de la cnergia
potencial anterior: : i L i

tff:"f: + BZ(" u ). (B21)

Por lo tanto, dc la ccuacidén (B19), sc obticnen los valores de o y (3, a partir de las
velocidades de propagacion cldsticas macroscopicas del sistema:

2 _ 2
(a—B)=[3§C§a%)] . (B22)
 —C /3
B= [ pe: . ] . (B23)

De (B22) y (B23) sc ticne:

o= [ _c’/3]. (B24)

a

A su vez, ¢, y ¢, sc pueden obtener de los madulos elasticos, asi descados, con (B2) y
(B3). Notesc ademds que oo y B pueden ser difercntes para cada enlace entre particulas.
Por lo que sc pueden representar modelos con heterogeneidad local y por lo tanto, también
representar medios anisétropos y desordenados. La ccuacion (B20) es una ecuacidn
particular de la expresion generalizada de percolacion elastica (Chakrabarti & Benguigui,
1997):

=3[, —u,) 5, p, +E 360, 0| (B25)
ty L

donde 0,,, cscl angulo en cl sitio j formado entre los enlaces ij y jk, y p,, se define como:

| cuando hay enlace
P, =
i 0 cuando no hay enlace

TESIS CON
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Para p,. =0, el enlace no existe y por lo tanto un micro-poro o fisura se crearia en el
sistema. Para rcticulas bidimensionales (Sahimi, 1998), 0,,, toma la forma:

186, =(u, —u )xr, —(u, —u,)xr,]. (B26) 3

Por lo que la fuerza simplificada para el nodo / es:

F, =—__°‘Z(“1 —-u ) Vg Py +ﬁZ(“ “1)1’,, . (B27)

Finalmente, cabe mencionar que el Hamiltoniano de percolacion eldstica, aqui descrito, es
utilizado para. simular propagacién- de onda en medios porosos, asi como efectos de
difraccion multiple en el traba_|o por Del Valle—Garcna & Sanchez-Sesma (2002).

Mas detalles de la Fisica y de las apllcacmncs “de ‘este modclo, refiérase a Herrmann &
Roux (1990) y a Chakrabarti & Benguigui (l 997)

P /\'\ =
!.E?.!llz:!.is‘l l ! l'\T
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Apéndice C

Medios Micropolares

Modelo de resorte

Existe una considerable cantidad de litcratura sobre los medios micropolares (Eringen,
1968, 1999; Nowacki, 1970; Berglund, 1982; Brulin, 1982; Eringen & Hanson, 2002). El
modclo de resorte micropolar también consistc de masas (particulas) sujetas a resortes
(enlacces). Las particulas sc consideran rigidas y esféricas con radio ¢ y masa m, arregladas
en una reticula tridimensional (cabica en este caso) con una distancia 4 entre centro de
masas. Sc consideraran los tres tipos gencrales de resortes. Los resortes tipo 1 y 3 son
resortes que conectan particulas cercanas vecinas. El tipo 2 conecta las segundas vecinas
cercanas. La longitud natural y la constante del resorte del tipo B (B =1,2,3) son #, y &,

respectivamente. El sistema es Cartesiano con componentes x; (i = 1, 2, 3), por lo que cada
masa estd numerada por tres valores (k. I. m). En cquilibrio y en ausencia de fuerzas

externas, las coordenadas de la particula son x™"™ |

Las fuerzas de accién

Para obtener las ccuaciones diferenciales para el desplazamiento u®™"™ y rotacién @®*™
del modelo discreto, se calculan la fuerza y el momento que actitan en la masa (k, 1, m) por
influencia dec las particulas adyacentes. Primero se calcula la fucrza debida al resorte del
tipo 1. Por lo que se consideran las masas (k, I, m) y (k+1, I, m). La longitud del resorte en

deformacioén cambia de (d — 2a) a (/) donde (véase Fig. Cl):

(k+1,Lm) *am P ( (el lom) _ o (kLm) _ ( (h+1,0,m) (k.1,m) ))2 2
((I—2a+u, —uy )'+ uj u; ales + 5

+(u(k+l,l,m)_u(k,l.m)+a( Gl L) (k.l,m)))z - (C.H
3 3 {2 Q3

=
i

Los cambios de longitud por términos del tipo a(l-cosg) son descartados dado que se
suponen rotacioncs pequefias. La fuerza de accidn es entonces calculada por:

g kb =h) (€2)
i 1,
donde
: ;Icl —d —2a+ ufkn,l.m) _ uzk.l.m)l ] (C.3)
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<P(k+1 ,1,m)

3 (k+1,1,m)
@2

k+1,1
¢1( y1,m)
(k+1,1,m)
- X
. u(k-‘rl ,1,m)
masa(k,1,m) u(4<+'x,1,m) 2
]

Figura C1. Cambio de direccion y longitud dcl résbrte ’(eﬁlkécke)k del tipo 1 entre las masas (k, I, m) y

(k+1,1,m). -

EEE ¢ T 1 A 1Y) (k.l,m) - (k+1,1,m) (k. 1,m)
Icz—'uz = U; —a(Q3 +@3 )I,

— (kL m) {k.l.m) (k+1,1,m) &, l,m)
|°3 =U; —U; +a(p; + @3 )I

(k.1 m) G+l 1, m)

Se puede expandir cl término /', dado que (p
cantidades muy menores a la unidad,

Y-y

| ) 2
(k+1,8,m) (k.1 m) (k+1,1,m) (k. m)
: __(uz —u5"" _a(‘PJ + @y ))
It = 1 2
[ '
el U wenm ( (k+1,1,m) (k.l.m))
- —9—-‘:7(u3 —a\p; + Q5 +...

(C.4)

(C.5)

ug"' Lm /(d —2a) son

(C.6)

Sustituyendo : las ecuaciones (C 3) y (C.6) en (C.2), |gnorando ordenes cuadriticas y

mayorcs, se obuenc :

: IFI(I’)(kH‘Lm) = kl ((/—261—’1, + ufkﬂ.l.m) = ufk’.'(';'“) )I ‘.‘ (C.7) .
Anéloganﬁenle, con (C.4) y (C.6) en (C.2), se obtienen las fuerzas:
h "
F(l)(Lfl.I.m) = k l - 1 (k+llm) (k.l m . (k+1,h,m) + &, l.m) .
: 1= (s ales o). ©®
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similarmente,

{ " m" : , + m, m, ' + m m ‘ :
| 5(1)(&‘“.1. )=k'(‘,_d 2(,)( (k+1,1,m) u"‘" ’+a((p“ |4| )_,_(p(kl ))) : (C'g)

fuerza tolal en la direccion x, es:

r(k m) _ k {[u(LH 1,m) zu(l\.l.m) + u(k—l,l.m)]
+ (1= Jd)[um g rhm gl

+a(plhm _ glthm _ pllmen) (p(k.l m 1))]'}

(C.10)

anterior. S6lo para lcrmmos lineales se tiene:

F @ _ p ge] d—Ba+ u(k+l R
] 2{( J_d e =)l i
a +L 0+l m m i ey :
+7—5(‘P(3k Lisl, ’+(pgk"' "1 : ERE e O . .1
hy (a1, 141,m) kt,m) R+ 141 m) .1, m)
u —g(hm) G slm) G,
* 3od —2a) & Lo Rl )
[-‘(2)“‘“"""") k 1— d~ _\/—‘” + U(L“ 141, m) u(k.l.m)
‘\/’) (p(kﬂ 141, m) +(p(k.l m))] . (C.|2)
h, (h+1,T¢0,m) (&1, m) (k+1, 141, m) (k1 m)
bt Aehmy g Ohm) o Gl m) Ot
2(3d—2a) ¢ : ' o

T (2)(k+1, 040, m) _ h, p el m (k,1,m)
B =k {(1 = =) [u - u}

N2d —2a
+ 1, +1,1+1; K, 1, '
_\/_(q)"‘” T e mi ‘__(p?\ 1 ",‘)):]}
Las expresiones de la fuerza total para las masas (k, 1, m) y (k-+1, I+1, m) se obtiencn de las

ccuaciones anteriores, tomando cn cuenta los cambios de indices para las masas secgundas
vecinas cercanas: ...

(C.13)

La longitud de cada resorte del tipo 3, en estado sin deformacion es
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(C.14)

La fuerza F"X“' ) ge calcula de la misma manera que FM&LIm o p@kabm g,
obtienen las com onentes de fuena ara el tercer tipo:
p

A e PR myl '
4@[—3(10—1:3) [odz’](uf* Litlom) Gt ’) S : (C.15)

e
Fz(ll)(!w‘l.;l‘.n‘l) — 2/(3 ° . S

©(C.16)

_ 20 "Io (l hg) ((p(k-M Lm) +(P(k I m))

(1'z 7
aa’ | | Byl et
=% (ly — By) + 1= =% J(uferthm ,
FJ(B)(kH.l.m) =2k, ’ Cian (Ca7
: 2a’ L lo hy o) (ko m) LS
g O ) |
d Ly : o

La fuerza total es ficilmente deducida de las expresiones anteriores. A" partlr de las fuerzas
totales, de los tres diferentes tipos de resortes, sc construyen las ecuacnones dlferencnales
finitas que constituyen las deformaciones continuas del sistema: : :

dZ (L l,m)
m——t

dtz =m \(k Lm) _ r(l)(\ I,m) + I‘ (2)(k, I, m) + I*(J)(k.l ,m) __ r('k.l m) . (C.]8)

Los momentos de masa (k, I, m)

Una vez conocidas las fuerzas totales de los tres resortes para un sistema en deformacion,
es natural pensar que esto causard la accién de momentos de masa (k, I, m). Para calcular
los momentos solo es necesario determinar las palancas de fuerza. Considerando el resorte
tipo | entre las masas (k, I, m) y (k+1. 1, m), el momento se calcula de:

IMu)(I\H.I.m) —ex F(I)(kH.l.ﬂ , (C.19)

donde e cs un vector posicidn que va del centro de masa al punto del resorte. Por lo que la
componente en X, €s:

ngl)(k+l,l, m) _ e, Fz(l)(ku.l.m) —e, Fl(l)(ul.l.m)l . - (C20)
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Lo cual resulta'en

M(I)(lul l m) k ﬂ(l I )[U(Lﬁl 1,m) u(k.l m) (p(lul I m) ((1 a)(p(k,l m)] X (C.2l)

Mgl)(k,l‘m) k (l(l l

(C.22)

—aa- a)q:“ )

)’ M“’““'“" “se’ obucnen' facllmentc de Ia
i Ll momento causado por el rcsorlc upo 2 es

Las otras dos componcntcs M"""""‘

permutacion ciclica de los
escncialmente igual a (C.22).

El momento para el tipa'3 ,sé 6btic:‘r1'e"dé: k

‘ M?’“*’g-’-“" 2k [20 (Io a _ﬁé_)]{u(zkﬂ,l.m) _ u‘z“’"'f‘) ‘
S ,

[ , N+ m,
2_’_a o (l__lg_)]q,;u.l. ) 3 (C.23)

“[a

—fa?+ "’“(d a)(l - ”’)]«p“""’}

Obsérvese de las ecuaciones (C.23) y (C.21) que los momentos depcndcn prmcnpalmente de
las constantes de resorte y de la longitud natural.

Las ccuaciones diferenciales finitas que constituyen los mbméntbs del sistema son:.

dzq)(kl - Kk, ..m) (DK, m) (2)(k, 1, m) (3)(‘k.l m) » (L] m‘) ’
SR = I SMPEET L MEBRL L MEOGLD S ML (C24)

donde J es el momento de inercia para la masa (k, 1, m).
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Apéndice D

Modelo General Micro-Mecanico

El modclo micro-mecédnico general que a continuacidén se presenta es basado y es una
particularidad de la teoria micropolar que se presenta en apéndice C. Para representar dicho
modelo elastico que permite anisotropia, se utiliza una reticula que contienc enlaces con
elementos de fuerza central y doblamiento (véase Fig. 3.4). La reticula se construye a partir
de celdas hexagonales, de tal manera que cada nodo tiene seis cnlaces. Las fuerzas centrales
son asignadas como a”, mientras que las fuerzas de doblamicnto son 3”7, donde #» es el
indice para cada enlace, n=12,...,6 (Fig. D1). Los vectores unitarios /" y angulos 0" de

los enlaces centrales a” para n=1,2,3 son:

0'=0 =1 =0
s , i \3
0° =60 1} =3 N =5 (D)
: 1 N3
0 =120 13:-5 123-_-_5_

Para los otros resortes (n =4.5,6), de acucrdo a los requerimientos de simetria, tienen las
mismas propiedades respectivamente que para n=12,3. Todos los enlaces tienen una
longitud «, por lo quc ¢l arca del hexagono es 4= 2/3u¢*. Cada enlace B actia entre dos
enlaces contiguos a para el mismo nodo. También, debido a los requerimientos de:
simetria, sélo tres de los enlaces 3 son independicntes. g

Se puede entonces pensar en tres tipos de modelo posibles por definir: (1) un modelo- o ;
(2) un modelo B; y (3) un modelo afl. A continuacién se derivan los tres modelos y se

confirma que ¢l modelo general reduce al modelo eldstico de reticula lsotropo
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o) o(6)

Figura D1. Celda unitaria de una reticula triangular: Las constantes normales del resorte son:
Oy, 0, , 0y, Oy, Ol O Y B2, 85,8, .85, B, son las constantes angulares.

Interacciones de fuerza central: El modcelo

Se derivara la relacidn de las propiedades elasticas entre el modelo continuo y el discreto, a
partir de la cquivalencia de ambos modelos. Para el modelo continuo la energia elastica

(deformacion) £, del hexdgono es

A a
E, ==C5 8, 8 (D2)

<2

-

donde C/; cs cl tensor de rigidez de cuarto orden, debido al enlace a. El tensor lineal de

deformacién £, es uniforme dentro de una celda unitaria.

Ahora permita que N sca la normal al enlace y 77 su tangencial, por lo que se tienen los
desplazamicntos normal y tangencial respectivamente, uj -y -u;. La fuerza P cn enlace

estd relacionada a uj}, por:

[P =oup, donde  uf =17u}], (D3)

por lo que la energia de deformacion en el resorte es

2
E'=—P'u" = “7 i, €] (D4)

y la energia total para los seis enlaces o es:

rnes

SRR RN A

"K .

L
§
1
)
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” a & "”'l’l
E =Z e ='2_ZI 111‘1,8,18“ . (D5)

n=|

-~ Comparando.con la ccuacién (D1), el tensor de rigidez (mddulos elésticos) para el - modelo
o es:

Z oI (D6)

r/l(l

Interacciones angulares: El modelo B

Ahora consideramos una celda unitaria con seis enlaces. 3y se observa de la Fig.-D2 que
AQ cs el'cambio en dngulo cuando un punto L se mueve a L', es decir, entre 1y I'. Esto es

qu:lxl':l/.\ﬁj,f ' ‘ (D7)

lo que permite obtener:

-

AQ = a’ Ixu= .‘a‘,sk,’/‘[‘.?{/_ 8"'/81/'1'1!' (D%)

donde g,,, cs el tensor de permutacion y i, j, p=1,2.

Figura D2. Los dngulos del modelo (3.

El cambio de dngulo entre dos enlaces o contiguos se mide por A¢=A0""'-—A0".
Sustituyendo la ecuacién (D7) en (D8), se obticne la encrgia en B”
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£ =%B" {‘:kueu’(llnﬂl;-m —-/,"I: }2 ’ (D9)

por lo que la encrgia total es

8 1;:[]:11;:[:1 _Inlnlnln

6
Z n 5”‘/;011;"1]:&]1["“ _['ml[jnolll:nll,nﬂ —re g0l (DIO)
=1
28, L2077 N 207

=1
2

Para obtener los médulos eldsticos, se tienen que satisfacer las simetrias existentes de los
diferentes indices iy j, k y 1, asi com de ij y k/. Por lo que a partir de permutaciones sc
obticne:

. (Bn +Bn-l ,,‘1;:[/"1;,'1" (B” +ﬁ"- )nlnlnln
Z anll(l n+l1n+lll + ﬂ”l”[’“ll'"ll” - .cul. (DI l)
=l Bna ln[nlrnlllnl + Bnl’nﬂllnl’::/;rﬂ

wwiptytp

N[—

Comparando csta expresion con la energia de una celda unitaria

E A

e=3 (D12)

B
Cl/l(/eljskl

-

las constantes clasticas del modelo son:

l (B" + Bn—-l ,,‘1;:[]",;:," (Bn + Bn—l ylnlln[:lln -
Z ”8“‘1"1'”']"”/" Bnlnlnollrnlln - . (Dl3)
n=t an [nlnlnﬂlrn-l +B"I,"”lj"1/:’1,"“

LW A 4

l/kl

El modelo general o —f3

Utilizando, por superposicién las ecuaciones (D6) y (D13), nos permite construir el modelo
general anisétropo a —f3, resultando en:

(Bn + Bn—-l ,)([:1,"[;,'[" (Bn + Bn-l )"I"["["

nyngyngngn n nyn+lynelgn npngpnelgn+ln
Cour =5 Zau,/kl, zﬁzz IV T AN UL g fa)
ﬂ Sl‘l,’;ljnl,r:ollnol Bn[,nﬂ[,nl:llrn-l
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(D14)

Esta ecuaclon cs la base de la represcntacxon de una reticula para materiales: elasticos
amsotropos y «es la generalizacion del modelo de Klrkwood (I939) para un s6lido lsétropo

EI modcl(l)r isétropo de Kirkwood

Este modclo se¢ obtienc haciendo todos los' a” y " idénticos, por lo que la ecuacién
anterior se simplifica a: :

28, 07100 = 2000000 —

rtatpll

" ngn [3 & nypn+ n+ n nypn+ n+ n
;1 /‘1,><2 3(2;' Bud s ity 1y~ (D15)
[;I:[;”I"“ [,"HI/”II:'II"H
donde ficilmente sc obticne
1 (9 9
Ciin =Can =§—\/—§(Za + WBJ
1 (3 9
k C||21=C22|1=‘2"7—§(Z°‘_:1—(;{ ) . (D16)
1. (3 3
C =
1212 2-\/3(4(1 44t J
Con la siguiente condicién
1
C|2|2=‘2‘(C|||1_anz) . D17)

Las constantes oo y P estdn relacionadas a los mddulos de compresibilidad y de corte por
medio de:

SN 0 R E P
AW RN Pl B (D18
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Sc observa que la constante 3, la fuerza de doblamiento, no tiene influencia en k. Es

decir, ¢l mddulo volumétrico es meramente influenciado por esfuerzos hidrostaticos. La
rclacion de Poisson cs:

=h‘_'ll o S ‘
il : (D19)

En vista de (C18), la relacién de Poisson ¢s

v = Clllz_—“—:iﬁ_ ‘ D20
3oa’ +3p (D20)

De esta ccuacion, es claro ver el rango permisible que puede tomar la rclacién de Poisson:

v = 1 si £ —>0 modeloa
3 a
_ (D21)
v=-~l] —si £—>oo modclo S8 )
. a




Apéndice E
Productividad Cientifica
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[t] The clastic lattice (percolation) model, used in
statistical physics swudics. has been quite successful in
simulating dynumic fracture phenomena, including their
associated acoustic emission. This discrete model is suitable
for representing  disordered media such as rocks. Thus,
motivitted by irs advantages to deal with  discontinuous
reilistic media, in comparison to the continuum theory, we
performed simulations of clastic wave propagation by using
a vector percolating network that includes central and bond-
bending foree constants allowing tocal microscopic variation
of the Poisson’s ratio. The validity of the proposed approach
is tested by compuaring our numerical results with those from
Garvin's exact analytical solution for a buried dilatational
line source in i half space. In the tree-surface response the
Rayleigh waves play a prominent role, INDEXN TERMS
3230 Mathemaucal Geophysics: Numerical solutions; 5112
Physical Propevties of Rochs: Nicrostructure: 3102 Physical
Properties of Rocks: Acoustic properties; 7203 Scismology:
Body wuve propagation: 7258 Scismology: Surface waves and
free osallations. Citation:  del Valle-Gareia, R.. and V. )
Sanches-Sesma, Ravleigh waves modeling using an elastic
lattice madel, Geophres, Lett., 30(10). 18606, Joi 10,1029,
2003GLOTT600, 2003,

Res

1. Introduction

{21 Natural rock materials are usually heterogencous at
various scales and have a large aumber of flaws with
various sizes, shapes and orientitions. These complicated
objeets may be either solid or fluid inclusions, smooth voids
or cricks. As a result, the clastic lattice approach has been
praposed, which basically attempts to generate fracturing
and deformation processes within a disordered  medium
when suflicient external stress is applied [Hevrmann and
Kowux, 1990, Sahinn, 1995 Chahrabarti and Benguigud.,
1997]. Ths approach has been used to construet locally
heterogencous materials and is appropriate for representing
muesoscopic media, e solids which are microscopically
heterogencous but macroscopically homogencous, More-
over, they can be used to represent rocks witly a high degree
of disorder and 1o construct synthetic percolating structures
as well as w simulate locally inhomogencous materials with
defects (pores. ericks and inclusions).

3] Ouraimiis to show that the elastic lattice (percolation)
model allows 1o simulating clastic wave propagation in
complex rocks. This approach offers an accurate and
unconditionally stable way 1o compute scismic waves in

Copyright 2003 by the American Geophy sical Union,
QOD4-K376:03 26030101 7600805 .00
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highly disordered media. The effects of microscopic char-
acteristics such as cracks and pores cun be directly modeled
as well. Furthermore, the elastic percolation network has
been recently used with success to account for velocity
variations and body wave scattering effects from voids or
inclusions by changing the porosity in the maodel { Dol Valle-
Gareia and Sdnchez-Sesma, 2002). These results corre-
spond to the complete range of porous solids, from zcro
up to the critical porosity or percolation threshold, and
complement previous work [Ruffinog and Delsanto, 2000,
Crsenhach, 2001]). Thus, our endeavor here is to explore to
which extent the clastic percolation network reproduces
classical clastic solutions, in order to use it, with contidence,
in the study of wave phenomena in porous and cracked
rocks. We believe our computations close the gap between
two apparently distant approaches. In the following, a
relutively simple network model is described [Kantor and
Hebman. 1984), which is usually wsed tor the dynamic
fracturing of disordered solids, This gencrie maodel s
cmployed here for simulating wave propagation phenomena
in clastic solids with o free surface, in order 10 allow for
Rayleigh waves 10 emerge. The solid s assembled by a
netwaork in which cach bond represents @ small portion of
the material, From classical mechanics, this network
requires particles and springs (bonds), which follow the
laws of lincar clasticity. Commonly, heterogeneitics may be
introduced in the values of the particle densities, in the
length (or diameter) of ecach particle, or in the strength of the
bonds. As a result, one of the great advantages of this
approach is that any kind of disorder may be incorporated
and its eflects on dynamical processes. such as wave and
ftacture propagation may be evaluated. In order to validate
the results, we have compared the simulation outcomes with
those from the very well known Garmin's [1956] exact
solution by cmploying a recent algorithin developed by
lturrardn-Viveros and Sdanchez-Sesma [2003].

2. The Elastic Percolation Model

[4] The clastic (vector) percolation model can be
considered as a discrete micromechanical system. Similar
discrete approaches to modeling mechanical and  geo-
physical phenomena have been used in the past. Most
prominent approaches arce based on closcly pucked lattice
of particles with Hooke's law interactions [{loover, 1991;
Toomey and Bean, 2000]. Other appealing approaches are
the “*distinct element method” based on the construction
of clastic granular assemblies |Cundall and Strack, 1979]
and the “lattice solid model” [Mora and Place, 1993] for
the simulation of nonlincar dynamics of carthquakes.

Jo.
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[s] The elastic percolation approach was designed to
model deformation and britle fracture, in which rather than
discretizing the equations of clasticity, the elastic continuum
is discretized to a multi-dimensional array of lattice points
connected by bonds [e.g., Curtin and Scher, 1990). 1n this
system, the bonds can be stretched, bent or broken by
applying external stresses. So, both central and bond-bend-
ing forces contribute 1o the clastic energy of the network.,
This opens a good possibility to study some rock physics
phenomena and even the minute effects are vet to be
explored.

[s] Consider a two-dimensional triangular network (a
hexagonal cell) whose linear size is controlled by £, where
L is the number of sites (particle positions) in a given
dircction. Every site i of the lattice is characterized by the
displacement vector u, = (1, 1), which is computed by
minimizing the clastic encrgy of the system, In general, the
elastic energy of a bond-bending madel, tor each particle, is
well characterized by |e.g., Kanror and Webman, 1984;
Chakrabarti and Benguigui, 1997)

30l =) ey

| N\l
i Lk

m

where r; is the lattice vector between sites £ and /. Here o,
is the central force constant of the spring attached 1o the §
and j sites, which is proportional o the squared length
change: 3; is the bond-bending force constant associated to
), which is proportional 1o the square angular change at
site 7 between the bonds /-7 and -4, Figure | shows the
configuration. linch particle has 6 associated particles
attached to it by bonds. ‘Thus, the first term of the right
hand side is the spring energy (as in Hooke's law), which
contributes to the central foree ficld, while the second term
is the bending energy from the angular difterence of two
connected particles from their equilibriom positions. Here
(i. 7y means the sum is over the six neighbor particles 1o site
o and {Jik)y indicates that the sum is over alb triplets in which
the bonds /- and -4 form an angle swhose sertex is at 4 In
this work, g, is always cqual 1o | because we forbid bond
breaking. In fact, forp, 0,6t would mean that the spring is
broken and a micro-crack is developed. Notice that the
central force assures translational invariance, while the
bond-bending force (non-central potential tenn) guarantic
rotational invanance. Translational invariance implies that
the energy depends only on the Latice displacement dis-
tance, which is related to the Hooke's spring. On the other
hand, it is well known that the Tack of rotational invariance
would lead 1o unphysical clastie constants, This is transcen-
dental for hrittle fracture experiments, since the presence of
the bond-bending coupling constant improves the degree
ot isotropy of the tensile failure surface [Monene and
Anderson, 19940 Both the spring constants and the breaking
energy (which are related to stifthess and surtace formation
respectively) can differ for bulk and boundary

energy,
springs.

{7] Microstructural [eatures may be incorporated locally
into the maodel by associating différemt properties with cach
spring. Notice that in order to have micrascopic disorder in
the system, we could locally vary the values of the foree
constants (o, and 3,0, as well as the mass of the particles
tm,). Keating ]IQ()()] provided a rotationally invariant

A (0,0 ) P
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Figure 1. Schematic configuration of the clastic lattice
composed by bonds and particles. « is the central
(stretching) force between cach pair of particles; 3 is the
bond-bending (rotation) force as seen in the lower-right.

formulation for the strain cnergy of an atomic crystal. This
can be considered the archetypical elastic percolation model.
Following AMoncue and Anderson [1994], a simplified form
of equation (1), to sccond order accuracy can be written as

2] — N
(l'i(lr"l - lrij]) +3 >_.</:A:. By (cosu — casly)”.
()

Iy

2 Lavis»

E

}

where 1) is the difference in equilibrium position vector of
the nodu so || = Iy is the cquxhhrmm lattice spacing.
Thus Arl) = v, - r) (see Figure 1). 0 is the cquilibrium
angle between bonds, so cosQy = cos /3 = 1/2. The density
for cach particle is p, = "m/\/3l,2,., taken from an
clementary hexagonal. With these elements, the expression
for the clastic cnerpgy density of the lattice can be obtained.
Comparing the above equation with the clastic energy of the
two-dimensional isotropic clastic continuum [Landau and
Ligshiiz, 1986], the expressions for the Lamé constants, A

and i, can be obtained as [Monette and Anderson, 1994]:
\,"3(\ ‘)\/jd
o et i [ &
Vi 933
= . 4
LRIt )

[¢] From these relations, and for the triangular lattice, the

Poisson’s ratio v is:
L o —93/203 ) )

3o+ 937282

[e] Clearly, within the realm of this model, admissible
values of the Paisson's ratio are —1 < v < 1/3. In fact, since
for cuch particle, the force constants can be locally varied at
will (o and 3,,), that opens the possibility of having distinct
microscopic Poisson’s ratio. For 3 = 0, v is fixed and the
results would be equivalent to the classical molecular
dynamics studies of clasticity using only central force field
[Z1aover, 1991; Toomey and Bean, 2000]. On the other side,
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3 can be advantageously used for assigning anisotropy in
the material, Additionally, it is important to mention that
because in principle we cauld apply external forces on the
boundarics of the model, it is possible to create stress
induced anisotropy.

3.  The Velocity Verlet Algorithm
[1n] In order 10 caleulate the equations of motion, the
velocity Verlet integrator is used [Allen and  Tildesley,
1987]. The velocity Verlet algorithm is time reversible
and symplectic. which implics small errors in the energy
conservation (good stability) and accuracy (forth order
accurale in position and sccond order accurate in velocity).
Using a time step Az, the algorithm, for particle position r,

velocity v and acceleration a, has the form
et - Ar) ~ r(r) Fv)A ;l,n(z)m’.

(0)

[11] To upgrade, the mid-step panicle velocities are first
calculated by

\'(l »r;l'_\l) = (1) ;xl(l)Al‘ (7)

[12] Once the total force F; for cach particle is computed.
the particle accelerations are calculated (a,(f + A = Fim)),
and the particle velocity is finally computed at time ¢ + Ay,

v 4 Ay) == \'(l o ;Az) + ;u(/ < Ar)As. (R)

{t3] For cach time step Az and for ¥ aumber of particles,
the 1otal Kinetic energy Uy is caleulated to test for numerical
stability (cnergy conservation),

1 s
Uy (1) - Sa N v (0T ()]

R

|

4. Results and Discussion

[14] Figure 2, displays snapshots for a homogencous
model with a free surface on top. The model has a latice
spacing of 10 m, & compressional wave velocity of 6000 més,
a Poisson’s ratio of 0.3 and it comprises about 500,000
particles (/. 707) with cqual two-dimensional  density
(1000 ke'm™), The force source was applied to anly a single
buried particle in the ssstem at ashallow depth of 26 m. The
time tunction of the applicd force is given by a Ricker’s
wavelet with central frequencey f, o 15 117, This well known
signal has the torm /A7) (- 0.8) exp ( r~u"). wherca =«
(r - )Yty tgis the oflsctand 1y 1/, is the “characteristic™
period. The free surtace boundary condition is numierically
enforced leaving the boundary particles free to move. In
other words, the free surtace s introduced just by letting the
particles free on the boundary. This is o vuly free surface in
Ihis simple way 1o proceed is somewhat equiv-
alent 10 using the “vacuum™ formalism [e.g., Moczo et al.,
1997] in linie dilTerences, in which the physical properties
at the edge of the model are simply made null. However, in
finite diflferences this is generally achicved by using extra
points outside the domain ol interest (an artificial layer of
nodes) and the vacunm fonnalism is employed. In our

all senses.
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SDE

Snapshots with a free surfuce on top; a) is the
snapshot of the horizontal displacement, b) is the snapshot
of the vertical displacement, for both cases, the force is
horizontal; ¢) is the honzontal displacemen and d) is the
vertical displacement. both with a vertica! force.

Figure 2.

computations we could fix the other boundaries, or we
cauld apply a certain amount of force 1o cach particle in
those boundaries in order to squecze or streteh the model.
We believe that introducing stress ficld direetly in the wave
equation and solving by finite difference or finite clement
methods is more involved. Similar to the Courant condition
for finite difference, the stability condition in our model is
given by 1,A1/Ax < \3/2, Where I, is the compressional
velocity and Ax is the lattice spacing. So Ay, the time
interval, is about 15 10 20%, smaller than the value for a
typical finite difference schemie. Our fattice model is some-
what more demanding than a finite difference approach, but
the capabilities to mudel special etfects are much larger and
it is worth the effort. Two buried sources are alternatively
uscd in both the horizontal and vertical directions, respec-
tively. Figures 2a and 2b depict the snapshots of the
horizontal and vertical displacements, respectively, for a
horizontal force. The case of a vertical foree is displayed in
Figures 2¢ and 2d. The figures show adequate propagation
of body waves and, as is also well known for shallow
sources, in which most of the cnergy is propagated as
Rayleigh waves (for surface forces on a half-space, the
fraction is about 70 per cent), the significant appearance of
these surface waves is clear.

[15] To further vafidate the diserete model we compared
our numerical results 1o the Garvin’s [1956]) analytical
solution of a buried dilatational line source in a haif space
(same model as above). Strictly speaking, an exact compar-
ison is not possible. because we are using an hexagonal cell
for the source, which s thus equivalent 1o a cylindrical
cavity of radius /y, subject 1o a uniform pressure source in
an infinite clastic solid in plane strain [Miklowitz, 1984].
FHowewver, in the far-source ficld, the two results should be
very similar as it is observed in Figure 3. In this figure the
horizontal surface displacement scismograms are displayed
for o scries of equally spaced receivers (separated 100 m),
starting at O m apart from the center to the vertical of the
source. ‘The analytical solution is depicted in solid lines
while for our approach we used dotted lines. For near
offsers, there are some substantial differences, clearly due
10 the fact that a cavity source and a line source (a cavity of
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Figure 3. Camparison of the analytical Garvin's solution
(continuous  lines) and the numerical approach (dotted
lines). The source configuration is depicted schematically at
the upper right.

simal radius) are distinet. For far ficld, the match is
satisfuctorily good. The system is conservative, since there
are no damping clements in the model and therefore the
amplitudes of Rayleigh waves are constant. Our approach
shows good agreement, not only in the kinematics (travel
times), but alsu in the dynamics (unplitudes) of the different
waves (correct encrgy distribution among the propagating
modes).

fia] “This approach has been used tor somie time, mostly
for the investigation of fracture phcnmm.n.l However, there
is almost a lack of research concening wave propagation
phenomena in disordered media. Some works have
appearced just recently, but all used only central foree
inter-atomic potentials. That means that the Poisson’s ratio
is fined to a single value, Our approach is a generalization,
in which is capable of modeling a large rmge ot possible
vidues for the Poisson's ritio. This method is what is known
as a bottom-ro-top approach, while a method that uses the
wave cquation and salves for the partial ditferential cqua-
tions by using, let’s say, finite diftferences, is known as a
top-ta-bortom approach. That is why an c[Ticiency compar-
ison against finite diflerence or finite clement methods is
difficult or probably untiir. We have shown that the discrete
lattice model is consistent and can be used 1o reproduce the
results of classical clasticity. 1t is also clear that the clastic
lattice approach is a useful wol for modeling wave propa-
gation phenomena that allows to dircetly introducing local
heterogenestics in terms of hasic clastic propertics (wave
velacities, densities and variable Poisson's ratio). Disconti-
nuities simulating pores and cracks are also possible by
allowing some bonds to vanish. For this article, free surface,

infinite:
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allowing Rayleigh waves to naturally appear in the simu-
lations, proved the uscfulness of this approach. The study
and analysis of the elastic percolation madel for simulating
wave propagation in clastic media with pores, cracks and
variable microscopic Poisson’s ratio is in progress.

[17] Acknowled The authors thank Dr. Raul Cabrer for
helpful remarks. This work has been partially supported by the Instituto
Mexicino del Petrdleo under their research program PUG “and by CON-
ACyT, Mexico, under project number NC-204,
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The study of the propagation of waves in randomly diluted models is presented. Porosity
(crack-like) models are simulated by constructing typical clastic percolation networks with
random microscopic heterogencitics in order to resemble rock media. Central and bond-bend-
ing forces (Born Hamillonian) models are considered. For cach experimental case, the elastic
encergy of the system is relaxed in equilibrium and then the model is excited by a pulse source in
order to produce wave propagiation. First. a review is presentad of the well established velo-
city-porosity relationship from rock physics, which shows a lincar trend from small porosities
up to the critical porosity (percolation threshold) where the rocks fall apart. From the wave
propagation analysis a general trend is observed for the attenuation of waves, from the small
to the large porosity models, suggesting multiple scattering cffects similar to those reported
from cifective-medium approximations of wave scattering due to random heterogencities
Finally, the results are compared with those obtained from laboratory experiments on dry

rocks with different porosities and different applicd stress regimes.

1. Introduction

The acoustic propertics of most disordered matcerials
such as rocks are dominated by the presence of pores,
micro-criacks and fluids. For dry rocks, most of the wave
phenomena cffects are associated with the energy scat-
tering from the pores and inclusions. Morcover, dry
rocks arc acoustically nonlincar, i.c. stress-dependent,
and frequency dependence attenuation is observed.
This means that wave energy is not absorbed as hcat
but by scattering. In dry rocks, the attentuation is
described well by a fourth-power frequency dependence.
Thus it is important to obtain the detailed characteris-
tics of porous materials in order to improve our under-
standing of wave phenomena in disordered media.

We use the clastic network model to perform wave
propagation phenomena in disordered porous media.
The spring network models used in many percolation
theory problems arc suitable for modelling static and
dynamic phenomena of disordered media. They have
their origin as discrete models for the clastic cnergy in
solids written in terms of atomic or molecular displace-
ments, and they have been used extensively in the study
of clastic percolating networks, the dynamics of fracture
and the mechanics of composite material. A character-
istic of these models is the use of a simple network or

* Author for correspondence e-mail: rvalleg@imp.mx

Molecular Physics 1SSN 0026 -8976 print/ISS
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DNOIL: 10.1080/00265970210041 18 0

lattice to calculate the equilibrium stresses and dynamics
of porous and fractured media.

2. The elastic network model

The clastic percolation network is a vector percolation
system constructed of clastic clements or bonds forming,
c.g. a triangular lattice in 2 dimcnsions [1-4]. Thus a
porous medium can be constructed by randomly
recmoving bonds of the latticc with a probability
1 —p=¢. Where p represents the fraction of intact
bonds and ¢ is the fraction of disconnected bonds, or
porosity. The clastic modulus £ of the diluted system
becomes zero, both for longitudinal and shear strains,
below the critical concentration or percolation threshold
pe (p < p). This modulus behaves, depending on the
concentration above p.(p > p.), according to the
power law [4]

E=(p-p), m
where T, is called the clastic exponent. For 2 dimen-
sions, T, & 3.96 [3]. Several authors have performed
extensive studies of the mechanical properties of diluted
networks; this includes, c¢.g. studies on the power law
behaviour of the eclastic modulus {3, 5-7], vibration
propertics [8. 9] and cflective medium approximation
comparisons 10, 1]

In order to construct the system, we utilized the Born
Hamiltonian [12] that represents the clastic energy of the
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percolation model with“both ‘central’and bond bending
force constants [4, 5]

[2 2 o
H =25~ w) - eylpy + 5 (30,0 Purs, (2)
[ (k)

where u; is the displacement vector of the site 7 of the
network, r; is the unit vector connecting sites / and j.
The central force and bond-bending force constants are
a and f, respectively. The angle at site j between the
bonds §j and jk is 6. The probability p; for dituted
networks is defined as p; = | when the bond is present,
and p; = 0 when the bond is absent. The Born modcl
has been used in various studies of quasistatic and
dynamic crack propagation, in which p; depends on a
breaking criterion in order to change (2, 4, 5, 13]. For 2-
dimensional networks [5, 14],

80,k = (u; — ;) < ry — (u; —ug) X rg. 3)

Note that the force on node 7 is

ol — —
Fi= == ad (w—w) g+ (m—u). (4
! [} (i)
For the triangular lattice [15],
4
=g (Vh- VD)
and
1 2 2
B=5a0BVi- V). (5)

Here, ¥, and ¥, are the longitudinal and transverse
wave velocities and € is the lattice spacing as represented
for a regular triangular lattice in figure 1. These veloci-
tics are related to the Young's modulus £ and Poisson's
ratio i, or to other clastic cocflicients [16] through

~ K+5‘/l A4 2

p2 E(l - v) _
P+ o)t = 20) np

and

VAV

FFigure 1. Schematic representation of a triangular lattice ele-
ment constructed from springs and particles: € is the lat-
tice spacing.

o e P E i
VY = =
T 2(14+v) p

Here, K and j: are the bulk and shear modulus, respec-
tively, p is the'density and )\ is Lamé’s coefTicient.

Equations (2)—(4) are second-order ordinary differen-
tial equations, and may be interpreted as the equations
of motion for a set of nearest ncighbour particles in a
lattice connected by springs with lincar law forces. These
equations represent the discretized version of the con-
tinuous dynamic displacement field for a triangular
lattice {15]):

F(r, ) = VIV2u(r, 1) + (V3 — VDV(V - u(r,1)).  (7)

Here, F is an inertial term and V? is the Laplacian
operator.

The simulation is performed using an explicit finite
difference scheme similar to the conventional molecular
dynamics Verlet’s algorithm {17, 18]. The most impor-
tant part of this scheme is the intcgration incremental
time A, which has to be chosen small enough to guar-
antec numecrical stability. This becomes preponderant
for the diluted network models, since many bonds are
broken randomly, causing the numerical scheme to be
ill-<conditioned. In principle, wec need to satisfy the
Courant condition [19]

car
< L
ax <! ®

Here, ¢= V, and ax = ¢. Therefore, in our models,
A1 < £V, As V, is reduced At can be increased; how-
ever, the ‘mass deficiency’ created by the dilution causes
numerical instabilitics, and consequently A has to be
decreased. We have not found a quantifying decisive
factor for the optimal value of A¢, so wec have to test
empirically for the best valuc in cach simulation. For a
non-diluted model, it has been suggested that for ade-
quate precision it is sufficient to consider A1 < 0.2¢/V,
[20]. The numecrical stability can also be improved by
incorporating a viscous factor in the incrtial term of
cquation (7), i.c.

(6)

du(r,z) d2u(r, 1) _ du(r, 1)
de  de car @

where ¢ < 1 is a damping factor cquivalent to a Max-
wellian viscosity term {16, 20].

If a longitudinal wave travels through the lattice
model described by a function sin (wf — kx), it can be

shown [21] that
K\'? - (ke
= — i — 10
w 2('") sm(z , (10)

where w is the angular frequency (w = 2nv), v is the
frequency, & is the wavenumber (kK = 2rA), m is the

F(l‘, l) = F(I’, ’) —¢
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Random diluted model with 30%. of pore volume
fraction.

Figure 2.
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Figure 3.  CPU time required for different lattice sizes using a
single node on a Cray/Origin 2000 supercomputer. For a
lincar triangular lattice of size L 360 it takes about 3
hours of CPU time only for the static equilibrium process.
For the dynamic process, it is necessary to reduce the time
increment substantially in order to have a stable solution
for different porositics A whole experiment could take
more than 20 hours of CPU time.

particle mass and A is the wavelength (A = Vo/v).
Equation (10) indicates that for wavelengths larger
than the lattice spacing, A > €, there is no wave disper-
sion. In other words, for w > 2(K/m)"/?, there is no
valuc of & for which cquation (10) is satisfied, indicating
the maximum possible angular frequency of waves in the
lattice modecl.

For a particular expcriment, the macroscopic wave
velocities (V) and (V) arc the result of the average
force constants, which are made to fluctuate randomly
by a small amount for cach particular node pair, i.c. we
tuke o+ Ao and 34 A4 This introduces disorder in
the system, and can be tuned at will, Accordingly, the
lattice spacing can vary around a small amount { + A€,
This is desirable, because it reduces the lattice aniso-
tropy. A diluted model, sce figure 2. is then constructed
by removing randomly a certain number of bonds,
creating a desired porosity of the ‘rock’. Figure 3 exem-

Figure 4. Example of a pulse source; the displacements have
been exaggerated in order 1o visualize the wave ficld.

plifies the computational time required, varying with the
lattice lincar size of the model.

FFor the excitation wave source we use the first deri-
vative of a Gaussian lunction

Sy = (1 =ty expl=n(r = 10)*]. (11)
Here, n is a coeflicient that controls the time interval
from negative to positive peak and 1, is the central time
reciprocally associated with the central frequency of the
wavelet pulse. For instance, for a model with an average
longitudinal velocity of (V) =6 x 10° km s~! (a typical
vilue for a quartz mincral) and an average lattice spa-
cing of (£) = I mm. a central pulsc source frequency of
v = 6 Mhz is necessary. An cxample of the source pulse
(exaggerated for clarity) is shown in figurc 4.

3. Critical porosity cffects

Obtaining precise relations between porosity and
clastic wave velocitics in porous rocks is an important
subject of rock physics. Such relations are critical when
geophysical data arce to be used to infer porosity and
porosity-related propertics (e.g. permeability, strength,
saturation) in oil exploration. This has become espe-
cially important in recent years, with the rapid develop-
ment of scismic and sonic methods, which are applied to
the characterization of heterogencous oil and gas reser-
voirs. Porosity is onc of the most important paramcters
of rocks and, as verified in the rock physics laboratories,
the longitudinal and shear velocities of rocks generally
occur between the velocities of the mineral grains in the
limit of low porosity and the values of mincral-pore
suspension in the limit of high porosity. For most
porous materials there is a ‘critical porosity’ ¢. [22]
that separates their mechanical and acoustical behaviour
into two distinct domains. For porosities lower than ¢,
the minecral grains arc load-bearing, whereas for poros-
itics greater than ¢ the gaaterial falls apart and becomes
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a suspension if fluid saturation is present. Here, we deal
only with dry materials that are represented by the
clastic network model. The critical porosity is related
to the clastic percolation threshold through
de=1—p.. In the load beafing domain ¢ < ¢, the
clastic modulus decreases lincarly from the mincral
values (the largest valuc) at zero porosity to zero mod-
ulus at the critical porosity. This dependence can be
approximated by a straight line when expressed as mod-
ulus versus porosity [23). For dry rocks,

Kdr)'—_-K()(I—f (|2)
and
pary = o 1 —;’f’:)' (13)

where Ky and jzg arc the mincral bulk and shear moduli,
respectively. Thus, a dry rock modulus spans between
Koo pig at =0 and Kyy = gy =0 at ¢ = ¢.. For
instance, the bulk modulus for a quartz mineral is
about Kp=37x10°Nm~3 so we cxpect a rock,
made of quartz minerals (c.g. a sandstone) to have a
lower bulk modulus than A, Krief's rclations [24]
also arec cmpirical relations for the clastic moduli
versus porosity:

= Ko(1 — )" (14)

I\'d ry

and
fary = a1 — @), (15)

where m(¢) = 3/(1 — ¢). Note that these relations are
continuous; however, they decay to almost zero
around a porosity of 40% which is typical of the beha-
viour obscrved in the laboratory for most rocks. Rig-
orous bounds obtiained from clfective media theories
establish the physical limits of the possible values for
the clastic moduli versus porosity. The best bounds.
that provide the narrowest range without specifying
the geometrics of the constituents, arc the Hashin-
Shirikman bounds [25. 26]. Recent cflective media
approaches provide relationships between porosity and
elastic moduli significantly consistent with laboratory
observations, such as the modified differential cflective
medium model with critical porosity constraint [27), or
semi-empirical arguments to model velocity- porosily
relationships with cluy contamination [28]. tmplicit
results of velocity -porosity relationships with critical
porosity. similar to the present work, are reported
using an clastic network model with granular con-
straints [29].

0% Porosity

25% Porosity

" N

0. e

Figu)rc 5. (a) Wave signals from different positions for zero
and 25% porosity, and (b) a zoom of onc of the signals
that shows clearly the time dclay for the 25% porosity,
signal and frequency dispersion.

4. Results and discussion

We performed several experiments ranging from zero
porosity to the critical porosity for typical rock models.
For instance, ‘synthetic scisomograms” from a numerical
experiment on wave propagation for a model typical of
a sandstone rock Vp = 6kms~! and Ve =4km s_')
with zcro and 25% porositics arc shown in figure 5.
Clearly a timc shift has occurred in the 25% porosity
results, as well as a broadening of thc wavelets, sug-
gesting frequency dispersion and wave attenuation duc
to cnergy scattering in the porous material. Figure 6
shows the power spectrum of the same experiment for
two dilferent porosities. Note that the peak frequency at
zero porosity (¢ = 0) is about 2 MHz, which indicatcs
the central frequency used for the pulse source, and the
[requency power has shifted to lower values for the 10%
porosity model. By using different confining pressures
(boundary conditions) in the model, it is possiblc to
analyse the cffect of the confining pressure on the velo-
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cratilaeclersit

a’ :,: H !;31

0 % Porosay

Figure 6. Example of the spectral density of wave signals for
sero and 10%a porosity showing frequency dispersion and
attenuation of energy,

Numerical experiments for the longitudinal velo-
city versus porosity for different contining stresses. The
lines are obtained from the linear fit of the scatter data.

Figure 7.

city porosity relationships. This is shown in figure 7
(fitted lines). indicating little dependence on the external
stress applied; however, this is suflicient to create stress
induced anisotropy il” dircctional stress is applicd in the
modecl.

We have compared our experiments with sclf-consis-
tent (SC) eflective medium theory [30]. Using bulk and
shear moduli of K =46.3GPa and pu = 30.5GPa,
respectively, a comparison of the SC approximation
and our numerical experiments for clastic modulus
versus porosity is shown in figure 8. In our experiments,
the clastic moduli were obtained from the longitudinal
and shear velocities at different porositics, using the
relations

K =p(vy—-4vl

Stesctdssniisisnias

lFigure 8. Comparison of the bulk modulus parosity rela-
tionship obtained from numerical experiments and sclf-
consistert effective medium theory.

and
(16)

The wave attenuation is calculated using the cxpression
! A(n)

oy =———In 17

- [A(’z) ’ (7

where a is the attentuation coeflicient, 7; and (3 arc two
different ncarest times () < ;) of the signal and
A(ty), A(t2) are the respective amplitudes. The dissipa-
tion factors for longitudinal and shear waves (Q;',Q.:l)
arc obtained as

w=pVe

-'—a"VE
& = T

and

-1 eV
ot (18)
Figure 9 presents the attenuation—-frequency relation-
ship for different confining pressures for the model used
in figurc 7, with 0.3 porc volume fraction. The attcnua-
tion is frequency dependent, since the scattering cffects
become larger at higher frequencies (shorter wave-
lengths), as expected.

5. Conclusion
The results obtained show that the elastic percolation
network is a useful tool for reproducing rock physics
phenomena, as well as the basic mechanics and
dynamics of disordered matcrials. The wave velocities
depend on the porosity of the material. The attentuation
depends on porosity and frequency. as shown in the
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Figure 9.  Frequency dependent attenuation for different con-
fining pressures as in figure 7. The porosity of the modcl is
30%.

experiments, provided that the approach is conservative;
the source of wave attenuation is duc to scattering
cffects. We may use this approach for analysing different
aspects of complex systems, such as long-range porosity
corrclations, viscoclastic cflects, acoustic localization,
solid mixtures and fluid inclusions, in the near future.
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carbonate reservoir

Raut ver VaLe-Gancla, Instituto Mexicano del Petrdleo

The attenuation of seismic waves when traveling through
viscous fluid-saturated rocks is generally higher than in dry
rocks in most of the frequency bandwidth. Furthermore,
changes in the spectral and amplitude characteristics of the
scismic signal could be associated with the presence of flu-
ids and fractures.

For that reason laboratory measurements of wave atten-
uation have been performed on sedimentary rocks at sev-
eral frequency levels These measurements generally show
that lithological factors—such as porosity, permeability, and
clay content—are responsible for the wave attenuation.

Some efforts have been made to use the physics of seis-
mic attenuation for reservoir monitoring of an EOR program
and even for using attenuation anomalies as a hydrocarbon
indicator. This concept seems most promising in carbonate
reservoirs so the work described in this article focused on
the results/analysis from estimation of seismic attenuation
within a fractured carbonate reservoir. The premise is that
the analysis of differences in seismic attenuation may help
characterize rock properties and understand wave propa-
gation in a complex environment composed of pores and
cracks containing fluids.

Traditionally svismic wave attenuation has been deter-
mined with time-domain methods or frequency-domain
methods. The first attempts to relate the broadening of the
pulse width or rise time to the attenuation quality factor Q.
The second is based on the frequency content of the seismic
pulse and computes attenuation as a function of frequency
from the spectra of cach pulse.

Another technique, the spectral ratio method, uses the
slope of the amplitude or power spectra of different pulses
as a function of frequency. An advantage of this method is
that, because only frequency characteristics are measured,
it does not require true amplitudes. This method provides
information on the average frequency energy content of a
signal but it provides no cxplicit information on the time
variation of that energy. A common methaod of dealing with
atime-varying signal is to window the data sequentially and
to assume the signal to be stationary over the length of the
window. This approach is obviously limited because sig-
nificant propertics of the signal must be “traded off” with
the type and the length of the chosen window.

However, ajoint time-frequency domain provides a new
tool for seismic signal analysis and processing (Steeghs,
1997) that might overcome these limitations. Recent results
(Tabback et al., 1996) show that time-frequency techniques
notably improve attribute extraction—for instance, in esti-
mating instantancous frequency, instantancous bandwidth,
dispersion, and attenuation of seismic reflection data.

The technique uses a “Wigner” distribution—a rescaled
short-time Fourier transform that uses the time-reversed
signal as window and supplies an optimal time-frequency
resolution tradeoff. Many so-called “scismic attributes” are
readily obtained from the Wigner distribution of the signal.

In addition to the attenuation appraisal of the seismic
data, a parametric spectral estimation should be conducted
to qualitatively observe spectral anomalies within the reser-
voir. Nonparametric (conventional) spectral estimators such
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Spectral attributes for attenuation analysis in a fractured

Luts Raniez-Cruz, Instiluto de Geofisica, Universidad Nacional Auténoma de México

Figure 1. Horizon of F2 formation from Upper Cretaceous showing the
location of the seismic line A.

Figure 2. The bar graph shows the
density of fracturing of the creta-
ceous formations.

ey

as the Fast Fourier Transform (FFT) or autocorrclation meth-
ods are limited in their resolving power spectrum and
require a long observation interval to achieve acceptable
accuracy and to reduce leakage.

On the other hand, a parametric (model-based) spectral
estimation has proven useful in extracting high-resolution
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Figure 3. Borehole
image from well W11,
which shows a path of
fracture at the forma-
tion F1. .. Fracture
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Figure 4. Line A showing the zone of inferest indicated by rectangle
and delimited by F1 and F2 formations, Also shown s the location of
well W11,
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Figure 5. Velocity and density logs from well W11 used in the calibra-
tion process. The top and base of each of the cretaceous formations are
correlated with the original seismic trace from the well and the syn-

spectra.
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idea is that if a signal depends on a finite set of parameters,
all its statistical properties—including its power spectrum—
can be expressed in terms of those parameters.

Case history. A mature oil ficld in northcastern Mexico is
in an advanced exploitation stage and production is declin-
ing significantly. The primary porosity is low (2-4%) with
oil accumulations in fracture zones and vugs (formed by dis-
solution of the carbonate rocks) having up to 20% of sec-
ondary porosity (dual porosity regime).

The play consists of the San Felipe (F1), Agua Nueva (F2)
and Upper Tamaulipas (F3) formations, which are Upper
Cretaceous limestones and shaly limestones. These forma-
tions comprise sedimentary rocks that were deposited below
200 m. Porosity is low and permeability nearly insignificant.
Subsequently, these rocks were affected by a secondary phe-
nomena associated with the tectonic stress of the
“Laramidic” and Tertiary age, that generated an irregular
network of faults and fractures, and caused migration of
hydrocarbon fluids from source rock to the reservoir rocks.
The oil here is heavy, 11-13° APJ, and it has probably been
biodegraded by water because the reservoir is near the sur-
face (at depths of 600-900 m). The fracture system is het-
erogencous, making it hard to map potential reservoir zones
for development. Figure 1 shows the map of F2 formation
from Upper Cretaceous and the location of seismic line A.

The fracture analysis was made using borehole images—
i.e., high-resolution images of the borehole wall that enable
detailed fracture measurements. The intersection of the frac-
ture with the borchole wall scatters acoustic encrgy, pro-
ducing a dark sinusoidal path on the image from which
fracture strike and dip of the fracture can be interpreted.
Fracture density in the Cretaceous formations is 35-58%
(Figure 2).

‘The length of the fractures ranges from a few centime-
ters to 1 m. Orientation is dominantly vertical (70-90”) with
aSW-NE azimuth. Fracturing plays an important role in this
field because the combination of fractures and rock disso-
lution clevates porosity as high as 20%, allowing fluid flow
and oil accurnulation. Figure 3 shows a borehole image of
F1 formation. The fracturc intersects with the borchole wall
in the interval 789-791.5 m with an orientation of 84.5° and
azimuth of 331.9%. Because the distribution of fractures con-
trols the reservoir gecometry, the goal was to find locations
of high fracture density.

The seismic data were processed to preserve amplitude
and waveform, because we hoped to see spectral variations.
The calibration used logs from well W11, In the first stage
of the procedure, data were converted from time to depth
to establish the top and the base of cach formation. The sec-
ond stage involved constructing a synthetic seismogram
from density and velocity logs to corrclate seismic events
with formations F1-F4.

Figure 4 shows seismic line A through the zone of inter-
est (indicated by a rectangle around well W11). Figure 5
shows velocity and density logs, the seismic trace, and the
synthetic seismogram correlated with the lithology.

The spectral measurements were calculated using the
parametric (modcl-based) method (Eastwood ct al., 1993)
at two small windows—one above formation F1 and the
other below formation F2, The signal power spectrum was
estimated trace by trace, in order to get spectral features,
such as the pick frequency, the bandwidth, and the quan-
tile frequency, using 100 traces around the well. Once the
spectrum was calculated at both windows, the “attenuation
spectrum” can be obtained by differencing the normalized

thetic seisnogram.
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Figure 6. Spectral analysis from I'1 and I'2 formations. The first panel
represents the window of the siynal below of zone of intevest, Second
panel corresponds to the signal spectrum. Third panel shows the prin-
cipal components of spectrim.

Figure 7. The attenuation
spectrum from formations F1
and F2, estimated over 100
traces around the well W11,

3 rea0e

Figure 8. (1) Geologic model of Iu!ruuumlly layered media, which
repre: ~..'nt a thin gus-sand formation mierbe dded at shales. (b) Synthetic
traces from gas- sand model.

Figure 6 shows the spectral analysis below the zone of inter-
est. The first panel represents the signal in the region of well
W11 used to estimate the spectrum. The second panel shows
an estimated signal spectrum for cach trace (vertical axis =
frequency). Finally, the third panel shows the components of
the spectrum that are atienuated at higher frequencies.

The effective frequency range is 10-100 Hz, This large
bandwidth was possible due to the high-resolution seismic
survey used in this work. In Figure 7, the horizontal axis rep-
resents distance, and the vertical axis corresponds to time
(rightside) and frequency (leftside). The different colors spec-
ify the attenuation level (dB) for formations F1 and F2. The
target arca has high atienuation around 60-80 Hz. This is prob-
ably due to high fracture density (wave scatiering) and heavy
oil saturation (viscous dissipation) at both formations.

Attenuation coefficient. We nest sought to estimate an “atten-
uation coefficient” («) along the scismic traces for detecting
local attenuation anomalies as a function of time. The method
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was based on time-frequency analysis using Wigner distrib-
ution.

Once the time-frequency representation is obtained, the
power spectrum can be calculated for each sample, subse-
quently, the spectral radio method is used to estimate the
attenuation coefficient. Each attenuation coefficient can be
associated to each time sample, so @ must be obtained through-
out the entire time scale of the signal. This analysis allows mon-
itoring attcnuation variations along the seismic trace and
building a relative attenuation section as a seismic attribute.
We applied this method to synthetic and real data.

A synthetic model was constructed with a horizontally lay-
ered media to represent a gas-sand formation surrounded by
shale layers (Figure 8a). Velocity, density, and Q are constant
in cach bed. In order to take into account the attenuation
effects in the synthetics, a finite difference algorithm with a
viscoelastic term (linear standard model) was used. Figure 8b
displays those synthetics from a layered media. Figure 9shows
the relative attenuation section obtained from the optimized
Wigner distribution along the synthetic traces. The attenua-
tion effect produced by gas-sand interface is demonstrated by
high values of «z.

In the real-data example, the method was applied to 100
traces of seismic line A around well W11, Figure 10a shows
where the central trace matched the well. The interpretation
of the seismic section shows the top of the carbonate forma-
tions (F1, F2, F3, and F4), where it is known that F1 and F2
are oil producers. Figurc 10b shows the relative attenuation
section, which displays attenuation coefficient as a function
of time, The zone of interest (square) denotes an attenuation
anomaly, which coincides with the production zone accord-
ing to well logs. Note the attenuation anomalies, denoted by
high « values, below the zone of interest at 0.65 s and at 0.75
s. They correspond to Cretaceous formations F3 and F4, and
this could indicate two new potentially producing intervals.

Discussion and conclusions. The attenuation analysis based
on the parametric spectral method performed well in detect-
ing frequency-dependent anomalous attenuation zones. The
attenuation spectrum from seismic line A revealed a clear
anomaly that coincides with fractures at 0.48-0.58 s. This inter-
val, according to log data, corresponds to producing forma-
tions F1 and F2.

In this case, attenuation is produced by high fracture den-
sity, fluid content, and interactions between cracks and fluid.
All these factors combined to enhance attenuation. These
results are indicative of squirt flow mechanisms because the
viscosity of the reservoir oil is quite high, producing high
attenuation at low frequencies (around 70 Hz in Figure 7).

The estimation of the attenuation coefficient has advan-

tages over other !unc—fn_qucncy representations because it
docs not depend on the size of the analysis window, whercas
other methods need to improve the xamp]e rate in order to
obtain a good estimate of the power spectrum. The power spue-
trum in this technique is computed for each sample without
any interpolation. This preserves the original features of the
data and gives an idea of how frequency content changes in
time and space.

It was determined that high attenuation anomalies, from
the area of interest, associated to the production intervals (F1
and F2 formations) are consistent with the previous results of
the first analysis. Additionally, another inleresting result from
this technique was the discovery of two new potentially pro-
ducer intervals, at F3 and F4 formalions, by observing high
attenuation anomalics. Lastly, the attenuation analysis tech-
niques presented here allowed observing spectral anomalous
variations, representing an altemnative tool for hydrocarbon
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Figure 9. Relative attenuation section (top) from synthetic model (bot-
tom). The attenuation effect produced by gas-sand interface, is con-
Sirmed by high o« values,

exploration and field development. Moreover, the results of
this work helped to identify new potential areas, as well as
assisted in the drilling of a horizontal well.

Suggested reading. “Instantaneous bandwidth and dominant
frequency with applications to scismic reflection data” by Barnes
(Georiysics, 1993). Time-Frequency Analysis by Cohen (Prentice-
Hall 1995). “Spectral analysis applied to seismic monitoring of
thermal recovery” by Eastwood and Dilay (SEG 1993 Expandcd
Abstracts). Local Power Spectra and Seismic Interpretation by

Figure 10.

(a) Portion of line
A, displaying the
20ne of interest and
the interpretation
of crelaceous for-
mations; the cen-
tral trace match to
well location.

(b). Relative atten-
uation scction
shaiving the atten-
uation cocfficient
(¢r) as a function of
tinte. A detail of
the zone of interest
(on the lcft), shows
the high attenua-
tion anomaly gen-
crated by FT and
F2 formations,
which are oil pro-
ducers.
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Steeghs (PhD thesis, Univ of Delft, 1997). “An adaptive optimal-
kernel time-frequency representation” by Jones and Baraniuk
(IEEE Transactions, 1995). “Decomposition of seismic signals via
time-frequency representations” by Tobback et al., (SEG 1996
Expanded Abstracts). TiE
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