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Introducción 
Este trabajo tiene como objetivo realizar un estudio sobre las funciones 

universales y semi-universales. Para ello, se han compilado y analizado, de 
manera sencilla y progresiva, una gran variedad de resultados referentes a 
estas funciones en distintas ramas de la toplogía en las que han sido 
estudiadas y aplicadas. 

Como consecuencia, tratamos de explicar y/o demostrar la mayoría de los 
conceptos y resultados que manejamos. Sin embargo, resulta necesario que 
el lector maneje con facilidad conocimientos básicos de topología. 

De esta forma, es necesario enunciar algunas definiciones antes de iniciar 
con el material que nos interesa. 

Definición 0.1 Un espacio topológico X es llamado conexo si no es la unión 
de dos conjuntos abiertos, ajenos, no vacíos. 

Definición 0.2 Sea X un espacio topológico. Una familia A de conjuntos 
abiertos es 1111a cubierta (abierta) del espacio X si cada punto de X pertenece 
a alg¡Ln miembro de A. B es una subcubierta de A si B es una cubierta 
de X y B e A. El espacio X es llamado compacto si toda cubierta de X 
contiene una s1ibcubierta finita. 

Definición 0.3 Sea X 1m espacio topológico, decimos que X es un 
continuo si es compacto, conexo y métrico. Un subconjunto Kc X de un 
espacio métrico X es llamado subcontinuo de X si /( es compacto y conexo 
con la topología heredada de X. 

Es necesario observar que siempre que hablemos ele subcontinuos en un 
espacio topológico cualquiera se supondrá que el espacio total es métrico. 

Y por supuesto las definiciones de las funciones que estudiaremos a lo 
largo de las siguientes páginas. 



II 

Definición 0.4 Una funci6n f : X -+ Y entre espacios topol6gicos X y Y es 
llamada universal si paro toda funci6n continua g : X -> Y existe un punto 
x E X tal que f(x) = g(x). 

· Definición 0.5 Una funci6n f : X -+ Y entre espacios topol6gicos X y Y 
es llamada semi-universal si para todo subcontinuo K de X tal que 
f(I<) = f(X) y para cada funci6n continua g: I<-> X hay un punto x E I< 
tal que f(x) = f(g(x)). 

Antes de terminar con esta introducción quiero aclarar que para facilitar 
la redacción y la lectura de este trabajo, se consideró que todas las funciones 
con las cuales trabajamos son continuas, aunque en algunos casos esto fue 
remarcado . 



Capítulo 1 

PROPIEDADES BÁSICAS DE 
LAS FUNCIONES 
UNIVERSALES Y 
SEMI-UNIVERSALES 

Nuestro primer objetivo será el de familiarizarnos con los conceptos de 
universalidad y semi-universalidad. Para lo cual, empezaremos analizando y 
comparando algunas propiedades sencillas que satisfacen las funciones uni
versales y las semi-universales. 

Observe que la condición de semi-universalidad de f puede satisfacerse 
en un caso vacío. Así, tenemos el primer Lema. 

Lema 1.1 (3, pag. 2) Sea f: X-+ Y una funci6n entre espacios 
topol6gicos X 11 Y. 

Si el espacio X no contiene ning1!n subcontinuo K tal que J(I<) = f(X), 
entonces f es semi-universal. 

Note que las hipótesis del Lema 1.1 implican que el espacio total X no es 
un continuo. 

Otro resultado sencillo se obtiene cuando X es un espacio Hausdorff, es 
decir, cuando dados dos puntos cualesquíera p, q E X podemos encontrar 
vecindades V¡, y Vq abiertas y ajenas de p y q respectivamente. 

Corolario 1.2 (3, Corolario 2 1 pag 2) Toda funci6n supmyectiva 

1 
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CAPÍTULO l. PROPIEDADES BÁSICAS 

f: X·-> Y definida de un espacio Hausdorff X a un espacio no 
degenerado Y es semi-universal 

Demostración. Sea f : X -> Y una función suprayectiva. 
Como X es un espacio Hausdorlf, entonces cualesquiera dos puntos 

p, q E X tienen vecindades V,, y Vq ajenas y abiertas. 

2 

Entonces, para un subconjunto compacto no trivial K e X y un punto 
p E K, definimos V,, y V¡,,,, como vecindades abiertas y ajenas de x y p 
respectivamente para toda x E K - {p}. ·· 

p. 

De esta forma, I< e ( LJ V.,) u V¡, con V¡, alguna vecindad abierta de 
o:EK-{p} . 

- •', .. -. 
, , .. - -n . , 

Pero como K es compacto tenemosque K·c (LJ V,,¡) U V,,. 
.. . .· . - i=l 

Sea V = rl Y¡,,,,,. 
i=l 

Entonces se satisfacen las siguientes propiedades: 
. n .. , ·. -. 

(i) V y U V.,, son abiertos de X, 
i=l 

n 
(ii) vn(LJ V,,.)= 0 y, 

i=l 
n 

(iii) I< e (LJ V.,,) u v. 
i=l 

Lo cual implica que I< no es conexo. 
Entonces, los únicos subcontinuos contenidos en X son los formados por 

un solo punto ( K = {p}, p E X). 
Pero como Y es un espacio no degenerado y f es suprayectiva, entonces 

X no contiene ningún subcontinuo K tal que f(K) = f(X). 
Usando el Lema 1.1 se obtiene el resultado. • 
Continuando con la ayuda del Lema 1.1 y variando las propiedades de 

conexidad y compacidad del codominio de la función podemos obtener los 
siguientes corolarios. 

Corolario 1.3 (3, Corolario 3, pag. 2) Toda función supmyectiva 
f : X -> Y con Y un espacio no compacto es semi-universal. 

Demostración. Sean f : X -> Y una función suprayectiva, y K ~ X 
tales que f(K) = f (X). 
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CAPÍTULO l. PROPIEDADES BÁSICAS 3 

Como Y no es compacto, entonces K tampoco puede ser compacto, con 
lo cual K no es subcontinuo de X, por lo tanto podemos usar de nuevo el 
Lema 1.1 y obtener el resultado. • 

Corolario 1.4 (3, Corolario 4, pag. 2) Toda función suprayectiva 
f : X -+ Y con Y un espacio disconexo es semi-universal 

Demostración. Sean f : X _,, Y una función suprayectiva, y K ~ X tal 
que f(I<) = f (X). . 

Como Y es disconexo, entonces K también es disconexo, con lo cual K no 
puede ser subcontinuo de X y por lo tanto f es semi-universal. • 

Ahora, veamos algunas propiedades de las funciones universales para com
pararlas con las propiedades de las funciones semi-universales. 

Teorema 1.5 (3, pag. 2) Toda función universal es suproyectiva. 

Demostración. Sean f : X --+ Y una función universal y y E Y un 
punto arbitrario en Y. 

Definamos g : X -+ Y como la función constante g(x) = y para toda 
xeX. 

Como f es universal, existe x E X tal que f(x) = g(x) =y. Con lo cual 
hemos demostrado que f es suprayectiva. • 

Este Teorema no es cierto para funciones semi-universales. De hecho, es 
fácil verificar lo siguiente. 

Lema 1.6 (3, pag. 2) Toda función constante es semi-universal. 

Demostración. Sea f: X-+ Y la función constante dada por f(x) =y 
para alguna y E Y y para toda x E X. 

Sea I< e X un subcontinuo de X y g : !( -+ X una función arbitraria. 
Entonces para toda k E I< e X tenemos f (g(k)) =y= f (k) con lo cual 

queda probado que f es semi-universal. • 
Aquí haremos un pequeño paréntesis para hacer unos ejercicios que nos 

serán muy útiles, pero debemos empezar con la siguiente definición. 

Definición l. 7 Sea f : X --+ X una función. Decimos que p E X es un 
punto fijo de f si f(p) =p. Un espacio topológico X tiene la propiedad 
del punto fijo si toda función continua de X en X tiene al menos un punto 
fijo. 
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CAPÍTULO l. PROPIEDADES BÁSICAS 4 

Un ejemplo sencillo y muy común de un espacio topológico que tiene la 
propiedad del punto fijo es el siguiente. · 

Ejemplo 1.8 El intervalo /0,1} tiene la propie.dad del punto fijo. 

Demostración. Sea f: [O, 1) ->(O, 1) una función continua. 
Consideremos los siguientes conjuntos: 
A= {x E (O, 1): f(x) ~ x} 
B = {x E (O, 1) : f(x) ~ x}. .. 
Por la forma en que están definidos, tenemos que A Y. B satisfacen las 

siguientes condiciones: . · 
(i) A# <P, B =I </J. 
(ii)A U B = (O, 1). 
(iii)A = {x E [O, 1): f(x) :5 x} = {x E (0,1) :f(x) - x ~O}= 
(f(x)- x)-1((-oo,O)). ··· . < · .. ,··.·.· 
B = {x E (O, 1): f(x) ~ x} = .{xe[0,1): O~f(x) - x} = 
(f(x)- x)-1([0,oo)) '.< . . , ... : . 
y como f (x)-x es una función continua; 'tenéinoíi qÚe A yB son conjuntos 

cerrados. · .· ·< :·:,;::;;;~:h'.;.;,;:,:,\H;f)i;> .. :<: ; ... 
Por lo tanto, debido a J.8,coneXidfÍd.:<l~(iiltervalo'.:!();1J/!A'r{B,#.c?. .· 
Entonces existe x E [o, 1) tal;qtiej/(x)i,'~:x:;:::;\f(x);é:es:~<le'cii; f(x) = x 

como se quería. • · ~::: ·f,tirLÍ6i:·;:~~n~:~~: · . · ·.·.:;~:·;:··:. i··· • · · 

Observación 1.9 Un arco es un éspacfo 'horn'é~ino,rf o' al interúalo {O, 1 J. 
Entonces todo arco tiene la propie.dad dél pUnto·jijó: · 

Otro ejemplo de un espacio topológico con la propiedad del punto fijo es 
el triodo simple. 

Definición 1.10 Un triado siTnple es un espacio homeomorfo al símbolo 
T. Paro cualesquiera dos puntos p, q E T llamaremos pq al segmento de recta 
que los une con puntos terminales p y q. 

Ejemplo 1.11 Todo triodo simple tiene la propiedad del punto fijo. 

Demostración. Sea f : T --+ T una función continua y llamemos a, b, e 
a los puntos terminales del triodo y v al vértice. 
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CAPÍTULO 1. PROPIEDADES BÁSICAS 

6 

1 
a V e 

Si f (v) = v hemos acabado. 
En caso contrario, hagamos las siguientes consideraciones. 
Como f(v) f: v podemos suponer que J(v) E av ~ {v}; 
Gracias a Ja continuidad de f tenemos que 
{x E av - {v}: J(x) E av} f: </>. 
Consideremos las siguientes funciones: . . . 

g: av-> T dada por g(;;)=f (x)~ 
y h : T -> av dada por · 

h(x) = :z; si :z; E av 
h(x) = v si x __ </:. av 

5 

de esta forma, ambas funciones son continuas y por Jo tanto hog : av -> av 
también Jo es. ·· 

Como los arcos tienen la propiedad del punto fijo, existe x E av tal que 
h(g(x)) = x. · ·. . ..• _·· 

Veamos que si lo anterior se cúmple entonces 
x E {x E av-{v}: J(x) E av}. 

Para probarlo analicemos Jos sigtúetes dos casos 
(a) Si x = v entonces 

g(v) = f(v) f: v y por Jo tanto h(g(v)) = h(j(v)) = f(v) f: v. 
(b) Si x </:. {x E av - {v}: f(x) E av} entonces 

g(x) </:. av y por Jo tanto h(g(x)) = v f: x. 
En ambos casos hay una contradicción con Jo obtenido, de aquí, 

x = h(g(x)) = h(J(x)) = J(x). Como se quería demostrar. • 
Utilizando el Ejemplo anterior podemos mostrar que una función semi

universal y suprayectiva no necesariamente es universal, para esto veamos el 
sigwente ejemplo. 

Ejemplo 1.12 (3, Ejemplo 7, pag. 2) Ilay una función suprayectiva del 
interualo [O, 1] a un triodo simple la cual es semi-universal pero no es uni
versal. 

Demostración. La función f que se necesita la definimos de la siguiente 
manera. 
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CAPÍTULO 1. PROPIEDADES BÁSICAS 6 

En coordenadas rectangulares (x, y) en el plano sea 
v = (0,0), a = (-1,0), b = (0,1) y e = (1,0), 
y definamos el triado simple como 
T = va U vb U ve. 

a ,=,(-1,0) c=(J,O) · 

Sea A = [O, 1] el ill.terva:l~ ~tari().cerrado: Entonces la función f : A _. T 
se define de la siguien~e forma: ·, ·: :';:: • · . , .· · . : : · 

/(O)= a, Jet);,,; v,f(!);;: b; !(~) ~ v, 1(1) = e, ' ' ·.·,.·:.··· ... ··.·•· 
con las funciones ~Ell'ci~l~'-[I ¡~;!!!f-L] lineales para cada. m.~ {0,1,2,3}. 

;' •' 
'j(J/2) 

f 

f(o) 

o 1 

El tínico subcontinuo K de A tal que f(I<) = /(Á)~'':A~fuo. 
Sea g: A~ A una función. ·. . .·.• _.· .. ·.·· ... · _.·.·.·.··· · . . . 
Como A tiene la propiedad del punto fijo, existe uii'punto'. x E A .tal que 

g(x) = x, entonces f(g(x)) = f(x), con lo cual queda demos~rado que./ es 
semi-universal. -~ · - ~-~ ;•, . · ·, · 

Por otro lado, llamemos n al punto medio del seginento ve y n'. al punto 
medio del segmento av. . 

• 

Sea h : A _. T definida como sigue 
h{O) = e, h(t} = n, h{ !) = v, h(~) = n', h(l) = a, 

con las funciones parciales hl¡m !!!±1) lineales para cada m E {O, 1, 2, 3}. . . . 
Claramente f(x) f= h(x) para toda x E [0,1]. Por lo tanto f no es universal . 

Este ejemplo justifica las siguientes afirmaciones. 
Una función semi-universal no necesariamente es suprayectiva. 

Una función semi-universal no necesariamente es universal. 
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CAPÍTULO l. PROPIEDADES BÁSICAS 7 

Y el siguiente Ejemplo muestra que una función universal no necesaria
mente es semi-universal. 

Definición 1.13 Un árbol, o gráfica ací'clica, es una gráfica que no 
contiene curvas cerrndas. 

Ejemplo 1.14 ((Illanes) 3, Ejemplo 11, pag. 3) Existen dos árboles X 
y Y y una función universal J : X -> Y la cual no es semi-universal. 

Demostración. Sea Y = T un triodo simple como el definido en el ejem-
plo 1.12. 

Seas la reflección del plano JR2con respecto a la línea x = -1, es decir, 
s(x,y)=(-x-2,y). . . 
Para cada punto p E R.2 seap'·= s(P), y de manera similar sea T' = s(T). 
Note que T nT' ={a}. 
Sea X =TUT'. ··. l·. 

1 
: ... v~ ·'· ... a V e 

Sea f : X.:_. Y,,;,; f W~rri~ció'r;' d~finida como la identidad en T y como 
sen T'. . · ·:• 1

' ·''.·, •,;;;/·'. 

Para ver que f ·~. uiii~e~sa(obse~e que la restricción de cualquier función 
g : X -> T: ¿ Xal ccÍnj~tc),T, 'g IT: T -> T, deja fijo a un punto t E T, 
debido a que T tiene la propiedad del punto fijo, en general podemos decir 
que hay un punto fijÓ p0 E X bajo g. 

Entonces Po = g(po) E 7'., y por la forma en que fue definida f tenemos 
que fcPo) =Po, de aquí f cPo) = ucPo), como se quería. 

Para demostrar que f no es semi-universal observe que para el arco 
K = b'v' U va' U av U ve 

tenemos que J(K) = J(X) =T. 
Sea m el punto medio del segmento ve. 
Consideremos la función 

h : J( -> X tal que 
h(b') =e, h(v') = m, h(a) = v, h(v} = b, h(c}=b, 

TESIS CO~T 
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CAPÍTULO l. PROPIEDADES BÁSICAS 8 

y h es lineal en cada segmento que una a los puntos extremos. 
De aquí se sigue que h 1 ve: ve -> { b} es una función constante. 

6 6(v) li(c) 

r 
(¡ l .IL_., 

v' a e' v' a V m 

Entonces se puede verificar que para todo punto p E K tenemos 
f (p) i= f(h(p)). ' ' ' 

Entonces f no es semi-universal, como se quería demostrar. • · 
Otros resultado sencillo y útil se obtiene cuando una. fución universal es 

compuesta con un homeomorfismo. 

Lema 1.15 (.7, 12.53, pag. 264) Sean f : X --> Y y h : Y-> Z una 
función y un homeomorfismo respectivamente, entonces h o f es una función 
universal si y sólo si f es universal. · · · 

~·. 

Demostración. Supongamos que hof: X-> Z es una fU:llcióri\1n'iven>~1, 
y sea g: .)( -t Y una ftu1ci6n. _, .. ,·-.:.; .. _. _ .. · ~'-.~:-< ::-~:.·. . · 

Entonces existe un punto p E X tal que h(g(p)) = h{j(p)j peri:> cóm() h 
es inyectiva, entoces g(p) = j(p) con lo cual tenemosque'f.,e5 un'.i~ei'.sal: 

Ahora supongamos que f: X ->Y es universal y s~ág'i'x':.r Z un~ 
función. · · · 

Consideremos la función h-1 o g : X --> Y. Como f es universal, existe 
un punto p E X tal que f(p) = (h- 1 o g)(p), es decir, h(j(p)) = g(p), con lo 
cual tenemos el resultado. • 

Este Lema es aplicable también a funciones semi-universales. 

Lema 1.16 Sean f : X -> Y y h: Y -> Z una función y un homeomorfismo 
respectivamente, entonces h o f es una función semi-universal si y sólo si f 
es semi-1miversal. 

Demostración. Sea h o f : X -> Z una función semi-universal. 
Sean I< e X un suncontinuo de X tal que f(X) = f(J<) y g : J<--> X 

una función. 
Entonces tenemos que 

h(f (X)) = h(f (J<)) 
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.. y:porlo tanto, como h o f es semi-universal, existe un punto x E K tal 
que., .. '· , 
h(f (x)) = h(f (g(x))) 
lo cual. implica, debido a la inyectividad de h, que 

·. J(x) = f(g(x)), es decir, f es semi-universal. 
· Ahora supongamos que f es semi-universal. 

Sean K e X un subcontinuo de X tal que h(f (X)} = h(J(K)) y 
g : K -> X una función. 

Como h es un homeomorfismo, tenemos que 
h(f (X)} = h(f(K)) implica que f(X) = f(K), 
pero f es semi-universal, entonces existe un punto x E K tal que 
J(x) = f (g(x)), es decir, h(f(x)) = h(f(g(x))). Con lo cuál obtenemos el 
resultado deseado. • · · 

TESIS CON 
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Capítulo 2 

PROPIEDAD DEL PUNTO 
FIJO. 

Algunas preguntas referentes a las funciones universales y senú-universales 
están relacionadas con la propiedad del punto fijo, así que veamos estos 
resultados. 

Lema 2.1 (31 pag. 4) Si una/unción f: X-> Y es universal, entonces Y 
tiene la propie.dad del punto fijo. 

Demostración. Sea g : Y -> Y . una función. Consideremos la función 
gof:X->Y. 

Como f es universal, existe un punto x E X tal que 
J(x) = g(J(x)), pero y= J(x) E Y 
por lo tanto y= g(y). Con lo cual tenemos el resultado. • 

Para funciones semi-universales la implicación de arriba no es cierta, 
incluso si X y Y son continuos y J es suprayectiva. 

Antes de ver un ejemplo que ilustre esto, recordemos que una función 
f : X -> Y es llamada irreducible si es suprayectiva y ningún subconjunto 
propio y cerrado de X tiene como imagen bajo f a todo Y. Thmbién el 
siguiente Teorema nos resultará útil. 

Teorema 2.2 (3, Teorema 13, pag. 4) Si un continuo X tiene la propie.dad 
del punto fijo y una función f : X -> Y es irreducible, entonces f es semi
universal. 

10 
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CAPÍTULO 2. PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO. 11 

Demostración. Como f es irreducible, el único subcontinuo K de X que 
satisface f(K) = f(X) es el propio X. . 

Como X tiene la propiedad del punto fijo, para cada g : K = X .:_. X 
hay un punto x E X tal que x = g(x), con lo cual f(x) = f (g(x)), como se 
necesitaba. • 

Ahora, veamos un ejemplo que valide la afirmación de que el Lema 2.1 
no es aplicable a funciones semi-universales. Para ello, utilizaremos el círculo> · 
unitario 8 1 = {z E C: izi = 1} en el plano complejo. . 

Ejemplo 2.3 (3, pag. 4) Sea f : [O, 271'] ->81 dada por f (x) = ei3:. E'IÍto.nces' 
f es irreducible, y de acuerdo con el Teorema 2.2, f es semi-universal. Sin· 
embargo S1 no tiene la propie.dad del punto fijo. · · 

El siguiente ejemplo ilustra la necesidad de pedir la irreducibilidac{ de J 
en el Teorema 2.2. · · 

Ejemplo 2.4 (3, Ejemplo 15, pag. 4) La función f : (O, 37r] -> 8 1 

definida por f(x) = ei3: no es semi-universal. 

Demostración. Para X= (O, 371"] y K = (0,27r] tenemos quef{X) =f(K). 
Definamos g : K -.X como g(x) = x+7r. 
Entonces tenemos 

J (g(x)) = f(x + 7r) = e*+irl = -eix = -! {x) =/: J(x) para toda x E K. • 
Asumir que X tiene la propiedad del punto fijo también es indespensable 

en el Teorema 2.2. Por ejemplo sea S1 el círculo unitario. La función identidad 
f : 5i -> si es irreducible, su dominio si no tiene la propiedad del punto 
fijo, y f no es semi-universal ya que para la función g : S1 ->S1 definida como 
g(z) = -z para z E si no hay ningún punto zen si tal que f(z) = f(g(z)), 
es decir, z = -z. 

Como un resultado relacionado con del Teorema 2.2 tenemos lo siguiente. 

Proposición 2.5 {3, Proposición 17, pag. 5) Si un espacio topológico X 
tiene la propie.dad del punto fijo y una función f : X -> Y es inyectiva, 
entonces f es semi-universal. 

Demostración. Si el espacio X no contiene ningún subcontinuo K de X 
tal que J (K} = f (X}, entonces fes semi-universal. 

Por otro lado como f es inyectiva, tenemos que el único subcontinuo K 
para el cual f(K) = J (X} debe de ser el propio X, de aqtú se sigue que X 
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CAPÍTULO 2 .. PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO. 12 

es un continuo, y que f siendo inyectiva, es irreducible. Entonces podemos 
aplicar el Teorema 2.2, y obtener el resultado. • 

Y por último tenemos la siguiente Proposición que relaciona los tres 
conceptos principales de este capítulo aunque restringidos a la función iden
tidad. 

Proposición 2.6 (3, Proposición 18, pag. 5) Considere las siguientes 
propiedades en un espacio topológico X : 
(2.6.1) Ea identidad i: X-> X es universal; 
(2.6.2) Ea identidad i: X-> X es semi-universal; 
(2.6.3} X tiene la propiedad del punto fijo. 
Entonces las condiciones (2.6.1) y (2.6.3) son equivalentes, y cada una de 

ellas implica (2.6.2). Si X es un continuo, entonces también (2.6.2} implica 
(2.6.3), y las tres condiciones son eq1Livalentes. 

Demostración. Primero demostraremos la equivalencia entre (2.6.1) y 
(2.6.3). 

Supongamos que i es universal y sea g : X -> X una función. 
Como i es universal, existe un punto x E X tal que i(x) = g(x), es decir 

X= g(x). 
Con lo cual probamos que X tiene la propiedad del punto fijo. 
Ahora supongamos que X tiene la propiedad del punto fijo y sea 

g : X -> X una función dada. 
Como X tiene la propiedad del punto fijo, existe un punto x E X tal que 

g(x) = x, es decir, g(x) = i(x). 
Con lo cual probamos que i es universal. 
Para demostrar que (2.6.3) implica (2.6.2) basta con utilizar el hecho de 

que i es inyectiva y la Proposición 2.5. 
Por último, demostremos que (2.6.2) implica (2.6.3) en el caso de que X 

sea un continuo. 
Si X es continuo, entonces el llnico subcontinuo K de X que satisface la 

igualdad i(K) = i(X) es X mismo. 
De (2.6.2) se sigue que para toda función g : X -> X hay un punto 

x E X tal que i(x) = i(g(x)). 
Con lo cual queda demostrado que se satisface (2.6.3). • 

TERIS CON 
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Capítulo 3 

CONVERGENCIA 
UNIFORME DE FUNCIONES. 

Otros resultados aplicables tanto a funciones universales como a funciones 
semi-universales se obtienen de la convergencia uniforme de funciones, pero 
para esto necesitaremos de la siguiente definición. 

Definición 3.1 Sean {fn : X -> (Y, d)}neN una sucesión de funciones de 
un espacio topológico X en un espacio métrico (Y, d), y f : X -> · (Y, d) . una 
función dada. Decimos que la sucesión Un)~1 converge uniformemente a 
la función f si paro toda f > O existe N E N tal. que si n ?. N ·entonces 
d(f(x),fn(x)) < f para toda x E X. · 

Ahora veamos los siguientes resultados. 

Proposición 3.2 Sea {f n : X -> Y}neN una sucesión de funciones univer
sales, de un espacio compacto X en un espacio métrico (Y, d). Si 
{fn: X-> Y}neN converge uniformemente a la función f : X-> Y, entonces 
f es universal. 

Demostración. Sea g : X -> Y una función. 
Como fn es universal para toda n E N, hay una sucesión (xn);:"'=1 de 

puntos Xn E X tales que f n(xn) = g(xn)· 
La compacidad de X implica la existencia de una subsucesión 

(xn.)~1 de la sucesión (xn);:"'= 1 que converge a un punto x E X . 
Entonces, dada f > O podemos encontrar un número M E N tal que si 

k ?. M las siguientes desigualdades son válidas: 

13 
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conve~gCax.,.· .··. ·.·. ·.•·· .... • ,,, 
.. 2) d(f(i;i,;), ¡,:,:~(x,;.)) < Í• debido aqu~f,;,; converge uniformemente a/. 

3) d(g(xn~), g(x))'< ~;por la convergerici~;tlé x;,;. a· iz: y la continuidad de 
la· g. · ·i·,~\:::<, · 
''·:Entonces · > .. :.. · 

d(f (x), g(x))) < d(f(x), f (xn,)) + d(f (xr..);j~~ (xn~)) ·· 
+d(g(xr1,)),g(x)) <e. : .. 
· Con lo cual tenemos que f(x) = g(x), como se quería. • 

Este resultado sigue siendo válido si en. lugar de funciones universales 
consideramos funciones semi-unniversales. 

Teorema 3.3 Sen{! n : X -> Y}nEN una suce~ión de funciones semi-universales, 
del espacio X en un espacio métrico (Y, d), la cual converge uniformemente 
a la función f : X -> Y , entonces f es semi-universal. 

Demostración. Sea K un subcontinuo de X que satisface/(!<)= /(X), 
y sea g : J( --> X una función. 

Como f n es semi-universal para toda n E N, entonces existe una sucesión 
(x11):¡';,1 de puntos Xn E K tales que fn(Xn) = f11 (g(x,,)). Entonces la 
compacidad de K implica que la sucesión (x11)~=l tiene una subsucesión 
(x11.)f..,1 que converge a un punto x E K. 

Entonces, dada e > O podemos encontrar un número M E N tal que si 
k 2'. M las sibruientes desigualdades son válidas: · 

1) d(f (x), f (xn,)) < ¡, gracias a que f es continuá y a que (xn,)f...1 
converge a x. 

2) d(f(xn.) 1 f 11,(x11.)) < f, debido a que / 11• converge uniformemente a/. 
3) d(f,.. (g(xn,)), f (g(x11.))) < ¡, por la converg~ncia uniforme de f 11,. 

4) d(f (g(x11.), f(g(x))) < ¡, por la continuidad defy g. 
Entonces · 

d(f (x), f(g(x))) < 
d(f(x),f(xn.)) +d(f(xn.),fn,(xn.)) · .. : : ,.·.'.•. . 
+d(/n,(g(xn.)), f(g(xn.))) + d(f(g(xn~)),J(g(x))) < f, 

Con lo cual hemos demostrado que /(x) = f(g(x)), como se quería. • 



Capítulo 4 

N-CELDAS. 

En esta sección daremos una caracterización de las funciones universales 
cuyo codominio es una n-celda, para lo cual necesitaremos recordar las 
siguientes definiciones. 

Denotemos por R" el n-espacio Euclideano. 
Para cada punto x = (x¡)f=1 E IR", definimos 

llxll = (~x~) ~ 
Una n-celda es un espacio homeomorfo a la bola cerrada n-dimensional 

Bn en IR", donde 
B" = {x E IR": llxll :5 1}, n = 1,2,3, .... 
Claramente, una n-celda es un continuo ya que B" también lo es. 
Y por último, llamaremos n-esfera a todo espacio homeomorfo a S" en 

1R11+1,donde -
S" = {x E 1R11+ 1 : llxll = 1}, n = 1,2,3, ... 
Nuevamente, toda n-esfera es un continuo. 

Proposición 4.1 (7, Proposición 12.24, pag. 251) Se.a Z un espacio 
topológico, y se.a f : Z ---+ B 11 una función. Entonces, f es universal si y 

sólo si 
111-•cs•-•i: ¡-1cs"-1) __,. sn-1 
no puede ser extendida a tina función continua de Z a S11

-
1 • 

Demostración. Si /li-•csn-1i: ¡-1 (s11
-

1)---+ sn-1 puede ser extendida a 
una función continua F : Z ---+ sn-1, tenemos que 
J(z) '# -F(z). 

15 
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Ya que siz E ri(sf10:.1)entonces 
j(z)= F(z); .. , , > . ; 

. y si 'i e z :..:c}j~ 1 (S",7?) ·entonces 
f(z)E B~ :_ S~-;1 Illientra5 que F(z) E 3n-1• 

. Conió -F: es una función continua de Z en Bn, concluimos que f no es 
~vefs81. . ··· · 

Ahora supongamos que f no es universal. 
Entonces, existe una función continua g : Z -> Bn tal que /(z) # g(z). 
Entonces, para cada z E Z, existe un único segmento dirigido de recta que 

empieza en g(z), que pasa a través de f(z), y termina en un (único) punto, 
p(z) en sn-1

• '. ·.;· ':: ' 
De aquí, es fácil ver, que la función p: Z-> sn-1 definida de esta forma: ' 

es una extensión de f 11-icsn-1) . .. , ... : ~h'.{i·~.~<::.'.;;:.- ·,· 
Como f y g son funciones continuas, tenemos que p también,lo'·és;'Con · 

lo cual completamos la prueba. • ·. ·: .. ·. · 
Ahora veamos una formulación equivalente a la Proposición 4;1.pero 

expresada en térininos de n - celdas. . . 

Corolario 4.2 (7, Corolario 12.251 pag. 252) El resultado de la Proposi- · · . 
ción 4.1 sigue siendo válido si remplazamos 13" por unan-celda K y si S":-"1."-· · 

es remplazado por la frontero M de K ( i.e., Mes la imagen de.E?:--1 bajo 
cualquier homeomorfismo de 13" en K). .. · 

Demostración. Sean Z un espacio topológico, K una n-celcla y M-la' 
frontera de K. · · · 

Sean f : Z -> K una función y h : K -> Bn un homeomorfismo. 
Supongamos que f es universal. . . 
Por el Lema 1.15 h o f también es universal y por la Proposición 4.1, 

h o f lcho!)-•(s•-•¡: (h o n-1 (sn-1) _, sn-1 
no puede ser extendida de manera continua a todo Z, por lo tanto 

f 11-•(M): ¡-1(M)-> M 
tampoco puede ser extendida de manera continua a todo Z, como se 

quería. 
Ahora supongamos que f 11-•c~n= ¡-1 (M) -> M no puede ser extendida 

de manera continua a todo Z. 
Esto implica que 

h 0 f lcho!)-•(s•-•) 
tampoco puede ser extendida de manera continua a todo Z. 
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Entonces, por la Proposición 4.1, h o fes universal, y por el Lema 1.15, 
f es universal. Con esto concluye la prueba. • 

En este punto uno podría preguntarse si la Proposición 4.1 sigue siendo 
válida si trabajamos con funciones senú-universales en lugar de funciones 
universales, pero, como se muestra en el siguiente Ejemplo, al menos una de 
las implicaciones no puede ser aplicada. Sin embargo, la validez, o no, de la 
otra implicación quedará sin respuesta. 

Ejemplo 4.3 Existe una función f definida del intervalo {-1,1} en B2 , tal 
que fes semi-universal y Jli-•cs•): ¡-1(81)-> 8 1 puede ser extendida a una 
función continua del intervalo [-1, 1 J en 8 1• 

Demostración. Sea f : X= [.,.-1, 1] -> B 2 una función definida como 
f (x) = (x, O). 

De esta forma, el único subcontinuo. de X cuya imagen bajo f es X, es X 
mismo. 

Sea g : X - X una función .. 
Como X tiene la propiedad del punto fijo, existe un punto p E X tal que 

g(p) =p. 
Aplicando f tenemos que f(g(p)) = f(p). 
Con lo cual hemos demostrado que f es semi-universal. 
Ahora consideremos ¡-1(81) = {-1, 1 }, y a la ftmción 

h: X= [-1, 1]-> S 1 definida como 
h{x) = elJl(l-x). 

Claramente h es una extensión continua de /li-•csn-•)o Con lo cual se 
concluye la prueba. • 



Capítulo 5 

ARCOS, LINEALMENTE 
ORDENADOS, TIPO-ARCO y 
MARGEN 

Valiéndonos de resultados obtenidos en el Capítulo 4 podemos ver lo que 
ocurre cuando algunos de los espacios, en los que están definidas nuestra 
funciones, son arcos. 

Definición 5.1 Sea X un espacio topológico. Diremos que X es un areo en 
caso de que sea homeomorfo al intervalo cerrado {O, 1 J. 

Veamos el siguiente resultado que es un caso especial de la Proposición 
4.1. 

Corolario 5.2 (7, Corolario 12.26, pag. 252) Toda función 
suprayectiva de un espacio topológico conexo a un arco es universal. 

Demostración. Si J : Z -+ A es una función suprayectiva de un espacio 
conexo Z a un arco A, y p y q son los puntos finales del arco A, entonces, 
por la conexidad de Z y la suprayectividad de f, 
fl¡-l({p,q}): ¡-1({p,q})-+ {p,q} 
no puede ser extendida a una función continua de Z a {p, q}. 

De aquí, utilizando la Proposición 4.1, fes universal. • 
De lo anterior, el siguiente resultado es obvio. 

Corolario 5.3 Toda función suprayectiva de un espacio topológico conexo al 
intervalo unitario cerrado es universal. 

18 
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Este resuÍtado funciona también para funciones semi-universales. Aunque 
laconexidad no es necesaria para este caso. 

Teorema 5.4 (3 1 Teorema 21, pag. 5) Toda/unción/: x.:...(0,1) de un 
espacio X al intervalo [O, 1] es semi-1miversal. 

Demostración. Sea K un subcontinuo de X tal que f (K)"= /(X), y una 
función g : J( -> X dada. .·.·.· · . > > 

Como f (K) es un intervalo cerrado, digamos [a, b], hay pÜntos x 0 y x1 en 
K tales que . . ·: i!:' . 

a= f(x0) $ f(g(x0 )) Y b = f (x1) ~ f(g(x 1)) ,. ,, • 

Entonces los conjuntos ;.,.";,.i" . .. 
A = {x E K: f(x) -:S f(g(x})} y B = {x E K :J(x}:~;J{g(x))} 
son no vacíos. .·. ··· ~.><~; · '[.) · · 

Por otro lado, el conjunto A puede ser visto de la· sigÜiente manera 
A= {x E J(: f (x) - f(g(x)) ~O}. . . 

Utilizando la continuidad de Ja f y la g tenemos que 
f - (! o g) : X -> IR es una función continua. 

Como (-oo, O) es cerrado en IR, y como 
A= (f- (!o g))-1((-oo, O]), 
entonces A es cerrado. 

Del mismo modo podemos ver que B también es cerrado y además 
AUB=K 

Entonces por la conexidad de K hay un punto x E A n B e I<, es decir, 
f(x) = f(g(x)). 

Por lo tanto f es semi-universal. • 
A partir de este resultado y recordando que todo arco es homeomerfo al 

intervalo [O, 1) podemos obtener, de manera sencilla, el siguiente resultado. 

Corolario 5.5 Toda función f : X -> Y de un espacio X a un arco Y es 
semi-universal. 

Este resultado puede ser generalizado, pero es necesario conocer algunas 
definiciones y el siguiente resultado. 

Definición 5.6 Una relacion binaria ;:::: dirige a un conjunto D no vac(o si: 
(a) Si m, n y p son elementos de D tales que m ;:::: n y n ;:::: p, entonces 

m~p. 
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(b} Si m E D, entonces m ~ m. 
(c) Si m y n son élementos de D, entonces existe un elemento p E D tal 

qne p~ m y p ~ n. 
En tal caso, el par (D, ;::::) es llamado un conjunto dirigido en donde ~ 

dirige a D. · 

Ejemplo 5.7 Sean Xun espacio topológico distinto del vac(o y x E X. 
Sea D = N(x) dÓnde'N(x) es el conjunto de vecindades de x, con la 

siguiente relación: :·. >. . · 
U~ V si U e V eonU, V E D. 
Veamos que~- cumple con (a}, (b) y (c) de la definición anterior. 
(a) Si U, V y o/ són elementos de D tales que U~ V entonces U e Vy 

si V~ W entonces V,'c W por lo tanto U e W es decir U~ W. 
(b} Si U E D, entoni:es u. e U, es decir, U~ U. . ... 
( c) Si U y V. son elementos de D entonces U n V también es elem.ento . 

de D y además (U nV) ;:::: ·u y (U n V) ;:::: V. : · · 
Por lo tanto, (D; ~)es un conjunto dirigido. , , 

. '··,-. ,,•, .,,: .. ·· 
Definición 5.8 Una red en un espacio topológico X es un par;'(S, '2,),tcd que 
Ses una función S: D ~X y~ dirige a D, y la denotamos 'comó.(x~)~eD 
en donde x0 es un pnnto de X. .,, "'' '· ·.,. 

Definición 5.9 Sean X un espacio topológico y (x0 )~eD ~hKt~:·-~~*'.·~ 
Decimos que (x0 ) 0 eD converge a un punto x EX si:paroctod~•vecindad 

U de x tenemos que existe un índice f3 E D tal que p/i:ro todo: á' é:.D, 'a'~ f3 
entonces x

0 
E U. . ,· .·;::· .. ,,. ·". . ' . . . 

-.-.· ~;¡:¡ , (···. 

Proposición 5.10 Sea f: X-> Y una funcióii co.;;_ti.;;,ua. Sea (xa)aeA una 
red en X convergente a algún punto x E X, entonces la red (f(xa))oeA 
converge en Y al punto f(x). · · · 

Demostración. Sean (x0 )oeA una red en X convergente a algún punto 
x E X y U E N(f(x)). 

Como f es continua, tenemos que ¡-1(U) es abierto en X y además 
X E ¡- 1(U). 

De esta forma, existe f3 E A tal que si -y;:::: f3 entonces x.., E ¡-1(U). 
Por lo tanto, f (x..,) E U para todo 'Y~ (3. 
Con lo cual tenemos que la red (/(x0 ))aeA converge a f(x), como se 

quería demostrar. • 
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Ahora, para enunciar y demostrar la generalizacion del Teorema 5.4, 
veamos la siguiente definición. 

Definición 5.11 Decimos que un conjunto X está linealmente 
ordenado si existe una relación transitiva :::; en X, tal que para cualesquiera 
dos elementos a, b E X se tiene a :::; b ó b :::; a y si a :::; b y b :::; a entonces 
a= b. 

Es fácil de ver que en un conjunto linealmente ordenado X, la familia de 
los conjuntos 

(a,b)={cEX:a::;c~b cona,bEX yci{a,b}} 
es base para una topolog<a, la cual es llamada la topología de intervalos 

en X. 

Teorema 5.12 (3, pag. 6} Sea Y un espacio conexo linealmente 
ordenado con la topología de intervalos, y que tiene elementos m1nimo y 
máximo. Entonces toda función f: X -->Y de un espacio topológico X en Y 
es semi-universal. 

Demostración. Sea K un subcontinuo de X tal que f (K) = f (X), y una 
función g : K --> X dada. 

Como /(K) es conexo y compacto, entonces /(J<) es un intervalo cerrado 
cerrado, digamos (a, b] , 
y hay puntos xo, x1 en K tales que 
a= /(x0) :5 /(g(x0)) y b = /(x1) ~ f(g(x 1)) 

Entonces los conjuntos 
A = {x E K: !(x) :5 f(g(x))} y B = {x E K: f{x) :?:: f(g(x))} 
son no vacíos. 

Por otro lado, si suponemos que X - A no es abierto, tendríamos que 
existe un punto 
x E X - A tal que toda vecindad U de x intersecta al conjunto A. 

De esta forma se tendría una red convergente a x, 
(xu )ueN(z) con xu E A n U y N(x) con la dirección definida en el Ejemplo 
5.7. 

Como f y f o g son funciones continuas tenemos que: 
(f(xu))ueN(z) Y (f(g(xu)))ueN(x) 
son redes que convergen a /(x) y a f(g(x)) respectivamente . 

. Pero f (x) > f (g(x)) 
y como el espacio Y es conexo, existe un punto z E Y tal que 
f(x) > z >f(g(x)). 
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Entonces los conjuntos 
D ={y E Y: y< z} y E= {y E Y: y> z} 
son abiertos tales que 
f(g(x)) E D y f(x)) E E. 

De esta forma, existe U E N(x) tal que si V?; U entonces 
f(xv) E E y f(g(xv)) E D, . 
implicando que 
f(g(xu)) < z < f(xu). . ·.. . ... .· . 

22 

Por lo tanto xu <t A lo cual contradice la forma en· que fue construida la 
red inicial. . . '. : · . . 

De esta forma probamos que el conjunto X - ,A es abierto, es decir, A es 
cerrado. 

Del mismo modo podemos ver que B también es cerrado y además 
AUB=K. . 

Entonces por la conexidad de K hay un punto x E A n B e K, es decir, 
f (x) = f(g(x)). 

Lo cual demuestra que f es semi-universal. • 
Si además pedimos que el espacio X sea conexo y que la función f sea 

suprayectiva, entonces el Teorema 5.12 puede aplicarse a funciones univer
sales de la siguiente manera. 

Proposición 5.13 (5, Proposición 9, pag. 434) Sea Yun espacio conexo, 
linealmente ordenado con la topología de intervalos, y que tiene elementos 
mínimo y máximo. Entonces toda función supmyectiva f: X -->Y de un 
espacio topológico conexo X en Y es universal. 

Demostración. Sean f : X -> Y una función suprayectiva de un espacio 
conexo X en Y y g : X --> Y una función dada. 

Como f es suprayectiva, existen puntos x 1, x2 E X tales que 
f (x1) 5 y 5 f(x2) para toda y E Y. 

Entonces los conjuntos 
A = { x E X : f (x) 5 g(x)} y B = { x E X : f(x) 2: g(x)} 
son conjuntos no vacíos. 

Además, A y B son conjuntos cerrados. 
Para demostrar esta última afirmación veremos que X - A es abierto. 
Sean m y M los elementos mínimo y máximo de Y respectivamente. 
Sea x E X - A, entonces g(x) < f (x). 
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Como.Y.es conexo tenemos que 
. (g(x), f(x)) =/: </i, sea a E (g(x), f(x)). 
. .Entonces X E g- 1(m,a) n ¡- 1(a, M) = W. 

·w es una vecindad abierta de x, y si y E W entonces 
g(y) E (m, a) y f(y) E (a, M) · 
con lo cual tenemos que g(y) < f(y), es decir, 
WcX-A 
con lo cual se demuestra que X - A es abierto. 
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De esta forma, tenemos que A es cerrado,. y de manera similar se puede 
demostrar lo mismo para B. 

Además, A u B = X. 
Entonces por la conexidad de X hay un punto 

X E A n B, tal que f(x) = g(x), 
con lo cual se concluye que f es universal. • 

Ahora encaminemos los resultados hacia los espacios tipo-arco. 

Definición 5.14 Sean X y Y espacios métriws y se.a f: X--+ Y. Diremos 
que f es una E-función si f es wntinua y si el diámetro de ¡-1(f(x)) <E 
para toda x E X. 

Veamos este Lema que será útil y amplia nuestros resultados sobre fun
ciones universales. 

Lema 5.15 (7, Lema 12.27, pag. 252) Sean (X1 , d1) y (X2 , d2 } espacios 
no vacíos, compactos 11 métriws, y sea J : X1 --+ X2 una función wntinua. 
Si para toda € >- O, existe un espacio z. y una E-función J. : X 2 --+ z. tal que 
J. o f : X 1 --+ z. es una función universal, entonces f es universal. 

Demostración. Sea g: X1--+ X 2 continua. 
Entonces, para cada f > O, como J. o f : X 1 --+ z. es universal, existe 

p. E X1 tal queJ.{f(p.)) =J.(g(p,)). 
Ahora, como f • es una E-función, entonces 

diam(f.-1(!.(J(p.)}) < f y 
como f (p.), g(p,) E J.-1(!.(f(p.))) tenemos 
(1) ~(!(p.), g(p.)) < f para cada f. 

Sea E(i) = t para cada i = 1,2, ... 
Como {P<(i¡}f=,1 es una sucesión en el espacio métrico y compacto Xi, 

existe una subsucesión de {P•C•>}f=1 convergente a algún punto p E X 1• 
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Entonces, como E( i} -> O cuando i --> oc y tanto f como g son continuas, 
de (1) obtenemos que f(p) = g(p), como se necesitaba. • 

Basándonos en este Lema podemos obtener algunos resultados en espacios 
tipo-arco, pero antes tendremos que definirlos. 

Definición 5.16 Sea X un espacio métrico y compacto. Decimos que X es 
tipo-arco si para toda E >- O existe una E-función f, suprayectiva de X en 
[0,1}. 

Otra forma equivalente de definir a un espacio tipo-arco es la siguiente. 

Definición 5.17 Sea X un espacio métrico y compacto. Decimos que X es 
tipo-arco si X es el límite inverso de arcos con funciones supmyectivas. 

Donde por límite inverso entendemos lo siguiente. 

Definición 5.18 Una sucesión inversa es una doble sucesión {X;,f¡)~1 
de espacios X; y de funciones continuas f; : X;+l -> X;. Si {X;,/;}~1 
es una sucesión inversa, entonces el límite inverso de {X;, f1}~1 , denota-

do por lím{X;, f;}~ 1 es el subespacio del espacio producto fi X1 definido por 
- i=l 

lírn{X¡,f;}'¡;,1 = {(x;)~ 1 E IT X¡: f;(x1+1) = x; para toda i}. 
- i=l 

Ahora sí podernos ver el siguiente Teorema. 

Teorema 5.19 (7, Teorema 12.29, pag. 253) Toda función supmyectiva 
de un espacio conexo en 1m continuo tipo-arco es universal. 

Demostración. Sea f :X --> Y una función suprayectiva de un conexo 
X a un continuo tipo-arco Y. 

Entonces para toda E >- O , hay una e-función J, suprayectiva de Y al 
[0,1]. 

De esta forma f, o f es universal. Por el Lema anterior, f es universal. • 
Un resultado similar es válido para funciones seini-universales, nueva

mente sin la hipótesis de conexidad del espacio dominio. 

Teorema 5.20 Toda función f : X --> Y de un espacio X en un continuo 
tipo-arco Y es semi-universal. 
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Demostración. Veamos a Y como el limite inverso de una sucesión in
versa de intervalos cerrados In = [O, 1] con funciones suprayectivas J:;+1 : 

1n+1 ->In, y denotemos como Tin : Y-> In las proyecciones para toda n E 
N. 

Sea K un subcontinuo de X tal que 
J(K) =f(X), 
y sea una función g : K -> X dada. 

Para cada n E N definimos 
Fn = {x E K: Tin{J{x)) = Tin{J(g{x))}. 

Observemos que si damos una sucesión convergente (a:¡)f=1 e Fn, tal que 
Xj -> x, como Xj E K para toda j E N, entonces :i: E K. 

Además, como f, g y TI,; son continuas, tenemos que 
{Iln(J{xj)))f=1 converge al punto Tin{f (:i:)) y 
{IIn(J(g(x3))))f=1 converge al punto IIn(J(g(:i:))). 

Pero como .. ·, · . · 

IIn(J(x~)) _:= IIn(f (g(xt))). :p.'ar·,.· .. ª·:·todaj EN, entonces 
IIn(J(xJ) - Iln(J{g{x)J), < • : , 
con lo cual tenemos que !i: ·e:Fn, es decir, Fn es cerrado en K. 

Como la composición · '/:' 
IIn of: X-> In ,' ·Y~~;;,.···· 
es semi-universal, de acuerdé{con el Teorema 5.4, entonces el conjunto F n es 
no vacío. .. "' . , ·\;, · . 

Además, como ' , .;(' 
Iln = Ínn+l O Iln+l, . · . <>'. ·:··>··. 
tenemos que F,.+1 e Fn ·para tocia n e N. 

Por la propiedad de 18,int~rsección finita, hay un punto 
Xo E íl Fn. .. . 

nEN 
Entonces para toda n E N tenemos 

II,.(J(xo)) = Tin{f(g(xo))), es decir, f{xo) = f(g(xo)). Con lo cual queda 
probado el Teorema. • 

Y para terminar con los objetivos de este Capítulo veamos los siguientes 
resultados. 

Dado un espacio Y, sea TI; : Y x Y ->Y la proyección en la i-ésima 
coordenada, con i E {1,2}. 

Decimos que el semimargen suprayectivo de un continuo Y es cero, 
r¡;{Y) =O, si todo subcontinuo Z del producto Y x Y, tal que TI1{Z) =Y, 
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intersecta la diagonal {(y,y) : y E Y} C Y X Y. 

Teorema 5.21 (3, Teorema 25, pag; .7). Las. siguientes condiciones son 
equivalentes pam un continuo Y: ;· ·· .. · · · · ·. · · · 

(5.21.1) Toda función f : X -+ Y suproyectiva de un continuo X en .Y es 
universal. . · · · · . · ·· · .. · · . . · 

(5.21.2) 1bda fu11ción f : X -+ Y supmyectiva de un continuo X en Y és 
semi-universal. · 

(5.21.:J) r 0(Y) =O. 

Demostración. (5.21.1) => (5.21.2) 
Sea f : X -+Y suprayectiva y universal y sean K subcontinuo de X tal 

que /(K) =Y y g: J(-+ X una función dada. 
De esta forma 

f IK: I<-+ y y fo g: I<-+ Y. 
Pero f IK es suprayectiva y por lo tanto, por hipótesis, es universal. 
Entonces existe k E I< tal que f(k) = f(g(k)) como se quería. 
(5.21.2) => (5.21.1) 
Sea f : X -+ Y suprayectiva y semi-universal. Sea g : X -+ Y dada. 
Por hipótesis la proyección Il1 : Y x Y --> Y es semi-universal. 
Sea I< =:= {(/(:z:), g(x)) : x E X}. 
K e5 subcontinuo de Y x Y y Il1(J<) =;Y. 
Sea h :I<--'+ Y xY dada por h(x, y)= (y;x). 

.. Entonces hay un punto (/(x),g(x))en Ktalque 
II1(/(x), g(x)) =(I11 o h)(f (x), g(x)).'.~,,. } ·/'·, .·· ·· .· 

Entonces /(x) = g(x). Como se necesitaba.· 
(5.21.1) => (5.21.3) . 
Sea Z un subcontinuo del producto Y x Y tal que Il1(Z) =Y. 
Entonces II1 lz: Z-+ Y es universal por lúpótesis. 
Entonces coincide en algún punto zo de Z con II2 lz, es decir, 

Il1 (.2b) = II2(.zo). 
Y por lo tanto Z intersecta la diagonal de Y x Y. 
(5.21.3) => (5.21.1) 
Sea f : X -+ Y una función suprayectiva de un continuo X en Y, y sea 

g : X -+ Y dada. 
Definimos Z = {(/ (x), g(x)) : x E X}. 
Entonces Z es un subcontinuo de Y x Y que satisface II1(Z) =Y. 
Por hipótesis, Z intersecta la diagonal de Y x Y. 
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Por lo tanto hay un punto xo E X tal qui'. f (x0) = g(x0 ). Entonces f es 
universal. • ' 

Observación 5.22 Si la función f : X ~x~ en el Teorema 5.20 es 
supmyectiva, entonces el resultado es, de . hecho, un· corolario del Teorema 
5.21. 

Para demostrar esta observación recurriremos a la definición de los cuatro 
márgenes de continuos y a sus propiedades. 

Sea (X,d) un continuo. 
Para cualesquiera dos funciones fi, f2 de un éontinuo Z en X, definimos 
inf(/¡,h) = inf{d(/1(z),/2(z)): z E Z)}. 
Entonces, el margen-suprayectivo de X, denotado por r•(X), está definido 

como sigue: 
r•(X) = sup{ inf(/i, /2) : / 1 y h son f'uí:'iciones suprayectivas de algún 

continuo Z en X} · 
el semi-margen suprayectivo de X denotado por r 0(X), está definido de 

la misma manera, pero sólo se requiere de la suprayectividad de una de las 
funciones. 

Por otro lado, el margen de X y el semi-margen de X, denotados por r(X) 
y ro(X) respectivamente, están definidos de la siguiente forma: 

r(X) = sup {r•(Y) : Y es un subcontinuo de X}. 
r 0 (X) = sup {r0(X) : Y es un subcontinuo de X}. 
Basándonos en estas definiciones, resulta claro que 
O $ I'*(X) $ r(X) $ ro(X). 
Si aplicamos todo esto a un continuo tipo-arco X, tendremos que, como 

todo subcontinuo no degenerado de un continuo tipo-arco es tipo-arco y por 
el Teorema 5.19, 

ro(X) =o, 
y por lo tanto r(X), r 0(X), r(X) y r•(X) son todos iguales a cero. 
Ahora aplicando (5.21.3) y utilizando la equivalencia de (5.21.3) y (5.21.2) 

se completa el argumento. 

'-·---'--·~~-~ 



Capítulo 6 

HEREDABILIDAD. 

Varias preguntas sobre funciones twiversales y semi-universales buscan la 
manera de determinar la universalidad o semi-universalidad de una función 
basándonos en las propiedades de sus restricciones. En este sentido tenemos 
los siguientes resultados. 

Teorema 6.1 (3, pag. 10) Sea Xo e X y f: X--+ Y una función. Si la 
restricción Jlxo: X0 --+Y es universal, entonces f: X--+ Y es también universal. 

Demostración. Sean f, g : X --+ Y dos funciones de tal forma que 
f lx.: Xo --+ Y es universal. 

Entonces existe un punto xo E Xo tal que f lx. (xo) = g lx. (xo), por lo 
tanto f (xo) = g(x0 ) para un punto Xo E X. -

Con lo cual tenemos que f es universal. • 
Para demostrar que algo similar al enunciado anterior no es válido para 

funciones semi-universales, consideremos el siguiente ejemplo. Sea X = 5 1 

el círculo unitario, y sea Xo un subconjunto propio no degenerado, Xo e X; 
es decir, Xo es un arco. Sea f : X --+ X la identidad. Entonces f lxo es 
semi-universal, aunque f no lo es, de acuerdo con la Proposición 2.6. 

Observación 6.2 La implicación inversa en el Teorema 6.1 no es cierta ni 
paro funciones universales ni para semi-universales. Por ejemplo, 
sen. X= {z E C: izi ~ 1} el cfrculo unitario, 
¡¡ sea Xo = 5 1 e X su frontera en el plano complejo C. 

Si f : X --+ X es la identidad entonces f es universal y semi-universal, 
mientras que J1x0 no es ni universal ni semi-universal, de acuerdo con la 
Proposición 2. 6. 

28 
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La observación anterior justifica el siguiente resultado. 

Observación 6.3 Los conceptos de funciones universales y semi-universales 
no son hereditarios, en el sentido de que si Xo e X y f : X -+Y es una 
función, entonces la universalidad ( semi-universalidad ) de f no implica la 
universalidad ( semi-universalidad) de la restricción Jlx0 ->Y. 

Sin embargo en el sentido inverso se tiene el siguiente resultado. 

Proposic;ión 6.4 (5, Proposición 6, pag. 433) Sea f: X-> Y una 
función suproyectiva entre espacios topológicos, tal que, paro alguna v E Y 
se satisfacen las siguientes condiciones : 

{6.4.1) X= fº 1(v)U U {Xu: a E E}, 
{6.4.2) f 1 (v) es un subconjunto conexo de X, 
(6.4.S} f{Xu} n f{Xr) = {v} para todo a, TE E, con u# r, 
(6.4.4) los conjuntos f {Xa) y U {J(Xr} : T E E\ {u}} son subconjuntos 

cerrados de Y paro toda u E :E. 
Si la restricción J lxa: Xu-+ J(X.,) es universal para toda u E E, 
entonces f es universal. 

Demostración. Sean f : X -+ Y una función que satisfaga las hipótesis 
de arriba y g : X -+ Y una función dada. 

Si g(x) = v para alguna x E ¡- 1(v) ya acabamos. 
En caso contrario, hagamos el siguiente análisis. 
Para empezar, veamos que g(J-1(v)) es un conjunto conexo gracias a 

(6.4.2) y a la continuidad de g. 
Ahora, supongamos que g(x) # v para toda x E ¡-1(v). 
Entonces existe u E E tal que 

g(¡-1(v)) n J(X.,) # r/J, y además 
(U J(X.,)) n g(J-1(v)) = r/J. 
rfa ' 

, De lo contrario, los conjuntos 
g(J-1(v)) n J(X.,) y (U f(X.,))ng(¡- 1(v)) 

', rfa 
serían ajenos, no vacíos y cerrados relativos, que formarían una disconexión 
de 9(!-1 (v)); el,cual,'como ya habíamos visto, es conexo. 

· Por lo tanto aU:;:}.(1!)) cf (Xu)· 
Ahora consideremos la retracción 

~":Y .:...+J(X.,) dad8: por 
r.,(y) =. v, si y eY - J(X.,). 

TESiS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Como la restriccion f J."ªes universal, entonces las funciones 
1'a o 9 Jxa: X,,-+ f(X,,) Y f lxa: X,,-+ f(X,,) 
tienen un punto de coincidencia, es decir, existe un punto x E X,, tal que 

· r,,(g(x)) = f(x). 
Pero dado un punto x E ¡-1(v) .tenemos que 

g(x) E f (X,,) y además g(x) =/= v, 
entonces 
f(x) = v =/= g(x) = r,,(g(x)). . . ... 

De esta forma, si r,,(g(x)) = f(x) entonces x <f. ¡-1 (v). 
Con esto tenemos que · · · · 

r,,(g(x)) = f(x) =/= v 
lo cual implica, por la forma en que se definió esta retracción; que 
g(x) E f (X,,). 

Y por lo tanto, r,,(g(x)) = g(x), es decir, , .· 
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/(x) = r,,(g(x)) = g(x). Como se quería. • ·" ·.· . 
Con el siguiente Ejemplo se muestra que algo similar.a:Ja.Proposición 

anterior no es aplicable a funciones semi-universales. . . ·.· ' '\' ·> · 

Ejemplo 6.5 (3, Ejemplo 35, pag. 11) Hay gráftcas Ú~~i~ X. y Y y una 
función f: X-+ Y tal que las condiciones {6.4.1)~·(6,4;;4)}e'satisfacen, las 
restricciones f lxª: X,, -+/(X,,) son semi-unive.;.salés para:tódii u E E, y f 
no es semi-universal. ' ::;:·. ;,;''·>t. · 

Demostración. Sean los puntos a, b, c, ~uri~~~:~~\y'iá ~ill1etrí~ 
s : JR2 -+ JR2 los mismos que en el Ejemplo 1:i4;;,7 ;·\~ ', · · 

Sean d =(O, -1), e= (-1, -1), J ==:,:vd ~.·v~, Y,J';;;,s(Jj. 
DefüúmosX=TUT'UJUJ'.·'.·: .. :';,'> ·'.:··- .... 

·~· 6 ••• ·~····· •·•··. 

~ 
•, ' , .. ~ - ~ ' ' 

' .- ·1 .... .; 1 

·, .1 ,-

.. -.>uf'<·::/.·: •'···-. ·,•,:·, ·:».:"' 
Sea f: X ~y.;.,,'f iki~f~¿fa~·t~i que 

/l(T u T').: T u<T' ~ Y::es~!a'iriiSfuá}\lDción del Ejemplo 1.14, y 
f ICJ u J') : .J U J,' ...:.+ { 1J}és~().nstante. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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·sean 
X1.=·.vv'; X2 = vb U v'b'; X:i =ve U v'e'. 

·Si E =.{l, 2, 3}, entonces (6.4.1) se satisface por construcción. 
j:1(v) =JU J', de aquí se sigue (6.4.2). 
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f (X1) = va, /(X2) = vb, y /(X3) = ve, entonces (6.4.3) y (6.4.4) se satis
. facen. 

La restricción f lx.. es una función suprayectiva en un arco y por la 
Proposición 6.4 es semi-universal. 

Finalmente se puede demostrar, de la misma forma en que se hizo en el 
Ejemplo 1.14, que f no es semi-universal. • 



Capítulo 7 

PROPIEDAD DE LA 
COMPOSICIÓN Y 
PROPIEDAD FACTOR DE 
LA COMPOSICIÓN 

Otras preguntas que pueden surgir con respecto a estas funciones están 
relacionadas con la propiedad de la composición y la propiedad factor de la 
composición. 

Primero veamos que ocurre con la la propiedad de la composición. 

Definición 7.1 Una clase !JJl de funciones tiene la propiedad de la 
composición si paro cualesquiem dos funciones /1 : X --> Y y h : Y --> Z 
que están en !JJl tenemos que h. o f 1 también está en !Vl. 

En este sentido podemos comprobar que tanto la clase !JJl de funciones 
universales como la de funciones semi-universales no tienen la propiedad de 
la composición. Veamos los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 7.2 Hay dos funciones univernales cuya composición no es 
universal. 

Demostración. Sea <C el plano complejo y consideremos la banda de 
Mtlbius M obtenida del subespacio 
P = {z E <C: ~::; lzl :5 1} 
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y de identificar los puntos z1 , Z2 E P tales que 
lzrl = IZ21 = ~ Y z? = z~. 

Entonces podemos definir las siguientes funciones. 
Sean f : M -+ B 1 dada por 

f(z) = (2 - *')z, y 
g : B 1 --> B 1 dada por 
g(z) = z2• 
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Aplicando el Teorema 4.1 y utilizando, sin probar, que S 1 no es un retracto 
de la banda de MObius, tenemos que f y g son universales. Sin embargo su 
composición g o f : M --> B 1 no es universal. 

Para demostrar esto, basta con aplicar nuevamente el Teorema 4.1. 
Observemos que 

(g 0 J)-1(s1) = 51. 
Ahora, para cada z E M consideremos el punto 

z• E 5 1 e M tal que arg(z) = arg(z•). 
Y definamos una función h : M -> 8 1 de Ja siguiente manera, 

h(z) = (z*)2 • 

De esta forma, 
h(z) = (g o j)(z) para toda z E 8 1 e M. 

Con Jo cual hemos encontrado una extensión continua de (g o f) Is• y por 
lo tanto 
(g o j) : M --> B 1 no es universal. • 

En el caso de la clase de funciones semi-universales veremos el siguiente 
ejemplo. 

Ejemplo 7.3 (31 Ejemplo 27,pag. 8) Hay dos funciones semi-universales 
entre árboles cuya composición no es semi-universal. 

Demostración. Veremos que la función f : X --> Y del Ejemplo 1.14 
puede ser factorizada como la composición de dos funciones semi-universales 
g : X --> Z y h : Z -> Y donde Z es un árbol. 

Sean X, Y y f : X --> Y como en el Ejemplo 1.14. 
Sean d = (1, -1), e= (O, -1), y Z =TU vd U ve. 
Entonces Z es un 5-odo con vértice v y puntos terminales a, b, c, d, e. 
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r 
6 o 6 9(6) {¡ 

1 9{a) 9(c) fi(a) 

e' v' a V e a V e 

e 9(6') 
á 9(c'J 

Definimos g : X --+ Z con las siguientes condiciones. 
La función restringida g IT es la identidad, y 

g lv•a: v'a--+ va, 
g lv•b= v'b'--+ ve Y 
g lv•c•: v'd --+ vd 
son funciones lineales con 
g(v') = v, g(b') =e, y g(d) =d. 
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li(6) li(e) 

fi(tJ Fi(c) 

Fi(á) 

Entonces g está bien definida. 
Como las preimágenes de puntos terminale5 de Z son singuletes a, b, e, . 

b, c ', se sigue de la definición de h que el tínico subcontiriuo. K de z que 
· satisface · .. ·· ·· . . · .... . 

g(J() = g(X) = Z es X mismo. . . . ..... -···~.··.-·}'·. . . -,<;.:--

Entonces, como X tiene la propiedad del punfo,fijo; t~rlriméis qli,e g es 
semi-universal. .•.. ;:;/;:·r:".~;'.'~0{:';~;·.;;¡':(·.: ; !/;y.,.· ; : ·.' 

Sea h: Z--+ Y= T definida como lá'.identidad en.T·C'Z y como una 
. función lineal en los segmentos vd y.,ve co.ll\ "' <;> ;,, '' . 
h(d) =e y h(e) = b. .,"· -~ .:.',:."· · ":.:;~,'.~~.: , .. ~.-:· :·;\:·.:..:··~-

Como 
h-1(a) ={a}, h-1(b) = {IÍ,e}, h-1(c) = {c,d}, 

. vemos que un subcontinuo K de Z tal que 
h(K) = h(Z) =Y 

. debe' contener al punto a, y al menos uno de los puntos terminales b y e, y 
uno de los puntos e y d de Z. 

Por esto tenemos cuatro tipos de subcontinuos K, tales que 
h(K) = h(Z), 
que deben contener triodos con puntos finales 
{ a,b,c}, { a,b,d}, {a,c,e}, { a,d,e} 
respectivamente. 
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Note que cualquiera de estos continuos puede ser un triodo, o un 4-odo 
o un 5-odo, cuyos tres puntos terminales son los indicados anteriormente, y 
los otros puntos terminales (en caso de que los tengan) están situados en las 
ramas restantes del 5-odo Z. Los cuatro tipos de continuos K que acabamos 

· de mencionar no son disjuntos. 
En cualquier caso, si K es uno de los subcontinuos mencionados, existe 

un homeomorfisrno 
ho : T --> ho(T) e K 
tal que h0 (T) es el triodo en K que contiene exactamente uno de los cuatro 
conjuntos de (tres) puntos terminales de Z mencionados. 

De aquí se sigue que la composición 
(h lho(T)) o ho: T--> Tes la identidad en T. 

Aún más, para cada función g0 : K ->Z la composición 
(h l(g

0
(1!

0
(T))) o (go l(h

0
(T))) 0 ho: T--> T 

es una función del triodo en sí mismo. 
Corno T tiene la propiedad del punto fijo, hay un purito'x0 ·E T ·tal que 

h(go(ho(xo))) = h(ho(xo)). . .. . : ;, .:-: . ·,. · . 
· Entonces h 0 (xo) es el punto de coincidencia ;en K de láíj'funciones h o 90 
y h, por lo tanto h es semi-universal. . •: ·.f.':. 'iH. f}. '\\ < 

Es fácil ver que f = g o h. · ·. · · .. 'e·· ·:·e: · · •· · 
Pero J no es semi-universal, como se probó.en:'el Ejemplo 1.14, con lo 

cual se termina la demostración • · · 

Como consecuencia de los Ejemplos 7.2 y 7.3 tenemos las siguientes 
observaciones. 

Observación 7.4 La clase de funciones universales no tiene la propiedad 
de la com11osici6n. 

Observación 7.5 La clase de funciones semi-tmiversales (incluso 
consideradas entre árboles) no tiene la propiedad de la composición. 

Ahora veamos que ocurre si considerarnos la propiedad factor ele la com
posición en funciones universales y semi-universales. Para esto veamos la 
definición. 

Definición 7.6 Una clase !m de funciones tiene la propiedad factor de la 
composición si para cualesquiera dos funciones f 1 : X -> Y 11 h : Y --> Z 
su composici6n h o f1 pertenece a !m, entonces h está en !.ut. 
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Para funciones senú-universales tenemos que si f 1 : [0,271"] ->S1 es definida 
por f 1 (x) = ei.1' y '2: S1 ->S1 es la identidad, entoncesf2of¡ = !1 : [0,27!"] ~ 8 1 

es senú-universal por el Teorema 2.2, pero f 2 no es semi-universal por la 
Proposición 2.6. Con lo cual tenemos la siguiente afirmación. 

Afirmación 7.7 La clase de las funciones semi-universales (incluso 
considemdas entre continuos localmente conexos ) no tiene la propiedad 
factor de la composición. 

Pero para funciones universales el resultado es diferente. 

Proposición 7.8 La clase ro? de funciones unÍ'uersales tiene la propiedad 
J actor de la composición. . .· . 

Demostración. Sean f : X -> Y y g • y:;.J.'z 'f'ullcionÉJs tales ~ue 
9 0 fu~t~n:S~e:s~:=~~ro8~ e\~ ~al:ij~ ~a}f~f,'.1~~;:j:f:~2;<; 0;j. ·'\ , . . 
g(f(x)) = h(f(x)), 
es decir, existe un punto f (x) = y E Y talque g(~) h(y), ~6~ lo cual 
tenemos que g es universal. • 



Capítulo 8 

HIPERESPACIOS. 

Nuevos e interesantes resultados surgen cuando, dada una función f : 
X--> Y, consideramos las funciones inducidas por J en los hiperespacios de 
X y Y. Pero antes de llegar a este punto, necesitaremos varias definiciones y 
resultados preliminares. Así que empezaremos con un subcapítulo dedicado 
únicamente a la obtención de estos resultados. 

8.1. PRELIMINARES. 
El propósito de esta sección es llegar a la demostración de los Teoremas 

8.16 y 8.19 que serán utilizados en la siguiente sección. además de que 
podremos familiarizarnos con el concepto de espacios de Peana, el cual 
utilizaremos durante el resto de la tesis. El último teorema ele esta sección 
(Teorema 8.20) no será demostrado debido a que para lograrlo sería necesario 
extendernos demasiado. 

Definición 8.1 Un espacio topol6gico (S, T) es llamado localmente conexo 
en p (p E S) si toda vecindad de p contiene un abierto conexo. 

Definición 8.2 Un espacio métrico X es llamado un espacio de Prono 
si paro cada punto p E X y toda vecindad N de p, existe 11n subconjunto 
abierto y conexo U de X tal que p E U e N. 

Definición 8.3 Sean ( S, T) un espacio topológico y p E S. Decimos que 
(S, T) es conexo en pequeño en p, si toda vecindad de p contiene una 
vecindad conexa de p ( esta vecindad no tiene porq11e ser abierta en S ). 

37 
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Definición 8.4 Sea X u.n espacio topológico. Una CD7nponente de X es u.n 
subconjunto conexo y maximal de X. 

Definición 8.5 Un espacio topológico {S, T) es llamado arco-conexo si 
cualesquiera dos puntos p, q E S pueden ser u.nidos por u.n arco. 

La siguiente Proposición es conocida y su demostración puede verse en 
[7, 8.1, pag. 120]. 

Proposición 8.6 Un espacio métrico es de Peano si y solo si.se satiSface·. 
cualquiera de las siguientes propiedades: · · 

( i) X es localmente conexo en todo punto. .· : . . . . , :º ::.::' ,., . .. 
(ii) todas las componentes de los subconjuntos abiertos de,'.X.so'.n·'libiértas, · · 

"'f;"> x ll '°"~º ~·-·•º '"'"ºpunto. 2.;/~ii.~]t·'~~,¡; .. 
Definición 8. 7 Sea (X, d) u.n espacio métrico. Se. dic.~ ~e ufi..'.sUbCó.7J.junto Y 
no vacío de X tiene la propiedad S si paro toda e>: Ot;:éidSte.una;Cti.niidad . 

~:,~,:: ;:.7::::~ :.-:: ~:·~:~ 'A. ®t'tilítiil~~:t' y 

Teorema 8.8 (7, 8.3, pag. 120) Si un espacic(Mé.tryc,oJX{df!iene .la 

propiedad S, entonces (X, d) es u.n espacio}~: .. 5~C~¡~·~ji)~2~Gij{~~;;.·· ·, .... 
Demostración. Por (iii) de la Proposición·8.6;';es·.súfiéiente"probar que 

x ~::;e~o;ny~:~t:~º ;,n todo punto. ··. . ''· .. ·.'.'.:';'.~,-·'\~!7:r: ~<( · 
Entonces, como X tiene.la propiedad S, .existen i:uia ca'.nticÍad finlta de 

conjuntos conexos A 1, .. ., An tales que 
n 

X= U A1, diámetro (A;)<~ para toda i = 1, .. .,n. 
i=l 

Sea G = U{A; : p E cl(A1)}. 

Veamos que G es conexo. 
Supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen: 
i) GcNUM. 
ii) N, M son abiertos. 
iii) N n M = </J. 
iv) p EN. 



CAPÍTULO 8. filPERESPACIOS. 

, Pero estas condiciones, aunadas a la forma en que fue construido G, 
, implican que p </; M, con lo cual tenemos que 
', G n'M =</>,y por lo tanto Ges conexo. 

, ,Además, por constn1cción, tenemos que 
diámetro (G) < €. 

Por otro lado, si suponemos que 
p E Cl(X- G), 
existiría una sucesión 
(z,,)~=t e X - G tal que Zn --> p 
y como X - G ={A;: A;</; G} es un conjunto finito, . 

39 

entonces existiría un conjunto A; y una subsucesión ( Zn•) de la, sucesión 
original tal que (z,,.) e A;, con lo cual tenemos que p E cl(A;), es decir 
A; E G, lo cual es una contradicción. Por lo tanto · 
p </; cl(X - G), es decir, 
G es una vecindad de p. 

Con lo cual hemos probado que X es conexo en pequeño en p (ver 
Definición 8.3). Lo cual completa la prueba. • 

Teorema 8.9 {7, 8.4, pag. 120) Un espacio métrico compacto no vacío 
(X, d) es un espacio de Peano si y sólo si (X, d) tiene la propiedad S. En 
particular, un continuo (X, d) es un continuo de Peano si 11 sólo si para cada 
€ > O, X es la unión de una cantidad finita de subcontinuos cada uno de los 
cuales Uene diámetro < €. 

Demostración. Con respecto a la primera parte, tenemos que la primera 
mitad es resultado del Teorema 8.8 y la otra mitad es simplemente usar la 
Definición 8.2 y la compacidad para cubrir a X con una cantidad finita de 
subconjuntos abiertos y conexos de diámetro < € para cualquier € > O dada. 

La segunda parte es inmediata si usamos la primer parte y el hecho de que 
la cerradura de un conexo es conexo. Con lo cual la prueba queda completa . 

• 
Teorema 8.10 (7, 8.5, pag. 121) Sea (X, d) un espacio métrico, y sea 
Y e X tal que Y tiene la propiedad S. Entonces, para todo Z tal que 
Y e Z e cl(Y), Z tiene la propiedad S y, por lo tanto, Z es un espacio de 
Peana. 

Demostración. Sean E> O y A 1 , .. .,An como en la Definición 8.7. 

! ' 
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Sea B; la cerradura de A¡ en Z para cada i. 
La primera parte del Teorema se sigue fácilmente del hecho de que cada 

B; es conexo. . ·. ·: 
La segunda parte es inmediata de la pdmerá:parle y del Teorema 8.8. • 

Definición 8.11 Sea (X, d) un espacio métric;.11 ~ea€>- O. 
UnaS(e) - cadena es una colección no vacía; finita.e indexada L. ={L1, ... , Ln} 

de subconjuntos de X que satisfacen las:'sigiiientes'tres· condiciones: 
{1) L¡ n L;+i =/: 0 para toda i = 1, ... , n .:_ 1; ' 
(2) L; es conexo paro toda i = 1, .. :,n; 
{S} diámetro (L;) < € • 2-i pam tOdá i = 1, ... ,n. . 
Si t:. = {L 1 , ... , Ln} es una 8(€)-cadena, entonces todo L; Et:. es llamado 

un eslabón de t:.; si x E L1 y y e Ln, decimos que t:. es una S(e) - cadena 
de x a y. Si A e X, entoncés definimos S(A, €) como sigue: 

S(A, e)= {y e X: existe una S(€) - cadena de algún punto de A a y}. 

Proposición 8.12 (7, 8.7, pag. 122) Si un espacio métrico {X,d) tiene 
la propiedad S, entonces, para cualquier subconjunto no vacío A de X y para: 
toda e > O, S(A, e) tiene la propiedad S. · 

Demostración. Fijemos t5 >O. 
Demostraremos que 

S(A, e) = Ü B;, para alguna n -< oo, 
i=l . . 

donde cada B; es conexo y de diámetro B; < t5 según la definición 8. 7. 
Para hacerlo, primero escojamos un entero positivo k tal que 

(1) f f. 2-i < ~· . . . . . 
i=k 
Ahora, sea . 

J( = {y E S(A,e) : existe una: S(e)-:- cadena eón alo más k eslabones de 
algún punto de A a y}. · . 

Como (X, d) tiene la propiedad S, . . 
existe una cubierta finita de X con conjuntos conexos cada uno de los cuales 
tiene · 
diámetro < e· 2-k-l por la Definición 8.7. 

Sean E 1; .. ., En los miembros de esta cubierta que intersectan a I< ( si 
ninguno de ellos intersecta a/(, entonces J( = 0, lo cual es una contradicción). 

Notemos que las siguientes afirmaciones son ciertas: 
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(2) Kc Ü E;; 
i=l 

(3) E¡ n I< i= 0 para toda i; 
(4) E¡ es conexo para toda i; 
(5) diámetro (E¡) < e· 2-k-l para toda i. 
Ahora, probemos 
(6) E1 e S(A, e) para toda i = i, ... ; n . . · 
Para hacerlo, fijemos alguna i = 1, .. ., n. 
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Por (3), existe una S(e) - cadená{Lf, : .. ,:L1} con t:::; k de un punto de · 
A aun punto de E1 nK. . ":, .·.,. >. ,., ' 

Entonces de ( 4), (5) y de la DefinicióD:· 8.i4 tenemos que 
{L¡, ... , Lti L 1+1 = E1} es una S(e):::.. Clidena de un punto de A a un punto de 
E1. : . ,· ,· .. 

Con lo cual tenemos que E; e S(Á,e). 
Para cada i, 1 :::; i ::; n, sea ~¡ la colección de conjuntos M que satisfacen 

las sigwentes condiciones: 
(7) M e S(A, e); 
(8) Mn E; i= 0; 
(9) M es conexo; 
(10) diámetro (M) < ~· 
Ahora, sea 

B; = U\µ1 para cada i = 1, ... ,n. . · , . . 
Observe que cualquier E; satisface las éonéliciones (7)-(10). 
De aquí tenemos : · · 

(11) E; e B 1 para cada i = 1, ... , n. .. .· 
Ahora veamos que B 1, ••• , Bn tienen las propiedades mencionadas al inicio 

de la prueba. · · .· 
Por (4), (8) y (9), cada B; es conexo. 
De (1), (5), (8) y (10) tenemos que cada B; tiene diámetro < 8. 
Por (7), B1 e S(A, e) para cada i = 1, ... , n. 
Sólo falta por probar que · 

n 
S(A, e) e LJ B; ... (#) 

i=l 
Para probar (#), sea y E S(A, e). 

Notemos que por (2) y (11), K e Ü B;. 
i=l 

Entonces, para probar(#), supongamos que y~ I<. 
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Como y E S(A,E), existe unaS(e)-cadena :C = {L¡, .. ., Lm} de un punto 
de A ay. · · 

Como y rt I<,m > k. Sea 

H= LJL;. 
i=k 

Claramente, por la definición de K, Lk e I<. 
Entonces, por (2), Lk nE; ~ 0 para alguna i. 
Demostremos que H satisface (7)-(10) con lo cual tendremos que H e B¡. 
Por la definición de S(A, e) en 8.11, tenemos que · · · 

LJ L1 e S(A, e). 
L;EI:. 

Entonces, claramente H satisface (7). 
Como L1o n E; ~ 0, H satisface (8). 
Por (1) y (2) de la definición 8.11, H satisface (9). 
Por la Definición 8.11, 

diámetro (H):;; Ediametro (L;) 
i=k 

y, como, por (3) de la definición 8.11, 

diámetro (H) :;; E e· 2-i. 
i=k 

Entonces, por (1), H satisface (10). .. . . · .. · 
Ahora, habiendo probado que H satisface (7)-(10); tenemos que He B;; 
Con lo cual, recordando que y E Lm, tenemos que·'y eBi.·r ·'' · .· : 
Con lo cual hemos probado ( # ). Así, concluimos la pru~b~:cie fo Pr?posi- •. 

~:::~·1: (7, 8.8, pag. 123) Sea (X,d) un Lpd~J;f~~18h,º,~±:~.i:'.un 
subconjunto no vacío de X, y sea e > O. Entonces, : lasfsiguientes'' afirma~ : 
ciones son ciertas: •.• :fi(f•:¡:/·~·Ú·t~:··· •,.·,,····· 

(1) diámetro [S(A, e)) :;; diámetro (A)+ 2e; .·.·.· .. ·. : 'Yg•;;~,(.t./::. • •· ; ·, 
(2) Si A es cone.xo, entonces S(A, e) es co~ex.o;-,-· ·". :··· ._ " ..... '~~-. >::~ .·;: ... _, 
{3} Si (X,d) tiene la propiedad S, entonces S(A,e)Jes:un subcónjunto 

abierto de X. "•·•"·' · · · · · · 

Demostración. El inciso (1) se obtiene al usar el hecho de que, por<(l) 
y (3) de la Definición 8.11, toda S(e) - cadena tiene diámetro< e. · · 

El inciso (2) se sigue de que, por (1) y (2) de la Definición 8.11, toda 
S(e) - cadena es conexa. 

Para probar el inciso (3), sea y E S(A, e). 



·CAPÍTULO 8. HIPERESPACIOS. 43 

Entonces por la Definición 8.11, existe una S(E} - cadena {L1, ... Ln} de 
algúri punto de A a y. 
. Por el Teorema 8.8, existe un subconjunto abierto y conexo U de X tal 
que·"· . 
y e·u y diámetro (U)< E. rn-1, 

Claramente, 
{L1, ... ,Ln+I =U} 
es una S(e} - cadena de tui punto de A a algún punto de U. 

Así, U e S(A, E}. Con lo cual hemos probado (3). • 

Teorema 8.14 (71 8.9, pag. 124) Si un espacio métrico (X,d) tiene la 
propiedad S, entonces, para toda E > O, X es la unión de una cantidad finita 
de conjuntos conexos cada uno de los cuáles tiene la propiedad S y diámetro 
<e. Además, estos conjuntos pueden ser escogidos abiertos o cerrados en X. 

Demostración. Por la Definición 8.7, 
n 

X= U A;, para algún n< oo, 
i=l 

donde cada A; es conexo y de diámetro < i. 
Por la Proposición 8.12 y el Lema 8.13, los conjuntos 

S(A;, ~ }, i = 1, .. ., n · .. - .. · 
son abiertos en X y satisfacen la5 propiedades deseadas. 

Entonces, por la Definición 8.10, los conjuntos cerrados 
cl(S(A, ~}}, i = 1, ... ,n 
también satisfacen las propiedades deseadas. Esto completa la prueba del 
Teorema 8.14. • - . 

Definición 8.15 Sea X un continuo, y sean A y B subconjuntos compactos 
no vacíos de X. Decimos i¡ue un subcontinuo C de X es irreducible de A 
a B y lo denotamos como C = irr(A, B) si C n A -:/: 0, G n B -:/: 0, y 
ningún subcontinuo propio de C intersecta al mismo tiempo a A y B. Si A o 
B es un singulete, omitimos la notación de conjunto; entonces, por ejemplo, 
si A = {p} y C es como arriba, decimos que C es irreducible de A a B 11 lo 
denotamos como 

G = irr (p,B). 

Teorema 8.16 (71 13.19, pag. 286) Sea Yun continuo de Peano, y sea B 
un subcontinuo de Y. Entonces, existe una sucesión { B;} ~ 1 de subconlinuos 
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· de Peo.no de Y tales q1Le ñ B; = B y, paro cada i, el interior Bj de B1 en 
·- i=l . . . 

Y contiene a B. 

Demostración. Fijemos un e~tero positiVo i .. Definimos B1 como sigue. · 
Por la primera parte del Teoreir1a S.9, Y tiene la propiedad S. 
Entonces, por el Teorema 8.14,.existen una cantidad finita de subconjun-

tos abiertos y conexos ·· . 
Ui, ... ,Un de Y tales que para cada k:::; 1, ... , n 
uk tiene la propiedad s, 
diámetro CUk) -< i y además 

uk n B =F 0, B e Ü U;. 
i=l 

Sea B1 = Ü el CU;). 
k=I 

Habiendo definido de esta forma a B; para toda i, tenemos que la sucesión 
{B1}~1 tiene las propiedades deseadas C el hecho de que B 1 es un continuo de 
Peano se obtiene al aplicarle el Teorema 8.10 a cada clCUk) y con esto llegar 
a que son continuos de Peano). Con Jo cual concluye la prueba. • 

Lema 8.17 (7, Lema 8.15, pag. 127) Sean 8 1 y 82 espacios topológicos, 
y seo. f una función continua y suprnyectiva de 8 1 a 82 • Si O es una com
ponente de 8 2 , entonces ¡- 1ce) es la unión de algunas componentes de 8 1 • 

Demostración. Resulta fácil de verificar que ¡-1ce) = U{K: I< es una 
componente de S 1 y I< n ¡-1ce) =F </>}. Lo cual prueba el Lema. • 

La imagen de un continuo, bajo una función continua, puede no ser un 
continuo. Sin embargo tenemos el siguiente resnltado. 

Proposición 8.18 {7, Proposición 8.16, pag. 127) Si f es una función 
continua suproyectiva 11 cerrada de un espacio de Peano X a un espacio 
métrico Y, entonces Y es un espacio de Peana. 

Demostración. Demostraremos que Y satisface ii) de la Proposición 8.6. 
Sea e una componente de un abierto U de Y. 
Entonces, por el Lema 8.17, C es la unión de algunas componentes de 

¡-1CU). 
Entonces, como ¡-1 CU) es abierto en X y X satisface ii) de Ja Proposición 

8.6, tenemos qne ¡-1ce) es abierto en X. 
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De aquí, X - ¡-1(0) es cerrado en X. 
Entonces, como f es una función cerrada y además 

J:-1[X-J-1(0)] =Y - O, 
Y - Ges cerrado en Y. 

Entonces, G es abierto en Y. 
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Con lo cual hemos probado que Y satisface ii) de la Proposición 8.6, y 
por lo tanto Y es un espacio de Peano. • 

El siguiente resultado puede ser mejorado, ya que la implicación inv:ersa' 
también es válida. Pero únicamente demostraremos la parte que nos será útil; 

Teorema 8.19 Sea f : X -+ Y una funci6n continua y suprayectiva de un 
continuo de Peano X a un continuo Y , entonces Y también es de Peano. 

Demostración. Como X y Y son compactos y métricos tenemos que la 
función fes cerrada y por la Proposición 8.18 concluimos el resultado. • 

Y por último veamos el siguiente resultado cuya demostración puede verse 
en [7, 8.23, pag. 130). 

Teorema 8.20 Todo continuo (no degenerado) de Peano es arco-conexo. 

8.2. EXTENSORES Y RETRACTOS 
ABSOLUTOS. 

Ahora nos encaminaremos hacia resultados que nos mostrarán algunas de 
las relaciones que existen entre las funciones universales (semi-universales) 
y los extensores y retractos absolutos. Nuevamente requeriremos de varias 
definiciones. 

Definición 8.21 Dado X un espacio topol6gico, sean: 
(1) 2x ={A: A es 1m subconjunto cerrado y no vacío de X}; 
(2) G(X) = {A E 2x : A e.~ conexo}. 
Ahora, sea X un espacio métrico y compacto con métrica d. Entonces, 

para cualesquiera A, B E 2x, definimos 
lld(A,B) = max {sup {d(a,B): a E A}, sup{d(b,A): b E B}}. 

Definida de esta forma, tenemos que Hd es una métrica. 
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Los espacios 2x y C(X) con la topología obtenida de H,1 son llamados 
hiperespacios de X y Hd es llamada la métrica de Hausdor.ff inducida 
por d. 

Definición 8.22 Sean X y Y espacios métricos y compactos, y sea 
f : X -> Y una función. 

Definimos 21: 2x-> 2Y como 
21(A) = j(A), para toda A E 2x, y 
O(!) = 21 lccxi: O(X) -> C(Y). 

21 y C(j) son llamadas las funciones inducidas por f en los 
hi¡ierespacios de X y Y. 

Definición 8.23 Sea X un espacio topológico. Una función . continua r .. 
X -> X es llamada una retrocción sir o r = r, es decir,"r esla.ide:nti
dad en su imagen. Un subconjunto A de X para el cual existe una réiryii:ción 
de X en A es llamado un retracto de X. . ;{ .J:, > • 

Definición 8.24 Un retrocto absoluto es un espacio métrlco:ú t~l-,(jue, 
siempre que es visto como un subconjunto cerrado M' de un espaaó iiiéinco ' 
Y, M' es un retracto de Y. . ; :. ·,: ~;;;•:·· ,,;: 

----<.f;f>:':<~_,. 

Definición 8.25 Un e:ctensor absoluto es un espacio métrico'M~tal{¡úé ,·· 
cualquier función continua definida de un subconjunto cerrodo'de'uii espacio 
métrico Z a M puede ser extendida a una función continua de Z a M; · 

Un resultado que puede ser probado pero que no revisaremos en este 
trabajo es el hecho de que ser un retracto absoluto es equivalente a ser un 
extensor absoluto (ver [7, pag. 302]). 

El siguiente Teorema no será demostrado ya que necesitaríamos exten
dernos demasiado para lograrlo, pero lo enunciaremos y utilizaremos en el 
próximo Lema. 

Teorema 8.26 (7, Teorema 5.2, pag. 72) Sea (X, d) un espacio métrico 
compacto, y sean A, B subconjutos cerrados de X. Si ningún sunconjunto 
conexo de X intersecta a ambos A, B ( o de manera equivalente, ninguna 
componente de X lo hace), entonces X = X1 U X2 donde X 1 11 X2 son 
subconjuntos cerrados ajenos de X tales que A e X 1 y Be X 2 • 
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En el capítulo 6 se demostró que el hecho de que una función f : X -> Y 
sea universal, no garantiza que sus restricciones f lx0 : X0 e X -> Y también 
, lo sean. Sin embargo, si el codominio es un extensor absoluto se tiene el 
siguiente resultado. 

Lema 8.27 (7, 13.50, pag. 302) Sea Q un espacio métrico compacto, sea 
M un retracto absoluto, y sea f : Q -> lvl una función universal. Entonces, 
hay una componente K de Q tal que 
f IK: I<-> M 
es una función universal. 

Demostración. Sea {I<.x ,.\ E A} el conjunto formado por todas las 
componentes K_x de Q. 

Para cada,.\ E A, sea . : :'• 
f.x = f IKA: !(), -t M. ' '' ' '· :•: ': \': ' •• ' 

Supongamos que f;.. : I<_x -> M no e5 universal para ninguna >. E A. 
Entonces, para cada >. E A, existe una fU:ÜciÓn continua 

9>. : I<.x -> M tal que 
f.x(x) # 9.x(x) para toda x E I<.x. 

Como Mes un extensor absoluto,· cada función 9.\ puede extenderse a una 
función continua 
91: Q-> M. 

Para cada ,.\ E A, f(x) =/; 9Hx) para toda x E I<.x, y por lo tanto, para 
toda x en algún subconjunto abierto W.x de Q tal que W.x :::> K_x. Entonces, 
para cada ,.\E A, tenemos que K>. y Q - vV.x son subconjuntos cerrados de 
Q, tales que ninguna componente de Q intersecta a ambos al mismo tiempo. 

Entonces por el Teorema 8.26 tenemos que 
Q =U>. U U~ donde U>. y U~ son conjuntos cerrados y ajenos de Q, tales que 
I<>. e U.x y 
(Q-W.x) e u~. 

De esta forma tenemos que: 
(1) I<.x e U>. e W.x y por lo tanto 
f (x) =/; 9_Hx) para toda X E U~. 

Como Q es compaéto, existen ,una cantidad finita de conjuntos U>., deno-
tados como , !; ;{\· · 

U>.ci>; U.xc2)1 "'I U.xcn» tcl~,_que 
n , , .. ·.·:·:>. 

Q=LJU>.ci>· 
i=l 
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Sea 
' j-1 

Vi =. U>.(1) y .Vj = U>.u> - LJ U>.(i) para cada j = 2, ... , n. 
l=l ·. .. .·· ' 

. ..;·. .·. n 
Ahora, notemos que Vi, ... , Vn son ajenos, abiertas de Q y que Q = LJ Vj. 

De esta forma, obtenemos una funclÓ~ ~len def'hiida y continua 
·g: Q--> M definida como ?' )/' · 

j=l 

g(x) = g¡u¡(x) si x E Vj. , ~\{ / .··, 
Pero, por (1), f(x) :/= g(x) para toda X e•Q(, "']/•:.': . ·• 
Con lo cual tenemos que, f: Q -t M ño·:es'uiiivérsál>Contradictorio a 

una de las hipótesis del Lema. C: ,,,.'.,'./;'. . " .... ·. 
Por lo tanto, f>. : l<>. --> M debe de s~r .universRl 'para alguna >. E A. 

Como se quería probar. • ·, · : ·: '. ''' ...... · 
Un resultado similar se obtiene cuando ~l ~()'J~~niri de la función es 

restringido a un retracto absoluto. 

Lema 8.28 (7, 13.51, pag. 303} Sean X y Y espacios métricos compactos, 
sea f : X --> Y una función universal, y sea lv/ e Y un retracto absoluto. 
Entonces, existe una componente I< de ¡-1(M) tal que 
f IK: /(--> M 
es una función universal y, por lo tanto, f (I<) = M. 

Demostración. Sea Q = ¡-1(M) y sea fQ = f lq: Q--> M. 
Veamos que f Q : Q --> M es universal. 
Sea g : Q --> M una función continua. 
Como M es un extensor absoluto, g puede ser extendido a una función 

continua g• : X --> M. 
Entonces como f : X --> Y es universal, 

f(p) = g*(p) para algún punto p E X. 
Como g'(p) E M y f {p) = g'(p), tenemos que f(p) E M y, por lo tanto, 

pE Q. 
Entonces, 

f (p) = fq(p) y g'(p) = g(p). 
Y como f(p) = g•(p), entonces fq(p) = g(p). 
Por lo tanto, hemos demostrado que fq: Q-> Mes universal. 
Entonces de acuerdo con el Lema 8.27, existe una componente [(de Q 

tal que f Q I«: I<--> M es universal. 
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Y como J( e Q, entonces f IK: J(-> Jv/ es universal. Entonces 
J(I<) = M. Lo cual completa la prueba. • 
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Antes de continuar, veamos que los enunciados·de los.Lemas 8.27 y 8.28 
no son válidos para funciones semi-universales. . . 

Ejemplo 8.29 Existe una función semi-universal, 1 : X -> Y, de un espacio 
métrico y compacto X a un retracto absoluto Y, tal que f IK: J( -> Y no es 
semi-universal para ninguna componente de X. 

Demostración. Definamos los siguientes conjuntos 
B1 = {x E R2

: lixll = 1}; 
B2 = {x E R2 : llxll = H; 
B 2 = {x E R2

: llxll :5 1}. 
Sean X = B 1 U B2 y Y = B 2 y sea f : X -> Y la inclusión natural. 
Entonces, no existe ningún subcontinuo K de X tal que J(I<) = f(X) y 

por lo tanto, por el Lema 1.1 tenemos que fes semi-universal. 
Sin embargo, las únicas dos componentes de X, B1 y B2, no tienen la 

propiedad del punto fijo, por lo tanto, por la Proposición 2.6, no son semi
universales. Como se deseaba. • 

El siguiente Lema será utilizado en la demostración del proximo Teorema. 

Lema 8.30 (7, 13.49, pag. 301) Si Y es un continuo de Peano, entonces 
el conjunto 'I(Y) de todos los árboles en Y es denso en C{Y). 

Demostración. Sea H la métrica de Hausdorff para C(Y) como se dio 

en la Definición 8.21. 
Sea B E C(Y), y sea e > O. 
Entonces, por el Teorema 8.16, existe un subcontinuo de Peano P de Y 

tal que H(B, P) < ~· 
Sea F = {p¡, ... ,pn}, n-< oo y p¡ =f. pj para i =f. j, 
un subconjuto ~-denso de P( es decir, F e P y cada punto de P dista 

a lo mas ~ de algún punto de F, lo cual es posible por ser P un continuo 
métrico). 

Sin= 1, sea T = {p1} y observemos que H(B, T) < ~· 
Si n > 1, construimos T E 'I(Y) como sigue. 
Por el Teorema 8.20, existe un arco A 1 en P de p 1 a p2. 
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Si F <¡, A 1, entonces, por el Teorema 8.20, existe un a.reo A2 en P 
irreducible de algún punto de F - A 1 a A1 (en el sentido de la Definición 
8.15). 

Si F et Ai U A2, entonces, por el Teorema 8.20, existe un arco A3 en P 
irreducible de algún punto de F - (A1 U A2) a Ai U A2. 
. Si F et A1 U A2 U A 3 , entonces continuamos con este proceso hasta que, 

k 
después de un número finito de pasos, Fe U A1 (k ~ n -1). 

Entonces, sea 
k 

T= LJ A1• 

l=l 

i=l ' . 
Claramente, Tes un árbol según la Definición 1.13. 
Como Fe Te P y Fes ~-denso en P, H(P,T) < ~· 
Entonces, como H(B,P) < ~'tenemos que H(B,T) < e. Con lo cual 

obtenemos el resultado deseado. • 
Ahora valiéndonos de estos resultados, veremos una condición bajo la cual 

las funciones universales son débilmente confluentes. 

Definición 8.31 Una funci6n f: X-> Y entre espacios compactos de Haus
dorff es llamada débilmente confluente cuando paro cada subcontinuo Q 
de Y hay un subcontinuo K de X tal que /(K) = Q. 

Teorema 8.32 (7, 13.52, pag. 303) Toda fmici6n universal de un espacio 
métrico y compacto a un continuo de Peano es débilmente confluente. 

Demostración. Sean X un espacio métrico y compacto, Y un continuo 
localmente conexo, y f : X -> Y una función universal. 

Sea '.r(Y) el conjm1to de todos los árboles en Y. 
Utilicemos el hecho de que cada TE '.r(Y) es un retracto absoluto 

[6, pag. 339]. 
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Por lo tanto, por el Lema 8.28, para cada T E '!'(Y) existe un subcontinuo 
I<T de X.tal que f(I<T) =T. 

En otras palabras, 
f(O)[C(X)) '.) 'I'(Y). 

Con esto, y recordando que C(X) es compacto y f(C) es continua, 
tenemos que f(C)[O(X)) = O(Y). 

Y por lo tanto, fes débilmente confluente. Como se quería demostrar. • 
Nuevamente nos preguntamos si la misma conclusión del Teorema 8.32 es 

válida si fes semi-universal (en lugar de universal). La respuesta es negativa, 
esta condición no implica que f sea débilmente confluente si se asume que 
f es semi-universal. Mencionemos la función que va del conjunto de Cantor 
en el intervalo unitario f : X -->Y = [O, 1), la cual es semi-universal por el 
Teorema 5.4, satisface las condiciones, y no es débilmente confluente. Note 
que la función f considerada en el Ejemplo 1.12 satisface las hipótesis del 
Teorema 8.32, su espacio dominio es conexo, X= [0,1], y fes semi-universal 
pero no es débilmente confluente. 

8.3. FUNCIONES 2! Y C(f). 
Hasta este punto, los hiperespacios sólo han sido utilizados como instru

mentos para obtener los resultados buscados. Ahora, los convertiremos en 
el objetivo principal, al analizar condiciones necesarias o suficientes bajo las 
cuales las siguientes afirmaciones se cumplan, considerando a X y Y 
continuos: 

(a) f : X ---> Y es universal. 
(b) 21 : 2x --> 2Y es universal. 
(c)O(J) : O(X) --> C(Y) es universal. 
Llamemos F 1 (X) el hiperespacio de singuletes y veamos los siguientes 

Teoremas y Definiciones que nos serán útiles en las siguientes demostraciones. 

Definición 8.33 Definimos el conjunto clásico de Cantor como el 
subespacio C del intervalo [O, 1), 

00 

c=nci 
l=l 

con C1 =[O, l) - (t, ~) y, asumiendo que inductivamente hemos definido O,, 
0;+1 se define a partir de O; al dividir cada una de las componentes de O; 
en tres partes iguales y borrar los intervalos abiertos de enmedio de cada 
componente. 
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De esta forma tenemos que G es un conjunto cerrado y acotado en R, con 
lo cual c es compacto. 

Un Teorema interesante relacionado con el conjunto de Cantor es el 
siguiente cuya demostración puede ser vista en (6, pag. 23). 

A partir de este momento utilizaremos los conceptos de trivial shape y 
CE - función ya que son necesarios para poder avanzar, sin embargo no 
profundizaremos en el manejo de ninguno de ellos por tratarse de material 
que va más allá de los objetivos de este trabajo. 

Teorema 8.34 (6, pag. 23) Todo espacio métrico compacto no vacío es la 
imagen continua del conjunto clásico de Cantor. 

Definición 8.35 Una funci6n es monótona si la imagen inversa de todo 
punto es un conjunto conexo. 

Definición 8.36 Una CE-función es una funci6n tal que la imagen inversa 
de todo punto tiene trivial shape. En donde trivial shape es definida en (1). 

Otro resultado que utilizaremos y cuya demostración puede ser vista en 
(1) es el siguiente. ·. 

Teorema 8.37 Toda CE - función es mon6tona. 

Empecemos demostrando que 21 y C{f) son universales cuando f es. una 
función supraycctiva y monótona de un continuo a un continuo de Peanó. · 
Para hacerlo, necesitaremos un par de lemas, el primero de los cuale5 fue 
demostrado en [9). . 

Lema 8.38 (9, Lema 2.1, pag. 750) Paro cualesquiera dos continuos X 
y Y y una /unción f : X -+ Y, los siguientes enunciados son equivalentes: 

{8.38.J) fes una f1mci6n mon6tona de X a Y¡ 
(8.38.2) 2' es una CE-funci6n supmyectiva de 2-x a 2Y¡ 
(8.38.3) C(J) es una GE-funci6n supmyectiva de C{X) a C(Y). 

Lema 8.39 (9, Lema 2.2, pag. 751) Sea/ tmafunci6n mon6tona y supro
yectiva de un continuo X a un continuo Y. Entonces hay continuos de Peano 
X; y Y;, i = 1,2, ... , y una fmici6n F: X1 -+ Yi tal que X; :J X;+J y 

00 00 

Y; :J Y;+1 paro toda i, íl X;= X, n Y;= Y, f<lx, es unafunci6n mon6tona 
i=l i=l 

y suproyecliva de X; a Y;, paro toda i, y f<lx =J. 
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Demostración. Para cada n = 1,2, ... , sea I0 = [O, 1). 
Sea Q = 11::" = 1 In con la métrica del producto cártesiano d dada por 

d((un)::"= ¡,(vn)::"= i) = f: 2·n lun - Vnl . .... .· . . 
n = 1 

para toda (un)::°= l• (vn)::"= 1 e·Q. 
Consideremos que X y Y están en Q de tal manera que para toda (zn)::"= 1 

E X U Y, Zn = O para toda n = 2,4,6, ..•. [6, pag. 23). 
Sean ahora u= (un)::"= 1, v = (vn)::"= 1 en X U Y, y j = 1,2,3, ... , definimos 

(u,v¡j) como.sigue : 
Si u =/= v, entonces (u,v;j) es el arco en Q de u a v definido como 

(u,v;j) := {(qn)::"= 1 E Q : para alguna t E [0,1), 
qn '= (1- t)un + tvn para toda n .,¡, 2j y CJ2J = t - t 2 } 

y, si· u ~ v, entonces 
(u,v;j) ={u}. . 

Llamemos Cal conjunto clásico de Cantor en el intervalo [0,1) de acuerdo 
con la Definición 8.33, ·• · 

y sea:(aj,b;), j = 1,2, ... , una enumeración uno a uno de las componentes 
de [0,1) 7" C .. · ' . . . .. · ·. .. . · 

Sea g una función súprayectiva de. C.~ Xtéú;Ya existecia queda garantizada 
por elTeor~ma.8;34: ·.· .· · .· . ·· \ · · 

·~·~·:l~?~!itlllf Jt~/' 

Ahora definiremos F : X1 ->Y1; 

Para cada j = 1,2,. .. , definimos una función F1 en (u(a1),g(b1);i) como 



CAPÍTULO 8. HIPERESPACIOS. 54 

sigue: 
Si f(g(a;)) i= f(g(b;)), entonces F1 es un homeomorfismo suprayectivo del 

arco (u(a1 ),g(b1);j) al arco (f(g(a1 )),f(g(b1));j) tal que F1 coincide con} en 
los dos puntos g(a;) y g(b1). · 

Si f(g(a;)) = f(g(b;)), entonces F; es una función que mande el arco 

(u(a1),g(b1);j) al conjunto formado por el punto (f(g(a1)),f(g(b1));j). 
Ahora definimos F: X 1 -+Y1 como 

{ 
f(p}, si p E X } 

F(p) = F;(p), si p E (u(a;),g(b1)d) 
Notemos que los arcos unidos a X para obtener X1 sólo intersectan a X 

en sus puntos finales y son mutuamente ajenos excepto posiblemente en los 
puntos finales. Lo mismo ocurre con los arcos agregados a Y para obtener 
Y 1• Usando estas observaciones obtenemos que Fes una función. 

Ahora, probaremos que F es continua. 
Sea U un subconjunto abierto de Y1 , entonces 

00 

U= (Un Y) LJ(U n ( (f (g(a¡)), f(g(b;)); i} - {f(g(a;)), f(g(b;))} ), 
i=l 

es decir, puede verse como la unión ajena de conjwitos abiertos. 
Como las funciones f y F; son continuas. para toda i tenemos que: 

¡-1cunY) y ... · .- ... ·: .-· -:_.:·-.-. :,~-.::·.~-~~:.:-_--::·. , . ·-
F;-1(u n ( (f (g(a1)), f (g(b;)); i}.-:-:- {J(g(ci1)),'f(g(b;))} ));;;:: · · 
son abiertos para toda i. :-; -.>;,-,~· · -' -.~\:( ·'·~: · : ... _:::--·. 

Por lo tanto: . ;, . ·,);<' 

F-1 cu)=1-1cunY)lJ F1":1fu8((/(9ca'.1)}, J(g(b;)); i}~{f (g(a¡)), J(g(b¡))})) 
. i-1 .. ; ··. 

es un conjuntO abierto.,.. de X1 • 

Por lo tanto F e8 c~ntinua. 
También tenemos que g puede ser extendida a una función G suprayectiva 

del (0,1] a X1 tal que para toda i >- 1, G manda , de manera suprayectiv-a., 
. ·. i. 1 

al (0,1] - . U (a;,b;) en X. 
j = 1 

De aquí, por el Teorema 8.19, cada X; es un continuo de Peano. 
Entonces, como F(X;) = Y;, cada Y; es un continuo de Peano. 
La monotonía de Flx, para cada i se sigue de la monotonía de f y de 

las observaciones hechas acerca de los arcos añadidos a Y (notemos que dos 
arcos diferentes en X; van a arcos diferentes en Y; bajo Flx,). 
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Las otras propiedades mencionadas en el Lema se satisfacen por construc
ción. • 

Y un resultados más que no será probado pero cuya demostración puede 
ser consultada en [1, pag. 136) es el siguiente. 

Teorema 8.40 Sean X y Y espacios métricos, compactos, retractos 
absolutos. Si f : X --> Y es una CE-función supmyectiva de X en Y, entonces 
f es universal. 

Y con esto podemos probar el siguiente Teorema. 

Teorema 8.41 (9, Teorema 2.3, pag. 752) Si f es una función monó
tona y suprayectiva de un continuo X a un continuo de Peana Y, entonces 
!Y: 2x-> 2Y y O(f) : C(X)-> C(Y) son universales. 

Demostración. Probaremos el Teorema para C(f) la prueba para 21 es 
similar. 

Sea g una función de C(X) en C(Y). 
Sean X;, Y; y F como en el Lema anterior. 
Entonces, como X 1 es localmente conexo, su hiperespacio C(X1) resulta 

retracto absoluto, y por lo tanto, g puede extenderse a una función 
G : C(X1) -> C(Y). 

Fijemos i. 
Por el Lema 8.39, X; y Y; son continuos de Peano y Flx, = F; es una 

función monótona y suprayectiva de X; en Y;. Entonces, C(X;) y C(Y;) son 
retractos absolutos y, por el Lema 8.38, C(F;) es una CE-función suprayectiva 
de C(X;) a C(Y;). Entonces, por el Teorema 8.40, C(F,) es universal. 

Por tanto, como Glccx,) manda C(X;) a C(Y;), existe A; E C(X;) tal que 
C(F;)(A;) = G(A;). 

Observe que como X; e X 1, A 1 E C(X1) y C(F)(A,) = G(A;). 
Hemos demostrado que tal A; existe para todo i = 1,2, .... 
Ahora, como C(X1) es compacto, la sucesión {A;}r'= 1 tiene una 

subsucesión convergente {Ai(kJ }¡;" = 1• 

Sea A= kl~00 A;(k}· 

Entonces, como C(F)(Ai(kJ) = G(A;(kJ) para cada k, se sigue de la 
continuidad de C(F) y de G que O(F)(A) = G(A). 

Como A;(k} E C(Xi(kJ) para cada k y como ñ X;(kJ = X (por el Lema 
k=I 

8.39), tenemos que A E C(X). 
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De aquí, G(A) = g(A) y, como Flx = f (por el Lema 8.39), 
C(F)(A) = C(f)(a). 

Por lo tanto, C(f)(A) = g(A) y así tenemos que C(/) es universal. • 
Y como corolario tenemos el siguiente enunciado. 
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Corolario 8.42 (9, Corolario 2.4, pag. 752) Si f es una función monó
tona y suprayectiva de un continuo X a un continuo de Peano Y y g es 
C'ltalquier función de X a Y, hay un subcontinuo A de X tal que f(A) = g(A). 

El Teorema 8.41 puede ser utili:1:ado como argumento para mostrar que ni 
(b) ni (c) (o ambos) implican (a). De hecho, si fes la función identidad en el 
círculo unitario, entonces las dos funciones inducidas son universales por el 
Teorema 8.41, mientras que f no lo es por la Proposición 2.6. Un Ejemplo es 
construido en (9, Ejemplo 12) demostrando que (a) no implica ni (b) ni (c). 

El trabajo que realizaremos a continuación y las definiciones que vamos a 
ver, van encaminados a demostrar algunos resultados que utilizaremos en las 
demostraciones de los Teoremas 8.51 y 8.53 que serán lo último que se hará 
en esta tesis. Primero nos encaminaremos en la búsqueda de alguna relación 
entre f, 21 y C(f) cuando al menos una de ellas es abierta. 

Definición 8.43 liln in/ A; = {x EX: para toda vecindad U de x ocurre 
que U n A; f <P para toda i excepto quizá 
para un número finito}. 

lim sup A; = {x E X: para toda vecindad U de x ocurre que Un A; i= <P 
para una infinidad de i}. 

Teorema 8.44 (4, Lema 4.1) Sea f: X--> Y continua. 
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes: 
(8.-/4.1} fes abierta; 
(8.44.2) Paro toda sucesión (Yn)~ = / en Y tal que lím Yn = y entonces 

límsup j 1(yn) = ¡-1 (y); 
n-oo 

(8.44.:J) Paro toda sucesión (yn)~ _ / en Y tal que lím Yn =y, (j 1 (Yn));:' = / n-oo 
converge a ¡-1 (y). 

Demostración. Es obvio que (8.44.3) implica (8.44.2). 
Así que empezaremos demostrando que (8.44.1) implica (8.44.3). 
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. Suponemos f abierta y sea {yn}::' = 1 una sucesión en Y tal que 
lím Yn ~y. 
n-.Yrime~o veremos que límsup ¡-1 (y,:.) e ¡-1(y). 

Seax·e liin sup (f-1 (Yn)). · ·.·•·.. . . 
Entonces existe una sucesión (:i:;)¡ e N tal que x; ->X y X; E ¡-1(yn,)· 

. . Como f es continua, entonces 
f{x;) -.f(x), es decir, Yn, ->f{x) y por lo tanto f(x) =y • 

· Entonces x E ¡-1(y). 
Falta probar que ¡- 1 (y) e líminf ¡-1(Yn)· 
Sea x E ¡-1(y) y U una vecindad abierta de x E X. 
Como f{U) es vecindad de y, hay un no .tal que 

Yn E f(U) y ¡-1 (Yn) n U#</> para toda n 2::: no. 
Entonces x E lim inf ¡-1(yn) y de aqw 

¡-1(y) e lim inf ¡-1 (Yn). 
Ahora veremos que (8.44.2) implica (8.44.1). 
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Sea U C X abierto. Sea (Yn)::' = 1 una sucesión en Y tal que n~ Yn = y, 

y además Yn E (f(U))<. 
Basta probar que y E (f{U)}°. 
Supongamos que y E f(U}. 
Entonces existe un punto :r. E U e X tal que f(x) = y 

pero por hipótesis lim sup ¡-1 (Yn) = ¡- 1 (y) entonces x E lim sup ¡-1(Yn)· 
Por lo tanto existe una subsucesión (y,..)f = 1 de la sucesión original 

(Yn)~= 1 y elementos ele (f- 1(y,..)f= 1) tales que convergen ax. 
Entonces ¡-1(y,..) n U 'f: <P para una infinidad ele elementos, con lo cual 

contradecimos el hecho ele que Yn. E (f(U)}°. 
Por lo tanto y E (f (U))<, es decir ,(f (U) l es cerrado o bien f (U) es abierto . 

• 
Definición 8.45 Para toda colecci6n de abiertos U1 , ... ,Un en X sea 

(U1,. .. ,Un}={ A e 2'" :Ac;Q;U;yAnU;'f:</>paratodai=í, ... ,n}. 
Teorema 8.46 (4, Teorema 4.3, pag 243) Sea f: X-> Y continua. 
Consideremos los siguientes enunciados: 

(8.46.J) fes abierta.,· 
(8.46.2) G(f) es abierta," 
(8.46.:J) d es abierta. 
Entonces (B.46.l) es equivalente a {8 ... '6,3) y (8.46.2) implica {8.46.J). 
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DemostráCión>J:>;iiJierb 'v~remós que. (8.46.1) implica· (8.46.3). 
Si fes abierta sea·{B;,}::"= 1 ,una sucesión en 27: tal que lím B,. =B . 

.. :" ,- .. -.:·-_, -:::· . ..__-.··· .. _.-···:·.'·-.··;· .. ·:···=.:~,····>·:-:"·'::. \ n-co 
Como 21 es continU:a,lim sup (21)C"1(Bn) e8tá contenido en'(2f)-1(B). 
Sea A un elemento arbitrarlo dé (21):-.~(B)::y Sean'z:T (,;;.; z:r,; abiertos de 

¡ ~al~~~~' u r) . . :: w··:,;;,Jt\·;~~J.f:,·:.+{;, ···.·· ... 
Como A es compacto hay abiertos. Vl' ... ; Vr d~X·t~les.que ·. 

el( V;) e U; para toda i = 1,. . .,r y A E (V1, !~:í·v~);\)é: '(:: '• 
Como f es abierta, entonces .• < :'!;: •:0.'(~/:'.:;)> 

(f(V1}, ... ,f{Vr}) es una vecindad abierta dej(A};LB.'en:2Y. 
Entonces hay una n tal que · · · · .. • ·. · 

Bn E (f(V 1 ), .. .,f(Vr)) paran 2:: no. 
Sea A,,= f-1 (Bn) n ( Ú el( V;)} =f <f>. 

i= 1 . 
Entonces An E (21)- 1 (B,.) n [(U¡, ... , Ur)]. 
Con lo cual A E lim inf (21)-1(Bn)• 
Entonces por el Teorema anterior 21 es abierta. 
Ahora veremos que (8.46.3} implica (8.46.1). 
Sean 21 abierta, U un abierto de X y x E U. 
Como (U) es abierto y vecindad de { x} E 2x, 21 ( (U}} = (f(U)) es 

vecindad abierta de {f(x)} E 2Y. 
Entonces f(U) es vecindad de f(x). 
Como x es arbitrario en U, f(U) es abierto en Y. 
La demostración de (8.46.2} implica (8.46.1) es idéntica. Con lo cual con-

cluye Ja prueba. • · 

Para demostrar el Teorema 8.51 que relaciona la monotonía de f con el 
hecho de que C(J} sea abierta, necesitaremos la siguiente definición y los dos 
resultados posteriores en los que la mencionaremos. 

Definición 8.47 8e.nn 81 y 82 espacios topológicos. Una función f : 81 --> 8 2 
es llamada confluente si para cualquier subcontinuo B de 82 y para cualquier 
componente A de f-1(B}, se tiene que f(A} =B. 

Lema 8.48 (7, Lema 13.13, pag. 284} 8e.nn 8 1 y 8 2 espacios topológicos, 
y se.a f una función abierta y suprayectiva de 81 en 82. Si Z C 82, entonces 
f l1- 1cz1: f- 1(Z) __. z 
es una función abierta .. 
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Demostración. Sea g = f 11-•cz» y sea W una abierto de ¡-1(Z). 
Entonces, hay un abierto U de S1 tal que 

un ¡-1(z) = w. 
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Entonces, como f es una función abierta, g(W) es abierto en Z. Con lo 
cual se concluye la prueba. • 

Teorema 8.49 (7, Teorema 13.14, pag. 284) Toda función abierta y 
suprayectiva entre espacios métricos compactos es confluente. 

Demostración. Sea f : X -> Y una función continua y suprayectiva 
entre espacios métricos compactos X y Y. 

Supongamos que f no es confluente. 
Entonces, existe un subcontinuo B de Y y una componente A de ¡-1(B) 

tal que 
f (A)# B (por la Definición 8.47 ). 

Entonces, como f (A) e B, existe un punto p E B tal que 
A n ¡-1 (p) =</J. 

Entonces, como A es una componente de ¡-1 (B), tenemos por el Teorema 
8.26 que: 
¡-1(B) = G UH, 
G # <jJ y H # </J, 
GnH = </J, 
y ambos son abiertos en X. 

Con A e G y ¡-1(p) e H. 
Notemos que: 

f(G) es cerrado en B (ya que G, al ser cerrado en ¡-1 (B), es compacto], 
f(G) es abierto en B (por el Lema 8.48 y por ser Ges abierto en ¡-1 (B)], 
f(G) # <P [ G # <P] y 
f(G) # B [ p Í G]. 

Estos hechos contradicen la conexidad de B. Con lo cual queda 
demostrado el resultado. • 

Por último necesitaremos definir qué entenderemos por un arco ordenado 
en los hiperespacios. 

Definición 8.50 Un arco a en 2x o en C(X) es llamado un arco ordenado 
si para todo a.1, a.2 E a tenemos que a.1 e a2 o a 2 e a 1 • 
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Teorema 8.51 ( 4 1 Teorema 1, pag; 3729} Sea X un continuo loca.lmente 
. conexo, y una función f : X --+ Y tal que la función ·inducida 
C(j): C(X)--+ C(Y) es abierta. Entonces/ es monótona. 

Demostración. Supongamos que f no es monótona. .. . . . ... 
Sean p y q dos puntos en X tales que j (p) = j ( q) y además pertenecen a 

componentes distintas de ¡-1 (f(p)). . . . . ·.·.· . .. , . •. . 
Por continuidad sabemos que existe un .nÚIIlero positivo, e ::> O,tal que 

para todo L e Y ( L continuo) tal que .. / .:·: · ::: ~\ · > .. > · · 
f(p}ELyH(L,{j(p)})<e .· , .... : .\,;,'·>.·.·.:· 
las componentes de ¡-1 (L) que contienen a•ÍJ'Y. q son distintas: 

Por conexidad local de Y existe i.m:cohtinuó.V tal' que · 
f{p) E int(V) y .•. ::, /'.<;;'<,.• '•.''; 
H(V, {f(p)}) <e, . . .... 
es decir, V~ By(f{p},e). . 

Sean U P y U q las componentes de f- 1 (V) que contienen' a p y q. 
Como en continuos localmente conexos las componentes de abiertos son 

abiertas concluimos que ·· · 
p E int(Up) y qE int(Uq)· 

Sea ó >O tal que Bx(p,ó) e Up y Bx(q,ó) e Uq. . ... ;. ·-' ... 
Sea B un arco ordenado en C(Y) de {f(p)} a Y a.travéS de V.. . .. . 
Definamos A como un subconjunto de B, compuesto por'.fodos los ele-, 

mentos t E B tales que la componente de ¡-1 (L) que corÍtiené a pes distinta 
de la componente de ¡-1(L) que contiene a q. .·. 

Observe que V E A y que si L, L' E B, L E A y L' e L entonces L' E A. 
Entonces A es subconjunto conexo de By contiene a {f(p)} y a V. 

Consideremos (Ln)~ 1 una sucesión en B - A, tal que ,g:i.;!, Ln = L. 

Llamemos Q,. a la componente de ¡- 1 (Ln) que contiene a p y q. 
Como C(X) es compacto, existe ima subsucesión (Qn.)n.eN tal que 
lím Qn. = Q para algún Q E C(X). 
k-oo 
Como C(/) es abierta entonces por el Teorema 8.46 f es abierta y por lo 

tanto, por el Teorema 8.49, f(Qn.) = Lne Y como el límite de conexos es 
conexo, entonces ¡-1 (L) contiene a ¡1 y q en la misma componente. 

Por lo tanto L E B - A con lo cual tenemos que B - A es cerrado y por 
consecuencia A es abierto de B. 

Sea S = sup A = inf (B-A). 
Entonces S E cl(A)-A. 
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Sea P Ja componente de ¡-1 (S) que contiene a ambos p y q . 
. Como C(/)'es abierta entonces f es abierta, entonces por el Teorema 8.49 

f(P) =: S. · . . : \ . . . '. ·. ·.. .· . .· . .· . 
· . V(k"tmos qü~;q(!)(B~(x)(P,ó)) no es abierto en C(Y) .. ·. ·. •. . ? .. .· 

Supongamos· Jo contrario. ,Entonces hay un continuo K E: Bc(ÍCJ (P,ó). con 
'f(K) EAo . . ...•.. ·. . .... ·· ... , ·'" ... > . 

Como p,q E P y H(P,K) < ó entonces K n Up-:/= .'P =f:I< r;ruq:• · ... ·· .. , .· .. 
Entonces U1, U I< U · Up es un continuo· que contie~e E): p y; a q y·. además 

suimagcnes . >··.,, .. ¡/ .. ::).''·.·.· ..•... 
f(U Pu I< u Uq) = f (K) que está en A, contrario'.ª}ª ~efiiiició.ri de A. Con 

lo cual se termina la prueba. • · ,,.,, · 
Y como consecuencia tenemos el siguiente reslllúído;:·\ 

Teorema 8.52 (2) Si f: X-+ Y es una función de/i11.idd''en Jn continuo 
localmente conexo X tal que la función inducida C(f) ·: C(X) -+ G(Y} es 
abierta, entonces · . · 

(8.52.1} fes abierta y monótona; 
(8.52.2} 2' es abierta, monótona y 1tniversal¡ 
(8.52.3} C(f} es monótona y 1Lniversal. 

Demostración. Si X es localmente conexo y C(/) es.abierta, entonces f 
es monótona por el Teorema 8.51. · . . . · 

La monotonía de f es equivalente a que las dos funciones Índucidas sean 
monótom1s, por el Lema 8.38. Más aún, si C(/) es abierta entonces f y 21 
son abiertas. 

Finalmente, la monotonía de f implica· que el espacio Y es localmente 
conexo, de esta forma, la universalidad ele las dos·. funciones inducidas es 
consecuencia del Teorema 8.41. Con lo cual la prueba queda completa. • 

Como resultado final veremos otra aplicación com(rn de los Teoremas 8.51 
y 8.41. 

Teorema 8.53 (2) Sean X y Y continuos, y sea f : X -+ Y la función 
composición f = f2o f¡ de funciones f 1 : X -+ Z y Í2 : Z -+ Y para un 
continuo Z localmente conexo tal que f1 es monótona, y la función inducida 
C(fl!) : O(Z) -+ C(Y) es abierta. Entonces: · · 

(8.53.1} fes monótona; 
(8.53.2) 2' es monótona y universal¡ 
8.53.3) C(f) es monótona y universal. 
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Demostración. Como Z es localmente conexo y C(/2 ) es abierta, pode
mos utilizar el Teorema 8.51 y tenemos que Í2 es monótona, de aquí se 
sigue que f es monótona por ser la composición de dos funciones monótonas. 
Que f sea monótona es equivalente a que las dos funciones inducidas sean 
monótonas, por el Lema 8.38. Como Y es localmente conexo, el resto de la 
conclución es consecuencia del Teorema 8.41. • 
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