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Introduccién

Este trabajo tiene como objetivo realizar un estudio sobre las funciones
universales y semi-universales. Para ello, se han compilado y analizado, de
manera sencilla y progresiva, una gran variedad de resultados referentes a
estas funciones en distintas ramas de la toplogfa en las que han sido
estudiadas y aplicadas.

Como consecuencia, tratamos de explicar y/o demostrar la mayorfa de los
conceptos y resultados que manejamos. Sin embargo, resulta necesario que
el lector maneje con facilidad conocimientos bésicos de topologfa.

De esta forma, es necesario enunciar algunas definiciones antes de iniciar
con el material que nos interesa.

Definicién 0.1 Un espacio topoldgico X es llamado conexo si no es la unidn
de dos conjuntos abiertos, ajenos, no vactos.

Definicién 0.2 Sea X un espacio topoldgico. Una familia A de conjuntos
abiertos es una cubierta (abierta) del espacio X si cada punto de X pertenece
a algin miembro de A. B es una subcubierta de A si B es una cubierta
de X y BC A. El espacio X es llamado compacto si toda cubierta de X
contiene una subcubierta finita.

Definicién 0.3 Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es un
continuo si es compacto, conexo y métrico. Un subconjunto KC X de un
espacio métrico X es llamado subcontinuo de X si K es compacto y conezo
con la topologta heredada de X.

Es necesario observar que siempre que hablemos de subcontinuos en un
espacio topolégico cualquiera se supondrd que el espacio total es métrico.

Y por supuesto las definiciones de las funciones que estudiaremos a lo
largo de las siguientes péginas.
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Definicién 0.4 Una funcion f : X — Y enlre espacios topoldgicos X y Y es
llamada universal si para toda funczdn comm-ua g: X — Y existe un punto
z € X tal que f(z) = g(z).

" Definicién 0.5 Una funcidn f : X — Y entre espacios topoldgicos X y Y
es llamada semi-universal si para todo subcontinuo K de X tal que
F(K) = f(X) y para cada funcion continua g : K — X hay un puntozr € K
tal que f(x) = f(g(x)).

Antes de terminar con esta introduccién quiero aclarar que para facilitar
la redaccién y la lectura de este trabajo, se consider6 que todas las funciones
con las cuales trabajamos son continuas, aunque en algunos casos esto fue
remarcado .



Capitulo 1

PROPIEDADES BASICAS DE
LAS FUNCIONES
UNIVERSALES Y
SEMI-UNIVERSALES

Nuestro primer objetivo serd el de familiarizarnos con los conceptos de
universalidad y semi-universalidad. Para lo cual, empezaremos analizando y
comparando algunas propiedades sencillas que satisfacen las funciones uni-
versales y las semi-universales.

Observe que la condicién de semi-universalidad de f puede satisfacerse
en un caso vacfo. Asf, tenemos el primer Lema.

Lema 1.1 (3, pag. 2) Sea f: X — Y una funcién entre espacios
topoldgicos X y Y.

St el espacio X no contiene ningiin subcontinuo K tal que f(K) = f(X),
entonces f es semi-universal.

Note que las hipétesis del Lema 1.1 implican que el espacio total X no es
un continuo.

Otro resultado sencillo se obtiene cuando X es un espacio Hausdorff, es
decir, cuando dados dos puntos cualesquiera p,q € X podemos encontrar
vecindades V, y V; abiertas y ajenas de p y g respectivamente.

Corolario 1.2 (3, Corolario 2, pag 2) Toda funcién suprayectiva

1
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'CAPI‘TULO 1. ‘PROPIEDADES BASICAS 2

f XY definida de un espacio Hausdorﬂ X aun espaczo no
" degenerado Y es semi-universal

Demostracién. Sea f: X — Y una funcién suprayectiva.

Como X es un espacio Hausdorff, entonces cual&sqmera dos puntos
p,q € X tienen vecindades V}, y V; ajenas y abiertas. - . .

Entonces, para un subconjunto compacto no trivial K. C X Y un punto
p € K, definimos V, y V. como vecindades ablertas y aJenas dezyp
respectivamente para toda z € K — {p}.

De esta forma, K C (  |J V) U V con V,, a.lguna vecmdad abierta de
zeK—{p} .- .
p.

Pero como K es compacto tenemos que K C (U V,‘) Uy

SeaV = () Vo,
Entonces se satlsfacen ]as sxgmentes propledades
(z) Vy U V:,i son abxertos de X,

(@) Vﬂ(U Vo) =0y,
(iii) K (U Vo) UV,

Lo cual 1mphca que K no es conexo.

Entonces, los 1inicos subcontinuos contenidos en X son los formados por- ..

un solo punto { K = {p}, p € X ).

Pero como Y es un espacio no degenerado y f es suprayectlva, entonces
X no contiene ningiin subcontinuo K tal que f(K) = f(X).

Usando el Lema 1.1 se obtiene el resultado. =

Continuando con la ayuda del Lema 1.1 y variando las propiedades de
conexidad y compacidad del codominio de la funcién podemos obtener los
siguientes corolarios.

Corolario 1.3 (3, Corolario 3, pag. 2) Toda funcidn suprayectiva
f: X —Y con Y un espacio no compacto es semi-universal.

Demostracién. Sean f : X — Y una funcién suprayectiva, y K € X
tales que f(K) = f(X).

TESIS CON
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, ’CAPI;TULO 1. PROPIEDADES BASICAS 3

Como Y no es compacto, entonces K tampoco puede ser compacto, con
lo cual K no es subcontinuo de X, por lo tanto podemos usar de nuevo el
Lema 1.1 y obtener el resultado. m

Corolario 1.4 (3, Corolario 4, pag. 2) Toda funcién suprayectiva
f: X — Ycon Y un espacio disconezro es semi-universal

Demostracién. Sean f : X — Y una funcién suprayectiva, y K C X tal
que f(K) = f(X). .
Como Y es disconexo, entonces K también es disconexo, con lo cual K no
puede ser subcontinuo de X y por lo tanto f es semi-universal. m
Ahora, veamos algunas propiedades de las funciones universales para com-
pararlas con las propiedades de las funciones semi-universales.

Teorema 1.5 (3, pag. 2) Toda funcidn universal es suprayectiva.

Demostracién. Sean f : X — Y una funcién universal y y € Y un
punto arbitrario en Y.

Definamos ¢ : X — Y como la funcién constante g{z) = y para toda
rzeX.

Como f es universal, existe z € X tal que f(z) = g(r) = y. Con lo cual
hemos demostrado que f es suprayectiva. m

Este Teorema no es cierto para funciones semi-universales. De hecho, es
facil verificar lo siguiente.

Lema 1.6 (3, pag. 2) Toda funcién constante es semi-universal.

Demostracién. Sea f : X — Y la funcién constante dada por f(z) =y
para alguna y € Y y para toda z € X.

Sea K C X un subcontinuo de X y ¢ : K — X una funcién arbitraria.

Entonces para toda k € K C X tenemos f(g(k)) = y = f(k) con lo cual
queda probado que f es semi-universal. ®

Aquf haremos un pequefio paréntesis para hacer unos ejercicios que nos
serdn muy ttiles, pero debemos empezar con la siguiente definicién.

Definicién 1.7 Sea f: X — X una funcion. Decimos que p € X es un
punto fijo de f si f(p) = p. Un espacio topoldgico X tiene la propiedad
del punto fijo si toda funcién continua de X en X tiene al menos un punto

fijo.
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Un ejemplo sencillo y muy comin de un &spacxo topoléglco que tiene la
propiedad del punto fijo es el siguiente.

Ejemplo 1.8 El intervalo [0,1] tiene la prbj)ieddd del pimtb fijo.

Demostracién. Sea f: [0,1] — [0,1] una funmén continua.
Comnsideremos los siguientes conjuntos: ;
A={ze0,1]: f(z) < =}
B={ze0,1]: f(z) = z}. e :
Por la forma en que estdn definidos, tenemos que ‘A y. B satisfacen las
siguientes condiciones: :
() A#¢,B#9. 5 |
(#H)AU B =[0,1]. R
@A ={ze[0,1]: f(z) <z} = {:E € [0'1] '-f(a:) —z<0}=
- (f(=) — )7H((~00,0]).
B B—{ze[O 1]: f(z) = z} = {ze[O 1
- (f(2) - 2)"1([0,00))
. ycomo f(z)—z esuna funcxén c
" cerrados.
" Por lo tanto, debido a la ‘con
Entonces existe z € [0, 1] ta
como se querfa. =

Observacién 1.9 Un arco es 1

ntervalo [0,1].
Lntonces todo arco tiene la propzedad del pun f o." ST

Otro ejemplo de un espacio topoléglco con'la propxedad del punto fijo es
el triodo simple. .

Definicién 1.10 Un triodo sirnple es un espacio homeomorfo al simbolo
T. Para cualesquiera dos puntos p,q € T llamaremos pq al segmento de recta
que los une con punlos terminales p y q.

Ejemplo 1.11 Todo triodo simple tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Sea f : T — T una funcién continua y llamemos a, b,c
a los puntos terminales del triodo y v al vértice.

TESIE CON
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CAPITULO 1. PROPIEDADES BASICAS 5

a v (4

Si f(v) = v hemos acabado. .
En caso contrario, hagamos las siguientes conmderacion% .
Como f(v) # v podemos suponer que f(v) € av — {'u}
Gracias a la continuidad de f tenemos que
{z €av —{v}: f(z) € av} # &.
Consideremos las siguientes funciones: L
g:av — T dada por g(z) = f (a:)
y h:T — av dada por -~
h(:z:)-a:sx:cEau
Mz)y=vsiz ¢av
de esta forma, ambas funcxones son cont;muas y por lo tanto h.o g 1 av — av
también lo es.
Como los arcos txenen la propxedad del punto fijo, existe z € av tal que
h(g(z)) = =. '
Veamos que si lo antenor se cumple entonces
z € {z € av— {v} : f(z) € av}.
Para probarlo analicemos los siguietes dos casos
(a) Si z = v entonces -
g(v) = f(v) # v y por lo tanto h(g(v)) = h(f(v)) = F(v) #v.
(b) Siz ¢ {z € av - {v}: f(z) € av} entonces
g(z) ¢ av y por lo tanto h(g(z)) = v # =.
En ambos casos hay una contradiccién con lo obtenido, de aquf,
z = h{g(z)) = h(f(z)) = f(z). Como se querfa demostrar. @
Utilizando el Ejemplo anterior podemos mostrar que una funcién semi-
universal y suprayectiva no necesariamente es universal, para esto veamos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.12 (3, Ejemplo 7, pag. 2) Hay una funcién suprayectiva del
intervalo [0,1] a un triodo sirnple la cual es semi-universal pero no es uni-
versal.

Demostracién. La funcién f que se necesita la definimos de la siguiente
manera.
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En coordenadas rectangulares (z, y) en el plano sea
v=(00), a =(-1,0), b= (0,1)y ¢ =(1,0),
y definamos €l triodo simple como
T = va Uvb U ve.
o 6=(1,0)

[0, 1] el 1ntevaa

"Sea A=

'0, ] 1‘,

El inico subcontmuo K de A tal que f (K ) = f(
Sea g: A — A una funcxén

.. g(z) = =z, entonces f(g(z)) = f(z), con lo cual queda demostrado que f es
semi-universal. g

Por otro lado, llamemos n al punto medio del segmento ve y n al punto
medio del segmento av.

Sea h: A — T definida como sigue

h(0) = ¢ h(}) = n, R(}) = v () =, k(1) = q,
con las funciones parciales h| m, ml lineales para cada m € {0,1,2,3}.
Claramente f(z) # h(z) para toda z € [0,1]. Por lo tanto f no es universal.

Este ejemplo justifica las siguientes afirmaciones.
Una funcién semi-universal no necesariamente es suprayectiva.
Una funcién semi-universal no necesariamente es universal.

TESIS COV
FALLA DE ORIGEN




CAPITULO 1. PROPIEDADES BASICAS 7

Y el signiente Ejemplo muestra que una funcién universal no necesaria-
mente es semi-universal,

Definicién 1.13 Un drbol, o gréfica acichca, es una grdfica que no
contiene curvas cerradas.

Ejemplo 1.14 ((Illanes) 3, Ejemplo 11, pag. 3) Ezisten dos drboles X
y Y y una funcion universal f : X — Y la cual no es semi-universal.

Demostracién. Sea Y = T un triodo simple como el definido en el ejem-
plo 1.12.

Sea s la refleccién del plano R%2con r%pecto ala lfnea z = -1, es decir,

s(z,9) = (—z - 2,3). |

Para cada punto p € R? sea p = s(p) ,Y de manera similar sea T’ = s(T).

Note que T'NT' = {a} i )

Sea X T uT

9 |7+ T — T, deja fijo a un punto ¢ € T,
‘debido a que T txene ad del punto fijo, en general podemos decir
que hay un punto fijo g € X ‘bajo g.

Entonces pp = g(pp) € T, y por la forma en que fue definida f tenemos
que f(po) = po, de aquf f(po) = g(po), como se querfa.

Para demostrar que f no es semi-universal observe que para el arco
K=bv'Uuw UavUwe
tenemos que f(K) = f(X) =

Sea m el punto medio del segmento vc.

Consideremos la funcién
h: K — X tal que
h(b’) = ¢, h(v’)) =m, h{a) = v, h(v) = b, h(c)=b,

TESIS CON
FALLA DE CRIGEN




CAPITULO 1. PROPIEDADES BASICAS ‘ 8

y h'es lineal en cada segmento que una a los puntos extremos.
De aquf se sigue que A |y: ve — {b} es una funcién constante.

5 6 6 o) ﬁ()

‘@*W@ =5

' a v 3 c v a o ‘.v.«-,,’m'-,'-c-

v

Entonces se puede verificar que para todo punto p € K tenemos

f(p) # f(h(p)).

Entonces f no es semi-universal, como se querfa demostrar a

Otros resultado sencillo y 1itil se obtiene cuando una. fucxén umversal es -
compuesta con un homeomorfismo. :

Lema 1.15 (7, 12.53, pag. 264) Sean f : X —» Y y h Y —Z una"'.»

Juncidén y un homeomorfismo respectivamente, entonces ho f es una funcufn S

universal st y solo si f es universal.

Demostracién. Supongamos que hof : X — Z es una func16 un! ersal L
y sea g: X — Y una funcién. o :

Entonces existe un punto p € X tal que h(g(p)) =
es inyectiva, entoces g(p) = f(p) con lo cual tenemos qu

Ahora supongamos que f : X — Y es umversal y
funcién. :

Consideremos la funcién h~log: X — Y. Como f es umversal existe
un punto p € X tal que f(p) = (k™! o g)(p), es decir, h(f(p)) = g(p), con lo
cual tenemos el resultado. ®m )

Este Lema es aplicable también a funciones semi-universales.

Lema 1.16 Sean f: X — Y yh:Y — Z una funcién y un homeomorfismo
respectivamente, entonces ho f es una funcion semi-universal si y sélo si f
es semi-universal.

Demostracién. Sea ho f: X — Z una funcién semi-universal.

Sean K C X un suncontinuo de X talque f(X) = f(K)yg: K - X
una funcién.

Entonces tenemos que |

(X)) = h{F(K))

TERIS COW
FALLA DE ORIGEN
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- y ‘por lo tanto, como h o f es semi-universal, existe un punt:o T € K tal
‘;que
M= h(#(g(=)))
. lo cual implica, debido a la inyectividad de &, que
- f(z) = f(g(x)), es decir, f es semi-universal.
“. . Ahora supongamos que f es semi-universal.
1. Sean K ¢ X un subcontinuo de X tal que h(f(X)) = h(f(K)) ¥y
.. “g+ K. = X una funcién.
7 'Como h es un homeomorfismo, tenemos que
" h(F(X)) = h(f(K)) implica que £(X) = f(K),
pero f es semi-universal, entonces existe un punto z € K tal que
f(z) = f(g(z)), es decir, h(f(z)) = h{f(g(=))). Con lo cual obtenemos el
resultado deseado. ® R
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Capitulo 2

PROPIEDAD DEL PUNTO
FIJO.

Algunas preguntas referentes a las funciones universales y semi-universales
estén relacionadas con la propiedad del punto fijo, asf que veamos estos
resultados.

Lema 2.1 (3, pag. 4) §i una funcién f: X — Y es universal, entonces Y
tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Sea g : Y '— Y una funcién. Consideremos la funcién
gof: X Y. SR

Como f es universal, existe un punto z € X tal que
f(2) = 9(f(a)), pero y = f(z) € ¥
por lo tanto y = g(y). Con lo cual tenemos el resultado. m

Para funciones semi-universales la implicacién de arriba no es cierta,
incluso si X y Y son continuos y f es suprayectiva.

Antes de ver un ejemplo que ilustre esto, recordemos que una funcién
f : X — Y es llamada irreducible si es suprayectiva y ningin subconjunto
propio y cerrado de X tiene como imagen bajo f a todo Y. También el
siguiente Teorema nos resultars ttil.

Teorema 2.2 (3, Teorema 13, pag. 4) Siun continuo X tiene la propiedad

del punto fijo y una funcion f : X — Y es irreducible, entonces [ es semi-
universal.

10
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CAPITULO 2. PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO. 11

Demostracién. Como f es irreducible, el vnico subcontinuo K de X que S
satisface f(X) = f(X) es el propio X. ;

Como X tiene la propiedad del punto fijo, para cada g : K = X — X :
hay un punto z € X tal que z = g(z), con lo cual f(z) = f(g(z)), como se .
necesitaba. ® ;

Ahora, veamos un ejemplo que valide la afirmacién de que el Lema 2. _
no es aplicable a funciones semi-universales. Para ello, utilizaremos el efrcul
unitario S' = {z € C : |2] = 1} en el plano complejo. e

Ejemplo 2.3 (3, pag. 4) Sea f: [0,27] — 8! dada por f(z) = €=, En.tonces
f es irreducible, y de acuerdo con el Teorema 2.2, f es semi-universal.” Si
embargo S' no tiene la propiedad del punto fijo.

El siguiente ejemplo ilustra la necesidad de pedir la u‘reduc:blhdad e'f:
en el Teorema 2.2. . -

Ejemplo 2.4 (3, Ejemplo 15, pag. 4) La funcidén f : [0, 3‘7r]‘—-r'S‘:"' A
definida por f(z) = e no es semi-universal.

Demostracién. Para X = [0, 3r] y K = {0, 27] tenemos que f(X) = f(K).

Definamos g : K —X como g(z) = z-tm.

Entonces tenemos
Fg(@)) = flz+ ) = ") = —¢% = —f(z) # f(z) paratodaz € K. ®»

Asumir que X tiene la propiedad del punto fijo también es indespensable
en el Teorema 2.2. Por ejemplo sea §! el cfrculo unitario. La funci6n identidad
f : 8* — S? es irreducible, su dominio S* no tiene la propiedad del punto
fijo, y f no es semi-universal ya que para la funcién g : S! —S! definida como
g(z) = —z para z € S! no hay ningin punto z en S* tal que f(z) = f(g(2)),
es decir, z = -z

Como un resultado relacionado con del Teorema 2.2 tenemos lo siguiente.

Proposicién 2.5 (3, Propaosicién 17, pag. 8) Si un espacio topolégico X
tiene la propiedad del punto fijo y una funcion f : X — Y es inyectiva,
entonces f es semi-universal.

Demostracién. Si el espacio X no contiene ningtin subcontinuo K de X
tal que f(K) = f(X), entonces f es semi-universal.

Por otro lado como [ es inyectiva, tenemos que el tinico subcontinuo K
para el cual f(K) = f(X) debe de ser el propio X, de aquf se sigue que X

TESIS CON
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" CAPITULO 2. PROPIEDAD DEL PUNTO FIJO. 12

.es un continuo, y que f siendo inyectiva, es irreducible. Entonces podemos
aplicar el Teorema 2.2, y obtener el resultado, @
Y por ltimo tenemos la siguiente Proposicién que relaciona los tres
conceptos principales de este capftulo aunque restringidos a la funcién iden-
tidad.

Proposicién 2.8 (3, Proposicién 18, pag. 8) Considere las siguientes

propiedades en un espacio topoldgico X :

(2.6.1) La identidad i : X — X es universal;

(2.6.2) La identidad i : X — X es semi-universal;

(2.6.3) X tiene la propiedad del punto fijo.

Entonces las condiciones (2.6.1) y (2.6.3) son equivalentes, y cada una de
ellas implica (2.6.2). Si X es un continuo, entonces también (2.6.2) tmplica
(2.6.8), y las tres condiciones son equivalentes.

Demostracién, Primero demostraremos la equivalencia entre (2.6.1) y
(2.6.3).

Supongamos que 7 es universal y sea g : X — X una funcién.

Como 1 es universal, existe un punto z € X tal que i(z) = g(z), es decir
z = g(z).

Con lo cual probamos que X tiene la propiedad del punto fijo.

Ahora supongamos que X tiene la propiedad del punto fijo y sea
g : X — X una funcién dada.

Como X tiene la propiedad del punto fijo, existe un punto z € X tal que
9(z) = 2, es decir, g(z) = i(z).

Con lo cual probamos que ¢ es universal.

Para demostrar que (2.6.3) implica (2.6.2) basta con utilizar el hecho de
que % es inyectiva y la Proposicién 2.5.

Por 1iltimo, demostremos que (2.6.2) implica (2.6.3) en el caso de que X
sea un continuo.

Si X es continuo, entonces el wnico subcontinuo K de X que satisface la
igualdad #(K) = i(X) es X mismo.

De (2.6.2) se sigue que para toda funcién g : X — X hay un punto
z € X tal que i(z) = i(g(z)).

Con lo cual queda demostrado que se satisface (2.6.3). m
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Capitulo 3

CONVERGENCIA
UNIFORME DE FUNCIONES.

Otros resultados aplicables tanto a funciones universales como a funciones
semi-universales se obtienen de la convergencia uniforme de funciones, pero
para esto necesitaremos de la siguiente definicién.

Definicién 3.1 Sean {fn : X — (Y,d)}nen una sucesion de funciones de
un espacio topoldgico X en un espacio métrico (Y,d), y f : X —- (Y, d) una. -
Juncion daeda. Decimos que la sucesion (f,)%2, converge uniformemente a”
lo funcidn f si para toda € > O ewiste N € N tal que si.n >_ N entonces
d(f(z), fn(z)) < € para toda z € X. SR

Ahora veamos los siguientes resultados.

Proposicién 3.2 Sea {f, : X — Y}nen una sucesion de funciones univer-
sales, de un espacio compacto X en un espacio métrico (Y, d). Si

{fn : X = Y},en converge uniformemente a la funcién f : X — Y, entonces
f es universal,

Demostracién. Sea g : X — Y una funcién.

Como f, es universal para toda n € N, hay una sucesién (z,)5%, de
puntos z, € X tales que fp(z,) = g(zn).

La compacidad de X implica la existencia de una subsucesién
(2n, )2, de la sucesién (zn)3, que converge a un punto = € X .

Entonces, dada € > 0 podemos encontrar un nimero M € N tal que si
k > M las siguientes desigualdades son védlidas:

13
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a(f (=), o) < d(f(w) Flom) + d(f(zna ) v
+d(g(zm)), 9(x)) <
- Con lo cual t:enemos que f(z) = g(:z;), como se querfa ]

: Este resultado sigue siendo vélido si en;lugar de funciones universales
- consideramos funciones semi-unniversales.”’ : -

"Teorema 3.3 Sea{f,: X — Y}nen una suceswn de funciones semi-universales,
del espacio X en un espacio métrico (Y,d), la ‘cual converge uniformemente
‘ala funcion f : X —» Y , entonces f es semi-universal.

Demostracién. Sea K un subcontinuo de X que satisfacef (KX) = f(X),
y sea ¢ : K — X una funcién.

Como [, es semi-universal para todan € N, entonces existe una sucesién
(2n)%., de puntos z, € K tales que f,(z,) = f,,(g(:z:,.)) Entonces la
compacidad de K implica que la sucesién (z,)3%; tiene una subsucesién
(zn, )82, que converge a un punto z € K.

Entonces, dada € > 0 podemos encontrar un nimero M e N tal que si
k > M las siguientes desigualdades son vélidas:

1) d(f(z), f(zn,)) < &, gracias a que f es contmua y a que (r,,)%,
converge a I.

2) d(f(zn.)s fru(Tn,)) < 5, debxdo a que fn, converge umformemente af.

3) d(fu, (g(zn))s f (g(z,.,,))) < §, por la convergencia. umforme de fn,.

4) d(f(g(zn,), £(9(=))) < §, por la continuidad de f ¥y

Entonces
d(f (), F(g(@))) < ‘ ‘ -
d(f(2), f(zn,)) + d(f (zn,)s fﬂk(mﬂk)) . RO
+d( i (9(2n,)), £(9(2n,))) + d(f (9(2a,)), f(9(2))) < &

Con lo cual hemos demostrado que f (:z:) f (9(x)), como se querfa, =




Capitulo 4
N-CELDAS.

En esta seccién daremos una caracterizacion de las funciones universales
cuyo codominio es una n-celda, para lo cual necesitaremos recordar las
siguientes definiciones.

Denotemos por R" el n-espacio Euclideano.

Para cada punto z = (z;), € R", definimos

n z

lell = (£ 22) "

Una n-celda es un espacio homeomorfo a la bola cerrada n-dimensional
B™ en R", donde i

B'= {z e R": ||lz|| £ 1}, n = 1,2,3,....

Claramente, una n-celda es un continuo ya que B" también lo es.

Y por tltimo, llamaremos n-esfera a todo espacio homeomorfo a S" en
R™*! donde )

S*={zeR"*!:|z|| =1}, n=1,23,..

Nuevamente, toda n-esfera es un continuo.

Proposicién 4.1 (7, Proposicién 12.24, pag. 251) Sea Z un espacio

topoldgico, y sea f : Z — B™ una funcidn. Entonces, f es universal si y
solo si

Ar-rgn-1y: fFUYSY) — 57!
no puede ser erlendida a una funcién continua de Z a S*~1.

Demostracién. Si f|s-1gn-1y: f~1(S™!) — 5"~! puede ser extendida a
J=1( )

una funcién continua F : Z —-S$"~}, tenemos que

J(z) # -F(2).

15
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2 umversal :
*~Ahora supongamos que f 1o es universal.
Entonces, existe una funcién continua g : Z — B" tal que f(2z) # g(z). }
' Entonc@, para cada 2 € Z, existe un 1nico segmento dirigido de recta que ’; :
empieza en g(z), que pasa a través de f(2), y termina en un (umco) punto :
p(z) en 571, -
De aquf, es fécﬂ ver, que la fu.ncuSn p:Z — S" ! definida de es forma
es una extension de fs-1(gn-1y .
Como f y g son funciones continuas, tenemos que p tamblén 1
lo cual completamos la prueba. m
Ahora veamos una formulacién equivalente a la Proposxcn’m 4 1 ‘pero
expresada en términos de n — celdas.

Corolario 4.2 (7, Corolario 12.25, pag. 252) El resultado de la Proposz
cién 4.1 sigue siendo vdlido si remplazamos B* por una n- celda Ky e8!
es remplazado por la frontera M de K (i.e., M es la zmagen de. S"‘l bajo
cualquier homeomorfismo de B* en K).

Demostracién. Sean Z un espacio topoldgxco, K una n—celd 'y M :
frontera de K. :
Sean f: Z — K una funcibny h: K — B™ un homeomorﬁsmo JEes

Supongamos que f es universal. T

Por el Lema 1.15 h o f también es universal y por la Proposxcxén 4.1,
ho f linopy-1gn-1y: (h o £)71(8""1) — 5™

no puede ser extendida de manera continua a todo Z, por lo tanto
Flrman: 7MY > M

tampoco puede ser extendida de manera continua a todo Z, como se
querfa.

Ahora supongamos que f |f-ian: f~1(M) — M no puede ser extendida
de manera continua a todo Z

Esto implica que
ho f |thosy-1(sn-n)
tampoco puede ser extendida de manera continua a todo Z.

TESS CON
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- Entonces, por la Proposicién 4.1, ho f es universal, y por el Lema 1.15,
f es universal. Con esto concluye la prueba. m
En este punto uno podrfa preguntarse si la Proposicién 4.1 sigue siendo
vélida si trabajamos con funciones semi-universales en lugar de funciones
universales, pero, como se muestra en el signiente Ejemplo, al ménos una de
las implicaciones no puede ser aplicada. Sin embargo, la validez, o no, de la
otra implicacién quedars sin respuesta.

Ejemplo 4.3 Exziste una funcién f definida del intervalo [-1,1] en B?, tal
que f es semi-universal y fly-1(s1y: f7(S?) — S' puede ser extendida a una
funcién continua del intervalo [-1,1] en S*.

Demostracién. Sea f : X = [—1 1] — B? una funcién definida como
f(z) = (2,0). 5

De esta forma, el unico subcontmu ) de X cuya imagen bajo f es X, es X
mismo.

Sea g: X — X una funcxon

Como X tiene la propiedad del punto ﬁ_]O, existe un punto p € X tal que
9(p) =

Aphcando / tenemos que f (!I(P)) = f(p)

Con lo cual hemos demostrado que f es semi-universal.

Ahora consideremos f~1(S') = {~1, 1}, y a la funcién
h: X =[-1,1] — S! definida como
hz) = eFi1-=2), ‘

Claramente h es una extensién continua de f|;-1(gn-1y. Con lo cual se
concluye la prueba. =




Capitulo 5

ARCOS, LINEALMENTE
ORDENADOS, TIPO-ARCO y
MARGEN

Valiéndonos de resultados obtenidos en el Capftulo 4 podemos ver lo que
ocwrre cuando algunos de los espacios, en los que estén definidas nuestra
funciones, son arcos.

Definicién 5.1 Seaz X un espacio topoldgico. Diremos que X es un arco en
caso de que sea homeomorfo al intervalo cerrado [0,1].

Veamos el siguiente resultado que es un caso especial de la Proposicién
4.1.

Corolario 5.2 (7, Corolario 12.26, pag. 252) Toda funcién
suprayectiva de un espacio topoldgico conero a un arco es universal.

Demostracidn. Si f : Z — A es una funcién suprayectiva de un espacio
conexo Z a un arco A, y p y q son los puntos finales del arco A, entonces,
por la conexidad de Z y la suprayectividad de f,

Sle-vpan: F7H P a}) — {p,a}

no puede ser extendida a una funcién continua de Z a {p, q}.
De aquf, utilizando la Proposicién 4.1, f es universal. ®
De lo anterior, el siguiente resultado es obvio.

Corolario 5.3 Toda funcién suprayectiva de un espacio topoldgico conezxo al
intervalo unitario cerrado es universal.

18



L la conex:dad no es necesaria para este caso.
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Este rwultado funcmna también para funciones senn-umversalw Aunque

' Teorema 5.4 (3, Teorema 21, pag. 5) Toda funcwn f X . ,[0,‘,1] de un
" espacio X al intervalo [0, 1] es semi-universal. ; w
Demostracién. Sea K un subcontinuo de X tal que f ( (X), y una
~ funcién ¢ : K — X dada. S s
Como f(K) es un intervalo cerrado, digamos [a, b] ay puntos zp y 1 en
K tales que :
o= f(z) < Fo(me)) ¥ b =F() = Flg(z))
Entonces los conjuntos
A={z € K:flx) <flo(x))}yB={z € K
son no vacfos. :
Por otro lado, el conjunto A puede ser visto de la sxgmente manera
— (se K : f(z) — f(g(z)) < 0}.
Utilizando la continuidad dela f yla g tenemos que
— (fog): X — R es una funcién continua.
Como (—00,0] es cerrado en R, y como
= (f— (f Dg))_l((—oo, 0])1
entonces A es cerrado.
Del mismo modo podemos ver que B también es cerrado y ademsds
AUB=K
i Entonces por la conexidad de K hay un punto z € AN B C K, es decir,
f=) = fla()).
"= Por lo tanto f es semi-universal. ®
A partir de este resultado y recordando que todo arco es homeomerfo al
intervalo [0, 1] podemos obtener, de manera sencilla, el siguiente resultado.

Corolario 5.5 Toda funcién f: X — Y de un espacio X a un arco 'Y es
semi-universal.

Este resultado puede ser generalizado, pero es necesario conocer algunas
definiciones y el siguiente resultado.

Definicién 5.6 Una relacion binaria > dirige a un conjunto D no vacto si:
(a) Si m,n y p son elementos de D tales que m > n y n > p, entonces
m = p.
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_(b) Sim € D, ’entonces m = m.
c () Simyn son clementos de D, entonces eriste un elemento p € D tal
quepZmypm. .

En tal caso, el par (D, >) es llamado un conjunto dirigido en donde >
dirige a D. ‘ ;

Ejemplo 5.7 Sean X un espacw topoldgico distinto del vacto yz € X.
Sea D = N(=z) dond N (:z:) ‘es el conjunto de 'uecmdades de z, con la.
siguiente relacion:. e
U>VsiUc V v S
Veamos que 2" cumple con (a), (b) y (c) de la definicion antenor o o
(a) iU, V.y W.son elementos de D tales que U > V entonces U.C V- ;1/
siV > W entonces V C W porlo tantoU C W es decir U > W 5
() SiU € D, entoncesUcU es decir, U > U. '
(c) 8i-U y: V. son elementos de D entoncesU NV tambzén es el
deDyademds(Ur‘lV)>UJ(UﬂV)>V ,
Por lo tanto, (D, >) es un conjunco dirigido.

en donde T, es un punto de X

Definicién 5.9 Sean X un espacio topoldgico y (zu)ae

Decimos que (%o )aep converge a un punto z-€:'X.
U de z tenemos que existe un tndice. ﬂ € D tal qu
entonces o € U.

Proposicién 5.10 Sea f: X —Y una funmdn continua.- Sea (zn)aeA una
red en X convergente a algin punto m ‘€ X, entonces la red (f(Za))aca
converge en'Y al punto f(x). ~:

Demostracién. Sean (:ca)ae,q una red en X convergente a algin punto
zeXyUeN({f(z))

Como f es continua, tenemos que f~!(U) es abierto en X y ademsds
z e f~Y(U).

De esta forma, existe 8 € A tal que si 4 > 3 entonces z., € f~!(U).

Por lo tanto, f(z,) € U para todo v = 8.

Con lo cual tenemos que la red (f(za))aca converge a f(z), como se
querfa demostrar. =
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Ahora, para enunciar y demostrar la generalizacion del Teorema 5.4,
veamos la siguiente definicién.

Definicién 5.11 Decimos que un conjunto X estd linealmente
ordenado st existe una relacién transitiva < en X, tal que para cualesquiera
dos elementos a,b€ X se tienea < bodob<aysia<byb<a entonces
a=b,

FEs fdcil de ver que en un conjunto linealmente ordenado X, la familia de
los conjuntos

(a,b)={ceX:a<c<bcona,be X yc¢{a,b}}

es base para una topologta, la cual es llamada la topologta de intervalos
en X.

Teorema 5.12 (3, pag. 6) Sea Y un espacio conezo linealmente

ordenado con la topologla de intervalos, y que tiene elementos minimo y
mdzimo. Entonces toda funcion f: X —Y de un espacio topoldgico X en Y
es semi-universal.

Demostracién. Sea K un subcontinuo de X tal que f(K) = f(X), y una
funcién g : K — X dada.

Como f(K) es conexo y compacto, entonces f(K) es un intervalo cerrado
cerrado, digamos [a, b],
y hay puntos zo, z; en K tales que
a=f(z) < flalzo)) ¥ b= f(z,) = Fo(z,))

Entonces los conjuntos
A ={z € K:fz) <f(9(x))}y B={z € K: f(z) = Jl9(z))}
son no vacfos,

Por otro lado, si suponemos que X — A no es abierto, tendrfamos que
existe un punto -
z € X — A tal que toda vecindad U de z intersecta al conjunto A.

De esta forma se tendrfa una red convergente a ,
(Iu)ueN(é) con zy € ANU y N(z) con la direccién definida en el Ejemplo
5.7,

Como f.y f o g son funciones continuas tenemos que:
(f@En)vene ¥ (Fla(zv))venm
son'redes que convergen a f(z) y a f(g(z)) respectivamente.
-Pero f(z) > f(g(=))
.y como el espacio Y es conexo, existe un punto z € Y tal que

 1@)> 2> (o).
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B Entonces los conjuntos
D={yeY:y<z}yE= {yEY y> z}
son abiertos tales que
flg(=)) € Dy f(z)) € E. R

De esta forma, existe U € N(z) tal que si V P U ent;onces
flzv) € Ey f(g(zv)) € D,
implicando que
Hg(zv)) < 2 < f(zv). s

Por lo tanto zy ¢ A lo cual contradice’ la rm
red inicial, e

De esta forma probamos que el conjunto X A es ablerto, es decir, A es
cerrado.

Del mismo modo podemos ver que B tamblén es cerrado y ademés
AUB=K.

Entonces por la conexidad de K hay un punto z € AN B C K, es decir,
f@)= flg()).

Lo cual demuestra que f es semi-universal. ®

Si ademds pedimos que el espacio X sea conexo y que la funcién f sea
suprayectiva, entonces el Teorema 5.12 puede aplicarse a funciones univer-
sales de la siguiente manera.

ué f\ie construida la

Proposicién 5.13 (5, Proposicién 9, pag. 434) Sea Y un espacio conezo,
linealmente ordenado con la topologta de intervalos, y que tiene elementos
minimo y mdzimo. Entonces toda funcion suprayectiva f: X =Y de un
espacio topoldgico conexo X en Y es universal.

Demostracién. Sean f : X — Y una funcién suprayectiva de un espacio
conexo X en Yy g: X — Y una funcién dada.
Como f es suprayectiva, existen puntos z;, zo € X tales que
f(z1) £y < f(z2) paratoday € Y.
Entonces los conjuntos
A={zeX:f(z)<g(x)} yB={ze€X: f(z)29(z)}
son conjuntos no vacfos.
Ademsés, A y B son conjuntos cerrados.
Para demostrar esta iltima afirmacién veremos que X — A es abierto.
Sean m y M los elementos minimo y méximo de Y respectivamente.
Sea z € X — A, entonces g(z) < f(z).
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SR Como Y es conexo tenemos que
o (g(w) F(2)) # ¢, sea a € (g(z), f()).
. -:Entonces z € g~} (m,a) N f~Ya, M) =W,
W' es una vecindad abierta de z, y si ye w entonces

| f‘g(y) & (m,a) y f(y) € (a, M)

-“con lo cual tenemos que g(y) < f(y), es decir,
CWeoeX-A
con lo cual se demuestra que X — A es abierto..
De esta forma, tenemos que A es cerrado, y de manera similar se puede
demostrar lo mismo para B.
Ademéds, AUB =X.
Ent;oncms por la conexidad de X hay un punto
z € AN B, tal que f(z) = g(z),
con lo cual se concluye que f es universal. ®

Ahora encaminemos los resultados hacia los espacios tipo-arco.

Definicién 5.14 Sean X y Y espacios métricos y sea f : X — Y. Diremos
que f es una e-funcién si f es continua y si el didmetro de f~1(f(x)) <e
para todaxz € X.

Veamos este Lema que serd iitil y amplfa nuestros resultados sobre fun-
ciones universales.

Lema 5.15 (7, Lema 12.27, pag. 252) Sean (X1,d;) y (Xa2,dz) espacios
. no vactos, compaclos y métricos, y sea f : X1 — X2 una funcién continua.
Si para toda € » 0, existe un espacio Z, y una e-funcion f, : Xo — Z, tal que
. feo [ i Xy — Z es una funcidn universal, entonces f es universal.

Demostracién, Sea g : X; — X, continua.

Entonces, para cada € > 0, como f; o f : X; — Z, es universal, existe
pe € X tal que £(f(p,)) = fe(9(p.))-

Ahora, como f, es una e-funcién, entonces
diam(f7 (fe(f(pe))) <ey
como f(pe), g(pe) € f*(fe(F(pe))) tenemos
(1) d2(f(p;), 9(p.)) < ¢ para cada <.

Sea €(i) = 1 para-cada i = 1,2,...

‘Como {p;)}2, es una sucesién en el espacio métrico y compacto X;,
exlst:e una subsucesién de {p.q)}32; convergente a algin punto p € X.
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Entonces, como (i) — 0 cuando ¢ — oo y tanto f como g son continuas,
de (1) obtenemos que f(p) = g(p), como se necesitaba. ®

Basdndonos en este Lema podemos obtener algunos resultados en espacios
tipo-arco, pero antes tendremos que definirlos.

Definicién 5.16 Sea X un espacio métrico y compacto. Decimos que X es
tipo-arco si para toda € ~ 0 eriste una e-funcion f. suprayectiva de X en

[0,4].
Otra forma equivalente de definir a un espacio tipo-arco es la siguiente.

Definicién B8.17 Sea X un espacio mélrico y compacto. Decimos que X es
tipo-arco si X es el lfmite inverso de arcos con funciones suprayectivas.

Donde por limite inverso entendemos lo siguiente.

Definicién 5.18 Una sucesion inversa es una doble sucesion {X;, fi &2,
de espacios X; y de funciones continuas f; : Xy — Xi. Si {Xi, [i)2,
es una sucesion inversa, entonces el lfmite inverso de {X;, fi}32,, denota-

00
do por lim {X;, fi}2, es el subespacio del espacio producto [[ X; definido por
— i=1

o
Ym (X5, f; }2, = {(z)21 € TI Xi: fi@is1) = 2: para toda i}.
— i=1
Ahora sf podemos ver el siguiente Teorema.

Teorema 5.19 (7, Teorema 12.29, pag. 253) Toda funcién suprayectiva
de un espacio conexo en un continuo tipo-arco es universal.

Demostracién. Sea f: X — Y una funcién suprayectiva de un conexo
X a un continuo tipo-arco Y.

Entonces para toda € > 0 , hay una e-funcién f. suprayectiva de Y al
[0,1].

De esta forma f, o f es universal. Por el Lema anterior, f es universal. m

Un resultado similar es vilido para funciones semi-universales, nueva-
mente sin la hipé6tesis de conexidad del espacio dominio.

Teorema 5.20 Toda funcion f : X — Y de un espacio X en un continuo
tipo-arco Y es semi-universal.
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Demostracién. Veamos a Y como el lfmite inverso de una sucesién in-
versa de intervalos cerrados I, = [0,1] con funciones suprayectivas f7+1 :
Iy — I, y denotemos como IT, : Y — I, las proyecciones para toda n €

Sea K un subcontinuo de X tal que
F(K) = f(X),
y sea una funcién g : K — X dada.
Para cada n € N definimos
={z € K: Hn(f(x)) =T.(f(g(z))}.
, Observemos que si damos una sucesién convergente (z;)32; C Fp, tal que
@ — 'z, como z; erara.todaJ € N, entonces z € K.
' .-Ademds, como f, g y II,; son continuas, tenemos que

: ".(Hn(f(mj)))j—l converge al punto In(f(z)) y

(Mn(f(9(2,)0))52: converge al punto Hn(f (9(z))).
: Pero como
On(f(z;)) = »n(f(g(w ).
(7 () = Dn(f (9 (@),
con lo cual tenemos que’
) Como la composwlén
Hpof: X — I :
es semi-universal, de acu
no vacfo. R
Ademss, como -
— fn+1 ) Hu+1, :
tenemos que F4y C F, p oda n € N.
Por la propledad de 1 te_fseccidn' finita, hay un punto

'oda :1 € N, entonces

Tes decxr, F, es cerrado en K.

n'el Teorema 5.4, entonces el conjunto F, es

Entonces para toda n € N tenemos

IL.(f(za)) = I, (f(g(z0))), es decir, f(zo) = f(g(zo)). Con lo cual queda _
probado el Teorema. ® '

- Y para terminar con los objetivos de este Capftulo veamos los siguientes
resultados,
" Dado un espacio Y, sea II; : Y x Y —Y la proyeccién en la i-ésima
coordenada, con 7 € {1,2}.
Decimos que el semimargen suprayectivo de un continuo Y es cero,
T'g(Y) = 0, si todo subcontinuo Z del producto Y x Y, tal que II;(Z) =
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intersecta la diagonal {(y,y) y € Y} [ Y x Y.

Teorema 5.21 (3, Teorema 25, pa
equivalentes para un continuo Y ;-

(5.21.1) Toda funcién f : X — Y supmJectzva de un contmuo X ‘en Y es

universal, ' 2 S
(5.21.2) Toda funcién f : X — Y supmyectwa de un contmuo X en -Y es
semi-universal. . .

(5.21.3) T3(Y) = 0.

Demostracién. (5.21.1) = (5.21.2)
Sea f : X —Y suprayectiva y universal y sean K subcontinuo de X tal
que f(K)=Y y g : K — X una funcién dada.
De esta forma
fler KoY yfog:K—Y,
Pero f |x es suprayectiva y por lo tanto, por hipétesis, es universal.
Entonces existe k € K tal que f(k) = f (g(k)) como se querfa.
(5.21.2) = (5.21.1)
Sea f : X — Y suprayectiva y semi-universal. Sea g : X — Y dada.
Por h.lpétmxs la proyeccién II; : Y XY — Y es semi-universal.
. Sea K = {(f(z),9(2)) : = € X}.
“Kes subcontmuo de Y xY yIL(K)=Y.
Y-Sea h:K = Y %Y dada por h(z,y) = (y,:z:)
‘Entonces hay un punto (f (x),9(z)) en Kital ¢ qu
H1()‘ (z), 9(=)) =(IL o h)(f (z), 9(z))
-+~ Entonces f(z) = g(z). Como se necesxt;aba
(5.21.1) = (5.21.3) i
Sea Z un subcontinuo del producto Y x Y tal que H;(Z)
Entonces II; |z:'Z — Y ‘es universal por hip6tesis. - :
Entonces coincide en algin punto zp de Z con II; |z, es decir,
I (2) = ITx(20).
Y por lo tanto Z intersecta la diagonal deY x Y.
(5.21.3) = (5.21.1)
Sea f : X — Y una funcién suprayectiva de un continuo X en Y, y sea
g:X —Y dada.
Definimos Z = {(f(z), g(z)) : = € X}.
Entonces Z es un subcontinuo de Y x Y que satisface I1,(Z) =
Por hipétesis, Z intersecta la diagonal de Y x Y.

: )Las szgrmentes condzczones son,
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Por lo tanto hay un punto zo € X tal que f (zo) = g(:co) Entonces f es
universal, ® .

Observacién 5.22 Si la funcidn f X = Y en el Teo'nema 5.20 es
suprayecliva, entonces el resultado es, de hech.o, ‘un: corolario del Teorema
5.21. : .

Para demostrar esta observacién recurm‘emos a la definicién de los cuatro
mérgenes de continuos y a sus propledades

Sea (X,d) un continuo.

Para cualesquiera dos funciones fi, fz de un ‘continuo Z en X, definimos

inf(fy, f2) = inf{d(f1(2), fo(2)) : z € Z)}.-

Entonces, el margen-suprayectivo de X, denotado por I'* (X)), estd definido
como sigue:

I'*(X) = sup{ inf(f1,f2) : iy f2 son funcxonw suprayectivas de algin
continuo Z en X}

el semi-margen suprayectivo de X denotado por I'§(X), estd definido de
la misma manera, pero sélo se requiere de la suprayectividad de una de las
funciones.

Por otro lado, el margen de X y el semi-margen de X, denotados por I'( X)
¥y T'o(X) respectivamente, estdn definidos de la siguiente forma:

I'(X)=sup {I"(Y) : Y es un subcontinuo de X}.

T'o(X) = sup {I'§(X) : Y es un subcontinuo de X}.

Basdndonos en estas definiciones, resulta claro que

0 < I"(X) < T(X) < To(X).

Si aplicamos todo esto a un continuo tipo-arco X, tendremos que, como
todo subcontinuo no degenerado de un continuo tipo-arco es tipo-arco y por
el Teorema 5.19,

PO(X ) =Y,

y por lo tanto I'(X),I'g(X),T(X) y I'"(X) son todos iguales a cero.

Ahora aplicando (5.21.3) y utilizando la equivalencia de (5.21.3) y (5.21.2)
se completa el argumento.




Capitulo 6
HEREDABILIDAD.

Varias preguntas sobre funciones universales y semi-universales buscan la
manera de determinar la universalidad o semi-universalidad de una funcién
basdndonos en las propiedades de sus restricciones. En este sentido tenemos
los siguientes resultados.

Teorema 6.1 (3, pag. 10) Sea Xo C X y f: X — Y una funcién. Si la
restriccion flx,: Xo — Y es universal, entonces f: X — Y es también universal.

Demostracién. Sean f,g : X — Y dos funciones de tal forma que.
flx.: Xo— Y es universal.

Entonces existe un punto zo € Xo tal que f |x, (xo) = g |x. (z0), PoOr lo ‘
tanto f(zo) = g(z,) para un punto z; € X. :

Con lo cual tenemos que f es universal. ®

Para demostrar que algo similar al enunciado anterior no es vélido para
funciones semi-universales, consideremos el siguiente ejemplo. Sea X = §?!
el cfrculo unitario, y sea Xo un subconjunto propio no degenerado, Xo C X;
es decir, Xp es un arco. Sea f : X — X la identidad. Entonces f|x, es
semi-universal, aunque f no lo es, de acuerdo con la Proposicién 2.6.

Observacién 6.2 La implicacion inversa en el Teorema 6.1 no es cierta ni
para funciones universales ni para semi-universales. Por ejemplo,
sea X ={z € C:|z < 1} el cfreulo unitario,
¥ sea Xo = S' C X su frontera en el plano complejo C.

Sif: X — X eslaidentidad entonces [ es universal y semi-universal,
mientras que flx, o es ni universal ni semi-universal, de acuerdo con la
Proposicién 2.6.

28
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La observacién anterior justifica el siguiente resultado.

Observacién 6.3 Los conceptos de funciones universales y semi-universales
no son hereditarios, en el sentido de que si Xo C X y f: X —Y es una
funcion, entonces la universalidad ( semi-universalidad ) de f no tmplica la
universalidad ( semi-universalidad ) de la restriccion flx, —Y.

Sin embargo en el sentido inverso se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 6.4 (5, Proposicién 6, pag. 433) Sea f: X — Y una
Sfuncion suprayectiva entre espacios topoldgicos, tal que, para alguna ve Y
se satisfacen las siguientes condiciones :

(6.4.1) X =f1v)uu{X,:0 € T},

(6.4.2) f1(v) es un subconjunto conezo de X,

(6.4.8) f(Xs) N f(X;) = {v} para todo o, 7 € L, cono =;é7',

(6.4.4) los conjuntos f(Xo) y U{f(X.):7 € 2\ {o}} son subconjuntos
cerrados de Y para toda o € L.

Si la restriccion f |x,: Xo — f(X,) es universal para toda o € %,

entonces f es untversal.

- Demostracién. Sean f: X — Y una funcién que satisfaga las hipétesis
de'arriba y g : X — Y una funcién dada.
Si g(z) = v para alguna z € f~!(v) ya acabamos.
En caso contrario, hagamos el siguiente andlisis.
Para empezar, veamos que g(f~!(v)) es un conjunto conexo gracias a
(6.4.2) y a la continuidad de g.
" Ahora, supongamos que g(z) # v para toda z € f~!(v).
Entonces existe o € ¥ tal que
g(fT @) N f(X) # ¢,y ademés
(U f(X) Ng(f~ () =

De lo contrario, los conjuntos

gl @) N (X} y (U FXNNg( )

i serfan a_lenos no vacfos y cerra.dos relativos, que formarfan una disconexién

g ",del g(_f"('u)), el cual,

' como ya habfamos visto, es conexo.

: Ahora consndere 0s la retraccién

' f, Y.~ f(X,) dada por

| -ra(y) —v, si: y e Y= f(Xo)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Como la’ rwtrlccxon f | x,es universal, entonces las funciones

o gt Xo o F(X) Y F Ixe: Xo = F(Xo)

tienen un punto de coincidencia, es decir, existe un punto T e X tal que

17o(g(2) = f(2)..

Pero dado un punto x € f "’('u) tenemos quc
9(z) € f(X,) y ademds g(z) # v, :
entonces

F(z) = v # gla) = ro(g(a).

De esta forma, si r.,(g(z)) =f (z) entonc&s ] ¢ f -1 (v)
Con esto tenemos que Co RN
ro(9(z)) = f(z) # v ‘ S s
lo cual implica, por la forma en que se deﬁmé esta retraccxén, que )

9(z) € f(X,). e
Y por lo tanto, r.(g(x)) = g(z), es decir,

f(z) = 7o(g(z)) = g(z). Como se querfa. ®
Con el siguiente Ejemplo se muestra que algo sxm.xlar

anterior no es aplicable a funciones sexm-umversaleslr

: ijopbéici 6nb

Ejemplo 6.5 (3, Ejemplo 35, pag. 11) Hay grificas
Juncion f : X = Y tal que las condiciones (6.4.1) :
restricciones f |x,: Xo — f(Xo) son semi-univ cen,yf
no es semi-universal. Sl

Demostracién. Sean los puntos a.,b c
s : R? — RR? los mismos que en el Eje
Sean d = (0, -1), e = (-1, -1);
Definimos X = TUT’ u J U J'

Seaf X—»
fl('ru'r' :TUT

flea qu) J U constanté

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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S Sean -
"X”-—"-zm Xz—'uva’b'Xs—chvc : :
Si'® = {1, 2, 3}, entonces (6 4.1) se satisface por construccnén
SN e)y=JuU J’ de aquf se sigue (6.4.2).
: cf(Xy) = va, f(Xg) = vb, y f(Xi) = vc, enfonces (6.4. 3) y (6 4 4) se satis-
. facen
La restriccién flx, es una funcién suprayectiva en un-arco y por la
Proposicién 6.4 es semi-universal.
Finalmente se puede demostrar, de la misma forma en que se hizo en el
Ejemplo 1.14, que f no es semi-universal. =




Capitulo 7

PROPIEDAD DE LA
COMPOSICION Y
PROPIEDAD FACTOR DE
LA COMPOSICION

Otras preguntas que pueden surgir con respecto a estas funciones estdn
relacionadas con la propiedad de la composicién y la propiedad factor de la
composicién.

Primero veamos que ocurre con la la propiedad de la composicién,

Definicién 7.1 Una clase M de funciones tiene la propiedad de la
composicion si para cualesquiera dos funciones fy : X =Y y fh:Y — Z
que estdn en M tenemos que f o fi también estd en M.

En este sentido podemos comprobar que tanto la clase 9t de funciones
universales como la de funciones semi-universales no tienen la propiedad de
la composicién. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 7.2 Hay dos funciones universales cuya composicién no es
universal.

Demostracién. Sea C el plano complejo y consideremos la banda de

Mobius M obtenida del subespacio
P={zeC:i<iz|<1}

32
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Cyde idéptiﬁcar los puntos 2z, z, € P tales que
la|=lal=4y d=24.
<~ Entonces podemos definir las siguientes funciones.
Sean f : M — B! dada por

(z) (2 - )z1 Yy
g: B! — B! dada por
9(z) = 2%

Aplicando el Teorema 4.1 y utilizando, sin probar, que S! no es un retracto
de la banda de Mubius, tenemos que f y g son universales. Sin embargo su
composicién g o f : M — B! no es universal.

Para demostrar esto, basta con aplicar nuevamente el Teorema 4.1.

Observemos que
(go £)7}(8) =S

Ahora, para cada z € M consideremos el punto
2* € 8! C M tal que arg(z) = arg(z").

Y definamos una funcxén h: M — S! de la siguiente manera,

h(z) = ()2,

De esta forma,

h(2) = (g o f)(2) para toda z € 8! C M.

Con lo cual hemos encontrado una extensién continua de (go f) |st y por
lo tanto
(9o f): M — B! no es universal. »

En el caso de la clase de funciones semi-universales veremos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 7.3 (3, Ejemplo 27,pag. 8) Hay dos funciones semi-universales
entre drboles cuya composicion no es semi-universal.

Demostracién. Veremos que la funcién f : X — Y del Ejemplo 1.14
puede ser factorizada como la composicién de dos funciones semi-universales
g: X > Zyh:Z—Y donde Z es un drbol.

Sean X, Y y f: X — Y como en el Ejemplo 1.14.

Sean d = (1,-1),e=(0,-1),y Z =T Uvd U ve.

Entonces Z es un 5-odo con vértice v y puntos terminales q, b, ¢, d, e.



'CAPITULO 7. PROPIEDAD DE LA COMPOSICION 34

N A 5 o® PR OY)
: 80 a@lgt) 9@ @) @) h)
e v o a v c a v 3 KD ;
e 5(5‘)
a£ 9C)

Definimos g : X — Z con las siguientes condiciones.
La funcién restringida g |r es la identidad, y
g |vet va — va,
gle: vV —ve y
g e v'd — vd
son funciones lineales con
~g() =v,g)=¢y g(d) =
. Entonces g estd bien deﬁmda e : .
Como las preimégenes de puntos tenmnales de Z son smguletes a., b G e
-+ b, ¢’ se sigue de la definicién de f 1 que el inico subcontinuo K:de 7 que .-
o satlsface v :
© g(K) =¢g(X)=Z es X mismo.
Entonces, como X tiene la propleda
serm—umversal
Seah:Z Y = Tdeﬁmdac
- funcién lineal en los segmentos v
h(d)=cy h(e)=10. :
+ Como .
W@ = {a}, 71(8) = (b b}, hot(e) = (o),
2 vemos: que un subcontmuo K de Z tal que
L h(K) = h(Z) =
..~ debe contener al punto g, y al menos uno de los puntos terminales b y ¢, y
uno “de los puntos ¢ y d de Z.
“ Por esto tenemos cuatro tipos de subcontinuos K, tales que
. /L(K) = hW{Z),
que deben contener triodos con puntos finales
= {a,b,c},{a,b,d},{ac,e},{a,de}
respectivamente.
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o Note que cualqmera de estos continuos puede ser un triodo, o un 4-odo
‘0 un 5-odo; cuyos tres puntos terminales son los indicados anteriormente, y
los otros puntos terminales ( en caso de que los tengan) estdn situados en las

.ramas restantes del 5-odo Z. Los cuatro tipos de continuos K que acabamos

" de mencionar no son disjuntos.

En cualquier caso, si K es uno de los subcontinuos mencionados, existe
un homeomorfismo
ho: T — ho(T) C K
tal que h,(T) es el triodo en K que contiene exactamente uno de los cuatro -
conjuntos de (tres) puntos terminales de Z mencionados. s

De aquf se sigue que la composicién
(A |ho(ry) © ho : T — T es la identidad en T.

Atin més, para cada funcién g, : K —Z la composicién -
(B ltgotmtn) © (9o linerp) @ ho: T — T
es una funcién del triodo en sf mismo.

Como T tiene la propiedad del punto ﬁ]o, hay. un
h(go(ho(0))) = h(ho(0))-

- Entonces h, (o) es el punto de comcxden
.y h, por lo tanto h es semi-universal. :
Es fdcil ver que f =goh. .

‘Pero [ no es semi-universal, como se- pro 5-€
cual se termina la demostracién = )

Como consecuencia de los Ejemplos 7.2 y 7 3 tenemos las siguientes
observaciones.

Observacién 7.4 La clase de funciones universales no tiene la propiedad
de la composicion.

Observacién 7.5 La clase de funciones semi-universales (incluso
consideradas entre drboles) no tiene la propiedad de la composicion.

Ahora veamos que ocurre si consideramos la propiedad factor de la com-
posicién en funciones universales y semi-universales. Para esto veamos la
definicién.

Definicién 7.6 Una clase M de funciones tiene la propiedad factor de la
composicion si para cualesquiera dos funciones fi : X - Y y fo: Y — Z
su composicidn fa o fi pertenece a 9, entonces f; estd en M.
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- Para funciones semi-universales tenemos que si f, : [0,27] —S! es definida
por fi1(z)=e“ y fp: ' —8! esla identidad, entoncesfzof; = f; : [0,27] — S?
es semi-universal por el Teorema 2.2, pero f; no es semi-universal por la
Proposicién 2.6. Con lo cual tenemos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 7.7 La clase de las funciones semi-universales ( incluso
consideradas entre continuos localmente conexos ) no tiene la propiedad

factor de la composicién.

Pero para funciones universales el resultado es diferente.

Proposicién 7.8 La clase MM de funciones 'unwe'rsy es . tzene la propzedad
factor de la composicidn. - ST o

Demostracién. Sean f : X — Y y‘
gof:X — Z esuniversal y sea h: Y .= Zun
Entonces, existe un punto z € X tal qu
9(f(=)) = h(F(z)),
es decir, existe un punto f(z) =y ‘G Y tal,que‘\-g(y)
tenemos que g es universal. ® SRR S




Capitulo 8
HIPERESPACIOS.

Nuevos ¢ interesantes resultados surgen cuando, dada una funcién f :
X — Y, consideramos las funciones inducidas por f en los hiperespacios de
X y Y. Pero antes de llegar a este punto, necesitaremos varias definiciones y
resultados preliminares. Asf que empezaremos con un subcapitulo dedicado
inicamente a la obtencién de estos resultados.

8.1. PRELIMINARES.

El propésito de esta seccién es llegar a la demostracién de los Teoremas
8.16 y 8.19 que serdn utilizados en la siguiente seccién. ademads de que
podremos familiarizarnos con el concepto de espacios de Peano, el cual
utilizaremos durante el resto de la tesis. El iltimo teorema de esta seccién
(Teorema 8.20) no serd demostrado debido a que para lograrlo serfa necesario
extendernos demasiado.

Definicién 8.1 Un espacio topoldgico (S, T) es llamado localmente conexo
en p (p € S) si toda vecindad de p contiene un abierto conexo.

Definicién 8.2 Un espacio métrico X es llamado un espacio de Peano
st para cada punto p € X y toda vecindad N de p, existe un subconjunto
abierto y conexo U de X talque pe U C N.

Definicién 8.3 Sean (S,T) un espacio topoldgico y p € S. Decimos que

(S.T) es conexo en pequerio en p, st toda vecindad de p conliene una
vecindad coneza de p ( esta vecindad no tiene porque ser abierta en S).

37
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Definicién 8.4 Sea X un espacio topoldgico. Una componente de X es un
subconjunto conero y marimal de X.

Definicién 8.5 Un espacio topoldgico (S,T) es llamado arco-conexo si
cualesquiera dos puntos p,q € S pueden ser unidos por un arco.

La siguiente Proposicién es conocida y su demostracién puede verse en
[7, 8.1, pag. 120).

Proposicién 8.6 Un espacio métrico es de Peano st y solo
cualquiera de las siguientes propiedades:

(i) X es localmente conezo en todo punto. :

(i) todas las componentes de los subconjuntos abiert
en X

(iit) X es conezo en pequetio en todo punto

Definicién 8.7 Sea (X, d) un espacio métrico. ‘Sg" di
no vacto de X tiene la propiedad S si para tod_d;e

Jinita de subconjuntos coneros A;,As, ..., A, ‘de

diamelro (A;) < € para todai=1,..,n.

Teorema 8.8 (7, 8.3, pag. 120) Si un espacio
propiedad S, entonces (X, d) es un espacio:

Demostracién. Por (iif) de la Proposxclén 8.6
X es conexo en pequefio en todo punto

Seape X yseae> 0. :

Entonces, como X tiene.la propledad S emsben un
conjuntos conexos Ay, ..., Ay tales que

X= U Ay, didmetro (A;) < £ paratodai=1,.

Sea G U{A;: p e cl(A)}.

Veamos que G es conexo.

Supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen:
I)GCNUM.

i) N, M son abiertos.

i) NN M = ¢.

iv) pe N.
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- ==~ ’Pero estas condiciones, aunadas a la forma en que fue construido G,
.+~ implican que p ¢ M, con lo cual tenemos que

GN'M=¢,ypor lo tanto G es conexo.
-~ “Ademés, por construccién, tenemos que

didmetro (G) < e.

- :Por otro lado, si suponemos que

pec(Xx-G),

existirfa una sucesién

(i c X —-Gtalque z, — p

'y como X — G = {A; : Ai ¢ G} es un conjunto finito,

entonces existirfa un conjunto A; y una subsucesién (z,,) de la- suc&x(m ’
- original tal que (z,,) C A, con lo cual tenemos que p € cl(4; ), es decir -
~A; € G, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

pé cl(X @), es decir,

G es una vecindad de p. :

Con lo cual hemos probado que X es conexo en pequeiio en p (ver
Definicién 8.3). Lo cual completa la prueba. =

Teorema 8.9 (7, 8.4, pag. 120) Un espacio métrico compacto no vacto
(X,d) es un espacio de Peano siy sélo si (X,d) tiene la propiedad S. En -
particular, un continuo (X, d) es un continuo de Peano si y sélo si para cada
€> 0, X es la union de una cantidad finita de subcontinuos cada uno de los
cuales liene didmelro < e.

Demostraciéon. Con respecto a la primera parte, tenemos que la primera
mitad es resultado del Teorema 8.8 y la otra mitad es simplemente usar la
Definicién 8.2 y la compacidad para cubrir 2 X con una cantidad finita de
subconjuntos abiertos y conexos de didmetro < ¢ para cualquier ¢ > 0 dada.

La segunda parte es inmediata si usamos la primer parte y el hecho de que
la cerradura de un conexo es conexo. Con lo cual la prueba queda completa.
[

Teorema 8.10 (7, 8.5, pag. 121) Sea (X, d) un espacio métrico, y sea
Y C X tal que Y tiene la propiedad S. Entonces, para todo Z tal que

Y <€ Z cc(Y), Z tiene la propiedad S y, por lo tanto, Z es un espacio de
Peano.

Demostracién. Sean € > 0y A;, ..., A, como en la Definicién 8.7 .
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Sea B; la cerradura de A; en Z para cada i.

La primera parte del Teorema se sngue fé.cxlmente del hecho de que cada
B; es conexo.

La segunda parte es inmediata de la pnmera par

y del Teorema 88 =

Definicién 8.11 Sea (X, d) un espacio métnco ] sea € 3o 0
UnaS(€) — cadena es una coleccién no “vacta,: ﬁmta e indexada £ ={L,,..., L,}
de subconjuntos de X que sausfacen las: szguzentes tres co'ndzczones
(1) LiN Liyy # 0 para toda i =1, ..
(2) L; es conezo para todai=1,.5n; = o
(3) didmetro (L;) < €- 2% para:toda i =1, .. . ‘ '
St L= {Ly,.. L,,} es una S(e)—-cadena, entonces todo L € L es llamado -+
un eslabon de L si z € L1y y € Ly, decimos que L es una S(e) - cadena L
dezx ay. Si AC X, entonces definimos S(A, €) como sigue: -~ " :
SA4,e)={yeX: e:mste una S(€) — cadena de algun punto. de A a y}

Proposicién 8.12 (7, 8. 7, pag. 122) Si un espacio métrico (X d) tzene ‘
la propiedad S, entonces, para cualguier subconjunto no vacfo A de X y pam
toda € > 0, S(A,€) tiene la propiedad S. : :

Demostracién. Fijemos § > 0.
Demostrmcmos que

S(A €)= U B;, para alguna n < 0o,

donde cada B; es conexo y de didmetro B; < 4 segiin la deﬁmcxén 8. 7
Para hacerlo, primero esco_]amos un entero posmvo Ic tal’ que .

oy 25 27 <4
i=k
Ahora, sea

K = {y € S(A,¢) : existe una S(e) = cadena con ‘a; lo més k eslabon% de
algiin punto de A a y}. - : S S
Como (X, d) tiene la propledad S, s
“existe una cubnerta finita de X .con conJuntos conexos cada uno de los cuales
“ tiene
dismetro < €- 2"" =1 por la Definicién 8.7.
“Sean E;..., B, los miembros de esta cubierta que intersectan a K (st
ninguno de ellos intersecta a I, entonces K = §, lo cual es una contradiccién).
Notemos que las siguientes afirmaciones son ciertas:
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k(2)KCUE.,

3) Ein K 76 @ para toda i;
(4) E; es conexo para toda ¢; ‘
(5) didmetro (E;) < e-27%"! para toda ¢ -
Ahora, probemos Lk
(6) E; C S(A,¢€) para toda i =1, i o
Para hacerlo, fijemos alguna ¢ = 1
Por (3), existe una S (e) = cadena. {Ll,‘
AaunpuntodeE;nK I

~Ll}:cbn t<kde \m punto de

E,. ; ' g
Con lo cual tenemos. que E = S(A e)
Para cada ¢, 1 <7 < n, sea P; la coleccxén de conjuntos M que satisfacen
) las siguientes condiciones: :
(7)Y M cC S(A,¢);
BYMNE; #0
(9) M es conexo;
(10) digmetro (M) < &.
Ahora, sea
B; = UP; para cada i = 1,...,n. . g
Observe que cualquier E; satxsface las condlcmnes (7M-(10).
De aquf tenemos
(11) BE; C B; paracadai=1,.
Ahora veamos que By, ... B t' ne las propxedad% mencionadas al inicio
de la prueba. :
Por (4), (8) y (9), cada B; &s conexo
De (1), (5), (8) y (10) tenemos’ que cada B, tiene didmetro < 4.
Por (7), B; C S(A, ¢) para cada i =1;.
Sélo falta por probar que L

S(A,€) C UB GO
Para probar (#), seay € S(4,¢).
Notemos que por (2) y (11), K C U B;.
Entonces, para probar (#), supongamos que y ¢ K.
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B Como y e S(A e), exxste una S(e)—cadena. L= {L;, Lm} deun punto
deAay. : el
Comoy¢Km>lc Sea

HUL

Clm'amente, por la deﬁmcxén ‘de K, L,cK.
" Entonces, por (2), Ly N'E; % @ para alguna i. s «
- Demostremos que H satisface (7)-(10) con lo cual tendremos que H C B; o
Por la definicién de S(A4,€) en 8.11, tenemos que
U L c S(4.¢).
LieL
- Entonces, claramente H satisface (7).
- Como Ly N E; # 0, H satisface (8).
Por (1) y (2) de la definicién 8.11, H satisface (9)
_Por la Deﬁmcxén 8.11,

dxametro (H) < Zdlametro (L)
N &
¥, como, por (3) 'de la definicién 8.11,
digmetro (H) < E €274,
Entonces, por (1), H satisface (10). : : SRR
Ahora, habiendo probado que H satisface (7) (10), tenemos que H C B T
Con lo cual, recordando que y € L, tenemos que Y.

Con lo cual hemos probado (#). Asf, conchum lap
cién 8.12. =

Lema 8.13 (7, 8.8, pag. 123) Sea (X,d) un. esp
subconjunto no vacto de X, y sea € > 0. Entonce
ciones son ciertas:
(1) didmetro [S(A, €)] < didmetro (A) + 2¢;
(2) Si A es conezo, entonces S(A,€) es conexo;’
(3) Si (X.d) tiene la propiedad S, entoncea S
abierto de X.

Demostracion. El inciso (1) se obtiene al usar el ’hecho de que, por (1)
y (3) de la Definicién 8.11, toda S(e) — cadena tiene didmetro < e.

El inciso (2) se sigue de que, por (1).y (2) de la Definicién 8. 11 toda
S(€) — cadena es conexa.

Para probar el inciso (3), sea y € S (A o).
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‘  Entorices por la Definicién 8.11, existe una S(e) - cadena ALy, n} de
: talgun punto de A a 3.
~Por el Teorema 8.8, existe un subconjunto ab)erto y conexo UdeX tal

,/ e U- y dismetro U)<e- 2""‘l

Cla.ramente,

‘{Ln Ly =U}

es una S(e) — cadena de un punto de A a algin punto deU..
Asf, U C 5(A, €). Con lo cual hemos probado (3). =

Teorema 8.14 (7, 8.9, pag. 124) Si un espacio métrico- (X,d) tiene la
propiedad S, entonces, para toda € > 0, X es la union de una cantidad finita
de conjuntos conexos cada uno de los cudles liene la propiedad S y didmetro
< e. Ademds, estos conjuntos pueden ser escogidos abiertos o cerrados en X.

Demostracién Por la Definicién 8.7,
X = U A;, para algin n. < oo,

donde cada A; es conexo y de dnimet.ro <
Por la Proposxcxén 8. 12 y el Lema 8 13 los conjuntos

S(Au 3)1 i=1,. : : &

son abiertos en X y satlsfacen las propledades deseadas.
Entonces, por la Deﬁmcxén 8.10, los conjuntos cerrados

cl(S(A, 3))1 i=1,. :

también sntxsfacen las propledades deseadas Esto completa la prueba del

Teorema 8.14. m

Definicién 8.15 Sex X un continuo, y sean A y B subconjuntos compactos
no vacios de X. Decimos que un subcontinuo C de X es irreducible de A
a B y lo denotarmos como C = irr(A,B) siCNA#0,CNB #£0,y
ningin subcontinuo propio de C intersecta al mismo tiempo a A y B. Si A o
B es un singulete, omitimos la notacién de conjunto; entonces, por ejemplo,
si A= {p} y C es como arriba, decimos que C es irreducible de A a By lo
denotamos como

C = irr (p, B).

Teorema 8.16 (7, 13.19, pag. 286) Sea Y un continuo de Peano, y sea B
un subcontinuo de Y. Entonces, existe una sucesion {B;}2, de subcontinuos
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fde Peano de Y tales que ﬂ B = iB Y, para cada z, el mtenor B° de B; en .

Y contze'ne a B

Demostracnén. Fljemos un ente posutwo i Deﬁmmos B; como 31gue

Por'la primera parte del Teorema 8. 9, Y txene la propiedad S.- :

Entonces, por el Teorema 8. 14 ten una cantldad finita de subcon_]un—
tos abiertos y conexos : :
Uiy oyUn de Y tales que para cada k = 1
Ug tnene la propxedad S, :
digmetro (Ux) < 1 ¥ ademds

n
UkﬂB#@,BC UUi-
i==1

Sea B; = UJ cl(Th).

Habiendokdelﬁnido de esta forma a B; para toda 1, tenemos que la sucesién
{B;}g, tiene las propiedades deseadas ( el hecho de que B; es un continuo de
Peano se obtiene al aplicarle el Teorema 8.10 a cada cl(Ux) y con esto llegar
a que son continuos de Peano). Con lo cual concluye la prueba. &

Lema 8.17 (7, Lema 8.15, pag. 127) Sean S, y Sz espacios topoldgicos,
y sea f una funcion continua y suprayectiva de Sy a S3'. Si C es una com-
ponente de Sz, entonces f~'(C) es la union de algunas componentes de Sy.

Demostracién. Resulta fécil de verificar que f~!(C) = U{K : K es una
componente de S; y K N f~}(C) # ¢}. Lo cual prueba ¢l Lema. =

La imagen de un continuo, bajo una funcién continua, puede no ser un
continuo. Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 8.18 (7, Proposicién 8.16, pag. 127) Si f es una funcidn
continua suprayecliva y cerrada de un espacio de Peano X a un espacio
métrico Y, entonces Y es un espacio de Peano.

Demostracién. Demostraremos que Y satisface i¢) de la Proposicién 8.6.

Sea C una componente de un abierto U de Y.

Entonces, por el Lema 8.17, C es la unién de algunas componentes de
fH ).

Entonces, como f~1(U) es abierto en X y X satisface ii) de la Proposicién
8.6 , tenemos que f!(C) es abierto en X.
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De aquf X= f"’(C) es cerrado en X.
. Entonces, como f es una funcién cerrada y ademds
“[X f7eN=y-c, ‘
—Cesceradoen?.
“Entonces, C es abiertoen Y. :
Con lo cual hemos probado que Y satisface i7) de la Proposxcxén 8 6, y-
por lo tanto Y es un espacio de Peano. ® o
El siguiente resultado puede ser mejorado, ya que la 1mphcac16n mversa" ‘

también es vilida. Pero \inicamente demostraremos la parte que nos seré ut‘.xl S

Teorema 8.19 Sea f : X — Y una funcion continua y suprayecti'ua. de un
continuo de Peano X a un continuoY , entonces Y también es de Peano.

Demostracién. Como X y Y son compactos y métricos tenemos que la
funcién f es cerrada y por la Proposicién 8.18 concluimos el resultado. m

Y por iltimo veamos el siguiente resultado cuya demostracién puede verse
en [7, 8.23, pag. 130].

Teorema 8.20 Todo continuo (no degenerado) de Peano es arco-conezo.

8.2, EXTENSORES Y RETRACTOS
ABSOLUTOS.

Ahora nos encaminaremos hacia resultados que nos mostrardn algunas de
las relaciones que existen entre las funciones universales (semi-universales)
y los extensores y retractos absolutos. Nuevamente requeriremos de varias
definiciones.

Definicién 8.21 Dado X un espacio topoldgico, sean:

(1) 2% = {A: A es un subcongunto cerrado y no vacto de X};

(2) C(X) = {A€2¥: A es conezo}.

Ahora, sea X un espacio métrico y compacto con métrica d. Ento'n.ces,
para cualesquiera A, B € 2%, definimos
Hy(A,B) = max {sup {d(a,B) :a € A}, sup{d(b,A): b € B}}.

Definida de esta forma, tenemos que Hy es una métrica.
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Los espacios 2~ y C(X) con la topologta obtenida de Hy son llamados
hiperespacios de X y Hd es llamada la métrica de Hausdorff inducida
por d.

Definicién 8.22 Sean X y Y espacios métricos y compactos, y sea
f: X =Y una funcidn.

Definimos 2/ : 2X — 2Y como
2/(A) = f(A), para toda A€ 2¥, y
C(f) =2/ lewy: C(X) — C(Y).

o y C(f) son llamadas las funciones inducidas por f en los
hiperespacios de X y Y.

Definicién 8.23 Sea X un espacio topoldgico. Una funcion contmua a0
X —+ X es llamada una retraccién siror = r, es decir, v es’ la; zde'n.t'l.- i

dad en su imagen. Un subconjunto A de X para el cual existe una retraccion
de X en A es llamado un retracto de X.

Definicién 8.24 Un retracto absoluto es un espacio métnco M.
siempre que es visto como un subconjunto cerrado M’ de un espa
Y, M’ es un relracto de Y.

Definicién 8.25 Un extensor absoluto es un espacio mét'nc : i
cualquier funcién continua definida de un subconjunto cerrado’ de un’ espaczo, S
mélrico Z a M puede ser ezlendida a una funcidn continua de Z a M

Un resultado que puede ser probado pero que no revisaremos en este
trabajo es el hecho de que ser un retracto absoluto es equivalente a ser un
extensor absoluto (ver [7, pag. 302]).

El siguiente Teorema no serd demostrado ya que necesitarfamos exten-
dernos demasiado para lograrlo, pero lo enunciaremos y utilizaremos en el
préximo Lema.

Teorema 8.26 (7, Teorema 5.2, pag. 72) Sea (X, d) un espacio métrico
compacto, y sean A,B subconjutos cerrados de X. Si ningin sunconjunto
conero de X intersecta a ambos A, B ( o de manera eguivalente, ninguna
componente de X lo hace), entonces X = X; U X, donde X, y X, son
subconjuntos cerrados ajenos de X tales que A C X, y B C Xs.
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v e En el capftulo 6 se demostré que el hecho de que una funcién f : X - Y
= sea universal, no garantiza que sus restricciones f |x,: Xo C X — Y también
‘1o sean. Sin embargo, si el codominio es un extensor absoluto se tiene el

- . -siguiente resultado.

Lema 8.27 (7, 13.50, pag. 302) Sea Q un espacio métrico compacto, sea
M un retracto absoluto, y sea f : Q — M una funcidén universal, Entonces,
hay una componente K de Q tal que

filwn K— M

es una funcidn universal.

Demostracién. Sea {I, : A € A} el conjunto formado por todas las
componentes K de Q. B T

Para cada A € A, sea
Fa= 1kt K,\—']W S SR

Supongamos que fj : K, — M no es’ umversal para ninguna A € A.

Entonces, para cada A € A, exlst:e un ‘funélén contmua
gx: Ky — M tal que e
Ia(z) # ga(z) para toda z € K,\

Como M es un extensor absoluto, cada funcién g» puede extenderse a una
funcién continua
gy :Q — M.

Para cada A € A, f(z) # g3(z) para toda z € K, y por lo tanto, para
toda z en alglin subconjunto abierto Wy de @ tal que Wy D K. Entonces,
para cada A € A, tenemos que K, y @ — W, son subconjuntos cerrados de

. @, tales que ninguna componente de @ intersecta a ambos al mismo tiempo.

Entonces por el Teorema 8.26 tenemos que
Q = U\ U Uj donde U, y U} son conjuntos cerrados y ajenos de (2, tales que
KycUyy
(Q W,\) c U4 Ae

De esta forma tenemos que:

(1) K c Uy c W,y por lo tanto
f(z) # g3(z) para toda = € UA S

Como () es compacto, existen una cantxdad finita de conjuntos Uy, deno-
tados como :
Usiiy Une@ys s U"(",)? :

Q=Ub
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sea',
i V1 UA(I) yVy=Usg — U Usg) para Cadaj =2

Ahora, notemos que Vi, ... V,. son a_]

L De esta forma, obtenemos una funcx
.9+ @ — M definida como
9(z) = gz siz e V. /
Pero, por (1), f(z) ;é g(z) para toda z
Con lo cual tenemos que, f : Q — M
una de las hipétesis del Lema.
Por lo tanto, fa : Ky — M debe de
Como se querfa probar. ®
Un resultado similar se obtiene cuando el codoxmmo de la funcién es
restringido a un retracto absoluto. : S

Contradictorio a

araalgimaAeA

Lema 8.28 (7, 13.51, pag. 303) Sean Xy Y espacios métricos compactos,
sea f : X — Y una funcion universal, y sea M C'Y un retracto absoluto.
Entonces, existe una componente K de f~)(M) tal que

fle: K —- M

es una funcidn universal y, por lo tanto, f(K) =

Demostracién. Sea @ = f~1(M) y sea fo = f |g: @ — M.

Veamos que fq : @ — M es universal.

Sea g : @ — M una funcién continua.

Como M es un extensor absoluto, g puede ser extendido a una funcién
continua g*: X — M.

Entonces como f : X — Y es universal,
f(p) = g*(p) para algin punto p € X.

Como g*(p) € M y f(p) = g*(p), tenemos que f(p) € M y, por lo tanto,
pe Q.

Entonces,
f(p) = folp) y g°(p) = 9(p)-

Y como f(p) = g*(p), entonces fo(p) = g(p).

Por lo tanto, hemos demostrado que fg : @ — M es universal.
. Entonces de acuerdo con el Lema 8.27, existe una componente K de @
tal que fg |k: K — M es universal.



'VCAPfTULO 8. HIPERESPACIOS., - 49

Y como K C @, entonces f |x: K — M es umversal Entonc&
f(K) = M. Lo cual completa la prueba. =
Antes de continuar, veamos que los enunciados’ de los Lemas 8. 27 y 8. 28
no son vilidos para funciones semi- umversales . e

Ejemplo 8.29 Eziste una funcion 3emz-'umversal f: X — Y de un espaczo '
mélrico y compacto X a un retracto absoluto Y, tal que f |x:' K. — Y no es:
semi-universal para ninguna componente de X.

Demostracién. Definamos los siguientes conjuntos

Bi={z € R?: o] = 1};

By={z € R?: ||z| = 1};

B?={z cR: |l < 1}.

Sean X = BjUB, yY = B? ysea f : X — Y la inclusién natural.

Entonces, no existe ningiin subcontinuo K de X tal que f(i) = f(X) y
por lo tanto, por el Lema 1.1 tenemos que f es semi-universal.

Sin embargo, las inicas dos componentes de X, By y Bz, no tienen la
propiedad del punto fijo, por lo tanto, por la Proposicién 2.6, no son semi-
universales. Como se deseaba. =

El siguiente Lema serd utilizado en la demostracién del proximo Teorema.

Lema 8.30 (7, 13.49, pag. 301) Si Y es un continuo de Peano, entonces
el conjunto T(Y') de todos los drboles en Y es denso en C(Y).

Demostracién. Sea H la métrica de Hausdorff para C(Y’) como se dio

en la Definicién 8.21.

Sea Be C(Y),yseae>0.

Entonces, por el Teorema 8.16, existe un subcont:muo de Peano P de Y
tal que H(B, P) < §.

Sea F = {pi1,...,pa}, n < 00 y pi # pj para i # j,

un subconjuto $-denso de P( es decir, FF C P y cada punto de P dista
a lo mas { de algin punto de F, lo cual es posible por ser P un continuo
métnco)

Sin =1, seaT = {p1} y observemos que H(B,T) < §.

Sin > 1, construimos T € T(Y) como sigue.

Por el Teorema 8.20, existe un arco A; en P de p; a ps.
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Si F ¢ ‘A, entonces, por el Teorema 8.20, existe u'n'a.rcoiAz en P

o :,iu'reduclble de algin punto de F — A; a A; (enel sentido de la Deﬁmclén

k :: B 3 15)

- 8 O Q A, U A,, entonces, por el Teorema 8 20, existe un arco Az en P
. f»lrreducxble de algiin punto de F — (A; U A4;) a A; U Ap.
“ .81 F ¢ A1 U Ay U A;, entonces continuamos con este proceso hasta que,

PR
después de un mimero finito de pasos, F C |J A; (k< n—1).
, i=1

Entbnces, sea
7= U A S
Cla.ramente, T es un 4drbol segin la Deﬁmcxén 1, 13.{
ComoFCTCPyFes—-densoenP H(PT)< 5
Entonces, como H(B,P) < §, tenemos que H(B,T) < e. Con lo cual
obtenemos el resultado deseado. m

Ahora valiéndonos de estos resultados, veremos una condicién bajo la cual
las funciones universales son débilmente confluentes.

Definicién 8.31 Una funcién f: X — Y entre espacios compactos de Haus-
dorff es llamada débilmente confluente cuando para cada subcontinuo Q
de Y hay un subcontinuo K de X tal que f(K) = Q

Teorema 8.32 (7, 13.52, pag. 303) Toda funcién universal de un espacio
métrico y compacto a un continuo de Peano es débilmente confluente.

Demostracién. Sean X un espacio métrico y compacto, Y un continuo
localmente conexo, y f : X — Y una funcién universal.

Sea T(Y) el conjunto de todos los drboles en Y.

Utilicemos el hecho de que cada T' € ¥(Y') es un retracto absoluto
(6, pag. 339).
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Por lo tanto, por el Lema 8.28, paracada T € ‘S(Y) existe un subcontinuo
Kr de X tal que f(IKy) =

En otras palabras,
FO)CX)] > ().

Con esto, y recordando que C(X) es compacto y f(C) es continua,
tenemos que f(C)[C(X)] = C(Y).

Y por lo tanto, f es débilmente confluente. Como se querfa demostrar. ®

Nuevamente nos preguntamos si la misma conclusién del Teorema 8.32 es
vélida si f es semi-universal ( en lugar de universal ). La respuesta es negativa,
esta condicién no implica que f sea débilmente confluente si se asume que
f es semi-universal. Mencionemos la funcién que va del conjunto de Cantor
en ¢l intervalo unitario f : X —Y = [0,1], la cual es semi-universal por el
Teorema 5.4, satisface las condiciones, y no es débilmente confluente. Note
que la funcién [ considerada en el Ejemplo 1.12 satisface las hipétesis del
Teorema 8.32, su espacio dominio es conexo, X = [0,1], y f es semi-universal
pero no es débilmente confluente.

8.3. FUNCIONES 2/ Y C(f).

Hasta este punto, los hiperespacios sé6lo han sido utilizados como instru-
mentos para obtener los resultados buscados. Ahora, los convertiremos en
el objetivo principal, al analizar condiciones necesarias o suficientes bajo las
cuales las siguientes afirmaciones se cumplan, considerandoa Xy Y
continuos;

(a) f: X — Y es universal

(b) 27 : 2X — 2Y es universal.

(©C(f): C(X) — C(Y) es universal.

Llamemos F;(X) el hiperespacio de singuletes y veamos los siguientes
Teoremas y Definiciones que nos serdn iitiles en las siguientes demostraciones.

Definicién 8.33 Definimos el conjunto clésico de Cantor como el
subespaczo C del intervalo (0, 1],

C= ﬂC.

con 01 (0,11 - (3,2) v, asumiendo que inductivamente hemos definido Ci,
Ci+1 Se define a partir de C; al dividir cada una de las componentes de C;
en tres partes iguales y borrar los intervalos abiertos de enmedio de cada
componente.
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7 “De esta forma tenemos que C es un conjunto cerrado y acotado en R, con
. lo cual C es compacto.

Un Teorema interesante relacionado con el conjunto de Cantor es el
siguiente cuya demostracién puede ser vista en [6, pag. 23].

A partir de este momento utilizaremos los conceptos de trivial shape y
CE — funcién ya que son necesarios para poder avanzar, sin embargo no

profundizaremos en el manejo de ninguno de ellos por tratarse de maherlal o

que va mds alld de los objetivos de este trabajo.

Teorema 8.34 (6, pag. 23) Todo espacio métrico compacto no vacto es la-
imagen continua del conjunto clasico de Cantor.

Definicién 8.35 Una funcidn es mondtona si la imagen inversa de todo
punto es un conjunto conexo.

Definicién 8.36 Una CE-funcion es una funcion tal que la imagen inversa
de todo punto tiene trivial shape. En donde trivial shape es deﬁm'da en [1].

Otro resultado que utilizaremos y cuya demostracxén puede ser. VJSta en
[1] es el siguiente. . i

Teorema 8.37 Toda CE — funcién es mondtona.

Empecemos demostrando que 2/ y C(f) son universales cuando f esuna. -

funcién suprayectiva y monétona de un continuo a un continuo de Peano. -
Para hacerlo, necesitaremos un par de lemas, el primero de los cuales fue
demostrado en [9]. ‘

Lema 8.38 (9, Lema 2.1, pag. 750) Para cualesquiera dos continuos' X -

y Yy una funcisn f : X — Y, los siguientes enunciados son equivalentes:
(8.88.1) f es una funcién mondtona de X a Y;
(8.58.2) & es una CE-funcion suprayectiva de 25 a 2Y;
(8.38.3) C(f) es una CE-funcion suprayectiva de C(X) a C(Y).

Lema 8.39 (9, Lema 2.2, pag. 7561) Sea f una funcién mondtona y supra-
yectiva de un continuo X a un continuo Y. Entonces hay continuos de Peano
XiyY,i=12,.., Junafuncuan Xi—Yitalque X; D Xivr y

Y: O Yis: para toda i, ﬂ Xi=X, ﬂ Y; =Y, Flx, es una funcién mondlona
y suprayecliva de X; a Y., para toda z, yFx ="/
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Demostracién. Para cada n = 1,2,..., sea I, = [0, 1] '
Sea Q = II°_ T, con la meétrica del producto cart lano d dada por.

d((ua )2 14(vn)o= 1) = 2 27 |up — vp|

=1
para toda (un)%= 1, (vn)n -1 €Q . - :

Consideremos que X'y Y estdn en Q de tal manera que para toda (2)2 1
€ XUY, z, =0 para toda n = 24,6,....[6, pag. 23]. " .

Sean ahora u = (u,)- 1, v = ('u,,)“= 1 enXUY,yJ =1,2,3,..., definimos
(u,v;7) como sigue :

Sin # v, ‘entonces (u,v;5) es el arco en Q de u a v definido como
('"':'”1-7) ={(an)2%~ 1. € Q : para alguna t € [0,1];

Qe = (1— t)un + tv, para toda n # 25 y Qj = t tz}
yrsiu = v, entonces

- luu = {u). T

el Llamemos 'C al conjunto cldsico de Canbor en el mtervalo [0 1} de acuerdo

S con la Deﬁmcxén 8.33, :

Ly sea: (aj,b ), i =12,., una enumerpc
'Vde[Ol] PRE

. Seag u.ua funcxén supra ectx

uno a-uno de las componentes

xistecia queda garantizada

Ahora definiremos F : X; —Y7y. -
Para cada j = 1,2,..., definimos una funcién F; en <g(a.j),g( bj),]> como



CAPITULO 8. HIPERESPACIOS. s

sigue: :
Si f(9(a;)) # f(9(b;)), entonces F; es un homeomorfismo suprayect.wo del

arco <g(ad)’g(b )’-7> al arco <f(g(a'j))5f(g{bj))1.7> tal que F; coincide conf ennvv : T

los dos puntos gfa;) y g(b;).
Si f(g(a;)) = f(9(b;)), entonces F; es una funcién que mande el arco

<g(aj),g(b ),_7> al conjunto formado por el punto <f(g(a )):f(a(b; )),_7>

Ahora definimos F : X; —Y; como

F(p) = flp),sip € X
PPZ Bsehsip € {ola)a(s)i)

Notemos que los arcos unidos a X para obtener X; sélo intersectan a X
en sus puntos finales y son mutuamente ajenos excepto posiblemente en los
puntos finales. Lo mismo ocurre con los arcos agregados a Y para obtener
Y. Usando estas observaciones obtenemos que F es una funcién.

Ahora, probaremos que F es continua.

Sea U un subcon_]unto abierto de Y3, entonces

=(UnY) U(U N ((f(g9(a:)), fg(B:))id) — {f(g(as)), fg(bi))}),

es decir, puede verse como la unién ajena de con_]u.ntos abxertos :
Como las funciones f y F; son contmuas .para toda tenemos que
fUNY)y
F (U A (F(9(@), £la(0);d
son abiertos para toda i
Por lo tanto:

= (U) = f”l(UﬂY)UF “(Uﬂ((f(g(as)), Fglbs D)= {f(g(m)) Flg®ND)

es un conjunbo ablerto de X1
Por lo tanto F es contmua
“También tenemos que g puede ser extendida a una funcién G suprayectiva
V'del [0, 1] a X; tal que para toda ¢ > 1, G manda , de manera suprayectiva,

| ffal o] - U (aj,b;) en X.

De aquf por el Teorema 8.19, cada X; es un continuo de Peano.

Entonces, como F(X;) = Y;, cada Y; es un continuo de Peano.

La monotonfa de Fl|x, para cada 7 se sigue de la monotonfa de f y de
las observaciones hechas acerca de los arcos afiadidos a Y (notemos que dos
arcos diferentes en X; van a arcos diferentes en Y; bajo F|x,).
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Las otras propiedades mencionadas en el Lema se satisfacen por construc-
cién. m

Y un resultados m4ds que no serd probado pero cuya demostracién puede
ser consultada en [1, pag. 136] es el siguiente.

Teorema 8.40 Sean X y Y espacios métricos, compactos, retractos
absolutos. Si f : X — Y es una CE-funcidn suprayectiva de X en Y, entonces
[ es universal.

Y con esto podemos probar el siguiente Teorema.

Teorema 8.41 (9, Teorema 2.3, pag. 752) Si f es una funcién mond-
tona y suprayectiva de un continuo X a un continuo de Peano Y, entonces
2025 5 2Y 3y C(f) : C(X) — C(Y) son universales.

Demostracién. Probaremos el Teorema para C(f) la prueba para 2/ es
similar.

Sea g una funcién de C(X) en C(Y).

Sean X;, Y; y F como en el Lema anterior.

Entonces, como X; es localmente conexo, su hiperespacio C(X,) resulta
retracto absoluto, y por lo tanto, g puede extenderse a una funcién
G:C(X,) — CY).

Fijemos 1.

. Por el Lema 8.39, X; y Y; son continuos de Peano y F|x, = F; es una
funcién monétona y suprayectiva de X; en Y;. Entonces, C(X;) y C(Y;) son
retractos absolutos y, por el Lema 8.38, C(F;) es una CE-funcidén suprayectiva
de C(X;) a C(Y;). Entonces, por el Teorema 8.40, C(F,) es universal.

Por tanto, como G|¢(x,) manda C(X;) a C(Y;), existe A; € C(X;) tal que
C(Fy)(A:) = G(Ay).

Observe que como X; C X;, A; € C(Xy) y C(F)(A:) = G(A)).

Hemos demostrado que tal A; existe para todo i = 1,2,....

Abora, como C(X;) es compacto, la sucesién {A;}$%. , tiene una
subsucesién convergente {A;)}- ;.

Sea A = klx’_r’nw A,-(k).

Entonces, como C(F)(Ayx)) = G(Ayy) para cada k, se sigue de la
continuidad de C(F) y de G que C(F')(A4) = G(A).

(=2

Como A;p) € C(Xiny) para cada k y como () Xy = X (por el Lema
k=1
8.39), tenemos que A € C(X).
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De aquf, G(A4) = g(A) y, como F|x = f (por el Lema 8.39),

C(F)(A) = C(f)a)-
Por lo tanto, C(f)(A) = g(A) y asf tenemos que C(f) es universal. ®
Y como corolario tenemos el siguiente enunciado.

Corolario 8.42 (9, Corolario 2.4, pag. 7562) Si [ es una funcion mond-
tona y suprayectiva de un continuo X a un continuo de Peano Y y g es
cualquier funcidn de X a Y, hay un subcontinuo A de X tal que f(A) = g(A).

E] Teorema 8.41 puede ser utilizado como argumento para mostrar que ni
(b) ni (c) (o ambos) implican (a). De hecho, si f es la funcién identidad en el
cfrculo unitario, entonces las dos funciones inducidas son universales por el
Teorema 8.41, mientras que f no lo es por la Proposicién 2.6. Un Ejemplo es
construido en [9, Ejemplo 12} demostrando que (a) no implica ni (b) ni (c).

El trabajo que realizaremos a continuacién y las definiciones que vamos a
ver, van encaminados a demostrar algunos resultados que utilizaremos en las
demostraciones de los Teoremas 8.51 y 8.53 que serdn lo ltimo que se harg
en esta tesis. Primero nos encaminaremos en la busqueda de alguna relacién
entre f, 2/ y C(f) cuando al menos una de cllas es abierta.

Definicién 8.43 lim inf A, = {z €X: para toda vecindad U de x ocurre
que U N A; # ¢ para toda i excepto quizd
para un nimero finito}.

lim sup A; = {r € X: para toda vecindad U de z ocurre que UN A; # ¢
para una infinided de i}.

Teorema 8.44 (4 , Lema 4.1) Sea f: X — Y continua.

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(8.44.1) [ es abierta;

(8.44.2) Pama toda sucesion (y,)P-, en Y tal que "lingo Yn = Y entonces
limsup f(y) = [ (y);

(8.44.3) Para toda sucesion (yn )7’ ; en Y tal que Mm yo =y, (I (y2))7-

converge a [~ (y).

Demostracién. Es obvio que (8.44.3) implica (8.44.2).
Ast que empezaremos demostrando que (8.44.1) implica (8.44.3).
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o Suponemos f abierta y sea {y,}. , una suce316n en Y tal que
lim Yo =0

. Primero veremos que Ymsup f“(yn) < f“l(y)
‘Sea'z € lim sup (f~(ya)):
Entonces existe una sicesién (m.), e N tal que :z:. Ty Ty = I Yun,)-
Como f es continua, entonces - :
=) ~I(e) o dei, . —1(s) y por o tanto f(w) =y
Entonces z € f~! i
- Falta probar quef 1(y) C hmmf i l(y,,) '
Sea.z € f~}(y) y U una vecindad abierta de z e X
' 'Como f(U) es vecindad de g, hay un ng tal que
Yn € f(U)y 7 (yn) N U # ¢ para todan 2 ng. -,
. Entonces z € hm inf f~Yy,) y de aquf =
S~ (y) € Um inf £~ (yn).
Ahora veremos que (8.44.2) implica (8.44. 1)
Sea U C X abierto. Sea (¥,)%-, una sucesién en Y tal que ﬂlinolo Yn =1,

y ademtis y, € (F(U))".

Basta probar que y € (f( U) )e.

Supongamos que y € f(U).

Entonces existe un punto z € U C X tal que f(x) =y
pero por hip6tesis lim sup f~!(y,) = f~!(y) entonces = € lim sup f~}(y,).

Por lo tanto existe una subsucesién (y,, )., de la sucesién original
(9a)= 1 y elementos de (f~'(yn, )~ ) tales que convergen a .

Entonces f~}(yn,) N U # ¢ para una infinidad de elementos, con lo cual
contradecimos el hecho de que y,, € (f(U))".

Por lo tanto y € (f(U))°, es decir ,(f{U) ) es cerrado o bien f(U) es abierto.

Definicién 8.45 Para toda coleccién de abiertos Uy,...,U, en X sea
(Ul,...,U,,)={Ae.'2“ ACUUJAﬁU,;équamtodaz—I }

i=1
Teorema 8.46 (4, Teorema 4.3, pag 243) Sea. f: X =Y continua.
Consideremos los siguientes enunciados:
(8.46.1) f es abierta.;
(8.46.2) C(f) es abierta;
(8.46.3) ¥ es abierta.
Entonces (8.46.1) es equivalente a (8.46.3) y (8.46.2) implica (8.46.1).
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Demostraclé - Primer veremos‘ que (8 46 1) 1mp11ca (8 46 3)

X tales que :

Ae (U], U r) o
Como A es compacto hay abiertos V1

cl(V;) c U; para toda % = 1,. ,ryAe (V
Como f es abierta, entonces -

(V1) f(V,)) es una vecindad abxerta de f(A)
Entonces hay una n tal que .

Bu € {f(V1)r-f(V,)) paran 2 no.

Sea A, = J- l(13,,)r1(U c(Vi)) # ¢

Entonces A, € (2/)~ l(B,,) N [(Uy, .., ,.)]

Con lo cual A € lim inf (2/)~}(B,).

Entonces por el Teorema anterior 2/ es ablerta.

Ahora veremos que (8.46.3) implica (8.46.1).

Sean 2/ abierta, U/ un abiertode Xy z U, 7. = '

Como (U) es abierto y vecindad de {z} e 2%, 2/({ U)) = (f(U)) es
vecindad abierta de {f(z)} € 2Y.

Entonces f(U) es vecindad de f(z).

Como z es arbitrario en U, f(U) es abierto en Y.

La demostracién de (8.46.2) implica (8.46.1) es idéntica. Con lo cual con- .. ..

cluye la prueba. m .
Para demostrar el Teorema 8.51 que relaciona la monotonfa de f con el

hecho de que C(f) sea abierta, necesitaremos la siguiente definicién y los dos -

resultados posteriores en los que la mencionaremos.

Definicién 8.47 Sean S; y S» espacios topoldgicos. Una funcion f : §; — S,
es llamada confluente si para cualquier subcontinuo B de Sy y para cualquier
componente A de f~1(B), se tiene que f(A) =

Lema 8.48 (7, Lema 13,13, pag. 284) Sean S, y S, espacios topoldgicos,
y sea f una funcion abierte y suprayectiva de Sy en S. Si Z C Ss, entonces
flrmway: f7H(2)— 2
es una funcion abierta.
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Demostracién. Sea g = f |;-1(z), y sea W una abierto de f~1(2).
Entonces, hay un abierto U de S; tal que
unf(2)=w.
Entonces, como f es una funcién abierta, g(W) es abierto en Z. Con lo
cual se concluye la prueba. ®

Teorema 8.49 (7, Teorema 13.14, pag. 284) Toda funcidn abierta y
suprayectiva entre espacios métricos compactos es confluente.

Demostracién. Sea f : X — Y una funcién continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos X y Y.

Supongamos que f no es confluente.

Entonces, existe un subcontinuo B de Y y una componente A de f~(B)
tal que
f(A) # B ( por la Definicién 8.47 ).

Entonces, como f(A) C B, existe un punto p € B tal que
AN fHp)= ¢

Entonces, como A es una componente de f~!(B), tenemos por el Teorema
8.26 que:

f(B)=GUH,
G#oy H+#o,
GNH =g,

y ambos son abiertos en X.

Con AC Gy f~Yp) Cc H.

Notemos que:
F(G) es cerrado en B [ ya que G, al ser cerrado en f~(B), es compacto],
f(G) es abierto en B | por el Lema 8.48 y por ser G es abierto en f~!(B)],
@A) #[G#y
f(G)#B[p¢aql].

Estos hechos contradicen la conexidad de B. Con lo cual queda
demostrado el resultado. =

Por 1iltimo necesitaremos definir qué entenderemos por un arco ordenado
en los hiperespacios.

Definicién 8.60 Un arco a en 2¥ o0 en C(X) es llamado un arco ordenado
si para todo ay,az € o tenemos quea; C az 0 az Ca;.

ESTA TES
DE LA BIBLIC
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Teorema 8.51 (4, Teorema 1, pag. 3729) "Sea X un continuo localmente .
. conero, y una funcion f : X — Y tal que la funcidn inducida

B C(f) C(X) = C(Y) es abierta. Entonces f es mondto?m

Demostracldn Supongamos que f no es monétona
Sean p y ¢ dos puntos en X tales que f(p) = 'f(q)" ,
componentes distintes de bt ¢ (p)) ‘ :

para todo L C Y ( L continuo) tal que
f(p) e Ly H(L,{f(p)}) <e :
las componentes de f~1(L) que contlenen_
Por conexidad local de Y existe t
J(p) € int(V) y :
H\V,{f(p)}) <e¢,
es decir, VC By(f(p),e) i SR
Sean U, y U, las componentes de f ‘I(V) que cont;lenen ap y q .
Como en contmuos localmente conexos las componentes de’ abxertos son
abiertas concluimos que : : :
p €int(U,) vy qe int(U,). :
Sea § > 0 tal que Bx(p,6) C U, ¥ B,\(q,é) C U., .
Sea B un arco ordenado en C(Y) de {f(p)} a Y a través de L
Definamos A como un subconjunto de B, compuesto ‘por; todoa los ele—
mentos ¢ € B tales que la componente de f~ 1(L) que cont.lene a p es dlstmta
de la componente de f~!(L) que conticne a q.
Observe que VeE A yquesi L, L’ € B, LGAyL’CLentonccsL’ €A
Entonces A es subconjunto conexo de B y contiene a {f(p)} ya V.
Consideremos (L,)52, una sucesién en B — A, tal que hm L,=L.

Llamemos Q,, a la componente de f~1(L,,) que cont.xene a p Yy q.
Como C(X) es compacto, existe una subsucesién (Qq, )n,.en tal que
hm Qn, = Q para algin Q € C(X).

Como C(/f) es abierta entonces por el Teorema 8.46 f es abierta y por lo -
tanto, por el Teorema 8.49, f(Q,,) = Ly,. Y como el lfmite de conexos es
conexo, entonces f~!(L) contiene a p 4 ¢ en la misma componente, .

Por lo tanto L € B — A con lo cual tenemos que B — A es cerrado y por

. consecuencia A es abierto de B.

Sea S = sup A = inf (B—A).

Entonces S € cl(A)—A.
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Sea P la componente de f l(S) que contxene a ambos p y q.

Coﬁlo p,q € P y.H(P, K) < 6 entonces K N U,,iaé ¢
Entonces U, UK U U, esun contmuo que contxene

lo cual se ternuna la prueba ]
Y como consecuencia tenemos el sxgmente res tad

Teorema 8.52 (2) Si f: X—Y es una funcwn deﬁ.mda en un; co'n.tmuo
localmente conexo X tal que la funcién inducida C'( f) C(X ) ——>C( Y) es
abierta, entonces

(8.52.1) f es abierta y mondtona;

(8.52.2) & es abierta, mondtona y umve'rsal

(8.52.3) C(f) es mondtona y universal.

Demostracién. Si X es localmente conexo ¥y C( f bierta, éhtonces f
es mon6tona por el Teorema 8.51.

La monotonfa de f es equivalente a que las dos funcnones mducxdas sean
mondétonas, por el Lema 8.38. Mds aun, si C(f ) es ablerta entonces fy?
son abiertas.

Finalmente, la monotonfa de f 1mphca que el espacio Y. es localmente
conexo, de esta forma, la universalidad de las dos funciones inducidas es
consecuencia del Teorema 8.41. Con lo cual la prueba queda completa. ®

Como resultado final veremos otra aplicacién comiin de los Teoremas 8.51
y 8.41.

Teorema 8.53 (2) Sean X y Y continuos, y sea. f: X — Y la funcién
composicion f = fro fi de funciones f; : X — Z gy f2 :Z — Y para un
continuo Z localmente conexo tal que f es monétona, y la funcion inducida
C(fe) : C(Z) — C(Y) es abierta, Entonces: .

(8.53.1) f es mondtona; ,

(8.55.2) & es mondtona y universal;

8.53.8) C(f) es mondtona y universal. -
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Demostracién. Como Z es localmente conexo y C(f2) es abierta, pode-
mos utilizar ¢l Teorema 8.51 y tenemos que f, es monétona, de aquf se
sigue que f es monétona por ser la composicién de dos funciones monétonas,
Que f sea monétona es equivalente a que las dos funciones inducidas sean
monétonas, por el Lema 8.38. Como Y es localmente conexo, el resto de la -~
conclucién es consecuencia del Teorema 8.41. m
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