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Lista de Notacién

El orden de la lista corresponde al orden en el que aparccen en el trabajo.
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Espacio de p-forma diferenciables sobre Af.
Numeros Reales.

Foliacién.

Espacio Eclideano de dimension 7.
Scmi-espacio inferior de R":

R" o H". ) .

Foliacion: transversna N

Clﬂh:(: déldiférchcinhilqud de orden 7. '

Espacio tangente a’la variedad Nen el punto x € iV,

.Conjunto vacio.

Frontera del conjunto 3.

Carta foliada,

Vecindades rectangulares en KY y K*~9 respectivamente.
Frontera tangencial de la vecindad coordenada U.
Frontera transversa de Ia vecindad coordenacda.

Atlas de cartas folindas sobre una variedad.

Variedad Foliada compacta de dimensién n de geado

de diferenciabilidad C10+ |

Placa de carta foliada, donde y € 3g,.
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;. (A1)

An(ANT)

U = (Ui Go}acu
12 ,

I = {Yas}a.seu
Cr.k

T(AT)
T(F)
GUR, k)

Cro+

ek =|| Il

'I‘ransycrsa) de una carta foliada, donde x € B3, en esta
carta foliada. A veces denotaremos por S, 4 una trans-
versal genérica de la carta foliada con indice a.
Frontera tangencial de la variedad AJ.

Frontera t.r‘nnsvcrsa de la variedad Af.

Atlas de cartas coherenteniente foliadas de clase de
diferenciabilidad C* sobre una variedad foliada.
Cerradura topolégica del conjunto U.

Cociclo de holonomia del atlas foliado regular L

Clasc de diferenciabilidad de atlas foliado con

r > k = 0, donde las componentes de las cartas de

este atlas son de clase de diferenciabilidad C*,

pero en la direccién tangencial son de clase de
diferenciabilidad CT.

Haz tangente a la variedad Af.

Haz tangente a la foliacién §.

Grupo general lineal de matrices cuadradas de

tamafio £ x & con cocficientes reales.

Clase de diferenciabilidad de nna variedad foliada

(A, §) donde cada hoja es una sub-variedad inmersa
de clase C! y la inclusion natural del haz tangente a

1a foliacién T(F) cn el haz tangente de la variedad
T(Af) se eneaja como un sub-haz continuo de A-planos
cn T(AL).

Coujunto de p-formas diferenciables sobre una variedad
con topologia 7.

Conjunto de p-formas diferenciables sobre una variedad
con topologin 7x:. T

Norma que estid definida sobre Ias p-forinas

diferenciables sobre una variedad relativa a una cubierta.
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Topologia del espacio de p-formas diferenciables sobre una

i
variedad determinada por la norma €k, . .

T Topologia generada por la unién de las topologias 7, con & = 0.

d: Dp = Dp,yy Diferencial exterior. : :

sup supremo de un conjunto. ;

71?—".‘ Vector canénico del espacio tangente n un x;uﬁto
en una variedad con respecto a un sistéxmi coordenado
en la componente ;. E E

C>=(AS) Espacio de funciones diferenciables sobre una variedad
diferenciable AL,

D, El espacio vectorial topolégico de corrientes de grado p
o también llamadas p-corrientes sobre una variedad.

" Este es ¢l dual fuerte de D, y consiste de las funcionales

lineales continuas sobre D). ‘

v Decnota un p-vector.

Oy Corriente de Dirac. Cuando v, es un p-vector tangeite a una hoja
de una foliacién la llamaremos corrientes foliadas de Dirac.

o Campo continuo de p-~vectores a la variedad.

Medidas de Borel Regulares.

H 2y ¥
Corriente determinada por la medida sz sobre una variedad.

Pu
Paw Corricente asociada a un campo continuo e de
p-vectores y una medida » invariante por holonomia.
Ve Base de vecindades del cero en el espacio de p-corrientes D).
T Topologia del espacio de p-corrientes Dy,
L Transformacién adjunta de la aplicacién lineal L.
a Operador adjunto de la.diferencial exterior d.
Este es ademais el operador frontera para la Homologia de De Rham.
zZ, Sub-espacio lineal de p-corrientes cerradas o
p-ciclos en D),
3, Subespacio lineal de p-corrientes exactas o

p-fronteras en D).
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HPR(AT)

HP(ALR)

Hy(MR)"

C(HP(MR)Y

Cp(AL;R)
0,

AP(TLAT)
Cy

{Aa}aeu

Z5, = Z,NC5
By, = B, NCx.

<5

i

7

O,
Dp(V) < D,

Dp(vy ..

Espa
:"COiIO convcxo con b.\sc compacta generado por la cerradura

B l'ront.cras folmdns
rBasc compncm d(_ Cx determinada por una forma transversa

| p-ésimo gru1)o de Homologia de De Rham de la variedad Af.

p-6simo grupo de cohomologia de De Rham de la variedad Af.

‘ p<ésimo grupo de Homologia Singular de la variedad Af.
~Espacio dual del p-ésimo grupo de cohﬁmologl’a de
‘De _Rham de Af, que es por definicién: Hom(HP(A; R); R).
" Por ‘cl Teorema de De Rham cste espacio dual se identifica

canémc'\mcntc con el p-ésimo grupo de homologia singular,

H,(M,R). ,
E§p3610 vcctorial de p—cadcxms singulares

',~sobre 1a \nnc(lml N

Operndor froutcrn dc Ia homologﬁt singular.
xo vcct.orml de p—vcctorcs tangentes a la variedad Af.

loglcn dc las corrlcm(-s foliacdas de Dirac, sus elementos son
las corncntcs foliadas dec:la variedad.
Particién de Ia unidad subordinada a unn cubierta L.

Cicibs foliados.

ala folmcnon, ver nota 2.2.5. L'1 nocién de formﬂ transversa
a la foliacién, se encuentra desarrollada en c] Lema 2.2.1

¥ es.la definicién 2.2.2.

El cono dual de Cz en HP(A; R).

p-vector asaciado eandnicamente a

la carta coordenada (Ua, Tay¥a)-

- El subespacio de formas diferenciables

con soporte compacto en V.,
El espacio dual de funcionales lincales continuas sobre Dj(17).



Introduccion

Del estudio de flujos sobre variedades al igual que del estudio de representacio-

nes de difeomorfismos de una variedad diferenciable, se llega de una manera

natural a la nocién de foliacién o variedad foliada. Dentro de la teoria de

variedades foliadas existe lo que comunmente se llama el pseudo-grupo de ho-

l ie de la foliacidn, que es un objeto intrinseco a la foliacién » que permite
q )

estudiar de una mancra cualitativa la dindmica de las hojas de una foliacidn.
Este s uno de los conceptos mas importantes dentro de la teoria de variedades
foliadas ya que nos permite pasar de la teoria de variedades a diversas arcas

de la matemaitica, como son el dlgebra, el anilisis, los sistemas dindmicos y la

geometria,

En Ia tcoria de grupos de difeomorfismos a un pardmetro, donde se consi-
dera una accién diferenciable del grupo de los nimeros reales (R) sobre una
variedad diferenciable, existe ol problema de determinar si existe una medida
definida sobre 1a variedad, tal que sea invariante bajo la accién diferenciable
de R. En general, cuando se asocia de alguna manera un conjunto de funcio-
nes que satisfagan ciertas condiciones sobre un objeto geomnétrico con ciertas
propiedades, una de las preguntas més comunes cs la de conocer el comporta-
miento o dindmica de dichas funciones sobre ¢l objeto geométrico. Una de las

teorias que surgieron de esta manera es, por cjemplo, la teoria eryddica, que

X
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trata de encontrar medidas en ¢l objeto que scan invariantes bajo el conjunto
de funciones. Ya que cn el cstﬁdio de‘gruvpos de transformaciones, los pseudo-
grupos aparccen de manera natvm"al’nl considerar difcomorfismos locales entre
dos variedades, es natural prcgurittarsc si. existirin medidas definidas en una

variedad foliada que sean invariantes bajo el psecudo-grupo de holonomia de

una foliacién.

PPor otro lado, al trabajar con variedades; uno se encucntra- que existen

logia y Coli logia sobre ellas, siendo algunas de las més

g

teorias de H
cstudiadas las tecorias de Homologia Singular y la Cohomologia de De Rham
para el caso de una variedad diferenciable. Existe un conocido teorema llama-
do el teorema de De RRham que afirma que el dual algebrdico de la hornologia
singular cs isomorfo a la cohomologia de De Rham. A los grupos de colio-
mologia de De Rham se les puede dar una estructura de espacios vectoriales
topolégicos localmente convexos y de Hausdorff, y uno puede de esta mancra
considerar el dual topoldgico de estos grupos, lo que da lugar a una teoria de

Homologia de De Rham y a sus elementos sc les conoce como corrientes.

En el afio de 1972 J. F. Plante escribe su articulo “Foliations with Mesure
preserving Holonomy”; [P1a75), define 1a nocién de medidas invariantes por ho-
lonomia, y da condiciones sobre su existencia. Mas tarde, en 1975 D. Sullivan
y D. Rueclle, ¢n su articulo “Currents, Flows, and Diffeornorphisms”,[RS75]
introducen el concepto de corriente geométrica sobre una variedad diferencia-
ble. Dennis Sullivan tiene un teorema, el cual indica si es posible encontrar
medidas en una variedad folinda que sean invariantes bajo el pscudogrupo de
holonomia de la foliacién en terminos de corrientes. Este resultado se encuen-
tra intimamente relacionado con 1a existencia de ciertos tipos de clementos en

los grupos de homologia y cohomologia de De Rham de la variedad.
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Los ejemplos mas comiines para tener una folinéién estin dados por submersio-
nes que localimente son prdycccioﬁcs. Como se verd inids adcelante la estrdc_thra
local de una folincién sc expresa en términos de submersiones.. Los (:spaéios
fibrados dan lugar de manera natural a foliaciones y cn este caso el teorehiﬁ
de Sullivan tiene una interpretacién bastante sencilla: S )
Las medidas invariantes por holoniomia en una variedad foliada que és una

Sfibracion, estan en correspondencia biyecctiva con las medidas sobre'el espacio
1 e : -

base invariantes por el 1 logrupo de }
Esta interpretacién se basa en un tema ya conocido de la tecoria de haces fi-
brados llamada fntegracion Fibrada (Apéndice A).

En general la estructura de una variedad foliada es mais complicada que en el
caso de tener un fibrado. El espacio transverso en cl caso de una fibracién se
puede considerar como el espacio base, cosa que en una foliacién en general
éste espacio trausverso s bastante mads complicado. El objetivo de este tra-
bajo es dar una de las demostraciones de este resultado de Sullivan. Dode se

mostrari como se resuelve ¢l problema de que una foliacién en general no es

un fibrado localmente trivial.

Aunque tiempo después se mostré que cstas medidas casi nunca existen, el
resultado y la forma en la que se demuestra sigue siendo de gran belleza, ya
que muestran claramente como el mundo de la mnatemdtica es uno solo.El pre-
sente trabajo esta basado principalmente en [CCO00). Las tcorias desarrolladas
por L. Schwartz en [Sch50] y por G. De Rham [Rha84] son de gran ayuda para
¢l entendimiento de la teoria general aqui desarrollada, sin embargo por lo
extenso de sus trabajos no se incluyeronn estas teorias, si no que simplemente

nos referiremos a ellas para detalles técnicos.

La teoria de variedades con estructura foliada ha sido de gran interés y de-
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snrrolladn mnplmmcntc en Ins ultlmas decadns. Uno de los prmmpnlcs puntos

dc partldn dc este trabruo, asumc un poco del conoc:mlcnto de csta teoria,

sin emburgo cn el; capn.ulo 1, dexsarrollaremos cl lenguaje bisico de la teoria

de vm'ledndes fohadns y exphcarcnloﬁ ‘de una manera intuitiva lo que enten-

dcrcmoq por ]n holo lomfn. de mm folmcnén, nuestra referencia bisica es [CCO00].

El c.\pltulo 2 consm dc dos secciones. En. la primera seccion se desarro-
llard panc de Iu teoria 5cncrnl de corrientes en variedades ¥ variedades foliadas.
Para esto dotnrcmos al espacio de p-formas diferenciables sobre una variedad
A de dnnensmﬁ n parn 0 < p < n, de una topologia que le dard una estruc-
tura de espacio vectorial topolégico localmente convexo y Hausdorfl. Estas
corrientes se definen como funcionales lineales continuas sobre los espacios de
formas diferenciables; cs decir son elementos del Dual Topoldgico del espacio
de formas. Utilizando la teoria de andlisis funcional podremos posteriormen-
te, definir la homologia de De Rham. Haciendo énfasis principalmente en las
Corrientes de Dirac y las Corrientes de Integracion, definiremos lo que enten-
deremos por una AMedida Invariante por Holonomia en una variedad foliada.
Dotarcmos al espacio de corrientes de una topologia el cual lo identificarda como
el . Dual Fuerte del espacio de formas diferenciables. Posteriormente veremos
como los tecoremas de representacion de Riez, el teoremna de Stokes y el teorerna
de De Rham nos dan informacién de la homologia de De Rham.

En- la segunda seccion se definirdn las corrientes foliadas de Dirac que son
los elementos bilsicos para nucstra teoria de corrientes foliadas, pues éstas se
definen por medio de Ia cerradura de las combinaciones linceales finitas con
cocficientes positivos de las corrientes folindas de Dirac. Introduciremos des-
pues la nocién de una formna transversae a la foliacion, que es una funcional
lineal continua sobre el espacio de corrientes folindas. Haciendo uso de Ia

teoria de homologin de De Rham, introduciremos lo que se entenderd por un



iNDICE GENERAL X1

Flnulmentc, por mcdlo del teorcma dc

ciclo foliado y una frontcm fahada
Hann- Banach, se mo%rm‘an algmms delas consccucncms’dc ln cxxstcnc:a de
o3 cu:los foliados y fronteras

una forma transwcrsa a la fohacnon con respccto

foliadas.

En el capitulo 3 se demostrara ol resultado ﬁri‘ncipbl de Denis Sullivan, que
afirma que Todo éicia Sfoliade da iugar a una medida fﬁi}ar;iante por holonomia.
Primeramente se mostrard que todo ciclo definido por una medida invariante
por holonomia, define un ciclo folindo. Después procederemos a demostrar ha-
ciendo uso del tcorema de representacién de Riez, qite todo ciclo foliado esta
asociado con una corriente de integracién. Finalmente considerando la medida
asociada a un ciclo foliado, desarrollarcimos una forma de definir nuevas medi-
das a partir de una medida original, que estari definida una sobre las placas
¥y la otra sobre las tranversales locales de la foliacién, y se mostrara que esta

itltima es una medida que es invariante por holonomin.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo desarrollaremos cl lenguaje bédsico de la teoria de Variedades
Foliadas y explicaremos de una manera intuitiva lo que entenderemos por la

holonomia de una foliacién, nuestra referencia bisica es [CC00).

1.1 Variedades Foliadas

Una foliacion § en una variedad diferenciable Af de dimensién n formalmente
se pucde definir como una relacién de equivalencia sobre A, donde las clases
e cquivalencia serin subvariedades inmersas y conexas, todas de la misma
dimensién, digamos k. La foliacién miis sencilla y que ademiis nos permite en-
tender mejor la idea de lo gque es una foliacién estit dada por la descomposicién

del espacio R" de la signiente forma R* = RY x R*—%.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

R~ R»

{z} x R*

RF = {0}.x Rt

Figura 1. Foliacién de R®

Asi, una foliacién § localmente requicre que la dcscomposiéién en sus clases
de equivalencia sea modelada sobre la descompoéicién anterior de R" en las
clases x -+ R*, que son subespacios hovncoxnorfoé a R* iy que cstan encajados
de manera cstandar en R”. A las clases de equivalencia de la foliacion § sc les
llama las hojas de la foliacion. Observemos que sobre la descomposicién
de R*, los subconjuntos de la forma y -+ R"~* son transversos (en el sentido de
topologia diferencial) a los subconjuntos 2+ R*. Expresemos este hecho en una
foliacién general, para esto supongamos que N C A es una subvariedad de
clase €, diremos que la folincién § es transversa a N ( que denotaremos
por §F rh V), si para cada hoja L de § 3 cada punto x € L NN 3# 0 se tiene
que los espacios tangentes 7,(L) y T:(&NV) de L y NN respectivamente, juntos
generan al espacio tangente 7, (Af). Andlogamente, diremos que la foliacion §
es tangente a N, si para cada hoja L de F se tiecneque LNN =06 L C V.
Extendamos y precisemos un poco mis lo anterior:

Denotemos por K = R” o H? donde P = {(z!,z2,...,z")|z! < 0}. Una
vecindad rectangular en K® cs un subconjunto de la forma B = Jyx---xJ,
donde cada J; es un intervalo abierto relativo del i-ésimo cje coordenado. Si J,
es de la forma (a, 0] diremos que el conjunto B tiene frontera que denotaremos
por 9B = {(0,x%,...,x") € B. En cstc trabajo consideraremos ¢l caso ¢n el

que las eartas coordenadas toman valores en K*—9 x K97, permitiendo de esta
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mauera‘ la posibilidad de varicdidcs con fronte:ia‘y cﬁquinas. sin e;nba;g;) cétas
Jiltimas . no se considerardn. Sea Af una vnried'm:i‘ de ‘d‘ilr}(;‘nsiéli'?i.;f Una‘éﬁrla
Joliada sobre A de codimension q,cs: u'né. bui—i;ja:(U, @) do;nda u C M
; feom rfistno, con "Bm‘ una

es un conjunto abierto Y@ : U — By X -Byes un t
vecindad rectangular de K9 ¥ By iina veéir dé}l‘rec;gnguln el ~&f°."’ A los
conjuntos de la forma P, = ¢;‘(B., x {y})cony & B yl.obé' l‘l;un‘ai"(-‘:mos ﬁiucas
de la carta folindu;‘y,parni cada = evB; al conjunto 'Sy ¢“({i} X Bg) lo

llamaremos una transversal de la carta foliada. Estas cartas folindas serdn

los madelos locales de todas las foliaciones.

Figura 2. Cartas foliadas de una Variedad.
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4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

= ¢~1(B,; x (884)) lo llamaremos frontera
¢~ ((8B;) x Bs) lo llamaremos la

Pd_r,oti-p I‘zi‘do,-a]‘ : njunto o.U

y:al'conjunto OnU =

‘ta"ngen‘ci'al de
Obscrvemos que si BB, y DBa tienc f{rontera

frontem transversa de U.
vacm las cartas olmdas modclun n-variedades foliadas de codimensién g sin
= 88B;, entonces U = ;U es una unién de placas 'y

foliacién por placas que es tangente a la frontera. Por el otro
_ 0 % OBy, entonces AU = IaU es una unién de transversales y la
foliﬁcién’ es transversa a la frontera. Por Gltimo, si 9Bn # 0 # HB,, entonces
obtenemos un modelo de una variedad foliada con esquinas que separan Ia
frontera tangencial con la frontera transversa.

Consideremos ahora una variedad Af de dimensién n ¥y una foliacion § =
{L,}res que es una descomposicién de Af en subvariedades inmersas 'y conexas
de dimensién & = n — ¢. Supongamos que. A/ admite un atlas {U,, ¢a taeu de
cartas folindas de codimension g, tal que paracada o € u yYcada A € 1, LanU,
es una unién de placas. Entonces diremos que § es una foliacion de Af
de codimension q 6 de dimensidn k, al atlas {U,, @a}aecu 10 lamaremos
atlas foh‘ado de §F y a veces nos referircinos a éste como cl atlas foliado
asociado a la foliacién S. A cada Ly la lamaremos hoja de la foliacion §
v al par (Af, F) lo llamaremos Variedad Foliada. Si ademas cl atlas foliado
¢s de clase de diferenciabilidad €7 (0 € » < o0 6 ¥ = w), entonces diremos

que la foliacién § y la variedad foliada (A, §) son de clase C'.

Nota 1.1.1. Implicitamente en Ia definicién esta el hecho de que las placas en
distintas cartas folindas se intersectan en subconjuntos abiertos de cada con-
junto de placas, sin embargo no existe ningun requerimicento de compatibilidad

para las transversales en distintas cartas foliadas.

Recordemos que una descomposicion de un conjunto .X en una familia de

subconjuntos ajenos {X;}ics, significa que el conjunto se puede expresar como
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una unién de estos subconjuntos Xj; cs decir, una descomposiciéh dgl conjunté
es una relacién de equivalencia sobre el conjunto X y las clases de equivalencia
son la familia de subconjuntos ajenos {X;}ies que determinan’la dcscompb—
sicién. Para el caso de una foliacién §, podemos dtséribif esta felaci6‘n de
equivalencia de la siguiente manera: } L .
Sea {Us, $a tacu un atlas foliado. Si z y y son puntos de lllbdircxvnbos quezx ~y
si y sélo si existe una sucesién finita de placas {Pn; C Ua;i}o., tal que x € FPag,
YE Popy PoaisiNPri#ZVparal i< p.

Esto claramente define una relacion de equivalencia sobre M cuyas clases de
equivalencia son precisamente las hojas de la foliacién, ademas esta rélaciérg de
cequivalencia sélo depende de la foliacién y no del atlas foliado que se seleccione
para definir la relacién de equivalencia. Notemos que si la foliacién es de clase

Cr, cada hoja es entonces una subvariedad inmersa de clase C*.

Ya que el modelo loeal de nuestra foliacién ticne por rango subconjun-
tos rectangulares de K¥ y K9=7—* ‘nucstras variedades podrian en principio
tener frontera, asf que si tenemos una variedad foliada (A, §) y un atlas fo-
lindo {U,, datacu asociado a §, entonces la frontera tangencial de A la

definimos por:

9, (A =J 3 Ua

acut
Vv la frontera transversa la definiremos como:

In(AL) = | ) Onla

n€u

Es claro de las definiciones que:

1. La frontera tangencial de Af es una unién de hojas de §.

2. § satisface que §Frh Oa(AL).
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Enel desurrollo de cstc trub«uo, cousndcrnremoa snemprc que si nucst.ra vane-

dad, AL tiene frout.cra entonccs 6(AI) = 6,(1\1) B .
ml podcmos dcﬁmr una fohacxén es dando

Otra mancra alternauva cl

Nota 1>1;3.‘ Sén L {U;n¢o}a€u un C"-ntlns folmdo de codlmcnsnén q sobrc .
una variedad Al dc /|mcnsxdn n. Pnru cnda z € UaNlp tencmos lab v_’cpnsxoncs 1.
locales: : E G

) —(z‘.,yf.) eBpxmy T
g fe%-))

Ha(3) =(za,ua) B2 x B2

Dcnotcmos a In carta folmdn (U.,, ¢,,) po (U.., :r:‘,, y‘,) dondc o == (s o xk)
N Vo= (Yhy--23 yg) Entonces sobre'«,‘: (U,. nUg) tcnemos la formula de cambio

de coordcnad.ts dada por' &

!Ina(zu,ys) = d’a ° ¢'a 5 (za, ya) (TalZs,¥s), Yo (xs,ys)).

La condicidén dc,quc_ (U..‘, wo,yn) v (Ug,zg,yp) sean coherentemente foliadas

significa que si P < U, es una placa, las componentes conexas de P M Ug
se encuentran cn.placas de Ug (posiblemente distintas). Equivalentemente;
como las placas de U, y de Ug son los conjuntos de nivel de las coordenadas
transversas ¥, ¥y yg respectivamente, todo punto =z € U,NUy tiene una vecindad

en la cnal la expresién del cambio de coordenadas en la componente transversa
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1.1. . VARIEDADES FOLIADAS

es independiente de las zz coordenadas; es"dcc_iri

La discusién nnt.cnor 0s’ perm plantear -nuestra definicién de cartas

cohcrcntemcntc folmd

dos u y m sobrc Af de la misma codnmensxon
¥ ¢ ente foliados si LU es un

Deﬁnlcndn 1.1.4. Dos atlns fol

¥y clase de dxfcrencmhlhda l

Cr-atlas foliado. -

La definicién anterior determina una relacién de equivalencia sobre el con-
junto de atlas foliados,’ ﬂdcimis se tiene que si 4l y 9 son atlas foliados sobre
la variedad Af y 4 esta nsocmdo a una foliacién §, entonces 4 y U serdn

coherentemente folmdos si y sélo si U esta asociado a §, ([CCO00}, pag 25).

Observacién 1.1.5. Scan (U, ¢) y (W, ¢) cartas foliadas tales que U C W
y ¢ = ¥|U, donde U denota 1a cerradura de U. Si ¢(U) = B, x.Bn'sc tienc
entonces que ¢ = ¥|U aplica U difcomorfamente sobrc B, x Bm. De tal nmnera

que tenemos también asociada la nocién de plnc’ts y transvcrbales cerrﬂdns de

un atlas foliado regular si se satisf

1. Para cada o € U, U, es un_subcol

(Wa,¥a) ¥y éa = ¢n|U -
2. La cubicrta {U,.}...Eu oS localn

3. Si (Uaya) ¥ (Us, ¢5) son»clcmcn'bs de i, entonces el interior de cada

placa cerrada P .U, intersecta a'lo mis una placa de Us.
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ordcnadns z,. Y Ya SC extienden a coordenadas
(Tasn)- La condlcxén c) cs

I’or la condnéién"a) lns

Ta'y y,, sobre U,,, quc denotnremosj)or ¢,,
cntouccs los cambios de coordenadas

cqunvalentc a pcdxr

transversos

5505, 98) = (5 ), Vo 53

Es claro. quc la nﬁrma |on ‘anterior se siguc cumphcmlo al qunm- las barras en
" Observemos udemd.s quc la’ nplxcnclén en lab coorde-

las férmulns nntcn res.
nadas transversna y,. pucde verse como una submcrsuSn Ya : Ua — R? y las

expresiones y,. = y‘. (s) se ven como dxfcomorﬁsmos

Yon 3 y8(Ua N Us) - !/z;(({n n {/a);; :

Estos difcomorfismos satisfacen las condiciones de cociclo, a saber:

Tas =Yas © Yas- 1.3)
Yoo =Idy 5 1.4)
' 1.5)

YoB =Vga:

Definicién 1.1.7. El:"con'jt'xnto r= {7,,3},.‘_55,1 es llamado el cociclo de ho-

lonomia del atlas foli 'dd\fcgul:\r’}.l.

Nota 1.1.8. ,Estc',c'ociclo de holonomifa es central en la teoria de variedades

foliadas y lo estudiaremios un poco miis en la siguicente seccién.
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La lmportancm de dcﬁmr un atlas foliado rcgular se muestra en los siguicn-

tes resultados:

o tiene un refi iento coherent te foliad,
ia entre foliaci sobre una variedad M
una corre d ia biyectiva entre el

fohados. ([CCOUj) ‘

Como consecuencia tenemos que una foliacién de codimensién g y clase C™
sobre Af es una cinse coherente de atlas foliado de codimensién g y clase C"
sobre Af. Se puede aplicar cl lema de Zorn a lo anterior, con lo cual tenemos
que una foliacién F de codimensién g y. clase C* sobre ‘M es un atlas foliado
de clase C™ y de codimensién g sobre. M, . que es maximal (;ox;x respecto a cstas
propiedades. | o iy ;. .

Extendamos ahora un poco mdas nuestra defmcxén de foliacién variando los
grados de dxfercncmblhdnd quc se pucdan tencr tanto en la parte transversa

como en la parte tangencial:

Definicién 1.1.12. Una foliqci&n T es de clase C™* con r > k > 0, si las
correspondientes clases coherentes de atlas foliados contienen un atlas foliado
regular {Ua, ¢alacu tal que el cambio de éoordenadns gas(Talxs: ¥s)s Yalys))
es de clase C¥, pero las r, coordenadas sony de clase CT en las coordenadas xg
v sus parciales mixtas con respecto.a las x5 coordenadas de ordenes menores

6 iguales a r.
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Para foliaciones de clase C™?, el cociclo de holonomia esta formado por
transformaciones que son solamente continuas, pero cada hoja de la foliacién
posee una estructura difcrcnciable de clase C7, con lo cual los espacios tangen-
tes a las hojas estdn bien definidos y forman un haz vectorial continuo T(§F) so-
bre Af llamado el haz tangente a la foliacién §. De hecho, este haz estad de-
terminado por los cociclos de estructura continuos gag : Ua N Us — GI(R, k)
dados por: X
‘ Ya8(Ta,Yp) = [ai:'(ﬂ-‘n- !Is)] .

S ]

parai,j=1,...,k.

En cl caso de una C™? variedad foliada cl atlas de nuestra definicién anterior,
solamente establece a la variedad A de clase €9, por lo cual no esta definido su
haz tangente 7T°(Af). Aiin en el caso en que la variedad Af tenga algiin tipo de
cstruyctuni diferenciable, tampoco se tiene una manera natural de identificar
a T'(F) con un sub-haz de k-planos de T'(Af}, por lo‘ cual refinaremos nuestra
definicién para este caso: ;

Definicién 1.1.13. Sca § una foliacién de clase C™? sobre una variedad M.
Si Af tiene una estructura diferenciable con f(specto a la cual cada hoja es una
sub-variedad inmersa de clase C?! y la inclusién hatural T(F) = T(M) encaja
a T(F) como un sub-haz continuo de &-planos en T(h[),‘éntoncts diremos que
la variedad foliada (M,5) es de clase C"%+. De csta imzinern, diremos
que una foliacién seri integrable respecto a un caryx':poAéontl'nuo de planos si

» sélo si es de clase al menos C"%+,

1.2 Holonomia

Sea (Af,§) una variedad foliada. A grosso modo cl concepto de holonomia -

fué desarrollado para entender de un modo cualitativo la complejidad estruc-
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tural que existe en relacién a las hojas de las foliaciones.

Consideremos una variedad foliada (Af, §) de codimensién g y clase C" y un
atlas foliado regular {Ua, ®alaeu Para §. Sea I' = {vap}a.seu €l cociclo de
holonomia y escojamos en cada carta foliada U, una transversal S,. La sub-
mersién y, : U, — R? aplica la transversal S, difeomorfamente sobre y.(Ua);
pdr lo cual identificaremos estos dos espacios, y pensarcmos a la submersién
¥o como un sistema de coordenadas sobre S,. Si a,8 € 4 son tales que
U, NUg # O, como se explicé en la scccién anterior, podemos pensar a los
elementos «y,g del cociclo de holonomia I' como difcomorfismo de un conjun-
to abierto D(v.8) € Sz ( el dominio dc y,g ) sobre un subconjunto abierto
R(Yap) € Sa ( cl rango de vvas ). En las respectivas coordenadas tenemos que

el dominio y rango estan dados por:

D(vap) = vsWa NUp) 'y R(Yos) = Ya(Ua N Up)-

Bajo nuestras identificaciones, qiiedl; laro que w e.D(-y,,b),C Sp si y sélo si

la placa P,, < Ug a través de_bw mﬁ: ca placa P, < U,, donde

P: NS, = z. Denotemos el valor ¢ Yap oM. por 'y.,g(w) = z.

Si s es una curva en P..,UP, dc w azenla inojfx' L de § tal que P,UP, C L,

definimos la holonomia de esta cni'vn como:

Ny = Yap 2 D(VYag) — 1(Vas)-

Intuitivamente para cada 4 € D(vas), por la estructura del producto local de
la foliacién, podemos pensar que esta estructura producto nos permite “levan-
tar” la curva s a una curva s, que se encuentra en 7, U, ¥ que empieza en el
punto u € Sg ¥ termina en el punto v = h,(u) € S,, donde P, es la Ug-placa a
través de u y P, es la Us-placa que pasa por v y que estid sujeta a la condicién

P.NP,#0.
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N0t0m0§ que h, no depcndc en prmcnplo de la curva s, pucs para toda curva

define dc‘xriﬁnd;n’nniﬁrii[ una cdrrcspbndcncia‘biy'ec'tivn entre el conjunto de
plaéns en’ ‘U{y 1a g-variedad "S5, para toda & € i, De esta forma, podemos
pensar a las placas P, y P como “puntos”, w € Ss y z € S, respectivamente;
y de manera andloga la cadena P = {FP,, 2} podemos f)ensarlu como una
“curva” en'la hojh, con punto inicial /%, y punto final ;. Notemos que csta
“curva” serd conexa ya que P, N P, # 0. '

Resumiendo, con la notacién anterior tenemos definida la holonomia de P
como: ‘ )

hfn(l’ ) =R,

En este caso la cadena de placas {Pu, P.,} serm entoucu cl “Ievantmmento" de

la cadena B a una curva que une Py, n P., sobrcvla h _|n a travcs de P .
{Po, Pl. Jeey Pn} sujeta
P CUai 0<i<m)

Para el caso en que tuviesemos cndcm\s de plncns

a la condicién Py NP # O pnra 1 =

entonces la COIII[)DSICIO“-
hg = Famam—1 .0 7..’...;-1.;..._

estid bien definida y es claro que‘es un dlfcomorfsmo de una c:erm vecindad
abierta en S,g sobre una vecnldad abierta dc S.,,,.. Dcl hccho de que el atlas
foliado regular 41 sea localmente: finito junto com'el hccho de que M cs segundo

numerable, se tiene que & es a lo mits numerable, por lo que si consideramos
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a la unién ajena S = Haeu Sa, resulta ser una variedad de dimensién g que
se encaja como subvariedad S <« M y que resulta ser transversa a la foliacién
¥F: Si tenemos un espacio con las propiedades de S anteriores, lo llamaremos

Espacio Transverso a la foliacion.

Definicién 1.2.1. Sca i : D(h) — R(h) un difeomorfismo de clase C" entre
sul;éonjuntos abiertos de S, donde D(A) denota el dominio de definicién de
Iy R(4) denota el rango. Si para cada w € D(h), existe una vecindad W
de w en D(h) y una cadena de placas P tal que A|W = hqg|W, entonces

a- It la llamaremos transfor ion de hol definida por el atlas

folindo regular ${. Denotaremos al conjunto de todas las transformaciones de

holonomia del atlas folindo regular $1 por Ty.

Localmente los elementos de 'y pueden ser pensados como transformacio-
nes entre variedades de dimensién ¢ transversas a la foliacién F definidas a

través de desplazarse por las hojas de §.

Definicién 1.2.2. Sea /N una variedad de dimensién ¢. Un C’-pseudogrupo
I’ sobre N es una coleccién de difcomorfismos de clase CT, h: D(h) — R(h)

entre subconjuntos abiertos de &N que satisfacen las siguientes condiciones:
1. Sig,h €’y iR(h) € D(g) entonces goh € I'.
2. Si h @ T" entonces h~!' € I".
3. Idy € 1‘
4. Si h € T y W C D(&) es un subconjunto abierto, entonces A} € .

5. Si h : D(h) — R(h) es un difcomorfismo de clase CT eatre subconjuntos
abiertos de N y si para cada w € D(h) existe una vecindad W de w en

D(h) tal que #|W €T, entonces h € I'.
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Observemos que por las primeras trés propiedades de la definicién anterior,
¢l pseudogrupo I es casi un grupo de transformaciones de clase C" sobre N. El
problema es que las transformaciones no se encuentran definidas globalmen-
te sobre NNV, de tal mancra que la composicién no esta siempre definida. Por
las propiedades 3 y 4 se ticne que para todo subconjunto abierto W C N la
transformacién Idw‘ esta en I’ y por las propicedades 4 y 5, un difeomorfismo

de clase C" de N pertenecerda I' si y sélo st pertece a I localmente.

En resumen, si i es un atlas folindo regular de clase C™ y I' = {7ag}apeu cs
su cociclo de holonomia; entonces el conjunto I'y de transformaciones de holo-
nomia es el C"-pseudogrupo sobre S generado por I'. A este C™-pseudogrupo

lo llamarcmos el pseudogrupo de holonomia de il

Nota 1.2.3. Hay muchas maneras de definir una foliacién segiin las propieda-
des geométricas por las cuales estén definidas y las estructuras geométricas que
cstas tengan ( Variedades Riemannianas, Grupos de Lie, asociados al espacio
fase de una ecuacién diferencial, etc...). He preferido dar la definicién mas
sencilla que conozco, pero que creo refieja en profundidad las propiedades y
dificultades de estos objetos. Anidlogamente, existen varios tipos de holonomia
sobre una variednd foliada, he referido especificamente a ésta, pues de igual
manera explica Ia idea geométrica de como son los elementos de 1a holonomia.
Para miis detalles respecto a la teoria general de variedades foliadas y holo-
nomia pueden consultarse los siguientes libros:

[MS88], [CN85], [God91], [HHS83] y [JIr.77).

Al tener una variedad diferenciable Af con una foliacién § de codimen-
sién g » de dimensién p con un atlas de su estructura foliada {U;, &i}ier tal
que ¢(U;) = R? x RY, se satisface que si'z € U; N U; entonces las funcio-

nes de transicién para la estructura foliada estan’dadas en la siguiente forma
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@i007! = (f(z,y),9(¥))- Siconsideramos las funciones k; : Pryzo; : U; — R?
donde Pry, es la proyeccién en la segunda coordenada, son claramente sub-
mersiones y de esta manera se tiene que para x € U; N U; existe una funcién
gi; € Dif fT(R?) tal que k; = g;;ki en una vecindad del punto z € M. Por
otro lado al tener submersiones ki : U; — R? tales que en una vecindad de
cada punto de U; NU; se tenga que &k; = go k; con g € Dif fT(R?), se puede
determinar una foliacién § de clase C” y de codimensién g de M donde las

aplicaciones distinguidas de la foliacién son exactamente las k,.

Ejemplo 1.2.4. Foliaciones Definidas por Submersiones

Sea f : M'™ — N" una submersién diferenciable. Es conocido que
por la estructura local de las submersiones, dado un punto p € Af
Y q = f(p) € N existen cartas locales (U, ¢) sobre M y (V,vy) sobre N
talquepe U, qeV, ¢(U)=U, x U, CR" " x R" con U; C V. C ¥(V)
Yy Yo fe¢—! : Uy x U — U: coincide con la proyeccién (z,y) — y. Es
claro que las cartas locales (U, ¢) definen una estructura de variedad
foliada para Af de codimensién n, donde las hojas de la foliacién son

las componentes conexas de los conjuntos de nivel f~'(c), parace€ N.

Ejemplo 1.2.5. Fibraciones

Recordemos que un espacio fibrado (F,11, 3, F) consiste de varieda-
des diferenciables £, B y F y una submersién I1 : £ — I3 tal que
para todo punto b € B existe una vecindad abierta U, C B del punto
b y un difeomorfismo &, : I1-Y(U,) — U, x F llamados trivializaciones

locales del haz, de tal forma que el siguiente diagrama conmuta.

n-yw) 2o U, x F

n Pro
U,

TESIS CON
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En este diagrama la funcién Pry, es la proyeccién sobre el primer
factor y las fibras de la fibracién son las subvariedades I1-1()) y don-
de b € B. Las fibras de un espacio fibrado (E,II, B, F) definen una
foliacién en el espacio total E cuyas hojas son difeomorfas a las com-

ponentes conexas de la fibra F.

Nota 1.2.6. Es importante hacer notar que a las cartas de una estructura
foliada sobre una varicedad sc les puede asociar a cada una, una submersién y
estas determinan las aplicaciones distinguidas de la variedad foliada y por el
teorema de estructura local de submersiones estas localmente tienen la forma

de un fibrado localmente trivial, de ahi la importancia de estos cjemplos.

Ejemplo 1.2.7. Campos Vectoriales sin Singularidades

Consideremos un campo vectorial X sobre una variedad Af. Una
curva integral del campo \\" a través de un punto p € M es una curva
v : (a,b) — M, con 7(0) = p tal que X(v(£)) = ~'(¢t) para t € (a,b),
es decir; las curvas integrales son soluciones locales de la ecuacién
diferencial ‘;—“' = X (t). Por el teorema de existencia y unicidad para
ecuaciones diferenciables ordinarias se tiene que para cada p € AS
existe una dnica curva que pasa a través del punto p y estas a la vez
definen un flujo local en cualquier punto p € Af, es decir; existe una
vecindad U, del punto p» y un intervalo (o, 3) tal que para cualquier
otro punto g € U, la curva integral a través de ¢, 7.(t) esta definida
para toda ¢t € (a,8) y la aplicacién (conocida como el flujo local)
¢ : (a,B) x Uy — Al dada por o(t.q) = 7,(1) es de clase C' si el campo
X es de clase C7. Si .Y es un campo vectorial sin puntos singulares,
sea t: D! — Af con ¢(0) = p un encaje de un m — 1 disco centrado en
cero en R™ transverso al campo .\' en todos lados. Ya que X (p) # 0,

la aplicacién & : D! x (¢, 3) — A dado por €(r,t) = ¢(2,(x)) tiene
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rango maximo en el punto (0,0) € D! x (o, 8). De esta manera,
por el teorema de la funcién inversa existe una vecindad V < Af del
punto p € M tal que ¢~ !|y es un difeomorfismo sobre una vecindad
producto D™~ x (o', 8') C D! x (o, ) del (0,0). Esta aplicacién la
podemos tomar entonces como una carta local para una foliacién
de dimensién uno sobre A cuyas hojas son las curvas integrales del

campo X.

Ejemplo 1.2.8. Foliacion Imagen Inversa por una Fibracidn

Sea Il : £ — AJ una fibracién localmente trivial de clase C™ y fibra
F sobre una variedad diferenciable y sea § una foliacién de A7 de
clase CT y de codimensién g. Si {U;, ¥4, },¢; es un atlas trivial maximo
del fibrado, las foliaciones F; = (¢ ").(Flu, x F) de los abiertos IT71(U;)
dan lugar a una foliacién I1'§ de clase C” y codimensién ¢ del espacio
total del fibrado F y la foliacién asi obtenida se llama la Foliacién
Imagen Inversa de § por la fibracién I1. Las hojas de esta foliacién
M"F son las componenetes conexas de las imagenes inversas de las
hojas de § por I1 y son para la proyeccién del fibrado Il un fibrado
localmente trivial teniendo por fibras las uniones de las componentes

conexas de §. En particular tenemos lo siguiente:

1. Si I1 es un cubriente de A/, las hojas de II'§ son un cubriente

de las hojas de 3.

2. Si § es la foliacién trivial por puntos de A/, las hojas de II'F

son las componentes conexas de las fibras de I1.

Este niltimo gjemplo se puede generalizar al caso donde T1 : £ — A es
una submersion.” Sik; @ U; — R7 son las aplicaciones distinguidas para la

foliacion § de A Ias submersiones &, o IT : IT-'(U;) — RY son lIas aplicaciones
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Llistinguidas para’ una foliacién II*§ de clase CT y de codimensién ¢ de E.
Anziloi;arhente‘la foliacién I1*¥ es la imagen inversa de § por la submersién IT
v en'tsg.c‘ caso sus hojas son las componentes conexas de las imagenes inversas
de las hojas de' § por T1." En particular las fibras de IT cuando § es la foliacién
triviz;l de M bbr sus puntos. C. Ehresmann ticne el siguicnte resultado el cual

unifica ambas ideas:

Teorema 1.2.9. Sean Al y E dos variedades difer iable 8 sin fron-

tera. Una submersion Il : E ~» Al propia de clase C™ para r < 2 es una

Sibracion localmente trivial.
[God91], pag. 16.



A

Capitulo 2

Corrientes

En la primera seccién de este capitulo se desarrollard parte de la tcorfﬁ gene-
ral de corrientes en variedades y variedades foliadas. Para esto dotaremos al
espacio de p-formas diferenciables sobre una variedad Af de dimensién n para
0 < p < n, de una topologia que le dard una estructura de espacio vectorial
topoldgico localimente convexo y Hausdorfl. Estas corrientes se definen como
funcionales linecales continuas sobre los espacios de formas difercnciables; es
decir son clementos del Dual Topolégico del espacio de formas. Utilizando la
teoria de Andtlisis Funcional podremos posteriormente, definir una teoria de
homologia, la Homologia de De Rham.

Haciendo énfasis principalmente en Ias Corrientes de Dirac y las Corrientes
de Integracién, definiremos lo que entenderemos por una Medida Invariante
por Holonomia en una variedad foliada 3 daremos una idea general, ilustrada
por algunos ejemplos del problema que se trata de resolver y del porqué del
desarrollo de esta teoria.

Dataremos despaiés al espacio de corrientes de una topologia el cual lo identifi-
card como el Dual Fuerte del espacio de formas diferenciables. Posteriormente

veremos como los teoremas de Representacion de Riez, ¢l teorema de Stokes y
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el teorema de De Rham nos dan informacion de la Homologia de De Rham.
En la segunda scccién se definirin las corrientes folindas de Dirac que son
los clementos bisicos para nuestra teoria de corrientes foliadas, pucs estas se
definen por medio de la cerradura de las combinaciones lineales finitas con coe-
ficientes positivos de las corrientes folindas de Dirac. Introduciremos después
la nocién de una forma transversa a la foliacién, que es una funcional lineal
continua sobre cl espacio de corrientes folindas. Haciendo uso de la teoria de
Homologia de De Rham, diremos lo que se entenderii por un ciclo foliado »
una frontera foliada. Finalmente, por medio del teoreina de Hann-Banach, se
mostrarin algunas de las consccuencias de la existencia de una forma trans-
versa a la foliacién con respecto a los ciclos folindos y fronteras foliadas. Las
referencias principales para este capitulo son:

Apéndice A, [PRHG74}, [Hir76}, [Sch8G], [HorG6], [K&t69] y [RR73].

2.1 Corrientes sobre Variedades

Consideremos una variedad diferenciable A/ compacta de dimensién n, y un

atlas coordenado finito fijo ¥ = {(1}, 2)}Y, de A a lo largo de este capitulo.

Para cada entero k& = O fijo, denotemos por || s a la € -norma que ests de-
finida sobre las p-formas diferenciables sobre A relativa a la cubierta ¥, de la
siguiente manera:

Si denotamos por D, al conjunto de p-formas diferenciables sobre AJ, tenemos
que una p-forma ¢ € D, la podemos escribir en coordenadas locales del atlas
7, para eada vecindad coordenada Vi, como ¢ = 3 Py (x)dey, donde f; es.un

multi-indice de longitud p sobre ;. De esta manera definimos:

i = sup{ 37|52 |}

donde el supremo se toma sobre todas las derivadas parciales cruzadas parn
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0 < a< kysobre todas las rcpl;esent.;:\cibnes de las vecindades coordenadas
Viconl<I<N. T

Con ecsta norma que depende del-atlas, podemos definir una topologia 7x en
D, que resulta satisfacer el axioma de scparacién de Hausdorfl y ser ademds
localmente convexa, relativaala cual es facil ver que las operaciones lincales re-
sultan ser continuas, dando de esta manera una estructura de espacio vectorial
topolégico normado a D, para cada k& > 0; en particular resulta ser un espacio
métrico. Es claro por las propiedades del supremo que 72 C 7441 para toda
k& = 0; es decir, si consideramos la funcién identidad (D, Ta41) !d—D§ (Dy, 7x)
esta resulta ser continua para toda & > 0.

Por lo cual podemos definir la topologia 7 que esté genencrada por e, 7x-
Asi al considerar el espacio D, con la topologia 7, éste resulta ser un espacio
vectorial topolégico localmente convexo.

De aquf en adelante denotemos por Df = (Dp,7x) y por Dg = (Dp,T): -
Yn que D, esti definido en términos de los D,’j, que son espacios bve;ct.oriﬁlcs

normados, tenemos ¢l siguiente resultado:

Lema 2.1.1. Una sucesion {¢n}%., converge a Y en anuér_qé

a i en D": para toda k 2> 0.

Dermostracion. Como 7, C T para toda & >0 tenemos que: convergencia en

D, implica convergencia en D,‘;' para toda k. .
Reciprocamente, toda vecindad abierta 1V de ch'b,, contiene una vecindad
de la forma 1, M- - N1V, para algtin entero ¢ > 0, donde W es una vecindad
abierta de ¢ en D,‘: para 0 < & < ¢. Notemos que convergencia en D,’f implica
que todas salvo un nimero finito de los términos 1, estdn en WoN---Nit, y
por tanto en 1V, ya que 1V € 7 era una vecindad arbitraria de 3 tenemos que

las ¢, convergen a ¢ en D, (=]

Recordemos ahora que si f : .Y — Y es una funcién entre dos espacios
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métricos entonces J es ial ) i cn un punto p € X si
se s:lt;isfncc que para toda sucesién {z,}.en que converge a p se tiene que
1a sucesién de las imigencs {f(zn)}nen converge a f(p). Este es un criterio
de equivalencia entre continuidad y sccuencialmente continua entre espacios
métricos y en particular, se cumple para los espacios lineales normados D5.
Fnrn espacios vectoriales topolégicos en general, se tienen sucesiones genera-

lizadas o redes, ¥ se puede definir andlogamente que significa que una funcién

sea sccuencialmente continua. Aunque en nuestro espacio D, no sea un espacio

normado, tencmos sin embargo en este caso cl siguiente resultado:

Lema 2.1.2. Una funcidn ¢ : D, — D, 6 ¢ : D, — R es conlinua si y sdlo

s8i es seeuencialinente continua.

Dermnostracion. Es claro que continuidad implica secuencialmente continua con
un argumento tipico de vecindades, resultando asi la’ parte interesante de la
demostracién la otra implicacién. : S .

Supongamos que @ : Dy — D, cs secuencialmente continua y ademis que ¢
no es continua en alguna v € D, entonces existe una.vecindad V de ©(y) en
D, tal que 2(117) & V para todas las vecindades 1V de‘;w en D En pnr{ichlur
sea Wi € 7 € 7 la bola centrada en ¥ de radio ;‘: ¥ cscoj:imas W € Wy tal
que () € V. para toda & > 0. E
Yaque || ew — @ flosl en = < -« Ll ¥ — ¢ lla< & para toda K > 1. Por
2.1.1 tenemos que limpm—.s: Py, = ¢ en Dy, lo cual implica una coxﬁradicciéu

al hecho de 2 era secuencialmente continua. . ‘

Para ¢l caso = : D, — R la demostracién es completamente similar. 8

Como la topologin 7 esta dada en términos de topologias normadas, existen
ideas ¥ resultados de andlisis funcional que podemos considerar para el espacio
12,.

Diremos que un snbeonjunto S < D, ¢s acotado si os acotado relativo a la
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¢*_norma para toda k = 0. k RN
Andlogamente, diremos que una aplicacién lincal ¢ : D,,'—) D, 6 sobre R
cs una aplicacidn lineal acotada si cs acotﬁdi_ relativa a:la g:g;xiormn en

ambos espacios para toda &£ = 0.

Lema 2.1.3. Una aplicacidn lineal tada @ : Dp — D',.-dvso,brc'R es continua

y una aplicacidn lineal continua p : D, — R es acotada.

Demostracién. Supongamos primeramente que ¢ : D, — D, cs acotada; es
decir, que ¢ : (D, || k) = (De, ]l lla) es un operador acotado p:am toda
k = 0. Sabemos que en el caso de espacios vectoriales topoldgicos normados
se cumple que una funcién lineal es acotada si y sélo si es continua,(ver prop
2 [Hor66], pag.36). De esta manera para cualquier & > 0 tecnemos que ¢
es una funcién acotada y lineal, por lo cual es cntonces cqntfnim para toda
k. Como observamos anteriormente se tiene en este caso que ¢ resulta ser
secuencialmente continua para toda k. Asi por 2.1.2 ¢ : D, — D, es continua.
Supongamos ahora que ¢ : D, — R es un operador lineal no acotado. Entonces
existe una sucesién acotada {¥n}32, en D, tal que () 2= nparal < n < oco.
Dec esta manera tenemos que limg oo 1,"‘- = 0’'cn la topologia 7 mientras que
©(¥2) > 1 para toda n > 1 mostrando que ¢ : D, — D, cs un operador que

es no continuo. B - . a

Nota 2.1.4. Por 2.1.2 se tiene en general que en esta topologia los operadores
lineales continuos son secuencialmente continuos. Esto no implica sin embargo
que scan sccuencinlmente continuos en la norma €% para toda & = 0, »a
que esto implicarin que las topologias 7, son las mismas para toda k. En
general sucede que si se tiene una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales
topolégicos convexos o localmente convexos la continuidad de 1a funcién lineatl
implicn que esta es acotada, es decir aplica conjuntos acotados en conjuntos

acotados. Un espacio localimente convexo en el cual toda aplicacion acotada es
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continua se le conoce como espacio de Mackey o bornologico, ((RR73) pag.81).

Récordemos que la diferencial exterior d : Dy — Dyya estdé dada en coor-
denadas locales de la siguiente manera:
Si w es una p-forma diferenciable sobre Af, en coordenadas locales la podémos
escribir como w = 3, P, (z)dz; donde I; es un multi-indice de longitud p,

es decir, /; son todas las combinaciones @) ...ip con 1 < #4; < ---. < 7 <1,y

dz; = dzi, N --- Adzy,.

Asf tenemos que la diferencial cxtcnor de w estd dada en coordcnndns locales

por:

dw = Z z aP" (I) —s—=dz; A dz,,.

Como consecuencin del ]ema anterior tenemos el siguiente:

Corolnno L“qid;':fenz(xcial exterior d : D,,4;‘; DH_l aplicacidn
lineal contzn S 5 .

Dcmostracufn Por demostmr que.para toda & > la aphcaclén lmenl dlfcrcncml

exterior d (D,., 1] "k) - (D,, ] ]lk) cs ncotada. Con la not.acxén anterior -

e llg = s"ﬂ{z 7 (2= 2 aPh) I}
o {5352 (2]}
sup {Z 2 Iaﬂ aP,,)l}
5|2 (%)}

para 0 < ,8 < & t.cnemos que-

i

sup

Recordemos ahora que JT’;T os notacién para: el vector tangente a A en un

punto p en las coordenadas @ para ¢ = 1,...,n. Como bien sabemos, los
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vectores tangentes a la variedad los podemos ver como derivaciones sobre el
espacio C*°(AM) de funciones diferenciables sobre M. Al espacio C®(M) le
podemos dar la norma del supremo, dotando de ésta manera, una estructura
de espacio vectorial normado sobre R. Tiene entonces sentido en este caso
hablar de la norma del operador lincal, que por definicién el escalar mas

pequeiio A )| 22 [l tal que se satisface que |32 (f)lmp < Ailfloup para toda

f € C=(AMf) y para toda i = 1,...,n. Con esta norma tenemos que los
operadores oLx. resultan ser operadores lineales acotados, ya que la variedad

es compncm. Podemos ahora afirmar que existe un escalar A > 0 tal que

< A parai=1,...,n. De esta mancra tenemos entonces que:

il deo o < sup{z.gZIaiz‘ Dp,,)'}

{32505 (%)}
mor {5 |2 ()]}

nA || w llq -

Il 3 u,,

(2.2)

IA

Por lo tanto, tenemos que el operador diferencial exterior d es acotado y por

tanto continuo. [m]

Sabemos por ¢l lema anterior que una funcional lineal continua es acotada;
por tanto, si consideramos el conjunto de todas las funcionales lineales conti-
nuas sobre algiin espacio vectorial topolégico ( se le puede dar a este conjunto
ia norma del supremo ). este espacio dual es conocido como el Dual Fuerte
del espacio vectorial. En particular; si esto se lo aplicamos al conjunto D,
tenemos que cl dual fuerte del espacio Dy, que denotaremos por D, es ¢l
espacio lineal de todas las funcionales lincales continnas sobre D,.

A los elementos de D), les llamaremos p-corrientes sobre Al 6 corrientes
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de grado p éobre M.

X p—veces
nnnte que llamaremos p-vector.

Pos (W) = w(vz)

\ro’ quc Loy’ es una funcional lineal acotada, de donde @, € D,. A una

corncnt.e de esta forma 1a llamaremos corrientes de Dirac.

Ejemplo,2.1.7. Con-ientes Singulares
Sea ¢ = X[, cio;, donde cada ¢; € R y 0; : A? € R? — Af cs un p-simplcjo
singular diferenciable paral <i<m.

Definamos sobre cada p-forma w € DD, la funcién ¢, : D, — R como:

o) = fw= gq/ma:(w)

Esta resulta laramente una funcional lineal acotada y por lo tanto una

2

corriente sobre’ D, que llamaremos corri singulares.

Ejemplo 21-8. Corrientes Difusas
Asumamoslcn“primer lugar que la variedad Af es orientada, sca 171 € Dp—p ¥y
w € Dp.

Dcﬁnmuos zp,, : D,, — R como:
oylw) = / WA
A1

Anilogamente, esta funcional lincal resulta ser acotada y por ende una co-

rriente sobre D,,.
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Ejempio 2.1.9. Sea N una variedad diferenciable compacta y sin ijontexja dé’
dimensién p y M una variedad de dimensién m > p. Si f : N — M es'fi;na
funcién diferenciable. Para toda w € D, definamos @y : D, — R por: .
orw) = [ 1@
~
Esté.rde’ﬁne una funcional lineal acotada y por tanto una corriente sobre D).
‘Enynél caso-de que f sea un encaje, esta corriente se denota por @y 6 por
fN E.n' paﬂ.icular, si IV es una subvariedad de M, la funcién f puede ser la
inclusion. .
Ejemplo 2.1.10. Corrientes de Integracidn
Para qﬂa '\;aricdad diferenciable Af denotemos por ¥ a una medida de Borel
deﬁnidya sobre M tal que »(M) < oo y supongamos que existe un campo
continuo de p-vectores definido sobre todo Af, que denotaremos por a.
Para cada w € Dy definimos ¢,,, : D, — R por:
Papw) = / w(a)dy
Af
Es claro que ésta es una funcional lineal acotada y por lo tanto una corriente
sobre D). Las corrientes de Dirac 2.1.6 son cjemplos de corrientes de inte-
gracién donde o es cualquier extensién continua de vr y v es la medida de
probabilidad concentrada sobre el punto # € Af; dicho de otro modo, © ¢s una

medida atémica con dtomo en .

Nota 2.1.11. Un hecho importante que hay que considerar para este caso de
corrientes de integracién es que pueden ser evaluadas de igual manera sobre
p-formas w que sean solamente continuas, ya que la expresion [, w(a)dv tiene

perfectamente sentido para tales p-formas.

En general cuando tenemos un objeto geométrico, por ejemplo una varie-
Al &

dad diferenciable, una de las preguntas mds comunes es saber de la existencia
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de medidz;s ihvariantcs bajo un flujo en la variedad. La pregunta andloga para
el caso deé un grupo ';opolégico o un grupo de Lie es ¢l de saber si existen medi-
das invariantes por la accién izquierda o derecha determinada por el producto
del grupo en si mismo. Para el caso de variedades folindas recordemos que te-
nemos asocmdo de manera natural un psecudogrupo de difeomorfismos locales
llamndo el grupoxde de holonomia; la pregunta en cste caso es saber si tiene
sentido la nocién de una medida invariante por el pseudogrupo de holonomia,
y por lo cual es también vilido preguntarnos acerca de la existencia de tales
medidas.

Notemos que, anidlogo.a las corrientes de integracién 2.1.10, para el caso de
varicdadcs foliadas ticne sentido hablar de )a corriente de integracién Py de-
finida por una medida s que sea invariante por holonomia para una variedad
foliada compacta (AI, JF), con dim(F) = p y donde ademds el subhaz T(F) cs
orientable.

Precisemos un poco mds la nocién de medida invariante por holonomia, para
esto:

Supongamos que (M) = 8, Af; es decir, que la frontera de la variedad se en-
cuentra constituida de hojas de la foliacién y fijernos ademads un atlas foliado
regular 1 = {Us}nea que respete la orientacién de las hojas.

Sea Tu el psecudogrupo de holonomia asociado, que actiia sobre ¢l espacio trans-
verso S de la foliacién. Entonces la medida u que descamos sea invariante por
holonomia debe estar definida sobre los subconjuntos de Borel def espacio S y
ademidis satisfacer que £(S) < oo. Una medida 4 serd una medida invarian-
te por holonornia sicmpre que se tenga lo siguiente: Siy € I' y B C dom(~y)
es un conjunto de Borel de S, entonces se tiene que u(y(B)) = u(B).

Veamos ahora como es posible integrar de manera natural p-forias sobre va-
riedades foliadas:

Sea A = {Aa}aea una particién de la unidad subordinada a § ¥ sea w € DP.
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En una carta foliada U, € 4 denotemos por S, al cspncib tranverso asociado a
esta carta local, de esta mancra podemos integrar w sobre cada §-placa P € S,
obteniendo una funcién de valor real continua sobre Sa. 'Esta nueva funcién se
puede nuevamente integrar con respecto a la medida ’}4]5,, dando lugar a una
integral iterada de la forma fg (f w)d;n(P), siendo posible as{ definir, una

corriente de integracion ¢, sobre w en A por:

) ="EZA fs . ( /P /\..w) dp(P)

Usando la invarianza por holonomia de ju, puede verse, anilogo al caso de
variedades diferenciables, que la corriente ¢, es independicente de la eleccién

de la particion de la unidad A, pero depende del atlas.

Nota 2.1.12. Haciendo uso del Teoremna de Stokes, que afirma que si

se ticne una regién D con frontera @(D) en una variedad orientable A/ de.

dimensién p y se tiene una (p—1)-forma diferenciable w con soporte compacto,:

entonces: SR . N e

f duw. = / w.
(D)

Notemos que, para la medida invariante por ho]onomm dcﬁmdn nntcno"

sabemos que ‘cada una de las funciones A, tiene soporte’ compnct , on~lo cual

1a (p — 1)-forma diferenciable A w también tiene soporte’ compncto sobre cada

P C S.. Ademits, de la definicién de foliacién se tiene que a(P) = 0,/asi para

cada espacio transverso S,:

[ (foace)aney= [ (f ,\n*))du(m = [ ©duiry =

Con lo cual podemos concluir que 2, (d(w)) = 0 para todn (3 — 1)-forma
diferencinble sobre-Af.
Esto dltimo es un ejemplo de lo que entenderemos miis adelante por un ciclo

Jaliado,
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Nota' 2. 1 13. Rccordemos ahorn el Teorema de Representacion de Riesz
que dice que, para cada funclonal hneal posn.lva L sobre C°(X), que es el es-
pacxo de funclones real valuadas deﬁmdas sobre X, con X espacio localmente
compacto y de’ Hausdorﬂ' exlste una medlda de Borel 1 sobre X tal que si

fe C°(4\), entonces s 3 nene ue:
q

= [ s (2.3)

El cjemp]6‘2 1. 10"y‘es‘tn liliima construccién de corrientes de integracién se
extiende a funcxonales lmeale& acotadas sobre cl espacio de funciones continuas
sobre M quc son lns 0- formas. De esta manera, por el Teorema de Repre-
sentacion de R:eaz tales corrientes deben ser corrientes de integracién y se
les conoce como cornenth de grado cero. Pucde consultarse [PRHG74] para

el enuncmdo y dcmost.racxén del teorema de representacién de Riesz,

Nota 2.1.14.  Podemos de igual manera decir que una foliacién § de dimensién
¢ de una variedad M tienec una medida invariante por holonomia o transversa si
¢ésta se puede definir por un cociclo regular a valores en el grupoide de germenes
de un pseudogrupo de difeomorfisinos locales de una varicdad B de dimensién
q, que dejan invmjiant.e una medida de Borel sobre By que suponemos que
cs positiva y finita sobre subconjuntos compactos. De esta’ manera, pensar en
medidas invariantes por holonomia en Af es lo mismo que pensar en medidas
de Borel positivas y finitas sobre compacto deﬁnidés sobre el espacio 3 y que
son invariantes por el pseudogrupo de holonomia. . Para nuestra definicién de

medida invariante por holonomia, la variedad B cs el espacio transverso S.

Ejemplo 2.1.15. Cuando uno ticne una foliacién diferenciable de codi ién

q con una forma de volumen transversa, es decir; el espacio transverso cs
localmente RY y el grupo de holonomia esta formado por difecomorfismos locales

de R? que dejan invariante una forma de volumen sobre RY.
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Ejemplo 2.1.16. Una hoja cerrada de una foliacién de codimensién cualquiera
determina una medida transversa discreta. Simplemente contando el niimero
de veces que la hoja pasa a través del los subconjuntos nbicrto‘é,dcl'.cslnacio

transverso.

Ejemplo 2.1.17. Si una foliacién § de la variedad AI es. ina’ ﬁbracmn ‘de

Al sobre una variedad 3, las medidas invariantes por: holonomm dc M. se

corresponden de manera biyactiva con las medidas de Borcl sobrc B finitas
sobre subconjuntos compactos. Notemos que en este caso el espacio transverso

se identifica con el espacio base 2 del fibrado.

Ejemplo 2.1.18. Sea § una foliacién de una variedad A y scd‘f : N — Al'una
aplicacién de una variedad NV en Af cuya imagen es transversa a la folincién 5.
Entonces las medidas de Borel sobre N determinan de manera tnica medidas
transversas sobre Af, dado que en este caso podcn;ds pensar a N cbmo el

espacio transverso S.

Como vimos anteriormente toda mc(hdn m\'zu'mute por holonomia para una

foliacién § de dimension p dctermum una corrlent(_ de dimnensién p dndn por.

(W) = ‘%‘/;" (AA,.w)d;L(P)

Si tenemos una foliacién § de dimension p de una variedad diferenciable Af
¥ M es una fibracién sobre un espacio B, donde las hojas de la foliacién §
son las componentes conexas de las fibras. Si C ¢s una corriente asociadn
a unat medida invariante por holonomia entonces para toda forma diferencial
w € DP(AT) se tiene que: ’

(C w) = / F(I;t

Donde F es la integral fibrada F = j',,(w) definida en el apéndice A.

Nota 2.1.19. Podemos decir gque la funcidén F es a grandes rasgos la funcion

obtenida al integrar-la forma w sobre las fibras.,
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Observacién 2.1.20. Toda foliacion sabemos se puede definir localmente por
submersiones, pero cstas en general no resultan ser fibrados.

Si éste fucse el caso, entonces las corrientes determinadas por medidas inva-
riantes por holonomia (que son ciclos foliados como se explicard mas adelante),
se corresponde de manera bfyecfivn con medidas en el espacio base invariantes
por los difcomorfismos locales del espacio base.

Como este no cs el caso, ya que en general el espacio transverso es complicado
de desceribir y resulta dificil de estudiarlo, no se ticne una idea sencilla de esta
correspondencia entre lo que son ciclos folindos y medidas invariantes por ho-
lonomia.

La teoria desarrollada en este trabajo muestra una forma de resolver
éste problema, y asfi el teorema principal ( Teorema de Sullivan) del
trabajo podemos decir que describe c6mo se resuelve esta situacién

en general.

Una vez conociendo que el espacio de p-corrientes es un espacio vectorial
sobre R, es natural ver si ademads resulta ser un espacio vectorial topolégico.
Para este fin sea ¢ > 0 y B C Dy un subconjunto acotado y definamos Vi, C
D,

que un subconjunto So € D}, es una vecindad del cero si existe un Vg, C

como ¢l conjunto de las p-corrientes ¢ tales que @(B) € [—¢, €]. Diremos

Sp para algiin B y para alguna e. De esta manera, si ¢ € Dj, entonces las
vecindades de c¢ serin los conjuntos de la forma S, = ¢ + Sp donde Sy es
una vecindad del cero, por iiltimo diremos que un subconjunto W < Dj, es
abierto si para cada ¢ € 117 existe una vecindad S, C 1V,

Esta definicién de conjunto abierto define una topologia 7/ sobre D}, la cual
es Hausdorff y localmente convexa; ademads la evaluacién de p-corrientes sobre
p-formas define una aplicacién bilineal y continuna e, : D, x D, — R dada por
eu(p,w) = p(w). Esta aplicacién evaluacidn e, identifica a D, con cl espacio

doble dual D;{ de funcionales lineales continuas sobre D;;, es decir, son espacios
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reflexivos y dec esta manera tenemos que D, y D, son duales fuertes uno del
otro. Para la demostracién de que estos espacios resultan ser reflexivos puede
consultarse [Sch50], Cap. III, pag 75.

En terminos de la funcién e, podemos definir un subconjunto V' C D, como
acotado si para cada subconjunto acotado B < D, el conjunto ey (i, b) = ©(b)
tal que @ € V, b € B es un subconjunto acotado de R.

Definicién 2.1.21. Un espacio vectorial topolégico localmente convexo y re-
flexivo es llamado un Espacio de Montel si todo subconjunto cerrado y

acotado es relativamente compacto.
Teorema 2.1.22. Los espacios vectoriales D, y D, son Montel.
Demostracién. [{Sch50),Cap. III, pag. 74. i}

Rccordemosv quec cuando tenemos una transformacién lineal entre dos es-
pacios vectoriales, tenemos asociada la transformacién adjunta. Asf, para una
transformacién lineal acotada L : Dp — D, tecnemos su adjunta L* : Dy — Dy,
tal que L*(y¢) = @ o L. Esta es una transformacién lineal continua, ya que
claramente es lincal y ademais composicién de transformaciones lincales acota-
das es acotada. Este resultado se lo podemos aplicar a la diferencial exterior
d : Dy — Dpyy obteniendo asi un operador 8 = d*, 9: D, — D,’, tal que si
P € Dy ¥ w € Dy entonces 8(w)(w) = w(d(w)); es decir, 9(p) = pod.
Notemos que 8 0 () (w) = p(d o d(w)) = (0) = 0 ya que dod = 0, de csta
manera tenemos entonces que o d =0. .

Recordemos que en 2.1.12 vimos que para la corriente de inu;grm."ién P se
ticne que ¢,(dw) = 0, en terminos del operador 8. tenemos que para toda

w € Dpy

?(‘Pﬂ)(“’) = ‘Pu(d“’)—
es decir 9(,.) = 0. L e
Las propiedades vistas del operador @, nos sugieren que podemos definir la
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Homologia de De Rham de la siguiente manera: .
Consideremos la siguiente sucesién exacta laiga':'

o

Denotemos por:

el subespacio de p-corrientes cerradas 6 p-ciclos en D;,.

By = Im(D,, ., -2, Dy)

El subespacio de p-corrientes exactas 6 p-fronteras en D,’,
‘Definimos finalmente cl p-ésimo grupo de homologia de De Rham de
M, HP® por:

HPH (A1) = ﬁ.
Tencmos entonces por 2.1.12 que una mcdnd: invariante por holonomia u en
una variedad follada define en este sentido un p-ciclo .
Si dcnotamos por H”(AI R) al p-é&simo grupo de cohomologia de De Rham de
tenemos una aplu:ncxén HD"(AI) x H”(AI R) — R dada por:

Ia varxednd A

son homologos bajo
te una 6 € D; , tal quc [~
w tenemos quos’ : E :
(1 — ) [w] = 8(9)(w) ﬂ(d..:) = 0(0) = 0 ya qu¢ w € kerd, por lo tnnt,b
P1 = 2. ) : B
Anitlogamente, si o.'n y w2 son cohomdlogos, entonces existe una (p — l)-forxiin
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diferenciable w tal que dw = w; — w2. Asi para toda @ € D,', tenemos que:
wlwy — w2] = pldw] ‘= dp(w) = 0{w) = 0 ya que ¢ € kerd, por tanto
wlw) = p(we).

Todo lo anterior determina un homomorfismo j. : HPR(M) - (HP(M,R)
donde (H?(M,R)) cs el espacio dual del p-ésimo grupo de cohomologia de De
Rham de Af y que es por definicién Hom(H?P(AM; R); R). Por el Teorema de
De Rhawmn cste espacio dual se identifica canénicamente con el p-ésimo grupo
de homologia singular H,(Af, R).

Recordemos ahora que en 2.1.7 vimos que una p-cadena singular diferenciable
c en A es una p-corriente, de manera que si denotamos por ds al operador
frontera singular, tendremos una versién del Zeorema de Stokes que afir-

mard que para una p-cadena singular ¢ y una p — 1-forma w se tiene que:

f w = /(iu.
8a(c) <

Si denotamos por Cp(Af;R) al espacio vectorial de p-cadenas singulares, el
tcorcma de Stokes significa en estos terminos que bajo la inclusién natural
¢t : Cp(AM,R) — D, dada por «(c) = ., ¢l operador lineal @ sc restrin-
ge a un operador frontera singular 8, sobre las corrientes singulares, ya que
si @, €5 una corriente singular y w es una forma diferenciable tenemos que

o) (w) = pe(dew) = [, dw = fy, 3w = Pou(e(w) = Balpe) ().

Hay un resultado estandar que afirma que la homologia singular de una
variedad - puede ser construida via cadenas singulares diferenciables [Hu.49).
Este resultado implica que la inclusién ¢ : Cp(A, R} — Dj, dada por ¢(€) = ¢
donde a cada cadena singular ¢ se le asocia la corriente singular que ésta
define, resulta ser una aplicacién lineal y da lugar a una aplicacion inducida
canénicamente en homologia ¢. : H,(M;R) — HP?(Af) que resulta cstar

bien definida. Para esto. denotemos por 8, al operador frontera en homologia
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idenas singulares dado por:

singular. Tenemos el compléjo di

D,

ColALR) — %+ Cp s (M, R)

guxente ’di'a’aéréma de complejos de cadenas

S S S Co(M,R) —2— Cpy (M, R) — 2, ...
.

)
Dy,_,

o
(2.4)

c;mdrados del diagrama 2.4 conmu-

tre los grupos de homologia singular

y de De Rham ¢ : Hp(M; R) = HPR(

resulta ser una funcién lineal. Por otro'lado, si b € Imd. es una p-cadena sin-

) que esta dada por ¢.{c} = [¢(c)] = [p.]

gular tenemos que ¢, [b] = [Loo“,(c)]‘.i-_- [@ 0 (e)] = [8(pe)] € ImI, por lo que ¢.
resulta estar bien definidac TR

De esta manera podemos entonces reinterpretar el Teorema de De Rham
en cste caso diciendo simplemente que los homomorfismos Je ¥ ¢. sOn mutua-
mente inversos. En particular, Ia homologia singular y la homologia de.De

Rham son canénicamente isomorfas.

Observacién 2.1.23.. "a que la diferencial exterior d ¢s acotada tenemos que

cl operador @ resulta ser continuo y por definicién cl espacio de ciclos Z, es la




2.2. CORRIENTES FOLIADAS a7

imagen inversa del cero bajo 8; es decir Z, = 9-!'(0). Tenemos entonces que
Z, es un subespacio cerrado de D,. Por nuestra reinterpretacién del teorema
de De Rham tenemos que un clemento [p] € HPR(M) es trivial si y sélo
si ¢(w) = 0 para toda forma cerrada w € D,, con lo cual tenemos que el

espacio de fronteras B, lo podemos escribir como B, = () w™!(0). Ya que la
wE€Dp

=
interseccién de conjuntos cerrados es cerrado, tenemos que el espacio B, es un

subespacio cerrado de D},

Nota 2.1.24. Siecstamos trabajando en una variedad A7 no compacta, orienta-
ble y conexa tal que d(Af) = @, podemos definir a los espacios D, y Dj, usando
formas diferenciables con soporte compacto, extendiendo todo lo anterior para

este tipo de variedades.

2.2 Corrientes Foliadas

Sea (M, F) una variedad foliada compacta de dimensién n de clase de dife-
renciabilidad al menos C'%+ y la dimensién de la foliacién § es p, asumamos
ademais que ¢l subhaz tangente T(§) es orientable y que GAf = 9, Af,
Escojamos un atlas foliado regular finito \l = {(U,, Za) ¥a) }acu de tal manera
que para cada o € U la p-ada (z!....,z5) determinan la orientacién correcta
de §lu.. Si x € Al es cualquier punto de Af, denotemos por L la hoja de la
foliacién § que pasa a través del punto x.

Denotemos por AP(ZxL) al espacio vectorial de p-vectores sobre L que defi-
nimos en (2.1.6). Podemos tomar a sus elementos vz = vy, A --- Ay, de
tal manera que (vy,,...,v,,.) es una base orientada de T:L con la orientacién

correcta. Como la dimension de la hoja Lesp t os que la di ién so-

bre R del espacio vectorial A”(7:L) es uno; y si andlogamente denotamos por

AT (T M) al espacio vectorial de p-vectores sobre Af, resulta que los p-vectores

i TESIS CON

| FALLA DE ORIGEN




38 CAPITULO 2. CORRIENTES

vr € AP(T:L) forman un sub-espacio de dimensién uno en AP(T: M) para toda
x € ‘A, ya que estan representados por una sola combinacién de los elementos
de la base de A7(Z:M). Si tenemos uno de estos p-vectores v, y consideramos
la corriente de Dirac ¢,,, vistas en 2.1.6 y que denotaremos de aqui en adelante
por. vz, para ¢l caso de variedades foliadas a estas corrientes las llamaremos
Corrientes Foliadas de Dirac.

Nuestra siguiente intencién es aplicar teoria de anilisis funcional al espacio [},
y moétrar que las corrientes foliadas de'Dirac generan un cono CONvVexo con
base compacta que denotaremos por C‘v y dﬂrcmos nlgunas concecuencias de

este hccho.

Lemn 2 2. 1. Emte un subcspac:o ucctonal cerrado H [ D' de cadxmcnswn

uno tal que todas Ias cornentes johada.s de D:rac estan sobm el mtsmo lado de. .

CP°, pero puede ser aproxlmadn uniformemente por una p~|’orm

o, CSte rmultndo se puede consultar en [Hir76G).

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que las cornentcs folladas dc Dirac
son positivas sobre cualquier extensién w, para todo x € U‘,. )a que podcmos
pensar a w, como un miiltiplo escalar del determinante de la base. Tomemos
una particién de la unidad {A,}aev. subordinada a la cubierta 4 y definamos
w = 3, cu Maa- De csta manera cada corriente foliada de Dirac sera positiva
sobre esta forma y considerando que w € [J,, cntonces pensando a w como
una funcional lineal continua sobre D, si definimos H = w™1(0) tenemos que
cs un subespacio cerrado de codimensién uno y las corrientes foliadas de Dirac

se encuentran sobre el mismo lado de H. P . R [y
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Definicién 2.2.2. Diremos de aqui en adclante que la p-forma w de la demos-
_tracién anterior es transversa a la foliacién 3. Esta no es iinica y cada una de
cstas da lugar a un subespacio cerrado H C Dj, con las propiedades descritas

en el lema.

Recordemos que dado un subconjunto en un espacio vectorial topolégico
podemos considerar su cerradura topolégica. En particular para el espacio
D;, denotemos por €3 a la cerradura topolégica del conjunto de todas las
combina‘ciones lineales finitas con cocficientes positivos de corrientes foliadas
de Dirac en Dj,. A los elementos de €3 las llamaremos corrientes foliadas.
Los clementos del conjunto Zy, = Z, N €3 les Namaremos ciclos foliados y
anilogamente, si denotamos por Bz, = B,NCy, a sus clementos los llamaremos

Jronteras foliadas.

Nota 2.2.3. €3 es un cono convexo cerrado en D]. Que es cerrado es por
definicién y que es convexo se sigue del hecho que cualesquiera dos clementos
x,y son aproximados por sucesiones de corrientes de Dirac, sobre éstas es
claro que el conjunto es convexo y de esta manera al tomar cualesquiera dos
clementos el segmento de linea tx + (1—— t)y con 0 < t < 1 esta contenido en
el cono por la continuidad del broducto por escalares y por ser un conjunto

cerrado.

Lema 2.2.4. Sea w € Dy una jarma transversa a § y sea H = w='(0) como

antes. Entonces €3N H =0y &'.‘3 Ca n w"(l) es un conjunto compacto.

lcmanmgng [I |l sobre AP(T(Af)) vy defi-

ntes foliadas de Dirac vy tales

Demostracion. Fuemos una mct.nc
namos A C AP(T(M) como el cot
que |] vz ||= 1. Entonces A cs un con_]unto compacto como subconjunto de la

variedad AP(T (M) (ya quc en espncma métricos se tiene compacto si y sé6lo si

es cerrado y acotado).
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Sin e D,,, cntonces 11 A”(T(M) ~+ R es una funcional continua, con lo cual
1](A) C Rics'un con_]unto compacto; asi-que podernos encontrar un nirmero
real que depende de 7; 4, 2 O tal que |n(a)] < u, para toda a € A.

rrliénte, éxiéte un nimero real A > 0 tal que w(a) > A para toda a € A.

lstencna de tal A con estas propledades se debe-a que si 2 € A, entonces

por scr cornente foliada de Dirac tenemos que w(A) > 0, y como A es compac-
to w ulcz\nzn su méximo y su minimo sobre A. El minimo resulta ser distinto
de cero, ya que si existiera un elemento b € A tal que w({b) = O entonces por
definicién de w tendrinmos que b ¢ A, lo cual es claramente una contradiccién.
Supongamos que existe una @ € €3 N H, tal que w(f) = 0. Tencmos que
podemos escribir 8 = lim,—,00 O, donde 6,, = 32, Cinain, ¥ para la cual cada
cin > 0y cada a;, € A. Tenemos entonces que: : )

0 = lim w(0n) = A lim Zc.,,,>o

izl

de donde podemos concluir que 0 = hm,._..,, Z,=, Cin-

Si 7 € D,, tenemaos que: . ] :
In(0)l <y Hime 2!—'-

vy como 7 cra arbitraria tenemos que 9 0 Con mto hemos demostrado la

primera parte del lema. g
Demostraremos ahora que el conjunto C; = GT Na wT 1(1) es compacto.

Ya que €3 y w1 (1) son conjuntos cerrados en el espacio D}, tenemos que [
cs cerrado. Recordemos que el-espacio Dy, es de Montel por lo que entonces
s6lo necesitamos ver que Qf; es acotado; es decir, que paracadan € D, se tienc
que 7(€3) € R es un conjunto acotado, ver {Sch50], Cap. IIL, pag. 71. ’
Denotemos por Ji7 al subconjunto denso de todos los elementos « € € definido
por las siguientes condiciones:

r
w(n) =1, '€=Zciﬂi

£=1
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donde cada ¢; > 0 y cada a; € A. -

Tenemos que para toda x € K,

1= w(n)‘ Zc.w(a.) > zc.A.

'l"l

De tal forma que 3_7_; ¢ ,<__,}; por lo‘ cual tenemos que:

()| = |2¢-v(m)| < > aln@l < 3 am, < 2

i=1

Ya que K es denso en E; concluimos que n{€3) C [~in/X, 1tn/A] y por lo tanto

¢1- es compacto. - a

Nota 2.2.5. Si tenemos una forma w € D, que transversa a la foliacién §,

diremos que el subconjunto compacto €y una base del cono C3.

Uno de los tecoremas mis importantes en analisis funcional es el teorema
de Hahn-Banach quc dice lo siguiente:
Supongamos que tenemos una funcién de valor real p definida sobre un espacio

vectorial topolégico real X que satisface lo siguiente:
1. p(x -+ y) < p(x) + p(y) para toda x,y € X.
2. plaz) = ap(x) para todoa =0y T € X.

Sea f una funcional lineal de valor real definida sobre un subespacio D € X
que cumple con’' f(z) < p(x) para toda = € D. Entonces existe una funcional
lineal real : F. deﬁ'

da é_bbte X para la cual se tiene que:

1. F(z) = f(x) bhrn toda r € .
2. F(x) < p(x) para toda = € X.

Este resultado y su andlogo geométrico puede consultarse en [DS).

Una consecuencia de este teorema es el siguiente:
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'I‘eorema 2. 2 6. ¢ Sea' W,' un. espacio vectorial t g te
sobre R, A un 3ubcon]untn convexo compacto no vacio y V otro subconjunto
conuea:a y ccrrado n‘ vacio. Si X NV = @ entonces eriste una funcional

‘numero real o tal que O(V) < a < 0(X).

'del lema anterior tenemos los siguientes resultados:

Tt o5,

Lema 2.2. 7. Emte una p-foma ta tran. sa a la f T si y solo si

el cero es el un:co ctcla fohado pnm {f.

Demostraczan. Supongamos que tcncmos una forma exacta w = drn tranversa

convexo com‘ Y
3N Z, =0 ya quc Cs
una funcional lineal continua w sobre D, tal que:

“(1) y Z,, = w“(O), por el teorema 2.2.6 existe

w(Z) =0  w()>0.

Ya que D, cs el dual topolégico de D), del hecho que w > 0 sobre ('.'1- tenemos
que w es positiva sobre todo €5— {0}, de donde concluimos que es positiva sobre
todas las corrientes foliadas de Dirac; es decir, w es transversa a la foliacién
§. Como ademds, dw(c) = w(dc) = 0 para toda corriente ¢ € D}, tenemos
que w es una forma cerrada. De hecho, s exacta ya que [w) € HE (Al R) sc
anula sobre todo [z] € H,(M:R) por construccidn; es decir, [w] es la funcional

cero sobre H,(M;R) y por lo tanto [w] = 0. ]
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Nota 2.2.8. En la demostracién anterior esta implicito el hecho de que existe

un isomorfismo entre la homologia de De Rham y la homologia singular.

Figura 3. Unu p-forma exacta tranéversa a Ia foliacién de'§

En rcsumcn tencmos que ex:st.e una p—forma ctac:a t.ransversn a la foliacion
K7 prccxsnmente cunndo el cono de corncntes fo]mdns C—;— mt.ersecta a loa cxclos

Z, exactamente en el cero.

Lema 2.2.9. Eziste una p-forma cerrada transversa a § si y solamente si el

cero es la idnica frontera foliada.

Dermostracion. Supongamos primeramente que tenemos una p-forma cerrada

w transversa a §, sea = = dc¢ € €5 N B, una frontera. Entonces tenemos que:

w(z) = w(dc) = (dw)(c) =0
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Como w es transversa a la foliacién, lo antqriér implica que z = 0.

Supongamos ahora que €3N B, = 0. Sabemos que €y Y B, tienen interseccién -

vacia; por lo tanto, el teorema 2.2.6 ir‘xiplica_.‘duc existe una p-forma w tal que
w(é;g) > 0 y w(B,) = 0. Del hcclio'dgﬁue’u’j séa estrictamente positiva sobre

la base del cono Qf;,-, se tiene que éstaj forma’ es transversa a la foliacién 3, si

ademis ¢ € D, tenemos que

()

» como c era arbitraria dw = 0; es decir, w es cerrada. ]

Figura 4. Una p-forma cerrada transversa a la foliacién § que no es exacta.

Tencmos de esta manera que existe una p-forma cerrada transversa a la folia-
ci6én exactamente cuando ¢l cono de corrientes folindas intersecta a B, soln-
mente en el punto cero. Ademads, en este caso F admite tanto ciclos foliados

no triviales como p-formas transversas cerradas.
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Figura 5. Una p-forma que no es cerrada y que es transversa a la i‘oliacién 3.

Lema 2.2.10. Si eristen p-formas cerradas transversas a § y c:clos JSoliados
no tnmalcs entonces: ;

1. La aphcac:dn natural Zz, — H,(A!'R) apltca a todos estos ciclos no

triviales a cla.scs de } logia no_trivial

es un cono _cunvezb Cy. C . Hy(M;R) que

tiene una base compac

3. El'cono’dual C;;‘C_Ii,,n(l\ IR), dcfruda por: '/
c; = '{-y‘é‘l-l"‘ (Af IR) tales que’ z('y) 0 para toda =& Cs},

cs Iarnb:cn un cono convero..

4. Ci tiene inlerior no vacio, que consta exactamente de aquellas clases de
cohomologia que pueden representarse por una p-forma cerrada transver-

saaF.
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Demaszmcwn. Est,a apllcacnén esta dada por la siguiente composicién

’ 'z' = Z,,nc;, Sz 2 - g (M R).
h Bp

Esta aphcucnén es una proyecclén lineal acotada, de tal manera la imagen es

un cono convexo C;,. Lu base del cono €3 esta definido por una p-forma cerrada

w transversn a la'foll 3 (2 2.4), por lo que el conjunto compacto ¢1 N2z,

es aphcado sobrc la base C-; [w]~*(1) N Cy, y esta base resulta compacta ya

'quc la |magcn contmua de un conjunto compacto cs compacto. Las hipdtesis
;adcxnas fuer/nn cl hccho de que Cy M B, = 0; por lo cual la clase de homologia
[2] no es cero’ Jpara todo ciclo foliado z no trivial, lo que prucba 1, 2y 3.

Esco_lamos ahorn p—formns cerradas 77,,..., 7 cuyas clases de cohomologia sean
una base 'del grupo H’(M R) Si'tenemos que w es una forma cerrada trans-

versa a la fo aclén, cntonces ln forma:

W+ Zams
i=1

es transversa a la foliacién para valores suficientemente pequeiios de las a;,
con 1 £ ¢ < r. Tencmos asi que las clases de cohomologia de estas formas se
encuentran en una vecindad abierta de [w] € H?(A;R) en C3, lo cual prucba
que estas clases estdn representadas por formas cerradas transversas a § que
se encuentran en cl interior del cono dual C3, en particular este cono tiene
interior no vacio, lo cual prueba la primera parte de 4.

Deinostraremos ahora que estas son las tinicas clases en el interior del cono
dual.

Para esto si [v] € C3 ¥ 7 se anula sobre algiin ciclo foliado = no trivial, entonces
por definicién de forma transversa a la foliacién, para alguna i tenemos que
7i(=) es no cero. Por la que hay entonces valores arbitrariamente pequeiios
de a; € R tal que (v + an;)(z) < 0; es decir, una clase [7] en el cono dual

estil en su interior si y sélo si v toma valores estrictamente positivos sobre
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todos los ciclos foliados no triviales. Esto es equivalente a que el subespacio
V = 4~(0) N Z, € Z, intersecta a Z3, solamente en el vértice 0. Este’
subespacio corresponde exactamente a el rayo a través de [7] en el cono dual, ya
que el subespacio es generado por todos los multiplos escalares de la funcional
que lo define, asi que sdlo los multiplos positivos satisfacen las condiciones.
Aplicando cl tecorema 2.2.6 al subespacio cerrado V € D,y a la base compacta
del cono Cj, existe una p-forma w estrictamente positiva sobre Cy — {0} tal
que:
wHO)NZ,=+"(0)N Z,

Este subcspacip contiene a B, asf que « es una forma cerrada transversa a la
foliacién § y [w] esta sobre el sub-espacio afin de dimensién uno a través de
[7]): Con lo cual podc;nos concluir qué . cs cohoméloga a una forma bw pAra

alguna & > 0. : [me)
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Capitulo 3

Cliclos Foliados y Medidas

Invariantes por Holonomia

En cste capitulo se demostrard el resultado principal de Denis Sullivan, que
afirma que todo ciclo folindo da lugar a una medida invariante por holonomia.
Primeramente se mostrard que todo ciclo definido por una medida invariante
por holonomia, define un ciclo foliado. Después procederemos a demostrar
haciendo uso del teoreina de Representacion de Riez que todo ciclo foliado
esti asocindo con una corriente de integracién. Finalmente; considerando la
medida asociada a un ciclo foliado, desarrollaremos una forma de definir nue-
vas medidas a partir de nuestra medida original, que estardin definidas una
sobre las placas y la otra sobre las tranversales locales de la foliacién, y se
mostrari que csta tiltima es una medida que es invariante por holonomia. Con

1o eual podremos demostrar ¢l teorema de Sullivan,

N
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3.1 Teorema de Sullivan

En 2.1.12 vimos que si 4 es una medida invariante por holonomia transversa a
la foliacién § que es finita sobre subconjuntos compactos del espacio transverso,

entonces u define un ciclo p, € Z,,.

Proposicién 3.1.1. El ciclo ,, definido por una medida invariante por holo-

nomnia es un ciclo foliado.

Demostracion. Por 2.1.12 sélo necesitamos demostrar que nuestra corriente es
limite de una sucesién de corrientes de Dirac. Consideremos un atlas foliado
regular con cartas (Ua, Ta,Va) y transversales S,, fijas de aqui en adelante.
De la definicién de una forma transversa a la foliacién w, sabemos que el
hiperplano w—'(0) separa al cono de corncntes en uno de sus lados. Veamos
primeramente que ,, se cncuentra en ¢l mismo lado que el cono.

Para que lo anterior sea cierto, ‘tiene’ que suceder que w(p,) > 0. Pero w(p,) =

@u(w), con lo cual tenemos que dcmostrar.

‘a€A -Lo (/ '\"w)d/‘(-") >0

Pero’ snmplcmente obscrvcmos que f,, /\.,w 0 para cada plnéa P € Sy

salvo un con_]unto de a#-medida cero.” Por otro lndo, la’ medida sz es ﬁmta sobre
subcotuuntos compactos, con ‘1o cual existe nl mcnos un subco_]unto en’ ‘el cual

©.(w) > 0. Por lo tanto ésta se ‘encuentra en’ el xmsmo lado del cono;

Ahora en cada carta cunrdenadn (Uc.,z._..,‘y;,) tenemos la representacién de

2, de la siguiente manera:

v’u(wn) =/ ( f A..w) du(P)
Cada integral de la forma: : :
/ Ao
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con P € S,, representa el valor de una funéiéﬁ u-x;(;dible; F,,, es decir:

Como funcién u-medible, ésta es aproxxmnda por nna sucesién. de funciones
dqgamos,{f“,“ }. tal que:

simples de valor positivo dcﬁmdas sobrc S,.,

IIm/ (F,,,dp(P)—

i—o0

salvo en un conjunto de p-medida cero. vComo las funcxones Ji. son positivas,

consideroemos para cada una de ellas un p—vcctor o cornentc de Dlrnc Uai del

cono de corrientes foliadas de tal formn qu

es un ciclo foliado.

El resultado mltonor no dxce que c ndd tenemos corrientes de integracién

definidas por medidas i invar nntm por holonomm @y Gstas resultan ser siempre’
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ciclos foliados. .

Una pregunta natufal es saber cuales ciclos fo!iados provienen de medidas in-
variantes por holohoml‘a, ¥y este es el resultado dcmoslirndo por Denis Sullivan,
el i;ua) serd el tema principal de esta seccién.
Teorema 3.1.2. (D. Sullivan)

: Tod& éicla Jfoliado es de la forma o, para alguna medid.a invariante por ho-
lornofnfa. Es decir, todo ciclo foliado se puede aﬁm.rimar por corrientes de

integracién con medidas invariantes por holonomia.

Para demostrar este tcorema, veamos en primer lugar que las corrientes
foliadas son corrientes de integracidén.
Consideremos una p- forma w transversa a la foliacién § y escojamos un campo
conti{nuo v de p-vectores no cero, tangente a § y tal que w(v) = 1. Este campo
continuo podemos suponer sin ningin prohlgina quec siempre existe, ya que si
recordamos la construccién de w vista en (3.0.19); w estd definida considerando
una particién de la unidad subordinada a un atlas foliado regular finito v
respecto a éste atlas, en cada vecindad coordenada (Ua»Ta) Ya), w tiene una

expresién de la forma: e

Wa = dr i N-- Adal

Con lo cual podemos tomar para cada a € U el p-vector
O%a = 5oL NN B

Utilizando ahora l'u‘mi‘sma’pz;rt‘iciéﬁ de'la unidad de w, {Aa}aecu, podemos

v= Z AaOzq
; S : pry=)
Ya que v es una combinacién lineal con cocficientes positivos de p-vectores que

dcfinir el campo v’como:

estid definida sobre-Af. v: es unacorriente de Dirac y por cnde una funcional
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lmeal contmua ﬁobre ]ns p—formns- ademés se tiene que- 7
w(v) = 2'_‘ z\aw,,(v) = Z ,\.,u,.(§ :,\,,az,.) = 2 Aawa(@Ta) =3 . Aa=1,
. aen : i eet N okl T aetl
por lo cunl nuestro campo v sntlsfacc las condlc:ones requeridas.

Ahora, dudo un cnclo

€' Cz, definimos una- funcxonal lineal continua J. :

acotada sobre M, tal

que:
Dcmostrﬁﬁer SLt.yQ'nc' os (11‘1410‘ iv; €s una corriente foliada de Dirac,
centonces ' R S SR ‘

' Te(f) = f(@)w(avs) = af(z).

Asi, la medida atémica & concentrada én < con v(x) = a es nuestra tinica me-
dida .. Si tenemos que ¢ es una combinacién lineal finita de corrientes foliadas
de Dirac con coeficientes positivos, entonces nuestra medida v, resultard ser
In suma de las correspondientes medidas atémicas.

Para cl caso general en el que ¢ = lim,,_ o0 €n, donde cada ¢,, es una combina-
cién-lineal finita con coeficientes positivos de corrientes foliadas de Dirac, la
correspondiente sucesién acotada { en el sentido débil ) {,}32, de medidas,
tiene una subsucesién convergente a una medida v, con las propiedaes reque-
ridas.

Por el Teorema de representacion de Riez y del hecho que el subconjunto
C*=(M) es denso en el conjunto C°(Af), tenemos que la funcional lineal J,

determina a la medida v, de manera tinica. ]

En la demostracion anterior denotamos por ¢ = lith,eeo €, 2 una corricente

arbitraria. Si denotamos por », a v, para n 2 1, entonces podemos re-cscribir
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5

el resultado anterior en’la siguiente forma: -

donde 7| AP(T(F)) = 0. Debcmos enf:
ser solamente continuas, duda ]a clns

Resulta ahora claro que:
cal(n)

con lo cual tenemos que:

om) = Jim.¢

continuo v de p-vectores, no nulo so!

que las corrientes foliadas ¢ se corres,

Tomemos = € Zy, ;60 "y' fije

dinada a un ‘atléxs‘ foliad

¥ -un campo continuo v de p-vectores

/ vdy. 3.2
< Jar

contrar una me id

tangentes a: o— t ) qu
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como corriente de integracién. Fijemos un'a'carta.bfo'liada abierta (W, =, y) no
necesariamente en $1 y denotemos por v = v|W. Si s el espacio transverso
(W), los puntos de § los podemos ldennﬁcar con placas P c W. Usando la

aplicacién ¥ : W — S podemos definir una medlda. no neganva de valor finito

X C S entonces -~

#' sobre S determinada por el hecho de que s

u'(x)”

Haciendo uso del teorema de Rndon-Nnkodym, de |g1ml manera podemos en-
contrar una medida finita no ncgatn\a vy sobre cadu F-placa P C S, salvo en

conjuntos de medida cero rcspccto a la medida /4 , de tal manera que:

/ hdu’— / (/ hdu,,) du'(P), .

Adcmas si {#,}pes es otra familia de

= u para P € S u -cast dondc

para toda'n EV'VDS(V,)
Para 5 € Dg(V) 3"""

ya que

z(y) = Al I](l‘)‘)'lll‘//;-/.; (_/,;ll(v)(lu,,)d/t’([’):/l;a,,(n)rl/z'.
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Ahora, la corrlente 0,, es cerrada ya que por ¢l Teorema de Stokes para toda

E‘ (drl)—-/dn f”ﬂ=/.n=

; 'm declr, 9,, &s cerrada.

€ Dg_; (V) se ‘t.lene que ;

.00, (n)

por, lo que 80

Tcnemos tamblen que la’ coruente op es cerrada para casi toda placa P salvo
con_]untos de medxda cero bajo ]a medida u4'. Para ver esto definimos para

cada T € D‘_I(V) la funcnon 9r: 'S — R dada para toda P € S por:
yf(P) = adp("') = op(d7)
Mostraremos que la medida g.,u se anula, de donde concluiremos que:
gr(P) = aa,('r) = op(dr) = 0

para p'-casi todo P. De hccho si A € C°°(S) e interpretamos a i como una
funcién diferenciable sobre V. que es constante a lo largo de cada placa P,
pero no necesariamente con soporte compacto, entonces la forma dh A 7 tiene
soporte compacto, (dhil\ P =0y op(dh AT) = [o(dh A T)(v)dip = 0 ya que

el campo v es tangenic a P. Tenemos asi que
op(d(h7)) = op(dh A T + hdT) = 0, (hdT)

por lo cual

n(P)o(ar)dp (PY = [ op(h(P)dr)dy (P)

f R(P)d[gs ' P) = /S
/; p(d(hT))dp' (P) = 2(d(h7)) = D=z(h7) = 0

Es cero ya que = € Zj,,.
Como las funciones diferenciables sobre S son densas en cl espacio de funciones

continuas ( relativn a la norma uniforme ), nuestro argumento anterior siguce



"
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siendo vilido cuando £ es soclamente continua. Asi tenemos quc‘ln medida gz’ -
sc anula como se afirmaba y do,(7) se anula para [:.'-c'm‘i toda P,' El espacio
topoldgico DE_; (V) es separable; por lo que si tomamos un subcdnjqntd denso
numerable {7;}§2,, tal que para toda i sc tenga que‘,lns_aa,,'('r.v) 'se‘n“nAl'xlnn )
simultdneamente sobre ji’-casi toda P, por la continuidad de las corlfigxi‘és oy,
sobre D5_,(V') se sigue la afirmacién. e : el
Nota 3.1.4. En lo anterior sicmpre asumimos que las hojas de la foliuéién k<R
ticnen frontera vacia, esta hipétesis es (M) = 9,(M) y es escencial.” s
De aqui en adeclante podemos asumir que la corriente o, ¢s cerrada para toda
P € S. Por cl tecorema 2.1.12, aplicado # la p-variedad no compacta y sin
frontera £, podemos concluir que existe un nimero () para toda P € S tal
que - ’

op = k(P)0p.
Esta funcién « : S — R es /L’-txledihle y podemos entonces definir la medida
p = &y’ sobre S. Sin €. D5(V) y;r)(u) =0, entonces Op(n) = 0 y op(n) = 0.
Asi tenemos que la funcién toma ;'alorcs no-negativos y 4 s entonces una
medida no-negativa. . . i )

Lema 3.1.5.' La mcd:da pes la un:ca mcd:da no-negativa sobre S, finita sobre

juntos 1 ‘ne tnl que para toda 7 € CH(V) satisface que:

,¢m—/([UWW)

Demostracion. Dndn n € Dy (V) tenenios -
ety = [ antmdit(P)

= [ sPyortma )

—Am@mmm]

k L (fon) auery.
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Se puede encontrar una forma ¢ con soporte compacto en las z-coordenadas,

pero no en las y-coordenadas, tal que f,,c =1lparatoda PC V.Sih:S—-> R
es una funcién diferenciable con soporte compacto,entonces pensindola como

funcién definida sobre V" y constante a lo largo de placas, tenemos que A €

DE(V); por lo cual-
/hdu': ;f h(f ¢)du = =(h¢)

cs ﬁmta, y.de cst;a manera s ue que ¢ es finita sobre subconjuntos compac-

tos.’

ida que satisface el ser no negativa y

,a medida (1 — /i) es una medida con

Tenemos dc est.a manera, al 1g;ual que antes, que fs hd[pp — 3)(P) = O para

toda funcién h dlferencmble con soporte compacto sobre S; es dccir, u — i se

anula sobre subcoluuntos compactos por lo cual g = 2. a

Para demostrar ¢l teorema principal 3.1.2 de que todo ciclo foliado

estd dado por una dida invariante por hol fa, consideremos

una carta coordenada (U,, Za,¥a) € 4; en la demostracién del lema 3.1.5 vi-
mos que en esta carta coordenada tenemos una medida no negativa y, sobre
¢l espacio S, transverso a csta carta. Por la definicién de atlas foliado regular
existe una carta folinda (1, z, y) tal que la cerradura de U, estd contenida en
1V, donde placas distintas de la cerradura de U, estin en placas distintas de
117, De esta manera: si denotamos por S al espacio transverso de IV, entonces
existe una inclusién natural de la cerradura del espacio transverso S, (que

denotaremos por S,) en S,
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La medida jz sobre § obtenida como antes, se restringe a una medida 4, so-
bre el espacio S, con las propiedades deseadas, y por del lema 3.1.5 tenemos
garantizado que fia = fia. En particular; ya que i(Sa) < 00, tenemos que
Ha(Sa) < 0o y entonces podemos definir una medida finita
n=]]ne sobre ]J Sa-
acu acu
Notemos ademéds que podemos asumir que ¢l atlas es tal que siempre que
Ua N Ug # @, entonces existe una carta foliada biregular (1V, x, y) tal que se
satisfaga que U, U Ug C W ([CCO0), pag. 27). Asi, por la unicidad de las
medidas 1, ¥ pg, esto implica que ambas coinciden con las restricciones de /i
Yy por lo cual coinciden bajo las transformaciones de cociclo v,,4. Ya que las
transformaciones de cociclo generan el pseudogrupo de holonomia, tenemos
que la medida g es Cy-invariante; es decir, invariante por holonomia.
Finalmente, si {Aa}acu es una particién de la unidad subordinada al atlas
tenemos que cada 17 € D, se'puede dcscomponer como
=13 Aan
B - acey
donde cada A,7n € Dg(Ua)-

Por lo cual tenemos ’que:

Sz =37 2(Nam)

. o€
=é fs : ( /: Anr)) du(P)
=u(n).

que es lo que querinmos demostrar.
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Apéndice A
Integraciéon Fibrada

En este apéndice enunciaremos los resultados principales de la teoria general
de la Integracién Fibrada, la cual es utilizada para mostrar la biyeccién entre
medidas invariantes por holonomia en la foliacién determinada sobre un haz
fibrado localmente trivial por la proyeccién y las medidas definidas sobre el
espacio base del haz.

La referencia basica de este apendice es [SHV72] capitulo VII.

A.1 E]l Haz Vertical

Sea (£,T11, B; F) un haz fibrado diferenciable con dim(F) = r y dim(B)) = n.
Es conocido que la derivada dIT : T(£) — T(B) de la proyeccion IT es una
aplicacién de haces cntre los haces tangentes de £ y de B. Para cada z. € £
definimos cl Espacio Vertical de T;(E) dado por V;(E) = Ker(dIl).. Como
las aplicaciones lineales (diT), son suprayectivas para toda z € E tencmos que
dim(Vo(£)) = dim(FE) — dimn{B) = dimn(F). .

Ahora, si a € B entonces la fibra IT-! (@) = F, es una subvariedad cerrada
de £ y tenemos definida una aplicacién inclusién j. : Fo — FE, yise ticne

ademiis que Vi (E) = Im(dj,): parncadna € B y = € F,. YaqueIToj, es la
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aplicacién constante dada por F; — a, con lo cual d(I10ja) = d(IT) 0 d(j,) = 0
lo cual implica que Jm(dj,) € V2(FE) y como d(j,). es inyectiva tenemos que
dim(Im(dja)z) = dim(F) = dim(\3(E)).

Si consideramos ahora el subconjuuto""(E)' C T(E) definido por V(£) =
U,E,;- |A (E) éste resulta ser un sub-haz de T(E) llamado el Sub-haz Vertical.
Considerando una representacién coordenada {U.,, ¥,} del haz (E, 11, B, F) el

sxgulcntc diagrama conmutativo

TUs x TF. 223 Tyoa,,

Dotando de (stn mancra a V una est.ructura de ha.z, y ademais es una sub-
variedad de T(E)’ de dxmensit’m rlun(\ £) = n + 2r. Lo anterior nos dice que
las aplicaciones’ dj; : T(F.,) —» T(E) pucden restringirse, dando lugar a apli-
caciones de haz dj, : T(Fu) = V& induciendo isomorfismos lineales sobre las
fibras, por lo cual 1% cs llamado el haz a lo largo de las fibras. Se dice
que un campo vectorial Z sobre £ es un campo vectorial vertical si para
todo = € Z el vector Z(z) es vertical. Se satisface ademis que el producto
de Lie de dos eampos vectoriales verticales 2, ¥ Z» es nuevamente un campo
vertical, con lo cual los campos vectoriales verticales forman una sub-sdlgebra

v (£) del dlgelra de Lic de campos vectoriales de £, Z(£).
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A.2 El Sub-Haz Horizontal

Si (£,I1, B, F) es un haz diferenciable, diremos que un sub-haz Hg del haz

tangente T(E) es un sub-haz horizontal si:

T(E)=Hg® Vg.

A las fibras de Hg(z),= € E de un sub-haz horizontal se les llaman sub-
espacios horizontales.

Si se ha escogido un sub-haz horizontal fijo Hg, entonces la derivada
dIl : T(E) — T(B) sc restringe a una aplicacién de haz Hg — T'(B), que indu-
ce un isomorfismo lineal en cada fibra, asf Hg es isomorfo al pull-back de T(83)
via I1 y ademds Hg cs una variedad de T(F) de dimensién dimm(Hg) = 2n+r.
Se dice que un campo vectorial Z es un campo vectorial horizontal si
Z(z) € Hg(z) para toda z.€ E. Estos en genecral no forman una sub-dlgebra
de Lie de =(E). :

Se tiene asi que todo campo vectorial Z € E(F) de E se puede entonces

escribir de manera tinica como:

Z =2y + Zy

donde Zy- € Xy (E) y'Z”” € .\'}, (E) ¥ sus componentes en esta descomposicién

son llamadas vertical ¥ horizoixta} espectivamente.

Ejemplo A.2.1. E=B x Fel haz trivial:*El 'Sixbjllaiz vertical para este caso

s Vpep = Bx T(F) ¥ el sub&spx’\éi‘obhVéybxjiz'ohtal;w.H"xp =T(B) x F.
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A.3 Formas Diferenciables

Sca (E£,I1, B, F) un haz fibrado diferenciable. Diremos que una forma diferen-

cial & € A(FE) cs una forma diferencial horizontal si:
(X)) =0

para todo campo X € Ey(£), donde i(.X') es la aplicacién contraccién.. Las for-
mas diferenciables horizontales forman una sub-dlgebra gradundn ‘del dlgebra
de formas diferenciables sobre F, que denotamos por A(E)."Esm sub-algebra
cs llamada la sub-dlgebra horizontal y la dcnotnren;'os'poi"A”‘(E).
Supongamos ahora que tenemos escogido un sub-haz hdﬁzbntql Hg c T(E)
y sea =, (F) el sub-médulo de campos vectoriales horizontales sobre E. Defi-

nimos una sub-dlgebra graduada Av(F) < A(F) por:

Av(E) = {® € A(E)tal quei(X)® = 0, paraX € Xu(E)}.

Llamaremos a Ay (E) la sub-dlgebra vertical de A(E).y. b.«;t. ¥ devpv nde de

Ia eleccién de Hg.

n(E)@ Av(E), aue

Si consideramos el dlgebra graduada anticonmutativa 4
I es el morfismo

es el producto tensorial anticonmutativo de dlgebras
dado por: :
PRSIV DAY

define un isomorfismo de dlgebras gradundas" 1 Ap(E) ® Av(E) k—)i}l(E).

Nota A.3.1. La inclusién AV — AT(F) induce un hbiﬁomorﬁ_sf:m‘dc idlge-
bras gy @ A(E) = Sec A VE dado por: : i N
prR(= g, . ep) = Bz, 5., ¥u)s

con z € E'y ¢; € 12(E) independiente de la eleccién de un sub-haz horizontal,

¥ oste morfismo py- s suprayectivo. De hecho, si F z es un sulx-haz horizontal y
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Ay (E) es la correspondiente sub-dlgebra vertical entonces se tiene que pv |4, (g)
es la aplicacién inversa del isomorfismo Fy, donde Fy : Sec A Vg — Av(E)
dado por Fy W (z,¥1,...,%p) = W(z, Vat1,..., Vo) con V; : TL(E) — V,(E)

la correspondiente proyeccién sobre el haz vertical.

A.4 Orientacién en Haces Fibrados

Sea I" = (£, 11, B, F) un haz fibrado diferenciable, dim(B) = n y dim(F) = r.
Considercmos aquellas formas diferenciables ¢ € A"(FE) tal que para cada
xr € B la forma diferencial j:d € A"(F;) orienta a la subvariedad F:. Diremos
que dos formas diferenciables ¢, y ¥, son equivalentes si j2®; y ji®P2 inducen

la misma orientacién sobre F; para toda x € B.

Definicién A.4.1. El Haz I" es un haz orientable si existe una r-forma
diferenciable ¥ de E tal que j® orienta a F; para toda z € B.

Una clase de equivalencia de estas r-formas diferenciables es llamada una
orientacién para el haz I' y un miembro de alguna clase diremos que

representa a la orientacién.

Cada orientacién en ¢l haz determina una orientacién en las fibras F,, y

en particular la fibra tipica de un haz orientable es orientable.

Ejemplo A.4.2. El haz trivial (B x F,I1,B, F) es orientable si y sélo si
F cs orientable. Si la fibra F es orientable, sea Ap € AT(F) una r-forma
diferenciable de orientacién para la fibra. Entonces para la forma diferencial
1 x Afp setiene que j2(1 X Ag) = Apg, con lo cual tenemos que la forma 1 <Az

orienta ¢l haz.

Recordemos que teneinos el morfismo pv.: A(£) — Seec A. (V). Entonces:

para cada'z € £ podemos considerar la aplicacion A(djz): con I1(z) = x; como -
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un isomorfismo: @, VA(T‘(F;)) - A(V2(E)). Asi, para ¥.€ A(E) tenemos

que o2 (pv ¥ (2)) =" (F2¥)(z) con'z € E yI(z) == :

Proposicién A.4.3. 1. Si W € AT(FE) orienta el haz T, entonces se tiene
que pyW & Sec A (V) orienta cl haz vertical V. ’

2. v yd repfescﬁtdn la misma orientacion de T si y sdélo si pvV y py®

representan la misma orientacion.

3. Las orientaciones del haz I y las orientaciones de Vg estan en corres-

pondencia biyectiva.

A.5 Orientacién Producto Local

Sea (£,11, B, F) un haz fibrado orientado por una r-forma diferenciable ¥ y
asumamos quec una n-forma diferenciable Ay € A(B) orienta a B. Se ticne el

siguiente resultado:

Lema A.5.1. La (n + r)- forma diferenciable Ap = I1°Ay A ¥ orientala
variedad E y la orientacion de E representada por Ag depende solamente de

la orientacion del haz y de la orientacion de B.

Definicién A.5.2. La orientacién determinada por la forma diferenciable

A =I1"Ap AT es llamada la orientacidon producto local de E.

A.6 La Integral Fibrada

Sea I' = (£,T1, B, F) un haz fibrado diferenciable en el cual din(B) = n,
dimn(F) = r y¥ Vg el correspondiente haz vertical del haz tangente T(E). Sea

Jr = (M, T, B, ) un haz vectorial sobre B y supongamos que tencmos
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asociada una aplicacién de haz ® : A"V —. \Il tal- que. induce’ a la funcién
Il.: E — B ¢n las variedades base. ‘ ; L
AV —2 5 A1

.

E. 25 B
Definicién A.6.1. El soporte de ® es'la cermdura en el cspacno E del con-
junto {z € E|d, # 0} y la denotaremos por Cnr(dﬁ) ;
Diremos que tiene ¢ soporte-fibra compacto 8 paV
compactos A C B se tiene que [171(A) n Car(d)) es un subconjunto compacto
de E. . : ; :
Diremos que una forma diferencial 2. € A(E)-" v e sop ', .‘.ch ﬁbm p

to si para todo subconjunto compacto K C B el conjunto TI~1(K) N Sop(R)
¢s compacto, donde Sép(ﬂ) denota el soporte usual de §2.

Al conjunto de formas diferenciables con soporte-fibra compacto lo denotare-
mos por A,;-(E)‘, este es un ideal graduado de A(E) y que ademads es estable

bajo contracciones, derivada de Lie y derivada exterior.

Asumamos que el haz I es orientado y que & tiene soporte-fibra compacto.
Definiremos una seccién o € Sec(¥) la cual llamaremos la integral sobre la
fibra de . Para esto, si T € B, ¢ determina una r-forma diferenciable con
valores en A, definida sobre Fy, ®, € A7(FL; H,) dada por:

Pz ) = PO A ATy
para =z € Fp y i € T:(F) = VL (E).
Como &P tieue soporte compacto, tenemos que cada O, tiene soporte fibra
compacto y como ademids I” es orientado tenemos definida una orientacién
sobre cada Fp. Tenemos de esta mancra definida una funcién o : B — AfS

dada por: S T :
o) =f ‘1’.'-:“ - para-sx € B..
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En particular se tiene que o(z) € H; por lo cual llxy oo = Id y esta resulta ser
una seccién cruzada diferenciable del haz ¥. A o la denotaremos por o = [ ®

y la llamaremos la integral sobre la fibra de .

A.7 Formas Diferenciables

Sea I' = (E,T1, B, F) un has fibrado diferenciable orientado, dim(B) = n y
dim(F) =r.

Definiremos una aplicacién lineal g : A(F) — A(F) homogenca de grado —r
que Hamaremos la integracion sobre la fibra.

Sea Q € ALP(E) con p £ 0. Para cada z € B, Q determina una r-forma.

diferenciable con soporte-fibra compacto €2, sobrc F; con-valores en A’T,(B)‘

de la siguiente mancra: AR
Sea z € F,; y vectores tangentes 7].,...,1], E V,(E) ¥y 11:;,...,1&, [= T (B)
Consideremos vectores tangentes ;... 7% € T(E) ytnlw que’ dIT(y) ="
' p.» Ya quc V (E‘) Kcr(dl'l), os que su di ién

17,.) cs mdcpendxentc de las elecciones

para toda i =1,.

es 7 ¥ el nimero Q(..

de las ;. DeﬁmmosQ po

'ﬂr) (¢|,---.¢p)) ‘—Q(—’-.'n. -.,'r,..m.---,rlr)

Observacién A. Tcnc os’ dcﬁmda un;x p-formn q:fcrcynclnl>lc JrS2 sobre

B definida pbr :
£ (I n)(1‘) / Qs para "z e B.
Para ver que j,,-Q cs. dll’crencmblc, dcﬁmmos uua‘aphcaclén de haz ¢q :

AV — A“T(B)‘ ;\da. por:,

‘I'n( 1 TRA TR /\7Ir) = ﬂn(:)(fh, Sy 7lr):

con lo cual tenemos que IFQ = frda, ¥y por- ]o tanto f-Q es diferenciable.’

Resulta ademads que [p : AFP(E) = AP(B) es una aplicacién lineal que la
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podemos extender a. formas de grado menor quc r por f,.-Q = 0 para Q €

A'L-(E) con’ q < r.

Ejemplo A.7.2. Sca E=F y B ={
Tenemos entonces que F es una vanédad oncntadn y j,.- es la aplicacién lineal
J#: AL - R y la podemos extender a AC(F) por la condicién [ = 0 si el
grado de §2 es menor que 7. Aqui A.(F) denota a las formas diferenciables con

soporte compacto.

A.8 Productos

Supongamos que £E =B x F.
Si Q € AP+ (B x F) entonces se tiene que 2, € 4"(F' A’T,(B) ) dada por

,Q(a:;y;‘wn

Q@i .- )i PL A A v.’:,.)(

parax € B, ¢ € Tx(B) ¥ n; € T,,(F
Si Ap € A"(F') orientala \'ancdnd F;tenemo

'ixey'hi fdrma di{ércncial

1 x Ap orienta el haz. l\Ius Xin

la forma diferencial: ¥ . & &
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A.9 Propiedades de la Integral fibrada [,

Teorema A.9.1. La integral fibrada [ : Ap(E) — A(B) es una aplicacion

lineal suprayecliva que satisface lo siguiente:
JII"PAV =PA [T
F F

para P € A(B) y ¥ € Ap(E). ..

Ademds [ se restringe a una aplicacién lineal suprayectiva

S AE) o ALD).

Proposicién Ao mkﬁbrada satisfe las siguientes relaci :
1u¥) o fr= I

2. 6(Y)eoJr

3. 6o [

bjF°‘s,- .

Donde Z A’(E) y Y € X(B) estan Il-relacionados, ¢«( ) es la aplicacicn

corumccidn',"e( +')} es la derivada de Lie y § es la derivada exlerior.
Ademads se tiene un teorema tipo Fubini para ecste caso:

Teorema A.9.3. Sea (E,I1, B, F) un haz fibrado diferenciable orientado,.b.
varicdad orientada, dim(8) = n, dim(F) = r y E tiene la corrcsjzbmlicntc

orientacion producto. Entonces:

/‘; =-/l;o£ : A:,'""(E) —)(R).



Bibliografia

[cCcoon)

[CN8S5)

[Ds]

[God91)

[HHS3]

[Hir76]

[Hor66]

[Hu.49)

- part b \’mwcg and Soh

'Morris W Hu'sch., D:ﬁ'emnhal

A. Candel and L. Conlon., Foliations I, Graduate Studies in Mat-

hematics, vol. 23, American Mathematical Society, 2000.

Cesar Camacho and Alcides Lins Neto., Geomctnc theor_l/ offoha-
tions, BIRKHAUSER, Boston- Basel- Stut.tgar: 1985.

N. Dunford and J. T. Schwartz., LGear, apcmtor

cience Pubhshcrs, Inc‘ Ncw York

Claude’ Godbxllon - Fcutllctages ctudcs :geaometriques,

3oston-Berlin,

York- Hcidclbcrg— Berlin,. 1976

Jhon Horvath., Topological

Addison-\Wesley, 19G6.

Sze-Tsen Hu., On singular homology in differentiables spaces., Ann.
of Math 50 (1949). ’

f foliations, .



72 BIBLIOGRAFIA
[Ir.77] H. Blaine Lawson Jr., The guantitative theory of foliations, Con-
¢ ference’ Board of the Mathematical Sciences, Regional Conference
Series in Mathematics, National Science Foundation, vol. 27, Ame-
" rican Mathematical Saciety, Providence, Rhode Island, 1977.
[K6t69] Gottfriced IK6the., Topological vector spaces 1, Springer-Verlag, New -
York, 1969. Lk
[NS88]) - Calvin C. Moore and Claude Schoquet., Global analys i ;orvl“'joling'_‘
ted spaces, Mathematical Sciences Rcsvenrclll,ylnst.it'ut:e Publicﬁtion#,
vol.. 9, Springcr-Verlng, 1988. ; . ; ¥ :
[P1a75) - J. F Plante., Foliations with measure preae g olononiy,; ‘.An'n.'.
of Math 102 (1975), 449—406. o
[I’RHGT—I] J.UHL I:wmg P R. Halmos and F.:\V.: Geh
[Rha84] rges
: ]ahns, Grundlehren der mathematischen Wi
Spnngcr—\ orhg, Berlin, 1984. L
[RR73)
vol. 53, Cambridge University Press, 1973:"
[RS75 D. Ruelle and D. Sullivan., Currents, ﬂaws, and dlﬂ'eamorphwms,
Topology 14 (1975), 319-327.
{Sch50] L. Schwartz., Théorie des distribuiions, ;-dl."Tonlc 1, Hermann,

Paris, 1930,



BIBLIOGRAFIA . 73

[Sch86) H. H. Schaefer., Topological vector spaces, Graduate texts in Mat-r‘

hematics, vol. 3, Springer-Verlag, 1986.

[SHV72] W. Greub S. Halperin and R. Vanstone., Connections, curvatu-
re, and cohomology, Pure and Applied Mathematics, 47, vol. 1,
Academic Press, 1972. o :



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Corrientes
	Capítulo 3. Ciclos Foliados y Medidas Invariantes por Holonomía
	Apéndices
	Bibliografía



