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Lista de Notación 

El onlm1 de la listn eurrespondf! ni orden cu el <111c nparccm1 en el trahnjo. 

DP Espacio de p-forrun. diforcncinhlc-.. s sob1·e J\/. 

lR" 

IHI'' 

IK" 

3'miv 

e• 
T,.(N) 

o 
D/3 

(U.>') 

/3T Y J_jrh 

D,U 

<J.ri 

{ lf, •. t/>n}ueU 

( .1/, 3') 

/
~, 

" 

Fulinció11. 

Espado Eclidcano ele diancusi<ln u. 

Scrni-cspncio inferior do IR". 

R" o IHr'. 

Folinciún trnnsvcrsn 'n JV.-

Cb1sc de difcrcncinhiliclnd de orclcu 1·. 

Espacio tangmatc a ·in vnriccJHd .tV cu el punto x e .tV. 

.Conjunto vacío. 

Frontera del conjunto B. 

Cnrtn foliada. 

V'cciudndcs rcctaugulnrcs en Kq y K.11 -q rcspcctivn1uc11tc. 

F1·ontcra 1.-u1gf.!Ucinl de la \'ccfodnd cooiclcuada U. 

Froutcrn traus,·crsn de la vcciuclacl cuordcunda. 

.-\tlns de cnrtm; foliadas sobre uun vnl'icdnd. 

\-'nriecln<l Foliada corupnctn dn clinumsióu n de grado 

de difcrcncialJiJidacl C•l,U+ . 

PJac.-a dl' curta foliada, doudc y E Btti. 
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VI 

éJ,(l\I) 

éJ.,,(,\l) 

.U= {Un.~n}neu 

ü 

r = { 7nt.Jn,/1EU 

cr.k 

T(M) 

T(~) 

G/(JR, k) 

D,, 

<?:"' =11 
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Transversas de una carta foliada, donde x E Br en esta 

carta folindn. A veces denotaremos por S 0 n una trans

versa] genérica de la carta foliada con índice o. 

Frontera tangencial de In variedad 1\/. 

Frontera transversa de In variedad ,\/ • 

Atlns de cartas cohcrcntcn1cntc foliadas de clase de 

clifcrcncinbiJidnd 0,. fOOhrc Una variccfnd foJinda. 

Ccrradurn topológica del conjunto U. 

Cocido de holono1nín del atlas foliado regular U. 

Cln .. 'ic de diforcncinbilidnd de atlas foliado con 

r > k ~ O, donde las co1nponcntcs de lns cnrtns de 

este nth1s son de chisc de difcrcncinbilidnd Ck, 

pero cu In dirección tnugcncinl son de clase de 

difcrcuciahilidad cr. 
Hnz tangente a In variedad ,\/. 

1 Jnz tangente a Ja foliación \j. 

Grupo general linea) de rnatriccs cnadrndns de 

tnrnnfio k x k con coeficientes reales. 

ClrniC de difercncinbiHdud de unn vnrfodad foliada 

(¡,\/, ii) donde cada hoja es unn suh-'\·cuicdnd inrnersn 

th~ clase 0 1 y In incJusíon natural dt"l haz tangcntf!' a 

In foliación T(í.V) en el huz tangente de la variedad 

T(¡,\/) se cncuja corno un suh-hnz coutinuo de k-plnnos 

en T(,\l). 

Conjunto de ¡>-fornuL~ difcrencinbJcs sobre uua variedad 

con topología r. 

Conjunto de ¡>-fortuns difcrcncinbJc..o,; sobre una '\"aricdnd 

cor1 topología .Tk· 

Norinn c111c csui definida sobre Jns 1>-forrnas 

diforcnciabJr_o,; sohrr. una vm·i<~<lad n•la1h·a n una «ubicrtn. 
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T 

d: Dp ~ Dp+1 

sup 

_Q_ 
or, 

T' 

Lº 

éJ 

o,, 

VII 

Topología del espacio de 71-fortnns clifcrcnciablcs sobre una 

'\"Rrfodnd dctcrrninadn por la nonnn f!.k. 

Topología generada por la unión de lns topologías T.ta con k 2:: O. 

Diferencial exterior. 

supre1no de un conjunto. 

Vector canónico del espacio tangente n un punto 

en una variedad con respecto n un sistctná. coordenado 

cu la co111ponc11tc :r.¡. 

Espacio de funciones difcrcncinblcs sobre uun variedad 

<liforcnciaLlc J\f. 

El espacio vectorial topológico de corrientes ele grado p 

o tmubién llntnndns ¡rcorricntcs sobre una variedad. 

Este es el dual fuerte de Dp y consiste de ]ns funcionales 

Jinenlcs continuas sobre n,,. 
Denota. un ¡>-vector. 

Corriente de Dirac. Cuando V.res un p-vcctor tnngci1tc a una hoja 

de uun íolinción In Iln1nnrc111os corrientes foliadas de Dirac. 

Campo continuo de ]>--vectores n In ·vnriednd. 

l\,lcdidiL~ de Dorcl Rcgularr,s. 

Corriente dctcrruinnda por In 111cdidn ¡t sobre una \-aricdnd. 

Corriente asociada n un cnrnpo continuo n de 

¡>-vectores y una 1ncdidn v invariante por holonon1ín. 

D;L<;C de vecindades del cero en el espncio de ¡>-corrientes D;:i. 
Topología del espacio de ¡>-corrientes D~. 

Trnnsfortunción adjunta de In aplicación lineal L. 

Operador adjunto de ln.diícrencial exterior d. 

E..o;;te es adenuis el operador frontera para la Hornologín de De Rhau1. 

Sub-espacio lineal de ¡>-corrientes cerradas o 

¡>-ciclos r.n n; .. 
Snhespacio lincnl de p-corrimates <!xactas o 

/>-frout <!ras ma o; .. 
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Iff¡'R(llf) 

EfP(Jlf,JR) _ 

11,,(lll, lR) 

(HP(JII, lR))' 

{..\n}neu 

Z-sp = Zpn<.?.:a

B-sp = B~n<!:-s 
.t,. 
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¡réshno grupo de J-10111ología de De Rhnnt de la variedad 1\/. 

IÍ-éshno grupo de cohon1ologín de De Rhn1n de Ju variedad 1\1. 

· p-ésimo grupo de Hontología Singular de In vnricdnd 1\/. 

.-Espacio dual del ¡>-ésitno grupo de cohontología ele 

De Rham de 11/, que es por definición llorn(HP(JII; IR);IR). 

Por el Tcormna de.De Rhnrn este espacio dual se identifica 

canónicarnente con el p-ésinto grupo de hornologín singular, 

Espació vectorial de ¡>-cadenas singulares 

sobre la variedad 'l\/ ~ 

C?pcradOr: f~ontcrn de la hornología singular . 

. EsPaci~·-vcctCfrinl de ¡rvcctorCs tangentes n In '\0aricdnd 1\/. 

:·Coi1~ convexo· con Lmsc cornpnctn generado por la cerradura 

t.Op,olÓgi~n dC. las corrientes íolindn.c; dl! Dirnc, sus clcrucntos son 

las corrientes.foliadas de Jn variedad. 

Partición de In uniclnd subordinada u unn cubierta .U. 

CicJOs foliados. 

. Froi1tcras folindns . 

Base compacta de C!\l' dctcrrninada por una foruu1 transversa 

a la foliación, ver nota 2.2.5. La noción de forma transversa 

a la.foliación, se cncucntrn dcsnrrollnd<,i en e~ Lema 2.2.1 

y cs. la definición 2.2.2. 

El cono dunl de C¡v en F/P(Jll; R). 

p-vcctor asociado cnnónicnrncnte a 

la carta coordenada (Ua,Xa,Ynr)· 

El subespacio de fonnas difcrcnciablcs 

con soporte co1npncto en \/'. 

El espacio dual de funcionales lineales contiuuns sobre D;(V"). 



Introducción 

Del estudio de flujos sobre variedades ni igual c¡uc del estudio de representacio

nes de difco1norfis1nos de una variedad difcrcnciablc, se llega de una rnnncra 

natural a la noción de foliación. o variedad foliada. Dentro de la teoría de 

\.'Clricdndcs folindm.; existe Jo q1u? co1nu111ncutc se Jln1nn cl ¡1."1eudo-gnlpo de /io

lo11ouiía de la folif1ció11., que es un objeto intrínseco a Ja foliación y que pcrrnitc 

estudiar de unn runncrn cuaJitnti\"n la dhuimica de las h.oja..'I de una foliación. 

Éste es uno <le los conceptos n1as iJnportantcs dentro de In teoría de variedades 

foliadas ya que nos pcrniitc pasar de Ja teoría de \'TI.riedndcs a diversas arcas 

de In inntunuitica, como son el álgebra, el nnñlisis, los sistcruns dinárnicos y la 

gcornctrín. 

En Ja teoría de grupos de difcontorfisrnos n un parán1ctro, donde se consi

dera una acción difcrcnciablc del grupo de los núrucros reales (R) sObrc una 

'\·ariedad difcrcnciublc, existe el problernn. de detcrrninar si existe una n1cdidn 

definida sobre la vuricdad, tal c1uc sea invariante bajo Ja acción difcrcucinblc 

de R. En general, cuando se a.socia de alguna n1anera un conjunto de funcio

nes que satisfagan ciertcL'i coudicioucs sobre un objeto gcornétrico con ciertas 

propiedades, una de las preguntas uuis coruuncs es la. de conocer el cornporta

ruieuto o dinárnica de dichas funciones sobre el objeto gcornétrico. Una de Jns 

l<•orías <¡ne surgicrou de cstn rnancra es, por ejcrnplo, la tcon;a cry¡ódica, que 
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trata de encontrar 1ncdidas en el objeto que sean invariantes bajo el conjunto 

de funciones. "Ya que en el estudio dc·grupos de transformaciones, los pscudcr 

grupos aparecen ele manci-a natural ni considerar difcornorfisrnos locales entre 

dos variedades, es natural preguntarse si existirán medidas definidas en una 

vnricclad foliada que sean invariantes bajo el pseudo-grupo de holonornía de 

una foliación. 

Por otro lado, nl trabajar con variedades; uno se encuentra que c..xistcn 

teorías de J/01nolog1~a y Cohornología sobre ellas, siendo algunas de las rnás 

estudiadas las teorías de Jlomología Singular y In Coliomología de De fil1.a1n 

para el caso de una variedad difcrcnciablc. Existe un conocido tcorcrna llama

do el tcore11u1 de De Rha111. que afiriun que el dual algcbráico de In liornolog(a 

singu.lat• es isornorfo n la cohoniología de De Rha111. A los grupos de coho

niología de De Rh.a111 se les puede dar una estructura de espacios vectoriales 

topológicos locahncnte convexos y de Hausdorff, y uno puede de esta nrnnera 

considerar el duczl topológico de estos grupos, lo que da lugar n una teoría dc 

I/0111ología de De Rha1n y n sus elcinentos se k-s conoce corno corrientes. 

En el afio de 1072 J. F. Plante escribe su artículo "Foliations with llfcsurc 

prcscrving l/olono111.yn; [Pln75], define ln noción de rncdidas in'\·ariantcs por ho

lo110111ía, y da condiciones Robre su C.."<istcncia. ~,tás tarde, en _1975 D. Sullivnn 

y D. Ruelle, en su artículo "Currcnts, Flow.'I, and Diffeornorphisrns",[RS75] 

introducen el concepto de corriente gcorn.étrica sobre una vnricdnd diferencin

hlc. Dcnnis SulJivnn tiene un tcoren1n, el cual indica si es posible encontrar 

rncdi<las cu una variedad foliada que sean invariantes bajo el pseudogrupo de 

holonornín de In foliación en tenninos de corrientes. Éste resultado se encuen

tra intirnnrncntc rclncionndo con In c..~istcncin de ciertos tipos de clctncntos en 

los grupos ele hornológía y cohornología de De Rharn de Ja '\"aricdad. 
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Los ejemplos rnás cornúucs para tener una foliación cst1in dndos por subrncrsio

ncs que locahncntc son prOycccioñcs. Con10 se vcní. rnt:ís adelante la cstru'ctura 

local de una foliación se expresa en términos de subn1crsioncs. Los espacios 

librados dan lugar de 1na11cra natural a foliaciones y en este caso el tcorcn1a 

de Sullivan tiene una interpretación bastante sencilla: 

Las niedida.• i11.variantes por holonorn{a en uncJ variedad foliada que es una 

fibracióu.,, csla11. en con-espondcncia biycctiva con las TTtCdidas sobre· el e~Pacio 

base invariantes por el pscudogrupo de holonornía. 

Ésta interpretación se basa en un tc1nn ya conocido de la teoría de haces fi

brndos JJa.nmdn Integración Fibrada ( Apé1ulicc A). 

En general In estructura de una variedad foliada c..~ nui.s cornplicnda que en el 

en.so de tener un librado. El cspncio truusverso en el caso de una libración se 

puede considerar co1no el espacio base, cosa que en una foliación en general 

éste espacio transverso es béL"itante más cornplicndo. El objetivo de este tra

bajo es dar unn de las clen1ostracioncs de este resultado de Sullivan. Dode se 

ruostrarñ como se resuelve el problmnn de c¡ue una foliación en general no es 

un fibrndo Jocnlrncute trivial. 

Aunque tiempo después se 111ostró que cstns rncdidas casi nunca existen, el 

resultado y Jn íornia en la que se dcrnur_..;trn sigue siendo de gran belleza, ya 

que rnucstran clnran1cntc corno el ruundo de la rnntcmática es uno solo.El pre

sente trabajo esta. basado priucipnhncntc en (CCOO]. Las teorías desarrolladas 

por L. Scln\.·artz en (Sch50] y por G. De Rharn [Rha84] son <le gran ayuda para 

el cntcnditnicuto de Ja teoría. general aquí desarrollada, sin ernbargo por lo 

extenso de sus trabajos no se iucluycronn estas teorías, si no que sinipJerncntc 

nos rcfcrircn1os a ellas para detalles técnicos. 

La teoría de variedades con estructura foliada ha sido de gran interés y de-
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sarrolladn ~nipli";mcn~-:' .. c~ lns __ •í_l.tirnas dccadas. Uno de los principales puntos 

de p_artidn d~ es~~ trabnjo,_.a.c;1~,1nc, 1 ~.11 ·poco del conocimiento de esta teoría, 

sin cmbargo·crr cl·cn1>Í°tulo· 1, desarrollaremos el lenguaje btí.sico de la teoría ·. ~ · .. - ' .. 

de varicdndcs'foliB.das y cXpliCnrcn1os de una rnancra intuith-n lo que cntcn-
H' •) .- •,-; o 

dcrcrnos_ por 1~ h~IOnÓ~:rn.~~- 1:1na fol_i~ci_ón~ nuestra referencia básica es [CCOO]. 

El capít~IO 2. COn~t~ de dos secciones. En Ja prin1crn sección se dcsnrro

llnr1í parte de hí teoría general de corrientes en variedades y variedades foliadas. 

Pnrn esto dotnrcn1os ni espacio de p-forrnns difcrcnciablc..c; sobre una variedad 

l\f de dhnensión n parn O .:5 p S n, de una topología que le dará una estruc

tura de cSpacio vectorinl topológico localmente convexo y Hausdorff. Estas 

corrientes· se definen como funcionnlc.."i lineales continuas sobre los espacios de 

formas: difercnciablcs¡ es decir son clc111entos del Dual Topológico del espacio 

de forn1ns. Utilizando Ja teoría de análisis funcional J>odrernos postcrionncn

tc, definir la homología de De Rhan1. Hncicndo énfasis principahncnte en las 

Corrie7ltes de Dirac y la.'f Corricntc.."f de Integración, dcfinircrnos lo que cntcn

clcrc1nos por una llfcdirla Invc1.riante ¡JOr l/olonornía en una variedad foliada. 

Dotnrcrnos al espacio ele corrientes de una topología el cunl lo identificará co1no 

el Dual Fuerte del espacio de fortnns difcrcnciablcs. Posteriormente vercrnos 

corno los teoremas de rc¡1re...,entaciór1 de Ricz, el tcorerna ele Stokes y el teore1na 

de De Rlu1.1n nos dan inforrnnción de Ja hon1ologín de De Rluun. 

En la segunda sccci<)n se definirán las co1Tientcs foliadt&S de Dirac que son 

los clcrnentos bfüiico~ pura nuestra tl.-orín de corrientes foliadas, pues éstas se 

definen por Ull.'f.lio de In cerradura de la.s cornl>inacionc..~ lineales finitas con 

coeficientes posilivos de las corrientes foliadas de Dirac. Introduciremos dcs

pucs In noción de una Jon11.a tmn.<Jvcr:u1., a la foliación, que es una funcional 

lineal continua sobre el espacio de corrientes foliadas. Haciendo uso de la 

teoría de ho111ologia de Oc Rhum, introducircrnos lo c¡uc se entenderá por un 
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ciclo foliado y u11.a.1rontcra foliada. · Finahncntc,·· por.- medio- del teorcrna de 

l/ann-BanacJ,, se 1nostrarán-al-~ú1~··dc:'ías :CO~i.JCncias-dc··ln existencia de 

una ferina trafisvcrsa ~· 1a._ r~ÚaciÓ~ tj'?~~ r~pc~to· ~-·1-os cic~~ ~aliados y front<;ras 

foliadas. 

En el capítulo_3 se dcrnostra~á el resÚltádo principal dé.Denis Sullivan, que 

afirma que TodO ciclo foliadO ·da lugar a una rnedida invariante por holonomía. 

Prirncrn1ncntc se rnostrarñ que todo ciclo definido por una medida invariante 

por holonornía, define un ciclo foliado. Después procederemos a dcrnostrnr ha

ciendo uso del tcorcn1a de representación de Ricz, cp1c todo ciclo foliado esta 

a."iociado con uua corriente de integración. Finalmente considerando la medida 

nsocindn n un ciclo foliado, dcsarrotlnrc1nos una fonnn de definir nuevas 111cdi

dns a partir de una 1ncdida original, que cstnr;í. definida una sobre las placas 

y la otra sobre la.."il trnnvcrsalcs locnlcs de In foliación, y se 1nostrnrá que esta 

últirnn es una. 1uedidn que es Íll'\'nriantc por holo110111ín. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo dcsnrrollnrcrnos el lenguaje bi:ísico de la teoría de Variedades 

Foliada....; y cxplicarcrnos de una nmncrn intuitiva lo qllc entenderemos por la 

holonornín de una foliación, nuestra referencia básica es (CCOO). 

1.1 Variedades Foliadas 

Una foliación ~en una '\·aricdad difercncinblc Al de ditncnsión n formalmente 

se puede definir corno una relación de equivalencia sobre .AJ, donde las clases 

de equivalencia scnin sulJ\·nricdadcs irnncrsas y conexas, todas de la misma 

dirncnsión, digan1os k. Ln foliación 1n1ís sencilla y que adcnuís nos pcrrnite en

tender tnejor In idea de lo que es unn foliación cstai. dada por In dcscon1posición 

del espacio IR" de In siguiente forrna R" = JRk X an-A:. 

TESIS CON 
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2 CAPÍTULO l. PRELIMINARES 

{x} X JRk 

Figura l. Foliación de R 11 

Así, una foliación l.Y" localmente requiere que la dcscomposi~i6n en sus clases 

de cc¡t1h7tlcncin sea rnodclnda sobre In dcscornposición anterior de JR.n en las 

clases :r: + JRk, que son subcspncios horncornorfos n Rk y c¡uc cstnn encajados 

de nmncrn cstnndnr en IR.". A las clases de cc¡uivalcnCin. de In foliación .\j se les 

llnrnn las llojas de la foliación. Obscrvmnos que sobre la. dcscornposición 

ele R", los subconjuntos de Ju fortnn y+JR.n-k son transversos (en el sentido de 

topología diforcncinl) n los subconjuntos x+Rk. Expresarnos este hecho en una 

foliucióu general, para esto supongamos que .J\' e ,,/ es una subvnricdnd de 

clase C 00
, dirc1nos c¡uc In folinción ~es transversa a A' (que dcnotnrcn1os 

por .\j m JV), si para cndn hoja L de \J y cndn punto X E L n iV #: 0 se tiene 

que los espacios tangentes Tr(L) y Tz(N) ele L y JV respectivanientc, juntos 

generan al espacio tangente Tz(A:/). Análogmncnte, diremos que la foliación íi 
es tangente a 1v·, si pura cada hoja L de~ se tiene que LniV = 0 ó L C JV. 

Extcndarnos y preciseruos un poco más lo anterior: 

Denotcrnos por KP = JR.P o JHIP donde ff' = {(x1,x2, ••• ,xP)Jx1 SO}. Una 

vecindad rectangular en K" es un 1mbconjunto de In forinnB = J1X· ··XJ,. 

donde cndn J¡ es un intervalo abierto relativo del i-éshno eje coordenado. Si J 1 

es ele In forrnn (a, O] clircrnos que el conjunto B tiene frontera c¡uc denotaremos 

por DB = {(O, x 2 , ••• , xn) E n. En este trabajo cousidcrarcrnos el caso en el 

cinc Jns c;u·tns coorclcuadas tornuu valores en Kn-q x Kq, pcrrniticndo de esta 
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1naucra la posibilidad de ·\'aricdadcs con frontera y esquinas, sin embargo estas 

últirnas no se considerarán. Sea /1/. una variedad de dimcnsi6ri·fi.~:una'carta 

foliada aobre /lf de codi~ensi6n q es· una parCja (U, tp);·-'.do_ndc U e lvI 

es un conjunto abierto y rp: U__., Br x Bm·cS-:·u~"clireo1n'ÓrfisID~:·.coO:Bm una 

vecindad rectangular de K~ y"' Br' linB .~Céirid~d·r~c·t~~,~~l~·;:.~J~~ Jcn~q. A· los 

conjuntos de Ja fonna P 11 = t/>:.:.. 1(Br X {y}) con.y e ·B~ l~S ll~r~·ar~n1os placas 

de Ja carta foliada, y para cada x E· Br al conjunto Sz···= ,p- 1 ({x} x Bm) lo 

llnn1arcn1os una transversal de la carta foliada. Estas cartas foliadas serán 

los 1nodelos locales de todas las foJincioncs. 

111" 

e - - - - -, 

t J iil 
lR" 

JRk 

Figura 2. Cartas foliadas de una Variedad. 
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P~r.-otr!=> lado, al c.o:njunto éJTU = <1>- 1(B.,.. x (OBm)) lo llan1arcn1os frontera 

tangenci<>l,de.<U,'y ar"éonjunto O,,.U = q;- 1 ((0Br) x B,.) lo llamaremos In 

fronterartran.sversa··. de U. Obscrvcn1os que si B.,.. y Bm tiene frontera 

vacía,: ÍD:s · ~i~~~.~~c;·.roÚ~dns. modcl.an rt-,-aricdadcs foliadas de codin1cnsión q sin 

fro.~tci:'~-~< s~i;'¿,}j~·· :i-.. 0 = éJBTt entonces DU = DrU es una unión de placas y 

se Obticli.~ :u~a Í~liación por placas que es tangente a la froutcrn. Por el otro 

ludo si éJB,t.:= 0 # DBr., entonces éJU = DmU es una unión de transversales y In 

foliación es.transversa a Ja frontera. Por 1íltimo. si éJBm-:¡!:. ~ "#: 8Bn entonces 

obtcncinos un rnodclo de una vnricdnd foliada con esquinas que separan In 

frontera tangencial con la frontera transversa. 

Considermnos nhorn una variedad 1\/ de ditnensión 7l y una foliación ~ = 

{LA}.tt.e/ que es una dcsconiposición de ¡\f en snbvnriedndcs inmersas y conexn.'i 

de dintcnsióu k = 11 - r¡. Supongarnos que,.,,\/ admite un atlas {Un, ,P0 } 0 eu de 

cnrtns foliadas de codirncnsión q, tal que pnrn cada a e U y cadn ,\ e /, L.tt.nU0 

es una unión de placas. Entonces dircruos que ti es una foliación de ¡\/ 

de codirnensión q ó de dimensión k, a) ntlns {Ua,t/Jn}aeu Jo llamaremos 

atlas foliado de ti y n veces nos refcriren1os n éste canto el atlas foliado 

nsocindo n Ja foliación íj. A cndn LA In 1Ja111arcn1os hoja de la foliación iT 
y ni pnr (¡\f, ~} Jo Jln1nnrc111os Variedad Foliada. Si nden1ás el atlas foliado 

es de clase de diferenciabilidad cr (O S r :::; oo ó r = w), entonces dircinos 

c1uc In folincióu ti y In variedad foliada {1\/, ti) son de clase C". 

Nota 1.1.1 .. InipJícitn111cnte en Ja definición cstH el hecho de que las placas en 

distintas cartlL'i foliadas se intcrsectan en subconjuntos abiertos de cada con

junto de placas, sin cn1bargo no cxi::»tc niugun reqncrin1icnto de compatibilidad 

para lns transversales cu distiutas cartas foliadiis. 

Rccordctnos que una dcscornposicicJu de un conjunto .. '\; en una farnilin de 

s11bcouj11ntos ajenos { .. Y; her, significa que r.J conjunto ~m puede expresnr cou10 

1'ESlS CON 
FA.LLh DE ORlGE.N 
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una unión de estos subconjuntos .. Y'¡; es decir, unn descomposición del conjunto 

es una relación de equivalencia sobre el conjunto X y las clasCs de cquivB.lcncia 

son In familia de subconjuntos ajenos {X•}•er que determinan Ja dcscon1po

sición. Para el caso de una foliación \V, podcn1os describir esta relación de. 

equivalencia de Ja siguiente tnn.ncra: 

Sea { uf:l'I cPn }neu un atlas foliado. Si X y y son puntos de 1\/ diremos que X - y 

si y sólo si existe una sucesión finita de placas {P0 ¡ C Un¡}f= 1 tal que x e Pno, 

y E Pop y Pni-t n P 0 ¡ =/:. 0 para 1 $ i S p. 

Esto clnrarncntc define una relación de equivalencia. sobre M cuyas clases de 

cquivnlcucia son prccisa1ncntc las hojas de In foliación, ndcrnás esta rclació~ de 

equivalencia sólo depende de la foliación y no del atlas foliado que se seleccione 

para. definir In relación de equivalencia. Notetnos que si la foliación es de clase 

C'", cada hoja es entonces una sub,mriednd inrnersa de clase C'". 

'\'n que el rnodclo local de nuestra foliación tiene por rango subconjun

tos rectangulares de Kk y Kq=~-k, nuestras variedades podrían cu principio 

tener frontera, así que si tenernos una variedad foliada (.i\I, \Y) y un atlas fo

liado { U 0 , fb0 }neu asociado a ~, entonces la frontera tangencial de Af la 

definimos por: 

Dr(lll) = LJ a.Un 
aeu 

y In frontera transversa la definiren1os corno: 

D.,,(M) = LJ a,..,uº 
aeu 

Es claro de las definiciones que: 

l. La. frontera tangencial de J\f es ~1nn unión de hojas de ;i. 

2. 3' satisface que ;j' rh D.,,(llf). 
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En el desarr«?llo de ~te trabajo,, ~~usi~crarmuos sictnprc que si nuestra varic-

dad 1'1 tiene fror1tcra __ cntonccs éJ(A/) = éJ,(Af). 

Otra ntancra:altcrnativa c.Ít Já: cual podé1Ilcis definir una foliación es dando 

sola1ncntc cf ~ti~· 'rOÚ~do~-~¡~· -~·~.;g~1·~~~ r.;fri~~ricia a Jñ. descomposición de A'I • . ,· ' . . . .. ' _,_- ,.·.;•·-·- . 

Definición 1.1.2. uh n~l;i;;r6JiU:dcidc ccid;;J1c,:;siÓn q y de clase C' (O :5 r :5 <Xl 

ó r·.~= :w)_ sOb~C;'.:1:1-.1~-~~--,~~i.~~"&d:~~J~~:-:c~·;;~--·qr~aÚas 11 = {U0 ~ tf>a}aeu de cartas 

foliadn.."i_.--dc--.-c-~din;cl1Siór{ q · J~q'' C~a"JéS~-s-on '· cohereit.-t.enaente foliadas e·~ el 

siguiente scnlidO: : 

Sicn1J>rc quc_·p y·Q·s·~~n_ Pla~~ ·c·n·disÚ~tns cartas coordenadas de U, P n Q 

scraí- un Si1Í.iconji~iito··~~ic~~O ~-~);:"; dci Q. 

Nota 1.l.~3. ~ca· u =.-{Un;tP0 }0eu·uu.Cr-a~las foliado ~e codhnensió~ q ~Obre 

unn vnricdnd 'AI dC' dhnCnsión n: Paru_cada:; e U0~V/J t~nen1os Ja.S c.'C:prcsioncs -. 

locales: 

o;i>~(z) =(xn,Yn) e B~ x B;h 

o;t.,.(.i)·.;;.(x,.,y~j e B~ ~ n:,' 

(1.1) 

(1.2) 
' - ' - ~ ..... ; ~-:_ -· ·. -. - - -

Denot~rno~ nin cnrtn Íolindn (U~:·-t/>;,f port~~~,:~a,-¿n) donde Xn -= (x!, ... ~ x!) 

y Ya= (y~, ••• ,y~)- Enton-Ccs sobrc:t/.!'(~;.nup) t~n~mo~ la fórmula de cambio 

<le coordenadas <lada por: 

La condición de <1nr.. (U0 ·, Xn, y 0 ) y (Up, xp, yp) sean cohcrcnten1cntc foliadas 

significa que si P e Un es una placa, las cornponcntcs conexas de P n U 13 

se encuentran cu placas de Up (posil>lcrneutc distintas). Equivalentemente; 

corno las placas de Un y de Up son Jos conjuntos de nivel de las coordenadas 

transversas Yn y Y/J rcspcctivnmc11tc~ todo punto z E U 0 nU11 tiene una vecindad 

en Ja cunl la C.."Cpresióu del carnl>io <le coordcruulas en la cornponcntc transversa 

TESIS CON 
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es indc¡>cndicntc de las XfJ coordcnil.da.5; cS· dcc_ir: 

Yo O: Yo(xp; YI') = Yo(Yp): 

La discusión anterior 1;c;s:'~~r~it'~·:J~·p'1~ntcar-nucstra definición de cartas 

cohcrcntc1ncntc· foliacÍ.~: ~- · >:/~·- ·-~7;~5::-;: ~~--~~-- ~i'. 

Definición 1.1.4. Dos atl~~ ~~(i~d~~ liY. 23 sobre llf de la ntisma codhncnsión 

y clase de difcrcnc~abÚid~~-c~-~u:'~~,.~~nteniente foliados si uum es un 

C" -atlas foliado. 

La definición nntcrior.'clctcrmina una relación de <.~uivalcncin sobre el con

junto de atlas fo1indos, adcinás se tiene que si U y 21 son atlas foliados sobre 

In variedad Al y U esta asociado a una foliación tj, entonces U y Q.1 serán 

coherentemente foliados si y sólo si !U esta asociado a ~' ([CCOO), pag 25). 

Observación 1.1.5. Sean (U,tf>) y (ll';..P) cartas foliadas tales que Ü e ll' 

y tf> = ..PIU, donde Ü denota In cerradura de U. Si tf>(U) = Br x.Bm se tiene 

entonces que ¡, = 1/llÜ aplicn Ü difco1norfan1cntc sobre 11r X Bm. Oc ~al 1nancra 

c¡uc tcnc1nos tnn1Uién asociada la noción de plncas Y, tra~svc~alcs écr~a~as de 

ü. 

Definición 1.1.6. Un atlas foli~~Jl.(~-~ t/J_~}óe~ '.-dÓ_:~.1~~.;-~0:_._ dire1nos que. es 

un atlas foliado regular si se satiSfa:~e~~t~:~fg-~i~~t~i/: ::·~~ '_: - · 

_ . ~~~: .. -·::~ ;-~~:-~-~X?-~)~i~Z~:: _-:~:>§~ :.<-;~. · :!· .. 
l. Para cada o E U, U 0 es u~ su~co~~':1-'~~~·-'c?~~acto ~e una carta foliada 

(H'n. .Po) Y t/>n = WnfUn• 

2. La cuOierta {Ua}neu es locahr_u~nte)irÍit'a. 

3. Si {Un, ..Pn) y (UtJ, <f>p) son-clen1cntos de U, entonces el interior de cada 

placa cerrada Pe Ü 0 -intcrscctn a']O más una placa de Üa. 

TESIS CON 
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Por ln condición a) ·lns coordcnadn.."i x 0 y Yn se extienden a coordenadas 

x~ y Y_~ so!->~c i?.~, .~.~~-d~n?~~r~_;.noS.:_p,oÍ' 4!0 ·= (Xn,Y~). La condición e) es 
equivalente a: pCdir·q~~ ~¡·._U~ n U~.~ 0,· entonces los carnbios de coordenadas 

Es claro c¡u~ Ía 11:nr~áéió11: ·antcrior se sigue curnpUciido.al quitar las barras en 

las fór1nu)as
0 

n~t~riOrcs. Obscrvcn1os adcmá..r.; que Jn:·nPlicn~ión cÜ- las coordc

nndns transvc~aS Ya puede verse co1~·10 una su~mcrsión Yo : U 0 ~ Jll'I y las 

cxpr~~ioncs Yn = y 0 (yp) se ven con10 difcoinorfis_rnos_-

Estos difcornorfisrnos satisfacen lac;; condiciones de cociclo, a saber: 

")'n6 ="Yn/J O "Ytl6· 

.Yno =IdJl;.CV .. ->· 

"Yo/J =7'ic!~ 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

Definición 1 .. 1.7. El_,~onjt~nto r = {7nP}o.a'EU es llamado el cociclo de ho

lonOTnÍa del atlas foliáé:JO'rcgular,ll. 

Nota 1 .. 1.8 .. Estc.cociclo de holonornía es central en Ja teoría de variedades 

foliadas y lo cstudiarcn1os un poco nuís en Ja sig11ic11tc sección. 

TESIS CON 
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La imp':lrtanci1:1- de d~fi.~ir u.~ .atlas f~liado regular se muestra en los siguien

tes resultados: . . ·.-. ~·- ,., - . .-

Lema 1 71.~. :~~do·~a,~j~u~_d~:-+_1a~·de_.codin1ensión q está asociado a una 

única foli~~i6~·~/de ho,i;;.;i~;i;i6 ... ~·;.• rfCCOO}) 
': ~.:; :·(: -"':, ·~~t:~-~;., );,:,~::~: .. ·~~ .. 

Lema l.~-·~?~\~~~~ :~-~lilf(r!~~f!-~~.-~-~ene un refinamiento coh.crentcmente/oliado 

que es réguld~:: df piiJj; ; tf.; y;'.\. . . 
Tcorem~.'~i-;i·:·ii>'.~-~~~~;~~~i~den~ia entre foliaciones sobre una variedad /vi 

y st;;{.ati~.- j~Íja~~-~ ~~Cilzdo~:· Í~ducc una correspondencia biycctiva entre el 

conj~tÍlo _:·.ti,~- j~Ji-~'ci~.¡.,,~- s;,-b"re ·-~\I y el conjunto de clases coherentes de atlas 

foliados. {{CCOO]) 

Como consecuencia tenemos que una foliación de codimcnsi6n q y clase cr 
sobre .A1 es una clase coherente de atlas foliado de codimensión q y clase cr 
sobre .Al. Se puede aplicar el lema de Zorn a lo anterior, con lo cual tenemos 

que una foliación \Y' de codhncnsión q y clase ·cr:- .sobre ·M es un atlas foliado 

de clase cr y de coclimcnsión q sobre l\f, que es maximal con respecto a estas 

propiedades. 

Extendamos ahora un poco tnás nuestra definición de foliación variando los 

grados de difcrcnciabilidad que se puedan tener tanto en la parte transversa 

corno en In parte tangencial: 

Definición 1.1.12. Una foliación \Y' es de clase cr,k con r > k ;;?: O, si las 

correspondientes clasc..c;; coherentes de atlas foliados contienen un atlas foliado 

regular {UC'ucPn}oeu tal que el can1bio de coordcnadns g0 p(x0 (xo,Yo},y0 (yo)) 

es de clase Ck, pero las x 0 coordcnnda.S son de clase cr en las coordenadas x 0 

~~sus parciales rnixtns con respecto.a 1!15 xp coordenadas de ordenes menores 

ó iguales n r. 

TESIS CON 
FALLA. DE ORIGEN 
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Para foliaciones de clase cr.o, el cocicJo de holonomía esta formado por 

transfOrmncioncs c¡uc son solamente continuas, pero cada hoja de la foliación 

posee una estructura difcrcnciablc de clase cr. con lo cual los espacios tangen

tes a las hojas están bien definidos y forman un haz vectorial continuo T(~) so

bre .AJ Jlnmado el haz tangente a la foliaci6n .\Y. De hecho, este haz está de

terminado por los cociclos de estructura continuos 9afJ : Un n Up -+ Gl(R, k) 

dados por: 

para i,j = 1, ... ,k. 

En el caso de una cr,o variedad foliada el atlas de nuestra definición anterior, 

solamente establece a In variedad i\í de clase Cº, por lo cual no esta definido su 

haz tangente T(1'f). Aún cu el caso en que la variedad Af tenga algún tipo de 

estructura difcrcncinblc, tampoco se tiene una manera natural de identificar 

n T(3') con un sub-haz de k-planos de T(M), por Jo cual refinaremos nuestra 

definición para ~ .. ~te caso: 

Definición 1 .. 1.13 .. Sea ~ una foliación de clase C7•º sobre una variedad Al. 

Si J\I tiene una estructura difercnciablc con respecto a la cual cada hoja es una 

sub-...-aricdad in1nersa de clase 0 1 y la inclusión natural T(ii) -+- T(l\-1) Cncaja 

a T{~) como un sub-haz continuo de k-planos en T(1'-"J), entonces dircrnos que 

In variedad foliada (l\I, ~) es de clase C"•º+. De cista rná.nera, diremos 

que una foliación scní integrable respecto a un caIÍ1po continuo de planos si 

y sólo si es de clase al menos C'"•º+. 

1.2 Holonomía 

Sea (1\/, j) una Yariedad foliada. A grot1so rnodo el Concepto de holonornín 

fue> desarrollado para entender ele un n1odo cualitativo la coinplcjidad cstruc-
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tural que existe en relación a las hojas de las foliaciones. 

Consideremos una variedad foliada (.J\~, ii) de codimcnsión q y clase cr y un 

atlas foliado regular {Uo. t/>o}neu para ~- Sea r = {-Yo/l}o./leU el cociclo de 

holonomía y escojamos en cada carta foliada U 0 una transversal S 0 • La sub

rncrsión Yo : U 0 _., Jt'l aplica la transversal S 0 difcomoñamentc sobre y0 (U0 ); 

por lo cual identificaremos estos dos espacios, y pensaremos a la submcrsión 

Yn con10 un sistema de coordenadas sobre S,.. Si o, /3 e U son tales que 

U 0 n Up =F 0, como se explicó en la sección anterior, podemos pensar a los 

elementos 'Ya/J del cociclo de bolonomín r como difco1norfismo de un conjun

to abierto D("Yn/J) C Sp { el do1ninio de "Yn/J ) sobre un subconjunto abierto 

R(")'atJ) C S 0 ( el rango de "Ya/J ). En las respectivas coordenadas tenemos que 

el dominio y rango cstan dados por: 

Bajo nuestras identificacioncS, qti~~~"~l~~~,"q~~-w·.·~.D(7ap) e Sfl si y sólo si 

la placa Pw e UfJ a través de w in_te~.t~(~-.-U-na única placa Pa e U,., donde 

P~ n Sn = z. Denotemos el Wto~ .. ~~c ~~;:~~)w'..·~·o~'.7Q8(w) = z. 

Si . ., es un.a curva. en Pw U~ª ~~ w ~ .~ en_. la hoj~- L de 1j tal que Pw U Pa C L: 

dcfinin1os la holonornía de esta curva como: 

Intnitivarncntc para cada u E D("'YQs), por Ja estructura del producto local de 

la folinción, poclcu1os pensar que esta estructura producto nos pcrutitc "lc\"'ll.tl

tarn la curva s a una curva Bu que se encuentra en Pu U P 11 y que en1pieza en el 

punto u E Sp y tcrinina en el punto v = h.(u) e S,., douclc Pu es la UfJ-placa n 

través de u y Pv es la U 0 -plnca <¡uc pasa por v y que <.-stcí sujeta a la condición 

P,, nP0 ~ 0. 

\TESIS CON 
1 FALLf"- Dl~ ORIGEN 
~---
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Notemos que h. ·no depende 'en principio de la curvas, pues para toda curva 

u en P.,.UPz: d~,·~ a<~·se-ÚC~c que h~ =;yei/J• 

Podcn1~s -h1i'O"ra ~onsfcicr·~·~:'.)~·-~it.u'¡Ci6~:_-cii 'la. que tenemos una cadena de 

pln~as. ~,=~{P.,,;:'~~-p~-j_~--Coiri~·ii·~~ ·"~~iÓ~·-\,~imÚRr" de eSt~ curVas y denotar a 
. -· . - ,· ,w ,· ' ' . ,., . - •'· 

In holon~~í~'-POr)i.,P~-- D~·hi?clío' Ct asigii'arriiénto 

P->Pns, 

define de 1nilncl-n nntllral i1n~ c~rrcspondcncia _biycCtiva entre cf conjunto de 

placas en _u6·Y IR q~vR.ricdad S.s; parn toda t5 E 11. De esta forrnn, podemos 

pensar a las Placas Pw y Pz: corno "puntos"., w e S11 y z e Sn respcctiv-drncntc; 

y de 1nnncrn análoga la cadena ';p = {Pw, P.r} podemos pensarla corno una 

"curva" en Ja hoja, con punto inicial Pw y punto final Pa. Notemos que esta 

"curva" será conexa ya que Pw n Pa #- 0. 

Resumiendo, con la notación anterior tenemos definida Ja holonomía de !13 
como: 

En este caso In cadena de placas {Pu, Pv} ~crin:_ cnto;1c~ el "lcvantmniento" de 

la cndenn 'lJ n unn cúrva que une ·pu n .P., S~brc 18.: Üoja a través de Pv. 

Para el caso en que tuvics.crnos cndeni~ -d~.,Í>,l_~b~_:4.lJ.;~:'{P0 , P., •.. , Prn} sujeta 

a Ja condición Pi-l n P; ~ 0 :para_} .S.:~- .S_ .7'"!-,: con· l}. __ <; C[0a (O S i .S m) 

entonces la cornposición: <~:. , , -.> 

~stá bien definida y es claro que es uñ difOOmorfiSmo.dC lana cierta '\."CCindad 

Hhicrtn en S 00 sobre una vecindad abierta· de . .S~rn~--~ Del ]~~hO de c¡uc el ntlns 

foliado regular U sen localmente· fil1ito juntó con ·el hecho de q·uc J\f es segundo 

nunrnrahlc~ se tiene que U es a 10 nu'is nu111crablc, por lo_ que si consideramos 
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a la unión ajena S = llneu S,0 resulta ser una variedad de dimensión q que 

se encaja como subvaricdad S c....+ M y que resulta ser transversa a la foliación 

l)='~ Si tenemos un espacio con las propiedades de S anteriores, lo llamaremos 

Espacio .7'ronsverso a la foliacá6n. 

Definii::ión 1.2.1. Sea h : D(h) -> R(h) un difcomorfismo de clase C' entre 

subconjuntos nbiertos de S, donde D(h) denota el dominio de definición de 

h y R(h} denota el rango. Si pnra cada w e D(h), existe una vecindad W 

de w en D(/1) y una cadena de placas ~ tal que hl~V = h't'IW, entonces 

n h In llan1arcn1os transformación de holonorn{a definida por el atlas 

foliado regular U. Denotaremos ni conjunto de todas las transformaciones de 

holonomía del atlas foliado regular u por ru. 

Localmente los clcrncntos de Pu pueden ser pensados como transformacio

nes entre variedades de dimensión q transversas n la foliación ii definidas a 

trnvés de desplazarse por las hojas de ii. 

Definición 1 .. 2 .. 2 .. Sea N una variedad de dirnensión q. Un C' -paeudogru.po 

í' sobre N es una colección de difcomorfismos de clase C', h : D(h) -+ R(h) 

entre subconjuntos abiertos de N que satisfacen ]as siguientes condiciones: 

l. Si y, h E í' y R(h) C D(g) entonces o oh E í'. 

2. Si h E r entonces ¡,-• E r. 

3. /dN E r. 

4. Si h E r y H' C D(h) es un subconjunto abierto, entonces hllV E r. 

5. Si h : D(h) -+ R(h) es un difeo111orfis1no de clase cr entre subconjuntos 

abiertos de N y si para cada w e D(h) existe una vecindad JV de w cu 

D(h) tal que hllV E r, entonces h E r. 

TESIS CON 
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Observemos que por las pritncras tres propiedades de la definición anterior, 

el pscudogrupo res casi un grupo de transformaciones de clase cr sobre N. El 

problema es que las transformaciones no se encuentran definidas globalmen

te sobre N, de tal rnancra que la composición no esta siempre definida. Por 

las propiedades 3 y 4 se tiene que para todo subconjunto abierto IV e N la 

transfortnnción Idlv esta en r y por las propiedades 4 y 5, un difeomorfisn10 

de clase cr de N pertenecerá a r si y sólo si pcrtccc a r localmente. 

En rcsutncn, si ll es un ntlns foliado regular ele clase cr y r = { "YnJJ }a.8eu es 

su cociclo de holonon1ín, entonces el conjunto ru de transforrnacioncs de holo

non1ía es el cr-pscudogrupo sobre S generado por r. A este cr-pscudogrupo 

lo llnrnnrmnos el pseudogrupo de holonornia de U. 

Nota 1.2.3. Hay muchas maneras de definir una foliación según las propieda

des geométricas por las cuales estén definidas y las estructuras geométricas que 

estas tengan ( Variedades Riemannianas, Grupos de Lie, asociados ni espacio 

fase de una ecuación diferencial, etc .•. ). He preferido dar la definición mas 

sencilla que conozco, pero que creo refleja en profundidad las propiedades y 

dificultades de estos objetos. Análogan1cnte, existen varios tipos de holonon1ía 

sobre· unn variedad foliada, he referido específicamente a Cstn, pues de igual 

rnancrn explica Jn idea geornétrica de como son los elcn1cntos de la holono111ía. 

Para más detalles respecto a In teoría general de variedades foliadas y holo

non1ín pueden consultan;c los siguientes libros: 

[l'v!SBS), (CN85), [God91), [HH83) y [Jr.77). 

Al tener una '\'aricdnd difcrcnciablc Af con una foliación ~ de codirncn

sión q y de <lin1e11sión 1' con un atlas de su estructura foliada { U¡ 1 ,P¡ he• tal 

c¡uc ,P(U;) = JR.P x R9, se satisface que si x E U¡ n U; entonces tas funcio

ucs de transición pnrn In estructura foliada cstan dnda.c:; en la siguiente forrna 
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.P;o.P¡' = (f(x,y),g(y)). Si consideramos las funciones k,: Pry204>;: U;-+ R9 

donde Pry2 es la proyección en la segunda coordenada, son claramente sul::r 

mersiones y de esta manera se tiene que para x e U, n U; existe una función 

9ii e Dif f'(R") tal que k; = g;;k; en una vecindad del punto X e M. Por 

otro lado al tener submcrsioncs k¡ : U¡ ~ R'1 tales que en una vecindad de 

cada punto de U¡ n U; se tenga que k; = g o k 1 con g e Di/ ¡r(Jrl), se puede 

determinar una foliaci6n d de clase cr y de codimcnsión q de M donde las 

aplicaciones distinguidas de la foliación son exactamente las k 1 • 

Ejemplo 1.2 .. 4 .. Foliacionea Definidas por Subrnersionea 

Sea f : ¡\/"' ->- Nn una submcrsión difcrencinble. Es conocido que 

por la estructura local de las subrnersioncs, dado un punto p e J.l/ 

y q = f(p) E N existen cartas locales (U, .P) sobre l\f y (V, 1/l) sobre N 

tal que p E U, q E V, .P(U) =u, X u, e IRm-n X R" con u, e V, e 'l/l(V) 

y 1/J o fc¡,- 1 : U 1 x U2 -> U2 coincide con la proyección (:r. y) -> y. Es 

claro que las cartas locales (U,<P) definen una estructura de variedad 

foliada para Al de codimensión n, donde las hojas de la foliación son 

las componentes conexas de los conjuntos de nivel 1- 1 {c), para e EN. 

Ejemplo 1.2.5. Fibracione.t1 

Recordemos que un espacio librado (Ii:, 11, B, F) consiste de varieda

des difcrenciablcs E, B y F y una submersión n : E ---+ B tal que 

para todo punt.o b E B existe una vecindad abierta Ub e B del punto 

b y un difeomorfismo Ób : n- 1cub) ->u,. X F llamados trivializaciones 

locales del haz, de t.al forma que el siguiente diagrama conmuta. 

TESIS CON 
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En este diagrama Ja función Pry1 es la proyección sobre el primer 

factor y las fibras de la fibración son las subvariedades n-'(b) y don

de b E B. Las fibras de un espacio fibrado (E, JI, B, F) definen una 

foliación en el espacio total E cuyas hojas son difeomorfas a las com

ponentes conexas de la fibra F .. 

Nota 1.2 .. 6. Es irnportantc hacer notar que n las cartas de una estructura 

folinda sobre una variedad se lm; puede asociar n cada una, una subn1crsión y 

estas dcternlinan In • .-.. aplicaciones distinguida .. c;; de la variedad foliada y por el 

tcorcn1a de estructura local de suhn1crsioncs estas localmente tienen la fonnn 

de un fibrado locuhncntc trivial, de ahí la importancia de estos ejemplos. 

Ejemplo 1.2.7. CaTnpos Vectoriales sin Singularidadea 

Consideremos un campo vectorial X sobre una variedad l\/. Una 

curva integral del campo .,y a través de un punto p E Af es una curva 

7 : (a, b) -> .\l, con 7(0) = ¡> tal que X(-r(t)) = -r'(t) para t E (a, b), 

es decir; las curvas integrales son soluciones locales de la ecuación 

diferencial *" = .. Y(t). Por el teorema de existencia y unicidad para 

ecuaciones diferenciables ordinarias se tiene que para cada p E l\/ 

existe una única curva que pasa a través del punt.o 1' y estas a la vez 

definen un. flujo local en. cualquier punto 1' E Jt/, es decir; existe una 

vecindad (/b del punto p y un intervalo (o, /3) tal que para cualquier 

otro punto r¡ E Ub .. la curva integral a través de q .. 'Yq(t) esta definida 

para toda t E (o, /3) y la aplicación (conocida con10 el flujo local) 

9: (n, /3) x c.-> .U dada por 9(1. q) = "fq(I) es de clase C' si el campo 

.Y es de clase cr. Si .. "'\ es un campo vectorial sin puntos singulares, 

sea 1.: D"'- 1 --> il/ con t(O) = JJ un encaje de un rn- 1 disco centrado en 

cero en JR"' transverso al carnpo .. Y en todos lados. Ya que .. \.·(,,) =/; o .. 
la aplicación <I• : nru-l X (n, /J) -+ il/ dado por •l•(x~ t) = <P(t, t(x)) tiene 
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rango máximo en el punto (O, O) E D'"- 1 x (a, fJ).. De esta manera, 

por el teorema de la función inversa existe una vecindad V" e 1\-I del 

punto p E M tal que <1J- 1 1v es un difeomorfismo sobre una vecindad 

producto D'"'- 1 X (o',/3') e vm-l X (o,/3) del (0,0) .. Esta aplicación In 

podemos tomar entonces como una carta local para una foliación 

de dimensión uno sobre /./ cuyas hojas son las curvas integrales del 

campo,,,"!(. 

Ejemplo 1 .. 2.8. Foliación IFnagen Inversa por una Fibración 

Sea n : E -+- .1\J una libración localmente trivial de clase cr y fibra 

F sobre una variedad difcrcnciable y sea ~ una foliación de ,J\/ de 

clase cr y de codimcnsión q. Si { U 1 , (1,,} 10 es un at.las trivial máximo 

del fibrado, las foliaciones F; = (<I•;').(3'1u. X F) de los abiertos n-•cu.) 
dan lugar a una foliación n·~ de clase cr y codimcnsión lJ del espacio 

total del fibrado E y la foliación así obtenida se llama la Foliación 

l111agen Inversa de ~ por la fibración n. Las hojas de esta foliación 

n·~ son las componenetcs conexas de las itnagcncs inversas de las 

hojas de ~ por n y son para la proyección del fibrado n un fibrado 

localmente t;rivial teniendo por fibras las uniones de las componentes 

conexas de ~- En particular tenemos Jo siguiente: 

1. Si n es un cubricntc de . ..l/., las hojas de n·~ son un cubricntc 

de las hojas de J· 

., Si ~ es la foliación trivial por puntos de Jl/., las bojas de n·~ 

son .las componentes conexas de las fibras de 11. 

Este tllti~no cjmnplo se puede geoncralizar al caso dunclc n : E -+ .l/ es 

una subnwrsión. Si. ~i : Ui -> R'1 son Jas nplicaciuncs disti11g11iclas para Ja 

folinción ~de ~l/ las sulnneor.;ioru•s k, o rJ: n- 1(U¡:}-> R" son J.Lq aplicacimaes 

TESIS CON 
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distinguidas para una· foliación n•lJ de clnsc cr y de codimcnsión q de E. 

Análogamente la foliaCión fl•lJ es la imagen inversa de 1J por la 1mbmcrsión TI 

y en este caso sus hojas.son las componentes conexas de las imagencs inversas 

de las hojas de íY por Il. En particular las fibras de Il cuando íY es la foliac;:ión 

trivial de JI.E pór sus puntos. C. Ehrcsmann tiene el siguiente resultado el cual 

unifica ambas ideas: 

Tcorcn1a 1.2.9. Scari. A'.! y E do.'1 variedades difercnciables conexas sin frori

tcra. Una submersión n ! E ~ Al propia de clase cr para T 'S. 2 es UTl.a 

fibración localmente trivial. 

{Gocl91}, pa9. 16. 



Capítulo 2 

Corrientes 

En Ja prirncra sección de este capitulo se desarrollará parte de la teoría gene

ral de corrientes en variedades y variedades foliadas. Para esto dotaremos al 

espacio de p-formns difcrcncinblcs sobre unu variedad J.\I de dhncnsión Tl para 

O S v S n., de unn topología que le dará una estructura de espacio vectorial 

topológico locnhncntc convexo y llnusdorff. Estas corrientes se definen cotno 

funcionales lineales continuns sobre Jos espacios de forn1as difcl-cnciablcs; es 

decir son elementos del Dual Topológico del espacio de ferinas. Utilizando la 

teoría de A.1uilisis Funcionnl podremos postcriorrncntc1 definir una teoría de 

ho1nologíu, In I-lornologín de De Rha111. 

Haciendo énfasis pri11cipnh11cntc en lns Corrientes ele Dirnc y las Corrientes 

de Integración, definiremos lo CJUC cntcndcren1os por una ~lcdidn Invnrinntc 

por Holo110111ín en unn variedad foliada y darernos una idea general, ilustrada 

poi· algunos l."jmuplos del problciua que se trata de resolver y del porqué del 

desarrollo <le esta teoría. 

Dotnrcrnos dcs1,nés al espacio de corrientes ele una topología el cual lo iclcntifi

car:í corno el Dunl Fuerte <lcl espacio de forrnas clifcrcncinblPs. Postcriorn1cnt<• 

vermnos co1110 los tcorcnms de Rcprc.'icntacióu de R:icz, d teorciua du Stokcs y 
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el tcorc1na de De Rluun nos dan i11fnrn1nciti11 de la 1-lotnología de De Rhnm. 

En Ja segunda sección se dcfininín las corriente.."' foliadas de Dirac que son 

los clmncntos básicos para nuestra teoría de corrientes foliadas, pues estas se 

definen por rncdio de la. cerradura de las cmnbirmcioncs lineales finitas con coe

ficientes positivos de lns corrientes foliadas de Oirac. Introducircrnos después 

la noción de una. fonnn trnnsvcrsn a In folincicSn, que es uun funcional lineal 

contínun sobre el uspacio de corrientes foliadas. Haciendo uso de la teoría de 

Homología <le De Rhnn1, dircn1os lo que se cntcndcr1í por un ciclo foliado y 

nnn frontera folinda. Fi11nhncntc, por 1ncdio del teorema. de Hnnn-Bnnnch, se 

1nost rnr~ín nlgunas ele lns cm1scc11c-11das de la cxislPncia de unn fonnn trnns

vcrsn n la foliación con n•spccto a los ciclos folindos y frontcra .. 'i foliadas. Las 

referencias principales pnra este cnpítulo son: 

Apéndice A, (PRHG74}, [Hir7!l], (Sch8!l], [Hor!l!l}, [Kat!l9} y (RR73]. 

2.1 Corrientes sobre Variedades 

Considcrc1nos uua vnricclnd difcrcnciablc ,\/ co111pactn de dilncnsión n, y un 

ntlas coordcnndo finito fijo \).1 = {(l ¡, .:1)}¡~ 1 de J/ a lo largo de este capítulo. 

Pan\ cada entero k ~ O fijo. denoten1os por 11 llk a In <!:.k-norina. que está de

finida sobre las ¡>-formas diforcncinbles sobre ,\/ relativa a In cubierta \J.I, de In 

siguici1te nrnncra: 

Si dcnotnn1os por Dp ni conjunto de ¡rfonnas diforcuciablcs sobre l\J, tcnmnt?s 

que tlJU\ ¡>-for1nn ·l./J e Dp la poclc1nos escribir en coordenadas l~cnlcs del atlas 

'l'. para cadn '\·<'ciudad coonlcnada \ ;. como tJ; = 2: P 1, (x)tl.c:1,, donde 11 cs. un 

11111lti-i11dicc de longitud p sobre \ ¡. De esta nuUH?ra definin1os: 

clct1uh! d s11prP1110 sn to111n sol>rc• tocias las clPri,·nchL~ ¡utrcinll'S cruznclas para 
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O S o: :5 k y sobre todas las rcprcscntaci¡,ncs de las vecindades coordenadas 

Vi con 1 ::5 l ::5 N. 

Con esta norma que depende del atlas, ·podemos definir una topología TA: en 

Dp que resulta satisfacer el axioma d.e separación de Hausdorff y ser adcmiís 

localn1ente convexa, relativa a la cual es fácil ver que las operaciones lineales re

sultan ser continuas, dando de esta manera una estructura de espacio vectorial 

topológico norrnndo a Dp para cada k ~ O; en particular resulta ser un espacio 

ni.étrico. Es claro por las propiedades del supremo que TA: e T.t+t para toda 

k ~ O; es decir, si consideramos Ja función identidad (Dp, TA:+t) ~ (D,,, T,1:} 

esta resulta ser continua para toda k ;::: O. 

Por lo cunl podernos definir la. topología T que está gcncncrada por U~o TA:· 

Así ni considerar el espacio Dp con la topología r., éste resulta ser un espacio 

,·cctorinl topológico localmente convexo. 

De aquí en adelante dcnote1nos por n: = (Dp, Tk) y po~ Dp = (Dp, r). 

"Yn que Dp cstñ definido en ténninos de los v:, que son cspa~i~ vc~torialcs 

norn1ndos, tenemos el siguiente resultado: 

Lema 2.1.1. UT'ª succ.sión {'.Pm}~=l corwerge a 'f/.!: ~~:R.~~.i~:.'~ -~~,i~: 
a tfJ en D~ para toda k 2: O. 

De1nostración. Cou10 Tk e T para toda k ~ o tencmos·quc .convergencia en 

Dµ itnplicn cou·vcrgcncin en D~ pnrn todn k. 

Recíprocarncutc, toda vccindn<l abierta l\/' de 1/J en -Dp contiene una vecindad 

de la fonnn \ l"0 n · · · n l Vq para algtín entero fJ ;;::: O., donde \ l'k es una vccindacl 

abierta de l,/J cu D~ parn O ::5 k S q. Notc111os que convergencia cu D! hnplicn 

que todas salvo un número finito de los ténninos ..µ.,,. están en ll"0 n · · · n lFq y 

por tnnto en ll" 1 ya que lV e T era una vecindad arbitraria de 1/1 tenernos <¡uc 

las tbm convergen a tJ.1 cu Dp. o 

H:1?eorclcrnos nhorn <111e si f : ~Y -> Y es una función entre dos espacio:-; 
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1nétricos entonces f es secuencialn.enie contánua. cm un punto p e X si 

se :;;atisfncc que pa.ra toda sucu:;ión {x,.}ueN que converge a p se tiene que 

In sucesión de las irnágcnt'S {/{x,.)}neN converge a /(p). Este es un criterio 

de cc1uivnlcncin entre continuidad y sccucncialmcntc contínua entre espacios 

rnétricos y <'n particular, se c111nplc para los espacios lineales normndos n:;. 
Pnrn ~spacios vectoriales topológicos en general, se tienen sucesiones genera

lizadas o redes, y se puede> definir nnálognmcutc que significa que una función 

sen sccucncinhncutc contínnn. Aunque en nuestro espacio Dp no sen un espacio 

norinndo, tcnc-1nos sin c111bnrgo cu <>-Stc caso el siguiente resultado: 

Lema 2.1.2. Una /u11.ció11 cp: D 1,--+ Dr ó cp: Dp --+ R. es continua si y sólo 

si es ._r1ectleucialrnc11.tc coutínua. 

Dcrnostraciórz. Es clnro que continuidad irnplica secuencialmente contínua con 

un nrgurnento típico de '\"Ccindadcs, ·resultando así la parte interesante de Ja 

dcrnostrnción la otra itnplicación. 

S11pongan1os que cp : Dp --. Dr es sccucncinlmcntc_ con~ínua y además que cp 

no es continua en alguna ,_.e Dp, entonces existe. una. vecindad V de 'P(t/J) en 

Dr tal c¡ne ;,:(lF) c¡t; \1' para todas lns ,·ccindndcs lV de''.,µ en .DP. En- particular 

sra lVk E Tt: C T la boln ccntradn en t/J de radio l; y escojamos t/Jk e lVk tal 

'lllC op(t/Jg) ~ \·para toda k ~O. 

Ya que 11 L·• - .;, lloS:ll Vk - ,:, 111::;: · • • S:ll tP• - 1" ll•S: 1; para toda K ~ l. Por 

2.1.1 tcnmnos que lin•rn-:o.: f/;.,,. = c.1• <*11 Dp, lo cual implica una contradicción 

al hecho de .,: era sccucncinhucntc <0 011tínun. 

Pnrn. ,~1 cnso ..,; : D 1, -+ IR In dcrnostrnción es co1nplctnrnentc similar. O 

Coruo la t(1pologín T <•:0-ra dada <'11 ténniuos de topologías nonnadas, c."(istcn 

ideas y resnhadns d(? nncHh•is funcional 'lllC podernos considerar pnrn el cs¡mcio 

D,,. 

Dinm1os q1w 1111 s11hco11j11uto S e D,. l~ acot.ado si '~ ncotado rclat.h•o H Ja 

\ ... 
1 '. -·· L.- .• " .... 
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<!:'--norma para toda k 2:. O. 

Análoga1ncntc, dircn1os que una aplicación lineal cp : Dp -+ D_r ó sobre R 

es una aplicación lineal acotada si es acotada. relativa a Ja ~a:.:.norma en 

arnbos espacios para toda k 2:. O. 

Lema 2.1.3. Una aplicación lineal acotada <p: Dp--> D,. ó.sobre Res continua 

y una aplicación lineal continua ip : Dp __. .R es acotada. 

Demostración. Supongan1os primcra1ncntc que cp : D,, ,_... Dr es acotada; es 

decir, que <p : {D., 11 llk) --> (D., 11 llk) es un operador acotado parn toda 

k 2!: O. Snbmuos que en el caso de espacios vectoriales topológicos nonnados 

se cu111plc que una función lineal es acotada si y sólo si es contí11ua1 (vcr prop 

2 [Hor66], pag.36). De esta manera para cualquier k 2:: O tenernos que c¡; 

es una función acotada y lineal, por lo cual es entonces contínua para toda 

k. Como observamos anterionncntc se tiene en este caso que cp resulta ser 

sccuencialn1ente contínun para toda k. Así por 2.1.2 tp: Dp -t- Dr es continua .. 

Suponga111os ahora que cp : Dp _., Res un oper~or lineal no acotado. Entonces 

existe unn sucesión acotada {tPn}~-• en Dp tal que rp(tPn) 2! n para 1 S n < oo. 

De esta 111nncra tcnmuos que litnn-oo ~ = O en -la topología r mientras que 

tp( ~) 2: 1 pnrn toda n 2: 1 1nostrnn~o que tp : Dp. -t- Dr es un operador que 

es no continuo. o 

Nota 2 .. 1 .. 4 .. Por 2.1..2 se tiene en general que en esta topología los operadores 

lincnlcs continuos son secuencialmente continuos. Esto no in1plica sin canbargo 

que sean sccuenciahncntc continuos en In norma <?:k para toda k 2: O, ya 

que <..""Sto in1plicaría <JUC las topologías rk son In.o;; 1nis1nas para toda k. En 

gP1iernl sucede que si se tiene una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales 

topo)(>gicos convexos o lot"ahncnte convexos la continuidad de la función linc-al 

i1nplicn c¡uc C"Sta es ncotacla, es decir aplica conjuntos acotados en conjuntos 

ncntndos. Un <'Spacio )o(.0 nhnc11tc {"onvcxo en el cual toda apticaciún acotnc.la c-s 
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continua se le conoce como espacio de Mackey o bornologico, ((RR73] pag.81). 

Recordemos que la diferencial exterior d : Dp -Jo Dv+• está dada en coor

denadas locales de Ja siguiente 1nanera: 

Si w es una p-forrnn difcrcnciablc sobre 1\1, en coordenadas locales la podemos 

escribir como w = L:1, P1, (x)dx1, donde /¡ es un multi-índice de longitud p; 

es decir, 11 son todns las combinaciones i1 . .. ip con 1::; i1 < · · · <, ip::; n,·y 

dx¡1 = dx¡ 1 A ···A clxip· 

Así tenemos que In difercncinl exterior ele w está dada en coordenadas Iócalcs 

por: 
.._.....¡¡..... DP,,(x) 

clw = L-L..- ---¡¡x-:-dx1 A dx1,. 

lt i=I 1 

Como consecuencia del Jcn1a· anterior tenemos el siguiente::·., 

Corolnrio.2~1.5. L~ difere~icial exteriord: Dp ~ D~·.·~.·1~~'ª aplicación 

lineal cont(nua:"; 

Demostmci6i-i.;::J??r d_emostrnr que para toda k ·~ la 8pli~ción li~enl diferencial 

exterior d : . (D~, 11 llk) -> (D., 11 11.,) es acotada> Con· la i1otación anterior 

pnrn O S /3 $ k tenemos que: 

11tlw11. = sup{ ~¡; (~t ':ix:•) I} 
=sup{~l~t.:S C':ix:•)j} 
~ SU]> {~~t. I; ( ':ix:·) 1} 
=s1111{ ~t.~lo~, (ª:)' )I} 

(2.1) 

Heconlcrnos ahora que 0~, es notnción pnra el vector tangente a ,\/ cu un 

p1111Lo ¡1 r.n las coonlcnadns ;r., parn i = IT ..• ~u. Co1110 bien sabctnos, los 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



2.1. CORRIENTES SOBRE VARIEDADES 25 

vectores tangentes a la variedad los podctnos ver como derivaciones sobre el 

espacio C 00 (.A/} de funciones difcrenciablcs sobre M. Al espacio C 00(M) le 

podemos dar Ja norma del supremo, dotando de ésta manera, una estructura 

de espacio vectorial normado sobre R. Tiene entonces sentido en este caso 

Imbiar de la norma del operador lineal, que es por definición el escalar más 

pequeño .>.; ddll 0~, 11 tal que se satisface que I,,~, {J)l.up ::S .>.;lfl••P para toda 

/ e C 00 (A/) y para toda i = 1, .•. , n. Con esta norma tenernos que los 

operadores tf;, rcsul tan ser operadores lineales acotados, ya que la variedad 

es cornpnctn. Podmnos ahora afirmar que existe un escalar A > O tal que 

11 ;:, llS .A para i = 1, ... , n. De esta rnancra tencn1os entonces que: 

11 dw 11. ::S sup {~t.~ 1 a:, ( ª:;:•) 1} 
= sup {t.~~ 1 ::,, (a:;:,) 1} 
::S nAsup { ~ ~ 1 a:, ( ª:;:•) 1} 
=nA llw 11 •• 

{2.2) 

Por lo tanto, tcnen1os que el operador diferencial exterior d es acotado y por 

tanto continuo. o 

Sabernos por el lcn1a anterior que una funcional lineal continua es acotada; 

por tanto,. si considera111os el conjunto de todas las funcionales lineales conti

nuns sobre nlg1ín espacio vectorial topológico ( se le puede dar a este conjunto 

la nonna del suprc1110 ) .. este espacio dual es conocido co1no el Dual liberte 

del espacio vectorial. En particular; si esto se lo aplica1nos al conjunto Dp 

t<mcntos que el dual fuerte del espacio Dp, que denotarc1nos por JY,,, es el 

espacio lineal de todas las funcionales lineales continuns sobre Dw 

:\ los eletncutos de D~ •~ 1Janmrcu1os p-corrientes sobre .Al ó corrientes 
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de gradó p ;;obre 1"1. 

Ejemplo 2.:l.~. C.orrient.ea de Diroc 

Sea X.'.e-,;·~;:,-~, e :np y Vz : T;M X T;Af X ••• X r;~f __.,. Runa función 

multili~cal ~t·.;~~nnte que llamaremos p!;~i;,r. 
Dcfi~,,~~oS:~·,p;;,.,·~ .. ~'.~:'D~~-:-+ R por: 

1, >· .. ~::" : ~~ . .\ 

Es ~cl~·ro· que 'Pv~· es .una funcional lineal acotada, de donde cp1,, e D~. A una 

corrictitc de -esta for1nn la llamaremos corrientes de Dirac. 

Ejemplo. 2.1. 7. Corrientes Singularea 

Sen e = E~1 e¡a¡, donde cada e¡ e lR y u¡ : L::Jr.P e R!' _,. .Al es un 11-simplcjo 

singular difcrenciablc para 1 ~ i :5 m. 

Definamos sobre cada p-forma w e Dp Ja función 'Pe : Dp -t R corno: 

[ 

m 

'Pc(w)= w=LC;1 a;(w) 
e i=l AP 

Esta resulta _s~r_ claramente una funcional lineal acotada y por lo tanto una 

corriente sobl-e:·.pP, que Jlan1arc111os corrientes aingulares. 

Ejemplo 2.1-S. Corrientes Difusas 

Asumamos en primer lugar que la variedad AI es orientada, sea T/ E Dn-p y 

weDp. 

Dcfinn111os cp,,1 : Dp -.. R corno: 

,,,,,(w)=lwA•¡ 
Al 

ArnUogamentc, esta funcional lineal resulta ser acotada y por ende una co

rriente sobre D 1,. 
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Ejemplo 2.1.9. Sea N una variedad difcrenciable compacta y sin frontcr:a de 

dimensión p y Muna variedad de dimensión rn >p. Si f: N-+- Mes_ una 

función difcrenciable. Para toda w e Dp definamos 'PI: Dp ~ R por: 

'Pf(w) = Lr(w) 
Esta define una funcional lineal acotada y por tanto una corriente sobre Dp. 

En el caso· de que f sea un encaje, esta corriente se denota por 'PN ó por 

J;,.~ En particular, si N es una subvnricdad de A-/, la función f puede ser la 

inclusión. 

Ejemplo 2.1.10. Corrientes de Integrución 

Para ll:"ª VD:ricdad difcrcnciablc .l\/ dcnotcrnos por v a una medida de Borcl 

definida sobre M tal que v(A-/) < oo y supongamos que existe un campo 

continuo de p-vectorcs definido sobre todo J\f, que denotaremos por a. 

Para cada w E Dp definirnos <Po,v : Dp -t R por: 

'Pn,v(w) = { w(o)dv 
ÍM 

Es claro que ésta es una funcional lineal acotada y por lo tanto una corriente 

sobre Dp. Las corrientes de Dirnc 2.1.6 son cjcn1plos de corrientes de inte

gración donde a es cualquier extensión continua de v~ y v es la medida de 

probabilidad concentrada sobre c>l punto x e A/; dicho de otro modo, ,,, es una 

rncdidu atórnica· con áton10 en x. 

Nota 2.1.J.1. Un hecho importante que hay que considerar para este caso de 

corrientes de integración es que pueden ser evaluadas de igual 111ancru sobre 

p-forn1ns w que sean solarncntc contirums, ya que In expresión J,., w(o)dv tiene 

perfectamente sentido para tales p-formas. 

Eu general cuando tenernos un objeto geométrico, por "jcmplo una varie

dad difcrcncinblc, nnn de las pn~gnntns nuts cornuncs es saber de la existencia 
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de medidas invariantes bajo un flujo en Ja variedad. La pregunta análoga para 

el caso dC un grupo topológico o un grupo de Lic es el de saber si existen tnedi

das invariantes por la acción izquierda o derecha determinada por el producto 

del grupo en sí mismo. Para el caso de variedades foliadas rccordc1nos que te

nemos asociado de manera natural un pscudogrupo de difcomorfisrnos locales 

llamtl.do el grupoidc de holonomín; la pregunta en este caso es saber si tiene 

sentido la noción de una medida invariante por el pscudogrupo de holonomía, 

y por lo cual es también válido preguntarnos acerca ele la existencia de tales 

medidas. 

Notemos que, análogo a las corrientes de integración 2.1.10, para el caso de 

variedades foliadas tiene sentido hablar de la corriente de integración cp,,. de

finida por una medida /l que sen invariante por hotoi1omín para una variedad 

foliada compacta (JII, ;i), con dim(;i) = p y donde ndcmás el subhnz T(;j) es 

orientablc. 

Precisemos un poco más la noción de medida invariante por holonomí~ para 

esto: 

Supongamos que lJ(.AI) = Drl.-1; es decir, que la frontera de la variedad se en

cuentra constituida de hojas de la foliación y fijemos aden1ás un atlas foliado 

regular ll = {U0 } 0 e,t que respete In orientación de las hojas . 

. Sea ru el pscudogrupo de holonornía asociado, que ncttla sobre el espacio trans

verso S de Ja folincióu. Entonces la 111cdida µ que deseamos sea invariante por 

holonomín debe estar definida sobre Jos subconjuntos de Borel del espacio S y 

ndenuis sa.tisfncer que ¡L(S) < oo. Una tncdida Jl será una naedida invarian

te por holonornáa sic1uprc c¡uc se tenga lo siguiente: Si "Y E r y Be dmn{-y) 

es un conjunto de Borcl de S, entonces se tiene que Jl("')'(B}) = ¡1(B). 

Vcarnos ahora corno cas posible integrar de manera natural p-fortnas sobre va

riedades foliadas: 

Sea A = {..\0 } 0 e ... \ una partición de la unidad subordinada a U y sea w E DP. 
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En una carta folinda Un E U dcnotmnos por Sn al espacio tranvcrso asociado a 

esta carta local, de esta rnancra pode1nos integrar w Sobre cada ~-Placa P e S 0 

obteniendo una función de valor real continua sobre S 0 • ,Esta nueva función se 

puede nuevamente integrar con respecto a la rncdida ·µIs .. , dando lugar a una 

integral iterada de la forma fs. (JPw)d¡.(P), siendo posible así dcfinil". una 

corriente de integración tp1, sobre w en Al por: 

<P,.(w) = L 1 (J,, .>.aw)d1•(P) 
oeASn p~ 

Usando In inval"innza por holonornín de ¡.1., ·puede verse, nn1ilogo al caso de 

vnric.a<lndes difcrcncinblcs, que In corriente cp,, es independiente de la elección 

de la partición de In unidad A, pero depende del atlas. 

Nota 2.1 .. 12 .. Haciendo uso del TeoTen&a de Stokes, que afinna que si 

se tiene una región D con frontera éJ(D) en una '\"nricdad oricntablc ,J/ de 

dituensión p y se tiene unn (71- l)-forina difcrcncinble w con soporte con1pacto, 

entonces: 

l tJw. = fo(D) W. 

Notcn1os que, parn In n1cdidn invariante poi holonon1~a d~fini~R antcriDI-!11Cntc, 

snbc1nos que cnda unn de ln._o; funciones ,..\0 tiene sopOrtc·compnCto/COd JÓ ctinl 

In (p- 1)-fortnn difcrcnciablc ..\0 w t.n1ubién tiene soportc-comP~~fc;, sobt-C·c~da
p e S 0 • AdcuuLo;;. de la definición ele foliación se ticri.c quc"éJ(~) ::''0,·a~í p~ra 

cndn espncio trnns\·crso S 0 : 

.l .. (J. r/(,\n:...•) )c11t(P) = 1 .. (1(1') (,\nw)) rl¡1(P) =.l. .. (O)rl¡1(P) =O 

Con lo cual podrtnos concluir <tltu .p1, (d(w)) = O pnrn toda (1' - 1 )-forn1n 

clifc>rc>ncinhk• sohrr .\/. 

Esto 1ilti1110 PS 1111 ejl•111plo d«? lo «1111• l•nt«•ndPrr1uns 1mis ndPlnnt«• pnr un cfrlo 

fo/iodo. 
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Nota·2.1.13. Recordemos ahora el Teorenaa de Representación de R.ieaz 

que diCC que, para cada funciori8J linCat positiva L sobre Cº(X}, que es el es

pacio de funciOnes real valuadas· definidas sobre X, con ..-Y espacio localmente 

comp8.cto y de .HRusdorff,· exist~ una medida de Borcl µsobre X tal que si 

f E Gº(X), entonces s.; ·ti;,~e que: 

L(f) = J Jd,.. (2.3) 

El ejemplo 2.1.10 y esta tíltima construcción de corrientes de integración se 

extienden funcionales lineales acotadas sobre el espacio de funciones continuas 

sobre A-/ que Son Jns O- formas. De esta manera, por el Teorenaa de Repre

sentación de Riesz, tales corrientes deben ser corrientes de integración y se 

les conoce como corrientes de grado cero. Puede consultarse (PRHG74] para 

el enunciado y demostración del teorema de representación de Ricsz. 

Nota 2.1.14 .. Podemos de igual manera decir que una foliación\¡' de dimensión 

<J de una variedad kf tiene una rncdidn invariante por holonomía o transversa si 

ésta se puede definir por un cocíclo regular a valores en el grupoidc de gcrmcnes 

de un pscudo~upo de difeornorfisrnos locales de una variedad B de dimensión 

q, que dejan invariante una 1ncdida de Borel sobre B y que suponemos que 

es positiva y finita sobre subconjuntos compactos. De esta manera, pensar en 

n1cdidas invariantes por holonornfn en A/ es lo rnismo que pensar en medidas 

de Borcl positivas y finitas sobre con1pacto definidas sobre el espacio D y que 

son invariantes por el pscudogrupo de holonornía. Para nuestra definición de 

rncdida irn"nrinnte por holonoruin, la variedad B es el espacio transverso S. 

Ejemplo 2.1 .. 15. Cuando uno tiene una foliación difcrenciable de codimcnsión 

q con unn forn1a de \.~olumcn trnnsversa, es decir; el espacio transverso es 

locnlrncntc IR" y el grupo de holonotnía esta fonnado por difeornorfismos locales 

de ~ que dejan iuvnrinntc una forrna de volun1en sobre JR.'l. 
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Ejemplo 2.1.16. Una hoja cerrada de unn foliación de codi1ncnsión cualquiera 

determina una. medida transversa discreta. Sin1plmnc11tc contando cl:nií1ncro 

ele veces que la hoja pasa a través del los subconjuntos abiertos_ del ,espacio 

transverso. 

Ejemplo 2.1 .. 17 .. Si una foliación \l de la variedad .l\'I ~.1lna.·; fibración de 

J\/ sobre una variedad B, las rncdidns invariantes por· hol·o~omÍU:· dc>M ~e 
corresponden de rnnncra biynctiva con lns rncdidns de Borcl_~Sobrc B firiitns 

sobre subconjuntos cornpnctos. Notc1nos que en este caso el espacio transverso 

se identifica con el espacio base B del fihrado. 

Ejemplo 2.1 .. 18. Sen \j' una folincióu de unn. variedad,\/ y sen f: J.V-->- Al una 

nplicnción ele una variedad J.V en J\/ cuya irnagen es tran~versa a la foliación \j. 

Entonces las 1ncdidas de Borcl sobre N determinan de manera única medidas 

transversas sobre 1\/, dado que cu este caso podernos pcusnr a N co1no el 

cs¡>acio transverso S. 

Co1110 viinos nntcriorn1cntc toda rncdidn invariante p~r holonon1ín para una. 

folinción \Y" de ditncnsión 71 dctcnninn una corriente de diJncnsión p dada por: 

<p,,(w) = L r (1 AnW)tl¡t(P) 
nE.r\Js.. P 

Si tenemos una folinción \j de ditncnsión ¡1 de una variedad c!ifcrcnciable J'/ 

y A/ es una fibración sobre un C'spacio B, donde las hojas de Ja foliación ~ 

son las con1pouentcs conexas de In.o; fibras. Si C es unn corriente nsociacln 

a una rncclidn. invariante por holo110111in entonces para toda forn1a difcnmcial 

w E DP(J\/) se ticmc que: 

(C, w) = { Fd¡t J,. 
Donde Fes In integral fibra.da F = / 0 (w) definida en el apéndice A .. 

Nota 2.1.19 .. Podemos decir q1w Jn fuucióu Fes a grnudc.?s rasgos Ja funcic.in 

uhtP-uidn ni iutrArnr la. fnrurn w sohn_• las fibras. 
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Observación 2.1.20. Toda foliación sabemos se puede definir localmente por 

submersioncs, pero estas en general no resultan ser librados. 

Si éste fuese el caso, entonces las corrientes determinadas por medidas inva

riantes por holonomía (que son ciclos foliados como se explicará más adelante), 

se corresponde de manera biycctiva con medidas en el espacio ba.-re invariantes 

por los difcomorfismos locales del espacio base. 

Como este no es el caso, ya que en general el espacio transverso es complicado 

de describir y resulta difícil de estudiarlo, no se tiene una idea sencilla de esta 

correspondencia entre Jo que son ciclos foliados y rncdidns invariantes por ho

lonornía. 

La teoría desarrollada en este t.rabajo muestra una forl'lla de resolver 

éste problema, y así el teorema principal ( Teorema de Sullivan) del 

trabajo podernos decir que describe cómo se resuelve esta situación 

en general. 

Una vez conociendo que el espacio de p-corrientes es un espacio vectorial 

sobre lR, es natural ver si aden1ás resulta ser un espacio vectorial topol6gico. 

Para este fin sen E > O y B e Dp un subconjunto acotado y definamos l'o,e- C 

n;. como el conjunto de las p-corrientcs <p tales que cp(B} ~ (-e, e]. Diremos 

que un subconjunto So e D~ es una vecindad del cero si existe un \'n,ir: e 

S 0 para nlgtín B y para alguna c. De esta manera, si e e D~ entonces lns 

vecindades de e Nerán los conjuntos de Ja forma Se = e + So donde So es 

una vecindad del cero, por últin10 diren1os que un subconjunto lV C D~ es 

abierto si para cada e e lF' existe una vecindad Se C H'. 

Esta definición de conjunto abierto define una topología r' sobre D~ la Cual 

es Hnusdorff y Iocnhnentc convexa; adcn1ás la c'\·aluación de p-corricntcs sobre 

p-fonnns define una nplicnción bilincnl y continua cu : D~ x Dp -+ R dada por 

cv(cp,w) = rp(w). Esta aplicación evaluación e,. identifica a D,, con el espacio 

doble dual D~ de fuucintud<.•s lincnlcs continuas sobre D~; es decir, son cspncios 
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reflexivos y de esta manera tenemos que D,, y D;, son duales fuertes. uno d~l 

otro. Para la demostración de que estos espacios resultan ser reflexivos puede 

consultarse [Sch50], Cap. III, pag 75. 

En terminas de la función cv podemos definir un subconjunto V e D;, como 

acotado si para cada subconjunto acotado B e Dp el conjunto ev(tp, b) = rp(b) 

tal que <p e l', b E B es un subconjunto acotado de R. 

Definición 2.1.21 .. Un espacio vectorial topológico localmente convexo y re

flexivo es llnrnado un Eapocio de Mantel si todo subconjunto cerrado y 

acotado es rclativarncnte compacto. 

Teorema 2.1.22 .. Los esvacios vectoriales D,, y D~ son Mantel. 

Demostraci6n. (Sch50],Cap. III, pag. 74. CJ 

Recordemos que cuando tenernos una transforn1ación lineal entre dos es

pacios vectoriales, tenemos asociada la transforrnaci6u adjunta. Así, para una 

transformación lineal acotada L: D,. __,. Dr tenemos su adjunta L• : D~-+ D~, 

tal que L•(rp) = cp o L. Esta es una transformación lineal continua, ya que 

clarrunentc es lineal y además composición de transformaciones lineales acota

das es acotada. Este resultado se lo podc1nos aplicar a la diferencial exterior 

d : Dp -+ Dp+t obteniendo así un operador a = d•, a : D~+t -+ D~ tal que si 

;:>E D~+I y w E Dp entonces él(op)(w) = <p(d(w)); es decir, él(op) = 'f' o d. 

:\'atemos que él o D(op)(w) = <p(d o cl(w)) = op(O) = O ya que do d =O, de esta 

Jnancra tcnc1nos entonces que a o a= o. 
Recordemos que en 2.1.12 vhnos que para la corriente de integración rp,.. se 

tiene que fP:',..(dw) = O, en terminas del operador éJ tcncntos que para toda 

:...:eDp-1 

él(op1,)(w) = <p,.(dW) =O 

es decir D(op,.) =O. 

Las propiedades vistas_ del opcr~dor- éJ, nos sugieren que podernos definir la 
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Hornolog(a de De .Rhan& de In siguiente ·manera: 

Consideremos la siguiente sucesión CX:acta larga: 

Denotemos por: 

el subcspacio de p-corricntes cerradas 6 p-ciclos cu D~. 

El subcspacio de p-corricntcs exactas ó p-frontcras en D~. 

·Definirnos finahnentc el p-ésin&o grupo de honaolog(a de De Rharn de 

Al, Hff'n pOr: 

H{;'"(M) = Zp. 
Bp 

Tenemos entonces por 2.1.12 que una medida invariante por holonomía µ en 

unn variedad fC?liada define en este sentido un p-ciclo cpµ-

Si denotamos por "HP(Jlf, JR) al p-ésimo grupo de cohomologfa de Oc Rham de 

In variedad Jlf,' te.ncimos unn aplicación H{;'"(lvl) x HP(llf, JR) -+ lR dada por: 

([cp], [w]) -i; .cp(w) 

donde [ ] sig~ificii. ~·la ~;~i-~c: ~-~~r:CS"P~ndi~ii't~ · .. :~IÍ_.· h~n1ologfo. y _coh_o_m~Jogia. 
Está 1lpticnci6;_1 · ~~-~;~.~~:'~~-~~~-~-~}~~~-:--~~~~~F~~~~-~-~5;~~-1~;1-~ff:.···r·~:·:.~~~:~,;,~~;~·:::~~~~ :·~:~~; 
son homólogos.~ajo nucstr8; definición; es .decir, 'Pi·- "'2 E ~!fla, cnt~~c~ cx1S-:. 

te unn O e D~1 ~al qu~.: cp1 ~·:f.;,2:·:d:=· éj~O)~ ·,ASí: par~ cada ~.~Ornía' di'(~r-C:OCiR~t~ · 
w tcncu1os c¡uc: 

(cp, - <,:>2J[w] = 8(0)(w) = O(dw) = 0(0) = O .yn que w E kerd,. por lo lnnto 

'PI = 17'2• 

Aruí.lognrncnte, si w1 y W2 son coho111ólogos, entonces existe una (JJ - 1)-forrnn 
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difcrcnciah)c w tal que dw = w 1 - w 2 • Así para toda cp E D~ tenemos que: 

<,:>[w1 - w2] = <;>[dw]. = O<p(w) = O(w) = O ya que ip e kerll, por tanto 

ip(w1) = <p(w,). 

Todo lo anterior determina un homomorfismo j. : Hf,'R(M) -> (HP(M, R)' 

donde (HP(J\-f, IR))' es el espacio dual del p-ésimo grupo de cohomología de De 

Rhnm de 11.f y que es por definición Horn(HP(J\f; R); R). Por el Teoren¡o de 

De RhaTn este espacio dual se identifica canónicamente con el p-ésimo grupo 

de homologln singular Hp(Jll, R). 

Recordemos ahora que en 2.1.7 vimos que una 7>-cndcnn singular difcrcnciablc 

e en Af es una p-corricntc, de mnncra que si dcnotarnos por Ds al operador 

frontera singular, tendremos una versión del Teorema de Stokea que afir-

1nnrá que para una p-cadcnn singular e y una ]J - 1-formn w se tiene que: 

r w=[ciw. 
Ío.(c) 1: 

Si denotamos por Cp(A.f;R) al espacio vectorial de p-cadcnns singulares, el 

teorema dc._Stokes significa en estos terminas que bajo la inclusión natural 

t : Cp(ll::T, JR) --.. D~ dada por 1.(c) = <Pcr el operador lineal éJ se restrin

ge a un operador frontera singular a. sobre las corrientes singulares, ya que 

si 'Pe es tina corriente singular y w es una fonna difcrcnciable tenemos que 

D(ipc)(w) = 'Pc(dL,,) =f., dw = fa.(c) w = 'Po.(c¡(w) = 0,(ipc)(w). 

Hny un resultado cstnndnr que afirma que la homología singular de una 

variedad puede ser construida vin cadenas singulares difcrcnciablcs [Hu.49). 

Este resultado in1plica que la inclusión /. : Cp(ll1, R) -+ D~ dada por t(c) = cpci 

donde a cada cadena singular e se le asocia la corriente singular que ésta 

clcfinc, resulta ser UIUl aplicación lineal y dn lugar a una aplicacitln inducida 

cn116nica1nentc en hornologia t. : Hp(.AI; JR.) -+ Hf 1l(J.\I) que resulta estar 

hicn definida. Para esto dcnoternos por éJ. ni operador frontera en ho111ología 
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singular. TcnCmoS cI'complCjo de cadcn'as singulares dado por: 
; '~ ·' .;>:- _.: . .".<-.,~·-.'~·c. O./ . . ·.-.-. .:· '. O O 

···----'--Cp.+1(M;JR) .~Cp(l\f,JR) -----<--Cp-1(M,R) ---'--·· · 

Considercm~-~h~~~-·~{-~j~jCa't~"-_di:~irama de complejos de cadenas 

-~:-~:'.: ' ,.·,~ ;,, :": 

Cp(M,JR) º· Cp-1(M,R) º· 
.. { .[ 

D' 
.P D º~-1 D 

(2.4) 

a o ¡(é)(;;J)c.,;, ~ ... a;(c)(w) 
. .. ,,,-,. . ..-.~;_¡, (".(' -

y cst1i. última nos dice que cadñ\:ln~ ~.J'~- i~' c~adrados del diagraIJla 2.4 conmu

tan. Notemos' ·que _1~ aplica~ió~_:~-~~-~-~'(c:t;_~n~~e los grupos de homología singular 

y de De Rhnm t. : llp(M; JR) ~ 11/;'/l(•lf) que esta dada por t.(c] = [t(c)] = ['Pe) 

resulta ser una función li11c8.l. Por o~ro- lado, si b E /mé>. es una ¡rcadcnn sin

gular tenemos que t.[bj = (to D.(c)] .= [éJ o t(c)) = [8('Pc)) E /m8, por lo que t. 

resulta estar bien definida. 

De esta manera podcn1os c_n~onccs rcintcrprctar el Teorema de De RhaTn 

en este caso diciendo shnplcmcntc que los homomorfismos j. y "• son 1nutun-

1nc11tc inversos. En particular, In ho111ologín singular y la homología de .De 

Rhn111 son canónicnnumtc isomorfas. 

Observación 2.1.23 • .'Ya que la difcrcmcinl exterior des acotada tc11c111os que 

el operador éJ rcsultn ser continuo y por definición el espacio de ciclos Z 1, es la 
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imagen inversa del cero bajo éJ; es decir z,. = a- 1 (0}. Tenernos entonces que 

Zp es un subcspacio cerrado de D~. Por nuestra rcintcrprctación del teorema 

de De Rha= tenemos que un elemento ['P] e H;'R(Af) es trivial si y sólo 

si rp(w) = O para toda forma cerrada w E Dp, con lo cual tenemos que el 

espacio de fronteras Bp lo podemos escribir como Bp = n w-1 (0). Ya que la 
wEDp ..... _º 

intersección de conjuntos cerrados es cerrado, tenernos que el espacio Bp es un 

subcspncio cerrado de D~. 

Not.a 2.1.24. Si estarnos trabajando en una variedad A1 no compacta, oricnta

blc y conexa tal que 8(1\J) = 0, podcn1os definir a los espacios Dp y D~ usando 

formas difcrcnciablcs con soporte con1pncto, extendiendo todo lo anterior para 

este tipo de variedades. 

2.2 Corrientes Foliadas 

Sea (A/,~) una variedad foliada con1.pacta de dirnensión n de clase de difc

renciabilidnd al tncnos C 1·º+ y la dimensión de Ja foliación ~ es p, asumamos 

además que el subhaz tangente T(;i) es oricntablc y que 81'1 = a.,..Af. 

Escojamos un atlas foliado regular finito U= {(U0 ,x0 , y 0 )}0 eu de tal manera 

que para cada et E U In p-ada (x~ •..• , X::,) dctcnninnn la orientación correcta 

de ~Ju ... Si x E l\/ es cualquier punto de 1\1, denotemos por L Ja hoja de la 

foliación ~ que pasa a través del punto x. 

Denotcrnos por f\.P(T:rL) nl espacio vectorial de 7>-vectorcs sobre L que dcfi

ni111os en (2 .. 1.6).. Podentos to111ar a sus elerncntos Vz = v 1, /\ .. • .. /\ vp, de 

tal 111.ancra que (v1, 1 ••• , Vp,..) es una base orientada de TzL con la orientación 

correcta. Como la din1cnsión de la hoja L es 1' tcnc111os que Ja dimensión so

bre R del espacio vectorial /\P(TrLl es uno; y si aniilogarncnte dcnotarnos por 

/\P(TzJ\/) al espacio vectorial 1lc ¡>-vcctonas sobre 1\1, resulta que los ,,_,·cctorf"s 
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Vz e /\P(T:r:L) forman un sulrcspacio de dimensión uno en /\P(TzM) para toda 

x E 11'1, ya que estan representados por una sola combinación de los elementos 

de la base de /\P(T::rM). Si tenemos uno de estos ¡rvcctores Vz y consideramos 

la corriente de Dirac 'Pv,.., vistas en 2.1.6 y que denotaremos de aquí en adelante 

por Vz 1 para el caso de variedades foliadas a estas corrientes las llamaremos 

Corrientes Foliadas de Diroc. 

Nuestra siguiente intención es aplicar teoría de análisis funcional al espacio D~ 

y mostrar que )ns corrientes foliadas de Dirac generan un cono convexo con 

base compacta que denotaremos por C;t y daremos algunas concccucncias de 

este .hecho. 

Lemi:' 2.2.1. -Existe· un subespacio vectorial cerrado H e .D~ de codi~ensión 

uno 'tal que to~as_. l~ con-i~ntes fol~~d~ de Dirac está~ _s1¿1bre el mism,o lado de 

H. 

DeTnostraéiin~· Se~ .11 ·= {U~, tPo}nEu. un. atina: foliado regular. Plira· cada et en 

el conju1~~.~ ~~ '(~d·~.~·~ ~ conS~dCfCm~s una ~forma W0 .-'= cb:j. ~; · ·'A·~.~~·~ C~~o' 
la f~linción cs:::;c::;1~fucntC ~~ clase 01 •~+ esta forma puede ~r,.·a lo ~~ de· cl~c 

A ' • •.• 

0°, pero P~ccle ser·aproximada uniformemente por una p-forma'dif~rérlciablc 

Wcu este resultado se puede consultar en (Hir76). 

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que las corrientes foliad~ de Dirac 

son positivas sobre cualquier extensión w 0 para todo x E Uc,, ya que podemos 

pensar n W0 corno un rnúltiplo escalar del determinante de la base. Tome1nos 

una partición de la unidnd {...\0 } 0 eu .. subordinada a la cubierta U y definamos 

w = Eneu ...\0 w 0 • De esta manera cada corriente foliada de Dirnc será positiva 

sobre esta forn1n y considerando c¡uc w E Dp, entonces pensando a w como 

una funcional lineal contínnn sobren;,, si dcfinhnos H = w-1 (0) tenmnos que 

es un subcspacio cerrado de codhucnsión uno y las corrientes foliadas de Dirac 

se cnc11c11t.rau Nobrc el r11is1110 Indo de JI". o 
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Definición 2.2.2. Diremos de aquí en adelante que la p-forma w de la demos

tración anterior es transversa a Ja foliación d. Ésta no es única y cada una de 

estas da lugar a un subespacio cerrado H e .o;, con las propiedades descritas 

en el lema. 

Recordemos que dado un subconjunto en un espacio vectorial topológico 

podemos considerar su cerradura topológica. En particular para el espacio 

v;, dcn~tcmos por l!a- a la cerradura topológica del conjunto de todas ]as 

combinaciones lineales finitas con coeficientes positivos de corrientes foliadas 

de Oirnc en D;,. A los clc1ncntos tic «!a- las llarnarcrnos corrientes foliadaa. 

Los elementos del conjunto Z'J,. = Zp n <!:a les llarnarcmos ciclos foliadoa y 

nnáloga1ncntcy si dcnotan1os por DJ,. = Bpnr!:-;y, a sus clctncntos Jos lJarnaremos 

fronteras foliadaa. 

Nota 2.2.3. <.!:3 es un cono convexo cerrado en D~. Que es cerrado es por 

definición y que es convexo se sigue del hecho que cualesquiera dos elementos 

x, y son aproximados por sucesiones de corrientes de Dirac, sobre éstas es 

claro que el conjunto es convexo y de esta manera al tomar cualesquiera dos 

elementos el segmento de linea tx + (1 - t)y con O :5' t :5 1 esta contenido en 

el cono por la continuidad del producto por escalares y por ser un conjunto 

cerrado. 

Lema 2.2.4. Sea w e Dp una Jonna tmnsversa a~ y sea H = w- 1 (0) como 

antes. Entonces C!:;y n H =O y cf;r =·c:t3 n w- 1 (1) es un conjunto cornpacto. 

Demostración. Fijemos una mé.t_ric~.rie~na1"niana 11 11 sobre AP(T(.M)) y defi

narnos A C AP(T(.Af} conto el conjunto de corrientes foliadas de Dirac Vz tales 

que 11Vr11= l. Entonces A~ uñ_~onjliii¡~:~~~pacto co1no subconjunto de la 

variedad AP(T(l\1) (yn que en. cspñéi.os n~é~~~CO~ sC tiene co111pacto si y sólo si 

es cerrado y acotado). 
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Si T/ E D~,_ entonces TJ : AP(T(M) --1- R es una funcional contínua, con lo cual 

q(A) · C 1R es un conjunto complicto; así, que podemos encontrar un número 

real que depende ·de 11; µ,, ~ O tal que l11(a)I ~ µ 0 para toda a e A. 

Sim.it.~nriente, .cxiStc un número real ..:\ > O tal que w(a) > ...\ para toda a e A. 

La ~iSt~ncia ·de tal ..\ con estas propiedades se debc·a que si a E A, entonces 

por ser corriente foliada de Dirac tenemos que w(A) > O, y como A es compac

to w' alcanza su Dláximo y su mínimo sobre A. El mínimo resulta ser distinto 

de cero, ya que si existiera un elemento b e A tal que w(b) = O entonces por 

definición de w tcndrin1nos que b <J. A, lo cual es claramente unn. contradicción. 

Supongnrnos que existe una O e e!~ n H, tal que w(O) = O. Tenemos que 

podemos escribir O= litnn-+oo On, donde On = Ei;.1 e¡•'!ª'•"' y para Ja cu~l cada 

e,,,. > O y cnda a¡,n E A. Tenemos entonces que: -

O= J.!_!~w(On) ~ AJ!.~f:ct,n ~O 
i=l'. 

de donde podemos concluir que O = limn-+oo :Ei:,1 Ci,n· 

Si 11 e Dp, tenemos que: 

111co>1 s ,,,, 2.!..'!!."Ec..n =eº 
i=I 

y co1no 11 era arbitraria tenemos que 9 = O.: Cor~" esto hemos demostrado Ja 

primera parte del lema. 

Dc111ostrnrcrnos ahorn que el conjunto cf3 = ct3 n w-1 (1) es cornpacto. 

·ya que C!:3 y w- 1 (1) son conjuntos cerrados en el espacio D~, tenemos que <f3 

es cerrado. Recordcrnos que el espacio D~ es de Montcl por lo que entonces 

sólo ncccsitmnos ver que <f'li es acotado; es decir, que para cada 1J e Dp se tiene 

<1nc 11(1.ia) e Res un conjunto acotado, '\."Cr (Sch50], Cap. 111, pag. 71. . 

Denotemos por I~ ni subconjunto denso de todos Jos elementos K. e ri.a definido 

por las siguicnt~s condiciones: 

w(1<) = 1, 

r 

,.., = ECiª' 
i=I 
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donde cada e¡ > O y cada a¡ e A. 

Tenemos que para toda "" e K, 

r r 

1 = w(><) = L e;w(a;) > Le;.>.. 
i=l í=l 

De tal forma que Ei'=t Ci ~- -J:; por lo cual tenemos que: 

Jr1C><ll = 1 f:e;,.,(a¡JI s f:e;1,.,c ... i1 s "f:.e;µq < ';.q 
i=l i=l 1=1 

41 

Ya que I< es denso en <f;i; conclulmos que 11(<f;y) e [-µq/.>.,µq/.>.] y por lo tanto 

cf.."f es compacto. o 

Nota 2.2.5. Si tenemos una forma w e Dp que es transversa a la foliación ~' 

diremos que el subconjunto compacto cf.-;y es una baae del cono <r3. 

Uno de los teoremas más importantes en análisis funcional es el teorema 

de Hahn-Banach que dice lo siguiente: 

Supongamos que tenemos una función de valor real p definida sobre un espacio 

vectorial topol6gico real X que satisface Jo siguiente: 

l. p(x +y) :S p(x) + p(y) para toda x, y E X. 

2. ¡J(ax) = op(x) pnra todo a 2:: O y x E X. 

Sea f una funcional lineal de valor real definida sobre un subcspncio !D e X 

que cumple con.f(~) 5 v(x) para toda x E :ll~ Entonces existe una funCional 

lineal real F definida sobre X para la cual se tiene que: 

l. F(x) = f(:r) pnrn todn x E !D. 

2. F(:r) :S p(x) parn todn x E X. 

Este resultado y su análogo gcon1étrico puede consultursc en (DS). 

U na consccncncin. de cstr t eo1·cnul <'S rl siguiente: 
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Teorema 2.2.6. Sea W. un espacio vectorial topol6gico localmente convexo 

sobre IR, X un subco~iu.nto convexo compacto no vac(o y V otro subconjunto 

convexo_ y cerrado no·· vacío. Si X n V = 0 entonces existe una funcional 

cont(nuci e: W 1::{JR·o~·~,;·número real 0t tal que S(V) < 0t < O(X). 

De· este r~~lt~do_:;:·:dCJ lema anterior tenemos los siguientes resultados: 

Lema 2.2.7. Existe·unap-foma exacta transversa a la foliación 1J si y sólo .. ~i 

el cero es el único ciclo foliado para lJ. 

Demostración. Supongarrios que tenemos una forrna exacta w = d1J tranvcrsa 

a lJ.dondc 71 E D,;-1-··.,..Si C e·.ct:J ~ O:cs una corriente folin<.la, tenemos por 

definición de w qu~ ·¿;(~>":?:-O-~- ·-·AJ~o~B~:. si .-t~nemos· un ciclo foliado z e Za,, 

observamos que: 

·-
con lo cual t~~c~o"~ q-~~ z ~--o~';<· >i'.-_: .·:·~·!y 
Recíprocamcnt~, -~Urii~-~·o~::·q:~~· (!~···n:-zp O; como ci.;y es un subconjunto 

convexo cO~-p·S:_ct~~ ·~o-,·~'Ucío:: d~· :~~ :espnci-o -V~torial localmente convexo D',, y 

ci;r n Zp = 0'ya- que <i:~=.-w- 1 (1) y Zp == w-1 (0), por el teorema 2.2.6 existe 

una funcional .lineal continua w sobre n;, tal que: 

w(Zp) =o w(ci;v) >O. 

Ya que Dp es el dunl topológico de D;,, del hecho que w > O sobre <Í;t tcncinos 

que w es positiva sobre todo (!~-{O}, de donde concluímos que es positiva sobre 

todas las corrientes foliadas de Dirnc; es decir, w es transversa a la foliación 

~. Como adcn1ás, dw(c) = :...·(De) = O para. tocia corriente e e v;,+1 tencn1os 

que w es una forrna cerrndn. De hecho, es exacta ya que [w] E Hbn(1'/;R) se 

anula sobre todo [.::] E Hp(J/: R) por construcción; es decir, [w] es la funcional 

cero sobre 111,(J.'I; R) y por lo tanto [w] = O~ o 
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Nota 2.2.8. En In demostración anterior esta implícito el hecho de que existe 

un iso1norfisn10 entre la homología de De Rhnn1 y la. homología singular. 

Figura 3. Una p-íorma exacta transversa a la foliación de- iV 

En resumen tcncrn()S que existe u~n P,..rorma ~xacta transvCrsa a la foliación 

~precisamente cuando el_ co,no_dc corrientes foliadas C!:a- intersccta·a los ciclos 

Zp cxactaincntc en el cero. 

Lema 2.2.9. Existe una p-fonna cerrada tmnsversa a ii si y solamente si el 

cero es la única frontera foliada. 

DeTnostración. Supongnn1os prin1crn1ucntc que tenemos una p-fornut cerra.da 

w transversa n \Y, sen :; = De E l!~ n B 1, una frontera. Entonces tenernos que: 

w(:) = w(Dr) = (dw)(c) =O 
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Como w es transversa a la foliación, lo anterior implica que z = O. 

Supongamos ahora que <r.,. n Bp = O: Sabemos que rE.""a ·y Bp tienen intersección 

vacía¡ por lo tanto, el teorema 2.2 .. 6 implic~ que existe una p-forma w tal que 

w(lf;t) > O y w(Bp) = o. Del hecho· de q~e. w sea estrictamente positiva sobre 

In base del cono cfa, se tiene que ésta forffia es transversa a la foliación .;¡, si 

además e e D~+tt tenemos qu~:, 

clw(c) = w(llc) = o 

y con10 e era arbitraria dw =O; es decir, w Cs cerrada. o 

Figura 4. Una J':'forrna cerrada transversa a la foliación d que no es exacta. 

Tcnc1nos de esta n1n11cra que c..""'i.:istc una p-fonna cerrada transversa a la folin

ción C-'-'.:nctamci1tc cuando el cono de corrientes foliadas intcrscctn a Bp soln

rucntc en el punto cero. Adcrnás, en este caso 3 ad1nitc tanto ciclos foliados 

no triviales cmno p-forrnas transvC'rsas cerradas. 
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Figura 5. Una 1>-for1na que no es cerrada y que es transversa: a ln. foliación l.J. 

Lema 2.2.10. Si existen p-formas ceTTadas transversas a iY y ciclos foliados 

no triviales entonces: 

1. La aplicación natural Z;rp -+ Hp(.A-l;R) aplica a todos estos ciclos no 

tryViales a c_lascs de h.omolog{a no_ triviales. 

2. L~ ··i1nD.;é~::d~:· ·¡;;/iac·~pú~.aci&n. ~'·--~~ cono convexo C;r c _·Hp(.i\:I; R) que 
tie~i~ -¿~ª _b~e ·-~_,np~~t~: 

3. El cono dual C~ C H¡;,,(:"I;_IR); definido por: 

C~ ={-ye H¡;n(,U;IR) tales que· z(-y) ;;¡,,O para toda z E C0 }, 

es tarnbién un cono convexo . 

./. C~ tiene Ínlcrior PlO vacío, QtlC COTMta e:t:<1.cta1nentc Je aquella.°' c/tUC..<i Je 

coho111ología que pueden revrcl1e11.tarsc ¡Jor una p-fonna cerrrula transvcr-

·'"'' u ;j. 
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Demostración. Esta aplic8:ció~ c~ta dada por la siguiente composición 

. . z 
Za •. = Zp n l!:a--+ Zp-> zf,, = Hp(M;R). 

Ésta aplicación es una proyección lineal acotada, de tal manera la irnagen es 

un co~o conv~~ C~. :L~ b~e del cono c!;t esta definido por una ¡.rforrna cerrada 

w transvcrs~ a ·1~·-t~u'~-~iÓ~~ a-· (2.2.4), por lo que el conjunto compacto fE.~"f n Zp 

es aplicado sobr~ la ba5e. ~a '= [wJ- 1 (1) n Ca, y esta base resulta compacta ya 

que la imagcn.cODtínua de uii conjunto compacto es compacto. Las hipótesis 

admnás _fucr¿an ~1 hcc::ho de que C;.t n Bp = O¡ por lo cual la clase de hornología 

[z] ~lo cs_~cro.para tOdo ciclo foliado z no trivial, lo que prueba l. 2 y 3. 

Esc::ojarnos aho:ra P.,forn1as cerradas 711, .•. , 'Tlr cuyas clases de cohornologia sean 

una b~c del S:n1¡)0 HP(M; R). Si· tenemos que w cS• una forrnn cerrada trans

versa n la foliación, entonces la forma: 
r 

w+ Lai'T/i 
i=I 

es transversa a la foliación para valores suficicntcrncntc pequeños de las a 11 

con 1 Si Sr. Tenemos así que las clases de coltomologia de estas formas se 

encuentran cu una vecindad abierta de (w) e H"'(A/; R) en c3, Jo cual prueba 

que estas clases están representadas por formas cerradas transversas a a que 

se encuentran cu el interior del cono <lunl c3, en particular este cono tiene 

interior no vacío, lo cual prueba. la primera parte de 4. 

Dc1nostrarcmos ahora que estas son las únicas clases en el interior del cono 

dunl. 

Para esto si ["Y] e C¡ y')' se anula sobre nlgtín ciclo foliado z no trivial, entonces 

por definición de forn1u transversa a In foliación, para alguna i tencn1os que 

7/¡(z) es no cero. Por In que hn~· entonces '\"alorcs arbitraria1ncntc pequeños 

de a¡ E R. tal que ("Y+ a1¡1)(z) < O; es decir, una clcL'iC ["Y] en el cono dual 

csuí en su interior si y sólo si "Y torna valorus estrictarncntc positivos sobre 
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todos los ciclos foliados no triviales. Esto es equivalente a que el subcspacio 

l' = .,,- 1 (0) n Zp e Zp intcrsecta a Z3~ solamente en el vértice O. Este 

subcspacio corresponde exactamente a el rayo a través de ["Y] en el cono dual, ya 

que el subcspncio es generado por todos los multiplos escalares de la funcional 

c¡uc lo define, así que sólo Jos multiplos positivos satisfacen las condiciones. 

Aplicando el teorema 2.2.6 al subcspacio cerrado V C D~ y a la base compacta 

del cono C3, existe una p-forma w cstrictrunentc positiva sobre C-;¡ - {O} tal 

que: 

Este subcspacio contiene a Bp, así que w es una forma cerrada transversa a la 

folinción ~ y (w] esta .sobre el sub-espacio afín de dimensión uno a través _.de 

['"Y)· Con Jo cual podemos concluir que "Y es cohom61ogn a una forma bw para 

alguna b > O. D 
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Capítulo 3 

Ciclos Foliados y Medidas 

Invariantes por Holonomía 

En este cnpítulo se dcrnostrará el resultado principal de Dcnis Sullivan, que 

afirrna que todo ciclo foliado da lugar a una 1ncdidn invariante por holonomía. 

Prhncrarncntc se n1ostrnrl\ que todo ciclo definido por una medida invariante 

por holonornía, define un ciclo foliado. Después proccdcrcn1os a dc1nostrar 

haciendo uso del tcormnn de Representación de Ricz que todo ciclo foliado 

cstcí asociado con una corriente de integración. Finalmente; considerando Ja 

111cdidn rn=mcinda a un ciclo foliado, dcsarrollarcrnos una fortna de definir nue

vas n1cdida....; a partir de nuestra medida original, que cstanin definidas una 

sobre las placn ... "i y la otra sobre h:ts tranvcrsalcs locales de la foliación, y se 

n1ost.rnní que esta 1íltitna <'S una 1ncdida que es invariante por holonornín. Con 

lo cunl pmlrmno.s dmnostrnr el h'OfPJnn du Sullivnu. 
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3.1 Teorema de Sullivan 

En 2.1.12 vimos que siµ. es una ·medida invariante por holonomía transversa a 

la foliación~ que es finita sobre subconjuntos compactos del espacio transverso, 

entonces µ define un ciclo tp1,, e Zp. 

Proposición 3.1.1 ... El ciclo <Pµ definido por una medida invariante por holo

noTn{a es un ciclo foliado. 

De17lostración. Por 2.1.12 sólo necesitarnos dcrnostrar que nuestra corriente es 

lírnitc de una sucesión de corrientes de Dirnc. Consideremos un atlas foliado 

regular con cartas (Ucu .:r0 , y0 ) y transversales Scu fijas de aquí en adelante. 

De Ja definición de una forma transversa a la foliación w, sabernos que el 

hipcrplano w- 1 (0) separa al cono de ~orricntes en uno de sus lados. Veamos 

primeramente que t.pµ se encuentra· Cn el mismo lado que el cono. 

Para que lo anterior sea cierto, "tiene que suceder que w(JPµ) > O. Pero w(tp1,) = 

tp1,(w), con lo cual tenernos que ~cmostrar: 

<pµ(w) =E r (· 1 .>.ow)dµ(P) >o 
e_ ' aeAJs.,.- jp 

Pero_simpl~mcntc-ObservenlOs que fp>-aw ~ O para cada pl~ca P E S 0 

salvo un conjuntO de µ-medida cero. Por otro lado, ta· incdida µes finita sobre 

subca"·njuntos cOmpnctOs, con Jo cual cxiStc·~_m_~nos un su.bcojun~c:i ci:i·-el cual 

cp1,(w) >O. Por lo tanto éstn se cncucritra e'n el 1niS1no_Jado del cÓno. 

Ahora en cada carta coordenada (U,uXalVo) tenemos la representación de 

r.p,, de la siguiente tnancra: 

cp,.(wn) = L. ( J,. .>.0 w) dµ(P) 

Cada integral de In fortnn: 
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con PE S01 representa el valor de una función µ-medible; F,., es decir: 

F,.., (P) ':"' f;..>.0 w 

Como función µ-medible, ésta C::S aproxirÍlada, ·~ar· una sucesión de funciones 

simples de valor positivo definidas SOb~c S0~·· digamos.{/!ah tal que: 

;~~1s. (F,..,dµ(P) -:'f.!..1;(S0 )) =O 

salvo en un conjunto de ¡.i-n1cclida ·cero .. CorDo l~ funciOncs //.,.., son positivas, 

cousidcrmnos parn cada una de ellas un ~vcct¡,·¡. o ~orricntc de Dirnc Vai del 

cono de corrientes foliadas de tnl fornta que: 

h. f.!,.µ(Sn) """. w(v;.;). 
• . • .!'.~·" '·.~>: :..._5;- : 

Esto es posible ya que las .ru~cion~ !¿> .. s~~-'.~0~~~.i:~;· ~~~~:~~In~~ ~i:1· número 

finito ele valores y las corricn.tcs de Di~~~,-~~~:~~~.~~~:~~~;~::~~~~Í~·P.?Sitivas 
de 7>-vcctorcs. ~·;,,,,;·,,·:¡ ::·,,ri: ~. 

. . .:~ .. :_·::.:·.".:·~f~¡}~":'.(:\'i:: ,:~:~~.·:·i:t• {.;.~:.- ·' .. -"<: . .. ; 
Entonces sobre cada carta fóliada .. UQ·:tcnc1nos·definida,una corriente.de Dirac 

~-· ·~ ...... .~~cf .:,;,f~::\?I~\~f ,~.~·F > · 
Estas corrientes Vni aproxitnnn taiito cOmó'se quiern-el.;v·dlor de W sobre 'Pµ en 

~:; .,,;..,., dofü•~~ O• :l'.;~~~!~it~~~< ;.,,:~.,..,~ """' 
es decir; cp1, In puedo npróXi1nn~·,1~;cO';·rié:!'~~i·es folindñS de Dirnc y por lo tanto 
l!S un ciclo Colindo. _- .<- ·_ '" :; ' }>: .:';:~{·<~'.'.}.'-· ~. .,_-_ O 

'-: . ·> - ·-_,'-~:.- ~ ... 
El rcsultndo anterior nos dfoe qUe.ctifindO tcncn1os corricntc..c; de integración 

cfefiniclas por 111cdidns in'\·~~:i~nl~ p~r. h~lon~u1ín <p1,, lt.'itJL~ resultan Her sicrnprc 



CAPÍTULO 3. CICLOS FOLIADOS V MEDIDAS INVARIANTES 
52 POR HOLONOMÍA 

ciclos foliados. 

Una pregunta natural es saber cuales ciclos foliados provienen de medidas in

variantes por holonotnía, y este es el resultado demostrado por Dcnis Sullivan, 

el cual será el tema principal de esta sección. 

Teorema 3.1.2. (D. Sv.llivan} 

Todo ciclo foliado es de la forTna :.p,_. paro alguna medid_a invariante por ho

lonom{a. Es decir, todo ciclo foliado se puede aproximar por corrientes de 

integración con 7nedidas invariantes por holonoJnía. 

Pnra dcrnostrar este teorema, ,·ca111os en primer lugar que las corrientes 

foliadas son corrientes de integración. 

Consideremos una p- forn1a w transversa a In foliación ~y escojamos un campo 

contínuo v de ¡>-vectores no cero, tangente a 3=' y tal que w(v) = l. Este campo 

continuo podmnos suponer sin ningún problema que siempre existe, ya que si 

rccordan1os la construcción de w vista en (3.0.19), w está definida considerando 

una partición de la unidad subordinada a un atlas foliado regular finito y 

respecto a éste atlas, en cada vccind8.d coordenada (U0 ,x0 , y 0 ), w tiene una 

expresión de la forma: 

Con lo cual podc1nos tomar para cada a· e·u el p--vcctor 

· a· · · a 
ax0 = D-i:f- ~-· • • ~ 8~ 

- ' ' . . 
Utilizando ahora In n1is1na·partición de la unidad de w, {..\n}neu, podcu1os 

definir el cn1np~ v;cou10:;.· 

~·='.L:..\nDXn 
neu 

"-.. ª c1uc ves una cotnbinación lineal con coeficientes ¡>ositivos de p-vcctorcs que 

C"St1í definida: sObrc ·.1.l/ .. v, es una corriente de Din•c y por ende una íuncionnl 
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Jincal continua sobre )ns p-formas; además se tiene que: 

w(v) = L A0 w0 (v) = L ..\own(L ~.,ax~) = L AoWo(8xa) = L Ao = 1, 
PE11 oeu oEU · oeu aeu 

por lo cual nucstro··.;~~0-.~:~·ati~Í~c·c' 1~ condi.cio.nes requeridas. 

Ahora, dado ~n- 'c:iclé>, e ~·~:-
1

~}~·· d-~fiJÍ:·i~~~ ·.una:_runcional lineal continua Je 
coac1'1)'-+ R P~~:·'._: -!"· . ···, ".· ·~ -.. ..-, 

• ;.e~/;; c(f~) 
que: ',Í·, 

J.(fJ~:c(fi.,)f'JZid~ para toda f E c~(M) 
Dc1nostración. Si ~~ncn:1:~~ ~~e'~·:= '·'av.r es una corriente foliada de Dirnc, 

entonces 

J.(f) = f(x)w(avz) = af(x). 

Así, Ja tncdida at61nicn v concentrada en :e con v(.x) = a es nuestra única me

dida Ve• Si tenemos que e es una combinación lineal finita de corrientes foliadas 

de Dirnc con coeficientes positivos, entonces nuestra medida Ve resultará ser 

In suma de las correspondientes rncdidas ató1nicas. 

Pnra el caso general en el que e= lin1,._00 en, donde cada en es una combina

ción linenl finita con coeficientes positivos de corrientes foliadas de Dirac, la 

correspondiente sucesión ncotndu ( en el sentido débil ) {ve .. }~=• de medidas, 

tiene una subsuccsión convergente a una 1ncdida Ve con las propicdacs reque

ridas. 

Por el Tcorerna de representación ,Je Riez y del hecho que el subconjunto 

coc(~l/) es denso en el conjunto Cº(il/), tc11cn1os que la funcionnl lineal Je 

dctcrrnina a In rncdida Ve de rnancra única. o 

En la de111ostrnción anterior dcnotarnos por e = lim,._00 e,. a una corriente 

arbitraria. Si dcnotnrno:; por 1.1,. n v~ .. pnrn n 2: 1, entonces podernos re-escribir 
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el resultado anterior- en la siguiente forma: 

lirn {, Ú.v;..· ,;;;. : r ·f dvc' ' 
n-+~-!~'t .. ->·-;····: :--' !~'-_-·:· . : -.. 

Como v es un campo c~ntÍn~~-: dc:p..~;~i~:~-\-~~~~Dtc.:a··\J--tal q~c w(v) = 1~ 
dadti 1J e DP 1a: pOd~;nos dci¡c;'o~pon·~i~d.;'.i~~~~~a.·:.érii~~:'cOíri~o 

" .. ')" ·:_;,· 

T/. = T/o + T/é;;lcJ,;/ 

donde T/olJ\.P(T(~)) ""O .. Debemos enf~t¡~~~·~~/est~'~árte que T/o y T/(v)' pueden 

ser solamente continuas, dada: 1~· cliís~\d~~~¡f~¡~-~~inbilidnd de Jn foliación ii. 
, S"· 

Resulta ahora claro que: '-.'7 --· - ,.·~.- >-·;i:.._, · - -. :·,. · ·.·::· 

con lo cual tenemos que: 

C(T/) = J!.~ Cn(T/~ = J!.nlf.li,7Jv)~tn,·4t?<~?dvc. 
Si denotamos a esta corriente p~~:·¡AÍ_-~~~~~-::·~~~~~~ dC m~trar que lasco

rricntc._"i foliadas son corri~ntcs dC'inté~~~ión;~-~-\~CCir;· si tenemos un campo 

contínuo v de p-vcctores, no n~lo · s~b~ri:!·Af ;§-~i~~icnt~ a· la foliación ii; tenemos 

c¡uc las corrientes foliadas e se corr.csp~¡:¡·~~~:,~~ .~.¡~néra uno a uno con medida..;; 

no negativas acotadas Ve sobre JVI ~:;Y'. ~-~Y~---~oí-~cSPondcncin está dada por 

(3.1) 

Tornctnos :: E z.¡J,. ~ -~ ·.~·:_fij1~~~s:~~~i~;·~~~r,~~~ión de la unidad {..X0 }neA subor

dinuda a un -~tl~:~º-~i-~dO~::~égú!.~~~~-~'.(cU~~;xn;·yn)}aeu- Por 3.1 podemos en

contrar una n1cdi~á- ·¡:.,::(tr.~'~inf~~sObr~':.1\f:y·un campo continuo v de p--vcctorcs 

taugcntcs a:·~ t~_l· ~u~!, 

z = J.: .. vdv ., (3.2) 
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como corriente de integración. Fijemos una carta..fÓliada abierta (W.,x,y) no 

necesariamente en U y dcnotmnos por v = vllV. Si Ses el espacio transverso 

y(W), los puntos de S Jos podemos identificar con placas Pe W. Usando la 

aplicación y: W--+ S podemos definir ~n~-ffiCcÚ~:fa·~·o negativa de valor finito 

µ' so!:Jrc S determinada por el hecho dc:que si-X¿ S entonces 

Haciendo uso del teorema de Radon-Nikodym, de igual manera podernos en

contrar una medida finita no n~gativa Vp sobre cada ij-placa P C S, salvo en 

conjuntos de medida cero respecto ~ la medida µ', de tnl n1ancra que: 

L hdv ~ l, (L hdvp) dµ'(P), 

donde h e C 00 (J,V) es v~intcg~abÍ? .. Además si {V,.} Pes es otra familia de 

medidas que sat.i~facc:~}~:~t·~Í~~·r<~~t~~-cc~ vp =~;para Pe S µ'_-casi donde 

quiera. '"' . . .r, __ <-·-~.;j:c~,!;-~-~; :":~,_<< '.---·:·.- --~ 
Denotemos- por n;_(V) .. e /:?P :_~ ... ~l!.b~p~c;:~~ <1:~ for~.a.S diferenciablés_ con soporte 

::::a;~~\:;.~5~~:J!~f~I~~~¡~~:~i~~:1~:ri;i::a;:lineal~ ~~ntinuas 
~;c:,/;;yij)~~l::: r~.;·.·;··;>~;}j?;µ.;J,.~~v)·d~p . 

;::: :~:n ;~~'~:~:) d:c~ ~=j~Pi~,i~Y¡i:.d~~:~;t~:~~tores. 
· .. J,, Up¿;¡)d/•;= ;(7¡),. 

ya que . . 

.::(11) = f. r¡(11)d1, = f c1·· 1¡;v)11t,~) 1l¡t'(P) =1 ap(1¡)rl¡~'. 
Al . J.;; 1~ · ' · '. · S 



CAPÍTULO 3. CICLOS FOLIADOS ·y MEDIDAS INVARIANTES 
56 POR HOLONOMÍA 

Ahora, la co~riente 9p es cerrada ya que por el Teorema de Stoke.s para toda 

T/ E D;¡_1 (V) se tiene que· 

, aop(T/) ==o op(dr¡) = L d 71 = J,,r 71 = J.,, = o 

por. lo que 'aoP- ~ o; ·cS ·d~ir; Op- es cerrada. 

Tcn.em~s tD.mhié~ ·que la-cor~ient~ u,. es cerrada para casi toda placa P salvo 

conjuntc;>s de':medida cerO bajo la medidaµ'. Para ver esto definimos para 

cada r E D;¡.:.,(V) la función 9r: S -4 lR. dada para toda PES por: 

Yr(P) = 8up(T) = tTp(dr) 

l\.1ostrnrcmos que la medida gTµ' se anula, de donde concluiremos que: 

para µ'-casi todo P. De hecho si h e 0 00(S) e interpretamos ah como una 

función difcrcnciablc sobre v. que es constante a lo largo de cada placa P, 

pero no necesariamente con Soporte compacto, entonces la forma dh A -r tiene 

soporte compacto, (dhl\r)IP E O y tTp(dh/\r) = fp(dh/\r)(v)dvp =O ya que 

el campo ves tangente a P .. Tenemos así que 

tTp(d(hr)) = u,.(dh /\ r + hdr) = up(hdr) 

por lo cual 

.l h(P)rl[gr¡t')(P) = .l h(P)up(rlr)dµ'(P) = .l up(h(P)dr)dµ'(P) 

= .l up(d(hr))dµ'(P) = z(d(hr)) = Dz(hr) = O 

Es cero ya que : e Z-;r,.. 

Corno las funciones difcrencinblcs sobre S son densas en el espacio de funciones 

continuas ( rclntivn u la norrna unifortnc ), nuestro argumento anterior signe 
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siendo válido cuando hes solamente contínua. Así tenernos que la tncdida 9rl-'' 

se anula corno se afirmaba y Oup(r) se anula para ¡.1.'-Casi toda P. El espacio 

topológico D~_ 1 (V) es separable; por lo que si tomamos un subconjunto dcns~ 

numerable {T¡}~ 11 tal que para toda i se tenga que_las .aup(T¡) se·anulnn 

simultáneamente sobre ¡t'-cnsi toda P, por la continuid8.d de las corrierltCs ·acrp 

sobre n;_.(l/') se sigue la nfirinnción. 

Nota 3.1.4. En lo anterior siempre asumirnos que las hojas de In folinci6n ~ 

tienen frontera vncín, esta hipótesis es 8(1\1) = 8.,.(.AI) y es csccncinl. 

De aquí en ndclantc podcn1os asumir que In corriente ap es cerrada para toda 

P E S. Por el teorema 2.1.12, aplicado a la p-varicdad no cornpncta y sin 

frontera P, pode1nos concluir que existe un número ~(P) para toda Pe S tal 

que 

Up = ~(P)Op. 

Esta función ~ : S --¡.. JR es Jt'-n1cdiblc y podemos entonces definir la medida 

µ = t<µ' sobre S. Si 11 E D~(V') y 11(v) ~ O, entonces Op(71) ~ O y up(1¡) ~ O. 

Así tenemos que la función K. toma ""Rlorcs no-negativos y µ. es entonces una 

medida no-negativa. 

Lema 3.1.5. La medidaµ es la única medida no-negativa sobre S, finita sobre 

subconjuntos comp~ctos, .. tal '!uc paro toda T/ E C;(V) satisface que: 

:::c71l = fs (J,. 11) dµ(P). 

Deuiostración. Dndn 7J E D/ .. (V') tenemos 

z(11i = [. u;(T/)<i¡t'(P) 

= [. t<(P)Op(71)d¡.'(P) 

=· .l o,.(w)d(t<¡t'J(P) 

= .l (!,. 11) cl¡1(P). 
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Se puCdc encontrar una forma ( con soporte compacto en las x-coordenadas, 

pero no en las y-coordenadas, tal que fp ( = 1 para toda Pe V. Si h : S-> R 

es una fun~ión diferenciable con soporte compacto,entonccs pensándola como 

función definida sobre V y constante a lo largo de placas, tenemos que /&( e 

D;i(l'); por lo cual: 

/;, hdµ = .¡;, 1i(J,. t;)dµ = z(h() 

es finita, Y- de ~ta man~r~ ~~ 'sig~'~ .que.,, es finita sobre subconjuntos compac-. - - -·: ~ " 

tos. 

Su1)ouga1nos al.•~ra. q~•c;?. p: ,~. otrB._~~.n~~did~ que satisface el ser no negativa y 

fi~itn sObre sub~~-nj"~;¡-to~ ~~~·~~~i:~~:-~La· fficdida (¡i - jl) es una medida con 

signo que cs. finita·s~bre _sUb'~~'~j¡;ri~~;··~o~pactos y debe además satisfacer que 

parn toda 71 E D;i(F): 

Tenemos de'c5tan>R.nera, al igual que antes, que J5 hd(¡t - jl](P) = O para 

toda función h diCcrcnCiable coD soporte compacto sobre S; es decir,µ - µse 

anula sobre subconjuntos compactos por lo cual ¡i. = ¡¡.. o 

Para demostrar el teorema principal 3.1.2 de que todo ciclo foliado 

está dado por una ni.edida invariante por holonotnia, consideremos 

una carta coordennda (U0 ,x0 ,yn) E U; en la demostración del lctnn 3.1.5 vi

mos que en esta cnrtn coordenada tenernos una rncdidn no negativa Jl.n sobre 

el espacio S 0 trans,·erso a esta cartn. Por In definición de atlas foliado regular 

existe una carta Colinda (U~ .:r, y) tal que In cerradura de U0 está contenida en 

11", donde placas distintas de la cerradura de U 0 están en placas distintas de 

IF. De esta manera: .si <lcnotarnos por S ni espacio transverso de ti", entonces 

existe una inclusión natural de la cerradura del espacio transverso S 0 (que 

denotarcrnos por S.,1 ) en S. 
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La medidn 11. sobre S obtenida como antes, se restringe n una medida 1i0 so-

brc el espacio S 0 con las propiedades deseadas, y por del lema 3.L5 tenemos 

garantizado que /Jo = µ-,,.. En particular; ya que ,U(S0 ) < oo, tenemos que 

Jla(Sa) < oo y entonces podemos definir una medida finita 

I' = IJ ''ª sobre 
neu 

IJs,.. 
o E U 

Notemos ndcmás que podemos asumir que el atlas es tal que siempre que 

U0 n Up #- 0, entonces existe una carta foliada bircgular (JV, x, y) tal que se 

sntisfagn c¡uc Ün U Üp e 11' ([CCOO], pag. 27). Así, por la unicidad de las 

111cdidas ¡10 y µ¡J, esto implica que ambas coinciden con lns restricciones de ¡1 

y por lo cual coinciden bajo las transformacionc.."I de cociclo "Ya,P· Ya que las 

transforn1ncioncs de cociclo generan el pscudogrupo de holonomía, tenemos 

que la 1ncdida µes ru-invnrinntc; es decir, invariante por holonomía. 

Finahncntc, si {..\0 } 0 eu es una partición de la unidad subordinada al atlas U 

tcnc1nos que cada T/ E Dp se puede descomponer como 

donde cndn >.0 71 e D~(U,.). 
Por Jo cual tcncn1os que: 

z(r¡) = L z(.\oT/) 
oeu 

'=E 1 (/,. >-0•1) d¡l(P) 
. aeU Sa 1 

= <P,.(1¡). 

<1ne es lo <111c qucrí:unos dcrnostrar. 
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Apéndice A 

Integración Fihrada 

En este apéndice enunciaremos Jos resultados principales de la teoría general 

de Jn Integración Fibrada, In cual es utiliznda para mostrar la biyccción entre 

medidas invariantes por holonomía en la foliaci6n determinada sobre un haz 

fibrado localn1cntc trivial por la proyección y las 1nedidas definidas sobre el 

espacio base del haz. 

Ln referencia básica de este apendicc es (SHV72) capítulo VII. 

A.1 El Haz Vertical 

Sen (E, n, B; F) un haz fibrndo difcrcnciable con dim(F) = r y dim(B)) = n. 

Es conocido que la derivada dn : T(E) -+ T(B) de Ja proyección Il es una 

aplicación de haces entre los haces tangentes de E y de B. Para cada z E E 

definimos el Espacio Vertical de T,(E) dado por V.(E) = Kcr(dn),. Como 

la..o; aplicaciones liucnlcs (dfl)z son supraycctivas para toda z E E tenernos que 

dim(V:(E)) = dim(E) - <iim(B) = dim(F) . 

. Ahora.. si a E B entonces la fibrn n-1 (a) = Fa es una subvaricdad cerrada 

de E y tc11cn1os definida una aplicnción inclusión j 0 : F 0 -.. E, y: se tiene 

adm1uis que \'";.(E)= J111(tlia)z parn cada a e By z E Fa. ·ya c¡uc n oj0 es In 
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aplicación constante dada por Fa~ a, con lo cual d(Iloj0 } = d(Il} odLJa) =O 

lo cual hnplica que Irn(dj4 ) e Y;(E) y corno dUa)a es inyectiva tenemos que 

dim(Im(dj0 )z) = dirn(F) = dim(l·~(E)). 

Si consideramos ahora el subconjunto V(E) e_ T(E) definido por V(E) = 

UzeE l~(E) éste resulta ser un sub-haz de T(E) llamado el Sub-haz Vertical. 

Considerando una representación coordenada {U0 , '110 } del haz (E, Il, B, F) el 

siguiente diagrama conntutntivo 

TUo X TF d.¡,~ Th-•(Un) 

1 1 
Ua x·F.-.~ n-1u0 

se rcstringuc al siguiente diagrarila·coninUtativo: 
' .. '~- '· .. _-., . ' . 

·u;. x TF -->~•·"" Vefn-•cu-> 

1 1 
··-un·x·i: '<·+~ :_'.-··n_....:.•jjº. 

Dotando de esta. 1nnncra a \re una estructura de haz, y adcn1ás es una sub

vnricdnd de T(E) de dhncnsión di111(l'E:) = n + 2r. Lo anterior nos dice que 

lns nplicncioncs djn : T(F0 ) -+ T(E) Pueden restringirse, dando lugar a apli

caciones de haz dja : T(F0 ) -+ v·E induciendo isomorfisrnos lineales sobre las 

fibrns, por lo cunl VE es llamado el haz. a lo largo de las fibras. Se dice 

que un carnpo vectorial Z sobre E es un ca'fnpo vectorial vertical si para 

todo = e Z el vector Z(z) es vc1·ticnl. Se satL.,.facc adc1nás que el producto 

de Lie de dos cnrupos ,·cctorinlcs verticales Z 1 y Z 2 es 11ucvnrncnte un can1po 

\·erticnl, con lo cunl los cnrnpos ,-~ctoriales ,·crticnlcs forrnan una sub-álgebra 

3,·(E) del •tlgcbrn d~ Lic de carnpos vectoriales de E. =:(E). 
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A.2 El Sub-Haz Horizontal 

Si (E, n, B, F) es un haz difcrcnciablc, diremos que un sub-haz HE del haz 

tangente T(E) es un sub-haz horizontal si: 

T(E) =HE Ell VE. 

A las fibras de HE(:::),:: E E de un sub-haz horizontal se les llaman aub

espacios horizontales. 

Si se ha escogido un sul>-haz horizontal fijo H 8 , entonces In deri\'nda 

dfl : T(E) -+ T(B) se restringe a una aplicación de haz HE-+ T(B), que indu

ce un ison1orfisrno lineal en cada fibra, así HE es isomorfo al pull-back de T(B) 

via n y además HE es una variedad de T(E) de dimensión diTn(HE) = 2n+r. 

Se dice que un campo vectorial Z es un catnpo vectorial horizontal si 

Z(z) e HE(z) para toda z E E. Estos en general no forrnnn una sub-áJgcbra 

de Lie de :=(E). 

Se tiene- nsí que" todo campo vectorial Z E S(E) de E se puede entonces 

escribir de rnancra tínica como: 

Z=Zv+Z" 

donde Zt· E .. Y,,(E) y Zu ~ .. "í11(E) y s~s ~o,mponcntcs cm esta descomposición 

son llamadas vcrticnl ~· horizoi1tal rcspcc_tivarncntc. 
·::>-· .·.:; 

Ejc1nplo A.2.1. E = B J:C F el haz trivial~" El ·súb-haz vertical para este caso 

<!S l"ux1-· = B x T(F) y el subcSJ>':'~io hor.izontal.cs H11x1-· = T(D) x F. 
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A.3 Formas DiCerenciables 

Sea (E, Il, B, F) un haz fibrado difcrcnciable. Dircrnos que una forma diferen

cial <I> E A(E) es una formo diferencial horizontal si: 

i(X)<I> =O 

para todo cu.1npo ~Y E Sv(E), donde i( ... \."') es la aplicación contrncci6n. Las for

mas difcrcncinblcs horizontales forman una sub-álgebra graduada ·del álgebra 

de formas difcrcncinblcs sobre E, que dcnotnn1os por A(E). 'Esta sub-álgebra 

es llamada la. sub-álgebra horizontal y In dcnotnrcm·os- por A¡j(E). 

Suponga1nos ahora que tenernos escogido un sub-haz horizOntal HE e T(E) 

y sea E11(E) el sub-módulo de campos vectoriales horiZontnles sobre E. Defi

nirnos una sub-álgebra graduada Av(E) C A(E) por: 

A1•(E) = {<I> E A(E)tal quei(X)<I> =O, para.Y E X11(E)}. 

Llamaremos n Av(E) la sub-álgebra vertical de A(E) .y esta' depende de 

la elección de HE• 

Si cousidcrnn1os el iUgcbrn graduada anticonmutativn. Au(J?)®_A,~(EJ, que 

es el producto tensorial anticorunutativo de álgebras, ~ntO~.~~~,el 111orfis~10 
dado por: 

define un isomorfismo de álgebras graduadas 1•: Au(E) ® Av(E) --> A(E). 

Nota A.3.1. Ln inclusión /\l,.s ~ /\T(E) ~n~ucc un l~o11101norfisn1o·dc álge

bras P\ · : A(E) ~ Sec /\ \E dado por: 

con :: e E y ·t/J; E l~(E) indcpcnclicntc·dc lfl. elección de un ·su~haz horizontal, 

y r_o;tp 111orfis1110 p,· es suprnycctivo. De hecho, si He es un 8Uh-lmi horizontal y 
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Av(E) es la correspondiente sub-álgebra vertical entonces se tiene que PvlAv(E) 

es In aplicación in\•crsa del isomorfisn10 Fv, donde Fv : Sec A VE --+ Av(E) 

dado por Fv'll(z, tf11 , ••• , t/Jp) = 'i'(z, \~t/Ji. .•. , V.t/Jp) con V. : T,(E) -+ V.(E) 

In correspondiente proyección sobre el haz vertical. 

A.4 Orientación en Haces Fibrados 

Sen I' = (E, n. B, F) un haz librado difcrcnciablc, di-m(B) = n y dim(F) = r. 

Cousidcrcrnos aquellas formas difcrcncinblcs <Jt E A"(E) tal que para cada 

x e B la forma clifcrcncinl j;<I, e A"(Fz) orienta a In subvnricdad F:r:. Diremos 

que dos fortnas difcrcnciablcs <ll1 y '112 son equivalentes si j;4'1 y j;<1-2 inducen 

In n1is1na orientación sobre Fz para toda x E B. 

Definición A.4.1. El Haz r es un haz orientable si existe una r-Corma 

clifcrcncinblc '11 de E tal que j;4> orienta a Fz para toda x E B. 

Una clase de equivalencia de estas r-formas difcrcnciablcs es llamada una 

orientación para el haz. r y un miembro de alguna clase diremos que 

representa a. la. orientación. 

Cada orientación en el haz deterrnina una orientación en las fibras Fz, y 

en particular la fibrn típica de un haz oricntab]e es oricntablc. 

Ejemplo A.4.2; El haz trivial (B x F, n, B, F) es oricntablc si y sólo si 

F es oricntable. Si Ja fibra F es oricntablc1 sea dp e Ar(F) una r-forma 

clifcrcncinblc de orientación para la fibra. Entonces para la forma diferencial 

1 x ~F se tiene que j;(1 x .0.p) = ~p, con lo cual tenemos que.la forma 1 x ~p· 

orirnta el haz. 

Recordemos que te11c1nos el n1orfisn10 Pv· : A(E) _.. Scc A (lTE). Entonces. 

p:ua cada:; E E pode.1nos cousidcrnr In n¡>licación.A(tU.r)., con Il(:;) =_x; co1110 
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un isomorfismo: _u,:: l\(T,(F,)) ~ l\(Vz(E)). Así, para '11 E A(E) tenemos 

que u;(pv'1t(z)).='(j;'1t)(z) con z E E y IT(z) = x. 

Proposición A.4.3. 1. Si~ e·Ar(E) orie":1ta e.l haz r, entonces se tiene 

que pV\11 E Sec (\- {l/'E) orienta el haz vertical VE• 

2. '11 y <I> represcfitan la misma orientación de r si y sólo si pv\11 y Pv~ 

representan la mi.._..,ma orientación. 

3. Las orientaciones del haz r y las orientaciones de Ve csta11. en corres

pondencia biyectiva. 

A.5 Orientación Producto Local 

Sea (E, n, D, F) un haz fibrndo orientado por una r-forn1a difcrcnciablc \11 y 

nsumn1nos que unn u-forn1n difcrcncinblc .ó.u e .A{B) orienta a B. Se tiene el 

siguiente resultado: 

Lema A.5.1. La (n + r)- forrn.a difcrenciable ,ó,.E = n•ilu /\ \JI orienta la 

variedad E y la orientación de E rcprr.seT1.tacla por ~E depende solarnente de 

la. orientación del /&az y de la orientación <le B. 

Definición A.5.2. La orientación <IPtcnninada por la forma difcrcnciablc 

AR = n· A11 /\ \}I es llnnu1da In orientaci6n producto local de E. 

A.6 La Integral Fibrada 

Sea r = (E, n, B. F) un hnz fibrado dift.~rcnciablc en el cunl di:n(B) = u, 

diru(F) = r y \·i~ el corr~spm1cliL•11tc hnz verticnl del hnz tangente T(E). Sea 

\ji = (..:\/, nM. B, //) 1111 hnz '\"l'C"torial sobre B y supongnmos CjUC tcncn1os 
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asociada una aplicación de haz «I> l\rVE -t· \JI. tal· que. induce' a.Ja función 

Il.: E -t Ben las variedades base. 

/\•Ve~ l\f 

1 
E ~B... . . 

Definición A.6.1. El soporte de el- es la c~i-ra.dura ~~ el 'csp~~io E del cOn-

junto {z e El<I>, .,,t. O} y la denotaremos por Car(4>).'.:.:,' ·. 

Diremos que tiene (I> soporte-fibra con.paC-tO ~(~ar~· to.~~s los súbconjllntos 

con1pnctos A e B se tiene que n-1(A) n Ca~(<ll),_~ un su.~conj.urito: compacto 

<le E. 

Diremos que una forma diferencial n.e A(E). Íie~e aop~;.te fibra CO'l'llpac

to si para todo subconjunto compacto K e Bel conjunto rr- 1 (1<) n Sop(n) 

es compacto, dOndC Sop(n) denota el soi>ortc usual de O. 

Al conjunto de formas difcrcnciables con soporte-fibra compacto lo dcnotarc

tnos por Ap(E), este es un ideal graduado de A(E) y que además es estable 

bajo contracciones, derivada de Lic y derivada exterior. 

Asu1nn1nos que el haz res orientado y que <I> tiene soporte-fibra cornpacto. 

Dcfinirc1nos una sección u E Scc('1t) la cual lln1narcn1os In integral sobre la 

fibra de <I>. Para esto, si x E B, <I> dctertnina una r-forma diforenciable con 

valores en Hr definida sobre F.r, cf>z E Ar(Fz; Hr) dada por: 

<f•z(z¡ '71t ••• 1 7Jr) = <1•(111 /\ • • • /\ 7/r) 

1mm z E Fz y TI• e T.(Fz) = \';.(E). 

Con10 <J> tiene soporte co1npacto, tencn1os que cada <I•.r tiene soporte fibra 

co:npacto y co1110 además r es orientado tcnmuos definida una orientación 

sobre cada Fz. Tenen1os de esta n1ancra definida una función u : B -+ i.l/ 

ciada por: 
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En particular se tiene que u(x) e Hr por lo cual ª""" ou = Id y esta resulta ser 

una sección cruzada difcrcncinblc del haz '11• A u In denotaremos por u= fF clJ 

y In llamaremos la integral sobre la fibra de cI». 

A.7 Formas Diferenciables 

Sen I' = (E, Il, B, F) un has librado difcrcnciablc orientado, dim(B) = n y 

dim(F) = r. 

Dcfinirc1nos una aplicación lineal ,.. : A(E) -+ A(E) hornogcnca de grado -r 

que lln111nrm11os la integración. sobre la fibra. 

Sen n E A~::t'"P(E) con p !5 o. Para cada X e B, n determina uria r-fonna 

difcrcncinblc con soporte-fibra cornpncto Or sobre F; con valores cri A"T~(B)• 

de In siguiente n1ancra: 

Sen z e Fz y vectores tangentes 71,, ••. , 1/r·· e V.(E) y ..Pi. ••• , ,Pp. e Tz(B). 

Consideremos vectores tangentes -Yi. ••• t"Yp E T,.(E) tales que· dil("'Y¡) = t/J¡ 

para toda i = 1, ..• ,_p. Ya qu~_-~{8,) = Kcr(dIT)~ tenemos que su dimensión 

es r y el número ~(z;/Y~f •• ~,7p~·~h·_~ .. ,·7Jr)"cs independiente de las elecciones 

de lns -;;. Dcf!!JimoS·n~ ~or: 

(nz(z; 1/1; •••• -1/r); .<..P1, ••• , ,Pp)) ·= fl(z; 'Yh. ·:, 'Yp• 111, ••. , 1/r)• 

Obscrvació~. :A.~~~-. ~·_TcnC~-os· c_lcfi~i~n. un!'- ¡rf~~·mn ~ifC:rC.ncinblc f F' n sobre 

B definida p;;~:. 
Ún)(x) = ., . flz para X e B, 
F. -- )p, , 

Para ver quecfrn es difcrcnciablc, c.Jefinim"os.u~1a.aplicació~ de haz 'I>n 

N\j.=-> A.''T(}3)" dad" por: . 

. <I>n(z;111A, ••• ,/\7Jr) = nuc:>(11h····1f7r), 

con lo cual tcnmnos que fp·n = ÍF <I•n, y por·Jo tanto /pn es difcrcnciablc.· 

Ilc.-snlta ndcnuís que fp : A~+P(E) -__. AP(B) es úúa nplicnción lineal que la 
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podemos c~tendcr a f~rmas de grat;i~ me.fiar:. que r por. f F. f2 

A'¡..(E) con.q < r. 

Ejemplo A.7.2. Sea E= F y B =·{~}'.~~ p.1.liito: 

69 

O paran e 

Tcnmnos entonces que F es una vaí-iCdad. ~~icn·t~~ y ÍF es la aplicación lineal 

fp: A~-+ lR y Ja podemos extender a ·Ac(F) por Ja condición fpO =O si el 

grado den es 1ncnor que r. Aquí Ac(F) denota a las formas difcrenciables con 

soporte compacto. 

A.8 Productos 

Suponga1nos que E= B x F. 

Si n E A••+r(B X F) entonces se tiene que nz e Ar(F;APT.,(B)") dada por 

- _-, . 
. , ., . ~ " .. ,. -.'~'..'.::~':·:~;;.,..:,,: '. 

Si .!.\p e Ar(F) orienta la '\"ari,c~~~ ~; :~~-~~~~~~~;i'~~~-~~:~.~~:~~ f0rma ~i~crcncial 

:ª ~º~~;ªº:i:;:::.:::::· )~ás~~D~~~~f>~r·wJ~j~~l:I:lecntonc~ tenemos 

·:l·.·'é :_,._. __ .. -· ,.,,_q;·:.:.'" •.::-·, 

De hecho {<l> x .¡,)., E A:(~; AT.,(B)~) dada por {<l> x .¡,)., 

~r. e B. De ~ta 1niu1~~n .. tcnc~.º~ que: -

q, 0 <l>{x) con 

fESIS NO :--;.,~, .. ~ .. ~. 
··. BIBI.1(Y!Cf'.f' .::., 
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A.9 Propiedades de la Integral fibrada fr 

Teorema A.9.1. La integral jibroda fF : Ap(E) -> A(B) es una aplicaci6n 

lineal suprayectiva que satisface lo siguiente: 

J rr•<J• A \lf = <I> AJ\[• 
F ¡.• 

para •l> e A(B) y >V E Ap(E). 

Además f F se restringe a una aplicación lineal suprayectiva 

J: Ac(E) -> A 0 (B). 
F 

Proposición A.9.2. L~ inté9ral fibrada satisface las .siguientes n:laciouc...:;: 
¡ .. ', 

1. L(Y) 6 fp = ¡¡,'ó,(z). 

2. 0(Y) ~ fp •. =J,;oe(Z). 

3. 5ofF=:fFo5.· 

Donde Z e.:X(E) y Y e X(B) cstan II-relacionados, i( ) es la a11licaci6n 

contmcción~-- 0( , ) es la derivada de Líe y t5 es la tlerivada c:xterior. 

Además se tiene un teorema tipo Fubini para este caso: 

Teorema A.9.3 .. Sea (E,, Il, B, F) un h.az fibrado di/ercnciablc orientado,. b 

variedad orientada, rliTn(B) = n, dim(F} = r y E tiene la correspondiente 

orientación producto. Entonces: 
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