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Introducción 

El presente texto tiene como objetivo principal realizar el análisis de recientes resultados en la 
Teoría de Digráficas, en particular del tema de núcleos en digráficas. 
Inicialmente, en el primer capítulo (Introducción a la Teoría de Digráficas), se proporcionan los 
conceptos básicos que resultan necesarios para el desarrollo de la presente tesis, y se presenta al 
lector la notación y lenguaje matemático de que se hará uso. Con tales herramientas es posible 
demostrar los primeros result.ados que, aunque son en sí mismos de gran interés, también serán 
de utilidad en los siguientes capítulos. 
En el segundo capítulo (Núcleos y seminúcleos en digráficas) es presentado el concepto de 
seminúcleo de una digráfica y a continuación, el de mayor importancia en el presente texto, 
nos referimos al concepto de núcleo de una digráfica. Inmediatamente son probadas afirma
ciones que relacionan ambos conceptos, y se culmina la sección con las definiciones de digráficas 
núcleo perfectas y núcleo imperfectas críticas, así como con Teoremas que las involucran. 
El siguiente capítulo (Aplicaciones del concepto de núcleo) presenta al lector interesantes apli
caciones del concepto de núcleo y de resultados asociados a él. En particular, Teoría de Juegos 
y Lógica, son áreas en las que las aplicaciones de la Teoría de Gráficas son claramente útiles, 
como se muestra a lo largo de este capítulo. 
Los últimos dos capítulos de la tesis concentran el análisL~ de recientes investigaciones relativas a 
núcleos en digráficas. Se inicia el cuarto capítulo (Trayectorias y ciclos dirigidos mo11oc1vmátir,os 
en torneos m-coloreados) introduciendo los conceptos de torneo, digráfica m-col01-eada y trayec
torias dirigidas monocromáticas en digráficas m-coloreadas, para así definir núcleos por trayec
torias dirigidas monocromáticas y analizar algunas condiciones suficientes para que un torneo 
m-coloreado tenga núcleo por trayectorias dirigidas, sin embargo para este último a111ílisis, las 
herramientas son aún insuficientes sin el concepto de cerradura de una digráfica, el que es es
tudiado aquí al igual que las condiciones para que la cerradura de un torneo 111-coloreado sea 
núcleo perfecta. 
Es en el últ.imo capítulo (Trayectorias y ciclo,q dirigido,q monocromático.9 en r,asitorneos m
coloreado.9) en donde se define un casitorneo y también se analizan condiciones suficientes para 
que la cerradura de un casitorneo sea núcleo perfecta, realizando las debidas comparacioneR con 
los resultSldos analizados para torneos. 
Finalmente, la tesis culmina con conclusiones y comentarios en ba.<;e al análisis de los recientes 
resultados obtenidos en Teoría de Gráficas y aquí presentados. Como podrá observar el lector, 
el texto es autocontenido y ha sido escrito de forma tal que puede de ser estudiado de manera 
fluida por cualquier lector interesado en el tema. 
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Notación 

& 
t 

sli 
~ 

n~b 

(x,y) 
[x,y] 

(x,y]D 
INJ 

D 
r+(u) 

D(B] 
AB-flecha 

PUQ 
(a,P,b)UQ 

Hi;*D 

Co11j unción 
Indica la culminación de una demostración 
Si y solo si 
Si y solo si 
Es la flecha del vértice a al vértice b 
Es la fieclm del vértice x al vértice ¡¡ 
Es In flecha entre los vértices x & y 
Es la flecha entre loR vértices x & 11 en In digráfica D 
es In cardinalidad del conjunto N 
es la digráfica complementaria de D. 
{v E V(D) tal que (u,v) EF(D)} 
Subdigráfica inducida por el conjunto de vértices B 
Flecha que va de un vértice del conjunto A a uno del conjunto B 
Camino que resulta de recorrer el camino P seguido del camino Q. 
Camino que resulta de recorrer el camino P del vértice a hasta el 
vértice b, y unirlo con el camino Q 
H es una subdigráfica inducida de D 
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Capítulo 1 

Introducción a la Teoría de 
Digráficas 

En el presente capítulo se proporcionan al lector Jos conceptos básicos de Teoría de Digráficas 
que permiten entender y analizar algunos de Jos últimos resultados concernientes a Ja Teoría de 
N1ícleos, amllisis que constituye el objetivo más importante de Ja presente tesis. 
Se inicia con las definiciones bí1Sicas de Digráfica, grado, orden y tamaño, digráficas isomorfas, 
subdigráficas, torneos, caminos, caminos dirigidos, trayectmias y ciclos. Se contimía con algunos 
resultados relativo.~ a trayectorias, ciclos, conexidad. Se concluye finalmente con el Pl"incipio de 
Dualidad y el análisis ele algunas digráficas especiales, como lo son la digráfica complementaria, 
la dual y la parte simétrica de una digráfica. 
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1.1 Conceptos y resultados preliminares 

Una digráfica o gráfica dirigida.Des un conjunto finito no vacío de objetos llamados vértices, con 
un conjunto posiblemente vacío de parejas ordenadas de distintos vértices de D y denominadas 
flechas. El conjunto de vértices de D es denotado por V(D), y el conjunto de flechas de D ·es 
denotado por F(D). Cabe mencionar que en la notación de las flechas está implícita la dirección: 
(11,v) es una flecha del vértice u ni vértice v. 
El orden de una digráfica es la cardinalidad de los vértices de D, mientras que el tamaño es la 
cardinalidad de F(D). 

Lema 1.1 

Sea p el orden de D y q su tamaño. 

Entonces O :5 q :5 2 2icl~2¡ 1 = P2-P 

Demostración 

El número posible de aristas o flechas sin dirección, es a lo más las combinaciones de los 
p vértices tomados de dos en dos, pero por cada una de esas combinaciones hay dos 
posibles flechas (pues hay dos direcciones posibles entre todo par de vértices), de ahí que 
se multiplique por 2·a1 número de combinaciones 21 ¡;~2¡¡· La última igualdad se obtiene 

tras una manipulación algebraica: 2 2 ¡¡f~2¡r = p(p-1) = p2-p. 

t 

Decimos que si a =(u,v) es flecha de la digráfica D, entonces la flecha a une el vértice u al 
vértice v, a es incidente desde u, y es incidente hacia el vértice v. Se dice también que u es 
adyacente hacia v, mientras que v es adyacente desde u. 
Dos vértices u,v no son adyacentes sii u no es adyacente hacia v y u no es adyacente desde v. 
Una flecha (u1 ,u2) de D se define como una 8182-flecha siempre que u1 E 81 & u2 E 82. 
Se define con el nombre de exgrodo de v y se escribe ó+(v), al número de flechas que salen desde 
v, es decir, ó+(v) = i{uEV(D) 1 (v,u)EF(D)}¡. 
Por igual se define con el nombre de ingrodo de v y se escribe ó-(v), al número de flechas que 
entran a v, es decir, ó-(v) = i{uEV(D) 1 (u,v)EF(D)}I. 
Finalmente se define el grado de v, o ó(v), haciendo uso de las dos definiciones previas: ó(v) = 
ó+(v) + ó-(v) 

Teorema 1.1 

Sea D una digráfica de orden p, tamaño q y V(D)={v1, v2, .. ., vp}· Entonces Ef=1 ó+(v;) = 
Ef= 1 ó-(v;) = q. 

Demostración 

Cuando los exgrados de los vértices son sumados, cada Hecha es contada una sola vez, pues 
cada Hecha es incidente desde un vértice exactamente. Por igual, cuandó)os ingrados de 
los vértices son sumados, cada flecha es contada una sola vez, pues cada flecha es incidente 
hacia 1111 vértice exactamente, de ahí que la suma total coincida con la cardinalidad de 
F(D) que es q. t ' 
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Decimos que D 1 es isomorfa a D2 si existe una función</> biyectiva (un isomorfismo) </>: V(D1) 
--+ V(D2 ), tal que (u,v) E F(D1 ) <=> (</>u,</>v) E F(D2 ). La relación ser isomorfa es una relación 
de eqnivnlencin, i.e. induce una partición del conjunto de digráficas en clases de equivalencia. 
Dos digriíficas que no son isomorfas pertenecen a diferentes clases. Escribimos D1~D2 si D1 es 
isomorfa a D2. Observemos algunos ejemplos, recordando que p es número de vértices, y q el 
nínnero de flechas de la digráfica: 
- Solo existe una digníllca (salvo isomorfismo) con p=l y q=O, se trata de la digráfica trivial 
(que consiste de un solo vértice). 
- Solo existe una digráfica (salvo isomorfismo) con p=2, q=O (figura a), una con p=2 y q=l 
(figura b), y una con p=2 y q=2 (figura c). 
- Hay cuatro digráficas distintas con p=3 y q=3 (fig. d): 

Figuras a, b, c (respectivamente) 

o o C>--0 

Figurad 

Se dice que D 1 es idéntica a D2 si V(D1)=V(D2) y F(D1)]=F(D2), y se escribe D1=D2. 
Observemos que (D1=D2 => D1~D2) pero (D1~D2 ~ D1=D2], como prueba basta analizar el 
siguiente contraejemplo (las siguientes digráficas son isomórfos pero no idénticas): 

Contraejemplo 

I><J D 
Diremos que D' es subdigráfica de D si V(D')~V(D) y F(D')~F(D), y se -d~notará D'~D. Sea 
D' una subdigráficn de D', se dice que D' es subdigráfica gencmdora de D si V(D');,,,V(D). Si D 
no es trivial y si vEV(D), entonces D-v es la dignífica tal que V(D-v);,V(D)-{v}, mientras que 
F(Dcv) = {f E F(D) 1 r no es incidente desde V y r no es incidente hacia V}. Si fEF(D), entonces 
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V(D-f) = V(D), mientras que F(D-f) = F(D) - {f}; Análogamente se define la suma de_:véÍtices 
y flechas: sea D una digráfica tal que ·u,vEV(D) y f=(u,v)li!F(D), entonces V(D+f) =. V(D) y 
F(D+f) = F(D)U{f}. . . 
Si Uc;;;V(D), con Uf0, entonces la subdigráfica inducida por U denotada como D(U]; es tal que 
V(D(U])=U & F(D[U])={flechas de D que unen vértices de U}. Se dice que D1 e5 uria7sub:.· 
digráfica inducida de D (D1-:D) si D 1 ~D[U] para algún Uc:;;;V(D). Observemos que cUalqúier. 
subdigráfica inducida de D puede ser obtenida quitando vértices de D. A continuación un ejem-
~m . 

D D'=D[Uj con U={a, b, c} 

Una digráfica Des simétrica si V(u,v) EF(D) [(v,u)EF(D)], es decir, para toda flecha (u,v) de D 
se tiene que la flecha en el sentido contrario (v,u) también está en la digráfica. · 

Digráfica simétrica Digráfica asimétrica 

D es asimétrica si V(u,\•)EF(D) [(v,u)li!F(D)], es decir, para tÓdaHecha (u,v) de D se tiene que 
la flecha en el sentido contrario (v,u) no está en l!Í: digráfü:a.'. Es. interesante mencfonar que hay. 
ima .correspondencia uno a uno entre el conjunto de las digráficii.5 simétricas y. el conjunb)s· de 
la gráficas. U na digráfica D puede obtenerse dé una gráfica' G. ~ignando una dirección a. cada 
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arista de G, entonces'~ dice. que D es un~'ori~ntaciJA de G. '· · 
Des una digráfic'.1' cnmplctá si para todo 11,vEV(D) se tiene que al menos una de las flechas (u,v) 
o (v,u) está en la digráfica; · 

DiiJráficas ecmpletas 

La digráfica completa simétrica de orden p, denotada por Kp, tiene ambas flechas (u,v),,(v,u) 
para tocio u,vEV(D) (con u~v), i.e. IF(D)I = 2 2¡¡i~2) 1 = p(p-1) = p2~py \lv E V(D) [ó+(v) = 

ó-(v) = p-1]. · ''>. ,· ... < .•. : · : > · .. 
Un fo771eo Tes UlllL cligráfica completa y asimétrica. Son este tipo de digráfü:aslasque serán de 
sumo interés a lo largo del presente texto. · ' . ···... . . .. ' ;. :: ., . .': ...... · 
D es una cligráfica r-regular o de grado r si \fvEV(D)[ó+(v) = ó-(v) ,,; r],'~ decir;·'5¡ pa,i-~ tod~ 
vértice de D, su grado interior es igual a su grado exterior e igual ar'. ,;D_é mane!ª que.Kp es 
(p-1)-regular. · · · " .. ·., ... c ... • 1·· ....... ·· .. · .. 

Digráficas completas simétricas 
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1.2 Caminos, caminos dirigidos y trayectorias 

Sean u,vEV(D) no necesariamente distintos. U111w-camino de Des una sucesión finita de vértices 
(u=11¡, u2, ••• , 11,.=v), que comienza en el vértice 11 y t.ermina en el vértice v, tal que (11;_ 1 ,u;) 
E F(D) o (11;,u;_ 1 ) E F(D) para tocia i=I,2, ... ,n, <lon<lc u es el 111ímero <le ocurrencias <le flechas 
y la longit.ud del camino. Ahora bien, si para toda i=l,2, ... ,n sn tiene que las flechas del camino 
son de la forma (u;-¡,u;), entonces se trata de un uv-camino dirigido. Debemos observar que 
t.anto en caminos como en caminos dirigidos pueden repetirse vértices y flechas. Se dice que los 
dos uv-caminos (u=uo, 1t1, ••• ,1111 =v) y (u=vo, vi, ... ,v,,.=v) son iguales si n=m y u;=v; para 
toda i=0,1,2, ... ,m. Un uv-camino es cerrarlo o abierto si u=v o ufv respectivamente. Un camino 
C (dirigido o no dirigirlo) de una digráfica Des generador si V(D) = V(C). 
Una uv-tmyectoria es un uv-camino dirigido que no repite vértices. Si P es una uv-trayectoria, 
entonces los vértices de P distintos de u y v son vértices internos de P. 
Un uv-paseo es un uv-camino dirigido que no repite flechas. Observemos que si P es una uv
trayectoria, entonces P es uu uv-camino dirigido, sin embargo si P es un camino dirigido, no 
necesariamente P es una trayectoria. 
Un circuito de Des un paseo cerrado no trivial de D. Un ciclo de Des un circuito (w¡, w2, ... , 
... , w,., w1) tal que n;:::2 y w;fwi para toda ij. Si D no tiene ciclos entonces entonces que es 
una digráfica acíclica. A los ciclos de longitud n se les denomina n-ciclos, mientras que a las 
digráficas de orden n (n2'.2) que son ciclos, se les conoce como Cn. Un ciclo dirigido de D, 7, 
es hamiltoniano si V(-y)=V(D), y diremos que Des hamiltonianasi D tieue un ciclo hamiltoniano. 

A contiuuación presento resultados imprescindibles relativos a caminos, trayectorias y ciclos. 

Teorema 1.2 

Todo uv-camino dirigido contiene una uv-trayectoria. 

Demostración 
Por inducción sobre la longitud del camino dirigido: 

Base: Si long(C)=O entonces C consiste de un solo vértice, por lo tanto en C no se repiten 
vértices, de manera que T=C es la trayectoria buscada. Si long(c)=l entonces C=(u,v), 
de ahí que no repitan vértices en C, por lo tanto T=C es la trayectoria buscada. 

Hipótesis inductiva: supongamos que todo uv-camino dirigido de longitud menor que n con
tiene una uv-trayectoria dirigida. Por demostrar que todo uv-camino dirigido C tal que 
long(C)=n contiene una uv-trayectoria dirigida. 

Sea C=(u=xo, X¡, ••• , Xn=v) un uv-camino dirigido de longitud n. (por demostrar que. e 
contiene una uv-trayectoria dirigida). 

Existen dos casos a analizar (ver las dos figuras de la páwiia siguiente): 

a) Si Xi'Fxi para toda i;6j, con ije{0,1~2 ... ,nh eutonées T=(),es;~I1ª uy-~ray~cto~ia~irigida y 

b) Sie~:::e~::1~:1::::1:~~- Sin pérdida d~g~~er~Í;d;~s:r~º~,i~111~s!~ai¡,~s~~ti;1~:: ~;fe~. . 

Entonces e es ele la forma C=(n=xo, :¡;¡; ... ; x;j xí+.'i ,X., Xj ;,,;, x;; x;-!-1; ~-~· x~~v);, 



Consideremos C'= (u=xo, xi,. .. , x;=x;, XJ+i• , •. , xn=.v).C',es,un u~~camino dirigido cuya 
lóngitud es estrictamente menor que n. Por Jo' tanto por' hii:l6tesis de indúcción, C' céíntienc 
una uv-traycctoria dirigida T. · · · · · · 

Ahora, como T~C' y C's;;;C, entonces Ts;;;C. Por lo tanto C contiene llJla uv-trayectoria dirigida. 

t 
Caso a) Caso b} 

U•Xo 

Teorema 1.3 

Todo camino dirigido cerrado C de longitud impar contiene un ciclo de longitud impar 'Y 

Demostración 
Por inducción sobre n=IV(C)I. 

Base: Para n=l, la digráfica consiste de un solo vértice, de ahí que no hay camino dirigido 
cerrado y el Teorema se cumple por vacuidad. Para n=3 el único camino dirigido cerrado 
de longitud tres es el ciclo dirigido de tal longitud, de manera que con 7=C el Teorema se 
cumple. 

Hipótesis inductiva: supongamos que el Teorema se cumple para todo camino cerrado de lon
gitud impar menor que n. 

Sea C un camino dirigido cerrado de longitud impar igual a n. Se demostrará que C contiene 
un ciclo dirigido de longitud impar. 

Ces de la forma: C = (xo, X¡, X2, ... ,Xn-1=Xo). 

Existen dos casos a analizar: 

a) Si X¡=fx¡ para toda i=fj, con iJE{0,1,2 ... ,n-1}, entonces e es un ciclo dirigido de longitud 
impar y el Teorema se cumple. 

b) Si existen i,j tales que X¡=X¡, con i#j, entonces e es de la forma C=(xo, X¡, ... ,x¡,Xi+t. 
X;+2, ... ,x¡=x¡, XJ+l• XJ+2•···• Xn-1 = xo). 

De manera que C1 = (xo, x¡, x2, ... , x;=x¡, x¡+i. x¡+z, ... , Xn-1 = xo) y C2 = (x¡, x;+1 1 x;+2 1 ••• , 

x¡ = x;) son caminos dirigidos cerrados y uno de ellos tiene longitud impar menor que n, 
pues long(C1) + long(C2) = long(C),.donde long(C) es impar. 

Sin pérdida de generalidad, sea C1 el camino cerrado de longitud impar menor que n, entonces 
por hipótesis inductiva se tiene que C 1 contiene un ciclo dirigido de longitud impar 7 1 • 
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Entonces 7¡cC y'O~cC, de manera que ')'1CC . 
... , ... ' ;··; 

Por lo tanta' C contiene un ciclo dirigido de longitud Únpar, a saber 'Yl • 

"t . 
Caso a) CaúJ b) 

Lema 1.2 

Sea D una digráfica. Si Vv E V(D) [ó+(v) ;;:::'1]; ent(;iic~D.tlen~ u11 cfolÓ'di~igido:' 
Demostración 

Sea Tuna trayectoria dirigida T,,,; (x1, x2, .• ;, x,i) d.e longitud'riliiiifua en D. 
Como o+(xn);::; 1, entoii~és3~ €.y(Dj'[(x~:¡ ~),eF(ri)j:,;/~)\:'.:k'_'.i''':'. · 

- ~:-- ._,-.:. . ,.,. ' .'. : . . ~>·_,, ·~-- '.::_ /:-~.; - ::·.~1¡:'.:. :,-;•;<.<~·::··,,·;-,::::' ··~·1"~ ,-.;~·:-~ :;~; .7.'·, ;::.::-,.. :: ~ -~---- ~ en:-~ -
w E T, de lo contrario T', =o T U,, (x.í; :.w) :.es;,tal .'que:su;;,loI!gitud. es mayor que la de T, 

contradiciendo la elección de T. Por lo.tanto w,;;,.; xi 'p~ra algún i E {l, 2, ... ,n}, i.e. C = 
(x; = w, x1+.1, ·.··• Xn, x¡) esm1,ciclo ,dir,igidó; · · · ·· 

. . ' - - " ~ ','- ~,,:,, . .'"!."'" ,.. '-' . 

Lema 1.3 

Sea Duna digráfica. Si Vv E V(D) [6-(v} ~:l],.eiitC>~cesD'~ierÍe un delo dirigido. 
Demostración ,. .._. ::· · ',- '~~,:'. -·\,:• t\>-·- ~::r:,_,";~:~·-_:.= ... --\ ;:, 

Sea T una trayectoria dirigida T = (~ 1 , x2, .~;, :i~fd<!Ioíigitud máxima en D. 

Como o-(xi) <::. 1, entonces 3w e V(D) ¡(~; ii}(~(F(o)']~> ·. 
w ET, de lo contrario T' = (w, x 1) U T estaÍ,qti~s~longltÍid,e~mayor que la de T, contradi-

ciendo la elección de T. ,, \'' ·.:;'{:.-,:::'t>/:~·,::c:';·i· ,, .. ;;_,., 

Por lo tanto w =X; para algúti i E {i, 2, .:'.,n}/i'.e.iC'b''(x1, ~; • .. :,'x;-2, X; = w; X¡) es Ull 

ciclo dirigido. ', : ... . · ,, 

'''t 

18 



1.3 Conexidad en digráficas 

Existen varias formas en que una digráfica D puede ser conexa: 
Sean u,vEV(D): 
Se dice que u e .• tá conectado a ven D si existe un uv-camino en D (o análogamente un vu-camino 
en D). 
Des conexa si Vn,vEV(D)[u y v están conectados]. Si D no es conexa, entonces es disconexa. La 
rclaci6n e.•tar conectados es una relación de equivalencia sobre V(D), y la subdigráfica inducida 
por los vért.icei; que están en una clase de equivalencia se denomina componente conexa de Do 
simplemente componente. Este concepto puede ser definido de diversas maneras, como se podrá 
leer en las siguientes páginas. 
Decimos que v es alcanzable desde u en D si D contiene un uv-camino dirigido. 
D es unilatemlmente conexa o unilateral si para todo u,vEV(D) distintos, se tiene que al menos 
uno de ellos es alcanzable desde el otro. 
D es fuertemente conexa o fuerte si para todo u,vEV(D) distintos, cada vértice es alcanzable 
desde el otro. , 
Observamos entonces que si D es fuertemente conexa entonces D es unilateral, y si D es unilateral 
enton<.'l."8 D es conexa. 
Si u es alcanzable desde v y v es alcanzable desde u, decimos entonces que u y v son mutuamente 
alcanzables. La relación ser mutuamente alcanzables es una relación de equivalencia sobre los 
vértices de D, i.e. esta relación parte V(D) en clases Vi, 1'2, •.. ,V2 (n2:2), de manera que dos 
vértices son mutuamente alcanzables si y sólo si están en la misma clase. Sea S;=D[V;] (l<;:i<;:n), 
si u,vES;, entonces existe un uv-crunino dirigido lVi en D (pues ves alcanzable desde u) y existe 
un vu-camino dirigido H'2 (pues u es alcanzable desde v). El camino dirigido W=lV1Ul.Y2 es un 
uu-camino dirigido en D, y decimos que para todo u,vEW, u y v son mutuamente alcanzables, 
es decir, u y v pertenecen a la misma subdigráfica S;, Le. S; es una subdigráfica fuertemente 
conexa y cada S¡ es maximal con respecto a esta propiedad; Si, S2, ... , S,. se dicen componentes 
fuertemente conexas de D. · 
Una componente fuertemente conexa terminal de D es una componente fuertemente conexa de 
D tal que de ella no salen flechas hacia otra componente fuertemente conexa distinta. 

A continuación se demostrarán afirmaciones importantes en el tema de conexidad en digráficas. 

Teorema 1.4 

a) Des conexa sii D contiene un camino generador. 

b) Des unilateral sii D contiene un camino dirigido generador. 

c) D es fuertemente conexa sii D contiene un camino dirigido cerrado generador. 

Demostración (a,<=) 
Supongamos que D contiene un camino generador W. 

SP..an u,vEV(D), u;fv nrbit.rarios. 
Como \V contiene todos los vértices de D entonces u,v EV(W), de modo que W = (xo, x1, 
... ,X¡=U, Xi+h ... ,x;=v, Xj+lt ... , Xn)· . . ' ' ' '· 

Entonces \V' = (x¡=U, x;+i, ..• , Xj=v) es un uv~eamino en D. Por ,lo tanto Des conexa. 

t 



Demostración (a,=>) 
Sea D conexa con V(D} = {t•1, v2 , ... ,vp}· Entonces D contiene un V;V;+¡-camino H'; para toda 

i = 1, 2, ... , p-1. Definamos W;' como el cami110 H'; pero sin el último término. 

Entonces W 1 'Ul,V2 'U ... U1Vp_2 'UH'v-i es un v1vp-camino P tnl que V(P)=V{D}, que era lo que 
buscábamos. {Observemos que de no extraer el último término en cada ~Vi para construir 
IV.', en P habría lazos). 

t 

Figura: Demostmción {a,='i>}, W'=(u=x2, xa, x4=v) 

Demostración (b,~) 
Supongamos que D tiene un camino dirigido P tal que V(P)=V(D}. Sean u,vEV(D), con u~y 

arbitrarios, por demostrar que al menos uno es alcanzable desde el otro (i.e, por deinostrár 
que D contiene un uv-camino dirigido o un vu-camino dirigido} · 

Como V{P)=V(D} entonces u,vEV(P). Entonces Pes de la forma P = (xo, X¡, ... ,x;=u,.x;+1, 
... ,x;=v, x;+1, ... , x,.) si i es menor que j, de manera que P' = (x;=u, x;+i. ... , x;=v) es 
un uv-camino dirigido en D, por lo tanto D es unilateral. Análogamente P es de la forma 
P = (xo, x¡, ... , ... ,x;=v, x;+i. ... ,x;=u, x;+i.···• Xn) si j es menor que i, de manera que 
P' = (x;=v, Xj+1, ... , x;=u) es un vu-camino dirigido en D, por lo tanto D es unilateral. 

t 
Demostración (b,=>) 
Supongamos que D es unilateral, sea W un camino dirigido que contiene el máximo número de 

vértices distintos de D y supongamos que W es un w 1w 2 -ca111i110 dirigido. 

Si \V es tal que V(W) = V(D), entonces el Teorema se cumple. 

Si no sucede lo a11terior, eutonces existe vEV(D) t.al que v~V(W). 

Entonces por como fue elegido W, 110 cx.iste un vw1 -camino dirigido y 110 ex_i~te tin :w2~~~~mi110 
dirigido en D (de lo contrario \V 110 tendría el 1111íximo número de' :\'ériices). · - ·. •':"•" '-

Como D 110 tiene un vw1-camino dirigido y Des unilateral, entonces D contiehe_{in w1v~cálnino 
dirigido. · 
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Sea u el último vértice de W tal que el uv-camino dirigido está en D (notemos que ufw2 pues 
no existe un W2v-camino dirigido en D). Sea u' la tütima ocurrencia, de u en ,V1'. Denotemos 
con W 1 un u'v-camino dirigido en D. -- · 

Sea w el vértice que sigue a u' cu W, observemos que w existe pues .ufw2. 

Por la elección de u sabemos que no existe un wv-camino dirigido en D, pero-al ser D unilateral, 
eso implica que oxiste un vw-camino W2 cu D. 

Entoncos C = (w1, W, u')UW1UW2 U(wi. W, w2 ) es un camino dirigido-con más vértices que 
W, contradiciendo la elección de W. - · --' ··' · 

t. 

Figuro: Demostración (b,=?) 
··;- .. <.·. '; _,-.. ··::·.,-' ' 

TV1=(u'=ws,w12,w13,v), W2=(v, =w14jW15,W¡7,W7=w) 

Demostración (e,{=). 
Supongamos que existe un camino dirigido cerrado W tal que V(W) = V(D), i.e. para todo 

Se d::o~~~~1 ::i:::t~
11

:nu~vv~::l~ dirigido y un'vu~ciiminodirigidoen D. • -

W es de la forma W = (w1, ... , .:.,w¡7"u,'U/~:¡.h;,,,~j;,,,'~;J;;;+1:;i;,'tl!~ ~ ~1) .. q>nsid~remos 
W' = (w;=u, W;+i, ... ,w;=v) y W" =c11J;;;.v, w;+i;· .:;;w1/w2; W;~u); doiideW'cW y 
W'cW. - -.. - - •;·u .1.-;1i,- h. 1. "'- • ,."._ -·.,_: - ---""-

W' es un uv-camino dirigido en D y W'! es Ün:tll-6~;niho \-ú~i~ld~:6ri' D, ~or lo trií1t6' D es 
fuertemente conexa. - -" 

Demostración (e,=?) . -. _ . _ 
Supongamos que D es fuertemente cmiexa. Se demostrará'ciue D contiene_ un calÍlino dirigido 

cerrado y generador;:. - > .. ,;·· --,, .. , ·e;_;, __ ___ ,. 

Sean u,v E V(D). Como D esfucrtemente conexa, entm;cesD es'unilateral. Por_lci:tanto, por 
el inciso (b) se sigue q~IC D contiene un UV-CéJ;lllÍIIO dirigido w tal que V(W)~\'(D): 
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Si u=v énto;1ces. \.V,:cs . uii ~íni~~ dlri~do ce~rado gc~ei:ador en D y ~! .Teorema:. Sé' curnple: 
_· · ·: . -. ~ <· : · ·_; -· ·_.· ;-:·,, ,. --~) :: ,,;_,_': · ·r~"-1'-_;_·L_ '.· -_: _,_~·~ t;·!"·~: '.~::< __ . ;_l _,~-"--" ~;- · -· ~- -- ~ • -.·, · ·- -- · _ - . -, ·.-: ·_,. _ -:_ .. ,_ ~ · ~- ."-- - , ':- ~"-' ,;,::-·.:.º'< · - . ,., -;· 

Si u~v: -couici D es -ftierteiilenfo'.coíiexa; D.cói1tfoiic una vu- trayectoria. dirigida P. Entonces 
w·=wur es uncailiiuo'dirigidcí cerrado generador. . . 

t 

Una digráfica J:>'~ t~~·rtcmcmte:concxa sii para toda partición de V(D), {Vi, V2}, existe una 
Vi l/.i-lleclm en D; 

Demostración ( :::}-) 
Sea {Vi, V2} una partición arbitraria de V(D). 

Sea V¡ E Vi, y v2 E V2. 

Como D es fuertemente conexa entonces existe una v1 v2-trayectoria dirigida en D, T = ( uo=v1 , 

tt1, u2, ••• , 1tri =v2). , . . · 
Por ser {Vi, l/.i} una partición de·V(D)entoncesV'ui[ii, E Vi o u; E- \12, con iE {o; 1, 2, •. .,n}]. 

Observemos 3u;(u;EV2 , con jE {1, 2; '. .. ,n}] pues ~l u~erios uT.'=ÍJ2El/.i. 

Sea m = min {j 1 u; E V2} (notemosque'rn;:::l). •; 

Entonces (u,.._¡,· um) es una Vi V2~fi~clia en D. 1 '· 

t 

Demostración. { <=) 

Sean x,yEV(D) arbit~arÍos. Se de~ostrará qu~ ~ste uri xy~carnino dirigido en D. Sean: 

Vi={wEV(D) 1 existe un XV.:-cárnino dirigirlo en D}. 

V2 = V(D)-l/i. . . 
Si y E Vi entonces existe un xy-camino dirigido en D, por definición de Vi, y el Teorema se 

cumple. · 

Si Y~Vi: 

- Entonces yE\12 y por lo tanto V2~0. Además se sabe que VinV2=0 y que l/iUV2=V(D) (por 
definición de Vi y V:!), de manera que {Vi, V2} es una partición de V(D). · 

- Así que, por hipótesis existe una Vi V2-flecha en D, digamos (z,w), donde zEVi y wE\12 .. · · ' 

- Como zEV¡ entonces existe un xz-camino dirigido C 1 en D. Por lo tanto C1U(z,w) ,es un 
xw-camiuo dirigido en D, de donde se sigue que wE ,Vi, contradiciendo, que wE\12. 

Por lo tanto yEV¡, de manera que existe un xy-cainino dirigido en D ... · 

Análogamente existe un yx-camino dirigido en D: -. 

Senn: 

V¡={wEV(D) 1existe1111 wx-camino dirigido en D}. · 

V2 = V(D)-V¡. · .: . , ···' 
-

Si y E Vi eut.onces existe un yx-camino cÍirÍgÍdo ·~il D, p-¡,r definición de Vi, y el Teorema se 
cumple. · · · ;··; .•.. ~:¡: .. · -. .. ' 

1 Dado que la afirmación es válida para toda' ~n'.rtic.iói.; cn'ton;és cx~tc tainbién .un~ ir, Vi ~flecha clí D. 

22 



Si y!tVi: 
- Entouces yEl/2 y por lo tanto 112~0. Además se sabe que Vi'f'0(pues xEVi), Vinl/2=0 y 

que ViUl/2=V(D) (por definición <le Vi y V:i), de manera que {Vi, V:i} es tina par.ticióÍI de 
V(D). . . 

- Así que, por hipótesis existe una Vi! \/¡-flecha en D, digamos (w,z), donde zEVi 'y wEV:i: "'. 

- Como zEVi entonces existe un zx-camino dirigido 0 1 en D. Por lo tanto (\V,z)UC1 es un 
wx-camino dirigido en D, de donde se sigue que WE Vi, contradiciendo que wEV:;i. 

Por lo tanto yEVj, de manera que existe un yx-camino dirigido en D. 

Por consiguiente D es fuertemente conexa. 

t 

Teorema 1.6 

Toda digráfica fuertemente conexa tiene ciclos dirigidos. 

Demostración 

Sea D una digráfica fuertemente couexa. Por demostrar que existe un delo dirigido en D. 

Sean u,v E V(D) elegidos de manera arbitraria. 

Como D es fuertement.e conexa, existen en D un uv-camino dirigid~ C1 '= (ú,,;xo, x¡, ; •• , Xn =v} 
y 1111 vu-camiuo dirigido C2 = (v=yo, y¡, ... , Ym=u). · .. 

Observemos que 3yi[YJ = Xk para algún kE{O, 1, .. .,n}, con jE{O,\l; .. ;~m}] pues Ym=u=xo. 

Sen m = min {j;:::I 1 YJ = Xk para algún kE{O, 1, .. .,n}; eon je{i, 2; ;:;,m} }. Entonces (xk, 

C1, v)U(v, C2, Ym=Xk) es un ciclo dirigido en D. 

Teorema 1.7 

Toda digráfica unilateral D de orden p;::2 contiene dos v~rtices distintos u y V tales que D-u y 
D-v son unilaterales. · 

Demostración 

Como D es múlateral, por el Teorema 1.4 inciso b, D contiene un camino dirigido generador. 
Sea \V el uv-camino dirigido generador de mínima longitud. 

Nótese que u aparece exactamente una vez en W, de lo contrario.el 'camino que se obtiene 
al borrar el primer vértice (y por consiguiente la primera flecha} de' w, es un camino 
dirigido generador de longitud menor que W, contradiciendo la elección de W. Por el 
111isu10 razonamiento tenemos quci v aparece una vez en W. . 

Entonces u'f'v y las digráficas D-u y D-v contienen un camino dirigido generador. 

Por lo tanto, por el Teorema 1.4 inciso b, tenemos c¡ue D-u y D-v son digráfic~ _unila,terale8'. . 

t 
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Corolario 1.1 

Toda digráfica D ·fuertemente conexa de .orden p2::2 contiene .dos. vértices distinto~ u. y v. tales 
que D-u y D-v son unilaterales. · ·· . 

Demostración ·, ;;· -.: 

Como D es fuertemente conex1i, entonces D esunil~te~al, de mÓdci cjue pdrei Teorema ~nterior, 
D-u y D-v son unilaterales. · ' · · · · · · · 

t 

1.4 Digráficas asociadas a una digráfica dada y el Principio 
de dualidad 

La parte asimétrica de D denotada por Asim(D), es la subdigráfica generadora de D cuyas flechas 
son las flechas a.-;imétrica:; <le D. La parte .~imétrica de D denotada por Sim(D), es la subdigráfica 
generadora de D cuyas Hechas son las Jleclm.5 simétricas de D. 
El complemento de D denotado por D, es la digráfica tal que V(D)=V(D) y para cada u,vEV(D) 
con u;*v, se tiene que (u,v) E F{D) sii (u,v) <t F(D). " · 
Otra digráfica asociada a una digráfica D dada, es la digráfica de condensación denotada por 

D*, que hereda los propiedades básicas de conexidad de D, como vemos a contirÍÍJación. Sean . 
81, 82, ... , S,, las componentes fuertemente conexas de D y sean u¡, t12, ... , Un los vértices de D* 
los cuales pueden ser puestos en correspondencia uno a uno con las componentes de D: tt; tal 
que (u;,uJ) E F(D*) corresponde a S; (i#j) sii algún vértice de 8; es adyacente hacia al menos 
un vértice de SJ· Con relación a la digráfica de condensación podemos demostrar el siguiente 
resultado. 

Teorema 1.8 

Para toda digráfica D, su digráfica de condensación D* es acíclica. 

Demostración 

Supongamos lo contrario, i.e. existe D tal que D* contiene ciclos. 

Sean 81, 82, ... , 8n las componentes fuertemente conexas de D. Sea V(D*) ='{u1,u2,· ... ,un} 
tales que u; corresponde a 8; en ba.sc a la definición previa de corÍdensación,·.para i= 1, 
2, .. , 11 

Supongamos que etiquetamos a los vértices u; de manera que (11 1 , ••• , uk,.tt1) .. es:u~~f~ido.en.D*. 

Para i = 1, 2, ... , k-1 existe v;' E V(S;) y V;+1 E V(8;+1) tales que (v;', V;+¡) .E F(D),pÓrla 
definición de condensación. Además existe la flecha (uk', v1) en D, con vk' E V(8/,)y ·v; E 
V(81). Notumos que v;', v; con i = 1,2, ... , k no son necesariarnente distintos. · 
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Como S; es componente fuertemente conexa (i=l; 2, ••. , k), c~~onccs existe viv;'~t~rayect()ria 
dirigidaP; en s,: - -- -- -

Por lo tanto P1U(v1 ', v.1)UP2U(v2', va)U ... PkU(VJ,\ v1) es un viv1-ciclo ei1 D. 

Entonces en particular v1 y v2 son mutuamente alcanzables, contradiciendo que están en com
ponentes fuertemente conexas distintas. 

Por lo tanto D* no contiene ciclos. t 

La digráfica dual de D, que denotaremos aquí por D', es tal que V(D')=V(D) y [(u,v) E 

F(D') sii (v,u) E F(D)). Diremos que D es propiamente dual si D'e!!D. 
Se define el dual de un concepto, haciendo uso de digráficas, como el concepto que resulta de 
aplicar el concepto original en la dnal de una digráfica, v.g. el concepto de adyacencias en 
digráficas .. 
Se enunciará ahora el Principio de dualidad direccional y se dará continuación un ejemplo de su 
utilidad en la demostración de algunos resultados cu Teoría de Digráficas: 
Principio de dualidad direccional: para cada Teorema concerniente a digráficas existe un Teorema 
correspondiente que se obtiene al reemplazar cada concepto por el concepto dual. 

Teorema 1.9 

Toda digráfica acíclica contiene al menos un vértice de grado exterior cero 

De1nostración 

Sea D una digráfica acíclica. Sea P la trayectoria de máxima longitud en D. Supongamos que 
P es una uv-trayectoria dirigida. · 

Si v es adyacente a algún vértice de P, se produce entonces un ciclo; contradiciendo la hipótesis. 

Si ves adyacente a algún vértice que no esté en P, entonces existe una trayectoria cuya longitud 
excede la ele P, contradiciendo la elección de P. · 

Entonces v no es adyacente hacia algún vértice de D, i.e. el grado exterior de v es cero. 

t 

Aplicando el Principio de Dualidad al Teorema anterior, obtenemos el siguiente 

Corolario 1.2 

Tocia digráfica acíclica contiene al menos un vértice de graclo interior cero. 

t 

Culminamos así esta primer sección que corresponde a las nociones básicas de Teoría de 
Digráficas, y que permitirá al lector asirse de herramientas básicas para abordar los últimos 
capítulos de la presente tesis. 
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Capítulo 2 

Seminúcleos y núcleos 

En este capítulo el lector encontrará Ja definiciones de conjunto independiente y conjunto ab
,qorbcntc, n partir de las cuales se introducinín de manera natural las definiciones de seminúcleos 
y de núcleos en digráficas. 
Se presentan ejemplos y resultados interesantes relativos al concepto de seminúcleo y núcleo y a 
su relación entre ellos (v.g. El conjunto de seminúcleos de una digráfica es inductivo superior
mente, todo mícfoo e.~ un seminúcleo máximo, toda digráfica sin ciclos dirigidos tiene núcleo). 
Se proporcionan las definiciones de digráfica.~ m1cleo perfecta.• 1J digráficas núcleo imperfectas 
crítica.• y resultados importantes que serán de gran utilidad para el análisis posterior en los 
capítulos finales: el lector podrá encontrar demostraciones de resultados tales como el Teorema 
de Richard.son, toda digráfica finita mlcleo imperfecta crítica 110 tiene seminúcleos no vacíos y 
toda digráfica no núcleo perfecta contiene una subdigráfica induci<la n·úcleo imperfecta critica, 
entre otros resultados interesantes. 
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Para defü;ir. uns~llÍimíclco y 11n. n~cleo dcú11~·dig~<U!da/~ ~cc~~i:ióintr~ducir previamente 
el siguiente coné:ei>to: .. • . . · ·.· : : · : · .. · : 
Sea D una digráficn:. Un conjuntol~V(D) es inde¡>endiénte si F(D(I])=0. 

,. ·. 
Si S~V(D) es un conjunto independiente en una subdigráfica inducida de D, entonces S es un 

conjunto independiente en D. 

Demostración 

Como S es un conjunto independiente en uua subdigráfica inducidada de D, D', entonces el 
c011junto de flecha.<> de D' es igual al conjunto de flechas en D que hacen adyacentes a los 
elementos de V(D'), pues recalquemos que D' es una subdigráfica inducida de D. Por Jo 
tanto al completar la digráfica Den base a D', ya no será necesario agregar alguna flecha 
entre los vértices de D'. Por lo tanto la propiedad de S de ser un conjunto independiente, 
se conserva en la digráfica total, D. t 

Podemos ya definir el concepto de seminúcleo de una digráfica .. Diremos que· S~ V(D) es un 
.~eminúcleo de D si: 

(a) Ses independiente, ,, 

(b) Para cada flecha f que va de s a X (xe V(D)-S dada la ccíndlcióri (a)), exist~'urÍa flecha!' 
que va del vértice x al conjunto S. ·· · · · · · · · · 

Notemos que el conjunto vacío es un semimícleo. 

A continuación presentamos dos digráficas con sus respe~tivos semin~cÍeos (áimque debe notar 
el lector que el seminúcleo de una digráfica puede no serunicÓ): .. 

Digráfica Di, SD, ={1, 2: 3} 
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Digráfica D2, Sv,={1, 3} 

4 

Es importante mencionar que no toda 'digráficri. . tiene semimlcloos no vados, y de existir un 
seminúcleo, éste puede no ser. único, cómo muestran los siguientes ejemplos, en doride 81 ={ vs} 
y S2 ={vi. v3 , v5 } son dos ejemplos de seminúcleos de D 1 ; mientras que lá digráfica D2 no tiene 
algún semi núcleo no vacío'.· · · ·, · 

Digráfica D2 

V2 

Vl 

Los siguientc..'S son resultados importantes relativos a seminúclcos, y para probar el primero 
de ellos, definimos una cadena C de seminúclcos como una colección de seminúcleoÍ(tal que si 
S1,S2EC, entonces S1c;;.S2 o bien S2r;;;.S¡. · . . 

Lema 2.2 .".: 

El conjunto M de seminúcleos de D, ordenado por inClusióri/e'S iíÍductivo superiormente (i.e. M 
el conjunto de seminúcleos de D es parciainlent~ ordenado' con la relación de contención, 
y toda cadena Cc;;.M est1í acotada ahí, es decir, 3bEM Vxed [xc;;.bff · . . ·. ·, ..... ,: .'; 
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Demostración 

Sea Cuna cadena de seminúcleos de D. 

Sea U=U{S 1 SE C} 

- U es independiente: 

Supongamos lo contrario. i.e. existe (u,v)EF(D) donde u,vEU. 

Por lo tanto uES¡ E C para algún 81 & vES2E C para algún S2 

u,vEnmx{ Si,S2}E C lo que no puede suceder pues tanto 81 c.omo S 2 son conjuntos inde
pendientes. 

Por lo t.ant.o U t.'S independiente. 

- Por ver.que se cumple la condición (b) de la definición de semiuúcleos, para U: 

Si fes una flecha que vn de U a x (por demostrar que existe flecha f' que VlJ.:de .x a .U). 

Entonces 3s[f=(s,x) & sESEC1 por construcción de U. 

Dado que S es semiuúcleo existe una flecha f' que va de x a S y por ende·~. U (pues S5; U). 

Por lo tanto U cumple la condición (b). ·>.•. .. 
Por lo tanto el mnjunto de scminúcleos de D, ordenado por inclusión; es inductivo superior-

n1ente. 

:" ', .¡--· 

La pregunta natural que surge ahora es si dado'ün'seminúcicil de una digráfica, existirá un 
semi núcleo máximo qÚe lo contenga?; y. ios ~i~ui~út~~'i(;Si;1t'iÍ'.d¿s r~spo11den. 
Lema 2.3 . · .. ··.·· . <,:,· ·.¡,,;'. _{· ''> , 

Sea S mi senÍinúcleo de D, ... ';) }/: .;~'.:.: ; ?~ <:'L·C'' 

sea B={vEV(D)-S tales queno'6Jei~te.f1é~1iá'.de}~Js} •·•••••··•· 
sea S' un seminúcleo de Ía subdig~á~c~"'n·~¡'~_D·l~d~cclda por B~ 
Entonces SUS' es un seminúcle<Í de D.·:·f· · · ··. ' > 

Demostración '~:, ii' -.,,.,, . 

- Veamos inicialmente que S'US es independie1ité: . · 

Sea f=( u, v) con u,vESUS'. Exi~tm1 ·~~a'.t1:0 casos a analizar: 

1) u,vES 

2) u,vES' 

3) uES' y vES 

4) uES y vES' 

Vemos que los primeros casos 1) y 2) no pueden cumplirse dado que S y S' 5on independientes;·· 
y el caso 3) es también imposible pues S'~B y por definición de B¡ por último, si el caso 4) 
se cumpliera entonces existe otra flecha de S'. a S (pues S es seminúcloo), ló cual satisface 
el caso 3) el cual sabemos que es imposible. Entonces ninguno de los P.osibles casos t.'S 
factible. · · . ' 

Por lo tanto, SUS' es independiente. 

- Por ver que SUS' cmnple la conclición b) de l~ definiciÓ1~ de ~~mimícleo: 
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Sea A=V(D)-(SUB) y xeV(D)-(SUS'). 

Sea f una flecha de sus• ax. Se demostrará que existe una flecha f' de X a SUS'. 

Si xEA, entonces existe una flecl1a f' de x a S (de lo contrario xEB, i.e. xrf.A contradiciendo la 
hipótesis) y como S~SUS' entonces existe una flecha f' de x a SUS'. 

Si xrf.A, entonces nccesariament.e f sale de S'(pues xEB, ele modo que si f saliera del semimícleo 
S deberá existir la flecha f' de x a S, contra.diciendo la hipótesis de que no ha.y flechas de 
B hacia S) y llega a B-S' (pues f sale de SUS' y xESUB, de manera que si xES o xES', 
entonces SUS' no es independiente). Como S' es scminúcleo de B', entonces existe una 
flecha f' de x a S' y por ende a SUS'. 

Por lo tanto existe una flecha f' de x a SUS'. 

- Por lo tanto SUS' es w1 seminúcleo de D. 

t 

Para el siguiente resultado, será de utilidad recordar antes el Lema de Zorn: Para todo [M,r] 
conjunto parcialmente ordenado con la relación r, no vacío tal que toda cadena C ~ M está 

· acotada en M (i.e. 3bEM V xEC [xrb ó x=b] ), hay un elemento mEM r-maximo en [M,r] (i.e. 
VyEM [mJi"y] ). En la siguiente prueba, Mes el conjunto de los seminúcleos de D y la contención 
es la relación r. 

Teorema 2.1 

Todo scminúclco está incluido en un seminúclco máximo. 

Demostración 

Si D es finita el Teorema se cumple. 

Si D no es finita entonces se tiene que todo seminúcleo está contenido en M el conjunto de 
semimícleos de D que está ordenado por inclusión y es inductivo superiormente (i.e. M el 
conjunto de seminúcleos de D es parcialmente ordenado con la relación ~. y toda cadena 
C~M está acotada ahí, es decir, 3b E M 1 Vx EC [x ~ b ó x = b] ), tales propiedades de 
M las asegura el Lema 2.2. 
Entonces se cumplen las hipótesis del Lema de Zorn 
Por lo tanto existe un elemento maximo en M con respecto a la contenció11, por el Lema 
de Zom. 

t 

Ahora estamos ya preparados para introducir la defi11ición de núcleo. Sea D una digráfica, sea 
S~ V(D). Se dice que Ses un núcleo de D si: 

a) Ses independie11te; 

b) Para todo x E. V(D)-S existe una.ífoclm de x a S. Diremos eutonces que Ses absorbente. 
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D 1 Digráfica sin míclco D2 Digráfica con· deis núcleos: 
' - . - . - •.• ~ - ·• ":" ' ' .- ; ¡ .· ; 

1 ·. 

e 

Teorema 2.2 

Sea D una digráfica. Si N es núcleo de D, entonces N es un conjunto independiente maximo Y 
un absorbente minimo con respecto a la c<:mtención. "· · 

Demostración 

Sea N un ní1cleo de D. 

- Demostraremos que N es un conj~nt.o' independiente maximo: 

Supongamos lo contrario, i.e. 3I~V(D)(Iindependiente, Ncl y NiJJ. Entone~ 3x El(xl¡(Nj, 

Como xl¡(N y N es absorbente, entonce;/cxS•) EF(D) para algúu y E N. 

Por lo tanto, como Ncl y N#, teíÍefu6~ qüe yEÍ, xEI y {x,y) E F(D), contiadlCi~údo q~e I es 
independiente. · . · · . · · .. · · · 

Por lo tanto N es un conjunto independiente maximo. 

t 
- Por demostrar que N es un conjunto absorbente minimo con respecto. a la co~tención.: 

Supongamos lo contrario, i.e. 3A~V(D)[A es absorbente, AcN y A;6N). Entonces 3xEN[x!í!'AJ 

Como A es absorbente, 3y E A [(x,y) E F(D)); se sigue que x E N, y E N y (x,y) E_F(D), 
contradiciendo la independencia de N. Por lo tanto N c8 un conjunto absorbente iniúimo 
con respecto a la contención. · · · · 

,'¡ ,._· 

t 

Nótese que los núcleos son seminúcleos m1íximos, aunque el reéíproco ~o es verdiulero, como' 
se demuestra un el siguiente Lema. · ' · · · - · 
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Lema 2.4 

Si S es mícloo entonces S eR llemimícleo máximo 

De1nostración 

Si S es mícleo, S cumple ambas condiciones de la definición de semimícleo. 

Faltaría solamente demostrar que S es un semiuúcleo máximo: 

Supongamos lo contrario, es decir, existe un seminúcleo S' tal que Ss;;S' & S¡¡fS'.· 

i.e. 3xES'(x~S] esto es, existe un elemento x en S' ta.! que no está en S. 

Como xEV(D)-S entonces 3sES[(x,s)EF(D)] pues Ses mícleo. 

Por lo tanto (x,s)EF(D) con x,sES' y S' seminúcleo. 

De manera que S' no es independiente, contradiciendo el hecho de que S' es seminúcleo (y es 
por tanto independiente). · 

Por lo tanto, S es un scminúcleo máximo. 

t 

. . 

Notemos que el recíproco del Lema anterior es falso, para demÓstrarlo basta dar el contraejemplo 
siguiente, en el que S"'.'{v2, va}cs sem.iÍlúcleo máximo en la digráfica D pero no núcleo (pues V5, 
t•o y V7 no son absorbidos):. · · · · · ·· 

', -.~ -' 

Teorema 2.3 

Si Bo, Bi, ... , Bk, Bk+l y So, S1, ... ,Sk son dos sucP.simms. d~ subconjuntos de.V tales que: 

a) Bo=V(D), Bk=/=.0,Bk+1=0. 

b) S; es seniinúcleod(? la 'sub?igráfica de n .• indu.cida por/3; P~~a i,,,,o,: .. ;k. 

c) B;+1 ={x~B; talesquenoexi~t~~ed1~.~e~~~¿,j,~~;~·i~~; ... :~.: .·. 

Entonces u~=0S1 es u;;.núcleo cJ~ D. 



Demostración 

So es semi núcleo de D y Si <'.<i semi núcleo de D[B1 ], la subdigráfica de D inducida por B1. Por 
el Lem1t 2.3, tenemos que S0 US1 es semimícleo. , , 

Ahora, amílogamente para los siguientes pasos: 80 U S1 U ... U Sj es semimícleo de b y, Si+l 
es 8emhnícleo de D[Bi+iJ, la subdigráfica de D inducida por Bj+l• Entonces, por el Lema 
2.3, 8 0 U S 1 U ... U Si+I es semimícleo. 

Debemos 1101.ar que el Lema 2.3 es aplicable, pues en cada paso B;+1 cumple que, Vv E Bi+dv 
E (V(D}-80 U S1 U ... U Sj) y no existe flecha de va S0 US1U ... USj] · 

Entonces (cuando j=k-1) la unión finita de los Si desde cero hasta k, llamémosle S,. es un 
semi111ídeo de D. 

En este paso tenemos que Bk+1 es el conjunto vacío (por la condición c); de mo.do que no 
existen vértices en V(D)-S sin flechas hacia S. Por lo tanto S es núcléo de D. 

t 

Continuemos con algunos resultados relativos a la existencia de núcleos en una digráfica: 

Teorema 2.4 

Tod~ digráfica simétrica tiene un núcleo N. 

Demostración 

Sea D una digráfica simétrica. 

Será suficiendo probar que N es núcleo de D sii N es un conjunto independiente maximal ya 
que siempre es posible encontrar en una dignifica un conjunto independiente maximal. 

( =>) Supongamos que N es núcleo de D, entonces por el Teorema 2.2 N es un conjunto inde-
pendiente maximal. . 

(-:=) Sea N un conjunto independiente maximal. Por lo tanto Vx E (V(D)-N) [3 :icN~flecha o 3 
Nx-fleclm]. Pero como D es una digráfica simétrica, entonces 3 Nx-flecha &,3 xN-flecha, 
por lo que N absorbe a todos los vértices de V(D)-N. Por lo tanto N es núcleo de D. 

Por lo tanto toda dignifica simétrica tiene míclco. 

t 

Teorema 2.5 

Sea D una digráfica. Si D no tiene ciclos dirigidos entonces D .tiene núcleo. 

Dernostración 

Supongamos que D no tiene ciclos dirigidos; entonces 3v E V(D) [.SE(v) =O], por contrapositiva 
del Lema 1.2 

Co11si<lerc111os a los siguiente coujuutos : 

N; = {x E V(D¡) 1 .Si!;,(x} ·;:,o}; 
r-(N;) ={y E V(D;)j 3 yN;-flecha }, 

D;+1 = D; - (N; u r-(N;)). 
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Con i E {O, 1, .. ., n}, por lo que Do=D; y con n = min {j 1 Di+l =0}. 

Dcmostraremmi que U~=0N; es núek'O de D-Dk+1 para toda kENU{O} (en particular, que 
u¡~0N; es núcleo de D-D .. +1 ), y lo haremos por inducción sobre k. 

Base. Para k=O, efectivamente No es núck'<> de D-D1: pues D-D1 = No U r-(No), y por 
consiguiente No es un conjunto absorbente (por definición de r-(No)) e independiente 
(por definición de No) en D-D1 • 

Hipótesis inductiva: supongamos que el resulta.do es cierto piua. k=t-1, es decir, u¡;;;JN; es 
núcleo de D-Dt. 

Por demost.ra.r que Ul=0 N¡ es ntíclco de D-D1+1: 

- Por hipótesis inductiv-d se tiene que u:;;;c1;N; es núck.'O de D-D1, de manera que u::iN; es un 
conjunto independiente en D-Dt, y es también independiente en (D-Dt)U(N1ur-(Nt)) = 
D-D1+1, por definición de Nt y r-(Nt) y por construcción de D-D1+i· Por otra parte, 
Nt es independiente en D-Dt+I pues es un conjunto independiente en una. subdigráfica. 
inducida. de D-Dt+I (Lema 2.1). Además, no hay flechas de Nt a. ul:aN; en D-Dt+1 pues 
Nt<;;Dt y por definición, Dt no tiene vértices de u¡;:Jr-(N;). Y sucede además que no 
hay flechas de u¡;;;JN¡ a N1. en D-Dt+I ya que debido a la construcción de los conjuntos 
N;, de cada Ni solo pueden salir Hechas hacia Nk, con k estrictamente menor que j. Por lo 
tanto no hay flechas entre los elementos de U~=0N; en D-Di+l • i.e. Ul=0 N; es un conjunto 
independiente en D-D1+ 1 • 

- Por hipótesis inductiv-d se tieue que ut;;;JN; es núcleo de D-Di. de manera que u¡;:t;N; es un 
conjunto absorbente en D-Dt, y dado que Dt-Dt+1=Nt U r-(Nt). entonces (Ul=0 N;) U 
{U~=0r-{N;)) = D-Dt+l• por lo tanto Ul=0 N; es un conjunto absorbente en D-Dt+I• 

Por lo tanto ul=o{N;) es núcleo en D-Dt+I· 

t 

Existen digráficas con ciertas caractcríticas que serán de gran utilidad en el estudio de núcleos 
en dignlficas, y las definimos a continuación. Diremos que D es una digráfica núcleo-perfecta si 
toda subdigráfica inducida de D posee un seminúclco no trivial {distinto del vacío). Notemos 
que si D es núcleo-perfecta y Do es subdigráfica de D, entonces Do es también núcleo-perfecta 
(pues la propiedad mencionada es para toda subdigráfica inducida de D). 
Por otra parte, D es llamada ntícleo-imperfecta crítica cuando D no tiene mícleo pero cada 
subdignífica inducida propia de D si tiene néleo. 
A continuación dos primeros resultados para digráficas núcleo-perfectas: 

Lema 2.5 

Toda subdigráfica inducida de D tiene núcleo sii toda subdigráfica inducida de D tiene seminúcleo 
no V-dCÍO. 

Demostración (:::}) 

Si para toda subdigrií.lica inducida de D, D', se tiene que D' posee núcleo entonces, como tal 
núcleo es también seminúcleo máximo de la subdigrálica D' (por Lema: 2.4), tenemos•que 
In implicación es cierta. 

t 
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Demostración ( <=) 
Supongamos que toda subdigráfica inducida de D tiene seminúcleo. Sea D' una subdigráfica 

arbitraria inducida de D, y sea S su semiuúclco. 

Por Teorema 2.1 tenemos que S está contenido en un semimícleo máximo S' (S~S'). 

Analicemos a los vc)rticcs vE(V(D')-S'). Existen varios casos a cmisiderar: 

a) Si existe S'v-llecha en D, entonces como S' es smnimíclco, tenemos.que existe la vS'-flecha 
en D, por lo que S' absorbe a v. 

b) Si existe la vS'-flecha en D, entonces S' absorbe a v. 

c) Si no existen flechas entre S' y v: sea Il = {u E (V(D')-S') tal que no hay flechas entre u 
y S'} (en este caso B;*0, de lo contrario se trataría del caso (a) o el caso {b)) , sea B' la 
subdigráfica inducida por B. Observemos que B' no puede tener seminúclco no vacío (de 
lo contrario, por el Lema 2.3, S'US" es semimícleo de D', con S" seminúcleo no vacío de 
B', pero S'cS'US", contradiciendo que S' era semimklco máximo, por lo tanto B' no tiene 
seminúclco no vacío), Jo que contradice la hipótesis de que toda subdigráfica inducida de D 
tiene seminúclco no vacío {B' es una subdigráfica inducida de D sin seminúcleo no vacío). 
Así que este tercer caso no puede suceder. 

Por Jo tanto, VvE(V(D')-S')[S' absorbe a v]. 

Dado que S' era seminúclco, entonces sabemos que se trata de un conjunto independiente. 

Por lo tanto S' es míclco de D'. 

D' fue mm subdigrMica inducida de D elegida de manera arbitraria, por lo que el resultado 
obtenido es válido para toda subdigráfica inducida de .D. 

t 

Teorema 2.6 

Toda digráfica núcleo-perfecta posee al menos un núcleo. 

Demostración 

Sea D una digráfica núcleo-perfecta. 

Sea S un scminúck'O máximo de D (en el caso finito, la existencia de tal 5eÍninúcÍeo e~ inu'i~iata, 
¡mra el caso infinito el Teorema 2.1 nos asegura que hay tal). · · ' · 

Sea B={ vEV(D)-S tales que no existe flecha de v a S}. 

Observemos que B no es distinto del vacío: : . . · ... 

De lo contrario existe un seminúcleo S' distint,o <le! vacío de la súbdi~i~fiJa·D~de_·D·· 
inducida por B (por ser D núcleo perfecta). ·· · · ;.; "';•·}>,{.:;'' .,;:: 

Entonces SUS' es un seminúcleo de D (por Lema 2.3), y como S ·está ¿Ónt~llidó propi~, 
amente en SUS' se tiene que S no es seminúclco máximo dé'. D, Je) 'qtie·~cintradicé la 
hipótesis. }<.e::~ '''L :.¡, 

Entonces VvEV(D)-S[existe una flecha de v a SI con S un coiijunto i~dép~~dleute' por ser 
' .. ·· ' . ·- .... , -

scmimícleo. '' · 

Por lo tanto S es mícleo de D. 

t 
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El siguiente Csliíi fcsült#o relativÓ~a digraficas_ t1.Jc1~· idip~;·f.Rt~ ÚrtÚ!ás 'del 'dti~I s~ presen
tan dos de;;10~t~1¡i:i6n~~ ~o7i ~l fin d~ di~t~;ier ~Í-le;;-tor de l;:¡ 1¡;01~cito~1eldatl ele ~na' demostración 

tínica. 

Si D es una di gráfica fulita mícleo imperfecta crít.ica, entonces D no t.ienc seminúcÍeós no v'acíos. 

Demostración· 1 

Supongamos lo contrario, i.e. D tiene un seminúclco no vacío que denotaremos por So. 

Entonces como D tiene seminúcleo y es finita, podemos considerar a Bo, B¡, .•. ; Bk, Bk+t y 
So, S1, ... ,Sk dos sucesiones de subconjuntos de V(D) tales que:· 

a) Bo=V(D), Bkcf 0, Bk+1=0. 

b) S; es seminúcleo de la subdigráfica de D inducida por B1 para i=O, ... ,k 

c) B;+1 = {xED; tales que no existe flecha de x a Si} para i=O,. . .,k. 

Observemos que al menos B 1 es distinto del vacío, de lo contrario So es mícleo de D, contradi
ciendo que D es una digráfica núcleo imperfecta crítica (y que por tanto no tiene núcleo). 
Además el inciso b) es válido dada la hipótesis de que Des una digráfica núcleo imperfecta 
crítica y que por tanto toda subdigráfica inducida de D tiene núcleo y por consiguiente 
seminúcleo no vacío. 

Entonces, por el Teorema 2.3 tenemos que Uf=0 S; es núcleo de D; contradiciendo la hipótesis 
de que D es núcleo imperfecta crítica (y que por tanto no tiene uúck'O). 

Por lo taut.o D no contiene semimícleos no vados. 

t 

Demostración 2 

Supongamos lo contrario, i.e. D tiene un seminúcleo no vacío que denotaremos por· S¡j. 

SC'.a B = {xE(V(D)-Sv) tales que no existe flecha de x a SD}· Nofen~~; q~~ h,6 0, de.lo 
contrario So absorbe a todos los vértices de (D-Sv)Y por'tarito 'Sv· es 'iiúéleo de D, 
contradicieudo que Des núcleo imperfecta crítica (y que por''tantoiió tie!Íc núcleo).-

Sea Nu un núcleo de B. 

NBUSIJ es un conjunto absorbente en D por construcción de SD, NB y B. 

Por otra parte, no existen SDNa-flechas pues de lo contrario existe al menos una NBSIJ-flccha 
(ya que SIJ es semimícleo de D), contradiciendo la definición de D. Ademns, como N 8 <;;,_B, 
110 existen NnSD-flr.chas, por construcción de B. Por lo tanto NaUSv es un conjunto 
independiente en D, así que N aUSIJ es 1111 mícleo no vacío de D, contradiciendo que Des 
núclc.'O imperfecta crítica. 

t 
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El siguie11te resultado será de utilidad en In prueba;de .un 'J'ec>renm posterior: 
Teorema:l:7~-: ·: __ ,-- :: . , .,., -~-/-, -~--_,.,_,--_';e:'º 'e· - ·• __ . . 

' '. ·:· '. . . '\, . . 
Si Des finit.a y 110 posee ciclos dirigidos impares, ·et!tolices "D'co11t.ie11e un se111i111ícleo no vacío. 

Demostl"a6i6~ 
Defüuuuos previamente en V (D) las relaciones binarias "' y ::::; : 

a) P11ra-v,wEV(D): v;:!w sii existe e11 D u11 camino dirigido de w a v. 

b) Para v,wEV(D): v"'w sii v::;w y w;:!v. 

La relación ::; es 1111 preorden (relación binaria transitiva y reflexiv-a): 

a) [11::5v y v;:!w] => [existe 1111 vu-camiuo dirigido P y existe un wv-cmuiuo dirigidoR] => [RUP 
es un wu-camiuo dirigido] => [u=:;w]. Por lo tanto Ja relación es transitiva. 

b) P11m todo vértice u existe el u11-cami110 dirigido de longitud nula, de ahí que u;:!u. Por lo 
t1111to Ja relación es reflexiva. 

La relación "' es de equivalencia: 

a)Para todo vértice u existe el 1111-camino dirigidode longitud nula, de ahí que u-u. Por lo 
tanto )¡i relación es reflexiva. · 

b) u"'v => [existe uv-cmniuo dirigido y existe vu-camino dirigido] => [existe vu-camino dirigido 
y rxiste uv-camino dirigido] => V""U. Por lo tanto la relación es simétrica. 

e) [u"'v y V"-'W] => [existen vu-camino P, uv-camino Q y existen un wv-camino R; vw-camino 
S] => [RUP es un wu-camino dirigido y QuS es un uw-camino dirigido] => [urvw]. Por lo 
tanto hL relación es transitiva. 

Sea moEV(D) un elemento mínimo con respecto a la relación ::::;, es decir, VmEV(D) [m::!mo ,=> 
lll"'Tllo]• .· 

Sea l\.f={mEV(D) tal que 111-mo} 

Si consideramos Jos siguientes conjuntos: 

S={mEl\-1 tal que existe un camino dirigido de longitud par ele 1110 a m} 
l={mEM tal que existe un camino dirigido de l~ngit"ud impar de mo a m} 

Entonces se tiene que: 

a) mo ES 

b) Snl=0: 

- De Jo cont.rario 3sESnl 

- i.e. existe mos-camino dirigido P de longitud par, mos-camino dirigido Q de longitud impar 
y existe un smo-camino dirigido R pues mo"'s ,,_; .. 

- Si Res de longitud par, entonces QUR es un camino dirigido cerra.do de longitud i1np_8:r. 

- Si Res de longitud impar, entonces PUR es un camino dirigido cerrado de Íongiti:iciimpar'. 

- Como todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un ciclo'dirigido dt{Jórigit~d 
impar (Teorema 1.3) se tiene que D contiene uno, contradiciendo Ju hipd,tesis. ;_,,~i' _ _ . . 

- Por lo tanto Snl=0. ''t,>\ ."~--
Veamos ahora que tod1L~ la.~ Hechas de D que salen de elementos dri S,' Íle~l~1i''.'¡l,;J;':~~í~ri'\1ES -

y vEV(D) tal<)S que (u,v)EF(D), como uES entonces existe m1 ni.0 u~é:arnind 1_dlrigidiFPde 
longitud par, de manera que Pu(u,v) es un m0v-camino dirigido de JoríiÚt'íiCJ 'iiilpar/por Jo 
tanto, vEl. · . . . · 
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Por otra parte, de cada vértice de 1 sale alguna flecha hacia S: observemos primero que de todo 
vértice en I salen flechas ya que si uEI entonces existe un m 0u-camino dirigido de longitud 
impar, i.e. u:'.$1110 , entonces li""mo por la elección de mo (mo es un elemento mínimo con 
respecto a la relación :::$), por lo tanto existe un umo-c.amino dirigido, por lo que de todo 
vértice uEI 1mlen flecha.'>. Además, todas las flecha.., que salen de uEI llegan a S pues si 
uEI y vEV(D) dr. manera que (u,v)EF(D) (sabmnos ya que tal flecha existe), como uEI 
entonces existe un m 0 u-camino dirigido de longitud impar P, por lo tanto Pu(u,v) es un 
camino dirigido de loilgitud par, de ahí que vES. 

Entonces, de ln.'1 dos observaciones anteriores se sigue que S es seminúcleo pues es un conjunto 
independiente (las flechas que salen ele S llegan a I, con S e 1 disjuntos) y todas las flechas 
que salen dn S llegan a vértices de 1, dn los cualns, por la segunda observación, salen flechas 
hacia S. Observemos además que al menos rnoES, por Jo tanto 8#0. 

Por lo tanto D contiene un seminúclco no vacío (S). 

t 

El siguiente es un resultado cuya demostración original se caracterizó por ser extensa y 
compleja. Aquí, con la evidente ayuda del concepto de seminúclcos, se presenta la elegante 
demostración del Dr. Newmann. . 

Corolario 2.1 
·.· ¡, .• '• ' . 

(Teorema de Richardson) Si D es finita y no posee ciclos impares, entonces D es núcleo-perfecta 
y por consiguiente posee un núcleo. · 

Demostración 

Observemos que cada una de las subdigrálicas Di deD (dondeV(Di)s;V(D)) cumplen con las 
hipótesis del Teorema.2.7 (es decir, toda sÚbdigráfica Di de D es finita y no posee ciclos 
impares, pues de no ser así, D iio' se'Í.-ía 'finita Ó tendría algún ci.clo impar). 

De manera que el Teorema 2.7 nos asegura que toda subdigráfica inducida de D posee un 
seminúcleo no vacío. 

Por lo tanto, por definición, D es una digráfica núcleo-perfecta. 

Eut.onces, por el Teorema 2.6 se tiene que D posee llll núcleo. 

Otros resultados importantes se incluyen n continuación: 

Lema 2.7 

Si D es bipartita'., entonce5 D es núcleo-perfecta 

DemostraCión ·. 

t 

Dado que ctoéfa ~~bdigráfica D; de mmdigráfica bipartit.a también lo es (de lo contrario D no 
sería bipartita pues V(D;)~V(D) para toda D;), entonces basta probar que toda digráfica 
bipartita D' contiene al menos. un seminúcleo: 
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Si existe vEV(D') tal que de v no salen flechas, éntónces {v} es un seminúcleo (pues es un 
co11junto independiente y cumple la segunda condición de-seminúcleos por vucuidad), y la 
prueba culmina. 

De no ser así, entonces la digráfica no puede ser la trivial, de manera que es válido considerar 
(A,D) una partición de V(D') en conjuntos independientes ajenos (tal partición existe pues 
D' es bipartita). Observamos que A y D son núcleos de D' pues son independientes por 
construcción, y por esa propiedad, considerando además de que no existen vértices de los 
que no salen flechas (pues ese fue el primer caso), se tiene que para todo vértice en A (o 
B) existen flechas de A (o B) hacia B( o A). 

t 

Teorema 2.8 

Toda digráfica no míclco perfecta contiene una subdignífica inducida núcleo impe~fecta crítica. 

Demostración 

Sea D una digráfica que no es núcleo perfecta. Por lo tanto existe una subdigráfica inducida de 
D que no tiene núcleo. Sea D* la mínima subdigráfica inducida de D que no tiene núcleo, 
con respecto al siguiente orden: H:5F si H es una subdigráfica inducida de F. Entonces toda 
subdigráfica inducida propia de D* tiene núcleo1 • Por lo tanto D contiene una digráfica 
núcleo imperfecta crít.ica, a saber D*. 

t 

Teorema 2.9 

Si Des una digráfica núcleo-imperfecta-crítica entonces: 1) no existe una partición {Vi, V:z} de 
V(D) tal que D(Vi.,\12) ~ Sim(D), donde D(Vi,V2)={uvEF(D) tales que uEVi. y vE\12}; 2) 
es decir, Asim(D) es fuertemente conexa. 

De1uostración 

1) Probemos la primer parte del Teorema haciendo uso del Lema 2.6: 

Supongamos Jo contrario, i.e. existe una partición {Vi, V2} de V( D ) tal que D(Vi.,V:z) ~ 
Sim(D), donde D[Vi,V:i)={uvEF(D) tales que uEVi y vEV2}. 

Consideremos la subdigráfica inducida de D, D[Vi.), que es una sudigráfica propia debido a que 
{Vi, V2} es una partición de V(D) y por consiguiente \12#0 y Vi#V(D). Entonces D[Vi) 
t.iene un mícleo no vacío que denotaremos por N (pues por hipótesis D es una <ligráfica 
utícleo imperfecta crítica). 

Veamos que N es seminúcleo (110 vacío) de D: 

- N es iudependiente en D ya que es independiente en una subdigráfica inducida de D. 

- Sea vEV(D)-N. Afirmamos que para toda Nv-flecha en D, existe una vN-flecha en D: si vEVi 
la afirmacicín se cumple pues N es mícleo en D(Vi ]; en c-,.ambio, si vEV2 entonces existe 
vN-tleclm simétrica en D (pues por hipótesis D[V¡,V2) ~ Sim(D)), por lo que la afirmación 
es cierta. 

1 BI 111í11imu esui hitm definido pues la.,-; <ligr1Ulcus quf! solo tienen uno o dos vórt.icC81 son n.1íclco pcrfc.'ctas 
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Por lo tanto hemos encontrado un scminúcleo no vacío de D, N,- Jo que contradice Ja hipótesis ele 
que-o es míclco imperfecta crítica (por el Lema 2.6). Se sigue que no existe._una partición 
ele V(D) con las propiecla.des mencionadas en el enunciado. 

2) Ahora se probará que Asim(D) es fuertemente conexa: 

Sabemos por hipótesis que no existe una partición {Vi, V2} de V(D) tal que D[Vi, V2) ~ Sim(D); 
i.e. para toda partición {Vi, V2} de V(D), D[Vi,V2) ~ Sim(D). Por lo tanto existe una 
V¡ V2-flecha en Asim(D) 2 • De modo que haciendo uso del Teorema 1.5 (cuya- demostración 
puede leerse en el capítulo 1) tenemos que Asim(D) es fuertemente conexa, 

t 

Corolario 2.2 

Si Des una digráfiea núcleo imperfecta crítica entonces Asim(D) tiene 'ciclosdirigidos~ 

Demostración 

El incioo b) del Teorema ant.erior nos asegura que Asim(D) es fuertenientc conexa, por lo tanto 
Asim(D) tiene ciclos dirigidos por el Teorema 1.6. 

t 

Teorema 2.10 
' ... ... ,,. 

Si en una digráfica D cada ciclo dirigido contiene una flcclia simétrica entonces D es. núcleo 
perfecta3 • · 

Demostración 

Supongamos Jo contrario, i.e. D no es núcleo perfecta. Entonces por el Teorema 2.8, D contiene 
una subdigráfica inducida núcleo imperfecta crítica, H; así que existe un ciclo dirigido 
")'~Asim(H) como consecuencia del Corolario 2.2, y dado Hes subdigráfica inducida de D, 
entonces -y~Asim(D), lo que contradice la hipótesis inicial de que en D cada ciclo dirigido 
tiene al menos una flecha simétrica. Por lo tanto D es una digráfica núcleo perfecta. 

t 

Corolario 2.3 

Si D es no es una digráfica núcleo perfecta (es decir, D es núcleo imperfecta crítica .o con
tiene alguna subdigráfica inducida míclco imperfecta crítica y no necesariamente propia), 
entonces existe un ciclo dirigido contenido en Asim(D). · 

Demostración 

Este corolario se cumple por contrapositiva del Teorema anterior. 

f 

2Como In propiodnrl do c¡ue D[Vi,\'21 g; Sim(D) ""cumple pa~11'todn.pnrtición de V(D), en particular pnrn 
{V2, Vi}, entonces también existe una V2Vi-flccha en Asim(D) . 

3 l~s decir, D no es núcleo imperfecta crítica y 110 contiene alguna subdigráfica inducida núcleo irnperfocta 
crítica 
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El siguiente resultado (cuya·prueba original fue debida·a Berge), permitirá.demostrar im-. 
pórtantes'resultados·en el Capítulo '4: . ' ... · . . . . ..... . 

Teorema 2.11 (Berge) 
. . 

Una digráfica completa Des mícleo-pe~fecta sii todo clclodirlgido tiime al.nie11os 'uná.flecha 
simétrica. 

Demostración ( =>) 

Supongamos que D es núcleo-perfecta, i.e. toda súbdigráfica inducida de b'tié~e i11ícl~. 
Si D no tiene ciclos entonces el Teorema se cumple por vacuidád. .· . . . .··· . . ... 

Si D tiene m1 ciclo r, por demostrar que r tiene al menos Ímaflecba ~imét~Íéa\: '. > 
Consideremos Ja subdigráfica inducida por tal ciclo, es decir, D(V(r)). P~r hlP<ítefii.s D(V(I')] 

tiene núcleo, que consiste de un solo punto { v} pues D es completa. • :::s~~~; ·~fr't!\i''' ' ' ·· 
Observemos que ver (pues V(r)=V(D(Yr})), por lo tanto 3u,wers;;n¡yfr)J t~l~q~e{~.~)EF(D) 

y (w,v) E F(D). . •.... · .. / , :.;·• .;:.,¡~;~·,L·~C: .t. :, ;; . 
Como {v} es núcleo, entonces en particular el vértice u es absorbido:por;·:v:,·;defoa1iera que 

(u,v)EF(D). • . · · 

Por lo tanto r tiene al menos un arco simétrico, a saber· el· a.feo 'entre u' & ·v. 

t 
Demostración ( <::) 
Supongamos lo contrario, i.e. D no es núcleo perfecta. Entonces D contiene wm subdigráfica 

inducida núcleo imperfecta crítica (por el Teorema 2.8), por Jo que existe un ciclo dirigido 
contenido en Asim(D) (por el Corolario 2.2), contradiciendo la hipótesis inicial de que todo 
ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica. 

t 

El siguiente Teorema será utilizado en el Capítulo 4 y en la presente tesis no se anexa su 
demostración por tratarse de una extensa prueba que desviaría al lector del objetivo principal 
del este trabajo; sin embargo, la demostración puede encontrarse en la referencia [4). 

Teorema 2.12 {Galeana-Sánchez y Rajsbaum (4)) 

Sea T un torneo hamiltoniano cou n vértices y 'Y un ciclo dirigido hamiltoniano de T. Para 
cada k (3~k~n-1) existe un ciclo dirigido de longitud k, digamos '"(k, contenido en T, tal 
que IA(¡k}nA('Y)j~l. · 

Culminamos así este capítulo que tiene corno principal objetivo presentar al lector el concepto 
más importante de la presente tesis, el de mlcléh de· una digráfica; ademá.~ de reunir importantes 
resultados que serán de gran utilid!ld en c'apítulos posteriores. 
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Capítulo 3 

Aplicaciones de núcleos 

Las aplicaciones del concepto de núcleo de una digráfica, son muy diversas; el presente capítulo 
presenta el análisis de algunas de ellas que pertenecen al área de Teoría de Juegos, Lógica y 
Combinatoria. Debe observar el lector que lograr representar correctamente un problema de 
cualquier índole con una digráfica, permite concluir muchos resultados del problema planteado 
originalmente, haciendo uso de las propiedades y Teoremas estudiados en la Teoría de Digráficas 
(en est.e caso nos referimos a propiedades y Teoremas relativos al concepto de núcleo). Algunos 
de tales problemas son de el juego entre dos personas, c6mo determinar una base de axiomas, y 
las antibascs de una teoría, entre otros. En algunas de las aplicaciones se hace uso del resultado 
toda digráfica transitiva tiene núcleo ¡¡ todos .m.s núcleos tienen la misma cardinalidad, cuya 
prueba es también incluida en el presente capítulo. 
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3.1 Teoría de Juegos 

El concepto de mícleo fue introducido con el nombre de soluci6n en la Teoría de Juegos de la 
siguiente forma: 
Considérense n personas (1),(2), ... ,(n) que eligirán de manera colectiva un punto x o situaci6n 
de un conjunto X o conjunto de situacione.~, es decir, entre las n personas deberá construirse 
una estructura de preferencia entre las situaciones y para ello deberán establecer una relación de 
preferencias entre pares de elementos de X. Se analizará aquí bajo qué criterios se establece tal 
relación. Debe mencionarse que dado que las preferencias individuales pueden no ser compatibles 
y que se requiere de una elección colectiva, éstas no serán consideradas; además, aunque la 
preferencia unánime de una situación a sobre una situación b sería la mejor solución, es poco 
probable, de ahí que lo que consideraremos será la capacidad de imponer u obligar la preferencia 
de a sobre b. 
Se dice que a es efectivamente preferida a la situación b si entre las n personas existe un grupo 
capaz de imponer la preferencia de a sobre b. 
El conjunto X y la relación de preferencia efectiva entre algunos pares de situaciones define una 
digráfica D tal que V(D)=Xy (a,b)E F si bes efectivamente preferida sobre a. 
Ahora· bien, si la digráfica D tiene un núcleo S, entonces la elección de un punto ::e se limita 
simplemente a elegir un punto de S pues dado que S es independiente se tiene que ninguna 
situación en Ses efectivamente preferida a otra de S, y si x f/:S entonces existe otra situación en 
S que es efectivamente preferible a x. 1 · · 

3.2 Base de axiomas 

Considérese una Teoría o conjunto de proposiciones 
T={ a,b,c, ... }. Encontrar una base de axiomas para esta Teoría es equivalente a encontrar un 
conjunto de proposiciones B tal que: 

,, . . . 

l. Cada proposición que no está en B es consecuencia lógica de alguno de los axiomas. 

2. Ningún axioma es consecuencia de algún otro axioma. 

Representando cada proposición con un vértice y si cada vez que b: iuibli.~ue a entonces 
a-> b, obtenemos una digráfica D transitiva, es decir, [(a,b)EF(D} y(b,c)E.F{D) implica que 
(a, c)EF(D }]. A continuación se demostrará que toda digráfica transitiva tiene al menos un núcleo, 
y que todos los posibles núcleos tienen la misma cardinalidad. 

Para el siguieut.e Teorema es necesario recordar la definición introducida en el primer capítulo: 
una componente fuertemente conexa terminal de D es una componente fuertemente conexa de 
D tal que de ella no salen flechas hacia otra componente fuertemente conexa distinta. 

Teorema 3.1 

Si D es transitiva, entonces: 
a) D tiene al menos un núcleo N 
b) ISJ = JNj para todo núcleo S. 

1 Notemos aquí la utilidad de la construcción de las flechas en D con respecto a la relación de preferencia 
efectiva pues de haber opto.do por la otra construcción posible (a,b)E F •i a es efectivamente preferida aobre b 
entonces ya no se cumple que para :i: en X- V(S) existe otra situación en S que es efectivamente preferible a :i:. 
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Demostración. 

Se dice que una componente fuertemente conexa es aislada cuando no hay .caminos con vértices 
de ésta y de alguna otra componente. 

La prueba consiste de las siguientes proposiciones: 

Proposición P 1 • VKi 3xEK; (xEN] con Ki componente fuertemente conexa termirial; es decir, 
toda componente fuertemente conexa terminal K; tiene un vértice:quécs también elemento 
del núcleo N. · · 

Demostración Pi 

Supongamos Jo contrario, i.e. 3Kj [Vx E V ( Kj) (x~N] con ,Ki -~~mp6n¿htó _Ítiért~m~11te. 
conexa terminal; es decir, existe una componente fuertemeí1tec0rieica terminal Kj tal 
que no tiene ning1ín elemento del núcleo. 

Por ser tcrn1inal, de J(; no salen flechas. . ..:- ...... : .. <:.·~'.-'.:. ,:.~.•· 

Por Jo tanto N no es absorbente (pues para todo vértice x de K} fl~,11~~ flecl1a'i'<le x a 
N), contradiciendo que N es núcleo. . -.. · ... ._. · . 

t. ·'F.:':;· "'', 

Proposición P2 • Para toda componente fuertemente conexa no tem'-iin~f (y.~~i ~ri;fe no aislada) 
2 existe camino dirigido de ésta a alguna componente fuertemente coí1exa :t'erminal. 

. . ., '.. . ... - . ~'·, . \ 

Demostración P2 

Por inducción sobre el número de componente fuertemente conexas. 

Base. Si D tiene una sola componente fuertemente conexa Ci entonces tal coniponente 
es terminal, por lo que de C; no salen flechas, de ahí que sea aislada. Por lo tanto la 
proposición P2 se cumple por vacuidad. 

Hipótesis de inducción. Si D tiene n componentes fuertemente conexas entonces de cada 
una de las componentes fuertemente conexas no terminales (las cuales son no ais
ladas pues de lo contrario ::;crían terminales) hay un camino dirigido hacia alguna 
componente fuertemente conexa terminal. 

Por demostrar que si D tiene n+ 1 componentes fuertemente conexas entonces de cada una 
de las componentes fuertemente conexas no terminales (las cuales son no aisladas) 
hay un camino dirigido hacia alguna componente fuertemente conexa terminal: 

En D siempre existe una componente fuertemente conexa terminal, entonces por 
el Principio de Dualidad (aplicado a la existencia de tal componente) existe Xk 
componente fuertemente conexa tal que a ella no entran flechas. 

Consideremos D'=D-Xk. 
D' tiene n componentes fuertemente conexas 3 , así que por hipótesis de inducción 

hay un camino dirigido de cada una de las componentes fuertemente conexas.no 
terminales de D' hacia alguna componente fuertemente conexa terminal.j :· 

Veamos ahora qué sucede con Xk: 

Si de Xk no salen flechas, entonces es una componente aislada, y porlo tanto se cumple 
Ja proposición P2 • 

En cambio, si hay flechas que salen de Xk, hay dos posibles casos:· 
2Esto se debe a que si una compoucntc es aislada entonces es tern1inal) · .. <- .,.,,>, 
3 No numen ta el ntímero de componentes fuertemente conexas pues de lo contrario, algún par de compOncntes 

tendría vértices en común, contrndiciendo el hecho de que las componentes son ajenas entfc sí · 
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- Si las flechas salen hacia alguna componente terminal, entonces se cumple la proposición 
P2. 

-Si las flechas salen hacia alguna componente no terminal: ~ (u;v)EF(D)doiide uE Xk y 
ve Ci componente no terminal; por hipótesis de inducción hay im wZ-ca1ÍÍino dirigido 
P de Cj a alguna componente terminal C; (donde wEV(C;) y zEV(C;) ); ahora bien, 
como C; es fuertemente conexa, existe ull' vw-camino dirigido P' en tal componente; 
de manera que R=(u,v)uP' U P es un camino dirigido de Xk a una componente 
fuertemente conexa terminal. · -

Por lo tanto la proposición se cumple también para la componente Xk. 

Por lo tanto de cada componente fuertemente conexa no terminal (y por tanto no aislada), hay 
un camino dirigido hacia alguna componente fuertemente coneXa,termiriaL · 

;~ ,::_ :f .: :<' 
Proposición P 3 • VxEN[xE K; para alguna componente fuerteme1~tec6ne~a te~minal K;J, es 

decir, si X pertenece al núcleo entonces también pertenece á i.Jífa component{Ífuertemente 
conexa t<irininal. . . · >C::·· ~~-;~,~.:;:~~;~:~t:~ ,;c~·:K~--~~~~f)~;-~I~~:~~-.~:~;;i~t[;<::f_:·;· ;,: ,~; .. -:~:. 

Demostración P3. ·, •'>>~''t;}'.;:¿: '''· .·::.- :;,~. 

Supongamos lo contrario, i.e. 3neN[nECk con Ck no te~íniriiil];j~;deéi'r;~illte·un ele-

Po<~;,·~;;~:,~;::;::~ u;: ~:::1!l~~~;~~~~~~~l~~do 
Por P1 , 3u'EN[n'EK;), es decir, existe un elemento n''del núc;leo"é1~';{(/¡i5~'.<::~ .. '.'.\;, · 

Como Ck y K; son fuertemente conexas entonces existe un ny.:'.é:iiriíingdifigidJ Q en Ck 
y un wn'-camino dirigido R en Kj · .. , >: '· ;?~)&~·'~J}(~~~''/J ···•·· 

Consideremos S=QUPUR, que es un nn'-camino dirigido;: 

Por transitividad aplicada tantas veces como la longitúd \i~L'~i~~/~,• ~ tiene que 
(n,n')EF(D). ;;Ú;:;;(:~;:¡;~lf',;';· , 

Entonces N no es independiente, lo que contradice qu~ N~·iiti~I#>.?:° 
Por lo tanto VxeN[xE K; para alguna componentefüerteiii,e~€~\~011exa terminal K;] 

-. .. . . ~ ; .'· A:.!1t~~~'f,.~~ti~~;::\ · 
Proposición P4 • No puede haber más de.un elemento del úúcleo en una misma componente 

fuertemente conexa terminal. · · ···. - · 

Demostración P4. 

Supongamos lo contrario, i.e. 3x,yEN[x,yEK; para alguna·K3 componente terminal), esto 
es, existen dos elementos del núcleo que pertenecen a una misma efe terminal. 

Como Ki es fuertemente conexa, existe un camino dirigido T de x a y. 

Aplicando la transitividad de D tantas veces como la longitud de T se tieue que (x,y)EF(D), 
lo que contradice que N sea un conjunto independiente. 

t 
Con los resultados anteriores se puede entonces asegurar que la digráfica transitiva D siempre 

tiene un núcleo, pues basta tomar un elemento de cada componente fuertemente conexa 
terminal para construirlo ; y además la cardinalidad del núcleo es igual al número de 
componentes fuertemente conexas terminales de D, por lo que es la misma para cualquier 
otro núcleo de la digráfica. t 
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Podemos ento.nces .eunc.iar, 131 siguiente 

Corolario 3.1 

'lbda digráfica D transtiva tiene un núcleo, y todos los núcleos tienen Ja misma cardinalidad. 

Entonces, dado que la demostración anterior nos asegura que toda digráfica transitiva tiene 
núcleo, el problema de encontrar una base de axiomas es equivalente a encontrar un núcleo Nen 
D: como N e.'l independiente entonces ningún axioma de N es consecuencia de algún otro elemento 
del núcleo (que es Ja propiedad 2), y al ser N es absorbente entonces todas las propiedades de 
la Teoría que están representadas por vértices de V(D)-N son implicaciones de algún axioma o 
vértice en N (es que Ja propiedad 1). 

3.3 Juego entre dos personas 

Sean a, b dos jugadores y D una digráfica finita, conexa y sin ciclos. Definamos un juego como 
sigue: 
Sea xo E V(D) un punto inicial. El jugador a selecciona un punto :i:1 en r+(xo), inmediatamente 
el jugador b escoge cualquier vértice x 2 en r+(xi), después nuevamente a selecciona xa en 
r+(x2 ), y así sucesivamente hasta que uno de los dos jugadores pierda cuando no pueda elegir 
más vértices. Obsérvese que si D tuviera ciclos entonces el juego podría no tener fin. 
Ahora bien, si D tiene un núcleo N, entonces el jugador que elige un punto en él empatará o 
ganará el juego por las razones que se exponen a continuación: 
Sea X¡ EN la elección de alguno de los jugadores, digamos a. Si r+(x¡) = 0 entonces el jugador 
b ya no podrá elegir otro punto dándole a su contrincante la victoria¡ en cambio, si r+(x;)# 0, 
dado que r+(x;)C( V(D)-N) (pues N es independiente), entonces el jugador b solo podrá elegir 
algún punto Xi+I fuera del mícleo y el juego no puede terminar aquí pues N es absorbente (i.e. 
3 yENtal que (:r.;+i.Y)EF(D)); a continuación a siempre tendrá la opción de elegir un punto en 
N (siempre existe tal vértice pues N es absorbente) regresando al caso que ya hemos explicado 
en donde el jugador b no puede ganar. 

3.4 Lógica y combinatoria 

Sea P un conjunto de propiedades P={Pi. P2 1 P3, ... } y un conjunto de Teoremas de la forma P; 
implica Pi, Jos que pueden ser representados por una digráfica D donde V(D)=P y (P;, Pj)EF(D) 
sii (P; implica P; es consecuencia lógica de al menos uno de los teoremas]. 
Supongamos que se quiere demostrar que la Teoría representada en D es completa, es decir, 
que todas bL'l implicnciones representadas por 75 son falsas, o bien, por cada (p,q)~F(D) con 
p;ifq debemos asignar un estudiante con Ja tnr<'.a de encontrar un contraejemplo de Ja afirmación 
p implica q. Notamos que dependiendo la Teoría, el hecho de encontrar un contraejemplo por 
ca.da (p,q)~F(D) puecle constituir un arduo y quizá innecesario trabajo debido a la posibili
dad de demostrar la falsedad de todas las implicaciones probando solamente la falsedad de un 
subconjunto de ellas¡ afortunadamente podemos por medio de la teoría de núcleos, determinar 
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el mínimo número de estudiantes necesarios para mostrar"que todás· las posibles implicaciones 
están ya representadas en la digráfica 75: . . 

a) Construyamos la digráfica H tal que V(H)=F(75) y donde (ij)EF(H) sii [Za implicación i 
es verdtufera implica la impUcació11 j es verdadero], 

b) Hes t.ransit.iva y por consiguiente tiene al menos un núcleo N donde INl=ISI tal que Ses 
mícleo (por el Teorema 3.1), 

c) Ahora bien, dado que N es absorbente se tiene que si las implicaciones que están en N 
son falsas, entonces todas las implicaciones (que son flechas en 75 y vértices en H) son falsas4 ; 

y como N es independiente resulta ser un conjunto minimal (mínimo por contención) con la 
propiedad previa. 

d) Entonces INI es el mímero de contraejemplos (estudiantes) necesarios para mostrar que 
todas las implicaciones de I5 son falsas. 

A continuación un ejemplo de esta aplicación de núcleos: consideremos la siguiente digráfica 
D y su correspondiente digráfica complementaria. 

Dignlli<aD 
Dignllic~ complcm'."'taria 

P2 

/º 
PIO' O 

'--.. P4 

o 
P3 

En este ejemplo deseamos verificar que es suficiente probar la falsedad de las implicaciones 
representadns por las flechas 3, 4, 5, 7 y 10 de 75, pues de ellas se sigue la falsedad de las 
otras posibles implicaciones (v.g. P2l;-P1 pues de lo contrario P2=>P1=>P3, contradiciendo la 
afirmación ele que la flecha (P2 , P3) es falsa). 
En este caso, la digr¿ifica H cuyos vértices representan las diez flechas de D, y donde (ij)EF{H) 
sii [la implicación i es verdadera implica la implicación j es verdadera), es la siguiente: 

<tya que si considerarnos una implicación i fuera del núcleo N, hay una flecha hacia un elei~ento de N, digamos 
j; como (iJ)EF(II) entonr.cs la vcrnr.idnd de i implir.n In veracidad de j, i.e. In falsedad de j implica la falsedad de 
i, por lo tanto no es necesario probar la falsedad de i · · 
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Digráfica H asociadá a D 

Observamos que en H, el conjunto N={3, 4, 5, 7, 10} es un núcleo. Ahora, por ser N un 
conjunto absorbente, se tiene que si las implicaciones 3, 4, 5, 7 y 10 son falsas, entonces todas 
las 10 implicaciones son falsas (*); y dado que N es un conjunto independiente, entonces N es 
un conjunto minimal con respecto a la propiedad anterior (*). Al ser N el único núcleo de H; se 
sigue que cinco contraejemplos son necesarios para probar que todas las implicaciones de D son 
falsas. 

3.5 Antibases de una Teoría 

Una Teoría T=(X,C) se define por: 

l. Un conjunto X de proposiciones X¡, x2, x3 ; •••• 

2. Una relación de cerradura C en X: para ScX se denota con C (S) al conjunto de todas las 
proposiciones en X que pueden ser probadas a partir de las proposiciones en S. Para sEX 
denotaremos comoC (s) a C ( {s}). 

Se dice que una Teoría T=(X,C) es unitaria si se cumple que VxEC(S) 3seS [ xeC(s) J es decir, 
si para cada elemento x de C(S) existe un elemento s en S tal que x pertenezca a la cerradura 
C de s. De otro modo T es plural. Si T es unitaria entonces puede ser representada por una 
digráfica transitiva D tal que V(D)=X y donde (x,y) E F(D) sii xeC(y). 
Se define como una base de axiomas para T a un conjunto B ~ X tal que C(B) = X y el cual es 
mínima respect.o a la propiedad mencionada. 
Una antibase pam T es un conjunto A ~X que cumple lo siguiente: VxeX[C(x)nA;* 0) y el 
cual es mínima con respecto a esta propiedad. Ésto se interpreta como sigue: si todas las 
proposiciones en A son falsas entonces tocias las proposiciones en X también lo son 5 , y A es 
minimal con respL>cto a esta propiedad. 
La i11vei·sa 1"=(X,C? de una Teoría T=(X,C) se define.coi:i lo siguiente: V'xEX [ x E C'(S) sii 
C (x)nS;to 0j . T' es una Teoría pues X es el mismo conjunto de propósiciones que en T, y C' 

5 Tóme>8e una implicación cualquiera X en X, si X es falsa et ~.~~~ciado es cierto, si X es verdadera-'·~nton~es 
todns Jns implicaciones de C(x) lo son, contradiciendo nuestra afirmación inicial. 
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es una relación de cerradura en X. 
El problenia que se plantea es el siguiente: dado A~X, determinar si A es antibase de la Teoría 
T=(X,C). La teoría de núcleos proporciona herramientas suficientes para resolverlo: 

- Determinar si A es base para T'=(X,C'): 

+ Sea H la digráfica que representa a T'. Se prueba (en el Lema 3.1) que T' es unitaria, 
por lo que siempre puede ser representada por una digráfica transitiva. 

+ Basta verificar que A es núclt.'O de H (por el Lema 3.3), para ello es suficiente observar 
que A intersecta a cada una de las componentes fuertemente conexas terminales de 
H exactamente en un punto (pues Hes transitiva y por el Teorema 3.1) 

- Si el punto anterior se cumple entonces A es antibase de T (tal implicación se demuestra 
lema 3.2) 

A continuación presentamos el fundamento teórico del argumento anterior: 

Lema 3.1 '· 
';' 

La inversaT':i::(x;c') d~ unll Teoría T es unitaria. 
Denio~t'~~~i¿K;; ~i .. . ..··. . . . . 

Sea sC:x;idE:'c'(S). Por demostrar que 3sES tal que xEC'(s). 

Po.r definición de C' tenemos que C( x)nS;6 0. Sea sEC(x)nS, por lo tanto sEC(x)n{s}. 

Entonces C(x)n{s},., 0, i.e. xEC'(s) por defiilición de C'(s); i.e. T' es unitaria. 

t 
. . 

El Lema anterior nos permite observar que dado que la inversa de una Teoría es unitaria; entonces 
podrá ser representada por una digráfica transitiva; 

Lema 3.2 

A~X es una antibase para T,;,,,(X,C) sii A es una base para T'=(X,C') la inversa.de T 

Demostración .. ( ~) . 

Supongamos que A~X es una antibase para T. . . . . . , 

Entonces por definición de antibase se tiene lo siguiente: VxEX(C(x)nA;if0], esto es, para todo 
elemento de X la interSt,'CCÍÓn de A con la cerradura de x t.'S no vacía. Y·además; A es un 
conjunto mínimo con respecto a esa propiedad. · 

Por lo tanto VxEX(xEC'(A)] con C' la relación de cerradura de T. Ésto se debe a.la definiciÓtÍ 
de una teoría inversa; y A continúa siendo mínima con respecto a tal propiedad. · · · · 

Por lo tanto X= C'(A) y A es mínima! con respecto a esta propiedad. 

Entonces A es una base de axiomas para T'. 

t 
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Demostración (-<==) . 
Supongamos que A es una bosc de axiomas para T'. 
Entonces C'(A)=X y A es mínima con respecto a esta propiedad, por definición de base. 

i.e. 'v'xEX(xEC'(A)]. Por lo tanto 'v'xE X(C(x)nAf 0], es decir1 para todci';eleniénto x. de X 
se tiene que x es elemento de la cerradura C' de A, debido n la definición dé una teoría 

' ' ':, ~ . . ' 

inversa. 
Por lo trulto por definición de antibase, A es una antibase para,T. . . 

t 

Lema 3.3 
: . . 

A<;X es una base para T'=(X,C') sii A es un núcleo para H la digráfica transitivá que representa 
T

, : 
a . 

Demostración (-<==). 

Sea H_ la digráfica que representa a T'=(X,C'), de modo que V(H)=X·y [(x;y)eF(H)siix~C'(y)]. 
Sea N un núcleo de H. Por demostrar que N es base para T'=(X,C). -~ , ...•.. ·· :. : · 

Como N es absorbente, 'v'xE(X-N) 3yEN [(x,y)EF(H)], lo que signifire'q~1e:;~raJ.<JdÓ el~inento 
x que no forma parte del núcleo siempre existe· un vértice y de N ;tál.,qi.t~\la'fléc!Ía·(x;y) · .. 
está en H. '•., ;,'.<.::·''." "\~;· ; ' . .. 

i.e. 'v'xE(X-N)3yEN[xEC'(y)], debido a cómo fueron construidas los flechlis d~ ~;i:~:'x~C'(N). 
Por otra parte, N es mínimo con respecto a la propiedad anterior, de l~~C:iitr~ri~:'.'.': \ 

~~~!:~':ª~ ~··~fN=N~~i~N')] .. ·· · '>::· ;·;;·.;);:.ltJ.,yr~\ ¡, ... ·. · 
Como N es independiente entonces pura todo punto y del núcloo. N nó l~ay,fleclfas .de la 
forma (x',y), por lo tunto, debido a cómo fueron construidos.las flcchas'cn Hse tierie que 
'v'yEN'[x'i C'(y)], por lo tanto x'iC'(N') :._ '\ '"·'·'' "'""'·'·''· :, "" 
Por lo tanto X~C'(N') contradiciendo que N' es base. . .. . . •· . 
Entonces N es mínimo con respecto a la propiedad mencionada anteriormente.:- " 

i.e. N es base de axiomas de T'. 

t 

Demostración ( => ). 

Sea H la digráfica que representa a T'=(X,C'), de rriodo que:V(IÍ)':';*; ((;IC;y)EF(H} sil ~EC;(y)) 
Y xfy · .: _,._:,,.::: :.: '.á•:._: ~;;,,.:. •.·' ,;',:,:, ·. 

Sea N una base de axio1~as para T'=(X,C'). Por de;ri~t;~;,quE! N esnii61eódeH. 

Se sabe que X=C'(N} y N es mínimo~con J:~b~~?,:,;;4,t{'~5~Í>i,~"~:'~0E.i~~1Íci~;1·de. b,~-
Por el lema 1.1.l T' es unitaria, i.e. 'v'xEC'(N) 3yeN[xEC'(y)]para cualqÚier elemento X de 

C'(N) existe un elemento y de N tal que sé pertenece' a 'c'(y); debido a la definicióri'de una 
Teoría unitaria. · · · · · · · 

Entonces 'v'xEX 3yEN[xEC'(y)J pues N es bose·S~or lo que X=C'(N}) 

Se sigue r¡ue VxEX-N 3yEN[(x,y)EF(H)) siendo;N mínimo é:on.respecto a esta propiedad. Esta 
implicación se debe a cómo fue construida,H y·a qué X-N~X, y puede interpretarse como 
sigue: para cualquier elemento x fuera ele N existe siempre un elemento y de N tal que hay 
unnffcchadexayenH. · · .. ,. · · · · 
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Por lo tanto N es absorbente. 

Probaremos a coutinuación que N es independieute: 
Supongamos que N no lo es, i.e. 3x,x'EN[(x,x')EF(H)], es decir, existen dos puntos en N 
tales que hay una flecha entre ellos. 
Si yEC'(x) y y'lx6 entouces (y,x)EF(H) por construcción de H. . . . .. . . 
Entonces [(y,x)EF(H) y {x,x')E F(H)], así que (y,x')EF(H) por la transitividad de H. 
AdemítS, yEC'(x') por cómo fue construida H. · ' 
Se sigue que X=C'(N-{x}), contradiciendo la hipótesis de que N es mínimo respecto a esa 
propiedad. 
Por lo tanto N es independiente. 

Entonces N es un conjunto absorbente e independiente. 

i.e. N es núcleo de H. 

t 

3.6 Digráfica de implicaciones 

Sea D una digráfica transitiva tal que sus vértices representan proposiciones y cuyas flechas 
representan implicaciones. Sean xi, x2, .. ., Xm las flechas de D la digráfica complementaria de 
D. Sea X={xi. x2, .. ., Xm}· Para ScX sea C(S) las implicaciones que se pueden derivar de las 
implicaciones en S, esto es, todas las flechas de X que están en la cerradura transitiva 7 de D+S, 
o bien, a partir de la falsedad de S se deduce la falsedad de las implicaciones generadas en su 
cerradura transitiva. 
Se dice que una Teoría es la pareja T=(X,C), y ha sido definida por.n,iedio ~e una digráfica 
transitiva. 

Teorema 3.2 
•i 

'.«~>.'.{{.'~· :+~;j _;,?:i:i ',:,~.:'.;,:1.-' :~,'-\ 

En la Teoría T=(X,C) (definida anteriormente por, una digráfi~a.triilisitiV'a'D),'.5e tiene que: 

l. Todas las antibases tienen la mi~ma Cllrdinalidad. ' ---'·· ; 1 ~?t:ji~{.\~\"'.r: .:':·::,:, .. >· , · , 

_ .. _. . ,..· .. : ~ .- .~::f~-~--->~'.;~'.):;_:.::~,;.:·;f~.:::~~-~~~'~.:_:·~si,r::~~·.\A'. :.~: ·.-.:~. -:..··. 
2 .. Tal cardinalidad es el número de absorción de la digráfica H~dcfinid~ .cºIl1?'sig~é:. V(H)=X 

y ((x,y) E F(H) sii y es una· fleclia 'de lá cerrá<lura· tráilsitiya'd~Dtx]:g<,f:/' ?~: , ;:, · · •, 
" . .'. .. . _ , ·r .· ·- . ~- . ·J.,/L.:f!:~?)-0~/~~~ii~;;-:-)~~~~:-.~~. ~---~}'""- ,. -{~· .. fe~ · 

3. Hay una correspondencia uno a uno entrelas,i;.ntib!!:"~cd~;;'.J:',Y~;!?~:gú,f:!}~sA~ff, : , , 
, . -~- - y._c,-,. - .;, .~::~i~">- -)~:~.-.-:~ ~'~-F::.~·:· .. ~;~.-ú;~-~~ 

,.,.,.,,, .,:,-::,-,:,.;_,·,_:_~_\<,·';;,_._·'_¡,_ '_:.;::,_··,·, ·'·· ,, 
.• ·. ~ ... -..,-. ::_jv:.,_,_ .,, - :";~j:;f: ;;-:;;,: >' .';,°:~"' 

6 N6tese que para los elementos x de N puedé ~ué~~i ~ti~:~¡;~~~1e;~~.Y.;ci>~~ori&i~i1i~ ta(~u~yEC'(x); sea 
x mismo; en ese caso la flecha (x,y) no ·existiría por: constrúccl6n :de H::.Además,-.cuando_ y'=x x·e5tá implicado 
por x' pues (x,x')EF{H). · --> '-" ·',..·:.¡: ".';:l'' ""' _; ;:,'\ ¡.:\,, :;.:><·;,\: ( .•· ':' .: : . ~e. \ ,_,;. 

7 La cerradura transitiva de una digráfica D se con8truye agregando a D lasflechÍls necesarias para convertirla 
en una digráfica transitiva. · , · · · ·· · · · ~ - ' 
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Demostración 

Comencemos por demostrar que H es transitiva: 

(x,y)EF(H) sii yEC(x) por definición de F(H). 
sii C(x)n{y}~ 0 
sii xEC'(y) por definición de C'. .·. .. 

i.e. H representa a T' la inversa de T, que es una Teoría: unitaria (por Lema 3.1) _ 
- - - ' • • - - • • •• < -e - Í .~ • ' ' 

Por lo tant.o H es transitiva. ··-· "' ';' .. ~ , ;\ :.- : 

Sea A~V(H)[A es mícleo de H] (siempre existe tal conjunto pues recdrdemcÍ~ que Hes transitiva) 
-'-~· .. ~:;;,/·'- ·;,; .. - -,~- ,~,··;.:.·· , -}:·,'.:" ·. f··· ~ -

i.e. A es base para T' por el Lema 3.3 ,,,, · · · 
':-:~>~ ·1.,~-::./.··· >'/~:: ;:.;~._-.--

i.e. A es anti base para T por el Lema 3.2 · ':;i .. ', .. '.•:,'.· _ . · : , 
Ahora bien, dado que A es núcleo de H entonces cualquiér'C>tro, posibl~'-nucloo'de taldigráfica 

tiene la misma cardinalidad de H (Teorema 3.1); d~ alíí, qtlé todas la8'aritibases de T 
también tengan la misma cardinalidad. 

t 

Podríamos extender aún más el presente capítulo, dacia la diversidad de aplicaciones del concepto 
de míclco, sin embargo considero que es pertinente no hacerlo debido a que no es el objetivo 
principal de la tesis. Continuemos pues con el que considero el climax del presente escrito. 
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Capítulo 4 

Trayectorias y ciclos dirigidos 
monocromáticos en torneos 
m-coloreados 

En este cuarto capítulo de definen torneo, digráficas m-coloreadas y trayectorias dirigidas mo
nocromáticas para entonces introducir el concepto de núcleo por trayectorias dirigidas mono
cromáticas. El problema principal es determinar bajo qué condiciones un torneo ro-coloreado 
tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas; para resolverlo se hace uso de una nueva 
herramienta, la cerradura de una di.gráfica C(D), estudiando primero varios resultados generales 
(v.g. una digráfica r.ompfota e.• núcleo perfecfo sii todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha 
simétrica) y otros relativos a la nueva definición de cerradura (v.g. N es núcleo de C(D) sii Ne.• 
núcleo ¡Jor tmyectorias dirigidas monocmmáticas de D). Entonces puede probarse que algunas 
condiciones suficientC'.s para que la cerradura de un torneo m-coloreado T sea núcleo perfecta son: 
a)cada ciclo dirigido contenido en T y de longitud a lo más cuatro es casimonocromático, b) que 
cada ciclo dirigido contenido en T y de longitud tres es monocromático (o C(T)-monocromático), 
y c)si existe k (3:5k:5p) tal que para todo torneo m-coloreado T'~T, T' no contiene ciclos 
dirigidos de longitud k, se tiene que C(T') es una digráfica núcleo perfecta; o tal que cada ciclo 
dirigido de longitud k contenido en T es C(T)-monocromático. 
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Comencemos definiendo conceptos que nos serán de utilidad: 
Como se definió en el capítulo primero, un torneo es una digráfica completa asimétrica. 
D es una diyráfica m-colorcada si las flechas de D son coloreadas con m colores. 
Denotamos con Ta al torneo transitivo de orden 3 cuyas flechas son coloreadas con tres distintos 
colores; análogamente, denotamos con C3 al 3-ciclo tal que sus flechas son coloreadas con tres 
distintos colores. 
Si D es m-colorcacla, entonces un ciclo o trayectoria dirigida es llamado monocromático si 
cada una de sus flechas son coloreadas con el mismo color. Un ciclo dirigido es llamado casi
monocromático si· con a lo más una excepción todas sus flechas son coloreadas de igual manera. 
Un conjunto I\;;V(D) es i~depcndiente .por trayectorias dirigidas monocromáticas si para todo 

u,vEI, no existe una uv-trayectoria dirigida monocromática en D. Se dice que H~V(D) es ab
sorbente en D por trayectorias dirigidas monocromáti~as, si para todo zEV(D)-H existe una 
zH-trayectoria dirigida monocromática en D (una trayectoria dirigida monocromática de z a 
algún elemento de H). Ahora bien, decimos que N\;;V(D) es núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas de D si es independiente y absorbente por trayectorias dirigidas monocromáti
cas en D. 
Sands, Sauer y Woodrow [2] probaron que todo torneo 2-coloreado T tiene un vértice v tal que 
para cualquier otro vértice x de T existe una trayectoria monocromática de x a v (es decir, 
que T contiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas) 1 ; y a continuación pro
pusieron el siguiente problema: sea T un torneo 3-coloreado que no contiene C3, la pregunta es 
si debe T contener un vértice v tal que para cualquier otro vértice de T existe una trayectoria 
monocromática de x a v. 

· Fue entonces que Minggang [3] respondió a la pregunta planteada, bajo ciertas condiciones: si 
en· el problema T no contiene Ta ni Ca entonces la respuesta es afirmativa, como se demuestra 
a continuación: 

Teorema 4.1 

Sea T un torneo m-coloreado que no contiene T3 ni C3. Entonces existe un vértice v de T 
tal que { v} es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas (i.e. para cualquier otro 
vértice x de T existe una trayectoria monocromática de x a v). 

Demostración 

Por inducción sobre n, el orden de T. 

Bu.se: Si D consiste de un solo vértice (n=l), entonces el Teorema se cumple por vacuidad, pues 
no existe algún vértice x tal que el resultado sea falso. Para el caso n=2, es decir, si D 
consiste de dos vértices x & y, entonces (x,y)EF(D) (o (y,x)EF(D), pues Des un torneo)¡ 
así que para cualquier otro vértice distinto de x (respectivamente de y), a saber y (x), 
existe una trayectoria dirigida monocromática de x a y (de y a x) que es la única flecha de 
la digráfica; de ahí que el Teorema se cumpla. 

Hipótesis inductiva: supongamos que el resultado se cumple para todo torneo m-coloreable de 
orden menor que n, con 11>2. 

1 Notemos que en un Torneo un núcleo consiste de un solo punto, de lo contrario no sería un conjunto inde
pendiente. 
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Sea T un torneo de orden n, entonces por hipótesis inductiva se tiene que VvEV(T) 3f(v)EV(T) 
( VxEV(T)-{v}[ 3 xf(v)-trnyectoria dirigida monocromática]), es decir, para cada veV(T) 
existe un vértice de T, llámese f(v), tal que para cada xEV(T)-{v} existe una trayectoria 
dirigida monocromática ele x a f(v). 

Ahora, si existe f(u)=f(v) con u#v, entonces tenemos que Vx E (V(T)-{u} )[x es absorbido por 
f{u)] y Vx E (V{T)-{ v} )[x es absorbido por f(v)), por lo tanto f{u) y f{v) absorben a todo 
vértice de T {incluyendo al vértice u y al vértice v). Pero dado que f{u)=f{v), entonces f(u) 
absorbe a todos los vértices de T. Por lo tanto {f(u)} es núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas y el Teorema se cumple. 

O bien, si 3vEV(T)[3 vf(v)-traycctoria dirigida monocromática], entonces como además f{v) ya 
absorbía a todos los vértices distintos de v, se tiene que f(v) absorbe a todos los vértices 
de T, por lo tanto {f(v)} es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, de alú que 
el Teorema se cumpla. 

Con f como una biyeccióu, supongamos entonces que no existe una vf(v)-trayectoria dirigida mo
nocromática (de otra manera estamos en los casos analizados en los dos párrafos anteriore5 
en donde observamos ya que el Teorema se cumple): · · 

Podemos renombrar a los vértices de T de la siguiente forma: f(v;)=v;+t; los cuales están 
particionados en ciclos2 de la forma: (vi. v2, ... Vn1), (vn1+i. ... vn2), ... en donde f(v1) = 
V2, ... f(Vnt) =V¡, f{vn1+1) = Vnt+2• ... , f{Vn2) = Vnt+l• 

Veamos que solo hay un ciclo de esta forma: si hubiera más de un ciclo entonces los vértices de 
cualquiera de ellos no son todos los vértices del torneo (que es de orden n), i.e. el orden de 
tales ciclos es estrictamente menor que n {de hecho, el orden de tales ciclos es a lo más n-3 
pues el ciclo más pequeo que puede existir es de orden 3, debido a que T es un torneo). 
De manera que por hipótesis inductiva aplicada al torneo inducido por uno de esos ciclos, 
digamos L={v1, v2, ... , Vn1}, existe vEL tal que {v} es núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas¡ por lo tanto V;=f(v;) pues v; pertenece al ciclo, contradiciendo nuestra 
suposición de que f(v;) no absorbía a v;. 

Entonces existe un solo ciclo, sea ( v 1, v2, ... ,vn) tal ciclo; ahora bien, dado que no hay una v;v;+1 
trayectoria dirigida monocromática, y al ser T un torneo, entonces existen las flechas (v2, 
v¡), (v3, V2), ... , (vn, Vn-1), (v1, Vn), y sean sus colores a¡, a2,. .. ,an respectivamente. 
- Observemos que si a¡ = a2 = ... = Un-1• entonces (vn, •.. ,v2, v1) es una VnV1-trayectoria 
dirigida monocromática con color a 1 , contradiciendo en ambos casos nuestra suposición de 
que tal trayectoria no existe. De manera que a¡, a2, ... , an no pueden ser iguales. 
- Entonces deben existir ª•-1#a •. 
- Sin pérdida de generalidad sea ª•-I =l y a8 =2. Sabemos que existe una trayectoria 
dirigida monocromática de v.-1 a v.+1 con color b, cuyos vértices forman las flechas 
(v.+1,v.) de color a.=2, y (v.,v.-1) de color ª•-1=1, como se muestra en la figura l. 
- Observemos que b#l y b#2: si b=l entonces existe una v.v.+1-trayectoria dirigida mo
nocromática de color 1, contradiciéndose el supuesto de que tal trayectoria no existe; y si 
b=2 entonces existe una v.-1 v.-trayectoria dirigida monocromática de color 2, contradi
ciéndose por igual, el supuesto de que tal trayectoria no existe. 
- De a11í que debemos suponer que b=3. 

2 Debe recalcanie que tales ciclos no son los que hemos definido como ciclos dirigidos o no dirigidos en digrállcas, 
sino arreglos de vértices que surgen en base a la definición do f y haciendo uso de trnyectorins monocromáticns 
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Figura 1 

,,,_ /_,,_, 
~~ 

.... 

Ahora, sea ( u1,. u2, ... , u¡) Ja trayectoria dirigida monocromática de menor longitud, llámese 
P, que va de v.-1 a v.+1; como puede observarse en 1a: figura 2, en donde u1 =V•-1 y 
u¡=Va+l· 

Figura 2 

- Como T es torneo, para toda i=l,2, ... ,t existe la flecha entre v. y u¡ (sin importar en 
que dirección). Si existiera una flecha (v.,uk) de color 3 (o análogamente, si existiera la 
flecha (u.11.,v.) de color 3) entonces (n1,P,1tk) U (uk,Vs) es una Va-1Va trayectoria-dirigida 
monocromática (análogamente (v.,11,,,) U (n,,,,P,u1)U es una v.v.+1 trayectoria-dirigida 
monocromática), contradiciendo nuestra suposición de que tal trayectoria no existía. Por 
lo tanto las flechns entre v. y u.¡ (con i=l,2, ... ,t) no son de color 3. 
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- Observemos que existe u; tal que la flecha cutre v. y u; y la flecha cutre t•. y u;+ 1 tienen 
colores distintos: existe una flecha entre v. y u; de.color distinto de 1, con jE{2,3,, .. ,t}, ya 
que al menos la flecha (tt87 U¡) es de color 2; consideremos entonces 111 = min {j l la flecha 
entre v~ y 1Lj tiene color distinto del}, y como mes mayor que 1, ei1tonces la flecha entre 
v~· y 1trn tiene distinto color a la flecha entre v. y Úm-l • La figura 3 Hustra las observaciones 
previa.q: 

Figuro 3 

•• ,,;Lí, 've 

... -... /_,,_, 
¿--0-3--0-3 

'\i·. 

.j .r: .• :' ' ... ,. ' .... ')',/"·· 

- Entonces V8 ,um,U1n-I es un triángulo (Ta o Ca) con tres colores distintos, contradiciendo 
nuestra hipótesis incial de que en T no había Ta ni C3 • 

Por Jo tanto el Teorema se cumple. 

t 

Del resultado anterior es posible obtener algunos corolarios: 

Corolario 4.1 

Sea T un torneo 2-coloreado. Entonces existe un vértice v en T tal que para cualquier otro 
vértice x de T existe una xv-trayectoria dirigida monocrom.ática. -. · · 

Demostración 3 

Como T es un torneo 2-coloreado entonces T no contiene ni Ca ni Ta; de' alií .que las hipótesis 
del Teorema 4.1 se cumplan. ·:· !' 

Entonces T contiene un 1111cleo por trayectoriM mono~~mnátic_llS·¡ior;_el Teorema 4.1. 
t ;: 

3 La demostración ·original de Cite'éorolru:io·;'~uc ñd'll~ó''iiso de(·T~-:0~1!~0: 4.1; puede eneontrarse en In 
rnfcrerencin [2] 
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Corolario 4.2 

Supongamos T={v1,V:1,. .. vn}, H1, H2, ••• , Hn torneos m-coloreados tales que no contienen 
triángulos 3-coloreados. Sea T' un torneo que se construye de reemplazar cada vértice Vi 

de T por H;, y sean todas las aristas 4 entre H; y H; del mismo color que las aristas entre 
v; y v; aunque con direcciones arbitrarias. Entonces T' contiene un núcleo por trayectorias 
monocromáticas (i.e. existe vEV(T') tal que para cualquier otro vértice x de T' existe una 
xv-trayectoria dirigida monocromática). 

Demostración 

Observemos que para cualesquiera tres vértices v;,v;,vi., el triángulo v;v;vi. no puede ser un 
triángulo 3-coloreado (pues de lo contrario contradice la hipótesis de que T no contiene 
triángulos 3-coloreados). 

Por lo tanto en T' no hay triángulos 3-coloreados. Entonces, por el Teorema anterior 4.1, T' 
contiene un núcleo por trayectorias monocromáticas 

t 

Existen varias observaciones que deben ser mencionadas con respecto a los resultados previos: 

l. Si en el Teorema 4.1 se pide solamente que T no contenga C3, entonces la afirmación del 
Teorema es falsa, como prueba proporcionamos el siguiente contraejemplo, la digráfica G5 
que se puede ver a continuación: 

4Noe reforimoe a IM flechas de una digráfica como aristas si Ja dirección de la flecha es arbitraria o no es de 
Interés para nuestro análisis. 
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G5 es 5-coloreada, de orden 5 y no contiene algún 3-ciclo 3-coloreado, sin embargo G5 no 
contiene alg1ín núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas (i.e. no existe "EV(Gs) 
tal que para cualquier otro vértice x de Gs existe una xv-trayectoria dirigida monocro
mática) dado que en Gs no existen V;+¡V;-trayectorias dirigidas monocromáticas (con i+l 
módulo 5). Podemos encontrar má.-i contraejemplos con m=5 agregando vértices a G 5 y 
en cada paso conect.ando c-.ada nuevo vértice a todos los vértices anteriorCR Por rnedio de 
una flecha coloreada con l. 

2. Si en el Teorema 4.1 se pide solamente que T no contenga T3 , entonct..'S el resultado es 
falso, como prueba el siguiente contriwjemplo: sea Dn un torneo 4-colorcado con vértices 
v1 , v2, ... , v,. tal que las flechas a=(t11 ,t!2), b=(v2,v3), c=(v3,v1) tienen color 1, 2 y 3 
respectivamente, mientras que todas las fk'Chas restantes son de la forma (v;,vj) si i>j, y 
están coloreadas con el color 4. Este contraejemplo puede observarse en la siguiente figura 
para n=5. 
D,. es un torneo ·1-colorcado que no contiene Ta, pues si existiera, T3 debería cumplir lo 
siguiente: 1) tener al menos dos de las flechas a, b oc, y la tercer flecha debería compartir 
un vértice con cada una de las dos flechas anteriores, y además, 2) esa tercer flecha de T3 
deberá tener una orientación tal que se se forme el torneo transitivo. Sin embargo ninguna 
flecha de color 4 cumple la cacterístk~-i 1), y las flechas del ciclo (v1 ,v2 ,v3 ) no cumplen 2). 
Pero D,. no contiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas pues v 1 no 
absorbe a t12 por trayectorias dirigidas monocromát.icas, t12 no absorbe a v3 por trayectorias 
dirigidas monocromáticas, v3 no absorbe a v¡ por trayectorias dirigidas monocromáticas, 
y v; no absorbe por trayectorias dirigidas monocromáticas a Vj si i es mayor que j Ya que 
no hay trayectorias dirigidas en esos casos. 

Digráfica D5 

Vl 

3. 1\-Iinggaiig probó además que si 1112::;5 las hipótesis del Teorema 4.1 (que la digráfica no 
contenga C3 ni T3) 110 pueden ser mejoradas. 
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A continuación se introducirá un concepto que permitirá redefinir el de núcloo:· la cerradura de 
· D, denotada por C(D), es la digráfica m-coloreada definida a.sí: · ., 
V{C(D))=V(D) y F(C{D))=F(D)U[Ur;!. 1 {uv de color i tales que existe una'uv-trayectoria di
rigida monocromática de color i contenida en D}. Ahora, ejemplificaremos e5te nuevo concepto: 

' . ·;71·· R· ... ··. 
rz~~r 

~·· .7 ~ .·\//\ .! 
.ó ·~· 

¿. 

Continuemos con más definiciones relacionadas con la cerradura de una digráfica: 
Sea D una digráfica m-colorcda y g,.={0,l, ... ,n-1,0) un ciclo dirigido de D. Se dice que g,. es 
C(D}-morwcromático si existe un conjunto U•={i,i+l)EF{C(D)) tal que i E· {l, ... ,n} mod n} de 
flechas coloreadas por igual. 
Sea H una dignifica y U~V(H), se denota con C(H)[U] la subdigráfica inducida por U en la 
cerradura de H. 
Los siguientes son resultados relacionados con la cerradura de una digráfica, y algunos de ellos 
vinculan ese nuevo concepto con el de núcleo de una digráfica. 
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Lema 4.1 

Para toda digráfica D, A=C(C(D))etC(D}=B 

Demostración 

Por demostrar que existe una función f:V(A}-t V(B) inyectiva tal que (u,v}EF(A).sii (fu,fv}EF(D). 

Por definición de cerradura, V(A)=V(B}. Ahora bien, sea T=(uo,u1,u2, ... ,un) una trayectoria 
dirigida monocromática de co!Or k en J); Eútonccs en C(D) serán tra.Zadas las flechas de 
color k: ' · ,.,. 

(Uo,U2}, (uo,u3), (Uo,U4}, ... , (Uo,un) 
(u1,u3), (ui,u4), ... , (u1,un) 

(Un-2,un} 

Que son todas lDS posibles flechas entre los vértices de la trayectoria. 

De manera que para todas las posibles nuevas u;u;-trayectorias dirigidas.de color k en C(C(D}), 
ya existe la flecha (u;, UJ) en C(D} del mismo color. · 

Y eso para toda trayectoria dirigida monocromática en la digráfica D. 

Por lo tanto al construir C(C(D}) ya no hacen falta flechas. 

Entonces la función identidad es la función buscada. 

t 

Teorema 4.2 

N es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D sii N es un núcleo en C(D}. 

Demostración 

- Observemos que: 

N es absorbente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D sii 'v've(V(D)~N)(3vN-:trayectoria 
dirigida monocromática en D) sii 'v'vE(V(D)-N}(3 vN-flecha en C(D}). (por definición ,de 
C(D}}, sii N es absorbente en C(D}. · . ' . , · · 

N no es independiente por trayectorias dirigidas monocromátlcas\Jh ri' sii'31~ 1n1eN (3 nll'
trayectoria dirigida monocromática en D) sii 3n,n'eN(3 nn'-fieclia en C(D)) (por definición 
de C(D}}, sii N no es independiente en C(D}. · 

- Por lo tanto N es absorbente e independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas en 
C(D) sii N es absorbente e independiente en D. · ·. · · · .·· · 

t 

Corolario 4.3 

Si dos a dos las flechas de D tienen distinto color, entonces N es un núcleo por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en D sii N es un núcloo en D. · · 

Demostración 

Se sigue de la hipótesis que D=C(D}, de manera que por el Teorema anterior, la afirmación es 
cierta. . t 
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Al inicio del presente capítulo se mencionaron ciertos resultados importantes, los recsédbi~os 
a continuación haciendo uso de la definición de cerradura de una dibrráfica: -

- Todo torneo 2-coloreado T tiene un vértice v tal que para cualquier otro vértice x de T- _ 
existe una trayectoria dirigid11 monocromática de x a v, es decir, {v} esYüii~núcleo'-'p,or 
trayectorias dirigidas monocromáticas de D; lo que es equivalente a afirmar que_{ v} es 
núcleo de C(T). · ' - -, ' ·- ' 

- De hed10, se prueba en general que para toda digráfica 2-coloreada D, se_-ti~;~~--~~e-C(D) 
es una digráfica mícleo-perfecta. -- -

El problema que surgió como consecuencia de tales resultados y que ya fue mencionado en 
párrafos anteriores, se replantea de la siguiente manera: sea T un torneo 3-coloreado tal que 
todo ciclo dirigido de longitud 3 es casimonocromático (por lo que T no contiene 03), la pre
gunta es si llL>cesariamente C(T) debe tener un núcleo (lo que, por el Teorema 4.2 es equivalente 
a preguntarse si D tiene algún núcleo por trayectorias dirigidas mouocromáticas). 
Con respecto a tal pregunta sabemos ya por el Teorema 4.1 que si se pide además Ja condición de 
Shen Minggang, que consiste en que cualquier torneo transitivo de orden 3 sea casimonocromático, 
entonces la respuesta a la pregunta planete.ada es afirmativa. 
Puede observarse entonces cuán útil es determinar bajo qué condiciones la cerradura de una 
dignifica tiene míck'O, a continuación se presentan algunas de ellas, como lo es pedir que cualquier 
ciclo dirigido de longitud a lo más 4, sea un ciclo casimonocromático (Teorema 4.6); además se 
prueba que tal condición no implica la condición de Minggang, y viceversa. 

A continuación recordamos al lector algunos resultados importantes que serán de utilidad, cuyas 
pruebas pueden estudiarse nuevamente en el capítulo 2: 

Teorema 2.9 

Si Des una digráfica núcleo-imperfecta-crítica entonces: 1) no existe una partición {Vi, V2} de 
V( D) tal que D[V¡,l/2] s;; Sim(D), donde D[Vi,V2]={uvEF(D) tales que uEVi y vEV2}i 2) 
es decir, Asim(D) es fuertemente conexa. 

Corolario 2.2 

Si D es una digráfica núcleo imperfecta crítica entonces Asim(D) tiene ciclos dirigidos. 

Teorema 2.11 

Una digráfica completa D es núcleo-perfecta sii todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha 
simétrica. · -

Teorema 4.5 [4) 

Sea T un torneo hamiltoniano oon.'n_ vértices y :'Y un cic_lo dirigido hamiltoniano de T. Para 
cada k (3~k::;n-1) existe uri ciclo· dirigido de' longitud k, digamos "'tk, contenido en T, tal 
que IA{"'tk)nA("Y)l~l. · ' · 

Con tales herramientas podemos ya- presentar la -prueba del siguiente Teorema,- -en el· que se 
presenta una nuev-<1. condición para que la cerradura de un tornee m-coloreado sea iiúcle6 ·perfecta. 
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Teorema· 4.3 

Sea T un torneo m-coloreado. Si .cada ciclo dirigido contenido en T y de·longitud a lo más 4 
es casimonocromático, entonces C(T) es una digráfica núdeo-perfecta. 

Demostración 

Procediendo por contradicción, supongamos que C(T) no es una digráfica núcleo-perfecta. 

Como C(T) es una digráfica completa (pues T ya lo era, y obtuvimos C(T) agregando aristas 
a T), entonces por el Teorema 2.11, existe un ciclo dirigido tal que todas sus flechas son 
asimétricas, es decir, existe un ciclo dirigido contenido en Asim(C(T)). 

Sea '}'=(zo,z1, ... ,Zm-i.zo) un ciclo dirigido de longitud mínima contenido en Asim( C(T)): V.g. 
para 111=8: 

A continuación serán probadas diversas afirmaciones que en conjunto conforman la prueba del 
teorema: 

a) '}'~T. 

Supongamos lo contrario, i.e. existe (z3,z3+1) E F(-y) tal que (z3,ZJ+1) ~ F(T). Como Tes 
torneo, entonces necesariamente (zJ+i.Z;) E F(T), por lo tanto (zj+1,z;)EF(C(T)) por 
construcción de C(T). Tenemos por otra parte que'}'~ Asim(C(T)), entonces (zj,Z;+1) E 
F(C(T)), de modo que (z3,z;+ 1) E F(C(T)) y (ZJ+t.ZJ) E F(C(T)), contradiciendo que'}' 
está contenido en la parte asimétrica de C(T) (es decir, que todas las flechas del ciclo son 
asimétricas). Por lo tanto '}'~T. 

b) long{'Y)=m;:::5. 

Supongamos lo contrario, i.e. long(1)=m$4. Como -y~T entonces por hipótesis del Teorema, 
/ es casimonocromático. Sin pérdida de generalidad, {(z;,z;+1)eF('}') 1 i=O, ... ,m-2} es 
el conjunto de flechas igualmente coloreadas. De manera que (zo, Z¡, ... ,Zm-1) es una 
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trayectoria dirigida monocromática. Por lo tanto por definición de C(T), tenemos que 
(z0,z.,._1) E F(C(T)). Pero recordemos que (z,,._¡ ,zo) E F(¡) ~ Asim(C(T)), de manera que 
(zm-1' zo) E F(Sim(C(T)) n ¡),contradiciendo que¡ está contenida en la parte asimétrica 
de C(T), pues hemos encontrado una flecha simétrica de¡. Por lo tant,o long(¡)=m~5. 

c) ¡ no es monocromático. 

Supongamos lo contrario, 7 es monocromático, entonces en particular (zo, z1, ... , Zm-1) es 
una trayectoria dirigida monocromática, por lo tanto por definición de C(T), tenemos que 
(zo,Zm-¡) E F(C(T)). Pero recordemos que (z,,._1,zo) E F(¡) ~ Asim(C(T)), de manera que 
(z.,._ 1 ,z0 ) E F(Sim(C(T))n¡), contradiciendo que ¡~Asim(C(T)), pues hemos encontrado 
una flecha simétrica de 7. 

d) Para todo Zj,Zi E V(¡) J j ~ {i-1, i+l} (es decir, que no sean vértices consecutivos en¡), 
entonces {(z;, Zj), (zi> z;)} ~ F(C(T)). 

Sean z;, zi E V(7) J j ~ {i-1, i+l}. Como¡~ T (por a), entonces {z;, Zj} E V(T). Por ser 
T torneo, entonces (z;, zi) E F(T) o bien (zi, z;) E F(T). Sin pérdida de generalidad, 
supongamos que (z;, zi) E F(T): 

Entonces¡'= (z;, Zj, zi+I• ... ,z.¡_ 1 , z;) módulo m, es un ciclo dirigido 5 • Observemos que 
la longitud de 7' es menor que la longitud de 7, y como ¡ era el ciclo de menor longitud 
contenido en Asim(C(T)), entonces¡' !6 Asim(C(T)). Pero dado que¡ ~ Asim(C(T)), 
entonces todas !ns flechas de ¡' que están también en ¡ son asimétricas, de manera que 
(zj, z;) E F (Sim(C(T))) (pues (z¡, Zj) es la única flecha de¡' que no está en¡). Entonces 
(z;, Zj) E F(C(T)) y (zj, zi) E F(C(T)), i.e. {(z;, Zj), (zi> z;)} ~ F(C(T)) (es decir, hay 
flechas simétricas en C(T) para cualesquiera dos vértices no consecutivos en ¡). 

Ahora bien, como 7 no es monocromático, existen dos flechas consecutivas con diferente color. 
Sin pérdida de generalidad digamos que (z0, z 1) es roja, y que (z1, z2) es azul, 

:;, La notación nu'xJulo m resulta muy cómoda dado que Z\ y z; fueron elegidos arbitrarirunente 
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e) (z2, zo) ~ F(T). 

Considerando la afirmación anterior relativa a la coloración de ciertas flechas, supongamos lo 
contrario, i.e. (z2, zo) E F(T): Entonces 1'3 = (zo, z1, z:¡, zo) es un ciclo dirigido de longitud 
3 contenido en T. 1'3 cumple las hipótesis del Teorema, entonces es casimonocromático, 
por lo tanto (z2, zo) es roja o es azul. Si (z2, zo) es roja, entonces (z2, zo, z1) es una 
trayectoria dirigida monocromática en T, y (z2, z1) E F(C(T)) por definición de C(T), 
entonces (z¡, z2) E F(Sim(C(T))) y (z¡, z2) E F(')'), contradiciendo que 1' ~ Asim(C(T)); 
por lo tanto (z2, zo) no es roja. 

Si (z2, zo) E F(T) 

" 

¡;···· 
raja 

zs 

Si (z2, zo) es azul entonces (z¡, z2 1 zo) es una trayectoria dirigida monocromática en T, 
por lo que (z1, zo) E F(C(T)) por definición de C(T), por lo tanto (zo, z1) E Sim(C(T)) y 
(zo, z1) E F(')'), contradiciendo que 1' ~ Asim(C(T)); por lo tanto (z2, z0) no es azul. Por 
lo tanto (z2, zo) ~ F(T). 

Sin embargo, por la proposición d) tenemos que existe una flecha simétrica entre z2 y z0 en 
C(T), i.e. (z2, zo) E F(C(T)). Entonces existe una trayectoria dirigida monocromática de 
longitud al menos 2, de z2 a zo contenida en T. Sea a = (z2 = O, 1, 2, ... ,p = zo) tal 
trayectoria dirigida (con p~2). 

f) a no es azul. 

Supongamos lo contrario, i.e. a es azul, entOnces (z¡, z2)Ua es una trayectoria. dirigida 
monocromática en T, por lo que-(z¡, zo)E F(C(T)) por definición de C(T), lo_ que con
tradice que 1' ~ Asim(C(T)) (pue5. (zo, z1)·e. F(-y), entonces (z0, z1) E F(-ynSim(C(T) )). 
Por lo tanto a no es azul. - · ·- ':' .,,-. - -'. -- · · -

g) a no es roja. 
.·.-. _,_ ·~(.' .'_¿·~:~·~:·.~~~:? 

Supongamos lo contrario, i.e. ú,es r~jll.;.> • -
Entonces aU(z0 , z1) es una trayectoria dirigida monocromática en T, por lo que (z2, z1) 
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E F(C(T)) por definición de C(T), lo que contradice que 1'·~ Asim(C(T)) (pues (z1 , z2 )E 
F(1'), por lo que (z¡, z2) E F(1'nSim(C(T))). Por lo tanto°' no es roja; 

Sí a es' 'roja:. 

Siu pérdida de generalidad supongamos entonces que a es negra. 

h) Para cada i;::O 1 2i<p, (z1,2i) E F(T). 

Supongamos lo contrario, i.e. 3i2::0 1 2i<p y (zi,2i)li!F(T). 
Sea 2ío = miu {2i 1 (z1,2i) li! F(T), con 052i<p}. 
Veamos que 2io es mayor que cero: como io2::0 entonces 2io2::0, pero la igualdad no puede 
darse pues z2=0 y (z1, z2) E F(T) (por el inciso (a) tenemos que "i ~ T), por lo tánto 2io 
es mayor que cero. Se sigue que 2io-2;::0. · .· ' 
Ahora, por definición de 2io tenemos que (zi. 2io-2) E F(T) (pues 2io era el más pequeño 
para el que la pertenencia anterior no se daba y 2io-2 es menor que 2i0), y '(zi, 2io) li! 
F(T), entonces (2i0 , z1 ) E F(T) por ser T torneo. · 
Sea 1'4 = (z1, 2io-2, 2io-1, 2io, z¡), recordemos que (2io-2, 2io-1) E F(n) ~ T, lo mismo 
que (2io-1, 2io), y ya sabemos por las líneas previas, que (z1 ,2io-2) y (2io, z1) están en 
F(T), por lo tanto 1'4 es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con dos flechas 
negras (a saber las que pertenecen también a a, es decir, (2io-2, 2io-1) & (2io-l, 2io)). 
74 cumple las hipótesis del Teorema, así que 74 es un ciclo casimonocromático, entonces 
al menos una de las flechas (z1 ,2io-2) o (2io, z1) es negra. 
Si (z1 ,2io-2) es negra, entonces (z¡ ,2io-2) U (2io-2, 2io-1, ... ,p=Zo) es una trayectoria 
dirigida mouocromática, así que (z1 ,z0 ) E F(C(T)) por definición de C(T), por lo tanto 
(zo ,z¡) E F(')' n Sim(C(T))), contradiciendo que¡~ Asim(C(T)), por lo tanto (z1, 2io-2) 
no es negra. 
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/4 = (z11 2io-2, 2io-1, 2io, z1) 

zz-o 

~:-"--ª-'"_'~neqro~ 
.. qro 

Si (2io, z1) es negra, entonces (z2=0, 1, 2, ... ,2i0 ) U (2io, z1) es una trayectoria dirigida 
monocromática, de manera que (z2 ,z1) E F(C(T)) por definición de C(T), por lo tanto 
(z1 ,z2) E F(¡ n Sim(C(T))), contradiciendo que¡ !;; Asim(C(T)), por lo tanto (2io, z1) 
no es negra. 
En ambos casos hemos llegado a una contradicción, por lo tanto la hipótesis de que (zi. 
2i) 1t F(T) es falsa, por lo tanto (zi. 2i) E F(T) para todo i;::,O tal que 2i es menor que p. 

Analicemos ahora qué sucede si p es par o impar: 

Caso 1) Si p es par entonces p-2 también lo es, y dado que p2:2 entonces p-2;::,0. 
Ahora, por (h) tenemos (z¡, 2i) E F(T) (para todo i;::,O tal que 2i es menor que p), así que 
con 2i=p-2 (se cumple que O:s;2i=p-2<p) tenemos que (zi, 2i) = (~1, ¡>'-2) E F(T). 
De manera que ¡ 4 = · (z¡, p-2, p-1, p=zo, z1 ) es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido 
en T (pues (zi. p-2) E F(T) como se vió en la línea previa, y {(p-2, p-1), (p-1, p)} !;; a !;; 
T) y tiene al menos dos flechas negras que son (p-2, p-1) y (p-1, p) (pues estaban también 
en a). · 
¡ 4 cumple la hipótesis del Teorema, así que es casimonocromático, por lo tanto (z1, p-2) 
es negra (pues ya sabíamos que (p=zo, z1) es roja). Por lo tanto (z1, p-2, p-1, p) es una 
trayectoria dirigida monocromática, de manera que (zi. p=zo) E F(C(T)) por definición 
de C{T), por lo tanto (zo, z1) E F(¡ n Sim(C(T))), contradiciendo que¡!;; Asim(C(T)). 
Por lo tanto p no es par. 
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caso 1) ')'.1 = (z¡, p-2, p-1, p=zo, z¡) 

Caso 2} Si pes impar. Veamos varias afirmaciones: 

i} Si p es impar, entonces para cada i2:0 j 1:52i+1:5p se tiene que (2i+l, z1) E F(T). 

Por contradicción, supongamos que existe i<::;O 1 1 :5 2i+1$p y (2i+l, z1) ¡i! F(T). 
Sea 2io+l = max {2i+l 1 (2i+l, z1) ¡i! F(T), con 1:52i+1:5p}. 
Como p=zo y (zo, z1) E F(I') e; T (por lo tanto (zo, z1) E F(T}}, entonces 2io+l # p = 
zo, de modo que 2io+l es menor que p; entonces (2io+3, z 1} E F(T) (por la elección de 
2io) y además (z1, 2io+l) E F(T) (debido a que Tes torneo y (2io+l,z1}9!F(T)). 
Sea ')'4 = (z1, 2io+l, 2io+2, 2io+3, z1}, sabemos que todas las flechas de 74 existen en T 
(como se vió en las líneas previas), de manera que ')'.1 es un ciclo dirigido de longitud 4 
contenido cm T y que tiene además dos flechas negras, a saber (2io+l, 2io+2} y (2io+2, 
2io+3) ya que también eran flechas de a. 
')'.1 cumple entonces con las hipótesis del Teorema, de modo que es casimonocromático, y 
entonces al menos una de las flechas (zi, 2i0 +1) o (2i0 +3, z1) es negra. 
Si (z1, 2io+l) es negra, entonces (z1, 2io+l) U (2i0+1, 2io+2, ... , p=zo) es una trayectoria 
dirigida monocromática, por lo tanto (zi. zo) E F(C(T)) por definición de C(T), por lo 
que (zo, z1) E F(I n Sim(C(T))), lo que contradice que')'~ Asim(C(T)}, por lo tanto (zi, 
2io+l) no es nebrra. 
Si (2io+3, z¡) es negra, entonces (z2=0, 1, 2, ... ,2io+l, 2io+2, 2i0 +3} U (2io+3, z1) es una 
trayectoria dirigida monocromática, por lo tanto (z2=0, zi) E F (C(T)) por definición de 
C(T), por lo que (z1, z2) E F{T n Sim(C(T))), lo que contradice que')'~ Asim(C(T)), por 
lo tanto (2io+3, z1) 110 es negra. 
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Caso b) /4 = (zi. 2·io+1, 2~o+2, 2io+3, z1) 

Por lo tanto la suposición de que (2i+l; z1) ¡t F(T) es fá.!sa, de manera que para cada i2:0 
J 1:::;2i+l:::;p se tiene que (2i+l, z1) E F(T) .. · · 

j) Si pes impar, entonces (l,z1) E F(T) y es azul. 

Para i=O, 1:52i+l=1:5p con p impar, por lo que usando el inciso i) se tiene que (2i+l, z1) = 
(1, z1) E F(T). 
Entonces /3 = (z¡, z2=0, 1, z1) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T (pues (z1, 
z2) E F("Y) con 'Y!;; T, y es azul por hipótesis, (0,1) E F(a) con a!;; T y es negra, y sabemos . 
ya que (1,zi) E F(T)), por lo tanto por la hipótesis del Teorema, ¡ 3 es casimonocromático, 
ele modo que (l,z1) es azul o negra. 
Si (1, z1) es negra entonces (z2=0, 1, z1) es una trayectoria dirigida monocromática (pues 
(0,1) E F(a) que es negro), por lo tanto (z2, .z1) E F(C(T)), así que (zi, z2) E F('Y 
n Sim(C(T))), contradiciendo que "Y ~ Asim(C(T)); por lo tanto (1, z1) no es negra. 
Entonces (1, z 1) es azul. · · 

k) Si pes impar, entonces (z1, p-1) E F(T) y es roja. 

Como p es impar entonces p-1 es par, de manera que por el inciso (h) con 2i=p-1 se tiene que 
(z1, 2i=p-1) E F(T). 
Entonces 73 = (z1, p-1, p=zo, z1) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T (pues 
(zi, p-1) E F(T) por la línea previa, (p-1, p) E F(a) con a!;; T, y (zo, z1) E F(7) con 'Y ~ 
T); por lo tanto por la hipótesis del Teorema, 'Y3 es casimonocromático. Ahora, (p-1, p) 
es negra pues pertenece a o, y (zo, z1) es roja por hipótesis, de manera que (zi, p-1) e8 
roja o negra. 
Si (z¡, p-1) es negra, entonces (zi. p-1, p) es una trayectoria dirigida monocromática, 
por lo tanto (z1, p=zo) E F(C(T)) por definición de C(T), por lo tanto (z0, z1) E F('Y n 
Sim(C(T))), contradiciendo que¡~ Asim(C(T)); por lo tanto (zi, p-1) es roja. 
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Veamos qué sucede cnt.re p=zo y 1: 

Corno Tes torneo, entonces (p,1) E F(T) o (1,p) E F(T). 
Si (1,p) E F(T) entonces '}'4 = (Zo = p, z1, z2 = O, 1, p) es ciclo dirigido de longitud 
4 contenido en T, entonces por la hipótesis del Teorema, 'Y4 es casimonocromático; sin 
embargo (p=z0 , z 1 ) es roja y (zi. z2 ) es azul por hipótesis, y (0,1) es negra pues pertenece 
a a; de manera que '}'4 no puede ser casimonocromático, contradiciendo lo anterior; por lo 
tanto (1,p) r/. F(T). 

Si {1,p) E F{T), '}'4 = (zo = p, z1, z2 = O, 1, p) 

Si {p,1) E F(T), './'4 = {1, Z¡, p-1,'p, 1) 

Ahora, si (p,1) E F(T), entonces '}'4 = (1, z1, p-1, p, 1) es ciclo dirigido de longitud 4 
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contenido en T, entonces por la hipótesis del Teorema es casimonocromático; sin embargo 
(1, z1) E F(T) y es azul por (i), (zi, p-1) E F(T) y es roja por (k), (p-1, p) E F(T) y es 
negra pues está en a, (p=zo, 1) E F(T) por la hipótesis de este subcaso; de manera que 
1'4 no puede ser casimonocromático, contradiciendo lo anterior; por lo tanto (p,l) ¡;! F(T). 

En todos lo casos posibles hemos llegado a una contradicción, por lo tanto p tampoco es impar. 

Entonces la lúpótesis de que C(T) no es núcleo-perfecta es falsa. Por lo tanto C(T) es núcleo 
perfecta. 

t 

Es inlportante observar que si en el Teorema anterior solo se pidiera que todo triángulo 
dirigido contenido en T fuera un ciclo casimonocromático, el resultado sería falso, y el torneo 
Gs obtenido por Shen Mingg1mg es la prueba de ello (pues tal digráfica cumple con las nuevas 
hipótesis y no tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas6): 

Digráfica Gs 

Además, la condición de Shen Minggang mencionada en páginas anteriores (que consiste en 
pedir que T sea un torneo m-coloreado que no contiene ni Ta ni Ca), no implica la condición del 
Teorema 4.3, como lo prueba la digráfica Ti, que aunque no contiene Ta ni Ca, no todo ciclo 
dirigido de longitud a lo más 4 es casimonocromático ('y4 = (vi, v2, V;¡, V4, v1) no es casimono
cromático): 

ºEl análisis detallado de que G~ no tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas puede encontrarse 
en la página 61 
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Digrdfica Ti 

,- !._ 

Por igual, la condición del Teorema 4;3·no'implica"Ja:'condición de Shen Minggang, como lo 
prueba la digráfica T2 , en la que todo ciclo dirigido de loniitud a lo más 4 es casimonocromáti-
co, pero T contiene T3=(t1¡, V:z, V4)): · 

Digráfica T2 

El T~rema 4.3. ~l~S p~rmitc ~ncontrar ~tra,~01ididóll p~r~ qÜ~ C(T) s~a'.~~ú~í~'pcif~ta/'como 
lo mu~tra el slguicute ·Teorema. . : , .. · · ·. '>· .;::~b::i: ·· ' . . .... . ,. . ·· . . . · 

·.Teorema 4.4 .. ; '. 

Sea T un tonieo m-coloreado tal que cada cido dirigid;:; d~longitud 3 contenido en T es un 
ciclo monocromático. Entonces C(T) esuníi: digrafiéa núc;léo,perfecta ... 

:: ;; ~' 
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Demostración 

Para hacer uso del Teorema 4.3 previamente demostrado, probaremos que cada ciclo dirigido de 
longitud a lo más 4 es casimonocromático. Notemos que en T no puede haber ciclos de lon
gitud dos (por ser un torneo), y con respecto a los ciclos de longitud 3 sabemos por hipótesis 
que son monocromáticos (y por tanto casimonocromáticos); entonces la hipótesis del Teo
rema anterior se cumple para tales ciclos de longitud 2 y longitud 3, de manera que solo 
resta analizar si los ciclos dirigidos de longitud 4 contenidos en T son casimonocromáticos: 

Sen ')'4 =(0,1,2,3,0) un ciclo dirigido de longiturl 4 contenido en T y supongamos que 1'4 no es 
monocromático. Entonces, sin pérdida de generalidad podemos asumir que la flecha (0,1) 
es roja, mientras que la flecha (1,2) es azul. · 

Veamos que las flechas (2,3) y (3,0) tienen el mismo color: 

Supongamos lo contrario, i.e. (2,3) y (3,0) tienen asignado distintos colores (b y a respectiva-
1nente). ,-.~ 

Como Tes torneo entonces (0,2)EF(T) o (2,0)EF(T). . ,_. 

Si {0,2}EF(T}:-ya={0,2,3,0} 

Si (0,2)EF(T), entonces el ciclo dirigido de longitud 3 73 =(0,2,3,0) no es monocromático 
(pues (2,3) tiene distinto color a (3,0) debido a nuestra suposición), contradiciendo la 
hipótesis del Teorema. Si (2,0) E F(T), entonces el ciclo dirigido de longitud 3, 'Ya = (O, 1, 
2, O), no es monocromático (pues (0,1) es roja y (1,2) es azul), contradiciendo la hipótesis 
del Teorema: 

Por lo tanto las flechas {2,3) y (3,0) tienen el mismo color. Veamos ahora que tales flechas son 
· azules o rojas: 

Supongamos lo contrario, digamos que (2,3) y (3,0) tienen color negro. 

Como Tes torneo, entonces (1,3)EF(T) o (3,l)EF(T). Si (1,3)EF(T) entonces ')'a=(O,i,3,0) no 
es un ciclo dirigido monocromático de longitud tres contenido en T (pues (0,1) es roja 
mientras que (3,0) es negra), contradiciendo la hipótesis del Teorema. 
Si (3,l)EF(T) entonces ')'a=(l,2,3,1) no es un ciclo dirigido monocromático de longitud tres 
contenido en T (pues (1,2) es azul mientras que (2,3) es negra), contradiciendo la hipótesis 
del Teorema. 

75 

TESIS CON 
FALLA DE OfüGEN 



Por lo tanto las flechas (2,3) y (3,0) tienen el color azul o rojo necesarilllllente:'~iiaml)()s cásos 
el ciclo dirigido -y4 =(0,1,2,3,0) es casi monocromático. -- . · .: --- - -- •: · -• - . - --

Por lo tanto cada ciclo dirigido de longitud 4 es casimonocronlático. Ent~ni:es'p_~/e)'Toor~rna 
anterior tenemos que C(T) es mícleo perfecta. · -- -•,. 

t 

Pam estudiar otras dos condiciones suficientes para que C(T) sea núcleo perfecta -(Teoremas 
4.5 y 4. 7), es necesario recordar la siguiente definición: sea D una digráfica m~coloreda y 
g,.=(0,1, ... ,n-1,0) un ciclo dirigido de D, se dice que 9n es C{D)-monocromático 'si existe un 
conjunto {f;=(i,i+l)EF(C(D)) tal que i E {1, ... ,n} mod n} de flecl1as coloreadas por igual. 

Teorema 4.5 

Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud 3 contenidó en'· T -(;g C(T)-

Dem::I::~:::~co. 7 Entonces C(T) es una digráfica núcleo perfecta. - - \-< ~; ' 
Como T es un torneo entonces es una digráfica completa, de manera• q_J~ bCT)jfa~bié1i es 

•', -c;- ., ' ~ .·.-. - • '.. .-

completa por construcción de C(T). -- --- _,,·:~;,•: "" .>/" 
Entonces, haciendo uso del Teorema 2.11 bastaría demostrar que todo'ciclo''dírig¡do:Cantenidó 

en C(T) tiene al menos una· flecha simétrica. · - _', : __ ';•·: :.•. ' '· · - · - · 

Sea -y un ciclo dirigido contenido en C(T). Por demostra~ que 'Y tiene ·a:r~~Ü~~f_'una: flecha 
simétrica. 

Supongamos lo contrario, i.e. -y~Asim(C(T)). 

Por lo tanto -y~T (por el mismo argumento usado en la prueba del Teorema 4.3-a). 

De manera que existe un conjunto de vértices C~V(T) tal que C=V{-y). Observemos que la 
subdigráfica inducida por C, D(C], es también un torneo, y lo denotaremos por T'. 

Entonces -y es un ciclo dirigido hamiltoniano de T', por lo que tal torneo es hami!toniano. 

Por lo tanto, por el Teorema 2.12, para cada k (3 $ k $ IV(T')l-1) existe un ciclo dirigido de 
longitud k, /k, contenido en T' tal que ¡F(-y)nF(-yk)l2::L · 

En particular, para k=3, existe el ciclo dirigido de longitud 3, 'Ya~T', tal que--y"tiene al menos 
una flecha f de /3· - - - --

Dado que /3 es C(T)-monocromático, entonces para cualesquiera dos _vértices ij de -y3 ~C(T) 
tales que {ij) E F(-y3), existe una ji-trayectoria dirigida monocromática (por estar en el 
ciclo), de manera que (j,i) E F(C(T)) por definición de C(T). Por lo tanto -y3 ~ Sim{C{T)). 

Por lo tanto fEF('y) es una flecha simétrica de C(T), contradicie~do la hipótesisinicial de que 
¡~Asim(C(T)). 

Por lo tanto 'Y tiene al menos una flecha simétrica. Entonces, por_ ,el Teorema 2.11, C{T) es 
n úclL'O perfecta. 

t 
7 La prueba permite generalizar csla condición de-la siguicnl.,- forma: Sea T un torneo m-colore~o tal qu~ cada 

ciclo dirigido de longitud 3 contenido en Tes M·monocromñtico, donde ~1 es· una multidigráficri c)uC.ccinliene n 
C(T). - - --
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. . . 
El siguiente Teorema será de 'útiHdri'd al dÓrtlostrar que las· condiciones 'del Teorema 4. 7 son 

suflcie1ltes pa~a q~~ C(T)'s~tiiic;1~:p~rf~tat: .. . ··... ·. .· ·. . . . .. ·. · .... 

Teorema 4.6 

Sea T un torneo m-coloreado conp ~é~tice8 ·Y tal que existe una digráfica H con V(T)= V(H), 
C(T) c;H, donde C(H) es una digráfica núcleo imperfecta crítica. Si existe l.Llgún k ( 4::;k::;p) 
tal que cualquier ciclo dirigido i:le" longitud k y contenido en T es C(H)~móiiocromático, 
e11to11cC11 cada ciclo dirigido de longitud k-1 contenido en T es C(H)-monocromático. 

Demostraci6n 

Sea T uu torneo m-coloreado que cumple las hipótesis del Teorema. Sea '/'l:-1 =(zó, z1, ,;;;,zA;:....2,zo) 
un ciclo dirigido de longitud k-1 contenido en T, donde 3$k-l::;p-l. Para demostrar que 
1'1:-1 es C(H)-monocromático, analicemos los casos posibles: . · ·• · · ·· · 

',. . ::.~;;. i ,.~ .: 

- Caso I: . . ·. .·· . ; .:J:i ''';·;::;,:¡:, ': '· . :· . 
3wE(V(T)-V('i'k-tl)[{(z,w) E F(T) 1 z E V('/'1:-1)} # 0 & {(w,z) E, F(T). I zEV(')'lc;i)}~0 }, 

es decir, existe Wl vértice w de T que no está en el ciclo "Yk-1 tál que 'elciSte'.'al menos'· una 
flecha del conjunto de vértices de 'i'k-1 a w y existe al menos uná fleeha de w.al conjunto 
de vértices de 'i'k-1 · . . . . 

Sin pérdida de generalidad supongamos que (zo,w)EF(T). 

Sea i=min{jE{l,2,. . .,k-2} 1 (w,z3)EF(T)}, es decir, z; es el primer vértice de '/'k-1 tal que existe 
la flecha de w a z3 (i existe por la hipótesis del caso 1). 

Ahora, por definición de i tenemos que (w,z1)EF(T) y (w,z1-1)!C'F(T) (pues Z; es el primer 
vért.ice del ciclo que cumple ésto), pero dado que Tes torneo, entonces (z;-i,w)EF(T). 

Por lo tanto ")'=(z;-1,w,z;)U(z;,')'k-i,Z;-1) es un ciclo dirigido de longitud k contenido en T. 

Figura.")'=( z1-1, w,z;}U (z; ,'')'k-1,z1-1) 

77 



Por hipótesis del Teorema, 'Y es un ciclo C(H)-monocromático, digamos de color azul. 

Notemos entonces que las flechas {(z;-1,w),(w,z;)} son az~l~e;1.CCH) (p~es ~01~-flechas ele -y). 

Por lo tanto existe una z;_ 1z;-flecha en C(C(H)) que es de color azul, por definición de la 
cerradura aplicada a C(H). 

Por el Lema 4.1 tambi,~n existe una Z;-1z;-fleclm en C(H) que es de color azul. De manera que 
existen las flechas {(z;,z;+i) 1 iE{0,1, ... ,k-2) módulo k-2} de color azul en C(H). 

Por lo tanto 'Yk-l es C(H)-monocromútico y el Teorema se cumple. 

- Caso II: 

'v'wE(V(T)-V('Yk_¡))[{(z,w)EF(T) 1 zEV(/k-1)}=0 o bien{(w, z) E F(T) 1zEV('Yk-1)}=0]. 
Es decir, para todo vértice w de T que no está en el ciclo /k-li solo hay flechas en T del 
ciclo a w o solamente las hay de w al ciclo. ·. 

Denotemos: 

Vi={we(V(T)-V('Yk-t)) 1 {(w,z)EF(T) 1 zÉV{'Yk-iÚ=0} -

l.'2={wE(V(T)-V{'Yk-1)) 1{(z,w)EF(T)1 zEV(-yk...:1)}~0}_ 
Analicemos dos subca.."lOs: ,·, 

- Caso 11-a: · · · · 

Si Vi=0: como Vi UV2=(V(T)-VC'Yk-1)) debido a la hipótesis del caso I¡ y dado que jV(T)l=p;::k> 
k-1 = IVbk-1)1, entonces IVil=IViUl.'21?60. ·· ·· · · 

Ahora bien, por hipótesis C(H) es una digráfica núcleo imperfecta crítica, de mo'do:'que toda 
subdigráfica inducida propia de C(H), en particular C(H)[Vi], tiene núcleo;'1i(qiíe'.deno-

taremos con N1. . _ . , .... :·:, _ _.,,_,:':.;·_·. 
Pero por definición de V¡, para cada wEVi y para cada zEV(/k-1) se tiene,qtie'(i,v;)EF(T) 

(pues por definición de Vi {(w,z)EF(T) 1 zEVC'Yk-1)}=0} y Tes torneo)ies'd~iri'siernpre 
hay flechas de 'Yk-1 a Vi. . . . 

Veamos que N 1 es también núcleo de C(H): :; ·('_: ,, 

- N1 11bsorbe a todo elemento de C(H) pues V(C(H)) = V(H) =:V(T) ~':Vi u)í:i·u\f('Yk.:_:1) ~ 
V¡UVC'Yk-t) y sabíamos ya que Ni absorbe a V¡ y a los vértices del d~oák'-:;t'· · > · ·· 

- N1 es independiente en C(H) pues es un conjunto independiente el1 u~a\ubdigrá.fié:i illd~cida 

Por J~et~n~~) ~~:: :1ú~:::·~~H), contradiciendo que C(H) es méd·i~~á~~~~~fii~-~erfeeti\ 
crítica (y que por tant.o no tiene núcleo). · , ; :~}:·é(:(.f:fJ/l~:.; '.:: · .· . 

Concluimos entonces que el Caso II-a es imposible. , ··::,e,-·):.:·• .. ;~:'·· .... 
,. .. '.; ·.:.'.~?'.""<.~";<~:~·\•':·:;'e• ,· ..... 

- Caso II-b: -... . .. _ .. · .. e· _ :'·" 

Si Vi=0: como v¡uV2=(V(T)-V(1k-t)), y IV(T)l=p;::: k >k~1:=:1v(~~~s1~Af~á~~~.f~t,;,,IVtLJl·M~0. 
Ahorn bien, por hipót.csis C(H) es una digráfica mícleo impe~fc~ta~:c~ÍtÍ~~!if<l~:i;;~Jo){~i~ toda. 

subdigráfica inducida propia de C(H), en particular C(H)[Y(j;.,'~i)]}\ie.nc~~ú~!oo:,,oe'note-
rnos con N1 a t.al mícleo. )i·:i:'.>' ·.'.;;'"'·:re~:;~>. ' 

Veamos que N¡ es tambiéu núcleo de C(H): : ·:'C:',;:-:c· .·.:,.'.:::,\,:~: ;;. :-._;i:: · 

- Ni absorbe a tocio elemento de C(H) pues V(C(H)) = V(H) =='.\f(T);~;V1'Ú;V:i'Ll;V6k...:.-{) = 
l,'2UVC'Yk-d y sabíamos ya que N1 absorbe a Vi! y a _los. vértices del c~~!o.j/.,i),'.;. \ . . 

- Ni es independiente en C(H) pues es un conjunto independiente en ~~;;_ subdigráficia inducida 
de C(H) (por el Lema 2.1) . '· · ·· · · · 
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Por lo tanto N 1 es míclco de C(H), contradiciendo que C(H)es una digrá.fica 'núclec>'impérfecta 
crítica (y que por tanto no tiene míclco). ' · · · · · · · 

Concluimos entonces que el Caso 11-b es imposible. 

- Caso 11-c: 

Si Vi;60 y V2;60 entonces por cómo fueron definidos Vi y V2 tenemos que (V2, V1UV{"Yk-1)) es 
una partición de V(T). Pero dado que V(T) = V(H) = V(C(H)) entonces (\12, ViUV(')'k-1)) 
es también una partición de V(C(H)). 

Como C(H) es una digráfica núcleo imperfecta crítica, enton¿es 'Asim(C(H)) es fuertemente 
conexa, por el Teorema 2.9 (inciso 2). Por lo. tanto existe una flecha en Asim(C(H)) de 
V¡UV(')'k-1) a l/2. 

Pero por definición de Vi! no existen flechas de V(')'k-l) a V2 contenidas en T. Además, [(u,v) 
E Asim (C(H)) => (u,v) E F(T)] pues: 

Como (u,v) E F(Asim(C(H))) entonces existe una uv-trayectoria dirigida monocromá
tica en H y no existe una vu-trayectoria dirigida monocromática en H; por lo tanto no 
existe una vu-trayectoria dirigida monocromática en T, pues C(T)\;;H y V(H)=V(T) 
(de lo contrario, existe una vu-trayectoria dirigida monocromática en H, contradi
ciendo que tal trayectoria no existe); entonces (v,u)~F(C(T)) y por tanto (v,u)~(T) 
(de lo contrario se tiene que (v,u)EF(C(T)) por definición de C(T), contradiciendo lo 
anterior); y dado que Tes tomoo, entonces (u,v)EF(T). 

Entonces por contrapositiva de tal implicación tenemos que no existen flechas de V{'">'k-1) 
a V2 contenidas en Asim (C(H)). 

Por lo tanto existe una flecha de Vi a Vi! en Asim(C(H)). Sea (x,y) una lleclia de. Vi a V2 
contenida en Asim (C(H)) (pues Asim(C(H)) es fuertemente conexa). 

Observemos que como xEVi entonces para todo z E Vhk-1), (x,z)~F(T) (por definición de 
Vi); pero como T es torneo entonces (z,x)EF(T) para todo zEV(')'k_¡). En particular 
(zo,x)EF(T). 

Análogamente observemos que como YEl/2, entonces para todo zE')'k-1• (z,y)~F(T) por definición 
de V2; pero como T es torneo entonces (y,z)EF(T) para todo zEVhk-l)'..·~En;particular 
(y,z2)EF(T). · :;·.;:,>:;ri. 

Por lo tanto ')'k=(zo, x, y, z2)U(z2>Yk-i.zo) es un ciclo dirigido de longitud;Jc.c0ritélúd6en· 
T. Entonces, por la hipótesis del Teorema, ')'k es C(H)-monocromátiC()/de:.illanerá que 
existe una yx-trayectoria dirigida monocromática eri C(H), por.leí tl.\~t0J(y;x)EF'(C(H)) 
por definición de C(H), contradiciendo que (x,y) E F(Asini(C(H))).1; ;:'·'.'iJt'1:~"":i~' \?~ > .. ·. 

Por lo tanto el caso II-c es imposible también. ·· •· :i:i'.' Fi·:•:«4'H i.i}J'·:•,'(i f''·'· 
Entonces el único caso posible es el caso 1, en el que ya con.ch.ii~os'qu~)i1ir~~~hia''iie c~ple. : 

Teo•ema 4. 7 • ••• ¿;y.:;1:~.§¡·~~;~1~j•~'f i' C•· 

Sea T un torneo m-colorcado con p vértices. Si existe.k'.(dcmde'3::;k::;p):tal;que'cumpla las 
siguientes condiciones: • . . , 

1
: : :).·;;¡\' .. !'.\~m;)\',~;' '~''.'.'' '.~;;{;? [ '.'i.' · • ··. · ·. 

a) Para todo torm.>o 111-colorcado T'~T tal queT'. iio cóüticile dclo8 dirigidos de longitud k, se 
tiene que C(T') es una digráfica n1íCieo ~perfe;;tá'!~ :''.:?~ ;S;'''.'\·".'·/~''."': ' · · · · · ·. '·. 

b) Cada ciclo dirigido de longitud k cont(!n'Í~ori~:·T.~ CCT)~níonocrorriiÍÚco. 
Entonces C(T) es una digráfica núclcÓ perfecta. 

ESTA TESIS NO S/:J_J:~ 
~-: .~~ LA BIBLIOT'Jl::CA 



Demostración 
Supongamos lo contrario, i.e. C{T) no es una digráfica núcleo perfecta, por lo tanto existe una 

subdigráfica inducida de C{T), digamos H, tal que H es una digráfica núcleo imperfecta 
crítica (por el Teorema 2.8) 

Sea Tu=T[V(H)] el torm .. 'O inducido por V(H). 

Notemos que C(T11 )<;;:H (ver Obscrvaci6n al final de la prueba). 

Ahora bien, si TH 110 contiene ciclos dirigidos de longitud k, entonces C(TH) es núcleo perfecta, 
por la hipótesis a) del Teorema. Así que C(TH) tiene núcleo, que consiste de un solo 
vértice, digamos {v} (pues Tes torneo), y observemos que {v} es también núcleo de H 
(pues C(T11 )<;;:H), contradiciendo la suposición de que Hes una digráfica núcleo imperfecta 
crítica (y c¡ue por tanto que no tiene núcleo). 

Por lo tanto Tu contiene al menos un ciclo dirigido de longitud k. 

Recordemos que la hipótesis b) del Teorema implica que cada ciclo dirigido de longitud k es 
C{T)-monocromático. 

Cuando k=3, por el Teorema 4.5 (cuyas hipótesis se cumplen pues T11<;;;T contiene al menos 
un ciclo dirigido de longitud k, por consiguiente T contiene al menos un ciclo dirigido de 
longitud k, y cada ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T es C(T)-monocromático), 
tenemos que C(T) es mm digráfica núcleo perfecta, contradiciendo la suposición inicial. 

Cuando k;:::4, se cumplen las hipótesis del Teorema 4.6 aplicado a T11 y H: pues V(T11)=V(H), 
C(T11 )~H, C(H) L'8 núcleo imperfecta crítica y cada ciclo dirigido de longitud k contenido 
en Tu (y por tanto contenido en T) es C(T)-monocromático y por consiguiente C{H)
monocromático, pues Hes una subdigráfica inducida de C(T). Por lo tanto el Teorema 4.6 
implica que cada ciclo dirigido de longitud k-1 contenido en Tu es C{H)-monocromático 
y por consiguiente C(T)-monocromático. Utilizando este argumento repetidamente (k-
3 veces) obtenemos entonces que cada ciclo dirigido de longitud 3 contenido en T11 es 
C(T)-monocromático. 

Veamos que H es una dignifica núcleo perfecta: supongamos lo contrario, i.e. H no es núcleo 
perfecta. Como Hes completa, entonces H tiene un ciclo -y<;;:Asim(H) por el Teorema 2.11. 
Debemos observar que 7<;;;TH. 8 Entonces, aplicando el Teorema 2.12 a T11, se tiene que 
existe un ciclo de longitud 3, -y3<;;;T11, tal que IFC'Ya)nF(-y)I ;::: l. Ahora bien, como ')'a es 
C(T)-mouocromático, entouces 'Y3 es simétrico en C(T), por lo tanto 'Y tiene al menos una 
flecha simétrica en H (pues H<;;:*C(T)), contradiciendo que 'Y <;;: Asim(H). Por lo tanto H 
es núcleo perfecta, lo que contradice la hipótesis de que H es núcleo imperfecta crítica. 

Por lo tanto la suposición de que C(T) no es una digráfica núcleo perfecta es falsa. 

t 
Observación: C(Tu )<;;:H9 

RL'Corclemos que V(H)=V(C(Tu)), por lo tanto para probar la contención, basta analizar 
al conjunto de las llecha.q de cada digráfica: · .· , .,, . . , . · 
H es una subdigráfica inducida de C(T), por lo tanto para toda xy-trayectoriá dirigida 
monocromática en T, con x,y E V(H), se tiene que (x,y) E F(H). Observemos. que .tales 
trayectorin.q pueden tener vértices no terminales en (V(T)-V(H)), s.ea p .iuia xy~trayecto
ria con esa propiedad. Entonces P s;1; T[V(H)], y por lo tanto (x,y) · ~.F(C(T[V(H)])) = 
F(C[Tu]). Por lo tanto no necesariamente todo elemento de F(H) pertenece á F(C[T11)). 

8Por demostrar que -,t;;T11: sea (x,y)EF("y) arbitraria, si (x,y)i;!F(T11) ent01;~cs'c;,x)EF(~¡;)y;. que Tu es 
torneo, por lo tanto (x,y) es una íl<'dia simétrica en 11, contradiciendo que ;~Asiín(ll); por" lo tanto i·t;Tu. 

9 Tu y JI corno í1wron definidos en ul Tc.>0rema 4.10 . : ~ 
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Por otra parte, la contención F(C[Tu]) s; F(H) es cierta: si (x,y) E F(C[Tu)), entonces, o 
(x,y) E F(T11 ), o existe una xy-trayectoria dirigida monocromática P totalmente contenida 
en Tu s; F(H). Pero (x,y) E F(Tu) => (x,y) E F(T) => (x,y) E F(C(T)), con x,y E V(H) 
=> (x,y) E F(H). Y si existe una xy-trayectoria dirigida monocromática P totalmente 
contenida en Tu s; F(H), entonces (x, y) E F(C(T)), con x,y E V(H), de donde (x,y) E 

F(H). 
Por lo tanto C(TH )s;H. 

Con esta prueba culmina el cuarto capítulo de la presente tesis, que reune algunas condi
ciones suficientes para que la cerradura de un torneo m-coloreado sea núcleo perfecta. 
Observe el lector cuán útil resulta ser el Teorema 2.11, pues consituye en sí mismo ima her
mmient.a imprescindible en algunas demostraciones. Con ello en :mente. el· lector· encontrará 
natural el inicio del siguiente capítulo. 
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Capítulo 5 

'Irayectorias y ciclos dirigidos 
monocromáticos en casitorneos 
m-coloreados 

El lector debe pregunt.arsc ahora si los resultados probados en el capítulo previo para torneos 
m-coloreados, son también válidos para otras digráficas, y más aún, si las herramientas que 
resultaron útiles ent.onces, también lo son ahora (resulta inevitable pensar en el Teorema de 
Berge). Considerando digráfica.s muy particulares, los casitorneos, la. respuesta a la primer in
terrogante es afortunadamente afirmativa en algunos ca.sos, mientras que la segunda pregunta se 
rnsponde con una rotunda negativa, pues recordemos que una de las implicaciones .del Teorema 
de Berge es sólo válido para digráficas completas (característica que no cumplen los ca.sitorneos 
por definición); así que es necesario crear primero la preciada herramienta que nos permita 
demostrar que ciertas condiciones son suficientes para que C(D) sea núcleo perfecta; por lo 
tanto inicialmente se demuestra que si toda subdigráfica inducida propia de un casitorneo D 
tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, entonces D tiene núcleo por trayectorias 
dirigidas monocromáticas o bien existe un ciclo dirigido "(~Asim(C(D)) 1 {x,y}~V(-y) y para 
cualesquiera dos vértices no consecutivos de 'Y existe una flecha simétrica entre ellos en C(D). 
La generalización de este resultado también es probada. 
Posteriormente se prueba una afirmación análoga al resultado obtenido en torneos por S. Ming
gang: que la cerradura de toda {Ca, Ta}-m-coloración libre de un casitorneo D no solo tiene 
núcleo, sino que es míclco perfecta; y ello se logra haciendo uso de la siguiente afirmación: si D 
110 contiene Ta ni Ca, entonces C(D) 110 contiene algún ciclo asimétrico 'Y tal que: a) {x, y} ~ 
V(-r), y b) entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de 7, existe uua flecha simétrica. 
Y finalmente se prueba un Teorema análogo al resultado para torneos en el capítulq previo: 
si todo ciclo dirigido contenido en un casitorneo D y de longitud a lo más cuatro, es ca.si
monocromático, entonces D tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. 
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Se define como casitorneo a la digrá.Íica que se obtien~ de eliminar una única flecha· de algún 
torneo coloreado (Le. D~Tn-[x,y]). ·=--'.--" _ _:·_,. 

A falta de la validez del Teorema de Berge (Teorema 2.11), el siguiente resultado constituye la 
preciada herramienta que nos permitirá demostrar que ciertas condiciones son suficientes para 

que C(D) sea núcleo perfecta. 

Teoren1a 5.1 

Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de eliminar una única flecha [x,y) de algún tor
neo m-coloreado Tn (i.e. D~Tn-[x,y)). Si toda subdigráfica inducida propia de D tiene 
núcleo por trayect.orias dirigida~ monocromáticas, entonces se cumple al menos una de las 
siguientes afirmaciones: 

i) D tiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. 

ii) Existe un ciclo dirigido -y~Asim(C{D)) 1 {x,y}~V(-y); y para cualesquiera dos vértices no 
consecutivos de 'Y existe una flecha simétrica entre ellos en C(D). 

Demostración 

Supongamos que D no tiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, así que se 
probará la afirmación (ii), para ello definamos primero un orden en V{D)-{x} de la siguiente 
furm~ · · 

-Por hipótesis toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas, de ahí que D-{x} tiene un vértice, digamos w0 , tal que {wo} es núcleo 
por trayectorias dirigidas monocromáticas de D-{ x}. 

-Si existe una xwo-trayectoria dirigida monocromática en D, entonces Wo es un núcleo por 
trayectorias dirigidas monocromáticas de D, contradiciendo nuestra suposición inicial. Por 
Jo tanto no existe alguna xwo-trayectoria dirigida monocromática en D. 

-Si {x, wo} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas, entonces 
w0 = y (pues los únicos vértices no adyacentes entre sí por trayectorias dirigidas mono
cromáticas entre sí en D son x & y) y {x, wo} es un núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas en D, contradiciendo nuestra suposición inicial. Por Jo tanto {x, w0 } 

no es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, y dado 
que no existe una xwo-trayectoria dirigida monocromática en D, entonces existe alguna 
wox-trayectoria dirigida monocromática en D, y por consiguiente (w0 , x) E F(C(D)) por 
definición de C{D), y de hecho (wo, x) E F{Asim(C(D)) (pues no existe uua xwo-trayectoria 
dirigida monocromática cu D). 

-Ahora, D-{x, wo} es una subdigráfica propia inducida de D, entonces por hipótesis existe w1 E 
V{D-{x, wo}) tal que {wi} es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D-{x, 
wo}. 

-Continuando con este proceso podemos establecer un orden en los vértices de D-{x}, de manera 
que {wk} es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D-{x, wo, w1, ... , Wk-1}. 
Llamaremos a tal orden un w-orden de V(D)-{x} y diremos que un vértice v1 es w-anterior 
a otro vértice v2 si 'V¡ aparece antes que v2 en el w-orden (es decir, si {v2 } es núcleo por 
trayectorias dirigidn.5 monocromáticas de D-{x, wo, ... , Wm-d para algún m tal que Wm 

= V2, donde V¡ E {wo, ... , Wm-d ). 
Si {x} es absorbente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D-{x} entonces {x} e8 núcleo 

por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, contradiciendo nuestra suposición inicial. 
Por lo tanto existe un vértice en D-{x, w0 } que no es absorbido por trayectorias dirigidas 
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monocromáticas por x (recordemos que existe una wox-trayectoria dirigida monocromática 
en D). 

Sea k = min {iEN J /3 w;x-trayectoria dirigida monocromatica en D} (notemos que por la 
elección de k, todos los vértices w-anteriores a Wk son absorbidos por trayectorias dirigi
das monocromáticas por x, es decir, para cada 0.:5:i<k existe una w•x-trayectoria dirigida 
monocromática en D). 

Si {x, wk} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, en
tonces {x, wk} es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D (e.sto se debe 
a que x absorbe por trayectorias dirigidas monocromáticas a los vértices w-anteriorcs a Wk, 

mientras que Wk absorbe por trayectorias dirigidas monocromáticas a los vértices restantes 
que son w-posteriorcs a wk), contradiciendo nuestra suposición inicial. 

Entonces existe una xwk-trayectoria dirigida monocromática en D (pues {x, wk} no es indepen
diente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D pero no existe una Wkx-trayectoria 
dirigida monocromática en D) y por consiguiente (x, Wk) E F(C(D)) por definición de 
C(D), de hecho (x, wk) E F(Asim(C(D)) ya que no existe una Wkx-trayectoria dirigida 
monocromática cu D. 

Sea uo = wk. 

Debe existir un vértice en el w-orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en D por uo (de lo contrario {uo} absorbe a V(D)-{x} y dado 
que existe un xuo-trayectoria dirigida monocromática en D, entonces {u0 } es núcleo por 
trayectorias dirigidas monocromáticas en D, contradiciendo nuestra suposición inicial) y 
que deba ser w-anterior a uo (pues recordemos que { u 0 = w¡.,} es un núcleo por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en D-{x, wo, wi. ... , Wk-1}). 

Sea t¡ = miu {i ~ O J ~ w;uo-trayectoria dirigida monocromática en D}. 

Denotemos u1 = Wt 1 • 

Observemos que existe una uou1-trayectoria dirigida monocromatica en D: sabemos ya que no 
existe una U¡ Uo-trayectoria dirigida monocromática en D (por la elección de t 1 ), y si { u0 , 

u1} es independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D entonces es un núcleo 
por trayectorias dirigidas monocromaticas eri D (pues Wt es absorbente por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en V(D)-{x, wo, ... , w1_¡}, Wk es absorbente por trayectorias 
dirigid!IS monocromáticas en V(D)-{x, wo, ... , Wk_¡}, con t menor que k, ua absorbe por 
trayectorias dirigidas monocromáticas a {wo, W¡, ••• , Wt-¡} por la elección de t, y se sabe 
además que uo absorbe ax por trayectorias dirigidas monocromáticas), lo que contradice 
nuestra suposición inicial. Por lo tanto existe una uou1-trayectoria dirigida monocromática 
en D. 

Entonces (uo, u¡) E F(C(D)) por definición de C(D), y de .hecho (u0 , u 1) E F(Asi!Il(C(D))) 
(pues no existe una u1uo-trayectoria dirigida monocromática en D). · · · 

De igual manera definimos los siguientes Ur vértices en el nuevo orden que denominaremCis:· u~ . 
orden; SU poniendo que Uo, U¡, ••• , Ur ya están definidos, procedamos a COnstruii:'~l ~lguÍenfii 
elemento del u-orden: , ,_, ,,, ''(•<"/'. .. ;:", .. 

- Si no existe una X1tr-trayectoria dirigida monocromática en'D, cnt<>ili::eíi'ti~'~;~Íli.íltlmo 
vértice de la sucesión de vértices definidos según el u~orden, 1 ·y eXiste'Un~/u~·~!~~ii'.yectoria . 
dirigida monocromática cu D (pues 1Lr es w-ant.erior a w,; y por lá'~leccióit:<lfk):': ,, ' 

~. ·_ { ' . ' •.·"" _.,. 
-,_, -L ""•"''' ---;·,.;.;.:_ 

1 H.ecorde1110!i qut! existe al rnen08 un vértice w tal que no existe una X~~t·r~YOCt~-~ia' ~Údgid~· ~c;:~~-~_máÍ~ica, 
a saber w = wo, de ahí que Ur esté bien definido · - ,·' .· ·-·' · · .·. - · - · · · ·· 

·,--._,,· 
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Figura: u-orden en-V{D)-{x} 

Vo 

- Si existe una xur-trayectoria dirigida monocromática en D, entonces debe existir un vértice 
en el w-orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias dirigidas monocromá
ticas en D por 1tr (de lo contrario { Ur} absorbe por trayectorias dirigidas monocromáticas 
a V(D)-{x} y dado que existe un XUr·traycctoria dirigida monocromática en D, entonces 
{nr} es mícleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, cont.radiciendo nuestra 
suposición inicial) y que deba ser w-anterior a Ur (pues recordemos que { 1tr = Wj}, para 
algún jE{O, 1, .... , k-1}, es un mícleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D-{x, 
w0 , W¡, ••• , w3 _ 1 } ). Sea tr+I = min {i E N 1 ;;!' W;Ur·trayectoria dirigida monocromática en 
D}. Denotemos Ur+I = Wtr+i • Observemos que existe una Ur1Lr+1-trayectoria dirigida mo
nocromatica en D: sabemos que no existe una Ur+I Ur·trayectoria dirigida monocromática 
en D (por la elección de tr+1), y si {ur+I• Ur} es independiente por trayectorias dirigidas 
monocromáticas en D entonces es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas 
en D (pues Wtr+i es absorbente por trayectorias dirigidas monocromáticas en V(D)-{x, 
wo, ... , Wt,+ 1 -¡}, Wj = Ur es absorbente por por trayectorias dirigidas monocromáticas 
en V(D)-{x, wo, ... , Wj-¡}, con tr+1 menor que j, Ur absorbe por trayectorias dirigidas 
monocromáticas a {wo, W¡, .•. , w1,+,-i} por la elección de tr+I• y se sabe además que Ur 

absorbe ax por trayectorias dirigidas monocrmmíticas), contradiciendo nuestra suposición 
inicial. Por lo tanto existe una 1Lr1Lr+l ·t.rayectoria dirigida monocromática en D 2

• Entonces 
(ur. Ur+1) E F(C(D)) por definición de C(D), y de hecho (ur. Ur+1) E F (Asim(C(D))) 
(pues no existe una 1Lr+1 Ur·trayectoria dirigida monocromática en D). 

Así definimos el u-orden, el cual no necesariamente incluye a todos los vértices de D-{x}. 

La sucesión de vértices definidos i;egtín el u-orden es finita, pues D lo es y existe un W¡ (a saber, 
w0 ) tal que no existe una xw;-trnyectoria dirigida monocromática en D. Sea Um el u-último 
vértice de la sucesión (u;), y por la definición de tal sucesión sabemos que no existe una 
X!Lm·tmycctoria dirigida monocromática en D (de otro modo se puede definir el vértice 
Um+l)• 

2 En realidad basta el siguie11tc argumento para la existcucia de t.al trayectoria: corno Q .. {x} es Torneo, entonces 
[u,., ttr+d E F(D) 1 y dado que no cxi!-ltc unn ur+tur-trayecorin dirigida monocromática en D, ento~ccs (ur+lt 
ur) <;! F(C(D)) y por tanto (ur+I• Ur) <;! F(D), y se sigue que (1tr, "•+I) E F(D), que es una Urur+t~lrayectoria 
dirigida monocromática en D -. 
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Notemos que existe una ltrnx-trayectoria dirigida monocromática en D, pues u,n es w-anterior 
a wk y por Ja elección de k. ---

En conclnsión, existe una u;u;+;-trayectoria dirigida monocromática en D (con i=O, 1, ... , 
m-1) debido al u-orden, y por la misma razón no existe una 'U;+;u;-trayectoria dirigida 
monocromática en D; existe una xu0-trayectoria dirigida monocromática en D y 1m- existe 
una u0 x-traycctoria dirigida monocromática en D; y existe una 'Umx-trayectoria dirigida 
monocromática en D y· no existe una xum-trayectoria dirigida monocromática en D. En
tonces, por definición de C(D) se tiene que {(x, tlo), (!to, U¡), ... , (u,,._¡, 'Um), (um, x)} es 
un conjunto de flechas asimétricas en C(D), de modo que el ciclo ')' = (x, uo, u¡, u2, ... , 
ttm, x) <;;; Asim(C(D)) está bien definido, y además se tiene que xEV(7). 

Veamos que y E V('Y): si yrf. V(7) entonces la subdigráfica propia inducida por V("l'), D[V("y)], 
es una subdigráfica propia de D (pues x & y son los únicos vértices no adyacentes entre 
sí) y por hipótesis tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, es decir, ex
iste zEV(7) tal que {z} es núclt.'O por trayectorias dirigidas monocromáticas de D[V("y)], 
contradiciendo el hecho de que no existe algún vértice de 1' que absorba por trayectorias 
dir_igidas monocromáticas a todos los demás vértices del ciclo 1' 3 • Por lo tanto y E V(-y).4 • 

Por lo tanto {x, y} <;;; V(7) 1 que es la primer parte de la afirmación (ii) que se quería demostrar. 

Veamos ahora que para cualesquiera dos vértices no consecutivos de 'Y existe una flecha simétrica 
entre ellos en C(D): 

- Sean u;, ui E V('Y)-{x} = {u0 , u¡, ... ,u,,.}, tales que jr/.{i+l, i-1}, y sin pérdida de generalidad 
supongamos que i es menor que j (i.e. j=i+k, para algún k2:2). Por demostrar que (u;, 
tlj) E F(Sim(C(D))): por construcción del u-orden, u; y Uj son elementos del w-orden, por 
lo que u;=w1, y Uj=w11 (conservando la notación usada para la construcción del u-orden, 
a la que agregamos que 'UQ = wk = w 10 ). Ahora bien, Uj = Wt1 absorbe por trayectorias 
dirigidas monocromáticas a todo vértice w-posterior a él (tal es el caso de u;) ya que Uj = 
Wt1 es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de V(D)-{x, wo, w¡, ... , Wt1-1}, 
por lo tanto existe una u;urtrayectoria dirigida monocromática, y por consiguiente (u;, 
tLj) E F(C(D)) por definición de C(D). Por otra parte, rncordemos que wi,+1 = (u1+1) 
es el primer vértice en el w-orden tal que no existe una w11+ 1w1,-trayectoria dirigida mo
nocromática, entonces para todos los u vértices w-anteriores a w11 +1 = (u;+1), se tiene 
que existe una uw1,-traycctoria dirigida monocromática en D, en particular existe una 
w11 w11 -trayectoria dirigida monocromática en D (pues w 11 es w-anterior a Wt,+l dado que 
j=i+k, para algún k?:2), i.e. existe una Uju;-traycctoria dirigida monocromática en D, 
y por consiguiente (ti;, Uj) E F(C(D)) por definición de C(D). Por lo tanto (ut, Uj) E 
F(Sim(C(D))). 

- Sea x & u; E V('Y)-{uo, Um} = {x, u¡, u2 ... ,Um-d· Por demostrar que (x, u;) E F(Sim(C(D))): 
Notemos primero que u; es u-anterior a Um en el u-orden. Ahora bien, como Um es el primer 
vértice en el u-orden tal que no existe una xum-trayectoria dirigida monocromática en D, 
entonces existe una xu;-trayectoria dirigida monocromática en D, y por consiguiente (x, u;) 
E F(C(D)) por definición de C(D). Por otra parte V u; E {u¡, u2 ... ,u,,._1}[u; es w-anterior 
a wk = u 0 ] por la construcción del u-orden, entonces existe una u;x-traycctoria dirigida 
monocromática en D, dchido a la elección de k; y por consibruiente (x, u;) E F(C(D)) por 
definición de C(D). Por lo tanto {x, 11;) E F(Sim(C(D))). 

3 Por construcción del ciclo 1' 1 x absorbe a. cua1quicr vértice de '") excepto a uo, Ui abHOrbe a cualquier vértice 
de 1' excepto a tt1+1 (0$i:5m}, y 11m absorbe a cualquier vértice de "Y excepto ax 

40tro argumento para justiflca.r que y E V(;-) es el siguiente: D[V(;-)J es una subdigráflca completa, y por 
ser subdigráfica propia de O, tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, al igual que todas sus 
subdigráficas induci<lus; por lo tanto D[V(;-)J es 111ícleo perfecta por tmyectorins dirigidas monocromáticas, de 
manera que C(D[V(;-)J) es mícleo perfecta y completa; cntonc<>s por el Teorema 2.11 se tiene que cada ciclo 
dirigido contenido en C(D[V(;-)IJ tiene al menos una !focha simétrica, lo que contradice que -y ~ Asim(C(D)). 
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Por lo tanto para cualesquiera dos vértices no consecutivos de 'Y existe una flecha simétrica 
entre ellos en C(D). -

t 
Tras el análisis anterior, la pregunta inmediata es si los argumentos utilizados en el Teorema 

5.1 funcionan para digráficas de la forma D~T,.-{[x, y¡), [x, v2], ... , [x, Yk]} donde {y;} es un 
conjunto de vértices adyacentes ax en T,., con k~i;::l, es decir, si D resulta de eliminar más de 
una flecha de la forma [x,y;] de alg1ín torneo m-coloreado T,.. Afirmamos que efectivamente los 
argumentos utlizados anteriormente funcionan para este nuevo problema pero con la siguiente 
condición: si D resulta de eliminar todas las flechas de la forma [x,y;] de algún torneo m-colo
reado T,., o bien, si D es la digráfica que se obtiene al eliminar a los más n-3 flechas de la forma 
[x,y;] de algún torneo m-coloreado T,. (con ór" (x)=n-1). 

Teorema 5.2 

Sea D una digráfica m-coloreada de orden n que resulta de eliminar todas o a lo más n-3 flechas 
de la forma (x,y;] de algún torneo m-coloreado T,., donde n-3;::i;::l (i.e. D~T,.-{(x, y¡), (x, 
Y2], ... , [x, Yk]}, con n-3~k); y además, tal que ó1;(x);::l & ój_)(x);::l. Si toda subdigráfica 
inducida propia de D tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, entonces se 
cumple al menos una de las siguientes afirmaciones: 

i) D tiene un mícleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. 

ii) Existe un ciclo dirigido 7!;Asim(C(D)) 1 {x, Yr }~V('Y) para algún k~r;::l; y para cua
lesquiera dos vértices no consecutivos de 'Y existe una flecha simétrica entre ellos en C(D). 

Demostración 

Si D resulta de eliminar todas las flechas de la forma [x,yi] de algún torneo m-coloreado T,., 
dado que D-{x} tiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, digamos {n} 
(pues D-{x} es una subdigráfica propia inducida de D), entonces {x, n} es un núcleo por 
trayectorias dirigidas monocromáticas de D (n es absorbente en D-{x}, y entre x y n no 
hay trayectorias dirigidas monocromáticas debido a la construcción de D). Por lo tanto el 
Teorema se cumple. 

Si D es lllla digráfica m-coloreada de orden n que resulta de eliminar a lo más n-3 flechas de la 
forma [x,y;J de algún torneo m-coloreado T,., donde n-3;::i;::l: 

Supongamos que D no tiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticiis, así _que se 
probará la afirmación (ii), para ello definamos primero un orden en V(D)-{x} de la siguiente 
forma: · · 

-Por hipótesis toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo por trayectorias dirigidás 
monocromáticas, de ahí que D-{x} tiene un vértice, digamos wo, tal que·{wo} es núcleo 
por trayectorias dirigidas monocromáticas de D-{x}. ·; 

-Si existe una xw0-trayectoria dirigida monocromática en D, entonces w 0 es un núc_leo por 
trayectorias dirigidas monocromáticas de D, contradiciendo nuestra suposición inicial. Por 
lo tanto no existe alguna xw0-trayectoria dirigida monocromática en D. 

-Si {x, wo} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas, entonces 
wo = y (pues los únicos vértices no adyacentes entre sí en D son x & y) y {x, wo} es un 
núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, contradiciendo nuestra suposición 
inicial. Por lo tanto { x, Wo} no es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas 
monocromáticas en D, y dado que no existe una xwo-trayectoria dirigida monocromática 
en D, entonces existe alguna w0 x-traycctoria dirigida monocromática en D 5 , y por cou-

~l!c aquí In utilidiul de pedir corno condición inicial que c50 (x)~l 
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siguiente (wo, x) E F(C(D)) por definición de C(D), y de hecho (wo, x) E F(Asini(C(D)) 
(púes- no existe una x1ir0-trayectoria dirigida monocromática en D. - _ - -__. 

-Ahora, D-{x, wo} es una subdigráfica propia inducida de D, entonces por hipótesis e~i~te W1 _E 
V(D-{x, w0}) tal que {w¡} es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D~{x,-
wo}. -,. 

-Continuando con este proceso podemos establecer un orden en los vértices de D-{x}, de manera 
que {wk} es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D-{x, wo,w1, ... ,- wi.:-i}. 
Llamaremos a tal orden un w-orden de V(D)-{x} y diremos que un vértice·v1 es w~anterior 
a otro vértice v2 si v1 aparece antes que t'2 en el w-orden (es decir, si {v2} es núéleo por 
trayectorias dirigidas monocromáticas de D-{x, wo, .. ., Wm-1} para algún m tal que Wm 

= v2, donde Vt E {wo, ... , Wm-1} ). 

Si {x} es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas en D-{x} entonces_{x} es núcleo 
por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, contradiciendo nuestra suposición iniciál. 
Por lo tanto existe un vértice en D-{x, wo} que no es absorbido por trayectorias dirigidas 
monocromáticas por x (recordemos que existe una wox-trayectoria dirigida moncromática 
en D). 

Sea k = min {iEN 1 1-3 w;x-trayectoria dirigida monocromatica en D} (notemos que por la 
elección de k, todos los vértices w-anteriores a Wk son absorbidos por x, es decir, para cada 
O:s;i:s;k existe una w;x-trayectoria dirigida monocromática en D). 

Si {x, Wk} es un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, en
tonces ·{x, wk} es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D (ya que x 
absorbe por trayectorias dirigidas monocromáticas los vértices w-anteriores a Wk, mientras 
que Wk absorbe por trayectorias dirigidas monocromáticas a los vértices restantes que son 
w-posteriores a Wk), contradiciendo nuestra suposición inicial. 

Entonces existe una xwk-trayectoria dirigida monocromática en D6 (pues { x, wk} 110 es indepen
diente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D pero no existe w1a wkx-trayectoria 
dirigida monocromática en D) y por consiguiente (x, wk) E F(C(D)) por definición de 
C(D), de hecho (x, wk) E F(Asim(C(D)) ya que no existe una wkx-trayectoria dirigida 
monocromática en D. 

Sea 110 = Wk· 

Debe existir un vértice en el w~orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en D por uo (de lo contrario { uo} absorbe a V(D)-{x} y dado 
que existe un x110-trayectoria dirigida monocromática en D, entonces {uo} es núcleo por 
trayectorias dirigidas monocromáticas en D, contradiciendo nuestra suposición inicial) y 
que deba ser w-anterior a uo (pues recordemos que {uo = wk} es un núcleo por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en D-{x, wo, w¡, ... , Wk-1}). 

Sea t1 = min {i ~ O 1 ~ w;uo-trayectoria dirigida monocromática en D}. 

Denotemos u¡ = Wt,. 

Observemos que existe una u 0 u 1-trayectoria dirigida monocromática en D: sabemos ya que no 
existe una u1110-trayectoria dirigida monocromática en D (por la elección de t1), y si {tto, 
u1} es independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas en D entonces es un núcleo 
por trayectorias dirigidas monocromáticas en D (pues Wt es absorbente por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en V(D)-{ x, wo, ... , Wt-1 }, Wk es absorbente por por trayectorias 
dirigidas monocromáticas en V(D)-{x, wo, ... , Wk-i}, con t menor que k, 110 absorbe por 
trayectorias dirigidas monocromáticas a {wo, W¡, ••• , Wi-1} por la elección de t, y se sabe 

6 He aquí la utilidad de pedir como condición inicial que o¡';(x);:::l. 
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además que uo absorbe ax por trayectorias dirigidas monocromáticas), lo'que contradice 
nuestra suposición inicial. Por lo tanto existe una UQU1-trayectoria dirigidá. monocromática 
en D. 

Entonces (u0 , u1) E F(C(D)) por definición de C(D), y de hecho (uo, u1) E F(Asim(C(D))) 
(pues no existe una ·u1u0 -trayectoria dirigida 111onocro111ática en D. 

De igual manera definimos los siguientes u, vértices en el nuevo orden que denominaremos u
orden; suponiendo que u0 , u 1 , ••• , 1lr ya están definidos, procedamos a construir el siguiente 
elemento del u-orden: 

- Si no existe una xur-trayect.oria dirigida monocromática en D entonces u, es el último 
vértice de la sucesión ele vértices deflnidos según el u-orden, 7 y existe una Urx-trayectoria 
dirigida monocromática en D (pues u, es w-anterior a Wk y por la elección de k). 

- Si existe una xur-traycctoria dirigida monocromática en D, entonces debe existir un vértice 
en el w-orden de V(D)-{x} tal que no sea absorbido por trayectorias dirigidas monocromá
ticas en D por u,. (de lo contrario {u,.} absorbe por trayectorias dirigidas monocromáticas 
a V(D)-{x} y dado que existe un xu,.-traycctoria dirigida monocromática en D, entonces 
{u,.} es mícleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D, contradiciendo nuestra 
suposición inicial) y que deba ser w-anterior a u,. (pues recordemos que { Ur = Wj }, para 
algún jE{O, 1, .... , k-1}, es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en D-{x, 
wo, wi, .•• , Wj-¡} ). Sea tr+I = rnin {i E N 1 ~ W;1tr-trayectoria dirigida monocromatiea en 
D}. Denotemos Ur+i = Wtr+i • Observemos que existe una UrUr+1-trayectoria dirigida mo
nocromatica en D: sabemos que no existe una 1tr+J1lr-trayect.oria dirigida monocromática 
en D (por la elección de tr+1), y si {ur+l• 1tr} es independiente por trayectorias dirigidas 
monocromáticas en D entonces es un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas 
en D (pues Wtr+• es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas en V(D)-{x, 
wo, ... , Wtr+i-d• Wj = Ur es absorbente por por trayectorias dirigidas monocromáticas 
en V(D)-{x, Wo, ... , w;-1 }, con tr+l menor que j, u, absorbe por trayectorias dirigidas 
monocrorn{\ticas a { wo, w1, ... , Wtr+i-d por la elección de tr+i. y se sabe además que Ur 

absorbe ax por tmyectorias dirigidas monocromaticas), contradiciendo nuestra suposición 
inicial. Por lo tanto existe una Urllr+i-trayectoria dirigida monocromática en D 8 • Entonces 
(u,., Ur+i) E F(C(D)) por definición de C(D), y de hecho (u,., Ur+i) E F (Asim(C(D))) 
(pues no existe una Ur+JUr-trayectoria dirigida monocromática en D). 

Es así como definimos el u-orden, el cual no necesariamente incluye a todos los vértices de 
D-{x}. 

La sucesión de vérticl's definidos según el u-orden es finita, pues D lo es y existe un w; (a saber, 
w0 ) tal que no existe una xw;-trayectoria dirigida monocromática en D. Sea u,,. el u-último 
vértice de la sucesión (u;), y por la definición de tal sucesión sabemos que· nó existe una .· · 
x11,,.-trayectoria dirigida monocromática en D (de otro modo sé puede deflnii- :el vértice 
Um+t)• :;·;; . 

Notemos que existe 1111a Umx-trayectoria dirigida monocromatica en D, pues u;..' es·~~ai~teriÓr 
a Wk y por la elección <le k (y recordemos además que ó¡;(x)<::l). · · · 

En conclusión, existe una u;u;+;-trayectoria dirigida monocromática en D (con i~O, ·1, •. ., 
m-1) debido al u-orden, y por la misma razón no existe una Ui+1u;-trayectoria dirigida 

7 Recordcmos que existe al rncnos un vértice w tal que no existe una xw-trayectoria dirigida.monocromática, 
a saber w = wo, de ahí que 1Lr esté bien definido 

8 En realidad basta el siguiente argumento para la existencia de tal trayectoria: como D-{x} es Torneo, entonces 
[ur, ur+tl E F(D), y dado que no existe una ur+1urtrayecoria dirigida monocro1nática en O, entonces (ur+1, 
11r) '1. F(C(D)) y por tanto (11,.+1, ur) '1. F(D), y se sigue que (u., "•·+1) E F(D), que es una 1lr1tr+1-trnyectoria 
dirigida monocrotn;:ltica en D 
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monocromática en D; existe una xu0-trayectoria dirigida monocromática en D y no existe 
una u0x-trayectoria dirigida monocromática en D; y existe una umx-trayectoria dirigida 
monocromática en D y no existe una xu.,.-trayectoria dirigida monocromática en D. En
tonces, por definición de C(D) se tiene que {(x, uo), (tto, u1), ... , (um-1, ttm), (um, x)} es 
un conjunto de flechas asimétricas en C(D), de modo que el ciclo 'Y = (x, u-0, U¡, u2, · •• ., 
u,,., x) s:; Asirn(C(D)) está bien definido, y además se tiene que xEV('Y). 

Veamos que 3y¡ E V('Y), para algún k2:i2:1: si \fy¡[y¡ </. V('Y)] entonces la subdigráfica propia 
inducida por V('Y), D[V('Y)], es una subdigráfica completa de D (pues los únicos vértices 
no adyacentes entre sí son x & y¡, para cada i) y por hipótesis tiene núcleo por trayectorias 
dirigidas monocromáticas, es decir, existe zEV('Y) tal que {z} es nt'1cleo por trayectorias di
rigidas monocromáticas de D[V('Y)], contradiciendo el hecl10 de que no existe algún vértice 
de 'Y que absorba por trayectorias dirigidas monocromáticas a todos los demás vértices del 
ciclo 'Y 9 • Por lo tanto 3y; E V('Y), para nlgt'111 k2:i2:1. 10 • 

Por lo tanto {x, y;} s:; V(-r) (para algún k2:i2:1), que es la primer parte de la ºafirmación .. (ii) 
que se quería demostrar. 

Veamos ahora que pura cualesquiera dos vértices 110 consecutivos de 'Y existe una flecha simétrica 
entro ellos en C(D): 

- Sean u¡, Uj E V(-r)-{x} = {uo, u1, ... ,um}, tales que jrf.{i+l, i-1}, y sin pérdida de gener
alidad supongamos que i es menor que j (i.e. j=i+k, para algún k2:2). P.d. (u;, Uj) E 
F(Sim(C(D))): por construcción del u-orden, u¡ & Uj son elementos del w-orden, por lo que 
u;=w1, y Uj=WtJ (conservando la notación usada para la construcción del u-orden, a la que 
agregamos que Uo = wk = w,0 ). Ahora bien, u; = Wti absorbe por trayectorias dirigidas 
monocromáticas a todo vértice w-posterior a él (tal es el caso de u;) ya que u; = Wti es 
núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de V(D)-{x, wo, W¡, ••• , Wt;-1}, por lo 
tanto existe 111111 u;urtrayectoria dirigida monocromática, y por consiguiente (u;, Uj) E 
F(C(D)) por definición de C(D). Por otra parte, recordemos que wi,+1 = (u;+1) es el primer 
vértice cu el w-orden tal que no existe una w1.,+1w1,-trayectoria dirigida monocromática, 
entonces para todos los u vértices w-anteriorcs a w1,+1 = (u;+1), se tiene que existe una 
uw,,-trayectoria dirigida monocromática en D, en particular existe una WtJW1,-trayectoria 
dirigida monocromática en D (pues w,i es w-anterior a w1,+1 dado que j=i+k, para algún 
k2:2), .i.e. exis~e una UjU;-trayectoria dirigida monocromática en D, y por consiguiente 
(ui, Uj) E F(C(D)) por definición de C(D). Por lo tanto (ui, u;) E F(Sim(C(D))). 

- Sea x & u; E V('Y)-{x, uo, Um} = {u¡, tt2 ••. ,Um-1 }. P.d. (x, u;) E F(Sim(C(D))): Notemos 
primero que u; es u-anterior a Um en el u-orden. Ahora bien, como Um es el primer 
vértice en el u-orden tal que no existe una xum-trayectoria dirigida monocromática en D, 
entonces existe una xu;-trayectoria dirigida monocromática en D, y por consiguiente (x, u;) 
E F(C(D)) por definición de C(D). Por otra parte V u¡ E {u¡, u2 ... ,Um-i}[u; es w-anterior 
a Wk = uo] por la construcción del u-orden, entonces existe una u;x-trayectoria dirigida 
monocromática en D, debido a la elección de k; y por consiguiente (x, u;) E F(C(D)) por 
definición de C(D). Por lo tanto (x, u;) E F(Sim(C(D))). 

Así que entre cualesquiera dos vértices no consecut.ivos de -y existe una flecha simétrica C(D). 

t 
9 Por construcción del delo")', x absorbe a cualquier vértice de 1' excepto a uo, Ui absorbe a cualquier vértice 

de 'Y excepto a Ui+l (O$i$:n1), y u'" absorbe a cuaJquier vértice de¡ excepto ax 
100tro argumento para justificar que 3y¡ E V(-y), para algún k;::i;::t, es el siguiente: D(V(""Y)] es unasubdigráfica 

completa, y es núcleo perfecta por trayectorias dirigidas monocromáticas por ser una eubdigráfica inducida propia 
de D (y por hipótesis del 'foorema), entonces C([D[V("l')Jl "s núcleo perfecta; entonces por el Tecirerim 4.0.4 se 
sigue que cndn ciclo dirillido contenirlo en C([D[V("l')]) tiene al menos una flecha simétrica, lo que contradice que 
1' <;;; Asim(C(D)) 
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'DelT~rema: 5;1 Obtenemos el siguiente 

Corolario 5.1 

Sea D una dignifica m-coloreada que resulta <le eliminar uua 1ínica flecha [x,y] <le algún tor
neo m-coloreado Tn {i.e. DS!!Tn-[x,y]) y tal que toda subdigráfica inducida propia de D 
tiene núcleo por trayectorias dirigidas 111011ocromaticas. Si no existe un ciclo dirigido 'Y 
s:; Asim(C(D)) tal que {x,y}s:;V(¡) y tal que entre cualesquiera dos vértices no consec
utivos de 'Y existe una flecha simétrica, entonces D es una digráfica núcleo perfecta por 
trayectorias dirigidas monocromáticas (i.e. Si todo ciclo dirigido 'Y ~ C(D) tal que {x,y} 
~ V{'Y) y tal que entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de 'Y existe una flecha 
simétrica, tienr. al menos mm flecha simétrica, entonces D es una digráfica núcleo perfecta 
por trayectorias dirigidas monocromáticas). 

Demostración 

Por contrapositivn del Teorema 5.1 t 

Es de importancia posterior hacer notar que la demostración del Teorema 5.1 (específica
mente por la definición del w-or<len) permite que la condición de que toda subdigráfica inducida 
propia de D tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, pueda ser sustituida por 
la condición de que toda subdigráfica completa de D tiene núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas, sin modificar el resultado del Teorema. Considerando ésta última observación, 
podemos enunciar el siguiente 

Corolario 5.2 

Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de eliminar una única fleclia [x,y] de algún torneo 
m-coloreado Tn (i.e. DS!!Tn-[x,y]) y tal que toda subdigráfica completa de D tiene núcleo 
por trayectorias dirigidas monocromaticas. Si no existe un ciclo dirigido 'Y~ Asim(C(D)) 
tal que {x,y}~V(-y) y tal que entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de -y existe 
una Hecha simétrica, entonces D tiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas 
(i.e. Si todo ciclo dirigido 'Y ~ C(D) tal que {x,y} ~ V(-y) y tal que entre cualesquiera 
dos vértices no consecutivos de -y existe una flecha simétrica, tiene al menos una flecha 
simétrica, entonces D tiene un núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas). 

Sea Duna digráfica, una {C3, T3}-m-coloración-libre de Des una m-coloración de D tal que 
todo torneo de orden 3 es casimonocromático. Denotemos con E a la clase de las digráficas 
tal que la cerradura de toda {C3, T3}-m-coloración-libre de D, tiene núcleo. A continuación se 
probará que si una digráfica Des tal que D~Tn-[x,y] para algún torneo Tn, entonces D pertenece 
a E (Teorema 5.4), de hecho se probará que la cerradura de cualquier {C3, T3 }-m-coloración
libre de D, es núcleo perfecta {Teorema 5.5). Sin embargo es necesario probar previamente el 
siguiente teorema. 
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Teorema 5.3 

Sea D una dignifica m-coloreada que se obtiene de eliminar una única flecha de algún torneo 
m-coloreado (i.e. D~Tn-[x,y)). Si D no contiene T.1 ni C3, entonces C(D) no contiene 
alg1ín ciclo RSimétrico -y tal que: a) {x, y}~ V(-y), y b) entre cualesquiera dos vértices no 
consecutivos de -y, existe una flecha simétrica. 

Demostración 

Procediendo por contradicción, asumamos que existe un ciclo asimétrico -y contenido en C(D) 
tal que a) {x, y} ~ V(-y), y b) entre cualesquiera dos vértices no consecutivos de -y, existe 
una fteclm simétrica. 
Serán probadas una serie de afirmaciones que permitirán llegar a una contradicción: 

Sea z E V(-y), denotemos con z- y z+ al predecesor y sucesor de z en -y, respectivamente. 
Nótese que por la segunda propiedad (b) de -y y dado que es un ciclo asimétrico, entonces 
z- es el único vértice de -y tal que (z, z-) '/. F(C(D)) y z+ es el único vértice de -y tal que 
(z+, z) '/. F(C(D)). 

(1) Si z E V(/) entonces (z+, z-) E F(C(D)). 

Pues z es el 1ínico vértice en -y que no es absorbido por z-. Además, z- & z+ son vértices 
no consecutivos en -y, y por la propiedad (b) de -y, se tiene que existe una flecha simétrica 
entre ellos en C(D). 

Figura: Flechas de -y en C{D) 

Ahora bien, como (z+, z-) E F(C(D)), entonces por definlción de C(D) se tiene que existe una 
(z+z-)-trayectoria dirigida monocromática en D. Para z E V(-y), sea P(z) una (z+z-)
traycctoria dirigida monocromática de menor longitud en D. 

(2) Si z E V(-y) es adyacente en D a todo vértice de P(z), entonces (z-, z) E F(D), (z, z+) E 
F(D), y ambas flechas son del mismo color. 
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Como z es adyacente a todo vértice de P(z) en D, en particular z es adyacente a z-, pero 
(z, z-) <f. F(D) (de lo contrario (z, z-) E F(C(D)) por definición de C(D), contradiciendo 
que no existe una zz--trayectoria dirigida monocromática en D, pues (z-, z) E F(Asim 
(C(D))) ), por lo tanto (z-, z) E F(D). Análogamente, como z es adyacente a todo vértice 
de P(z) en D, en particular z es adyacente a z+, pero (z+, z) <f. F(D) (de lo contrario (z+, 
z) E F(C(D)) por definición de C(D), contradiciendo que no existe una z+z-trayectoria 
dirigida monocromát.ica en D, pues (z, z+) E F(Asim (C(D))) ), por lo tanto (z, z+) E 

F(D). 

Figuro (inciso 2): Flechas de 'Y en D 
Por dernostmr que (z-, z) E F(D} y (z, z+J E F(D} son azules 

Ahora, sin pérdida de generalidad, asumamos que (z, z+) es una flecha azul, y veamos que 
(z+, z) es también de color azul por medio de las siguientes afirmaciones: 

{2a) P(z) no es azul. 

De lo contrario, i.e. si P(z) es azul, {z, z+)uP(z) contiene una zz--trayectoria dirigida 
monocromática en D, de lo que se sigue que {z, z-) E F(C(D)), contradiciendo que (z-, 
z) E F(Asim(C(D))). Entonces, sin pérdida de generalidad, asumamos que P(z) es verde, 
y sea P(z) = (vo = z+, v¡, v2, ... , Vt = z-). 

{2b) Para t2:i2:1, (z+, v;) E F(C(D)) y es verde, y (v;, z-) E F(C(D)) y es verde. 

Recordemos que P(z) es una z+ z--trayectoria dirigida monocromática en D de color verde, 
de modo que recorriendo P(z) <fosde z- hasta un vértice v;, obtenemos una zv;-t.myect.oria 
dirigida monocromática en D, y se sigue que (z, t•;) E F(C(D)) de color verde (por definición 
de C(D)). De manera m1áloga, recorriendo P(z) desde v; hasta z-, obtenemos una v;z- -
trayectoria dirigida monocromática en D, de donde se sigue que (v;, z-) E F(C(D)) y es 
ele color verde (por definición de C{D)}. 
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Figura(inciso 2a)_: Si'P(z) es azul 

Figura:{inciso 2b} 

V1 

(2c) Para t~i~l, la flecha entre z y v; en D no es verde. 

Recalquemos que hemos supuesto que z es adyacente en D a cada vértice de P(z); Ahora, 
si (z, v;) E F(D) es verde, entonces (z, v;) U (v;, P(z), z-) es.una zz--traycctoria dirigida 
monocromática en D, y por tanto (z, z-) E F(C(D)), lo que contradice que (z-, z) E 
F(Asim (C(D))). Análogamente, si (v;, z) E F(D) es verde, entonces (z+, P(z), v;) U (v;, 
z) es una z+z-traycctoria dirigida monocromática cu D, y por tanto (z+, z) E F(C(D)), lo 
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que contradice que (z, z+) E F(Asim (C(D)));'Pol')otanto para t2::i?;l, la flecha entre z 
y v; en D no es verde. -- .. - --

(2d) Para t?;i?;l, si Ja flecha entre z y v;_¡ en D es azul, entonces la flecha entre z y v; en D 
es azul también. 

Tenemos que (v;_1, vi) E F(D) es verde (pues es una flecha de P(z)) y estamos asumiendo 
que la Hecha entrn z y Vi-1 es azul, y como D no tiene T3 ni C3 por hipótesis, entonces la 
flecha entre z & v; debe ser azul o verde. Pero por (2c) sabemos que tal flecha no puede 
ser verde, por lo tanto la flecha entre z & V¡ es azul. 

(2e) (z-, z) E F(D) y es azul. 

Hemos asumido desde el inicio del inciso (2) que (z, z+) E F(D) es azul, donde z+ = t•0 , 
entonces, aplicando el inciso (2d) t veces, tenemos que la flecha entre z & Vt es azul (con 
Vt = z-), y sabíamos ya que (z-, z) E F(D). 

Concluimos entonces que (z-, z) E F(D), (z, z+) E F(D), y ambas flechas son azules. 

Figura {inciso 2d): Si [z, Vi-dD es azul 

V1 

Vi v-._7 .• __ -V(i··._--_1_1-

verd~ 

, . , _verde 

.: . ~~u1- - - ._• • - • "\..,. - -z:+-Vo 
.' ''·,.-·-:"~ 

\az:Ul: . 

(3) Si s E V(7)-{x,y}, entonces (s.:.., s) E F(D) y (s, s+) E F(D) y ambas flechas son del mismo 
color. · 

Como s !/. { x, y} entonces s es adyacente en D a todo vértice de P( s), y se sigue ·por. el 
inciso (2) que (s-, s) E F(D), (s, s+) E F(D) y que ambas flechas son del mism9, color,. 

(4) Las trayectorias (x, 7, y) & (y, ')', x) son monocromáticas en D. 

Todo vért.ice interior v; en tales trayectorias es distinto de x & y, por lo tanto, pÓr~-~I inciso . ' 
(3) se tiene que (v¡, 11;) y (v;, vt) son flechas de D con la misma coloración-·entre ellas.> 

(5) x & y no son vértices consecutivos en "Y· 

Supongamos lo contrario, i.e. x & y son vértices consecutivos en 7. AhoJ¡, cÓ'rnd'(f/:';y;:y) 
y (y, -y, x) son trayectoriéls dirigidas monocromáticas en D, entonces (x;:y)'~:F.(C(D)) & 
(y, x) E F(C(D)), de modo que (x, y) es una flecha simétrica en 1, contr&!iciendo·{¡üe 7 E· 
Asim(C(D)). Por lo tanto x & y no son vértices consecutivos en "Y· ., "'• • ·• 
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(6) Las trayectorias monocromáticas (x, 7, y) y (y, 7, x) de D no tienen el mismo color. 

De lo contrario .'Y es monocromático y para ~ualesquiera do~ vértices u,v E V('Y), existe una 
uv-i.rayectoria dirigida monocromática en D y una vu-trayectória dirigida monocromática 
en D, en particular para los vértices consecutivos en -y, por lo que (u, v) E F(Sim(C(D)), 
contradiciendo que 'Y ~ Asim(C(D)). Sin pérdida de generalidad supongamos que (x, -y, y) 
es roja en .D y (y, -y, x) es azul en D. 

·'• 
,,, 2:'· 

_ r.' , • ' • • : - '' .r~;' . 
(7) P(x), una x+x--trayectoria dirigida monocromática de mínima longitud en D, no es roja 

ni azul. · · ' · · '. · 1 
• • r • · · · , · > 1 • ., ~ ~ ''. • • -:. .t, . ·" · r'.:- · • • ~: , 

SiP(x) es roja; entonceá {x, x+) Ú P(x) es wia {X:i:-)-trayectoria dirigida d~ col~r rojo e\1 
D {recordemos que (x, x+) E F{x, -y, y)), de modo que (x, x-) e5 una fleCha sfü'ietrica de 
7 en C(D), contradiciendo que 'Y ~ Asim{C(D)); por lo tanto P(x) no es roja. 

Figura {inciso 7): Si P{x) es roja 

• ' . : • -: ·1 ·~·-. 



Ahora, ei P(x) ee azul, entonces P(x) U (:i:-, x) es una (x+x)-trayectoria dirigida de color 
azul en D (recordemos que (:i:-, x) E F(y, "(, x)), de modo que (x+, x) es una flecha 
simétrica de 'Y en C(D), contradiciendo que 'Y!,'.;;;; Aeim(C(D)); por lo tanto P(x) no es azul 
ni roja. 

(8) y E V(P(x)). De lo contrario, i.e. si y '/. V(P(x)), entonces x es adyacente en D a todo 
vértice de P(x) (pues D-{y} ee torneo), y por (2) se tiene que (:i:-, x) E F(D) y (x, x+) E 
F(D) y son flechas con el mismo color, lo que contradice que (:i:-, x) E F(y, 7, x) que es 
de color azul, y (x, x+) E F(x, "(, y) es de color rojo. Por lo tanto y E V(P(x)). 

Sea P(x) = (:i:+ = ao, a1, a:¡, ... ,a,., y= a..+1···• x-). 
(9) P(y), una y+y--trayectoria dirigida de mínima longitud en D, no es roja ni azul. 

Si P(y) es azul, entonces (y, y+) U P(y) es una (yy-)-trayectoria dirigida monocromática 
en D (recordemos que (y, y+) E F(y, 7, x) que es una. trayectoria de color azul), de modo 
que (y, y-) E F(C(D)) y por tanto (y-, y) es una. flecha simétrica de"(, contradiciendo 
que 'Y ~ F(Asim(C(D)). Si P(y) es roja, entonces P U (y-, y) es una. (y+y)-trayectoria 
dirigida. monocromática en D (recordemos que (y-, y) E F(x, "(, y) que es una trayectoria 
de color rojo), de modo que (y+, y) E F(C(D)) y por tanto (y, y+) es una flecha simétrica 
de 7, contradiciendo que 'Y ~ F( Asim(C(D))). 

(10) x E V(P(y)). De lo contrario, i.e. si x '/. V(P(y)), entonces y es adyacente en Da todo 
vértice de P(y) (pues los únicos vértices no adyacentes entre sí en D, son x & y), y por 
(2) se tiene que (y-, y) E F(D) y (y, y+) E F(D) y son flechas con el mismo color, lo que 
contradice que (y-, y) E F(x, -y, y) que es de color rojo, y (y, y+) E F(y, 7, x) es de color 
azul. Por lo tanto x E V(P(y)). 

Sea P(y) =(y+= bo, bi, ~ •... , b. =y, ba+I···• y-). 
Analicemos a.hora los dos posibles casos respecto a la coloración de P(y) y P(x): 

Caso A. Si P(x) y P(y) tienen la misma coloración. Sin pérdida de generalidad a.sumamos que 
ambas trayectorias son de color verde: 

// 
·-....-.. x+ • ao 

··~ 
b10 .sQ ¿_.,, bj 
~ ............ / 

().......-~~J--~~ .. ~.~,,:1)----~ 
v+-i>O ....,..,,_ 

Analicemos como es la flecha en D entre x+ & y+: 
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·;La' flecha en D entre :i:+ & y+ ([:i:+,y+]o) existe pues {:i:+, y+} lb {x, y} debido a que x & y 
· no son adyacentes en 'Y• por lo tanto :i:+ & y+ son adyacentes en D. 

(Al} [:i:+,y+Jo es azul: 
a) Para toda r<:::i<:::O, [a¡,y+]D no es verde. En las siguientes figuras se muestra si (y+, a¡) E 

F(D} es verde y si (a;, y+) E F(D) es verde, respectivamente: 

x•b(a+l) 

--..-...x+ • CIG 
~'() 



Si (y+, a;) E F(D) es verde, entonces (y+, a¡) U (ao, P(x), Gr+i =y) es una y+y-trayectoria 
dirigida monocromática en D y entonces (y+, y) E F(C{D)), lo que contradice que (y, y+) 
E F{Asim(C{D))), por lo tanto (y+, a;} E F(D) no es verde. 
Si (a;, y+) E F(D) es verde, entonces (x+= ao, P(x}, a¡) U (a., y+) U (y+= bo, P(y), 
ba+l =x) es una x+x-trayectoria dirigida monocromática en D y entonces (x+, x) E F{C(D) ), 
lo que contradice que (x, x+) E F(Asim(C(D))), por lo tanto (ai> y+) no es verde. 

b) Si para toda r~i;?:O, [a;+1 1 y+]n es azul, entonces (a;,y+]n es azul: [a,,y+]n no es verde por 
elinciso anterior, (a¡, ai+1) E F(D) es verde, hemos supuesto que [a;+1• y+]D es azul, y se 
sabe que D no contiene T3 ni Ca. 

e) [y+,ar+1]D es azul: pues Gr+i =y & (y, y+) E F(y, -y, x) es azul. 

Entonces Ja flecha entre y+ & ao es azul (aplicando r veces el argumento del inciso (b) a 
[y+,Gr+1)n); pero recordemos que ao = x+. Por lo tanto la Hecha entre x+ & y+ es azul. 

(A2) [x+, y+]D es roja: 

a) Para toda s;?:i~O, (b;, x+]D no es verde: 
Si (x+, b;) E F(D) es verde, entonces (x+, b1) U (b;, P{y), b.+1 =x) es una x+x-trayectoria 
dirigida. monocromática en D y entonces (x+, x) E F(C(D)), lo que contradice que (x, x+) 
E F(Asim(C(D})}, por lo tanto (x+, b1) E F(D) no es verde. 
Si (b¡, z+) E F(D) es verde, entonces (y+= bo, P(y), b;) U (b¡, x+) u (x+= ao, P(x), 
Gr+1 =y) es una y+y-tra.yectoria dirigida. monocromática en D y entonces (y+, y) E F(C(D)), 
lo que contradice que (y, y+) E F(Asim(C(D))), por lo tanto (b;, x+) no es verde. 

Figura (inciso AB-a): Si (x+, b1) E F(D) es verde 
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Figura {inciso A2-a): Si (b¡, x+) E F(D) es verde 

b) Si para. toda s2:i2;0, [b;+t • x+)D es roja, entonces [b;, x+]D es roja: [b;, x+]n no es verde por 
el inciso anterior, (b;, b;+1) E F(D) es verde, hemos supuesto que [b;+1, x+Jn es azul, y se 
sabe que D no contiene Ta ni Ca. 

c) [x+, ba+t]D es roja: pues b.+1 = x & (x, x+) E F(x, 'Y, y) es roja. 

Entonces la flecha entre x+ & b. es roja (aplicando s veces el argumento del inciso (b) a 
[:i:+,ba+iln); pero recordemos que b. =y+. Por lo tanto la flecha entre x+ & y+ es roja. 

De Al) y A2) concluimos entonces que el ca.so A es imposible. 

Caso B. Si P(x) y P(y) tienen distinta coloración. Sin pérdida de generalidad supongamos que 
P(x) es verde y P(y) morada (recordemos que ninguna de las dos trayectorias puede ser 
roja o azul, por los incisos 7,9). 
Analicemos la coloración de la flecha en D entre a,. y b. (que recordemos es denotada con 
[a,., b.)n) 11 

(Bl) [x, a,.]n es roja: 

a) Para. toda r2:i2:1, [x, a¡]n no es verde: 

11Tal flecha existe pues {a,., b.} g; {x, y}, por lo tanto a,. y ba son adyacentes en D. 
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Figura: Caso B 

Figura (inciso B1-a}: Si (x, a¡) E F(D) es verde 
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Si (x, a¡) e F(D) es verde, entonces (x, a¡) U (a¡, P(x), z-) es una xx--trayectoria 
dirigida monocromática en D y entonces (x, z-) e F(C(D)), lo que contradice que (x-, 
x) e F(Asim{C(D))), por lo tanto (x, a¡) E F(D) no es verde. Si (a¡, x) e F(D) es verde, 
entonces (x+= ao, P(x), a;) U (a,, x) es una x+x-trayectoria dirigida monocromática en 
D y entonces (x+, x) e F(C(D)), lo que contradice que (x, z+) E F(Asim(C(D))), por lo 
tanto (a1, x) no es verde. 

b) Si para toda r2:i~l, [x, a1-1)D es roja, entonces [x, a;]D es roja: [x, a¡)D no es verde por el 
inciso anterior, (a¡_¡, a¡) E F(D) es verde (pues es una flecha de P(x) ), hemos supuesto 
que [x, a1-iJD es roja, y se sabe que D no contiene T3 ni Ca. 

e) [x,ao]D es roja: pues ao = x+ & (x, z+) E F(x, "f, y) es roja. 

Entonces la flecha en D entre x & ar es roja (aplicando r veces el argumento del inciso (b) a 
[x,ao)D)· 

(B2) [ar, b.)D es roja o morada: 

(b8 , x) e F(P(y)) es morada, [x, ar] E F(D) es roja (por el inciso Bl), y D no contiene Ta nl 
Ca; por lo tanto [ar,b.]D es roja o morada. 

{B3) (y, ba)D es azul: 

a) Para toda s~i2:1, [y,b1)D no es morada: 

Figura {inciso BS-a}: Si (y, b1) e F(D) es morada 

: . ( ,.; .·.· 

Si (y, b1) E F(D) es morada, entonces (y, b1) U (b¡, P(y), y-) es una y7¡--trayectoria 
dirigida monocromática en D y entonces (y-, y) E F(C(D)), lo que contradice que (y-, y) 
E F(Asim(C(D))). Entonces (y, b1)D no es morada. · · 
Si (b,, y) E F(D) es morada, entonces (y+= bo, P(y), ba) U (b¡, y) es una y+y-trayectoria 
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·. dirigida monocromática en D y entonces (y+, y) E F(C(D)), lo que contradice que (y, y+) 
E F(Asim(C(D))), por lo tanto (b,, y) no es.morada. 

!~ • • ' 

Figura (inciSo BS-a): Si {b;, y) E F(D) es morada 

x•b(•+1J 

'--.._ 
\. ---.... 

'b:-

b) Si para toda s;?:i;?:l, (b;-1, Y]D es azul, entonces [b;, Y]D es azul: [y, bi]D no es morada por el 
Inciso anterior, (b,_1 , b¡) E F(D) es morada (pues es flecha de P(y) ), hemos supuesto que 
[b¡-1, Y]D es azul, y se sabe que D no contiene Ta ni Ca. 

c) [y,bo]D es azul: pues bo =y+ y se sabe que (y, y+) E F(y, -y, x) es azul. 

Entonces la flecha entre y & b8 es azul (aplicando s veces el argumento del inciso (b) a [y,bo]o). 
B4) La flecha en D entre a,. y b8 es verde o azul: 

(a,., y) E F(P(x)) es verde, [y, ba]D es azul (por B3), y D no contiene T3 ni 03; por lo tanto 
[ar, ba)D es verde o azul. 

Notemos que la afirmación B4 contradice a B2. Por lo tanto el caso B también es imposible y 
concluimos entonces que C(D) no contiene algún ciclo asimétrico 'Y tal que: a) {x, y} ~ 
V(-y), y b) entre cualesquiera dos vértices no consecutivoe de -y, existe una flecha simétrica. 

t 

Podemos ya probar que si una digráfica Des tal que D~Tn-[x,y) para algún torneo Tn, 
entonces D pertenece a E, y aún más: se probará que la cerradura de cualquier {Ca, T3}-m
coloracl6n-libre de D, es núcleo perfecta. Note el lector que el siguiente es un resultado aoálogo 
al Teorema de Minggang para torneos. 
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Teorema 5.4 . 

Sea O una digráfica que resulta de eliminar una única flecha [x,y] de un torneo m-coloreado. 
Si D 'no tiene T3 ni C3, entonces.el 111ícleo de C(D) es no vacío. 

Demostración 

Por hipótesis D no tiene T3 ni C3, por lo tanto toda subdigráfica de D no contiene T3 ni 
C3, en particular toda subdigráfica completa de D, no contiene T3 ni C3. Se sigue del 
Teorema 4.1 que toda subdigráfica completa de D tiene núi.:leo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas. Además, por el Teorema anterior se tiene que C(D) no contiene algún 
ciclo asimétrico 'Y tal que {x, y} s; V(-y) y tal que entre cualesquiera dos vértices no 
consecutivos de 'Y existe una flecha simétrica (pues O no contiene T3 ni C3 ). Entonces es 
consecuencia del Corolario 5.2 que C(D) tiene un núcleo no vacío. 

t 

Si en el Teorema anterior solo se pide la condición de que D no contenga T3 , permitiendo así 
la existencia.de alg(m C3 en D, entonces el Teorema no se cumple, como prueba el siguiente 
contraejemplo (O contiene C3 pero no contiene .. un núcleo por trayectorias dirigidas monocro-
máticas no vacío):' · .·· · · · 

Figura: Contraejemplo 1 

! •. :' 

I · 

.. ' ~· . • J.-..·.·(_ 

Si en.·e1 T°?rema n~terior sol~ s~ pide l~- condi~iÓ~)de:ci'u~p:~c,:ij.:bpteliga C3 , ·permitiendo así 
la existencia de algun T3 en D, entonces el. Teorema no' se cumple, como prueba el siguiente 
contraejemplo (D contiene T3 y C(D) no 'contiene·tni' riúcleó 'por trayectorias dirigidas monocro-
máticas no vacío): "· · · · ·; .''. .'- i ·. "'•.:;.· · . '._ .· • .. · .. :: .. · 

. " '., !',' ., • 
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Figura: Contraejemplo 2 

Recuerde el lector que en el capítulo anterior fueron analizadas condiciones suficientes para 
que la cerradura de un Torneo m-coloreado fuera una digráfica núcleo perfecta. Nuestro propósito 
ahora es analizar condiciones suficientes para que la cerradura de un casitorneo sea una digráfica 
núcleo perfecta: 

Teorema 5.5 

Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de eliminar una única flecha [x, y) de un torneo 
m-coloreado. Si D no contiene T3 ni C3 , entonces C(D) es una digráfica núcleo perfecta. 

Demostración 

Consideremos dos posibles casos: 

- Caso A: {x, y} es un conjunto de vértices independiente en C(D). 

Sea H !';;;; V(D) un conjunto no vacío de vértices. Se probará que C(D)[H] tiene un núcleo no 
vacío: 

Como D[H) es completa o completa menos una única flecha [x, y), entonces por los Teoremas 
4.1 y 5.4 respectivamente, se tiene que C(D(H]) tiene un núcleo no vacío. 

Sea B un núcleo no vacío de C(D[H]). P.d. Bes núcleo de C(D)[H). 

+Bes un conjunto absorbente en C(D)[H): Bes un conjunto absorbente en C(D[H]), las trayec
torias dirigidas monocromáticas en D(H] también son trayectorias dirigidas monocromáticas 
en D, además de que F(C(D(H))) ~ F(C(D)(H]). 

+Dependiendo si D[H) es completa o completa menos una flecha, B tiene uno o dos vértices 
(recordemos que el vacío no es absorbente). Analicemos esos dos subcasos: 
a) B tiene un solo vértice: Entonces B es un conjunto independiente en C(D)[H) y por 
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tanto Il es uu núcleo no vacío de C(D)[H]. 
b) B tiene dos vértices: Entonces B= {x, y} pues x & y son los 1ínicos vértices que pueden 
ser independientes en C(D[H]). Ahora bien, B es un conjunto independiente en C(D) por 
hipótesis del caso A, por lo tanto Vx,y E V(D)[3jcy-trayectoria dirigida monocromática en 
D], de donde Vx,y E V{H)[Jl xy-trayectoria dirigida monocromática en H], por lo tanto B 
es un conjunto independiente en C(D)[H]. Por lo tanto Bes un mícleo no vacío de C(D)(H]. 

Completarnos así el caso A. 

- Caso B: {x, y} no es un conjunto de vértices independiente en C(D). Por demostrar que C(D) 
es núcleo perfecta. 

Supongamos lo contrario, i.e. C(D) no es núcleo perfecta. 

Como cualL>squiera dos vértices son adyacentes en C(D) (pues D-(x, y] es una digráfica completa 
& x, y son adyacentes por hipótesis del caso B) entonces C(D) es una digráfica completa. 
Se sigue entonces del Teorema 4.4 que C(D) tiene un ciclo asimétrico. Sea 'Y un ciclo 
asimétrico de menor longitud contenido en C(D). 

Observemos que para cualesquiera dos vértices no consecutivos en -y, existe una flecha simétrica 
entre ellos, de lo contrario, como C(D) es una digráfica completa, existe un ciclo asimétrico 
contenido en C(D) de menor longitud que -y, contradiciendo la elección de 'Y· 

Adenuis, {x, y} ~ V(')'): de lo contrario, D[V(/')] es una digráfica completa, y dado que no 
contiene T3 ni Cs, entonces existe v E V(I') tal que {v} es núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas en D[V(I')) (lo que es consecuencia del Teorema 4.1), por consiguiente 
{v} es núcleo de C(D(V(')')j), de donde se sigue que {v} es núcleo de C(D)(V('Y)] (pues las 
trayectorias dirigidas monocromáticas en D(H] también son trayectorias dirigidas monocro
máticas en D, además de que F((C(D(H])) ~ F(C(D)[H])) con H=D(V(¡)]), contradiciendo 
la construcción de/' (el sucesor de ven 'Y no es absorbido por {v} en C(D)). 

Entonces¡ es un ciclo asimétrico en C(D) tal que {x, y} ~V(¡) y para cualesquiera dos vértices 
no consecutivos en /' existe una flecha simétrica entre ellos, lo cual contradice al Teorema 
5.3 que asegura que tal ciclo no existe. 

Por lo tanto C(D) es núcleo perfecta y concluimos así el caso B. 

Por lo tanto C(D) es núcleo perfecta. 

t 

En el capítulo anterior, el Teorema establece que la condición de que todo ciclo dirigido contenido 
en un torneo, y de longitud a lo más cuatro, es casimonocromático, es suficiente para asegurar 
que tal torneo tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. Analicemos ahora si la 
misma condición es suficiente para casitorneos: 

Teorema 5.6 

Sea D una digráfica m-coloreuda que resulta de eliminar una única flecha [x, y] de un torneo 
m-coloreado Tn (i.e. D~Tn-(x, y]). Si todo ciclo dirigido contenido en D y de longitud 
a lo má.~ cuatro es CMimonocromático, entonces D tiene núcleo por trayectorias dirigidas 
monocromáticas. 
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Demostración 

La prueba es por inducción sobre IV(D)I = n. 

Bnse. Para n=l, D consiste de un solo vértice, de ahí que efectivamente D tiene núcleo por 
trayectorias dirigidas monocromáticas. Para n=2, D consiste de dos vértices aislados que 
son los que forman el mkleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de la digráfica. 

Hipótesis inductiva: supongamos que toda digráfica m-coloreada, D', que resulta de eliminar 
una única flecha [x, y] de algún torneo m-coloreado, T', tal que IV(D')I es estrictamente 
menor que u y tal que todo ciclo dirigido de longitud a lo más cuatro es casimonocromática, 
tiene núcleo por trayectorins dirigidas monocromáticas. 

Por demostrar que D tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. 

Supongamos lo contrario, i.e. D no tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas. 
Entonces, por el Teorema 5.1 12 se tiene que existe un ciclo dirigido 'Y~ Asim(C(D)) tal 
que {x, y} ~ V(¡). Probaremos a continuación varias propiedades del ciclo 7: 

( 1) 1' no es monocromático. 

De lo contrario Vu,vE V("l') consecutivos[3 uv-trayectoria dirigida monocromática en D 
y 3 vu-trayectoria dirigida monocromática en D), por lo tanto {u, v) E F(Sim{C(D))), 
contradiciendo que')' ~ Asim(C(D)). 

(2) Si z;, z; E V(7), con j\t{i-1, i+l}, entonces {(z¡, z;), (zi, z¡)} ~ F(C(D)); es decir, para 
cualesquiera dos vértices 110 consecutivos en ¡, hay flecha simétrica entre ellos, como fue 
probado cu el Teorema 5.1 (cuyas hipótesis se cumplen). 

(3) Los cambios de color en 1' son únicamente en los vértices x & y. 

Supongamos que z1 rf. {x, y} es un vértice de¡ tal que (z:o, z 1 ) E F(D) es roja y (zi. z2) 
E F(D) es azul: 

(3.1) {z2, zo) r/.F{D). 

Supongamos que (z2, Zo) EF(D). Entonces '}'3 = (zo, z¡, z2, zo) es un ciclo dirigido contenido 
en D (observemos que (z0 , z1 ) E F(D), de lo contrario (zi, z 0 ) E F(D) ya que z1 rf. {x, y} 
y e.s por tanto adyacente a todo vértice de D, por tanto (zi, zo) E F(C(D)), así que (zo, 
z1) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y ~ Asim(C(D)); análogamente {z¡, z2) E F(D), 
de lo contrario (z2, z1) E F(D) ya que z 1 rf. {x, y} y es por tanto adyacente a todo vértice 
de D, por tanto (z2, z1) E F(C(D)), así que {zi, z2) E F(Sim(C{D))), contradiciendo que 
1' ~ Asim(C(D)) ) y por hipótesis del Teorema, 73 es casimonocromático, por lo que (z2 , 

zo) es roja o azul. Si (z2, zo) es roja entonces (z2, zo, z1) es una z2z1-trayectoria dirigida 
monocromática, por lo tanto (z2 , z 1) E F(C(D)) y (z1 , z2 ) E F( Sim(C(D))), contradiciendo 
que 1 ~ Asim(C(D)). Si (z2 , z0 ) es azul entonces {zi, z2 , z0 ) es una z1z0 -trayectoria dirigida 
monocromática, por lo tanto (z¡, zo) E F(C(D)) y (zo, z1) E F(Sim(C(D))), contradiciendo 
que 1' ~ Asim(C{D)). Por lo tanto (z2, zo) \iF(D). 

Ahora bien, por el inciso (2) se tiene que (z2 , zo) E F(C(D)), así que por definición de C(D) 
existe unu z2zo-traycctoria dirigida monocromática en D de longitud al menos 2 {debido 
al inciso 3.1). Sea a= (z2 =0, 1, 2, ... , p=zo) tal trayectoria dirigida monocromática (con 
p2'.2). 

12Se cumplen las hipótesis del Teorema 5.1 pues toda subdigráfica completa de D, H, es una subdigráfica 
inducida propia de D, tal que JV(H)J es menor que n, nsi que por hipótesis de inducción, H tiene núclr.o por 
trayL>Clorias diri,e;idns rnonocromáticas. 
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Figu_ra: '(3.1} ~upongamos q'fl:e(z2 1 zo) EF(D) 

Figura: La trayectoria a en D 

zz 

(3.2) a no es azul 

De lo contrario {z1, z2)Ua es una z1zo-trayectoria dirigida monocromática en D, por lo que 
{zi. Zo) E F{C(D)) y (zo, zi) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y ~.Asim(C(D)). 

(3.3) a no es roja 

De lo contrario aU{zo, zi) es una z2z1-trayectoria dirigida monoc;Ó;nátlca en ti;: por.lo que 
(z2 , z1) e F(C(D)) y (z1, z2) E F(Sim{C(D))), contradiciendo que7 ~Asim(C{D)). 

Asumamos entonces, sin pérdida de generalidad, que a es de color ~égi.~ .. 
{3.4) 'v'i;:::O 1 2i<p[((zi, 2i) E F(D)). 
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Supongamos lo contrario, i.e. 3i~O 1 2i:S:p[[(z1, 2i) E F(D)J.;Sea 2io ~. min{2i 1 (i1, 2i) r,t 
F(D) (0:52i:5p)}, corno z2=0 y (z¡, z2) E F(D), entoncés 2io es mayórqtiéccro & 2io~2. 
Ahora, (z¡' 2io-2) E F(D) y {z1, 2io) </. F(D) por definicióndc 2·io, y como Z¡ '\t {x, y} y 
Descasit.orneo,entonces(2io,z1)EF(D). ': .·' · ·' .. ·· ·', :. . 

Figura {3.4) 

ro,30 

~··~;; azul~-· __ · - -:--·~ 

. ···~~~ 

.;r 

Entonces /4 = (z1, 2io-2, 2io-l, 2io, z1) es un ciclo dirigido contenido en D y es casi
monocromático por hipótesis del Teorema, y como las flechas (2io-2, 2i0-l) y (2io-l, 2io) 
son de color negro (pertenecen a a), entonces al menos una de las flechas (z1, 2io-2) o (2io, 
z1) es de color negro: si (z1, 2io-2) es negra, entonces (zi, 2io-2) U (2io-2, n, zo) es una 
z1z0-trayectoria dirigida monocromática en D, por lo que (zi, z0 ) E F(C(D)) y (zo, z1) E 
F(Sim(C(D))), cont.radiciendo que¡~ Asim(C(D)). Si (2io, z1) es negra, entonces (z2=0, 
n, 2io) U (2io, z¡) es una z2z1-trayectoria dirigida monocromática en D, por lo que (z2, z1) 
E F(C(D)) y (z1, z2) E F(Sim(C(D)}), contradiciendo que¡~ Asim(C(D)). Por lo tanto 
Vi~O 1 2i:S:p[(z¡, 2i) E F(D)]. 

Para finalizar el inciso 3, consideremos ahora los dos posibles casos relativos a Ja paridad de p: 

Caso a) Si p es par entonces p-2 también lo es, y dado que p~2 entonces p-2~0. Entonces con 
2i=p-2 se cumplen las hipótesis del inciso (3.4) (es decir, i;;::O, 2i menor que p) y se sigue 
que (z1, 2i=p-2) E F(D). Entonces ¡.1 = (z1, p-2, p-1, p, z1) es un ciclo dirigido contenido 
en D, así que es casimonocrouuitico debido a la hipótesis del Teorema, y tiene dos flechas 
negras, a saber (p-2, p-1) y (p-1, p), y una flecha roja, (zo, z1); por lo tanto (z1, p-2) 
es de color negro y (z¡, p-2, p-1, p=zo) es una z1z0-trayectoria dirigida monocromática 
contenida en D, por lo que (z1, z0 ) E F(C(D)) y (zo, z1) E F(Sim(C(D))), contradiciendo 
que¡~ Asim(C(D)). 
Concluimos llSÍ que el caso en que p es par no es posible. 
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Figura {casoa): Si p_ es par . 

f'º 
-~ 

negco 

Caso b) si pes impar: 

(3.5).Si pes impar entonces V i;:::O tal que p;:::2i+l;?:l s,e tiene que (21+1, z1) E F(D). 

Supongamos lo contrario, i.e. 3 i;?:O tal que_p;:::2i+l;?:l y (2i+l; z1) rt. F(D). · 

Figura {3.5): Siª i;::O talque p;?:2i+J;::i y {2i+1, z1) rt F(D) 

111 



Sea 2io+l = max { 2i+l 1 (2i+l, z1) ~,F(D), c_ori p?;2i+l?;l}. Ccimop=zo y (zo, z1)E 
F(D), entonces 2io+l es menor que p. Aliara, C:omo z1 ~ {x, y}, entonces z 1 es adyacente 
a todo vértice de D-{z¡} y por tanto (z¡, 2io+l) E F(D), y además (2io+3, z1) E F(D) 
por definición de 2io+l. 
Entonces 7 4 = (z1, 2i0 +1, 2i0 +2, 2io+3, z1) es un ciclo dirigido contenido en D y por 
hipót.esis del teorema, es un ciclo casimonocromático con dos flechas negras, a saber (2io+l, 
2i0 +2) y (2io+2, 2i0 +3), por lo que al menos una de las flechas (z¡, 2io+l) o (2io+3, Z¡) 
es negra. 
Si (z1, 2io+l) es negra, entonces (z1, 2io+l) U (2io+l, o, zo=p) es una z1zo-trayectoria 
dirigida monocromática en D, de ahí que (zo, z1) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 1' 
~ Asim(C(D)). Si (2i0 +3, zi) es negra, entonces (z2=0, 1, 2, ... , 2io+3) U (2io+3, z1) es 
una z2z1-trayectoria dirigida monocromática en D, de ahí que (z1, z2) E F(Sim(C(D))), 
contradiciendo que 1' ~ Asim(C(D)). Por lo tanto si p es impar entonces V i?;O tal que 
p2::2i+l2::1 se tiene que (21+1, z1) E F(D). 

(3.6) Si p es impar entonces (1, z¡) E F(D) y es azul. 

Del inciso (3.5) se signe que (1, z 1 ) E F(D) (con 2i-H=l se cumple que p2::2i+l=12::1), así 
que 7 3 = (z 1 , z2, 1, z1) es un ciclo dirigido contenido en D cuya flecha (z¡, z2) es azul, y 
(z2, 1) negra¡ por hipótesis del Teorema ')'3 es casimonocromático, por lo tanto la flecha 
(1, z1) es azul o negra: si (1, z1) es negra entonces (z2=0, 1, z1) es una z2z1-trayectoria 
dirigida monocromática en D, de ahí que (z1, z2) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y 
~ Asim(C(D)). Por lo tanto (1, z¡)E F(D) y es azul. 

(3.7) Si pes impar entonces (z1, p-1) E F(D) y es roja. 

Como pes impar cutonccs p-1 es par y con 2i=p-l se sigue del inciso (3.4) que (z1, 2i = 
p-1) E F(D), así que -y3 = (z1, p-1, p, z1) es un ciclo dirigido contenido en D cuya flecha 
(p, z1 ) es roja, y (p-1, p) negra¡ por hipótesis del Teorema 73 es casimonocromático, por 
lo tanto la flecha (z¡, p-1) es roja o negra: si (zi. p-1) es negra entonces (z¡, p-1, p=zo) 
es una z1zo-trayectoria dirigida monocromática en D, de ahí que (zo, z1) E F(Sim(C(D))), 
contradiciendo que 'Y ~ Asim(C(D)). Por Jo tanto (z¡, p-l)E F(D) y es roja. 

(3.8) {(l,p), (p, l)} n F(D) = 0 

Si (1, p) E F(D) eutonces 7 4 =(1, p=zo, z1, z2, 1) es un ciclo dirigido de longitud cuatro 
contenido en D cou al meuos tres colores (la flecha (z1, z2) E F(D) pues z1 ft {x, y}, y es 
azul), (z2, 1) E a es negra, (z0 = p, z1) es roja), contradiciendo que 74 es casimonocromático 
por hipótesis. Si (p,l) E F(D) entonces -y4 =(p, 1, z1, p-1, p) es un ciclo dirigido de longitud 
cuatro contenido en D con al menos tres colores (la flecha (1, z1) E F(D) y es azul por el 
inciso (3.6), (z1, p-1) E F(D) y es roja por el inciso (3.7), y (p-1, p) E o~ Des negra), 
contradiciendo que 74 es casimonocromático por hipótesis, Por Jo tanto {(1,p), (p, l)} n 
F(D) = 0. 

(3.9) {(O,p-1), (p-1, O)} n F(D) = 0 

Si (O, p-1) E F(D) entonces 7 4 =(0, p-1, p, z 1 , O) es un ciclo dirigido de longitud cuatro 
contenido en D con al menos tres colores (Ja flecha (p-1, p) E F(a) ~ Des negra, (p, z¡) 
E F(D) pues z1 !/, ({x, y} y es de color rojo, y (z1, O) es azul), contradiciendo que 74 es 
casimonocromático por hipótesis. Si (p-1, O) E F(D) entonces 7 4 =(p-1, O, 1, z¡, p-1) es 
un ciclo dirigido de longitud cuatro contenido en D con al menos tres colores (Ja flecha (1, 
z1) E F(D) y es azul por el inciso (3.4), (zi, p-1) E D y es roja por el inciso (3. 7), y (O, 
l)E F(a) ~ D es negra), contradiciendo que -y4 es casimonocromático por hipótesis. Por 
lo tanto {(O, p-1), (p-1, O)} n F(D) = 0, 

Observemos que por la construcción ele D, se sigue ele los incisos (3.8) y (3.9) que {x, y}= {1, 
p} y {x, y} ={O, p-1} respectivamente, de donde {O, p-1} = {1, p}, Jo cual es imposible 
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dado que p;?:2. Así concluimos la propo5Íción (~); ·~··d~~ir,'·~ &; y son i~s úni~~s' ~értices 
de 'Y en los que hay cambio de color. · · :-"' , ;r·· .. ;,:'. .:i: · · ·· · ·' · 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (:Íc,' ~;iy).~ d~ éolor ~ul, y que (y, 7, x) es 
de color rojo. ·:·:,. __ s~;-,-:<~.\;~~::: .;-~!;;¿_.-_ J;!;;i:~~'.,/:.: · ·, '.~ ·'· .. , , -~.· 

. ·.:~·<·· -.,-~~::;·.:::::,, ,_.~;- ,. ;:;.;:.~·<·.~·'_·-' 
Figura: (3.B)Sqp,~'l{E .. F(D), 

.•. . ~~. 
neglo.·. . .. ·.. . . ). : ·.:negro 

· 3•21o+1 
' . 

6 . nogr~ne<TC~gro . 
5•2101'3 

(4) 'Y~ D. 

Como 7 ~ Asim(C(D)) y D~(Tn-[x, y]) entonces basta probar que x & y no son vértices 
consecutivos en 'Y· Supongamos lo contrario, i.e. x & y son vértices consecutivos en 7, sin 
pérdida de generalidad, sea x=l, y=2 & 'Y = (1, 2, ... , q, 1); del inciso (3) se sigue que (2, 
3, ... , q, 1) es una trayectoria dirigida monocromática en D, por lo que (2, 1) E F(C(D)), 
y entonces (x=l, y=2) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que (1, 2) E F(Asim(C(D))). Por 
lo tanto 'Y ~ D. 

(5) long(-y);?:5. 

Sea 7 = (1, 2, 3, ... , q, 1). Supongamos Jo contrario, i.e. la longitud de 7 es menor que 4. 
Entonces por hipótesis del teorema, 7 es un ciclo casimonocromático, y podemos suponer 
que (2, 3, ... , q, 1) es una trayectoria dirigida monocromática, de donde (2, 1) E F(C(D)) 
y (1, 2) E F(Sim(C(D)), contradiciendo que 7 ~ F(Asim(C(D))). Por Jo tanto Jong('Y)~5. 

De aquí en adelante denotaremos long('Y) = q, long (x, -y, y) = p, y 7 = (x = q, 1, 2, ... , p-1, 
p =y, p+l, p+2, ... , q-1, q) y asumamos sin pérdida de generalidad, que Iong(y, 7, x) ~ 
Ioug(x, -y, y). 

(6) Vi 1 p-l~i;?:l [(q-i, i) E F(D)] 

Procedamos por inducción sobre i: 

(6.1) Base: para i=l, p.d. (q-1, 1) E F(D). Supongamos lo contrario, i.e. (q-1, 1) ~ F,'(D). 
Como {q-1, 1} n {x, y} = 0 (pues x & no son consecutivos en 7, como se probó en el 
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inciso 4), entonces por definición de D se tiene que (1, q-1) E F(D), así que 'Ya = (1, q-1, q, 
1) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en D y es casimonocromático por hipótesis, 
por lo tanto (1, q-1) es de color rojo o azul. Si (1, q-1) es roja, entonces (1, q-1, q) es una 
lq-trayect.oria dirigida monocromática en D, y se sigue que (1, q) E F(C(D)), por lo que 
(q, 1) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y<;;; F(Asim(C(D)). Si (1, q-1) es azul, entonces 
(q, 1, q-1) es una qq-1-trayectoria dirigida monocromática en D, y se sigue que (q, q-1) E 
F(C(D)), por lo que (q-1, q) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y<;;; F(Asim(C(D)). Por 
lo tanto (q-1, 1) E F(D). 

(6.2) Hipótesis inductiva: supongamos que (q-i, i) E F(D). 

(6.3) Por demostrar que (q-(i+l), i+l) E F(D) para p-l:;::i+l:;::l: supongamos lo contrario, i.e. 
(q-(i+l), i+l) '1- F(D) para p-12'.i+l2::1. Como p-l:;::i+l:;::l entonces i+l '1- {x, y}, así que 
i+l es adyacente a todo vértice de D, y entonces, por definición de D, (i+l, q-(i+l)) E 
F(D). 

Entonces "(4=(i+l, q-(i+l), q-i, i, i+l) es un ciclo dirigido de longitud cuatro contenido 
en D (pues {(q-(i+l), q-i), (i, i+l)} <;;;'Y<;;; D, y (q-i, i)E F(D) por hipótesis inductiva) y 
es casimonocromático por hipótesis del k'Orema, y considerando que (q-(i+l), i+l) es una 
flecha roja y (i, i+l) es azul, se tiene que las flechas (i+l, q-(i+l)) y (q-i, i) son ambas 
azules o ambas rojas. Si (i+l, q-(i-l-1)) y (q-i, i) son rojas, entonces (i+l, q-(i+l), q-i, i) 
es una i+l-i-trayectoria dirigida monocromática, por lo que (i+l, i) E F(C(D)) y (i, i+l) 
E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y E F(Asim(C(D))). Si (i+l, q-(i+l)) y (q-i, i) son 
azules, entonces (q-i, i, i+l, q-(i+l)) es una trayectoria dirigida monocromática, por lo 
que (q-(i+l), q-i) E F(C(D)) y (q-(i+l), q-i) E F (Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y E 
F(Asim(C(D))). Por lo tanto (q-(i+l), i+l) E F(D) para p-l:;::i+l2'.l. 

Figuro: (6.3} Si (q-(i+l}, i+l} r/. F(D} 

roj~. ·. . •... azu:+l 

. rojo - ~P/. 

(7) Vi 1 p-l:;::i:;::l [(p-i, p+i) E F(D)] 

Procedamos por inducción sobre i: 

~rojo--C:J, 
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(7.1) Dase: para i=l, p.d. (p-1, p+l) E F(D). Supongamos lo contrario, i.e. (p-1, p+l) '/. 
- F(D). Como {p-1, p+l} n {x, y} = 0 (pues x & y no son consecutivos en 1 1 como se 

probó en el inciso 4), entonces por definición de D se tiene que (p+l, p-1) E F(D), así 
que /a = (p+l, p-1, p, p+l) es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en D, en donde 
(p-1, p) es azul y (p, p+l) es roja; -y3 es casimonocromático por hipótesis, por lo tanto 
(p+l, p-1) es de color rojo o ruml. Si (p+l, p-1) es roja, entonces (p, p+l, p-1) es una 
p,p-1-traycctoria diri¡,rida monocromática en D, y se sigue que (p, p-1) E F(C(D)), por 
lo que (p-1, p) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que')' .;;: F(Asim(C(D)). Si (p+l, p-1) es 
azul, entonces (p+l, p-1, p) es una p+l,p-traycctoria dirigida monocromática en D, y se 
sigue que (p+l, p) E F(C(D)), por lo que (p, p+l) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 
'Y.;;: F(Asim(C(D)). Por lo tanto (p-1, p+l) E F(D). 

(7.2) Hipótesis inductiva: supongamos que (p-i, p+i) E F(D). 

(7.3) Por demostrar que (p-(i+l), p+(i+l)) E F(D) para p-l;::::i+l2:1: supongamos lo contrario, 
i.e. (p-(i+l), p+(i+l)) rt F(D) para p-12:i+12:1. 

Figuro: {7.3) (p-(i+l}, p+{i+l}} rt F(D) 

K•q - ' _.o-_ .. 
COjO .. , ar.u.~.·. 1. ·. ·rl ·~ , azul 

{º 
rojo 

Como p-l~i+l2:1 entonces -12:-(i+l);::::l-p & p-l;::::p-(i+l);::::l, así que p-(i+l) '/. {x, y}, 
por lo que p-(i+l) es adyacente a todo vértice de D y entonces por definición de D se tiene 
que (p+(i+l), p-(i+l))E F(D). 

Entonces 14 =(p+i, p+(i+l), p-(i+l), p-i, p+i) es un ciclo dirigido de longitud cuatro 
contenido en D (pues {(p-(i+l), p-i), (p+i, p+(i+l))} .;;: 'Y .;;: D, y (p-i, p+i)E F(D) por 
hipótesis inductiva) y es casimonocromático por hipótesis del teorema, y considerando que 
(p-(i+l), p-i) es una flecha azul y (p+i, p+(i+l)) es roja, se tiene que las flechas (p+(i+l), 
p-(i+l)) y (p-i, p+i) son ambas rumies o ambas rojas. Si (i+l, q-(i+l)) y (q-i, i) son rojas, 
entonces (p-i, p+i, p+(i+l), p-(i+l)) es una trayectoria dirigida monocromática, por lo 
que (p-i, p-(i+l)) E F(C(D)) y (p-(i+l), p-i) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y E 
F(Asim(C(D))). Si (i+l, q-(i+l)) y (q-i, i) son azules, entonces (p+(i+l), p-(i+l), p-i, 
p+i) es una trayectoria dirigida monocromática, por lo que (p+(i+l), p+i) E F(C(D)) 
y (p-(i+ 1), p-i) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y E F(Asim (C(D))). Por lo tanto 
{p-(i+l), p+(i+l)) E F(D) para p-12:i+l~l. 
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(8) (p-1, p+2) E F(D). 

Supongamos lo contrario, i.e. (p-1, p+2) ~ F(D). Como {p-1, p+2} n {x, y}= 0 (ya que 
p=y, y sabemos que x & y no son consecutivos en -y), entonces por la definición de D se 
tiene que (p+2, p-1) E F(D). 

Entonces -y4 = (p+2, p-3, p, p+l, p+2) es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D 
y es casimonocromático por hipótesis del Teorema, y considerando que (p-1, p) es azul, 
mientras que (p, p+l), (p+l, p+2) son rojas, se tiene que (p+2, p-1) es una flecha de 
color rojo; por lo tanto (p, p+l, p+2, p-1) es una trayectoria dirigida monocromática, lo 
que implica que (p, p-1) E F(C(D)) y por tanto (p-1, p) E F(Sim(C(D)), contra<liciendo 
que 1' E Asim(C(D)). 

Figuro: (8) Si (p+2, p-1) E F(D) 

(9) Vi J p-2~i~l [(p-(i+l), p+i) E F(D)J 

Procedamos por inducción sobre i: 

(9.1) Base: para i=l, p.d. (p-2, p+l) E F(D). Supongamos lo contrario, i.e. (p-2, p+l) ¡¡! 
F(D); como p=y y los vértice x & y no son consecutivos en -y, entonces {p+l } n {x, y} 
= 0, y por la definición de D tenemos entonces que (p+l, p-2) E F(D). 

Así que 1'4 = (p-2, p-1, p, p+l, p-2) es un ciclo dirigido contenido en D de longitud 4, y es 
casimonocromático por hipótesis del Teorema; como (p-2, p-1) y (p-1, p) son flechas de 
color azul y (p, p+l) es roja, entonces (p+l, p-2) es necesariamente de color azul, lo que 
implica que (p+l, p-2, p-1, p) es una trayectoria dirigida monocromática y (p+l, p) E 
F(C(D)), de donde (p, p+l) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que 1' ~ F(Asim(C(D))). 
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p+2 

~ 
rojo 

Figuro: {9.1} Si ((p-2, p+l} <t, F{D) 

p-2 

az:ul 

) 
azul 

rr--__ oj~ 

(9.2) Hipótesis inductiva: supongamos que (p-(i+l), p+i) E F(D). 

(9.3) Por demostrar que (p-((i+l)+l), p+(i+l)) E F(D) para p-2 ;:: i+l ;::: 1: supongamos lo 
contrario, i.e. (p-((i+l)+l), p+(i+l)) = (p-(i+l)-1, p+(i+l)) <t. F(D) para p-2 2:i+l2:1. 
Como p-22::i+12:1 entonces -12:-(i+1)2:2-p & p-22'.p-(i+l)-12::1, así que p-(i+l)-1 <t. {x, 
y}, por lo que p-(i+l)-1 es adyacente a todo vértice de D, y entonces por definición de D 
se tiene que (p+(i+l)-1, p-(i+l))E F(D). 
Entonces /4=(p+i, p+(i+l), p-(i+l)-1, p-(i+l), p+i) es un ciclo dirigido de longitud cu
atro contenido en D (pues {(p-(i+l), p-(i+l)-1), (p+i, p+(i+l))} !,'.; 'Y !,'.; D, y (p-(i+l), 
p+i)E F(D) por hipótesis inductiva) y es casimonocromático por hipótesis del teorema, y 
considerando que (p-(i+l)-1, p-(i+l)) es una Hecha azul y (p+i, p+(i+l)) es roja, se tiene 
que las flechas (p+(i+l), p-(i+l)-1) y (p-(i+l), p+i) son ambas azules o ambas rojas. 
Si son rojas, entonces (p-(i+l), p+i, p+(i+l), p-(i+l)-1) es una trayectoria dirigida 
monocronuí.tica, por lo que (p-(i+l), p-(i+l)-1) E F(C(D)) y (p-(i+l)-1, p-(i+l)) E 
F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y E F (Asim(C (D))). Si (p+(i+l), p-(i+l)-1) y (p
(i+l), p+i) son azules, entonces (p+(i+l), p-(i+l)-1, p-(i+l), p+i) es una trayect.o
ria dirigida monocromática, por lo que (p+(i+l), p+i) E F(C(D)) y (p-(i+l), p-i) E 
F(Sim(C(D))), contradiciendo que 'Y E F(Asim (C (D))). Por lo tanto (p-((i+l)+l), p+ 
(i+l)) E F(D) para p-22:i+l2:1. 

117 



Figura: {9.3) Si (p-(i+1), p+{i+l)) 't F(D) 

H•q 

roJO___.t:)-_azul~. 1 

q-•p-- . ' 
/' azul 

{'" 
rojo 

Recordemos que se ha supuesto que p = long(x, "'(, y) ::;; long(y, "¡', x), por lo tanto 
q=long('Y)2::2p=2 long(x, -y, y). Entonces long(x, -y, y) ::;; q/2. 

Figuro: De los incisos 6, 7, 8, !J: 
q-1 

?r·i.--0-..,~ 

pe"'º 111~~ •. · .• 

rojo (9J . ar:ul 

"""':~:::~l'""-'. 
>•11•1)~:.1~1.'~>'-l'+ll 
roj~o .• ·. ··.,- .... ·.·.· •.. ,:.:·,.·.·....... l•.l.. .. - aul .··· . .:····. ~p-1 

17) 
p+2•p+t . ' . . ' .. · 

·~·· ·~ ~ -~ 
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Observemos que si 2p=q entonces con i==(q/2)-l='p-1 (l:fi+l=P:.1) 5e sigue'del in~iso (6). 
que (q-i, i) = (q-p+l, p-1) = (p+l, p-1) E F(D), lo que contradice la."afirrn~ióti'Ciel inciso . 
(7) para i=l ((p-1, p+l) E F(D)): Por lo tanto 2p =f q, y p=long(x, 7, y)'cs estrictíilTlente . 
menor que loug(y, 7, x). ·· ' •' /'. ,: i}I•,:,';1· ( .· .·. 

Si 2p = q-1, entonces p+2 = q-(p-1) 13 , y se sigue del inciso (6) (eón ¡,;;~i)·~ti~'(i¡~(~l), 
p-1) = (p+2, p-1) E F(D), lo que contradice la observación del lnciS?)Bt(p-1; p+2) E 
F(D)). Por lo tanto 2p es estrictamente menor que q-1. . ~/;-;\:1::, ., '·' 

(10) Vi 1 p-l;?:i;?:l [3 j(i) E (y, 7, x) 1 (p-i, j(i)) E F(D) es roja y p+i S j(i}j; q'..(¡>:i)f''·· 
Procedamos por inducción sobre i: ·. ·• ' ·• ·::; 

(10.1) Base: para i=l, p.d. 3 j(l) E (y, -y, x) 1 (p-1, j(l)) E F(D) es roja y i>ú' :5'j(l) :::; 
q-(p-1). . . ' 
Seaj(l) = rnin { K 1 p+2 < K:::; q, y (K, p-1) E F(D)}-2; de donde p+2:::; min { KI p+2 
< K :::; q, y (K, p-1) E F(D)} :5 q. 
Observemos que j(l) está bien definido: con i=p-1 se sigue del inciso (6) que (q-(p-1), p-1) 
E F(D), donde p+2 < q-(p-1) :5 q (pues sabemos que 2p < q-1, de donde 2p+l < q y por 
tanto p+2 < q-p+l = q-(p-1)); de donde se sigue que p+2 < min { K 1 p+2 < K :5 q, y 
(K, p-1) E F(D)} :::; q-(p-1) 14 , y por consiguiente que p < min { K 1 p+2:::; K:::; q, y (K, 
p-1) E F(D)}-2 = j(l) :::; q-(p-1), por lo que que p+l :::; j(l) :5 q-(p-1). 
Ahora bien, con i=l se sigue del inciso (7) que (p-1, p+l) E F(D), y se tiene que (p-1, 
p+2) E F(D) por el inciso (8); por lo tanto, de la definición de j(l) es consecuencia que 
{(p-1, j(l)), (p-1, j(I)+l), U(1)+2, p-1)} ~ F(D). 
Por lo tanto 'Y4 = (j(I)+2, p-1, j(l), j(i)+l, j{1)+2) es un ciclo dirigido de longitud cuatro 
contenido en D, así que es caaimonocromático por hipótesis del Teorema, y como 'Y4 tiene 
dos flechas rojas (que son (j(l), j(l)+l) y (j(l)+l, j(1)+2)), entonces al menos una de las 
flechas (j(1)+2, p-1) o (p-1, j(l)) es de color rojo. 
Si (j(1)+2, p-1) t.>s roja, cut.onces (p, p+l,. .. , j(l), j(1)+2, p-1) es una trayectoria dirigida 
monocromática y (p, p-1) E F(C(D)), de donde (p-1, p) E F(Sim (C(D))), contradiciendo 
que 'Y ~ F(Asim(C(D))). 
Por lo tanto (j(1)+2, p-1) no es de color rojo, y {p-1; j(l)) .sí lÓ es. Así concluimos la 
prueba del inciso (10.1): 3 j{l) E (y, -y, x) 1 (p-1, j(l)) E F'(D) es roja y p+l :::; j(l) ::5 
q-(p-1). ' .- . ·,. 

(10.2) Hipótesis inductiva: sea l<i::5p+l y supongamos que 3 j(i),E (y,j; x) .l .(p-i, j(i)) EF(D) 
es roja, y p+i ::5 j(i) ::5 q-(p-i). · ' · · 

(10.3) Suponiendo que 1:5i+1:5p-1, se demostrará que 3 j(i+l) E (y, -y, x) 1 (p-(i+l), j(i+l)) 
E F(D) es roja, con p+(i+l) :::; j(i+l) ~ q-(p-(i+I)). . . ·-. . ,;'. · ·:. · ' 
Seaj(i+l) = min { K 1p+(i+l)+l<K1 (K, p-{i+l)) E F(D)}-2 .. ·.<.::, ;.·,.',::':'}>:: •· ...... ·· 
Observemos que j(i+l) esti\ bien definido: con i=p-(i+l) se sigue del inciso (6)1que'(cdp
(i+l)), p-(i+l)) e F(D) 15 ; y por otra parte, 2p < q-1 (suposición posterlor/a{'indso ~o) 
=> p < q-1-p => p+ (i+l)+ 1 < q-1-p + (i+l)+l = q-p+i+l = q-(P-:i-1) ~ q~(J>'.:'.(i+.í)) ~ 
p+(i+l)+l < q-(p-(i+l)). . • ";:i<.'· ~ 
Entonces p+{i+l)+l < min { K I p+(i+l)+l < K I (K, p-(i+l)) E F(D)}'~ ci~(¡}'.:({.f-1)), 
de donde p+i < j(i+l) :::; q-(p-(i+l)), y finalmente p+(i+l) :::; j(i+l) :::; q-(p-(i+I)).' ·• · · · 
Ahora bien, como 1:5i+1:5p-1, se sigue del inciso (7) que (p-(i+l), p+(i+l)) E F(D); y 
por otra parte, dado que 1::5i+1::5p-1 entonces l<i:::;p-2, así que es consécuencia del inciso 
(!J) que (p-(i+l), p+(i+l)-1) = (p-(i+l), p+i) E F(D). 

132p = q-1 => p+p+l =e¡ => p+l = q-p => p+2 = q-p+l = q-(p-1) 
14 La primera desigualdad es estricta y Ja """gura el inci80 (8), y la segunda desigualdad se debe a c¡ue q-(p-1) 

cumple que p+2 < q·(p-1) < q & (q·(p·l), p-1)) E F(D), obscrvacin que ya fue demostrada. 
l5ya que se cumplen IM hipótesis del inciso (6): l:Si+l:Sp-1 => -l<!·(i+l)<!l-p => p-1 ~ p-(i+l) <:: 1 
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Así que de la definición de j(i+l) se sigue qu~ {U(i+,1) t:i'> ~(i+,})),\(pf,(i+l),j(i+l))} 
~ F(D). . ·· .. ·· ¡ ;;.•······.······{n;:~-.c=,,?'', .?;:;.)" :.·;, ... 
Por lo t.anto 74 = (p-(i+l), j(i+l), j(i-t-1)+1, j(i+l)+ 2, ~(i+,1)) es un cJclo ~irigido de 
longitud cuatro contenido en D. ,. .,:,' ,..,:. ;,,,,:,•, ·, ,·•:• 

A fin de continuar Ja prueba de (10) analiza1ido el éiclo ,Y4, se requiere cÍe)as.siguienteS 'afirma
ciones: 

(10.4) Sea z E (x,7,y)-{x, y} 1 z+l E (x, 7, y) - {x, y}. P.d. si i E (y,')', x), i-1 'f. y & (i,z) E 
F(D), entonces (i-1, z+l) E F(D) 

Supongamos lo contrario, i.e. (i-1, z+l) E F(D). Se sigue de las hipótesis que i-1 es ady
acente a todo vértice de D (es hipótesis que i E (y, 7, x), así que i-l'f-x, por Jo que i-1 es 
adyacente a todo vértice de D), entonces (z+l, i-1) E F(D) por definición de D. 
Así que 74 = (z+l, i-1, i, z, z+l) es un ciclo dirigido de longitud cuatro contenido en D, 
y es casimonocromático por hipótesis del Teorema. 74 tiene una fk>cha roja, (i-1, i), y una 
flecha de color azul, (z, z+l); por Jo tanto las flechas (i, z) y (z+l, i-1) son ambas azules 
o ambas rojas: 
Si (i, z) y (z+l, i-1) son rojas, entonces (z+l, i-1, i, z) es una trayectoria dirigida 
monocromática en D, así que (z+l, z) E F(C(D)) y (z, z+l) E F(Sim(C(D))), contradi
ciendo que 1' ~ Asim(C(D)). Si (i, z) y (z+l, i-1) son azules, entonces (i, z, z+l, i-1) es 
una trayectoria dirigida monocromática en D, así que (i, i-1) E F(C(D)) y por tanto (i-1, 
i) E F(Sim(C(D))), contradiciendo que '"t ~ Asim(C(D)). · · 
Por Jo tanto (i-1, z+l) E F(D). 

(10.5) Si K E (y, 7, x), K > p+(i+l)+l, i?:l & (K, p-(i+l)) E F(D), entonces K-1 E (y, 7, x), 
K-1 > p+i+l & (K-1, p-i) E F(D). 
Como K E (y,'"(, x), entonces K$q, de donde K-1$q-1$q. Por otra parte, como K>p+i+2, 
entonces K-l>p+(i+l). Por lo tanto p=y<p+(i+1)$K-l:Sq=x, de donde se sigue que K-1 
E (y, ')', x). 
Ahora, observemos que se cumplen las hipótesis del inciso 10.4 para i=K & z=p-(i+l): a) 
i ?:1 => i+l ~ 2 ~ -(i+l) :S -2 ~ p-(i+l) $ p-2 => z = p-(i+l) 'f. p=y. Además, p-(i+l) 
'f. x, de Jo contrario p-(i+l)=q, de donde q-p=-(i+1)$0, contradiciendo que 2p$q-1. Por 
lo tanto z= p-(i+l) E (x, 7, y) - {x, y}. b) De a) se tiene que 1$p-i-1$p-2, así que 2$p
i$p-1, por lo que z-1= p-(i+l)+l = p-i E (x, 7, y) - {x, y}. c) Por hipótesis K>p+i+2, 
entonces K-1 > p+(i+l) ?: p+2 > p=y, por lo tanto K-1 ~ y. d) Por hipótesis K E (y, 7, 
x) & (K, p-(i+l)) E F(D). . 
Entonces por el inciso 10.4, (K-1, p-(i+l)+l) E F(D) .. ' 

(10.G) j(i) $ j(i+l)-1. , . .· 
Sea I<o = min {K E (y, 7, x) I K > p+ (i+l)+l y (K, p-(i+l)),E F(D)}16. 
Notemos que se cumplen las hipótesis del incisÓ aí1tericir para K 0 , a5í que el inciso 10.5 
nos asegura que Ko-1 E (y,')', x), J(o > p+,i-Í-:1 &. (Ko~l, p-i) É F(D). 
Por lo tanto Ko-1 > min {K E (y, ')', x) 1 K > p+i+l & (K, p-i) E F(D)} .. 
Así que Ko-1-2 ~ min {K E (y, 7, x) 1 K > p+i+l y (K, p-i) E F(D)} - 2 ='j(i). Pero 
I<o-2 = j(i+l). Por lo tanto j(i+l)-1 ?: j(i). · ' .· · · 

16 Ko está bien definido: el incioo (G) nos ~ura que ( q-(p-(i+l)), p-(i+l) ) E F(D);; con K=q-(p-(i+l)) se 
cumplo que K>p+i+2 (ya que 2p<q-l => q-p>p+l => q-p+i+l>p+i+2 => K=>p+i+2) . 
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Consideremos nuevamente a -y4 = (p-(i+l), j(i+l), j(i+l) +1, j(i+1)+2, p-(i+l)), que es un 
ciclo dirigido do longitud cuatro contenido en · D y casimonocromáticó. por hipóte8is ·del 
Teorema. Observemos que (j(i+l), j(i+l)+l) y (j(i +1)+1, j(i+1)+2)) ·son dos• flechas. 
rojas en ')'.1, entonces al menos una de las flechas (p-(i+l), j(i+l)) o (j(i+l) +2, .p-(i+l)) 
es de color rojo: · · · · • .: . · 
Si (j(i+1)+2, p-(i+l)) es roja, entonces T = (p-i, j(i), j(l)+l; ..... , j(i+l), ,j(i+l)+l, 
j(i+1)+2, p-(i+l)) es \lila trayectoria dirigida de color rojo conténida en 0 11; por lo que 
(p-i, p-(i+l)) E F(C(D)), de donde (p-(i+l), p-i) E F(Sini (C(D))),contrBdiciendo que 'Y 
~ F(Asim(C(D))). . ·•.· . .· .. · ••. . . . 
Por lo tanto (p-(i+l), j(i+l)) es roja, y culminamos asíla demostr¡}(:iólldel inciso 10. 

Para finalizar la prueba del Teorema, apliquemos ahora el rcsultado:def illeiso· 10 a i=p-1: se 
tiene entonces que existe j(p-1) E (y, -y, x) tal que {p-{p-l);;j(P:,1)) = {l, j(p-1)) E F(D) 
es roja. Por lo tanto (1, j(p-1), j(p-1)+1, j(p-1}:+2, ,::.,;;x) e5.uria trayectoria dirigida 
monocromática (roja), por lo que {1, x) E F(C(D))y'..{x, 1) éF(Sini (C(D))), contradi-
ciendo que 'Y ~ F{Asim(C{D))). · · · 

J 
Culminamos así esta larga pero afortunada pruebO: q~~·:l15c~ura un resultado análogo al 

obtenido para torneos en el capítulo previo. · . 

170bscrvemos que (p-i, j(i)) E F(D) y es. roja por.hipótesis inductiva (inciso 10.2); y el resultado del inciso 
(10.6) justifica que T es unn trayectoria. 
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Conclusiones 

El presente texto no solamente tiene como objetivo reunir resultados interesantes relativos a 
ní1cleos en digráficas, sino también hacer obvio al lector cómo cada nuevo concepto y cada 
prueba confornum las piezas de un divertido y creativo rompecabe-.ms. Para ello, como en 
cualquier juego que comienza, debieron ser presentadas las reglas, que aquí se refieren a los 
conceptos y resultados básicos de Teoría de Digráficas, y que permitieron después introducir 
el concepto de seminúcloo, mícleo y 111ícleo por trayectorias dirigidas monocromáticas en una 
digráfica; inmediatamente despm'.>s se analizan algunas de las propiedades importantes de estos 
últimos, condiciones suficientes y necesarias para su existencia, y se recurre después a dos tipos 
de digráficas que serán de utilidad, me refiero a digráficas núcleo perfectas y núcleo imperfectas 
críticas. 
Posteriormente se muestran al lector algunas de las diversas aplicaciones del concepto de núcleo 
de una digr1ílica, en las áreas de Lógica, Combinatoria y Teoría de Juegos; lo que constituye la 
mejor prueba de que, si bien la teoría de núcleos en digráficas es una mina de preciosos tesoros 
para las Matemáticas Teóricas, también lo puede ser para quienes buscan su aplicación. 
Trns presentarse al lector una digráfica muy particular denominada torneo, y los conceptos de 
digráficas m-coloreadas y núcleo por trayectorias dirigidas moncoromáticas, puede observarse 
que el contenido subsecuente de la tesis retrata de manera natural la necesidad de explorar 
cuáles son condiciones suficientes para que un torneo m-coloreado tenga núcleo por trayectorias 
dirigidas monocromáticas; en el cuarto capítulo se presentan algunas de esas condiciones y en un 
orden tal que, tws cada Teorema, la afirmación que le sigue no es del todo inesperada (aunque 
las demostraciones bien pueden llegar a sorprender, como sucedió a la que suscribe): se comienza 
con la condición de la no existencia de ciclos y torneos transitivos de longitud 3 y 3-coloreados, 
después, si cada ciclo dirigido de longitud a lo más cuatro es casimonocromático, y finalmente, si 
existe k {donde 3:;S;k::;p) tal que cumpla las condiciones de que, a) para todo torneo m-coloreado 
T'~T tal que T' no contiene ciclos dirigidos de longitud k, se tiene que C{T') es una digráfica 
núcleo perfecta, y b) Cada ciclo dirigido de longitud k contenido en Tes C{T)-monocromático. 
Finalmente, en la IÍltima parte de este texto, se hace un análisis análogo al realizado a torneos 
m-coloreados, a digní.ficas denominadas casitorneos m-coloreados, obteniendose también intere
santes resultados. 
La interrogantei; respecto al tema de núcleos en digráficas, en particular respecto al tema de 
núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas en torneos m-coloreados, son muy diversas, y 
están en espera de ser resueltas para dar a luz, a su vez, a nuevos y vastos temas de investigación. 
Así que el juego sigue ... y es cada vez más divertido. 
Es mi deseo que al término del análisis de la presente tesis, el lector haya podido completar este 
pequeño aunque muy colorido rompecabezas, y que retrata tan solo una parte del infinito y bello 
rompecabezas que con las Matemáticas la mente humana ha podido concebir. 
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