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Capítulo 1 

Introducción 

Una part.ícu)a que se encuentra inicinlmcntc ntrapu<la en la región de interncciún ele 
un potcncinl, puede escapar de esta región por efecto túnel, si In energía do la partícula 
es 1uenor al tnciximo del potencial. Este proceso se conoce como decaimiento cluíntico. 
Este trabajo estií cJnborndo con bnsc en un fortnalismo desarrollado en años recientes 
por Gustón García Culclcrón (1] para el estudio del dccaitnicnto, en el cual se com;idcra 
que el potencial tiene simetría esférica y e:; de alcance finito. Este formnlisrno nos cln. unn 
solución cxnctn al problema del dccuitnicnto crníntico, obteniéndose In solución analítica 
en 111 región interna del potencial '''(r, t) a partir del estado inicial 1J1(r, O) como un desar
rollo en los estados resonantes del sistmnu. Esto nos permite estudiar el cmnportamicnto 
cualitativo de las cn.ntidndcs relevantes en el dccailnicnto, las cuales son: La probabilidad 
de supervivencia S(t) que mide In prolmbilidad ele que la partícula se encuentre en el 
estado ctuintico inicial después de un tiempo l. y la prolmbilidml de no escape P(t) que 
miele la probabiliclnd de que la partícula se encuentre dentro de la región de interacción del 
potencial después de un tiempo t. Estas dos caut.idndcs nos permiten estudiar lrui contribu
ciones cxpotwnciulcs y no-cxponcucialcs nl decaimiento cm'intico como función clcl tiempo. 

El propósito de este traba.jo es investigar el efecto ele estados iniciales de mínima in
certidumbre cu la evolución temporal del decaimiento. Para ello co11sidcrn1nos un modelo 
.sitnplc (potencial delta rcpnlsivo) 1 que nos pcnnitc calcular en fonna analítica la base de 
estados resonantes {1tn(r)} y el conjunto de eigenvalores complejos {E,.} del sistema, Un 
ca. . ...,o límite de este modelo es el problema ele la en.ja de potencial infinito, lo cual sugiere 
estudiar la evolución tmnporal de estados iniciales correspondientes a los cigcncstados de 
la caja. Este problema ha sido ya considerado en la literatura [2] y un pritner objetivo 
de este trabajo es reproducir los ciUculos correspondientes para S(I) y P(t), nsí como 
estudiar la clcnsidnd de probabiliclncl en 111 región fotcrna del potencial. 



La 1notivació11 para estudiar estados iniciales de tníniinn. inccrtidmnbre, es la posibilidad 
de investigar In evolución temporal de estados localizados inicinlmentc en distintos lugares 
de )a región interna, para c11crgías cerca y fuera de resonancia. Otra 1notiva.ción para este 
estudio es un trabajo realizado por Lencf y Rancl [3] en Hl!J4, en el cual encuentran usando 
estados de n1í11ima incertidumbre, que éstos tienen un tiempo de vida nlCdia mayor que 
estados que no lo so11, dependiendo c'sto ele In posició11 inicial y la energía del paquete. 
Es por lo anterior que en particular nos interesa averiguar el efecto de la posición del 
estado inicial (cerca y lejos de la frontera del potencial) y considerar distintos valores de 
la energía inicial. 
El estudio r¡uc se presenta no pretende realizar una cornparnción con el enfoque de Lcnef 
y Rand el cual privilegia c1 método \Vl\D y trata el continuo de fonna aproximada, sino 
más bien utilizar directmucnt.c el formaJismo exacto propuesto por García Calderón {1],: 
para examinar este problcnta. 

La tesis estií organizada de la siguiente 1nancrn: 

En el capítulo 2 se desnrrolla la solució11 al problema del decaimiento empicando el for
malismo de estados resonantes, así como las definiciones ele las probabilidades de super
vivencia y no escape, analizando Jus contribuciones cxponencialcs y no-exponenciales ni 
decaimiento crnínt.ico. 
En el cupítulo 3 se propo11e como modelo el potencial delta repulsivo, encontra11clo el 
conjunto de estndos resonantes del sistema, y se muestra el método de Newton-Raphson 
para el c1llc11lo de los polos de la función de Green que corresponden a los eigenvulores 
con1plcjos de los estados rc.sonnntcs. 
En el capítulo ·I se estudia la evolución temporal del decaimiento, tomando como estado 
inicial un eigc11est.ado de la caja ele potc11cial 1 1nostrando dos casos: el estado base y el 
cuarto estado excitado. 
El cnpítulo 5 contiene d estudio de la evolución temporal de estados localizados que 
son de mínima i11certidun1brc, analizando dos cusas: ondu saliente y el estado gato de 
SchrOdinger. 
En el capítulo G se discuten los resultados obtenidos en los ejemplos y los conclusiones. 
En el apéndice A se da la definición de la funció11 M(y), su relación de simetría en el plano 
complejo y expnusión 11si11tótic1t para y << 1 y y >> l. 
En el 1tpéndice 13 se muestran las propiedades de los estados resonantes y relaciones do 
suma de los coeficientes involucrados en el c1ílculo de las probabilidades. 
En el apéndice C se muestra el desarrollo discreto de la función ele Green de onda saliente 
para la. región interna clcl potencial. 
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Capítulo 2 

Formalismo 

2.1. Solución de la ecuación de Schrodinger como un 
problema.de valores iniciales 

Consideremos Ju ·ecuación de Schriidingcr dependiente del tiempo 

{;fi- R}x(r, t) =o, (2.1) 

clonclc .el humiltoniuno está dudo por R = -\i'2 + V(r} en unidncles h = 2m = l. Pura 
nn potencial coi1 simetría radial, es decir V(r) = V(r), la solución de ht ecuación (2.1} se 
puede dcsurrollur en ondas parciales 

•It1(r, t) , 
x(r,t) = I:--)1 .. (!1), 

1,111 r 

donde n denota el ángulo sólido. 
Dnclu la condición inicinl x(r, O}, lu solución de la ecuación (2.1} para t > O es [4] 

x(r,t) = j Q{r,r';t)x{r',O)clr' t >o, 

(2.2} 

(2.3} 

donde Q{r, r'; t) es la función retardada de Green o propngndor. Pura el problema con 
simetría radinl se tiene que dr' = 1·12d1·'cll11 y el propagador en desarrollo ele ondas parciales 
es [4] 

( , ) "'""91(1·, r'; t) (")'" ( ') Q r, r; t = ¿_ --!'-, -Y,rrl lt. i hu n . 
lm r 

{2.4) 
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Sustituyendo (2.4) y el desarrollo de ondas parciales de x(r', O) en (2.3) se tiene que 

x(r, t) = 2: ;:,j gz(r, r'; t) W1•(r',O)Yim(O)Y¡~,(n1)Y,•,..•(O')dr'dn1 
lm l'm'. r . ,• 

t >o. 
. . - ' 

Usando la propiedad de ortogonalidad de los armónicos esféricos se llega a 

x(rit) = i: jm(~.> t) W1(r1
, O)Y¡,.(O)dr' 

lm .... _, . 
t >o. 

Comparando t!lfl ~cuácio~es ('2.2) y. (2.6), se tiene que 
•. .,. ;· . ¡ 

Wi(r,t) =J 91(r,r1;t)W1(r1,Ó)dr1 t >o. 

Ésta satisface la. ecuaciók d,e S~h~ii~inger radial 

hft -H }'111(r,t) =O, 

donde H es el operador 

H = -~+ V(1·)+ l(l+ 1). 
8r2 r 2 

Por simplicict"ad, córÍsiderarcmos l = O y escribiremos las funciones sin índices. 
Ln ecuación diféréncial que satisface el propagador para t > O es 

a .· 
{ i at -:- H }u(r, r'; t) =O, 

con la condición inidnl 

g(r, r'; O) = ó(r - r'). 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

Aplicando In transfoi1.natla;d~ Lnplace a .la variable t de la ecnnción (2 .. 10) y denotando 
por g(r, r'; s) la tro.nsformadá ele g(r, r'; t) se tiene 

.·{is - H}ii(1·,r';s) ;' ió(r-:- r'). (2.12) 

Identificando la variable s = -ik2 e.n In ecuación (2.12), se obtiene la función ele G~een 
de onda saliente conocida en la literatura como 

c+(r, r'; k) = -ig(r, r'; -ik2 ). (2.13) 

4 



lm{k} ¡ 
1 e 

Re{k} 

Figura 2.1: Trayectorln de i11tegrnción e pnrn el cálculo de el propagador 11(1·,1·'¡t). 

La cual satisface la ecuación 

{ k2 - H }a+(r, r'; k) = ó(r - 1·'), (2.14) 

que correspondo a la ecuación de Schrodinger independiente del tiempo. Esto es, se sim
plifica la ecuación parcial (2.10) de dos variables a una ecuación ordinaria en la variable r 
únicamente. La solución de (2.10) se obtiene de aplicar la transformada inversa de La place, 
la cual se expresa en términos de la función de Green de onda saliente como 

g(r, r'; t) = 
2
i" fc c-ik'•a+(r, r'; k)2kdk, (2.15) 

donde la curva de integración se muestra en la figura 2.1. Así se tiene la solución a la 
ecuación (2.8) como 

t >o. (2.16) 

2.2. Decaimiento 

Una partícula que se encuentra inicialmente dentro del alcance de un potencial puede 
escapar de esta región, sí la energía de In partícula es menor ni máximo de la altura del 
potencial por efecto túnel. Este proceso se conoce como decaimiento cuántico y se puede 
modelar con un potencial de alcance finito (Fig. 2.2). El estudio que se presenta sobre el 
decaimiento, es con bnse en el formalismo de estados resonantes del sistema, los cuales se 
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V(r) 

E -·-------

a r 

Figura. 2.2: ficprc1ic11tnció11 esquemática del proceso de dccnimicnto, para un potencial radial de alcuncc 
finito. 

obtienen de forma natural al pedir la condición física de decaimiento. 
Parn mostrar la obtención de dichos estados consideremos un potencial con simetda radial 
y de interacción finita, es decir V(I" > a) = O como el mostrado en la figura 2.2. Así una 
partícula confinada dentro del rango de interacción {O, a) podrá escapar de ésta por efecto 
t1ínel, suponiendo que la energía inicial de la partícula E = k2 es menor al máximo del 
potencial. La ecuación que satisface la función de onda es 

(2.17) 

Fuem del intervalo de interacción, es decir ,. > a, In ecuación corresponde n In de la 
partícula libre, con solución 

'11(r) = A(k)eikr + B(k)e-ikr 1· >a. (2.18) 

El primer y segundo término de la ecuación (2.18) representan ondas divergentes y con
vergentes respectivamente hacia el origen. Sin embargo, sabemos que el proceso de de
caimiento se describe en términos de ondus divergentes. Por lo que se tiene como condición 
física 

A(k) f. O B(k) =0, (2.19) 

que nos lleva a una.contradicción. Ya que si llt(r) es solución de (2.17) entonces llt'(r) 
también lo es, siempre que se considere k real. Esto es conocido en la literatura como 

G 



Time Reversal Invmicmce, es decir, W(r} y W'(r) describen la misma situación física del 
sistema, debido a que el operador (Time-reversa!) conmuta con el operador Hnmiltoniano. 
Así el hecho de que B(k) _, O implica que A(k) _,O, lo que contradice In condición física 
del decaimiento {2. l!l} si k es real. 
El muilisis anterior llevó a Georgc Gamow [5] a considerar valores complejos de k, con 
lo cual sc satisface (2.HJ) ¡mm un conjunto de valores complejos {k,.} y por ende para 
valores complejos de la energía {E,.} con E,. = <,, - ir.,/2. De lo anterior se sigue que 
1'1',.(r, t)12 = 1'1',.(r)l 2c-r"t In cual exhibe la ley de decaimiento exponencial obtenida 
cxpcrimcntn.hnentc en el dccain1icnto do uúclcos radiactivos. 
Esto nos permite introducir la noción de estados resonantes del sistema {u,.(r)}, los cuales 
ctunplcn la ccunciú11 

d2u (1·) 
-

1
"

2 
+ [k~ - V(1')]1t,.(r) =O, 

cr 
(2.20) 

con condiciones n In frontera 

u.,(O) =O u,.(r >a)= A,.c•k.r. (2.21) 

La primer condición es debida al hecho que In ecuación (2.20) se establece para valores 
r ;:::: O, por tratarse de una ecuación rndial, y la segunda establece la condición de onda 
saliente. Otra forma mós títil de escribir ésta es calcular In derivada logarítmica del estado 
resonante fuern del rango de interacción, por lo que la condición de onda saliente se escribe 
con10 

du,.(r)I _ 'k ( ) d;-- r=a - l n Un a . (2.22) 

Este formalismo que se usa parn el estudio del decaimiento. Lo que nos permite encon
trar de forma exacta la solución, usando la· idea particular de que los residuos de polos 
complejos de la función saliente de Green est1ín relacionnclos con los estados resonantes. 

2.3. Determinación de los residuos de los polos de la 
función de Green 

Mostraremos cómo calcular los residuos de los polos de In función de Green de onda 
saliente G+(r, r'; k) para el problenm del potencial con simetría radial de interacción finita 
(Fig. 2.2). La función de Green asociada ni Hnmiltoninno H con momento angular l =O 
sntisfncc"'ln. ecuación 
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D' 
Dr'G+(r, r'; k) + [k2 

- V(r)JG+(r,r'; k) = ó(r - r'), (2.23) 

con lns condiciones ele frontera 

a+co;r'; k) = o, (2.24) 

{)ª a+cr, r': k>I = ikc+cr,1·': k). 
r r=a 

(2.25) 

Lu ignalclacl (2.25) es sólo la condición ele onda saliente para valores r >a, lo que expresa 
físicmncntc que el sistctnn clccno. 
Bajo el supuesto de qne la función ele Green tiene polos simples, podemos escribir éstn 
cerca del polo kn como · 

a+(1· 1·1• k) = C.,(r, 1·') + x(r 1·'· k) 
1 t k-ku 1 1 1 

(2.2G) 

qne es sólo el desarrollo en serie de Laurcut. de la función de Green de ondn saliente en 
unn rncindnd del polo k., y el factor C.,(r, r') es el residuo del n-ésimo polo. Sustituyendo 
la expresión (2.2G} en In ecuación (2.23) tenemos 

e (r1·') 
{k2 

- H} ~·- 'k., + {k2 
- H}x(r, r'; k) = ó(r - r'), (2.27) 

en donde hemos siinplificndo In notación del operador de (2.23). Sumando y restando el 
término k~C.,(r, r')/(k - k.,) en la ecuación anterior se obtiene 

{k~ - H} Ckn~.k~') + {k2 
- H}x(r, r'.; k) + (k +k.,)G.,(r, r') = ó(r - r;), .. . 

(2.28) 

En el límite k-+ kn la ecuación no debe presentar ~ingulnrid,ades por"lo que se tienen dos 
expresiones 

{k~ -H}G.,(r,r') =O, (2.29) 
' . : : < .. _ '. ,··. '~: .. ·. ' 

{k~ - H}x(r, r 1ik.,) T 2k~C.,(;, r') ~ ó(r - r'). (2.30) 

Las condiciones de f;ontern en términos d~ G.,(r, r;J~ x(r, r'; k) toman la forma 
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Cn(O, r') + x(O r'· k) =O 
k-k11 1 

' ' 

(2.31) 

.!!...[C"(r, 1·') +x(1-,r';k)]I =ik[Cn(r,r') +x(r,1·';k)]. 
81· k - kn r=n k - k,, 

(2.32) 

Es clltro que la ecuación (2.31) es válida en el límite k--> kn, por lo tanto tenemos 

Cn{O, r') =O, (2.33) 

x(O, 1·'; kn) =O. (2.34) 

Para la igualdad {2.32) sumarnos y restamos el término ik.,C.,(a, 1·')/(k - k.,), obteniendo 
en el límite k -. ku las condiciones 

ª
8

.C.,(r,r')I = iknC.,(a,r'), 
f r=a 

(2.35} 

D
D x(r, r'; k.,), = iknx(a, r'; k,,) + iC.,(a, r'). 
r r=a 

(2.3G) 

Observnmos que la ecuación (2.20) y !ns condiciones de frontera para C,.(r, r') ecuaciones 
(2.33, 2.35) son !ns mism1tS que lns de los estados resonantes del sistema, por lo que 
concluimos que C,,(r, 1·') ~ u.{r) 1. Los estados resonantes del sistema satisíncen 

{k~ - H}u,.{r) =O, {2.37) 

con condiciones u la frontera 

11,,(0) =o, {2.38) 

~l u,.{r)I = ik.u.(a). e,. r=n 
(2.39) 

Dado que el operador Hmniltoniano no depende de la variable r' y el coeficiente Cn(r, 1·') 
es proporcional al n-ésimo estado resonante escribimos C,,(r, 1·') = 11,,(1·)R(r'). 
Para encontrar la expresión explícita de In función R(r'), multiplicamos la ecuación {2.37) 
por x(r, r'; kn) y la ecuación (2.30) por 1tn(r). Restando !ns expresiones encontramos 

1 Estn conclusión muestra que los residuos de In función de Green de onda snlicntc csti\n rclncionndos 
cm1 los estndos rcsonnntcs del sistcmn 
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""Dr2 X - Xor•"" + 2knCnttn = ttnó(r - r'), (2.40) 

en donde sólo se ha denotado por tt,, = Un(r), X= x(r, r'; k,,) y e,, = C,,(r, r'). Integrando 
con respecto ar en el intervalo de interacción del potencial (r, r' <a) y usando la identidad 

0
2 

0
2 º[ o o ] 

""D1·"x - XDr2 Un= a ""ax - X[j"" . 

Encontmmos In expresión para R(r') dacia por 

R(·')= u,,(r') 1 
2k,,{f; u~(r)dr + iu~(a)/2k,,} (2.41) 

ldentificnnclo In condición ele normalización ele los es'tuclos resonantes (B.7) 

la
ª ,,2 (a) 

u2 (r)dr+i-'-'- =l. 
O 

11 2kn 
(2.42) 

Esct·ibimos el residuo del n-ésimo polo ele la función de Green ele onda snliente como 

e ( ·') _ 1tn(r)u,,(r') 
n r.1 - 2kn . (2.43) 

2.4. Desarrollo discreto de la función de Green de
pendiente d.el tiempo 

Dedicaremos esta sección al cálculo del propagador [1], el cual se cleterndnn mecliu;1te 
In función de Green de onda saliente por medio ele · 

(2.44) 

En virtud ele qne In función de Green ele onda saliente G+(r, r'; k) es una función ele la 
vuriable compleja k y cumple In condición 

c+(r, r'; k) _, o cuando [k[ _, 00 

podemos desarrollarla en forma discreta [6](vea §C ) 

a+c ·'· k) - ""' 11,,(r)un(r') 
' r,i' - ~ 2k,,(k-kn)' 

10 

r,r' <a, (2.45) 

(2.46) 



en donde la suma se huce sobre todos los polos2 • Sustituyendo esta expresión en la ecuación 
(2.23), sumando y restando el término k,.u,.(r)un(r')/2 obtenemos una rolnción para los 
estados resonantes del sistema, dada por 

1·,r' <a, (2.47) 

que se convierte en dos condiciones, debido a que la función delta no depende de k, 
obtenemos 

L ttn(r)u.,(r') = 0 
n '."kn1 

1 (2.48) 

1 . .· . ' ,. '. ' 
2 ~ u.,(r)u11 (1) =.~(r - 1·'). (2.<10) 

Usando estas ecuncioncs y In id~ntidad ; :' , 

2k; (k
1
-k ;'~ 2kk~ k +}-]. 

, .. ,'· .... ~:•.;:.~~.,.:~~:·.::>:.:<'· '· ,, .·· .· .!' . n 
podemos escribir la ecuación (2.46) 'como · · 

(2.50) 

·a~(r,r'¡~)2~.~ u~(r);tn(r'l, 
·,:;:·.'J. ·<·:.:.2k .n .;, ·.k- k,.· 

que ni sustituirla ~n (2.44) i10S ,da·\';:· ·~)· 

(2.51) 

' ·:·· ····:<" '· ... · .. -.. -. ·¡k2t 

g(r, r'¡t) = ~ ttn(r)tt~('.''){ 2'tr la:~ kn dk }· (2.52) 

Ln integral que se en~uentrn entr~ ·¿¡;r~h~tcii 'eii i1~ii función conocida. Para mostrar esto 
se hnce el cambio de vnrinblo 

y se define la variable y,. como 

¡mm escribir la igualdad 

:11...os polos de la íuución do Green de onda saliente incluyen estados lign<los, nntiligndos y rcso11u11tcs. 
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i r e-·ik'lt i ¡oo e-u2 

211" le k - k,. dk = 211" 1-oo iy,. - tt dtt. (2·53) 

Esta función es conocida en la literatura como In función M(x, t; k) evaluada en x =O, la 
cual se define mediante 

- i ¡oo e-u~ 

M(O, t; k,.) = 211" 1_,,,, iy,. _ "du :Jm{iy,.} >O. (2.54) 

Sustituyendo este resultado en la ecuación (2.52) obtenemos el desarrollo discreto ·del 
propngnclor como 

"" g(1·, 1·'; t) = 2:; u,.(1·)11,.(r')M(O, t; k,.). (2.55) 

Parn el cuso en que :Jm{i¡¡,.} <O se utilizan las rela~iones el~ simetría (Apéndice A). 

2.5. Función de onda; probabilidades de superviven
cia y no escape 

. - . 

El desarrollo expuesto anteriormente para el eúlc-ulo \Je! propagador 11os permite en
contrar inmediatamente la expresión ele la función ele oíida 1ll(r, t):" La· cual 'se obtiene 
sustituyendo In ecuación (2.55) en (2. 7). Así la solución exacta al problema ele decaimien-
to está dacia por · 

00 

1J1(1·,t) = L C,.11,.(1-)M(O,t;k,.) r <a, (2.56) 

en donde se ha definido el coeficiente C,. como 

C,. = [ '11 (r, O)u,.(1-)clr. (2.57) 

Esta solución tiene tocia la información de la evolución temporal del sistema dentro del 
rango de interncción y para el estudio ele ésta, es necesario definir las cantidades: Amplitud 
de supervivencia A(t), probabilidades ele supervivencia S(t) y no escape P(t). 
La amplitud de supervivencia se define mediante 

{" A(t) =lo w•(r, O)'l'(r, t)dr, (2.58) 

12 



quu ni sustituir la expresión ele la función ele onda toma la forma 

00 

A(t) = ¿:: C,,C,,M(O, t; k,,), (2.59) 

donde se hn usnclo unn notación análoga n (2.57) definiendo é,, como 

{" C.,= Jo IJ•º(r,O)tt,,(r)clr. (2.60) 

La. amplitud do supervivencia en general es uila función con1ploja. Sin mnbargo, por defini· 
ción cumple que A(O) = 1, que proporciona unn relación ele sumn consistente con In 
propiedad (2.49) de los estuclos resonantes (vea §B.1). 
Ln probabilidncl de snpervivencia, se define medinnte la amplitud de superviYencin como 
S(t) = IA(t)l2 , es decir · 

S(t) = 1 fn" IJl"(r, D)•v(r, t)d1f, (2.61) 

que en términos ele (2.59) obtenemos la expresión 

S(t) = f: 00 

¿:: c,:,c~.c .. c .. M·co. t; k.,,JM(o, t; k,,). (2.62) 

Por definición de la probabilidad ele supervivencia, ésta miele la probabiliclacl ele que la 
partícula perumnezca en el estado inicial IJl(r, O) después ele un tiempo t. 
Otra canticlnd importante en In evolución temporal del sistema es la probnbilidnd ele no 
escnpe P(t), In cunl se define mediante In función ele ondn IJl(r, t) como 

P(t) = { IJl'(1", t)IJt(r, t)clr, (2.63) 

que ni sustitnir ht expresión ele In fnnción ele ondn (2.56) se obtiene 

P(t) = f: f: c;.c .. 1.,,,,Mº(O,t;k.,,)M(O,t;k,,), (2.64) 

en donde se define el coeficiente Imn como 

!.,,,. =J.ª u;,,(r)u,,(r)dr. (2.65) 

Esta cantidad por definición mide la probabilidad de que In partícula permanezca dentro 
del rango de interacción del potencial después de un tiempo t, por lo que lle\'n el nombre 
de probabilidad ele no escape. Así In probnbiliclad de escape será 1 - P(t). 

13 
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2.6. Desarrollo asintótico de j\ll(r, t)l2, P(t) y S(t) 

La evolución temporal y comportamiento asintótico de la densidad de probnbiliclnd 
l•Ii(1-, t)j 2 , prohnbilidndcs de no escape P(t) y supervivencia S(t), cstiín dadas únicamente 
por el comportamiento de la función M(yn), donde Yn = -,;:::ITk.,. Esta función definida 
mediante (2.54) para valores Yn que cumplen '.Jm{ iy.,} > O, tiene la relación de simetría 
para el CIL'o en que no se cumpla la desigualdad (vea §A) 

lvl(y.,) =e"~ - M(-y.,) si '.Jm{iy.,} <O. (2.66) 

l-Incic11do el muílisis de la parte imaginaria. del coeficiente ÍYni cncontrnmos que la relación 
de simetría se wmní si n > O, lo que simplifica los cálculos. Sin ctnbnrgo los cnutidades 
que cstudiatnos se derivan de In evolución de la f11nció11 do onda, por Jo que es conveniente 
estudiar pritncro el comportamiento nsintótico do éstn. 
La relación (2.66) nos permite escribir In función ele onda como 

•I1(r, t) = f {c.,u.,(r)e-•k~t + D,.(1·, tl} 
11=1 

1· < n, (2.67) 

donde clefinitnos 

D.,(r, t) = C_,,u;,(r)M(y_,.) - C.,u.,(r)M(-y.,), (2.68) 

que es la contribución no exponencial ni decaimiento y es despreciable para tiempos del 
orden del tiempo do vida media 3 • Así para valores del tiempo del orden de vida media la 
función ele onda tiene un comportamiento 

r <a, (2.69) 

que corrospomle a una contribución puramente exponencial a la evolución ,del sistema. 
Para el comportamiento asintótico ele la función de onda a tiempos largos, el término 
exponencial es despreciable y sólo qneda la contribución no exponencial. Para lo cual es 
necesario escribir el comportamiento usintótico de In función M(11n) en el límite y., --> oo, 
el cual es 

M(11,.) ""+.[..!..- -1-+···] 2ir I y., 2¡f.! Yn »l. (2.70) 

--,3-U_11_n_11_1í-lis-·i_s_11_11il_s_d_c_tn_l_ln_d_o_<_lc_c_s-tc_t_é_n-ni110 110 cxpoucucinl revela que pnm tiempos muy cortos domiun 
sobre el térmi110 cxponcucinl del dccnimicnto. · 
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Al sustituir ésta en la ecuación (2.68) y usando la relación de suma (B.21}, se tiene que 
el comportamiento de la función de ond" a tiempos largos es 

IJl(r,t) "" -{ (-i)! f; C.,u:~M }1.. + CJU-~) 
47Tf n=-oo k,. d 

r <a. (2.71) 

Lns cantidades JIJl(r, t)J2 , P(t) y S(t) heredan el comportamiento asintótico de la función 
de onda. Tenemos que la densidad de probabilidad toma la forma 

Jlli(r, t)J2 =1 f; C.,u.,(r)e-•k~•¡2 • 
IU=l 

(2.72) 

Esto es, In densidad ·de probabilidad disminuye exponencialmente para tiempos del orden 
de In vida media. Para tiempos largos se tiene 

JIJl(,-,t)J'"" _1_, f; C.,u,~(r)!'},, 
107r n=-oo kn t 

(2.73) 

lu cual expresa una ley de decaimiento de potencia inversa. De forma inmediata tenemos 
el comportamiento de la probabilidad ele no escape, ya que por definición es In integral 
de la densidad de probabilidad. Ésta tiene el siguiente comportamiento asintótico 

00 00 

P(t) "" L L c;.,C .. Imne-i(k~-k:..'l<, (2.74) 
Jn=l n=l 

que corresponde al decaimiento exponencial del sistema, y para tiempos largos 

P(t):::: {-
1
- f: f: c;~;:'~;"'}i-3 , (2.75) 

lfrrr m=-co n=-oo km kn 

que expresa In ley ele potencia inversa que presenta In probnbilidn.cl ele no escape. 
Pura el estudio asintótico de In probnbiliclnd ele supervivencia es más conveniente estudiar 
el comportamiento asintótico ele In amplitud ele supervivencia A(t). Ésta tiene el siguiente 
cotnportamicnto 

A(t) :::: f: { C.,l;,c'k~t }. 
n=I 

(2.76) 

(2.77) 

15 
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Éstas exhiben para la probabilidad de supervivencia, la ley de decuimiento exponencial 
para tiempos del orden de vida media, y la ley de potencia inversa S(t) ~ t-3 a tiempos 
largos respectivamente. 
Además de estns dos regiones del decaimiento debe existir una región de interferencia entre 
el decaimiento exponencial - no-exponencial que se presentará para valores del tiempo 
en que ambas contribuciones ni decnimicnto sean del mismo orden. 
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Capítulo 3 

Modelo 

Consideraremos como modelo el potencial delta repulsivo >.li(I' - a), con parámetros 
>. > O ult.urn, y a > O alcance del potencial. 
Este potencial tiene lu virtud de que los estados resonantes se pueden calcular analítica
mente mostrando este cálculo en §3.1. Esto permite simplificar los c!ílculos numéricos de 
la densidad de probabilidad y probabilidades de no escupe y supervivencia. Ac!enuís e11 el 
límite >. - oo se reduce 11! problema de la caja de potencial i11finito. Lo que nos permite 
encontrar nproximudmncnte el valor ele los polos complejos de ht función de onclu saliente 
ele Green, que son ncccsn.rios para tener una 1ncjor aproximación de éstos, ut.ilizn.nclo el 
método de Newton-Raphson el cual exponemos en §3.2. 

3.1. Cálculo de los estados resonantes 

Para el modelo del potencial delta y estados iniciales con momento angular l =O. Los 
estados resonantes del sistema cumplen 

d' 
dr• u,.(r) + [k?. - >.ii(r - a)]u,.(r) = O, (3.1) 

lns condiciones de frontera son 

11,.(0) =o du,.(r)I . ( ) -d-- = iknttn a . 
r r=a 

(3.2} 

La ecuación (3.1) se convierte en dos ecuaciones. Para la región internar < a, en donde se 
c!cnotuni la solución como 11~(r), y para In región externa r > a, c!cnoturemos In solución 
como tt~(r). En umbns regiones el potencial es idénticamente cero ya que r f. a, por lo que 
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tememos en ambas regiones como solución de Ja ecuación (3.1) ondas planns. Sin embargo, 
las condiciones físicns del proceso de decaimiento (3.2) piden que Ja solución en el exterior 
del potencial sea una onda plana saliente y la condición en el origen I"'"ª la función en el 
interio~ exige que In solución sea cero, forzando a )ns soluciones tomar la fornrn. 

11~(1·) = B,.sin(k,.1·) 1· <a, (3.3) 

1·~ a. (3.4) 

Usru1clo las condiciones ele frontera se tiene 

{3.5) 

~:.u;';(r)L0 - fr11~ML = ,\11,.(a). {3.G) 

Empicando {3.2) escribimos la condición (3.6) como 

ik,.D,.cik.a - k,.B,. cos(k,.a) - ,\B,. sin(k,.a) = O. (3.7) 

La ecuación (3.5) nos proporciona el valor ele D,. como 

D,. = B,.sin(k,.a)e-ikna. (3.8) 

Sustituyendo este valor en {3. 7) y bajo la hipótesis D,. ,¡, 01 ·se llega a la ecuación trascen-
dental para Jos valores de k,. , · ' 

k,. cot(k,.a) - ik,. + ,\ = O. (3.9) 

Expresando In función cotangente en términos de exponenciales coniplcjns se llega a una 
ecuación más simple ' 

(3.10) 

que proporciona Jos polos de In función saliente de Green. 
Proseguimos a calcular los coeficientes B,.. Es claro que si se conoce B,., tenemos el 
valor también de D,. mediante {3.8). Para el c1ílculo de B,. utilizamos la condición de 
normaliznción para los edtados resonantes (B. 7), obteniendo 

1 Ésta e:s In condición física de onda saliente. 
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B2 = 2k., 
" 2k,. Jó' sin2 (k,.r)dr + isin2 (k.,a)' 

{3.11 j 

La integral que aparece en el denominador, se puede calcular cxnctumcntc, el resultado es 

{" • 2 (k ) 1 k.,a sin2 (k .. a} 
Jo stn ··n1·cr= 2-~1 

que nos permite reducir la expresión do B~ a 

n2 = . 4kn . 
" 2k.,a + 2isin2 (kna) - sin2 (k.,a) · 

(3.12) 

(3.13} 

Ln función seno que npnrccc en el denomin~dor, se expresa en ténniuos do exponenciales 
complejns, obteniendo la relnción 

2i sin2 (k a) - sin2 (k a) = i(l - c-2ik"ª) = ~ 
n n ,\-2ikn 1 (3.1-1) 

en donde se usó la igualdad (3.10) para encontrar la tercera expresión. Simplificando se 
encuentra 

B,. = 2(.\ - 2ik.,) 
.\a + 1 - 2ik.,a · 

(3.15} 

La condición u_., ""'. u;, implica la condición para sus coeficientes fl_., = -B~ obteniendo 
así el conjunto completo de estados resonantes {un(r)}. 

3.2. Cálculo numérico de los polos complejos de la 
función de Green 

Mostraremos un método numérico, conocido en la literatum como el método de Newton
Rnphson. Pnra el cálculo de los polos k., llamaremos F(k,.) a la ecuación trascendental 
(3.10), de modo que si k,. es una raíz sucede que F(k.,) =O. Supondremos que tenemos 
unn raíz nproximndn, In cual denotaremos por k~ y sin perdida de generalidad supong
mnos que k~+l es una raíz de F(k .. ). Llamemos n h = k~+I - k~ y dcs11rrollando en serie 
ele T11ylor In función F(k.,). A primer orden se tiene que 

F(k~ + h) "'F(k~) + F'(k~)h "'O. (3.16) 

Sustituyendo el valor de h se tcndrií unn mejor aproximación de la raíz, mediante 

l!J 



e+• = kr - F'(k~) 
" " F'(k~)' 

(3.17) 

Este método es iterativo, y cuando r --> oo asegura tener Ja mejor aproximación de l1t raíz 
kn. Pero una. de lns condiciones es tener una raíz aproximada. 
La raíz aproximada In encontraremos sustituyendo k,, = °'• - i/3,, eu la. ecuación (3.10). 
So llega a un pnr <le ecuaciones parte real y parte itnaginaria. 

(3.18) 

º" 
/3 

_ ~ = tan(2a,,a). (3.19) 
n 2 

En el límite ,\ -> oo, se tiene de Ja ecuación (3.19) que tnu(2o.a) --> o-, por Jo que 
O'n -+ n7r/ct y f3n __., O, recuperando los cigenvalorcs de la caja de potencial infinito. 
Podemos suponer que si A » l pero finito, Cl'n tmnnni un valor oproxitnndo u 

mr 
ctn:::::::::: - - C11 

" 
l<,,I « L 

Sustituyendo (3.20) en (3.19) se t.iene una aproximación pnrn el vnlor '" dndn por 

1 _ 1 (2mr) 
<n "" 2,i tan "";;:\ . 

(3.20) 

(3.21) 

De forma amíloga se supone que Lajo estas condiciones /3n "' O pCJr Jo que podemos 
despejar este valor de la ecuación (3.18) obteniendo un vnlor apruximadu de éste como 

1 [ 4 (117')2] f3n "" 4a In 1 + :\'! --¡;- . (3.22) 

Así el valor aproximado k~ = ª" - i/3,. sení el primer valor que se utilizaní para el cálculo 
de lns raíces. En las tablas (3.1,3.2) se muestran los primeros treinta polos k,, para este 
problema, dejando el parámetro a = 1 y cambiando Ja altura del potencial, esto con 
finalidad ele mostrar que tan pequeña puede ser la altura del potencial. 
En Ja figura 3.1 se muestran los primeros 500 polos, con los parámetros del potencial 
,\ = 200 y a= 1, la cual exhibe que estos se alejan del eje real moaotomunm1tc decreciente. 
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kª TI k IFCkll 
3.12589-0.000247i 3.125968-0.000243i 1.44 7166 x 10 .,. 
6.251811-0.000985i 6. 251966-0.00097i 9.219299x 10-20 

9.377793-0.00221 li 9.378024-0.002 l 78i 1.82·1123x 10-24 

12.503866-0.003917i 12.504 l 7-0.0038Gi 1.48766 X 10-23 

15.63006-0.00609,li 15.630434-0.006005i 8.13867Gx 10-2:i 

18.756401-0.008728i 18. 75684 I -0.008603i 2.956361X10-22 

21.88291G-O.Ol 1807i 21.883417-0.0l IG3!li J.022685 X 10-il 
25.009627 -O.O I 53 l 3i 25.010186-0.015097i 2.7!l427Gx 10-21 

28.136558-0.0 l 9227i 28.1371G9-0.018!lCii G.5·1221 x I0-21 

31.263729-0.023531 i 3 l .2G,l:l8ü-0.02:l20Di l.421933x w-w 
3,l.391155-0.028203i 3'1.3!ll853-0.02782·1i 2.7·1799x w-211 

37.518854-0.033222i 37.519587 -0.032783i 5.038398 X 10-2u 

40.646838-0.038565i 40.G·l7G-o.o:JS065i 8.72lfJG1x10- 20 

43.775118-0.0·1'121 li 43. 77590:l-0.CJ.136·18i l..t13509x 10- 10 

46.903702-0.050136i 4G.9CM505-0.0'195 I i 2.212317x 10- 10 

50.032598-0.05631 Si 50.033·114-Cl.055G3i 5..198361 X J0-28 

53.161809-0.062735i 53.162ü33-0.0G198Gi 3.192722x 10-20 

56.29134-0.0G9365i 56.292166-0.0GS55Gi J.9•1CJ8GJ X 10-2'1 

59.421191-0.076 l 89i 59..122016-0.075321 i l.510347x w-2 ·1 

62.551362-0.083185i G2.552181-0.0822Gi 3.252828x w-20 

65.681852-0.090335i 65.68266 l -0.089355i l .09•1939 X 10-23 

68.812657-0.09762i 68.813·154-0.09G587i 4..1334 X 10-2·1 

71.943775-0.105023i 71.94455G-0.103!l·li 3.50·1832x 10-2·1 

75.075201-0.112528i 75.075963-0.l l 13!J8i 2.29587x 10-w 
78.206929-0.12012i 78.207669-0. l 18945i l.74657Sx 10-21 

81.338954-0.127784i 81.339671-0.12656Gi 7.413515 X 10-24 

8<1.471269-0.135508i 84.47196-0.13425i J.007678x 10-23 

87.603867 -O. l ,13278i 87.604531-0.14 l 984i l.102142x 10-23 

90.73G74-0.151084i 90. 737377-0.149755i 9.94481X10-24 

93.869883-0.158915i 93.87049-0.157554i l.358117x 10-24 

Cuadro 3.1: Cálculo de los primeros trcintn polos k" 1 tomnn<lo In altura del potencial ..\. = 200. 
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k~ k IF(k)I 
2.98939ú-0.02353li 2.!J!Jú775-0.020543i l.28585x 10 " 
6.002694-0.083185i 6.010923-0.07437Gi 5.374056x 10- 15 

9.046881-0.158!Jl5i 9.053251-0.14565li 3.76564lx10- 14 

12.ll 7052-0.23!l864i 12.12040·1-0.221482i 3.3G!Jl02x 10- 14 

15.206021-0.310851 i 15.206587-0.294!J92i 8.8<!0111X10-lO 
18.308039-0.37S!J5i 18.30643-0.363481 i 1.476703x 10- 13 

21.41914-0.441016i 21..t lú!l·l3-0..120322i 5.!J71lú3x10- 1·1 

24 .536685-0A 97535i 24.5323G2-U.4837·17i D.247305x 10- 1·1 

27.658!JO!J-O.ú4!Jl5i 27.6ú:l8-ll.536277i D.380721X10- 14 

30. 784613-0.5DG·ID3i 30. 778D62-U.584•187i l.DG1257x 10- 13 

33.DI 296-0.64012·1i 33.90GD·l·l-D.G28919i -l.76239úx 10- 13 

37.043357-0.G80521ii 37.03710 l -O.G700•1Di 3.D02355x 10-t:I 
40.175371-0. 718103i 40. IG8lJG5-0. 70828Gi 3.108G24x 10- 15 

43.308G81-0.753202i ·13.:l02 l 91-D.7.¡3979¡ 1.G6!JG12x 10- 13 

•lü.443lM•1-0.7SGIODi ·lli..136[> 19-0. 777•122i 3.71G2•15x w- 13 

49.57827•1-0.817071 i 49.c>717·Hl-ll.H088G8i 5.(i2501X10- l:l 
52. 71·122G-0.84G29·1i 52. 707i25-IJ.83853i 5.1470ú5xl0- 13 

55.S50784-0.873!J57i 55.844328-0.86659li 3.924003x 10- 13 

58.987857-0.900212i 58.!J814ú8-0.8D320!Ji 9. 784889x 10-14 

62.125371-0.925192i 62.119038-0.918ú2li 4.G!J2Gl8x 10-13 
....... 

65.2632G3-0.9·19012i G5.257005-0.942644i 1.586236x 10- 12 

68.401485-0.971773i GS.395305-0. 96568·1 i 1.147391X10- 12 

71.53999•1-0.!J!J3563i 71.ú33896-0.98773i 2.36G3G2x 10- 13 

74.678755-l.014459i 74.672741-l.008863i 4.4740·12x 10-13 

77.817739-1.03453 li 77.811809- l .029155i 2.10296lx10- 12 

80.956921-1.0538.Ji 80.951076-l.048668i 2.0!J6477x 10-12 

84.096279-l.072442i 84.090518-l.0674Gi l.937185x 10- 12 

87.235794-l.090385i 87.230117-l.08558i 6.91124x 10- 13 

90.375451-l.107714i !J0.369856-1.103074i 4.426U97x 10-13 

93.515235-l.12447i 93.50!.J721-l.119985i 8.611907x 10-13 

Cuadro 3.2: Cálculo de los primeros treinta polos kn. tomando In nlturn del potencial ,.\ = 20. 
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Figura. 3.1: Muestra los primeros 500 polos, con los parámetros a= 1 y>.= 2001 también se muustrn 
un zoom del comportamiento cercn del origen. 
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Capítulo 4 

Decaimiento de estados iniciales de 
la ·caja infinita 

El modelo que se ha propuesto parn el estudio ele la evolución temporal del decaimiento, 
tiene cmno lítnit.c el sistema de la caja infinita, parn ,\ - oo. Lo que sugiere que se estudie 
el decaimiento do dichos estados, cst.o es, tomnr como estado inicial nn cigerwstndo rlc la 
ca.ja de potencial i11finilo. Consiclcramoi-; dos ca.sos pmtícu!urcs, el estado baso y el cuart.o 
cstuclo excitado. 
Nota1nos que los cocficicutcs q11e intervienen en !us c1ílculos tic11cn la 1nis1nn naturalczn, 
es decir, se puede encontrar una cxprcsió:i de ü.':itos 1 que nos pcrrnit.cn C."itudiar cualquier 
eigenestado de la caja de potencial. Adem{~,. la función ele onda inicial es real, por lo que 
sólo basta cnlcular un coeficiente ya que para c.stc cmm particular se tiene que C11 = C11 • 

!\fm;tranclo el u-í.lculo de éste en la sección 4.1. Pu:;tcriormcnic ecilt1cliumus la evolución 
temporal del deeaimieuto del estado '""'e en §'1.2 y el cuarto estado excitado en §4.3. 
!vlostrando el comportamiento de la .. "i prolmbilidnclcs de :mpcrvivencia, no cscnpe, y la 
dcr.sidnd de probabilidad en las regiones del decaimiento exponencial, 110-cxpononcial e 
interferencia. Las curvas de la prohabiliclad tic supervivencia y no escape son resultados 
yn conocidos [2]. Por lo que este ejercicio nos sirve para cotnprobar el tnétodo numérico 
que c1nplcnmos pnrn. el clílculo de lns mismas y a su vez completamos el estudio de la 
evolución temporal del decaimiento con el estudio de la densidad de probabilirlad, la cual 
ayuda entender el comportamiento cualitativo de la probabilidad de no escape. 
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4.1. Cálculo del coeficiente Cn 

'lbm1unos como estado inicial un eigenestnclo arbitrario del problema de la caja do 
potencial infinito, es decir 

llt(r, O) = { ~ sin(jrr1·/a) r < a 
O r;:: a ' 

(4.1) 

un dando j es un entero. El estudio del decaimiento c.xpuesto nquí, sólo es dentro del 
rango de interacción por lo que el conjunto de estnclos resonantes que se usarán pura los 
citlculos son 

11.,(r) = B.,sin(k,,r). (4.2) 

El coeficiente B., ésta dado en (3.15), de modo que resta conocer los coeficientes C., y 
C,,, clefü,1iclos en (2.57,2.CiO) que son idénticos en este caso pttrticular, yn que la condición 
inicial es u1111 función real. De la definición C., se tiene In siguiente igualdad 

'2 {ª 
C.,= B., y;;: lo sin(p;1·) sin(k,.r)clr, (4.3) 

ciando se ha simplificnclo Pi = jrr/a. La integral so puede resolver annlíticmnentc dttndo 
como resultnclo 

e -'-(-l)i f'f.n p;sin(k.,a) 
n- v-; n k~-p]. {4.-1) 

Conociendo este valor, encontramos por sustitución el coeficiente C.,C., = C~ que toma el 
V11!or 

e• = ~ 2(,\ - 2ik.,) p~ sin2 (k,.a) 
" a ,\a+ 1 - 2ik,.a (k~ - p]) 2 ' 

{4.5) 

En las tablas 4.1,4.2, se muestran los primeros quince valores do el coeficiente C~, tonumdo 
como estado inicial j = 1 y j = 5 respectivamente. Observo quo la contribución más grande 
se tiene para el coeficiente correspondiente 11! estado inicial. Esto es debido a que el estado 
inicial es muy parecido ni cstn.clo resonante. En la gnifica 4.1 se 1nucstrn. la convergencia 
de la suma de las partes reales correspondientes a. In. tabla il. l del coeficiente C~ en donde 
se hn. hecho la. S\lllUl finita E~=l e~ parn los prilncros veinte valores. Notu.n1os que para 
este caso en pnrticulnr se tiene una. buena aproximación de lu unidad to1nando sólo el 
primer término ele 111 serie con un error del orden de 10-4 • 
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n RcC; ImC~ 
1 0.999916 -8.036548 x 10-uo 
2 4.479135x 10-05 2.809825 X 10-00 
3 l.404502x 10-05 J.318867x 10-00 

4 7.046375X10-06 8.817539 X 10-07 

5 4.261843x 10-00 6.665068 X 10-o7 

6 2.855057x 10-00 5.357669x 10-07 

7 2.040865 X 10-0G •1.468106 X 10-117 

8 1.525951 X lQ-OG 3.818213x 10-07 

!) !.179226xl0-oo 3.3197x 10-117 

10 9.3,15615x 10-117 2.!J2352! X 10-o7 

11 7.55537lxl0-07 2.600116x 10-117 

12 6.20698,J X 10-o7 2.330547x 10-07 

13 5.167191X10-o7 2.102088x 10-07 

14 4.349561X10-o7 l.905847x 10-07 

15 3.695989x 10-07 J.7354lx 10-0·1 

Cuadro 4.1: Cálculo de los primeros q11i11cc cocficicutcs e~, C'OTI los pnnímctros >. = 200, a= 1 y el 
cstndo j =l. 

71 Rcc; ImC~ 
1 4.268203x 10-00 1.320403 X 10-U7 
2 2.217015xl0-05 J.369677 X 10-oo 
3 8.490207x 10-05 7.838849X10-00 
4 0.000463 5.630061X10-0s 
5 0.998082 -0.000685 
6 0.000755 0.000145 
7 0.000208 4.605677x 10-05 

8 0.000101 2.537215x 10-05 

9 6.065781X10-o5 J.715379x 10-05 

10 4.095394 X 10-o5 J.285506 X 10-o5 

11 2.964893x 10-05 1.023081x10-05 

12 2.248925x 10-05 8.46251X10-oo 
13 l. 763452 X 10-o5 7.187031xl0-00 

14 1.417 466 x 10-05 6.220522x 10-00 

15 1.161405X10-o5 5.460538 X 10-00 

Cuadro 4.2: C1llculo de los primeros quince coeficientes C~ 1 con los parámetros >. = 200, a = 1 y el 
cstn.do J = 5. 
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Figura 4.1: Se muestra In convergencia de In serie 9\c(E~s:l C~} para los primeros veinte valores de N 
corrcsponclicnlcs n In tnbln 4.1. · 

4.2. Decaimiento del estado base 

Co11sidcrmnos para este ejemplo ni estado base de In caja de potencial infinito, es decir, 
j = 1 con los ¡mnímetros ,\ = 200, a = l. En todos los c1ilculos se tomnni como unidad du 
t.ie111po In vidu media del primer estndo resonante r 1 = (4n1/31)- 1, que corresponden In 
vida media del estado bnsc de la caja ele potencial infinito. Esto es porque se cstuclianí la 
evolución temporal de estados diferentes a éste, y se comparnniu. 
Comenzaremos el estudio de este estado con la probabilidad de supervivencia, pa.ru. mostrar 
sn comporlnmiento ell vez de estudiar S(t) cstudiarcnws ln{S(t.)} 1. La gnífica de esta 
pruhabilidacl se nmestra. en la figura. 4.2 1 que exhibe tres regiones diferentes de la cvolu
cil)u tc111poral; (a) Región exponencial para un intervalo de tiempo de cero vidas medias 
lHL'ita 47 vidas mcditLo.; nproximndnmcnlc;2 (b) Región de intcrfercuciti que se presenta. 
aprnxirnndumente de 47 vidas media.'! hasta G7 vidas medias y (e) Región no exponencial 

18e l•studia ln(S(t)} porque la í1111ción logaritmo amplifica el comportnmicnto de S(t). 
2U11 anñlitiis dctnllndo mostrará que en man vccindn1l del origen no se prcscutn. el clccnimiento expo-

11t•11dal. ' 
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Pigurn 4.2: Gr1í.ficn de ln{S(t)} pnrn. el estado inicinl j = 1 con los parámetros>.= 200 y a= 1, en la 
misma gráfica se muestra un zoom de la región de i11tcrícrcncln. 

n pnrtir de 67 vidas medias. Estas tres regiones son las discutidas en §2.6, pnm la cu11l 
sólo se encontmron las expresiones asintóticas para tiempos del orden de la vida media y 
tiempos largos. Aunque cabe mencio1111r, la exprcsióñ de In prob11bilidad p11ra tiempos del 
orcdcn de vida media no es vlilidn. en una vccinclncl del origen, yn que se puede inostrnr 
que se hncc unn corrección al ténnino exponencial pura tic1npos muy cortos t << r1 • 

La gnífica de ln{S(I)} para el estado buse, divide el cuadrante en dos. Lo que nos propor
ciona un criterio parn. decidir cuando un estado decae m1ís nípidnmcntc que ésto ó m1ís 
lentamente. 
La región de interferencia. es In que llama un poco mfü; la atención, por presentar fuertes 

oscilaciones que no son de sorprenderse, ya que la expresión de la parte de interferencia 
de In probabilidad de supervivencia tiene esta estructura. Pero la intcrpret.ución física no 
es muy clnrn, porque el sistema decae y no hny una onda incidente desde el exterior para 
producir tnl efecto, es decir, aumentar In probabilidad. 
En In figura 4.3 se muestra In gráfica de ln{P(t)} que corresponde a la probabilidad de 
no escape. Al igual que la probabilidnd de supervivencia, presenta las tres regiones ex
ponencial, interferencia y no exponencial. Notamos que ni igual que la probabilidad de 
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Figura 4.3: Grñficn de ln{P(t)} pnrn el cstn<lo inicial j = 1 con los paró.metros .\ = 200 y a = l 1 e11 In 
mismn gráfica se muestra un zoom de la regi6n de lnterícrencin. 

supervivencia ésta presenta también oscilaciones en la región de interferencia.. Esto nos 
hace pensar que el sistema presenta un fcnón1cno que llan1amos de " respiración ", es 
decir, en esta región In función de onda crece y decrece nípidnmcntc, como si el sistc1nu 
so opusiera a dccnor, trn.t.nndo de regresar a un estado anterior. 
Notemos que las gníficas son tnuy pnrecidns, por lo que es convcnicutc compararlas. Lu 
comparación de éstas se 1nucstrn en la figura 4.4. Notamos que son pnícticmncntc iguales 
en la región exponencial, presentan una diferencia casi no visible en la región purmnentc 
no cxponencinJ y cu la región de interferencia presentan una cliíercncia notoria en la. a.111-

plitud ele las oscilaciones. 
La diícrcncia entre las oscilaciones de estas prolmbilidudcs, claranumte nos dan la difer
encio. conceptual entre unn. y otra probabilidn.d. Rccordmnos que inidcn cantidades físicas 
diferentes. El c.'tudio ele la densidad ele probabiliclncl J1!1(r, t)\2, dentro de la región de 
intcrncción, se muestra. en lu figura 4.5 y nos permite entender el comportmnicnto oscila
torio de la prolmbiliclnd ele no escape 
La figura 4.5a presenta el comportamiento ele la densidad de probabilidad en In región 
exponencial. obscrvmnos que ésta decae de unu. fornui. tnuy uniíonnc, udcnuís no se pierde 
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Figura 4.4: Compnrnci6n de lns gn\ficns de ln{S(t)) y ln(P(t)). 

por completo In distribución de ésta, es decir, la probabilidad de encontrar n la partícula en 
uu punto dentro de la región de interacción decae a In rnismn razón que en cualquier otro 
punto dentro de llL misma. La figura 4.5b presenta In gró.ficn de In densidad de probabilidad 
para tiempos que cncn dentro de Ja región de intcrfcrcncin. Observamos inmediatamente 
que la distribución de probabilidad cambió totalmente de In distribución inici1ll, ademó.s 
no siempre esl>i decayendo, para el tiempo t = 56.1 r 1 la distribución es considerablemente 
1ncnor que para el tiempo t = 58r1. Esto es el efecto de que el sistema "respira". Ln figura 
4.5c muestra la densidad de probabilidud para. tiempos largos, es decir, en la región no 
exponencial, para. estos tiempos la distribución se a deforma.do por completo, sin ernbargo, 
11u1estra que es rnuy semejante para. cualquier tiempo y decae ni parecer a In mismn razón 
en todos sus puntos de forma muíloga a la región exponencial. 
Este comportamiento de la densidad de probabilidad exhibe el comportamiento oscilato
rio dt.; la probabilidad de no escape en la región de interferencia. Adcmiis, se observa que 
In distribución de probabilidad es mayor cerca del alcnnce del potencial. Esto nos permite 
entender porque In curva de la probabilidad de supervivencia va por debajo de In curva de 
la probabilidad de no escape, debido a que In función inicial tiende n cero en este límite. 
El hecho de que llls probabilidades de supervivencia y no escape sean muy parecidas, nos 
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Figura 4.5: Se muestra la densidad de prolmbilidn<l dentro de In región de interncción¡ (u) En la r,.gió1: 
de decaimiento cxponcncinl pnrn tiempos t = O línea continua, t = 1 línea cortndn1 t = 2 línea punteada¡ 
(l>) En In región de lntcrforcncia pnrn los tiempos t = 54 línea continun1 t = 56.1 tíncn cortndn., t = 58 
Hucn. puntendn; (e) Bu In región no cxponcncinl pnrn los tiempos t = 70 líucn continua, t = 75 Unen 
cortndu, t = 80 líucn punten.da; L.n.s unidades de tiempo son en vidn .. 'i mc<lius del estado lm.sc T1. 
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Figura 11.G: GráUca de ln{S(t)} para el estado inicial j = 5 con los parámetros>. = 200 y a = 11 cu 
In misma gráfica se mur..strn un zoom de ln rcf;ión de interferencia¡ El tiempo se mide en uni<lm.lc..; r1 
correspondiente ni cstndo Un.se. 

de una de las razones para tomar el estado base de 111 caja de potencial infinito como 
rcfcr~ncia en el dccaimientó, ya que cualquier curva ln{S(t)} o ln{P(t)} de un estado 
arbitrario se puede comparar con la probabilidad de supervivencia de este estado. 

4.3. Decaimiento de un estado excitado 

En este ejemplo tomaremos como estado inicial un estado excitado de la caja de po
tencial infinito. En particular tomaremos el estado j = 5 del cual ya se tienen todos los 
coeficientes calculados en §4.1, por lo que el trabajo es principalmente numérico. Los coe
ficientes C?a se 1nucstran en In. tabla 4.2, observemos que la distribución de los coeficientes 
es mñs ancha que In distribución del estado base de la caja de potencial infinito (tnb. 4.1). 
La distribución tiene como c<mtru el coeficiente Cl lo que indica que el término dominante 
en lns series de las probabilidades será el correspondiente ni quinto estado resonante, con 
vida. media T5 . 

Ln gnífica de ln{S(t)} se muestra en la figura 4.G, en la cual observamos que existen dos 
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Figura 4.7: Gráfica de ln{s(t)} pnrn el estado inicial j = & con los pnriimctros ,\ = 200 y et= 11 en In 
misma gráfica se muestra un zoom ele la región de intcríercncin; El tiempo se mide en uuidndcs de vida 
media 'Ta correspondiente ni primer estado rcsonnntc. 

regiones de decaimiento exponencial. La primera corresponde nl quinto estado resonante 
y la segunda al decaimiento del pritncr estado resonante, la gráfica también muestra un 
zoom de la región de intcrforcncin entre el decaimiento exponencial y el decain1icnto no 
cxponcncinl. Sin c1nbargo también se tiene una. rcgi{m ele interferencia entre las contribu
ciones cxponcncialm1, que corresponde al cambio ele vicia media. Est.n región se muestra 
en la figura 4.7 en la cual obscrvainos que rápidamente hace el cmnbio. Se lee de la gnlfica 
que solmncnle el estado inicial decae con vida media r5 durante los primeros 0.2r1 aprox
irnndatncntc1 que corresponde aproximadamente a 24.7rr11 ya que el tictnpo de vida incdiu 
del prirner estado resonante es .mucho mayor que el del quinto estado resonante. Tmnnn 
un valor aproximado ele r 1 ""' 329. 2 y To ""' 2. 7. 
Aclenu\s observamos c¡ue el decaimiento es m1\s nípido c¡ue el del estado base. Esto es 

porque ni decaer el 8istcmn sufre una dcsvinción debida ni quinto estado resonante, el cual 
decae tnlÍS nLpido que el primer estado resonante. 
Se puede calcular uproxitnaclamcntc el tiempo para el cual inicie el cntnbio entre las re
giones exponenciales, es decir, que el sistema pn.sc de vida tncdia r 5 a r 1• Suponiendo 
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Figura 4.8: Gróficn de ln{P(t)} parn el estado inicial j = 5 con lcis parámetros.\= 200 y a= 1, cu 
la mi.smn grñficn se muestra un zoom de In región de iutcrfcrcncin¡ El tiempo se mide en unidades r 1 
corrr.spon<lieutc al cstndo blL'iC, 

que la amplitud de supervivencia es aproximadamente h1 contribución de la sumn de dos 
términos 1ínicmnente, correspondientes al primer y quinto estados resonantes, es decir 

(4.6) 

esto es porque sabemos que el término correspondiente al primer estado resonante será el 
domimmte después de un tiempo finito. Para medir el tiempo en unidades de vida media 
T¡, sólo hay que sustituir t por t/T1 en la expresión de Ja amplitud de supervivencia. Ahora 
la preguuta es, ¿para qué valor del tiempo ambos términos c_outribuycn igual a Ja amplitud 
de supervivencia?. Esto lo responderemos igualando el cundrndo de las normas de cada 
térinino 

1cw.,-•1T• = 1c~1•e-11". (4.7) 
que ni despejar el tiempo en unidades de vida media r 1 se obtiene 

(T1 )-1 (JC'J') Ts = :;:,;- - 1 In e¡ . (4.8) 
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Figum 4.9: Com¡mrnción de los Gráficas ln{S(t)}, ln{P(t)} correspondientes n h•• figuras 4.6,4.8 ni 
mismo tiempo se co111pnrn con ln gr1tficn de ln{S(t)} del cstnclo bnsc. 

Es tttm expresión sencilla en términos de los coeficientes y la vidas medios r 1 y r 5 • De la 
tabla 4.2 se puede leer el valor de los coeficientes, pnra lo que encontramos que el valor 
rs"" 0.2017ri que aproxima muy bien el valor medido en la gnífica que es rs""' 0.188r1• 

De esto podemos decir que la expresión ( 4.8) que si no tiene precisión cunntitntivn sí In 
tiene cunlitntiva1 para el valor del timnpo en que inicia In. interferencia de los térnlinos 
oxponcncinlcs. Clarmncntc se necesitan tomar otras consideraciones para tener una ex
presión nuís exacta. 
La probabilidad <le no escape se mncstm en la gráfica 4.8 y al igual que en el compor
tamiento ele la probabilidad de supervivencia tcnc1nos dos.regiones cxponcncin.lcs, ndurntís 
de las rcgionc:i ele iutcrfercncin y no cxponcncin.l. Sin embargo, la.::i gníficns son diferentes 
cunlitntivmncntc, por lo que la.s co1nparnmos. En la figura 4.9 se 1nucstrn.n los grfüicas 
correspondientes a ln{S(t)} (lí11cii cortada), ln{P(t)} (línea punte1ul11) y ¡,,gráfica <le 
ln{S(t)} del estarlo base de hi caja de potencial infinito (línea continua), cu esta gráfica 
se ve clarmneute que ambas probabilidndes del estado excitado decaen 1nií.s nipidumcntc 
c¡ue el estado bn,.c. Sin embargo la probabilidad de no escape decae más lentnmente que 
la prob1Íbilidnd de Hllpcrvivcncin, os decir, el estado inicial cumbia el con1poitumicnto 
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Figum 4.10: Compnrnclón de lns Grñficns ln(S(t}}, ln(P(t)} pnra !ns primcrna tres vidns medias. 

cualitativo de las probabilidades. Se observa que inicialmente decaen con la misma vida 
media r5 pero el cambio ni decaimiento can la vida media r 1 es más corto para la prob
abilidad de na escape y na presenta oscilaciones en la región de interferencia entre las 
contribuciones exponenciales (r5 - r 1 ). s·e·puede hacer el análisis de

0

l valor en que se es
"pera esta desviación de In curva, semejante ni nmílisis que se hizo para In probabilidad de 
supervivencia. Sólo hay que notar la diferencia que hay en ambas, ya que P(t) cstií eludo 
para la región exponencial como una suma doble. Haciendo In misma suposición que se 
hizo anteriormente se tiene una expresión para el valor del tiempo en unidades ele vida 
media Ti. para la desviación de P(t) dando como resultado 

Tp = (~ - i)-1 ln (!>lc{ICsl•Jso}) 
T5 9lc{ICd2 l11} ' 

(4.9) 

que al ser calculada se tiene un valor para Tp o::: 0.10085r1 que coincide muy bien con el 
valor medido en In gráfica que es ele Tp = 0.09r1• Al igual que en el caso de In probabilidad 
ele supervivencia, esta ecuación ( 4.9) nos da el valor para el cual se espera la desviación. 
Los puntos de ambas desviaciones están marcados en In figura 4.10, que son prácticamente 
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los cnlculndos de forma annlíticn. 

Para completnr el estudio de In evolución temporal de este estndo inicial, calcularemos 
l'11(r, t)l 2

• Ln cual so muestra en In figura 4.11, en donde se han grnficado seis regiones. 

(n) El decaimiento exponencial con vida media T5. Muestra qua In función de onda inicinl 
decae exponencialmente, de forma nnáloga ni caso del estado baso (§4.2). Sin embargo 
observamos que pnm el vnlor t = 0.01 se tiene unit deformación de In distribución, dm1do 
mayor probabilidnd ni quinto máximo de In distribución y una menor probabilidad ul 
primer nuíximo. 

(b) En la región de interferencia (r5 - r 1) del decaimiento exponencial, pum el cual In 
distribución se ve totahnentc dcstrui<la comparada con la distribución inicial. Obscrvn-
1nos que el nuí.ximo de la. distribución cambia de posición, lo que nos llevaría a pensar 
que las oscilaciones de In probabilidad de supervivencia se pueden presentar por este cam
bió de la distribución, rnicntms que ésta. sigue disminuyendo. Es de interés notar que la 
probnbilidnd de no escape no presenta estas oscilacionc.o.;, debido que para estos tiempos 
el sistc1na no presenta el fenómeno de "rcspiració1111

• 

(e) En la región de decn.itnicnlo exponencial con vida media r 1 • So observa en la grtificn 
que la distribución se hn deformado hasta tener unn distribución igual a la del primer es
tado resonante, es decir, el sistema no sólo decae con vicia nwdia r1, sino que en realidad 
lu distribución inicial se deforma hasta. convertirse en la distribución del prirncr estado 
resonante, In cual se confunde con la del estado base (§4.2). 

(d) En la región ele interferencia exponencial - no-exponencial de la probabilidad de 
supervivencia. Se observa. que el centro ele Ja. distribución oscila muy poco respecto al 
centro a/2, lo que nos hace notar que In probabilidad de supervivencia tiene una estruc
tura más complejn que la probabilidad de no escape. Ya que ésta presenta la región de 
interferencia antes que la probabilidad ele no escape. 

(e) En la región de interferencia exponencial - no exponencial de la probabilidad ele 
no escape. Se tiene el efecto de 11 rcspirn.ción11 del sistema., dando cmno resultado lu.s os
cilaciones do In probabilidad de no escape de forma aniíluga al estado base (§4.2). 

(f) En la región de decaimiento no exponencial pnm ambas probabilidades, se tiene que 
In distribución es idéntica a In distribución del estado base (§4.2) en la misma región. 
Lo que nos lleva n concluir que la evolución temporal todos los estados ele la cuja de 
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Figura 4.11: Se mucstrn In Gráfica de Jr. densidad de probabilidnd J'11(1·1 t)11 ¡En la región exponencial 
pum los tiempos (a) t = O líncn continua, t = 0.005 línea cortndn 1 t = U.01. línea punteada (b). t = 0.2 líncn 
coutinun, t = 0.488 línea cortndn, t = 1.1 linee. punteada (e) t = 2 línea continua, t = 3 línea cortncln, 
t = 4 línea. pu!ltendu; En In región no cxpo11c11cial pnrn los tiempos (<l) t = 36.'15 línea contimm, t = 
36.6G líneu co1tndu, t = 30.78 línea punteada (e) t = 46.59 línea contiuun, t = 46.80 línea cortada, t = 
46.92 línea punt.cndn. (f) t = 57 linea continua, t = 62 línea cortada, t = 67 línea punteada¡ El tiempo es 
medido en uni<ludcs de \•ida media del estado Unsc T1. 

potencial infinito convergen a In evolución temporal del primer estado resonante después 
de un tiempo r, es decir, tienen un fenómeno de pérdida de memoria. 
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Capítulo 5 

Decaimiento de estados iniciales de 
mínima incertidumbre 

Un estado más general c¡ue los estudiados en el capítulo 4 son los estados localizados 
dentro de In región de interacción del potencial. Esto es debido a c¡ue al caknlar el estado 
inicinl en dcsnrrollo, se tcndni 1111 co:1ju11to mayor de cstndos rcsorrnnlcs para aproximar el 
estado iuiciul, cnso cm1trnrio al estudiado en §4 para. el cual sólo Lastaba cun los primeros 
diez estados resonantes para obtener una buena aproximación. · 
Tc111aren1os como ejemplo de estos m;tados, el ca.so en que tmnbién cumplan se:r de tníni:na 
incertidumbre. Esto es con la motivación de iJstudios rcuiizn.dos en 1994 por Lcncf y 
Rand [3) sobre In cvoluci<.ln tcmpcral del dccaitnicnto cu¿Íntico de estados dfJ tnínimu 
incertidumbre. Para lo cual encontraron que dichos estados tienc11 un tiempo de vida 
mayor que 1111 estado que no cumpla ser de mínima inccrtidt11nbre. Sin eu1bnrgo 1 )d. solución 
exacta ni problerna [l] expuesta en §2 1 nos lleva a pensar que si existe una diferencia 
cualitativa del co111portmniento de dichos cstndos 1 es debido al hecho de que el estado sea 
localizndo y no de mínima in~er.tirlambrc. 
D(]fini:nos e! CJtadu de tnínima ince1tidumbrc1 1ncdia11tc el principio de Hciscnbcrg en 
una dimensión. Calculando el estado de mínima incertidumbre en §5.l que corresponde 
n uun solución tipo gaussinnn 1 la cual gcncrnHzumos a In. correspondiente en el espacio. 
Se hace el estudio de la evolución temporal de dos casos particulares, onda saliente en 
§5.2 y ostado gato de Schrodingcr en §5.3, de los cuales se propano localizar el estado en 
diferentes puntos, cerca del origc11 1 en el centro y cerca. dHI alcance del potcnciul. 
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·, 

5.1. Estado de mínima incertidumbre 

El principio de incertidumbre de Heisenberg, establece· 

(5.1) 

donde A y B son opernclores hermitianos y cuyo co111nutador es [A, B] iC. Así In 
desigualdad (5.1) impide que sean medidos dos operadores al mismo tiempo con incer
tidumbre cero, si su conmntador es diferente ele cero. Sin embargo se pueden medir con 
mínima incertidumbre, esto es, que se sntisfuga la igualdad en (5.1). Esta igualdad es 
equivalente a In ecuación difcrcnfinl [7, 8] 

(M +le 2!~2 )x =o. (5.2) 

Dndo que las variables conjugadas Px y x cumplen [p,, xj = -i, identificamos óA = óp,, 
óB = óx y 682 = a;, se tiene que C = -1 y In solución de In ecnnción (5.2) está dada 
mediante 

x(x) =Ax exp ( - (x ~a~º)
2

)c•k.ox, 
donde Ax es el coeficiente de normalización. 
Además In relación 

k,l = 1,2,3, 

(5.3) 

(5.4) 

nos permite extender L>ste resultado a tres dimensiones, para el c;ual el estado correspon
diente es 

x(x y z) = Aexp [- ((x - Xo)• +(y- Yo)•+(:: - Zo)
2)]e•ko·X (5.5) 

'' ~ ~ ~ ' 
que en general es una expresión complicndn de trabajar. Pero se puede reducir consicl
crablmncnte si se pide que tenga lu. rnisma dcsvinción, es decir, CT:x = ay = Uz = a. 
Escribiéndola en coordenadas esféricas nos da 

(5.6) 

qnc corresponde ni estado de mínima incertidumbre en el espacio. Sin embargo este es
tado lo queremos desarrollar en unnónicos esféricos, es decir, consideraremos únicmncntc 
estados si1nétricn1ncntc esféricos, los cunlcs tienen el desarrollo 
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x(r) = ~mt.I W¡;r)Y¡m(O.). (5.7) 

Evidentemente es equivalente a desarrollar la función de onda W(r) = 1·x(r) 1• 

Para encontrar los estados de mínima incertidumbre que cumplan el desarrollo (5.7). 
Utilizamos el desarrollo de la exponencial compleja 

00 1 
Cizc""(O) = L L a1mi1(z)Y¡'"(O.), (5.8) 

l=Om=-1 

donde n denota el ángulo sólido, y z en general es una cantidad complejn. 
El estado (5.6) lo podemos escribir 

\.ll(r) =Are-~ eiko·rcOH(O)+k~rc011(0') con (5.9) 

Ésta exhibe claramente In relación del estado de mínima incertidumbre con In ecuación 
(5.8). Dando los siguientes casos para In componente angular cero· del estado de mínima 
incertidumbre con simetría radial: 

l. La distribución y el vector de propagación tienen simetría radial (O' = O = O), que 
corresponderá a nna onda esférica y cuyo estado es 

(5.10) 

2. La distribución tiene simetría radial (O' = O) pero su propagación no conserva la 
misma simetría. En este caso la componente 1 = O del estado es 

(5.11) 

3. La distribución no tiene simetría radial, sin embargo el vector de propagación sí In 
tiene, d1L11do la componente angular 1 = O del estado 

con k ' ro 
·a= 2u2· (5.12) 

1 Este desarrollo es empicado cunndo se pide que In función de onda tenga simetría esférica y ndcmñs 
~ea solución de In ecunción de SchrOdingcr rndinl · · 
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4. Ln distribución y el vector de propngnción tienen In misma simetría esféricn (O= O'), 
lo que nos proporciona en este caso In componente l = O del estado 

- 1·0 
z = ko - i 2172 . con (5.13) 

Que son todos los casos posibles pnm In función (5.6) con sinietríii esféricii. 
'~ ':-· ·.: .. · . 

5.2 .. Decaimiento de un estado de ~íJ:lima incertidum
bre (Onda saliente) 

Consiclernremos como primer ejemplo, pnm el estudio de lii evolución temporal del 
decaimiento de est11Clos de mínima incertidumbre. El correspondiente ii In onda esférica 
saliente dado por 

(5.14) 

que corresponde a una forma Gaussianii moduliida por r, de ancho u que es un parámetro 
arbitrario positivo, coeficiente de nonnnlización A, Jos pnró.tnctros ro y k0 corresponden 
n las condiciones iniciales, centro de ln distribución y 11101ncnto inicial rcspcctivun1cntc. 
Este estado nos dn un tnayor cntenditnicnto de las expresiones cncontrndu..'i parn. el estudio 
del decaimiento, ya que ni ser calculado en términos de lii bnse u,,(r) se tiene un mayor 
trnslnpc'l ele In función con cada estado resonante, en.so contrario a los ejemplos antcri~ 
ormente estudiados. Para esto hay que hacer el cálculo de los coeficientes /\, C,, y C,,, el 
cual sení expuesto en §5.2.1 tomando el mismo modelo del potencial ,\J(r - a), del que ya 
tenemos el conjunto completo ele estados resonantes {u11 {r)} §3.1. Sin ctnbargo 1 las oxprc· 
sioncs que se e11cuc11trn11 para los coeficientes /\. 1 Cu y Cu no so11 expresiones ccrradas3 y se 
tiene que utiliztu un método numérico para aproximarlos. Por experiencia sabc1nos que 
ni aproximar un valor, se tienen errores numéricos por lo que nos vcn1os en In necesidad 
de cmnp"robar el tnétodo"1 que utilizamos. Vcrificmnos éste, comprobando que se cutnplen 
ciertas relaciones de s111na pam dichos coeficientes §5.2.2. Teniendo la seguridad en el 
método empleado para el cálculo de los coeficientes, podemos estudiar !ns probabilidades 
de supervivencia S(t) §5.2.3 y no escape P(t) §5.2.4. 

2Sc ucccsita nn mím<>ro mnyor de l!Stnc.los rc:mnnntcs pnrn. nproximnr la función de ondn inicial. 
3 Nos referimos n que hL~ intcgrnlcs que se involucran en el clilculo de los coeficientes no se pueden 

resolver n11nlíticm11c11tc. 
4 Esto és dchido n In vnritJdnd de parámetros que tiene el e¡_;tndo inicial k0 , 1·0 y o. 
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5.2.1. Cálculo de los coeficientes A, Cn y Cn 

La condición de normalización se hace dentrn de el rango de interacción, por lo que el 
valor de A es 

,. (•-•9>' IAl2 = lo r 2e- •• dr. (5.15) 

Resolvemos In integral por partes dando como resultado 

(5.lG) 

en donde z1 =-~y z2 =·27'· La integral que aparece en esta ecuación es una fuu~ión 
conocida P(z) definida mediante · 

1 j' •' P(z) = rn= c-Tdt. 
v2tr -cw.:> 

(5.17) 

Sin embargo ésta no es lu relación miis apropiada para expresar la integral, ya que sólo 
huy que sustituir en In expresión (5.17) In intcgrnl por el vnlor ../27r(P(z2 ) - P(z1)). Es 
más apropiado expresar In función P(z) en tér111inos de: una función conocida w(z) [9] In 
cual estii relucionuda con In función de error co111plementario. La identidad de In función 
normal P(z) con la función de error comple111entnrio cstii clncla mediante w(z) por 

P(z) = 1 ·- ~c-4w(~)· (5.18) 

Así In integral que se tiene que calcular torna la forma 

{'' _,¿ fff[ -;A (-iru) -~ (i(a - ro))) 
),, e ' dz = V 2 e •• w v".ia - e •• w ·-v".ia , (5.19) 

que ni parecer complica In expresión de IAl2 . Pero es más fácil estudiar el comportamiento 
asintótico de esta función, que el de In integral (5.17) y tiene una mayor ventaja para 
hacer aproximaciones nu111éricns. Lo que será utilizado para el cálculo del coeficiente de 
normalización IAl2 y como se podrií anticipar también para el cálculo de los coeficientes 
Cn y Cn. Los cuales calcularemos escribiendo el estado resonante un(1·) = Bn sin(knr) en 
términos de exponenciales complejn.•, quedando una expresión para el coeficiente Cn como 

e A-'B"(s+ s-) n=~ n - n 1 (5.20) 
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en donde se ha definido el coeficiente S;'¡ corno 

(5.21) 

y las constantes s = ../2u y /(~ = ko ± k,.. Reduciendo el c1\lculo del coeficiente a hacer 
la integral (5.21), donde sólo hay que sustituir el coeficiente correspondiente para cada 
integrnl. Tarnbién notamos que el coeficiente C0 tiene la n1isma forma, yn que el ténnino 
complejo de la función de onda es dado por la exponencial exp(ikor). Proporcionando 
la siguiente relación con respecto ni panímetro ko, C,.(ko) = C,.(-ko), la cunl simplifica 
considerablemente los c1ílcnlos. Así sólo calculando el coeficiente S,.5 se tienen los otros 
coeficientes de forma inmediata. Completando cuadrados pnrn los términos exponencialc8 
de la integral (5.21) se puede escribir el coefi~ienle 8 11 como 

{ª (r-l~n)'J 
8 11 =e' lo re- ,, dr, {5.22) 

en donde 'Y y Ro son constantes complejas dadas por 'Y= -~+iI<,.1·0 y Ro= r0 +is0 l\11 • 

Quedando una integral en la cual el cambio de variable es evidente z = r:::Jl'i así: 

8 11 = e'[s2 (e-~ - e-'·~:r") +.s!10 {' e-.r;"clz], (5.23) 

para la cual, In integral que aparece en In expresión (5.23) se calcula mediante {5.19). 
Encontramos así el conjunto completo de coeficientes C., y C11 • 

5.2.2. Comprobación del método numérico 

Ln.s expresiones cncontrndns para los coeficientes /\, Cn y C11 son exactas. Sin embargo, 
para hacer el cálculo numérico de cistas, se tendrán errores al aproximar In función w(.::), 
lo cual nrrnstra errores en In aproximación de li•• probabilidades ni hacer la suma. En 
crntraparte con los ejempJOS estudiados en §4.2 y §4.3, Se tenía Un Coeficiente dominante 
en In. serie y los dcmlÍs eran dcsprecinhlcs 6 . Por lo que en este ejemplo se tienen riuc hacer 
pruebas al método numérico empleando pnrn. el c1ílculo de los coeficientes, esto es con la 
finalidad de tener confianza u los resultados. Las pruebas consisten cscnciahncnte en las 
relaciones de sunrn. de los coeficientes. Tomando los valores de los panilnetros o = 10·-~\ 
a = 1 y >.. = 200 fijos, calculare1nos las rclncioucs de suma de los coeficientes para distintos 
valores de 1·0 y k0 . La primer relación es la regla de suma 

:;Sin perdida de geuern.lidnd sólo escribiremos s" Cll vez de s,~. 
6 Compnrc el orden de lllBb'llitud de los coeficientes de ln.s. tnblns 4.1.4.2 
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Figura 5: 1: Se muestra In distribución de los coeficientes !.ltr{CnCn} paro. los
0 

parámetros fijos u = io-2
, 

a = 11 ..\ = 200 y ko = O, y In Cc.11vcrgc11cia de In serie correspondiente n In ccunción (5.24) pnrn tres 
distintos \'alares de ro (n) T..n distribución con ro = 0.1 (b) J .. a distribuci611 para el valor 1·0 = 0.5¡ 
(e) L1\ distribución pnra el valor ro = O.O¡ (d) Ln convcrgcnciá de In serle (5.24) corrcspomlieutc n lns 
distrilmcioncs; en todos los casos se tomo el vnlor de n = 100. 
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Figura 5.2: Se muestra In distriLuciú11 <le los coeficientes Vlc{CnCn} pnrn los pnrñmctros fijos u= 10-2, 
n :=: 11 .\ = 200 y ko :=: rr/2, y ln convergencia de IB serie correspondiente n la ecuación (5.24) pnrn 
tres disth1~os valores de r0 (n) La distribución cm1 ro = 0.1 (b) La distribución para el valor ro = 0.5¡ 
(e) Ln distribución parn el valor ro = 0.9; (<l) La convergencia de In flcrie (5.24) corrc:.po11dientc n lns 
dii;trihuciom•:.-: en todos los cn.-.os se tomo el valor de n = 100. 
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Figura ú.J: Se muestra In distrib11ció11 de los coeficientes !Rc{CnCn} para los parámetros fijos a= 10-2, 
el = 1, .\ = 200 y ko = rr, y In convergencia de la serie correspondiente n In ecuación (5.24) pn.rn tre; 
distintos vnlorcs de ro (a) La. distribución con ro = 0.1 (b} Ln distribución pnrn el valor ro = 0.5¡ 
(e) Ln distribución pnrn el valor r 0 = 0.9¡ {d) r~a convergencia de In serie (5.24) correspondiente n lns 
distrilmcioncl'i; en todos los cnsos se tomo el ve.lar de n = 100. 
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00 

L !nc{C,.C.} = l. (5.24) 
n=l 

Est11 relación de suma se verifica para varios valores de los p11ní.metros. En la figura 5.1 
se tienen lns gráficas de las distribuciones p11ra los valores ele r 0 = 0.1, 1·0 = 0.5 y r 0 = O.!J 
dcj11nclo el parámetro ku = O. Not11mos que lns distribuciones pam r 0 = 0.1 y r 0 = 0.9 son 
semejantes, mientra~ q11e la. distribución para el valor r0 = 0.5 es totnhucntc diferente. 
Adcnuís ésta tiene valores uuixin1os para 11 impares y prncticatncntc cero para valores de 
11 pares. Ahora. para. 1nostrar la. diferencia cualitativa, tomamos el valor de k0 =. ií /2 que 
corresponde aproximudnmcntc a un medio de la energía del primer estado rcsonnntc. Esta 
gráfica. ne mtwstra. en )a figura 5.2 para los mi:·mtos valores de r 0 . Por ült imo mostramos 
la gníHca de estos coeficientes para un valor ele k0 = ií que currcspollclc aproximaclament.c 
a una energía de resonancia. La. gnlfica. de estos cocficientt•s se 11111estra en la figura 5.3. 
Siu embargo, 110 se observa una diferencia cualitativa de las distribuciones, es decir, la 
forma de la distribución no se ve alterada al cambio de energía inicial del cstnclo con 
n1ínimn inccrtidutnbrc. Aunque, cuantitutivatncntc sean difcrnntcs, por ejemplo el pritncr 
coeficiente que se Ice de la grMica 5.lb tiene un valor de !Hc{C1Ci} = O.O!J9528 y el 
correspondiente n In gnifica 5.3b es !Jlc{C1C1} = O.O!J!J35. Note que la diferencia es muy 
pcquciiu., sin embargo t.mnbién la diferencia de energías lo cs. 
Otru. rc)nció11 que deben cumplir estos coeficientes es obtenida de la relación cleiuentu1 

~ f u,.(r)u,.(1·') = ó(r - r'). 
n=-oo 

(5.25) 

Esta expresión In 1nanipulnrmnos para. encontrar una. relación que proporcione un criterio 
que indique si los coeficientes están bien calcul11dos numéricamente. Primero multiplicamos 
por el estado inicial e integmmos en el intervalo de interacción dundo como resultado 

00 

2 L C,.u.(1·) = x(r). (5.26) 
'. n=-oo 

Observe que esta expresión no es más que la representación del estado inicial en términos 
ele los estados resonantes, y cncln valor C,. es la proyección ele la función inicial con el 
cst11clo n-ésilno correspondiente. Por último multiplicaremos la expresión (5.26) por el 
conjugado del estado resonante m-ésimo e integramos en el intervalo de interacción. Lo 
que nos proporciona otra relación de suma para los coeficientes 

1 00 -

2 
0

f_;:
00 

Cnlmn ~ C,~ •. 

<19 

(5.27) 
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Esta expresión indica que el coeficiente lmn juega un papel smnejuntc a In función 2c5_11101 

ya que sabemos la relación general C-m = C,~. Además nos proporciona un criterio para 
snbcr si los coeficientes que se están calculandO numéricamente son correctos. Debido a 
que !.,.,, # 2L.,.,., porque la base de estados resonantes u.,(r) no es ortogonal. Una de la" 
cnractcrísticn.s de esta relación de suma que hemos cncontrudo, es que so puede \flOStrar 
analíticamente In relación de doble suma para la probnbilidud de no escape en t = O. Por 
lo que es autoconsistcnte la relación 1 ya que si es válida la relación de doble suma parn 
P(O) es v>ílidn la relación (5.27) y viceversa. 
Pum 1nostrnr la convergencia de estn serie (5.27), definimos la función _0,..(N) como 

1 !i.... ·_ 
e,..(N) == 2 2:: c,.1 ..... - e,~.. (5.28) 

n=-N 

Así la función 0.,.(N) - O cuando N - oo pam todo valor de m. Se muestra en la figura 
5.4 los primeros 100 valores de 8,,1(N} 1 su parte real y su parte imaginaria por separado 
con los pnriímetros a = l, ,\ = 200, k0 = O, 1·0 = 0.1 y a = 10-2 parn los vnlorcs de 
m = 1 (Fig. 5.4n,a'); m = 10 (Fig. 5.4b,b') y m = 40 (Fig. 5.4c,c'). De formn an>íloga 
en las figuras 5.5 y 5.G para el pantrnutru r0 = 0.5 y r0 = O. D respectivamente. Todas 
é.st.us tienen ya una cot1vcrge11cia a cero dm;de el valor 1\7 = GO. Observe que también la 
co11tribució11 nuís grande para la convergencia. son los cocficicntcH CrrJmm y C_,,Jm(-m) 
ya que se obscrvl\ en las gnificas que lu función hace un salto cuando N tonut el va.lar 
de rn. Con lo anterior se mucstru nmnéricnmCntc que In. relación es vlilidn empleando el 
1nétodo numérico, de tal forma que se tiene confinnzu al misn10 1 parn el cúlculo de las 
probabilidades de supervivcncin S(t) y de no escupe P(t). 

5.2.3. Probabilidad de supervivencia S'(t) 

Las gnificas de In probabilidad de supervivencia se muestran en las figuras 5. 7, 5.8, 5.9 
correspondientes 11 los distintos valores de energía inicinl k0 = O, 7r /2, 7r respectivamente. 
El tiempo lo medimos en unidades de vida media del estado base de la caja de potencial 
infinito r 1• 

Observamos que la probabilidad de supervivencia siempre decae más rápidamente para 
este estado, que para el estado de la caja de potencial infinito §4.2. Además el pnrámetro ro 
cambia el comportamiento cualitativo del decaimiento, teniendo al estado con parámetro 
ro = 0.5 como el estado qne decae más lentamente en la región exponencial, y en la región · 
no exponéncial el estado que decae m1ís lentamente es el que tiene punhnetro ro = 0.9; El 
c.stado con panítnctro ro = 0.1 decae m1\s r1ípidan1Cntc que los otros dos, pnícticumentc en 
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Figurn 5.4: Se muestra numéricamente la convergencia de In serie (5.28) con los parámetros A = 200, 
n = 1, ko = ll, 1·0 = 0.1yu=10-2 (n) !Xc{61(N)}, (a') Jm(61(N)}; (b) !X<{9IO(N)}; (b') Jm(610(N)}; 
(e) !Jlc{94o(N)), (e') Jm{9411(Nl}. 
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Figura 5.5: Se muestra numéricamente la convergencia de la serie (5.28) con los paró.metros ,\ = 2001 
u= 1, ko =O, ro= 0.5 y u= 10-2 (a) !l1t{91(N)}, (a') Jm{01(N)}; (b) !llc{91o(N)}; (b') Jm{910(N)}; 
(e) !llc{94o(N)}, (e') Jm{94o(N)). 
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Figura 5.G: Se muestra numéricamente In convergencia de In serie (5.28) con los parámetros A = 2001 

u= 1, ~·o= O, ro= 0.9 y u= 10-2 (n) !lte{01(N)}, (n') Jm{01(N)}; (b) !Re{010(N)); Wl Jm{010(N)}; 
(e} !ltc(9,o(N)}, (e') Jm{04o(N)}. 
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Figura 5.7: Probnbilidnd <le supervivencia S(t) con los parámetros,\= 200, a= 1, a= ·10-2
1 ko =O 

pnm ro = 0.1 línea cortada; ¡inm r 0 = 0.5 línea continua¡ pnrn ro = 0.9 línea puntcncla. En In misma se 
muestra u.n zoom pnrn tiempo.o; cortos. El tiempo se mide en unidades de vida media 11. 
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todo el proceso de decuhniento 1 sin embargo no es aprccinblc pa.ra timnpos cortos, debido 
a. que In probabilidad presenta fuertes oscilaciones cu un intervalo de tiempo aproximado 
(O,r1) para los cst.ados con parlÍmctros r 0 = 0.1, O.O, y cu el inturva.lu (0,0.25r1) para 
el estado con panímetro ro = 0.5. Estos intervalos corresponden al término de lns in
terfercncia.s entre las contribuciones exponenciales, al que denominaremos interferencia 
exponencial. Dacio que d tiempo de i11terfcrencin exponencia.l es 1nc11or para. el estado con 
panítnctro ro = 0.5 sabemos que converge nuí:; nípidarncntc al pritncr estado resonante, 
cotuo se vió en §4.3. 
Las trl•s gnHicm-; tienen el mismo comportainiento cnalitat.ivu, U::; decir, el cambio de 
energía. inicial no a.fcct.a el comportamiento del dccaitniento, y presentan escnciahnentc 
cuatro regiones, en éste proceso 

(u) R.ügic.111 dü intcrfcn•nc:ia exponencial. Que se presenta. al iniciar el decaimiento del 
sistema con una durnciún qué depende del panitnetro r 0 . 

(b) Región de decaimiento exponencial con vida inedia. T¡. La cual se prcscutn. nutcs para. 
el estado con pnnhnetro r 11 = 0.5 y después para los otros dos cstndos. Se puede decir que 
la duración del dccain1iento con vidn. media r 1 depende lÍnicnmentc del panímctro 1·0 • 

(e) Región ele intcrfonmcia expmicncial - 11u-cxpo1tc11cinl. Que se presenta en tllt intervalo 
corto de tiempo, llamando la atención el estado con panímetro 1·0 = O.O que presenta C!itn. 
interferencia. nproximnda111cntc 10 vidas medias antes que los otros dos estados. Lo que 
provoca que éste presente In contribución no exponencial antes que los otros dos estados. 
La. duración de esta interferencia es aproxi1nada1nc11te de 10 vidas inedias para cada es
tado. 

(d) Hegión de clecni111iento no exponencial. Que se prcscnt11 aproximadamente para el 
tnismo tiempo en los estados con panÍtnctros r 0 = 0.1, 0.9 y diez vidas medias u.ntcs para 
el estado con panímctro 1·0 = 0.1. 

Todas las gníficas son cualitativmnente iguales, udcmiís observmnos que se tiene prúcticn.-
111ente la misma gnífica sin importar el valor inicial ele la energía del p11quetc. De lo que 
concluimos que el panín1ctro más importante de este tipo de estados es el centro de la 
distril111ciún r 0 y 110 el \·alar de la. energía inicial k~. 
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Figura 5.8: Probnbilidnd de supervivencia S(t) con los parámetros..\= 2001 a= 1, u= 10-2 , ka= 7r/2 
pnrn ro = 0.1 línea corLndn; pr.m r 0 = 0.5 línctt. continua¡ pnrn r·o = 0.9 línea puntcndn. En In misma se 
muestra un zoom para tiempos cortos. El tiempo se mide en unidadf!s de vida media T1. 
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Figura. 5.9: Prolmbilidml de supcrvivcncln·S(t) cou los parámetros;\= 2001 n. = 11 u= 10-2
, ko = -rr 

para r 11 = 0.1 línea cortn<ln; pnrn ro = 0.5 línea continua¡ para 1·0 = O.O líucn puntcn<ln. En In misma se 
111ue.strn un zoom pnm tiempos cortos. El tiempo se mide en unidades de vidn mc<liu. Tt. 
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5.2.4. Probabilidad de no escape P(t) 

Posarnos ahora al estudio de la probabilidad de no escape f(t). Lu cual mostramos 
sus gráficas en lus figurns 5.10, 5.11, 5.12 correspondientes al punímetro ko =O, 7r/2 y 
71" respectivmnente. Notamos que el comportamiento cualitativo de la probabilidad es el 
misrno sin importar el valor del parámetro ko y el cambio cualitativo es debido al cambio 
del pnnímctro r0 . . 

Observarnos que Ja probabilidad de no escape, no presenta las fuertes oscilaciones que 
presenta la. prolmbilidnd do supervivencia. para ticrnpos cortos. Esto es discutido en §4.3 
en donde se estudio un cigcncstado excitado de la caja de potencial infinito 1 y nos dimos 
cuenta que la probabilidad de no escape prc::;cnla oscilac~oncs cuando el sistema 11 rcspi
ra" 1 1nicntrn.s que la prulmbiliclad de supervivencia puede prc:;cntar oscilaciones sólo por 
el hecho de que el sistema evolucione. 
Así para timnpos cortos tenemos una curva suave y observamos que la probabilidad del 
estado con pnnímctro r 11 = 0.!J decae 11uís lentamente que el estado con el panitnctro 
ro =0.1. Esto es rrnís claro en la figura 5.12 que corresponde ni panímctro k0 = 1r. Ob
scrvmnos en el zoorn que la separación de las curvas para el panínictro r·o = 0.1 (línea 
cort.nda) y 1·0 = 0.9 (línea punteada) tienen una mayor separación que para Jos otros en.Has 
ele momento inicial k0 , mostrando el C'ÍCctu que se hace ni cambiar el partímctro /~0 • Al 
igual que In probabilidad de Hupcrvivcncia.1 la probabiliclncl de 110 escape presenta esen
cialmente cuatro regiones las cuales son: 

(a} Hegión de interferencia exponencial. Se presenta durante los primeros 0.7r1 para 
los estados con el parámetro ro = 0.1, 0.9. Para el estado con parámetro ro = 0.5 se 
presenta durante los primeros 0.3r1. 

(b) Hegión de decaimiento exponencial con vida mediar¡. El cual se p_resentn durante unos 
50 vidas medias después ele la interferencia exponencial para el estado con parámetro 1·0 = 
0.9 y 55 vicios medias después de la región de interferencia para los estados con parámetros 
ro = 0.5 y 0.1. 

(c) Hegión de interferencia exponencial - no-exponencial. Tiene una durnción aproxi
mada de 10 vidas medias para cada estado. Observamos que esta región se presenta antes 
para el estado con parámetro r 0 = 0.9 que para los otros dos, los cuales presentan esta 
región cosi en el mismo intervalo de tiempo. 

( d) Región. ele decaimiento no exponencial. Se presenta a partir de 60 vidus medin8 para 
el estadó con parámetro r 0 = 0.9 y 65 vidos medias para los otros estados. En esta región 
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Figura. 5.10: Prolmüilidud de no escupe P(t) con los parámetros),. = 200, u.= 1, cr = 10-2 , ko =O 
pnrn 1·0 = 0.1 líncn cortndn¡ pnrn ro = 0.5 Unen continua¡ para r0 = 0.9 líucu. puntcn<ln. En In misma se 
mncstrn. un zoom de lns primeras tres vid ns medias r 1• El tiempo se mide en unidades de vida media r 1• 
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Figura 5.11: Probnbllidnd de no escape P(t) con los parámetros,\= 200, a= 1, u= 10-•, ko = rr/2 
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Figura 5.12: Probnbilidad de no escape P(t) con 108 pará111ctros >. = 200, a= 1, " = 10-', ko ,_;." 
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el cstndo que decne más lentnmente es el estado con parámetro r 0 = 0.9. 

Todns la curvus de Jos prob:ibilidudcs se trazan bajo la curva c~rrespondiente ni esta
do buso de la caj" de potencial infinito, por Jo que tenemos que est~ estado inicfo.J decae 
siempre más n\pidamente que el estado baso de la caja efe potencial infinito. 

5.3. Decaimiento de un estado de mínima incertidum
bre (Gato de Schrodinger) 

En esta sección cstudiafcmos un estado do mínima incertidumbrC más general que el 
cstudindo en §5.2. Considcran1os un estado con siJnctría radial pero en esta ocasión sólo 
cst.udiurcmos la componente angular l = O. A diferencia del estado propuesto en §5.2, estlL 
componente magular puede o no, ser todo el estado inicial 

(5.20} 

Este tipo particular de estados se les conoce en la literatura con el 1101nbrc <le estado gato 
tic SchrOdingcr. Debido a que es 111 combinnción lineal do dos estados con fases opuestas 
j~·o) - 1 - k0 ) lus cuales corresponderan al estmlo "vivo" y ."muerto" del problema de del 
gato en la caja. Evidcntc~ncntc tiene una naturaleza diferente ni estado estudiado antcri
ormcnt.e §5.2, por lo que tenemos que hacer el mismo procedimiento que se hizo en §5.2. 
E11contmndo primero los coeficientes /\, C., y C,., para el estudio ele las probabilidades ele 
supervivencia S(t) y no escape P(t). Debido a que el cstuclo inicial que se propone es unn 
f1111ción real, sa.bc1nos que sólo bastn el ciílculo de un coeficiente Cu ya que se cmnplc la 
relación Cu = C0 • 

Dedicamos a la subsección 5.3.1 a el ciílculo <le Jos coeficientes /\ y C.,. Posteriormente 
comprobmnos el método numérico en §5.3.2, que se empica pum el cálculo ele Jos coefi
cientes. Por ültimo hacemos el estudio de las probnbilidacles de supervivencia en §5.3.3 y 
110 escnpe en §5.3.4, complctllnclo así el estudio de la evolución tcmpornl del decaimiento 
de unn partícula con estado inicial 'll(r, O}. 

5.3.1. Cálculo de los coeficientes A y C,. 

El coeficiente de normalizllción toma la forma 

(5.30} 

G2 



Escribiendo In función seno en término de exponenciales complejas (5.2!J), se t.icne que el 
coeficiente de normalización se calcula 1nediante tres integrales, y toma la fonna 

a J.u:z ,.:z ac.., J..::z ,'l ae1 • /..-::; ¿ IA¡-2 = - e-Tdu - -- c-Tdz - -·- e-' clz, 
2 Ut 4 Z:t •l .ti 

(5.31) 

en donde se han definido las constantes complejas 'Y= -2a2k1~+2ik0 r0 y Ro= 1·0+2ia2 k11 

y los límites ele intcgrucióu son tt1 = -~, 112 = ~' z1 = -1!;1 y z2 = ~· Cada una de 
l!L• integrales se puede calcular mediante In función w(:). obteniendo así el coeficiente de 
nonna.liznción. 
El coeficiente C,. por definición es 

io
n (r-r91'l e,, = e- .. sin(kur) sin(k,.r)dr, . o (5.32) 

doudc cscribitnoa s2 = 2a2 . Expresando la función seno en ténnino de exponenciales 
obtcnotnos el coeficiente Cu co1110 In. contribución de cuatro integrales. Sin cn1bnrgo, todas 
tienen la mistna estructura n1atcmática1 por lo que es conveniente definir la función S,'7 (I<) 
como 

(5.33) 

011 clon<lc se ha escrito explícitamente que el factor /( es una. función de n. En términos 
de esta función cscribitnos el cocficiuntc como 

C,, = ;f {s,t(ko - k,.) + S;;(ko - k,.) - S;!"(ko + kn) - s;(ko + kn)}. (5.34) 

Así sólo huy que calcular In integral (5.33} pum obtener el coeficiente C,. .. La integral se 
hn cnlculndo anteriormente, el resultado es 

1,, " 
S,~(K) =e~ U-Tdz, 

Z¡ 
(5.35) 

pum la cual se hnu definido dos constantes complejas de forma análoga a (5.31). Dadas 
por 7 = -2s2 K(n)2 + 2iK(n)r0 y R<i ·= r 0 + 2is2 K(n), los límites de integración son 
z1 = -.!J:' y z2 = ~· La integral es calculada mediante la función w(z), obteniendose 
11.SÍ el conjunto de coeficientes {C,.} 

5.3.2. Comprobación del método numérico 

Como podemos observar, los coeficientes encontrados en §5.3.1, no son expresiones 
cermcl11.S. Por lo que tenemos que comprobar el método ninnérico cmplcaclo pnra el c1ílculo 
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de estos. De forma análoga al ejemplo anterior, sólo se mostraran dos relaciones de suma, 
hu; cuales proporcionan confianza ni método empleado pnrn el cálculo de los coeficientes. 
Las relaciones de surna son: 

f !llc{C~} = 1, (5.36) 
n=l 

(5.37) 

Lml gníficns de las dist.ribuciones de los coeficientes !llc{C~} se muestran en !ns figurns 
5.13,5.14 y 5.15. En donde se han tomado los valores)..= 200, et= 1 y <T = 10-2, dejando 
variar los parLÍmctros ro = 0.1, 0.5, 0.9 correspondientes n el centro de la distribución 
(cerca del origen - centrada - cerca del potencial) y ko = 0.1, rr/2, rr correspondientes a !u 
energía inicial de la onda, bajas energías - energía aproximada a un medio de lu .. energía 
de resonancia - energía. aproximada n el primer estado resonante respcctivmncntc. 
Oüscrvmnos que In convergencia de la serie (5.30) ya :-;e tiene sumando los primeros GO 
ténninos de la distribuci1ín. Adcnui..c;; la gr1ífica de ésta (Figs. 5.13cl, 5.lLld, 5.15d) parccu 
tener el 1nismo comportamiento para los valores de r0 = 0.1 y r0 = 0.9, de hecho 110 se 
aprecia una diferencia uolotria en In. gnilica. 
Las distribuciones para eHt.os Yalores de la energía. son pnícticame11tc las 111ismas. Teniendo 
una diferencia cualitativa notoria, al cambio <lcl centro <le la distribución y no ni carubio 
de energía, figuras 5.13a, 5.14a, 5.15a para el valor de r 0 = 0.1; figuras 5.13b, 5.14b, 5.15b 
para el vnlor de ro= 0.5 y figuras 5.13c, 5.14c, 5.15c pam el valor de 1·0 = 0.9. Pnm }¡u; 
cuales observamos que la distribuciones sun pnícticmncntc las 1nismns, uclenuís se puede 
ver que las distribucioucs para 1·0 = 0.1 y r0 = 0.9 también son sctncjnntcs y la que 
presenta. una mayor diferencia cualitativa es In. correspondiente n ro = 0.5. 
Pum mostrar la convergencia ele la serie (5.37) definimos la función S..,(N) como 

1 N -
e..,(N) = 2 L: c,.1..,,. -e,:,. (5.38) 

n=-N 

Por lo que e .. (N) ..... o para N ..... OO. Esta función tiene varios parámetros, sin embargo, 
se hn visto que las distribuciones al cambio de energía no se ven muy alteradas. Por lo 
que sólo tomaremos el parámetro k0 = 0.1 y variaremos el parámetro en r 0 para diferentes 
valores ele m = 1, 10 y 40. La gráfica de la ecuación (5.38) se muestru en las figuras 5.16, 
5.17, 5.18 para los valores de r 0 = 0.1, 0.5 y 0.9 respectivamente. 
Obscrvmnos que todas presentan la convergencia a cero para un valor aproximado de 



N = 60. Lo que muestra que la relación de suma (5.37) es v•ílida utilizando nuestro méto
do numérico para el c1ílculo de los coeficientes. 
Estos dos resultados muestran que el método empleado pura el c1ílculo ele los coeficientes 
es bueno, por lo que se tiene confianza 11 los resultados que se obtendcún pum las proba
bilidades de supervivencia y no escape. 

5.3.3. Probabilidad de supervivencia S(t) 

Tomando los par1ímetros fijos a = !, ,\ = 200 y a = 10-2 para el cálculo ele la proba
bilidad de s11pcrvivc11cin. ~'lastramos la gráfica. de ésta para el panirnetro k0 = 0.1 en la 
figura 5.10. Observamos que para los tres valores de 1·0 , la probabilidad de supervivencia 
de este estndo inicial siempre decae mlÍs riipido que la probabilidad de supervivencia del 
estado base tic la cuja de potencial i11fi11ito (§4.2}. Sin embargo el parámetro r0 afecta 
considerablemente el decaimiento del cst.nclo, haciendo que éste tenga u11 decaimiento nuís 
lento para el vidor r0 = 0.5 y tnás r1ípido para los va.lores extremos, en la región expo
nencial. Se oh.serva cinc In probabilidad del estado con parámetro r 0 = 0.9 decae nuí.s 
lcntmncntc que Ja probabilidad del cHtado con parámetro r0 = 0.1, pero la difcrcucin de 
c:-;tas es pníct.icmncntc cero, por lo que 110 se tendrá una diferencia cuantitativa aprecia
ble. En la región no cxpo11c11cial del decaimiento, invierten papeles lrn•; probabilidades del 
estado con paranwtro r0 = 0.5 y ro = O.U, clccaycndo 11uís Jcntamc11te el tUtimo. 
T'oman1os el valor k 11 = rr /2, correspondiente a la 1nitad energía del primer estado rcs
onunte. Se muestra In ¡\rilfica de ln{S(I)} en In figura 5.20, la cual exhibe un compor
tamiento cualitativamente igual u la gráfica de la figura. 5.10. 
Por últin10 tmnnrcmos el valor de ko = rr correspondiente a la energía de resonancia. 
La gnífic1.1 ele la probabilidad <le supervivencia se muestra en la figura 5.21 que t.mnbién 
presenta el 111is1no comportamiento cualitativo a las gníficas presentadas anteriormente. 
El hecho de que tocias lrn; gníficas sean cunlitutivmncntc iguales, es el reflejo de que las 
distribuciones !Hc{C~} también lo son. Llamando la atención las distribuciones para los 
¡mnímctros ru = 0.1 y 1·0 = 0.9 que son .semejantes, pero lns pequcfias diferencias entre 
ellas producen grandes variaciones en el comportamiento cuantitativo de lu probabilidad 
pnrn. ticrnpos lnrgos. Para tictnpos cortos el decnilnicnto de los estados con panímctros 
ro = 0.1 y r0 = 0.9 tienen mistno comportnn1iento, tnostrnndo unn pequcñn separación 
cuando se exhibe el decaimiento exponencial con vidn media r 1. La cual es 1n1ís notoria 
para el estado con energía inicial aproximado. n. la energía de resonancia. . 
En general podemos decir que el comportamiento ele la prob1tbiliclad de supervivencia 
para este estado, presenta cuatro regiones principnhncutc: 

(a) Región de decaimiento con interferencia exponencial. Se prcsentlL en el intervalo ele 

65 



0.10 0.10 

(a) (b) 

0.08 0.09 

~0.06 Ñ"-' 0.06 
e: 
ü e 

'aí ~ 
o:: 0.04 o:: 0.04 

0.02 0.02 

uJl •. 0.00 O.DO 
20 40 60 80 100 20 40 n 60 80 100 

n 
0.10 10 

(e) (d) 
---- r0 = 0.1 
--r0 =0.5 

0.08 08 ....... r
0

=0.9 

N,..._,006 N~ 0.8 e (.) 
ü ...... 

Q) 

'aí o:: 
o:: 0.04 w 

º" 

0.02 0.2 

O.DO ·- o.o 
20 40 60 80 100 20 40 60 

n n 

Figura 5.13: Se mucstrn In distribución de coeficientes !Jtr{C~} 1 con los pnrúmf!tros >. = 200, a= 1, 
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Figura 5.20: Probabitidnd de supervivencia S(t) con los parámetros>.= 200, u = 1, u = 10-2, ko = rr/2 
pn.rn r 11 = 0.1 línea.cortndn; pnrn r 0 = 0.5 línen continua; pnrn ro= 0.9 línea punteada. En In. misma se 
mucstm un zoom para tie1npo~ cortos. El tiempo se miele en 1111idn<lcs <le vida media T1. 
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tiempo (0,0.35r¡) para el estado con parámetro To = 0.5 y en el intervalo (0,1.55r¡) para 
los estados con parámetros r 0 = 0.1 y 0.9. 

(b) Región de decaimiento exponencial con vida media r 1• Que se presenta en un in
tervalo de tiempo (I.55r¡,53.9r¡) pum el estado con parámetro 1·0 = 0.1, (0.35r1,52.2r¡) 
pum el estado con parámetro ro = 0.5 y (1.55r¡ ,46.3r¡) para el estado con panímetro r 0 = 
0.9. 

(e) Región de dccui1niento con interferencia cxpo11c11cin.l - no-cxpommcinl. .Se presenta en 
el inlervalo de tie!llpo {53.9r1,G8r¡) para el estado con panimetro ro= 0.1, (52.2r1,64.7r1) 

: para el estado con pnnímctro r 0 = 0.5 y ( 40.3r1 ,5G.8r1) para el estado con pariÍtnetro r0 = 
0.9. 

(el) Región de decaimiento no exponencial. Se presenta para tiempos mayores a 68r1 

del estado con parámetro ro = 0.1, G4.7r1 pum el estado con parámetro r 0 = 0.5 y 5G.8r1 

para el estado con panimetro ru = 0.9. 

En gcncrnl tencmoH los mis1nos iutcr\'alos nrnucionndos en §5.2 para cuela gnífica n10stradu 
en este cjmnplo. 

5.3.4. Probabilidad de no escape P(t) 

1bmnndo los mismos valores de los panímetros que en §5.3.3, grnficamos la probabili
dad de no escape P(t). La cual mostramos en lns figuras 5.22, 5.23, 5.24 corresondientes a 
los panímetros ko = 0.1, k0 = rr/2 y k0 = TC rcspectiva!llente. Al igual que la probabilidad 
ele supervivencia se presentan escnciulmcntc cuatro regiones en la gnífica de P(t). Sin 
embargo en In. región de decaimiento con interferencia cxponcncinl no presenta lns fuertes 
oscilnciones qne presenta In probnbilidnd de supervivencia, debido a que en este intervalo 
de tiempo no se prcsentn. el fcnó1ncno de "respiración" del sistcmu el cual produce lns 
oscilaciones en la probabilidad de no escape. Note que en !ns tres gráficas se tiene el dc
cailnicnto exponencial con• vida inedia T 1 para el mis1no valor del tie1npo. Las regiones 
que presenta In probabilidad de no escape son los intervalos 

(a) Región de decaimiento con interferencia exponencial. Se. presenta paru el intervalo 
de tiempo (0,0.22r¡} para el estado con el parámetro r 0 = 0.5 y (O,O.G2r1) para los estados 
con parámetro 1·0 = 0.1 y 0.9. 

(b) Región de decaimiento exponencial con vida media r 1• Se presenta en el intervalo 
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F'igurn. 5.21: Probnbili<lml de supervivencia S(t) con los ptmí.1nctros ..\ = 2001 a= 1, o= io-2, ko = r. 
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111m•strn 1111 zoo1n pnrn. tiempos cortos. El tiempo se mide en unidades de vidn media T1. 
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Figura 5.22: Probabilidad de no escape P(t) con los parámetros>.= 200, a= 1, <T = 10->, ko = 0.1 
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Figura 5.23; Probnbilldnd de 110 escape P(t) con los parámetros A= 200, u= 11 a= 10-2 , ko = 7r/2 
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Figura 5.24: Probnbilidnd de no escape P(t) con los parámetros>.·= 200, U.=: 1, a.= 10-2 , ko = 7r 

para ro = 0.1 Hncn cortada¡ pnra ro = 0.5 línea continua¡ pnrn ro = 0.9 línea ·punteada. En la misma se 
muestra un zoom para tiempos cortos. El tiempo se mide en unidades de vida mcdin T1. 
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{0.62T1,54.1T¡) para el estado con parámetro r 0 = 0.1, {0.22T1,53.15Ti) parn el estado con 
parámetro r 0 = 0.5 y {0.62Ti.49.6r1) para el estado con panímetro ro = 0.9. 

(c) Región de interferencia exponencial - no-exponencial. En el intervalo de tiempo 
{54.1T1,64.55T1) parn el estado con el parámetro r 0 = 0.1, {53.15r,,61.5T1) parn el es
tn.clo con el parámetro r 0 = 0.5 y {49.6T1,57.6ri) pnm el estado con el parámetro ro= 0.9. 

{d) Región de decaimiento no exponencial. Después del tiempo 64.55r1 para .el estado 
con el pn.ní1netro r0 = 0.1, Gl.5r1 para el estado con panítnetro ru = 0.5 y 57.Gri pura el 
estado con el panímctro ro = 0.9. 

Que engloban todos los casos vistos en este ejemplo. Sin embargo, tnn1bién se observa 
que t.odns las probabilidades decaen 1111U. riípidamente que el estado base de la caja de 
potencial infinito §4.2. 

Los ejemplos estudiados §5.2 (Onda saliente), §5.3 (Estado gato de Schoriidinger) en 
este capítulo, muestran un contra ejemplo al resultado obtenido por Lenef y Rand, sobre 
In evolución tc1npornl del dccuitnicnto de estados de tnínimn incertidumbre ya. que hemos 
exhibido un 1noclclo en el cual dichos cst.ndos decaen mií.s nípi<lnmcntc que el estado 
Un.se de la Cltja ele polc11cinl infinito, el cual 110 cumple ser ele mí11ium incertidtunbrc. 
Adcnuís·cncontramos que el comporta.miento cualitativo de las probabilidades es debido 
a la posición del estado inicin.L sin i1nportar la energía de éste, salvo que In energía sea 
muy grande (mayor a la alturn del potencial). 

5.4. Discusión de la evolución temporal de estados 
de mínima incertidmnbre 

Los cst11dos de mínima incertidumbre que se han considerado en este capítulo, ondn 
saliente §5.2 y estado gnto de Schriidinger §5.3, no tienen un comportamiento cualitativo 
diferente. Esto se entiende porque el estado gato de Schrüdinger es una superposición de 
ondas pinnas (entrante y saliente) las cuales tienen una evolución temporal semejante al 
estado estudiado en §5.2. Observamos un cambio cualitativo de la evolución temporal de 
dichos estados tínicmnentc por ol ca1nbio de In. posición inicial. 
En In. región exponencial se observa que todos 108 est.ndos decaen iniciahncntc con In 
misnrn. vida inedia Te, hncicnclo una transición ni clccaimicuto con vida 1ncdia T1 corre~ 
spondicntc al primer estado rcso11nntc y ésta depende t'micnmcntc de la posición in.ic.inl del 
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Figura. 5.25: Comportnmiento der coeficiente de la probabilidad de supervivencia en In región no
mcpo11cucial. 

estado. Observamos que dicha transición es más rápida pnrn el estado que se encuentra 
inicialmente centrado (ro = 0.5) y más lenta para los otros dos estados, lo que hace que 
esencialmente decaiga más lentamente que los otros estados con~iderados. Esto se puede 
entender ele In distribución ele los coeficientes, por ejemplo la figura 5.15 (pág. 68) muestra 
que el estado que se encuentra inicialmente en r 0 = 0.5 tiene una mayor contribución del 
primer estado resonante. Esto explica porque hace la transición más riípiclo que los otros 
estados considerados. 
En la región no-exponencial se observa que el estado que decae más lentamente es el que 
se locnliazn inicialmente cerca de la frontera del potencial (ro ""' 1) y el que decae más 
nípidamente es el que se localiza cerca del origen. Para entender esto consideramos sólo 
la expresión de In probabilidad de supervivencia en la región no-exponencial 

donde 

1 1 
S(t) ""' 16,.. ~(ro)¡:¡, 

1

00 ce• ~(ro) = n~oo k~ n 1 . 
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Ésta es sólo función del punto donde se localiza el estado. Al graficar este coeficiente 
se ticné una función creciente (fig. 5.25) lo que muestra que el decaimiento en la región 
no-exponencial es más lento si se localiza inicialmente el estado cercn de la frontera del 
potencial. 
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Capítulo 6 

Qonclusiones 

Lns conclusiones de este trabajo son !ns siguientes: 

l. En el capítulo §4 se estudia la evolución temporal ele estados iniciales que correspon
den a eigenestaclos ele la caja ele potencinl infinito. En pnrticular los correspondientes 
al estado base §4.2 (pág. 27) y al cuarto estado excitado §4.3 (pág. 32). Estos nos 
permitieron comparar el método numérico empleado para el cálculo ele las prob
abiliclacles, Y" que este tipo ele estados han sido estudiados con nnterioriclad [2]. 
Obtenemos lo siguiente: 

a) Estado base. Se obserm que la evolución temporal ele este estado, estií pnicti
cmuente dominado por el primer estado resonante tt1 (r) al cual le corresponde 
Un tiempo de Vida Inedia TJ = r¡- 1 que CS e} tiempo de Vidn Jlledia Jnl.ÍS grande 
proporcionado por el sistema (potencial delta repulsivo). En el ejemplo que 
hemos estudiado, las probabilidades de supervivencia y no escape tienen el 
1nismo comportarnicnto en la región exponencial que es la que domina durante 
las primeras 50 vidas medias. Se observa In clifcrcncia en el comportmnicnto 
cualitativo de las probabilidades ü11ica1ncntc en la región de interferencia y no 
cxpo11c11cial 1 en la cual la .. -; curvas de las probabilidades se scparnn y tienen 1111 
comportmnicnto conto función in\'crsn. del tiempo. La densidad de probabili
dml. nos proporciona información del estado durante la evolución tmnporul del 
sistema. Mostrando en la región ele interferencia que lll densidad de probabili
dad o8cila como función del tiempo, fcnórncuo al que hc1nos llamado de "res
piración,, 1 que 8C deben. la interferencia de lns amplitudes del comportmnicnto 
cxpoucncial y no exponencial ele la probabilidad. 

b) Estado excitado. Consideramos como estado inicial el ctmrto estnclo excilllclo 
de la caja de potencial infinito. Oh8ervmnos que la evolución temporal de este 
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estado, es práctican1entc ln contribución de dos estados resonantes, el prilnero1 

1t1(r), y el quinto, u5(1'), durante !ns primeras 30 vidas medias (r¡). Observan
do una diferencia cualitativa de las probabilidades desde tiempoH del orden ele 
0.09r1, que corresponde ni valor del tiempo en que In curva ele la probabili
dad de no escape se separa de la curva de la probabilidad ele supervivencia. 
Para este tiempo In probabilidad de no escape tiene ya un comportamiento 
exponencial con vida. n1cdia r1 1 mientras que la probabilidad de supervivencia 
prc~enta el comportnrniento exponencial con vicia n1edia r5 luu;ta tiempos del 
orden de 0. !88r1. Después del tiempo en el que la,; probabilidades tienen un 
comporturnicnto exponencial con vida media r51 el sistema cvolucio11a como si 
se tratara del primer estado resonante, cou vida inedia r1• El tictnpu para el 
cuul las probabilidades tienen el con)portmnicnto exponcncinl con vida media r5 
se puede encontrar de las expresiones de la .. <.; probabilidades, dando la Qcuació11 
(4.8) (piíg. 34) para la probabilidad de supervivencia, y la ecuación (4.9) (piíg: 
36) para In probabilidad de no escape. Estas expresiones nos pcnnitcn rnostrar 
que In duración (en unidade.".i de vida inedia r1) del compurtamic11to cxpur1e11cial 
de las probabilidades con vida media r5 depende ltnicnment.c de los panímcl
ros del potencia), alcance a y altura ..\. Ade1mís el hecho de que las cantidades 
/ 1111 ~ 1 nos permite 111m;trar que rs ~ 2rp que coincide con los valores 111edidos 
en las grlÍficns de las probabilidades ele supervivencia y 110 escape figura 4.10 
(p1íg. 3ü). La densidad de prolmbilidm.I del estado excitado evoluciona nípi
damcntc hasta confundirse con la densidad de probabilidad del primer estado 
resonante. Esto 1nucstra que In. contribución del quinto cstfü1o resonante decae 
rmís rápidamente que In contribución del primer estado resonante, hucicnclo 
que el sistema presente un fenómeno de perdida de memoria, es decir, después 
de un tien1po finito el estado de la partícula yn no rccucnla el estado inicial 
en el que se encontraba y decae como el primer estado resonante en la región 
exponencial. 
Sin embargo se observa que el estado excitado decae más rlipidamcnte que el 
estado base de la caja de potencial infinito, esto es debido a que r5 < T¡, y en 
general se puede decir que cualquier estado excitado de la caja de poten
cial infinito decaerá más rápidamente que el estado base, debido a que 
se tiene que Tn < r1 para n > l. Esto es claro en las expresiones encontradas 
para el cálculo de los polos de In función de Green de onda saliente §3.2 (pág. 
19) los cuales proporcionan el tiempo de vida media correspondiente a cada 
estado resonante. 

2. En el capítulo §5 se hace el estudio de la evolución temporal de estados de míninm 

83 



incertidumbre. Además se han considerado que estos estados iniciales sean loc1tliz1t
dos, tomando dos casos particulares: onda saliente §5.2 (pág. 43) y el estado gato de 
Schriidinger §5.3 (pág. 62) para los cuales se muestrn que existe un conjunto finito 
de estados resonantes que dominan la evolución temporal del sistema. Se realizó un 
estudio exhaustivo de los coeficientes involucrados en el cálculo de las probabilidades 
de supervivencia y no escupe. Sin embargo no so obtuvo una diferencia. cualitativa 
de la evolución temporal entre estos dos tipos de estados. 
Hemos encontrando que el decaimiento del sistema con un estado inicial de mínima 
incertidumbre es siempre m!Ís rápido (comparado con el decaimiento del estado bu.'e 
de la caja de potencial infinito §4.2). Además, la condición de que sean ele mínimn 
incertidumbre nos dan un contraejemplo al resultado obtenido por Lenef y Rand. 
1vlostramos que en realidad el comportamiento cualitativo de In. evolución temporal 
del decaimiento de estados de mínima incertidumbre es más bien por el hecho de 
que el estado sea localizado y no de mínima incertidumbre. Esto se entiende al de
sarrollar el estado inicial en la bR.Sc de estados resonantes, se tcn<lni la contribución 
de nuís de un estado resonante y cada uno de ellos decae 1rnís nípidamente que el 
primer estado resonante u 1 (r). Explicando porque decaen con un tiempo de vida 
menor ni primer estado resonante. Ademiís después de un tiempo finito el sistema 
presenta el 1nismo fenómeno ele pérdida de mcrnoria1 esto es, en la región exponen
cial hay un intervalo en el cual el sistema decae con la vida media del primer estndo 
resonante. 
Se observa que la posición inicial del estado localizado afecta el comportamien
to cualitativo de la evolución temporal del sistema. Obteniéndose que la evolución 
temporal del sistema para el estado localizado en ro = a/2, decae más lentamente en 
la región exponencial que cualquier otro estado localizado en otro punto dentro del 
alcance del potencial. Esto se entiende porque el coeficiente C1 (ro) correspondiente 
al primer estado resonante cumple !nc{Ci(a/2)} > !nc{C1(ro # a/2)}, es decir, el 
estado centrado en a/2 tiene una mayor contribución del primer estado resonante, 
por lo que éste dmninn nuís nípidarncntc en el proceso de decaimiento. 
Por otro lado en In región no-cxpuncncial, el estado localizado en r 0 ~ a, decae mili; 
lentamente que cualquier otro estado localizado fuera de la frontera del potencial. 
Esto se puede entender do la expresión (5.40) que corresponde al coeficiente ele la 
probabilidad de supervivencia en la región no-exponencial y al graficarla en función 
de r 0 se tiene una curva creciente figura 5.25 (pág. 80), la cual muestra que para 
valores ele r 0 > a/2 el coeficiente de la probabilidad de supervivencia es nuís grande 
que pnrn valores que no lo son. Así en In región no-exponencial, el cstndo inicial 
localizado en ro > a/2, decnení más lentamente que el estado localizado en ro ::; n/2. 
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Los resultados obtenidos en los ejemplos, en donde se ha considerado el modelo po
tcpcial delta repulsivo, so pueden generalizar n otros modelos 1ntís c01nplicados 1 con In 
condición de que el potencial sen de nlca.nce finito, ya que el con1portmnicnto cualitativo 
do los polos (fig. 3.1, p1íg 23) de la función de Green de onda saliente pam potenciales de 
alcance finito es el mismo [4j. Esto es, los tiempos de vida media proporcionados por los 
polos cun1plen T1 > 7"2 > · · · > Tn > · · · que corresponden al tiempo de vida media de 
cada estado resonante, es decir, el primer estado resonante tiene el tien1po de vida. inedia 
nuís grande proporcionado por el sistcnui, lo que nos pertuite enunciar 

El tiempo do vidn media máximo, está dado por el ancho parcial correspon
diente al pritncr estado resonante y éste no depende del estado inicial que so 
considere. 

Esto prohíbe In existencia. de un estado inicial "cspecia.1" que tenga un tiempo de vida 
inedia mayor al proporcionado por el sistema. Admn•Í.S se tiene que cualqui'cr estado inicial 
arbitrario, después de un tiempo finito T hará una trnnsición al pTimer estado resonante 
u 1(r) 1 en la región exponencial. Para explicarlo consideremos In función de onda en In 
rugión exponencial (2.ü9) (p1íg. 14) así, el hecho de que T 1 es máximo implica que existe 
un tiempo T para el cual la contribución nuis iinportante en la serie (2.Gü) sea la del 
pritnur CHtado rc..<;ounnlc, dando In densidad de probabilidad como 

t > T, 

lo que 1nucstrn lu afirmación. Además ele la expresión anterior se tiene que la evolución 
temporal de un estado arbitrario está dominada después de un tiempo r 1 lÍnicmnente por 
la evolución temporal del pritncr estado resonante en In región exponencial. Esto aclara 
el fenómeno de pérdida de tnmnorin del sistema, dejando l111icamcntc al factor constante 
con In informnción del estado inicial. 

1Esto sucede en gcucrnl porque ln base de estados resonantes {u,.(r)} no es ortogonal. 
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Apéndice A 

Función M(x, t, k) 

La función M{x, t, kn} se define mediante 

i • 1··00 e-u2 
M(x, t, kn} = -

2
· e1tr ' -. --du 
rr · -oo iyn - u 

en donde In vndabl~ y,, es . 

con :Jm{iy,,} >O, (A.l} 

(A.2) 

La integral que aparece en In definición de la función M(x, t, k,,}, es una función con~ 
cicla que está relacionada con In función de error complementario mediante w(z} [9, 10]. 
Identificando ésta e5cribimos 

1 .¿ 
M(x, t, k,,) = 2e•., w(iy,,). (A.3} 

Es importante que ni usar la definición (A.l}, se tenga presente tomar valores de iyn que 
satisfacen la condición_ :Jm{iyn} >O. En caso contrario :Jm{iy,,} <O utilizamos la relacióºn 
de ,simetría 

si :Jm{iy,,} <O, (A.4} 

que es heredada ele las propiedades de simetría ele la función w(z}, podemos escribir el 
segundo término de esta expresión como M(-x, t; -kn)· Dando la relación de simetría ele 
la función M(x, t; kn) 

M(x, t; k,.} = e;(knz-k~t) - M(-x, t, -kn} si :Jm{iyn} <_O. (A.5} 
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La función w(z) tiene su desarrollo en serie [9, 10], por lo que el desarrollo en serie de la 
función M(x, t, kn) es 

1 .z2 oo (- l)rnvm 
M(x, t; kn) = 2º'" L r(!!! . i'i' 

m=O 2 + 
(A.6) 

que es válida para todo valor de Yn· Sin embargo, es sólo utilizada pam el comportamiento 
ele hi función cuando Yn "" O, es decir, como aproximación asintótica ele la función. 
También se tiene una expresión en serie ¡mm valores graneles (y,. --> oo), que es usada 
norn1nhnentc para el estudio de este con1portamicnto asintótico. La expresión es 

(A.7) 

Ln. virtud de esta expresión es que si Yn >> 1 se pueden despreciar casi todos los ténninos 
ele lti serie, y en el mejor de los casos ¡JOclcmos solamente quedarnos con los dos primeros 
térrninos. 
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Apéndice B 

Estados resonantes Un ( r). 

Para el problema de decaimiento con un potencial can· simetría radial de interacción 
finita, es decir V(r ;:: a) = O, utilizamos el concepto de estado resonante del sistema 
11,,(r) que corresponde a una energía compleja. Suponiendo que el momento angular de la 
partícula es cero. El estado resonante satisface la ecuación, en unidades 2rn = r. = 1 

u;;(r) + [k?, - V(r)]u,,(r) =O, 

con lns condiciones ele frontera 

u,,(O) =O du,,(r)J _ 'k ( ) 
el 

- l nUn a 1 
r r=a 

(B.1} 

(B.2} 

identificamos k?, = <,, - ir,,/2, con,<,,, r,, >O. La ecuación (B.1} también es válida para 
el complejo conjugado. Dado que V(r) es real, la ecuación (B.l} no pierde su estructura, 
usí rccnumcrnndo el orden de los índices podernos igun.ln.r k~2 = k~ni lo que a su vez 
implica que k_,, = -k~. Para los estados re.sonantes se tiene la igualdad u_,,(r) = u;,(r), 
que se encuentra ni calcular el conjugado de (B.2}. 
Partiendo de In ecuación (B.1}, que es válida para los estados u,,(r) y 1L,,,(r}, y multipli
cando por tt,,.(r) y u,,(r} respectivamente, tenemos las siguientes ecunciones 

u,.(1'){u;;(1') + [k?, - V(r}]tt,.(r)} =O, 

u,,(r){u;~(r) + [k~, - V(r}]tt,.(r)} =O. 

Restando estas e integrando en el intervalo [O, a] obtenemos 
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u,,.(a)u~(a) - u;.(a)u.(a) + (k~ - k~,) fo" u.,(r)u,,.(r)dr =O. (B.5) 

Usando (B.2) tenemos 

k.,-k"'{fnª () ( )d .u.,(a)tt,,.(a)} -k k u., r Um r 1· + i k k = O. 
n+ m O n+ m 

(B.6) 

En general k., f k"" por lo que se puede identificar al término entre corchetes, como una 
condición de ortogonalidad 1 para los estados resonantes [1 J, es decir 

{ª ( ) ( ) 1 .u.,(a)u,,.(a) 
Jo Un r tlm 1' C 1' + Z kn + km = Ómu 1 

(B.7) 

si m = -n se tiene la igualdad 

Im(k,,) = -~ lu.,(n)l
2 

2 f(t lu.,(,.)l2 d,. 
(B.8)' 

Es decir, la parte imaginaria de k., siempre es negativa. Así podemos escribir k,. =a:., -i¡J., 
con a:,., ¡J., > O y la ecuación (B.8) se escribe como 

¡J _ 1 lu.,(a)l2 
" - 2 J(t ltt0 (1·)1 2d1' 

(B.9) 

Por otro lado se tiene que el anchor n = 4a.,{3.,. l\foltiplicando por el factor 4a:,. la igualdad 
(B.9), encontramos el ancho r" en términos del estado resonante es 

r lu.,(a)l2 
.. = 2a:., 'ª 1 ( )12 1 . ' JO tt11 r e 1 

(B.10) 

y la vida.media Tn del estado u.,(r) es 

1 
Tu= rn· (B.11) .. 

B.1. Relaciones de suma de los coeficientes 

El conjunto de estados resonantes {u.,(1·)}, dentro del alcance de ua potencial de 
interacción finita obedecen las siguientes relaciones de suma 

1 En renlidnd no es cstrictnmcntc la conc.lición de ortogonnll<lnd cutre funciones, yn que no debería 
aparecer el segundo término. 
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~ ~u,.(r)u,.(r') = ó(r- r') 

L Un(r)un(r') =O 
n ku 

(B.12) 

r,r' <a. (B.13) 

Estns relaciones obtenidas en §2.4 son válidas debido a que la función saliente de Green, 
se desarrolla de forma discreta en la región interna del potencial. 
Dentro del estudio de la evolución temporal del decaimiento, se definen las cantidades: 
Amplitud de supervivencia y las probabilidades de supervivencia y no escupe. La definición 
de cstus cantidades, permiten definir los coeficientes, C,u C11 e Imn como 

C,, =foª lft(1", O)un(r)dr, 

C,, =foª lft'(r, O)un(1·)dr, 

!.,,,, =foª u;.(r)u.(r)dr. 

(B.14) 

(B.15) 

(B.16) 

L'"' relaciones de suma ele los estados resonantes (B.12, B.13), permiten encontrar rela
ciones ele suma pnm los coeficientes. Estas son utilizadas pnra el estudio asintótico ele las 
cantidades IJ'(r, t), A(t). S(t) y P(t). Para lo cual hay que notar las relaciones ele simetría 
estos coeficientes respecto n los índices, que son heredadas de las relaciones ele simetría 
ele los estados resonantes a saber 11-n(r) = u~(r). Por lo anerior, los coeficientes Cn y 
Cu heredan la relación C_n = C,~ y el coeficiente Imn hereda las relaciones 1-m,-n = Imn 
y 1-mn = I,~,,-n que nos son útiles para simplificar las expresiones que involucran estas 
cantidades. 
La forma ele encontrar las relaciones ele suma entre coeficientes es mediante la manipu
lnción de las relaciones (B.12, B.13). Comenzarnos con In relación (B.12), multiplicando 
por IJ1(r', O) e integrando, se obtiene 

1 
lil(r,0) = 2 ¿c,.un(r), 

n 
(B.17) 

que no es más que el desarrollo en estados resonantes del estado inicinl. Post~riormente 
multiplicando por el conjugado de la función de onda inicial l!J'(r, O) e integrando nueva
mente se obtiene In relación 

(B.18) 
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en donde se Jm definido N como 

N =foª w'(r, O)ll'(r, O)dr. (B.19) 

En general se puede pedir que N = 1, salvo cnsos especiales, como el cnso en que el estado 
inicial sea un estado resonante, el cual no cumple esta condición. Otm de lns relaciones 
útiles que se encuentra es multiplicando la ecuación (B.17) por u;n(r) e integrando tenemos 

~ ~Cnlmn = t;". (B.20) 

Esttt relación, nos permite mostrar que P(O) = 1 permitiendo desacoplar la suma doble 
que aparece en la expresión para P(O). Convirtiéndoltt en una suma simple que es idéntica 
n la relación (13.18). 
Con unn. manipulación semejante, encontramos relaciones de suma para los coeficientes 
mediante In relación (B.13), multiplicando por la función de oncln inicial IJl(r', O) la 
ecuación (B.13) e integrando obtenemos 

(B.21) 

Estn relación nos pcrtnitc encontrar nu\s relaciones de sunu1 de los coeficientes, ya. que la 
igualdad es cero. Por ejemplo si multiplicamos por IJl(r, O) In ecuación (B.21) e integramos 
se tiene que 

¿ e~ = o. (B.22) 
n kn 

O bien si multiplicamos por ll''(r, O) In ecuación (B.21) e integramos obtenemos 

L CnCn = O. (13.23) 
n kn 

También podemos muitiplicar la ecuación (B.21) por el conjugado ele un estado resonante 
arbitrario u;n(r) e integrar obteniendo 

L Cnlmn =O. (B.24) 
n kn 

Sin duda se pueden encontrar muchns más relaciones de suma de esta naturaleza. Una 
relación de suma 1111ís importante se obtiene ahora de forma inmediata, la ecuación (B.21) 
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es v1ilida así como su conjugado, por lo que el producto de ambas también lo será. Este 
es 

.L .L c;,c.u~.<rJun(rJ =o, 
m n k:nkn 

(B.25) 

al hacer la integral de esta relación se tiene 

. (B.26) 

Ln cunl nos permito mostrar que el comportnmicnto cunlitativo de la probabilidad de no 
escape y la probabilidad de supervh·encin, es el mismo ¡mm tiempos largos. 
Las reine.iones de suma de los coeficientes que se encuentran, son importantes para el 
análisis tCórico y nun1érico de la evolución ternporal, ya que éstm; nos pcnnitcn clin1inar 
términos de lru; series de las probabilidades. 
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Apéndice C 

Desarrollo discreto de la función de 
Green de. onda saliente 

Ln función de Green de Olll.ln saliente G+(r, r', kn), que se utiliza en el formalismo 
de estados resonantes, cumple dentro del alcance del potencial (r, r' < a), ser cero en el 
limite lk,.I _, cx:i, lo que nos permite escribirla de forma discreta[!]. Dndo que ésta tiene 11 

polos de prin1cr orden en el plana complejo. Demostraremos que una. función de varia.ble 
compleja sicrnprc se puede escribir de forma discreta si cmnplc la.s mismas condiciones 
que en nuestro caso tiene la función de Green de onda saliente. 
Esto se puede enunciar cmno un teorema: 

Si f(z) es una función de variable compleja que tiene n polos de prime1· onien y además 
satisface la condición a la frontem f(z)-> O pam lzl _, cx:i entonces 

" R f(z)=l:-'. 
a Z - Z5 

(C.1) 

Dernost.ración: 

Tomemos una trnyectorin cerrada C = L:{-G,} + {-G,} +Ce que excluye a todos los 
polos de la función f(z) y también a un punto z arbitrario diferente a cualqnier polo z., 
como se rnucstrn en In figura C.1. Dado que G es una trayectoria. que se selecciona en 
dirccci<in opuesta a las manecillas del reloj, se tiene que las trayectorias al rededor de :; 
y el conjunto de polos {z,} tienen que ir en dirección de las manecillas del reloj, lo cual 
se ha tomado en cuenta con el signo negati\"O que aparece en las trayectorias G, y C,. 
Así cada trnycctorin Ck es en dirección contraria de las tnanccillas del reloj. 
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lm{z} 

0 º)Re{z} -c .. 

/ 
___... .. ,,,< 

Figura. C.1: Muestra lo. trayectoria de Integración C, y cada una de sus componentes. 

Así In integral 

:2.... . f ...fl.:'.Ldz' = O. 
21fi lo (z' - z) 

(C.2) 

Expresando esta integral en cada una de sus componentes se obtienetiene la siguiente 
expresión 

2-{ E J f(z') dz' + J f(z') dz' + f f(z') dz'} =O 
21fi • -o. (z' - :) -o. (z' - z) lo. (z' - z) · 

(C.3) 

Haciendo In trayectoria cnda vez más grande de modo que rodee el plano complejo. Se 
observa que la tercera integral de la expresión anterior se hace cero, en virtud de que f ( z) 
es cero en In trayectoria Ce. Así la contribución de la integml total es sólo por las dos 
primcriL" integrales. Además, se identifica la segunda integral como la integral de Cauchy, 
por lo que se tiene la igualdad 

1 1 f(z') ' 
f(z) = --2 . E -(·' _ )dz. 

1ri 11 c. .... z 
(C.4) 

La integral sobre cada tmyectoria: c., es el residuo de la función a integrar, ya que el 
término l/(z' - z) es analítico cerca de cada z. dando la igualdad (C.l) con R. el residuo 
de la función f(z) en el polo z., lo cual muestra el teorema. 
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