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Resumen

En este trabajo, se estudian las caracterfsticas de transferencia de calor
conjugado ecn una aleta vertical delgada, de longitud finita, que estd inmersa
en un medio poroso saturado de fluido. Este estudio se realiza empleando
téecnicas numéricas y asintéticas. La distribucién de temperaturas adimen-
sionales en la aleta junto con el mimero de Nusselt reducido, se obtienen
como una funcién del pardmetro de penctracién s, el cual mide la regién tér-
mica para la cual la temperatura de la aleta disminuye asintSticamente hasta
la temperatura que se ticne en el fluido circundante. Los valores numeéricos
de este pardmetro adimensional nos permiten distinguir entre dos regfmencs
fisicos posibles, los cuales presentan soluciones diferentes. Dichos regfmenes
son: aletas térmicamente largas, una regién de transicién intermedia y aletas
térmicamente cortas.




Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Cuando hablamos de un medio poroso nos referimos a un material que
consiste en una matriz sélida con un vacfo interconectado. Suponeinos que la
matriz sélida es rigida (situacién usual) o que sufre una pequeria deformacion.
El hecho de que los poros (el vacfo) estén interconcctados permite ol flujo
de uno o mds fluidos a través del material. En el caso mids simple (Hujo
monofdsico) el vacfo estd saturado con un solo fluido, mientras que en c¢l caso
de flujo bifdsico el espacio estd ocupado tanto por liquido como gas. En un
medio poroso natural, la distribucion de los poros (con respecto a su forma y
su tamaiio) es irregular. Ejemplos de medios porosos naturales son la arena
de playa, la madera, los pulmmones, el pan de centeno, la piedra caliza y la
arenisca.

La porosidad ¢ de un medio poroso se define como la fraccién del volumen
total del mmedio que estd ocupada por espacio vacio (recordando que se ha
asumido que todo el espacio vacio estd conectado), mientras que 1 — @ es
la fraccion que estd ocupada por sélido. Para medios porosos naturales, ¢
normalmente no excede ¢l valor de 0.6. IEn el caso cn ¢l que ¢l tamano de los
granos cs poco uniforme, se ticnen valores de porosidad menores debido a que
los granos pequenos llenan los poros formados por los granos ids grandes.

La transferencia de calor por conveccion natural en un mmedio poroso ha
sido un drea de intensa investigacion en las ltimas dos décadas debido a
que ha habido un incremento por parte de la socicdad en la demmanda a
la solucién a problemas de tipo geoffsico, ambiental y tecnolégico. Dichos
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problemas son de interés, por ejemplo, cn la utilizacion de energia geotér-
mica, intercambiadores de calor regenerativos, colectores solares, estructuras
con muiltiples protecciones que sc emplean para el aislamiento de reactores
nucleares, almacenamiento de productos agricolas, dispersion de contami-
nantes en mantos acuiferos, procesos de transporte en sisteimas biomecinicos
y una recuperacién mads eficiente de los recursos petroleros. En la industria
de las tecnologias de aislamientos térmicos de alto rendimiento para edifi-
cios sc emplea una matriz sélida de baja conductividad térmica junto con
materiales aislantes fibrosos. En este tipo de configuraciones que forman un
sistema combinado de dos materiales para formar paredes de aislamiento, los
efectos conjugados de transferencia de calor no pueden ser despreciados. Un
incontable nimero de aplicaciones practicas del modelo han ocasionado una
rdpida expansion en la investigacién y sc han encontrado algunas correla-
ciones aplicables a varias configuraciones para problemas tanto industriales
como ambientales para diversos valores del niimero de Nussclt y el nimero
de Rayleigh. El pardmetro Nu (mimero de Nusselt) es igual al gradiente de
temperatura adimensional en la superficie v proporciona nna medida de la
transferencia de calor por conveccién que ocurre en la superficie. 1 munero
de Nussclt es para la capa limite térmica lo que el cocficiente de friccion es a la
capa limite de velocidad y se define como Nu = hL/ky. La transicion en una
capa limite de conveccién libre depende de la magnitud relativa de las fuerzas
de empuje y viscosa en el fluido y se acostuimbra correlacionar su ocurrencia
en términos del mimero de Rayleigh, que es simplemente el producto de los
nimeros de Grashof y Prandtl. Para aletas verticales ininersas en un medio
poroso el nmimero de Rayleigh es Ra = GrPr = gKB(Ty — Too) L/ v .
Recientemente, el libro de Pop e Ingham [1] presenta abundante eviden-
cia tedrica acerca del fenémeno de transferencia de calor conjugada. El libro
de Sundén y Heggs [2] muestra que este tipo de configuracién geométrica
aparece cn un rango muy amplio de problemas tanto cientificos como inge-
nieriles asociados a diversas aplicaciones industriales. [Sjemplos adicionales y
t6picos relacionados estdn presentes en los libros de Ingham y Pop [3]. Nield
y Bejan [4] y Vafai [5]. El primer estudio tedrico que abordsé ¢l problema
conjugado de conduccién-convecciéon natural de una aleta vertical immersa
en un medio poroso con calentamiento en la base fue hecho por Lock v Gunn
[9]. Ellos encontraron que existen soluciones por semcjanza para geometrias
especificas de las aletas. Basados en aproximaciones siinilares, han aparecido
varios trabajos enfocados principalmente a obtencr soluciones autosimilares
y cuasi-siinilares, como cs el caso de los trabajos realizados por Cheng y
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Minkowycz [10], Kuehn et al. [11] y Sparrow y Acharya [12]. Basados en es-
tos estudios, Pop et al. [13] obtuvieron una serie de soluciones por semecjanza
para una aleta larga vertical proyectdindose hacia abajo desde una base plana
_horizontal calentada a temperatura uniforme para ¢l caso en el que ol pro-
ducto conductividad térmica-espesor de la aleta variaba como una funcién
de la distancia a partir de un origen cspecificado. Posteriormente, Pop et ol
[14], refinando dicho andlisis, desarrollaron un esquema numeérico para difer-
encias finitas considerando uniforme tanto la conductividad térmica como
el espesor de la aleta. En uno de los articulos en [2], Pop v Nakayama [15]
hacen un repaso moderno de la transferencia de calor conjugado de una aleta
vertical inmersa en un meadio poroso saturado de fluido. Cabe mencionarse
que en la mavoria de los casos, los autores normalmente consideran una aleta
infinitamente larga para formular las ecuaciones acopladas que rigen dicho
fenémeno. Por cjemplo, Pop y Nakayama introducen para adimensionalizar
las ccuaciones y para seleccionar un origen de coordenadas apropiado una
longitud caracterfstica x, (cc. 14, referencia [15]) como parte del problema.
No obstante, la interpretacién fisica para cscoger esta escala no estad suficien-
temente aclarada. Por lo tanto, el espiritu de esta tesis cs probar que esta
escala dc longitud, denominada L*, puede ser encontrada fdcihmente emplean-
do un andlisis de ordenes de magnitud a las ccuaciones que describen dicho
fenémeno. Ademais. se evita la condicidon innccesaria de asumir una aleta in-
finitamente larga considerando una aleta vertical de longitud finita L. de tal
manera que dependiendo de los valores asumidos para el cociente L*/L, se
muestran todos los regimencs posibles de este proceso de transferencia de
calor conjugado. De esta forma, los resultados reportados con anterioridad
por los diferentes autores aparecen como casos particulares de esta formu-
lacién.

Por consiguiente, el problema de capa limite conjugado es reformulado
con un cnfoque para obtener nuevas soluciones para una aleta vertical no
isotérmica. Se considera el caso comtin cn el que la parte superior de la aleta
estd fija a una temperatura determinada. Empleando analisis de ordenes de
magnitud a las ccuaciones acopladas que rigen dicho fendémeno, identificamos
una longitud de penetracién térmica L* (que también es proporcionada por
Pop y Nakayama [15]), en la cual la temperatura de una aleta infinitamente
larga tendrd un descenso hasta alcanzar la temperatura del fluido circun-
dante. Como fue mencionado anteriormente, la relacion entre L* v la lon-
gitud L de la aleta es un pardmetro fundamental que sirve para clasificar
los regfimenes posibles. Otro pardmetro importante cs ¢l mimero de Rayleigh
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(que serd definido posteriormente) junto con las aproximaciones de flujo on
convecciodn libre para analizar la transicién de una aleta térmiicamente corta
(s = L*/L > 1) a una aleta térmicamente larga (s < 1). Esto con el objeto
de poder averiguar la influencia de las propiedades térmicas de la aleta en
la razon de transferencia de calor total. Finalmente, las soluciones analiticas
obtenidas empleando métodos de pcxturbacxén se comparati con los resulta-
dos numdéricos.

1.2. Objetivos

Los objetivos del presente trabajo son:

Estudiar los efectos de conveccién natural y conduccién de calor en
una aleta vertical que se encuentra inmersa en un medio poroso saturado de
fluido.

- Encontrar los pardmetros importantes del sistema.

Investigar los perfiles de temperatura, flujo de calor y velocidad del

fluido en el medio poroso, asf como las temperaturas cn la aleta.

1.3. Estructura de la Tesis

En el Capftulo 2 se plantea el problema a resolver y se da una descrip-
cién detallada de la geomectria del problemna, el origen de coordenadas y
las suposiciones enipleadas para resolverlo. Como parte fundamental de este
capfitulo se deducen las ecuaciones que se emplearon para resolver el feng-
meno de conveccién natural para un flujo bidimensional. Para llegar a dichas
ecuaciones, se introducen y sc explican las suposiciones que simplifican las
ecuaciones fundamentales. tales como la aproximacion de Darcy-Boussinesq
y la aproximacion de capa limite. Una vez que las ecuaciones elementales han
sido descritas, el problema queda perfectamente definido con las condiciones
iniciales y cde frontera apropiadas.

En el Capitulo 3 se introducen las ecuaciones que rigen el fenémeno de
transferencia de calor conjugado en una aleta vertical inmersa en un medio
poroso saturado de fluido.

En el Capftulo 4 se explica lo que es una aleta larga, una aleta corta y
en que radica la diferencia principal entre ambas. Para poder explicar dichos
conceptos, sc define una longitud caracteristica de fundamental importancia




para ecste problema denominada longitud de penetracion térmica. Posterior-
mente, se define a una variable adimensional s que relaciona csta longitud
caracterfstica con la longitud de la aleta, s = L*/L. Dec csta mancra, el andli-
sis tedrico y numérico del proceso de transferencia de calor conjugado en la
aleta proporcionara resultados en funcién de esta variable adimensional. pu-
diendose determinar asf si se estd trabajando bajo el régimen de aleta larga
o de aleta corta. A continuacion se realiza el andlisis de ordenes de magni-
tud para el espesor de la capa limite § y para las velocidades caracteristicas
longitudinal y transversal del fluido en el medio poroso . y ve respectiva-
mente. Del orden de magnitud de las ecuaciones de la energia de la aleta y
del fluido en el medio poroso se obticne el orden de magnitud de la longitud
caracteristica L*.

En el Capitulo 5 se adimensionalizan las ecuaciones que rigen cl fenémeno
de transferencia de calor conjugado para el caso de una aleta larga y se obtiene
la solucién por autosemejanza.

En el Capitulo 6 se desarrolla la solucién de la aleta corta.

En el Capftulo 7 se presenta el método numérico que se emplea para
resolver el problema de la aleta corta.

En el Capitulo 8 y 9 se exponen los resultados y conclusiones del presente
trabajo.
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Capit ulo 2

Formulacion del Problema

2.1. Introduccion

IEn esta tesis se analiza el problema conjugado de transferencia de calor
de una aleta vertical inmersa en un medio poroso que se encuentra a una
temperatura diferente que la de la aleta. La base de la aleta se encuentra
en la parte superior de la misma. El esquenia del problema se muestra en
la figura 2.1, y consiste en una aleta plana vertical de longitud L y espesor
2h. Se supone que la aleta es muy delgada, de tal forma que la relacion de
esbeltez € = h/L es pequena comparada con la unidad. La aleta se somete
a un proceso de enfriamiento inmersa en un medio poroso inicialimente cn
reposo a temperatura 7o,. La base de la aleta se supoue a una temperatura
uniforme Tp > To. Durante el proceso, calor es transferido por conduccion
desde la aleta y por conveccién natural cn el fluido al establecerse una capa
limite de fluido viscoso no isotérmica debido a la diferencia de temperatura
y densidad del fluido en el medio poroso.

Considerando una aleta infinitamente larga y debido a la transferencia de
calor hacia el medio poroso circundante, la temperatura decrece hacia abajo
desde la base de la aleta hasta alcanzar la tempertura del medio poroso en una
region de penetracion térmica cuya longitud caracterfstica L* puede estimarse
realizando un balance de transferencia de calor al fluido y de conduccion de
calor a lo largo de la aleta. Asuiniendo que ¢l nimero de Rayleigh
Ra* = gKB(To — Teo) L*/atrv s mucho mayor a la unidad, el flujo alrededor
de la aleta estd confinado a una capa limite de conveccion natural. Aqui g, K,
B, am y v son la aceleracién de la gravedad, la permeabilidad especifica del
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meclio poroso, el coeficiente de expansién térmica, la difusividad térmica del
medio poroso saturado de fluido y la viscosidad cinemdtica respectivanente,

Para la formulacién matemdtica del problema se ha fijado la esquina
inferior derecha de la aleta como el origen del sistemna de coordenadas Carte-
sianas. El ¢je z va en dircecidén longitudinal y el ¢je y va en la direccion
normal a la aleta. Se suponce que el medio es infinito lo mismo que las di-
mensiones de la aleta en direccién normal al plano zy. de mancra que no
existen gradientes de temperatura tanto en el fluido como en la aleta en esa
direccion. El extremo inferior de la aleta se considera acdiabiitico, por lo que
el enfrinmiento sélo sc debe a la transferencia de calor por las superficies
laterales hacia el fluido en el medio poroso.

To To
g ‘l L _//
Aleta
L T
! Medio Poroso
X
= » T
2h Y

Figura 2.1: Esquema del problema de la aleta vertical inmersa en un medio
poroso saturado de fluido. :
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Capitulo 3

Ecuaciones de Capa Limite y
Aproximacion de
Darcy-Boussinesq

Las ecuaciones que mocdelan la conveccion en un medio poroso adyacente a
una aleta vertical caliente en la que se forma una capa limite térmica delgada
para grandes valores del nmiimero de Rayleigh son la ecuacion de conservacion
de la masa (continuidad), la ecuacion de Darcy-Boussinesq y la ccuacion de
conservacion de encrgia.

La ccuacién de continuidad se expresa como

ou oo
Oz Oy

donde u y v son las componentes longitudinal y transversal de la velocidad
del fluido en el medio poroso.

La ecuacién de Darcy-Boussinesq, que relaciona la velocidad del fluido
con los gradientes de presion y de flotacion para un flujo bidimensional cuyo
vector de aceleracion debido al campo gravitacional estd en la direccion —zx
es:

=0 (3.1)

w= X [——gﬁ + pgB (T — Too)] , (3.2)

" i
donde p denota la presion hidrostdtica local y 8 es el coeficiente de expansion
térmica volumétrica definido por 8 = (—1/p) (8p/0T) p.

Como los cambios de presién en direccién transversal son iuy pequenos
en comparacion con los cambios de presion en direccidén longitudinal, tenemos
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que
dp

Oy
Eliminando la presién en las ecuaciones (3.2)-(3.3) y empleando la funcién de
corriente, Nield y Bejan [4] demuestran que la ley de Darcy-Boussineq critica
para el caso de una aleta vertical inmersa en un medio poroso esta dacla por
la ecuacion siguiente:

=0 (3.3)

_ 9pKB (T — Tws)
n
La ecuacién de conservacién de energia para el caso particular de un inedio
poroso homogéneo en donde no existe generacién interna cde calor ¢ y los
efectos de disipacién viscosa son despreciables es:
or orT oT o*T 62T)

B0 ez TVhy T\ T2 T oy

(3.4)

o (3.5)
IZn la ccuacién anterior, T es la temperatura y a e¢s la difusividad térmica del
medio poroso homogénco, la cual se define como a = (A/pCp). Aqui, A re-
presenta la conductividad térmica del medio poroso [4], A = pAr+(1 — ) As,
donde ¢ es la porosidad y Ay y A, son las conductividades térmicas del fluido
y de la matriz porosa respectivamente. La ccuacién anterior cuenta con el
término o. que representa la inercia térmica del medio poroso y que es una
funcion de la inercia térmica tanto del fluido como del sélido. Dicho término
se define de la siguiente manera: o = [ppC), + (1 — ) p,Cps] /pCp. Las con-
sideraciones que se hicicron para el caso de la ecuacion de la conservacion de
energfa son las siguientes:

1. El medio poroso es homogénco. Esto significa que la matriz sélida y el
fluido contenido dentro de los poros estdn distribuidos uniformemente a lo
largo de todo el medio poroso.

2. EEl medio poroso cs isotrépico y por lo tanto las propiedades de trans-
porte como la permeabilidad especifica del medio poroso y la conductividad
térmica no dependen de la direccién del experimento a partir de la cual se
estd midiendo.

3. En cualquier punto del medio poroso existe un equilibrio térmico entre
la matriz sélida y el fluido que llena los poros.

4. Las ccuaciones asumen como vilida la aproximacion de Boussinesq y
se auxilian de la ecuacién constitutiva p = pg[1 — 8 (T — Tp)], donde pg es la
densidad del fluido a la temperatura de referencia Tp. Dicha aproximacion se
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basa en cousiderar constantes todas las propiedades del medio poroso excepto
Ia densidad, la cual es una funcién de la temperatura. Esta aproximacion
es vdlida siempre y cuando los cambios de densidad Ap sean pequenos en
comparacion con pg y que las variaciones de temperatura sean insuficientes
como para hacer que las propiedades del medio (tanto sélido como fluido)
varfen significativamente de sus valores medios.

Para cl caso de estado permanente, desaparece el término temporal de la
ecuacion (3.5) y tencmos que la ecuacion de energia es:

or or ( o*T  9*T

U—— + V—=— = =+ 5= 3.6

8z 8y Oz2 oy? (3.6)
Si empleamos las condiciones de capa limite [6] y [7], tencmos que y ~ §,
u ~ Ug, z ~ L, con § << L. Sustituyendo las condiciones previamente
mencionaclas en la ecuacion 3.6, tenemos que

AT AT AT

ucT -+ ’U 2 (37)
con AT = Ty —T. La ecuacién de la energfa se analiza bajo la consideracion
de que el espesor de la capa limite térmica § cs muy pequeino comparacdo con
la escala longitudinal L, de manera que AT/L? << AT/é%. Tomando en
cuenta dicha consideracién, la segunda derivada respecto a la coordenada
longitudinal se puede despreciar por ser mucho menor que el término de
segundo grado que tiene a la coordenada transversal, con lo que la ecuacién
de energia se reduce a la expresién siguiente:

oT ar a*T

U—— -+ vV

oz T VBy ~ Oy (3.8)

De acuerdo con lo anterior, las ecuaciones que gobiernan cl proceso de enfria-
miento de conveccién natural para un flujo bidimensional son:
Continuidad

du  Ov

%+5§=0 (3.9)

Ley de Darcy-Boussineq

= g—{f—ﬁ(T—TN) (3.10)
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Encrgia en'cl medio poroso

aTr  oT 8T
' = am—e— (3.11)

Por otra parte, ]a eccuacién de la energfa en la aleta es la ecuacién (lc Laplace
y estd dada por
8T + T
ox* ay?
donde Ty, es la temperatura de la aleta. Estas ecuaciones hay que 1esolve11as
con las condiciones de frontera siguientes:
En la base de la aleta, la temperatura de la aleta es Tg.

=0 (3.12)

To=Tpenz =1L

Adiabaticidad en el extremno inferior de la aleta.

Ty,
gy Oeny=—h
T
—8'; = Oenz=0

La temperatura y el flujo de calor en la interfaz sélido-fluido es la misma tanto
para el sélido como para ¢l fluido. En dicha interfaz, se cumple la condicién
de no deslizamicnto y de impermeabilidad para la velocidad longitudinal y
transversal del fluido respectivamente.
or a7,

eny=0, u=v=0, T="T,, y/\a—y=z\w'a—;'
Muy lejos de la capa limite, la velocidad longitudinal del fluido en el medio
poroso tiende a cero y la temperatura del medio poroso es Te.

u— 0,y T — T cuando y — oo.
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Capitulo 4

Definicién de Aleta Corta y
Aleta Larga

Las alctas pucden ser cortas o largas dependiendo del régimen de trans-
ferencia de calor bajo el cual trabajan. La diferencia entre ambas radica en la
relacién de la longitud de la aleta con la longitud de penetracién térmica, la
cual se define como la longitud para la cual la temperatura de la aleta tiende
asintéticammente hacia la que se tiene muy lejos de ésta. Para longitudes ma-
yores a la longitud de penetracién térmica, como la aleta y ¢l medio poroso
se encuentran a la misma temperatura (la cual estd dada por las condiciones
de frontera). el flujo de calor de la aleta hacia el medio circundante es des-
preciable. Es por eso que todo ¢l material de la aleta que se encuentre mas
alld de la longitud de penetracién térmica ¢s inttil en cuanto al proceso de
transferencia de calor se reficre.

Si la conductividad térmica del material de la aleta es grande, la pene-
tracion térmica de la aleta serd mayor y ésta se verd reflejada hasta la parte
inferior cde la aleta. Para cste caso, la longitud de penetracion termica L*
serd mayor o igual a la longitud total de la aleta L. Para el caso en el que sc
cumple la condicién L <« L*, estamos hablando de una aleta corta.

Por otro lado, existe toda una gama de materiales que poscen uia con-
ductividad térmica relativainente baja. Es para este tipo de materiales que la
penetracion térmica de la aleta a partir de su base no serd lo suficientainente
grande como para alcanzar la parte inferior de ésta. Esto ocasiona que la
temperatura en la parte inferior de la aleta sea la misma que se tiene en una
zona quc csté muy alejada de la aleta (fucera de la capa limite). En este caso,
la longitud de penetracién térmica es menor a la longitud total de la aleta y
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a este caso sc le define como una aleta larga, donde L > L~.

Como la longitud de penetracién térmica define el tipo de aleta, si defi-
nimos una variable s que relacione ambos conceptos, el andlisis tedrico y
numeérico del proceso de transferencia de calor conjugado en la aleta nos per-
mitird obtener los valores indicados que determinardn si sc estd tlabamn(lo
bajo el régimen de aleta corta o de aleta larga.

Sea s = L*/L, entonces existe un rango de valores de s para el cual se
ticne una aleta corta o una aleta larga y estd dado por la signiente expresion:

[Alcta Targa 1 > s > 1 Aleta corta]

Aleta Corta

Uce

Figura 4.1: Equema de la Aleta Corta
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Aleta Larga

U

Figura 4.2: Esquema de la Aleta Larga

4.1. Anélisis de Ordenes de Magnitud.

4.1.1. Aleta Larga

Con base en el sistema de ecuaciones (3.9)-(3.12) y considerando las defini-
ciones de orden de magnitud dadas con anterioridad, se deduce que la, ve-
locidad caracteristica en direccién longitudinal es, de acuer clo a la ecuacién
(3.10)

K
U 22 B 922 (1 —T) (4.1)
Asimismo, la velocidad caracter fsmca en dircccidn tr ansvcxsa] cs, de la ecuacion

(3.9)

é
Ve 11‘5 (4.2)
Substituyendo (4.1) en (4.2), se obtiene
6 [gKpB .
Ve ~ o [ ” (T—Tm)] (4.3)
18
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De la ecuauén (3 11) tencmos que*

Cancelando la
1eacomodando tér

Sustltuycndo e p01 suor clen de rnagrutud dado por la 1claclén (4 1), obten-

emos e ,1 ;
donde cl nimeroc de Raylelgh, Ra est'i deﬁmdo de la siguiente forma
' ~ gKg L

Loy
Si se completan términos en la ecuacion de Darcy, se puede formar el mimero
de Rayleigh tal como estd definido en (4.5). El orden de magnitud de u.
queda dado por

gkB(T — Too) L* Om Ra*om
Ug ~ [—"U——— : a:] (——) ~ - (4.6)

Completando una vez mds el nimero de Rayleigh y sustituyendo la relacién
(4.4) en la relacién (4.2), se obtiene el orden de magnitud de v, el cual estd
dado por
k
Vg ~ [g—ﬂ’ (T — Tw)] 2 ~ Rgw/22m (4.7)
) v L~

Por otro lado, el orden de magnitud del flujo de calor en la interfaz sélido-
fluido

BT ATo—Tw) A(To—Two) Ra*'/?

6y ) L+
donde se ha utilizado la reclacion (4.4).

El flujo de calor total en la aleta se obtiene al multiplicar (4.8) por la lon-
gitud caracteristica, L*. Sustituyendo y empleando una vez mds a la relacién
(4.4) se obtiene el 6rden de magnitud del flujo de calor total.

orT )\ (To — Two) L

Aoy L 5

(4.8)

~ A(Th — Tio) Ra™'/? (4.9)
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Para el flujo de calor total en la base de la éxlet.a, la ecuacién de conduccién
se multiplica por el espesor de la-aleta cuyo valor-cs iy se valia a‘lo largo
-de toda la longltud que para estc casocsla long1tud de penetramén térmica..

8T /\w(To— .x,)hr" 4

(4 10)

El HUJo de calor total en la alcta se obtiene substltuyendo el orden de’ mag—
mt.ud de la longltud de penetracién térmica en la siguiente expresu'm

9Ty

= X, h o~ /\W—ATTIL ~ )\ATRa"/2' o (4 14)

oz

Dxpresando cl ﬁu_]o de calor total en forma adimensional, el numero de
Nusselt estd dado por la siguiente expresién: . :

G N SR s
[Nularga'_—'mNR(l 1/2 B : (4 15)

Como puede observarse de la expresién anterior, para éstc r(.glmcn, la.
longxtud de la‘aleta se vuelve irrelevante por completo.
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4.1.2.  Aleta Corta -
De la relacién (4.4)
. , L
: . Ral/?
Para el flujo de calox total en la parte lateral d(_ la aleta, se emplea la relacion
(4.4) en la relacién (4.9) valuada a lo largo de toda la longitud de la misma.

&~

ar
Iy |y

AT 1/2

A L~ A=—L~ AATRa (4.16)

Para la obtencién del flujo de calor en la base de la aleta, se emplea la. 1clac16n »
(4.10) valuada en el espesor que vale h. v

A o7y,

(T Tl) .
oz b

A~ = : '(4.‘17)

L

Igualanclo (4.16) con (4.17), se obtiene el orden de magmtud clcl ﬁu;o de calor
para una aleta corta. S P
,\.,,(—T—,“ET—I)M AATRal/?

Por lo tanto, el flujo de calor es del orden de:

1/2
w ~ AMTRa'? ~ AATRa*'/? . (If’)

Para este tipo de casos donde s >>» 1, la temperatura de la aleta es casi
uniforme e igual a la temperatura que se tiene en la base de la aleta. En forma
adimensional, el niimero de Nusselt para una aleta corta queda definido por

la siguiente expresién:

qw Ra*'/?
Nucorta = AT "~ iz (4.18)
donde s > 1.
21




Con base en-el andlisis anterior de érdenes de magnitud, el comportamiento
del mimero de Nusselt reducido como funcién de s en la aleta es de la forma
presentada en la Figura 4.3.

Nu
Ra*1/?

Aleta [ 7 Aleta ,
larga: | .. corta;
— — s
'I;

Figura 4.3: Numero de Nusselt reducido, Nu/Ra.‘l/zz

como una. funcién de s,
obtenido segtin 6rdenes de magnitud. i
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Capitulo 5

Solucién por Autosemejanza

5.1. Aletas Largas

Para aletas térmicamente largas donde L >>»> L* (valores para s <« 1),
la longitud caracteristica apropiada es L*. Para este tipo de régimen, se
introducen las siguientes variables adimensionales:

U = 2, v="2Rg
U Ug
o = Lo—.’l:
- =5
zZ = —y;Ra.“‘l/2
0 — T —Tw 6. — Tw—Two
To—Too’ © (Tp = Teo)

donde Lj cs una longitud que se calculard mds adelante y u. es la velocidad
caracteristica de flujo, definida por u, = gKB(T — Too)/v.
La forma adimensional de las ecuaciones (3.9)-(3.12) queda comno:

Continuidad
oninuaad 8_U N QY_ —o (5 1)
80 ' 8z '
Darcy:
U=—-6 (5.2)
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Energifa:
U80 v 96 9% _ .
9" Voz = 527 (5.3)
~Es.muy.importante mencionar que si la relacién de esbeltez de la aleta
hiL* < 1,1la ecuacién de la energia en la aleta (3.12) puede ser integrada en
direccién transversal. Esta aproximacion se llama aproxiinacion de la aleta
térmicamente delgada y se basa en el hecho de que las variaciones transver-
sales de temperatura a través de la aleta son muy pequenas comparacdas con
la diferencia total de temperatura. En este caso, se asume que la temperatura
de la aleta depende exclusivamente de la coordenada longitudinal, por lo que
la ecuacién de la energia en la aleta adimensional queda como

2
004 2| o 5.
con las correspondientes condiciones de frontera adimensionales:
enV = 0y Z=0, 8§ =46,, mientras que U = 0 cuando 2,0 — oo
6y = 1lparaoc=o0pYy 0y — 0 cuando o — oo

donde oo = (Lo — L)/L*.
Si se definen a unas nuevas variables tal que
‘ : d
0 = 0u8(©) =0T
Z : i : . : _
£ = > ‘ (5.5)
) ; ;
=
F (&)
o2
donde A = o esuna constante a determinarse posteriormente. De la ecuacion
de continuidad (5.1), se obtiene una relacién entre F (£) y f(£) de la forma

R

Por lo tanto, la ecuacién de energfa (5.4) se transforma en una ccuacién
diferencial ordinaria de tercer orden (ver apéndice A) dada por

1df df ef _ _—
s (X)) 0
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con las condiciones-de frontera dadas por

| _, & &2f
#l, " &l @

Tenemos cuatro condiciones de frontera para una ecuacion diferencial de
tercer orden, por lo que automdticamente se puede encontrar el valor para
la constante A. Haciendo un cambio de variable, tanto para la independiente
como dependiente de la forma f = g/VA y € = ¢/VA, la ccuacién toma la
forma universal

= —12, f(0) =0 (5.7)
4]

d’g dg) d’g
- -3 -+ > =0, 5.
-0 (%) ot 68
que debe integrarse con las tres condiciones de frontera
dg dg
0) = 0’ —_ = 1, Yy == =0 5.9
g(0) 4l 74 P (6.9)

Invirtiendo la transformacién, resulta que d'“’g/d(,’r"|0 =1/ VAy

d?f/de*|, = —12/V/A. Si se conoce d’g/d¢?|, entonces se determina el
valor de la constante A. La figura 5.1 muestra la solucién numérica de
la ecuacién (5.8) con sus respectivas condiciones de frontera (5.9), medi-
ante la técnica numeérica descrita en el apéndice B. El valor obtenido de
d?g/d¢?|, = —1.5158, por lo que el valor de A = 62.67 y oo = 3.9722. El
flujo de calor adimensional en la parte superior de la aleta estd dado por

Nu= Ra“/?ai ~ 0.75525Ra*!/? (5.10)
0
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1-0 B M T v T v T - ¥ v

d’g/de’),=-1.5168 .
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Capl'tljlo 6
Aleta Corta

Para una aleta corta, L <« L*, (s > 1) se emplea un andlisis'de orden
de magnitud semejante al descrito para una aleta larga. La tinica diferencia
radica en que la longitud caracterfstica apropiada es L, en vez de L*. El orden

de magnitud de §/L es por lo tanto

é 1 :
L~ "’ (6-1)

por lo que se puede definir al espesor de la capa limite como una funcién de

z tal que
S(@) v S~ XEL (6.2)
Raz Ra

donde Ra, = Ra (:z:/L) .

6.1. - Solucién para la Aleta Corta

El problema de transferencia de calor para este régimen puede ser estu-
diado empleando las siguientes variables adimensionales de orden unidad:

_ oz yRal/?
X = 7 m= vz L
wo T — T = Ty—Teo T n

Ra1/2\/_ 1 8f f of
v Ug [2”67) 2 X'a';}]
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La ecuacién de conduccién de calor adimensional para-una aleta corta se

transforma a )
33/2d20w . 1 8°f

===, 6.3

, o dx* vxXontly' e

donde las condiciones de frontera en los extremos de la aleta estdn dadas por
do '

0w=lenx=1yg;‘”=0enx=0. (6.4)

La ecuacién adimensional que rige el movimiento del fluido inmerso en-el
medio poroso (ver apéndice C), se reduce a

L TR T 124 (©:5)
o’ " 2 on? Ondxdn  Ox O '

con las condiciones de frontera adimensionales siguientes:

_daf _ _ af _ '
f= dn'_ew enn=0y an = 0 cuando 77 —» o (6.6)
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6.2. Solucién Asintética para s — oo

Para grandes valores de s comparada con la unidad, se puede obtener una
solucién asintética de las ecnaciones (6.3) y (6.6) mediante la expansién en
potencias de s73/2, La solucién puede ser escrita como

O (\’) O = 1 our(\)
/! — 4 - ’ . 6.7
{ S So(m) ; s32 1 filx,n) (6.7)
En este caso, el término dominante para la temperatura adimensional en
la aleta es 0,; = 1. Acarrcando las expansiones dadas en las ecuaciones

(6.7) a las ecuaciones adimensionales (6.3) y (6.5) con las condiciones de
frontera asociaclas y desarrollando términos hasta el orden s—3, se obtienen
las ecuaciones siguientes:

Para el sélido:

d?6., 1 8%f;. .
BE TN o |, PeIE (©6:8)
- k4 I7=
con las condiciones de frontera
dé.,
— =6,(1)=0, paraj>1 (6.9)
dx r=0 e '
- Para cl fluido inmerso en ¢l medio poroso:
‘ ‘ ' Bfo 1 _.d%fy
ap Taloge =0 -, 1619)
32f1 l2f0 dfo 861 PR df B
3773 (fo ) A ldnaxon T dn? 3x] o . (6'11)
con las condiciones dc frontma vélidas para 7 > 0
of; o ‘
fj=-a—{7’-——0w=0enn=0 i }(6-12)
y P : .
c){; = 0 para 7 — co. . (6.13)
La ecuacién (6.10) junto con las condiciones: de frontera (6. 12) Y (G 13),
para j = 0, corresponden al problema cladsico de conveccién en un’medio
29
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poroso adyacente a una aleta vertical isotérmica con calentamiento {10]; dan-
do d?fo/dn?|l, = —Go = —0.444. La correccién de primer orden parala
temperatura adimensional de la aleta dada por la ecuacién (6.8) se puede
obtener después de integrarla dos veces, obteniéndose asi

D ax"=-——" (1 - x*?). (6.14)
n=0,3/2

donde ap = —asj2s = —4Gy/3. Las soluciones para la ecuacién lineal (6.11)
con las correspondientes condiciones de frontera deben ser de la forma

A6 = D aaX"gn(n)

n=0,3/2

donde gn(n) satisface las ecuaciones diferenciales ordinarias

d gﬂ d gn- dfO dgﬂ- 1 d fO
— ————— it —— — -_— ’( — ?—l. .
fo n + n e gn =.0, paran = 0,3/2. (6.15)

Las condiciones de frontera asociadas para g, son

49n
dn

_ dgn

=0. (6.16)

n=0 n—00

La solucién de las ecuaciones (6.15) y (6.16) da los valores Gy (n) = — d?gn/dn?|,.
Empleando las propiedades de invariancia de las ecuaciones de la capa limite,

se puede demostrar que G;(0) = 3/2G = 0.666. El valor numérico obtenido
de G1(3/2) = 0.937. Siguiendo el mismo procedimiento, la correccién de se-
gundo orden de la temperatura adimensional de la aleta esta dada por

anGh (n) n+1/2 _ 1) (6.17);
n=o§/2 (n+ 1/2)(n+3/2) (X )

Resumiendo, la temperatura adimensional de la aleta para grandes valores
del pardametro s, hasta términos del orden s~3, puedenvser‘ csc‘:rit:ja como
' 4 Gy ajan i '
w=1- gz (L-x* )’ S
+290 (126, (1 = x7%) = G1(3/2) (1 = )] + O™ (6.18)
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El nimero de Nusselt reducido, Nu/Ra.‘”2 =.5 dfw/dx|, cstd dado por

Nu _ 2Go [1 _ (6Go — G1(3/2))

Ra"? — s1/2 353/2

] + O(s"7/2), para s — oo.  (6.19)

La propiedades térmicas del material, tomando en cuenta la definicién de
la longitud de penetracién térmica L*, no juegan mn&,un papel en la trans-
ferencia de calor del orden dominante debido a que Ra*'"*/s'/2 = Ral/? es
independiente de L*.
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Capitulo 7

Método Numérico para la
Solucién de la Aleta Corta

Para poder resolver nuinéricamente el sistema de ecuaciones (6.3)-(6.6),
lo que procede es modificar el problema de manera que se pueda convertir
a ¢ste de uno con valores en la frontera a un problema de valores iniciales.
Esta transformacién se hace introduciendo una nueva coordenada longitu-
dinal adimensional. Dicha coordenada estd dada por ¢ = x/s. Empleando
la nueva tranformacién, la ecuacién para la conduccién de calor en la aleta
adimensionalizada queda representada por la ecuacién siguiente

d?0w 1 8%f

d(2 - C1/2 on?

mientras que la ecuacién (6.5), que es la del fluido inmerso en el medio poroéo,
queda de la forma

33f fazf 3f 62f 6f62f .

_—t e 7.2

o Y 2ar = |anacen ~ o on® : (7.2)

Con las’ cond1c1ones de ﬁont:era en la base y parte inferior de la alct'\ dadas

por:: -

(7.1)

e ,:  : 0. . :
donde C = l /s Cabe mencionarse que cerca del borde inferior de la aleta,
cuando ( — 0, ., tiene el siguiente comportamiento asmtdtlco :

b —at §a3/2G0C3/2 +0(¢™7?), ¢ — eo. (7.4)
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~donde a <1 es una constante que se propone a priori. Para un valor dado de
a, se obtiene un valor de (; y de s. Para valores de s > 1, se emplea la ecuacioén
(6.18) para poder tener un perfil preliminar de la temperatura adimensional
en la aleta. El flujo de calor adimensional 82f/8n2%], como una funcién de ¢
se obtiene integrando la ecuacién (7.2) con las correspondientes condiciones
de frontera. Esta ecuacién se descompone en una ecuacion de primer orden
y en otra de segundo orden para que posteriormente se resuclva empleando
una discretizacién en diferencias finitas centradas, tal como sc describe en
el apéndice D. Una vez que se ha obtenido el flujo de calor adimensional en
cada posicién de ¢, se obtiene el nuevo perfil adimensional de temperatura
en la aleta resolviendo la ecuacién (7.1) con el comportamiento inicial dado
por la ecuacién (7.4), empleando para ésto un procedimiento Runge-Kutta
de cuarto orden. Posteriormente, se repetird todo este proceso hasta que se
llegue a un criterio de convergencia.
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Capl'tlﬂo 8

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados analfticos y numéricos obtenidos
para el caso de una aleta vertical delgada inmersa en un medio poroso satu-
rado de fluido. La grdfica 8.1 muestra el niimero de Nusselt reducido como
funcioén del pardametro adimensional s. El rango de valores de este pardametro
va de 0.1 hasta 10. La solucién numérica junto con las expansiones asintéti-
cas de primer y segundo orden se presentan juntas para posteriormente poder
hacer una comparacién entre las dos soluciones.

La grdfica 8.2 muestra la distribucién de las temperaturas adimensionales
de la aleta como una funcién de x para diferentes valores del pardmetro s.
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1.0 - ey . ——r —
09 N ' Ec. (6.19), s<<1

) B Expansion asintética
0.8 de primer orden N

0.7

0.6

Nu/Ra

0.5 Resultado
I numérico
04
0.3 |-
02 I Ec. (6.19), s>>1
“r Expansién asintotica a
0.1 [ de segundo orden ]
oo [ 4 Y PP RN SRS | 1 2 Al 2 l-
0.1 1 10

Figura 8.1: Comparacién entre la solucién numérlca y la solucién asintética
de primer y segundo orden.
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Figura' 8.2:" Gréfica con las temperaturas adimensionales en la

una funcidén de x para diferentes valores de s.
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Conclusiones

En esta tesis se estudio el fenémeno de transferencia de calor conjugado
cn una aleta vertical inmersa en un medio poroso saturado de fluido. La
temperatura en la aleta, que depende de su espesor y de las propiedades
térmicas tanto de la aleta commo del medio poroso en el que se encuentra
inmersa, tiende a disminuir asintéticamente hasta alcanzar la temperatura del
medio circundante. Esta condicién se cumple cuando se alcanza una longitud
L* llamada longitud de penetracién térmica.

Para grandes valores del nimero de Rayleigh, el problema estudiado de-
pende tnicamente del pardmetro adimensional s = L*/L, cl cual nos permite
distinguir dos regfmenes posibles: aletas térmicamente largas y aletas térmi-
camente cortas.

Para el caso limite en el que s « 1, se trata de una aleta larga y corres-
ponde al trabajo previamente reportado por [15], donde el problema tiene
una solucién por autosemejanza para valores pequefios de s comparados con
la unidad.

Para el caso limite en el que s > 1 (alcta corta), el mimero de Nusselt
reducido depende muy débilmente de las propiedades térmicas del material de
la aleta. Esto es evidente si se observa ¢l primer término de la ccuacién (6.19),
en la cual el término de primer orden es independiente de la conductividad
térmica del material.

En la figura 7-1, se observa que la solucion asintética obtenida en la
ecuacion (6.19) se ajusta perfectamente a la solucién obtenida numéricamente
para valores de s > 1, mientras que para valores de s <« 1 la solucién
numérica converge con la solucién de la ecuacién (5.10).
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Se derivé una solucién asintética de segundo orden para el limite en el
que s — oo y se demuestra que la aproximacién de aleta corta es vilida
para valores de s > 4, mientras que la aproximacién de aleta larga [10]-[15]
es védlida para valores de s < 0.4. Cabe mencionarse que la importancia de
esta tésis radica en haber estudiado la transiciéon de una aleta corta (que
cuenta con pequenas razoncs de transferencia de calor) a una aleta larga
(con grandes razones de transferencia de calor).

En la figura 7-2, sc observa que para el caso de aletas cortas que cuentan
con grandes valores de la variable adimensional s, la temperatura adimen-
sional de la aleta tiende a ser uniforme en toda su extensién. Esto se debe a
que la longitud de la aleta no es lo suficientemente grande comno para disipar
calor de forma considerable, razén por la cual la temperatura adimensional en
la base de la aleta es casi la misma que se tiene en su parte inferior. Por otro
lado, es evidente que conforme disminuye el valor de la variable s, las curvas
se vuelven 1nds pronunciadas. Dicho comportamiento resalta el hecho de que
existe una relacién directa entre el valor de s y la diferencia de temperaturas
que hay desde la base de la aleta hasta su parte inferior. IEste comportamien-
to estd mtimamente relacionado con la longitud de la aleta, pues mientras la
longitud de ésta sea mayor, cs claro que se tendrd una mayor capacidad para
disipar calor (por el hecho de que se cuenta con una superficie mds grande)
y por ende habra una diferencia mayor entre la temperatura de la basc de la
aleta y la punta de la misma.
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Apéndice A
Solucién por Autosemejanza

En éste apéndice se desarrolla la solucién por autosemejanza para el
régimen de aleta larga, partiendo de las ecuaciones adimensionalizadas que
gobiernan el proceso de enfriamiento de conveccién natural para un flujo

bidimensional.
De la ecuacién de continmidad adimensionalizada

a0 oV
——a? 4 'a—Z‘ =0 - (Al)
Introduciendo las variables siguientes
6 = 0w¢ (5) .
R R (4.2)
- gw = A o™m E

La de1 wada. del primer tér mmo de la. ecuacujn de continuidad adimensionali-
zada es dc la forma -
~ G0 _ doy ) ddE
9o Y do T ““Ydfdo

sustituyendo las variables (A.2)‘en la ecuacién anterior

80 _ 0w _, <;nz d_¢_¢___ ngo™\ de
do do M\ ontl o+ ) dg
90 _ df, , (n&\ dé - - :
5 = — 0. (—&—) i ; (A.3)
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-El segunclo término de la ecuamén de contmuxdad adlmensmnalu'\da queda
de la forma siguiente :

av 8V6§ 6V1 :
.. 2T o A
Igualando (A.3) con (A.4) -
Be 8z
oV 1 _ 0, nEdd
9 on ilide Mo df
sea 8, = Ac™, si se introduce esté; nueva Vauable a la ecuacion anterior
v 1 TN me1_ AP
'azz.—n—;“,’”“f, " - Ao inege &

Para la ecuamén de Laplace adxmensxonallzada e

A,d0 80

i do? + 9Z|, O

se tiene que

Substltuycndo nucv‘tmentc la
forma :
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igualando una vez més los e\ponentes
m—°—m—n, = n=2
= Para:el:-primer térmmo de la ecuac1én de energia

do - by _ , do dE
‘ed—‘—— [¢da = ZET]

Susfituyel1do nuevamente las variables (A.2)

do mdd (—nZ om2Ed
~0%8 = ~¢ [pamant — aomZE Ull)]=—¢[¢f‘m°’ ]

dg 2 _2m-1 ¢ o S
gda— —A%c ¢¢1n 2§§ _: e (A5)
El segundo término de la ecuacién de'la enmgfa ad1m011510n'111/ada qu(‘cla de
la siguiente forma : ; e ; :
A9 _ ipp dOdE _ . Ao™ d¢‘_
de* F9 wggdz ~°F o dE =

El lado de1echo de la ecuacién de energia estd dado po
- 0% d2¢ d2§
az% — d§2 dzz =

resultantc es ;f 5

A2 2m—-l l: m_g ¢:| +A r+m—2F_ — ! A8
g | gm — 26 g - (A.8)
igualaudo_expon _
. = r+m—?— m—4
Adoo=mi= 4, =>m-—3 (A.9)
"11[;‘=v r—3—2 =>r_‘2

sustlt'.uycndo los valmes obtemdos e
d¢ v

=0
df o )
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se obtienc

48 — 12
€ |o
y-por lo tanto..,
1
Bwl (0’) = -0'_3
, zZ
o | ¢ =z |
‘Empleando los valores obtenidos en (A.9), se tiene que la ecuacién resultante
es ’ o : A :
d(F/A) _ i
-3 A.10

Intchando la ecuac1én (A.10) se obtiene

——3/¢d§ 2/§d¢d£

sea ¢ df /df s susmtuycndo el cambxo de 'arlable en la ecuac1c’>n anterior

Integrandé por. :pérﬁgés_ se

(A.11)

Sustltuycndo (A

oy

df d2 Fodr
E—=F—f>5% ;25 T =
dE ag®.  Tdg . TdEdet
por-lo que la ecuacu.’)n diferencial ordinaria de terc‘ "_ orden 1esultantc cs:
1 de d2f :
ZF - ( ) + f , (A.12)

TR '(q\*“—”l
K\.PP‘LL..;.}L ] b‘u\).:M




La cual ests sujeta a las condiciones de frontera siguientes

T T e, T O
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Apéndice B

Discretizacion de la Ecuaciéon
(5.6)

En este apéndice se utiliza el método de diferencias finitas centradas (o
método de la caja) para resolver la ecuacién diferencial ordinaria obtenida en
el apéndice A. El programa principal, escrito en lenguaje FORTRAN, consta
de una subrutina principal que resuelve la matriz tridiagonal.

Partiendo de la ecuacién (A.12)

o)

A dgd

con sus respectivas condiciones de frontela

¢ ahforma f'—- g/VAy € = C/VA, la

(B.1)
que kdkeb'e int:,eg";“émrs'e cqn{, ja‘sv:.,t;fes cpﬁdiciones de frontera
0)=0, ==| =1, =2| =0 B.2
9(0) =0, 2 : . (B-2)
46

; ALLE “‘ ) r\l(,.r,[‘“ ;




Se propone el cambio de variable u = dg/d{ y se sustituye en la ccuacién
(B.1)

d2
-3 — =0 B.3
, , . “+gd< By
Ahoxa 1as nuevas COlldlClOlle‘- de frontela son

vO=Lyu@)=0 (B.4)

seag—foudCyg(O)-—O ; ’ -
Realizando un camblo dc vauable de la forma

(B.5)
P .
dC Guau + 3 (ua)? + gd—c =0 (B.G)

El sistema de ecuaciones anterior se lleva de un espacio continuo a uno discre-
to, utilizando para ello un arreglo en red que contiene a la placa proyectada
en un espacio que la cubre totalmente. Aplicando el método de diferencias
finitas centrales de Forenberg [8] y discretizando término a término, se ob-

tiene

U = Ui

du o Uil — Uiy

a 3AC (B.7)
d*u — Uil — 2Ui + Ui
d¢? S A<2

Sustituyendo las ecuaciones (B 7)enla ectmclén (B. 6) se tiene que -
u+1—2u +u_ Uiy - u_i ' o
Lus AC; - 611,11,4—9;(——_‘l 2AC,~1 )=—3ul

Ordenando la ecuacién anterior por fndices

Uiyl 2u; Ui—y Uip1 ' ’llz—‘ _ o
AC A§2+A(2 Ouiss + 958 ~ 9igac = O
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1\ 20 a A . i
Ui+l (AC) +919AC) +u <—A_C2 = GU.-) +"U.vi—1 (-A—F —gim) = —3u;
l\/Iultlpllcanclo ‘todo por AC2 ‘ o SN -

’U,,'+i ( 5

‘Las condlclones de arranque y cle ter mmamén dc la coulda son las sngtuentes

: (—2 - Gu“AC"’) + u._.l (1 — g. AC) = '-—3yu§AC2

Ui=1 = 1 y u1=n '—“0

ecoonug
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Programa que calcula la soluclén asmtétlca paxa. el problema de la aleta
con enﬁmnnento

PROGRAI\/I Lorenzo
IMPLICIT-REAL*8 (a-h, o-z) ’
PARAMETER (N=10000) " " e
DIMENSION A(N),B(N),C(N), R(N) UN(N) g(N) GAl\/I(N+1) U(N) UA(N)
IS=1

ICON=0

ICONT=0

G(1)=0.D0

DETA=0.001D0

DETA2=DETA*DETA

NMAX=10/DETA

IT=0

REL0O=.5D0

12 CONTINUE
OPEN(10,file="Lorenzo.dat’)

DO J=1,N

ETA=(J-1)*DETA

IF(ETA.LT.1.D0) THEN

U(J)=1.DO-ETA

ELSE

U(J)=0.D0

END IFF

END DP

UPA=-1.D0

IT=0

40 CONTINUE

IT=IT+1

IF(IT.GT.1000) GOTO 13

WRITE(6,*) IT,UP,UPA

G(1)=0.D0

UA(1)=1.D0

DO 41 J=2,N

UA(J)= U(J)

41 G(I1)=GJ-1)+(U(N+UJ- 1))*DETA/2 D0
C(1)=0.D0 ;
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B(1)=1.D0
R(1)=1.D0

A(N)=0.D0

B(N)=1.D0

R(N)=0.D0’

DO 31 J=2,N-1

ETA=(J-1)*DETA

A(J)=1.D0-.5DO*DETA*G(J)
C(J)=1.D0+.5DO*DETA*G(J)

B(J)=-2.D0-6.D0*UA (J)*DETA?2

R(J)=-3.DO*UA (J)*UA(J)*DETA2

31 CONTINUE

CALL TRI(A,B,C,R,UN,N,GAM)

DO 42 J=1,N

U(J)=UN(J)*RELO+UA (J)*(1.D0-RELO)

42 CONTINUE
UP=(-U(3)+4.D0*U(2)-3.D0*U(1))/(2.DO*DETA). .
IF(DABS(UP-UPA)/DABS(UP).LT.1.D-10) GOTO 13
UPA=UP _ v
GOTO 40

13 CONTINUE

DO J=1,N,10

ETA=(J-1)*DETA

WRITE(10,100) ETA,G(J),U(J),UP

WRITE(6,100) ETA,G(J),U(J)

END DO

100 FORMAT(5¢15.5)

STOP

END

C k¢ s ke 3 2k 3 s ok ok s sk oK b sk 3k K sk sk sk sfe sk ok S 3 ok ok ke sk ok 3 ok sk sk ok sk sk ok ok sk ok sk Sk ok o ok 3k ok ok e skeok
SUBROUTINE TRI(A,B,C,R,U,N,GAM)

IMPLICIT REAL*8(a-l,0-2)

DIMENSION GAM(N+1),A(N),B(N),C(N),R(N),U(N)
IF (B(1).EQ.0.D0) PAUSE 'SINGULAR MATRIZ’ '
BET=B(1)

U(1)=R(1)/BET

DO 11 J=2,N

GAM(J)=C(J-1)/BET
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BET =B(J)-A(J)*GAM(J)
IF(BET.EQ.0.D0) PAUSE "MATRIZ SINGULAR’
UD)=(R(J)-AJ)*U(J- 1))/BDT

11 CONTINUE

DO 12 J=N-1,1,-1

U =U(J)-GAM(J+1)*U(J+1)

12 CONTINUE

RETURN

END
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Apéndice C
Solucién para aleta corta

A continuacién se presenta la solucién para el régimen de aleta corta,
partiendo una vez mis de las ecuaciones adimensionalizadas que gobiernan
el proceso de enfriamiento de conveccién natural para un flujo bidimensional.
Empleando las siguientes variables adimensionales de orden unidad

yRa _z
T XTI

Tw(z) — Two
O = T, — Ton , 6

Pala el pumer térmmo dc la ecu
tiene : C

du _du  Budn  u.- 52 f - 32f[

3_:1:_0_+6_773:1: Lanax +, “on?

Mientras que el segundo tcunmo de la. ecuacién de contmmdad adxmenswn—
alizada est4 dado por : : : ol
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Igualando:ambos términos

v __ou
L oy Oz . ‘
"8v Ra.‘/2 S g G 7 lkgazfﬂr
017 \/ T Léndx 2 Lxon*x -~
Dw:dxendo toda la ecuac1c5n entre ue e TN
- Bv Ra.’/2 _ 1 &f 8*f +l_7_7_ f
) 677 \/a: Ue - Lanax 2 La 2
NIultiplichnydo‘toda la ecuacién por z
v Ral?z 1/2——3 82f z 7 32f
877 L2y, L&ndx ' 2xLon?
Se obtlene la 51gu1ente expresién para el orden de magnitud de V
Ra1/2 1/2

Substituyendo'(C;Z) en la ecuacién anterior

oV _ _xL&f  xLnmOf__ Of 1.8
. On T T Londx ' 2 xLonr anax 2502
Int:eglando por partes se obtlene el valor de V. k
- "of n 62 f 1.8f f - Of >
= — d =N = - .
xax Pl + "o " 2"on T2 T Xox (C.3)

Pala la ecuamén de la energia y empleando un anélisis semc;antc al anterxox,
para, el caso del primer término se tiene - :

[ae 1 99 1 n'-] - uCATc')f

Y
T |oxz v ag 2xL on

Substltuycndo la ecuacién (C.3) en: la rela 'én (C 2) 1 dplmxoll u,sultantc
es la relacién siguiente e SRy

Raliigizz’ ™~ Ral/2g1/2 [517—3;_5— xa—-X] (4

o 1n0
2xon]

UV ~

X‘.} L: '.'f! D'J 0‘ L § i\




Se substituye la 1elac1én (C.4) en el segundo término de la ecuamén de energia

Y8y T RallPzil?

;ucATa_B_ 16f_£_‘§£ :
T xL 6n |2 617 2 Xax
Para el término'derecho de la ecuacién de energia

orT ,‘Ll/zucAT [1 af _f af] 1 Ra1/2

2" on 2 677 ":z:’/"Ll/?

8T 8%0 Ra 8% Ra amAT Ra 1 626
57 = oty =AM R =T 12 xop

Gt
Por otro lado, eliminando términos y simplificando:

ucAT mAT Ra am

7 T2 —Ra (C.5)
oy gkBATL  ghkBAT
uc == ——— =
L v v

Substituyendo las ecuaciones obtenidas para cada término de la ecuacién de
la energfa y tomando en cuenta la simplificacién dada por la ecuacién (C.5),
la ecuacién resultante queda como

of[66 1nd6) 16671 6f f_ 9f
on|8x 2x0n x On 2”677 2 "‘ax i

Realizando los productos : ‘

8f86 1ndf86 1ndfdg 1500 . 8fd9 _10%

-1 4
anax k2x61776177 ’2x6'r)677 x2817 Bxan xan

Simplificando y multiplicando to‘dalla.kecuaéién por x

af 86 . foe 6f60 92_0

617 ox 20n Xoxon o

Reacomodando térmmos y factorizando, la ecuacién resultante es de la forma

2%  f08 _ _[0f08 Of86 (C6)
an 20n "~ |ondx 9xon '

54

KT rs,fv\\-

.‘u... AR

FALLA DE ORIGEN




donde 6. =8 f/an. ;'Empleando otra hot‘acién,la ecuacicjn (C.6) se expresa
como

fnvm + ffrm X [fnfxn a fxfrm]’ ;

Las’ condlclones de ﬁont;el'x cmrespondxentes son’

By o

Empleando la variable adimensional z = y/h Junt:o con las demés variables

]

adimensionales de orden unidad

Aw 80,
h ::')Z

2,
8Z

AT =

A h Ra'/? 99

= T e L As c.7
o )\u;L.;;\/;? 617 ( ),

Sxmpllﬁcando y reacomodando térmmos se. obtlene

A »h .
N T TR | (C9)
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L/2
tl/?

e~ o7
Substituyendo la relacién (C.9) en la ecuacion (C.7)

80yl. h  hRa?86| _ k> Ra'/? 96
8z |, L*Ra*'?L /X On|, L*Ra*'2L /X 8n|,

Substituyendo la ecuacién (C.8) en la ecuacién anterior se obtiene la expre-
sién siguiente
- h? 1 96

0w | h?  Ral2L'? 1 86 h? 1 89
aZ = L*Ral/2], L‘1/2 \/—677 L‘L‘/zL‘1/2 \/_677 L‘3/2L1/2 \/— an
Multlpllcando toda la. ecuacién por L*3/2
806, h? L3/% 1 86
37| = Hiar =5 (C.10)
8Z |, LEL*32 /x0n|,
Sabemos que para valores de s = L*/L > 1 se trata de una aleta corta
y que g2 = h?/L2, por lo que L3/?/L*3/? = $3/2_ Si sc substituyen estas

ecuaciones en la ecuacién (C 10), la ecuacién resultante esta dada por la

expresién siguiente

0y, 1 £2 96

57 : = sTﬁ-_ﬁ% . (C.11)
Para el caso de una aleta térmicamente delgada
B0, 200
.Ox*?
8%0, 1 1 g2 086
i = TESAE R,
2 80u _ _ L 00
o T T VxRanl,

y como 6 = 8f/8n, la’ecuacién adimensionalizada resultante para la energfa
en la aleta toma la forma

20w 1 2
3290w _ 19/ (C.12)
: Ox VX on? |, ;
Donde las condicioncs de frontera correspondientes son
a6 :

9w=1enx=1y5;w=0enx=0.
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Apéndice D

Discretizaciéon para la aleta
corta

En este apéndice se desarrolla la forma en que se realiza el cambio de
variable que hace que la ecuacién para la aleta adquiera la forma universal y
posteriormente se muestra la forma en la que se pasa de un cspacio contfnuo
a uno discreto empleando diferencias finitas centradas.

Partiendo de las ecuaciones adimensionalizadas para la aleta corta para
el sélido y el fluido respectivamente

5P _ 1 O°F
* e VX O
Somm + “gfnn = X [fnfxn - fxfnn]

Proponiendo un cambio de variable de la forma { = ¢/x, si se introduce en
la ecuacién adimensionalizada de la aleta, resulta :
$3/2 %0, ¢ \/_62f

el .
a¢ Bx v

Reacomodando términos

33/232—1/.,2_6‘_

Igualando e\ponentes se tlene que s3/2 3/2 1, por lo que ¢ = 1/s y por lo
tanto SRS L
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¢ =x/s. Como 1esultado la ccu'\c1én parala aleta qdquxele la founa univer-
sal L

~ dzﬁ.,; . 1 &2 o f
it T Ko

adlmensxonalmada pma el ﬂuldo ae txansfoxma en.

l\/Ilenmas que 1 ecg'\'
la 51gu1ente ecuacuﬁx

fnrm”‘ ffrm C[frlan"fonn]’

Como sabemos que 6 = df/dn, la ecuacién pma el ﬂmdo es de la for ma
O+ 5 f ‘9 C[fngc — f¢bn ] » S (Dyl)
Pasando los términos de la ccuacxdn (C.12) de un espacio contfnuo a ‘uno
discreto empleando las siguientes transformaciones:
Busgr —0irg1
2An
6. Oi,541 —2604,5 +6i,51
m AT,‘Z
— fage =fisimr
Iy = T | (D.2)
ca o fig = ficng
Joo= TERE T
oy 0‘: 0:,j —0i—1,4
, e AC ‘
Si se substituye a las ecuaciones (D.2) en la ecuacién (D.1):
0i,54+1 —26;,5 401,51 + lf_ Girjrr —Ouj—1| _
An? ' 2A7)

(B () - () ()

Ordenando la ecuacién anterlol por indices, la ecuacxdn 1esultante es la que se
emplearsd para ser resuelta por el método numérico descrito con anterioridad.

01,]+1 [1 + ftAn"' Cl (M) 5 :|+6”J [ —2 — C1 (ftu—i-‘l);giyj—l) A’I]] -+

Biri1 [ - —f,An ¢ (M) = ] - —¢, (fi1j+1 ;fm’—l) zAé,JA
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Programa que resuelve las-ecuaciones que rigen el problema de la.aleta

corta.

PROGRAM MedioPoroso

implicit real*8 (a-h,o0-z)

real*8 mr,nu

character*11 f1

character*14 2

character*4 filenum

character*1l num

integer cent,dece,unid,mile

parameter (nec=2)

dimension y(nec)

DIMENSION A(999),13(999),C(999), R(999) U(999) g(oOl 999) ga(999),
f(501,999),tetaw(501),gp(501),tetawa(501),tw(21, 501), 1111(‘71) tp10m(21) num(0:9)
data num /'0°,’1°,'2°,°3’,’4",’5°,6",'7",’8,'9’ /
open(7.file= ‘nusselt.dat’ )

do iss=1,20

5=1.1d0-iss*0.05d0

is=int(100.d0%*s)

mile = int(is/1000.)

cent = int((is - mile*1000)/100.)

dece = int((is - mile*1000 - cent*lOO)/lO )

unid = int((is - mile*1000 - cent*100 - dece*10)/1.)
filenum = num(mile)//num(cent)//num(dece)//num(unid)
fl="mns’//filenum//’.dat’
f2="tetans’//filenum//’.dat’

open(8,file={2)

g0=0.444d0

gtm=0.937d0 ! g1(3/2)

rela=1.d0

rel=rela

iplot=0.d0

N=999

etaf=15.d0

deta=etaf/((N-1)*1. dO)

In=n

nx=500
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zetaf=1.5d0/s

dzeta=zetaf/((nx-1)*1.d0)

dt=.1d0

it=0

do izeta=1,nx

zeta=(izeta-1)*dzeta

x=s*zeta

f(izeta,1)=0.d0

if(s.ge.1.d0) then
tetaw(izeta)=1.d0-4.d0/3.d0*g0/s**1.5d0*(1.d0-x**1.5d0)+
22.d0/9.d0%g0/s**3.d0*(12.d0*g0*(1.d0-x**1.5d0)-gtm™*(1.d0-x**3.d0))
else

tetaw(izeta)=tetaw(izcta)*.9d0

end if

end do

do 9 j=1,N

eta=(j-1)*deta
g(1,j)=tetaw(1)*(1.d0-eta/ctaf)

9 continue
gp(1)=(-g(1,3)+4.d0*g(1,2)-3.d0*g(1, 1))/(2 dO*deta)
il1=0

t=0.d0

10 continue

ill=il1+1 .
write(6,125) ill,it,izeta,xi, dtctaw L

125 format(3i5,2e15.5)

do 11 j=2,n

11 (1) =K(1§-1)+(g(1,)-+e(l - 1))*deta/2 do
C(1)=0.d0 v

B(1)=1.do

R(1)=tetaw(1)

A(N)=0.d0

B(N)=1.d0

R(N)=0.d0

DO 12 J=2,N-1

ETA=(J-1)*DETa
A(J)=1.d0-f(1,j)*deta/4.d0
C(J)=1.d0+f(1,j)*deta/4.d0
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B(J)=-2.d0

R(J)=0.d0

12 CONTINUE

CALL TRI(A,B,C,R,U,IN)
DO 13 J=1;N

ga(j)=g(1,)
g(1.))=rel*u(J)+(1.d0-rel)*ga(j)
13 CONTINUE

gpa=gp(1)
gp(1)=(-g(1,3)+4.d0*g(1,2)-3.d0*g(1,1)) /(2. d0*deta)
if(dabs((gp(1)-gpa)/gp(1)).gt.1.d-8) goto 10
do j=1,n-1

eta=(j-1)*deta
dg=(g(1.j+1)-g(1,j))/deta
end do

14 continue

do 300 izeta=2,nx
zeta=(izeta-1)*dzeta
¢1=.25d0*deta
c2=(izeta-1)*deta/2.d0
c3=(izeta-1)*deta*deta
gp(izeta)=gp(izeta-1)

do 15 j=1,n
g(izeta.j)=g(izeta-1,)
ga(j)=g(izeta-1.j)

15 f(izeta,j)=f(izeta-1,j)
icon=0

icon100=0

rel=rela

i12=0

16 continue

il2=il2-+1

C(1)=0.d0

B(1)=1.d0
R(1)=tetaw(izeta)
A(N)=0.d0

B(N)=1.d0

R(N)=0.d0
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DO 17 J=2,N-1
ETA=(J-1)*DETa
A(J)=1.d0-c1*{(izeta,j)-c2*({(izeta,j)-[(izeta~1,j))
C(I)=1.d0+c1*f(izeta,j)+c2*(f(izeta,j)-{(izeta-1,j))
B(J)=-2.d0-c3*(2.d0*ga(j)-g(izecta-1,j))
R(J)=-c3*ga(j)*za(j)
17 CONTINUE
skt sk o s ks ok ok ok s ks o o sk ok s ok stk ks o o sk ok ks o ek e sk ko sk ek
DO 18 J=1,N

ga(i)=g(izeta,))
g(izeta.j)=rel*u(J)+(1.d0-rel)*g a(J)
18 CONTINUE
do 19 j=2,n
19 [(izeta.j)=([(izeta,j- 1)+(g(lzeta,J)+g(1/et<1,J 1))*cleta/‘) dO
if(il2.ge.100) then
rel=rel/9.d0
iI2=1
endif
gpa=gp(izeta)
gp(izeta)=(-g(izeta,3)+4. dO*g(xzeta 2) 3. dO*g(weta 1))/(2 dO*deta)'
if(dabs((gp(izeta)- gpa)/gp(lzeta)) gt.1. d 8) goto 16:0.
300 continue ! termina ix :
200 format(3i5)
it=it+1
tetawa(l)=tetaw(1)
h = dzeta
zeta=dzcta
y(D)=tetaw(1)+4.d0/3.d0*tetaw(1)**1.6d0*g0*zeta**1.5d0
y(2)=2.d0*tetaw(1)**1.5d0*g0*dsqrt(zeta) ' '
izeta=2
tetawa(izeta)=tetaw(izeta)
tetaw(izeta)=y(1)

1 izeta=izeta+1
************************************************

call runge(h,zeta,y,gp(izeta))
tetawa(izeta)=tetaw(izeta)
tetaw(izeta)=y(1)
if(izeta.lt.nx) goto 1
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do izeta=1,nx

dtetaw=dabs((tetaw(izeta)- tetawa(meta))/tetaw(lzeta))
if(dtetaw.gt.1.d-05) goto 10 ‘

end do . b

3001 CONTINUE !terinina ial

do izeta=1,nx

zeta={izcta-1)*dzeta

if(tetaw(izeta).gt.1.d0) then
dz=dzcta*(tetaw(izeta)-1. dO)/(tetaw(lzeta) tetaw(weta—l))
zetaf=zeta-dz )
ese=1.d0/zetaf -
nu=(tetaw(izeta)- tetaw(ueta—l))/dzeta

goto 3002 e

end if

end do

3002 continue

do izeta=1,nx

zeta=(izeta-1)*dzeta

xi=csec*zeta E

write(8,102) xi,ese,nu,tetaw(izeta)
if(tetaw(izeta).gt.1.d0) exit

end do :

write(7,102) ese,nu

close(8)

end do ! iss

stop

100 format(i5,7¢12.5)

102 format(12¢l5.5)

END

C s sfe ok ok ob ok e 3k K 8 3 o K o 3 3K ok ok ok 3K 3K ke e sk ok of ok ok s e e ok o sk sk sk ok e ofe sk ok e ok ok
SUBROUTINE TRI(A,B,C,R,U,N)

IMPLICIT RIEAL*8(a-h,0-2)
PARAMETER(NMAX=1000)

DIMENSION GAM(NMAX),A(N),B(N),C(N},R(N),U(N)
IF (B(1).EQ.0.d0) PAUSE 'SINGULAR MATRIZ’

BET=DB(1)
U(1)=R(1)/BET
DO 11 J=2,N
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GAM(J)=C(J-1)/BET

BET =B(J)-A(J)*GAM(J)

IF(BET.EQ.0.d0) PAUSE "MATRIZ SINGULAR’
U(D)=(R(J)-A(J)*U(J-1))/BET ,
11 CONTINUE

DO 12 J=N-1,1,-1
U(3)=U(J)-GAM(J+1)*U(J-+1)

12 CONTINUE

RETURN

END

(O okt okok ks sk ok kb ek okl et etttk ke kol
FUNCTION ERFCC(X)

implicit real*8(a-h,0-z)

Z=dabs(X)

T1=1.d0/(1.d0+0.5d0*Z)
A1=-.82215223d0+T1*.17087277d0
B1=1.48851587d0+T1*A1l
C1=-1.13520398d0+T1*131
D1=.27886807d0-+T1*C1
E1=-.18628806d0+T1*D1
F1=.09678418d0+4T1*E1
F2=.37409196d0+T1*F1

ERFCC=T1*dexp(-Z*Z-1. 26551223d0+T1*(1 00002368dO+T1*F2))

IF(X.LT.0.d0) ERFCC=2.d0-ERFCC
RETURN
END

c************************************************

implicit real*8 (a-h,o0-z)
parameter (nec=2)
dimension y(nec),d(nec), p(nec), e(nec) g(nec), f(nec)
h05 = .5d0 * h
call ecua(x,y.d,gpi)

xl =x
do 10 i = 1,nec
p() = y(i)
y(i) = p(i) + h05 * d(i)
e(i) = d(i)
10 continue
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x = x1 + h05

call ecua(x,y,d,gpi)
do 20i = 1,nec

y(i) = p(i) + ho5 * d(i)
f(i) = d(i) -

20 continue

call ccua(x,y,d,gpi)
do 301 = 1,nec

y(i) = p(i) + h * d(i)
g(i) = d(i)

30 continue

x =x1+4+h

*************************************************

call ecua(x,y,d,gpi)
do 40 i == 1,nec

y(i) = p(i) + h * (e(i) + 2.d0 * (f(i) + g(l)) T d(l)) / 6.d0

40 continue
return
end

c****”*******************************************

subroutine ecua(x,y,d,gpi)

implicit real*8 (a-h,o-z)
paramecter (nec=2)
dimension y(nec),d(necc)
(1) = y(2)

d(2) = -gpi/dsqrt(x)
return

end
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