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ResUITlen 

En este trabajo, se estudian las características de transferencia de calor 
conjugado en una aleta vertical delgada, de longitud finita, que está inmersa 
en un medio poroso saturado de fluido. Este estudio se realiza empleando 
técnicas numéricas y asintóticas. La distribución de temperaturas a<lin1en
sionales en la aleta junto con el número de Nusselt reducido, se obtienen 
como una función del parámetro de penetración s, el cual mide la región tér
mica para la cual la temperatura de la aleta disminuye asintóticamente hasta 
la temperatura que se tiene en el fluido circundante. Los valores numéricos 
de este parámetro adimensional nos permiten distinguir entre dos regímenes 
físicos posibles, los cuales presentan soluciones diferentes. Dichos regímenes 
son: aletas térmicamente largas, una región de transición intermedia y aletas 
térmicamente cortas. 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1. Anteceden.tes 

Cuando hablamos de un medio poroso nos referimos a un mntel"ial que 
consiste eu una matri;1, sólida con un vacío interconectado. Suponeu1os que la 
111atri;1, sólida es rígida (situación usual) o que sufre una pec¡twiia clefonuación. 
El hecho de que los poros (el vacío) estén interc011ectados pcnuit¡• •'l flujo 
ele uno o nuis fiuiclos a través del material. En el caso unís si111pk• (flujo 
monofcí.sico) el vacío est<í saturado con un solo fiuido, mientras que en d caso 
de flujo bif<ísico el espacio est.ü ocupado tanto por lfc¡11iclo como gas. En un 
medio poroso natural, la distribución ele los poros (con rcspec:t-o a su forma y 
su taniaiio) es irregular. Ejemplos ele medios porosos naturales son la arena 
ele playa, la rnaclera, Jos pulmones, el pan ele centeno. la piedra cEdi;1,a y Ja 
arcuisca. 

La porosidad cp ele nn medio poroso se define como la fracción del volumen 
total del medio que cst.;i ocupada por espacio vacío (1·ecorclanclo que se ha 
asumido que todo el espacio vacío esté\ conectado), mientras que l - cp es 
la fracció11 que est<í ocupada por sólido. Para medios porosos naturales, cp 
normalnwnte 110 excede el valor ele O.G. En el caso en el que el tammlo ele los 
granos es poco uniforme, se tienen valores de porosidad 1nennres debido a que 
los granos pequeiios llenan Jos poros formados por los granos 1111ís gnu1des. 

La tnmsfcreucia de calor por convección natural en un 1ucelio poroso ha 
sido un 1írea de intensa investigación en las últimas dos dócaclas debido n 
que ha habido un incren1ento por parte ele la sociedad eu la dernrn1da a 
la soluci611 a problemas de tipo geofísico, ambiental y tecuológico. Dichos 
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problemas son de interés, por ejemplo, en la utilizació11 dn cucrgín geotér
mica, intercmnbiadores de calor regenerativos, colectores solm·es, estructuras 
con m.últiples protecciones que se en1plea11 para el aislmnirn1t.o ele n~act-orcs 
nucleares, alrnacenan1ic11to ele productos agrícolas, dispcrsic'iu de! c:o11tan1i
nantes en 111ant.os acuíferos, procesos de transporte en sistrn11as bi0111ení11icos 
y una recuperación nu1s eficiente de los recursos pct.rolm«>s. Eu In industria 
de las tecnologías de aislamientos t6rruicos de alto rcmcli 111ie11to para edifi
cios se empica una rnat.riz sólida de baja C"o11ductividad té•nnica j1111t o con 
materiales aislantes fibrosos. En este tipo de configuraciones que fonnau un 
sistema combinado ele dos materiales para formar paredes ele aislamiento, los 
efectos conjugados ele tra11sforencia ele calor no pueden ser deRpreciados. Un 
incontable número <le aplicaciones pní.cticas del n1odclo hau ocasionado una 
rápida expausic'ín en la investigación y se han encoutrado nlgnuas correla
ciones aplicables a v1uiaR configuraciones para problmuas t auto i11dust riales 
como ambientales para diversos valores del mímcro de! Nusselt y el m'unero 
ele Rayleigh. El panh11etro JVu (nümero de Nusselt) es igual al gradic!11t·e de 
temperatura adin1ensio11al en la superficie .V proporcioua uua medida de la 
tra11sfcrencia ele calor por conveccióu que ocurre en la superficie. El 11ú111ero 
de Nusselt es para la capa límite térmica lo que el cocficie11t e de fricc:i1)11 c?s a la 
capa límite ele velocidad y se define como Nu = hL/k¡. La tn111sició11 c•11 una 
capa límite ele convección libre depende ele la magnitud rnlat iva ele las fuerzas 
de en1puje y viscosa en el fiuiclo y se acostumbra correlacio11ar su ocurrencia 
en términos del nümero de Rayleigh, que es si111plemc11t e el producto de los 
nümeros ele Grashof y Prancltl. Para aletas verticales imuerscu; en uu medio 
poroso el nt"lmero de TI.ayleigh es Ra = GrPr = gI</3(T0 -T00 )L/amv. 

Recientemente, el libro de Pop e Ingham [1] presenta abundante eviden
cia teórica acerca del fenómeno de transferencia ele calor conjugada. El libro 
ele Sundén y Hcggs [2] muestra que este tipo de configuración geométrica 
aparece en un rango muy amplio de probleurns tanto cim1t.íficos como inge
nieriles asociados a diversa:-; aplicaciones industriales. Ejemplos mlicio11ales y 
tópicos relacionados está11 presentes en los libros ele lugha111 :-.· Pop [:.:l]. Nicle! 
y Bejan [4] y Vafai [5]. El primer estudio teórico qun ahordü d problema 
conjugado ele conclucción-co11vecció11 natural de una aleta vm·tical i11111ersa 
en un medio poroso con calentamiento en la base fue hecho por Loc:k .v C:um1 
[9]. Ellos encontraron que existen soluciones por semejanza pnrn gco111etrías 
específicas de las aletas. 13asaclos en aproximaciones si111ilarc•s, han aparecido 
varios trabajos enfocados principalmente a obtener sol11cio11es autosi111ilares 
y cuasi-similares, co1no es el caso ele Jos trabajos realizados por Cheng y 
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l'viinkowyc11 [10], Kuchn el. al. (11] y Sparrow y Acharya [12j. Basados en es
tos est11dios, Pop el al. (13] obtuvieron una serie de soluciones por sen1cja1111a 
para una aleta larga vertical proyectilnclosc hacia abajo desde una base plana 
horizont.al calentada a temperatura uniforme para el caso l'n el que 1•1 pro
ducto couducÜvidad ténuica-espcsor ele la aleta variaba como u11a f1111ció11 
de la clistnnc:ia a partir de 1n1 origen especificado. Postel'ionncmte, Pop et, al. 
[14], refinando dicho an<llisis, desarrollaron un esquema 1n1111éric:o para difcr
encimi fiui tas considerando uniforme t.auto la cond11ct ividad ténuica como 
el espesor de Ja aleta. Eu 11110 de Jos artículos en [2], Pop .v Nakayaiua (15] 
hacen u11 repaso moderno ele la transferencia de calor conjugado ele mrn aleta 
vertical i11rncrsa en un medio poroso saturado ele fluido. Cabe 111e11cionarse 
que en Ja 111a~'oría ele los cnsos, los autores 11onuah11ente consiclerau u11a aleta 
infinit.amcnte larga para formular las ecuaciones acopladas que rigeu dicho 
fenómeno. Por ejemplo, Pop y Nakayama introducen para adimeusionalizar 
las ecuacioues y para selecciouar un origeu ele coordeunclns ap1·opiaclo una 
longitud característica Xb (ce. 14, referencia [ 15]) como part·e del problema. 
No obsta11te. la interpretación física para esc:oger esta escala 110 cstü s11ficie11-
temente aclarada. Por lo tanto, el espíritu ele esta tesis es probar c¡Lw esta 
escala ele longitud, clenon1i1wda L", puede ser c•nc011trnda r1ícil11ient e <!111plea11-
clo un awllisis ele órdenes cll! magnitud a las ccuac:io1ws qnc descrilH!lt dicho 
fenómeno. Acle1mís. se evita la condición in11eccsaria de asu11ti1· mm alda in
finitamente larga consicleranclo una alet.a vcrt.ical de lo11git ud fi11ita L. ele tal 
manera que dependiendo ele los valores asumidos para el cociente L" / L, se 
muestra u tocios Jos regímenns posibles ele c!sl e proceso ele transferencia de 
calor conjugado. De esta forma, los result-.aclos reportados con autcrioridad 
por los diferentes autores aparecen como casos particulares de esta fornm
Jación. 

Por consiguiente, el problema de capa límite conjugado es reformulaclo 
con un enfoque para obtener nuevas soluciones para una aleta vertical no 
isotérmica. Se considera el caso comün en el que la parte superior ele la aleta 
esü1 fija a una temperatura determinada. Empleando amílisis ele órdenes de 
mag11itucl a las ecuacio11es acopladas que rigen dicho fc1H)nw110, identificarnos 
una lo11git ucl ele penetración tórmica L • ( c¡ne t.arnbié11 es proporcionada por 
Pop y Naka.vauw [15)), eu la cual la temperat.1ira ele uua aleta infinitamente 
larga temlní un descenso hasta alcammr la tempera! ura del fluido circun
dante. Co1no fue 111e11cio11aclo a11t.erior111e11t.e, la relación e11tn! L • .Y la lon
gitud L ele la aleta es un panhnetro funclament.al que sirve para clasificar 
Jos regínwnes posibles. Otro panhuetro importante es el rnh11ero ele Rayleigh 
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(que i;ení definido posteriormente) junto con las aproxi11wcio11es de flujo c•n 
couvección libre parn analizar Ja transición de una alet n tén11icm11c11te C'Orta 
(s = L*/L >> 1) a una aleta térmicamente larga (s << 1). Esto con el objeto 
ele poder averiguar Ja influencia de las propiedades ténnicns de la alPta en 
Ja razón ele transferencia ele calor total. Finalmente, las soluciones arrnlíticas 
obtenidas crnpleanclo métodos de perturbación se comparan con los n•sulta
clos munéricos. 

1.2. Objetivos 

Los objetivos del presente trabajo son: 
· Estudiar Jos efectos de convección natural y conducción ele calor en 

una aleta vert.ical que se encuentra in1nersn en un n1eclio poroso saturado ele 
Huido. 

· Encontrar Jos parámetros importantes del sistema. 
· Investigar los perfiles ele temperatura, flujo ele calor y velocidad del 

fluido en el n1edio poroso, así como las temperaturas en la aleta. 

1.3. Estructura de la Tesis 

En el Capítulo 2 se plant.ea el problema a resolver y se da unn clc~scrip
ción detallada ele la geometría del problema, el origen de coordenadas y 
las suposiciones empleadas para resolverlo. Como parte fundmnental ele este 
capítulo se deducen las ecuaciones que se emplearon para resolver el fenó
meno de convección natural para un fiujo bidimensional. Para llegar a dichas 
ecuaciones, se introducen y se explican las suposiciones que simplifican las 
ecuaciones fundan1entales. tales como la aproximacion de Darcy-Boussinesc¡ 
y la aproximación ele capa lílllite. Una vez que las ecuaciones elementales han 
sido descritas, el problema queda perfectamente definido con las couclicioncs 
iniciales y ele frontera apropiadas. 

En el Capítulo 3 se introducen las ecuaciones que rigeu el fcnónwno ele 
transferencia ele calor conjugado en una aleta vertical inmersa en un medio 
poroso saturado de fluido. 

En el Capítulo 4 se explica lo que es una aleta larga, rn1a aleta corta y 
en que radica la diferencia principal entre ambas. Para poder explicar dichos 
conceptos, se define una longitud característica de fundamental importancia 
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para este problema cleno111inada longitnd de! penetración tünnica. Posterior
mcnte, se clefine a una variable adimensio11al s que relaciona c..-;tn lo11gitucl 
caract.erísl"ica con la Jongit11cl ele la aleta, s = L• /L. De esta 1na11crn, el am11i
sis teórico y numérico del proceso de transferencia ele calor co11jugaclo en In 
aleta proporcionaní. resultaclos en función de esta variable ncli1nensin11nl. pn
dienclose cletcrminar así si se cst~í trabajando bajo el 1·ógi11w11 de~ al1•t a larga 
o ele aleta corta. A conti111wcidn se rcafürn el awí.lisis ck~ 1'.inl1!11es de! 11tagni
tud para el espesor ele In cnpa límite o y para las velociclaclt~s carnet erísticas 
longitudinal y t.ransversal del fluido e11 el medio poroso 1Lc y Ve respc•ctiva
mente. Del orden de 11rng11it11cl de las ecuaciones ele la energín ele Ja aleta y 
del Huido en el medio poroso se obtiene el orden ele magnitud ele la lougitucl 
característ ic:a L •. 

En el Cnpítuio G se acli111cnsionalizan las ecuaciones que rigen el fe11ón1eno 
de tra11sfere11cia ele calor conj11gado para el caso de una aleta larga y se ohtieue 
Ja solución por autosemejanza. 

En el Capítulo 6 se desarrolla Ja solución ele Ja aleta corta. 
En el Capítulo 7 se presenta el método numérico que se emplea para 

resolver el problema de la aleta corta. 
En el Capítulo 8 y 9 se exponen los resultaclos y conclusiones cid presente 

trabajo. 
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Capítulo 2 

Formulación del Problema 

2.1. Introducción 

E11 estn tesis se analiza el problema conjugado de t.rausfurencia de calor 
de una alet.n vertical inmersa en un 111edio poroso que se encuentra a una 
temperatura diferente que la ele la aleta. La base de la aleta se encuentra 
en la parte superior ele la misn1a. El esquema del problenia se muestra en 
la figura 2.1, y cousi;;te 011 una aleta plana vertical ck longitud L y <~spesor 
2h. Se supone que la aleta es 1nuy delgada, de tal forma que la relación de 
esbeltez E = h/ L es pequeüa comparada con la unidad. La ale! a se so111ete 
a 1111 proceso de enfriamien! o inmersa en un medio poroso inicialmente eu 
reposo a temperatura T 00 • La base ele la aleta se supone a una temperatura 
uniforme T 0 > T=. Durante el proceso, calor es transferido por conducción 
desde la aleta y por convección natural e11 el fluido al establecerse una capa 
límite de fluido viscoso no isotérmica debido a la diferencia de temperatura 
y densidad del Huido en el medio poroso. 

Considerando una nieta infinitamente larga y debido a la transferencia de 
calor hacia el medio poroso circundante, la temperatura decrece hacia abajo 
desde In base ele la aleta hasta alcanzar la lempert:ura del medio poroso cm una 
región de pene!racilS11 térmica cuya longitud carncteríst.ica L* puede es! iniarse 
realizando un balance ele t.rnnsfcrencin ele calor al fluido y de co11ducción ele 
calor a Jo largo de la aleta. Asumiendo que el nthuero de Rayleigh 
Ra* = gl<f3(T0 -T00 )L*/amv es mucho mayor a la unidad, el flujo alrc~declor 
ele In aletit está confinado n una capa límite de convección natural. Aquí g,K, 
/3, Cc'.m y v son la aceleración de la gravedad, Ja permeabilidad específica del 
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medio p01·oso, el coeficiente ele expansión térmica, la difusividacl térrnic:a del 
medio poroso saturado ele fluido y la viscosidad cineim\t.ica rcspectin1mc11te. 

Para Ja formulación urntenu'itica del problema se ha fijado la esq11i11a 
inferior clc1·ccha de Ja aleta como el origen del sistema de~ coordcundas Carte
sianas. El eje x va cu dirección longitudiual y el eje y va eu la din!cción 
normal a Ja aleta. Se supone que el medio es infinito lo mismo que las di
mensiones de Ja aleta en dirección normal al plano xy. de ma1wrn que 110 
existen gradientes ele tcrnpcratura tanto en el Huido como en la aleta cm esa 
dirección. El extremo inferior ele la aleta se considera adiabütico, por Jo que 
el cnfria111icnt.o sólo se debe a la tra11sfcre11cia ele calor por las superficies 
laterales hacia el fluido en el incdio poroso. 

To To 

91 
/ 

/ 

L. 
/ 

Aleta 
L • T.,. 

Medio Poroso 
X 

L, 
2h y 

Figura 2.1: Esquema del problema ele la aleta vertical inmersa en un rncclio 
poroso saturado ele fluido. 
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Capítulo 3 

Ecuaciones de Capa Límite y 
Aproximación de 
Darcy-Boussinesq 

Las ecuacioues que n1oclelan Ja conveccióu en un ineclio poroso adyacente a 
una aleta vertical caliente cu la que se forma 111111 capa límite tónnica d<~lgaela 
para graneles valores del 111h11ero de Rayleigh son la ecuación ele conservación 
de la masa (co11t.i11uidacl), la ecuación ele Dnrcy-Boussinesq y la ecuación ele 
conservación ele energía. 

La ecuación de continuidad se expresa como 

8u+8v=O 
ax By 

(3.1) 

donde u y v son las cornpo11entes longitudinal y transversal ele la velocidad 
del fluido en el medio poroso. 

La ecuación de Darcy-Boussinesq, que relaciona la velocidad del fluido 
con los gradientes ele presióu y de fiotación para un flujo bidimensional cuyo 
vector de aceleración debido al campo gravitacional esh\ en la dirección -x 
es: 

u= I< [-
8
8

P + pgfJ (T - Too)] (3.2) 
/.l ;¡; 

donde p denota la presión hiclrostát.ica local y fJ es el coeficieut e ele expansión 
térmica volumétrica clefi.uido por fJ = (-1/p) (8p/8T)p. 

Como los cambios ele presión en dirección transversal son muy pequeños 
en coruparación con los cambios ele presión en direccióu 1011git.ucli11al, tenernos 
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que 
8p =0 
8y 

(3.3) 

Elirnim111do la presión en las ecuaciones (3.2)-(3.3) y empleando la función de 
corriente, Nield y Bejan [4] demuestran que la ley ele Darcy-Boussineq crítica 
para el caso de una aleta vertical inn1ersa en un inedio poroso está dada por 
la ecuación siguiente: 

gpK(3 (T - Too) 
·u = "'-"---'----'-----~ 

µ 
(3.4) 

La ecuaci6n ele conservación ele energía para el caso particular de un medio 
poroso homogéneo en donde no existe generación interna ele calor q"' y los 
efectos ele disipación viscosa son despreciahleR es: 

éJT BT éJT _ (82T a~T) 
a ~t + U éJ + V ~ - O'. éJ 9 + éJ " u X uy x- y-

(3.5) 

En la ecuación anterior, T es la temperatura y a es la clifusi\"iclad ténnica del 
medio poroso homogéneo, la cual se define como a = (>,/ pCp). AquL A re
presenta la conductividad térmica del medio poroso [4]. A= :pA¡+(l - cp) A8 , 

donde cp es la porosidad y AJ y As son las conductividades ténuicas del fluido 
y de la matriz porosa respectivamente. La ecuación anterior cuenta con el 
térn1ino a. que representa la inercia térrnica del ineclio poroso y que es una 
función ele la inercia térmica tanto del fluido como del sólido. Dicho término 
se define ele la siguiente manera: a= [cppCP + (1 - cp) p3 Cps] / pCp. Las con
sideraciones que se hicieron para el caso de la ecuación ele la conservación ele 
energía son las siguientes: 

l. El 111edio poroso es homogéneo. Esto significa que la matriz sólida y el 
fiuido contenido dentro de los poros estlh1 distribuidos uniformemente a lo 
largo de tocio el medio poroso. 

2. El lllcdio poroso es isot.rópico y por lo tanto las propiedades ele trans
porte co1110 la pen11ca bilidad específica del medio poroso y la co11cluctiviclacl 
térmica 110 dependen de In dirección del experimento a partir ele la cual se 
esté'i midiendo. 

3. E11 cualquier punto del medio poroso existe 1111 equilibrio térmico entre 
la matriz s6lida y el fluido que llena los poros. 

4. Las ecuaciones asumen como válida la aproximación de Boussinesq y 
se auxilia11 de la ecuación constitutiva p = p0 [1 - f3 (T - T 0 )], donde Po es la 
densidad del fluido a la temperatura de referencia T 0 . Dicha aproximación se 
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basa en considerar constantes todas las propiedades del uwclio poroso c~:xcc~pt o 
la densidad, la cual es una función de Ja temperatura. Est·.n apn>xi11rnció11 
es válida siempre y cuando los cambios de cleusidacl .6,.p sean p<'qtwl1os eu 
con1paración con p0 y que las variaciones de t·ernperatura sean i11s11ficie11tes 
como para hac·~r que las propiedades del medio (tanto sólido co1110 fluido) 
varíen sig11ificativamente ele sus valores medios. 

Para el caso ele estado permanente, desaparece el término tmuporal ele la 
ecuación (3.5) y tenemos que la ecuación ele energía es: 

(3.6) 

Si emplearnos las condiciones de capa límite [6] y [7], tenemos que y ....., r5, 
u ....., uc, x ....., L, con r5 << L. Sustituyendo las conclicioues previamente 
mencionadas en la ecuación 3.6, tenemos que 

(3.7) 

con t::..T = To -T 00 • La ecuación de Ja energía se analiza bajo la cousidcracióu 
de que el espesor de la capa límite térmica ó es muy pequeiiu comparado con 
la escala longitudinal L, de rnanera que t::..T / L 2 < < t::..T / r5~. Tomando en 
cuenta dicha consicleració11, la segunda derivada respecto a la coordenada 
longitudinal se puede despreciar por ser mucho menor que el término ele 
segundo grado que tiene a la coordenada transversal, con lo que la ecuación 
de energía se reduce a la expresión siguiente: 

8T 8T 8 2T 
u-a +v-a =Cl'.m-a" X y y-

(3.8) 

De acuerdo con lo anterior, las ecuaciones que gobiernan el proceso ele enfria
miento de convección natural para un flujo bidimensional son: 
Continuidad 

Ley de Darcy-Boussineq 

8u + av =o 
ax 8y 

gK{3 u= --(T - Too) 
V 
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Energía en el medio poroso 

ar ar a2r u-a + v-8 = am-a ., 
X y y-

(0.11) 

Por otra parte;· Ja ecuación ele la energía en Ja aleta es la ecuación de Laplace 
y est<í. dada por 

(3.12) 

donde rw es Ja temperatura. de la aleta. Est.as ecuaciones hay que resolverlas 
con las condiciones de frontera siguientes: 

En la base ele la aleta, la temperatura de la aleta es '.Z(1• 

Tw =To en x = L 
Adiabat.icielad en el extremo inferior de la aleta. 

O en y= -h 

O en x =O 

La temperatura y el flujo ele calor en la interfaz sólido-fluido es Ja misma tanto 
para el sólido como para el fluido. En dicha interfaz, se cumple la condición 
de no deslizamiento y de irupermea.bilidacl para la velocidad longitudinal y 
transversal del fluido respectivamente. 

en y = o, u = V = o, T = rw, y A ar = Aw aTw 
By By 

?viuy lejos ele la capa límite, la velocidad longitudinal del fluido en el medio 
poroso tiende a cero y la temperatura del medio poroso es Too. 

u_,. O, y T _,. T 00 cuando y --+ oo. 

15 



Capítulo 4 

Definición de Aleta Corta y 
Aleta Larga 

Las ak!t as pueden ser cortas o largas dependiendo del régin1en d1! trans
ferencia cl1~ calor bajo el cual trabajan. La diferencia entre aiubas radien en la 
relación ele la lougit.ucl ele la alet.a con la longitud ele penetrnci611 ténnica. la 
cual se define con10 la longit.uel para la cual la temperatura ele la alet n tiende 
asint6ticmneute hacia la que se tiene muy lejos ele ésta. Para longit·1Hl<!S ma
yores a la longitud ele penetraci6n térmica, como la aleta y el 111eelio poroso 
se encuent-rm1 a la misma temperatura (la c11al estcí dada por las condiciones 
de frontera). el flujo de calor de la aleta hacia el medio cirnmdaute es des
preciable. Es por eso que todo el rnaterial ele la aleta que se encuentre m.ás 
allá ele la longitud ele penetraci6n térmica es inútil eu cwrnto al proceso de 
transferencia ele calor se refiere. 

Si la concluctividacl tórmica del material de la aleta es grande, la pene
traci6n térmica ele la aleta sercí 1nayor y ésta se verá reflejada hasta la parte 
inferior ele la aleta. Para est.e caso, la longitud ele penetración termica L* 
será mayor o igual a la lougit ucl total de la alet.a L. Para el caso en el que se 
cumple la couclicióu L << L •, estmnos hablando ele una aleta corta. 

Por otro lacio, existe tocia uua gaina ele urntcriales que poseen uua c:ou
ductiviclacl ténuic:a relativmneute baja. Es para este tipo de 111aterinles que la 
peuctracióu t énuica de la aleta a partir de s11 hase 110 scní lo s11ficicut e111eute 
grande~ c01110 para alcanzar la parte~ iufcrior de ósta. l~st o t>C'asio11a que la 
tempera! ura en la parte i11ferior de la aleta sen la misma que se t.iene t~n una 
zona que esté muy alejada ele la aleta (fuera de la capa límite). En este caso. 
la longitud de penetración térmica es mcuor a la longitud total de la aleta y 
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a este caso se Je define como una aleta larga, donde L >> L•. 
Como la longitud de penetración térmica define el tipo ele aleta, si defi

nimos una variable s que relacione ambos conceptos, el análisis teórico y 
numérico del Pl'.Oceso ele transferencia de calor conjugado en la aleta nos pm·
mitirá obtenm.-Jos valores indicados que dcterminar<l!1 si se está trabajando 
bajo el régimen de aleta cort.a o de aleta huga. 

Seas = L• / L, entonces existe un ra11go de valore~:-; de s para el cual se 
tiene una aleta corta o una aleta larga y cst 11 dado por In sig11ient e expresión: 

1 Aleta larga l >> s >> l Aleta corta 1 

Aleta Corta 

L* L T=· 
U<.o 

Figura 4.1: Equema de la Aleta Corta 
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Aleta Larga 

L L* 

Figura 4.2: Esquema de la Aleta Larga 

4.1. Análisis de Ordenes de Magnitud. 

4.1.1. Aleta Larga 

Con base en el sistema de ecuaciones (3.9)-(3.12) y considerando las defini
ciones de orden ele magnitud dadas con anterioridad, se deduce que la ve
locidad característica en dirección longitudinal es, de acuerdo a la ecuación 
(3.10) 

(4.1) 

Asimismo, la velocidad característica en dirección transversal es, ele Ja ecuación 
(3.9) 

UcÓ 
Vcv-.V 

Substituyendo (4.1) en (4.2), se obtiene 

(4.2) 

ó [gK{3 ] 
Ve,...., L• -V- (T-T00 ) (4.3) 
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De la ecuación (3.11), teneiuos que 

D..T amt:::..T 
uªL• ,....,~ 

Cancelando la .. difere1~cia ele temperaturas a ambos lados de Ja ecuación y 
reacornodm1clo · té~:1niú'os se tiene que 

Ó2 
CTm 

L• _, ~ 

Sustituyendo Uc. por st1 orclen de magnitud ciado por la rclación(4.1), obten-
en1os 

1 
(4.4) L• ,...., Ra•112 

donde el número ele Rayleigh, Ra está deffoiclo de la siguiente forma 

Ra = gKf] (T-T00 ) L* 
av 

(4.5) 

Si se c0111pletan ténninos en la ecuación de Darcy, se puede formar el ntín1ero 
de Rayleigh tal como está definido en (4.5). El orden ele magnitud de Uc 

queda dacio por 

Uc,...., [gkf](T-Too) . E_] (ªm) ,...., Ra*cxm 
· V CTm L• L• 

(4.G) 

Completando una vez mfü; el número de Rayleigh y sustituyendo la relación 
(4.4) en la relación (4.2), se obtiene el orden ele magnitud de Ve, el cual está 
ciado por 

V ,...., [gkf] (T - T. )] _§__ ,...., Ra•l/2 CTm 
e v 00 L• L* (4.7) 

Por otro lacio, el orden de magnitud del flujo ele calor en la interfaz sólido
ftuiclo 

,\ BT,...., ,\(To -Too) ,...., ,\(To -T00 ) Ra•1
/

2 

By ó L• 
(4.8) 

donde se ha utilizado la relación ( 4.4). 
El flujo ele calor total en la aleta se obtiene al multiplicar ( 4.8) por la lon

gitud característica, L*. Sustituyendo y empleando una vez más a la relación 
(4.4) se obtiene el órdcn de magnitud del flujo de calor total. 

,\ BT . L,...., ,\(To -Too) L* ~,\(To_ Too) Ra•t/2 
By ó 

(4.9) 
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Para el flujo de calor total en la base de la aleta, la ecuación de conducción 
se multiplica por el espesor de la aleta cuyo valor es h y se valúa a lo largo 
de toda la longitud, que para este caso es la longitud de penetración térmica. 

Aw a:; 1 . . h ,..., . Aw (To¡. T <XJ)h 
x=L ~ 

(4.10) 

Igualando (4.9) con (4.10) 
¡e-.-, 

(4.11) 

se obtiene el ordende magnitudde la longitud de penetración térntlca 

L. ,..., >.w _l_i_ 
>. Ra•112 

(4.12) 

Empleando un nl1me;o de Rayleigh basado en el espesor de la aleta Ra1., el 
orden de mágnitud de la longitud de penetración térntlca queda expresado 
por 

L* ,..., (";Y/ª R~:/3 (4.13) 

El flujo de calor total en la aleta se obtiene substituyendo el orden de mag
nitud de la longitud de penetración térmica en la siguiente expresión 

(4.14) 

Expresando el flujo de calor total en forma adimensional, el número de 
Nusselt está dado por la siguiente expresión: 

1 Nu1arga = ill,..., Ra* 112 1 (4.15) 

Como puede observarse de la expresión anterior, para éste régimen, la 
longitud de la aleta se vuelve irrelevante por completo. 
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4.1.2. Aleta Corta 

De la relación (4.4) 
L 

ó ~ Ra1/2 

Para el flujo de calor total en la parte lateral ele la aleta, se emplea la relación 
(4.4) en la relación (4.9) valuada a lo largo ele tocia la longit.ucl ele la misma. 

>.. 8TI L ~ >.. D..T L ~ >..D..TRa1¡2 ay 0 ó 
(4.16) 

Para la obtención del flujo de calor en la base de la aleta, se emplea la relación 
(4.10) valuada en el espesor que vale h. 

>.. fJTw 1 h ~ >.. (T - Ti) h 
w ax L w L (4.17) 

Igualando ( 4.16) con ( 4.17), se obtiene el orden ele rnagnit.ucl del fiujo ele calor 
para una aleta corta. 

>..w (T-Ti) h ~ >..D..TRa1l 2 
L 

Por lo tanto, el flujo de calor es del orden ele: 

qw ~ >..D..TRa1l 2
,...., >.t::..TRa• 1!2 

• (LL.) 1/2 

Para este tipo ele casos donde s >> 1, la temperatura ele la aleta es casi 
unifonne e igual a la temperatura que se tiene en la base ele la aleta. En forn1a 
aclimensional, el número ele Nusselt para una aleta corta queda definido por 
la siguiente expresión: 

(4.18) 

donde s >> 1. 
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Con base en el análisis anterior de órdenes de magnitud, el comportamiento 
del número de Nusselt reducido como función de s en la aleta es de la forma 
presentada en la Figura 4.3. 

Aleta 
larga 

Figura 4.3: Nú111ero de Nusselt reducido, Nu/ Ra•1! 2 como una función ele s, 
obtenido según órdenes ele magnitud. 

22 

TESIS COl·; -. 
FALLA DE ORIGEN 



Capítulo 5 

Solución por Autosemejanza 

5.1. Aletas Largas 

Para aletas t6nnicamente largas donde L >> L• (valores paras<< 1), 
la longitud característica apropiada es L•. Para este tipo de régimen, se 
introducen las siguientes variables adimensionales: 

u 

z 

() 

~. V= 3:._Ra• 1l 2 

Uc Uc 

Lo-x 
L• 

]!__Ra•1/2 
L• 
T-T00 Tw-Too 
To - Too' Bw = (To - Too) 

donde Lo es una longitud que se calculará más adelante y Uc es la velocidad 
característica de fiujo, definida por Uc = gK(3(T -Too)/v. 

La forma adimcnsional de las ecuaciones (3.9)-(3.12) queda como: 
Continuidad 

Darcy: 
u= -fJ 
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Energía: 

(5.3) 

Es nluy importante inencionar que si la relación de esbnlte;i; ele la aleta 
h/ L* << 1, la etuación de la energía en la aleta (3.12) puede ser integrada cu 
dirección transversal. Esta aproximación se llama aproximnción ele la aleta 
térmicamente delgada y se basa en el hecho de que las variaciones transver
sales de temperatura a través de la aleta son muy pequeiim; com¡rnraclns con 
la diferencia total de temperatura. En este caso, se asume que la temperatura 
de la aleta depende exclusivamente de la coordenada longitudinal, por lo que 
la ecuación ele la energía en la aleta adimensional queda como 

d2()w 8() 1 = O 
du2 + az o 

(5.4) 

con las correspondientes condiciones de frontera adimensionales: 

en V = O y Z =O, () = Ow, mientras que U= O cuando Z, u->= 

Ow 1 para <T = uo y Ow -> O cuando <T ---+ = 
donde u 0 =(Lo - L)/L*. 

Si se definen a unas nuevas variables tal que 

e df 
Bw<P (e) = Bw dry 

e z 
u2 

(5.5) 

Ow 
A 
u3 

V 
F(e) 
--;;:2 , 

donde A = u3 es una constante a determinarse posteriormente. De la ecuación 
ele continuidad (5.1), se obtiene una relación entre F Ce) y f (e) de la forma 

F = A { - J - 2e ~} 
Por lo tanto, la ecuación de energía (5.4) se transforma en una ecuación 
diferencial ordinaria ele tercer orden (ver apéndice A) dacia por 

!_ d3 f - 3 ( df) 2 + f d2 f = o 
A de3 df. de2 

(5.6) 
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con las coucliciones ele frontera dacias por 

df 1 - df 1 - d
2 

f 1 - ') ~E; oo - O, df, o - 1, dt;,2 o - -L, f (O) =O (5.7) 

Tenemos cuatro condiciones ele frontera para una ecuación diferencial de 
tercer orden, por lo que aut.ornáticamente se puede encontrar el valor para 
la constante A. Haciendo un cambio ele variable, tanto para la independiente 
como dependiente ele la forma f = g / v'A y f, = ( / v'A, la ecuación toma la 
forma universal 

d3g (dg)2 d2g 
d(3 - 3 d( + g d(2 =o, (5.8) 

que debe integrarse con las tres condiciones ele frontera 

dgl dgl g (O) =O, d'" = 1, y d'" =O 
'> (=0 '> (--+oo 

(5.9) 

Invirtiendo la transformación, resulta que d2g/d(2l0 = l/VA y 

d2 f/df.21 0 = -12/VA. Si se conoce d2g/d(2 l0 entonces se determina el 
valor ele la constante A. La figura 5.1 muestra la solución nu1nérica ele 
la ecuación (5.8) con sus respectivas condiciones ele frontera (5.9), medi
ante la técnica numérica descrita en el apéndice B. El valor obtenido de 
d2g/d(2 l

0 
= -1.5158, por lo que el valor ele A = 62.67 y o-0 = 3.9722. El 

Hujo de calor aclimensional en la parte superior de la aleta est<\ ciado por 

Nu = Ra• 112 2.. ::::= 0.75525Ra* 1/ 2 

ªº 
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0.8 
1 dg/dl; - ---- ------------····--

\/ -------\ ./--- g 
\ / 

d 2gldt;\=-1.5158 0.6 

0.4 

0.2 

... 
o.o 

....__ ____ 
o 2 4 6 8 10 

Figura 5.1: Gráfica con la solución numérica de g (() 
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Capítulo 6 

Aleta Corta 

Para 11na aleta corta, L << L*, (s >> 1) se en1plea un análisis ele orden 
de magnitud sen1ejante al descrito para una aleta larga. La única diferencia 
radica en que la longitud característica apropiada es L, en vez ele L*. El orden 
ele magnitud de r5 / L es por lo tanto 

(6.1) 

por lo que se puede definir al espesor ele la capa límite como una función ele 
x tal que 

X VXL 
r5 (x) ..._, R 1/2 ..._, Ral/2' 

ª"' 
(6.2) 

donde Rax = Ra(x/L). 

6.1. Solución para la Aleta Corta 

El problema de transferencia ele calor para este régimen puede ser estu
diado empleando las siguientes variables adimensionales de orden unidad: 

X 

V 

x yRa112 

L' r¡ = ..;xr, 
Tw(x)-Too, B= T(x,y)-Too 

T 0 -Too T 0 -Too 

vRa112'1/X [!:.r¡8f - f_ - xª!J 
Uc 2 8r¡ 2 8x 
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La ecuación de conducción de calor adimcnsional para una aleta corta se 
transfonua a 

83¡ 2 á20w = __ 1_ 8
2 J1 

dx2 VX. ar¡2 º, (6.3) 

donde las condíciones de frontera en los extremos de la aleta están dadas por 

d()w 
Ow = L en X = 1 y dx = O en X = O. (6.4) 

La ecuación adhnensional que rige el movimiento del Huido inmerso en el 
medio poroso (ver apéndice C), se reduce a 

(6.5) 

con las condiciones de frontera aclimensionales siguientes: 

df df 
J = dr¡= Ow en r¡ =O y dr¡ =O cuando r¡-> oo (6.6) 
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6.2. Solución Asintótica paras---+ CXJ 

Para grandes valores des c01nparada con la unidad, se puede obtener una 
solución asintótica de las ecuaciones (G.3) y (6.6) mediante la expansión en 
potencias de s-312 • La solución puede ser escrita como 

{ 
Ow(X) } = { Ow } + f:-1 { Ow(X) } (6.7) 
f (x, 17) !0(11) J=I s 3i/2 ÍJ(A., 1¡) · 

En este caso, el ténnino dominante para la temperatura adimensional en 
la aleta es Owo = l. Acarreando las expansiones dadas en las ecuaciones 
(6. 7) a las ecuaciones adimensionales (G.3) y (G.5) con las condiciones ele 
frontera asociadas y desarrollando términos hasta el orden s-3 , se obtienen 
las ecuaciones siguientes; 
Para el sólido: 

d20w 1 EJ2 Íi-1 1 -- - --- --- para j 2: l, (6 8) 
dv2 - vl/2 8n2 • 
,~ A 'I ry=U 

con las condiciones de frontera 

dO~ 1 = Ow(l) = O, para j 2: 1 
dx x=u 

(G.9) 

Para el fluido inmerso en el medio poroso: 

d
3 

fo + .!_ f 
0 

rl
2 

fo = 0 
d173 2 dr¡2 

(G.10) 

8
3 
Ji + .!_ (!u 8

2 
!1 + d

2 
fu Íl) _X [dfu 8

2 
!1 _ d

2 
fo 8!1] =O, 

8ry3 2 a772 d172 dr¡ 8x817 d172 8x 
(G.11) 

con las condiciones ele frontera válidas para j 2: O 

y 

8J· 
Íi = --3 - Ow = O en r¡ = O 

817 

8f· 
0

; = O para r¡ ---+ oo. 

(G.12) 

(G.13) 

La ecuación (G.10) junto crn1 las condiciones de frontera (6.12) y (G.13), 
para j = O, corresponden al problema clásico de convección e11 un medio 
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poroso adyacente a una aleta vertical isotérrnica con calentan1iento (10], dan
do d 2 fo/dr¡ 2 l0 = -Go = -0.444. La corrección de primer orden para Ja 
temperatura adimensional de Ja aleta dada por la ecuación (6.8) se puede 
obtener dcspué~ de integrarla dos veces, obteniéndose así 

Bw = L ªnXn = - 4~o (1 - x3/2). 
n=0,3/2 

(6.14) 

donde ao = -a3¡2 = -4Go/3. Las soluciones para la ecuación lineal (6.11) 
con las correspondientes condiciones de frontera deben ser ele la forma 

11 <x, r¡) = ¿: anxngn(T/) 
n=0,3/2 

donde 9n(T/) satisface las ecuaciones diferenciales ordinarias 

d 3gn 1 d?-gn dfo dgn ( 1 ) d 2 fo 
dr¡3 + 2!0 d1]2 - n dr¡ dr¡ + 2 - n dr¡2 9n =.O, paran= O, 3/2. (6.15) 

Las condiciones ele frontera asociadas para 9n son 

9n(O) = dgn 1 - 1 = dgn 1 = O. 
dr¡ 7)=0 dr¡ 7)-00 

(6.16) 

La solución de las ecuaciones (6.15) y (6.16) da los valores G 1 (n) = - d2 gn/dr¡2 l0 • 

Empleando las propiedades ele invariancia de las ecuaciones ele la capa límite, 
se puede demostrar que G 1 (O) = 3/2G0 = 0.666. El valor numérico obtenido 
de G 1 ( 3 /2) = O. 937. Siguiendo el mismo procedimiento, la corrección ele se
gundo orden de la temperatura adimensional de la aleta está dada por 

(} _ ~ anG1(n) ( n+l/2 _ l) 
w- ~ (n+l/2)(n+3/2) X · 

n=0,3/2 

(6.17) 

Resurnienclo, la teinperatura adimensional de la aleta para grandes valores 
del parámetros, hasta términos del orden s-3 , pueden ser escrita como 

Bw= 1- ~ Go (1 - X3/2) 
3 53/2 . 

+~ ~~ [12G0 (1 - x312
) - G1(3/2) (1 - xª)) + O(s-012

). 
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El número de Nusselt reducido, Nu/Ra*
112 

= s dBw/dxl 1 este\ ciado por 

Nu _ 2Go [ (6Go - G1(3/2))] _7¡2 .•• 
Ra•'/2 - 51~2 1 - 353¡2 + O(s ), Jlcl1,1 s-+ oo. (6.19) 

La propiedades térmicas del material, tomando en cuenta la definición de 
la longitud de penetración térmica L*, no juegan ningun papel en la trans
ferencia ele calor del orden dominante debido a que Ra*

112 
/ s 112 = Ra112 es 

independiente de L*. 
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Capítulo 7 

Método Numérico para la 
Solución de la Aleta Corta 

Para poder resolver 11u111éricamente el sistema ele ecuaciones (G.3)-(G.G), 
lo que procede es modificar el problema de rnanera que se pueda c:o11vertir 
a éste ele uno con valores en la frontera a 1111 problema ele valores iniciales. 
Esta transformación se hace introduciendo una nueva coordenada longitu
dinal aclimensional. Dicha coordenada estl\ dada por ( = x/ s. Empleando 
la nueva tranformación, la ecuación para la conducción de calor en la aleta 
adimensionalizada queda representada por la ecuación siguiente 

d
2

Bw 1 8
2f1 

d(2 = - (1/2 8r¡2 o, (7.1) 

mientras que la ecuación (G.5), que es la del fluido inmerso en el medio poroso, 
queda de la forma 

(7.2) 

Con las condiCiones ele frontera en la base y parte inferior de la aleta dadas 
por 

dBw 
Bw = 1 en ( = (¡ y d( = O en ( = O, (7.3) 

donde (¡ = 1/s. Cabe mencionarse que cerca del borde inferior de la aleta, 
cuando ( --+ O, Bw tiene el siguiente comportamiento asintótico 
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donde a :5 1 es una constante que se propone n priori. Para un valor ciado de 
a, se obtiene un valor de(¡ y de s. Para valores des > 1, se emplea la ecuación 
(6.18) para poder tener un perfil preliminar de la temperatura adimensional 
en la aleta. El fiujo de calor adimensional 8 2 f /81J2lo como una función de ( 
se obtiene integrando la ecuación (7.2) cou las correspondicn1tcs co11clic:iones 
de frontera. Esta ecuación se descompone c~11 una ecuación de pri111m· ordc11 
y en otra de segundo orden para que posteriorrnente se resuelva cmph!a11clo 
una discretización en diferencias finitas centradas, tal como se describe en 
el apéndice D. Una vez que se ha obtenido el fiujo de calor adimcnsional en 
cada posición de (, se obtiene el nuevo perfil adirnensional de temperatura 
en la aleta resolviendo la ecuación (7.1) con el cornportarniento inicial dacio 
por la ecuación (7.4), empicando para ésto un procedimiento Runge-Kutta 
ele cuarto orde11. Posteriormente, se repetiní tocio este proceso hasta que se 
llegue a un criterio de convergencia. 
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Capítulo 8 

Resultados 

E11 este capítulo se preHentan los resultados analíticos y numéricos obtenidos 
para el caso de una aleta vertical delgada inmersa en un n1eclio poroso satu
rado ele fluido. La gráfica 8.1 muestra el mímero de Nusselt reducido como 
función del parúmetro adimensional s. El rango de valores ele este panünetro 
va ele 0.1 hasta 10. La solución numérica junto con las expansiones asintóti
cas ele prin1er y segundo orden se presentan juntas para posteriormente poder 
hacer una comparación entre las dos soluciones. 

La gn1fica 8.2 muestra la distribución de las te1nperaturas aclimensionales 
de la aleta como una función ele x para diferentes valores del parámetro s. 
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0.3 
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0.1 

o.o 
0.1 

numérico 

Ec. (6.19), s<<1 
Expansión asintótica 
de primer orden 

Ec. (6.19), s»1 
Expansión asintótica 
de segundo orden 

s 
10 

Figura 8.1: Comparación entre la solución numérica y la solución asintótica 
de prin1er y segundo orden. 
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Figura 8.2: Gráfica con las temperaturas adimensionales en la aleta como 
mm función de x para diferentes valores de s. 
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Capítulo 9 

Conclusiones 

En esta tesis se estudió el fcnórneno de transferencia de calor conjugado 
en una aleta vertical inmersa en un medio poroso saturado ele Huido. La 
temperatura en la aleta, que depende ele su espesor y de las propiedades 
térmicas tanto de Ja aleta como del medio poroso en el que se encuentra 
inmersa, tiende a disminuir asintót.icament.e hasta alcanzar la temperatura del 
rnedio circuudant.e. Esta condición se cumple cuando se alcanza una longitud 
L* Barnacla longitud de penetración térmica. 

Para grandes valores del nümero ele Rayleigh, el problema estudiado de
pende ü11icam.e11te del parümet.ro aclimensioual s = L* / L, el cual nos permite 
distinguir dos regímenes posibles: aletas térmicamente largas y aletas térmi
camente cortas. 

Para el caso límite en el que s << 1, se trata ele una aleta larga y corres
ponde al trabajo previamente reportado por (15], donde el problema tiene 
una solución por autosernejanza para valores pequeños de s comparados con 
la unidad. 

Para el caso límite eu el que s >> 1 (aleta corta), el nümero de Nusselt 
reducido depende muy débilmente ele las propiedades térmicas del material de 
la aleta. Estco es evidente si se observa el primer término de IR ectrnción (6.19), 
en la cual el término de primer orden es independiente de la conductividad 
térmica del material. 

En la figura 7-1, se observa que la solución Rsintótica obtenida en la 
ecuación (G.19) se Rjusta perfectmnente a la solución obtenidn munéricamente 
para valores ele s >> 1, mientras que para valores de s << 1 IR solución 
numérica converge con la solución ele la ecuación (5.10). 

37 



Se derivó una solución asintótica de segundo orden para el límite en el 
que s -> oo y se demuestra que la aproximación de aleta corta es válida 
para valores ele s > 4, mientras que la aproximación de aleta larga [10)-(15) 
es v~llicla para valores de s < 0.4. Cabe mencionarse que la in1portancia de 
esta tésis radica en haber estudiado la transición de nna aleta corta (que 
cuenta con pequeñas razones de transferencia de calor) a una aleta larga 
(con grandes razones de transferencia de calor). 

En Ja figura 7-2, se observa que para el caso ele aletas cortas que cuentan 
con graneles valores de la variable adi111ensional s, la teinperaturn aclÍlnen
sional ele la aleta tiende a ser unifonne en toda su extensión. Esto se debe a 
que Ja longitud ele la aleta no es Jo suficientemente grande como para disipar 
calor de forma considerable, razón por la cual la temperatura aclin1ensional en 
la base ele Ja aleta es casi la misma que se tiene en su parte inferior. Por otro 
lado, es evidente que conforme disminuye el valor de la variable s, las curvas 
se vuelven inás pronunciadas. Dicho comportamiento resalta el hecho de que 
existe una relación directa entre el valor ele s y Ja diferencia de temperaturas 
que hay desde la base ele la aleta hasta su parte inferior. Este comportamien
to está íntimamente relacionado con la longitud de la aleta, pues mientras Ja 
longitud ele ésta sea mayor, es claro que se tendrá una mayor capacidad para 
disipar calor (por el hecho de que se cuenta con una superficie nu1s grande) 
y por ende habrá una diferencia mayor entre la temperatura ele la base de Ja 
aleta y la punta de la misnrn. 
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Apé11dice A 

Solución por Autosemejanza 

En (>ste apéndice se desarrolla la solución por autosemejamm para el 
régimen de aleta larga, partiendo de las ecuaciones adimensionalizadas que 
gobiernan el proceso ele enfriamiento de convección natural para un flujo 
bidimensional. 

De la ecuación de continnidacl adimensionalizacla 

ae av 
--+-=0 ªª az 

Introduciendo las variables siguientes 

B 

(A.1) 

(A.2) 

La derivada del primer término ele la ecuación de continuidad aclimensionali
zada e:i de la forma 

80 = ,1.. dBw -1- B d</J dé, 
8a .,, da ' "' df, da 

sustituyendo las variables (A.2) en la ecuación anterior 

(A.3) 
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El segundo término de la ecuación de continuidad adimensionalizada queda 
de la forma siguiente 

Igualando (A.3) con (A.4) 
88 , av 
Bu= 8Z 

av .};_ = <Pd()w - () n(, d</J 
8(, un . . du w u d(, 

(A.4) 

sea 8w = Aurn, si se introduce esta nueva variable a la ecuación anterior 

mientras que V= ur F ((,).Si se introduce el cambio de. variable en la ecuación 
anterior, se tiene 

dR r-. n _ m-lA [,/.. ~c.d</J] -u ·· - u '+'rn - ,..,,-
d(, .·: ·.· . d(, 

igualando exponentes 

r~n=rn'-:1, ===>r=rn-l'+n 

Para la ecuación de. Laplace adimensionalizada 

d
2
8w + á8,. =O 

du2 ·.azo . 
se tiene que 

. ~:;;.~w.~~lo= O 

Substituyendo nuevamente las variáble!> (A.2), se obtiene una ecuación de la 
fonna · · :·: .:: ., 

· ml~·····.: .• ·'·'ri,d</l ,. :. 1 
Arn(rn -l)a:: :·.t~P" d(, o un =O 

Arn(rn ~ l)Jm-2~ Aurn-nd</J 1 =O 
. ··.· < df;.(¡ 

rn( rn. .:._: 1 )~m.:_2 + um...:n d</J 1 = O 
. d(, o 

42 

¡·~'"·;.;:~-~~·r· C'CY .· 
L~'AL1.h Dh CíitiGEN 



igualando una vez lll<"ÍS .los exponentes 

m - 2 = m - n, ===> n = 2 

Para el ·primer:término de la ecuación de energía 

-e de. = -<P [<P dBw _ Bw d</J dE, J 
da da dE, da 

Sustituyendo nuevamente las variables (A.2) 

-BdB = -<P [<PAmum-1 -Aamd<P. (-nZ)] = -<P [<PAmam-1 -Aam2.!;'d</J] 
du do!; un+I · a do!; 

-B de = -A2 a 2m-1 <jJ [<Pm - 2.!;d<PJ· · (A.5) 
da · do!; . 

El segundo término de la ecuación de la energía adimensionalizada queda ele 
la siguiente forma .· 

V de = r Fe d</J do!; = r FAam d</J =A r-t:m-::-2 Fd<P 
dZ 

17 
w do!; dZ 

17 
a2 do!; ª . · do!; 

(A.6) 

El lado derecho de la ecuación de energía está dado por : 

8 20 d
2

</J d2e m ( 1 )' d
2 ;p .. 

8Z2 = ew dE,2 dZ2 = Aa a4 • ·. d.!;2. (A.7) 

Sustituyendo los términos (A.5)-(A.7) de la ecuación de energía, la .. ecuación 
resultante es .. .· ... 

--:-A2a2m-1</J [<Pm - 2.!;d</J] + Aar+m-2 Fd</J = Aam:..4 d2<P . .·. . de . dE, . · .de 
igualando exponentes 

2m - 1 . r + m ..:.. 2 = m - 4 

2rn - 1 - m ;__ 4, ~ m = -3 

2 (-:3) - 1 · r - 3 - 2, · ==,=> r = -2 

sustituyendo los valores obtenidos · 

-3 (-:4) + ~lo = O 
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se obtiene 

y por lo tanto __ : 

Empleando los valores obtenidos en (A.9), se tiene que la ec11ación resultante 
es 

d (F/A) = _ 3</J _ 2f.d</J 
df. df. 

(A.10) 

Integrando la ecuación (A.10) se obtiene 

e e 
F - 3 j<fidf.- 2jt:.d</Jdf. 
A ·. df. 

o o 

sea </J = df /df., sustituyendo el cambio de variable en la ecuación anterior 
._. e' ; +<~ -~ .. . 

F · .· •Jdf: '' { d2 f 
.. A.= -3}-~df.df.-:: 2) f. df.2 df. 

-•·- .. < º·'·}~/> ;;' o •.. 

Integrando por partes se llegi.~ i~-~~li~e:"i'ór1 siguiente 
~-· --~ _-

;Á~#<~ /---··2f.·~. 
Sustituy~nclo (Ali) e~i la~c;J~¿~~'~c.A:.s) 

- : ·- . , . ~- . ·- -- '..: ~- - . '-·· .. ' 

(A.11) 

. - - ' -·· 

(
dI) 2. df d2 J. d2 J . df d2¡-_ 1 _d3 f.· 

3 df. + 2f. df. df.2 - J df.2 --. 2f. df. df.2 - A df,3 

por lo que la ecuación diferencial ordinaria de te~~~rord¿n resultante es: 

1 d
3 

f ( df) 
2 

. d
2 

f :A df.3 - 3 df. + f df.2 = o (A.12) 
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La cual cst<1 sujeta a las condiciones de frontera siguientes 

~ 1
00 

=o, ~lo= 1, ~ L = -12, f (o) =o (A.13) 
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Apéndice B 

Discretización de la Ecuación 
(5.6) 

En este apéndice se utiliza el método ele diferencias finitas centradas (o 
método de la caja) para resolver la ecuación diferencial ordinaria obtenida en 
el apéndice A. El programa principal, escrito en lenguaje FORTRAN, consta 
de una subrutina principal que resuelve la matriz tricliagonal. 
Partiendo de la ecuación (A.12) 

con sus respectivas condiciones de frontera 

empleando un·cambÍ()\cldyafÍaql~,d~;laforma f = g/vfA y~ 
ecuación diferencial órclinada tomá la forma universal 

>~~~~ 3(~~) 
2 

+ g:~ =o 

que debe integrarse con las tres Gpndiciones de frontera 

g(O) =O, ~~lo= 1, ~~'~=O 
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Se propone el cambio de variable u = dg/dC, y se sustituye en la ecuación 
(B.l) 

(B.3) 

Ahora las nuevas condiciones ele frontera son 

u(O) = 1, y u(=)= O (B.4) 

sea g = fo( udC, y g (O) = O. 
Realizando un cambio· de variable·. de· la forlna 

u2 ='2uo.u ...:::.'(ua) 2 (B.5) 

Se substituye la ecuación (J3.5) el1)a,~cuflción (B.3). 

d2u· i{·> ;~"'..?>·); . du 
dC,2 ...:::. 3 (2uau :___(tia) ) + g dC, =O 

(B.G) 

El sistema ele ecuaciones anterior se lleva de un espacio contínuo a uno discre
to, utilizando para ello un arreglo en red que contiene a la placa proyectada 
en un espacio que la cubre totalmente. Aplicando el rnétodo de diferencias 
finitas centrales de Forenberg [8] y cliscretizando término a término, se ob
tiene 

u 
du 
dC, 

d2u 
dC,2 

Ui 

Ui+l - Ui-1 

2.6.C, 
Ui+l - 2U¡ + Ui-1 

~c,2 

Sustituyendo las ecuaciones (B. 7) en la ecuación (B.6) se tiene que 

Ui+l - 2ui + Ui-1 - 6 a . . (Ui+l - Ui-1) = -3u,'! 
.6.C,2 ui u, :+- g, 2.6.C, 

Ordenando la ecuación anterior por índices 
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Ui+ 1 c~~2 + Ui 2~() +U¡ (- f).~2 - Guf) + Ui-1 ( f).~2 - Ui 2~() = -3uf 

Multiplicando todo por D.(2 

Ui+1(1~;~:~')¡:i c-2 _ GufD.(2
) ;~i-1 (1 _ ~i~,Y~ ~3~fD.(2 

Las condiciones de arranque y de terminación de la corriÍ:la son las siguientes 

Donde las correspondientes en la tridiagonal resultante a resolver son: 

A 

B 

e 
R 

••. ··.',, « 

Por lo que la matriz tridiagonal ai·~.~lve~ queda de la siguiente manera 

B C 
A B 
O A 
o o 
o o 
o o 
o o 

··. 
O O :O_,· o.: 
e o;,,_' o:> o 

~ '•; ~7 ~--§{; 
O A:; B,;C 
O O A .B 
O O O A 
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Programa que calcula la solución asintótica para el problema de la aleta 
con enfrimniento. 

PROGRArvI Lorenzo 
I.t\.IPLICIT·REAL*S (a-ii,o-z) 
PARMvIETER (N=lOOOO) 
DIMENSION A(N),B(N),C(N),R(N),UN(N),g(N),GAM(N+l),U(N),UA(N) 
18=1 
ICON=O 
ICONT=O 
G(l)=O.DO 
DETA=O.OOlDO 
DETA2=DETA *DETA 
Nl'vIAX=lO/DETA 
IT=O 
REL0=.5DO 
12 CONTINUE 
OPEN(lO,file='Lorenzo.dat') 
DO .J=l,N 
ETA=(J-l)*DETA 
IF(ETA.LT.l.DO) THEN 
U(J)=l.DO-ETA 
ELSE 
U(.J)=O.DO 
ENDIF 
ENDDP 
UPA=-1.DO 
IT=O 
40 CONTINUE 
IT=IT+l 
IF(IT.GT.1000) GOTO 13 
WRITE(G,*) IT,UP,UPA 
G(l)=O.DO 
UA(l)=l.DO 
DO 41 .J=2,N 
UA(J)=U(J) 
41 G(.J)=G(J-l)+(U(J)+U(J-l))*DETA/2.DO 
C(l)=O.DO 
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B(l)=l.DO 
R(l)=l.DO 
A(N)=O.DO 
B(N)=l.DO 
R(N)=O.DO 
DO 31 J=2,N-1 
ETA=(.J-l)*DETA 
A(.J)= 1.D0-.5DO*DETA *G(J) 
C(J)=l.D0+.5DO*DETA *G(.J) 
B(J)=-2.D0-6.DO*UA(.J)*DETA2 
R(J)=-3.DO*UA(.J)*UA(.J)*DETA2 
31 CONTINUE 
CALL TRl(A,B,C,R,UN,N,GAl'vl) 
DO 42 .J=l,N 
U(.J)=UN(.J)*RELO+UA(.J)*(l.DO-RELO) 
42 CONTINUE 
UP=(-U(3)+4.DO*U(2)-3.DO*U(l))/(2.DO*DETA) 
IF(DABS(UP-UPA)/DABS(UP).LT.1.D-10) GOTO 13 
UPA=UP 
COTO 40 
13 CONTINUE 
DO J=l,N,10 
ETA=(J-l)*DETA 
WRJTE(lü,100) ETA,G(.J),U(J),UP 
WRITE(6,100) ETA,G(J),U(J) 
ENDDO 
100 FORMAT(5e15.5) 
STOP 
END 
e *************************************************** 
SUBROUTINE TRI(A,B,C,R,U,N,GAl'vI) 
IMPLICIT REAL*S(a-h,o-~) 
Dll\'1ENSION GAM(N+l),A(N),B(N),C(N),R(N),U(N) 
IF (B(l).EQ.O.DO) PAUSE 'SINGULAR MATRIZ' 
BET=B(l) 
U(l)=R(l)/BET 
DO 11 .1=2,N 
GAM(.J)=C(J-1)/BET 
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BET =B(.J)-A(.J)*GA.i'vI(.J) 
IF(BET.EQ.O.DO) PAUSE 'MATRIZSINGULAR' 
U (.J )=(R( .J)-A( .J)*U (.J-1)) /BET 
11 CONTINUE 
DO 12 .l=N-1,1,-1 
U(J)=U(J)-GAl'vI(J+l)*U(.J+l) 
12 CONTINUE 
RETURN 
END 
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Apéndice C 

Solución para aleta corta 

A cout iuuación se presenta la solución para el reguue11 ele aleta corta, 
partiendo una vez nuís de las ecuaciones aclimensionalizadas que gobiernan 
el proceso ele enfriamiento ele convección natural para un fiujo bidimensional. 
Empleando las siguientes variables adimensionales de orden unidad 

r¡ 
yRa112 x 
VXT,'x=-¡ 

Tw(x) -T
001 

(j = T(x,y)-T00 

T 0 -T00 T 0 -T00 

La Ley ele Darcy-Boussinesq adimensionalizada queda de' la forma sigi.tiente 

u= gI<~~T0 =~~8,.==='~~0 o ·· (C.1) 

Para el primer término de la ecuacióil de conÜnuidad:.adin~ei1.sicmaliz<'Ída se 
tiene , .:; ... · ...... , ·., ·' ::.· ..... , .... ·••• ···.·, .:»·: 

~: ~ : + ::: ~ · ~ 7 ::fx +uº :{H~l ~ 7 [ ;1~ ~:i~ :;,] 
l'v!ientras que ~¡ segundo término de la ecuación de continuidad adimension-
alizada está dado por · 

8v 8v 8r¡ 8v Ra112 

ay =ar¡· ay= ar¡ VXL 
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Igualando ambos términos 
av au 
ay= -ax 

. ~av Ra1! 2 .. Uc a2 f 1 Uc TJ a2 fTJ ·,. 
--- = ---- + -----' . a.,, .,¡xr, L a.,, ax 2 L x a.,,2 x 

Dividiendo toda la ecuación entre Uc 
av Ra112 1 a2 J 1 ·.,, a2¡ 
- = ---- + ----a.,, ../XLuc L a.,,ax · 2 xL 8TJ2 

l\ilultiplicando toda la ecuación por x 

av Ra112 x 112 
X a2 f X 'T/ a2 f - -----+---a.,,. L112uc - L a.,,ax 2 xL a.,,2 

Se obtiene la siguiente expresión para el orden de magnitud de V 

Ra1/2x1/2 
V Ll/2uc ,._,V 

Substituyendo (C;2) en la ecuación anterior 

Integrando por partes, se obtiene el valor de V. 

(C.2) 

(C.3) 

Para la ecuación de la energía y empleando un análisis semejante al aÍ1terior, 
para el caso del primer término se tiene 

u aT =u a¡ D..T [ªº _!_ + ªº - .!.!L.] = Uct::..T a¡' [ªº - .!..~ ªª] ax caTJ ax L a.,, 2xL L ar¡ ax. 2x 8TJ 

Substituyendo la ecuación (C.3) en la relación (C.2),la:exprcsión resultante 
es la relació11 siguiente ·,·, ·" 

(C.4) 
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Se substituye la relación (C.4) en el segundo término de la ecuación de energía 

v~~:'~ ~~:~~~; [~11:~ - ~ - x;~] .~~ .• ~ ~ x~:~:12. 
= ucD..T ae [.!_ aj_/.__ X aj] 

xL a11 2 71 a11 2 ax 
Para el término derecho de la ecuación de energía 

a2T a2 B Ra a2 B Ra amD..T Ra 1 8 2 8 
etm ay2 = etmD...T 8772 xL = etmD..T a712 xL2 = L2 X 8712 

Por otro Indo, eliminando términos y simplificando: 

UcD..T _ etmD..T Ra Ctm R 
L - L 2 Lª (C.5) 

etm gk(3D..T L gk(3D...T 
Uc=-· = 

L Cl!mV V 

Substituyendo las ecuaciones obtenidas para cada término de la ecuación ele 
la energía y tomando en cuenta la simplificación dada por la ecuación (C.5), 
la ecuación resultante queda corno 

a¡ [ªº _ .!.'!1 aB] + ..!:_ ae [.!. 71 a¡ _ !._ _ xª!] ];_ a2 e 
a11 ax 2 x a11 x a11 2 a11 2 ax - x a112 

Realizando los productos 

a¡ aB _ .!.'!1 a¡ aB + .!.'!1 a¡ ae _ !.._!._ aB _ a¡ ae = .!:. a2e 
811 ax 2 x a11 a11 2 x a11 a11 x 2 a11 ax a11 x a112 

Simplificando y multiplicando toda la ecuación por x 

a¡ aB J aB a¡ 8B a2B x------x--=-811 ax 2 a11 ax 8r¡ ar¡2 

Reacomodando términos y factorizando, la ecuación resultante es ele la forma 

(C.6) 
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donde(} 
COnlO 

a¡ /8'1]. Empleando otra notación, la ecuación (C.G) se expresa 

·.· f ... 
JT/T/T/ + 2 JT/T/ = X [JT/f XT/ - fx.ÍT/T/] 

Las coifdidoó:es'de .· fro1ifo1'a: córrespo~dientesson 

. '17 
... a¡ ·. 

O, J = O, D'/] = (}w 

'17 -+ oo ª1 =o ' 8'1] 

Realizando un balance de flujo de calor en la aleta y el fluido se tiene 

Aw 8Ts 1 = ).. DT 1 
8ys 8yo 

Empleando la varia ble aclimcnsional z = y/ h junto con las demás variables 
adimensionales ele orden unidad 

(C.7) 

Empleando las siguientes ecuaciones paraobtenen1narelaciónentre Ra~ y Ra: 

Ra 

· Ra·· 

AL.:· 

= AL"'=Rª.·L• 
L 

Realiza~do un balance de flujo de c~lor ele l~ aleta y el fluido 

··· ... _A:u·i~~··~~?·6:¡· ... : 
(C.8) 

y como de análisispreviosde órcl~n'es ~le ~ail:lltudse sabe que o• = U/ Ra•1!2 

X ú2J3,a•Í/2 wh • . . . T ,...., L* 

Simplificando y reacomodando términos se obtiene 

.A h 
>-w = L• Ra•112 (C.9) 
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>. u112 
--2!!..h,..., L* R • 1! 2--).. a L3/2 

Substituyendo Ja relación (C.9) en la ecuación (C. 7) 

BBw 1 ·· h h Ra
112 ae1 h

2 
Ra

1
/'2801 

az ~ = L* Ra•1/2 L VX 877 
0 

= L* Ra•112 L vx_ 8r¡ 
0 

Substituyendo Ja ecuación (C.8) en Ja ecuación anterior se obtiene la expre
sión siguiente 

80w 1 h2 
Ra

1
12 L

1
1

2 
1 8() 1 h

2 
1 8() 1 h 2 

1 8() 1 

8Z o = L• Ra1/2 L L•I/2 VX 8r¡ o = L• L1/2 L•l/2 VX 877 o = L•3/2 L1/2 .JX 877 o 

Multiplicando toda la ecuación por L*3 / 2 

aew 1 h
2 

L
3
1

2 
1 80 1 

8Z º = L2 L•3/2 vx 877 º (C.10) 

Sabemos que para valores de s = L* / L >> 1 se trata de una aleta corta 
y que e:2 = h 2 / L 2, por Jo que L 312 / L •3/ 2 = s 312. Si se substituyen estas 
ecuaciones en la ecuación (C.10), la ecuación resultante esta dacia por Ja 
expresión siguiente 

Para el caso de una aleta térmicamente clelgacla 

8
2
8w + L

2 
88w 1 = 0 

8x2 1i2 az º 
82 0w 1 1 c 2 8() 1 

ax2 = - e:2 s3/2 vx 877 º 
s3/2 a2ow = - _1_ 8(} 1 

ax2 .JX8r¡ 0 

(C.11) 

y cmno (} = a¡ /877, Ja ecuación aclimensiona!izada resultante para Ja energía 
en la aleta toma la forma 

s3¡2a2ow = - _1_ 82f1 (C.12) 
ax2 vx ar¡2 º 

Donde las condiciones de frontera correspondientes son 

aew 
Ow = 1 en X = 1 y ax = O en X = O. 
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Apéndice D 

Discretización para la aleta 
corta 

En este apé11dice se desarrolla la forma en que se reali;1,a el can1bio de 
variable q11e hace que la ecuación para la aleta adquiera la fornrn universal y 
posteriormente se rnuestra la forma en la que se pasa ele un cIBpacio contínuo 
a uno disc.:reto empleando diferencias finitas centradas. 

Partiendo de las ecuaciones adin1ensionalizadas para la aleta corta para 
el sólido y el fluido respectivamente 

1 a2¡ 1 
- ..;x. 8r¡2 o 

X [f,,fx.r¡ - f xfr¡r¡] 

Proponiendo un cambio de variable de la forma ( = c/x, si se introduce en 
la ecuación adimensionalizada de la aleta, resulta 

s3¡2a2ow (ª') 2 = - ..¡e EJ2f 1 

ac;2 ax .. ../C,. Br¡2 º 
Reacomodando térn1inos 

3/2 2-1/2.· .·ª
2

.0.w .. ~ -.· . .J_.8
2
. f 1 s e . ; ac;2 . . .·•· ../(, 8r¡2 o 

. . . 

Igualando exponentes, se tiene que s 312c312 = 1, por lo que e= 1/ s y por lo 
tanto 

57 



( = x/ s. Corno resultado, la ecuación para la aleta adquiere la forma univer
sal 

d;;~= -.~~~lo 
l'viientras que la'' ecuación adimensionalizacla para el fiuido se transforma en 
la siguieiite ecuaCióú . . . 

1 
J..,..,..,+ 2f J..,.., = ( [f..,f<.., - fd..,..,] 

Como sabemos que (} = df / dr¡, la ecuación para el fluido es ele la forrna 
1 

B..,..,+ -f B..,= ( [f..,B< - f<:B..,] (D.1) 
2 

Pasando los términos de la ecuación (C.12) de un espacio contfnuo a uno 
discreto empleando las siguientes transformaciones: 

B.., 
B;,;+1 -Bi,;-1 

2.6.r¡ 

B..,.., 
Bi,;+1 -2B;,; +B;,;-1 

,6.r¡2 

J.., 
fi,j+l -fi,j-1 

(D.2) 
2.6.r¡ 

Í< 
fi,j - Íi-1,j 

.6.( 

º< 
B;,; -B;-1,; 

.6.( 
Si se substituye a las ecuaciones (D.2) en la ecuación (D.1): 

B;,;+1 -20;,; +B;,;-1 .!¡,. [B;,;+1 -B;,;-1] = 
.6.r¡2 + 2 • 2b.r¡ 

(· [(f;,j+1 -f;,i-1) (O;,j -B;-1,;) _ (f;,; - fi-1,i) (B;,j+1 -B;,;-1)] 
• 2b.r¡ .6.( .6.( 2.6.r¡ 

Ordenando la ecuación anterior por índices, la ecuación resultante es la que se 
empleaní. para ser resuelta por el método numérico descrito con anterioridad. 

().. [i + .!¡,.,6. + r. (f;,;-Íi-1,j) .6.r¡] +B·. [-2 - r. (f;,;+1-f;,j-1) .6.r¡] + 
111+1 4 • r¡ ... .6.( 2 llJ ... 2.6.( 

(} 
[ 1 -.!_¡,.A -'"·(Íi,j-fi-1,j) .6.r¡] =-'"·(fi,j+1-fi,j-I) (}i-1,iA 

i1j-l 4 .~r¡ ... .6.( 2 ... 2 .6.( ~r¡ 
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Programa que resuelve las ecuaciones que rigen el problenrn de la aleta 
corta. 

PROGRAM l\foclioPoroso 
implicit rcaP'S (a-h,o-z) 
real*S rnr,nu 
character*ll f1 
character*14 f2 
character*4 filenum 
character*l nun1 
integcr cent,dece, unid, mil e 
paramctcr (nec=2) 
dime11sio11 y(ncc) 
DIMENSrON A(999),B(999),C(999),R(999),U(999),g(501,999),ga(999), 
f(501,D99), tetaw( 501) ,gp( 501), tetawa(501), tw(21,501), nir(2i) ,tprom(21) ,mun(0:9) 
data nun1 /'O','l','2','3','4','5','6','7','8','9' / 
open(7,file= 'nusselt.cla t.') 
do iss= 1,20 
s= 1. lcl0-iss*0.05d0 
is=int( 100.dO*s) 
milc = int(is/1000.) 
cent= int((is - mile*l000)/100.) 
decc = int((is - rnilc*lOOO - cent.*100)/10.) 
unid= int((is - milc*lOOO - cent*lOO - clece*l0)/1.) 
filcnum = num(mile)/ /num(cent)//num(dece)//num(unid) 
fl='mns' / /filcuum/ /' .clat' 
f2='tctans'//filcuum/ j'.dat' 
open(S,file=f2) 
g0=0.444cl0 
gtm=0.937cl0 ! g1(3/2) 
rela=l.clO 
rel=rela 
iplot=O.clO 
N=9D9 
etaf=l5.cl0 
deta=etaf/( (N-1)*1.dü) 
In=n 
nx=500 
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zetaf=l.5d0/s 
dzeta=zetaf/ ( (nx-1 )* l.dO) 
dt=.ldO 
it=O 
do izeta=l,1i.x 
zeta=(izeta-l)*dzeta 
x=s*zeta 
f(izeta,1)=0.dO 
if(s.ge. l.dO) then 
tetaw( izeta) = 1.d0-4.dO /3 .dO*gO / s** 1.5d0* ( 1.dO-x** 1. 5d0)+ 
22.d0/9.dO*gO/s**3.dO* ( 12.dO*gO*( 1.clO-x** 1.5d0)-gtm*( 1.cl0-x**3.d0)) 
else 
tetaw( izeta) =tetaw( izcta) *. 9cl0 
end if 
end do 
do 9 j=l,N 
eta=(j-l)*clcta 
g(l ,j)=tetaw( 1 )* ( 1.c!O-eta/ etaf) 
9 continuc 
gp( 1 )= (-g( 1,3) +4.c!O*g(l ,2)-3.dO*g(l, 1)) / (2.dO*deta) 
ill=O 
t=O.dO 
10 continue 
ill=ill+l 
write(6, 125) ill,it,izeta,xi,dtetaw 
125 format(3i5,2e15.5) 
do 11 j=2,n 
11 f(l ,j)=f(l J-1) +(g( 1,j)+g(l,j-1) )*deta/2.c!O 
C(l)=O.dO . 
B(l)=l.c!O 
R(l)=tetaw(l) 
A(N)=O.dO 
B(N)=l.c!O 
R(N)=O.c!O 
DO 12 .J=2,N-1 
ETA=(.J-l)*DETa 
A( .J) = 1.c!O-f( 1 J) *el eta/ 4.dO 
C( J) = 1.c!O+f(l ,j )*cleta/ 4.dO 
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B(.J)=-2.dO 
R(.J)=O.dO 
12 CONTINUE 
CALL TRI(A,B,C,R,U,IN) 
DO 13 .T=l;N 
ga(j)=g( l ,j) 
g( 1,j) =rel*u(.J)+ ( l .dO-rcl)*ga(j) 
13 CONTINUE 
gpa=gp(l) 
gp( 1) = (-g( 1,3)+4.dO*g(1,2)-3.dO*g(l, 1)) / (2.dO*cieta) 
if(dabs((gp(l)-gpa)/gp(l)).gt.1.d-8) goto 10 
do j=l,n-1 
eta=(.i-l)*dP.ta 
dg=(g( l.j+ 1)-g(l,j) )/cleta 
encl do 
14 continue 
do 300 izcta=2,nx 
zeta= (izeta-1) *dzeta 
cl=.25clO*cleta 
c2=( izetn-1) *cleta/2.dO 
c3=(izetn-1 )*clcta*cleta 
gp(izcta)=gp(izeta-1) 
do 15 j=l,n 
g( izct a ,j) = g( izcta-1,j) 
ga(j) =g(izeta-1,j) 
15 f(izeta,j)=f(izeta-1,j) 
icon=O 
iconlOO=O 
rel=rela 
il2=0 
16 continue 
il2=i12+1 
C(l)=O.clO 
B(l)=l.clO 
R(l)=tetaw(izeta) 
A(N)=O.dO 
B(N)=l.dO 
R(N)=O.dO 
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DO 17 J=2,N-1 
ETA=(J-l)*DETa 
A(.J)= 1.c!O-t:l *f(izeta,j )-c2*(f(izeta,j)-f(izeta-1,j)) 
C(.1)= 1.dO+cl *f(izeta,j) +c2*(f(izeta,j)-f(izeta-1,j)) 
B(.1)=-2.dO~'c3*(2.clO*ga (j )-g(izeta-1,j)) 
R( J)=-c3*ga(j )*ga(j) 
17 CONTINUE 
************************************************ 
DO 18 J=l,N 
ga(j)=g(izeta,j) 
g( izc! a .j) =re! *u ( J) + ( 1.clO-rel) *ga(j) 
18 CONTINUE 
do 1!J .i=2,n 
19 f( i;wt a .j) =f( izeta,j-1) + (g( izeta,j)+g(izeta,j-1)) *cleta/2~cl0 
if(i12.gc.100) then 
rel=rel/9.clO 
il2=1 
enclif 
gpa=gp(izeta) ... 
gp(izcta) = (-g(izeta,3) +4. clO*g(izeta,2)~3.clO*g(izeta, 1)) / (2.clO*cleta) 
if( clabs( (gp(izeta)-gpa) / gp(izeta)) .gÚ.d-8) gotó 16 
300 continue ! termina ix · 
200 format(3i5) 
it=it+l 
tetawa ( 1) =tetaw( 1) 
h = clzet.a 
zeta=clzeta 
y(l)=tetaw(1)+4.cl0/3.clO*tetaw(l)**l.5dO*gO*zeta**l.5clO 
y(2)=2.dO*tetaw(l)**l.5clO*gO*dsqrt(zeta) 
izeta=2 
tet.awa (izeta )=tetaw(izeta) 
tetaw( izcta) =y( 1) 
1 izcta=izeta+l 
************************************************ 
call runge(h,zcta,y,gp(izeta)) 
tetawa(izeta)=tetaw(izet.a) 
tctaw(izcta)=y(l) 
if(izeta.lt.nx) gato 1 
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do izcta=l,1Lx 
d tetaw=clabs( ( tetaw(bmta)-tetawa(izeta)) / tetaw( izeta)) 
if(cltetaw.gt.l.d-05) gato 10 
encl do 
3001 CONTINUE !termina ial 
do izeta=l,1Lx 
zeta= ( izcta-1) *dzeta 
if( tctaw(izeta) .gt. l .dO) then 
dz=clzeta * ( tctaw ( izeta )-1.dO) / (tetaw(izeta )-tetaw(izeta-1)) 
zetaf=zeta-clz 
ese=l.dO/zetaf 
nu=(tetaw(izeta)-tetaw(izeta-1))/dzeta 
goto 3002 
end if 
cnd do 
3002 cont.inue 
do izeta=l,1Lx 
zeta= ( izeta-1) *el zeta 
xi=csc*zcta 
write(S,102) xi,ese,nu,tetaw(izeta) 
if( tetaw(izeta) .gt. l.dO) exit 
end do 
writc(7,102) ese,nu 
close(8) 
encl do ! iss 
stop 
100 format(i5, 7cl2.5) 
102 format(12el5.5) 
END 
e ******************************************** 
SUBROUTINE TR.I(A,B,C,R,U,N) 
IMPLICIT REAL*S(a-h,o-z) 
PAR A:CvIETER(Nl'vIAX= 1000) 
DHvIENSION GAl\'1(NMAX),A(N),B(N),C(N),R(N),U(N) 
IF (13(1).EQ.O.dO) PAUSE 'SINGULAR MATRIZ' 
BET=B(l) 
U(l)=R(l)/BET 
DO 11 .1=2,N 
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GAM(.J)=C(J-1)/BET 
BET =B(J)-A(.J)*GAM(.J) 
IF(BET.EQ.O.dO) PAUSE 'MATRIZ SINGULAR' 
U(J)=(R(J)7A(.J)*U(.J-1))/BET 
11 CONTINUE 
DO 12 .J=N-1,1,-1 
U(.J)= U(J)-GA!'vI(.J + 1 )*U(.J +1) 
12 CONTINUE 
RETURN 
END 
e ********************************************* 
FUNCTION ERFCC(X) 
implicit. real*8(a-h,o-z) 
Z=dabs(X) 
Tl=l.d0/(1.d0+0.5dO*Z) 
Al=-.82215223dO+Tl *.l 7087277cl0 
Bl=l.48851587c!O+Tl *Al 
Cl=-1.13520398cl0+Tl *Bl 
Dl=.27886807d0+Tl *Cl 
El=-.1862880Gd0+Tl *Dl 
Fl=.09678418d0+Tl *El 
F2=.37409196d0+Tl *Fl 
ERFCC=Tl *dexp(-Z*Z-1.26551223dO+Tl*(l.00002368dO+Tl *F2)) 
IF(X.LT.O.clO) ERFCC=2.d0-ERFCC 
RETURN 
END 
e************************************************ 
implicit real*8 (a-h,o-z) 
parameter (nec=2) 
dimension y(nec),cl(nec), p(nec), e(nec), g(nec), f(nec) 
h05 = .5d0 * h 
call ecua(x,y,d,gpi) 
Xl =X 

do 10 i = 1,nec 
p(i) = y(i) 
y(i) = p(i) + h05 * d(i) 
e(i) = d(i) 
10 continue 
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X= xl + h05 
call ecua(x,y,d,gpi) 
do 20 i = l,nec 
y(i) = p(i) + h05 * d(i) 
f(i) = d(i) . 
20 cont.inue 
call ec11a(x,y,cl,gpi) 
do 30 i = l,11ec 
y(i) = p(i) + h * d(i) 
g(i) = d(i) 
30 conti11ue 
X= xl + h 
************************************************* 
call ec11a(x,y,cl,gpi) 
do 40 i = l,ncc 
y(i) = p(i) + h * (e(i) + 2.dO * (f(i) + g(i)) + d(i)) / 6.dO 
40 continuc 
return 
cnd 
e************************************************ 
subrout.ine ecua(x,y,d,gpi) 
implicit. real*S (a-h,o-z) 
paramcter (ncc=2) 
dimension y(nec),cl(ncc) 
(1) = y(2) 
c1(2) = -gpi/dsqrt(x) 
retur11 
end 
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