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Introduccion

Comiinmente, en los cursos de Analisis Matemaético, se estudian a las medidas como
funciones o-aditivas, definidas en un c-algebra de conjuntos. De acuerdo a este concepto,
como veremos en este trabajo, las cargas son medidas finitamente aditivas definidas en
ciertas colecciones de conjuntos. El objetivo de esta tesis es mostrar, bajo qué condiciones
y de que manera se puede extender una carga definida sobre algun tipo de coleccion & de
subconjuntos de un conjunto €, a una carga definida en cualquier algebra de subconjuntos
de Q que contenga la coleccion & inicial.

Debemos sefialar que esta tesis esta basada principalmente en el libro de “Teoria de
Cargas: Un Estudio de Medidas Finitamente Aditivas” de K.P.S. Bhaskara Rao y M.
Bhaskara Rao, de 1983; en donde se hace un tratado completo de las cargas o medidas
finitamente aditivas, pues se estudian diversas clasificaciones de éstas, como cargas no
atomicas, cargas puras, etc.,integracion de cargas, rango de cargas, entre otros temas, asi
como el tema de extensiones de cargas en su tercer capitulo, que es la base para el
desarrollo de nuestra tesis.

Veamos a continuacién las diferencias entre las medidas finitamente aditivas y las
medidas c-aditivas, notandolo desde el plano de la Probabilidad.

En 1933 Kolmogorov introdujo un sistema axiomatico de probabilidad que consistio

basicamente en que

i) 0 < P(A), donde A representa un evento del c-algebra de eventos de un conjunto
Q.
ii) PQ)=1

iii) P es c-aditiva.

Las funciones P(*) que satisfacian este sistema axiomatico eran llamadas funciones de
probabilidad matematica. Mas tarde DeFinetti sugirid que el sistema de Kolmogorov debia
ser modificado en su inciso (iii), por el axioma de la aditividad finita. Se adopté el sistema
axiomatico de la propiedad de la aditividad numerable mientras que pocos autores

favorecieron la aditividad finita. En el sistema de aditividad numerable, a algunos
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subc‘:onjiqr_i’tvos‘del ‘conjumo Q no se les puede asignar una probabilidad (no medibles),
*vmiénrtrasf qixé éh el sistema axiomatico de aditividad finita, a cada subconjunto se le puede
v»llregékr' a ésignar una probabilidad, aunque muchas veces ésta no pueda ser asignada de
",-férma ﬁﬁica, ya que requiere que la probabilidad sea interpretada subjetivamente como una
f ;‘)rbtv)“abil‘i'dad personal para un individuo dado.
vCon‘ El sistema de aditividad numerable, en los puntos de discontinuidad x,, de las
ﬁmcxones de distribucién acumulativas F(x) se tiene que :
lim F(x) F(xo)

o X = Xo©
esto es, f(x) es contlnua por; la derecha en los puntos Xo. Con el sistema de aditividad finita,

‘ esta contlnmdad ¥ o necesanamente resulta ser cierta; recordando que las funciones de

(x) son_definidas como F(x) = P{X < x}, esto es, es la

dlstnbuclén cumulauvas"'

que satlsﬁClera que m fuera no negativa, c-aditiva, invariante bajo traslaciones y que

m([OAl]) = 1. Mas tarde fue demostrado que este problema no tiene solucion. Tiempo

»_‘(i_espugs, A. Tarski en 1930 se planted el problema de la medida en un sentido mas amplio

‘i:ﬁséahdo encontrar una funcién s definida sobre todos los subconjuntos de [0,1] que
: pumpliera con que m fuera no negativa, finitamente aditiva y si I es un intervalo, m(I) fuera
igualk a su longitud. Los resultados mostraron que aunque el problema tenia solucion, ésta
no era unica.[Royden, 1963]

Como analizaremos en los siguientes capitulos, la asignacion de medidas finitamente
aditivas o cargas puede ser realizada sobre una coleccion de conjuntos mas grande que con
la asignacion de medidas o-aditivas, aunque la unicidad no necesariamente es asegurada,
opcidn que se toma en Estadistica Bayesiana, por cjemplo.

En este trabajo titulado “Extension de Cargas”, primeramente veremos algunos
resultados preliminares necesarios para el desarrollo del mismo, después brevemente
analizaremos el proceso dec extension de medidas o-aditivas con tal de hacer notar la

diferencia con nuestro estudio. A continuacion, llegaremos a la parte central de este
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pequeiio trabajo, el tercer capitulo, en donde se analiza el proceso de extension de cargas
diversas definidas en ciertas colecciones de conjuntos, ayudandonos de cierta funcional
: natural en un eépacio vectorial especifico, introduciendo el concepto de carga real parcial y
“estudiando diversos tipos de extensiones, de los cuales se debe hacer notar el proceso de
‘extension de Los y Marczewski. Se concluye este trabajo en el capitulo final en donde se
estudia el aspecto de la unicidad de las extensiones de cargas, observando las condiciones
bajo las cuales se puede dar esta unicidad; asi como también se desarrollan algunos

ejemplos de extensiones.
Se debe mencionar que un requisito necesario para entender la exposicion de este trabajo

es un manejo de Anélisis Real, Teoria de Conjuntos y Teoria de la Medida.




CAPITULO 1
Preliminares

'Varios tipés de clases de conjuntos son presentados en este capitulo, de los cuales el
. mas importante para nosotros seré el lgebra de subconjuntos de un conjunto dado, ya que
_éste es. el dominio de definicion para las medidas finitamente aditivas o cargas. Estos

concéptos también seran introducidos, asi como algunas propiedades basicas y ejemplos.

1.1 Definiciones. Sea Q un conjunto y & una coleccion de subconjuntos de 2.
(1). Fesunlatiz en Q si se satisfacen las siguientes condiciones.

(i) AABeF=>AuBeF

(ii) ABeF=>AnBedF

(2). &F es un semi-anillo en Q si se satisfacen las siguientes condiciones.

< B, entonces existe un nimero finito Ag, Ay, ..., Asde conjuntos

s qu A=Aoc Alc..CcAs= ByAi-A,eFparai=1,2,...n

(). ABeFSAUBEF

(i), ABe F=>A-Be#F
(5). Fesundigebraen Q si Fesunanilloy Q € F.

(6). F es un o-anillo en ) si se satisfacen las siguientes condiciones.



&b ey es el digebra

7(4) vSea é Vun o—amllo en Q.V Sea (37 _Enlonce} F=¢ v é, esla

‘o-algebra mas pequena en ) que connenc a 6'

Prueba. (1) De la definicién de &, es claro que F es cerrado bajo uniones finitas ajenas.
Mostraremos que F es cerrado bajo intersecciones finitas. Sean U:"=] Cy U:=| D; ambos

elementos de &F, donde C;, Cy,..., Cry son elementos ajenos por parejasen & y Dy, Dy, ...,

D, son elementos ajenos por parejas en €. Entonces

(UzG ) n(UDi )= _u] L_J, (CiAD;) e F,
. =h=
yaque C; MDj, i=1, 2,..., myj=1, 2,...,n son conjuntos ajenos por parejas en &€ . Ahora,
mostraremos que es cerrado bajo diferencias. Suponga que E, F € € y E c F. Entonces
existen Eg, Ey,..., E, en @ tales que E =Ey c E| ¢ ... ¢ E,=Fy E;-E;, pertenecen a €
paracadai=1,2,..,n Asi F—-E= U (Ei — Eiu) € &, ya que E; - E;,; son ajenos por
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parejas (‘) Sean U. lC: Y. U_l D, dos conJuntos en :F donde C;, Cz seien C.,. son

es cerrado ..

s cerrado bajo -

" uniones finitas ajenas,

Si probamos que F es '

“Sean A, Ben .‘F.‘jEn onces

Caso (i). E, F ee Entonces(EUF)e¢  F.
. E ee yF e ¢, Entonces (EUF) € €1yaque (EUF)=E°~F = (F - E) que
f esun lemento deé.

: ,:‘Caso (yl). E € ¢, F € €& Este caso es similar al anterior.

: Caso (iv). E,F € €. Entonces (E U F) € ¢,,pues EUF)F=E NF)eeg,elcuales

“ cerrado bajo intersecciones finitas, pues es cerrado bajo uniones y diferencias finitas.
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. En cualquxer caso se tiene que E u F e F. Entonces F es un algebra en CQ que contiene a é.

o Es obvxo que kJ" el algebra més pequeiio en © que contiene a € , pues un algebra es

cerrado bajo complem_ ’ntc;s i
. »(4) ‘Este puede ser probado como en (3) ]

S 3 ‘Teorema. Sea F un algebra d wbcor _/umos de un conjnnto Q YAcCQconAeF.

T ";Emonces ‘el dlgeb ueﬂo Fien Q que conllene aF y a (A} esla dado por

s [Brn A / 5], [(B; a) A) u (Bu'n A‘j] en :F|, donde B., B2, Ba, B4 € &F. Entonces
L [(BmA)U(B A9 U [(BmA)u(m AAI] = [BINAY(B3NA)] L [(B2 NAY(BINAT]
=[(ByuB3) N A)] U [(B2UB4) N AS] € Fy

ya, que tanto (BluBg) como (B2\B4) son elementos del algebra F. Por tanto F; es cerrado

oy ba o umones ﬁmtas Observemos ahora que [(B1 n A) U (B2 A]° € F), puesto que
IR AU B2 A = (1 A AY Bz AYT
5 = [(B1°U A) N (B2°U A)] = [(Bi"nB5) U (Bi°A) U (AB1Y)]

= (BI"MBy) U [(BI*UA) N (B1°UB:) N (AUB;) Q2 ]
= [(B:°MB;")  (B1°UAY] N [(B1°NB2Y) L (B1°UB;)] »

[(Bi°~B2°) U (AUBL)]
= [(B1°UA®) N (B1°UB?°) N (AUB;Y) N Q]
=[B:°nA)] U (BN A9

y tanto B,° como B2° pertenecen al dlgebra F. Asi que &) es cerrado bajo complementos y

por lo tanto, bajo intersecciones finitas. Entonces se concluye que F es un algebra de
subconjuntos que contiene a . De la construccion de F; se sigue que éste es en efecto el

algebra mas pequefio que contiene a F, pues un dlgebra es cerrado bajo complementos,

uniones e intersecciones finitas. =
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1.4 Definiciones. Sea F un ﬁlgebfé de subconjuntos de un cqnjun{q Q.
(1). Una funcién' u: ‘27" — [<0,0] es una cargd en F. si se sgtisfaéen las siguientes
condiciones: : ) k ’
(). n(@) = 0. s
(). SlA,B es-‘yAn' p(A)-F'p(B)

'(2) Una carga |.1 ‘en’ 3" es carga real siloo p(F) < parak cada F en 3"

= 0 entonces u(A u B) =

: con_;unto Fb en & tal que p(Fo) = a.

: (6) Uha carga  en F es carga de probabilidad si p es positiva y p(Q2) = 1.

Uno podria introducir la nocién de carga exactamente en el mismo sentido como
anteriormente en dominios generales como lo son semi-anillos de conjuntos o anillos de
cohjuntos.

Si p es una carga en un algebra F de subconjuntos de €, p no puede tomar ambos
valores -0 y o, Para A, B en F tales que p(A) = o y u(B) = -, entonces n(2) = u(A) +

" (A% = 0 = p(B) + u(B%) =-o, lo cual es contradictorio.

1.5 Propiedades. A continuacion se enlistan algunas propiedades de las cargas, faciles de
- probar, donde it es una carga en un dlgebra F de subconjuntos de Q.

(i). Si F1, Fa, ..., Fo es un niimero finito de elementos en F ajenos por parejas entonces:
n ' . ; n
u(U F,i] = u(F)
\i=1 Sy

(i‘i).:SiiE' F 3" \ E c F y -0 <p(E) <w, entonces W(F-E) = u(F) - u(E).

(m) .S;i‘kE,»vF =% ECF ¥y W es positiva, entonces . (E) < p (F) .
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- (iv). Si Fo, F1, ..., 'Fa es un jn}mero Jinito de elementos g 3" tales que Fy UF. yues

posiliva, entonces:.

= (Fo) = iZM(FI)

UEnCE)

a2zl .-

: F)ﬁd’d Cualquier E, F en F .
lementos en &, eMonces

9] U FinF AFe |+ ..+
G

Prueba. :
(i) se sigue por inducqién. (i) y @iii) »s{;' siguen de 1a propiedad finita de 1as cargas.
(v). Sean Ey = Fy; Ez = F3 — Fy, By = Fa— (Fa U F1)s .., Eo = Fa— (UL F:). Por lo que los
conjuntos Ey, Bz, ..., E; Son ajenos por parejas, Ei — Fiparatodoj=1,2,....ny

LJ:;1 Fi = U:'=| Ei. Entonces se tiene que
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u ‘ﬁf&)h Bt
|=l ;

~Funt) ¥ 1 UUFan; +.. +p.(nF.}

i= ;_I 1=1

- este Gltimo vp‘aso al usar [a hipétesis de induccion para la suma p( U:l Fi) + u(Fm+) para

.. n=2, Continuando de este modo, se obtiene el resultado deseado. =

Finalmente, terminamos este capitulo fijando el término de medida que se mantendra en los
siguientes capitulos y daremos algunos ejemplos de cargas y medidas.

1.6 Definicion. Sea F un algebra de subconjuntos de un conjunto Q. Una medida en F es
una funcién de F a [-0, 0] que ticne las siguientes propiedades

Q). u(®@) =o.
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(n) Sl (F..), n 2 1 es una sucesiéon de conjuntos ajenos por parejas en F'y si UFn-
2t

pertenece a J-', entonces

n({JFa) = 3 p(Fa.

nzl n2l
Toda medida es una carga. Si it es real valuada, diremos que p es medida real. Si p es
acotada en F, diremos que p es medida acotada. Si p = 0, diremos que p es medida
positiva. También diremos que it es o-finita si existe una sucesion {Fy}, n 2 1, de conjuntos

enF,con Q= UFn y tal que p(Fy) < oo para toda n.

nzl
1.7 Ejemplos
(1) Sea Q el conjunto de los m’lmeros reales en [0 l) yF= {U“—: [ai, b)) ©;

[ai, b)) ~{a;, b))= para i ¢ : s a. < b, <1 para toda i, aj, bI reales paratodaiyn 21},

Fesun algebra en Q Para cualquxer con_|umo en .‘F sea

u(U [ai, bl)nQ)— Z(b. Za)

Entonces p es una carga positiva acotada en F.
(1.1) En el mismo algebra sefialado en el inciso anterior y si ¢ es una funcion real
continua monétona creciente definida en [0,1] y definimos p en F como sigue: para
0<a<b=<1, p({ab))=¢(b) - ¢(a). Para cualquier F € F, u(F) es definida
aditivamente. Resulta facil notar que 1 es una carga positiva acotada
o (2) Sea Q un conjunto infinito y F el algebra finita-cofinita en ), es decir, F consiste de
los subconjuntos finitos de Q y los subconjuntos de Q2 de complemento finito. Sea p
definida en F como:

u(A) =0, siA esfinito

u(A) =1, siA es cofinito.
Resulta sencillo probar que & es en realidad un algebra de conjuntos en Q. Observemos
que p es una carga, puesto que u(d) =0 y si A, B son elementos ajenos de F, entonces

ambos son finitos y p(A)+u(B) = 0 = p(AUB) 6 sélo uno de los dos es de complemento
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ﬁmto en cuy ca
anahcemos d i "Q'’es numerable y cuando Q es no numerable para

comprobar cuand

nzl nzl

.-u(UFn) =) =1#£0= p(Fy,

- El pi‘imer.c;aSo es que haya un solo conjunto de complemento finito Fj en la
sucesion, un’ nimero finito de conjuntos finitos y el resto de conjuntos vacios. Por

tanto se tendria que:

w(UJF) =1 =pF) =Y wFa.
nzl nzl

- El segundo caso consiste en que haya un nimero finito de conjuntos finitos en la

sucesion y el resto de conjuntos vacios. Entonces tendriamos que

wWJF) =0=3 nFn.

nzl nzt
En ambos casos se obtiene la igualdad deseada, es por eso que cuando Q es no

numerable, p cumple con ser una medida en F.

(3) Un ejemplo estandar de una medida es la Medida de Lebesgue A en la c-algebra de
Borel B de la linea real R. Esta es la medida en B tal que A{(a,b)} =b - a para todo

~o<a<b<oo,




CAPITULO 2
Extensidon de medidas

Un importante teorema de extensién que se estudia en Teoria de la Medida es el

teorema de éxteqsi()n de Caratheodory. A lo largo de este capitulo trabajaremos.con una
medida L positiva y acotada definida en un dlgebra & de subconjuntos de un conjunto €, de
" la cual analizaremos que existe la o-dlgebra Z en £ que contiene a F, en la cual existe una
medida positiva que es una extensibn de . Para llegar al teorema necesitaremos los

siguientes conceptos.

2.1 Definicién. Sea p una medida positiva acotada en un algebra F de subconjuntos de un

conjunto €2, Sea B un subconjunto arbitrario de €, entonces definamos
| W@ =il (3, W(E)
' AOnde el“ infimo jes tomado sobre todas las sucesiones {E;} de conjuntos en F tales que
‘ B¢ O E;.
=t

‘ N_ote‘vq_ue: codeQ € &, pues es un algebra, se tiene que el infimo definido siempre tiene
;,sren'tbi‘do. A la funcién p* que hemos definido le llamaremos la medlida exterior generada por
[TR-N peéar de que este término no es apropiado, pues u* en general no es una medida,
veremos que p* cumple con algunas propiedades parecidas a las de una medida. También

observe que como U es una funcion no negativa, se tienen tinicamente dos posibilidades; las

sumas H(E;) son absolutamente convergentes, en cuyo caso el valor de la suma no

M
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.2 EXTENSION DE MEDIDAS

- depende del orden de los sumandos 6 la suma es divergente, y en este caso se le aslgna el

“'valor o oo

2 2 Lema. La ﬁmcmn u* satisface las siguientes propiedades:
- @pr@ =o.

o (b) u*(B) =0, para todo B < Q.
o (c) Sl A €B, enlonces H*(A) s u*(B).
' (d) SI Be {F emonces u*(B) u(B).

) (e) o-.mbadlllwdad. Si {By} es una sucesion de subconjuntos de Q, entonces

m(UBnJ <> *(B..).
n=1 .

‘Prueba.

- (b)Sea B < Q, en'to;nrces p,"(B) inf { Z u(E,)) donde el inﬁmo es tomado sobre todas

)—'l

,Ias suceswnes {E_,} de con_puntos en :F tales que B.c- U E, Ya que p es una medida
=

positiva, el infimo p"‘(B)'se toma sobre m’xmeros no negativos, por lo tanto u*(B) = 0.

. (g) Tomghdqﬂla sucesién .de subconjuntos en F, {&. O, ...} se sigue que

fk:covrijl'mto:s"én 7 tales queAc U Fi.
B k=t

(d) Como la sucesion {B, @, @&, ...} es una coleccion de elementos en F cuya union

k ~‘conucne a B se sigue que
HB) < (B)+0+0 +... = u(B).




2. EXTENSION DE MEDIDAS

Ahora, sea {Eq} un sucesion en &, tal quue B | En delo que B =] (En nB)Porlo o
a= ) P

tanto tenemos

HED,

H(B) < i WB NE) <

ﬂMs

e conjuntos en F tales que

‘una coleccién numerable de conjuntos en F

cuya unidén contiene By, se gue entonces que

‘H*(U Bn) < ii M(Ew) < Z H*(B,) + E.

n=) =1 k=3

Ya que >0 es arbltrano se sigue la desigualdad deseada. ®

Como menmonamos anteriormente, la funcion p* esta definida sobre cualquier

subcon_]unto de Q sin embargo, no necesariamente satisface la aditividad o la c-aditividad.

“ Por tanto, restnnglremos p1* a una o-algebra mas pequeiia que P(€2), el conjunto potencia,
' qde contenga a F y sobre el cual u* sea o-aditiva. Para esto usaremos la condicion de

Caratheodory.
2.3 Definicion. Sea E un subconjunto de Q. Se dice que E es u*-medible si
u*(A) = p*(ANE) + p*ANE)

para todo subconjunto A de Q. La coleccion de todos los conjuntos p*-medibles sera

denotada por F*.

2.4 Teorema. La coleccion F* de los conjuntos u*-medibles es una o-dlgebra que
contiene a F. Mds ain, si {E,} es una sucesion de elementos de F* ajenos por parejas,

entonces

12




2. EXTENSION DE MEDIDAS
u*[U E») = 2 uEn).
n=l =1 -
. Prueba. De 1a definicién previa, es claro que @ y € son conjuntos pu*-medibles, y que si E

pertenece a F* ‘ehtonges también E° es un conjunto pu*-medible.

v \(eqﬁnqé que F ? ‘o_bajo imeréecciones. Sean E y F conjuntos pu*-medibles y A

/subconjunto arbitrario de

Supongamos que E, Fe
H*AN(EUF)NE) + AN (EUF) NE)
- ‘WA NE) + u*(ANF)

Tomando A =Qi'se Sigu qué u* es finitamente aditiva en F*.

Vea‘bmo,é" que.‘F‘ es una c-dlgebra y que p* es c-aditiva en F*. Sea Ey una

o

'jﬁhtos ajenos por parejas de F* y sea E = U Ek. Como F* es algebra, se

k=1

ST Y
= U Ex pertenece a F* para cada n y si A es un subconjunto arbitrario de Q,
=

o u‘(A) SpHANF) AR E) = Y nHANE) + (A F))

k=1

13




NSION DE MEDIDAS

Note que como :F,, cE, se tiene q A:kh (F.;)‘. para todo n. kL() que da

“Portanto .

14



WARB R ANE) € 3 WEAB)+ 3 WEAE)

=¥ {(uE NE)+ I{(Fn.h E}

e < wte

jt*:como; v'son acotadas. Sea E:un.subconjunto

Ina sucesion de conjuntos en F tal que E ¢ U E,. Entonces
¢ - ! =

n &, se tiene que

v <v(l) Eds 3 vEI= 3 nE.
. ; n=l n=l n=l

como [y v coincid

Por lo tanto‘b y(ﬁ) .S‘ u*(E) para cualquier elemento E de 5*. Del hecho que v y u* son
aditivas en F*, sé sigue que

() = p*(E) + p*(E) = v(E) + v (E°)
Como los términos v (E) y v (E°®) son finitos y no mayores que los términos p*(E) y u*(E°)
respectivamente, se sigue que u*(E) = v(E) para todo E € &*. Lo anterior establece la
unicidad de la medida positiva en F*, extension de p en F. También se puede hacer notar

que en el caso en que | es o-finita la extension es unica. [Bartle, seccion 9.8, pag. 104]

2.5 Ejemplos
«  Un ejemplo de este tipo de extensidn, es tomar como conjunto & al conjunto de todas
las uniones finitas de los conjuntos de la forma

(a, b], (-0, b], (a, ], (-0, x),

15




L que la

e

‘“EXTENSION DE MEDIDAS

o donde a y b son nameros reales. Es facil ver que & es un algebra de subconjuntos de R y

; longllud ! - nos da una medida en este algebra F. Si aplicamos el

’procedlmlento' de extensxon de este capitulo a / y a F, obtenemos el espacio de medida

I*) La cr-algebra F* es llamada la coleccnon de Ios conjuntos Lebesgue medibles y

: la mec xda I en F* es la medida de Lebcsgue

Otro ejemplo analogo es tomar el mlsm »algebra ., : menmonado en el pan'afo antenor y .

usar una funcioén g monétona creciente commua deR a: R Para estd funcion se deﬁnen .
Mg ((a, b]) o
Ha((-, BD) = (6) — fm
ne((a, +°°)) = hm e s(x) s(a)
(-0, %)) = li 5o (X)  li 10 8X)

Para cualquier F € &, u(F) es definida aditivamente. Es facil hacer notar que i, resulta
ser una medida o-finita en el dlgebra &F. Por lo tanto existe una uinica extensién de pz a una
o-dlgebra que contiene los conjuntos de Borel, tal que la medida de todo intervalo es la
diferencia de la funcion valuada en sus extremos. Esta extension es [lamada la medida de

Lebesgue — Stieltjes generada por g.[Bartle, pag. 108].

16




CAPITULO 3

Extensiones de cargas

Una manera de obtener cargas en un dlgebra F de subconjuntos de un conjunto Q

es buscar en aquellas subcoleccnones é, contemdas en Fy funciones vdefinidasyaene y

anahzar sx % puede ser extendlda a F como una carga. Por ejemplo, si v es una carga 0-1

valuada'; n un algebra ¢ contenida en F, nosotros podremos extender v de ¢ a F como

ikuna carga 0 1 valuada, al final de este capitulo. El tema principal del capitulo es buscar

,,extensxones semejantes al ejemplo mencionado.

3.1 FUNCIONES REAL VALUADAS Y FUNCIONALES INDUCIDAS

Cualquier funcion real valuada p en una clase dada & de subconjuntos de un conjunto €,
bajo ciertas condiciones, da lugar a una funcional lineal natural en un espacio vectorial
especifico. Estudiemos esta correspondencia en esta seccion.

3.1.1 Definicién. Sea F una coleccion de subconjuntos de un conjunto €. Sea

LF)={f Q> R; f= D rls paraalgunos Ay, Az,..., AnenF, 11, 12,..., Ty

i=
nimeros racionales, 1 <n }.
Es claro que £(F) es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros racionales, con
la suma y el producto escalar definidos en la forma usual.

3.1.2 Definicién, Sea una F coleccion de subconjuntos de un conjunto Q y p una

funcién real valuada en X£(F). Sea

T( Zr. In )= Zr. (A,

i=
para Ay, Az, ..., Anen &F, 1y, 1a,..., Iy nimeros racionales, 1 < n.

17




: Sl T estd blen deﬁmda, la lamaremos la funcmnal en :C(:F) mduclda por u. La siguiente

propostclon responde a la pregunta anterior. :

.3.1.3. Proposicién. T esta bien definida si y solo si
BA)=D u®B)

i"‘l |

],

se mantiene para quiera dos SUC

finit 2 Ay, As,..., Ay By, By,..., B de

lementos no necesari te di; ue satisfagan

siempre que.

g T
Xl =3, s

= =t
para C|, Cz, 5 Cxe D.,v Da,....Diren F y 1, ra,..., Ix,81,82,...51 racionales. Ya que ry, ra,...,

rk,s|,51, s son racmnales podemos rescribir la igualdad
: k k

t t
2 nlki=3 sk como Y milei = nlpy
=

= i=l =
cancelando el comin denominador de todos los racionales dados, llegando a que los
my,ma,..., M y,Ng,0N2,...0 son enteros distintos de cero. De esta ultima igualdad podemos
pasar al lado derecho las funciones r; Jc; cuyo coeficiente r; sea negativo, para 1< i <k. Por
otra parte podemos pasar al lado izquierdo las funciones s; Ip; cuyo coeficiente s; sea

negativo, de modo que la altima igualdad la podemos expresar como




‘3. EXTENSIONES DE CARGAS -

P

9
D glu=3 hly
=

S ]
donde los En S y FJ s wenen de los C., Cz, Ck, Dy, Dy,...,D, y ahora los gy, g2,.... 8 ¥ hy,
h h(l son enteros posmvos Ya que cada g. lu ‘es igual a sumar g; veces la funciéon lr,,

. Fq

Regresando por los pasos anteriores se obtlene que

Zl" H(Ci) Zs, ll(D:)

. =t
Esto prueba el regreso. La ida es trivial, =
Por tanto, si T esta bien definida en el espacio vectorial £(F), entonces es una funcional
: lineal en X(F).
‘ Ahora, se desea mostrar que T es un funcional bien definida en £(F) cuando F es un
algebra de subcon_puntos de un conjunto Q y p es una carga real en F. Mas aun, existe una
-b«corrcspondencm uno a uno y sobre entre las funcionales lineales en el espacio vectorial

' ;x(a-) y las cargas real valuadas en F. Para esto necesitamos los siguientes resuitados.

A,.y B|, Bz,..., Bm de

are cualesqmera dos sucesiones finitas A,, Aa,...

cotyunlos Ios s:guienles emmcmdos son ciertos.

(a) Z._. ’Ai < Z;-‘ In,, sz i y slo si

k
Uisiy<iy <... <ip <n ﬂ,:lAu c Uisij<ig<..<igzm ﬂ,:lBu

19



XTENSIONES DE CARGAS

para cada ]';s ks n:

si y s6lo si.

<<, sm ﬂ,:.B“

ent fo_positivo,‘si y solo si w pertenece al

pertenece a

kS0 ﬂ,-=. Au para 1 < k <n, entonces se tiene que

s .
Ai(w) 2 k; porlo tantow € Ulsi|<iz<,,,<ik5nnj=lBil-

| «=)'Ahora, sea w € Q. Si Jon Ju(w) =0, entonces 3 Tau(w) S m (W),
- pues ambas son funciones no negativas. Supongamos que Z?:; Ixi(w) =k, para

1 < k < n. Entonces se tiene que w pertenece a exactamente k elementos de {A),

., An}, esto es que:
w e Ulsiy<iy<..<i, <n n::lAu c Uisij<iy<a<iysn n;;lBu,
por lo que
Z'"_I Tai(w) 2 k.

'(b) . es una consecuencia de (a)

Para probar la ultlma parte de '(b), note que Ci1>C:>..0Cy, pues siw & Cy, para

2 sksn w € U“'n k‘S" n Au e.d., w pertenece a k elementos de {A,,

Azynes A,.}, por lo quewp enece a k-l elementos de {Aj, Aa,..., An}, €sto es

we U|s.,<.2 <in <ik 150 n Ay = Ci.1. Por lo tanto

20




EXTENSIONES DE CARGAS-

Uisij<ig<i.ciysn

Aphcando a

madular en F. Entonces para cualqmer numero f mta de ‘conjuntos A., Az, , Ande F, se

tiene

Pof lo ti1e :

m#l

- u(A.) - (L

21




3. EXTENSIONES DE CARGAS

+o (LA
Nuevamente obser\}e que por hip6tesis de induccion tenemos que

n(Usi, <|25m n ‘Au) + M(U (AinAma)) =

El siguiente teorema mues definida en algunos casos especiales.

22




k
Uisiy<ig<..<igsm ﬂ,-:.B“ =
ncion »realvﬁxertemente aditiva en F, se sigue que

o M) + 3 0(2)

Zk—l p.(U ISij<ig<..<iysm n::.B“) +0 = ZT:, H(B;).
Esto prueba m.
* (2) es un caso especial de (1). =

El siguiente teorema muestra la implicacién inversa al anterior teorema.

23




f.wgmen e

3.1.7 Teorema. Para
ﬁmcianal /ineai def nid
Para A en .7’ sea p(A

m. Sl es ,?" un Iatiz en

(2). 5i. es {F my digebra de
< 3). s,

Ahora (2) es un caso especml de (1)

s (3) se sngue  del hecho de que Tesuna ﬁmcxonal lmeal end(F). =

3. l 8 Corolarlo. (1). Sea F un latiz de subcotym:/os de un conjunto Q) tal que @ € F.

E . Entonces existe una correspondencia uno a uno y sobre entre la coleccion de todas las
JSunciones reales fuertemente aditivas en F y las funcionales lineales en £(F).

(2). Sea F un digebra de subconjuntos de un conjunto Q. FEntonces existe una
correspondencia uno a uno y sobre entre la coleccion de todas las cargas reales en F y las

JSuncionales lineales en £(F). =

Ahora, veamos la relacion existente entre las cargas positivas acotadas p en un algebra

de subconjuntos F de un conjunto Q y las funcionales lineales T inducidas en X(F).

24



cor Junlo Qy /.1 una ﬁmcmn :

' real valuada en F. Sea T a'q/' mda en :t:(.?’) como en i def mcum (3 1 2) Con.srdere Ios -
siguientes emmcladm : - vl

(a). ues positiva. ..

®). 3 WA) 23 ) siempre que Y du'2 Y Iy para Ay, Ag,..., As ¥ B,
WA 22, fe & 2 e A bui iy B

‘?'es un élgébra o anillo en QQ y puna carga en &F.

, T estd bien definida. Sea fen £(F) y/2 0.
, Cken F yr, ra.., rx racionales.

donde m,;, ma,..., mx son enteros y m algin entero

Escribiendo

: - e
-positivo,” observamos que - mf = Z mylci. Podemos rescribir esta igualdad como mf =

A B
DI /Y kS > Iy conlos As’s y Bj’s viniendo de {C), Ca,..., Ck} y p, q 2 1. Si £ 20, se
=

A

) q
~“tiene que Z In 2 Z I. Por (b), Z u(Ai) = 3 u(Bj). Por lo tanto
: i=1 =

= =
. 3 P q [ . q .
Tf) = mTf) = T(X In - Y Iy) = O wA) - > u(@j) 2 0.
=l =1 =) =]
' Esto prueba (). Si se supone (c) es claro que (b) se cumple.
,(ﬁ)' Sea A € F. Entonces I, + I, = Ia. Por tanto, u(A) + p(A) = u(A), lo cual implica que
Ay zo.
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La segunda desxgua]dad se obtiene supomendo que m < n y de que | es positiva. Si se

tlene quen<m, entonces setxeneque para n+l <ks<m
k
D =Uisiy<iy<..<iysn nquh 2 Uisiy<ig<inciysm n,:lBﬂ

- En este caso se tendria

Z In; Zk_ l»l(sti j<ig <<l Sm k — Bii)
,— 2 .

Zk v “(U's;h“‘z

;“_<|‘2~"‘<..‘.<|k5n n,:A“) = g M)

‘Entonces (a), (b) y (c) son equivalentes cuando &F es un anillo o dlgebraen Q. =

{ lkSn ﬂ—.B")"‘ >y MUisij<iy<..<iysa n::lBu)
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3. EXTENSIONES DE CARGAS

3.2 CARGAS PARCIALES REALES Y SUS EXTENSIONES

En esta seccién, mostraremos bajo que condiciones naturales se puede extender una
funcién real valuada en una coleccion ¢ de subconjuntos de un conjunto Q a cualquier
algebra F en Q que contenga a &, como una carga.

3.2.1 Definicién. Sea € una coleccion de subconjuntos de un conjunto Q. Una funcion

real valuada i en € es yllar'm}’c/!,a' Lar‘c"\("ga' real pafé{'a/ si Z p(A,) = z u(B;), siempre

: iQe;/si la funcional 7 en

‘carga real en ¢ También tenemos que si é es un latiz en Q) con @ € ¢, entonces una

funcxon real valuada en € es una carga parcial en & siy s6!0 si es fuertemente aditiva.

La siguiente proposicién demuestra que para el problema de extension de cargas, la
funcién dada debe ser al menos una carga parcial.
3.2.3 Proposicién.
(a). Sea p1 una carga real en un dlgebra F de subconjuntos de un conjunto Q. Sea ¢ — &.

Entonces la restriccion u de ya € es una carga real parcial en €.
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3.  EXTENSIONES DE CARGAS

(b). Sea “ mm carga pos ca unlo.s de un co;yumo Q. Sea €

L‘ntances Ia re.smccmn ;l dev- ,u a t? e.s una carga po.s/l:va real parctal

en é..

kPrueba : . s
(a) es una consecuencna de Ia proposncxon 3. I 3 y del teorema 3. 1 .6(2).

(b) es una consecuen a ‘del teorema 3 1. 9(n|)

al en una coleccion de mbco'yunlos' de un .

s ex/sle una carga real parczal ;1 def mda en R

28




vpodemos escnb|r “F— = {Aa; ordmal Y

- {lo contrano se usa induccion ﬁmta Y. el teor

a<ao, seaeuﬂ =Cu W {Aa} dondeeb'o/

e Si Ges un ordinal 1

U e e [ Sl pa es una carga real parcxal en e a ,sea Wa'+1 una carga eal parcnal en

’ 'e o+l la cual ¢ es una extensnén de pa de Coalat, utlhzando en teorema 3 2 4. Si aes un

p ordmal ||m|te pa se deﬁne en ‘€ « como sigue. Si A € €, entonces A € € p, para algin

,G < a y deﬁmmos uu (A) =yp (B) . Esclaro que si a< ,6‘ <a.,, entonces (o = {p en
Ca Note que Ua<ao éa=45F. ,u en F es definida como sigue. Sea A € F. Entonces A
pertenece a algin €., para algin @ <a,. Sea ZI(A) = g (A). Entonces Zl es la extension

deseada de 1 de @ a F. Ahora es claro que 71 es una carga real en F, ya que F es un

algebra. a

Ahora, llegamos al problema de extender una carga positiva real parcial definida en una
coleccién € dada de subconjuntos de € a cualquier dlgebra F en Q que contenga a € como

una carga positiva real parcial. Esto no puede ser siempre posible. El éxito de la extensiéon

29



"EXTENSIONES DE CARGAS* -

como . una’carga:positiva’parcial

“conjuntos. Consideremos pri

conjuntos de un conjunto Q2 con Q € €.

ué!.qliier subconjunto A de €, sea

- 8 ,;Ifé;xil;xen, pgrq‘cua!qmc‘r,subbcv:onjunto AdeQ, sea
' S uA) - 3T p(B)
k

donde el infimo es tomado sobre todas las sucesiones finitas Ay, Ay,..., Ayy By, By, ..., By

He(A) = inf

3

de & que satisfagan la condicién que
0 m
Z Iai 2 kiy + Z I
i= =1
para algin entero positivo k.

El supremo definido anteriormente siempre tiene sentido. Uno puede tomar cualquier
conjunto C en € y notar que Iy + Io 2 Ic. El infimo definido arriba tiene sentido también ya
que como Q2 € ¢, setieneque In+In 2 I+ Ic.

La siguiente proposicién pone a [ y M. en perspectiva con relacion al problema de

extension.
3.2.7 Proposicién. Sea & una coleccion de subconjunios de un conjunto Q con Q e €.

Sea p una carga positiva real parcial en €. Sea A cualquier subcorjunto de . Si u es
una carga positiva real parcial en ¢ L {A} la cual es una extension de y, entonces
30




3. EXTENSIONES DE CARGAS

; Hi(A) £ 1 (A) < H(A)
Prueba. : )
(i) Sean A, Az,w.

Aq y B, By, ..., Bn elementos de € quey satisfagan la condicion que kia

tenemos

Zl—l ,U(Al) - Z,:N”(BJ)
k

: 5 es con Ia propledad especificada anteriormente.
. (u) Sean A., Az, , Any By, By, ..., B, elementos de € que satisfagan la condicién que
dp Z Iy para algin entero positivo k. Ya que i es una carga positiva real

=

parcnal en'e u{A), tenemos que Z 2(A) = ku(A) + Z (B)). Ya que 1 esuna
,:.'

.=t

":l extensnén de p de € aé@ JfA}, tenemos que

’ i #(A) - 3T p(B)
* »

por tanto, tomando el infimo sobre todas las sucesiones finitas con la propiedad

aA) s

mencionada arriba, obtenemos la desigualdad z (A) < p(A). =

De la proposicién anterior es claro que cuando buscamos una extension i depde @ a
¢ w {A}, la eleccion del nimero z (A) debera confirmar las desigualdades establecidas
anteriormente. La siguiente proposicién da algunas propiedades de las funciones t1; y ..
3.2.8 Propesicion. Sea & una coleccion de subconjuntos de un conjunto ), tal que Q sea
elemento de €. Sea u una carga positiva real parcial en €. Sean u, y u. las funciones
definidas en el conjunto potencia P(QQ), de Q, como se indicaron en 3.2.6. Entonces los

siguientes enunciados son validos.
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3.f‘EXTENSlONES DE cARGAsf

(@i). Os u.(A)s ”Q) paralodaAcQ R
(u) .Sr A e e olyeLe) enlances u.(A) = u,(A) = I(IA), dona'e Tev /a func:onal Imeal

: dcf mda en' X(e ) inducida pw" #
i (m) .SIA, <Qy ‘nBAv @ enlonccs

Prueba,

Si se tiene que C por tanto

' Sean A,, A,, Bom: c,, c,, c,,; D,, Dz, . Dy eIementos de ¢ tales

= z I, para algun entero positivo k, y Z I = Z Inj + sy

=

que k],\ + Z lnj

para algun entero posmvo sf De estas deS|guaIdades, se sigue que
. S R
IOCED WS EE RS
= A =
Asi que, '

kz I + SZ ,B] 2 kz: I + SZ 'Aj

=

Ya que p es una carga positiva real parcial en €, obtenemos

kz wey) + sz wB;y) = kz n(Dy) + Sz H(A;)).

=1
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Reacomddérjdé los términos, obtenemos
e .,Zf__.,ﬁ(ci) - ,_, (D) s

s

; kLo anteﬁor i'mplica que ui(A) < p(A) s
(u) Si IA € x(e) podemos escnbxr l,\ =

i, rz, I racxonales Escnblendo prid¢ m;'n;,...,’ Dm SON

: Ca,..:

viniendo ‘de {Cy; C,...." Cn}. La

representacnon antenor I‘IOS mdlca qu“

: Z,—l (A,) Z,—-n“( ) G Z?:,/‘(Ab "”“ZFI“/-‘(B’A):

Entonces ui(A) = m(A) = HIA). : L L
(m) (a) Sean Ay, Ag,..., An; By, By, ..., Bu; C1, Ca,...) Cy; Dy, Dz,'...' Dq elementos de @

tales que kfx + Z Iy = z I, para algtn entero posmvo lg y slB + Z Iz

]
> I, para algun entero positivo s. Entonces
=]

m q n P i
ks(Ia +1p) + s Iy + k> Iy 2 5y Iy + k3 L.
= = = I=
Como A N B = O, setiene que Ip + Ip=Ixup, asl que
n P m q
WAUB)2[sY. HAD+kY, (C)-s3 uB)-kY wD)]/ks.
~t =1 =1 =t

La desigualdad anterior la podemos escribir como

ZimHA) - 30 B | T MO - T D)

Hi(A W B) 2

k H
De esto, se sigue que (A w B) 2 gi(A) + 1(B).
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EXTENSIONES DE CARGAS

i DJZ S'|]+Z lcj,

ERar =N

= 'Z:=| "51' - Z;:."cj' 2
e H R

Bm, C, Ca,..., Gy Dy, Dy,..

(c) Sean A,', Az,” '

tales dué > "’Aij k(Zalp) +'Y Iy, para algin entero positivo k, y sfa+ Z vch‘zf L
SR i B DA

In;, para algiin enterb’positivo s. De aqui que

M-

2t - ZT:. Iy

j_l Ioj - Z;‘I'q

-h 2Lz
S

Multlphcando en ambos lados por ks, se obtiene

SZ 1Aj+kz Iczkz 1.,,+sz 1.,,+ksl,,

Por lo tanto,

llc(B) P Zj_']ﬂ(Aj) Zj—l,u(BJ) Zj—ll‘(D’) Z,—.#(CJ)

© 34
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EXTENSIONES DE CARGA

ko
ambos sumandos se sngue que u,(A (V] B) 14 ue(A) + pe(B).

Yy A f"l B @ entonces por el punto (m) anterior

\ “T',-B) 5 u-(B) + H(A)

H(A), entonces

A'UB) < (B) + H(A), por tanto u(A) + (B) = (A  B).

(Q)t ; Por‘el p"nto. (m) se tienen las dos siguientes desigualdades
u.(A U B) S pi(A) + 1(B) S H(AUB) y W(A UB) < 11(B) + u(A) S p(AUB)
“Yaque AuBe €. entonces H(AUB) = pi(A U B) = n(AUB), asi que
WA w B)=pi(A) + ud(B) y (A L B) = pi(B) + p(A).
La segunda parte se sigue del hecho deque Q e ¢ =
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3.2,9 Teorema. una
una carga positiva real parcial en
)08 {A} la cual es una extension de ‘y.

- Caso (). In < (@) Enito

‘B ‘en;é v u {A')',‘:esﬁuna extension de w de

' v; .I(eu {A})pues
: T 1+ l’i_’»A) -




Veamos ahora ue T(: ‘(€ U {A}) que satisfaga la

condlcmn f +rlx

Cf) =2 0 que se sigue por el teorema

‘para glgunds Cy, Ca...,Ckené yr, rz,..., 0

Tif* 1) 20
> @-}Ig.‘+ i- ' para algunos Cy, Cy,..., Cxené yry, ra,..., 1k

raclonales entonces se txene que Z r.lc. + rfa 2 0. Multiplicando por K donde K es un

entero ’positivo tal que rK=m y K=m;, con my los m;’s enteros (m es negativo) podemos

i k.
escribir lo anterior como Z m;lc; + mlfa 2 0. Esta desigualdad la podemos escribir como
. i=1
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q
Z Iii.

=1

v
suponiendo .que - > mf a2 -mla +
i= - S

rdz-zk: niu(C ;

=1

En los tres caso + rly) 2 0, paratoda f+rlsenel.

: _espacio .;t(e rlA‘;_0.~ Por loktanto, usando el teorema 3.1.9 se’

s una carga positiva real parciél'en e u {A}. =

Sea € wia coleccion de subconjuntos de un conjunto 2 con Q) € €. Sea

‘1 una carga positiva real parcial en &. Sea F un dlgebra en Q que contiene a €. Entonces
- existe una carga positiva 1 en & la cual es una extension de "
Prueba. Se obtiene la prueba basindonos en induccién transfinita y con el teorema anterior.

El argumento es similar al empleado en el teorema 3.2.5 extendiendo u a u en & no sélo

como carga positiva real parcial, sino como carga positiva real pues F es dlgebra. =
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3. EXTENSIONES DE CARGAS

3.3 PROCEDIMIENTO DE EXTENSION DE tOS Y MARCZEWSKI

El procedimiento de extension descrito en la seccion previa consiste en extender la
funcién dada en una coleccion de conjuntos dada a la coleccién que se obtiene de la union
de la coleccion dada con Gnicamente un conjunto unitario. En esta seccion, se presenta el
procedimiento de tos y Marczewski para el problema de extension el cual puede ser

descrito como sigue. Sea & un dlgebra de subconjuntos de un conjunto Qyuné

- subalgebra de F, es decir, un algebra contenido en «7’ Sea B una carga posmva acotada en i

“é Sea Ae“F tal que Ag¢ é. Denote a .r(e A) ‘como el

,Q coma .se def meron anlerlormenle Enlonces para cualquier subconjunio A de Q,

lenemos las s:gmen!es lgualdades

i(l) Sean A|, Az. is Any By, By, ..., B elementos de @ que satisfagan

kofa + D Imiz2), In
i=1 =1
B para algiin entero positivo ko. Mostraremos que existe un conjunto Fy en & talque Fic Ay
o (A - T )
ko

Ya que @ e €. podemos asumir que m = n, Definamos paracada 1 <k <n,

< p(Fy).
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: 3. EXTENSIONES DE CARGAS

<..<igSn n;;'Ail y D= U|ysi,'<i='<.‘..‘<i|"s"“n:=lBu-v

= Z:—| Ik 'y Zn—l 'n' _;‘Z:=’| ,lbk'

entero tal que Fy = &. (Si F ) = Q entonces es obvno que Fic Ay se tendria regresando los

pasos que

‘Note también que ko 2 ki; ya que teriemos

. n ki
kala 2 Y, K= 3 I,

= =l

k1
asi que si ko < ki sc tendria que si w € Fiy, kofa(W) < ko<ki= . Ir(w). -

=1

Por tanto se tiene que
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3. EXTENSIONES DE CARGAS

Z,_, A - Z,_.#(B) e - ):?=,;z<b-)

ko . ko
= Z.:] :u(c' - ') - Z_ ﬂ(Dl- |)
ko
< > uE-D) T 4 (E)
ko ko
DTN ()
ko ko

3] :
< _Z-=lk__ﬂ_(F_') < u(p‘).

Como kolA 2 Z -lp., se sxgue del Iema 3 1 4 que A o U_l Fi= F| Asique ADF,.

Por lo tanto

Por otra parte, para B en'@: con BCA, observe que Ja + I 2 Ip. Asi que
, u.(A) 2 [1(B) - W(@))/1 = u(B).

Po‘r’lqtimtp,--, =
B u.(A) 2 Sup(u(B), BcA,Beg).
Esto prueba Ia lgualdad deseada.

(ii). Sean A4, A_;,..., Any By, By, ..., By, elementos de € que satisfagan

S Iz keda + 3k

e i=1 i=1
para algdn entero positivo ko. Mostraremos que existe un conjunto Fy, en € tal que A C Fy,
y C
T #(A) - 0 u(B)

> .
™ H(Fi)

Ya que & e €. podemos asumir que m = n. Definamos paracada 1 <k <n,
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“Uisiy<ig <ui<ipsn nJ:,Bu.

Ii= 37 Iw

; conEx C. b;,‘ 1<ign.’

<i <n n’= Ei.

F|DFz:> DF,. y Z = Zn_l Iy;. Sea k, el mayor

2 pues de o contrano existe weA con wegF; paratodai=1,

= lp,(w) lo cual contradice la ultima desigualdad.

ntonces kolA(w) = ko > 0 = Z

oDe lo ante or tamblen se sngue que k; = ko. Entonces se tiene
Z._. #(Ax) - Z,_,# ®) _ 3L HC) - T pD)
ko . ko -

- Z:‘n A(Ceri) -’Z:‘___lﬂ(Di-Ci)
o ko
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°3,"EXTENSIONES DE CARGAS

= Z?:. #’v(Fi) . Zl_,p(éi)'.

ko . ko
> Zn—l M (Fkl) > Z'_' ’/l (FL-)
ko ki :
= ],l(Fk,). .

Por lo tanto

: Za:. H (A - Zi='” ®) u(Fio) B lnf{ u(C), CDA CE@}

Entonces pc(A) 2 lnf{u(C) C :>A, Cee } 5 PP
Por otra parte, para Cené conC> A, observe que lcz IA + ’g Asi que
H(A) S [1(C) - u(@)]/l u(C)

- ; ‘.Porvlb tanto, .
' Me(A) < Inf{p(C); C :>A, Ceel.

‘ Esto prueba la igualdad mencionada en este inciso. &

Si € es un dlgebra de conjuntos, 1; y He exhiben algunas propiedades adicionales, como
se muestra en la siguiente proposicién.
3.3.2 Proposicién. Sea & un dlgebra de subconjuntos de un conjunto Q y u una carga
positiva acotada en €. Sean p, y . las funciones definidas en el conjunto potencia P(QQ) de
Q como se definieron anteriormente. Si Ay B son dos subconjuntos de Q que satisfacen las
" condiciones Ac C, B <D, C nD=© y C,D e ¢ entonces
u-(A o) B) u-(A) +ui(B) ¥y p(Aw B) : uc(A) + pe(B).

Prucha.: -
T 3 2 8 tenemos que p,(A) + p.(B) s u.(A w B). Por la proposicion

3. 3 l - para cualquner e> 0 podemos encontrar E c (A v B) tal que E € € y que satisfaga

u(E) 2 u (AuB) : e Notemos que
’ u-(AuB) -esWE)= M(Eﬁ(CUD)) WENC) v (EnD))
= p(E n C) + w(E ND) (pues C y D son ajenos)
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<3, 3 1, dado > O podemos encontra

p,(B) Por la proposicion
F y que cumpla con que
- u(F) £ (A UB) + &, Asi que ¥
pc(AuB) +e 2 p(F)

de un conjunto Q. Sea y una carga

Cm A%+ ¢ 4;5,‘[1;@ A A) +p(C A,




donde a satlsface la L

,[0 1], aS| qﬁ en C

7".‘pa7|"a;alg'unos Ci,
_GiZpib

.- siguiente:

D2~ A%)=((D: r'\ ()Y
Por lo tanto :

por construccion: R
= W((C1 A A) U D1 A) + (€1 A A) U (D1~ AY)
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por la construcci

: lzi:anteﬁor‘igualdad_po

“nuevamente, por la construcc

'—ue(CmA)w.(CnA )+ He(D. A)+u.(DnA‘)
=uC) + D).

_ Esto muestra que también p es una carga.

Consecuentemente, es facil probar que z = au + (I-a)pz es en efecto una carga en el

algebra F(@. A). =

El teorema anterior nos ayudara para el siguiente resultado general de extension.

3.3.4 Corolario. Sea & un digebra de subconjunitos de un conjunto Q y u una carga
positiva acotada en €. Sea F un dlgebra en Q que contiene a €. Enlonces existe una carga
posiﬁva acotada u en F tal que i es una extension de pde & a F y el rangode 1 esun
subconjunto de la cerradura del rango de p1en €.

Prueba.

Sea i (p.)' la cerradura del rango de p en €. Sea:
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(Bz, v:, Dz, 7\.2) si se cumple lo s:guxen

Sea Y. {(Bu. vu, Da, 7\1,) a € I} una cadena en X, ,esto es, Y es subconjunto de X tal que

,:kel orden parclal < restnngldo a Y. es un orden lmeal o total ‘Sean los siguientes conjuntos
B= Naer Ba y D Ua eT D.,, v la restnccnon de vu.,de B,. 2B para cualquier ay fijo y
-3\. en D definida como A(E) L.(E) si Ee Da, o € I Asi, A esta bien definida en D, pues si

- EeD, con E€D,, Eer;‘ suponiendo que o # [3, ya que Y es una cadena, se tiene que
‘D= Dy 6, Da':DDp,"\ademés que Ag/ Do = Aa 6 Aa / Dg = Ap, respectivamente. Por tanto en
cualquler caso tenemos que A«(E) = Ag(E). Afirmamos que (B, v. D, A) € X y ademis es
cota supenor dela cadena Para esto, observemos lo siguiente.

'Note quee c Ba, Yae I, entonces @ c B=NaerBayquecomoBac Do, Vae T,
entonces B ﬂa erBacD= Ucer Da c &, pues Do =« F, Va e TI'. Resulta facil

probar que B es un algebra en €, mientras que D también es un dlgebraen Q y quesiEy y

c Ez pertenecen a D se txene que E; € DoyE2 € Dpconay B enT, y sin perder generalidad

podemos,sqp‘o.ner_‘ que D= Dpy Dy es un algebra en 2. De lo anterior se sigue que si
E, ~ Ez ‘;=‘ Q,t ehtonces MEIVER) = Ap(EjUE2) = Ap(E1) + Ap(E2) = A(E)) + A(E2), entonces
A esruna carga positiva en D y por la definicion de A, se sigue que el rango de A esta
9oﬁtenido en R (). Observe que v es una carga positiva en B, pues es la restriccién de una
carga positiva, vq,de B,, a B para algun oo en I'. Ademas tenemos que:

V/I€ =Vao/ B)Y/ € =Va,/€ =1,

ysiE € B=[1qer Bqg, entonces E € By, por tanto
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toda nz1 y fioss A0(Da) = Aee(C A A") Asi, (c A A esta
dorn 21, pues B, A para todo n 2 1. Por lo que resulta
’D,,) para toda n 2 1; por tanto:
e M(Dn - Bn) Aoe(C A°).

llmn—m M(Bnu D,,) = limp—w [Ao(Bn) + A0(Dy — Bn)]
= liMp-yo Aa(Bn) + limyy0 Ao(D, - B
=4(C M A) + A(C M A = Z."(C).

Por lo tanto, el rango de A* en & * esta contenido en la cerradura del rango de Aoy el rango

de Ao esta contenido en R (j1), con lo que tenemos RAMc R0 E w=R@Ww.
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3.7 EXTENSIONES DE CARGAS

db, que (Bg, Vo, € *, A*) € X, asi como

lo'que contradice la maximalidad de (Bo, Vo, Do, A0). ..se
la:ei(tensién deseadadep de aF. m

ma anterior, se tienen los siguientes corolarios.

e debe aplicar el Teorema de Descomposicién para cargas acotadas de Jordan a

“entonces ¢l corolario 3.3.4 a itiva y negativa de p separadamente, ya

'que ‘éstas son cargas positivas acotadas. [K.I’.S Ehb&kara Rao y M. Bhaskara Rao, teorema
2.2.2, pag. 46]. :

3.3.7 Ejemplos.

1) Aplicando el teorema anterior al inciso (1) de los ejemplos 1.7, encontramos que
existe una carga positiva acotada ' definida para todos los subconjuntos de
Q =[0,1), tal que la carga de todo intervalo de 1a forma [a,b) con0<a<b<1,essu
longitud misma. En este caso podemos encontrar diversos tipos de extensiones,
veamos algunas

(i) Si Q es el conjunto de racionales en Q, es facil notar que p(Q) =0y
1e(Q) = 1, ya que Q no contiene intervalos, por lo tanto podemos
construir la extension p” tal que u*(Q) sea cualquier real entre 0 y
1.

(i) Si C es el conjunto de Cantor menos {1}, entonces podemos observar
que p(C) = 0 = p(C), por lo tanto en cualquier extension p*

mencionada se debe tener que p*(C) = 0.
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(iii)

entre 0 ‘

ontrar que mlentras quev .

u.(V) es

cog: o'medlante .
ervemo ue(V)aéO ynque
temdo extenor (de Jordan) de Vel

; dlda extenor (de Lebesgue) de V. Si
ia que V. seria un conjunto nulo con la

por . o tanto V seria’ un conjunto Lebesgue

atu es pares y B el de los impares, podemos
;:;(B) = 1. Entonces podemos encontrar una
Q) tal que 1L'(A) =1y pn'(B) =0y otra extension en que

. entre muchas otras extensiones.
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3. EXTENSIONES DE CARGAS

3.4 EXTENSION DE CARGAS PARCIALES EN EL CASO GENERAL
En la seccion 3.2 se manejo el problema de la extension de cargas positivas reales
parciales definidas en una coleccién dada ¢ de subconjuntos de un conjunto Q cuando
Q e €. En esta seccion, examinamos la situacion cuando Q ¢ € y también la extension de
cargas parciales en € que toman valores infinitos. ’

3.4.1 Lema. Sea & unanillo de .s1/bca;ymllo.s de un conjunto Q, donde Q ¢ €. Sea M una

carga real pusillva ene. Sea 3’ el a/gebra en Q generada por é. Emances exls ¢ una carga e

a F.

k l’rueba Sea c 1,se tiéne :

y u(A)+°° u(A)+ﬂ(B) =p(A) +u(B).

k(m) A e &, B € ¢, Este caso es analogo al caso (ii).

: (nv) A, Be ¢;. Entonces en este caso se tendria que A° UB‘=(ANnBY=Qedlo

~ cual no es posible pues Q ¢ €. Asi que este caso no puede suceder. Por lo tanto z

- es una carga en F,
Caso (2). d < 0. En este caso, se define 7 en &F como sigue.
HA)Y=u(A), siAee
‘ =d-p(A°), siAe F-e

51



También en este caso

una carga positiva en F.i

4 (A)+ 1 (B).
€ &. Asique

(AUB)) =d- WA B
(H(BY) - p(AY) = d - u(BY) + u(A)

wirdlgebra en Q que contiene a &. Entonces

siblemente torie el valor, o, la cual es una

‘(U Ci) ‘u,(U:_‘__»l Di), que pertenece a D; mientras que(A-B) esta contenido en U:'=|Ci.

T mo"s', que 1t puede ser extendida de ¢ a D como una carga positiva real parcial en

‘No ‘qﬁ‘g 'kpvl‘:(A)bgslé bien definido y es un real para cualquier A € D, pues entonces
xgxisl_enaalg\rxvtj'osic’,, C,...Cy en € tal que ACU:Iz'Ci y def lema 3.1.4(a) se sigue que
Z:___, I 2.1, de lo que pe(A) < Z::; u(Cx) < . Ademas, como se notd en la

definicién 3.2.6, 1i(A) esta bien definida para todo A € D y es real pues de la proposicion
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o 3‘.2;8 'rjo'témo‘s‘q}" 0

la cual gs una ¢

M= T M), 'si}&e,o o

Claramente

F. Sean

nr_Entonces como D es un anillo, ;(A v B)=7(A u B) ="u(A)+

Ae D B € & - D. Entonces se tiene que (AuB) e F - D, pues si (AUB)

en D (A WB)-A=Bestaiaen D, lo que contradlce la hipotesis. Asi

»'quen(AuB) o= T(A)+ o =7 (A) + 4 (B) = 4 (A) + 4 (B).

v‘- A,\ ‘T D B & D. Este caso es analogo al caso (ii).

' ',- A, B e :F D Entonces en este caso se tiene que (A w B) € F - D, pues de lo

) contrano se tendria que tanto A como B estarian en D, de acuerdo con la definicién

: -de D. Entonces se tiene que ;1 (A UB)=w=w+w= gy (A) + p (B). Por lo tanto

4 esuna carga positiva en F y extensionde g de D a F.
. Caso (if). . d < o, Sea F el dlgebra mas pequefia en Q que contiene a D. Definamos

~entonces 11 en F) como sigue.
: (A= 2(A), siAeD.
=d- u(A%, siAeF -D
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‘Usando el arg m

'3.4.3 Teorema. Sea.u una carga povmva real parcml en’una: coleccion” e a'e_.

Lntonces existe una carga posmva acolada ,u en .F Ia cual es una exlenston de nen e si

; ”'.Sup{p‘(E) Ee D} <o
Prueba. La prueba de este resultado esta contenida en las pruebas de los teoremas 3.4.2 y

3.29..m

Finalizaremos esta seccidn analizando los casos en que las cargas toman el valor infinito.

3.4.4 Teorema. Sea & un dlgebra de subconjunios de un conjunto Q y sea F un digebra
en Q) que contiene a €. Sea p una carga positiva en € que posiblemente tome el valor

infinito. Entonces existe una carga positiva y en F la cual es una extension de ude € a

F.

Prueba.

Sea D = {A e €; H(A) < w}. Afirmamos que D es un anillo en Q. Claramente @ e D.
Sean A, B en D, entonces (A U B) € D pues p(AuUB) < u(A) + u(B) < wo; mientras que
(A - B) e.D, pues u(A - B) < nu(A) <. Sea A la restriccion de pt a D. A es una carga

. positiva real pavrcial"ebnbffD’ (ver seccion’ 3.2). Entonces por el teorema 3.4.2, podemos
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‘de D a F. Definamos u

‘A.I para algunos A|, Az;...Aq en D, pero que B no esta contenido

vfynito de conjuntos en D, entonces (A v B) tampoco esta

pero B si lo esta, es analogo al antenor
(IV) Suponga que ni 'A ni B estan contenidos en la unién de un niimero finito de conjuntos

en D, asi que tampoco lo esta (A w B), por lo tanto (A UB) =w = + w0 = u(A) +

# (B). Entonces 7 es la extensién descadade pde@ aF. =

Por ultimo presentamos un resultado que trata con cargas en general.
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L conjuntos A., Aa,...AjenD.

en cualquner otro caso.

Vi épnju‘nids en D, porlo q eu (AUB)=1(A B)=7.(A) + A(B)= u(A)+ u(B).




en la unién de un ‘m'xmg:rb

contenido en la union de'un nt

(iii) El cas'or en que.
pero B si Io glsta,- S ar

iv) Su';.iobnga ‘que.ni

- <a<b<+co,

57




3. EXTENSIONES DE CARGAS

3.5 EXTENSIONES DIVERSAS

s de un co

Sup{ u(B), Be e } y y es posm\'a real valuada.

i ~Pmeba. .
’ (|)k.”P0|_' e! teorema 1.2, F = {A < Q; A es una union finita de conjuntos ajenos por parejas

de ¢ }. Definamos z en F como sigue. Sea A € F, entonces A = U:'_'_,l C: para algunos
conjuntos ajenos pos parejas en &, asi que sea 4 (A) = Z:":I u(C;). Veamos que u esta
bien definida. Supongamos que A = U:“=1 Ci = U;'=| Dj, donde C;, C3,..., Cn son conjuntos
ajenos por parejas en € y Dy, D,..., D, son conjuntos ajenos por parejas en €. Por lo que

AnA=A={JUJc D).

=
Note que C; = U;‘=I(CiﬁD;) paracada 1 Sismy CinDje ¢ paratodaiyj.
Similarmente D; = U:"=l (CinDj) paratoda 1 Sj <n. Yaque it es una carga en &, tenemos

que:
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u(A) para todo
Ace esto e s una carga en 3" Sean AyB

‘en &, con’ A.,. son

conjuntos ajenos por parejas en os por parejas ene De

(ul) Podemos suponer que Q ¢ €. (Sl Qe e entonces .‘F e) Sead; = {A; A°e ¢ ). Por
‘el teorema 1.2, tenemos que F =€ v e,. Sea d un real prescrito. Definamos (L en F como
‘sigue: o
' H(A) siAee
B u(A) siAe F-e

. 4 claramente es una extension de u de €-a' F. Veamos que z es una carga real en F. Sean

A,B € Fcon A ~B=, L
- A,B e & Entonces (AU B) = p(A 'B) = Ji(A) + 1(B) = % (A) + % (B).
- A e¢ B e &. Entonces como se noto._en ell '3.“1.1, AUB e é. Asi que:

E(AUB)=d-p((AUBY) =d: W(A"N BY) = d- u(B* - A)
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entonces tendriamos que si A € F-€

() = (A v AY) = mi(A) + (A = pi(A) + p(AY).
o . De lo que se sigue que [i(A) = d - p(A®), esto es, la extension es Gnica. =

"El problema a considerar a continuacion es el siguiente. Sea F un dlgebra de

subconjuntos de un conjunto Q y sean € y 2 dos algebras contenidas en F. Sean y; y pz dos
cargas positivas en € y D respectivamente. Observaremos bajo que condiciones se puede

encontrar una carga positiva |1 en & que sea una extension tanto de iy, como de y,, a F.
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cesana la condlclén es cl

' l’rm.'ha ; Que sea
. .que de Ia condxcnon mencnonada se s:5ue que p.1
podemos deﬁmr la ﬁmcnon HeneuD como sng
' E(A) = m@A),
= Ha(A), i ,
Veamos que /1 es una carga positiva real parcial en & - Sean .'N Az, A;,..,. y-By,
Ba,..., Bjiq dos sucesiones finitas de conjuntos de € L 2 tales que
E"Ai 2 glm.
i=1 =
Supongamos, sin perder generalidad, que Ay, Az,..., Am € € ¥ Am+l, Ami2,e.s Amin € D,
By, Ba,..., B, € € y By, Bpea,..., Bpg € 2. Esta desigualdad puede ser escrita de la
siguiente forma:
S I+ L2 S I+ Y I
i= = =t =
Ya que G € € N D, podemos asumir que m = p y que n = q. También, por el Lema 3.1.4
podemos suponer que A;.D Az O...D Am, Anrt D Amez O.. 2 Ameny, By 2 B2 D...D By,
Bp.l o B,,,; 3 -2 Bp.q Entonces la desigualdad anterior se puede escribir como:
2; Iamii -Bvi 2 ‘Z: Ipi-ai + g Tpensi - ameic

LMD =Bi=Ayi=1,2,.., M Ei= Amsi— Bt i= 1, 2,.

,v..., n Por lo que podemos escribir:

i Ie; + i Is 2 Ini + i Iri.

= i=1

iVs
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“EXTENSIONES DE CARGAS -

era d‘ésrigualdad es clara; si Z Iri(w) > 0,

'éntonces‘w pey’(eﬁgce al menosaun'Ficoni=1,2,..,n deloque Z lg.(w) 0; Ya que

tenemos que -

Z lg,(w) > Z lo.(W) + Z Is(w),

entonces

en particular

Notemos que C|, Cz,
Por el Lema 3]4

Delo que:

3 F(Ci)"":z G = ;:: D) + 3 HED.

Regresando todos los pasos y usando la Proposw:on 3.1.5 llegamos a que:
m+n

IR ; H(B).

=
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: 3. EXTENS\IONES' DE CARGAS :

Por lo tanto p es una carga posmva real parclal en e O ). Por eI Teorema 3 2 10 se puede :

encontrar una carga posmva acotada p. en {F la cual es una extenston de H de e v a ‘T’ :

ue - también’es ‘suficiente.

7., Definamos en

p.z(A) siA e D’

Veamos que y es una carga real parcnal en €u D. Sean Ay, Aa,... A.,,.., y Bl,v’Bz...., B,m“

dos sucesiones ﬂmtas de conjuntos de £ U D tales que
Z’M = Zlm
=1
Podemos asumir, sin perder generalidad, que Ay, As,..., Am € € Y A+, Amez,...,

Amin € D, By, By,..., By € € y By, Bpea,..., Bpq € D. Esta igualdad puede ser escrita de
la siguiente forma

m n ] L]

2 di Y I =Y, Isi + Y I

= = = =

Ya que @ € € n D, podemos asumir que m = p y que n = q. También, por el Lema 314

podemos suponer que que Ay D A2 O...5 Ami Am+1 D Amiz D...5 Amen, Bio B35, D B,;; S : .

Bpi1 D Bpyz D...D Bpiq Entonces la igualdad anterior se puede escribir como
m n’ B m n
> daiu :Z Tamvi comi = Y, Toicai t Y TomeioAmei
i= L i=1 =1 i=

Sean G = A; — B;,i=l 2, mDi=Bi-Aui=1,2,.., M E=Ani-Buii=1,2,...,m

Fi=Bpi—Am+i, i = 1 2 ., n. Porlo que podemos escribir:
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1)

lfg t(_ido iyj. Lo que nos lleva
‘alas sigi;ientg'a;
- Ici(w) > 0, se tendria que
w e C. pai‘a algin:1. ; ) ~Ip(w) =0, lo cual vaa

*contradecir la

Supongamos ah it w pertenece al menos a un Fy con i =11,

K 2,..;. n,lde,lo_‘q’uev

i=

de lo que, como vimos antenonnente, Z ln.(w) 0, entonces se obtiene que:
N ]

3w = 3 dew),

= i ,'.(=|

Ana]ogamente se prueba la otra lgualdad . .
) D.,,eeyE, Ez,.... En, Fi, Fa,..., Fa € D. Porel .-
>C;:..0 Ci; Dy D D2 2.5 D 1D E2D 1.0 By

Notemos que Ci, Cz,

Lema 3.1 4, podemos asu

" Fi.o Fz ,3.7.:51'F,..‘ Ahora observemos también de aquel Lema que F; = C; para

Tl s_ma‘x{ljd,h}iy‘_D. vE. para toda 1 <i < max{m, n}. Entonces C;, C,,..., Cm, D1,
* Day..;; D Ei, B, Bn Py, Py, Fa € €M D,
- Por lo tanto, de Ia condicién inicial dada, se sigue que:

; m(C) = é w(F)) y Z, Ha(E) = 2 m(Dy).
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De lo que
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CAPITULO 4

Unicidad de la extensién de cargas

A lo largo de este capitulo, usaremos el teorema de extensién de tos y Marczewski,

en carg,as positivas definidas en ‘un algebra con el fin de dar condiciones necesanas y -

‘suficientes que aseguren la unicidad de la extensnon del tipo de cargas mencionado,

Sea’'¢@ un alg,ebra de subcon_juntos ‘o _’n_con_;unto Q.. Sea u una carsa posmva'

,,u(C) p.(C ~ A)\+ uc(C a) A‘) para C en 3"(«2 A) y
n2 (C) = p.i(C A%+ u(C A), para C en F(€. A).

. ’ Por el teorema 3.3.3, si 1 es acotada, p; y p2 son cargas positivas definidas en F(¢. A) que

extienden a |, definida_en €. Analizando la prueba del teorema de tos y Marczewski

notaremos que a0n si 1 no es acotada, p; y W2 son cargas positivas, extensiones de . De

este hecho, encontraremos condiciones necesarias y suficientes para que la extension de u
de € a F(€. A) sea unica. En el caso en que p es acotada, las condiciones llegan a ser muy
simples. También veremos la unicidad de la extension de u de € a otro algebra F, tal que
¢ esta contenido en F.

Como en el caso en que pt es acotada, la siguiente proposicion nos da algunas

propiedades de las funciones p; y pe.
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4.1 Proposicién, "Si zi'es nna ce

UNICIDAD DE LA EXTENSION DE CARGAS

vi)

 WCCHSA Y HE) - W(C= T+ T AC™) S (A) + u(C™),

- esto es, u(C ) < u.(A) + u(C") Tomando el supremo sobre C’ obtenemos que:

, Hi(AVUB) < pi(A) + pu(C").
Tomando el infimo sobre C*’ llegamos a que:
H(AUB) < (i(A) + pe(B).
- Ahora probaremos que pi(A) + p(B) < p(AUB). Si p(AUB) = o se cumple la
desigualdad obviamente. Supongamos que p(AUB) < o y sea C’e € tal que
(AuB)c C” con H(C’’) < «, Entonces para cualquier C’'c A, C'c Q; como B esta
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sobre C”, se'tiene que p.e(B) + p.(C’ )'s

obtenemos la destgualdad deseada

m(AUB)s u(C'u_C',')fsiﬁ'(:fC_")j e

42 Proposicién.’ Si itiva (acolada 0 no) en un dglgebra de conjuntos €

de un canj}mlo -Q lbcoryumos de Q que satisfacen las condiciones
AcC,BcD,CAD

HA
Prueba. Si pi(ALJBF)

ya que como p 25

€ e. entonces
u.(B) Y H(A U B) = pu(A) + u(B).

a ﬁﬁ}r\era desigualdad se sigue del caso en que it es acotada,

) y ui(B) son finitos (ver el teorema 3.3.2). Supongamos
- que p.(AuB) es fpa'r‘a' cualquier k> 0, existe Ec (AU B)talque E€ ¢ y
K< u(E) - u(E A(CUD)) = K(E M C) + H(E A D) S 1(A) + (B)
ya que (En C) cA y (E A D) c B. Comok>0es arbitrario, se sigue que
Hi(A) + pi(B) = oo,
Analogamente, si p.(AUB) es real, también lo son p.(A) y ((B), puesto que . es una

funcién creciente, Entonces la segunda igualdad se prueba como en el teorema 3.3.2 .Si
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la cual e

Prue ba

algebra &'(e. A)

4.4 Teorema, :

=>) Como se nota en el teorema anterior y en el teorema 3 3 3 e y U2 son extensiones de ,

sxendo esta acotada o no, por lo tanto, si la extenslon es dnica, hallamos que |y = pa.

- Entonces se tlene que u(€Cnm A)= u;(C [a) A) p : odo C e €. Pero por definicion se sigue

.que: L
' p.(C AA) =m(CAA = 3(C ~A H(C M A) paratodoCe .
Y por otra parte, p;(C N A") ' p.z(C ~AS) para todo C e ¢. Asi que de 1a misma forma

H(C A= u:(C A
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De lq aménor se desprende que para todo De F(€. A) se cumple que:
# (D) = (D) = 12(D)

‘lo que garantiza la unicidad de la extensién. m

“En el caso en que | sea una carga positiva acotada, las condiciones anteriores del
g teorema anterior se simplifican, como lo muestra el siguiente teorema.

4.5 Teorema. Sea € un digebra de subconjuntos de un conjunto . Sea u una carga
j)osili\'a acotada en @. Sea A c S tal que A¢ €. Sea F(€. A) el dlgebra mds pequeiio en Q
que contiene a € y A € F. Entonces son equivalentes estos enunciados:

a) La extension como carga positiva de pa F(€. A) es unica.

b) H(CNA)=p(CAA) y p(C A)=p(C A% paratodoC e é.

¢) H(C A A)= (C A A) paratodoC ee.

= w(A").

. :v(a) <> (b) se sigue del teorema anterior, mientras que es obvio que (b) = (c).
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ON DE CARGAS

(<) implica (d) ton

(d) =$’(Ae)‘“§//a,gu mo M es acotada tenemos que:

- entonces

SO S (C N A) s lJ-e(C o) A) y u.(C° o) A) S ue(C° NA)
: -jentonces. como s . - . :
o u-(A NC): + u-(A o) C‘) u-(A) ue(A) ue(A N C) + (AN CY)
' y ya querlil es fnlta, se sxgue que v e ; S
! M-(A ~C)= ue(A ~ C) y u-(A 2 C") ue(A a) C°)

- para cualquler C ele ‘"

4.6 Ejemplos: Si la carga p no es acotada, los enunciados del teorema anterior no son

siempre equivalentes. Veamos algunos ejemplos.

1.-Sea Q=N ufw} ysead ={Ac Q; A es subconjunto finito de N 6 A° es subconjunto
finito de IN }. No es dificil hacer notar de la definicién de € que éste es un algebra sobre Q
y que |4 es una carga positiva en &. si pt esta definida para todo C & €. como sigue:
uw(C) = |C]  siCesfinito
= o siCno es finito.
Observemos que si A =1, entonces A € € asi como p;(A) = p(A) = oo; sin embargo se
'huede mostrar que (i(A%) = ni({}) =0 y p(A°) = p({w}) = . Por lo tanto, si it no es
acotada, no sucede que (d) implique (e).
De este mismo ejemplo, veremos también que aunque se cumple (d), esto no implica (a),
es decir, que la extension de p a F(€. A) no es tnica. Por la proposicién 1.3 sabemos que
FE M) ={(CAN)UC" N (=});C,C7ee)
={CcQ; C finito o C° es subconjunto finito de Q}



ICIDAD DE LA E’J\"‘I‘ENSI'(')NDE A

“por- lo_que; unicam

como ({e}) = l )' uz((w}) =2, Obtene

esta;deﬁmr la carga en (oo} Sl se def nen p., y llz en F@e. A)

-~ extensiones de s diferentes cargas positivas

extensiones de

Marczewsk| exxsten tlpos de extensiones de cargas positivas definidas en un algebra.

’Observemos el sxguxen ejemplo

3.- SeaQ (1 2 3, 4} e ={3,Q,({1,2),{3,4}) y A={2, 3}. El dlgebra F(¢. A) es
entonces: P(Q). Supongamos que la carga positiva p esta definida en € como sigue:
T u@)=0, (@) = 1, u((1, 2} = % = u((3, 4}.

Sean lll y pg las funmones definidas en el teorema 3.3.3, esto es:

u,(C) : p.(C N A)+p(C A°), w1 (C)= p.(C M A%) + p(C n A), para C e P(Q).

UAst que para encontrar M1y M2, basta con conocerlas en los unitarios {1}, {2}, {3}, {4},

. con lo que tenemos lo siguiente:

, {1} - {4}
™ W ‘o.,; 0 P
uz 0 wm % 0
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p. nMPV(QV) es una-

‘tnles que c,

d € [0 '/2 ] y quec + d # V2, entonces podemos notar que # esuna extensnon

: ,de p. en P(Q) pero que no es del tipo de M.

n’los :teoremas anteriores hemos analizado la unicidad de la extension de una carga

7p¢sxt|§a en el dlgebra & al algebra F(¢. A), donde A ¢ &. Usaremos estos resultados para

determinar la unicidad de la extension a un dlgebra F que contiene a €.

4.7 Teorema. Sea € un dlgebra de subconjuntos de un conjunto . Sea u una carga
positiva en € y sea F algiin dlgebra de subconjuntos en Q tal que € — F, entonces la
exfension de yu como carga positiva en F es tinica si y solo si:

Hi(A) = p(A) para todo A e F.

Prueba.

:>') Sca A € F - ¢ y supongamos que la extension z de p en F es Gnica, entonces lo
mlsmo tamblen sucede en F(€. A). Entonces por el teorema 4.4 se sigue que pi(A) = 1(A).

Ya que A 5] J-' &. es arbitrario, se sigue lo deseado.
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Sea e

4.8 Corolario.

,"algebra de Q. La aﬁrmacwn restante se sxgue del teorema anterior. ®
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