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Introducción 

Comúnmente, en los cursos de Análisis Matemático, se estudian a las medidas como 

funciones a-aditivas, definidas en un a-álgebra de conjuntos. De acuerdo a este concepto, 

como veremos en este trabajo, las cargas son medidas finitamente aditivas definidas en 

ciertas colecciones de conjuntos. El objetivo de esta tesis es mostrar, bajo qué condiciones 

y de que manera se puede extender una carga definida sobre algún tipo de colección e de 

subconjuntos de un conjunto Q, a una carga definida en cualquier álgebra de subconjuntos 

de Q que contenga la colección e inicial. 

Debemos señalar que esta tesis está basada principalmente en el libro de "Teoría de 

Cargas: Un Estudio de Medidas Finitamente Aditivas" de K.P.S. Bhaskara Rao y M. 

Bhaskara Rao, de 1983; en donde se hace un tratado completo de las cargas o medidas 

finitamente aditivas, pues se estudian diversas clasificaciones de éstas, como cargas no 

atómicas, cargas puras, etc.,integración de cargas, rango de cargas, entre otros temas, así 

como el tema de extensiones de cargas en su tercer capítulo, que es la base para el 

desarrollo de nuestra tesis. 

Veamos a continuación las diferencias entre las medidas finítamente aditivas y las 

medidas a-aditivas, notándolo desde el plano de la Probabilidad. 

En 1933 Kolmogorov introdujo un sistema axiomático de probabilidad que consistió 

básicamente en que 

i) O ~ P(A), donde A representa un evento del a-álgebra de eventos de un conjunto 

Q. 

ii) P(Q) = 1 

ii i) P es a-aditiva. 

Las funciones P(") que satisfacían este sistema axiomático eran llamadas funciones de 

probabilidad matemática. Más tarde DeFínetti sugirió que el sistema de Kolmogorov debía 

ser modificado en su inciso (íii), por el axioma de la aditividad finita. Se adoptó el sistema 

axiomático de la propiedad de la adítividad numerable mientras que pocos autores 

favorecieron la aditividad finita. En el sistema de aditividad numerable, a algunos 
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subconjuntos. del conjunto n no se les puede asignar una probabilidad (no medibles), 

·mientras que en el sistema axiomático de aditividad finita, a cada subconjunto se le puede 

llegar a .asignar una probabilidad, aunque muchas veces ésta no pueda ser asignada de 

·forma única, ya que requiere que la probabilidad sea interpretada subjetivamente como una 

probabilidad personal para un individuo dado. 

Con el sistema de aditividad numerable, en los puntos de discontinuidad Xo, de las 

funciones de distribución acumulativas F{x) se tiene que : 

lim F{x) = F(x.,) 

X-+Xo+ 

esto es, F(x) es continua por la derecha en los puntos x.,. Con el sistema de aditividad finita, 

esta conti~uidad ,no. necesariamente resulta ser cierta; recordando que las funciones de 

distri~~ciÓn,aC:~A;~l~tl~as'F(x) son definidas como F(x) = P{X ::; x}, esto es, es la 

probabilld~~,;~ei r¡~~~rif'(x :i: ic }, donde X denota alguna variable aleatoria. [S. James 

Pr~ssi1~8~ir~:,;"::5 ;~ ·· · .. 

; D~;Cle'~ti~;'.J~~to de vista, el de la Teoria de la Medida cabe hacer historia que a 

· prlri~l~i6i~<l~Í,~igl6 .XX, Henry Lebesgue planteó el problema de la medida que consistió en .. · .. , . :~· ., 

.encoñfrllr:un8.función m definida sobre todos los subconjuntos acotados de números reales 
' . ,·. ''", ~ . '.; .. "· . 

. que'·'saÜsficiera que m fuera no negativa, a-aditiva, invariante bajo traslaciones y que 

'ní([O,l]) = l. Más tarde fue demostrado que este problema no tiene solución. Tiempo 
'. ,, --,:: 

· . después, A. Tarski en 1930 se planteó el problema de la medida en un sentido más amplio 

b~scando encontrar una función m definida sobre todos los subconjuntos de [O, 1] que 

cumpliera con que m fuera no negativa, tinitamente aditiva y si 1 es un intervalo, m(l) fuera 

igual a su longitud. Los resultados mostraron que aunque el problema tenía solución, ésta 

no era única.[Royden, 1963] 

Como analizaremos en los siguientes capítulos, la asignación de medidas finitamente 

aditivas o cargas puede ser realizada sobre una colección de conjuntos más grande que con 

la asignación de medidas o-aditivas, aunque la unicidad no necesariamente es asegurada, 

opción que se toma en Estadística Bayesiana, por ejemplo. 

En este trabajo titulado "Extensión de Cargas'', primeramente veremos algunos 

resultados preliminares necesarios para el desarrollo del mismo, después brevemente 

analizaremos el proceso de extensión de medidas a-aditivas con tal de hacer notar la 

diferencia con nuestro estudio. A continuación, llegaremos a la parte central de este 
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pequeño trabajo, el tercer capítulo, en donde se analiza el proceso de extensión de cargas 

diversas definidas en ciertas colecciones de conjuntos, ayudándonos de cierta funcional 

natural en un espacio vectorial específico, introduciendo el concepto de carga real parcial y 

estudiando diversos tipos de extensiones, de los cuales se debe hacer notar el proceso de 

extensión de Los y Marczewski. Se concluye este trabajo en el capítulo final en donde se 

estudia el aspecto de la unicidad de las extensiones de cargas, observando las condiciones 

bajo las cuales se puede dar esta unicidad; así como también se desarrollan algunos 

ejemplos de extensiones. 

Se debe mencionar que un requisito necesario para entender la exposición de este trabajo 

es un manejo de Análisis Real, Teoría de Conjuntos y Teoría de la Medida. 
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CAPÍTULO l 

Preliminares 

Varios tipos de clases de conjuntos son presentados en este capitulo, de los cuales el 

más importante para nosotros será el álgebra de subconjuntos de un conjunto dado, ya que 

éste es el dominio de definición para las medidas finitamente aditivas o cargas. Estos 

conceptos también serán introducidos, asi como algunas propiedades básicas y ejemplos. 

1.1 Definiciones. Sea Q un conjunto y :Funa colección de subconjuntos de Q. 

(1 ). :Fes un /atiz en n si se satisfacen las siguientes condiciones. 

(i). A, B e :F => A u B e :F. 

(ii). A, B e :F => A n B e :F. 

(2). :Fes un semi-anillo en n si se satisfacen las siguientes condiciones. 

(i). 0 E /f· . ·<·r 

(ii). A, Be :F:;; AnB e :F. 
' .' ., ·»t··· 

(iii)." s"f-A;'á\; :FyA e: B, entonces existe un número finito Ao. A1, ... , A,,de conjuntos 
'°:·":·;>t--·-:-:'('·:::, .. i'' 

en .'F;tales·que A= Aoc A1 e: ... e: An = By A; -A;.¡ e :Fpara i = 1, 2, ... ,n. 
', ., <·;~;::<.'.:'. "·~ . '/ · •.. 

(3). :Fes ~n'ii. ;e¡;¡i.<ítgebra en n si :Fes un senú-anillo y n e :F. 
:.: ·.:•::. :·.·1:{•,· -!~(·:· -.. ··'.: 

(4). :F és'un·ii;;;i/o enn si se satisfacen las siguientes condiciones. 

(i): 0~/;f. 
(ii). °A, B e :F=> A U Be :F. 

(iii). A, B e :F => A - B e :F. 

(5). :Fes un álgebra en n si :Fes un anillo y n e :F. 

(6). :Fes un O'-<lllillo en n si se satisfacen las siguientes condiciones. 



(i). 0 E :F.· 

(ii); {;\_; ri.~ 1¡C:'t:~<"LJ.(i<Ari e~-
':·.:.':-'• 

(Hi). ~B~~;f·t;~:~,~~} \:~.:.... . . 
(7). :Fes unau-áfgebra:enp sia=:esÍJncr-anilJo en Q y 0 E :F. 

1.2 Teorem~:se~:~'.;~r;tf f)~1%f:.c~~~~tii:~h;;,.i~'. i·· . . .. 
(1). Sea e un semi:Gí1ilfó;e11ffji':J'.7(LJCi'; c.; c:i, '..:\ Cn S0/1 có11juntosáje11os por 

.· .. · :; :: -~,'.~@;;~lJ'J0:(~;,;'.S,,'i'.::~::J;'.,r~ .. , :~c.1 •• i> ; . .. ..· ...... . 
parefas en ey n .~ 1 );,¡Jilll<J.~ice~·. :Ff;,esef a11/f/o n~á~[J.e,queño e11 n,que contie11e '1 e . . 1 

'"·,,de ·~i~~f¡~(~~f Ji~1¡~;ij~;~¡;ti:.~;~•0;~~1~~ '°' 
parejase11 ~· yn. <il}. E'nto~1ces tF, esel'1fg~bramas¡1e~lle1io enn que contie11e a e. 

::.~:r:kiEEE~f "·~t~f €~:~~;r~~~~~~''¿ .. u., .,ge.m 
(4): Sel:J e 111i u-aliiflo e11 fl. Sea e 1.,;;(Á2~i. •Aºey~j; E/ltolÍces :F= e u e 1 es la 

. a-álgebra más peq11eíia en n que collliene a e . . 

Pmeba. (1) De la definición de :F, es claro que :Fes cerrado bajo uniones finitas ajenas. 

Mostraremos que :F es cerrado bajo intersecciones finitas. Sean 1 I"' C; y LJ'._
1 
D; ambos 

U¡=i J-

elementos de :F, donde C 1, C2 , ••• , Cm son elementos ajenos por parejas en e y Di, ~ ... ., 

D0 son elementos ajenos por parejas en e. Entonces 

o Ü {C; nDj) e :F, 
i=tj=1 

ya que C; nDj, i = 1, 2, ... , m.Y j = 1, 2, ... ,n son conjuntos ajenos por parejas en e. Ahora, 

mostraremos que es cerrado bajo diferencias. Suponga que E, F e e y E e F. Entonces 

existen Eo. E1, ... , E. en e tales que E= Eo e E1 e ... e E.= F y E;- E;.1 pertenecen a e 

para cada i = 1, 2, ... , n. Así, F - E= LJ (E; - E;.1) e :F, ya que E; - E;.1 son ajenos por 
i=I 

2 



1. PRELIMINARES 

parejas(*). Sean LJ;:1c1 y LJ;=10; dos conjuntos en 3'",donde Ci. C2 •:·:• Cm son 

elementos.ajenos' por parejas en e. y 0 1, o,, , .. ,· Dn son eleinenios''ajenos por parejas en e. 
Entonc~s note q~e: : ~- '·.·. 

·. ·. .P.ri-;v~~t0.1-~-~[40.;!E~.?J· ~~~~:;~" &.i9F. ~f 1 · 
,.·.... '~·.~;.:: ':::·-__ ,', ,, .-,~:· ';, ;,· .. :~·.:'..~" j'.·~~Y:::,_-::!', .. , ·._,_~·:; ./···· .. · .. ,::·-:. :~_:/'_:" 

De lo que ~enéiollamcis ~mb~C*), Oj ~ (C; ~ ~;) -~'.~ ~a;a: C:cia i. y j.·.~~ que :F. es cerrado 

::::::::.:::""' ·Ó c0:·•~·,¿ 0~i~~lf ~~~W;-~~~;; ~· .. ;º 
·. wo¡~.r~40·oj·f····· 

Si probamos que 3'".es cerradoJ)ajo unionés finitas,' implicaría que .:F. es un anillo en Q . 
. . - .. ,-, . ·. - . • __ ,.~- :'".:·-!'· --~-·- .. - ~ - •-- -

Sean A. B en 3'". Entonces • .\,Sil;:;;; AD {B.- A). Y~ que (B - A) e :F y A y (B - A) son 
. .:_··~:·:.-<~).-:\'.·;[- '.~::!~~?:<-:- :"i __ : >~--:' .".:,- -

ajenos, se sigue que 'A. 0 B e ':F. Es claro cjúe e e: :F y que 3'" es el anillo más pequeño que 
- , . 'r ·.::::'!:;,_·:.. ..- , 

' . contiene ae. pue~ úll anillo es cerrado bajo uniones finitas. 
C2). Es;~ é~ ~¡fuí{Jf {{:.'. •; . . . 

•,'•';'.;,.J'· L_)•: '.;, 

(J)::Mostrare!iicis'que 3'" es un álgebra en n. Es obvio que :F, es cerrado bajo complementos 

.'.··y que eJ, ne.3'°. V~inos que :Fes cerrado bajo uniones finitas. Sean E, F e :F . 
. . ::::;\-,:_ .' ,·:,: :·,·, ·.~· :. 

Caso (i). E,' F e 6' . Entonces (E v F) e (J e: :F. 

'c~i~{iQ. E e 6' y F e 6' 1. Entonces (E v F) e 6' 1 ya que (E v F)° =Eº n F" = (F"- E) que 

' e~ un elemento de e. 
Caso (iii). E e e 1, F e e. Este caso es similar al anterior. 

Caso (iv). E, F e e 1. Entonces (E u F) e e 1, pues (E v F)º =(Eº n F} e e, el cual es 

cerrado bajo intersecciones finitas, pues es cerrado bajo uniones y diferencias finitas. 
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J. PRELIMINARES 

En cualquier.cas6· se. tiene que E u Fe :F. Entonces :Fes un álgebra en n que contiene a e. 
Es obvio· qu.e :f,.es'-el álgebra más pequeño en n que contiene a e, pues un álgebra es 

cerrado bajo 'compl~mentos. -
(4).Est~ ~u~de s~r p¡Óbado como en (3). • 

;t.3''. Te~'ren1~; S~a :F.1111'd/gebra'detmbco11j1111tos de'"' co11j1111to ny A en COll A e :F. 

·· E11i011cés ~/ ~lg;i~a ;1áspeq11e1lo':F1 e1; n que co1i1ie/le a 3'" y a {A}, está dado por 
; ~ ;·~,:: ·= ~ • ,e' ,'.;_,' ! ~,.;:¡ .-:-

,• 3'."•= ((B1'n A)U_(Íhn -:'-');e¡',.82 E :FJ: 

.. :::ªM:·::f.t~~21r~~~~~.r;r1~T~ih~t~~;1 tz~·:· ;·;~·: 
que :Fe :F1 .;Ve~~~9s:~hora q~e tF1 es é~rrado baJo ~~¡~~~~finitas y co;riplementos. Sean 

.· [(81 n' A) 0 CB2 ~A~], CCBJ,.:, A) u (84 nA °)]en :F1; donde 8i, 82, 83, 84 e fF. Entonces 

[(B;~A)0c~2;A.S1 u [(B~nA)u(B4nA')J = [(B1nA)u(B3nA)J u [(B2nA°)u(B4nA')J 

= [(81uB3) n A)] u [(B2uB4) n A"] E fF1 

ya que.tanto (B1uB3) como (B2uB4) son elementos del álgebra :F. Por tanto :F1 es cerrado 

-bajo uniones finitas. Observemos ahora que [(81 n A) u (B2n A')]° e fF1, puesto que 

[(81 n A) u (B2n A')]°= [(81 n A)º n (B2n A')"] 

= [(Bi°u A') n (82º u A)]= [(B1ºnB2') u (B1ºnA) u (AºnB2')] 

= (B1ºn82') u [(B1ºuA') n (B1ºuB2') n (AuB2') n n] 

= [(B1ºnB2') u (B1ºuA')] n [(B1ºnB2') u (B1ºuB2')] n 

[(B1ºnB2') u (AuB2')] 

= [(B1ºuA') n (B1ºuB2') n (AuB2') n Q] 

= [(B1ºn A)] u (82º n A')] 

y tanto B1º como B2º pertenecen al álgebra fF. Así que :F1 es cerrado bajo complementos y 

por lo tanto, bajo intersecciones finitas. Entonces se concluye que :F1 es un álgebra de 

subconjuntos que contiene a :F. De la construcción de :F1 se sigue que éste es en efecto el 

álgebra más pequeño que contiene a :F, pues un álgebra es cerrado bajo complementos, 

uniones e intersecciones finitas. • 
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l. PRELIMINARES 

1.4 Definiciones. Sea 3"un álgebra de subconjuntos de un conjunto n. 
(1). Una función µ: 3" ,.-+ [-oo,oo] es una carga en 3" si se satisfacen las siguientes 

condiciones: 

(i). µ(0) = º· 
(ii}. Si A, B e :F y A~ B '.'" 0, entonces µ(A u B)= µ(A) + µ(B). 

(2). Una carga µ eniFescarga real si -(JJ~ µ(F) <oo,para éa.da F en :F; 

(3). Una carga µ ~¡;:J".e~aé~l~da'si Sup{I µ(F)°I; Fe :F )<~. 
( 4 ).' Una ca;ga t 'e~;. és p~sitil~ si µ(F) ~ O pa;a cada F en :F. 

(S): Una carga, µ én :Fes 0-a valuada (a ~ O) si µ(F) = O ó a para cada F en 3" y existe un 

conjunto Fo en 3" tal que µ(Fo) = a. 

(6). Una carga µ en :Fes carga de probabilidad si µ es positiva y µ(O)= 1. 

Uno podria introducir la noción de carga exactamente en el mismo sentido como 

anteriormente en dominios generales como lo son semi-anillos de conjuntos o anillos de 

conjuntos. 

Si µ es una carga en un álgebra 3" de subconjuntos de n, µ no puede tomar ambos 

valores - oo y oo. Para A, B en 3" tales que µ(A)= oo y µ(B) = - oo, entonces µ(Q) = µ(A)+ 

µ(A")= oo = µ(B) + µ(B') = - oo, lo cual es contradictorio. 

1.5 Propiedades. A continuación se enlistan algunas propiedades de las cargas, fáciles de 

probar, donde µ es una carga en un álgebra 3" de subconjuntos den. 

(i). Si F i. F2, .. ., Fn es 1111111ímero finito de elemelllos en 3" ajenos por parejas entonces; 

(ii). Si E, F e :F, E e F y-oo< µ(E) <oo, entonces µ(F-E) = µ(F) - µ(E). 

(iii}'. Si E, F e :F, E e F y µ es positiva, entonces µ (E) s µ (F) . 
'. ' ;, ... . . 
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l. PRELIMINARES 

(iv). Si Fo, F1,_ ... , Fn es 1111 mimero finito de eleme11tos eJI :F ta/es que F0 e LJF1 yµ es 
_i=I 

positiva, ei11011ces,: 

µ (Fo) S :t µ(F¡) 
¡:::::¡ ... 

. -·' · E11·~j.;/ct~Íar~:::\'.:~··, ., . 
. . · .. ' .. , .. , 

-µ~~tmf "f-~~:rr1v1. > ... ·- ·• . .\.. _ _ __ . 
(v): Si_F EfFY. µ(F).-:::;e111011ce.sµ(E) <áo paf',ª e11alquief E e:: F, conEef. 

--·:·;·· 

:·" ·,.;(:. 

(ix). µes /lliKJu~ai, i:e'. 4-<~>f)i(F),,; ~CE.(Jl'.) :+: ~@':'F) p0ra ct1a/quier E, F e11 :F. 
;~~_-'-. · :/~_-,. __ ;./,:;·,.·~-~·:;P.~ '. ~;},;/~:. -.:~i;;}.{~:."·;:~,:~~~·~;~:;~-i)~~~j::;)ii·i::.\:,::{~;;··-) .. ~.'. :::< ::, -~ ~ .. 

(x). Si_F1, F2,:·; •. ;. F¿es_un mimerofinit~~ae'eleme1itos_e11.:F, e11to11ces 

~. µ(F~-µ (Q.:}:.f (~~~i~;~~~·[Q¿Q f;~.,~··l + ... + 

-::;··- , . 
. :\-_ ·.·. :•,-:.;· 

Pn1eba. 

(i) se sigue por inducclóri: (ii) y (iii) se siguen de la propiedad finita de las cargas. 

(iv). Sean E1 = Fi; E2 = F2 - F1, EJ = FJ -(F2 u F1) •... , E,,"" Fn -(LJ~~' F, ). Por lo que los 

conjuntos E1, E2, ... ,E,; son ajenos por parejas, E¡ e: f; Para todo i"" 1, 2, ... ,n y 

LJ~ F1 = LJ~ E . Entonces se tiene que 
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este último paso al usar la hipótesis de inducción para la suma µ(LJ~ F;) + µ(Fm+t) para ... 
n = 2. C<;>ntinuando de este modo, se obtiene el resultado deseado. • 

Finalmente, terminamos este capítulo fijando el término de medida que se mantendrá en los 

sig\Jíentes capítulos y daremos algunos ejemplos de cargas y medidas. 

1.6 Definición. Sea :F un álgebra de subconjuntos de un conjunto n. Una medida en :Fes 

una función de :Fa [- ao, oo] que tiene las siguientes propiedades 

(i). µ(0) =o. 
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l. PRELIMINARES 

(ii). Si {Fn}, ri ~ 1 ~s una sucesión de conjuntos ajenos por parejas en :F y si LJFn 
n>I 

pertenece a :F, entonces 

µ(LJFn) = L µ(Fn)· 
n~I n:!I 

Toda medida es una carga. Si µ es real valuada, diremos que µ es medida real. Si µ es 

acotada en :F, diremos que µ es medida acotada. Si µ ~ O, diremos que µ es medida 

positiva. También diremos queµ es a-finita si existe una sucesión {Fn}, n ~ 1, de conjuntos 

en :F, con n = LJFn y tal que µ(Fn) < oo para toda n. 
n>I 

1.7 Ejemplos 

(1) Sean el conjunto de los números reales en [0,1) y :F= { LJ~[ru, b;)(") !2; 

[a;, b;) (")[a;, b;) = 0 para i ;tj,'o ~-a;~ b; ·~ 1 para toda i, a;, b; reales para toda i y n ~! }. 

:Fes un álgebra en n. Para cualquier conjunto en :F sea 

µ(LJ~[ai, bi) (") Q) = ::t(b;-a;) 
i=t 

Entonces µ es una carga positiva acotada en :F. 

(1.1) En el mismo álgebra señalado en el inciso anterior y si <pes una función real 

continua monótona creciente definida en [O,!] y definimosµ en :F como sigue: para 

O :5 a :5 b :5 1, µ( [a,b)) = <p(b) - <p(a). Para cualquier F e :F, µ(F) es definida 

aditivamente. Resulta fücil notar que µ es una carga positiva acotada 

(2) Sea n un conjunto infinito y :F el álgebra finita-cofinita en n, es decir, :F consiste de 

los subconjuntos finitos den y los subconjuntos de n de complemento finito. Sea µ 

definida en :F como: 

µ(A) = O, si A es finito 

µ(A) = 1, si A es cofinito. 

Resulta sencillo probar que :Fes en realidad un álgebra de conjuntos en n. Observemos 

que µ es una carga, puesto que µ(0) = O y si A, B son elementos ajenos de :F, entonces 

ambos son finitos y µ(A)+µ(B) = O = µ(AuB) ó sólo uno de los dos es de complemento 
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finito, en cúyo cásC> ¡.l(A)+l.l(B) '= 1 = µ(AuB). Entonces µes una carga en :F. Ahora 

anaHcémC>s d~s .. ~~6.~/~ü'~~d~;'.fl es numerable y cuando n es no numerable para 

comprobar cuando µes iina medida. 

(2.1) n nJ~~r~i1i'.' ~n ~~i~ ~o podemos describir a n como n = { xn; n ~ 1 } y sea 

{Fn},' n.~.} la sucesión de .conjuntos ajenos por parejas en :F dada como {Fn)= 
; , ..•. , .-,.·.····:' . ' 

{xnl para ciidll il <?: !·:Entonces tenemos que: 
. ; '-~· 

µ(LJFn) = µ(Q)= 1 if;O= L µ(Fn¡. 
n2:1 n~l 

Por IoÍant~ e~·~ste caso µno cumple con ser una medida en 3'". 

(2.2) n~ci ~u~~~a~i~. Sea {F0 }, n ~ 1 una sucesión de conjuntos ajenos por parejas 

en ; y é'o\i I~ condi~ión. d~ que LJ Fn pertenece a :F; entonces únicamente se tienen 
.:·,.·,~.~ :-~" · ·· .::::· .. :;:// · n~l" 

dos casos: ' . 

- El prÍmer .caso es que haya un solo conjunto de complemento finito F; en la 

sucesión, un número finito de conjuntos finitos y el resto de conjuntos vacíos. Por 

tanto se tendría que: 

µ(LJFn) = 1 = µ(F;) = L µ(Fn)· 
n:i!:l n~I 

- El segundo caso consiste en que haya un número finito de conjuntos finitos en la 

sucesión y el resto de conjuntos vacíos. Entonces tendríamos que 

µ(LJFn) =O= L µ(Fn)• 
n::!I n<?:I 

En ambos casos se obtiene la igualdad deseada, es por eso que cuando n es no 

numerable, µ cumple con ser una medida en. :F. 

(3) Un ejemplo estándar de una medida es la Medida de Lebesgue A. en la o-álgebra de 

Borel B de la línea real R. Esta es la medida en B tal que A.{(a,b)} = b- a para todo 

-oo<a<b<oo. 
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CAPÍTUL02 

Extensión de medidas 

Un importante teorema de extensión que se estudia en Teoría de Ja Medida es el 

teorema de extensión de Caratheodory. A lo largo de este capitulo trabajaremos .con una 

medidaµ positiva y acotada definida en un álgebra :F de subconjuntos de un conjunto n, de 

la cual analizaremos que existe Ja a-álgebra U en n que contiene a :F, en la cual existe una 

medida positiva que es una extensión de µ. Para llegar al teorema necesitaremos los 

siguientes conceptos. 

2. 1 Definición. Sea µ una medida positiva acotada en un álgebra :F de subconjuntos de un 

conjunto n, Sea B.un subconjunto arbitrario de Q, entonces definamos 

µ *(B} = inf { L: µ(E;)} 
J=I 

donde el ínfimo es tomado sobre todas las sucesiones {E;} de conjuntos en :Ftales que 

B!;;LJ E;. 
;=1 

Note que como n e :F, pues es un álgebra, se tiene que el ínfimo definido siempre tiene 

sentido. A la funciónµ* que hemos definido le llamaremos la medida exterior generada por 

µ. A pesar de que este término no es apropiado, pues µ • en general no es una medida, 

veremos queµ• cumple con algunas propiedades parecidas a las de una medida. También 

observe que como µ es una función no negativa, se tienen únicamente dos posibilidades; las 

sumas L: µ(E¡) son absolutamente convergentes, en cuyo caso el valor de la suma no 
FI 
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2. EXTENSIÓN DE MEDIDAS 

depénde del ~rden de los sumandos, ó la suma es divergente, y en este caso se le asigna ~I 

valor cío. 

2.2 . Lema. Lafi111cÍó11 µ•satisface las siguientes propiedades: 

(a) µ~(0) =O. 

(b) µ*(B) 2: O, para todo B ~ n. 
(c) Si A~ B, entonces µ*(A) S µ*(B). 

(d) Si B e :F, entonces µ*(B} = µ(B}. 

(e) rrsubadilividad Si {B0 } es una sucesión de s11bc01y1111tos den, el/lonces 

µ•(Qa·J ~ ~ µ*(Bn). 

Prueba. 

• (b) Sea B !;; n, entonces µ*(B) = inf Ci: µ(E_¡)} donde el .Intimo es tomado sobre todas 
. 1-=1 

las sucesiones {E;} de conjuntos en :F tales que B !;;· LJ E;. Ya que µes una medida 
Ft 

positiva, el ínfimo µ*(B)se toma sobre números no negativos, por lo tanto µ*(B) 2: O. 

• (a) Tomando la sucesión de subconjuntos en :F, {0. 0, ... } se sigue que 

µ*(0) s.f.'.µ(0) =O. Del inciso (b), obtenemos que µ*(0) =O. 
, "Fa"-,,·,-· 

• (c)Se·,:s¡g'J~(I~¡ hecho de que el conjunto de todas las sucesiones {E;} de conjuntos en :F 

tales· qt~;.~-~.~2Yü 'E;,· ~stá contenido en el conjunto de todas las sucesiones {Fk} de 
... "·'c"·<:F1 . 

.''._'.···:·-,;.·.-~\::. 

coi1j~ntos en·"i tllÍes que A~ o Fk. 
-· ' k=t 

• (d) Como la sucesión {B, 0, 0, ... } es una colección de elementos en tF cuya unión 

contiene a B, se sigue que 

µ*(B} S µ(B) +O+ O + ... µ(B). 
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2. EXTENSIÓN DE MEDIDAS 

Ahora, sea {En} un sucesión en :F, tal que B ~ LJ En, de lo que B = LJ . (En t'.""I B). Por lo 
n=I j=1 ' 

tanto tenemos 

µ(B) s L µ(B t'.""I En) s. t µ(En), 
,n=I n=I 

entonces debemos tener que µ(B) :!: µ*(B). ·, .. 
·,,,,iJº" 

•(e) Sea & >O y para cada n escojamos'Üna"~uce~ÍÓ0n(Enk) de có'njuntos en :Ftales que 

;-.,;.~~~i~!~¡~;~·::,..; +.a" 
Entonces encontramós qué.{E.;k::n;ck;:e·N};'es una colección numerable de conjuntos en :F 

- . · .. •·-·. - . ·.'-.""- ".'···· - . 

cuya unión. co.ntiené a· O: Bó; ~e slgue entÍ:Ínces que 
. . ... ;· "n=1 - ,. , 

µ*(º Bn) S t f. µ(Enk) S t µ*(B.)+&. 
n=1 n=I k=I n=t 

Ya que & :>O es arbitrario, se sigue la desigualdad deseada. • 

Como. mencionamos anteriormente, la función µ • está definida sobre cualquier 

subconjunto de n, sin embargo, no necesariamente satisface la aditividad o la a-aditividad. 

'Por tanto, restringiremosµ* a una a-álgebra más pequeña que P(Q), el conjunto potencia, 

que contenga a :F y sobre el cual µ • sea a-aditiva. Para esto usaremos la condición de 

Caratheodory. 

2.3 Definición. Sea E un subconjunto de n. Se dice que E es µ*-medible si 

µ*(A) = µ*(A n E) + µ*(A n E') 

para todo subconjunto A de n. La colección de todos los conjuntos µ*-medibles será 

denotada por :F*. 

2.4 Teorema. La colección :F* de los conjuntos µ•-medib/es es una a-álgebra que 

contiene a :F. Más atín, si {En} es una sucesión de elementos de :F* ajenos por parejas, 

entonces 
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2. EXTENSIÓN DE MEDIDAS 

Prueba. De la definición previa, es claro que 0 y n son conjuntos µ *-medibles, y que si E 

pertenece a :F*; entonces también Eº es un conjunto µ*-medible. 

Veamos q~e ':j..' e; cerrado bajo intersecciones. Sean E y F conjuntos µ *-medibles y A 

subccmjÚnto lll"iiiti~ode ri:Ya que E E :F*. tenemos . ,· '-~· ' ... ' .-. : ~··.. ' . 

. c~o. F:·¡:~~~;~~w1::.::n:)+ +µ~(~(: :) n ~ 
y también: .::· i zr, \,; .;'"· .·.' ; .. ; ; . 
. é<A~'(E i-)F)~±#'~~(A ~ cE~ F}°,~°F) ;~ ... ~~(An(E n F)°" F°) 

:.(:,·:·:.t~~¡~~~,t~lllf li~~~t~ 
= µ*(Aó'(E 6 F))~f;'J.i~(Nf,(En F)°)~ 

por tanto, E n F Pf fo~~~~l;~{~![i~;s~~~;~~1'.!e~ cerrado bajo complementos e 

intersecciones, :F* es cerrado bajo .u,niónes y: entonces se tiene que :F* es un álgebra. 

Supongamos que E, F·e;.f:~~~¡~~;~·~!~'.f0/~,~ea A~· Q. Entonces 

µ*(A n (E u F)) = µ.(¡;~·(E:;j~~ ~~b +µ*(A n (E vF) n E°) 
~:\· :> 

',;l~ µ*(AnE) + µ*(AnF) 

Tomando A =fl; se si~~'que µ•es finitamente aditiva en :F*. 

Veamosah~r~Yque.;.. es una cr-álgebra y que µ• es cr-aditiva en :F*. Sea Ek una 
-- ,_..· - -

sucesión d.e ~~hju~tos ajenos por parejas de :F* y sea E = Ü Ek. Como :F* es álgebra, se 
' 1t=1 

' . ·-. ,. 

: tiene que Fn = LJ Ek pertenece a :F* para cada n y si A es un subconjunto arbitrario de n, 
. •=i 

µ*(A)=µ*(AnFn)+µ*(An(F.)°)= :t µ*(Anq) + µ*(An(F0 )°) 
k=t 
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. _, ~;j'.2.s'~nÉNstÓN DE MEDIDAS 
":- l -:7~·:\; t~~;~ ';:·- ~f-l;- . " 

Note que como Fn !;;;;; E, ~eti~n~ C(J~·,\''g ~~.'2A: n (Fn)°. para todo n. Lo que da 
: _,• :: --:~ .. :~-~-:>>:.: ·.::~~}. ~-:.·_ . ' 

µ*(A)~::¿:;µ•(A{:)Ek) +µ*(Ar.E") 
' _ .. _;, k,:;:~ ·::'·<::·:·~;.:~~~~::<,.::·.~ -·_. ·. 

Como esta desigualdad es válida ¡Í~ri i~dá''~'E; ~; h~c~mos ténder n al infinito, 

µ*(A) ~·;~~{R~~
1

,¿~k),t.[,,Á.~:¡t •.. ~'J· •. 
Por otra pane, del lema anterior (e), se sigue que · :.,_ _ · ·< _g;": .. 

flJ ..- ',;,~~,~-~:~,·-~';<',~_:: .. ~~·;,.t~·-·.:·"_\i_,_ :~:;, .· <: ... ·. '." ._._. 
µ*(A n E) s L. µ*(A'Q Ek)i~'y:~j.í~(A)s µ~(Ah E) +µ*(Ar. Eº) 

·_ k.=:i. ,'. ~:._~ .. ~ ... :~_~$:~~~!4'i~~~>;~{~~:,;:_~ 1füE~.::_:~:/;:~'.}-::~~?,~~:-. ··~t;·_:~ .>,,i: ; _:, . , : . 
Usando las dos desigualdades .anterior~s obtenemos que),;,, :-.:,:< ' . . . 

•'C~> c0;f~iffe~~Ji'~~f J\~H:~t~~cA·0 RJ. 

L? que muestr~ .Ciué;i:i. ~: LJ )' EJ~~ µ~~medible, por lo íanto · :F* ·una a-álgebra de conjuntos 

- '.~ --:~-'.~<: ~;:~}::~\."}j;~:<.'.1},~:~·~.::-.:·· -:. . . . . . >·. . - . 
de, n.-•, En,pariiéutar, si se toma A = E se obtiene la igualdad deseada, es decir que 

µ•(ÓE·): \~f,±;:~*(E.) y se cumple con la a-aditividad. 
n~ ·.· · · :·:-:. --n=i 

Sól,CJ; r~sta: pr~b~ que lF i;;; :F*. Sabemos por el lema anterior (d), que si E e :F, entonces 

!!*CE)~== µ{E),' lo que no nos dice que E sea µ•-medible. Sea A un subconjunto cualquiera 

·de.n·y E e :F, éntonces por el mismo lema (e), se da que 

µ*(A) s µ*(An E)+ µ*(An E") 

Sea & > O . arbitrario y. {F0 } una sucesión de conjuntos de lF tal que A !;;;;; o F0 y se 
n=I 

satisface que .i¡· ~(F.},s µ~(A)+ &, por la definición del ínfimo. Ya que se tiene que . ' . . ' .; .~.~> :'/)is~\}:~~)·.,·¡( ~ 
AA E.~ U C1;'/(:''~>f~~É~2'.LJ (Fn nE"), del lema anterior (e), se sigue que 

·. n~~--·'·<-~;·_ ~>·~ _· :.~ .. ~~~\ ;;2\~~~~'.j: n=t 

· µ*(A~ E) s :f µ<Fn-,;E)~' ~ J~(A ',.:,E") s f µ(F. n E"). 
· -, · · '', ' n=l · n=l 

Por tanto 
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m m 

µ*(A0E)+µ*(AnE) :s: L µ(F.nE)+ L µ(F.nE) 
n=I n=I 

m 

= L {µ(Fn n E)+ µ(Fn n E)} 
n=t 

m 

. . . L µcfn) S ¡i*(A) + 6 . 
. ,,, :: ,·, 

~.":,::~;,~·~~~[r1í~~fa(~~[t~~~~~ > . , .. 
Veremos ahe>ra· que en.el,caso en qu~ µ es;acotada, eXJste una umca extensmn a. una 

:!1t~'í11;~~t~:~~:?::::i·t::: 
como µ y v cóina.den~en :F, se tiene que 

'.· <','vCE) :S: v(Ü En) :S: f. v(En) = L µ(En). 
, n=t n=t n=t 

Por lo tanto v (E) S ·µ*(E) para cualquier elemento E de :F*. Del hecho que v y µ • son 

aditivas en :F*, se sigue que 

µ('1) = µ*(E) + µ*(E) = v (E) + v (Eº) 

Como los términos v (E) y v (E} son finitos y no mayores que los términos µ*(E) y µ*(E} 

respectivamente, se sigue que µ*(E) = v(E) para todo E e :F*. Lo anterior establece la 

unicidad de la medida positiva en :F*, extensión deµ en :F. También se puede hacer notar 

que en el caso en queµ es a-finita la extensión es única. [Bartle, sección 9.8, pag. 104] 

2.5 Ejemplos 

Un ejemplo de este tipo de extensión, es tomar como conjunto :F al conjunto de todas 

las uniones finitas de los conjuntos de la forma 

(a, b], (-oo, b], (a, oo], (-oo, oo), 
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donde.ª y b son nú~~ro~ reales. Es f8cil ver que :Fes un álgebra de subconjuntos de R y 

que la función longitud I nos da una medida en este álgebra :F. Si aplicamos el 

procedimie~t<> de ·extensión de este capítulo a I y a :F, obtenemos el espacio de medida 

(R, ·j:..., 1*). La a-álgebra :F* es llamada la colección de los conjuntos Lebesgue medibles y 

Ía medida I en :F* es la medida de Lebesgue. 

Otro ejemplo análogo es tomar el mismo álgebra :F mencionado en el párrafo anterior y 

usar una función g monótona creciente continua de_R; a ~.:Para está función se definen 

_µg «a. b]) "'s<b,fis~~>··i~< }'' 
µ8((-oo, b]) = g(b):::. lim,::::.:;;.;·g(x) 

µ8((a, +oo)) ='Hm ,__, g(x) ~ g(a) · 

µ 8((-oo, oo)) = lim •-~ g(x)- lim •-- g(x) 

Para cualquier F e :F, µ(F) es definida aditivamente. Es fiícil hacer notar que µ8 resulta 

ser una medida cr-finita en el álgebra :F. Por lo tanto existe una única extensión de µ.a una 

o-álgebra que contiene los conjuntos de Borel, tal que la medida de todo intervalo es la 

diferencia de la función valuada en sus extremos. Esta extensión es llamada la medida de 

Lebesgue - Stieltjes generada por g.[Bartle, pag. 108]. 
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CAPÍTULO 3 

Extensiones de cargas 

Una manera de obtener cargas en un álgebra fF de subconjuntos de un conjunto n 
es buscar en aquellas subcolecciones e, contenidas en fF y funciones v definidas ya en e y 

analizar si · ¡;. puede ser extendida a fF como una carga. Por ejemplo, si v es una carga 0-1 

valuada en un álgebra e contenida en :F, nosotros podremos extender v de e a fF como 
',_.• '- ' 

una carga 0-1 valuada, al final de este capitulo. El tema principal del capitulo es buscar 

extensiones semejantes al ejemplo mencionado. 

· 3.1 FUNCIONES REAL VALUADAS Y FUNCIONALES INDUCIDAS 

Cualquier función real valuada µ en una clase dada fF de subconjuntos de un conjunto n, 
bajo ciertas condiciones, da lugar a una funcional lineal natural en un espacio vectorial 

especifico. Estudiemos esta correspondencia en esta sección. 

3.1.1 Definición. Sea fF una colección de subconjuntos de un conjunto n. Sea 

:C(:F)= (f Q--¡.R; f= fnlAi paraalgunosAi, A2, ... , Anen:F, r1, r2, ... ,r0 

i=t 

números racionales, 1 s; n } . 

Es claro que :C(:F) es un espacio vectorial sobre el campo de los números racionales, con 

la suma y el producto escalar definidos en la forma usual. 

3.1.2 Definición. Sea una fF colección de subconjuntos de un conjunto Q y µ una 

función real valuada en :J:(:F). Sea 

T( fn /AJ)= fn µ(A;}, 
i=l i=t 

para A1, A2, ... , An en :F, r1, r2, ... , r0 números racionales, 1 s; n. 
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Estudiemos la relaciÓii entre;µ·~ ':~li~fJJW~j~i j'imit~~~sia' defl~i~ión de T. Más 
:., • - ' • ' ' - •• ·.,. • • -~ - ~ • ·~ '1 

precisamente, s.i ~r1'Í~7~~'.A;¡;:·4:~'i;nw Á,', A~··:· An.~ Bi. 132, .. ,, ~m en :F; ri. 

r2, ... , rn,s 1 .~2.: .. ;;,,, ~lÍmeros 
0

raciori~1es, e:tonces, ¿~scierto que ~); µ(A;)= }'.:siµ(Bj) 'l 
,. . ·. . ~ ~ 

Si T está bien definida, lá llamaremos la funcional en :J:.(:F) inducida por µ. La siguiente 

proposición responde a la pregunta anterior. 

3.1.3 Proposición. Testá bien definida si y sólo si 

:t µ(A1) = i: µ(Bj) 
i=I J-=I 

se mallliene para cualesquiera dos sucesiÓ11es Ji11itas Ai, A2, ••• , An y Bi, 8 2, ••• , Bm de 

eleme/l/os no necesariame/l/e distintosde' lF; que satisfagan 
' - -. 

, Í: Ú~ }'.: laj . 
. . ' ' - i=I .' !-~-'- .~ ;=t 

Pnteba. ( <==) Para mostrar. q~e. Testá bien:'defi~ida es necesario establecer que 
:·- -,.k . -.,·;_ ··-. :: ~ -~: t 

':¿n Í!(C1)= 1:siµ(Dj) 
i=I ,' . FI 

siempre que 

para Ci, C2, ... , .ck, D1, D2, ... ,D1 en :F y ri, r2,···· rk,S1,s2, ... St racionales. Ya que r1, r2, ... , 

rk,s1,s2, ... s. son racionales, podemos rescribir la igualdad 

como ± m; le; = ± n;lo; 
i=t ,=1 

cancelando el común denominador de todos los racionales dados, llegando a que los 

mi,m2, ... , m k,n1,n2, ... n1 son enteros distintos de cero. De esta última igualdad podemos 

pasar al lado derecho las funciones r1 le; cuyo coeficiente r; sea negativo, para 1 s i s k. Por 

otra parte podemos pasar al lado izquierdo las funciones Sj lo; cuyo coeficiente Sj sea 

negativo, de modo que la última igualdad la podemos expresar como 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS 

:t g; /m = t. hj I fi 
i=I j=I 

donde los Ei's y F/s,vienen de los Ci. C2, ... , Ck, Di. 02, ... ,D, y ahora los Si. g2, ... , gp y hi. 

h2, ... , hq son enteros positivos. Ya que cada gi, /m es igual a sumar g; veces la función /m 

así como hj Irr coO:~sp'o~dé ~ su~ar .hJ vec::es: la función /rj, podemos expresar la última 

igualdad como 

/y¡ 

donde cada X; es alguno de los Et. E2;,.,, Ep :Y cada Y¡ es alguno de los F1, F2, ... , Fq. 

Entonces por hipótesis se tiene que 

:t µ(X;) ~ t :, µ(Yj) 
i=I ;::=tj•' 

Regresando por los pasos anteriores se obtiene que . , 
• l 

¿n µ(C1)= ¿s;µ(D¡). 
i=t FI 

Esto prueba el regreso. La ida es trivial. • 

Por tanto, si T está bien definida en el espacio vectorial :C(:F), entonces es una funcional 

lineal en :e( :F). 

Ahora, se desea mostrar que T es un funcional bien definida en :C(:F) cuando :F es un 

álgébra de subconjuntos de un conjunto n y µ es una carga real en :F. Más aún, existe una 

c?rrespondencia uno a uno y sobre entre las funcionales lineales en el espacio vectorial 

:C(:F) Y, las cargas re.al valuadas en :F. Para esto necesitamos los siguientes resultados. 

cPara~~nJÜ:iito~''c·¡;.c;;,::.;, Cn, y k>n, usaremos la convención de que 

8.'i1,li'.~;~~:;;~_~f®~"~1;,= 0.) 

3.t.4: :Lénia/(Par~ 'cualesquiera dos sucesionesjinilas A1, A2,···· A.y 8 1, 8 2 , ••• , Bm de 

,, coÍÍjmÍt~;, los sigufellles e111111ciados SOll ciertos. 

(a). L~=t /AJ ~ L~ ln¡,siysó/osi 
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. ·,· ' 3:~ EXTENSIONES DE CARGAS 

para cada ¡·s; k s; n. ···· 
. .,' ·.,· 

Cb). ¿~=• ~Al ~.,,'23i;, ;;ia¡,'{ys~to si · 
-·,;::' 

,- .':''" 

1 s; k s; n. 

Prueba .. 

Note que si y sólo si w pertenece al 

menos a k elemenfos "dé:: {A1; A2;·¡~\';'A.;};• es decirs1 w pertenece a 

LJ 1'.S; 1 <,l 2 ~· .•.. ~i:g;,Q~~;:;~ig·~fil~:;[if ~~d:w~:·,,, ~~;.'. . ,.·. '. 
(a) =>)Sea ':"~'LJ1~\;~l 2'.~'.'.)1.s~· ri;=, ~ p~~a 1 s; k s: n:entonces se tiene que 

L~. l~¡(w)'~·±:':. /¡.,;(w) ~ k; por lo tanto w E u 1si,<l2 <. .. <i. s.n:=, Bu. 

~)Ahora, sea w e n. Si L~=• l¡.,;(w) =O, entonces L~=• f¡.,;(w) s: ¿;:, lm(w), 

pues ambas son funciones no negativas. Supongamos que L~=• /¡.,;(w) = k, para 

1 s; k s; n. Entonces se tiene que w pertenece a exactamente k elementos de {A1, 

A1, ... , A.}, esto es que: 

w e U1si1<i2< ... <i1i:Sn n~AiJ e U1si¡<i2< ... <i1i:Sn n~,Bu, 

por lo que 

¿;:, /e¡(w) ~ k. 

(b). es una consecuencia de (a), 

Para probar la última parte de (b)," llote que C1 :::> C2 :::> ••• :::> c., pues si w e c., para 
-.. '-: --.>.> .:··->-):'..' ! ·:· ~--~: ~···' '~ 

2 S: k S: n, W E LJ 1s.·1·1\: i 2 ~/;:¿i¡;s~ ni=t Ali , e.d., W pertenece a k elementos de {Ai. 

A2,. •• , A.}, por lo que,'\' pért~llece'a k-1 elementos de {A1, A2, •• ., A.}, esto es 

w E LJ 1s1 1<i 2 <. . .<l:·k·I ~n (,;,;:.Ali= Ck·I· Por lo tanto 
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.• • •<· :_;~~.:,·~.~ ';:•:~~::~:~;:'.~,~~~~·~f.~~~1-~iJ/f'.~f :~t'~:~:·~.~."c·C·,~ ~ -· ~~:.~. '~ ~- -_;., 
';3i"EXTENSIONES DE CARGAS-

. .. .. ~;~_ .. .:.::•j:~'--=-.'.;_,:Ny~~t:-:'. · · .. -~;:. 

A:,i:::.:,:;~j:¡¡~'llliJl[¡f i:~~:~~ 1" . • 

Recordemos que ·si'.7". es uri la di dé ·subconjuntos de un conjuntó n, entonces una función 

real valuada ii· e.i'/''.~f~~·a'fil·~cf~~ ;~~I O!:d~I~ e~ ~;~¡ J~(A)\ µ{B) µ(AuB) + 
• l ·,.'· 

µ(AnB) para ~o~ ~e e~ .i. 
3.t.5 Proposición. Sea :F 1111 lati:: de subco11j1111tos de 1111có11junio:n}µ11naft111ción real 

modular en :F. E111011ces para cualquier mímero finito de:~:O,"y;;nt~; ~ ••. A2, ... , Ande :F. se 

tiene 

L~=• µ(A¡)= L:=, µ(U1s; 1<i 2< .. :.~;~::~:;'(J;,;,,Ao). 
En particular, ~l. es :F un álgebra yµ 1111a carga re~i~n ·; , y • .- _ -

· ::. :::~·. ;;: ::='< :·:··· .. · . . · , . . : ·-... ~ :-.::·~-,:; .. ~;·f.~ .. ú:i:_~:.-(;!:r~;'::.:~<·· ·· 
Pnteba. -Parla defi.niciónde funciónrtial modular.~el l'ésultádo es válido para n = 2. 

~~~~~l·~~i;~~(~f ~~~;·;;cl~,l~do p= o= m+ l. 

I;.:;¡ µ{A;)":'.'.:,Ek;,i;:1};µ(lJ 1s1\~1~<..<Í¡..:mi(}~Ao) + µ(Am+i) 
:·. ... ~~ . · · <'~·('.~ :~-~~~·~ ;·~\¿;~,~~:~~:~:~~·'.:t~~~~~::6:>,;x.,: "~~~~.~ \'>·:;/. ~, \:"·:: '-':,' .. ~7. . ·. '·, 
(por_h1pótes1s d_e 1nducc16n); Separando los sumandos 

:E±.¡ .µ{A;);;'J.5u~·'.~r~I~:sFt.i::_.i11.s,i n:~~) + ... +µen~~) 
.. · ... , ~:·,:::··:·(¿-_··'µc~~tY:~~ ', ·· }: .. , 

Note qué por hipÓtesis, ícmemó~ qué·?< · · 

~<U~ A¡); J_éAm+lj ~·'.~.c9~~tt;'s~\i:~~8:~\.;<~'..~A~+1)) 
11,·~l.+~ )~f)~t;µ(~lJ1s1.1 s.;(A;, nAm+1) ). 

Porloque · .::',_'·. • 

¿;: µ(A¡) = µcu;:· Ai) +·µ~u~ {A1~An.+1) ).+ µCU ISi1<i2Sm n:=tAiJ) 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS 

Nuevamente observe que por hipótesis de inducción tenemos que 

µ(U1s1 1<i 2sm n:=1Au) + µ(LJ::, (A1nAm+1)) = 

µ(U1s1 1 <1 2 s~;, n:=i~Í)+ µ(U1s1 1<1 2sm n:=iAunAm+1) 

Por lo que p~cl~~~~~~dribir 
¿;,' µ(A1) ~ i¡~~l·J;;;{:t0(LJ ISl1,~i2 Sm+I n:=i Au) 

. .. · ... · ~cü·ri,.::;~.~1iQ~~h¡;~z:~~·>,;:·:;~.~~n::,Pu). 
Procediendo de m¡¡n~ra análog~Uegalllos haf ta obtener . 

~~ ~A,) " :(~1illi~~e::~~'~) 
Note por últim() que, p()~ hipót~sis'de iÍidÚi:ción = 

n,.Au> + ... + 
.',J~,:' .· 

El siguiente té~rerna (r;i.J~str~'<I'ue'T¡stábi~n defirúda en algunos casos especiales. 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS· 

3.1.6 Teorema. 

(1). Sea :F 11nlatiz de s11bcoty11ntos de 11n cotyunto n con 0 e1i ;F:ysea jii111af111Íción real 

fuertemente aditiva en :F, Le. µ es 11na ji111ció1; . real m~11/ar,e11~~':c/11e satiefa~e la 

condición µ{0) e= O. Entonces la jimcio11a/ T, i1icJ1tcf1a e1; ~(~·~~jd ~;en ~~flni~;, • ..•. · 

;:::,:~~~Gtt~~~rl-;iíliE{F~r~,rodt .;, ~ 
( 1 ). ~En VJsta de la· pr.opos1c1ón ·J~ tJ;-·es" sufictente mostrar que ,;,. 

· t. '::~i::S1~r~~1~~,!rli~,; tí:~~z ~A •. A,,...... y··· 
B2, .. ,; Bm en .'f. Pórla proposición 3:l.5/\'./ ,.,,· .,, · 

y 

' . U1.:1 1 <1 2 < ... <1·.s;,. n;.,,Bu 

. para ~c~a~: is:«k?:~W~~{J;,~r SupC;;ngamos sin perder generalidad, que m s n. 

Sl ;n~ k ~'.;~ ~~~~l;i;!~~U~~;~; I~ ~nvención anterior al Lema 3.1.4 que 
,,;:;:_",_: /('.::;::·~'?l\:'·:;: <-·: :·---,\~·/ ... _·· k - k 

·· ·,:>:"Y.f~iJ_~,_!~-~~:~-'.;.,~~ks~· ílJ-=iAiJ = U1:s;i 1<i 2 < ... <ik:s;m nj=1Bo 

ya que.µ:~J'f ~~;~~~ió~ realfüertemente aditiva en :F, se sigue que 

t IAi :!;"~~2, ~(U1.:1 1 <1 2 < ... <• • .:n n~,A;,) + :t µ(0) 
i=t ; · k=m+I 

Esto prueba (1). 

• (2) es un caso especial de (1). • 

El siguiente teorema muestra la implicación inversa al anterior teorema. 

0 
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- ·:<:-~:.::~.~·:;c:~ .. fJ;:l;E:i:~ti:.:'if0:i.'::;ti?i'.f'.:;~;·b/:1!_;.:L: ~-_.,.'.::'..::.·~: ;::::..::..: , .. ::.~.::.~--~~....:..--~'--~ ... -.. :-.. .,_._, __ .,.. ____ _ 

<(3;• oo~~~;'~N~soÉcÁ~oA'.s .·: 
. -", . ~~~f:~:~;·:t~i~.~-.:J~'.~~<:~\'(;~. :·,¡::;:_:. .~--; ·_ -., :, . 

~!_· ... ·_,·-<··~<·,\t ..... .- .:,.:<.~:~·:'.r.:\··--.<~'.-:::;.·-.. : .• :·:j'.:· ·_,>,;, , ...... , _, __ :.-. -., 
3.1. 7 Teorema. Para ima i:oleci:ión':F de'súbco1íj11iuos de lin co11j11nto n, 'sea T 1111a 

~::w;,,';::;::~'~~:f ~i1~~~Ji~,~:€•t,:=/m.U« 
( J), Si es :F 1111 latlz e11 Q.·µ es ~111afimció11 realn1~1/l7r, en :J'". •·;;•• ;• . •·. 

(
2

). Si es {mi ~{:~ij{~~f i~:d~(~!H!~~;·1~~:~~{l;f iR~~!i~?:2'%'.·~~·t.. . 
(3). Si• es·:f'ima';dase.arbitraria de ·siíbco11ju111os de~Q,·Jafimció11 µen satisface la 

.·. ·:/~.< / ~.~i~;~.:~:~'.~ ... {i\~~ .. ~-~.~;?:~?>'.·3:·:,'?>·' _ ·. '.,~ .. ~'.\ :>_<; ·~--~.-.>_::::;>: :;;;._: >:·i:·~"~<?"::·\~:-... ~·:V~:;' · :::: ._ :-. ~-. .' .. -
sig111e111e có11aició1i:.: ~:)• µ(A¡),::-· L li(B1) siéi11pre;.'qtié .. , :'L,c/AI = L. /ej para A1, 

"-. 1.·_·. ·>·-L.-<··'.'{"~::_··.:-_-; :;,Y:~ t~v·::., .. -,-;¿_,<; :~.·:.: ,.,\J~I ·. , -':· .· . --· =- i=1 FI 
' : , · ,_:,. ;'.';-.'.·~l. .' 7.. :. -~' ' • · ,e J• , , ,- «· •. 

~~,;;';;A,n .X~?i.:z~~~:{: 8,~ ·~{',.té,; . · · ... 
Pn1eba.' .¿: : ... :.· :.: ::~:;}~·.· :' ... ·:/.' :.; · .... ;i , ·.·.· 
(!). Sel!Jl ¡\;Be~ 3'°·~Y8:'que IAt/e~ /ft.úo4:1Ar\s~ Tesiineal, tenemos que: 

µ(Á,;t~i~~~~~~~f A~1'¡r,~1;~~~, ~ni~.,. 1{1~ 
Por tanto µes una función real modular en :F. Note que s1 0 e .'.F, entonces: 
µ(0)..; Jti0>~·iC<>>~ ri. .·· . . . .. . 7'·:~::t· . 
Ah~ra (2)es un caso'espe~ial de ci). 
(3) se sigue del hecho de que Tes una funcional lineal en :e(:F). • 

3.1.8 Corolario. (1 ). Sea :F 11n lati: de si1bco11j11ntos de un conjunto n tal q11e 0 E :F. 

Ellfonces existe una correspondencia uno a 11no y sobre entre la colección de todas las 

fi111cio11es realesf11ertemc111e aditivas en :Fy lasfimcionales lineales en :L.(:F). 

(2). Sea :F 1111 álgebra de si1bco11j1111tos de 1111 conj11nto n. Entonces existe una 

correspondencia 11110 a 11no y sobre e11tre fa colección de todas las cargas reales en :F y las 

fi111cio11ales lineales en :J:,(:F). • 

Ahora, veamos la relación existente entre las cargas positivas acotadas µ en un álgebra 

de subconjuntos :F de un conjunto n y las funcionales lineales T inducidas en :J:(_:F). 
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3. EXTENSIONES oif CARGAS •· ·· · 
.- ~-;:~:- - -; . - ·'-,._'.~-: - -.· :r 

::.',·;:· 

3.1.9 Teorema. Sea :F una colecCió1.! de•Si1bco/y1111tosd~ 1111 co11}111110 Qy µ unafimción 

real valuada en :F. Sea T dejiÍlida e11 :J:.(i:j c~mo el1 la defl11ició11 (3.1.2) Considere los 

siguientes e111111clados: 

(a). µes positiva. 

(b). t µ(A1) ~ f µ(BJ) sieí11pre que :t: /Al ~ i: foJ. para Ai. A2, ... , Ar. y B1, 
. ' FI "i=l ' . j=I .. ·· 1=1 

B2, ... , s;,, eú :F. 

·(ej. T está bie11 deji11ida y}tf).?. O sie111preq11e J.e i(:F) y J. ?. O. 

•&f i!f lllf '~~~ :=,.d/~bro om,¡//o "' Qy µ ••w ~· "' ~ 
·,. <,•·".-.';,.•, <":,,:'., ,.¡·' 

. Pnteb~:·,. r;~\1{'f ~~~:.~~Yif~/¿t:i . '.'. ,'. •· .......... . 
(i); Suponga cierto (b)/Pcfr lá'proposicióri J:J.3, Testá bien definida. Sea fen :J:.(:F) yf?. o. 
: .,·_-.. :~ · :-_. ·:~\ ·_ ::,:.-:.:.:,.~~ ~\'-~{~{t:~<s.;~~~~~'.~~~;z~:;,f.:\~~?~: :;;~r--·::;~:~\:j:· ·:_:·~;~, /;·_,:· · · -
Entoncesf;;;li,~~rí/cíti"¡)af~·alg\i'nós C~; C2, .•. , Ck en :F y ri. r2,···· rk racionales. 

- .::-::¡¡:.::k.t~~~~-rl~~1:~.(1~~-:.,:·;::.~~t:-~~~_:.::>- ~'-~t~_;; ·:<~ -·· 
Escnb1endo. r;•.~ mi/m,'L=.1,:2,.,.,k, donde m1, m2, ... , mk son enteros y m algún entero 

' .. -~:- ·:-~~~ . .-··'t'~.<·:'. >:~J: ;~ :··: ::<' .... : k 

p~siti~Ó~ .~b;~A;~i.;c;¿ que rf!f = L m;lc;. Podemos rescribir esta igualdad como mf = 
'• . . . .. i=I 

. p q 

L ·/AJ - L loJ con los Ai's y Bj's viniendo de {C1, C2, ... , Ck} y p, q ?. l. Sij?.0, se 
t=I i=I 

P q r q 

tiene que L /AJ ?. L /oj· Por (b), L µ(Ai) ?. L µ(Bj). Por lo tanto 
1=1 i=I i=I i=l 

p q p q 

T(inj) = m 'Jlf) = n:¿ /AJ - L loj) = L µ(Ai) - L µ(Bj) ?. o. 
t=1 1=1 1=1 i=I 

Esto prueba (e). Si se supone (c) es claro que (b) se cumple. 

(ii). Sea A e :F. Entonces /A + /A ?. h Por tanto, µ(A) + µ(A) ?. µ(A), lo cual implica que 

µ(A)?. O. 
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'.''_~,,:~~?~·:92~:]?\t~~;,;';t:·~¡':§i· ~'-f ~l '__' 

- - ''.j).: EXTENSIONES DE éARGAS :- . 

- :>': '::~::{::;:~:~f~tf~:~';, ···-;;'. ~'.;·~:'.·,'.:. 

(iii). Demostra~e~o: q,u~ (a),.~~P,¡íl~i:~?H%;ri~t:fr,~2;:} /An:. y, ~·· B2, .. ;' B~, en :F, tales 

que :t /AJ;<: ~ / 8¡. Por el le~a.3:1,4_se,tiene que para ,cad_a 1 S k S m 

Fl·.·· u· ... 2 .. f .i-':iJrW~~R!~t~~ffiÍ~\.~;.;" .. q~~· 
por serµ una carga pos11tva'en:un·anillo·:F,-_se uene que<'·:: 

µ(U 1~1 1 ~~1 2 <.:.·~·k:~:~ ~?.t:r~1~?t~µ:;~1 1 ~\f·~·;~¡~; ~bó~, Bu ), 1 s k s m 

entonces usando Ja proposición 3. 1 ts 'obtenemos~-:·- - . •,' 

,-· ;m '~-•',;;:'.7j''{ {4¡¡º;:i)#g:/.)~Jé:¡.:;F· ~~Y!-·.-:~;; •. -
= Lk=• :µ(lj1:<1¡-::1 2:'.i·oc,<}k:<m,n,,;¡Bu) 

- ,.:,:":-t;?~~f.':;:::r{: .}:'· 'f ·::•/: ... :-::· J, -, -

s -±r1,·,4r~n~r:;i,~'..OJ'.i·-~~fr1:.;;·,.\~>-
.---·l -;-, .. · 

s ¿;.;, µcl.Ji:<1.~;,<' ... .;1k,.. n~=tA.) 
, , 

La segunc!a desig~aldad se obtiene suponiendo que m S n y de que µ es positiva. Si se 

tiene que n < m, entonces se tiene que para n+ 1 s k S m 

0=U1.s1 1 <i 2 < ... <i1r,;:s:n n;=tA.u ::> U t.s:i 1<t 2 < .•• <i1r,;s:m n~ Bu 

En este caso se tendría 

:t µ(/AJ) 
i=I 

Entonces (á};(b};Cc) ~~n equivalentes cuando :Fes un anillo o álgebra en n. • 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS 

3.2 CARGAS PARCIALES REALES Y SUS EXTENSIONES 

En esta sección, mostraremos bajo que condiciones naturales se puede extender una 

función real valuada en una colección e de subconjuntos de un conjunto n a cualquier 

álgebra :F en n que contenga a e, como una carga. 

3.2.l Definición. Sea e una colección de subconjuntos de un conjunto n. Una función 

real valuada µ en e es llamada uña carga real parcial si :t µ(A;) = i: µ(Bj), siempre 
~ ~ .. A 

:,.: 

que :t /p,; = i: /nj' para Áí; A2;: ... An' ~ Bí; sL;;; a,;, ~~e, i.e. si la funcional Ten 
i=• j=1 _ .· .. , '. :¡;\r~-::.E!~: .. -.\}'.~'.::· > -.-. ·_,.~ ... :~ :~: .'·. 

:.f(<!)estábiendefinida.·~; .¿;, .,.h,.•. '•·}:; ·.~···.····· · 
3.2.2 Definición. Séa· ;. 'u~$'.f ~',TI~i~i1.~*:.~.~~~~f~.~r',\i~;;i;~;~-d?j~~t~_n•y• µ.un:. ~nción 
real valuada positiva en e .• µ es uiía: carga positiva real ¡jaréial si ~ 'µ(A¡) :s; L . ¡!(Bj), 

siempre que :t /~:~.·····;.:i=. ·,·-.:.~tk~i~~~iL~:~}.·~1?:~.~·::~ .. ~;~.}iBmé:. . . i=• 
i=I .·_i;_ ~ ::<:·- .,·,.:_;.:':'.: 

Obsérvese.q~e si µ:es una ca~ga real par6i~t)í~ :'('!.y µ(C) <!: O para cada C en e, no 

necesariamente sesisiie que µ es una carga positiva real parcial en e. 
Del corolario 3.1.8 se deriva que si e ~~ un álgebra o un anillo de conjuntos en n, 

'ent~n6é;· ún~ función real valuada en e es ~·~ª Cárga real parcial en e si y sólo si es una 

: . car~~· real en e. También tenemos que si e es un latiz en n con 0 e e, entonces una 

. función real valuada en e es una carga parcial en e si y sólo si es fuertemente aditiva. 

La siguiente proposición demuestra que para el problema de extensión de cargas, la 

función dada debe ser al menos una carga parcial. 

3.2.3 Proposición. 

(a). Seaµ 1111a carga real e11 1111 álgebra :F de s11bco11)1111tos de 1111 co11)1111to n. Sea e e :F. 

l!./1to11ces la restricción µ de µa e es 1111a carga real parcial en e. 
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(b). Seaµ 1111a carga positivi:ien 111Í tÍlgebr'ii :F:dé ~1lbco11j11111os de 1111 co11j111110 n. Sea e 
' • ·' ·.- -. ' '• --.· ,·· ' > 

s11bconj111110 de :F. Entonc~i I~ restriccfó;1 µ de Ji a'e es11na carga pósitiva real parcial 

1!11 e. 
Prueba. 

(a) es una consecuencia de la proposición 3. 1.3 y del teorema 3. 1.6(2). 

(b)'es una consecu~nCi~ del teo!ema 3. l.9(iii). • 

Ahora; .hemos IÍegado a la parte d.e ext~nsión para cargas. 

3.2.4. Teore~m:; Seaµ ,,;,á carga real p~;cial en una colección e de s11hcm¡ju11ws de 11n 

cmlj11111<Jn. Sea A C: n ta/ q1;~, ~i ~ fi;;t~H'ces existe 11na carga real parcial "ji dejillida en 
' ,. ... · . --;:<'·, ·; '·•'· . . . ,", . 

(1 uJ1l lacuai~:rnnd~x1~11siói1deµdeéaeu {A}. . ...•. · .· •.•·•· •.. 

~·u~~a~je~·t¡~.'.fu~~1~~¡bi~~~J';~~·.i~~~cld~ porµ en ;f( e). Si /A.e ;ec;e,F\~e.~fine·. 
µ(A)= T(J).).' Si/~-~ ;f('e),.sea't (A)= algún real arbitrario fijo. Para C en t!is_ea•,::µ (C) 

= µ/~>·+.º~~-~¿~H~~~~~~~~~·~s u~a ca~ga real parcial en e u{A}. Es cla~~·.~uf_"íi·~~ ' 

. una extensión deµ de·e a e l_J{A}:· • 

. Si¿ e±(~). ~Ji~'JJ~:e~ion~s se tiene que ;f(t! u {A})= ;f( e). Por·I~ Í~~;16~1 
mapeo T: ;f(e 0 {Á}5't~g, .R. está bien definido, entonces la función µ en e: 0{Af 

•': .... _,.,. ';._)'. ·' ·- . . - . - ... -· . -

definida como µes) ,;;;;¡{/o) p~ra B en e u{A} es una carga real parcial en e u{A} 'p,~r el 
;< ';, ;.: -.~-:~:'.,~¡_;~:· . ' ' -: . ·- .. ·,-.. , .. '.. 

teorema 3.1.7(3).·YaqÚe,jVe) "." µ(B) para Ben e.µ es la extensión deseada eri e~te Cj¡s(); 

Si h ~ ;f{ e);erit:~~~~~¿; \..J{A}) = {/+ rh;/e :J:.(t!), rracional}. En:J:.(e u {A}), 
,: " ... ~_:''._;;·.'.~}t:?:{~j.:.:~·~:~~2::·~<«.'.:~·\::: ,~-... ~ ' . ' .- :_;''. :' ·:;·,:-. . . 

defina una funcionaI'f1 conío sigue:}>araf+ r/A en :J:.(e u {A}), T1{f+ rh) = 1Tf) + rd, 

::deu:~~;~Z~~f jiiz~~~~j~;,:.~:.;,=:,:~:~ º ::;.::~.:: 
implica.C)uef .~f:!==~'(rí·~r~) I.\~cYáqúé'.fí.'He ·~e e),f 1 -/2 e :J:.( e). Como h ~ :J:.( e), 

~esigue~~~:~:·{f~.7:~a~'.?~~JfU~~{J..~[~~{o~~sto, se sigue que T1 está bien definida en 

;f(f!.'0'{A})i·Además';'teñemosqueT1ésuna funcional lineal en :J:.(e u {A}), pues sean 

·.'ji+ r.1).12'~'r;;1·~~~;;¡~·s1~nv~·ü~-ra6;onal, entonces: 

··. T1Ch 1+r11~)+'.lf~~·r;i,Jj ,,;.J;.c{;,;~/2)+ (sr1+ r2)/A) = T(sf 1+ f 2) + (sr1+ r2)d 

. . . . = sT(f;) +.'TC./2) + sr1d + rid = s(1{f 1)+dr1) + (1{/2) + r2d) 
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--- .. "-- -~;,_;~~~{~-:~~:,r:'.:;;.·~~~-'.~c ::::,:- ,___ · -· · . : ;:. :_;:- . __ : ~ -~ '-'--------- .. 
· 3._ EXTENSIONES DE CARGAS · .. - - .. :.-~~~ ~.;=·~j·~: W:~~~~~·.~ . ~·- - ;_·~··. 

sTlf1)+'r{:¡i);fsr/d~·~;Ci,.; s(T(/1)+dr1) +. (T(fl) + r2d) 
= sT1(f;~r;i;>tii{f2~r~¿)_._----_·• - .·. _·.•-. 

:. Ti es una fundonal lineal·e·n fce .S'cA}>}A~I q~~ si defini~os 
. : . • :,;.:~y'.~~>~~;dl1(i~),para~ ene~ {A} 

es una carga real p~rcial por. el t~orema 3.1. 7(3). Esto completa la P['\Jeba, . • · 

.. · Elsi~~\~~tf ,~~'~f lií~~~~;~·~;,e~~~sió? deseado. . ·--·-- • .• ,: ' · • 
3.2.5 . Teoremáii''Sea µ liiia'carga real parcial e111111a colección e de s11bco1¡¡umos de 1111 

· :.,.·:.,:·::~ .. ·r:\:Yt:~'i1·:.§:;.;\~~"~.).:"*:·:·:~r~.>./.: __ · -·· · _ ·, -~---_ :?:-·;·-·_: : ,_: · . _ 
co11júnto.IT._ '.Séa tf.algtín algebra en Q que contiene a e. E11to11ces exist~ úna carga reál µ 

;~=B~~~;,%~~j)i.,;;,, doµ d< e a :F. / ' : ' ' • . . .. . .. . 

Dareffi.o(l'ina"prueba basada en el teorema 3.2.4 y én':inducci~A\iransfinita.' Se~',ao-~I 

::;::::::. 

00

:::·:::: ::.:.:~::;]~~~i~~~t~~{~i~1/::r. 
lo contrario se usa inducción finita y el teorema anterior,: en la' prtieba):ii Pari': 'cada ordirial 

a<a.,, seaf!a+I =t!a u {A.;}, dondeé'o=ei: Si~~}u'~:~i~Ígii];/ffifiét~i'.L':'• . 

(!a = LJ P<a e p. Si J.1a es una carga reaiparéial é~ e ª' sea µ ~}i g2~ ~~g~·;~I parcial en 

e. +1 la cual es una. extensión de µ,; de e a a e a +1, utilizando .ell te~;e.n'a 3.2.4. Si a es un 

ordinal·limite, J.la. se ·défine,.en e a como sigue. Si A E eª' ent~nces A~ e p, para algún 

/3 < a, y definimos J.1a (A)= µp (B) . Es claro que si a</3 <a.,. entonces J.la = ¡ijl en 

eª' Note que. Ua<a. e a = :F. µ en :Fes definida como sigue. Sea A e :F. Entonces A 

pertenece a algún(!ª' para algún a <a 0 • Sea µ(A) = J.1a (A). Entonces µ es la extensión 

deseada de µ de (! a :F. Ahora es claro que µ es una carga real en :F, ya que :F es un 

álgebra. • 

Ahora. llegamos al problema de extender una carga positiva real parcial definida en una 

colección (! dada de subconjuntos de Q a cualquier álgebra :F en n que contenga a e como 

una carga positiva real parcial. Esto no puede ser siempre posible. El éxito de la extensión 
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. -·-···· :; ·~~;::..~~~~.i:~.~:~.~~~::~:~-tl~·~~-~~-·~~:--~ ... .i. •• -:·· -~ 
;-;---~· . _ºJ;~~EXTENSJONES D~lCARGAS 

: ;·;:_ :: . . . \" ·.,· .. .-rG .:~¿< - , .. \ ,·~e· -
·- :-r:.- · '!'':~-:~·- /.- · ·.~~-. :· :""t~·'.--';S;~f·' -.· , .. ,.' 

depend~. en'·ª ma}'C>~lld~ '~S~~so~.d~9uén'E1e)'ó no: sin E e, mostraremos que una 

extensión sienlp;:v:~ ~gsifa~,·:~J:é.·~.~·'.:J: .. ~~~a ~~;iiif ~ real en e puede ser extendida a ff 

como una· carga• positiva' parci~l; p~ro ~st~~exten.s1ón puede tomar el valor "" en algunos 

conjuntos. Co~sid~re~~s p~mer~ ~f~~~;~rÍ:~~ed E:·~. . 

3.2.6 Deliniciones. Sea e una'cólecciÓri destibeonjuntos de un conjunto n con n e e . 
. : .. -, :! .... ,, .. f/,-,.~· ;?,{::h·· ~· •'. ". .. 

Seaµ una carga positiva real parci~I én·e.'.P~racualquier subconjunto A den, sea 

'. _· '.\~:t;¿ .i\A;) ' - L~=· µ (B;) 
µ;(A)-sull,: .. :·· ··.·. k , 

donde el supremo es tom~do ~Üb.r~:todas l~s sucesiones finitas A1. Az, ... , An y B1, 82, .... 

8111 de e que satisfagan la éo~dició~'qllé ·. 

, :'· '?~{ :<1c;A.<+'.~ 
·\::.· .... ,, f=¡ 

para algún e~tero;~()~Í;iv6 k . 

. Tambié~';il~~·~~~l~~Íél',~ubconjunto A den, sea 

µ.(A)= inf ¿;=, µ(A¡) - ¿;:,, µ (B;) 
k 

donde el ínfimo es tomado sobre todas las sucesiones finitas A1, A2, .. ., An y 81, B2, .. ., 8m 

de e que satisfagan la condición que 

f /Aj ~ kh + f lo; 
i=l j=t 

para algún entero positivo k. 

El supremo definido anteriormente siempre tiene sentido. Uno puede tomar cualquier 

conjunto C en e y notar que h + le ~ le. El intimo definido arriba tiene sentido también ya 

que como Q e e, se tiene que lo + /o ~ 10 + le. 

La siguiente proposición pone a µ; y µ. en perspectiva con relación al problema de 

extensión. 

3.2. 7 Proposición. Sea e ""ª colección de s11bco11j1111tos de 1111 co11j11/l/o n COI/ n E e. 
Sea µ una carga positiva real parcial en e. Sea A cualquier subco11j1111to de Q. Si µ es 

una carga positiva real parcial en e u{A} la cual es una exte11sió11 deµ. el//011ces 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS 

µ¡(A) S Ji (A) s µ.(A) 

Prueba. 

(i) Sean A 1, A2,: .. ; A;, y 81. 8 2, .. ., 8rn elementos _de e que satisfagan la condición que k/A 

+ i; In; ;;!: :t [A¡. para;algún_ entero positivo k. Ya que/i es una carga positiva real 
J=l ¡=1 ., .. _ :<~:·;.··: / ........ · . 

pa~cial en e ü{A}i;'i~n~~o~~~e- ~'µ(A) '-ri; '· }i(B¡) -~ :t Ji (A¡). 
,:···\ o . "· ;::, ~:····¡ . =.: .-.J-=1- i=I 

Ya ~ue Ji ~~u~~ e~t~~~f~~ d~;~ J~·~ · ~--~ 'J{ A}, te~emos 
'{ / _ .·. L;=, µ(AJ) - ¿;:,, µ (8;) 

µ(A) ~ k ' 
' •.,. 

por lo ·tanto, obtenemos la desigualdad Ji (A) ~ µ;(A) tomando el supremo sobre todas las 
·:_.:;·. "'.' 

sucesi~nesco~ la propiedad especificada anteriormente. 
,. . . .. 

• (ii) S~an A1 ~ Al, .... An y 8 1, 82, .. ., 8m elementos de e que satisfagan la condición que 

f ,·/Aj·~ k/A + i; In¡ para algún entero positivo k. Ya que}i es una carga positiva real 
1::::1 . ,-=1 

p~rcial en'é~v{A}, tenemos que :t }i(A;) ~ k/i(A) + i; }1(8¡). Ya que Ji es una 
. . Fl ~ 

extensión deµ d~ e a e v{A}, tenemos que 

- ) L;=i µ(AJ) - ¿;,. µ (8¡) 
µ(A s k , . 

por tanto, tomando el ínfimo sobre todas las sucesiones finitas con la propiedad 

mencionada arriba, obtenemos la desigualdad Ji (A) S µ.(A}. • 

De la proposición anterior es claro que cuando buscamos una extensión Ji de µ de e a 

e u {A}, la elección del número ¡i(A) deberá confirmar las desigualdades establecidas 

anteriormente. La siguiente proposición da algunas propiedades de las funciones µ; y µ.. 

3.2.8 Proposición. Sea e una colección de subconjuntos de un conjunto !l, tal que n sea 

elemento de e. Sea µ una carga positiva real parcial en e. Sean µ, y µ. fas funciones 

definidas en el conjunto potencia P(!l), de n, como se indicaron en 3.2.6. Entonces los 

siguiellles enunciados so11 válidos. 
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· f' -' 3. 
0

EXTENSIONES DE CARGAS 

.. -_ .... , .. -- ' 

(i). o s µ¡(A) i µ.(A) J~ i.i(m para todo A e n. 

(ii). Si A e e' ó/~·~ ic~), entonces µ¡(A)= µ.(A)= T(h), donde Tes lajimcional lineal 

definida en :e(~ )illdúcÍd~ ~~r µ. 
(iii). SiA,B ~~ ~'Án B = 0, e;uonces 

•' . ·-··' _, .... '· ,·' ' . . 

Sean Ai. A2.: .. tA.,;' B1,:a2, :~;. B~; C1, C2, ...• Cp; º•· 02, ... , Dq elementos de e tales 
• • • • • - • - • • 'O¡'. ; .;~ : ' • e-: < ': , ; ' 

m ·. . ·,--.'_· ·n ·.:·. · .. - · '. · · · P q 

que k/A . + ¿· /llj <: L IAJ, para algún entero positivo k, y L lej <: L /oj + s/A 
~ . A ' " A A 

para algún entero positivo s. De estas desigualdades, se sigue que 

Así que, 

Ya queµ es una carga positiva real parcial en e, obtenemos 

k t µ(Cj) + s f µ(Bj) <: k t µ(Dj) + s ± µ(A,¡). 
J"=I J"=I FI FI 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS , , 

Reacomodarido los términos, obtenemos 

Lo anterior implica que µ;(A) S µ.,(A). ·, 

(i;) :.'. :.~~~ ~:::-.:::::~:i,.)~:~~\~Él~~:~~:~.:; .:~ ~.: :: 
enteros y N es un entero positivo, podemos rescribir lo anterior como· 

' : : ,, . ' ~\':). '.;::;::;:, ~·· ~·~:=.\~~:~{·J:::;:~·{::;_;).<--:~~{(~/:·. ?:'"'.:·: : .. : .; .~· - '·. 

NIA = 'L ;;· . n;/c¡'··= '<L·''f,\(; e 'L loj 
·.·< ~i.-.'.' .:·} ·.:-~-~;--,·:,~:.,."_'_f=1_·:._.~,· :· 1:·· :·1~1 ; ;_ 

con p, q ;::: 1 y A1, A2~;,~. ~; si; eL:., Bq viniendo de {Ci. C:!, ... , Cm}. La 

representación anterior nos indi~ qu~ ; 

( ) 
' L:=iµ(A;) - i~µ(B;) 

µ;A ;::: .· N 

Entonces µ;(A)= µ.(A) = T(/A). 

y µ.(A) s 
L:=i µ(A;) -t~'p(~i) 

N 

(iii). (a) Sean A1, A2,···· A,,; Bi. B2, ... , Bm; Ci. C2, ... , Cp; 01, 02,' ... , Dq elementos de e 

tales que k/A + f loj <: ± /Aj, para algún entero positivo k, y s/a + f lo; ;::: 
FI FI .FI 

f lcj, para algún entero positivo s. Entonces 
j=I 

ks(/A +/o) + s f /nj + k t /Dj ~ s :t /Aj + k t le. 
FI FI Fl F1 

Como Ar. B = 0, se tiene que /A+ la= IAva, as[ que 

n p m q 

µ;(A u B);::: [ s¿ µ(Aj)+ kL µ(Cj)-sL µ(Bj) • kL µ(Dj)] / ks. 
;=1 Fl j=I j=I 

La desigualdad anterior la podemos escribir como 

(
A B) ¿;=!µ(A;) - ¿~µ(B;) L:=iµ(C;) - ¿~µ(O;) 
µ;u~ k + s · 

De esto, se sigue que µ;(A u B);::: µ;(A)+ µ1(B). 
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-- -·-'-·--''''":~·;;;·~~:;~~:~~~;~~:::~~ 
-,·_._'._7 __ .,-_ - .,,,~,_- ,,-~---)--~'·{ ------·-i':-- -:-:._-- ,--_, ' 

..... ;----:¡-•',• 

_,~ .. ~.--:~:·_,-,,_,_;,~:-:/ .. .y~;-._.,,,.';:~;-: ... _.- '•>: :.(::~~-·:;='(:;,..: ... -:: .. · ·. ·-'~' ·· .. '·· 
(b) Sean A1, A2,···• An; Bi: B:I;<~-~:;: e;;;; .e,;' e,;::;;; Cp; D1, D2;.;.,• Dq elémentos de e . . . . . ,· j..... '; J -,• • ,._ • • 

tales que ~(/A.;D) + f /~j: ~: :t· f~,'parat'iiígún: entero''.piJsitiVO k, y 
>j=I: j=I_ . :>.,~<: .. '··/:,_":·~~):{~·:-:·:>., ,·--· 

s/a + :t- lej, para algún entero posÍtit~ _s'.:x~ qÜe ll '+ '.'f! ':= /Au~; 
• i=· • • ___ ·- -~---.,--.:_-_.--;~~:r. <',i:_ -- -

L;=1 /o¡ - L¡=1 /e¡ I L;_,;;, IAJ ·~ 'L¡;;',·f~J: •; ; ' --
S <: D <: -'~e './'.~ •¡:~10¡~¡\'( ,~'. -, 

Multiplicando en ambos lados por ks, se' o~tielli ,'j~ ,.}¡' •'''': ___ - ' 

k ti loj + s t. fu¡ + ~s f-~;;:~_J2~/;~j~~~- v:~:- le. -

' ,,~· ... :,. ~· .. · ." _·,·.:< ·'. ~· .·:. '' ' 

i; loj <: 
F• 

Por lo tanto, 

µ¡(A) <!: 
¿;=,µ(A;)--;- t:tú~,iF ··f~,µ&j~~-tS'iicc;) 

---._k;: -:- ' s 

Tomando, supremo sobre_.Á.1'. j\~.: .. ; An; 81; 82, ... , Bm; k, primero y entonces el 
'·;-: :1 • : . •.:.,\o:'· .. '.'<~·-··!'• e .: , 

supremo sobre C1, Cí,¿).:c;;; Dí;p;,.,;, Dq; s, obtenemos que 

µ¡(A)<!: µ;(AuB)::: J-t,;(af.::'~~ ~igue que µ¡{A)+ µ.(B);;: µ;(AuB). 

tales que ± ·- IAJ .;· k{TA;:;~)'--t- f laj. para algún entero positivo k, y s/A + :t le¡_<!: 
A • ----~ ~ 

q 

L loj, para algíln entero positivo s. De aquí que 
j=I 

~· I - ~m Ji ~· Ji - ~· J. ¿_,j=I AJ - ¿_,;=1 O) I I ~¡=i Dj - ~j=I C) 
k -o<!: A<!: S • 

Multiplicando en ambos lados por ks, se obtiene 

n p q m 

s L h¡ + k L le <!: k L loj + s L luj + ks /a. 
FI FI 'Fl. Fl 

Por lo tanto, 

L~. µ(D;) - .L;=i µ(C;) 

s 
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•. '.. :.'::·_, (' ,_' .. "~;;¡;· ".' ~~-;~~·-:, ,'.·· ''~--, F.;f".·:. . ,. . .. 

-º • '·e·<' 3¡:- EXTENSIONES DE CARGAS''. ' 

::~~~i~i~~iJ~f f~(~j~;ff1~~¡ yoo•o-·~· 
(d) Sean A,, A2,(.:, A.; 8j,: 82;;·;:·; 8,;,; ,e,·;· C2;::,;•Cp; D1;_D2;.:.~ D.j elementos de e. tales 

, .. t. ,; ~l~;;~¡í~il~~~;!¡{~r,~.::;2 ~r ~ ,. , .,. · 
Í: loj, para.algún entero pos11lvo s.:Entonées·.:... o.: · 

F• . i,i,f •~G~il;ljíf t~l f~,~,,~ 4,~bt. lo . 

Como A n 8 =. 0,'se tiene que fA ::F/8= /A"vn, asi_que ··\ ;. · 
. .. >--····'.: ~-.~:·::_)}::t't:i~~:·~:\~~}g~-\~f~:'.:~·::;l;{~1:·;:-~\·::-~>-;-Y; ~--;.·:·:~-.~-·~"- :_:· ~->_,_- :;~~;~,: -:'. .:q 
µ.(A u.8) s'[s2;~i)i(Aj~fk'.2:q.1(C¡)-s¿. Ji(8j):.:k¿ µ(Dj)] / ks . 
. , < :: .:·\:·f;~~K~'.;·.:,;~-~~~'~,,z~t:;~\;??~-·:::/:·!~~~~ '_'..Y:>\:~-, .. ~~ .:.:::.F! _ _'·: ... - . ,.. :·~/~1 

.:- :,:-·. 

La desigual~ad'ª~nt¡:riof}a podemos escribir com,o · .. , .. 

. ·.··~(:A.· fr~'i\)'¡\'.~1fi;;;;:µCA)).- :¿;,, ~(8;) + :t;'::, µ(CJ) ~-. :t~, µ(D,) 

~. ·\'.:~:\:~·De(:>> i k · . . · · , .s . 

TomaricfC>·¡~¡¡'rJ(.;~ ~n~mbos sumandos, se sigue que ~(A u 8) s µ.(A)+ µ.(8). 
' ·- ···¡ 

(iv). Sean A;.~ ~;Já'~:n\'~ Á,..; B = 0, entonces por el punt~ (iii) anterior 

µ;(A) +, Jl;cB)· Sf µ;(A u B) s µ;(B) + µ.(A} 
, ¡y.:.·' ... ~ •. - :;-· 

ya que JiÍ(A) i:- ~(A):..; µ(A), entonces 

µ(A) .-Í: J:{ri)"s ~;¿.\::\-/ 8) s µ;(B) + µ(A), por tanto µ(A) + µ;(B) = µ;(A u 8) . 

. Tambié~%~.J(¡¡¡) ~e tiene que 

j.l¡(A) ~'itQi) ~-· µ.(Au8) S µ.(A) + µ.(8), entonces 

µ(A)+)~cil)s µ.(Au8) s µ(A)+ µ.(8), por tanto µ(A) + µ.(8) =µ.(A u 8). 

(v): Por'.e! ¡Í~nt'c; (iii) se tienen las dos siguientes desigualdades 

µ;(A u. 8) s µ;(A)+ µ.(8) s µ.(Av8) y µ;(Av 8) s µ;(B) + µ.(A) s µ.(Au8) 

. Ya que Au8e e. entonces µ.(Au8) =µ;(A u 8) = µ(Av8), asi que 

µ(A u B) = µ;(A) + µ.(B) y µ(A u 8) = µ;(8) + µ.(A), 

La segunda parte se sigue de] hecho de que fl E e. • 
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(c) 

.,. 
• -· 1 ·.' ·., •• -.;: • -k ·: ,' . '" - : .- . 

r <O. Ya.que/+.rJA = '~ nlc;·+ rh, para algunos C1, C2, ... , Ck en é' y r1, r2, ... , rk 
•, ' -- ', ·-·· i=1 . 

. k 

radonales, entonces se tiene que ¿ r;lc; + rh ~ O. Multiplicando por K donde K es un 
1=1 

entero positivo tal que rK=m y nK=m;, con m y los m;'s enteros (m es negativo) podemos 
k 

escribir lo anterior como ~ m;fc; + mJA ~O. Esta desigualdad la podemos escribir como 
i=t 
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,:io ~~~~Sl~~,i~'o~tARGAS: · 
_'~¡_~:.: -:;)<·~{ .. ·,~;·~;·Jo·''..~,·.~;;.:;·, __ 

± /Aj - t /o;+~A~~.f~~tl<~i~~}!:~s:~~iend~'~e{c •• c2 •... .-ck};p.q~ 1.y 

;=I •=I • .·· .. ·· P.7~'.J;::i~t'.i~~.'~>~~7. ,;.'~ ,.• '·' .··. . 
suponiendo .que L m;/ci .= L :.1,;;:\;.~:.~}:Uni::.Porilo qúe·:.¿. /AJ ~ -m/A + L lo;. 

;~ . . ;B fJ·EBi~¡;;!~;i~w~ªl· ?~ ;=· 
Entonces notemos que d S µ;,(A) S ·. "J:-. ; .. · : .. :.··· , ,J:- ...... ·. ¡de aquí que tengamos: 

· ..• ... ")!:'\:'.Jf;1~:.i;iif1T'.it~:.;·«:, ·· . . 
md~ ~·L_L<ji(A1)~·Li'."µ(Bi)l~~L m;µ(C;), 

. ·. -. -~~";\(\~--~r:~:;·~~\;g:-~~-::;,~:~.-~<-f~{·; -;~:~< ... ·.:. ¡=1 . 

por lo que si dividimos entre.Kob.tén~nios··que:,,. .J· . .. 

k · . _-,.:~ :·:· <);~~~:JI~;t{·:.-~{;;~~,:~~<~~,~~ .. '. ·~~t~1u:t ::~·:,_. .. --. 
rd ~ - L r; µ(C¡) =e T(f)::Entonces· T(f)f.rd==T1((+ r/A) ~O. 

1
=

1 ·-.~: ... __ .... :_'.;~·-.• ·.-,:~:~<~;:¿_:;~1~~~~)_j~~{~~::~~I~~:.t\;~~~?~)~;~t.f'.p-::_'.·¡:\~< 
En los tres casos antenores'hemos·mostrado ·que'T1(f+ r/A) ~O, para toda f+ r/A en el 

·. _:: · ~;~:, ,:-_:~~;¡}·~:~:~t~~/::_fX{i~y~;·'.:¿:~'.:~~:,:~:~~~·;{:~:-;>~;~'.\" '.:;'.;~'.~'~ --?>;>, . . . · · · . 
espacio :J:.(e u{A})i;'qiJe· satisfüga.f :t-"rl,\'~ O. Por lo tanto, usando el teorema 3. 1.9 se 

sig~e que ~/~s ~~~ c~~g~,;~~iti~a ~~ par~l~I en e v {A}. • 
•. ' ., .··.i,-· . ,~· .. - . 

3.i to ~ T~ca'r~~a> S~a e una colecció11 de subco11j11111os de 1111 co11j1111to Q con Q e e. Sea 

·· µ 11/1a carga positiva real parcial en e. Sea :F un álgebra en Q que contiene a e. Entonces 

·existe una carga positiva 'ji en :F la cual es 1111a extensión deµ 

Pnuiba. Se obtiene la prueba basándonos en inducción transfinita y con el teorema anterior. 

El argumento es similar al empleado en el teorema 3.2.5 extendiendo µ a 'ji en :F no sólo 

como carga positiva real parcial, sino como carga positiva real pues :Fes álgebra. • 

38 



3. EXTENSIONES DE CARGAS 

3.3 PROCEDIMIENTO DE EXTENSION DE l..OS Y MARCZEWSKI 

El procedimiento de extensión descrito en la sección previa consiste en extender la 

función dada en una colección de conjuntos dada a la colección que se obtiene de la unión 

de la colección dada con únicamente un conjunto unitario. En esta sección, se presenta el 

procedimiento de l.os y Marczewski para el problema de extensión el cual puede ser 

descrito como sigue. Sea :F un álgebra de subconjuntos de un conjunto n y un e 

subálgebra de :F, es decir, un álgebra contenido en :F •. Sea µ una carga positiva acotada en 

e. Sea AelF tal que A~ e. Denote a :F(t!. A) como el:álg~~~a ~As p~qJ~ño en n qú~ 
. co~tiene a e y a {A}; El procedimiento de t:O~ y Marc:ie~;ki 2~~s~ie ~~'e;d~~d~~ ~ ~ de e 

:· . ~· :~· ·. · ·.··~ 1-':·· • • ~ < '..)·\:,, · . . .--~-~··. - ·~.e- ... _ ·¡i ~~. ·L.),·-_,-:··-~-~~·.:;· ·-.'.Jif~'.:1. :~~~~~-?-~i~~~~·,:;f !':~:¡::~;~~~~-:~\;y~;;:~:,r~:t:}-:{}t,(· .. ::. ;_·_. -~ · .:·°'/ 
a· :F(e. · A), como una" carga-:. positiva '.en' un· .. ·solo. paso:• Repitienao:estejirocedimiento, se . 

. pue~)·~~ii~ift:·~~;;fk~i~~~,~t~.8:~:~;.~~r~ª·#0siti~~:···· .• :·{:.u~;•;:i;~~!;if;~~;:>~.~-.i~'ii'<\ ..... · ..... ·· 
• Pnmero, observe01~s que las expresiones de µ;.y ~ mtroductdas en la. seccm.n antenor se 

.· sÍmpÚti·d~·~. sÍ'eJ'ciM.~J'.~f~.·J~·:J ~~· u~ .álgebra de conjuri;os~ ~o~~· ~fp~~b~ .·~~ ¡~: ~igUiente 

. propósié.ió.·.·n.·. t · · . <·~ .. ~·-. 
3.3. t ·· ProposiciÓ~~. Sea e.· lm álgebra de ~mbco11j1111tos de lm co11j111ito !i. Seaµ una carga 

positiva acotada ~.1; e/~eai1 µ 1 yµ. lasf1111cio11us definidas en el co11)1111to potencia P(!l), de 

n, como se· deftÍ1Íer~1i."a111eriorme11te. Entonces para cualquier subco11j1111to A de n, 
tenemos la; ~igui~iite; igualdades: 

(i). µ;(A)= sup{µ(B); Be A. e e e} 

(ii). Í.i.(A);.. Inf{µ(C); AcC, e e e}. 

Pnuiba. 

(i). séan Ai, A2····· A,, y 81, 82, ...• Bm elementos de e que satisfagan 

k,¡IA + t In;:<! :t IN 
¡=1 1=1 

para algún entero positivo le,¡. Mostraremos que existe un conjunto F 1 en e tal que F 1 e A y 

L~=i µ(A;) - :¿;:,,µ(B;) s µ(F1). 
ko 

Ya que 0 E e. podemos asumir que m = n. Definamos para cada 1 :S k s n, 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS 

Por el lema 3.1.4 se tiene 

':'_¿~,;;, /Af = I::=, /ck Y L~=• lm - I::=, /ok. 

Entonces podemos,cambiar ladesigualélad original como 

ko/A+ ±0/0;.2:':.t,fc¡ . 
. i=1.:-::- í=l 

Esto nos Jlevá a ·: 

ka/A + t 'i~;~; ,+ :t l~i~1.2: f /c;.o; + t lc;,,oi. 
1=1 - i=I _. -,- : ¡-,.~:' :.~~1 :'· ' ~ i=J -

Por lo tanto podemo· s escrlbir ... '> '::," ":.:'' ·. . ·:•,·.'·,.·. < /: .. · .. '·. - ~' .. ' ' ~. "'.' 

< J'jf ~!~i~~kl~lll ~ ¡¿~ . 
Ya que C1 ::> C2::::> .. : ::> Cn'Y D1 =>P27·:;::, O~; se tiene que (D¡ -C;) n (Cj -Dj) = 0 para 

todo i, j = 1, 2, ... ,n; y de esta m~~~~· dbien~~6~:~~ta ~ueva desigualdad: 
- ·'-···;:~·,1-'..'t~:?·\·:'-:~···,: -~ .. 

ka/A 2: :t Íc;.o¡ f-/~J~~i'É;:.: C; - D;, para 1 Si S n. 
1=1 i=I .. -- ' 

Sea ahora, para cada 1 S k S n, 
-. ' ··'. ' .k 

Fk =. U,1s1 1<1 2 < ... :;.,·1ksn n,=1Eo. 

Note que por el Lema 3.1.4, F1 ::> F2:::) •.. ::> Fn y L~, h; = L~, /f¡. Sea k1 el mayor 

entero tal que Fk1 '* 0. (Si F1=0,:entonces es obvio que F1c Ay se tendría regresando los 

pasos que 

µ(F1).) 

Note también que ko ;::: k,; ya que tenemos 

ko/A 2: t /f¡ 
1=1 

•• 
así que sí ko < k1 se tendría que si w e F1a, koh(w) S ko < k1 = L /F;(w}. 

I=! 

Por tanto se tiene que 
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3; EXTENSIONES DE CARGAS 

L~-. µ(A;) - L~=· µ (B•) L~=· µ<c.> - ¿~=,µCD» 
ko ko 

L~=· µ(C.-0;) - L~,µ(D.~C·> 
ko 

$ L~=· µ (C. - Do) = L.~ µ(E•) 
ko ko 

¿~=• µ(F•> 
ko 

¿~,:,, µ(f¡) 

ko 

¿~~ µ(f¡) 
s ko s µ(F1). 

Comoko/A <: :t :hí. se sigue del lema3 .. l.4 que A::> LJ;::1F1=F1. Asi queA::>F1. 
'i=I 

Por lo tanto 

L~=,}(A.), ~::ti.;¡µ (B•) S; µ(F1) s Sup{µ(B); Be A, B e e}. 

> }~ '.:;~,~?~' '\. 
EÍttoncesµ:cAfs Sup{)i(B);·:ac: A: Be e}. 

' ' . _:.· '· .. ., " ·~··' . ... . 

· Por ot~~part~ par~ s,:~n e; con BcA, observe que h + /0 <:le. Así que 

µ;(A) ~ [µ(B) ~ µ(0)]/J = µ(B). 

Por lo tanto, 

µ;(A) ~ Sup{µ(B); Be A, Be e). 

Esto prueba la igualdad deseada. 

(ii). Sean A1, A2····· An y Bi. B2, · ... , Bm elementos de e que satisfagan 

para algún entero positivo ko. Mostraremos que existe un conjunto Fk, en e tal que A e Fk, 

y 

Ya que 0 e e. podemos asumir que m = n. Definamos para cada 1 s k s n, 
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. . 3; ifu.i~SIONES ~E CARGAS 

Ck = U1s1 1<i 2 < •• :<:.snh~1 J\o\,Y••º• ~ U1s1 1<i 2 <...<1.sn n~s. . 
..:.:¿ 

Por el lema 3.1.4 se ~ieOe · ·.; ... -. ·-
-' : ·' . ' ' . ' ' ,. .. 

. ¿;;,, /Al~ t:~I ./ck :.y 

Esto nos lleva a 

entém t~Í qu~ ·F.;; ~-'A; ·k; :!! lpu~s de lo contrario existe wEA con w¡;F; para toda i = 1, 
- ••• ,. < ••• ••• ,_. o • ·- -

2, ... n; Entcinc;~ kolA(\\') = ko >O = L~=• IF;(w), lo cual contradice la última desigualdad. 
' .. - '- . -· . -

De lo anterior también. se sigue que k1 ~ ko. Entonces se tiene 

¿:=1 µ(AJ) - L:=iµ(B;) 

ko 
L~=i µ (C1) - ¿:=. µ (D;) 

ko 

L:=i µ (C1 - 01) - ¿:=. µ (D; - C1) 

ko 
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Por lo tanto 

3. EXTENSIONES DE CARGAS 

¿;,,,Xcc1 ~o.) 
ko 

L:':, µ(F;) 

ko 

.......... 
¿_,•=• µ (F;) 

2: 
ko 

L~~. µ(Fk1) 
2: 2: 

ko 

~t(F.,). 

L~~. ·µ(F.;) 

k1 

L~=i µ(Ao) - :L;':,,µ(8 •) 2: (F) ;á Inf{µ{C);C:::iA,Cee}. 
ko . µ k1 

Entonces µ.(A) 2: lnf{µ{C); C :::iA, Cee }. 

Por otra parte, para Cene con C ::::>A, obs~~~·qu;;.fc2: jA + lrzJ. Asi que 

µ.{A) s [µ(C) - J.¡(0)]/I ;,. j.t(C). 

Por lo tanto, 

µ.(A) s Inf{µ(C); e :::iA, e e e}. 
Esto prueba Ja igualdad mencionada en este inciso. • 

Si e es un álgebra de conjuntos, µ; y µ. exhiben algunas propiedades adicionales, como 

se muestra en la siguiente proposición. 

3.3.2 Proposición. Sea e 11n álgebra de subconjuntos de 11n conjunto Q y µ una carga 

positiva acotada en e. Sean µ1 yµ_ las fimciones definidas en el conj1111to potencia P(Q) de 

n como se definieron a/lferiorme/lfe. Si Ay 8 son dos s11hco11j11ntos den que satisfacen las 

condiciones A e: C, 8 e: D, C r. D = 0 y C, D e e. e/lfo11ces 

µ;{A 0 8) "=µ;{A) + µ;(8) y µ.(Av 8) = µ.(A)+ µ.(8). 

Prueba . . . ' ~ ," 

Por. Ia''prci'íJcisiéión ú.s ·tenemos que µ 1(A) +. µ;{B) · s ,i;{A v 8). Por la proposición 
• ' Y, '"··~..:-..:::: ,)«',:~, ' ' • • 

3.3. I, para cualquÍer & >O, podemos encontrar E e: {A u 8) tal que E E e y que satisfaga 

µ(E)·<! J!i(AC~)- &. Notemos que 

·µ;{A u 8)-& s µ(E)= µ(E r. (C v D)) =µ((En C) u (E r. D)) 

= µ(E r. C) + µ(E r.D) {pues C y D son ajenos) 
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. ' .• ' :: ~ ~~'.·¡ .[~·;z;·,¡~¿:vs~~~:!'~,~~~'f~:~2'c'.'.'.;~·c'.:i'.' .;:~ 

,.,,,en e e Ay en~.20:~~~!~l;:.~•q•• 
·· Ji¡(A u B)S µi(A) f,'µ¡(B). ' :. 

Entonces µ¡(A u s).; µ¡(A)+µ¡~~>:.6L~:&',;c:rs·:,~·;,i!;t'·~~~3;,f:·c 
Ahora, por proposición 3.2.8 tenemos que µ;(A u B) s. ¡t<CA) -t:. µ.(B). Por la proposición 

::;;~ d:A•:.:::::;.~\~~~.ii~1i1i~¡j~C~) d y q•o "mpfa "" q•• 

µ.(AuB) +e <!: µ(F) =o µ[(F,,.0 (Gl..J. D)) .,:) (F r:-i (C u Dt)] 
. ..: j't~t:t~·~t~~;~t~r~-~CC~ ~~~ n D)] 

- .' ·: . . .; .: »~ :. ; l 

·.·. ':;oµ(F:ké)+i!(FnD). 
,>;: ,:'...-''' ·;.'.'. u'.(Á.)' .. ·~ ... '.;,:(B·' .. ') ..•. 

. .,, .'·'~,.:: · .. ,. . ,...... -,-e 

ya que A e C, Ac F y B ~ q,',B 2: F. Como e >O es arbitrario, se sigue que 

·~J.~"":'. J;,(tuB) ·~· ~(A)+ µ.(B) .. 

3.3.3 · Teorema. Sea"ti,?íi11 'iilgébra de subco11j11/l/os de 1111 co11j1111to n. Sea µ 1111a carga 

positiva acotada~11 e .. siiÁ?:.'ri t~I qúe A~ e. Sea :F(t!. A) el álgebra más peque1/o e11 n 

que co11tie11e a e y_A:d:/JJ;.;i,1t~lices existe 1111a carga positiva acotada µ en :F(e, A) la 
' .· ·:\:;.,:'.t~·~:y;·:.'.;.> .. : 

cual es 1111a exieiisióli dé)~ Más aú11, si des a/gú11 real elllre µ¡(A) y µ.(A), elllo11ces existe 

1111a carga p~sitiiia'!d'fJ)á~}i'~'.'~n :F(~. A) tal que·µ (A)= d y µ es una exte11sió11 deµ de e 
.. ,_. ·., ~ ~f -~)ffy/~'·}}/'• ... "< 

a :F(e. A) ... ·. •· <:•'.< ,~t<''11:i,}\};,~ . 
. ~'..;<'!,_·-. -:.';·;·'.;.··;". .• , 

Pn1eba:· ':.>.·:;:;::;,"; \>/-' 

Elijamos y fije~~¿i~~Jrn';j¡)j·~[~;(A)i~(l)J. };ntonces, para Ce :F(e. A), sea 

' ' ' /icd:.~mi<g,:8:~{}'gc2;A,A~)] '~(1~) [µ.(C n A)+ µ;(C n A°)], 
.. ·-
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por construcción: 

= µ1((C1 n A) u (01 n A))+ µ.((C1 n A") u (01 n A")) 
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= µ2(C) + µ2(0). 

Esto muestra que también µ 2 es una carga. 

Consecuentemente, es fácil probar que µ = aµ 1 + (1-a)µ2 es en efecto una carga en el 

álgebra :F(e. A). • 

El teorema anterior nos ayudará para el siguiente resultado general de extensión. 

3.3.4 Corolario. Sea e 11n álgebra de s11bco11}11ntos de un conj1111to n y µ 11na carga 

positiva acotada en e. Sea :F un álgebra en n que contiene a e. Entonces existe una carga 

positiva acotada 'ji en :F tal que 'ji es 11na extensión de µde e a :F y el rango de 'ji es 11n 

subconjulllo de la cerradura del rango de µen e. 
Pmeba. 

Sea R (µ) la cerradura del rango de µ en e. Sea: 
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r.;:,::/:·,.«<:>~'-·i'.~..\:':::f.l~,'i:.'.''.::.,.~: .• ;:-·_:~ .. :,:;:: .•. .,,.;..._.: 
.:~:. ;'.:,.~_::.' ~,,.,l. 

· ... ·:iYExTENSIONES DE CARGAS. 
~ ··¿~~-~ ~: <~·/,'.; .;~~ ~" . '·1 >><·''. ' 

X= {(B,·v,D,i);:é.2B;,,~-b~C::FByD s~n álgebras en.n, 

(ii) 

. (iii) : Dí e 02. ·. 
'·óv? t~1b1=A.1. 

Sea Y = {(Bu, Vu, Da, A.,); a e r} una cadena en X, e~to~ es, Y es subconjunto de X tal que 

el orden parcial::::; restringido a Y es un ;orden li~eaió totál.Sean los siguientes conjuntos 

B = na e r Bu y O = U a e r Da, v la restricción de Va, de B ... , a B para cualquier <Xo fijo y 

A. en O definida como A.(E) = A.,(E) si Ee Da, a e r. Asi, A. está bien definida en O, pues si 

EeD, con EeDu, EeDp; suponiendo que a ;e 13, ya que Y es una cadena, se tiene que 

Duc Dp ó. Du ~Dp, además que A.p / Da = A.a ó A.a / Dp = A.p, respectivamente. Por tanto en 

cualquier caso tenemos que A.a(E) = A.p(E). Afirmamos que (B, v. O, A.) e X y además es 

cota superior de la cadena. Para esto, observemos lo siguiente. 

Note que e e Bu, 'Va E r, entonces e e B = na e r Ba y que como Bue Da, 'Va E r, 

entonces B = nª." r Ba e D = Ua e r Da e :F, pues Da e :F, 'Va e r. Resulta fácil 

probar que B.es un álgebra en !l, mientras que O también es un álgebra en Q y que si E1 y 

E2 perten.ece~ a Ó, se tiene que E1 e Da y E2 e Dp con a y 13 en r, y sin perder generalidad 

pod~mos suponer que Dac Dp y Dp es un álgebra en Q. De lo anterior se sigue que si 

E1 n E2 = 0, entonces A.(E1uE,) = A.p(E1uE2) = A.p(E1) + A.p(E2) = A.(E1) + A.(E2), entonces 

A. es una carga positiva en O y por la definición de A., se sigue que el rango de A. está 

contenido en R (µ). Observe que v es una carga positiva en B, pues es la restricción de una 

carga positiva, Va, de Bu, a B para algún ao en r. Además tenemos que: 

vle =(vu.IB)/e =va,le =µ, 

y si E E B = nae r Ba, entonces E e Ba 0 por tanto 
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- . . , -

A.(E) = Aao(E) = Va,(E) = v(E). 

De todo lo anterior se concluye q~e (8, v, 0, A.) e X. 

Por otra parte obsé~emos que• B .. ~ Bu; 'v' a. É [" y, D.; e: O, 'v' a. e r. Al mismo 

tiempo se dené que''si d,,e f:~E.'.eE!,entonee~E pertenece tallto aBa como a Bao, loque 

:: ~. ::.::~j*i~~~~~:t~~~~f ~:~~(~;¡;~,7~;·,¡~~Lit·.=:. 
En conclusión obtenemós qúe (B.''. v;·o,: A.) eúiria cota superior de la cadena Y:; · · 

Coma··· res~li~~·a'f J~'lf {~~AJ~s''.'i6~~l~si¿·~~~;~niiri~;~~; ; ·'J~j:?(~~~~;;¡~:!~~ih/ J~iste. un 

.:~#:;;~~IJ~W~~~~il.zf t~;~~º;:~~fl~i~~~~f~)7,::~:::,:~ 
(Bo; \,¡,; Do, :A;ó)'.=i~'(e.7µ;; Dó;: A.O). Ahora, afirmamos que Dó ,,; :F.: Suponga que Do está 
- :._<·c~;_,:,:::~.:~,t":;?~~-(~~-,-~--ip-0t~~;~~::¿?r)'..:-.- -.- -~ ... . ""-" .... -.:·_:_.:. :: . · 
contenido pró.piamint~'.en :J:'"; ,Séa A e (<'F-Do) y sea e • = tF( Do, A). Sean A.o; y A.o.. como 

en ;a de~N~.¡~€~'.~{i:~.~i~l~,:~arga ~ en D0• Definamos A.• en e* ~orno . 

• '.·-~~-. • 1, :.>::-;:~;'/·:r;~-:~~: A.*(C) ~ A.Q¡(C n A)+ A.oc(C n Aj, para C e :F( Do, ·A). . _ 
_ :;:,. -'-~::/:, .. :::0-~f,-i_:;·\/(;-! :.~-~~::-., ·,-_; __ ,_;-.~ > >. . 

Como vimo's.eit eLTeorema··3.3.3, A.* es una carga positiva en e*, que es una extensión de 
-.','.: <:· :,_:·,·.:;..:.;~:<.~:·:\~'.:!>;~---.::'i,';J: ·_'/(.·:· ' ' - - - : __ .. ·, .. _::_. :.,. . .-: . 
A.o de Do a e ~,·yeainosahora que el rango de A.• está contenido en R (µ).Sea 8 0 ; n <!:I; una 

sucesi'¿~· ¡J,:l)ci1!:t~l'1~ii~ ~n• e (C n A) para todo n <!: 1 y limn-+., io(e~) = A.o;(C;,A), (la· 

··. s¿cesiÓn e~l:td'.'~oVt~¡d~fi~lción de Aoi en el álgebra Do). Sea Dn, n ;;?: '1 una suc~sión en Do,. 

~al qJ;~éc'.'A ;.B:'~:'íS}~~;~ toda n <!: 1 y tim0 _,., A.o(Dn) = A.o.(C n A). As!, (e n Aj está 

contenid~.~n ciJ>'~s¡)/~fa'.todo n <!: 1,· pues Bn e: A para todo n ~ 1:· Por lo que resulta 

~<c;0·12.:~~~<~~-~~r~/tr~:~:º~~~: ~<~ ::"~~. 
·De aquí qu~: 

: lim._,., A.o(BnU Dn) = lim • .,.., (A.o(Bn) + A.o(Dn - Bn)] 

= lim._,., A.o(Bn) + Hm._,., Ao(Dn - Bn) 

= Ao;(C n A)+ Aoc(C n Aj=:>.. *(C). 

Por lo tanto, el rango de A.• en e • está contenido en la cerradura del rango de A.o y el rango 

de A.o está contenido en R (µ), con lo que tenemos R(A. *) e R (A.o) e R (µ) = R (µ). 
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-- '. : _,3;:.:·> ::·:;:~.~~:~;+-::~-~ .~;~';.\·::~~.?--~-;.;.:_, ;~_; __ --· ·- ·--·---
:"e 

. •'\e 3/EXTENSiONES DE CARGAS 

De la const~cción an;·eriL~h~~o~t~e~'~"~nÚido 'que (Bo, vo, e *, A*) e X, así como 

. (Bo, Vo, D~, ii>< CB:; v:; ~~" ,;::;/1~-,~~~,;c~ntradice la maximalidad de (Bo, Vo, Do, Ao). :. se 
. -- .. · ':·· ) . .-;:.' ":.~:.',<~<;J·':'.·.~<·:~:;/}~:'./;··~.::_í.;_.'::, ;, .> 
debe tener qúe Do= :F.' De 'esia 'rcirmá, il.-0' es la extensión deseada de µ de e a :F. • 

. '. ·.": .> ·: .. :~::-·,~;.: .' _,~-~,·ª~{.-•:,~~ ·_~;.i:;· ''.:..j;•' . .:.\:":{~!;:::_:-: :~> .: ' . : .. " 
Coíno é:asos-particulií:rés del ieoréma anterior, se tienen los siguientes corolarios. 

. . -:: :'·.:'·!.·_~·::·;'., ··~;:,,{'.:;,:_~ 1''':1.·;'.o:~,: .. ~',i({,' \~.:·_,¡. -~·:' \t.,- 1: 

-.3.3.s co~ii1árfo:·~t:s,;;µ:~~ííaiária_o-1 11a111ada en 1111 álgebra e de s11bco11J11wos de 1111 
• ¡ : : .::·· ,_ ... :~.~;·-- "'~::,.:;/."7i{_~~;:ó;;\~:~\·~?f.\;~·!:f ;.'.~~·-.;;;:'.;,¿i~~:~~;~j-~if:· .. -i~'. "< : .. 
co11j11i110' O..'iSéa:.:F·;iiii'tilgebra(e/1 O. qÍle contiene a e. Ellfo11ces existe 1111a carga 0-1 
~ .. : ·:.·.~ -_ ;,::, ':. ' .. '. 2·;y{,4~~~~~\;1;~~~~:~-;~jr;;.~;~~·>:::~!!~:::;~/¡)~:i:}: ;-, . '. 

· 11alúada.µ:'éii'tFJa'c11ale:tliiiaéxteí1siólÍ de µde e a :F. • 
' . :·: ,·:<·"~~:: ' ·~;:y:j·~:~}~ ~~~~~~.~~~'.!.f~·:~.\/{?~~;!,'s:~.·:-~.2i~fr'i);~?lf;~ '·::'.· !.:. ~ . .'.,'; . . 

3~3.6 :, Corolario.'i''Séa ·¡g )''ii/i 'iílgeb/:a 'dé s11bco11j11/lfos de 1111 co11j1111to n y µ una carga 
~:> .: : "'. 5 .\'~· . t·\'.:;:~·:::~::> .. :i;:i~.~;"i ',:,.~~~t~;;;.:~}:~1·.!,~:·:,:tf\:"ú~~}f-~.¿'. : ~' . ·."· . 
acotada ei1 e .. '.Siúl:F,, 1/1/'algebrií:'éli O. :que co11tie11e a e. Entonces existe 1111a carga acotada 
~·-:·:~-.. :::., ·- ....... :_,r: ;-~.1'."':'~~,·1-::.:~'~':·:.:::;~~,(-.:~~~~tT~~t:>):? ... ~-~-: · _, .:;- .. :- - · 
µ e11 :F la é1t~~.es úná éxte11~ió1(de/i' • •. , < 

.. Prúeba. ie debe aplicar el Tea.rema de Descomposición. para cargas acotadas de Jordan a µ .... _., .. ; .. -, .. -, - . ,· . ; .. - '"". ,··· 

~n ti ·y entonces el corolario 3.3.4 a l~'vli'riació~ p'Ci~itiva y negativa deµ separadamente, ya 
' .. -

que éstas son cargas positivas acotadas. [K.P.S. Bhaskara Rao y M Bhaskara Rao, teorema 

2.2.2, pág. 46). 

3.3. 7 Ejemplos. 

1) Aplicando el teorema anterior al inciso ( 1) de los ejemplos l. 7, encontramos que 

existe una carga positiva acotada µ' definida para todos los subconjuntos de 

n =[O, 1), tal que la carga de todo intervalo de la forma [a,b) con O :S a :S b :S 1, es su 

longitud misma. En este caso podemos encontrar diversos tipos de extensiones, 

veamos algunas 

(i) Si Q es el conjunto de racionales en O., es fácil notar que µ¡(Q) = O y 

µ.(Q) = 1, ya que Q no contiene intervalos, por lo tanto podemos 

construir la extensión µ' tal que µ*(O) sea cualquier real entre O y 

l. 

(ii) Si C es el conjunto de Cantor menos { I ), entonces podemos observar 

que µ¡(C) = O = µ.(C), por lo tanto en cualquier extensión µ* 

mencionada se debe tener que µ*(C) =O. 
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. ·. "J~EXTENSIONES DE CARGAS > 
., .:; : ;,:• :·~·~:f:e;· _:·.'31-~- 'f.~:-', '·.:/;:·;;' 
">,,- ,-./~)_..._.,~_--:;.:-::;);:.~{,;._/:}' .::::-•.-:·:,.:·<,'.'-_.-~->- "· ... -. -, -.. ·.·:'"- ' 

Si V es u~ c~njunt~d~ Vitali en p; podemos encontrar que mientras que 

:::5{~t:t~í~Z~~;g~~:~~,ss~: 
en este éas~ ~ coincide'cond contenido exterior (de Jordan) de V el 

. :z.~~~g~~·~:1:z:~; ::~.~ .. ,~~·~.~· ~; :: 

(iii) 

medida ;dé{L:éBesgüe, y por lÓ. tanto V sería un conjunto Lebesgue 

2j .~:::;µ~i~~~~icl,7~.'}'.:~ ~':'~ ~7 .~:::~;::-::: 
es subconjuñto\finitci';;<te;,'ne)1"F<A) es l si Aº es subconjunto finito de n. 

Asl, •si.~~±~t~t~J;~~rl)~Í~-f t1~~ ~at~r~es pares y B el de los impares, podemos 

notar que µ;(~).;;,µ;()3) ':\Of¡i.(A) = µ.(B) =l. Entonces podemos encontrar una 

carg~:µ':clefi'iiiai¡~k(P(n)~: ial que µ'(A) = J y µ'(B) = O y otra extensión en que 
•:, :. .·:'o_,:·,;·,y.--~:;;:;;·\~1! .-_·,·/- _,-__ :_:; 

µ(A)= Oy .. µJBr:= 1, entre muchas otras extensiones. 
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3. EXTENSIONES DE CARGAS 

3.4 EXTENSION DE CARGAS PARCIALES EN EL CASO GENERAL 

En la sección 3 .2 se manejó el problema de la extensión de cargas positivas reales 

parciales definidas en una colección dada e de subconjuntos de un conjunto n cuando 

n e e. En esta sección, examinarnos la situación cuando n ii! e y también la extensión de 

cargas parciales en t! que toman valores infinitos. 

3.4.1 Lema. Sea e 1111 anillo de ~11b.couj1111tos de 11n c01tj1111to n, donde n ii! e. Sea µ lllla 

carga real positiva en e. Sea :F el álgebra e11 n generada por e. Entonces existe una carga . 
< ' ' ·, ,· •••• • 

positiva 'ji en :Fq11e posiblemente !ome el l'a/or i11.fi11i10 la c11al es una extensitm deµ de e 

a :F. 

µ(A)·:¡;;;.,= µ(A)+ /i (B) ='ji (A)+µ (B). 

(iii) A e ei. B e e. Este caso es análogo al caso (ii). 

(iv) A, Be e,. Entonces en este caso se tendría que A• u s• =(A n B)"= ne e. lo 

cual no es posible pues n ii! e. Así que este caso no puede suceder. Por lo tanto µ 
es una carga en 3". 

Caso (2). d < oo. En este caso, se define "ji en :F como sigue. 

µ(A)= µ(A), si A e e. 

= d - µ(A"), si A e :F - e. 
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-•- ¿e.e~·~ 0/:'c;;;~~~!~!~:]:~:·:~~~~~::;~~~::'' · ' 

~=:: :~:;~tl!lltil~~~~·~F~,~~!~rr:·:~~ 
(i) A; B E e.Entonces µ(A ÜB) .=µ(A 0B):o µ(A)-!; µ(Br= µ(A) + µ (B) .. · 

. (li) A• e. i~:~~~i¡~~~i~~~~~!~~~ y;s •e, A•; qu• 

',\ :,-,=. 'éÍ~ ll(BºFj\.f:o d._ ( J.i(B°) - µ(A))= d- µ(B°) + µ(A) 

v:;)A .< ~•{i:k?!~~lf ffi~]~;;;;;;: µ(A) 

(iv) A/Be. e 1:•,'Entóriéés'.éste. cilséi'no·puede suceder, como se notó anteriormente. 
-·. : -, h~;;.~-~·\~'ti(i)'.;~.~-~·;::!~~r.:n;~~~:x::.r~t<~: :1?:'·.: : .. : ... · __ : _:·; ~ - ·, 

. Por Iotantoµ,•:es unacarga'en:J"..' ••i' 
· Ahori, •. v~:~~f Ei~{~;1!~i~!~~e,~~?~~t~*W1~~~·~1.T~orema 3 .2. I O. 

3.4.2 Te.~ren¡a:,seae:u11a·~o/ecció1/de,~11bc01¡jU11fOS de 1111 co1¡j1111to n. COI/ n ~(!.Sea 

•·.·~:~~1/!Jl!!Ji~f ;:==~::. :,::·:::::~~:~~ 
Se~:o-~)~:;f;)~.~~·O;,,,ei para aJgunos e,, C2, ... C. en e}. Des un anillo en n, pues 

. 'es d:;()'~~~:(b·c!';::>}~¡ A, B e D, entonces A e LJ"_ C1 para algunos C1, C2, ... C,, en é' y 
,. _; .. :~'<:¿:··~:.<~:~·~-:· 'i ,. -· ' 1-1 

_B .e LJ~i'?,Í, p~ra algunos Di. 0 2,. .. Dn en é'. Por lo anterior, (A u B) está contenido en 

. (U~ ~1:} o.:/(u;:,
1 
Di), que pertenece a D; mientras que(A-8) está contenido en LJ~=t e,. 

: ~~str~r:~~~· que µ puede ser extendida de é' a D como una carga positiva real parcial en 
'···,.-' . 

. o . .'Noi,~ .que µ.(A) está bien definido y es un real para cualquier A E D, pues entonces 

existenalgunosCi, C2,. .. C0 en é' tal que AcLJ~=1 C. y del lema 3.L4(a) se sigue que 

L:=i /ck e:. IA, de lo que µ.(A) S L:=t µ(Ck) < oo. Además, como se notó en la 

definición 3.2.6, µ¡(A) está bien definida para todo A e D y es real pues de la proposición 
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; -. :l.·:.:_ ,:~.~)t~:..::-~2:f:Uf(-:.;::i:i1~t~~t~:~(t!J,~~?~~·J~·. _. ... ~:'4;~:.:.·-.... 
< .<-e•',><· __ .·,:~.,?;:: ':'''{f,:_,(\~~"':~;,,;':.· ,-~ ·.' 

-:.J.: EXTENSIONES DE CARGAS:• -

3.2.8 notamos que o s µ;(A;-~ ~¡rj'.'.~-~~~t:?nd~'~.'~rslllllento qÚe se usó en las pruebas 
' . ,_.;_ .. ·º - --~--·_.:-,····:·';~-_'." '•:"·"'·.'<-"~'.·:<;-i-_~-:-':"':':.'~ -~,:.;.(·:'.:;,·:_'.''"· :: '· .. _ . .:·.- .. ' _: . .< _·: ·:-: . '.- .. 

de los teoremas3.2.9 'y;J.2:'1'ó, p6ciel11~~éñ~c>ntra;\;n~:carga positivarealparcial µ en D 

la :cual-~s _u_~.ª ~~!~1~J;ti.;1,iF~~r:~19~;~;~-~¡~fi~-~~- ;~~ ?···-~ d. se~_só ~en·e~fs._tf~~en¡~s p~ra 
mostrar que µ(y; µe;estaban'•bién'definidas.y eran real valuadas para cualquier,subéonjunto · 
' <..:{.' ,::·:·:;:,· .. ,:·';',:.~::.·-';~·;!;~;'.':.~;..r;¡_;;,1-;~:y,gfü~;<.':{~~('.>:'.•)_>:_;''_·_.-···'.:···· .. .::<·.-.:_:~: -;~---< >·.·:-</:':: _···:.·'-:_!'·' /~·<;;_'.~_-_'/,··, - . ·. 

de il). Como se'observó·en la definición 3.2.2;µ ·es una carga real positiva en D. Ahora,·: 
.. ' ·;~,.· .. ·-)¡;p:'._~:;;i~(-'i~:~'.:~~t~'-~~i/Ii\~~\.:.-~;;;::;,.-:->:.''.Y ;:~-:._·_-. ·/· . . ; . :~·: ·> ,:.<:,···.·· . .-:_:_, \:·\)_·-:.·-~2 · ·>: .· . ·.·. 

-. extenda~o~ Ji ,ele Di 3'; coin~ u",a cárga positiva. Sea entonces: d~ Sup ( µ (E); E e __ D } , 

Caso(i).)t;~{'.~;~~i~t·~i~~~:#·~~; comosigue. , . -,;·· ;, . _-_ --. -

': ;\ i·/' .•·> > µ(A)= -¡i (A), si A e D, 
,;. '· . :·:.~.::':.· ·.~~~;. •) ... 

. ".-.:~--: - ·-"; ~: 
> ·:\;.::. , ••• 

= c:o, si A e :F-D: 

Claramente j;-e{uria.e~t~nsión de "ji y además es positiva. Veamos que µ es una carga en 
. .. ':. ,", . '~.. . . ,_:; . ··. : . 

:F. Sean A, B e:FyAnB =0. 

· - 'Á{B ,e o:: Entonces como D es un anillo, µ(A v B) = -¡i'(A v B) = Ji (A) + 

-Ji (B) =·µ(A)+µ (B). 

- -A_ e D , _B e :F - D. Entonces se tiene que (AvB) e :F - D, pues si (AvB) 

~stú'Viera en. D, (A u B) - A = B estarla en D, lo que contradice la hipótesis. Así 
--·, ···:·:<.'-.. 

que µ(A0 B) =ix> = /.i(A) + oo =p(A) + j;(B) = j.Í(A) + µ (B). 

- A',e iF - D, B e D. Este caso es análogo al caso (ii). 

- A, B e :F - D. Entonces en este caso se tiene que (Av B) e :F - D, pues de lo 

contrario se tendría que tanto A como B estarían en D, de acuerdo con la definición 

-de D. Entonces se tiene que µ(A v B) = oo = oo + oo = µ(A) + µ (B). Por lo tanto 

µ es una carga positiva en :F y extensión de Ji de D a :F. 

Caso (ii). d < oo. Sea :F1 el álgebra más pequeña en n que contiene a D. Definamos 

entonces µ1 en :F1 como sigue. 

µ1(A) = µ(A), si A e D. 

=d-µ(A"), siAe:F1-D. 
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'·······-·-··»-• ~'"--'-~:..:.-;-:>~:.:,.~)~~~.:..:;~...::.::.:;:;14u;-.;.;_;:IA'..·:.~-!;.:=f.:;.;:,·~-·"''.'~'.'.·C:.e.:;·.;.;_ .~!-.-·.:.' ""·-.:..__:, __ .:,>·._ .... _: ____ , ____ ----·----~---~---··~----·-

. . -~:·;:J/(·)~~t:\·f,)l: /.:.~h~ :;,"-i~.4c:_':-'. ).};:; '· · •. ;.·:~·;.:: < 
· .· :;.'<: ... ;:• :'!'6.~.:3,~)EXTENSIONES DE CARGAS·, 

· ··. ,,; .";,;<ü§;! ... ;:1~EJ~f~*r::;~:¡!';2~J:i:}c.:. . . . 
Usando el argumento:dadó·:enila:pruélia':.der'lema:,3';4,1;.:se'muestra qúe µ1 es una carga 

. _,·,.:· .. -";.:\ ~· "'~\';'··:;·C::11;i~~;:·:~!-~~~~~~.~¡}{~:~:~::~~:~·;-.. _.~.·;,;;.:~:·:·'.·i_;::(.~·:·::S:'.<Y_,_:t ' .. ::·:-... · ... :. ·· .·, .= '.. - ... 

positiva. acotada ·.en'. :F1 i la: cüál es¡ ~lifraitiel)te ¡ üna exte.nsi.ón de : µ · en é'. Entonces por el. 

Corolario ;}i'. ~~·r:~~~~i·~i;¡~;UJ~i~~~"~~j¡~~~;:·~; ~·~.; ia cüal ~~· ~n~ ~xte~~i6~ :d~ µ·en 
é'. . • .. ·•·. ::.;:.•;. . ..... ;:._,:,. .. ·,,•.;.: '•' ... ,. , . . : . ; .. :.: ;:;,. ·. ... ·:,•:·. 

'º'~;:.:::::::±.:::::: :~:~~~ri:ti·lt~:~t~~tt:r,.-::·· 
~.._~e.)? .. '}~! ,.;~-;;~~,·~C-.7~.:;-_t· "';'-~".::·.; <,:, 

una carga positiva acotada ":Fes cuaiq.uier álgCb.ra· en ·n c¡ue-COiltiCOé 8."é. :,'.(··_:.>~ ·:~ : 
' • · •., e : ... - · _,... ' '" .,. ~~ •.o; ,. ,. .':' .' 

3.4.3 Teorema. Sea µ 11na carga posit;j.a ~~~/.)idr~ial}1;:~uiJ'{~o/~~ció1i é'. de 

subco1¡ju111os de u11 co11ju1110 n. Sea /F 1111 álgebra_é11n't¡11~.contie11e.a (!.'sean:· 
. ;,' .. ; .··_.' .· ... · 

i) D = {A E /F; A e u~. C; para algunos Ci. C2,,::c~ én e},·.··· 

ii) p, /a función definida en D,. como en /a defi1/icióii 3'.:Í.6.' 

füuonces existe 11na carga positiva acotada 'ji en /F la. c1J°al es 11/1a extensión de µ en é' si: 

.. Sup{~(E); E e DJ< co .. 

Pn1eba. La prueba de este resultado está contenida en las pruebas de los teoremas 3.4.2 y 

3.2.9 .• 

Finalizaremos esta sección analizando los casos en que las cargas toman el valor infinito. 

3.4.4 Teorema. Sea é' un álgebra de subconjuntos de un conjunto !ly sea :F un álgebra 

en n que contiene a é'. Sea µ una carga positiva en é' que posiblemente tome el valor 

i11fi11ito. Entonces existe una carga positiva 'ji en /F la cual es una extensión de µde é' a 

:F. 

Pn1eba. 

Sea D = {A e é'; µ(A) < co}. Afirmamos que Des un anillo en n. Claramente 0 e D. 

Sean A, B en D, entonces (A u B) e D pues µ(AuB) ::; µ(A)+ µ(B) < co; mientras que 

(A - B) e D, pues µ(A - B) $ µ(A) < co. Sea A. la restricción de µ a D. A. es una carga 

. positiva real. parcial· en, D. (ver sección 3.2). Entonces por el teorema 3.4.2, podemos 
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.:~:,::.:·;.'l.:: .;>~·~''1::~·''.'-:.:::·i '.:'·:::." ·.··~·,:i::.~.~-:.;.:.:;..:.:~.·.;_'.~ ••. ~-· ·-· -

··3. :ÉXTkNsió'NEs:ÓktA~GAs· 
---: :::-~;:-o.,-··. ·~:.·:~L,;}·~·~,'~-,'.;=:-h'~:""':. 

encontrar una carga positiva :i ':ri .il'i~ '~~~Í ~~; J~~·:~~r~~i~~ de A. de D a :F. Definamos µ 
' ~ ~?,:::. ,~,,~~ .~ . ·" \ 

en :F como sigue: sea A e :F. ~~idn~~i'. :;=J~\ '; '. ;,;_ ' ;:r · 
µ(A) = X (A), ~i A'~_ LJ~=i A1. ~~;a alg~~ ~Óní~ro finito de 

. r': ~o~junt~S A~. A:::.:~·~\;n;D ... 
·, .·.····•·.· :·.' ,!:/;,,::·. "1':?~.~:~ü,~!:~~i~l;~~~t6:ª~t:.:'})J~::;;_;, : . .. 

Afirmamos. que µ· ~s la extensión deseada de ji dee : .. a '.:r-~ Es claro que -¡i es una función 

7:·;,~@.~¿'.~?~::~.:~f.J~~l~l~!if !~~'.;~;~;~: 
µ(U,;,, A.1) :;;_ •¿1;,,1 . µ(A1) . .:: oo; · not_e · eO,toné~s _q_W~~;·~,Ct,\),:.:=t.'.~.;:~E µ~~) ~i oc; entonces 

· · \.· .'. - :r .. - . · . · _:_ , ~.· .:.,::. -.-;::.': ... <.'~;>"./,~,:·.:~:-~·-·~t~.~}\.:j·0~-~~:\~t~~:??.;f;,~,'::;:~~'~'.;:~_;r?";».·:~~::~--~>::.} 
Ae D, por lo que-µ (A) =·A. (A)"" µ(A); Porto tanto'µ es'exténsión deµ de e a :F. Resta 

-. - . -.>· . :·, :<:-'.: . ·:::.\"::~,:~y,~/' :_:~·;~h?::~~--~f~t.__~;·;~F:~-~/;·_~(}:~~:~i'J~>. f~=·::- : .-...·.: . 
demostrar queµ es uria carga'e~ :F. Scaíi'A, 8-~niFcoríkf\B :;,;·0:?'•·•: . '"··· ··, . '•'•. '.'''-' . ··'--,.· 

(i) Suponga q~e A.éLJ;S;A1 par~ algunos A1, A2,.:.A,, en ~\1'~C:LJ:;1 0; para algunos 81, 

8 2,. .. , Bm en D, ~-nt8~~~s(A ú 8) está contenido en la.unió~ de un número finito de 

conjuntos en D, po~ lo que µ(A 0 8) = 1(A0 B) = );(Á) + ;¡; (B) ~ µ(A)+ p (8). 

(ii) Suponga que ~~LJtAJ para algunos A1, A2,. .. An en D, pero que 8 no está contenido 
. •''"'"·1··. --.- ·'··· 

en tá uniÓ~'~~-:un'nÓm;ro finito de conjuntos en D, entonces (A u 8) tampoco está 
'. . '.·:,'·"(.::.;:,-;y:--.. ~~(';.~· .. ·:)'~.'_,.-· -

contenido:~nla. unión:de un_ número finito de conjuntos en D, por lo que /i (A u B) = oc = 
1 <A>-(12,,~,$-tfrf;ffe'<~>;:·- . ,, . ·. ·· · 
(iii) El ~~ ~~;qu~'A~~>e~t~ contenido en la unión de un número finito de conjuntos en º· 

; p~ro''a sÍlo está, es an~Íogo al anterior. 

(i~) Suponga que ni A ni B están contenidos en la unión de un número finito de conjuntos 

en D, así que tampoco lo está (A u B), por lo tanto µ(A u B) = oo = oc + oo = µ(A) + 

µ (8). Entonces µ es la extensión deseada de µ de 6' a :F. • 

Por último presentamos un resultado que trata con cargas en general. 
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.. -'-:···:.1,.-: '"''·\~· .. ,,",,:>_:,,. · ..•. ~.~-'. •. '.:·:-:i:.{·_'::~/.:::.~.: ;, ' 
_·, .. :-J•".' ,.··<··"·~.:~1*/~t;:~:t_:~~~~i:~~-:::~?/~ .. : .---->: "!•; .. -. _ ... ' . - ·-· .• 

3.4.S Teorema.· Sea ti 1111 cUgebra de subc01¡i11!'10: de}m ~011J111Uofl y sea :F un a/gebra 

::°if 33~r~~bJ!~f 1!:·f!t:?;t·::;:'Fm~;:·=·: 
Prueba. Siµ es real valúada'eri e.:usando el Teorema3.2,5 encontráinos una carga real.µ 

- , ·::-. --{: .. >·-_,_;. ;,, __ ~-~--- ~-_:,~:;:;.}.~D'\&)~:,;:.~:-~:.;: .. ::_;,, .. ~<:. >~;·":~ :-/-_-· __ , .. ..... ;:.: , __ -,:\::: .:.,;:~~7:~ : ;~~.";:~:--/J:.:,::\~-'j~ .. ::~·;·-.:>- ·::- --~---. :: 
en :F la. cual es. una.:e>cteris1ón de·.µ· de e .. ·a :F. Supongamos que µ:toma el yalo{ro:. Sea 

- _:; - . ::, . _:-' <:··, ',:·.~·:·.;:,t:} ::~~\: -~~-:;,:;,?'.:~; ·;.~·::·ii\ .;;,--:.-i.><:-~-- : :.'..· ...... -.< .: ·._ .. ;· -': ·._, .¡'-· ,:: .;· ,;,-::.'.) ;-;::~.~,::~.)~;~-:~ '. .. :·:::: ~: ;__: >::·~::: ·:·;~:<':;_ .·.·~; . 
D = {A E e; µ(A)'~ ro }.Afirmamos que D es un anillo en ~· C'a~ainente_0. e D. 1Sean A. 

B en D, en~¡;n¿~s (A .• SJ'fuj ~ Dp~és i!CA) + µ(B) ~ µ(AuBf+ µ(~B) y~~~'Q ~(A~B)es 
finlto se ~i;guF~.Ü~ J<A4~) ~.ro; mientras que (A - B) e O, p~e~ (A - B) ~stlÍ.6()nt~nid~{en 
A porJo éjJe i-icA.·" B) <ro, Sea A la restricción deµ a D. A. es una carga r~alparciaÍ én·o 

(ver secdÓn'.~.Z;. E~;~~~es p6r el teorema 3.2.5, podemos encontrar una carga I en :F la 

cual es una ext~nsió~· de. { d~ D.~ :F. Definamos Ji en :F como sigue: sea A e :F, entonces 

. Ji (A) "'. :X (A), si A e LJ~ Ai para algún número finito de 

conjuntos Ai, A2, ... An en D. 

= ro, en cualquier otro caso. 

Afirmamos qú~ Ji es la extensión deseada deµ de e a :F. Veamos que µ es extensión de 

µ de e a,:F. ~cii A e. e .. si µ(A) =ro, entonces A E D y A<:t:LJ~ A para algunos A1, 

A2, .. ,;.~ e~1D,:p~e~ Jcl.J~1 A;) < ro,ya que D_es un anillo; notemos entonces que Ji (A) 

·. ~~6~~f t;~ili,~iJ\Rf tir:: ~ ~,~: ~:ºL: 
(i) Supongfqu~.~.~~.;;;;·A~.~ar~al~n()~:~i, A2, ... A., en D y Be U"" B; para algunos B1, 

B2,.0..~~:;~~:fi:=:f~to~~~~;~..\'.0 i) esii¿~nÍ~ítido.en la unión de un número finito de 

conjunt6s en"ó''.pC>~tÓci'i..é /iCA u e)',,; :X (A0B) = :X(A) + l(B) =Ji (A)+ Ji (B) . 
. • . - . : ¡. ,. ·."· .. .. . . 
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.... : ... · ~zó::'i~~"~~;~f,t,1~~~cf{f¡~:~~~: :}::=óct:~~ , ... 
3.·. EXTENSIONES DE CARGASv'•· 

;·:- .. : ; \"/'?·~'.-.,~~~~~.: ~-~,~;~~:·~.t'.~~~' -~-~'~jf ;.,;/.: -· .. ,. 

(ii) Suponga que AcLJ~""Ai p~r~·.~1~;~~~:~1:.~f2',~t~~~~n ~',t~~oq~~Bno esiá contenido 

en la unión de un número·~, finito de:, i:onjun!Os \en . D> entonces• (AuB) tampoco está 
• • . _. " ~:·, -.·; ... : '.;~;,~'.('°.:: -·~'.·'~'·,'·.~-'.·~!º}1;:,;+·'.·~?: ::~ ;,·.~::~/,;_:,., ?::';;,:' '·<-\: /~·~; -· .. :> _ -·,.· ·::; 

contenido en la umon de un número finito de conjuntos en D, por .1~ que: 

· .< ~Jt~.~}~;:~~~J·~~;>J;~~¡r~:(~)rz~:~~?·.·t;- , ........ ·.· .. · ·• 
(iii) El caso en que A no ~está contenidó .. eida únión de'un· núinerci.finito de conjuntos en D, 

~ero B si '~.;st~:~~-~EE~~~;~;;1~-~~~~~~~J.~;!~~r,1m;; ·~~~:~~i~i:~~ffy:.iú. ··<: \ . ,', >: • . · ' ' 
(tv) Suponga que.rn~A mB estan cont.emdos ·.en 11a umon de un .numero. fimto de·conJuntos 

_: · -.- ·, .: .. -.; :'.:.( '.·:~,;:~~~~::~~~-;~~~-~:_,:~t.1:1~~-:-:: .. ~;,,..,,~,;s~~ .. ;~-;::._.~,~:~.} .. {-·=·w~::·i·~;r .~/,?_¡/};/,~:;·;::~;,:~~,.::::{¡,,···::.";;.y·=. ~:>r:.) : ... ··.::.'..- · ··: -.~ .. ' · · 
en D, asl que tampóéi>lo"está(AU.B);'po~ lo'tanfo'.µ(N~B),':i oo'.".:' cci·,+;...o = µ(A)+ 

;~:~;~~~iJJ;~Jf ~l~1i~{¡~~t~~;:.~= 
. ··<;•_. ,··,:.·~· 

- oo < a < b < + oo. 
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3.5 EXTENSIONES DIVERSAS ,,·.,.' 
En esta sección daremos algunos teoremas de extensió'n dá~Ícci~' pan1 ca'sos espe~iales. 

3.5.1 Teorema. (i). Sea e 1111 se111i-a11i//o de c~1J~11//;,{;Je'.'11i1)óíij1111to n. Seaµ 1111~ 
carga real en e. Sea~ el anillo máspeque11<!,f'!ti;:~i'+~ft~~ijf;~~~;~·B·:~:J~'ée.s ~ist~llúa 
tí11ica carga real ¡i en ~ la cual es 1111a exte11sló11 'de.')I 'de e. ·a ~; :S/ µ es posilfra en e, 

.. ~.,,,· •. ";r•,1:'->.',;:'.f;·;! :j;::,. _-,·,,~.·->"··'.-,.}'-~i·"·.:;,: :, .'"-~::r :: .·_·,,.· .. · 

~~::~::; ::~ :e::;;~ebra de .r1íhcci1/j11~;/[;,¡~fl/,~J;;~Ld~.·'~L~1'.;,,;~·~~;;a )Len e. 
· · . .: -, ._ <·-. ; . . ..... ··>.: :.:._,,_,r:-.J\~r/~:X:f'~.\.).i>.:::_::.,;9:;.·.:: ... :~ ... ~:(:·?::;,~~;.//:~,:~.:~::1·;/·.: ... ~.·:;<::_:,:':.; >-~· ...:~ : .. · 

Sea :r..el álgehm.más peq11e11á'.iiii n·•·qiié', cánlii!llé a e.'E11ti111cés exisle.'1111a·tí11ica carga 
.-< · .. - . ·:·\.:,_ -~~~;_.__: ..:;_<'">:,,,(>·.~:r::-~f:·:- ~'.y~.;:;\_~:;'.:~i"j',·::~tt>:>:2':·r.-.>:~.:~':· -~~rh > 1;:~.:...: .. :x,::F.>:<+;:~1:·:'-~·~.: .. ·: /~_ .. :. · ·.·. · · 

r~'al 'ji im :F la cúal lis ííi1a ex1eíi~:ióÚ 'éie' 'µ'ue 't!va :F: Si';/'íi~: pá'i;ilil;a éil e también lo es ¡i 

eii.:F. , .,· ·· .. •é··· , ·;,~,,.,,;.~·~J!i;(,;'.~1t'{:{'.;c\i\it~;f ~•:•.·'{,]:,,:f:~:.···t1/:,::~i;~~'.;•::ú .. ';;'./:}~~:~ ):.:••.· .... ·.·· .... 
(iii). Sea eun a11//lo,de.~11~co11j111110s'de 1111 cmijumo, Q'y µíma carga real.en <!:Sea iJi el 
· __ . ·-> · e;:::.-.~:_ .. ~ ~~;-~:;:::;t.~--~~~·: :~:;i~~~t.~;,.,;._;'-~··· !;,~~-:t:,:~;-i'.·~< ;,:;~~·:~:.~:/~_,:;_·::.'> .. ~~.:::-· .. :~~-:::~~";";~r:-~:_-·.)'\.;'".":· .... --:;,.\ :_ ·--., '.'.~ · .... :-,' _... · · 

álgehra máspeque11á'e/i Q 'qué c0Íllie!1e ~ e. A//10¡1c~séxlsié 1111aú1Íica cargá real ¡i en ~ 

tal qu~ µ ~&j'.'.i~:;;¡,~'Í1~~j4~j;~~~?rf~fr:iijg~f ;,~lt~;;~c, ~~:~¡¡¡;~ en e, existe 1111a carga 

posilil'a ,•.li. '.en ~la ;~iial ~~tilla ~x1i!ii~;ió1~ '!~ f. rd1 µ es IÍlli~a si se elige que µ (Q) = 

Supfµ(B);)Í ~ e)yµespositivarealvaluada .. 

Priíeha .. 

(i). Por el teorema 1.2, ~ = {A e: !l; A es una unión finita de conjuntos ajenos por parejas 

de e ). Definamos ¡i en ~como sigue. Sea A e :F, entonces A = u;:, C. para algunos 

conjuntos ajenos pos parejas en e. así que sea ¡i (A) = ¿::,, µ(C;). Veamos que ¡i está 

bien definida. Supongamos que A = 1 I'" C; = LJ'._ D;, donde Ci, C2,. • ., Cm son conjuntos 
U¡=i 1-t 

ajenos por parejas en e y D1, D2,. . ., Dn son conjuntos ajenos por parejas en e. Por lo que 

AnA=A= LJÜ(CnD,). 
i=tj=I 

Note que C; = u;=, (C; n O,) para cada 1 S i S m y C; n Dj e e para toda i y j. 

Similarmente Dj = LJ;:, (C; n D;) para toda 1 s j S n. Ya que µ es una carga en e, tenemos 

que: 
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· ~.·.· µ(~1)j; ~;~f \~1:~~~t~;~/~t~·;;:~<~<:"~•;_;.(~1 n D;). 

Lo que prueba que·11:.está'bien'definida,''de.lo que se;sigúequeµ(A) ~µ(A) para todo 
'.:' -

1 
), _1:J·.-- ·:··-~'~-~~). --~,~~~:'.':'·"_-;'.''·:.-~~:'i-<:~~¡:-:,,;~~~,::::·'. \:i~'í/::~{;.<::~··:_~;..'. f._,. '"'.;.'._'·,:>.y: .. ~.":·<:·:·~~'--· . 

A e e. esto es, µ:e~' exi~nsión de µ\Veamos'ahoráºiqiie··µ ~es Jria éarga en fF. Sean A y B 

en ·~. c~n~ ·s~jH,·~:.f ·~~J~~1~.'.~;~~~;:,f ~·t%~f:lBh~/ei~,;~~~;~~}p,·.· A2 •. · ...• Am. son 

conjuntos ajenas· por parejas ·en· ~.:y. BI;" B2i/.'.:';• B,; sóñ .conjuntos .ajenos· por parejas en e. De 

~ '"º. •:· • ·~·J~~:~~~~' l~l~l~ii¡~:~¡~i~~··· .•.... ·. 
Mientras que, como pod~méís'~scrlbir(AÜB) ;..':cU~:"Ai jí.:J <l.J'.'2 B;f é''tF, por I~ que 

·~.',2 ;.~, ifa.f, ·· }{&>;:~; }'f~¡,,,.;,~:~.:tJi:s :'.Ti: L .~ . · · 
. .·• ·¡ P (:~m.~ (/\.1)y~;:•·L¡;..1 :' µ(~1). -~ µ(/\.) +,p (B). 

Si e~istie::t]f:,~iti;~~~·41jf~:-;,i~:'i;~~~t~~t~·i'f rJ,~t~;~~~~;tirch~~i .;'~ ·LJ~ A; donde A1, 

Ai, ... ; A.; son conjunto.s.ajenos P.0~ parejas .en(!, tendríamos que: 

. ··•::;:·:·::•<· ·~~¡0'~J(Áj~~i) ¿.1'(A}~t~, .~CA1')~:UCA). 
Es Claro de, la deflriición,'. de que ¡; es real y ~demÚ,po~itiva en fF si µ es positiva en e. 

,.,· •' ,.· • ' •• • • • ' J 

(ii). Esta prueba e~ similar a la del inciso anterior. 
' • • > ' 

(iii). Podemos suponer que Q ~e. (Si Q E e, entonces fF =e.) Sea t!1 = {A; A° E e}. Por 

el teorema 1.2, tenemos que fF =e u e1; Sea d un· real prescrito. Definamosµ en fF como 

sigue: 

si A e e. 

= 'd ~ jJ.(A'), si A e fF- e. 
:U claramente es una extensión deµ ~ee{1:;.·~·v~mos que :U es una carga real en :F. Sean 

A, B e :F con A,-, B = 0. . . . 

- A, B E e. Entonces µ(A u B) = µ(Á e~).;. 11CA) + µ(B) = µ(A) + µ (B). 

- A e e.Be <!1. Entonces como se notó.en el. le~~ 3.4.1, A u B e <!1• Así que: 

"ji (Au B)= d- µ((Au B)j =d~ µ(AºnB~;;'.d-µ(Bº-A) 
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>l·~;·~~1i~t~=~· •.·.· 
=d.- µ(B')'+ ¡l(A)".';')i(B) f [l(~) ~}Ji (B) ,+ Ji (A). 

,.·, ; ::;·~,,·; ,)/{:' .:·;~_~\·~ _\.;~;:·;~>t~(~~Jd'.,~.;~:[{;_~'.]4~1~~·:.:i'.~~ ~·::,.:.··::·;·:·: . ! 
- A E t!1. BE e. Este caso e.s análogo al caso·(u). ••j'~· ,< '·· 

. ~; ~:~~ ~1'8'f t rtl.~~}i~~~·~~j~·~:,q•;;:·.~ B'p•~~' e. p~o 
Por lo tanto· Ji "es una carga· real 'en /F: Si µ1 · es··afra· carga real en :F, e:íú'ensión deµ de t! a 

':·:.;' ~.~.,-·, ... -,-:···¡ .. :r.' ·~Lr ·-~.: .. ~":.: .. --' 1
.,; .• ,·. • 

:F. se te~dria ent<)~cesqueg¡'A E/F~t!:\' ' ..•. . ''..: tt é'.':·'.'··;t ·.,'/ .... : 
d "." µ1(!1) ='µ1(A u A")= J.ÍÍ(A)f µ1(A"):;:' µl(A)+:µ(A"). 

De lo que se sigue que la extensión es.úrÍi~a .. ,, :.: ; •. ¿ :>~ >>: C'.<:' .·. 
• Si µ e; una carga positiva ~ri e.defiri~mos·:U: eri :F'fa~o ·~fiiue: ·• 

. . - - ·. . - .• '·'·' i - .·_;,_-',,~·' ·»':'-: .,,, · 10 ·; 

µ<A>:~ ii<.Á.>. :si A.~i¿-j/'S \·:. 
~ ~/'.s;·~~~rj .. :~: ,:. 

,,· ·"c.' ··:· ;·., '·-Ye· .·u· .. ·:,_•.',, ;·; 

Es claro que Ji es una extensión p'o~itiJ~:Ú·~ d~·-é;-~':F. Co~ l~s argumentos usados en el 
• , '· . <_ ~ :_ ,;::, . :·-~~:\ ~·::: :/{,:~ ·,'.:'~:~,'}.::.<):;.:!;.~.;~:.·'.~~\f. '.~i.;~c."(·. ;~v' ·' . ;; .. 

Lema3.4:1 ses1guequeµ• es.una carga pos1t1~a ~n /F.'.Z' .• .. , 

• Siµ es una carga ~6~ifrZ~i~~;:~~1fad~'~ii~:·[~'j1~~~µ en :Fcomo 

. ·t:' ::,fI,.~~;f:.~;~~f;ls:tc,\), '-'~L~ ~e. 
~·\:~ «··);~~-~Ú :·1·:Y-~~:~.:~(~,',<·«·\- ··i·:;~·¡¡2µ(Á.j, si A e :F - e. 

· :::·~::~~r~sj~lt~tt~:4~~:-= :: ;·:.:.:: :':.~~·~·: 
Si existe"ótra·~carg1(:Jii'?exiensión deµ de e a :F, que satisfaga la condición de que 

._... · -.. ·. ·--~~:· .·--~':;,,f=~tY:,~;~~};:i':_.;s:_". 
µ1(!1) =; Sup{µ(B); B éE't!} =; d entonces tendriamos que si A E :F- e : 

- . ·',·.·'.·':~':}:·o-':;_':~:~·-,;,,-;;:,;.}\'.'':>:.:·: 
... ;.;Ja:.;.:µí(!l);,,; µ1(A u Aº)= µ1(A) + µ1(A') = µ1(A) +µ(A°). 

De !oque se sigiíe quei1(A) = d- µ(A'), esto es, la extensión es única. • 

El problema a considerar a continuación es el siguiente. Sea :F un álgebra de 

subconjuntos de un conjunto n y sean e y Z> dos álgebras contenidas en :F. Sean µ1 y µ2 dos 

cargas positivas en e y Z> respectivamente. Observaremos bajo que condiciones se puede 

encontrar una carga positiva µen :F que sea una extensión tanto de µi, como deµ,, a :F. 
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...... ·········'t. !'/":~ {i'.(.;,,~~Jt~f¿~·;*t::fi;:··//~!· ; •' . . .. ·•·.··.·:. . . 
3.5.2 . Teorema . . •&a,, e y'D dÓs á/g~bras sobre Uf/ cÓ1!f1Ú~/O n yµ1 y ~2 ca~ga.~positivas 

acotadas.~Í, er•~t,~s1;,i~;~i;rr?~ .. ~~i~;i~l+;Hi,fr{~1,ít .. *··:q"~.!(Jii~te.~.;ú)~:•f"~'.'~'~es •. 
1111a co11dició11 11ect;saria y·.mficientepara que. exista wia cargapqsitiva ac(Jlada en :F. que 

:~~::~::;'~~~~~i~ltíl~!f cl1cl~<o.No" 
que de la c_ondición mencionada se sigue que µ1(A) ':" µ1(¡\) para todo.A:e en 'D. Asi que 

podemos d~fini~ la función Ji e~ e u Z> como sig~~: 
~¡- ·:',' ,.;( ,r ~-· -.. , . : : 

Ji (A) = µ¡(A), si ~ ~ ~. 
= µ1(A), si A e 'D. 

---.:· .. , . ,;• 

Veamos que µ es una carga positiva real parcial en e u Z>. Sean· A1; A1, ... , Am+n y 8¡, 

B2,. .. , Bp•q dos sucesiones finitas de conjuntos de eu Z> tales que 

m+n p+q 

L/Ai 2: ¿1 •.. 
i=I i=I 

Supongamos, sin perder generalidad, que A1, A2 •... , Am e e y Am+t. Am+2, ... , Am•n e Z>, 

81, B2, ... , 8p e e y 8p+1, Bp+2,. .. , Bp+q e Z>. Esta desigualdad puede ser escrita de la 

siguiente forma: 

/e¡ + t lep+i . 
i=I 

Ya que 0 e e,.-, 'D, podemos asumir que m = p y que n = q. También, por el Lema 3. 1.4 

podemos suponer que A1.=> A1 ::::> ••• ::::> Am; Am+t ::::> Am+2 ::::> •• _.=> Am •• ; 8 1 ::::> B2 ::::> ••• ::::> 8p; 

8p+t ::::> Bp+2 => .. ~:::) Bp+q· Entonces la desigualdad anterior se puede escribir como: 

m n· m n 

:L /AJ.Di + L /Am+l-Dm+i 2: L /m.AJ + L lnm+i-Am•i· 
i=I i=I. l=l 1=1 

Seait C¡ = A1 - B-¡~· i :;.: 1, ·2~ ... :,. m;· D¡ = B¡ -A¡, i = 1, 2, ... , m; E¡= Am+i -Bm+i, i = 1, 2, ... , n; 

F¡ = Bm+i -Am+i, i ~ 1;·2, ... , n. Perlo que podemos escribir: 

i: lct + f 
i=I i=I 

/Ei 2: :t 
l=t 

/m + f /f;. 
i=I 
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.- '.' ·: ·:-
1
:.:;:: '::·:.~.::.~¡~~:~!~~-~~.:.~:~~:;~~::::~~~~:?~:~i~~\:-~t::· -'.:;: ... 

. ···3:'°'EXTENSIONES DE CARGAS 
- - -.. '.\f.',~'.:S'. -;~~~~~:~'j; ,_·~\-~:-~~?;:;::_ .. ,_~}\ .. 

Observe que C1 n Oj '." 0 P8:ra.tod§~ i}j d~~;~~;.~J ;;_el para todo i y j. Lo que nos lleva 

o Ju •guiool~ do• ~gu~\~~i~f ,§'i :. > f /m 

.·~:; -~:';:s:1~ 1.~~rrt . ·=·... o=t 

(pues sea w e n, ~i :¿ ~_/f¡(~).f:.o;<Jii·'¡)rymera desigualdad es clara; si i: /f¡(w) > O, 
i=I···- ·-~-:¡:·.:-:: ·.:-:.~-~;¡:>;~.:.:\ .'-_~;:.· . 1=1 

; :~ .. -

entonces w pertenece~ ~e~os'~ u~ F; don i = !, 2, ... , n, de lo que i: /Ei(w) =O. Ya que 
.:'> i=I 

tenemos que 

f. /c;(w) + f /Ei(w) ~ f. /o;(w) + i: /f¡(w), 
_¡=¡ ·¡=1 i=I 1=1 

entonces 

f, /c;{w) ~ f /o;{w) + ':i: · /Fi(w), 
i=:=t i=I · 1=1 

en particular 

·. <-> f.~ lciCw) · ~ • f,. IF;(w). 
·: .. '·'._·. _.:;-~~;-~~0/~/ :/_~·~: __ · ~;-'..:~. -i,=:=1. 

Análogamente ocurre con·. la segunda desigualdad.) 

Notemos que c., C2,_..'..{s~f~~i~§;H- .. °'m ~ e; y E1, E~ ... , En, F¡, F2,. .. , F. e %'. 

Por el Lema 3.1.4, pod~~~s<as~mir'que C1 ::::> C2 ::::> .. ;::::> C...; 0 1 ::::> D2 ::> ... ::::> Dm; 

E1 ::::> E2 ::::> ••• ::>E,;; 1•\\5::¡¡:~.~:··:.:;~~n y tambié~ que F; cC1 y D; e E; para toda i. Por lo 

tanto, de la condl~iÓ~;d~cí'~'.t:U~i~l~~nte, se sigue que: • 
., ·~" 1_1: '~· ,. - ~~" ,. . ' 

.f ··~1(8) ~<:t1µ2cF1) Y t µ2(E;) ~ :t µ¡(O;). 

De lo que: 
1=:=1_.,: :--~~- <·~:>·, -~:: '~(: ; 1=1 1=1 

Regresando todos los pasos y usando la Proposición 3.1.S llegamos a que: 

p+q 

µ{A;) ~ L µ (B¡). 
i=t 
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Por lo Ían;o µ·es una carga positiva real parcial en e u %:1 •. ~or el Teorema 3.2.1 o; se puede 

encontrar una c~rga positiva acotada µ en :F la cual. es una extensión. de µ de e 0 ti. a :F . 

• 
. '• , .. : ' ·.. . 

3.5.3 Teoreina. ·Sean e y ti dos dlgebras sobre.u11·co1y1Í1110· Qy µ 1 y µ2 cargas reales 

definidas el/ e y%) re,s~?tiva11le111e. ~ea :Fml ál~ehr,a en n qué co/lliene tal/fo a e como a 

%'. E111011cc'.~ U/ID co/ldició1i'i1~cc~~;;a 'Y ,i1/fici~i;1e';'.Grd que ~xisla u/la carga real en :F que 

:.::.,:~f~4~~~t~i,~~f t~;~d:;",¡,· "mw;,· ~ ·~r~.~. 
Definamos entonces' lafünci(ni }i en ·e u ti comci sigué ':.: ' .. 

'•·· ,·.:;~::- --µ cA).:. =·: µ1(~~~ _.,~;¡,~~::~e, 

= µ2(A), si A E %'. 

Veamos que }i .es ¡;na í:arga real p~rcial en t! u ti. Sean A1, A2, ... , Am•n y B1, B2, ... , Bptq 

dos sucesiones. finitas de conjuntos de e u ti tales que 

Podemos asumir, sin perder generalidad, que A1, A2, ... , Am e e y Am+1, Am+2, ... , 

Am+n E %', B1, B2, .•• , Bp e e y Bp+1. Bp+2, ... , Bp+q E %'. Esta igualdad puede ser escrita de 

la siguiente forma 

/Al + :t hm+I = t 
i=I i=I 

q ,Bi + ¿ 10p.1 • 
i=t 

Ya que 0 E en z:>, podemos asumir que m = p y que n = q. También, por el Lema 3.1.4 

podemos suponer que que A1 ::::> A2 ::::> ••• ::> Am; Am+t ::::> Am+2 ::::> ••• ::> Am+n; B1 ::> B2 ::> ..• ::::> Bp; 

Bp+I ::> Bp+2 ::::> ••• ::> Bp+q· Entonces la igualdad anterior se puede escribir como 
m n m n 

L IA.i-Ui + .¿ IAm+i -Um+i = ~ lm-Ai + L lem+i-Am+i· 
i=l i=t i=l i=I 

Sean C1 = A;-B;, i =.l. 2, ... , m; D;= B;-A¡, i= 1, 2, ... , m; E;= Am+1-Bm+1, i = 1, 2,: .. ,n;· 

F1 = Bm+i -Am+;, i = ·1, 2, ... , n. Por lo que podemos escribir: 
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·. :-\ ·.><\;?~:;;.~~7~*gt;~¿'f:~~rÁt{~~~:~.~~tt:~'.;IJt<¿',: ./. -· 
" · '. ~f'~EN~·l"~~IES DE. CARGAS 

-... _ :"~ . ;';,;· :i.(~/>: -
·.····•,>- '_;"-;:· 

t. fe¡ ~ ;,.?i¡;~~J.'FS:,::\_~,;~~ /p¡. • . . - <•> 
Observe que C1 _ri l)j ';'.':0 p~ra}c;idos iyj y que~; ri FJ = 0 para todo i y j. Lo que nos lleva 

• I~ ,;~;.,,~doo~~;~~í~ºJ~~~f f ,:;~;~; ;~.•.;•···. 
(Pues sea w É n y ~~po~gá q~~:Í}á~;(~)';;o;:'~ntcinée~.'~i f /c;(w) >O, se tendría que 

::~:'.::q,j;j~l!ltilí'~~~f ,~o!~~ •1.(w) -o. lo rool w • 

Supongamos aho~a'qu§(:.:¿i,;1~1Jw)'.~; o;'~ritéi11_cesw pertenece al menos a un F1 con i = t, 

.. .,·, );~{·~~-:_'~~,::;~~1~-!<?:'.fi>'':, :\· •···•···.·• > ,, ' 
2,. . ., n, de lo:q~e ·L'llEí(~).~.O.·I)eacuerdo con_la igualdad (1) tenemos que: ':. --. ·, ~=· · .. ;·--=.~~~-·. ~--~ ~-- . :"'~: ~. ,·;f." - ~ ._-. .'_::'. . :. ,• 

·f' ;/c;(w) ;,, :f /o¡(w) + :t /y¡(w)> O, 
i=t i=t l=t 

de lo que, como vimos anteriormente, f /o¡(w) =O, entonces se obtiene que: 
1=1 

f /c;(w) 
J=t . 

Análogamente se prueba la otra igualdad.) 

Notemos que C1, C2, .. ., C.;,; o;~ 02,': .. , Dm e e; y E1, E2. .. ·• E,,, F1, F2,. .. , Fn e t:J. Por el - . ., -

Lema 3.1.4, podemo~ ~umir que e·.~::) C2 ::)~ .. ::) Cm; º• ::> D2 ::> ••. ::) Dm; E1::) E2 ::> ••• ::>E,,; 

F1 ::) F2 ::> ... ::> Fn. Ahora observemos también de aquel Lema que F; = C; para 

l. Si S max{m, n} y O; =E; para toda 1 Si S max{m, n}. Entonces C 1, C2, ... , Cm, 01, 

02,. .. , Dm. E1; E2.···· E,,, F;, F2, .. ., Fn e e r. t:J . 

. Por lo tanto, de la condición inicial dada, se sigue que: 

:t µ1(C1) = :t µ2(F;) y :t µ¡(O;}. 
i=t i=t i=t 
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-,::·:'.,:;~~?.-,·~~.'.~Tt'.¡~:f.~/i~~~r~l~,)~~~N~:0~.~~~~~~~~~;:~~i~Y;+;::·:~ ?-t:{ ~ ": ·,:· 

. 'J>Ex~~N~i<>N~S·~~·c~·~GAS ·.···.•·· 
'·e;·-~:· ~.p{;.;-::~.:-.'{~~-~·:t~·~-,.:_;¿(;.~ -;.-· :;e'::~·;:>·· 

:;.·~::;·:_{:¡;:r . .. . ;{'/!~:' . . .. 

_. . .. . .··: .->~ ::}c.·:.:,~~;i:,~si,K~> :y . 
:t. µ(C1) +':~:>•:U(E;)'~:I;•/µ(D1)i+ ·:,t..· :Ü(F1). 

De lo que 

R~reMMo oodt~;.t~~f~il~~~f C~~1 
Por lo tanio p esu\ia ~rgá real par~Íal en e (.i íi.•Po~elTeorema 3.2.5, se puede encontrar 

una carga real J·e~i l~·~u;l ~s u'na exte~·~ÍÓn de' {ci~¡~ u~ a F. • 
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CAPÍTULO 4 

Unicidad de la extensión de cargas 

A lo largo de este capítulo, usaremos el teorema de extensión de l.os y Marczewski, 

en cargas positivas definidas en un álgebra, con eJ fin de dar condiciones necesarias y 

suficientes que aseguren la unicidad de la exten~ión del tipo de cargas mencionado. 

Sea e un álgebra de subconjunt~s :;¡~;un conjunto n. Sea µ una carga positiva 

(posiblemente no acotada) en e: Sea A:2n tai qu~ A~ e. Sea .'F(e. A) el; álgebr~ má~ 
~. ·. -. . -, ·'. . . '. -~'"'·. ' - ·.: .' '. . . - -. . . : . . . :., -. : .. , ,' :': -··>.·.- • . i 

pequeño en n que contiene a e y A ~ i/Eí téoré0a de l.osyMar¿zew~ki ,ha defriostrado 

.. ~:. :;: ~;;~~1tli!it!~i~~t~(0:¡.~ti~·,~~··i·~ 
.. µ¡{A)= Sup{µ{B); Bc:'A; B:.e'é'}'y:;jk(A):'::Jnf{µ{C);Ac:C;C'e e}, pára todo A en. 

· ' . , -- .. -~·:: !-/- · .·.':r:~>:':'.-7~~p;: {r:;::.i-.:l.~ft~tr~Y~t~.:tt~fh.-:~',f::.~.'._·;~,i:~f~:¡~ ~-:·1{-~:'·· _;:-~(1.:.:;·~-i?~:_ ~- ,.~'.\- .·-~:::-.::: ,- ·- · 
También, so'n µ¡ y ií2 las fiiridones definidas en .'F(é'.A) como . 
µ~ce)~ µ¡(C,.., ~) + µ.(t X A°), para e en :F(e. A) y 

µ1 (C) = µ¡(C n A°)+ µ.(C n A), para C en :F(é'. A). 

Por el teorema 3.3.3, siµ es acotada,µ, y µ 2 son cargas positivas definidas en .'F(é'. A) que 

extienden a µ, definida_ en é'. Analizando la prueba del teorema de t.os y Marczewski 

notaremos que aún si µ no es acotada, µ 1 y µ 2 son cargas positivas, extensiones de µ. De 

este hecho, encontraremos condiciones necesarias y suficientes para que la extensión de µ 

de é' a .'F(é'. A) sea única. En el caso en que µ es acotada, las condiciones llegan a ser muy 

simples. También veremos la unicidad de la extensión de µ de e a otro álgebra .'F, tal que 

e está contenido en .'F. 

Como en el caso en que µ es acotada, la siguiente proposición nos da al¡,•tmas 

propiedades de las funciones µ¡ y J.lc. 
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\ , . '. ~ ~ ~" :·'.~ ~~.~ '.~:~.~-'·i.;~)~;f~·~;:'.1:1;f:~~~~?~~~,~r>,~u~-~~:~:;1?~t~::·-:~{-~::. -: -----,.. · -·-· · , ·· 
· ·. 4: UN1ciI:>Ao DÉ 1..A EX-rENs•óN DE cA.llo..\s.'~·· ·; . 

. ·.· ...• :~ · .. :'. ,,;:;.J:;',,'.'_: ... ~/ffé~~f l:!-·:;'.:·:~;;y'.;:;}~.· 1~>;.. . .... 
4.1 Proposición. Si pes I/"ª carga po:!itiva "°'·ácotada• '!" /i'l_á~~~br~ de s11bc01y1111tos e 

'._\:'· 

i) ~;::;:;··_<" " --
., --

ii) 

iii) 

iv) 

µ(A~~) ;;, ~¡{.i,i~fa(iij';°l'.;J_-('¡) -kt;,(B).E11 particular, para cualquier A en, 
- ·. >. ·:. ~ ':. '<;::-·::·.5-":,·:;(~:~~~/~\){l:. ;:'.'">.:<~ ~; -~·. 

v) 

µ;(A)+ µ.(AT:o µ.;(A)+µ;(Aº) "' µ(O). 

vi) Si µ d~ji;1idd ;·~,;)~;,J"-~}gJhfa :· tF de s11bco1y1111tos de n, es 1111a carga positiva 

PnÚM;, ... ~~'. t~f J~if !~:=/qui" e e F, µ;(B) ' µ ~) ' ~(B) 
(i) y (ii) se siguen de'c¡ue µes úria'cárga positiva definida en e. 

·. _·_, .;<:.::.O_'~,-~,,:~-.:};:,,~~;':.,~:t{d:~:~<\~f~;;,j~-~\'•:'.>,>'_· -'. '·, : __ . ",. 
(iii) - Sean C~ y c::,e t!ctalés. que C'.cAy C"c B, entonces (C'nC") = 0, 

<'.-.:-. : ;,-';~,:>::::(~.-~-r.1:_-i~",_i~'i:;' .. ¡v.;;:'.·,'.':',;.<'. .,. : , ·:- .. ,.·"': . ., . · .. -. ,· ': . , 
(C'uC';)c(AÜB).'yjíor;íáflto ii(C:) +' fi(C'') = µ(C' u C") s µ;(A u B). Tomando 

:;~:tii~.·.:.:.~: .. ·.~~.l,~~~~~¡i;i~E:::. ce··' 
. ':,·:·~:... ' - -- -· -

µ(C' ~. C") s µ;(A) y µ(C'),;,, µ(C'-' C") + µ(C'r.c'') s µ;(A)+ µ(C"), 

esto es, ¡.t(C')'s µ;(A) + ¡Í(C"). Tomando el supremo sobre C' obtenemos que: 

µ;(AuB) s µ;(A)+ µ(C"). 

Tomando el ínfimo sobre C" llegamos a que: 

µ;(AuB) s µ;(A) + µ.(B). 

- Ahora probaremos que µ;(A) + µ.(B) S µ.(AvB). Si µ.(AuB) = oo se cumple la 

desigualdad obviamente. Supongamos que µ.(AvB) < oo y sea C"e e tal que 

(AuB)c C" con µ(C") < oo. Entonces para cualquier C'c A, C'c n; como B está 
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- 4, UNICIDAD DE LA EXTE~~~¿N JE CA0RGAS C• · 

contenido en (C"~ C'); tenemos que µ.(B):s->µ(c·i~·~i)?µ(t~·)_;µfo;), lo qÚe es lo 

mismo, ya que los té~inos son finitos,• µ.(sr+:·µ(t•):~;~(t"j/ToOlando et. ínfimo 

sobre e·~. se tiene que µ.(B) -Í- µ(C') s µ;;(~:2/~fy·d~sp~~~;;1 su~r~nlosobie C', 

obtenemos la desigualdad deseada: .· .. .•... }.--,~~: '.;,:·: U • · ...• ·.·. ' -~ -- . _· __ · 
- Si µ,,(A) = e.o ó µ,,(B) = e.o entonces -s~ ~u:ii~t~-~~~ ~(A u. B

0

) s µ.(A) + µ,,CB). 

Supongamos que tanto µ.(A) como µ.(B) ~ci~':finitos. Sea~ e' y C'' -~ e t~lesque 
A e C' y Be C", entonces (AuB)c (C:'uC;·;);·po~~antci:' . . -

µ.(A u B) s µ(C'u C") s µ(C') * µ(C'')/ 

Tomando. primero eÍ i~fimo', sob;e :'e•::>· A y .entonces· él i~fl~ó:;~~~~e ·c·~s. 
Ób.tenemos que ~(A0B) ;S ~(A):+:- ~(B)~: · ··~<'~:~'.~· '·1':~':,, 

(iv) y (v) se siguen de los incisos anieri~i~s (~er el teo'rerr;~ 3.;:s) 
. ':. . . , . : ' . . . ,., .. ' '.'·' ,-~ ..... · .. , ,, ... . ' ._ . 

(vÍ) Supong~mcis qúe existe Be :F, taiqGe ji (B) < µi(B). Entonces existe e e e tal que 

e ~-By ji(B) ~ µ(C) = µ (C); lo que~co;ntrn~i~eq;u~ µ sea cárga p~siÚ~a. También, si 

exisÍe De 3" talqúe ~CD); µ.{I)), e~i~t~¿ E~ t~l que e~ D y µ (D)> µ(C) = µ (C) lo . . . -

--, . ; : ... - ·:·.~.·- ~~-F·:.·-~.1.-· . . -'-.' .. :_,~:~~~ <'-' 
que contradice que µ . sea :cargá-positiva:: ·.·· ii e · . - .. --· ;' '//~:'.> ... '<:;,~:'\:--;:· .. ;::.~-}·.-. _:,', .. 

4.2 Proposición •. Si }J e~:'!!,JTa~~~ i1~itiva (acotada o 110) e11 1111 álgebra de co11j11111os e 
de 1111 conj;mto .n, /\ .Jl,:'87~ifld~~ ''stibco11j11111os de n que satisfacen fa~ condiciones 

Ac e, Be o, e n ~ = 0:r2;!ri ~ ~ .. e111011ces 

µ¡(¡ ~'~),; it°(A.) ~ µ¡(B) y µ.(A u B) =µ.(A)+ µ.,(B) . 
. ' ,;··~· '" . ,. .... ' . . 

Prueba. Si µ¡(Au8) es 0

finito~ la primera desigualdad se sigue del caso en que µ es acotada, 

ya que como µ¡ ~s i;'{~~Í~~i~.;J'¡(A} y µ;(B) son finitos (ver et teorema 3.3.2). Supongamos 

que µ;(Au8) =°_.;,/~~t~~~~s ~ara cualquier k > O, eKiste E e (A u 8) tal que E e e y 
·",_ 'f};..?'"···· » 

µ(E) > k. Por tantO ti::nem.os que 

k < µ(E);;; iiCE n(CuD)) =µ(E n C) + µ(E n D) s µ¡(A) + µ;(8) 

ya que (En C) e A y'(E r, O) e B. Como k >O es arbitrario, se sigue que 

µ;(A)+ µ¡(8) = e.o. 

Análogamente, si µ.(AuB) es real, también lo son µ.(A) y µ,,(8), puesto que µ., es una 

función creciente. Entonces la segunda igualdad se prueba como en el teorema 3.3.2 .Si 
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::·, ( -. 0:.>:;~;~\~~~;t~~1~~Y<~1~t!f T;~~8~f~Y-~t~~~;:~}~.;:~~::t~:~: · -·~~;~,~~~ ... :.· ~: ·:: -
•:4¡, uNICIDAD DE LA EXTENSIÓN DE CARGAS ~º 

.,:.-;_~}·.>~~~ '(-s:;,~~~ ~~::·'(;··-~·;~ -u;~·:: __ -. 

~~:~::,::;.:3~~l~i~láitml:~¡~rlf:~'.'If r~= ~. Pm 

4.3 Teorema; · Sea. e .te 1111'algebra "de 'l'11bco11j1111tós de. ú11.co1y'1ii110. n::.·sea µ _'ima carga 
. . _; :·x~.:){SF;f :i~;~.-;::·:~ ~:~-:~{:",'.d:':~~,~~-· . .,·:~·:q:;-:~ -;·;y~.~'.{:~~~{¡;::~f'.:;~/:\;~:~~~i: ·:-:{~ \'·":;/~¡::;_:¡:_~~:., ~~-,~ Y:~~.-,~.:+'.·_:.:> , ·. ·(·:/: · · ". · ·. 

positil'a acotada 011(1 acoia~a·en t!.'~ea'A Cn la/ que A~.'<!, Sea :F(e.;A)Íil álfebra más 

;:::~:i:,;~~~~i4i~i8~:f~ú'~~~"f$~'.;;{¿.·A¡ 
Prueba. La prueba de.este teorema'es I~ m1sma'como la usada en el teorema 3.3.3 del caso 

M qüo µ~ :tt~~li~¡¡f :"~~ludo• pmp~icioo" '"~rio= • 

En· el s1gu1ente ·teorema\,veremos;.las condiciones que aseguren la unicidad de la 
':. :.'.·:·:: <~\~·'..:.-];.;J;';:é;'. ;'."'-{ 1~i';;>.;,~:;:9.f·_:_:·~'.; :· .. ,.,_ 

extensión de uriá;earga'pbsitiva· en ·un· álgebra e de subconjuntos de un conjunto n al 
, .. .,, -~· ,,,. .. ·.,-·-·'' '/'~~>: " :'. . 

~~~:i~1ilf ¡~¡;7;z:¿~;~f~t:~= 
exte11sióndeµ si ysó/O's¡:·~ :, · ... ··.·. · .·: . .·• , .,.,:;·'.;e·. 

µ¡(C 0 A)~:ttcc ~ ..\) ·.y. µ.(C n A')~w¡(C n'A°).~r~ todo e E e. 

(Recorde,mos. q;Íe µ;&;)';.; ~;(D n A) + µ.(D ~A°), ii2 'cri)7;;,·'µ¡(0 A Á ~ + µ.(D n A), están 

· defl1!,fdas;éJr¡; tod~ Den :F(e. A).) 

-,·pf~t~/J¡,. -·~:; ','. " 
.. ~) ~orno. se ~ota en el teorema anterior y en el teorema 3.3.3, µ, y µ2 son extensiones de µ, 

.siendo ésta acotada o no, por lo tanto, si la extensión es única, hallamos que µ1 = µ1 . . . 

Éntorices se tiene que µ 1(C n A)= µ2(C n A) para .todo C e e. Pero por definición se sigue 

·: ". :_.. 

µ;(C n A)= µ1(Cn A)= µ2CC nA) == ii.CC n A) para todo C e<!. 

Y por otra parte, µ,(C n A°},;;_ µ2CC nAé) ~;~a t<Ído Ce<!. Asi que de la misma forma ,- . -·.,. -~... ' . 

µ.(C n A°}.,; µi(C0".~')~µ~(c AÁ') = µ;(C n A°) para todo e e e. 
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lo que garantiza la unicidad de la extensión. • 

· En el caso en que µ sea una carga positiva acotada, las condiciones anteriores del 

teorema anterior se simplifican, como lo muestra el siguiente teorema. 

4.5. Teorema. Sea e un álgebra de subconjuntos de un conjunto !l. Sea µ una carga 

positiva acotada en e. Sea A e Q tal que A¡! e. Sea :F(e. A) el álgebra más pequeilo en Q 

que contiene a e y A e :F. Entonces son equiva/e/l/es estos enunciados: 

a) La extensión como carga positiva deµ a :F(e. A) es única. 

b) µ;(C n A)= µ.(C n A) y µ.(C n A°)= µ;(C n A°} para todo C e e. 

c) µ¡(C f"'A)= µ.(C n A) para todo e E e. 
d) µ;(A). = ).1.( A) . 

. e) ,li(A°) = ).1.(A) y µ;(Ac) µ.(A°) . 

. ·Pn1eba. 

: (a)<::::> (b) se sigue del teorema anterior, mientras que es obvio que (b) = (c). 
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· · · c~·.j.·UN1cmAo DE LA'EXTENSIÓN DE CARGAS 

~:~ :';:;~·':]:t~~i~~w~~~;:_.::,: :;:~ , .. 
entonces por i'.l h!p,ót~~i~ s~)ien~.qu~ µ;(A') = ii.(A "). 

Por últi;,,~ vcii;.,~s~ue {e);;; (b). Por la proposición 4.2 sabemos que para cualquier C e e 
·'~;(..&_5á:'µ;(A0 é +µ;(A n C°) y µ.(A)= µ.(A n q +µ.(A n C°). 
- .,.,- .. 1:., :,· . ' ,-" 

ya que (C r\'Á)c: e, (C° nA)c: C° y c·r. e•= 0. Además sabemos que: 
·' :· '. --, ' . . . - ' 

. . µ;(C nA) s µ.(C n · y: µ;(Cº n A) s µ.(Cº n A) 
:;-·-

· entonces, como: 

. ·.· µ;(A n C)+ µ;(A n Cº) ;=µ;CA) ,;;,·µ.(A)= µ.(A n C) +µ.(A n C°) 

y ya queµ é~finita, se sigue que: 

µ;(A n C) = µ.(A ri C) y µ;(A n C") = µ.(Á n C°} 

para cualqUier C e ·e. · • 

. 4.6 Ejemplos. Si la carga µ no es acotada, los enunciados del teorema anterior no son 

siempre equivalentes. Veamos algunos ejemplos. 

l. - Sea fl = N u{ cxi} y sea e = { Ac: fl; A es subconjunto finito de N ó Aº es subconjunto 

finito de N } . No es dificil hacer notar de la definición de e que éste es un álgebra sobre n 
y que µ es una carga positiva en e. si µ está definida para todo C e e. como sigue: 

µ( e > = ICI si e es finito 

= oo si C no es finito. 

Observemos que si A= N, entonces A E e así como µ;(A) = µ.(A) = cxi; sin embargo se 

puede mostrar que µ;(A°)= µ;({cxi}) =O Y. µ.(A°)= µ.({co}) = co. Por lo tanto, siµ no es 

acotada, no sucede que (d) implique (e). 

De este mismo ejemplo, veremos también que aunque se cumple (d), esto no implica (a), 

es decir, que la extensión de µ a :F(e. A) no es única. Por la proposición 1.3 sabemos que 

:F(e. A)= { (C' n N) u (C" n {co}); C', C"e e} 

= { e e: n; e finito o e• es subconjunto finito de n} 
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·/~·,.._~-! ' . 
'--~:: .. : _;/:~;:· ;-

por lo que ¡j¡{iea~éíite r.ésta .definir. la 'carga en (co). Si. se de,fir1en µ1 y µ2 en :F(e. A) 

. extensióiies de µ; co.rio Jfr{oéi }) = 1 ·y µ2( { co}) = 2, obtiin~~os dif~rentes cargas positivas 

2.- . Sea Q = Ry e el 

0

álgebra que resulta de tod~s Iás ui{ione~finitas de los conjuntos de la 
·", ' • _! ,· '·, ·' . ' ' :· - .,, • -::·· . --•.. 

romia: 
(a,b], (~ ~; b], , (á; .f:é:Xl);\ (~ oo, + co). 

:-· .. _,,' ', -· ..... ' , .,, , . ·.' .. . . ··: . 

do11de a y b son i{úmeros reaies y,~sea µ:la ia~gá positiva en e tal que µ((a, b]) = b - a; 

mientras que( .''>E;~:~~:·-:~:;y;'~.{;~I:sN:,1Jj.~%3~. , . : .. · .. ·.· .. · 
•! \,O,, • µ((-.co: b]) =<µ((a;+ co)) = µ((- co, +co)) ~ +_co. 

·•?0;~f ~1~1if~!~ll~lt~~~~~i~~Í?~;L Do lo 

. que i{o lléc~~;;'ri~ii';~~¡¡:(~j·j~~ifca (í,j en i:I teorema anterior si µ no es acotada . 
. <· -_-,_··. ·: - ~.: '·."·<~:···'':--;~~-~·,_:_;~~:~~¡~> ~!~·~··:¡-' . .- .:· ,: ' . -

. -.::-:~ -:~ ': :,. 

Además d~· las -~xt~il~io~'í;s de la forma en como se mencionan en el teorema de t.os y 

Marczew~ki, ~xist~h ·~;~c,~··tlpos de extensiones de cargas positivas definidas en un álgebra. 

Obse~emo~ ~I si~ie~;~ ej~mplo. 

3.- Sea Q = { 1, 2, 3, 4}, e = (0, n, (1, 2}, (3, 4}} y A= {2, 3}. El álgebra :F(e. A) es 

entonces P(.i;:i). Supongamos que la carga positiva µ está definida en e como sigue: 

µ(0) =o, µ(Q) = 1, µ({l. 2} = V:z = µ({3. 4}. 

Sean µ1'y µ2 las funciones definidas en el teorema 3.3.3, esto es: 

µ1(C)..; µ¡(C n A) + µ.(C n A"), µ2 (C) = µ¡(C n A")+ ~(C n A), para C e P(Q). 

Asi que, para encontrar µ1 y µ2, basta con conocerlas en los unitarios {l}, {2}, {3}, {4}, 

con lo que tenemos lo siguiente: 

(1} 

o 

{2} 

o 
(3} 

o 
{4} 

o 
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'4. UNICIDAD DE 1.;A EXTENSIÓN DE CARGAS 

Como ~mos en e; capitJ11°lnt;J!r.·~~:J:f:J~!;:Í11'"~(ten{¡L d~ . µ en P(!l) es una 

combinación convexa d~· µ,tªit e: 1d~c;i:~,~~~i•.lfü~~(~:~'; 1 
~<······ . 

Por tanto tenemos:· • -~· j .. /< .,~. 
.,·· 

{2}. , . : <.~} : 
.,P~>12 . . ,,/<(~aF2 

',:"· 
a/2 

:.:· ~·.:,,.'. :>). 

Si definimos,µ oíra carga pósÍiivii e~tensión de\i en' P(Q), ~~mo se indica: 

{I l {2} {3} (4) ;' 
" 

µ e V. e c d ~-d 

tales que.e, d e'[o, v. 1 y que c + d"" v.. entonces podemos notar que µ es una extensión 
. . ', .... 

deµ en P(!l)pero qué no es del tipo deµª. 

'.•En'.los teoremas anteriores hemos analizado la unicidad de la extensión de una carga 

positiva en el álgebra e al álgebra :F(t!. A), donde A i!! e. Usaremos estos resultados para 

determinar la unicidad de la extensión a un álgebra :F que contiene a (!. 

4.7 Teorema. Sea e un álgebra de subconj1111tos de un conjulllo !l. Seaµ una carga 

positil'a en (! y sea :F algún álgebra de subconjull/os en n tal que e e :F; entonces la 

extensión de µcomo carga positiva en :Fes rínica si y sólo si: 

µ;(A) = µ.(A) para todo A E :F. 

Prueba. 

=>) Sea A E :F - e y supongamos que la extensión µ de µ en :F es única, entonces lo 

mismo· también sucede en :F(e. A). Entonces por el teorema 4.4 se sigue que µ;(A) = µ.(A). 

Ya que A E :F - e. es arbitrario, se sigue lo deseado. 
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; ':\fü~;~\~;~~~~~t~j'~i~~1i~&ff~~¡:~r:'.if>'i '{\~r!}c rr} :1J::.~ • .. ··, ' .· " 
,-: .. :< '4é'UNICIDAD DE LA EXTENSIÓN DE CARGAS· 

,'..·' 

, .. . - :.'~:r;:1~JI'Ji~\,;if§0: 'f8~~:1 '.''in~ '': . . . .... ;' _ 
<=) Sea.µ una :extensión de ·µ'en• 3'" como carga positiva;• Entonces como vimos en 

proposició~ ti. ~~~~) 1~ i (~;-~y~t\) p~ra, ;odo. A .~ · .?'"~ y de. ~cuer~o :á_ nuestra hipótesis, 

se sigue que la extensión es única. • ' 

De .los resuhados anteria'r~s te~emos est.e importante corolario .. 

·::·:.:'. :'_.-· ''.::·• . 

4.8 Corolario. Sea t!•' 1111 cllgehra de s11hco11j1111tos de 1111 c01y11i11ó. n:seaµ 1111a carga 
J.;, __ .. , •. ··;· <.' . :,~·~··, 

positim acotada défilÍida i!11 e. Si.?'"= {Ce fl; µ¡(C) := ¡i,,(C)}, e11tó11ces :F,es'tiú álgebra· 
. ..,::: .::_::\;~ .. _.;: ... ··--~-:-, .·.. ' . - ' : . "·_;_· :':;··-~:---1~~~->,-:·'1:.:~:.<·_·:::'..:·:.:·,:·0f.>.- ... ·-

de s11hcm¡j1111tos qtie n:que 'co111ie11e a e. µtiene ""ª IÍ11ica átensión có'nío carga positiva a· .. 

.?'"y si e ' es1;;, ci1i~Hlí ~/l;h t~I ~ue t! e e ' y µ ;ieiti/ 1lí~~;,~i,\j~~~~:1~~;.~}~);- ¿g~;~ ~~rg~ 
positimae,_:::if:.tr(;~~1¿.j,;~:~~;:e./:.:-.·1 .'·:•' •...•..•... ,.y.f.~fG:)'.j'i~tQJ~;*~,:;~,'jC-·,··.... ..··.· 
Prueba . . De táproposicióñ'A:I'(ii) se sigue t!.'C::ir.·Asl qüe:es 'claro que'0 'y n E.?'". Sean 

... •~.•y ~.·· s~~+H{~~;~~~~~~~~"j~tt.~~~~#~iibh~fa\~.h~~; i ~~) .. De I~ proposición 4.1 (iii} 

se sigue qUe·µi(N.1.YB);.;;µ.(A'iv•B};"por'lo que' :F'es cerrado bajo uniones finitas. Del 
, - .~-:-::·-·- /:-.-.¿:_:_,~'.:t~~~~~-/~~:{~Vl:t~~·;f~~~~·~,~<~~~~·.(:)':t/: ::.>> -·-.-,--- .. ·- . --. 
teorema ,4.5 ~~; Slg.~e t~~bl~nqu,~ .37" es cerrado baJO complementos, por Jo tanto, 3'° es un 

álgebra de n: :¡;ª ~fi~~~iÓ~\:e~t'iirite se sigue del teorema anterior. • 
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