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Puntos de Fuga 
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lls mangcrent et furcnt tous rassasiés, et ce 

qu'ils avaient eu de reste fut emporté: 

douze couffins de morceatLx. 
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Introducción 

En 1!)70 Robert Solovay publicó un artículo bajo el título "Un modelo de la 
teoría ele conjuntos en el que todos los conjuntos ele reales son Lebesgue medi
bles": cout raviniendo, al menos en apariencia, uno de los principales resultados 
de teoría de la medida. Recordemos que en 1!)05 Giuseppe Vitali había demostra
do la exist cncia de conjuntos de reales que no son Lebesgue medibles mediante 
el axioma de elección. Ya desde entonces el propio Lebesgue, que creía haber 
encontrado una forma de medir el tamaiio geométrico de todos los conjuntos 
de real0s, ,.,,ía con recelo el uso del a.xioma de elección para la construcción de 
conjuntos. Sin t•mbargo, aunque el ejemplo de Vitali hacía un claro uso de dicho 
1Lxi0111a, 11<> había la certeza de que fuera condición necesaria para la existencia 
ele c011juutus no Lebesgue medibles, ya que las mismas propiedades de la medida 
podían s<'r 1111 factor determinante. 

El interés por identificar qué era exactamente lo que deshacía la ilusión de 
Lebesgue cleri\'ó en la formalización y depuración ele Jos vínculos entre la teoría 
ele la medida y la teoría ele conjuntos, que incluyen puntos de encuentro con 
la teoría de grupos y la topología. El presente trabajo quisiera dar fe de esa 
compleja relación pasional que tan hermosos resultados, como la paradoja de 
Banach-Tarski, ha ciado. 

La t·esis se ha dividido en dos partes. La primera mucho más cercana a la 
teoría de la 111eclicla y el análisis matemático y la segunda a la teoría de conjuntos 
y la lógica matem>ltica. Sin embargo, puesto que uno de los objetivos de la tesis 
es justamente mostrar que esos límites son difusos, sería más adecuado decir que 
los res11lt.ados ele la primera parte demuestran la relevancia, para la teoría de 
la medida, del teorema de Solovay, cuya demostración se basa en una compleja 
red de resultados de la lógica que se presenta en la segunda parte. 

La explicación sobre cómo es posible t.ener un modelo de la teoría de conjun
tos en ,,¡ q110 tnclos los conjuntos de reales son Lebesgue medibles se deja para 
el último eapít ulo de la tesis (Capítulo G). En él se expone el método de Forcing 
que introdujo Cohen en 1963 para demostrar, entre otras cosas, que la negación 
del axioma de elección es consistente con el resto de Jos axiomas de la teoría de 
conjuntos. 

V 



VI INTRODUCCIÓN 

Por otro lado, a pesar de su titulo, el artículo de Solovay 110 sólo se refiere 
a teoría de la medida, sino que incluye resultados intl!resa11tes respecto a la 
topología y cardinalidad de Jos conjuntos de reales. En el Capítulo 5 se analiza el 
significado y relevancia de éstos. En particular, se discute In propiedad de Baire 
y la propiedad del conjunto perfecto. Asimismo se ve que <'ll el modelo de Solovay 
son válidos algunos resultados fundamentales del análisis 111at<'1J1iÍlic'o co1110 el 
teorema de Heine-Borel y algunas hipótesis como la del co11tinuo, que se suelen 
aceptar en la práctica matemática cotidiana. Sin embargo, para entender ele 
manera más profunda el valor del trabajo de Solovay para el awílisis matemático 
es necesario presentar Jos problemas que acompañaron el nacimiento de la teoría 
de la medida, lo que establece el puente con la primera parl<' de la tesis. 

El problema de cómo generalizar la noción ele Jongit ud es el punto ele par
tida de esta tesis (Capítulo 1) y aunque este trabajo est.ü muy lejos ele ser un 
recuento histórico de dicho problema, sí podemos decir que uno de sus objetivos 
es mostrar que el lazo que ata los resultados que presentamos es el intento por 
resolver el problema de la medida. La solución sugerida por Lebesgue es un 
eslabón central en esta cadena, no sólo porque a ella se refiere el artículo ele 
Solovay, sino porque es la única forma de medir adecuadamente los conjuntos 
borelianos. Es por ello que en el Capítulo 3 se demuestra la unicidad de la me
dida de Lebesgue y se incluye una construcción que permite entender por qué 
dicha medida extiende la noción ele longitud. 

Por otro lado, en Jos Capítulos 1, 2 y 3 se presentan tres conjuntos no medi
bles (Vitali, Banach-Tarski y Bernstein) construidos sobre la base de un buen 
orden para los reales. En el Capítulo 2 se construye la medida de Banach, que 
junto los conjuntos anteriores permite ver que ninguna de las propiedades que 
se le piden a una medida en el contexto euclideano sou condiciones necesarias 
para tener conjuntos no meclibles. 

Los teoremas de Ulam, que se presentan en el Capítulo 4, establecen un 
vínculo entre la teoría de conjuntos y la teoría de la medida que, a diferencia ele 
Jos resultados de los capítulos anteriores, va más allá del 1Ddorna ele elección y 
pone en la mesa de discusión la relación entre cardinales inaccesibles y conjuntos 
no medibles. Lo interesante es que dicha discusión es punto de partida del trabajo 
de Solovay y, por lo tanto, un nuevo enlace entre la segunda y la primera parte 
de esta tesis. 

Finalmente, cabe señalar que aunque los resultados de la primera parte de 
la tesis se incluyeron por su vínculo con la existencia ele co11j11ntos no medibles, 
tienen valor teórico propio. Algunos porque nos enfrentan a parndojas que re
quieren ser aclaradas, como lo es el caso de Ja descomposición rígida ele una esfera 
en dos esferas del mismo tamaño, pero otros simplemente porque nos muestran 
Ja aplicación de algunos resultados importantes del análisis matemático, como el 
uso del teorema de Halm-Banach en Ja construcción de una medida fiuito-aditiva 
definida sobre toda la recta real y conocida como la medida de Bauach. 



VII 

La tesis incluye cuatro apéndices. En el primero se demuestra que aceptar 
el a.-xioma de elección significa aceptar que para todo conjunto existe un buen 
orde11, c11 particular que existe uno para el conjunto de reales. En el segundo 
se demw•stra que un conjunto "totalmente perforado" no necesariamente tiene 
medida cPro: <'S decir, que hay conjuntos densos en ninguna parte con medida 
posil i,·a. El 1 <'1-ccro contiene detalles técnicos relacionados con el teorema de 
!3anad1-Tmski. E11 el último apéndice se i11duyen algunas reflexiones sobre las 
preguul '" cp 11• quedan abiertas respecto al teorema de Hahn-Banach y el artículo 
de Solnvny. ptws con esta tesis se confirma que se cumple el análogo del teorema 
de i11complc•l 11d de Godel para la teoría do titulación: "No todas las preguntas 
sobro 1111 tellla se pueden responder e11 una tesis". 



VIII INTRODUCCIÓN 

Notación y convenciones 

ZERMELO FRAENKEL (ZF) 
Axioma de Existencia: El conjunto vacío existe. 
Axioma de Extensionalidad: Sean A, B dos conjuntos. Si Vx(:i; E A <-----+ 

x E B) entonces A = B. 
Esquema de Axiomas de Separación: Sea P(x) un propiedad de x, 

entonces para todo conjunto A existe un conjunto B tal que B = { x E A : P(x) }. 
Axioma del Par: Sean A, B dos conjuntos, entonces existe un conjunto C 

tal que C = {A, B}. 
Axioma de la Unión: Para todo conjunto X existe un conjunto UX tal 

que y E UX si y sólo si y E A para alguna A E X. 
Axioma de la Potencia: Para todo conjunto X existe un conjunto ¡<>(X) 

tal que y E p(X) si y sólo si y~ X. 
Axioma del Infinito: Existe un conjunto A tal que 0 E A y 'Vx(x E A = 

xu{x}EA) 
Esquenms de Axiomas de Reemplazo: Sea P(x, y) una propiedad tal 

que para todo x hay un único y tal que P(x, y) se cmnple, cut.onces para todo 
conjunto A, existe un conjunto B tal que B = {y: 3x E A tal que P(:i;, y)} 

Axioma de Regularidad o Buena Fundación: Para todo conjunto no 
vacío A existe y E A tal que 'Vx(x E y -> x rf_ A). 

Observación 1 ZF tiene una cantidad infinita de axiouw.s, yn r¡uc f!'I/. lo" casos 
de separación y reemplazo por cada propiedad, respecto n los conjuntos, que se 
pueda expresar mediante una fórmula del lenguaje de ZF hay un a~i:ioma. 

VERSIONES EQUIVALENTES DEL AXIOMA DE ELECCIÓN 
Axioma de Elección (AE): Para todo conjunto ele conjuntos no vacfos 

existe una función de elección. 
'VA('Vx E A(x # 0) = 3f tal que f es función, dom(!) = A y 'Vx E A, 

f(x) Ex). 
Existencia de un Conjunto de Representantes {ECR): Para toda 

partición existe un conjunto que contiene uno y sólo un elemento ele cada 
pedazo. 

Principio del Buen Orden (PBO): Para todo conjunto existe un buen 
orden. 

Lema de Zorn: Sea A un conjunto no vacío parcialmente ordenado medi
ante la relación <A· Si toda cadena C ~A está acotada en A entonces hay un 
elemento rnaxirnal m E A con relación al orden <A· 

VERSIONES DÉBILES DEL AXIOMA DE ELECCIÓN 
BOflt = Existe un buen orden para los reales. 
ED =Elección dependiente. 
EN =Elección numerable. 



TEORÍA DE CONJUNTOS 
O R = clase ele los ordinales. 
CAR = clase ele los cardinales. 
w =No= INI. 
p(X) =conjunto potencia de X. 
Ac = complemento de A (que por lo general será con respecto a IR). 
(A,<) denotará el conjunto A ordenado por la relación <. 
Un conjunto A es Numerable si 3 f: A -+ N tal que J es biyectiva. 
Un conj11nton A es Contable si es finito o numerable. 
Un unitario es un conjunto con un sólo elemento. 

ANÁLISIS MATEMÁTICO 
e= llP!I. 
1,, = {(11,/1): a,b E IR}. 
Si A e:;; IP! 1 .1· q E IR entonces Atrasq = { x + q : x E A}. 

IX 

Si fes 1111a f11nción con dominio X y ivl e:;; .Y, entonces detonamos con f l.w 
a la l'C'St ricción de f a l'vI. Es decir, f Lwes una función con domino M tal que 
l:/x E M f l.11 (:e) = f(x). 

LÓGICA MATEMÁTICA 
Si T es 11na teoría y a un enunciado: 
T f- n si y tiólo si "o: es teore1na de T". 
Sea L 11n lenguaje. 
Si A/ es 11na interpretación de L y cp es una fórmula de L: 
M f= .p si y sólo si "cp es verdadera en Jvl". 
ssi = si y sólo si. 
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Parte I 

El problema de la medida 

1 





Capítulo 1 

El tamaño de un conjunto 

La nocióu de lamaiio de un subconjunto de Ja recta real ha sido uno ele Jos 
conceptos más conflicti\'OS dentro de la historia de las matemáticas y, en parti
cular, dentro del análisis matemático, pues de ella ha dependido la clasificación 
ele las funcioues integrables1 • En términos generales, podemos decir que existen 
tres formas de considerar el tamaiio de un conjunto de Ja recta real. 

La primera, que en realidad es comün a todos los conjuntos, sin importar 
si sus elementos son nümeros o calcetines, tiene que ver con Ja cantidad de ele
mentos que un conjunto tiene. Sin embargo, esta forma teórico conjuntista de 
referirse al tamaiio de un conjunto, que se conoce como la cardinalidad, no per
mite una buena clasificación para la teoría de la integración de los subconjuntos 
de la recta real. Esto es porque, por un lado, hay conjuntos que pueden tener 
la misma cardinalidad pero ser muy distintos en cuanto a tamniio geométrico, 
como por ejemplo los intervalos {0,1) y (0,2); pero, por el otro, y quizás esto es lo 
más importante, hay funciones que a pesar ele tener Ja máxima cantidad posible 
de discontinuidades (es decir, tan las como los reales) son Riemann integrables2 • 

En un cierto sentido es afortunado que las condiciones de integrabilidad no 
dependan de argumentos de cardinalidad, pues de otra manera estaríamos con
frontados con el problema de determinar cuáles son las posibles cardinalidades 
de un conjunto cualquiera de reales. Lo que no es de ninguna manera trivial, 
pues se trata ni más ni menos que del problema del continuo, que no es posible 
resolver desde ZFE3 . 

1 Estnhlel·er n'uno podfn st~r d t·ouj1111t.o de <liHco11t.i11uidnduH de mm fu11ció11 de 111m1crn que 
úst n í1wrn i11t c~g,ral•le se COJt\'irl hS e11 1111 <lcsnfío i111port.m1t.e, tmhrc todo cmmdo In definición dr. 
f1111d1S11 <·01110 co11j1111to de pnrcs onh~11ndos clesplnz1S In i<lcn duque 1111n f1111ció11 dchín tener tllll\ 
cxprt?sit\11 maal<t iea. 01! nlii parti6 110 sólo el t.ralmjo d<! Lehm;~un, :-tino tnmhilm <!l <lu Cu.ut.01". 
Para 1111t"' <ll'tallt~s .\' rnfon?11dns l1ist<hirns1 vim.•H! IJn\\•kiu~s (12). 

-i Por 1~jt!l11plu, la f1111l'it'u1 carnctm·(stica cid co11j1111to clu Cn11lor 1 qtw t h!llC! e disco11t.i1111itlmles, 

IH!l"Cl C!S n it!lllHllll ÍlllCJ!,rnhl1!. 
a A111upw para los s11hco11j1111lus clt! wnlc!s Nt! collot't!ll 1 rc?N <·nnli11nliclncl1!s: fi11i10 1 llllllH!l"nhlt! 

.\' e, si In l1i¡>t'1t 1•sis tlcd n111t i11110 (HC) St! n•dan.zn, c11tc11u·c•s c¡11iú11 sal11! c111'í.11l11s cas11s 1111\s luiln·(a 
qw! 1.·cmsidc~nu. El trnhajo d1! Paul Colic11 cl1?jc'1 nhh~rtn t!sln lllt.imn posihilidncl, ni tle111ost.rnr 
q1w In llCJ!.IU-it'111 clc! llC <!S «011sistm1f.c! cm1 ZFE (\'cr CupCt11lo 7 ele l\111w11 {18] ). 
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.¡ CAPÍTULO l. EL TAMAÑO DE UN CONJUNTO 

Otra forma de pensar el tamai'io de un conjunto, pero que tome en cuenta ca
racterísticas más específicas de la recta real, es mediante conceptos topológicos. 
La idea es clasificar los conjuntos de acuerdo a su densidad. En este caso se tienen 
básicamente tres tmnmios: el de los conjuntos densos en ninguna parte, el de 
las uniones numerables de densos en ninguna parte (conocidos como conjuntos 
de primera categoría) y el resto de los conjuntos (conocidos como conjuntos 
de segunda categoría). Esta forma de considerar el tammio permite diferenciar 
conjuntos que tienen la misma cardi11alidad pero 110 la misma densidad, como 
es el caso del inter\'alo (O, l) y el conjunto de Cantor·'. 

Cabe smialar que los conjuntos densos en ninguna parte, como el de Cantor, 
son por definición conjuntos tales que el interior de su cerradura es \'acío. Esto, 
en términos más intuiti,·os, quiere c!Pcir que están llenos de hoyos. Parecería 
natural esperar que el t amaiio geométrico de los conjuntos densos en ninguna 
parte es absolutamente despreciable y, por lo tanto, que la separación entre con
juntos de primera categoría y conjuntos de segunda categoría permite distinguir 
a los conjuntos que, por decirlo de algün modo, son geométricamente nulos de 
los que no lo son. Sin embargo, como veremos, esta aproximación topológica no 
permite ni siquiera esa sencilla clasificación geométrica. 

El hecho de que la recta real no sólo sea un espacio topológico, sino tmn
bién un espacio métrico, sugiere la tercera forma de pensar en el tammio de un 
conjunto. Hasta ahora nos hemos referido al lammio geométrico de una forma 
bastante intuitiva. Sin embargo, nótese que cuando hemos dicho que los inter
valos (O,l) y (0,2) no son iguales en cuanto a tamaiio geométrico, a pesar de 
serlo en cardinalidad y densidad, es porque se tenía en mente que sus longi
tudes son distintas. Esto seiiala el camino para la formalización de la noción de 
tnmai'io geométrico, pues lo que se quisiera es que la definición no sólo coincida 
con la longitud cuando se trate de intervalos, sino que preserve algunas de las 
propiedades geométricas que posee la longit.ud. En particular, que sea invariante 
bajo isometrías". 

Por otro lado, para la teoría de la integración la pregunta sobre el tamafio 
geométrico de un conjunto es especialmente relevante cuando se trata de los 
puntos de discontinuidad de una función. En ese sentido, si pensamos en la 
integral de Riemnnn, es importante que la generalización de la noción de longitud 
garantice que si el tamai'io de un conjunto es geométricamente despreciable, 
entonces se puede cubrir con una cantidad finita de intervalos tal que la suma 
de sus longitudes sea tan pequeiia como se quieraª. Esto explica por qué la 
noción topológica del t.ammio de un conjunto no permite distinguir los conjuntos 
geométricamente nulos de los que no lo son; ya que hay conjuntos, como algunas 
generalizaciones del conjunto de Cantor, que son densos en ninguna parte pero 
que no cumplen con la condición que se le exigiría a un conjunto de tamafio 

t íl1Tt1l·rd1~s1! que d 1·1111j1111t11 d1• Cn11t or s1~ olitic!IW pnrti1!111lo 1111 i11tm·vnlo e11 tres, rmuovicmdn 
d pc:tlnzo de! t!ll uwdio ~· n•pit it~wlo n•c·111sivn1111:11lci c!Sfn OJH!rnci<í11 sohrn los iuh~n·nlos <pw 
1p11!d1111. E11 In SP1Ti1"111 :1.a s1! (>l'l'Sl!llln la c·o11st.r111Tic'111 1·011 11u\s cl«:tnlh: . 

.'iT1u11hii~111·01mddn!-. 1·011111 l'I J.!,rllpo di' t nu1sfon11nd1111C!S ríAitlns. En IR.1 t:s d µ.r11po µ.mwnulo 
por Jns t rnsl1tdo11t·s ~· la ... rdl1•xio1H!S, 

"En <"11.\'0 1·ns11 st! tliC"c: cp11• c~I 1·011t1~11iclo c:x:tc!rior cid n111j1111to es c·c!l'o. 
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geométrico nulo desde la perspectiva de Ja teoría de Ja integración planteada 
por Riemann 7 • 

La pregunta que nos queda por responder es: ¿Se puede realmente generalizar 
la noción de longitud de manera que se tenga una definición formal del tamaño 
geométrico de cualquier conjunto de la recta real y que además satisfaga las 
necesidades de la teoría de la integración? 

1.1. Longitud y tainaño geométrico 

Para responder nuestra pregunta serfa conveniente comenzar con fonnalizar 
la idea de longitud de un intervalo, que no es sino una función lh: I'A -+ [O, oo], 
con ÍW!. el conjunto de los intervalos abiertos, tal que lh((a, b)) = la - bl. Lo ideal 
sería encontrar una función /L : p (IR 1 ) -+ [O, oo] que: 

{1) A Jos intervalos les asigne su longitud. Si I = (a,b) ~ IR1, entoi1ces 
/L(/) = la - bl · 

{2) Sea invariante bajo traslaciones. Sea A~ JR 1 y :e E IR1 • Si Atras:r 
{a+ x I a E A}, entonces /L(ALrus:r) =µ(A). 

(3) Sea finito-aditiva. Si A, B ~ IR 1 y A n B = 0, entonces µ(A U B) 
¡t(A) + µ(B). 

(4) Sea u-aditiva. Si B = U A;, con A; ~ IR1 y A; n Aj 
iEN 

entonces ¡L(B) = ¿: µ(A;) 8 • 
iEN 

0 si f: j, 

Definición 1 Diremos que una función /L es e:ctensión de lh si !'A ~ clom(¡L) y 
/L cumple con las condiciones {1} a (4). 

Nótese que para que una función ¡.t sea extensión de lh no se pide que 
clom(¡t) = p(JR 1), pues cualquier función que extienda la noción de tamaño 
geométrico a conjuntos más complejos que la unión de intervalos abiertos es un 
avance. Desde Juego que sería deseable tener una extensión de lh cuyo domino 
contenga a todos los subconjuntos de la recta real, pero no podemos asegurar 
a ¡¡ri01·i que sea posible tenerla. Nos referiremos a esta posibilidad como la 
hipótesis de la medida (Hl'vl). 

En principio, parecería natural creer que podemos referir el tamaño geométri
co de todo conjunto del espacio euclideano, pues justamente ocupa un "espacio". 
Sin embargo, la intuición no siempre tiene su contraparte formal. 

7 Dl! lwd111, 11i siquic!ra por la plantcnda por LdwHJ!.11l! 1 cpw sf permit.t! tllU\ cn11t idnd 111111w

rnhle dt! i11t C!l"\'nlos. 
t4 E:->l.n p1opic!dail ptwclc! pnrccc~r art.ifidnl, IH!l'o 1!s í111ulauw11tnl pnrn ext.cmder In noción du 

i11lt!~rnl. Por Pj('111plo, la íu11dc'111 cnnu:tc!rísticn d1! los radmrnlt?s (,,\'Q) 110 UH R.itrnu\1111 i11f.1?· 

g1nble, pues d i11fi1110 de la."i s1111ms s11pt?ri01·1!H dn ílit!1111u111 es 1 y el :-mprmno du ln.H snuui...; 
i11fori01cs t11! lliP111n1111 <!SO. Si11 1!111hnrgo, NÍ es Lt!IH!SJ.!.11<? iuteJ.!.rnhlc?, ¡uws c!H ÍJ.!.Unl n In fu11ció11 
n111sta11lc! <:t!l'o ex1.'.1 1pto t!ll Ql, 1pw til!IW 111rnlida t'1?l'o ~radns n In u-nditividncl dn In uwclidn ch~ 
Lt!ht!sgw•. Acl1•11uis In a-nditividnd dt! In 11wclidn c!sl1\ J>l"l!SPllfC! c!ll tcm·t!llll\S de co11vc!rµ,m1dn 
fu11dn1111!11falPs pnln ni lc~o1íu cl1! In it1fl!J!,l'Hci1í11 (\'l!I' S1!1·1·i111ws 2.2 Y 2.J de! Follnwl (U]). 
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Definición de medida 

Definición 2 Sea X un conjunto no vac(o, Una a.,-álgebra sobre 'X es un con
junto ü s;; p(X) tal que: 

1) X E '..l 
2) Si A E '..I entonces Ac E ~1. 
3) Si Vi E N, A; E ~·entonces B = LJ A; E '..l. 

iEN 
Estas propiedades indican que '..l es cerrado bajo uniones finitas y nume

rables, así como bajo la operación complemento!l. En lo sucesi\'o deriotaremos 
con '..1 a las a-álgebras. 

Definición 3 Sea\:\ <; ¡"(X). Una medida no trivial'sobre \.)' es una función 
µ: <;J· _,[O, oo): 

(1) Finito-aditiva. Si A, B E '..) y A n B = 0, entonces µ(A U B) = 1i(A) + 
Jt(B). 

(2) a - aditiva. Si B = U A; E '..!, con A; E ~l y A; n Aj = 0 si i .,¡, j, 
iEN 

entonces Jt(B) = ¿ µ(A;). 
iEN 

(3) No trivial. Existe A E '..I tal que Jt(A) > O. 

Con esta definición podemos plantear el problema de la medida de una forma 
más general. Es decir, quisiéramos saber si para todo conjunto X es posible 
tener una medida definida sobre toda la potencia de X o, lo que es lo mismo, 
si existe una función ¡1: p(X) -.. [D,oo] que cumpla con las condiciones (1) a 
(3). Podríamos referirnos a esta pregunta como el problema generalizado de la 
medida y a la respuesta afirmativa como Ja hipótesis generalizada de la medida 
(HGJ'v1) 111 • Desde Juego que el caso que más nos interesa aquí es cuando X= !R1, 

pero más adelante se podrá constatar que esta aproximación más general al 
problema de la medida arroja luz sobre la causa de Ja existencia de subconjuntos 
de la recta real no medibles11 • En particular, se podrá ver que la existencia de 
conjuntos no medibles no depende de las condiciones (3) y (4) que pedimos para 
que una medida ¡t sea extensión de /h. 

Por último, antes de abordar con más detenimiento el problema de la medida, 
sería con\·eniente hacer algunas observaciones respecto a la forma de considerar 
el tamaiio de un conjunto desde una perspectiva teórico conjuntista. En términos 
generales, podría decirse que la cardinalidad de un conjunto es Ja cantidad de 
elementos que tiene. Sin embargo, qué es lo que exactamente se entiende por 
eso es algo que depende de si se acepta o no el mdoma de elección. 

!I N<1tm.;1! que p(X) 1?s 11111\ u-AIW!hra. 
111 Estm; tlu110111i11a!'io1ms Sf! iuspirn11 e11 la hiptít1?sis tlel co11tiu110 (HC) ~·In hiJ><ít.nsis g;m1u. 

rnfürnda cl1!I cout.i11110 (HGC). 
11 P11cs n1111c11w 110 st! tic11t!l1 rt!st1lt.rnl<>S rns11ccf.o a llGr'\J, HÍ su f.ic:1w11 l'l!S11ltn<los t'l!HJJl!t:f.u n 

\'t!rsio1ws que (s11po11ie11do In liipt'1f 1?sis tlc•I 1·cmt i111111) C!Sf 1\11 1•11t rn 111\J ,\' f-IGl\J (ver Sm:d<iu 
~.!). 
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La forma más débil de pensar la cardinalidad es en términos puramente 
campa- rativos, en la que sólo se considera si un conjunto A tiene la misma 
cantidad de elementos que otro conjunto B (en cuyo caso decimos que son 
equipotentes), pero no pensamos en la cantidad ele elementos de A como un 
"nümero" 12 , pues para ello es necesario suponer el axioma ele elección. En ese 
sentido, si denotamos con c la carclinaliclad ele los reales, cuando se dice que un 
conjunto A tiene cardinalidad c muchas veces nos referimos a que existe una 
biyección entre el conjunto ele los reales y el conjunto A. De modo que, para 
ser más precisos, en lugar ele decir que A tiene cardinalidad e deberíamos decir 
que A es cquipotente con IR y así reservar la notación de e para el caso en que, 
suponiendo el axioma de elección, se considerP el cardinal de los reales como 
el 111íni1I10 ordinal con el cual es biyectable1J. Sin embargo, muchas pruebas, 
sobre todo ele auálisis 111atcm11\l ico, utilizau o demuestran simplemente que uu 
conjunto es equipoteute con los reales, al margen de si existe un buen orden para 
ellos o no (es decir, al margen del axioma de elección) aunque suelan manejar la 
versión más fuerte de cardinalidad. Un ejemplo ele ello es el problema del con
tinuo y la hipótesis del continuo que se pueden plantear sin suponer el axioma 
de elección l t. 

1.2. Conjuntos no rn.edibles: Vitali 

Regresando a nuestra discusión sobre si es posible tener o no una extensión 
de lh cuyo dominio sea la potencia de la recta real, a continuación veremos que 
si se aceptan todos los axiomas de ZFE es imposible tener dicha función. 

Notación 1 (IR, <R) denotará un buen orden sobre los reales. 

Definimos sobre el intervalo [O, 1) la siguiente relación de equivalencia ~v: 
V'x, y E [O, l)[:c ~v y~ 3r E Q(x - y= r)]. 
Esta relación, como toda relación de equivalencia, induce una partición del 

intervalo [O, 1). Es decir, tenemos una familia de conjuntos :F~,. = { C¡ }¡e/ tal 
que: 

1) [O, 1) = U C¡. 
iE/ 

2) C¡ n Ci = 0 si i # j. 
3) C¡ # 0 para toda i E l. 

Lema 1 La relación ~vinduce c clases de equivalencia sobre el intervalo [O, 1). 

l:.!E11 d cn.o;n de los couj1111tns i11fi11it.os1 los mí11wros cn11 lo!i qtw c<iut.nmos ~011 lo!i orcliualc..,., 
cpw son In J.!,mwrnlizncici11 de! los 11nt.11rnlt!!i. _ · 

t:t Calw :miialnr que hay ol rn fon11n 1 nclm111ís clu In oqt1ipoto11cin 1 de JH!llS1\I· el cnnlhinl de ttll 
c:o11j1111to siu 11snr nximua ele dc!ccióu, n111ic1t1c? cm use? c1\No :m .t.imm que StlJHUHH· d nxiomn d1! 
rn~ularidnd (vcff A111or (1) p. 58). 

l ·l Estas dos \'l!l"siuiws St? i111 rod11cm1 <m In Sm:cM11 G.2. 
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Para demostrar este lema necesitamos pri1nero demostrar que: 

Proposición 2 VC; E :F, ICd = No (Cada una de las clases de equivalencia C; 
es numerable). 

Demostración. Sea (IR, <11<) un buen orden. Sean C; E :F y (qn);::'=o una nu
meración de los elementos de <Q n [0, 1). Sea xo = mín<• C; 15 y lln = Xo + qn. 
Entonces { an }~=O es una numeración de los elementos de C;, ya que an-qn = x 0 • 

De modo que a 11 -,, xo y a 11 E C;. Por otro lado, si x E C; entonces x = x 0 + p, 
para alguna p E IQ> n [O, l). Asf que para toda :i: E C;, existe m E N tal que 
x = xo + q,... Por lo tanto, IC;I =No. • 

Ahora sí podemos dar la demostración del Lema 1: 
Deinostración. Como :F = {C;};e/ es partición de [0,1), entonces c = 2N11 

J[O, 1) 1 = 1 U C; 1 = máx{ 111 , No}. Por lo tanto, c = 111 (es decir, hay un cantidad 
iE/ 

c de clases de equimlencia) 1u. • 

Definición 4 Si nos apegamos a la notación anterior, decimos que un conjunto 
V es de Vitali si y sólo si 'VC; E :F 3x(C; n V= {x}A Vy(y E C; n V--+ y= x)). 
Es decir, un conjunto de Vitali es un conjunto que contiene exactamente un 
representante de cada clase de equivalencia C;. 

Observación 2 'Vx, y E V(x i' y = x ""v y), pues x, y E V(x ~v y) = 
3C; E :F(x, y E C; n V) =X =y. 

Es común que dada la definición de un conjunto se asuma que éste existe, sin 
verificar qué axiomas de la teorfa de conjuntos nos garantizan su existencia. Asf 
que aunque hemos definido al conjunto de Vitali, la pregunta por su existencia 
es pertinente. 

Leina 3 Supongamos que existe un buen orden para los reales, entonces existe 
un conjunto de Vitali. 

Demostración. Tómese V= {x¡ 1 C; E :FA x; = mín<,. C; }. • 

Observación 3 El conjunto de Vitali se suele dai· apelando al axioma de elec
ción en su versión: "Toda partición tiene un conjunto de representantes". Sin 
embargo, acabamos de ver que se puede dar mediante una ve1·sión más débil de 
elección, a sabe1·: ''Existe un buen orden para los reales "17 • 

i;1 Nc'1tesc~ '1111! XQ si1•111pn~ mdslc! J>lll!SIO q111~ C; =F 0 e IR_,. <a l!S 1111 h11c11 orc.hm. 
lfiDc111ostrncic'111 allc!l'llHlivu. S11po11~u111os cpw hn.\' a < e clases di! f!tpth•nlmwin. E11t.011ccs 

e= /[O, 1)/ = 1 u C¡J/. Por otro 111<111, ('1111111 e, ne(= 0 f>l\1'11 ( .,¡, {, 1 u C131 = L 1c131 = 
BE o PE o Pea 

rnáx{o, No} < c. Eslo qtwrrfa decir q1rn e< e! Poi' lo 1.a11to1 hay 1111n cnutidnd e du chi.o;cs du 
ec¡11ivnhmcin. 

1;Pnrn l1!JWI' 1•sta \"1!rsió11 l11L"ifn 1·1i11 c¡un m::istn ttlln f111u:ió11 1ln r.lm:dó11 solu·u In ¡wt.mu:in clu 
los l"f!nlc~s, ptws 1~11 gP1wrnl se~ timu? que Utt r·o11J1111lo A t:."I bfrn onlt:uulilr: ,"l.o;i p(A) - {0} t.imw 
111111 f1111cM11 cl1! dc!1TÍ1°111 (\'1!1' AplmdÍC't! A). 
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Teorema 4 (Vitali) Sea V un conjunto de Vitali, entonces no existe /L una 
extensión de lh tal que dom(¡t) = fp (IR 1 ) • 

Deiuostración. Para demostrar este teorema induciremos otra partición sobre 
el intervalo [O, 1) usando como base el conjunto de Vitali 1s. Cada clase de equiva
lencia será resultado de una partición en dos del conjunto de Vitali, seguida de 
una traslación de cada uno de los dos pedazos. Definimos, dacia q E Q n [O, 1), 
el siguiente conjunto: 

\l'q = { s + q 1 s E V/\ s + q < 1} U { {t + q) - 1 1 t E V/\ t + q > 1 }. 
Sea (p,, ),,Es una numeración ele los elementos de IQ> n [O, 1 ). Afirmamos que 
F' = {\,;,.,},,ES es una partición de [O,!). 

Cmuo Vq E IQl n [O, 1) W, f' VI/\ \~1 <::;; [O. 1 )]. Sólo hay que verificar que: 
a) Vq,p E Qn [O, l)(p i q = v,. n V.,= 0). 
b) Vx E [ü. l):Jr E Qn [O, l)(:i: E V,,) 1º. 

(a) Sea y E V,, n Vq, con p i 'I· Tenemos tres casos: 
Caso l. :Js E V(y = s + p)A :Jr E V(y = r + q) /\ p '# q => 
3s, r E V(s + p = r + q)/\ p '# q ==> 
3s,r E V(s - r = q - p E Q) /\ q - p '#O==> 
3s,r E V(s f r /\ s ~,. r)! (Observación 2). 
Caso 2. :Js E V(y = s + p) /\ :Jr E V(y = (r + q) -1) /\p 'f. q ==> 
3s, r E V(s + p = (1· + q) - 1)/\ p f q = 
3s,r E V(s-r = (q-p)-1) E Q/\ (q-p)-1 f O (pues q,pEQn[D, 1) ==> 
3s,r E V(s f r /\ s ~v r)! {Observación 2). 
Caso 3. :Js E V(y = (s + p) - 1) /\ 3r E V(y = (r + q)- 1) /\p 'f. q =='=> 
3s, r E V(s - r = q - p E Q) /\ q - p '#O==> 
3s,r E V(s f r /\ s ~v r)! {Observación 2). . 
Como en los tres casos se llega a una contradicción, tenemos que v;;nv~ = 0. 

(b) Sea x E [O, 1). Si x E V entonces :e E Vo =V. Si x </:. V entonces 
existe C; E :F tal que x E C; (pues [O, l} = U C;). De modo que existen' 

iE/ 
q E Q y a:; E V tales que x - x; = q (i.e. x -" x;). Por otro lado, 
como x, x; E [O, 1), q E IQ> n [O, 1) y x = x; + q < l. Así que x E Vq. 
Por lo tanto, [O, 1) e LJ Vq. 

qEQn{O,I) 

Ahora completaremos la demostración del Teorema 4 : '. 
Seaµ una extensión de lh. Supongamos que dom(¡t) = p(IR1). . 

Por un lado, como estamos suponiendo que ¡1 es una extensión de /h;'entonces 
¡.1([0, 1)) = 1211 . , 

'"' Ei.. i11tPl'l!NH11t'• uut ar que t·ou la ¡mrtició11 iml11cicln por ,.....,v :m tcuínu 2N11 'cln.scH de! 'cquivn· 
le1lcin, t·1ul1' 111u\ tlt~ canli1ml No. f\lit?11t.rn.M que al1orn <ln1·cmoH n1m pn.rt.icióu en No ch~1is:~lo 
c!<pli\'aleuda, nuln 111m dl! t:nnli11nl 2N11. Lo que 11os ¡wn11it.in\ nsnr In u-ndit.lvidml du Jt. 

l! 1 N1~tesc que In 1111icitlml dt! r su tlespn!mlu del inciso n11t.urim·1 IUiÍ <(lll! 110 hncu fnlt.n <h!-
111c>st.rnrl1\. 

:.rn Por hipt',fc~sb tt~1w1110s q11n Jl((O, 1)) = l. Aclm111t'i 1 como se \ºt!n\. cnntuln HC? t.t·ahnjt: In 
tmidd1ul ck In 111rnlitln. de LcheHg,tw (Sm:ci<\11 20) 1 dndn a E IR, µ({a})= O. Así C(lll? 11sm11lo In 
finito 111liti\'iclml tm11lrín111ns <¡llll µ((O,!))= L 
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Por otro lado, dada p E Qn [O, 1), podemos partir el conjunto de Vitali de 
Ja siguiente manera: 

V = V~ 1 U v; 1 , con V~ 1 = { s E V 1 p + s < 1} y V~ 1 = { t E V 1 t + p > 1}. 
Está claro que V~ 1 n V~ 1 = 0. Asf que por las propiedades de ¡t tenemos que 
µ(\/) = ¡i(V~ 1 ) + ¡1(V~1)· Además V,,= (V~ 1 )trasp U (V~ 1 )1ras(p-I)· Es decir, 
Vp es la traslación de los dos pedazos en los que se puede describir al conjunto 
do Vitali, aunque cada uno trnslaclaclo por un racional distinto. Como ¡t es 
in\'arianto bajo traslaciones, tenemos que ¡t(V~ 1 ) = ¡t((V~ 1 ) 1 rasp) y ¡t(V~ 1 ) = 
¡i((V;1 )1ras(p-IJ)· Por lo tanto, ¡t(V) = ¡t(V.~'¡) + ¡i(\/;1) = ¡t((V~¡)t.-as¡,) + 
¡t((\I~ 1 l1ra.•(r-1 l) = ¡i(\~,). Do modo que ciada p E IQi n [O, 1 ), ¡i(V) =µ(V,,). 

Adc11111s co1110 ¡1 es a-adith·a y\~, n \~., = 0 si m ,P 11, entonces ¡i([O, 1)) = 
¡i( U \~,) = L: ¡t(\~,) = L: ¡1(V). Así que: 

11EN 11EN r1EN 
¡.t(V) =O= ¡t([O, 1)) =O! y 
¡i(V) >O= ¡t([O, 1)) = oo! 
Por lo tanto, no existe ¡tuna extensión de lh tal que dom(¡i) = p (JRI )21, • 

Tenemos entonces que el conjunto de Vitali impide tener una medida que 
extienda de manera adecuada a lh22 • ¿Qué clase de conjunto extraño es Vitali? 
La construcción que hemos dacio no parece encerrar patología alguna, pues sim
plemente hemos tomado el mínimo de cada una de las clases de equivalencia. 
Pero, ¿realmente sabemos cómo es Vitali'? La repuesta es no, pues aunque nues
tra construcción parece ser bastante explícita, se basa en la existencia de un 
buen orden para los reales del que sólo sabemos eso: que existe, pero no cómo 
es. De modo que también del conjunto de Vitali sólo sabemos que existe, pero 
no cómo es. En resumen lo que tenemos es que: 

ZF + BOa f- 3V(VC¡ E F3!x¡(C¡ n V= {x;} )). 
ZF f- 3V(YC; E F3!x¡{C; n V= {xi}))--+ -,H Al. 
ZF + BOa f- -,flJ\1. 

El resultado más famoso es ZFE f- -,flA1, que claramente se desprende del 
anterior, pues el axioma de elección implica que existe un buen orden para los 
reales (ver Apéndice A). Asf que cualquiera que acepte el axioma de elección se 
verá obligado a aceptar que H M es falsa. 

Aquí se ha querido presentar la demostración de Vitali bajo la hipótesis más 
débil de que existe un buen orden para los reales por dos razones: una porque 
con esto se ve que para rechazar la hipótesis de la medida no hace falta ser un 
fervoroso creyente del mdoma de elección, sino que basta. suponer una versión 
más débil de elección. La segunda razón, y quizás la más importante, tiene que 
ver con la amplia gama de versiones de elección que se tienen2ª y los alcances y 
deficiencias de cada una de ellas. 

:n Ncílc!sc! q1w de! In co11tnu.lkci611 110 s1? co11d11,\·c? 11cct?HHrin11w11t.u q1w Vil.ali 110 senµ- medible, 
JHWS IH c·o11t.rnclkdcí11 SI~ C\'it.ar(n simpli!llWlltl! si JUll'I\ nlv,unn p E (O, 1) n Q SllCt!du Cf11l? v~l e\ 
v; \ 110 es jl- 1tl<!dihln. 

1 ._ Es tledr1 qtH? c~st<i tldinidn pnrn tocios los s11hc:o11j1111tus <l1! runlc!S. 
'l.:lnuhiu prrnmul.n nut-; cl1! dc~u \'t!l"SÍOll<!S m1 su lihru (vur Ruhi11 [20]). 
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Como la hipótesis de que exista un buen orden para los reales es central en 
la demostración que hemos dado, parecería natural preguntarse qué sucedería 
con el problema de la medida si desechamos esa hipótesis. Es decir, ¿será que 
ZF J.' ~H AJ o dicho de otro modo, que ZF + H Al es consistente? Desde un 
punto de vista lógico-conjuntista esta pregunta puede ser muy interesante, sin 
embargo no lo es para teoría <le la medida, pues no podemos olvidar que el 
problema <le In medida tiene como horizonte la teoría de la integración, que sería 
inconcebible sin alguna forma de elección infinita2·1; así que no podemos darnos 
el lujo de desechar toda forma de elección infinita. Sin embargo, podríamos 
pensar la misma pregunta pero con versiones de elección más débiles que la 
existencia de un buen orden para los reales. Es decir, quisiéramos saber si existe 
una versión débil de axioma de elección que sea compatible con la hipótesis de la 
medida y que nos garantice la mayor cantidad posible de resultados del análisis 
matemático. 

En la demostración que hemos dado de la negación de la hipótesis de la 
medida no sólo se utilizó la existencia de un buen orden para los reales, sino 
también dos de las propiedades que se le piden a la función ¡1 (invarianza bajo 
traslaciones y a - aditivad). De modo que, antes de considerar la posibilidad 
de desechar el axioma de elección o debilitarlo, valdría la pena preguntarse qué 
pasa si debilitamos las condiciones que se le piden a /L. 

4!4 Ln 1?quivnhmdn ent .. rc. his. ~li~t.hlt.n.H_.¡iufi~1i~,i01W-"' 11~ convurgcmcin de unn suceMióu, dn con· 
.. t.i11niclncl de llllfl'.ftmc:ión, m1t.n!·ot.rmi rmmlt.ntlos du n111\lisis, clupmulrn1 1h? cleccióu uu11wt·nl,lu 

. ~:'.« v:;¡( lfrh1;~'';:4~· ":~;;·. ;[:~,¡~ :f~~~1',l,/;;~&.: . :_,; ; . . . . 
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Capítulo 2 

Aditividad 

En este capítulo \'eremos qué sucede si en lugar de pedir que ¡t sea a-aditiva 
pedimos tan sólo que sea finito-aditiva. Es decir, si H,\/_.1 denota la hipótesis 
de la medida sin la condición de que sea a - aditiva, entonces nos preguntamos 
lo siguiente: ¿Será que ZFE 1- ~H l'vL.1? 

2.1. Medida de Banach 

La respuesta a esta pregunta es especialmente interesante, pues no sólo se 
tiene que ZFE 1" ~Hi\·L.1 , sino un resultado aún más fuerte y ciertamente bas
tante sorprendente: ZFE t- H 1\1-4. 

En la demostración de este resultado se hace uso indirecto del axioma de 
elección, mediante una hermosa aplicación del teorema de 1-Iahn-Banach. Vere
mos que es posible dar, utilizando dicho teorema, una medida finito-aditiva 
¡t : p (IR 1 ) - [O,·=] que a los intervalos les asigne su longitud y que sea invariante 
bajo traslaciones. Así que tenemos que ZF + Hahn-Banach t- Hi\L,1 y, como el 
teorema de Hahn-Banach se demuestra utilizando el lema de Zorn (equivalente 
al axioma de elección), también tenemos que ZFE t- Hi\L.1• 

Antes de dar la demostración de este resultado conocido como la medi
da de Banach 1 , daremos algunas definiciones y enunciaremos, aunque no de
mostraremos, el teorema de Hahn-Banach2 • 

Definición 5 Sea X un espacio vecf.orial sobre IR. Una función p: X-> IR es un 
funcional s1tblineal si y sólo si es 

a) Positirn homogénea. Va: :2: O y Vx E X (p(ax) = a:p(:r:)). 
b) Subaclitirn. Vx, y E X, p(:r: +y) :5 p(x) + p(y). 

1 Dn1md1 «lic"1 n111 c!slc~ rc~s11ltndo ni t.rnhnjnr :mhrn el prohlm11n d<! In 1111:di_dn (ven l3nd11nn11 
y Nnrici [.l)l. 

1 Ln clc?111oslrndi"111 ptwtlt! commlt.nrsn <~11 Follnml (U} (pp.t.lt)-lúO). 

13 
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Teorema 5 (Hahn-Ba~ach) Sea M un subespacio de un es¡mcio vectorial X 
sobre IR, sea p un f1111cional sublineal y sea f un funcional lineal sobre M tal que 
VxEM: 

f(x) $ p(x). 

Entonces e:i:iste un .funcional lineal F de.finido en todo X tal que· F extiende a f. 
Es decir, Vx E M, F(x) =.f(:1:) y además V:i: E X: 

F(x) $ p(x). 

Teorema 6 (Medida de Banach) E:i:iste /t: ~?([O, 1))-. [O,oo] tal que: 

(1) A Jos inter\'alos les asigna su longitud. VA = (a, b) e [O, 1), ¡t(A) 
Ja-bJ. 

(2) Es invmiante bajo traslaciones. VA e [O, 1), Vx E IR (Atrasx e [O, 1) => 
µ(Atrasx) = /t(A) ). . 

(3) Es finito-aditim. VA = {A¡}l~i[A; e [O, 1) A (i :/= j => A; n Aj = 0) 

=> /t( Ü A¡)= t ¡t(A;)]. 
i=l i=l 

Demostración. Como ya hemos seilalado antes, para la demostración de este 
teorema se utilizará el teorema de Halm-Banach. Así que Jo primero es dar el 
espacio vectorial sobre el que se "ª a trabajar. Sea X Ja clase de las funciones 
de IR 1 en IR 1 acotadas y periódicas, con periodo l. Es decir, 

X={! 1 f: IR 1 
__, IR 1 A 3C E IR ('t/x E IR(lf(x)J <CA f(x) = f(x + 1))}. 

Claramente X es un espacio \'ectorialª. Lo siguiente será dar el funcional sub
lineal p, un subespacio .1\1 y un funcional lineal f sobre M, para poder aplicar 
el teorema de Hahn-Banach y obtener un funcional lineal F sobre todo X, a 
partir del cual se construirá Jo que se conoce como Ja medida de Banach y que 
cumple Hf\f_,1, Sea S = { {a;}l~ 1 : n EN A a¡ E IR}, el conjunto de sucesiones 
finitas de reales. Definimos p(g), para g E X, de Ja siguiente manera: 

p(g) = inf sup {- .L:a(x +a;): a¡ Es= {a¡}f=I} . { 
1 

11 

} 

ses 0$x<I n i=l 

Obsérvese que, aunque el supremo se toma haciendo variar a x sobre el 
intervalo [O,l)(cs decir, tomando una sucesión fija), el ínfimo corre sobre todas 
las posibles sucesiones finitas de reales. · · 

. . .,, :·'. .. -
:1 L1L"' f1111do1ws dt? R 1 cm r.:<. 1 qtw sm1 acof.1ulns fon11n11 1111 c.1SJÍ!\~:.io ·.Vf~~·.:·t.o_;.~n~~~ A_s~ q11n_ sóln 

lmhrfn qtw prohar qllc! X t~s 1111 :rnlu!spndo: '· '' ·' ·'' -'' ·· '· · 

( 1) La fu1wi,'111 ,·011stn11lf~ Ú lim11? 1wriodo J. . /. , ··.: .. · .. : . , ... 
(2) Si /, g E X ~·a, 3 E R ""'"""'" (o/ +f3g)(x) = o/(x) +/3g(x) ;; ci/(x+ 1) ·t-'f3g(x+ 1) = 

(o.f+/3g)(x+I). . ,, . 
(:!) l':"id,,111"""'"'" (/E X=-! E X). 
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En otras palabras, dada una sucesión s = {a; };;,,1, cada x E [O, 1) induce una 
partición Px = {x + a 0 ,x +a¡, ... , x + 11,.} del intervalo [0,1) a partir de la cual 
se toma el promedio de los valores asfgnados por g a cada uno de los puntos de 
la partición. Para cada sucesión se toma el supremo de los promedios cuando 
se deja coner libremente a x sobre el intervalo [0,1). Y por 11ltimo se toma el 
ínfimo del conjunto ele los supremos generados por todas las posibles sucesiones 
finitas de reales. 

Hay que \'erificar que p es un funcional sublineal. 
(a) p es positivo homegénea. En general, se tiene que \fA e IR y a 2 O, 

inf aA = a inf A y sup a A = a sup A. Usando esto es muy fácil demostrar que 
para a 2 O y y E X, p(ag) = ap(g). 

Si para s = {a; }i;_ 1 e IR tomamos A .• = {* f: y(x +a;): O :5 :e< 1} 
t=I 

entonces SUPo<r< 1 * f: ag(x + a;) = SUPo<x< 1 a(* f: g(x + a;)) = sup aAs Y 
- i=l - i=I 

ll 

como As C l!l!, tenemos que SUPo:::;x< 1 * L: ag(:c +a¡) = a sup As. Pero además, 
i=l 

si tomamos A' ={sup0$x<I As 1 s ES} entonces 

inf{a sup ¡.!.f:g(x+a;)}=infaA'. 
•ES 0$:r<l n i=I 

Como A' e IR y a 2 O, tenemos que inf aA' =a inf A'. Asf que p(ag) = inf aA' = 
ainf A'= ainf{supo<x<I As 1 s ES}= ap(g) 

Por lo tanto, p es positivo homogénea. 
( c) p es sublineal. Sean h, g E X. Hay que demostrar que p( h + g) :5 p( h) + 

p(g). Como p involucra en 1íltima instancia un ínfimo, entonces dada E > O 
existen Sn = {a;}f= 1 y sm = {bJ}j;,1 sucesiones de reales tales que: 

SUPo<x<t <1· f: g(x +a;)) :5 p(g) +E y SllPo<:i::<I ( ;!; E h(x + b¡)) :5 p(h) +E. 
- n i=l - i=l 

Sea Smn ={a¡ +bJ}?.;.~',j=I = {ct}j'.;'j. 
Entonces por definición de p : 

p(g + h) :5 SUPo:::;x<I ( n:n 'f (g + h)(x +e¡)). 
l=l 

Donde '~" 'f (g + h)(x +e¡) = ~n 'f g(x +e¡)+ ~n 't' h(x + ci) = 
l=l l=l l=l 

;!t E * f: g(x +a¡+ bi) + * .f: ;!t f h(x + bi +a¡). 
J=I t=I t=l J=I 

Como g tiene periodo 1, si tomamos aj fija entonces: 

SUJJo:::;x<I * .f: g(x +a¡+ bj) = supb1$x<l+bJ * f: g(x +a¡)= 
t=l •=1 

SUPo<x< 1 * f: g(x +a¡). 
- i=l 
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~·:~{~".¡':(::· :: :º:: ;) ·: ,~t,"(:.~i,"::~ + b, •• ,¡) ~ .. 
~ f (sup0$x<I t .t g(x +a¡)) + t 'f: (sup0$x<I ~ f, h(x+ bj)) 

J=I 1=1 1=1 . · J=I ., 

SUPo<.r< 1 t 'f: g(x +a¡) +SU Po<.,« 1 ;!; f, h(x + bj) 
- i=I - j=l 

$ ¡J(g) + p(h) + 2€. 
Así que dada e > O, existe unn sucesión s = {e¡} i~'i tal que 

sup0::;,« 1{,,:,. 'f(u + h)(:r: +e¡)) $ p(g) + p(h) + 2e .. De doilde se puede 
l=l 

concluir que: 

inf.es {sup0:;;~«• ,,:,. 'f (g + h)(:i: +a¡)} $ p(g) + p(h). 
l=I 

Por lo tanto, p(g + h) $ p(g) + p(h). 
Ahora daremos el subespncio M y el funcional lineal f acotado por el fun

cional su blinca! p. 
Sea M = (g 1 1c/.7: E IR!, g(:i:) = O}. Nótese que Mes el counjunto que 

tiene como t'mico elemento a la función constante cero, que denotaremos con 
Ó, así que trivialmente se tiene que M es un subespacio de X. Sea f = p IM, 
entonces fes un funcional lineal sobre M. Es decir, Vg,h E M y n,/3 E IR, 
f(o:g-t-/3h) = a:f(g)-1-/3/(h). Pero como M tiene ay= 6 como único elemento, 
en realidad sólo hay que demostrar que 'Va E IR, p(nÓ) = ap(O). Esto se sigue 
inmediatamente del hecho de que o O= 6 y de que p(O) =O. Entonces tenemos 
M un subespacio de X, p un funcional sublinenl definido en todo X y f un 
funcional lineal sobre M tal que 'tg E }vi:. 

f(g) ::; p(g)•. 
Entonces, por el teorema de Halm-Banach, existe un funcional lineal F 

definido sobre todo X que extiende a f y tal que Vg E X : 

F(g) $ p(g). 

Para dar la medida de Bannch necesitamos la siguiente definición: 
Sea { .::;} ~ 1 una numeración de Z. Entonces dada E C [O, 1) sea r E = 

f Xe.,.,..z;. Nótese que I'e es Ja versión periódica (con periodo J) de la función 
i=l 
característica de un conjunto contenido en [0,1), ya que Etra•(=d = { x + z¡ : x E 
E}. . 

Definimos Ja medida de Banach l'B de la siguiente manera: 
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Nótese que ¡t 13 está bien definida, pues dada E C [O, 1). r E E X 5 • Lo siguien
te será demostrar que esta medida es finito-aditiva, in\'ariante bajo traslaciones 
y que asigna la longitud a los intervalos. 

" 
(1) ¡t 13 es finito-aditiva. Sea E= LJ Eí e [O, 1), con E; nEi = t/J si i -:f j. 

j=I 

Entonces Xe = t Xe, y, por lo tanto, ÍE = f: rE. Como Fes un funcional 
J=I J=I 

lineal, entonces ¡1 13 (E) = F(r E)= f: F(í 1c,) = i: /tfJ(r E,). 
j=I ;=I 

(2) ¡t 13 es invariante bajo traslaciones. Puesto que cladns E, J C [O, 1), si 
existe a E IR tal que E1rus(") = ./ entonc<'s i'E·(:r) = Í,¡(:r +a), basta demostrar 
que, dada a E IR, si :r' = x +a cut.onces Vg E X , F(g(:r)) = F(g(:r'))º. Ya que 
en ese caso tendrfmnos que ¡i8 (E) = F(í E) = F(r J (:r')) = F(I" J(x)) = ¡t 8 (J). 

Sean a E IR, g E X y h(x) = g(:i:)-g(:r+p). Hny que demostrar que F(h) =O. 
Sea { a 1 }i~o la sucesión a0 = O, a1 = a, a2 = 2a, .... , a 11 = na, entonces 

t enemas la siguiente serie telescópica: 
11 n 

Lh(:1: +a,)= Lg(:1: +a,) - y(:r: +a+ a¡)= g(:r:) - g(:r: +a)+ g(x +a)-
i=O i=O 

g(:r + 2a) + ... - g(:r: +na)+ g(x-1- na.)- g(x + (n + l)a) = g(x) - g(x + (n + l)a). 
n 

De modo que n¡I L h(x +a;) = ,,~ 1 (g(x) - g(:c + (n + l)a)). Por otro 
i=O 

lado, como g E M, 3C E IR('v'x E IR, lg(x)I < C). Así que 'v'x E IR, (g(x) -
n . , 

g(x + (n + l)a) < 2C. Entonces \>'x E IR, n~J L h(x +a¡) < ;_f1 • De modo que 
i=O 

n 

SUPo::;x<l n¡I L h(x +a;) < ,;_f1 • 

i=O 
Como la sucesión que se dió en realidad está. definida para cualquier n y 

límn-oo ;,?1 = O entonces: 

{ 

1 n .. . . } .. ~· 
p(h) = inf sup -- L h(x + a;). =O: 

6ES OSr<J 1l+ 1 í=O · . , . 

Por lo tanto F(h) :S O, pues F(h) :5 p(h). 
Falta ver que O :S F(h). Si tomamos la misma sucesióirque antes, pero para 

-h = g(x+a)-g(x), tendríamos que n¡l f-h(x+a;)·,;;, ~¡¡ (~g(x)+g(x+ 
i=O 

(n + l)a)). Y como también se tiene que Vx E IR, (-g(x) + g(x + (n + l)a) < 

i1 ,J11sln111c!11lc~ 1~sla c!S In rnz.cju por In qtt<! cm lu~nr dc~ t.n111nr In í1111cit'111 cn1·nct.eríst.it·n 1 cprn 110 

l!S peri(HliC'I\, tldit1it11os 1\ r E· 
li Oc!sd1! hll'i!,O qtw l!Slo c?s uu nh11so de! 11olaci{n1 1 pm:s cm nmlidncl towlrínmos qnn dt!li11ir 

Ji 9 = g 0 :e' (sP pt11•dc~ \'t!I" fadl111rn1t.1! qtw h9 E ... Y) . Así <¡lit! lmhrfn quu clmno:;t.rnr quu 
'Vg E • .Y(F(g) = F(h 9 )). Si11 m11hm·~o 1 In ot.rn fonnn dn l!Xprnsnrlo 1wn11it1! 1111t.m1dm· 111njor qu<~ 
1:s lo qtw s«> Psi 1í lmdmulo. 
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2C, siguiendo exactamente el mismo razonamiento que antes llegmnos a que 
p(-h) = O. Por otro lado, si consideramos que: 

Observación 4 'tg E X. -11(-g) :5 F(g). Como Fes lineal, F(-g) $ p(-g) = 
-F(g) $ p(-g) =:- -p(-y):::; F(g) y, 11or lo /anto, 'tg E X: 

-p(-y) :5 F(y) :5 p(y). 

Así que O = -p(-h) $ F(h). Y como ya habíamos \'isto que F(h) $ O , 
entonces F(h) =O. 

Finalmente. como Fes lineal, F(h) = F(g(:i:)) - F(g(;c +a)) :=O, de modo 
que F(g(.i: +a))= F(g(.i:)). 

(3) /la asigna a los intervalos su longitud. 
Lo primero que demostraremos es que /La([O, 1)) = l. Como 'tx(r¡o,l)(x) = 

A 
1), lo que hay c¡uc demostrar es que F de la función constante 1 es l. Para lo 

/\ f\ 

cual basta notar que p(l) = l y ¡J(-1) = -1, pues por la Obsel'\'ación-! tenemos 
A /\ /\ 

que -p(-1) :5 F(l) $ p(l). 
Para demostrar que /La asigna a cualquier intervalo (a, b) e [O, 1) su lon

gitud, es suficiente demostrar que lo hace para los intervalos de la forma (O, b), 
pues ya se demostró que /La es invariante bajo traslaciones. Sea (O, b) e [O, 1). 
Lo que haremos es demostrar que la medida de Banach de este conjunto coincide 
con la integral de Riemann de su función característica. 

Sea S,,(g [¡o.q) = f: ~ M., con M; = má.x{g(x): x E [i~I. ;J} y s,,(g l¡o,q)-
1=1 

n 

L *m,, con 111, = mín{g(:r) : :r: E [i~I, f;J} . Es decir, estamos tomando 
i=l 

las sumas superior e inferior de Riemann de g restringida al inten·alo [0,1], 
con las particiones del intervalo [0,1] en una cantidad n de pedazos del mismo 
tammio. Las denotamos como Sn(Y) y s,,(g), para indicar su dependencia de 
la función g, pero a partir de este momento escribiremos simplemente Sn y Sn 
para facilitar la notación. Demostraremos que ';/g E X tal que g es no negativa 
y ';In E N, p(y) :::; S 11 y s,, $ -p(-g). Dada n E N, tomamos la sucesión de 
reales t 11 = {a1 : ªJ = .t-;;-1lj'= 1 (Nótese que tn = {O,t, .... , ";;- 1 

}). Afirmamos 
11 

que 'tx E [0,1) . 2:~'= 1 tg(x + aJ) :::; 2: *M;. Si x = ak = k;;I entonces 
i=l 

{g(x + ªJ) }j=1 = {g(a;) }i~ 1 , pues aunque x + ªJ > 1, ges periódica con periodo 
1 y x + ªJ = a; (mod 1) para alguna i :5 n. Por otro lado, por definición 
de A/¡, tenemos que g(a;) :5 l\l;, así que "L,'J=l ~g(x +aj) :5 "L.7= 1 *g(ai) $ .. 
"L, *]\;/¡.Si, en cambio, x E [O, 1)- {ai }j=1 entonces basta demostrar que existe 
i=l 
una biyección h: {:i: + ªJ}j'=i --> {y¡}f=P donde y¡ E P; = [i~J, *)y tal que 
g(x +aj) = g(h(.i: + ªJ)). En otras palabras, bast.a demostrar que en cada 
intervalo P; hay un sólo elemento de la sucesión { J: + flJ} .f'= 1 módulo l. Esto nos 
permitirá usar el mismo argumento que en el caso anterior. 
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Definimos In función h de la siguiente manera: 

donde [x +aj] = má..x{m E N : m::; x + a1 }; es decir, nos quedamos sólo con 
la expansión decimal ele x + ªi· Así que claramente h(x + a1 ) = x + a¡(mocll) 
y como ges periódica con periodo 1, tenemos que g(:r + <11 ) = g(h(J: +aj)). 
Por otro lado. /i(:I.' + a1 ) E [O, 1) = :Ji '.5 n(h( :i: + n1 ) E P, = [;:; 1, *ll· Sen 
i1 = mín{i :5 11: h(:i:+a1 ) E P, }. Falla ver que si ji= k. i 1 i= ik. para garantizar 
que en cada i11tP1Talo Pstá la imagen ele sólo 1111 ele111Pnto d0 { ;r; + a1 } ~'=i · Para 
ello basta wr que l/i(;r + nk) - li(:1: + fl 1 )1 > f.. ~·a q11P :i:. y E P,, = 1:1.' - YI '.5 
+,. 1'ótes1• q11<' lh(:i: + ok) - h(:1: + OJ)I = lnk - n1 - ([.1.· + ok] + [:i: + n1Jll y que 
[.r+ak] + [:r+a1 ] sólo puede ser O, 1ó2. Como ok -a1 = ~,con k- j i= O, en los 
tres casos t011P111os que lak - ªi - ([:i: + ªk·] + [x + ºJlll ::'.': f.. Si existe m :5 n tal 
que h(:l.'+ak) .\' h(:i:+a1 ) pertenecen a P,,, entonces lh(:i: + ak) - h(.r + a1 )1 =f.. 
Supongamos, sin pérdida ele generalidad, que h(:r + l!k) ::; h(:i: + ªí ). Puesto 
que la distancia entre h(:I.' + ak) y h(:i: + a1 ) es en este caso f., tenemos que 
h(:r + ak) E P,,,_ 1 y h(.r + a1 ) 'f. P,,,_ 1, así que ij i= ik. Eso quiere decir que 
{ /¡ ( .1: + a 1 )} t ic>11e un sólo elemento en cada intervalo [ ':; 1 , *]. Usando otra vez 
la definición clc> 1\/, y el hecho de que g(:v +aj)= g(h(x +aj)) tenemos que: 

TI 1 U 1 1l 1 
L:-g(x + a1 ) '.5 2:-g(h(:v + a1 )) '.5 E -M;. 
i=I n i=I n i=I n 

Una vez verificados ambos casos podemos concluir que: 

n 1 n 1 
'r/x E [O, 1), 2:-g(x +aj) '.5 E -M¡. 

i=I 71 i=I n e 

Por lo tanto, supo<:r<I {f. E~=I g(x + ªi) '.5 s ... Como dada 11 E N se tiene la 
sucesión de reales tn tal que lo anterior pasa, entonces: 

p(g) = inf { sup { .!. tg(x +a;) 1 a¡ Es= {a;}f=i}} '.5 S,,. 
sES 0$:r<I n i=I 

El otro caso es totalmente análogo si g es no negativa, lo que nos es de gran 
utilidad pues las funciones ['E son no negativas. Se puede demostrar, usan

n 
do las mismas sucesiones que en el caso anterior, que 'r/J: E (O, 1) E *m; :::; 

i=l 

í:j'=1 *g(x+ai ). De modo que Sn '.5 info$:r<I { * ¿:;~, g(x+aj) }. Como también 
en este caso dada 11 E N se tiene la sucesión de reales t,. tal que lo anterior pasa, 
entonces: 

s,, '.5 sup { inf { .!. tg(x +a;) 1 a¡ Es= {a¡¡;;,,,}}= -p(-g). 
sES 0$:r< 1 n i=I 
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Finalmente, por lo dicho hasta ahora y por la Observación 4 para cualqüier 
función g que pertenezca a X y sea positiva, dada n E N: 

s 0 $ -p(-g) $ F(g) $ p(g) $ S 0 • 

En particular. como rco.b¡ es positiva y pertenece a X, tenemos que dada 
11 EN: 

Afirmamos que lím 11 _,"'' s 11 = J X(o,b) = b = límn-= S,., de donde se ten
dría inmediatamente, por la desigualdad anterior y la definición de ¡t8 , que 
¡t13 ((0. b)) = F(r¡o.b¡) = IO - /JI = b. Sea e > O entonces existe 11, E N tal 
que;!;- <f. i\'ótese adPmás que existe 1n:::; n, tal que b E[";,~'· f,;-], de mo

do que 5'11 , = ~y V11 E N(n, $ n---> ";,~' :5 5'11 :5 ~).pues de otrn modo 
b et [";,~ 1 , f,;-]. Por lo tanto, 'tn E 1'\1(11, ::; n ....... IS,, - bl ::; t <e). Esto quiere 
decir que lím,._x S 11 = b. Para el otro caso se tiene que s 11 , = "~-;- 1 y también 
que Vn E N(n, :5 n---> 11;1~ 1 

::; s 11 ::; ~).Así que Vn E N(n, :5 11 _, js11 - bl::; 
~ < e). Por lo tanto, límn-= s 11 = b y lím 11-= s,. = lím11 _ 00 Sn. • 

Esta medida definida para el intervalo [0,1) se puede generalizar muy fá
cilment.e al caso de la potencia de toda la recta real. La idea es intersectar el 
conjunto c.:on todos los intervalos de tipo [=, = + l] con = E Z y trasladar cada 
intersección al internllo [O, 1) para tomar la medida de Banach y después sumar 
las medidas de todas esas intersecciones trasladadas, como se puede ver con el 
siguiente cornlario: 

Corolario 7 (l\tiedida de Banach para la recta real) Existeµ : P(IR1 ) _, 

[O, oo] tal que: 

(1) A los intervalos les asigna su longitud. VA= (a, b) e llt1 , ¡t(A) =[a - b[, 
(2) Es invariante bajo traslaciones. VA e IR 1 y Vx E IR, ¡1(Airasx) =µ(A). 
(3) Es finito aditiva. V{Adl!:ifA¡ e IR 1 /\ (i =f. j => A¡ n A1 = 0) ==> 

¡t( Ü A¡)= f: ¡t(A¡)J 
i=l i=l 

Demostración. Sea A e JR 1• Definimos la funciónµ: P(llt1) _, (O,oo] de la 
siguiente manera: 

(1) Si A no está acotado, entonces ¡1(A) = 007 . 

(2) Si A está acotado, sea { =di= 1 una numeración de Z e l; = [z;,z; + 1). 
Como A es acotado existe 11 E N tal que para toda m > n, A n [ =m, =m + 1) = 0. 
Entonces dada l :5 11 tomamos A1 = A n [=1.=1 + 1). Claramente (A1)1ras(-:1J 

={a - =1:" E A1fe[O,1). Así que ¡t(A) = f: ILB(A1)1ras(-:¡)· 
l=l 

i" Est.u lo podt!lllOS luH'cr porc¡11l! 110 11os Íllt.l!rmuL qun In niudicln Mea CT - aditiva. 



2.2. TEOREMA DE BANACH-TARSKI 21 

Es f1ícil \'er que ¡i, definida de esta manern. coincide con la longitud cuando se 
trata de intcr\'alos, que es invariante bajo traslaciones y finito-aditiva. Aquí sólo 
demostraremos la tercera condición, por el papel que juega en nuestra discusión. 

11 

Sea A= U B;, tal que B; n Bi = 0 si i 1' j. 
i=I 

(1) A es no acotado. Como A es unión finita ele conjuntos disjuntos, entonces. 
existe nt < 11 tal que B.,. es no acotado. Así que por la forma en que se definió 

" /L tenemos que ¡i(Bm) = oo. De modo que¿: ¡i(B;) = oo =A. 
i=l 

(2) A es acotado. Así que existe k E N tal que para m > k, An[.::,,,,.::m+l] = 0. 

Nótese que VI :S k, A1 = ( Ü B;)n [.::1,.::1 + 1] = Ü (B,n [.::1,.::1 + I]). Además si 
i=l i=l 

11 

denotamos con Bu al conjunto B;n [.::1,.::1 + I] tenemos que A1 = U (B¡¡). Clara
i=l 

mente B¡¡nBil = 0, si i 1' j, pues por hipótesis B;nBi = 0. De modo que usando 

la finito aditividacl ele l'B tendríamos que /La(A1)tms(-=il = f: /ta(Ba)tras(-=¡) 
i=l 

k k n 

y, por lo tanto, ¡i(A) = L /ta(A1)iras(-:¡) = Í: Í: /ta(B¡¡)Lras(-=¡) = 
l=l l=l i=I 

n k n 

2: 2: /ta(B¡¡)Lras(-•i) = 2: µ(B;), pues Ba = B;n [.::1,.::1 + l]. • 
i=ll=l i=l 

La medida de Banach nos hace pensar que la condición de que la medida 
sea i1wariante bajo traslaciones no es la responsable de que falle lo que hemos 
llamado la hipótesis de la medida, pues abandonando sólo la condición de la 
a-aditi\'idad y preservando la invarianza bajo traslaciones se vio que la versión 
correspondiente (más débil) de la hipótesis de la medida se cumplía para IR1 , no 
sólo sin necesidad de negar que exista un buen orden para los reales, sino incluso 
haciendo un uso explícito del axioma de elección, a través del teorema de Halm
Banach~. l\lás atín, este resultado se!lala n In a-aditividad como responsable, 
en el sentido de ser condición necesaria, de la negación de la hipótesis de la 
medida . 

2.2. Teorerna de Banach-Tarski 

Aunque la medida de Banach nos hace pensar que la invarianza bajo trasla
ciones no es responsable ele la negación de la hipótesis de la medida, tenemos 
que considerarlo con más cuidado. Hasta ahora, por simplicidnd, hemos plantea
do formalmente el problema ele la medida ¡mra el caso de IR 1, pero en realidad 
puede pensarse para el caso general ele IR". 

'Cn111n ZF + l/alm - Banach 1- H A/_4 y (AE = Hahn - Banach), f.11111hilm "" l.imw 
c¡1rn ZFE 1- llM_,. 
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Lo que nos estaríamos preguntando es si es posible generalizar la noción 
tamaño geométrico del n-product.o cartesiano de intervalosu. Es decir, quisiéramos 
saber si existe una función definida en toda p(IR") tal que: ( 1) coincida con el 
tammio geométrico de los "intervalos•· de IR", (2) sea invariante bajo las trans
formaciones rígidas de IR" ,(3) sea finito-aditiva, (..j) sea a - aditiva. l'no podría 
suponer que los resultados respecto al problema de In medida para IR 1 se pueden 
generalizar a IR". Sin embargo la medida de I3annch junto c-011 el famosísimo teo
rema de I3anaeh-Tnrski, que a eont inuación enunciare111os, hacen ,·er que algunos 
resultados sí dependen de la dimensión de que se trate. 

Definición 6 Sea G3 el y1·11¡w de i8omel:r(as en IR3 y A, B <:;:: IRª. A es congruen
te con B (A :;?.e;, B) si y sólo si e.1.úte g E G3 tal que g(A) = B . 

Teorema 8 (Banach-Tarski) Sea B 3 = {x E IR3 : /x/::; l} entonces existen 
tres particiones .finitas de B 3 • P = {P¡}i=J>Q = {Q;}f= 1 y T = {T¡}~,;!'r tales 
que P; ~c. T, y Q; :;?.c. 1 T;+.-· 

Este teorema. que suele conocerse como la paradoja de I3anach -Tarski, nos 
dice que es "posible" partir una bola unitaria en una cantidad finita de peda
zos, que rotados y 1 rasladados10 , generan dos copias de la bola original. Este 
resultado parece ser bastante contraintuitivo, sobre todo si por pedazos tene
mos en mente poliedros o conjuntos conexos que es lo que correspondería a los 
pedazos materiales en los que podemos partir Jos objetos de nuestra realidad 
física. Sin embargo, la realidad matemática no siempre puede ser modelada en 
nuestra realidad física, como bien lo demuestra la construcción del conjunto de 
Cantor11 • Así que el "posible·· de nuestro teorema es simplemente teórico. No 
obstante, aún dentro de un contexto matemático este resultado sorprende, pues 
por analogía con el caso de IR 1 se esperaría que al abandonar la a - aditividad 
todos los conjuntos de IR3 fueran medibles. Esto no sucede por el teorema de 
I3anach-Tarski: 

Teorema 9 (Medida-Banach-Tarski) No existeµ: ¡::i(IR3 ) --> (O, oo] tal que: 

3 
(1) V/= (cq.bi) X [a2,b2] X [a3,b3j ~ IR3 ,¡t(I} = n /a¡ -b¡/. 

i=l 
(2) VA, B e IR3 (A "=e, B =-µ(A) = ¡.t(B)). 
(3) VA, B <:;:: IR3 (A n B = 0 =- ¡t(A U B) = ¡t(A) + µ(B). 

Demostración. Supongamos que e..xiste ¡t :¡<J(!R3 ) ---+ [O, oo] que cumple las 
condiciones (1) a (3). Tomemos las tres particiones finitas P, Q y T de B 3 dadas 
por el teorema de I3anach-Tarski. Como se trata de particiones de B 3 tenemos 

r s r+s r s r+s 
que LJ P; = LJ Q; = LJ T; = B 3 • Así que ¡t( LJ P;) = ¡t( LJ Q;) = µ( LJ T;) = 

i=I i=l i=I i=t i=l i=l 

!'E11 n = 2 serín la !-illfH'rfil'ie c!P 11111rn:l1\11~11lo, parn 1J = 3 t!I vuh1111m1du1111 ¡mrnlc!lt!píprnlu, 
l!lc·. 

111 A1111q1w c!ll n~aliclncl sülu se• lll!t't'sitnu rolndo111~s, 1·01110 tm \'l~n\ 1111\."1 mlnln11t1~. 
11 El c:c11ij1111t11 1lc! Cm1tor t!s 111111 1111:-11 nu·ch'111 111nte1111\t.icn qtw 1.a111JHJcc1 t.it!IJt! rnnliclncl físka, 

t!ll d St!11ti1lo 1)1! 1¡111! s11 co11str11n~i1í11 1u1 se ¡meclt! lh:vnr n cnluJ ffsicn111rn1t.<!. 



2.2. TEOREMA. DE BANACH-TARSKI 23 

¡t(B3 ). Por otro lado, como ¡tes finito-aditiva y (P partición==> P; n Pj = 0 si 
r r r+s r+s 

i-:f j), entonces 2: ¡t(P;) = ¡.t( U P¡) = ¡t( U T;) = L.: p(T¡). 
i=I i=l i=I i=l 

Además como Vi ( 1 S i S r) P; ~G, T¡, por la invarianza bajo transfor
maciones rígidas (condición 2), Vi{l S i S r), ¡1(P1 ) = ¡1(T¡). De modo que 
Vi(r+ 1 Si S r+s). ¡1(T,) =O y Vi{l Si S s), ¡1(Q,) =O. ya que Q; ~c., Ti+r· 

Así que 11( U Q,) = t ¡1(Q 1 ) = O y, por lo t unto, ¡1(B3) = O. Pero üso es imposi-
i=t 1=1 

ble, ya que A = [ - ~. H X [ - ~' ~ l X ~ - ~' ~ l e B 3 y, por las condiciones ( 1) y (3)' 
¡t(A) = 1 S ¡1(A)+¡1(B3\A) = ¡t(B ). Por lo tanto, no üxiste ¡t: ¡"(IR3 ) _,[O, co] 
que cumpla las condiciones chulas. • 

De esto podemos concluir que la invarianza bajo transformaciourn; rígidas 
ele IR3 , a diferencia de' In innniamm bajo traslaciones sobre la recta real, tiene 
responsabilidad en In negación de la hipótesis de la medida finito-aditiva en 
dicha dimensión (H.\!~~). En cambio, con relación a la a - culitividad podemos 
decir que para el caso de IR3 no se ganaría nada, en términos del problema de 
la medida, si dicha propiedad se abandona. 

2.2.1. Análogo de Banach-Tarski en IR2 y JR 1 . 

Si los pedazos en los que se descompone la esfera no son poliedros y, por el 
teorema que acabamos de \"er, dada cualquier medida que extienda la noción de 
volumen sabemos que al menos algunos de ellos no son medibles, entonces i.qué 
clase ele objetos extraüos son? Esto nos recuerda al conjunto de Vitali, sobre el 
cual nos hacíamos la misma pregunta. De modo que no debe sorprendernos que 
la demostración del teorema de Banach-Tarski tenga su versión análoga en IR 1 y 
IR2 (en donde, por supuesto, las particiones no serán finitas sino numerables). 
l'vlás aún, veremos que los pedazos en los que se parte la esfera están conforma
dos por un conjunto que, como Vitali, se obtiene mediante una cantidad c de 
elecciones. En ese sentido, aún dentro ele un marco puramente teórico no es del 
todo adecuado decir que es "posible" ciar la partición finita ele la esfera, pues el 
conjunto con el quC' se construyen los pedazos no se puede dar explícitamente. 
Por lo que sería m>1s adecuado decir simplemente que dicha partición existe12 • 

Desde luego que, puesto que los resultados respecto a la hipótesis ele la 
medida finito-aditiva (Hl\L.1) dependen de la dimensión, no es posible decir 
tampoco que para el caso de IR3 el único responsable es el axioma ele elección. 
De hecho, veremos que la demostración del teorema de Banach-Tarski no sólo 
hace un uso importante de la hipótesis que sostiene que existe un buen orden 
para los reales, sino que también se basa en algunas propiedades del grupo de 
isometrías de IR!3 , que no comparten el grupo de isometrías de IR 1 y IR2 • 

1'lL,, 111is1111i s11t·1!,(1! l'1111 l!I IJ1w11 <J1'1lt!ll 111! Jos renlrn.;, .vn qtw 11111dms \'cct!.'i Hll exist.m1dn tm 

l!XJ>rnl"n 1·01110: "los l'l!nli!s im11 hitm onlmuthlus ... Esto laacH pu11sm· <¡IW <!S pmiihh! dnr <!I onlcm 
uxplídtn11w11f1!, c·osn <pw 110 e:.-; cinrtn, ¡nws clu :mrlo su pocldn n:sol\'ur l!I prohhmm d<?I cnut.iuuo. 
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Sea 8 1 = {x E IR2 : lxl = l} y R-Q el grupo de rotaciones racionales del 
plano módulo 2rr, con centro en el origen y con ángulo de rotación entre -ir y 
rr radianes. Podemos exponer el análogo del teorema de 13anach-Tarski pal'!\ el 
caso de IR2 en los mismos términos que para el ca.<;o ele IR!3 : 

Teorema 10 E:i:istcn ti-es particiones numembles de 8 1 , P 
{ Q; };eN Y T = { T, LeN tales que P; '==11; T2; Y Q, ~fl; T2;+ I · 

En el caso de IR!3 se di6 el teorema ele 13anach-Tarski en estos términos 
(es decir, con tres particiones) para fncilitar la demostración de la negación de 
HiH~.1 . Sin embargo, COlllO la idea ele introducir los amílogos de Banach-Tarski 
en IR!2 y IR! 1 es clarificar el ex! rai10 resultado de IH!:1, trabajaremos con una versión 
más intuitiva, aunque no por ello menos rigurosa, del teorema anterior: 

Teorema 11 E.riste 1111<1 familia numerable { .4 1 , ••• , An, ... , B 1 , ••• , Bn, ... } de sub
conjuntos de 8 1 ajenos dos a dos, tal que 8 1 = ( LJ A;) u ( LJ Bi), 8 1 = 

iEN jEN 

U a;(A;) y 8 1 = U a1(Bj) con a; y a1 elementos de RQ. 
iEN JEN 

En otras palabras, este teorema nos dice que el círculo unitario se "puede" 
partir en una cantidad numerable de pedazos a partir de los cuales se pueden 
construir, bajo rotaciones, dos círculos del mismo tamaño. Además, si usarnos la 
proyección radial tenemos el mismo resultado en el disco unitario sin el origen ta. 
Nótese que para el caso ele la esfera sólida, también por la proyección radial, 
bastaría con dar las particiones de la superficie esférica1 ~. 
Dmnostración. Definimos la siguiente relación sobre 8 1: Vx, y E 8 1 , x ~nq y 
ssi existe p E R-Q tal que p(x) =y. Como RQ es grupo, contiene a la identidad, 
a los inversos de todos sus elementos y es cerrado bajo composición, por lo que 
-nqes una relaci6n de equivalencia. Si recordarnos además que, dado un grupo 
G que actúa sobre un conjunto A 10 y dado x un elemento de A, el conjunto 
Oa(x) = {g(x) : g E G} se conoce como una G-órbita de A, entonces tenemos 
que: 

x -nq y ssi OnCJ(x) = OnCJ(y) 

De modo que las clases de equivalencia de la partición P que -nqinduce sobre 
S 1 son las órbitas bajo las rotaciones racionales con centro en el origen. Por otro 
lado, si Bp denota el ángulo de rotación de p entonces 17-Q = {p: 3q E IQn (-1, 1) 
tal que B P = qir radianes}. Como Qn ( -1, 1) es numerable, Rq también lo es. Sea 
{p¡ };eN una numeración de I?q. Eso quiere decir que cada clase de equivalencia es 

1:1Pnrn e!) di!-ico 1111itnrio tomamos Ja fn111ilia 111111um1hl«! {Aí 1 ••• ,A~ 1 ... , B~ 1 ... 1 B!.i ... } duutlt! 
A~ = LJ o A¡ .\' si 1w11sn111os m1 d plmm c·o11 coonluiuulns polnres aA¡ = {(or, O) : (r, 0) E 

O<o~l 

A;} 
l 1 E11 rrn1Jidnd SI! lc!11drín, 1·0111n pnrn l!I c·nso clt' IR.2 , 11111\ pnrt kiiin sohn! In rn,fom sin ni urip,m1. 

E11 C!( Apl!llfliC'I! e Sf' f!Xpli<-u qui! liH.\' <flW llnn~I' pnrn q111: NI~ lm1ga :-mhrn t.uclH la m;forn. 
1=-•nm:11(?rdusn ta111hil!11 qtw 1111 grupo G nct.1'tn sohw 1111 cn11ju11t.o A si 'Vg E G, g es llllH 

f11111·i<"111 d" A 1!11 A .v s" c11111pf1! 1¡11" Vg, h E G; Vx E A g(h(x)) = gh(x) y l(x) = x, Cllll 1 id 
d1!1111!11to 111mtro de G. 
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11u11ierable, pues por defi11ició11 On<J (:r:) = { Pi(:r:) : Pi E .17.Q}, y como ¡s 1 1 = c, 
e11tonces tenemos c¡ue en la partición P hay e clases de equivalencia. Por el 
axioma de elección tenemos J\l un conjunto de representantes de las clases de 
equivalencia. Por otro lado, como las clases de ec¡uh·alencia son las órbitas bajo 
.17.Q, c¡ue no tiene11 puntos fijos, y Al sólo tiene un miembro de cada órbita, 
entonces p,(i\J) n p

1
(M) = Vl si i 1' j. Pues si existen :r:,y E J\l tales c¡ue 

P;(x) = p
1

(y) c11tonces :i: = ¡1j 1p
1

(y) y :r E On,;(y). Pero como y E J\l y Al 
sólo tiene un elcm1ento de cada órbita, ento11ces .r = y. Eso quiere decir que 
:r: = p;- 1 p

1 
(.i:). Así c¡ue p;- 1 p1 es la identidad (ya que es la ünica rotación de Ro: 

que deja puntos fijos de S 1 ) y. por lo ta11to, p, = PJ (es decir, i = j). Por otro 
lacio, S 1 = LJ 011,;(:r) = LJ p,[i\I). ya que V.r E 8 1 :Iy E M (:r: E 011c;(Y)). Es 

.rES 1 tE:'i 

decir, V:r: E S 1 :Ip¡ E Ho (p, (y) = :r) y, por lo tanto, :r: E LJ p;[AI). 
iEN 

La otra contención es trivial, pues i\f e S 1 y S 1 es cerrado bajo Ro:· Así 
que P' = {p;(AI) : P; E Ro} es una partición numerable de S 1• Si ahora 
tomamos A; = p2i(i\l) ~· B1 = p21 + 1 (J\f), entonces { A1, ...• An, ... , B1, ... , B,., ... } 
= {pi(.111) : p, E R~} = P' es una familia de conjuntos ajenos dos a dos 
de S 1 , ya que P' es partición. Si tomamos a;= p,p::¡¡1

, como .17.Q es grupo, a; 

pertenece a Ro:· Nótese que a;(A;) = a;p2¡(,\f) = p¡(J\f), de modo que U ai(Ai) 
iEN 

= LJ Pi(./\!) = 8 1
• De manera análoga, si tomamos aj = PíP2/ tendrlmnos que 

iEN 
LJ aj(B1 ) = S 1. Finalmente, ya hablamos visto que { A 1, ... , A 11 , ••• , B1, ... , B 11 , ••• } 

JEN 
= {p¡(M): P; E Ro} = P', así que LJ P;(.111) = LJ A; U LJ Bi. • 

iEN iE:-1 }EN 

El análogo de 13anach-Tarski en IR 1 se desprende como corolario, mediante 
las siguientes definiciones: 

Definición 7 Una troslación móclu/o 1 es una funci6r¡ tq [0,1) -+ [O, 1) tal 
que Vx E [O, 1) 

lq(x) = x +q- [x +q] 

con q E Q n (-1, 1) y [x + q] = máx{m E Z: m :S x + q }1° .. 

Observación 5 Es fácil ver que el conjunto de traslaciones módulo· 1, ·que cle
notarnmos con To, es 11n gr-upo, excepto quizás por la e:i;istencia ele inversos, que 
sení lo único que demost.rnremos: 

Sea lq E TQ. Afirmamos que t-;¡ 1 = Lq. En otras palabras que Vx E.[0, 1) , , 
t_qtq(:r:) = :r:. Tenemos dos casos: , 

(1) [x + q] = l. Entonces lq(x) = x + q - 1 y Lq(lq(x)) = x - 1 ~ [x :-:-1) 
Pero -1::; (.1: - 1) <O, ya que x E [O, 1). Así que [x-1] = -1 y l-q(tq(x)) = x. 

(2) [x + q] =O. Es trivial. 

lhpor (!jmuplo, es í1kil \'<!I' q1w lo <¡tu: ddi11i111os f!ll In dmuost.rncic'm dt!l T1!01«mm ·I como \lq 
110 t!S si110 Vi,,. Es dm·ir, \1 1 nLo;lmlndo JIOI" q 11u,d11lo l. 



26 CAPÍTULO 2; ADITIVIDAD 

Como corolario del Teorema 11 tenemos que: 

Corolario 12 Existe una familia numerable {A¡, ... ,An, .. ., B 1 , ... , Bn, ... } de 
subconjuntos de I = [O, 1) ajenos dos a dos tal que I = LJ A¡ U LJ Bi , 

iEN jEN 

I = LJ a¡(A¡) y I = LJ O"J(Bj) con a¡ y O"J elementos de TQ. 
iEN jEN 

Demostración. Basta dar una biyección entre S 2 y [O, 1) y un isomorfismo 
entre R-Q y TQ. Para la biyección tomamos f: S 2 _, [O, 1) tal que /{{l, O))= 2º" 
y si tomamos y : R-::; _, Q n ( -1, 1) tal que g(p) = ~, tenemos el isomorfismo 
F: ~ __, Te dado por F(p) = t,,<"» • 

Este resultado no debería sorprendernos si es que nos sentimos tranquilos 
con el conjunto de Vitali, pues la demostración del Teorema 11 está basado en 
una generalización de la partición del intervalo [O, 1) en una cantidad numer
able de clases de equivalencia a partir del conjunto de Vitali. En ese sentido, 
l\J es la versión correspondiente a Vitali en IR!2 , pues ambos son conjuntos de 
representantes de c clases de equivalencia. De hecho, para obtener a Al no es 
necesario el axioma de elección con toda su fuerza, sino que basta, como para 
Vitali, suponer que hay un buen orden para los reales. Es decir, si suponemos 
BO'JI. podemos pensar en Al como V 2 = {x E IR!2 : x = mín<IR' Onq} 17 • Así 
que, aunque nosotros confirmamos que ZFE 1- Teorema 11, también se tiene 
que Z F + BOif< 1- Teorema 11. Sin embargo, Vítali y 1\1 no son análogos sim
plemente por ser conjuntos de representantes de c clases de equivalencia, sino 
también, porque las clases de equivalencia de donde se obtienen son análogas. 

Recuérdese que las clases de equivalencia de las que surge Vitali están dadas 
por la relación~,, y nótese que Vx,y E [O, 1): 

x~vY = 3qEQ(y-x=q)-:=>3qEQn{-l,l){y=q+x) 

<=:> 10 3r E TQ (r(x) =y)<=:> y E TQ(x). 

Esto quiere decir que las clases de equivalencia inducidas por ~v no son sino 
las TQ órbitas de [0,1). De modo que la construcción de Vitali y de la partición 
numerable que induce sobre [0,1) podría plantearse en términos del grupo de 
isometrías en IR 1• 

l';"Nlit.eNc~ que :-;i 1111 co11j1111fn A ti1!IW 1111 lnw11 orcluu <A, m1t.m1ces . .4 X A tnmhilm Jo tiene. 

El ord.,11 iuducidn "~el ordm1 lmd('l))ll"l\fi('I): (n, b)<AxA{c, d)# (a <A b) V {a= b A e <A d). 
Por otro lacio, cnlu: s•~iinlar <JllU si q11isiérn111os sm· 1111\s furmnl<!s <lchcrínmos C.'ictihir Onq(Y) 
parn alg1111n y e st, JH!l'O lo dt!j11111os como On<J pnrn simplifcnr la 11otació11. 

lri V(!UJllOS l!l l'C!gl'c~o de l!Sfl! hil'o11dido11nl <pw llO fJIU<!C(! un<ln olJ\'io. Sen Te TQ (T(x) =y). 
E11tOlll'l!S l!XiSt.I! q1 E Q n (-1, J) tnl "'"'y = X+ q1 

- [x + q'J . Si (x + q'] = o l!lllOllCCS 
to111n111os q = q'. Si (x + r¡'J = 1 1?11tmw<!N frn11m11os q = q' - l. E11 cuyo cnsu :;t\lo falt.n \'l!I' 

""" q E Qn (-1, J). Corno q
1 

E Qn (-1, J), si O< q' ""'º"'"'" -1 < q
1 

- 1 < q
1 

< I, '"'' "'"' 
q E Qn(-1, J). El"'""' q1 :SO1111 "' puc"I" dnr, '""" q' :SO~ (q'- 1 :S -1) ~ (x+(q' - 1) :S 
x - 1) ~(y :S x - J) .1· c·nmn O< x < 1, ""'""'"'" q1 :SO===:- y< O!(pues O< y< 1). 
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En Ja Sección 1.2 el conjunto de Vitali se había definido como V= {x: x = 
mín<, C; }. pero acabamos de ver que F-,. = {C;};e/ = {Or;(x): x E [O, l)}. 
Así que el conjunto de Vitali también se puede describir como V = {x : x = 
mín<, Or; } . 

Dado que la discusión del problema de Ja medida se ha planteado en términos 
de IR 1 no nos detendremos a dar Ja demostración del teorema de Banach-Tarski 
con lujo de detalles. Sin embargo, a partir de las demostraciones de Jos análogos 
de Banach-Tarski en IR 1 y IR2 podremos dar un esbozo general de la demostración 
del teorema para el caso de IR3 , con lo que quedará claro que: 

1) Los pedazos en los que se parte la esfera no son sino rotaciones de la 
versión del conjunto de Vit ali en JR: 3 . 

2) Para este caso también basta suponer que hay un buen orden para los 
reales. 

3) La demostración está basada en propiedades que tienen que ver con teoría 
de grupos, en particular con el grupo de isometrfas. Con Jo que se verá por qué 
Vitali no sin·e para negar la hipótesis de la medida finito-aditiva en IR1 , pero su 
análogo sí para negarla en IR3• 

2.2.2. Deni.ostración de Banach-Tarski: análogo de Vitali 
en JR3 . 

Hemos seilalaclo ya que Ja demostración del teorema de Banach-Tarski se 
basa en una partición finita de la superficie esférica (es decir, en un partición 
finita de 5 2 = { :i: E IR3 : lxl = 1}) y que dicha partición se construye a partir 
del análogo de Vitali en IR3 • Para ello se toma, como para Jos casos de IR 1 y IR2 , 

un subgrupo particular de isometrías que es numerable. De hecho, se trata de 
un subgrupo de rotaciones generado a partir de dos rotaciones particulares T y 
a 1 ~. De modo que, si Gra denota a dicho grupo y S03 al grupo de isometrías en 
IR3 , Jo que estamos diciendo es que Gra es subgrupo de S03 y que IGTal = No. 
Sea {p; }ieN una numeración ele GTa· Como Gra es un grupo que actúa sobre S2 

podemos pensar, una vez más, en las Gr,,-órbitas como clases de equivalencia 
sobre S 2 y P = {Oc._ (x) : x E 5 2 } como Ja partición correspondiente. Nótese 
que P tiene e clases de equivalencia, ya que cada órbita es a Jo más numerable 
(pues Gra lo es) y IU PI= IS2

1 =c. 
Lo siguiente sería obtener un conjunto 1\1 ele representantes de cada clase de 

equivalencia. Pare ello nos servimos, una vez más, del axioma de elección en su 
versión BO'F. y puesto que, si existe un buen orden para los reales <111., se puede 
obtener un buen orden <"" para JR:3 , entonces podemos tomar l\f = { x E 8 2 : 

x = mín<iR' Oc,_}. Como G.,, es numerable entonces P' = {p;[Af] : P; E GTa} 
es una familia numerable. 

l!l\Vn~o11 [2-1] {p.15) tln laH l'ofncimws T y a uxplíc;ít.n111m11.u. 
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Hasta aquf la construcción es completamente análoga al caso de IR2• Lo 
siguiente serfa tratar de ngrnpar esos pedazos de manera que en realidad se 
tenga una cantidad finita. Sin embargo, antes debemos enfrentar otra dificultad: 
los elementos de P' no son disjuntos y, por lo tanto, P' no es una partición de 
8 2 • Esto es porque las rotaciones de Gra• a diferencia de los elementos de TQ y 
RQ, dejan fijos dos puntos fijos. Especfficamente dejan fijos a los puntos de la 
intersección del eje de rotación con In superficie esférica. Esto es problemático, 
pues dadas Ps E Gra distinta de la identidad y .7: E 8 2 tales que Ps (x) = x, como 
:z: E 8 2 , existen y E M y p1 E G,a tales que p1 (y) = :z:. De modo que PsPJ(y) = 3; 

y como G,a es grupo. entonces rxiste p, E Grata! que Pi = PsPJ· Pero además 
Pi ,P pl' ya que p, distinta el<' la identidad. De modo que, p;[Aij n PJ[X/j op 0 
COll p, op Pj· 

Esto se puede resoln'r si tomamos 8 2""-D , con D = {:z: E JR3 : 3p; E Gra 
tal que P;(x) = x}. Nótese que como Gru es numerable y cada rotación deja 
dos puntos fijos, D es numcrnble. En el (Apéndice C)se explicará porqué una 
partición de 8 2""-D i11duce u11a partición adecuada en 8 2 • Por lo pronto, hay que 
repetir co11 8 2""-D lo que se hizo con 8 2 • Es decir, '\lx E 8 2""-D sea 0 0 (x) = 
Oa •• (:i:) n 82""-D~º. •• 

Sea Q = { 0(;,.(x) : .-i· E 8 2""-D}. Como P es una partición de 8 2 y 
Q = Pn S 2""-D, te11emos que Q es una partición de S2""-D· Asf que tomaremos 
el conjunto de reprcse11tantes que induce la existencia de u11 buen orden de Jos 
reales. Es decir, tomamos V3 = { x E 8 2""-D: :i: = mín<IR" 0 0rn }. De modo que, 
e11 este caso, P' = {p;[V3 J : P; E Gra} sf es una partición de 8 2""-D, aunque 
todavía nos queda el problema de que es numerable21 • 

Por otro lado, por Ja forma en la que se eligen r y a, se puede ver que 
G,a tiene cuatro subconjuntos ajenos R 1 , R2, R3 y R.¡ tales que R 1 U rR3 = 
G,a y R2 U aR.1 = Gru· Con esta propiedad se completa la demostración, 
ya que se toman .41 = U p;[\/3 ], .42 = U p¡[V3 ], B1 = U p;[V3] y 

p,ER1 p,ER, p,ER, 

B2 = U p;[V3 ] que claramente son ajenos, pues están formados por Jos ele
p,eR, 

mentes de Ja partición P'. Además como R1 U T R3 = Gru entonces A1 U r A3 = 
U p;(V3 ] =U P' = 8 2 ""-D, pues P' es partición de 82"-D· Lo mismo sucede 

P;EG,." 

con B 1 y B 2 • Asf que 8 2 '-..D se puede partir en cuatro pedazos (en Ja que cada 
uno no es sino unión de rotaciones del análogo de Vitali en IR3 ) con Jos cuales 
se pueden formar dos copias, bajo rotaciones, de 8 2"-D. 

111 No J><Ul<!IUCIS t.0111nr l.o(ln.~ lns círl1ihts 1 yn <¡tll! S 2 ,D llO 11ccmmrim11m1t.c l!M cunndo hajo 
G-rcr· 

21 La pnrt.icitíll 111111wra!Jlt! <J1H! :-01! ha ohtm1ido hnstn ustn p11111.u tn111hifm sirvn pnr1L clmuost.rar 
que u11 R.3 :m 11ic~ga la hip1ítc!:-ti!'i ele! In urnc.licln. Ln dc?111Ustnu:M11 os i~nnl a la do lR 1C'oll ni 
nmj1111tn de! Vitnli. 
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El hecho de que G,"' a pesar de ser numerable como lo son Ri;¡ y TQ. tenga 
dos subconjuntos propios (R 1 y R3) tales que, dejando invariante a uno y apli
cando una sola rotación al otro, se vuelva a obtener todo Gru es una propiedad 
especialmeute fuerte, ya que para el caso de IR 1 para poder recuperar a todo 
Tb a partir de la familia {p2¡ };eN era necesario usar una traslación particular 
(a; = P;P2/ )para cada uno de sus elementos. 

Nótese que, tanto en los casos de IR 1 y IR2 como de IR3 , considerar los trasfor
maciones rígidas desde la teoría de grupos es de gran utilidad, ya que la sola 
definición ele grupo uos garantiza la cerradura bajo composición y la existen
cia ele inversos, que es lo único que se empica para las particiones numerables. 
Siu embargo. para <'l caso de IR::i se t iPne una propiedad adicional que marca la 
difcreucia cou ¡¡.¿ty lft2 . Se trata de una propiedad que puede plantearse en los 
siguientes térmiuos: 

Definición 8 Un grnpo G es paradójico si y sólo si existe una familia finita 
{ G;} 'f:!o de s11bconj1mfos de G ajenos dos a dos y una colección de elementos 

1l n-1 

{g;}~:!o d1~ G la/es que G = U g2;[G2;] y G = U g2;+i[G2;+iJ22 . 
i=O i=O 

Desde luego que la cienomiuación "grupo paradójico" señala ya la presencia 
ele un comportamiento ext.rmio, pero la definición no parece, al menos de entra
da, ser contraintuitiva. Incluso en casos particulares como el grupo Gru· Es, más 
bien, cuando se piensa en los conjuntos sobre los que actúa un grupo que esta 
definición se transforma en afirmaciones especialmente sorprendentes, como lo 
es el teorema ele Banach-Tarski. La propiedad de un conjunto ele ser paradójico 
bajo la acción ele un grupo se puede formalizar de la siguiente manera: 

Definición 9 Sea G un grnpo que actúa sobre un conjunto X . E <; X es G
paradójico si y sólo si existen A1, ... , Am, B 1, ... , B,, subconjuntos ajenos de E y 

g¡, ···9m, h 1 , ••• , h,, elementos de G tales que E= LJ g;[Ai] y E= Ü h;[B¡J. 
i=O i=O 

Cabe señalar, que si un conjunto es G-paradójico no necesariamente quiere 
decir que G es un grupo paradójico. Sin embargo, en el caso particular del teore
ma de Banach-Tarski, 82 es GTu-paradójico porque Gru es un grupo paradójico. 
En ese sentido, es interesante sefialar que es el axioma de elección el que permitió 
la herencia ele la propiedad "paradójica", dando un resultado verdaderamente 
contraintuitivo. De modo que, aunque el resultado de Banach-Tarski se base en 
propiedades del grupo ele isometrlas, éstas no servirían de nada si no se acepta 
la posibilidad de elegir sobre una familia de e conjuntos no vaclos23 • 

"g2;[G2;J = {921h: h E G2;} y g2;+iJG2H-ii = (g2;+1h: h E G2;+1} 
1ª Esto mitra «!11 l·o11so111\1tda l:o11 los rrnmltndos du Solovny, ptWH n.1111q11u t.odns lns dm11ost.1·a· 

ci1>11<!S di! la 11r-µ,:nl'i(111 d1! In liipt'Jtesis dn In llW<licln q1w clnrmuos luu:u11 uso clu nl¡.;111m dn ln.'1 
propit!1lacl1?s ch? In 1111~cliiln, l!!-ilns 110 :mu cumlil'i0111!s s11ficic11trn;. f\·Jie11trns Cflll!, lmjo cinrt.n.o; 
hip1~t.c?sis 1<•1irko <'1111j1111listn.'t (\'c~r S1!cdt\11 ú.:1), el axiu111n de t!lf!cci(>u es <"01Ulici611 llt?CeHnrin. 
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El estudio de las descomposiciones paradójicas, aunque actualmente está in
merso en la teoría de grupos, tu\'o su origen en los diversos intentos por clarificar 
y responder el problema de la medida. Hay quienes consideran que el conjunto 
de Vitali es " el primer caso en el que se usaron descomposiciones paradójicas" 
(\Vagon [24] p.7) , aunque se trntara de una cantidad numerable de piezas. En 
ese sentido, se podría tener una \'ersión más Ja.xa de la definición de que un 
conjunto sea paradójico bajo Ja acción de un grnpo, si se permit.e una familia 
numerable de subconjuntos, cu lugar de una finita. En cuyo caso, como ya se 
había señalado, S 2 también sería G-ra clcscomponible simplemente porque G-ra 
es un grupo numerable. Sin embargo, con\'icne mantener la definición original, 
porque con ella se \'e por qué si se abandona Ja a - aditividad no se tienen 
resultados a-dimensionales. En resumen, lo que podemos concluir con lo visto 
hasta ahora es que la dimensión de Jos espacios euclideanos modifica el papel 
que juega la a-aditi\'idad en la existencia ele conjuntos no medibles. 

Hipótesis Resultado Hipótesis 

Dimensión l\ledida 
Conjuntos no 

Adicionales 
mediblcs 

IR¡ a - aditiva 
Vitali Í301R ,. . 

Invariante ._-., .... 
1 

IR3 a - aditiva 
Análogo de Vitali >BOIR 

Invariante .' ·.1"-

Finito-
Ninguno · · H~hn~fü1.11a~h !Rl aditiva 

(l\Iedida de Banach) (Len:ia de_ Zorn) 
Invariante 

Finito- Banach-Tarski 
IR3 aditiva Análogo de Vitali (Descomposiciones 

Invariante paradójicas y BOIR) 



Capítulo 3 

lnvarianza bajo 
transformaciones rígidas 

El caso de l!t 1 indica que basta con abandonar la a - aditividad para dar una 
respuesta positiva al problema de Ja medida en dicha dimensión. Sin embargo, 
el caso de IR3 muestra que no se ganaría nada con hacerlo, ya que ahí la a -
aditividad no es condición necesaria para tener conjuntos no medibles. Eso nos 
conduce a considernr la invarianza bajo traslaciones, que es la otra condición 
que se le pide a una extensión de lit. Si se piensa el problema para cualquier 
dimensión, lo que nos estamos preguntando es ¿Qué pasaría si se abandona 
la invarianza bajo transformaciones rígidas'? o ele manera más específica ¿Es 
la invarianza bajo transformaciones rígidas condición necesaria para negar la 
hipótesis de la medida? 

Si Ja respuesta a esta última pregunta es afirmativa, entonces tendríamos 
que Ja invarianza bajo transformaciones rígidas es real11Jente culpable de Ja ne
gación ele la hipótesis ele la medida, frente a lo cual habría que evaluar con 
detenimiento cuáles serían Jos costos de abandonarla. Sin embargo, se verá que 
dicha propiedad no es la responsable. Para ello introduciremos Ja medida de 
Lebesgue y demostraremos que Ja pregunta sobre cuál es el dominio de Ja me
dida ele Lcbesguc es equivalente al problema ele Ja medida; no sólo porque la 
medida ele Lebesgue cumple con las condiciones (1) a (4), de manera que si su 
dominio fuera p(IR 1 ) entonces se cumpliría la hipótesis de la meclicla, sino porque 
cualquier medida que cumpla las condiciones (1) a (4) es en realidad una ex
tensión de la medida de Lebesgue. Finalmente se cianí una demostración de la 
existencia de conjuntos no medibles sin usar la invarianza bajo traslaciones. 

31 
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3.1. Medida de Lebesgue. 

La existencia del conjunto de Vitali niega la hipótesis de la medida, pero 
¿Quiere decir esto que si aceptamos el axioma de elección entonces es imposible 
extender la noción de tammio geométrico a conjuntos distintos de la unión de 
intervalos? Desde luego que no y la const.rucción de la medida de Lebesgue es un 
ejemplo de ello. :\lás min, ,·eremos que In medida de Lebesgue extiende In noción 
de tamaño geométrico a conjuntos como el ele Cantor, con el que introdujimos 
el problema ele la medida. En lo que sigue detallaremos la construcción de la 
medida de Lebesgur dada por Oxtoby [l!J], sciialanclo desde ahora los puntos 
en los que se hace uso de axioma ele elección, así como la versión de la que se 
trate. 

Definición 10 Dado un co11j1t11to A e IR 1 , decimos que C es una cubierta 
abierta de A si y sólo si C = {/¡} iEF, con l; E la = {(a, b) : a, b E JR} y 
Ac LJ l;. 

iEF 

Observación 6 Aunque en la definición no se especifica fo cantidad de inter
valos que confonnan una cubierta abierta, como 1R 1 es un espacio separable, a 
lo largo de toda esta sección se t.mbajará con cubiertas a lo más numembles. 

Las cubiertas abiertas son la clave para construir una función que aproxime 
el tamaño geométrico de un conjunto. 

Definición 11 Sea /1° ; s:i(IR 1 ) --+ [O, oo] tal que ]Jara A e JR 1 ; 

11°(A) = inf { ¿:: Jan - bnJ: A e LJ (an, bn)} 
nEN nEN 

Nótese que ¡1• está bien definida, ya que C = { (-n, n) }neN es una cubierta 
abierta de cualquier subconjunto de reales y, por Jo tanto, el conjunto sobre el 
que se toma el ínfimo es distinto del vacío. Además, el rango de ¡1• efecth·amente 
es [O, =J, pues la longitud de un intervalo siempre es un valor no negativo. La 
función ¡1• se conoce como la medida exterior inducida por lh 1, ya que ¡tº está 
definida a partir de la medida de Jos "vestidos que tapan al conjunto". En ese 
sentido, el ínfimo del tammio ele las cubiertas de un conjunto podría pensarse 
como "el traje hecho a su medida". Desafortunadamente no podemos garantizar 
que para tocios los conjuntos ese ínfimo sen el traje perfecto. De modo que 
¡tº, aunque está definida para todos los conjuntos ele reales, sólo nos refiere el 
tamaiio geométrico de un conjunto si se cumplen ciertas condiciones, bajo las 
cuales diremos que un conjunto es ¡t•-medible. 

Definición 12 Sea A e JR 1 • A es ¡t•-medible si y sólo si dada e> O existen F 
cerrndo y G abierto tales que Fe A C G y ¡t°(G - F) <e. 

1 Nüt<~1m <pU! Se! t 1nta cl1~ 111m gmwrnlizm:Í<~ll <lnl c:o11cupto d<! cu11tc!11idn extt!rior, yn q11n 1!11 
c~stc! cuso Jas t·11hir!rlas p1wd1!ll sc~r 11111111!rnhlus. 



3.1. MEDIDA DE LEBESGUE. 33 

La definición original de un conjunto ¡t• -medible es bastante menos intuiti
va, como bien lo seilala Folland 2 • En cambio, la que hemos dado puede pensarse 
como un indicador ele que es posible encontrar cubiertas que se ajust.en cada 
vez mejor al 'ºcuerpo del conjunto"~; ya que se pueden encontrar trajes hechos 
a partir ele los "retazos" topológicos (es decir, de los intervalos abiertos y sus 
complementos) que cubran al conjunto por dentro~· por fuera y cuya diferencia 
en tamaiio sea mínima. En ese sentido podríamos decir que para los conjuntos 
¡t•-medibles existe un traje que es casi Sil piel, mientras que para los conjuntos 
que no cumplen esa condición no es posible confeccionar trajes, con los mate
riales dados. que se ajusten a Sil "cuerpo"; de manera que. aunque existan trajes 
que los cubran, estos cst1\n lejos ele referirnos su tamaiio geométrico. 

Notación 2 !l.ll = {A e IR 1 : A es ¡i· -medibles). 

A continuación demostraremos una serie ele resultados que caracterizan a !1Jl 
y que demuestran que ¡i• 19.Jt cumple con las condiciones (1) a (4) de la hipótesis 
de la medida. 

Lema 13 ¡1•(0) =O. Además si A= {a}, con a E IR, entonces µ•(A)= O. 

Demostración. Sea Cn = { (-;,1 , ~) }. Está claro que \;In E N, Cn es cubierta 
del 0 y además que inf{lh(-;,1 ,~): n E f::I} =O, así que ¡t*(0) =O. Para 
la segunda parte sen A = {a} y sea e > O, entonces tomamos la cubierta 
C, ={{a - ~·ª+~)}para ver que ¡t•(A) :Se. • 

Teorema 14 Sea r = [a, bJ <;;; IR 1 , entonces ¡t• {!) = la - bl. 

Demostración. Por un lado, p.•(!) :S la - bl, pues si tomamos la sucesión de cu
biertas {C,, }neN tal que \;In E N, C,, = {{a - *' b+ *)}está claro que µ•([a, b]) :S 
inf { l(a - ~) - (b + ~)I : n E f::I} = la - bl. Para ver la otra desigualdad, sea 
€ > 0 y C, = {(a,,, b,,) }neN una cubierta de l tal que L: lan - b11 I :S µ•(J) + €. 

nEN 
Como J e U = U (an, b11 ) e I es, por el teorema de Heine-Borel, compacto, 

nEN 

entonces existe K, = {(a,,,, bn,) }f=o e C, una subcubierta finita de l. Por otro 
lado, para i ::; k tomamos I; = (a 11 ,, bn,) n /. Nótese que l; es un iuterva

k 
lo tal que lh{I;) :S lan, - b11 , 1 o es el vacío y que I = LJ !;. De modo que: 

i=O 
k k 

la - bl = lh(I) :S L: lh(an, 1 bn,) = L: lan, - bn, I :S L: lan - bnl :S µ•(!) + €. 
i=O i=O nEN 

Esta última desigualdad es válida para toda e> O, así que lb - al ::; ¡i•(I). • 

1 Ladf'fi11kit'111 dc? Ld1t~sv.1wclkc~: A C IR. 1ncolnclo 1~s µ•.11wdihh:ssi 11.•(A}+µ•((a,b)\A) = 
/b - aj. Ln q1u• sP 111n111•jn nquí (Oxtoh~· llUJ) tn111hió11 clifü~rn de! In clc! Folhrncl, <fllC! ctit·c!: 
A e JR 1cs ,,·.1111,dihl" ssi dacio E e IR 1.11•(E) = ¡t"(EnA) +11"(En.4c). llah11us ([!!) p.-1·1) 
nr~1111ie111.n qm• 1~stn tilt.i111a 110 sülo fndlil.n nl~1111ns clcmostrndoiws. si110 qut: rns11Jt.n 11nt.11rnl si 
sc: cousidc!ra11 las pn,pic!cladc:s adit ivns cpw g.cm<!l"I\. Sin muhnrgo, In tic Oxtuhy pnrnce ser 11ub1 
nclc:cumln pnrn In disc11si611 di!l prohlemn dc: In mmlidn cm In rect.n nml 1 ya que cln t111n idea 
11111y dnrn sohre q11l! t.ipo d1: t'o11j1111t.os son mcdihles. 

:t Ya que los "t rajrn.;" i11lur11os y cxtunws Ht! pnrm:cn 1111\s y 1111t .... 
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Teorema 15 (¡t• es invariante bajo traslaciones) Si A E !Xll y x E IR, en
tonces Atrasx ={a+ X: a E A} E !tll y ¡t•(A1msx) = ¡1•(A). 

Den1ostración. Primero demostraremos que ¡t*(A,,·asx) = ¡1*(A). Como ya 
sabemos que la longitud ele los inten·a)os es invariante bajo traslaciones, basta 
demostrar que el conjunto de las cubiertas de Atrasx es igual al conjunto de 
las cubiertas de A trasladadas por :r. Si C = {(a,.,bn)},.er-i. entonces definimos 
C1rusx = {(n11 .b11 )1ros.r}neN· Sea (C..i)trasx = {C1rus:r: Ces cubiert.a abierta de 
A} y sea C .. 1,, ..... = {C: Ces cubierta abierta de A 1rasx}· Hay que demostrar 
que CA,, ..... = (C.-1)1ras.r• 

a)C .. 1 ...... 2 (C .. 1) 1 "°·"··· Sea C = {(n,,,b11 )},,eN una cubierta ele A. Como 
A e LJ (a,,,b,,). e11to11ccs A 1,.,, .•. r ={a+ :r: r1 E A} e LJ (a 11 ,b,,)1rau· Así que 

'IE~ nEN 
Ctr-a~'i.x = {(a 11 ,b11)tr0 .... 1.}uer1 es cubierta abierta de Atrasx. 

b) C .. 1, ..... <:;; (C .. i) 1ras.r- La clemostració11 de esta contención es análoga a la 
anterior, pues dada C E C..i,. ... " hay que tomar C1ras-x. que se puede ver que es 
cubierta de A. 

Por tíltimo, hay que ,·er que Atrasx E 9..ll. Sea f > O. Como A E !tll existen F 
cerrado y G abierto tales que Fe A e G y ¡i•(F-G) <f. Claramente F 1rasx e 
A1ras.r C G1rasx y por el resultado anterior ¡.t•(F - G) = ¡t•((F - G)i.·asx)· 
Además (F - G)1rusx = (F1rasx - G11·as.r). Así que ¡t•(Firasx - G1ras:r) < €y, 
por lo tanto, A 1ras.r E !lJl. • 

Para demostrar la a - aditividad es necesario probar varios resultados pre
liminares. 

Lema 16 (11• es monótona) Si A e B entonces µ*(A) 5 µ:(B). 

Demostración. Esto es porque toda cubierta abi~rta de B e~ cubiertaabierta 
de A. Es decir, como . · . . · 

entonces 11•(A) ::; ¡t•(B). • 

Lema 17 (µ• es subaditiva) Sea A= U Aj, entonces 11• (A) 5 E µ?(Aj). 
jEN iEN .· 

Demostración. Dada E> o,· para cada j EN sea Ci = {(aji 1 bij)};e~ uiia cu
bierta de Aj talque E ja¡i -b;il 511•(Aj)+1;. EstoquieredecirqueC= U Cj 

iEN · • .. , jEN·. 

es una cubierta de A, así que ¡1•(A) s; ¿ E 1% - b;jl 5 E (¡tº(Aj) + 1;) = 
iENiEN iEN 

¿ ¡t•(Aj) +f. Como esto es válido para cualquier E> O, tenemos que µ•(A) 5 
iEN 
¿ 11•(Ai)· • 

jEN 
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Observación 7 Si A= U {an} entonces µ*(A)= O, ya que po1· el lema an-
neN . · . · · · 

terior Jt•(A) $ n~NJt*({an}) y, por el Lema 13, lfa .EN, µ.•({~n}) ==;O. pe 

modo que Jt*(A) =O. En otras palabras, todo conj1mto numerable. tiene 1~~dida 
exterio1· cero. 

Lema 18 Sea {A;} i~o una sucesión .finita de conjuntos. cerrados, acotados y 
n · n . 

ajenos dos a dos. Si A= U A; entonces ¡.t•(A) = I: ¡.t*(A;)·1• 
i=O i=O 

Demostración. La demostración se hará mediante inducción sobre el mímero 
de conjuntos ajenos: 

1) Caso base: n =O. No hay nada que demostrar pues A= Ao. 
n 

2) Paso inductivo. Sea A = LJ A; y A,.+1 tales que A1 n Ai = 0 si l :/: j y 
i=O 

n 
supongamos que Jt*(A) = 2: Jt•(A¡). Hay que demostrar que µ•(A U An+1) = 

i=O 
n+I 
I: Jt*(A;). Para ello basta probar que si B 1 y B2 conjuntos cerrados y acotados 
i=O 
tales que B 1 n B2 = 0, entonces µ•(B1 U B2) = Jt*(Bi) + Jt*(B2), pues podemos 

n 
tomar B1 = U (A;} y B2 = An+l y usar la hipótesis de inducción. 

i=O 

Observación 8 Si B 1 y B2 son cenndos y B 1 n B2 = 0, entonces existe ó >O 
tal que para toda I = (a,b)[III :=:; ó = (B1 ni# 0- B2n I = 0) i\ (B2 nJ # 
0 __, B 1 n I = 0)]. 

Dada€ > O existe una cubierta abierta C = {(a,.,bn)}neN de (Í31 U B2) 
tal que I: la,. - b,.I :=:; µ•(B1 U B2) + ~· Ivlás aún, existe una cubierta C5 = 

nEN 
{(c,.,dn)}neN de (B1 U B2) tal que \in EN, lc..-dnl $ Ó Y L len -d,.I $ 

nEN 
2: la,. - b,. 1 + ~ 5 . Así que L: le,. - dnl $ Jt• (B1 U B2) + €. Sean Ca, 

nEN nEN 
{(c,.,d,,) E C5: (c,,,d,.) nB, # 0} y Ca,= {(cn,dn) E C5: (cn,dn) n B2 :/: 0}. 
Como C5 es cubierta de (B1 U B2) y "In EN, le,. - dnl :::; ó, por la Observación 8, 
tenemos que Ca, y C8 , son cubiertas ajenas de B 1 y B2 respectivamente. Así que 
Jt•(B1)+1t•(B2)$ 2: lc,.-d,.I+ 2: lc,.-d,.1$ í:lc,.-d,.1$ 

(cn,dri)ECA 1 (c,.,du)ECA:i nEN 

1 Nt'itcsP qtw t•sll! lema dc11111cstrn la fi11ito· ndit.ividml d(! Jl• pnm los cnnj1111t.us cm-rndcis y 
1u.:otaclos. Esff! rl'sultndo ser\'iní como hnsH pmn dm11usf.n\l' la a-ndit.ividad clu µ• u11 ~t!llH
rnl. 0f! lied10, ósl1! es 1111 h1w11 cjniuplo 1h! ct~lllO Sl! \'Oll J.?.UIWl"nliznuclo loH rrnilllhulos para la 
f'OllSl1'11<Til°l11 clf! la lllf•dida d1i L<!IWSAtW. 

;,SPH (a, b) Hll i1111!1'\'Hlo ('tl/\lq11i1•rn. Srn\ T1l l!I 1111\~'lll° f!llft:l'O di! 210
3-bl y e = min{6, ~}, 

""''"'""" t11111n111us P, = {(a+11~, a+ (n+ !)~):O :S n :S m-1} U{(n+m~ - ~,a+m~ + ~)}. 
Clara1111!11fe Pd f!s 111m f'1thicrta de (a, b) tal <prn los iutun•alos que In c:o11íor11uu1 tienen lougit.ud 
11w11or iA11al que c5 ~· ¡i• (PtS) :5. la - bl + ~· 

Esla c.·011stn1tTic"m Sl! puede ltnc1!1' con tmlos lus i11t.1!1'\'nlus (an. bn) q11n C.:UlllJHJlll!ll In cuhiurt.a 
e, de! modo '(IW 11•(Pd,.) ~ /an -bnl + F· 
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¡t•(B1 U B2) + €. Pero como esta desigualdad se cumple para toda€ > O, t~n
emos qué ¡t•(B1) + ¡t*(B2) :s; ¡t•(B1 U B2). La otra desigualdad se desprende 
inmediat.amente de la subaditividad de ¡t• (ver Lema 17). • 

Lema 19 Sea G un conjunto abierto y acotado, entonces dada € > O existe F 
un subconjunto cermdo de G tal que ¡t•(G) - € < ¡t•(F). 

Demostración. Como todo co11junto abierto de reales es unión 11umerable de in
tervalos abiertos disjuntos6 tenemos que G = U (an, b11 ), con (a¡, b;)n(aj, bj) = 

nEN 
Vl, si i 'I j. Claramente { (a 11 , b,.) }neN es una cubierta abierta de G, as{ que 

¡i•(G) :5 L: '"" - b,./. Sea 11! EN tal que ¡i•(G) - ~ < f: /a 11 -b11 /
7

• Para 
11EN n=O 

toda n < m sea J,. C (a 11 ,b,.) un intermlo cerrado tal que /a 11 - b11 /- 2'n < /Jn/· 
m 

Nótese que J, n Jí = 0 si i ,¡ j y que F = U J 11 es un subconjunto cerrado de 
1'1=0 

G, por ser unión finita de cerrados. Por otro lacio, por el Lema 14, µ•(Jn) = /Jn/· 
m 

Además, como J,. es cerrado y acotado, por el Lema 18, µ'(F) = L: /Jnl· Por 
n=O 

lo tanto, f: /an - b,./ - ~ < ¡t'(F). Además ¡t'(G) - ~ < f: /an - bn/ . Asf 
n~ n~ 

que, juntando estos dos últimos resultados, tenemos que ¡t*(G) - € < ¡t*(F). • 

Lema 20 Sea F un subconjunto cerrado de un conjunto abierto y acotado G, 
entonces ¡t•(G - F) = ¡t•(G) - ¡t•(F). 

Demostración. Como Fe G y Ges acotado, entonces ¡t*(F) < =· Asf que 
¡t'(G - F) = µ•(G) -¡t*(F) <=> ¡t*(G- F) + µ*(F) = ¡t*(G). Demostraremos 
esta última igualdad. 

(1) µ•(G - F) + ¡i•(F) :s; ¡t*(G). Sea€> O. Como G- Fes un conjunto 
abierto y acotado, pues G y pe lo son y G - F = G n Fe, entonces por el 
lema anterior sabemos que existe F' un conjunto cerrado tal que F' e G - F 
y ¡t•(G - F) - € < ¡t•(F'), entonces ¡t*(G - F) + ¡t*(F) - € < ¡t*(F') + µ*(F). 
Por otro lado, como F' y F son cerrados ajenos, por el Lema 18, tenemos que 
¡t•(F') + p•(F) = p•(F' UF). Como (F' UF) e G y p• es monótona (ver 
Lema 16) entonces ¡t•(F') + ¡t•(F) = ¡t•(F' UF) :5 µ•(G). Asf que dada€> O, 
µ•(G- F) + ¡t• (F) - € :::; p•(G) y, por lo tanto, µ*(G- F) + µ*(F)- € :s; µ*(G). 

(2) p•(G) :::; ¡t•(G - F) + ¡t•(F). Esta desigualdad se desprende inmedia
tamente de la subaditividad de ¡t• (ver Lema 17), ya que G = (G - F) U F . 

• 

fiLn dc!111ost.rm:ió11 de <!Sf.n n!s11ltmlo c!H muy ttu11cilln y ¡>1rn<ln co11:-i1dtnnm m1 Fnllnml (O) 
(p.12). 

7Dc lo co11t.mrio, f lan - bnl S: µ•{G) - ~ < µ•(G)I 
n=O 
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El siguiente teorema muestra con mayor claridad la idea de que los conjuntos 
¡t•-medibles son aquellos conjuntos para los cuales es posible confeccionar un 
traje (con los retazos que se tienen) que se ajuste tanto como se quiera al 
conjunto y que nos refiriera su tamai1o del mismo modo que las tallas nos refieren 
el tamaiio de las personas. 

Teorm11a 21 Sea A un conj1mlo acolado. Si dada f > O e.riste F e A tal que 
Fes ce,.mdo y ¡1°(A) - E< ¡1°(F) c11/01Lccs A es ¡1· - medible. 

Demostración. Sea E> O y Fe A tal que Fes cerrado y ¡1"(A) - ~ < ¡1•(F). 
Como A es acotado ¡1"(A) < co, entonces existe una cubierta C = {(a,., bn) }ueN 
ele A tal que la,. - b,.I < 1 y L la., - b,.I < ¡1°(.4) +~~.Sea B = {(a,.,b11 ) E 

11Ef'i 
C: (a.,,b.,) n A# 0} y Hea G = LJ B. Nótese que Fe A e G, con G abierto y 
además acot aclov. Así que por el Lema 20 ¡1 º ( G - F) = ¡1· ( G) - ¡1"(F). Además 
por la monotonía y la subaditiddad ele ¡1• tenemos que ¡1•(G) :5 L lan - bnl 

nEN 
y, por lo tanto, ¡1•(G - F) = ¡1"(G) - ¡1"(F) :S ¿: la.,. b.,I - ¡1•(F) < ¡1•(A) + 

ue:t 
~ - (¡1"(A) - ~)<E. De modo que A es ¡1"-medible. • 

Este lema, que puede pensarse como un criterio ele ¡1"- medibiliclacl, es in
teresante porque muestra que los conjuntos que. en términos ele ¡1•, se "parecen 
mucho" a conjuntos cerrados deben ser ¡1• -meclibles. En particular nos garan
tiza que los intervalos cerrados son ¡t" - medibles como se ve en el siguiente 
corolario. 

Corolario 22 Si I = la, b], entonces I E !l.ll. 

Demostración. Sabemos, por el Lema 14 que si I = [a, b], entonces µ•(J) = 
la - bl. Así que basta tomar a F = I para poder aplicar el teorema anterior y 
tener que JE !1Jl. Pues dada E> O, siempre se tiene que ¡1•(!) - E<µ•(!). • 

Este teorema además apunta hacia un aspecto central en la discusión del 
problema ele la medida, a saber: que la hipótesis ele la medida se traduce en 
una propiedad de "buen comportamiento" de los conjuntos que conforman la 
potencia de los reales, como se verá con mayor claridad cuando nos adentremos 
en los resultados de Solovay. 

Lema 23 Sea A= U A; (con A; E !'lJl y A; n Aj = 0 si i =I j) un conjunto 
iEN 

acolado, entonces A es ¡~·-medible y µ•(A)= L ¡t"(A¡). 
iEN 

~ Pnrn ~nnu1t iY-nr In <l<!sii.;1m!flml t~sl l'icl.n e~~ llf!C:fJHit1~i<·;- c11w I') c·1111j1111t o Hl!I\ ncnt.rnlo. 
ºC111110 Vy E G 3x e A( Jx - YI < 1), yn q11~! Jan - b,¡I < 1). 11úto11<:1!N G l?S ncotmln )JOl'Cl11n 

A lo m;.. -
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Den1ostración. Como A es ncotado existe/ .. \ =(a, /J) tnl que A e I..i. Nótese 
que A; tmnbién es ncotado. Como por hipótesis A; es medible, entonces dadn 
€>O existen F; cerrado y G; nbierto tnles que F; e A; e G; y 11•(G; - F;) <e. 
l\Iás mln, podemos nsegurar que existe un conjunto e: ncotndo que cumple con 
lo mismo que G,. pues tommnos e:= G;n/..i que es abierto por ser intersección 
finita de abiertos y como e; e G, entonces e; -F, e G; - F;. Así que, por la 
monotonía de ¡1•. tenemos que ¡t"(G; -F;) $ ¡1•(G; -F¡) <l. 

La \·eutajn de tomnr e; es que, al ser un abierto acotado tal que F; e A; e 
G;nl.-1 =e;, podemos usar el Lenrn 20 para \'er que ¡1*(G;)-¡t*(F;) = µ*(G{
F;) <€.Usando unn \'ez nu\s In monotonía de ¡t• tenemos que ¡t*(A;) < ¡t*(G:). 
Por lo tanto, ¡1"(A,) - ¡t*(F,) < ¡1'(G;) - ¡1•(F;) <e 

Si en particular tomamos ;f;. con f >O, tenemos un resultado de gran utilidad 
para nuestra demostración. Dada i E .N, existe un conjunto cerrado F; C A; tal 
que ¡t*(A;) - :f; < ¡1'(F1 ). Adenaís, como por hipótesis A= LJ A;, usando la 

iE:'i 
subaditividad de ¡1· tenemos que ¡i•(A) $ L:: ¡1•(F;), de donde se sigue que 

iEN . 
existe k E .N tal que: 

€ k 
p·(A) - ;; < ¿:: ¡1*(A;). 

- i=l 

Nótese que k existe, pues si L:: ¡~·(A;)$ ¡t*(A)-~, como µ*(A) $ L:: J-L*(A;), 
iEN iEN 

entonces ¡t*(A) $ ¡t•(A) - ~· Pero, como€> O, eso querría decir que µ*(A) < 
k 

¡1*(A) - ~ < ¡t•(A)! Sea F = U F;. Nótese que Fes cerrado y acotado por 
i=l 

ser unión finita de cerrados y acotados. Como F; n Fi = 0, podemos usar el 
Lema 18, que nos garantiza la finito aclitiviclad de ¡t• pnra el caso de conjuntos 
cerrados, junto con lo que hemos seiialado antes, para ver que: 

k k k 

µ*(A) - € < ¡~ ¡t*(A;) - ~ < ;~1 ¡t*(A;) - ~ < ¡~ ¡t*(F¡) = µ*(F). 

De modo que, por el Teorema 21, A es medible. Por otro lado1 Vn E 'N, 

f: ¡t*(A;)-io < f: ¡t*(F¡) y f: ¡t*(A;)-~ < f: ¡t*(A;)-io· Así quel;/1rE N: -
i=l i=l i=l i=l . '-':,';. ,·', 

n n E: n 'f ,, / .. : :~ 1 '{-;.: 
¡: p*(A;) < -~ ¡1*(F;) + 2 = ¡t*(_~ F¡) + 2< ¡t_~(A)c:+ 2f'C 
t=l i-1 . . ·~J , .. ;_-._.~:~··.,:.:f-:,_:(~~;-~":).::._.·:·:f:~:\ ::i'<~' -.-·_ ·,' 

Cuando n __, oo y € __, O tenemos que L:: p•(A;) '.51((AY: P_ó(otro"ladó;' la -
iEN : ' , .. ,-(·_'_. : .:·.,.;_:::.-:/.-.1{i ,.;·¡~::<~-: i::· ;_,\ .. ·. ·-~-,: _ .. · -.. · 

subaditividad (Lema 17) nos garantiza que ¡1•(A) $ E µ*('A,í)?l),e"uiodo que 
. :•iEN:.:·:c;.:>•:,1s;c< .• -.>-. -

¿:: ¡1*(A;) = ¡.t*(A). • 
iEN 

Con este lema ya es muy fácil demostrar 1a'cT-;_adÜÍ.vidacl para el caso general. 
Esta forma de demostrar resultados d¿ntro de: teoría'' de la medida no debe 
sorprendernos, ya que los conjuntos verdaderainente conflictivos (en términos 
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del proble1na de la medida) son los conjuntos acotados, como se puede ver con 
la const.rucción de la medida de Banach. Por otro lado, tampoco debería de 
sorprendernos que la a - aditividad sea la propiedad más difícil de demostrar, 
ya que, en el caso de IR 1 es condición necesaria para la negación de la hipótesis 
de la medida. 

Teorema 24 {11• es a - aditiva sobre 9.11) Sea A = U A¡ (con A¡ E 9Jl y 
iE:" 

.4¡ n Aí = 0 si i -1 j}, entonces A E 9.ll 1111"(A) = ¿: ¡1"(.4¡). 
iE:'-i 

Para ciar la demostración de este teorema es necesario introducir un lema 
que además nos servinl para demostrar que 9.11 es una a-ülgebra: 

Lema 25 Si A, B E 9Jl entonces A n BE 9Jl. 

Demostración. Sea € > O. Dado que A y B E 9.11, existen F 1 y F2 conjuntos 
cerrados y G1 y G'2 conjuntos abiertos tales que F 1 e A e G 1, F2 e Be G2, 
¡1º(G1 - Fi) < ~ y ¡1"(G2 - F2) < ~-Sean F = F1 n F2 y G = G1 n G2. Nótese 
que F y G son cerrados y abiertos respecth·amente, por ser intersección finita 
de conjuntos del mismo tipo. Además F e A n B e G y G - F = G 1 n G2 

-F¡ n F2 = G¡ n G2 n (Ff u Fi) = (G1 n G2 n Ff) u (G1 n G2 n Fi) e 
(G 1 -F1)U(G2-F2). Así que usando queµ• es monótona ysubaditiva tenemos 
que ¡1°(G - F) :S µ"(Gi - F1) + ¡1"(G2 - F2) <e • 

Demostración. (Del Teorema 2·1) Sea { ::.1 }~ 1 una numeración de Z y lj = 
[::.1 ,::.1 + I]. Para cada j EN tomamos A¡1 =A¡ n [::.1 , ::.1 + l], que es un conjunto 
medible por ser intersección de dos medibles (Corolario 22 y Lema 25) y acotado. 
:"lótese adcmüs que para j fija, si i -¡ l entonces Áij n A11 = 0, ya que A;j e A¡ 
y A11 e A1 y, por hipótesis, A, n A1 = 0 si 'i -1 l. Sea B 1 = LJ Aií. Nótese que 

rEN 
Bj es acotado (pues Aij e [::.J,::.í + l]) y medible, por los dos últimos lemas. De 
modo que dada€ > O, existen Fí cerrado y Gj abierto y acotado tales que Fj e 
Bí e G1 y ¡i'(G1 - FJ) = ¡t"(GJ) -11"(FJ) < :f;. Sea F = U F1 y G = U Gj. 

jEN jEN 
G es abierto por ser unión ele abiertos. Hay que ver que F es cerrado. Sea x un 
punto de acumulación de F entonces existe una sucesión {x,, };;"'=o C F = U Fj 

jEN 
tal que limn-ooXn = x. Como toda sucesión de reales convergente es acotada y 

Fj e [::.j,::.j + 1] entonces existe no EN tal que {x,. };;"=o e LJ Fj. Nótese además 
J=I 

que x E LJ Fí e F, ya que In unión finita de cerrados es un conjunto cerrado 
j=l 

y limn-ooXn = :i:. Por lo tanto, F es cerrado. Por otro lado, cabe señalar que 
Fe A e G y que G - F = LJ G - Fj e LJ Gi - FJ. L"sando In subaditividnd 

jEN jEN 

y la monotonía ele ¡1•, ¡t'(G - F) $ :L µ•( Gi - Fi) <€.Por lo tanto, A es 
jEN 

¡i'-medible. 



.JO CAPÍTULO 3. INVARIANZA BAJO TRANSFORMACIONES RÍGIDAS 

Para ver que ¡i•(A) = L: ¡t•(A;) sólo hay que demostrar que L: µ•(A;) ::; 
iEN iEN 

¡i•(A), ya que la otra desigualdad se desprende inmediatamente de la sub
adith·idad de ¡t•. Como A; = U A;j, entonces ¡t•(A¡) :::; ¿: µ•(Aij). Así 

jEN jEN 
que, usando la monotonía, la subaclith·idad de ¡i•y el Lema 23 tenemos que 
L: ¡1•(A;) :5 L: L: ¡1•(AiJ) = L: ¡1•(B1 ). Por otro lado, como Fj e B1 e GJ, 
iEN jEN iEN JES 
con GJ abierto y acotado, usando el Lema 20 y la subadith·idad ele ¡1•, tenemos 
que ¡1•(Bj) :5 ¡1•(G1) = ¡1'(G1 - FJ) + ¡1•(F1 ). De modo que L: ¡1•(BJ) ::; 

jEN 
L: ¡1•(Gj - F1) + L ¡1•(F1) :5 E+ L: ¡1•(Fj) =E+ ¡t•(F). Poniendo todos 

jEN JEN jErl 
estos resultados juntos llegamos a que ciada€> O, L: ¡1•(A;)::; L: ¡t•(Bj)::; 

iEN jEN 
E+ ¡t'(F) :5 E+ ¡i•(A). La tíltima desigualdad se desprende de que Fe A y de 
la monotonía de ¡1·. Finalmente si tomamos E -... O tenemos que L: ¡1•(A;) ::; 

iEN 
¡1•(A). • 

A continuación damos un teorema que garantiza propiedades de !lJ? impor
tantes para teoría de la medida 111 • 

Teorema 26 (!JJ? es una a-álgebra) El conjunto de los subconjuntos de reales 
µ•-medibles (!1Jl) forma una a-álgebm. 

Demostración. Por el Teorema 2.J se tiene que si A = U A;, con A; E !)J?, 
iEN 

entonces A es ¡1•-medible. Así que sólo falta verificar que si A E Wl, entonces 
Ae E !lJ?. Sea A E !lJ?. Dada € > O, existen F cerrado y G abierto tales que 
F e A e G y ¡1•(G - F) < E. Si tomamos G' =pe y F' = ce, tenemos que 
G' es abierto, F' es cerrado y F' e A e e C. Además G - F = G n pe 
(F')e n G' = G' - F'. De modo que ¡1'(G' - F') = µ"(G - F) < E. • 

Esta forma de caracterizar a !lJ? resulta de gran utilidad, pues aunque no 
conozcamos a todos los elementos de !!Jl, sabemos que se trata de un conjunto 
cerrado bajo las operaciones conjuntistas de unión arbitraria y complemento. 
En particular, tenemos que si B e !lJ!, entonces la a-álgebra generada por B 
estil contenida en VJ? 11 • Esto nos permite ver que el dominio de µ• contiene 
propiamente a IR, ya que si tomamos B = IR entonces la a-álgebra generada 
por B (conocida como la a- álgebra de Boro) y denotada por 231R) está contenida 
en !lJ?, pues veremos que /'JI. e !lJ!. Además /IR ~ 231R, ya que los conjuntos Gó 
(es decir, los conjuntos que son intersección arbitrarias de abiertos) pertenece 
a la a-álgebra de Borel 12 y, desde luego, que hay conjuntos Gó que no son 
intervalos. 

111 Ei1 pnrth:11lnr, 1111:-; 1wn11itin\11 1l1•11111stnn c¡11e la 111eclicln do L1!lwsp;ue m; 1111n c?xt.m1sicS11 
~ig11ifknfi\'n <I<~ lh, pues s1! \'(!flÍ q1rn su doi11i11io PS cquipofuut.u con In potrn1<:in dl! lrni l'm\lc~. 

11 Ln a- 1U~dan ~1~1rnnuln por 1111 c·o11j1111to c!S In 111(11i11rn cr- 1\lgl!IJrn cpw lo cout imw. 
1 :J Ln i11l1!l"sccd1j11 arhit.rnrin de! nhi<~rtm1 se p111?d1~ \'t!r como ul <~0111plm1w11t.o ele~ In 111dch1 dt! los 

co111pl1!11W11tos d1! los nhirrt11s Íll\'olt1<'nulos. Rcc11f!nlcsc! n.dcm11t-; CJIU! 111m u-1\lgi!l>rn c!s cunmln 
hajo 1111imws arhil rarin.o; ,\' crn11pl1!1111~11tos. 
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Por otro lado, como ya mencionamos antes, la propiedad de ser ¡t•-medible 
es garantía de que el \"aior que otorga ¡t• nos refiere el "tamaño geométrico" 
ele un conjunto. Así que ¡t• restringida a !lJl es una buena extensión de lh. Esa 
restricción es justamente lo que se conoce co1110 la medida de Lebesgue. 

Definición 13 La medida de Lebesgue es ¡i• 1911 • 

Notación 3 ¡11, denota a la medida de Lebesgue (i.e. ¡11, = ¡i• 19.11) 

Teoren1a 27 La medida de Lcbcsgue es e3:fensión de /h. 

Den10stración. Como dom(¡i*) = p{IR 1 ) y por definición !lJl e dom(¡t*), en
tonces 9Jl = do111(¡t 1.) e s:i(IR! 1 ). El Teorema 15 y el Teorema 2-l demuestran 
que ¡1 1, cumple con las condiciom's (2) a (·I) de la hipótesis de la medida. Así 
que queda por demostrar que V(a, b) C IR 1 , (a, b) E 9.11 y ¡t" ((a, b)) = la - bl. 
¡t"((a,b)) = In - bl, se demuestra exactamente igual que como se hizo para 
los intervalos cerrados. Por el Corolario 22, [a,b] E 9.11, [a,a] = {a} E !lJl y 
[b, b) = { b} E !lJl. Así que usando el hecho ele que !lJl es una a-álgebra (Teorema 
26) tenemos que (a,b) = [a,b) - {a,b} = [a,b) n {a,b}c E !lJl. • 

3.2. Unicidad de la medida de Lebesgue 

El hecho de que el dominio ele la medida de Lebesgue contenga a los bore
lianos da una respuesta positiva, aunque parcial, al problema ele la medida, 
pues al menos nos garantiza la existencia ele extensiones de lh. Sin embargo, 
a continuación presentaremos una serie ele resultados que colocan a la medi
da ele Lebesgue en el centro del problema de la medida, pues demostraremos 
que cualquier extensión ele lh tiene que coincidir con la medida de Lebesgue en 
9Jl. En particular, tenemos que cualquier extensión ele lh debe otorgarle a los 
borelianos su medida de Lebesgue. 

Este resultado, que se puede entender como la unicidad de la medida de 
Lebesgue, coincide con la idea de que el tamaño geométrico es único y, por 
lo tanto, confirma que la medida de Lebesgue realmente es la forma natural 
de extender la noción ele longitud, área, volumen, etc. Antes de demostrarlo, 
presentaremos un lema que nos será de gran utilidad. · 

Lenm 28 Sea v una extensión de lh y .C una a-álgebra tal .que .C º dom(v) 
entonces v I!! es: 

(a) .l\lonótona. Si A, B E .C y A e B entonces v(A) $ v(É):, , <<é . __ ... 
(b) Subaditiva. Si {An}~=I e .C y A= LJ An entonces v(A) $ L; v(A,.): 

nEN . .. '.: · neN' •· . 
(e) Tiene límites inferiores. Si A= U An con An C An+1\fn EN, entonces .. 

nEN ' . .. .. · ... 

v(A) = lím,,_""' v(A,.) 13
• 

'ªNt'Jtcsc que las pri11wrns dos propicdndcs ya.se hnhCnn_ dmuoHl.l'nclo pnrn ul _cnsu pnrt.icnlnr 
ch! In 111nclicln ele! Lelu?s¡.;1w. J-l11l>h0!l°l\lllOS 1uiclid9 p1·csm1t.nl' Cst.o:i rmn1ltncloS 1111\s gnncn·nlcH 1u1t.us 
.\' nhotTnr11os dH111ost.1"at'io11c!H. Si11 m11h1uj!.o, ln.M ch!t11uÍit.rnCio1rnH c¡m? :m llnc:cn sohru In mmlidn 
de~ Lehc!SJ.!.tll! JH!rt11itm1 tmwr 11111\ idea 1111\s.clnrn du cr'1111u,Nc? cumport.n usn mcdicln pnrt.icuhu·. 

,,,.-_;: 
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Demostración. (a) Sean A, B E .C tales que A e B. Como.Ces una u-álgebra, 
tenemos que B-A = BnAc E .C. Además, ves finito aditiva (pues por hipótesis 
es extensión de lh). Así que v(B) = v(B - A)+ v(A) ;:::: v(A). 

(b) Sea {A,.};;"'=0 e .C y A= U An. Lo primero que haremos esajenizar a Jos 
nEN 

n-l 
A.,s recursi\'amentc. Sea Bo = Ao y Bn = A .. - U B¡ para 11 > O. Supongamos, 

i=O 
j 

sin pérdida de generalidad, que l < j, entonces B1 e U B¡. Sin embargo, por 
i=l 

j-1 . -

definición, Bj = A1 - U B¡. Así que A = U B,,, con B1 n Bj = 0 sil # j. 
i=O nEN 

Además, como B,, e A,., utilizando el inciso (a) tenemos que v(B,.) :::; v(An)· 
Así que ,L v(B,.):::; ,L v(A,,). · · 

nEN nEH 
Por otro lado, como v es extensión de lh, en particular es u-aditiva, así 

que v( U Bn) = L: v(B,.) S L: v(A11 ). Pero como ya habíamos visto que 
11EN 11EN nEN 

A = U B,,, lo que en realidad tenemos es que v(A) ::;; ,L v(A,.). 
r1ES nEN 

(e) Lo primero es ajenizar los conjuntos como en el inciso anterior de manera 
n-1 n 

que Bo = Ao y B,. = A,. - U B; para n > O. Cabe señalar que An = LJ B¡ 
i=O i=O 

con B1 n Bj = 0 si l 1' j. Así que usando la finito aditividad de v tenemos que 

v(A,.) = "t v(B¡). Esto junto con la u - aditividad pemite ver que v(A) = 
i=D 

L v(Bn) = límn-oo t v(B¡) = lím,._oo v(An)· • 
nEN i=l 

Teorema 29 Si ves una extensión de lh tal que !Ul e dom(v), entonces v hm= 
/LL. 

Demostración. Sea A E !Ul. Como v es extensión de lh tenemos que para 
(p, q) v((p, q)) = µL((p, q)) = IP- q¡. Esto quiere decir que dada A E 9.J?, si A es 
abierto entonces v(A) =µ¿(A). Los intervalos abiertos con extremos racionales 
forman una base para la topología, así que todo abierto es unión a lo más 
numerable de intervalos disjuntos, abiertos y con extremos racionales. De modo 
que usando la a-aditividad y que tanto v como JL¡, son extensiones de lh tenemos 
la igualdad para el caso de A abierto. Supongamos que A no es abierto, pero 
es acotado. Demostraremos primero que v(A) S ¡t¿(A). Sea C = {(a;,b¡)};eN 
una cubierta abierta de A. Como !Ul es una a-álgebra y Vi E N, (a;, b;) E 
flJl, entonces U (a;, b;) = U E flJl. Pero además U es abierto, así que por lo 

iEN 
dicho antes v(U) = ¡1 1,(U) y utilizando el inciso (a) del lema anterior tenemos 
que v(A) :::; v(U) = ¡tdU). Como eso sucede para toda cubierta abierta de 
A tenemos, por la definición de la medida de Lebesgue (como el ínfimo de las 
medidas de la unión de las cubiertas abiertas) que v(A) :::; ¡tdA). Por otro 
lado, como A es acotado, entonces ¡tL(A) < oo. Así que dada E > O existe C 
una cubierta de A tal que ¡t¿(U) < 11dA) + €. Como U, A E !l:Jl y flJl es una 
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a-álgebra tenemos que U - A :: Un Ac E !T.ll y ¡.1¡,(U-• /l) <.E. Usándo que 
la igualdad se cumple para los conjuntos abiertos y la finito aclitiviclacl ele v 
teneinos: 

¡ii(A) :S: ¡1¡,(U) = v(U) = v(A) + v(U - A) :S: v(A) + ¡1¡,(U - A) < v(A) +E. 

Pero eso sucede para toda E> O, ele modo que 11 1,(A) :s; v(A). 
Para el caso general, clemostrnremos directamente la igualdad, basándonos 

en los conjuntos acotados. Como IR 1 = U [ :::1 • :::¡ + 1) con :::¡ que pertenece a una 
iE:'I 

numeración de 2 1 ·1,entonces dada B E ())!, sea B, = B n [ :::; , :::; + 1 ). Claramente 
B, E ~Jl y B, e[:::;,:::,+!). Así que usando la subaditividad ele la medida de 
Lebesgue tenemos que Vi E N, ¡1 1,(B¡) :s; 1 y, por el resultado anterior, que 
p 1,(B¡) = v(B,). Por otro lado, B = U B, con B, n Bj = 0 (si i f j), así que 

iEN 
usando la a-aditividad, tanto de v como de i'L· tenemos finalmente que: 

v(B) = 2::: v(B¡) = L ¡ii,(B,) = 111,(B) 
iEN 1EN 

Por lo tanto, VB E !'lJl, v(B) = ¡11,(B). • 

Este resultado nos permite dar un paso importante dentro del problema 
de la medida, en el sentido de que nos garantiza la existencia de una úni
ca forma de hablar del tamaño geométrico, al menos de todos los conjun
tos borelianos. Sin embargo, podemos decir, sin exagerar, que la contribución 
de la medida ele Lebesgue a la solución del problema ele la medida es "pro
porcional" al tamaño de su dominio. En est.e sentido, es posible demostrar, 
aunque aquí no lo haremos, que hay solamente e conjuntos de Borel1 5 • Es decir, 
l'BJRI =e< 2c = lp(IR)I. Esto no parece ser muy alentador, pues si el dominio de 
la medida de Lebesgue estuviera conformado sólo por los borelianos, entonces 
no podríamos, con los resultados que tenemos, garantizar que hay una única 
forma de medir el tamaiio geométrico de una cantidad in1portante16 de subcon
juntos de reales. Sin embargo, a continuación daremos un resultado que no sólo 
demuestra que l!'lJll = ldom(pi,)I = 2c, sino que conjuntos, como el de Cantor, 
con el que introdujimos inicialmente el problema de la medida, pertenecen a 
)os conjuntos Lebesgue medibles. Esto evidentemente hace aún más atractiva la 
medida de Lebesguc. 

H Ln i<len de t rnhajnr cou co11j1111t.os m·ot ndos prinwro pnrn dt!SJHl(~s Al!IUll"nliznrlu n t.odm; los 
co11ju11tos ya /'il~ hnhfa trnhnjaclo l'Oll la uwdhln de Ba11ncl1 1 t!ll In c¡tll! t.nmhfou Hl! 11t.ilizó 11111\ 
111111wrnd<i11 tic Z pura ~1~1wrnr 111m cuhicn·t.a rlu i11tel'\'nlos clisj1111tus ele! IR 1 (ver Corolario 7). 

171 Devli11 cla llllll clP111ost.radc.\11 <le esto 1?spccinl111rn1tu el1!gn11t1! (\'t!I' D1:vli11 [7] p. 101). 
lfiTa11tc1s 1·1n1111 t1uln In 11otm1cin cl1! los rm\)C?S. 
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3.3. 2c conjuntos medibles 

Recuérdese que el conjunto de Cantor se obtiene de partir sucesivamente 
cada intervalo en tres y remover el subintervalo abierto intermedio, es decir: 

Sea I= ¡0,1¡, C1 = ¡o.~¡u¡~,1¡, C2 = [o.~Jurn.~iurn.~Ju[S.1J. .. ., 
Cn =[O, f.,Ju[f.,, #i-J u[;¡b, 3;.ju ... U[ 3

;;:- 1 , I]. El conjunto de Cantor, que 
denotaremos con C, es In intersección de todos los Cn. En ese sentido, como 
C = íl C,., C pertenece a la a-álgebra de Borel y, por lo tanto, es Lebesgue 

nEN 
medible. Ade11111s como para toda n EN, Ce C,. entonces ¡t¿(C) :S ¡i(Cn)· Por 
otro Indo, usando la finito aditividad de la medida de Lebesgue tenemos que 
paran EN, ¡1 1.(C.,) = (~)"y como li111,,_= rn)" =O, entonces ¡i¡,(C) = 0 17 . 
?\'ótese que el conjunto de Cantor es cquipotentc con los reales, ya que Vx E C 
(:z: = ¿ r,,con a, = O ó a; = 2). Así que podemos tomar j : C __, (O, lj tal 

iEN 
que V:c E C(f(x) = ¿ ~).Claramente rang(J) e [O, I]. Sólo falta ver que 

iEN 
es suprnyectiva. Pero eso se desprende inmediatamente al tomar la expansión 
binaria de los números que están en el intervalo [O,Ij. 

Observación 9 Como ICI = c entonces tenemos que hay 2c subconjuntos del 
conjunto de Cantor. 

Una vez que hemos recordado In construcción del conjunto de'<canto~\; ·. 
algunas de sus propiedades podemos entonces demostrar el siguiente· t.eórema:·. • 

Teorema 30 jdom(µi)I = 2c. 

Demostración. Como jp{C)i = 2c entonces basta demostrar.•que, e 
dom(¡i¡,). Sea A e C, entonces por la monotonía de µ•(Lema• 16 ) tenemos 
que µ•(A) $ ¡i•(C) =O. Así que dada e> O existe C = {(a;,b;)}ieN una cu
bierta abierta de A tal que L ja; - bd < e. Si U = U (a;, b;) tenemos que 

iEN iEN 
µ•(U) < e. Tomamos entonces G =U y F = 0. Nótese que G y F son con
juntos abierto y cerrado respectivamente que cumplen que F e A C G y que 
¡i•(G - F) = µ•(G) < e18 • Por lo tanto, A E 9J1 y p(C) e dom(µd. • 

Desde una perspectiva conjuntista el hecho de que se tengan 2c conjuntos 
Lebesgue medibles puede ser muy alentador, aunque cabe la posibilidad de que 
también se tengan 2c conjuntos no Lebesgue medibles. De hecho, como la medida 
de Lebesgue cumple con las condiciones (1) a (4) ele la hipótesis de la medida y 
como Z F + BOf< 1- ~H M, entonces Z F + BO.,, 1- dom(¡t Ll "' p(IR 1 ). 

liEs pusihlt~ t·m1str11ir <"011j1111tos tipo Cn11to1· qtw tc!11~n11 uwdidn positivn (vm· Folln11d.(OJ 
p. -11). Esto 1111wstru que los com·c!plos topoMJ!,kos 1 de~ cnnti11nlidnd y cl1! 111edidn son muy 
distintos, JHWS hn.v 1:011j1111tos dm1sos m1 11i11~111m pnrf.e que limwn 111rnlidn posit.ivn ,\' coujuut.os 
co11 In cnnli11nlidnd d1! Jos nmlt!s que t.ie1w11 11mdidn t·ern. 

11' Nótese que f!Nfn de111ost.rndóu sirve pnrn Ull r<!Sttlt.nclo 11u\s general: Tmlo ,'lu.lu:tmju.ulo tlt: 
un c:o11ju11to 11': mr·didu cr~rn r:.'i Ldw.'i!Jtu~ 1ttnJililc !J lir-111~ ltlt!rlido. ccnJ. Por m.¡f.n pl'opicdnd sn 
clin! que In 11wdidn cl1! Ldu~SJ!.IW 1~s completn. 
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Sin embargo, desde la perspectiva del análisis se puede ser un poco más 
optimista 1 ~, pues bastante significativo resulta que los conjuntos con los que se 
pensó el problema de la medida, como el de Cantor, sean Lebesgue medibles.Lo 
que interesa 110 es cuántos conjuntos no medibles hay, sino si es posible establecer 
porqué no son medibles. En ese sentido, cabe notar que para el caso de la medida 
de Lebesgue es posible concluir, a partir de la existencia de un buen orden para 
los reales. algo más que dum(¡i¡,) f p(IR 1 }: se puede afirmar que el conjunto de 
Vitali, en particular, no es Lebesgue medible. En la demostración del Teorema 4, 
que se hizo por reducción al absurdo, partimos de la hipótesis de que dom(¡i) = 
p(IR 1 ) y utilizando la a-aditi\"iclad y la invarianza bajo traslaciones llegamos a 
una cont rnclicdün. Parn PI caso ele la nwclicla de LPhcsg1w. basta suponer que V E 
d0111(¡1 1_ ). pues t·o111Ci rlc111i(¡1 1.) es 1111a a-1ílgebrn Pso quiere decir que todos los 
conjuntos que se utilizan para generar la contradicción (F~ 1 = V,rns¡•n [O, 1- p) 
y \/;' 1 = Viras¡• n [l - p, 2), (V;' 1 )iras1,, (\1,2 1 )1ms1-,.) son Lcbesgue medibles. Así 
que tenemos un ejemplo de un conjunto no medible. Sin embargo, como ya 
se ha hecho notar, no es mucho lo que podemos decir de este conjunto, sino 
simplemente que existe si es que existe un buen orden para los reales. 

El teorema de la unicidad de la medida de Lebesgue (Teorema 29} coloca el 
punto de partida un poco m>1s adelante, pues la pregunta ya no es si es posible 
extender la noción de longitud, sino si es posible y bajo qué condiciones se 
puede extender la medida de Lebesgue. Es decir, el problema de la medida es 
equivalente a la pregunta: ¿Existe v : p(IR 1 ) _, [O, oo] tal que 

(1) Si A E !lJl, entonces v(A) = ¡t1,(A). 
(2) v es invariante bajo traslaciones. 
(3) v t'S finito-aditiva. 
(4) ves a-aditiva? 

Esta pregunta es \"erdaderamente equivalente al problema de la medida en 
el sentido de que si la denotamos por PAh y a su respuesta afirmativa como 
H lif¡,, entonces, por el teorema de unicidad de la medida de Lebesgue y las 
propiedades que cumple dicha medida, tenemos que H /11-=> H liJL. En cambio, 
si denotamos por H!ifdom(i•i.Jª la hipótesis "dom(¡ti) = p(IR1)" por lo pronto 
sólo podemos garantizar que HJWdom(¡,,.) ==> H /11. El regreso no parece ser 
necesariamente cierto. Sin embargo, dadas las ventajas que hemos señalado de 
la medida de Lebesgue, parece más sensato enfrentar el problema de la medida, 
tratando de buscar hipótesis bajo las cuales se pueda cumplir que "doni(µi) = 
p(IR 1 )". Es decir, lo que en realidad quisiéramos saber es qué es lo que produce 
que haya conjuntos no Lebesgue medibles. ¿Es acaso alguna de las propiedades 
(1)-(·I} que cumple la medida de Lebesgue, o es una propiedad de los conjuntos 
no medibles, o una combinación de ambas? 

llJDllS<le In. pen1pect.ivn dul n1u\liHis t!s 11u\.'i i111purt.m1te Hnlwr qui~ clmm de co11j1111t.ns Holl los 
110 11wclihles q1w In caut idnd dn nllm~ quu hay. 
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Ya hablamos seiialndo, a partir de la de1nostració11 de Vitali, que para la 
negación de la hipótesis de la medida se plantean tres sospechosos: la invari
nnza bajo traslaciones, la a-aditividad y la existencia de un buen orden para 
los reales. Sin embargo. una vez ncotado el problema de la medida al problema 
del dominio de la medida de Lebesgue, pode111os descartar a la invarianza ba
jo traslnciones, pues a continuación demostraremos, sin usnr que la medida de 
Lebesgue es invariante bajo traslnciones, que hay conjuntos no Lebesgue med
ibles. Cabe mencionar que aunque la demostración que dnremos se refiere al 
caso de IR 1 se puede generalizar ni caso de IR", de manera que efectivamente la 
invarianza bajo traslaciones resulta ser iuocente al margen de la dimensión en 
que se trabaje. 

3.4. Conjuntos de Bernstein 

Lo que haremos ahora es introducir un tipo de conjuntos, llamados conjun
tos de Bernstein, que comparten con el conjunto de Vitali no sólo el hecho de 
no ser Lebesgue medibles, sino también que su existencia está garantiznda por 
el axioma de elección, en particular, por la hipótesis de que hay un buen or
den para Jos reales211 • El hecho de que los eje1nplos de conjuntos no medibles 
que presentamos sean conjuntos que no conocemos explfcitnmente nos lleva a 
preguntarnos si es posible encontrar conjuntos explícitos que no sean Lebesgue 
medibles. Sin embargo, dejaremos esta pregunta pendiente, puesto que lo que 
ahora interesa es ver que la propiedad de la invarianza bajo traslaciones no es 
la responsable de que existan conjuntos no 111edibles. 

Definición 14 Un conjunto B C IR es de Be1T1.Stein si y sólo si para todo con
junto de reales C, cerrado y no numerable, se t.iene que B n C i' 0 y Ben C i' 0. 

El conjunto de Bernstein que daremos, como el que dimos de Vitali, se basa, 
al menos indirectamente, en una cantidad e de elecciones, puesto que para 
formarlo se elige un elemento de cada miembro de una familia conformada por 
e conjuntos no vacíos. Sin embargo, a diferencia de Vitali, todos los conjuntos 
que pertenecen a esa familia tienen, a su vez, una cantidad c de elementos21 • 

Sea :F Ja familia de todos los subconjuntos de la recta real que son cerrados 
y no numerables. Lo primero que haremos, en el mismo tenor que con Vitali, 
será demostrar que hay e subconjuntos con esas propiedndes : 

Lema 31 Si :F ={Ce IR 1 : e= e/\ No< ICI} entonces,l:FI =c. 

Dmnostración. Sabemos que hay una cantidad numerable de intervalos abier
tos, pues es posible identificarlos con Jos pares ordenados de IQ x IQ, donde 

10 0 ('01110 sufmln Oxtoh.v: •'11 is hnsr?d Oll t.Jrn possihilif._:\" or wull ordcriug 1\ :mf.«>Í J>OW<?r e",. 
(Oxtohy {l!J] p.23). · ·, · . ::,' 

11 E11 f!I c1L"i<> df! Vitnli nula c·u11j1111to cl1! In fautilin (i.t~. t·nda clnsn de m{11i\'nlm1~:in)'m; 111111un·-
ohl<!. '·· " 
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claramente llQl x IQll = N0 , pero además dichos intervalos forman una base para 
la topología usual de la recta real. Eso quiere decir que todo conjunto abierto 
es a lo más unión rn1merable de intervalos abiertos con extremos racionales y, 
por lo tanto, que se puede identificar con el subconjunto de naturales que sirven 
como índices ele los intervalos que lo confonnan. De modo que, si A es la familia 
de los subconjuntos abiertos ele reales, entonces IAI ::;: ¡p(N)! =c. Por otro lado, 
como el complemento de todo conjunto cerrado es único y abierto tenemos que 
hay a lo nuis c conjuntos cerrados. Es decir, si 1-l es la familia de conjuntos 
cerrados, entonces 17-ll ::;: !Al ::;: c. Y como :F C '}-{, entonces l:FI ::;: c. La otra 
desigualdad se sigue del hecho de que hay e inten-alos cerrados con interior no . ·)•) 

\'ac10-~. • 

Lo siguiente será demostrar que cada uno de los conjuntos de :F contiene, 
a su ,·ez, una cantidad e de elementos. Este resultado se desprenderá ele un 
teorenrn, que en una \'ersión mlis débil suele conocerse como el teorema de 
Cantor-Bendixson y que es importante no sólo porque nos permite ciar un 
conjunto ele Bernstein, como veremos a continuación, sino porque garantiza 
que la hipótesis del continuo se cumple para los conjuntos de reales G6 (o en su 
,·ersión débil, para los conjuntos cerrados). Esto podría significar un gran avance 
dentro del problema del continuo, pues si se pudiera demostrar que cualquier 
subconjunto de reales es numerable o contiene un conjunto Gó no numerable (o 
en la versión m1is débil: contiene un conjunto cerrado no numerable, en cuyo caso 
se dice que tiene la propiedad del conjunto perfecto), entonces se demostraría 
la hipótesis del continuo. Más adelante, cuando nos refiramos a los resultados 
de Solovay, nos detendremos con más detalle en esto. Sin embargo, podemos 
adelantar que, suponiendo el axioma de elección, hay conjuntos que no tienen la 
propiedad del conjunto perfecto, en part.icular que no la tienen los conjuntos de 
13ernstein. Esto confirma el carácter conflictivo del axioma de elección no sólo 
en el terreno de teorfa de la medida, sino ele la teoría de conjuntos. 

Teorema 32 (Cantor-Bendixson F\1erte) Todo conjunto de reales G 0 no 
numerable cont.iene un conjunt.o ceffado de cardinalidad de los reales2~. 

Demostración. Sea A e IR 1 un conjunto no numerable tal que A = n An 
nEN 

con An abierto Vn E N. La demostración del teorema consiste en la construcción 
de un conjunto tipo Cantor a partir de A. Sea A' el conjunto de los puntos de 
acumulación de A y Aº= {x E A n A': V{a, b) e IR 1 (x E {a, b) _, J(a, b) n AJ> 
No}, que se conoce como el conjunto de los puntos de condensación de A. 

nsi111plc!llll'lllt! tt'JlllCSt! los Íllfl!l'\"lllos d1! la forma ¡o,x}. ('011 O<x<l. 
:nEI t1!ort!lllll de! Cn11lor-B1!11dixso11 din!: Trulo nmjunlo ,.,.,.,.,,,Jo ,11110 11ricfo tic: 1·cule.i contimw 

1111 r·o11j1111to n:nndo 11 :•ut1¡1111110.o;111.o;lut/o.o; (i.c!.c·o11tim11! 11111·011ju11to 1wrfocto). E:d.ojuut.o cou 
ut ro t<!oll!llll\ d1! Cn11tor: ( Tmlo conj1wfo pt:tft·r:lo lfrnc lu cnn/i11r1lidad tic: los n:nlc:,o¡) uos 
p_nnu1t i~n la hip1',t.1!sis dd cout hum pnrn los ccrrndos. (v1ff l(nunmori [lG), p.133). ERto Hcrín 
s11ficim1t.e pnra dar d co11j1111t.o de 1Jur11st.ei11. Si11 c111h111·v,0 1 aquí prcse11t.nmmi mm vuniióu uut~ 
ftwrt1! cid lt!<>rti111a tle Cm1l.<Jr-l3mulixs<>11, ¡rnrn 1ln111rn;t.rar nlguuns propiedadrn-1 rdr.vn11t.r.s de 
los t·o11j1111tos tl1: D1:n1sld11. 
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Afirmamos que: 
a) Aº -:1 ¡.l. 

b) Aº ~ (Aº)'. Es decir, tocios los puntos de Aº son de acumulación. 
El inciso (a) se demostran\ por reducción al absurdo. Supongamos que Aº = 

0, eso quiere decir r¡ue V:i: E A 3(a.,, b,.) C IR 1 [:r E (a., .• 11.r) /\!(ax, bx) n Al :5 N0]. 
De modo que U (a., .• b.r) es una cubierta abierta de A, pero como tocia cubierta 

xEA 
abierta de un conjunto de reales tiene una subcubierta numerable2 ·1 , tenemos que 
A e u (a,.,,b,,,), con l(a,.,,b.r,) nAI::; No. Así que IAI::; ¿ J(ax,,b,,¡) nAI::; 

iEN iEll 
No• No = No! (pues. por hipótesis, A r>s no m1111eralile). De modo que Aº f 0. 
El inciso (b) también se demostrnn\ por reducción al absurdo: sea :i: E Aº un 
punto aislado, entonn•s existe (íl,li) e IR 1 tal que (a,b) n Aº= {:i:}. Es decir, 
Vy E (a, b) n A[y f .T =- y E (Aº)cj. así que Vy E (a, b) n A[y f x = 3 
(ay, by)(y E (ay, by) /\ l(ay. by) n Al ::; N0 j. lJsando el mismo argumento que 
para el inciso (a) tendríamos que l(a, b) n Al ::; Na! (pues X E (a, b) n Aº =
l(a, b) n Al >No, por definición de Aº). Por lo ta11to, Aº <;;; (Aº)'. 

Una vez demostradas estas dos propiedades de Aº podemos construir el 
conjunto tipo Cantor para concluir la demostración del teorema. Construire
mos de manera recursiva intervalos con propiedades particulares. Ilustraremos 
el procedimiento con el caso base. Tomamos I(O) e 1(1) intervalos cerrados (no 
unitarios) tales que: 

(i) Sean ajenos. 1(0) n 1(1) = 0. 
(ii) Contengan puntos de condensación de A. l(O) n Aº t 0 e I(l) n Aº f 0. 
(iii) Estén contenidos en el primer abierto de la intersección de abiertos que 

conforman a A. 1(0) e A 1e 1(1) e A1. 
(h•) Tengan nna longitud determinada. lh(J(O) < ~ y lh(I(I) < ~· 
Estos intervalos se pueden tomar ya que Aº es distinto del vacío y no tiene 

puntos aislados, de modo que existe x E Aº y, si tomamos 1 = (a, b) tal que 
x E 1 , existe y f x E 1 n Aº. Sean c5 = min{12lx-yl} , I,, = (x - c5, x+ ó) e 
ly =(Y - c5, y+ c5). Nótese que!,, e ly son ajenos y su longitud es menor que!· 
Por otro lado, como Aº e A e A 1 y A 1 es abierto entonces existen a,,, b,, E IR 
tales que a,, < x < b.r y [a,,,bx] e lx n A 1 • Lo mismo sucede para y. Así que 
tomamos J(O) = [a,,,b,,J e 1(1) = [ay, by)· 

Este procedimiento se puede generalizar. Supongamos que para n E N ten
emos 2n intervalos cerrados (no unitarios), cada uno asociado a una n-eada de 
ceros y unos tales que: 

(i) Si l(a 1, ... , <Ln) e l(b1,. .. , bn) son tales que ak f bk. para alguna k ::; n, 
entonces I(a 1,. • ., an) n I(b1,. .. , b,,) = 0. 

(ii)l(a 1,. .. , an) n Aº# 0. 
(iii)J(a1,. .. ,an) e An nl(a¡,. .. ,a11 _¡). 
(iv)lh(I(a¡,. .. ,an)) < :};.. 

•MEst.u N<! clcsprn11de de 1111 h~orwua AUIH!rnl du:tupologín que llOH clicu: Dntlo X 1tt1. c.'lptlc·io 
lo¡mld.11i<:o ':un lms1: tt.1t11lt!1'rJillt!, ¡1111n tmla 1:11/Jim·t.1L, 11.'11.r:rtn 11<: un r:o11ju11fo tm. X t::dslt! tJ.tlfl 
.rnltr:11/1fr:rlrt 111tmcml1/t: (\'el° I«illy [! 7} p. 4!J.), 
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Entonces paran+ 1 tenemos 2n+I intervalos que cumplen los incisos (i) a (iv) 
correspondientes a n +l. Para demostrarlo se aplica el caso base a cada uno ele 
los intervalos del caso 11. Es decir, ele cada uno de los intervalos dados se extraen 
dos intervalos que cumplen con las condiciones por las mismas razones por las 
que se cumplía en el caso base. Nótese que esta construcción es completamente 
análoga a la del conjun10 de Cantor. 

Estll claro que e,,= UI(a¡, ... ,n,,) es c01npacto, ya que es unión finita ele 
(2") interYalos cerrados. Además, por la propiedad (iii) tenemos que para toda 
n E N, C,, e A,,. Sea C = n C,,. Ces cerrado por ser intersección de cerrados 

ne~-¡ 

y C e A, pues C = n C,, e n .4,, = A. Afirmamos que existe una función 
11E:~ nEf.i 

biyect.i\'a P11tre el i11t<•n·alo [ü.l] y los elementos de C. Sea :i: E [O, l] entonces 
pensamos en la expansión binaria de x como uua función s,. : N _, {O, 1 }. 
De modo que dada :i: E [ü. l] tomamos la sucesión de intervalos { l:', };;"=1 tal 
que/;~ = /(s,.(J), .. ., s,,.(n)). Por la forma eu la que constrnimos los intervalos, 
tenemos que ln+I e !,, y que límu-= lh(J,,) = o. Esto quiere decir que tenemos 
una sucesión de inter\'alos anidados cuya longitud tiende a cero, asf que su 
intersección es· un punto. Es decir, existe c E IR tal que n l:', = { c}. Como 

-~ nEN n l:', C n C,., entonces c E C. Sea g: [O, l] _, C tal que: 
nEN nEN 

g(x) = n 1:, 
nEfi.t 

Nótese que g es inyectiva, ya que si X i y = Sx i Sy = n l:'. ,¡, n l:'.. 
nEN nEN 

Para ver que g es suprayectiva basta ver que todos los elementos de C tienen 
una expresión binaria. Sea c E C. Entonces, dada n E N, existe sn una sucesión 
de tamaño n de ceros y unos tal que c E /(s,.). Afirmamos que Vm, n E N[c E 

l(s,,) n l(s,,.) /\ 1n < n = Sm C sn]· De modo que se = LJ Sn es una sucesión 
nEN 

infinita de ceros y unos que representa a e, ya que e E n l(s 71 ). Supongamos 
nEN 

que existen m < n y 1 < m tales que sm ( 1) # s,. ( 1). En ese caso, por la propiedad 
(i) de la construcción de los intervalos tendríamos que l(sm) n /(sn) = 0! (pues, 

por hipótesis, c E l(sn) n l(s,,.)). Por lo tanto, s,,, C Sn y Se= LJ Sn es una 
nEN 

sucesión infinita de ceros y unos. De modo que existe x E [O, l] tal que s,, = Se. 

En otras palabras, existe X E [O, 1] tal que g(x) = n l;, = n l(sn) = c .• 
nEN nEN 

Corolario 33 Todo conjunto G6 de reales es contable o tiene la cardinalidad 
de los reales2". 

~r•Eu ot.rns pnlnhrns, la l1i¡'>ótrniis tlel cm1t.i1111n :-;u ct1111ph! pnrn los c.:m1j1111t.0M G4. 
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Corolario 34: T:odo c01ijunto. cenndo no numemble tiene la cardinalidad de los 
reales. 

De1~ost~aciÓn. Por: el teorema anterior basta demostrar que todo conjunto 
cerrado es un conjunto Gó. Sea A un conjunto cerrado, entonces dados :e E A y 

n EN, tomnm~s l!i = (x - t,:i: + t). Nótese que A,.= LJ /~'es abierto, pues 
xE.-1 

Jos 1; lo SOll. Afirmamos que A = n A,.. Es muy fácil ver que A e n An, 
nEN nEN 

pues dada x E A para toda n E f\l, 3; E 1; e A,. . Para In otra contención, basta 
demostrar que n A,. e A', pues por hipótesis A es cerrado. Sen X E n A,.. 

11EN 11EN 

entonces dada n E N existe :i:,. E A tal que l:i: - x,.¡ < ~- De modo que 
lím 11 -=:c11 = :i: y, por lo tanto, :i: E A'. • 

Nótese que, con este corolario, hemos demostrado que los conjuntos cerrados 
no numerables tienen la misma cautidad de elementos que el conjunto de reales, 
al margen de si la cardinalidad de este tlltimo conjunto es un ordinal o no. Es 
decir, hemos simplemente demostrado que todo subconjunto de reales cerrado 
no numerable es equipotente con los reales. Sin embargo, si suponemos que 
existe un buen orden para los reales este resultado no sólo nos garantiza que 
los conjuntos sobre los que tomamos los elementos para construir el conjunto 
ele Bernsteiu son no vacíos, siuo que acleuuís heredan uu buen orden que servirá 
para la "construcción"' del conjunto ele Bernstein. 

Len1a 35 Supongamos que e.i:isle u11 buen onle11 ]Jara los reales, entonces existe 
un conjunto de Bcr11stein. 

Demostración. Sea :F la familia de los conjuntos cerrados no numerables. 
Como estamos suponiendo que existe un buen orden para los reales, es legítimo 
pensar en el cardinal ele los reales como un ordinal26 • Así que l:FI = e y, por 
lo tanto, los elementos de :F se pueden indexar con los ordinales estrictamente 
menores que c27 • Es decir, :F = {C0 : o E e} donde para t.odo o< e, C 0 e IR 1 

es cerrado y no numerable. 
Por otro Indo, cleuotareinos, uun vez más, con <R al buen orden supuesto 

de los reales. Entonces elegimos recursivamente dos elementos distintos de cada 
miembro ele In familia :F. Sea q1 = mín <R C1 y 7J1 = mín <R C1 - { q¡}. En 
general, Va< e tomamos q0 = mín <R C0 - ({qf3: /3 <o} U {pf3: /3 <a}) y 
Po= mín <R C0 -({q¡¡,: /3::::; a} U {p¡¡: /3 <a}). Nótese que estos mínimos 
siempre existen, pues por el corolario del teorema de Cantor-Bendixson F\Jerte, 
tenemos que Va <e, IC0 I =c. De modo que C0 - ({q¡¡,: 8::::; o:} U {pe: /3 < 
a}) "I 0. 

:!fi E11 la S1~cci('J11 1.1 se lmhlú d1! las clos íunnns ele <·011side.-nr In cnrcliunliclad: cm u o equipo .. 
11~11dn o 111udin11t.u ordi11nlt!s, Tn111hil?i1 :m :•wfüiló <¡111! In sei;1111lln prcHUJlOlll? d pri11cipio lid lnwu 
onlf~11. 

17 lkc11l!r1l<osu c¡uu e= mín{a E OR: o~ IR}. 
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Afirmamos que B = {q0 : °'<e} es un conjunto de Bersntein. Por un lado, 
tenemos que Va: < e B n C 0 = {q0 }. Así que B efectivamente intersecta a todos 
los conjuntos cerrados no numerables. Por otro, por Ja forma en que tomarnos 
a B tenemos que {p0 : °'<e} C Be, pero dicho conjunto también intersecta a 
tocios los cerrados no numerables, ya que {Pa : Cl! < e} n C 0 = {Pa}. Así que 
Ben Cn ;i Vl. Con Jo que queda demostrado que B es un conjunto de Bernstein . 

• 
Nótese que el conjunto de Bernstein se forma usando el buen orden de Jos 

reales en dos niveles: para indexar a Jos conjuntos cerrados y no numerables y 
para definir dos elementos distintos de cada uno de ellos, de Jos cuales uno va 
a ser parte del conjunto. Cabe señalar, aclenul.s, que el conjunto de Bernstein, 
como el de Vitali, no está dado explícita111e11te, ya que se basa en Ja existencia 
ele un buen orden para los reales que nunca puede estar dado expllcitarnente28 • 

A continuación veremos que es posible caracterizar la medida de Lebesgue 
de un conjunto a partir ele la medida ele Lebesgue ele los conjuntos compactos 
que contiene, lo que nos será ele gran utilidad para demostrar que los conjuntos 
de Bc>rnstein 110 son Lebesgue medibles: 

Lema 36 (¡.i¡, es regular) Si A E flJ?, entonces ¡.t¡,(A) 
A/\ F es compacto}. 

sup{µ¡,(F) Fe 

Demostración. Primero cabe señalar que, puesto que flJ? es una a-álgebra, los 
co11junt os compactos (que en particular son cerrados por el teorema ele Heine
BorPl) son LPliesgue meclibles. De modo que el conjunto sobre el que se toma 
el su¡irP.1nu r•sllí bien definido. Por otro lado, gracias a la subaclitividad deµ¡,, 
si F e A . entonces ¡t¡,(F) ::; ¡i¡,(A). Así que sup{lt¡,(F) : F C A /\ F es 
compacto} :5 ¡i¡,(A). Para la otra desigualdad, tomaremos una sucesión de con
juntos 11<·otad¡¡ por A. Sea A,, =A n (-n, 11). Obsérvese que si m < n, entonces 
A,.. e A,, e .-\. Eso quiere decir que estamos en el caso (e) del Lema 28 y, por 
lo tanto, lirn,,~=ltdAn) = ;11,(A). Tenemos dos casos: 

(1) A l'S acotado. Como ¡i¡,(A) < oo, entonces dada e > O existe m E N 
tal c¡u<' '''· (..!) - ~ < ¡t¡,(Am)- Por otro lado, como Am es acotado y medible 
existen G',,, abierto y acotado y Fm cerrado tales que Fm e Am C Gm y 
¡i L ( C' ,,, - F,,,) < ~. Como Gm es abierto y acotado entonces por el Lema 20 
¡ti.(C',.,) - ¡i¡_(F.,,) <~y por el Lema 16 ¡1 1,(A,,.) - ¡t¡,(Fm) <~·Por lo tanto, 
existe F,., C'<'rrndo y acotado tal que F,,, C Am y µ¡,(Am) - ~ < µ¡,(Fm)· 
Juntando tocios los resultado tenemos que para toda e > O, existe F compacto 
(Fm) tal que ¡1¡,(A) - e< ¡.i¡,(F). Así que ¡t¡,(A)::; sup(µL(F): Fe A y Fes 
compacl o}. 

1" Nt'1t1~s1• q111! para In co11st.rucci611 del co11ju11t.o de Bcrnst.ein cu el fondo se utiliznu e clec
dmu·:-; dt~pP111lil'11f P!" (1nws el co11j1111t.o sobre el quu S(! \'n eligiendo cmnbil\ scg1h1 ln elección que 
Ne ha~·a lwd10 n11t1!s}, a difcrc11ci11 del coujunt.o de Vitnli que simplciucnt.c USI\ una cnnt.idnd e 
d1! dcn:io1tl'~. 
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(2) Si A no es acotado. Sea I2; = (j,j + 1) e h;+1 = (-j, -j + 1). Entonces 
tomamos An = Anin y.,¡;., de modo que por el inciso anterior, para toda n existe 

k 
Fn compacto tal que Fn e An y µL(An)- 2~. < µ¿(Fn). Sea Ck = LJ F,., Nótese 

u=O 
que Ck es compacto (por ser unión finita de compactos) y Ck e A. Además 

k k 
2:: (¡iL(An) - 2~.) < 2:: µ¿(Fk) y como In n Im = 0 (si n =/= ui), entonces 

n=O n=O 
k k 

µL( U An) - f < µL(Ck)· Finalmente µL(A) - f = límn-= /LL( U An) - f:::; 
n=O n=O 
límn-oo µL (Ck) = sup{µL(Ck) : k E N} :5 sup{liL(F) : F e A y F es 

compacto}. • 

Teorema 37 Sea B un conjunto de Bernstein, entonces B no es Lcbesgue med
ible. 

Demostración. Supongamos que B es Lebesgue medible, corno para todo C 
conjunto cerrado no numerable Ben C =!= 0, entonces VF e B[F = F => 
/F/ :::; No]. Así que, por el Corolario 7, VF e B[F = F = ¡1. 1,(F) = O]. 
Como todo cmnpacto es cerrado, por el lema anterior teudrímuos C'!llonces que 
µL(B) ==O. Por otro lado, como estamos suponiendo que B E !l.ll = dom(11d, 
que ya se vio forma una u-álgebra, entonces Be también sería Leh<'sguc medible 
y aplicando exactamente el mismo argumento que para B c:o11cluiríamos que 
µ¿(Be) = O. Utilizando la finito aditividacl ele l'L tendríamos que ¡1 1, (~ 

1 ) = 
µ¿(E)+ l'L (Be) = O+ O = O! (pues µ¿(~1 ) = =). Por lo tanto, los conjuntos 
ele Bernstcin no son Lebesgue meclibles20 • • 

Cabe señalar que los argumentos que hemos utilizado para ver que el con
junto ele Bernstein no es Lebesgue medible se aplican a cualquier medida que 
extienda a lh y sea regular. 

Los conjuntos ele Bernstein se conocen también como conjuntos univer
salmente no medibles (ver Stromberg [22]) y aunque aquí no lo hemos probado, 
permiten ver que todo conjunto ele medida positiva contiene un conjunto no 
medible (Oxtoby [19] p.24). 

Podemos resumir nuestros resultados de la siguiente manera: 

ZF + BOIR 1- 3B(B es un conjunto de Bemstein) 
ZF 1- VB[B es un conjunto de Bernstein => B f/: dom(¡iL)J 
ZF + BOIR 1- dom(µLl =/= p(R1

). 

Así que hemos dado una demostración de la imposibilidad de que se cumpla 
la hipótesis de la medida que no emplea la invarianza bajo traslaciones que se 
puede generalizar a todas las dimensiones. 

·.wNót.csu que In iuvariauzn. bajo t.1·nslnéi611" no se:ut.ilizó, 111ifmtrns qtw la a-aclit.i\'idnd fm! 
pieza clnvu pnrn probnr In_ rcgulnridml r.l~_ln .•ü~didn d(! Lcbcsµ;uo (Lm11n :JG). 
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Con el conjunto de Cantor pudimos concluir que hay 2c conjuntos medibles, 
pues dicho conjunto tiene Ja cardinalidad de los reales y todos sus subconjuntos 
son Lebesgue medibles. Por otro lado, hemos señalado ya que nada impide que 
a su vez se tengan 2c conjuntos no medibles. Esto lo probaremos de manera 
amlloga a como se trabajó con el conjunto de Cantor, aunque teniendo como 
base el conjunto de Bernstein que se construyó en el Lema 35. Sin embargo, 
la arg1111H'nl ación sen\ un poco menos directa. Primero se demostrará que el 
conjunto de Bernstein tiene al menos tantos subconjuntos no medibles c01no 
metlibles. S"a B un conjunto de 13ernstcin y sean Bm = {A C B : A E !l.Jt} y 
13~., = {A e B : A fj: !lJt}. Es decir, Bm es la familia de Jos subconjuntos de 
13ernst<!in L<~l"'sgue medibles y 13~, Ja de los no medibles, entonces tenemos el 
siguiente resultado: 

Teorema 38 JBmJ ::; IB;;,I 

Deinostrnción. Sea A E Bm, entonces B - A no es Lebesgue medible, pues de 
otro modo. como A e B ==> B = (B - A) U A, entonces B sería medible! De 
modo que 13 - A E E;,. Definimos la función g : Bm -> B;;, de la siguiente 
manera: VA E Bm, 

g(A) = B-A 

Esta función es inyectiva, pues si A, A' E Bm son tales que g(A) = g(A') 
entonces B-A = B-A'. Como A e By A'c B entonces A= A'. Por lo tanto, 
ges inyectiva y IBmJ::; IB;,¡. • 

Corolario 39 Hay f!'conjuntos no medibles. 

Demostración. Como Jp(B)I = 2c y &-:>(B) = Bm U B;;,, usando aritmética 
cardinal y el teorema anterior, tenemos que lr.i(B)J = má..x{JBml, JB;;,I} = JB;;.J 
= 2c. • 

Como la demostración de este teorema se basa en el resultado ZF + BOIR 1-
3B(B es un conjunto de Bernstein) (Lema 35), entonces está claro que suponien
do que existe un buen orden para los reales hay muchos más conjuntos no medi
bles que sitnplemente el conjunto de Vitali y el de Bernstein311 • Así que Jos 
argumentos d<' cardinalidad respecto a los conjuntos medibles y no medibles no 
ayudan a tener un panorama más claro sobre el problema de la medida. Por 
otro lado. rste resultado se parece al de Cantor en el sentido de que se tienen 
2c conjuntos no medibles, pero que en realidad son todos subconjuntos de un 
conjunto particular, que en este caso es el de Bernstein. Lo interesante de eso 
es que. aunque tenemos 2c conjuntos no medibles, ninguno de ellos está dado 
explícit am<'11t "· sino que todos comparten que su existencia está garantizada por 
el axi0111a ele elección en su versión BOJR. 

:rn D1• lwd10, 110 :-;1Ho hny tum gran cantidad dt~ c:o11j1111t.os: 110 mcdiblcs 1 sino t.nmhilm uun 
~rn11 v11ri1·1l111I. llal111<1:-o ([11) p. 70) prn:;cuhi u11 ujmuplo muy iut.cr<!sant.c cJu un coujunl.o uo 
1ul'11ililc tal c¡111· la 111edidn exterior de HU iut.crsección con cunlc¡uicr conjunto medible es 1, 
¡u~ro 111 mc•dida i11t1•rior (ver clcfi11ició11 en [11) p. 58) es O. 
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Capítulo 4 

Cardinalidad y medida 

4.1. Teoremas de Ulan1 

Como ya hemos dicho antes, la demostración de la negación de la hipótesis 
de Ja medida mediante los conjuntos de Bcrnstein no hace uso de Ja invarianza 
bajo traslaciones y se puede generalizar a cualquier dimensión. Sin embargo, es 
importante señalar que se basa en propiedades topológicas de IR 1 , como se ve 
con el uso del Lema 36. A continuación veremos un par de demostraciones de Ja 
negación de la hipótesis de la medida que no sólo no hacen uso de Ja invarianza 
bajo traslaciones, ni de propiedades topológicas, sino que establecen un vínculo 
importante entre propiedades de cardinalidad y de medida. Los resultados que 
presentamos muestran que el problema de In medida poco tiene que ver con las 
propiedades euclieleanas ele la hipótesis ele la medida y que, bajo hipótesis con
juntistas particulares, el problema tiene un can\cter más general. En el sentido 
de que para aquellos conjuntos que comparten ciertas propiedades de cardina
lidad no se cumple una variante de la hipótesis generalizada de Ja medida. Para 
ello, sin embargo, necesitamos introducir primero un resultado que además de 
ser de gran utilidad en Jo que sigue, pone de manifiesto, una vez más, el papel 
central que ocupan Jos conjuntos acotados y de medida positiva: 

Lema 40 Dado 'Un conj'Unto A de medida finita, toda familia de S'Ubconjuntos 
de A con medida posit.iva y ajenos dos a dos es a lo más numerable. 

Demostración. Sea A E !lJt tal que ¡tL.(A) < oo. Supongamos que existe :F = 
{A; e A : ¡tL.(A;) > O /\ Aj n A; = 0 si i i= j} tal que IFI > No. Sea Bn = 
{A; E :F: ¡tL.(A;) > * }. Nótese que :F = LJ Bn, Bn e Bn+I· Por lo tanto, 

nEN 
l:FI = sup{IB,.I : n EN}. Así que existe no E N tal que IB,.0 1 > No. De lo 
contrario, IFI :::; No! Sea {Aj }jeN una sucesión numerable de elementos de Bn,,· 
Como Bn., e :F, entonces los elementos de Ja sucesión son ajenos dos a dos y, por 
Jo tanto, JLi{ u Aj}= ¿ ¡1L.{Aj) > ¿ ~ =OO. Pero u Aj e LJBn., e A, 

JEN JEN jEN JEN 
así que ¡t¡,(A) = oo! Pues, por hipótesis, A tiene medida finita. • 

55 
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Observación 10 Nótese que este resultado se puede generalizar a cualquier 
medida, ya que e11 la demostración sólo se utilizó la a - aditividad, propiedad 
que comparten, por definición, todas las medidas {ve1· Definición 2). 

4.1.1. Hipótesis del continuo y el problema de la medida 

El primer resultado está vinculado con la hipótesis del continuo, asf que vale 
la pena recordar que 2N" = /IR/ y que dicha hipótesis establece que 2Nn = N1, 

donde N 1 es el primer cardinal no numerable o el cardinal sucesor de No 1• La 
hipótesis del continuo ha sido bastante controversia! y algunos matemáticos, 
como Géldel y Cohen2 , creen que es falsa. Sin embargo, como se ha dicho antes, 
estos resultados son importantes por el vínculo, central para los resultados de 
Solovay, que se establece entre cardinalidad y medida. 

Lema 41 HC = BO:;.J. 

Demostración. Como por hipótesis /IR/ = /(O, 1)/ = N¡, eso quiere decir que 
existe g : (O, 1) -. N1 tal que g es biyectiva. Entonces definimos la siguiente 
relación de orden sobre el intervalo (O, 1) : 

V.7:, y E (O, 1) [x < 9 y ssi g(x) E g(y)J. 

Con esta definición de orden para los reales, tendríamos que ((O, 1), < 9 ) ~ 
(N 1 , E). Recuérdese además que los ordinales están bien ordenados mediante 
la relación de pertenencia y, como la propiedad de ser buen orden se preserva 
bajo isomorfismos, entonces (IR, <9 ) es un buen orden. • 

Teorema 42 (Ulam-J-!ipótesis del Continuo) Si la hipótesis del continuo 
es verdadera entonces dom(¡tL) =/- p(!R1 ). 

Demostración. Lo haremos por una cadena larga de reducciones al absurdo. 
Supongamos la hipótesis del continuo y supongamos que dom(µL) = p(IR 1 ). 

Trabajaremos sobre el intervalo I = (O, 1), ya que /!/ = /IR/, pero µL restringida 
a I es una medida finita. Usando la notación y el contenido del lema anterior, 
Vy E (O, 1) sea 1'.fy = {x E (0,1): x <9 y}. Se puede pensar a 1'.fy como el 
segmento inicial determinado por y, según el orden <9 • Nótese que < 9 es el 
orden de N1 calcado sobre IR, de modo que no sólo es un orden discreto, sino que 
(My. < 9 ) ~ (g(y), E), con g(y) E N1• Así que por la definición de N¡, tenemos 
que /.My/ = /g(y)/ :S No = /N/ y, por lo tanto, existe fy una función inyectiva 
entre Jvly y N. Para n E N y t E (O, 1) definimos los siguientes conjuntos: 

Ar= {y E (O, 1): t E My /\ fy(t) = n}. 

Nótese que si dejamos fija a n, entonces Vt, s E (O, l}[s ~ t => Af nA~ = 0], 
pues y E Af n A~' = fy(t) = n = fv(s) y como fu es inyectiva, entonces 
y E Af n A~ => t =s. 

1 Pur dl!fi11ici1l11, N1 ={o E OR: !ni$ No}. 
•v.,r Cn1111rnro (ü] p. Uü. 
"º" lwcl1u, "' lillllll 1111 rnsult.ndo 1111t' fum·t.u: liGC => PBO (Vlll' .Jos<i Alfrlldo A111or !IJ). 
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Podemos pensar los conjuntos Aí' como las entradas de una matriz .infinita 
de No renglones por N1 columnas, en la.que además, por lo dicho antes, todos 
los conjuntos de cada renglón son ajenos dos a dos: 

A), A), Al., 
Af, Af, Af.. 

.. \111 
~ t., 

Cabe notar que para t E (O. 1), si C 1 denota la unión de la columna correspon
diente. entonces C1 = U A;' =(O. 1) - M 1 U { t}. Esto es porque dadas E (O, 1): 

uEN 
s E C1 -=> 3111 E N(s E Aí") <= 3m E N(t E Jf5 A f,(t) = m)-=> t E 1'15 = 
domfs = t <,1 s = s ia t <= s # t /\ s r/: .U,. 

Por lo tanto, C, =(O, 1) - M 1 u {t}. 
Para tocia t E (O, 1), como IMd :5 No. ¡.\!1 u {t}I :5 N0 • Así que lo anterior 

se traduce en: la unión de toda columna de la matriz es igual al interualo (O, 1) 
.mlvo por un co11junl.o 111mierablc. 

Por otro lado, como la medida de Lebcsgue es finito-aditiva entonces dada 
t E (O, 1 ), ¡11. ( C,) = ¡1¡.((0, 1)) -¡t¡_(A/1 U { 1}) = l. pues todo conjunto 11umerable 
tiene medida O (\·cr Lema 7). 

Lo siguiente será demostrar que existe t E (0.1) tal que Vn EN, ¡t¡,(At') =O. 
Es decir, que hay una columna que tiene como entradas sólo conjuntos de medida 
cero. Sea A.up = {Al' : t E (O, 1) /\ n E N /\ ¡tdAí') #O} la familia de las 
entradas ele la matriz que tienen medida positiYa. Supongamos, contrario a lo que 
queremos demostrar, que toda columna tie11e ni menos una entrada co11 medida 
de Lebesgue positiYa (i.e.Vt E (O, 1) 311 E !~ ¡1i(Aí') # O). Como tenemos N1 
columnas, lo a11terior quiere decir que en la matriz hay N1 entradas con inedidn 
de Lebesgue positiva (i.e. IAu PI = N¡ ). 

Por otro lado, como hay una cantidad numerable de re11glones, entonces hay 
al menos un re11glón que tiene N1 entradas de medida positiva. Sin embargo, 
hemos visto que las entradas de todo renglón son subconjuntos del intervalo 
(0.1) ajenos dos a dos, así que estaríamos contradiciendo el Lema 40 pues la 
medida del intervalo es finita. 

Estas contradicciones provienen de suponer que Vt E (0, l) 3n E N {JtL(A¡') # 
O). De modo que efectivamente hay una columna que tiene como entradas sólo 
conjuntos de medida cero (i.e. 310 E (O, l)Vn E N [11dAf,,) = O)). 

Afirmamos que ¡t(C1,,) =O, pues C1,, = LJ Af,, con ¡ii(Af,,) =O y aunque 
nE~'i 

no podemos aplicar directamente la a-aditi\'idacl, ya que las entradas de una 
colu11111a 110 son 11ecesariame11te ajenas, podemos lle\'ar a cabo el proceso de aje
nización que ya hemos usado antes·1 y tener que C1,, = U Bl~., con Et:, nB¡~ = 0 

nE~~ 

y n;:, e Aí'. •. De modo que usando que la medida de Lebesguc es monótona 
tendríamos que /LL (Bl:.) =O. Ahora sí, por la a - aditividad, llegaríamos a que 
/tL(C1 .. ) = 0. 

1 Vc?r dl!l11ost.rad611 dd i11l'iso (e) dc!I Lmua 28. 
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Esto contradice, a su vez, el hecho establecido, al principio de la demostración, 
de que Vt E (O, 1), ¡t¿(Ct) = l. Con Jo que llegamos a la tlltima contradicción 
que se desprendía de suponer que dom(ltd = !"(IR1). Por lo tanto, HC ==> 
dom(lt¡,} f. p(JR 1 ). • 

Como el inverso del Lema 41 no se cumplé, queda claro que suponer la 
hipótesis del continuo es algo más fuerte que suponer simplemente que existe 
un buen orden para los reales, como se había hecho hasta ahora. Sin embargo, 
aún en esta demostración, la existencia de un buen orden para los reales, que 
queda contenida en la hipótesis del continuo, juega un papel central. Recuérdese 
que los conjuntos Al' se definieron a partir del orden particular, heredado de N1, 
que tendrían los reales si se asume la hipótesis del continuo. 

Por otro lado, como en esta demostración no sólo no se utilizó la invarianza 
bajo traslaciones, sino que tampoco se usó el hecho de que Ja medida de Lebesgue 
fuera extensión de la noción de longitud (salvo porque la medida del intervalo 
(0,1) es finita), queda claro que este resultado tiene una forma más general 
conectada al problema generalizado de la medidafi: 

Teorema 43 Dada X tal que IXI = N1 y JL: &"(X) --+ IR(Vx E X,µ({x}) 
O/\ Jt(X) < oo) entonces ¡t(X) =O. 

La demostración es completamente análoga a la dada para el caso de la 
medida de Lebesgue7 , lo que explica que se pida que la medida sea finita y que 
en los unitarios sea cero ~, ya que estas son las únicas dos propiedades de la 
medida de Lebesgue que se emplean en la demostración del Teorema 42. 

Es probable que llame la atención que no se haya utilizado este resultado 
para ver la inocencia de la invarianza bajo traslaciones, en lugar del dado por 
los conjuntos de Bernstein, que implicó un arduo camino en la construcción de 
la medida de Lebesgue. Sin embargo, habría que enfatizar que se hizo de este 
modo por tres razones: (1) porque, como ya hemos señalado antes, suponer que 
se cumpla la hipótesis del continuo es algo m>\s fuerte que simplemente suponer 
la existencia de un buen orden para los reales, (2) porque los conjuntos de Bern
stein son otro ejemplo de conjuntos no Lebesgue medibles que, junto con Vitali, 
hacen pensar que los conjuntos no medibles se caracterizan por desprenderse del 
axioma de elección, (3) porque lo que 1m\s nos interesa de este resultado no es 
la inocencia de la invarianza bajo traslaciones, sino resaltar cómo las hipótesis 
de cardinalidad influyen en resultados de medida. · 

r. Cu11 ford11~ su JHH~d" c1,~111w;frnr qtw ZFC + -,JJC l!N co11:-ii:-it.1mtl! (ver Cnpít.ulu 7 de I<1111c11 
(ll:l,p. E11 1wrtic11lnr, BOR PS c·o11sist1!11l1! co11 -i/IC. Así que BOR ~ JJC. 

;nm:116rdc~sn c¡1w 111m 111edidn :-iólo ddw cumplir que Nll do111i11in Nrn\ 11111i u-1\lguhrn y quu 
tmn a-ndit.ivn (vnr <lefi11ició11 2). 

7 Aq11f In 0111it.in!1110N, p<!ru p1u:d<~ <'011:-;11ltnrsc! <!11 Oxtohy (l!J} p. 25. 
H Pc11· In u-aditividad lmstu 1:1111 q1u! 111111 1111?clicln \'lllgn O l!ll lo~ 1111it nrio:-11 pnrn q11u c1mlq11Í<!I' 

c·o11j1111tu 111111rn1·nhh! l<mg:n uwdida O. 
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4.1.2. Cardinales inaccesibles y el problema de la medida 

A contiuuación se cianí un resultado más fuerte. por ser más general, so
bre la relación cutre cardinalidad y medida. Cabe se1ialar desde ahora que la 
demostración, aunque es parecida a la del Teorema -12, introduce nuevos ele
mentos, como la noci<'m de cardiual inaccesible (que aparecerá más tarde cou los 
resultados ele Solo\'ay) o la generalización ele la a - arlitividrul de una medida. 
Eu ese sentido, es importante mantener presente la noción generalizada de me
dida que se dió en el Capítulo 1, pues la demostración del teorema que veremos 
se basa, entre otras cosas, en la construcción de una medida para un cardinal 
inaccesible "!'. 

Sea CAR la clase de los cardinales infinitos. 

Definición 15 Un cardinal" es regular si y sólo si 110 e.i:iste>. E CAR tal que 
,\ < /{ ' /{ = u t;,, y lt:,, 1 < ¡.;_ 1/77 < >. llJ. 

r¡<>. 

Definición 16 Un cardinal ¡.;_ es inaccesible si y sólo si ¡.;_ es un cardinal no 
numerable, límite y regulaiJ 1 • 

Dadas estas definiciones podemos enunciar el teorema generalizado de Ulam 
como: 

Teorema 44 (Ulmn-Cardinales Inaccesibles) Si 110 existe¡.;_ cardinal inac
cesible tal que¡.;_::; 2Nu, entonces dom(¡t¡,) ,¡, p(IR1 ). 

Lo que se hará es demostrar la contrapuesta 12 • Es decir, se demostrará que si 
dom(¡t¡,) = p(IR 1 ) entonces existe K cardinal inaccesible tal que ¡.;_ ~ 2No. La idea 
de la demostración es: primero, utilizar la equipotencia entre 2No y (0,1) para 
definir una medida sobre p(2N") a partir de la medida de Lebesgue; segundo, 
obtener un cardinal ¡.;_ que cumpla con ciertas propiedades relacionadas con la 
medida definida y, tercero, demostrar que dicho cardiunl es inaccesible. 

Antes de adent.rarnos en la demostración daremos una definición que carac
teriza a las medidas de acuerdo con ciertas propiedades aditivas: 

Definición 17 Sea ¡.;_ un cardinal y /L 1tna medida. µ es ¡.;_-aditiva si y sólo si 
para toda A tal que A = U A,,. con ,\ < n y ¡t(A,1) = O para toda r¡ < ..\, se 

rr<-" 
tiene que ¡t(A) =O. 

!I De! lit!< Jiu, fo;t P sc!ni 1111 c~j«!mplo dt! In ut.ili<lacl de! In <h~fi11id<'i11 ele! mmlidn ¡mrn espnc.:ios c¡uo 
110 1w1·1!sm in11w11t1! s1111 1:11didrn111os {\"t!r Ddi11idü11 2). 

111 Es tlPd1, ¡.;. l'S 1t!µ,t1lnr si ~· si'1lo :-;i 110 p1wcle sc:r 1!XIH1!sntlo cmuu 1111hj11 de llll?llOH «1uc K 

t"o11j1111tos, nula 11110 ele! c·nnlhmlid1ul 111c!11or q1w ti. Por t!jt!lllplo, cunh¡uim· cnrdinnl H11t:l!Mot' t!H 

11•µ,11lnr (vc·r lli•r11;l111lm~ Hc~nu\11clc!Z (la] p. 270). · 
11 No c!!'l 1111 1·nrdi11nl lfmill! l"l!V,lllnr. A:d quu St! piclc! CJIU! ul cn1tli11nl St!ll. 1m 1m11w1·nhlc ¡uu·n 

clisc11tir li1 1!xisll!11«·ia ,, 1ic• 1IC! otros nutliunlm; rnJ?,ulnrt!S líinitc!. · 
l'1.Q1w Pll n•nlidad es «01110 :m HIWlc! uxprmmr t!Hf.C! l'l!St1ltmlu. Siu rnuhargu, In ím·11u\ m1 cpw 

nq11i sP pla11t1•t'1 sirve! <:01110 i11trod11t:d(111 al t.rnlmjo d<? Solo\'ny, ptw~ iuvitn n pl'uguut.nnm q11<'~ 

pasa co11 el prohlmun de In uwdicln si hay un cnnli11al i11m:c:esihlc 11wuur ig11nl quo 2Nu. 
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Lema 45 Toda medida es N1 -'--aditiva, , 

·Demostración. Sea A= U An ~on ¡i(A,¡)· = O.'Si los Á 11 "1í~ son ajenos, se 
nEN 

pueden ajenizar de la manera canónica para tener que A = U En con los E,. 
neN 

ajenos y 11(B11 ) = O. Entonces se usa la u-aditividad de la medida para concluir 
que ¡i(A) = O. • 

Observación 11 Nótese que la u - aditividad y la N1 - aditividad no son 
p1Vpiedades equivalentes. Una función definida en u11a a-álgebra puede ser 
N1 - aditiva, pero no a - aditiva. Por ejemplo, tómese la función /L igual a 
la medida de Lebesgue e:rcepto por el valor que le da a (-oc, oo), que digamos 
sea 1. Claramente ¡t no es a - aditiva, pe1·0 S'Í es~ 1 - aditiva, ya que fo recta no 
se puede e:i7n·esar como unión numemble de subconjuntos de medida de Lebesgue 
igual a cero. 

Observación 12 La li. - culitividad se refiere a algo así como la..\ - aditividad 
de los conjuntos de medida cero pam toda ..\ < li. y, a diferencia de la a -
aditividad, no pide que los conjuntos de la unión sean disjuntos. 

Demostración. (Del teorema 44) Supongamos que dom(¡t¿) = p(IR 1 ). Sea g 
una biyección entre 2No ye! inter\'alo (0,1), entonces definimos JL: p(2N") _,[O, l] 
tal que VB ~ 2N" : 

¡t(E) = ¡i¿(g(BJ). 

Se puede ver fácilmente que JL es una medida, pues como está definida en toda 
la potencia de 2N11 , que es una a-álgebra, y como además ¡t(2N°) = 1, sólo hay 
que verificar que es a-aditiva. Sea B = U B,. con En n Bm = 0 si m f= n. 

neN 
Como ges biyectiva entonces gf B11 ] ng[Bm] = 0, así que usando la u-aditividad 
de la medida de Lebesgue tendríamos que ¡i¿( U g(En]) = I: µ¿ (g[Bnll· Pero 

nEN neN 
está claro que U g[Bn] = g[ U B .. ], así que µ¿(g[ U En]= L µ¿ (g[Bn]) y, 

neN neN nEN nEN 
por lo tanto, ¡t(B) = L /L (En). 

nEN 
Tomemos ahora la siguiente colección: 

C = {i;: E CAR: ¡tes ñ. - aditiva}. 

Lo primero que hay que seiialar es que C es no vacía, pues como µ es medida 
entonces es N1 - aditiva (Lema 45). 

Por otro lado, si (2N" )+ denota el cardinal sucesor de· 2N", tenemos que C 
está acotada por (2N11 )+. Esto es porque 2No = U {o:} y 'to: E 2Nu ¡t({o:}) = 

ae2""11 

JL¡,(g(o:)) =O, pero ¡t(2N") = µ 1,((0, 1)) = l. Cabe señalar que Vñ. E CAR, si 
(2N11 )+ :::; N. entoncesµ 110 es ñ. - aditiva, pues de otro modoµ sería (2N°)+ -
aditiva. Así que c ~ (2N11 )+ . Esto quiere decir que e es un conjunto de cardi
nales y no una clase. Por lo tanto, sup C = LJ C E CAR13

• 

J:t EH 11111y f1tcil \'UI' cpw Ja 1111ió11 du c11nlc¡t1icr cn11j1111t.o <In cnrdiunlt?s f!N cnrdiunl. 
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Sea No= supC. Nótese que, como N¡ E e y e~ (21'< 11 )+, N¡ :5 Ko :5 2N11 • 

Ademñs lio E C . Si No es un cardinal sucesor 1 ~, entonces trivialmente Ko 

pertenece a C, ya que si li 0 = ,\+ y No f/_ C entonces,\ es cota superior de C, 
contradiciendo que 1>0 = sup C. Si es un cardinal límite, dada ,\ < No existe 
K E C tal que ,\ < li. En ese caso dacia A = U A,1, si ¡i(A,1) = O entonces 

11<A 

¡1(A) =O, pues como 1> E C entonces ¡1 es t> - aditiva. Así que ¡1 es Ko - aditiva 
y, por lo tanto, 1> 0 E C. 

Afirmamos que t> 0 es un cardinal inaccesible. Para demostrarlo se seguirá un 
camino largo. 

Lo primero <•s que, como No es el má.,imo de C, existe A e 21< 0 tal que A= 
U A,1, ¡i(A,1) =O y ¡1(A) >O, pues ele otro modo ¡1sería1>Ó- aditiva (con lit 

11<k11 

el cardinal sucesor de 1>0) contradiciendo Ja maximaliclad de 1>0 . Podemos además 
suponer, sin pérdida ele generalidad, que los A~ son ajenos. Sea f : A --+ Ka tal 
que Va E A: 

f(a) = /3 = n E A13. 

Nótese que f estfl bien definida, pues A = U A,,. con A3 n A-r = 0 si .B :¡, -y, 
11<ku 

de modo que Va E A 3!/3 < no tal que a E A13. Lo siguiente será dar una 
medida para los subconjuntos de Ko a partir de ¡1. Dicha medida nos permitirá, 
entre otras cosas, demostrar la regularidad de "a· Sea O' : p(1>0) --+ [O, 1] tal que 
VP e Ko: 

a(P) = ¡1(¡-t[PJ). 
¡1(A) 

Nótese que O' est!\ bien definida pues ¡1(A) > O y V Pe no, ¡-t [P]1" ~ A ~ 2N° 
y ¡1 estü definida en 21<0 

• Por otro lado, a es medida gracias a que ¡1 lo es, pues 
In propiedad de ser medida se preserva bajo multiplicació11 de escalareslü. No in
cluimos la demostración de la a aditividad porque es análoga a la demostración, 
que a continuación veremos, de que a hereda la Ko - aditividad de ¡117 . Sea 
A < Ko y B = u B,, e "º tal que '117 < ko, a(B11) = o. Por definición de O', 

11<k11 

lo anterior quiere decir que V17 < ko, ¡1(J- 1[B11]) =O y comoµ es Ko - aditiva 

entonces ¡1( U ¡-1 [B11 ]) =O. Además U ¡-1(B11 ] = ¡-1 [ U B 11]. Así que 
11<k11 11<k11 11<ko 

a(B) =O y O' también es Ko - aditiva. Por otro lado, obsérvese que: 

(1) VE, < Ko, como E, < Ka <===?E, E lio y todo cardinal es transitivo por ser un 
ordinal, E, < Ko => E, e Ko. 

H ~h\s nd1:ln11te \'C~l'l!JllCJS que eu nmlidad 110 J>tlf!du :-mrlu. . 
1·p• P1wd1! l'il!r q1w ¡- 1 [PJ = 0, ¡wro 0 E p(2N11) que! l!H la u 1U~chrn :-mhm In q1rn 1?sll\ dcfü~icln 

JI. Calw s1:i1alar <JlW Cll 1111 sout.ido 1111\s i11t11iti\'u u ºmido" n p n Im /. . . 
lfi E11 l!Sft! caso :-m 11111ltiplicn poi' d escnlnr i•(~) para qm! In 111cdicla dol t.ot.nl H<?n 1 (i·.u 

a(><o) = !). 
1 7 Pnrn 1 f!IWI' la u - aclitividacl, lo 1111ic:o CJlll! ltny qtw \'t!l'ifknr es <JIU! Hi Bo n B.., = 0, COJI 

a.:¡:. /3, e11tm1c1•s ¡- 1(Ba)n¡- 1(B..,) = 0. Pm·o <~su su Ni~uc i11111mlinl.a111<mt.c del lmchu du q1w 
J es f1111ci<'H1. 
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(2) Vf.. < "'º' a(f.) O. Nótese que V</> E f., ¡-1 [{1>}] e Aq, con ¡t(Aq,) =O. 
De modo que V</> E f., a({1>}) =O. Y como f.= U{</>}, usamos la i;:0 -

ef>E{ 
nditivad de a para concluir que a(f.) = 0 1 ~. 

(3) "'º es cardinal regular. Supongamos que no lo es, entonces existe >. '< lio 
tal que No = U "'•i• con "'•i < "'º· Por el inciso {l) eso quiere decir que 

11<>. 
existe >. < No tal que "'º = U i;:,1, con a(i;:,1) = O. Así que usando la "'º 

r¡<.\ 

aditividad de a tendríamos que a(i;:o) =O! (pues a(No) = 1). Por lo tanto, 
"'º es regular rn. 

(4) No es cardinal límite. Supongamos que es cardinal sucesor, entonces existe 
>. E CAR tal que "'º = >. +. Es decir, V f. E OR(f. < No ==> lf.I :5 >.). Así 
que dada f. < No, sea fe una funció11 inyectiva entre f. y ,\. A partir de 
esas funciones definimos, parn cada n < "'º y para 17 < ,\, los siguientes 
conjuntos: 

Obsérvese que si tomamos una 17 fija entonces Va, /3 < "'º (a/= /3 ==> B:InBJ = 
t-1), pues como fe es inyectiva, f. E B;( nB3 ==> /e(et) = r¡ = fe(/3) ==*et= 
{3. De modo que los conjuntos B:I pueden pensarse, una vez más, como 
las entradas de una matriz infi11ita de >.x "'º cuyos renglones contienen 
conjuntos que son ajenos dos a dos: 

B/ 
B2 

1 

ni 
2 

B~ 

B" 2 

Lo siguiente será ver que la unión de cada columna es igual a "'º excepto 
por una cantidad a lo más ,\ de elementos. Es decir, C0 denota la unión 
de la columna determinada por et < "'º (i.e. Ca = U B:I), entonces 

11<A 

'"'º - C 0 1 ::; ,\20
• Para ver esto, tomemos et < "'º fija. Entonces Vf. < "'º 

[a· < f. ==> a E f. => et E domfe ==> 3r¡ < >.Ue(et) = r¡ ==> f. E 
B2)]. Por lo tanto, Vf. < i;:o[a < f. ==> f. E Ca]· De donde podemos 
concluir que"'º - Ca~ {f.: f. :5 et}= et+ 121 • Como"'º es cardinal, en 

lliNólt!NI! qll<! :;i A l!S acotado, 1!11fo11<"l!S f!Xist.1! a E 1\. 0 f.nl cpw A C ó. Así c11rn a(A) S u(o) = 
O. Est.o c1ui1!r<! dedl' qtw todo suhro11j1111to de Ko m.:otaclo t.ieue a mc!didn Cf!l'O. 

l!JN<\tes1? q1w si"º es n~g11ln1·, C!Jtlo11ces 1:11nlq11ier s11hcu11j1111to 110 ncol.ndo t.imw l'nrcliunlidnd 
Ka. At;( qtw nu1lq11inr l'C>11j1111to cl1! u-uwclidn po:-¡it.ivn, c·m110 uu JHH?clc? Hf!I' nc:otnclo, dc~he h!llCI" 
<'nnlí11alidml Ka. Eslu n1i11dcl<! c·1111 d <'HSO d1? la 111editln de Luhc:sgm:, cm In cpw s11po11icmclu 
nxio11m de? dc!1·c:ic'111, se~ p1wdc~ cl1~111ost1·nr cpw si JlL(A) > O, m1f.011cuH JAI = c. Yn 1¡1rn xi 
Jl J. (A) > o l!lllOIH'C!S por d Lrn1111 3ü existe~ F cm·rndo t.nl C(IW F e A. Dn modo qtw, J>UI' <~I 
cmulmiu:J-1, e= IFI::; IAI. 

~ 11 Lo c11nl q1wnfa decir c¡tw IC0 j = A+ = ~o. 
21 a+ 1 us e!I onliunl sucesor de 0: 1 ns( que f.iunc In 111ismn cnrdi11nlidnd c11w a. 
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particular es ordinal limite (no = ,\ + ). De modo que si a:+ 1 < "º•entonces 
la:+ ll :5 ,\. Por lo tanto, Vn <no, IKo - Cal :5 ,\. Podemos decir más: 
como Ko-Ca <::; o+l < Ko, por el inciso (1) tenemos que a(o+l) =O y, por 
lo tanto, a(no - Ca) =O . Por otro lado, toda columna tiene al mc'llos una 
entrada de medida positiva. De lo co11trario, como C 0 = U B:',, ,\ < Ko 

11<..\ 
y a es ''º-aditi\·a. entonces a(C0 ) = O. Pero si a(Cn) = O, entonces 
a(,.;.o - C,,) = a(¡.,·o) = 1 ! (pues a(Ko - C 0 ) = O) . Así que Vn < "º 31¡ 
< ,\(a(B:'.) >O). Por otro lacio, sea B.11 p = {B:',: a(B:',) > 0) 22 . Como 
se tienen "º columnas y acabamos de ver que cada una tiene al menos 
una entrada con ml'dida positiva, c11tonces IBMPI = ,.;0 • Sin embargo, 
puesto que hay ,\ re11glones entonces al menos un renglón tiene"º entradas 
de medida positiva. Para toda 1¡ < ,\ sea R'.( 1,, = {(B:'.) : a < "º y 
a(B:'.) > O), de modo que BAJp = U R'.{1p y IBMPI = ,\ • SUJJ,¡<.\ 

11<.\ 

IR'.{1pl· Como ya habíamos visto que IBMPI = ¡.,·0 = ,\+ entonces sup,
1
<.\ 

IR'.~tl'I = ,\+ = Ko. Así que existe 1¡0 < ,\ tal que jR~/pj = ,\+ = ,.;0 . 

Pero los elementos de R'.('/ /' son ajenos dos a dos, ya que pertenecen al 
renglón determinado por 1¡0 y como N1 :5 Ko todo esto querría decir que 
tenemos una familia (R~/p) de conjuntos de medida positiva y ajenos dos 
a dos que es no numerable!, pues como a es medida finita se cumple la 
versión generalizada del Lema 40 (ver Observación 10). Como esta última 
contradicción surge de suponer que todas las columnas tienen al menos una 
ent.rada de medida positiva y si llamamos a esta afirmación A, entonces 
tendríamos que concluir que ~A. Es decir. que hay al menos una columna 
sólo con cut.radas de medida cero. Sin embargo, ya hablamos visto que eso 
tampoco podía ser. Así que de la hipótesis "º es sucesor concluimos que 
A y ~A! Por lo tanto, Ko es cardinal límite. 

Finalmente, con estas tres observaciones, junto con el hecho de que N1 :5 
Ko :5 2N", tenemos que "º es un cardinal inaccesible menor igual que 2Nn. • 

Si se consideraran 11nicamente estos dos teoremas de Ulam, la hipótesis de 
la medida serla un elemento m1\s para creer en la falsedad ele la hipótesis 
del continuo y la hipótesis correspondiente al teorema generalizado de Ulam. 
Pero si fuéramos consistentes con esta postura, por la demostración de Vitali, 
tendríamos que desechar también el axioma de elección. Lebesgue y Borel, entre 
otros, creían que eso era lo que procedía (Yer Kanamori [16] p. 22 y Wagon [24] 
p. 217). El problema es que desechar toda forma de elección infinita implicaría 
desechar una parte importante del análisis matemático y, por lo tanto, la razón 
de ser del problema de la medida23 • Además se tendría que tener la certeza de 
que todos los co11j1111tos no medibles son conjuntos que se originan a partir del 
axioma de elección. 

·n Nütc!SI! qtrn l•sfi! c~s d n>11j1111to ele las uut.r1ulas de llwclidn ¡umt.ini dt! t.odn In mnt.riz. 
:.1:1 lJmuwll y Tnr:-;ki M! lmhín11 dndo cucmtn tic! nst.n prohlcuu\ticn disyuut.i\'n cun11dn du . .;

c11hri<!l'Oll los dcs<'o111posicio1ws pnrndójic1L"4 (\'1!1' \Vng,011 (24] J>. 217). 
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Los resultados de Solovay, que se presentarán en el siguiente capitulo, dan 
una solución feliz a este problema, pues no sólo confirman que el axioma de 
elección es condición necesaria para que existan conjuntos no Lebesgue medibles, 
sino que matizan que es el caso sólo con versiones relativamente fuertes de 
elección. 
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4.2. Resumen 

Los resultados que se presentaron a lo largo de la primera parte se resumen 
en !ns siguientes tablas. Los rubros Medida, Grupos y Conjuntos se refieren 
a las teorías correspondientes. El rubro Espacios contiene las propiedades de los 
espacios euclideanos (incluidas aquellns relacionadas con sus respectivos grupos 
de isometrías) utilizadns en la demostración en cuestión. 

NEGACIÓN DE LA HIPOTESIS DE LA l\!EDIDA 
(Existencia de conjuntos no medibles) 

Hipótesis utilizadas 
Pruebas l\ledida Espacios Grupos AE Conjuntos 

Vitali 
a-aditi\'idad 

Traslaciones BOIR 111\·arianza 

Banach 
Finito- Descom-

Tarski 
aditividad Rotaciones pocisiones BOIR 
In varianza Paradójicas 

Bernstein 
a-aditividad Medida de 

BOIR 
Cantor 

Regularidad Lebesgue Bendixson 
Hipótesis 

Ulnm a-adith·idad BOIR del 
Continuo 
Cardinal 

Ulnm a-adith•idad BOIR Inacce-
si ble 

Es interesante notar la evolución de las condiciones: de aquellas fuertemente 
ligadas a los espacios euclideanos a las de buen orden y cardinalidad. Esto 
indica el carácter general del problema de la medida y su vínculo con la teoría 
ele conjuntos. 

En la siguiente tabla se incluyen resultados relacionados con la medida de 
Lebesgue que permiten entender las preocupaciones que genera la existencia de 
conjuntos no medibles y la importancia de caracterizarlos. 

J\IEDIDA DE LEBESGUE 
Prueba Elementos de la prueba 

2c conjuntos medibles 
Completud de la medida 

Conjunto de Cantor 
2c conjuntos no medi bles Conjunto de Bemstein 
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A continuación se presenta una tabla que contiene los resultados en los que 
la dimensión juega un papel importante. En ambos casos las medidas considera
das no sólo son finito-aditivas, sino también invariantes bajo transformaciones 
rígidas. 

HIPÓTESIS DE LA l\!EDIDA FINITO-ADITIVA 

Dimensión l\ledida 
Conjuntos Elementos de 

no medibles la prueba 

JRI Banach Ninguno 
Hahn-Banach 
(Lema ele Zorn) 

Banach-Tarski 
IRª Cualquiera Análogo Vitali (Descomposiciones 

paradójicas y BOR) 

La última tabla contiene las dos respuestas positivas respecto a la hipótesis 
de la medida que se presentan en esta tesis. El modelo de Solovay se expone 
con detalle hasta la segunda parte, pero se incluye en este resumen justamente 
porque indica qué tienen en común los conjuntos no medibles. 

HIPOTESIS DE LA l\!EDIDA 

Prueba Elementos ele la prueba 
Hipótesis 

Conjuntistas 
.Medida ele Banach IR' Lema ele Zorn 

(Finito Aditiva) Hahn-Banach 

Medida de Lebesgue 
Cardinales 

Modelo de Solovay Inaccesibles 
Método de Forcing 

Fuertes 



Parte 11 

Un modelo en el que todos 
los conjuntos de reales son 

Lebesgue medibles 
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Modelos de una teoría 

Cuando nos cnfrc>ntarnos a la demostración. \'Ía el conjunto de Vitali, de la 
negación de la hipótesis de la medida se plantearon dos opciones para rescatarla: 
( 1) debilitar las condiciones de la medida, (2) rechazar o debilitar el axioma 
de elección. La demos! ración con los conjuntos de Bernstein nos hizo ver que 
desechar la invarianza bajo traslación no era solución. Por otro lado, el teorema 
de Banach-Tarski muestra que abandonar la a-atlitividw/ tampoco solucionaría 
el problema. Sin embargo, ambas pruebas, junto con la de Vitali, tienen una 
hipótesis en común: la existencia de un buen orden para los reales. Así que nos 
preguntamos si ésta es condición necesaria para la negación de la hipótesis de 
la medida. 

Para confirmar que el axioma de elección es responsable de la existencia de 
conjuntos no medibles bastaría ver que ZF )L ~HA!. l'dás adelante se discutiní 
con detenimiento qué es un modelo de la teoría de conjuntos, por lo pronto sólo 
cabe señalar que si existe un modelo de ZF +HA!, entonces la negación de 
la hipótesis de In medida no es teorema de Z F. Sin embargo, al menos para el 
caso de la medida de Lebesgue, la a - culitividCLd de la medida presupone la 
posibilidad de hacer elecciones numerables. De modo que parece más sensato 
buscar un modelo de Z F + AEdébil, con ( AEdébil) una versión del a .. xioma de 
elección al menos tan fuerte como elección numerable, pero obviamente más 
débil que BO;>.. Un modelo con esas características fue justamente lo que Solovay 
construyó. 

Un modelo de una teoría axiomática es una interpretación en la que todos 
los axiomas son verdaderos y, por lo tanto, también todos los teoremas que de 
ellos se derivan. Para ver que un enunciado no es teorema de una teoría basta 
encontrar una interpretación en la que se cumplan todos los axiomas, pero el 
enunciado sea falso. Por ejemplo, sea TO (Teoría del Orden) el conjunto de 
todos los teoremas que se desprenden de los siguientes axiomas: 

Axioma de Asimetría: No existen "• b tales que " < b y b < a. 
Axioma de Transitividad: Pam todos a, b y e, si a < b y b < e entonces 

(l <c. 
En este caso todo conjunto ordenado es modelo de TO. Por ejemplo el 

conjunto ¡:¡( { 0}, { 0, { 0}}) ordenado con la contención propia. 
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Consideremos el siguiente enunciado: 
Hipótesis de Linealidad (HL): Para tocios a y b ó bien a < b ó b < a ó 

a= b. 
Como la contención propia no es un orden lineal sobre p( (0, {0}} ), ya que 

{ {0}} \;?; {0} y {0} \;?; { {0} }, tenemos un modelo de TO en el que la hipótesis 
de linealidad es falsa. Asf que HL no es teorema ele TO. Desde luego que esto 
no quiere decir que la negación ele la hipótesis ele linealidad sea teorema de 
TO. De hecho, si tomamos el co11j1111to { 0, { 0}} ordenado mediante la relación 
ele pertenencia, tenemos un modelo ele TO en el que se cumple la hipótesis 
ele linealidad, así que su negación tampoco puede ser teorema ele la teorfa del 
orden. 

Un enunciado, como la hipótesis ele linealidad, que no se puede demostrar 
ni refutar a partir ele una teoría se conoce como un enunciado independiente ele 
la teorfa. Esto quiere decir, entre otrns cosas, que tanto él como s1.1 negación se 
pueden agregar como axiomas. La hipótesis del continuo es el ejemplo clásico 
ele un enunciado independiente ele la teoría ele conjuntos, aunque no es el único. 
El trabajo ele Solo\'lly consistió justamente en demostrar que la hipótesis ele la 
medida es un enunciado inclepencliente ele ZF (pues demostró que hay un modelo 
ele la teoría ele conjuntos sin el axioma ele elección, en el que todos los conjuntos 
ele reales son Lebesguc meclibles). 

Modelos de la teoría de conjuntos. 

En el ejemplo que dimos de la teorfa del orden hablamos intuitivamente de 
los modelos como conjuntos ordenados cuyos elementos darfan significado a las 
variables a, by c y cuyo orden interpretarfa el sfmbolo <. El caso de los modelos 
ele la teoría de conjuntos es análogo, ya que también indican cuál es el universo 
(que puede ser un conjunto o una clase) sobre el que se toman los conjuntos y la 
relación entre ellos que interpreta el símbolo E y se comporta como lo establecen 
los axiomas. En ambos casos es posible formalizar la noción de interpretación. 

El lenguaje de la teorfa de conjuntos es un lenguaje de primer orden con 
igualdad que tiene cómo tinicos parámetros el símbolo de cuantificación '<! y el 
sfmbolo de predicado binario E, pues es posible expresar todos los axiomas uti
lizando tinicamente esos dos símbolos y los sfmbolos lógicos ( --., -,, v 1 , v2 ... , =) 2

º
1• 

Definición 18 Una inte171rctación I del lenguaje de la teorfa ele conjuntos es 
ww función que al símbolo de cuant![icación 'V le asigna un conjunto (o clase) 
no vacio Al, conocido como el universo de la inte1pretaci.ón, y al simbo/o E le 
asigna 1111 relación binm·ia R definida en los elementos de lvf (Re 11! x llf). 

Nótese que las interpretaciones del lenguaje de la teorfa de conjuntos quedan 
completamente determinadas por el par (llf,R), donde llf es el universo de Ja 
interpretación y R la relación que interpreta al sfmbolo E. 

:.!·I N(,tm;i~ cpw c!ll d c·a~o dd lm1g11nj1! tl1~ la l1!1Jrfa dc:I onhm t.a111hifm Se? timw st\Jo dos pn1·1i111c!f .• 

""(V,<). . 



71 

Por otro lado, el teorema de completud de Goclcl nos garantiza que si una 
teorfa es consistente entonces tiene un modelo. Para el caso particular de ZFE 
parece sensato ercer que se trata de una teoría consistente. Sin einbargo, en 
sentido estricto no podemos saber si es así, pues el teorema ele incomplctud de 
G{)dcl seilala que ZFE no puede probar su propia consistencia (ver Enclerton 
[8] p. 2i5). Pero incluso si otra teoría pudiera demostrar la consistencia de 
ZFE nos veríamos después enfrentados al problema de demostrar, a su vez, la 
consistencia ele ésta. Esto explica por qué las pruebas de independencia de un 
enunciado respecto a la teoría de conjuntos son pruebas de consistencia relativa 
en las que la consistencia de ZFE es un supuesto de ''ita! importancia. 
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Capítulo 5 

Teorema de Solovay 

El teorema de Solm·ay es un ejemplo de los resultados que se obtienen me
diante pruebas de consistencia relativa, aunque en este caso se presupone la 
consistencia de algo más que ZFE. La discusión sobre las hipótesis que Solovay 
agrega se dejará para más adelante. Por lo pronto, se enunciará el teorema y 
se discutirá su significado para el análisis matemático y el problema general del 
tammio de u11 conjunto. 

Notación 4 El enunciado ''Existe un cardinal .fuertemente inaccesible" se de
notará co11 I. 

Teoreina 46 Supongamos que existe un modelo estándar y transitivo de ZF E+ 
I. Entonces existe un modelo estándar transitivo de Z F en el que los siguientes 
enunciados son uerdaderns: 

( J) El principio de elección dependiente. 
(2) Todo conjunto de reales es Lebesgue medible. 
(3) Todo conjunto de reales tiene la propiedad de Baire. 
(4) Todo conjunto no numerable de reales contiene un conjunto perfecto. 

5.1. Elección Dependiente y Análisis Matemáti
co. 

El principio de elección dependiente es pieza clave para entender la importan
cia del resultado de Solovay, ya que garantiza la posibilidad de tener elecciones 
numerables. 

Definición 19 (Principio de Elección Dependiente) Si Res una relación 
en un conjunto no vacío X tal que Vx E.X 3y E X (xR y), entonces existe una 
sucesión { .1:,. } ~=O de elementos de X tal que Vn E N, x 11 R Xn+ 1• 
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Definición 20 (Principio de Elección Numerable) Si {A,, }~0 es w1r1 fn
milia numemble de conjuntos 1w vaclos entonces e:i-iste una sucesión. {a,. }~=O 
tal que Vn EN. a,. E..!,,. 

Notación 5 De11otare111os co11 ED al Principio de Elección D~pendierite y con 
EN al Principio de E/cccióu Numerable. 

Teorema 47 (ED =EN) El pri11ci7iio de elección dependiente implica el 
pr·incipio de elección 1111111erable. 

Demostración. Sea A = {A,, };;"=o unn fnmilin de conjuntos no vacíos y sea S..i 
el conjunto de tocias lns sucesiones finitas s = {a¡}¡~0 tales que Vi, O:::; i:::; n, 
a, E A,. Sea R uua relación sobre S .. \ tal que Vs. t E S..1: 

sR t ssi s = {a;} :~o y t = s U { a,,+1}, con ª11+1 E An+l · 

Por el principio de elección dependiente tenemos una sucesión numerable { Sn }~=O 
de sucesiones finitas tal que s,,Rsn+l· Como (sR t =?set), entonces {sn}~=O 
es tal que s,, e s,,+ 1. Así que U s., = { n;}¡':;0 , con a¡ E A¡. • 

nEN 

~duchos teoremas del análisis 111ate1111ítico se demuestran mediante el princi
pio de elección numerable o el principio de elección dependiente. Desde resulta
dos muy básicos como unión 1111111ernblc de co11)1111tos n.11merables es numerable 
hasta el teorema de Hahn-Banach restringido a espacios de Banach separables1• 

Incluso, la a - aditividad ele la medida de Lebesgue depende del principio de 
elección numerable, pues ZF es consistente con que los reales sean unión nume
rable de conjuntos numerables y, por lo tanto, también es consistente con que 
la medida de Lebesgue no sea a - aditiva2 • Esto explica porque el principio de 
elección dependiente es el primer enunciado en aparecer dentro del teorema de 
Solm·ay, pues sin él la medida de Lebesgue no ocuparía un papel cent.ral en el 
problema de la medida. 

Teorema 48 Si el principio de elección numemble es válido, entonces la unión 
de una familia numemble de conjuntos numembles es numemble. 

Demostración. Supongamos que se cumple el principio de elección numerable. 
Sea A = {A; her; tal que Vi E N, JA¡j = No. Sin pérdida de generalidad podemos 

además suponer que A; n A 1 = 0 si i f j. Para demostrar que 1 U A; 1 = No 
. iEN 

basta dar una fu11ció11 biyectiva F de N x Nen U A;, ya que JN x NJ =No. Como 
iEN 

Vi E N, jA¡J = No entonces Vi E N, G; = {g : g es biyección entre N y A¡} f 0. 

1Es1l1!1·ir, 1·1~stri11giclo n lc1s 1•s1uu·ic1s \'1?cl1nialt!s 11on111ul11s cc11111>h!los (tll! Dnunch) y su111u·n· 
hl<?s (\'<?r Solovn~· [2:l] p.;J). 

1 llny 1111 modelo d1• ZF t•11 el q1H! los l'l!ah!s so11 1111ici11 111111wrnhl«! ti<! s11l1c:o11j1111tus 111111wrnhlm.¡ 
dH l"f!H!f!s (vm· \\'ago11 [2·1) p. 2118). Así qtw 1•11 c!SC! 111ocle!lo In 11wdicln de! Lc\lwsg1w 110 c?s u-n<lit.ivn, 
p1ws clt! otro 111mlo ¡1 !~(IR.) = O! 
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Así que { G; };eN es una familia numerable de conjuntos no vacíos. De modo que, 
por el principio de elección numerable, hay una sucesión de funciones {g; fieN 
tal que Vi EN, g¡ E G;. Sea F: N x N---+ U A; tal queV(n,m) EN x N: 

iE~i 

F(n,m) = Yn(m). 

Nótese que F es inyectiva ya que las g; son inyectivas y dada 1n E N, 
g;(m) # gj(m) si i # j, pues en ese caso A; nAj = 0. Además Fes suprayectiva, 
pues dada a E LJ A;, existe j E N tal que a E Aj. De modo que a E rang(g¡ ). 

iEN 
Así que existe m E N tal YJ (11t} =a. • 

También demost mremos, usando el principio de elección numerable, parte 
del teorema de Heine-13orel: 

Tcoren1a 40 Sea A e IR!". Si A es compacto entonces A es ce1·rado y acotadoª . . 

Dmnostración. En realidad demostraremos que si un conjunto A no es cerrado 
o no es acotado, entonces no es compacto: 

(1) Supongamos primero que A no es acotado. Eso quiere decir que An = 
{a E A : lal > n} # 0. '.':ótese que {An}neN es una familia numerable de 
conjuntos no vacíos. Así que, por el principio de elección numerable, hay una 
sucesióu S = {a,, }ueN tal que la,,1 > n. Por otro lado, como dacia a E A 
existe n E N tal que lal < n, entonces dada a E A existe Va tal que a E Va y 
Van Ses finito. Claramente { I~, }aeA es una cubierta abierta de A que no tiene 
subcubierta finita, ya que Ses una sucesión infinita de elementos de A y Va ns 
es finito. Así que A no es compacto. 

(2) Supongamos ahora que A no es cerrado. Es decir, supongamos que existe 
x tal que :e !f. A y x E A'. Recordemos que: x E A'= Vn EN, An ={a E 
A : I~: - al < ~} f 0. Así que {A,. }neN es una familia de conjuntos no vacíos y 
entonces, por el principio de elección numerable, hay una sucesión s = {a,.}neN 
e A tal que lim,,_="n = :i:. Sea 11,, = {a E IR!" : lx - al > ~ }. Nótese que 
{ 11,, },.EN es una cubierta abierta de A que no tiene una subcubierta finita, pues 
de otro modo, existiría n 0 tal que para toda a E A, la - xi > .l. . Es decir, si 
m;::: no, A,,.= {a E A: lx -111<~}=0 y, por lo tanto, x <1" A;1

! Así que A no 
es compacto. • 

5.2. Propiedad de Baire y Conjuntos Perfectos. 

Sobre el inciso (2) del teorema de Solovny, que afirma que en el modelo 
todos los conjuntos de reales son Lebesgue medibles, no hay mucho más que 
decir que lo expuesto a lo largo de la tesis; salvo por el siguiente teorema que 
nos demuestra que un conjunto medible es un conjunto "bien portndo" 4

• 

ªEl t.tmrn111a tlf! lld1u!-Bf1n:l f!ll n~alirlncl t!S el si y sl1lo si, ¡wro el l'<!~l'eso :.;e J>1rn<le co11Ht1ltn1· 

"" lludiu l21J (pp. :J:.1-:.1~). 
·1 Eu ul ~cut.ido d1? que es iµ.unl u 1111 t·o11ju11lo ck Oorc!l, salvo por 1111 cnnj1111t.o clu 111edhla 

ce10. 
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Teorema 50 Si un conjunto A es Lebesgue medible entonces es igual a un 
conjunto GJ menos un conjunto de medida cero. 

Dernostración. Si A es medible dada n E N, por definición, existen F11 cerrado 
y G,, abierto tales que F,. e A e G 11 y ¡t'(Gn - F,.) < ~· Si tomamos G = 
íl.G .. , como (G-F11 ) e (G,.-F.,), entonces ¡t'(G-Fn) <~·Sea N = G-A. 
nE~' 

Nótese que A = G - N con G un conjunto GJ. Así que sólo falta ver que 
¡t"(N) =O, pues en ese caso N es medible y tiene medida cero5 • Además dada 
n E N, como F,. e A, entonces G - A = N C (G - Fn)· Así que por la 
monotonía de la medida exterior (Lema 16) se tiene que ¡t'(N) < -!; y, por lo 
tanto, ¡t'(N) =O. • 

Por otro lado, es interesante \'er que Jos iucisos (3) y (.J) nos hablan de 
un buen comportamiento de los conjuntos de reales en términos topológicos y_ 
conjuntistas, como el inciso (2) Jo hace respecto a Ja medida. Es decir, dentro -
del modelo de Solomy, es posible decir cuál es el tamaño de un conjunto en los 
tres sentidos expuestos al principio de Ja tesis. 

Para comprender el significado del inciso (3) conviene recordar qué se en
tiende por Ja diferencia simétrica de dos conjuntos y qué significa que un con
junto tenga Ja propiedad de Baire. 

Observación 13 Recuérdese que un conjunto F es de primera categorta si y 
solo si es unión numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Es decir, si 
F = U D,., con intb,, = 0. 

nEN 

Definición 21 A6B =(A - B) U (B - A)= A U B - A n B. 

Al:>B se conoce como Ja diferencia simétrica de A y B. 

Definición 22 Un conjunto A tiene la propiedad de Baire si y sólo si existe G 
un conjunto abierto tal que Aí:;G = F, con F un conjunto de primera categoria. 

El teorema de Solovay nos indica que Jos conjuntos que no tienen Ja propiedad 
de Baire son, en todo caso, conjuntos que se obtienen a partir de versiones más 
fuertes del axioma de elección que el principio de elección dependiente. Sin 
embargo, aún suponiendo el axioma de elección, ¿Realmente hay conjuntos que 
no tienen la propiedad de Baire? Es interesante ver que ni el conjunto de Vitali 
ni Jos de Bernstein tienen Ja propiedad de Baire. A continuación daremos Ja 
demostración para el caso de Jos conjuntos de Vitali, pues Ja demostración para 
Jos conjuntos de Bernstein se puede consultar en Oxtoby [19] (p. 24). 

~'Yn se lmhín :-;minlmlu nut.es q1w In 1>ri111m·n 1mrtn flu Ja tlemostrnció11 d<?I Teoremn 30 se 
p1wdf! A<!lll!l'Hliznr 1uu·n clm110Hfl'nr c¡UC! In uwdi<ln cln Lnlwsguu e:-1 co111plul.n. 
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Para demostrar que el conjunto de. Vitali no ,tiene la propiedad de Baire se 
necesitan los siguientes resultados: · · · 

Lema 51 Todo subconjunto de un conjunto de primera categm1a es de primera 
categoria. 

Demostración. Sea A = LJ A 11 tal que int A,, = 0 y sea B C A. Sea Bn = 
nEN 

B n A 11 • Está claro que B = LJ B 11 , así que sólo habría que demostrar que int 
nEN 

lJ,. = 0, pero eso es inmediato, pues B11 e .411 = intB 11 e int A11 =. 0. • 

Teorema 52 (Baire) Todo intervalo abierto no vacfo es de segurida categor(a. 

La demostrnció11 de este teorema no se ciará aquí, pero puede consultarse en 
Oxtoby [Hl] (p.2) 

Teorema 53 El conjunto de Vitali no tiene la propiedad de Baire. 

Demostración. Sea\.' el conjunto ele Vitali. Supongamos que V tiene la propiedad 
de Baire, entonces existen U abierto y F de primera categoría tales que U[). V = 

F. Como F es ele primera categoría entonces F = U A,,, con intA11 = 0. 
nE~ 

Tenemos dos casos: 
(1) U # 0. Como U es abierto 110 vacío, existe 1 = (a, b) e U. De modo 

que I n \! # 0, pues de lo contrario, 1 e U ;::,. \1 = F y, por el Lema 51, I 
sería ele primera categoría! (teorema de 13airc). Sea r E (a, b) n \.'. Nótese que 
(a, r) e (a, b). Sea T = \! n (a, r) y sea q E IQl tal que r + q < b. Afirmamos 
que Tirns(q) C (a, b) - \f. Seas E Ttras(q)• eso quiere decir que existe t ET tal 
que s = t + q. Como q E IQl, entonces s ~"t. Pero T =V n (a,r), así que t E\.' 
y, por lo tanto, s r/:, V. Además como t E T y T C (a,r) entonces a < t < r 
y como q es tal que r + q < b, entonces a < t + q < r + q < b. Por lo tanto, 
s = t + q E (a, b). De modo que para tocia s E Ttrasq• s f/; V y s E (a, b). Es 
decir, T1rn_.,,c (a. b) - \! e U - \1 e U b. V = F. Así que, por el Lema 51, 

Ttras(q) = LJ Bn con intB,. = 0. Sea Cn = (Bn)tras(-q) = {s - q: SE En}• 
nEN 

Afirmamos que T ~ U C11 y que intC11 = 0. Sea t E T = V n (a, r), entonces 
nEN 

s = t + q E Tiras(<¡)· Así que existe 1n E N tal que s E Bm. Como s - q = t, 
entonces t E (B,,, )tras-q = C,,.. Así que T ~ LJ C 11 • Falta ver que cada miembro 

nEN 
de In unión es un conjunto denso en ninguna parte, pero esto es trivial ya que 
dicha propiedad se preserva bajo traslaciones y C 11 = (Bn)tra•-q• con intiJ11 = 0. 
Tenemos entonces que T estfi contenido en un conjunto ele primera categoría. 
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Por el Lema 51, Tes de primera categoría. Es decir, T = U D 11 , con inti511 

nEN 
0. Por otro lacio. (a - r) - T = (a - r) - V e U!:!. V = U A,,, así que 

. ''E~ 

(a - r) - T = U F,., con intF11 = 0. Juntaudo estos resultados tenemos que 
11E!"i 

(a, 1·) = ((a. 1·)-T) UT = U F,1 U U D,, con intF11 = 0 e inti5,. = 0. Es decir, 
nE."'i nEN 

(a, 1·) es ele primera categoría! (teorema de Baire). 
(2) U = 0. Eu este caso U!:!. V = V = F, con F ele primern categoría. Es 

decir, V = U .'l,,, cou int A., = (/). Recordemos que ¡mrn la demostrnción del 
nE;'i 

Teorema .J, defiuimos para tocia q E IQ> n [O, 1) el conjunto \1~ = { s + q 1 s E 
V/\ S + (j < l} U { (t + q) - 1 J t E V/\ t + (j > 1} = (V¿I )trusq U (ViiJtr·as(q-1)• 
Como v.¿ 1 e F y vi 1 e V y estamos supouienclo que V es ele primera categoría, 
entonces 1~1 también es de primera categoría. Eso quiere decir que si { qm }meN 
es una muncración ele IQ> n [O, 1), entonces \1~ ... = U A,.,,.. con int Anm = 0. 

neN 
Como además { Vq,., }me:'l es partición numerable del inter\'alo [0,1) tenemos que 
[0,1)= U U A,,,,., con int.4,,. = (/). Esto querría decir que el inten-alo [O, 1) 

mENnEN 
es de primera categoría!". En resumen ninguno de los dos casos se puede dar y, 
por lo tanto, el conjunto de Vitali no tiene la propiedad de Baire. • 

El hecho de que todos los conjuntos de reales teugan la propiedad de Baire 
habla de un b11e11 comportamiento topológico, en el sentido de que todos los con
juntos de reales sou como Jos conjuntos abiertos salvo por un conjunto topológi
cameute despreciable. 

El inciso (4) nos índica también Ja existencia de un buen comportamiento 
del tamaiio de Jos conjuntos de reales en términos de cardinalidad. De hecho, 
este inciso se puede ver como una respuesta al problema del continuo. 

Lo primero, como en el caso de la propiedad de Baire, es recordar qué significa 
que un conjunto sea perfecto. 

Definición 23 Un conjunto es pe1fecto si y sólo si es no vacío, cerrado y no 
tie11e puntos aislados. 

Para demostrar, desde ZFE, que hay subconjuntos de reales no numerables 
que no contienen un conjunto perfecto utilizaremos los conjuntos de Bernstein. 
Sin embargo, antes \'eremos algunos resultados muy importantes respecto a la 
cardinalidad de los conjuntos perfectos 

Teorema 54 Todo conjunto pe1fecto es no numerable. 

Demostración. Sea P u11 conjuuto perfecto. Supongamos que P es numerable. 
Sea { Xn }:=:"=o una numeración de los elementos de P y sea Vo una vecindad 

f;Nc',fr~:·w que f!slr! .'·wgmulo t·nso «!S tc1tnl111m1f.o n1utlo~u n In clm11osr1·oci611 de la 11cgnci611 dn 
Ja lliJH'Jh!sis d1~ In uw<lidn n pnrl il· dd co11j1111t.o Vif.ali. 
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tal que :co E Vo. Como P no tiene puntos aislados, entonces x 0 es punto de 
acumulación de P. De modo que existe Vi tal que xo r:J. Vi, Vi n P f= 11 y 
Vi C Vo. Procede1nos entonces recursi\'amente. Supongamos que ya tenemos 

definido a i-;,. Como Xn es punto de acumulación, entonces existe Vn+ 1 tal que 
.1.·,. r/:- V,>+I• V.1+1 n Pi' 0 y i-;;,+1 C Vn. :-\ótese que V,,+ 1 n Pes compacto, 
ya que es intersección de un compacto con un cC'rrndo. Si !\,. = V,,+ 1 n P, por 
const.rucdón, tenemos que para toda .1:,. E P. :1: 11 </:- K 11 • Y como {x11 };;<>=0 es una 
numeración de los elementos de P y f\·,. e P, entonces n J(,, = 0. Por otro 

nEN 
lado, sabemos que {Kn}neN es una familia anidada de conjuntos compactos, de 
moclo que Sil intersección es no vacía 7 . Es decir, n J( n t= 11! Por lo tanto, todo 

ue:'I 
conjunto perfecto es no numerable. • 

Corolario 55 Todo conjunto perfecto tiene la caniinalidad de los reales . 

De1nostración. Este resultado se desprende de manera inmediata del teorema 
anterior y del Corolario 3.J que justamente nos garantiza que todo conjunto, 
cerrado no numerable tiene la cardinalidad de los reales. • 

Fue Cantor quien, en su intento por verificar In hipótesis del continuo, 'de
mostró que todo conjunto perfecto tiene la cardinalidad de los reales, conla 
esperanza de poder demostrar después que todos los subconjuntos de reales no 
numerables contenían un conjunto perfecto. Sin embargo, el axioma de elección 
sirvió, también en este caso, para dar un contraejemplo. 

Teoreina 56 Hay conjuntos de reales no numerables que no contienen un con
junto perfecf.o. 

Demostración. Sea B un conjuuto de Berustein. Tenemos dos casos: (1) Supon
gamos que B es numerable, entonces Be es no numerable. Afinnamos que Bº no 
contiene un conjunto perfecto. Supongamos que existe P un conjunto perfecto 
tal que P e Be, entonces P n B = 0. Sin embargo, por el teorema anterior 
sabemos que P es un conjunto cerrado no numerable, así que por la definición 
de un conjunto de Bernstein BnP i' 0! Por lo tanto, Be no contiene un conjunto 
perfecto.(2) Supongamos que B es no numerable, por el mismo argumento que 
usamos para Be, se puede Yer que en este caso B es un conjunto no numerable 
que no contiene un conjunto perfecto. • 

El teorema de Solovay es interesante respecto al problema del continuo, pues 
el inciso (4) nos garantiza que eu el modelo en cuestión los conjuntos de reales 
son finitos, numerables o equipotentes con el conjunto de todos los reales. Desde 
luego que en este caso no se puede pensar la cardinalidad de los reales como 
un cardinal ordinal, pues eso equivaldría a tener un buen orden para los reales 
que, como ya vimos, es condición suficiente para tener conjuntos que no sean 

7 Estc! es 1111 t'OIHH.:Ído res11ltndo de~ topo)o~ÍI\ cpw :-il! J>IWdC! COllSlllt.nr t:ll Ilmlin {20) (p. 33). 

;~STA TI~S1LS NO SALE 
DE LA. BffU !07'F<rA. 
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Lebesgue medibles. Pero entonces ¿Qué sentido tiene decir que la hipótesis del 
continuo para los reales es válida en el modelo de Solovay? 

Hasta ahora hemos planteado el problema del continuo suponiendo que hay 
un buen orden para los reales, pues lo que nos hemos preguntado es si N1 es o 
no el cardinal de los reales. Sin embargo, existe una versión de la hipótesis del 
continuo que no necesita del axioma de elección, ya que se puede expresar en 
términos de funciones inyectivas. 

Notación 6 Sean A,B conjuntos. Escribiremos A ~ B si existen funciones 
inyectii•as, Jlero 110 existen funciones su¡nnyectivas, de A en B. 

Proposición 57 HiJlólesis del continuo sin axioma de elección (HC-AE): 

~3A e IR tal que N ~ A y A :'j, IR. 

Nótese que si nosotros tu\'iéramos que ZFE f- ~HC, el teorema ele Solovay 
nos garantizaría que los conjuntos que niegan la hipótesis del continuo son, 
en todo caso, como los conjuntos no medibles; es decir, son conjuntos que se 
generan a partir de formas relativamente fuertes de elección. Sin embargo, Qé)del 
demostró que ZFE es consistente con la Hipótesis del Continuo (es decir, que 
ZFE J." ~HC), con lo que garantizó que para negar dicha hipótesis no bastan 
versiones fuertes de elección, se necesitan nuevos axiomas. En ese sentido, el 
resultado de Solm·ay es en realidad una versión müs débil de lo que probó Géldel, 
pues demuestra que ZF + ED J." ~(HC - AE). 

Por otro lado. el hecho de que In hipótesis del continuo se cumpla en el 
modelo de Solovny parece contradecir el primer teorema de ü Iam~. Sin embargo, 
recordemos que el teorema de Ulam usa la versión de la hipótesis del continuo 
con mdorna de elección. De hecho, ya desde ese momento se había hecho mucho 
énfasis en la importancia del orden que los reales heredan de N 1 para el desarrollo 
de la demostración de Ulam. 

Finalmente cabe seiialar que aunque la prueba de Solovay es, como la de 
Qé)del, una prueba de consistencia relativa, hay profundas diferencias entre ellas. 
La primera, que en parte explica porqué el resultado de Solo\'ay es müs débil 
respecto al problema del continuo, tiene que ver con la hipótesis de la que parte, 
ya que Solovay supone algo müs fuerte que la simple consistencia de ZFE. La 
segunda tiene que ver con la forma en que se construye el modelo que se desea, 
ya que la prueba de Solovay se basa en el método de forcing, que introdujo 
Cohen precisamente para demostrar la consistencia de ZFE con la negación de 
la hipótesis del continuo (ver Kunen [18] pp. 211-216). 

~Si /u lú¡ullf~.'li.'i 1/d coulin no .H' cuwplr: c11lmuc." hu11 t:o1tjuultl."I tJtU: 110 ,'1011. Ldu:.<if/tlt! 111t!· 
1lil1fos (\'c!f Teorn111n ·i2). 
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5.3. Cardinales fuertemente inaccesibles . 

Para analizar las hipótesis del teorema de Solovay hace falta recordar qué es 
un cardinal inaccesible fuerte: 

Definición 24 ñ. es un cardinal fuerteme11/e i11accesible si y sólo si ñ. es un 
cardinal ltmilc. rcgu/a:1', mayor que No y tal que V>.<"-• 2.\ < ñ.u. 

La existencia de cardinales fuertemente inaccesibles, que denotaremos con 
l, no es teorema de ZFE, ya que se puede ver que Z FE+ ~1 es consistente. La 
idea es tomar el universo construct.ible de Gllclel denotado por L 1º. Si L no tiene 
cardinales inaccesibles, entonces L es modelo Z FE+ ~l . De lo contrario, sea 
1'o = mín { "- E L : " es fuertemente inaccesible f. Se puede \'er que L,"' es modelo 
de Z FE+ ~l (Hrbacek y .Jech 11.J] p.27!J). Así que Z FE+ ~l es consistente. 
Sin embargo. 110 se puede probar la consistencia relativa de Z FE+ l (Capítulo 
2, Amor 13] ). En otras palabras, suponer que hay cardinales fuertemente inac
cesibles puede contradecir a ZFE. Sin embargo, existen argumentos intuitivos a 
favor de dicha hipótesis. 

Si observamos que No es un cardinal límite y regular tal que V>. < N0 , 

2·' < No, es natural pensar que el enunciado "existen cardinales fuertemente 
inaccesibles'' no es sino una generalización del Axioma de lnfinito11 • Sin em
bargo, en el mismo tenor, podríamos decir que un argumento inmediato a favor 
del a.xioma de elección es que se trata de una generalización del principio de 
elección numerable, lo que no quiere decir que esté exento ele dificultades. 

Al margen de si la hipótesis ele Solovay es aceptable o no, lo que es notable 
es que recupera la conexión entre propiedades de cardinalidad y ele medida que 
se comenzaban a perfilar con los resultados de Ulam. De hecho, en el siguiente 
capítulo, dedicado al método de forcing, se podrá ver que las hipótesis sobre 
la existencia de cardinales inaccesibles suelen traducirse en resultados sobre la 
cardinalidad del continuo (i.e. de IR) y propiedades respecto a la potencia de 
los reales. Esto no sólo vuelve a acercar los resultados de Solovay y Ulam, sino 
que elemuestra que, pese a que la cardinalidad no es una forma adecuada de 
considerar el tamalio de un conjunto de reales para la teoría de la integración, 
sí es factor determinante en el problema de la medida 12 . 

!I Esta tíll imn propic!tliul t~:-it nl,lct!t! In clifon?11dn t!lll l"I! los t'nHli1mlt!s ftwrt.t!llH!llf e inncccsihles 
v los cnnliunh!:o.: i11nct't!,<;ihl1~ .... ;<;ill 1111\.'I . 

. lll L t!:-> el molido q1w Gndc!I cn!c"1 parn dmuost.nu· In cu11sist1!11t·ia <le! ZFE + HC. 
l t Hrlu\l't!k ~· ,f1!d1 prnscut n11 1111 nrµ,111111mto nu\s sofist.icmlo qul! iuvolucrn 1111n scpnrncióu de 

los <'011j1111tos arn\lo~n H In clisti11t'i1'111 dt~ In Mgkn tlt! prit11er onltm y In ele? SC?Alllldo onlc11 (vur 
llrlmc"k y·'""" [1·1] p.27lJ). 

1:lSlrnlah proht'1 que In hipf1tt'sis sohre ln t!XÍlifm1cin dt? 1111 cnulhml f11crl.t?111e11l.u iunccc:iihlc l!S 
c01ulid611 1tc!cesnrin pura t1~1ll'r 1111 111oclelo cm el cjuu todos los l'u11jn11tus de nmlm; HOll Lehc:-iµ,1m 
11wdihlc?s (\'t!I" l(a11n111ori [lüJ p.13ü). 
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Capítulo 6 

Forcing 

En 1963 Cohen demostró que la negación de la hipótesis del continuo es 
consistente con ZFE mediante una idea aparentemente sencilla y natural: partir 
de un modelo de la teoría de conjuntos y extenderlo agregando nuevos conjuntos. 
Sin embargo, puesto que el objetivo central era hacer más grande la potencia 
de los reales era claro que aquellos conjuntos que se introducían debían tener 
propiedades particulares. 

La posibilidad de extender de manera controlada modelos de la teoría de 
conjuntos fue la clave para que el método de forcing, introducido por Cohen, se 
convirtiera en un fecundo método de pruebas de consistencia relativa aplicable 
a problemas no sólo de la teoría de conjuntos (como el caso del continuo), sino 
de otras áreas como teoría de la medida. La revisión de los resultados que dan 
forma al método de forcing junto con un esbozo de su aplicación con álgebras 
de Boole permiten entender, en términos generales, cómo construyó Solovay un 
modelo en el que todos los conjuntos de reales son Lebesgue medibles. 

6.1. Modelos transitivos y estándar 

En la introducción a la segunda parte se señaló que la consistencia de una 
teoría implica la existencia de un modelo para ella. Sin embargo, el teorema de 
Solovay, como todos los resultados que se prueban mediante forcing, presupone 
la existencia de un modelo con propiedades muy especiales: que sea transitivo 
y estándar 1 • La justificación de que las pruebas mediante el método de forcing 
siguen siendo pruebas de consistencia relativa se basa en algunos teoremas 
importantes de la lógica matemática, como el teorema ele Reflexión, el Colapso 
de J\Iostowski y el teorema de Lllwenheim-Skolem(ver Amor [2]). Nosotros nos 
concentraremos en explicar eu qué consisten esas propiedades y por qué se piden. 

Definición 25 Mes transif.iva ssi l/x(x E 1\1 ==> x C i\1). 

1 Tamhiúu :;e: s1wl1~ 111~dir que :-;1m 11u1111n-nhlt!, p<!ro mm lo \'l!l"t!lllOS 1111\s mlela11f1!. 
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Definición 26 Un modelo de ZFE es c.•lándar si el sfmbolo E se inte17im/.a 
como la per/.ene11ci11 entre conjuntos. 

Recordemos que los modelos de ZFE son interpretaciones del lenguaje de 
la teoría de conjuntos que hacen verdaderos a los axiomas y que dichas inter
pretaciones se pueden caracterizar como pares orde11ados co11fonnados por un 
conjunto o clase que fu11cio11a como el "unh·erso" y una reladón que> interpret.a 
el símbolo E. De> modo que si (¡\!, R) es modelo di• ZFE, entonces interpreta 
a toda fónnula .,: del lenguaje de la teoría de conjuutos. Es posible definir for-
111al111ent<• (\·er l\une11 iJ8] p.112) la i11terpretaeión de una fórmula.,: c>n (A/, R), 
que se escribe como .,:(.11.il) y se conoce como la relat.ivización de .,: a (A/, R). 
Por ejelllplo, (:e E y) ·"" = :rRy y (3:r o)(.1/,/1) = 3:i: E 1H(n'·"·'" ). 

La ventaja de trabajar con modelos esl!ludar es que la interpretación de una 
fórmula del le11guaje de la teoría de conj1111tos sólo requiere acotar los cuantifi
cadores. Por ejemplo, (3.r (:e E y) )<M.E) = 3:z: E A/(.1; E y)). Dado que en forcing 
se trabaja con modelos estándar, de ahora en adelaut.e en lugar de referirnos a 
los modelos de ZFE mediante el par (A/, E) , lo haremos simplemente mediante 
.\!. 

6.1.1. Absolutez y Relativización 

Una de las ve11tajas de los modelos tra11sitivos es que nos garantizan que el 
significado de cierto tipo de fórmulas (llamadas fórmulas absolutas para modelos 
transitivos) no \"Hría si se relativizan a un modelo transitivo o se piensan en el 
universo de todos los conjuntos. Por ejemplo, si los elementos de un conjunto 
no \"acío que pertenece a una clase A1 no están en IVI, entonces dicho conjunto es 
Yacfo según AJ. Esto no pasa si A1es una clase transitiva, ya que por definición 
contiene a todos los elementos de sus elementos. 

Definición 27 Sea <p una fórmula del lenguaje de la teoría de conjuntos. <p es 
una fónnula absoluta para clases transitivas si y sólo si para toda clase transitiva 
M 

Existen muchas fórmulas que son absolutas para modelos transitivos de ZFE. 
Por ejemplo: x = 0, x = w, Res relación y Res función (ver Kunen [18] pp.120-
121). Sin embargo más interesante aún son las fórmulas que no son absolutas 
para modelos transitivos. Por ejemplo, °' es cardinal ó :: = &~(x). l'vl!ls adelante 
se verá que In no absolutez de la noción de potencia de un conjunto juega un 
papel central en forcing. 
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6.2. Definición 

Hemos seüalado ya que la idea general de forcing es agregar a un modelo 
de ZFE nuevos conjuntos, de manera que se obtenga un modelo más grande2 

que dé cuenta de la consistencia de ZFE junto con el enunciado con el que se 
quiere probar la consistencia. Lo interesante es que los conjuntos que se agregan, 
aunque no est!\n en el modelo base, pueden conocerse a partir de los elementos 
que est!\n en éste, ¿Qué quiere decir esto? 

El conjunto de reales puede servirnos como analogía para responder de man
era intuitiva esta pregunta. Aunque más adelante, cuando se vea la definición 
ele forcing, se cianí un respuesta 1mis formal. Sea T la teoría determinada por 
los siguientes axiomas: 

Axioma de Asimetría: i'\o existen a y b tales que a < b y b < a. 
Axioma de 'I\·ansitividad: Para todos a, b y e, si a < b y b < e entonces 

a< c. 

Axioma de Linealidad: Para todos a y b ó bien a < b ó b < a ó a = b. 
Axioma de Densidad: Para tocios a y b si a < b entonces existe e tal que 

a< e< b. 
Nótese que T es una extensión ele la Teoría del Orden que presentamos en 

el Capítulo II y que (Q, <) es un modelo de T si el símbolo < se interpreta 
como el orden canónico de los racionales, ya que ese es un orden lineal denso. 

Consideremos el siguiente enunciado: 
Hipótesis de Completud (HCM): Toda colección acotada superiormente 

tiene supremo. 
Como no existe q E Q n [O, l] tal que q = sup{x E Q n [O, l] : x 2 < 2}, 

está claro que en (Q, <) no se cumple la Hipótesis de Completud. Sin embargo, 
es posible agregar nuevos objetos a IQ> de manera que se tenga un modelo de 
T+HCkf. La construcción ele los reales mediante cortaduras de Dedekin no sólo 
permite ver que (IR,<) es una extensión de (Q, <) en la que todos los axiomas 
de T son válidos y la Hipótesis ele Completud también, sino que los conjuntos 
que se agregan se pueden describir mediante los elementos del modelo inicial (es 
decir, mediante los racionales) y el orden entre ellos. El caso del modelo base 
y el modelo que se obtiene con forcing, conocido como extensión genérica, es 
análogo no sólo porque ahí también se tiene que el primero está contenido en el 
segundo, sino porque los elementos que están en el segundo se pueden describir 
mediante los elementos del primero:J. 

Por otro lacio, nótese que los ejemplos que demuestran que la Hipótesis de 
Completud no es válida en (IQ>, <) son los que seüalan qué tipo ele objetos hay 
que agregar para extender el modelo. Cuando pensamos en modelos de ZFE 
no queda tan claro que haya modelos para los cuales existan conjuntos que no 
estlin en él, pero que se pueden describir a partir de sus elementos. 

15¡ t·t111sidPrn111ns laj1~rnrqufn m·111111ilnt.h·a hnhría que decir que 111mlin11tu forcing su obticuc 
f!ll rnnlidad 1111 111otldo 1111\s ··~urdo", ~·a q1w 1!I 111oddo hmm y el muddu uxt.m1di<lo t.imum los 
111i!-i111os orcli11nh~s (vt?r J(111w11 (18] p. 1!.Jl). 

:'Htl11u·1!k y .l1•el1 ll·I) (J>J>. 27ú·277} 1~x1>111w11 c011 1111\s d1:t.ullc! t?sf.n a1mlop_(n. 
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La clave está en el uso de órdenes parciales particulares que también permiten 
,·er qué tipo de conjuntos no están en el modelo base y, por lo tanto, sugieren 
cómo hay que extenderlo. 

Definición 28 Un orden parcial es un par (P, :S), donde :S es una relación 
reflexiva, antisimétrica y tmnsit.iva sobre un conjunto P. 

Observación 14 En forcing se suele suponer además que existe lp E P ta( 
'r/p E P, p :5 lp. Asi que, en lo que sigue, cuando nos refiramos a P un árden 
parcial se estará suponiendo que tiene un elemento má:rimo. - · 

Definición 29 Seo P un orden parcial. G e P es un filtro sobre P si y sólo si: 

J. G-f.0. 

2. Vp, q E G, 3r E G(r :5 p /\ r :5 q). 

3. Vp E G, Vq E P(p :S q = q E G)"1• 

Observación 15 Si Ges un filtro sobn~ P entonces lp E G. 

A continuación daremos una definición de densidad con respecto a órdenes 
parciales, que no se debe confundir con la noción topológica de densidad. 

Definición 30 Un conjunto D es denso en P si y sólo si D ~ P ¡¡ 'r/p. E P 
3q E D(q :5 p). 

Definición 31 Sea M un modelo estándar y tmnsitivo de ZFE y P un orden 
parcial tal que PE A/. Ges P-genérico sobre .M si y sólo si G es filtro:y VD 
(DE M /\Des denso en P = GnD-f. 0). 

Definición 32 'rlp, q E P, p y q son compatibles ssi 3r E P(r::; p /\ r :5 q)º. 

Notación 7 p J. q denotará el caso en que p y q son incompatibles (p J. q <=> 
--.3r E P(r :5 ]J /\ r :5 q)). 

Definición 33 Un orden parcial es frondoso si y sólo si 'r/p E P 3 s, t E P 
(s :5 p /\ t :5 p /\ s J. t). 

Si pensamos el orden parcial como un árbol invertido, donde lp es el punto 
en la que comienzan las primeras ramificaciones, se tiene una idea bastante más 
gráfica e intuitiva de lo que significa que un orden parcial sea frondoso. Se trata 
de algo asf como un árbol con muchísimas ramas, ya que en cada una hay al 
menos una bifurcación. · 

Los órdenes parciales frondosos junto con los filtros ?-genéricos son los que 
nos garantizan la existencia de conjuntos que, aunque relacionados con los ele
mentos del modelo base, no pertenecen a éste. 

·I EHtn propiedad J>l!l"lllitu vc~r por qul~ ul 1w111hrn d<! filtro, J>lWN nos dice que G "ahsol'lw n 
t.odu Ju qtw se u11c1w11trn por e11d11rn" . 

.'iNMm-m cprn la <·011dich'111 (2) de~ tilt.ro, uos dicu que cunlu:.;quicm\ doN cdrn11c11t.os de! 1111 (ilf.ru 
SOll CCJlll¡>at.il1l1~s. 
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Lema 58 Si AJ es un modelo estándar y tmnsitivo de ZFE, P un orden parcial 
fmndoso que pe1·tenece a AJ y G un filtm P-genérico sobre M, entonces G f; 1W. 

Demostración. Supongamos que G E kl. Sea D = {:i: E P : x rf. G}. Afir
mamos que Des denso en P y que D E Af. Como estamos suponiendo que GE 
Al y Al es modelo de ZFE. por el axioma de separación, tenemos que D E Al. 
Por otro lado, como Pes frondoso, dada p E P 3s, t E P(s :::; p /\ t :::; p /\ s 1- t), 
así que s f; G ó t rf. G, pues de otro modos y t serían compatibles, por la condi
ción (2) de filtro. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que s rf. G, entonces 
s E D. Y como s :5 p, s es testigo de que existe :r: E D tal que x :::; p. Por lo 
tanto, D es denso en P y como Ges un filtro P-genérico entonces G n D i' Vl! 
(pues D = P - G). • 

Nótese que G E p(P} pero G !/: 1Vl. Esto coincide con el hecho, fundamental 
para las pruebas de consistencia relativa, de que la potencia de un conjunto no 
es una noción absoluta. En particular, el hecho de que todo modelo estándar, 
transitivo y numerable con un orden parcial frondoso tenga un filtro ?-genérico 
que no pertenezca al modelo es fundamental para el método de forcing. 

La demostración de la existencia de filtros ?-genéricos se basa en la tercera 
propiedad que se le pide a un modelo base, a saber: que sea numerable. Es 
interesante notar que este requisito involucra un resultndo paradójico, pues si 
Al es un modelo de ZFE numerable entonces el conjunto de reales en Ñl es 
numerable. Como todn pnradoja, este resultado (conocido como la paradoja de 
Skolem)u, no encierra una contradicción. Para entenderlo basta notar que ser 
no munerable no es una noción absoluta, ya que un conjunto es no numerable 
si no hay una función suprayectiva de los naturales en él. Así que un conjunto 
numerable puede no ser numerable según un modelo simplemente porque la 
función que lo biyecta con los naturales no está en el modelo. 

Lema 59 Si AJ es un modelo numerable de ZFE, P un onlen parcial que pertenece 
a M y p E P, entonces hay un filtm P-gené1-ico G sobre Af tal que p E G. 

De1nostración. Sea { D,, }neN una numeración de los densos en P que pertenecen 
a AJ (dicha numeración existe pues por hipótesis Mes numerable). Sea Ao = {p} 
y An+I = Dn. Tomamos X = { {Pn }!;=O: Pn E An, k EN Y '\In< k, Pn+J :5 Pn} 
y definimos la siguiente relación sobre X: '\Is, t E X, sRt ssi s = {Pn }~=O y 
t = s U {Pk+t l· Sea s = {JJn}~=o E X. Como Pk E Ak C P y Ak+I = Dk 
es denso en P, entonces existe q E Dk+ 1 tal que q :5 Pk· Asf que basta 
tomar t = s U { q} para ver que existe t E X tal que sRt. Esto quiere de
cir que X y R cumple11 las hipótesis del principio de elección dependiente (ver 
Definición 19). Por lo tanto, existe una sucesión { sk}~0 tal que skR sk+I (i.e. 
Sk = {Pnl~=O e {Pn}~:!;b = Sk+l y Pn+I:::; p,,). Seas= u Sk. Nótese que ses 

kEN 

un sucesión infinita {Pn }~0 tal que Po = p Y '\In E N, Pn+I E Dn Y Pn+I :5 Pn· 
Sea G = { q E P: 3n E N tal que p,, :5 q ). Afirmamos que Ges filtro ?-genérico. 

"Vúic"' I<111w11 (18] (p. 141) 
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La condición (1) de filtro se cumple porque p = p0 E G, la condición (2) porque 
S tiene un orden lineal y la condición (3) por la forma en que se definió G. Fi
nalmente Ges ?-genérico, ya que Vn EN, Pn+t E Gn Dn. Así que G intersecta 
a todo denso en P que pertenece a AJ. • 

Antes de continuar cabe señalar un par de cosas importantes. La primera es 
que la numeración de los densos en P que pertenecen a AJ existe, aunque eso no 
quiere decir que esté en i\1. De hecho, si Pes frondoso no hay numeración en 111 
de los densos en cuestión. Si hubiera una numeración de los densos en A/, como 
,\[es modelo del axioma de separación y G = {q E P: 311 EN tal que p,. '.5 q} 
tendríamos, contrario a lo que demostramos en el Lema 58, que G está en l'vf. 
Esto nos conduce de manera natural a la segunda obser\'ación: ZFE se utiliza en 
dos nh·eles, ( 1) con .\! un modelo de ZFE, (2) como meta teoría desde donde se 
prueban cosas como el lema anterior, pues el principio de elección dependiente 
se aplicó "fuera" de i\l (i.e. ZFE es el marco teórico desde donde se trabajan 
muchos de los resultados de forcing). 

Lo siguiente es mostrar cómo se puede extender un modelo de manera que 
siga siendo modelo de ZFE. La idea es nombrar los elementos de la extensión 
genérica mediante elementos del modelo base, de forma que los nombres nos 
permitan responder preguntas sobre cómo son los elementos de la extensión 
genérica. 

Definición 34 Sea P un orden parcial. Decimos que r es un ?-nombre si y 
sólo sir es una relación tal que V(a, p) E r, a es ?-nombre y p E P 7 .• 

Notación 8 Sean V el universo de todos los conjuntos, 111 un modelo de ZFE 
y P un orden parcial en Al. vP denotará a la clase de los ?-nombres y MP a la 
clase de los ?-nombres en M (i.e. JifP = vP n Af). 

Definición 35 Sea G un filtro ?-genérico y V el universo de todos los conjun
tos. Sea ia: VP _, \1 tal que Vr E VP: 

ia(r) = {ia(a): 3p E G tal que (a,p) E r}8 • 

Con este funcional podemos definir la extensión genérica de Af, dada por un 
filtro P-genérico G y denotada por J\t/(G] como: 

M[G] = {ia(r): TE Mp} = ic(MP]. 

Nótese que 1\IP, aunque definido originalmente como· un conjunto de ele
mentos particulares de AJ, puede pensarse simplemente como un conjunto de 
símbolos de constante que se agregan al lenguaje de la teoría de conjuntos para 

iE11 otrns palabrn:-;, l!!'I 1111n relaci6u t.nl q1w tlom(r) l!Hf.I\ co11leuidu cu ul co11j1111t.o de! los 
P-1101111Jrcs .\' n\llJ.t(T) 1m el nnhm p1ucial. Su pumln clnr uun <lcfi11ició11 ÍOl'mnl tic 111m1crn 
rncursivn (\'l!r 1<1111c11 118] pp. 188-18!1). 

-'4S1~Atl11 l(1111er1 fl8) (¡>. 188) l!stn tm11hil!11 t!s u1m clnH11icM11 <11w:m p11cdu for111nliznr 111mlim1t.n 
rm·t1rsió11. Si11 cmluugo, pnra los füws dt! t!sfe cnpCt.ulo hnstn cou In \'t!l'si611 uuto; i11t.11it.ivn. 
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extenderlo a un lenguaje L' (conocido como lenguaje de forcing), Jo que explica 
que nos refiramos a ellos como "nombres". En ese sentido, podríamos decir que 
Ja función ia es una interpretación (es decir, una función que a cada nombre 
Je asocia un objeto) entre muchas otras. Sin embargo, es Ja que nos interesa, 
pues, co1no veremos nu\s adelante, existe una relnción fundamental entre Jo que 
es verdadero en la extensióu genérica y lo que es verdadero en el modelo base. 

No es exagerado decir que Jos P-nmnbres son el ADN de los conjuntos ele 
Ja extensión genérica, pues así como el nt'icleo de la célula contiene información 
sobre un cuerpo que no estará contenido en ella, Jos ?-nombres guardan tam
bién información sobre un mundo más grande que aquel al que pertenecen. De 
hecho, Jos ?-nombres se introducen con la idea de que tocia fórmula de L' esté 
roclificada por una fórmula en el modelo base. 

Para ver que G un filtro ?-genérico tieue un P-nombre y, por Jo tanto, es 
elemento ele la exteusión genérica es necesario introducir un tipo especial ele 
?-nombres: 

Definición 36 Dada x, x = {(Y, 1 p) : y E x} es el nombre can6nico de xº. 

Con el principio ele E -inducción (ver Kunen [18] p.102) se puede demostrar 
que ia(i:) = x, ya que dicho principio, que no es sino una generalización del prin
cipio ele inducción canónico, nos garantiza que todos Jos conjuntos cumplen una 
propiedad, si para cualquier conjunto x el hecho de que sus elementos cumplan 
la propiedad implica que él también la cumplelCI. 

Lema 60 ia(.i:} = x. 

Demostración. Sea x tal que para todo y E x, ia(¡j) =y. Como x = { (¡j, lp) : 
y Ex} y para cualquier filtro G, lp E G, entonces ia(x) = {ia(¡j): y Ex}. Así 
que usando Ja hipótesis inductiva tenemos que ia(x) = x. De modo que por el 
principio de E -inducción, dado cualquier conjunto x, ia(x) = x. • 

Este lema no sólo nos permitirá construir un P-nombre para G en Ji.1, sino 
también ver que A1[G] es una extensión de Ji.1. 

Lema 61 Me M[G]. 

Demostración. Sea m E !vi. Sea m el nombre canónico de m. Como ia(m) = m 
y m E MP, entonces m = ia(m) E ia[A1P] = M[G]. • 

. . . 

Lema 62 Sea P un orden parcial y G un.filtro P-genérico. Sfr =:{(¡},p): p E 
P}, entonces ia(r) = G. · · · 
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Demostración. Lo primero que hay que notar es que r es un P-nombre, pues es 
un conjunto de pares ordenados con dominio en los nombres canónicos y rango 
en el orden parcial. Por definición tenemos que ic(r) = {ia(p): p E G}. Por la 
obsermción anterior ic(p) =p. As! que ic(r) = {p: p E G} = G y GE M[G] . 

• 
Estos dos últimos lemas, junto con el Lema 58, garantizan que si Pes uu 

orden parcial frondoso, entouccs /11 ~ ll1[G). Lo siguiente sería demostrar que 
J\1(G) es modelo de ZFE. A partir de la definición de ic es posible demostrar que 
J\l(Gj es modelo de los axiomas de extensionalidad, regularidad, par, infinito y 
elección (ver Kunen [18] p.191). Sin embargo, para la demostración del resto de 
los axion1as, como separación y potencia, se necesita la noción de forzar. 

Si retomamos la analogía con el conjunto de reales, aunque en térmiuos de su 
expresión binaria. podríamos peusar que las sucesioues finitas de ceros y uuos 
son condicioues que nos describen parcialmente a uu uúuicro irracional x del 
intervalo [0,1). En el sentido de que si la sucesióu (1,1,0,1) es una condición que 
describe a :i:, eutonces ~ + 1 + fi¡ < :i; < ~ + ~ + k· Es decir, la condición (1,1,0,1) 
fuerza a que :z: esté entre ~ y ~·La idea de tener condiciones que fuerzan ciertos 
tipo de propiedades es lo que caracteriza al método de forcing. 

Definición 37 Sea .p(:i·1 , •• ., :z:,,) una fó77nula del lenguaje de la teoría de con
juntos , donde :i: 1 , ... , :i:,. son variables libres. Sean /\! un modelo estándar tmn
sitivo y numerable (i.c. un modelo ETN) de ZFE, P un orden parcial sobre 
l\l, p E P y T 1 .... , T" E AJ P. Decimos que "p fuerza a ip" ( escdto como 
]J lf- ip(r 1 , ... , Tn)) si dado cualquier fi/t.m P-genfrico G tal que p E G entonces 
cp(ic(r 1 ), ••• ,ic(r,.)) es válida en M{G] (es decir, cp(ic(r¡), ... ,ic(Tn))J\llG1). 

Sabemos que los ?-nombres son formas de referirnos a los elementos de M[G) 
a partir de J\l y que las condiciones están en /11, ya que son elementos de P 
que pertenece a 1'1 un modelo transitivo. Sin embargo, la definición que hemos 
dado de forzar involucra a /II(G), lo que haría imposible demostrar que J\1(G) es 
modelo de ZFE, a menos que la noción de forzar también se pudiera expresar 
en términos de J\!. Afortunadamente se puede definir una relación atudliar de 
forcing, que llamaremos forcing esf.rella y que denotaremos con lf-' . 

Lema 63 (Definibilidad) Vp E P, plf-' ip(r¡, ... ,Tn) <=- p/f-cp(T¡, ... ,Tn)· 

No daremos aquí la definición formal de forcing estrella ni la demostración 
del lema de dcfinibilidad (véase Kunen [18) pp 195-197): Sin embargo, dare
mos un ejemplo, expuesto por el propio Solovay [23) (p. 7), que ilustra el 
funcionamiento de lf-". Sean p, q E P y G un filtro P- genérico con r su P
nombre en 1'1 y sea <P la fórmula x 1 E x2 , entonces p /f-* ip({¡, r) si y sólo si 
J\11= p :5 q. Como. por el lema anterior, p lf-' rp( ij, r) ==> p lf- cp( ij, r), entonces 
p lf-' rp(rj, r) ==> (p E G => q E G)MIGI, lo que quiere decir que podemos 
garantizar cosas en la extensión genérica a pnrtir de lo que sucede en el modelo 
base. 
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Nótese además que tanto en el caso de los reales como en la definición de 
forzar se trata de condicionales. En forcing si p E G y p :5 q entonces q E G, 
en el caso de los reales si {1,1,0,1} es una condición de describe ax entonces {1} 
también lo cs. De hecho, el orden que heredan las sucesiones de ceros y unos de 
los subconjuntos de naturales finitos ordenados mediante la contención invertida, 
nos pen11ite decir que si la sucesión s 11 describe a :r y 8n ~ s 111 , entonces Bm 

ta111bién clc~scribP n :1:. 

Cabe ,,;eilalar que muchas de las demostraciones de forcing se basan en la 
idea intuith·a de extender el conjunto de reales. Por ejemplo, el conjunto que 
da cuenta de que hay una extensión del modelo base en el que no se cumple el 
axioma de elección se conoce como los reales de Cohcn11 • Esto explica porqué 
en forcing se suele trabajar con órdenes parciales definidos sobre conjuntos de 
sucesiones finitas. A continuación daremos un ejemplo ele ello presentado en el 
artículo ele Solovay [23] (p.8). 

6.2.1. Ejemplo de Forcing: el colapso de un cardinal. 

Definición 38 Sea ,\E OR - {O}, entonces definimos el siguiente conjunto: 

S:.. = {p: p es .función A IPI < No A dom(p) C w /\ rang(p) C ,\}. 

Nótese que la contención invertida es una relación ele orden sobre S>. (i.e. 
p <e¡<=- q e p) tal que P>. = (S>., 2) es un orden parcial con elemento máximo 
1 P., = 0. Adenu1s si A/ es un modelo estándar. transith·o y numerable de ZFE 
y ,\E OR ni\/, entonces P>. E M. 

Lmna 64 Sean ,\/ un modelo estándar, transitivo y numerable de ZFE, ,\ E 
OR ni\/ tal que No < 1,\1 y P>. el orden parcial antes descrito. Sea G un filtro 
?>.-genérico, entonces G <f. Al. 

Demostración. Por el Lema 58 basta demostrar que P>. es frondoso. Sea p E P>., 
entonces existe 11 E w t.al que n ~ dom(p). Como No < 1,\1 y ,\ E OR, entonces 
{O. 1} e ,\. Así que r = p U { (n, O)} E P>. y q = pu { (11, 1)} E P>.. Claramente 
r < p (i.c. pe r) y q < p (i.e.p e q). Además p J. q, ya que Vs[s ::5 r ==> r ~ 
s = (n, O) E s = (n, 1) <1' s (pues s es función) = <¡ ~ s ==> s i q]. En 
resumen, dada p E P>. existen r, q E P>. tales que r :5 p, <¡ :5 p y 1· .l.. q. As{ que 
P>. es frondoso y, por el Lema 58, G <1' AJ. • 

Teorema 65 Sean i\1 un modelo estándar, trnnsit.ivo y numerable de ZFE, ,\ E 
OR ni\/ (No < l,\l)M y P>. el orden 7iarcia/ antes descrito. Sea G un filtro 
P>. -genérico. entonces UG es 1111a función F : w _, ,\ suprayectiva. 

11 Sol11\'n~· 1a111hi1!11agn~gn11wdia111u íorci11g 1111 f.ipu dP n111j111110:-i lhuwulos n:ufr."I alnitodo."I 
(1·11u1fo111 1·1·11l."í) 1mra (lrnuoslrnr s11 lt!ow111n. 
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Demostración. (1) F = UG es función. Nótese que UG e w x .>... Sea 11 E 
dom(UG) y supongamos que existen a, f3 E .>.. tales que (n, a) E UG y (11, {3) E 
UG. Afirmamos que a = {3. Como (n, n) E UG y (n, /3) E UG entonces existen 
p, q E G tales que (11, n) E p y (n, (3) E q. Por otro lado, por la segunda condición 
de filtro, si p, q E G entonces existe r E G tal que r $ p y r ~ q (i.e.3r E G(p <;;: 
r /\ q ~ r)). Así que existe r E G tal que (n, n) E r y (n, .3) E ,., Finalmente, 
como res función (pues r E Ge P;;.) entonces n = /j. 

(2) dom(F) = w. Como dom(UG) = U dom(p), bastn demostrar que dada 
11EG 

n E w existe p E G tal que n E dom(p). Sea D,. = {q E P;;. : 11 E dom(q)}. 
Nótese que D,. estil en l\J por el axiornn de separación. Afirmamos que D,. es 
denso en P;;.. Sean n E r...• y p E P>.. Hay que demostrar que existe q E Dn tal que 
q $p. Tenemos dos casos: (i) 11 E dom(p). Así que p E D,,. (ii) n !/; dom(p). Sea 
q = p U { (n, O)}. Claramente q estií en D,, y e¡ $ p. Así que Dn es denso. Por 
otro lado, hay que recordar q1w si G es filtro P;;. -genérico entonces para todo 
DE i'J tal que es denso en P;;.. G n D '10. Así que dada n E w, G n D .. 'I 0 y, 
por lo tanto, dada 11 E :,.; existe p E G tal que n E dom(p). 

(3) Fes suprayectirn. Sea o E ,\ y sea D,.. = { q E P>. : 311 E w ( (n, n) E q) }. 
Por un argumento completamente análogo al del inciso anterior, para ver que 
F es suprayecti\•a basta demostrar que si o E .>.. entonces D 0 es denso en P;;.. 
Sea p E P;;.. Otra vez tenemos dos casos: (i) Existe n E w tal que (n, ae) E p. 
Este caso es trivial. (ii) No existe n E w tal que (n, a) E p. Como p E P;;., p 
es una función finita. Así que existe m E w tal que m !/; dom(p). Si tomamos 
q = p U { (m, n)} tenemos que q E D 0 y q $ p. • 

Nótese que F !/; Al, ya que si FE M, como G = {p E P;;.: pe uG = F} y 111 
es modelo del axioma de separación, entonces G E 111! Sin embargo, F E ''1[GJ 
ya que GE M[G) y M[G] es modelo del axioma de unión. 

Corolario 66 (j.>..j = N0 )MIGI. 

Demostración. Por hipótesis.>.. es un ordinal en M tal que (No < !.>..1) 111 • Así 
que existe g E 1\1 e 111[G] tal que ges un función inyectiva de w en .>... Además, 
por el teorema anterior, tenemos que existe FE l\1'[G] tal que Fes una función 
suprayectiva de w en .>... Como J'f[G] es modelo de ZFE, entonces en l\1'[GJ existe 
una función biyectiva de w en .>.. 12 • • 

Observación 16 Aluchas veces estas funciones, conocidas como funciones de 
colapso, son las que pe77niten agregar nuevos reales. Esto quedará más claro 
cuando se exponga el colapso de Levy, sobre el que se basa la demostrrici6n del 
teorema de Solovay. 

l 'l EN por n:-;f.f! corulnriu que f!l ujmuplo c¡1w lmú10N duelo NC! NIWh! crn10c·1!r como I!) colapso <11~ 
1111 c1udi1ml. 
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Por otro lado, supongamos que a es un ?-nombre de F y p = (O, /3), con.BE 
,\, Entonces a(Ó) = /3 es una fórmula del lenguaje de forcing L' que interpretada 
en A/[G) es el enunciado F(O) = {3. Este enunciado puede ser verdadero o falso 
en Af[G), pero si pes una condición que describe a F (i.e. p E G) entonces dicho 
enunciado es verdadero en Af[G). Esto lo hemos formalizado como p lf- a(Ó) = /3 

Hemos dicho ya que la noción de forzar es en el fondo un condicional, así que 
parecería que todo lo que podemos decir re>specto a Fo un irracional depende del 
filtro genérico o las condiciones que Jo describen. Sin embargo, nótese c¡ue para 
el caso de los irracionales hay propiedades generales c¡ue son independientes ele 
las condiciones que los determinan de manera uu\s particular, como por ejmnplo 
que su expansión binaria es infinita y no periódica. Algo análogo sucede con 
forcing, como se vió con el corolario del teorema anterior. 

Como se ven\ más adelante, el hecho de que cierto tipo de fórmulas se cum
plan en ,H[GJ independientemente del filtro genérico ele que se trate es funda
mental para las pruebas ele consistencia relativa. sobre todo cuando involucran 
afirmaciones r<'specto a carclinaliclacl. 

Por otro lado, cabe se1-ialar que la noción ele forzar sirve esencialmente para 
demostrar que la extensión genérica es modelo de ZFE, pues, como bien Jo señala 
Solovay y se confirma con el siguiente lema, "un hecho fundamental acerca de 
forcing es la relación que existe entre la verdad y Ja relación forzar "(Solovay 
[23) p.7). 

Lema 67 (Verdad) Sea G un fi/l.ro ?-genérico, entonces 

<p(ic( T¡ ), .. ., ic(rn))MIGJ <===> 3p E G(p lf- <.p(r1, .. ., Tn)). 

Este lema tampoco se demostrará (ver I<unen [18) pp.195-197), pero cabe 
seiialar desde ahora que Ja parte más títil será la ida ele este bicondicional. 

El siguiente teorema es una muestra de cómo con Ja definición de forzar y 
Jos lemas de dcfinibilidacl y verdad se puede ver que .M[G) es modelo de ZFE. 

Teorema 68 Sea M un modelo estándar, transitivo y numerable de ZFE, P un 
orden parcial en 111, G un filtro ?-genérico sobre AJ. Entonces M{Gj es modelo 
del axioma de separaci6n. 

Demostración. Sea <p(x, .:::, y 1 , .. ., Yn) una fórmula del lenguaje de la teoría de 
conjuntos y sean a, b1, .. ., bn E M[G). Hay que demostrar que existe c E M[G) 
tal que c = {x E a: (<p(x,a,b1, .. .,b,.))MIGI}. Como J\I[G) = ic[MP], hay que 
encontrar un P-nornbre en JI,/ para Ja colección { x E a : (¡p(x, a, b1 , .. ., bn))MIGI }. 
Nótese que a,b 1 , .. .,b,. E AI[GJ ==> 3a,r 1 ,. .. ,rn E JV[Ptales que ic(a) = 
a, ic(r 1 ) = b1 , ... i 0 (r,,) = bn. Además, cmno lf-• está en términos del mode
lo base y rlom(a) x PE A/, usando el hecho de que Al es modelo del axioma de 
separación tenemos que existe p E 111 tal que p = { (6, p} E dom( a) x P : p ¡¡..• 
(ó E a)/\ tp(Ó, a, r 1 , .. ., Tn)}. Afirmamos que pes el ?-nombre de c, así que hay 
que demostrar que ic(p) = c. Esto se hará por doble contención. 
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( 1) ic (p) C C = { ic(,\) E ic(a) : cp(ic(,\), ic(a), ic( T¡ ), ... , ic(r n) )'111GJ }. 
Sea b E ia(p), entonces, por la definición de ic, existe ó E dom(p) tal 

que ic(ó) = b y existe p E G tal que (ó, p) E p. Por la forma en que se tomó p, 
(J,p) E p = p lf-' (JE a)l\cp(ó,a, T¡, ... , Tn) ==> p lf- (JE a)l\..p(ó, a, T¡, ... , Tn) 
(por el lema de definibilidad). Y como p E G, por la definición de for:;ar (lf-), 
p lf- (J E a)/\ .;(ó, a, T1, ... , T n) = cp(ia(ó), ic(a), ic(r 1 ), ... , ic(rn))MIGJ ==> 
b = ia(ci) E c. 

(2) c C ic(p). Sea b = ic(ó) E e, entonces cp(ic(ó), ic(a), ic(ri), ... , ic(rn))MIGJ. 
Asf que por el lema de 1·erdnd existe p E G tnl que p lf- (ci E a)/\:p(ci, a, T¡, ... , r,.) 
y, por el lema de definibilidad y la definición de p, (ci, p) E p con p E G. De modo 
que b = ic(c5) E ic(p). • 

Para dernost rar que In extensión genérica es modelo del axioma de elección no 
se necesita la noción de forzar, aunque si es necesario introducir los ?-nombres 
de los pares ordenados y unn versión particular del axioma de elección. 

Definición 39 Sean a y T ?-nombres. Entonces: 

pno(a, r) 

po(a, r) 

{(a, lp), (r, lp)}. 

pno(¡mo(a,a), ¡mo(a, r)). 

Nótese que tanto pno(a, r) como po(a, r) son ?-nombres. La denominación 
¡mo (par no ordenado) y po (par ordenado) se debe a que con ellos se puede 
nombrar a los pares y pares ordenados de la extensión genérica, como se ve .con 
el siguiente lema: 

Lema 69 Sean ic(a), ic(r) elementos de M{Gj. Entonces: 

ia(pno(a, r)) = {ia(a), ic(r)} e ia(po(a, r)) = (ia(cr), ia(r)}. 

Demostración. La primera igualdad se desprende inmediatamente de la definí" . 
ción de ia y del hecho de que lp E G, para todo G filtro P-genéfico,~'La· 
demostración de la segunda se basa en la primera: .> < · 

ia(po(a,r)) = ic(pno(¡mo(a,a),¡mo(a,r))) = {ic(pno(a,a));ia(pno(ci;_r)} '; 

= { { ia(a), ic(cr) }, {ic(a), ia(r)}} = { {ia(a)}, { ic(cr), ia(r)} }'= (ic(a), ia(r)} . " 

• 
Así que pno(a, r) es el P-nombre del par {ic(a) , ia(r)f :y ~~(a,r)) el. 

P-nombre del par ordenado (ia(a), ia(r)). Lo siguiente es demostrar que el· 
a.-..:ioma de elección es equivalente a que paro todo conjunto X exista una función 
que tenga como dominio a un ordinal y que su imagen contenga a X. 

Lema 70 AE ~ llx3a E OR.3f{/ : a:-+ V /\ x C J[a:]). 
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Demostración. (=)Como (AE = PBO) (ver Apéndice A) entonces dado 
un conjunto x existe (:e,<) un buen orden. Por el teorema de enumeración, existe 
a su vez un t'mico ordinal a tal que (n, E) ==1 (x, <).Como fes un isomorfismo 
entre (a, E) y (x, <),claramente e> y f cumplen con las condiciones buscadas. 

(<==) Como también tenemos que (PBO = AE), basta demostrar que 
ciado x un conjunto tal que :'b E OR 3/(/ : n _, V Ax e /[a]), existe (x, <) 
un buen orden. La idea es calcar el orcleu de o. Sin embargo, no sabemos si ¡- 1 

es fuución, así que hay que coustruir una fuucióu iuyectiva de :r eu a. Nótese que 
.1: e /[o) = Vy E x(Ay = {/3 E a : f(.13) =y} "1- 0). Como (a, E) es un buen 
orden y Vy E .T(Ay fo(!)/\ Ay e n ), sea !J : :1: _, a tal que g(y) = mí ne Ay. Nótese 
que g esti\ bien definida. Aclemá.~ como fes función. entonces ges inyectiva. Por 
otro lacio. sabemos q1w todo subconjunto no \·acío de un conjunto bien ordenado 
está bien ordenado, así que (g[.1:), E) es un buen orden. Por lo tanto, x se puede 
bien ordenar de la siguiente 111anera: 

Vy,.:: Ex, y<.::= g(y) E g(.::) . 

• 
Teorema 71 Sea Al un modelo esf.ándar, transitivo y numera/1le de ZFE, P un 
orden parcial en M y G un filtro ?-genérico sobre ll1. Entonces !v!(Gj es modelo 
del a:rioma. de f'lccc1ó11. 

Den10stración. Sea a E 1\/[G), entouces existe a E i\1P tal que ia(a) = a. 
Como dorn(a) E A/ y en 1\1 es válido el axioma de elección, entonces existe 
(d01n(a), <) un buen orden. Por el teorema de enumeración, existe un único or
dinal n tal que (dom(a), <) ==1 (a, E), con f E A/. Es decir, podemos enumerar 
en IV! a los elementos del dominio de a, indexándolos con su imagen bajo /. De 
modo que dom(a) = {8/3: f(8) = ¡3 <a}. Sea T = {po(/3, 813): /3 <a} x {lp}. 
Nótese que res uu ?-nombre en A/ y que ia(r) = {ia(po(/3, 813)): /3 <et}. 
Por el Lema 69 ic(po(/:J, 813) = (ic(/:J), ia(813)), así que ia(r) = {(/3, ia(ó13)): 
.B <a}. Nótese que ia(r) es una función cuyo dominio es e> y tal que a= ia(a) 
e rang(ia(r)). • 

6.3. Modelo de Solovay 

Ya hemos señalado que en la extensión genérica de un modelo estándar, 
transitivo y numerable de ZFE también se cumplen tocios los axiomas de la 
teoría de conjuntos (incluido el axioma de elección), asf que AI[GJ no puede ser 
el modelo al que se refiere el teorema de Solovay. Sin embargo, sf es el punto de 
partida para su construcción. 

En términos muy generales, la demostración de Solovay, que no es exagera
do calificar ele auténtica ingeniería genética conjuntista, se divide en dos partes: 
(1) La construcción de una extensión del modelo base i\11:J utilizando el método 

l:t A1111q111! 1~11 csf(! c·nso t•I 111odd11 hatw Al f!S 111ocldo dt! ZFE+3h'.(K C!S f1wrlm1w11tc! iiuu·cesi· 

l>J.,). 
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de forcing con un orden parcial semejante al del colapso ele un cardinal (Co
lapso ele Levy). (2) El "adelgazamiento" de la extensión genérica a partir de 
sus sucesiones de ordinales mediante un principio similar al de la construcción 
del universo L de los conjuntos definibles. Sin embargo, lo más interesante ele 
la pruebn ele Solovny es el uso que hace de filtros sobre álgebras de Boole para 
confirmar que este doble proceso genera un modelo en el que tocios los conjuntos 
de reales son Lebesgue meclibles. 

6.3.1. El colapso de Levy 

En esta sección veremos que es posible colapsar tocios los cardinales que hay 
entre N0 y n un cardinal fuertemente inaccesible del modelo base. La idea, como 
en el ejemplo que dimos del colapso ele un solo cardinal, es que a partir del filtro 
P- genérico se construyan las funciones suprayectivas de w en cada una de los 
ordinales (incluidos cardinales segtín Af) menores que n. Para ello es necesario 
modificar un poco el orden parcial sobre el que se trabaja. 

Definición 40 Sea,\ E OR- {O}. Entonces definimos el siguiente conjunto: 

Col(,\)= {p: pes función/\ IPI <No A dom(p) e,\ x w A rang(p) e,\}. 

Nótese que también en este caso la contención invertida es una relación de 
orden sobre C'ol(,\)(i.e. p < q <== q C p) tal que P>. = (Col(,\). 2) es un orden 
parcial con elemento máximo 1 p, = 0. Además si Af es un modelo estándar, 
transitivo y numerable de ZFE y,\ E Aif, entonces P>. E Af. 

Lema 72 Sea G un filtro P>. -genédco y para toda a: < ,\ sea fa s;; w x ,\ tal 
que fo = { (n, ¡3) : ((a:, n), /3) E UG}. Entonces fo es una función suprayectiva 
de w sobre a. 

No daremos la demostración de este lema ya que es completamente análoga 
a la demostración del colapso de un cardinal (Teorema 65). Sin embargo, es 
importante seüalar que gracias a las modificaciones que se hicieron en el orden 
parcial, en este caso, el filtro P- genérico permite construir una familia ele ,\ 
funciones {f0 }o<>., donde cada fa es la función que da cuenta del colapso de o:. 
De modo que forcing con Col(,\) es en realidad el colapso simultaneo de todos 
los cardinales menores que ,\. Esto nos conduce de manera natural al siguiente 
resulta do: 

Lema 73 Sea G un.fi.ltro P>.-genérico. Entonces(,\~ N1)MIGJ. 

Demostración. Como M[GJ es modelo del axioma de unión y del á:Xioma de 
separación, entonces para toda a < ..\, fa E M[G]. Así que (jcij ~· Nó)MIGJ y, 
por definición de N1 , (,\ s;; N1)MIGJ. Por lo tanto,(>.::; N1 )MIGJ. '•.· 

Si tomamos ,\ = w tenemos el orden parcial con el que se generan los reales 
de Cohen. . 
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Definición 41 Sea 111 un modelo estándar, trnnsilivo y nttmemble de ZFE. Sea 
P.., = (Col(w), 2) y G un filtro P..,-genél'ico. Parn cada n E w sea Xn = { m E 
w: ((n,m) ,1) E UG} = {m E w: 3p E G(p((n,m)) = !}. Xn se conoce como 
ttn real de Cohcn. 

'R = { Xn : n E w} es el conjunto de reales de Cohen que sirve para demostrar 
que ZF es consistente cou la negación del axioma de elección (ver Jech [15]). 

Solovay también usa Col(,\) para obtener la extensión genérica a partir de la 
cual construye su modelo, aunque con ,\ = " el cardinal fuertemente inaccesible 
de las hipótesis de su teorema. Arziel Levy (\·er I\anamori [16) p.126) fue el 
primero en trabajar con el colapso de cardinales fuertemente iuaccesibles, así 
que Col(¡.;_), co11 " cardiual fuertemente inaccesible, suele couocerse como el 
colapso de LN',I" Uno dr los priucipales resultados respecto al colapso de Levy 
es que (" = Ni)·"IGJ. 

Por otro lado, si con P.., = (Col(w), 2) la extcusión genérica contiene al 
menos mm cantidad mmwrablc de reales que no estaban en la modelo base, 
parece natural esperar que con PK = (Col(1'), 2) se tendrán muchos reales 
nue\'OS. La definición de real aleatorio (mndo111 real) que Solovay introduce en 
su artículo sirve, entre otras cosas, para confirmarlo. 

Existen diversas razones por las cuales el colapso de Levy es un buen punto 
de partida para la construcción del modelo de Solm·a)'. Una de ellas se encuentra 
ligada a la posibilidad de restringir el uni\'crso de los conjuntos a aquellos que 
son definibles a partir de una sucesión de ordinales. 

Definición 42 Sea X E lll[G) y sea S la colección de sttcesiones infinitas de 
ordinales en 1\I[G). Decimos que X es un conjunto definible a partir de suce
siones infinitas {numerables) de ordinales en l\I[G) si y sólo si existes ES y cp 
una fórmula del lenguaje de la teor·fa de conjuntos tales que X = {x E 111[G) : 
1\1[GJ F cp(:z:, s)}. Denotm·emos con OD(S) a la clase de los conjuntos definibles 
a partir de sucesiones infinitas de ordinales en 1\I[G). 

Definición 43 La cerradum transitiva de un conjmzto A, denotada por et (A), 
es la intersección de todos los conjuntos transitiuos que contienen a A 14 • 

Definición 44 HOD(S) ={X E M[G): ct(X) E OD(S)}. 

La idea de tener un modelo que sólo contenga los conjuntos que se pueden 
definir mediante fórmulas del lenguaje de la teoría de conjuntos tuvo sus orígenes 
en la construcción que hizo Goclel de un modelo de ZFE en el que la hipótesis del 
continuo es verdadera. Uno de los aspectos rm\s sobresalientes de este modelo 
(conocido como el universo constructible L) es que la definición de potencia de 
un conjunto es m!ls precisa, lo que en el fondo significa que existe control sobre 
la forma en que crecen los conjuntos. 

11 Por n~l·11rsil'111 sohn! n se p11ed" <lf!fillir Uo = A y Un+l = LJ(Un). Do modo c¡ue et( A)= 
LJ{Un: n E w}. Es dt!t:i1·, pnrn ohl.t!JWI' In t't!ITH<lurn tnrni-;itivn dt! A Sf? ngregnu los clcuumt.o:i 
d1! NllN dc!llH!llfOS y liw~o los d1•1t11!t1fos d1! 1?slos .\' nsí s11c1!SÍ\'n11w11t.1? lrnst.n t.euur 1111 co11j1111tu 

tru11si1ivo. 
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La noción de definibilidad n partir de ordinales ciertamente es más restric
ti\'a que la definibilidacl sin m1\s, pues en este caso se pide que el conjunto esté 
definido a partir de una fórmula que involucre ordinales. Sin embargo, es justa
mente por esto que la restricción de la extensión genérica (producida por Col(,..)) 
a la clase ele los conjuntos definibles a partir de una sucesión de ordinales en 
ella es el modelo de Solovay, pues se necesitaba un modelo en el que no sólo 
hubiera control respecto a cardinalidad, sino también respecto a propiedades de 
medida. 

Lo primero que hay que notar es que las funciones f 0 que definimos en el 
Lema 72 pueden verse como sucesiones numerables ele ordinales. De modo que, 
aunque no sepamos todavía cuán grande es el conjunto de reales en la exten
sión ge11érica, sí podemos decir que hay n. sucesiones infinitas de ordinales que 
probablemente permiten definir más conjuntos de reales a partir ele ordinales . 
.L\Iás aün, aunque Co/(1>) no permita saber exactamente cómo se extienden los 
conjuntos de reales en geueral, sí podremos responder preguntas respecto a los 
conjuntos definibles a partir de ordinales, dado que se tiene un cierto control 
sobre las sucesiones de ordinales. 

Proposición 74 Si JI es 'Un modelo estándar y transitivo de ZFE+ I y M[G] 
la e:l'lensión genérica pmducidu por· P,. = (Col(,..), 2), entonces HOD(S) es el 
modelo de Solovay. 

Notación 9 A partir de ahora nos referiremos a HOD(S) como /i.{5. 

Observación 17 Ms e J\f[GJ. 

La demost.ración ele que Als es modelo de ZF es análoga a la demostración de 
que HOD es un modelo interno ele ZF (ver I<unen [18] pp. 160-163), así que sólo 
nos concentraremos en ver cómo se demuestra que en kls todos los conjuntos 
de reales son Lebesgue medibles. El colapso de Levy incluye resultados, como 
el siguiente lema, que son ele gran utilidad y que explican porqué la extensión 
genérica producida por él es un buen punto de partida para la construcción del 
modelo de Solovay. 

Lo primero que cabe seiialar es que l'l'![G], aunque definido originalmente a 
partir del fuucional ic, puede verse que el mínimo modelo estándar transitivo 
y numerable de ZFE que contiene a Ji.{ y que tiene como elemento a G. Esto 
permite generalizar la noción de extensión de un modelo con respecto a un 
elemento que no está en él, sin necesidad de hablar de filtros. 

Definición 45 Dado :i: w1 conjunto, Af[:i:J es un modelo .de ZFE15 tal qv.e: 

1 Me M[x). 

2 :i:EAl[xj. 

3 Si N es un modelo estándar y transitivo de ZFE tal que Ji.{ C N y x E N, 
entonces iU[x] e N, 

1r'S11p1>11i1~11do 1pu• mdst1~. dnn1 1!sf1\. 
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Lema 75 Sea X E iUs = HOD(S). Entonces existe una Jó1·rnula ,,¡, del lenguaje 
de la teo1·fa de conjuntos tal que: 

x E X<===> 11/(x] f= 1/;(:i:). 

No se dará Ja prueba de este lema, yn que requiere de muchos resultados 
previos (ver Jech p.5o.17). Sin embargo, puesto que X E /'e/8 , sabemos que existen 
<puna fórmula del lenguaje de Ja teorfa de conjuntos y s una sucesión de ordinales 
en 111(G] tales que x E X <===> J/[G] f= .,:;(x. s). Asf que este lema se puede 
resumir co1110: dada X E ;\Is existe• v tal que para toda :i: E ,'(, 1\I(G] f= 
.p(:c. s) <===> M[:I'] F= t'•(:l'). 

Nótese que esto es similar a la relación que se tiene entre Ja verdad en el 
modelo base y la verdad en la extensión genériCA.1ü. Por ejemplo, para demostrar 
que Ja extensión genérica PS modelo del axioma ele elección se utilizó el hecho 
ele que en l\J es nítido dicho axioma. En general, aunque nquf no lo hemos 
incluido, cada uno de los a.xiomas de la teorfa de conjuntos es válido en la 
extensión genérica gracias a que Jo es en el modelo base y gracias a Ja relación 
de verdad que existe entre ambos mediante Ja noción de forzar . La contribución 
más importante del artículo de Solovay consistió en extender esa relación a 
propiedades de medida mediante el concepto de real aleatodo sobre el modelo 
base. 

6.3.2. Reales aleatorios 

La clasificación de los borelianos del modelo base en aquellos que tienen me
dida cero y aquellos que no, induce una clasificación de los reales de la extensión 
genérica que permite demostrar que en 1\Is todos los conjuntos de reales son 
Lebesgue medibles. 

Extensión de los conjuntos borelianos 

Ya hemos selialado que en In extensión genérica que se obtiene mediante 
el colapso de Levy se tendrán nue\'os reales. Esto significa que los. conjuntos 
borelianos del modelo base también se extienden. · . 

Notación 10 'l'~/ denota la a-álgebra de Borel según 111 y 'l'l~t(GJ la a-álgebra 
de Borel según M[G]. 

Lema 76 Si B E '1'1~1 entonces existe B • E 'B~/(GJ tal que B = .B• n .M. 

lli A1111qw? Pll esl.1! en.so su t.rnla cln In rdnch'111 <In \'t!rclml 1mt1·n 1lm~ 1110ddn!i que müimulm1 ni 
111mldo hase!. 
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La demostración de este lema se basa en el hecho, garantizado por ZFE, 
de que los borelianos se pueden codificar mediante las sucesiones infinitas de 
naturales, de manera que la sucesión que se le 11signe indique cuál ha sido su 
proceso de construcción. Por ejemplo, sea (p 11 , q,,)nEN una numeración de los 
intervalos abiertos con extremos racionales. Si A es abierto entonces existe 
1 C N tal que A = U (p;, q¡) . En la codificación propuesta por I\anamori [16] 

iE/ 

(p.137) c .. \ : w ---. w es tal que cA(O) = O (lo que indica que A es abierto) 
y cA(i + 1) = >;.¡ (lo que indica qué intermlos son parte de su unión). Nótese 
además que A· sen\ el borcliano en la extensión genérica construido de la misma 
1nnnera. 

Por otro lado. el inverso de este le11111 no necesariamente se cumple (i.c. 
D E 'l3~1[G! ~ 3fl(B E '!1~ 1 /\D = n• ). Basta con que exista c : w - w tal 
que c E 1U[G] y e r/: ,\/ 17 , pues el boreliauo que se construye con c estaría en la 
extensión genérica pero no en el modelo base 1'. En resumen, existe una función 
* : '23~1 ----. 'l~i/IGJ que no necesariamente es suprayectiva. Sin embargo, para 
nuestros fines basta con que cada boreliauo del modelo base tenga su extensión 
en M[GJ. 

Definición 46 Sea x un real de 1\J[GJ. :i: es un real aleato,.io (random real} 
sobre Al si y sólo si para lodo B E '!1~1 tal que ¡tL(B) =O, :i: rf. B•. 

Definición 47 Ra(i\I) = {x E 1W[G]: x es 1m real aleatorio sobre M}. 

Observación 18 Si denotamos con JR• a los reales de l\!l[G], entonces Ra(M) =· 
IR* - LJ{B•: BE 'l~~' /\ ¡i1,(B) =O}. 

Con el siguiente lema veremos que los reales aleatorios .sobre li1 ·son .un 
ejemplo de los reales que extienden al modelo base. Es decir, son conjuntos que , 
están en M[G] pero no en iH. 

Lema 77 Si x E Ra(l\1), entonces x </; M. 

Demostración. Supongamos que x E 111". Como lvl es modelo de ZFÉ,· {x}'E 
'23~1 y µL({x}) =O. Pero por el Lema 76 tenemos que x E {x}•! (pues x. E 
Ra(M) ==>-.BE 'l3~1 [¡iL(B) =O/\ :i: E s•j. • 

Por el siguiente lema, para ver que cualquier conjunto de reales X que: e~tá · 
Afs es Lebesguc medible, basta ver que existe A E '13~ tal que 1\1§ F µ¡ex 1:::,. 
A) =0. · · .. . · 

:1 ,· 

Lema 78 Sea X un conjunto de reales. Si existe A E !BIR tal que ¡i• (X .6.A) =O, 
entonces X es Lebesgue medible. 

1; Esto <!s pnsibh! dado <¡tw In poh?11c·ia 110 l!S 111Hl 11uci611 nhimlut.u .• 
1·"'Solovn.v prudm f!} sig11im1t1! f(?Sllltndo <lnsdt! ZFE: Sen a 1111 co11j1111to. D (~S tlll c·o11j1111f.o 

hordin110 si,\· sc'J)o 1!X:Ísf1! e: w - w qt11! lo codifica (ver Solovny [23) p. 25). 
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Demostración. Sen X un conjunto de reales y A E 'B:!{ tul que ¡t•(X 6 A)= O. 
Lo primero es observar que X = (X - A) U (A n X). Así que, como la clnse de 
los conjuntos Lebesgue medibles es una a-álgebra, para ver que X es Lebesgue 
medible basta demostrar que (X - A) y (A n X) lo son. Por un lado, tenemos 
que X 6 A= A - X U X - A. Así que, por In monotonía de la medida exterior, 
como ¡t•(X 6 A) =O entonces ¡t•(x - A) =O. Por otro Indo, como la medida 
de Lebesgue es completa entonces cualquier conjunto con medida exterior igual 
a cero es Lebesgue medible, de modo que X 6 A y (X - A) son Lebesgue 
medibles. Así que sólo falta demostrar que A n X es Lebesgue medible. Nótese 
que A-(X 6.4) = AnX. Como X 6A t•s Lcbesgue medible, entonces (X 6A)c 
también lo es y por lo tanto A - (X 6 A) = ;Ir, (X 6 A)c es Lebesgue medible 
(por ser i11tersPcció11 de mcdibles). De modo que A n X es Lcbesgue medible. • 

Para encontrar el conjunto de 13orel correspondiente a cada uno de los con
juntos de reales de iHs se utilizarA una sorpremlente relación entre los filtros 
del álgebra de 13oole generadn por los borelinnos del modelo base y los reales 
aleatorios. 

6.3.3. Álgebras de Boole 

Definición 48 Un álgebra de Boole es un conjunto 8 con dos funciones binarias 
/\,V, una .función unarict ..., y dos elementos distinguidos 1 y O que cumplen lo. 
siguiente: 

l. /\ ,V son operaciones cerradns sobre B, conmutativas, asociativas y dis
tributivas. 

2. ;¡; /\ (x V y) =X. 

3. :i: V (:i: /\y) = x. 

4. X V--,X =l. 

5. X/\ -,X= Ü. 

En las álgebras de Boole se cumplen otras propiedades que no se incluyeron 
en la lista, ya que se pueden deducir a partir de aquellas. ·· 

Lema 79 Sea B un álgebra ele Boole y sean x, y E 8. Entonces {ci.) x V x:; x; 
(b) X/\ X= x, (c) X V 1 = 1, (d) --,(x /\y) =-,X V -,y, (e) ...,(x V y)= -,x /\"-,y, 
({) --,...,x = x, (g) :e V Ü =X. 

Demostración. Sólo demostraremos los incisos (a) y (c). 
(a) x V x = x. Por la propiedad (3) si tomamos y = ...,x tenemos que x = 

x V (:e/\ ...,x). Así que usando la distributividad y la propiedad (4) x = (x V x) /\ 
(x v--,x) = (:i: V :z:) /\l. Por otro lado, por las propiedades (4) y (2) tenemos que 
:i:' /\ 1 = x' /\ (:i:' V ..,x') = x'. Así que si tomamos a:'= (x V x) entonces tenemos 
que x = x' /\ 1 = x' = x V x. 
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(c) x V 1 = l. Por la propiedad (.j) :r V 1 = :v V (x v'-,x). Utilizando la 
asociatividad de V y el inciso (a) tenemos que xV(xV..,x) = (:rVx)V-.;i: = xv-.x. 
De modo que :rVl = :i:V-.x y por la propiedad (4) podemos conlcuir que :i:Vl =l. 

• 
Aunque la notación parece más cercana a la lógica, las funciones /\, V y 

.., pueden interpretarse como !ns operaciones conjuntistas intersección, unión y 
complemento respecti\'amente aplicadas al conjunto potencia ele un conjunto X. 
De modo que en ese caso el conjunto vado es el O, X el 1 y los incisos (d) y 
(e) del Lema 79 las le)'f'S de D" l\Iorgan. De hecho, parte de In contribución de 
las álgebras de Boo!e C'S que S<' trata de una estructura que permite simplificar 
las relaciones de ,·erdnd entre los modelos de la teoría de conjuntos generados 
mediante forci11g. 

En general el método de forcing, incluso para obtener la extensión genérica 
de un modelo, se puede trabajar con 1ílgebras ele 13oole, ya que toda álgebra de 
13oole tiene como orden natural la relación x 5,s y<= :rVy =y<==> x/\...,y =O. 
De modo que Pa = (B - {O}, 5,s) no es sino el álgebra de 13oole vista como 
orden parcial, co11 1 su elemeuto máximo. En la interpretación conjuntista de 
un álgebra de 13oole la relación 5,s es la contención (es decir, :i: $,13 y= x ~y). 

Por otro lado. para cualesquiera :1:, y E l3 , como l3 es cerrado bajo la 
operación V, entonces :r V y E l3 . Esto quiere decir que el supremo de A = 
{ :r, y} con respecto a la rclació11 5, 13 está e11 !3, pues es fácil \"er que x V y es la 
mínima cota superior. De manera amíloga se tiene que x /\y E By es la mínima 
cota inferior de A. Sin embargo, no podemos garantizar que A un subconjunto 
arbitrario de B tenga supremo e ínfimo en B. 

Definición 49 B un álgebra de Boa/e es completa si y sólo si para todo sub
conjunto A~ B, A tiene supremo e ínfimo en B. 

Notación 11 V A denotará el su¡nemo de A con respecto a la relación :$13 y 
/\A denotará al ínfimo de A. 

Observación 19 Si la relación :$13 es la contención entre conjuntos, entonces 
VA =UA vt\A=nA. 

A continuación daremos la definición de filtro sobre un álgebra de Boole,'que 
más adelante se verá que es equivalente a la de filtro P13-genérico. 

Definición 50 Sea B un álgebra de Boa/e. F ~ B - {O} es .filtm sobre B si y 
sólo si: 

(1) F-:/ 0. 
(2) V:r, y E F,:v /\y E F. 
(3) Vx E F, 't/y E B(x V y = y ==;. y E F) tu. 

1 !I Si JH!J1sa111os l~ll las o¡unni·iotws /\ y V <'UlllO la i11t.m·N<!c<:M11 y la 11ui611 1·cspc:ct.ivn111c11t.t~ 1 el 
inciso (2) llOS dil fn q1w si p. q E F e11f.OIJ<'(!S p n q E F y el i11cisio (3) CJIH! Ni p E F )' p e q 
1!1110llCf!S l/ E F. 
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i .- ·-· 

Observación 20 1 E F, si F es filtro sobre B. Esto se desprende inmediata" 
mente de las propiedades (1) y (3) de F y del hecho de 'que para toda x, E B, 
x V 1 = 1 (Lema 79). 

Definición 51 F es ultra.filtro sobre B si y sólo si ¡iara toda x E B, x E F ó 
~:e E F. 

Definición 52 Sean Al un modelo estándar, transitivo y numerable de ZFE, 
B E !vf un álgebra de Boole, F un ultra,{iUro sobre B. F es !vf-cornpleto siy 
sólo si para lodo S ~ B (SE M y V S E F = S n F f= 0). 

Con el siguiente lema queda claro porqué se puede trabajar forcing con 
álgebras de 13oolc, pues nos muestra que la noción de ultrnfiltro J\1-cornpleto 
sobre un álgebra de Boole es equh·alenle a la noción de filtro ?a-genérico sobre 
;\l. 

Lmna 80 Sean !if un modelo e81.ándar, transitivo¡¡ numerable de ZFE y BE !vf 
un álgebra de Boole completa. Sea F ~ B - {O}. Entouces F es ultrafiltro M
completo en B si y sólo si F es un filtro P/3-ge11érico sobre .M. 

Demostración. ( =) Sea F un ultrnfiltro Al-completo. Lo primero que hare
mos es demostrar que F es filtro con respecto al orden parcial :5/3· Así que 
verificaremos cada una de las condiciones que se le piden: {l) F '/ 0 por Ja 
condición (1) ele ultrnfiltro. (2) Sean p, q E F entonces tomamos r = ¡i /\ q, ya 
que r $a p, r :5/3 q y ademñs r E F por la condición (2) de ultrafiltro. De modo 
que res testigo de la compatibilidad de p y q según el orden :5/3· (3) Sea p E F 
y q E P/3 tal que p $/3 q. Por definición ele $a, p $13 q = ¡iVq = q. Así que por 
la condición (3) de ultrafiltro tenemos que p $13 q = q E F. Finalmente para 
ver que F es P13-genérico hay que demostrar que F n D 'f 0, para todo D E !vf 
tal que Des denso en Pa. Para ello demostraremos primero que VD= l. Como 
1 es el elemento nuLximo de P/3 es obvio que VD :5 l. Por otro lado, sea t E 
B una cota superior de D según el orden $13. Supongamos que 1 ~ t, entonces 
1 A ~t ,¡ O. Así que 1 A ~t = p E B- {O f. Ademñs, como por hipótesis Des denso 
en P8 entonces existe q E D tal que q $13 p. En otras palabras, existe q E D tal 
que q A ~p =O. Por otro lado, como ~p = ~(I A ~t), por los incisos (d) (Leyes 
de De l\forgan), (f) y (g) del Lema 79 tenemos que ~p =O V ( ~~t) =O V t =t. 
Así que q /\ t = O. Pero como t es cota superior de D y q E D entonces q $a t 
, así que también tenemos que q A ~t = O. ,Juntando los dos últimos resultados 
tenemos que q = O! (pues q E D C B - {O}). De modo que para toda t cota 
superior de D, 1 :5 t. Por lo tanto, 1 :5 V D. Ade1mts 1 E F (Observación 20). 
Así que VD E F y por la definición ele ultrafiltro iW-completo tenemos que 
Fn Di' 0. 

( <==) Sea F un filtro P 13 -genérico sobre l\I. {l) F ,¡ 0 por la condición 
(1) ele filtro P13. (2) Dadas p, q E F, por la condición (2) de filtro P13. existe 
r E F tal que 1· :50 p y r $a q. Así que r V q = q y r V p = p y, por lo tanto, 
r V (p A q) = p A q. De modo que r $a p /\ q. Como r E F y Fes P/3-genérico 
sobre l\I entonces p A q E F. La condición (3) se sigue inmediatamente de la 
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definición del orden :513 (x :513 y ~ x V y = y) y de la condición (3) de 
filtro ?13-genérico sobre 1\1. (4) Para ver que F es ultrafiltro sea r r/:. F. Hay 
que demostrar que ~r E F. Sea D,. = /q E B - /O) : fJ :5ll r ó q :513 ~r). 
Afirmamos que Dr es denso en P13 . Sea p E ?13 - D,. y sea q =]JI\ r. Nótese que 
fJ '.5ll r y q ::>a p. así que q E Dr y q :5a µ. De modo que D,. es denso en ?13. 
Adenu\s Dr estA en.\/, ~·a que.\/ es modelo del axioma de separación. Como F 
es ?13-genérico entonces F n Dr # 0. Sea t E F n Dr. Por la definición de Dr, 
t Sll r ó t :5B ...,,., Como t E F y r r/:. F entonces t ~B r (pues de lo contrario, 
por la condición (3) de filtro r E F). De modo que t :5ll ...,r y, por lo tanto, ~r 
E F. Sólo falta demostrar que Fes fil-completo. Sea S <; B tal que SE /11 y 
V SE F, entonces sea Ds = /11 E B - /O): q :5a ~(V S) ó existes ES tal que 
q Sa s ). Ds es denso en Pll. S<'a p E Pn tal qu<' p /\V S i' O. Esto quiere decir 
que existe s E S tal que /' /\"' J O. Sea ,. = "/\ ¡>. :\'ótese que r ::; 6 s y r :5a /1· 
Así que r E D., ~· ,. :5Ll /'· Por lo tanto Ds es de11so e11 Pn. En este caso Ds 
tan1bié11 estl\ en .\/ gracias al axio11ia de s<'paración. De 1nodo que, como F es 
?a-genérico, Fn Ds # 0. Sea t E Fn D 8 • Por definición de Ds, t :Sa ...,(V S) 
ó existes E S tal que t :Sa s. Pero como t E F y V S E F, entonces t /\V SE F 
y, por lo tauto, t /\V S #O. Así que t -f,13 ~(V S). De modo que existes E S tal 
que t '.Sl3 s. Finalmente como t E F, entonces s E F. Así que F n S '/ 0. • 

Cabe señalar que es posible definir el co11junto de los B -nombres en A/, que 
denotaremos con ,1/ 13 , de la misma manera en que se definen los ?-nombres en 
M. 

La ventaja de trabajar con álgebras de Boole, en lugar de órdenes parciales, 
es que podemos simplificar la relación entre verdad y forzar. Esto se hace 
introduciendo la noción de valor booleano ele una fórmula. 

Definición 53 Sea B E 1'-/ un álgebra de Boole tal que (B es completa)M. Sean 
<p una Jó1mula del lenguaje de teoría de conjuntos con n variables libres y sean 
T¡, .. ., r,. E !v/13 . Se define el valor de verdad (valor booleano) de <p, denotado 
por IJ<p(T1, .. ., r,.)IJ como: 

/lip( T¡ ,. . ., Tn )11 = V {p E B : p /f- <p(T¡, .. ., T n)} 

Nótese que /p E B: p lf- <p(r¡,. . .,rn)) = {p E 13: p 11-• <p(T¡, ... ,Tn)} 
gracias al lema de clefinibilidad. Además, como 111 es modelo del axioma de 
separación, {p E B: p lf- <p(r1, .. ., Tn)} E M y ll'P(T¡ ,. .. , Tn)IJ está bien definido, 
pues por hipótesis Bes un álgebra de Boole completa según 1\1. Para simplificar 
la notación, a partir ele ahora escribiremos el valor booleano ele una función <p 
como /lipll, omitiendo la referencia de r 1, .. ., Tn E 1116 • 

A continuación se presentan un par de resultados que en parte explican 
porqué es útil trabajar con 1Ugebras de Boole, aunque cuando se analice la 
prueba de Solovay esto quedan\ más claro. 

Teorema 81 Sea <p mw fóT'TTmla y F 1m ultrafiltm !vi-completo sobrn 13, en-
/onces 

M[F) I= <p <==> il'PI/ E F 



6.3. MODELO DE SOLO\"..\ Y 105 

Demostración. ( =>) Como F es un ultrafiltro Al-completo sobre B, por el 
Lema 80 sabemos que Fes un filtro Fa-genérico sobre M, de modo que pode
mos utilizar lodos los resultados de forcing presentados en la Sección 6.2. En 
particular, por lema de verdad tenemos que M[F] != <,:; ==> 3p E F(p 11- cp). 
Como ll'Pll = V{P E 6: p 11- .,:-}, entonces (M[F] != cp => 3p E F(p '.Sa ll'Pll)). 
Así que por la condición (3) de filtro tenemos que M[FI != <p => ll'Pll E F. 

( =) Supongamos que 11.,:ill E F. Como 11<?11 es en realidad el supremo de 
las condiciones que fuerzan a <p y estamos suponiendo que F es un filtro Al
completo, entonces basta demostrar que S = {p E 6: p 11- cp} E Al, ya que en 
ese caso F n S f 0. Sin embargo ya habíamos setialado que, gracias a la noción 
de .fm·ciny estrella, se puecle usar el axioma de separación en 1\1 para ver que 
SE ,\1, • 

Filtros y reales aleatorios 

Solovay introduce el álgebra de Boole generada por la a-álgebra de Borel 
para demostrar que todos los conjuntos de reales de 1\Is son Lebesgue medibles. 

Definición 54 Sea ~ la sigJLiente relación de eqJLivalencia sobre !B~1 

Notación 12 Sea B E '2~~ 1 . Denotaremos con (Bj la clase de equivalencia de 
B segt1n ~ y con BJR al co11j1111t.o de todas las clases de eqJLivalencia (i.e. 6111: = 
{[B]: BE '1~~ 1 }). 

6111. es un álgebra de Boole completa (ver Jech [15] p. 542). Así que tiene 
sentido hablar de los ultrafiltros AJ-completos de 6JR. Lo interesante es que 
existe una correspondencia uno a uno entre los reales aleatorios sobre M y los 
ultrafiltros !'vi-completos de Ba, aunque para el teorema de Solovay es suficiente 
el siguiente resultado: 

Teorema 82 Para todo real aleatorio :i: e:1:iste un ultra.filtro AJ -completo F tal 
que M[F] = M[x] y para todo BE 6{{.1 : 

x E B' <=> [B] E F. 

No daremos la demostración de este teorema (ver Jech [15] p. 542), no sólo 
porque incluye muchos detalles técnicos, sino porque es más interesante ver que 
con él se tiene una hermosa aplicación del concepto de valor booleano para la 
demostración de que todos los conjuntos de reales de 1\ls son Lebesgue medibles. 
Simplemente cabe smialar que del mismo modo que existe r un ?-nombre 
estándar para los filtros genéricos, existe un BR- nombre estándar para los reales 
aleatorios. 

Teorema 83 Sea X un conjunto de reales en Als. Entonces existe A E !B~1" 
tal que X n Ra(M) =A n Ra(M). 
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Nótese que si demostramos este teorema, ¡mm ver que X es Lebesgue medible 
sólo tendríamos que demostrar que ¡t1.(JR• - Ra(A!)) = 020 • pues como X n 
Ra(M) =A n Ra(M} entonces X 6 A =A u X - A n X e IR• - Ra(M). 
Demostración. Si X E J\fs entouces por el Lema 75 existe ·i!J una fórmula 
del lenguaje de In teoría de conjuntos tal que :r E X = 1\l[:r] != 1p(:r). Sea 
:i: E X n Ra(Al}. Por el teorema anterior sabemos que existe F un ultrnfiltro 
:\!-completo sobre B¡¡ tal que 1'/[F] = M[:i:) y :r E B• = [BJ E F. Así 
que, como para :r E X n Ra(J\l) existe F un ultrafiltro ;\!-completo sobre BiR 
tal que 1\f[F) = .U[:i:J, entouct>s J\l[F) != 1/•(.1:). Sen T el Bl<-nombre est!lnd11r 
de un real aleatorio. Como el valor booleano de una fórmula no depeude del 
filtro, tiene sentido hablar del valor liooleano de 1/J(r). l'\ótese además que como 
/10(r)I/ E B-;,.. eutonccs existe f3 E '1~:¡ 1 tal que l/1!o(r)ll = [B]. Por otro Indo, 
el Teorema 81 nos garautiza qu<' 1\l[F] != i!·(:r} = lló(r)!I E F entonces 
i\l[F) != ·v(:r) <=· [!3] E F. Fiualn11•ute, por el teorema anterior, sabemos que 
[BJ E F = :i· E [J•. de modo que si :i.· E X n Ra(J\I} entonces :i· E B•. Así 
que A= B• n 1\fs. cou B tal que [B] = lldr)ll. es el boreliano que buscamos. 
Hasta 11quí sólo hemos demostrado que X n Ra(J\I) e A n Ra(JI). Para la otra 
conteución. sea :r E A n Ra(AJ}. Entonces :res un real aleatorio tal que x E B*. 
De modo que, por el teorema anterior, existe F un ultrafiltro l\I-completo sobre 
Ba tal que [B] E F y M[F] = M[:c). Como [B] = 111/J(r)li y [B] E F entonces 
i\l[F) != ljJ(:r) y como M[F) = M[x) entonces M[:i:] != .,P(x). Así que x E 
X n Ra(l\f). Por lo tanto, A n Ra(M) e X n Ra(M). • 

Corolario 84 Todo conjunto de reales en i\18 es Lebesgue medible. 

Demostración. Sea A el conjunto de Borel dado por el teorema anterior. Hay 
que ver que ¡t¿(JR• - Ra(1\f)) = O. Como ser un conjunto de medida cero es 
una noción absoluta para modelos estándar y transitivos (ver Solovay [23] p. 31) 
trabajaremos desde \/, el universo de todos los conjuntos, del mismo modo en 
que se trabajó con los densos eu i\I un modelo numerable de ZFE para ver que sí 
hay filtros ?-genérico (Lema 59). Como Al es un modelo numerable, entonces 
'13~1 es numerable. Sea { B,, : B E 'l.~~1 /\ /tdB) = O }11 eN una numeración de los 
boreliauos ele Al que tienen medida cero. Por la a - aditividad de la medida de 
Lebesgue, ¡t1.( U B 11 ) =O. Como la medida de Lebesgue es monótona y )R• -

nEN 
Ra(M) e U B;, entonces l'L(IR* - Ra(M)) = O. Por lo tanto, IR* - Ra(M) 

nEN 
tiene medida cero en cualquier modelo transitivo y estándar de ZF. Finalmente, 
como (X 6. A} e (JR• - Ra(M)} y Ms f= ttdJR• - Ra(M)) = O entonces 
Ms F µL(X 6 A) =O. • 

1ºS<:r 1111 cu11j1111to dH 11wtlidn c1!1'u es 111UL 11uc:ió11 nhsoluf.n J>nrn moclulos t.1·1msit.ivos (vur 
Sulow1y [2:l} p.:ll) 



Conclusiones 

Dado que el teorema de Solovay confirma las sospechas de Lebesgue respecto 
a la responsabilidad del axioma de elección en la negación de Ja hipótesis de la 
medida, resulta muy sorprendente que Solm·ay. después de enunciar su teorema, 
afinne que "por supuesto que el axioma ele elección es verdadero y, por lo tanto, 
hay conjuntos que no son Lebesgue medibles" 21 • ~Iás atín, si la mayoría de 
los resultados del am\lisis matemático sólo requieren del principio de elección 
munerable y otros, como el teorema de Hahn-Banach para espacios de Banach 
separables22 , se pueden demostrar mediante el principio de elección dependiente, 
realmente resulta tentador abandonar las versiones más fuertes del axioma de 
elección para evitar las paradojas. Sin embargo, los múltiples resultados que 
hemos tratado a lo largo de esta tesis, como lo son la medida de Banach, el 
teorema de Banach-Tnrski y los teoremas ele Ulam. no sólo dan cuenta de la 
riqueza teórica que se perdmia si se abandonara el axioma de elección, sino que 
se convierten en un argu1nento contra dicha postura. En ese sentido, podríamos 
decir que <'l problema de la medida parece generar. él mismo, una paradoja, 
pues la büsqueda por el responsable de la negación de la hipótesis de la medida 
tenninó por demostrar la grandeza del culpable. 

Por otro lado, cabe señalar que Solovay demostró que hay un modelo en 
el que se cumple tanto el principio de elección dependiente como el que todos 
los conjuntos de reales sean Lebesgue medibles, lo que no quiere decir que la 
hipótesis de la medida se pruebe a partir de dicha versión de elección. De hecho, 
es imposible que Z F + ED f- H J\1 , ya que cualquier modelo de ZFE (incluso el 
de la hipótesis 111isma del teorema de Solovay) es modelo de Z F + ED + -.H Jvl. 
De modo que Z F + ED J.L H J\1 y como, gracias a Solovay, sabemos que ZF + 
ED J.L -.J-!1\1, tenemos entonces que la hipótesis de la medida es un enunciado 
independiente de la teoría ZF + ED, de modo que tanto él como su negación 
se pueden agregar como axiomas. 

'1 y,,.. Solm·n~· [2~) P1\~.a. 
11 Ver ÜC!('km1stc:i11 ~· Nnrici (ú]. 
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Hay quienes sugieren, como Garnir [10] la existencia de dos tipos de análisis 
matemático: el solO\-ayano y el zorniano, identificados con las teorías ZF+Hl'vl 
y ZFE respecti\'amente. Esta perspecti\'a parece menos radical que la postura 
de SolO\·ay, pues apela a la di\'ersidad teórica. En otras palabras, no parece 
necesario determinar si el axioma de elección es \'erdadero o no, sino que se 
trata de explorar qué sucede si se acepta o no, de la misma manera en la que la 
geometría se exploró dependiendo de si sP aceptaba o no el quinto postulado de 
Euclides sobre las paralelas. Si11 embargo, del mismo modo en que la geometría 
euclidiana se planteaba iniciah1wntc' como la rmís intuitiva y las geometrías no 
euclidianas como las nuís bizarras, In hipótesis ele la medida negaría un mundo 
teórico que, aunque inicialmente antint uit ivo, es fascinante, como se \'e con la 
paradoja de Banach-Tarski. 

Es cierto que habría que explorar nuís los teoremas de ZF+Hl\I que no 
lo son de ZFE. Pero por lo pronto no podemos decir que la contribución de 
los resultados de Solo\'ay se cent.re en uua ta.xonomía de los distintos tipos de 
análisis. De hecho, si tomamos en cuenta que hay conjuntos borelianos tales que 
sus imágenes bajo funciones continuas no son borelianos (ver Hrbacek-Jech [14] 
p. 278), queda claro que el teorema de Solo\'ay es valioso porque permite aceptar 
con cierta tranquilidad la existencia de conjuntos no medibles, pues nos señala 
que todos ellos son producto del axioma ele elección. 

En resumen, lo que Solo\'ay dice es que hay que celebrar que es el axioma 
de elección el responsable de la negación de la hipótesis de la medida (claro 
está siempre y cuando creamos que la teoría de conjuntos es consistente con la 
existencia de C'ardinales fuertemente inacccsi bles). 

Finalmente de esta tesis sólo queda decir que aunque de la esfera de las 
matemáticas se obtengan dos esferas, la del análisis y la lógica, igual de im
portantes que la original, los resultados que se han presentado conforman un 
modelo de la unidad fuudamei1tal de la matemática. 

:FIN 
To1Jo,. lo .. lt'urrm"• dr r•lll ,,.,.¡ .. """ lt.,hl•·""· ('1111lc111irr 1lt••u·u1111111•h·l1i11 1111t111llijlt-" 1'11 rl 1111111110 ff•lrn I'" 111lln1rn. 

NiHlllill 1111i111t1l lrrn•·iu111tl l111 •l•lo lllHllrHl11•lo u lor111r1ufu 1•11 I" rt•>tlllHl'lc\11 111• ""'" IP.•I•. 
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Apéndice A 

Axioma de Elección y Buen 
Orden 

La idea de que todo co11ju11to puede bien ordenarse parece ser bastante na
tural, pues contar un co11j1111to no es sino bien ordenarlo. Sin embargo, basta con 
que consideremos el caso de los reales para que deje de parecernos tan obvio, 
pues ¡,cómo podemos "contar" a los reales? 

Lo primero que habría que set1alar es que un buen orden para los reales sería 
algo muy distinto a su orden canónico, ya que en ese caso tocio subconjunto no 
vacío debería tener un elemento mfnilno. Pero además \'eremos que, aunque la 
demostración ele que el axioma de elección implica el principio del buen orden 
se ba.,a en la idea de que para bien ordenar un conjunto basta biyectarlo con 
un ordinal1, se trata de un resultado que, como todos los que se desprenden del 
a..xioma ele elección, no es constructivo sino puramente existencial. 

Teorema 85 AE <=:. P BO. 
Demostración. <=) Sea A un conjunto de conjuntos no vacíos. Si aplicamos 
el princi71io del buen orden a U A, tenemos una relación <uA que bien ordena 
a A. Sea f : A ___, U A la siguiente función, 'r/x E U A : 

f(x) = mínx 
<u..t 

Como 'r/x(x E A ~ x ~ 0 /\:e ~ U A) entonces la función f está bien definida. 
Claramente f es una función de elección sobre A, ya que 'r/x E A, mín<¡,,; x E x . 

• 
Para demostrar el regreso introduciremos el teorema ele recursión transfinita, 

que no es sino una generalización del teorema ele recursión usual. 

1 Su11 just.1u1umt.u los 111i11un·os ordiunh~s los c¡trn tiil'\'l!ll pnrn .. l'011t.nr". 
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Definición 55 Si denotrmws con V a la clase de todos los conjuntos, entonces 
dedmos que Ges un funcional sobre V si !J sólo si G C V x V y VX E V3!Y E V 
tal que (X, Y) E G. En otras palabras, Ges .funcional de V si se comporta como 
función sobre la clase 1'. 

Teorema 86 Sea G un funcional de \/en V. Entonces se puede de,{i.nir un único 
funcional F tal que: (i) domF = OR, (ii) Va: E OR, F(o:) = G(F[a]). 

Teorema 87 Un co11j1111to .4 es bien ordenable ssi p(A)-{VJ} tiene una función 
de elecció11. 

Deiuostración. =:-) Igual que en el teorema anterior, la función de elección está 
dada por el elemento mínimo del subconjunto no vacfo. 

<=) Sea f una función de elección pum p(A) - {VJ}. Como el universo de 
los conjuntos no es un conjunto, entonces existe c rf; A. Sea f' una función con 
dominio igual a p(A) tal que VX E p(A) - {Vl}, f'(X) = f(X) y para X= VJ, 
f'(VJ) = c. Sea G un funcional tal que VX, G(X) = f'(A - X). Xótese que 
VX(A - X= VJ = G(X) =e) y que rang(f') =A LJ{c}. Gracias al Teorema 
86 se puede definir un único funcional F tal que dom(F) = OR y Va: E OR: 

F(o:) = G(F[o:]) = f'(A - F[C\']). 

Afirmamos que: 

l. F(o:) i= e = VB $ a, F(/3) i= c. Supongamos que F(o:) i= c = 
G(F[o:]) i= c = A - F[C\'] i= VJ. Y como V/3 $ C\' F[,13) <;; F[C\'] = 
A - Ffo:) <;; A - F[B), entonces A - F[/3) f= VJ => V,13 $ Cl', F(/3) f= c. 

2. F(o:) i= e= V8 i= c5 $o, F(.13) i= F(c5). Supongamos que F(o:) f= e y que 
f3 i= c5 $ a·. Sin pérdida de generalidad, sea f3 < c5, entonces F(/3) E F[c5] y 
como c5 $o:, por el inciso (1), F(c5) i= c = G(F[ó]) f= c =A - F[ó] i= 
VJ => A - Ff c5) E l'J(A) - VJ = F(ó) 

= J'(A - Ff ó)) = f(A - F[ó]) = F(ó) E A - F[ó) ==:- F(ó) r/; F[c5] => 
F(c5) i= F(/3), pues ya habíamos visto que F(/3) E F[ó]. 

3. Existe"'( E OR tal que F("'f) =c. Supongamos que Va: E OR, F(C\') f= c. 
Entonces, como el inciso (2) nos asegura que Fes inyectiva antes de tomar 
el valor c, tendríamos que OR es biyectable con F[OR) e A. Por el axioma 
de separación F[OR) sería conjunto y por el axioma de reemplazo aplicado 
a F- 1 tendríamos que OR es conjunto! Ya que OR.es clase. 
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Finalmente como los ordinales est!lt1 bien orde11ados2 entonces como, por el 
inciso (3), b E OR: F(¡) =e} i ('),sea -, 0 = mín{¡· E OR: F(-y) =e}. Como 
V/3 </o F(.B) i e, entonces Fl·y0 J CA, ya que rn.n(F} = ALJ{c}. Por otro 
lado, F[¡0 ] =e= A - Fl·r0 ] =(')=A~ F[-r0 J. Asf que Fl1oJ =A. Como, 
por el inciso (2), F es inyectiva antes de tomar el \'alar e, entonces F es una 
biyección entre ")'

0 
y A. Así que el buen orden para A sení el orden que hereda 

de ¡
0

• Es decir, Vx,y E A. :r < .. 1 y si y sólo si F- 1(x) E p- 1 (y), entonces <t1 
bien ordena a A. • 

Puede Her que se crea quP. se ha dado un 1Jue11 orden explícito para A. pero 
nótese que el ordinal y la biyección que lo generan están garnntbmdos por la 
función de elección sobre la potencia de A, dP. la que sólo sabemos que existe. 

:l E11 el H<!ut.ido du qun toda l'hum uo vacín el'? unli11ah!~ timw 1111 C!lcmumtu 111f11i1110 cm1 
rcs¡'u!ctn,1L la ¡ml'fl!~lCll~~.in. Est.o :m co11ocn cu1110 <!l Prim:ipio dd t-.H11i111n Ordi11nl (P.l\1.0) 

'-e"···'='-'-·~--"'-'-'--~-------------------------------------
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Apéndice B 

Categoría y medida 

Al principio de la tesis se seimló que algunas generalizaciones del conjunto de 
Cantor demuestran que un conjunto topológicamente despreciable no necesaria
mente lo es desde un punto de \'ista geométrico. También se mencionó que estos 
ejemplos obligaron a abandonar las propuestas sobre criterios de integración 
basadas en propiedades topológicas1 e impulsaron el desarrollo de ln Teoría de 
la l'vleclidn. A continuación \'eremos un resultado que muestra con mucha clari
dad la diferencia entre categoría y medida. 

Definición 56 Un conjunto A es de primera categoría si y sólo si es unión 
nurnerables de co11j1111fos densos en ninguna parte. En cuyo caso decimos que A 
es un conjunto fiaco2 • 

Teorema 88 !R 1 se puede pa·rtir en dos conjuntos ajenos A y B tales que A 
tiene medida de Lebesgue cero y B es de primera categoría. 

Demostración. Sea { q;};eN una numeración de Q, entonces Vi, j E N definimos 
los siguientes intervalos: 

1 1 
I¡i = (q¡ - 2i+i 'q¡ + z;+)· 

Sea Gi = LJ f¡i y B = n Gi. Afirmamos que B tiene medida cero. Dada 
iEN jEN 

€ > O, existe j E N tal que :J. < E y, por lo tanto, existe j E N tal que 
L jl;jj = L ~=:J. <€y ¡ii(B) =o, ya que Vj EN, Be Gj = u lij· Así 
iEN iEN iEN 
que sólo falta demostrar que Be= IR - B = U (Gj)c es de primera categoría. 

jEN 

L En pnrt.iculnr In id(!f\ dt! lla11kd (1870) ele! c¡iw mm Í1t11cid11 c!l'n Rim11n1111 iuh•p,rnhlu:.;i y sc\lo 
si el co11j1111lo dc~ NllS dhu·o11tilmidncles ern cl<rnso m1 11i11¡.;11111\ pnrt.c~ (\"l!I' 1Inwki111.v~ (12) p.:12). 

"l "f\lunp,t!I'" eu iugJl!S. 
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Nótese que Vj E N, por construcción, Q e Gj. Además Gí es abierto, por 
ser unión de abiertos. De modo que Vj E N, Gi es un conjunto denso abierto y 

';/j E N, (Gj)c es denso en ninguna parte, pues supongamos que int -Gf ,P 0 , 
entonces existe n abierto no vacío tal que n n Gj = 0. Por lo tanto, Gj no es 
denso. Finalmente como ne = LJ (GJ )e, entonces ne es de primera categoría. 

jEN 

• 
Nótese que puesto que IR 1 es de medida positiva y de segunda categoría, en

tonces Jo que demostramos es que n es de medida cero y de segunda categoría 
y que ne es de primera categoría y de medida positiva. Así que efecti\'nmente la 
noción de ser flaco topológicamente no es equivalente a In de ser nulo geométri
ca1nent.c. 



Apéndice C 

Descomposiciones 
paradójicas 

E11 general. una dPscomposición ¡mradójica de un conjunto es una partición 
que bajo la acción de u11 grupo arroja dos o más copias del conjunto original. 
En la Secció11 2.2 se demostró que la superficie esférica menos un conjunto 
numerable te11ía una descomposición paradójica bajo la acción del grupo Gu,. 
Se dijo además que esto era suficiente para ver que la superficie esférica completa 
se podía partir en u11a cantidad finita de pedazos que rotados daban dos copias. 

Para ver que si S2 \D es Gr,,-paradójico entonces S 2 también es Gru-paradójico 
es necesario introducir algunas definiciones ~· resultados preliminares: 

Definición 57 Sean A, B C:::: IR:¡ diremos 1¡llc A y B son G-equidescomponibles 
( A ~e B) si y sólo si e:cistcn particio11e.s .finitas {A; }i'=o y {B;};:,.0 de A y B 
respectivamente tales 1¡1u! si O :S i :5 n entonce.- A, ~e B;. 

En térmiuos meuos formales, pero quizás 1111\s intuitivos, A y B son G
equidescomponibles si A se puede partir en una cantidad finita de pedazos que 
bajo la acción de G permiten reconstruir a B. 

Esta definición da un versión alternativa de la noción de ser G- paradójico, 
en la que se ve con mayor claridad que esta propiedad hace eco de resultados 
paradójicos que tienen que ver con las distintas acepciones de tamaño de un 
conjuuto: 

Lema 89 E es G-patuclójico ssi existen A ¡¡ B subconjuntos ajenos de E tales 
que A -e E y B -e E. 

Demostración. (<=)Si en lugar de A y E tomamos {A¡}f=t la partición de 
A, {E;}f=1 la de E y G1 = {g; : g¡[A;j = E;} el conjunto de rotaciones que 
dan cuenta de que A -e E y hacemos lo mismo con B -e E, donde {B3 }.i=I 
es la partición de B, {E3}~=I la de E y G2 = {h3: h3[B3j = E3}, entonces 
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tenemos que A 1, .. ., Ar,B1, ... Bs son subconjuntos ajenos de E 1 , G 1 U G 2 e G y 

E= Ú g;[A¡) y E= Ú hj[Bi)· 
i=l 1=1 

,. .'i 

(=>)Para este cnso tomamos simplemente A= U A; y B = U B;. • 
i=l i=l 

Como bien los setinla \Vagon [2·1) (p.3) detn\s de las descomposiciones paradóji
cas está la idea de duplicar conjuntos. En ese sentido, nótese que si en lugar 
de la relación ~e pensáramos en la relación de equipolencia entre conjuntos, 
tendríamos frente a nosotros otra de las clásicas paradojas de la matemática 
relacionada con la noción de tanrniio de un conjunto: los mí111eros naturales se 
pueden partir en dos snbcoujuntos ajm1os (los 1nírneros pares e impares) que 
son del 1nis1110 tanuu1o (en tóru1inos de cardinalidad) que t.odo el conjunto de 
nat urales2 . 

Lo siguieut<' sen\ demos! rar que la equidcscompo11iLilidad es una relación de 
equivalencia, del mislllo modo que la cquipotcuciaª. 

Teorema 90 La rnlación ~aes una relación de equivalencia sobre x:. 
Dc1nostrnción. Sólo se demostrará la transitividad, ya que es la que se utilizará 
más adelante. Sean A. B. C <;;; X si A ~e By B ~e C entonces A ~e C. Sean 
{A; }i=o , { B;} :'=o y {g,} i'=n las particiones y elementos del grupo que dan cuenta 
de que A ~e B y sean { n;} ;•;0 • { C1 } ;•;0 y { h1 } ;•;0 las que dan cuenta de que 
B ~e C. Como Ges un grupo tenemos que los g, tienen inversos en G. Daremos 
particiones dentro de las particiones de A y C. Sea A;1 = g¡- 1 [B, n Bj) y C;i = 
hj[B; n Bj). Esti\ claro que A;i n A1k = 0 y C,1 n Ctk = 0 si i i' l o j i' k, ya que 
en esos casos B; n B1 = 0 o 13; n Bk = 0. Sea fj; = h1 g, . Nótese que Íii E G, ya 
que Ges grupo. Si tolllamos P = {A;i: B;nBj ,¡, 0} y Q = {C;i: B;nBj ,¡, 0} 
es fácil ver que P y Q son particiones de A y C respectivamente. Pues sólo falta 
comprobar que U P = A y U Q = C. Lo primero es observar que VO ::::; i ::::; n 

B; = U B;nBj, así que A;= Y;- 1 [B¡) = gj 1
( U B; nBj) = U 9;- 1[B;nBj) = 

J=O i=D J=D 
ni 

U A;j . Por otro lado, como {A¡} i=o es por hipótesis partición de A, entonces 
J=D 

U A;.= A y, como U A; = U U A;i =U P, tenemos que U P =A. El caso 
i=O i=O i=D ,j=O 

de C es análogo. Finalmente las /ji correspondientes a los elementos de P y Q 
permiten ver que A ~e C. • 

1 {A¡}~=º r {B,}:~·; :mu pnrt.idmws df! Ar B Htthco11j1111t.os njc11os lit! c. 
1Estc! a11ti11t11ivo n~:rnltnclo se podía n•solvt~r dt~ dos uuuwrn..~:(l) rnclmznuclo In posihilidnd 

dH JH!llSHr C!ll In ninli11nlidwl cl1• 1~sos <·m1j1111tos co11111 1111 º11(111wro", (2) nceptnuclo c¡uc lns rcg:lns 
de In nrit.111NÍl'n tra11i-;fi11itn so11 dist.i11t.ns n lns de In nri1.111Micn fiuit.n. De nlg1111n 111n11crn frcut.I! 
ni prohlm11n dt! In 11wdidu l'H! tie111! 1111n dis~·1111th·n aiu\lo~a: (1) Acupf.1u que lrny c:o11j11ut.us 11<> 
11wdihlns, (2)~1odilknr lns propi1!dnd1!s de? In medida. Si11 emluu·~o. llm11os vi:-;t.o epi«! 011 CHt.r. 
1\lti1110 cnso In s1~g1111dn opdc~11 l!S d1mmsinclo <:ostrnm y cou lo!-4 rc~ulr.ndos de Solovny c¡ucdn 
claro, nde11u\s1 que 110 n:s11d\'f! mula. 

:JA 1111q11r. 1!11 denso dt? la 1~q11ipot.m1da SI! f.rl\ft? d1! 1111 relncio11nl 1 e:-i i11tnresn11t.c ver lns fucrt.cs 
n11ulog(ns C!llfW 111m 1wd1~11 y ol.rn. Para profutulbmr 1!11 ello vú1L<;f? f?l Cnpítulo 3 de \Vngou (24] 
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Corolario 91 Si A y B son G-equidescomponibles y A es G-parad6jico entonces 
B es G-pamd6jico. 

Demostración. Como A es G-paraclójico entonces por el Lema 89 existen P1 y 
P2 subconjuntos ajenos de A tales r¡ue Pi -a A y P2 ~a A. Por otro lado 
como A y B son G-equidescomponibles, sean {Ai}~0 , {Bi};;,0 y {gi};;,0 
las particiones y elementos de G que dan cuenta de ello. Entonces tomamos 
Bi = LJg;[A;n Pi] y B2 = Urli[A;n P2 ]. Claramente B 1 y B2 son subconjuntos 
de B y como Pi y P2 son ajenos también tenemos que B 1 y B2 lo son, pero 
además Bi ~e Pi y B2 ~e P2, así que usando la transitividad de ~a tenemos 

que B 1 ~e; B y B2 ~G B. ütilizanclo otra ,·ez el Lema 89, tenemos que B es 
G-paradójico. • 

De modo que, como ya se vio que s~ \ D es 503 -paradójico, para ver que 
5 2 es 503 -pamdójico basta ver que: 

Teorema 92 5 2 es 503 equidescomponible con 5 2 \ D 

Demostración. Como D es un conjunto numerable, sea 1 una línea que pase 
por el origen tal que L n D = 0. Sea G1 el grupo de rotaciones en JR3 con 
eje de rotación 1 y ángulo ele rotación entre -rr y rr radianes módulo 2rr. Sea 
p E D y Ap = {p : p E G1 /\ p(p) E D}. En otras palabras sea A 1, e G1 tal 
que 0 .. 1,, = Oc, n D. Nótese que A,, es numerable, pues como los ángulos de 
rotación están entre -rr y rr, todo elemento de D proviene de una rotación de 
p. Sea A = U A1,. Como A también es numerable, por ser unión numerable 

¡1ED 

de numerables, y IGd = e, entonces G1 - A # 0. Sea T E G1 - A. Entonces 
T(D}nD = 0, pues de otro modo T pertenecería a A. Por lo tanto T(D) e 8 2 \D 
y 5 2 es 503 equidescomponible con 5 2 \ D. ya que 5 2 = 5 2 \ D UD y 
s2 \ D = 5 2 \ DLJT(D), con TE 503 . • 

Con esto completamos el detalle que faltaba para convencernos de que In 
superficie esférica de la bola unitaria se puede partir en una cantidad finita de 
pedazos que bajo rotaciones nos permiten obtener dos superficies esféricas del 
mismo tmnaiio que la original. 

Finalmente, como toda partición de la superficie esférica induce (mediante 
la proyección radial) una partición sobre la bola unitaria sin el origen , tenemos 
que B 3 - {O} también es 503 -paradójico. Así que, por el Corolario 91, para ver 
que In bola unitaria completa es un conjunto 503-paradójico, basta demostrar 
que B 3 - {O} es equidescomponible con B 3 (ver \Vagan [24]}. 
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Apéndice D 

Teorema de Hahn-Banach 

Los comentarios que Solm·ay hace respecto al teorema de Halm-Banach lla
man especiahnente la atención, a pesar de no ser muy exhaustivos, pues sugieren 
una relación interesante entre categoría y medida. Detallar el argumento de Solo
vay es un ejemplo de los problemas abiertos que deja esta tesis. Sin embargo, 
identificaremos los detalles que se tendrían que completar para seguir el hilo de 
su reflexión. 

Solovay seiiala que dd inciso (3) de su teorema (Todo conjunto de reales 
tiene la propiedrul de Bairc) se puede deducir que ·'no hay una medida de proba
bilidad finito-aditiva definida en la potencia de los naturales que sea cero en los 
unitarios [singletonsj. De modo que el teorema ele Hahn -13anach no es válido 
en el modelo" 1 (Solovay [23] p. 3). 

La medida de Banach (Sección 2.1) permite entender parte de este enigmáti
co comentario, pues f'B es una medida de probabilidad finito-aditiva sobre el 
intervalo [0,1) que se construyó utilizando el teorema de Hahn-Banach. Como 
el intervalo [O, 1) es hiycctable con p(N), el teorema de Halm-Banach también 
garantiza la existencia de una medida ele probabilidad finito-aditiva para p(N) 
que se anula en los unitarios. Esto quiere decir que si en el modelo ele Solovay 
no se pueden tener medidas ele probabilidad finito aditivas para p(N), entonces 
el teorema ele Hanh-Banach no es verdadero ahí. 

El siguiente teorema muestra el vínculo entre este tipo de medidas y la 
propiedad de Baire. 

Teorema 93 Si fL es una medida sobre una a-álgebra ';.)· C JR 1 que es finito
aditiva, pero no a - aditiva, entonces hay un conjunto de reales que no tiene la 
propiedad de Bairc. 

No daremos los detalles de la demostración (ver \Vagon (24] p.211). Sin 
embargo, cabe selialar que en ella no se hace uso del axioma de elección. De 
modo que se cumple en el modelo de Solovay. 

'Solom~· [2:J] p. :J. 
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En otras palabras, puest.o que en el modelo de Solovay todos los conjuntos de 
reales tienen la propiedad de Baire y el teorema que hemos enunciado se cumple, 
entonces ahf no hay medidas <le probabilidad que se anulen en los unitarios y 
que sean finito adith·as, pero no a-aditivas. 

Nótese que para concluir que el teorema de Hahn 13anach no se cumple en 
dicho modelo faltaría demostrar qne la medida de 13anach no es a - aditiva 
sin recurrir a las \'ersiones del axioma de elección que niegan la hipótesis <le la 
medida, pues de otro modo, como esas versiones 110 están garantizadas en el 
modelo de Solm·ay, podría ser que en dicho modelo la medida de 13anach fuera 
a - aditiva y, por lo tanto, no se podría concluir lo que sugiere Solovay por la 
\'Ía que hemos expuesto. 

En resumen, si 1'1 P denota al enunciado Existe u1w medida de probabilidad 
finito aditiua la/ qlle ¡1({a}} =O, PB al enunciado Torios los conju11tos tienen 
la propiedad de Baire y ,\15 ni modelo de Solo\'ay, lo que tenemos es: 

l. Z F f- (Hahn-13anach =:\Jedida de 13anach (.A/ P)). 

2. ZF f- (MP+~a-adith·a) ==> ~PB ó ZF f- (PB =~(Al ?+-,a-aditiva). 

3. Como 1\l, I= PB y Al, es modelo de ZF, entonces 1\1, 1= -,(JVIP + -,q_ 

aditiva). 

4. Si ( Z F f- :\Iedida de Banach no es a-aditiva)2 , entonces ,\/, )! Hahn-
13anach. 

Finalmente sólo cabe mencionar que, aunque el teorema de Hahn-13anach no 
se cumpla en el modelo de Solovay (i.e. no es teorema del análisis solovayano), 
el hecho de que el teorema de Hahn-Banach para espacios de Banach separables 
quede garantizado por el principio de elecciones dependientes (ver Beckenstein 
y Narici [5]) ya es bastante poderoso. 

2 Lo c¡11u fnJt.nrfa dm110Htrnr. 
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