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INTRODUCCION

El objetivo principal de este trabajo es el desarrollo de algunos temas sobre matematicas
financieras ya que esta area presenta gran diversidad tanto de contenido como de
aplicaciones en el campo de la investigacion v en el imbito economico y financiero.

La introduccion que realizo J. M. Kevnes sobre la tasa de interés y el estudio del interés
compuesto sin duda ha tenido grandes repercusiones en el mercado financiero desde un

inicio hasta nuestros dias.

Cabe sefalar la importancia sobre el estudio del valor presente y los diferentes tipos de
anualidades que tienen en el calculo de prestamos hipotecarios, pensiones, avaluos sobre
valores de activo fijo, calculo del valor presente neto, la tasa interna de rendimiento (TIR)
y el fondo de amortizacion acumulativo entre otros.

Las instituciones que aplican las matematicas financieras, son tanto del sector publico
como del sector privado, en el primero se encuentran algunas como: Gobernacion, la
Secretaria de Hacienda y Crédito Publico, la Secretaria de Salud, el Seguro Social y el
ISSSTE.

Actualmente existen varios libros en espafiol de Matematicas Financieras muy buenos.
Pero considero que algunos aspectos matematicos no estan lo suficientemente claros, en
esta tesis el objetivo principal es presentar esos aspectos mas explicados.

En el primer capitulo se ve el interés simple. la tasa de descuento simple, ¢l interés
compuesto, la quintuple igualdad etc. En el segundo capitulo se ven varios métodos para
encontrar la tasa de interés de una anualidad. también se ven algunos aspectos de las
anualidades diferidas v anticipadas. En el tercer capitulo se ven a las anualidades crecientes
v decrecientes en forma geometrica v aritmetica.

Nota: Debido al formato del editor de ecuaciones del programa en que fue escrita esta tesis,
el simbolo utilizado para representar ¢l valor presente de una anualidad aparece de dos

formas distintas @M v .,




i CAPITULO 1
INTERES.

Para hablar de! interés es necesario hablar de la parte econémica que le ha dado origen al
interés esto es el Capital , término que designa un conjunto de bienes y una cantidad de
dinero de los que se puede obtener , en el futuro, una serie de ingresos.

Para los economistas del siglo XIX el término “Capital™ se referia unicamente a la parte
de la riqueza que habia sido anteriormente producida. La riqueza no producida como la
tierra o los vacimientos de minerales no se inciuian en la definicion . Asi los ingresos
provenientes del capital se denominaban beneficios o interés, mientras que a los ingresos
provenientes de los recursos naturales se les llamo rentas. En la actualidad ya no se hace

esta distincion.

Bajo el capitalismo modemo, el pago de intereses por cualquier préstamo se considera
correcto.

Se define el Interés como el rédito que hay que pagar por el uso del dinero tomado en
préstamo. Por consiguiente al calcular el interés hay que tener en cuenta tres factores

a) El capital.
b) El tiempo.
c) Latasa

Donde el capital es la suma prestada , el tiempo es la duracion del lapso para el que se
calcula el interés y la tasa es el numero de unidades pagadas como rédito, en la unidad de
tiempo, por cada cien unidades de la suma prestada.

1.1 Interés simple.
El interés simple se calcula sobre el capital inicial que permanece invariable. Por lo tanto,

el interés que se obtiene en cada intervalo unitario de tiempo es siempre el mismo. La
notacion que se utiliza es la siguiente:

P es el capital inicial.

C es ¢l capital mas los intereses.

t es el nimero de intervalos de tiempo.
1 es el interés ganado.

i es la tasa de interés.

Al principio se tiene la cantidad P de capital

Al transcurrir el primer periodo de tiempo se tiene P+P*i = P(1+i)

Al pasar el segundo periodo el capital es de P+P*i+P*i = P(1+2%i)

En general se tiene que ¢l capital al final del n-ésimo periodo es de P(1+n*i)
De aqui se obtienen las siguientes formulas:



C=P+1
1= P*i*t
C=P+P*i*t
C = P(1+i*t)

Sin embargo estas formulas son para cuando teN, podemos suponer que el interés es
acumulado proporcionalmente sobre fracciones de periodos en el interés simple y por lo
tanto las formulas serian validas para te R*. Otra manera mas rigurosa de definir al interés
simple para valores de t no enteros puede ser desarroliada por medio de la siguiente

propiedad que seria deseable que tuviera el interés simple:

Fta-b)=Ffa)-F(h)-P para a20 y b20 donde Fix) es el capital mas el interés en el

periodo x.
Esta ecuacion nos dice que en el interés ganado por una inversion de P unidades en un

periodo de a+b unidades es igual al interés ganado en un peniodo de a unidades mas el
interés ganado en un periodo de » unidades. El —F del lado derecho de la ecuacion es para

no contar dos veces la inversion inicial.

Suponiendo que F(x) es derivable se tiene que:

) = lim F(t+x)- F(@)
x40 x

— i F)+ F) = P)- F)

x=0 x

= tim £2)=F
.v-fo . V}x
—lim F(.f) l:

a0 e

=lim w :
x=0 - Ty s
=F(0) = cte. ‘

“-Por lo que F’(1) es una funcion constante, integrando ambos lados de la ecuaciéonde O at



I Fi(x)ds = L’Ff(omr
F(1)- F(O) < 1F (0)

m) P~ v'r (0)

Para snbcr el valor de F (0) basta evaluar la funcion en t=1.

F(l)= P :
‘Sm embargo F(l) P + P’n‘ por lo que F'(0)=P*i

; Por Iu que

r-"(u) — P+ 1"P*i — P(1+1%).

1.2 Tasa de descuento simple.
Es la tasa de interés pagada anticipadamente.

Vamos a denotar:

D — descuento. D =C*d*t
d = tasa de descuento. P=C~-D
t = tiempo. P=C-C*d*t
P = capital inicial. P=C( ~-d*t)
C = capital final. C=P/(1-d*t)

Ejemplo.- Un banco otorga el 8% de descuento si un cliente firma un documento por
$2.500.- a cuatro meses, ;Qué cantidad le dara el banco?

C =$2,500.- D=C+d D = 2500%(0.08)*(4/12)

d=0.08 P=C-D D =66.67
=4 meses = 4/12 aiios P = 2500~ 66.67 = 2433.33

Como hemos visto el interés simpie y el descuento simple crecen en forma lineal.



1.3 Interés compuesto.

E!l interés compuesto se define como el interés que se suma al capital, formando un nuevo
capital, y sobre ese nuevo capital se calcula el interés, es decir, es interés sobre interés.

Se tienc un capital de $1 en el momento 0 (al principio del periodo). Si f{t) es el capital en
el tiempo t entonces:

flo)=1

fll1)=1+1i esta cantidad serd el nuevo capital

f12)=f)* (1 +i)=(1 iy

3)=M2)*( +i)=(1 +iy

En general:

fin+1)=fn)*(1 +i)=(1 + i)™ para n entero positivo.

Como vemos aqui el capital tiene un crecimiento geométrico.
En el interés compuesto se tienen diferentes tasas de interés:

a) tasa nominal de interés.- Es el interés total que es pagado en un afio, considerando que
los intereses pagados durante ese afio no son reinvertidos v dichos intereses son pagados m
veces al afio, en intervalos de tiempo iguales.

b) tasa efectiva de interés.- Es la tasa que se paga en cada periodo, por ejemplo: mensual
efectiva , trimestrai efectiva ,anual efectiva, etc.

c) tasa instantinea de interés o fuerza de interés.- Es la tasa continua con la cual crece una
unidad de capital bajo una operacion de interés.

Si queremos comparar una tasa efectiva con una nominal, podemos calcular la tasa efectiva
que sea equivalente a dicha tasa nominal de la siguiente manera:

Supongamos que tenemos una tasa nominal i"™ que paga k de interés m veces al aio.
Pero como k*m = i'™ | se tiene que k= i"™"m .

f0)=1

fl1/m) =1+ i"%m

f2/m) = (1 + i"/my

f3/m) = (1 + i"™/m)’

f{1) = flm/m) = (1 ~ i"™'/m)"

fiN=1+i=(1+i"™/m)™ dondei es la tasa efectiva anual equivalente a la tasa nominal.
de aqui se tiene que:



i=Q@+i"/m)"-1 (1L.mn
™= me@ +i)"*-1) (1.2)

1.3.1 Tasa instantinea de Interés

El crecimiento del Monto del tiempo t al (t + h) por unidad de capital v por unidad de
tiempo es de:

Ju+h)-7uw)
h*J)

Tomando el limite cuando h tiende a cero, se obtiene el crecimiento instantineo

SUrm-f0) _f@_ 2
T o a W

Al cual lo designaremos por &) , entonces:
2 o=
ot

IntegrandodeOat:

[ 2 rogrtpa= [ s
[ [

og(flt)) — log(RO) = | 8(x)9x

[1]



)
)= RO)* exp[ 8(x)Ix (1.3)
o
Si la tasa de crecimiento es constante en el tiempo, 3(t) = 8, entonces:
(1.4)

flt) = f0) e*

1.4 Triple Igualdad

Para encontrar tasas instantaneas de interés equivalentes va sea a tasas de interés nominales
o efectivas se usa la triple igualdad, que se obtiene de la signiente forma:

f{1) = R0)*(1+i) es el monto con una tasa de interés efectiva
f{1) = 0)*() ~ i""/m)™ es ¢l monto con una tasa de interés nominal
1) = f0)*e’ es el monto con una tasa de interés instantinea

igualando y dividiendo entre f{0) se tiene que:

+) =(1 +i"™m)==¢* (1.5)
Si queremos encontrar la fuerza de interés equivalente a una tasa anual efectiva, de la triple
igualdad e® = (1+i) = 5 = log(1+i). (1.6)

Dae otra forma, si deseamos encontrar la tasa anual equivalente a la fuerza de interés
e=(1+i)=>i=e"-1. (1.7)
Si deseamos encontrar la fuerza de interés (1asa instantanea de interés) equivalente a una
tasa nominal convertible m-veces al afo:

PALLE 18 Ul




e®=(1+i™/m)® = 5=mslog(l +i™/m) (1.8)
Observe que aunque en ¢l interés compuesto solo es para un nimero de periodos enteros,
con la tasa de interés instantinea, el monto se puede calcular para cualquier periodo de

tiempo, y usando las igualdades 1.5 y 1.6, se tiene que el monto para un tiempo t y con una
tasa de interés i es:

M= I = (] 4y (1.9)
y para calcular el monto con una tasa nominal i'™ ,con las iguaidades 1.5 v 1.8:
e = exp(m®log(] ~ i"™/m)*) = (1 + i"™/m)=" (1.10)
Por iltimo, para encontrar la tasa nominal convertible m-veces al afio equivalente a una

tasa instantinea de interés:
S=0+i""m)"= ™ =1+i"m =i =m**-1) (1.11)

De esta ultima ecuacion si se toma el limite cuando m tiende a infinito:

. «(m) . Sm . L"’- -1

lim i = lim m*(e*™ - 1)= lim _,

m— —— m—  m
aplicando la regla de L'"Hé6pital

e S8 -2 ,8m

fim (= lim —2° €7 - lim %™ =35,
-— — -m -—e
Ll_.nl i™=3 (1.12)

por lo tanto i'™ tiende a la fuerza de interés 8.

1.5 Valor Presente

El monto S de una cantidad se calcula tomando como fecha focal n.

En este caso P, que es el capital inicial, es conocido y se invierte a n periodos a una tasa de
interés i, se tiene que S = P*(1+i)". (1.13)

Si nosotros conocemos el valor de S v queremos conocer el capital que le dio origen
conociendo el tiempo y la tasa, despejando a P de la formula anterior

TRSIS CON
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)

P
P=S*(1+i)" T , (1.14)
Definimos V = (1+i)" ‘ (1.15)

Esta formula P = S*(1+i)™ = S*V" se le conoce como Valor Presente.

Podemos calcular el monto v el valor prcscme de S1 ' con las tasas que hemos visto hasta :
ahora.

i i 5
Monto (+i) (+i™/m)™ ™ eenE
Valor presente _(1+i)* (1+i™/m)™ e ®

1.5.1 Tasa de Descuento compuesto
La tasa de descuento d es la cantidad que se le descuenta por unidad al monto:
P=S-d*S=8%1-d) (1.16)
P=S8%(1-d)= P*1~-d)'=S=P*(1+i) = (1-d)'=(1+i)

1 1 i )
=l—d=(T;,_,-)_=>d=1-(|+i) =2 d= (|+‘~) = d=i*V (l.l‘l)

Sielcapital S=1

En el primer periodo P=1-d .

En el segundo periodo P = (1 —d)*(1 —d) = (1 -d)"

En el tercer periodo P=(1-d)y %1 ~d)=( -4y

En el n-ésimo periodo P = (1 — d)"

SiS=1 P=S*1-d) (1.18)

Esta formula es el valor presente calculado con la tasa de descuento efectiva, si queremos
conocer S basta con despejarla de la férmula:

S=pP*(1-d)y" (1.19)




Si la tasa de descuento es nominal, es decir, convertible m veces al ailo, seria equivalente a
una tasa de descuento compuesto en m periodos con tasa de descuento igual a d'™/m.

S=P*(1 - d™/m)™

1.5.2 Fuerza de descuento

(1.20)

Sea ¢(t) el valor presente de una unidad en el instante t, entonces la fuerza de descuento se

define como:
5= lim 0 eU +h)
=0 h*e()

1w SR =) L =1 de(r) _ ~dloge)
(1) w0 i h - ?(l) ;4' 1 = dt

5= —dlogp()

* pero como )= (1 +i)* = [(1.+ i - m)'

& = —dlogl /(0] _ dloglf(1)] _4
dt dt -

por lo tanto, la fuerza de interés es igual a la fuerza de descuento.
Integrando ambos términos de la igualdad 1.22 :

joaox - | mdlozeld) o

[ 0

5*1 = -[ log (1) ~ log ¢(O)] s
5%t = log (1) - log 1] meis M0V
874, = FA%&HE, (EI "EGEN

- log (1)

(1.21)

(1.22)

(1.23)



o(t) = exp(-ﬁ"t)‘; exp(-5*1) (124)
mmandoat=l§¢(l),=exp(-8) .

(1-d™m)™ = 1d=g(l)=¢ : (1.25)
y con esto se )ien:c: yla quintuple igualdad '
i i 5 d 4=
Valor :
Presente (1+i)! (1+i™m)™ et (1-d) (1-d"/m)™
Monto (J+i) (1+i™/m)™ e’ (1-d)’ (1d™/m)*™

Con la quintuple igualdad, dada una tasa podemos encontrar las otras tasas, ya que son
equivalentes.

Ejemplo.- Encontrar la tasa de descuento anual efectiva equivalente a una tasa de interés
del 12% anual convertible semestralmente.

(1=d)' =0 +i™"m)™
(-dy'=q+.122y°
(1-d)'=(1+.06)
(1-d)=(1.06)2
d=1-(1.06)"*
d=o.11

d=11%

Ejemplo 2.- Si se tiene una tasa de interés del 8% anual efectiva, encontrar la tasa de
descuento anual efectiva.

i=.08
(+i)=0-ay
(a+iy'=(1-d)
d=1-(1+i)"
d=1-(1+.08)"
d=0.0741

En el cédlculo del monto y valor presente estan involucrados: el tiempo, la tasa el capital
inicial (Valor Presente) . el capital final (monto). Por lo tanto en los problemas que se
pueden presentar la incognita puede ser el Valor Presente, el monto, la tasa y el tiempo.

TS OV |
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1) Valor Presente, Monto.
2) Tasa de interés.

3) Tiempeo.

1) Valor Presente, Monto.
S=P*(1 +i)*
P=S*(1+1i)"

2) Tasa de Imerés.

~S=P*(1+i)
S/P=(1+i)

(SPY=(1+1)

|=(S/P)"" 1

Jemplo Se. mwmeron 1000 Vdurame 5 aflos a una tasa anual efectiva v se acumulé
11402 55, ‘. Cuﬁl fue la tasa de lmcrcs ‘involucrada en la operacion ?

" §= P‘(I +i)"
i=(S/P)*-1
i=(1402.55/1000)"" -
i=0.07

i Rcspuesta 7% anual efectiva.

: 3) Tiempo. El tiempo lo podemos calcular por logaritmos.

S=P*(1 +i)°
SP=(1+i)

log(S/P) = n*log(1 + i)
n = [log(S/P)}log(1 + i)

Ejemplo.- ; En cuidnto tiempo $2000.- colocados a una tasa de interés del 6.5% anual
efectiva, se convertirin en $2,918.28 ?

P =2000 n = [log(S/P)}og(1 + i)

S=2918.28 n = [log(2918.28/2000)}1og( 1.065)

i =.065 n = log(1.45914)og(1.065)

n=? n = 0.377847:0.062975 TESIS CON

Resultado n=6

FALLA‘“L {,-.“J' LlluEN |
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1.6 Ecuacién de Valor
En casi todos los problemas de Matematicas Financieras por complicados que sean se

plantea una ecuacion de valor.
Ecuacion de valor: “La ecuacion de valor en términos generales interpreta y ordena para su

calculo, la forma en que estan definidas las obligaciones v los derechos derivados de toda
transaccion financiera en el tiempo; obligaciones v derechos especificado normalmente en
términos de uso y retribuciones de capitales.™

Si tenemos dos deudas A v B pagaderas en n; v n: respectivamente y se desea liquidar
ahora las dos deudas con un pago X. Encontrar X si se considera una tasa i.

Linea de tiempo

0 n n:

{ =1
X A

w—

Tomemos como fecha focal cero. .
La ecuacion de valor seria: A®*V®! « B*V™= =X

Si consideramos Ia fecha focal como

0 ) qm
{ 1 1
X A B
fecha focal
Nuestra ecuacion de valor seria:
X*(1+i)" =A+Bov'=:
Si consideramos como fecha focal n;
0 m n:
| | |
! T I
X A B

fecha focal /'

! Salas Tora Jorge “Teoria del Interés v Aplicaciones Financieras™

TRETR CON
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X*(1+ i) =A%1~ i) +B

Como se ve no importa que fecha focal se elija siempre v cuando se plantee en forma
correcta la ecuacion de valor.

Ejemplo.- Se tienen dos deudas, una de $1000.- v otra de $1500.- a pagar en 3 y 5 afos
respectivamente v se desea cambiarlas por un solo pago en el 6° aio. Si la tasa de interés es
del 8% anual. ;De cuanto sera dicho pago?

TN . I

I ] ! i T I 1

0 1 2 3 4 s 6
fecha focal

Se toma como fecha focal el afio 6.
X = 1500%(1+i) + 1000%(1+i)’

X= 'i5®'(1.os) + 1000%(1.08)

CX=1620+1250.712

X =2879.712

- Si la fecha focal la tomamos en cero:

IX®VE = 1500V + 1000V

_,:fqué al multiplicar por (1+i)® se obtiene la ecuacion anterior.

amocrie seeramt
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CAPITULO 2

ANUALIDADES

Una anualidad se define como una serie de pagos periodicos generalmente iguales a una
cierta tasa de interés que se efectiia durante n periodos.
Las anualidades se clasifican en:

a) Anualidades Ciertas.

b) Anualidades Contingentes.

Las anualidades ciertas consisten en una serie de pagos periddicos que deben efectuarse
con centeza e independientemente de cualquier evento fortuito durante un cierto tiempo
establecido. Por ejemplo, el pago de una renta, el pago de intereses sobre un bono de renta
fija etc.

Las anualidades contingentes son una serie de pagos que se efectian sujeto a algun evento
fortuito. Por ejemplo, los pagos que recibe un pensionado y el pago de la prima de un

seguro.

( anticipadas
vencidas
diferidas
Ciertas perpetuidades
crecientes
decrecientes
variables

° Anualidades <
anticipadas

vencidas
diferidas
Contingentes< perpetuidades
crecientes
decrecientes
variables

\
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2.1 Anualidades ordinarias o vencidas

Una anualidad ordinaria o vencida es una serie de pagos unitarios efectuados al final de
cada periodo y pagaderos durante n periodos a una 1asa de interés i.

2.1.1 Valor Presente de una anualidad vencida

Se dice que es el valor Presente cuando tomamos como fecha de valuacion o fecha focal el
cero, es decir, al principio del pnmer periodo.

l0 . ! ,2 3 Ln-l "
I i i I | {
St $1 $1 S1 $1
y denotamos por @i el valor presente de una anualidad.
am=V+V+ V4 sVl 4))
Esta es una suma de progresion geométrica de razon V.
veam = Vi+ Vi Ve 4+ yra v )

restando (2) a (1) se tiene:

(1-v)ram = V- V™ = v(1.v") 3)

IVz0e=1lz2Val+izl oiz20
por lo tanto, si i# 0, se puede dividir en ambos lados de la ecuacion por 1+V;

(si i = 0 entonces la anualidad es igual a n)

rea-vn _a=-v"y _(-1")
-V Fr-1 (+i)-1 )

ani=
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am=1=1" ':" )

2.1.2 Monto de uns Anualidad

Si la fecha de evaluacion es al final del periodo n queda:

© ! 12 3 01 "
! ' ' 1 ! 1
$1 s $1 §1 $1
Sm"'+('+0+<1+-)’+<1+-)’+ +(1+.)*' R R ey (6)

esta es la suma de una progresxon geomcmca de razén (1+l) sii =0, entonces
(sx i=0 emonces Sn = n)"- A :

(7)

* En los dos casos, tanto en el Valor Presente como en el monto de una anualidad, los pagos
'sc estan consnderando de un peso, si en la anualidad los pagos son de R pesos, se tiene:

: Pam cl Valor Presente:
l_ l«"l
=R*am = R‘[———-—] ®
?

Para el monto:

16



S = R*Sm =R* [Q_’*'_fu] )
. B H
“La rclfu:ién entre el Valor Presente y el monto de una anualidad es la siguiente:
de la ecuacion (1) si multiplicamos por (1+i)" se tiene:

(1+i)"*am = (1+)" *(V+ VI+ Vi 4+ vyl 4oy

0+ *am = (1+H)™ + (142 + (1+i)™ 4+ (1+i) + 1 = Sm (10)
En los problemas que involucran anualidades se puede presentar que el valor buscado sea:

a) El monto (S) o el Valor Presente (A)
b) La Renta

c) El tiempo

d) La tasa de interés

Para el monto y el Valor Presente va vimos las formulas
b) Para encontrar la Renta (R) despejamos en:

A=R*am . R=A/AQn

S=R*Sm ; R=S/Sm

c) Si la incognita es el tiempo, se puede despejar:

1.-Para valor presente
"
A=R*an = R‘[I _l ]

7




AR = ["i" ]

(A/RY%i =1 =-V"

12 (AR =V ‘

n*logV = log (1= (AR)*)

o Tog1=(4/R)* i)
2 [ " logV ] an

pero la ecuacion (11) no tendria sentido si n es negativo, no es entero o peor aun
(1 -(A/R)*i) 0, ya que el logaritmo no estaria definido.
pero (1 -(AR)*i) <0 & R/i <A, como se vera mas adelante el valor presente de una
" anualidad en donde el nimero de pagos es infinito (perpetuidad) es igual a R/i, por lo que si
1 —(A/R)*i) > 0 la ecuacion no tiene solucion, y si 1 -(A/R)*i) = 0 se pode considerar como

solucién n = .
Para que n sea negativo log(1-(A/R)®i) tiene que ser positivo, debido a que logV siempre es

negativo (pues i>0), v para que log(1-(A/R)*i) sea positivo (1-(A/R)*i) tiene que ser mayor
que 1, es decir, A/R*i < 0, pero esto no puede pasar ya que tanto i, A vy R son positivos.

el ultimo caso es cuando n es positivo pero no es entero, en este caso se considera una
anualidad con un pago incompleto en el ultimo periodo.

.
observe que la funcion h(x) =[1 ’ :l es creciente en [0,92) , por o que si n no es entero,

no se puede elegir [n] + 1 como el nimero de pagos, pues ¢l valor de esta anualidad seria
mayor al buscado, y si se elige el nimero [n] la anualidad seria menor a la buscada, por lo
que el pago incompleto se efectuaria en el periodo [n] -~ 1 para completar el valor de la
anualidad. El pago incompleto K que se efectiia en el periodo [n] + 1 se determina de la
siguiente forma:

K = (A - R*aj) X 1+i oI

18



por la observacion anterior K es positivo, ademas el valor presente de la anualidad con este

pago incompleto es A

¢l valor presentc de la anualidad es A = R*V + R*V?+ __ + ReVi? 4 geviel

A=R(@5))+ K*vi™l
A=R(@) + (A -R*AGDI(1+i Y evim

~=R(@m))+(A-R*A))

A=A queeslo que se queria.
ademas K es menor que R puesto que:
A <R*Qa)

A -R* A< R*( A7 - am))

A~ ReaE< RV

i ]\ (A R‘ai—,)(“'l )In]+l<R
-Para el monto

’s R‘Sﬁl

G R[(I-H) —-I]
'

i*S/R = (1+ ' -1

"SR +1 = (14§ )"



| log((*S/R) +1) = nelog(1+i)

o log((i® S/ R)+1)

CEUAL ig\iﬁl que en el caso anterior, esta n puede no ser un entero positivo, sin embargo,
‘"como i, S y R son positivos n es positiva, en el caso en que n no fuera entero, se puede
“ considerar una anualidad con el ultimo pago incompleto.

El numero de pagos y el valor del pago incompleto K se obtienen de la siguiente forma:

Observe que la funcién h(x) = [Qi'—')—"-] es una funcion creciente, por lo que:

S >R*Siz] y S <R°*Sqp

Podemos considerar el nimero de pagos igual a [n] v completar el monto con e! pago
incompleto, no obstante, dicho pago puede ser negativo pues al trasladar la fecha focal de

[n] a [n}+] ¢! monto podria sobrepasar a S.
S=SqK1+i)+K
K=8-Sq\i+1i)

d) Cuando la incognita es la tasa de interés, no se puede despejar, por lo que se deben
aplicar otros métodos como:

1) Por aproximaciones sucesivas.
2) Por interpolacion.

3) Por desarrollo de &R o Sl .

Primero se va a demostrar que si 0<T<n, la ecuacion T = Qil tiene una dnica solucién
positiva i.

20



vaqucg(|)=aﬁ\| —V+V'-rV‘° +V"'+V" vxstacomofuncnondel.lalasade
mtctes es estnclamentc decrecnenn: y ntin

en( l ao),vaqucsn -] <y < x entonces

O<]+y<l+x =0<(l+x) <=(]+y)'=a(l‘+x) <(1+y)y*parak=12,..

g =(1+x)"+(1 +x)j’+....+(1 STy (Y (15 y )= g)

v se tiene que g(x) < g(y), es decir, g(i) = An)i es decreciente
ademas como Aili es suma de funciones continuas en (-1,00), es continua en (-1,).

g(0)=n y llm g(x)=0 porlo que g(x)=aAflx toma todos los valores entre cero y

y como es estrictamente decreciente, para cualquier valor 0<T<n, la ecuacién T = Qnl
tiene una unica solucion positiva.

2.2 Aproximaciones Sucesivas.
Para calcular 1a tasa de Interés de la ecuacion:
A =Ran

se hace lo siguiente:

i

Tpap— [l—(l+i)"]

por lo tanto:

|=['—’(—';’i—] " con T=AR




de aqui se sigue que la tasa de interés es el punto fijo de la funcién:

fx F[———"(';”"] x50 a3)

fix) es estrictamente creciente.

ademas 0<T = Ai<n si i>0,

_nO+xy ) n ‘
r"‘)"[ T ] [T(l+x)""] a4

f'(x) es estrictamente decreciente, y (0) =n/T >1,

Sea xq el punto fijo de f{(x), entonces f'(xp)<lI, pues por el teorema del valor medio existe x,
en (0,xg) tal que

f(x;)= [f(x") f(O)] [ _0] =1 ,pcré"xl;}cégf(xo)<f'(x|)=l.
-0 Xo= (4] y

 es continua, se tiene que g(x)>0 en

y fix)) = ]"f'(x)dx > fldx =x;,y como g(x) ;'a'x
RN e SRR .

‘ (Oxo).pues dc lo 'éoniraﬁo f(x) tendria mas de un punié ﬁjo en (0,m), y si X2>Xo se tiene

vduc f‘(.>(2.)f=ﬂx’o)-!v--ff'(x)dr <fixg) + fldr,=x0+i;¥xo=xz.deaquisctieneque:
S ik L x x

..,;',:ﬂv01)=0. . ’ - >
_ nx) > x si x esta en (0,xg) ) i (16)
e o - "y

':f(x)<x snxestaen(xo,oo)‘ “ (18)
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e o fi-a+xr]
ademas Jl,l_l“!lf(x) ,',T.'[ T ] T

§ L i E
(4] - 0.02 0.04 0.08 0.08 0.1 0.12 .14 0.16

Figura 3.1 fix)conn=12yT=6.18

2.3 Algoritmo para calcular el interés por medio de aproximaciones sucesivas
Primero se escoge cualquier y¢>0 v genere la sucesion {v,} recursivamente mediante la

relacion

Ve =fys), n=1223,..

entonces limy, =Xo donde xoes la unica solucion de A = RAM si 0<A/R<n
s
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Nota. como la tasa de interés es pﬁsiliva se tiene que ‘o<aa=, AR<n,

Demostracion: :
23.1 Caso 1. yo<xg
flyn) <X paran=0,123,.. (19)
ya que Ryo)< fixg) = X, pues f es creciente, y X, es punto fijo de f, ademas si yp1= {yi)<xgy
entonces f{yn+1) < fixg) = Xo.

Pér (16) ¥ (19), {ya} es una sucesion creciente y acotada, por lo tanto tiene limite:

limya =2

"y z£% ( ya que yn<xo,n=0,1,2,....)

—thbrigamos que z<xXo!

tonces z<f(z) pero f{z) = f{ hm Yo)= llm flyn) = hm Yo+l =2, Yaque fes continua.’

‘porlotnmoz=xo

2.3.2 Caso 2. yo = Xo
entonces y, = Xg paran=0,1,2,.... yaque xp es punto fijode f.

porlotanto lim flvg) = limxo = xo.
— rmem

2.3.3 Caso3.yo> x¢
flvn) > X0 paran=0,1,2,3,.... 20)
ya que flyo) >fixe) = xo pues f es creciente, v Xp es punto fijo de f, ademas si yo+1= flvi)>Xo

entonces f{yn+1) > flxe) = Xo.

24



- Por (1 8) y (20)',' {;\',.v}v'es una sucesion decreciente y acotada, por lo tanto tiene limite: .
Climy, = e
S S’:IZM(\a que Yo >xo, n=0,12,.)
s :supongamos que u>xo:
emonces u>ﬂ u), pero ﬂu) fl hm ¥n)= hm flyn) = llm)'nﬂ =1, ya que f es continua.,

por lotantou = Xo,

Nota-E! método de aproximaciones sucesivas sdlo sirve para &flya que como se vera a
continuacion este método no se puede aplicar para el caso de Snl

Supongamos que queremos utilizar el método de aproximaciones sucesivas para encontrar

la tasa de interés de la ecuacion:

Q:I:q @1)

S=Re*sm =R‘[ :
1

“despejando™ i

(I+i)"—l]

)

como Sn > n pues la lasa'dé: inlgrés es positiva, de (21) SR>n.
oo Tasnn=1]
o) = [ SR ]

tw)— -
S Tﬁﬁﬂ “ON




al+x)™t R .
( ) , '(x) es estrictamente creciente,

Fx==5r
FO)= =<l

como f(x) es continua, existe 0 <u < x, tal que f(x)<(a+1)/2 si0<x<u
fw)= [/ (x)de < faT“dx= u(@a+1)2 <u
0 o L

,{pbrlotamo flu)-u>0
aunmas f(x)-x>0  si° 0<x<xo (22)

yaquesi 0<b<xo y fib)-b<o0, como f{x) — x es una funcién continua, habria un
namero real t en (u,b] si u<b 6 en [b,u) si b<u, tal que f{t) -1 =0, pero esto no puede ser
pues xo s el inico punto fijo positivo de f{x).

f(x0)>1 yaquesif(x) < 1, entonces f{xg) =If’(.s')ds< xo lo cual no es posible.
) ]

Si xo< x entonces
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fix) = f{xo) + jf'(s)b’s >vf'(xl»)+ Tlds =XotX—Xo=X
v LACREE M

fix)>x s Xo<X

05-
DAS} /(1'.
. |
/]
0ast 4 J
| am
03} : / 4
/ _
025} : : ,‘,/ |
0. 2?, P ///_'
0.15} . ;’// .I
i
0.4} -
’ ]
, !
005} 4
= | r
0 i ) i

0.2 025

[} 0.05 .1 015

Figura 3.2 f{x) con n=12 y S/R=29

-Enla ﬁgum 3.2 se ve claramente que si 0< x < xp=,15 f{x) esta debajo de la linea y = x,
y sir Xg<x entonces f(x) esta amriba de la recta.

La sucesion {y,} generada recursivamente mediante la relacién

Yo=¢
Y1 =flyn), n=123,..
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no converge a xo, a men;)s que ¢ = Xy, yé qué si:

Casol.- O<c<xgy : : ]

Your= flya) < }'x’u_=_f(-)'n~1) < ynl v <¥1= flyo) <yo<Xo

por lo que los tén%\iho‘s;ié “la sucesion cada vez se alejan mas de Xo.
Caso2.- xp<c. . - ° ‘

$'n+n= £¥n) > Yo = 1) > Yoot o >31= R¥0) >¥e>Xo

por lo que los términos de la sucesion cada vez se alejan mas de xo.

por lo tanto éste método no funciona para Sn.

2.4 Interpolacién.

T=anli , K=Sai

Este método se utiliza cuando se tienen dos estimaciones de la tasa de interés una de las
cuales ( i;) es menora la tasa buscada y por lo tanto &mi; > T, (SMi, <K )y laotra (i;)
es mayor y por lo tanto @fliz < T, ( Sii}i- < K ). Como la tasa buscada esta entre i, y i, seria

logico tomar el valor intermedio (i)+i2)'2, pero puede pasar que la tasa buscada este mucho

mas cerca de alguna de estas estimaciones, si la distancia entre i v i2 es pequefia se puede

aproximar a f{i)= @Ri ( f{i) = SAli ) por una funcién lineal en el intervalo [i.i2] , es decir,

anli ~ a+bi ( Sn,i =a+bi).

a) Enelcasode ani ”
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Sea T\= @i, T,=ami, vy T=ami

035

Figura 3.3 Amx con n=12 junto con la recta a+bx .

Para encontrar el valor aproximado iy para la tasa por medio de interpolacion, observe que
en la figura 3.3 los tridngulos Afde y Auhe son semejantes pues tienen un dngulo comun en
e y angulos rectos end y h, por lo que se tiene la igualdad:

i= _eﬁ es decir,
hu eh
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iy =4 TI =T . » (7))

h=i L-T,
despejando a iy
7, .
fo=1i+ =t (i2—1iy) (25)
7
7- 3
I\ i
65- . Z
N ;
s- hN 1
N {
: |
55- . =
™ i
s- RN <
: \\ ‘{
o RN . :
4s; . -;
; ™~ ;
. i i
] { . ;
3s- ; , \\ d
3~ H -
' i o ‘
N . i Lio B
293 0.15 0z 0.25 0.3 0.35
Figura 34
En la figura 3.4 se muestra a la io obtenida por interpolacion y la tasa de interés i.
""""‘"—“-—s-»- ............ -
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b) En el caso de Snli

Sea K|=Sﬂi| K Sﬂ,i y Kz=sﬂiz

1o -
i
100+ A
i . /1
%0- -
o0+ ‘ ; : /s 4
P K2 e/ ;
: . 7 ;
70~ < =
s _ A !
K N . ¢ g ;
60’ — - — i -
: s I !
sob - - o g
. v P . i i
L -~ | |
40 - - i -
A R
H - /'/ // ! % i
07 ' e | g
) K1 BT in !
20- i T -
; o’ . i 0 l2 ;

0 . . 005 o1 0.15 02 025 0.3 0.35

Figura 3.5 Grifica de SMx con n=12, y la recta a+bx

Para encontrar el valor aproximado iy para la tasa por medio de interpolacion, observe que
en la figura 3.5 los tridngulos Afed v Aueh son semejantes pues tienen un angulo comun en
-~ ey angulos rectos en d y h, por o que se tiene la igualdad:

. df__ ed .
it es decir,

TRSTS COW
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Cig—i  Ky—K :
ot 22 26
A= TKySK @6

desmja“do aip. ‘:' B
io=is f.f:__‘%‘(i.;;‘_;z) : , en
110

g
TR ST

!
: 4
8o} e
! v
70- va :
: i i
= k
i
7
|
-]‘
, o !
0.05 0.1 0.5 02 [FT] 03 0.35

Figura 3.6

Enla ﬁgura 3.6 se muestra a la iy obtenida por interpolacion y Ia tasa de interés i,
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2.5 Pordesarrollo de @m 6 Sial

Este método consiste en desarrollar en serie de potencias el inverso de ami 6 el de SR,
segun sca el caso, y truncar hasta el segundo término y de ahi despejar i.

a)Para Qi =T
fliy=ami = (1+iy"+ (1+i)° + . + (1+i)"
fO)=n

£) = -101+) 2 + (2X1+i) + ..+ Cn)(1+i)™!
o f(O) =-1-2-3-..-n= - (1+243+.., +n)= — (- 1))2

+g O+

TESIS cow
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2n

i= (T —n")2n/(n+1)
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i AnIT-1)
T evl

L 2n-1) '
T Tl ' : 28

b) Para Siti =K

i) = SR = 1 + (1+i) + (1+1)’+ +(1+.)"l

R0) = Sﬁxo—l+l+l’

fi)=1+ z(1+.)+ 3(i+i 3 _1,)‘(51'%,')'*?
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iz[]—z_%]x[llk—l’/h]k :
i;vz(n'—vk)y .
e D)

~ i(K‘- n) . .
{___K(n_”] | @9)

2.6 Anualidades Anticipadas

Las anualidades anticipadas son aquellas que se empiezan a pagar al principio del periodo.
Un ejempio de este tipo de anualidades son las rentas que se pagan por un departamento .

Vamos a ver graficamente una anualidad anticipada de $1 pagadera durante n periodos.

0 1 2 3 n-1 n
1

|
1
s1

A —
—_
o ——f—
[y
—
NH—t—
—_

anli es el simbolo para el valor presente de una anualidad anticipada pagadera durante n
periodos .

Tomando como fecha focal el cero , tenemos el valor presente de una anualidad anticipada

a=1+V+Vis =V (30)
Si multiplicamos por V la anualidad anticipada

VAR= V(I +V+ Vi« +Vv)
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VAR=V+Vi+ 4V
que es el valor presente de una anualidad vencida
vén- an
y

da=anv-an+i (31)

Esto nos da una relacion entre el valor presente de una anualidad anticipada y el valor
presente de una anualidad vencida.
También

am=1+v+Vi+  +v™

an=1-+amm

Es otra relacion entre fos dos tipos de anualidades.

La férmula para el valor presente de una anualidad anticipada, se obtiene de la siguiente
manera:

Am=1+V~-Vi+ 4y
que es una progresion geométrica

o 1=V _1-v"
da)- -V 1-V

B 1=1"

dal= — ' (33)
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donde d=1-V eslatasa de descuento.
Se denota como $7lal monto anticipado y tomamos como fecha focal n
SA= (14 )+ (1+i P4 o+ (1+i ) (34
y recordando el monto de una anualidad vencida
SA =1~ (I+i)+ (1+i ) + .. + (1+i )™'
Si multiplicamos el monto de una anualidad anticipada por V nos queda:
VEA=VIQ+i )+ (14 ) + ..+ (14 )]
V=14 (1+i )+ (1+i F + ... + (3+i )™

nos queda

vim=sn (35)
de esta relacién podemos encontrar

Sm=sm /v =5 (1+i) L (36)
vsia St le sumamos v le restamos 1

SA= (140 )+ (14 P 4+ (P 1 1
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Sm=smm -1 G
Estas fueron algunas de las relaciones que existen entre el monto de una anualidad
anticipada con el monto de una anualidad vencida.

Al sustituir Sfil de las ecuaciones (7) v (36) :

§,ﬂ=(1+i)sm=(1+i)[i”—?'-il]

S~ [&%:1] (38)
= [(‘_*2_‘_'] (39)

donde d es la tasa de descuento.
En las anualidades anticipadas también se pueden presentar los mismos problemas que
con las anualidades vencidas:
1) Encontrar A6 S
2) Calcular la Renta
3) Calcular el tiempo

4) Calcular la 1asa de interés
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1) Para caicular A6 S

A=Rdm

s=RSm

2.7 Ejemplos
Ejemplo 1.- Calcular el monto de unos pagos de $100.- c/u a pagar en8 aﬁos con una tasa

de interés del 9% anual efectivo.

n = 8 afos S=R§m

R =$100.- s=m+s)[“—*"’?'—"]
. _ (1.09)" -1
i=.09 S = 100(1.09) [———.09 ]

S =$1202.10

Ejemplo 2.- Se tiene una deuda de $10,000.- y se desea liquidar mediante pagos anuales
anticipados durante 5 aflos 2 una tasa del 7.5% anual,

A = 10,000 A =RAn
n =5 aflos R=A/ a7
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. iv ' .075(1.075)~
=075 R=A|-L1_ R =10,000| =270
! o [1 —,V”] A 00[1-(1.075)‘- ]

R =2,29921

Ejemplo 3.- Se deposita en un Banco $1,000.- mensuales en forma anticipada. Si el
monto que se obtiene al final de n periodos es $35,960.58 y la tasa de interés es del 6%
anual convertible mensualmente. Calcular n

R =1,000.- S =35,960.58 i =0.06
. i(lll
1 =F=0005 n=7
‘S=R &7 ' s=n[§l+—f‘)-,—"-] .s[%]+|=(n+i)"
o : : e i ot :

o v ’log[——sw-o-]j’
[SiV N ‘R
—_ = + =t =
lo| % :-f-l] n log(l 1) n Tog(1+7)




~t
log] (35,960.58)0.005)1.005) +1
1000
log(1.005)

n=

_ 0.16458889

0.004987542 n =33 meses.

Ejemplo 4.- Una persona paga trimestralmente $2,500.- en forma anticipada durante 2
afios por una deuda de $12,000.- ; Cuil fué 1a tasa de interés que Je cobraron ?

[

A =12,000.- R = 2,500.- n =2 afos m=4 nm=2*4=8§

A =R dn recordemos que dn} =1+ &777)

A=R(1+anm))

A/R~1= a@f-7 de aqui se puede encontrar el interés con los métodos vistos
anteriormente :

as= 12000/2500 — 1 : an=38
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si consideramos una tasa del 18%

'kav'low—B 81
vfa':.-ss

aMNaies=3.75

Se puede aproximar la tasa usando interpolacion

.. -7 . .
=jy + iz —
=iy 7;__7.2( i)
'3.81-38
=0.18+ —————(0.185-0.18) .
io 381 ,75( g )
OOI

10=0.18+ —(ooos)

ip=0.1808
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2.8 Anuaslidades Diferidas

Una anualidad diferida es una anualidad en donde el primer pago se efectiia después de un
cierto numero de afios.

0 1 2... m m+1 m+2 m+n
1 | ! | 1
{ | T L I | |

$1 $1 s! } 31

Calculemos ¢l valor presente de todos los pagos v lo denotamos en la siguiente forma

m/anl = VTE Ve 4y o)
mam= Vo (V+Vi- _ +V") (41)
(42)

m/as = v® anl

" También podemos encontrar la férmula de m/amM de la siguiente manera:

Al am) = m/am ‘ (43)
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Demostracion
amm = V+Vi+ .

am=v+Vvi+  +V"

al restar

ama-am) = V™ - V™ 4 4y
que es m/dn] .

Para el monto de una anualidad diferida

+vm_‘_vm¢l 4 ym*2 +...+Vm

0 1 2 3... n n+1 ‘n+’2... n+m
— -t F—— .
s1 St s1... s1 : msn -~
MVSH = (140 )™ + (14 )™ + . +(1+i y™ ™!
VST = (149 )P [+ (1= )%+ (M
m/Si =(1-i )™ SA (44)

yaque STl = 1+ (I+i)+ .. +(1+i )"




También podemos calcular el monto diferido en la siguiente forma:
m/Si\ = Siivm — S . S (45)
Demostracion

S U .)* --~_f<'i+i‘ ) ?"" (5 (1
Svﬁ_ﬂ,‘= 1+ (14 )+f... +*(1';iA )-H
s ?Sr‘in P s
que es igual a m/SA1 .

2.9 Ejemplos
Ejemplo 1.- Una empresa va a recibir pagos de $1,000.- a partir del 5° afio durante 10 aflos

¢Cuil es el valor presente de estos pagos, si la tasa de interés es del 6.5%?

n=10

fl
ES

R =1,000.- m
A=R(m‘@m)=R V" an)

1-(1.065)"°
A=1000(1.065)"| ———=——
00( ) [ 0.065

A =5588.044
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Ejemplo 2.- Una persona deposita $2,000.- cada mes durante 2 aflos . ;Cuanto habra

acumulado en 4 afios, si la tasa de interés es del 6% anual?
R = 2,000 mensuales n = 2 afios = 24 meses
m =2 afios =24 meses  m es el diferimiento

i=.06 (tasa anual)

por la triple igualdad

Q1+ im) = (1+i)

i"™m =+ )™= 1

o f"f’/lz =(1.06)"'2—1

’i il";’)’vlz = ‘0.00486755 que es la tasa efectiva por mes
i =0.00486755 (tasa mensual)

S =R 24/S:) =R (1+i )** S@
- S | ()M =1
S=R(1+i) [———i ]

4 _
S = 2000(1.00486755y* | (L00486755) —1
‘ .00486755

S =57,062.366
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2,10 Perpetuvidades

Existen operaciones en las que se estipula efectuar pagos en forma indefinida, formando

asi un tipo especia! de anualidades conocidas como perpetuidades y se denota por o,
Ejemplos de perpetuidades son la renta de un departamento, ¢l mantenimiento de una

Presa, etc.

por lo tanto

Qoo=V+ V7 Vi
aw=3v/

:
oo = fim(V+ Vi+ . + VY
aw=li_man

= ta('57)

ko ;

7

como O<V<1] ‘Iimvk=’0‘

Aw =

~f —

si la renta no es unitaria

ask
L

(46)
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Ejemplo 1.- Un edificio proporciona rentas anuales de $288,000.- si el mteres es del 7%.
- ¢En cuanto podria venderse el edificio? : .

‘Ra= 2ss,ooo.-

i=007
A=?
a=Ra _ 288000 _ o, 11428571

i 0.07 ‘ S
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CAPITULO 3
ANUALIDADES CRECIENTES Y DECRECIENTES
EN PROGRESION ARITMETICA Y GEOMETRICA

En ocasiones los pagos de una anualidad no son iguales va sea que crezcan (lo que es mas
comun) o disminuyan.

Anualidades Crecientes y Decrecientes en progresion aritmética

Las anualidades crecientes (decrecientes) en progresion aritmética son anualidades
crecientes (decrecientes) en las que Ja diferencia de un pago y el anterior es una constante

2 ‘3... ln-l (n

P 1
P P+Q P+2Q... P+Hn-2)Q P+(n-1)Q

Vamos a ver el valor presente de esta anualidad denotado por X.

X =PV + (P+Q)V? + (P+2Q)V? + ... + (PH(n-2)Q)V™! + (P+(n-1)Q)V*"

Si multiplicamos por (1+i ) los dos miembros de la ecuacion se tiene:

(1+i )X =P+ (P+Q)V + (P+2Q)V? + ... ~ (PH(n-2)Q)V"2 + (P+(n-1)Q)V"’

restando las dos ecuaciones anteriores:

(1+i )X= X =P +QV+QV3+... + QV™! _ (P+(n-1)Q)V*®

iX=P+QV-QVi+ .. +QV* _PV'_nQV*+QV" -
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iX=P_PVe+QV+QVi+. +QVla QV*-nQV*
X =P(1 - V%) +Qan-nQV®
1), o)
"", i

»

al valor presente de una anualidad en donde P =1y Q =1 se le denota como (1&)n

1

aaym = am + (17"—"1,——)

—nV"
. ar”

ok

:(la)—l" bl +a-| nV"

» (]a)‘] = _E._l.'_'l_

¥ al valor presente de una anualidad en donde P=n v Q =-1 se le denota por (DQ)i
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—ni"
(DAY =n* AR —[QL"——]

H

@ay =n(",."') [a -."V"J,

_ n—-ni’" ‘-a,-.,+"""
oam (——————i )
mapm - =43 )

Para calcular el monto (Y) de las anualidades crecientes (decrecientes) en progresion
aritmética, se puede hacer un desarrolio analogo al que se hizo para encontrar el valor
presente o se puede usar la ecuacion del valor presente va obtenida y multiplicarla por

i)y,
Y =X(1+i

Y=[Pa;,+Q(a"3_i"V H(M .

Y =pesm + Q(Sﬁ}—n), . : @
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Anualidades Crecientes y Decrecientes en progresion geométrica

Las anualidades crecientes (decrecientes) en progresion geométrica son anualidades
crecientes (decrecientes) en las que el cociente de un pago y el anterior es una constante o.

0 1 2 3... n-1 n
1 | | 1
— 1 T 1

1 « Q% e o™ am!

El valor presente de esta anualidad es:

X=V+aVi+a?V+ . +o"2yml 4 gtlyn !

X=V(1+aV +(@V) + . 4 @V + (@V))

o iteny) :

sia=1+r.

x'=fv(]1"-(1+r)"v'". J
: 1-(1+n)/(+1)

xﬁ\;( 1-(+r)"1" 1) '
o\ 1=+ +0)
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X= (1 (l+r)"l’")
(+)=(+7)

¥ (14(1+r)fxf"J ©)

i-r

E)] monto de una anualidad creciente ¢ decreciente en progresion geomeétrica es:

M= X(1+i )"= (MJ(]-H »

i-r
M= (ﬂmﬂ:ﬂ_) ‘ )
. : r=r

Ejemplo 1.- Una persona ahorra en el banco $1,000.- en el 1 mes, $1,500.- en el 2>° R
2,000 en el 37, etc, asi durante 2 afios (Cuanto tendra al final de los dos afios si la tasa de
interés es del 6% anual convertible mensualmente? .

En este caso los pagos crecen a una razon de $500.

utilizando la ecuacion (4)
—pesin+Q (SrT}- n)

donde P=1000 n=2(12)=24 i=.06/i2=0.005

5,0 = [QL005)* -1
2 0.005

524 =25.4320
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24N -
Y = 500°S;3 +1ooo—’-—
Y300 2 (ooos)‘

25.432-24
5 25 + 1000 ESucmad
»Y 00( 432) ( 5303 )

Y = 12716 + 286400
Y =299,116

Ejemplo 2.- El Sefior Martinez obtiene un préstamo y se compromete a pagar $1000 un
semestre, $2000 en el siguiente, v asi durante 5 afos ;Cudnto le prestaron si la tasa de

interés fue del 18% anual?
P = 1000 Q=1000 n = 5 afios = 10 semestres

i=0.18(anual) i?2=7 (semestral)
Primero cambiaremos las tasa de interés anual por una equivalente semestral
A+i®nP =01+

i%y2=(1+i)"* -1

in=(118)""-
i ¥72=0.0863

Usando 1a ecuacion (1)
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seran-oface’)

i

i (1-(1.0863)
A= 1_(.__)._
, 0.0863
a3=6.5235
- 6.5235-101"°
X = 1000(6.5235) + 1000 | =2=0 =27 )
100235y tooo (SFECLNT)

6.5235-10(1.0863)"°Y
e 00863

X = 6523.5 +1000(24.9513).

X =31,474.80

Ejemﬁlo 3.- Calcular el valor presente de una anualidad que consiste en 30 pagos anuales
en donde el k-ésimo pago es de k- pesos, si la tasa de interés es del 5% anual.

TUX =V 32V e 429V 307V
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X1V SV 30007

_;fi’xm. - I; Zm 1) V*

Snrcstamos k

L s & 210k

X(+i)-x=1+ 2k + DV Z" Ve 2 30w
p k=]

29 o
X(14i)=X =1+ DIk +D? =E2W* _3yn
=t '

Xi=1+Z[k +2k+1-k ]V‘ 305V

k=1

Xi=1+ Z[2k+1]V — 302V
k=1

e —
es una anualidad creciente en progresion aritmética
(conP=3, Q=2y n=29)

Xi=1 +Paﬁ\+Q(—7——-—a"_.”V ] ~30°V¥

{
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_ 1-(.o5)™

a
2 0.0s

asm=15.141

Gt *
X(0.05)= 1 + 3(15.141) +2(—————’5"‘" 0235‘"05) J - 30°(1.05)®

X(0.05)=1+45.423 + 323.822 + 208.240

_ 578485
005

X =11,569.70

Ejemplo 4.- Calcular el valor presente de una anualidad creciente en progresion geométrica
cuyos pagos anuales son: el primero de $300 ¢! segundo de $306, el tercero de $312.12, asi
hasta completar 10 pagos con una tasa de interés del 6%.

usando la ecuacion (5)

para calcular o dividimos el segundo pago entre el primero.

a=32 02
300

V =(1.06)" = 0.9434
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.- 0'9434(1 -[(1.02)(0.9434)]'"J 300
o L 1=(1.02)0.9434)

X =2394.95
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CONCLUSIONES

Como se vio en el presente trabajo el desarrolio matematico de la tasa de interés aclara los
conceplos y proporciona una vision mas completa de las matematicas financieras y facilita
una mejor comprension.

Se demostro la triple igualdad donde se ven las tasas efectivas, nominales v la tasa
instantinea de interés, con la triple igualdad podemos calcular cualquiera de las tasas
mencionadas.

En la quintuple igualdad se relacionan las tasas efectivas, nominales instantaneas de
interés, con las tasas efectivas, nominales e instantineas de descuento. Se demostré que la
tasa instantinea de interés es igual que la tasa instantanea de descuento.

También se analiz6 la ecuacion de valor que es uno de los conceptos mas importantes en
las Matematicas Financieras, va que casi cualquier problema de Matematicas Financieras se
resuelve planteando una ecuacion de valor.

Para calcular la tasa de interés se presentaron algunas de las formas mas importantes
presentando por ejemplo la interpolacion en su forma grafica para hacer mas claro este
concepto.

Otro punto importante, fué analizar el algoritmo para calcular la tasa de interés por
medio de aproximaciones sucesivas, demostrandose que solo es aplicable al valor presente,
pero no asi para el monto.

Se vieron las anualidades, su clasificacion ,la principal clasificacion que es la de
anualidades ciertas y contingenies. Para nuestro estudio sdlo se vieron las anualidades

cienas.

Dentro de las anualidades ciertas se vieron vencidas, anticipadas, diferidas perpetuidades,
crecientes v decrecientes en progresion aritmética y geométrica.

Por altimo se proporcionaron algunos ejemplos practicos para ilustrar la teoria.
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