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Introduccion

El trabajo que se desarrolla en esta tesis, ( cuyo tltulo eé “ Orientaciones en grificas y
) 'ent.amones en ciertas clases de grificas

nmicleos”), consta de algunos resultados re]ac:onad o
de modo que impliquen la exmtencla de nucleo -
ld por John Von Neumann y Morgen-

Behauwr " [14], donde introducen dicho

El concepto de niicleo de una dlgraﬁca fue in
stern(1944), en el libro, Theory of Games and ‘Ec

conceplo en la teona de Juegos como solucn dreas en las que se aplica dicho concepto

- St i Py .o
son fisica, ingenierfa, qulmlca y genetlca Algun aciones se verdn en la seccién Resultados

clementales, ‘ : o

Entre los trabajos realizkadosksqbre lé} gﬁgigtéhci: d vr%micleo, podemos citar a los investigadores
franceses C. Berge, P. Dubchet, H.Meyniel y'FV, Maﬂ"r_ayy mexicanos V., Neumann-Lara y Hortensia
Galeana Sénéhez, el propdsito de éhé;inVestigaﬁionés ,e>s encontrar las propiedades estructurales de

las digrificas conocidas como nicleo pefféctaé, es decir, aquellas en las que todas sus subdigraficas
inducidas ( incluida la misma digrdfica) tienen micleo. Del trabajo realizado por Von Neumann y
Morgeustern se obtuvo el primer resultado importante de la Teoria de Nicleos: Toda digrifica sin
ciclos dirigidos es niicleo perfecta y su miicleo es iinico [18]. Sabemos que las digréficas sin ciclos
dirigidos de longitud impar tiene niicleo, dicho resultado fué probado por Richardson en 1953 [1],
por lo que podemos hacernos esta pregunta ;Las digrificas con ciclos dirigidos de longitud impar
tienen niicleo?, no necesariamente.

Duchet generalizé la existencia de nicleos en digraficas con ciclos dirigidos de longitud impar, la
cual dicc:““’Si cada ciclo dirigido de longitud impar tienec al menos dos cuerdas simétricas,

. cntoncg:’é_ la digrdfica es nicleo perfecta”, otras condiciones para dichos ciclos dirigidos son:

. '(Dliche't,,‘ Meyniel [8]) Si cada ciclo dirigido de longitud impar tiene dos cuerdas cruzadas,

centonces la digrdfica es niicleo perfecta.

= (Neumann-Lara, Galeana-Sanchez [8]) Si cada ciclo dirigido impar tiene dos polos consecutivos,

entonces la digrifica es micleo perfecta.
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En 1976 H. Meyniel conjet.inré.. “Sea D una digréfica. Si todo ciclo dirigido de longitud impar
de D tiene dos cuerdas; ‘entonces D _es una digrifica con nicleo”. Para las digréficas en general,
ldo ‘de longitud impar tiene dos cuerdas no es suficiente para

la condicidn de que cada cxclo dll‘
que posean nucleo, ‘el contraejemplo lo mostré Galeana-Sdnchez [11], el cual lo analizaremos en el

ap(_ndnce A : E

En el concepto de nucleo y dlgraﬁcas niicleo perfecta, la orientacién de una grifica juega un papel
nuy importante. A una graﬁca G le podemos asociar de manera natural una digrifica D obtenida a
partir de G, omentando cada arista de G en al menos una de las direcciones, una digrafica obtenida
asf la vamos a llamar una orientacién de G, entre las orientaciones que se van a tratar a lo largo
de este trabajo estan las orientaciones admisibles, llamadas también normales, las M-admisibles o
M-orientaciones. Si cada orientacién admisible (respectivamente M-admisible) de una gréfica tiene
micleo, ériton_ces reciben . el nombre de gréficas solubles (respectivamente M-solubles); las grificas
solubles suelen llamatlas niicleo solubles y las graificas M- solubles, niicleo-M-solubles.

La 1mportanc1a de la solubilidad, la podemos ilustrar con la conjetura de Berge y Duchet, la cual
hace un enlace entre nucleo y grificas perfectas. Una grifica G es perfecta si el nimero cromadtico de
'cada subdlgraﬁca H de G es igual al ndimero de clan de H, entre ellas estan las graficas completas

nc1onamos Toda grifica perfecta es soluble.
lacnonado con graﬁcas perfectas, M-solubles y niicleo es mas débil que la conje-

: Dl »b,]etlvo'de este trabajo es oricntar las grdficas de paridad, de lineas, y algunas operaciones,
e k(.omo es ‘la duplicacién de un vértice y la suma de grificas, tal que cumplan ciertas condiciones los
ciclos de longitud impar, de modo que impliquen la existencia de miicleo.

En el capitulo 1, se estudian las orientaciones M-admisibles de una grifica de paridad y la
estructura que deben de tener los ciclos dirigidos de longitud impar en dichas orientaciones, es
decir,“ si orientamos a una grdfica de paridad, de tal manera que cada ciclo dirigido de
longitud tres tenga dos flechas simétricas, entonces se afirma que cada ciclo de longitud
impar tiene dos polos consecutivos o dos cuerdas cruzadas triangulares ", al final del
capitulo se prueba la conjetura de Meyniel (0.2), para las graficas de paridad, se concluird que las

gréficas de paridad son M-solubles.
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-En el capitulo 2, vamos a demostrar la relacién que guardan las gréficas de lineas, las orientaciones

-admisibles,"los ciclos dirigidos de longitud impar y el concepto de digrafica niicleo perfecta, dicha

rél-acién"la anunciamos a continuacién, “Sea H una grdfica y L(H) su graifica de lineas. Una

»Qriéﬁtacién D de L{H) es nicleo perfecta, si sélo si, D es una orientacién admisible y

B ;todb_, ciclo dirigido de longitud impar tiene una cuerda”{14].

Y finalmente en el capitulo 3, consideramos algunas operaciones de graficas con respecto a las

- orientaciones admisibles y M-admisibles, una de ellas es la suma, se demostrardn dos resultados de

dicha operacién, el primero ¢ la suma de dos gréificas M-solubles es M-soluble » y el segundo

- % si la suma de dos grdficas subyacentes de digrificas niicleo perfectas, le damos una

orientacién M-admisible, entonces la suma es micleo perfecta . Otra operacién es la
duplicacién de un vértice en una grifica, la cual puede ser no adyacente o adyacente el teorema que
vamos a plantear con respecto a la duplicacidn no adyacente es: “ La duplicacién no adyacente de
una graifica soluble es soluble », ¢l cual fue probado por E. Boros y V. Gurvich [8], usando teorfa
de juegos. Y el resultado relacionado con duplicacién adyacente es mads débil, el cual anunciamos
en el siguiente teorema: “ si la duplicacién adyacente de una gréfica soluble, le damos la

orientacién admisible, entonces dicha digrdfica tiene nicleo ”.






Resultados elementales

FEn esta seccidn definimos los conceptos de teoria de las graficas y teoria de niicleos que vamos a

utilizar en este trabajo.

0.1. Definiciones Basicas

Definicién No. 0.1. Una grdfica G consta de un conjunto finito no vacio de objetos llamados
vérlices o puntos, el cual se denota por V(G), junto con un conjunlo de pares no ordenados de
distintos elementos de G llamados aristas, el cual se denota por A(G).

Si u y v son vértices de una graﬁca G y a= (u,v) € A(G) diremos que u y v son extremos de a
y que wy v'son adyacentes. Dos anstas son adyacentes si tienen un extremo en comiin. Una arista

mcnde en un vertlce u, 81 ‘u es. uno ‘dé i sus’ extremos.

es ady Jacent a

Sl el camino empieza en u'y termma en v, lo llamamos un uv — camino.

Deﬁnluén N 0.4.:Un paseq»P, es un camino en el que no se repiten aristas.

Deﬁnici(m’N -0.5. Un‘a.trayectoria T es un camino en el que no se repiten vértices.

Notcmos que una. trayectona es un paseo, pero un paseo no es necesariamente una trayectoria,

ver ﬁgura. 1

Deﬁnicién No. 0.6. Un camino cerrado es un camino que empieza y lermina en el mismo vértice.

v
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Definicién No.ﬁ‘AO.‘?. de:,ylc'n:l“gikl‘v.;d de un "cv'ar‘nir_zo C, la denotamos por £(C), es el nimero de aristas

que contiene.’

) de C,; determina dos ciclos teniendo a e como arista, los cuales son:

,zi—vll 2:l) »

|6n No 0.10. Sea C un ciclo de G una cuerda e de C se llama triangular, si el ciclo

do por.e, C. es de longitud tres en G.

"“solo'si los “t)’érﬁéés {z,z,y,t} estan en ese orden en el ciclo C en G.

& hcﬁplq!on No 0.12. Una grdfica H es una subgrdfica de G si se cumple que: V(H) C V(G) v

A(G).

e Definicién No. 0.13. Una grdfica H es una subgrdfica inducida de G, si V(H) C V(G) y
(u,v) € A(H) si y sdlo si (u,v) € A(G).

Definicién No. 0.14. Una grdfica G es coneza si para todo {u, v} C V(G) eriste un uv — camino.

Definicién No. 0.15. Las componentes conezas de una grdfica G son las subgrdficas de G mdzimas
con la propiedad de ser conezas, donde w(G) denota el nidmero de componentes conezxas de G.

Definicién No. 0.16. Si en una grdfica G todo par de vértices es adyacente, entonces decimos que

G es completa, la cual la denotamos por Ky, donde p es el nimero de vértices de G.
Definicién No. 0.17. Un clan de G es una subgrdfica completa de G.

" Definicién No. 0.18. Una grdfica G es bipartita si eziste una biparticion Vi, Va de V(G) tal que

toda arista de G tiene un extremo en V; y otro en Va.

Definicién No. 0.19. A cada grdfica G le podemos asociar una nueva grdfica, llamada grdfica de

lineas, denotada por L(G), tal que:



. V(L(G))_A(G) i f :

DI’I‘INICIONES BASICAS

mowes arl_/acente aven L(G), st sélo st, u es adyacente a v en G como ansta

; Deﬁmclén No 0. 20.

AlgunOs eJcmplos de los conceptos anteriores los podemos encontrar en la figura 1

Grafica G
a b
P S
£
[ d

Grafica de lineas L(G)

V(G)={ab,cd.ef}
{Cabl(b.d)} e AG)

b es advacente af
(c.d)es adyacente a(d))
(b,d)inddeend
N(d)={b.c.ef}
C=(abd,gbd)
P=(ab.cdfb,d)
T=(absf,d)

cido ¢,=(ab,cde.a)
Una cuerda h=(.d)de c,.
C, =(b.c.d)

La cuerda e es triangular.
L(cF5
Spfe)2

VILGIFA(G)

(a,b) es adyacente a (b,d) en L(G),
si sélo si,

(a,b) es adyacente a (b,d) en G,
como arista.

2 (c,d)

Figura 1:

VIl

Una digrdfica D consiste en un conjunto finito, no vacio, de objetos llamados

vérlices, denolados por V(D), junto con una coleccién de pares ordenados de distintos elementos de

: .V(D), Ilamad ﬂ cha

vSlf

(arzstas dtngadas), denotados por F(D).

(u v) € F(D), entoncgs se dice que u es adyacente a v 6 f incide en v.
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Dchmcmn No. 0.21, EI mgmdo (gmdo mtenor) de un vértice v en D, denotado por 8p(v), es el
numem de vértices’ adJacentes acia v, es dectr, el nimero de flechas que llegan a v.

(grado exterior) de un vértice v en D, denotado por 6%(v), es el
esde v, 'es decir, el ndmero de flechas que salen de v,

: de q_h,vértice v en D, denotado por 85p(v), es la suma del exgrado

03 1 ‘uecmos ezteﬁores de un vértice z es el conjunto
Chnoae R P*(z)—{yGV(D)I(z v € F(D))
_' Deﬁmcnén No. 0.25 Los vecinos mtertores de un vértice z es el conjunto
T (@) = {y e V(D) | (v,2) € F(D))
',ljéﬁniciéu No. 0.26. Una digrdfica H es Qubdigra'ﬁca de D, si V(H) C V(D) y F(H) C F(D).

" Definicién No. 0.27, Sea A C V (D), decimos que H es una subdigrdfica inducida por A, denotada
por D[A], si V(H) = A y (u,v) € F(H) si y sélo si (u,v) € F(D) con {u,v} C V(H)

Definicién No. 0.28, Una subdigrdfica H de D es generadora si V(H) = V(D).

Definicién No. 0.29. Un camino nb dirigido C = (zo,%1,...,2n) de D es una sucesién alternada
de vérlices y flechas tal que (i, zi+1) € F(D) o (zig1,2;) € F(D), con0<i<n—1.

Si € empieza en u y termina en” v decimos que_C es un uv — camino no dirigido.

Definicién No. 0. 30. nine zrzgzdo? (20,21, T3, .- .y &n) de D es una sucesidn alternada
e (ziiz '«(D),con0<z<n—-l

“de uertu:es Jﬂechas tal g

,:z:,, ) :c G,V(?) vy € V(?), conz = x;, Yy = zj i < j, enlonces

11‘1' th—y)

Deﬁmclén No. 0.32. Una trayectoria dirigida ? de D es un camino dirigido en el que no se

mpuen vériices.

Deﬁnici(’m No. 0.33. Un camino cerrado no dirigido en D es un camino no dirigido en el que el

primero y el dltimo vértice son iguales.



miﬁa cerrado dirigido en D es un camino dirigido en el que el primero

(6) Yy € V(a), con £ =.x;, y = zj, i < J, entonces

por m&uccién sobre la longitud del camino T en D. Sea l(?) =n
i_p‘dfdirigido es ? = (u,v), con {u,v} C V(D) y u # v, en tal caso

¢ 1+1121+2, ey Byim, j=2|':3j+h---:zn=v)

:"J)U(z] ' ? zn) - (301 ZLrye ey Tim1y i = T3, T 415004 zﬂ)v
1).<€(C) =n. Por hlpotesis de induccién ?1 contiene
" entonces T c

el Clldl es un u

‘o una uv l.ra ec

ado vdirigido de longitud impar en D contiene un ciclo dirigido

: 'De'mé\s‘_tracxp :
Sé'u\D una’dig y‘f_a un camino cerrado dirigido de longitud impar en D. Por demostrar que
dirigido de longitud impar.

6 cont.lene n c1c C
Lu dem st.ra,mon la hacemos por induccién sobre la longitud del camino Cen D. Sea 2(6) =n,
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Si 2(6) = 3, entonces el cammo cerrado dirigido es C= (%9, 21, T2, To), como 8(8) =3y Tes

cerrado, ent,onces a:o :;E ::1, Ty ,:;&-.z'o y zz # zo, por lo tanto 6 es un ciclo dirigido de longitud impar.

no cerrado dirigido de longitud impar menor que n y E" contiene
mpar ;

" zo) un camino cerrado dirigido de longitud impar, tal que 5(8) =n.
] on”l <i<2nyl< j< 2n, entonces T es un ciclo dirigido de

n érdida de generalidad i < j, es decir,
‘11:1'1 Tiglyeoey T = Ty Zj41,+-+3T2n, 1'0)-

; iz _,)‘U' (zj,a,zo) = (Z0,Z1, T2y .+ s Tie1, Td = Tj; Tj4l, - -+ 3 L2n,y T0)
un cummo cerrado dmgldo y 62 = (=, C,2i) = (24, Ti+1, Tig2y ..., Tj—1,&; = ;) un camino
(orrado dmgldo Como 1(3) ¢C) + 6(82) es impar, entonces sélo uno de los dos caminos
(lmgldos ya sea 6 S 82 es de longitud impar.

Supongamos sin pérdida de generalidad que 8(6‘) es impar. Como e(E'l ) < e(?;‘) = n, entonces

- por hipétesis de induccién _51 contiene un ciclo dirigido de longitud impar. Por otro lado sabemos

E que ‘31 C 6 entonces 6 contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Deﬁmcxén No. 0. 37. Sea —6 (z1,22,..., Zi, Tit1,.. ., &n, T1) un ciclo dirigido de D, llamamos
g una cuenda e de 8 ala flecha e = (zi,zm) € F(D) 6 e = (zm, ;) € F(D), donde {zi,zm} € V(-a),
‘m ;é i + 1

Deﬁmcnon No. 0.38. Sea C = (z1,Z2,...,Ti, Tig1,.. ., Tn, 1) un ciclo no dirigido de D, llamamos
‘tt_(:(x‘cuerda e de C ala arista e = (zi,zm) en D, donde {zi,zn} € V(C), i—1£ m#i+ 1.

Definicién No. 0.39. Sea C un ciclo no dirigido de D y {z,y} € V(C), al vértice z lo llamamos
polo de C si y sélo si x es extremo final de una flecha (v, z) en D, tal que (z,y) es una cuerda de
C.

Definicién No. 0.40. Se llaman polos consecutivos a los vértices {z,y} € V(C), que son eztremos
finales de dos cuerdas de C, tal que son vértices consecutivos en C.

Definicién No. 0.41. Sea C un ciclo no dirigido (respectivamente dirigido) en D y dos cuerdas
(x,%) ¥ (2,t) de C son cruzadas en C si y sdlo si los vértices {z,z,y,1} se encuentran en ese orden

en el ciclo C en D.

Definicién No. 0.42. Una digrdfica D es coneza si V {u,v} C V(D) eziste un uv — camino no

dirigido y por lo tanto un vu — camino no dirigido.
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Deﬁnici_cl;ink.-fl\_{ qudigr‘(fﬁca D es fuertemente coneza si V {u,v} C V(D) eziste un

uv.— camino,'d n.vu = camino dirigido.

Algunos ejemplos de los conceptos anteriores se encuentran en la figura 2

digrafica D V(D)= { a,b,c,d,ef}
{Cab)(de)}eF(D)

;——-—pb b es adyacente af
/.\ (a.e)indideene
c=(ab.decbd)

f C\‘ 2 c?=(bfdb)
T=(b,cd.e.a)
T2 =(abf,d)

e d Una cuerda(db) de ¢, es
unaflecha de D, entonoes
el vérdiceb espolo de ¢?

epby=2, 5,0b)=3
5°(b)= 5
Fe)={bd}LI(c)=

Figura 2:

Dcfi_uityﬁén?Nd.‘ 0.44. Una digrdfica D es completa si ¥V {u,v} C V(D), eziste (u,v) € F(D)
d (v,4) € F(D)..

Dcﬁmuén No .0.45. Un clan Q es una digrdfica, cuya grdfica subyacente es una grdfica completa.l
ljeﬁr'liciéil No. 0.46, Un'pozo de D es un vértice z, tal queV y € V(D)—{z}, existe (y,z) € F(D).
Definicién No. 0.47. Una flecha (u,v) € F(D) es simétrica, si (v,u) € F(D).

Definicién No. 0.48, Unaiﬁ‘evcha (u,v) € F(D) es asimélrica, si (v,u) ¢ F(D).

ca de D, denotada por Sim(D), es una subdigrdfica generadora

Definicién No. 0.49. La par imé
) F(Sim(D)) = {f € F(D) | f es una flecha simétrica de D}.

de D, tal que V(D) = V(S’i

Definicién No. 0.9,0. Lqpa nca de D, denotada por Asim(D), es una subdigrdfica genera-

dora D, tal que V(D

Definicién No. 0. a“_d;gr"qﬁé_a‘ D es simétrica, si (u,v) € F(D), entonces (v, u) € F(D).

las F(Asim(D)) = {f € F(D)| f es una flecha asimétrica de D}
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Deﬁnlclon No. 0 52. Una digrdfica D es asimétrica, si (u,v) € F(D), entonces (v,u) ¢ F(D).

Dchmcnén"No. ,0 53. Una digrdfica D se llama transitiva, si (u,v) € F(D) y (v,w) € F(D),
' entonces (u, w) [F F(D)

0.54, La componente fuertemente conezxa C de D es una subdigrdfica de D, , que

' l?eﬁmc 5m:No."
e uv — camino dirigido y vu — camino dirigido en C, mdxima con esta propiedad.

amos un ejemplo de una digrafica D transitiva y C; las componentes fuerte-
{1 2, 3,4}, notemos que dichas component.es fuertemente conexas son tran-

Digrafica D transitiva.

N
. \/

x3

Las componentes fuertemente conexas:

Cy: Cy: Cy Cq
%4 *2 o
g0 (o] o0
s % % "8
'
x4 %
Figura 3:

TESS CON |
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0.2. Nicleos

A continuacién vamos a definir conceptos generales de teoria de niicleos que necesitamos en este

trabajo.

':lr_)qfviili(’:i‘én No. 0;56.

“Sea 5N‘§ Vi(D),,Nbea un conjunto independiente si V {z,y} C N, z no es
adyacente’a y. v

Def_i:ni(::i..(.in. No

V(D), ‘N es un conjunto absorbente siVz € V(D)—~N3yeN
‘~.‘I.(il que (=, = .

Enla figura (4) estra algunos conjuntos independientes y absorbentes.

Xs ’q

Conjuntos indendiertes: I;={x}. con 1 ¢=i<=5 I[e={xy, x,},
L=ba g} Ig=be, x5}

Conjuntos absorbentes: A ={xq5.3¢ } AF{q.xe% Xy }

Figura 4: Digrafica D

. Notemos que en las digrdficas completas, completas simétricas y completas asimétricas los

conjuntos inpedendientes son de un sélo vértice.

Definicién.No. 0.58. Sea D una digrdfica, N C V(D) es un niicleo de D si N es independiente 'y
“absorbente.

Veamos un ejemplo, en la figura (5) se muestra un ciclo par, el cual tiene dos nticleos: N; =

{:1:1,:'2:3} Y Ng - {.’1:2,:!:4}.

TESIE TON
FALLA DE UsiGEN
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X4 *2
F Y "
Nicleos:
Ny={x,25}6
Np= {x3.%¢}
Nea—. y
X 3

Figura 5: Digrdfica D

Ademis no toda digréfica tiene micleo, un ejemplo son los ciclos de longitud 3, ver figura (6).

Xy

x3 2

Ciclo de longitud 3, el cual no tiene nideo

Figura 6: Digrafica D

Estudiaremos los teoremas de existencia y unicidad.

Ejemplo No. 0.1 (J. Von Neumann,O. Morgenstein,1944). Dado un conjunto de situaciones
X, n jugadores denotados por (1),(2),...(n) deben elegir un elemento = € X, para lo cual deben
establecer la preferencia de una situacion sobre las demds.
Como nos interesa una eleccién de grupo, entonces la preferencia individual no la vamos a
considerar. Por lo anterior es necesario introducir el concepto general de “preferencia eficaz”.
Para definir la preferencia eficaz, vamos a decir que entre los n jugadores existe un grupo de
personas que prefieren la situaciion “a”de la situacién “b”. Tomando en cuenta las situaciones y la

relacidn de preferencia eficaz, se puede construir una digrdfica D, donde

TE

SIS COW
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V(D) et
(D)= {(a b) | la situacién“b” la prefwren sobre !

La solucwn del problema se reduce a elegir un ele ne

Por ser N independiente, no ezisten ﬂechas e
_prefieren sobre otra situacién en N y si z € V(D) :
: slluacmn en N-que la prefieren sobre Ia sztuacwn z

Otro c_;emplo que podemos citar doqde se aplic

: vEJClll])]O No. 0 2 (Bases d‘ a
: mn]unla de proposzczones a,'

2) Nm_/un azioma se puede deductr a part;r de otm amoma

Digrafica D P, P,

Py Proposidiones

Axiomas

Figura 7:

Notemos que este ’pfoblema se puede representar por medio de una digrdfica D, donde
V(D) = conjunto de proposiciones y
F(D) ={(a,b) | si la proposicién “a” se puede deducir logicamente de la proposicién “b"}
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Por cou.'qtrucciiin la dx'gra’f ica D es tmnéitiva, es decir; i

i (a, by € F(D) v (b c) € F(D), entonces (a, c) E F(D)

; - deb 1mp1wa “b” : “b“ lmpltca a”, entonces ¢” impica “a”.

Como ibda ‘:graj.'ca lranszlwa tiene nucleo [1], entonces D tiene nicleo.

' chho nucleo N es el can]unto de aziomas.

- Por ser N: absarbente, se tiene el inciso (1).

- Porser N mdependtente, se tiene el inciso (2).

Por lo tanto el problema de encontrar una base de axiomas para una leoria se reduce a encontrar

un rmcleo del }llgy'dﬁcgi D

D(,hmuon No. 0.59. Sca N un conjunto. La funcidn caracteristica pon(z) de un conjunto N la

defmmos como.

1 siz €N
- ‘0 siz¢gN
A continuaci6 :

D = (V(D),F(D),

ma'—'yem(z)‘PN(y) V z c V(D)

awger+(z)s0~(y) = 0

: Demosl i'ac én:

=:>) SeaDun dig ﬁ’
: mltlsface q e

Yy N g V(D) el nlicleo“ dc;D. Pogkdémostrar que la funcidn caracteristica

‘Se’u'yNyb‘é:'V (]

cl=pn(z)=1- mdzyer+z)pn(y) =1-0=1.
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(2) Siz ¢ N, entonces pn{(z) =0, como N ee absorbente 3 y € N tal que, (.z',y) € F(D), por
lo tdnto Y € Tt(z), en consecuencm maryep-g.(,)ga,v(y) :

;-por;lo: té.nto rﬁazyep+(,)goN(y) , ‘por lo cual

{2 N es un con_]unto absorbente

Sea z € V(D) = N, por hipétesis saN(z) 1 - ma ver (,)tpN(y) 0, por lo tanto
1naa:yep+(,)<p/v(y) =1, por lo cual E] y e N tal que y eTH(z)

~dyeNtal que y € Tt(2)

', N es absorbente

Proposicién No. 0.2. “ Todé riticleo es un conjunto independiente mazimal y absorbente minimal.

Demostracion: R
Sea N C V(D) tal qu(. N e' nucleo de D.

(1) Por demostrar que N es un con_punto independiente maximal.

Suponemos que N no es mdependlente maximal, es decir, existe un conjunto I independiente
tal que N C I, dey»don_d_c Jz €1, tal que z ¢ N. Como N es absorbente, hay una N — flecha,
es decir, existe y € N, tal que (z,y) € F(D), pero como N C I, entonces {z,y} C I, lo cual
no es posible, ya que [ es independiente.

', N es independiente maximal.
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(2) Por demostrar ‘que N & absorbente minimal.
Suponernos que N.:no es absorbente minimal, es decir, exmte A C V(D) absorbente tal que
AC N, por lo tanto 3z € N tal que z ¢ A. Como A es absorbente, 3 A — flecha, con
ACN,es decu-, ER/ J ‘€ A, tal que (z,y) € F(D), llegamos a que N no es independiente, pues
Ay J} CNy Io cual es una cont.radlccmn

N es absorbéptg' minimﬁl. e

Teorema No. 0 3. Sea D urm dzgrdﬁca snnetr:ca

NC V(D) ‘es nicleo de D <> N es un conjunto

mdep«'u(henle mdzin
l)emosl.mciénz

=) Co'mokN és ﬁﬁcleb e"D, bér la i‘op ici}fm (0‘2) N es un conjunto independiente maximal.

<=) Sen N un conJunto ndependlente maxlmal Por demostrar N es un conjunto absorbente.

Sca N. C V(D) mdependlente maxxmal entonces V z € V(D) ~ N 3 Nz — flecha 6 3
E N flecha Si 3 N.’L‘ - ﬂecha y como D es una digréfica simétrica, entonces 3 x N — flecha,

.\POF lo cual '!‘.V’ps abgorbentg

', N es niicleo de D.

Lo que qunere decu' que toda .digrafica simétrica tiene niicleo.

Surge una pregunta ,,Cualquler conjunto independiente maximal de una digrifica es nicleo?,
esto es falso, un e_]emplo son los ciclos impares dirigidos, ver figura (8).

X4

x3

{x,} es un conjunto independiente méximal,
pero no es nicleo.

Figura 8:
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kLema No. 0 3 1. Sl D es, una dx_qraﬁca sin czclos dtng:doa, entonces D tiene al menos un
vértice de eagmdo cero ‘ :

Demost'racio‘n: :

ue V(?) es decu-,

("'Jl»"'ﬂ-l: :

HE posiblé, ya que por hipétesis D no tiene ciclos
dirigidos, 7 o

D tiene al‘me’nbs un vértice de exgrado cero.

Teorema N°;1_0'4"; Tég{a,digrl'dﬁcafD sin ciclos dirigidos tiene nicleo.

Demos'trrvz'lcidh::’ '
Sca D una'di 0s;'Po -.demostrar que D tiene niicleo.

entonces por el lema 0.3.1, existe al menos un vértice
85 (v) =0, definimos los siguientes conjuntos en D.

_ Aﬁi-r‘rié._ﬁ‘x',sv que Ny es un’conjinto independiente.
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Sea {u,v} C’ Np;' si"(a,v)‘é' ‘F(D); entonces 84 (u) > 0, lo cual nos conduce a una
contradiccién, puesto que V'u € Np, se cumple Sh(u) =0

. (u,%)  F(D)

2 entonces por: deﬁmcxon de So, tenemos que Y z € V(D) — No = So 3
i por lo’ tanto No es absorbente.

Nb es niicleo de D.

. _Si V(Dl) . z, como Dy € D, entonces D; no tiene ciclos dirigidos, formemos los
_siguientés conjuntos:
Ny ={z€ V(D)) | 6,(s) =0}
Sy={ze V(Dy) | 3 2Ny — flecha}
‘Aﬁrmamos que N1 U Ny es independiente.
o Sea Tz € Nl, por demostrar que A una 2Ny — flecha.
v Suponemos que 3 Ny — flecha, entonces z € So, por lo tanto z & D, lo cual no es
posnble, ya que N1 C Dy.
S AzN, = ﬂecha
. Sea z € No, por demostrar que ﬁ una ::Nl flecha.
Suponemos que TN, — — flecha, lo cual implica que 3% (x) > 0, lo cual no es posible,
ya que’V,a. € No'§h() "‘10. .
: SRR .3 zN; — flecha.

.. N1 U Np es independiente.

Nz = {-’5 € V(Dz) | 53,(1) =0}
Sa = {z G V(Dz) 13 zNa — flecha}
Sea. D;; = .Dz (N2U Sa).
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Continuando con este proceso y como D es finita, obtenemos para una n la digrifica
. Dpy1r=Dp — (N US,) = @, ver figura (9)

Dz Dy — NSy

~ = Digrafica D
D1 =D a—(N 2 wS
p n-1 A n-2— (Np.2 n-2)

D = Dp.y =Ny g © S q)

~— A
~""
Dy=D—(No U Sg)

El conjunto UM, N; es independiente

Figura 9: Digrdfica D

Afirmamos que U;—o Nj es independiente.
*Sea {z,y} C Ujzo Nj-
', o Por deﬁmcnou dc N., con 0 < i < n, cada N; es independiente.

erdlda de generalidad 7 < j, por demostrar que no
'lecha en D.

’ﬁa,_para algiin 4, con 0 < i < n — 1, entonces
=D; = (N: US;) C D, entonces z ¢ Dj, lo

lecha, parayeN. y0<a<n—1

U;-—o Nj es mdependlente

. Aﬁrmamos ‘que-UJ;. (,‘NJ es absorbente.

TESIS CON
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Sea. T'E V(D) U
Por construccnén de las N_,, ze S;.para algin 0 < j < n y por definicién de las Sj,

exnstc ..":NJ = flecha en D.

#.Uj=¢ Nn es niicleo de D.

Aliora introducimos un nuevo concepto, seminucleo de una digrafica.

(\ﬁuiciéif' No 0”60>,:Se¢'1 D una digrdfica, S C V(D). S es un seminiicleo de D si y sdlo si:

S es mdependtente

2.- Si3 (s z) e F(D) con s€S g J z € V(D) — S, entonces existe una S — flecha enkD;‘ ‘

Veamos - un e_]emplo, figura (10), sea D una digrdfica, con V(D) = {z1,z ' 55;_".‘-:4,‘:5}' Y
(D) = {(z1,25), (z2, 21), (22, T3}, (24, 22), (25, 24)}. . -
El conjunto S = {z3,z4) es independiente y cumple que si 3 Sz — ﬂech en

@S — [lecha en D, por lo tanto S es seminiicleo en D. :
Surge la pregunta ;Todo niicleo es seminiicleo?, esto es claro, ya que po se nucleo es mdepen-
diente y ademds V z € V(D) — S, 3 una S — flecha. PSR
Inversamente ;Todo seminiicleo es niicleo?, esto es falso, en la ﬁgura (1 ),, el seminiicleo es el

conjunto § = {23, z4}, notamos que no existe la flecha (1, z;), con 'j ='{3,4)}, es decir, S no es

, entonces existe

absorbente, por lo que S no es niicleo.

.,

% x4

El seminddeo es: @

Figura 10: Digréfica D

El siguiente lema relaciona los conceptos de miicleo y seminiicleo.

TES1S COV ”\
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Lema No._ 04 1 (1970 [lo]) * Sea D una d:graﬁca Si toda subdigrdfica inducida de D tiene

semnin ucleo it

entonces D lzene nucleo. e

: l)omostmcién

La deni bre ygl n'limerg de vértices de D. Sea |V(D)| = P

‘dos vert:ces aislados, por. lo tanto

vertlces fuem de] nucleo, entonces por vacuidad N es absorbente

caso (I)) F(D) (1.1, :Lg) 6 F(D) = (22,21}, por lo tanto el nucleo es N
respecmvament.e, puesto que un solo vértice es mdependlent'
V z€ V(D)= N,3z1N — flecha 6 zaN — flecha respectlva

‘ caso (r) F'(D) ={(z1,21), (22, 21)}, entonces el nucleo en c_ 0 es s6lo 'u’n.vért.ice, ya sea

21 6 za, en ambos casos es independiente y absorbent uesto que la flecha que existe es

snmetrlca

2).- Supongamos D es una. dlgraﬁca con |V(D’)| < p'y toda subdigrdfica inducida de D' tiene

sunmucleo# @, entonces D' tiene nicleo.

p.y-toda subdigrdfica inducida tiene seminiicleo # @.

{z € V(D) | 3 2So — flecha}

Sea I = V(D) — (S0 ur,,(s )

caso (3.a) Si V(H) f_—;'z, imp}lic'a"kqu' i So‘-eé niicleo de D.

caso (3.b) Si |[V(H)| > 0, por Hibbétesis de induccién H tiene niicleo. Sea No el micleo de H.
Afirmamos que Sp U Ng es niicleo de D. Como se ve en la figura (11).
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Sy es ¢l seminideo de D.
Ng es el semin(ideo de H.
S\ Np es niicleo de D.

“ Ve
VT

=V(D) - { Sgv T p(Sp }

Figura 11: Digrdfica D

1. NpUSp es independiente.
Tenemos que Ng y Sp son independientes, por ser niicleo de H y seminiicleo de D
urespectivamente, por construccién no existe la NoSy — flecha .
. Por demostrar: No existe SoNo — flecha. »

Suponemos que existe la SoNo—eréha como Sy es seminticleo, entonces 3 NoSy— flecha,
lo cual: no es posnble ya que por deﬁmcnon de H y de Np, no existe NoSo — flecha,
‘por lo tanto no existe SoNo - flecha

. Np U Sp es independiente.
2. _' No u So es absorbenl:e : ;
o Sea € V(D) (No USO), se’ ‘tiene dos casos: z € I';(So) 6 z € V(H) — Np. Por .

const.ruccxon, exlste una zSo - flecha en el primer caso y por ser Ny niicleo de H,

Lenemos :cNo - j’lecha en el segundo caso, por lo tanto 3 (NoU Sg) — flecha en D.

. Np U Sy es absorbente.
. D tiene micleo. g

Con lo anterior expuesto podemos demostrar ¢l Teorema de Richardson.

Teorema No. 0.5 (Richardson, 1953 [1]). Si D es una digrdfica sin ciclos dirigidos de longitud

impar, entonces D tiene nticleo.

Demostracién:
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Sea D una dlgraﬁca. sin cxclos dlngndos de longitud impar, usando el lema (0.4.1), es suficiente
most.mr qu toda. subdlgra a mducnda de D tiene seminticleo, # @, para asi poder concluir que D

t.lcne nucleo

ponente’fuertemente conexa termmal es decnr,
r, 3 una H.H,.H flecha con i. ;é J + 1, como
n cnclo lo cual no es posible, esto es por deﬁ

V,_H,"‘ :

' vomponente fuertemente conexa, con 1

finita, entonces en algun momento se form

componcnte fuertemente conexa, por lo tanto Ds siempre tiene al menos una componente fuertemente :
.- conexa terminal.

) Consideramos una componenté fuertemente conexa terminal v de D, como v C D, 7"50 _tléné -
ciclos de longitud impar. Existen 2 casos:

Caso (1) Si |y| = 1, entonces 7y consta de un vértice, por lo tanto dicho vértice es el seminticleo.

Caso (2) Si|y|> 1. )
Sea zg € X y S ,{z: e v | 3 zoz — camino dirigido de longitud par}, como zg € S, entonces

inticleo de D, figura (12).

;?l camino dmgldo de longitud par de zq a z;.

?2 camino dirigido de longitud par de z¢ a z».

7:no:tien éii:lés de longitud impar, por lo tanto ?3 es de longitud par. Por lo que

"obtenemosi un’camino cerrado:
- k(:x:o, ?1, :z:l) U (21, z2) U (z2, ?3, zo) de longitud impar,

ffel cual contne ie un ciclo dirigido de longitud impar, esto es una contradiccién, por lo

= tanto nb exlste z1z2 — flecha.

b) - Por demostrar que A zozy — flecha en +.
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Supongamos que existe zoz; — flecha, como {z;,z3} C S, entonces existen:
?1 camino dirigido de longitud par de z¢ a z;.

?2 camino dirigido de longitud par de zp a z2.

Cy Camino par

S esseminideo

C3 Camino par

xg ey S=fx ey | 3 xgx-canino de longitud par}

Figura 12: Digréfica D

Como v es una componente fuertemente conexa, entonces existe un camino ?4
dirigido de x; a zg, dicho camino puede ser de longitud par o impar, si ?4 es de
longitud impar, entonces se forma un camino cerrado:

(o, ?1, z1) U(z1, ?4, xo) de longitud impar,
el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar, esto no es posible, ya que v no
tiene ciclos de longitud impar, por lo tanto ?4 es de longitud par, por todo lo anterior
se forma un camino cerrado:

(:Uo, ?2, 2:2) U (:02, 21) U (1.‘1, ?4, zo) de longitud impar,
el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar, esto es una contradiccién, por lo
tanto no existe zq2; — flecha.

.". S es independiente
2. S cumple:.
v Si 3 (s,y) € F(v),con 8 € Sy y€ V(y) — S, entonces 3 yS — flecha en .

Supongamos que 3 (s,y) € F(y),cons€ S,y e V(y) - S.

Por demostrar que existe la yS — flecha.

™ TRSIS CON
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Por definicién de S, existe £os — camino dirigido de longitud par,comoy € V(7)—-S'y v
es fué;}erqente conexa, entonces existe un zoy — camino dirigido de longitud impar, como
¥ nb' tiene ciclos dirigidos de longitud impar y -y es una componente fuertemente conexa,
entonces existe un camino dirigido ? (¥, ¥1, 92, -, Y2n, o) de longitud impar, el cual

) contlene un camino dirigido ?" = (31, ',.z'o) de longitud par.

Por ser v una componente fuertemente conexa y no tener ciclo dirigido de longitud
impar, tenemos zoy1 — camino dmg:do de longltud par. Por definicién de S, el vértice
y) € S, por lo tanto existe yy; — flecha, con y € V(D) Sywy€S.

¥g¥y-camino

par C"” Camino par

- R J
' C' Camino impar ‘o Y4ES

Xgy-camino
impar

*gS-camino par

C = (Y¥q¥z . .. -+ Yo, %) camino dingido de longitud impar.
C" = (v4.C'.xg) camino dirigido de longitud par.
Xg¥y-camino didgido de longlud par, entoncesy, € S

Figura 13: Digrdfica D

*. S es seminiicleo de .

Para los casos 1'y 2, obtenemds un seminicleo # & de 7.
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Como D i]d'tiexle'cfclos dirigidos de longitud impar y cada subdigrdfica inducida esta contenida

en Dy entonces cada subdlgraﬁca inducida de D, no tiene ciclos dirigidos de longitud impar.
“Para cada subdlgraﬁca inducida de D, tomar una componente fuertemente conexa terminal y

realizar lo’ mismo, es decir, encontrar un seminiicleo de dicha subdigrifica, por lo tanto toda
"subdlgmf‘ca inducida de D tiene seminiicleo, entonces por el lema (0.4.1) D tiene nicleo. u

Decfinicién No. 0.61." Una digrdfica D es ndcleo perfecta (R- digrdfica) si D y todas sus subdigrdfi-
cas zuducxdm twnen nucleo

Comola proplcda.d de no tcncr ciclos dirigidos de longitud impar, se conserva para las subdigrafi-
r l teorema. (0 5), algunas clases de digrdficas R-digrdficas son:

cas inducidas y.p

‘De’ﬁm( 6n No. 0 62. Una digrdfica D es nicleo imperfecta critica (R~ - digrdfica) si D no liene
muleo J lodas sus subd:gr dficas inductdas propias tienen nicleo.

meos un eJemplo en la figura (14), en el cual se muestra un ciclo dirigido de longitud tres.

Subdigraficas induddas propias

Xy Con 1 vériices: *, g x5
® [ J [ J
Con 2 vérlices: x, O P
2 o e

3 *2
x3 Or—e—p® %,

No tiene nideo Einidec es: @

Figura 14: Digréifica micleo imperfecta critica

Decfinicién No. 0.63. Sea G una grdfica. Una n— coloracion de G, es asignar colores a los vértices
de GG, usando a lo mds n colores.
Definicién No. 0.64. Una n — coloracion propia de una grdfica G, es una n-coloracidn, tal que

vértices adyacentes tienen asignado distinto color.

TRSES COW
PALLA DE ORIGEN
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Doﬁmuon No. 0 Go. E'l niimero cmmat:co de G es‘el mzmmo numem n, tal que tenga unau -
) —-colm amon propza ‘es deczr, es el mmzma_de colores nece. anoa para colorear todos los vértices de-

G, de’ Ial forma que (-ualesqmera dos uértzces‘ad‘jacentesktengan 031gnado distinto color, se denota
como y (G) ; i

Es una3-coloracidén Es una5-coloradén propia Es una 3-coloracién propia

Figura 15:

En nuestro ejemplo x(G) = 3, pues con 2 colores no podemos dar una coloracién propia. En
general un ciclo impar tiene ¥(G) = 3 y G contiene ciclos de longitud impar.
_Las gréficas pérfectas fueron inventadas por. C. Berge en 1961, estas gréficas relacionan el mimero

cromadtico con el numero de clan.

Dehul(,ién No. 0 67
A (1/) = w(ll)

q graf&a Ges perfecta, si para cada subdigrdfica inducida H se tiene

Algun'ls eJempl lc graficas perfectas son:

1: La graf‘cas completas;'pues toda subdigrdfica inducidas H es compicta y x(H) = n = w(H).

s;'ya que x(g) =2y w(G)=2.
8.:"Sea G una grdfica, llamamos una orientacién de G, a la grdfica dirigida
os vértices de G y dos vértices en G son adyacentes, si sélo si, eziste al

ellos enr D.

‘ ‘z“mvgraﬁca subyacente de D.

TESIS CON
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Decfinicién No ‘0. 69. Una onentacsdn ‘D de una gréﬁca G se llama admisible, si cada clan Q de

D tiene nucleo (pozo) :

on la ﬁgur,‘a"(kllﬁ)‘,, dambs’ iu‘na orientacién admisible D de la gréfica G.

Grifica G Orientadbn D
X4 o] x4 *2
q <r.<’
x @ s X4 *
Clanes: x4
x4
% Qs et %o ¢ %
Q‘ ™Y %y e ] Q
Qs o—re L]
Q “ *
2 ® Q x3 x4 o
14 (e} Ly J
3 Q X
Q@ ® o g "
3 O—'—..
%4 ®4——0
Q, o x X4 % x3

Q o——re
Notacién: ® Es del pozo.

Figura 16:

Definicién No. 0.70. Una orientacidn se llama M-admisible, si cada ciclo dirigido de longitud tres
6 = (-’81,,22,‘1{3,‘.;’!{1)‘ tignp_al menos 2 flechas simétricas.

Veamos un ejemplo, figura (17).
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0.2. NUCLEOS

Grafica G

%y b

o} =
Ciclos de longifud tres:

c, Xy o"z

N

X3

Cym{x 2z %3¢}
Tiene 3 flechas simétricas.

Einidec es: @

XXXI

Una odentacién D
M - admisible

Xy
[ _~ammmmate

\JL
\

O
* X3

<

X4 C,
O

N

X Qg—-0 x3

Cy= iy, Xy e}
Tiene 2 flechas simétrioas.

Figura 17:

Definicién No. 0.71. Una grdfica G se llama soluble (respectivamente M-soluble), si cada orientacion
admisible (respectivamente orientacién M-admisible) tiene nicleo.
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Capitulo 1

Graficas de Paridad

Recordemos que una orientacién M-admisible, es aquella donde cada ciclo dirigido de longitud
tres ticne al menos dos cuerdas simétricas. Si cada orientacién M-admisible de una grifica tiene
niicleo, entonces dicha gréfica recibe el nombre de gréfica M-soluble. En este capitulo se estudian las
orientaciones M-admisibles de una grifica de paridad y la estructura que deben de tener los ciclos
“dirigidos de lonygitﬁd‘irﬂi)ér’féﬁ dichas orientaciones, para que las graficas de paridad tengan niicleo.

Vamos usar la deﬁnicién‘de gi‘éﬁca de paridad introducida por Burlet y Uhry [2].

El capitulo empieza con una condicién necesaria y suficiente para que una grifica sea de paridad,
dicha condicién es: - “ Todo ciclo de longitud impar mayor o igual que cinco en la grifica de
paridad tiene dos cuerdas cruzadas . Continuamos con orientaciones, si tenemos una grafica

".de paridad y la orientamos de tal manera que cada ciclo dirigido de longitud tres tenga dos flechas
simétricas, entonces podemos afirmar que cada ciclo de longitud impar tiene dos polos consecutivos
6 dos cuerdas cruzadas triangulares, lo anterior lo vamos a demostrar en el teorema 1.2. A partir
de esto podemos concluir que cada orientacién M-admisible de una grafica de paridad satisface la

siguiente condicién, “ Cada ciclo dirigido de longitud impar tiene dos polos consecutivos .

Como todos los ciclos de longitud impar mayor o igual que cinco en la grificas de paridad, tienen
dos cuefdas cruzadas, entonces las graficas de paridad son grdficas de Meyniel (grédficas en los que
cada ciclo de longitud impar tiene al menos dos diagonales), por otro lado sabemos que las grificas de

Meyniel son una clase de graficas perfectas, lo cual implica que las graficas de paridad son perfectas.

1




g v 7 ’ : CAPITULO 1. GRAFICAS DE PARIDAD

Por otro. l;vdo tomando en cuenta una condicién para las grdficas nicleo perfectas, dada por

. C‘aleand-Sanchez y V Neumann-Lara, la cual dice: “ Cada ciclo dirigido T de longitud impar

tiene doa polos consecutivos en 3 ”, se concluird que cada orientacién M-admisible de una

L gr'xﬁca de parldad tiene micleo, esto quiere decir, que las graficas de paridad son M-solubles, dicho

: rosultmlo cs un ca.qo particular de la conjetura de Meyniel [5], la cual dice: Toda grifica perfecta
cé M-solublc




3

R z,,_l, .z',.) una tmyectona,

;’zu 3-'|+1’ .o

; l’dm \‘!q eJc__m_plO d_c graﬁca de pandad, ver figura (1.1)
Gréfica G, de paridad

X2 X3
Q

X

*s X

Figura 1.1:

‘Las lraycc(.onas sin cuerdds (mlmmales) que ex1sten para cualquier par de vértices de la grafica
G ‘de nuestro eJemplo se descrlben a contmuaclon g

= Las trayectonas sm cuerdas m

a:., coh i ={2,3,4,5} son:

. ldb anstas (::1,.:,) con’i de lohgitud uno, es decir, de paridad impar.

"o De x; d.’Ca son

S0 (11, za) de pandad par

T o (21,2:5,23) de pandad par.

o (z,,zz,n) de- panda.d par.

o (.1:1,::5,::4) ‘de paridad par.

. Las trayectorlas sin cuerdas de zs a z;, con i = {1, 3, 4 5} son las anstas (zg,z.) las cuales

son de parldad impar.

TESIE CON
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1 R f , CAPfTULO I GRAFICAS DE PARIDAD

e Las eryectonas sin cuerda.s de zz a zi, s0ni= {1 2 4 5} son::

,y}‘,C V(G) son de la misma paridad, ver figura (1.2)

sin cuendas (m:mmales)

Gréfica, Gbipartita

Vl VZ
X o N

X2 Y2

o
X3 O ¥3

Biparticiones ¥, y V, de V(G).
Figura 1.2:

nota Né. 1.2. Las grdficas de paridad, no son necesariamente grdficas bipartitas, ver figura (1.1).

Observemos que en la figura que presentamos en el ejemplo de la gréifica de paridad (1.1) no
es bipartita, ya que tiene ciclos de longitud impar.

A continuacién vamos a ver una propiedad que existe entre las grificas de paridad y los ciclos
de longitud impar, la cual fue dada por (Olari y Sachs), dicha propiedad es necesaria y suficiente.

TESIS CON
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T(.oremn No. 1.1- (Olard y Sachs [2]). Una condicidn necesaria y suficiente para que
= (V(G) A(G)) sea una grdfica de paridad es:

Todo ciclo de longitud impar > 5 de G tiene 2 cuerdas cruzadas.
l)cl‘]‘;dstrll;:iéil:
‘Necesaria :
Sea G una grifica de paridad y C' un ciclo de longitud impar > 5 de G.
Por demostiar que C tiene dos cuerdas cruzadas.
La demostracxon ]a vamos hacer‘ por induccién sobre la longitud del ciclo impar C, £(C) = n.

-8 n= 5 sea v’C = (21, 22 iz ,xl) el ciclo i lmpa.r, como vemos en la figura (1.3).

uerdas cruzadas

clo C de z; a r3 son:

una grafica’ de paridad, entonces ambas no

sin cnerdas'son de paridad impar, entonces existe
da se forma un ciclo €' = (z1,x3, 24, 5, z1) de longitud par,

donde las :z:,:: = trayectomas 1nduc1das por C', con {z;,z;} C V(C') son de la misma paridad.

Para'zg: y ':1:4, ten os la t.rayectona Ty = (22, z3, z4) inducida por C de paridad par y la
trayectorla T-» = (Ez, :::1, z5, z4) de paridad impar, como G es una grafica de paridad, entonces

todas las z:21:4 — trayectorias sin cuerdas son de las misma paridad.

Si ]as' Tazy = ',traykectkorias sin cuerdas son de paridad impar, entonces en T debe existir la

cuerda .(zé, 1.4), por lo tanto las cuerdas (z1,z3) y (z2,%z4) son cruzadas. Si las
aaks fiqu'yéctarias sin cuerdas son de paridad par, entonces en T3 debe existir una cuerda
(1:1,2-4)0 (2:2,335). Si existe la cuerda (z2, z5), entonces las cuerdas (zy,z3) y (22, z5) son
‘uliaadas Si existe la cuerda (z1,z4), entonces se forma un ciclo C” = (zy, 2, z3, 4, 21) de

E longltud par, donde todas las z;x; —trayectorias inducidas por C”, con {z;, z;} C V(C") son
de'la’ mxsma. paridad. Por otro lado, para z2 y =5, tenemos la trayectoria T3 = (z3, £3, 24, Ts5)

o mducnda por C de paridad par y la trayectoria Ty = (z2, ), zs) inducida por C de paridad
' impar, como G es una grifica de paridad, entonces todas las z225 — trayectorias sin cuerdas

son de la misma paridad.
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Si las zz:z;'sf—’-"ktrayec'toriaa sin cuerdas son de paridad impar, entonces en Ty debe existir la
cuerda (:'r:'é‘,v:c;;), por lo tanto las cuerdas (x1,za) y (z2, 25), son cruzadas. Si las trayectorias sin
cuerdas de z2 a zg son de paridad par, entonces en T3 debe existir la cuerda (22, 24) 6 (za, =s5),

por lo tanto en ambos casos tenemos cuerdas cruzadas (z2,z4) y (1, %3) 6 (z3,zs) y (1, z4).

vt WO Y=5
Posibilidades del ciclo C, de G, una gréfica de paridad
xZ x2 XQ
X \ Q X3 X / D) X3 X X3
O. fs a o
g X x5 X x5 X

X2

X L p N 5 X3

xs X % ©x

Figura 1.3:

Si las z, 23 — trayectorias son de paridad par, entonces se hace andlogamente.

ll_il‘)étés.iéj‘d(';'»inrdl_xé:c‘ién'. ‘Sea’ G una gréfica de paridad, entonces todo ciclo C de longitud

i ixhpei}":'n'.'ﬁ,ﬁ,' fccn‘kn" < n'de G tiene dos cuerdas cruzadas.

Sea Guna ér:iﬁca de paridad y C = (£1,%2,Z3,...,Zn—-1,Zn) un ciclo de G de longitud n,

con n:jmpar.

- Por demostrar que C tienc dos cuerdas cruzadas.
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Conéidcramps T verl.lcm de C, se forman dos trayectona.s de z; a z3 inducidas por

C,las cuales son Ty = (21522, :c_;) de paridad pary T> = (3, :1:4, v ::,,, zl) de paridad impar.

. Lomo Ges una’ graﬁca de andad ‘entonces todas las zqz3 — traycctor:as sm cuerdas tienen

la misma parldad Ex:sten dos casos, que las trayectorias sin cuerdas de AR T3 son de paridad

par 6 las erycctonas sin cucrdp, de z; a x3 son de paridad impar.

Caso A~ Las irayc(: :

as sm cuerda.s de z; a z3 son de pandad aj onces la trayectoria

> mpar, entonces solo se puede dar uno de los siguientes casos,
que C'l es V'c‘iéf longity 1mpa.r’o Cyes de longltud impar.

Su‘popgaﬁlbs.‘qu_e Cz es de longitud impar > 3, lo cual implica que C} es de longitud
par, ver figura (1.4), poi’ hipdtesis de induccién C» tiene dos cuerdas f, g cruzadas, como

C: CC.
*, C tiene dos cuerdas cruzadas.

Si Z(Cg) = 3, notemos que para toda tra.yect.ona. de z; € Cy a a:, € C} inducida por
C son de la mlsma. parldad esto se debe a. que 01 es un mclo par )

Por otra parte la trayectorm ez GA’:Cl a zm e 02 con {z m} ;é {i8}yi#m

inducidas por. C.es:

T3 = (@i zit1

yla trd ’ ctori

7"4 es d‘e‘:long'it.u impar.
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IM(C)HI=6
Ciclo € de una grifica de paridad

T, de
longitud
impar

C,=(xj,xs,xsﬂ,...,xj_l,>j) de longitud impar > 1

Figura 1.4:

Supongamos que las trayectorias sin cuerdas de z; a z,, son de paridad par, entonces
en Ty debe tener una cuerda e = (zk, x,). Existen dos casos:

Caso (1): Si zx € V(T) NV(C2) ¥y zn € V(Ty) N V(C,), con zx # z; # Zn, ver
figura (1.5). Se forman dos cuerdas e; = (zj, %) ¥ ez = (%k, zn) cruzadas en C.
: ‘ ..-C tiene dos cuerdas cruzadas.
CV(T4) NV(Ci), con zx # Tj # T, como se muestra en la
uerda (zx,2n) se forma los ciclos:

2 T4 2n) U (Zn, 2k) = (T, Zaeg1) U (Zka1, Ty 20) U (20, 24)
(2}", 'C',’:tk) U (zl" z")

..Como C es de longitud impar, entonces uno de los dos ciclos C3 6 Cy es de longitud

impar.
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Caso (1): e,=(%.%). conxen Cy, %, en C,

','(i %41

s T
\ 3
\
\

. TN
C tiene 2 cuerdas Y
cruzadas It
.
:

xs-l;

Figura 1.5:

Supongamos sin perdlda de generalidad que Cs es de longitud impar, £(C3) > 3,
entonces por hlpotesxs de induccién Cs tiene dos cuerdas cruzadas {f,g}, como
Ca c C, por lo tanto {f, g} son cuerdas cruzadas en C.

: 3, entoncoﬁ el ciclo C4 es de longitud par, con la cuerda e; se forman
: ‘dos cnclos C-» de longltud 3y Cs = (zn,Cs,z,) U (2,,2;) U (zj,Ca,zn).

i Como C4 es de longitud par y C3 es de longitud impar, entonces Cs es de longitud
lmpar -Asf por hlpotesns de induccién Cs tiene dos cuerdas f, g, cruzadas.

., C tiene dos cuerdas cruzadas.

TISIS CON
FALLA DE ORIGEN




10 CAPITULO 1. GRAFICAS DE PARIDAD

Caso (2): e;=(%.%), con{x, %} enC,

Ciclo C, de longitud
Impar de una grifica de

X4 %

e - - - -

Figura 1.6:

Caso B.- . Las trayectorias sin cuerdas de z; a z3 son de paridad impar, en dicho caso se

procede analogament,e

Suﬁcicntc i .
v~ Sea G una graﬁca tal que todo ciclo de longitud impar > 5 en G tiene dos cuerdas cruzadas.
Por dcxnmtrar quc G es una gréfica de paridad.
Suponemos por contradiccién, que G no es una gréfica de paridad. Elegir G que sea minima
" con’ rm}pecto al niimero de vértices y que no sea de paridad. Por lo que existen {z,y} C V(G),
tnl que ex1st.a zy — trayectoria sin cuerda de paridad par y exista zy — trayectoria sin cuerda
de pand'\d‘u"npar, por la minimalidad de G ambas trayectorias no se intersectan, dichas trayec-

torias son:.< -
Ty = (z = zo,21,%2,%3,...,T2n-2, T2n—1, Fan = Y) de paridad par y
Te = (z = z0o,¥1, ¥2, - . .\ Vam—2, V2m—1,Y2m, Y2m+1 = Y = T2,,) de paridad impar.

TESIS CON
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CAPITULO 1. GRAFICAS DE PARIDAD, 1

3 entonces se forma un cnclo C =T UT; ! de longitud cinco, como
“e cuerdas cruzadas, lo cual no es posible, ya que
" por hlpot.esls todo c1clo de Iongltud klmpar de Iongltud > 5 tiene dos cuerdas cruzadas, por lo
tanto (T3) > 3. '
Como las trayectona.s Tl y /
existir en C son las que van de Ti € V(T1) ay; € V(T2), con z; # zo y y; # y, ver figura(1.7).

no,»tienen cuerdas, entonces las iinicas cuerdas que pueden

Grafica G no de p aridad
T' )S xj*l Ciclo C=T1U 12-1
. x2n-2
Xn-1
Xan™y

Trayedordas: ¥-1 Y T,
T ={ = } de longitud par
Tz={ — } delongitud impar >1

Figura 1.7:

A continuacién vemos los casos de las cuerdas que pueden existir:
Seaz; €Ty -

,‘esdecir, x); es un extremo de la cuerda.

Ghso (u): St

Subc'aso, (a.1)::Si 'exlste (2:1, yzm), entonces se forman dos z,y — trayectorzas

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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‘Obsérvamos‘ que dichas trayectorias no tienen cuerdas y se forma una ciclo
Clpy- = S2,, UT5! de longitud impar sin cuerdas cruzadas, lo cual es contradiccién,
sya cjue'por lupotesns todo ciclo impar > 5 tiene dos cuerdas cruzadas.

.. A la arista (z1,y2m) en G.

Subcaso (a 2) Si exlst.e (%1, Y2m—1), con esta arista se forman dos zyz,n_l—trayectorzaa

sin cuerdas

- T;m—l‘-— (x 1‘1, yzm-l) de longitud par y

. S2m—1 = (z,yl,yz. « -y Y2m-12, Y2m—1) de longitud impar

Estds dos trayect.onas sin cuerdas tienen longitud menor o igual que T} y 7% y con
ellas 'se. forma. el ciclo:

. C2 - (3, 21, y2m—l! Yom—-2yY2m =3, - - -1 Y2, yl»z)
de longitud impar sin cuerdas cruzadas y £(C2) < £€(C). lo cual no es posible, ya que
por hipéigeéis todo ciclo de longitud impar > 5 tiene cuerdas cruzadas.

.. # la arista (z1,y2m-1) en G.

En géneral, ver la figura (1.8), observemos que el indice j del vértice y; puede ser
par 6 impar.
Si existe la arista (z1,y;), con j = {2,4,6,...,2m — 2}, entonces se forman dos

1y — trayectorias sin cuerdas:
» S = (z1,%2,...,Z2n-1, T2n = y) de longitud impar y
o T5 = (21, Y51 Yj+1, - - -2 Y2m41 = y) de longitud par

Al menos una de las dos trayectorias sin cuerdas es de longitud menor que las que

teniamos por hipétesis, lo cual no es posible.
-, # 1a arista (z1,y;), con j = {2,4,6,...,2m} en G

Si existe la arista (z1,y;), con j = {3,5,7,...,2m — 1}, con esta arista se forman

dos zy; — trayectorias sin cuerdas:
o w T; = (z,z1,y;) de longitud par y

= .é'j“= (z,¥1, 92, - - ., ¥;) de longitud impar
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Grafica G no de paridad
i - -1
T, de longitud par X X4 CicloC=T,UT,
o—0 .

e . %02

Sqn de longitud
impar

t,nde longitud
= —par _

hd -
G de =~
longitud par

T, de *
longitud impar o—o0 -

Tenemos: X B‘j ~arista en G, con j =paroimpar

Figura 1.8:

Llegamos a que existen al menos alguna de las dos trayectorias sin cuerdas con

longitud menor que las que partimos desde el principio, lo cual es una contradiccién
$ la ansta (;:l,yj), con j = {3,5,7,...,2m—1} en G

El caso que nos falta es ]

la ansta (::1, 11), en este caso se forman dos ciclos, ver (figura(1.9)).

), el cual esta formado por 2 trayectorias sin cuerdas, una de
la cual es (z,z1,y1) de longitud dos, la otra de paridad impar, es

'alilsta. (z, v1), la cual es menor que T3, dicha trayectoria no afecta en
s nada Ias hlpotesxs del teorema.

g decnr, !

TESIS Cow
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Grifica G no de paridad

Existe: x, y,—artista en G X, X,
i j+1 T, de longitud par
o—o . . P
: . %2
$, de longitud Xn-1
impar

Xon=Y

Ciclo C={8S,Ut;! } delongitud par

Yam
t, de Yam-1
c e longiudimpar _ - -
T, de . .- -— e ':' . yzm-2
longitud impar 0—o0 Yom-3
i1 %
Ciclo (=%g.Xy.¥4.X) de longitud 3 Ciclo C=T,UT,™!
Figura 1.9:

2. C?=(z1,T2,- ) Tan=1,¥ Y2m+ Y2m—1,- - - » Y2, Y1, 1), €l cual esta formado por la

trayectoria.' (151 1 T2y 00, T2n—1y ] J} de longitud impar Yy {zll Y, Y2, -, ¥2m-1,Y2m, y)

~.de Iongntud impar, es decnr, el ciclo es par, por lo que dicho cnclo no afecta las
‘_hlpotes del teorema, por lo tanto puede existir la arista (z1,51) en G.

" .. la idnica arista que puede existir es: (z1, y1).

Caso k(b):;Si. =2, "es decir, un extremo de la cuerda es el vértice x5 y el otro extremo se

.+, yj) de longitud par y

(:z: :zl,:r:z,yj) de longitud impar.
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as dos trayectorias sin cuerdas tiene longitud menor que las que

'Leniampé_ al no es pomble, ya que por hipdStesis las trayectorias sin

cuerda Ty T2 'son de’ longxtud mlmma en G.

o $ la arista (z2,y;), con'j par en G.
-Este: caso lo |lustramos con’ la figura (1. 10)

Si exnste la’ conj. |mpar, se forrh n dos zay — trayeclorias sin cuerdas: -

) de longntud par. .

- -IJ = (321231 T2n

. SJ = ($21JnyJ+la

: y2m+1 = y) de longltud impar.

$ la arista (x2,y;), con j impar en G.
Gréfica G no de paridad

Ciclo C=T,U T,

. %on2

‘T4 de longitud j j+1
1 de longitud par X) XJ

Sam-1)9e ~-_
longitud impar

T, de Ya(m-1)

. . . o__o
longitud impar Yome3
%1 Y%

Tenemos: X, Vj —arista en G, conj =jmpar o par

Figura 1.10:

Al menos alguna de las dos trayectorias sin cuerdas tiene longitud menor que Ty 6 T3,

respectivamente en G, lo cual no es posible.

TESIS CON
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Existen 2 casos:

de longitud impar y.
"= y) de longitud par

: A s alguna de las dos trayectorias sin cuerda es de longitud menor que 7}
6Ty, r‘eébécti\?aiﬁent‘.e,‘ lo cual no es posible.
vfla aris‘ta (zi,yj), coni={3,5,...,2n—-3}y j = {2,4,6,...,2m} en G

Grafica G no de paridad

Con X impar
s Ciclo C=T,U T3

T, de longitud par

Tz de
longitud impar

%1 Y
Tenemos: )gyj —aiista en G, conj pary
)gvj_l ~arista en G, oonj par

Figura 1.11:

ii).- Sij={1,3,...,2m— 1}, con la arista (z;, y;j) se forman dos zy; — trayectorias sin

cuerdas:

TISS COF |
ALLA DE ORIGEN !
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ue: llogamos que al menos una de las dos trayectorias sin cuerda es de
longlt.u d.menor; ‘a Ty'6 T3, lo cual es una contradiccién.

alaarlsta(z.,y,) conz_.{35 22n-3}y j={1,3,5,7

w2m—1}en G
Caso® (d) ‘Si'i = {4,86,.

2n — 2}, es decir, tenemos la arista (z;,y;), con j par o impar, ver
figura (1. .\2) Dichos caso se hace andlogamente como el Caso(c).

Grafica G no de paiidad
Con X par
— -1
T,delongitudpar % %#1 Ciclo C=T,U T,
__——o

X ol Xon2

%n-1
A o =y

’ S; de longitud
impar

tj de longitud Sjs de longitud

. .

' impar
L8

A Y

T,de * .
longitud imp ar

-

L

.
~
’----------p-"

I

i Y«
Tenemos: X¥; —arista en G, oon_] pary
x.y_,ﬂ ~aista en G, con ] par

Figura 1.12:

Caso (e): Sii = 2n — 1, es decir, la arista (T21-1,¥;), con j par o impar, ver figura (1.13).
Exxst.en tres casos:

subcaso (cl) Si i = {2,4,...,2m — 2}, con la arista (Zzn-1,¥;) se forma dos
"."'2" Ly trayeqtorias sin cuerdas:
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- 1} (1'2n—hy11yj+h ,yzm,y) de Iongltud par.
. S = (:1:2,, 1,2:2'  "y) ‘de- longltud 1.

Con’ cet.o ]legamos a que la'l(S,) < l(Tg) y se forma un ciclo C¥ = S; UT;™! de
or que C-=Ty U Tz lo cual no es posible, ya que
ongltud impar > 5 tiene dos cuerdas cruzadas.
‘(xg,,_l,yj) con j={2,4,...,2m—2}.

- l}, con la arista (Zon— 1,y,) se forman dos trayec-

long:tud lmpar

) por hnpotmls to

subcaso (eé): Si

25 T2, -1 !IJ) de longitud par y
5 y‘,):d onglt.ud impar.

T’ de °
longitud impar

Tenemos! Xy, Y¥; ~arista en G, conj pary
Xpn.1¥;.} —arista en G, conj par

Figura 1.13:

-, # la arista (z2n-1,y;) con j = {1,3,...,2m— 1} en G.
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Solo el caso que nos falta es, Ia. arista: (:2,._1,;/2,,,) ver figura (1.14).

subcaso (e3) Sl exnste la. ansta (:c;n_l, yg,,,), se- forman dos ciclos:

« Cl= (z 1‘1.1‘2{ R zlu—lyyzmry?m—la B

y a:) de' lon{;itud p:_ir,' el cual no altera
la hipétesis del, t.eoremd y vl '

. O = (zg,,_l,xg,, =y, yzm,.‘tg : ) de longltud lmpar, es dccu', formado por dos

t.rayectorlas, una de longltud par {za
de de longn.ud 1;es decnr, la ari
" afectaa la hxpotesxs del teorema, est.o se debe a que la trayectorxa sin cuerdas de

paridad i impar T3 es mayor o igual que tres,
", la tinica cuerda que puede existir es (z2n—y, y2m) en G.
Grafica G no de paridad

Existe X _,Vz -flechaen G
n-itam % Xy T, de longitud par
. Xon-2

t, delongitud
par

%201

=Y
Cichc={t, Us, '}
Y2m
Yzm.
- - par -
T; de t T . Yagn-1)
longitud imp ar ) o—-0 - Y2m-3
% %
CicloC=T,UT," Ciclo (0,1 %=V Y2 Xzn.1) de longitud 3
Figura 1.14:

Por lo anterior, las iinicas cuerdas que puede tener el ciclo C de G, son de la forma (z1, y;)
¥ (®an—1,¥Y2m), las cuales no son cruzadas, esto no es posible, ya que todo ciclo de longitud

impar > 5 tiene dos cuerdas cruzadas, por lo tanto G es una grifica de paridad.

*. la condicién es necesaria y suficiente. B

TESIS Cop
FALLA DE ORIGEN |
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Y Ia orlentamos de tal mancra que c:nda ciclo dirigido de longitud tres tenga dos flechas simétricas
"(oneutacxon M- admlsxble), entonces podemos afirmar que cada ciclo C de longitud impar tiene
dos’ polos consccutlvos é dos cuerda.s triangulares cruzadas, lo anterior lo vamos a demostrar en el

: ylcorem.l. L. 2

’I’coroum No 1 2. .Sz D es una orienlacicn M-admisible de una grdfica G de paridad, entonces
) :_mdn c:clo C (le longztud k mpcu > 5 de D, tiene 2 polos conseculivos ¢ tiene 2 cuerdas triangulares

Hrru:mla ;

: Dcmoetrac

o : Sea G una graﬁca pandad D una orientacién M-admisible de G y C un ciclo de longitud
nnpar > ‘5 de D r demostrar que C tiene dos polos consecutivos é tiene dos cuerdas cruzadas

lrmngulareb

- Si f(C)=5,C

'72‘;‘71)251”!)‘
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‘Se fdrma U‘Itl"CiCl]vOA (z:’;,k T4, 25, 23) de longitud tres, como D es una orientacién M-admisb]e, o
énto'ribc;es";g:'dks‘tvé ]é}.‘ﬂecha.r (zs,z4) y la flecha (24, z3) en D, por lo tanto existen dos polos
consecutivos {z3, 4} en C.

Posibilidades de |las direcciones de las cuerdastf yg en D

Giifica G x Casoa: %z

Figura 1.15:

TESIS COW
FALLA DE ORIGEN |
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Ciclo |CF5 enD

*z

Figura 1.16;

i Sje"é_u_‘mplq el teorema para £(C) = 5.

- Sea D una oncntacmn M admnsnblc dc una graﬁca G de paridad y C un ciclo de longitud n > 5.
l’or demostrar que C‘ 1ene“ os polos consecuhvos o dos cuerdas cruzadas triangulares.

Supongamos q cnt;lo C = (zo, Z1,T2y ey Tiy Tigl, Tig2y- -3 T2n, o) de longi-

‘l.ud 1mpar mmlma.' ue no tiene dos polos consecutivos, ni dos cuerdas cruzadas

¢} - Si'C } cuerda triangular € y ninguna cuerda triangular de C es cruzada por otra
'cuer(la. s '

Caso (a): Si C no tiene cuerdas triangulares.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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"(z',:..'.l) en C dcnotemos ::, =z y z..H = _/, '.al que
Z(z,y, z..,.g,C z, 1,z), es de longitud lmpar mmlma, ver

Lleglmos ‘un cuerda‘c
el <:|clo mducxdo or e, C‘e
figura (l 17) i

Ciclo |C| > & de longltud impar de G,

3
o Cuerda® o o1V
X=X, (

\o Ciclo C, de longitud j)

i ni o)
X1 mparminima X3

Polos consecutivos X, X, =Y}, en C,

Figura 1.17:

Sean z’, i/ los vecinos de z y y respectivamente en Ce — {z,y}, es decir, £’ = z,1 ¥
¥ = miys en.C. Por la eleccién de C'y 5 < £(Ce) < £(C), tenemos dos subcasos:

-Ce tiene 2 polos consecutivos 6
- C. tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares.

subcaso (a.1) C. tiene 2 polos consecutivos.
Como V(C.) C V(C) y C no tiene polos consecutivos, entonces los vinicos polos

de C. son’los extremos de la cuerda e, es decir, {z,y}.

TESIY NN
FALLA Ul*. URiGEN
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Supongamos que (z,¥'):¢ A(G), entonces tenemos una trayectoria sin cuerdas
{z;y, y’}_ffdé'lon'gitgd.par.»y una trayectoria de ¥ a z inducida por C., la cual es:
T=(y = =ziya, z;+;,',". v, 2! = z,_1,2) de longitud impgr, ver figura(1.18).

Sino exste (X,X;,2) en A(G)

Ciclo ce Longitud par Xier=¥
minima @
-— - - -,
ret
. a=F b '
N JY =Xz
(o]

X'=Xg.q %43

Trayedosa T‘(‘phx‘;z-' T xs-l'x)
de longitud impar

Figura 1.18:

Como C. C Gy que G es una grifica de paridad, entonces todas i x —trayectorias
sin cuerdas son de la misma paridad, como supusimos que la trayectoria (x, y,3/) no
tiene cuerdas, entonces la trayectoria T' debe tener una cuerda e’, con dicha cuerda
se forman dos ciclos en C, como C es de longitud impar, entonces uno de los ciclos
formados por e’ es de longitud impar, el cual lo denotamos por Ce.s, dicho ciclo es
de longitud menor que C.; es decir, £(C./) < £(C.), csto nos conduce a una con-

tradiccidn, ){a que por hipétesis C, es de longitud impar minimo.

K ‘ “. . la cuerda (z, y') existe en G.
. Seaf:

ciclo ind

" Si C] tiene 2 polos consecutivos, como V(Cy) C V(C) y C no tiene polos consecu-

tivos, entonces los tinicos polos de Cy son {z,y/}, ver figura (1.19).

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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’ Con ésto llégéiho:é, ,c"lgve {z,y,;/ } son polos de C, {y, ¥’} son polos consecutivos en
.G, 1o cual rgo’gspésiblé,:yrav que C no tiene polos consccutivos,

.+ Cy no tiene polos consecutivos.

Si exdste (X,X;,2) en A(G).

Xoz
X1 f oj"ioz

Ce= 0 X K 0y .t .. .;c,.xi,,,xi,,), tiene

dos polos, {X,X;, 2}, consecutivos

Figura'1.19:

) Si‘uC, tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares, como C no tiene cuerdas cruzadas
triangulares, ademds Cy C C, entonces las iinicas cuerdas triangulares de C; son

ie= (k:t,‘y) y (z",¢'), donde =” es el vértice en Cy adyacente a z, con z” # ¥/, es decir,
2" =z, 41.en C, ver figura(1.20).

TESS COW
FALLA DE ORIGEN
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-.Porlo tanto z”.6 3 'son:polos en C:

1. Sly’&s :iiblo n'b, ':éntc;mces {y,¥'} son polos consecutivos en C, lo cual no es
posible, ya que por hipétesis C no tiene polos consecutivos, por lo tanto i no es

pdlo'én_C.

e Si::"v_":feqibbld‘ en C, entonces {z,z"} son polos consecutivos en C, lo cual es
imposible, ya que C no tiene polos consecutivos, por lo tanto 2/ no es polo en C.

Cg tene2 cuerdas, (XX, ) ¥ (¢, 1,%,.2), cruzadas triangulares .

1-Siy espoloen Gg. 2. Si X4 espolo en G
- - * - - ¢ ® - XI
. Ciclo Gy
e (\ Xor=Y xs+|(~ e \"_y
> o X - Xoz
% e Y f o
X=Xy . ] 2 X'=x . . o3
Tiene {), %,2} polos consecutivos Tiene {X.Xs,,'} polos consecufivos
en D en D,

Figura 1.20:

.. Cy no tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares.

Por lo que podemos concluir que C, no tiene polos consecutivos, es decir, este caso
no es posible.
subcaso (a.2): C. tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares.
Como C no tiene cuerdas cruzadas triangulares y ademas C. C C, entonces las
tinicas cuerdas triangulares de C. son: (z,y’) y (2, y), ver figura(1.21), en G.

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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e Sl x es polo en C, como C no tlene polos consecutlvos, entonces z’ no es polo en
.Cy ‘lo cua.l lmphca que existe (a:’,y) € (D) >

- Si y es polo en C, como C no"tién'é"polos cons:écutivos, entonces i no es polo en
C, lo cual implica que existe (y’,:z:)
En ambos casos obtenemos {z Yy
es posible (subcaso (a.l)) :
- Si z/ es polo en C, como C no tiene polos consecut.lvos, entonces z no es polo en
C, lo cual implica que exnste (z,y) € F(D) y (z,¥) € F(D), por lo tanto {y, y’} son
polos consecutivos en C To cual no es posible.

- Si 3 es poloen C, como C no tiene polos consecutivos, entonces y no es polo en’
C, lo cual |mp||ca que’ existe (y,z) € F(D) y (y,2') € F(D), por lo tanto {z :c’} son
polos consecutivos en C' lo cual no es posible.

'ti_\;os'én Ce., lo cual ya vimos que no

C, tiene (x.%,2) ¥ (%, 4 X5.1)

cuerdas cruzadas triangulares

Xie ™Y
3 / }’ .

O Xjo3

Xs.1
{x.%s 1} polos consecutivos en C,

Figura 1.21:

.*. Ce no ticne dos cuerdas cruzadas triangulares, es decir, este caso no es posible.

Caso (b): Si C tiene una cuerda triangular e, cruzada por otra cuerda f.
» Séka C ="(:zo, TUy T2,y . eoyTiy Tigly- o3 T2n—1,Tan, o), sin pérdida de generalidad sea
e = (zq, z3) € A(Q)y f = (z1,w) € A(G), como C no tiene cuerdas cruzadas triangulares,
\(él_‘ ﬁg;lfa (1.22), entonces z2q # w # 3, es decir, w € z; € V(C),con 4 <i<2n~1.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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- Con' la‘cuerda e =:(zg, 1), obtenemos que zg ‘es polo en C 6 que z3 polo en C,
entonces z; no puede ser.polo en C, por que se tendra dos polos consecutivos en C.

*, 3 (1, w) € Asim(D).

Como C no tiene cuerdas cruzadas triangulares,

entonces (xq.%z,) FA(G) Y (%1.%3) $A(G)

Figura 1.22:

v Como C es de longitud impar y f es una cuerda de C, entonces se forma un ciclo inducido
o por f.ij de longitud impar, sin pérdida de gencralidad Cr=(z1,%2,..., Ty .., W, Ty).
: _Por Ia clccéién de C ¥5 < @(C,) < ¢(C), tenemos dos casos:

Cj"txcne dos polos consecutlvos 6 Cy tiene dos cuerdas cruzadas triangulares.

tlvos, como Cy C C y C no tiene polos consecutivos, entonces

ivos en CJ son los extremos de la cuerda f, es decir, {z1,w), ver

o .ﬁgura\(l 2&) Io cual no es pomble, ya que z; no es poloen C.

*. Cy no tienc 2 polos consecutivos.

TESS COV
¥ALLA DE ORIGEN
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Cg tene dos polos consecutivos

Ciclo € X1

de f 3
longitud .
- impar
. w \O .-
w

{x,w} son polos de C¢

Figura 1.23:

Si o)) tiene 2 cuerdas cruzadas tri‘angdlares,"como-V(C,) C V(C) y C no tiene
cuerdas cruzadas triangulares, entonces las tnicas cuerdas cruzadas triangulares en C
son’y = (zl, @)’y b= (w,zo), donde w' € V(Cj) y (w w’) € A(G), ver figura (1.24).

R I I AP R ENR N LR SN LRI

Como z no es polo en .C, entonces ex13te la. ﬂecha. (xl, w') € F(D), es decir, w' es polo

“en C, por lo tanto w'

w son polos consecutxvos en C lo cual no es posxble, ya. que C no
tlene polos consecutl et F : :

zadas triang‘ula;res,"ld cual implica que este caso no es posible.

TJ.u s f"ON
FALLA DR ORIGEN
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Cq tiane 2 cuerdas cruzadas triangul ares

Cicle C 4

Xg o/fx %

Ciclo G
*2n de £
longitud *3
impar .

w .
w

{ww}, son polos consecutivos en C

Figura 1.24:

Caso (c) Sl C tiene una cuerda trldngular e y nmguna cuelda Lrlangu]a de C es ‘cruzada

por otra cuerda -

(z,+1,x,+2,z,+ C’ zs 1) la Cual es de longltud 1mpar

TESIS CON
FALLA DE ORIGEY
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C tienae una cuerda triangular e=(x.X_ 42)
¥ ho es oluzada por otra.

Figura 1.25:

Como G es una grifica de parldad entonces toda. tmyectona de z,+ ! :x:,_.l tlenen

la misma paridad, sabemos que z,+1a:,_1 - trayectorza sin cuerda es e andad par,
entonces debe existir una cuerda (:c,, a:,) en T -ver ﬁgura(l 26) Con la. cual se: forma T
una trayectoria inducida por C'. :

= (441, Thzi) U (::,,:cJ) U (a:J,T z,_l)
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Grafica G de paridad

Trayectorias:

(%541 %1%s.1) de longitud par, sin cuarda.

T=(Xg g Ke 42 1 Xa43s - + + Xie1 X Noqee + - Xg.21%.1) de longitud impar.

T '=(Xg 41 K42 X543 %644 %is Ko 10+ + X5.2/%g.1) de longitud par, sin cuerda.
T V'2(Xg 42 K3 Xetd i Mo tre - + %52 1%.1) de longitud impar, sin cuerda

Figura 1.26:

Sola falta demostrar que existe la arista (z, z,43) € A(G).
Las trayect.orias de z,41 a x,43 son:

1.- La trayectona. (z,+1,:r,+2,:1:,+3) como no existe la cuerda (2,4, ,43), entonces

:é;_l) ¢ A(G), entonces la trayectoria de z,43 a Z,41
r por el vértice z, dicha trayectoria la denotamos por

cuerdas tienen la misma paridad, por lo tanto toda z,43z,+1 — trayectoria sin cuerdas

es de paridad par, entonces debe existir una cuerda (z;, z;) en T}.

oy
RIGEN
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(z_, ' C.z '+1) dlcha tra.yectoua . -
c Tl', entonces T" no tlene cuerda.s Y es
ver figura(l. 27y 2

STy = (1:,+3,T1,:z:) C T' de 15

de diferente parldad como la. ' ué‘r_c‘la.: es de longitud bimpa.r, entonces debe
existir la cuerda (z, :z:,.,_;,) ’ ' ‘

3 vl‘a"_‘arista. (z,zs43) en G.

““Grifica G de paridad

Trayedonas:

X0 44%002:% 03} d@ longitud par, sin cuerda.

T=(Kyea Rt + - - K02 Rope - + R¥gey) de longitud impar.

Ty'= (e Xt e+ -0 XX e -+ + -+ XKgay) de longitud par, sin cuerda.
Ty "= (RgeqXg g se - - + K Gotr - + - XgegX) de longitud impar, sin cuerda

Figura 1.27:

TESIS O
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(G) cuerdas de €. Como C

Denotemos f (z z,+3)’ E A(G) y
'Cy es el ciclo inducido por f

..es de, longlt.ud es’ lmpar >
y Cg es el ciclo mdumdo por 9,-los"cuales son de.longxtud ‘lmpat Por la eleccién de C' y
5< Z(C,) = E(Cg) < Z(C’), tenemos dos casos :

.SicCy tleng 2 polos copsgcu!.lyos, como Cy C C'y ademds C no tiene polos consecutivos,
entonces  los vinicos polos consecutivos de Cy son los extremos de f, es decir, {z, z,43}

son poloé consecutivos de Cy, ver figura (1.28).

Cg tiene dos polos, {x.%;,3} conseoutives
X541

Ciclo C

X1
C tiene 2 polos. {x%g.1} 6 {Xg,2.%,3} consecutivos.

Figura 1.28:

Como x ¢s polode C, entonces z,_1 no es polode C, por lo cual exxste (:c,_.l, Ty42) € F(D),
con esto llegamos que {w,+2, z,+3} son polos consecutivos en C, lo cua.l no es posnble

C, no tiene 2 polos consecutlvos

' uza,das tna.ngulares como C no tiene cuerdas cruzadas tnang

Y (Tat2, T) € F(D), lo cual implica que {z,-1, z} son polos consecutivos en C, lo cual no‘i_" ‘
es posible, ya que C no tiene polos consecutivos, por lo tanto z,4+3 no es poloen C. ;-

TESIS CON
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Cg tiene dos cuerdas cruzadas, (%4 Xs DY +3
xs-ol

- Si X5,3 espolo, entonces C tiene 2 polos, {X.X‘_1} conseoutivos,
- 8iXg_y s polo, antonces C tiene 2 polos, (X 5, X 3} consecutivos.

Figura 1.29:

- Si z,_1 es polo en C, entonces z no es polo en C, por lo cual (z,z,43) € F(D) 'yv
(z,zs42) € F(D), lo cual implica que {m,+2, Z543} son polos consecutlvos en C, lo cual
no es poslble, ya que C no tiene polos consecutxvos, por lo tanto :n,_1 no es polo en C.

Por lo tanto

ar tiene 2 polos consecutivos en c.

(V(D), F(D)), una orientacién M-admisible de G. Por
: e D tiene 2 polos consecutivos.

I Sc.x G una graﬁc' de pandad D
demostrar que todo
Suponemos que o irigi ode longltud impar en D no tiene dos polos consecutivos, por

lo t.anto e‘(lste un cxclo dmgxdo de longltud impar 3 que no tiene dos polos consecutivos.
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Por otro Iado tenemos .que: cumple las hlpotesm del teorema (1 2) y. 8 no! tlene dos polos
conseumvos entonces 6 Llene dos cuerdas cruzadas triangulares. R :
Sin perdlda de generalldad = (:c :1:4) y g = (x1,3) son las cuerdas’cruzadas tnangulares

en C. i
Como se ve en Ia ﬁgura (1.30).

Grifica G de paridad
Ciolo C delongitud impar >3

Cuerdas: f =( xXg ) ¥ g=(xg%4 ) otuzadas
triangulares

Figura 1.30:

Existen varias poslbxlxdades de las du"eccnones de las cuerdas en el cmlo dlngldo 8 en D ver

rsura(l 31)

i

“easo (1): Sx f (1'1,:1:3) € F(D), tenemos dos casos si g (32,1:4) € F(D), entonces -{z3, 4} son
polos consecutlvos enC'ysi (:c4.:cz) € F(D), entonces {2:2,.1:3} son’polos consecutivos en

caso (‘7) Si f = (z3,21) € F(D), »tenemos dos casos sig= (.1:4,:::2) € F(D), entonces {z,z2} son
polos consecutivos en ¢ .y si g= (zg,:n) € Aszm(D), con la flecha (x3,z;) se forma un ciclo
c]c longitud 3 en D, el cual es (:1:1, T3, T3, T1), por ser D una orientacién M-admisible, tiene dos
las cuales son (:ng,:cl) € F(D) y (z3, z2) € F(D), por lo tanto {z;, 25} son
‘dos polos consecut os:én
En ambos casos exlste“ polos consecutlvos lo cual es una contradiccidn, ya que por hipétesis

ulerda.s SImetrlca.s,
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Posibilidades da las cuerdasf y g en la orientadon D, M-admisible dauna grafica G de paridad

Caso (1)
%2 Xy *2 3 %2 %
%y O/ﬁ\‘l& * %‘:\‘1& . t‘)/'t“'f g *1&
’%-»17 O xg XB'\ML O 2w © x5

5 . -

. %‘1& “ E/Kj\‘iﬁ “ t:fﬁ:\‘cl&

Xzt O xg “am

Caso (2) Caso (3):

x. T:Z}“;éfla : t;'}%\“l’“ x- t?f%\-.r

- - xs L]

Figura 1.31:

.. Se cumple el teorema B
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o gltud lmpar :
,en 8 es. declr, qu co dlcxon del teorema. (1.4) de Galeana y Neurnman, por lo cual D es

-~ una dlgraﬁca nucleo ‘perfecta,.es “decir; la.s orientaciones M-admisibles de una grifica de paridad son

- niicleo perfectas
" Por lo que podemos conc] ir; que. Cada orientacién M-admisible de una gréfica de paridad tiene

nucleo es decu‘, que las graﬁcas de pandad son M-solubles.

i




Capitulo 2
Orientaciones en graficas de lineas

Los primeros en estudiar el concepto de gréifica de lineas fueron los investigadores Whitney[17] y
Krausz[13]. A una grifica G podemos asociarle una nueva gréfica, llamada gréfica de lineas, denotada
por L{G), tal que, V(L{G)) = A(G) y u es adyacente a v en L(G), si sdlo si, u es adyacente a v en
G como arista.

Uno de los objetivos del presente capitulo, es relacionar las gréficas de lineas, las orientaciones
admisible, los ciclos dirigidos de longitud impar y el concepto de digrifica miicleo perfecta, dicha
relacién la podemos redactar de esta manera: ¥ Una orientacién D de una grifica de lineas
es niicleo perfecta, si y sélo si, D es una orientacién admisible y todo ciclo dirigido de
longitud impar tienen una cuerda. Al final del presente capitulo daremos algunos ejemplos que

representan los casos posibles del teorema anterior.

39
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En el presente capltulo, vamos a conslderar las digréficas que no tienen flechas simétricas, Recor-
damos que’ una graﬁ a le p 'demos ociar una nueva grafica, llamada gréfica de lineas, denotada

por L(G) tal qu

eorema que relacxona las gréficas de lineas, las orientaciones

admi:s‘iblés,vy l‘cr')(‘s‘ clos’ dmgldos de longltud impar y el concepto de digrafica nmicleo perfecta.

Tgox-erxia;'»N -2 ea ' H: _r}q graﬁc_a y L(HY) su grdfica de lineas. Una orientacidn D de L(H) es
niicleo  perfec ‘ :ofientacidn admisible y todo ciclo dirigido de longitud impar tiene una
bilerda : ‘
Demostracxon.

_ =>) Sea H una graﬁca, L(H) su gréfica de lineas y D una orientacién de L(H), tal que D es niicleo
perfecta. -
- Por demostrar que D es una orientacién admisible y cada ciclo dirigido impar en D tiene una
- cuerda. -
Cdmo; D.es niicleo. perfecta, entonces cada subdigrafica inducida en D tiene niicleo, lo que
s{iﬁg}a ihduc’ida i:ompleta. tiene pozo, es decir, D es una orientacién admisible.
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22)} 1 graﬁca L(H) sélo consta de un vettlce, es decu',
z entonces D es nucleo perfectn. T

Para cada vértice u € V(H), denotamos po' e(u
oL‘iquéta ﬂ.;(e) es decir, e(u) = mdz Eu (e)

que mcxde en u con la mixima

- Sl exlsten {u, w] - V(H). con: u -,ﬁ j
o Sl para todo {u w} c V‘H)
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D esunaorientacion de H Grafica H

o]
N O e(u) 0/ e(u)
¥ e {uw}

N es nicleo en D'
N e(u) easindependienie en D

Figura 2.1:

- Para z € V(D D') - {e(u)}, observemo's que el vértice z- corresponde ba.uhé.‘

potes:s‘de mduccnon D, tiene niicleo,

es ‘niicleo en D, ver figura (2.2).
“Nes mdependlente. : : .
Como N es niicleo en D"y N.C D; C D, entonces N es independiente en D.

: 2. N es absorbente.

V. Seaz€V(D)—N  tenemos lo siguientes casos:
- Paraz € V(D) — {e1}, N es absorbente en D, por ser N niicleo de D.

TESTS CON
FALLA DE Ok
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xdente en ’y(e), suponga >
Llel —-'e(z(e)), ex jla ﬂecha (&, e) en: D 1o°cu
: ﬂecha (é,b) € Aszm(D) por lo tanto la arista‘b es incidente en y(e).

~Por - otra" parte sabemos que ‘la arista’ 61 tlene ethueta fmmma., es decn‘,

k‘ la austa

i y(,)(el) < €y(ey(a), para toda a € A(H) incidentes en y(e), entonces existe
* (e1,a) € A(L(H)) y en la digréfica D se tiene la flecha (i, a), lo cual implica que
(e1,b) € F(D), con b € N, por lo tanto N es absorbente.

Sipara algine e M, 3 e, e A(H) que indde en y(e), cumple que lygey (@4) € e (@),
Supongamos que la aristae, tiene etiqueta minima.

SieeN. Sie gN. Si bincide en x(e) en H. R
D-e, D¢ g X&) e
. e1 (o] [o}
1 b e
e O

Lo cual no es posible, ya que
(e.b) eAsim(D), por lo b indde
en y(e)

Como |2 arista e, fiene etiqueta
minima, entonces (e, .e) F(D).

Figura 2.2: N es niicleo en D

Por lo tanto N es niicleo en D, lo cual no es posible, ya que D no tiene nicleo.

", Este caso no es posible, es decir; k ‘EfM 3 e € A(H) que incide en y(e), tal que

Subcaso 2.2: Si pé.rd ca.d V A(H) que incide en y(e1), cumple que
tyeer) < el e |
- Como toda es.decir, para cada u € V(H), tenemos su

)l

respectlvo e(u

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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on e’(u)' # e1 # e

(z(e),y(e)) € M

a arlsta e(u)
) dlst.lntos, entonces existe

r, entonces se forma un ciclo L(C) C L(H),
mgldo en D de longltud 1mpar sin cuerda,

ﬂ(C’o), tal que e= (:r:, y) € A(H), entonces se forman dos ciclos:

L={(2,Coy) U (v, 2) y
C? = (2,C ~ Co,) U (v, o),
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ﬁecha (e"b)ve Aszm(D) por lo tanto la anst.a bes mcldente en y(e)
S Por otra parte sabemos que la arista e; tiene ethueta mmlma, es’ decu‘,
y(,)(el) < £y(e)(a), para toda a € A(H) incidentes en y{e), entonces existe
v (e1,a) € A(L(H)) y en la digrdfica D se tiene la flecha (e1, a), lo cual implica que
(e1,b) € F(D), con b € N, por lo tanto N es absorbente.

Sipara algine e M,3 e, e A(H) que indde en y(e), cumple que g, (a,) < |y, ().
Supongamos que la aristae, tiene etiqueta minima.

SieeN. Sie #N. Si bincide en x(e) en H. .
D-e, D'-ey b x(e)
o T -
. ew o] [
1 b e
® (o}

Lo cual no es posible, ya que
(e.b) eAsim(D), porlo bindde

en y(e)

Como |2 arista e, tiene etiqueta
minima, entonces (e,.e) F(D).

Figura 2.2: N es micleo en D

Por lo tanto N es micleo en D, lo cual no es pomble, ya que D no tiene micleo.

Como jtro_cvl_‘a, e(

fe:speétivéié( ) » |V(H)|

TESIS CON
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o Paso 0. Eleglmos un c1clo par del 2

CAP’I’TULO 2..ORIENTAGIONES 'EN.GRAFICAS DE LINEAS.

Por demost.ra.r JM(u) : R
Suponemos que’ JM > 2, entonces’ existen M con’e(u) ;é e # ez
- incidentes-en u; ver. ﬁgura,(2 S
* Sean'e; = (2(e1),y(e1)) ¥
. Por hxpotesxs e (,‘)(el )
u(ex)(el) < eu(ﬂx)(cﬂ) )

»la ansta €1 ‘2(31),y(el)) G M mc1dente en y(e(u)). Por. a‘ misma razén existe
(:c(en) y(ez)) €M, mcldente en y(el), contmuando de esta manera y como H es

ﬁmta entonces 3 n,'tal que e, = (J(e,,), ::(e,.)) mcxdente en y(e,._.1) y y(en) = z(ei),

: ‘i',con z(e,) ;’: u, para a]gun lT<i<in— -2, por lo tanto en z(e;) inciden las aristas

,'~{e._1,e,, }E M con. e,, # ei

1 ;é e,, es decxr JM (e;) > 2, lo cual no es posible.

al menos una. cuerda, por lo tanto
Vamos a ver que:D tlene nucleo
p&ra lo cual da.mos un a]gontmo'

denotamos por: .
(v(0 1).v(0 2) o

(”“ r1),u(0 1))
= V(Co)
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Siparacadae e My cada e, e A(H) que indde en y(e), cumple que L g, () < |4, (ey).

Notar que M forma 2-factor.

Si {e(u),e ez} e M, incidentes en u. Si sélo existe e(u) e M incidente en u.
e, e(u)
e(u) u (o e o e ]

o e, O e Y beM

o }( en

(o £o o t*? st T O ey
Gratica H ay Yo ey \J .
D e V(e e)

En ambos oasos se forman flechas simétrica en D, lo oual no es posible. Por lo tanto indden
exactamerte dos aristas de M en V(H).

Figura 2.3:

como C' es un ciclo par.y {z,y} C Wo C V(Co), entonces C! y C? son ciclos im-
pares en H, los cuales’ corresponden a dos ciclos de longitud impar, L(CY) y L(C?),
respectwamente en. L(H), entonces al menos uno ‘de los dos ciclos es dirigido y de
longitud impar en D sm cuerdas, lo cual es una contradiccién, ya que todos los ciclos
dmg\dos de longltud 1mpa: txenen al menos una cuerda.

.- Sino existe 0 E V(H) - (Wo U By), tal que vy es adyacente a un vértice de Wy, en
particular si V(H ) WolU By y ademds el conjunto Wy es independiente, entonces por
minimalidad de H;la subdigrdfica de D inducida por la grifica L(H') = L(H —(WoUBo))
tiene nucleo, denotamos a dicha subdigréfica por D,

Sea.N:el nicleo de D1 y el conjunto M’ = {e(v) | v € By}, por demostrar que
N UM! es niicleo’en-D. .

A-NU M’ es vi'iidéi)erx‘c'lieﬁte.

TESIS (0%
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w) son adyacentes, sea z el
dlogamente z = w), entonces
(w,v)), lo cual es una con-




81 el con_)unto Wi
: D mducxda. por 1

‘ol'I\zr!' = {e(v) | v € Bn}, por demostrar que

‘de: ,Di Ck D entonces N es independiente en D, por

- demostrar qu ;€8 mdependlente, suponemos que M’ no es independiente,

“es decir; ex1st.en {e(u) e(tb)} C M, tal que e(v) y e(w) son adyacente, sea z
el vertlce donde mcxde e(v) Y. e(w), siz=wv (analogamente z = w), entonces
. e(w) = (z w) = (u w) (analogamente ve(v) = (z v) = (w,v)), lo cual es

e(w) E M (andlogamente

un cont.radxccnon ya 'ue {v 7w}"C 'B,,, y'la rist
e(v) eM ) i
Por demostra: que N UM ‘es mdependlente, es decu' no‘ exnste N M ! flecha

funa. contrad i, por lo tanto N U M/ es independiente. De manera analoga

: se demuestra. que xiorexlste M’N ‘flecha en D.

B.- N u M’ 6s absorbente
o Como D1 C D b N és absorbente en Dy, entonces para v € V(D) —
existe vN — flecha. en D“" y

M! absorbe a todos los véri
“en los vertxces de Bm n. H entonces para v € V(D) — (D1 U M’), existe
oM’ — flech'a e‘x‘;;D‘ ‘

“otro lado, por construccién de M’, tenemos que
en D correspondientes a las aristas que inciden

Por lo tanto ‘N,U'M’f es l’lclgéo en D, lo cual es una contradiccién ya que D no

tiene niicleo. . ‘



.. | c)?{

)

Cd = (3" C Cd; y) u (sz)t B
“como C4 es un’ clclo pary’ {:z y} C

D sin cuerdas, lo cual es una contradx

longitud impar tienen al menos una‘ ¢l

‘b)r » La t,ra.yectorxa. in
: que v(d+1 2r) e

; 'tes de longltud 1mpar.

Cont.muando con este proceso y como d < k
! v llegamos aI c1clo Ck

‘es de longltud 1mpar
Obt.enemos una nueva trayectona. -
,v( +1, 2r) )U
(v(d + 1 2r), vd+2) U (vds2, Td+2, v(d + 2, 2s) ) U U (v(k 2_1), vk)U
(vk,Tk,v(k 2) = y) :

la cual es de longntud par, ver ﬁgura (2 4)
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S o) di2), Tk 2) =)V =)
.es de longitud impar; entonces se forma un ciclo L(C) C L(H) de longitud impar,
vez. in ﬁvce"q&ciclo dirigido en D de longitud impar sin cuerdas, lo

' elvbdélf'a.s
cual és'ri‘xn:e}iéphttédii:cién, ya que todo ciclo dirigido de longitud impar en D tiene

al'menos un cuerda.

longitud longitud longitud
par par P
Ty - DTl
7 Tam N o7 Taz
,' 1 F) s
H ' ¢ '
longitud b . ‘
par H longitud ) ! llongitud | ;
impat M 1 impar '
o Qo a__.0 o
w(d.2j) d+1,2f d+2,25
@) Vary V12D Vg,  Wd+2.29)
vk, 2y

Ciclo C de longitud impar en H

Donde ¥) € B, con d<i<kt1 v (X, v(d2j).v(d+221), . .. ¥} € W,

Las traye ctorias:

Taer=Varse Capre Wd.20) Taya= (Vau2 Capa(d+2.25) ). . . ., Ty =(¥,.Cy,. ¥) son de longitud impar
La trayectoria:

T=( % Tq . (A2 Va1 Tagey MA+120), Vgun, Taya Md+2,25), . .. |, v(-1,2m), Y T V) es de longitu
par.
El ddo C=(=v(d.2), T. vl.2jFyY ) v (v.x) es de longitud imparen H.

Figura 2.4:

.". Este caso no es posible, es decir, para cada €; € M no existe ez € A(H) que
inciden en y(ey), tal que cumpla £(y(c,)(e1) < Ly(e,)(e2)-
Por lo tanto podemos concluir que si D es una orientacién admisible de una grafica de lineas
y todo gicr:l‘qdi_ljigido de longitud impar en D tiene al menos una cuerda, entonces D es micleo

perfecta. -
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- E]emplo B
" Sea H una graﬁca con V(H) = {vl,vg,va,v4,v5,vs,
- lineas L(H) (V(L(H),A(L(H)), ver ﬁgura (2 5)

a;b,c,d, h, f, g} y su grafica de -

v vl

Grifica H. Grifica LH)
d
A2 v a h
V" 2 3 d o V‘~ e
© a i h \\\
[
, O/b 9 ¢ :
1
7 s £ A
Vg Vg 9 f
‘ VFigjura:Z‘.5: .
Coné_id?“;?glﬁésl ‘ién a migible de L(H ), tal que cada ciclo dirigido

V(D)
(D) = {( d, h), (d C) (c,h) (e, f) (f,y)}

De ac X d orems :(2 1), para cada u € V(H) y cada arista e que incide
o que todas las aristas de H deben de cumplir con lo

Cen wle ponemos

- siguiente: »

v “Si Zu‘(e') < £,(e"), entonces (¢/,e”’) € F(D)
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o
[ -]
2y

Figura 2.6: Orientacién admisible de H

Por lo que:

i6n: D regﬁinéida. ala

,.por lo tanto tiene

nucleo, sea N,b {f} el nicleo.

Por éliﬁébr‘@:mlﬁl‘\( 1),:caso (1’){ el ni‘;vclep':de‘D“es N Ut{h},'r vgr__ﬁ"gufa 2.7).

.- Sdbemos;que 1 arlsta h (vz,vs) y la‘arista f = (vs, v7) no , tienen vértices en comiin, en-
tonces (h, f). ¢ (L(H)), por lo tanto no existe la flecha (h, f) ni (f, h) en D, es decir N U {h} es
; mdepenchente en et .
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NU j{hk}) exxste" .

‘. N'U {h} es niicleo en D.

H — (V3,53 LOri:ntador\z'de D restringida a N d
oV A { H - {\3Vs}) . o >
£
oVt * c
QO
Vg Vg Elnideo es N={£}
b g P

Elnicleo es: ® = N u {h}

Figura 2.7:

DJemplo

Sea H, la graﬁca. del e_]emplo 1 y su graﬁca de lmeas L(H), ver ﬁgura (2 5). Consxderamos D!

otra oncntaclon admxslble de L(H) a la que 0s en el eJemplo (1), tal que cada ciclo dirigido de
longitud i 1mpar en' ; S

t.xene una cuerda., entonces.

V(D’ ,V(L(H)) y

F(D‘)— {(a, h) (b h) (gyh) (9,a),(b,a), (b,y) (d, ’l) (d ¢), (h <), (c’f) (f,g)},ver figura 2.8
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Sea D' la orientacion de H.

o
«
LY

Figura 2.8:

53

De’acuerdo a la demostracién del teorema (2.1), para cada u € V(H) y cada arista e que incide
en u le poncmos la etxqueta. &.(e) de modo que todas las aristas de H deben de cumplir con lo

siguiente:. "

Sifu(e’) < £y(e"”), entonces (e’,e") € F(D)

Observamos que:

t. . La arista a_incidehte_en,vLE_V(H,) tiene la méxima etiqueta, por lo tanto e(v1) = a.

2. TPara lodas las aristas que inciden en va € V(H), tenemos £,,(g) < 8;,(5) <£.,,(a) < 2;,(h)
Observamos que la ansta h incidente en vs tiene la maxima etiqueta, por lo tanto e(uz) = h.

Notamos que la arista g mcxdente en vp tiene la minima etiqueta.

3. Para todas las aristas que inciden en vz tenemos &,,(d) < £y, (h) < £y, (c), por lo que la arista
¢ incidente envs tiene la méaxima etiqueta, por lo tanto e(vs) = ¢. Notamos que la arista d

incidente en vs tiene la minima etiqueta.
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Si para algiin e € M, existe belr‘e A(H)Jque‘mmde en y(e), tal que ¢ (,)(el)'< E (,)(e)

Consndemmos D? = pt — {d}, ver ﬁgura. (2 9)..

Por otro lado tenemos que para gy z(g) = ve y(g) vz'y:paraia; :c(a)’._. vi,y(a) = vz. Observamo

quea € M,y € A(H) incidene en J(a) = vz y por el mc150 abemos Que €y(a)=vs (9) < €y(a)=va(a),

por lo que la arista g mcxdent,e en y(a)




independiente en D!, -

« Paraz e V(DZ)-—-Nl, N1 es ab \cleo’ de D2 como N; D2 C D1
entonces existe x Ny — flech 3
« Parad e V(D')—Ny, ab(-mos ma, es dccu' I Zy(,.)_.,a(h),
para todo h € A(H) mcxdente er y(h) va, existe (d, h) € A(L(H)) yen'la’ dlgraﬁca D1 se’
tiene la flecha (d, h}, como h € N1, entonces exnste dN1 flecha en D!,

’ N1 ‘es nucleo en D!,

D! D2=DY-d
a h d a
o <
[
b g £ b
D' = D2 -]
a h El nideo es: ®

[+
®
b £

Figura 2.9:
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Ejemplo 3.

Sea H una gréfica con :

V(H) = {vi,v2, V3, V4, V5, V6,07, V8} Y . R

AG) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15}

y su grafica de lineas L(H), ver figura (2.10), R

Grafica H. 1
V! -] - Q Vz
11 2
12 Vy
N Ve /7 l®
10 j s 4
9 15 13
g 14
Vg Vg N5
7

Figura 2.10:
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ConSIderamos D= (V(D) F(D)) una orientacién admisible de L(H), tal que cada ciclo dirigido
de longxtl_lclvlmpajr en-D tiene una cuerda, ver figura (2.11).

Orientacion admisible D

Figura 2.11:

De ncuerdo a la demostracién del teorema (2.1), para cada u e V(H) y ca.da. arista e que incide
enule ponemos la ethueta fu(e), de modo que todas las anstas de H deben de cumphr con lo

slgmcnt.e

a(e”), entonces (¢', e") € F(D)

Por lo que las etiquetas cumplen

1 Paratodaslas e inciden en vy, tenemos £,, (11) < 8.,,(1) < Z.,,(IO), por lo tanto la

) nristka 10‘in'ci.dente.e 1 tlene la mdxima etiqueta, e(v;) =

2. Pard todas las an‘ as.,que inciden en va, tenemos £y, (4) < £y, (1) <. &,,(3) < £,,(2), por lo

tanto Ia arxsta 2 1nc1dente en v tiene la méxima etiqueta, e{vy) = 2.
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H8

BR

4,

5. I’f\ra toda.s las ar _lo';tdnto'lé L
.mbta 15 mmdent B

G.

7.

“por.lo tanto la arlsta 5 mcxdente en vg tiene ethueta maxlma, e(vs)

.Se tiene que todas las etiquetas maximas son distintas, es declr, esta.mos en el caso 2 del teo—
rema’ (2. ]) por lo tanto podemos formar el conjunto M = {e(v) | v € V(H)}. S
M= {'”(vx),e(vz) e(v3), e(v4), e(vs), e(ve), e(v7), e(vs)}
= {102481511135},

’ Recordem s qﬁe sie €M, entonces e= (z(e),y(e)) € A(H),
‘esto es por que 1as e(u) son distintas. :
- Slguxendo esta notacnon, tenemos que

donde e= e(z(e)), pero‘!‘e 95 (y(e))"'
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s, y(10) = va, porel

i l‘lciSC‘)k (3) Ise
= Para 5,

! im':"is_o‘jt(b8)k se

enemos: su respectivo
, es:decir,"M forma un

Bi=V(G): 1,9) (L1,



60 ) o CAP TULO 2 ORIENTACIONES EN GRJ{FICAS DE LINEAS'

L2l comunto Wl es mdependxen

Paso 1: Eleglmos 31 u Wl)’ adyac::énté"é. v(1,2).

Not.amos que el conjunto sxmdgpendi‘éntye’,',e‘ntdncv'é's “podemos construir ‘el - conjunto

M = {P(v) | v e Bz}

M = e(o{1, 1), e(o(1, 90, e(u(2, 1)),e(v(2 3))}
={2,5,11,8}. o
Afirmamos que el nucleo de:

.es el conjunto M".‘

. 1.- Como todas'laS~e(1))-‘soh istintos ritbni:ésfndbexis,ten flechas entre los vértices de M, por

mos que M - absorbe a todos los vértices en D correspondlentes a
1 H, por lo tanto parav € V(D)— M/, exxste vM' — flecha

2.- Por cons uccio
las’aristas que
wen P

. C_mﬁ'o M es independiente y. abs’o‘r’b“evnte, entonces M’ es niicleo en D, ver figura (2.12).

. M' es micleo en D.
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Grafica H.

V2.4) g w(1.,1)

Ciclos: Cy= mm we Cp= commmm

W, = {v(1,2).0:x(1.9}
By =v(C,) - W,

H

10 Seav(2,3) eV(H) = (B, v W,), tal que

es adyacente a v(12).

Wy =W, L {W(2,2).(v(2.9)}
Bz=B,w (Cx-W,

M={eW|vebBz}={258,11}

1
w2, \ow,“(“ D

Todo cido generadoporM espar L{C)= == = L(Cy) = mmammmm

Orientacion admisible D

El nddeo es M = O

Figura 2.12: El conjunto W, es independiente.
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Ejemplo 4.

Sca I una gmf‘ca con: .

V(H)= {vl,v 1)3,1)4,1)5,1}5, _v-,-,vg} ¥y

A(H) = {1,2,3,4,5,6,7,8,3,10,11} -

Ly su graﬁca de lmeas L(H), ver. flgura (2 13).

E sm;e‘; H

vy

Figura 2.13:

Consideramos D = (V(D), F(D)) una orientacién admisible de L(H), tal que cada ciclo dirigido

de longitud impar en D tiene una cuerda, ver figura (2.14).

TESIS CON ]
I’f‘\h.JA DE ORI(.ALJ.M)]
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Orientacién admisible D

Figura 2.14:

a‘(2 1)‘,". para égda u € V(H) y cada arista e que incide
as las -aristas de H deben de cumplir con lo

De. acuerdo a’{la demostracxon del teore

ntorices (¢/,e") € F(D)

1. ; ra_todas las aristas R emés luv, (2) < £,,(1), por lo tanto la arista 1

-8 ihcidg&"ﬁte"e ‘vg tiene la médxima etiqueta, e(vs) = 8.

TESIS CON
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e(z(e));‘ pero[e’ #e(y(e))’ . ‘




cApr TULO

ple que f.}(e'ﬁ{),(ei) f<‘e,,'(,,)(e:;).

Paso 0: Elegimosi_(_xﬁ cl

{v(l 1),v(1 3)}. El conjunto Wi es

65
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Como C, es de long:tud par, entonces {C'Q,C,} son : H'” los cuales
corresponden a dos ciclos de longitud impar L(Cz) y L(Cz) respectlvame ez, dan

lugar a dos ciclos dirigido de longitud impar en D, los cuales son (9,10, 11, 9) N7 (7 8; 1_ 7) dlchos :

ciclos no tienen cuerdas, ver figura (2.15).

Grafica H
v(1.4)
‘I Cioclos:
. 01 D en— C2= -
bW, i 201 4
1 ’ 9 B, =vCy -,

I W, =W, U (M2,.2).02.9%
| Bz = Byv WCH-W,
]
]

v(1,1)

En D se forman dos cidos de longitud impar sin cuerda,

los cuales son —_— Y - P

Figura 2.15: El conjunto Wa no es independiente.
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' 12
o Vr Voo—oVn

8 11 |,3
o 10 149 Jd
Vg Vg V2

15

Grafica L(H)

Figura 2.16:

TESIS CON
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‘Consideramos D = (V(D), F(D)) una orientacién admisible de L(H), tal que cada ciclo dirigido
de longitud impar en D tiene una cuerda, ver figura (2.17).

Figura 2.17: -

De acuerdo ala demostracidn del teorema (2 1), para cada u € V(H) y cada arista e que incide
cn u le ponemos la ethueta eu (e), de modo que t‘.odas las aristas de H deben de cumplir con lo

siguiente:

Por lo que las t

1. Para tcéaas..l'



10. ',‘:l a
11,

12,

por lo ‘tanto
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i iy(e)).€ A(H), donde e = e(z(e)), pero e # e(y(e)),
esto es por qvge'j'léslﬂj‘(‘{);s,"c i6n,

Para 4 , z(4) Z'Obsetyamqs que e(v3)
incide en (1 esto’es por ‘el inciso. (3).

. Pai‘a'i; .v.(l
inciso (2),'s

Para '2,‘ z(2

Es 'dcci'if,' estamos en l"subc“'as'lj')v (2.2),‘;11’:"1 teorema’(2.1);"el cual 'dice

“Si pé;'jzi_'vc::adavcxge'rM Y céda 82_76 A(H) élué_ incide en y(e; ), cumple que £,y (e1) < £y(e) (e2)-



GRAVFIACAS bE‘LINEAs_;) o

=';‘{p(},1’)‘,v(1,:§‘)}.’ El conjunto Wy es

Paso 1: Elegimos'el: (B Wl)adyacentea.v(l,li) :

Sea Ca = (6

donde ¥ V(Ca) = Wa = {o(1,1),0(1,3),0(2, 1, v(2,8)).

By U W) adyacente a v(2,4).

€(v10), e(vs))

@wnmwmmwmmw@mwnx
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donde W;,»' qu{v(3 2),v(3 4)}yBa = BzUV(C’a) Wa = {v(l 1), (1, 3),v(2,1),v(2,3),v(3, 1),v(3, 3)}.

" Por otra parte el vertlce v(l 2) es a.dya.cente a u(3 2) en H, entonces. el conjunto W3 o es )
independiente, es decir, exxste {v(1, 2)v(3 2)) € A(H), con. v(l 2) € V(C;) y v(3 2)- ‘G‘V(Ca)," o

entonees se forma una tra.yectorla de v(l 2) a'v(3,2) en H.

7 = (o(1,2), G (1, )U(o(1,4);9(2, D)U((2, 1), G, o(2 )U((2,4), (8, 1)U(0(8, 1), O, (8, 2)

Con la c‘:1‘31""{5'(vy(v;3y 2): '7-'(’1; 2)), formamosel bcivc'lc;:"'"

C = (4(1,2), T,5(3,2) U ({8, 2), (1, )

L(H) de longitud impar, el cual a su vez
v'8,‘ 10, 14,15, 1) el cual no tiene cuerdas,

de longitud i xmpar cn'H entonces se formd un cxclo.L(C)A

,mcluce un c1clo d lgld vde longi

ver hgura (2 18

Elﬂciclo dirigido deblongitud impar en D no tiene cuerdas.
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Grafica H
1.2 1 w13 w22 7 V2,3 v@a 12 VG833
v1.2) P 2. p I
[ : :
81 sl 1§
5 I i : H

v(1.4) w21 ]

15

W, = {v(1.2)0(v(1.9%. B, =wC)~W, donde C, ===
W, =W, v {v(2,2).(v2.9)}. B,=8,v w(Cp) —W,, donde Cp: = = °
W, =W (M3.2).0v3.9)), By= B v(Cy - Wy, donde Cy: ceeueess
W, no es independients, ya que existe |a arista (V(32)v(12) en H

@ s~‘ " VQ‘D
) J

Ciclo impar: = P sin
cuerda en D

Figura 2.18: El conjunto W2 noes independiente.
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Capitulo 3

Operaciones

n el presente capitulo consideramos algunas operaciones de graficas con respecto a las orienta-
ciones admisibles y M-admisibles, una de ellas es la suma de dos grificas. Veremos dos resultados
relacionados con dicha operacidn, el primero si la suma de dos grdficas subyacentes de digrafi-
cas nicleo perfectas, le damos una orientacién M-admisible, entonces la suma es niicleo
perfecta y el segundo la suma de dos grificas M-solubles es M-soluble . Podemos concluir,
por el capitulo 1, que las grdficas de paridad son M-solubles, entonces en particular la suma de las

graficas de paridad es M-soluble.
’ La siguiente operacion a tratar es la duplicacién de un vértice en una grafica, la cual puede ser
no ddyacente o adyacente. El siguiente teorema esta relacionado con la duplicacién no adyacente, es
decir, “ La duplicacién no adyacente de una gréfica soluble es soluble”, el cual fue probado
pbr E. Boros y V. Gurvich [9] utilizando teoria de juegos, en esta seccién lo vamos a demostrar por
medio de teorfa de gréficas.
ElL l_ivl’timo teorema que presentamos en este capitulo esta relacionado con duplicacién adyacente,
“orientacién admisible y niicleos, el cual es: “ si la duplicacién adyacente de una grafica
soluble, le damos la orientacién admisible, entonces dicha digréfica tiene nitcleo ”.
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" ‘CAPITULO 3. OPERACIONES
i Ale; ’s'_i cada clan Q de D

n orientacién no admisibles.

Una rzentac:on D de’ una aﬁca G- es no admmble == D contiene un ctclo

zmétrwas y cuyos uértlces inducen un clan.

Lmna No. 3. 0. 3
: d:ugzdr) 3 quas ﬂechas son no

. Demostracién:  :

=») Sea D una orlentamon no admlslble de una grifica G. Por demostrar que D contiene un ciclo
dmgldo ?3‘ cuyas ﬂechas son no slmetrlcas y cuyos vértices inducen un clan,

Como D és una onentamon no admlslble de G, 1mphca que D, tiene al menos una sub-
dlgraﬁca completa Q, que no tlene pozo‘ X :
c Como @ no tiene pozo, entonces todo vertlce tlene ingrado < p — 1 ( de lo contrario
existirfa un pozo ), es decir, V z; € V(Q}, con 1< <'p, donde |V(Q)| = p, 3 z, € V(Q), tal
quc (z,,:c;) é F(Q), por lo tanto dado que Q es clan“(z,,:z:,) € F(Q)y (zi,zs) € Asim(D),
ue-existe (zl,zg) € Asim(Q), como el
(g:?, 2:3) € Asim(Q), por hipétesis z3

:1:3, :z:l) en D cuyas flechas no son simétricas

Siz4# myl;lcoymo T 4,10 €5 po! ,kl‘mplxcz_a. une existe (24, z5) € Asim(Q).

un cxclo dmgldo cuyas flechas no son simétricas y cuyos vértices

o 1nducen un, clan'( por ser subdlgra.ﬁca inducida de un clan).

Si.5 ¢{2, 1},[:ent6nkces (14,25) € Asim(Q). Continuando con este proceso y como @ es
una digraifica finita, entonces existe un vértice z; € V(Q), con 5 < j < p, por hipétesis z; no
es pozo, lo cual implica que existe (z;,z,) € Asim(Q), con s € {1,2,...,p—3,p—2}.
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Ciclo C

/ xiﬂ'

Xis2

X; no es pozo

Figura 3.1:

.'se forma un c1clo dmg:do (:n,, z,+1, <y Tj-1,Zj;2,) en D cuyas flecha no son simétricas y

'toda subdlgraﬁca completa @Q tiene pozo y D tiene niicleo. Consideramos

'83_ (21,2}2,:.. z. 1,::.,1:,+1, .y Tp-1,Tn, 1) un ciclo dirigido en D cuyas flechas no son

sxmel ricas y cuyos vertxces mducen un clan, (ver ﬁgura (3.1)).

Puru cada ; E 6 con i € {1,2,...,n}, 3 la flecha (z;,xi41) € Asim(D) N T con
i€ {1 2 3, 4, ) n} modulo n,.es decir,; cada z; no tiene la propiedad de ser pozo.

: Entonces. D contlene una subdlgraﬁca completa que no tiene pozo, lo cual es una con-
tradlcmon ya que D es admisible.

. D no es admisible. B




L 'V(J(G,,Gq))'

8 , CAPITULO 3. OPERACIONES
'3:1. Suma
Definicién No. 3.1. Sean G; grdficas con'i = {1‘,2,3,‘.'”;, k}, lbabsru\r‘na de las k grdficas la denotamos

como:

~ donde:

ULAG). U (e) | zeVIG), veV(G) }
con i g, {6, 7Y ={1,2,.,k} }

A continuacién‘damos'ﬁh _ejérﬁpld, para k=2, ver figura (3.2).

A1, a5 Gy oy GR)) = {

G, G, Unién: XG,.Gy)

%4 ¥
X3
o)
X Y2

~~ Figura 3.2:

: ‘donde _ o T
; V(Gl) = {1:11 2’ 1:3} A(Gl)
V(G") = {yng

o A(J(G1,Go)) :

A cont, 1 uacwn Y ver un teorema. que se trata de digraficas micleo perfectas y su relacién

con la, opemcxon de la. suma,

oy

TESIS CON
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3.1, SUMA.:{ -0

Tcorema No. 3 1. :Sean D1 =. (Vl,Fl), (Vg,Fz) dzgrciﬁcas niicleo perfectas, G1,Ga las
» grafcas sub_/acentcs ‘de Dl,Dg respectwamente?“Sz D'és ‘unaorientacidén de la suma J(G1,G3) tal
'que D[Vl] =1 ,dellong:tud tres que cumple Tn Vi# @, con'

i= {1 2}, tz ces D es nticleo perfecta.

Demostracxo :

constan de un solo vértice, por lo tanto tiene nicleo.
'ﬁc‘lkéo perfecta, (ver figura(3.3))

: - : Vg, Fg) dlgraﬁcas micleo perfectas, Gy = (V}, A1) y G2 = (V2, Ag)
las graﬁcas subyaxzentes de D1 y "D, respectivamente. Supongamos que D’ es la orientacién de
la suma, tal que IV(D’)| < p, D[V;] = D;, D[V2] = P; y cada ciclo dirigido T de longitud 3
que cumple CNVi# 2 con z = {1 2} tienen al menos dos flechas simétricas, entonces D’ es
niicleo perfecta. . .

Seah Dy = (W, F) yD2'= (V2, Fy) digréficas nicleo perfectas, Gi = (V1, A1) y G2 = (V2, A2)
las graﬁcas subyacentes de D, y D, respectivamente, D es 1a orientacién de la suma J(G,, G2)
con |V(D)| = p, tal que D[W;] = Dy, D[V,] = D, y cada ciclo dirigido T de longitud 3 que
cumple C'NV; # @, con i = {1,2} tienen al menos dos flechas simétricas.

ESTA TESIS NO SALF
DE LA BIBLIOTT ™
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Graficas nideo perfedtas

D, D,
® x, ® x
Graficas subyacentes de
D, v Dy, respeclivamente Unién
J(G ,G)
G, G,
g—0°0
o x % © Xy *2
1 QOrientaciones de J(G G2
D! D? )

e @y—O Cq—p®
Xy Xz X4 2 %4 Xz

Figura 3.3:

Por dé;ﬁosttar;' D es una digréfica niicleo perfecta.

D, tiene niicleo Ny, existen dos casos:

i Por_ilipés.esié D[V1]=

l;};(u) N Ny # @. Como se ve en la figura (3.4). En este
cleo de D.

Grifica D=J(G 4G;)

Figura 3.4:

1. Por demostrar, Ny es independiente en D.




a1 SUMA .. oo SRR - 1

: Sablcndo que N‘ os mdependlente en D1, D17C D entonces N1 es independiente
en'D.. : : : :

2. Por demostrar, N1 es absorbente en:D : .
’ que‘ (:z: z) e F(D), esto es por ser N;
hi’pr ésxs I‘ LN N1 # @&, por lo tanto
- M,

‘Tenemos que Va: E V1

absorbente en Dl, Vy .
para cada 'y E'Vn, 3 le—:
S JaNy — fleci'haben'-‘D,

caso (2) 3 v E Vz tal qu :

Cdmo’ vemos en'la figura (3.5)

Grifica D= )G, G,)
Yy Va

Figura 3.5:

Por lnpotesm Elv €.Vz, tal que 3 vNy — flecha, por definicién de suma 3 N,v — flecha
para: v €.V lentonces X # @,y ademds X C Va. Por otro lado Y C V3, esto es por
- deﬁmcxon de'Y, vamos a demostrar que X C Y.

TESIS Cow
FALLA Di g GEN
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Gréfica D=J(G,,G,)

Figura 3.6:

Conslderamos v G X u E V1 Por demogtrar veY.

or, deﬁmcxon de X por lo tanto Vue

€.(V1 Nl)Bu €N1 talque
szm(D) Por demostrar

En cualquxera de los dos casos siempre tenemos la flecha (u,v) conu € V1 y v e Vz nX
por ‘lo tanto u G Y :

L Xcv.

Como X c Yy y X # @, entonces Y # @.

[ Ahora consxderamos la‘subdigréfica inducida por Y,.D[Y], por hipétesis D[Y] es micleo

ucleo de D[Y), como se muestra en la figura (3.7).

Por deﬁmcxon de Y, implica que 3 vY — flecha V v € V1, como Ny C Y, entonces
3 vNy - flecha, por lo tanto Vv € [V(D1) UV (Y — Ny)], 3 vNy — flecha.

TR "ON
- | FALLA DE uilGEN
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Grifica D=)G,G,)

Figura 3.7:

.Sea B.=Vy — Y . . .
) 1. 51 B =, entonces Ny es un conjunto mdependnente y absorbente en D.
Ny es. el nucleo de D.
~'8i'B ;é z Por demostrar si3 NyB flecha en D, entonces 3 BNy — flecha en D.
Conslderamos u E Ny, tal que'3 uz — flecha, con z € B. Como z ¢ Y, implica

que a vz — flecha, para algin v' € V4, pero por definicién de suma 3 zv — flecha.
© Por definicién de Y, 3 vu — flecha, como se ve en la figura (3.8).

Grifica D=J(D,,D,)
Si existe N B-flecha, entonces existe BN, fiecha

S

Dy O

Figura 3.8:

Por lo cual obt 'hemos un ciclo dmgxdo T = (u, z,v,u) de longitud 3, el cual
cumple —8 I"\ V ;é

ﬂechas mmetrlcas,

ara i = {1,2}, por hipétesis del teorema C tiene al menos 2
' o tanto ex1ste {(u,v), (z,u)} € F(D).

. 3 BNy — flecha.

|(z,y) ¢ F(D)y (y,z) ¢ F(D), conye€ Ny}.

TRSIE 70
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: ‘Caso (b)

CAPI TULO 3. OPERACIONES

Caso (a) Si: Z 1 2, ,entonces Ny es un con_)unto mdependlente en D y como para
todo w 6 V(D Ny, xxste uNy flecha entonces Ny es absorbente en D.

i .k'. Ny es el niiclec de D

i Z# 2, consxdetemos la subdigrafica inducida por Z, D{Z], por hipétesis

[Z]'tiene ‘niicleo, sea Nz el nicleo. (ver figura (3.9)).

de lndl cién
Por demos ar’ Nz U Ny es nicleo de D.

: i)“ Nz U.Ny es indépendiente.
- -“Ngz es independiente, por ser Nz nicleo de Z C D.
“-'Ny es independiente, por ser Ny nicleode Y C D.
Por definicién de Z, no existe NyNz - flecha m exlste NzNy - flecha,

por lo tanto Nz U Ny es mdependlente g i ’
ii) Nz U Ny es absorbente. ‘Sea z e V( )= (Nz u y), tenemos los siguientes

. Casos: . e

- Para z € Vl, 3 .'L'Ny flech en’ :D; por deﬁmclon de Y

- Para z.€ (Y Ny —-,fle'cha en D, por ser Ny nticleo de Y.
- Para z e (B flecha en D, por definicién de B-2Z.

. F)gura 3.9:

Por lo t.anto V z, G V(D) (Nz U Ny), existe u € (Nz.U Ny), tal que
(:c u) e F(D) L .

. (Nz U Ny) es absorbente en D.
.:/(Nz U Ny) es niicleo de D.
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_ Por hipé\tcéis de vindu_ccién, ci kdarsqbrdig #’ﬁca inducida de D tiene nicleo.
D'es nﬁclqg pérfecta. .

. Recordando q i le de una graﬁca, es aquella donde cada ciclo de

i cad onentacnon M- admlslble de una graﬁca tiene

;J(Gl,G-r) t.lene nucleo.
5 Observamos que cada orientacién M-admisible D de la suma J (G1, Gn), induce una orientacién
S M- ndmlslble de .G1 y G2, como Gy y G son grificas M-solubles, entonces las orientaciones
M- admxslbles de G, y G2 tienen niicleo. = ,
Sea D una orientacién M-admisible de la suma J(Gy; Gg), tal que D[Vl] D, D[Vg]
son nicleo perfectas, entonces cada ciclo dirigido B de longltud 3en D, tiene al menos dos ﬂechas
simétricas, en particular para ¢ que cumple 6 NVi#@,coni={1,2} tienen al menos dos flechas
simétricas, por el teorema (3.1), D es micleo perfecta, por lo cual D tiene micleo, es decir, cada
orientacién M-admisible de la suma de graficas M-solubles tiene niicleo.

. J(G1,G2) es M-soluble. g

3.2. Duplicacién

Otra operacidn es la duplicacién de un vértice z en una grédfica G, tal duplicacién puede ser

adyacente o no adyacente. A continuacién damos la definicién.

Definicién No. 3.2. La duplicacién de un vértice z en una grdfica G, es la creacidn de un nuevo
vértice-z' y aiiadir aristas entre ' y cada vecino de z; si se afiade la arista (x,z’), la llamamos
duplicacidn a_dyacénié,?:si no se ariade (2,z'), entonces se llama duplicacién no adyacente.

’ A:,'_c‘on‘,t'.mua.mén se‘muestr’a.“un ej‘emplo, figura (3.10):
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Grifica G Duplicacion de un vértica xde G
%4 X X X Xq X
x* x'
o NI
%, % *2 X3 X2 X
Duplicacién Duplicacién
no adyacente adyacente
Figura 3.10:

El s1gu1ente teorema es’ relaclonado con.duplicacién no adyacente; el cual fue probado por E.
Boros. y- V. Gurvxch [9], utlhzando herramientas. de teorla. de juegos, pero enseguida damos otra
demostramon solo usando teona de graﬁcas

Sea G una grdfica soluble, :c E V(G) Si G’ es la grdfica obtenida de G por
vduplzcaczdn no adyacente de z, enlonces G' es 'una graﬁca soluble.

: Demostracwn

Sean G una graﬁca. soluble, z € V(G) y G' la grifica obtenida de G por duplicacién no adyacente
de @y con’ un nuevo vértice z'. Como G es solub]e, implica por definicién que cada orientacién
ndmmble D de G tiene micleo.

Por: demostrar lel és solub]e es decn‘, que cada orientacién admisible D’ de G’ tiene niicleo.

Por ‘construccién’ de G" tenemos qu cada orientacién admisible D de G esta contenida en alguna

- D', esto qulere decu- qu cada orientacién ‘dmlSlble (D’ — z') de G’ tiene niicleo.

onsideramos un conjunto A de vértices de G tal que:

"Sea D' una orlentaclon admisible de:G'.
={ue V(G)*IE (u,z) € AG)}.

y una parmcmn de A:
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113 = A (A1 UA;:)
" Como "sbe rﬁuestm en la figura (3.11):

D* una otientacién admisible de G'

Figura 3.11:

Notemos que cada u € (A3 UAz) es sucesor dez y z', es decir, existen {(z, u), (z'; u)] c F(D’), sm'
embargo siu solo pertence a Al, en nces -existe el conjunto de flechas {(z, u), (2, u)} - Aswn(D’)

Sea D una orlentacmn de ] qbte lida a partir de D' como sigue:
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A continuacién mostramos la dVig'ré_ﬁca D. Figura (3.12).

" Una ofentacién D de G, a parlir da D'

® x

Figura 3.12:

Por dexjhos’trat'D nt‘igx"iéntacién admisible de G.

o Sﬁpdhemqs ue’D no es una orientacién admisible de G, entonces por el lema (3.0.1) D contiene

1y flechas no son simétricas y cuyos vértices inducen un clan.

'sg;?ig' en ’16, ya que por definicién de D, puede ocurrir un cambio de direccién

déii"}_iaé:ia los vecinos de = en D.

onsideramos 1o: Ei‘t‘ices {ws, w2} C V(D)I"IB, tal que existen las flechas (z,w1) € Asim(D)ﬂg
.y (wa,z) € Asim(D) N Aa,lpor lo que wy € A, y w2 € As.
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En la ﬁgura (3.13),
mducen un clan

mostramos el ciclo dirigido 8, cuyas flechas no son simétricas y cuyos vértices

Denotemos a 8 por:
(1’ )= luhmzl"'lzilxi+l|"'yxn—lyxn -'—-_1112,2).

Ciclo C en D; cuyas flechas no son simétricas
¥ cuyos vérlices inducen un dan.

. ©

Figura 3.13:

Como wj € Ay, entonces existe la flecha (z',w1) E F(Amm(D'))

Como el vertlce we € A2, por definicién de Az ‘tenemos que wg tiene a lo mds un predecesor
entre z' y z; por lo cual consxderamos dos caso

Caso (1)>‘;51/'ex1stv la ﬂech (:c ; (‘D’);ipor definicién de Ag, existe la

onentacxon admxsxble

', D es und orientacién admisible.

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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Caso (1): Si existe (. wy) en F(DY).

Figura 3.14:

Caso (2): Si- exmte (:r: w2) e‘ F(D’) y (a: wz) ¢ F(D')

Como (=, w2)4 ¢ F(D'), entonces por deﬁmc' n de Az. (wz, z') € Asim(D’), (ver figura(3.15)).
Por lo cuvlsﬁ fo ma el :

en D’ cuyas ﬂechas no ‘son sxmetncas Y \uuyos _ertlces inducen un clan, entonces D' no es una

orientacién a,dmlslble, lo cual es una contradxccmn ya que por hipétesis D’ es una orientacién
admlstble o

.,-D es una orientacién admisible.

Asi D es una orientacién admisible de G y por hipétesis G es soluble, entonces D tiene niicleo.
Sea N el niicleo de D.

Por demostrar que D’ tiene niicleo.
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Caso (2): Siaxiste (wyp) en F(D").

- LA
. ‘:7"'0%_..

Ciclo C '={ X w,) U (w,, C.X ) W_2x}enD".

Figura 3.15:

Existen dos casos:

Caso (a): Si z € N. Por demostrar N U {z'} es niicleo de D’.

1
ha en D', i'é'N,'-'—'fl‘echa'en D.
€ F(D') ni (z',z) € F(D'), esto se debe por la duplicacién
] ! }J'g‘zlbiwndepehdiente en D'.
2 NUz}e - e
. Sabemos que N.es absorbente’en Dy D C D'~ {z'}, entonces Vv e V(D)= (NU{z'}),"
Jue(NU {z'});tal. que (v, u) € F(D'). e

““N'U{z'} es absorbente en D'.
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Cuso (b) Si z & N. Por demostrar N es niicleo de D'

N qs;'absprbente en D',
N'es nicleo de D'

Obtenemos que cad v‘;‘)r‘i n: idbmisiblf‘: D' de G’ tiene niicleo.

A contmuacxon vemof un'te
En este tcorema del
el de dup]lcamon no a
una orientacién ‘ad‘m'i

adyacente de un grifi

nuevo vértice z'. Si D' es una orientacidn admisible de G', en el
métricas, ‘entonces D' tiene niicleo.

Demostracxon

Sean’ G una gra.ﬁca. soluble, z € V(D) el vértice que se duplica y G’ la gréfica obtenida de
G por la dupllcacnon de :c con un nuevo vértice 2’ y D' una orientacién admisible de G’, con
(z',2) € F(D'Y no simétrica. Como G es soluble, implica por definicién que cada orientacién admis-
ible D' de G t.lene nucleo
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la =qu & -dna de las flechas (:n u) ¢ F(D’) 6 (z u) ¢ F(D")}
A4 (Al U Az U Ag)

A contmuaclon se muestra la digrdfica D', figura (3.16).

Una odentaocion D' admisible de G'

,9 N

Figura 3.16:

Observemos que para u € Aa, existe la flecha (u,2’) € Sim(D’). Supongamos que la flecha

(2',u) ¢ F(D') para algiin u € Aj, entonces por definicién de Az existe (u,z’) € Asim(D'), con

esta flecha se forma un ciclo dirigido 8 = (a',z,u,z') en D', cuyas flechas no son simétricas y

TESIS CON
e FALLA DE ORIGEN
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cuyos vértices mducen una graﬁca completa,' por lo tanto D’ no es una orientacién admisible, lo cual
cs una contradlccnon, ya que por_ hipétesis
(un,2') e Szm(D') :
Sea D* una onentacxon
V(D-)‘

! es una. onentacxon admlsxble, entonces debe existir

D’;como sigue:

F(D‘) i) ="para ue V(D‘) }—‘AQ; le damos la orientacién de D'
S = para u'€ Ay, la flecha (u, 2') € F(D")

‘Como se muestra en la siguiente figura (3.17):

Una odentacidn D* de G', a partirde D*

A a
_.,‘--""7;’
. ]
A S _:':-—-‘:: ] 4-"’/ X
Lo L S / j*’ x
Figura 3.17:

Por demostrar D* es una orientacién admisible.
Suponemos que D* no es una orientacién admisible, es decir, D* contiene un ciclo dirigido 8‘
cuyas flechas no son simétricas y cuyos vértices inducen un clan.

o TESTS CON
FALLA DE UKIGEN
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Por cénétrtccién de D, existe la flecha (z',u) € Asim(D*) N 6‘, para algin u € Az, (ver
figura(3.18)): -

Digrifica D*, los cidos C* y C', ienen flechas no
simétricas y cuyos vérices inducen un dan en

Ciclo:
C *=( X, U=X%p - . . X gry¥nX ) €n D*= ~ P>
C' = =% X =UC*X) = e

S XU - - - Kgpp*nX) en D*CD,

Figura 3.18:

Denotcmos 8 (2' = To, U =T1,22,. -y Z{, Tig1y+ 00y Ty & _‘zo) c D-.
Por construccxon de D", las flechas {(z, u), (z',z)} € Aszm(D‘), con u € Az, con dichas flechas

se forma un c1clo dmgldo R

#',2,u) U (1, T ) U (xn, a')
slmetncas ¥ cuyos vertlces inducen un clan en D*, como
g o 6' C D', es decir, D' contiene un ciclo dirigido cuyas
nducen un clan en D/, lo cual implica que D’ no es una

“en D‘ c D’, cuyas ﬂechas
'F(B') c. F(D'), ,entonce
flechas no son sxmetncas

orientacién admisible,, pero esto 'conyduce,a una contradiccidén, ya que por hipdtesis D’ es una
orientacién admisible. '

*i“:D* es una orientacién admisible.

Ahora consideremos una orientacién D de G de la siguiente manera:

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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V(D) V(D’)-—a:_ .

e Para toda arista con ambos extremos finales dlferentes de z y 2/,
o le damos la orientacién de D : - )
L F(D)y=:q = ‘Para ue [A1 U A2), ponemos la ﬂecha (z u) R
PRI B .k’Para u € Ag, ponemos la flecha (u, z)

"""Pav'i'a uE As4, ponemos las flechas (u,z) yi(:é, u)

Como‘seb ve i:_n',kla ﬁ:'gu’ira. (319)

Una odentacidn D de G

® x

Figura 3.19:

Por demostrar D es! una onentacnon admlsxble de G.

Suponemos que D no ‘es una orientacién admisible de G, es decir, D contiene un ciclo dirigido
8 cuyas ﬂechas no son s:metncas y cuyos vértices inducen un clan.

El vértice = debe estar en 8, yaque D— {z} C D' y D’ es admisible, es decir, puede ocurrir un
" cambio de direccién de las flechas que van de z hacia sus vecinos en D.
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Como z €’ 3 entonces exxsten {a b} C V(E') C V(D), tal que (b z) e (F(D) nF(@))
y (z,a) € (F(D) nF(—(_J))) no son sxméhncas . L

Sea (I a—':la ,I,,2.+1, )mn-hzn—b .'B)CD

Como se.[nu;:ggi@;gn la ﬁgura(3;20)" Coan

Ciclo C en D, cuyas flachas no son simétricas
v cuyos véricas inducen un dan.

2
. ‘_;:\o a=x,

Figura 3.20:

Notemos que a‘e A1 U Ag yasf (2, a)-VE Asirﬁ(D‘) y b € As, por lo que tenemos dos casos:

- La ﬂecha (:c bnno' 'sta en D‘ v

Caso (1) ,S'li',(a;, by'¢. ;'és'decir,.existe (b,z) € F(D*), la cual no es simétrica en D*.
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Como vemos la figura (3.21).:

Caso (1): (x.b) no esta «n D*

-
1= iz

C-{—N
C es un dclo, cuyas flechas no son simétricas
¥ cuyos vérices inducen un dan.

Figura 3.21:

Con esto llegamos a que el ciclo dirigido 6 tiene flechas no simétricas y sus vértices inducen
un clan en D*, por lo tanto D* no es una orientacién admisible, lo cual no es posible, ya que
por hipétesis D* es una orientacién admisible.

.. D es una orientacién admisible.
Caso (2): Si (z’,b) ¢ F(D"), es decir, existe (b,z') € Asim(D"), (ver figura( 3.22)).

Como.a € .A;'U Az, entonces (z',a) € Asim(D"), con lo cual se forma un ciclo dirigido

o= = (=, a)u(a,Z* B U (b, z').

qum (‘\(‘}'\J 4—‘
S |TAlla ui URIGEN
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Caso (2): (¥.b) no esta en D*

a
o)

o3
=

C' es un ddo, cuyas flechas no son siméticas
¥ cuyos vértices inducen un dan.

Figura 3.22:

Observemos que si (z/,a) € F(D'), con a € A3, entonces dicha flecha no es necesariamente
asimétrica, pero como (z’,a) € F(D"), entonces el ciclo dirigido ok C D*, el cual es un ciclo
sin flechas no simétricas .y cuyos vértices inducen un clan en D*, esto quiere decir que D* es
una orientacién no admisible, lo cual no es posible, ya que por hipdtesis D* es una orientacién

admisible de G'.

. D es una orientacién admisible de G.

Llegamos a que D es una orientacién admisible de G y por hipdtesis G es soluble, lo cual implica
que D tiene niicleo.

Sea N el niicleo de D.
Por demostrar D' tiene niicleo.

Caso (1): Si.z € N. Por demostrar, N es niicleo de D'.

1. =N esun cbp'jruntg‘)‘ independiente.

TESIS CON
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Sabiendo que N:ecs 'ihdépéndiente en D, ademiés D € D' y como sdlo puede haber
cambio de du-ecc1on en algunas ﬂechas para la subdigrifica de D, y z’ tiene las mismas

adya.cencxas que = en G

o “N es independiente en D'.

2.",'N es un conJunto absorbente i
Por construccxon de D, ”ex1ste ]a. ﬂecha (=’ :c) € F(D') no 51metr1ca, como el vértice
xr ENy entonces 3 a:'N flecha en: D', por otro lado D c ‘D y N es absorbente en D,
“entonces’ paray € V(D’) —-(NU {:c’}), I neN, t,al que (v, n) € F(D'), por lo tanto
Vye V(D’) —N,3yN - ﬂecha en D'

N es a.bsorbent.e en D,

Como N es 1ndeped1ente y absorbente en D’ entonces N es nucleo en D',

Caso (2) Si'az ¢ N. Por demostrar N es nucleo de D’ ,
Solo basta demostrar que N es absorbente, ya que la independencia de N se debe a las

: 'mlsmas razones del caso (1).

.. N es nicleo de D', -

Por lo tanto en los dos casos D' tiene niicleo. g




Apéndice A
Conjetura de Meyniel

Recordemos que una digréifica D es niicleo perfecta (R- digrdfica) si D y todas sus subdigréficas
inducidas tienen niicleo y una digréfica D es niicleo imperfecta critica (R~ digrafica) si D no tiene
niicleo y todas sus subdigrdficas inducidas propias ( no ella misma ) tienen micleo. Un resultado
que tiene que ver con las digrdficas micleo perfectas y los ciclos dirigidos de longitud impar es la
conjetura que dié Meyniel en 1976, la cual dice:

Si cada ciclo dirigido de longitud impar tiene dos cuerdas, entonces la digrdfica es

micleo perfecta,

dicha conjetura es falsa, el contraejemplo lo muestra Galeana-Sanchez [11], el cual vamos a analizar
en esta seccién, como también veremos que si en la digrifica del contraejemplo le quitamos una

“flecha especfifica, entonces la digrifica obtenida es nicleo imperfecta critica.

101
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Una condicién para que exista niicleo en digraficas con ciclos de longitud impar la enunciamos

en el siguiente teorema:

Teoxema No. A 1 (Duchet ¥ Meyniel [8}). Sea D una digrdfica.

Si lado ciclo dirigido Z’ de longitud impar tiene 2 cuerdas del siguiente tipo: (2, Tiy2), (z.+1, z.+3),

entonces D’ ttene niicleo.
Este teorema es un caso particular, donde la conjetura si es verdadera:

Conjetura No. A.1 (H. Meyniel, 1976 [6]). Sea D una digrdfica. Si cada ciclo dirigido de

longitud impar tiene dos cuerdas, entonces D tiene nicleo.

Dicha conjetura es falsa, si. no pedimos mds condiciones para las cuerdas del ciclo dirigido de

longitud impar, el Cbntraejemplo lo enunciamos en el siguiente teorema de Galeana-Sanchez.

2(H Galenana-Sdnchez [11]). Para todo k > 2, k € N. Eziste una digrdfica
'&é:gada ciclo dirigido de longitud impar tiene al menos k cuerdas.

Teorema:No.

Como vemos gh‘lérﬁg"qrrar (Al) e
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Digrafica D, cada ciclo impartiene al menos 2 cuerdas.

X

o O/~ X2
Xy

i
X

Xis

X“

X

Figura A.1:

Con lo que se _fqi‘ma el ciclo dirigido:

_6’::'(,%!,‘51; .:'2;2’, Z19, o) de longitud par

y qu_e tiene las s gui \tes gv;ugr‘d‘as (Ziot+2i, T104i0) Para fo = {0,5,10, 15}, 0 <.i < 2, es decir,

TESIQ 1NN j
FALLA Ui UiiGEN
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Para i=0 Las cuerdas de la forma (2o, Z104i0), SON:
. . - S : S

“w (o, z10)

Paxa 1—-2 Las cuerdas ’de 1 forma. (:z:..,+4,z1o+.a), son:’

- (2"41 z10

“» (z,718)

i (ii4';mo) S
. (1‘19,25)

Con dlchas cuerdas se forman los snguxent 6 cnclos dmgldos de longltud xmpar,

1 _ Dl cxclo dmgldo (a:w, C, zo) U (:z:o, a:m), con las slgulentes cuerdas:
i »{(m,zo) (z12,20)} € Asim(D). :
2, “El cxc]o dmgldo (:::15, 3 zg) U (::5,:1:15), con las cuerdas:
B ,{(z17,::5) (z1s, ;1:5)} c Astm(D)
g EI c1clo dmgldo (20, C, :r:m) U (a:m, :co), con las siguientes cuerdas:
{(zz,zm) (:1:4,.'1:10)} c A.stm(D)
4. Bl ciclo dmgldo (s, 8 .1:15) [¥ (:1:15, x5), con las siguients cuerdas:
e {(1:7,:815) (:r:g,:cw)} c Aszm(D)

Para i=1" Los c1c|os dmgxdos de la forma (z104i0, 3 Ziot2) U (Tios2, T104i0), 5ON:
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1k. El cxc]o dlngldo (zm,’a 22) U (zz, ::m), con las siguientes cuerdas:

Para i =

Tene;nos‘que“{(::s, a:e) (z5, :nls)}‘VC F(D), por lovque puéden existir dos subcasos:
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Subcaso (1 a) Sx 215'¢ N como existe {(:cg,zm) (zg,zm)} C F(D), entonces g € N, como

’~k",ex1ste {(:214, a:o) (:c“, 215)} C F(D), lo cual implica que 14 no es absorbido por N, por
o’ tanto este subcaso no es posnble

" cual quiere decir que zg no es absorbldo por N.

. Como los.dos casos no son posibles, entonces D no tiene niicleo
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Pa.ra. k > 2,'Sea’D una- dlgtaﬁca (ﬁgura A 2) con:,

.._{012 8k +2, 8k+3},modu108k+4
i S,k;y,v i0 € {0,2k + 1,4k + 2, 6k + 3} médulo 8k + 4

« El c1clo dmgldo (z4k+2,6, zg) U (zo, Tak+2), con las siguientes cuerdas:
(Zaky2, o), (Tak+4,T0)s (Tak46,Z0)s « - .1 (Tak4242k, T0), en general:
(zak42425,20) VO < j <k
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« El cnclo dmgxdo (:1:4;,.,.2.,.(2,,“), 8 Tart1) U (zzk+1,z4k+2+(2k+1)), con las cuerdas:
(1'61»4-3: zzk+1) (z‘ek+5, zzk+1) (zert7s 22k+1), e (zsk+3+2k, T2k+1), en general:
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Digrafica D, cada dclo impatthm a3l menos k cuardas.

Xp Xy xz

Xakea

Xoxe2

Kepez  Kayet

Figura A.2:
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dos de_longitud impar son:

Por lo que. podemos conclmr que los c1clos diri
: ' ';o'e,{_o_,zk+1,4k+2,6k+3}

(z4k+2+101 .3: 3

cuyas cuerdas son'

tlene nucleo.

Ny z; € N, esto es
en"D, como’N es independiente
comq.‘ (zl,zé) € F(D), entonces
‘que 3 € N, z4 € N, luego
ééé'zg;.“ ¢ N,para2< i<k
1) EF(D), entonces existen dos

Zak+2)} © F(D), entonces
3)} en D lo cual implica que

& Tapia € N.

‘4)¢+2 @ N, entonces z; € N, como (z1,22) € F(D), entonces z2 € N,
3,2:4) € F(D), entonces 4 € N, z5 € N, luego tenemos una trayecto-
2)¢ 1,22k,$2k+1) C D, entonces x2; € N, para 3 <i < k, 241 € N,
: "k,"como existe {(zak+1,Z2x+2), (€2k+1, Tek+3)} C F(D), implica que
{$2k+2,'25k+3}' z N .como {zg, Tak42} € N y 3 (zak+2, Tak+3) € F(D), entonces
4k+3 e~N y x4k+4 ¢ N, luego tenemos una trayectoria de (Zak+4, Tak+5, -« -, T6k+2)
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*. D no tiene miicleo.

Tomyandc‘;'eh ctient.a el siguiente teorema de Galeana-Sdnchez y V. Neumann-Lara [12]:

Teorema No. A 3 (Galeana-Sénchez y V. Neumann-Lara [12]). Sea H una digrdfica, la

: un,czclo dirigido de longitud impar y T C V(H), tal que cada u € T esta a lo mds en un
’ o de longztud impar de H, entonces H es una digrdfica nicleo perfecta & H —T es una
‘ ,Zt!jig’ft‘x’ﬁcd nticleo bé_i‘fecta.

Podemos probar un resultado que relaciona las digraficas nicleo imperfectas criticas, digraficas
nuc]eo perfectas y-la digréfica del teorema (A.2), el cual lo enunciamos en el siguiente teorema.
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Teor emn‘ No.‘ Ai4. Sea D una diyraﬁca, que no tiene nicleo, tal que todo ciclo dirigido de longitud
lmpar lzene al menos, Ic cuerdas, con k >2,keN.

1. Sl a la dzgrafca D le quztamos la cuerda (z0,z1) € F(D), obtenemos una digrdfica D—(xq, ),

la cual es nucleo perfecta. !

:‘2.7 : -La"_ digtfdﬁk:a ?'D ‘és “ndel 'fécita_' critica.
Demostracién
‘.n.ici'clé dirigido de longitud impar en D que tiene k cuerdas,

l’co, 1, T2 D17 218y T19} ¥

para i={0,1, 2 18 19} modulo 20

|uesta’a‘lo m‘évsie'n un ciclo dirigido de longitud impar}
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Observamos que H

Por demostrar que

:{wmws.-‘vh -‘cs,zu,zlo} ‘Para z € V(Ha) N3, tenemos las

“Hq — Ty = Hg es niicleo perfecta.

Hy =
Hl es niicleo perfecta, pero H; = H — T, donde T = {0, 1, 2, 3,4},
ecir, ct Ghes is'del teorema de Galeana-Neumann, ver teorema (A.3), por lo cual
H e's"miq’leoperfect.a;,‘-‘dque H-="D - (zg, z1), €l micleo de H es:

N ={=1, ¥3; 5, 27, To, T11, T13, T16, T18}

D — (zq,x1) es micleo perfecta.
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Digrafica D-(xg.x,)FH, |2 cual iene 4 ddo impares.

Ciclos impares:
—_— P (1m0 XX X0 1 %1243 X1 0 X4 g X e T X 1w XD
- o (oXypXy 1 X2 3% ( Xy X177 Xim ¥y «
e (047517 5 PR Ky Xy 4 X 42Xy 30K Py g X 46 %47)
----- P (X156 7 XpXe X4 %44 %12743 %1474 8)

Figura A.3:




APENDICE A.. .
Digrafica H=D — (xg4)
X0
x %4
1 A ‘O
X2
X1 Z
%43 %
) 2 *
X492
%
Xy ‘ e
Xyq
X0 *

Digrafica H=H, ~T,, donde T ={x,y.%(s}

X4t

46 z
Xy #’2 X3

X4 '{o 2 *q

*

13 (o
%4 e
1]
s
]
Figura A.4:
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Digsafica H=H — T, dondeT={xqg.%. 223X}

Xy

X1z
" \‘
g
—q %
'% %a
*r
Xy
*g
b3
11 e ¥o

Xy,
i3
13
*93

Digrifica HyHy —=Ta donde T~ {Xy7.%g}

Xy3 4;7 Xy
Xee x 2 s
X413 (o
Xy e

41
s
]

H, tiene nideo y sus subdigraficas inducidas
tamblén tienen nGdeo

Notadién: @ es el nicleo
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Caso (2):'Si k >“2:.'Sea'1'D‘ ung"dé_i‘gréﬁ/c:a (ﬁguraA2)con

:,8k + 2,8k + 3}, médulo 8k + 4
— {0,2k - 1,4k + 2,6k + 3} mSdulo 8k + 4
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Digrafica D, cada ciclo impar tiene al menos 2 cuerdas.

‘-" \\
Xapea — o0

Xpn2

Figura A.5: TESIS Cnm
FALLA DE UniGEN
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Digréfica Hy=H — T, donde T={xgx¢ Xz, - - . « Xcme19: %)

Ciolo |
impar »~ °

Figura A.6:
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.+ Como; D = (xo, z1), es.una_ digrifica finita, entonces en un momento se terminan los ciclos

dirigidos_".de,rlkongitli:d'impar',:félf'pen'\iltinio ciclo dirigido de longitud impar que existe es:

IR ,:csk-g.a, Tok+44y 1'6k+5)

sta.a lo mds en un ciclo dirigido de longitud impar}, es decir,

: rema. (A.3), entonces H; 41 es miicleo perfecta, sabiendo que
Hyyr = Hj—Ts,con TJ = {u € V(HJ) | u esta a lo mds en un ciclo dirigido de longitud impar},
. por el teorema’(A.3), 1mpll<;arqlrxe H; es micleo perfecta, continuando con este proceso obtenemos
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un dlgraﬁca H, H T nucleo perfecta, donde T = {zo,zl,zz, ,z:;,:'c..,.l, ©y Tok—1,T2k} Y

cadaiu €T esta' a’ lo mas n: un c1c]o dmgldo de ]ongntud 1mpar en H, por el teorema (A.3) de
(301 3!)

C‘alea:m—Neumann lmplxca tjue H es niicleo perfecta, donde H = D —

— (=0, x1) es niicleo perfecta.

Digrifica H;,7=H,,, — T, . donde T_,,,-(xsm,xsw}

X
Xema eodls 11 2k
)‘SMZ l xzm-z
X
61 X203
Xek
-
- Ciclo
impar

Notacion: @ as el niclao

Figura A.7:

2- Por demostrar que D es niicleo imperfecta critica.
Sabemos que la digréfica D—(zg, z1) C Dy que todas las subdigraficas inducidas de D—(zq, z1),

estan en la digrédfica D, como las subdigréficas inducidas de D — (zo, ,) tienen micleo, entonces las
subdigdficas inducidas propias de D, (no ella misma) tienen niicleo, pero D no tiene nicleo, por lo

tanto la digrdfica D, del contraejemplo, ver teorema (A.2), es niicleo imperfecta critica

. D es nicleo imperfecta critica. g

TESIS CON |
FALLA DE CKIGEN |




Conclusiones

Después de analizar ciertas orientaciones de las grdficas de paridad, de lineas y algunas opera-
ciones, como es la duplicacién de un vértice y la suma de graficas, que cumplen ciertas condiciones los
ciclos de longitud impar, de modo que implique la existencia de niicleo, podemos conluir lo siguiente:

1. Si orientamos a una gréfica de paridad, de tal manera que cada ciclo dirigido de longitud tres
-tenga dos flechas simétricas, entonces se afirma que cada ciclo de longitud impar tiene dos
polos ‘consecutivos o dos cuerdas cruzadas triangulares.

2. - Las gréficas de paridad son M-solubles.

=3y Ukn‘_'a orientacién D de una gréfica de lineas es niicleo perfecta, si y sélo si, D es una orientacién
admisible.y todo ciclo dirigido de longitud impar tiene una cuerda.

4 Sﬁ\laﬁhiéh de Hos gréficas subyacentes de digraficas micleo perfectas, le damos una orientacién

: M-admisible, entonces la unién es niicleo perfecta.

o 5. Silla’duplica 6ﬁ"z§dyacente de una gradfica soluble, le damos la orientacién admisible, entonces

dicha digrafica’tiene nicleo.

'“cente,de una gréfica soluble es soluble.

! Aulgl}iiﬁ(ca.s en general, la condicién de que cada ciclo dirigido de longitud
inﬁ) iene de erdas ‘no es suficiente para que poseen micleo, el contraejemplo lo mostro
y Ggle}in Sdnchez [9)7 7

El reéu]tddb 'd’éleinv{:isd (6) fue probado por E. Boros y V. Gurvich [8], utilizando herramientas
de "t,eon'a'der. jﬁégqs; en este trabajo lo demostramos sélo usando teoria de gréficas.
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Finalmente la: |mportancm de la solubilidad, la podemos ilustrar con la conjetura de Berge
y Duchet. ‘la cual’ hac 'un<enlace entre micleo y graficas perfectas. Dicha conjetura dice: “ Una
si y;s6lo si, es soluble. Una parte de la conjetura la demostrarén E. Boros

ndo teorfa de juegos, la cual la mencionamos en el siguiente teorema: “ Toda

ar aﬁca es perfctj,

yV. Gurwch 8] ¢
J—:gl ah(‘a perfecta es soluble, por lo que podemos hacernos esta pregunta jDicho resultado se puede

‘demostrarwc‘orn _teqrfa. de gréaficas?, la pregunta queda abierta.
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