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Introducción 

El t.rabajo que se desarrolla en esta tesis, ( cuyo título es " Orientaciones en gráficas y 

m'u!lcoH"), consta de algunos resultados reladonacl~s dori Orientaciones en ciertas clases de gráficas 
de n1odo que impliquen la existencia de núcl~ci-: , ., ,,_,: 

El concepto de núcleo de una digráfica fui i~troclti¿ido por John Von Neumann y Morgen­

stern(lfJ44), en el libro, "Theory ai Gan1es ánd'Ecori.Ji-J'¡'c·Behavior" [14], donde introducen dicho 

concepto en la teoría de juegos como solución~ u~i:.s ·c1~.las <á~ea'.s en las que se aplica dicho concepto 

son física, ingeniería:· químic~ y· genética.· .AÍgu~as ~pí{c~~iones se verán en la sección Resultados 
olen1cntales. , .,,~~-~-(; .\:.'> <.. 

Entre los trabajos realizados sobre la existenci~;'cl~.:;·~úcleo, podemos citar a los investigadores 

franceses C. Berge, P. Duchet, H.Meyniel ~F. Maff~i;;:y·y mexicanos V. Neumann-Lara y Hortensia 

Galeana Sánchez, el propósito de sils·investigaeiones e8 encontrar las propiedades estructurales de 

las digráficas conocidas como núcleo perfectas, es deeir, aquellas en las que todas sus subdigráficas 

inducidas ( incluida la misma digráfica) tienen núcleo. Del trabajo realizado por Von Neumann y 

Morgenstern se obtuvo el primer resultado importante de la Teoría de Núcleos: Toda digráfica sin 

ciclos dirigidos es núcleo perfecta y su núcleo es único [18]. Sabemos que las digráficas sin ciclos 

dirigidos de longitud impar tiene núcleo, dicho resultado fué probado por Richardson en 1953 (l], 

por lo que podemos hacernos esta pregunta ¿Las digráficas con ciclos dirigidos de longitud impar 

t.icnen núcleo?, no necesariamente. 

Duchet generalizó la existencia de núcleos en digráficas con ciclos dirigidos de longitud impar, la 

cual dice: "Si cada ciclo dirigido de longitud impar tiene al menos dos cuerdas simétricas, 

entonces la digrlífica es núcleo perfecta", otras condiciones para dichos ciclos dirigidos son: 

• .(Duchet, Meyniel (8]) Si cada ciclo dirigido de longitud impar tiene dos cuerdas cruzadas, 

entonces la digráfica es núcleo perfecta. 

• (Neumann-Lara, Galeana-Sánchez (8]) Si cada ciclo dirigido impar tiene dos polos consecutivos, 

entonces la cligráfica es núcleo perfecta. 
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En 1976 H. Meyniel conjeturó: ."Sea D.una digráfica. Si todo ciclo dirigido de longitud impar 
de D tiene dos cuerda8, entonces D eÉl una digráfica con núcleo". Para las digráficas en general, 

la condición de que cada éiclo· dirigido de longitud impar tiene dos cuerdas no es suficiente para 

que posean núcleo, el contraejem~lo lo mostró Galeana-Sánchez (11], el cual lo analizaremos en el 

apendice A. 

En el concepto de núcleo y digráficas núcleo perfecta, la orientación de una gráfica juega un papel 

muy importante. A una gráfica. G le podemos asociar de manera natural una digráfica D obtenida a 

partir de G, orientando cada arista de G en al menos una de las direcciones, una digráfica obtenida 

así la vamos a llamar una orientación de G, entre las orientaciones que se van a tratar a lo largo 

de este trabajo estan las orientaciones admisibles, llamadas también normales, las M-admisibles o 

M-orientaciones. Si cada orientación admisible (respectivamente M-admisible) de una gráfica tiene 

núcleo, entonces reciben el nombre de gráficas solubles (respectivamente M-solubles); las gráficas 

solubles suelen llamarlas núcleo solubles y las gráficas M- solubles, núcleo-M-solubles. 

La importancia de la solubilidad, la podemos ilustrar con la conjetura de Berge y Duchet, la cual 
,: ; . ,· / : f • 

hace un enlace entre núcleo y gráficas perfectas. Una gráfica G es perfecta si el número cromático de 

cada ~~bdig~~fi~~ H de Ges igual al número de clan de H, entre ellas estan las gráficas completas 

y bip~~fü·~:'L8.' conjetura de Berge y Duchet se puede establecer como sigue: 

ConJet~·~';N~~\·0.1. {S] Una gráfica es perfecta, si y sólo si, es soluble . 
. ,',;'; --·.¡')f',~:\·;:' 

tiria p'art~; d~. la conjetura la demostraron Boros y Gurvich ((9)), usando teoría de juegos, a 

confiriuii.ci6ri'. !6 '.;Jri~ncionamos: Toda gráfica perfecta es soluble. 
- -.. ,- .. , ,;"',_:··; _·. ·~?. :;;;·<:·:. ' 

El;result¡'ldo'.relacionado con gráficas perfectas, M-solubles y núcleo es más débil que la conje-

1.úr; (o.'!'); ~~1'Ib~·a¡ s~ enuncia en la siguiente conjetura: 
- . -- . - - '. -~ '.''•-~·-;~·-· ~--

Conjct¡Ji:~·{;.i~: 0.2. [5} Toda gráfica perfecta es M-soluble . 
.. ~--:"1-\Vt,'~.~.:~:..:/~: ::-·~,_ .. , 

Ei'·6bj~Üvo de este trabajo es orientar las gráficas de paridad, de líneas, y algunas operaciones, 

como- es· la duplicación de un vértice y la suma de gráficas, tal que cumplan ciertas condiciones los 

ciclos de longitud impar, de modo que impliquen la existencia de núcleo. 

En el capítulo 1, se estudian las orientaciones M-admisibles de una gráfica de paridad y la 

estructura que deben de tener los ciclos dirigidos de longitud impar en dichas orientaciones, es 

decir," si orientarnos a una gráfica de paridad, de tal manera que cada ciclo dirigido de 

longitud tres tenga dos Hechas simét1·icas, entonces se afirma que cada ciclo de longitud 

impar tiene dos polos consecutivos o dos cuerdas cruzadas triangulares ", al final del 

capítulo se prueba la conjetura de Meyniel (0.2), para las gráficas de paridad, se concluirá que las 

gráficas de paridad son M-solubles. 
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En el capítulo 2, vamos a demostrar la relación que guardan las gráficas de líneas, las orientaciones 

admisibles, los ciclos dirigidos de longitud impar y el concepto de digráfica núcleo perfecta, dicha 

relación la anunciamos a continuación, "Sea H una gráfica y L(H) su gráfica de lineas. Una 

orientación D de L(H) es núcleo perfecta, si s6lo si, D es una orientación admisible y 

todo ciclo dirigido de longitud impar tiene una cuerda"[14). 

Y finalmente en el capítulo 3, consideramos algunas operaciones de gráficas con respecto a las 

orientaciones admisibles y M-admisibles, una de ellas es la suma, se demostrarán dos resultados de 

dicha operación, el primero " la suma de dos gráficas M-solubles es M-soluble " y el segundo 

" si la su1na de dos gráficas subyacentes de digráficas núcleo perfectas, le damos una 

orientación M-admisible, entonces la suma es núcleo perfecta ". Otra operación es la 

duplicación de un vértice en una gráfica, la cual puede ser no adyacente o adyacente el teorema que 

vamos a plantear con respecto a la duplicación no adyacente es: " La duplicación no adyacente de 

una gráfica soluble es soluble ",el cual fue probado por E. Boros y V. Gurvich [8), usando teoría 

de juegos. Y el resultado relacionado con duplicación adyacente es más débil, el cual anunciamos 

en el siguiente teorema: " si la duplicación adyacente de una gráfica soluble, le damos la 

orientación admisible, entonces dicha digráfica tiene núcleo ". 
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Resultados elementales 

En esta sección definirnos los conceptos de teoría de las gráficas y teoría de núcleos que vamos a 

ut.ilizar en este trabajo. 

0.1. Definiciones Básicas 

Definición No. 0.1. Una gráfica G consta de un conjunto finito no vacío de objetos llamados 

vértices o puntos, el cual se denota por V(G), junto con un conjl!nto de pares no ordenados de 

distintos elementos de G llamados aristas, el cual se denota por A(G). 

Si 11 y v son vértices de una gráfica G y a= (u, v) E A(G) diremos que u y v son extremos de a 

y que 11 y v'son adyacentes .. Do~ aristas son adyacentes si tienen un extremo en común. Una arista 
' -·- - --- - . . _, ., 

incide en un vértice·u;.si"u es uno.de s'us extremos. 
. ·. · ... ~ ; ::: <-~!_:;:;'.'.~ :{;~\.: ',á:f :.i-~}::ft¡~~\;·~,;~·.:~ :)~);.;~~:~_1.-1-"~;:{.:~>/;;~~~·· 

Definición No• ~·:2~~:E(g.1'(Jdó' d~ un vértice·:.:·en G, es el número de aristas que inciden en z, es 

cfo~i1:··~.eli:3:~~;r~jjj~~r~~:·~~~~e;t:.~~~;,~f ;~:~!fru;ª'. .. ·se denota por óa ( z), 
Los:.vccinos.de.un'.vértice'z de G;:e&:el ccíójunto N(z) ={u E V(G) I (z, u) E A(G) } 

:,- _._'.--'--: t,. __ ¡i~:~~(/1:{~~-~ii,'.:~<~á~~l/!:~:i~-~tp~;¡~i;~~~¡;:~~:A~<~~;/::~\'.jr·,_\_: 
Definición' !\loi .. o;3/:'.Un;.i:amiriá C.= (zo; :.:·1,; .• , Zn-1, Zn), es una sucesión de vértices tal que z; 

-_-'. )-·~~-Yí:;-·~~l'.,-~~-i-.r~-»;f-,t~:,~-:-::;-;?~:·;.~f,~1~·v:::f;:.'• · -::- ., · '· - , 
es adyacente.'a'x;;j:i\'v'.dO <''i < n ...;..};· 

• . ;: · : .. -.:._}~.< :.,:~;.~-~~:.\',~S}.~}J2.·ti1;~;:\-~~~-~~~;~:~ _: .;·.: '" ~ 
Si el cammo empieza eri ,.u y termma en v, lo llamamos un uv - camino. 

Definición N~Ja;~:'.;~g~:;;:~;i; es un camino en el que no se repiten aristas. 

Definición No.'~0;5;<,ü,¡á' trayectoria T es un camino en el que no se repiten vértices. 
••' ' _, '.::" .': u';: '• :·~·:S' ·.. O 

Notemos qu~ un~ .trayectoria es un paseo, pero un paseo no es necesariamente una trayectoria, 

ver figura l. 

Definición No. 0.6. Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vértice. 

V 
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Definición No. 0.7. La.longitud de un camino C, la denotamos por l(C), es el número de aristas 

·que con.tiene. 
,, : ·- ' - .. ·. .,:~. e-·,, . 

Si e ticnerl vérÜces,'~rít~n¿és t(C) eS n - l. 
. . , ·, ,_:_ ::-::~: .. _-.;~·!~;)'".:~~~,:·;.:· __ :::_-~-~~-, ~···,;~~--·~;J,;;~''. 
Definición Nó:;_o;sj~·\ú'11:~c.(i:l~;,Q_~:!!:u!Í camino cerrado de longitud ~ 3 tal que no repite vértices, 

-.~ªó10··~1 ;fr,;:2~,~~t;~{{~~k~~fi~S:~~~~~~!s~;··.:· ·. 
·Definición No>o.9;-;·si:a·c·: (.:c!;;z2/;;:;, :i:;,z;+1 , ••• , :i:n, z 1) un ciclo de G, llamamos una cuerda 

e dé e a la ~"H;?a·{J:;'~~;;;~r.)·~,; G/d~nde {:z:¡, Zm} E V(C) !/ :r:¡ =F Zm. 

Uni cúe~<l~} :b .. (~;;:z:,;;) d~ C, determi~a dos ciclos teniendo a e como arista, los cuales son: 
·-·~ ·(;;{;-~~;~!;x'~~'i~-1>:·.::-~i-·~, z~) 
- (zm,X¡,:XI+:-~;· ... ,xm-1,xm) 
Cua:rici~.c'ci impar, exactamente uno de estos dos ciclos es impar y lo denotamos por c •. 

D~fiU:ición No. 0.10. Sea C un ciclo de G una cuerda e de C se llama triangular, si el ciclo 

inducido.por e, Ce es de longitud tres en G . . . •' ,,._, ... ·.· 

r)efi~icióÍi'No~ 0.11. Sea e un ciclo en G, dos cuerdas (:z:,y) !/ (z.t) en e son cruzadas en e si 

sóla.'s{Í~s 'vertices {z, z, y, t} estan en ese orden en el ciclo C en G. 

IJcfirii~i6n No; 0.12. Una gráfica H es una subgráfica de G si se cumple que: V(H) ~ V(G) y 

A(FI)<;:A(G). 

Definición No. 0.13. Una gráfica H es una subgráfica inducida de G, si V(H) <; V(G) y 

(u, v) E A(l/) si y sólo si (u, v) E A(G). 

Definición No. 0.14. Una gráfica Ges conexa si para todo {u, v} ~ V(G) e:i:iste un uv- camino. 

Definición No. 0.15. Las componentes conexas de una gráfica G son las subgráficas de G máximas 

con la propiedad de ser conexas, donde w(G) denota el número de componentes conexas de G. 

Definición No. 0.16. Si en una gráfica G todo par de vértices es adyacente, entonces decimos que 

G es completa, la cual la denotamos por Kp, donde p es el número de vértices de G. 

Definición No. 0.17. Un clan de G es una subgráfica completa de G. 

Definición No. 0.18. Una gráfica G es bipartita si existe una bipartición Vi, Vi de V(G) tal que 

toda arista de G tiene un extremo en V1 y otro en V2. 

Definición No. 0.19. A cada gráfica G le podemos asociar una nueva gráfica, llamada gráfica de 

líneas, denotada por L(G), tal que: 
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• V(L(G)) =·A(G) 
. . . 

• 11 es aily'ace~te ·~ ~ en L(G), si sólo si, u es adyacente a v en G como arista. 

Algunos ejemplos ele los conceptos anteriores los podemos encontrar en la figura 1 

Gr.í1ica G 

a b 

e d 

Grá1ica de líneas L(G) 

(b.c) 

V(G) • { .1,b,o,d,e,f} 
{( .1,b ),( b,d)} e .A(G) 
b es adyacente af 
( c,d) es adyacente a (d.() 
( b,d )ináde en d 
N(d)= { b,c,e,f} 
e= ( a,b,d,a,b,d) 
P = ( a,b,a,d,f,b,d) 
T = ( a.b.f,d ) 
cid o Ci = (a,b,c,d,e,a) 

Una cuerda h=(b,d) de °t· 
Ce =(b,c,d) 
La ciuerda e es triangular. 
L(c1)=5 
6,J..e) 2 

V(L(G))=.A(G) 
(a,b) es adyacente a (b,d) en L(G). 
si sólo si, 
(a,b) es adyacente a (b,d) en G, 
como añsta. 

Figura 1: 

VII 

Definición No. 0.20. Una digráfica D consiste en un conjunto finito, no vacío, de objetos llamados 

111frlices, denotados po.r V(D),junto con una colección de pares ordenados de distintos elementos de 

\l(D), llamados flechas (aristas dirigidas), denotados por F(D). 

Si J = (u,v) E F(D);,ento!1ces se dice que u es adyacente a v ó J incide en v. 
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Definición Nó. 0.21. El ingrado (grado interior) de un vértice v en D, denotado por cl'l)(v), es el 

111írnero de. vértices adyci~~~tes hacia ~. _es decir, el número de flechas que llegan a v. 

Definición NC>,;,O'.~~·:··~¡'·~;g~tfJ'(gra.do. exterior) de un vértice v en D, denotado por cl'j;(v), es el 

núm~ro de vé;tice~'ciaJcice~'i~sYd~sdé v; es decir, el número de flechas que salen de v, 

•. ~¡~",'.~~~~f ~i\J(~~?J,~'. ~· vlm~ v '" D, d•ootado po' So(v), u lo '""'" det =gmdo 

. Defiriiéii<Sú·NJ; 0,:24: ·Lo;:~;'élnds exteriores de un vértice :z: es el conjunto 

r+(:z:) ={y e V(D) 1 (x, y) e F(D)} 

Definición No. 0.25. Los vecinos interiores de un vértice :z: es el conjunto 

r-(:z:) = {y e V(D) 1 (y, :z:) e F(D)} 

Definición No. 0.26. Una digrájica H es subdigráfica de D, si V(H) s; V(D) y F(H) ~ F(D). 

Definición No. 0.27. Sea A~ V(D), decimos que H es una subdigráfica inducida por A, denotada 

por D[A], si V(H) =A y (u, v) E F(H) si y sólo si (u, v) E F(D) con {u, v} s; V(H) 

Definición No. 0.28. Una subdigráfica H de D es generadora si V(H) = V(D). 

Definición No. 0.29. Un camino no dirigido C = (:z:0, :z:1, ... , :en) de D es una sucesión alternada 

ele vértices y flechas tal que (:z:;, :z:;+¡) E F(D) o (:z:;+i. :z:;) E F(D), con OS i S n - l. . . 

Si e empieza en u r termina en V decimos que C.es un uv - camino no dirigido. 

Definición No. 0.30, Un ·camino .dirigido C = (:z:o, :z:1, :z:2, ... , :en) de D es una sucesión alternada 

·de vértice.• y fleclias tdl qu~ (f;;:z:;:ife.P(D), con O:::; i:::; n - l. 
_<~~ . .-,.:.'·e, ~,·_ ., ···.' .;_;{.\·~.--' -", . 

Si e ·'."' (~o.~{:-.':;.,;J;,>~·~)v(¡tj y y e V(C), con :z: = 
(~:, c,v) == (~ ~,¿;x;~i.· ·:., x1-i. x; =y). 

X¡, y= < j, entonces 

Defi~ici.Si/N~~ ~::31. Una trayectoria no dirigida T de D es un camino no dirigido en el que no 

se ;e¡iÜ~n vérti~es. 
'_-.. ' '·. . .. ·.-
---. ' 

··Dcfiniciónc·N~. 0.32. Una trayectoria dirigida T de D es un camino dirigido en el que no se 

.: mpiten vértices. 

Definición No. 0.33. Un camino cerrado no dirigido en D es un camino no dirigido en el que el 

primero y el 1Jltimo vértice son iguales. 
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"- -.: ~. "''~.· ;'·~ ~:.,_ _, . "~ ·-

.. ·" ... ·.· -_"~ . _.·· . ,._ . ,· . 
Detinición,No:·o.34. c:Un éamino cerrado dirigido en D es un camino dirigido en el que el primero 

::'. ..: , ,- ·<·: .. :·.:,·?\';>_·\~--~~··> .,_:-~"~~---... ,, (.~l -~, . ·: ' 

y el dltimo vértice,. son 'iguales. · 
.) .. --.; _:...: i ·: :_,'-~{ft~.;\\::r:L .. ~·''r:-;:{}"~·;;?o:¡., , .. __ ,,_ 

Dcfi1ii~ió1Í'N~io~a5:',,'i/,F;~iclo' no dirigido e en D es un camino cerrado no dirigido en el que no 

se repiten u~rti~~;:fs6i~;:·~1.f/ri;;;éro y el último). 

Oefi~¡~fJ;14~~tTJ!g~~~t~~~b~~~;7~i~gido O en D es un camino cerrado dirigido en el que no se 

;;f l~llilli~~~d: .: :(::~;:: : ... :·~:.~~:~ri•<d:~:;::·~:. 
· Dem~s(~~~i6ñ:;;~"'·· .... ·.. ~·~;;{J[;~·:(fr:; 

Se~>D u'~ianfr~ii~¿:9>~,~I~ ~áinino dirigido de u a v en D. Por demostrar que C contiene una 
uv .:;. trai~~t¿;¡~1<lif\~iá~:·,~~N);c'; ··.• · · : 

Lnd~n1~~tr~íóW1~h~cem~~ por inducción sobre la longitud del camino e en D. Sea l(C) = n 

. Si e("c\;,,: ,i;'.~rit~ii~'~s· el'~~mino dirigido es C = (u, v), con {u, v} ~ V(D) y u =/= v, en tal caso 

e es .~á~:~~~.c'J1;i~.itgfa,?¡'¡~i~i~i,d~ ~p p 
Supongamos qÚe t6'do uil"camino dirigido de longitud menor que n contiene una uv- trayectoria 

dirigi¿~· ';' ::'('\''.3t;0;fi:WltD(; · ·· 
Sea C ::· (.J,~ ;¡f,x{f;;;'.~");" = v) un uv - camino dirigido de longitud igual que n. 

Si x;'# x,;,v i;~ ~;{0°;'.l(.::·;n}, ,eón i =/= j, entonces e es una XoXn - trayectoria dirigida. 

Si existex/::=f/~a.f~'¡''~j:·~l.lpc6Ügamos sin pérdida de generalidad que i < j, entonces, 

· Do .q~ÍO~~~~"f :f ~1t~t%f i!~+~;:;:;: ;: :;·~·:.: ::: ~'.~.'~:::: :: : ::. ";+" · · · • •n), 
el cual es un ILV~ca'min~dírigicÍ~;tal\~~ l(C t) < l(C) = n. Por hipótesis de inducción e 1 contiene 
una uv traye~tori~'.airiglcl~~"1}:~b~fu6.C'1; C::ét,.entonces T ~C. 

~~:;;f :J~~~;i~~~\i~i .;;,.,. :fri~d• d• /on~tod ;m,.. "º D rootfon• ºº ""' J;ri~do 
Demost~~ci~Ü;'.~1;jty•'.¡\'i·;;:/. 

Sen D, uría"d,igr~fici'y e un camino cerrado dirigido de longitud impar en D. Por demostrar que 

C contiene ~nd~lCi.:cÍirlgido de longitud impar. 

L1i demostra'ciórÍ la hacemos por inducción sobre la longitud del camino e en D. Sea l(C) = n. 
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Si e(c) = 3, entonceS el :cámirio cerrado dirigido es e= (zo, z1, z2, zo), como l(C) = 3 y e es 

cerrado, entonces-za :j: Z¡ 1 Z¡ :j: Z2 y Z2 :j: ZQ1 por (o tanto Ces Un ciclo dirigido de longitud impar. 

Supongamos que ~es Ün-cáffiirio cerrado dirigido de longitud impar menor que n y ~ contiene . ., ' : .· , ~.' ":' :. ~' •:.-· >··''" ~-, ;<,·' • . . 

un ciclo dirigido delongitud'impar ; 

Sea e= (zo:z1;~2/(;:;·;;,,;:z:o) un camino cerrado dirigido de longitud impar, tal que t'(C) = n. 

Si z¡ ·t=>~}.-ch~-{-'#\'J)''f.i;;j_~on 1 :5 i :5 2n y 1 :5 j ~ 2n, entonces C es un ciclo dirigido de 

longitud i1npar:,_ ,- .. :;}. ·_;~.f{-~~~-:., ; . 
Si e~istc i; ·=~z{para'Í # j ,sin pérdida de generalidad i < j, es decir, 

. : ····.>-~~'{:~.~¡:.-~2~.:., z1-1 1z¡, z;+11 ... , z; = z¡, z;+11 ... , z2n1 xo). 

Por lo cíué:th:~ (z~,'C,~i ='z;l'u (~¡;"C,zo) = (zo,zi. z2, .•. , z;-i. z, = x;, z;+1 1 ... , z2n1 zo) 

llll camino cerr~do dirigido y 0 2 = (z¡ 1 0, z¡) = (z;, Z;+1 1 Zi+2t ... , Zj-1 1 Zj = z¡) Un camino 

cerrado dirigido .. Como t'(C) = l(C1) + t'(C2) es impar, entonces sólo uno de los dos caminos 

dirigidos, ya sea 0 1 ó 0 2 es de_ longitud impar. 

Supongamos sin pérdida de generalidad que t'(C1) es impar. Como l(C1) < l(C) = n, entonces 

por hipótesis .de inducción 0 1 contiene un ciclo dirigido de longitud impar. Por otro lado sabemos 

c¡ue -'01 ~e, entonces. e contiene un ciclo dirigido de longitud impar. 

Definici6u No_. o.37. Sea e= (z1,z2, ... ,z¡,Z;+1,···1Zn1Z1) un ciclo dirigido de D, llamamos 

1ma cuerda e de e a la flecha e== (z¡, Zm) E F(D) 6 e= (xm, z;) E F(D), donde {x¡, Zm} E V(C), 

m::/= i+l. 

Definición No. 0.38. Sea e= (z1, z2, ... , z;, Zi+lt • .. , Xni z¡) un ciclo no dirigido de D, llamamos 

:¡;~I(;· cuerda e de C a la arista e= (z¡, :z:m) en D, donde {x;, Zm} E V(C), i- 1 :f. m :/= i +l. 

Definición No. 0.39. Sea C un ciclo no dirigido de D y {:z:,y} E V(C), al vértice x lo llamamos 

polo de C si y sólo si z es extremo final de una flecha (y, :z:) en D, tal que (:z:, y) es una cuerda de 

c. 

Dcfinici6u No. 0.40. Se llciman polos consecutivos a los vértices {:z:,y} E V(C), que son extremos 

finales de dos cuerdas de C, tal que son vértices consecutivos en C. 

Definición No. 0.41. Sea C un ciclo no dirigido (respectivamente dirigido} en D y dos cuerdas 

(x, ¡¡) y (z, t) de C son cnizadas en C si y sólo si los vértices {z, z, y, t} se encuentran en ese orden 

en el ciclo C en D. 

Definición No. 0.42. Una digráfica D es conexa si V {u, v} ~ V(D) existe un uv - camino no 

dirigido y por lo tanto un vu - camino no dirigido. 
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Definición .N~:;io;43~:'. Una digráfica D es fuertemente conexa si V {u, v} ~ V(D) existe un 

1111 - caminb dfrigida y un vu _:._ camino dirigido . 
. . -.,., ,. -, . '··:.·--· __ ;_~;~~~-.. ·,.;!.;.: .. ~- -

Algutios ejemplos de los conceptos anteriores se encuentran en la figura 2 

digráfioa D 

e d 

V(D) • { .1,b,c,d,e,f} 
{( .1,b ),( d,e)} e F(D) 

b es o1dyo1centa a f 
(a.e )incide en e 
e= ( a,b,d,c,b,d ) 
c-t = ( b,f,d,b) 
T = (b,c,d,e,a) 
f-t = ( a,b,f.d) 
Una cuerda (d,b) de c-t, es 
una flecha de D, entonces 
el vérice b es polo de ~ 

~1~)= 2, 8°1~)=3 
61~)= 5 
I""(c)•{ b,d }, r'(c)• 0 

Figura 2: 

Defiuicióu No; 0.44. Una digráfica D es completa si V {u,v} ~ V(D), existe (u,v) E F(D) 

ó (v,u) eF(D). 

Definición No. 0.45. Un clan Q es una digráfica, cuya gráfica subyacente es una gráfica completa .. 

Definición No. 0.46. Un pozo de Des un vértice x, tal que V y E V(D)-{x}, existe (y, x) E F(D). 

Definición No. 0.47. Un". flecha (u, v) E F(D) es simétrica, si (v, u) E F(D). 

Definición No. 0.48. Una flecha .(u, v) E F(D) es asimétrica, si (v, u) ~ F(D) . 
. . 

Defiuicióu No. 0.49 •. La parte simétrica de D, denotada por Sim(D), es una subdigráfica generadoro 

de D, tal que V(D) = V(Si~S1?)Y/i~;/F(Sim(D)) ={/E F(D) 1 fes una flecha simétrica de D}. 

Definición No. 0.50. Lap'/,·~ie'~~i~étrica de D, denotada por Asim(D), es una subdigráfica genera. 

dom D, tal que V(D) ;;,, l((A';'iiJi(:D){'j¡ las F(Asim(D)) = {!E F(D) 1 fes una flecha asimétrica de D} 
:.' .. ·-·:·'''..' .. ·.· .' 

Definición No. o.si. Und.d;;;áfica D es simétrica, si (u, v) E F(D), entonces (v, u) E F(D). 
:_:~{~ :~' . :~~~-'~:··-~· ;_ 
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Definición No. 0.52. Una digráfica D es asimétrica, si (u, v) E F(D), entonces (v, u) fl F(D). 

Definición No, 0,53. Una digráfica D se llama tronsitiva, si (u, v) E F(D) y (v, w) E F(D), 

el1tonces (u,w) 'e F(D) . .. ·,'·:;. ,' ·' 

Defiriic~Óri: No. 0.54. La componente fuertemente conexa C de D es una subdigráfica de D, , que 

cumple v~ú. ';,'.~ e 3 .-uv - camino dirigido " vu - camino dirigido en e 1 miúima con esta propiedad. 
-··--/-:~· 

DufiriiciÓn':No":·o.55. Sea D una digráfica, se llama componente fuertemente conexa terminal a la 

com;>Ouente'.·JJ~rúir,;imte conexa, que no tiene flechas hacia cualquier otro componente. 
'/::: --;.··· "' .{::•_-,:-

.·En !~: fi'giiráJ, rn), _damos un ejemplo de una digráfica D transitiva y C¡ las componentes fuerte­

m~ute c~ne'~ii.!ii'~6~\= {l, 2, 3, 4}, notem08 que dichas componentes fuertemente conexas son tran­

sitivas, .'. L~:codi~6nentes fuertemente conexas terminales son: C1 y C:i, ya que no existen flechas 

(C¡, V(D)--:C;) e~- .D; con í = {1,3}. 

Digr.í1ie1 D transitiva. 

Las componentes 1uertemente conexas: 

C1: 

X1 Xz 
O"' "'º 

l6J 
X.. 

1 TESIS coNl 
\Jl1LLA DE ORIGEr 

X3 

Cz: C3: 

o ()"I '"° Xs xt; X, 

Figura 3: 

C4: 

o 

><s 
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0.2. Núcleos 

A continuación vamos a definir conceptos generales de teoría de núcleos que necesitamos en este 

trabajo. 

Dcfiúición No. 0.56. Sea N r; V(D), N es un conjunto independiente si V {z, y} r; N, x no es 

éúlynce11te a. y. , 

~~~1:~~;,·~)~º~·(~~~·,,"5tft\;@.§Y(D), N es un conjunto absorbente si V x E V(D) - N 3 y E N 

", .r.'·~.-f:I:·-~.- :··:?>':·.! .. <::-::·-, 

lfo la figura ( 4);º~~ tii~e~i~a. ~lgunos conjuntos independientes y absorbentes. 
. ,: ·\.' .' ' ',. ~ . ' . . 

x, 

X5 

Conjuntos indendientes: li={xJ. con 1 <= 1 <= 5 

l7={X;J. ><"..4}. l9={><;s. lfs} 

Figura 4: Digráfica D 

o 

. Notemos que en las digráficas completas, completas simétricas y completas asimétricas los 

conjuntos inpedendientes son de un sólo vértice. 

Definición No. 0.58. Sea Duna digráfica, N r; V(D) es un núcleo de D si N es independiente y 

absorbe11te. 

Veamos un ejemplo, en la figura (5) se muestra un ciclo par, el cual tiene dos núcleos: Ni = 
{x1 1 xa} y N2 = {x2,x4}. 

TESTE :~ow 
FALLA DE ufuGEN 
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Núcleos: 
N1•{><1.><Jló 
Hz• {Xz.X..} 

Figura 5: Digráfica D 

Además no toda digráfica tiene núcleo, un ejemplo son los ciclos de longitud 3, ver figura (6). 

Ciclo de longitud3, el c:u.11 no tiene núdeo 

Figura 6: Digráfica D 

Estudiaremos los teoremas de existencia y unicidad. 

Ejemplo No. 0.1 (J. Von Ncu1Dann,O. Morgenstein,1944). Dado un conjunto de situaciones 

X, n jugadores denotados por (1 ), {2), ... (n) deben elegir un elemento x E X, pam lo cual deben 

establecer la preferencia de una situación sobre las demás. 

Como nos interesa una elecci611 de grupo, entonces la preferencia individual no la vamos a 

considerar. Por lo anterior e¡; necesario introducir el concepto genero/ de "preferencia eficaz". 

Pam definir la preferencia eficaz, vamos a decir que entre los n jugadores existe un grupo de 

personas que prefieren la situaciíon "a" de la situación "b". Tomando en cuenta las situaciones y la 

relación de preferencia eficaz, se puede construir una digráfica D, donde 

~~---~~~~~~ 

TESIS CQ~T 
FALLA DE OlUGEN 
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\/(D) =X y· 

F(D) = {(a,b) l la situación"b" la prefieren sobrela,situai:ión "a"}. 
La solución del pmblema se reduce a elegí~ un ~1~,'.ne~t~ d~ntro del núcleo N C D. 

Por .~er N independiente, no existen flechas ent/é''vé;Úc~s d~ N;' así niguna ~ituación en N la 

¡wefiere11 b'obre otm situación en N y si x E V(D) ~·i\r,·'~~toJces ·,;o~· ser N absorbente, existe otra 

8il1wció11 ~11 N que la prefieren sobre la situación ;;,:;-;~'.:'t'i':~ '"'' " . 
- .' . ~., ... )\~~~-~·:··.:·'f:':.'~-~i~t-:. ' 

Ot.ro ejemplo que podemos citar donde se .. aplicá él):oncepto'de núcleo es: 

•. , •. · i:·-.. ,, - ~--· ., _,-·:,: - .~-- ·• -;~,, _ .. :.c:-.. :-~/~:~;:~L~1~¿-ü~:~;~~~~·-~f¿~::\~::~:i~-~;~~ .. -·;·_·~-- ,· ,, 
EJemplo'No. 0.2 (Bases de ax10mas de 1.108,teoda);• Consideremos una "teona", es decir, un 

~:.?.::::.r~ts=;::·:,::~fü;~;~r~tif ~~~i~~~~%::,~~=:;;,:~:~:::::::;: 
, ,'~-,'; . • "I 

1) Toda pro¡iosición>que.iui esta en.Npuede ser deniostrodci a partir de alguno de los axiomas . 
. -;.: 

2} Ningún axioma se puede deducir a parÚ,r, de otro axioma: 

Digráfica D 

., } .......... .. 
Axiom•s 

Figura 7: 

Notemos' que este problema se puede representar por medio de una digráfica D, donde 

\i"( D) =conjunto de proposiciones y 

F(D) = {(a,b) 1 si la proposición "a" se puede deducir logicamente de la proposición "b"} 

TESIS rio~r 
FALLA DE OfüGEN 
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Por· co11stn1cció11 la cligráfica D es transitiva, es decir, 

si (ci, b) E F(D) y (b; c) E F(D), entonces (a, e) E F(D): 
' . - . 

Bsto se debe a que "c" ·implica "b" y "b" implica "a", entonces "c" impica "a". 

Como t~dadig;áfi~a tran~itiva tiene núcleo {1}, entonces D tiene núcleo. 
•' ... ,- '. - ,. 

Dii::ho núcleo N es el conjunto de axiomas. 

- Por ser N absorbente, se tiene el inciso (1). 

- Pm· .•er N independiente, se tiene el inciso {2}. 

/'01· lo trmto el problema de encontrar una base de axiomas para uraa teoría se reduce a encontrar 
1111 1i1ic1é~ ti~ la ·,ti¡,',:dflca D. 

Dofi~1ición .No;, 0.59. Sea N un conjunto. La función característica 'PN(x) de un conjunto N la 

definimos. como: 

si :i: EN 

si :i: ~ N 

/\ continuaci¿ll va~os ;.;ve~·~~a.cl">ndición necesaria y suficiente para ea una digráfica 

/) = (V(D), l\'(D), se";;~ri-i~1J~~~ ~~·'~drijunt6 Ne V(D) sea núcleo de D. 

Proposición No: ~.·~, •. :,·~e~~b_¿ (~(b}, ~·(;)). N ~ V(D) es núcleo de D ~ su función camc-

''::·::(::'bJ:~~},~(~~1::~,:!:·~':.l•;•N(U),V •E V(D) 

·,!'i,4 

' :· .. ,., . ' 

Demosl.racióri: 

=>) Sea.D,Una digr~fic~\/iv ·~ V(D) el núcleo de D. Por demostrar que la función característica 

satisface que : ·.···· 
, 'f'N(x) = 1 - máxyer+(.i:)'PN(Y), V x E V(D) 

Sca·N·~·V(DÍ 't~l q~~;lv;esnúcleo de .D: 
\''1 ·-.~:~-~- .. '.· .. ·.{,;:_-~-· 

·~;~(~-::~??:. ., i'' 

( 1) Si X E, N;:i,ot;c~;): ~}:L como N es independiente, entonces V y E V(D) tal que y es 

ady~~~ritc!'a :i:;';'i~kH~~q~~ y r/; N, por lo tanto 'PN(Y) =O V y E r+(:i:), en consecuencia 
.'·. - :'·' .: .... ,,~,, ·; :"" \: ""ü•,h·~-;.::'·'~::~~':\ .. ~~y;. :'· -~·,,.. . 

má:i:yer+(,;)'PN(Y) =O: , 

:.1='PN(x)=1 - máx11 er+(.i:)'PN(Y) = 1- O= l. 

'·, ···:, 



0.2. NÚCLEOS. XVII 

{::) 

(2) Si x ~ N, e~tonces 'PN(x) ==O, como N es absorbente 3 y'e N tal que (x, y) E F(D); por 

l~. tanto y E r+(x), en consecuencia móx11ef'+(;,)'PN(Y) = 1 

Sea N ~VCD) talque s11fu~ción,cirilet~~istié~~~¡),tiif~~ <p~(x) ·~.1- máx11ef'+(X)'PN(Y)· 
Por demostrar queN. ~s nú~l~o:'·¡;,,\~¡,,;i,t_At;i~~ ¡·¡;\ /;.~ · · 

(t) N~:1::~1~A:r~~d~t~&~~·~'t.·~~'.¿;™""te a y 

'PN(x) ,:;, ¡e;:. ,;1d~~;~f'+(~l~;(Y) '. == 1, ~o~· Í~i' tarito .. má~11er+(r)'PN(Y) = O, por lo cual 
'/J y E r+(x) 'tal q;ie'y EN. . . . . ... ·. . . .· . 

: -.::.-·. 
; ~- .. ,,' '.,,>.: ;-::-.::·: ·" .• ¡ ·" :r:·· 

.•. ir: ~·o ~ iidyace~te 'a: v\ 

. (2) N c8 un conjunto absorbénte. '·"' · :::~.; . 

Sea z E V(D) -· N, por hipótesis t,?N(z) = i>- mÓx~·é·~·~(z)'P~(y) 
máxyef'+(z)'PN(Y) == 1, por lo cual 3 y EN tal que y E r+(z) 

:. 3 y EN tal que y E r+(z) 

:. N es absorbente 

O, por lo tanto 

Proposidóu No. 0.2. Todo mícleo es un conjunto independiente maximal y absorbente minimal. 

Demost.rncion: 

Sea N ~ \l(D) tal que N es_ núcleo de D. 

( 1) Por demostrar que N _es un conjunto independiente maximal. 

Suponemos que N no es independiente maximal, es decir, existe un conjunto I independiente 

!.al que N C l, de donde 3 x E I, tal que x ~ N. Como N es absorbente, hay una zN - flecha, 

es decir, existe y EN, tal que (x,y) E F(D), pero como Ne I, entonces {x,y} ~ I, lo cual 

no es posible, ya que I es independiente. 

:. N es independiente maximal. 
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(2) Por demostrar que N es absorbente minimal. 

Suponemos que N no es absorbente minimal, es decir, existe A s;; V(D) absorbente tal que 

A e N, por lo tanto 3 x E N tal que x 't A. Como A es absorbente, 3 xA - flecha, con 

¡\ C N, es decir, 3 ye A, tal que (x,y) E F(D), llegamos a que N no es independiente, pues 

{ x, y} f; N,.lo cual 'es. una. contradicción. 

:. N es absorbente minimal. .. . . 

Tcm·ouu\ No. 0.3. Se<J Duna digráfica siméll"ica. yN ~·V(D)·es núcleo de D <=> N es un conjunto 

DernmÚnd6Íi: 

=?) Como N ~s ~Ócleo de.D, p~r !apiopo~ici6n (0.2), N es un conjunto independiente maximal. 
1¡ 

<=} Sea N uncÓnjunt'o. independi~nte nÍaximal. Por demostrar N es un conjunto absorbente. 

Sea N s;; • V(D) i~depenclie~te. IÍiaximal, entonces V x E V(D) - N 3 Nx - flecha ó 3 

J:N - flecha. Si 3 Nx-flecha y como Des una digráfica simétrica, entonces 3 xN - flecha, 

por lo cual.N es absorbente. . . . . . - . . . , . 

:. N es núcleo de D. 

Lo que quiere decir que toda,digráfica simétrica tiene núcleo. 

Surge una pregunta ¿Cualquier conjunto independiente maximal de una digráfica es núcleo?, 

esto es falso, unej~mplo son Jos ciclos impares dirigidos, ver figura (8). 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

{x1} es un conjunto Independiente m.fiximal, 
pero no es núcleo. 

Figura 8: 
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Lema No. 0.3.1. Si D es: una digráfica sin ~iclos dirigidos, entonces D tiene al menos un 

véT'lice de eJ:gmdo ce1v. 

Demostración: 

Sea D. uni,i. digráficasin ciclos dirigidos, por demostrar que D tiene al menos un vértice de 

cxgrn<lo cerc;;:·<..¡;d¿cir; ijj(v) :::o, para algún v E V(D) 
- :; . . ~ : . , - ' 

Supongari10~ que 4J(~l :.> O,V v EV(D). 

Considerami>s,T :====;(:vi1:1!i;.".; :v~) una trayectoria dirigida de longitud máxima en D. Como 

J"b (~ .. ) > O, entonc~s,éíci~t(!<u E Y(D); tal que (~n, u) E F(D). 
··:;' '!'. •. '" ' · .. ~· "e o'' 

Si 11 ~ V(T),<entinc;;,~;;¿i~~llu~a trayectmia cH~igi~~ T' = (zo, T,:vn) U (:vn,u), tal que 

e(T') > e(T) 1 lo ~~~¡ ·~s~~a:~imtradi~ción; ;~ q~e T es de longiutd máxima. Por lo tanto 

¡¡ E V(T), es decir;u= :Vj;·~~ra,11lgd.~ o':~'.r;; ~ - 1, entonces se forma un ciclo dirigido 

(x;, Xj+ 1 , •• ; :r:~, :r:; 7' ii) ~~ d;'16tJ~uil'n6'<e5 'posible, ya que por hipótesis D no tiene ciclos 
dirigidos. ·· · ·:· ·':-. :;_,"\._•:.::) ·.:;:··).·.· ·:.-r·\-·,. <~ 

:. D tiene al'menos un vértice de exgrado cero. 

Teorema No. 0.4. _Toda .digráfica D sin ciclos dirigidos tiene núcleo. 

Demostración: 

Sea D uua'digr1ificasin'ci~los.'·Pordemostrar que D tiene núcleo. 
· , ··> :;. ;. f~- )--'.·~:_:··. -~-:::;><~~;:~~;,~~:)< __ ;~:]~i::) ~ -~_-::> .. T: ~~·: 

Co~('.)'D>Í1o!tl~~~:;ciélos~dirlgldoéi entonces por el lema 0.3.1, existe al menos un vértice 

11 E V(D) d~'.e;gr~~~:~~~~;;¡;; d~~ir; 6i (v) =O, definimos los siguientes conjuntos en D. 

No,~··{/~•,f <·g~í'{~~l~t~4{1W;~.; , .. ~-· 
So= {z E V(D),{3,:,ziyó:..:f/~c.ha} 

Afirmamos q~~ No e; ~n ~~njunto independiente. . .· ~ . . . 
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Sea {u,v} ~··No; si (u,v) eF(D), entonces ó1)(u) >O, lo cual nos conduce a una 

contradicción, J>Uesto que V u E No, se cumple ó1)(u) =O 

:. (u, v) ~ F(D) 

Sea D1 :=; D - (NoÜ ~o) 
''-i ·-.-¡;.- ~-,..~: .. :,.~·, ~·~·:: 

• Si v'(n1f;,, 0; entonces p~r definición de So, tenemos que V z E V(D) - No = So 3 
z No - flecl~a e;~ D, por lo tanto No es absorbente. 

:. No es núcleo de D. 

• Si .:Y,(l?1) ,.;p 0, como D1 ~ D, entonces D1 no tiene ciclos dirigidos, formemos los 

siguientés conjuntos: 

Ni "== {:z: E V(D1) 1 6"Jj
1 

(:z:) =O} 

81 ·=:{z E V(Di) 1 3 zN¡ - flecha} 

Afirmamos que N1 U N 0 es independiente. 
. ' 

e.Sea :z: E N1, por demostrar que~ una z:No - flecha. 

Suponemos que 3 :z:No - flecha, entonces z: E So, por lo tanto :z: '1: D1, lo cual no es 

posible, ya que N1 ~ D1. 

:. ~ z:No-' flecha. 

• Sea :z: E N0 , por demostrar que~ una z:N¡·- flecha. 

Suponemos qu~ 3 :z:N1 - flecha, lo cual implica que 61)(z) >O, lo cual no es posible, 

ya que V :z: ENo ó"Jj(:z:) =O 

Sea D2 = D1-' (N1 U S1) 
. ·. . .· '~>:::·d:\\ 

:. ~ z:N1 - flecha. 

:. N 1 U No es independiente. 

• SiY(D2) 7 0,~ntonces por definición de NoUN1, tenemos que V :z: E V(D)-(NoUN1), 

e>Ciste,iz:NoiJlecha en D.ó z:N1 -flecha en D, es decir, NoUN1 es absorbente, por 

16 ta~t~.N~uNt,t;8 núcleo de D. ·,,-·.. ' -~'·" . '. 

• Si l((D;) :¡i 12J/~C>mo D2 ~ D1, entonces D 2 no tiene ciclos dirigidos, formemos los 

sig~ie¡;tesc~~j~nto~: · 

N2 ::':: {z E,V(J?2) 1 ó"Jj
2

(:z:) =O} 

82 ::::: {z E V(D2) 1 3 zN2 - flecha} 

Sea Da= D2 .:.. (N2 U S2). 
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Continuando con este proceso y como Des finita, obtenemos para una. n la. digráfica. 

Dn+1 = Dn .- (Nn USn) = 0, ver figura (9) 

Dz'" D,-(N,vS,) 

Dn = ºn-1 -CNn-1 V sn-1) 

'-.... 

El conjunto un io:o Ni es independiente 

Figura. 9: Digráfica D 

Afirmamos que LJ.í'=o Nj es independiente. 

Sea {x, y) ~ U.í'=o Nj. 

Digr.ít~ D 

o Por definición de N¡, con _O ·s ·¡ $ n, cada N¡ es independiente. 

o Sea x E Nj y. y EN¡, sin'pérdidá. de generalidad i < j, por demostrar que no 

existe xy :-·fJ/~cha nÍ hl:'vi .,... Jleéha en D. 

="~l~f f.~f ctí~i~ii~~ª~;~~(=~~~~-~ :D:-,:~o:: l~ ;~;~ 
Si suponer,n:Ó~ qÜé',3,íi,N/i';'Tf/le_cha; ccimo Dj e D1, entonces ól; (y) > O, lo cual 

no es p~si,ble•,·¡~~;'.~~~~~~1Jt~:~:~ ;ª~ª¡Y$:~ :·:~~Y~:~· l.' · 

. . .· -·~:·:-'z~.~ ·-~~;~~~:-... ·:--< ·. LJj=o -N; es independiente. 

Afirmám6s qué (J¡.;,;·Nj es absorbente. 

TESIS r,oN 
FALLA D"E ül\lGEN 
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Sea :z: E V(D) - Uj.;,,0 N; 
Por construcción de las N;, :z: E S; para algún O ::=; j ::=; n y por definición de las S;, 

existe :z:N; -'/techa en D. 

:. UJ=Ó Nn es núcleo de D. 

Ahora introdua~~-un -nuevo concepto, seminucleo de una digráfica. 

Dofiuicióu' No. 0;60 •. Sea D una digráfica, S ~ V(D). Ses un seminúcleo de D si y sólo si: 

1.- S es independiente. 

2.- Si 3 (~; :z:) E F(D) con s ES y :z: E V(D) - S, entonces e:riste una :z:S - flecha en D; 

Veamos un ejemplo, figura (10), sea D una digráfica, con V(D) = {:z:1,:z::i,:z::i¡:z:4,:z:5} y 

F(D) = {(:z:¡, :i:5), (:z:2, :z:1), (:z:2, :z:3), (:z:4, :z:2), (:z:5, :z:.¡)}. 

El conjunto S = {:z:3, :z:4} es independiente y cumple que si 3 S:z: - flech~ en D;~e~tonces existe 
.:·r, . , , 

xS' - f/ec/ia en D, por lo tanto S es seminúcleo en D. .• '·•' > '< _ < .: 

Surge la pregunta ¿Todo núcleo es seminúcleo?, esto es claro, ya que·p~/sc'r n6cl~ es indepen-

die11t.e y además V x E V(D) - S, 3 una :z:S - flecha. __,-

Inversamente ¿Todo seminúcleo es núcleo?, esto es falso, en la figura:(lO), elseminúcleo es el 

eoujunto S = {x3, x4}, notamos que no existe la flecha (x1, :z:;), con j = {3,4}, es decir, S no es 

absorbente, por lo que S no es núcleo. 

Xs X.. 
El seminúdeo es: • 

Figura 10: Digráfica D 

El siguiente lema relaciona los conceptos de núcleo y seminúcleo. 

rTESIS CON ] ~))E OR!GE;1 
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Luma No; 0.4.1 (1970 [15]). Sea D una digráfica. Si toda subdigráfica inducida de D tiene 

·'"111ir11íc/eo =1=:0, 'e1;tonces D tiene núcleo. 

1).- Si p = 1,' ~n táJcaso'ó cori~ti-'a~ua··~~(()\vértic~, entonces D tiene núcleo. Si p = 2, enton~es 
In digr~n~a: .IJ ~onsti'dd V(Df,:;,;'. {:zi;; ·:i:;} yflecl1as con varias posibilidades: . 

caso (a) F(D) ':=\0, es ,decir, ~On :dos vértices aislados, por lo tanto' .. el .. nú~leo es 

N = { x;¡ x 2} eÍ ~~al ~s i~d~pe~diente, ya que no existen flechas en D y°d~rrrn n~ existen 

vértiées' fuera del ntícleo, e;,torices por vacuidad N es absorbente. ' , .··,, 

caso (b) F(D) ·;:(xi. x2) ó F(D) = (:i:2 1 :z:1), por lo tanto el núcleo es N = {:i:B
0
.6'N ~:{;i;i} 

respectivamente, puesto que un solo vértice es independiente .;Y:,absorb~nte ya que 

V x E V(D) - N, 3 x1N - flecha ó x2N - flecha respediv~.;¡'~ri~éeé.D.; .:. 

caso (e) F(D) = {(:z:1 , :i:2) 1 (x2 , iz: 1)}, entonces el micleo en -~te c~o es sólo Jjn vértice, ya sea 

x 1 ó :z: 2 , en ambos casos es independiente y ab~o~bent~:pliesto é¡úe la flecha que existe es 

simétrica. 

2).- S11pongamos.q\1e ÚJ' es una digráfica con IV(lY)I'< p y toda subdigráfica inducida de D' tiene 

sernimícl~Ó =f: ·0, ento.nces D' tiene núcleo. 

' ;~;,.;/', . "'' . 

•).- SI:.:;:~?E~l~t~~~t.~i~1 '~·' toda subdigráfica inducida tiene seminúcleo =f: 121. 

I:'.~(S~):::; {x E V(D) 1 3 :i:So - flecha} 

Sea JJ = V(D) - (So u rjj(So),)\•: · ! , 

caso (3.a) Si V(ll) = 0, implicaque So' es núcleo de D. 

caso (3.b) Si IV(H)i >O, por hipótesis de inducción H tiene núcleo. Sea No el núcleo de H. 

Afirmamos que So U No es núcleo de D. Como se ve en la figura (11). 
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H=V(D) - { Sgv ¡-.eso)} 

Figura 11: Digráfica D 

l. No U So es independiente. 

RESULTADOS ELEMENTALES 

Sa es el seminúdeo de D. 
Na es el seminúdeo de H. 
Sav Na es núcleo de D. 

Tenemos que No y So son independientes, por ser núcleo de H y seminúcleo de D 

respectivamente, por construcción no existe la N 0 So - flecha . 

Por demostrar: No existe SoNo - flecha. 

Suponemos que existe la SoNo-/lecha, como So es seminúcleo, entonces 3 NoSo-flecha, 

lo cual no es posible ya que por definición de H y de No, no existe N 0 S 0 - flecha, 

po; lo tant~ no existe So No - flecha. 

:. No U So es independiente. 

2. No U So es absorbente. 

Sea :z: E V(D) ..':.(No USo), se tiene dos casos: :z: E rij(So) ó :z: E V(H) - No. Por . 

constru~ción, existe una :z:So - flecha, en el primer caso y por ser No núcleo de H, 

tene~mos :z:No ..:_flecha, en el segundo caso, por lo tanto 3 :c(No U So) - flecha en D. 

:. No U So es absorbente. 

:. D tiene núcleo. • 

Con lo,antcrior expuesto podemos demostrar el Teorema de Richardson. 

Teorema No. 0.5 (Richardsou, 1953 [1]). Si D es una digráfica sin ciclos dirigidos de longitud 

impar·, entonces D tiene núcleo. 

Demos t. ración: 

--rr.~~~S:::-lS-;:C~ON;--
1 

FALIA DE ORIGEN 
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Sea D una digráfica sin cicl,os dirigidos de longitud impar, usando el lema (0.4.1), es suficiente 

mostrar que toda subdigráfica inducida de D tiene seminúcleo, =f= t21, para así poder concluir que D 

tiene mícleo. 
'_.-º·" -_<-','; •' 

·"·,:,,\'.> .. ,: :.;:~ .~.:_,:~'.';.·, '.:, 
Supongami:Js'que·n·es conexa,·si no es conexa, entonces se demuestra de igual manera para 

cada compori~nt~ co~el(a.•:. ,-~~ : •.••.... 
Afirmamos.que•una digráfica ·0, siempre tiene al meno~ una componente fuertemente conexa 

·terminaL . ·.:.;,.;c/:•-;r••,;'\i·::~·,J:· ·•t·,, ·.·_:•·:- ··'·_.,...... . .. . . 
. Supongamos que D no tiene· ninguna componente fuertemente conexa termmal, es decir, V. H¡ 

co;nponente fuertemente conexa, cdri .. 1 .~ i,;; r, 3 una H1H;+1 - flecha con i =f= j + 1, c~01o_D es 

finita, entonces en algún momentos~. forria un cÍ~lo, lo cuál no es posible, esto es por d~flnl~i~ri·de• 
componente fuertemente conexa, por l;, t~nto D siempre tiene al menos una componeritefüerteltlehte. 

conexa terminal. 

Consideramos una componente fuertemente conexa terminal -y de D, como¡~ D, ¡·no 'tiene 

ciclos de longitud impar. Existen 2 casos: 

Caso (1) Si i'YI = 1, entonces -y consta de un vértice, por lo tanto dicho vértice es el scminúcleo. 

Caso (2) Si i'YI > l. 
Sea xo E -y y S = {x E 'Y l 3 xox-camino dirigido de longitud par}, como xo ES, entonces 

s -:f. t21. 
~': :'._,. " . ~ 

Por demostrar qüe~Scis seminúcleo de D, figura (12). 
, . ,r·'._-::~J ;/,_,..,;l:'.·"':··:·.1J,<""".'.'.:\'" ': ."' ·:. 

l. S es inclep~ndl~ii(~, es decir, que no existen x1x2 - flecha ni x2x1 - flecha para todo 
{:Z:1,x;r~s. :,:·;;:> ., ·. · .. ·' 
a). J>Ó·r-,dri~6~tr~~¡~~e'~'zix2;-/lecha en -y, con {x1,x2} C S. Suponemos que 3 

. ~Í:Í:2-~JÍd~h~¡,;~g~b·{~í,z2} ~ S, entonces existen: -
. ·,:•.• .... ; . .- .. e/camino dirigido de longitud par de zo ax1. 

''. _,,; . e 2 camino dirigido de longitud par de zo a x2. 

: .. : :co~ci ,;/és','.'.~na .componente fuertemente conexa, entonces existe un camino e 3 

dirigido d~.:zi(a. :i:o. Dicho camino puede ser de longitud par o impar. Si Ca es de 

longitu'd iirip~r, entonces se forma un camino cerrado: 

'(io, -C;; ~2) U (:i:2 1 Ca, :i:o) de longitud impar, 

cl·cÜal contiene un ciclo dirigido de longitud impar, esto no es posible, ya que "f 

no t.Í~~e ~iclos de longitud impar, por lo tanto Ca es de longitud par. Por lo que 

·~í;f~\i~ir'¡6~·u~ camino cerrado: 

. (:i:~,.?1, xi) u (:i:1, :i:2) u (:i:2, e 31 zo) de longitud impar, 

el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar, esto es una contradicción, por lo 

tantci'~o ~xi¡;t~ z1z2 - flecha. 

b) P~r de~ostrar que~ :i:2 :i:1-:- flecha en -y. 
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Supongamos que existe z2z1 - flecha, como {z1, z2} ~ S, entonces existen: 

t 1 camino dirigido de longitud par de zo a z1. 

t 2 camino dirigido de longitud par de zo a z2. 

,,~ 

e, Camino par 

~­
J -

¡¡. C1 Camino par 

Xg º· 
• •• C:,zCamino par 

C;, Camino par 

S es seminúdeo 

Xg ey S={x ey l 3 y-camino de longi.,d par} 

Figura 12: Digráfica D 

Como -y es una componente fuertemente conexa, entonces existe un camino C4 
dirigido de :e¡ a x 0 , dicho camino puede ser de longitud par o impar, si C4 es de 

longitud impar, entonces se forma un camino cerrado: 

(:co, C1, x¡) U (x1, C4, xo) de longitud impar, 

el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar, esto no es posible, ya que "'( no 

tiene ciclos de longitud impar, por lo tanto e 4 es de longitud par, por todo lo anterior 

se forma un camino cerrado: 

(zo, C2,:c2) U(x2,:c1)U (z¡, C4,z0) de longitud impar, 

el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar, esto es una contradicción, por lo 

tanto no existe :c2z1 - flecha. 

: . S es independiente 

2. S cumple: 

Si 3 (s~ y) E F('Y), con s ES y y E V(-y) - S, entonces 3 yS - flecha en 'Y· 

Supongamos que 3 (s,y) E F('Y), con s ES, y E V(-y) - S. 

Por demostrar que existe la yS - flecha . 

... TÉSIS CON 
FALLA DE ORIGLI 
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Por definición de S, existe zas-camino dirigido de longitud par, como y E V(-y)-S y -y 

es. fuer.temen te conexa, entonces existe un zoy- camino dirigido de longitud impar, como 

-y no tiene ciclos dirigidos de longitud impar y -y es una componente fuertemente conexa, 

entonces existe un camino dirigido e I = (y, Yl J Y2' ••• J Y2n' za) de longitud impar, el cual 

contiene un camino dirigido C" = {Y1, C', zo) de longitud par. 

Por ser "f una componente fuertemente conexa y no tener ciclo dirigido de longitud 

impar, tenemos zoy1 - camino dirigido de,long'itud par. Por definición de S, el vértice 

y¡ ES, por lo tanto existe YY1 - flecha, con y E V(D) - S y Yt E S. 

s 

C' = (y,y,,y2 , ••• , Y:a. ,Xg) c.lmino diligido de longitud impar. 
C" = (y,,c· .Xg) Cilmino dirigido de longlt.ld par. 
XaYt•Cilmlno cldgldo de longlud par, entonces y, e S 

Figura 13: Digráfica D 

.. Ses seminúcleo de -y. 

Para los casos 1 y 2, obtenemos un seminúcleo # 0 de -y. 

TESIS r.ON 
FALLA DE ühiGEN 
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Como D nci tiene delos dirigidos de longitud impar y cada subdigráfica inducida esta contenida 

en D,: enfoncescada subdigráfica inducida de D, no tiene ciclos dirigidos de longitud impar. 

Para cada subdigráfica inducida de D, tomar una componente fuertemente conexa terminal y 

realizar lo.mismo, es decir, encontrar un seminúcleo de dicha subdigráfica, por lo tanto toda 

subdigráfica inducida de D tiene seminúcleo, entonces por el lema (0.4.1) D tiene núcleo. • 

Definición No. 0.61. Una digráfica D es núcleo perfecta (R- digráfica) si D y todas sus subdigráfi­

ca.~ irulucidas tienen nt1cleo. 

Como la propiedad de im tener ciclos dirigidos de longitud impar, se conserva para las subdigráfi­

c;as inducid88 Y.~or ~lteore~a (0.5), algunas clases de digráficas R-digráficas son: 

l. Los ddos dirigidos de longitud par. 

2. Las digráfic~'sin ciclos dirigidos. 

:1. 1;a8 di~~á,fj~~\1in: ciclos dirigidos de longitud impar. 

Definic;ión:·No. o'.62. Una digráfica D es núcleo imperfecta crítica (R- - digráfica) si D no tiene 

1111~/eo v' todas sus s_ubdigráficas inducidas propias tienen núcleo. 

Veamos un ejemplo en la figura (14), en el cual se muestra un ciclo dirigido de longitud tres. 

Subdigráiicas induadas propl.llS 

Xt Con 1 vértices: 

~ 
><t Xz X3 

• • • 
Con 2 virtic•s: o •Xz ><t 

Xz o • X3 

X3 Xz 
X3 o • Xt 

No tiene núdeo El núdeo es: • 

Figura 14: Digráfica núcleo imperfecta crítica 

Definición No. 0.63. Sea G una gráfica. Una n - coloración de G, es asignar colores a los vértices 

de G, usando a lo más n colores. 

Definición No. 0.64. Una n - coloración propia de una gráfica G, es una n-coloración, tal que 

111fr/ ices adyncentes tienen nsignado distinto color . 

..-~~--~~~~~~--, 

TESIS CQ~T 
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Dofinición No. 0.65. El númerv crvmático. de .. G_,· ... es ,el mínimo. número n, .tal que tenga una. 

11 - colo;·acióu propla, es dedir, es el mÍni~o d~ colores nec~sa;;o; para colorear todos los vértices de 

G', de la/forma que cualesquiera dos vérÚces ady~cenús,tengan a;ig~ado distinto color, se denota 

COl/IO ,y(G') . ·.. :t;;;,;,),;~t.'';i\<,•:• '" ii•,'1:\'i('•?;~i>~:'"''''' 
Definición No. 0.66. El_i1úi~ero de clári w(G);~esiil méJx.imo n,úmero de vértices dos a dos adya-
ce11tes c11 G'. . . . ·. . '. ; ~- .. ; . :_.:.:~.: ·:·· ...... -.. ~::, ·: ..... 

- ': .. :··~_'..' ~,:j'.<· .. -. ·.' ,- ~"· ~:· -; ·.:'.·~ "._, ·, ' 

Unos cjempÍosdc 1()~ ¿~;ri¿~';·to~ aiiteri<l~es';c ~nc.Í~~tran ¡;~ la figura (15). 

Co11sidcmunos la g~áfi~:a G;.~~f~~·~ci~'\e;tice;lé~ign~mos u~ color, denotemos por 1 al color rojo, 

por 2 al color az1il, por 3 ~ÍC:~·¡·i;/verd~, ~br' 4 al color amarilÍo y por 5 al color najanja. 
- -,¿;' .. ,.'·:~-·. '.' ,-- >:~~f'\'''- __ ,, __ :, .... ~··-

1 3 5 3 3 1 

Es un.;i 3-coloración Es: una5-coloradón propia Es una 3-color.;ición propia 

Figura 15: 

En nuestro ejemplo ,y{G) = 3, pues con 2 colores no podemos dar una coloración propia. En 

general un ciclo impar tiene x(G) = 3 y G contiene ciclos de longitud impar. 

Las gráficas pérfectas fueron inventadas por C. Berge en 1961, estas gráficas relacionan el número 

erornático con el número de clan. 

Definición No. 0.67 . .f!r:iq aráfica Ges perfecta, si para cada subdigl'áfica inducida H se tiene 

.\'(JI) = w(Jl) 

Algunas ejemplos 'ari'gr~fic~ perfectas son: 

1. La gráfi~a.S ¡)~~;¿I~t~, pues toda subdigráfica inducidas Hes completa y x(H) = n = w(H). 
:·~; ·-~J-: ··:"';': :~. 

2 .. La gr4fi,~.~:P.i~~r,9~~; ya,que X('1) = 2 y w(G) = 2. 

Defiuicióu."N~~:."~~~~.C: ~ea G una gráfica, llamamos una orientación de G, a la gráfica dirigida 

(clig1'ájica/dJ,;:t¡,~:;'fg'5'.?~is';;{~s- vértices de G y dos vértices en G son adyacentes, si sólo si, existe al 

mer;::ctf11f f i~~r~ñl~;~rg:~ca subyacente de D. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Definición No.' o;(m. ·Una orientaCi6~ D de una gráfica G se llama admisible, si cada clan Q de 

JJ tiene núcleo (poio). ::• .. , 

lfo la figura (16), damos una orientación admisible D de la gráfica G. 

Gráfica G Orlent.1d6n O 

Xt Xz ><t Xz 

X.. 
N XJ ~ 

lS1 XJ 

Clanes: 
Xi ~ 

Q5 ... "'° Xt Xz 
Q, ><t 

~ • Xi Xz Qlll 
Q6 o .... 

Xz 
Q2 • X3 ><t a, o ... 

!~3 X:. Qll 
Gl3 • X3 ><z 

ª" o .... 
X.. 

•4 o 
Q4 • Qg 

XJ ~ ~ X3 

o ... 
Notadón: • Es del pozo. 

Figura 16: 

Definición No. O. 70. Una orientaci6n se llama M-admisible, si cada ciclo dirigido de longitud tres 

C = (xi,:1:2, X3j xi) tien~ a/ menos 2 flec/ias simétricas . 
. . ,,,1, ' . 

Veamos un ejemplo, figura (17). 

TESIS COW 
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Gr.íflca G 

Ciclo• de longl\.ld trH: 

C 1•{x1 ,>ez.~.X1} 
Tiene 3 flechas simétricas. 

El núcleo es: • 

Una oi•ntación D 
IUI- admlslbl• 

~~f 
X.. X3 

C2•{x1•X:J•X..•X1} 
Tiene 2 techas simétricas. 

Figura 17: 

XXXI 

Definición No. O. 71. Una gráfica G se llama soluble (respectivamente M-soluble}, si cada orientación 

admisible (respectivamente orientación M-admisible} tiene núcleo. 

ryw .. , . , ·. ;,'; C~O~T 
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Capítulo 1 

Gráficas de Paridad 

Hccordcmos que una orientación M-admisible, es aquella donde cada ciclo dirigido de longitud 

tres tiene al menos dos cuerdas simétricas. Si cada orientación M-admisible de una gráfica tiene 

mícleo, entonces dicha gráfica recibe el nombre de gráfica M-soluble. En este capítulo se estudian las 

orientaciones M-admisibles de una gráfica de paridad y la estructura que deben de tener los ciclos 

dirigidos de longitud impar en dichas orientaciones, para que las gráficas de paridad tengan núcleo. 

Vamos usar Ja definición de gráfica de paridad introducida por Burlet y Uhry [2]. 

El capítulo empieza con una condición necesaria y suficiente para que una gráfica sea de paridad, 

dicha condición es: " Todo ciclo de longitud impar 111ayor o igual que cinco en la gráfica de 

paridad tiene dos cuerdas cruzadas ". Continuamos con orientaciones, si tenemos una gráfica 

ele paridad y la orientamos de tal manera que cada ciclo dirigido de longitud tres tenga dos flechas 

simétricas, entonces podemos afirmar que cada ciclo de longitud impar tiene dos polos consecutivos 

ó dos cuerdas cruzadas triangulares, lo anterior lo vamos a demostrar en el teorema 1.2. A partir 

de cst.o podemos concluir que cada orientación M-admisible de una gráfica de paridad satisface la 

siguiente condición, "Cada ciclo dirigido de longitud impar tiene dos polos consecutivos". 

Como todos los ciclos de longitud impar mayor o igual que cinco en la gráficas de paridad, tienen 

dos cuerdas cruzadas, entonces las gráficas de paridad son gráficas de Meyniel (gráficas en los que 

cada ciclo de longitud impar tiene al menos dos diagonales), por otro lado sabemos que las gráficas de 

Meyniel son una clase de gráficas perfectas, lo cual implica que las gráficas de paridad son perfectas. 
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Por otro lado tomando en cuenta una condición para las gráficas núcleo perfectas, dada por 

Galcana-Sanchez y V.Neumann-Lara, la cual dice: " Cada ciclo dirigido C de longitud impar 

tiene ~los polos• consecutivos en C ", se concluirá que cada orientación M-admisible de una 

gráfica.de paridad tiene núcleo, esto quiere decir, que las gráficas de paridad son M-solubles, dicho 

resultado es un ca.~o particular de la conjetura de Meyniel [5], la cual dice: Toda gráfica perfecta 

6s M-sol1;blc. 
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DofüíicióÍi. Nc;.1.C. SeaG un~ gráfica'1T,==:(:i:1, ~2·' .. , :i:;, :i:;+1 1 ••.• i Zri-1; :i:n) ·una trayectoria, 
llamnmos ;¡n~·;cu~rd~:c él~ T. a¡la arlstd e~ (:i:i,:i:;;.) en G, cori {:i:;,:i:m} !; T, 1$i$n...c.2, 
i+2~'ri1::;1t·:·/r.·><;. >>;F'\>'·":'•'''>;vr''.'."".•Y· > · · 
DefiuiciÓi[ No .. 1.2; 's~~ G ·. U~a :g~áflca·, ll~m~~~~ T una trayectoria 'mi~imal' ó trayectoria sin 

__ =c,ri·á,Yla,:·qq~ei!~·~q~e.~·n~}li~;i.c{_~-~·-,J!ft1ncr):.u,~fé!~~ .. ·i ·>]"·.fa :· -----~ ·.'·:::_~: . . :. ',-:.:.: r·;-~· -

No'tcmb~ q~C.la pa~idii.d de úi{a Úayebtoda es' par o impa;'. 
,._ ... · .· '" ... ,,, - . - ' . . . 

nrifi¡;¡~¡(S¡{ N~: 1.3. G ~s una 'iirdfic~'fú f,arldad si y sólo'si para todo par de vértice :i: y y, todas 

lcis x¡/.: .. h'ayectorias sin cuenlas tie~en la misma paridad. 

l'am un ejemplo de gráfica de paridad, ver figura (1.1) 

GJ.'áfica G, de paridad 

Figura 1.1: 

Las l.raycctorias sin cuerdas (minimales) que existen para cualquier par de vértices de la gráfica 

C: de nuesl.ro .ejemploí se desériben a confornación: 

• Las trayectorias sin cuerdas (~i~imales) de :i:1 a·x¡, con i = {2, 3, 4, 5} son: 
: ,,~:: ... . _-->->-_<i·-~-f-~:f~~:-::·)f:~'~'·.:?\t {\: ·.· '~ . 

• las aristas (z¡ ,x¡) con· i ;:· {2, 5} es G, dcdongitud uno, es decir, de paridad impar . 
... · .. ,, 

• De X1 ·a. X3 Son! .. 
o (x1,:i:2,:i:3)d~~~ridad~ar. 
o (x1·, x5, xa)~fo paridad par. 

• oe 2:1 '~'~.t si~r· ,.; 
o (:i:Í.;:i:2/:¡:4) de paridad par. 

o (:i:1, xs, :zi.¡) de paridad par . 

• L~ t~ayect6~i~ si~ cuerdas de x2 a X¡, con i = {l, 3,4, 5} son las aristas (:i:2, :i:¡), las cuales 

~ori éle ~arid~d impar. 

TESIS CQ~T 
FALLA DE OIUGEN 
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• Lns trayectoria.'! s.in cuerdas de .:r:3 a .:r:;, son i = {l, 2,4,5} san: 
( .·' ' 

• (:v:i, ~;), ~on i = {2;4, 5}, s~n de paridad impar. 

• De Z3 a.i1'soni 
(','~· -. ~,.;'ü t:' 

o (:i:J,f2;x1)de paridad par. 
~ -·~·- ---·---=·'-·--''-~-- -·--

o (.:r:3 ,·.:r:s,zí) de paridad par. 

• Lutrayedtdri~ ·~in cuerdas (minimales) de .:r:5 a :v;, con i = {l, 2, 3, 4} son: 
" . .\,. ;~· ·:•·" --~ ".; , .. ;. ,' '-· 

(.:r:s, .:r:;), sbride piridad impar. 

unta No.1.1~· La.no~ión'de gráfica de paridad, es una generalización de gráficas bipartitas, esto 

se debe a quedas ;t~y~ctori~s de .:r: E Vi a y E V2 ó y E V2 a .:r: E Vi son de longitud impar y las 

tmyectorias de z E,V; ~·:J.e V;,'·c~n i = {l; 2}, son de longitud par, entonces todas las trayectorias 

.~i11 cuerdas (mi~i~~lé1),<fe'.{~',y}.f V(G) son de la misma paridad, ver figura (1.2) 
:- ;_ ·.: .. -:_····. ' 

,\;-"'· 

Gráf:ica. G bipartita 

X3 

Biparticiones V1 yV2 de V(G). 

Figura 1.2: 

nota No. 1.2. Las gráficas de paridad, no son necesariamente gráficas bipartitas, ver figuro (1.1). 

Observemos que en la figura que presentamos en el ejemplo de la gráfica de paridad (1.1) no 

es bipartita, ya que tiene ciclos de longitud impar. 

A continuación vamos a ver una propiedad que existe entre las gráficas de paridad y los ciclos 

de longitud impar, la cual fue dada por (Olarú y Sachs), dicha propiedad es necesaria y suficiente. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Teorema No. 1.1 (Olarú y Sachs [2]). Una condición necesaria y suficiente para que 

G = (V(G), Á(G)) sea una gráfica de paridad es: 

Toao ciclo de longitud impar ~ 5 de G tiene 2 cuerdas cruzadas. 

J)crnostración: 

N eccsai·ia : 

Sea G una gráfica de paridad y C un ciclo de longitud impar 2'.: 5 de G. 

Por demostrar que C tiene dos cuerdas cruzadas. 

La demostración)a vamos ha_cer por inducción sobre la longitud del ciclo impar C, i( C) = n. 

- Si n = 5, sea C = (z~, z2, z3,:z4; zs, zi) el ciclo impar, como vemos en la figura (1.3). 
' . . . . . .. ' (. . ~:. 

l>or clemostiar que"Qti~.;e:dos cuerdas cruzadas. 
.. ·-.·'·.:·.:.,~. ',::.-=-;,;(.,\\"·~-.·::-·::~·.·:-<(:'.'.'.-:.··_·.~:.:.::.-." .. -- " : 

Las trayectorias; inducidas.po(el dcloC de z1 a za son: 

:. ~:::~¡¡4~f ~¡f~~~¡~~~f~~l . .. 
las cualcs:.son "de:d1ferenk .. paridad::_Ccimo G:·es :una: gráfica de paridad, entonces ambas no 

. ' . _:.- :.~ .,·.: ::'; ~-'//::~..:·<,,·.·';;·:.__: ,:,:_·=-~·\·. t' ;.'_-:.-¡::;,,.¡·. "/·~·.:-::: ·,-.<}.;('.'' -·~,~~: '", ·;;_ 
pueden se~ tr.ayect~rias sm cuerdas: < _ .• ' ' .; 

Sup~~ga~osqu~l~;~-1~·/.}n~i:·~~¿~i~~:si~ ~~erdas.so~ d~ paridad impar, entonces existe 

lii ~uerda (xi.za) , ~~O::esta:~~~rd~ ;;e' fó~ma un ciclo C' = (z1 , za, z4, zs, z 1 ) de longitud par, 

donde I~ z;Zj ::_trdyec:tori"as i~ducidas por C', con {z;, z;} ~ V(C') son de la misma paridad. 
. . . -' . 

Para z2 y X4', tericrrios la trayectoria T1 = (z2, Z3, Z4) inducida por e de paridad par y la 

trayectoria T2"= (z2, ~1, zs, z4) de paridad impar, como Ges una gráfica de paridad, entonces 

todas las z 2 z4 - trayectorias sin cuerdas son de las misma paridad. 

Si las :i:2x4 ...:. trayectorias sin cuerdas son de paridad impar, entonces en T1 debe existir la 

cuerda .(z2, x1), por lo tanto las cuerdas (:r.i, z 3 ) y (z2, z 4 ) son cruzadas. Si las 

x~x4 ; t:ayectorias sin cuerdas son de paridad par, entonces en T2 debe existir una cuerda 

(xi,x4) ó (:r:2,zs). Si existe la cuerda (z2,zs), entonces las cuerdas (z1,za) y (z2,zs) son 

cruzadas. Si existe la cuerda (z11 x4), entonces se forma un ciclo C" = (z1,z2,xa,x4,x1) de 

longitud par, donde todas las ZiZj -trayectorias inducidas por C", con {z;, z;} ~ V(C") son 

de la misma paridad. Por otro lado, para z2 y zs, tenemos la trayectoria Ta = (x2, za, z4, zs) 

inducida por e de paridad par y la trayectoria T1 = (z2, Z¡, zs) inducida por e de paridad 

impar, como Ges una gráfica de paridad, entonces todas las z2zs - trayectorias sin cuerdas 

son de In misma paridad. 
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Si las z 2 z 5 ...:.·trayectorias sin cuerdas son de paridad impar, entonces en T4 debe existir la 

cuerda (:i:2, z5), por Jo tanto las cuerdas (z1, z3) y (z2, z5), son cruzadas. Si las trayectorias sin 

cuerdas d.c z 2 a zi; .son de paridad par, entonces en T3 debe existir la cuerda (z2, z 4) ó (z3, z5), 

por lo tanto en ambos casos tenemos cuerdas cruzadas (z2,z4) y (z1,z3) ó (za,z5) y (z1,x4). 

IV(C ~=5 

Posibilidades del ciclo C, de G, una gráfica de paridad 
X2 X2 X2 

1[]·· 1lr 1~~ 
~ ~ ~ ~ ~ ~ 

X2 X2 

1L2J~ 1~r 
X5 X. ~ O~ 

Figura 1.3: 

Si las z 1 z 3 - trayectorias son de paridad par, entonces se hace análogamente. 

Hipótesis de· inducción. Sea G una gráfica de paridad, entonces todo ciclo C de longitud 

i1i1par'n1 > 5, ~on n' <' n de G tiene dos cuerdas cruzadas. 

' .- '._ .:. . ~ '. ; ' 

Sea G. una gráfica de paridad y C = (z1, z2, z 3, ... , z,._¡, z,.) un ciclo de G de longitud n, 

cor~. n impar. 

- Por demostrar que C tiene dos cuerdas cruzadas. 

1 TESlS CON 
1 FALLA DE ORlGiN_J 
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Consldcra~os ~lY :Z:3 v«Írti~~ ele e, se forman dos trayectorias de .t:ia X3 inducidas por 

C, las cuales son Ti= (:r:1 ;':z:2, :Ca) de paridad par Y T2 = (:z:a, :z:4; ... ,·zn 1 zí) de paridad impar. 

Como Ges una gráfica de·paridá.d; entonces todas las z1za - trayectorias sin cuerdas tienen 

la misma paridad .. Existen do~'~asos, que la.'l trayectorias sin cuerdas de ·~¡·,a Z3 son de paridad 

par ó las trayectorias sin c~erda de z1 a Z3 son de paridad impar. 
'· 

;' . . .:~~"j;3;~Ji~:- -
Cnso A.- Las trayect~rÍa..'l sin cuerdas de z 1 a za son de paridá.d pa;;' ~~to~ces la trayectoria 

'12 debe tener un1~•cuérda C¡ = (:z:., Zj). Con dicha cuerd~, s~'for;n~~;d~s ciclos: 
',,_ : ·:; ,. . ., ' - ·_ .. _,- ' 

• C¡ ::: (z¡ ,Ti.~;) u (z3, e, x,) u (z., z¡) u (xj, T2, Zn,:X¡) 
-. -_-·~: _:: . . : . '¡ 

.• C2 = (:z:J,:Z:~;x.+11T2;:z:j..:.1,:z:J) 
-. . . _--~ ···:-~t~()\::~:. ;~.~{~- . '" 

·Como C e8 dii'lóngitiid "impar; entonce8 'sólo se puede dar uno de los siguientes casos, 

que C 1 es el~ lon~ÍttÚÍ i~pa:r'o C2 es de longitud impar. 
' . "',; .. 

Supongamos.qlli{C2 es d~ longitud impar> 3, lo cual implica que C 1 es de longitud 

par, ver figura (1.4), po~ hipótesis de inducción C2 tiene dos cuerdas /, g cruzadas, como 

C2C C. 

: . e tiene dos cuerdas cruzadas. 

Si e(C2) = 3, notemos que para toda trayectoria de Zi E C1 a Zj E C1 inducida por 

0 1 son de la mismaparidad,· esto se .cleb~' a\ue C 1 es uri ciclo par. 

Por otra pa~te la trayecto~ia de ~¡ E 01 a Zm E C2 con { i, m} =F {j, s} y i #; m 

inducidas por Cces:, [f;~i; ¡i;'.i}:\ • 
. ___ " _;_,_;--·_ :.:.i:'.~-:.:·J~~:(-~\~·c¡~,-;;r:.' 

T3 = (xi,-x;+i,. /~';;c·m":'"~i, zm) 

y la trayectoria de :z:;;i .a: ~¡ ~: 
,: - ........ ¡. ¡ .':.-·. 

:·-~-, . -""{'" :r >O~·:~- , 

T" ::::! (;;,:., ~;,:.-r°1i .. ; ;';;:.:::1; z¡) 

CorríC> T¡ C: d'faii ~{{i;.·4}, entonces las trayectorias son de diferente paridad, como 
• ,, ·', •\._ \'\ ¡·· ·-.- . 

Ges un!l.:grÍífica de "pariclad, entonces todas las z;z,,. - trayectorias sin cuerdas son de 

la mism~·paridiid~)3inpérdida de generalidad, supongamos que T3 es de longitud par y 

T4 es de ·¡o~glt~d iriJpar. . 

--.-.,,,-·,o_-::c..:.7.~--=!-7' ::..·.=.--:· _ _::_~ __ .. _ .. -_--_·_··-_-_ .. _·-_··_-_ .. _ .. _· 
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IV(C )1,. 5 

Ciclo e de una gráfica de paridad 

~ 

Figura 1.4: 

Supongamos que las trayectorias sin cuerdas de z¡ a Zm son de paridad par, entonces 

en T4 debe tener una cuerda e= (zk,Zn)· Existen dos casos: 

Crum (1): Si Zk E V(1'!¡) n V(C2) y Zn E V(T4) n V(C1) 1 con Zk f. z; f. Zn 1 ver 

figura (1.5). Se forman dos cuerdas e¡ = (z;, z,) y e2 = (zk, zn) cruzadas en C. 

:. C tiene dos cuerdas cruzadas. 

Caso (2): Si :{zk;;n}.c V(T4) n V(C1), con Zk f. z; #- Zn, como se muestra en la 

figiÍ~a (üi};"cciri !~cuerda (zk, zn) se forma los ciclos: 
•·.-_.,..-.'. ·'¡" 

.. ,Ca=·(¿, 14, Zn) U (zn, Zk) = (zk, Zk+t) U (zk+l 1 T4, Zn) U (zn, z1c) 
~Cz;;,'° (~n,-C, z1c) U (zk, Zn) '·' ,,•. · ... 

Como C c8 de longitud impar, entonces uno de los dos ciclos Ca ó c .. es de longitud 

impar. 

1 'r.ESlS CON 
\ WlliLA DE ORIGEN } 
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Caso (1): ~=(~.J0. con ~en C1, Xn en C:;i 

-- -
}{¡+1 ........ 

X¡+~, 

e tiene 2 cuerdas 
cruzadas 

' Ta 
' ' \ 

' \ 
' 1 
I 

q--.....:a~----- f'Xs-1: 
e¡ ¿'Xs / 

"' • :lía. X." .,, ---__;=---
Figura 1.5: 

9 

Supongamos siri pérdida de generalidad que C3 es de longitud impar, f(Ca) > 3, 

entonces por hipótésis de inducción C 3 tiene dos cuerdas cruzadas {/, g}, como 

Ca C C, po~:lo tánt~ {f,g} son cuerdas cruzadas en C. 

· sf'é(C~) ';¿c:J'; ~rit~ric~ el ciclo C 4 es de longitud par, con la cuerda ei se forman 

dos cicÍos e~ de longitud 3 y C5 = (xn. C4, x,) u (x,, Xj) u (xj, C4, Xn)· 
'f,_ 

Comé>.C4 e8 de· longitud par y Ca es de longitud impar, entonces Cs es de longitud 

· impár. Asf por hipótesis de inducción Cs tiene dos cuerdas /, g, cruzadas. 

: . C tiene dos cuerdas cruzadas. 

TESIS CON r 
FALLA DE OIUGEN 
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Caso (2 ): ~=(~.><J. con {X¡.. lla) en C1 

' ' ' \ 

' \ 
< \ 
' 1 ' 1 

' lCj, Ciclo~ 1 
1 I 

impar 1 
1 ' 1 

I 1 

' I f K.J I ' 
! 

, 
I I 

/ 

Figura 1.6: 

Caso B.- Las trayectorias sin cuerdas de .:r1 a .:r3 son de paridad impar, en dicho caso se 

procede a.nálogamente. 

Suficiente : 

Sen G una gráfica, tal que todo ciclo de longitud impar ;?: 5 en G tiene dos cuerdas cruzadas. 

p.;f:derÍlo5trar que G es una gráfica de paridad. 

Suponemos por contradicción, que G no es una gráfica de paridad. Elegir G que sea mínima 

con' respecto.al número de vértices y que no sea de paridad. Por lo que existen {.:r, y}~ V(G), 

t~l que' ~icistll. xy- trayectoria sin cuerda de paridad par y exista xy - trayectoria sin cuerda 

de paridad impar, por la minimalidad de Gambas trayectorias no se intersectan, dichas trayec­

toria.~ son: 

T1 = (x =.:ro, X¡, z2, X3, .•• , X2n-2, X2n-t. X2n = y) de paridad par y 

T2 = (x = Xo, Yt, Y2o · • •, Y2m-2oY2m-t. Y2m, Y2m+1 =Y= X2n) de paridad impar. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 1 
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CA PÍ'.I'f!LO j. HRÁ_FIOA~pE PARIDAD,' 11 
··- ._ - . - - - .. 

Si f(T1) ~ 2 y t(T2 ) ,= :( ent~ni:es 'fie f~~ma uncido C = Ti U r 2-i de longitud cinco, como 

T 1 y T~ n~· ti~nen cuerd,ILS; ~~nt,on~e~C ria tÍene cuerdas cruzadas, lo cual no es posible, ya que 

· por hipÓt~is t~do. cicÍo de' l~~~itÜ;/!mp~~ de- longitud ;::: 5 tiene dos cuerdas cruzadas, por lo 

t.anto t(T2) > 3. . 

Como las trayectorias Ti' y T2 ~·n·~ tienen cuerdas, entonces las 1ínicas cuerdas que pueden 

existir en O son las que van dez¡ E V(Ti) a Y; E V(T2) 1 con x; '# xo y Y;'# y, ver figura(l.7). 

Y1 

Grifica G no de parid•d 

Trayectorias: 
T 1={ - } de longikld par 
T3={ -- } de longikld impar >1 

Figura 1.7: 

A continuación vemos los casos de las cuerdas que pueden existir: 

Sea 7; E '.Ti 

Caso. (a): Sii =,l, es decir, x 1 es un extremo de la cuerda. 

Subcas<>. (a;l): Si existe (xi. Y2m), entonces se forman dos x¡y - trayectorias: 

' • 's2,.'·~· c:i:i' ~;~ .· .. 'X2n-l! X2n =y)= (z1' T11 y) de longitud impar y 

• • T2,,;'= (ciiYÍm1Y) de longitud par. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



l~ CAPÍTULO l. GRÁFICAS DE PARIDAD 

Observamos que dichas trayectorias no tienen cuerdas y se forma una ciclo 

C2n = S2n U 72-;.! de longitud impar sin cuerdas cruzadas, lo cual es contradicción, 

, ya que por IÍipótesis todo ciclo impar ~ 5 tiene dos cuerdas cruzadas. 

:. '$ la arista (:c1, Y2m) en G. 
--, 

, Subcruio (a.2): Si existe (z1, Y2m-d, con esta arista se forman dos ZY2m-1-trayectorias 

sin cuerdas: 

• T2m-1 = (:r:, :r:¡, Y2rn-1) de longitud par y 

• 82~--1 -~- (~, Y1, y;, ... , Y2m-2, Y2m-1) de longitud impar 

Est.as dos t_ray_ectorias sin cuerdas tienen longitud menor o igual que T1 y T2 y con 

ellas se forrria el ciclo: ., 
C2 = (z;z¡, Y2;,.-i. Y2m-2, Y2m-3r ... ,Y2, y¡,z) 
de longitud impar sin cuerdas cruzadas y i(C2) < i(C). lo cual no es posible, ya que 

por _hipótesis todo ciclo de longitud impar ~ 5 tiene cuerdas cruzadas. 

:. '1J la arista (:r:1,Y2m-1) en G. 

En general, ver la figura (1.8), observemos que el indice j del vértice Y; puede ser 

paró impar. 

Si existe la arista (:r:¡, Y;), con j = {2, 4, 6, ... , 2m - 2}, entonces se forman dos 

:r:¡y - trayectorias sin cuerdas: 

• S; = (:r:¡, z2, ... , Z2n-lr Z2n =y) de longitud impar y 

•T.;= (z¡,y;,Y;+i.· ··rY2m+l =y) de longitud par 

Al menos una de las dos trayectorias sin cuerdas es de longitud menor que las que 

teníamos por hipótesis, lo cual no es posible. 

:. '1J la arista (:c1, Y;), con j = {2, 4, 6, .. ., 2m} en G 

Si existe la arista (z1, Y;), con j = {3, 5, 7, ... , 2m - 1}, con esta arista se forman 

dos zy; - trayectorias sin cuerdas: 

•T.;= (:c,zi,y;) de longitud par y 

• s;'= (z,y¡,y2, .. . ,y;) de longitud impar 

> .' 
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Gráfic.1 G no de paridad 

X:; X;+1 
0--0 

T2 de 
longitud impar 

Xin-2 
~Xin-1 
~~=y 

Y1111 

13 

Tenemos: ><1 Yj -arista en G, con j =par o impar 

Figura 1.8: 

Llegamos a que existen al menos alguna de las dos trayectorias sin cuerdas con 

longitud menor que las que partimos desde el principio, lo cual es una contradicción. 

:. $la arista (z1,y;), con j = {3, 5, 7, ... , 2m - l} en G 
. /. . . ·~ 

El caso que nos falta es:· 

Sub.caso (a3): Si exist~ ia.·a~ist~ (z1, y¡), en este caso se forman dos ciclos, ver (figura(l.9)) . 

• ·l. - ··:{~f:;~RL;~:: 

l. C 1 =,(z,:Z::1.,i11\z)·,·el cual esta formado por 2 trayectorias sin cuerdas, una de 

paridiÍd:P~r, la 'cual es (z, z1, Y1) de longitud dos, la otra de paridad impar, es 

decir~ la arista (z, y1), la cual es menor que T2 , dicha trayectoria no afecta en 

nada las hipótesis del teorema. 

._TE8I8 CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Gráfica G no de p.11id.1d 

Existe: x 1 y1 -..1rist.1 en G 

x, 

Y1 

T 1 de longitud par 

T2 de 

S1 de longitud 
impar 

Ciclo C= {S1 Utt1 } de longitud par 

.... .... t 1 de ,. " 
.... .., ... _ longitud impar_ - "" 

----~ . 
longitud impar 0-0 

Y;.1 Yj 

Figura 1.9: 

I 
I , 

2. C 2 = (x¡, X2, .•• , X2n-l1 y, Y2m1Y2m-l1· .• ,112, Yi. :i:1), el cual esta formado por la 

trayectoria: (x1, x2, ... , X2n-1 1 y} de longitud impar y {:i:¡, Yi. y2 1 ... , Y2m-l 1 Y2m 1 y) 

_de longitud impar, es decir, el ciclo es par, por lo que dicho ciclo no afecta las 

hipÓtesis del teorema, por lo tanto puede existir la arista (x1, y¡) en G . . ''. ,; .. 

. ·. la única arista que puede existir es: (:i:1 1 YI ). 

Caso (b): Si.i _i:::-2, ·es decir, un extremo de la cuerda es el vértice x2 y el otro extremo se 

encuentra e11·1~':.\/(T2). 
Si exist~ la ari~ta (i2 , y¡), con j par, entonces se formados :i:y¡-trayectorias sin cuerdas: 

• 1j =.(x, y¡, Y2 1 ••• , Y;) de longitud par y 

• Sj = (:i:,:i:1;x2,y¡) de longitud impar. 

TESlS CON 
FALLA DE ORIGEN l 
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Al menos álg~nadé .. lasdoá trayectorias sin cuerdas tiene longitud menor que las que 

. Leniarn~' ~o~ hitit~ls;.Io ·~~al no es posible, ya que por hipótesis las trayectorias sin 

cuerda T1 y T~ ~orÍ::de !Ongitud mínima en G. 

;·; ~ la arista (z2, Yi), con j par en G. 

Este e~ I~ i!Ú~tra~os con la figura (1.10). 

Si existe la arista (xa;·yj), eón jimpar, s~ fo~mlo\n dos z2y- trayectorias sin cuerdas: 

• 'lj = (z2, z~, ,· .. , z~ri-1;z2n =y) de longitud p~r. 
·. • Si == (z2,'v.i; y}:f;i, Y:·.';'1li,n'.f.'i ~~íi) 'dé longitud impar. 

:. ~la arista (z2, Yi), con j impar en G. 

Gráfica G no de paridad 

X:; X:;+1 Ciclo C=T 1U T3• 1 

Yt 

12 de 
longitud impar 

0--0 

t:in.1 de longit.ld 
par 

0--0 

Yj-1 Yj 

Tenemos: >'2 Yj -arista en G, con j =imp.;u o par 

Figura 1.10: 

Al menos alguna de las dos trayectorias sin cuerdas tiene longitud menor que T1 ó T2 , 

respectivamente en G, lo cual no es posible. 

rfESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Caso (e): Si i = {3;5,7;.,.,2n;_3}; e8decir; las aii~t~'áon (z{,y;)/con j par o impar, ver 
figura (Lll). · · · · ;. ;¡;'.:, /~> ,: :;: ., · !' •" 

Existen 2 casos: - U ,;_,:;'X;'; );_:;¡ · , .. 

i).- Si j = {2;41. ,':, 277ihfcof1}1a:\_~rista (z;z;) se' forman dos z;y - trayectorias sin 

<:uerda.s:>·.. . ... ·.·.,;.~. • ••';.~\'.• ... i?c, "}; ., 

. • \ ~; =:=.,(;:i 1 ~;*;g,·/··;:f.~P~\~{y)'J~· longitud impar y 

• T; = (z;;yj(]Jj:fci\\::·;y2;;.'+i =y) de longitud par 
1 :'. - ' ·;- ' '.~<~-:·· .'' -. . . ., 

,_, 

Al nienri~ alg~fla'de las dos trayectorias sin cuerda es de longitud menor que T 1 

ó '!'2' respectiv1iiriente, lo cual no es posible. 

:. 'll la arista (x;, y;), con i = {3, 5, ... , 2n - 3} y j = {2, 4, 6, ... , 2m} en G 

Gráfica G no de paridad 
Con X¡ impar 

x, 

T 1 de longitud pu 

X3 _,--~ 

/,'t j-1 de longitld 
/ par 
' 

12 de 
longitud impar 

.. 

--O 

Yj-1 Yj 

tj de longitud 
pu 

~----

Tenemos: X¡Yj -alista en G, con j par y 

X¡Yj-l -arista en G, oonj par 

Figura 1.11: 

ii).- Si j = { 1, 3, .. ., 2m - 1}, con la arista (z;, Yi) se forman dos zy; - trayectorias sin 

cuerdas: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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• 'Ij = (z,z¡, ~ ~., ~;, YJ) de longitud par y 

·• S/~(x;y,¡y~,'.'.'•YJ) de logitud impar 

17 

,Ccin\l~:que Jlcgainos que al menos una de las dos trayectorias sin cuerda es de 

long·i~u~ 'rri~~-~{a T1 · ó T2; lo cual es una contradicción . 

. '.~la adsta (z;,'y;), con i = {3,5, ... ,2n - 3} y j = {l,3,5, 7, ... , 2m- l} en G 

Caso· (d): Si'i = {4, 6, ... , 2n - 2}, es decir, tenemos la arista (z;, Y1) 1 con j par o impar, ver 

figura (1.12). Dichos caso se hace análogamente como el Caso(c). 

Grá1ica G no de paridad 

Con X¡ par 

T 1 de longitud par 

T2 de 

_,,,, __ _ 

sj d.e longitud 
rmpar 

., 

sj+t de longit.rd 
impar ,r 

,' 
,-

longit.rd impar 

Tenemos: XiYj -arista en G, con j par y 

X1Yj+l -alista m G, con j par 

Figura 1.12: 

Caso (e): Si i = 2n - 1, es decir, la arista (z2 n-l• Y;), con j par o impar, ver figura (1.13). 

Existen tres casos: 

subcaso (el): Si j = {2,4,. .. ,2m - 2}, con la arista (z2n-1 1 Y;) se forma dos 

x2n'-1Y "."'. tr_ayecto1•ias sin cuerdas: 

--~ ---------- -----------
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• 'lj = (z2n-l 1 Yj, Y;+I. • .. , , Y2n" y) de longitud par. 

• Sr= (z2,.-1, x2n:: y) de·longitud l. 

Con csfollegalTlcísii(iüe I~ l(S; j < l(T2 ) y se forma un ciclo Cj = S; U r;- 1 de 

longitud impa~:sin:cuerd~i;lllen~r.que C = T 1 U T2-
1

, lo cual no es posible, ya que 

p.or hipo. 't.esis fodo'i:i~1ó'ic,~<lkíri~gitud impar 2:: 5 tiene dos cuerdas cruzadas. 

· ,: .~•ºtJ-:'i~~~;1;;~%~,._;, y¡), con j = {2, 4, ... , 2m - 2}. 

subcaso (c2):Si'J~ff¡;'.3}.'.f~_2;,¡'.'":l}, con la arista (z2,.-1,YJ) se forman dos trayec-

torias sin .c~~rd,f :;5J~:i;,; :};'.',',,: . 
• 'lj = (i,xí;:;:;~'i2;;':-2,:!!2n-11YJ) de longitud par y 

• S¡ = (x;y1 ;:;:'t)'1.iJ 1~el~n~itud impar. 

Con e8toll6~1i:rri6~;aqu~ Íat(S¡) < l(T2 ), lo cual no es posible ya que por hipótesis 
': .. :·_,, ):'' •'. .¡.~-;•::;'\"' ,';':!,"( .;' .:,,..::· 

la trayectória'·sin''cuerda de longitud mínima de paridad impar es T2 1 por lo tanto la 

arista (i2~~j,~j) n~ existe. . 

X1 

X::Xo 

Y1 

Griflca G no d• p.11idad 

T 1 de longitud par X¡ lli+1 
Ciclo C=T 1U y3-1 

12 de 

0--0 
X3 ----------

tJ-1 de longitJd 
par 

longitud impar 

Tenemos: >e:in-1Yj-arista en G, conj par y 

Xin.iYj.1-artsta en G, conj p.1r 

Figura 1.13: 

:. °'Jj la arista (x2n-1 1 Yj) con j = {1, 3, ... , 2m - l} en G. 

~=Y 
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Solo el caso que nos.falta es.la arista: (z2n-1,ti2m) ver figura {1.14). 

suhcaso (e3): Si existe la arista (z~n-1, Y2m) 1 se forman dos ciclos: 

19 

• C 1 = (z, :i:1, z2i·. :·; 2:211-1, Y2mt ·y2,;,:...1, .'. ·., yj;z) de. longitud par, el cual no altera 

la hipótesis del teorema y 

• C 2 = (z2n-1,:i:2n = y,y2m 1 Z2n¡1) de loi:1git,ud imp<l,r,es dt-'Cir, formado por dos 
tmyect~rias;· Íll~~ de lorÍgitú'd' p~i{:i/i~~¡; y;;,\; y}; i~~no~ 'o igual que Ti y la otra 

de de longitud l, c8 decir~ l~ a~i~t~ '(~2~..'.í; yj, Í~ cual ~ -;nenor que T2 , la cual no 

afecta á la hipótesis del teorem'~,:est~ á~ debe á qÚ~ la trayectoria sin cuerdas de 

paridad impar T2 es mayor o igÚal ,que trei:, 

:. la única cuerda que puede existir es (z2n-1t Y2m) en G. 

Grifie1 G no de paridad 

Existe X.Zn- l y2m -fte cha en G 
X¡ X¡+1 
0---0 

T 1 de longitud par 

T2 de 
longitud impar 

t2m de longitud 
par 

S21n de longitud 

______ _P!~---
0--0 

Yj-1 Yj 

'X-in=Y 

Ciclo CX:z0 _1 ~=Y,Y2m~-1 ) de longitud3 

Figura 1.14: 

Por lo anterior, las únicas cuerdas que puede tener el ciclo C de G, son de la forma (z1, y¡) 

y (~:2n-1 1 Y2m), las cuales no son cruzadas, esto no es posible, ya que todo ciclo de longitud 

impar 2: 5 tiene dos cuerdas cruzadas, por lo tanto G es una gráfica de paridad . 

. ·. Ja condición es necesaria y suficiente. • 

TESIS CON ~ 
FALLA DE ORIGEN j 
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Dcfiuicióu No. i lo4. Se~ C Ciclo dirigido ·e~::D) u¡.;a cuerda e = (z, y) se llama triangular si el 
-::7 . . . . .:: . • . . ·,•· . . 

ciclo inducido por e, Ce· es;de longitud tres:·: en D. 

Dcfh1icióu NÓ.1.5., p~s. i;:uerdas tri~~gulares (z, y) y (z, t) en C son cruzadas, si y sólo si, existe 

.·111111.tmye~Í~ri~ dÍn9icl~·¡,;;¡u;~i~a· :m·i-a,(~. ;, y, t). 
_·.· . ' .~ .'·_:,. ·--· . - .··;.,_· ' . ,: ._:: ·_ . ·' 

Aho~8.'~~'.'r'16~' ~ ~~i l~;r~Í;¡¡;i«sri que tienen las orientaciones M-admisibles de una gráfica de 

paridnd'~orÍ los ~i~I~~ dirigldos d~ Jongitud impar, es decir, si tenemos una gráfica G de paridad 

y la orie~ta~os ·d~ tal 'm'~bra qÚe c.~a ciclo dirigido de longitud tres tenga dos flechas simétricas 

(orient.ación ·M~n<lmisible), entonces podemos afirmar que cada ciclo e de tongitud impar tiene 

dos polos consecutivos ó dos cuerdas triangulares cruzadas, lo anterior lo vamos a demostrar en el 

l.corema J.2,. 

Teorema No. 't.2 .. Si, D es una orientación M-admisible de una gráfica G de paridad, entonces 

cmfo ciclo .e de /011gil11d.i111j:Jar 2: 5 de D, tiene 2 polos consecutivos ó tiene 2 cuerdas triangularns 

~r11::ad<1:~. 

Dc11íostradón: 

S~a G una gráfica ~~pa~idad, D una orientación M-admisible de G y C un ciclo de longitud 

irnpar 2: 5 de D'.¡~Ór.deri1ostra.r que G tiene dos polos consecutivos ó tiene dos cuerdas cruzadas 

l.rianguláres. 

- Si f.(C) = 5,·q:·~'(zi;z2l~~·~~.zs,:i:i). 
Comob·~~)l;~~~gráfica de.paridad y cumple las hipótesis del teorema (1.1), entonces el 

ciclo dti¿~;:¡~:·~ü~ra~'~;u~aita8;' ·. 
_ .-~· ·,~~./~::.}:~~~[:~ttPJ~,~~--~~·:: .. :j}~~;L-~~:.:.:.:-.:: ··. '~. . -

Por deh1ostriir,qiiii·O;tieherl;dos cuerdas cruzadas triangulares ó dos polos consecutivm1. 
, -.. ··-~·-·-: :.~-~t···~ "~;~~{r::·:-tt~:;~~~t:\t}~i;·--_~;-~~:;:~< .-<\·.>~·~-:.'. · ·, -·,---~ 
Supong~rn<>s. éi!!~'\f)==4,1!1i.~4), ~ t,4(?) y g = (zs, :1:3) E A(G) son cuerdas cruzadas ver 

·figu_~~ .~faktk'.~$1{~~~,~fy~f;J\ffu~~j;i;~~:· .. lD:\ .. : .. , · · 
C~~oa':si.Í:.;;;.'c;;i 1 {~X)'.~·ft('b);j;:·;6 (:i:s,:i:3 ) E P(JJ), entonces tiene dos polos consecu­

. ti~os {~d,:x4 };:~¡/j:~~·:c~¡'¡,~~j~;.f:(D) y g = (za, :i:s) E F(D), entonces tiene dos polos 

~onsccUÜ~~'{~4;•:~H:;. ,}.·\~T·,'···c : .... ·.• . 
. -,t. . -·-(' - :,. ,~_ ·. 

C1\so b: Si/,;,,, (~~;:r:t)°'e'F{D) j'; ::.(:i:3, z 5) e F(D), entonces tiene dos polos consecutivos 

: {x¡¡.ii;J;·sff='='(:l:~íi;)·e·'F{D)'j° j¡ = (:i:5,za) e F(D), ver figura (1.16) . 
... - :: ... _. ,-- - . ::;1 ~-ri·:-.' ;:'-

; . ~ . 

' ; ~ . . 
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Se forma ~n ·cic1~· (x3 1 x4, :1:5, x3) de longitud tres, como Des una orientación M-admisble, 

entoncesexiste ia·flecha (x5, x4) y la flecha (x4, xa) en D, por lo tanto existen dos polos 

consecutivos .. {xa, x4} en C. 

Gráfica G ~ 

Posibilid.1des de las direcciones de las cuerdasf y g en D 

Figura 1.15: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 1 
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Ciclo ICt=5 en D 

Figura 1.16: 

'. Se 'cumple el teorema para l(C) = 5. 

- Sea D mm orientaeiónM-admisible d~ una gráfica G de paridad y C un ciclo de longitud n > 5. 

l'or. demostrar que:G'.tiene do~ ~olos ~onsecutivos o dos cuerdas cruzadas triangulares. 

Supong~mos'qu~ ~Xist~ u:~ ciclo. e = (xo, z1, z2, ••• , X¡, X;+1. Xi+21 ••• , X2n1 zo) de longi­
Lud impar míi1ima·.~'.';7,.e11:D,;.que no tiene dos polos consecutivos, ni dos cuerdas cruzadas 

i.ri~ngularc5. Por ~I tb6r~Ji·~(i'.1), C tiene dos cuerdas cruzadas en G, entonces podemos 

::,¡:;~¡{;~~1~!l:~::::I:::·. ''"'Ma ~· º''ª ouo.da l y 
,· ~:·. ,, :··":· ~' 

e). - Si. C, tiéne ~n~ cl.lérda triangular e y uiuguua cuerda triangular de C es cruzada por otra 

cuerda. 

C111<0 (a): Si C no tiene cuerdas triangulares. 

TESIS CON 
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Elegimos una cue~da.:e = (~ •. z;+1) en e, denotemos z. = z y Zf+l = y, tal que 

•, el' ciclo: i¿ducidó'·por' e, Ce,='. (z, y, Z;+21 e, z.~1. :z:), es de longitud impar ,mí~ima, ver 

figúrk (1;17)/i . , 

Clolo ICI > Ci de longitud Impar de G, 

• • X¡ 

. \ 
Xs+1 0 • X¡+rY 

x=>fs(_" ~\ 
......--- }(¡+2 
\ ~iolo e,, de longitud ) 
'o 1mp.1rminlma o ><¡+3 

Xs-1 

Polos oonseoutiws txs 1><¡. 1=YJ, en c. 

Figura 1.17: 

Sean :z:', y los vecinos de :z: y y respectivamente en c. - {z, y}, es decir, z' = :z:,_¡ y 

y' = Zi+2 en' e. Por la elección de e y 5 ~ l( c.) < l( C)' tenemos dos subcasos: 

- Ce tiene 2 polos consecutivos ó 

- Ce tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares. 

subcaso (a.1) Ce tiene 2 polos consecutivos. 
Como V(Ce) ~ V(C) y C no tiene polos consecutivos, entonces los únicos polos 

de Ce son los extremos de la cuerda e, es decir, { :z:, y}. 

TESIS rnN 
FALLA DE UrtlGEN 
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Supongamos que (.:z:, y') ~ A(G), entonces tenemos una trayectoria sin cuerdas 

{z,y,y'} de'longitud.par y una trayectoria de y' a .:z: inducida por c., la cual es: 

T =(y'= . .:z:i+2 1 X;+3 1 .••• , x' =:e,_¡, x) de longitud impar, ver figura(l.18). 

Si no e>dste (X,X¡+2' enA(G) 

Ciclo Ce Longitud par X¡+rY 

~·\ --~--
-- .a. X -~ - , 

, \•~Jv'=X¡+2 
X =><s-~ X¡..., . . . . 

Tr.11yedoi.1 T=(lt. 1,X¡.2 , ••• , ><s.1,X) 
de longitud impar 

Figura 1.18: 

Como Ce ~ G y que Ges una gráfica de paridad, entonces todas ú z -trayectorias 

sin cuerdas son de la misma paridad, como supusimos que la trayectoria (x, y, y') no 

tiene cuerdas, entonces la trayectoria T debe tener una cuerda e', con dicha cuerda 

se forman dos ciclos en e, como e es de longitud impar, entonces uno de los ciclo>1 

formados por e' es de longitud impar, el cual lo denotamos por c.,, dicho ciclo es 

de longitud menor que c., es decir, l(C01) < l(C0 ), esto nos conduce a una con­

tradicción, y_a que por hipótesis Ce es de longitud impar mínimo. 

:~la cuerda (z, y') existe en G. 

Sea!:::=. (~;·y');'c6~o l(C0 ) ~ 5, entonces/ es una cuerda de C, obtenemos un 

ciclo iridJ~id~'f;i:irJ(c,. = (y' = .:z:i+2, .:z:, .:z:.+1 1 .:z:.+2 1 ••• , z;, .:z:;+1 = y, y'), que cumple: 

s :5 ec9/)-~,:~c2f ¡;;;,r ser e1 ciclo a de longitud mínima, tenemos dos casos si e, 
tic:ne·doif polos consecutivos o c1 tiene dos cuerdas cruzadas triangulares. 

Si a, tiene 2 polos consecutivos, como V(C¡) ~ V(C) y C no tiene polos consecu­

tivos, entonces los únicos polos de C¡ son {x,y'}, ver figura (1.19). 

TESIS CON 
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Con éstol:legamds, que {:r,y,y'} son polos de C, {y,y'} son polos consecutivos en 

e, lo cual 'no~ p~sible, ya que e no tiene polos consecutivos. 
J~ ._. ' ' .. - - - __ , '.'' ... ,._, - ' - _· - • 

:. e, no tiene polos consecutivos. 

SI existe (>C,Xj_.:z) en A(G) . 

• 

Ci=(Xj_.2 ,X,Xs+1 •· .. ,X,,Xj_. 1,Xj_.::z), tiene 
dos polos, {X,X;,:zl. consecutivos 

Figura' 1.19: 

Si e, tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares, como C no tiene cuerdas cruzadas 

triangulares, además e, f e, entonces las únicas cuerdas triangulares de e, son 

e ::i:: (z; y) y (z", y'), donde z" es el vértice en e, adyacente a z, con z" i= y', es decir, 

z", = z,+1:en 'C, ver figura(l.20). 

TESIS CON 
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. Por lo tanto .:r:'.'· ó y'. son pol06 en C: 

l. Si y' es 'pot6im' C, entonces {y, y'} son polos consecutivos en C, lo cual no es 

posible, :Ya. q~~ por hipótesis C no tiene polos consecutivos, por lo tanto y' no es 

polo en c. 
2. Si' .:iiº es-_ J>-olo en C, entonces {.:r:, .:r:"} son polos consecutivos en C, lo cual es 

imposible, ya que C no tiene polos consecutivos, por lo tanto .:r:" no es polo en C. 

Ci tiene2 OJerdn, (X,X¡. 1) Y (Xs+1,X¡.:z), cru:z.1das tri.1ngul.1res. 

1.· Si..¡ es polo en ct. 

Tiene {X¡.,,X¡.2 } polos consecutivos 
en D 

Figura 1.20: 

2.· Si Xs+1 es polo en ct 
. . 

• • X1 

• CicloC, ~ 
l<s+~- _ - - : :-}i•t=Y 
x~J'>¡., 

x'=Xs\ o X¡.3 . . 

Tiene {X,Xs+1} polos consecutivos 
en D. 

:. C1 no tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares. 

Por lo que podemos concluir que c. no tiene polos consecutivos, es decir, este caso 

uo e::; posible. 

subcaso (a.2): Ce tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares. 

Como C no tiene cuerdas cruzadas triangulares y además c. e C, entonces las 

únicas cuerdas triangulares de c. son: (.:r:,y') y (.:r:',y), ver figura(l.21), en G. 

TESIS CON ·1 
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·.~Si z.es polo en C, como C no tiene,~_los consecutivos, entonces z' no es polo en 

C,Io cual implica que existe (z',y) E f'(D):.;_: ... 
- ~ - . - '. , . ;, ' 

- Si y es polo en C, como, C no tiene' polos cons~utivos, entonces y' no es polo en 

C, lo cual implica que existe (y1,·~)-¿Í;'(D)/.:?\ 
l<~n ambos casos obtenemos {.i:,y(potci;¡"<:~iisec_utivos en c., lo cual ya vimos que no 
es posible (subcaso (a.1)). · ' '... .. . . 

- Si z' es polo en C, como C noúeñ'e polos"consecutivos, entonces z no es polo en 

C, lo cual implica que existe (z, y)E F(D) y (:i:, y') E F(D), por lo tanto {y,¡/} son 

polos consecutivos en C, 16 ~ual no es posible. 

- Si y' es polo en C, como C no tiene polos consecutivos, entonces y no es polo en 

C, lo cual implica qÚe existe (y, z) E F(D) y (y, z') E F(D), por lo tanto {z, z'} son 

polos consecutivos en C, lo cual no es posible. 

C8 tiene (x.>e¡.:z) Y (X¡+1•><s-1) 
cuerdu cruzadas triangulares 

{x.~. 1} polos consecutivos en Ce 

Figura 1.21: 

.'.C. no tiene dos cuerdas cruzadas triangulares, es decir, este caso no es posible. 

Caso (b): Si C tiene una cuerda triangular e, cruzada por otra cuerda f. 
Sea e= (zo,:i:¡,z2, ... ,z¡,z;+1, ... ,Z2n-1.Z2n1Zo), sin pérdida de generalidad sea 

e= (zo, :i:2) E A(G) yJ = (z1, w) E A(G), como Cno tiene cuerdas cruzadas triangulares, 

ver figura (1.22), entonces Z2n :f. w '/=za, es decir, w E Z¡ E V(C), con 4 :5 i :5 2n - 1 . 

TESIS CO~i 
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Cori la cuerda e = (:r:o, .:z:2), obtenemos que :r:o es polo en C ó que :r:2 es polo en C, 
entonces :r:1 no puede ser.polo en C, por que· se tendrá dos polos consecutivos en C. 

:. 3 (:r:¡, w) E Asim(D). 

Como C no tiene cuerdas cruzadas triangulares, 

entonces(x1·~n) f.A(G)y (x1.><:J) t!A(G) 

Figura 1.22: 

Como Ces de longitud impar y fes una cuerda de C, entonces se forma un ciclo inducido 

por f, Cj de longitud impar, sin pérdida de generalidad Cj = (:r:1 1 Z2 1 ,,, 1 Zm 1 ••• 1 W, :r:¡). 

Por la elección de C y 5 ~ f(C1) ~ t(C), tenemos dos casos: 

c/tien~ d6s p~lo~ co~s~c11tivos ó e, tiene dos cuerdas cruzadas triangulares. 

Si_ C 1 tiéne 2 polos cons~utivos, como C¡ e C y C no tiene polos consecutivos, entonces 

. Jos,únic.o~,p~l~s c~ns:c:~utiyo~ en e, son los extremos de la cuerda f, es decir, {:r: 1, w), ver 

. flgur~ '(i :23) ,·Í~,'61_;·aÍ ~-;, ~s ,r'~sÍb~e, ya que .:z:1 no es polo en C. 

:. C¡ no tiene 2 polos consecutivos. 

TESIS coÑ·--·~ 
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Ci tiene dos polos consecutivos 

Ciclo C 

Ciclo e, 
de 

longitud 
impar 

f 

{x1,w}, son polos d• Ci 

Figura 1.23: 

29 

Si C¡ tiene 2 cuerdas cruzadas triangulares, comoY(C¡) C V(C) y C no tiene 

cuerdas cruzadas triangulares, entonces las únicas cuerdas cruzadas triangulares en C¡ 

son g ;,, (xi; w') y h = (w, xo), donde w' E V(C¡f y (uí, w') E A(G), ver figura (1.24). 

Como X¡ 110 es polo en C, entonces existe·la flecha (x1 1 w') E F(D), es decir, w' es polo 

en C, por lo tanto iu' y w son polos consecutivos en C,lo cual no es posible, ya que C no 
tiene·p6los cori~eciutivos:' · ·'·" ' '· ·. '· 

Tli'c.'JC1 rQ?.J -J.11J I,,' \i ll 

FAL1A DE ORIGEN 
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Ci tiene 2 cuerdas cruzadas tri.1ngul.1res 

[w,W}, son polos consecutill'os en e 

Figura 1.24: 

Cnso ( c): Si C tiene una cuerda triangular e y ninguna cuerda triangula'.; de. C ·es cruzada 

por otra cuerda . 

. Sea {x.:= x, 1 :v,+1 1.x~+2}S;V(C) 1 talque exista la:t~l!-yectori~.(:& = ;¡:~ 1 x,+1 1 x,+2) ~ C 1 

:~~~~~~~1i~;~~i~!r~1l~~~(~~~~~ilt~~::e~·· · ~ .. , ... ,, 
Como C(C) >.:?:,'e1itoni:és. los' :Vérticés.'{:íi;'x·~·::.·1; :i:~·+2ix~'.f.3}'son. todos diferentes entre 

sí' v~r ··~~Jff ~i ~.5y·x·····c'''..: i,:y·· :·:···./~~;1:·%:~r.r;.· ·:~~:i~!:m.rn~&::.·.:~:· '. ·-,• ' 
. Por demostrar que existeñ.Jas·aristáS''(x~,-1 1 x,+2) ei.4(G) y(x 1 x,+a) E A(G). 

T'"~M 1~t·~~'.:;'t''iifi~f i,,¡:~~:lt~~\~f::··~?'•··· 
l. La trayectoria (x,+1';x;·:r:,'_l);tcón1() llo:eiciste la cuerda (x,+~ 1 x,..:. 1) 1 entonces dicha 

2. ~::::t~:i:u::dt~e·[!~lr0tr.~~f~rw.Tu~;i~·g::::::: ~: :~yectoria de x.+1 a x,_¡ in-

ducida por Ccleb~.p~'~r.po;~~f'~érÚce x,+2 1 dicha trayectoria la denotamos por 
T = (:v.+ 11 x.+~ 1 ~;~~1'c; ;;;~·¡i': la.~u.ai"~s de Íongitud impar. 

TESIS CON 1 
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e tiene un.a cuerd.atri.angul.ar•=(x,><s+2) 
y no es oruz•d• por otra. 

Xs+1 

Xs-1 

~·1 

Figura 1.25: 

31 

Como G es una gráfica de paridad, entonces toda trayectoria de :i:,+¡·.~ Za-1 tienen 

la misma paridad, Sabemos que Za+1zj::.1 ::;:. trayectoria sin cuerda es"·de paridád par, 

entonces debe existir una cuerda (z¡, Xj) en T, verflgura(L26). C~n la cual s_e forrria T' 
una trayectoria inducida por C. 

T' = (z,+1 1 T,z¡) U (x¡, Zj) U (z;, T, :i:a-1) 

Como Ja trayectoria T' no tiene cuerdas y T" = (z,+2 1 T',z~:..i) C T', entoñ.ces T" no 
tiene cuerdas y es de p~rid.ad Ím~a~,:y~qi:ie (z.~ 1 ,z,+;) ~-A(TI'.):" . ·' '·' 

Obtenemos dos trayectoria de z·.~2 a.·z,_1: 

·- (z,+21 z, z,-1) de parid~d pa:; y 

-T" = (z,+2 1 T',z,_i) cle'paridad impar 

de diferente paridad¡ cómo la trayectoria sin cuerda es de longitud impar, entonces debe 

existir la cuerd1:.'.'(:i:,+;, :i:¡j~). 

: : ~ ; :. 3 la arista (z,_1, z 1+2) en G. 
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Gr .ífi CI G de parid .1d 

Trayectorias: 

(><s+1 •x,><s.1) de longitud par, sin cuerd.1. 

T=(><s+1 •Xs+2 •Xst3· ... ,xi.1.X¡,.X¡. 1 .... •Xs.2 ,~. 1 ) de longitud lmp.1r. 

T '=(Xs+1 •Xs+2•Xs+3•Xs+4•>\• >'i•1•· .. ·Xs·2•Xs·1) de longitud par, sin cuerd.1. 

T "=(Xs+:2 •><"s+3•Xs+4•X;.• X¡. 1 •••• •Xs.2 .~. 1 ) de longitud impar, sin cuerd.1 

Figura 1.26: 

Sola falta demostrar que existe la arista (:i:, z.+a) E A(G). 

L!!S trayectorias de :i:•+l a :i:,+a son: 

1.- La, trayectoria (:i:,+i,:i:,+2 1 :i:,+a), como no existe la cuerda (:i:,+i, :i:,+a), entonces 

dicha traye6toria noitie~e cherdas y es de longitud par. 

2.- C~mÓ lacu~~é!a'(:x~:;'.;,~,-1) ¡t A(G), entonces la trayectoria de :i:,+a a :i:,+l 

inducida p;ii;,O.,:'.,d~béi{~~¿r por el vértice :i:, dicha trayectoria la denotamos por 

Ti ='= (:l:;:f.~/fi,~t~i(~;~~li-i); fa cual es de longitud impar. 

Com; ¿:;~5\j~~~~~flca de paridad, entonces todas las :i:a+a:i:a+l - trayetorias sin 
•' ¡ .•. ' 

cuerdas tienen la misrriá paridad, por lo tanto toda :i:,+3:i:,+1 - trayectoria sin cuerdas 

es de paridad par, entonces debe existir una cuerda (:i:;,zj) en T¡. 

1].SlS CON --;\ 
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Sea T{ .=:: (x,~;,C, :z:;) u·~(:z:1;:;;)LJ(:z:; ,Q,-:z:,+1) dicha trayectoria. 

Como T{ no: ti~ne 6cie~'<lllS }r{1~+ ( :z:.+a. T{, :z:) e T{' e~ton~es T{' no tiene cuerdas y es 

de paridad impar: ya ~\i~~(:z:,,~.·.;.'i)-~;~(T{1 )/~er~ flgúr~(r.27); .••. 
Obtenemos dos trayect~ri~d~:F•:J-§'ax,-1,:;;: "~'i .: •. ,, . . . 

' .. ,_ .- ., ·.• .. ·_·· ;:, .. 

- (xa+3i x, Xa-1) de pa:f~~dí,~~,;~~~~:·fü.~;.,~éJ~~[j•'·,;;~, : ' ' , " . i, 

- T{' = (:z:,+a• T{, :z:) e T{ de pari~~c:l i_rnp~r,L'.:;:, i, . ' ' ., " -•_.. \.'-.- . . . '.'":~ . ' 

de diferente paridad, como la tray~ct~ria'si~ cuerda es de longitud impar, entonces debe 
,. , < • ' ., e~:< ') \. .~.. -' • ' 

existir la cuerda (x, :z:,+a). 

:. 3 Ja arista (:z:, x 1 +a) en G. 

·· Grífica G de puid•d 

Trayectorias: 

{x,. 1 .x,.;z.~.;J} de longitud par, sin cuerda. 

T1•(X,+J•l<s+4• ... ,xi·l'~·Xj,• 1 ..... x.x,. 1) de longitud impar. 

T1'=(X,+J•l<s+4·· .. , ><¡.><¡., •...• x.x,.,) d• longitud par, sin cuerda. 

T1"=(X,+J•l<s+4•· .. , ~.><¡., ••.•• x,.1.x) de longitud impar, sin cuudai 

Figura 1.27: 

TESIS rn~r 
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Denotemos ! = (x, x.+a) e A(G) y i=~(¿t1!,;xi¡2)É:
0

1(G)cuerd~ cie C. Como e 
es de longitud es impar > s; e'ntoncesse''forrna~'a6s~icÍ()~. e, es el ciclo inducido por f 
y C9 es el ciclo indu~ido p~r g, los 'Criíi'1~~:~gh d~~í6rigitud impar. Por la elección de C y 

5:::; t(C¡) = t(C9 ) < l(C), tene~osdos é~os: . 

Si C¡ tiene 2 polos consecutivos, como C¡ e C y además C no tiene polos consecutivos, 

entonces los únicos polos consecutivos de C¡ son los extremos de /, es decir, {x, x.+a} 
son polos consecutivos de C¡, ver figura ( 1.28). 

Ci tiene dos polos, {X-Xsi3} oonseoutivos 

Ciclo e Xs+I 

Xs-1 

C tiene 2 polos, {><.Xs.1} ó <xs+2 •Xs<f3} consecutivos. 

Figura 1.28: 

Como X es polo de e, entonces x,_¡ no es polo de e, por lo cual existe <:z:.-1. x.+2) E F(D), 

con esto llegamos que {x.+2• x.+a} son polos consecutivos en C, lo cual no es posible . 

. :.,,C¡ no tiene 2 polos consecutivos. 

Si C¡ tiene 2 c;uer.d!1:5'~ruzacias triangulares, como C no tiene cuerdas cruzadas triangu-, 

lares y ademas e/e C; e~fonces una de las cuerdas triangulares de C1 es (x, .. 1; :ii.~~),: 
ver fig~ra (1'.2?fr . . 

- Si :&'~+~,~~ ~Ólo 'e~ e, entonces X1+2 no es polo en e, por lo cual (x,+2, X1-1) E F(D) 

y (x~+2, x) E F(D), lo cual implica que {x,_1, x} son polos consecutivos en C, lo cual no 

es posible, ya que C no tiene polos consecutivos, por lo tanto x,+s no es polo en C. 

TESIS CON 
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Ci tiene dos cuerdas cruz.1du, (><s;.1,Xs+3) y (x, ><s.f4) 

Ciclo C Xs+I 

~·2 
~: ----------------1: 
.... ~ .... 

~-1 

- SI >C.s-t3 es polo, enllonces C tlene2 polos, {X,Xs.1} consecutivos. 
- Si ><s;. 1 es polo. enllonces C tiene 2 polos, {><s+2•Xs-t3} consecutivos. 

Figura 1.29: 
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- Si x.-1 es polo en C, entonces z no es polo en C, por lo cual (z,z,+3) E F(D) y 

(x, z,+2) E F(D), lo cual implica que {z.+21 z,+3} son polos consecutivos en C, lo cual 
no es posible, ya que C no tiene polos consecutivos, por lo tanto z,_¡ no es polo en C. 

· :. e, no tiene 2 polos consecutivos . 
. ·=,_ ,_- ·.'.!~~>-::_-~}~~: }~;~;.;~~:t:_~:~~;~,:'.~~:r~~~~~ ·:~??:~~:~~~~~~{~¡ ~ ·' ~;:.:t· '.::}.:_t/r, ~ · : · 

Por lo tanto todos fos' cá:Soiúío iión:;posiblesi :,:c .• ,,-e : ·; , 

. .. . . : J1·f ~ií~-,~¡~~1·~r:~*'· ..;.,(~) ~ · · 
Teor~ma,N,~. ;_l::J~ :¡[7}8_.efáp;u,i;!A j}táflc.'á de paridad. Cada orientaci6n M-admisible de G, satisface 
la conrliciori:• ....•.. ·.:: ·:<~ .. :·:.'\.':•?'3'!. <'· .·', 

Cada cici~ (1¡';¡9id~i.'B}~~~:1~~iit11'¡J'irrtpar tiene ~ polos consecutivos en e. 
Dém8~t;~ci?~·=·····;••;;t)i~¡;1;,]¿/:t~:;:;g,,:'.:;;.;,'; ,j;• 

. -· ·._ .. '·· ::·. r .::': _, _'. .. ),~ __ :_:: ·,, :{i·:.'.~\'.'·.·j.r~ ;:~.·-¡~::.!~\~ ~ .... _,·.,_, 
Sea G una gráfica ~de, parid~d, D (V(D), F(D)), una orientación M-admisible de G. Por 

dem~strar que tÓdo dclci dirlgidci'cJ<de D tiene 2 polos consecutivos . 
• ~. > ·._-- ; ", '!: ~:.;•·>~º "i-,;~·.·,:;.~¡-~,;_ .. ;<.'i'·!·=.·,t;\~-: ·' 

Suponemos que todo,ciclo dirigido de longitud impar en D no tiene dos polos consecutivos, por 

lo tanto existe u~ ciclo dirigido.de longitud impar e que no tiene dos polos consecutivos. 

TESIS CON 1 
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Por otro lado tenemos. que .cumple las hipótesis .del teorema (l~i) .·y';.i •no tiene dos polos 
consecutivos, entonces e tiene dos cuerd~ cr.uzadas triangulares. . · .... :.\ . · .. · 

en C'. 

Sin pérdida de g~nera!Íd~d· /= (x2, :z:4) y g = (:z:¡, :z:3) son la.5 cúerd'~c c~uzadas triangulares 

Corno se ve.eÍ\la figura (1.30). 

Gr.ifiCI G d• P•rid•d 

Ciclo C de longitud impar > 3 

>'2 
~--...., 

Cuerdas:f =( x 1,x3 )yg=(x3x 4 ) oruzad•s 
tri an gula res 

Figura 1.30: 

Existen varias posibilidades de las direcciones de las cuerdas en el cicl~ dirigido C en D, ver 

figura( i .31). 

caso (1): Si 'J = (x1,:z:a) E F(D), tenemos dos casos si g = (x2 1 :z:4) EF(D), entonces {:z:a 1 :z:4} son 

,;C>Jos consec'utivos en C y si (:z:4,x2) e·F(D), entonces {iz:'2;xa}'son polos consecutivos en C. 

caso (2): Si f = (xa,x1) E F(D), tenemos.dos caso~ sig= (:c4,:z:2) E F(D),·entonces {:z:1,:z:2} son 
polos consecutivos en e y si g. =· (~·;¡:z:4).E Asim(D), co'n la flecha (za, Z¡) se forma un ciclo 

de longitud 3 en D, el cual es (z1, x2, za,.z¡), por ser Duna orientación M-admisible, tiene dos 

cuerdas simétricas, Iaá cuales son (x2 1 :z:¡.) E F(D) y (za, z2) E F(D), por lo tanto {:z:1 1 z2} son 
dos polos co~secutivos en .a··.,,. 
En ambos casos existen polos consecutivos, lo cual es una contradicción, ya que por hipótesis 

·(} no tiene ?61os ~cinse~;.Aivos. · 
... ~ : :. , .. < ·. ' 
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Posibilidades de las cuerdasf y gen la orientación D, !\A-admisible de una grifiCA G de paridad 

Caso (1 ): 

Caso (2): 
~ X:J 

x, ~~~ 

~.l~: 

Figura 1.31: 

:. Se cumple el teorema • 
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A continuación menciona1nos una condición suficiente para las digráficas núcleo perfectas, dada 

por Galearia~~anC:he~Y, y: Neumann~Lara: ,. , . 
, -- ·.:f.:. :_"-·.,·- ___ -, :h-.:... -·--' .-: ,, . .._, .. ,. __ ,_ . .o.--·--:-_,,.,·~-"'·-o-:.>--·--·;•:-·;.-_'..-.x•• _:_"".." "'·':'. '. '.;-- -.~ 

Teorema: No. :L4 (qaI~aíÍa Y,,N~umann [12]). Sea D una digráfica. Si cada ciclo dirigido G 
de. lorígitud i,;p~r,<Úene d~s.~old; cocnsecutivos en O, entonces D es núcleo perfecta. 

Sea G.un~ gr.ifi<!rd~~~ri~~cl,{D '.Ün~ orientación M-admisible de G y O un ciclo dirigido de lon­

gitud imp~r. Por'~¡ te~reriJ~(f;.3), c~da ci~lo dirigido C de longitud impar·tiene 2 polos consecutivos 

en O,~~ decir;qÜe c
0

~'fn¡'.;il\aco:f1éliJión del teorema (1.4) de Galeana:y Neumman, por lo cual Des 
u;1a digráficii núcl~op~if~dt~;·es,.d~cir; las orientaciones M-admisibles de una gráfica de paridad son 
núcleo perfectas. ; ·,,;,;· .. '· it~ 

Por lo que podem·os córicliiir''que! Cada orientación M-admisible de una gráfica de paridad tiene 

núcleo, ~s decir, que Iás gráfic~ de paridad son M-solubles. 

-.; .' 

~. ~: ~ : "'' . . 



Capítulo 2 

Orientaciones en gráficas de líneas 

Los primeros en estudiar el concepto de gráfica de líneas fueron los investigadores Whitney[l 7) y 

Krausz[13). A una gráfica G podemos asociarle una nueva gráfica, llamada gráfica de líneas, denotada 

por L(G), tal que, V(L(G)) = A(G) y u es adyacente a ven L(G), si sólo si, u es adyacente a ven 

G COlllO arista. 

Uno de los objetivos del presente capítulo, es relacionar las gráficas de líneas, las orientaciones 

nclmisible, los ciclos dirigidos de longitud impar y el concepto de digráfica núcleo perfecta, dicha 

relación la podemos redactar de esta manera: " Una orientación D de una gráfica de líneas 

es m"1cleo perfecta, si y sólo si, D es una orientación admisible y todo ciclo dirigido de 

longitud impar tienen una cuerda. Al final del presente capítulo daremos algunos ejemplos que 

representan los casos posibles del teorema anterior. 

39 
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En el presente capítulo, vamos a considerar las digráficas que no tienen flechas simétricas. Recor­

d amos que una gráfica le podemos ~ociar una nµeva gráfica, llamada gráfica de líneas, denotada 

por L(G), tal 9ue: 

•. V(L(G))='=A(O) 

• u es adyac~llte ¡:i. ~ en L( O), s.i y sólo si, u es adyacente a u en G como arista. 

Uria orierit~ciés;¡ D de ú~~ graflca G se llama admisible, si cada clan Q de D tiene núcleo, es 

decir, Q Merie J;{'poz6; Por:Ú.ltÍmo,un~ digráfica D es núcleo perfecta, si todas sus subdigráficas 
.- .. - ~: .' ,•:~- .• ··":;, __ -, -. -<: •. =,·,.:~::. :.' ,-,; ::·-.. ~~ ·:.:.. .,., , 

inducidas dep,incl~yen~o ella:m1slTiatienen nucleo. 
A c6~tl~~a~ió~' ~:J:~~;·~·ve;·'~~<' t~~(em~ que relaciona las gráficas de líneas, las orientaciones 

admisibles, los delos cli~lgid~s de longitud impar y el concepto de digráfica núcleo perfecta. 

Teoroml'l No. 2.1. Se~'Ífuna gráfica y L(H) su gráfica de líneas. Una orientación D de L(H) es 

núcleo pe~fect~ ;;:'jj·~s·~~a'.'~rientaci6n admisible y todo ciclo dirigido de longitud impar tiene una 
,_ '"··· '.,,, .. -. ,, '. ,. 

cue1Yla. 
">. 

Demostración: 

=>) Sea H una gráfica, L(H) su gráfica de líneas y Duna orientación de L(H), tal que Des núcleo 

perfecta . 

<=) 

. Por demostrar que D es una orientación admisible y cada ciclo dirigido impar en D tiene una 

cuerda.· 

Como. D es núcleo perfecta, entonces cada subdigráfica inducida en D tiene núcleo, lo que 

cada subdigráfica inducida completa tiene pozo, es decir, D es una orientación admisible. 

Sea cf.~~~d~l~ dirigido impar en D, como D es núcleo perfecta, entonces la subdigráfica 

inducida pO'~ 'Q~j;¡~~~ ;¡úcleo, por lo tanto al menos tiene una cuerda . 

. . . ,' D es ~~~ c,;iFt'ii~i6;¡'a.éimisible y cada ciclo dirigido de longitud impar tiene al menos una 
¡-:.· 

'·: cuerda. ···-:_:. _ _, <-~~~·:··. : __ -.. x 

ScaH ~ki~~fl~~.~~'.~(t) ·~u gráfica de líneas. Consideramos D una orientación admisible de 

L(H), tal·q~~~·'t~dé{~i~Íg di~igido de longitud impar en D tiene una cuerda. 
·::;_ ·'._;::~'.,··:::~f{:.c;~:,f·::~~;~(;·:.>.;·~~'~>~::.'.~,~· :.'.' · 

Por demóstrar:'que · D: es, núcleo perfecta . . < .:-~,.."-;:· .'i'.i.t/- ::~~2:\- ··t'.i·.~.;~ .·~: .. '.·:>: . -. 
La demostráéión' la vamos hacer por inducción sobre el número de aristas de H. Sea JA(H)I = q 

. '.-·.:~.:-: ... -·-. !:'·-". _·' . 

Si q =.=.l. 
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':--, o--·;~c':'·::~ ~;- - ,:,~ 

Sea V(H) ~~{f1; .:z:2} y A(H) ;:·{(:i:1 1 .:z:~)J1 la gráfica L(H) sólo consta de un vé~tice, es clecir, 
V(L(H)Í:::: {(:Z:1<~2)}~i?\Ü~{H)) = 121, eíitonces_D es núcleo perfecta, ·; ,,•. . 

.si q ·:>, L'S:~ ;¡;;una gf~fica~~(;:{iu: con respecto alnúniero de aristas,qÜe nÓ cumple con 

el teo~el11á, e; d~cir\ c611siderá~~s O una orientación admisible de L(Jl), tal que todo ciclo 
dirigido de 16~gi{~d imp~r' en D tien~ u~a cue~d~; p~ro D,~otienendcleó. Ypor hipótesis de 
inducCÍóll t6clasubdigráflca inducida propia tiene núcleo:. ·(;'·}.~:'\, ;!~- ,. ' , 

A C()llÚ~u~J¡'~~vail1os a etiquetar las ~ristas' el~ if:;·~?Qi~~~~-1 ~:V(H), cada arista e que 

incide. en ;1 le po'~emÓs la etiqueta fu (e), de modo qu~ t~<lJ·'!;ii;'~risias cumplan: 
·~'--s..:::.,~~~;~«: --,.}r.',_.;.:,'.;~~~--- -. r·i. 

si l,.(c') < iu(e"), entonces (e', e") E F(D) .. :l,;;¡_'.;;~;i;~'\·}i{' :;i: 

Para cada vértice u E V(H), deno~amos ~~r~~fJl)J~.\~;~~fk~~)i~ incide en u con la máxima 
etiqueta eu(e), es decir, e(u) = má:z: eu(e), pórlóqu'e'eidsténdos casos: 

- S'. exis~en {u,w}
1 
~V(~), c~n :#~~··j;;(~{~;jJ~1f~'.~~~~~J"; .. ~1f ;;J, .. 

- S1 para todo {u,w} s;; V(H),,con.u;'f:¡w, s~,tiene.e.(u)4:e(w)~\: 

.. · ., .. _. , .. , ·.:. ;; ·,(,, ).}?~;f.:~:~i~fc-~~2:, i;:~:~F:fr<;;·;:;~t·sr , . . 
Caso 1: Si existén .u, w E V:(H);'con·u::¡6 uí;<.ta . ue;e(ú) = e(w). ' ·. 

. . ... ~ ..... ··.·~. · ·~··. <e\· _.¡::t.·--·:/:':~:t-;::-._;:;_:~_x.T;:-f,::·;:;·;:,~:·::;~·;-~f..'./'.'-/-!.f;:: .. -~/.:': .. :- : :/_:-;?~',."'-· :: -· _ · 
Tomamos la orleritáción de ;'D 'restririgiélafa la:"gráfica"L(H - {u, w}), denotamos dicha 

-. ' ·.,., ..... ·/:,,,.,.,·e; :; ,;:;'::.:·~,,-·.~·':\V:('.~-ú~'1;:'.:./i~'"'-;.'.::~ :·.~;i-;:...}<;-:·':):~_;:.., ' ... _.,".'.,"· -::·-:- ,. ":'.:' , 

orientación~por;D'/'énforices~·D'/es unaJsúbdigráfic1i/deW,'·por la minimalidad de H, la 
: ::- - : ··- · '.,(:_·: ··· .. J~·::.-.-:,{·0:.· ! '.:.;~.:_,: :-~.-~'..:·.· ':.:.:,~~1h:'.¿(!.';I: :_:_,;,5,:>.·, ·1 -/:-:./-Y_,;.·.:.·>! i.~ · .: ,._: 

digráficaD~, tiéhe.óucleo;.séa: N,:e(nücleo"eri';D!{poiOdemostrarqueNU {e(u)} es núcleo 

·• :~ \~~~~~~~;~~~~'~tf ~~,~~11:~'.~di .. to ;. D Soo q e N¡ oin 
pérdid'¡;d~'generali~~a.~uponeiriostjue'~~~t~ '(q; e(~)) E F(D). Como q E N.s;; V(D) 
y e(u)E V(D), ento~ces {q, e(u)};~ A(H), por otro lado sabemos que e(u) ~ e(w), 

. : ento~ces ~(ti) = (u, w). Denotamos por q:::::: (:z:, y), como (q, e(u)) E F(D), entonces 

•y E·{ u; w};,ver flgur~ (2:1). · · ·• 
Po~'lo,que,q <t A(Ii-',{ú,w}), lo cual implica que q <t V(D'), entonces q <t N, lo 

cu_al es u~a ~ontradlé:cio'n. ' 

2.·:,Nl.J {e'(u)fi:s1~b!so~be~te.··' 
Seá :z: E V(D);_(NU {e(u)}), tenemos los siguientes casos: 

- Para:z: E V(D;) .;_ N;,3 :z:N - flecha en D', como D' s;; D, entonces 3 :z:N - flecha 
',!en'D.·;,.';· 
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D es una orienta don de H Gr.íflc.1 H 

o 

N ) e(u) 
o 
ye {u,w} 

N es núcleo en D' 

N v e(u) es lndepenciente en O 

Figura 2.1: 

- Para x E V(D - D') - {e(u)},:observemos que el vértice x corresponde a una 

arista que incide en u ó una aristaque incideenw, como lu(x)< máx lu(e) =e(~) 
ó lw(x) < máx lw(e) = e(w), entoll~es ~~is'.i~;(~ 1 ~(u)'~ e(~)).ÉF(D).;· ' < . 

,;:,::~ t=to .N ~ l<{;l J·~ t"j *t~\j~~¡,~~~i~;~f~~~1y,\~~'~:·~~ f. no tiene 

, · · ··t.'. para todo¡{u; w} !;;;:V(D);'e(u),i.e(w).;·,,, ,- . 
, . "' ,, 'J.~ : <: '"'r .. !,·,,.~;)! .-· ~·;·t:.;;,(¡~~;.;;,,~~<;;~ ,,.f~::o::.::;~~·~', >;.e,~ ><;;.,. "., , , • 

Caso 2 Si para todo{u,,w}!;;;,y(D);'~on ~ =F;~,' te~emo~ qu~'tod!I:' las ~(u) son distmtas. 

:2~~E;.·,;:\i"~ut;rj~~~~)l,~~i;~?;~ti~l~f ~~~:;,:·,~:~::: 
. Subcaso'2.1 Si' para algún/ei}E¿'M;,}3,i; f/ H)ique .. iiiidde"én y(e), tal que 
. ly(e)(ei) < lvce>(e); ... :· //i,y/i¿~~··~;f;,l; "'> ' •. :''.~;·::):.: ·::; . • .. 

Tomamos fy(e)(ei) :::i. min{l~c.)(ij/ffu'ct) ~: :::c::;.,~(~)(e1ff; Como l 11(e){ei) < ly(o)(e), 

entonces (ei, e) E F(D): SéaDl #' D..;.:;'ei;~~r'.Íii~óteáis d~ induc~ión, Di tiene núcleo, 
sea N el núcleo .en Di, p~r dem~ti~i:~\i~':J\r,:;es ~úcleo en D, ver figura (2.2). 

l. N es independiente. , ' -SS?': .. 
. ; . ' . . 

Como N es núcleo en Di'y,·N !;;; D1 ~ D, entonces N es independiente en D. 

2. N es absorbente. · : 

Sea x E V(D) - N, tenemos lo siguientes casos: 

- Para x E V(D) - {ei}, N es absorbente en D, por ser N núcleo de D. 

TESIS CON 
FAL'LA DE ffR1\, . j 
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- Si e E. J\f/co~b e~i~t~l~ fl~cha (~1,e) EF(D), énto~c~ existe ~ 1N - flecha 
en D~· ~:;[_; '·_:.~·<~;~/: '':{~.~{\:·;~:: '" ,~:,~(~)~ -· :·•·;· .~.-- ·,~<'>:~ 

-·Si ~ •• r(N~.·~~to~ces'exl~te(e, b)'éF(D)·;•C:()ll•b'·e'V(D).nN;:notemos. que 

la arista· b ·~~. in~ideríte en ;y(e), supong~~o~ •que;,b~ei''i~~ide~té ··.~~··· ~(é)i.como 
-·. .. ... ,. ':'' ' . ' . '.· '. :;·,, ,,_·:~,--, .. '.-.'.."·).~ . .;:1.:.i::.>~-:,t':,.i;,:,.':;;:'.·,:""'.·.~;:-.:··-. ·.;:-, ... :., ··:.;·--:·:.' 

. e = e(:i:(e));!existe)a flecha (b, e) eri D, lo cual es:una coritradicción,ya que la 
flecha (e,b) E A;im(D), por lo tanto l~ a;i~t~ b. e~i~~i~,~~t~;~~;(~)F> · ·. 

Por otra parte sabemos que la arista é1 tiene etiqueta mínima, es decir, 

ly(e)(e1) < ly(e)(a), para toda a E A(H) incidentes en y(e)', entonces existe 
(e¡, a) E A(L(H)) y en la digráfica D se tiene la flecha (e1, a), lo cual implica que 
(e¡, b) E F(D), con b EN, por lo tanto N es absorbente. 

SI para algún e e M, 3 et e A(H) que indde en y(e), cumple que lwr> (et)< I,_> (e). 
Supongamos que la arista et tiene etiqueta mínima. 

Sie e N. SI b Incide en l(e) en H. 

b 

~jl(e) 

o 

D 

Como la arista et tiene etiqueta 
mínima, entonces (et ,e) F(D). 

Lo cual no es posible, ya que 
(e,b) c:Aslm(D), por lo b Incide 
en y(e) 

Figura 2.2: N es núcleo en D 

Por lo tanto N es núcleo en D, lo cual no es posible, ya que D no tiene núcleo. 

:. Este caso no es posible, es decir, p~ra e E M, ie1 E A(H) que incide en y(e), tal que 

·. . <'; i~(:{(~~»:~~·e~(.i(e) ; 

Subcaso 2.2: Si p~ra ~ada e1'~,'.M!y'i:.~dfe2 E Á(H) que incide en y(e1). cumple que 

ly(é1 )(er) < ly(e{) (é~)'S~t~i1~i~t}r;i;i~fL;,:, ¡;~:,i;:.: .'• • · 
Com~ toda e(u) •.E''ÁCH)<sok'.<listi~t~~. e~ decir, para cada u e V(H), tenemos su 

respectiv~ ~(u) E Ú;~6r I~i¡llt'ó IMI;,;, IV(H)I. 
-·,.;:o:.' ·.:=- "~·'' ·~-'- · ... ':_ . .__:('.'.... ._ .. _--- - ·--: __ . ·.. ._ '-

,1,. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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--~ - _:_'.'.~"--) ~~:~~ , __ ,·--;.~.-.o-!'~- ·- ~':~, .· '•, 

Por demostrar ÓM(u) = 2.. . . <,·r• ·A·)::\.¡~,.,~i'>•,·i><F' , 
Suponemos que ÓM > 2, entoIÍ~é~;~xi;t~hie1'/eÚ: s;; M, con e(u) :f. e¡ :f. e2 

incidentes en u, ver figura (2.3). , i/;~~·¡¡~;t~lff[.{~.~Sf;;#Ji,JC:::,',;;· .· .·' 
Sean e1 = (:z:(e1),y(e1))1ye2;;,,, (i(e2))y(e;)Ji¡'éoifYé~i):;,ÍJ(é2) =u. 
Por hipótesis. iy(e',j(e1n <;tJd;¡~(e'')'N,fe1f~~~{I~CÍderii·eny(e1), en particular 

.!:~~(:~·)E~i~(e::«~2Xt~~~dig~f~iif}iW~~~~~~~~~~~;I:;~;~~~~~ :e0:u:~~e1:~: 
iy(e,¡(e2)< iy(e;¡(e1)1',J?:cuaLnJ1pl1ca,>qu~¡;(~2;.e1)t;,E~.f'.(D). 1 por lo tanto la flecha 

· ··~:2 ~~) .• e st~~?.·~l~>Tutt,~~/~,~·.c~j~rC~;~~tfü/~'.t~~r~l!'no· existen flechas simétricas 

··. ;. i' • :'. ÓM(u) noet"~~t~r;~~~2 
Supo~em'o~qÜ~ iAi(ti)'<2'.eriío'n~e¡''sólb~~i~te 1 l~ arista e(u) = (:z:(e),y(e)) e M 

·: ¡¡;-cid~~d' ~ri:•'~'í>.'a6'ii<l~''7fürg~f'1'(;i};'i'~¡j~d':í~~,¡ J)'~':1M ~sgri distintos, entonces existe 
' • • ': : • •:: -_~: • : ', 'o ":~;~; .;.,,./¡I:( .. ::··'.·~-~ ·;.S t.'.;;:~ ... 1f>.:_!,,. _,. • ;· (1 ·.~·~ ~· N: ~;:f• .~-~~.r O f"'",:' ~ ;:•; ... ~·~ • '·, - .-. O • • 

la arista K = '(:z:(e1) 1 y(e1))iE'.'M' inddente en\1J(e(u)). Por la misma razón existe 

e:í ::i;(iii(e;)°V!i(~2Ú e J\f; i~cldeiite ~~ y(éi), ~~~;tinuando de esta manera y como H es 
flnita; ento~ces'3 n·:"t.~lq~~·;¿~-:~: (y(~,;)}z:é~~)) in~idente en y(en-d y y(en) = :z:(e;), 

'. '. ·:·,·•: .•.. ·::~:.":·:'-·.~·,.::· . ._ .--'_,,,-·/.;~<º- ~::""·.··.~.:r:' ._.,· .. ,;_.,., .. ;,-·,t· ;: ., 

con· x(ei)'~;u,\~.~~~ ~!~-~~i~.:;'?{i,·~\_n:f{3(:p~r:.1ó tanto'en :z:(e;) inciden las aristas 
{e;-1 1 e¡, en}E M,; éoite,i ~)j,2J., ;(ei;:es décir ÓM(é;) > 2, lo cual no es posible. 

'.;, '' . : '. )\'' ··;!:. t,l: ~J~~·,·*~;3~~f f·~,~jtt~:}J~,¡~· l , ·' . ' 
·Por lo,tanto 'M .. :forma:un· 2~'-'.'factor•en•.H> ·. " 

:~::.>:· ';·.\,' ::·><~:. ,o·:·/• - :: .. :.,_.-:·'.",.4'(l;: d~)'..>,.~1!;}1~'3:';;·~,,,.:,\::··:-;';¡f,;·;·l);o~'_::,;~," ·~¿~':.,' .. 
.: . .Si algún :ciclo q generado'por,''l\f,es)mj:>B.r ,'entonces se forma un ciclo L( C) s;; L( H), 

". :· ·, • :· ,¡_;.·.'·,: ,¡;_~.:.;;~·:;,}··:;,~·:, :;.~·":f·:>.,r{.·-;.'.,_>'-),i~<::i'r'4'~~:~'"'·.:.o':':'-,,.¿·.;;- .. (' · -... 
el cüal :a: süXveí(corresponde;á.::un éiéló,'dirigido en D de longitud impar sin cuerda, 

; ·;:-, : . .-.·-'.r_··:<>~-:» :.>:;~.,> ":~:' .. ~··-:·;:{O~<-: .. ~'i"\';'.'..·~::.-~"-·~'''.,_...?.~·:·.·-:.~,!t·L- ·-··- '.'" ·. 
lo cu~ies ufra co~tradicción\' yá: :<iue';~odo ciclo dirigido de longitud impar en D tiene 

:~:4~!J~~~~1!~~~~:~~~ ~::~: :;º:,,::::~:~·:: :: •.. 
Paso·()~ · • El~gi;ncis Ün cido'¡)a'.idel 2 "-".;factor generado por las aristas de M, el cual lo 

deri~·~aíll()S por! ;,,;.. :F:;-\.);·:;tf ,),j,;,"~i\,;),·\~ . ¡: 
•·.· Co =:= (v(0, 1), 1)(0, ~);1)(0~.3);}7 '._•;v(0, 2r1) 1 v(O, 1)) 
i • :·'· ~.-,1,·.:··::··-~_1;,•::: .. - :···-.•·t··:·.-~,_:·_::.-.. 1\···!"j·-/·:··,--r-·-; •. -.... ·,~-·i ·· 

Sea: Wo '= {iJ(0;2j);j:1:::s;T:5 r,cíi} Y;Bo = V(Co) - Wo . 
.• L,_ :-_>::·· '.· .. <·:.~ ~--·~~t-~•'fj}_fr···• • - ' 

· - Si •Wo no.es in'clej:>1í'ndie'nte. 

Seá {~ 1 y} !;;' Wo ~fVcCo), tal que e= (:z:, y) E A(H), entonces se forman dos ciclos: 

C~= (~; C~;'y)Ú (y; :z:)·y 

c 2 = (x,c '-Ca, y) u (y,:z:), 

.. .1. 
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- Si e EN,,como existe la flecha (ei.e) E F(D), entonces existe e1N -flecha 
• • '-·· ,¡''• •.· . 

·en'.D.·· -:::"·- '·' .,. 
~Si e fiV; eritÓnces existe (e,b) ·e F(D), con b E V(D) nN;noternosque 

la árista b es in~idente en y(e), supongamos que. b es i~~id~nte',~ri ~(e)¡ ~o'xno 
e,= e(~(e))í:~xiste Ja flecha (b, e) en D, lo cual es una cioritr'ádl~~i6ii'ya qu~ Ja 
flech~ (~, b) E Asim(D), por lo tanto la arista bes inciden.te e;; y~)'.°t' :-

Por' otra. parte sabemos que la arista ei tiene etiqUeta -mínima, es decir, 

t 11(ei(e1) < t 11 (e)(a), para toda a E A(H) incidentes en y(e), entonces existe 
·· (e1 , a) E A(L(H)) y en Ja digráfica D se tiene Ja flecha (e1, a), Jo cual implica que 

(e1,b) E F(D), con b EN, por lo tanto N es absorbente. 

Si para algún e e: M, 3 e1 e: A(H) que indde en y(e), cumple que lioo> (e1) < lllG!> (e). 
Supongamos que la arista e1 tiene etiqueta mínima. 

Si e e: N. 
Sie •N. Si b incide en >(e) en H. 

b 

o-:1>(e) 

o 

D 

Lo cual no es posible, ya que 
(e,b) c:Aslm(D), por lo b lndde 
en y(e) 

Como la arista e1 tiene etiqueta 
mínima, entonces (e 1,e) F(D). 

Figura 2.2: N es núcleo en D 

.. 
Por Jo tanto N es núcleo en D, Jo cual no es posible, ya que D no tiene núcleo. 

:. Este caso no es posible, es decir, par~.·~ E M, $e¡ E A(H) que incide en y(e), tal que 
' .; {' ,;;'.}:¡·::.;;:.i'1 ~\··;.~ '.·i,·.!b t.:> :,. ':'-' .: . 

- ·.• .e11c~)(e1) < 4'c•i(e) . 

Subcaso 2.2:. Sipara cada·~ 1 E i/'y;c~d~ e:i E ,A(H) que incide en y(et), cumple que 

e11<•• l (e1) ><:i~(.:,'i (e~):<;ii1N:;S:h:i:.~;;.f;:;~;,;~,"\: ,: 
Como tod~ e(ú) :e ~(H)sd~ cÍÍs~i~t6s, e~ decir, para cada u E V(H), tenemos su 

respcctivoe(ü) E M, po~.ló'ta~t~ JMl=•JV(H)J. 
. - :' . . :· . - ·. _.;,~~- ·.:-· <. . . ' ' .• . . 

TESIS CON 
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- - - .- ~L·'; . ·' .. -/, '~:~ -·-- -:~:<'.- .:'.-.. 

Por demostrar óM(u) = 2, ·, ,-.;· ;Í' ,j(:'.S~Ú:. i: {:<~. •:\;~~ s:J,'.' 

in~~=~;e:~~s u~::f;g:a~;,;~~o~;:~~·i~;,i~tii~~J,e~~.t~:?;!~;~t~;.~~:·e(u) # el # ea 

Sean e1 = (x(ei); y(ei)) y e~,; (~(~;);y(é;}j¡~;:;ily(~í)'';i;;:!J(~2)•= u~ 
. . .,,' · <· :"··-~.-,_ .. ; ... , ··: .. ·",.: -~ i,;,_:'···\·;.¡:::."1_i~8:.:!} 1<>.~;~'¡.· P._.,,_._.._.:;; .7_:{:. · 

Por hipótesis ey(e¡) (e1 )' .<;c}y(~;, (e:},/:!;úi~,¡;.<i,ü,~,i~':i~~.~E~~ .. ,v(e1), en particular 

.~~~~(:~)e~ e~cee,;(~21·(~}'.j~:!:~~f~i~l:;~f;~~~~f~~(~~~l~·¡~~~~~~~ ~0:u:~~e 1::: 
fy(e,¡(e2) <fy(e.)(e1);,10 ~~~1:··iÍn~Jlé.~)'qu~i(~~j;¡'},7€2f'{n)/;~or l.o tanto la flecha 

, (e2, ei) E Sim(D);' fo c~al ~ un~;c'éi~t~a'élÍ~Ci6~ 1\ylrqti'i1n~
0e~Í~ten flechas simétricas 

' • · ' - . · " '·'"·'. :~·:· _,- ; ., ·. '_I ' - > ' ,. ; • i - ·'">i"· '~ • ' , 

·-··. ..;.i? .; .. :.r·, - ·• 't· ./-\~/·~"-':tX\ "; ... ,,_ __ "::~., .-
, • ÓM,(u) no es' may6~~u;~>; ; 

en D. 

Suponemos que .fM(~) < 2, ent6nces sólo exist~ la ¡rista e(~) = (x(e), y(e)) E M 
, -.. \.:···,,:.,:<··-.,·-::·. ··,·.-~J • .,' ... -~·, ... _ •• :.: .•. ·J"' - -.. ·'·. '.' .. -~ '.--:':·'·o '¡jt_',J\ !·;,S':-~t·n:if .. -:-1·. 

incidente éll' u;'.'dóllde. ti ;:= x(e), como los e. E; M.~soíi,Aistintos, entonces existe 

la arista e1 '= (~(e~);~(e 1 )) E M incident~ én y(e(,~'){'r6;la misma razón existe 

ef¡ ::!'(v(é:!)lt(e2)) E M, incidente en y(e1), colltim.1andb de'e~tá manera y como Hes 

fi~ita, entodces 3 n, tal que en = (y(en), x(e~))incide~te en i/(en-i} y y(en) = x(e¡), 

con 'x(ei) # u, para algún 1 < i :::: 'n - 2, por lo tanto en x(e¡) inciden las aristas 

{e¡-1 1 e¡; e~} E M, con. en # e;-1 # e;, es decir ÓM(e;) > 2, lo cual no es posible. 

' ' ' ,. ' ' ): .... ~~(~)_;:: 1 
Por lo tanto M forma un 2....: factór en H. 
,..;;:··" - ';<·-·. . :-·:'- - ;.;:.·-, -': .~ :· :•,( •.. "_' -' .. - . . . ,¿,::~· .-~!! ... , .. .. :• .. ,, . ,' : . 

Si algúridclo C ge?eradop_or Í\(es,imp'ar, entonces se forma un ciclo L(C) s;; L(H), 

el .c\i'~1 !1 sti v~~ co;rei~onde'~~i'n:~i~i6 dirigido en D de longitud impar sin cuerda, 

lo c~a(~s ~~~a cont;a'c!i~~i6ri, y~'q~~ ta'd~ ~i~l~ dirigido de longitud impar en D tiene 

alrneri6s una cuerdá, podo tanto; todo delo generado por M es de longitud par. 

Va~0s a ver que .Dtien~ nÓcleo 6 iu1 ciclo dirigido de longitud impar sin cuerda, 

pará lo cual damos un algo~,itIIlo. :.'.<i;: 
Paso .O: Elegimos un ciclo .par d~I ;2'.:...f actor generado por las aristas de M, el cual lo 

, denotam0s por: ::: .. ,_;:¡;.::./ .;; , . 
_ Ca"."' (v(0, 1), v(0,2),1J(0.,,3),.'.Ú~(q;2r1) 1 v(0,1)) 

Sea Wo,;: { ~(0:2;)f1'~i:5 rk'.}'.y::11~·:= V(Co) - Wa. 
. "-;>.c"~'.:'.'('·:>-<~j/~ -~·:,~~'.;-j''7 

,. - SiWo no es:indepen<:Ii~nte,. >ó•,, ·+> . 
. Sea {x, y}s;; Wo s;;;V(Co)°; tal q~e e= (x, y) E A(H), entonces se forman dos ciclos: 

',C 1:~(z;Co;y).U(y,x)~.. . 

0 2 = (x,c~co,v) u (y,z), 
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Si para cada e e M y cada e, e A(H) que In a de en V(e), cumple que'-> (e)< 119> (e1). 

Notar que M1orma2·faclor. 

SI {e(u),e 1,ez} e M, Incidentes en u. Si s61o e>dste e(u) e M inadente en u. 

e(u) u 
o ~o >(e,) 

e2 j 
o 

>(eiJ 

Gr.ífica H 

En ambos oo11os se forman 11e<lhas simétrica en D, lo oual no es posible. Por lo tanto lnáden 
exactamente dos aristas de M en V(H). 

Figura 2.3: 

como C es un ciclo par y {:z:, y} ~ Wo ~ V(00 ), entonces 0 1 y 0 2 son ciclos im­

pares en H, los cuales corresponden a d()s ciclos de longitud impar, L(C1) y L(C2), 

respectivamente en L(H), entonces al menos uno de los dos ciclos es dirigido y de 

longitud impar en D sin cuerd.as·, ·lo cual es una contradicción, ya que todos los ciclos 

dirigidos de longitud impar tienen al menos una cuerda. 

- Si no existe,v1 E Y(H)- (Wo U B 0 ), tal que vi es adyacente a un vértice de Wo, en 

particular si V(H) = WoUBo y además el conjunto Wo es independiente, entonces por 

minimalidad de H, la sul>digráfica de D inducida por la gráfica L( H') = L(H -(Wo UBo)) 

tiene mícleo, denotamos a dicha subdigráfica por Di 

Sea N,. el núcleo de Di y el conjunto M' = {e( v) 1 v E Bo}, por demostrar que 

N U M' es núcleo en D . . 

A.- N U M1 es' independiente. 

1 

TESIS CON r 
FALLA DE 01UGEN i 
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Corno N es núcleo de,í:>¡ .. ;·c .Í:>];~ntonc~s N'~s i~dependiente en D. Por de-
- , i.:.:--_ ·,· .: ;f,-·:;-.:: .~ - ::;;\ ·-·~:~?'.:\,-_~!-"::·;-~;.-.)¡'.t~~H;..:(~·· . .'·:.r.~ .. r.:·.~::.>:_,':h' ·. ;··;·,,,..; .. ,.· :·· , ... 

mostrar que . M' es· iildeperidiénte; suponemos que· M' no es independiente, es 

decir, existen {e(~); efw)}·~·'M'füafrtjíie;e(~) y\'é'(w) son adyacentes, sea z el 

vértice donde indde e(v) y ~(w);': si\ ',;;,\ví; (aíiálogarriente z = w), entonces 

e(w) = (z, w).= (~, w), (a~ái6ga~e~t'e:e(~)l;,,;'{~,'~):: (~, v)), lo cual es una con­

trádicción; ya qué {v, UÍ} ~Boy laari~~a'e(t1Jj eM', (análogamente e(v) e M'). 
Por demostrar que NUM'~s indepeU:cÍlentef~~ d~ci~¡ rioexiste N M'- flecha en 

D ni M'N-flccha en D, sea tÍ,E N y~d(u';We)/1 , sin pérdida de generalidad, 

suponemos que existe (q; e) E F(D)i''có~$;~·;~}N ~ V(D) y e E M' ~ V(D), 
entonces {q, e} ~ A(H). Corr1,o'(q,e)E F(D), entonces q incide en el vértice 

u E (Wo U Bo) n V(H) 6 el ve.rfXc~ v E (Wo Ú Bo) n V(H), como {u, v} rf, H', 

implica que la arista q rf,'A(.Éf'),·és decir, q 'ft N, lo cual es una contradicción, 

por,lo tanto .IV U M! ~s)ndep~ndienté: De manera análoga se demuestra que no 

B.- :~:~~;.~{i~í;·jf·~~.~~.re º" D,, ~·'"~' ~··" e V(D,) - N, 

existe vIVS ¡~9',,j~~fJ? ;:;;,~-gtro'l~o: por construcción de M'' tenemos que M' 

absorb~ a ih<lb~ i~~':'V~iti~~;:en.'.ó:correspondientes a las aristas que inciden en los 
-., ' ··~~--~:: ~ -~-~:::.«-;,;:~.·',~~·. '~,"-"J<"·,?~:~;-¿;,:~¡~J;. ·~··,:'~' .' ·"' :: .. 

vértices-.de'Bci\eri'éH ;'eñtónées pára v e V(D)- (D1 u M'), existe vM' - flecha 

·. en J_)·',:, .f~;' :;,~-G·~.,;·~f;::·'.~)~{;1~\~ .[,·.·::'.:;e; ,:'_ . :· ; . ·····'···.•· . .. , . · .. 
Perlo tanto)VJJM'ie5 'ilúcleo''eñ\D;fo cuales una.contradicción ya que D no tiene 

.. núde~·,J.:¡;¡¡g\~·;~~~~iff t .. . . ·. :~fr;~iJ~(~1~t§ft~1'f~!;,;./ i. 

7 Si "xi~te.,.ú,(E V,(Hb.(l1'oU,BciXa Ya,_c:ent;·ª,PI1;~~rtke .de Wo y Wa es independiente, 

-····n,'.~-~~,-~~l-~;·¡ i~~,1~if t.l~iit;;·]+ .. -
· . Paso k .;::'.:l:\ Elegirrios'.uri~vér~ice'..vi<re/l((Hf-.::;(Wi.::.{U B,;...:1) adyacente a un vértice 

'' '.···. '. -.: ::·~.:c.;-_·-.·,._,,.._·::;····::.;~';· _ _,·-·:~- ·~;;-·0·~ .. -'¡·3 "~':\;:-::- •'·~~. ;,;~:f:¿ 11 .. '\.;.-,;;,i.·.::).»'.2°;·>) •... !: '. '<· 
· de·W,;'.:"1 ¡ 1~Séii'Cii?=~(v(ktI)¡.¡v(k,;:!)';"v(k~'3){:i;'":;'ii(ki 2rk); v(k, 1)), el ciclo formado 

. : ... - :···"I;,;.:.:..:.,,_::-~;;. -~·:·"·.,:.'.'.- ::.,t·~,¡·,-/;·:.1.u<~.,_.·~-~;i.:::_!c.-';~¡,.~~·\.!1 ... ~ .. ,~:í-i.~.;.::.--.'··~... , 

.. ' ... , 

pcii·Jas' aristaii"de rM t{él "'cuaFcontfone(a'·'.ii/.''i''renúriieramos los vértices de Ci., tal que 

Vk •• =; yO}i~'. ::¿~·)1:)::c~: · . · · · __ :·,::·.: .. ,,)~~1w-~:. ··' . 
Sea w,;•:::(w,;.::'i.u {:v ,; i ·' 1:~·'if~'r1n y.B,; = Bk-1 u [V(Ck) - w,.]. 
Si W~ nd·:~~lndep~rid'i~~f~'6'~f ~o'5é'iíst¿~1<+1 E V(H)-(Wk U Bk), adyacente a un 

vérti~e de·w~;:~II· parti~J¡';f· ~i·:y(H)/;; . .B,. u Bi. ó D tiene núcleo ó un ciclo dirigido 

de longitiic:Í:i;ripar' ~id éuerd~, ~~to~ces terminamos el algóritmo, de lo contrario 

podem~s co~tiriuarcori elpas~ k + l; 

.. ~ ' ... ..,. 
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• El núnÍcr~ de'pas:o!I es ~ J~:.rriai; el -~úmero de ciclos formados por las aristas en M, 

, esto .~~ ·~6~ défüÍÍci9ri· d~: Ío~· ~i~J~s;P1c: Supongamos que el algoritmo termina en el 
·, p~~-~m-.~-,-. :· ;.· "~-:;·:;·:-; ,:,.;: -::'.:\--~\i·(.:\:;~\~3.i:._::~~~.:.;//·~-~;·. 

Existen dos posibiiidll.des 'que;ei''c~njiÍÍito. Wm es independiente ó Wm no es inde-
pendiente.. . ..... ~~,l@Qdi,/ LZc 

- Si el conjunto W m' -~ i¿~#~~dl·~~i'g:·J>irla minimalidad de H, la subdigráfica de 
iJ inducida porlil. gr~ficii• L(Hí)'Y,;;,f:'l(H :...."(W~ U Bm)) tiene núcleo, denotamos 
a dicha subdigr~fic~·'P'ci(iJ;<:s::~1! :>,t '> 

Sea N ~I núé:Je~ dé.'í:>fry° ei''c;'o'djunto M' = { e(v) 1 v E Bm}, por demostrar que 
N U M' es núcÍeo ~ri-1ÍJ;"Jif'.' / , 

A.-
.-;· ·~' :,~ .·, ·;.:- ',., •>ó "' 

N U M' es i~cÍ~pené:Ú~nte: 
C~~º. Í\T,,i;s_._nií~J~~·.depi ~ D, entonces N es independiente en D, por 

demostrar q~e'.:M1 .es independiente, suponemos que M' no es independiente, 

es decir; e~ist~~ {eC~Y1 e(1lJ)} ~ M', tal que e(v) y e(w) son adyacente, sea z 

el vértice.donde incide e(v) y e(w),.si z = v (análogamente z = w), entonces 

e(1lJ) ,,;, (z, w) ,,;, (~, ~),' (ariálogam~nte e(v) = (z, v) = (w, v)), lo cual es 
; " . . -· • . ' ' "" ' . .. . . · te "·. . . 

un contradicción; ya, que {1;1,w}~ Bm yla aristaé(w).E M, (análogamente 
e(~) ·e -M). ~ ...... ·· ~ · .· ·''"' .i · . 

Por demostrar que N U M' es independÍente; es decir, no ~xÍste N M' - /lecha 

en D 'riiM'N-'/1~'clla'.~~ /J.'~~a:';/ei}v'!y'·;r~. (u.~)'É:M, 1 ~in pérdida 

de generalÍd~d; '~tpon'~írios. qu~ :~Xiste"(q; ~)e· F(D), -c~mo q e N ~ V(D) 

y e E M' ~ V(D), ento~ces {q,er'~ A(H), c~mo'(q,e) E F(D), entonces q 

indde eh~¡ vé~tice u E cw,;.uB,;;°) i"iV(H) 'ó el vértice V E (Wm UBm) nV(H), 
cómo. {u/~}'~'H'., impli~a que l~ aris'ta q r/. A(H'), es decir, q r/. N, lo cual es 

una cont~adi~ción, parlo tanto N U M' es independiente. De manera análoga 

se d¿n:iu~str~; é¡tÍ~ no 'exi~té° M.' N- flecha en D. 

B.- N U M 1.es absorbente. 

Como Di ~ ÍJ y N es ab~orbente en D1, entonces para v E V(Di) - N, 

existe vN - /lech(l en D¡ por otro lado, por construcción de M', tenemos que 

iVI' absorbe a todos Jos v~iü~~~ ·~n D correspondientes a las aristas que inciden 
,_' '. :. _;'"'(_;·.'.,, l ... : . ; .; ; ~ . 

en los vértices de Bm' eri H, entonces para v E V(D) - (Di U M'), existe 
vM' - flech~ e~ D'./'; '· ;:¡ º ' 

Por lo tanto N U. MÍ ~~:mícl~o en D, lo cual es una contradicción ya que D no 

tiene núcleo. 



- . ~:'/~~,·-- ·. :.,'':':·;~/;:_:~· L_ - ~-~·'. -,, ·--c_~~""-=··-'~-T'··-· -~l:~ __ '.,'.-;,'-:~)-;. ;_~~~·-~-- :;:_.,:: .. -
- Si Wm no esindepe~~i~~?;r~~~·{~i~}, º-'~1i<~{'~~~,~.F;.(~1~>-~e·:1(If) j ~oderiios . 

suponer sin. pérdida de generalidadqiie':r:,EY(Cd) ;:y E'{l'(G¡¡); si''.d:: entonces 

~ '°'~f ~~~~~·~lf~fit;::>t~~l¡~,1~~~~1il~.,~/ . . .•••. 
como Gd es un dc!O par. y { :r:, y}.~ lf ~ ,~ gdt~f2T.s>.}~;eti~u.~~llS .~o,s. Y.értices. de 
Wm son pares, entonces {CJ,cn so~ cidos'dé)ongitllci'impa~:'enH;'.l<:ls cúales . 

corresponden a dos ciclos de longitud irri~~·;·f(CJ}:y;:'Lúfü/r~~P~~Úvam~nté~n 
L(H), entonces al menos uno de .losdo~'.ci~16,~'~~{¡(;igld~;y,'~e~Í6'iígit~cÍ·i~·p~ren 
D sin cuerdas, lo cual es una c~ntraiÍi~~ióri/y~~ú~\o<l~~j6~}~i~l¿~ difigldos ·,de 

longitud impar tienen al menos una,~ll~,~~~;,.pb~;1~.·.tafü,~:~:~ ~'.\'y')';'. '.~')\;<~> .· 
Notemos que las etiquetas de los·vérticés'de';w,i.;-·'sori:'parés'y.168 vértices:dé 

Bm ·son impares: Renrimer~nd~· los):Íc~~~Jr,*~m~~~:~~t¡i~·.'.iií~ia,;\~fW;·.~~ -~~1 · 
forma que :r: = v(d; 2) .E Wd ~.V(C.l) :i/:;,!il(k}2j)':e~w,;·•·~ 1f (G,;)/para'algún' 
1 ~ j ~ ~k. ·. · ·.· ·· .·.. · > . 

3
:}. :.·tillfüHM;1;;;.~,;~1~5-,:.i1~t;t:f'h!fii'..;~~l;1~.'t; '.;: ·. ••· 

A cont1nllación vamos 'a tomar algunas trayectOrtas, 1néluc1das :por.··M::·): -~ ! ./· :' -~ ,: ·.:, 

, . -, '. , .: ~ ~~·~~- ;~';:r. ,;.; ¡···.:;\~~i.k~~:!::~:;~·t1;::>:r::Ni"i:~::.·r-_¡y:··:::.;-i3~~~;h~~¡~/."-'}·'.:~-'·~.?.'!i<--: ·:·.)~·>:}:.·:·:·!>~c . .-.·:.::~::: .. '.. 
a) La trayectoria inducida por Cd de':r:;á v(d, 2j}'es.T.i~,tal:é¡úe\'v(d, 2j) .E Wdi es 

,. . ',.: :) y.; '1· . .,,:;,.,,. ,' .;:'z;..'H~r'.·';'..r;:~-· .':·J~l":T~)J;.;:.~:-t1;¡;1··./*'•1Ji'":11!J,1,~··r=>¡:t:.º~. ""f:",·.::.,, ..;;t· ·:':.':'-.:·~· :-::., 

adyacente a vú1 e Bú1•c .V,(G.i:j'.i)~"enforicés;diclia1hayeé:foriá'es de longitud 

par. . . ·.· .. · . , . • . :. ''· ~ ;; .\;; ·2<'t'l 1~,i.':;~~;'.~1;7:iJi~{~J·~r~;}t~?\til.~;}t;':;t~f ·;/·:·.·L /: < 
b) La. trayectoria inducida por:Cd+.i'dé<vd-f-í;a:v(d.:+~1;2r)iE•'W.í'.¡::!;:éi(,Td+·1, 7tal. 

. . .. '" .. , . . ; ; · . .-. ,•;. · ... ..-:; ~:1, < ,;,,· ·. 1-... :·· :' :S~.':'.\·,\~'::t ·.¡. ·""_ ;::;'«:•·, :~;;."! •• <;;~:i·_,i,f'J(:.t~'-¿ij; .t/f;j';;f ;t.;:}t.}(j ,¡,:·_· ·:·', -:::":'.\. ·.,¡ ;· '~ ;(: , 

que v(d+ 1, 2r) es ádyacente a v;/+2 E:Bd'+2 g:V G.í+2fféritonces la trayectoria ; · 

rd+1. 'es <l; 1fr~i,t~<l. i§~~/ :''' //}X ;0:'.:~ .. ':l~;¡~\ '.rtf~li~,~}1~~~;:,¡;~}r~J{~i~\ ./ . : 
e) • L11: trayectoria in<;lucida por Cd+:i ~ll v;¡+2•a~v(d+2; ~s);eLW.it'.2'i ll~'Tcl+2;.tal.é¡ue 

.. ··-· . , . ,-: .. ·- . . . : ~ '..·, ·. ·.· :- : ';·" ':.' ··. '•"-::-···>,.·.c. ; ~'-:".',·~ ·:;:~'['~'·;,(;.~\--;.'1:::~.i:·'~~- ~~-,:.- .. ~.;·>'':;--.,.~.;,. ·;·:·<>~·,-:_:,, .. 
v(d+2, 2s) es adyacente a Vd+a .E.Bti+'a s;;W(Gd;:.3); entoncl)s;d1cha trayectoria 
. es de Jon:gitud ¡n;par. . . .·. . ··. . . . . '· . ){,. ':1'-·.~;'t;C,' ;;<~~w,;e·.· . . .. 

Continuando con este proceso y como d < k < m;:entonces éri urf1DorI1ento · 
llegan:ios· al _ci.clo Ck. - , . . - . .. .. "-.~~,~--~·:'<.-~-.; -::_;:: /;~:. ~ :~. . 

!;'; ::··:· .. ,:\·: • .'(:'.'7···· ·• '¡ 

d) La trayectoria inducida por Ck de Vk E Bk E V(G1c) alvértlceii(k;2J)= y E Wd, 

es de lorigittid impar. ·' .. ··.,:·· ... , 
'. 

·., ... 

Übten~·mOs_ ~ri~ n~~~~ trayectoria: . ·· · . . 

T = (x;;, v(d, 2), '.l,'dr ~(d, 2j) ) U (v(d, 2j), Vd+1) U (vd+1 1 id-f-1• v(d+l, 2r) )U .··· 

. (v(d +1, 2r), ~d+2) U (vd+2r Td+2r v(d + 2, 2s) )l-!.: .... U (v(k, 2j), Vk)U 
(vk, Tk, v(k, 2j) = y) ·. ·.. · . · · 

la cual es de longitud par, ver figura (2.4). 



o 
X =\l(d,2) 
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, .:,;.> .. :1,W}f,f.~\:~:i:'.if~(d,2),T,,v(k,2j) =y) U (y,x) · 
es de longitud impa._r}.enforices se forma un ciclo L(C) ~ L(H) de longitud impar, 

el cual a ·su' ~ez indtce tn ciclo dirigido en D de longitud impar sin cuerdas, lo 

cual es Ú~a'éontracÚcción, ya que todo ciclo dirigido de longitud impar en D tiene 

al menos un cuerda.· 

longitud 
par 

longitud 
par 

1 
1 
1 
1 

VQ<·1,2m) : 
' Q. __ _ 

longltud 
par 

,,,,,.."--
,' Tk 

vk 

Ciolo e de longltud impar en H 

Donde V1 E 81 <lOn d<i<k+1 y {x;u(d.2j),'l(d+2.2r), ... y} E W"' 

Las tr aye clo rías: 
T d+1"'(Vd+I• Cd+1• 'l(d,2r) ), T 0.2= (Vd+2,Cd+2,'l(d+2,2s)). •.. , Tk •(Vk,Ck, y) son de longltud imp.;u 

La trayectoria: 
T=( X. T d ,'l(d,2j). V0t1• T d+1 ,\l(d+1.2r), Vd+2• Td+2 ,'l(d+2,2s). .•. , -.(1<·1.2m), Vk , Tk ,y) es de longitu 

par. 
El oiolo C=(x=\l(d,2), T, \(k,2j)=y) v ( y,x) es de longltud impar en H. 

Figura 2.4: 

:. Este caso no es posible, es decir, para cada e1 E M no existe e2 E A(H) que 

inciden en y(e1), tal que cumpla l(11¡01 ¡(ei) < l 11¡01 ¡(e2)· 

Por lo tanto podemos concluir que si D es una orientación admisible de una gráfica de lineas 

y todo ciclo dirigido de longitud impar en D tiene al menos una cuerda, entonces D es núcleo 

perfecta: 

TESífCOÑ 
FALLA DE ORIGEN 
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A cont.inuación vamos a ver, uno: ej~mJio5 ':lle:~;P~~i~¡i;~il.~Ji¡\1~ci d~lo~cJis~~~que liemos. 

analiw<lo en el teore~a ·(2.1),:rd~fu~~ u'n:a::>~~~ií~~~·n ;:i;;~~cv(.HJ,.Á(H)),. s·u': gráfica ele Ii~eas 
L(H) = (V(L(H)), A(L(H))) .y'un~ 'ori¿nt~éi6n:admi;ibl~'c:ri de L{H.).· 1'- ·, 

··" "". '·; ;,,.~·.·< .·.·.·.· .. -,._,·,·.··, .. ' .. i·.-.·.· •.. ·,_:_: __ ,_ ... :"'.·_. -.": .· .. :,, ... ,!,,~./ .. ~·.v'·· . 
. · ;,.::.··1 ·:: . . :xi.' .. :::::~~·>.·~:·:_,~:--.. ,:::·:;·.;;.·' 

Ej~mplo;!•··~: ' ·· ·Y> 'L'~h'.: -~~,,~;,, '·~~,(~~\¡;.!\'~ " '·' 
Sea H una gráfica con V(H) = {v1, v2,va, !14, vs, va', v1}yÁ(H):::: {a, b,c, d, h, f,g} y su gráfica de 

líneas L(H) = (V(L(H),A(L(H)), ver figura (2;s): 

Griflc.;i H. GrífiCI L(H) 

Figura 2.5: 

Considc:ram.os D,;== (v(D)~ E(D)) unaorien!ac:ión.:admisible de L(H), tal que cada ciclo dirigido 

de longi tucÍ ·impar e~ D. tÍ~~~ ~;na cuerda,~ v~~Tfi~~ri' (~Ú) ;· ~~tonces: 

\1 ( D) = . V(~~;;).·.{ \'·/¡~~\'ú-~·1;:;~;~!i·~_;;i~i~,i}¡~;,t~t3' ' ···•, , .. 
F(D) .=:=. {(a,h)í (b; a); (b,'h); (g, b), (g¡ a),'(g;'h)i(d, h), (d, c), (e, h), (e,/),(/, g)} 

De ncu~rdo ~ ia: de~-~~t~Íl~Jn'á!1''i~~J~¡~- (2.¡), para cada u e V(H) y cada arista e que incide 

en 11 le ponerfiÓs láetl~ucit~f~'(e);;de';:;;;;do qÚe todas las aristas de H deben de cumplir con lo 
·. ' ' .. ··.·». ·· .• · ,. . •. 

siguiente: 

Si lu(e') < lu(e"), entonces (e',e") E F(D) 
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o 

g f 

Figura 2.6: Orientación admisible de H 

Por lo que: 

• Pnra las aristas que inciden .. en.>v2 E V(H)i'~tenéil1os' que sus etiquetas cumplen que 

Cv, (g) · < e~;(b). ·.¿ . e~~(~).·~ • e~~ ('h):.\Obser\f~mCÍsla ~rlsta h · in~.ide11te, en >~2 · tie~e la máxima 
etiqueta, por fo tanto. e(v2) =. 1i: R~i:;rd~mo'~;éju~' ~(~) ~s lá: a~i~tá qtÍ~ inéide ~~ ~. con la 
111áxima.eti{¡ü~l~;"t· )•'· '.,4 >t·'z''f,•·.\':'\ /¡·:ú .. ;s/{(L;. }>).• '.{ ... :·'•'· :·. f' .:> 

··<'· .:. ' >' ·. '.:_·,.. : .. ~ .. :/ ··,::';1_·-)~·:·:·~ ..... -~: : ~.t;:i·~::; - ., ~-.:..• .. .-.:. ~-:·J.~·· ::;'(-,.- ' -
.·.·,· .... -,., ":._ ... :;.•.· .. ;\.··: .. ,· - ·' ·<::::·.~ ¿} . ;··.·:·:. ., ., ·-.-~--.. ,- , ... _ ,-··::-.', ·:,'./:_.=:·,-.· ..... , ·- ;:-';::-:-,·.;.j:.'"'. '•:/~;,\:'· ~i;-.:·,·>_;._;_:·::,:~-

~~~~~f :~l~~i]~\~~lllf Jf it!'i~~:~;;.~ 
!!;ráfica L(Il :_ { V2, V3}), dicha orienta~i6~ sólb ~onstá d~\un.~ólé)~vé~tic~; por lo tanto tiene 
mícleo, sea N. = {!} el núcleo. · ,,/< . 

. ·,.:"'-'·_:'·. 
'· .. ~ > , .. ' • 

P~r el'teorema'.(2:1);c~Ó(l),él"r1ucleode Des NU:{h}, ~erfl~ura (2.7) . 

. ·,;·:'·· · ........ : ' .·-· .. ·.. . 

J.- Sabemos·qu~-la ~rista h = (v2,va) y la arista f = (v5,v7) no tienen vértices en común, en­

tonces (h,l) ~ Á(L(Hh, por lo tanto no existe la flecha (h, !) ni (/, h) en D, es decir N U {h} es 

independiente en'iD~i L.(: .; , 

TESfS r.0~1 
FALLA DE ORIGENJ 
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2,- Como h es la arista que incide e~· ti2 .con la máxima etié¡Ueta; ent01lce5' ~xiSte~-. las, flechas 
(a, h), (b, h), (g, h), por .. otra part~'ta~bién¡1i''~s· '1a'. a~ista·:qu~in~ide;~n-_~a·c~~ ¡~·n;'~;c¡~·~·eÚc¡ueta, 
entonces existen Ja flechas (~;h),'(t{h) ~íi!n7~6~'.4Í~•t~ht~·p8.f~·;/E: .V(D) _::;(N U {h} ¡;•exlste 
(x, h) E F(JJ), es decir, N U {h}~s a}jso!b~nt~'.e~ n}'. · . '" .;\ . . . ·.· 

H -{.V3,V3} 

0V1 o v, 

O V7 f 

º"''-----~º 

Ejemplo 2. 

1, 

:. N U {h} es núcleo en D. 

Orienta don de D restringida a 
L( H - {V2,V3} ) 

f • 

El núcleo es N={f} 

b g 

El núcleo es: • 

Figura 2.7: 

d 

f 

N V {h} 

e 

Sea H, la gráfica del ejemplo 1 y su gráfica de líneas L(H), ver figura (2.5). Conside~amos D 1 

otra orientación admisible. de L(If), a la que, dimos en .el ejemplo (1), talque cada ciclo dirigido de 
longitud impa~ en iJ tie~e ~n~ c~~;d~, ento~c~~/- . . .. -.· . • . -· . 

F(D 1 ) = {(a, h), (b, h), (g, h), (g, a), (b, a), (b,g), (d, h), (d, e), (h, c), (e,!),(!, g)}, ver figura 2.8 

TESlS CON 
FALLl\ DE ORü.H~~ 

' . 
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Seo1 0 1 lo1 orl•ntláón de H. 

o 

Figura 2.8: 

De acuerdo a la demostración del teorema (2.1), para cada u E V(H) y cada arista e que incide 

en u le ponemos 'la etiqueta fu (e),. de modo que todas las aristas de H deben de cumplir con lo 

siguiente: 

Si fu(e') < f 11 (e"), entonces (e',e") E F(D) 

Observamos que: 

l. La arista a incidente en vi E V(H) tiene la máxima etiqueta, por lo tanto, e(vi) = a. 

2. Para todas las aristas que inciden en v2 E V(H), tenemos fv 0 (g) < fv 0 (b) <fv;(a) < lv 0 (h). 

Observamos que la arista h incidente en v2 tiene la máxima etiqueta, por lo tanto e(v2) =h. 

Notamos que la arista g incidente en v2 tiene la mínima etiqueta. 

3. Para todas las aristas que inciden en V3 tenemos fv, (d) < fv, (h) < f.,3 (e), por lo que la arista 

e incidente en ·va tiene la máxima etiqueta, por lo tanto e(v3) = c. Notamos que la arista d 

incidente en V3 tiene Ja mínima etiqueta. 



' ' ' 

. - . - ' 

. .· ··,< ·. > , .·:. - -··: ..... 

CAPfT;LO ~.';, ofuENJi'.ÓJoNES '~NGJiÁFI~AS DE LÍNEAS . 
. . -· ~ ~- . ,,:_-·,:·- --: ' - - --~ 

. ~ ._~;-,:_·_=---:·_; _____ ;~-;;_·j_; ._ - •. _ -. ~~~;::...-~· .. _'. ::~:- ';- . ~-·_;· 

4. J,i\ arista d que incide en,v4'E V(H) Úerie lamáxiÍna~tiquetá¡ por lo tanto e(v4) =d . 

. · .· ....... •. • :~:.r,_:;~~'.~;¡:x;~~:~~~'!,:~h;·~~t-~\%" ~:·iX .... . 
5. Para todas las aristas que iri~ideri eri;'v5;'\tenernos e.,~ (e) ;<.i., 0 (/); por Jo que , la arista f 

incidente.en v,5:,ti~t/¡~;~.&~i:~\:~:J;q;~~::~~~,~~;~.;~~~lf~Ht~l'.1tr;.::/ .• · .. ···:.··· ·.···•·· .·.:· .... · . 
n. Para todas las'ai'ista8'in<,:identes en1,v6;e,g(H)/t~re,rrio11,~e.;~(/)'.< fJá(O);cpor lo que la arista 

u i 11cidente en;va)ieri~?ª;~áf }~~ .. ~l~~{¿f ?"~~<~~jj.~[~f r}~t~~1.;'.~L,·!~<~lc~·iA. :":·· .. • • . 
7. La arista b que incide en V7 E V(H) :tierie'.Já'máximá'etic[úeta.-;•¡)orJó'tanto e(v1) = b. 

• . . .... . ........ · •···· -.·~·F :i·.'~,~';t·:.:'.:~·t~'1r~:\:1i:~!\~c~~:f /_~:~_;.t;·. •: ,~·····.·. ·•··· ~\: • ........ · .. . 
Observamos que todas las etiquetas'son',distiíitáS; es dédr, estamos·en el cas·ó 2¡'del teorema (2.1). 

, / :· :, -- ·: .. >>\::;·~:::·.<:>:: .. ~·J·~>·~.~,.;':"~;- ·.~.:>:.<::-.1,_¡,:~-;:>\:J~~"~,:·;:~f::·;\r:~~.~:.: .. ?_:_r~~· !::.e·-·: ::.'\·:. . . · 
Por lo tanto podemos formar elconjunto_M,:=:'{e(u)J.iie.Y,(H)}::;;:.>:~····.;:\ :; 

.. .•·•. .. • · , ; .. ~:·:: ~f;I·.~lf;,(,.:~~·t\.:~;.:·1;',:~1'/',' . :·.· .·•·• ·· . .. 
M = {e( v¡ ), e( v2). e(v3), e(Í14), e( vs); e( tis)le(ti1)}; =J ~; h, ~;d/~;g; ?J.· 

Recordemos que si e E M, enton~est~(x(~). 11le)f,~:(Jf~;i~"~l~~j"~'.}~(x(e)),:pero e~ e(y(e)), 

esto es por que las e(u) son distintas;· Slgui~nd¿; ·~st~.ricit~¡61l',it~'n~riios que. para d, x(d), = V4. 

y(d) = v3 y para h, x(h) = v2 1 y(h) = v3 1 óbservani¿s'·qlJef~.efij;·ci~'A(H) incide en y(h) = Íl3y 

por el inciso (3) 1 tenemos que fy(h);;., 3 (d) < fy(h);,,~;'(h); p6tio':q\té,líi a~istá:d i~cidente en y(h) = V3 
tiene Ja mínima etiqueta, es decir, estan1os en el subé~o .(2';i)'/el áuaÍ ·aice: ·. . • ... .· : ' >· !:f;f;"~'·.;,it~:~;~¡;;;;:({~'.' ;. >'. ·.' ,· ' 

Si para algún e E 1W 1 existe e1 E A(H) que incide en y(e),,t~l que'fi/(e)(ei) :=:: fy(e¡(e). 

Consideramos D 2 =vi - {d}, ver figura (2~9) .. 

Por otro lado tenemos que para g, :i:(g) = ti61~0(g):,;; ~2''y·pa:a ci,i1(a)·= ví', y(a) = V2. Observamo 

que a. E M, g E A(H) incidene en. y(a) ~· v2 y por el lnci~o (:Í);sabemos que iy(a)=v• (g) < fy(aJ=v.(a), 

por lo que la arista g incidente en y(a) = v2tiene ,la mínl~.~etiqueta. 
·. :1~ ,.:; '.5 '!:. 

Dich¡i digráfl~a~tie,ri~ !1.~~le~'..se~¡J{i' .= ,{h, !} . 

. Como no,existelaf!ech~_(h,h ni (j,M en D3 , entonces Ni es independiente. Para x E V(D3)-Ni, 

existe xN1 -fl.echaen'Dª; ~s'decir, Ni es absorbente, por lo tanto Ni es núcleo de D 3. 
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Por otra pa~te,V(D~): ;;:Y(n~), ú{u}'.!~;·F(Ü~) ;,;.'F(D3 ),u, {(g, h), (g, a), (g, b)}, como Ni es 

independiente y '!f 1 'c b~ .c\'.p2 Fentoii.~es '1\t\' es indepe~dieni~ ~n D 2 • ,Como h E N1 y además existe 

·.·(u; 1~ fi~n~a':Z~~e c~:11rj~:5~;·~~~ .. ~~;·]~;s;~t;~ttr/.eJ~01·{:;~f /~.ta~t~ Ni. es núcleo en n
2

• 

1.- Como N 1 es núcleo en D 2 .y N1 ,.CD~ ·c·~'D1 ;'entóncés;1N1':es independiente en D 1 • 

·,·:~~"~'; :.;:.::.~~ ~~~~~j~1jf~f f~~f i~+oot D', romo N,·.~ .D' ~ •• D', 

• Parad E V(D 1 )-N1, sabemos q~1e lii.·,a~t~t~:.~.g~i:i.~~e,~i~IJ,~~.a.~íni~~· es decir, e~·(.h);,,~, (d) < ly(h)=v,(h), 
para todo h E A(H) incidente en 'y(h) = ~3; exiSte'.(d; h) E A(L(H)) y en la digráfica D 1 se 
tiene la !lecha (d, h), comoh E f.r;; entonces e*iste dNi :- flecha en D 1• ' 

:. Ni es núcleo en D 1 • 

f 

o 

.. 
Dll = 01 - d 

h 

lXD' b g f 

• 

Figura 2.9: 

TES.U! l"l(H¡T 

FALLA 1Jl!: U.nlGEN 
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Ejmnplo 3. 

Sea H una gráfica con 

\l(H) = {v1,v2,v3,v4,V5,va,v1,vs} y 

A(G) = {1,2,3,4,5,6, 7,8,9, 10, ll, 12, 13, 14, 15} 

y su gráfica ele líneas L(H), ver figura (2.10), 

Gr.ítiCI H. 

V1 

10 

Gráfica L(G) 

6 

Figura 2.10: 

4 
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Consideramos D = (V(D), F(D)) una orientación admisible de L(H), tal que cada ciclo dirigido 

de longitud impar en D tiene una cuerda, ver figura (2.11). 

Figura 2.11: 

De acuerdo a la demostración del teorema (2.1), para cada u E V(H) y cada arista e que incide 

en u le ponemos.la.etiqueta lu(e), de in~do que tOdas las aristas de H deben de cumplir con lo 

siguiente: 

Si l,.(e':):<l~(e"), entonces (e', e") E F(D) 

. ., 
Por lo que las etiqu~i:.as. cuinpl~n : 

-,: ' • .' '· ·:; ,1 ·-.;;~·· ' 

l. Para t~das lak·~~¡~t,;J,:~ri¿·iI1clden en v1, tenemos lv 1 (11) < lv,(1) < lv,(10), por lo tanto la 

arista 10 incidént~ e~.~i tiene la máxima etiqueta, e(v1 ) = 10. 
' . . . 

2. Para todas ilUi. aristas que inciden en v2, tenemos lv2 (4) < lv,(1) < lv,(3) < lv,(2), por lo 

tanto la arista 2 incidente en v2 tiene la máxima etiqueta, e(v2 ) = 2. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



ii8 CAPÍTULO 2.: oruEJ.JTA:&1oiV.Es 'Eila'RA.Fr6A.s DE LÍNEAS 
__ _, ,. 1 - • ' ..,:- . -

:3. por lo tanto la 

!'ara todas las aristas é¡ue'iíli:idell en',vii¡ tiineirios'iu'& (8)!<:Lt.;;.(14) <it¿~ (15) ,.'por .lo tanto· 1a 5. 

6. 

11rista · 1.5 · ·in.cid·e[7.,~;~;~\t,J;:~~tf !:~.t~/J~~,~~J~~~~~~;e:~~·5
1

(~~~01.~s~i~L~~~~'J~\~';'.··· · .··•··• · 
Para todas las aristas Cjue·iinCidén'1en v6: terierrios:l¿~ (15) <·i.i~ (9).''<: i~~ (12) '< i 00'(l1) 1 por lo 
tantO la arl~t~'ií. i'ri~icÍeÜt~ ~·~;~~'.t~n"~·¡~·~áxiril~~ti~ii~t~:/e(0~):glí:V "r· ,: · · . 

í. 
. .·•··· .. ·.····· ... ~r,: ,g;1~:!.~m:1L·.··~;;-·~·~~l2i'~,.~:,.:f~&:·;,::·~:?n~;~.~~·: ii:l··t•i. ··.·· r ..... · ... 

l'arn tedas las arist,8s qúe:Jncid~~·e'n,'.:V1,)~n,erriós i 01 (2) ~}u~(l~) < t¿; (13) ;¡ porlo tanto la 

arista i3 inc.ide'nte ~n·v1 ti~íie,la'.mli:cirri~etlq~~ta;e(v7) ,;::¡i\. ,1 · ;·~ 
;!" . i.; 

, ' . - ''. . . . ·._ . ' .... , .. '.·-t'·- .,::-~ ->·.> i}::::_:1 :.-, ,·. ' ':.· ,' . 
Para todas las adstas que incidente en va, tenemos l 01 (13) < i;,1 (3) '< i,i~(7) '<:lti~(14) < lu~(5), 

·- ' . ' ' : _,. ' 1 - ' " . . .~ ·.. ' . ' : 

por lo tanto la arista 5 incidente en va tiene etiqueta máxima, e(va) =.·s .. < · 

8. 

Se t.iene que todas las etiquetas máximas son distintas, es decir, estamos en el caso·2, del teo­

rema (2.1), por lo tanto podemos formar el conjunto M = {e(v) J v E V(H)}. 

M = Mvi); e(v2) 1 e(v3), e(v4), e(v5), e(va), e(v1), e(va)} 

=={10,2,4,8,15,11,13,5}, . ' . ;. '. . .. •. 
llecord~m~s<'que,.si e E M, entonces e= (:i:(e),y(e)).E AUi); d~nde e= e(:i:(e)), pero l'.,:;i,fo)(e)); 
esto ~s p.:>r q~e lás e(~) ~on distintas. · ··· . ' ' .. '' ' ' , . " ' . . 

Siguiend.o esta notación, tenemos que: 
:."\_::,, :- •. '.{r:·-~·,;~'.:!/.::,' 

• Para 10, ~(10):: vi, y(lO)>= V4, '¡~~id~.nt~\ri;~(ll),; vi y para 11, :i:(ll) =va, y(ll) = v1 1 

por el i~ciso q); se cumplé que.é11c¡~)~~í (Ú)'.i'f~c11)~v 1 (10) . 
..... ,. .·•, '" .·.> .. <·::::,.,.,)/ . . •.• ,•' 

~:.-_·: .'.·_· .. · .. /·:<i'-"'.._<'>':'.~·?.·:,-.;\:,:/(,~\:::/7~--:~ .. -. ·/'.~· .. ·:o.:·_,:;x~--·}.(<=lt;-.~~, :_ ·._, 
•para 11;,:i::(ll) .=:==.iíaiY(ll);:: ti1;,incidente::e.n'y(15) = va y para 15, :i:(15) = V5 , y(15) = va, 

- , ·c.:·~ .·t: .. ':':/;1f·. !.~,\~::~ 1,.:1:··-.-:":~s--.~-f -:~·y~;'):.'::> ·:t~;/<i·.· __ :--'.\~' .... "·'-·· -·-··::- · -
por. el incis~1:(6};;se. cu,rri.pl~;~~~ i~('isji:;,8 (~.5) -::=,i11c1s)=•e (11). 

,-.v.-,. ··. -~t:r;,::: •:'1:; :: _:~ .. -.. ,:"~' 

• '·Pa~á.15';·~(is)~'tJii:';;1 y(1~)·k:~~;"i~cid~nte en y(8) =V¡¡ y para 8, :i:(8) = t14, y(8) =V¡¡, por el 

inciso (5), ~e C~n1pleq~e l¿(~);,,li~(8r< ly(S):u0 (15). 
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• Para 8, x(S) =:v4, y(B) = v5, in~idente eri'.y(lo) ::: v4';'p~ra ,lCliz(lO) = :v1, y(lO) = v4, por el 

inciso (4);,se. ~Úm.~~e,que ·e~(l~)~~;(~O.fo~~~.Y:~I~v.{C~);.J,i;;,__¿•.·•,·i·.·•.··.: . 

• Para 2; x(2) ;,,, V2, u(2f = V7,:iÍicideÍite eri !/(4)\~:~;·:y,'pa~~ 4,•x«4L= 'v3; 'y(4) = v2, por el 

i ••cis°: ~~) •• se b~mp1e • ~.ue·.eui4ie~·;~)::~!:~f~~;f(2)~<S·~'~::: :;;~.~~·(>''.ilii/i!r.:;~i1t· .. :~ ...•. 7 

•••.•.. ·· 

• Para4, :c(4) =.v3, y(4) =: v2 1 incidente' en y(5) =,: v:iy'.para 5;•.i(5) :=,vs; y(5) = v3 ,,por el 

inciso (3),se cum~le qúe'.eui~l~~~(S) ~liJ(~i=v~(4): . . . . ~i) ;':-,°iI~; :é. ,;;; . 
• Para 5; :c(5)= ~~:jy(5')•:::::v3; iÍiddente eri y(13) ~ Vs' y p~ra Ú, :z:(Í:i)·~ v;; ii(i3') ~· Vs 1 por el 

i 11ciso. (~ )1;.se.·~{;¿.f:.~e.i1·~f f y(l~)i:va} 13Jr.~ '.~Y ( 1.;>~v~}5)_;'} ..• i:\%~JJ.I~;;f tf-:tJ*~~Í~1!'<)~{?(K.?''. ·;. :,, •. 
Para.13, x(13)::: v7 1 'y(13) :.v~ 1 ·inddente en y(2) ~:v.1 y,para~2/'x(2)·==~v':r/!Í(2).=.v7 ,porel 

· ;.,dw .'')~!;l~!~t~~~i~''f t·i~1ir~i;r5f~;ef: ;[:;,~:t¡é~tf /t,~,:r • .. : 
Es decir; estamos eri<ei"súbcíiso (2.2); del.teorema· (2.l)i'el cuál dice:' + 
. .· ·;' !i:); .",i;;~ ;tt*!;"?iJW::tJ'.~::·:::: ? .'f;·;,~.:\;,f}?é:~~,$~::{i}.~g.~.;,i,~·t·> ........ ···. ...... . . .. · 
Si paracáéiá;ei,,E 0M.ry·cada~e2 e•A(H)~qüe:'inCid.e eñ'.y(eí'.);fé:úmplequelJcó1J(e1) .<: ly(e1J(e2). 

:'~)~~;·~/~~t~~~tw f ;~~r~~I~~ll~!i~/~ir :~~:i~:;~·: 
De acuerdo' al ;Úbcaso (2.2~'; del ·teore~ii,:(:Ú)';·se tie'~e un algoritmo para poder encontrar el 

::~ O~o ~~:~g~;{[f r j~~lf~i!l~~~~~~,:~o Pº' IM filW1M do M, cl '"º¡ lo doooWmo" 
por: "" ''';:<:.•· ....... ·· ··· ........ · 

c.·~ 1;i1~1~1J.Yi'i;~~r 1'~~: \. •. 
=.(e(v2); e(v7);;e(~8), é(Í13)i~(~2)) ·· 

'. ·-· .. :-·-·· :-·:·---~~·!-:\s;:·-., ...... _:.i_,•:~:''.':~~::.- ,.".·.- ": :t 
= (e(v(l1 l)) 1 ~(~({f2)Y:W~{i;3)),~(v(l, 4)), e(v(l, 1))), 

. ' - -- ''-,_c.·- ·• •. _ •. ,,' .·, -·, 
"'. '.. -.. ' ;'<-:--- ;-,_~ .. :·-'' 

"«· .. - ·:·í¡:·:: ';¡!' 

dondeW1 =;{v(i';2) 1 v'6i4)}/' .. 
B1 = V(C1) ~ W/=''{~(1~3), v(l, 1)}. 



. . - . . -
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(jQ CAPÍTULO 2.; ORIENTACIONES ~N G~FICAS '.DE LÍNEAS 

El conjunto W1 es indep~ndiente; ;., \ ' 

Paso 1: Elegim'os el- ... é~tic~~a·e'v(n):.:.. (B1 U W1) adyacentea v(l,2). 

Sea c2=.J},11}P:,:~k~~~-~;~~;)~{ ········ 
- ·-· ., -- .;;_i.--~:'. - ··~ ;:: .• ;.~-...."-

: >{ ~-; ~:f:t;. 
>'- ·n.' 

.- . ,. -:'. .::--._:(~:;_:1·,-~~-.:~~~/\::/~::~?'c; ... ~~\-·-'-::.~-:: _::- .. , 
= (c(va);'e(v1) 1•7(v4); e(v5);'e(ti6)) . . . 
= (c(v(2',ijf;e(v(2;2));~(v(2, 3)), e(v(2, 4)), e(v(2, 1)), 

donde. W2 ;,;,-. Wi _g~{~J~-;~)¡'v(2, 4)} 

y 82 ~ B1 lJ ~~c~f'.:?;W2 ~ {v(l, 1), v(l, 3), v(2, 1), v(2, 3)}. ··:- .. ·. ' - ,- -:·- -- .. < -· ; -. . .. 
'/~ ).· .. 

Notamos que 'el cÓnju~t()',W2Ce~' .,ind~pe~diente,'"~~tcinces. podemos coiistruir el conjunto 

M' = {e(v) 1 v E B2} 

M = {e(v(l, 1)), e(v(l, 3)), e(v(2, 1)),e(v(2, 3))} 

' ' 

1.- Como todas las. e(v)·s~ri d;st~iili~~ 1 ento~ces no existen flechas entre los vértices d~ M', por 
:-<_.; -.::~ .:~~; .. _ {:;; __ ;=~~1fi~~~rzf:·-~,_:}i<:'.;/~;:~>- · - : .. ':-- .. -.. · -· 

lo tant."o 1\11
' es.indepéii~Ü~·nt~·-:-~::·.~ -'.·.·-~.>-~l-.: {»'-

. 2.- Por constru2'ci6~'.d~ M\ t~né~O:~"(¡u';;M1 absorbe a todos los vértices erÍ D correspondientes a 

la.~ aristas que incid~ñ' e"r;\ l~~'~é~ti~c~ B2;g~ H, por lo tanto para v E V(D)-M', elci~te vM' - flecha 
en D. ...,: 

Como M' es incÍ,ep~~di~nte y absorbente, entonces M' es núcleo en D, ver figura (2.12). 

:. M' es núcleo en D. 



CAPÍTULO 2. ORIENTACIONES EN GRÁFICAS DE LÍNEAS 

Gráfica H. 

10 

1 
1 
1 

v(1, 1) 

1 4 
1 
1 
1 

v(1 3)'5 1 
. ' 1 

' 1 ,...-?,1)"""""''-----------~ v(1,4) .,_ 6 W1 

Clolos: C1 = - - C2=-

w 1 = {v(1,2),('11(1,4)} 
81=v(C1)-W1 

Suv(2,3) eV(H)-(81 VW1), to1I que 
es o1dyacentle o1 v(1.2). 

W2 =W1 V {v(2,2),(v(2,4)} 
8 2 = 8 1 V v(C:z) - W2 

M' = { e(v) 1 ve 82 }= {2.5,8,11} 

Todooidogenero1doporMespo11 L(C 1)=- - L(Cz) .. -

Orlentacion admisible D 

El núdeo es M' = O 

Figura 2.12: El conjunto W2 es independiente. 

TESIS CO~r 
FALLA DE OIUGEN, 

61 



li2 CAPÍTULO 2. ORIENTACIONES EN GRÁFICAS DE LÍNEAS · 

Ejemplo 4. 

Sea lJ una gráfica con 

V(H)={~.~.~.~.~.~.~.~}y 

A(H) = {l, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8;3, 10, U}. 
y Sil gráfica de líncas':L(H), ver figura c2:13). 

Gr.i11ó.a H 

Gráfica L(H) 

Figura 2.13: 

g 

Consideramos D = (V(D), F(D)) una orientación admisible de L(H), tal que cada ciclo dirigido 

de longitud impar en D tiene una cuerda, ver figura (2.14). 

--TESIS co~r -·-1 
FAi.1LA DE ORIQ.L:J¡J 

1 



CAPÍTULO 2 .. ORIENTACIONES EN GRÁFICAS DE LINEAS 63 

Figura 2.14: 

De acuérdo a lademostración del teore¡na '(2;1), para cada u E V(H) y cada arista e que incide 

en u le ponemos.la etiq~eta l~(é),·dé riíodó'.qtl~.t~élas las aristas de H deben de cumplir con lo 

·•·· : l ~:1~i~ ~:(~>e:1:';:1·!j~. · ·t;f ~Vi~ .. ·. <'.· :: ·~t; ~.·~ · .. 
V'.'-,;; <(Si,~.;(~'.)~'l~(~'.');•,~ritoríces (e',e") E F(D) 

., , . , , . _ .. _- <-~-~ :/~'~; ·:·>:~=~~\: ---~vi~·:~ »;:.::;.~'.:_:-; ... ~<:~)~i:·~:~~:~:,;:.;~t.+.;,i~-':\ < ~t: 
1 or.lo. que·las .etiquetas.cumplen ... •r..f.t.c, .·,,;.;·.:;• . .,.· ., .. 

L .~:~:~:il~!it:~.~~~~4~~~\~¡~!;::.4,(2) < L.,(1), po• lo t=ro m a.Ota 1 

2. Para todas las arista8 que inciden ~n;fv{;·~terieillos fv 0 (5) < e •• (3) < l.,0 (2), por lo tanto la 

3. 

4. 

5. 

6. 

arista 2 ·incidente. en ·v~····ti~ll0{1f.'·~¿~{~~f:t~~1;¡ 1f~,~;:~,~~f t~y!:~.flj¡i.fl~~···;M~·;J~~~¡\i~i~~~'.:~{:i;;:~ ";·~~:;;;~'. 
Para todas las aristas que_· inciden . en vi;· tenemos l;,i ( 10}1:<::' l,;; ( 11): <: fü~ (7)'~·: ¡for; 16 tanto la 

arista 7.·. incidente·.·:n :ia''ti~~e·:~titj~et~·· má~irri~', · l··~ (va)' ~--.!1 .:·~~;!j~~~(:~!~&f·;;;~~kk~~);~;'.,}fc;',;••.'. , .. 
Para todas las aristas que incidente en V4, tenemos e •• (9) <e.; (10);'.por•IO"t~mtoJa arista 10 

incide~te';~ ~4~ti,~~e~tié¡üeta máxima, e(v4) = 10. . ' ,.,¡;,·¿,:'fa~f~(~};;1:.¡,f~,f ;,, · 
Para tC>da.S las ari~tas que inciden en V5' tenemos e •• (8) < i~.'(ú) <:: e.~ (9)' por lo tanto la 
arist~ 9. i~cld~'iJ't~ en ,Vs tiene la máxima etiqueta, e(vs) = 9. , 

··: ., .. ,.~:~·~'.:~( . ' ' .. 
Para toda5'la.S' aristas que inciden en V5 tenemos e •• (7) < e •• (6) < e •• (8)' por lo tanto la arista 

8 incidente eri '¡¡5 tiene la máxima etiqueta, e( v8 ) = 8. 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORIGEN 



<M cAPíTuip· 2.::óíw~Ñi'AgÍ&i:v_E!''EN aMFioÁ~·V-éiíl'iEAs . , 
7. Para todas las aristas que incide¡; eriév7, ten~rnoieJ;t4)¡< e2;c~f<:.ivÚ~),::·p~~,l~;iarito la 

s. :~:;:,;~~:;;~·,ii;r~~1~~~~¡~i]~1~1I~im-~:~~r .,~:·¡. 
Se l.ic11e que. todas·lás'.~tiqueta8;'máXirnas:·son 'distin~asi''e~:.Cle9ir','éstl,\fr¡()s. en ~l~caso 2, del teo-. 

'. 7.'. ,-· ··{: ,·. :··'·. ·:·.:-··-:;:.~--• e¡· .. '~):"\'' ·<'),fr"<.''iJ:;:::',)·''¡f~'"~,;'· -~t,;:,_c;_,~'·,--r_,¡,';J'i:-'."''"~;,;:-\'··~-·>~-•. -_~··-¡\/··,.::> ''..:·, ··,.->··· ~,,;· ",. ···_:;.·_, .. · .. ;··.-,. ... ';. ·-
rcJn a (2.1), por lo tanto podémos fórmar~el c6njúíito7'M;': {e(v)\lv:eY(H)}. \::i . 

· ... ·.·. ·•··· : · -.,\··~;·'.~:~,:~~$~i:~r,::1f1;1;:;;·:·!~j~r;:·<'?:~1;,-,;~ •. y,,:'.; :,.;:/;_ ·· 
M = {e(v¡),•e(ú:!ke(íia),'e(~~);:e(v5),.e(1i6), e(v7);e.(118)},:'.' ' · 

={1,2;1;10;9·;s,'i;:4};<-~: ./<.·· • ........ -'é:0::c;F 
. ~' 7. • ' l·:· ;,:.·;i•. '• :\·<,',;;-•;e·· ·,~·;-,-. '·'f¡(·,,_'. 

HecordemOs que ii':e·!'.',i;f'.entonc~~ e~(:z:(e )/y(~;f €:ü[;;))'~~~de <== e(x(e)), pero·e ·'F .. e(y( e)), 

esto. es por.q1rn··.1~.:·e~V)•·~·~~:\i:sti~tas:.·Sig~ielld~. t~~~°;J~i;j5.··~:t1rJ:~;~~:,j:~=;~ .. •·::.< .. !,.;,. ·.}· ...• ·:;: .. ••··· . ·· 
• Para 1, :é(i) é='=vl, j/(1)=:= ils y pará ~¡ x(2);=:v2'/!Í.(2);~fví;'.()bservamos:Ci~e e(vif?.:·•l'Ei¡4(H) 

. ····-'. :,·.": ,: ,,, -,, .. ".j·, .. _> •. '- :·,.·, . ' · < ... ·: · . _·. ~::~'':·· ·:·~,,~~':P'.;1··'.·, ·-··,_:,:'.~~.,~;r:~.:'-f'ti;'.· ,"-'f";~-~:·.'.'·;'.~t.t .t,',_-;;;':?·: .~- t• ,· --:··.:;·;;: _::,:1;·.' ,:'.;'.'.to::-::_.";-~ ;_y '· .. " · 

incide.'en .• y(2).~.Íl1•,yque ly(2)~v 1 (2).<,l11 ¡2)~~i(l)f·,~st~;es'por\elinciso,(l).>···~v·t5í01 •";·•:''''"''. 

,:,_-,, 

:'·.'.< · .. --::. 
"•-"'"-.:_ 

Para.7; x(7)'.='.v3, y(7)':=· v6; incide¡lte en,11(rn=:=\vi{ 

i.nci;~'.'J3}¡J~1J·~~~~;;.~i::~~f11,fJ2~::~~?~t"~f~tr!~t.tt~?!:; ·.·. .. . . :;~~:)H·~0·f's,;.;;~:~<,· · · :.· · 
•.Para 10; x(~O) =;=,v4; y(lO)'= va,'iric:Ld~n.:t.e:~~·y(~)i';==,;,ti4;y¡p,~r}J~j~:Z: 9~,;;::::;ti5; iJ(9).= v4,por el 

,i;1ci~~-.(4),' .• s,e,·~~rn,~1;.·~j~.\~~-(;~~,~·.(~)~·~·-~~-~~~~~-:,~~o{~;'.J'.)}fr.:~t~'.:';,,;,\'.:·· '.'·. · ·· · · · 

• ParaS, x(S)= va, y(B) i:: v5, incidente en,y(7):::::,va y para 7, :i:(7) = v3, y(7) =va, por el 

inciso (6), ~e. curnple C}Ü~ tii;7)=v• (1) < e11c;):v.(s).' . . 
.... · .. .¿;::.·· :.·~_)---·;.·.: ;\.'.¡,Í' :-~ :· 

• Para 9, x(9) ::v5, .. y(9) =': v4, incidente en y(S) = V5 y para 8, :i:(S) =va, y(S) = v5, por el 

inciso (5), S~ CU~ple que ly(B)=v.(8) < iy(B)=v.(9) . 
. \·"'-

'. ' 

Es decir, estamos en elsubcaso (2.2), del teorema (2.1), el cual dice: 



65 
-- -~-- _. ~-' )~· ·, ~'-=·:""~r -._:·=-~~4 r·. c;--i~-~--,-,,---~~-.,;_~_ ' . 'J:'._. 

Si para cad~ e¡ E J\f•~ ~ad a, e~ E f1Ü:/);,que)nCi?f:l.e_n<y(~\)\cuÜiple que l 11¡.;,)(e1) < l 11c0 .¡(e;). 

'· _-,- -·· ', ·-·· .. · ... · -~·-> '.~~·~<:¡t~i}i~h1:({,<~f.:11i·1~«':(l~~2<.-··/~ú-.-- _--
Como toda e(u), E A(H) ·son'. d_is~i~tosf',~~:~~Cii_i\'¡)~~a:~~-ª~~~u;·;e•:l{(H),; tÉlnemos su• respectivo 

e(u) E M, por lo tanto IMI = IV(H)l;·~~in"aspa;a::,t6ao ;';;e;:MN.\f (u):::: 2; ~-decir; M forma un 
2 - f<1clor en H. , __ , .. ·_ •.:,·.;;·~'5 •.~·'.•~;:- .. _-__ :_·_',:_·. __ ·; __ '_-_:_T-t'-:7fi;Y'.~[";.:>';• .·. ' " , · --

.•. o:__,_'"' - . ~ ' ' ,__ '.--.-.-"''.° -='.¡-:;~;_~.-_;g:.¿_;->;;¡.~,·~--·::· .,-

De acuerdo al subcaso: (2.2), deL teorerrlk (2.1) ,-5~ Üen~ Ím · ~lg~rit~o par~ ~oder encontrar un 
ciclo dirigido de longitud impar sin ~ue;da.S ~~;-_[J' 'es un Úúdeo d~ D.' · -

Paso O: 

por: 

, ·. :.~;-'..{,;: ;..f· - .-. __ . ': ( ·. - ' 

Elegimos_ un,Ciclo'~~r del~2 ~ factor generado por l~ LÍristas 'de .M, él cual lo denotamos 
.··· , .. , '•;:}• ·'' ,. ·- -

_. '-;, :,"".' 
' . ·,'.;,- ·-.-'. 

··~ ··~'"~ .·:>·._. '::.;;-,.~ .: .. _,,~;! . 

C1 = (4;3,~,lí4). i;f -

= (e(vs), e(v1) 1 ~-(~2);~(v¡), e(vs)) 

= (e(v( r'. 1)), e(~(l; 2);e(v(i; 3) ), e(v(l, 4)), e( v(l, 1))), 
. .' ,·;; ··:·:,:•,· -~i.";"'· 

:<.·~, :";'.i\,'-; ~}~ ~;;· :.:::¿:j\· :1.·. >·; -~:-,'.)<;';_: ¡:>;·: ~ ~ ) .. -:. _.¡:.; ¡'~ ' • '. .•. 

donde W1:=:':{ií(1;2);-v(1;:4)l-'.Y·.B1.= V(C1) - Wi = {v(l,1),v(l,3)}. El conjunto W1 es 
indepeli.di~nt·~>;· j··.:':··. --?.-~ · ·~- . .,:;..~:~(:,,:::-. ~ .. ,. .. 

--•-- -<- ~ .'~;¡/~~:~;¡-~f:t';~:;;m#~t)»F: -~. . -
Paso 1: Elegimos un vértice v6.E'.Y(H)'~''(B1 U W1) adyacente a v(l, 2). 

[· , ... - -<::_~,-~ -:.('.,~i-;:-_:JU~~~~;,;., ;:_~?~~~¡~~~, :;_:<--. - . , 

sea ·c2·=··(s;9,.10;'1 •. ~X :;1}~!~~;,N;I~'~_-''~· 

¿:·(e(~~);~( tisff~(-ÍJ~fr~(~a); e(va)) 

~ (e(IJ(iij~·~f~(:~(~f~K:~(~(2,S));e(v(2, 4)), e(v(2, 1))), 

) -_.: ._-.~,<_.f .... ~:·}~_:/1.t;~;\:~~~~\~~t.f~~~J-!:.::(";'_.,i-:.; . ·- « '. .. _ ::~~ . .- ._, •¡:, '¡ -

donde W2;,:: W1 ú] tÍ(2;2);'_11(2;4)} y·B/== Bi U V,(C2) --::.W2 = '{v(l,l), v(l, 3), v(2, 1), v(2, 3)}. 

-.- . _ .. :-::,; E~;·~~E>~J~~?::lt:t~'~;~~\·;.;.1~,Jí;, ·~·,i'.0 i.J\.> > > 

Por otra p~r.t~1:~1.iértice:v(2;i)\e8~~yaé:enté'ta';f,(2;'4)ri:ll·:1I, entonces el conjunto W2 no es 

independiell1te/::f,1:1~\~1~~¿~:~~;~-\~'.~~FJ.~~~,~~\~~~i~~~~~:,-gJ:-~,?~~~~~-por lo tanto se forma dos ciclos: 
CJ = -( v(2;2), p2; v(2; 4))U (ti:(2/'4)tv(2;~))·== (v(2,_2) ,'ti(2;3), v(2, 4), v(2, 2) y 

e~ = (v(2,4), c~;v'.{2', 2)) e (Jii;2)!~(-i.:4h :; (~{2','4>/:(2:1), v(2, 2), v(2, 4)) . 

'¡···· 



,, 

GG CAPÍTULO 2. ORIENTACÍONES'Ei/'dii:AF'iCA.S DE LÍNEAS 

Como G'2 es. de longitud par, entonces'{ e~' C~}. ~on ciclos de longit~cl ¡h;(>~/~J n;· los cuales 

corresponden a dos ciclos de longitud impar L(CJ) y L(cn respectivamente enL(H) y su vez,dan 

lugar ados ciclos dirigido de longitud impar en D, los cuales son (9,10, Ú, 9) y;(7,s;ni7), dichos 

ciclos no tienen cuerdas, ver figura (2.15). 

Griflca H 

11(1.4) 

1 

'11(1,1) o 

v(2,3) ,, 
, *' 1 

, 10 1 
'V(2,4)f' 1 

1 g 
1 
1 
1 
1 
1 

Ciolos: 
Ct =- Czª - -

w,. {'11(1,2).('11(1,4)} 
8 1 • ll(C 1)-W1 

W:z •W1 v {v(2,2).('V(2.4)} 
Bz • B1 v 'll(C:il -W2 

En D se form.-. dos Clidos de longlwd lmpu sin ClUerd•, 
los Cluales son _..., y - .... 

Figura 2.15: El conjunto W2 no es independiente. 
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CAPÍTULO 2,-0RIENTACIONE;EN;ÓJÁFICAS DE LÍNEAS 
' ' ' ' . ' . ~~;·-:,~~;_;,.~;,::: ·- , , _" .-, ; .. ·- - . 

. ,;' Lo~;cia()~ dirigidos de 1;;,ngitud impar en D no tienen cuerdas. 
.. .'" •' ;;~:/'. ·, ~:- <···~;~~:·;~',<;~·<~:-~· .. '· ., . - e 

Ejcn1plo 5, ·· :. •-._:¡_; :-•. • .. ~',:c ... i.;,_.. · 

Sea JI una gráfiéa con'°jr(H)';;;,;·.{Ji;v2¡ va, V4, v11, va, v1, vs, va, vio, v11, v12} y 
-· ~-. ',:; ':': ·.- -' . ._,.. ~:_',; "'·" '.'•;, . :·: ~ . -

A(H) = {l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8;9!'10;_11•í"12i 13, 14, 15} 
y su gráfica de líneas L(H);\ie~:fi;tii;~Y(2j'é):. 

- . -· - . - - - . - 'o::·. _j -· .• - ·-·~--. ;.". . 

Mfl~ H ~ %6¡~3~,~'v:{ •'.'.• 

7 o v, V100 

si 
10 

11 l 
12 

14 

g Vs 

15 
Gráfica L(H) 

Figura 2.16: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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ü8 CAPÍTULO 2. ORIENTACIONES EN GRÁFICAS DE LÍNEAS 

·Considerarnos D = (V(D), F(D)) una orientación admisible de L(H), tal que cada ciclo dirigido 
de longitud impar en D tiene una cuerda, ver figura (2.17). 

Figura 2.17: 

De acuerdo a la demostración del teorema (2.1), para cada u E V(H) y cada arista e_que incide 

en u le ponemos la etiqueta fu (e), de modo que todas las aristas de H deben de cumplir con lo 
siguiente: :) · . ; ,;·,_,:·.: '-. 

"º' 10 q"º 1~ '.')9iX'~~~~í.~i~t·:I·: (•' .<"l E F(Dl 

l. Para tod8.'1Ja.S~árisi'iis'\'qúe:;i~ciden:éip(~J.;:tejlemos fv,(3) < fv,(2), por lo tanto la arista 2 

2
· ;~;;;~~l~J~j~~,,~~~~~?::~~2! ~ t.,(15) < 4, (1), Pº' lo taoOO I• 

. ; ·:.J.,'· '.~·);:..y;: . 

3. Para todas láS á~istiiS~Citieinciden en v3 , tenemos e~.(1) < fv,(4), por lo tanto la arista 4 

incidente en V~ tiene etiqueta la máxima, e(va) = 4 

---. 
1 
1 



. " : · .. · >·. -.:· ... ~: '> ,-,· . , 

i. Para:tÓdas;las áristas que inciden en, v1, tenemos l.,7 (7) < l.,7 (8), por lo tanto la arista 8 

in~id~~t~ e~ ~7 tiene la máxima etiqu~ta, e(v1) = 8. 

Para todas las aristas que incidente en v8 , tenemos l.,0 (8) < l., 0 (10),,~_i.,~(9),;por)o tanto la. 
arista 9 incidente en·vs' tien~ la máxima etiqueta, e(vs) < v~;· · · ' :; .:;¡;.'éc>:'.· •· 

;.;,.~ ;:" i ·:. · ·" ;"· ·.;·. !"'~.: ... ,:\N~·:.'.::1~·.: :.:',;fi:·<:~~:~:-~-"t 

· ': , ·... ::-:: ...... _ ·.-'::.:>- .. - . .. . .. > -~:} ..... :.;:-~,i~~f:;~~::~;.;:.;}::~~~)~~~~L~;, ·'.···: .. /~'\.-·. ; . 
Para todruo tas" ari~tas queincidente en v9 , tenemos l.,,¡(llf<::ei~(iO)''-< t~;(14), por lo tanto 

. ·ta ~rista'14 i~~i,d~~~~'.en;v9 ti~nela máxim~:tiquet:~::gf~~f~~:tJ';º;;·;{~.;L. ' . . . . 

... -.. ·,;,· ...... -> .. " --- . · ... · - ... ::~~,:.:.: .:~L~ .,.;:-.~\í, .. ~., .. ::~.~:."\·: ... ·.~. ·, :i· ·. , 
Para todas las adsta5 qÜe .inc:iden en v1Ó,;ténem~(~~ 1~(12);;<::;t,,;0 (1l), por lo tanto la arista 

11 ;oddeotó ;~ ,,;H~o lai~-~t~~~9i;\f f i¿•¡~~~i:l\i;?· < ! 
Para _todas las aristas qÜe. in'cid~íi .. éfi;iíú, tenemos t.;,; (13) < l.,,; (12), por lo tanto la arista 

: .'.": .. :.·-·,_:;:.," .. :.~:~,-,.~~J.··~;'ff,~.'i~.~"' 7:'.\:'1'' · .. ·~··' .:.,' .-·.-. ·. :: ••. 
12 incidente en V11.tiéne (a máxima· etiqueta, e(v11) :::· 12: 

. ; .~L~r::..·: .":~. f ~*~l;~;~~~(;~~~· ~:¡; ~\::::~;:. -·; ·.. . ' 

8. 

o . 

10. 

ll. 

. . . ' ,._ :~·_::_·;,_: :/'.~··~':·.~.:~?_.f;{·>· . ...:.:~- '. ' 
12. Pam todas.tas' aristás,~ue inCidei:íte en V12', tenemos i.,,.(14) < l.,,.(15) < l.,,.(13), por Jo tanto 

la arista 13 Íncicl~ht'~:·~n!~i2:(tiene la etiqueta máxima, e(v12) = 13. 
" ..... -;·' -- ' <~, .- .. " ··-- ", , 

· ·~·:·.'~ r!:::z · 
... ·. . .• <;.,;:r~:-.y,,.·.·.··_·.· ·· .. · 

Se tiene que tod~\Í~'1tiejl.l'etasmáximas son distintas, es decir, estamos en el caso 2, del teo-

rema (2.1), P(lr ¡~<i~~~~~&aé;r;·~~ fó~mar el conjunto M = {e(v) 1 v E V(H)}. 

= {e(v;}\;~{~2)';;~(~~·,¡~(~4),-~(v5), e(vs), e(v1), e(vs), e(v9), e(v10), e(v11) 1 e(v12)} 

= {2, ~. 4}.3;6~~i'~i~:·i4,11, 12, 13}, 
:·.'':; 
'·!_:··. ·.·i•,,'' 

''"':_·,·e" 
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llccordemos que si e,E ,M, ento!1~es ~:=;(~(~);y(é))~ E Á(H), donde e= e(z(e)), pero e ,,P e(y(e)), 
esto es por que las e(u) scmdisÜntas;.Sigui~ild();esta"·n~tación,'tenemos que: 

• ::;::~=~líg~~~~1~~~lil~i~i~~k~~~'~1;~~i=fü~;J~::.'.!;··.E ~(H) 
• Para 1, x(l) ::= v2, y(l)::=;•v3,1ric1,de,n~e_:e,1,1'y(2)c;=; V(Y'para.2; z(2).= v1,'·y(2)::=·v2,.por. el 

¡ _11ci,s~ (2.) ·~~\0~'.1zj~t~:·;~;~6~~~rR~ffi?[~;;~e~~f f ;~~,<.~?;;,·¡~¡~·.J~:~:ifa~~i~-J ;#~;}~·¿,·~:·~~t1~~!g1J;t~.;'.."rD-••··¡_\•_•- ·.· 
• Parn 2, x(2) := ui(Y(2)•=_= ,v~•1nc1dent_e~el}'Y(3)¡;:=,,v1,;y'~p~r11:,¿3,•f:¡:(3);,=,=:v~\,u(3)i= t111por el 

inciso.· (_1_ >,: •• ~e-~,u~j.1:e,lu,~~1~c~j,~,¡i,~~1)~~~~~í~;'..~2.,~;-.·.;;~'~;_1r:r·'.·w'~:::Jcb i2~'c¡*('l ' ';_·.e;:_-·_,· • · .. : .. · .. 
Para 3, x(3)='=-v.4';»y(3) _;::_-.;ii'i'1·iíidaerite'eií y(4);•;:,t14\:y~p'ara''.4;:i(4){:::,,ti3; y(4) :ti4, por el 

inciso ( 4 ),se.6&~P,r~';~~~··~~c:~~:<~) ~~-~tm~g·c~i:· .. ·'tJj~'iMI1f i-~'~1~!;~;(füW.:t_k:-~~: · ... • < -... 
• Pam ~, >(6) = v,, y( 6) f" : mcid'ta aa .v(9J .• ~.voy p~> 9, •(9) = '°' ~(:) = :· ~~· al 

··:.;;,,- .. , 

·7!~%tM;;~~~x-~-.~~·-Pºr e1 

Para 14, x(14)'.=>.v9,°y(11)'='.vi:{incide11te ~n·;y(ll)'.~,:v;;y:p~r'aj~l!i•x(U) .~vio, y(ll) = v9, 

por· ~i'in~'.sb ·(o) r:~,~~ti.;~¡~~~f 2~~11t~~~1~~;~Ki~!~~~¡~~~l~~~~~1.~&~~:~~1·~~;~r-9·.:·.··'.·.-· · •··• _ .. 
Para 11,·z(ll) ~ vi[1 1 Ú(llj:f··v9iinci~€nte en,y(12),F-:v1'0' y part"12;''i(l2) ,= VÍ1, y(12) = V¡o, 

::::·~;:~1~:\1tf t.~tff i~¡~i1Y~~~~¡i~wt~r~~~~~ilit~'~t~1.:;:c,;~>·.~·.: .. 
por el inci~o(ll),'_ se~sllmple,Cíue i?11c1a)::vu (13F<¡t11(13j;;ví',•.(12)._\ :·'._;- _(·.: .... -••.. _ .•. ·_·· :· --.·. . . 

& ":.:::;:~~~fiti~~:=::.:~~:~~~f f.1~I~t~!~;?:·~~~(~11 ·~~,·::'.> r •.. , 
Si para cada e1E M y cada e2 E A([{) qu~incideen y(~1) 1 cumple que i?11¡.,)(e1) < f 11 ce 1 )(e2). 
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ComotC>d~:e(~)iEi:A(H)'.~on;distintos, es decir, para ca.da,~,E .. VCH),.tenem~s su respectivo 
':! ;-, :»,.': ''.' :~·:'.. \.' ,:.;.::: /.''· .• ,. 1 • ' • • • • ·" ••• ; ·.'.~·· < . '!- ' . ',.. ! . • 

e(u) E M; por.lot'an,t~ l¡V,fl =JV(H)I, además para todo. u E,M; ÓM(u) .= 2(es decir, M forma un 
2 - fllcto1· cn.'k/··~:; } :,, . ; . ' ' ' ,, . ' 

De acuerda' al s~bc\iso·(2.2), del teo~ema (2.1), se tiene un algoritmo' para poder encontrar un 

ciclo dirigido d~Io~~i{ucd;ri~~r sln cuerd~ en D. ó unnúéleo de D . . · 

. ·: · \~c.1'fffr~·;J-~.~~ t·?~/ :;. . .· . ··. . . ·. . . . . . 
Puso O: · Elegimos un.·c1clo ·par d,el · 2-'- factor generado por las aristas de M, el cual lo denotamos 

por: ,,'····'iP··;:,\ 
• - :~;; ., ··', ·1 ,,. ' ;-:.·: ~' 

:• ~ :_: 'i "C ' 

C1:= (2'/.t-;,'·4-~:3f~6 · :~.~~---:~::/_-·>·-
<-··'. - /· .:>·:,·-~-:/:.' 

= (~(v1)/e(r~)d'c~i), e(v~). e(vi)) 
.. :_~ .. ;·::;:_: ¡ -.'·> (', 

= ( v(l, 1), V(v(l,2}',::1l(Íi 3);'v(l, 4), v(l, 1)), 

. = (11(3,.l); ti(3, 2);v(3; 3), v(3, 4), v(3, 1)), 
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donde W3 = W2U{ v(3; 2), v(3, 4)} y B3 = B2UV(Ca)-W3 = {v(l, 1), v(l, 3), v(2, 1), v(2, 3), v(3, 1), v(3, 3)}. 

Por otra parte el vértice v(l, 2) e~ adyacente a v(3, 2) en H, ento~cea.el conjunto W3 no es 

independiente, es decir, existe (v(l, 2)v(3, 2)) E A(H), con v(l, 2) E V(C¡) y v(3, 2) E V(C3), 
cut.onces se forma una tráyeétoria de v(l, 2) a v(3, 2) en H. ·' 

' ' 

T = (v(l, 2), C1 1 v(l, 4))l.JM1,4); v(2, l))U(~(2, Ú, 02.1 v(2,4))U(v(2, 4), v(3, l))lJ(v(3, 1), C3 1 v(3, 2)) 

Con la c~e~Ú (v(3, 2); v(l, 2)); fomia~os el clcio: 

C:::: (v(l, 2), T, v(3, 2)) U (v(3, 2), v(l, 2)) 

' ' 

de longil,ud impar eriB, entoncesseforma uncicÍoiL(C)~iL(H) d~ longitud impar, el cual asu vez 

induceun ciclo dirigido de longitllcl impar en L>· (l, 4; 5, 6, 7, 8, 10, 14, 15, 1) el cual no tiene cuerdas, 
ver figura (2.'is):. '.': - ': ' ····• . ,; -; ' ., . ,• ; ' : 

: . El ciclo dirigido de longitud impar en D no tiene cuerdas. 
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Gráfica H 

v(2.-r 2 - -f .3) ~·?·---~~---~·3) 

6 1 8 1 11 i i 13 

1 

1 1 10 : 14 : 
~---.-...----'a.. - - w_ .. _____ .o ••••••••••• 

' .... 
' ... 

v(2, 1) g \(2 .4) 

~ 
~.-,~ ... 

Ciclo Impar: - .... sin 
cuerda en D ' ' ' ... 

' 

Figura 2.18: El conjunto W2 no es independiente. 

TESIS C0~1 
FALLA DE ORIGEN 
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Capítulo 3 

Operaciones 

En el presente capítulo consideramos algunas operaciones de gráficas con respecto a las orienta­

ciones admisibles y M-admisibles, una de ellas es la suma de dos gráficas. Veremos dos resultados 

relacionados con dicha operación, el primero si la suma de dos gráficas subyacentes de digráfi­

cas núcleo perfectas, le damos una orientación M-admisible, entonces la suma es núcleo 

perfecta y el segundo la suma de dos gráficas M-solubles es M-soluble . Podemos concluir, 

por el capítulo 1, que las gráficas de paridad son M-solubles, entonces en particular la suma de las 

gráficas de paridad es M-soluble. 

La siguiente operación a tratar es la duplicación de un vértice en una gráfica, la cual puede ser 

no adyacente o adyacente. El siguiente teorema esta relacionado con la duplicación no adyacente, es 

decir, "La duplicación no adyacente de una gráfica soluble es soluble", el cual fue probado 

por E. Boros y V. Gurvich (9] utilizando teoría de juegos, en esta sección lo vamos a demostrar por 

medio de teoría de gráficas. 

El último teorema que presentamos en este capítulo esta relacionado con duplicación adyacente, 

orientación admisible y núcleos, el cual es: " si la duplicación adyacente de una gráfica 

soluble, le drunos la orientación admisible, entonces dicha digráfica tiene núcleo ". 

75 
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llecordalnos que una orientación D de una gráfica G ~e· llar,na\ili~isibl~, si cada clan Q de D 

tiene un suce~or, es dE'lcir, Q tien{!un pozo. · .; >"_é,, i~ ·,,,.'". >. 
A continuación vamos a ~~r una ca~acterizadÓn 'de lli:ii gráfica:B' ~mi orientación no admisibles. 

~-<_;~·~:C --f·-~··.:j --,.~-o" 

Loma No. 3.0.1. Una:~rie~tá~i6n :D.de ~~.a1rcífic~ G es no admisible <=> D contiene un ciclo 
dirigido e 1 cúy~s flechas ~on n~ ';imiitri~~s y c~yos Üértié~s inducen un clan. 

·.. . •"· - ·'.,, 

Demostración: 

==:-) Sea Duna orientación no admisible de una gráfica G. Por demostrar que D contiene un ciclo 

dirigido C; cuyrudlechas son rió simétricas y cuyos vértices inducen un clan. 

Como ·n·:es u~a: o~ientaí:ión· no admisible de G, implica que D, tiene al menos una sub­

digriífica·completa Q; que no tiene pozo. 

Como Q no tiene pozo, entonces 'todo vértice Üene ingrado < p - 1 ( de lo contrario 

existiría un pozo), es decir, V x¡ E V(Q), c~n 1 :5 i ~ p, donde IV(Q)I = p, 3 :z:. E V(Q), tal 
que (:z:.,x1) r/. F(Q), por lo tanto dado qu~'Q.~~'·élan, (x1,x.) e F(Q) y (x1,x.) e Asim(D), 

sin pérdida de generalidad sea X¡ E V(D)nq,itaiq~e existe (x¡, x~) E Asim(Q), como el 
vértice x2 no es pozo, entonces exi~te :z:3;E'V(Q)¡•tlÚqtie'(i::i;z'3) E Asim(Q), por hipótesis :z:3 
no es pozo, por lo cual existe (:z:3,x4» e'A.Úin(Q}A;, ·.· .. 

Si x4 = x¡, obtenemos uncido' di~_igidó :(:í:1; d:~, i3, :z:¡) en D cuyas flechas no son simétricas 

y cuyos vértices induce~;;~:'.~i;#iyH.~t:.Ji~,-'.·.;,;~;i' . . 

Si x4 ::/:_ x¡; co~~-:z:4.~o e~ p~~~;'iÍripli~a que existe (:z:.i, :z:5) E Asim(Q). 

Si 5 E {2, 1hs~ bbÚ~~~·Jn~i9lo dirigido cuyas flechas no son simétricas y cuyos vértices 

inducen un ct!l.ri'(po~ ser s~bdigráfica inducida de un clan). 

Si 5 {{2, 1}, entonces (:z:4 1 x5) E Asim(Q). Continuando con este proceso y como Q es 

una digráfica finita, i:ntonces existe un vértice x3 E V(Q), con 5 < j ~ p, por hipótesis x3 no 

es pozo, lo cual implica que existe (x3, x.) E Asim(Q), con s E {1, 2, ... ,p- 3,p- 2}. 



<=) 

Ciclo C Xi~ Xi+l. 

X 16/1 ~""-. 
~ /. 1 >" ... , .. _, b,; - } 
\. 

xi no es poZX> 

Figura 3.1: 
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:. se fo~ma un ciclo dirigido (:i:., :i:1 +1• ... , Xj- 1, :Cjí :i:,) en D cuyas flecha no son simétricas y 

cuyos vértices _inducen;úr(é:lan;: 

Sea un~digráflc~ :B-~~~ contiene im ciclo dirigido C, cuyas flechas no son simétricas y cuyos 

vértices. iiid~c~~ u~"ci~~. Por demostrar que D es una orientación no admisible. 

Suponen:.~s: __ qu~::v es una orientación admisible, entonces por definición de orientación 

admisible; impÍi~a q'\.1etoda subdigráfica completa Q tiene pozo y D tiene núcleo. Consideramos 

e·= (x1,:z!·;,.·: ..• ~¡"_¡.,:i:;;:c;+l, ... ,:rn-1,:cn,:i:1) un ciclo dirigido en D cuyas flechas no son 

simétricas y cuyos .vértices inducen un clan, (ver figura (3.1)). 

: . Para c~da :r¡ E C, con i E { 1, 2, ... , n}, 3 la flecha {:e;, :i:;+i) E Asim(D) n C con 

i E { 1, 2, 3, 4, > .. , _n} modulo n, es decir; cada :i:¡ no tiene Ja propiedad de ser pozo. 

Entonces ·D contiene una subdigráfica completa que no tiene pozo, lo cual es una con­

tradié:ción, ya que D es admisible. 

:. D no es admisible.• 

'l'KSlS CON"! 
BLLA DK· QRl 
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3.1. Suma 

Definición No. 3.1. Sean G; gráficas con i = {1, 2, 3, .. , k}, la su.ma de las k gráficas la denotamos 

como: 
k .. 

LJ 0.;= J((11,G2, ,.,G¡, .. ,Gk) 
i=l. . . . .·· .·· .. 

donde: 
' - •'· ,-- ' " . -·· .. , .. :--. ·,::.'_·~ k,-{. 

V(J(G1; Gi, ;.;G;, .. ; Gk)):::;, LJ ,V(G;) 
, • • -C '. - i=l . 

.. 

•l{J(G' G' ·G· G))"-{>U~.;1 A(G;), U {· (x,y) 1 xeV(G;), 
' ' ·'I• ' 2 '"' ,, .. , k - con ·i:¡:j, {i,j}={l,2, . .,k} } 

A continuación damos un ejemplo, para k=2, ver figura (3.2). 

J 
Yz 

Figura 3.2: 

donde: 

\l(G1) = {x1 1 :z:2; xa} ~ A(°'1f,; {(x1;~2); (:Z:ú,f3)i (xa, x4)} 
V(G2)>= {y¡; Yi} Y,A((i~)¿~ {C~1¡J2)};i•~j·,b//-~/',·; 1 

v(J(Gi, G2ll -~·Y.<Cit>'u.~.c(i2>;~:<~1.\'H';ri~;·Y1. v:íl 

ye V(G;) } 

A(J (G1, G2)) ~lA(Gi)Ti'Á(a;).· U?{·(~;;,:¡ ·~·e v(G1) y eV(G2) } 

.. ·· ~ Ü.:z:í ;_~;';j,'(i~;·;ri~jl (#a:, ·~1), (~1,_J2); (xi, Y1), (:z:1, Y2), (:z:2, Y1), (x2, Y2), (:z:a, Y1), (:z:a, Y2)} 

A conti1\~a~ÍcSn~~fnÓs iJ. vei ~n. teÓ~~m;;_ que se trata de digráficas núcleo perfectas y su relación 

con la operación de la suma. 

-· .. ·:~,.;.' 

,t,' _.; 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Teorema No. 3.1 • . :S~an· Di = (Vi,Fi), D2.= (Vi,F2) digráficas núcleo perfectas, Gi,G2 las 

gr<íficas s~b~acerites ele Di ,D2 r~sp~ctivarne~té1'sin es una orientación de la suma J(Gi, G2) tal 

que D[Vi] ;;,Di', D(V2] ~.JJ2 'Y. cad~'~ici'!'c}di~igi~o'de longitud tres que cumple en V; i= 0, con 

i = {l, 2}, tienen.al menbs iiosfle~ll'a's ;iñát'ri~~~. entonces D es núcleo perfecta. 
'::: · .. ,., -~"·::~:. ~'-~t>·">.:(.'• ·. 't.~~{.>_':.~-?i 

Demostración: ·.- .~. f .. '~f,id·~Á'i,_-~:·;·./,·~ •. ~~<}kt. 
·. ;,;;; ;,·_, ;~i?·'. .• ~~}1,<~;; :, ' ' . . . ' < ·• _ ..... 

Scn:11 'D1 =' (Vi, .F1); Di.=:'(V2i'F:í),digráficaa.11úcleoperfectas, G1, G2 las subgráfié:as.subyacentes 
de 01, D2 rcspectitame~t~;'.~p,;1a:'1.'6~i~I1t~_ión :<lé'E' la~ ~nión J( Gi, G2) . tal . q~e ~'.D[Vi] •···.·•;i. D 1 , · 

D[\12] = D 2 :y ~ac1a:'.'.~iclÓ~c:c1¡~¡gido•d~/16rigiti:1d;~res\'qu~;cu~ple c.n V; i= 0, c~n' i = {1;2} · 

tiene al menosd6~. ~~c::~~sité•tj~~~~-.,;~ > W ' . . ' '· 
Por demostrar'qú'é n;es'núCJéo pérfecta;' 

··: _ : · .. ·.> ·~·::·_.- ··: e.·:~,:·:··é~~;~~~-:.-·· .-.. ''i.'>:~:··.J· :·:/ , -:::-" -
' ~-· "' :.'.:<'' . . .; ·;·~. 

La clemostración''.1~·v~;.r¡¿-s h~cer por iliduccióri sc;ib~e ~l niímero de vértices de :0;' SeaJv(D)I = p 
':,.::.;.":·.'· -·,.,; 

-· <iY~;~·:··· ~·::~··:J>~~~:~;·~~~i;::·~ ,": _ .: .... ,·" ·."':';,<.-. :;~. .,._. 

Si p=2, el! tal c~o VcD) = {~i. ~2}Y cl':colí}uritcl'·};:(v).fi~~e,.vari~ pá~ibfücl.;icl.es: . 

, . . .. . . ... · ·. , : , :;,;:·~·):·:::}[¡\if,j(':í?·/1~{;•ijJ)~'fr\~;ri!2'~~f7t,~~Jif·:~-~~:\1J.:' . ' . 
• SiF(D):::::: {(:ci,:c2)} óF(D) =~{(#:.í'/:i:1)}i·el:'nudeo de:Des·.JY::=.,){il2}'ó'N:= {:i:1} 

respe.cti.vam. ente.. · . /·: ·,;;<._:<:,o·:./.-,-:. , .. ·: · " .... .. ·:·:: .. ·.· · . · · '. 
. . . . >~.:;:":·':-.~~-.·'.·¡~.,:~:·'.;;;,;;:;~~~\~t}~~·zw.~;~\·~f.-·,,:.·~- . . ... · ~~,~;·">·<.::/ .. 

• Si F(D):::::i {(:e¡, :i:2), (x2; xi)}, enton1
ces éi:Íiúcleo dé D, es solo un vértice; ya~~ª :c1 ó :C2. 

•"" '<··~:::':-.~~;:·,,:.-·.>,,.~· , . . '. . " 
-. ' ',,. ' : .-._~~; ;..·•,." 

Observemos que las _subdigr~fi'C&,~(,d~;:D constan de un solo vértice, por lo tanto tiene núcleo. 
' ' . -· 

·, .. ·"' :,_~;~~núcleo perfecta, (ver figura(3.3)) 
• . ":·· '... 1. 

Sea.Di = (Vi;F1);b;,,;:; (\/'2; F2) digráficas nú~leo perfectas, G1 =(Vi, Ai) y G2 = (V2, A2) 
las gráflca5 ~uby~entes d~, D1 y'D2 respectivamente. Supongamos que D' es la orientación de 

la suma, tal qu~ IV(D')L < p, D[Vi] =Di' D[Vi] = D2 y cada ciclo dirigido e de longitud 3 

que cuinple C n V; f. 0, con i·= {1, 2} tienen al menos dos flechas simétricas, entonces D' es 

núcleo perfecta. 

Sean Di= (Vi,Fi) yD2 = (V2,F2) digráficasnúcléoperfectas, G1 = (Vi,A1) yG2 = (V2 1 A2) 

las gráficas subyacentes de Di y D2 respectivamente, Des la orientación de la suma J(G1 1 G2) 

con IV(D)I = p, tal que D(Vi] = Di, D[~] = D2 y cada ciclo dirigido e de longitud 3 que 

cumple en V; i= 0, con i = {l, 2} tienen al menos dos flechas simétricas. 

ESTA TESIS NO SALE 
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Gr.íficlS núdeo perfedas 

• ><1 

Gr.ífic.1s suby.1oentes de 
D1 y D2, respeotiv.1mente 

61 
o )( 

o, 
• Xz 

Unión 

J(G 1,G) 

0-0 x, Xz 
1 Orientuiones de J(G 1,Gz) 

01 

°"---+• x, Xz 
... o 

X1 Xz 

Figura 3.3: 

Por demostrar, D es una digráfica núcleo perfecta. 

Por hipó~esis. D[Vi] .= D.1 tiene. núcleo N1, .existen dos casos: 

caso (l}/Paracad~~ E,V2 S(.lÚ~~eTt(u) n Ni-::/: 0. Como se ve en la figura (3.4). En este 

caso'afim~rri6s'q~'é N(;eénJ~ieo de D. 

Gr.íflc.1 D•J{G"G:!) 

V1 

Figura 3.4: 

t. Por demostrar, Ni es independiente en D. 

TESIS CON 
PALLA DE ORIGEN 
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Sabiendo que N 1 es independiente en D¡, D1·<,; D, entonces N1 es independiente 

en D. 

2. Por de.mostrar, N¡ es absorb~nte·,en D., 

Tenemos que 'v'~ E Vi - N1 3·:% '(N{ t~l 'que (~, z) E F(D), esto es por ser N1 

absorbente en D 1; 'v'y E .V:i~,,~~)·~ieii~·,pcir'hlpót~sis I'Íj (y) n Ni i= 0, por lo tanto 

para cada y E V2 ,' 3 yN~ _'.Jlé~Íl~;por lo.que ~on esto llegamos 'v' z E V(D) - N1, 
•· -.. - ; ' : -;:°.':,' ,.· '~ ". ""¡ ., - - •• • =·-}· : 

3 xN1 - flecha en D,'esto quieré,deeir, que N1 'es absorbente en D. 

caso (2) 3 v E V2 tal que 1J vN,1 ¿· jiechd. 

Por definición de surha', 3·:Jt~·~·flecha 
' '-. _.. . . -~ ... _, '; ·-·-·. ' , -. 

Co~~·:~!1~f r:~m~~~~0' 
. Y :::Jp Ef2'1~'v';í(~ V¡:({í, v) E F(D)} 

·.; . . ·-:,;: · .. -:•i\;·~0·.:. . .o:/.~~-\:· . .,,·.ti!-J,.(<1~.- .. ,- '·;,· '. -

Como ve~os ~~ l~ fii~r¡ (3.5) 

X 

V 

Figura 3.5: 

Por hipótesis 3v E V2, tal que 1J vN1 - flecha, por definición de surria 3 Niv- flecha 

para v E V2,:éntonces X f. 0, y además X <,; V2. Por otro lado Y <,; V2, esto es por 

definición d~· Y, vamos a demostrar que X ~ Y. 
'. · .. - ~ . ' - \ -) -

1 rr.· r; rr· ('1 . ,.~\í ,., .ON 
FAL1A lJ~ ü.tiIGEN 
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Figura 3.6: 

Consideramos v E X, u E Vi. Por demostrar v E Y. 

' .. ·/!:·:·; ·.,,'.. ,..:: .. ·:. - '·.;': _;:,\,.: .. :.7·<-·:\~.:·.·.:, -·-.. ··. >:~·:··. .·· .·._.! .. :.·,· '.. . 
* Si u E N1i e~tonces,3 u~-flecha; esto e~. por definidón de:X, por lo tanto 'v' u E 

Ni,3(1,'·L·~l2.~:~·R':~.~~.~fJ.··~~;·~::.b.>'D:'.,;, ~,~:·:rf' .. ~f;'f· ,,,, .. ·· · · 
* Si u E (Vi::-:-Nt) y)porser,Wí iiiicleod!(D1Tent0rices 'v' ú e.(Vi:__ N1) 3 u' E Ni tal que 

:· .. ,_, ... - ;"·',>~'·i'--·· ~- ;/_,~ ... -;_,g:¡;};.--_ '"'.'?':···1.~~-:·:>·,.::J:-\~-- ·_1':;:;.:-.>~·-:':--'-·/:"-'. '.<·;!.: .. /·>¿.:<º.-. >:1' _.· ... , ~··_.· 

(u,ú') e(p(D);fademáS'pára:'todo V'E'X~eXiste (u';v)'E Asim(D). Por demostrar 

3.u~ ... ~·•·i{~g~;f~kn?i:~sH.·~(:\:~:;lJ~fa~t~~;~f[t~~\itJi.!.;•.··?···· ·· · ... 
SjJI úv·~;;Jlé'cha;cientences:poí:::définidón';'dé suma, 3.vu - flecha en F(D), lo 

~:~lf ];f 1tf ~f J!I\~~~~~~~~=~:: ~:.~~·;::::~ 
uv - flecha·'· ,';~::: · 

. . . - ' 

En cualquie~a de los do~'casos siempre tenemos la flecha (u, v) con u E Vi y v E V2nX, 
por' lo tantC> u E Y. 

:. X~Y. 

Como)(~ Y y X=/; 0, entonces Y 1' 0. 

Ahora ~onsicÍeramos la subdigráfica inducida por Y, D[Y], por hipótesis D[Y] es núcleo 

perfecta; sea Ny-núcleo de D[Y], como se muestra en la figura (3.7). 

Pcir definié:ión de Y, implica que 3 vY - flecha 'v' v E Vi, como Ny ~Y, entonces 

3 vNy - flecha, por lo tanto 'v' v E [V(Di) U V(Y - Ny )], 3 vNy - flecha. 

'.J 

TESIR f!()T\T 

FALLA lJb GitlGEN 



:u. 8UMA 83 

Figura 3.7: 

Sea B.-;: V2 - Y; 

l. Si B = 121, entonces Ny es un conjunto·independiente y absorbente en D. 

. · : . •· ''Ny elÍ elnú~leo d~ D. 

2. · Si B ;¡.:0. Por demostrar si 3 Ny.B - flech·a en D, entonces 3 BNy - flecha en D. 

Consideramos.u E'N.Y, tal que 3 uz - flecha, con x E B. Como x it Y, implica 

qu~ tl Vx -flecha, para algún v' E Vi, pero por definición de suma 3 zv - flecha. 

Por definición de Y, 3 vu - flecha, como se ve en la figura (3.8). 

Gr.ífica O=J(01,D2) 

Si existe N,B·fled'I•, entonces existe BNr·fled'I• 

Figura 3.8: 

Por.lo cual obtenemos un ciclo dirigido C = (u,z,v,u) de longitud 3, el cual 

cumpli!'c n V¡ :;a?:i0fi:>a"ra i ~ {1,2}, por hipótesis del teorema e tiene al menos 2 
flechas simétric~, P?r Ió ·tanto existe {(u, v), (x, u)} E F(D). 

· · '; '.: .. :: ''?'.·,.. .". 3 BNy - flecha. 

Sea Z ~ {~· eivlh'B 1 (il:, y) it F(D) y (y, x) it F(D), con y E Ny }. 

TESJ8 rni\T 
FALLA u~~ ORIGEN 
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Caso (a} Si 'Z.= 0, enfonces Ny es un conjunto independiente en D y como para 
todo u E V(D) . .:.... Ny, existe uNy -~flecha; entonces Ny es absorbente en D . 

.'. Ny es el núcleo de D 

Caso (b) :. SiZ :;(0, consideremos la subdigráfica inducida por Z, D[Z], por hipótesis 

de indúd~i~ri D[Z] Úe~;e núcleo, sea Nz el núcleo. (ver figura (3.9)). 

Porde;nostfarNz UNy es núcleo de D. 

i) Nz UNy es independiente. 

- Nz es independiente, por ser Nz núcleo de Z ~D. 

- Ny es independiente, por ser Ny núcleo de Y ~ D. 

Por definición de Z, no existe NyNz - flecha ni existe NzNy - flecha, 

por lo tanto Nz U Ny es independient~.:.· . . .· .. 

ii) Nz u Ny es absorbente.Sea x E V(D)- (Nz U N11 ), te~emos los siguientes 

casos:. 
- Para x e Vi, 3 xNy ~;fl~éhCi;e~;,¡j) p~r definición de Y. 

- Para z. E {Y :- /VY) í. 3 xNi -jle~h~ en D, por ser Ny núcleo de Y. 

- Para x ,E (B:,-;z);·,3 xN/:.C.. flecha en D, por definición de B - Z. 

- Para x E _(Z -:-'Nz); 3'xNz - flecha en D, por ser Nz núcleo de Z. 

}v 
}e.z} 
}z e 

Figura 3.9: 

P~rlot~~~?V,z.,EV,(D)-(NzU Ny),existeuE (NzU Ny),talque 

(x, u) E ,F(J?), 
... ,'; (Nz U Ny) es absorbente en D. 

· ,';. (Nz U Ny) es núcleo de D. 
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Por hipótesis de inducción, cada subdigráfica 
0

inducida de D tiene núcleo. 

::., D ésnú~le() perfecta. • '.,¡,,,,_ 
. ,' : ~·. . •:::-

' ' '· J r \.;-~; '; i{• '(;.-' 

Recordando que una 'oricntac:ió~ :Mfad!rii~iqlc de. una gráfica, es aquella donde cada ciclo de 
longitud tres .tiené al ~;ri6~'~iri~b:fl~~h'~'l)/;;¡ ~~da~ o~ientación M-admisible de una gráfica tiene 

- . .: -:- ' .. -.- :, - :·.:-. '-... -:;; "" _;': :·-: '.-1,::-;:-·:· ¡:.·~.!-i.2 ,¿_ -.~"o~',,.;_'-~ ,-'¡.i,;-.c;:;--; ·.. . .' ..•. ::'_ 

mícleo, entonces.recibe eh1omb~e''de.grá~ca'_M-soluble .. A continuación vamos ver un corolario que 

relaci~na ;1:f ,f~t~f {S:~-s.~W,~J.ft'.Jj~~1'.~;o~-;r~lón.,te'· l~ .~~ma. . . 

C~rola1·i<?T~·¿,;'.1;1¿FiSi '(:?J][J2', so:n'.irrÍífiéas M-solubles, entonces J( G1 1 G2) es· M-soluble. 

º'~::rif tf V¡{'.~~[,','~;,~:¡$,~d» ..... ~ M-oolub1 .. 

Por demostrar''J(Gí,'G2)''es una gráfica M-solublé, es decir, cada orientación M-admisible D de 

J(G1,G2) tie~e núcleo . 

. Observamos que cada orientación M-admisible D de la suma J(G1; G2), induce una orientación 

Mcndmisible de G1 y G2, como G1 y G2 son gráficas M-solubles, ·entonces las orientaciones 

M-ndmisibles de G1 y G2 tienen núcleo. 

Sea D una orientación M-admisible de Ja suma J(G1, G2), tá.fque D[Vt] = D1, D[V2] = D2 

son núcleo perfectas, entonces cada ciclo dirigido C de longitud 3 e~ D, tiene al menos dos flechas 

simétricas, en particular para e que cumple en v¡ 'I= 121, con i = {1, 2} tienen al menos dos flechas 

simétricas, por el teorema (3.1), D es núcleo perfecta, por lo cual D tiene núcleo, es decir, cada 

orientación M-admisible de la suma de gráficas M-solubles tiene núcleo . 

. '. J(G1,G2) es M-soluble. • 

3.2. Duplicación 

Otra operación es la duplicación de un vértice :z: en una gráfica G, tal duplicación puede ser 

adyacente o no adyacente. A continuación damos la definición. 

Definición No. 3.2. La dup/icaci6n de un vértice x en una gráfica G, es la creaci6n de un nuevo 

vértice x' y añadir aristas. entre :z:' y cada vecino de :z:¡ si se añade la arista (:z:, :z:'), la l!amamos 

duplicación adyac'!nte, 'SÍ no se añade (:z:, :z:'), entonces se llama duplicaci6n no adyacente. 
,, 

A con.tinuación se muestra .un ejemplo, figura (3.10): 
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Gráfica G DupUcación d1 un vírtie1 xd1 G 

Xt 
X 

(S] 
Xt 

~r·@x· 
Xz )';¡ Xz )';¡ Xz )';¡ 

Duplicación DupUcación 
no •dy•cente •dy•e1nt1 

Figura 3.10: 

El siguiente teorema es relacionado con duplicación no adyacente; el cual fue probado por E. 

Boros y V.· Gurvich' (9],, utilizando, herramientas. de teoría de juegos, pero enseguida damos otra 

demostración ~olcÍ usando teoría de gráficas. 

Tcorema'No~:,3'.2; Sea G una gráfica soluble, x E V(G). Si G' es la gráfica obtenida de G por 

dupliédci6~·~no 'ifcl~~cente de :r:, entonces G' es '.una gráfica· soluble. 

Sean G 1ma gráfica soluble, x E V(G) y G' la gráfica obtenida de G por duplicación no adyacente 

de a:, conun' nuevo vértice x'. Como,.G es soluble, implica por definición que cada orientación 

admisible D de G tiene núcleo. 

Por,demostrar G' es soluble, es' decir, .que cada orientación admisible D' de G' tiene núcleo. 

Por construcción de G;,ten~rn6~q\l~'cada orientación admisible D de Gesta contenida en alguna 

D', esto quiere decir qiÍe cada ~·ri'~ht~él6n.U:drnisible (D' - x') de G' tiene núcleo. 
. ··. :'. ', '. :'' :·· .·. ':"/;: '.:~·;'.:t!.l~~,;~J,.,~~: ~:~:: .· '- ·.; . 

Sea D' una orientación' admi~ible de G' .. Consideramos un conjunto A de vértices de G tal que: 

A = { 11 E V(G)J 3'(u, x)ª;Á(dÜ' 
y una partició~,d~··1;.:~-]~;~···:'t{1~'ii,;:i:~:;~~'(~: ··. 

Ai = {u E A 1 ( ü, x) ji! .f:(l?.~):'!i,(u; x') ji! F(D') } 
.. ~ . ' . .~ .. ' . .... . . . . " 

A2 = {u E A 1 u tie~e a"l~'"riiás''u~ predecesor entre x y x', es decir, existe a lo más una de las 

dos flechas(~.~) E'F(D') ó (x',u) E F(D')} 
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J\3 =A -(A1 U A2) 
Como se muestra en la figura (3.11): 

D' una orientación 1dmisible de G' 

Figura 3.11: 

Notemos que cada u E (A1 UA3) es sucesor de z y z', es decir, existen {(z, u), (z', u)} s;;; F(D'); sin 

embargo si u sólo pertence a A1 , entonces existe el conjunto de flechas {(z, u), (z', u)} C Asini(D'). 
i ' .. ·'.',· ,. ''· ..... --,;;•_·.··-. .-·--•• /.';, 

Sea Duna orientaci~n:de,(J,.obtenlda a partir de D' como sigue: 

* Cada ar\~t~ (!f;,v) ~. (q1 ;7. {~1 z1 }] tiene la misma dirección que en D'. 
. • : ,, ···, -,-· _ • . -.--.-;:_: ¡_'.-'.•';_·-..• ·_._, ··:- - - -

* Para éada u é:Adpanemos la flecha (z, u) e F(D), pero (u, z) ~ F(D). 

*Para cada uÉ A•f·p6~emos la flecha (u,z) E F(D) y (z,u) ~ F(D). 
-- ,. - ' '! .~- .:.· .;.- . . ·., ... ;p. 

* Para cada u E A3, ponemos Ja flecha (u, z) E F(D) y (z, u) E F(D). 

. 

... , ~- " 

'rESlS COl'I 
FALLA. DE OKtGEN ' 
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A continuación mostramos la digráfica D. Figura (3.12). 

Una olient.loi6n O de G, a partir de D' 

Figura 3.12: 

Por demostrar L?. es Íma .orfentación admisible de G. 

SÚpÓnElrr;·o{~1.ui~iD;no'es una orientación admisible de G, entonces por el lema (3.0.1) D contiene 

un ciclo dirlgld6::q/~J;élS flechas no son simétricas y cuyos vértices inducen un clan. 

EI vértl~e ;i1~e~~~!l~t~r en' C, ya que por definición de D, puede ocurrir un cambio de dirección 

de las flé~h~· q'~¡;"vaÍl· d~ x hácia los vecinos de x en D. 

Co~~iclef~~~~l1~~értices {w1, w2} ~ V(D)nC, tal que existen las flechas (x, w1) E Asim(D)nC 

y (~2. x) eAsi17i(]J) ne, por lo que W1 E Ai y W2 E A2. 

' ,i• ~' ,. ... ... 
,1,, ,l 

~ ' ¡ . 
,,•¡ 
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~ ' . -· --

ce_··-. 0-___ " 

En la figura (3,13), móstramos el ciclo dirigido C, cuyas flechas no son simétricas y cuyos vértices 
inducen un ci'an .... 

Dencit~ll1o~ a C por: 

e=,'(~, X) ~ tu1·¡ X2 1 , ~., z;, Xi+1 1 • • • 1 Xn-1 1 Xn = W2, x). 

Ciclo e en D; cuyas 11uhu no son slmitrlcu 
y cuyos vi111ces inducen un d.1n. 

o~ 
~Owt 

~ r;· X 

• 

• o r/ 
oO~ 

Figura 3.13: 

Como w 1 E A1, entonces existe la flecha. (:i:', w1) E F(Asim(D')). 
Como el vértice w2 E A2, por definidón de A2,.te.\lémos que,w:í tiene a lo más un predecesor 

e1itre x' y :i:, po~ lo cual consideramos dos c{asos: . 

Caso(~): si·e~isté·la.flecha:(:i:',w2)•e .. ·E'(b:~)'~Y'{~,w2)r~::F(D'),•por definición de A2, existe la 

flecha. (w,2;•:i::)·.·~:1~~~~':J1t~.g~fu~~~~ft·'.i3f~~1~~-;~t~'.·;//~·~·.i•····.· 
Por lo que se forma•e1·~1clo'.d1r1g1do:·)X ·. ')> • .· · 

·:~;~. },:·-:· .. ~ ···;:;t~:~r;g~-~.~,i).~(w1,c, w2) u (w2, :i:) 

en D', el ~~~l~Úe~1{ flechas no simét;i~a.s y cuyos vértices inducen un clan en D', por lo tanto 
;- ,, __ :., -·· . 

D'. no ~s lina:Q,rie~tación admisible, lo cual no es posible, ya que por hipótesis D' es una 

oriéntadón admisible. 

·, 

: . D es uná orientación admisible. 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORIGEN 
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Cuo (1): Si e>dde (-K.~ en F(D'). 

Figura 3.14: 

Cnso (2): Si eidste (x, in2) E F(D'} y (x', w2) ~ F(D'); 

Como (x',~2) ~ F(D'.), ~nt~nces por definición de ;"12 (w2, x') E Asim(D'), (ver figura(3.15)). 

Por lo ctlal ~e f~rma el ~iclo'dirigiclo: 
- . ·- -. - -... ,.. . -- ' -

• : 1 : •• ._ • : -.:·-. ··: 

en D', cuyas flechas no ·son simétrica.S y·;ctÍy~s vértices inducen un clan, entonces D' no es una 

orientación admisiblé, lo cual e.auna co~tr3.dic~ión, ya que por hipótesis D' es una orientación 

admisible. 

:. D es uria orientación admisible. 

Así D es una orientación admisible de G y por hipótesis G es soluble, entonces D tiene núcleo. 

Sea N el núcleo de D. 

Por demostrar que D' tiene núcleo . 

••• ·-. (_¡·· 
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Cuo (2): SI e><iste (x,Wz) en F(D'). 

Ciclo e '•{ x' ,w1) v (w1, C,x' ) v (w_2.x') en D'. 

Figura 3.15: 

Existen dos casos: 

Cmo (a): Si x EN. Por demostrar N U {x'} es núcleo de D'. 

l. N Ü{x'}~s ind~peridie~te: , > ··.· < ·. ·. . · : .··.··•· . ·. 
-·corp~·Ne~'.~~~1~o':~e .. D,'~·~toíicé~·N':,e~ indep~Iicii~~te en D, por otro lado x' it, V(D) 

. -·'. e;:· • · í~.'';J~~·.7.•.:(;¡H~\·,···1 • .:.. .. ·-.'::,~·.":'!:·~·},'¡":''·,\:t>}'.:-;5'·: ;::;/•, ': ."/,._".-! ._' ... -- i ·; ,f;_~_1 • • 1 •••• \ 

y D C D , entonces N es ü1depend1ente ;en D': > 
· "7- .) -<···.>J~~.-v::.t,;.-¡,-;:._.1-:."7': .. -;,i;·:- ¡_,..;,,,_1;-1, 1 _:;~_,.>"> .. -··-~-~'-:,··., -:· . 

- Por consfriicCión'dé D'/rl).(x') ;:·r.z;;(z)',' 3demás X EN, entonces y u E rD•(x'), 
·,-·· :_, ;.;-~_:f.O:/'•<:·~·r;~.--·s(.:.-·<;:·•· .,f-;:,. ~:]::;·:¡·,~.:,,·f'/1\i;:i . ·· 

u it, N, porJo cual ~ .Nx' ;.;..'1lecha en D' ni x' N - flecha en D'. 
- Finalmc~te'rio ~X:iste~ (x! ~') E F(JJ'f~i (x'., x) E F(D'), esto se debe por la duplicación 

no adyac~ntf:!'d~,·~y ,¡~e· . '' ':'.' . 
;_.:· ~.!-:-_/;- ,:¡,' }j, - -,: .< -.. - ~" .::," 

<' ;.,', <··;.J'Y;ú,;{x~} es independiente en D'. 

2. N u {x'} es a~so~b~nte; , < ' . . . 
Sabemosqu~ N~s~b~~rb~nt~~n D y D ~ D'-{x'}, entonces Y v E V(D')-(NU{x'}), 

3 u E (N U {x'}),talque,(v; u) E F(D'). 

'.'·: N U {:z:'} es absorbente en D'. 
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Caso (b) Si x ~ N. Por demostrar N es núcleo de, D'. 

l. 

2. 

N es indepe,ndiente,en b<\~ ' .. '}C 
Como J\r:es' nú~·led 1eD/entonces 1V e,s ind~pe1_1?iente en D, D ~ D' y sólo puede 

haber cambio de direci::Íóri:;e'11"algunasill.ech'as.·pará'1a sÜbdigráfica de D', y x' tiene las 

:~;~;;~;;;:{:~í!f :~·~~:;1::~: ~E N •• D. 

Por definición de :ít}'y/Ai'i't~'ñ'éil{(>s~:zff~í'ÜA2) ~'Jlechá, por l,o _tanto existe al menos un 
··:.'. , ... ·,- '~-· .... ·.,"~···:/:<.;~;:.:l_;::_;.~--~:: ·-''.}--~-·:.,_~fk~:~~,>'~· ,·;J;1-J/»·;:. ·., .. ,, ... . • ~ 

vértice u E (A1 UA3 ); de módo que·u·E,N,' es decir¡' existe xN -flecha y por construcc1on 
de D', 3 (x1, u) E F(~'J';).f!'.~[:\;,;/ '2( :'.' :. _,.. '·.· · .. 

Paray ev(167°~(N"Ü'{x:S).;3J;:'e N, ta~ que (y, w) E F(D'), por lo tanto para 

v E V(á) ~ N 3 ~i/-'1 J/~':ii'a'~·~ P' ;,·3 x;N-:- fle~ha en D'. 

•'. · ',;.·N esabsorbente en D'. 

:. N 'es núcleo de D'. 

Obtenernos que cadaori~ritaciÓn admisible D' de G' tiene núcleo. 

·.-.·- ·, r-~.::-':<~;.:G' es_s~luble. • 
._:J.-.>-~--,·,__.-+:.'·'.-__ ,, .. !.';' 

A continuación vemos.11ri_teoté!il'a,'¡'·re_l~ci;,nado con duplicación adyacente en gráficas solubles. 

En este teorema de la duplicaci6n adylícente de un vértice x, de una gráfica soluble, es más débil que 

el de duplicación ~o,~tly~ce'n't~)·:~~tS;;~¡'~¡'~¡{ i~'duplicación adyacente de una gráfica soluble le damos 

una orientación· admisibÍe; ~nt6'~2~~·Ji~ha,digráfica tiene núcleo. No obstante en la duplicación no 
,· ' .;'.·Pi,>;•<i:' .. '.f\:\:f.~~~~'l"~O:;;;~,-;,,\:f.·, 

adyacente de un gráfica solúble;~obtenemos nuevamente una gráfica soluble. 

· ., í . r(. ¿~,t,\¡¡.ll'·~~:~;:I:' '.. , 
ToOl'oma No. 3;3, Sea a:·i/rlc{!J'i-.lífiCa soluble, x E V(G) y G' una gráfica obtenida de G por la 

duplicación adyace~te de ;:,~o~''~~'.·~U'~tio vértice x'. Si D' es una orientación admisible de G', en el 
,, : : _. ·-.·-, ·::· .. · '}/'(~·-·,:4 .. v .. _~,;c~1 ... :./ ·r,:: . 

cual la flecha. (x', :e) E F,(D.') ,rio'.es.,~siin!.tricas, 'entonces D' tiene núcleo. 
>. ·: 

Demostración: :·_'.' .. -,.-·: 
--.~.~-- -

Sean G una gráficá soluble, X E V(D) el vértice que se duplica y G' la gráfica obtenida de 

G por la duplicación 'de :i:,' con un nuevo vértice :e' y D' una orientación admisible de G', con 

(a:', :e) E F(D') no simétrica. Como G es soluble, implica por definición que cada orientación admis­

ible D de G tiene núcleo. 
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Por demostrar .D' tiene núcleo . .. ,. '" . . ... -~. : . . -

Consideramo~ il11 ~onjunto Á de vértices de G', tal que: 

A= { v E V(G')f3 (11, x) E A(G') y.,(v, x') E A(G'.) },y una partición de A: 

- . , _ _.,. )"· . 

A1 ~{u eA}(ui x)~ F(JJ') y (u,x'f ~ F(D1)} 

A2={ueA('(u;x).~F(D') }-A1 . 

A3 = {u E X J u,;a de las flechas (x, u) ~ F(D') 6 (x', u) ~ F(D') } 

A4 = A - (A1 U A2 U Á3) 

A continuación se muestra la digráfica D', figura (3.16). 

Uno1 oientololón 0' •dmisibltt de G' 

Figura 3.16: 

Observemos que para u E A2, existe Ja flecha (u,x') E Sim(D'). Supongamos que la flecha 

(x',u) ~ F(D') para algún u E A2, entonces por definiciqn de A2 existe (u,x') E Asim(D'), con 

esta flecha se forma un ciclo dirigido C = (x',x,u,x') en D', cuyas flechas no son simétricas y 

TESIS CON 
,.f ALLA D'E ORIGEN 
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cuyos vért.ices inducen una gráfica completa, por lo ~anto D' no es una orientación admisible, lo cual 

es una contradicción, ya que por hipóte8is 'D' es una orientación admisible, entonces debe existir 
-:_·._·:'.·o.-.·,_--

(11, x') E Sim(D'). . .... ·•. , .. ):•:.•\" ',., ;, ... ·~ ,. '' 
Sea D" una orientaeión 1 d~· G'."obt~nida•~tr;a'.rúr de D'; como sigue: 

V(D") = y(n!) ? <.;· '/:' 
. - . ' ---,,, 

F(D~).· =·{ -_. '.·para u E V(D•) -A2, le damos la orientación de D' 
para u E A2, la flecha (u, :z:') rt F(Dº) 

Como se muestra en la siguiente figura (3.17): 

Un• ollentaol6n O• de G', •partir de 0' 

Figura 3.17: 

Por demostrar D" es una orientación admisible. 
Suponemos que Dº no es una orientación admisible, es decir, D" contiene un ciclo dirigido e• 

cuyas flechas no sori simétricas y cuyos vértices inducen un clan. 

'( ... .. 
; . ; '! '· ~ 

TE~Ic -·ni\T ~n~ .1) e -!11 

FALLA DE uRIGEN 
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Por construcción de D•, existe la flecha (x',u) E Asim(D•) n C•, para algún u E A2 , (ver 

figura(3.18)). 

Digr.í1la1 o•, los oidos e• V C', lienen techas no 
simétriC1s v cuyos vértices inducen un dan en 
oa. 

Xo-ro ~~X.. 

,;~º-~ 
, ---~----~ 

~ C' -~~~ Ox'=><g 

\ ____ (@,. 
'~,0~u=x, 

l'z 
Ciclo: 
e •=(x',u=x,.~ .•• ,x""'>'Xn'x') en D"= 
e' =(x' .x=Xg.x,= u, e• ,x') = - - - - ..,. 

=(x' ,x,u ·l'z· . . . • Xo-,-11.x..,.><) en o• C' o·. 

Figura 3.18: 

Denotemos C· = (x' = xo, u= Xi, X2, •.• , x¡,Xi+lt ••• , Xn, x' = xo) s; v·. 
Por construcción de D-, las flechas {(x, u), (:z:', x)} E Asim(D•), con u E A2, con dichas flechas 

se forma un ciclo dirigido: 

. C'= (x',:z:; u) Ü(u,c•, x~) U(:i:n, x') ···. ~: ... ·· . -~· ·. 
er1 D·. e D', 'c~yas: flei:has'·.rio fan.~irriétricas ~· cuyos vértices inducen un clan en D•, como 

F(C') e F(D'), entonce;eL,hi~lri''difÍgido C' e D', es decir, D' contiene un ciclo dirigido cuyas 

flecha'! no son simétricas ; cÜ~~~,·~~~tlce~ :in:ducen un clan en D1
, lo cual implica que D' no es una 

orientación admisible; pe,r~;esto nos"~~nduce a una contradicción, ya que por hipótesis D' es una 

orientación admisible. 

:. D~ es una orientación admisible. 

Ahora consideremos una ori~ntación D de G de la siguiente manera: 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORIGEN 
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\l(D) = V.(D') - :v' 

CAPITULO 3. OPERACIONES 

Para toda arista con ambos extremos finales diferentes de :i: y :i:', 

le damos la orientación de D' 

~ara u E [A1 U A2], ponemos la flecha (.:ii;'~) 
Para u E Aa, ponemos la flecha (u, :i:) 
Para tt E A4 , ponemos las flechas_ (u, :i:) y (:i:, u) 

Como se ve en la figura (3.19). 

Un1 ollentlol&n D de G 

Figura 3.19: 

Por demostrar Des' una orientación admisible de G. 

Suponemos que.D no es una orientación admisible de G, es decir, D contiene un ciclo dirigido 

e' cuyas flechás no son simétricas y cuyos vértices inducen un clan. 

El vértice :i: debe estar en C, ya que D- {:i:} ~ D' y D' es admisible, es decir, puede ocurrir un 

cambio de dirección de las flechas que van de :i: hacia sus vecinos en D. 
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Como x E ~.entonces existen {a,b} .~ V(C) ~ V(D), tal. que (b,:i:) E (F(D) n F(C)) 

y (x, a) E (F(D) n F(C)) no son si~étricas. 
Sea e= (x, a= X1, x:í; .•. 1 x;, X;+11 ... ,x;,-1, ;,:. = b, x) e D. 

Como se. muestra en la figura(3.20) 

Ciclo C en D. cuyas techu no son simétrie1s 
y cuyos vértices inducen un dan. 

Figura 3.20: 

Notemos queª· E A1 ú A2 y i:.sr (x, aj E Asim(Dº) y b E A3 , por lo que tenemos dos casos: 

. ; . . 

- La flecha (x, b) no est~ en Dº y 

- La flecha (x', b);no'ést~ enD". 
·": 

'f1:~i~(:,~,'~·;]>;~·~:ú;:~~ >"r•' 

'..::~'.~ .·.-ú¡,::.·'._)::.· i\:~~"-~·~} ::>'/~:~. 
Caso ( ): Si (x, b) ¡l .F(b•), es decir, existe (b, x) E F(Dº), la cual no es simétrica en Dº. 

TESIS CON ' 
FA11A DE ORIGEN 



98 CAPÍTULO 3. OPERACIONES 

Como vemos la figura (3.21). 

Cno (1): (><,b) no em en o• 

e 

Ca{--.J 

e es: un delo, ooyas flldlo1s no son slm•trlCils 
y cuyos vértices inducen un dan. 

Figura 3.21: 

Con esto llegamos a que el ciclo dirigido C tiene flechas no simétricas y sus vértices inducen 

un clan en D", por lo tanto D" no es una orientación admisible, lo cual no es posible, ya que 

por hipótesis D" es una orientación admisible . 

. ·. D es una orientación admisible. 

Caso (2): Si (x',b) ~ F(D"), es decir, existe (b,x') E Asim(D"), (ver figura( 3.22)). 

Como.a E A1 U A:i, entonces (x',a) E Asim(D"), con lo cual se forma un ciclo dirigido 

C' = (x',a) U(a, C,b)U (b,x'). 

TER\.g ~fiN , 
FALLl-i üfl: üRiGEN • 
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e aso (2): (x, b) no esta en o• 

C' 

C''"~} 

C' es un delo, cuyas flechas no son simétricas 
y cuyos vértices inducen un clan. 

Figura 3.22: 

99 

Observemos que si (x', a) E F(D'), con a E A2, entonces dicha flecha no es necesariamente 

asimétrica, pero como (x',a) E F(Dº), entonces el ciclo dirigido C' ~ Dº, el cual es un ciclo 

sin flechas no simétricas y cuyos vértices inducen un clan en Dº, esto quiere decir que Dº es 

una orientación no admisible, Jo cual no es posible, ya que por hipótesis Dº es una orientación 

admisible ele G'. 

:. Des una orientación admisible de G. 

Llegamos a que D es una orientación admisible de G y por hipótesis G es soluble, lo cual implica 

que D tiene núcleo. 

Sea N el núcleo de D. 

Por demostrar D' tiene núcleo. 

Caso ( 1): Si x E N. Por demostrar, N es núcleo de D'. 

l. N es un conjunto independiente. 

TESIS CON 
FALLA DE OfüGEN 
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Sabiendo que ,N es '¡~dependiente en D, además D s; D' y como sólo puede haber 

cambio de dirección en alguna.8 flechas para la subdigráfica de D, y x' tiene las mismas 

adyacencia.8 qué x ~í1 G. 

:. N es independiente en D'. 

2. N esun conJÜnto ll.bso~bente. 
Por~onstrucción'de D 1,'eíciste la flecha (x', x) E F(D') no simétrica, como el vértice 

x E N, entonc~s 3 x' N--- f/ecl;a en:D'; por otro lado D C D1 'y N es absorbente en D, 
entonces para y E V(D') :.._ (N U {x'}), 3 n E N, tal qu~ (y, n) E F(D'), por lo tanto 

V y E V(D') - N, 3 yN - flecha en D'; 

:. N es absorbente en D'. 

Como N es indepediente y absorbente en D', entonces N es núcleo en D'. 
:-' ' 

Caso (2): Si x r/. N. Por demostrar N es núdeo de D'. 

Solo basta demostrar que N es absorb,ente, ya que la independencia de N se debe a las 

mism!IS razones del caso (1). 

Por demostrar N es absorbente en D', ~sde:cir,.'v',ye V.(D') '- N, 3 vN~f/echa en D'. 

Como • O N, impli•• Pº'd'fioia6n do D ~ •• ,JI f "on~ = ~"'°' u do •, M doci•, axiote 

D', por lo que 

obtenem6~q11~,'p'~r.a¿IÍ.d,~1J év(ájLJi, 3 vN-flecha~riJY .. 

:. N es núcleo de D'. 

Por lo tanto en los dos casos D' tiene núcleo. • 



Apéndice A 

Conjetura de Meyniel 

Recordemos que una digráfica D es núcleo perfecta (R- digráfica) si D y todas sus subdigráficas 

inducidas tienen núcleo y una digráfica Des núcleo imperfecta crítica (R-- digráfica) si D no tiene 

núcleo y todas sus subdigráficas inducidas propias ( no ella misma ) tienen núcleo. Un resultado 

que tiene que ver con las digráficas núcleo perfectas y los ciclos dirigidos de longitud impar es la 

conjetura que dió Meyniel en 1976, la cual dice: 

Si cada ciclo dirigido de longitud impar tiene dos cuerdas, entonces la digráfica es 

núcleo perfecta, 

dicha conjetura es falsa, el contraejemplo lo muestra Galeana-Sánchez (11], el cual vamos a analizar 

en esta sección, como también veremos que si en la digráfica del contraejemplo le quitamos una 

flecha específica, entonces la digráfica obtenida es núcleo imperfecta crítica. 

101 
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Una condición para que exista núcleo en digráficas con ciclos de longitud impar la enunciamos 

en el siguiente teorema: 

Teorem!1 No~ ·A~l (Duchet y Meyniel [8)). Sea D una digráfica. 

Si tocio ciclo clirigiclo e de longitud impar tiene 2 cuerdas del siguiente tipo: (:i:¡, Z;+2), (:1:;+11 :i:1.j.3), 
entonces o· tiene núcleo . 

.Este teorema es un caso particular, donde la conjetura si es verdadera: 

Conjetura No. A.1 (H. Meyniel, 1976 [6]). Sea D una digráfica. Si cae/a ciclo dirigido de 

longitud impar tiene dos cuerdas, entonces D tiene núcleo. 

Dicha conjetura es falsa, si no pedimos más condiciones para las cuerdas del ciclo dirigido de 

longitud impar, el contraejemplo lo enunciamos en el siguiente teorema de Galeana-Sánchez. 

Teormii~.·N¿ . .A:.2 (H. Galenana-Sánchez [11)). Para todo k;::: 2, k EN. Existe una digráfica 

D, ·sin ndcl~~. t~l i¡ué cada ciclo dirigido de longitud impar tiene al menos k cuerdas. 
',!_.: ll'., •' '· :··:·. '.!, :':.1,- -:.~:":·: ~: .. _ ·, .. - . ' 

- ,- -- . p•,' ' 

Demostraci6ni', 

Para k, ;:;'2. Sea b una digráfica con: 

F(D).=.· ·{·.· . ..:...(:i:1,'.z1+1) pa~a i ={0, 1, 2, ... , 1s; 19}, módulo 20, 
..:.. (:1:10:¡'.21, ~4k+2+1o) =,= (:1:10-f-21, z10+10) V O;::; i :5 2 y Vio= {o, 5; 10, 15}, módulo 20 

Como vemos en la figur11; (A.1). 
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Digr.Í11Cil D, e1d.1 ciclo lmputien• o.11menos2 cuerd.1s. 

Figura A.1: 

Con lo que se forma el ciclo dirigido: 

e= (:z:o, :z:1, :z:;, .. ., :Z:19, io) de longitud par 

y que tiene. lassiguieIÍt~s.cu.erdas (:z:;0 +2;, :z:1o+io) para io =,{O, 5, 10, 15}, O :5 i :5 2, es decir, 

TESI~ 0 '"'~1 

FALLA u~ vniGl?.N 
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Para i=O Las cuerdas de la forma (x; 0 , x10+;0) 1 son: 

• (xci, x10) 

• (x5, xis) 
• (x10; xo) 

• {xis;x-5)': 
, . . . . 

Para i=l Liis ~lle~das de la forma {x;o+21 x1o+io), son: .· . t;,'..... . ¡ 

• (xi2;1of'.F , ' 

• (xm x~) ,J ~/< ,. 

Para i=2 Las ~ue~,aii.s:J~ la forma (xió+~:; x10+;.); son: 
. ., . ·1 .,, ·. . 

• {x4~ x10) '~ • 

(~9, X¡5) \ 

• (x14, xo) 
• {x¡9, xs) 

Con dichas cuerdas, se forman los siguient~s,cicios dirigidos de longitud impar, 

(x10+io1 e, Xio+2i) u (xio+2i1 x1o+io), V,O ~ i ~·2,'~\,. ib,e {O, 5, 10, 15};' ·' ' ,. 
que tienen al menos dos cuerdas. .· "'.:,: ~·:. :::·::,;)f;, .>· ::,>'. ·. 

Para i = O Los ciclos dirigidos (x1a+io: lt, Xio)Ú (x;};x1a+i~), so~: 
· l. El ciclo dirigido (x10, C, xa) U(xa, x10), con l~ siguientes cuerdas: 

{(x14,xa), (x121 xa)} ~ Asim(D). 

2. El cicló d
0

irigido (x15, e, X5) u (xs, x15), con las cuerdas: 

{(xm x's), (x19, xs)} ~ Asim(D); 

3. El ciéio dirigido (xa, C, x10) U (x10, xa), con las siguientes cuerdas: 

{(x21 x10) 1 (x4, x10)} ~ Asi~(D). 

4. ' El ciclo dirigido (xs, e, X¡5) LJ (x15, xs), con las siguients cuerdas: 

{(x7, x1s), (xg, x1~)} ~ Asim(D). 

Para i = 1 Los ~idos di~igidós de láforma (x1a+io1 e, Xio+2) u (Xio+21 x1o+io)1 son: 

';,:.¡ ,;. 
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l. 

2. 

El ciclo dirigido (:i:10{0; :i:2) U (:i:2, iio), con las siguientes cuerdas: 

(:i:1oi :i:o) E ~im(D); {(~12,:i:o)i (:Z:14;:i:o)} s; Asim(D). 

El cido di~igido'.·(~Üt cff :i:7) U(~~;i~5)·, con las siguientes cuerdas: 

(iiiui;':f5) É 'Sim(D)}{ (:i:'i~.~~f¡ (~'~gY1s) }; ~··Asim(D). 

: ~,I~Iiif ~~~~if~fi!~:~~l~~;::::: ::::: 
··. (:i:15i:i:5).'E •• Sim(.D)f¡{(:i:'f•':Z:is)f(:i:9'}zls)}:s;••~.sirri(D) .. ·· 

P ••.• ;:~ ,~~J~f ~~!!1f~!~lit!lit~~3~E:·>· ~., 
{(:i:7, :i:i5), (:Z:l7t iz:5), (:i:19;·:i:&)} CA8im(D);i(:Z:si•,i15) E Sim(D). 

3. El 'ci~lo ·~;·~iii~o· (·~o·, it:··~1~)'J~~{J¡r~~rff;~~~\~·~Íiuientes cuerdas: 

{(:1:12, :i:o), (:i:2, :i:10), (:i:4,~1o)}s;'A~iT1l.cn).;(:i:10,:i:o) e Sim(D). 

4. ,ti ci~l~·d·i;Ísiá~(:i:.5 , Zt;i~~)·LJ·(~';~~·~s}j:~~~i~ ~lguientes cuerdas: 

. {(:i:11: ;~·);(:i:;,~~s), (;9·;~1~ff'~·~A~Í~·(D), (~;s, :i:s) e Sim(D) . 
.. '·e·;_'·. ·.,.;, • ' .'.,. ., ... ' !:.{:,:.:,,..:· .. ".';:.,::··;<.?<,•-> .· '• 

y sus cuerdas: 
- ... ,· 

'.i- .-

(:i:10+io+2j, :i:;o), y o~ i ~ 2. 
' •• ~ - "~ '~' ~ ~ ~· )-< -~ ::·..::} •• -·.>'- -· ,-·-· 

- . y-"··-' .:.~,~/'-~·:. ~-:_,, ... ~.~;:;._ ...• ~.- -·.- ·- . ' 

Con esta i:Onstrnéción;:á.firmamcis que'.D no tiene núcleo. 
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Supn~~?~~~~~1~,~~J~;f ;q {, ' ¡ .... ·• .· 
Caso (1): SF'.:i:1i'.;:E: 'N,·:entonées.,.{ií:1;':i:i.j, x12 , :i:10; :1:19} <Z N, esto es porque existen las flechas 

· ·' ''.-:·.~ ·;;~'·J.·i-'~r·.,\:\'f.i'i·'~.~~?;:...r<:i:-·l:'~;_,,· ... ::..,..J_: /·,t·'. ~.«'/'~-.:·., _, . . :.· ·:,: ., .. 
(:i:fo, za), (:i:í4, :i:.o); (:1:12 1 :i:.o); (3:10 1 :i:ii), (:i:o,:i:10)1(:i:o, z1)en J:)· Como :i:1 E F(D), entonces :i:2 ~ N, 

luego 3 (~2. :r:~) ·e.F(D);i~I>Úca'.c¡ue :i:3ft N; i/e #, ~~m~ (:1:4 1 :i:s) E F(D), entonces :1:5 ~ N. 
Tenemós que'{(~i;, :i:s), (~~' :i:'1s)}s; F(D)ipor lo q\le puéden existir dos subcasos: 
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Subcaso (La): Si z15. !t N, como existe {(zs, :1:15), (z~, :i:10)} ~ F(D), entonces Zg EN, como 

(zs, :i:s) E F(JJ).:entonceszs ~ N, :i:1 E; N, p~r;~últÍm6 existe (:i:a, :i:7) E F(D), lo cual 
quiere d~cir qtie 'Z5· ~·;iV, iéoino {z5, z15} .-~ "". ';y~8616,e)cist'e {(zs, za), (zs, z 15)} ~ F(D), 
· · . ,' _.,, . ·,·1: , 1 -~.- .• .::;;<_~·",.'· \·. ; · ~ .~~- ;~":''!/"'.· _: ·. -:;_\:. > . , :·--'' '. '-· ' 1 -::.; {(' .'l"'-.~.::1 .:i'«.:>'.'. '.'::¡(1 •· ·· >'. · '. 1' , . . · · · · 

lo cual quiere decir é¡ue zs·:no es absorbido por N;·:por Jo tanto éste caso no es posible . 
. . ·~· ,•• ',, .. : --:2- .. ; :; 1 • -_·,~: ·;·: : \,(. ;_" ·,- -.·:· i,::\~~-~--.-~-!~/::~:~-~\f:~/,;,?.;" .' -~~?. , 

• ~ : -~~:~;;~-- l~~ - _,._~\_, ~"~(í;'._,t:)._:; -~--} _- -- -. - --~-- ____ : __ ~· : __ :·~·~-· ~---'L-~.~- ·--- . - ---~ - -

-,~: _ -_.:·t-~~::: :,( g:;._~·~:~:{~'~·}f J~~Y:~~V~<~'~!;.r/:?\f ~:~~!-~:~·; :~:~~~'.~·_.-:-:i}!~- -~_'.:;,:~Y !--:-~~:-~1n~~f~'f\'.~:::".t. ~.<,;·.:·: _ · 
Subcasojt''b):'•Sijxí'~{e:'iy~l'éonici'3t(:í:i'5/'z1~) E F(L))fienton~es 'z1s.·.~ N, por ser N ab-

, so~bé~~~:.~;~i ~.~~;;~Í~~).~$~''.i~~'.i~': I{~~c~.~. (~id~!~) .~~iJ»J<i.cual implica que z 18 ~ N, 
· i:omo :í:i9 !i!:l\'1Y.soléi'existe'.l~',f!e'chá (z(s(:i:19 ) E F,(D);::~~~~nces ,z1s no es absorbido por 

. N. ;:.~~,~~iil~¡f,.;~> .· . · .. · ·.• .L:;~~F:it'. . 
Como los dos subcíisós~són· irrip·osibles; entonces si zo \i! N ;',por. lo. tanto D no tiene núcleo. 

---_ ·;·. '., :;_ ' .. :· :"J;~t.-,:.:-~_;;;;_..,,_ - 'i~~.~-~i.\.-~¡.:.$ .. ~~/:~:;::~· .... > .. .,; . · ., . .. . . ::·~_,;j. :t,.~:~\.':; .. ·:;.Y~¡. 
¡'(.',~"· ··"' ~ -- -

Caso c2);,si'~~'.~J'.1;~:6?,m~1;~;~~~~J~r~;rit~/.esdeci~,·p~~i~ ~v~f! ~·N, 3 :i:N - flecha en D, 
tenemos que''.{(zó;:i:io);(:i:o',;¡:i)}'.~·F(D), por lo que puede ex1st1r dos subcasos: 

·. :,~.:~,.~,~\~. ;;; J-:;:,:'f «~;;;ú?f.;~~:~tff.~"-~.: ~~~:. , :- {-.. ~ ~ 1 

,·;··;•. -

Subc~~~-(~;~j[hfü~~Í~;)·~·~; ~~tonce; z1 EN, co~o (~¡,z2) E F(D), entonces z2 ~ N, 

· :i:3 'e N;'2b!Jd''(f~',í:i:~) E F(D), éntonces :i:4 \i! N, :i:5 E N. Como existen las flechas 

. (f19; ~~), (;i1,':i:'5)'.y'(l:is, :i:s) en D, entonces {:i:1a, z11, z1s} CZ N. Como {zo, :i:10} CZ N y 

existe{(;¡~·, zo), (f10, zu)} ~ F(D), entonces zu EN, z12 ~ N, como (z12, z13) E F(D), 

lo c~alimp!Íc~ ~ue :1:13 EN, z14 ~ N. Observamos que los vértices {:i:o, z1s} ~ N y sólo 

existe {(:i:¡4, z 0); (z'~4 , z1s)} ~ F(D), lo cual implica que z14 no es absorbido por N, por 

lo tanto est~ s~bcaso no es posible. 

Subcas~ (~.b)-Si i1~ E N, como 3 {(z10, :i:u), (zs, z10), (:i:2 1 z10), (z4, :i:10)} ~ F(D), en­
tonces {;¡'¡; :i:9;/x~,':í:ú.:Ci;',f.r, i:o~o (z11 , :i:12) E F(D), entonces z12 E N, Juego existe 

(z1~; :i:fa) e:.F(i>);';i~ ~ua:i"~uiere decir que Z¡3 't N, como (:1:13, Z¡4) E F(D), entonces 
:i:14 E:N,:i:1s 'iiv;yaque(z14,z1s) E F(D), como (:i:1s,:i:s) E F(D), entonces :i:5 EN, 

· por citi~;l~d~;~~t~ (xiL:i:6 ) E F(D), lo cual implica que za 't N, :i:1 EN, por último 
:-~ ' ,. ;; -. ' ... ~_;. r.;:4' ':\:~}'; '4J-2:Ji\1'i~.'d ,Y. . : . ¡: 
existe.(:i:1/z8):E7F(D), entonces zs ~ N, como za~ N y sólo existe (zs,za) E F(D), lo 
o" '::,;·'' ~.':; ;:.;;-:~-.. ~ -f; \, .. ~; ~ •.!~ - ,:.} '.e"-".:. ' · · 

cual quiere.dei:ir_que zs no es absorbido por N. 
~-~<' :l:\~.:;x:~~: ,.....i.:~:'.1J>'-:.. ... ," . 

Como los do~ casos no son posibles, entonces D no tiene núcleo 
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Parak.>· 2; Se8: D.u~a digráfica,(figuraA.2) con: . 
. ~ .. , ·:~ .. :.:, "-·:. ;~,;··· ~-:>···-.... _ :¡:>;:.•::,_:_·:·.' ~:~-:·. __ .. ! ~:-,:· :- . Z_ - . 

V(D) =. {:z:o, x¡; :z:2;· ;;:.i, :i:.s1c+2;·xs1c+3}, módulo Sk + 4 y 

. F(D) :i'{::_'.(:i•,~.¡f P~ .. ',!;?\~·,P:~r~ i '." {0, 1, 2,: .. , 8k + 2, Sk + 3}, módulo Sk +. 4 
, º•·'"\'•h•7c {;f:;--;(:Z:io+2;'.:i:41c+2..¡.,¡ó)'t''(~0:5 i :5 kfv' 10 E {0, 2k + 1, 4k + 2, 6k + 3} modulo Sk + 4 

;: ::0;~~~~rjM~É~~(i1~~~~~~~::;,:Ó) · 
el cual tiene las sigui~~t~s~cÜ~rcia1';·\,~; .. > 
(x;o+2;, :z:41c+2i-¡~); ·p~iiú::::{o:'•ik -f' 1,4k.+ 2, 6k + 3}, O :5 i :5 k 

~ <;':.: ·~:~:<~·-·\:;:r_·,~:~7-:·.=/:.:_:;.-~··\~:\1 ~~--·-.}:2:'.·:->~_, __ ·.-· ·;. :· -· · 
Para i=O Las éüerdas de l~ forma (:¡:10, X4k+2+io), son: 

·:~ ~·-·i{:~tl':'·;_:~:\,~'.-~/\·;:: ::t-~-- .;~\_ {._. 
• (:z:o, :z:4k:¡.2). 

,• (:z:~1c+i,:i:i~+3>' 
• (:z:41c+~' :i:i,;:~.s·:= <~4,.~2. :i:o) 

• (:i:~~~~;·;1~~~5) =· (:i:~,;+s, :z:21c+i) 
• • ·C ::·~: ,:< '' .·... ; • 

Para i=l l,as cÜerél~''~e lii. forilia:,(:z:; 0 +2 1 :z:41c+2+io), son: 
.· ·---~.-,. ·---.... -~/\< .-~-, <• 

Con die~~ cuerJii,·~r''}2~fu~ll,los siguientes ciclos dirigidos de longitud impar en D. 
' ,'·' . ··.:'. \:::> .· ;::~: ·; :··-.~.~r~~1-:·?::~~·;,::::t~\'.·~'..~:·.'.·~~'·.~:'.-::~;~~·~.~.~. ~ 'i :~· ;"'.' '. . ·. 

(~4k~i,j.;~;p;"1;~¡'~¡;~;¡~;¡'.2+¡o) 1 'rl O :5 i :5 k y 'rl io E {O, 2k + 1, 4k + 2, 6k + 3} 

Observamos que cabl~·:i~l~.~irl~;~odelongitud impar tiene al menos k cuerdas. 

Para i =O Lo~·~i~Í6t:i{~i:ifa~Jl(~~~~~+io1C 1 :z:;o) U (:z:¡o,:Z:4k+2+io)1 son: 

• El ciclo dirigido (:z:4k+2i C, :z:o) U (:z:o, :z:41c+2) 1 con las siguientes cuerdas: 

(:z:41c+2, :z:o), (:z:41<+41 :z:o), (:z:4k+61 :z:o), ... , (:z:41c+2+21c 1 :z:o), en general: 

(:z:41c+2+2;, :z:o) 'rl O :5 j :5 k 
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• El ciclc:i dirigido (:z:4í.+2:+(2k+l)> e, :Z:2k+1) u (:z:2k+1; Z4k+2+(2k+ii)1 con las cuerdas: 

(:z:ak+3; :Z:2k:.¡.1), (:z:ek.j.5, :z:2k+1)~ (:z:ek,+71 :i:2k+1), ... , (:Z:sk+3+2k1 :i:2k+i), en general: 
(:z:ek+3.j:2ji:i:2k~1)\IO $. j 5:_.k ,. ,, . 

• El eicl~ dirigldO (i41<+:i+.c41.+2)1:C;z4k+2) U(:i:4k+2• :i:4k+2+(4k+2¡)1 con las siguientes cuer­

das: 

(:z:sk+41 X4k+2), (:i:s1'+0 1 X41<+2), (:z:sk+s, Z41<+2); •.. , (:z:sk+4+21<, Z41<+2), en general: 
(:z:sk+4+2j1 X41<+2) l/Q 5:_ j 5:_ k ' , 

• El ciclo dirigido (:v.ík+2+cs~+;>{C,, :i:e~.¡'.~) U (;~k+si :i:41r+2+(s1r+3¡), con las siguientes cuer-

• 

das: : i';"" .. ,. 

(:z:~ok+s;:z:s;;+3)}(~~~J.$~.·;;~¡·+'~); (:z:1ok+9, Zsk+s1 ... , (:i:1ok+s+21<,ek+s ), en general: 

(:z:iol.+s~2:/\hfftLY'ó;,:5 ::{$;.~ · . 
/ - ., :,;:~/ ~'i~l'..:: '. 

<~~·-;~~ , ... 

-.· .. _.:::.>·:-.~-- . 

. El ciclo diilgidh (;;!4,.td:..'(s~¡~); :C;~sl<~~+;i) U (x~k+3+2i1 :Z:41c.¡.'2+(e1<.f.3¡) •,con las cuerdas: 
(:i101<+s+:íi;'f¡~~~),'\/o'g~]"~1/'.'u:·.···':~ ,,. ;,.," · ··•·· .. ,, '·· 
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Dlgr.í1le1 D, e1d.1 delo fmp.1rtlene .11 menosk cuerd.1s:. 

Figura A.2: 
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-º . : -. -

Por lo que podemos concluir qúe los.ciclos dirigidos de longitud impar son: 

(X4k+2+io1,C1 xi~+2i) u(:!!i~+2;; :Z:4~~~+io) 'V.O~(¡ ~;k;.v io E {0, 2k + 1, 4k + 2, 6k + 3} 
- ·- - .~;.:',,;:,;!~·i::-'.o .. ·¿;;·-~~:.~?;·J>:-~·-~6;:·I'.~.¡-~.'~~~~·~~-:;~!~'.~~r::;~!;·:; .... ;~ .. y;;.t~-- .... -. , • . 

cuya.~ cuerdas son: . : . · .. :. •· .• ··-,r::: >'·.:"e'···:··; •. ·::·-'::· .•· 
(x4k+2+io+2i• :z:;.)"v'O ~·< j $ .. k, \".i~e?{o;21c~:+

1

1'i'1~;t•2, 6k +3}. 
Con e~ta. const~úéclón;'. ver:fig"U~~·(Á~2j(6;b~;;:tf:ri'f6(q~~~.D. no tiene núcleo. 

' - · . . ';' - • .• -,r, ·.> :_:~':,,,e·'; -. :·., - ··e;·.·< ·.:·o·'~if~'l._~~:W!'1~1J~~.5tf{;,±~~~"'i4\.~·.:~'· -+:.,: ¡'-.9,'-" • 
Supongamos que D tiene nucleo: SetCN·ellnúcleo:.de,D.:.,,·:":\·,>,>:: 

-·-·. -~ · . . _ _ ·. :~~ . _ .- <;: -·-~·_-:;·:_ -: fi:•~- ·,}\L~~;-}~~'.i:<~, ·;_\t_:;,~~~~}1~--~,:·~:~~}'.-~':·;_~~- ~.:_'..·: .. ::_ ." 
Caso (1): Si :z:o E N, .entonces :z:4'¡,'.¡.2+2j · ft 0'N1'\V,;O';$;th''5. ·~k; ·isk-:{i{:'ft N y :z:¡ ft N, esto es 

, : . _ .· .... '. J''·~ : -i:.•::..:'i·.,.;:·o;.\ ... ·:· ,.f·. ,._,,_ .. - -::0;,_· '-~ ·:·''". · .. · "':. • 

porque existen las flechas (~4k+2t~;;·x1~):;.(~.~lci,~· •. ~§,~;(#i;',~iL~fi,'1J• cómo N es independiente 
y absorbente, entonces :Z:41<.f.s+2i •e N, ''para':O/:'.:; '.if:=;: k;~i1;:.éÓ!110. (:z:1 1 :z:2) E F(D), entonces 

x2 e N, como x1 rt N: y exi~t~J~i·f~).i~::~tg~2L!e)~i~},T~Il~~'.que xa ~ N, :z:4 e N, luego 
tenemos una trayectoria (:z:4 1_:z:5¡ xa;:·. ;-¡ :z:2,;]':z:2ii+i)i~:D;'i_entonces :z:21+i ~ N, para 2 $ i $ k 

- .-·. • ·••• · ·< {r: ·:·:, ,,-_ ~'-·::, -~ . .:-:-;\ "\-~1:-~ -·~,, ~r-·:' : ~f-~1- ···'1-~~_t:,_._.~<:/.~'·.1;;,";;.:.'.· r. :_-,: · ,.,. 
y :z:2; EN, para 3 $ i::;; k 1'corrio·:z:;ú,'+1i;~,'JY.y{(~:ii<:t'1'T~e/,'.:¡:3) E F(D), entonces existen dos 

subcasos: .·., ....••... ·,•.~:;,, •. ~·, ·~")-· •. ······,;~·\~·~··,,~:~m2J~t!~t~1r·····,~~~~;¡:;;;:< .. ·. 
Subcaso (La):S1::z:i;k'+a•ft._N;\1:omo··:_3'¡{(:z:;f¡;+i .. +s)i(:z:41<+1 1 :Z:41<+2)} ~ F(D), entonces 

:z:4,;·~1 :e:'J\r,.y~~)/}~l'#¡"~~ciri{;>\-~ff(~.~~~y~·:;~~m~~fff;'í~~,.¡3)} en D, lo cual implica que 
·,º -~ -:>'. :· ".\'' ··-·: -··:.~ ·-:_'.·•:;;~.,,,,; ;,~-~)·~'->.-·7i.. -J:-;:'1,:' .,;;/.-·\>·:' .~-(;~·;. ~:'."·r:_;,· ;:i·;·,~::~~~.,,~~ '\.it;.Jb;.~~-:;:,¡._4; ~;,.,·.-\·,:- . , 

, :z:4J<:.; e: E 'z:W ¡; I,uego ·:tenemos ·;una':trayector1a .. ( :z:21<f.2"' :z:2k+a·; :z:2,.,¡:4, .•. , :z:4¡,_ ¡) ~ D, en-

··· . ,~~~l~l~4f '~1f~~¡~~~ii~~~~~~~~~~~:;~[iM~E~F ,::; 
Subcaso (Lb)::Si,ii:si.+a;E Ni corrio'3 (:z:si..t3,:z:6;;',¡,~)i-E F(D), entonces :z:s1<+4 ft N, por 

,,,.··. ··.·::-,;·· ... ::.'·.'-'·.·-,_:(;·,.-;.:.'·· .. . ··.: .\... .. ,-.~~-.... ;_. -~ .. ·' .· ... ·. ·'·· 
ser N:absor.ben~e, ~ai.'f,5 E J'V, cqmo .. '(:z:ai.+& 1 :Z:a1<+e) E F(D), entonces :z:s¡,+s ft N y 

. :z:sl<+1 ,E N;·TerielTios uria\ray~ctdria:'c(z·~~+1; :z:ei.+s, :z:s1<+91 ... , xsk, :z:sk+1 1 :z:sk+2) en D, 
entorlcés ;~k~;;:i .Ní'Pa;á4:=;./::; k + 1, y :z:s1<+2i+1 EN, para 4 $ i $ k. Como 

{xsk'.¡.21 xsÍ..j,a}: ~ N,y sÓlo e~iste (:z:sk+2i :z:sk+s) E F(D), lo cual implica que :z:sk+2 no es 

absorbido 'p0

8r 1 • pdr lo tant8 este subcaso no es posible. 

Caso (2): Si :i:'b~~~:~iYi~'!;~io N es absorbente, es decir, para :z: ~ N, 3 :z:N - flecha en D, 

implica que :z:4¿+2~~,Nó.;4,;+2 e N. 

Sub caso ¡-~.~~·:::;§i:~4k+2 ~ N, enton~es :z:1 E N, como (:z:11 x2) E F(D), entonces :z:2 ~ N, 

:z:aE N/c6ri~i(~a, :z:4) E F(D), entonces :z:4 ft N, x5 E N, luego.tenemos una trayecto­

ria (:z:s;~e;'.·.');:~;,._¡, :z:2i., :z:21<+1) ~ D, entonces x2; ~ N, para 3 $ i $ k, :z:2;+1 EN, 

para 3 $ i:5)', como existe {(:z:2k+1 1 x21<+2) 1(:z:21<+1.zs1<+a)} ~ F(D), implica que 

{:z:21,+21':z:s~+~} ~ N, como {zo,:z:4k+2} ~ N y 3 (:z:4k+2 1 :z:41<+s) E F(D), entonces 

·· ... ?J4k.fa·e~N Y :Z:4k+4 ft N, luego tenemos una trayectoria de (x41<+4• :Z:4k+s1 ... , :Z:6k+2) 
'._ lj J - -'" . ·-· 
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en .[), entonces Z4k+:ii+1 E N; Y' 2 :5 i :5 k Y'Z4/i+2i rt N, V 2 :5 i :5 k +L Obtenemos 
que {:i:s¡,+a, :i:s¡,+2,.zo}: rt · N y 'sólo~existe;{(zsk~Ú:i:51c+a), (zs1c'+2i :i:o)L~ '.F(D),'ló 
cual qúiere dedi Clu'e iz:~k+:i no es absorbiclo p~r iv;'po~ · 1o' tantO é~te subciJ;o no es 
posfble:;,. ''''.:';\;::·>:H':.2·' .. ~',<}'":.,•·''/c.:,,·::· :¡. :· •••• ••·\'.' ··.· \'.:·:;;,,;·,:·.:>.\~:.,.,; 

Subcaso. (2.b}:0 Si,x41c+2.E/!{'3 {(:i:4~+2;a:;u.·+~),(:c4ic+1, iz:41c+2), (z21 1 z4i.+2)}¡~ f,(D), 

:.~~~~~;~~lf ~:¡~:~~Jf ;f !t;f,~ú~i~f.~,;;~~~;~~f~~;~~i 
V 3 :5 i :5 k-f-1 Y.Z4k+2i+d(j\T;Y3.::=; i :5 k+l;como (z6k+ai~2k;:iJE F(1J), lo cual 
i mplic~ que .:;;2;;;;:1 E. N' z2ic~~ ·. ~."dt coi'no 'N ¿~· lndep~~cli~iíte y¡ ~b~o~b~nte, i~plica 
> · < · . '':. - , .' .. ·' ·, : -:·. :(.:- · _:>. ;·:;.'(;'i >.· ·'.".:.~~,.:;¡ . .,_:::-;.:., ... ~·~¿;0-1: .. :;:-- .¡:¡~_-·;.~:,.:• · .. ',_:r:·:-~,>- . ':· __ \·.·. _, "·''·, ,' : 

que :i:2k+a e N ;por últmo tenemos la trayec'toria (:i:iu,+3, ~2k+4;; .. , :i:4k, :i:4k+i) en D, 

.. ~::J~t~~i1!~J~~t·~~~¡,~~~1,Él~1>!~~c~ri~~~~:.::~~~::: 
. . . ,. .'.:'.\ :i'.:: X•', .;·, }'..:· ;t;1.r':t~¡~:ü:,,·~f1\';f,J,;:~~ ;; .e• 

Podemos'.coriduir:que si:z0;:e::,JV/éntoriées·r:i:;¡;;·+2',•rt,N; :i:2k+i rt N, :i:ak+a ~ N como 

::::::11:~1~~~¡ig~~~~~~{~~.~~~f~$~t'~;;1k ~ N, '"+' ~ N Y 

'Como zií.~'.JV. y{x4,,;+2::rt lV; entonces: Z2ic rt N, por lo tanto Z2k rt, N, Z2k+l rt N y 
x4"+~· ~ · ij,1ci¡~u~l1nó5~5:'ií~~ii;1~;1•i/f' 'H :':-' ' •r.. ' :. • · 

. . D no tiene núcleo. 

Tomando en cuenta el siguiente teorema de Galeana-Sánchez y V. Neumann-Lara (12]: 

Teol'ema.No. A.3 (Galeana-Sánchez y V. Neumann-Lara [12)}. Sea H una digráfica, la 

cual no, es un ciclo dirigido de longitud impar y T C V(H), tal que cada u E T esta a lo más en un 

ciclo dirlgi<Jo d~ longitud impar de H, entonces H es una digráfica núcleo perfecta {:} H-: T es una 

digrdfica nd~I~~ perfecta . . ,. -L; '·, . . 
'.: 
·; 

Podemos.probar un resultado que relaciona las digráficas núcleo imperfectas críticas, digráficas 

núcleo ~e~f~ct.iisy la digráfica del teorema (A.2), el cual lo enunciamos en el siguiente teorema. 
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Tom•ema No. AA. Sea D una digráfica, que no tiene núcleo, tal que todo ciclo dirigido de longitud 
impar tiene al menos k cuerdas, con k 2: 2, k EN .. 

t. Sia Ía dig~áfica D, le ¿uÍta;;;os l~ cuerda (xo, x1) E F(D), obtenemos una digráfica D-(xo, x1) 1 

la cual es niícleo perfecta. 

2. . La. digrájica p. t;s ~ui:le,~ iP,perfecta crítica. 
. ..: ';.}·: ~-.-: ::··-~;~'. :~· 0.~ _-.'._1 . :i: ~ 

Demostración:.··· : > ••..• ,, i;,:;.L{:; : < · .. 

Sea D, lá .. digráfi~a sin·iiúcleo;'C un ciclo dirigido de longitud impar en D que tiene k cuerdas, 

con k 2:?.Y(~~'.~:ú.~.i!~(:fh~~~.;¡'¡F 1 . 

1.- F'or demostrar ·que D ".": _(xc¡, :z:1) es núcleo perfecta. 
- -. '. . .. ~_ :- -~?·-·' - '' 

Caso (1): Si k'~ 2,;erit~ri~~~ 'i:J ~sta formada de la siguiente manera: 

para i = {0, 1, 2, ... , 18, 19} m?dulo 20 

V O~ i ~ 2 y Vio=;= {O, 5, 10, 15}módulo 20 

'·· ~~ú:;;;J;<\>.:~;:::;,·;1~,:;:~":; ,_;;,,:;: :n. ~~-~-: ~'i ""¡ }-."~ •• ~ • ,,. • 

Sea H = 1J' .:_: (i'07i'_~) üna'digráfica:;· figurá;(i(A:3), la cua)'n_o es sólo un ciclo dirigido de 

longitud impar.. · ..• · .}. ¡,·:"; U;;;· ''.\'/ _: .. •. . ·.. ' 

V(H) =·V(.l));~QfJ.kf~/!,(~?.,i'.&~.~.':1).~ 
Tomemos el c~~jtin't~ 7j ~'.{~ E V{H) 1 u esta a lo T11ás en un ciclo dirigido de longitud impar} 

.,.,_·,,::"/:.";,·;.¡_;;·" ;;:_-·· 

T == {io,·~.·Ú __ .. x .• '·k .. ·;_·:z: .• ~ª.'.'!~#~:· _; ··· 
. ,"_ ... :-,_:1·' - -, 

=:,~~i~~~~·~t~r~::::'·, 
F(Hi) ::;=., F'_(J!) 7i.{(x;,':z:í+1), (x2;, :z:10), (:z:10+2m1 :z:o)} 
co~.i = u',2;3;4}';·.:¡;{1, 2};;m = {0, 1, 2,} 
,. ·. ~: ,,, .',1 >~,~::/H.< ·-;:':.'f:.· ;;;.~:.L~-:;:~·;·<~, :.-;/'._:~?·; ,·i .:": ;;_ ·:~;::~. · !:~. ::·.~ ·; 

Tomemos T1«::;;'{u·eil/(H1 1 Ü esta:a'lo más en un ciclo dirigido de longitud impar} 

:::: {i9,i~}'.; 
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Sea H2 =;: H1 -T1 1 figura (AA), donde 
. . . 

V(H2) =y.(E,;1),~.T1Y:}r,,;,,"·'i.· · 
F(H2) ==-F(H,i) t-{(~11;,xis), (:i:1s, :1:19), (:1:19, :1:5)} 

y T2 = {u E ~(J2•t~'~·;{~ d'1o~ás en unciclodirigÚ~ de longitud impar}= {17, 16}. 
Sea -¡)~~='ff if f~j;?';'WE~'.(~; . -• . •·· ·... ·. 

vcn3)=v(ii2Y:2:7{Y .. ,,. ·.:··. ·•.· .. · ·· · .. , 
F(Ha) ·~ F(H~) ·_:_:{(:Í:1~". :i:1~). (:Í:1a, :i:11); (z11, z5)}. 
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. ~-. •' ,· .. ,::~".-\(.'.; ., :< -,,,.,:.Jo-~;<".-.' __ , .. , ·-~_:;_<·: r.';::.' .. ·_).·". :.: ' 
Observamos qüe H3, figura (A:4), tiene'núéieo. Sea l'f3 = {:i:1~, :i:13i'iu, :i:s, :i:a} el núcleo. 

Por demostrar q~~X~'.J\f~~1~~,·~~~{[~ .• ·::· ·7·~(:··~:. \; > .. ••, . ·. . 
Tomemos :1:15 ·e Na,·é:omo'existen (:i:;,:i:15).E.F(Ha);o·:con i = {14,5,7,9}, entonces 

. .:·· . . · .·.:.,-,_'-'"-:~_·/(.:~·:-'.:y•':"72:.-~,--~~-·'·.'.::·,,: ... , ··-. ;,'," :..;· >'---1'"·-.. :.· ·_ 
{x14 1 X5 1 ~1, :i:g}~.Ns,flos v~rtkes-{:i:ia;':i:a, :i:s} E N3, existe la flecha (:1:12 1 :i:1s) E F(Ha), por 
lo cual :i:i2 ~Ns: pero ~'ú,e}y;·;'.c.6~o·e~i~te,(z1ci,z11) e·~·F(H~), entonces :i:10 rt Ns, por lo 
tanto el conjunto Ns,es,füci~~¡J~i~~te. . . · · . · .. · · · . 

·>,,.-

Por demostrar• que']Va es. abs¿~bente. 
'". ·-. ' " ·:\· ·.·. . . ' .. 

Sabiendo que V(Ha)- Na= {:1:14, :i:g, :1:7, :1:5 1 :i:12 1 :i:io}. Para :i: E V(Hs) - Na, tenemos las 

siguientes fl~c,has:, (:Í:12¡~~a)/(~10 1 :z:u), (:i:1,~15), co~ i ~ {9, 7, 5, 14}, es decir 3 :i:Na - flecha 

en Hs .• por lo. tanto N3 es absorbente, 

:•.,Ns es núcleo en Ha. 

Es fácil ver que todas las ~ubdigráficas de Ha tienen núcleo. 
' ~ , . -

, '·. >: ___ ._,_,.;;".~·"·, :".;::~ :.·-·e· --· 
Como,cumple,l~j1ip'6tesis del .teorema (A.3), entonces H2 es núcleo perfecta, sabiendo que 

H2 = H1-:-T1i cC>n Ti.; {u E V(H1) 1 u esta a lo más en un ciclo de longitud impar}, por el 
teorema (A.á), impllc~,que H 1 es núcleo perfecta, pero H 1 = H -T, donde T = {O, 1, 2, 3, 4}, 

es decir, cÚnlpl~las iii~6t~si~··del teorema de Galeana-Neumann, ver teorema (A.3), por lo cual 

Hes núcleo p~rfe~t~: donde H = D - (:i:o, :i:1), el núcleo de H es: 

N = {~~. xs, :z:s, :i:1, :1:9, :i:u, :i:1a, :i:1s, :i:1s} 

:. D - (:i:o, :i:1) es núcleo perfecta. 
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/ 

I 

' \ 
\ 

/ 

/ 

/ 

Dlg1áfiC1 D-(Xa,Xt)'H, l.1 cu.11 hn• 4 ddo lmpo1nH. 

\ 

......... 
~- .................. _.~.~ 

Ciclos impues: 

- • • (x19.X,0X.•Xr •X.X.0><1a0><noXtz.X.:1•><1 •• x. • .x, •. ioc,,.x •• ioc,,) 
- - • (>ta,><ta•><u,Xa-><,3.x,..ioc, .. ><11.X.1•><t••Xi• ,Xa) 
--....... ~ C><n°Xit•X.•Xr •X.X.0><1a0><, t•><tz.X.:1°><1 •·Xi•.Xt••><,1) 
- - - - _..,. (><1••X.•X.•Xr•X.X.0><1a0><,1°><t2.X.:1°><w><t9' 

Figura A.3: 

l . 
I 

J 
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Digr.ífica H=D -(xa.x.) 
Xa 

Figura A.4: 
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H3 tiene núdeo y sus subdlgr.ítcu inducidas: 
t•mbién tienen núdeo 

1 

Not•ción: e es el núcleo 

TESiB r,n~r 
FALLA DE u.rüGEN 
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Caso {2): Si k > 2. Sea D. una digráfica {figura A.2) con: 

'l',¡ := {u e)((Ii)) i .ii ~#~ ~ ló.'Tiiás en un ciclo dirigido de longitud impar}, por lo que 
·.·'.J • • j"I '..'', ·'~'.~:'.;.::. ·s:).~~~':~{~,~~(;·:/07~~~/~:~·(.it~:·:'_J;: .; '·'.: • '_,:: • .· • ', 
.TJ = {isic+~+~f,'xsi.+?:f;:ii}! do.nde o :5 i :5 k - a 

. ":hüWt1,~·~~4~~·:d~~~:X':-'': 
Sea HJ+Í ~HJ. ~ TJ, dónde. 

V(H;+d =Y(HJ) ,-TN_Y.> 
· F(H ú1) :d F(Jf J) -: {(xs~+&+2Í, X6k+6+~;), (x6k+6+2i, X6Jc+7+2i), (xs1c+s+2;, x21c+1)} 
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\ 

Ciclo(' 
lmpJ 

I 
I 

I 
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'\. 
\, 

' ' 

, 
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117 

Digrá1ie1 O, e1do1 ciolo impo11tiene o1I menos 2 ouerdolS • 

.,, ,, ., .,. 

' ' ... ........ _ 
------- ---

Figura A.5: 

• 

, , ., 
~ - .,,. ., 

X211-1 

' ' X2~'' 

, ., 

/ 
~ , 

' \ 
\ 
1 

' ' ' ' I 

' I 

TESIS r,n~r 

FALLA DE UhluEN 
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Ciclo 
Impar 

#' 
• Ciclo 

i 

\ 

.... 

' 

. ., 

. 
' 

' ' 
'-

-
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. , 

-. ~ .... ___ ..... --~·-- .-

Figura A.6: 

TESlS rioN l 
'í'\.. . ·1G'l1N FALLA ·1 ;f¡' ~\L 1!I \ 

, 
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Como, D<7'.'".'(xo,x1), es una digráfica finita, entonces en un momento se terminan los ciclos 

dirigidos.de longitud impár, elpenlíltimo ciclo dirigido de longitud impar que existe es: •.. ··.· ' ) .. {> .. ·.· 
(xsk+5X.2k+l 1 X2k+2•, :z:2ic+aí: .. 'X6k+31 X6k+41 X6k+5) 

TJ+I =::: {u E l/(H~+1 ),lti esta a lÓ más en un ciclo dirigido de longitud impar}, es decir, 

TJ+1 = {x~lc.¡..¡;·:i:ak".i:s}. 

Sea HJ+2 ~ H.1+1 l~·'.f.ii~+a;;~dé · 
V(HJ+2) = V(H.l.¡.1):.~ ~N\Í""y 
F(HJ+2) = F(H.1~1) e: {(:Csk~a, :i:sk+4), (:i:sk+41 X61<+5)1 (:i:si.+51 :z:2k+1)} ~· . 

" 
Observamos qri:e•·HJ+i:ií~ñ·~~~~;~í~6'. flgura (A.7). · .·, 

To~~mos :z:51<+a E ,NJ~2, ~~mo existen {(:i:sk+2, :z:51<+3), (:z:21<+2;+1i :i:sk+s) · E F(H J+1), 

V O$ j $ k; entone.es {~si.+1:1 :z::ilc+iút1Y~lvJ+2 y1os vértices {:i:2k+2j+2E NJ+2 1con.o'::; j $ k-1, 
por otro lado existe la flechá?(iisk;.:z:al<~1) E.NJ+2, porl~ que .i~¡; ~ NJ.f:2 1.pero :1:61<-1 E NJ+21 
como existe .(:i:ek-2,.:i: 6~-i).··.E'~(II.i{.;j·;~eiit6~-~~s·'i~k~{~ N/:;.2 ,~n g~n~~~l.eld~ten las siguientes 

:~hr; ~·;·~~+;·:.:111~,!;l,f~f~f t~r~~~ii~~11~,~\~·f ~~~~1!;~::. ·::::.~~d~~~· 
NJ+2 = {:z:ai<.f.a; :z:2;;+·2:;:¡.2;:z:4;.+3:j.iz;}N .• O'$f:'5·k ~.1; vo;.$}'$'k;..;3'' 

; l i :~~~'<":~;~· ~~¡~:~·.:¡~)~ ", ;>~~:y ~ . . ~ ... ··_,.~~~~~;~;-- ~;.~,' :··( ·' .. 
Por demostrar que ,NJ+~.:e~s.a,J)~orb~nt.e,.:o,,,.:;:.'.~: \ ..• .'..»:;;,,'!/ 

- '". ; "/'-:::y~ J·«, '1.i-t:'-:;;1ft ; -~~~~~;:~\ ·~,, >: t"\'' .. -~ 
• Para :Z:2k+2i+,LE V(Ih1;2) - NJ+:i·, ~O $.i '$ k, tene~os,:·(:i:2k+2i+1 1 :i:sk+a) E F(HJ+2), con 

º·. ~··.i ,~ .. ·k;,~~:~r~:~:#r:~::'Jt~t~; ~~~,~~~~~~~~:;~,t~t~f !1;~~·;2''~ .}le~h~ éri 'j¡J +2: 

• Pa.ra'x41<+~,t.'2ie''1(}[J+2H;.;#.i.t:'~;:y;;Cl :'5'i $~k; elcisten .(:i:4k+2+211 Z<tk+3+2i) E F(HJ+2), con 
:· ··.- '. ·.· '. -. - . '.;'•~ . 'u~~ '- ':''~-~:- '. ') . .¿~ ·_; ~·-,_~?-:-:, ( ·--~-- '.r, / ¡.i.: .. ::';:;- :·.'' '.··:: .,,'.'":: -'~ .. ---~-.:. - : - . '. ·> 

o $i $ kj'..como.x.4'k'+a+21~E~,N..i:¡:2;•;v',,:Oj$,i'$.k; entonces existe :z:4k+2+21NJ+2 - flecha en 

HJ+2. par ¡¿/t~nt6J.lJ+2~s a~sc,'f~~~:~;.:;:.'':c:', .••·• ·. 

: •:'\'.,~Jj~~e;nú~leo en HJ+2· 

Es fácil,\.er ·~~~ todas las s~bdiif1~~~,.~~j¿+2 tienen núcleo. 
-' ;. ' . ' . ' - . '. - ! - ... ; ;•·.-~;, ;..;1;: - :~. ~ .... ,,,.-. «·! 

- - -. . ~- " 

Por 16 tantO,'HJ+i .:.:_ TJ+1 = HJ+2 es núcleo perfecta. 

Como cumple las hipótesis 'del 'teorema (A.3), entonces H J+1 es núcleo perfecta, sabiendo que 

HJ+1 = HJ -TJ, con TJ ={u E V(HJ) 1 u esta a lo más en un ciclo dirigido de longitud impar}, 

por el teorema (A.3), implica que H J es núcleo perfecta, continuando con este proceso obtenemos 

.:1. 
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. '_ - 2=:_ ~ 

un digráfica H1 =>H-T,.núcleo perfecta, donde.T = {:z:o,i1,:z:2 1 ••• ,:z:,,~i+li···•:z:2k-1,:z:2k} y 

cada u E T esta a lo 'más en un ciclo dirigido de Jongitud impar en H, por el teorema (A.3) de 

Galeana-Neumann; implica qi:ie H es núcleo perfecta, donde H = D - (:z:0, :z:1). 

:. D - (:z:o, :z:1) es núcleo perfecta. 

Notación: • es el núcleo 

Figura A.7: 

2- Por demostrar que D es núcleo imperfecta crítica. 

• Ciclo 
imp.;u 

Sabemos que la digráfica D-(:z:o, :z:1) e D y que todas las subdigráficas inducidas de D-(:z:o, :i:1), 

cstan en la digráfica D, como las subdigráficas inducidas de D - (:z:o, :z:¡) tienen núcleo, entonces las 

sub<ligáficas inducidas propias de D, (no ella misma) tienen núcleo, pero D no tiene núcleo, por lo 

tanto la <ligráfica D, del contraejemplo, ver· teorema (A.2), es núcleo imperfecta crítica 

:. Des núcleo imperfecta crítica. • 

TESIS COW 
FALLA DE OHIGEN , 



Conclusiones 

Después de analizar ciertas orientaciones de las gráficas de paridad, de líneas y algunas opera­

ciones, como es la duplicación de un vértice y la suma de gráficas, que cumplen ciertas condiciones los 

ciclos de longitud impar, de modo que implique la existencia de núcleo, podemos conluir lo siguiente: 

l. Si orientamos a una gráfica de paridad, de tal manera que cada ciclo dirigido de longitud tres 

tenga dos flechas simétricas, entonces se afirma que cada ciclo de longitud impar tiene dos 

polos consecutivos o dos cuerdas cruzadas triangulares. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

Las gráficas de paridad son M-solubles. 

Una orientación D de una gráfica de líneas es núcleo perfecta, si y sólo si, Des una orientación 

admlsible'.y todo ciclo dirigido de longitud impar tiene una cuerda. 

Sila,:~~ió{de 'dos gráficas subyacentes de digráficas núcleo perfectas, le damos una orientación 

M~~diÜi~lbl~, ~ntonces la unión es núcleo perfecta. 
~ >;:- ~:,: ,~·: : -

Si la'.dU:pÍica,Ji6nadyacente de una gráfica soluble, le damos la orientación admisible, entonces 
did1~'digétí.fi~~~,:tie~e, núcleo. 

L~ cÍ~~li~~~i~~-~g:Ji~cente de una gráfica soluble es soluble. 
e ,- <·:::< :~:~~:.;-;·;S'<::: .. <s: ~~:.~·:· 

Fiíialin,ellie .;A~:l~,digráficas en general, la condición de que cada ciclo dirigido de longitud 

impa~:ÍÍ:;;n~:d~~:·¿¡iei<l~ ~o es suficiente para que poseen núcleo, el contraejemplo lo mostro 

G áleami~Sánchei [9]; 
, .: __ ·._.-·:'.:. :. . . 

El resultadá d~l in~iso (6) fue probado por E. Boros y V. Gurvich [8], utilizando herramientas 

de teoría dejuegos, en este trabajo lo demostramos sólo usando teoría de gráficas. 
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Finalmente la-importancia de la solubilidad, la podemos ilustrar con la. conjetura de Berge 

y Duchet, la. ~ual ,hace',un_enlace entre núcleo y gráficas perfectas. Dicha conjetura dice: " Una 
gráfica es perfcta; 'si y sólo si, es soluble. Una parte de la conjetura la demostrarón E. Boros 

y V, Gurvich [BJ us~~do teoría. de juegos, la. cual Ja. mencionamos en el siguiente teorema: " Toda 

gráfica perfe~ta' ~~ soluble, por lo que podemos ha.cernos esta pregunta ¿Dicho resulta.do se puede 

demostrar coll _teoría de gráficas?, la pregunta queda abierta.. 



Bibliografía 

[l] C. Berge. Grnphs and Hipergrahs. North-Holland, New York, 1973. Chapter 14. 

(2) M. Burlet and J. P. Uhry. On Parily Gra~hs,'~oÍ~~~ h'or A'rin. Discrete Mathematics. North­
Holland, Amsterdam, 1984. 253...:.277} , , ' . .. . 

(3) P. Duchet C. Berge. Séminai~ ,Jsif.::f.~~l~ 1 i.Í~J~~/üis3. 
. . ··. :;. ·.· :- '/'.:~:~)~~~:~~·<.:~~;,~¡~~·,~/~:;;1?:~~;:~.~~~~~,.\\.~,<- _,' ~ .. 

(4) C. Champtier. Kernel in sorné oriéntations ófC:ompáratibility graphs. Joumal o/ Combinatoria! 

theory, Serie B, ( 47), .· ~ 9~~9{~'.~f ;~-.i~!,~::,~~;~.~Jf &'f ±i~til~\·~;¡~]f n.c.,~'.:. 
(5) P. Duchet. Graphes noyá~-p~;fá.it;:fr{::'M)triiizá:'árid 1::0YR:~senberg 1 eds;. Combinatorics, (79). 

. . .-;-.~~\; :~ t~:~: i: :::;f :{:;:¡;,;; ;~~~:~~tt~~~z~~~i~~J:!J~-~-~-~D)~~~'.:~-~~f i:~><:~j~ :~~~, -,:- -~ -
(6) P. Duchet. Parity Graphs;are'.Kérnel:M~Solváble»/Joúrnal of Combinatoria! theory, Serie B, 

(43).1987. l~i~t~l:;~;:;)·~~;~,:~~i~Ji~;: . .~, , ... .,. 1J¡w:~:)t :;·.: 
(7) P. Duchet; A'Suffié:1ent,Cond1t1onfor a'D1grap 'to'be'Kernel~Perfect. Joumal o/ Graph Theory, 

11(1), Í9:8t}~}0~~~'.I0~ . ~ff,~;!f~~tt,f P~t~~\·~:ír', ··.·· 
(8) V. Gurvich E;',Boros.''"' ct:graphs' aré cKernel-solvable. Discrete Mathematics, (159), 1996. 

·. [9] ::;-:~;~i~~~~s~~t~,¡~J~f !'~~~joture m Moyni~ on Komol-M~t GmpM. 
. D1screte Mat~~niat1c,s,'(41),¡l982,7105-107.;:'> ·. . . 

1io1 :i.~t~~~~~,~~f ~*iW~~~~-~~r~ K,,.," ••• "m'-k""'" º' ••smph,. D•"re'' 

[lÍ) J. I<raús~. D~~;~{~~fi;;ri'nou~en;:cl•;;ri tlieo~~me de whitney sur les reseaux. Mathematics, (50), 
1943.'.75~85.· ,·' ' . . . .. 

123 

--------·---·-··-.. 



124 

(12] 

[14] 

(15] 

[J 6] 

BIBLIOGRAFÍA 

J. Von Ncumann and O. Morgcnátern. Theory of. Games' and. Economic Behavior. Princeton 

Univcrsity Press, 1994. 

~;;~' ~~~~~:-Ct•~f .'¡~~·~¡;f~~;,:\F~':;:i ~:t do/ fo•tUuto do Malomau~., (2), 

D.R. Woodall',O.V:Borodiri;•·AW;~Kostochka:•~ .. On~·kernel-perfect orientations of line graphs. 

Disci·ct~'..~~th;~~~~~~~:t~}~~:~~t'.t~,~~J~i~~t~~}I}~j;i;~!'{r~;~i~f~{;//' .. • 
II. Whitncy> Cóngru'ent'.g'rilphs;and '.thé .conriectivity.;or graph .. Joumal of Mathematics, (53), 

103 2; i ~0-1 a~,{f i !.'. [f ~:::.\:i;;;:.);~.·;.;§%i;~::.,··!;1., .•. ~sic(}~l,;.;¡i;,; :~p'.;s. [!1r .,:.• 
N. Y. Withoff:.A•modification·of the game of·Nim. :Nieuw Arch, voor Wiskunde, (7), 1907. 
foó~20:(' ,, •;/< •:.:;·· :.::;:·,_:•,•;t•,]\ ·::;.::é: •..... ,,,;, .. ,,, ...•• ;,;.\'.\;'\>; .; :' 


	Portada
	Índice General
	Introducción
	Resultados Elementales
	Capítulo 1. Gráficas de Paridad
	Capítulo 2. Orientaciones en Gráficas de Líneas
	Capítulo 3. Operaciones
	Apéndices
	Conclusiones
	Bibliografía



