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Introducción 

En muchas de las áreas de investigación del conocimiento humano nos en
contramos con fenóm;nos repetitivos o cíclicos que dependen de cierta condición 
o condiciones que llamamos parámetros y que, al cambiar algunos de ellos se 
tiene una forma distinta del fenómeno estudiado. Este comportamiento puede 
ser modelado matemáticamente mediante el análisis de los sistemas dinámicos, 
es por eso la importancia de estudiar la teoría de sistemas dinámicos. 

Los sistemas dinámicos que nos interesan son aquellos que presentan oscila
ciones autosostenidas (osciladores autónomos) siendo estos comunes en la natu
raleza, en economía y ciencias sociales. Entre estos encontramos los que tienden 
asintóticamente a algún tipo de equilibrio, los que presentan oscilaciones (os
cilaciones llamadas por Baltazar van der Poi de relajación} y los más o menos 
impredecibles, entre los que se encuentran los llamados sistemas caóticos. 

La modelación de las dinámicas oscilatorias ha sido un reto desde los inicios 
del desarrollo del cálculo diferencial y el análisis matemático, por la gama de 
comportamientos que se observan en estos sistemas, que es muy grande. Esta es 
la razón por la que, para muchos sistemas importantes, todavía no sea posible 
tener modelos científicamente satisfactorios ya que mucha de la modelación que 
se ha estudiado ocurre en escenarios muy simplificados -modelos lineales, por 
ejemplo-, o su aplicabilidad está restringida a casos muy especiales. 

En la modelación de las oscilaciones, esencialmente se presentan dos proble
mas: por un lado, modelar sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas, 
y por el otro determinar lo que sucede cuando estos sistemas son sometidos a 
perturbaciones o estimulaciones (forzamientos). Por ejemplo, si un sistema os
cilatorio recibe un estímulo periódico, resulta de interés determinar condiciones 
para que la respuesta del sistema esté sincronizada con el estímulo. Desde el 
punto de vista del análisis matemático, los problemas que se presentan son com
plicados, pues los modelos que son satisfactorios para las aplicaciones, suelen ser 
no lineales y de dimensión mayor que uno. 

Los mapeos de disparo sobre el círculo surgen naturalmente en el forzamiento 
de osciladores periódicos. Suponemos ·que el período del forzamiento es igual a_ 
uno y que el oscilador forzado tiene algunos eventos identificables o disparos. 
Cada uno de los tiempos de disparo pueden ser asociados con una fase del 
forzamiento del oscilador. Si el tiempo de cada disparo es dependiente solo del 
tiempo del disparo inmediato (i.e. ti = f(t;- 1 )), entonces f es un mapeo del 
círculo. 

El estudio de los mapeos de disparo sobre el círculo se deben a Vladimir 
Igorevich Arnold, él introduce la familia de mapeos Fa,b(x) = x+a,+bsen(27rx) 
módulo uno, definida sobre el círculo unitario. En el primer capítulo presentamos 
un modelo de la "neurona mecánica"el cual tiene como mapeo de disparo a la 
familia de Arnold. Esta familia exhibe biestabilidad, es decir para ciertos valores 
de los parámetrns a y b si se perturban las condiciones iniciales, el sistema 
puede saltar de una forma de sincronización a otra, conocer a priori el grado 
máximo de multicstabilidad en general es un problema abierto, todavía no se 
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conocen condiciones para resolver el problema totalmente, pero para mapeos 
de la cfrcunfcrencia que cumplan que su levantamiento real sea analítico si es 
posible conocer a priori el grado máximo de multiestabilidacl. 

Así, en el presente trabajo estudiaremos las condiciones para conocer la cota 
máxima del número de multiestabilidad para familias de mapeos ele la círcun
fcrencia. Para· esto, se presenta en el capítulo 2 las principales herramientas 
teóricas para estudiar la dinámica de los mapeo en la circunferencia en si mis
ma, en el capítulo 3 presentamos conceptos básicos de la dinámica holomorfa que 
se basan principalmente en los trabajos de Pierre Fatou, Gaston Julia y Benoit 
Mandelbrot, tales como el conjunto de Fatou, Julia y Mandelbrot y algunas de 
sus propiedades básicas. 

En el capítulo 4 exponemos las condiciones mínimas· para poder calcular la 
cota máxima de multiestabilidad para ello usamos el teorema de· Fatou-J ulia 
(74) que dice que, dado un mapeo f, entonces la cuenca de atracción inmediata 
de cualquier punto fijo atractor z de F contiene al menos. un punto crítico. 
Por lo tanto el número de puntos críticos es una cota 'máxima al número de 
multiestabilidad en la familia. · · .. ·.· · . ,:_ ..... 

Esto quiere decir que en la familia compleja Fa1 ,);~ ... (.z). (d~nde ai:, .,., am E 
<C son parámetros de la familia y z E <C) existen valores de. parámetros en 
los que coexisten condiciones iniciales que tienen como cota máxima de mul
tiestabilidad al número de puntos singulares de la familia. Con ésta informa
ción podemos determinar si la familia mapeos en la circunferencia f a 1 , ... ,a.., (x) 
(donde a 1 , ... , am E lR son parámetros de la familia y x E S 1 ) existen valores de 
los parámetros en los que coexisten condiciones iniciales que tienen como ~ota 
máxima de multiestabilidad al número de puntos singulares de la familia. 

En la sección (4.4.1) calcularemos que el número de puntos singulares es dos 
para la familia real de Arnold y mediante el diagrama de lenguas de Arnold 
se vera que el grado de multiestabilidad es dos en la circunferencia, ver figura 
(26), así también que la familia complejificada tiene multiest~bÚidad igual ·a 
dos, ver figura (30). También exhibiremos un mapeo tetraestable en. la sección· 
(4.4.2) proveniente de la familia Fa,b,c(x) = x +a+ bsen(21íx) + csen(41íx) .. 
Usando nuestro programa veremos que el grado de multiestabilidad en el cículo 
tiene como máximo cuatro posibles sincronizaciones simultaneas, si a es 0.5, ver . 
figura (33) es decir existen valores de parámetros en los que coexisten condiciones 
iniciales que tienen como cota máxima de multiestabilidad al número de puntos 
singulares de la familia, que en este caso es cuatro. 

Tambien, en este trabajo desarrollaremos paralelamente el programa de cóm
puto Fractal Windows (16], con el cual nos asistiremos para encontrar el grado 
de multiestabilidad de una familia de funciones, utilizamos los conceptos teóri
cos de dinámica holomorfa del capítulo 3. Así mismo usamos el programa Circle 
Windows [15] de una familia real en la circunferencia, desarrollado anterior
mente pero basado en propiedades de la dinámica real. del capítulo 2 y que 
como se verá, ambas informaciones coinciden. 

Agradezco a mi director de tesis Dr. Guillermo Sienra Loera por llevar a buen 
término este trabajo y de manera especial, la valiosa colaboración y paciencia 
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de la Dr. Ana Margarita Guzmán y el M.C. Jcffcrson King Davales. 

Antonio Carrillo Ledesma. 

5 1 TESIS CON --- -- ~ 

FALLA DE OLGEN 



Sinopsis 

En el primer capítulo se discuten conceptos básicos sobre los osciladores de 
iñtegración y disparo. 

En el segundo capítulo definimos las propiedades generales de la dinámica de 
los mapeos reales, en especial las secuencias sincronizadas y mapeos del· círculo. 

En el tercer capítulo definimos las propiedades generales de la dinámica de 
los mapeos holomorfos, en especial la de los conjuntos de Julia y Fatou, Julia 
lleno, Julia y Mandelbrot. 

En el cuarto capítulo definimos la relación de la dinámica holornorfa y 
la dinámica real en especial al buscar el grado máximo de multiestabilidad, 
mostrando como es posible el calcular una cota máxima al número de multi- , 
estabilidad a una familia dada. 

En el quinto capítulo de detallan las herramientas computacionales usadas 
en este trabajo, en la implementación del programa que genera los conjuntos de· 
Julia y Fatou, Julia lleno, Julia, Mandelbrot y las Lenguas de Arnold .. · · ...•. 

En los apéndices se detallan las definiciones básicas de espacios tópologiéos y · 
de análisis complejo. También se detallan los algoritmos computacionales usados 
en el desarrollo del programa Fractal Windows. 
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l. Osciladores de Integración y Disparo 

Los sistemas dinámicos que presentan oscilaciones autosostenidas (osciladores 
autónomos) son comunes en la naturaleza, en economía y ciencias sociales. Entre 
estos encontramos los que tienden asintóticamente a algún tipo de equilibrio, 
los que presentan oscilaciones y los más o menos impredecibles, entre los que se 
encuentran los llamados sistemas caóticos. 

La modelación de las dinámicas oscilatorias ha sido un reto desde los ini
cios· del desarrollo del cálculo diferencial y el análisis matemático, la gama de -
comportamientos que se observan en estos sistemas es muy grande. Esta es la 
razón por la que, para muchos sistemas importantes, todavía no sea posible 
tener modelos científicamente satisfactorios. 

En 1896 Sir Walter Raleigh y más tarde en 1928 var der Poi usaron ecuaciones 
diferenciales de segundo orden para estudiar las oscilaciones de sistemas no 
lineales. Raleigh estaba interesado en las vibraciones que tienen lugar en algunos 
intrumentos musicales como la cuerda de un violin y var der Poi en circuitos 
eléctricos con tubos al vacio principalmente y observó que las oscilaciones del 
sistema convergen a un ciclo límite que es de tipo senoidal para alguna gama de 
parámetros y para otras se aproxima por ondas cuadradas, a esto van der Poi 
llamó oscilaciones de relajación. 

Un ejemplo de oscilaciones de relajación es el latido cardiaco: es conocido que · 
cada contracción del ventrículo es desatada por un impulso nervioso generado 
en el nodo senoatrial que primero produce la contracción de la aurícula . van der 
Poi y van der Mark propusieron un circuito eléctrico (compuesto de una pareja 
de osciladores de relajación) como un modelo cualitativo del modelo cardiaco. 

Una conexión entre las células nerviosas y las ecuaciones de van der Poi 
fue descubierto independientemente por Richard FitzHugh en 1961. FitzHt1gh 
sugirió una variante de la ecuación de van der Poi como una simplificación 
del exitoso modelo de respuesta del nervio del axón desarollado por Alan Li()yd 
Hodgkin y Andrew Fielding Huxley en 1952 quienes por este trabajo obtuvieron 
el premio Nobel de Medicina y Fisiología en 1963, abriendo un horizonte de 
investigación que sigue vigente en la actualidad. 

En la modelación de las oscilaciones, esencialmente se presentan dos proble
mas: por un lado, modelar sistemas que· presentan oscilaciones autosostenidas, 
y por el otro determinar lo que sucede cuando estos sistemas son sometidos a 
perturbaciones o estimulaciones (forzamientos). Por ejemplo, si un sistema os
cilatorio recibe un estímulo periódico, resulta de interés determinar condiciones 
para que la respuesta del sistema esté sincronizada con el estímulo. 

Mucha de la modelación hecha ocurre en escenarios muy simplificados -
modelos lineales, por ejemplo-, o su aplicabilidad está restringida a casos muy 
especiales. · 

1.1. Neuronas de Integración y Disparo 

U na aplicación importante de las ecuaciones diferenciales se puede encontrar 
en los fenómenos neuroeléctricos. Particularmente, las ecuaciones diferenciales 
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son interesantes en el estudio de la dinámica de neuronas, vistas como unidades 
individuales del sistema nervioso. Las neuronas, como bien se sabe, son· res
ponsables de la transmisión del impulso nervioso¡ fenómeno que origina toda 
actividad animal, de tipo motora o de tipo intelectual. . 

Se sabe que el impulso nervioso originado en una neurona, es ocasionado por 
la señal de excitación de una o más células vecinas. Este impulso se puede re
gistrar mediante aparatos sofisticados. Veamos ahora con más detalle un modelo 
de neurona, típicamente toda neurona tiene lo que se conoce como un potencial 
de reposo de alrededor de -70 milivoltios. También toda neurona tiene un nivel 
de excitación llamado umbral. Si la célula recibe una excitación suficientemente 
grande, la reacción que se desencadena es un impulso eléctrico de alrededor de 
110 milivoltios. En la figura (1), se puede observar un típico potencial de acción. 

Figura 1: Gráfica de un potencial de acción 

Las ecuaciones que modelan las neuronas que presentaremos son llamadas 
neuronas marcapasos pues tienen la tendencia a producir periódicamente im
pulsos nerviosos (potenciales de acción) que también son conocidas como .oscila
ciones autosostenidas. 

Los modelos de integración y disparo describen la dinámica de células nervio:. 
sas en términos de una variable de estado v(t) que representa la diferencia de 
potencial eléctrico (voltaje) a través de la membrana célular. E,n este modelo 
intervienen una disipación constante que refleja la diferencia a su valor de reposo 
y un estimulo externo I(t) que típicamente es una corriente aplicada. El proceso 
de excitación de la membrana se desata cuando a la neurona se le estimula 
eléctricamente. Cuando la corriente aplicada eleva el voltaje por encima de su·. 
valor umbral, la neurona reacciona disparando un impulso nerviÓso (potencial 
ele acción). 

En ellos no se detalla la dinámica postumbral del potencial de acdón¡ en 
lugar de esto, al llegar al valor umbral ( vr ), se fuerza la caída súbita (a su va.lar 
de reposo (vR)) de la diferencia de potencial. Se puede pensar -que una neurona 
está disparando potenciales de acción periódicamente y que tiene U:n umbral 
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constante ( V.r). 
Desde el punto de vista del análisis matemático, los problemas que se pre" 

·sentan son complicados, pues los modelos que son satisfactorios para las aplica
ciones, suelen ser no lineales y de dimensión mayor que uno. 

· Comúnmente, los sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas se mo
delan en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales autónomas de la 
forma 

:i; = F(x), 

con F : !Rn --. JR.n. Como los sistemas unidimensionales no son capaces de pre
sentar oscilaciones autónomas (todas sus soluciones son monótonas), las oscila
ciones autosostenidas ocurren en sistemas con al menos dos variables de estado 
interactuando (n ~ 2). 

En la estructura del modelo, el forzamiento se traduce en una dependencia 
temporal del sistema de ecuaciones diferenciales. De donde un modelo minimal 
de oscilador forzado tendrá la forma 

x. f(t,x,y), 

iJ g(t,x,y). 

La estructura de los modelos de osciladores forzados que nos interesan tienen 
un grado de complejidad matemática menor y son especialmente apropiados 
para modelar y analizar los procesos de forzamiento de las llamadas "oscila
ciones diente de sierra". Un oscilador de diente de sierra es uno en el que alguna 
variable de estado tiene un curso temporal que semeja el perfil de una sierra ver 
figura (2). 

V(t) 

v .. 

t 

Figura 2: Oscilaciones de diente de sierra. 

La dinámica de este "oscilador ·matemático" es análoga a la de un sistema 
dinámico físico en el cual una variable de estado v(t) se. acumula a una tasa 
constante I, es decir, v' = I(v - k) a partir del valor de reposo (vn) hasta que 
un valor umbral ( vr) es alcanzado y el sistema se relaja siguiendo un proceso 
lineal (en el sentido de que sigue la solución de una ecuación diferencial lineal). 
De estos sistemas. nos interesa una subclase de. osciladores conocidos como de 
integración y disparo, en los cuales se considera que el proceso de relajación 
ocurre casi instantáneamente ver figura (3). 
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Figura 3: Óurs~ temporal de un oscilador de i~tegraJión y disparo; 

1.2. Modelos Geométricos 

Debido a su complejidad, los sistemas no lineales) tanto cÍe Hodgkin y Hux
ley, como de FitzHugh-Nagumo [37}, no son adecuados para analizar procesos 
complicados como la acción de un estímulo externo cuya intensidad varía pe
riódicamente por la imposibilidad de su tratamiento matemático. Es posible 
analizar más fácilmente este tipo de procesos mediante oscilaciones de diente de 
sierra con procesos de acumulación y relajación lineales. El oscilador autónomo 
básicamente puede representarse como un punto que se mueve entre dos líneas 
paralelas, L1, L2, y se refleja de acuerdo a la siguiente regla: el punto deja la 
línea L1 con un ángulo a y se dirije hacia la línea L2. Una vez que la alcanza, se 
refleja con un ángulo (3, respecto a L2 , alcanzando nuevamente la línea L1 y así 
repetir el proceso ver figura (4.A). Este oscilador será de integración y disparo 
cuando (3 = 7r /2, ver figura ( 4.B). En analogía con la dinámica de las membranas 
excitables, llamamos umbral y reposo a las lineas L2 y L1, respectivamente. 

13~) ':-i=-:-.• ~----:---,---:.· 
~ ,,,). ·.:~.< ._.,' - -.,,.. ¡- . ._ .• _, cJr'.'.~. .i;.:~ .. i .. · ··,:<,,:':,· 

. 
·.:·· .. ·.·.·.:,.. (A)'(}· ·. :¡<: '<· . .l • ".'>' .. '•<L :,.••···· : .. , .. ""';::· ".·: ·. :·. -·~.--.-., <-

·, ~ ·:-~:;·~~-, -·. ~--~.-.-·~·'.";~ -- - - '.iT'~,,--: ·;~·-: • 

F~uca 4, A) Giáfi~ dd. un inciá~O g,Omot.;'6 B) MO~;¡~C~~J3tl!~f c~'paro 

El forzamiento de un oscilador autónomo de. este tipo'-pt1ede:modelarsé cam
biando las líneas L 1 y L 2 por las gráficas de dosfuiiciÓn~'i!fi~·yj~r;ainiénto; f 
y g, que de manera natural son llamadas funciónumb;.'O.l:'•yi(/iln<fi6it de reposo, 
respectivamente ver figura (5). ·. : ·;'.:.'. '.t'.:"'1"~~:'.~:;it~;~·-. · ..... , 

~ 1<¡;1?' ,, ·-

Nos referiremos a los tiempos en que el p1mtoi~~)¡;~ddg·¡b'.l1g~~~~·~lr~p~so 
como los tiempos de disparo del oscilador; con'ellost~e?c'ori~ü~y'~;{a',partir de 
un tiempo inicial t0 , la secuencia de tiempos ~e dl~p¡,;_ro.' Sifyjg son continuas 
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donde Sn es el tiempo, entre tn'Y f;..+1.1 en ~¡ q~e el punto alcanza el umbral ver 
figura (5). En el caso dé integración y disparo con umbral constante (/3 = ~ y 
f(t) = k, similar a la figura (9)), tn+l está dado por una fórmula explícita en 
términos de tn : 

k- g(tn) 
tn+l = tn + • tan a 

(2) 

En este caso, la condición de que el proceso de descarga se considere ins~ 
tantáneo simplifica el estudio del modelo. Llamaremos a este tipo de procesos 
neuronas de integración y disparo. 

1.3. La Neurona Mecánica 

.. Exist~n modelos que reproducen comportamientos del~ neuronas biológicas 
tales como la respuesta "todo o nada" , el umbral de disparos y el período re
fracta.río y en los que, .debido a su simplicidad; se ptieden filializar procesos más 
complicados. Uno de estos modelos es la Neurona Mecánica o "sube y bcija"{14], 
[20]. 

Su funcionamiento es el siguiente: En un extremo de una balanza se coloca 
un peso fijo; del otro lado se coloca un recipiente en el cual se está vertiendo 
agua a un ritmo constante. Cuando el peso del agua es mayor que el peso fijo 
en el extremo contrario, el brazo de la balanza que contiene el recipiente con el 
agua desciende hasta el piso; el agua se vacía en un instante, luego, el brazo con 
el peso vuelve a bajar y todo el proceso se inicia de nuevo ver figura (6). 
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Figura 6: Neurona mecánica. 

Si trazamos .el volum~n:; dél f1gÚa contenido en el recipiente en función del 
tiempo, obtenemos la gráfica de la figura (7). 

V 

Figura 7: Disparos de la neurona mecánica.\ Se g~~fl~~n tiempo contra cantidad de 
agua. 

De acuerdo a la analogía de la neurona mecánica, las variacioil.es cÍel potencial 
de membrana de la célula quedan simulados por las variaciones deJa)::antidad 
de agua en el recipiente del sube y baja. Los potenciales ·de acción':\;g~edan · 
representados por las descargas del recipiente. . . ~-:.,;r.TI;~.~~.'."-:'.-~:.:-~·>" ,-·~, · 

La neurona mecánica puede ser "forzada" de una manera inuy}simple: y : .· 
conveniente: basta poner un elevador debajo del sube y baja, cuya'iáltÚra'. esté 
expresada en función del tiempo por una función periódica -A13in.(27Í't);:~omb · · 
indica la figura (8), para hacer que ahora las descargas del recipiente'ocUrrarÍ a 
diferentes niveles que posiblemente variarán periódicamente. : · . · 
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ci=~= 
A) t 

~~= 
B) 

. . . 
Figura 8: Neurona mecánica con umbral de disparos variable, A) La neurona ha 
alcanzado el umbral de disparos y comienza el proceso de d.ésé:árga; B)'La neurona se 
descarga instantáneamente al alcanzar el elevador. La carg~ ·que. quede de la neurona 
dependerá de la ~!tura a la que haya encontrado elelevádor. C)'Comienza nuevamente 
el proceso de carga; 

Suponiendo que el agua cae a una razón constante m, un ejemplo de gráfica 
del volumen de agua en el recipiente contra el tiempo es como la que muestra 
la figura (9). · . · . 

;._:;;:; ... '..t;·,-·::·.: ·.:'.{<'.> 

Figura.9: Disparo~··¿~·1~·.~e.u.~6~~;ó~7~~Icf:~~.2~t'i~;·~,~~:ro~~·~~iento sinusoidal. 
:·~-;-;,.,...., ..... --,;;-·.·-~-::..-'- -·:.,.··¡ :.:,_,_,- -·.:.~:,f:-:·:·/S~---.. -_-:(> _-· 

Es un h~ch~. sobr.es~Ú~rit~ 'qb~.Y~i~;EL; ~~t~';~i~~e:nii ~~¿ánico se le. aplica el 
forzamiento.(3);.losmapeos:de di.Sparo 're8ultanseI'Iá.'familia_.clásica de mapeos 
de la circunfere,ncia,• t'ambiéri' Úam:acia:' faII1iÚa•~e"fAi~6ld ver sección (2.4). . . · 

. Es .posible obtener la secÚ.en~ia''.de tiempÓs en)osque ·se vacía el recipiente, 
a partir de cualqúiér tien°ipo'iniéiaLPar~·el ~ru;o;dela neurona mecánica, con 

de (2), resulta c:¡ue;· · 

· · · ::· uc~) ;)A~i-~ci-n;t)l ... 
,' :·,. '. ~:'.<: 

~:;_< 

(3) 

La asociación con la fa.rii'ilia~bipkifaftiét~i~·óiásica o de funciones de Arnold, 
f (X) = X +a+ b Sin(27rX) ,• se'es~flblec~· a partir de las relaciones siguientes: 

a=; hf'rn~. 

b=Af'm. 

Donde: 
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h indica elnivel de úrnbral, 

m la pendÍen~e de ~ispa~o; •y 

·A ia amplitli<l{1~i;r6~zamiento. 
,,''' 

Teniendo';e1tchéri'flfi<Iite efnl.bdelo. de la neurona mecánica es el más sencillo 
que ha podid~;ser ¿éin:c~bido;' lá. investigación actual persigue el diseño y análisis 
de. m.odelos máS;ri~b'~'y\'apegados ª.la realidad biofísica de la neurona pero que 
todavraseantrataolescriíatemátiCa.númte. · 

Muchas de. l'a.s ~rcipiecÍ.ades importantes acerca de la dináxhicade .la familia 
de Arnold sori conocidas y muchas otras son aún desconoeidas, · para mayor 
información ver [13), [23), [27), [29), [21], [26). 
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2. Dinámica de los Mapeos Reales 

En este capítulo revisaremos las principales herramientas teóricas para estu
diar la dinámica de los mapeos en la circunferencia. Actualmente los mapeos en 
la circunferencia aparte de tener un interés teórico, modelan fenómenos que van 
de las ecuaciones diferenciales de la mecánica clásica hasta las ecuaciones .dife
renciales en la económia matemática y la biología. Donde .los sistemas dinámicos 
discretos son un fenómeno que cambia con el tiempo y lo podemos modelar de 
alguna forma matemática. 

Así, es de nuestro interés detectar si a largo plazo el mapeo Fa,b(x) = 
x +a+ bsen(27rx) de la familia de Arnold tiende a mostrar algún tipo de com
portamiento periódico, por este hecho los mapeos de la circunferencia son. de 
nuestro interés, para ello requerimos detallar lo siguiente. 

2.1. Sistemas Dinámicos Discretos 

Notación 1 Denotaremos al conjunto de los números naturales. por I~I = 
{1, 2, ... }, al conjunto de los números enteros por Z = { ... , ...:..2, -:-1,0, 1, 2, :u}, 
al conjunto de los números racionales por Q, al conjunto de los . números. 
reales por IR, al plano complejo por C y al plano complejo· extendido :po.;.. 
6 = e u OO. Un número complejo es escrito en la forma z = X+ iyhdonde : ' 
i = v'=T, la parte real de z, denotada por Re(z) 1 es x, y la parte ir'haj¡ihd/ria, 
porlm(z), esy~ Denotaremos el módulo de z por lzl, es decir lzl :==fVx~:+y2 .' 

. ;-·-~ .. ;-;'..'.-:;;"~ ': ., . 
Definición 2 Sea f: lR.n -+IR,., el mapeo .f. es un homeoniorfismo,;si.f:es 
un mapeo biyectivo, continuo y ¡-1 también es continuo; '" ! ·: ·· 

·~-~·,'':._: 

Si-f : U~_,, U es una función continua de un subco1:1jllíito{U{de IR~ en 
si mismo; las iteradas de f son .las funciones r defiriidas. induct.iv~mente' por. 
fº(x) = x, f 1 (x) = f(x), ¡n+1 (i) .==i(f~(x)). Si· fes un homeomó'rfismo en"'. 
tonces también podemos definir la fÍinCiónf'.'.""(x) = (J-l)n(x), paran EN.· · 

Definición 3 Sea I: U e JR.y¿ iR.n, 'el 1napeo f es de clase Gk en U si la 
k-ésima denvada •def• existeiy es eontinuaen u. 

-' ,·' . -... :.,,.._:·- .. ,. 

Definición .• 4 Sea {':.i:.lcÜIR"fi.+ lfin; el mapeo f es un difeomorfismo de 
clase Gk si elmapeóf,esiu;;, homedmorfismo de clase Gk tp,l que ¡-1 es también 
de clase --¿J~ >. _.·,·~/,_··.:·:·: ~··:···'.··:·/··: ::~~¿~;-.. )_:_· __ , _ _-;.'· 

. -··:;t··: 

Definición 5~:SeácU,;'C:,JR~;_c:un sistema dinámico discreto en U de clase 
-Gk e8 l~te6ia'(u;:z;.<i>)>';.~~'nde <l? es·unafunción de clase Gk, k >O, 

: y •• .•..•... <_:~ .. '.··.·.: :• .. :cI> :.Z X u-+ u, 
- .. , ___ ;"· -~:·: ' 

donde cI>(rri,:Xf,!:'iP'!':.(x); y: l~·fo,1lción cI>t : U _,, U satisface: 
i) w0. : u ,..¿_ USes. lajdefÍtidªd :: · .. 
ii} La composi(:ión <1?~ 1 o~cI>~~·==' wm 1 +m2 , para cada m1, m2 E Z 
X . représenta el . Útadq . del sistema; y toma· valores en U, . el cual se llama 

espacio de fase. del siStema dináinieo; ,,. . ,. -
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Si cm la clcfi.~ición anterior se sustituy,e el conjunto de los mimeros eí1teros 
Z, por el de los naturales N, tenemos un sistema semidinámico discreto en U de 
clase 01<. . ' .·. __ · .. . . -

El mapoo J: U_; U'<lacio por 

f(x) =: <I> 1(x), x E U (mapeo a tiempo uno) . 

es un difeomorfismo de clase Ck, cuyas iteraciones determinán ~l sist~rna dinámi
co en U. Al mapeo f se le llama el mapeo generador del sistema dinámico. Recí
procamente, todo f: u~ u difeomorfismo de clase e~; deter:tllinltunsist~ma 
dinámico de clase Ck en U mediante la asignación: · · ' ·e\(? +:: ·· · 

.. 

<I>k(x) =Jk(:t)1 para toda x E Uy pa,i"at,~d~'.ri~~.ef: 
~. '·-~.'!-~.'·,·v: ,--.ic: '. ·.j-,.-_ " .. • · _, 

Obviamente un map~o <I>.k, así definida; c~mple;Jali'.~~fü~icioI1;~ siguientes: 

~:~) ~~(lJ:,j~~.~x.~)f §;~~;J¿¡:;i~lf Jf ;f ;;¡~~~@if ¡i .... · •· 
- .;-~-- ·:.~·f. :¡::~«·'.· ,5,_:.',-. ~ ¡'~-~·; _,.~~:·.:,;' ~,. , /; .ti;"~.r{:: ·::: , .- -.. ~~-'~< .. >~-" .. '-: ·: . .. -

~ , ·e -: .. _ ~~~:{:'_ -~~:)\~~~-·it~~;:/~-:~j~t\::_t~:{~}r:~:~~:i-:f.rJ~;;i~_i.jt~~~{:.:.:1 .. ::;1{~-: ;;:::~~'(_::j::0'.'.'.)~~{F-:/:::~~-;j __ :~:} ·;-;;_:,_ ;~;;·.-;. ·<::,.::. -: ;. . ~-- · 
En este.capítulo ~tarerriOs~'trabajandó'cOnV>c·Ry,en el capítulo 3 y 4 con 

u cJR.2 =c.':;'< :'.''>:;t:·<:;{ "!' \;.· .. :: :x> ·o:-·:·, .;:·. : ¡:> 
2.2. co~~¿if~riiie~~~~· ~e~iódicos . ~: ·> ··· 
Definicióri l ~e~ X E IR, al conjunto. ot ~ {ff\(~)}ri~o . lo,, llamaremos .la' 
serniórbita positiVa de x. Cuando.¡ es invertible~ podemos definir ¡-:n(x) = 
(f-1 r(x), y en este caso definimos al CDnjunto :()';¿,. = {¡n(x)}n<O cor.no la 
serniórbit.a negativa de x. En consecuencia la órbita de x serci. la unión de 
las semiórbitas positiva y negativa. Es decir el conjunto 

0,,, =.Ot U O;= {fn(x)}n~O U {fn(x)}n<O = {¡n(x) }ne~· 
Definición 7 Un punto x que cumpl~ l(~)·==º~;JoUamaremos punto fijo de 
f. . .. , ::'••·· .•: · ... ,:·;"' 

·. ' ·~ . . . : . - .·;. ' . 

Nótese q~e la órbita de un puntó fijoconsiste Únicamente de ese punto. 

Definición8 Un púTl,to~'. que cumpie ¡n(x) := x, lo llamaremos punto. pe
riódico: Sin es eFmínimo entero que satisface la cond.ición ¡n(x) = x, se le 
llamarci el ~e.riódo)iel.punto periódico. 

Defiri.ici~n~9 si la órbita de un punto periódico está constituida por los n dife
rentes'puntos'x,J(i), f 2 (x), ... , ¡n-1 (x), entonces al conjunto de estos n puntos 

. se le llairúi. ·órbita periódica de periodo n. 

·Las Órbitas periódicas de período n, son también llamadas n-ciclos. En con
secuenda todos los puntos de una órbita periódica de período n son periódicos 
de período n. 
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DcfiniciónlO. Un punto se le)lama prepe~iódico d; verlodo n; :Si x no es· 
]Jeriódico de ]Jerlodo n, ]Jero éxiste m > 0 tal que r.-H(x) == f~(¡i(x)) = Ji(x) 
para toda i ~ m. . -· ,;::(_./_ "-~e .; -. 

Es decir, Ji(x) es periódico de período n párai ~jrr;.;•.~br ~nd{l~:ó;bitá 
periódica de un punto eventualmente periódico de perío:do;1fr'e5tá cbnstituida 
de los n diferentes puntos Ji(x), ¡i+i (x), Ji+2 (x), ;.~;}~f,f'7:,~.(x)': ·· ·· 

. ; . - :_, ,· ~ .- ' ;~·':·. ' ... · 

2.3. Conjugación Topológica 

Definición 11 Sean f, g: IR-+ IR mapeos continÜoi.'Si'existe h: IR-+ IR home
omorfismo que cumpla g oh = h o f, decimos i¡ue/f fj'g ~on mapeos conjugados 
topológicos, y ah se le conoce como conj1Lg~~if?7!: topológica. 

Proposición 12 La relación de conjugaci/J~'.'.[fJ~di~gi~ tiene las propiedades . 
siguientes: , ... ' ' · , . >_: : · . 

i} Es una relación de·equivalencia;:~·¡'~efir,~-~~#fiexiva, simétrica y transi
tiva, y por tanto, define un espacio'dociente;'d:espacio dé clases de equivalencia 

ii} Se verifica que siJ y g son"co./ifugad~~ iopológi'cas, para cualquier n E N 
se cumple que gn oh= lió}n~::;,é; : .. [/· ·. '." .. •:. 

' . ~. : .. ~-·· . ¡ _· ~ '.' ' 

De esto se sigue que: .. •· < > ··,··,, . ·•• ): / , < ,_ .• ·. . . .. 
1) Los puntos ·fijos del ~apeJ".f· -~e ~~rresp~rici~n ~b~ Íos pu~tos fijos 
del mapeo g. ·,y···· 
2) Las órbitas periódicas del mapeof v~ri-~\:lár•~riÓ~bit~:p~riódic~ 
del mapeo g. ··)/ · 

3) Si z0 es atractor para f entonces h(;ó) es atractor para g. 

4) Si zo es repulsor para f entonces h(zo) es repulsor para g. 

5) Si zo es neutro para f entonces h(zo) es neutro para g. 

Por ello se dice que ambos mapeos tienen la misma estructura bajo itera
ciones. 

2.4. Sistemas Dinámicos en la Circunferencia 

Es de interés dar algunos resultados acerca de los mapeos de la circunfe_rencia. 
Más . formalmente: 

Definición 13 Identificamos a si con el círculo unitario {de radio uno) del 
plano complejo { z 1 lzl = 1} y definimos la proyección canónica de la si
guiente manera: 

7r : IR --+ si' 
7r(x) = e2"i"'. 

Los mapeos de la circunferencia f : si -+ si, cuyas iteraciones determinan 
el sistema dinámico en s~ 1 son representadas mediante mapeos reales de variable 
real que reflejen las propiedades que f tiene en si. Estos mapeos reales son 
llamadas levantamientos. 
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' ' . . 

Definición 14-SeO.f-un. mapeo d_e ·lá. drc:UnJ~rencia no .necesariamente ttn 
difeomorfismo F : IR--+ IR es un levantámientó de f si satisface rro F = fo 7f, 

_Esto es equivalente a· que d diagrama . . -

f 
si:. ~·, si 

7f T T 7f 

IR --. IR 
F 

conmute. 

Notemos que si Fes un levantamiento de· f, la condición 1í o-F -~ fo rr 
implica que para toda x, F(x+ 1) = F(x) + k, para alguna constante k E Z. La 
constante k es llamada el grado de f. _ _ .- . . , . . . . . .. __ ._ . . . , _ 

Así tenemos que si F(x + 1) = F(x) + k entonces F es'el)~vantamiento de 
algún mapeo de la circunferencia f : si - S 1 • .f •, .;::: \' } .;· . ,. 

Proposición 15 Todo levantamiento determin~--~J·:uh~c¿>mapÚfd~Jla"·circun
ferencia y todos los levantamientos continiios;Cid'u;/;,;rnd,pe'b~:¡;!éóiiti:;;,~o:,difie;..en 
entre sí por una constante entera. .· . :•:_:'.y:•." •·J• -,;;:: ; .. ·.: .. ·' 

Definición 16 Un endomorfismo -es un·• in'd;ió.~cJ~ti~u'o d~ S1 ·en si. 
. :;-->_?:::;;;-: ---~.t~r:·, X.:}:::·\~:·:::_-·.:-:~::;-:.:--" '.;.. . .. 

Entenderemos por un homeomorfis_II1()_,que-~pr~serve la orientación, a que si 
tomamos un segmento dirigido con l~ misma dfrección y lo iteramos, su ima
gen en cada iteración, es un segmento' dfrigido :'ccin ·la misma dirección que el· 
segmento original que se tomó, e5 ded~: · ·~ · · 

Definición 17 Un mapeo f: s1 8§í.~e sea homeomorfismo preserva la 
orientación si x, y E si con x <'i/i,se¡tiene que f(x) < f (y), con el orden 
natural de la circunferencia.' ... _,;¡:' '.;::· 

Definición 18 Sea f un mapeb''a~::lJ~hifc'unferencia, continuo, de grado uno, 
que conserva la orient~éi6n'(mo:hcito;i~fcreciente), y F un levantamiento de f. 
El límite - . : <': ' i.F::z• !-11} ~·'\:< ·• 

fiel)-·~ • lth! ;F'.~·(t) · (mod 1) ( 4) 
... . ·:. ·_!-,)~n...:...oo·:·"·':n·· · 

es llamado el número.-<!~ rotd~i~i{d~f. 
~. . ...... '" ,~.~-<·,-~,~·:: ... 

Este número es irhpo~tante(pties es la principal herramienta teórica rela
cionada cori' la periodicidad; éié un sistema, algunas propiedades básicas del 
número c:le rotación-son enun~iadasen el siguiente teorema: 

. . 

TeoreID.a 19 Sea f un ?napeo de 8 1 continuo, de grado uno y monótono cre
ciente i/P u:ri levantamiento de J. Entonces: 

i) p(f) es independiente del punto x considerado y del levantamiento F 
ii) p(J) es racional si y sólo si f tiene puntos periódicos 
iii).Si f>.. es una familia de mapeos que dependen continuamente del parámetro 

>., entonces p(f,\) depende continuamente de,\ (mod 1}. 
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Observación 20 Si el mí.mero <le rotación es irracional, el conjunto límite es 
toda la circunferencia y toda órbita generada 7JOr el mapeo f es densa en S1 • 

Este tipo de 1napeos computacionalmente no pueden ser tratados, pese a que 
matemáticamente si, en este trabajo no trataremos este tipo de mapeos, pero se 
pueden consultar su tratamiento detallado en {3/. 

2.5. Secuencias Sincronizadas y Mapeos del Círculo 

Precisaremos lo que entendemos por un comportamiento sincronizado y có
mo este concepto puede expresarse en términos de las secuencias de disparo del 
oscilador. Por ejemplo la dinámica de la neurona mecánica periódicamente es
timulada está determinada por la sucesión { tn} de tiempos de disparo ( descar
gas). Esta sucesión puede ser rítmica o desordenada y es de nuestro interés 
analizar el comportamiento asintótico de éstas sucesiones y determinar si es 
sincronizado o no (17] y (18). 

Definición 21 Una secuencia de tiempos { tn} 'e1tá sincronizada con respecto 
a un forzamiento de duración T = 1, con sincronización· ( q : p) , . si q y p ·son 
enteros positivos tales que 

tn+q = tn +p Vn?: O. 

En este caso se dice que el oscilador tiene sincronización (q :.p) dond~ q e8 el 
período y p la envolvencia. Si no existen p, q E N que cumplan ésta· élefiriición 
decimos que la sucesión { tn} no está sincronizada. . · · 

-_ .. ,·:,, . 

En el caso de osciladores de integración y disparo con umbralcóh~tanté y 
g(t) un mapeo periódico de período T del tipo visto en la sección;(l.2), sé tiene 
que el mapeo de tiemp.os de disparo está dado por. tn+i= F(t~),:cl.oride.< 

-··- - - . -- ·- - -- - -·-· 

' ',_, '':: ··. ·;<:-.··.::~·--~~~-·-

F(t) = t +\~:~). ' / . , ·•· ,;·. 
satisfaciendo F(t+T) = F(t)+T. Haciend6'.un re~~atarriie~to~d~firiimÓs F°(x) ~ ·. 
fr<:;r>, que cumple F(x + 1) = F(x) -f LPor lo;~ual saÚsfaccd lá,:défini~i6n de 
ser un· levantamiento de un mapeo del círculo, 

Para osciladores más complejos,-bajo ciertas condiciones, es posible también 
· hayar una forma de asociarlos con los mapeos del círculo ver [31]. · .· . .·. 

Como un caso particular se· tiene la sucesión de tiempos de disparo o sucesión 
de tiempos en los que se vacía el recipiente de la neurona mecánica sección (1.3), 
a partir de cualquier tiempo in\cial está dada por . . 

tn+l = t,. + a+ b sin (27rtn) 

que generará una sucesión de fase$ para todo n EN para algún valor fijo de los 
parámetros a y b del mapeoJ/' ... . . · 

Una importante simplificación éi1el análisis resulta ál considerar, en lugar 
de la sucesión de. tiempos dé dispáro; { tn}: (que resultan del levantamiento F), 
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la sucesión de foses de disparo (que da el mapco del círculo f). Esta no contiene 
toda la información que nos da la sucesión {tn} del levantamiento, pero permite 
conocer en qué fases del ciclo del forzamiento ocurren los disparos del sistema. 

La principal información que nos da el mapeo de fases·es si el·sistema res
ponde de manera sincronizada o no al forzamiento periódico, ésta información 
la da el número de rotación, es decir que si p(f) E IQ tiene un comportamiento 
sincronizado y si p(f) E IR \ Q entonces no se tiene comportamiento sincroniza
do, para ver la forma de calcular las sincronizaciones y los diversos algoritmos 
que pueden ser usados ver [13] y [18]~ 

Observación 22 N6tese que el mapeo del círculo f y el número de rotaci6n 
no proporciona informaci6n de la envolvencia, ésta .solo es proporcionada por el 
levantamiento F, siendo ésta una informaci6n fundamental para la construcción 
de las lenguas de Arnold (ver sección siguiente). . . . 

Para ejemplificar sean F(x) = x + ! y G(x) = x +~.dos levantamientos del 
mapeo del círculo f(a) =a+ 7í donde f es el mapeo de fa.Ses; el leyar¿tarriierito 
F(x) genera la sucesi6n de disparos tn+i = F(tn)i i.e. si to·;;;,;o;';J.~~tqnces se··· 
tendrá la sucesi6n de tiempos de disparos {O,~' 1, ~' 2, .. :}, de do.nde.s:e ~éSvrende. 
que existe una sincronización de período 2 y envolven.cia .1. . . ·< /~\:~.'. ... ~:·~·~,--~,,~:···~·/';.: 

Analogamente el levantamiento G(x) genera la sucesión de disparo.s_;f.¡+1 = 
G(tn); i.e. si t0 = O, entonces se tendrá la sucesión de tiempos ,~de;' disparos 
{O,~, 3, ~. 6, ... }, de donde se desprende.que existe una sinerániiaci6~ de p~rtodo , 
2 y envolvencia 3. -•: 1 

- '' · • :>. ·:· ·: 
Cálculando el número de rotación de r usando el levantamie'nto F, y recor-

dando que F(t) = t + ~' Fn(t) = t + !n tenemos .. · · · ... 

ll'r:r' pn(t) l' t+!n . l' . t,. ···1·· , 1 
.L ·- lm--- = im . .,-, +:, lffi 

n-oo n n::::+~- . n . n-oo.n c;n-::_oo-n •. : . 2 

Por lo tanto p(f)/i =;<_~}1;~d Í=.t( 
y usando G(t) tend;rfoiríb'sfc'; .·;· .>:: .. ·:, .(·: 

tím an(t)· .. ='' · :1iih'~t-P~~--=rnm !+ · um ~n = ~ 
n-oo n-: n-oo· : '-.n : . :n ..... oo n·· n-:+00 n 2 

Por lo tanto p(f) = ··.· ~é ni~d .}L.! ' ' 
2 ' ... -.. 2 

de donde se tiene que los limites límn-~ Fn(t) 
1 

límn::._i(xj cn(t) dan información 
. 71.- . ·.. _,-'. .-. , ' 11. 

de la sincronizaci6n. Así, el número . de_ rotació'TI,. solo informa del período y 
pierde la informaci6n de la envolvencia; ·. -~:é ; 

. . . , 

Definición 23 Se.a f un mapeo de la circunferencia, continuo, de grado uno, 
que conserva la orientación (monótono creciente}, y F un levantamiento de J. 
El límite 

Fn (t) 
u(F) = lím --

n--+oo n (5) 

es llamado el número· de rotación del levantamiento F, se puede ver que 
a(F) no devende de t. 
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Nótese que la ~elación existeÍl~~ entre p(f) 
p(f) + (F(O)J. -- e ---· -

y a(F) está dada por a(F) 

Ahora v~fa~~;-~Ü~ !~''.relación existente entre el· número de rotación y las 
secucnciás sii{croii.izad~ está dado por: 

Teorerru1'.~~\~tpy~'[i;n Íev~ntamiento de un homeomorfismo del c{rculo f y 
tn+i =:=,F(ti.}.;~-;-el:ifi.apeo de' disparos asociado a F, entonces: 

... i}Si tn~es,t~:(q : p)~sincronizada entonces a(F) = ~, además se puede escoger 

io _tálque lím;;-,i.iotn -.in= O 
ii). S(a(F) .= ·~ con q y p primos relativos, entonces existe i 0 tal que la 

sucesión tn+l = F(t,.) está (q: p)-sincronizada. 

En particular si se tiene que el número de rotación es p(f) = -;;, (con n ·y 
m primos relativos) entonces existe (m: n + km)-sincronización de envolvencia 
n +km y período m donde k = (F(O)]. 

2.6. Regiones de Sincronización en Sistemas con Paráme
tros 

La teoría del número de rotación iniciada por Poincaré es útil para determi- . 
nar la existencia de_ órbitas periódicas y por lo tanto resulta ser una herramienta 
poderosa para los estudios de sincronización .. 

Si la familia},\ que depende de un vector de parámetros .A= {.A1, .A2, •.. , Ak} 
consta de homeomorfismos de la.circunferencia, pqdemos definir las lenguas de 
Arnold de la siguiente manern: 

Definición 25 Dador E (O, 1)1 ,la l~rigua r, que denotamos por Lr, es él con
junto de puntos .A, en el espacio de parámetros, tales que el número dé rotación, 
p (!"), es ig'Uala r, · · ·· · ·· · 

-Lr ==;{~: p(f>.) = r} 

donde es f >. es un mapeo de la circiLnf ~rencia. 

Como el número de rotación depende lÍnicamente del endomorfismo f>., te
nemos que éstas regiones (lenguas) del espacio de parámetros no pueden inter
sectarse, pues el número de rotación no dépende- de la condición inicial. 

Sir= n, cada levantamiento F" de fA tiene distinto tipo de sincronización, 
aunque todas de periódo q, la envolvencia la determina el levantamiento y está 
dada por p = n + q(F..\(O)]. 

Los comportamientos sincronizados (q: p) del oscilador se corresponden con 
la existencia de órbitas periódicas de período q y envolvencia p del mapeo de 
tiempos de disparo. 

Definición 26 Dada la sincronización ( q : p) definimos la region de sin
cronización (q: p), que denotamos por Sr, como el conjunto de puntos .A, 
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,' ·. ' ' ·._' ',, ,. '-( ' 

en el es11acio de Eªrá1n;etro~1 t~ales que la sin~roriizac.ión es ( q : p) , 

dnndo F, ~ UH~~~~~~~~~T~~~J[~~o /,. 
O bservacióri' 21:·:j.¡ ót~e 'q'it~:".J.n~··zeii!Ju'á h'"Cst6:'¡<Jr.ni<ida por un· número nume
rable de ri!JiO,~e~·de 1:si11,cr~nizá_ción, por eje'inplo la' lerigua '. = ~ está formada 
por l~~eg~º"J~~ ~e~s,inc:_o_nizáéión (2 : 1), (3 : 2); ... 

Elprobl~fria-que nos interesa resolver, es la clasificación de todas las sin
cronizaciones del sistema dinámico generado por la familia de Arnold F>. (donde 
).. = {a, b} para la familia de Arnold) ante cambios de los parámetros >., así, 
una región de sincronización es una zonas donde las neuronas pueden producir 
sucesiones de disparos con sincronización (q: p), es decir, en estas regiones las 
neuronas producen q disparos en el tiempo que el estímulo externo realiza p 
ciclos. 

2. 7. Cálculo de Regiones de Sincronización. 

La región donde la familia F>. de mapeos de la circunferencia es un home
omorfismo está definida en términos del número de rotación. Por· ejemplo la · 
región donde la familia de Arnold Fa,b(x) = x+a+bsen (27íx) es un homeomor
fismo, está dada por los valores de los parámetros a E IR y O $ b $ 2~ ( vease 
(35]), en la figura (10) se muestra el diagrama de.lenguas de Arnold calculadas 
por el progra~a Gircle Windows [15]. 

Notación 28 Nótese que en la región O$ a$ 1 y O $ b $ 21.,. las lenguas y la 
regiones de sincronización coinciden, por ello llamaremos indistintamente a las 
regiones de sincronización Lenguas de ·Arnold. 

Fuera de la región donde el mapeo de tiempos ·es.un horneomorfismo, el 
número de rotación no está definido, y extender lanoció~ de lenguas de Arnold 
se vuelve problemático. 

Varios autores se han ocupado del problema de la continuación de las lenguas 
a la región donde el mapeo de tiempos pierde regularidad, usando la siguiente · 
proposición, Carrillo, Ongay y Guzmán (12] producen un algoritmo para el cál
culo de las regiones de sincronización. 

Proposición 29 Un mapeo f de la circunferenci.a 8 1 tiene una órbita atractora 
periódica estable de índi.ce (q : p) si ·Y sólo si eXisten x E 8 1 y m, n enteros 
positivos tales que 

F~"(x)--J.fll'(x)] ,_ /¡;'~(~)- ¡pn (x)], 
[Fm(x)J --J.f~ (x)J - · p, .. · .. 

:e.e "; m,,-:-" n <~ q, 

con F un levantarTiiento el~ J. 
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·.·~<;<::·.:~ '.<:-: ,., \'·. 

Figura 10: Lenguas de la familia·~~\-~J~¡~,:;J~¿(x) = x +a+ bsen (27rx) con 
O ~ a ~ 1 y O ~ b ~ 21.r .. · •. ·. ;_,: :: :.·:.: '·~/!'<~>)'+~¡~;( 

- . ' : . ' }'._. ~'. 

'-'.~.- :-1··~:·::· >."· 

La condición (6) es· equiv8.I~nte a que existii.ü~ x e 8 1 tal que 

¡m (x) = ¡n (x), 

lo cual implica que x pertenece a Una órbita periódica de período q = m - n. 
La condición (7) muestra el número de períodos del forzamiento en que las ite
raciones completaron la ó.rbita y la condición (8) dice en cuántas iteráciories · 
se cerró la órbita (el período de la órbita). El resultado del teorema {29) es 
válido para calcular el número rotación si a es un difeomorfismo que preserve 
orientación, pero aún si a no es un homeomorfismo, la existencia de las condi
ciones de la proposición nos garantiza la existencia de alguna órbita de índice 
(q: p). Si no hay sincronización, esto es, que la órbita tiene número rotacional · 
irracional, entonces la órbita será densa en el círculo o densa en ninguna parte 
(113) .. 

Observación 30 Es conveniente trazar diagramas de bifurcaciones donde se 
desplieguen estas lenguas de Arnold generalizadas, pero para un oscilador, los 
mapeos de Jases de tiempo generalmente resultan inaccesibles analíticamente. 
Esto dificulta el análisis de las propiedades de sincronización de estos sistemas 
y obliga a usar una combinación de métodos analíticos con simulaciones numéri
cas para poder hacer una clasificación cualitativa de los posibles comportamien
tos dinámicos. 

Para la familia de Arnold Fa,b(x) = x+a+bsen(27rx) las Lenguas de Arnold 
están definidas en términos del número de rotación y pierden sentido cuando b > · 
21.r pero se generalizai1 (12] para el cálculo de Lenguas de Arnold fuera de la zona 
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de homeomorfismos. Tenemos en lafigura (11) el diagrama de sincronizaciones 
generalizadas calculada por el programa Circle Windows [15].. . 
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Figura 11: Lenguas de la familia de Arnold Fa,b(x) = x +a+ bsen(27rx) con 
0$a$1y0$b$1 

Los experimentos computacionales y el análisis que se han hecho (12], hacen 
pensar que: Dadas dos lenguas de Arnold Generalizadas Sq 1 :p1 , Sq2 :p2 entonces 

a)• Para todo I!.L, ~ se tiene que Sq1 :p 1 n Sq2 :p2 =/= </J, es decir pueden 
coexistir atrac~1ore~ periódicos de distintas.características:;:/·.:;</:·· •. 

b) Sean ~ =/= ~ =/= ~ entonces s•1•P1 n s.2•P2·.n:~.;;~~~:g ~;.es,clecir 
más de dos lenguas generalizadas no se i[lters,ect~n~~';;);f.'c:·'.«•: ·.; · 

c) La frontera de las cuencas de atracción>ci~·l~~.'.i'tti~6t8~~periÓdi-
cos, en el círculo, es un ·conjunto de Cantbr-'h1'4):''ó complementos· 
de un conjunto de Cantor. ···• >•> .. ,.. •.·.·•F 

. ! .~- ' ,' -· ' ,·;_,_.; ~· ,'. .. \, 

En el presente trabajo daremos una demostrndÓn enla:sección (4.4.1) a la 
afirmación (b). · 
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3. Sistemas Dinámicos Holomorfos 

En este capítulo revisaremos las principales herramientas teóricas para es
tudiar la dinámica de los mapeos holomorfos, el estudio de la dinámica holo
morfa inicia con los trabajos de Bernhard Riemann, Henri Poincaré, Felix Kle.in 
y muchos otros matemáticos que contribuyeron al estudio de invariantes para 
ecuaciones diferenciales y geometría diferencial. Esta convivencia crea una área 
común de las matemáticas, juntando geometría hiperbólica, teoría de grupos y 
análisis, conocidos como grupos Kleinianos. Por otro lado el matemático frances 
Pierre Fatou (25] y Gaston Julia (28] en los años 20 del siglo pasado, introducen 
la teoría de la dinámica de mapeos racionales en la esfera obteniendo grandes 
resultados basados en este trabajo previo. 

Recientemente esta teoría tomó un gran impulso, principalmente con los tra
bajos de Adrien Douady, John Hammal Hubbard, Dennis Sullivan, John Milnor, 
William P. Thurston, entre otros, que mostraron la completa analogía de esta 
teoría y la teoría de los grupos Kleinianos. Desde entonces, ambas teorías viven 
una completa simbiosis enriqueciendose mutuamente. 

3.1. El Conju11to de Julia y de Fatou 

A continua~ión preséntaremos los conceptos básicos de la dinámica holomór-. 
fa tales como kis·conjuntos de Fatou, de Julia que nos permitirán caracterizar 
las dillámicas d~ los mapeos analíticos holomorfos. 

Definición 31'.Definimos los siguientes subconjuntos en C: 
a)C* ~C\ {O} el plano complejo menos el cero. 
b}S1 ={z.E C: lzl = 1} la circunferencfo.de radio.1. 

En elpresehte trabajo.se consideranl~ sig~i;nte ~lase de mapeos analíticos: 

· R = {f: f es racional de grado al U:~n~: dos: U = 6 -:-+:U} . 

E.=·.{! : f es tracendental: enter~; U = e·--:> U} 

P = {f :J es'trac~~d~1it~1::ah~Útic~: [}"= ~ .. =.C\\{O}~~·Í:r}·· 
"·<:: :.:~l~{· · ;:;(' .•' :;.'_:,.··· ... <:·-;:. ·--~.;.," .. '.-,~-.~~. /~;'.'.::-~':. ·. 
··,-;··· .. <'\;; -~;,_ ·- ' ; .' ... '., ":\'· . ·_,.,:,,: •;; .. · 

Paralel~¡ef,tf:;;f l~.)é~fi•~t/iR~·~t:,i.:8··1?~·~~~1~.f ~~~·i?~A:·~~~ft~ne~o~:. · .. . 

Definición. 32 Dado zo •E e; lá. órbita de'zo'Wájo : el mapeo • j ·es· la· sucesión de 
puntos zo, z1,·z2,~:,,~A.·;~(dó'1ld,~;~;·;~-,.,~:~~i:;?.:ó:}~~~:;\(:: ··. · . ' · 

':~'. ::,:.·. :. ·;<: ¡ ; .• ~ \~.~''. '?.~: .. ~,;· ·:'· >.:.·.: -'•',-'.' 

Nótese quo zn e' Á"Czo) ,&!~ft[i~Í~~·itt: oN •• o f, n voces. 
: ' ··~ .. j . _- :: -~'.". 

Definición 33 Se dicé'.<z~e.1Lnp1Lntoz0 es un·punto periódico si ¡n(zo) = z0 • 

y al menor entero positi~o·npar:a;él cual ¡n(zo) = zo se le llama el período 
del p1Lnto. · · · ·· · ' 
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Definición 34. Un 7mnto zo es un 'punto ·p~p~riódi~o ~de;período n si su 
órbita no es 7ériódica, pero ¡n+i (zo) .,;,·p (zo) para¿~lgún entero 'positivo j > o. 
Definición 35 Sea uc 6 un ábierto y 8ed"jT;U':i;:f¡ iln:r:iriveó'lioforrio~f~. La 
gran órbita de un punto z bajof, é¡ue;deñot~remo~::¡;éfr,GÓ(z!f)~ ·consiste 
de todos los puntos z' cuyas órbitas inters'dct~n'eventttd.lmeiiie'a;la orbita de z. 

:Z;~:c: ~ ~ ~ ~i~~~ la misrri~·ftr1~!~~;{~~t~~~~7~.~W~"~i ?t<t);~· {f(z') ·paro 

Definición 36 Un punto, z ,•,E 6-~ilt~iddd~·; ~.,iri,f;¡,~ e:i:cepcional bajo, f ·si ·La 
gran órbita GO(z, j ) ~ 6 es uñ'Cóhj.J.nto finito. Y al conjunto de tales puntos 
será llamado el conjunto de p'tintos;éxcepcionales y se denotará porE¡ . 

. ··- ' ... -".'.·\ _: ~-

Definición 37 Supóngase que •zo, es un punto fijo de f, entonces,zo es: 
1.- Atractor si O< IJ'(zo)I <:l. 
2.- Superatractor si J'(zo) =O. 
3.- Repulsar si lf'(zo)I >l. 
4.- Neutral si lf'(zo)I =l. 

Definición 38 Supóngase que zo es un punto periódico de I de periodo n, en
tonces la órbita de zo es: 

1.- Atractora si O< l(¡n)'(zo)I < l. 
2.- Superatractora si (fn)'(zo) =O. 
3.- Repulsara si l(¡n)'(zo)I > l. 
4.- Neutral si l(¡n)'(zo)I =l. · · , .• ·.,, ' , · , 
Así al número complejo resultante A= (fn)'(za) =1'(zo);P(z1} .. ;· f'(z;,_ 1 ) 

donde zi = Ji(za) será llamado el multiplicador o el eigenvalor dé,la órbita 
periódica. , 

Para los siguientes teoremas se requieren las de~nicidnes ele tamiH~llorrnal 
(131), y convergencia uniforme (129) los cuales están en el apéndiÍ:e $'.':,~l:Í~~iéÍi : 
incluimos la definición de familia equicontinua (128) y el teore#ia-'~.de'·:Arzela- . 
Ascoli (133) que relaciona a familias normales con equiC:ontinuidad:\:::.·. · 

Teorema S9 Sea f : U --. U un mapeo analítico y supóngase qÚe· zo. es un 
punto fijo repulsar para f, e.ntonces la familia de iteradas {fn}~=l de f no es 
normal en za. 

Demostración. Supóngase que la familia de mapeos {fn}~=l es normal ·so
bre alguna vecindad ,U· de za. Entonces ¡n(za) = za para toda n, se sigue 
que ¡n(z) no converge aoo en U. Por lo tanto existe alguna subsucesión de 
un }~=l • {¡n• l~L qüe converge uniformemente ª un mapeo 9 sobre u, asr 
l(fn1)'(za)I --. lg'.(zo)I por el teorema de convergencia analítica (130), pero 
l(Jn•)'(zo)I = ICf}'.(.io)l . .(~¡"vcccs)" l(f)'(za)I =!>-In --. oc ya que l-\I > 1 por ser 
za un punto repulsordef, pero esto es una contradicción porque l(fn 1 )'(za)l ·-
lu'(za)I. , ,'• .••,~•·· '. 

Por lo tanto la familia.de iteradas de f no es normal en za. • 
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Corolario 40 Seaf : U -> U. un mapeo analítico y supóngase que zo es un 
puntó periódica fepulSor def. Entonc"éll la familia de iterada8 {jn }~=l.' et~ ¡ ño 
es normal en 'zo. -

---· -- ·,•··-r-- • • ' 

DemoStraciÓn. Como zo sea un punto periódico de períod() m, defi~ase g = ¡m 
entonces g(zo) = ¡mk(zo) = zo para toda k. Aplicand6 el teorema anterior se 
tiene que la familia de iteradas de g no es normal en z(). 

Así, la familia {Jmk}~1 de f no es normal en zo, es decir, existe una subsuce
sión umk}%"=1 de mapeos de la familia {fn}~=l queno converge uniformemente 
en vecindades cerradas contenidas en u. -

Por lo tanto la familia de iteradas {fn}~=l no es normal en·zo. • 

Definición 41 Sea U e 6 un abierto, sea I : U --> U un mapeo holomorfo 
no constante, y sea ¡n : U -> U _la n~ésima,iterada. Sea zo E U, entonces 
tenemos la siguiente -dicotomia: Si emte ··alguna vecindad V de zo tal que la 
sucesión de iteradas {in.} T"~tringida a Vforman una familia normal, entonces 
tenemos que zo es un punto regÚÚ:i.;.. 'o .normal, y decimos que zo pertenece 
al conjunto Fato.u 'F(f) 4e f~P.ó:r_<Jtro'.íado, si no existe tal vecindad,-decimos 
que z0 pertenece al c~.njurito .{te/;T:Ü,~ia iJ (l); · 

~,~ <;'.(:··· •. _ 

· Observación.42 .. _-/j~~-I·:'_U(J![/:t~f~d~eo.analítico. Por definición lafamilia- .
de iteradas {!'~ }~=Í· de f "!-º "és~_un~ jáinilia normal ~n cualquier :punto zo E· 
J(f) .. . •... - - . ' - ... - .'' 

• - " 1 - -. - , • ' 

·.;\e. ·-:~~ '··:;· >:·,,, e . :-, \:.-. ,,..· - ,.·.,· 

T~oreina 4~ :E{l:cortju~to :_ di/;;ll~ '..~Cb ~;.u es ~n.·9effa~~:'~~·~t~ni1? 'en ·U, · · 
mientras el. con3unto -de Fatou F(f) ·=:= U\ J(f) es. _el subC(JnJUT1:,to ·abierto com-
plementario. · · · · · · · · :- · · ·. · ·. ·· · · · 

' .: . , .. 

Demostración. Esto es cierto, por que si p esun p~nto de ~~umulación del 
conjunto de Julia tal que p et J(f), entonces la familia de--itéradáS {¡n }~=l de f 
seria normal en p. Por lo tanto existe V vecindad de p talque {fn }~=l es normal 
en V, pero esto es una contradicción. Por que al ser p punto de acumulación del 
conjunto de Julia J(f), entonces en toda vecindad de p existe al menos un punto 
q E J(J), en especial en la vecindad V existe un punto del conjunto de Julia, 
por ello la familia de iteradas {fn}~=l de f no puede ser normal en V. 

Así, tenemos que todos los puntos de acumulación pertenecen al conjunto 
de Julia, por lo tanto el conjunto de Julia es un conjunto cerrado. • 

3.2. Propiedades Importantes de los Conjuntos de Julia y 
Fato u 

Teorema 44 Sea f un mapeo analítico. Sea zo E J(f) y sea U una vecindad 
00 

de zo. Entonces U ¡n(U) omite a lo más un punto en C. 
n=l 

Demostración. Si ¡n(U)<mlifodos puntos, entonces {¡n}~=1 .será una familia 
normal en U por el teorenia de Montc¡'(135); lo cual es una contradicción. • 
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Proposición 45 El conjunto de F~tou F(f) =(U \ J(f)) de u~ mapeo holo
morfo f: ·u --(u ·es·totalmente invariante bajo f. ·Está.es si zperténece a F(f)

1 

entorices la gia,n órbita GO(z, !) está contenida en el conjuntó de Fatou F(f). 

Demostr~ción. Basta probar que si z0 E F(f) si y sólo si f(zo) E F(f). 
==?-]Si zo E F(f) entonces existe vecindad abierta U de zo talque la sucesión 

de iteradas {fn}~=l restringidas a U formen una familia normal, en particular 
en z 1 = f(zo) existe vecindad abierta U'= f(U) de z1 por el teorema del mapeo 
abierto (159) tal que la sucesión de iteradas {fn}~=2 forman una familia normal, 
por lo tanto f (zo) E F(f). 

<?] Si f (zo) = z 1 E F(f) entonces existe una vecindad U' de z1 tal que 
la sucesión de iteradas {fn}~=2 restringidas a U' forman una familia normal. 
Sea p-1(U') =U la imagen inversa de U', así zo E U porque f(zo) E f(U') y 
¡-1·(f(zo)) e ¡-1(U') = U,.entonces la vecindad U de .i0 es.talque la sucesión 
de iteradas {fn}~=l restringidas a U forman· una familia norinal en zo, por lo 
tanto za E F(f). . . ' :· .. . . ' .. >' ~ e .· . 

Por lo tanto el corijunto','de;Fafou F(f) de un 111ap~o 'l1ol0morf?·¡: C ~ C 
es totalmente invariante bajo f.· IÍI ·· · · · · · <~ ; :.. · · · 

.~ '"·. ·:~ . ' .. '~·' . '·:, . 

Corolario 46 ·Para t~d~ :,.,Je N,: el conj~nto de Fatou F(Ín)/cfo'.la\~-éSima. 
iterada coincide con el conjunto de .FatoiL F(f). ·· • ,' : ¡:i 

Demostración. Sea z E F(j) y sea U una vecindad de ~{sobfci.)a:;'.cuitl las 
iteradas ¡n(U) formen una familia normal. Por el teorema del;mapeÓ'abierto 
(159) ¡n(U) es abierto, si {fn•} es una subsucesión convergenfe'.en':'[J1:{¡n•-1 }· 

es una subsucesión convergente sobre f(U). Simila'!-'mente ¡-1 (U)'eáuna abierto 
y sobre cada componente de ¡-1 (U), {fn•+i} es una subsucesióti convergente .. 

Por lo tanto para todo n E N, el conjunto de Fatoti F(Jn.) de la n-ésima 
· iterada coincide con el conjunto de Fatou F(f). • ·· · · · · · · ·· 

Proposición 47 El conjunto de Julia J(f) .de· .. un,;mapeo holom'orfo f: U~ U 
es totalmente invariante bajo f. Esto es, si z·peftenéce a J(f), entonces la gran 
órbita GO(z,f) está contenida en.el confunto'de Julia J(f). 

DemostracióJJ.. La gran órbita GQ(~?f)r~~~á ~o~t~nida en el conjunto de Julia 
J(f), ya que en caso contrario é.xistid~.;'.'~l\Il1énos un punto contenido en el 
conjunto de Fatou zo E F(f) tal qu!=lfT(z)/= ¡n(zo) para alguna m ~ O, n ~ 
O, contradiciendo el hecho de. que el;Í::dnjunt6 de Fatou F(f) es totalmente 
invariante (proposición 45). .·. · . . . ·... • • · "··, 

Por lo tanto el conjunto de JuliaJ:(f}:de'un mapeo holomorfo f: U - U es 
totalmente invariante bajo f. • . - · · · · · 

Corolario 48 Para todo n EN, elcinju~i~ de. Julia J(¡n) de la n'-ésima ite
rada coincide con el conjunto de Julia J(J),: ,-

Demostración. Por la proposición anterior se sigue que para todo n E N, el 
conjunto de Julia J(fn)de la n-ésima iterada coincide con el conjunto de Julia 
.!(!) . • 
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No demostraremos .los siguientes dos t~orernEl.speroestán·detallados para 
mapcos de la clase Ren (32] y¡:)ara las Clases'E y pi~n (33F "' ·· · 

·~~>- f< -;--

Teorema 49. Seaf: U--+ Viur(m'J.peo·ünalÚica~·~.e.ntonces•elCónjunto:d.é J~lia · 
J(f) es no vado. "' -'' \ ·· · .. <. )\ < .:·. ··;~ ; • 

izlí~Czi!~,s;.z;.~~4:~~~~1;r4~~t1;~i~~~~f t~71~.· ~ 
particular, se sigue :que:la:granór,bita GO(zo;·j): es:densa"enttodo el con3unto · 

de· JuliaJ(f); · · · -;--·'..r·:.;;~~r~~-~~·~:~:l2~~:~t¡ttr~L~i,ft11·i~ifü~1~~?'s~&~-1i1:~~t~~ ~ .. 
Teorema 51 ·Sea U =.C·()'G, yseii.f': U·~ C;un'mapét:J_ o,nal<tico, el conjunto 
de Julia. J(f). contieiie .. un c;on]unto . ábdrto,·:~º-:~il~fo;¡~~':fi~.~~:f}·;~~f) =·U. 

Demostración. =>]Sea A un conjunto abi~r'to~? ~a,~rct.~~'·¡;1:!~t~r:ior del Julia 
OC> ... - _- .. -_ ;.:~: ._·._,,._;'._·.:,¡~/--<>-~,./;.:.-,,_;<.: 

J(f). Por el teorema (44) U ¡n(A) :::) C-{ a; b}y por la inVáriá:Íú:ia del conjunto 
· n=l • · . ; , ~ , e".:". ,:•;:,~ ';· < . . · 

de Julia J(f), entonces J:::) C- {a, b}, por lo tantó.J(f)~U::·~f :·. ,;: / 
<=]Como el conjunto U es abierto y J(f) =U enton~~.:71:c.onjYI1t<:}de.Julia 

J(f) contiene un conjunto abierto no· vacío. • . ·, , ,, /:'.'.\'.\z'} }'. ,"/; .· 
Ejemplos de casos en que el conjunto de Julia J(f),,,; U,~ori:'co~ci6idos·co~o 

familias de Lattés en honor a Samuel Lattees ver (32].' ,.· <t:¿;::Je;:.':;' ,'f> ', ; ... 
,.,.~:,- ¡,_.:.,.>' •·,_o·;·;;"•;:.·' 

Teorema 52 El conjunto de Julia J(f) no puede bonte'n~'/¡.p;.;;p~i~rh'e~te' ri ningun 
conjunto cerrado completamente invariante;· · ., ·<· :,> '' · ·. , · " 

Demostración. Sea K s;; J(f) un conjunto pro;i~ ~:~rado ·compl~tamente in
variante. Para cualquier z E K, la órbita inversa de z·está contenida en el con
junto de Julia J(f) por su invarianza, proposición (47) y es densa en el conjunto 
de Julia, por el teorema (50), entonces K = J(f). Siendo utia contradicción ya 
que K s;; J(f) propiamente. • 

3.3. Caracterizaciones de los conjuntos de Julia y Fatou 

En esta sección se daran tres caracterizaciones del conjunto de Julia y Fa
tou, trabajaremos restringiendonos a mapeos f polinomiales, pero las carac
terizaciones 1 y 3 son validas para mapeos de las clases R, E y P, pero la 
caracterización 2 solo es valida para mapeos f que son polinomiales. Ya que 
para mapeos racionales, el punto al oo no es necesariamente superatractor, ni 
siquiera atractor. Para mapeos enteros y meromorficos el punto al oo es una 
singularidad esencial. 

Teorema 53 Caracterización 1 
El conjunto de Julia J(f) de cualquier mapeo polinomial. f es igual a la 

cerradura del conjunto de puntos periódicos repulsares de f. 
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Demostración. :J] Si pes un punto del conjunto de puntos periódicos repulsares 
de I entonces un }~=l no es normal en p por el teorema ( 40). Esto implica que 
el conjunto de puntos periódicos repulsares de f no es normal. Por otro lado, 
la cerradura del conjunto de puntos periódicos repulsares de f no sérá normal 
ya que todo punto de acumulación del conjunto no es normal, como se vio en 
la observación (43). Por lo tanto cerradura del conjunto de puntos periódicos 
repulsares de f está contenida en el conjunto de Julia J(f). 

e] Dado que hay que probar que todo punto p E J(f) está contenido en 
la cerradura del conjunto de puntos periódicos repulsares def, es decir, dado 
un punto p E J(J) debe de existir densamente punt()S periódicos repulsares de 
J(J). Esto requiere de material que esta fuer8:deralcance de este trabajo, pero 
una demostración está detallada en [2]. •• · ·· 

Definición 54 El conjun~o de . Julia"'.ú~Ti~fdef\/~ d~notado, por K(J), es el 
conjunto de puntos que sus 6rbiiás sOn'aéoÚ:i'(i~s~bajo lá'ite~ación de f; . 

Teorema 55 Caracterizaci6ri 2 . ,: ;,.'' .C\·;}<' '.:. ·::;:.. ·~· , · 
Si el conjunto de Julia n~ es tOdo elplll?Ío.'¿o;¡;plt{j~,\~nt~ndes'elconjuiito de 

Julia J(J) es la frontera del conjunto de Julia-lleno :I<(f) /l;~Jd.ed,T;, i!a ¡.,.Onterá 
del conjunto de órbitas acotadas y el de las órbitas que''escapci:n aljinjinito. , 

' . ;•."' ,;-'. ... ·'"' /, ··--· 

Demostración. e] Notemos que, como el punto al infi~fto ~ si~rrtpre im purito· 
fijo atractor para f, entonces existe r > O tal que 1 z I> r,'entonces l''f"(z) 1- oo 
cuando n ~ oo. Por esto, los z que cumplen que 1 z I>. r no pertenecen al. 
conjunto de Julia J(J), por lo tanto el conjunto de Julia J(J) está contenido en 
el conjunto de Julia lleno K(J). 

:J] Si tenemos un punto p cuya órbita es acotada pero arbitrariamente cerca· 
a la frontera, entonces para toda vecindad U de p, existen puntos qÚe convergen· 
al interior de K(J), así como puntos que convergen al.punto al infinito, ya que es 
un punto fijo atractor para f, y por la caracterización uno del conjunto de Julia, 
el punto p pertenece a la cerradura del conjunto de puntos periódicos repulsares. 
de f. Por lo tanto la frontera del conjunto de Julia lleno K(f) ·está contenida 
en el conjunto de Julia J(J). 

Por lo tanto el conjunto de Julia J(J) esJa frontera del conjunto de Julia 
lleno K(J). • 

Con fundamento en la caracterización. dos,' es·. posibl~ calcular con nuestro 
programa Fractal Windows el conjunto de Julia Ílenoy el conjunto de Julia de 
la siguiente manera: -

El conjunto de Julia lleno se calcula tomando una malla de puntos homoge
neamente espaciados de la,' región del plano complejo que se· este visualizando,· 
a cada uno de estos punto~,· se iteran usando el mapeo f, tomando como valor 
inicial de e el valor del punto crítico y de z el valor del punto de la malla, hasta 
que se cumpla una de las dos condiciones: 
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. . . :. . ' ' 

1) Las iteraciones rebasan una norma preestablecida, ,entonces se 
visualiza el punto de la malla de' la ventana con color blanéo. -

2) El número de iteraciones excede un mí.mero pr~establecido, en
-tonces se visualiza el pünto-deº lá ~a.na: de ia:veñtanac~o11ºel color 

. ., ·' ' '.·:.· ' . -·. _.,'...,: .. 

de ~~~t~'.que· °b·.~?~f ~~~,d~5~f ;~";~\~i~~~.~,~~.O<irial coajunto 

El conjuntó ~de'JÜÜ~·s~l:611g~l~~tbfu~R(l~·i~d~ xii~~i~ de puntos· homogenea
mente espa~iaélos~d~Üi{_:región•;'iiel'Ipl~n(j'{~oiliplejó.'que se este visualizando, a 
cada.· uno.· de: estÍ:>s 'puntos sé{ le; cáicul~D't~{i~ho 'vértices de Ün cuadrado, tales 
que estos. éÜatÍ:o puntos\D.ó'pertenezciin,8.lamaÚa. Ahora, a cada uno de estos 
vértices, se les.iitera~: usarídc{-éf rh'apeo j, tomando como valor inicial de e el. 
valor del ptÍnto crítico y_<le~.z ál valor del vertice, hasta que se cumpla una de 
las doscondiciones: 

1) Las iteraciones rebasan una norma preestablecida. 

· 2) El número de iteraciones excede un número preestablecido. 

Si los cuatro vértices ~tán en el inciso uno o en el dos, entonces no, pertenec:en 
al julia. Si algunos de los cuatro vértices caen en. un inciso y el resto ~n eLotro, , 
inciso, entonces el punto de la malla pertenece al conjunto de j ulia ya que están 
en la frontera del Julia lleno. . · · .· . '· 

·:.;."·'C:; .. 

A continuación· se enunciará la definición de caos presentii.c:lri:,por::RÓbert ·L. 
Devaney en [36] pag. 48-51, sobre la cual se ba5a la tercera caract~riZ'iiCión del 
conjunto de Julia y Fatou. Para ello necesitamos definir lo siguient~: ·· . 

Definición 56 Un mapeo f : U e C :+·U ea un mapeo transitivÓ;si;- para, 
todo· conjunto abierto V y W, entonces exi.Ste n >O tal que ¡n(V) nW i= cP· 

Definición 57 Sea f : U e 6 " U un mapeo continuo. Decimos que f exhibe 
dependencia sensitiva sobre condiciones iniciales en U si existe una 
constante f3· > O tal que para todo p E U y cualquier vecindad V de p, existe 
n>OyyEVtalque 

¡¡n(p) - ¡n(y)I > f3. 

Definición 58 Supóngase U es un conjunto infinito. El mapeo f : U e 6 '-+ U 
es llamado caótico sobre U si 

i) f exhibe dependencia sensitiva sobre condiciones iniciales. 
ii} f es un mapeo topologioomente transitivo 
iii} Los P.untos periódfoos son densos en U. 

El siguiente teorexrill.~~t~ demostrado en (6] muestra que solo se requieren los 
puntos (ii) y (iii) de.la definición de caos de Devaney, ya que (i) es consecuencia 
de los otros dos,: támbién se demuestra en [4] que (i) y (iii) no implica (ii) y (ii) 
y (iii) no ill1;plica {i): · 
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Teorema 59 Si el mapeo f : U e 6'-+ (fes topologi~amente trnnsitivoy tiene 
puntos peri6dicos densos entonces el mapeof Úéne·dependencia sensitiva sobre 
condiciones iniciales. · ' ", · · ·. 

Así, la caracterización tres del con}~~t6.·<l~ J~iii~'}.ºJi~f;(j~ ;;;," li siguie~te: 
,. ,. •"/", ,"> .•'',. 

Teorema 60 Caracterización 3 .· ·.· . c•l''·:;;,}'··''..i\~.'S>: '.'··/. ,.J . . 

El conjunto de Julia asociado. al 1!':.~P.~?)•fl'.f!~~~t~~().tP(Jr .. .JJ!)~ :~/J ~~l co.njunto 
de todos· tos puntos en los que f exhibe(dé]foiiaénciii.'sensitivá sobre condiciones 

. iniciales . .Esto es, J (!) es el conjuntO{~óticó 'dé'J. ';Et '&,ihplé;¡n-eTiio)ie;·J(f) es 
el conjunto de Fatou o el conjunto estable·dé f ... .. ··••.· · .. : ;'. .i.~~'.;~'.,-~~ <{; ' : · .. 

Demostración. i) Por la caracterización uno, el conjunto'éd~~J'.ll.liá•'~s:igull.l. a 
la cerradura del conjunto de puntos periódicos repulsores~d~;}/~'f'.si~.zo;.es un 
punto periódico repulsar, entonces por el teorema (50) élconju~t~:c1e·t;9das las 
preimágenes de zo es denso en el conjunto de Julia J(f); Sátisfacieii'do él inciso 
iii) de la definición (58) de mapeo caótico. , : ,.';(~·;;,'/.. .. 

ii) Sea p E J(f) y U un abierto de p, y sea V un abierto .~ualqüiera de C. 
00 - .~-·_;/,e:'.;;:<··,-:.<~ '::~·,·, '.';_ 

Por el teorema (44) tenemos que U ¡n(U) =c....,. {a}i.por.'éllo .existen.> O 
n=l .: \' •:••:>·<,>•.'. . .. · ' 

tal que ¡n(U) n V:/= </J. Satisfaciendo el inciso ii) de la 'defiriición (58) de mapeo 

caótico. · . · ··•···•· . 
iii) El inciso i) de la definición (58) de mapeo al.ótico, es consecuencia del 

inciso i) y ii) por el teorema (59) demostrado en [6]. 
Por lo tanto el conjunto de Julia es el conjunto de todos los puntos en los 

que f exhibe dependencia sensitiva sobre condiciones iniciales. • 
Esta última caracterización justifica el sobrenombre de conjunto caótico que 

normalmente se le asocia al conjunto de Julia J(J). 

3.4. Dinániica en los Conjuntos de Julia y Fatou 

Las imagene.s de los ejemplos que a continuación se muestran, se realizaron 
usando nuestro programa Fractal Windows .. (256 iteraciones máximo y cota de 
500 para la norma). Estos valores pueden ajustarse teniendo en cuenta que 
un aumento en ellos implica mayor. exactitud pero también un mayor costo 
computacional. 

· En esta sección analizaremos varios ejemplos de familias de mapeos lineales y 
no lineales. El ejemplo 1 y 2 son el caso lineal, el resto de los ejemplos pertenecen 
al caso no lineal. Los ejemplos 3 a 10 pertenecen a la familia polinomial f(c) = 
z2 + e, el ejemplo 11 pertenece a una familia racional y los ejemplos 12 y 13 
pertenecen a una familia entera. 
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3.4. l. Caso Lineal 

Ejemplo l. El caso lineal J(z) ~ ez; es el inás sencillo de análizár, aunque 
para ciertos valores de e la diná,mica de todas las órbitas es densa o todos los 
puntas son puntos periódicos. Para todos los valores de e, el punto z = O es un 
punto fijo de este mapeo. Si e = re2rri0 los posibles casos son:· 

i) !el < 1 el punto z = O es un atractor global (todos los puntos del plano 
complejo son atraidos hacia él) y z = oo es un punto repulsar en el plano 
exte~dido, pero en los complejos no hay puntos repulsares,· por ello el conjunto 
de Julia es vacío y el conjunto de Fatou es el plano complejo mismo. 

ii) !el > 1 el punto z = oo es un atractor global. El punto z = O es el único 
repulsar y por ende el único punto del conjunto de Julia y:e1 complemento del 
origen es el conjunto de Fatou. . . • . ··.·• •...•.• ·•·. ··•· . ••• .• ·.. . . 

iii) !el = .1 el punto z = o. es un purito. ~jc) .. ne~~r()!', t~!):Íe~do dos. opciones: 
•, ""' . ,· '· .. . . ''\'.'.·'" ,, 

á) e = 1 t()doslos puntos son fljos >sierid~ ~~·~ie e~C> el conjunto de 
Juliayacío y el.conjunto de Fatoútodo el plano complejo. 

b}'.e i .i :Las circunferencias con ceIÍt~~·~ri el origen resultan invari
antes ;(todos los puntos rotari, eri la'circünferencia de radio r = lzl, 
elángulo 8 = arg(z)). Las órbitas en cada circunferencia de radio lzl 

. pueden s~r periódicas (si e es una n-ésima raíz de la unidad tienen. 
períiódo n) y en este caso el conjunto de Julia es vacío y el de Fatou 
es todo el plano complejo mismo. También, sobre cada circunferen
cia de. radio ·lzl, las órbitas pueden. ser densas (si el ángulo e es 
irracional) y en este caso el conjunto de Fatou es solo el origen .. 

En los casos donde exista convergencia, la convergencia hacia el· a tractor es 
de dos tipos posibles a saber: · · 

a) Si e E JR, ésta es a través de rayos que pasan por el ~rigen; . 

b) Si e <f. lR, ésta es a través de espirales._ .·. 
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. . 
Ejemplo 2. El caso J(z) = ~;$~ donde ad - be =/:. O es m1 rnapeoracio'nriJ 

llamado transformación de MCibius, donde usaremos la conveúcióri' usual \fo.que 
f(CYO) = ~,!(-~) = oo si e=/:. O, mientras f(oo) =()O cuando e ¡=:::ó; Dado 
cuanquier rnapco f de MCibius este tiene. un solo un;puntó.fijo (doble)"o tiene 
dos puntos fijos, estos· casos se discuten a éontinUaCióit! >· ·. · /~;¡~~~:~. ,.·:·-..:~~,: · 

i) f tiene un solo punto fijo: . . •'X )í;)~.~;;;i~·~} , 
a) Suponga que f tiene •a CYO cómo• su único ,pti:~tóffijo:J:Erit~~~cs · ·. 
f(z) =· z + f3 y ¡n(z) = z +:nf3, de'donde·par~~óét§Y#;".é1/;fC#)~;~.'~ •· · 
conforme n --> OO. forJo tanto.el conjurito.de",Fatóüfes'~el;plá.no .... 

~~~~=~::a e~::n~u::n:eu~~~.:.i:.;:l~~·.:fijÓ;;'.;(~~~;'.~~;,~f~;~~t~}~aso 
sea g(z) = z_:< una transformación de,MCibi1:1s.'.ajarié:l.á.1i<:lo'(,a. ooá 
definamos • ~ · .:;: ; <: ·::s.·> 1¿; ;~;)::. ~ · · · 

?s(zf;=·gf 9~~(.Z)'.\ < ~:;: ·~' ~·;. ·t~ .< 

;~:~:c~ªs:(2;~~;~~~~~1~~~~i~f (~tu~~'asloción 
.· s. (z) •••.: =:=; :ÜÍ g ¡;;)(gf 9'"·c).,;(gfg;:0 ,)(z) .:• .. 

. . . · .··.. · ·. ·~:. c"!l!]~};1 ~/~~1r1~ct¡f;~t¡·ti;: .. 1r:1.'. ;:é ; . .. .· 
y po'r lo tanto, remplazarid~ i fao~ g(.~.); y;apÍi6~ficióg- 1 , e~contramoi? que . ..· ,... .. ·,<.;., ,, ....... ::/.' ·.·" .. · . 

. J~(z)}~(~j~\~}:~g~i:~¿/iE_:; ..... 
Por lo tanto, para todo punto.z c:~··c;'<f',.':(i)f;:¿.,;(cuando n ~ oo.· 
Donde el conjunto de Fatou es 'el·plano coÍi.iplejo Y. elcónjunto de 
Julia es vacio. · ·" '• · :·: •'' • 

ii) f tiene exactamente dos (distintos) pu .. nt:s~Jos.~ . 

a) Supóngase que f tiene de puntos fijos O y oo: Entonces)(z) = kz 
y ¡n(z) = knz. Claramente, ¡n fija Oy óo,,.y parácuariquier otro 
z E C, tenemos las siguientes posibilidadéS: .. '¡i·,,, ·.·.; • 

1) Para todo z E C, f"(z) --> o·si lkl <l. Donde el conjunto de . 
Fatou es el plano complejo y el conjunto de Julia es vacio. 

2) Para todo z E C, ¡n(z) --> oo si.lkl > L Donde el conjunto de 
Fatou es el plano complejo y el conjunto de Julia es vacio. 

3) Para todo z E e, IJ"(z)I = lzl si lkl = 1, podemos tener 
alguna de las siguientes opciones: k es una n-ésima raíz de la unidad . 
y entonces ¡n es la identidad; todos los puntos distintos de O son pe
riódicos de período n donde el conjunto de Fatou es el plan~ complejo 
y el conjunto de Julia es vacío.; o k no es una raíz de la unidad, y 
los puntos ¡n(z) son densos sobre un círculo con centro en el origen 
y radio lzl, donde el conjunto de Fatou es el origen y el conjunto de . 
.Julia es todo el plano complejo menos el origen. 
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b). Supónga.se que f tiene exactamente dos puntos fijos ( 1 y ( 2 donde 
( 1 'f:. ( 2 • Construimos una transformación de Mt>bius g que mape ( 1 
al O, y ( 2 al oo. Por ejemplo, podemos tomar 

g(z)=z-(1 
z -(2 

Ahora hacemos s = gf g~ 1 , entonces s, fijka O.e oo y ~pliciirllo~ el 
inciso previo 'a s. Comog mapea, círc41os ( induyendo lineas recta-;>)· a 
. círculos, podem?s .encontrar. que si'f,tierie, dós 'puntos.fijos, entonces 
se. cumple'/cÚalqU:iéra\de•. f a.s··· si~ientrlS:'·fjn.~~ conveÍ:ge'af• uno,:~·de los 
puritoS·' fijos }í:le.Y.fVi.o~'eliosf?se?m&eveil'''cfcücáment~~ a: travéS 'de .un.· 
conjuntofi~itci'de puntos.o' eHos 'formai.{uÍi sübcorÍjÚnÚ> deriso de 
algúll círculo~ · ;,e)· < < ' 

3.4.2. Caso no Lineal 

Dentro del conjunto de mapeos·no lineales,· la familia polinomial f(z) = z2+c 
es una de las que tiene una estructura más simple. A pesar de esto, su dinámica 
exhibe gran complejidad y.no puede ser.comprendida con una simple descripdón. 
Uno de los rasgos sobresalientes de esta familia es la naturaleza fractal que 
exhibe el conjunto de Julia (para e'/: O, -2), para mayor información ver [8]. 

·También la dinámica de esta familia es representativa de la famila de mapeos 
cuadráticos: Dado un polinomio P(z) = az2 + {3z + ¡ con a.'/: O, (3, ¡ E C. 
Entonces el mapeo P es conjugado al mapeo f = z2 + c (11) para algún c E C. · ·. 
De hecho, la conjugación 

H(z) = az + /3/2 
satisface H o P = f o H, donde 

e = a¡ + f3 /2 ;_ {32 
/ 4. 
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Ejemplo 3. Sea el mapeo f (z) = z2 , este mapeo tiene a los punto~ O e oo 
como puntos fijos superatractores, el conjunto de Julia y FEl.tou se muestran en 
la figura (12a), en ella se distingue el conjunto de Julia lleno el cual es cone~o 
como se muestra en la figura (12b) y en la figura (12c) se mue5trá el conjunto 
de Julia. 

(a) (b) 

o 
(e) 

Figura 12: á) Elconjunt()de JuliayFá.tou; b).elconjunto de Julia lleno y c) el 
conjunto de'Julia'del mapeo f(z) = z2 • 

' ... , , . ;F»- . . 

'· ;: . ' :~·;'.}.,_·~/~ -.-._,,.-,, - ·:·::· - ."'. 

Para.' su_'aná.lisiS} hay que· notar: 
.. ;. ···-; <:·:·-•<.:• -~.'""--2n-:.:--. •-• .. - •" i• ... 

i) IF'(zo)l';=Jioh,· ~o si Izo!< i. 
ii) ¡¡n(zó)\ '=: fzól~~ ~.oo si Izo!> l. 

• ., ,,· 1 __ ·' • '· _;·,_'.~ '··2n :·· • 
iii) lrCzo)I =Izo! = l.si Izo!= l. • 
De este modÓ el ccmjunto {z l lzl < 1} es la cuenca de atración para el pun-. 
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. . 

to fijo O, ~ertcneciendo a1 conjunto de Fatou. Todos los puntos del conjunto 
{z l lzl :> 1 ftienen órbitas qüe escapan al ·oc;· los cuales pertenecen también al 
conjunto de Fatou. La región perteneciente al conjunto {z l lzl = 1} que es la 

-_ -froritera~del~conju'ntó'déJulia llenoK(f),~ pertenece al conjunto de Julia J(f) 
de f. · ··- •·•·•.. < • __ . ·. 

Record8.nd~ que la dinámiCa. en el conjunto de Julia de fes caotíca y no es tan 
facil de describir, nos aillci!iaremos de lo siguiente: Sea zo en el círculo unitario, 
z0 = e2.ri01., ahora la estructura de la órbita de zo depende de ·a, entonces tenemos 
las siguientes posibilidades (para una demo_stración de estas ·propiedades ver [8]): 

i) Si a = O, entonces zo es un punto fijo de f. 
ii) Si a= 71", entonces la órbita de z0 es -1-+ 1-+ 1, donde -1 es un punto 

preperiódico del punto fijo l. 
iii) Si a= p/2k, para cualquie_r entero positivo p y k, entoncesfk(z) =. l y 

consecuentemente fP(z) = 1 cuando n ?_ k y la órbita consiste de k + 1 puntos 

e2rrip/2k 4 e~1fip/~k-:1.·-~.;~2·1J}:<,~j-~~C:--+ ... ~ -1 -+ 1 

iv) Si a= p/q con p y q.priiiló~'r~i~tiyC>i;It~~~rilos.~os,posibilidades: 
1 :·>;>":·»:.fr:~~~"~~t~~1~f:~;·:~?:i.:.::-~::/;.:':~.~<~~ .. f~<:::.-~., ~·~t:·~:)\ .. : ... /~~::· .. ~;' 

a) cuando q es impar, la·órJ:>ita'é~ periódisai·:·el1tonéesfJq(z) := Ly 
consecuentemente.JP(z) = i cú~ndo'n::~',qi-'po(ejempiop/q-= 1/7 
la órbita es ·; .~; \·- ···· · · · 

.I; 

e2rri/7 __. e47ri/7 -+··e8rri/7 ~:.~2~)//2 :;~ 

b) ~uando q = 2mr es par donde r es u~ p;inioY'Tn E N;la Órbita es 
preperiódica de periodo r, entonces Iq (z) '=='.-l'y. cons~cuentemente 
fP(z) = 1 cuando n?. q, por ejemplo ~i p/q:'== l/12 la órbita es 

erri/6 -+ erri/3 _, e27ri/3 ..... ~47fi/3, :::::_. e2rry3 . ...::+· : •• 

v) Si a es irracional la órbita es infidit~)di~sa e!l.elconjunto de J(f). 
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Ejemplo 3. Sea el mapeo f(z) = z2 - 2, para este rnapeo la órbita de O es 
eventualmente fija, ya que f (O) = 2, es un punto fijo. El conjunto' de Julia y 
Fatou se muestran en la figura (13a), en ella se distingue el conjunto ele Julia 
lleno el cual es.conexo corno se muestra en la figura (13b) y en la figura (13c) .·· 
se muestra el conjunto de Julia. 

(a) (b) 

(e) 

Figura 13: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno .y c) el 
conjunto de Julia del niapeo J(z) = z2 -:- 2. 

Aparentemente este mapeo es muy diferente del mapeo g(z) = z2 , pero están 
íntimamente relacionados. Consideremos el mapeo H(z) = z+l/z definido sobre 
el conjunto {z l lzl ~ 1}. Este mapea al exterior del disco abierto unitario sobre 
el plano complejo, con el disco unitario mapeado 2 a 1 (excepto ±1) sobre el 
intervalo [-2, 2]. De hecho, H toma rayos que pasan por el origen y los manda 
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sobre arcos de hipérbolas. . . . >: . . . . . . .. · •.·. . .. .. . .· 
Hes la conjugación topológica. (~l)coágsobr-e {z l lzl ?: l}de f,dcinde g 

y f son conjugados topológicamente, esto es así,•porque' H(z) 2 = (H(z))2 - 2, 
con lo cual se tiene que H o g =f o'H>-, ,' > ''• .... ·· . · 

Se sigue que, si z <f. [-2, 2], ent~l1~.·J~(io). -'--+· oo. Por otro lado, cualquier 
punto z E [-2, 2] tiene órbita acotada· bajo el mapeo f. Entonces I<(f) = 
[-2, 2] = J(f). ' -

El mapeo H no es del todo inyectivo sobre el disco unitario. Sin embargo, H 
colapsa la dinámica de g sobre el.círculo unitario sobre ¡..:..2, 2] de f. Además, a 
causa de la conjugación H, la dinámica de f sobre las hipérbolas en el exterior 
de [-,-2, 2] es precisamente li,t misma dinámica de g sobre los rayos en el exterior 
del círculo unitado (para una demostración de estas propiedades ver [8]). 
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Ejemplo 4. Sea el rnapeo f (z) = z2 - 1, el conjunto de Julia y Fatcm se 
muestran en la figura (14a), en ella se distingue el conjuritO de JuliáUéno'el cual 
es conexo corno se muestra en la figura (14b) y en la figura {14c) 'se muestra el 
conjunto de Julia. ·· · 

(a) (b) 

(e) 

Figura 14: a) El conjunto de JuliayFatou, b) el conjunto de Julia lleno y e) el 
conjunto de Juliadelrni,ipeoif(z) =z2 ,::_~·.}' 

Para es~~: P.?li~o~~o'.·~~t:~i~n~fi~~~'.'[(Ó~y}>i1 •. f(-p = O, así el O y -1 
forman. una <)rb1ta:penód1ca:',de:óperu~<;l.9,;.clgs;;if'!:ª.1Ilb1én f (O) = O para todo e, y 

- '2 - ' .. -, __ -- -~--·,.i· :/ '/2-.'§·;:-_< ;:r:.:~._':ff:-'--j; ·~;;?~~--"· •. ;~~~~---:-·~;;-:-:-;,~,--,;-::,'.,~-J'f:.~?;'.;-<)J-)/'-f_:'.S.Y-~-~~,"':.~>·· '. - • 
(f ) (O) = (J)(-:;1) ::::, O, podo tant() esta; gr:b,~~11.de penódo 2 es superatractora. 

Ent()~c~,'ex:is'te una cuenca d.e atrác~i~r1~'!ijój2 para cada uno de los puntos 
fijos dada por la bola abierta centrada eri cer6U(O) = {z I J2k(z) -+O} y la bola 
abierta centrada en menos uno V(-1) = {z 1 J2k(z) -+ -1} estas cuencas de 
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atracción, bajo:¡, van a dar una· en la otra. Con esta información sabemos que 
existe u y v vecindades de O y ....:.1 respectivamente tales que u está en la cuenca 
de atracción de· U y bajo f, va adar a U que está en la cuenca de atracción de 
V. En la figura (15) se muestra la secuencia de imagenes inversas para la bola· 
abierta centrada en cero de radio. cero punto cinco Uo,s (O) en 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
y 100 iteraciones del mapeo f . 

• • • • •• 
(a) (b) (e) 

• • ·• •· . . 
·• •· 

• 
(d) (e) (f) 

..... • ...... .. <•:: ::•:·· 
• •••••• ·• •· ~· ...... ·.. ..· ~ ... 

(g) (h) 

Figura 15: Imagenes inversas d~ a) 1, b) 2, c)3, d) 4, e) 5, f) 6, g) 7, h) 100 
iteraciones del cÓnjunto de Julia del mapeof(z) = z2 '--l. 
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Ejemplo 5. Sea el mapeo f(z) = z2 -l-0,360284+0,100376i conocido también 
como el 'Dragon', el conjunto de Julia y Fatou se muestran en la figura (16a), 
en ella se distingue el conjunto de Julia lleno el cual es conexo como se muestra 
en la figura (16b) y en la figura (16c) se muestra el conjunto de Julia. 

(a) (b) 

(e) 

Figura 16: a) Elconjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el 
conjunto de'.J.ulia del mapeo f(z) = z2 + 0,360284 + 0,100376i. 
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Ejemplo G. Sea el mapeo f(z) = z2 - 0,122 + 0,745i conocido también como 
el 'Conejo de Douady', el conjunto de Julia Y Fatou se muestran en la figura 
(17a), en ella se distingue el conjunto de Julia lleno el cual es conexo como se 
muestra en la figura ( 17b) y en la figura ( 17 c) se muestra el conjunto de Julia. 

(a) (b) 

(e) 

Figura 17: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto· de Julia lleno y c) el 
conjunto de Julia del rnapeo f(z) = z2 - 0,122+ 0,745i. 
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Ejemplo 7. Sea el mapeo f(z) = z2 - 1,75488 conocido también corno el 
'Avión', el conjunto de Julia y Fatou se muestran en lá figüra (18a), en ella 
se distingue el conjunto de Julia lleno el cual es conexo corno se muestra en la 
figura (18b) y en la figura (18c) se muestra el conjunto de Julia. "' 

• • 

(a) (b) 

(e) 

Figura 18: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el 
conjunto de Julia del mapeo f(z) = z2 - 1,75488. 
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' .· ' . ·'·, . .' .. 

Ejemplo 8. Sea el mapeo f(z) = z2 + (0,99 + 0,14i)z, el,é:onjunto:deJulia y 
Fatou se muestran en la figura (19a), en ella se distingue elconjl1nto,dé Julia 
lleno el cual es conexo como se muestra en la figura (19b) y e.n la' figura (19c) , 
se muestra el conjunto de Julia. · - -- ---- ·--- - -

(a) (b) 

(e) 

Figura 19: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y e) el 
conjurito de Julia delmapeo f(z) = z2 + (0,99+ 0,14i)z. 
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Ejemplo 9. Sea el mapeo f(z) = z 2 - 0,00001/z3 , el conjunto de. Julia y 
Fatou se muestran en la figura (20a), en ella se distingue el ccmjúnto de Julia 
lleno el cual es disconexo como se muestra en la figura (20b) y en la figura (20c) 
se muestra el conjunto de Julia. 

(a) (b) 

Figura 20: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el 
conjunto de Julia del mapeo f(z) = z 2 - 0,00001/z3 .. 
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Ejemplo 10. Sea el mapco f(z) = (2z/(1-l-z2 )) 2 , el conjunto de Julia y Fatou 
se muestran en la figura (21a), en ella se distingue el conjunto de Julia lleno 
el cual es disconexo como se muestra en la figura (21b) y en la figura (21c) se 
muestra el conjunto de Julia. 

(a) (b) 

(e) 

Figura 21: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el 
conjunto de Julia del mapeo f(z) = (2z/(1 + z2))2 • 
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Ejemplo 11. Sea el mapeo f(z) = cos(z) - 0,65 - 0,05i, el conjunto de Julia 
y Fatou se muestran en la figura (22a), en ella se distingue el conjunto de Julia 
lleno el cual es conexo como se muestra en la figura (22b) y en la figura (22c) 
se muestra el conjunto de Julia. 

~f\f\t 
. (e) 

Figura 22: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el 
conjunto de Julia del mapeo f(z) = c~s(z) - 0,65 - 0,05i. 
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Ejemplo 12, Sea el mapeo f(z) = cos(z)-1,718-0,158i, elco~j11ntode :Julia 
y Fatou se muestran en la figura (23a), en ella se distingue elconjul1to de Julia 
lleno el cual es disconexo como se muestra en la figura (23b) y en la figura' (23c) 
se muestra el conjunto de Julia. ·· · · · 

(a) 

Figura 23: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y e) el 
conjunto de Julia del mapeo f(z) = cos(z) -1,718 - 0,158i. 
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3.5. El Conjunto de Mandelbrot 

En esta sección trabajaremos ·con mapeos polinomiales f>.. : 6 -> 6 de n 
parámetros complejos ,\ = { c1, c2, ... ,e,.} de grado d ;:::: 2, ya que, fue en ellos 
donde primeramente se definio el conjunto de Mandelbrot, gracias a la propiedad 
de que el mapeo f tiene un punto fijo superatractor en el infinito. Así, existe 
una constante k = k¡ tal que cualquier punto z con lzl > k¡ pertenece a la 
cuenca de atracción del infinito. 

Para los siguientes teoremas se requieren las definiciones de conjunto conexo 
(106), componente conexa (111), localmente conexo (110), conjunto de cantor 
(114) los cuales están en el apendice A. · .. 

El siguiente resultado es debido a Pierre Fatou. y Gaston Julia, este no . lo 
demostraremos pero está detallado en (32]. · 

Teorema.61 {P. Fatou y G. julia} · ·· .·· · · · · · 
. Para un mapeo polinomial f de grado d ;::::: 2, entonces Cxi~te~·;~os posibili-

dades mutuamente excluyentes: . ·. . ·. · · 'J~c;'::; /r 
i} Si el conjunto de Julia lleno K(f) contiene a todos :Los:.p.(¡,'fi,f,(;Fcritic0s 

finitos de f, entonces K(f) y J(J) = 8K(f) son conexO·ai~~o~·:¡;/}}: }'."{\ ·· ,: 
ii} Si J tiene al menos un punto crítico en C \ K(f); eni.onces;'ambos J(J). 

y K(f) tienen incontables· componentes conexas. ·: :;S ;.:·;, //. / 
Observaci6n6.2 En particular si todos los·puntos crftiClis,.~;t_~~e;,;é\K(f); 
entonces losámjuntos J(f). y K(f) coinciden y ~on 'ttn c(}njuntó de cantor. 

. . - . 

Pá.ra información sobre la estructura de K(f) cu~ndo 'no es conexa ver a [10] 
y [9]. ' ... ···' 

' . ' 

Notación 63 Denotaremos por :E a e(é~;,,junto de puntos singulares del mapeo 
f, es decir 

· ~ =.{w: f'(w) =O}. 

Sedeflne.~rime~~ eLoorijunfo de Mandelbrot para mapeos fc(z)=z2 + c, a 
un parámetro complejo coino sigue: 

• - ···""".',,_';''.: .,, .fe:·.,' 

Definici6'll 64/i.Ei 1

cb1tjunto de Mandelbrot en el c - plano está dado por 
.· . ' - - . '~"'-·· 

;/ , ·· · M = {c: K(fc) es conexo} C C. 

Esto qui~re dec~q~~ elconjunto de Mandelbrot (espacio de parámetros) es 
el conjunto M ele .tOdóS los c...:.valores para los cuales la órbita del punto crítico 
bajo fe es acotada .. 

La generalización del conjunto de Mandelbrot para mapeos f>. : C -> C a . 
n parámetros. complejos ,\ .= { ci, c2, ... ,en} es el llamado lugar de conexidad 
contenido en en y se define como: 

Definición 65 El lugar de conexidad de el ,\ - plano está dado por 

M = {,\ : K(f>.) es conexo}. 
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Definición 66 La parte hiperbólica del conjunto de Mandclbrot consiste en 
los >.-valores vara los cuales todos los ¡mntos críticos de f>.. son atraidos a una 
órbita periódica atractora. Una componente conexa de la parte hiperbóliea es 
llamada una componente hiperbólica. 

Observación 67 Dada la similitud de la· definición de la parte hiperbólica con 
la de Lenguas de Arnold para mapeos reales, usaremos la convención de llamar 
al diagrama de las partes hiperbólicas el diagrama de Lenguas de Arnold asociado 
al conjunto de Mandelbrot generali~ado del mapeo f>. .. 

El siguiente teorema y su dem:~stración que escapa del alcance del present.e 
trabajo se pueden consultar en (34] en el trabajo de Bodil Branner. 

Teorema:.68 El conjuntoformado por la parte hiperbólica, está contenido en 
el interior .del. conjunto. de. M andelbrot. . 

Hay dos conjeturas acerca .defconji.mtO de Mandelbrot y estas son: 
·. - ·' .-. ..·.· .. _':··-~~.: .. .-:~\>::.:C.'::,/;'.-.-.--.»·.:·'' 

Conjecture .. ~9 El ~onjunt:o d~'.~atid~tb'[btes. •localmente. conexo. 

~i:~~lt~~~Íf ~~t~~::::~~~:::m~e~ :: 
de quÉí si·se.·prueba laprime~i~:'c6~jet

0

ÚÍ:á ia:·séguiiéla·será·.co~s~cllencia de ésta, 
param~ detalle~ v~; (34] en er:t~ab~jo de B.aqn :Branner. · 

~):·:~ ··.\~> ;';''" .: 

Con' la definición del lugar ele conrudclad o conjÜnto de Mandelbrot genera
lizado es posible calcular con nuestro programa ·.Fractal Windows el conjunto de 
Mandelbrot generalizado, la frontera del conjunto de Mandelbrot generalizado 
y la parte hiperbólica de conjunto de Mandelbrot de la siguiente forma. 

El conjunto de Mandelbrot generalizado se calcula tomando una malla de 
puntos homogeneamente espaciados en la región del plano complejo que se esté 
visualizando; cada uno de estos puntos se itera usando el mapeo f, tomando 
como valor de c el valor del punto de la malla y de z el valor de cada uno de sus 
puntos críticos, hasta que se cumpla una de las dos condiciones: 

1) Las iteraciones rebasan una norma preestablecida, entonces se 
visualiza el punto de la malla de ta· ventana con color blanco. 

2) El número de iteraciones excede un número preestablecido, en
.· tonces sé .visualiza el punto de la malla de la ventana con el color 

negro .. · . 

. Los ~untos' que caen en el inciso dos son aquellos que pertenecen al conjunto 
de Mandelbrofgeneralizado. 

La frontera del conjunto de Mandelbrot generalizado se calcula tomando una 
malla de puntos hómogeneamente espaciados de la región del plano complejo que 



se este vi~ualizando, a cada uno de ~stos puntos se le cálculan cuatro vértices de . 
un cuadrado, tales que esfos'cuatro puntos no pertenezcan a la malla. Ahora, 
a cada uno de estósyértices,.scJes iteran usando el mapeo f, tomando como 
valor inidal de'é el valor:Cle!vertice y de z el valor de cada uno de sus puntos 
críticos, hasta que' se c'umpla mú~. de las dos condiciones: 

., ·' --· ., •• '. ••• • < ••••• ••• 

~·;.>.~:~.···· : .< 

1) La~fitér~ci~ijes\rebawarl' una norma preestablecida. 

2) ~1 l1h~er~.d~~.i~~ia~~or{es excede un número preestablecido. 
:--·,; ·.¡·. 

· SiloscuatrÓ"ÑÓftié'és~tárireri'el inciso uno o en el dos, entonces no pertenecen 
al conjunto el~ Julia. 'si algurÍosdé los cuatro vértices .caen en un inciso y el resto 
en el otroinéi~ó; entorÍcés' ef'púntoaela mana pertenece al conjunto de Julia 
ya que están en la fróiítera deFJúliá:.lieno:·~ > , · 

El conju~to.de la p~;te?hi~~r~~ii~g~ttt~~J~:·~~·Arnold del conjunto de 
Mandelbrot se. calCula to.man~o i.ü~a;'Il1"aü~?ae: puntos homogeneamente espacia
dos de la región del plano éompl~jo~qué'se'esté'viSualizando, a cada uno de estos 
puntos, se iteran usando el mápeoJ, tomando como valor inicial de e el valor 
del punto de la· mana y de z el:'Valor dé cada uno de sus puntos críticos, hasta 

.. que se cumpla una de las dos condiciones: 

1) Las iteraciones rebasan una norma preestablecida. 

2) El número de iteraciones excede un número preestablecido, en
tonces se calcula el periódo de la órbita y se visualiza el punto de la 
malla de la ventana con el color correspondiente al indice del periódo 
de la órbita. 

Los siguientes ejemplos se realizaron usando nuestro programa Fractal Win
dows, para el conjunto de Mandelbrot con un número máximo de iteraciones 
de 256 y norma máxima de 500 y para el conjunto de Julia y Fatou con un 
número máximo de iteraciones de 256 y norma máxima de 500, estos pueden 
refinarse modificando los parámetros de cálculo, con un incremento del tiempo 
de cómputo para obtener dichas imágenes. 
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Por ejemplo para el mapeo fc(z) = z2 +c, calculando el conjunto de Mandel
brot con nuestro programa F'ractal Windows genera la figura (24a), calculando 
las Lenguas de Arnold correspondente al conjunto de Mandelbrot, nos muestra· 
la región del espacio de parámetros en los cuales el punto crítico es a,traido a una 
órbita periódica atractora, mostrandose estas regiones del mismo color como se 
vee en la figura (24b) y en la figura (24c) se muetra la frontera del conjunto de 
Mandelbrot. 

• ·8 ' 
. 

(a) (b) 

(e) 

Figura 24: a) Conjunto de Mandelbrot, b) Lenguas_.de Arnold del mapeo y. c) 
frontera del conjunto de Mandelbrot fc(z) = z2 +e 
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En la figura (25) se muestran varios conjuntos de Julia correspondientes 
a algunos e-valores del mapeo fe seleccionados de una región ampliada del 
conjunto de Mandelbrot. 

Figura 25: 

En los conjuntos de Julia de la figura anterior, se muestran los atractores 
correspondientes como pequeños cuadros. 
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3.6. Dinámica Local de Puntos Fijos A.tractores 

Definición 71 Al conjunto de todos los 71untos:cuy~ó'rbita 0 c~hve~e a z0 bajo 

~e::::;:· 
1

~::::b
1

,:.c;::~e.::::z,;·~~;.~~ ~¡, ~ ~n;unt~ de 

Fatou. Sin. embargo la frontera an de .•fo cü~iie/i~_n,Lcfe'j/dú:h,a1·ó;.9ita·i atractora 
está contenida en el conjunto de J'!lliadeheéli~;ofJ"~/t<:/};~~En)particular, n es 
siempre un conjunto abierto. · · ,.·; :!i/}it,:•:~ · .. ::•;. •>'·· '' i, · · 

.. . ., .·. ,,, .~ 3¡. ,~'K· 1iY.. J~t ;:' .. 
Demostración. Como para toda n°> OlelC9njp:n~§ cieJ.ulia J"(fn) de la n-ésima 
iterada coincide con el conjunto de Jtilia.{J(f:};11~ntoricés solo necesito considerar 
el caso de un punto fijo f (zo) = zo. ; · ;:.;;¡:¡,:y;;:;,;¡;,:~h/ ·-;: · . 

i) Si z 0 es un punto atractor, .eritdn~e~·~~~sig~r/d~l ·teorema de Taylor (138) 
que las sucesivas iteradas de f, restrin'gidasVauna'pequeña vecindad de z0 con
verge uniformemente al mapeo coñstanté'~z ~· zri': La correspondiente afirmación 
para cualquier subconjunto compaCto dé la cuené.a ·de atracción n se sigue in
mediatamente (probando adicionalmente que n es abierto). 

ii) Si U es cualquier vecindad de un punto z del conjunto de Julia J(f), 
entonces ¡n(u) n n =!=- <P por el teorema (44), por ello u intersecta· a n, esto 
prueba que el conjunto de J(f) está contenido en la cerradura de n. Pero. J(f) n 
n = cp, se sigue que J(f) e an. Por otro lado, si U es una vecindad de un plinto 
z de an, entonces cualquier límite de iteradas ¡n lu tiene una ·discontinuidad 
entren y an, por lo tanto an e J(f) . • 

Definición 73 Supóngase que f : U -t U es un mapeo con un punto fijo at~ac~ 
tor z. Entenderemos por cuenca de atracción· inmediata del ·punto z ·~a· la .. 
componente conexa de n que contiene a z, la denotaremos por r!o(z). Equi
valentemente, la componente conexa de z es la componente del conjunto de 
Fatou que contiene a z. 

Dado que trabajamos con mapeos f que no tienen singularidades asimpto
ticas entonces usaremos la siguiente versión del teorema de Julia-Fatou, para la 
versión completa de este teorema ver [34] y [32]. 

Teorema 74 (Julia-Fatou) 
Dado el · mapeo f, entonces la cuenca de atracción inmediata de cualquier 

punto fijo atractor z de f contiene al menos un punto crítico. 

3. 7. Dinámica Local de Cuencas Periódicas Atractoras 

Ahora consideremos el caso de un ciclo atractor de período m tal que zo -t 

z1 -+ ... -t Zm-1 -t Zm = zo. Donde cada Zj es un punto fijo atractor para la 
m-ésima composición ¡m, entonces tenemos: 

Definición 75 Si n; es la cuenca de atracción inmediata para Zj bajo ¡m' 

entonces la unión no u ... u nn.~1 será llama,da la cuenca inmediata para los 
rn-ciclos. · 
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Nótese quef(no) =01,'.~.,j(nm-1) ;=no; 

Teorema 76:}Julia-Fat!>1L paravuritos periddicos atraCtores) 
La cüenro de. atrac:Ción. _inmediata no U.:. U nm-:-1 • pára cualquier.. ciclo. atractor 

de f debe de cóntener al menos un punto criticó de f. 

Demostracióri::Efi;·e1 __ ca8o especial .. de un·_ punto atractol',,fijo, )o prueba, el 
teorema'.. (74):')°ApliclJ.Íído este resultado a la m-ésima ite'radlJ.i(:lei/ii·poClemos 
ver que)a cuenca,dé:atracción inmediata n, para el punto':fijo_::.z~i(:le'):¡m\debe 
conten~r.ahmenostmpunto crítico z0 de ¡m. Sea zo -..;z1'--+;i~:::l~'&bita de este 
punto críticoibajof: Poi: la regla de la cadena, al merios :~no;de l°bs rn puntos 
z0 , zi. ... , ,ZfT>_'.1; debe ser un punto crítico para f. Por lo tantcf'z.i::'É~~p· l.. 

. , ...... _... :;".; 

Teorema 77 ·un ;.ria.peo racional de grado d ?::. 2: puciJ.e/t~J'~~.:~~ t'o· má.s 2d - 2 
ciclos atra~to'res:: Similármente, un mapeo polirwmial de uréfo'd_:~ 2 pÜede tener 
a lo .má.s d - 1 ciclos ·atractores en el plano fin~to. -_: .. ·· · :•,•f:" }:;.·:.- · . 

Demostración. Como la cuenca inmediata para\:éibiJs'áis~Í~~~s son disjuntas 
por definición, se sigue del teorema (76) que eLn~~~ró:~._deT~i~lós atractores es. 
menor o igual al número de puntos críticos.'E}nfelCcasode~,ún polinomio -de 
grado d, el número de puntos críticos finitos es a lo'rriág'd>E En el caso de un 
mapeo racional de grado d, se tiene que el núrrÍero:de'!p~ntos críticos, contando 
multiplicidad se calcula usando _. . .. 

i ·• / · ..• 
(E)'= pq - qp· .. 

q . · .. q2 ·, . 

cuando 
'' pq'-:- qp' ·. 

;:....:;._2--=- =o 
q 

donde el grado del mµnerador es. 2d - 2 porque los de grado 2d - 1 se cancelan. 
Por- lo tanto el número de puntos críticos contando multiplicidad es a lo más 
2d - 2, en este caso la conclusión se s~gue. • 

3.8. Clasificación de Componentes 

Definición 78 Por una componente de Fatou entenderemos cualquier com
ponente conexa del conjunto de Fatou 6 / J (! ) . 

Evidentemente f manda cada componente de Fatou U sobre alguna compo
nente de Fatou U' por algún mapeo holomorfo apropiado .. 

Si U es una componente de F(f) entonces para cada k E N, Jk(U) estará 
contenida en una única componente Uk de F(f). Si Uk -:/= Un para k -f:. n 
entonces U es llamada "errante". De otra forma U es periódica: Entonces existe 
k y p EN tal que Uk = Up+k· Para conocer el comportamiento de las iteradas 
en las componentes periódicas es suficiente conocer el comportamiento en una 
componente periódica invariante tal que f(U) CU ya que F(f) = F(f''). 
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Se sabe lo siguiente, que se conoce como l~ clasificación de SuIÚvan; para 
más información ver [32]. : . / .· : - - - ' -·. 

l. Existe Za E- u. con J(zo) = zci-Y-;l/f{zo)l-~:1:·E~~t()D.ccs ,todo 
punto z E U s~tisface ¡n(z) --+ zQ cuando n :-+.()O·' El' punto zo es 
llamado mi punto fijo atrá.ctor y U e5 llamada 18.·cuenca'deátracción 
inmediata de zo. . . . . . . 

2: Existe iº E 8U y zo i= oo con f(zo) :: zoy l!'(zo)I = l. Cada 
punto i E __ U satisface ¡n(z) --. zo cuandón ¿_oo.' El punto zo es 

... llamado un punto fijo de multiplicador uno o un punto parabólico y 
U es llamada una cuenca parabólica. · 

3. Existe un homeomorfismo analítico _1/J_.: U --. Ddonde D es .el 
disco unitario tal que 1/J{fP(1/r1{z))) = e2"i<>z para alguna a E IR \ 
Q. En este caso, U es llamado un .disco de Siegel. · · 

4. Existe un homeomorfismo analítico 1/J ·: U --. ..A doritl~ .A'.es,el 
anillo A= {z: 1 < lzl <: r}, r. > 1 tal que 1/.i{f~(1/J71 (z))).'é'~~~-~C.z 
para alguna a E IR \ Q .. En este' caso, A eá llamado''!uii\anillo·:de •.. 
Herman., . . , . )~.: Jh; >:~~:>. :,;;' ,:.:···· 
5; Para todo z E u, ¡n(i) -> 00 cuiiD:éi6 :ri'H'·6Q::~EnY~·t~''6lsb ~f 
dominio u es no acotado' y simplemerite':cohexc/y;alguniS veces eS 
llamado dominio de Baker. ': · · '· ,., ··: · 

Nota 1: La clase 5 no existe para los mapeos racionales ni para los mapeos que 
son proyecciones a e• de tipo Arnold (24]. Para la. clase E no existen anillos de 
Herman. Es bien conocido [5] que para f E E el conjunto de Fatoli tiene como 
máximo una componente completamente invariante. Además tal componente 
completamente invariante es simplemente conexa y no acotada. 

Nota 2: En este trabajo no analizaremos en detalle las clases 2, 3, 4 ya que 
no son estructuralmente estables, están _detalladas en (32], pero podemos indicar 
las siguientes observaciones: 

Teorema 79 la cuenca de atracci6n inmediata para eualquier ciclo parab6lico 
debe también contener por lo menos un punto crítico. 

Teorema 80 Si U: es. un•. anillo de Herman, entonces todo punto frontera de 
U pertenece a la cerradura:de la 6rbita de algún punto critico. La frontera 8U 
tiene dos componente~[conexas; dada· una de las cuales es un conjunto infinito. 

El siguiente teor~n'i~' ~-\iiüV~f ~po~tá.nte en esta teoría pero es de dificil 
demostración .. · : , ·, . -, · · 

Teorema BlN~ hay componentes errantes si el mapeo tiene un número finito 
de puntos criticas. 

La demostración original de Sullivan es para la clase R está en (38] y para 
la clase E y P en (24]. 
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4. Dinámica I-lolomorfa y Multiestabilidad 

Estamos interesados en mapeos ana!Cticos reales del tipo Fa,b(x) = x +a+ 
bsen(27rx) que son levantamientos de un mapeo f de la circunferencia en si 
misma. En esta sección no preguntaremos si podemos sustituir a la variable 
x de Fa,b(x) = x +a+ bsen(27rx), por la variable compleja z, obteniendo un 
mapeo holomorfo Fa,b(z) = z+a+bsen(27rz) en el plano complejo que coincida 
con el mapeo anterior cuando sea restringido al eje real. Y el mapeo complejo 
Fa,b(z) E E, pueda ser proyectado mediante el mapeo exponencial a un mapeo 
holomorfo Ga,b(z) E P, cuya restricción alc!rculo unitario sea precisamente 
una extensión analítica del mapeo f de la circunferencia cuyo levantamiento sea 
Fa,b(x). ••; . -----. __ 

Por ello deseamos estudiar·la dinámica del mapeo Fa,b(x) como un mapeo 
del plano complejo Fa,b(z) y ver que propiedades de la dinamica deFa,b(z) se 
puedan utilizar en Fa,b(x). · 

El estudio de la dinámica de las clases R y E es clásica y se debe a P. Fatou 
(25] y G. Julia (28], posteriormente E y P fueron estU:diadas por A. Erémenko 
y M. Lyubich en (24]. Para una revisión general incluyendó todas las clases ver 
[7]. Una buena explicación del tema están en los libros de Beardori [8], el de 
Carleson y Gamelin [11] y el de Milnor (32]. · - - -

Se Excluye la posibilidad que F(z) sea constante o uná. transformación frac
ciona! lineal q de Mobius (151). Las funciones F(z) en E tiene una singularidad 
escencial y en P tienen dos singularidades escenciales. 

En nuestro caso, Fa,b, tiene una singularidad esencial en oo. y Ga,b tiene 
singularidades esenciales en O e oo. 

4.1. Funciones de Disparo, Caso Analítico 

Dado que estamos interesados en el estudio de familias de mapeos f :· 8 1 -+ · 
8 1 cuyo levantamiento real sea analítico del tipo Fa,b(x) = x +a+ bsen(27rx); 
nos preguntamos si existirá una extensión analítica Ga,b(z) tal que la restricción 
de Ga,b(z) a la.circunferencia sea el mapeo f. 

La respuesta es sí. Esto se lográ, por ejemplo; si en el mapeo Fa,b(x) = 
x +a+ bsen(27rx), sustituimos a la variable x, por la variable compleja z, 
obteniendo el mapeo Fa,b(z) =·z+a+bsen(27rz) holomorfo en el plano complejo, 
que coincide con el mapeo·ant~rior cuando es restringido al eje real. En efecto 
por el teorema de contirnr.aCión analítica (155) y el corolario (156) del apéndice 
B de análisis complejo, y el mapeo holomorfo Fa,b(z) es la única extensión al 
plano complejo del mapeo real Fa,b(x)~ 

Ahora, proyectamos la familia de mapeos holomorfos Fa,b(x) mediante el 
mapeo exponencial a un mapeo holomorfo Ga,b(z), cuya restricción al círculo 
unitario es-precisamente una extensión analítica al mapeo la circunferencia cuyo 
levantamiento es el mapeo de Arnold Fa,b(x). 

Ya que para mapeos periódicos con la propiedad que para toda n E Z existe 
rn E Z tal que F(z + n) = F(z) + m. Así, tenemos que el siguiente diagrama 
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conmuta 

donde 7r(z) = e2 71"iz. 

Definición 82 El rr:i~peo G es el mapeo proyección de :F e inversamente el 
ma]Jeo :F, e[el lévcintamiento logarítmico de G. 

:;,~:·~ / . ·:-:.>:.. ;: 

Dado d:\·c• :...e+ e• siempre existe el mapeo :F y es único salvo por una 
constante.:':·:· \; •.. ·. · . . · .·. . ' .... · · 

EjemplC>i La· familia de Arnold real Fa,b(x) = X/t/ci + bsen(27rx) que es el 
levantamiento de un mapeo f: S 1 -+.81, cuya extensiónal plano complejo es 
:Fa;b(¡;)'~ z +a+ bsen(27rz), el cual es dé·clase}~:9 es' uno periódico, entonces 
existe su. pmyección Ga,b(w) = we271"iae71",bJ.;,t2,l~~~uya.r"estÍ:icción al círculo uni
tario es precisamente una extensión análítiCa.aLmapéo la circunferencia cuyo 
levantamiento es el mapeo de Arm)ld(Fd;~'(:ri)idb)·' . . 

En efecto checaremos la commitatividád 'deFdiagra.ma teniendo. que: 
·._,, ,/::C:• ,:::.:·!.' ):~.~);·:::i;f.: > ;·;- • ' 

oomo •én(z) ~. :(~::'.}1~~ill!!J~;::~::~:::. I 
~--y :::~;:~: \\? ~·:~~:/' ·- - ~ ·:··~:-_··· 

simplifica11:9.o~·-· - ::.G<; ;:. :.--. :'~~:>::-~:J .. ú;¿<.r-\:\--i ____ _ 

......... · ::~C~áfb:(:~~w~~~2+~~e~~hi1Tb[i'•2.~··· -.e: · 2 ~· 1 

hadendo ei' ~ii.m~i() ~e~i.'r:l~bf~~~~~i2~i~; teÍieriíos······ 
·:"(/ -,·:~.- .. -:-.·- ;~>·· ':!,:.;'i:-:·:.' <:-/~:. :.·: - -_,;.._:,~- -

ó ::c~·)··.,;iJ~2,riá'éblw:-t1 .. 
. a,b -........ :.-.·. '·. _,,., . _._ 

.:¿¡:::.::< .. ~ 
Un.a propiedad irriportai1te dela proyecdC>n 'G cle'uri\mapeo :F es la siguiente 
proposicion que es complicada de demostrar' y.que no 'haremos aquí, pero una 
demostracion puede enco~trarse en (33]. · ,.' ":> ·· 
Propo~ición 83 El conjunto de Julia J(á)' ¿; Úi~';.oyección del conjunto de 
Julia del in.apeo :F y similarmente para él conjunto ;de,Fatou. Es decir Julia(G) = 
7r(Julia(:F}) y Fatou(G) = 7r(Fatqu(_r")): · · · ·· 
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4.2. Multiestabilidad 

Como se mostró en el capítulo 2 es posible obtener mucha información de la 
dinámica de mapeos en la circunférencia con lo(métodos de dinámica real. Para 
resolver el problema de multiestabilidad nos auxiliaremos de la dinámica de los 
mapeos análiticos complejos, ya que por el. teorema ·de Fatou (76), que dice 
que en toda cuenca de atracción contiene al menos un punto crítico del mapeo • 
podemos dar una cota superior al numero de regiones de atraccción que coexisten 
simultaneamente. Por ejemplo por la proposición (92), se garantiza q~ecualquier 
mapeo de la familia holomorfa de Amold tiene dos puntos críticos,·~kritoi.l.C:es • · 
cualquier mapeo en la familia de Amold tiene a lo más dos ciclos ¡)eriódicos e 

atractores, en particular, esto es cierto para la familia real de ArnÓlcL:< ;) · · · 
''./' 

Definición 84 Decimos que un mapeo es n-estable si tienen cicl~s 'P~hócticos 
atractores. 

Definición 85 Decimos que una familia de mapeos J:, es n'-establé si para. 
todo f E J:, coexisten a lo más n ciclos periódicos atractores diStiniós,ies decir, 
toda f E J:, cumpla la definición anterior. . · ·· 

,· 

Definición 86 En particular, decimos que una fam,izi~;'d~ map~os J:, es bi
estable si existe f E J:, donde coexisten a lo .más dosc(clós,p~riódieos atractores · 
distintos. ·. . · ·~ · · • 

Definición 87 En particular, decimos que unafa~ili~'/1~~apeos J:, es tetraes
table si existe f E .C donde coexisten a lo mlís Cúairo 'éiclos periódic0s atractores 
distintos. ·· · 

Por ejemplo en vista del teorema (77), un mapeo racional de grado d tiene a 
lo más 2d- 2 ciclos atractores y por lo tanto es a lo más 2d- 2 estable. Entonces. 
la familia de funciones racionales de grado d es a lo más 2d - 2 estable. 

4.3. Conjunto de Mandelbrot y Lenguas de Arnold 

Daremos una definición generalizada que puede ser útil para funciones en las 
familias E y P. 

Para el caso polinomial es usual considerar el "lugar conectado"del conjunto 
de Julia, es decir, para cada n, debe existir un conjunto M e cn-1 definido 
como el conjunto de parámetros para el cual el conjunto de Julia es conexo. En 
el caso n = 2, es el conjunto de Mandelbrot. 

Si embargo la conjetura de estabilidad de Fatou (no demostrada todavía), 
dice que el interior, unión el exterior del conjunto M, es el conjunto de mapeos 
estructuralmente estables. 

En esta sección usaremos la definición (144) del orden de un punto crítico 
que se encuentra detallada en el apéndice B. 

Dado que para las funciónes en E o P el infinito no es un a tractor, no se puede 
contruir el conjunto de Mandelbrot como en el caso polinomial, utilizaremos los 
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conceptos de la conjetura de Fatoúparadefinirlo en estas familias. Para el caso 
en que i>.. 1 ,>.2 , ... ,>.,., sea una fnmilia·de mápeos en E y P con un número finito 
de puntos críticos E= {wi, ... , c..Jkftenemos: 

Definición 88 Decimosq'Uctiñ'{A'á~ef{/ es· cuasihiperbólico si para todo 
punto critico Wi del mapeo f, f~ ( w¡) tiende a un. ciclo periódico atractor cuando 
n -t 00, 

Definición 89 Decimos ~t~ J~!,fi~;~~ ~Ú'e; hiperbólico si es cuasihiperbólico, 
todos los puntos crttiros·so'ii· d~ ·af.aen dos y. además las órbztas de los puntos 
críticos son aiSjunúi8;:0¡·17~'c='' ·o::cc ~7-T:;f:!f~';~? .~---~·· . .• . . . . ... · . . .. 

· . ~- .. ;·-> ··~~);\ \'.'=:'.) ::·Ff:~'~:::~~f~i-~C_<\~~',:; -. ft:c¿ "·-·.: ·-· .: .-·"', :-

P con un 

de 
··:>.<-_;";',.:·<·.-_ .:·.·; _.;·.; 

Nótese que si Fa[:(x)(2:yx·f.;ii ~:b~·en(27rx) es la familia de Arnold, entonces 
M ¡,.. n JR2 es igual aJas cdnoéldas Jengua5 de Arnold, vease también la sección 
(2.7). ' ;; . 

La dinámica de un mapeo holomorfo f tiene un caracter dual, ya que define 
una partición del plano.complejo'por los conjuntos de Fatou y de Julia. El 
.conjunto de Fatou es el conjunto donde la dinámica es disipativa y el conjunto 
de Julia es el conjunto donde la dinámica es conservativa y caótica. Esto es 
complementario uno con otro y llenan el plano complejo, siendo uno de los 
problemas básicos en dinámica holomorfa el entendimiento de.estos conjuntos. 

Teorema 91 Si el mapeo f és de la clase E o P entonces F1 n F2 es a lo más 
un punto.· Donde F 1 y F2 . son cualesquiera componentes de Fatou de f y F¡ e8 
su cerradura. ' 

Demostración. ·Supóngase': ql1e . F1 n F2 = {a, b} entonces existe 'Y una curva 
de Jordan que pasa·por:§~.,bjr tal qué 1- {a, b} e F1 U F2. Así 'Y acota a un 
disco abierto D"Y taLque,.JU)n D"Y :f. </J. 

Por el teorema ( 44)tenelllos que · 
",{, ••'.e'' •o 

, jn(!J"Y) =e - {c} (1) 

para n suficientemente grande. 
Por otro lado, f": lo..,· tiene su máximo en la frontera por el principio de 

módulo máximo (124), pero como la frontera está en F1 UF2 que son invariantes 
entonces el máximo está en F1 U F2 lo cual es una contradicción con (1) porque 
como f no es racional entonces el punto oo no es un punto atractor. • 

Para las clases de mapeos que son de nuestro interés, los conjuntos de Fatou 
fueron clasificado por Sullivan ver teorema (81) del capitulo 3 y es bien enten
dido. Una importante clase de conjuntos de Fatou son las cuencas de atracción 
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de un punto periódico atractor. Un problema de la dinámica holomorfa es cono
cer cuantos y de que período son los a.tractores periódicos de un mapeo dado. 
En esta sección mostraremos que para la familia de Arnold el problemas de 
cuantos, puede resolverse fácilmente por el teorema (76) de Fatou, que dice que 
toda cuenca de atracción contiene al menos un punto crítico del mapeo. En 
la proposición (92), se probará que cualquier mapeo de la familia holomorfa 
de Arnold tiene dos puntos críticos, entonces cualquier mapeo en la familia de 
Arnold tiene a lo más dos ciclos periódicos a tractores, el particular, esto es cierto 
para la familia real de Arnold. 

U na consecuencia de la teoría de dinámica holomorfa es que las órbitas de 
puntos críticos determinan gran parte de la dinámica del mapeo. 

4.4. Biestabilidad y Tetraestabilidad 

Una restricción para usar la técnica que se mostrará en esta sección es que 
los mapeos f a trabajar se les pueda calcular el número de puntos críticos y que 
se expresen estos de manera finita, ya que solo si se cumplen estas caracterís
ticas será posible calcular el grado máximo de multiestabilidad de una familia 
·de mapeos dados y trazar el conjunto de Mandelbrot y las lenguas de Arnold 
correspondientes. 

4.4.1. La Familia Biestable 

Proposición 92 La familia de mapeos en la circunferencia que tiene como ~n 
levantamiento 

>Fa,b(x) ==x+a:+ bsen(211'x) 

cuya unica ·.e:i:f:e~~~TL al pla~~ ~mplej°" ~~lci, fadiili'a F~mpleja. 
--J,- -- ~: :,y·,,< -. -~.--·. ·:_ -··:>·- ~ 

.. · ·. · -,. /> :- i~d:/,(z) ===:z·+a:'+ b~e'T},{2~.z)'i' 
y cuya proyecéión ~, . } . • > ( , 

. . ., ,,- G~;~<~f·::::·fi.-~~fiª~Y:b<~ht> 
¡ 

muestra biestdbilidad.> · 
·-

Demo~tra~iÓI1: Para éS'to. es: suficiente ~l :calCular el. número· de puntos críti-
cos de G, pd°Terp t~!1eínos que proy(!ct~f él ffi.~peo :Fa,ii(z) a un mapeo en la . ·· 
circunferencia,'jJor m~~iO de' la. proyecdón• ca.fio~,i~~; e~!"iz ·•teniendo e:ritoncés 

;:¡ i _ ,·ir(ia.'b(;)},,,;,e2~i~e2~i~~2~i(b~~~(2~z)) 
,-· -.' '. " ; , ~· . ;_ "· 

;'.,_·_;, ,;> ·-·~·;'./: ... ,.~.'. .... ·,.-~i'.r·::_;_· .. : ".-·\ ~\·,'· >:·::· 
como sen(~) = e .:;~ .. . 13n~onc¿es Y ·. 

;t_.;(;,¿cih'~-~2Ei;e2?r,iae2;ib(~'2n2i-•~w•) 
. . ' . . . . . . ' 

simplificando ~· ~.: ~ .;<: .. 
'.· -: :_-'. .. .,, -

7r(Fa,/J(z)) = e2;ize27riaéb(c"'w•-c-'2"'> 
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haciendo· el cambio de variable w = e27Tiz tenemos 
'"e' - ''"" ,_, -- --

G (w) b we27Tiª.e7Tb(w-t > ,a,b _ -. ~ 

cuya derivada es 

(Ga b)'(w) = e211"iae11"b(w-t>(1+wlnr(l + ~ )) 
, w2. 

esta ecuación es igual a ccrosi 1 +wbrr(l+ .J2 ).=:Jl_ paraw.7':_0, tenemos 
que w + brrw2 + lnr =O siendo esta una ecuación de segundó orden, por lo. tanto 
Ga,b es biestable por el teorema de Julia-Fatou {74) qu¿ iliipúca que tiene a lo 
más dos atractores. • ..... ·... . •.. <•': .'·; ·:·· , • < \ .. 

Resolviendo la ecuación de segundo orden·. tenemos ;que Jos: püntos •críticos 
de 9a,b son ~; : <: .. 'i·• / · ·· .. ·' 

- ' . " ·,_ -; - ¡',: ;·. ":·,. ;~; • • 

''-. -_ - ~>· ' 

'."""1+ y/(1- 4b2rr2) ··~ :..1,,;i.y{!~c1-'-·-....:.-'-4-b~2rr~2~) 
e¡= ··. • · · 2rrb y c2. -;• .. • '•: •.'.: 27rb .. ·· 

•'~.·.· _,-,, > 

los cual~ no· dependen del parámetro a. · .... 
Si a,b E IR,' entonces c1c2 = 1, además.para b< 2~,Jos dos puntos críticos 

son n<~gativosen el eje real, para b = 2~, c1 = é2 = .1 y para b > · 2~, c1' = c2 E 8 1. 
Esto implica en particular el conocido resultado de que g~,b restringiqo al círculo 
unitario es ún difeomorfismo para b < 2~. . . 

Ahora bien, el mapco real Fa,b(x) = x +a+ bsen(2rrx) tiene el diagrama 
de lenguas de Arnold mostrado en la figura {26) ·el cual fue calculado por el 
programa Circulo- Windows [15]. 

Figura 26: Lenguas de Arnold familia real 
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Donde cada color representa una sincronización (p: q). De ellas las siguientes 
son regiones monoestables: 

Figura 27: Región monoestable de las lenguas de Arnold reales 

Y las siguientes regiones son biestables: 

.· :·:. .... . .... , .. .. 
/' ... . . ... " ·.:· .... : ... -\_ ... :· · . .... . '· .. 

~-t;'; .. :~~~-~;~·:.:'.:} .. ; 
·', ... , .. "\ -:~. -~.,· ... '· 
• r.. . . . •" ~ .. -:.~ ··-

Figura 28: Región biestable de las lenguas de Arnold reales 
- ·. ,. "· .•·, . 

Para el mapeo.holbiribrf1{ia'b(~) = z + a+ bsen(27rz) cuya proyección es 
Ga,b(w) = ~~~.rri~e!T~,~~7}{_>)~~-'"~i~#e-el diagrama del conjunto de Mandelbrot. 
IR2nMg cona; b .. E IR ca.lculado é:on nuestro programa Fractal Windows siguiente: 

;::/ ,·.-· ::,::·º ,'.' 
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-~~ii;¿''.~l'.i~~:;!~;~'º;~;¡ jt~f 
.¡:;>· 

·: 1 ~·.~ ~-
,.; ,. ... 

,·:_'.~· -:..~~.· ·.· ··~ .. ~. ·.·,_', 

Figura 29: Conjunto de Madelbrot 

De este se tiene el siguiente diagrama de lenguas de Arnold: 

Figura 30: Lenguas en el conjunto de Mandelbrot 

Donde cada color representa una orbita periódica de período p, en las re
giones donde coexisten dos órbitas periódicas p y q se tiene la coexistencia de 
dos órbitas periodicas en el conjunto de Fatou y de.Julia. Por ejemplo en el· 
punto 0,42035 + 0,26096i se tiene el siguiente diagrama del conjunto de Fatou 
y de Julia: 
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Figura 31: Conjunto de Fatou y de Julia asociado al punto 0,42035 + 0,26096i 

El cual tiene dos órbitas periódicas una de período 2 y otra de período 3, 
que tienen como cuencas de atracción al siguiente diagrama: 

Figura 32: Cuencas de atración del conjunto de Fatou y de Julia 

Donde cada color representa una cuenca de la órbita periódica de período p. 
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. . 
4.4.2. La Farriilia Tetmestable 

Proposición 93 ,LaJ~mÚia de mapeos en la circunferencia que tiene como un 
levantamiento< e"'~; .~· ~. . . . . . 

1:· ' -y, :::: .; !::· .'· ':~·."· 

' ;',,p.¡¡;:~(x)'.;;; ~+a+ bsen(27rx)+ csen(47íx) 
.-~·:;:•:!'?/·,:~;;¿;,_,,;· x-·__; .. _-;·,,.-,: ... , .... __ -,. ·:· ... _~. -·; ~ - ·-.o .. ·.· 

cuya uniea· ci:td~iÓn O.i'plano):omplejo·'~>lafdmilia Có./npléja 

Y Cuya. Pro 

..•• y_e··_cc·.' ·.·.,·ó~~n·/F..:es;;ª.:.\;;~(~iJ~,~'~ii ~·~~.~Í~~l;~;~~(t~~)· 
l O' " - -~"-.·- --··,-'' ' .. ,·,• ·co-.\_•:<-~;~,{:<·A~'-'~7'"·-·>·1:-.- ;f"-."".',' ' 

' ':·. ·•·; <-.-.~.J-~'.---~f,: ',.:.;:.:,:,: .. ~.-;:·· ~·:::':· .. :_':·:: '/--

. ····.·e~.~:~.~c.J·)·tk*~~~h~;~t~f R};~·i~h2;z.~} · 
muestra tetraestabiliC1dd..<F• · ;,; :>\ ' ~~··' ' ~ · ,.':/'' ·· 

~=~;~:c;~~~"~~~~~'~*l~1~~ti6~¡~~r.f :~.~~~~:::~:;-::~';: · 
circunférené:i~ por.:ni~dio :de l~ proyecdÓn caxionica e~r:i-:: teniendo entonces . 

-' .¿;'', : '·· ·: =-;;-,.-"; ;.:·;·: .. ' . --_;.;~: . ;,:'. ''--•', ::}, .. _. 

· , ;(_il'fli,c(~))·~ eÚize2;iae21Ti(b,s~f(2;:"))~2fi(csen(41T:")) .· 

....• :>;,?·· 
:_•. 

simplifica~do . 

. •.7f( ~a,b:~(z.)); .. ~:~2ª~;z~~ti~~~t~(t2f L-:;t12".) ~f cC7~·"~ -c-i4" •), 

hacierido .elcanibio de 'Vá.rfable w 'f:''e2~iz ··tenemos 

. •; ;':Y8{b·,!t2j·~~G~2iia~~b(~-i;.> e1Tc(w2~5), 
cuya áe;Ív~ci~ ·~· .· .. ·.• · .. 

(Ga,b,c)~(~) = e~1Tiae1Tb(w~t)ei1Tc(w2-.~)(1 +wb7r'(l + _!_
2 
)+ w~c(2w - 2

3 
))· . .· w . w 

esta ecuación es igual a cero si l + wtnr(l + ~) + W7rc(2w - cffir) = O para 
w =f=. O, tenemos que 27rc+b7rw+w2 +b7rw3 +2m:w~ =O siendo esta tina ecuación 
de cuarto orden, por lo tanto 9a,b,c estetraestable. • 

Resolviendo la ecuación de cuarto orden y si llamamos v1, v2 a las siguientes 
variables 

...:fni + {/b27r2 - Snc + 327r2c2) 
47rc 

-,-b7r :-- {/b27r2 -:- Snc + 327r2c2) 
47rc 
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Entonces tcnerr10s c¡uclos puntos críticos de Ga,b son 

C¡ 
V1.+ V"vr - 4 V1·- \/vr- 4 = ,.c2 =. 

2 2 
v2+ {!'vª - 4 V2,.;;. {!'vª.-' 4 

C3 = 'C4= 2 2 

Los cuales no dependen del parámetro a. . • . 
Ahora bien, el mapco real Fa,b,c(x) = x +a+bsen(27rx) +csen(47rx) tiene el 

diagrama de lenguas de Arnold mostrado en la figura (33) el cual fue calculado 
por el programa Circulo Windows [15]. 

Figura 33: Lenguas de Arnold familia real 

Donde cada color representa una sincronización (p : q). De ellas las siguientes 
son regiones monoestables: 

Figura 34: Región monoestable de las lenguas de Arnold reales 

Y las siguientes regiones son biestables: 
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Figura 35: Región biestable de las l~nguas de Arnold reales 

Y las siguientes regiones son triestables: . 

... . •.. . ..•• rl"" ,,,.. .. 

Figura 36: Región triestable de las lenguas de Arnold reales 

Y las siguientes regiones son tetraestables: 
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Figura 37: Región tetraéstable de las lenguas de Arnold reales 

Para el mapeo holomorfo Fa,b,c(x) = x +a+ bsen(21íx) + csen(47rx) cuya 
proyección es Ga,b,c(w) = we2,..iªe.,..b(w-;!¡)e7rc(w

2

-~) se tiene el diagrama JR2nM9 
del conjunto de Mandelbrot con a, b, e E IR calculado con nuestro programa 
Fractal Windows siguiente: 

Figura 38: Conjunto de Mandelbrot 

De este se tiene el siguiente diagrama de lenguas de Arnold: 
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Figura 39: Lenguas en el conjunto de Mandelbrot 

Donde cada color representa una órbita periódica de período p, en las re
giones donde coexisten dos órbitas periódicas p y q se tiene la coexistencia hasta 
cuatro órbitas periodicas en el conjunto de Fatou y de Julia. Por ejemplo en el 
punto 0,0066815 + 0,5197368i se tiene el siguiente diagrama del conjunto de 
Fatou y de Julia: 

Figura 40: Conjunto de Fatou y de Julia asociado al punto 0,0066815+0,5197368i 
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El cual tiene cuatro puntos fijos, que tienen como cuencas de atracción al 
siguiente diagrama: 

.•. 
•. 

·• ,...,_ 
. 

. . . 
• :j¡r 

:.-
--~ ... 

. .. 
.... : 

Figura 4.1: Cuencas de atracción del conjunto de Fatou y Julia 

Donde cada color representa una cuenca de la órbita periódica de período. p. 

Observación 94 Nótese que en las figuras {31 y 40} la topología de los con
juntos de Fatou y Julia sepueden intentar explicar por el hecho de que todos los 
puntos singulares están en cuencas de atracción, por lo expuesto en este capítulo 
sabemos las fronteras de las cuencas de atracción son parte del Julia, . y el resto 
de las regiones que se ven en las figuras son las cuencas del Fatou, es es por e[. 

teorema'de Picard {162/. 
Es decir: Por el teorema de Picard, cualquier vecindad pequeña V del infinito 

se mapea a toda la esfera {menos a los mas 2 puntos) W. Por lo tanto, si W 
contiene las cuencas de atracción arriba mencionadas, entonces V contiene las 
imágenes inv~rsas de esas cuencas. 
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5. Manual de Fractal Windows / e++ 2.0 

5.1. ¿Qué es FRACTAL? 

Generalmente los sistemas dinámicos se modelan con ecuaciones diferen
ciales o con iteraciones de mapeos. FRACTAL es un analizador de iteración de 
mapeos.holomorfos (que actúan en el plano complejo) y permite, mediante la 
experimentación computacional, estudiar sus diferentes comportamientos. Para 
este fin, actualmente la computadora se ha convertido en el laboratorio ideal de 
experimentación. 

FRACTAL constituye un prototipo de software desarrollado para asistir a 
la enseñanza e investigación de los sistemas dinámicos modelados' por itera
ciones de mapeos en el plano complejo. Así, bajo un ambiente sencillo de oper
ar, FRACTAL permite analizar un conjunto muy variado de familias de mapeos 
holomorfos como z 2 +e, a* sin( z) + b + z, e .. , entre otras. Permitiendo el cálculo 
de los conjuntos de Julia y Fatou, Julia lleno, Julia y en los casos donde se 
cuente con los puntos críticos (expresados de forma explicita y sean un número 
finito) se calculará al conjunto de Mandelbrot asociados a estos mapeos. 

Para cada familia de mapeos se tienen dos posibilidades: la ventana que de
spliega la imagen del conjunto de Mandelbrot y la ventana que despliega (una 
vez que son fijados los parámetros convenientes) las regiones de atracción de 
cada atractor del mapeo que son los llamados conjuntos de Fatou y Julia; a las 
fronteras del conjunto de Fatou son los llamados conjuntos de Julia. Así, el soft
ware es especialmente útil para trabajar con sistemas dinámicos que involucren 
parámetros para investigar los cambios cualitativos (bifurcaciones) que ocurren 
en la dinámica al :variar los valores de éstos. 

El cálculo del conjunto de Fatou y Julia, Julia lleno, Julia y Mandelbrot 
está fundamentada por la teoría expuesta en los capítulos 3 y 4 del presente 
trabajo, los algoritmos y código usado para el cáculo de dichos conjuntos, están 
detallados en el apéndice e de este trabajo. 

El conjunto de Mandelbrot ésta contenido en un espacio con dimensión del 
doble de el número de parámetros de la familia ya que son complejos. En FRAC
TAL se estud.ian familias de mapeos con un máximo de nueve parámetros por lo 
que su Mandelbrot ésta en dimensión dieciocho; el análisis se hace por secciones 
bidimensionales que se escogen al gusto del usuario. 

FRACTAL ofrece varias formas de visualización y despliegue gráfico de los 
resultados de los cálculos matemáticos. Esta permitido hacer acercamientos de 
las imágenes tanto como se quiera, así como señalar un punto en la pantalla y 
visualiz'ar la órbita de dicho punto. También es posible cambiar los parámetros 
de la ventana así como el núJUero de iteraciones, permitiendo mayor definición 
en las imágenes. 

Con FRACTAL el usuario investiga el comportamiento cualitativo de los 
sistemas dinámicos usando un sistema de ventanas. Las opciones más socorri
das de estos menús se pueden accesar directamente activando los íconos con el 
nlouse. 

En particular en FRACTAL es posible tener una visualización de los con-
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juntos de Julia y_de Fatou de una familia de mapeos conforme se viaja en el 
conjunto de Marídelbl'ot, mediante la opción: Fatou and Julia Set (Conjunto de 
Fatou y Juli~)_._ 

5.2. Requerimientos del Sistema 

Lav~~~iÓkFRACTAL WINDOWS / C++ 2.0 ha sido desarrollada con el 
compiladorBorland Builder C++ 6.0 y corre bajo el sistema operativo Windows 
95.o _sl1periol' teniendo los siguientes requerimientos: 

5;2.1. Requerimientos de Hardware 

Un procesador 486 o superior 

Monitor VGA o SVGA 

4 MB de RAM 

2 MB en disco duro libres 

Mouse de dos botones 

5.2.2. ·Requerimientos de Software 

Sistema operativo Windows 95 o superior 

5.3. Las Capacidades Interactivas de FRACTAL 

Las capacidades interactivas de FRACTAL se-basan en varios medios fun
damentales de comunicación mediante los cuales el usuario le indica al sistema 
los cambios y acciones que desee realizar. 

5.3.1. Barra de Menús y Submenús 

.El sistema FRACTAL ofrece al usuario una barra de menú de opciones. Éste 
tiene la forma de una barra horizontal que contiene una lista de títulos literales 
con nombres mnemotécnicos que ayudan al usuario que no ésta familiarizado con 
la simbología iconográfica a encontrar los mapeos deseados. Al activar alguno 
de los títulos del correspondiente menú se despliega un submenú. 
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Algunas opciones de los submenús al ser activadas llevan a cabo una acción 
específica, mientras que otras abren una caja de diálogo. 

Las opciones de estos menús pueden ser accesados presionando el botón 
izquierdo del mouse sobre el título del menú en cuestión o alternativamente, 
presionando la tecla [Alt), junto con la letra del título que aparezca subrayada. 
También puede presionarse (una vez} ésta misma tecla y después moverse con 
las teclas de movimiento horizontal para posicionarse en el título deseado y 
activarlo oprimiendo la tecla [ENTER). 

5.3.2. Cajas de Diálogo 

En una caja de diálogo uno puede desplazarse a través de las diferentes 
opciones utilizando el mouse. Por ejemplo, al colocarse sobre una opción que 
tiene caja de edición {las Ca.jasde'edición ofrecen al usuario un estilo de alimen
tar información al sistema.) y al activarla con el botón izquierdo del mouse se 
pueden ingresar los correspondientes datos en forma de texto o como informa
ción numérica. 

Toda caja de diálogo tiene un ícono de aceptar y uno de cancelar o cerrar 
que sirve para no hacer los cambios introducidos. 

Cerr« 

Accpt&r 

Otro estilo de alimentar información es por medio· de la selección de las 
opciones ofrecidas en la caja de diálogo, como por ejemplo, la selección de una 
textura cromática de una paleta de colores. 

5.3.3. Barra de Íconos 

. Para como.didad del usuario de FRACTAL, además de la barra de menús, se 
ha diseñado una barra de íconos que permite de una forma más directa accesar 
a algunas de).as Cajas de diálogo de los menús o submenús. También se han 
dedicad.o íconos para realizar alguna acción específica (muy socorrida} de una 
forma inmediata; 
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Así tenemos en FRAC1'AL dos ti¡)os de.íconos: 

· Íconos de acci:ón ' .. 

·Íconos que ~bi:en''uu"~caja''d~ ·~iáiogo · 
; .. ·.,'·.· .:~'.:;~~: ._-. ;/5~('·· r·.-:<.· 

Ejemplo de .~rJ.i&?'#,#6.,cl;\.Á'c~i~~ • ·.·. 
Calcúlatf.(~~lq~l~r)::· 
Al p~esi~hii.i:~~~,t~'.idon6, (qué) pertenece a una opción del menú Cal-
cúlate) ei si~teri:ta r~liiará: . . . 

· i).Si 18. ~~nt8:~a'. ~'-la del Conjunto de Ma~delbrot cal~ulará el con-
junto· de Mandelbrot ::·· ·,·• 

ii) ·Si la ventana es la del (JÓ~Jtinto de Fato)-! y J.uÚá;,hai9ül~rá. el 
conjunto de Fatou y Julia a.Séiado al valor de k>s párámetros. activos. 

Ejemplo de Ícono que Abre C~j~ de])iAfogo 

Select Equation (Selecciona un Sistema de la Biblioteca de Sistemas) 

Al activarse este ícono (que pertenece a una opción del menú Equa
tion) se muestra la ventana que permite seleccionar un sistema de la 
biblioteca. 

•P2 ·c•SINIZ •PJ)•Pl 
• C • SIN!COH.l(Zll • P1 

z-c·cos(Z)•Pl 
Z • C • OlS(OlNJIZJJ • P1 
Z•CºTAN~•Pl 

Z • C' TAN(OJNJIZJJ • P1 
Z•C"OO'IZJ•Pl 

Utilizando el visualizador se escoge a uno de los sistemas de la bi
blioteca y se presiona el botón izquierdo del mouse sobre el ícono 
de aceptar para que se active el sistema señalado. Si no se ·desea 
cambiar el sistema se presiona el ícono de cerrar para salir de la caja 
de diálogo. 
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. 5.3.4. La Ventana Maestra 

. Primeramente, para correr el programa ejecutable de FRACTAL es nece
sario presionar con elmouse en el menú principal de Windows START (inicio)¡ 

. inmediatamente después aparecerá en el menú la opción de PROGRAMS (pro
. gramas), en ella se selecciona la opción LAB. DE DINÁMICA NO LINEAL. 

Dentro de este submenú se debe seleccionar FRACTAL. 

Acontinuación aparece la siguiente ventana de presentación: 

Al cerrar ésta ventana aparecera la siguiente ventana: 

¡·-:-·········-·· -····-:;··-····--···------~·--·- --·---·--------------
,~~~~~Y&~~~I§:fil~l~!fil>fil['~ryd 
¡; r, 
¡¡~ 
íl !. 

A esta ventana le llamaremos la Ventana Maestra o Principal. 

La ventana maestra permite abrir otros dos tipos ventanas que son: 
· La Ventana del Conjunto de Mandelbrot 
· La Ventana del Conjunto de Fatou y Julia 

La Ventana del Conjunto de Mandelbrot permite visualizar el conjunto de 
Mandelbrot, el conjunto de Fatou y Julia asociado a un punto del Mandelbrot 
y la frontera del Mandelbrot. · 

La Ventana del Conjunto de Fatou y de Julia permite visualizar el conjunto 
de Fatou y de Julia, la iteración de un punto de la ventana, el cálculo de los 
atractores, las cuencas de atracción, así como imágenes directas e inversas, y el 
conjunto de Julia. 
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Los Íconos 

La barra de íconos que aparece en el programa ejecutable es la si
guiente: 

Como se ha discutido antes el sistema maneja dos tipos de (conos: 
los de acción y los que abren una caja de diálogo. 

fcon,os que Abren una Ventana de Trabajo 

Con: estos íconos se pueden abrir un gran número de ventanas; cada 
una de~ellas es independiente de las otras y pueden tener la misma 
o distinta ecuación activa. 

· · Mandelbrot Set Scenery 

Con este ícono se abre la ventana de trabajo correspondiente al es
cenario del conjunto de Mandelbrot. 

· Fatou and Julia Set Scenery 

Con este ícono se abre la ventana de trabajo correspondiente. al es-· 
cenario del conjunto de Fatou y de Julia. · . · 

Íconos de Acción 

Estos íconos realizan una acción directa. 

· Start Calculations 

Al activar este Ccono el sistema inicia el cálculo dependiendo del tipo 
de ventana que esté activa: 

i) Si la ventana es la del Conjunto de Mandelbrot calculará el con
junto de Mandelbrot. 

ii) Si la ventana es la del Conjunto de Fatou y de Julia calculará el 
conjunto de Fatou y de Julia. 

· Stop Calculations 

Al activar este ícono el sistema detiene el cálculo que se estaba rea
lizando en la ventana activa. 

·Erase Scenery Window 

Al activar este ícono se limpia el área de trabajo de la ventana activa. 

·Zoom Out 

Al activar este ícono se regresa a las dimensiones que tenía la ventana 
activa antes de hacer un acercamiento (almacena las dimensiones de 
los últimos 10 acercamientos). 
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.·. . 

Íconos que Abren Cajas de Diálogo 

Estos íconos; ábren>:una caja de diálogo con la cual el usuario se 
comunica con el sistema. . .. 

. . 

· Scenery configure 

La caja de diálogo asociada a este ícono inuestra las diversas opciones 
para configurar el sistema activo. . ·· · · · · 

· Select Equation 

La caja de diálogo asociada a·est~)cc:).nopfr~cé'"t.ri\riS~aÚzador para 
inspeccionar la lista de sistemas de la J:fü~li#tec8.:':\ 

A continuación se presenta una explicación completa de las opciones y la 
forma de operación de la Ventana Maestra, de la· Ventana del Conjunto de 
Mandelbrot y de la Ventana del Conjunto de Fatou y de Julia. Se analizarán a 
cada uno de los submenús, así como a cada una de las correspondientes opciones 
de estos submenús. 
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5.4. Ventana Principél.l o Maestra 

La ventana ·Pri;:{dpá.l o Maestra tiene como función abrir las ventanas de 
los conjuntos de Mandelbrot y la del conjunto de Fatou y de Julia, soportar la 
barra de íconosC{ue afectarán a la ventana activa y configuraciones globales del 
sistema. 

Esta ventana es mostrada en la siguiente imagen: 

La ventana maestra tiene el siguiente menú: 

A) File 

B) Sceriery 

O) Calc!-1-late 

. D) Equa'.tié>n 

.~g~~{~~~ 
A c¿nt'iriti~ci~ri ~e describen a cada uno de los sub menús de este menú. 

s.4.I. . A) *1~U~~e~u File 

El subniehh FÚiÓfrece las siguientes opciones: · 

·.i) Edit,~iÍ~iJ.:.:·'.'}f· .•.•. 

:m~}~~~~~~~~cm••···· 
iv) Exit. , 

A éontmu~~i~I1 ~~ describirán cada una de las opciones de File 

i) Edit File L 
Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 
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En ella se puede editar un archivo de texto ASCII, este puede ser útil 
al estar haciendo investigación sobre una ecuación y desear mantener 
notas descriptivas de lo encontrado. 

ii) Print File BMP Format ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Aquí se puede seleccionar un nombre de archivo en formato BMP 
que contenga alguna imagen generada con FRACTAL que se quiera 
imprimir. Al seleccionar dicho archivo y presionar el botón de Abrir 
se imprimirá dicha imagen en la impresora predeterminada. 

iii) Print Setup ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Con ella se configuran las opciones del tipo de impresora, tamaño del 
papel, entre otras cosas necesarias para llevar a cabo la irp.presión. 

iv) Exit · 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Enella se pregunta si se desea terminar el programa¡ en caso afir
mativo éste concluye. 
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5.4.2. ·. B) El sÚbrnenú Scenery 
"'· _·,c·'-,o· __ , .'-- , 

El submenú S~enery of~ece.las siguientes opciones: 

i) Mandclbrots~t: .. 
ii) Fatou and Julfa Set ... 

A continu~C:ión se,desc~¡birán cada una de las opciones de Scenery 

i) Mandelbrot Set ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Ésta permite visualizar el conjunto de Mandelbrot, solicitar la visua
lización del conjunto de Fatou y Julia asociado a un punto del Man
delbrot,· entre otras cosas. 

ii) Fatou an'.Ci Julia Set ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 
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"' ·. - - .. 

Ésta permite visualizar()¡ conjunto de FatouydeJuila,·la iteración 
de un punto,· él cá,lculo de atr-Uctores~ las. cüenca8 de atracción, las 
imágenes dire.ctas e inversas de una región, éritre otros. 

5.4.3. C) .El s~b~~hú ~~~iliat~ · · 

. El. subin~1iu·C~J~~iitéórr~8e ia5-~ig~ielltes op~ioríes: 

:~/;~~~~~r~~:¡ 
A contfoÜ~gi¿~?;~~ á~2r'ibiián: c~cla\ma de las opciones de Calculate. 

''" -.·. -·-·--··. ;;. : -··. - - -- '.. - . 

. ~~~"'-;_: ~ - ··; ·. 

i) Scenery'··r · ·'' 

Al sele~ci~nar esta· opción ~e c~icula: .. 

a) Si l~c~entan~ es la del conjtin.t()~del Mandelbrot, se calcula el 
conjunto de Mandelbrot: ... · · 

b) Si fa ventana es la delc<:l~j~iitci ~~ F~t~u y Julia, se calcula el 
conjunto de Fatou y Julia asociado a iÍnjfotÍto del conjunto de Man-
delbrot. · ·· ·. ·· . · · 

. . 

ii) Stop Calctil~te 

Esta ópC:i<)~\detien~ el .cálculo que se esté llevando a cabo en la 
ventana a.cti va. . .· 

-: : ~ :,_-_ _. ., ~ 
, .• c.~ •• • ·->>i:~-~' .. L __ :~,,, ,·,' . '/.: 

5.4.4. D). :Él s_lib~~~ó E~uation 
-~' -:::.,··: 

El suom~ilti:Eqü8.ticn1 ofrece la siguiente opción: 

. i) Seleét). • .. -.•.. 

A contin'.hación se describirán cada ·una de las opciones de Equation. 

i) Select .···. 

Al seleccionar esta opción aparece la ventana que permite seleccionar 
la ecuación en la ventana activa; al presionar sobre el Combo Box 
se despliega una lista de las ecuaciones activas en el sistema y su 
descripción asociada a esta. 

Se selecciona con el .mouse presionando sobre la ecuación y para 
terminar se presiona el botón de Accept. 
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5.4.5. E)~l stil:ln:tenú5·Vindows 

El submerit1.Wirido\\rs ofrece las siguientes opciones: 

i) ·Erase S~e~enery 
ii) Zoorilc)utj 

iii) Cuasiconformal Zoom 

A continuación se describirán cada una de las opciones de Windows. 

i) Erase Scenenery 

Esta opción borra el contenido de la ven~ana activa. 

ii) Zoom Out 

Con esta opción se regresa a las dimensiones que tenia la ventana 
antes del acercamiento de la ventana· activa (puede retornar a las 
diez ultimas dimensiones existentes en la ventana antes del· acer- · 
camiento). 

iii) Cuasiconformal Zoom 

·Con esta opción se pueden forzar a que las dimensiones de la última . 
ventana áctiva, al realizar un acercamiento con el mouse se respeten, 
no importando que se deforme la imagen en la ventan.a. De lo c'on.:. 
trai:io la.S dimensiones se ajustan para que la imagen no se deforme. 

' ·.· .• '1. 

5.4.6;· FhEls~bJJ:l.enli Help 

El subui~hilif~Í~ C>fre~e las siguientes opciones: 

i). Ge~~~~li.> . · .. 

ii) Lab/Diná~ica•no Lineal ... 
iii) Ab,hu(ÚJ .. > . . .· 

' , '· .- ~ .:.-. - .-

A contin\.la6iór{se. describirán cada una de las opciones de Help . 
. " .,. ~:-·~, 

i) General;;•'..> .. . . 

. Al se~eccio~ar esta• ~pción aparece la s!guiente ventana: 
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!UdffttWitl!. *ff*mzt!JMm~~.Güif.il 
tE.&.i'~CJit!\i+·.' ~.~:~U~\:/.~'· i'. ~ ., ·,· • ; í" •; ,,. · ; ;· ··:~,~.;.~;~.t.".">~ ~~·.: 

En ella se muestra la ayuda general de FRACTAL; aquí se indican 
·1as capacidades que tiene el sistema y la información relevante del 
mismo.· 

ii) Lab. Dinámica no Lineal ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

~-~~~•." ~-· R"~ 

-·--'---...... _ .. _ -·-- .. ---·--· ~ ..... -.,.~.-
~=::····-•n•-

-~ 
·:~· 

. . . ·----------· . -·-· . 

*--~--
·~ . 

. ~.----

En ésta se muestra la página WWW del Laboratorio de Dinámica 
no Lineal en donde se puede encontrar información relevante de este 
paquete y de otros que han sido desarrollados por nosotros. 

La dirección de WWW del Laboratorio de Dinámica no Lineal de la 
Universida:d Nacional Autónoma de México es: 

http://www.dynamics.unam.edu 

iii) About Óf ••• 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 
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En ésta se muestra información del los autores de FRACTAL, su 
correo electrónico y la fecha de registro ante el Instituto Nacional 
del Derecho de Autor, México. 
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5.5. Ventana del Conjunto de Mandelbrot 

La Ventana del Conjunto de Mandelbrot permite visualizar el conjunto de 
Mandelbrot, el conjunto de Fatou y Julia asociado a un punto del conjunto de 
.Mandelbrot y la frontera del conjunto de Mandelbrot. 

Para ello se tiene el siguiente menú: 

A) File 

B) Calculations 

C) Window 

D) Configure 

E) Help 

A continuación se describen a cada uno de los submenús de este menú: 

5.5.1. ·A) E.l subirieri.ú .File· 

El subm~n¿'File ofre6~las siguientes'ÓpciÓI1es: 

. i) Sa~~ Wiildów in• BMP F()rmatE .. '.[ci¡;i-s) 
iÍ) Print [Ct~l-P) . .,, .;' '· ' 

iii) Clase [Ctrl-X) :.: :; ~.t < 

A continuación se describirán cada una de las opciones de File. 

i) Save Window in BMP Format ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Con ésta se puede seleccionar el subdirectorio y el nombre del archi
vo en el que se desee grabar la imagen generada en la ventana del 
conjunto de Mandelbrot en formato BMP utilizando el botón de 
Guardar. 

ii) Print 

Al seleccionar esta opción se manda a impresión el contenido de la 
ventana del conjunto de Mandelbrot. 
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iii) Clase 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella seleccione si desea cerrar o no la ventana del Conjunto de 
Mandelbrot. 

5.5.2. B) El submenú Calculations 

El submenú Calculations ofrece las siguientes opciones: 

i) Mandelbrot Set [Ctrl-C] 

ii) Fatou and Júlia. Set [Ctrl-J] 

iii) Boundary Mandelbrot Set ... 

iv) Tangues ... é . ':. 

v) Stop Calcu1a.tion%Jtrl~Ait~d] 
. ' ,. :_ :'.·. : ,:\ .~ .. /-;:~·~·. ;,~)'.::~ '.t-·<·· ~-· ,· 

A continuación se d.~6dbir¿ri_>¿~d.8.: un~ de las opciones de Calculations. 

i) Mandelbrot Set 

Al seleccionar esta opción se inicia el cálculo del conjunto de Mandel
brot; ésto se hace en dos pasadas: la primera da una idea general del 
conjunto (el cálculo se hace de manera rápida) y la segunda genera 
una imagen nítida; . ésta puede tardar varios minutos dependiendo 
del equipo de cómputo y la configuración de los parámetros. 

ii) Fatou and .Julia Set 

Al selecciona.resta opción aparece una ventana similar a la siguiente: 
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Esta es la ventana del conjunto de Fatou y Julia correspondiente al 
punto en el cual se encuentra el cursor sobre la ventana del conjunto 
de Mandelbrot; para cambiar de punto y recalcular el Julia asociado 
a dicho punto, utilizando el mouse, uno se coloca en el sitio deseado 
y presiona CTRL-J: inmediatamente aparecerá el Julia asociado a 
dicho punto. 

Existen dos formas de mostrar el Julia asociado a un punto: una 
con poca resolución y otra con máxima resolución; estas opciones se 
eligen en el menú Configure con el sub menú Fatou y Julia Calcula
tions (también es posible cambiar el tamaño de la ventana que por 
omisión se muestra de tamaño muy reducido). 

iii) Boundary Mandelbrot Set 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se introduce el factor de resolución, el cual está relacionado 
con el número de puntos visibles (1 asume únicamente el número de 
puntos visibles, 2 asume el doble de puntos visibles en la ventana, . 
etc), sobre el cual se calculará la frontera del Mandelbrot; al terminar 
se presiona el botón de OK. 

Nota: El tiempo de cálculo variará dependiendo del factor indicado. 

iv) Tangues 

Al seleccionar esta opción el sistema calculará el período de la órbita 
periódica de cada uno de los puntos de la ventana. Mostrando de un 
solo color todos aquellos .puntos con igual período, para configurar 
el cálculo ver el menú de Configure en Tangues. 

v) Stop Calculation 

Esta opción detiene el cálculo que se este realizando. 

5.5.3. . C)El submenú Window 

Elsubrri~I1íi Windows ofrece las siguientes opciones: 

'i) Erase (Ctrl-E] 

ii) Show Fatou and Julia Set 
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iii) Hide Fafou nncl J~lia Set 

iv) Sho\V F~t6¡1 ~n'd'Ju1iíi r;;mediatly (Ctrl-U] 

v) Zoom Ólit 
1

(Ct~l-,Zf·~ · . 

vi) Original n'ini~11tiÓns .. 

ii) Show ]fcitclJ\aricii:JüHiJ. · Set 

Esta·~·~,~;¿~~ri~:i'~r~'la yentana del conjunto.de Fatou y de Julia. 
::.' ,'·i.':< :."/<'; .. 

iii) Hide F~~ol.i.'~d Julia Set 
:·· ~··-· . ' 

Esta opción obulta la ventana del conjunto de Fatou y de Julia. 

iv) Show Fatou and Julia Inmediatly 

Esta opción muestra continuamente el cálculo del conjunto de Fa
tou y de Julia al mover el mouse sobre la ventana del conjunto de 
Mandelbrot. 

Recuérdese que el conjunto de Fatou y de Julia se puede mostrar. 
de dos formas distintas que pueden ser configuradas en el menú de 
Configure en el submenú de Julia Calculations donde se tienen: Fast 
y Complete. Donde por omisión la opción Fast está activada y es la 
recomendada ya que Complete demanda una gran número de cálcu
los y no mostrará continuamente al conjunto de Fato u y. de Julia al 
mover el mouse. 

v) Zoom Out 

Esta opción regresa ia.s dimensiones que existían antes de hacer el 
último acercamiento; la .operación puede realizarse hasta para los 
últimos diez acercamientos. 

vi) Original Dimentions 

Esta opción regresa a las dimensiones originales de la ventana del 
Mandelbrot; 
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5.5.4. D) El submenú Conflgl1re 

El submenú Configure ofrece. las siguientes opciones: 

i) Equation ... 

ii) Fatou and Julia Calculations ... 

iii) Parametérs .. . 

iv) Dimensiona· .. . 

v) Calculate .. . 

vi) Tangues .. . 

A continuación se describirán cada una de las opciones de Configure. 

i) Equation •.. 

Al seléccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Ésta permite cambiar la ecuación en la última ventana activa; al 
presionar sobre el Combo Box se despliega una lista de las ecuaciones 
activas en el sistema y su descripción asociada a ésta. 

Se selecciona con el mouse presionando sobre la ecuación y para 
terminar se presiona el botón de Accept. 

ii) Fatou and Julia Calculations ... 

Con esta opción se puede seleccionar el tipo de cómputo a realizar 
para calcular el conjunto de Fatou y de Julia. Éstos son: 

· Fast 

·.Complete 

Con en el primero se realiza un cálculo de poca resolución que solo 
da unaidea del conjunto de Fatou y de Julia correspondiente; el otro 
proporciona un cálculo mucho más detallado del mismo, es por esto 
que se necesita un tiempo mayor en mostrar la imagen completa, de 
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aquí que sea recomendado usarse solo con en equipos de cómputo 
rápidos. 

Por omisión, el cálculo del conjunto de Fatou y de Julia se realiza 
con el modo de baja resolución (FAST). 

iii) Parameters ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Aquí se muestra la parte real e imaginaria de los parámetros com
plejos y reales de la ecuación activa. Al seleccionar el parámetro que 
se desea cambiar aparece el campo de captura para la edición de tal 
parámetro como se muestra en la siguiente ventana: 

Al terminar la edición, se presiona la tecla ENTER, ya estando el 
sistema listo para continuar con la selección de algún otro parámetro. 
Cuando se termina de cambiar ii los parámetros se presiona el botón 
Accept. 

iv) Dimensiona 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 
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En ella se'mliesti:anJa.~~din'i.ensionesde la .ven'.tana del conjunto de 
Mandelbrot. ·Éstas ~e moaificiln e.le 11.cuerdo a las necesidades del 
. usU.ariOi al;t~tiriillar:~e presioila el botón· Accept. 

v) Cálculat~ .;~ 

Al scit~~cionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se pueden cambiar los valores para la norma máxima y mí
nima del cálculo para el Mandelbrot, el número máximo de itera.:. 
ciones para el cálculo del conjunto de Mandelbrot, y el número máx
imo de colores a usar (en esta versión el número máximo es de 25.6 
colores). 

La norma· mínima. se utiliza para evitar desbordamiento numérico 
cuando el valo( iterado es cercano a cero, el usuario puede poner 
una cota mínima eri la cual se detendrá en cálculo. 

vi) Tangues ... 

Al selecéionar. esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se pueden cambiar los valores de el número de puntos de la 
·ventana para los ejes X e Y, el número de iteraciones transitorias, el 
período máximo a buscar y la tolerancia mínima en la búsqueda de 
la órbita. 
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5.5.5. E) ~l sjibrne~ú Help 

El submend Hel~ of~ece ias siguientes opciones: 
- - ' :: .'·.' 

i) Mancl~lbi~t Set ... [Fl] 

ii) Ap;ut6r .. '. [Ctrl-A] 

A contirl\i~ción se describirán cada una de las opciones de Help. 

i) Mrui.delbrof Set ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se indican las capacidades que tiene el sistema y se muestra 
informac:ión relevante relacionada con la ventana del conjunto. de . 
MandelbrOt. 

ii) About of ... 
Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

Aquí se muestra información del los autores, su correo electrónico y 
la fecha de registro ante el Instituto Nacional del Derecho de Autor, 
México. 
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5.6. Vent¿ina deLConjunto de Fatou y Julia 

La Ventana.del Conjunto de Fatou y de Julia permite visualizar el conjunto 
de Fatou y.de Julia,: la iteración de un punto de la ventana, el cálculo de los 
atractores, las cuencas de atracción, así como imágenes directas e inversas, y el 
conjunto dé Jufüi.. · 

Para ello se tiene el siguiente menú: 

A) File 
B)·E<li~ ~ - · 
C).•.c.~l~l.l!atioris 
D) WÍn~~~:· 

A cbntfoJ~~ión se des~riben a cada uno de los submenús de este menú: 
·"· :··:· f i~< ·. --~:. - :-

s.6;l. A,)'. ~i t>i'.I~~enú File 

El suhinkh~ FÚe:'~rrece las siguientes opciones: 

i)' Sá.~e
1

-0iiid~((inBMP Format ... [Ctrl-S] 

:~/~tif \~~li~N 
A c~nti~ui~iÓ~i~d~cribkÁn cada una de las· opciones de File. 

_.;¡) -::;-.·,;·· 
-· .. - ·, 

i) Save wir{aow in BMP Format ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se selecciona el subdirectorio y el nombre en donde se desee 
grabar la imagen que se tenga en pantalla en el formato BMP, al 
terminar se debe presionar el botón Guardar. 

ii) Print 

Esta opción manda a impresión el contenido de la ventana del con
junto de Fato u y Julia. 
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iii) Close 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella seleccione si desea cerrar o no la ventana del conjunto de 
Fato u y Julia. 

5.6.2. B) El submenú Edit 
. . 

El submenú Edit ofrece las siguientes opciones: 

i) Paste Positioi:J. [~.~ift::-Ins] 

A continuación se describirá la opción de Edit. 

i) Paste Position 

Al seleccionar esta opción se pega la posición copiada del mouse 
sobre la ventana del mandelbrot. Esta se cÓpio él presionar el botón 
derecho del rnouse abriéndose un menü en el cual se selecciono Copy 
position of mouse. · · . 

5.6.3. C) El submenú Calculatioris 
. --· .. -. ··--· 

El submenú Calculations ofrec~;las ~iguientes opciones: 

i) Fatou and Julia Set · 

ii) Julia Set 

iii) Filled.:.in Julia set 

iv) Point It~~~fi;I1 .· . 
. . ' .. ,_,. 

v) AttractC>f~ 
vi) Bassilll.A.ttr~ction 
vii) Traci ~~~ !:. 
viii) Dir~c~-irrÍ~ges> .. . 
be) rn~ei~irh~~es .. . 
x) Stop C~icul~Úon 

A continuación se describirán cada una de las opciones de Calculations. 
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i) Fatou and Julia Set 

Al seleccionar esta opción se inicia el cálculo del conjunto de Fatou 
y Julia; esto se hace en dos .pasadas: la primera da una idea general 
del conjunto (calculándose de manera rápida) y la segunda genera 
una imagen nítida, la cual puede tardar varios minutos dependiendo 
del equipo de cómputo y la configuración de los parámetros. 

ii) Julia Set ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En elia s.e introduce el factor de resolución, el cual está relacionado 
con el número de puntos visibles, sobre el cual se calculará el con

. junto de Julia; al terminar se presiona el botón de OK. El proceso 
puede tardar bastante dependiendo del factor indicado. 

iii) Filled-in Julia set Al seleccionar esta opción se inicia el cálculo del 
conjunto de Julia lleno esto se hace en dos pasadas: la primera da una idea 
general del conjunto (calculándose de manera rápida) y la segunda genera una 
imagen nítida, la cual puede tardar varios minutos dependiendo del. equipo de 
cómputo y la configuración de los parámetros. 

iv) Point Iteration · 

Al seleccionar esta opción se inicia la iteración del punto señalado 
por el mouse en la ventana del Conjunto de Fatou y Julia; para 
camb.iar de punto y recalcular l~ iteración asociada a dicho punto, 
se posiciona el mouse ·sobre la región de la ventana deseada y se 
presiona [CTRL-IJ. 

v) Attractors 

Al seleccionar esta opción se inicia el cálculo y visualización de los 
atractores de la ecuación activa, usando los valores de configuración 
de iteraciones y tolerancia del menú Configure. Reportando al final 
del· cálculo los puntos fijos y las órbitas periódicas encontradas. 

98 



vi) Basins Attraction 
.'- __ ,·: . . _ . __ --- .; ·;'-,;- .--'-' -' 

Al seleccionar' esta o¡)ción primeramente se inicia el cálculo de los 
atractores dela ecuadón activa, usando los valores de configuración 
dé iteraciones y tolerll:iida·dd .menú Configure. Seguidamente se vi-

. sualizan lás cuenca.S de atracción y se reportarán al final del cálculo 
los punto::¡ fijÓs y,)ás órbitas periódicás encontradas. 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella ~e captura una función F(x) o F(y), el valor inicial y final de 
X o Y, la iterada y la longitud del punto a visualizar. Para graficar 
la iteración de la función dada se presiona el botón Accept. · 

' ':-.'.: .·· .~ .'.' 

viii) Direct.Images 

Al selecéionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se captura el radio, centro e iterada sobre la cual se de
. sea conocer la imagen directa. Al terminar de configurar presione el 
botón de Aceptar, para iniciar el cálculo de la imagen directa. 

ix) lnvers Images ... 

·Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 
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En ella se captura el radio, centro e iterada sobre la cual se desea 
conocer·. la imagen inversa. Al terminar de configurar presione el. 
botón de Aceptar, para iniciar el cálculo de la imagen inversa. 

x) Stop· Calcil.ilaÚon ·. 
~. :~, ""~· . '·,' ~-... , 

Esta opció~'.d~t_ierie. el :cálculo• que se este realizando. 
- ,· .. ~. ?~),(\'f~,f:;·.·'.!;)(: ~~~:.~.,".'.,,,:2··: ":~'/:)·_~·J·> ;~-;.,·-:.· '-<>:: ··i-· .. __ .'' 

.s.6;;·~u~d~~1,:w::tr:~tult::1:tiguientes opciones: 

i) E~~se [~t;l-~] 
ii) Redraw [Ctrl-R] 

iii) Zoom Out [Ctrl-Z] 

iv) Original Dimentions 

A continuación ·se describirán cada una de las opciones de Window. 

i) Erase 

Esta opción limpia la ve.nti:ma del conjunto de Fatou y Julia. 

ii) Redraw 

Esta opción r:edibuj~el conjunto de Fatou y Julia. 

iii) Zoom Out . 

Esta opción regresa las dimensiones que existían antes de hacer el 
·acercamiento, la operación se puede hacer hasta con los últimos di~z 
acercatnientos efectuados. 

iv) Original Dimentions 

Esta opción retorna las dimensiones originales de la ventana del con
junto Fatou y Julia. 
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5.6.5. E),El:s¿brri:en~ Configure 

El .. sub111en~ q~nfigurc}~frécc las.siguientes opciones: 

i) Eqff~tic)I1<.t ;J\ 

ii) Fa,f,?~(ii~~,',J~ú~·.ó~tá~t~tions •... 
m) Páraffieters·\:.\. 

iv) qill1~hsi?I1~·~ ... ~~i · 
v) Ca.íciilatÉ( ... 

vi) z'v~llle'..; 

·A continuación se describirán cada una de las opciones de Configure. 

i) Equation ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

, Ésta permite cambiar la ecuación en la última ventana activa; al 
presionár sobre el Combo Box se despliega una lista de las ecuaciones 
activas en el sistema y su descripción asociada a esta. 

Se selecciona con el mouse presionando sobre la ecuación y para 
terminar sé presiona el botón de Accept. 

ii) Parameters ... 

Al seleccionar esta opi::ión aparece la siguiente ventana: 
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En ella se muestran las partes reales e imaginarias de los parámetros 
complejos de la ecuación activa. Para cambiar el valor de alguno se 
selecciona el parámetro: al hacerlo aparece el campo de captura para 
la edición como se muestra en siguiente ventana 

~,J~~f&fil~%i[~ií 
· . ·, -:··~ Rc(P1) 

i/\'l¡:.;; . 

~?~!~~~)"~~('' 
Al finalizar la edición se presiona la tecla ENTER, ya estando listo 
el sistema para continuar con la selección de algún otro parámetro. 
Al. terminar de cambiar los parámetros se presiona el botón Accept.· 

iii) Dimensions ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se muestran las dimensiones de la ventana del conjunto de 
Fatou y Julia. Se cambian de acuerdo a las necesidades usuario y al 
terminar se presiona el botón Accept. 
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iv) Calculatc ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En ella se muestra el valor de la norma máxima y mínima, el número 
máximo de iteraciones para el cálculo y el número máximo de colores 
a usar (en esta versión el número máximo es de 256 colores). 

v) Z Value ~ .. 

Alseleccionar esta opción aparece la siguiente ventana:· 

En ella se muestra la parte real e imaginaria del punto crítico sobre 
el que se calculará el conjunto de Fatou y de Julia. Al terminar de 
modificarlos se presiona el botón Accept. 

5.6.6. F) El submenú Help 

El submenú Help ofrece las siguientes opciones: 

i) Fatou and Julia Set 

ii) About of ... 

A continuación se describirán cada una de las opciones de Help. 
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i) Julia Set ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

. .¡;,'tj¡'j 
Jt&c2\Edl'JW,~).~o!rJ.!v.'l:l'~!\t(4.~1.1·~ttfJnt/r.y~:.:l."lc;>;J_.~-...~,k(,~!;t?',1'4#.í'!-'IM:Uf:.0,f,,."\ 

En ella se indican las capacidades que tiene el sistema así como 
información relevante del conjunto de Fatou y Julia. 

ii) About of ... 

Al seleccionar esta opción aparece la siguiente ventana: 

En esta ventana se muestra información del los autores, su correo 
electrónico y la fecha de registro ante el Instituto Nacional del Dere
cho de Autor, México. 
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5. 7. Funciones. Matemáticas 

. _Las funci~nes mate~áticas · válidas para definir ecuaciones son las 
. siguiérites: . . .. ·~·· 

NOMBRE PARÁMETROS FUNCIÓN 
sin l 1 Seno de X 
cosl 1 Coseno de X 
tan l - 1 Tangente de X 

a sin l · 1 Arcoseno de X 
acosl 1 Arcocoseno de X 
atanl 1 Arcotangente de X 
sinh 1 Seno hiperbólico de X 
coshl 1 Coseno hiperbólico de X 
tanhl 1 Tangente hiperbólica de X 
fabsl 1 Valor absoluto de X 
floarl 1 El mayor entero menor o igual a X 
fmodl 2 Módulo de~ 
expl 1 Exponencial de X 

ldexpl 2 X *2Y 
logl 1 Logaritmo natural de X 

loglOl 1 Logaritmo base 10 de X 
sqrtl 1 Raíz cuadrada de X · · 
pool 2 Xa la Y· 
Invl 1 ·Inverso ele X 

sigl 1 
Signo de X 

{lsi X>= O, -1 si X <O) 

Nota: Las funciori~~ trigon~métricas se manejan en radianes. 

5. 7.1. La5 O~~r~~i()n.~~·Aritméticas Elementales 

Las óp~r~cioné~ ai-it~éticas elementales validas son las siguientes: 

OPERADOR OPERACIÓN 
+ Suma 

Resta 
* Multiplicación 
/ División 
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5. 7.2. Constantes Matemáticas 

Las Constant~s matemáticas valida::¡ son las siguientes: 

---. ,- ,,.:,_.~- - ... 

CONSTANTE .. VALOR 
M PI 

M'PJ :2 
M PI 4 
M-1. PI 
M_2_PI 

M_l_SQRTPI 
M_2_SQRTPI 

ME 
M_LOG2E 
M_LOGlOE 

M LN 
M LNlO 
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1T 

2 
1T 

l 
1 
y 

sqrt(1r) 
2 

sqrt(11") 
e 

ln(e) 
loglO(e) 

ln(2) 
ln(lO) 



A. Apéndices 

Algunos conceptos y resultados que se mensionan en el trascurso de este 
trabajo se detallan aquí. 

A.l. Espacios TopolÓgicosi 
'. 'L·-.,· ;._, ·.¡'.-:-'···:-· .·"· '.·, .. 

En este apéndice <l,escribir~moS~ifl.fgl.ui"os •. cbnceptos funCió~es contiri:uasy. ·· 
con e-xi dad, los. cuales se preseritfl.ri ~in 'derríóstfÜción; pero pÚeden',encontrarse 

deta-ll~~ºs en la· bibliog,réª~·rt·¡~t1 I{~~~M~F~~;~~;;;~-I\~~·~1~;·~?É·~; .. :}1~=:7r~?·- ;tt:·:~~ ..•... ·.· ... 
Defimc1ón 95 Una •topologíasobreTun, con1unto.:X. es,urya::cole.cciqn·r de·· sub.-· 

con~}n;o~ ~ ~t~~n e~r~ig~ieJ~~~~f ~~~.i.~f f ~~:'.\':<r,f~···~'~; .. :;.'¡,'.~0r.~·-:y{:";!~!···. 
2) La unión de los elerr1'.én_tgs;dei~'IL~liz1fi~:i;§'!-'P.c~lé~i~,r(<f.~ ~'.\:está, ·en r~ . 
3) La intersección. de.los'éleTriént~sde.'.'c'i{alqfüei'.)u~cólécciófi/fii#ta de r está 

en T. .• '.· '~é•\?)~t:~rn); ;;~··.•,'.{>;.'.''; :;~\ ;':.,}t,•}f;:'. e;.¡:;,~ +'.•é ", .. 
Un conjunto X para· él;que'tse';hadefinidá:.ün~'.topolo'ffíá:+rsiillama espacio 

topológico. . . .· ..... · ·.•• ·:· .J·;~:!'.)J'.l'(~f::
3

,~'t\;;,-~··5f';( ,,,D•{';~}.~1,i;·'1:Jf);jJ)'.;tI.J{~J}'• .. ··••. 
Definición .96 •Si X: es un:espaCio,' ~apológico 'con."un~:tojiólógíá,,r, diremos que 

~:Ze::~~n;~n.to;[J:···~·~'.~:,~.·~y-~g~1~~~0"'.(~~i~t~:~\~e,,'~····::t·•ú,··· pertenece a la 

:::::~1::~::¿t~~JJ:~~1~:~í~~;: .. ::n:: 
{Int U) de U se define co~o la.uniófi'd~it~'a,~~·;¡,o~.·-pori.fu~toi'aÚ~rtos contenidos 
en U y la cerr,tidu_ra (Cl.U) 'de··UTse:~efirie'comála intersección de todos los 
conjuntos cerrados que cdntiener{~·'r¿::r:<';, ,,: 

Definición 99 Una cole·~a~:,i:fr .. d~ ~~bc~njuntos del espacio X se dice que 
cubre a X ·, ó que es tin" ctibTirniento de X , si la unión de los elementos 
de U coincide con~'. se aice/quirf'es un cubrimiento abierto de X si es un 
cubrimientó. de X formádo. por conjuntos abiertos de X. 

Definición 100 []~ espaéio X se dice que es compacto si de cada cubrimiento 
abierto U de X podemos extraer una subcolección finita que también cubre a X.. 

Definición 101 Si U es un subconjunto de un espacio topológico X y si x es 
un punto de X, diremos que es punto límite o punto de acumulación de U, 
si cada· abierto de x interseca a U en algún punto distinto del propio x. 

Definición 102 Un conjunto es perfecto si todos sus puntos son de acumu
lación. 
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Proposición 103 Si f : C ~ C, las sig1Lientes afirmaciones son .equivalentes: 
i) fes continua.. · 
ii) La imagen inversa de cualquier conjunto cerrado es cerrada. 
iii) La imagen inversa de cualquier conjunto· abierto es abierta. 

Proposición 104 Si f : U~ C, las siguientes afirmaciones son equiValentes: 
i) J es continua. 
ii) La imagen inversa de cualquier conjunfo ce~ado/es .cerrado relativo de 

u. 
iii) La imagen inversa de. cualquier conjunto·"ci,bierlo es abierto relativo de 

u. ' . :: i ,: .,, ,, 

Definición 10~··f~--d~~~-j;:~.~;f¡)~lf0·~7Efct~~l0~¡~\~están separndos si 
' •· · .. · .. · e, .. • ' ' (An:B) lJ (An'B)·~ q, 

...... ···'. 'J,•·····•·G i,~:;.,·'.(''ii'i·::\•S:c.\;:'v~@0 •. ~~,~0¡;,·.,:··. 
Definición · 106 ·. Un· conJ°'lLntd. U/es):aisconéio si eiisten dos con1·unto separa-

:~~;:0~acíos A 11_;l3yT.f:~~,'.~ni~~>~·~f·;~i'f%,~3:~rito que no es disconexo es 

Proposición 107 .·•Un c¿~fu~¡~-·~ ·~~~~k~i''t'.i1~z¿::~i lo~ unicos subeon1;untos 
de u que son tanto ab~éitos:'J~ñ-io,•~f;.dd.os}eld,tiv6s ¡;,u, son elva~{o y' el própio 
con•unto U. · .,., · ,. ,.,,,•z. 1.":'/ ,.,. '· ,.,, .. , •. .,, .:, ·,;¡_". ·'Y·•·•-.:·•-'•:.· .. •i/' · , . , ,· ' 

'J , ·~{~;~-,.- -.~;,·:. ,,<:}.,:'.: !/.('- ·-;~;\•< .<:,'· .-;; ~~·.~ ··r_-\< :. - . __ ~. 
. . -,. : >'.. ¿: · .<_: -~ .,, ._.·: :_-.'.~:'·· ·· ~:,'.=~t)i:;~_'·· "·: ;- ~---~L,r:\ ~~;t:-i:1:~'- >'+:~::::·~ .. ;:: ~\:·~'-/i~f;~ ·:·~_:,.\._'°. , 

Definición 108 Un c:OnjúntoJ/:C C es;conefüo_ ?Or;:trnyectorias si para cada 
par de puntos a;b ~~ z:( efiste:~n rri.&'.]Jeo:.~ntinilo>r :'[o, 1] :__. u con 1(0) =a y 
1(1) = b. Decimos~qu~;'1J.iis'~rí~-t'rti.1;eéi;Jri,({que .¡¡ne a los puntos a y b. 

' .. ,-.·.-· ,_,: ... ' •• ·f.f_. ' •. ·.,_ ..... .,.;'·, • .-· •. - ' • - ."; 

Proposició~-l09}Ú~'.co~j:1/.nto.conexo por trayectorias es conexo . 
. ;o!'.:/•;,_· '\"·. . . . . ·,,' 

Definiéión'.":i:íio< (]~ ~njunto es localmente conexo en x si para cada abierto 
U de x, eXiste 'Ír~bierto conexo de x contenido en U. Un conjunto es localmente 
conexo si e~- idealmente conexo en cada uno de sus puntos. 

DefinictÓnJll Sea x E U, considerando todos los subespacios de U que son 
conexos y <[ue contienen ax, a la unión de todos ellos, será un espacio conexo 
que dénótamos por C(x) y que es el mayor de los subespacios conexos de U que 
contienen_ ax. A C(x) le llamaremos la componente conexa de x. 

Note_mos que{x} es siempre conexo, entonces C(x) nunca será vacío. Además 
que C(x) e5 siempre Un subconjunto cerrado de U, ya que de no ser así la 
cerrad_ura de.Q(x))eriaun conjunto conexo conteniendo ax y mayor a C(x) lo 
que _ria. es ... poSible/::;<, ,::-··:·.· _ ,_, . 

. Defi~iciÓ~·.J_i~'.s'i'ó(:Z:)'S.:{x}para todo x E U, donde C(x) es la componente 
cone:l:a que contiene a x, a u se le llama un espacio totalmente disconexo . 

. , .:· , 

Defill.iC!ión Ü3 Un conjunto U .es denso en ninguna parte si int(Ü) = </J, 
donde Ü es lci cerradura de U y int(U) es el interior de U. 
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.-· . :··· ": 

Definiciónl14 ElcOnjunto de.Cantor.es.un~onjunto que es com1JCicto,. 
perfecto y toialmenté disco nexo. ·.·. · " 

. _· -, ·-· '•:: .-.. . ' 

Ú~fini~iÓ~·':Lis-Seiiii,x y Yespacios topológicos¡ sea f.: X-+ Y una:biyec
ción. SilafunCión f y la función inversa J-'1 

: Y --> X son ambas continuas, 
entonces f se dice que es un homeomorfismo. 

A.2. Preliminares de Análisis Complejo 

En este apéndice describiremos algunos conceptos del análisis de variable 
compleja, los cuales se presentan sin demostración, pero pueden encontrarse 
deta-!lados en la bibliografía [30], [1], [19], [36]. 

Definición 116 Sea U e C un conjunto abierto y sea f U - <C un mapeo. 
Decimos que f es continuó éri zo E U. si y sólo si' , 

..•• •}i,rr¡o,Í( z)•;'f(iQ: ·< 
y que f es conÚnua en u si f eS 'di~tih'ud;eil Ca.da punto zo, en u .. 

- ' - . .'. -.·· .-,:.:1' ·.·- .. ·. . ' 

Proposición 117 i} ·Si límz_,z0 f(z) ~ 'a .y hes un mapeo de]i,.,;,ido en' una 
vecindadde a y es continuo en a, entonceS líril.%:.:C.%0 h(J(z)) = h(a). , ··,, ,' 

ii) Sif es un mapeo continuo en.im'conjunto abierto U .en C y h es continua 
en f(U), entonces.el mapeo composición (hof)(z) = h(J(z)) es.· continuo en U.· 

• • ••• •• ' -- • > 

Definición 118 Sea U~ Ces.un' conjunto abierto, un mapeoJ: U;,,;_. :e es 
cornplejo-diferenciable en.zci.e'úsi.·. · 

' .:~,,yfi'(Ti!(z) ~ f (zo) 
, , , .,, , , "'::::'."'º , z.--zo 

. -~-.Y.~ ~'jÍf~4'i:~%~~i\~~.~{i(;r>·• 
Definición 111:,}•' Uii:in,apeoJ : (' ;.¿ C, donde U ~ C es un conjunto abierto, es 
un mapeo/'aiiatiti~'O''u\hC:lo.,;,,orf<:i en u si es, complejo-diferenciable en cada 
zo eu .. :;: ,•.;;/"'•"~\ .. ;:.:·.~·'·:<'·:·e,.·;/ 

,;:::;·'· "<·• .'.'(~;· 

Teo~ema:i~t{;(c~J~h~~Ri~mann} 
Sea] : ij; e e -¿'e un mapeo dado, con u un conjunto abierto. Entonces la 

derivada f'(zo) eXiste si y sólo si f es diferenciable en el sentido de las variables 
reales y en (xo, Yo) = zo, u y v satisfacen: 

au av 
ax =·ay y 

Así si au/ax, au/ay, av/ax, av/ay existen, son continuas en U y satisfacen 
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ·entonces f es analítico en U. 
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Si f'(zo) existe, entonces: 

f'(zo) 
au .av a¡ 
-+i-=ax ax ax 
av .au 18! 
--i-=--
8y By i 8y' 

Definición 121 Un mapeo'I : C~'-¿-C es lldmado .mapeo entero si está 
definido y es a~ál{tico,en'todó el plano CÓmpléjó c. 

Definición 123 Un mapeo rizdori~FÍi(z):::·~(z)/Q(z) és .aquel en el que 
P(z) y Q(z) son polinomios, y Q(z)/ioes .. ~l mapeo constante ig~al a CerfJ :en todo 
su contradominio. Así Q(z) =O a ~o in.áS?én un ritLmero finito dé pu~tos enC a 
los que llamaremos polos y exeptoj10r e8os puntas el mapeo R(z) :::!::: '.P(z) /Q(z) 
estará bien definido. , , . . . ' .· . ·. . .·: ·· .·. ·.··· ' ' 

Así el dominio Dom(R(z)) = {z 1 Q(z) :f= O} y su grado serií. e(iríeixirho de 
los grados de los polinomios P(z) y Q(z); · 

Teorema 124 {Principio del módulo mÓxiino) 
Sea U un conjunto conexo, abierto 'y° acotado. y Ü su cerradura, y sea f 

·ü __. C un mapeo analítico en U y continuo en Ü. Sea M el máximo de IJ(z)I 
en la frontera de U, entonces: 

{i} IJ(z)I ~ M para toda z E U: 
{ii} si lf(z)I = M para alguna z e" U, entonces f es constante en U. 

Teorema 125. (Schwarz) , · · <, 
Seaf un niapeo 'analítiéo'én el disco abierto unitario ó.. = {z E C: lzl< 1} 

y supóngase que·lf(z)I $ lparaz E~ y f(O) =O. Entonces lf(z)I $ lzl para 
·todazeb..yJJ'.(f)l$T>······• . · 

Si. lf(z()}l ':== Izó 1 para alguna zo E ~. zo f. O, entonces f(z) = cz para toda 
z E !::!.· y para algúná. constante c, con jcl = l. 

De~ni~i¿~;f~6 (un· arco ·o contorno continuo en C es un mapeo continuo 
/ :[a;b] 'S C. Un árco es simple o un arco de Jordan, si 1(t1) = 1(t2) 
solo para'tí. d:: t2. Un arco es una curva cerrada o curva de Jordan si los 
punto~ iniciales y finales coinciden, es decir 1(a) = 1(b) y ¡(ti) f. 1(t2) para 
todo ti, l2 E (a, b) con l1 f. t2. 
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Definición 127 Una familia de~mapeo_s_·¡:, .e {!J .. u; C}. cf.efinid()s ,en·.un con
junto u, se dice que. es una ·farn:ilia uniforincmente acotada éri' los. discos 
cerrados de U si.para.~ca~a_:d~<;R~c~fca0~_of_.C::: l/e~t~_~nn1ZmeroM(V) tai 
que lf(z)I $ M(V) para todaz ev y párO.tóaaf.eríJ:.;· , •. , . · . 

,, ';; .;.',,,,,, . - - . ... ',,>.:"- >';,,;'•; ;_.,, 

':' •• ,. _)_ •• 'J _: - •• ;. ., ' - ' ,· .':j . ·.::- ... . -. __ , -.. '. -- . ·- ·."· -~ - . ' . . 
Definición 128 ·Sea.Únajamilia dii;mapeós.•.·C C:{fi f!.~'.C}.••definidos en un 
conjunto u, se 'dfoe\¡u~· es unaiaTn:ilia uniform~mente equicontinua en u 1 

si para cualquief i'> o>exiSte' un· o > o tal i¡ue'lf(t,0) 'fJC1/.i) L< e: para toda¡ en 
e, siempre quei{i 111/l éstén.'énu::, 11 lif>.:-::-1/Jl:-'>f.;.···.::~~LL~. . 

.... ,·,, 

Definición 129 Sea J.na suceszón de ~ap~osJi~-'~ ri·---/C} ~=i definidas en uri 
conjunto·U, se dice que la sucesión con11ergé:"¡Lnifo~emente ·ª un.mapeo 
f, si para cada e:> o, existe unaN tal que n ?:.'Nimplic;(J. qu~ ¡jn(z) -f(z)I< e: 
para cada z E U. . · · ., ..... · ··· - · · · 

Teorema 130 (Convergencia analítica lfeierst~ass).· < .. 
Sea U una región en C y sea {¡n}~,,,;J. una 'suc;~i~n de'fr-iapeos analíticos 

definidos en u y si ¡n - f uniformemente en cual<¡Uier'. disco cerrado contenido 
en U, entonces el mapeo f es analítico. Más aún~'elrna:pe.c/(fn)'-> f' converge 
puntualmente en U y converge uniformemente én cualquier disco cerrado en U. 

Definición 131 Si U es una vecindad abierta del plano complejo C y {fn} ~=l 
es una familia de mapeos analíticos en U, el mapéo {fn}~=l es llamado familia 
normal si.satisface que: . . . . .·. : 

i} Toda sucesión de mapeos en la familia {.¡n} ~=l tiene una subsucesión que 
converge uniformemente en vecindades cerradas contenidas en U, o 

ii) Converge uniformemente. a óo sobre.dual<iuier conjunto compacto. 

Definición ·132 La familia de.map~o~;'.{J~G:.i:es 'Una familia no normal en 
Za si la familia falla en ser '{Lnafamilianormál:én toda Vecindad de za. 

Teo;;.~,}~~~f1~{1~i~~l~t~~~itu ~ C}, entonres L es una 
familia normal si·y sólo'si<,: .·' :;' · ·: · ·:•>'': 

i} Lájdmiliá'9~?1liiifJ'r,iné:rriefité:~q0,iconiinua en cada compacto de U. 

de~! ta,f~t1~.~~~~:\~JW~~~~J~i~~Ji/Íf}:;}f(~)}:'j:é-C} está dentro de un compacto 
<,·~_'.:~~·\,~::L ... ·~:\") _·::~·~{T'. :,;:.''· :~·:~:::.~~ :~:r·~>··: ··:-:· ,,~. · :.~;>~·" ~ -~" 

TeCJrélri~~Í3.4,:~~~·t~ciJa1Jiiú~ d~ ~~peas analíticos C = {f : U -> C}. Entonces 
/:, es n~rriial si 1/sc5ló si lOs mapeos de la familia /:, son uniformemente acotados 
en compactos' de_ U. · · · 

- . ' ' . ~· . . . . ~.; ~ 

Teorem~.135 {M;ntel) · 
Supóngase que {fn} ~=l es una familia de mapeos analíticos definidos sobre 

un dominio U y supóngase que existen a, b E C, a f b, tal que ¡n(z) i= a y 
¡n(z) i= b para cualquiern y cualquierz E U. Entonces {¡n}~=l es unafam#ia 
normal en U. 

111 



otra caracterización dc.uste te~rcma' para los é:omplej~s ext~~didos .. 6 'ª.<la· 
el siguiente teorema:: · · ··· · ·· · · ·. · · · · · 

;;:::~f ~t~~~~~~~f ;l~iftr11/i~~~f {~~º~ú: 
ProposiciónÜ3 7. Sea úna>suéesiórí: dé irruÍpeos'\rontinuo'S:' {f~J ':['J{;· d.éfinidos. en. 
·u v 'si jn"'i¿·'f uniformem:eritetentoñd4!'~¡1~ifi~~~i;?J ·~~~·~r~~~~Z~éti,'.ui~~ -:· ·.·.· ·. 
Teorell1ai3~ (Tayl;~) . . . ·,:,.·p:·;0<:.:,.ri··~;i~''Zf ,). ,;~ F7 

· •. · .. •••. • 

Seaf un mO:jieo analíticoenun(Lr<igi~i}Jl,':'$r¿'o,io/= .. :g,ys~ U~:=={z :'lz -zol .. < r} 
contenida en U. Entonces, pará cada:,z .~;U~}l~'..~~Hé:; / 

~···f<n~~:J}<~"--••:o)<·· · .. · 

converge en Ur, y tenemos 
. . . . ' 

f(z)~ B'?(~)~z~)(z-' zo) . 
. : ·•.:.,. ·::.< n=O ·:: ,11,· : ,c. •· · 

Esta serie es llamada ld. . .séri.edé'Taylordél rriapeof alrededor del punto zo~ 

Teorema .139 (Lau~ent;' .. , .· '.''/;';< ·~- .. T-':/~ .· . . :··.: .... ·.. . 
Sear1 ~ O,r2 > r1 yzó 1e Cy);o~id,ereiaregi871,u·:::::{i,e<CI r~·< lz-'- zol < r2}; 

Se admite que rt = O () r?.'=id. oo (o~'ainbos)/y/~e'á,;;¡:1!~ iriapeó analítico en la . 
región U, entonces;··padema.s .. eséribir,'<;<f•i;\;·.;;·, ''''" ., .;~ ·· •·· ··' 

--~:1·7''/';.··- ,-~ • >>- ~- .' "~--:_--r•""~ ';. 

. /(z)jr~:ª~~,~ittl~~~~~I). {l) 

donde ambas . se1'Íé~ ;·en~ el;Had? iaérecho: de:;.la ecuación, convergen absolu
tamente en U y ~~if~rm~Vieft~~;;;j~~{;ii,·~l'fée~.conjunto de la forma Bp11p2 = 
{z 1 P1 ~. lz-: zol ~ /72} _dondé•r1t<;·,01~<:::'P2:<:r2. Si 'Y es un círculo alrededor 
de zo con radio'r; Con ~i;<r.:<:r:2;J~ntonCés los 'coeficientes están dados por 

. a. .· J:.2:YE¡(~~1~r~:: ~ . n ~ O, 1, 2, ... 
. y········ ' ~;.? 

bn 2~i lic~)(.( - zo)n-ld( n =o, 1, 2, ... 
(si hacemos bn = a.,...n, entonces la primera f6rmula cubre ambos casos). La 

serie para f en la ecuación (1), es llamada la serie de Laurent o expansi6n 
de Laurent alrededor de zo en el anillo U. Cualquier expansi6n convergente 
puntualmente de f de esta f arma, es igual a la expansión de Laurent; en otras 
palabras, la expansión de Laurentes única. 
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Definición 140 Si f es un. mapoo analítico en una. regi6n. U· que cantiene al
guna e-vecindad agujerada de z0 , entonces zo esUamada una singularidad 
aislada {si la expansi6n de Laurent es válida en tale-vecindad}. · 

Definición 141 Si za es una singularidad aislada del mapeo f y si todos los bn 
en {1}, excepto un número finito, son cero, entonces za es llamado un polo del 
mapeo f. Si k es el mayo ent.ero tal que bk =/=O en (1), entonces za es llamado 
un polo de orden k. Si zo es un pOlo de primer orden, también decimos que es 
un polo simple. Si un número infinito de b/. en {1} es distinto de cero, entonces 
zo es llamada una singularidad escencial {algunas veces esta za es llamada 
un polo de orden infinito). · 

Definición 142 Si todos los bí. e77,(1} de la expanci6n de Lauren son cero, 
decimos que zo es una singula:ijdcfd rerriovible. 

Nótese que el mapeo f tierl.~·.un'.a singularidad removible en za si f puede 
definirse en zo, de talJornú1.;que/:resulte analítica en zo. 

. . . ···· . .:: .,_ C-~·:., .. ,, ,:: :.i> . ·."..,~:,~ 

. Definiclóri i44 $(ma¡}"&f no es &niforme en cero y existen ma:peos. de cambio 
de coorden,ad,O:S.<P'yóiÍ! difei~~tes talq'IJ.e 11' o fo cp-1 (z) = zn, para toda z en una 
vecindad dé z0 y alguna 1y ~ 2~Bl número n se llama el orden del punto 
critico. 

Teorema 145 Sea J analítica .enuria· regi6n U con uria singularidad aislada 

en za entonces: ..... · .. >.•• ·.::.- ·: .• . : . -'·.c. ::· ...... · , 
i} zo es una singularidad rernf!'Úible si se .sa~isf<?-C!?: alguna de las siguientes 

condiciones: :1::.--_.·:-: -,._ - ..• ::~~~--. 

a) El mapeo fes acotad~ e;;_ un~ veci:/idd.aag':J.jeroda de zo. 
b} límz-zo f(z) existe. ·: >} : ·• 

e) límz-zo f(z - za)f(z) == O. 
ii} zo es un polo simple si límz_;zo J(z - zo)f(z) existe y es diferente de cert?. 
iii} zo es un polo de orden :5 k (o posiblemente una singularidad removible} 

si se satisface algunas de las siguientes condiciones: 
a) Existe una constante M > O y un entero k ;;::: 1 tales que 

M 
lf(z)I ::; 1 lk 

z-zo 

en una vecindad agujerada de zo. 
b} límz-zo f(z - zo)~+l J(z) =O. 
e) límz~z0 f(z - za)kf(z) existe. 
iv} zo es iúi polo de prden ;;::: 1 si existe un mapeo analítico c{J, definida en 

una vecindad V de z0 ;,tali¡ue V\{zo} e U, <fJ(zo) =/=O, y f(z) = c{J(z)/(z - z0 )k 
para toda z E Y, i =/= za. 
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Teorema 146 {Mapeo inverso) . · ... · • •..... ··. · 
Sea f : U_, C un maveo analítico y supóngase que la déri:lu:idaJ'(~o) ,¡.O. 

Entonces e:riste una vecindad V de zo y una vecindad \¡V d'}f(zo) tal, <rife f : 
V - w es un·a biyección y su maveo inverso ¡-1 es analítico .con su}denvada 
dada por d~¡- 1 (w) = 11

1(z) donde w = J(z). · · < · . ·. · 
-·· ' . .~ 

Definición 14 7 Un mapeo I : U -+ C es llamado conforme en un pimto. 
zo si preserva ángulos,. esto es, si existe una O E (O, 271") y una r > O tal que 
para cualquier curva '.Y(t)Jque es diferenciable en t =O, para la cual 7(t) E U 
y '.Y(t) =;2(.0, y que•satisface_··./(t)'/. O, la curva 'lfJ(t) = J('.Y(t)) es diferenciable 
en t =O, y.hacieiid.ó.,;Yk";i/(O) y v ~ '.Y

1

(0), tenemos que.lul = rlvl y argu = 
argv +O (mod 27i');'', e i' · 

. :·.:--2,. -~- ">> >. '.' 

Definición i4s:'Ür1:lffi:~peo]: U~ C será llamado mapeo conforme en U 
cuando es ~er/nfóTfo~' ~iijtodo, punto zo E U. 

Teorema ~4i/si)(:'U'.¿~ es ~n mapeo analítico y si la derivada f'(zo) ,¡.O, 

entoncesf_e9•~onfo'rmd.enzo ~onO=:a:g((~~) yr= !J'(zo)I· · 
·. -. . : ~ · .. - ._ . --~)r·:-_-:f~~~3:/·::-~.X\-:~-;:t:~:·/Y'->,, . , 
Nótese que si el mapeo f : U ~y,es analítico yJá dérivadaf (zo) =I= O para 

toda zo E ·U, entonces f es C:onforrliq'.':,;{(;k'~~JE¿~G ;;•; '.}' ·.' 

Proposición 150 (i) Sif: U,~_,f;·~·~Rm~i?b·4_~~f~~e y biyectivo entonces -· ·.. ' ' ' .......... ., ,,,, ..... ,,., ' 

f . : V --:+ U es tambié_n confor;n:i_e/i·' · ·.·: :,; '<; :<. ''" 
(ii) f : U ->V y !i :y•774-iJt{risb'ri,,mape{Js conformes y biyectivos, entonces 

::~1~;¡~f i~~~Ii~B~~~, .. ·. 
es bi11ectivb ~/do~jo'rT,i~; ~ ~d~'d ltd~~d~, u?ia transforrnacion fraccional li
néaL De' hecho lá inversa de T'. e8 'también una transformación fraccional lineal 
dada por! ' '~~}(~) = ~dw + b. 

, cw-a 

Proposición 152 dualquie~ina~~~ c0nforme de fl:= {z: lzl < l} sobre si mis
mo es una transformaci6n}Tiiecionál lineal de la forma 

. '/: 

para alguna•zo eD.. y.O E •[o,'271") fljos;.rnd5,diú~; cualquier T de esta forma es 
un mapeo conforme de D. sobre D.'. · 
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Proposición 153 Sea T una transformación Jraccional liTl.eal. Si L e 6 es una 
Unea y S cC es.un círculo, entonces T(L) es una Urúia' recta o~'U.,:,_. circuLO, T(S) . 
es una línea recta o un círculo. · -· · ·· ·· · · · · ·. · 

Pro¡josiciói'Í 1,54-Dados dos ternas ae puiitds:f'di.Sti&o~ 'z1;)/2~:Z3· y W¡; W2 ;w3 
existe una única transformación fraccional lin~al, T qfte manda Zi .·_:_. Wi, con ' 

i = 1,2, 3 dehecho, s: ~~1= :: ~n:::s·}j~j.~j;z~;;_~2 ••.. ·>, · · 

w - w2 wa - w1~.;~L~:-tL~~-;c~~ :- ~! _ 
Teorema 155 (Principio de ;;,~ti"-n~ci'[;i~i1:'d'ii~zitici) .' ..... 

Sean f y g mapeos analíticos e'.nun,d:f!;;gi,óiiU?Suponga que existe una suce- -
sión {z1 ,z2,z3 , ••• } de puntos distintos dé(p:<[ue'convergen a zo E U, tal que 
J(zn) = g(zn) para toda n = 1, 2, 3, ... eTitofices¡.;,,·g en todo U. La conclusión 
es válida, en particular si f = g en alguiidviciridad de algún punto en U. 

Corolario 156 Sean J : U -. C y g : V _:. C mapeos analíticos en las regiones 
U y V. Supóngase que Un V'/= </J y J = g en Un V. Dejínase 

h(z) = { J(z) s~ z E U 
g(z) si z E V 

entonces el mapeo h es analítieo .en U U V y es el único mapeo analítico en 
U U V que es igual a¡- en U (o a g .. en V). Decimos que h es una continuación 
analítica de f (o de g). · 

Proposición 157 Sea {in }~=l una sucesión de mapeos analíticos en una región 
U, el cual converge uniformemente al mapeo J en los discos cerrados en U. Si 
caéla f" ·es inyectiva en U y el mapeo f no es constante, entonces f es inyectiva 
en U. 

Proposición 158 Si J : U ~ C es un · mapeo analítico e inyectivo, entonces 
f'(zo) =/= O para toda zo E U. Se sigue, por el teorema del mapeo inverso, que 
J(U) es abierto y si f es inyectivo globalmente, que su inversa ¡-1 es un mapeo 
analítico de J(U) en U. · 

Teorema 159 (Mapeo abierto). 
Sean U e C abierto y f : U -. C.; un mapeo no . constante y analítico. 

Entonces f es un mapeo abierto, ·esto e8, la imagen· bajof ·de cualquier conjunto 
abierto es abierto. . . ,;: ';( . . . 

Teorema 160,Seaf un mapeo·4hüfi·~t;i'fi§ilt~~~~d·,;i,@fi~i~l'enzo. y sea U 
cualquier vecindad aguje:r:ad(L .. · d~"i(). {á~bitf.<Lf-iJi,Tfiente :-p_~qil~ñd):- 'Entonces, para 
toda w • E . C, . excepto quÚá 'en: Oljftl,~•::LJalorJ:f lcú;'~C.Ua'ci6n '¡( z )' ·::::;; W tiene una 
infin~dad. cle!_~~ljt,éio_ri_~ z,;º~~;_u:fl;z_~L,~~·'.·:::~;;l\'.,~;·".j~yr : ?' · ·• .· ·· 

Teorema ,i6 l:.rq~~'Tji(f~eiei-.st~~;;7~.,~ : .: •. ···< · 
.sea Iun mapeiJ~eon una•singUlandád escencial en zo y sea w E c. Entonces, 

existen .{zi;z2';z3,.~.})al~ ~e.zn!·~ zo _i/J(zn) - w. 
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Teorema 162 {Picard) - > ·-.-._. •_·_·- .·. -.- _ .. - .• } -.... < .. • · 
Sea 1 • un•mapeo: con- una singuliiridad~ escencial .. en z0 y sea -u. cualquier 

vecindad (J.guje!ada.de zó:(arbitranamente pequeña).' Entonces,f(U) = C- a lo 
más dos'punt08'{a:b}·:·,~.~-:------ -·· ,,e, __ --~ ... :-_·.--""; ___ ,~~~e~-.~-

- . \' . ~-~:: ,; • ' ! -. ·, \'. 

Definición 163 .Do~ abi~rlb; S ifs! c.'(). ~on &.biertos isornorrnofos si existe 
un homeomorflsmo déS sobre S'. •qú,é es"holomórfo y con inversa holomorfa. 

. ·' ' '! 
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Algoritmos usados en Fractal Windows 
-- ___ -,_··" .· : ' 

En este apéndice presentamos los métodos numéricos que se usaron para 
producir la parte gráfica de _estétrabajo. El algoritmo que está contenido en 
cada método se escribió en 'aritmética de doble presición, en el lenguaje de 
programación e++. . 

Además el diseño se hizo de tal suerte que cada método dependiera lo menos 
de la maya elegida; esto hace que esta colección de métodos pueda servir para 
investigaciones más generales de sistemas generados por funciones en la circun
ferencia ó para investigar otros sistemas de interés. La maquina utilizada fue 
un computadora. PO bajo el sistema operativo Windos 2000 y el compilador 
Borland Builder C++ 6.0. 

El diseño y programación de FRACTAL, fue el que consumio más tiempo y 
esfuerzo en la realización de este trabajo. 

Observación 164 Cuando se usa una calculadora o computadora para hacer 
cálculos se debe considerar el inevitable error de redondeo, si la computadora 
tiene, digamos, 8 d{gitos significativos, si a 10 le· sumainos 10-10 el resultado 
incorrecto será 10,000000 y no 10,0000000001 ·al solo tener 8 dígitos. 

Este· tipo de errores de redondeo tienen un especial significado si el sistema 
tiene regiones de parámetros donde~ sensible a condiciones iniciales, pese a que 
se usan 20 dígitos significativos, las miles de iteraciones del sistema ocasionan la 
acumulación de un error considerable. Esto puede hacer que para cierto cálculo, 
la computadora reporte un valor numérico distinto que el reportado teóricamente 
o si se usa una mayor precisión numérica. 

A.3.1. Conjunto de Mandelbrot 

Calcula el índice de escape de un pimto coÍnplejOde la malla para la visual-
ización delccmjunto de Mandelbro~ > · •.. · . . . · . · 

//.Calcula (ll !ttdiced: es~ll'pe}e'lln pu°nto colllptcj~'<ié.'.t-yi>del ~.:,ajunto de Mandelbrot 

int Calirnl~_M~nd~lb~ot(c~ri~t·l¿ríg~a~·~¡¡,';;;.cci;i·~t·l~n¿d·at;bl~·;) . 
. ·:, -~:-·:~t- - ·- .. ,-_._ · .. ;_(~~"-:.~,.::_)_·. :.:.-~·'"\:-· ~<:-~.~ .:.;_- ... 

//Calculo de Puntosc~iiicas; V: ~+Y ·h '".'.:·• .· .. 

r.:ir .Ci ='O; i <st~¿[Si~t~~~~-~cti~ó].Nu~·~~.;_:;p;.nt'~s:_:critid~s; i++) { 

st[i] = false;.. '.;. : •: '. ·· :": 

itcr[i] =O; ''-'.· ::.:., .:.::,•:.·: 
''~·:-, _· 

, ( ·: - :-'~' '· 

Suspende énlct~ló =· c;.is'<i; : C 
C ,;,, com;ic~d~11g ~6ubI~:>(~,y)i .•· 
try { 

( this· >*pu 1ltos_ cdt icos[Sistemn _activo J) (); 
} catch ( ... ) {rctunÍ l;}; 

H (Suspende_ calculo) rctur;t l; · 

ií (strc[Sistcma_nctivo].Numcro _puntos_ criticas== 1) { 

/ / Ciclo de ilcrncioncs 

Z = xZ[O]; 
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fo1· (hui =O; ln;I < Nu111orn.:...Mnxi1110_:;1lcrncionuo; lnd ++) {. 

ií (nor1ú (Z) -< ·,¡t,;clSistc1;i n;;. n;:,ti.vuj.N onnn_: Mininll':.:. M1u1dollll'ot) bronk; 

try { 

(this·>•rí;ucio11jSi•t.~11i1\::;nctivoj)(); 
} CRtch (.,,) { rÓtÍl~l;ji1Íd;}; 
ií (norm{Z) >:~Ír~ISist~il1i<:;.ncÍlvof.~ormn_:Mnximl\_Mandclbrot) rct.urn iud; 

} 

clsc { 
/ .• 

11 Cicl~ de lto~n'~¡('),.;:,;,· · · •· , , •·· · • > 

rorz e~ =xiii:;~.~tr~1s18té1ii'.~2~f:ii~~~::~.~~~~rii~~1~,1t~~--~~iiic~8¡ 1++ l 

... ~~;f.~i:'.~i~~:!-ttf ~f~t!j\~f~;~~~r;~·tci:U.'"ro'' 
} catch (;;;) {b~ci~k;);\ r · >• 
if (nÓ~m{Z):::>·'st~élSi~tc~i'í\__:¡;'cLlv~l.NórmH:..:,Maxiína_Mandclbrot) 

':~:'/ ·, .'·"¡ ·1.>· . :,: -.>'; :··, .. -~·--
\""'• 

ií {ind ;,.,;; N1;iil~r;;~l\1;~im'o_1f~rnhioncs) stlil = true; 
itcr(i.J ~::.¡¡~-d~- '.>' ·::.)·: · . .-,'" .. 

. .«·.· ' : 

ind Nllrrié-~~-·f\i~ax"~n1o_)t_~.r~ci~~1Cs;' _ 

for (i = ili i < ~tr~ISistCma_:a~'tiv;,j,Numcro_:punto~_criticos; i++) 

ií (stlill rcturn O; 

ií (itcrlil < ind) ind = itcrlil; 

rcturn ind; 

rcturn O¡ 

A.3.2. Conjunto de Julia 

brca.k; 

Calcula el índice de escape de un punto complejo de la malla para la visual
ización del conjunto de Fatou y .de Julia. 

11 Calcula el Indice de cscap~:d~ ;.n ~~11it()·'1:o'mplcjo <x+yi> del conjunto de Fatou y de Julia. 

int Calcula_Julia{const long <i'Oublc x,'~!>nst long double y) 
~·· - :-. 

e = strc!Sistcí11a~act1~.;¡.~Zs1'61bn7;lüíi~; 
Z = complcx<long'do~bÍc;(x;i); ' ' : •. 

. - . - . ., .. ~ -,: \, .·· ,. .. . . : 

11 Loop de itcracicmcsc,; <'.'.e'' .>.: •. •. 
for (ind ,,;• l; Ínrl'..d::N.;.;..c~é.~M~xiü";()~Itcracioncs; ind ++) 

ií (norn;(z)•.~· ~f~~¡sfit~ii't'~:}ii'~ú~<l¡.Narma_ Minima_ Julia) break; 

try { ·' · 

( th 1 •• > • r;. ;;c1J!¡'¡si~tc1K~_ ªct1 voll o; 
} catch ( ... ) { rctll~·~ ind;}; 
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if (111_1rm(Z) ~ _fft.~~~SiRlcmn_1~u:livo}.Not·1111L-·~Mnxh1l"-'J111it\) rclut·n ind; 

_rul11rn_._o; 

A.3.3. - Atractor en Mandelbrot 

Calcula si un punto complejo de;la· malla está en una órbita periódica de 
periódo P, retornando \ln p_u_nto atractor del conjunto de rvfand_elbrot ,_ .. __ -

· // Cl\lculá 8i mi ;un;Ó c~-~~(~j~ <~+;¡;;, c~~á-;;n ~;11a ·¿;¡,¡I,;. pc~iócif;,"'cÍo'(>;,'¡.¡ócÍ~ p rétor~1al\do 
el punto l\lractor;<::áx+aYi>.\· -,.-,_' "'· ,·; ·' ) ' 

int Calcula_~trácio~~t_.drid~l¡ir~t(c~il~t long d;,uble x,' coiist loÍ1g d~i1~Í~ -~; toilg dóublc &aX, 

long doub.I;, &~Y, i~t pcriod?lD . .. -

// Cálculo de P111Ítos Críticos 

int nu'nt =.O; 

for (i =O¡ i < strc[Sistcml\_acti~o¡.Numero_puntos_crlticos; i++) periodo[il = O¡ 

Suspende_cl\lculo = Íl\lse; 

c = complex<long <loublc>(x,y); 

try { 

( th is->• puntos_ cri t icos[Sistem R _ l\ctivo!) () ;_ 

} catch ( ... ) {return O;}; 

if (Suspende_calculo) return o·; 

for (i =O; i < strc[Sistcmá_ai:tivó¡.Numero_puntos_criticos¡ i++) { 
' ·- .... , .-

/ / Iternciónes, transito~io, ' ~ · ;} , , : ;•i ,_ . 
for (ind =O'¡ ind_ <_Transitório:;:;len)iuas¡ ind -++) { 

_Z_=_xZ{i); i. __ o:: ;\{:· 

if (norm(Z) < sif~[Sistcn'í~~~ctl~bj.No~n;;.~?:,{Í;íiml\_Mandclbrot) break; 
try e ·. ,,·. >j :;,, . ::; ' 

( Ú1is~ :>.• funciriil (Siste:ri~ ~a~li~~J) 0¡_ 
c·n:tC1i.(.:.)_-{rct\i.fn::·(>'i};:· -; .. < <·'.·¡. . 

if (norm(Z) > strc{Siste1ri~~~-~tiv'~):NÓrm~::_Maxima:._Mandelbrot) brcBk; 

xZ[i! = Z; 

/ ( Revisión parn _;~~ sl es ~criÓdicio 
tZ[i! -~ xZ[iJ¡; , ~ . . :,: . 

for (Índ ;:'1; Í1Íd <=:' Pe~ioclojl11axil11~_1cnguas; ind ++) 
z = xz¡i¡; ., . . ;, . . . 

if (nor1ii (Z) <: st~c[Slstc1;i~2~~tÍvoJ'.No~n;a---Minima .... Mandcllirot) break; 
¿·\,_,,., :··. ;»·':".'' 

try{):• ··•'''" :··-.<·•••: 
(this->*fun~ic;'n[Sistc;,;'~3'1~~-¡v~JJC); ·, . ; '' 

:;;;~·lf / ;·ir:¡;;V{$Jjf ;~~) ~;·~"2~~·-·~ M•••••bro' l bro••• 

//PeriÓdiel\ é~1i pc~(od~'il1d .. 

if (norm(Z - tZ{i]): < Tolcrl\~1ei~--lcng111\s) 
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nX = runl(Z), nY = imn¡¡(Z); 

pcriodo(uuml =~ iucl ¡ 

uum..¡~+; 

hrcnk; 

rcturn 1111111¡ 

A.3.4. -Atractor .en Julia 

Calcula si un punto complejo de la malla está en una órbita periódica de 
periódo P, retornando un punto atractór del conjunto de Fatou y dé Julia ·. 

// Calcula si un punto complejo <x+y1:;>· está. en. un1L órbi.tn periódica· d~' p~ríodo p rot¡;rnnndo 

el punto atractor <nX+aYi> 

int Calculn_ntractor_:.Julia(const long double x, :const long double y, long 'donble &nX, long 

doublc &a Y) 

C = strc[Sistema_activo[.Posicion_J.ulin; 

Z = complcx<long donblc>(x,y); 

/ / Iteraciones transitorio 

far (ind =' O; ind < Numcro_itcracioncs_:.ntrac,tor; ind ++) { 

if (norm(Z) < strc[Sistcmn_activo[.Normn_Min.ima_Julia) break; 

try { 

( t his- > • f uncion [Sistemn _ ncti vol)(); 

} cntch ( ... ) {return O;}; 

if (norm(Z) > strc[Sistemn_activo].Norm~:..:.Maxima_::JulÍa) return O; 

/ / Revisión para ver si es periódico 

Zl = Z; 

Cor (ind = l; ind < Numcro_iteracioncs_:.atrH.ctorLind ++) { 
if (norm(Z) < strc[Sistcma_nctivo].No.rma.:_Minima_::Julia) break; 

try { 
( th is->• funcion [Sistema_ activo!)(); 

}° catch ( ... ) {return O;}; 

if (norm(Z) > strc[Sistema_nctivo].Normn_;Mnximn·_Julia) return O; 

11 Periódico con período ind 

if (norm(Z - Zl) < Epsilon_ntractor) 

aX = rcnl(Z), aY = imag(Z); 

rcturn ind; 

rcturn O; 
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