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Introduccion

La intencién de este trabajo es presentar un modelo estoéastico para un
problema real de mucho interés como es la cartera de tarjetas de crédito
de un banco. Para este propdsito es necesario contar con herramientas
matemadticas propias de la probabilidad y conocer los modelos estodasticos
propuestos a la fecha. Esto se expone en los capitulos dos y tres.

En el capitulo uno se hace una semblanza histérica de la banca y se
hace énfasis en la crisis y rescate bancario. En este periodo se observa que
el origen de la crisis, es la cartera vencida en todos los sectores de crédito.
Aunque también se observa, que el sector de consumo es el primer tipo de
crédito en recuperar.

Esto sugiere que estudiar la cartera de tarjetas de crédito es interesante.

También en este capitulo se revisan los modelos que existen para el
estudio de esta cartera. Encontramos que la literatura se especializa en
los sectores de crédito empresarial e hipotecario. Por este motivo, en el
capitulo cuatro, se presenta un modelo general estocdstico para representar
el portafolio de tarjetas. Otra observacién, es que existe una aversién total al
riesgo. Esto se ve reflejado en la préctica comin en el manejo de las tarjetas.
Al primer pago vencido, se suspende el servicio sin importar el historial del
cliente. Con respecto a esto, una propuesta es utilizar la proteccién que
ofrece el mercado de derivados, para aceptar cierto riesgo y administrarlo.
Desde un punto de vista tedrico se puede comparar los rendimientos de
distintos créditos. Por ejemplo, ¢l rendimiento de una tarjeta de crédito, con
un bono. Este bono se puede adecuar para que tenga relacién a la tarjeta,
ademds si se considera que puede ser incumplido, el modelo de Merton es
aplicable.

En mayor detalle el contenido de los capitulos es como sigue.
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En el capitulo uno, se hace una exposicién del desarrollo histdrico de la
banca en México y la perspectiva actual que tienen las tarjetas de crédito.
También en este capitulo, se presentan los modelos utilizados en finanzas,
desde el descubrimiento del movimiento browniano hasta los modelos de la
actualidad.

En el capitulo dos, se exponen los conceptos elementales de probabilidad
que permiten llegar a la definicidon de proceso estocdstico. El ejemplo mas
importante de proceso que se presenta es el movimiento browniano que
ademds es un elemento indispensable para los modelos del capitulo tres;
se demuestra su existencia y tres propiedades que son fundamentales para
la construccién de la integral estocdstica de [Ité. En la seccién cuatro se
construye la integral estocdstica con respecto al movimiento browniano
para procesos progresivamente medibles. Finalmente, en la seccién cinco se
demuestra el lema de Ité.

En el capitulo tres, se estudia un modelo estocdstico para el com-
portamiento de un conjunto de instrumentos que representa un mercado
financiero. En la seccién uno se presenta el modelo browniano geométrico
el cual queda justificado con el material presentado en el apéndice B y
un conjunto de hipdtesis en la operacién del mercado. En estas hipétesis
sobresalen el principio de no arbitraje y completez del mercado. En la
seccién dos se presenta el modelo browniano geométrico para el precio de
una accién. En la seccién tres se presenta el modelo de Black-Scholes para
la valuacién de una opcién europea de compra. En la seccién cuatro se
presenta el modelo de Vasicek para el precio de un bono. Finalmente, en la
seccién cinco se presenta el modelo de Merton para el precio de un bono
cuyo emisor puede incumplir su obligacidn.

En el capitulo cuatro, se propone un modelo estocdstico que permite
estudiar la cartera de tarjetas de crédito de un banco. Para esto es necesario
delimitar la complejidad del problema a través de un conjunto de hipdtesis,
poner en claro que elementos del problema no se estin considerando,
proponer el modelo y entender cuales son los problemas técnicos a los que
da lugar.

La numeracién de proposiciones, lemas, teoremas y definiciones sigue el
esquema capitulo.seccién.subseccién.contador, la referencia se hace de la mis-
ma forma y el contador se reinicia con cada capitulo.



Capitulo 1

Banca y modelos estocasticos

En la seccién uno de este capitulo se da una breve reseiia de la banca
en México desde la aparicién del primer banco hasta la fecha. En la
privatizacién de la banca en la década de 1990, la crisis bancaria de 1995
y las medidas que se tomaron para el rescate bancario, son dos puntos los
que resaltan: la importancia de la administracién del riesgo en crédito y el
hecho de que en el periodo del 2000 al 2002 el primer sector que mostrdé un
avance después de la crisis fue el crédito al consumo. Se puede encontrar
mayor detalle en ¢l articulo Murillo[33] y las referencias que ahi se dan.

Esto motiva el estudio de la cartera de tarjetas de crédito de un banco.

En la seccién dos se expone el desarrollo histdrico de los modelos prob-
abilistas, que utilizan el movimiento browniano para resolver problemas de
finanzas. Destacan el trabajo pionero de Louis Bachelier y el modelo de val-
uacién de opciones de Black-Scholes. Estos modelos se revisan en detalle en
los capitulos dos y tres.

Al final de esta seccién se incluye una descripcién de los modelos cue se
aplican para el estudio de crédito. El modelo de Merton para la valuacién
de bonos con default es la referencia principal, de este se extienden otros
modelos estructurales.

1.1. Banca

Esta es una cronologia de eventos relacionados al desarrollo de la banca
en México:

1830 Nace el primer banco: banco de avio-industrial textil.
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1837
1860
1880
1895
1897
1910
1925
1934
1975
1976
1977
1978
1980
1982
1991
1994
1995

1995
1999

Nace el banco de amortizacién de la moneda de cobre.
Aparecen los bancos Londres, México y Sudamérica-capital.
Aparecen banco México—Serﬁri y el banco nacional.

Opera por pnmera vez, la bolsa. de ME\ICO.

Se promulga la. ley general de i tltu ones de credxto

FEl sistema ﬁnanc'er m lxlc“ n

Nace el banco de Me*uc

Nace nacxonal ﬁnancxera
Sale la ley del mercado de valores
Se promulgan las reglas de barnca’ multxple
Primera emisién de petrobonos y
Primera emisién de cet;es. -

Emisién de papel comercial.
Nacionalizacién de la banca.

Privatizacién de la banca.

Devaluacién del peso.

El banco de México otorga créditos a 16 bancos, a través del fondo
bancario de proteccién al ahorro (FOBAPROA).

Se implementa el programa de capitalizacién temporal(PROCAPTE).

Se publica en el diario oficial, la ley de proteccién al ahorro bancario. Se
crea el instituto de proteccién al ahorro bancario (IPAB). Este absorbe
las funciones de!l FOBAPROA.
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1.1.1. Nacionalizaciéon de 1980

En 1976 se promulgaron las reglas de banca miiltiple, esto permitia que
los bancos pudieran diversificar sus portafolios y aumentar su participacién
en el sistema financiero. Por ejemplo los dos bancos mas grandes de ese aifio,
Bancomer y Banamex reunian alrededor del 50 % de la captacién y 75 % de
los activos del pais. Esto dio mayor importancia de la banca en la economia
nacional y los convirtié en un grupo influyente.

También por estos afios, el precio del petréleo sufrio un desplome, sector
que representaba el cuarenta por ciento del PIB, esto causo la desconfianza
de los inversionistas y hubo una fuga masiva de capitales al extranjero!.
Esto origino un proceso de devaluacién del peso mexicano y con ello. un
descontrol en el intercambio de divisas en el mercado.

Las autoridades y analistas coincidieron que para evitar la catdstrofe,
era necesaria la nacionalizacién de la banca y acordar nuevas reglas en el
sistema financiero. Es entonces que en 1982 el poder ejecutivo decreta la
nacionalizacién de la banca.

En esta etapa, la banca se convierte en una paraestatal. Y como tal
no fue bueno su desempeifio, por ejemplo mencionemos el bajo nivel de
scrvicio debido a falta de preparacién en empleados, tecnologia abso-
leta y corrupcidn -es en esta época que tiene lugar los delitos de cuello
blanco. Por ejemplo, en BANPESCA un fraude por 400 mil millones de pesos.

Asi es que pese al costo de la estatizacion de la banca y pese a lo que
autoridades y analistas coincidicran tan sélo diez aifios antes, ahora habia
una opinién generalizada de que cra necesaria la privatizaciéon de la banca.

1.1.2. Privatizaciéon de 1990

La opinién bien aceptada de que era necesaria la privatizacién de la banca,
se llevo a cabo, y en 1990 varias acciones comenzarian este proceso:

s Revocacién del parrafo quinto del articulo 28 de la constitucién, que
impedia a los agentes privados participar en las actividades bancarias.

= Revocacién del articulo 123 sobre el trabajo y la prevision social en las
instituciones de crédito.

!Tan sélo en 1980 y 1981 14000 millones de délares salieron del pais.
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e Expidicidén de la ley de instituciones de crédito, que sustituiria a la ley
reglamentaria del servicio piiblico de banca y crédito. Publicada en el
diario oficial de la federacidn el dia 18 de julio de 1990.

s Expedicién de la ley para regular las agrupaciones financieras. Publi-
cada el mismo dia que la ley de instituciones de crédito.

» Reformas a la ley del mercado de valores.
s Liberacién de las tasas de interés pasivas de las instituciones de crédito.

e Eliminacién de la canalizacién obligatoria y selectiva del credlto hac1a
las actividades que se consideraban prioritarias.

s Eliminacién del encaje legal. Este es un instrumento que limita o ex-
pande el crédito y el circulante. Este determina el porcentaje de la
captacién bancaria que el banco de México obliga a que se deposite en
el mismo instituto, con o sin remuneracién.

» Emisién de criterios generales. Acuerdo presidencial publicado en el
diario oficial el 5 de septiembre de 1990 en el que se marcaban las
lineas generales que debia seguir el proceso de venta de los bancos.

» Licitacién de 18 bancos nacionales. Proceso que inicié el 7 de junio de
1991 y finalizo el 3 de julio de 1992.

Los primeros dos afos de la banca privatizada fueron buenos, sin
embargo pronto vendria un acontecimiento que marcaria un nuevo rumbo.
La devaluacién del peso mexicano en 1994, el llamado error de diciembre.
Como consecuencia la inflacién y las tasas de interés se incrementaron, el
producto interno bruto se redujo en mas de nueve puntos porcentuales y
la produccién bajé. Estos hechos repercutieron en la cconomia nacional y
tuvieron su impacto en el sistema financicro mexicano.

La banca sufrié en forma inmediata, un incremento en el volumen de
la cartera vencida. Como consecuencia, los niveles de capitalizacién bajaron
a un punto que situaba la banca en quiebra. Nuevas acciones tomarian las
autoridades para prevenir la crisis bancaria:

® Ventana de liquidez en ddélares. El banco de México dio facilidades a
través del FOBAPROA, para que los bancos renovaran créditos denom-
inados en ddlares. También ayudo a disefiar un esquema de tasas de
interés para incentivar a los deudores a un pronto pago.
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s Capitalizacién temporal. Esto permitié a los bancos emitir instrumen-
tos de deuda, subordinados a titulos de acciones, con vencimiento a
cinco aifios. Los montos debian permitir llegar a un nivel de capital-
izacién del nueve por ciento. Estos instrumentos fueron adqulrldos por
el FOBAPROA.

e Intervencién gerencial. En este proceso las autoridades: financieras
reemplazan el consejo administrativo del banco al detect.a bperaciones
o estados irregulares. :

s Capitalizacién mediante la compra de cartera vencida. El FOBAPROA
compra porciones de la cartera vencida de los bancos y asume las per-
didas por incumplimiento, aunque el proceso de cobranza de dichos
quebrantos lo mantienen los bancos.

= Nueva legislacién, que abria la banca mexicana a la inversién extran-
jera. De aqui Bancomer es adquirido por el banco Bilbao Vizcaya, Ba-
namex adquirido por Citygroup, Serfin por banco Santander e Inverlat
por Scotia Bank.

» Mayor control en la aceptacidén de riesgo en el sector crediticio.

= Cambios legislativos para nuevas reglas en los niveles de capitalizacién.
Se adopta el 8% de capitalizacién y las practicas contables enmarcadas
en el acuerdo de Basilea?.’

TESIS CON
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2El acuerdo fue disefiado por el comité de supervisién bancaria de Basilea. Este
comité se establecié en 1975 por los gobernadores de los bancos centrales de los paises
del grupo de los diez. El comité se integra por funcionarios de los bancos centrales y las
agencias de supervisién bancaria de Alemania, Bélgica, Canadai, Estados Unidos, Francia,
Holanda, Italia, Japdén, Luxemburgo, Reino Unido, Suecia y Suiza. El propdésito del acuer-
do de Basilea es armonizar la regulacién prudencial en el ambito internacional, promover
una sana compectencia entre las instituciones financieras y mejorar la disciplina mediante
un nivel adecuado de capitalizacién. Aunque el acuerdo lo firmaron tinicamente los paises
que integran el comité de Basilea, varios paises han adoptado, en forma voluntaria, varias
de las reglas que contiene éste.
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1.1.3. Problematica

1.

2.

En el proceso de rescate bancario se observa lo siguiente:

Aumento en la cartera vencida, después de diciembre 1994 (ver la figura
1.1). Esto origina la crisis bancaria. : )

Repunte del crédito al consumo. Durante la crisis, no se otorgan crédi-
tos. En la figura 1.2, se muestra el cambio porcentual en el otorgamiento
de créditos en los sectores: hipotecario, pymes y consumo.

La normatividad exige un mayor control en el nivel de capitalizacién.
Esto hace necesario contar con mejores estrategias, para decidir los
sectores de crédito que se van a estimular.

Nuevas reglas para la buena administracién en-el riesgo aceptado en
las carteras de crédito. Por ejemplo, ahora es requisito la solicitud del
cliente para emitir una tarjeta de crédito. En el pasado se otorgaban
tarjetas sin solicitud escrita.

30
20 1 ~eTotal  “-Vigenle ~+ Vencido
] \f\l\-\ /l
01 ST
_g 10 4
2 20
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Figura 1.1: Crecimiento de la cartera vencida.

Lo anterior, motiva los siguientes comentarios:

Si el primer sector crediticio que se ha reactivado, es el crédito al con-
sumo y el detonante a la crisis bancaria fue la cartera vencida, es bi-
en justificado: estudiar este sector de crédito, buscar estrategias para
minimizar la probabilidad de incumplimiento, estructurar la cartera
de acuerdo a ciertos parimetros y administrar el riesgo en el mercado
financiero.
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Figura 1.2: Indice de créditos otorgados por sectores después de diciembre de
1994. :

2. El crédito al consumo se otorga a través de una tarjeta de crédito.
Respecto a esta cartera, estas son algunas preguntas:

a) Una practica comin de hoy dia es que al primer pago vencido la
tarjeta se suspende y se cobra una comisién por gastos de cobran-
za.

Como repercute en la relacién con un cliente puntual y solvente
esta politica?

Seria mas redituable si se restringe el limite de crédito, sin sus-
pender el servicio, aplicando un esquema de tasas de interés?

b) Hay clientes con varios periodos de morosidad, sin embargo tienen
un limite de crédito, igual a 10 veces sus ingresos mensuales. Que
estrategia se persigue?

¢) Desde un punto de vista matemdtico cuales son los parametros
con los cuales se debe fragmentar la cartera?

d) El uso de instrumentos derivados es extendido, que portafolio se
puede formar para administrar el riesgo?

TESIS CON
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1.1 Banca 8

1.1.4. Tarjetas de crédito

Esta seccién es un extracto del articulo Jallath[12].

La primer tarjeta de crédito la emite la empresa Western Uxuon en 1914.
Le siguen Diners Club en 1950 y Franklin Natlonal Bank en 1951

En la década de los sesenta aparecen las ant;
Mastercard Internacional y Visa Internacional.

En la década de 1970, se incorpora la banda magnetxca‘y las tarjetas se
unen a la era de la informacién. Década también en que la primer tarjeta de
crédito aparece en México.

Esta es una serie de datos de las tarjetas en México:

1. En una transaccién de una tarjeta de crédito intervienen cuatro partes:
el cliente, el comercio, el banco emisor de la tarjeta y el banco adquiri-
ente que es el duefio de la terminal punto de venta (tpv). Esto tiene un
costo al comercio entre 4% y 5% del monto de la operacién. De este
porcentaje el 80 % es para el banco emisor y 20 % al banco adquiriente.

2. Aproximadamente 14 millones de tarjetas antes de 1994.

A partir de 1995: ( TESIS CON
v41LA DE ORIGEN

3. Reduccién a 7 millones.

4. En la figura 1.3 se puede ver una grafica del importe transaccionado.
Siempre mayor a cinco mil millones de pesos mensuales y apartir del
afio 2000 mas de 10 mil millones de pesos. Esto equivale a un minimo
de 320 millones de pesos mensuales, por costo transaccional.

En el primer pago vencido, se suspende el servicio de la tarjeta y se
generan gastos de cobranza.

A partir del 2000:

[94]

6. Oferta de promociones, de compras a plazos sin intereses.

Lo anterior es un indicador, de la desconfianza generada por la crisis
pasada. En esta cartera, se muestra una total aversién al riesgo y un esfuerzo
por captar clientes, que generen costo transaccional.

Ante esto, surge la pregunta: Porque no seguir otras estrategias, que ad-
mitan cierto nivel de riesgo?
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Tarjeta de Crédito: Valor de Transacciones

20 {mensual)

15

10

{Miles de miliones de pesos)

1294 195 1/96 187 198 199 1/00

Figura. 1.3: Importe mensual transaccionado cn tarjetas de crédito.
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1.2. Modelos

1.2.1. Modelos estocasticos

En 1827 el bidlogo escocés Robert Brown[8] observa bajo un microscopio
una suspensién de granos de polen y descubre que los granos se mueven
en forma rdpida y errdtica, descubre el movimiento browniano. Analiza el
movimiento y determina que el origen del fenémeno no es biolégico. Esto da
lugar a un problema en fisica.

Es Albert Einstein[9] quien da una explicacién del fenémeno partiendo
de la teoria cinética de la materia desarrollada por Ludwig Boltzmann[7]
y es Norbert Wiener[45] quien demuestra formalmente la existencia del
movimiento browniano a partir de las propiedades que le define. Por este
motivo también se conoce proceso de Wiener.

Paul Levy[16, 17, 18] en una serie de articulos profundiza en las
propiedades del movimiento browniano.

A partir de este desarrollo, las aplicaciones que se encuentran son
numerosas, todos aquellos fenédmenos que se pueden modelar como un
proceso de difusién: biologia(evolucién de poblaciones, evolucién de trans-
misién de enfermedades), ingenieria(filtracidén de seiiales electromagnéticas,
anilisis de eventos extremos), fisica(mecanica cuantica), finanzas(modelos
de valuacién), etc. En el campo de las matemadticas inspira el desarrollo de
los procesos estocdsticos, las martingalas y el cdlculo estocastico.

Por otro lado, en forma independiente al desarrollo del concepto de
movimiento browniano, Louis Bachelier® se gradua en 1900 en la Sorbona y
presenta la tesis con titulo " Teoria de la Especulacién”[1].

En este trabajo encontramos por primera vez, el movimiento browniano
aplicado a un modelo, para las variaciones absolutas del precio de una
accién. Las ideas de Bachelier son originales, sin embargo no recibieron
mucha atencién, debido principalmente a que en ese tiempo el estudio
de la probabilidad a penas comenzaba y generalmente las aplicaciones se
encontraban en fisica, particularmente mecdénica.

Pasaron mas de cincuenta afios para que estas ideas fueran retomadas y

3Ver Apéndice A para su biografia.
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para que el trabajo de Bachelier recibiera el reconocimiento que merecia.

Sélo hasta 1965, Samuelson[37 40] retoma el modelo browniano para
el precio de una accién. Pero a diferencia de Bachelier, . Samuelson toma
los cambios relativos del precio de una accién, lo cual: da’ lugar al modelo
browniano geomsétrico para una accién: dS; = S, (rdt + odW,)!

Posteriormente Merton[23, 24] formaliza estos trabajos itilizando el
cdlculo estocastico de Ito. S

Las ideas implementadas son- innovadoras y d1er n lug una -nueva

linea de investigacidén. Sin lugar a dudas es Bachelxer el plonero

Se pueden clasificar los problemas de las ﬁnanzas (desde
vista matemaitico) en proponer modelos para los instrumentos- pnmanos, la
valuacidn de instrumentos derivados y administracién de 1’1esgo‘1 a’‘través de
estos y finalmente, la optimizacién de portafolios.

Con respecto al modelado de instrumentos primarios, como el precio
de una accién o la tasa de interés libre de riesgo, los trabajos antes men-
cionados de Bachelier, Samuelson y Merton proponen el uso del movimiento
browniano geométrico.

Con respecto al problema de wvaluacién de instrumentos derivados, en
la década de los 70 aparecen los articulos Samuelson[37], Samuelson y
Merton[41], Black-Scholes[6] y Merton[25] que resuelven el problema de valu-
acién de instrumentos derivados y el problema relacionado de administraciéon
de riesgo. Estos trabajos dan lugar a la teoria de valuacién de opciones®. Son
dos las contribuciones de estos trabajos, primero un conjunto de hipdtesis
que dan un método para atacar distintos problemas y segundo la solucién al
problema de valuacién. Las hipétesis son en la operacién del mercado:

» No hay costos por transacciéon.

s El mercado es eficiente. Esto quiere decir que toda la informacién de
un instrumento, es conocida por todos los agentes y estd incorporada
en el precio.

» No hay limite para las posiciones en corto.

“4En inglés el término es Risk hedging.
5Pricing option theory.
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e El mercado es libre de oportunidades de arbitraje. Una oportunidad de
arbitraje, es cuando un mismo instrumento tiene dos valores distintos
cn dos mercados. Esto da la oportunidad de hacer una ganancia segura
sin ninghin riesgo.

e El mercado es completo. Esto significa que existe un portafolio de bonos
¥y un instrumento primario que. replica el premo de un instrumento
derivado.

Con respecto al problema de optimizacién de pbrté;fdlios’ el primer trabajo
que aparece, es el de Markowitz[20, 21, 22] Este trabaJo propone lo siguiente.

Sea M = {I;}1<j<n un mercado con mstrumentos 1;. Sea dada una matriz
A, esta define un conjunto lineal S € R" en la forma z € S <— Az = b
¥y 2 = 0. Un elemento de S representa un portafolio y sus componentes
representan las proporciones invertidas en cada instrumento, la matriz A
representa restricciones que pueden ser por preferencias del inversionista o
por restricciones legales. Cada elemento de S tiene un rendimiento (valor
esperado) y una volatilidad (varianza), un portafolio Il del conjunto S se
llama eficiente, si para cualquier portafolio & con el mismo rendimiento,
la volatilidad es mayor o igual. Markowitz demuestra que si la matriz de
covarianzas de los instrumentos es semidefinida positiva, entonces existe
el conjunto de portafolios eficientes y que tiene la forma de una pardbola.
También planteando un problema de regresion lineal, da un algoritmo para
encontrar este conjunto.

Esta teoria conocida como anilisis de la media-varianza® es exitosa pero
presenta algunas dificultades para su implementacién en la practica. Una de
ellas es que requiere la matriz de covarianza entre los instrumentos del mer-
cado, esto en la prictica resulta muy dificil de conseguir sino es que imposible.

En los articulos Mossin[30, 31], Lintner[19] y Sharpe[42] se resuelve este
problema, y se da lugar al llamado capital asset pricing model, el cual sigue
los pasos de Markowitz pero no requiere conocer todas las covarianzas de
los instrumentos, en su lugar, considera al mercado Af en su totalidad como
un instrumento y solo requiere del conocimiento de la covarianza entre un
instrumento I; y el mercado (el coeficiente 3).

Sin embargo este es un modelo estitico y sélo aplica a un periodo,
Samuelson[39] hace la extensién al caso multiperiodo y Merton[23, 24]

SEn inglés mean-variance anlisis.
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estudia el caso dinamico aplicando el cilculo estocastico de Ito y la ecuacién
de Jacobi-Hamilton-Bellman.

1.2.2. Modelos en crédito

Los modelos que existen para crédito estan enfocados mayormente a los
sectores de crédito hipotecario y crédito empresarial. Podemos hacer una
clasificacién de estos en:

Modelos clasicos. Estos se refieren a los modelos para caracterizar el com-
portamiento en tasa de interés compuesto y bonos libres de default.

Modelos estructurales. Estin encaminados a valuar el valor actual de una
deuda negociable en el mercado que tiene el riesgo de incumplimiento
por parte del emisor. Se hace énfasis en la estructura del portafolio de
la empresa que emite la deuda (de aqui el nombre de modelos estruc-
turales). Estos se basan en el articulo de Merton[27] el cual sigue las
ideas del modclo de valuacién de Black-Scholes.

Modelos de intensidad. Estos también tiecnen como propésito valuar el
valor de la deuda pero en un camino diferente. Estos modelos suponen
que el tiempo en que la empresa cae en banca rota es impredecible y
pucde ser antes de la madurez de la deuda. Esto es contrario a lo que se
suponc en los modelos estructurales donde el default ocurre en la fecha
de madurez del instrumento.

Modelos estadisticos. Estos modelos se basan en el andlisis e inter-
pretacién de informacién histdrica para construir calificaciones en el
riesgo crediticio y matrices de probabilidades de transicién. Con esto
se puede valuar la deuda como un valor esperado.

Segtin el metodo empleado, existen modelos de regresién logistica, pro-
bit, logit, representacién de informacién en redes y drboles.

Modelos hibridos. El propdsito de estos, es su implementacién en sistemas
para el uso en las instituciones del sistema financiero. Estos combi-
nan los tres tipos de modeclos anteriormente mencionados. Por ejemplo,
CREDITRISK™* de Credit Suisse Financial Products, CreditMetrics de
JP Morgan, Credit Portfolio View de Mckinsey y KMV Portfolio man-
ager utilizan modelos estadisticos para la interpretacién de informacién
y obtener asi datos de entrada a modelos estructurales.



Capitulo

Integral estocastica

lema de Ité.

Las referencias a
Oksenda] [35]. :

se present n as” variables con distribucién

aleatoria. Como e_]emplos,
binomial y normal.

En la segunda seccién se expone el concepto de proceso estocdstico.

En la tercera seccién, se presenta el movimiento browniano. Se da
la definicibn moderna que le caracteriza y se demuestra su existencia.
Existen varias demostraciones de la existencia del movimiento browniano,
se incluye una que es intuitiva y sélo requiere resultados estindar. También
en esta seccién se demuestran tres propiedades que son importantes para la
construcciéon de la integral estocdstica.

En la seccién cuatro, se construye la integral estocadstica con respecto al
movimiento browniano para procesos progresivamente medibles.

Finalmente, en la seccidén cinco se enuncia y demuestra el lema de Ité.

La integral estocadstica requiere el uso de la teoria de Lebesgue, no se
incluyen las demostraciones de sus resultados, pero se pueden consultar

14
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Bartle[3] o Billingsley[5].

2.1.

Para mayor detalle ver Papoulis[36] o Shiryaev([43].

Variables aleatorias

Definiciones 2.1.0.1

1.

Una terna (2,0, P)’ donde Q2 es:un espacxo en el que se haya definida
una sigma-algebra o y una medxd P, .se d1ce un -espacio de probabilidad
si P(2) = 1. PR : : ‘ :

Sea X : Q —- R una. funcloxi, esta es--una variable aleatoria si es
o—medible. ] :

Sean A,B € o, estos son conjuntos independientes si P(A N B)
P(A)P(B).

Sean X,Y dos variables aleatorias, estas son variables independientes
si para cualesquiera borelianos de los reales U,V € B(R), los con_]untos
X-Y(U) y Y~1(V) son conjuntos independientes.

Una variable aleatoria induce una medida en los borelianos de los reales
por la relacién Dx(A) = P(X € A), donde A es un boreliano, esta es
la distribucidn de la variable aleatoria X.

Si existe una funcién medible f : R — R tal que Dx(A) = [ fdz,
entonces la variable aleatoria X tiene la funcidn de densidad f.

Sea X una variable aleatoria y o un algebra. El valor esperado de X
respecto a o, es.una variable aleatoria:

EX | o),

que es o—medible y satisface para toda A€ o:

/ E(X | o)dP = f XdP.
A A

Usando el teorema de Radon-Nikodym se demuestra que siempre existe
una variable aleatoria con esta propiedad.

Ahora, tres ejemplos para ilustrar las anteriores definiciones.
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Sea Qn = {f : {1,2,.., N} — {a,b}} con o—algebra el conjunto
potencia de Q5. Sean r y s dos nimeros reales positivos arbitrarios
que satisfacen » + s = 1 y sea m la cardinalidad de f—1(b). La
probabilidad del espacio estd dada por P(f) = r™sV~™. Aseguramos
que P(Qn) =

Sea Xy la variable definida por Xn(f) = m.

Sea A; = {Xn.= z}, es claro que estos conguntos son ajenos y su unién

es Qu, entonces: P(QN) Zp(A) Observamos que la cardlnahdad
de A; es ({V) con'lo’ cual P(A ) = :
N o
SSM)risVi=(r4+s)VN=1N = 1,‘1r‘n l'
c :

También definida en el espacio Q' laiva
dinalidad del conjunto f~1(b) N[z, 5], 2
aparece el valor b en el intervalo entero [z;
pendientes y ademads tienen distribucién“bin
como sigue: S

J Esto se demuestra

Cualquier permutacién del conjunto {1, 2, P N} de_]a invariante la me-
dida, con esto es suficiente restringirse al caso de las variables X, ; y

Xjw1,n-
Si se demuestra la férmula:

P(Xy; =T N X0 = L) = G)(GF)rTsd"Trish=i-k,

entonces resultard que las variables son independientes y tienen dis-
tribucién binomial, porque al tomar la sumatoria:

h—j
> " P(X1,;,=TMN Xj4an=L),
L=0
que es igual a P(X;,; = T), se tienen las igualdades:
. . h—j . . . . . . .
GIrTsi~T 2 (LI)rEah Il = (G)rTs T (r + s)h~ = (G)rTsI=T.

Para demostrar la férmula, sea I = {X,; =T NX;,n =L} y m =
Xnyi,nv. Para f € I, P(f) = rTsi—Tplgh—i—LymgN—m Jyego entonces
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P) = _rze:l P(f)= jZ:e, TTsj_TT"s'f“j‘If‘l‘méN“T con lo que finalmente:

N—m
m=0
G ErTeI T

3. El tercer ejerhplo so
densidad: o

estas son las varnabl

cion normal de parimetros
uny o2

Definicién 2.1.0.2 El valo lo'r;e:S'peradD de una variable

aleatoria X es

e do dé una variable N-Binomial,
i & . - -
L E :i(fv) TtsN_t:

para calcular esta suma hacemos lo sxgmente sea g la funcién g(z) = (z+
Y = E(N) xiy™M=i, su derivada es g'(z) = N(z + y)V! = Zz(”) i~y Nt

y si multlpllcamos por xz tenemos la igualdad

Como ejemplo calculgﬁjbsx

N
Nz(z +y)N~t =D i) =y
1

N - .
Pongamos xr =7, ¥ = s y tendremos > _ i(’) risV ! = Nr(r+ s)¥~! = Nr es
T

decir que
E(X) = Nr.

El valor esperado de una variable aleatoria es un promedio de los valores
que toma, y en cierta forma podemos pensar que este es el valor ideal de la
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variable. Los valores que toma oscilan alrededor de este. Para medir esta
variacidén introducimos el siguiente concepto.”

Definicién 2.1.0.3 La 'uarzanza de una varzable aleatoria es:

E[(x ~m)?),

en donde m = E(X).

En la siguiente propos i6n, se esumen las propiedades del valor esperado
v la varianza. Las: demostracxones e, pueden encontrar en Papoulis[36] o en
Shiryaev[43].

Proposicién 2.1.0;’4 Se

Y"uarza.bles aleatorias, £ = c wuna variable
aleatoria constante:l .

real entonces
E(Z)=c
E(X+ aY—;-Z) —E(X)+a.E(Y)+E(Z)
VarX = 0 sii A es constante en medida.
Var(aX + Z) = a2Va.'r(X).

Var(X) = EX?2 —- (EX)2

R A A

Sea f la funcién de densidad de X y sea g : £ — R una funcién
continua. Entonces E(g o X) = [ g(z)f(z)dz.
R

Si las variables X, Y  son independientes:
E(XY)=E(X)E(Y).

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Var(XY) _=VVV"7a7'(X) Var(Y).

=l

° ®

Las anteriores propiedades facilitan el cdlculo del valor esperado y la
varianza de una variable aleatoria X con distribucién normal de parametros

ny o2
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E(X) =/Xdp= ﬁ_fxe
« R

para el cdlculo de esta integral hav&:efxr'xo

,variable:

(2.1)

entonces:

ro porque el integrando es el
producto de una: fun f El valor esperado de la

variable es:

El célculo de 1a va

J75as

Si se aplica el cambi va.rxable 2. 1-el E'X 2, se obtiene la expresién:

\/—fy e\p(—l(y)"’)rd-'z%

la primer integral es igual a o2 la segunda igual a cero y la tercera igual a
2
F75N

/ y exp(— 3 (u))dz+—— / exp(—3 (¥)?)dz,
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2.2. Procesos estocasticos
Las siguientes definiciones se pueden encontrar en Karatzas[13]. :
Definiciones 2.2.0.5 v

1. Un proceso estocdstico es una familia indexada’ de vanables aleatorlas

{X,:Q— R,te|0, oo)}‘

Un proceso estocastico induce una funcién’ X QM [0 oo) deﬁnlda
por X (w)(t) = X,(w) en el espacio JVI [O oo) de funcmnes medlbles.

2. La trayectoria de un proceso estocastico {X,,t e [o, oo)} en un punto'
w € 2 es una funcién X (w) : [0, 00) — R con regla X (w)(2) = X (w).
Un proceso es continuo cuando todas sus trayectorias son funciones
continuas, andlogamente un proceso es continuo por la derecha si sus
trayectorias son continuas por la derecha.

3. Una filtracién para una o—idlgebra, es una familia de subsigma alge-
bras {F; }o<s<oo, cuyos elementos deben satisfacer s < t = F, < F, C o.
Sean:

Fp- = U(U ]Fa)
s<t

Feyr = o([) Feve)
>0

]Fo— = ]Fo.
La filtracién es continua por la derecha sii F, = F,+, continua por la
izquierda sii Ty, = Fy,—, y es continua, si es simultdneamente continua

por la derecha 'y por la izquierda.

4. Un proceso-estocdstico {Xs}ogs<oo €5 {IFs }ocs<oo adaptado si X, es Fy
medible.

5. Un proceso estocidstico { X }ocs<co adaptado a la filtracion {F; }o<s<oo
es una submartingala con respecto a esta filtracién si satisface:

E(.»\’s+h | ]Fs) > X,.
Y es una martingala si satisface:

E(l\’s+h I Fs) = X,.
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A titulo de ilustracién veamos el siguiente problema. Sea X un proceso
estocdstico cuyas trayectorias son continuas por la derecha y tiene limites
izquierdos-finitos. Sea A el evento de que X es continuo en [0, %p) entonces
AeFY.

Demostracién. Sean:

Arpn = {w € Q| |1 Xo (@) — X, ()| > =}

Bn={nse€@nN[0,t) ||r—s| <~}

Si se demuestra’que A automdaticamente A es un

conjunto medible’de F7Y

A C MAS. Sea w €A -pero supongamos que w ¢ MNAE entonces existe
una sucesién de  parejas (ri,si) de numeros racionales en el inter-
valo [0, tg) que.satisface |rp — si| < % y que por lo tanto podemos
suponer converge al punto (z, z) de tal forma que w € A,, ;,.» esto de-

muestra que lim X, (w) 7 lim X, (w) lo cual niega la continuidad de X.

MNAL C A. Seaw € NMAS si demostramos que el limite izquierdo lim¢, X (w) es
igual a X,(w) entonces establecemos la continuidad de la trayectoria.
Por contradiccién supongamos que limg, X (w) # X, (w) en ecste caso
podemos encontrar una sucesién de parcjas de racionales (7&, sx) que
satisfagan rx < ¢ < sk, |7 — Sk| < £, ¥ | Xro(w) — X5 (W)] > "+D lo cual
demuestra que w € A,,, que es una contradiccién con el hecho de que
comenzamos con w € NAE.O

Definiciéon 2.2.0.6 Un proceso estocdstico X es medible si la correspon-
dencia R* x Q2 — R definida por (t,w) — X;(w) es B @ o-medible donde B
es la sigma algebra de los borelianos.

Definicién 2.2.0.7 Considerernos wuna filtracion {F;}o<cec de la sigma
algebra o. Un proceso estocdstico X es progresivamente medible s: las
Sunciones [0,t] x Q@ — R definidas por (t,w) — X (w) son B ® F.-medible
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para toda t positiva, donde B es la szgma algebra de los borelianos del
intervalo [0,t] .

Proposnclén 2.2.0.8 Un proceso estocastzco edzbl v adaptado a la fil-

ahi se cita. A cont;xn
directa. ;

Sea X, un’ procesd est P
filtracién {IF }o<s<°°. Exnst una:modificacién;progresivament medlble._

Demostracmn Recordemos el limite puntua de. tina sucesmn ~de
funciones medibles: es una. funcxon medxble :

Sean t <0, nn > 1,]‘;@{0,1,2,,__. 2"41}y0<s<t.

Definimos el proceso i

para £t < s < —"'—t.
(xm)~1a) = U {:

Por otro lado el hmxte puntual lxmk_,ooA_-ﬁ_t(w) es igual X,(w) porque

la sucesién .—"‘—t converge por la derecha al valor s y X es continuo por la
derecha.d
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2.3. Movimiento browniano

Definicién 2.3.0.9 Un proceso estocdstico B, es un proceso de Wiener o
movimiento browniano sit:

1. B = 0 en un conjunto de medida uno.

2. La diferencia B; — B, tiene distribucién normal, con media cero y var-
ianza t -~ s, para todo par 0 < s < t.

3. DB; — B, es independiente a F.

4. Las trayectorias B(w) son funciones continuas.

2.3.1. Existencia del movimiento browniano

Ahora demostremos que el movimiento browniano existe.

Para n nimero natural sea 7 (n) el conjunto de niimeros naturales
impares comenzando en uno y finalizando en 2" y sea 7(0) = {1}.

Para & € I(n) sea {&}} una sucesién de variables aleatorias independi-
entes con distribucién normal con media cero y varianza uno.

Sea S : [0,00] — R la funcién llamada de Schauder definida como
SO(t) = t, Sp(t) .—fv;[k_n_,‘l,{w]z“T“(t — &1y 1[5%'%#]2"2;‘@ — &£1) donde 1,4
es la funcién indicadora del conjunto A.

Definimos:

Brw) =3 3 er)sr. (2.2)

m=0 kel(m)
Proposicion. Existe un conjunto 2 de medida uno, en el que la sucesién
2.2 converge uniformemente a un proceso B(w) continuo.

Para la demostracién de esta proposicién son necesarios dos lemas, el
primero el lema de Borel-Cantelli.

Lema(Borel-Cantelli). Consideremos una sucesién de conjuntos medibles

(==
Ay de tal forma que 3 p(Ax) < co. Entonces el conjunto B = {w | pertenece
1
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a una infinidad de conjuntos A} tiene medida cero.
o A C .

Demostracién. Sea B, = U A;. 'Entonces"‘t‘vénemi‘)s

sucesién

de desigualdades.  que reéulﬁ:a’.db:

P(BiNB;NBsN...) < P(B;) < $5p(Au) -

Lema. Consideremos una:
dependientes con distribu

Existe un conjunto V‘S—i» de'r I'que V. €.Q é_}:is;i:é'ﬁ(w)v que satisface
vn > n(w) => ba(w) < i S

(2.4)

(2.5)

€S menor que .
271

> PlgEl > m) < oo exp(- 5.

kel(n)
Si reunimos las cuatro ecuaciones llegamos a que:

ip(bn >n) < f: —\/% exp(—-%2). (2.6)
1 1

La prueba de la integral implica que la serie 2.6 es convergente. El lema de
Borel-Cantelli implica que el conjunto:

{w | In; | by (W) > n;},
tiene medida cero y entonces su complemento

{w | In(w) | bay+n (W) < n(w) + A},
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tiene medida uno.O

Ahora demostremos la proposicién. Sigamos las desigualdades:

Z > I§L"(w)S’"(t) |< Z: ST 1 bm(w)SE(®) |

m=n(w) k€l(m) Lo m—n(w) k€I(m)
§: §:m|s,;"(t)|< Z mz——"——m
m—n(w) kEI(M) i E m—-n(w)

Esto quiere decir. que’ la sucesién de funciones B"(w), es uniformemente
convergente y entonces converge a una funcién continua.O

La anterior construccién demuestra la existencia de un proceso estocasti-

co continuo, el cual se demostrard es un movimiento browniano.

1.

Sea t; = 47, entonces que las diferencias {B{; —B{;_l }j=o0,1,...,2» sOn vari-

ables independientes, normal distribuidas con media cero y varianza 3.

En efecto, la combinacién lineal de variables independientes con
distribucién normal también es una variable normal, de esto se sigue
que la diferencia B, — B}, _, tiene distribucién normal y como la media
es lineal, esta diferencia tiene media cero. Para calcular la varianza
seguimos las siguientes igualdades:

Var(Bj, — B[, ) = Var{ S5 S &R WIS () — S (ts-1))}

m=0 kel(m)

> Var{& W) (SF(t;) — Si*(t-1))}

m=0 kelI(m)" :
n n —_
= 3 3 (SP@E) — Sr(t-1))? = (&) + S (27 H)?
m=0 kel (m) m=1
n
g % (D5 2™~ + 1) = ;.
m=1

Il

Para demostrar que son variables independientes, siendo estas variables
con distribucién normal, es suficiente demostrar que sus covariancias
son cero y esto es consecuencia de la férmula cov(B{, B}) = min(t, s)
pues entonces para t; < t, se tiene: cov(By, — By_,,Bl. — B[._|) =
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By — B

t.—l

— BL Bl + B[ Bi,_, =tj —t; —tj1 + 1t = 0.

2. Los incrementos {B;, — By,_,} con 0 = 2 < 1 < .. . < tp < 1
numeros racionales diadicos, son variables independientes, normal
distribuidos con media cero y varianza t; — tj_1.  Sea 2" el mini-
mo comin denominador a todos estos niimeros, y observemos que
BM = B"l para toda M mayor que m. Entonces Bﬁ_ = B'_‘,;r por
lo cual BLJ B,_, = Bp, — B, Y podemos aphcar el punto i para
derivar las propiedades antes mencionadas. k '

3. Los incrementos {B,, — B;;_,} con 0 = tp < t; < .. < t;, < 1 tienen
las mismas propiedades que el punto 2 aunque no necesariamente los
numeros t; sean racionales diadicos. Para demostrar esta afirmacion
observamos que existe una sucesién de numeros diadicos t} — ¢; ¥ una
sucesién de procesos Bln — B,; donde la convergencia es en L; que
implica la convergencia en distribucién.O

2.3.2. Propiedades del movimiento browniano

El movimiento browniano tiene varias propiedades importantes ¢ intere-
santes del cual se derivan toda una clase de procesos. En este apartado nos
concentramos cn tres propiedades que son importantes para la definicién de
integral estocistica.

El movimiento browniano es una martingala, su variacién cuadratica
es la identidad respecto al tiempo y su variacién es infinita en cualquier
intervalo. Estas propiedades son esenciales para la construccién de la integral
estocdstica porque la variacidon infinita implica que no es posible aplicar
la integral de Riemann-Stieljes para definir un proceso de integracién, y
cl hecho de que su variaciéon sea la identidad nos permitiréa demostrar
que la integral define una isometria que es una propiedad muy impor-
tante con varias aplicaciones. Finalmente que sea una martingala, trae
como consecuencia que todos los procesos que son martingalas pueden ser
representados con el movimiento browniano utilizando la integral estocastica.

1. El movimiento browniano es una martingala.
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La demostracio’n es directa: E(B,—B, | F;) = E(B, | F)—E(Bs | Fs) =
E(B, | F;) — B, pero como B, — B, es independiente de. B, entonces
E(B,— B, |F,) = FE(B, — B;) =0es dec1rque E(B,_ | Fs) — Bs = 0.

La variacién cuadraitica del movimiento brownlano es Var? (B)(0,T) =

Para esta propiedad, demostramos que las variaciones de segundo grado
tienen un limite con la norma de la medla cuadrada

Consideremos una particién homogénea 0 = t§ < t} < ... < t" =

T, t? = LT y sea A} = B(t?,,) — B(t?). Entonces es cierto que'
n-—1 . .
Jim E(Z(A")2 T)2 =0. : 2.7
i=0 i

Para demostrar esta igualdad, son necesarias las ecuaciones:

BAap=0. (2.8)
E[(A (2.9)
- Blap = (210)

La igualdad 2:10 Vse verifica » calculando la integral
%fﬂ:“ eM)T(— )?d:z:.

Luego seguimos las igualdades:
n—1 "

E{((S (AP = 7)%} =
i=

n—1
S EAn® - D +2 3 Blan?~ Dy pap® - L7 @

i=0

En 2.11 el segundo sumando es igual a cero:
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B{((AT)? — B)?((A7)? — 1)?} =
B{((a1)? - D1 E{(ap? =521 =0,

con lo cual:

B((E (an? - % =
T BlanT- 5% =

E E{(A")" - 27'(A")2 +I

n— T2
1203 —221+n

Esto permite concluir que:

E{(S_‘_,(A")z = T)z} =T,

i=0
y se desprende la veracidad de la ecuacnon 2.7.

Las trayectorias tienen-variacién” 1nﬁn1ta en cualquier intervalo en un
conjunto de medida uno. De acuerdo al punto anterior existe una

sucesién 7, tal que limg ;oo Z | AT 2=1T
i=0

B(w) es una funcién uniformemente continua, entonces
limgoo max;{| A |} = 0 ademas su variacién cuadritica es
igual a T'.

ng—~1 rig—1
La desigualdad 3 | A |2< max; {| A |} 35 | AF* | implica que la
i=0 =0
nge—1
suma Z | A?* | no es acotada y converge a infinito.O
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2.4. Integral estocastica

Para motivar la definicién de integracion estocastica, si en la aproximacién
St + h) — S(t) = S(t)[uh + o(Bin(S) — B.(S)] del precio de una accién se
suman estas diferencias, resulta:

n—1 . n—1 .
ST -s0)=>_ ,Ls(%T)% +3 aS(i—-T)(B.J"i(S) —B.(5). (212)
i=0 i=0

El primer sumando es una suma de Riemann, es posible tomar el limite
cuando 7 tiene a infinito y llegar a una integral, la segunda es una suma
de Riemann-Stieltjes pero el movimiento browniano tiene variacién infinita,
por lo que no se puede aplicar esta integral para definir el limite. La integral
estocdstica de Ito resuelve esta dificultad.

Construccion de la integral estocdstica. La construccién es directa y es
similar a la construccién de la integral de Lebesgue pero hay detalles y lemas
preparatorios que trabajar. La construccidén sigue los pasos:

1. Definicién de la clase de integradores.

2. Definicién de la clase de integrandos H(£2,[0,T]) que tiene estructura
de espacio de Hilbert.

3. Definicién de un subespacio Ho(2) de H(R,[0,7T]) ¥y un operador
Hy(2) — L2(Q2).

4. Probar que Hg(S2) es denso en H(S2, [0,T]).
Extensién del operador I : H(£2,[0,T]) — L2(Q2).

1]

6. Definicién de la integral.

Ahora veamos con detalle cada paso.

Paso 1. El integrador serd el movimiento browniano. Este tiene trayec-
torias continuas y variacidn cuadritica igual a la identidad. Esto permite
demostrar el lema de isometria del paso tres en forma inmediata.

Es posible considerar la clase de martingalas continuas cuadrado
integrables para definir una integral, incluso a través del teorema de
descomposicién de Doob-Meyer Bl la clase de submartingalas, sin embargo
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para el propésito de este trabajo el movimiento browniano es suficiente. La
construccién es similar pero el lema de isometria del. paso tres tiene una
demostracién con mas elementos técnicos.

Paso 2. H(,[0,T]) = L?(dP,dt). Simplificamos la notacién escribiendo
H(2). Este es el espacio de clases de procesos estocdsticos progresivamente
medibles que son cuadrado integrables: E[j;,TX"’(w, t)dt] < oo. Este es un
espacio de Hilbert cuyos elementos se pueden aprotlmar por los procesos
simples que se dcﬁnen en el paso tres.

Paso 3. Hp(2) es la cla.se de procesos estocastlcos en H() que son
simples, es decir los procesos que aceptan la representacwn' ;

La variable a; es élem n
y cuadrado integrablec
I(X) = § :ai(w){Bti+x =

o

cs claro que Hp(S2) es un subespacio lineal de H(£2). El operador I es lineal
y define una isometria como se prueba en el siguiente lema.

Lema de isometria 2.4.0.1 E! operador I : Ho(SY) — L2(2) define una
isometria:

B[ fo T X?(w, tydt] = BI(X)?].

Demostracién. Se tienen el par de igualdades:

n—1

E[/ X2(w, )dt] = E[Z aZ(t; — tir1)] = ZE(az)(t — tir1)s

n—1

/ I(X)?dP = / 3 ai@){Buo, = B )P = Z / a2 (W) { B,y — Br, }?dP,

la segunda igualdad es valida porque los términos:

E[ai(w){Bt-+| - Bti}aj(w){Blj-H - Bj}]:
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se anulan como consecuencia a que los incrementos del movimiento browniano
son independientes y con media cero, tenemos ademéS‘

n—1

n—1
>_ [ @B —BuYdP = ZE(az)E{(B¢.+, —Bu)?} =3 B(ad) (i~
L)

la dltima igualdad es porque la varianza de los incrementos del movimiento
browniano es lineal. Comparando las igualdades concluimos la de-
mostracién.O

Paso 4. El espacio de procesos simples Ho(S2) es denso en H(2). En el
primer lema se demuestra que los procesos simples aproximan a los procesos
continuos. En el segundo lema se demuestra que los procesos continuos
aproximan a los procesos de H(2).

Lema. Sean X un proceso continuo elemento de H(€2)'y sea:.

2n—1

Y™ = Xolgpy + > :A—,‘-TI(TT—"ﬁ—T’]

. t—()

Este proceso es simple y ademas hm Y* = X en H(Q)
Demostracién. Es claro que Y es: elemento de H,(€2). Se demostrard que
Y " converge a X con la norma de H(Q)

- 2
Sea Z™ = |X" —-’X|2v ¥ observémos que Z"(t) = IXE%T_X‘I , donde

t € (5T, 5527].-Pero X es continuo y en el intervalo [0, 7] uniformemente

continuo. Entonces paraw € 2 y § > 0 existe una particién tal que Z"(¢) < 6
y por lo tanto Vw € Q.1im,, Z*(t) =

Ahora utilizamos el teorema dc convergencia dominada de Lebesgue para
justificar las igualdades: lim,, E[f X" — X)2dt] = E[lim, f | X" — X[2dt] =
E[f lim [ X" — X[2dt] = E[f lim Zdt] = E‘[f 0dt] = 0. Esto demuestra el

0 0 0
lema.d

Lema. Sea X un proceso de H(2). Existe una sucesién de procesos con-
tinuos X" que convergen a X en H(Q).
Demostracién. Por ahora nos restringimos al caso en que X es acotado:
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| Xi(w)]| £ B(w). Definamos la sucesién . de procesos:

PR
= /’X_,ds,
;o '

Xp=mn [F;f

El proceso F" es contxnuo d : | PR, — FP| =

t-+h i
lf,\ds|< f|A|ds_

)
cién 2.2.0.8 se pueden aphcar para ver:que “F".es adaptado y que es
progresivamente medible. ' Como: consecuencxa a lo: anterior X" también es
continuo y progreswamente medlble : S

emost;racmn de la proposi-

Sea B, = {t € [O T] | th"(w) ' X,(w)} aseguramos que P(B,) = 1.

Si demostramos que lim f XM (w)ds = f X (w)ds entonces aplicando el teo-

rema de convergencia domlnada de Lebesgue vy el lema de la clase monétona,
resultari que:

/lx’mX;‘(w)ds”-——"/X_,(w)ds,

donde A es un conjunto boreha.no del mtervalo [0, 7] 1o cual implica que
P(B,) =1.

b P b
Aproximamos [ X7(w)ds con sumas de Riemann: [ XM w)ds =
a a

AZA,H_A,(w) 4+ 6w~ en donde A = %2 y limy_,00 6w,y = O. Sin per-

dlda de generalidad ,1—; < t. Ahora tenemos la aproximacién: X7, ,;(w) =
a+-Ai
n [ X.ds=mn Z Mn a+Al+7r'— _L(w) + 77,,a7. Las dos aproximaciones

a+At——
permiten llegar a la formula:

b
—n b—
/A (Wds = 37 ZZ“MAW#———(“’) + 8w+ T ar-

i=1 j=1
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debemos establecer la relacién % < A para que la particién tenga sentido.

Es posible elegir una sucesién M,, tal que.lim nn, ar, = 0, si observamos que
. &

el primer sumando es una suma de Riemmann para la integral f X (w)ds
a

podemos concluir la igualdad de las integrales.

Como consecuencia a P(B“,) =1 tenemos que Vw € £2:

llm/,[X,' (w) - Jfg(w)]2 dt = 0.

Si aplicamos el teorema de convergencna dominada obtenemos la sucesién
de igualdades:. hmE'f [X"(w) —J\’g(m)]2 dt = Ehmf [X"(w) — X (w))P dt

= E(f lim [X{‘(w)_e Ko@) ) = E(0) = 0.

Quedando asi demostrado el lema.D

Cuando X no es acotado consideramos la sucesién de procesos definidos
por X™ = Xl{x|<n}. Esta sucesién converge a X porque este proceso es
cuadrado integrable. Ahora aplicamos un proceso de diagonal para concluir
que existe una sucesién de procesos continuos en H (€2) que convergen a X.O

Si reunimos los dos lemas anteriores en un proceso de diagonal podemos
concluir que para todo elemento X de H (£2) existe una sucesién de procesos
simples progresivamente medibles que convergen a el en H(2).

Paso 5. Consideremos X € H (£2) sabemos que existe una sucesién X, de
procesos simples en Hp(S2) que convergen a X con la norma de H(£2). Como
el operador I es una isometria, entonces la sucesién 7(X,) es de Cauchy y
como L2(2) es un espacio de Hilbert, entonces es una sucesién convergente
a un elemento Z de L2(2).

Definimos:

I(X)= 2.
Esta es una buena definicién. En efecto, sean X, y Y;, dos sucesiones de
procesos simples que convergen a X, se debe demostrar que las sucesiones
I(X,), I(Ys) convergen a un mismo limite. Como [ es una isometria es cierta
la igualdad: EV2[I(X, — Y,)?] = EV2[[I{Xp(w,t) — Ya(w, t)}2dt]. Al aplicar
la desigualdad del triangulo en el término derecho:

EY2[[(X, - Y.)?] <
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E‘/Z[/ (X, 2) — X (w,8)}2dt] +E1/2[/ (o, ) — X (w, )} dt),

ambos sumandos tienen limite lgual a cero entonces la sucesnon I(X,,) I(Y,)
tiene limite cero.O : g

Paso 6. Se ha construido un operado

en el caso de que la respuesta. sea aﬁrmatlva se obtlene un:
co en H()?. Para contestar estas preguntas debe tomarse.en’ uenta que

I.(X) es una clase de equivalencia y la ecuacién planteada represent;a pegar-

correctamente las clases para obtener un proceso de H(£2).

El siguiente teorema garantiza que es posible hacer esta ecleccién de una .

forma que permite obtener una martingala con trayectorias continuas.

Teorema de existencia de la integral estocdstica 2.4.0.2 Sea X un
proceso de H() y sea ,(w) la funcion indicadora del intervalo [0,1]. Ez-
iste una martingala con trayectorias continuas M en H(S2) de tal forma que
para toda t > 0 y A, = {w | M, = I(,X)} se cumple:

P(A) =

Demostracién. Existe una sucesién de procesos simples X™ que convergen
a X en H(2). Es claro que lim [, X7 = [, X,.

Definimos la sucesién I* = Ir(l,X]') de martingalas continuas. Existe
una martingala continua A, de H(€2) tal que lim I? = Ad,.

Por otro parte: lim I3 = I (1, X,).

Lo anterior permite concluir que M, = I+({,X,). Como la igualdad es en
L2%(Q2), entonces P(A4,) = 1.00

De esta forma concluimos los pasos que llevan a la construccién de la
integral estocdstica.
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Si recordamos la ecuacién 2.12 que era la motivacién para definir la inte-
gral estocdstica, al tomar el hmlte, tenemos la sngulente igualdad:

Considerando lo anterior, definimos un concepto 1mportante ‘al que da
lugar la integral estocastica. D

Procesos de difusién de Ito 2.4.0.3 Un proceso de dzfuszon de Ito es un
proceso estocdstico que acepta la representacion: R

ng = Mtdt -+ O'gdB,

donde p, y o, son procesos estocdsticos pro_qresi'uamenté medibles y cuadrado
integrables.
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2.5. Lema de Ito
Para la integral estocidstica hay un resultadoi analogo a Ia regla de la

cadena del cdlculo diferencial. Este es el lema e

Lema de Ito 2.5.0.4 Sea F(t,z) una: funcz
derivadas parciales continuas hasta el orden'dos: E.

F(T B(T)) - F(O B(O)) =

STt Bt)) — F(tes, B(tiy)) =

= N N
SohA+ I AR

i=1 i==1

—+

= Z AZF,, + = Z h2F,
i=1
+

N N
E A;hFpr + E R(ti—1, B(ti—1), h, Aj).
i=1 i=1

Ahora calculamos el limite de cada uno de los sumandos:
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La suma Z: hF; converge ala 1ntegral fo E(t B(t))dt pues es una suma

de Rlemmann y el 1ntegrando es contlnuo.

(t))dB, ~‘ poi"qué esta

so simple que

Fx;, ‘uéamos la igualdad

1§ pnmer sumando converge
dem stramos a continuacién que el

2 At . I:
a la’ mtegral j;J z,z(t B(t)))d ,
segundo sumando’ converge a cero.

E({Z[A 2 h]Fn} )=

E{3][IA2 — h2F2Y} + 2B{3_[A: — AlFua(t:)[A; — Al Faa(t;)}.

Los incrementos del proceso de Weiner son independientes y tienen
media cero, entonces el segundo sumando es cero. Los incrementos del
proceso de Weiner tienen variacién: E(A?) = h. En la seccién 2.3 se
establecié la ecuacién 2.10 E(A;*) = 3h2, entonces:

E[(AZ — h)?) = E(AA) — 2hE(A2) + h? = 3h% — 252 ++ h2 = 212,

Como F tiene soporte compacto, F,, es acotada por una constante B,
¥y se sigue la desigualdad:

T2

N ?

esta cota demuestra que lim E({3"[A;Z — h]F,2}2) = 0. El teorema de
convergencia dominada de Lebesgue implica que:

BE{S_[AZ — h]?F2,} < N2h?B? = 2B~

lim P([A;2 — h)F,, = 0) = 1.

N
La suma —thFn converge a cero de acuerdo a las desigualdades

IS h2Fy,| < h2z |Fu| < iNB = T2
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La suma 2 A;hFyz converge a cero porque tenemos la. sngunente 1gua.l-
i=1 ;

dad EAth—hZA P

Para la suma ZR(t

satisface la lguald
una funcién contl__'

Nos damos:a :la. tarea’

2 Gt Bt), by A

Segulmos la prueb
tiene limite igual:

Para el segund
formemente
|G (a, b, b, A

.A‘

tomamos cada sumando por separado

/ IG| AZdP < s/A?dP < eh

A; A
(/ |G| AZdP)? < / teli dP/A;.*dP < (3K2P(B)))-h? < 3k2E(|AiI)§h2.
Para justificar la segunda igualdad se aplica la desigualdad de Markov.

P(X > 2) < 3 E(X).
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El valor esperado del valor absdluto de los inciementos del movimiento
browniano esta dado por: E'(|A D: \‘/fr:h. ‘Al reunir-las - desigualdades
anteriores se llega a que i I R -

E[IG(tz—la

juntando todo Io‘a te
B3 6, B

21 T3

. SNz

“no ... depende de N, el limite
h A )A2|] es igual a cero.

«+3k2%h3 = eT + 3k
Dado. qﬁe
lim E[|2 G’(t,_l, _

Lo anterior sxgnlﬁca que hm P(]Z G(ticy, By s hy A)A? [ =1.0
Queda asi establecxdo para T = 0 la férmula de Ito.

Para hacer valida la férmula, para todo tiempo, no es suficiente con
variar a t. Esto establece la igualdad de clases de equivalencia para cada
t, sin embargo los conjuntos de medida cero pueden estar variando para
cada t hasta formar un conjunto no nulo en {0,7] x 2. Se puede establecer
la igualdad de los procesos, al observar que el intervalo [0,7] es primero
numerable y los dos procesos involucrados son continuos.

Si la funcién F' no tiene soporte compacto, sea Fj, una funcién con
soporte compacto tal que Fjr(t,s) = F (¢, s) siempre que |s| < M.

Sea Apr = {w | |We(w)|:< M}, entonces Apr C Apri1 y UAar = Q. Apli-
camos la férmula.de Ito para Far que establece la misma para F restringido
al conjunto Ajs. D




Capitulo 3

Modelos matematicos en
finanzas

En este capitulo se utilizan las herramientas desarrolladas en pdginas
anteriores para presentar los modelos matemaiticos directamente relacionados
a la modelacién en finanzas. Siempre se denotara el movimiento browniano
por W. Las referencias de este capitulo son Bielecki[4], Hull[10], Karatzas[14)]
v Musiela[34].

Especificamente el modelo browniano geométrico para el precio de una
accidén, el modelo de valuacién de Black-Scholes para una opcién europea, el
modelo de Vasicek para una tasa de interés instantdnea y un bono en ella y
finalmente, el modelo de Merton para un bono con riesgo de incumplimiento.

En la primera seccién se expone el modelo browniano geométrico para
un mercado financiero que consta de /N instrumentos con riesgo y una
cuenta de ahorro que representa el inico instrumento libre de riesgo. Esta
exposicién es una versién simplificada del modelo que se puede encontrar en
detalle en Karatzas[14]. Los resultados del apéndice B son necesarios para
este desarrollo.

En la seccién dos se expone con detalle el modelo browniano geométrico
para el precio de una accién dS = S(udt + odW').

En la seccién tres se deduce la ecuacién de Black-Scholes para el precio
de una opcién de compra europea. Mediante un cambio de variable se trans-
forma a la ecuacién de calor, con esto es posible resolver para obtener una
solucién analitica. La solucién que se obtiene es la férmula de Black-Scholes.
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En la seccién cuatro se revisa el modelo de Vasicek para el precio de un
bono.

Finalmente, en la seccién cinco se expone el modelo de Merton para el
precio de un bono con riesgo de incumplimiento.

3.1. El modelo browniano geométrico

En esta seccién se abordan los siguientes puntos:

s Establecer el modelo matemadtico browniano geométrico para represen-
tar el mercado de instrumentos.

s Establecer las hipdtesis del mercado.

e Estudiar como se reflejan las hipétesis del mercado en el modelo
matematico.

3.1.1. El modelo browniano geomeétrico para un mer-
cado financiero

Hipdtesis 3.1.1.1 Se representard con un proceso estocdstico el precio de
un: instrumento. Este debe ser una submartingala positiva y continua.

Es razonable suponer que es una submartingala por la interpretacién de
ecste tipo de proceso: con la informacién presente es posible anticipar que el
valor futuro es mayor, en caso contrario nadie invertiria en ellos; es positivo
porque asi se observa en la préactica y es continuo porc¢ue se ajusta en buena
aproximacién con las observaciones estadisticas.

Pero si S es una submartingala, acepta la descomposicion de Doob-Meyer
(teorema B.1 en el apéndice B) S = M + B donde M es una martingala
continuo y B es un proceso creciente el cual vamos a suponer que es
derivable, luego el teorema de representacién de martingalas (teorema B.2
en el apéndice B) nos permite escribir M, = fot D dW,,.

Finalmente, de acuerdo al teorema B.3 del apéndice:
dS, = S\[p.dt + o dW].

En la anterior ecuacién se ha usado yu, = —55—'3’ y o, = sL,d’t- En conclusién, S
es un proceso de difusién de Ito de acuerdo a la definicién 2.4.0.3.
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Lo anterior motiva la siguiente definicién de mercado ﬁnanciero‘:

Definicién de mercado 3.1.1.2 Un mercado de znstmmentos ﬁnanczeras
consta de los siguientes elementos: :

= Un espacio de probabilidad (2,0, F; P).

» Un tiempo terminal T.

= Un mouimz’ento brownz'ano W‘ = (PV‘, ..., WP) de dimensién D.
» Una tasa libre de rzesgo 'r(t) progreswamente medible e integrable.

= Un wvector b = (b;) de dimension N, progresivamente medible e inte-
grable. Este vector representa la tasa instantdnea de 'rendzmzento de
cada uno de los instrumentos.

s Una matriz progresivamente rnedible y cuadrado integrable, de dimen-
sion D x N, o = (0i;(t)). Esta matriz representa las covarianzas entre
los intrumentos. S :

= N subma'r'tzngalas continuas positivas, 'relaczonadas por el szstema
dS; = Si[b;dt+ Z a.ddI/V“] FE'stos procesos representan los ‘instrumentos

del mercado.

Dos comentarios acerca del modelo v

El modelo acepta una tasa que rep esenta»el pago de dividendos por
accién. No se incluye en la definicién, dado que nos concentramos en acciones
que no pagan dividendos.

Aunque se definié en generalidad el modelo y es posible que D # N,
como aceptaremos mercados completos y libres de arbitraje, siempre D es
igual a N2,

Este modelo es general y bien justificado, ahora es necesario especificar
los coeficientes del sistema: b;, o;;. Esto se consigue con algunas condiciones
en la forma de operar los instrumentos.

!Siguiendo la definicién 1.3 pdgina 4 dec Karatzas([14].
2Ver seccién 3.1.4.
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3.1.2. Hipdtesis del mercado

Un instrumento derivado es un contrato financiero cuyo valor depende

del precio de un instrumento primario subyacente como una accién o un
bono. Su principal funcién es ser un medio para la administracién del riesgo.

Estos instrumentos deben ser valuados y relacionado. a su funcién de

administracién de riesgo, encontrar un portafolio replicante.” Para poner en
términos especificos estos dos problemas y aplicar el modelo estocastico del
anterior apartado, se aceptan las siguientes hlpote51s.

1.

4.

El mercado es libre de friccién.

Esta hipdtesis significa que. dentro del modelo no se ven reflejados los
costos por transaccién debldo a 1mpuestos o comisiones de las institu-
ciones. g

Existe una iinica tasa’'de interés.

Esto quiere decir que-la tasa de interés que un banco o institucién
financiera aplica(a}ut‘la cuenta de ahorro de un cliente es igual a la tasa
de interés que el banco cobra a un cliente que tiene un crédito.

Posiciones ilimitadas.

Esto significa que no hay limites en el numero de instrumentos de los
que esta formado un portafolio. No hay restricciones en posiciones en
corto ni en el crédito que se puede solicitar.

El mercado es viable.

Esto significa que no hay oportunidades de arbitraje. Una oportunidad
de arbitraje es cuando un instrumento en forma simultanea tiene dos
precios distintos. Esto da la oportunidad de hacer una ganancia libre
de riesgo.

El mercado es completo.
Un mercado es completo cuando el precio de un instrumento derivado

puede ser replicado por un portafolio autofinanciable de instrumentos
primarios.
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3.1.3. Portafolios autofinanciables

En el apartado 3.1.4 se expone en que forma se reflejan las hipé6tesis de
mercado en el modelo browniano geométrico. Es necesario en este propdsito
el concepto de portafolio autofinanciable. Este es un concepto importante y
lo revisamos a continuacidn.

Consideremos un portafolio Il; = ¢171;(t) + ... + @aln(t) en donde I; rep-
resenta el precio de un instrumento elegido y ¢; es el nimero de posiciones
dentro del portafolio. Decimos que este portafolio es autofinanciable cuando
después de la inversidn inicial, en la evolucién del portafolio en el tiempo no
hay consumo ni tampoco hay inyeccién de capital y el cambio en el valor del
portafolio se debe a la fluctuacién del valor de cada instrumento y al nimero
de posiciones.

Definicion 3.1.3.1 Un portafolio I1, es autofinanciable sii:
dIl, = ¢1d11(t) -+ ...+ ¢ndln(t).
Veamos un ejemplo.

Sea S el precio de una accién y P el precio de un bono. Formemos un
portafolio con ¢ acciones y 1 bonos:

! I, = ¢ Se + U P
La condicién. para. due sea autofinanciable es:
I dIl = ¢,dS + 9, dP. (3.1)

ConsideremtssiIab'pa‘rt;icién ZE = {t = ﬁT}i=o,_,.'N del intervalo [0,T]. La
ecuacién 3.17en = es:

ey — My = &0, (Stiyy — Su) + Yo, (P11 — Pry),

esto dice que el cambio del valor del portafolio en el intervalo [t;, ti+1] se
debe al cambio en los precios en el periodo y el nimero de posiciones que se
mantuvieron al inicio del mismo.

Al sumar todas las diferencias, se obtiene:
Oy — Il = ani-f—l — I, =
S @1, (Stspn — Se,) + z :'wti(ljt.--}-l — P,)
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@brST — $0S0 + YrPr — o Fo+
N—1 N1 - . .
Z S, (¢ti+1 -~ &) + Z,Pt.'(wti-i-l _~¢ti)'

Al tomar el limite y escrlblr en notacmn d1ferenc1al

ATl 2 (@d))S 4 (@nP. g,' ‘ L (a2

Se puede 1nterpreta.r 3.2 orno lgue Supongamos que en el 1nstante de tiempo
to = 0 un 1nversxomst ide" un’préstamo representado:por — P, con este
dinero decxde comprar S¢°¢¢° accxones, y forma el portafolio

H = S¢o¢to -+ -Ptowto = 0.

En el siguiente instante de tiempo la accién cambia al valor S,,, supong-
amos que este es mayor que S, y entonces decide comprar mas acciones
pero pidiendo un nuevo préstamo. Denotemos esta operacién como Sy, f;, =
—P,, m,,. La nueva configuracién del portafolio es:

H = Sz; (¢lo —+ fh) -+ -Ptl ("/’to —+ mtl)

El valor del portafoho -no ha camblado. IIp = I1,;, = O, es independiente a
Ia dxstnbucmn de los 1nstrumentos En forma dlferenmal podemos escribir:

(3.3)

6= ¢¢o -+ m,, ,“entonces
¢'to)‘+’P1(¢z1 Peo) = St;fh + P,,m,, = 0.
Este argumento:se 'i)uede generalizar para demostrar que:
Stig1 (Ptsny — Pes) + Pryyy (W, — ;) = 0. (3.4)

Con el tecorema del valor medio de la derivada, es posible construir una familia
de particiones con norma convergente a cero, de tal forma que para s < ¢
clementos de una particién se cumple:

- ¢s)
Si reunimos las ecuaciones 3.3, 3.4 y 3.5 se obtiene la ecuacién 3.2:

dll = (d¢)S + (dv) P.

(e — s)- (3.5)

Sed' + Py’ =
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3.1.4. Condiciones de arbitraje y completez

El modelo 3.1.1.2 acepta expresiones titiles en la prdctica para los
principios de no arbitraje y completez.

Un mercado estd libre de oportunidades de arbitraje, si no es posible
obtener ganancias estrictamente positivas sin riesgo. El sxgulente teorema
presenta formas equivalentes al principio de arbitraje. .

Teorema 3.1.4.1 Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. El mercado es libre de arbitraje. S !

2. La dimension del praceso W’
el mercado.

ayor al nimero de instrumentos en

8. Existe una medida P*, equ'i’vkdlen‘té”ii;lrdf medida P, de tal forma que
todos los instrumentos descontados-son martingalas.

En un mercado completo siempre es posible replicar el comportamiento
del precio de una opcién mediante un portafoho autoﬁnancxable con posi-
ciones en la accién subyacente y un bono.

El siguiente teorema caracteriza un mercado completo.

Teorema 3.1.4.2 Un mnercado libre de oportunidades de arbitraje es com-
pleto sii se cumplen las dos condiciones:

1. La dimension de W* es igual al nidmero de instrumentos.

2. La matriz de volatilidades (0;;(t)) es no singular casi seguramente.
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3.2. El modelo browniano geométrico para el
precio de una accién

3.2.1. Tipos de acciones

Una accién es un instrumento financiero en el cual intervienen la empresa
emisora, el accionista y una institucién que respalda la transaccién.

La colocacién inicial de una empresa de acciones se llama Oferta Pudblica
Inicial(OPI) y se canaliza a través de una casa de bolsa a la Bolsa Mexicana
de Valores (BMV)3 con apego a la Comisién Nacional Bancaria y de
Valores(CNBV).? En esta operacién existe una transaccién (flujo de dinero)
entre el inversionista y la empresa, pero una vez efectuada esta, el accionista
tiene la opcién de poner en venta sus titulos en la que no se haya ninguna
fecha comprometida y el precio de transaccién pocas veces esta relacionado
con el precio inicial de oferta, ademas la empresa emisora no interviene en
forma alguna.

Las principales caracteristicas de una accién que debemos tomar en cuenta
para su estudio las enumeramos a continuacién:

1. Existen dos clases de acciones, las acciones preferenciales y las acciones
ordinarias.
Las acciones preferenciales se distinguen porque al poseedor de la mis-
ma tiene el derecho de participar en toma de decisiones y le garantiza
una participacién de las utilidades generadas por la empresa, dicho de
otro modo el poseedor de un porcentaje de las acciones preferenciales
de una empresa lo convierte en poscedor en el mismo porcentaje de la

3Institucién sede del mercado mexicano de valores. Institucién responsable de propor-
cionar la infraestructura, la supervisién y los servicios necesarios para la realizacién de los
procesos de emision, colocacién e intercambio de valores y titulos inscritos en el Registro
Nacional de Valores (RNV), y de otros instrumentos financieros. Asi mismo, hace piblica
la informacién bursitil, realiza el manejo administrativo de las operaciones y transmite la
informacién respectiva a SD Indeval, supervisa las actividades de las empresas emisoras
y casas de bolsa, en cuanto al estricto apego a las disposiciones aplicable, y fomenta la
expansion y competitividad del mercado de valores mexicanos.

1Organo de la SHCP, con autonomia técnica y facultades ejecutivas, que regula la
operaciéon de las bolsas de valores, el desempefno de los intermediarios bursadtiles y el
depdsito central de valores. La CNBV puede ordenar la suspensién de la cotizacién de
valores o intervenir administrativamente a los intermediarios que no mantengan practicas
sanas de mercado. Es la entidad responsable de mantener el Registro Nacional de Valores,
cn el que se inscribe todo valor negociado en la BMV.
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empresa. De esta forma, podemos entender las acciones preferenciales
como un instrumento practico mediante el cual las empresas y los
grandes inversionistas pueden realizar transacciones.

Las acciones ordinarias no dan derecho al poseedor de participar en
tomas de decisién ni tampoco garantizan un porcentaje fijo de las
utilidades de la empresa. En su lugar el accionista ordinario puede
esperar un dividendo que es variable y que es determinado por el
comite cjecutivo de la empresa. Son estas acciones las que normalimente
se negocian a diario en todo el mundo y son el tipo de accién que nos
interesa estudiar en esta seccidén.

Son bursitiles.

Una vez que el inversionista tiene sus titulos tiene el derecho de negociar
con ellos, y colocarlos a venta en un Mercado de Valores sin que haya
de por medio alguna fecha. Por otro lado el marco legal condiciona el
estado de parametros que son indicadores de la buena salud de las em-
presas, de tal forma que los participantes en ¢l mercado tienen garantia
de la honorabilidad de las firmas emisoras. Esto hace que en términos
pricticos podamos considerar estos instrumentos absolutamente nego-
ciables, en el sentido de que si algin agente coloca a venta un numero de
titulos, siempre habri un inversionista dispuesto a negociar un precio
para su compra.

Son volitiles.

En el comportamiento del precio de una accién intervienen varios fac-
tores entre los que podemos identificar salud y valor presente de la
empresa emisora, especulacion en el desempeno y desarrollo futuro de
la empresa, la ley de oferta y demanda, la tasa de interés libre de riesgo,
programas de desarrollo del sector econémico, correlaciones con otros
sectores, eventos extremos, ctc. Podemos observar que estos factores
son dificiles de determinar y priacticamente imposibles de pronosticar,
esto tiene repercusion en dos fenémenos que iniciallmente parecen no es-
tar relacionados. Primero, al observar la grifica en el tiempo del precio
de una accién observamos un comportamiento en extremo irregular y
segundo la informacién del pasado no nos permite anticipar el compor-
tamiento en el futuro inmediato. La coneccién resulta al aceptar que si
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no podemos anticipar cl comportamiento futuro de la accién en base a
la informacién presente, no es resultado de la ignorancia, en el sentido
de que estamos dejando variables libres sin considerar cuya inclusién
en el andlisis permitiria hacer un prondstico, mas bien es porque este
fenémeno tiene una naturaleza de incertidumbre que es inevitable, de
tal forma que debemos necesariamente counsiderar un elemento proba-
bilistico que en el modelo matematico evidencia de donde viene esta
irregularidad®.

Desde el punto de vista de una empresa, la emisién de acciones ordinarias
es una alternativa para financiar proyectos internos que pueden responder
a diversos objetivos. Lia ventaja de las acciones es que la empresa no
adquiere una deuda, aunque si da el derecho a los accionistas de participar
de las utilidades generadas, la desventaja es que (y resulta paradéjico)
cuando la empresa tiene un periodo importante de crecimiento, entonces
este instrumento se convierte en una forma cara de financiarse porque el
dividendo a sus accionistas es grande y puede rebasar la tasa de inversién
del mercado.

Desde el punto de vista del poseedor, las acciones ordinarias son un in-
strumento que le permiten especular y formar portafolios de inversién. De
acuerdo a sus tendencias podemos clasificar en modo groso los accionistas
como:

1. Especuladores. Estos accionistas se caracterizan por esperar altos
rendimientos y aceptar un nivel alto de riesgo, gencralmente se concen-
tran en identificar tendencias en el comportamiento de la accién para
pronosticar una caida drédstica de precio(en cuyo caso venden inmedia-
to sus acciones) o un ripido crecimiento(en cuyo caso compran tantas
acciones como les sea posible) siendo el diferencial de la operacién su
ganancia.

2. Técnicos. Estos inversionistas se caracterizan por seguir estrategias de
inversién resultado de aplicar técnicas establecidas de anailisis. Su in-
terés es formar un portafolio de inversién en el que se reflejen sus pref-
erencias de rendimiento y riesgo aceptado. De acuerdo a sus preferen-
cias respecto al rendimiento y riesgo tenemos inversionistas que tienen
tolerancia al riesgo a cambio de esperar un rendimiento alto y en un

“La diferencia entre un fenémeno con naturaleza de incertidumbre y un fenémeno
determinista en el que no se han considerado todas las variables no es una consideracién
trivial, es una sutileza importante como lo muestra la mecanica cudntica.
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periodo corto de tiempo, estos son los inversionistas agresivos; por otro
lado tenemos los inversionistas que tienen aversién al riesgo y por ello
aceptan un rendimiento bajo y son capaces de mantener su inversion
en un periodo largo de tiempo.

3. Finalmente tenemos los inversionistas que se enfocan a estudiar la em-
presa, el sector econémico y si determinan que la empresa puede crecer
en forma importante compran y mantienen sus acciones lo cual se tra-
duce en una recompensa futura en los dividendos y en el aumento del
valor del precio de la accidn.

3.2.2. El modelo browniano geométrico

El modelo mds aceptado para estudiar el precio de una accién es el modelo
geomaétrico: PR
dS = S(udt + cdB).

Veamos cual es la justificacién para utilizar este modelo. -Necesitamos
aceptar las hipétesis de mercado de la primer seccién y una ‘tasa de interés
constante.

Supongamos que el precio de una accién S esta libre de riesgo, en este
caso el principio de arbitraje implica que el valor de la accién estd dado
por: S(t) = Spe™. Sin embargo el comportamiento de una accién siempre
presenta volatilidad, por ello debe darse un elemento de incertidumbre.
Proponemos entonces la ecuacién S; = Sgexp(rt + X) donde X es un
proceso estocastico.

Con algunas hipdtesis, es posible deducir que X esta relacionado al
movimiento browniano. Algunas de estas hipétesis son de naturaleza técnica
para poder aplicar las herramientas desarrolladas en el capitulo dos y otras
de ellas siguen los datos estadisticos. Este es el plan a seguir.

Establecer las hipétesis:
S, es adaptado a una filtracién {F,}o<t<eo continua por la derecha.

S,; es continuo.

E(Sg) = Soe".

pog o op

S, tiene incrementos independientes.
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5.

El modelo browniano geométrico para el precio de una accién
In S tie'nekdist.ribucii‘)n normal.

Deducixl"la.s’“ksi»guientes propiedades de X a partir de las hipétesis en S :
X =O X es continuo y adaptado a la filtracién {IF; }o<icoo-
X, tlene distribucién normal.

X, tiene:incrementos independientes.

= Hipdotesis 1. S, es adaptado a la filtracién {IF; }o<t<co- Esta es'la primera

hipétesis técnica que necésitamos para conectar S; con el movimiento
browniano. Pero ademads tenemos una interpretacién para la filtracién,
IF; representa la informacién observada hasta el instante de tiempo ¢.

» Hipdtesis 2. S, es continuo. Esta también es una hipdtesis técnica
necesaria para conectar S; con el movimiento browniano. Ademasis es
una condicién de regularidad natural y corresponde en primera aprox-
imacién con las observaciones estadisticas.

= Hipdtesis 3. E(S;) = Spe™. Esta es una hipdétesis cuya interpretacién
es que en el proceso para obtener el valor esperado de la accién las
variaciones debido al riesgo se equilibran y en el resultado sc obticne
un comportamiento libre de riesgo.

s Hipdtesis 4. S, tiene incrementos independientes. No hay correlaciéon
en el comportamiento de la accién en un intervalo y otro, independien-
temente de cuan cercanos estén ni lo pequefios que sean. No es posible
hacer un pronéstico del comportamiento de una accién con la informa-
cién presente. Esta hipdtesis corresponde con los datos estadisticos.

» Hipotesis 5. In S, tiene distribucién normal. Esta hipdtesis se puede
justificar de varias formas, la que aceptamos aqui es que corresponde

con los datos estadisticos. Otra forma de justificar es utilizar el modelo

discreto de Cox-Ross-Rubinstein que permite construir una sucesion de
procesos discretos que aproximan el precio de una accién, sin embargo
es necesario desarrollar herramientas para asegurara la convergencia
de estos procesos.

Otra alternativa es utilizar las hipétesis de la seccién uno, las hipétesis
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de Samuelson® acerca del riesgo y la caracterizacién de Paul Levy del
movimiento browniano. No desarrollamos alguna de estas alternativas,
ya que los resultados del apéndice B justifican en un camino diferente
el modelo browniano geométrico y en particular esta hipdtesis.

® Propiedad 1. X, es continuo y adaptado a la filtracién {F:}oct<oo ¥
Xo = 0. Es suficiente despejar la ecuacién S, = Sp exp(rt + X,) para
obtener s
Xt = ln(g:)') —rt,

y aplicar las hipdtesis 1 y 2.

s Propiedad 2. X, tiene dlstnbucxon normal. Es consecuencia directa de
la hipétesis 5. : :

Sea X, = /&2, y-q—"jat’\dond’ '.":" = a,y Var(Xt) b,. Entonces
E(Z,) = 0y Var(Z;) ="t '

La hipéte_sis:»'3.bimpliéa que E(e{"‘) ‘= 1"y en términos de la distribu-
cién normal:= xp(f‘“z;:z)dx*= 1. Completando cuadrados

e
_2“—"> - exp(—L"'—"—_';T_bﬁ)d:z: = 1 y entonces:
" —00

- - T eX]
se obtiene que: 75wt

2a+ b =0. (3.6)

» Propiedad 8. X, tiene incrementos independientes. Es consecuencia a
la hipétesis 4 y al siguiente
Lema. Sean A, B,C y D variables positivas y acotadas tales que las
diferencias A — B,C — D son variables independientes. Las variables
In 4) y In(£) son independientes.

Demostracién. Sea M una cota para las variables A, B,C y D. Sean
W={weQ|In(d) <al yV = {w € @ | In(5) < b}. Se debe

SEstas son:
a)El valor absoluto de la suma de los riesgos esta acotado.
b)EIl riesgo no se acumula en un periodo de ticmpo en particular.
Esto permite concluir que la variacién cuadrdtica del riesgo es la identidad con respecto
al tiempo.
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demostrar que P(W N V) = P(W) x P(V).

“Ar2n Afan
Sean BN = Z L1, y DNV = kz=:1 £ 15 donde 1; = 1{"?‘v'-SB<;"v) y

lk = 1{ <D<—,v-}

Sean WN ={A— B'<BN(e" —1)} y VN = {C — D < DV(e* — 1)}.

M2V i =
> P[W;év PIVY].
k=1j=1 Ci o v Lo [
Ahora demostramos. que:1im N)'= P[W], lim P[V"] = P[V] y

Vemos el caso lim P[W P[PV] siendo los otros casos similares.

Dos propiedades so neqésérias:

WN c W. Sea w € W¥#; entonces A(w) — B(w) < BV (w)(e® — 1) <
BY¥*+(w)(e* — 1)< B(w)(e® — 1). La iltima desigualdad se sigue
porque BY .< BV+!1 < B de acuerdo a la definicién de estas
variables.

UWN = W. Sea w € W, entonces A(w) — B(w) < B(w)(e® — 1). Sabe-
mos que lim BV (w) = B(w) y como la desigualdad es estricta
entonces existe Ny tal que A(w) — B(w) < BMo(w)(e* — 1) lo cual
implica que w € W/o,
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tenemos entonces W& ¢ W+l « W y UW7J = W, lo cual implica las
igualdades: lim P(W¥) = P(UW¥) = P(W).O

Las propiedades 1, 2 y 3 dan la fé6rmula para S:

S, = Spe™ exp(‘/ﬁZL + ar),

donde Z,; es una variable continua, . con; medm cero y. varianza ¢, con incre-
mentos independientes y distribucién ‘no recisamente las propxedades
que definen al movimiento browniano : :

exp(\/ x : + az)

. Calculamos las

para lo cual las funciones by

3
parciales: .
E—TF—!—F{G. +z(_,_) 1/2bl—b

\/_F

I’_,,z = —‘F

Entonces:
SA — Sp = :.

Zg(bg) l/2bt

B i :
/F(t, Z)F+a' + ]dt+ 2/ ”‘F(t Z)dt
A

-+
B

/ %F(t, Z)dZ,
A

B
/St[r +a' + Z‘(b‘)—l/zbt L lf’—‘]dt + / ,/ -£5,dz,. 3.7)
A

Cuando el término

%’- es constante, entonces b, = o%t. La ecuacién 3.6
implica que a, = —102t y la ecuacién 3.7 se reduce a:
3

B B
s,,—sg=r/s,dt+a/s.dz,.
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Lo anterior se puede rescribir como:

S; = Sp exp(rt — %azt + o Z).
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3.3. El modelo de valuaciéon Black-Scholes

3.3.1. Tipos de opciones

Una opcién es un instrumento financiero? en el que intervienen un emisor,
un comprador, un instrumento primario subyacente y una institucién que
respalda la transaccién.

Como ejemplo de instrumento primario podemos pensar en una accién o
un bono. Un instrumento derivado es aquel cuyo precio esta relacionado a
un instrumento primario subyacente. El principal ejemplo a tomar en cuenta
es una opcién.

Una opcién es un instrumento derivado generalmente sobre una accién
o un bono, altamente transaccionada en un mercado especializado en
derivados, y es un medio por el cual se administra el nesgo debido a la alta
volatilidad del instrumento subyacente.

Esto quiere decir que el posecedor o emisor de una opcién’ generalmente
es un inversionista técnico que cuenta con un portafolio. que relaciona
posiciones en opciones con posiciones en los titulos accionarios subyacentes.

Esta es una lista de las caracteristicas de una opcién:

1. Existen dos tipos de opciones.

Una opcién de compra es un contrato por el que se debe pagar una
cantidad pactada. Da al poseedor el derecho pero no la obligacién de
comprar en una fecha de expiracién un titulo de accién a un precio
establecido.

Una opcién de venta es un contrato por el que se debe pagar una canti-
dad pactada. Da al poseedor el derecho pero no la obligacién de vender
en una fecha de expiracién un titulo de accién a un precio convenido.

2. La opcién estd definida por tres pariametros.

De acuerdo al anterior punto una opcién queda determinada por la
fecha de expiracién del contrato, el valor de la opcién y el valor de
ejercicio del instrumento subyacente.

7Como todo instrumento financiero, un contrato legal en el que se establecen derechos
y obligaciones por ambas partes.
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3. Existen varias clases de opciones.

Las opciones europeas que solo se pueden ejercer en la fecha de ex-
piracién, las opciones americanas que se pueden ejercer en cualquier
fecha antes de su expiracién, las opciones asidticas cuyo valor al dia
depende de la gréfica de precios en el pasado. En cuanto al problema
de valuacidn de estos instrumentos, sélo las opciones europeas permiten
encontrar soluciones analiticas. En lo que sigue nos concentraremos en
las opciones de compra curopeas.

4. Son volatiles.

Esto es una consecuencia a que el precio de la opcién estd en funcién
del precio de la accién.

5. Determinan posiciones en corto y en largo.

El poscedor de una opcién (de compra o venta) sobre una accién se
dice que adquiere una posicién larga sobre la opcidén.

El emisor de una opcién (de compra o venta) sobre una accién se dice
que adquiere una posicién corta sobre la opcidn.

3.3.2. Paridad de compra-venta y spreads

Las opciones de compra y venta estin relacionadas por una férmula que
se llama paridad de compra-venta (put-call parity) la cual obtenemos de la
siguiente forma:

Consideremos un portafolio II que consta de un titulo de una accién
con precio inicial Sp, una posicién en corto de una opcién de compra C con
fecha de expiracién T y precio de ¢jercicio X, una opcién de venta P con la
misma fecha de expiracién y precio de ejercicio que C.

Tenemos entonces que Ilg = Sy + P — C y el valor del portafolio en la
fecha de expiracién T estd dado por Ily = S+ Pr—Cr = Sp+ (X ~Sr)+t —
(St ~ X)* es facil ver que II+ = X, es decir que el valor final del portafolio
es independiente al comportamiento del precio de la accién S. El principio de
arbitraje determina el valor del portafolio en el intervalo [0,T] y estd dado
por:

M, = Xe "T-9, (3.8)

Esta férmula que se llama paridad de compra-venta relaciona en
forma explicita el comportamiento de una opcién de compra con una op-
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cién de venta. Esto reduce el estudio de las opciones a las opciones de compra.

Se mencioné m4as arriba que la funcién de una opcién-es dar.una alter-
nativa para la administracién del riesgo y en este sentido la deducmén de la
paridad compra-venta ilustra esta afirmacién. También es posible especular
con estos instrumentos pero en una forma sistematica'y controlando el riesgo
como se muestra en los siguientes ejemplos. 2

Un portafolio bull spread B, consiste de una opcién de compra C sobre
una accién S con fecha de expiracién T y precio de gjercicio X y de una
posicién en corto de una opcién de compra C’ conila misma fecha de
expiracién T pero con precio de ejercicio X + &, es decir que 8, = C; —

En la fecha de’ explracmn tenemos que BT = (ST = X)t —(Sr—~X —h)*t
si partimos el domx io en que se mueve S;:

= Sr e [O X] entonces ﬁT =.0.
‘ I’ n ncesﬁp—ST—X.

s Sp € [X + h oo] entonces Br = h.

En la figura 3.1 podemos ver la gréfica.

El poseedor de un portafolio bull spread especula sobre el crecimiento de
la accién S pero controlando el riesgo, en el sentido de que conoce el valor
en riesgo. Este valor estd dado por |Co — C{l.

Un portafolio butterfly spread (3, consiste de una opcién de compra C
sobre una accién S con fecha de expiracién T y precio de ejercicio X, otra
opcién de compra C’ con la misma fecha de expiracién T pero con precio
de ejercicio X + Y y finalmente 2C* posiciones en corto de una opcién
con fecha 7" y con precio de ejercicio X + %)", es decir que 3, = C,+C{—2CY.

El valor del portafolio en la fecha de expiracién es Br = (Sr — X)* +
(Sr— X —Y)* —2(Sr — X — 1Y)+, si partimos el dominio en que se mueve
S,:

= S € [0, X] entonces Br = 0. r TESKS CON
A

= Sp € [X,X + 1Y] entonces Br = Sr — X.

LLA DE ORIGEN

« Sre[X+ 1Y, X + Y] entonces B8r = X +Y — Sr.
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valor del portatotlio en el tiempo T

valor de S x . X+n

Figur:
- Sre[X+
En la figura :

rtafolio,el:inversionista especula que el valor de

Es claro qﬁe. en
1 El valor-en riesgo de este portafolio es'|Bo| =

Sr estara préﬁcim
|Co + C§ — 2C¢ |-

wator det! portafolio en ef tiempo T
Y/2.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

valorde S X X+¥/2 X+Y

Figura. 3.2: Comportamiento del portafolio butterfly spread.
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3.3.3. Ecuacidén de Black-Scholes

Una vez revisados los conceptos financieros relacionados
se procedera a la tarea de su valuacién. Especnﬁcamente St
de valuacién de Black-Scholes para una opcién de compra.,,
cl modelo browniano geométrico para una accién, las - hipét
uno y una tasa de interés constante. S

! "una opcnon,

erd el modelo

Como una opcién depende del precio de la accién subyacente, suponemos
que el precio tiene la forma V' (¢,S,). La funcién V, debe satisfacer las condi-
ciones de regularidad para aplicar el lema de Ito.

Se obtiene la funcién en dos pasos. Primero, se deduce una ecuacién
diferencial que se debe satisfacer en forma dnica dadas ciertas condiciones
de frontera, y segundo, se simplifica la ecuacién para resolver y encontrar en
forma. explicita la solucién.

La accién sigue el movimiento browniano geométrico S; = Spe" exp(oB —
1o2¢t). El lema de Ito permite escribir:

V(Si, ) — V'(So, 0) _/{atv+usé—)a—v_+; 2‘923 V}dt-f—o‘/ S—VdB.

Mediante un portafollo autoﬁn> nc‘able se:replica:el precio de la opcién.
Este tiene la forma: :

. - B Hz =S +"/)tPta
¢ indica el numero de tltlllOS dé acciones, S indica el precio de una accién,
1 el numero de bonos y P indica el precio.

Las diferenciales de IT y V' 'deben ser iguales:

Z] 2o O° R
[atV+uSa VvV 4+ a S a V]dt+cha VvdB
@dS + YdP.
Necesariamente:
Sv_s
s :
al sustituir dS = uSdt + odB y dP = rPdt se llega a la igualdad:
[—V + pSo— Oy 1 025‘"’ a V + ri Pldt,

Js
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la anterior ecuacién se reduce a:

9 1 5.0 87 , _
: -8—tV —+ 59 S 532 ryP = 0.
Observando que rz/;P =r(V — S 3:V) se llega a la ecuacién:
a o a2 -
il V4 o a2g2 - =
s =V +7r5 P V4 o- ) Yo rV 0 (3 9)

que es la ecuacion de Black-Scholes. Con esto se cubre el pnmer' paso

3.3.4. Formula de Black-Scholes

Ahora seguimos con el paso dos. Para resolver la ecuac
aplicar una transformacién que convierta la ecuacid

.. Ot
Esto elimina el térmlnoy —1‘V‘
Con un cambio de variable sé elimina el término TS%W de 3.10.

Para encontrar el cambio de variable que elimina este término, se hace
un cdlculo con la regla de la cadena.

Sea ®(¢,5) = (a(z,S5),b(¢,S)) la transformacién mediante la cual se
hard el cambio de variable. Sea G o ® = W y apliquemos la regla de la
cadena para obtener DG - D® = DW . Explicitamente:

W, = a,Ga + b:Gy
"Vs = a,Ga -+ b,Gb.

La parcial de segundo grado es:

Wis = @ssGa + as(Ga)s + bssGp + bs(Gp)s.
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(G.)s se obtiene con la regla de la cadena D(G, 0o ®) = DG, - D®. Explicita-

mente:
(Ga o (I))L = atGaa -+ thba

(Ga =] (I’), = asGaa -+- baGbcn
en forma andloga: ) )
(Goo @) = aGab + b:Grs’
(Gb°‘1>)s 2,Glab + B,Gy,

Lo antemor da la’ expresno ¥

Elxmmamos el: b ecuacién
se reduce a: :

GoH'(t) + Gu(30°5 (3.12)

Es posible elegir a y b que red

ra -V tiene la

Primero, hacemos H (t)f; '
ransformacion  H (t).= T — t nos da

condicién final V (T, s) =.(s
una condicién inicial.

Segundo, es necesario un término constante en Gy. La tinica forma en que
se cumple esto, es cuando b(¢,s) = In s + g(¢). Si sustituimos en el coeficiente
de Gy e igualamos a cero, resulta que g'(t) — 30252 % +7sl = g'(t) — 30% + 7,
esto implica que g(¢) = (302 — 7)t.

Es decir que el cambio de variable:
&(t,s) = (T —t,Ins + (%02 —r)t),
reduce la ecuacién:
a

92 a
=W —og252 4 — W =
8t“ + a' S — 557 4! +7'Sa 1 4! 0,

(8.11)
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a la ecuacién de calor

Ga = -;-crszb. (3.13)
Sean A = 102, A = 102 — r y ¢ la condicién inicial a esta ecuacién. La
solucién a 3.13 es:
(A= ’/21) —y)?
Glat) = 5 \/__ / ¢(f Ny) exp(— Y. (3.14)

Ahora se deter r nara“ ‘a. funcxon (,o para. obtencr la solucién dada por 3 14
Dado que Vf entWwi s e"‘G od®d y V(T,s) = (s — K)*, entonces resulta
que: G(0,Ins+: AT) = c_"T(s — K)*, que se puede reescribir como G(0,b) =
e~ T (eb—4T ' K)*. Esto significa que: ¢(b) = e~ "T(e!~47 — K)*. La solucién
3.14 con la condxclon 1n1c1al © es:

_ /\_1/212— )2 -
/(e‘/x” AT — Ky exp(—%)dy

Gt = 26\/ﬁ

La de51gualdad @w(vVAy) > 0 se cumple sélo en el caso.en que y = (nK -+
AT)A"Y2 = 3y, y entonces: . :

G(a,b) =  11+Iz
_ (A—1/2b —_ y)2
Lab) =2 \/_ f exp( A= ay
1/2p — 22
Iz(a,b) = / ‘/—y—ATexp( —(/\ 41; v) Ydy.

Sea ug = 'T;K(b —1In I{ f'AT). El cambio de variable:

Ly = —uv2a+ bA"V/32, (3.15)
reduce I y I B
ug
Ke T : (u)?
I, = —)— o e:\p(———2—)du,
—o0

uo
—rT o— AT b
12 —_ € e e e—V2nAu

u? d
Wor exp(— ?) u.
—oo
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Completamos un cuadrado: 2a u — % = L‘z—z—%'-‘- =
—(u+v2a,\!’+2az\ — _(u+ 20A22 -+ a\ y

—rTe —AI‘ b 2
- £ f e exp(—&xv2e)?y 4, Hacemos .

I, = L\/.e_;:?"e_““ J‘ exp(—-—-)dZ

Denotemos: con P-la dlstnbucmn normal:

demuestra la &gunente formula

1n73+a(§a' +T)) In 5% o +a,(7' 202))
ova ova )

Esta es la formula de Black-Scholes, 1a solucién al problema de valuacién de
una opcién de compra europea sobre una accién que no paga dividendos y
cuyo comportamiento sigue el movimiento browniano geométrico.

V(t,s) = s¥( — Ke ™o ( (3.16)
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3.4. Modelos para un bono

3.4.1. Tipos de bono

Un bono es un contrato por el que se debe pagar un precio inicial, y
da al poseedor el derecho de recibir en una fecha de madurez 7', un pago
preestablecido dentro del contrato, el valor nominal®8,

Los bonos son instrumentos altamente transaccionados cuyos emisores
son cmpresas consolidadas en su sector y que satisfacen los requerimientos
de normatividad; desde su perspectiva, la emisién de un bono representa una
forma de financiar proyectos internos para el desarrollo de oportunidades
de negocio aceptando un nivel de endeudamiento. Desde el punto de vista
del inversionista, un bono es una alternativa de inversién segura en donde el
rendimiento se conoce anticipadamente y se puede elegir el nivel deseado de
riesgo.

Existen dos caracteristicas que un bono debe tener:

» Nivel de riesgo.

Existen los bonos que son emitidos por empresas altamente confiables
tanto en su actividad empresarial como en el manejo de sus finanzas,
esto da una alta seguridad de que la obligacién adquirida se cumplira,
un ejemplo de ellos serian los cetes?, que son bonos emitidos por el gob-
ierno. En este caso, se considera que el bono es libre de incumplimiento.

Contrario al anterior tipo de bono, existen los bonos emitidos por em-
presas que por su situacién en la fecha de madurez, no pueden cumplir
con su obligaciéon contractual, en este caso se incurre en incumplimien-
to. Las empresas que han sido calificadas como riesgosas hacen atrac-
tivos sus bonos al ofrecer un premio mayor que un bono bien calificado.
Los bonos con posibilidad de incumplimiento se tratan en la siguiente
seccion con el modelo de Merton.

=» Flujo de cupones.

Una de las caracteristicas de un bono, es que son contratos a un plazo
largo de tiempo que puede llegar a veinte afios. Para aumentar la

8En inglés, the face value o the nominal value.
9Los certificados de la tesoreria de la federacion. Titulos de crédito al portador emitidos
v liquidados por cl gobierno federal a su vencimiento.
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demanda de los mismos, existen los llamados bonos con cupdén, que
periédicamente pagan un capxtal a los inversionistas.: Este 1mporte se
le conoce como cupdn. L . .

Los bonos que no ofrecen el pago de cupones sé conocen como bono
cupdn cero.

En esta seccidén se considerard, un bono cupén cero que es libre de riesgo
de incumplimiento.

Sea B(t,T) el precio de un bono con fecha de madurez T en el in-
stante de tiempo t¢. La diferencia B(T,T) — B(0,T) esti determinada por
una tasa de interés. En el caso mas sencillo, la tasa de interés simple
que estd dada por {B(0,7) — B(T,T)}/B(0,T) = r. Esto permite obten-
er el rendimiento global que tuvo el bono en el periodo de su existencia [0, T].

El tiempo de madurez T generalmente es grande, y en este intervalo de
tiempo, el precio del bono tiene variaciones que la tasa simple no muestra,
esto sugiere considerar intervalos pequeiios distribuidos homogeneamente en
el intervalo [0,T] :

B(t, T)— B+ h,T)
. B(t,T) ’
estos cocientes capturan mas informacién del comportamiento del bono y me-
diante un proceso de limite de estos cocientes, se obtiene la tasa instantdinea
de interés compuesto, tamblen llamada tasa de rendimiento!®

Y(t T) = t In B(¢, T),

T =
si despejamos a B de la anterior igualdad, se obtiene:
B(t,T) = exP[_Y(t’ T (T — t)]l

esto dice que la tasa de rendimiento determina el comportamiento del precio
de un bono.

3.4.2. El modelo de Vasicek

Ahora pasamos al problema de encontrar un modelo para el precio de
un bono, los pasos a seguir son similares al proceso con el que se resolvié el

10En inglés yield-to-maturity.
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problema de valuacién de una opcidén. La tasa de interés juega el papel de
una accién y el bono juega el papel de una: opcién.

El proceso que aceptamos para la tasa instantdnea de interés es de acuerdo
al modelo de Vasicek!!:

dr = a(B— i)dt_-*- odW.

Para entender los términos que‘aparecen en esta ecuacién, resolvamos la
ecuacién diferencial 7’ + ar — af'='0. Esta ecuacidén tiene el factor de inte-
gracién g = e®t y su solucién es: r(t) = e~*¢[r(0) — 8] + B. Esta funcién tiene
propiedades interesantes. Su limite en el infinito es:

dim o =2,

el parametro ¢ determina la rapidez de convergencia del limite y 8 determina
a donde converge; siempre es positiva lo cual es deseable de una funcxon que
va a representar una tasa de interés. :

El término odW al igual que el modelo para una accién, captura la
incertidumbre del fenémeno.

Dada una tasa instantaneca de interés compuesta constante r, el compor-
tamiento de una cuenta de ahorro que comienza con un peso esti dada por
B; = e, esta funcién satisface la ecuacién dBt = rB:dt. En el caso general
de una tasa que no es constante: B, = e:;p(f0 rydu) y también se satisface la
ecuacién dB, = r,B,dt.

El modelo de una accién, sugiere modelar el precio de un bono por
dB, = B(r,dt+o:dW1”). Esto concuerda con la intuicién que dice, que un bono
es similar a una cuenta de ahorro en el que un elemento de incertidumbre
sc¢ ha introducido, pues al precio lo afectan factores del mercado que no se
pueden determinar. También se puede cstablecer con mayor formalidad esta
representacion al suponer que el proceso B(t, T') es una submartingala contin-
ua y positiva, entonces se aplica el teorema de representacion del apéndice B.

Se llega asi a un sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas:

dr = (8 — 7r)dt + od\¥,

dBL = Bt(ngt -+ Ugd"v).

! Ver Musiela[34].
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En este sistema ain no se conoce el coeficiente de.difusién;o;. Para

determinar a o existe cierta libertad inevitable relacxonada al premo de.

mercado del riesgo(the market pnce of risk).

En un mercado libre de- oportumdades de arbltra_]e existe:una medlda P,
del espacio 2 bajo la cual el precxo del bono descontad' ( T)/Bg és una
martingala. SR

Bajo esta conchcxon se umple qu

B(t, T)/Bt ‘ Ep (BT, T) /BT | Ft) = E'p_ (exp(—/ vrvudu’)'fl} Ft) ;

lo cual rescrlblmos como
B(t: T) - -~
es decir:

supongamos que B(%, T) tiene la forma '
equivalente a la ecuacién dxferencxal.

s
Y () + 2 ZY (1,0) + (a

cuya solucién es:

B(4T) = é;"“;7"’>—";(“'7.5,"‘ o

en donde:

(e, T) = (1 - e_b(T—‘))

m(z, .T) = / n2(u T)du— a/ n(u, T)du.
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3.4.3. El modelo de Merton

El modelo de Vasicek da el precio para un bono que esta libre de riesgo
de incumplimiento.

En Merton[27] se da el precio para un bono con'la posnblhdad de
incumplimiento, contestando asi a la pregunta: -

En un mercado libre de arbitraje; cudl seria. el prec1o Justo de un:bono
que tiene la posibilidad de mcumphmlento y. hace la’ promesa de un pago L
en una fecha de madurez T? : : ;

Veamos como se procede : 51gu1endo la exposwlén en- Bleleck1[4].' »

Introduzcamos los sxgulentes procesos-

V¢ es igual al valor del’ emlsor

10

E, es la equidad en‘el tlempo t.

3. D, es la deuda al tiempo ¢,
estos procesos estan relacionados por V; = E,; + D,.

4. X = min{Vp, L} que representa la promesa de un pago L en la fecha
7. Si el valor Vr es mayor que su obligacién, entonces X = L y puede
hacerse este pago, sin embargo, cuando Vr es menor, entonces X = Vi
y el emisor incumple su promesa.

Observese que:
DT == Av
y ademas
D, = LB, T) — P, (3.18)
donde B(t,7') es un bono libre de incumplimiento con valor nominal uno
y P, es una opcién de venta sobre Vi con precio de ejercicio L, ambos con

fecha de madurez 7. Para justificar esto, observese que LB(T,T) = L y
Pr = (L — Vr)*. Por otra parte L — (L — Vr)* = min{Vr, L}.

De lo anterior se sigue que FE; es una opcién de compra:

ET' = VT - DT = ‘/T - mx’n{VT, L} = (Vr - L)+.
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La ecuacién 3.8 de paridad entre opciones de compré.' venta, permite
calcular el precio de una opcién de venta con el valor de la correspondxente
opcién de compra, la férmula de Black-Scholes 3 -

o:browniano geométrico :
na:forma cerrada:

Suponiendo que el valor V; sigue un movxmlen
dV /V, = (r — A.)dt 4 odW la ecuacién 3 18 ‘tien

D(t,T)=vge-'°(.T--*>N(—'d+<m,T ;»it:) +LB m, — 1)), (3.19)

donde:

a*(Ve, T — t)v = —w—[ln(g‘) +(r—k +»-1-a2)(T—— o]
d=(Ve, T — t) = sy [In(f) + (r — kb = 320 (T — )]
N(@) = = [= e~ Fdu.

Esta férmula resuelve el problema de valuar un bono que puede incurrir
en incumplimiento, pero también permite contestar la siguiente pregunta:
Cual es el costo de un crédito negociable el cual puede convertirse en crédito
vencido?. Lo que se debe hacer es despecjar el valor nominal L de la férmula
3.19 y ponerla en funcién de la deuda D(0, 7).



Capitulo 4

Modelo para una cartera de
tarjetas de crédito

En este capitulo se propone un modelo para la cartera de tarjetas de
crédito de un banco.

En la seccién uno, se discute en forma general, el portafolio de un banco
¥y la operacién de una tarjeta de crédito.

En la seccién dos, se expone un modelo estocdstico general para repre-
sentar el comportamiento de un cliente.

En la seccién tres, se resuelve el problema de integrar los clientes que
comparten ciertos parametros para simular una fragmentacién de la cartera.
Esto da un tinico proceso de deuda para una volatilidad particular.

En la seccién cuatro, se define un esquema para aplicar una tasa de
interés cuando la deuda es variable.

En la seccién cinco, se presentan algunas especializaciones del modelo
que simplifican los coeficientes de las ecuaciones involucradas.
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4.1. La cartera de tarjetas de crédito

4.1.1. El portafolio de un banco

En una primera aproximacién, el portafolio de un banco estda dado en la
forma:
H¢ =Ag +PL+I¢+TC¢+TD¢+F‘L.

1. A representa el activo del banco. Esto se refiere a todos los sectores de
crédito: al consumo, crédito comercial, autofinanciamiento, hipotecario,
etc. i

2. P representa el pasivo del banco. Esto es el capital que el banco capta
a través de productos como son: sociedades de inversién, servicios de
recaudacién, ndmina, programas gubernamentales de desarrollo, etc.

3. I representa las posiciones en instrumentos financieros, como son los
cetes, acciones o productos derivados.

4. T'C representa la cartera de tarjetas de crédito.
5. T D representa la cartera de tarjetas de débito.

6. F representa un fondo que mantiene el nivel de capitalizacién del banco.
Debe ser de un minimo de ocho por ciento sobre el valor presente de la
deuda de la cartera de crédito.

Los segmentos deben mantener una buena relacién entre ellos. Por
cjemplo, con respecto a los segmentos de activo y pasivo, si un banco
capta dinero y no lo coloca en crédito, estd comprando dineroc que no esta
vendicendo, ciertamente esto genera una pérdida. En el otro caso, si existen
clientes sujetos a crédito pero no hay suficiente captacion, hay oportunidades
de negocio desaprovechadas.

Este portafolio lleva a los siguientes problemas:

1. EIl andlisis de cada uno de los segmentos para modelar su evolucién en
el tiempo.

2. Integrar los segmentos para determinar la evolucién del portafolio.

3. Optimizar el portafolio con respecto a los parametros de rendimiento-
volatilidad.

En este capitulo, se propone un marco general para estudiar la cartera de
tarjetas de crédito, y tener asi, un modelo para atacar el primer problema.
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4.1.2.

Ahora se plantean dos preguntas que ayudarin a poner en claro que se
pretende estudiar de la cartera de tarjetas de crédito:

1.

2.

El concepto de tarjeta de crédito

Comé funciona este instrumento?

Desde el punto de vista del tarjetahabiente, una tarjeta de crédito es
un medio de pago que le permite comprar dentro de un limite, sin tener
efectivo disponible en el momento de la compra. Ademsds una tarjeta
de crédito es atractiva porque da acceso a promociones como com-
pras a plazos con tasa de interés cero, sorteos y acumulacién de puntos.

Para el punto de vista del banco, una tarjeta de crédito requiere inver-
sién en andlisis, capital humano y gastos operativos. Estos son algunos
de ellos:

a)

b)

)

La emisién de una tarjeta de crédito implica una forma especifica
de crédito y por lo tanto de asumir un riesgo. Esto hace necesario
realizar un estudio al cliente mediante un proceso llamado credit
scoring lo que implica inversién para formar capital humano con
conocimiento en el drea y ademais instalacién y mantenimiento de
sistemas.

Andlisis para determinar los parametros que caracterizan un pro-
ducto como son: tasa de interés, limite del crédito, fechas de corte,
etc.

Gastos operativos en sistemas, departamento de aclaraciones, de-
partamento de cobranza, mensajeria etc.

Qué expectativa tiene esta cartera?

Las oportunidades de negocio de este instrumento son:

a)

&)
<)

Si se admiten clientes que tienen cierto nivel de riesgo, lo que
se ve reflejado en que son clientes impuntuales y generan deuda,
entonces se tiene la oportunidad usual de un crédito.

Comisién anual para la emisién y renovacién de la tarjeta.

Costo transaccional, con cargo al comercio por una operacién
hecha con la tarjeta de crédito.
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d) El valor del cliente. Cuando un cliente tiene una tarjeta de crédito,
existe la oportunidad de ofrecerle una canasta de productos rela-
cionado a sus necesidades y actividades como: cuentas de ahorro,
administracién de inversiones, seguros, pago de servicios, etc.

4.1.3. Problemaitica

Con respecto a la primer pregunta, es interesante estudiar los paridmetros
que definen un producto de la cartera de tarjetas de crédito.

No se pretende estudiar el proceso de credit scoring ni gastos operativos.

Con respecto a la segunda pregunta, es interesante estudiar el compor-
tamiento del- cliente para determinar la relacién riesgo-rendimiento en el
crédito.

No se pretende estudxar otra oportunldad de negocio.

El problema toma fo n tres pasos*

Primero. Un modelo genera epresentar el comportamlento del
cliente. .
jue comparten valores en ciertos paramet-
ros. R R
Tercero. Especializac

‘ eficientes del modelo resultante de los pa-
sos uno y dos.’ - S
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4.2.

El1 modelo para el comportamiento de un
cliente

Considerando que las actividades badsicas de un cliente son consumir y

pagar en su tarjeta, se propone un modelo que tiene los siguientes elementos:

1.

2.

Una filtracién F, que satisface las condiciones usuales!, con respecto a
la cual todos los procesos considerados son progresivamente medibles.

Un tiempo 7", que representa el tiempo que tiene el cliente para pagar
su consurmo. Para fijar ideas, T° corresponde a 30 dias.

Un tiempo T*, que representa un horizonte, en el que termina el periodo
de andlisis. Para fijar ideas, T* = 12T, es decir un aﬁo.

Un proceso C, que representa el consumo acumulativo del cliente. Este

consumo es continuo e instantineo.

Un proceso P, que representa el pago acumulativo del,
es continuo e instantdaneo. ;

Un proceso L, que representa el limite de credlto dlsponlble en el in-
stante de tiempo t. El valor inicial del limite de crédito es una cota
para este proceso en todo tiempo, es decir. que Ly < Lg. Ademas el
valor inicial esti determinado por una constante ! que representa un
porcentaje determinado en credit scoring:

Lo =11

Antes de continuar es necesario introducir las siguientes definiciones.

Definicién 4.2.0.1 La deuda del cliente en el tiempo t, es el proceso:

D¢ = C(g_T)-\\- - Pg. (4.1)

Definicién 4.2.0.2 Un cliente es puntual cuando su deuda es cero:

D, = 0.

Los procesos C, P, L y D son continuos, positivos y progresivamente

medibles. Pero ademads tienen las siguientes propiedades:

! Las condiciones usuales son: la filtracién es continua por la derecha y contiene a todos
los conjuntos nulos.
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1. Son procesos crecientes positivos:
0 S Pt S I)t+h-
0 < C: £Ctyn.

2. C domina a P:
! . o S_ Pg S C(t—T)+-

Son submartingalas:.. -

" B(Cun

ntonces es valida. la relacién:

(42)

es decir que . e
Litn =, Deyn.= D)
v en forma diferencial es la ecuacién 4.2
Observacién 4.2.0.3 Como los procesos C; y P, son submartingalas con-
tinuas, de acuerdo a los teoretnas Bl y B2 del apéndice B, aceptan la repre-
sentacion:
C, = /J\f['dﬂ’+A'.

P, = /N’dVV+ B'.

Se puede garantizar que estos procesos son estrictamente positivos, st se toma
la condicion Co =1 y Po = 1. El teorema B8 implica que los procesos siguen
un comportamiento browniano geométrico:
dC, = C (Adt + MdW). (4.3)
dPr, P,(Bdt + NdW). (4.4)
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Lo anterior permite concluir que la deuda de un cliente, es un proceso de
difusién de 7Ité:
dD = é,dt + o, dW. (4.5)
con
d=CA—-PB

o=CM — PN.
Como los clientes que son puntuales, no tienen una deuda positiva, no

es posible aplicar una tasa de interés, de acuerdo a la problematica que se
planted en 4.1.3, esta clase de clientes no se estudia en lo que sigue.

La ecuacién 4.2 es interesante, porque caracteriza los clientes que: son

puntuales. Esto sugiere que los clientes que no lo son, deberian tener una

ecuacién similar a 4.2, pero con alguna modificacién.
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4.3. Fragmentacion de la cartera

En esta seccidon se plantea una alternativa para formar segmentos en la
cartera de tarjetas de crédito. Esta fragmentacién se hace respecto al riesgo
de incumplimiento.

Son necesarias las siguientes hipdétesis:

Hipotesis 4.3.0.4 La volatilidad de la deuda de un cliente se mantiene en
el intervalo:
o€l =[c—¢€,0+€].

Haciendo abuso del lenguaje, se puede decir que la deuda tiene volatilidad o.

Hipdétesis 4.3.0.5 En el proceso de credit scoring se determina la relacidn
entre | el porcentaje del ingreso que un cliente tendrd de limite de crédito, el
riesgo que representa el cliente o y la tasa de interés p (definicion 4.4.0.7)
que se le aplicard como premio excedente a la tasa del mercado por el riesgo
tormnado.

La hipdétesis 4.3.0.5 hace que la volatilidad sea el parametro utilizado para
identificar un segrnento de la cartera. Para integrar los clientes que tienen

la misma volatilidad, es necesario hacerlo respecto a un tnico proceso que
refleje la incertidumbre de esta coleccidn:

Hipdotesis 4.3.0.6 Existe un proceso de Wiener:
we,
que representa la incertidumbre del segmento.

Ahora, sean dados NN clientes con volatilidad o.

Los procesos asociados a cada uno de estos clientes {Ci, P D, L}V
se pueden integrar para obtener solamente cuatro procesos {C,P,D,L},
representativos del segmento correspondiendo a o.

De acuerdo a la ecuacién 4.5 la deuda del cliente tiene la forma:

dD! = &idt + oidW?i.

El teorema B2 permite escribir oldW? = o{®'dW*, al sumar estos proce-
sos se obtiene:
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= ZN: dD' = [Z &lde + [Z a'2<I>‘]dW".

i=1 i=1 Li=1

Si se define:

se llega a la siguiente representacmn para Ia deuda. »

dD® = §dt +Gdwe.

(4.6)

ESTA TFSES NO g7 =

DF Ll r-x
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4.4. Interés generado por una deuda dinami-
ca

Definicién 4.4.0.7 Elspread p, es una tasa de interés compuesto que rep-
resenta un premio por el riesgo tomado en el cliente.

Definicién 4.4.0.8 Dada una tase instantdnea de interés compuesto T, y
un spread p, sea ¥, = r¢ + py.

FEl interés generado por la deuda D; es:

t
G, = / D,dF, 4.7)
o

donde F(w,t) = cxp(fot Fsds).

Motivacion. R
A continuacién la motivaciéh‘_de\.la déﬁnicién 4.4.0.8.

Sea dada una tasa de il

wnte’y un intervalo [0,7]. Sean:
h=LX yit;=1ih. e
Yl

Supéngase quefflav e;‘DL = d. El cliente debe pagar

dexp(rT) al final'de

Si la deuda’
para encontrarla

: N
(D) =~ Z Dy, exp(rh).
i=1

Esta apro'.\; { ‘fpara el caso en que D es constante se reduce a:
Gr (D) = Ndexp(rh), pero al tomar el limite, este converge a infinito.

Cambiamos la aproximacién de la siguiente forma:

N
Gr(D) = Y _ Dy[exp(rt;) — exp(rt;_1)]. (4.8)

i=1
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Para el caso de una deuda constante, 4.8 es una suma estroboscépica:

=1

dz exp(rt;) — exp(rt;—y) = dexp(rT) — dexp(rto) = de'(p(rT) —=

Por otro lado se tiene que fo d1dF = d,[exp(rt) — e\:p(O)]
4.8 comcxden i

rla’ poi‘ una funcién
constante por: pedazos _' i En est;e ‘caso, se debe
observar que’ e*{xsten‘, >
Esto se explica ‘a’con

Sea: L SRS e
D(w) =d1 1'[0,.4)' + dzl'[A.B]-

Supongase que dl < dg
Es posible definir, en al menos tres formas el 1nteres generado por D(w) :
1. Gl(D) == dl(e”‘ bl 1) —+ dz(e"(B A) — 1)
En este esquema cada vez que la deuda del chente ca.mbna, se corta el
tiempo y se reinicia la composicién del 1nteres

G2(D) = dy(e"® — 1) + (dp — dy) ("B~ —1 R
En este esquema se da continuidad a.la composxclon del interés, tanto
como sea posible. :

3. G3(D) =di(e™ — 1) + da(e"B — ™). -
En este esquema se pondera-la deuda del cllente ¥y se acumula.

Sea f(x) w— etB rz: — erB—rz,

N

Entonces f(0) = —1 f(B) = —1, tiene un maximo f(Z) =e8 —2¢7% y
es ficil ver que hmB‘_.w f( 2) = oo.

Es cierto que:
G*(D) = G'(D) + da[f(A) + 1],
G*(D) = G*(D) + (d2 — d1)[f(A) + 1],

esto quiere decir que G2 es mayor que G? y G! y ademds esta diferencia se
hace infinita en forma exponencial cuando el intervalo de tiempo crece.

Finalmente, la integral 4.7, las aproximaciones 4.8, y G2 coinciden.
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4.5. Coeficientes constantes en el proceso de
consumo

Se tiene un modelo estocdstico para el estudio de la cartera de tarjetas
de crédito: un proceso D7 que representa la deuda de todos los clientes
con el mismo riesgo definido por la ecuacién 4.6 y G(D?) que representa el
interés generado.

En esta seccién se exploran algunas especializaciones para los coeficientes
del modelo.

En lo que sigue se supone que los coeficientes de la ecuacién 4.3 son
constantes: A, = Ay M, = o.

Esta condicién acepta la siguiente interpretacién: la volatilidad de con-
sumo cs constante al igual que la velocidad de consumo de cada cliente y es
igual para clientes en el mismo segmento de la cartera.

4.5.1. Simplificacién de la ecuacién de deuda

Es posible encontrar un proceso u; que relaciona el proceso de consumo
v de pago en la forma P, = u,C, con 0 < u;, < 1. En estos términos la deuda
es D, = (1 — u,)C, y su diferencial es

dD, = (1 — u;)dC,; — C,du,. (4.9)
Supongase que u; es un proceso de Ito:
du, = audt + B, dW, (4.10)
cntonces

dD, = C[(1 — w) A — a]dt + Co[(1 — u)oy — Be]dW. (4.11)

Caso I la deuda es una martingala

Estudiemos el caso en que la deuda es una martingala y 8 = B es
constante.

Para ello es necesario que (1 — u©,)A = a,. Con esto, las ecuaciones 4.10 y
.11 se reducen a:

du, = (1 — u,) Adt + BdW, (4.12)
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Es posible encontrar una solucién exphcxta a la ecuacién 4.12. Hagamos
X = 1 — u; entonces:

dX, = —AX,dt — BdW.

Su solucién es:

(w,9)dD (w, 8)— < D, F >, .

y explicitamente: -

Bajo la hipétesis de que la deuda es.una martlngala observamos lo siguiente:
= Durante y en el termlno del periodo de estudio la deuda no se anula.

e La razén u, es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck y esta modelada de
la misma forma que la tasa de interés instantinea para un bono.

s La deuda no depende de la volatilidad de u,.
= El pago tiene la ecuacién:
d]’,_ = AC’,dt -+ Cg[,B -+ GUg]dW

Es decir que los procesos de pago y consumo coinciden en la proyeccién
determinista y difieren en su volatilidad.

2Karatzas[13] problema 3.12 pdgina 155.
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Caso II la deuda es determinista.

Ahora el caso en que la deuda es determinista.

Para ello es necesario que (1 — u,)o = £, con lo cual las ecuaciones 4.10
y 4.11 se reducen a:

du, = apdt + (1 — w,)odW. ’ CU(414)

(4.15)

La ecuacién 4.15 se puede rescribir como: :

F
J o Fods

dDg = Dg[A -+ o ]dt.

Bajo estas hipdtesis:

e Si o, es constante entonces:
F

dD, = DA + ——t _\de,
¢ el fo‘F,ds]

y la deuda sélo depende de la tendencia y volatilidad del consumo.
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s El pago tiene la ecuacién
dPg = CL[UCA -+ a,]dt -+ o‘C,dVV.

Es decir que el pago y el consumo tienen la misma volatilidad pero
difieren en su parte determinista.



Apéndice A
Louis Bachelier

Extracto de: Bachelier and his times: A conversation with
Bernard Bru[32].

Louis Bachelier nacié el 11 de Marzo de 1870 en la Havre Francia, fue
hijo de una familia de clase media, su padre Alphonse Bachelier, fue un
empresario en la Havre y su madre Cecile Fort Meu, fue la hija de un
banquero.

En 1889 pierde a sus padres y debe abandonar sus estudios para trabajar.
En 1892 viaja a Paris en donde ingresa a la Bolsa de Valores. Después de
un periodo de trabajo es capaz de reunir fondos que le permiten regresar a
sus estudios y en ese mismo afno registra en la universidad de la Sorbona su
tesis con titulo: Teoria de la Especulacion[l] al paso de tres afios en 1895
consigue graduarse como matematico.

Fue el mismo Henri Poincaré quien dio el reporte dictaminatorio de la
tesis de Bachelier y comienza:

”La materia elegida por el serior Bachelier es distinta a los ternas nor-
malmente elegidos por nuestros estudiantes. Su tesis tiene el titulo Teoria
de la Especulacion y es una aplicacion de la probabilidad a los mercados fi-
nancieros. Al principio uno temne que el autor exagere en la aplicabilidad de la
probabilidad pues este es un hecho frecuente. Afortunadamente, este no es el
caso. En su introduccion y en el parrafo ”"Probabilidad en las operaciones del
mercado de acciones” el se esfuerza para establecer los limnites en los cuales
es legitimo aplicar este tipo de razonamiento. El no exagera el rango de sus
resultados y creo que es claro con sus formulas.”

Bachelier era un hombre talentoso ¥ gran trabajador, cuenta con mads
de veinte publicaciones todas ellas relacionadas a la probabilidad y sus apli-

e
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caciones a las finanzas. Particularmente su tesis y el articulo Teoria de las
probabilidades continuas[2] destacan por sus ideas originales:

®» Un estudio del movimiento browniano, el principio de reflexién'y cdlculo
de distribuciones.

Para entender la originalidad de las ideas de Bachelier a este respec-
to y como estaban adelantadas a su tiempo observemos que tuvieron
que pasar cinco afios para el articulo de Albert Einstein[9] acerca
del movimiento browniano, veinte afios para el articulo de Norbert
Wiener([45] acerca de la formalizacién del movimiento browniano y mas
de treinta anos para los trabajos de Paul Levy acerca de la propiedades
del movimiento browniano.

» Conexién con la ecuacién de calor.

Este punto interesé particularmente a Henri Poincaré.

s Aplicacién de estos conceptos a un modelo para el precio de instrumen-
tos financieros. ’

El concibe la idea de que los precios de una accién forman una trayec-
toria definida en un intervalo de tiempo continuo y propone ‘modelar
los cambios absolutos Sr — Sy mediante un movimiento browniano.

» Una versién heuristica de la probabilidad en tiempo continuo y la
ecuacién de Kolmogorov-Chapman.

Kolmogorov escribe en Kolmogorov[15](vol2 p 63):

En la teorta de probabilidad uno usualmente considera esquemas en
los que cualquier cambio en los estados del sistema son posibles en
rnomentos especificos t1, t2, . . . , tn, que forma un conjunto discreto.
Hasta donde se, es Bachelier el primero en hacer un estudio sistemdtico
en los esquemas cuya probabilidad P(tg,z,t, E) varia continuamente
en el tiempo t. Regresaremos a los casos estudiados por Bachelier en el
apartado 16 y en la conclusion. Hacemos notar que las construcciones
de Bachelier no son rigurosas.

Sin embargo debido a las circunstancias de la época en que publicé sus
trabajos estos no fueron bien recibidos, debido principalmente a que la
probabilidad era un darea muy poco explorada y la aplicacién a las finanzas
era causa de escepticismo. De hecho hacia 1900 no habjan matema:iticos que
hicieran investigacién en probabilidad.
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Sélo hasta el periodo 1920-1950 viene un desarrollo importante en la prob-
abilidad y hasta la década de 1960, Samuelson retoma el modelo browniano
para las fluctuaciones del precio de una accién.
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Apéndice B
"Teoremas de representacion

En este apéndice enunciamos y demostramos tres teoremas:

El teorema de descomposicién de Doob-Meyer de una submartingala.
El teorema de representacién de martingalas.

El teorema de representacién de submartingalas continuos positivos.

En Karatzas[13] y las referencias que ahi se dan, se pueden encontrar en
dctalle las demostraciones de estos resultados.

B.1. Descomposicion de Doob-Meyer

Recordemos los conceptos de martingala y submartingala: un proceso
estocastico M es una martingala si E(My, | Fy) = M, y es una submartin-
gala X satisface E(X,n | F) = X,.

El teorema de descomposicién de Doob-Meyer nos dice que podemos de-
scomponer una submartingala X en la forma:

X=M-+A,

donde M es una martingala y A4 es un proceso creciente, concepto que ahora
definimos:
Definicion. Un proceso estocastico A es un proceso creciente sii:

1. Ae=0.
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2. La funcién t — A.(w) es continua por la derecha y no decreciente.
3. E(A:) < oo.
4. El proceso es integrable si E(lim; o A;) < 00.

Teorema (Descomposiciéon de Doob-Meyer) Sea {F;} una filtracién
continua por la derecha, X una submartingala continuo por la derecha
uniformemente integrable. Existe una martingala A y un proceso-creciente
continuo A de tal forma que X = M + A.

Demostracién.

Para el caso en que el proceso estocdstico es discreto.

Definimos Ay = 0, y recursivamente A,y = A, + F[Xpu — X | Fal,

N, = X, — A,. Es claro que A, es creciente y para veri-
ficar que M, es una martingala tenemos las siguientes igualdades:
i n—+k4-1 L, - .
My = Xpix — Xn — 2 E[A]‘.}.l —-'Aj l ]Fj] + X, — A, =
=n
k-1 L ’ , n+k+1 . .
Xn+k"Xn_ Z E[Xj...]—)lj [Fj]—i—J\fI"yE[,\’,..,.k-—An— z E[Aj.g.l -—Aj I
=n =n
7 . ikl 7
F;] | Fa] = E[Xn4x — Xn — Z: Xjr1 — Xj; | Fn] = E[0 | Fp] = 0 es-
j=n

to demuestra la existencia. La unicidad se sigue bajo la Hipdtesis
de que el proceso A sea predecible, en este caso si suponemos que
XN =M+ A = m~+ a entonces M — m = a — A de tal forma que la
diferencia a — A es simultaneamente predecible y una martingala con lo cual
Elany) — Anyy | Fu] = @ng1 — Apyr = an — A, y por induccién tenemos que
0=ao—Ao=a1—A1=(12—A2=....

Para el caso en que el proceso estocdstico es continuo.

La idea es discretizar el proceso X dar una sucesidn de procesos discretos
Yy asegurar que convergen.

Consideremos t} = k27", AZ,, = Xt;:+. — Xip. Sea A7 = 0 , para
k€ {0,1,2,...,2"} definimos recursivamente, A%,, = A} + E[A7,, | Fi].

Vamos a demostrar que existe el limite de la sucesién AP,
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Hagamos B,, = {A} >}, [ A1 <2 [ A?—r < 2fA"—m1n(r, AT).
By .2, Bn,2r

Sea T,; = min{k2™™ | AR > 1} y siempre que T,; se ‘igual a
cero le damos el valor de uno, con esta definicion se puede’ ver,,que
2fA" _ min('r, ") < 2fA" A;‘—;”_ = 2f1\’1 —_ XT,.',. e 2fE X{‘—"XT"',.
con lo cual llegamos a la desigualdad [ A7 < 2 [ X1 — XT,”.veamos

Ba,2r Ba,r i
que esto implica que A" es uniformemente integrable. Tenemos lIa’ desxgual—
dad 7P(Bn,) < fA" J X1 — X, con lo cual P(Bn;) < %" hagamos
Cir = {Xxz-n > 7%} entonces B,, = (Bp, M Cny) U, (Bn,r — Cnyr) ¥
J x. = I X + S X, el primer sumando se puede hacer
Bar (Bn,rNCn.r) (Bn,r—Cn,r)
pequeiio porque X es uniformemente mte‘grable y el segundo porque tenemos
la estimacién I X < S rz < rzP(B,,, )-'< -"—f => 0. Entonces
(Bn.r—cn.r) (Bn,r=Chn,r)
existe una sucesién A que converge debllmente en-Iy
proceso se puede generahzar en forma obvxa pa

anable A,;. Este
n proceso A,

Proccderemos a verificar que se satlsfacen as ondlclones mencionadas
en A,.

Ag = 0 por definicién. Para verificar que nte 'veamos lo siguiente

s<t [ As-A, = [ A, —A"+A"~—A“+A, —Ar= [ A,
Ar<Aa Ar<As Ar<Aa
A4 [ A7 —AR + [ AR — A, el primer y tercer sumando tienden
Ar<<A, A <A,

a cero mientras que el segundo es negativo lo cual contradice que la integral
inicial es positiva.O3

B.2. Teorema de representacion de martin-
galas
Consideremos una filtracién F = {F,; }o<t<oo que satisface las condiciones

usuales y un movimiento browniano W respecto a la filtraciéon F. Sabemos
que todas las integrales de la forma:

t
M, = / BadWV,,
1]

definen una martingala, es natural la siguiente pregunta: todos las mar-
tingalas respecto a la filtracién F tienen esta forma?, la respuesta es si y
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enunciamos directamente el teorema:

Teorema. Consideremos una filtracién F = {F;}o<i<oo que satisface las
condiciones usuales. Un movimiento browniano W respecto a la filtracién F.
Para una martingala M respecto a F siempre existe un proceso estocistico
@ progresivamente medible cuadrado integrable, tal que es cierta la repre-
sentacién:

3
1V1¢=/ PsdWs.

Ahora delineamos la prueba del teorema, no se demuestra porque son
necesarias herramientas de la teona de ‘medida: que no desa.rrollamos

Lema. Un Proceso estocdstico co ,ept‘a la representaclon M, =
V(t,W,) es una martxngala. sn-" y R N L

1. VvV sat:sface la ecuacién de,-'c

2. El proceso - : h
i oV(E, W)
.88 ’

es cuadrado:i
Demostracién::"

El lema de:Ito, nos pérnﬁte escribir dV = (V. + & V,,)dt “+ V,dW pero el
coeficiente en dt es identicamente cero con lo que dV = V,dW y en forma
integral:

V(¢,S) — V(0,Se) = f a—V(;’deW,.
0

Supongamos ahora que A es una martingala entonces E(M, | F,) = M,
y en terminos de V esto es: E(V (¢, VV¢) | ]F,,) = V(h, IV,.), de acuerdo al
lema de Ito V(t,W,) — V(0,0) = [Ji(Vi + iViz)dt + [ V.dW sustituido
en la ecuacién anterior: foh(V + IViz)dt + (t — h)[V: + 1Vo.] + f" VedW =

(V + 3 V,;,_.)dt ~+ f" VzdW la tdnica forma en que se cumpla esta igualdad
es que V+ Ve = 0.0
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Corolario. Una martingala que acepta la representacién M, = V' (¢, W,)
también acepta la representacién:

t
M, = / Bod W,
0

con ¢ = Z¥. O

Ahora hacemos notar que si X = My entonces M, = E(X | F,) y si es
cierto que la variable X acepta la representaciéon X = j;)T $sdW,; podemos
conchiir ‘que M, = E(X | F.) = E(fJ ¢.dW, | F.) = [ $sdW,, es decir
el teorema de representacién. Esto es correcto y lo enunciamos a continuacién.

Proposicion. Sea X una variable aleatoria con media cero, cuadrado in-
tegrable en un espacio (2,0, P, IF, W), entonces acepta la representacién

T
X = / D dWW.
o
La demostracién se hace en tres pasos:

Primero observamos que las variables aleatorias de la forma V (T, W)
son densas en el conjunto de variables aleatorias de la forma H(T, W)
donde H (¢, ) es una funcidén continua de dos variables, esto lo conseguimos
al observar que el conjunto de funciones V' (¢,x) contiene los polinomios
trigonométricos y utilizamos la teoria de series de Fourier.

Segundo demostramos que las variables aleatorias de la forma H (T, Wr)
son densas en el conjunto de variables aleatorias de la forma B(T, W)
donde B(t, ) es una funcién Boreliana-medible.

Y finalmente, las variables aleatorias B(7T, W) aproximan bien a los pro-

cesos simples y por lo tanto a todas las variables aleatorias.

B.3. Teorema de representaciéon de sub-
martingalas

Teorema. Sea F = {F;}o<t<r una filtracién que satisface las condiciones
usuales. W un movimiento browniano respecto a F. Sea S : [0,7T] x Q —



B.3 Teorema de representacién de submartingalas

94

(0, o0) una {F;}oce<r—submartingala continua y positiva. S acepta la repre-
sentacidn:
dS = S[B(t)dt + da(t) + p(t)dW (¢)].

Demostracién: Por el teorema B1l, podemos descomponer ‘a S en la
forma S = M + A, donde M es una martingala contxnua y A es un proceso
creciente que necesariamente es continuo. : :

Luego de acuerdo al teorema B.2, 1\/[ acepta y presentacxon M, =
fo ¢sdWs, con esto se puede escribir §'= A4 + fo ¢:,dI/V Supongase que A es
un proceso con trayectorias derlvables, entonces A= fo A’dt y si se reunen

las expresiones: B
5= / Ade+ /

en forma diferencial se puede escribir: -

ds =;A’dt_+¢dW, :
pero ahora observamos que 'S ‘es estrictamente positivo y rescribimos

dS = S(A'/Sdt + ¢/SdW') que demuestra la representacién del teorema con
B=A/S, a=0y p=a/S.

Para el caso genera, si A no es derivable, como es continua y creciente, se
puede tomar su parte absolutamente continua: A¢ — A§ = fot A’ ds y su parte
singular A°* = A — A€, en este caso escribimos 8 = A'/S, da = (1/S)dA* y
p=¢/50



Bibliografia

(1]

[2]
(3]

[a

<

)

(10]

[11]

Bachelier, L..(1900), Theorie de la speculation, Annales Scientifiques de
1Ecole Normale Superieure III-17, 21-86. Tesis presentada para el grado
de doctor en ciencias Matemticas defendida el 29 de marzo de 1900.

Bachelier, L.(1906), Theorie des Probabilites continues, Journal de
Mathematiques Pures et Appliquees, 2, 259-327.

Bartle, R.G. (1966), The elements of integration, J Wiley & Sons, New
York.

Bielecki, T. and Rutkowskl, M. (2002), Credit stk' Modellzng, valuation
and Hedgzng, Sprmger Verlag fNew York .

Billingsley, P.(1995), Proba,bzlzty and Measure, 3 Wlley &. Sons, New
York.

Black, F. and Scholes M.(1973), The pricing of options and corporate
liabilities, J. Political Economy, 81, 637-659.

Boltzmann, L.(1896), Vorlesungen uber Gastheorie, J.A. Barth, Leipzig.

Brown R.(1828), A brief account of microscopical observations made in
the months of June, July, and August, 1827, on the particles contained
in the pollen of plants; and on the general existence of active molecules
in organic and inorganic bodies, Philosophical Magazine 4, 161-173.

Einstein A.(1905), Uber die von der molekularkinetischen Theorie der
Warme gefordete Bewegung von in ruhenden Flussigkeiten suspendierten
Teilchen, Annalen der Physik 17, 549-560.

Hull J.(1995), Introduction to futures and options markets, Prentice
Hall.

Ité, K.(1946), On a Stochastic Integral equation, Proc. Imperial Acad.
Tokyo, 22, 32-35.

4=



BIBLIOGRAFIA

96

[12]
[13]
[14]
[15]
[16]
[17]

(18]

(19]

[20]
[21]

{22]

Jallath E.(2001), Evolucidén y Estructura de los Medios de Pago Distintos
al Efectivo en México, Banco de México.

Karatzas, I. y Shreve, S.(1991), Brownian Motion and Stochastic Cal-
culus, Springer Verlag.

Karatzas, I. y Shreve, S.(1998), Methods of Mathematical Finance,
Springer Verlag. T

Kolmogorov A. N.(1931), Selected wak;'s‘,;.?; vols. Dordrecht: Kluwer
Academic Publishers 1991. :

Levy P.(1939), Sur certains p'racessus stochastzques homogenes, Compo-
sitio Math. 7, 283-339. i

Levy P.(1948), Processus stoc

et mouvement Brownien,
Gauthier-Villars, Paris. ‘

Levy P.(1959), Construction:di
en partant du movement
162-174.

W Feller et H.P. Mckean
! and Wlksell Stockholm

isk: 'as;sh;e'ts‘dn"d the selection of risky
: l :b'u'dgéts; ‘Rev. Economics and

Lintner, J.(1965), The 'ualua.t
investment in. stock: portfolz
Statistics 47, 13-37.

Markowitz H.(1952)," Portfolzo Selectwn, J Finance. 8, 77-91.

Markowitz H.(1959), Portfolzo Selection: Efficient Diversification of In-
vestment, J Wiley & Sons, New York.

Markowitz H.(1990), Mean variance analisys in Portfolio choice and
capital market, Cowly road Oxford.

Merton R.C.(1969), Lifetitne portfolio selection under uncertainty: the
continuous-time case, Rev. Econom. Statist. 51, 247-257.

Merton R.C.(1971), Optirnum consumption and portfolio rules in a
continuous-time model, J. Econom. theory. 3, 373-413.

Merton R.C.(1973a), Theory of rational option pricing, Bell J. Econom.
Manag. Sci., 4, 141-183.

Merton R.C. (1973b), An interternporal capital asset pricing model.,
Econometrica, 41, 867-888.



BIBLIOGRAFIA 97

[27] Merton R.C.(1974), On the pricing of corporate debt the Tisk. structure
of interest rates., J. Finance, 29 449-470. -

[28] Merton R.C.(1976), Option przczng when ‘underlyin stock: returns are
discontinuous, J. Fmancxal Economlcs, 3 125-144 :

[29] Merton R.C.(1990), Contznuous—sze anan 1 ék\Véll;'Oxford

and Cambridge.

[30] Mossu1(1966), Equzlzbrzum in‘a capztal 155€ conometrica 34,

768-783. , o

[31] Mossnn(1968), Optimal multipeﬁadzb tfolio ‘policies -1.” Business 41,
215-229. : N oy

[32] Murad S.(2001), Bachelier and hzstzm conversation with Bernard

Bru, Finance Stochast. 5, 3-32. :
(33] Murillo J. A.(2000), La Banca en: Me:mc 'éién;"Crisis v Reor-

denamiento, Banco de México.

[34] Musiela, M. y Rutkowski, M.(1997)," Martzng. fethods z’n Financial

Modelling, Springer Verlag, New York.

[35] Oksendal B.(2000), Stochastic Dzﬁerentzal 'E uatzons An introduction
with applications, Springer Verlag, New York. - :

[36] Papoulis A.(1991), Probability Random Van'ables and  Stochastic Pro-
cesses, McGraw Hill Third edition.

[37] Samuelson, P.A(1965), Rational theory of warrant pricing, Industr. Man-
ag. Rev. 6, 13-31.

[38] Samuelson, P.A(1965), Proof that properly anticipated prices fluctuate
randomly, Industr. Manag. Rev. 6, 41-50.

[39] Samuelson, P.A(1969), Lifetime portfolio selection by dynamic stochastic
programming,Rev. Econom. Statist. 51, 239-246.

[40] Samuelson, P.A(1973), Mathematics of speculative prices, SIAM Review
15, 1-39.

[41] Samuelson, P.A y Merton R.C.(1969), A complete model of warrant
pricing that mazimizes utility, Industr. Manag. Rev. 10, 17-46.



BIBLIOGRAFIA 98

[42]

f43]
[44]

(48]

Sharpe, W.F.(1964), Capital asset prices: a theory of market equilibrium
under conditions of risk, J. Finance 19, 425-442.

Shiryaev A.N.(1996), Probability, Springer Verlag Secong editic_in'.

Steele J. M.(2000), Stochastic C’afculus and Financial Appl?'ba.tions,
Springer Verlag. S - . BTSRRI

Wiener N.(1923), Differential Space, J. Math. Phys. 2, 131-174. -



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Banca y Modelos Estocásticos
	Capítulo 2. Integral Estocástica
	Capítulo 3. Modelos Matemáticos en Finanzas
	Capítulo 4. Modelo para una Cartera de Tarjetas de Crédito
	Apéndices
	Bibliografía



