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In-trod ucción 

La intención de este trabajo es presentar un modelo estoéastico para un 
problen1a real de mucho interés como es la cartera de tarjetas de crédito 
de un banco. Para este propósito es necesario contar con herramientas 
matemáticas propias de la probabilidad y conocer los modelos estoéasticos 
propuestos a la fecha. Esto se expone en los capítulos dos y tres. 

En el capítulo uno se hace una semblanza histórica de la banca y se 
hace énfasis en la crisis y rescate bancario. En este período se observa que 
el origen de la crisis, es la cartera vencida en todos los sectores de crédito. 
Aunque también se observa, que el sector de consumo es el primer tipo de 
crédito en recuperar. 

Esto sugiere que estudiar la cartera de tarjetas de crédito es interesante. 

También en este capítulo se revisan los modelos que existen para el 
estudio de esta cartera. Encontrarnos que la literatura se especializa en 
los sectores de crédito empresarial e hipotecario. Por este motivo, en el 
capítulo cuatro, se presenta un nlodelo general estoc¡istico para representar 
el portafolio de tarjetas. Otra observación, es que existe una aversión total al 
riesgo. Esto se ve reflejado en la práctica cotnún en el manejo de las tarjetas. 
Al prirner pago vencido, se suspende el servicio sin itnportar el historial del 
cliente. Con respecto a esto, una propuesta es utilizar la protección que 
ofrece el mercado de derivados, para aceptar cierto riesgo y adtninistrarlo. 
Desde un punto de vista teórico se puede cotnparar los rendimientos de 
distintos créditos. Por ejen1plo, el rendin1iento de una tarjeta de crédito, con 
un bono. Este bono se puede adecuar para que tenga relación a la tarjeta, 
además si se considera que puede ser incumplido, el n10delo de lVIerton es 
aplicable. 

En mayor detalle el contenido de los capítulos es cotno sigue. 
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En el capítulo uno, se hace una expos1c1on del desarrollo histórico de la 
banca en México y la perspectiva actual que tienen las tarjetas de crédito. 
Tmnbién en este capítulo, se presentan los modelos utilizados en finanzas, 
desde el descubrimiento del movimiento browniano hasta los modelos de la 
actualidad. 

En el capítulo dos, se exponen los conceptos elementales de probabilidad 
que permiten llegar a la definición de proceso estocástico. El ejemplo mas 
importante de proceso que se presenta es el movimiento browniano que 
aden1ás es un elemento indispensable para los modelos del capítulo tres; 
se demuestra su existencia y tres propiedades que son fundamentales para 
la construcción de la integral estocástica de Ita. En la sección cuatro se 
construye la integral estocástica con respecto al movimiento browniano 
para procesos progresivmnente niedibles. Finalmente, en la sección cinco se 
dernuestra el len1a de Ita. 

En el capítulo tres, se estudia un modelo estocástico para el com­
portamiento de un conjunto de instrumentos que representa un mercado 
financiero. En la sección uno se presenta el modelo browniano geométrico 
el cual queda justificado con el material presentado en el apéndice B y 
un conjunto de hipótesis en la operación del mercado. En estas hipótesis 
sobresalen el principio de no arbitraje y completez del mercado. En la 
sección dos se presenta el modelo browniano geométl"ico para el precio de 
una acción. En la sección tres se presenta el modelo de Black-Scholes para 
la valuación de una opción europea de compra. En la sección cuatro se 
presenta el modelo de Vasicek para el precio de un bono. Finalmente, en la 
sección cinco se presenta el modelo de i\tlerton para el precio de un bono 
cuyo emisor puede incumplir su obligación. 

En el capítulo cuatro, se propone un modelo estocástico que pennite 
estudiar la cartera de tarjetas de crédito de un banco. Para esto es necesario 
delimitar la complejidad del problema. a través de un conjunto de hipótesis, 
poner en claro que elementos del problema no se est<Ín considerando, 
proponer el modelo y entender cuales son los problemas técnicos a los que 
da lugar. 

La numeración de propos1c1ones, lemas, teoremas y definiciones sigue el 
esquema capítulo.sección.subsección.contador, la referencia se hace de la mis­
ma forma y el contador se reinicia con cada capítulo. 
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Capítulo 1 

Banca y modelos estocásticos 

En la secc1on uno de este capítulo se da una breve reseña de la banca 
cu l\1éxico desde la aparición del primer banco hasta la fecha. En la 
privatización de la banca en la década de 1990, la crisis bancaria de 1995. 
y las 1nedidas que se to1naron para el rescate bancario, son dos puntos los 
que resaltan: la importancia de la administración del riesgo en crédito y el 
hecho ele que en el período del 2000 al 2002 el primer sector que mostró un 
avance después de la crisis fue el crédito al consumo. Se puede encontrar 
mayor detalle en el artículo Murillo[33] y las referencias que ahí se dan. 

Esto nlotiva el estudio de la cartera de tarjetas de crédito de un banco. 

En la sección dos se expone el desarrollo histórico de los modelos prob­
abilistas, que utilizan el movimiento browniano para resolver problemas ele 
finanzas. Destacan el trabajo pionero de Louis Bachelier y el modelo de val­
uación de opciones de Black-Scholes. Estos modelos se revisan en detalle en 
los capítulos dos y tres. 

Al final de esta sección se incluye una descripción de los modelos que se 
aplican para el estudio de crédito. El modelo de lVIerton para la valuación 
ele bonos con default es la referencia principal, de este se extienden otros 
1nodelos estructurales. 

1.1. Banca 

Esta es una cronología de eventos relacionados al desarrollo de la banca 
en l\'1éxico: 

1830 Nace el primer banco: banco de avio-industrial textil. 



1.1 Banca 

1837 Nace el banco de amortización de la moneda de cobre. 

1860 Aparecen los bancos Londres, México y Sudamérica-capital. 

1880 Aparecen banco México-Serfin y el banco nacional. 

1895 Opera por primera vez,. la .bolsa de México. 

1897 Se promulga la ley general de·instituéiones de crédito. 

1910 El sistema fin~nciero ml?xi6an~'~ol~p~ÍOL y desaparece. 

1925 Nace el banco del\Í~~¡¿~· 
1934 Nace nacional financiera: 

. ·. . . 
1975 Sale la ley del mercado de valores: 

1976 Se promulgan las reglas de banca múltiple. 

1977 Primera emisión de petrohonos. 

1978 Primera emisión de cetes. 

1980 Emisión de papel comercial. 

1982 Nacionalización de la banca. 

1991 Privatización de la banca. 

1994 Devaluación del peso. 

1995 El banco de México otorga créditos a 16 bancos, a través del fondo 
bancario de protección al ahorro (FOBAPROA). 

1995 Se implementa el programa de capitalización temporal(PROCAPTE). 

1999 Se publica en el diario oficial, la ley de protección al ahorro bancario. Se 
crea el instituto de protección al ahorro bancario (IPAB). Este absorbe 
las funciones del FOBAPROA. 
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1.1 Banca 

1.1.1. Nacionalización de 1980 

En 1976 se promulgaron las reglas de banca múltiple, esto permitía que 
los bancos pudieran diversificar sus portafolios y aumentar su participación 
en el sistema financiero. Por ejemplo los dos bancos mas grandes de ese año, 
Bancomer y Banarnex reunían alrededor del 50 % de la captación y 75 % de 
los activos del país. Esto dio mayor importancia de la banca en la economía 
nacional y los convirtió en un grupo influyente. 

También por estos años, el precio del petróleo sufrío un desplome, sector 
que representaba el cuarenta por ciento del PIB, esto causo la desconfianza 
de los inversionistas y hubo una fuga masiva de capitales al extranjero1 • 

Esto origino un proceso de devaluación del peso mexicano y con ello un 
descontrol en el intercambio de divisas en el mercado. 

Las autoridades y analistas coincidieron que para evitar la catástrofe, 
era necesaria la nacionalización de la banca y acordar nuevas reglas en el 
sistema financiero. Es entonces que en 1982 el poder ejecutivo decreta la 
nacionalización de la banca. 

En esta etapa, la banca se convierte en una paraestatal. Y corno tal 
no fue bueno su desempeño, por ejemplo mencionemos el bajo nivel de 
servicio debido a falta de preparación en ernpleados, tecnología abso­
leta y corrupción -es en esta época que tiene lugar los delitos de cuello 
blanco. Por ejemplo, en BANPESCA un fraude por 400 mil nüllones de pesos. 

Así es que pese al costo de la estatización de Ja banca y pese a Jo que 
autoridades y analistas coincidieran tan sólo diez años antes, ahora había 
una opinión generalizada de que era necesaria la privatización de la banca. 

1.1.2. Privatización de 1990 

La opinión bien aceptada de que era necesaria la privatización de la banca, 
se llevo a cabo, y en 1990 varias acciones con1cnzarían este proceso: 

• Revocación del párrafo quinto del artículo 28 de Ja constitución, que 
impedía a los agentes privados participar en las actividades bancarias. 

Revocación del artículo 123 sobre el trabajo y la previsión social en las 
instituciones de crédito. 

1 Tan sólo en 1980 y 1981 14000 millones de dólares salieron del país. 
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• Expidición de la ley de instituciones de crédito, que sustituiría a la ley 
reglamentaria del servicio público de banca y crédito. Publicada en el 
diario oficial de la federación el día 18 de julio de 1990. 

• Expedición de la ley para regular las agrupaciones financieras. Publi­
cada el mismo día que la ley de instituciones de crédito. 

• Reformas a la ley del mercado de valores. 

• Liberación de las tasas de interés pasivas de las instituciones de crédito. 

• Eliminación de la canalización obligatoria y selectiva del crédito hacia 
las actividades que se consideraban prioritarias. 

• Eli1ninación del encaje legal. Este es un instrumento que limita o ex­
pande el crédito y el circulante. Este determina el porcentaje de la 
captación bancaria que el banco de México obliga a que se deposite en 
el mismo instituto, con o sin remuneración. 

• Emisión de criterios generales. Acuerdo presidencial publicado en el 
diario oficial el 5 de septiembre de 1990 en el que se marcaban las 
líneas generales que debía seguir el proceso de venta de los bancos. 

• Licitación de 18 bancos nacionales. Proceso que inició el 7 de junio de 
1991 y finalizo el 3 de julio de 1992. 

Los primeros dos años de la banca privatizada fueron buenos, sin 
embargo pronto vendría un acontechniento que marcaría un nuevo ru1nbo. 
La devaluación del peso mexicano en 1994, el llamado error de dicien1bre. 
Cmno consecuencia la inflación y las tasas de interés se incrementaron, el 
producto interno bruto se redujo en mas de nueve puntos porcentuales y 
la producción bajó. Estos hechos repercutieron en la economía nacional y 
tuvieron su impacto en el sisten1a financiero nlexicano. 

La banca sufrió en forma inmediata, un incremento en el volumen de 
la cartera vencida. Co1110 consecuencia, los niveles de capitalización bajaron 
a un punto que situaba la banca en quiebra. Nuevas acciones tomarían las 
autoridades para prevenir la crisis bancaria: 

• Ventana de liquidez en dólares. El banco de l'vléxico dio facilidades a 
través del FOBAPROA, para que los bancos renovaran créditos denom­
inados en dólares. Ta1nbién ayudo a diseñar un esquema de tasas de 
interés para incentivar a los deudores a un pronto pago. 

4 



1.1 Banca 

• Capitalización temporal. Esto permitió a los bancos emitir instrumen­
tos de deuda, subordinados a títulos de acciones, con vencimiento a 
cinco años. Los montos debían permitir llegar a un nivel de capital­
ización del nueve por ciento. Estos instrumentos fueron adquiridos por 
el FOBAPROA. 

• Intervención gerencial. En este proceso las autoridades financieras 
reemplazan el consejo administrativo del banco al· detectar'operaciones 
o estados irregulares. · · 

• Capitalización mediante la compra de cartera vencida. El FOBAPROA 
compra porciones de la cartera vencida de los bancos y asume las per­
didas por incumplimiento, aunque el proceso de cobranza de dichos 
quebrantos lo mantienen los bancos. 

Nueva legislación, que abria la banca mexicana a la inversión extran­
jera. De aquí Bancomer es adquirido por el banco Bilbao Vizcaya, Ba­
namex adquirido por Citygroup, Serfin por banco Santander e Inverlat 
por Scotia Bank. 

• lVIayor control en la aceptación de riesgo en el sector crediticio. 

• Cambios legislativos para nuevas reglas en los niveles de capitalización. 
Se adopta el 8 % de capitalización y las prácticas contables enmarcadas 
en el acuerdo de Basilea2 • 

TESIS CON 
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2 El acuerdo fue disefiado por el comité de supcrv1s1011 bancaria de Basilca. Este 
con:1ité se estableció en 1975 por los gobernadores de los bancos centrales de Jos países 
del grupo de los diez. El comité se integra por funcionarios de los bancos centrales y las 
agencias de supervisión bancaria de Alemania, Bélgica, Canadá, Estados Unidos, Francia, 
Holanda., Italia, Japón, Luxen1burgo, Reino Unido, Suecia y Suiza. El propósito del acuer­
do de Basilea es armonizar la regulación prudencial en el án1bito internacional, promover 
una sana con1pctencia entre las instituciones financieras y mejorar la disciplina n1ediante 
un nivel adecuado de capitalización. Aunque el acuerdo lo firrnaron únicamente los países 
que integran el co1nité de Basilea, varios países han adoptado, en forn1a voluntaria, varias 
de las reglas que contiene éste. 
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1.1 Banca 

1.1.3. Problemática 

En el proceso de rescate bancario se observa lo siguiente: 

l. Aumento en la cartera vencida, después de diciembre 1994(ver la figura 
1.1). Esto origina la crisis bancaria. 

2. Repunte del crédito al consumo. Durante la crisis, no se otorgan crédi­
tos. En la figura 1.2, se muestra el cambio porcentual en el otorgamiento 
de créditos en los sectores: hipotecario, pymes y consumo. 

3. La normatividad exige un mayor control en el nivel de capitalización. 
Esto hace necesario contar con mejores estrategias, para decidir los 
sectores de crédito que se van a estimular. 

4. Nuevas reglas para la buena administración en el riesgo aceptado en 
las carteras de crédito. Por ejemplo, ahora es requisito la solicitud del 
cliente para emitir una tarjeta de crédito. En el pasado se otorgaban 
tarjetas sin solicitud escrita. 

30 

20 -Tut¡i,l --VOQ.n1.. --v""'cido 

10 

o 

.t ·10 

~ ·20 

·30 

... º .... 
~ 

"' ~ :f. ~ .g d :! 

Figura 1.1: Crecimiento de la cartera vencida. 

Lo anterior, motiva los siguientes comentarios: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

l. Si el primer sector crediticio que se ha reactivado, es el crédito al con­
sumo y el detonante a la crisis bancaria fue la cartera vencida, es bi­
en justificado: estudiar este sector de crédito, buscar estrategias para 
1ninimizar la p1·obabilidad de incumplinliento, estructurar la cartera 
de acuerdo a ciertos paní1netros y administrar el riesgo en el nlercado 
financiero. 
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1.1 Banca 

Figura 1.2: Indice de créditos otorgados por sectores después de diciembre de 
1994. 

2. El crédito al consumo se otorga a través de una tarjeta de crédito. 
Respecto a esta cartera, estas son algunas preguntas: 

a) Una práctica común de hoy día es que al primer pago vencido la 
tarjeta se suspende y se cobra una comisión por gastos de cobran­
za. 
Corno repercute en la relación con un cliente puntual y solvente 
esta política? 
Sería mas redituable si se restringe el límite de crédito, sin sus­
pender el servicio, aplicando un esquema de tasas de interés? 

b) Hay clientes con varios periodos de morosidad, sin embargo tienen 
un límite de crédito, igual a 10 veces sus ingresos mensuales. Que 
estrategia se persigue? 

e) Desde un punto de vista matemático cuales son los parámetros 
con los cuales se debe fragmentar la cartera? 

d) El uso de instrumentos derivados es extendido, que portafolio se 
puede formar para administrar el riesgo? 

TESlS CON 
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1.1 Banca 

1.1.4. Tarjetas de crédito 

Esta sección es un extracto del artículo Jallath[12]. 

La primer tarjeta de crédito la emite la empresa Western Union en 1914. 
Le siguen Diners Club en 1950 y Franklin National.Bank en 1951. 

En la década de los sesenta aparecen las anteéesoras de·· la.S firmas 
l'vlastercard Internacional y Visa Internacional. 

En la década de 1970, se incorpora la banda magnética y las tarjetas se 
unen a la era de la información. Década también en que la primer tarjeta de 
crédito aparece en Ivléxico. 

Esta es una serie de datos de las tarjetas en Ivléxico: 

l. En una transacción de una tarjeta de crédito intervienen cuatro partes: 
el cliente, el comercio, el banco emisor de la tarjeta y el banco adquiri­
ente que es el dueño de la terminal punto de venta (tpv). Esto tiene un 
costo al comercio entre 4 % y 5 % del monto de la operación. De este 
porcentaje el 80 % es para el banco emisor y 20 % al banco adquiriente. 

8 

2. Aproximadamente 14 millones de tarjetas antes de 1994. 

A partir de 1995: 

3. Reducción a 7 millones. 

TESIS CON 
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4. En la figura 1.3 se puede ver una grafica del importe transaccionado. 
Siempre mayor a cinco mil millones de pesos mensuales y apartir del 
año 2000 mas de 10 nlil millones de pesos. Esto equivale a un mínimo 
de 320 millones de pesos rnensuales, por costo transaccional. 

5. En el primer pago vencido, se suspende el servicio de la tarjeta y se 
generan gastos de cobranza. 

A partir del 2000: 

G. Oferta de promociones, de con1pras a plazos sin intereses. 

Lo anterior es un indicador, de Ja desconfianza generada por la crisis 
pasada. En esta cartera, se muestra una total aversión al riesgo y un esfuerzo 
por captar clientes, que generen costo transaccional. 

Ante esto, surge la pregunta: Porque no seguir otras csti·ategias, que ad­
n1itan cierto nivel de riesgo? 



1.1 Banca 

Tarjeta de Crédito: Valor de Transacciones 

1:~ 
1194 1¡gs 1196 1197 1198 1199 1/00 

Figura. 1.3: Iinporte mensual transaccionado en tarjetas de crédito. 
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1.2 Modelos 

1.2. Modelos 

1.2.1. Modelos estocásticos 

En 1827 el biólogo escocés Robert Brown[8] observa bajo un microscopio 
una suspensión de granos de polen y descubre que los granos se mueven 
en forma rápida y errática, descubre el movimiento browniano. Analiza el 
movimiento y determina que el origen del fenómeno no es biológico. Esto da 
lugar a un problema en física. 

Es Albert Einstein[9] quien da una explicación del fenómeno partiendo 
de la teoría cinética de la materia desarrollada por Ludwig Boltzmann[7] 
y es Norbert \Viener[45] quien demuestra formalmente la existencia del 
inovimiento browniano a partir de las propiedades que le define. Por este 
motivo también se conoce proceso de Wiener. 

Paul Levy[16, 17, 18] en una serie de artículos profundiza en las 
propiedades del inovimiento browniano. 

A partir de este desarrollo, las aplicaciones que se encuentran son 
nun1crosas, todos aquellos fenómenos que se pueden modelar como un 
proceso de difusión: biología(evolución de poblaciones, evolución de trans­
n1isión de enfermedades), ingeniería(filtración de señales electromagnéticas, 
ancílisis de eventos extremos), física(mccánica cuántica}, finanzas(modelos 
de valuación), etc. En el campo de las matemáticas inspira el desarrollo de 
los procesos estocásticos, las martingalas y el cálculo estocástico. 

Por otro lado, en forma independiente al desarrollo del concepto de 
1novimiento browniano, Louis Bachelier3 se gradua en 1900 en la Sorbona y 
presenta la tesis con título "Teoría de la Especulación" [l]. 

En este trabajo encontramos por prhnera vez, el movimiento browniano 
aplicado a un modelo, para las variaciones absolutas del precio de una 
acción. Las ideas de Bachelier son originales, sin embargo no recibieron 
mucha atención, debido principalmente a que en ese tiempo el estudio 
de la probabilidad a penas cmnenzaba y generalmente las aplicaciones se 
encontraban en física, particulannente mecánica. 

Pasaron mas de cincuenta años para que estas ideas fueran retomadas y 

3 Ver Apéndice A para su biografía. 
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1.2 Modelos 

para que el trabajo de Bachelier recibiera el reconocimiento que merecía. 

Sólo hasta 1965, Samuelson[37, 40] retoma el. modelo browniano para 
el precio de una acción. Pero a diferencia de Bachelier, Samuelson toma 
los cambios relativos del precio de una acción, lo cual da.lugar al modelo 
browniano geométrico para una acción: dSt = S,(rdt + o:dJ!V,): 

Posteriormente Merton[23, 24] formaliza estos: 'tral:iajos (utilizando el 
cálculo estocástico de Ito. '· .. , ·.:;;::· 

Las ideas implementadas son innovadoras y ·dierori '1u~~r: 'a una nueva 
línea de investigación. Sin lugar a dudas es Bachelier el pionero;: .. '' 

Se pueden clasificar los problemas de las finanzas (~¿:~e"J:~l)punto de 
vista matemático) en proponer modelos para los instrumentos 'primarios, la 
valuación de instrumentos derivados y administración de riesgo4 ·a través de 
estos y finalmente, la optimización de portafolios. 

Con respecto al modelado de instrumentos primarios, como el precio 
de una acción o la tasa de interés libre de riesgo, los trabajos antes men­
cionados de Bachelier, Samuelson y l'vlerton proponen el uso del movimiento 
browniano geométrico. 

Con respecto al problema de valuación de instrumentos derivados, en 
la década de los 70 aparecen los artículos Samuelson[37], Samuelson y 
l\•Ierton[41], Black-Scholes[6] y l'vlerton[25] que resuelven el problema de valu­
ación ele instrumentos derivados y el problema relacionado de administración 
ele riesgo. Estos trabajos dan lugar a la teoría de valuación de opciones5 • Son 
dos las contribuciones ele estos trabajos, primero un conjunto ele hipótesis 
que dan un método para atacar distintos problemas y segundo la solución al 
problema ele valuación. Las hipótesis son en la operación del mercado: 

• No hay costos por transacción. 

• El mercado es eficiente. Esto quiere clecfr que toda la información de 
un instrumento, es conocida por todos los agentes y está incorporada 
en el precio. 

• No hay límite para las posiciones en corto. 

'1 En inglés el término es Risk hedging. 
5 Pricing option theory. 
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1.2 Modelos 

• El mercado es libre de oportunidades de arbitraje. Una oportunidad de 
arbitraje, es cuando un mismo instrumento tiene dos valores distintos 
en dos mercados. Esto da la oportunidad de hacer una ganancia segura 
sin ningún riesgo. 

• El mercado es completo. Esto significa que existe un portafolio de bonos 
y un instrumento primario que replica el precio de un instrumento 
derivado. 

Con respecto al problema de optimización de portafolios el primer trabajo 
que aparece, es el de Markowitz[20, 21, 22]. Este trabajo.propone lo siguiente. 

Sea lvI = {IJ}t:SJ:Sn un mercado con instrumentos Ij. Sea dada una matriz 
A, esta define un conjunto lineal S e Rn en la forma x E S <=- Ax = b 
y x ;::::: O. Un elemento de S representa un portafolio y sus componentes 
representan las proporciones invertidas en cada instrumento, la matriz A 
representa restricciones que pueden ser por preferencias del inversionista o 
por restricciones legales. Cada elemento de S tiene un rendimiento (valor 
esperado) y una volatilidad (varianza), un portafolio TI del conjunto S se 
llama eficiente, si para cualquier portafolio <I> con el mismo rendimiento, 
la volatilidad es mayor o igual. !VIarkowitz demuestra que si la matriz de 
covarianzas de los instrumentos es semidefinida positiva, entonces existe 
el conjunto de portafolios eficientes y que tiene la forma de una parcibola. 
Ta1nbién planteando un problema de regresión lineal, da un algoritmo para 
encontrar este conjunto. 

Esta teoría conocida como análisis de la meelia-varianza6 es exitosa pero 
presenta algunas dificultades para su implementación en la práctica. Una de 
ellas es que requiere la 1natriz ele covarianza entre los instrumentos del mer­
cado, esto en la prcictica resulta muy difícil ele conseguir sino es que irnposible. 

En los artículos Mossin[30, 31], Lintner[l9] y Sharpe[42] se resuelve este 
probleina, y se da lugar al llamado capital asset pricing moelel, el cual sigue 
los pasos ele lVIarkowitz pero no requiere conocer tocias las covarianzas de 
los instrumentos, en su lugar, considera al mercado l\I en su totalidad como 
un instrumento y solo requiere del conocimiento de la covarianza entre un 
instrumento Ij y el mercado (el coeficiente /3). 

Sin embargo este es un nlodelo estático y sólo aplica a un período, 
Samuelson[39] hace la extensión al caso multiperiodo y 1Vlerton[23, 24] 

6 En inglés mean-variancc anlisis. 
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estudia el caso dinámico aplicando el cálculo estocástico de Ito y la ecuación 
de Jacobi-Hamilton-Bellman. 

1.2.2. Modelos en crédito 

Los modelos que existen para crédito están enfocados mayormente. a los 
sectores de crédito hipotecario y crédito empresarial. Podemos hacer una 
clasificación de estos en: 

Modelos clásicos. Estos se refieren a los modelos para caracterizar el com­
portamiento en tasa de interés compuesto y bonos libres de default. 

Modelos estructurales. Están encaminados a valuar el valor actual de una 
deuda negociable en el mercado que tiene el riesgo de incumplimiento 
por parte del ernisor. Se hace énfasis en la estructura del portafolio ele 
la en1presa que ernite la deuda (de aquí el nombre de modelos estruc­
turales). Estos se basan en el artículo ele Merton[27] el cual sigue las 
ideas del modelo de valuación de Black-Scholes. 

Modelos de intensidad. Estos también tienen como propósito valuar el 
valor de la deuda pero en un camino diferente. Estos rnodelos suponen 
que el tiernpo en que la empresa cae en banca rota es itnpredecible y 
puede ser antes ele la madurez de la deuda. Esto es contrario a lo que se 
supone en los modelos estructurales donde el default ocurre en la fecha 
ele n1adurez del instrumento. 

Modelos estadísticos. Estos modelos se basan en el análisis e inter­
p1·etación de información histórica para construir calificaciones en el 
riesgo crediticio y matrices de p1·obabilidades ele transición. Con esto 
se puede valuar la deuda co1no un valor esperado. 
Según el 111etoclo empleado, existen rnodelos de regresión logística, pro­
bit, logit, representación de información en redes y árboles. 

Modelos híbridos. El propósito de estos, es su irnplementación en sistemas 
para el uso en las instituciones del sisterna financiero. Estos combi­
nan los tres tipos de rnodelos anteriormente mencionados. Por ejemplo, 
CREDITRISK+ de Credit Suisse Financial Products, Creditivletrics de 
JP :Morgan, Credit Portfolio View de Ivlckinsey y KlVIV Portfolio man­
ager utilizan nloclelos estadísticos para la interpretación ele información 
y obtener así elatos de entrada a n1odelos estructurales. 
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Capítulo 2 

Integral estocástica 

El propósito ele este capítulo es presentar tres . elementos· . que son 
fundamentales para los modelos matemáticos en finanza5;·'·el· mÓ~imiento 
browniano también llamado proceso de Wiener, la .integráFestocástica·y. el 

::;;:.:;.1'.=ci= a es<o cRp"uld "º"' ~~!~~;;~;'; Ó1~aJi0(44Í y 

-,-:· .;~.-;'~ ~l~:/~ ~;:s\ -.;: ~ ,·'" 
Por completez, en Iá. primer secc1on, ·se•'expotÍ~ ~L~~ncepto de variable 

aleatoria. Como ejemplos,. se . presentan'·.' las variables con distribución 
binomial y normal. 

En la segunda sección se expone el concepto de proceso estocástico. 

En la tercera sección, se presenta el movimiento browniano. Se da 
la definición moderna que le caracteriza y se demuestra su existencia. 
Existen varias demostraciones de la existencia del movimiento browniano, 
se incluye una que es intuitiva y sólo requiere resultados estándar. También 
en esta sección se demuestran tres propiedades que son in1portantes para la 
construcción de la integral estocástica. 

En la sección cuatro, se construye la integral estocástica con respecto al 
1novimiento browniano para procesos progresiva1nente medibles. 

Finalmente, en la sección cinco se enuncia y demuestra el lema de Ito. 

La integral estocástica requiere el uso de la teoría de Lebesgue, no se 
incluyen las den1ostraciones de sus resultados, pero se pueden consultar 
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2.1 Variables aleatorias 

Bartle[3) o Billingsley[5). 

2.1. Variables aleatorias 

Para mayor detalle ver Papoulis[36) o Shiryaev[43). 

Definiciones 2.1.0.1 

l. Una terna (n, u, P) donde n es un espacio en el que se haya definida 
una sigma-algebra ·ªy una medida ·p; se dice Üil espacio de probabilidad 
si P(n) =l. · · .. 

2. Sea X : n -+ R una funció.Í:Í, esta es una variable aleatoria si es 
u-medible. 

3. Sean A, B E u, estos son conjuntos independientes si P(A n B) 
P(A)P(B). 

4. Sean X, Y dos variables aleatorias, estas son variables independientes 
si para cualesquiera borelianos de los reales U, V E B(R), los conjuntos 
jy- 1 (U) y y- 1 (V) son conjuntos independientes. 

5. Una variable aleatoria induce una medida en los borelianos de los reales 
por la relación Dx(A) = P(jY E A), donde A es un boreliano, esta. es 
la distribución de la variable aleatoria X. 

6. Si existe una función medible f : R -+ R tal que Dx(A) = J fdx, 
A 

entonces la variable aleatoria X tiene la función de densidad f. 

7. Sea X una variable aleatoria y a un algebra. El valor esperado de X 
respecto a u, es una variable aleatoria: 

E(X 1 a), 

que es a-medible y satisface para toda AE u: 

L E(X 1 a)dP = L XdP. 

Usando el teorema de Radon-Nikoclym se demuestra que siempre existe 
una variable aleatoria con esta propiedad. 

Ahora, tres ejemplos para ilustrar las anteriores definiciones. 
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2.1 Variables aleatorias 

l. Sea nN = {f : {1,2, .. ,N} -+ {a,b}} con a-algebra el conjunto 
potencia de nN. Sean r y s dos números reales positivos arbitrarios 
que satisfacen r + s = 1 y sea rn la cardinalidad de f- 1 (b). La 
probabilidad del espacio está dada por P(f) = r"'sN-rn. Aseguramos 
que P(nN) = l. 

Sea XN la variable definida por XN(f) = rn. 

Sea A;= {XN = i}, es claro que estos conjuntos son ajenos y su unión 
N 

es nN, entonces.P(nN) = EP(A;). Observamos que la cardinalidad 
o ·. . 

de A; es (f) con lo cual P(A;) = (f) ri_sN,-i,,füialmente la expansión 
N . ',,,;.'. ;~;::: .:; .. : .. ;·, "., 
ECf) risN-i = (r + s)N = 1N = 1, im'plica'qúé'E(n~r= l. 
o ' . ',• .·.-,·,::\C:',··.:<:·-. ·: 

2. También definida en el espacio nN la varia9Í~XiJ(.Ó 'es'. l~ual ~ la car­
dinalidad del conjunto f- 1 (b) n [i,j], i ~ j:\'Esi:a cÚenfa:las veces que 
aparece el valor ben el intervalo entero [i,j]:'•Estii.S .vafiahles.son inde­
pendientes y además tienen distribución binomiaL Esto se demuestra 
como sigue: 

Cualquier permutación del conjunto {1, 2, .. , N} deja invariante la me­
dida, con esto es suficiente restringirse al caso de las variables X 1 ,j y 

""Yí+t7h.· 

Si se demuestra la fórmula: 

entonces resultará que las variables son independientes y tienen dis­
tribución binomial, porque al tomar la sumatoria: 

h-j 

LP(X1,j = TnX3+1,h = L), 
L=O 

que es igual a P(X1 ,j = T), se tienen las igualdades: 
h . 

(?,)rTsi-T f (';,-J)rL8 h-J-L = (?,)rT8J-T(r + s)h-J = (?,)rT8J-T. 
L=O 

Para demostrar la fórmula, sea I = {Xi,J = T n JYJ+l,h = L} y rn = 
X1i+i,N· Para f E I, P(f) = rTsJ-TrLsh-J-Lr'"'sN-m luego entonces 
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2.1 Variables aleatorias 

P(I) = E P(f) = E rTsi-TrLsh-J-Lr=sN-rn con lo que finalmente: 
fEI f EI 

-- ' 

N -7n ·.. .... . ,_._;'~ .. ' ... ·_ ·-:· ,·- · .. '·:' ·: - : ':. .·. , 

~ (i )(h-J)(N-__ "')rr_~. '-;.7:'_.r_-I.:_s_'"-/-__ Lrrn8 N-rn = L..J T L _ m.. .. .·".' . ... _., ~ 
711=0 

(~) (';_-i)rT s1-~r.0~01r~tlt;1·~H~~:~~,#j.<~?<';_-j)rT sJ-T TL sh-J-L_ 

3. El tercer ejemplc:i soni-las,~variables·''ale'atorias que tienen la función de 

densidad: •;,~·;._ i:~;;5~f sl~~~~:~-;--~~-~)2):· 
estas son las varia:bl~sa:í~~~:!;'i!i'~~~~~idi~~;::¡bución normal de parámetros 

µ y ª2. ·::~:: . - > -. ~~f".~ r :\ 
Definición 2.1.0.2 El valor. medio;'irn}iéiiaJo: ~~lor, esperado de una variable 

alealoria X '" ~i~l'f t~tr~ 
Como ejemplo calculemos~l-~~lc>J.<e~'f;'erado dé una variable N-Binomial, 

;::., ·<·(.\ . iV J Xdp = Ei<f)r~sN-• = :~::><f) r•sN->, 
flN O - - 1 

para calcular esta suma hacemos lo siguiente: sea g la función g(x) = (x+ 
N N 

y)N = E(f) x•yN-', su derivada es g'(x) = N(x + y)N-l =E i(f) x•-1yN-i 
o 1 

y si multiplicamos por x tenemos la igualdad 

N 

Nx(x + y)N-1 = L i(f) x•yN-i. 
1 

N 
Pongamos x = r, y= s y tendremos E i([") r•sN-i = Nr(r + s)N-l = Nr es 

1 
decir que 

E(X) = Nr. 

El valor esperado de una variable aleatoria es un promedio de los valores 
que toma, y en cierta forma poden~os pensar que este es el valor ideal de la 

17 



2.1 Variables aleatorias 

variable. Los valores que torna oscilan alrededor de este. Para medir esta 
variación introducimos el siguiente concepto. 

Definición 2.1.0.3 La varianza de :una variable aleatoria es: 

en donde rn = E(X). 

En la siguiente proposicióri;'séresurnen las propiedades del valor esperado 
y la varianza. Las demostraciones. se. pueden· encontrar en Papoulis(36] o en 
Shiryaev(43]. · ' ·\>;':> 

•.:' 
•''. ·,>º· 

Proposición 2.1.0.4 ·S~~h 'X; Y variables. aleatorias, Z 
aleatoria constante; iJ. ci.'.;un:_número real; 'entonces: 

' '··"~ 
'.>::''.• 

l. E(Z) =c. 

2. E(X + aY+Z) = E(X)+aE(Y) + E(Z). 

3. Var X = O sii X es constante en medida. 

4. Var(aX + Z) = a2 Var(X). 

5. Var(X) = EX2 - (EX) 2 • 

e una variable 

6. Sea f la función de densidad de X y sea g 
continua. Entonces E(g o X) = J g(x)f(x)dx. 

R ~ R una función 

R 

Si las variables X, Y son independientes: 

7. E(XY) = E(X)E(Y). 

8. Var(X +Y)= Var(X) + Var(Y). 

9. Var(XY) = Var(X)Var(Y). 

Las anteriores propiedades facilitan el cálculo del valor esperado y la 
varianza de una variable aleatoria X con distribución normal de parámetros 
µy <Y2. 
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2.1 Variables aleatorias 

E(X) = j Xdp = ~CT Jxex~(-~(x: µ) 2 )dx, 
n · R·<.· •·. ,. . · .. 

para el cálculo de esta integral hacemos:el c'.a~bio 'ci~ ~a'.riable: 

.. ~ X, -::c-J~Íl-.. ,7.' ..• :..µ( ,,_, c2.1) 
' . ,,:.,;.,.,-

""'ºº"~' ~t~l(í!~Jf iFlj~tS~(.)")~. 
La primer integral esJgúal~.a a\segun. a•es·i:ero·porque el integrando es el 
producto de una función1"··a:· "'''''tiá}f~n'cfÓfrirnpar. El valor esperado de la 
variable es: ,,-,·.-';.· fil~;·~·:).~J-~ :.::-··- ·~ · ._ - .. 

. ·.~.~.(&fJiF~¡~f lf ij:,~:Ex> -µ• • 

Si se aplica el carnbi~ á~ ~~;Í~hi~2.l en EX2 , se obtiene la expresión: 

la primer integral es igual a a 2 la segunda igual a cero y la tercera igual a 
,,2. 
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2.2 Procesos estocásticos 

2.2. Procesos estocásticos 

Las siguientes definiciones se pueden encontrar en Karatzas[13]. 

Definiciones 2.2.0.5 

1. Un proceso estocástico es una familia indexada· de variables aleatorias 

{Xt: n ~ R,t E (O,oo)}. 
-· . - .'•. . .. /:·._ ·-

Un proceso estocástico induce una función X: n ~··M [O, oo) definida 
por X(w)(t) = X,(w) en el espacio !VI [o; oo) de funciones medibles. 

2. La trayectoria de un proceso estocástico {X,, t E [O, oo)} en un punto 
w E n es una función X(w) : [O, oo) ~ R con regla ... Y(w)(t) = X,(w). 
Un proceso es continuo cuando todas sus trayectorias son funciones 
continuas, análogamente un proceso es continuo por la derecha si sus 
trayectorias son continuas por la derecha. 

3. Una filtración para una a-álgebra, es una familia de subsigma alge­
bras {F. }oss<oc» cuyos elementos deben satisfacer s < t => JF. e JF, e a. 

Sean: 
F,- =a(LJlF.) 

•<t 
Ft+ = a( n Ft+e) 

e>O 
Fo-= Fo. 

La filtración es .continua por la derecha sii JF, = lF,+, continua por la 
izquierda sii F, = JF,_, y es continua, si es simultáneamente continua 
por la derecha y por la izquierda. 

4. Un proceso estocástico {X.}oss<oo es {lF. }oss<oo adaptado si x. es lF. 
medible. 

5. Un proceso estocástico {X.}o<s<oo adaptado a la filtración {F. }o<s<oo 
es una subrnartingala con resp~cto a esta filtración si satisface: -

E(Xa+h l JFs) ~X •. 

Y es una rnartingala si satisface: 

E(,Ys+h l JF.) = .Y.• 
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A título de ilustración veamos el siguiente problema. Sea X un proceso 
estocástico cuyas trayectorias son continuas por la derecha. y tiene límites 
izquierdos finitos. Sea A el evento de que X es continuo en [O, t 0 ) entonces 
A E IFt;. 

Demostración. Sean: 

Ar,s,n = {w En l IXr(w) - Xa(w)I > ~} 

'.. . ·1 
Brn = {r, s E Q n [O, to) l Ir - si<~} 

: : . ,,· ' .i 

An '. · Cl ¡: LJ'71~.~.;. . . 
7n=l r,seB~ ~' 

Si se demuestra que A =' nÁ:;;· 'entonces ···aútomáticamente A es un 
conjunto medible de JFt; > 

A e nA:;. Sea w E A pero supongamos que w ti. nA~ entonces existe 
una sucesión· de parejas (rk, sk) de numeros racionales en el inter­
valo [O, to) que satisface lrk - ski < f; y que por lo tanto podemos 
suponer converge al punto (z, z) de tal forma que w E Ar.,s.,n esto de­
muestra que lím Xr• (w) =F lím .Y •• (w) lo cual niega la continuidad de .Y. 

nA:; CA. Sea w E nA:; si demostramos que el límite izquierdo límtt .Y(w) es 
igual a X,(w) entonces establecemos la continuidad de la trayectoria. 
Por contradicción supongamos que límtt•Y(w) # Xt(w) en este caso 
podemos encontrar una sucesión de parejas de racionales (rk, sk) que 
satisfagan rk :5 t :5 Sk, lrk - ski< j;, y l•Yr.(w) - x •• (w)I > ,,!

0 
lo cual 

den1uestra que w E Amo que es una contradicción con el hecho de que 
con1enzamos con w E nA:;.o 

Definición 2.2.0.6 Un proceso estocástico }>( es medible si la correspon­
dencia R+ x S1 ---+ R definida por (t, w) ---+ X,(w) es B ©u-medible donde B 
es la sigma algebra de los borelianos. 

Definición 2.2.0. 7 Consideremos una filtración {lF. }o<oo de la sigma 
algebra a. Un proceso estocástico X es progresivamente medible si las 
funciones [0,t] X n---+ R definidas por (t,w)---+ .Y-,(w) son B © JF,-rnedible 
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2.2 Procesos estocásticos 

para toda t positiva, donde B es la sigma algebra de los borelianos del 
intervalo [O, t] . 

Proposición 2.2.0.8 Un proceso est~cástÚ:o :nedible y adaptddo a la fil-
tración {IFs }o~s<oo es progresivame-:;te; "['e~~ble; l?, , /: ,:, 2 

La demostración se ¡)\le~~; i~~~rit'r¡i- e~,;~iri\:~~~[13] \;)I~,~~fé~e~,Cia, que 
ahí se cita. A -continuación'! liii\'reS'hitado\ffi'énCís XgeneraCc~n' una prueba 

clire:::· Xs un preces~ ~~~o::s11~o~ILntJ~~:i~i;~1l(dli:~~l,¡!;~a~t~:o a la 
filtración {IFs }o<s<:oo·• Existé una;mÓdifléaciÓri~prÓgresivá.rnenté!rne_dible;·· 

·. - . ·_-_,,. ":;:!, ·.·~:.t>·.··":'.~-. '.:.<'. ., ::_·,... -: . ,, '. . ·:: . .: .. ::---..- /< ,/ 

Demostración. R~cordemos.~~U:~-~I\Iídiit~ p't:l~ttial de''.'uri~ ~ucesión de 
funciones rnédibles es una.fllncióll-,ffie-ciible~ . . · . 

Sean t <O, n 2: 1, k E {O, 1~2, ... , 2n - 1} y O::::; s:::; t. 

Definimos el proceso 

x:cw) = xw,Cw), 

para 2';. t < s ::::; -~t'. Este -es medible como consecuencia de la igualdad 
2n-1.: · -· · 

(X»)-1(A) = LJ {x;;'1; (A.)}. 
k=l ~ . .- ':. 5:¡1tl• ' . 

Por otro lado el:lÚnite puntual límk-.ooXw,(w) es igual ¿'\'.'Aw) porque 
la sucesión Wt' converge por la derecha al valor s y X es continuo por la 
derecha.O 
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2.3 Movimiento hrowniano 

2.3. Movimiento browniano 

Definición 2.3.0.9 Un proceso estocástico B, es un proceso de Wiener o 
rnovirniento browniano sii: 

1. B 0 = O en un conjunto de medida uno. 

2. La diferencia B, - Bs tiene distribución normal, con media cero y var­
ianza t - s, para todo par O ::; s < t. 

3. B, - Bs es independiente a 1Fs. 

4. Las trayectorias B(w) son funciones continuas. 

2.3.1. Existencia del movimiento browniano 

Ahora demostremos que el movimiento browniano existe. 

Para n número natural sea I (n) el conjunto de números naturales 
impares comenzando en uno y finalizando en 2n y sea I(O) = {l}. 

Para k E I(n) sea {~r} una sucesión de variables aleatorias independi­
entes con distribución normal con media cero y varianza uno. 

Sea sr : [O, oo) -+ R la función llamada de Schauder definida como 
O ( ) n-1 ( k 1) n-1 ( ~) 81 (t) = t, sr t = 1(~,:{¡,-)2_2_ t - 2-;. - l(ffe,1\ili-!)2_2_ t - 2 n donde lA 

es la función indicadora del conjunto A. 

Definimos: 
n 

B;_'(w) L L ~¡;1 (w)Sí,"(t). (2.2) 
ni=O kE l(.n) 

Proposición. Existe un conjunto ñ de medida uno, en el que la sucesión 
2.2 converge uniformen1ente a un proceso B(w) continuo. 

Para la demostración de esta proposición son necesarios dos lemas, el 
prin1ero el lema de Borel-Cantelli. 

Lerna{Borel-Cantelli). Consideremos una sucesión de conjuntos medibles 

Ak de tal forma que f:p(Ak) < oo. Entonces el conjunto B = {w 1 pertenece 
1 
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2.3 Movimiento browniano 

a una infinidad de conjuntos Ak} tiene medida cero. 

Demostración. Sea Bn Ü A3. Entonces tenemos ·la sucesión 
j=n ··:'· ·, '.~· ·: 

de desigualdades que inmed~tamente · demuestran • el resultádo: 

P(B1 n B2 n Ba n ... ) $ P(B3) $ Ep(Ak) ""-+ o;o. 
. " ~.- ;_·~~·~ "::,_~ .. ·;,,, \, -.>·.:. ·'\' .. '.··.~.<·. >· . ·' .·-: > ' 

Lerna. Consideremos una sucesiónc'de,;variá.bles aleatOrias.~{er}keI(n)'in­
dependientes con distribuciión. nor~ai::cori/ffiedia'.cero y;,varfrinza.uno .• Sea 

:~b~ ~\~~I~){ '~~¡;~ ';< •. (2.3) 
• - :'¡' - ·7·f.~ •.. ·' ;-.,:,: 

Existe un conjunto ñ ·de ~e<li<lae_"u~c; t;..;,i-C)i:ie V~ É ñ existe ri.(w) que satisface 
V'n > n(w) => bn(w) $n;:'> /;·:' ;C': ... /;" · ·:¡ 
Demostración. Sea X >o;; te~emos•la5~igualdades: 

. ~4~;1~7{ Ji!l~t~:~·~), 
es facil ver que 2.4 es me~or:que~2.5;tS1m1l~r~ente,Ja igualdad: 

pe h,n: ;:~~)~.5r; ~x¿t~·;r:)c, ~: , ;. n)). 

(2.4) 

(2.5) 

es menor que 
2n n2 E P(ler 1 ::> n):::;; ~ exp(-2)· 

keI(n) v 2 7rn 

Si reunimos las cuatro ecuaciones llegamos a que: 

oo oo 2 n 2 

LP(bn > n) $ L ~ exp(-~ ). 
1 1 v27rn 

(2.6) 

La prueba de la integral implica que la serie 2.6 es convergente. El lema de 
Borel-Cantelli implica que el conjunto: 

{w I 3n; 1 bn;(w) > n;}, 

tiene medida cero y entonces su complemento 

{w I 3n(w) 1 bn(w)+h(w) < n(w) + h}, 
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2.3 Movimiento browniano 

tiene medida uno.O 

Ahora demostremos la proposición. Sigamos las desigualdades: 

00 00 

E L I ~;:'(w)S;:'(t) 1:5 L L 1 b,,.(w)S;:'(t) 1 
==n(w) kEI(<n) <n=n(w) kEI(m) 

00 00 

:5 E L rn IB;:'(t) 1:5 E 
==n(w) .keI(=). ==n(w) 

Esto quiere decir que la sucesión de funciones B~(w), es 
convergente y entonces converge a una función continua.O 

uniformemente 

La anterior construcción demuestra la existencia de un proceso estocásti­
co continuo, el cual se demostrará es un movimiento browniano. 

l. Sea ti = f.,, entonces que las diferencias {B4 -B4_1 h=o,1 , ... ,2 " son vari­
ables independientes, normal distribuidas con media cero y varianza 21,, • 

En efecto, la combinación lineal de variables independientes con 
distribución normal también es una variable normal, de esto se sigue 
que la diferencia B4 - B4_

1 
tiene distribución normal y como la media 

es lineal, esta diferencia tiene media cero. Para calcular la varianza 
seguimos las siguientes igualdades: 

Var(B4 - B4_,) = Var{ E E ~;:'(w)(S¡:'(tJ) - Sk"(tJ-1))} 
==DkeI(m) 

= E E Var{~(w)(S¡:'(tJ) - S¡:'(tj- 1 ))} 
==0 keI(<n) 

1 
~ 

E E (Sk"(tj) - Sf'(tj-1))2 
m=DkeIC=l 

X ( E 2=-l + 1) = 21... 
Tn=l 

f: c2m;-• 21..>2 
171=1 

Para demostrar que son variables independientes, siendo estas variables 
con distribución normal, es suficiente demostrar que sus covariancias 
son cero y esto es consecuencia de la fórmula cov(B:.', E';) = mín(t, s) 
pues entonces para ti < ts se tiene: cov(Bí; - B0_,, Br_ - Br.,_,) = 
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2.3 Movimiento browniano 

2. Los incrementos {Bt; - B,;-•} con O = t 0 < t 1 < .. < tn $ 1 
numeros racionales diadicos, son variables independientes, normal 
distribuidos con media cero y varianza t1 - t1_ 1 • Sea 2n el míni­
mo común denominador a todos estos números, y observemos que 
B~ = B'J,.. para toda M mayor que rn. Entonces B"Ík = B;,\ por 
lo cual B,; - Bt;-• = B4 - B4_ 1 y podemos aplicar el punto 1 para 
derivar las propiedades antes mencionadas. 

3. Los incrementos {Bt; - B,;-i} con O = t 0 < t 1 < .. < tn $ 1 tienen 
las mismas propiedades que el punto 2 aunque no necesariamente los 
numeras t; sean racionales diadicos. Para demostrar esta afirmación 
observamos que existe una sucesión de numeros diadicos t'] ~ t1 y una 
sucesión de procesos n;;. ~ B,; donde la convergencia es en L 1 que 
implica la convergencia en distribución.O 

2.3.2. Propiedades del movimiento bro"W"niano 

El niovimiento browniano tiene varias propiedades importantes e intere­
santes del cual se derivan toda una clase de procesos. En este apartado nos 
concentramos en tres propiedades que son importantes para la definición de 
integral estocástica. 

El movimiento browniano es una 1nartingala, su variación cuadrática 
es la identidad respecto al tie1npo y su variación es infinita en cualquier 
intervalo. Estas propiedades son esenciales para la construcción de la integral 
estocástica porque la variación infinita in1plica que no es posible aplicar 
la integral de Rieinann-Stieljes para definir un proceso de integración, y 
el hecho de que su variación sea la identidad nos permitirá demostrar 
que la integral define una isometría que es una propiedad muy impor­
tante con varias aplicaciones. Finalmente que sea una martingala, trae 
como consecuencia que todos los procesos que son martingalas pueden ser 
representados con el movimiento browniano utilizando la integral estocástica. 

l. El movimiento browniano es una niartingala. 
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2.3 Movimiento browniano 

La demostración es directa: E(B,-B. l JF.) = E(Bt l 1F8 )-E(B. l IF.) = 
E(B, 1 IF.) - B. pero como B, - B. es independiente de B. entonces 
E(Bt - B. l IF.) = E(B, - B.) =O es decir que E(Bt l IF.) - B. =O. 

2. La variación cuadrática del movimiento browniano es Var2 (B)(O, T) = 
T. 

Para esta propiedad, demostramos que las variaciones de segundo grado 
tienen un límite con la norma de la media cuadrada; 

Consideremos una partición homogénea O = t[; < t"{ < ... < t;: = 
T, tf = f;T y sea .ó.f = B(t~1 ) - B(tf). Entonces es cierto que: 

n-1 

lím E("""'(.ó.i') 2 - T) 2 =O. 
n~oo ¿_, (2.7) 

i=O 

Para demostrar esta igualdad, son nec.esarias las ecuaciones: 

E(.ó.f) =O; (2.8) 

~ ·- -

E((.ó.f)2J,~ ~. (2.9) 

E((.ó.f)4] =.a;:;. (2.10) 

verifica calculando la integral 

Luego seguimos las igualdades: 

n-1 
E{(L:(.ó.f)2 -T)2} = 

i=O 

E E{((.ó.f)2 - ~)2} + 2 E E{((.ó.i')2 - ~)2}{((.ó.J)2 - ~)2}. (2.11) 
i=O 

En 2.11 el segundo sumando es igual a cero: 
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2.3 Movimiento browniano 

E{((.ó..f)2 _ ~)2((.ó..j)2 _ ~)2} = 
E{((.ó..f)2 - ~)2}E{((.ó..j)2 - ~)2} =O, 

con lo cual: 

n-1 

E{(E ((.ó..f) 2 - ~)2 } = 
i=O 

n-1 
E E{((.ó..~•)2 - ~)2} = 
i=O 
n-1 · . 

E E{(.ó..f)4 - 2~(.ó..7)2+~} = 
i=O 

n-1 . ·:; 

E E(.ó..f)4 - 2E~(.ó..f)~ +'~; 
i=O 

en esta sustituimos las ecuaci6Iies 2.8, 2.9 y 2.10: 
n-1 n-1 ·· · 

E 3~ - 2~~ + ~ = E 2~ = 2n~ = 27;;. 
i=O i=O '· 

Esto permite concluir que: 

EHEC.ó..i')2 -T)2} = 2T2, 
i=O · n 

y se desprende la veracidad de la e~uaciÓn 2. 7. 

3. Las trayectorias tienen variación infinita en cualquier intervalo en un 
conjunto de medida uno. De acuerdo al punto anterior existe una 

Tik-1 

sucesión nk tal que límk-+oo E 1 .ó..fk 12 = T. 
i=O 

B(w) es una 
límk-+oo má.x;{I .ó..¡'k 
igual a T. 

función 
I} 

uniformemente continua, entonces 
O además su variación cuadrática es 

nk-1 nk-1 

La desigualdad E I Af" 12 :5 má.x;{I Afk I} .E 1 A?k 1 implica que la 
i=O i=D 

Tl.k-1 

suma E 1 Af" 1 no es acotada y converge a infinito.O 
i=O 
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2.4 Integral estocástica 

2.4. Integral estocástica 

Para motivar la definición ele integración estocástica, si en la aproximación 
S(t + h) - S(t) = S(t)[µh + a(Bt+h(S) - Bt(S)] del precio de una acción se 
suman estas diferencias, resulta: 

n-1 . T n-1 . 

S(T) - S(O) = ~ µs(!:-T)- + ~ aS( ~T)(Bi±..!. (S) - B.!.. (S)). 
~ nn L.-i n n n 
i=O i=O 

(2.12) 

El primer sumando es una suma ele Riemann, es posible tornar el límite 
cuando n tiene a infinito y llegar a una integral, la segunda es una suma 
ele Riemann-Stieltjes pero el movimiento browniano tiene variación infinita, 
por lo que no se puede aplicar esta integral para definir el límite. La integral 
estocástica ele Ito resuelve esta dificultad. 

Construcción de la integral estocástica. La construcción es directa y es 
similar a la construcción ele la integral ele Lebesgue pero hay detalles y lemas 
preparatorios que trabajar. La construcción sigue los pasos: 

l. Definición de la clase de integradores. 

2. Definición de la clase de integrandos H(n, [O, T]) que tiene estructura 
de espacio de Hilbert. 

3. Definición de un subespacio H 0 (0.) de H(n, [O, T]) y un operador 
Ho(n) --+ L 2 (f?.). 

4. Probar que H 0 (f2) es denso en H(n, [O, T]). 

5. Extensión del operador I: H(n, [O, T])--+ L 2 (0.). 

6. Definición de la integral. 

Ahora veamos con detalle cada paso. 

Paso 1. El integrador será el movimiento browniano. Este tiene trayec­
torias continuas y variación cuadrática igual a la identidad. Esto permite 
dernostrar el leina de ison1etría del paso tres en forma inn1ediata. 

Es posible considerar la clase de rnartingalas continuas cuadrado 
integrables para definir una integral, incluso a través del teorema de 
descon1posición de Doob-lVIeyer Bl la clase de subrnartingalas, sin embargo 
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2.4 Integral estocástica 

para el propósito de este trabajo el movimiento browniano es suficiente. La 
construcción es similar pero el lema de isometría del paso tres tiene una 
demostración con mas elementos técnicos. 

Paso 2. H(D., [O, T]) = L 2 (dP, dt). Simplificamos la notación escribiendo 
H(D.). Este es el espacio de clases de procesos estocásticos progresivamente 
medibles que son cuadrado integrables: E[f0T X 2 (w, t)dt] < oo. Este es un 
espacio de Hilbert cuyos elementos se pueden aproximar por los procesos 
simples que se definen en el paso tres. 

Paso 3. H 0 (D.) es la clase de procesos estocásticos en H(D.) que son 
simples, es decir los procesos que aceptan la representación: 

, .. ·. ·;·· n~l'..·:,.- ''.°' '. :~ 
·xt(i.u);~!E~ic¿.,)i[t,,t;:.,)' 

"<Ve. -~, o '~ \·.:··· • 
-_ .:.· .. · - ~-~.~--,: >··;., __ :~~~:-.~::~~:-.;,·:·,; .. '· .' _:;:~.. ;-~---~--_, 

La variable a; es element~. dé.::L:Z.(Ft~);'\el 'é'spacio;CicdunC::iones Ft· - rnedibles 
y cuadrado integrables. '.Lá inte"gra'.1?df;~ii'\proc~so siin!>le se defi~e por: - . -,~~i';/: __ ¡_«_ :~~-- ... -· _"_., ' -

/(X) = L a;(w){Bt,~, __:E~,}, 
o 

es claro que H 0 (f2) es un subespacio lineal de H(D.). El operador I es lineal 
y define una isometría como se prueba en el siguiente lema. 

Lema de isometría 2.4.0.1 El operador I : H 0 (D.) -+ L 2 (0.) define una 
isornetria: 

Dcn1ostración. Se tienen el par de igualdades: 

T n-1 n-1 

E[ r X 2 (w, t)dt] = E[E aHt; - t;+1)] =E E(a~)(t; - t;+1), 
Ío 0 o 

J I(X) 2 dP = f [E a;(w){Bt1+1 -Bt;}]2 dP =E f ar(w){Bt,+i -Bt,}2 dP, 
n n ° 0 n 
la segunda igualdad es valida porque los términos: 
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se anulan como consecuencia a que los incrementos del movimiento browniano 
son independientes y con media cero, tenemos además: 

n-1 n-1 n-1 

L f a;(w){B,;+1-Bt;}2 dP = L E(a;)E{(Bt;+i -Bi,) 2
} = L E(a;)(t¡_¡-t;), 

o n o o 

la última igualdad es porque la varianza de los incrementos del movimiento 
browniano es lineal. Comparando las igualdades concluimos la de­
mostración.O 

Paso 4. El espacio de procesos simples H 0 (f!) es denso en H(f2). En el 
primer lema se demuestra que los procesos simples aproximan a los procesos 
continuos. En el segundo lema se demuestra que los procesos continuos 
aproximan a los procesos de H(fl). 

Lerna. Sean .}( un proceso continuo elemento de H(f!) .y sea: 

2n-1 

yn = Xol{o} + L X¡¡i.-rlc;¡1rr,W.TJ· 
i=O 

Este proceso es simple y además lím yn,;,,; X en n(n). 
Demostración. Es claro que yn.es-elemento_de H 0 (f!). Se demostrará que 
Y" converge a X con la ·norma de."H(n). 

Sea zn = 1Xn-Xl2 y observemos que Z"(t) = 'X;¡Írr-X,,
2

, donde 

t E ( 2~. T, if,;1-T]. Pero X es continuo y en el intervalo (O, T] uniformemente 
continuo. Entonces para w En y t5 >O existe una partición tal que zn(t) < ó 
y por lo tanto 'v'w E f! límn zn(t) =O. 

Ahora utilizamos el teorema de convergencia dominada de Lebesgue para 
T T 

justificar las igualdades: límn E[f IX" - x1 2 dt] = E(límn f ¡xn - x12 dt] 

T 
E[f lím ¡xn - X 12 dt] 

o 
lema.O 

o o 
T 

E[f lím zndt] 
o 

T 

E[f Odt] = O. Esto demuestra el 
o 

Lerna. Sea X un proceso de H(f!). Existe una sucesión de procesos con­
tinuos X" que convergen a)\ en H(0.). 
Dernostración. Por ahora nos restringimos al caso en que X es acotado: 
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IX1(w)I ::5 B(w). Definamos la sucesión de procesos: 

t 

X[' = n[Fr - Fc':-f>+l= n / . X 0 ds . 
. (t-!;-)+ 

El proceso Ft es continuo de. a~u~r~Ó a la . .estimación: 1 Ft'+h - Fr 1 

l '{"x.dsl :5 'f 1x.¡ ds :5 hB. Los p~Ó~d~:l~ d~mostración de la proposi­

ción 2.2.0.8 se pueden aplicar para ver .. que Fn es adaptado y que es 
progresivamente medible~ Cómo consecuencia a lo anterior X" también es 
continuo y progresivamente mediblé. · 

Sea Bw = {t E (O, T] 1 límXf{w) = X 1(w)} aseguramos que P(B.,,) =l. 
b b . 

Si demostramos que Iím f x:(w)ds = f X.(w)ds entonces aplicando el teo-
ª a 

rema de convergencia dominada de Lebesgue y el lema de la clase monótona, 
resultará que: ! IímX:;'(w)ds = I x.(w)ds, 

A A 

donde A es un conjunto boreliano del intervalo (O, T] lo cual implica que 
P(Bw) =l. 

b b 

Aproximamos J x:(w)ds con sumas de Riemann: J x:(w)ds 

N 
Ll. L: x::+A;(w) + Ów,N en donde .ó. = bÑa y límN-+oo Ów,N = o. Sin per-

i=l 

dida de generalidad: !. < t. Ahora tenemos la aproximación: x::+Ai(w) = 
a+~i Al 

n J x.ds = n ~ .JnXa+Ai+xfn-k(w) + nrtw,M· Las dos aproximaciones 
a+~i-.L 3=1 

permit;n llegar a la fórmula: 

b b N M ! x:(w)ds = N~\; L L Xa+Ai+xfn-k(w) + Ów,N + nr¡w,M• 
i=l j=l 
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debemos establecer la relación i. < Ll. para que la partición tenga sentido. 
Es posible elegir una sucesión l\lln tal que lím n11w,Mn =O, si observamos que 

b 

el primer sumando es una suma de Riemmann para la integral f Xs(w)ds 

podemos concluir la igualdad de las integrales. 

Como consecuencia a P(B,,,) = 1 tenemos que \lw E n: 
T 

límj [X['(w) - Xt(w)]2 dt =O. 

'' º· 
Si aplicamos el teorema de convergencia dominada obtenemos Ja sucesión 

. T , . T 
de igualdades: lím Ef [X['(w) - Xt(w)] 2 dt E lím f [X['(w) - Xt(w)] 2 dt 

o o 
T 

= E(f lím [X['(w) - Xt(w))2
) = E(O) =o. 

o ' 
Quedando así demostrado el lema.O 

Cuando Jy no es acotado considerarnos la sucesión de procesos definidos 
por Jyn = Xl{fXf<n}· Esta sucesión converge a X porque este proceso es 
cuadrado integrable. Ahora aplicarnos un proceso de diagonal para concluir 
que existe una sucesión de procesos continuos en H(r?.) que convergen a JY.D 

Si reunimos los dos lemas anteriores en un proceso de diagonal podemos 
concluir que para todo elemento X de H(r?.) existe una sucesión de procesos 
simples progresivamente medibles que convergen a el en H(r?.). 

Paso 5. Consideremos X E H(r?.) sabemos que existe una sucesión J\'."n de 
procesos simples en H 0 (r2) que convergen a X con la norma de H(n). Como 
el operador I es una iso1netría, entonces la sucesión I(Xn) es de Cauchy y 
como L 2 (r?.) es un espacio de Hilbert, entonces es una sucesión convergente 
a un elemento Z de L 2 (n). 
Definimos: 

I(X) = Z. 

Esta es una buena definición. En efecto, sean J\'."n y l,.n dos sucesiones de 
procesos simples que convergen a X, se debe de1nostrar que las sucesiones 
I(J\'."n), I(Yn) convergen a un mis1no lí1nite. Como I es una isometría es cierta 
la igualdad: E 112 [I(X,. - }'~,) 2 ] = E 112 [f0T {X,.(w, t) - Y,,(w, t)}2dt]. Al aplicar 
Ja desigualdad del triangulo en el término derecho: 

E 112 [I(Xn - l'~.)2] :5 
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T T 
E 1t 2 ¡.fo {Xn(w, t) - X(w, t)}2 dt] + E 1 12 [1 {Yn(w, t) :--- X(w, t)} 2 dt], 

ambos sumandos tienen límite igual a cero,· entonces la sucesión I(Xn)-I(Yn) 
tiene límite cero.O .· 

Paso 6. Se ha construido un operador lilieal: 

. I = ~ch);¿:.·t2<~>-' 
T 

Si precisamos la notación debémos. eséiibirir(X) J X 8 dB8 • Que pasa al 
º· . . . . . t 

variar el límite de integración?, tiene sentido. la igualdad I,(X) ;; .f.XsdB8 ?, 
. '·º . 

en el caso de que la respuesta sea afirmativa, se obtiene un pro.ceso estocá.sti~ 
co en H(n)?. Para contestar estas preguntas debe tórnarse'.eri:cueiita> que 
I,(X) es una clase de equivalencia y la ecuación planteada representa: pegar 
correctamente las clases para obtener un proceso de H(n). · 

El siguiente teorema garantiza que es posible hacer esta elección de una 
forma que permite obtener una 1nartingala con trayectorias continuas. 

Teorema de existencia de la integral estocástica 2.4.0.2 Sea X un 
proceso de H(fl.) y sea l,(w) la función indicadora del intervalo [O, t]. Ex­
iste una martingala con trayectorias continuas lvI en H(fl.) de tal forma que 
para toda t >O y A,= {w 1 IH, = Ir(l,X.)} se cumple: 

P(At) =l. 

Demostración. Existe una sucesión de procesos simples xn que convergen 
a,\." en H(fl.). Es claro que lím l,X·;' = l,Xt-

Definimos la sucesión If = Ir(l,X;') de martingalas continuas. Existe 
una martingala continua l\~t de H(O.) tal que lím If = JvI,. 

Por otro parte: límif = Ir(l,X,). 

Lo anterior permite concluir que Aft = Ir(l,X,). Como la igualdad es en 
L 2 (0.), entonces P(At) = l.D 

De esta forn1a concluimos los pasos que llevan a la construcción de la 
integral estocástica. 

34 



2.4 Integral estocástica 

Si recordamos la ecuación 2.12 que era la motivación para definir la inte­
gral estocástica, al tomar el límite, tenemos la siguiente igualdad: 

S(T) - S(O) = foTµ.sci)~t~ftus(t)dBt, 
'· . '.'.'<:" 

que en forma diferencial se acostumbra a escribir.como: 
.. ;.' ' 

dS = µSdt +.uSdB~· 

Considerando lo anterior, definimos un concepto importante al que da 
lugar la integral estocástica. 

Procesos de difusión de Ito 2.4.0.3 Un proceso de difusión de Ito es un 
proceso estocástico que acepta la representación: 

donde µt y a, son procesos estocásticos progresivarnente rnedibles y cuadrado 
integrables. 
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2.5 Lema de lto 

2.5. Lema de Ito 
Para la integral estocástica hay un. resultado análogo. a. la, regla de la 

cadena del cálculo diferencial. Este es el lema'de Ito. ' · 

Lema de Ito 2.5.0.4 Sea F(t, x) una fimdón ~e dos'• variables .reales con 
derivadas parciales continuas hasta el orden dos;:· Es/valida···lafrJrmufo. de Ito: 

F(T,B(T)) ....:fe(o
0

,B(b){~ :: 

1T Ft(t, B(t))dt + ~ 1T Fxx(t, B(t)))dt +zrr;~iii~fü;~f~: 
Demostración. Nos restringimos a las funciones 'F.~01/s~}j'¡ií:t~' compacto; 

con esta condición todas las derivadas de la función' son acotá(Úis;r:A.cordemos 
la notación h = :¡j-, t; = hi, Ai = B(ti) - B(t • .;.. 1). . ., ... , ·T ~!~}:,;y·'·' 

La diferencia F(t;, B(t•))-F(t._1, B(t._1)) desarrC>1{¡<lr¿.{se'i-Í~cI~ T8.ylor 
hasta el grado dos es: · · •,•::···' (, :;_,,. , ·.. · · 

F(t.,B(ti)) - F(t•--i.!!_Ct,·~~~~t~f,:'..,, < ..•... , 
hFt (t;_¡, B(ti-1)) + AiFx(ti:-:::1• ~-(~~-:.mrt:i.2~·~-:f..;.;(ti..:i.B(ti-1)) 

~h2 Ftt(ti-1• B(ti-1))t~·h~tx5t.~2~~_c:.;1;i·lvkc~L1;.B(ti-1), h, A;). 

Al sumar todos los increm.entos.se·· obtiene: .. 

F(T,B(T)) - F(O, B(O)) = 
N 

E F(t., B(t.)) - F(ti-1' B(ti-1)) = 
i=l 

N N 

L hFt + L .Ó.iFx 
i=l i=l 

+ 
1 N 1 N 

2 L.Ó.i
2
Fxx + 2 Lh

2
Ftt 

i=l i=l 

+ 
N N 

L A;hFtx + L R(t;-1, B(ti-1), h, A;). 
i=l i=l 

Ahora calculamos el límite de cada uno de los sumandos: 
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2.5 Lema de Ito 

l. 

2. 

3. 

N T 
La suma L: hF, converge a la integral fo F,(t, B(t))dt pues es una suma 

i=l " .,' . .- -
de Riemmann y el integrando es. continuo: : 

N .. . , . . . .• :•:..··.• •:< .·;;· .:·: .•,:. • ...... '•·~ · .. < .. 

La suma L: A;F,., converge ala integrarJ07;p;;,(t,"B(t))dB, porque esta 
i=l , : -,.,,. ·.·.<.' ''.".'.;<;" - ,_:·•,.,:::::': ... ;;:c:.'',·»: .. ,~.;,:::•:"':·"'•'::·.:-~,·:':P'..,:.'.•'.\·:····,,, 

suma correspowJea·:1á fote'grai'estoéá:Bticac:Ie·:un proceso simple que 
aproxima al;procesó;F,.,(t;B(t));:: ·;· >: c;.,'i.~.?;;;,/·>'~~':> ... .. 

"' )! ~ '.,' " 

:: ~,,··:_,,-.,,- ·:>·--.;,/jy.,_:_'.:'·---·::··.· 
Para. calcular el límite. dé la sui;ila':tEAi2 F:r::r: usamos la igualdad 

. ._ .'. . ;. - . ;''" _:: -~-:·_- -:_, ';i=l:--::: •; 

L: .ó.;2 F,.,,., = L: hF,.,;, + E(.ó.;2 'c. h]F,.,';;; :El primer sumando converge 
a la integralJ{ F,.,,.,(t, B(t)))dt'y'deÍnÓ~tramos a continuación que el 
segundo sumando converge a cero: · .. ' .. 

Los incrementos del proceso de Weiner son independientes y tienen 
nledia cero, entonces el segundo sumando es cero. Los incrementos del 
proceso de Weiner tienen variación: E(.ó.~) = h. En la sección 2.3 se 
estableció la ecuación 2.10 E(.ó.;4 ) = 3h2 , entonces: 

Como F tiene soporte compacto, F,.,,., es acotada por una constante B, 
y se sigue la desigualdad: 

E{L[.ó.;2 
- h] 2 F;x} :5 N2h2 B 2 = 2B~, 

esta cota demuestra que límE({L;[.ó.;2 - h]FxxF) =O. El teorema de 
convergencia dominada de Lebesgue implica que: 

lím P([.ó.; 2 - h]F,.,,., = O) = l. 

N 
4. La suma ~ 2:; h 2 Fu converge a cero de acuerdo a las desigualdades 

i=l 

IL:h2 Fttl :5 h 2 L; IFttl :5 h 2 NB = 7;;B. 
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2.5 Lema de Ito 38 

N 
5. La suma L:; ó.ihFt., converge a cero porque tenemos la siguiente igual-

i=l - ; '... :· -_<_ : ~-::., '-. . ;· __ ; __ ,_. .'· -- ._ 

dad L:: A;hF,,,, = hL:; A;Fix,= h{f~Ft;;dB;f 71N;..:i).~oiic:l.~.Iím71N,w =o. 

6. Para la suma ~?1;<~.~i.t,::,~>t;:~r):i?{~~~,;,,~'.~~,~-~if,~~~h:;~~~· f\· residuo 
satisface la igualdád:'R(ii';bYH'"A}'=)G'(a'b''h''''Ll:) ll(h••'A ll~;cdoiide Ges 

:: :::: :o:ti;cii;~J:~:)i~¿,~}l@l~;ª'tt'J~l~f h,:A,)h•+ 
.. ,. __ ;_· --·--~·-·>··;~:,~ • ~;. ,._..,_ -;·:..·-.'\i=1:-,-·_, ·'.:~ .. ~:r~ 

~ G(t., B(t.), h, '-3!.),4Ft~g>t~~~;r.;.,.·,.;e_< .... o- . . •.. ·· -... · .. 
Seguimos la prueba del puritO éuatro par8.'•ver ~ue: E.!1 p~irner sumando 

~;;.;:;;@~~ji~¡~/i~~:~: .:>~O u~:~·;~~":~ 
IG(a, b, h, A)l .i::li-;{siéliipr~''qÜe lhl .::::'e- y IAI .. <E:. 

-_ -_~:~ <~--/~;;: ::é:~t'.~Ji~·(~\.~<;~ ,:.~..,-:,:~ 

E(j~(tL~·;·~;t~~~~.~,2i):6.r! = f IGI A'fdP + j IGI A'fdP, 
. . Ai B¡ 

tomamos cada sumando·-por separado 

j IGI A'f dP :5 e j Sf dP :5 eh 
At A; 

</ IGló.'fdP) 2
:::; / IGl 2 dP ! AtdP:::; (3k2 P(B.))·h2

:::; 3k2 E(IA;l)Jh2
• 

B¡ B¡ B¡ 

Para justificar la segunda igualdad se aplica la desigualdad de Markov. 

1 
P(X ;:;::: ..\) ::5 :,xE(X). 



2.5 Lema de Ito 

El valor esperado del valor absoluto de los incrementos del movimiento 

browniano esta dado por: E(l.ó.;I) = ~~- Al reunir las desigualdades 
anteriores se llega a que:, 

E[IG(t;-:-b B¡'"''' Ji; .Ó.¡).ó.~ll ::;; eh+ 3k2~h3 • 
'i,>·< 

juntando todo lo anterio_r,:'·'· 

E[IL: a(t;-:-1; B¡,_, ,h;6;).ó.~11 ::;; E[L: 1act;-1, B,,_,, h, .ó.;).ó.rn ::;; 

.·'•••'· . · 1 1 T 3 

·• ~ +3k2 -h3 = eT + 3k2 ---<L..I c5 t5 N2 . 
Dado que ., e .. , no depende de N, 
límE[IEG(t;-1;Bi,,. 1 ;h;.ó.;).ó.~IJ es igual a cero. 

el límite 

Lo anterior significa que límP(IEG(t;-i,Bi,_,, h, .ó.;).ó.ll =O)= l. D 

Queda así establecido para T ~ O la fórmula de Ito. 

Para hacer valida la fórmula, para todo tiempo, no es suficiente con 
variar a t. Esto establece la igualdad de clases de equivalencia para cada 
t, sin embargo los conjuntos de medida cero pueden estar variando para 
cada t hasta formar un conjunto no nulo en [O, T] x n. Se puede establecer 
la igualdad de los procesos, al observar que el intervalo (O, T] es primero 
numerable y los dos procesos involucrados son continuos. 

Si la función F no tiene soporte compacto, sea FM una función con 
soporte compacto tal que FM(t, s) = F(t, s) siempre que Is! ::;; l\I. 

Sea AM = {w 1 IW.(w)I < M}, entonces AM e AM+l y UAM = n. Apli­
camos la fórmula de !to.para FM que establece la misma para F restringido 
al conjunto AM.D. 
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Capítulo 3 

Modelos matemáticos en 
finanzas 

En este capítulo se utilizan las herran1ientas desarrolladas en paginas 
anteriores para presentar los modelos mate1náticos directamente relacionados 
a la rnodelación en finanzas. Siempre se denotará el movimiento browniano 
por l'V. Las referencias de este capítulo son Bielecki[4], Hull[lOJ, Karatzas[l4] 
y Musiela[34]. 

Específicamente el modelo browniano geométrico para el precio de una 
acción, el modelo de valuación de Black-Scholes para una opción europea, el 
n1odelo de Vasicek para una tasa de interés instantánea y un bono en ella y 
finahnente, el modelo de lVlerton para un bono con riesgo de incumplimiento. 

En la primera sección se expone el modelo browniano geon1étrico para 
un rnercado financiero que consta de N instrumentos con riesgo y una 
cuenta de ahorro que representa el único instrumento libre de riesgo. Esta 
exposición es una versión simplificada del rnoclelo que se puede encontrar en 
detalle en Karatzas[l4]. Los resultados del apéndice B son necesarios para 
este desarrollo. 

En la sección dos se expone con detalle el rnodelo browniano geométrico 
para el precio de una acción dS = S(µdt + adHT). 

En la sección tres se deduce la ecuación de Black-Scholes para el precio 
ele una opción ele compra europea. l\'lediante un cambio de variable se trans­
forma a la ecuación de calor, con esto es posible resolver para obtener una 
solución analítica. La solución que se obtiene es la fónnula de Black-Scholes. 



3.1 El modelo browniano geométrico 

En la sección cuatro se revisa el modelo de Vasicek para el precio de un 
bono. 

Finalmente, en la secc1on cinco se expone el modelo de Merton para el 
precio de un bono con riesgo de incu1nplimiento. 

3.1. El modelo brow-n.ian.o geométrico 

En esta sección se abordan los siguientes puntos: 

• Establecer el 1nodelo mateinático bro,vniano geon1étrico para represen­
tar el rnercado de instrumentos. 

• Establecer las hipótesis del mercado. 

• Estudiar como se reflejan las hipótesis del n1ercado en el modelo 
1naten1ático. 

3.1.1. El modelo browniano geométrico para un mer­
cado financiero 

Hipótesis 3.1.1.1 Se representará con un proceso estocástico el precio de 
un instrumento. Este debe ser una submartingala positiva y continua. 

Es razonable suponer que es una submartingala por la interpretación de 
este tipo de proceso: con la información presente es posible anticipar que el 
valor futuro es 1nayor, en caso contrario nadie invertiría en ellos; es positivo 
porque así se observa en la práctica y es continuo porque se ajusta en buena 
aproximación con las observaciones estadísticas. 

Pero si S es una submartingala, acepta la descon1posición de Doob-l'vleyer 
(teorema B.1 en el apéndice B) S = /¡,¡ + B donde lvI es una martingala 
continuo y B es un proceso creciente el cual vamos a suponer que es 
derivable, luego el teorema de representación de martingalas (teorema B.2 
en el apéndice B) nos permite escribir AJ, = f~ .Pudl'Vu. 

Finalmente, de acuerdo al teoren1a B.3 del apéndice: 

dS, = S,[µ,dt + a,dl,V]. 

En la anterior ecuación se ha usadoµ,= -/¡;B' y a, = -/;;.Pt· En conclusión, S 
es un proceso de difusión de lto de acuerdo a la definición 2.4.0.3. 
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3.1 El modelo browniano geométrico 

Lo anterior rnotiva la siguiente definición de mercado financiero 1 : 

Definición de mercado 3.1.1.2 Un mercado de.instrumentos financieros 
consta de los siguientes elementos: 

• Un espacio de probabilidad (O, a, F, P). 

• Un tiempo terminal T. 

• Un movimiento browniano w· ~ (tv1, . .. , WD) de dimensión D. 

• Una tasa libre de riesgo r(t) progresivamente medible e integrable. 

• Un vector b = (b;) de dimensión N, progresivamente medible e inte­
grable. Este vector representa la tasa instantánea de rendimiento. de 
cada uno de los instrumentos. 

• Una matriz progresivamente rnedible y cuadrado integrable, de dimen­
sión D x N, a= (a;¡(t)). Esta matriz representa las covarianzas entre 
los intrumentos. 

• N submartingalas continuas positivas, relacionadas· por el sistema 
D, 

dS; = S;[b;dt+ E a;ddvVd]. Estos procesos representan los instrumentos 
d=l 

del mercado. 

Dos comentarios acerca del modelo .. 

El modelo acepta una tasa que r~prese.nta el pago de dividendos por 
acción. No se incluye en la definición, dado qÚe nos concentramos en acciones 
que no pagan dividendos. · · 

Aunque se definió en generalidad el modelo y es posible que D =¡6 N, 
con10 aceptaremos nlercados completos y libres de arbitraje, siempre D es 
igual a N 2 • 

Este modelo es general y bien justificado, ahora es necesario especificar 
los coeficientes del sistema: b;, a;1 . Esto se consigue con algunas condiciones 
en la forma de operar los instrumentos. 

'Siguiendo la definición 1.3 página 4 de Karatzas[14). 
2 Vcr sección 3.1.4. 
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3.1 El modelo browniano geométrico 

3.1.2. Hipótesis del mercado 

Un instrumento derivado es un contrato financiero cuyo valor depende 
del precio de un instrumento primario subyacente corno una acción o un 
bono. Su principal función es ser un medio para la administración del riesgo. 

Estos instrumentos deben ser valuados y relacionado a su función de 
administración de riesgo, encontrar un portafolio replicante. Para poner en 
términos específicos estos dos problemas y aplicar el modelo estocástico del 
anterior apartado, se aceptan las siguientes hipótesis: 

l. El mercado es libre de fricción. 

Esta hipótesis significa que dentro. del modelo no se ven reflejados los 
costos por transacción debido .. a irnpuestos o comisiones de las institu­
ciones. 

2. Existe una única tasa de interés. 

Esto quiere decir que la tasa de interés que un banco o institución 
financiera aplica a.una cuenta de ahorro de un cliente es igual a la tasa 
de interés que el. banco cobra a un cliente que tiene un crédito. 

3. Posiciones ilimitadas. 

Esto significa que no hay límites en el numero de instrumentos de los 
que esta formado un portafolio. No hay restricciones en posiciones en 
corto ni en el crédito que se puede solicitar. 

4. El mercado es viable. 

Esto significa que no hay oportunidades de arbitraje. Una oportunidad 
de arbitraje es cuando un instrumento en forma sin~ultanea tiene dos 
precios distintos. Esto da la oportunidad de hacer una ganancia libre 
de riesgo. 

5. El mercado es completo. 

Un mercado es completo cuando el precio de un instrumento derivado 
puede ser replicado por un portafolio autofinanciable de instrumentos 
primarios. 
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3.1 El modelo brow-niano geométrico 

3.1.3. Portafolios autofinanciables 

En el apartado 3.1.4 se expone en que forma se reflejan las hipótesis de 
mercado en el modelo browniano geométrico. Es necesario en este propósito 
el concepto de portafolio autofinanciable. Este es un concepto importante y 
lo revisamos a continuación. 

Consideremos un portafolio TI,= </J1I1 (t) + ... + <Pnin(t) en donde I 3 rep­
resenta el precio de un instrumento elegido y q,1 es el número de posiciones 
dentro del portafolio. Decimos que este portafolio es autofinanciable cuando 
después de la inversión inicial, en la evolución del portafolio en el tiempo no 
hay consumo ni tampoco hay inyección de capital y el cambio en el valor del 
portafolio se debe a la fluctuación del valor de cada instrumento y al número 
de posiciones. 

Definición 3.1.3.1 Un portafolio TI, es autofinanciable sii: 

dITt = </>idJi(t) + ••• + </Jndin(t). 

Vea1nos un ejemplo. 

Sea S el precio de una acc1on y P el precio de un bono. Formemos un 
portafolio con <P acciones y .,P bonos: 

rr, = q,,s, + .,µ,P,. 
La condición.para que sea autofinanciable es: 

dIT = q,,dS + .p,dP. (3.1) 

Consideremos la partición 3 = {t; = j;¡T};=o, ... ,N del intervalo [O, T]. La 
ecuación 3:1 en 3 es: 

II,;+, - n., = </>t;(S,1+1 - S,;) + .,P.,(Pt;+i - P,;), 

esto dice que el cambio del valor del portafolio en el intervalo [t;, t;+1 ] se 
debe al cambio en los precios en el período y el número de posiciones que se 
mantuvieron al inicio del mismo. 

Al sumar todas las diferencias, se obtiene: 

Ilr - Ilo = L n,i+I - n,; 

E q,,,(s,;+• - s,,) +E ·1/J,,(P.;+1 - P,;) 
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3.1 El modelo browniano geométrico 

<PrSr - <PoSo + .PrPr - 1/ioPo+ 
N-1 N-1 

E St.C<Pt;+1 - <Pt,) +E Pt,('l/it, ... , - 1/it,)· 
1 1 

Al tomar el límite y escribir en notación. diferencial: 

dII ~ .(dtjJ)S+ (d.,P)P. (3.2) 

Se puede interpretar 3.2 como sigúe. Supong~mos que en el instante de tiempo 
to = O un inversionista:' pide ün préstamo representado por -Pto'l/ito con este 
dinero decidé comprar StótPto acciones, y forma el portafolio 

IIto = StotPto + Pto.Pto =O. 

En el siguiente instante de tiempo la acción cambia al valor St,, supong­
amos que este es mayor que Sto y entonces decide comprar mas acciones 
pero pidiendo un nuevo préstamo. Denotemos esta operación como S, 1 ft, 
-P,, m., 1 • La nueva configuración del portafolio es: 

Ilt1 = St, ( <Pto -+: Ít1) + Pt, ( 'l/it0 + Tnt,) • 

El valor del portafolio no ha cambiado:. II0 = Ilti = O, es independiente a 
la distribución de los insti::11me.ntos. En· forma diferencial podemos escribir: 

. dIIi¡.,,,,;; O. (3.3) 

Hagamos cp,, = tPto +1ti y·'.Pt1 ·= 'l/it0 + m.i,, entonces 

St, (i/>t,~ tPto) tP1(.Pt1 - ,.P,0 ) = St.ft, + P,,m.,, =O. 

Este argumento se puede generalizar para demostrar que: 

(3.4) 

Con el teorema del valor 1nedio de la derivada, es posible construir una familia 
de particiones con norma convergente a cero, de tal forma que para s < t 
elcn1entos de una partición se cumple: 

St<P' + Pt'l/J' = -t 
1 

S,(q,, - </J.)+ -t l P,(1/Jt - .P.). 
-s -s 

(3.5) 

Si reunimos las ecuaciones 3.3, 3.4 y 3.5 se obtiene la ecuación 3.2: 

dII = (dtjJ)S + (d,.P)P. 
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3.1 El modelo browniano geométrico 

3.1.4. Condiciones de arbitraje y completez 

El modelo 3.1.1.2 acepta expresiones útiles en la práctica para los 
principios de no arbitraje y completcz. 

Un mercado est>i libre de oportunidades de arbitraje, si no es posible 
obtener ganancias estrictamente positivas sin riesgo. El siguiente teorema 
presenta formas equivalentes al principio de arbitraje. 

Teorema 3.1.4.1 Son equivalentes las siguientes afirmaciones: 

1. El mercado es libre de arbitraje. 

2. La dimensión del proceso w• .es mayor al número de instrumentos en 
el mercado. 

3. Existe una medida p•, equivalente a·.la medida P, de tal forma que 
todos los instrumentos descontados son martingalas. 

En un mercado completo, siempre es posible replicar el comportamiento 
del precio de una opción mediante un portafolio autofinanciable con posi­
ciones en la acción subyacente y un bono. 

El siguiente teorema caracteriza un mercado completo. 

Teorema 3.1.4.2 Un mercado libre de oportunidades de arbitraje es com­
pleto sii se cumplen las dos condiciones: 

1. La dimensión de w• es igual al número de instrumentos. 

2. La matriz de volatilidades (a;J(t)) es no singular casi seguramente. 
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3.2 El modelo browniano geométrico para el precio de una acción 

3.2. 

3.2.1. 

El modelo browniano geométrico para el 
precio de una acción 

Tipos de acciones 

Una acción es un instrun1ento financiero en el cual intervienen la empresa 
emisora, el accionista y una institución que respalda la transacción. 

La colocación inicial de una empresa de acciones se llama Oferta Pública 
Inicial(OPI) y se canaliza a través de una casa de bolsa a la Bolsa l'vlexicana 
de Valores (BMV) 3 con apego a la Comisión Nacional Bancaria y de 
Valores(CNBV).4 En esta operación existe una transacción (flujo de dinero) 
entre el inversionista y la empresa, pero una vez efectuada esta, el accionista 
tiene la opción de poner en venta sus títulos en la que no se haya ninguna 
fecha comprometida y el precio de transacción pocas veces está relacionado 
con el precio inicial de oferta, además la empresa emisora no interviene en 
forma alguna. 

Las principales características de una acción que debemos tomar en cuenta 
para su estudio las enumeramos a continuación: 

1. Existen dos clases de acciones, las acciones preferenciales y las acciones 
ordinarias. 

Las acciones preferenciales se distinguen porque al poseedor de la mis­
ma tiene el derecho de participar en toma de decisiones y le garantiza 
una participación de las utilidades generadas por la empresa, dicho de 
otro modo el poseedor de un porcentaje de las acciones preferenciales 
de una empresa lo convierte en poseedor en el misruo porcentaje de la 

3 Institución sede del mercado mexicano de valores. Institución responsable de propor­
cionar la infraestructura, la supervisión y los servicios necesarios para la realización de los 
procesos de e1nisión, colocación e intcrca1nbio de valores y títulos inscritos en el Registro 
Nacional de Valores (RNV), y de otros instru1nentos financieros. Así 1nis1no, hace pública 
la inforinación bursátil, realiza el rnancjo ad111inistrativo de las operaciones y transmite la 
infori-nación respectiva a SO Incleval, supervisa las actividades de las ernpresas emisoras 
y casas de bolsa, en cuanto al estricto apego a las disposiciones aplicable, y fon1enta la 
expansión y cornpctitividad del rnercado de valores rncxicanos. 

•1 órgano de Ja SHCP, con autonornía técnica y facultades ejecutivas, que regula la 
operación de ]as bolsas de valores, e] desc1npeño de Jos interrnediarios bursátiles y el 
depósito central de valores. La CNBV puede ordenar la suspensión de Ja cotización de 
valores o intervenir adrninistrativan1ente a los intennediarios que no mantengan prácticas 
sanas de 111erca<lo. Es la entidad responsable de mantener el Registro Nacional de Valores, 
en el que se inscribe todo valor negociado en la B!vlV. 
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empresa. De esta forma, podemos entender las acciones preferenciales 
como un instrumento practico mediante el cual las empresas y los 
grandes inversionistas pueden realizar transacciones. 

Las acciones ordinarias no dan derecho al poseedor de participar en 
tomas de decisión ni tampoco garantizan un porcentaje fijo de las 
utilidades de la empresa. En su lugar el accionista ordinario puede 
esperar un dividendo que es variable y que es determinado por el 
comite ejecutivo de la empresa. Son estas acciones las que normahnente 
se negocian a diario en todo el mundo y son el tipo de acción que nos 
interesa estudiar en esta sección. 

2. Son bursátiles. 

Una vez que el inversionista tiene sus títulos tiene el derecho ele negociar 
con ellos, y colocarlos a venta en un l.Vlercado de Valores sin que haya 
de por medio alguna fecha. Por otro lado el marco legal condiciona el 
estado de parámetros que son indicadores ele la buena salud ele las em­
presas, ele tal forma que los participantes en el 1nercado tienen ga1·antía 
de la honorabilidad de las firmas emisoras. Esto hace que en términos 
prácticos podamos considerar estos instru1ncntos absoluta1nentc nego­
ciables, en el sentido de que si algún agente coloca a venta un numero de 
títulos, sic1npre habrá un inversionista dispuesto a negociar un precio 
para su co1npra. 

3. Son volátiles. 

En el co1nportamiento del precio de una acción intervienen varios fac­
tores entre los que podemos identificar salud y valor presente de la 
empresa en1isora, especulación en el desempeño y desarrollo futuro de 
la e1npresa, la ley de oferta y dernanda, la tasa de interés libre de riesgo, 
programas de desarrollo del sector econónüco, correlaciones con otros 
sectores, eventos extremos, cte. Podemos observar que estos factores 
son difíciles de determinar y prácticamente i111posibles de pronosticar, 
esto tiene repercusión en dos fenón1cnos que inicialmente parecen no es­
tar relacionados. Primero, al observar la gráfica en el tiernpo del precio 
de una acción obscrvmnos un cornportamiento en extremo irregular y 
segundo la infonnación del pasado no nos pennite anticipar el compor­
tainiento en el futuro in1nediato. La conección resulta al aceptar que si 
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no podernos anticipar el comportamiento futuro de la acción en base a 
la información presente, no es resultado de la ignorancia, en el sentido 
de que estamos dejando variables libres sin considerar cuya inclusión 
en el análisis permitiría hacer un pronóstico, mas bien es porque este 
fenómeno tiene una naturaleza de incertidumbre que es inevitable, de 
tal forma que debemos necesariamente considerar un elemento proba­
bilistíco que en el modelo matemático evidencia de donde viene esta 
irregularidad5 • 

Desde el punto de vista de una empresa, la emisión de acciones ordinarias 
es una alternativa para financiar proyectos internos que pueden responder 
a diversos objetivos. La ventaja de las acciones es que la empresa no 
adquiere una deuda, aunque si da el derecho a los accionistas de participar 
de las utilidades generadas, la desventaja es que (y resulta paradójico) 
cuando la empresa tiene un período importante de crecimiento, entonces 
este instrumento se convierte en una forma cara de financiarse porque el 
dividendo a sus accionistas es grande y puede rebasar la tasa de inversión 
del mercado. 

Desde el punto de vista del poseedor, las acciones ordinarias son un in­
stru1nento que le permiten especular y formar portafolios de inversión. De 
acuerdo a sus tendencias podemos clasificar en modo groso los accionistas 
con10: 

l. Especuladores. Estos accionistas se caracterizan por esperar altos 
rendimientos y aceptar un nivel alto ele riesgo, generalmente se concen­
tran en identificar tendencias en el comportamiento de la acción para 
pronosticar una caída drástica de precio( en cuyo caso venden inmedia­
to sus acciones) o un rápido crecimiento(en cuyo caso compran tantas 
acciones como les sea posible) siendo el diferencial ele la operación su 
ganancia. 

2. Técnicos. Estos inversionistas se caracterizan por seguir estrategias de 
inversión resultado de aplicar técnicas establecidas de análisis. Su in­
terés es formar un portafolio de inversión en el que se reflejen sus pref­
erencias de rendimiento y riesgo aceptado. De acuerdo a sus preferen­
cias respecto al rencliiniento y riesgo tenemos inversionistas que tienen 
tolerancia al riesgo a cambio de esperar un rendimiento alto y en un 

r;La diferencia entre un fenón1eno con naturaleza de incertidumbre y un fenómeno 
determinista en el que no se han considerado todas las variables no es una consideración 
trivial, es una sutileza hnportante con10 lo n1uestra la mecánica cuántica. 

49 



3.2 El modelo browniano geométrico para el precio de una acción 

periodo corto de tiempo, estos son los inversionistas agresivos; por otro 
lado tenemos los inversionistas que tienen aversión al riesgo y por ello 
aceptan un rendimiento bajo y son capaces de mantener su inversión 
en un periodo largo de tiempo. 

3. Finalmente tenemos los inversionistas que se enfocan a estudiar la em­
presa, el sector económico y si determinan que la empresa puede crecer 
en fonna importante compran y mantienen sus acciones lo cual se tra­
duce en una recompensa futura en los dividendos y en el aumento del 
valor del precio de la acción. 

3.2.2. El modelo browniano geométrico 

El modelo 1ná.s aceptado para estudiar el precio de una acción es el modelo 
geométrico: 

dS = S(µdt + adB). 

Veamos cual es la justificación para utilizar este modelo. Necesitamos 
aceptar las hipótesis de mercado de la primer sección y una tasa de interés 
constante. 

Supongamos que el precio de una acción S esta libre de riesgo, en este 
caso el principio de arbitraje implica que el valor de la acción está dado 
por: S(t) = S 0 er•. Sin embargo el comportamiento de una acción siempre 
presenta volatilidad, por ello debe darse un elemento de incertidun1bre. 
Proponemos entonces la ecuación S, = So exp(rt + X) donde X es un 
proceso estocástico. 

Con algunas hipótesis, es posible deducir que X esta relacionado al 
111ovilniento browniano. Algunas de estas hipótesis son de naturaleza técnica 
para poder aplicar las herramientas desarrolladas en el capítulo dos y otras 
de ellas siguen los datos estadísticos. Este es el plan a seguir. 

Establecer las hipótesis: 

1. S, es adaptado a una filtración {lFt }o::;t<oo continua por la derecha. 

2. S, es continuo. 

4. S, tiene incrementos independientes. 
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5. In St tiene distribución normal. 

Deducir ,las siguientes propiedades de X a partir de las hipótesis en S : 

l. X 0 = O'.: X e~ continuo y adaptado a la filtración {Ft }osi<oo· 

2. _,yt tiené distribución normal. 

3. X, tiene incrementos independientes. 

• Hipótesis 1. S, es adaptado a la filtración {F, }o::;t<oo' Esta es la primera 
hipótesis técnica que necesitamos para conectar S, con el movimiento 
browniano. Pero además tenemos una interpretación para la filtración, 
F, representa la información observada hasta el instante de tiempo t. 

• Hipótesis 2. St es continuo. Esta también es una hipótesis técnica 
necesaria para conectar S, con el movimiento bro,vniano. Además es 
una condición de regularidad natural y corresponde en primera aprox­
imación con las observaciones estadísticas. 

• Hipótesis 3. E(St) = S 0 er•. Esta es una hipótesis cuya interpretación 
es que en el proceso para obtener el valor esperado de la acción las 
variaciones debido al riesgo se equilibran y en el resultado se obtiene 
un comportamiento libre de riesgo. 

• Hipótesis 4. S, tiene incrementos independientes. No hay correlación 
en el comportamiento de la acción en un intervalo y otro, independien­
tmnente de cuan cercanos estén ni lo pequeños que sean. No es posible 
hacer un pronóstico del comportamiento de una acción con la informa­
ción presente. Esta hipótesis corresponde con los datos estadísticos. 

• Hipótesis 5. In St tiene distribución normal. Esta hipótesis se puede 
justificar de varias fonnas, la que aceptarnos aquí es que con·esponde 
con los datos estadísticos. Otra forma de justificar es utilizar el :::nodelo 
discreto de Cox-Ross-Rubinstein que pernlite construir una sucesión de 
procesos discretos que aproxirnan el precio de una acción, sin embargo 
es necesario desarrollar herrarnientas para asegurara la convergencia 
de estos procesos. 

Otra alternativa es utilizar las hipótesis de ]a sección uno, las hipótesis 
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de Samuelson6 acerca del riesgo y la caracterización de Paul Levy del 
movimiento browniano. No desarrollamos alguna de estas alternativas, 
ya que los resultados del apéndice B justifican en un camino diferente 
el modelo browniano geométrico y en particular esta hipótesis. 

• Propiedad 1. X, es continuo y adaptado a la filtración {IF,}ost<oo y 
..-Y0 = O. Es suficiente despejar la ecuación S, = 8 0 exp(rt + X,) para 
obtener 

-rt, 

y aplicar las hipótesis 1 y 

• Propiedad 2. X, tiene distr.ibución normal. Es consecuencia directa de 
la hipótesis 5. 

Sea x, = ¡f z, + a,·~C>_~de E(X,) 
E(Z,) =o y Va1"(Zt) ':".':EC?'lX= t. 

a, y Var(X,) b,. Entonces 

La hipótesis 3 irn¡:ÍÍi6aqui,E(eX•) = 1 y en términos de la distribu­

ción normal ~··J'i~'e~:e~p( _..;; C:•;:» )dx = l. Completando cuadrados 
··- . ·;.,~.:-00-. -;.;-·~ ._ : 

,_. ____ ·-,_,._. '-· 00 

se obtiene que: cxp~-b) J e~p( - (x-;;;-b>' )dx = 1 y entonces: 
. -oo 

2a+ b =O. (3.6) 

• Propiedad 3. X, tiene incrementos independientes. Es consecuencia a 
la hipótesis 4 y al siguiente 

Lerna. Sean A, B, C y D variables positivas y acotadas tales que las 
diferencias A - B, G - D son variables independientes. Las variables 
In]}) y In(%) son independientes. 

Demostración. Sea l'vI una cota para las variables A, B, C y D. Sean 
lV = {w E n 1 In(~) < a} y V = {w E Q 1 In(%) < b}. Se debe 

ºEstas son: 
a)El valor absoluto de la suma de los riesgos esta acotado. 
b)El riesgo no se acumula en un período de tiempo en particular. 
Esto permite concluir que Ja variación cuadrática del riesgo es la identidad con respecto 
al tie1npo. 
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demostrar que P(vV n V)= P(W) x P(V). 

l\12n 

Sean EN = 2: ~lk 
k=l 

M2" 
y DN = 2: ~lk donde lk 

k=l 

lk = 1{~$D<.,t.-}· 

1) $ A - B < ffe(eª -:- 1)} y 
' . 'J\f2N , 

< ffe(eb - 1)} entonces. w.N ~' u W,t', 
·k=l 

lvI2N_.,:·;_,:::."'.':::.-,.:,,, <' .: · .. : ·,A-t2N 

vN =;u· l/k~.yi,W')'nvN = . u Wt' n VjN; 
.. k=l . \·• .. · k=l,j=l .. ·~ 

·;-

si tornamo~ en cu.en'ta que la unión e,s ajena y los éÓnjÚlltosJéf"f',y .V,ti 
son indepe11dientes:·:. • · · •. ·.··. ·. ;; ... ·· •1j ~:'.· • '·· · 

P(WNn ~N)=:•P(k~1:~5.0·t2í.dx1~:~~~~4j~?.~N,t=. 
M2N ... · •. . .. '. M~~ :·~ . .\· :r: . :,:;: .,,; ···:""~ . :~ .)é • : . 

¿ P[wt'J·P[vf'J~i:E;1.1'[wt'.J ,p¡vNr~·P[vy'YJ. P[vNJ. 

Ah;;~.J;~rnostramos q.¡~·: ~íJ{};[~~]: ;= P[W], lím P¡Vi] = P[V] y 
IímP(WN n VN) =:f"(vvny)'~ · 

Vemos el caso lírn P[¡f ~J ~·'.P[vVJ siendo los otros casos similares. 

Dos propiedades son':'11'e.c~sarias: 

H"N e lV. Sea w E WN, entonces A(w) - B(w) < BN(w)(eª - 1) $ 
BN+ 1 (w)(eª - 1) $ B(w)(eª - 1). La última desigualdad se sigue 
porque EN ::;; BN+t $ B de acuerdo a la definición de estas 
variables. 

uw·N = W. Sea w E lV, entonces A(w) - B(w) < B(w)(eª - 1). Sabe­
mos que IímBN(w) = B(w) y como la desigualdad es estricta 
entonces existe N 0 tal que A(w) - B(w) < BN°(w)(eª - 1) lo cual 
implica que w E WN°. 
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tenernos entonces WN e wN+i e W y Ul-Vi = W, lo cual implica las 
igualdades: lírn P(l'VN) = P(uWN) = P(l-V).D 

Las propiedades 1, 2 y 3 dan la fórmula para S: 

St = S 0 er• exp( J1ii.z. +a.), 

donde Zt es una variable continua,. con media cero y varianza t, con incre­
mentos independientes y distribuciónnor1nal,precisarnente las.propiedades 
que definen al movimiento browniaño.·i:';, .. ;~L:~ ·.,;.,·,· :•·.: · . · · · · 

Aplicarnos el lema de Ito a la iu~~iJ~·'.~(/;).·•= Soe':•e~p(Áx + at) 

para lo cual las funciones J"ii y <i¡ ~~h.~n ser derivables: Calculamos las 
parciales: 
F, = rF + F{a' + H1T-)-1/2b':;¡-b}; 

Fx = J"ijF. . 

Fxx = 1T-F. 

Entonces: 
SA-SB = 

B B 

! ' . z, b, -1/2 b't - b 1 ! [b; F(t, Z,)[r +a + 2 c t) -t-2-)dt + 2 · V TF(t, Z,)dt 
A A 

+ 
B ! J1ii.F(t, Zt)dZ, 

A 

B B 

! St[r+a'+ Z'(b')- 112 b't-b +.!.~Jdt+f [b;S,dZ,. (3.7) 
2 t P 2t VT 

A A 

Cuando el término J"ii- es constante, entonces b, = a 2 t. La ecuación 3.6 

i1nplica que a, = -~a2t y la ecuación 3.7 se reduce a: 

B B 

SA - Ss = r ! S,dt+a ! S,dZ, . 
..4 .. .\ 
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Lo anterior se puede rescribir con10: 



3.3 El modelo de valuación Black-Scholes 

3.3. El modelo de valuación Black-Scholes 

3.3.1. Tipos de opciones 

Una opción es un instrumento financiero7 en el que intervienen un emisor, 
un comprador, un instru1nento primario subyacente y una institución que 
respalda la transacción. 

Con10 ejemplo de instrumento primario podemos pensar en una acc1on o 
un bono. Un instrumento derivado es aquel cuyo precio está relacionado a 
un instrumento primario subyacente. El principal ejemplo a tornar en cuenta 
es una opción. 

Una opción es un instrumento derivado generalmente sobre una acc1on 
o un bono, altamente transaccionada en un mercado especializado en 
derivados, y es un medio por el cual se administra el riesgo debido a la alta 
volatilidad del instrun1ento subyacente. 

Esto quiere decir que el poseedor o emisor de una opc1on generalmente 
es un inversionista técnico que cuenta con un portafolio que relaciona 
posiciones en opciones con posiciones en los títulos accionarios subyacentes. 

Esta es una lista de las características de una opción: 

l. Existen dos tipos de opciones. 

Una opción de compra es un contrato por el que se debe pagar una 
cantidad pactada. Da al poseedor el derecho pero no la obligación de 
comprar en una fecha de expiración un título de acción a un precio 
establecido. 

Una opción de venta es un contrato por el que se debe pagar una canti­
dad pactada. Da al poseedor el derecho pero no la obligación de vender 
en una fecha de expiración un título de acción a un precio convenido. 

2. La opción está definida por tres parámetros. 

De acuerdo al anterior punto una opción queda determinada por la 
fecha de expiración del contrato, el valor de la opción y el valor de 
ejercicio del instrumento subyacente. 

7 Corno todo instrumento financiero, un contrato legal en el que se establecen derechos 
y obligaciones por an1bas partes. 
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3. Existen varias clases de opciones. 

Las opciones europeas que sólo se pueden ejercer en la fecha de ex­
piración, las opciones americanas que se pueden ejercer en cualquier 
fecha antes de su expiración, las opciones asiáticas cuyo valor al día 
depende de la gráfica de precios en el pasado. En cuanto al problema 
de valuación de estos instrumentos, sólo las opciones europeas permiten 
encontrar soluciones analíticas. En lo que sigue nos concentraremos en 
las opciones de compra europeas. 

4. Son volatiles. 

Esto es una consecuencia a que el precio de la opción está en función 
del precio de la acción. 

5. Determinan posiciones en corto y en largo. 

El poseedor de una opción (de compra o venta) sobre una acción se 
dice que adquiere una posición larga sobre la opción. 

El emisor de una opción (de compra o venta) sobre una acción se dice 
que adquiere una posición corta sobre la opción. 

3.3.2. Paridad de compra-venta y spreads 

Las opciones de compra y venta están relacionadas por una fórmula que 
se llama paridad de compra-venta (put-call parity) la cual obtenernos de la 
siguiente forn1a: 

Consideremos un portafolio TI que consta de un título de una acc10n 
con precio inicial S 0 , una posición en corto de una opción de compra C con 
fecha de expiración T y precio de ejercicio X, una opción de venta P con la 
misma fecha de expiración y precio de ejercicio que C. 

Tenemos entonces que Il0 = S 0 + P - C y el valor del portafolio en la 
fecha de expiración T está dado por Tir = Sr+ Pr - Gr = Sr+ (X - Sr)+ -
(Sr - .-Y)+ es fácil ver que Ilr =X, es decir que el valor final del portafolio 
es independiente al comportamiento del precio de la acción S. El principio de 
arbitraje determina el valor del portafolio en el intervalo [O, T] y está dado 
por: 

flt = ,l(e-r(r-1). (3.8) 

Esta fórmula que se llama paridad de compra-venta relaciona en 
forina explícita el comportamiento de una opción de compra con una op-
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ción de venta. Esto reduce el estudio de las opciones a las opciones de compra. 

Se mencionó más arriba que la función de una opción es .dar una alter­
nativa para la administración del riesgo y en este sentido la deducción de la 
paridad compra-venta ilustra esta afirmación. También es posible especular 
con estos instrumentos pero en una forma sistemática y controlando el riesgo 
corno se muestra en los siguientes ejemplos. 

Un portafolio bull spread /3, consiste de una opci6n de· compra G sobre 
una acción S con fecha de expiración T y precio de ejercieio X y de una 
posición en corto de una opción de compra G' con la ·misma fecha de 
expiración T pero con precio de ejercicio X+ h, es decir que f3t = Gt - G[. 

En la fecha de expiración tenernos que /3r =(Sr -X)+ - (Sr - X - h)+ 
si partirnos el dominio en que se mueve St: 

• Sr E [O, X] e~ti:mces /3r = O. 

• Sr e [x,x$h]'~riton~es /3r =Sr-X. 

• Sr E [X + h, ~]'entonces f:Jr = h. 

En la figura 3.1 podemos ver la gráfica. 

El poseedor de un portafolio bull spread especula sobre el crecimiento de 
la acción S pero controlando el riesgo, en el sentido de que conoce el valor 
en riesgo. Este valor está dado por ICo - Chl· 

Un portafolio butterfly spread /3, consiste de una opc1on de compra C 
sobre una acción S con fecha de expiración T y precio de ejercicio ¿y, otra 
opción de compra C' con la misma fecha de expiración T pero con precio 
de ejercicio X + Y y finalmente 2C" posiciones en corto de una opción 
con fecha T y con precio de ejercicio X+~ Y, es decir que f3t = C, +e: - 2C['. 

El valor del portafolio en la fecha de expiración es /3r = (Sr - x·)+ + 
(Sr - ¿y - Y)+ - 2(Sr - X - ~Y)+, si partimos el dominio en que se mueve 
St: 

• Sr E [O, X] entonces /3r = O. 

• Sr E [X,¿Y +~Y] entonces /3r =Sr - X. 

• Sr E [X+ ~Y,¿'\{+ Y] entonces f:Jr =X+ Y - Sr. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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'#alor del ~•rollo en e/ tffHnpo T' 
h 

/ 
D. 

f/lalord..S X X+n 

Figura. 3;_i: &.;n;:~6~iamieD.to _del portafolio bull spread. 
"-'. 5\-" __ , 

Ens~ª :::a1t~J~Wi~~~::.r~¿. 
;:J:~ ·->;; ·:. -~ '·,·",o '·' ,,-;:. 

Es claro que e:rii_este,:'p_ortafolio; elc'.inversionista especula que el valor de 
Sr estará próxini~'a·:X :+~Y. El valor en riesgo de este portafolio es l.Bol = 
ICo +e~ - 20{{1. . ... 
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Figura. 3.2: Comportamiento del portafolio butterfly spread. 



3.3 El modelo de valuación Black-Scholes 

3.3.3. Ecuación de Black-Scholes 
Una vez revisados los conceptos financieros relacionados a:·una opción, 

se procederá a la tarea de su valuación. Específicamente se·'vera'el modelo 
de valuación de Black-Scholes para una opción de compra européa>"Sé toma 
el modelo browniano geométrico para una acción, las hipót~sis de la· sección 
uno y una tasa de interés constante. · · · ·· 

Como una opción depende del precio de la acción subyacente, suponemos 
que el precio tiene la forma V(t, S,). La función V, debe satisfacer las condi­
ciones de regularidad para aplicar el lema de Ito. 

Se obtiene la función en dos pasos. Primero, se deduce una ecuación 
diferencial que se debe satisfacer en forma única dadas ciertas condiciones 
de frontera, y segundo, se sirnplifica la ecuación para resolver y encontrar en 
forma explícita la solución. 

La acción sigue el movimiento browniano geométrico S, = S 0 e•• exp( a B -
4a2 t). El lema de Ito permite escribir: 

r· a a 1 a2 {t a 
V(S,, t) - V(S0 , O) =Jo {at V+ µS as V+ 2 cr2 S 2 as2 V}dt +a Ío S as VdB. 

Mediante un portafolio autofinanciable se replica el precio de la opción. 
Este tiene la forma: · 

IIi = <PtSt +.,p,P,, 
<P indica el numero de títúfos de acciones, S indica el precio de una acción, 
1/1 el numero de bonos y P indica el precio. 

Las diferenciales de II y V deben ser iguales: 

a a 1 a2 a 
[-V+ µS-V + -a2S 2 -V]dt + aS-VdB 
at as 2 as2 as 

,PdS + 1/JdP. 

Necesariamente: a 
as V= </J. 

al sustituir dS = µSdt + adB y dP = rPdt se llega a la igualdad: 

a a 1 ~ a 
[Bt V+ µS as V+ 2ª2

8
2 

as2 V]dt = [µS as V+ r.,PP]dt, 
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3.3 El modelo de valuación Black-Scholes 

la anterior ecuación se reduce a: 

8 1 2 282 
8t V + 2ª S as2 V - n/,JP = O. 

Observando que r'lj.IP = r(V - S-i;V) se llega a la ecuación: 

8 V S 8 l' 1 252 a2 V 
8t + r os + 2CT 8s2 - rV = O, (3.9) 

que es la ecuación de Black-Scholes. Con esto se cubre el primer paso. 

3.3.4. Fórmula de Black-Scholes 

Ahora seguimos con el paso dos. Para resolver la ecuacióiL3.9.'és'nécesario 
aplicar una transformación que convierta la ecuació11·;-<lé:-:i3ía'Ck~Sch&les. en la 
ecuación de calor. También es necesario tener las condic:!ion~s .. 'cl~:frontera y 
ca111biar sus coordenadas. ;c,''·>c·, -;. Y· - :-_:_e::,.:. 

La primer simplificación se obtiene al observar'.~~tktY ii·Zc){Jii<Sn a~ la 
ecuación de Black-Scholes 3.9, si w· = exp( .::'.:rt)V'·'~s soluéiónúi.'.fa e'cúaCión 

. ~ ' . ·. -- .. ,··' ··''..<> . .·,/ ·. " 

(3.10) 

Esto elimina el término -r V. -

Con un cambio de va,riá.ble ~e elimina el término rS :s W de 3.10. 

Para encontrar el cambio de variable que elimina este término, se hace 
un cálculo con la regla de la cadena. 

Sea <J>(t, S) = (a(t, S), b(t, S)) la transformación mediante la cual se 
hani el cambio de variable. Sea G o <I> = 1'V y apliquemos la regla de la 
cadena para obtener DG · D<I> = Dl•V. Explícitamente: 

l•Vt = atGa + b,Gb 

lVs = asGa + bsGb• 

La parcial de segundo grado es: 
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3.3 El modelo de valuación Black-Scholes 

(Ga)s se obtiene con la regla de la cadena D(Ga o <l>) = DGa · D<l>. Explícita­
mente: 

en forma análoga: 

(Ga O <l>)t = a,G00 + btGba 

(Ga O <l>)s = asGaa + bsGba• 

(Gb o <l>), = a,Gab.+ b,Gbb 

(Gb o <l>)s = asGab + b~'Gú,. 
Lo anterior da. la expresiÓn: cor~ecta p~ra wJ)l~ 

.:. ~: .. ·>;(e; .. ··:??': :·~'.j\1i·:· .;<·,}<~-( ~~?~;")o::·f : .. .:-, ;.(.:.::·'.:~i;;-~:~·>·.('.::~-' .' .. ::_)'::·; 
Wss = as~G;;>+ a~[á.~9.¡;. .:f. bsG¿~]'.+ b~sGi;-t-bs[asGab + bsGbb]· 

·-· · -_ Y<-f>:-.~~ ;_*(:,.::-¿~;"·-~ ~~:·~.(.;:~~).:--,~">~·\· }'.~~·1<:.-~;;.;::--~.~}\:. )r-· -.. -.,_;-. 
Al sustituir en 3:.10; his,.ánfériores:igualdádes:;y/reagrupar: 

G,(b, + ~~~~~~ttJl~i~~1~:1i:~,:;~:1~ O. (3 .n) 
Eliminarnos eltérrnino;en (;!d;i':ál!,h'ác~r éi(~;f~) .§)H(t)5•, entc:inces•la· ecuación 

oc redu:.:'(t) +::~( ~j,;~~~4tlli!i!~~t;[j,~~-,", C3·•2l 
Es posible elegir a y b que reduzcán~'3!12Ja:¡1a'·ecüaéi6n';de!calor:· 

Primero, hacernos H(t) ~:iiJ·J~'i~~~?~!~~'i~''!~t~~~~:~~~a V tiene la 
condición final V(T, s) (s -';I<t.'i': f~ transfórrnación I;f(t) ;;,,, T - t nos da 
una condición inicial. · """" 

Segundo, es necesario un término constante en Gbb· La única forina en que 
se cumple esto, es cuando b(t, s) ='=In s + g(t). Si sustituirnos en el coeficiente 
de Gb e igualan1os a cero, resulta que g'(t) - !fu2s2~ +rs~ = g'(t) - !fu2 + r, 
esto implica que g(t) = (!fa2 - r)t. 

Es decir que el cambio de variable: 

1 
<l>(t,s) = (T - t,lns + (2 0-

2 
- r)t), 

reduce Ja ecuación: 

a 1 a2 a 
-l'V + -a2 S 2 --¡,v + rS-lV =o, at 2 8s2 os 
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3.3 El modelo de valuación Black-Scholes 

a la ecuación de calor 
(3.13) 

Sean .>. = ~a2 , A = ~a2 - r y cp la condición inicial a esta ecuación. La 
solución a 3.13 es: 

1 /00 . (.>.-l/2b )2 
G(a, b) = 

2
.fiíéj, tp(~y) exp(-

4
ª - y )dy. (3.14) 

_--.oo 
Ahora se determinará la función tp para obtener la solución dada por 3.14. 

'' / ~' -

Dado que V= ert~ ~ ~~tG o q:. y V(T, s) = (s - I<)+, entonces resulta 
que: G(O,Ins+;AT);,;,,, e-rT(s-I<)+, que se puede reescribir como G(O,b) = 
e-rT(é-AT-'-- I<)+:Est·o significa que: ip(b) = e-rT(eb-AT - I<)+. La solución 
3.14 con la condición inicial cp es: 

e-rT oo 
G(a, b) = . = J (ev'Xy-AT - I<)+ exp( 

2v7l"a 
-oo 

(,>.-l/2b - y)2 
4a )dy. 

La desigualdad cp( .../):.y) > O se cumple sólo en el caso en que y ;:::: (In I< + 
AT).>.- 1! 2 =Yo y entonces: 

G(a, b) = -:--I1 + I2 

I<e-rT loo. . (.>.-1/2b - y)2 
Ii (a, b) = 

2
y/7ffi · . exp( 

4
a )dy 

; -- 1/0 . 

e-rT 
00 . (.>.-l/2b _ y)2 

h(a, b) = 
2

.fiíéj, j e../Xy-AT exp(-
4
ª )dy. 

yo 

Sea u 0 = kax(b- InI<-AT). El cambio de variable: 

y = -uV2ll + b.>.-1/2, (3.15) 
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3.3 El modelo de valuación Black-Scholes 

Completamos uiJ cuadrado: -../2Ci3:u - 1
;

2 

-(u+~)•+2a.>. - (u+~)2 + a.>. y entonces 

e-rre-ATé Juo ª"' ( (u+v'2<i'Xl')d Hacemos el cambi~; -de 'variable :;¡¡¡¡;: e exp - 2 u. 
-oo 

'U = z -~ y definimos la constante Zo = Uo + ../2CiX para concl~ir que: 
Zo 

I2 = e-rre~ée"~ f exp(-~')dZ. 
-oo 

Si reunimos lo anterior se· obtiene: 
:~, , .:·'.'Zd·- ... '. ';i:~ · · .:-·· . . ·. '/. < , ua 

G(a,b) = e-rT~é~ª\i'~E~:<-;~2)dZ7I~T 1 exp(~<1J2)du. 
Tenemos los cákulb~ '.~~tl~~Í~~:l¡; 

l. 

2. u 0 = Á;ix(b"'"' 1nií'..f jfT));~'~(1ns+At-1nIC-AT) = a0;(1n-f< -
A(a)). : -,;~, <:v;t,.' c.; .-

3. ~=c1:1:~~2~:~11~~;Wf-J"~1r)t~cfi{~1cAl:{t:2ª:~)=;: 
;,.,:;;'. ''" "L:; :· • :·.<-::·' ,' l ,C.;- - • ¡· '•: , ,-t~ > 

Denotemos con w ~a ,;G~fa~~~idn ~Ór~~l:, ~ J. 'exp(~2 )dZ. Lo anterior 
_-oo 

demuestra la siguiente fórmula: 

(3.16) 

Esta es la fórmula de Black-Scholes, la solución al problema de valuación de 
una opción de compra europea sobre una acción que no paga dividendos y 
cuyo comporta1niento sigue el movimiento browniano geométrico. 
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3.4 Modelos para un bono 

3.4. Modelos para un bon.o 

3.4.1. Tipos de bono 

Un bono es un contrato por el que se debe pagar un precio inicial, y 
da al poseedor el derecho de recibir en una fecha de madurez T, un pago 
preestablecido dentro del contrato, el valor nominal8 • 

Los bonos son instrumentos altamente transaccionados cuyos emisores 
son empresas consolidadas en su sector y que satisfacen los requerimientos 
de normatividad; desde su perspectiva, la emisión de un bono representa una 
forma de financiar proyectos internos para el desarrollo de oportunidades 
de negocio aceptando un nivel de endeudamiento. Desde el punto de vista 
del inversionista, un bono es una alternativa de inversión segura en donde el 
rendimiento se conoce anticipadamente y se puede elegir el nivel deseado de 
riesgo. 

Existen dos características que un bono debe tener: 

• Nivel de riesgo. 

Existen los bonos que son emitidos por empresas altamente confiables 
tanto en su actividad empresarial como en el manejo de sus finanzas, 
esto da una alta seguridad de que la obligación adquirida se cumplirá, 
un ejemplo de ellos serían los cetes9 , que son bonos emitidos por el gob­
ierno. En este caso, se considera que el bono es libre de incumplimiento. 

Contrario al anterior tipo ele bono, existen los bonos emitidos por ein­
presas que por su situación en la fecha de madurez, no pueden cun1plir 
con su obligación contractual, en este caso se incurre en incu1nplimien­
to. Las e111presas que han sido calificadas con10 riesgosas hacen atrac­
tivos sus bonos al ofrecer un prc1nio mayor que un bono bien calificado. 
Los bonos con posibilidad de incumplimiento se tratan en la siguiente 
sección con el modelo de l.Vlerton. 

• Flujo de cupones. 

Una de las características de un bono, es que son contratos a un plazo 
largo de tiempo que puede llegar a veinte años. Para aumentar la 

8 En inglés, thc face value o the no1ninal value. 
ºLos certificados de la tesorería de la federación. Títulos de crédito al portador en1itidos 

y liquidados por el gobiCrno federal a su ve11cin1icnt.o. 

65 



3.4 Modelos para un bono 66 

demanda de los mismos, existen los llamados bonos con cupón, que 
periódicamente pagan un capital a los inversionistas. Este importe se 
le conoce como cupón. 

Los bonos que no ofrecen el pago de cupones se conocen como bono 
cupón cero. 

En esta sección se considerará, un bono cupón cero que es libre de riesgo 
de incumplimiento. 

Sea B(t, T) el precio de un bono con fecha de madurez T en el in­
stante de tiempo t. La diferencia B(T, T) - B(O, T) está determinada por 
una tasa de interés. En el caso mas sencillo, la tasa de interés simple 
que está dada por {B(O, T) - B(T, T)}/B(O, T) = r. Esto permite obten­
er el rendimiento global que tuvo el bono en el período de su existencia [O, T]. 

El tiempo de madurez T generalmente es grande, y en este intervalo de 
tiempo, el precio del bono tiene variaciones que la tasa simple no muestra, 
esto sugiere considerar intervalos pequeños distribuidos homogeneamente en 
el intervalo [O, T] : 

B(t, T) - B(t + h, T) 
B(t, T) 

estos cocientes capturan mas información del comportamiento del bono y me­
diante un proceso de límite.de estos cocientes, se obtiene la tasa instantánea 
de interés compuesto; también llamada tasa de rendimiento10 : 

-1 
Y(t, T) = T _ t In B(t, T), 

si despejamos a B de la anterior igualdad, se obtiene: 

B(t,T) = exp[-Y(t,T)(T- t)], 

esto dice que la tasa de rendimiento determina el comportamiento del precio 
de un bono. 

3.4.2. El modelo de Vasicek 

Ahora pasamos al problen1a de encontrar un modelo para el precio de 
un bono, los pasos a seguir son sin1ilares al proceso con el que se resolvió el 

1ºEn inglés yield-to-rnaturity. 
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problema de valuación de una opc1on. La tasa de interés juega el papel de 
una acción y el bono juega el papel de una. opción. 

El proceso que aceptamos para la tasa instantánea de interés es de acuerdo 
al modelo de Vasicek11 : 

dr = a(/3 - r)dt+ udW. 

Para entender los términos que: aparecen en esta ecuación, resolvamos la 
ecuación diferencial r' +ar -.Oi/3 = O. Esta ecuación tiene el factor de inte­
graciónµ= eº' y su solución es: r(t) = e- 0 •[r{O) - /3] + /3- Esta función tiene 
propiedades interesantes. Su límite en el infinito es: 

lím r(t) = /3, 
t-+-+oo 

el parámetro °' determina la rapidez de convergencia del límite y /3 determina 
a donde converge; siempre es positiva lo cual es deseable de una función que 
va a representar una tasa de interés. 

El término adl-V al igual que el modelo para una acción, captura la 
incertidumbre del fenómeno. 

Dada una tasa instantánea de interés compuesta constante r, el compor­
tamiento de una cuenta de ahorro que comienza con un peso está dada por 
B, = er•, esta función satisface la ecuación dBt = rB,dt. En el caso general 
de una tasa que no es constante: B, = exp(fC: rudu) y también se satisface la 
ecuación dB, = r,B,dt. 

El 1nodelo de una acción, sugiere modelar el precio de un bono por 
dB, = B,(r,dt+a,dl,V). Esto concuerda con la intuición que dice, que un bono 
es sin1ilar a una cuenta de ahorro en el que un elemento de incertidumbre 
se ha introducido, pues al precio lo afectan factores del n1ercado que no se 
pueden determinar. También se puede establecer con mayor formalidad esta 
representación al suponer que el proceso B(t, T) es una submartingala contin­
ua y positiva, entonces se aplica el teore111a de representación del apéndice B. 

Se llega así a un sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas: 

dr = a(/3 - r)dt + udl·V, 

11 Ver l\<Iusiela[34]. 
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En este sistema aún no se conoce el coeficiente de difusión, CTt. Para 
determinar a u existe cierta libertad inevitable relacionada al precio de 
mercado del riesgo(the market price of risk). 

En un mercado libre de oportunidades de arbitraje exi~te un·~· rri~dida P. 
del espacio n bajo la cual el precio del bono descontado f13(t;'T)/ Bt 'es una 
martingala. . · ''·" · · 

Bajo esta condición' se, cumple. qlle: 

B(t, T)/Bt =EP •.. (~(*, T)/~T 1 Ft) = Ep~(~xpc-J/r~d1L) 1 F'.), 
lo cual rescribÍmos como; 

es decir: 

(3.17) 

supongamos que B(t, T) tiene la forma V(t,r.).;•entonces'da .ecuación 3.17 es 
equivalente a la ecuación diferencial: · · · · ·· · ·. · ·. · · · · · 

av 1 2 a2 v · av" 
at(r, t) + 2ª ar2 (r, t) +(a~ br) ar (r, t)-:- rV(r, t) =O, 

cuya solución es: 

en donde: 
n(t, T) ~ ~(1 - e":'b(T-t>), 

0'2 !.T . !.T rri(t, T) = T t n 2 (u, T)du - a t ·· n(u, T)du. 
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3.4.3. El modelo de Merton 

El modelo de Vasicek da el precio para un bono que esta libre de riesgo 
de incumplimiento. 

En 1V1erton[27] se da el precio para un bono con la posibilidad de 
incun~plimiento, contestando así a la pregunta: 

En un mercado libre de arbitraje; cuál sería el" prcicio justo de un bono 
que tiene la posibilidad de incumplimiento y.hace la promesa de un pago L 
en una fecha de madurez T? ·· .-.. - , · 

Veamos como se procede, sigui~ndo la e.xposieión en Bielecki[4]. 

Introduzcamos los• siguienté~ •p~cic~s.;s: 
... '; ,; :. : 

l. Vi es igual al valor. del emisor~ 

2. Et es la equidad en el tiempo t. 

3. Dt es la deuda al tiempo t, 

estos procesos estan relacionados por Vi = Et + Dt. 

4. .Y = mín{Vr, L} que representa la promesa de un pago Len la fecha 
T. Si el valor Vr es mayor que su obligación, entonces X= L y puede 
hacerse este pago, sin embargo, cuando Vr es menor, entonces X= Vr 
y el emisor incumple su promesa. 

Observese que: 
Dr=X, 

y además 
Dt = LB(t, T) - P., (3.18) 

donde B(t, T) es un bono libre de incumplimiento con valor nominal uno 
y Pt es una opción de venta sobre Vr con precio de ejercicio L, ambos con 
fecha de madurez T. Para justificar esto, observese que LB(T, T) = L y 
P-r = (L - Vr)+. Por otra parte L - (L - Vr)+ = mín{Vr, L}. 

De lo anterior se sigue que Et es una opción de compra: 

Er = Vr - Dr = Vr - mín{Vr,L} = (V.r - L)+. 
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La ecuación 3.8 de paridad entre opciones de compra venta, permite 
calcular el precio de una opción de venta con el valor de la correspondiente 
opción de compra, la fórmula de Black-Scholes· 3.,16. ·· · 

Suponiendo que el valor v; sigue un movimiento .browniano geométrico 
dllt/Vi = (r - k)dt + udW la ecuación 3.18 tiene.\l?á:'/orma: cerrada: 

·;:·~, ,· ~\~;:; 

donde: 

d+(vt, T - t) = uvho=t[ln( ~) + (r - k + ~u2)(T :.__ t)] 
d-(v., T- t) =~[In(~).+ (r - k - ~u2)(T - t)] 

1 :r u2 
N(x) = ~ J_

00 
e-2"du. 

Esta fórmula resuelve el problema de valuar un bono que puede incurrir 
en incumplimiento, pero también permite contestar Ja siguiente pregunta: 
Cual es el costo de un crédito negociable el cual puede convertirse en crédito 
vencido?. Lo que se debe hacer es despejar el valor nominal L de la fórmula 
3.19 y ponerla en función de la deuda D(O, T). 
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Capítulo 4 

Modelo para una cartera de 
tarjetas de crédito 

En este capítulo se propone un modelo para la cartera de tarjetas de 
crédito de un banco. 

En la sección uno, se discute en forma general, el portafolio de un banco 
y la operación de una tarjeta de crédito. 

En la sección dos, se expone un modelo estocástico general para repre­
sentar el comportamiento de un cliente. 

En la sección tres, se resuelve el problema de integrar los clientes que 
cmnparten ciertos parámetros para simular una fragmentación ele la cartera. 
Esto da un único proceso de deuda para una volatilidad particular. 

En la sección cuatro, se define un esqueina para aplicar una tasa de 
interés cuando la deuda es variable. 

En la sección cinco, se presentan algunas especializaciones del modelo 
que simplifican los coeficientes ele las ecuaciones involucradas. 

., \ 



4.1 La cartera de tarjetas de crédito 

4.1. La cartera de tarjetas de crédito 

4.1.1. El portafolio de un banco 

En una primera aproximación, el portafolio de un banco está dado en la 
forma: 

TI, =A, +P, +I,+TC,+TD,+F,. 

l. A representa el activo del banco. Esto se refiere a todos los sectores de 
crédito: al consumo, crédito comercial, autofinanciamiento, hipotecario, 
etc. 

2. P representa el pasivo del banco. Esto es el capital que el banco capta 
a través de productos como son: sociedades de inversión, servicios de 
recaudación, nómina, programas gubernamentales de desarrollo, etc. 

3. I representa las posiciones en instrumentos financieros, corno son los 
cetes, acciones o productos derivados. 

4. TC representa la cartera de tarjetas de crédito. 

5. T D representa la cartera de tarjetas de débito. 

6. F representa un fondo que mantiene el nivel de capitalización del banco. 
Debe ser de un mínimo de ocho por ciento sobre el valor presente de la 
deuda de la cartera de crédito. 

Los segmentos deben mantener una buena relación entre ellos. Por 
ejemplo, con respecto a los segmentos de activo y pasivo, si un banco 
capta dinero y no lo coloca en crédito, está comprando dinero que no esta 
vendiendo, ciertamente esto genera una pérdida. En el otro caso, si existen 
clientes sujetos a crédito pero no hay suficiente captación, hay oportunidades 
de negocio desaprovechadas. 

Este portafolio lleva a los siguientes problemas: 

l. El análisis de cada uno de los seg1nentos para n1odelar su evolución en 
el tiempo. 

2. Integrar los segmentos para determinar la evolución del portafolio. 

3. Optimizar el portafolio con respecto a los pará1netros de rendimiento­
volatilidad. 

En este capítulo, se p1·opone un n1arco general para estudiar la cartera de 
tarjetas de crédito, y tener así, un modelo para atacar el primer probletna. 
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4.1.2. El concepto de tarjeta de crédito 

Ahora se plantean dos preguntas que ayudarán a poner en claro que se 
pretende estudiar de la cartera de tarjetas de crédito: 

l. Cornó funciona este instrumento? 
Desde el punto de vista del tarjetahabiente, una tarjeta de crédito es 
un medio de pago que le permite comprar dentro de un límite, sin tener 
efectivo disponible en el momento de la compra. Además una tarjeta 
de crédito es atractiva porque da acceso a promociones corno com­
pras a plazos con tasa de interés cero, sorteos y acumulación de puntos. 

Para el punto de vista del banco, una tarjeta de crédito requiere inver­
sión en análisis, capital humano y gastos operativos. Estos son algunos 
de ellos: 

a) La enúsión de una tarjeta de crédito irn.plica una forma específica 
de crédito y por lo tanto de asumir un riesgo. Esto hace necesario 
realizar un estudio al cliente mediante un proceso' llamado credit 
scoring Jo que implica inversión para formar capital humano con 
conocimiento en el área y además instalación y mantenimiento de 
siste1nas. 

b) Análisis para determinar los parámetros que caracterizan un pro­
ducto como son: tasa de interés, límite del crédito, fechas de corte, 
etc. 

e) Gastos operativos en sistemas, departamento de aclaraciones, de­
partamento de cobranza, mensajería etc. 

2. Qué expectativa tiene esta cartera? 

Las oportunidades de negocio de este instrumento son: 

a) Si se admiten clientes que tienen cierto nivel de riesgo, lo que 
se ve reflejado en que son clientes in~puntuales y generan deuda, 
entonces se tiene la oportunidad usual de un crédito. 

b) Comisión anual para Ja emisión y renovación de la tarjeta. 

e) Costo transaccional, con cargo al co1nercio por una operación 
hecha con Ja tarjeta de crédito. 
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d) El valor del cliente. Cuando un cliente tiene una tarjeta de crédito, 
existe la oportunidad ele ofrecerle una canasta de productos rela­
cionado a sus necesidades y actividades como: cuentas ele ahorro, 
adnlinistración ele inversiones, seguros, pago ele servicios, etc. 

4.1.3. Problemática 

Con respecto a la primer pregunta, es interesante estudiar los parámetros 
que definen un producto de la cartera de tarjetas de crédito. 

No se pretende estudiar el proceso ele credit scoring ni gastos operativos. 

Con respecto a la segunda pregunta, es interesante estudiar el compor­
ta1niento del cliente para determinar la relación riesgo-rendimiento en el 
crédito. 

No se pretende estudiar otra oportunidad de negocio. 

El problema toma:f¡;r~a:en• tres pasos: 

Primero. Un modelo ·~~ri.~~l\l).¡:>~;a,,:represeritar el comportamiento del 
cliente. ·· · .. :1.·;J]~f.·I:;:i;,.'l;í'.:;:E;:;f' .:~ ·<·· 

, ·.:~:·e 

Segundo. Integración d~ ~F¡;rit~~ :4~~':iórnlnirten valores en ciertos parámet-
ros. ' · · · · .. · : .. '+:. ·., ... ,, ·'.'·,•·: .:i::.· .<. · 

~;· . .,,"· ., _: .. :/',· 

Tercero. Especialización' el~ lo~c~:>'cificientes del modelo resultante ele los pa­
sos uno y dos. . . . .. .. . ·.. . ~ . · 
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4.2 El modelo para el comportamiento de un cliente 

4.2. El modelo para el comportamiento de un 
cliente 

Considerando que las actividades básicas de un cliente son consumir y 
pagar en su tarjeta, se propone un modelo que tiene los siguientes elementos: 

l. Una filtración IF, que satisface las condiciones usuales1 , con respecto a 
la cual todos los procesos considerados son progresivamente medibles. 

2. Un tiempo T, que representa el tiempo que tiene el cliente para pagar 
su consumo. Para fijar ideas, T corresponde a 30 días. 

3. Un tiempo T*, que representa un horizonte, en el que termina el período 
de análisis. Para fijar ideas, T* = 12T, es decir un año. 

4. Un proceso C, que representa el consumo acumulativo del cliente. Este 
consumo es continuo e instantáneo. · 

5. Un proceso P, que representa el pago acumulativo del clien€é·.~Est'e µa.go 
es continuo e instantáneo. · '"• .,. · .·· .··· · ·· · · · 

6. Un proceso L, que representa el lítnite de crédito disponible en el in­
stante de tiempo t. El valor inicial del límite de crédito es una cota 
para este proceso en todo tiempo, es decir que Lt ::::; L 0 • Además el 
valor inicial está determinado por una constante l que representa un 
porcentaje determinado en credit scoring: 

Lo= lI. 

Antes de continuar es necesario introducir las siguientes definiciones. 

Definición 4.2.0.1 La deuda del cliente en el tiernpo t, es el proceso: 

D, = Gct-TJ+ - P,. (4.1) 

Definición 4.2.0.2 Un cliente es puntual cuando su deuda es cero: 

D,=O. 

Los procesos C, P, L y D son continuos, positivos y progresivamente 
111cdibles. Pero además tienen las siguientes propiedades: 

1 Las condiciones usuales son: la filtración es continua por la derecha y contiene a todos 
los conjuntos nulos. 
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4.2 El modelo para el comportamiento de un cliente 

l. Son procesos crecientes positivos: 

2. C domina a P: 

3. Son submartingalas: 
E(c~_;:h, l !Ft)··~·.Ct .. 

· .EcJ:..~h'·l:JFh~ . .Pt; 
4. Si se introduce el proceso .i5, ~ C~/.i:.:'.it:~nt~nces es válida la relación: 

·- :':-:¡-:;.~;: ,.·,~:.' ;J' -.- . 

. ··dL¿+.}ili5Xi_}ó. 
. ""-. ~·:·,, .... ¿;~·. ·:( 

(4.2) 

Esto es porque el límite de.crécllt<>(~j~~o~Jibl~ en el instante t + h es: 

Lt+h =·Lt·-.(d:~~·:·~\s[>-fJ'.(i~~+h~ P,) . 
Lt + Ct ,-- fa,;!f:Il{3i.ht'i::: dt+h == 

r. J.? í5. ,:f~.Jj5t¡¡,, e 
·-.:;¡;;_ 

es decir que Lt+h - L/ ·. ~=tot+,. - Dt) 
y en forma diferencial es la ecuación 4.2 

Observación 4.2.0.3 Como los procesos Ct y Pt son submartingalas con­
tinuas, de acuerdo a los teoremas Bl y B2 del apéndice B, aceptan la repre­
sentación: 

Ct = ! AJ'dfV +A'. 

P, = ! N'dttl'+ B'. 

Se puede garantizar que estos procesos son estrictamente positivos, si se toma 
la condición C 0 = 1 y Po = 1. El teorema BS irnplica que los procesos siguen 
un cornportamiento browniano geométrico: 

dCt = Ct(Adt + MdlV). 

dPt = Pt(Bdt + NdlV). 

(4.3) 

(4.4) 
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4.2 El modelo para el comportamiento de un cliente 

Lo anterior permite concluir que la deuda de un cliente, es un proceso de 
difusión de Ito: 

(4.5) 

con 
ó=CA-PB 

y 
a= Clv/- PN. 

Como los clientes que son puntuales, no tienen una deuda positiva, no 
es posible aplicar una tasa de interés, de acuerdo a la problemática que se 
planteó en 4.1.3, esta clase de clientes no se estudia en lo que sigue. 

La ecuación 4.2 es interesante, porque caracteriza los clientes que son 
puntuales. Esto sugiere que los clientes que no lo son, deberían tener una 
ecuación similar a 4.2, pero con alguna modificación. 
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4.3 Fragmentación de la cartera 

4.3. Fragmentación de la cartera 

En esta sección se plantea una alternativa para formar segmentos en la 
cartera de tarjetas de crédito. Esta fragmentación se hace respecto al riesgo 
de incumplimiento. 

Son necesarias las siguientes hipótesis: 

Hipótesis 4.3.0.4 La volatilidad de la deuda de un cliente se mantiene en 
el intervalo: 

u, E I"" = [u - "•u+€]. 

Haciendo abuso del lenguaje, se puede decir que la deuda tiene volatilidad u. 

Hipótesis 4.3.0.5 En el proceso de credit scoring se determina la relación 
entre l el porcentaje del ingreso que un cliente tendrá de limite de crédito, el 
riesgo que representa el cliente u y la tasa de interés p {definición 4.4.0.7} 
que se le aplicará corno premio excedente a la tasa del rnercado por el riesgo 
tornado. 

La hipótesis 4.3.0.5 hace que la volatilidad sea el parámetro utilizado para 
identificar un segmento de la cartera. Para integrar los clientes que tienen 
la núsn1a volatilidad, es necesario hacerlo respecto a un único proceso que 
refleje la incertidumbre de esta colección: 

Hipótesis 4.3.0.6 Existe un proceso de Wiener: 

1'V"", 

que representa la incertidurnbre del segrnento. 

Ahora, sean dados N clientes con volatilidad u. 

Los procesos asociados a cada uno de estos clientes { Ci, pi, Di, L 1 }f:,1 
se pueden integrar para obtener solamente cuatro procesos { C, P, D, L },,. 
representativos del segmento correspondiendo a u. 

De acuerdo a la ecuación 4.5 la deuda del cliente tiene la forma: 

dD' = óidt + utdHri. 

El teorema B2 permite escribir a;dH,ri = a;<J>idJ-V"", al sumar estos proce­
sos se obtiene: 
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4.3 Fragmentación de la cartera 79 

N N N 

dD,,. = L dDi = [L ó•]dt + (L ut<I>i]dW,,.. 
i=l i=l i=l 

Si se define: 
N 

J=Eó'. 
i=l· 

N .. 

u =,.E.~:~i, 
i=l'. 

se llega a la siguiente representación para la deuda: 

dDu = Jdt + &dvvu. (4.6) 



4.4 Interés generado por una deuda dinámica 

4.4. Interés generado por una deuda dinámi­
ca 

Definición 4.4.0. 7 El spread p 1 es una tasa de interés compuesto que rep­
resenta un prernio por el riesgo tornado en el cliente. 

Definición 4.4.0.8 Dada una tasa instantánea de interés compuesto r 1 y 
un spread Pt sea P, = r 1 + Pt· 

El interés generado por la deuda D 1 es: 

(4.7) 

donde F(w, t) = exp(J; r.ds). 

Motivación. 

A continuación la motivación.de.la d.efinición 4.4.0.8. 
;.,·: . 

Sea dada una tasa de: int'eré~ r: constÍinte y un intervalo [O, T]. Sean: 
h = f¡ y t; = ih. .:·,: . :· ":o.:~; ....... 

Supóngase que:lá:dej~a~i~;f'.é:'C)Jst~i~ie D 1 = d. El cliente debe pagar 
d exp(rT) al final del I:>e.~íÓaofy: se of;tiéne una ganancia: 

Si la deuda D¡¡'ii~;~:;:n~e~:.(r::~~ ;;oponer una apr=imación 
para encontrar la.'gari'~cia~' La primera propuesta es: 

J~D~ .. ·· . N 

·¡;;;'~. Gr(D) ~E D 1, exp(rh). 
:T: '-·~~~S~> _· i=l 

Esta aproxim.aeión para el caso en que D es constante se reduce a: 
Gr(D) ~ Ndexp°(rfi), pero al tomar el límite, este converge a infinito. 

Cambiamos la aproximación de la siguiente forma: 

N 

Gr(D) ~E D 1,[exp(rt;) - exp(rt;_1 )]. (4.8) 
i=l 
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4.4 Interés generado por una deuda dinámica 

Para el caso de una deuda constante, 4.8 es una suma estroboscópica: 

N . 
d¿exp(rt;) -exp(rt;-i) = dexp(rT) - dexp(rt0 ) = dexp(rT) -:-.d. 

i=l 

Por otro lado se tiene que f~ didF = di (exp(rt) - exp(O)), es;decir que 4;7 y 
4.8 coinciden. ·. :·-;. · 

Cuando la deuda no.es constante, es posible aproxi~3.rJ~poiuna función 
constante por. pedazos,::_es)de.cir, '.una. funció~ · simpJej·J::ri·"este caso, se debe 
observar que. existén diforentes esq.¡emas para. aplicar uiia tasa de interés. 
Esto se explica a contfü1.uié:!ón:: ·· . · · 

Sea: 

Supongase que di < d 2 • 

Es posible definir, en al menos tres formas el interés generado por D(w) : 

l. G 1 (D) = di (erA - 1) + d2(er(B-A) - 1). 
En este esquema cada vez que la deuda dél clien_te cambia, se corta el 
tiempo y se reinicia la composición del interés. • 

2. G 2 (D) = di(erB - 1) + (d2 - di)(erCB-A)_ ir .. 
En este esquema se da continuidad a. Ja composición del interés, tanto 
como sea posible. · . 

3. G 3 (D) = di(erA - 1) + d 2(erB - erA). 
En este esquema se pondera la deuda del cliente y se acumula. 

Sea J(x) = erB - er"' - erB-rx. 

Entonces f(O) = .-1, f(B) = -1, tiene un máximo J(~) = erB - 2er~ y 
es fácil ver que líms-+oof( ~) = oo. 

Es cierto que: 
G 3 (D) = Gi(D) + d 2 [f(A) + 1), 

G 3 (D) = G 2 (D) + (d2 - di)[f(A) + 1), 

esto quiere decir que G 3 es mayor que G 2 y G 1 y además esta diferencia se 
hace infinita en forma exponencial cuando el intervalo de tie1npo crece. 

Finalmente, la integral 4.7, las aproximaciones 4.8, y G 3 coinciden. 
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4.5 Coeficientes constantes en el proceso de consumo 

4.5. Coeficientes constantes en el proceso de 
consumo 

Se tiene un rnodelo estocástico para el estudio de la cartera de tarjetas 
de crédito: un proceso D'[ que representa la deuda ele todos los clientes 
con el mismo riesgo definido por la ecuación 4.6 y G(D") que representa el 
interés generado. 

En esta sección se exploran algunas especializaciones para los coeficientes 
del modelo. 

En lo que sigue se supone que los coeficientes de la ecuación 4.3 son 
constantes: At = A y lYit = a. 

Esta condición acepta la siguiente interpretación: la volatilidad de con­
stuno es constante al igual que la velocidad de consumo ele cada cliente y es 
igual para clientes en el mismo segmento de la cartera. 

4.5.1. Simplificación de la ecuación de deuda 

Es posible encontrar un proceso Ut que relaciona el proceso de consumo 
y ele pago en la forina Pt = UtGt con O :5 Ut :5 l. En estos términos la deuda 
es Dt = (1 - Ut)Gt y su diferencial es 

Supongase que Ut es un proceso de Ito: 

entonces 

dDt = Ct[(l - Ut)A - Gt]dt + Ct[(l - Ut)CTt - /:1t]d1'V. 

Caso I la deuda es una martingala 

Estudimnos el caso en que la deuda es una martingala y f3t 
constante. 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

f3 es 

Para ello es necesario que (1 - Ut)A = °'t· Con esto, las ecuaciones 4.10 y 
4.11 se reducen a: 

du, = (1 - Ut)Adt + f3dl-V, (4.12) 
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4.5 Coeficientes constantes en el proceso de consumo 

dD, = C,[(1 - u,)a - ,B]dW. (4.13) 

Es posible encontrar una solución explícita a la ecuación 4.12. Hagamos 
)•;, = 1 - u, entonces: 

dX, = -AX,dt - ,Bdl-V. 

Su solución es: 

X, = --/3e;A:ifJ,~Asdw •. 
Esto se puede comprob~~ con,la"fó~lriulade inte~ación por partes2

: 

{ ~:::::::~:y~~P~~;~¡~;~~~/3~(~,~)dD(~. •)- < D, F >, 

~b, ~_6,¡J~ ~(l :"- u,)]dW, 

y explícitamente: 
, \' ,,: ·'. eAt 

dD, = D,[a+ J.' )dH;: 
' . 

0 
eA•dWs 

Bajo la hipótesis de que la deÚd~ es una martingala, observamos lo siguiente: 

• Durante y en el término del período de estudio la deuda no se anula. 

• La razón u, es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck y esta modelada de 
la misma forma que la tasa de interés instantánea para un bono. 

• La deuda no depende de la volatilidad de u,. 
• El pago tiene la ecuación: 

dP, = AC,dt + G,[/3 + au,]dW. 

Es decir que los procesos de pago y consumo coinciden en la proyección 
determinista y difieren en su volatilidad. 

2 Karatzas[l3] problema 3.12 página 155. 
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4.5 Coeficientes constantes en el proceso de consumo 

Caso 11 la deuda es determinista. 

Ahora el caso en que la deuda es determinista. 

Para ello es necesario que (1 - u,)a = (3, con lo cual las ecuaciones 4.10 
y 4.11 se reducen a: 

dut = a,dt + (1 - u,)adW. 

Olt 
dD, = D, .. [A-; .-

1
.-.. -.-. -]dt. 

... ·, c Ut 

.-.... -· 

Sea X, = 1 - u., entonct'ls .• dX = -~td[~ a X,dW. Sea: 

~<~llf} ... ; ~.;w+4', 
,_ :.:··; 

(4.14) 

(4.15) 

con el lema· de>Ito se···calculá.¿sti. dif~~encial: .dF .= a 2 Fdt + aFdW, luego 
integrando por· partes:: :•, ·, · ''··'"'''' ;;';:::~: :::'-':e;:'•• ·• 

-~,Fd<~(!~~lf ~r~~d~~:; ~ u:FXd< ~ 
Esto permite encontrar la.soluéióni·;·· 7 • .. · 

. _:j¿iv¡)~~r{JiJ'~sFads]. 
', 

La ecuación 4.15 se puede rescribir como: 

[ 
F, 

dD, = D, A + °'' rt ]dt. 
Jo O!sFads 

Bajo estas hipótesis: 

• Si °'' es constante entonces: 

F, 
dD, = Dt[A + rt ]dt, 

Jo Fads 
y la deuda sólo depende de la tendencia y volatilidad del consumo. 

84 



4.5 Coeficientes constantes en el proceso de consumo 

• El pago tiene la ecuación 

Es decir que el pago y el consumo tienen la misma volatilidad pero 
difieren en su parte determinista. 
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Apéndice A 

Louis Bachelier 

Extracto de: Bachelier and his times: A conversation with 
Bernard Bru[32]. 

Louis Bachelier nació el 11 de Marzo de 1870 en la Havre Francia, fue 
hijo de una familia de clase media, su padre Alphonse Bachelier, fue un 
empresario en la Havre y su madre Cecile Fort Meu, fue la hija de un 
banquero. 

En 1889 pierde a sus padres y debe abandonar sus estudios para trabajar. 
En 1892 viaja a Paris en donde ingresa a la Bolsa de Valores. Después de 
un período de trabajo es capaz de reunir fondos que le permiten regresar a 
sus estudios y en ese mismo año registra en la universidad de la Sorbona su 
tesis con titulo: Teoría de la Especulación[!] al paso de tres años en 1895 
consigue graduarse como matemático. 

Fue el mis1no Henri Poincaré quien dio el reporte dictaminatorio de la 
tesis de Bachelier y comienza: 

"La rnateria elegida por el ser/.or Bachelier es distinta a los ternas nor­
malmente elegidos por nuestros estudiantes. Su tesis tiene el título Teoría 
de la Especulación y es una aplicación de la probabilidad a los mercados fi­
nancieros. Al principio uno terne que el autor exagere en la aplicabilidad de la 
probabilidad pues este es un hecho frecuente. Afortunadamente, este no es el 
caso. En su introducción y en el parrafo "Probabilidad en las operaciones del 
1nercado de acciones" el se esfuerza para establecer los limites en los cuales 
es legüirno aplicar este tipo de razonamiento. El no exagera el rango de sus 
resultados y creo que es claro con sus fórrnulas. " 

Bachelier era un ho1nbre talentoso y gran trabajador, cuenta con más 
de veinte publicaciones todas ellas relacionadas a la probabilidad y sus apli-



caciones a las finanzas. Particularmente su tesis y el articulo Teoria de las 
probabilidades continuas[2] destacan por sus ideas originales: 

• Un estudio del movimiento browniano, el principio de reflexión y cálculo 
de distribuciones. 

Para entender la originalidad de las ideas de Bachelier a este respec­
to y como estaban adelantadas a su tiempo observemos que tuvieron 
que pasar cinco años para el articulo de Albert Einstein[9] acerca 
del movimiento browniano, veinte años para el articulo de Norbert 
"Viener[45] acerca de la formalización del movimiento browniano y mas 
de treinta años para los trabajos de Paul Levy acerca de la propiedades 
del movimiento browniano. 

• Conexión con la ecuación de calor. 

Este punto interesó particularmente a Henri Poincaré. 

• Aplicación de estos conceptos a un modelo para el precio de instrumen­
tos financieros. 

El concibe la idea de que los precios de una acción forman una trayec­
toria definida en un intervalo de tiempo continuo y propone modelar 
los cambios absolutos Sr - S 0 mediante un movimiento browniano; 

• Una versión heurística de la probabilidad en tiempo continuo y la 
ecuación de Kolmogorov-Chapman. 

Kolmogorov escribe en Kolmogorov[15](vol2 p 63): 

En la teoria de probabilidad uno usualmente considera esquemas en 
los que cualquier cambio en los estados del sistema son posibles en 
rnornentos específicos tl, t2, . . . , tn, que forma un conjunto discreto. 
Hasta donde se, es Bachelier el primero en hacer un estudio sistemático 
en los esquemas cuya probabilidad P(t0 , x, t, E) varia continuamente 
en el tiempo t. Regresaremos a los casos estudiados por Bachelier en el 
apartado 16 y en la conclusión. Hacernos notar que las construcciones 
de Bachelier no son rigurosas. 

Sin e1nbargo debido a las circunstancias de la época en que publicó sus 
trabajos estos no fueron bien recibidos, debido principalmente a que la 
probabilidad era un área n1uy poco explorada y la aplicación a las finanzas 
era causa de esccpticisn10. De hecho hacia 1900 no habían matemáticos que 
hicieran investigación en probabilidad. 
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Sólo hasta el período 1920-1950 viene un desarrollo importante en la prob­
abilidad y hasta la década de 1960, Samuelson retoma el modelo browniano 
para las fluctuaciones del precio de una acción. 
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Apéndice B 

Teoremas de representación 

En este apéndice enunciamos y demostramos tres teoremas: 

El teoreina ele descomposición de Doob-Meyer ele una submartingala. 

El teorema de representación de martingalas. 

El teorema de representación de submartingalas continuos positivos. 

En J(aratzas[13] y las referencias que ahí se dan, se pueden encontrar en 
detalle las den1ostraciones de estos resultados. 

B.1. Descomposición. de Doob-Meyer 

Recordemos los conceptos de martingala y subn1artingala: un proceso 
estocástico l\f es una martingala si E(kl,+,. 1 JF,) = !vi, y es una submartin­
gala _,y satisface E(_,"'1::,+,. 1 lF.) 2 ¿Y,. 

El teorema de clesco1nposición de Doob-ivleyer nos dice que podemos de­
sco111poner una submartingala X en la forma: 

X= l\f+A, 

donde !vi es una martingala y A es un proceso creciente, concepto que ahora 
definimos: 
Definición. Un proceso estocástico A es un proceso creciente sii: 

l. Ao =O. 



B.1 Descomposición de Doob-Meyer 

2. La función t ~ A,(w) es continua por la derecha y no decreciente. 

3. E(A,) < =· 
4. El proceso es integrable si E(lírn,..,.00 A,) < =· 

Teorerna (Descomposición de Doob-Meyer) Sea {1Ft} una filtración 
continua por la derecha, Jy una submartingala continuo por la derecha 
uniformemente integrable. Existe una martingala .NI y un proceso·creciente 
continuo A de tal forma que Jy = JYI + A. 

Demostración. 

Para el caso en que el proceso estocástico es discreto. 

Definiinos 
Jl.f,. 
ficar que 

l'vin+k 

A 0 = O, y recursivamente An+l = An + E[Xn+l - Xn I IF11 ], 

)(,. - A 11 • Es claro que A 11 es creciente y para veri­
lvI11 es una martingala tenemos las siguientes igualdades: 

n+k+l 
Xn+k - Xn E E[Xj+l - Xj 1F3) +X,. - An 

j=n 
n+k+l n+k+l 

¿Yn+k-Xn- E E[X3+1 -X3 l 1Fj )+A1"n Y E[Xn+k-Xn- E E[Xj+1 -X3 1 
j=n j=n 

n+k+l 
IF3) 1 1Fn) = E[Xn+k - Xn - E Xj+l - X3 1 1Fn] = E[O 1 1Fn) = o es-

j=n 

to demuestra la existencia. La unicidad se sigue bajo la Hipótesis 
de que el proceso A sea predecible, en este caso si suponemos que 
X = JYI + A = rn + a entonces .NI - rn = a - A de tal forma que la 
diferencia a - A es simultaneamente predecible y una martingala con lo cual 
E[a,.+1 - An+l 1 F 11 ) = ªn+l - An+l = an - A,. y por inducción tenemos que 
O = ao - Ao = a1 - A1 = a2 - A2 = .... 

Para el caso en que el proceso estocástico es continuo. 

La idea es discretizar el proceso X dar una sucesión de procesos discretos 
y asegurar que convergen. 

Consideremos t¡: = k2-n, .ó.l:+i = Xtz+• - JYtz. Sea A¡; = O , para 
k E {O, 1, 2, ... , 2"} definirnos recursivamente, Ai:+i = A¡:+ E[.ó.¡:+ 1 1 Fk]· 

Vamos a demostrar que existe el limite de la sucesión Aj'. 
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B.2 Teorema de representación de martingalas 

HagamosBn,r={Af>r}, f Af:52 J Af-r:52JAf-mín(r,Af). 
Bn.,2r Bn,2r 

Sea Tn,l mín{k2-n A~ > l} y siempre que Tn,l se igual a 
cero le damos el valor de uno, con esta definicion se puede ver que 
2J Af - mín(r,Af) < 2f Af - A~ = 2J X1 - XTnr = 2f8 Xi- XTnr 
con lo cual llegamos-a la desiguald~d J Af :5 2 J Xi - Xrn.• veamC:s 

Bn.,2r Bn,r , 

que esto implica que A n es uniformemente integrable. Tenemos la· desigual­
dad rP(Bn,r) :5 f A~' = f X1 - Xo con lo cual P(Bn,r) :511/· .. hagamos 
Ck,r = {jYk2-n > r~} entonces Bn,r = (Bn,r n Cn,r) u. (Bn,r --, Cn,r) y 
J Xt = J X 1 + J Xt el primer sumando. se puede hacer 

Dn,r (Bn,rnCn.,r) (Bn,r-Cn,r) . 
pequeño porque )•[ es uniformemente integrable y el segundo porque tenemos 
la estimación f Xt :5 J r~ :5 r~ P(Bn,r) :5,;f;.~ O. Entonces 

(Bn,r-Cn,r) (Bn,r-Cn,1") -'. ," ·· :· .· .:· ; .. :,.·.o_-. 
existe una sucesión A~ que converge debilmente en.L'l.·.alaya~iable A 1. Este 
proceso se puede generalizar en forma obvia.para'defir1i,r.U.n proceso At. 

Procederemos a verificar que se satisfacen' l~. ~~h~'i:ciones mencionadas 

en A,. :~'. l{ '' 
A 0 = O por definición. Para verificar que.·e~ ¿f~~idnt~ veamos lo siguiente 

s < t J As -A,= J A. -A: +A: -Af.+Af~'At = J As 
At<Aa At<Aa At<A• 

-A:+ f A: -A~'+ J Af - A 1 el primer y tercer sumando tienden 
At<A• At<A. 

a cero mientras que el segundo es negativo lo cual contradice que la integral 
inicial es positiva.O 

B.2. Teorema de representación de martin­
galas 

Considerernos una filtración lF = {lFt }o<t<oo que satisface las condiciones 
usuales y un Inoviniiento browniano l·V respecto a la filtración JF. Sabemos 
que todas las integrales de la forn1a: 

definen una niartingala, es natural la siguiente pregunta: todos las mar­
tingalas i·especto a la filtración lF tienen esta forrna?, la respuesta es si y 
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B.2 Teorema de representación de martingalas 

enunciamos directamente el teorema: 

Teorerna. Consideremos una filtración 1F = {lFt}o<t<oo que satisface las 
condiciones usuales. Un movimiento browniano l-V respecto a Ja filtración IF. 
Para una nlartingala l'vf respecto a F siempre existe un proceso estocástico 
</> progresivamente medible cuadrado integrable, tal que es cierta la repre­
sentación: 

l'vft = 1' </>sdW8 • 

Ahora delineamos la prueba del teorema; no se demuestra porque son 
necesarias herramientas de la teoría de. la .'médida que no desarrollamos. 

Lerna. Un proceso estocástico contim.Ío.·qúe a~epta· la representación l'vft = 
V(t, l-V,) es una martingala sii: .J { .·[",.,• 

.-;:-}~:~·;., 

l. V satisface la ecuación de calor?: 

2. El proceso 
av(t, l-V,) 

as 
es cuadrado integra,ble. 

Demostración;= 

El lema de Ito nos permite escribir dV = (V,.+ ~V.. .. )dt + V,.dW pero el 
coeficiente en dt es identicamente cero con lo que dV = V,.dW y en forma 
integral: 

( S) ( "') 1' aV(x, W.,) V t, t - V o,"'º = o as di-V.,. 

Supongamos ahora que l\<f es una martingala entonces E(ll<I, J lFh) = l'vf,. 

y en terminas de V esto es: E(V(t, Wt) J lFh) = V(h, lV,,), de acuerdo al 
lema de Ito V(t, l•V,) - V(O, O) = J;(v, + ~V.,.,)dt + J; V,,dW sustituido 
en Ja ecuación anterior:J0"(V. + ~V.,.,)dt + (t - h)[Vi + ~V.,.,]+¡;• V.,dl-F = 
J;'(V, + ~V.,.,)dt + ¡;• V.,dl-V la única forma en que se cumpla esta igualdad 
es que Vi + ~V.,., = O. O 
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B.3 Teorema de representación de submartingalas 

Corolario. Una martingala que acepta la representación l'vft 
también acepta la representación: 

con <P = '::,i; . D 

V(t, Wt) 

Ahora hacernos notar que si X = l'vir entonces l'vft = E(X j IF,) y si es 
cierto que la variable X acepta la representación .}•{ = J;; <Psdl-V. podernos 
concluir que lvft = E(X I !Ft) = E(f0T <P.dl-V. 1 IF.} = J~ <PsdW., es decir 
el teorema de representación. Esto es correcto y lo enunciamos a continuación. 

Proposición. Sea )•{ una variable aleatoria con media cero, cuadrado in­
tegrable en un espacio (O, u, P, !F, lV), entonces acepta la representación 

La demostración se hace en tres pasos: 

Primero observarnos que las variables aleatorias de la forma V (T, l-Vr) 
son densas en el conjunto de variables aleatorias ele la forma H(T, lVr) 
donde H(t, x) es una función continua de dos variables, esto lo conseguirnos 
al observar que el conjunto de funciones V(t, x) contiene los polinomios 
trigonométricos y utilizarnos la teoría de series ele Fourier. 

Segundo demostramos que las variables aleatorias ele la forma H(T, lVr) 
son densas en el conjunto de variables aleatorias de la fonna B(T, lVr) 
donde B(t, x) es una función Boreliana-rnedible. 

Y finalmente, las variables aleatorias B(T, H;;r) aproximan bien a los pro­
cesos simples y por lo tanto a todas las variables aleatorias. 

B.3. Teorema de 
mart;ingalas 

representación de sub-

Teore1na. Sea lF = {IF, }o<t<T una. filtración que satisface las condiciones 
usuales. l,V un 1novirniento brcmmia.no respecto a IF. Sea S : [O, T) x n ~ 
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B.3 Teorema de representación de submartingalas 

(O, oo) una {!Ft}o<t<r-submartingala continua y positiva. S acepta la repre-
sentación: - -

dS = S[.B(t)dt + da(t) + p(t)dW(t)]. 

Demostración: Por el teorema Bl, podemos descomponer .. a s.·en la 
forma S = 11-f + A, donde lvI es una martingala continua y A' es un proceso 
creciente que necesariamente es continuo. · 

Luego de acuerdo al teorema B.2, lvI acepta;la.representación lvit = J.; ,P.dlv·., con esto se puede escribir S.= A +1.J ef>8'd1iJl's· Supongase que A es 
un proceso con trayectorias derivables, entonce~ At = J.; A'dt y si se reunen 
las expresiones: 

S = .lt A'dt + .lt ef).cLW., 

en forn1a diferencial se puede escribir: 

dS = A'dt + ef>dW, 

pero ahora observamos que S es· estrictamente positivo y rescribimos 
c!S = S(A' / Sdt + 4>/ Sd1iV) que demuestra la representación del teorema con 
.B = A'/S, a= O y p = 4>/S. 

Para el caso genera, si A no es derivable, como es continua y creciente, se 
puede tomar su parte absolutamente continua: Af - Ag = J.; A~ds y su parte 
singular Aª= A - Ac, en este caso escribimos .B = A'/S, da= (1/S)dAª y 
p = 4>/S.D 
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