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Prefacio 

En esLa t,esis preLcu<lcmos revisar <le forma general, los aspcdos principales 
referent.es a ciP.rtOA objetos mat.emát.icos, los cuales ext.ienden la ya de por sí 
fecunda teoría de los espacios de Hilbert. Es entonces comprensible que la 
estructura de este trabajo presente cu primer término, una revisión más o 
menos profunda ele los conceptos fundamentales de los espacios de Hilbert. 
Con estos nntecedentes teóricos, podremos entonces transitar de manera 
detallada dentro de los siguientes dos capítulos, en la construcción del ob­
jeto que nos interesa, co11Biderándolo como un tipo más de núcleo (o kernel), 
llamado ademá.'I reproducti110, debido a una propiedad que le caracteriza. 

Sin embargo, el tratamiento matemático del primer capítulo no será 
meramente informativo, sino que encontraremos una aplicación en la teoría de 
las probabilidades (concretamente, en el concepto ele esperanza condicional) 
de los principales rcsult!ldos teóricos analiz!ldos. En cuanto al segundo y ter­
cer capítulos, como hemos dicho, el trato será un tanto exhaustivo, sin llegar 
a ser completo. Eu realidad, hemos considerado más provechOIKJ detallar el 
análisis de los aspL>ctos fundamentales que componen toda la teoría del núcleo 
reproductivo, que la revisión extensiva, aunque poco profunda, de dicha 
teoría. No obstante, con esto hemos tratado de abrir una pequeña brecha 
para posteriores trabajos, donde no sólo se extim1<la la teoría sino sus posibles 
apliC'~'\CÍOnCS. 

Aquí, sólo menciona.remos que una de las más ingeniosas y 1ítilcs aplica­
ciones ha surgido precisamente cu In teoría de las probabilidades. Los traba­
jos de Driscoll 1 y Lucié & Deder 2 son solo a.l¡,rimos de los que se desarrollan 
en este tenor. 

Cabe decir también que el primer trabajo de investigación original del 
núcleo reproductivo en su forma abstracta, Theory o/ reproducing kerneL~ ele 
Aronszjan3

, ele donde se basa esta tesis, tuvo sus orígenes en ciertos principios 
1 Driscoll, Micha.el, Estimation o/ thc rncan valuc Junction o/ a Gaus~an proccss, 

tesis doctoral, Universidfad de Arizona, 1971; y del mismo autor, The reproducing 
kernel. Hilbert .<tpace .'ftnlcture o/ the ttample path.• o/ a Gau.•.•ian proce.•s, Zetschrift fiir 
Wahrscheinlinchkeitsthooric und verwandle Gchiete, vol. 26, 1973, páginRB 309-316. 

2 Vcr (6J. 
3 Vcr (1]. En general, la toorfn del micloo reproductivo gira en torno n un problema 

básico que será planteado n partir sel capitulo dos, de la presente tesis 
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matemáticos referentes a las ecuacaiones diferenciales e integrales 4 ; de esta 
manera, las aplicaciones pueden también extenderse a estos ámbitos. 

•En loe trabajoe de Zaremba, Merccr, Moore y algunos otroe. Ver las referencias 
hlhliogrilficas de Aronszjnn ([1]). 
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Capítulo 1 

Espacios de Hilbert 

En este capítulo abor<laremoo, <le manera esencial, la principal herramienta 
11sn<la en flSt.a t.flSis: los N<paciOH <IP Hilhert. Part.iremoo del concepto de es­
pacio vectorial, introduciendo después un tipo particular de función llamada 
norma (s\ISteutado en el concepto fundamental de producto interior). De ahí 
impondremos condiciones de complete'..! que definen propiamente un espacio 
de Hilbert. Analizaremos las propiedades algebraicas y geométricas funda­
mentales, finalizando con una aplicación directa a los espacios de funciones 
Lp y al concepLo <le csperan:i:a en cuanto a la teoría <le las probabilidades. 

1.1 Espacios con producto interior. Espacios 
de Hilbert 

Deflnicl6n 1.1.1 (Espacio vectorial). Un espacio vectorial o lineal 
sobre el campo lF (C o IR}, e.• una terna (X,+,·), donde X e8 una colección 
de objetos, y las operocione.• + : X x X ~ lF llamada suma de vectores 
(denotaremos~'+ y e11 luyar· de +(x, y)), y·: lF x X~ lF llamada producto 
escalar (aquí usaremos >.x en lugar de ·(>., x)}, satisafacen las propiedades 
siguientes, 

AJ} x+y=y+x 

A2} (x +y)+ z = x +(y+ z) 

AS} Exist.e un elemento O E X tal que O+ x = x +O (neutro aditivo). 

A4} Existe un elemento -x E X tal que -x +X = X+ (-x) = o (inverso 
aditivo). . 

Ml} (>.µ)i = '>.(µx) = µ(>.x). 

M2} Existe 1 E X tal que lx = x (elemento identidad). 

1 



Dl) ..\(x +y) = ..\x +..\y. 

DIJ) (..\ + µ)x = ..\x + ¡Jx. 

A los elementos de X los llamaremos vectores. 

Nosotros usaremos simplemente el término X, a monos que so especifique 
lo contrario, para referirnos al espacio vectorial (X,+,·) sobre el campo es­
calar lF. 

Definición 1.1.2 (Subespacio vectorial). Sea X un espacio vectorial. Si 
Y s;;; X y Y es un espacio vectorial sobre el mismo campo escalar-y-e.on las 
mismas operaciones {de suma y producto por escalares) definidas paro X, 
entonces decimos que Y es m1 subespacio vectorial de X. 

Definición 1.1.3 (Independencia lineal, base y dimensión). Sea X 
un espacio vectorial. 

i) Decimos que una colección finita de vectores {xi,x2, .. .,xn} en X es 
linealmente independiente si, teniendo un conjunto {01, 02, .. ., on} 
de escalares en lF, la relación 

implica que o; =O, paro toda i E {1, 2, .. ., n}. Análogamente, la familia 
dP. 11ectnre.• { x; hc1, l .•ubconjuntn de índice.•, P..• linealmente indepen­
diente si cualquier subfamilia finita es linealmente independiente. 

ii) Una familia de vectores linealmente independiente con la propiedad de 
que cualqt1ier otro uectnr del espacio X puede e:r.pre.•arse como r.ombi­
nación lineal de sus uectores componentes, es llamada base del espacio 
vectorial X. Es clam que cualesquiem dos bases tiene11 la 111i.m1a ca1·­
dinalidad. 

iii) La dimensión de un espacio vectorial se define como la cardinalidad 
de una de sus buse.•. 

Definición 1.1.4 (Producto interior). Un producto Interior sobre el 
espacio vectorial X, es una función (-, ·) : X x X ~ lF, con las siguientes 
propiedades. 

i) Linealidad: (ax + lnJ, z) = a(x, y) + b(x, y), paro todo a, b E F y 
x,y,z E X. 

ii) Anti.•imetría: (x, 11) = (11, x) paro todo x, 11 E X. 

iii) (x, x) ;:=: O para todo x E X 11 (x, x) = O, si y sólo si x = O. (Por la 
.•egunda propiedad, (x, x) es siempre un número real no negativo). 
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A vecet1 w1 et1pacio vectorial X sobre el campo real o complejo con w1 
producto interior definido, es llamado espacio pre-Hilbert. 

Proposición 1.1.1. Con.qideremo.~ un e.9pacio 1iectorial X con producto in· 
terior definido. Entonces, 

1} (x, ay+ bz) = a(x, y) + ii(x, z) para todo par a, b E lF(= C o IR) y para 
todo x,y,z E X. 

2) (x, y) = O para toda x E X, si y sólo si y = O. 

Demostmción. 1). De la definici6u de producto interior, 

(x, ay+ bz) = (ay+ bz, x) = a(y, x) + b(z, x) = a(y, x) + b(z, x) 

= ü(y, x) + b(z;x) = ü(;;, y) + b(x, y). 

2}. Para toda x E :X: sé)ie;¡~ que (x, y) = O, en particular, (y, y) = O, 
entonces y = O. De, manera inversa, si y = O tenemos entonces q1m 

(x,y) = (x,O) = (x,O •O)= O(x,O) =O, 

para todo elemento x de X. o 

En algunos casos, según las características de ciertos espacios, no es difícil 
rlefinir un prod11ct.o int.erior, aquí presentamos solo algunos ejemplos. 

Ejemplo 1.1.1. Consideremos X= C" (el n-cspncio euclidiano complejo) y 
lF =C. Para un par de vectores x = (01, .. .,o,,) y y= (f3i. ... ,{3,,), definimos 
el siguiente producto 

" (x, y) = L o¡{J;. (1.1) 
i=l 

Sean x, y y z elementos de C", y a, b en C. E.<1 claro que ax+ lnJ 
(ao1 + b/31, •.• , ao,, + b/3,,), y si z = (ei. ':··e .. ), entonces, 

n 

(ax+ b¡¡, z) = L(ao;+ b{3;)f¡' 
- i=l 

a t O¡{Í + b t {3¡f¡ 
i=l· i=l 

a(x, z) + b(y, z). 

Ahora bien, (x, y) = 2:~=l o¡{f¡ = 2:~=l o¡/3; = (y, x). Por último, (x, x) = 
¿;:,,1 o¡U¡ = ¿;~=l la;l2 ~ O. De este modo, el producto (1.1) es nn producto 
interior sobre X = C". 
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ProponemOB ahora una generalización <le este primer ejemplo. 

Ejemplo 1.1.2. Consideremos el espacio 

X={(a¡, ... ,a,., ... ):a,.eC, nEN, y ~la..l2 <oo}. 
Para x = (ai. ... ), y= ({31 , ••• ) E X, definimos el producto 

00 

(:r., y) = L Onf3n· 

n=l 

Esta suma converge (según la desigualdad de Holder, referida en la Proposi­
ción 1.2.3, páginas más adelante). Podemos probar que este producto define 
un producto interior do forma análoga a lo realizado en el ejemplo anterior. 

Ejemplo 1.1.3. Sea X=C({a, b], C) el campo de las funciones complejas 
continuas sobre el intervalo cerrado [a, b]. Definimos la suma puntual de fun­
ciones y el producto puntual por escalares como sigue,(J+g)(x) := f(x)+g(x) 
y (of)(x) := of(x). Entonces el producto 

(f,g) = l J(x)g(x)dx, 

<lefine un pro<lucl.o iut.erior sobre el espacio X. En efect.o, la lineali<lad y 
la ant.isimet.ría se Rigiwn ele forma iumccliata. Ahora, bast.a notar q1m si 
(!, f) = O, entonces f = O, pues f es continua; mientras que el resultado 
recíproco es inmediato. 

Ejemplo 1.1.4. Sean E y F dos intervalos cu IR. Definimos L 2 (E) como 
el espacio de las funciones complejas definidas en E cuadrado integrables, 
análogamente consideramos L2(F) y L2(E x F). Sea entonces X el espacio 
de las funciones T : L2(E) -t L 2(F), tal que u o-+ Tu, y para toda y E F, 

(Tu)y = f t(x, y)u(x)dx, 
ÍE 

donde t E L2(E x F). La función Tu pertenece a L 2(F). En efecto, 

l(Tu)yl::; L jt(x,y)u(x)jdx::; (L lt(x,y)l2dx) ~ (L ju(x)j2dx) ! , 

(ver Teorema 1.5.1, páginas más adelante) entonces, 

1. l(Tu)yl2dy::; (L fr, it(x, y)l2dxdy) ({ 1u(:r.)12dx) < oo. 
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Es ahora sencillo probar que el producto 

(S, T} = { { s(x, y)t(x, y}dxdy, S, T E X 
fefp 

es un producto interior para X. 

Ahora introduciremos ciertos tipos de funciones reales 110bre w1 espacio 
con producto interior definido, lns cualf'S pne<len t.ener nna int.erpret.ación 
geométrica en ciertos casos. Además estudiaremos algunas propiedades de 
dichos espacios. 

Definición 1.1.5 (Seminonna). Sea X un espacio vectorial sobre un cam­
po escalar F. Una seminorma sobre X es una función 11 • 11 : X --> JR+ tal 
que 

i} llaxll = !alllxll paro toda a E IF y paro toda x E V. 

ii) Propiedad Triangular: llx + Yll ::; llxll + llYll paro todo par x, y E V. 

Podemos restringir d concepto ele Heminorrna a otro concepto menoH ge­
neral, el cual exponemos a continuación. 

Definición 1.1.6 (Norma). Sea X un espacio vectorial sobre un campo es­
calar IF. Una norma sobre X es una función 11 • 11 : X -J. JR+ tal que 

i) 11 • 11 e..• sem.inorma, y 

ii) llxll = O si y .•Ólo .•i x = O. 

En tal caso decimos que X es un espacio vectorial normado. 

Definición 1.1.7. Decimo.• que la sucesión {xn}n>I de elementos de un es­
pacio vectorial normado X es una sucesión de Ciiuchy, si paro cada~> O 
existe N ;:::: 1 tal que llxm - Xn 11 < E, siempre que n, m > N. Decimos que la 
sucesión {xn}n21 converge ax (xn --> x), cuando llxn -xi!-> O, sie111p1y; que 
n -J. oo; y si además x E X, entonces decimos que {x,.},.21 es convergente 
en X. 

Es fácil verificar que toda sucesión convergente en X es una sucesión de 
Cauchy. Sin embargo el recíproco no es cierto en todos los casos, pero cuando 
así sucede X recibe un nombre especial. 

Definición 1.1.8. Decimos que un espacio vectorial non1w1lo X e.• com­
pleto si toda . .ucesión de Cauchy en X converge en X. 

Supongamos que X JlOl*!tl nn producto interior y com1iderem011 la función 
llxll = ((x,x})112 , x E X. 
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Proposicl6n 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sea X un es­
pacio vectorial con producto interior. Entonces, 

l(x,y)I :'.5 llxllllvll· 

Demostración. Para toda a E lF, y para todo par x, y E X, 

OS (x +ay, x +ay)= llxll2 + a(x, y)+ a(y, x) + lal2llYll2- (1.2) 

Supongamos que (y, y} =O, entonces, y= O y llYll = O. Además (x, y) = 
O, lo cual implica que 1 (x, y) 1 = O. De esta manera, 

O= l(x,y)j $ llxllllYll =O 

Ahora supongamos que (y, y) > O. Entonces llYll > O y si en la expresión 
(1.2) sustituimos a= -((x,y)/(y,y)), tenemos que 

O $ llxll2 - 2l(x,y)l2 + ll(x,y)ll2 
llYll2 llYll2 

= llxll2 - j(x,y)l2 
llvll2 ' 

de domle se sigue la desigualdad deseada. D 

El rcsultado anterior es bastante conocido, y de él se derivan otros resul­
t.ados igualmente conocidos e importantes enunciados a continuación. 

Corolario 1.1.1. Sea X un espacio vectorial con un producto interior. En­
tonces llxll = ((x, x)) 112, define una norma y d(x, y) = llx - Yll define una 
métrica sobre X. De tal manera que X es ttn espacio lineal normado. 

La dcmost.raci6n Sf! rN)uce n algunos cálculos sencillos. Tan sólo men­
cionaremos que esta norma es conocida corno la norma inducida por el 
producto interior. 

Definición 1.1.9 (Espacio de Hilbert). Si u11 espacio vectorial co11 pro­
ducto interior es completo bajo la norma inducida por el producto interior, 
decimos entonce.• que es un espacio de Hilbert. 

De aquí en adelante, Ja notación usada para un espacio de Hilbert será 
la letra H en mayúscula y en "negritas". No obstante, en algunos casos será 
más útil usar corno notación la dupla (H, (-, ·) ). 

Corolario 1.1.2. El producto interior es conjuntamente continuo sobre el 
P-•11acio tic Hilbert H. F:.•to e.•, .•i {xn}n;;:1 y {Yn}n;;:1, . .an .mce .. ione.• en H, 
tal que x,. ~ x y y,.~ y, con x,y en H (es decir, sucesiones convergentes 
en H}, entonces (x,., y,.)~ (x, y). 
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Demostración. Según la de8igualdad del triángulo y la de8igualdad de 
Cauchy-Schwartz, tenemos que 

J(x,., y,.) - (x, y)J J(x,. - x, y)+ (x,., y,. - y)J 
~ J(x,. - x,y)J + J(xn,Yn -y)J 
~ llxn - xllllvll + llxnllllYn -yll, 

de donde se sigue eu resullado deseado. o 

Observamos c1ue el resultado anterior es válido si l:IÓlo suponemos que H 
es un e11pacio r.on producto interior clefiniclo, y manteniendo la hipótesis de 
convergencia en H. 

Una propiedad geométrica importante y cuya demostración es sencilla, so 
enuncia a continuación. 

Proposici6n 1.1.3 (Ley del paralelogramo). Sea H un espacio de Hilbert. 
Entoriccs, 

llx + Yll 2 + llx - vl1 2 
= 2(1lxl1 2 + llvJJ2>. 

para cualesquiera elementos x, y de H. 

El teorema sibruiente resalta la importancia de la ibrualda<l anterior. 

Teorema 1.1.1. Si H es un espacio vectorial nonnado, entonces la nonna 
11 • 11 proviene de un producto interior si y sólo si dicha nonna cumple la ley 
del pamlelogmmo. 

Una demostración de C!lte hecho puede encontrurse en [5] o en [7]. 
Finalmente enunciamos la siguiente dcfinici611. 

Deflnici6n 1.1.10 (Subespacio de Hilbert). Sea (H, (-, ·)) es espacio de 
Hilbert. Decimos que H 1 es 11n subespacio de Hilbert de H si 

i) H 1 s;;; H, y 

ii} (H11 (·, ·)) e.~ espacio de Hilbert. 

Observamos que el producto interior en ambo.~ espacios es el mismo. 
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1.2 Ortogonalidad y ortonormalidad 

A continuación definimos el concepto de ortogonalidad de vectores y ortog<>­
nalidad de subconjuntos de vectores, cuya importancia será advertida páginas 
más adelante. 

Definición 1.2.1 (Ortogonalidad y ortonormalldad). Sea H un espa­
cio .de Hilbert. Si paro dos elemento.•, x, y de H se tiene que (x, y) = O, 
decimos entonces que x es ortogonal a y, y usamos xl.y como notación. 
Ahora, ~¡ Ss;H es tal que (x, y) = O (i. e. xl.y) para todo x, y E S, deci­
mos entonces que S es un subconjunto ortogonal. Y en el caso d~ que 
llxll = 1 para toda x E S, entonces S se llama subconjunto ortonormal. 
Finalmente, .•i S 1 s; H y S 2 s; H .•on do.• .•ubconjunto.• tale.• que xl.y paro 
todo x E S 1, y paro todo y E S2, entonces S1 es ortogonal a S2 {notación 
S11-S2}. 

Un resultado inmediato de esta definición y de la propiedad triangular de 
la norma 11 · 11 es el siguiente. 

Proposición 1.2.1 (Teorema de Pitágoras). Si {x1 , .. .,xn} es un sub­
conjunto ortogonal finito, entonces 

n n 

11 L x;ll 2 
= L llx;ll 2

• 

i=l i=l 

Algunos reimltados sobre los espacios normados (y en particular los es­
pacios de Hilbcrt), requieren la utilización de algunas propiedades referidas 
únicruncntc ni l'ampo cscalo.r sobre el cual están definidos; y en ocasiones, 
si se t.rnt.a de invcst,igar propiedades propias a la norma o a un producto 
interior determinado, se requiere de ciertos resultados sobre espacios más 
part.ir.nlan>s, como lR o <C. De manera má.« concret.a, enunciamos la sig11ir.11t.P. 
propiedad. 

Proposición 1.2.2. Sean p y q u11 par· de númervs ,..,,.¡.,.., mayor-es que 1 y 
tale.• que 

Entonces 7iaru todo a, b E lR, 

1 1 
-+-=!. 
p q 

aP bq 
ab:5-+-. 

p q 

La demostrucióu es l:ltmcilla y se omite. 
Ahora propondremos la siguiente deRigualdad, 1ítil para un t.eorema qne 

más adelante estudiaremos. 
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Proposición 1.2.3 (Desigualdad de Holder). Sean p y q un par de núme­
ros reales mayores que 1 y tales que 

1 1 
-+-=l. 
p q 

Entonces, paro un par de familias finita .. de números complejos {x¡}f=l y 
{y1}l'=l• se tiene que 

Demo.•tmción. Para facilit.ar la ffiCritnra dAfinimos 

y 

Ahora, es claro que si a = O, 6 f3 = O (esto implica que X¡ = O para toda i E 
{1, 2, ... , n} 6 y1 = O para toda i E {1, 2, ... , n}, respectivamente) se tendrá 
que L;;'..;1 lx1Y1I =O, de donde se sigue la propiedad deseada. Supongamos 
entonces que a f O y /3 f O (es decir, existe k y existe j tales que Xk f O y 
YJ f O), Definirnos un par de nuevas familias {x;}f=1 y {Ú;}l'=i• dadas por 

1 X¡ 
X¡=a y 

, Y1 
Y1 = /j• 

(tivw)~ =1, 
l=l 

y 

<le douue se sigu~ <íuc 
.. ,. 

Llx;IP= 1 
'i-1 .. 

y ¿1v:l9 = t. 
i-1 

Por otra parte, si.para cada j E {1, 2, ... , n}, en la Proposición 1.2.2 hacemos 
a= l~I y b = lvjl, entonces tenemos que 

lx'-v'· I < lit; IP + lvj 19 

3, - p q • 

de ahí 

t lxív:I ~ ! + ! = l. 
i=l p q 

9 
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Pero 

entonces, finalmente, 

n 

L Jx;y1J :5 af3. 
i=l 

o 

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio de Hilbert y 
A un subconjunto ortonormal de 11ectores en H. Entonces 

1} Si {x;}l~ 1 p,,q una familia arbitmria de elemento.• de/\, entonce.• 

n 

L 1 (y, x¡) 12 ~ llYll2 

i=l 

para toda y E H. Y si la familia de vectores {x¡}~1 s;; A es a lo sumo 
numemble, entonce .. 

00 

Li(y,x;)l2 ~ llYll 2 

i=l 

para toda y E H. 

2) Pam e<ida y EH, el conjunto ~11 = {x E A J·(y,x) 1' O}, es a lo sumo 
numemble. 

9) Para toda z, y E H, 

L J(y,x)(z,x)J ~ llxllllzll. 
zeA 

Demostrocián. J). Sea y E H, y {x¡}f=1 s;; A una familia finita. Esco­
gemos de manera arbitraria n escalares en F (= lR o C), digamos a¡, ... ,an. 

10 
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Tenemos que 

n 

O ::::; llu- Ea;x1112 

i=l 
n '; . ',- n ,_:-

(y - L aixi,y ~ b a1x1) 
'i=l ,, ' "i=l.: 

· ··n_.,.~,,~:L> :·'-·.-;.::._-:' .. \/·--,n ·-- ·_ .~ . . :: -. -~- _ ·n ·, . <. _ · 

llull2,:_ E ~1 (!i,x;) '.7\b a¡(~¡, y)± ;E Ea;a.i(i¡,x1). 

· 
11·n·i-,~¡1¡~¡.a;~1l~~~#jl~·~'.tr;i,~··.,<~ .. ,, 
11un2 ~(E<f.~<u; ~i)J';i'.e~<~'rY> "+' l<cJ1J~~ ;t(P.1;1~. <xi; x1) = 611 > 

·. ·•· •. 
2

: J::1'~j.1'.NJ~~~~~~~~:;~«~~~j :'~f .. < 
llvll .. +E<::cl<v.:¡;1)1~.'~J,a¡ :;:¡, v;:¡;1)I.) 
· . • .· •. ·. ,:::t1t;f ·<:.;':~x~;f?1r:{·f{i::;s~;1:- ;::::u ;<; · > 
lluil2:..E1<il;·x,)l2·~-1{~::S·la.f:f'.(ú;x;)¡ 2 , 

--_, · . _, i-l/-'.;--;_-.~>t\~,-x·:~_~::.-·~}-1·:'.'_:-~<> .... :·-<-: . ---: 
- . ~~:.··:'..: .·. 

en particular, si 'ai;;;, (ytxi)i:éntonces 
_. -: ;, ,. ·. ·- . - .': - :- .:."-~ .7·'. .. ,_, ' 

---, 

()'~ llvll2 
- E l(y,x;)l2

• 
- i=l 

Ahora s11pong~m~q11e {x1}~1 ~ A. Si definimos t,. = E~=1 l(y,xk)l2, 
entonces {tn}::"=i es una susccsión real creciente, y por lo anterior se tiene 
que tn ::::; llull2 ¡mm toda n EN, i.e. la 811CC8i6n C8 crt.>éitmf.o y ncotadn, y por 
lo tanto {t;.}:;"=1 es convergente, y además 

00 

lim tn = ~ l(y,x¡)J2
::::; llYll2

• 
n-+oo ¿_, 

1=1 

2). Sea y un elemento de H. Consideremos la familia de subconjuntos 
de la forma ~n = {x E A 1 (y,x) 2: l/n}, con n E N. Si existe k EN tal 
que~,. es infinito, entonces existe al menOB una familia numerable {x1}~1 
de elementos en 9k; de este modo, para la sucesión tn = EJ=I i(y, x1)1 2 se 
tendrá que 

1 n 

n k2 ::::; L 1(11, x;)l2 = t,., 
J=I 
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l 

pues ~ $ l(y,:i:;)I para toda i = 1, .. ., n. Y entonces {tn};:,1 es divergente. 
Lo cual resulta contradictorio con el punto 1) de esta demostración. Luego, 
se sigue que !:3'n es finito para toda n EN. 

Ahora, es claro que ~u = UneN ~ ... i.e. !i3' es expresable como una unión 
numerable de subconjuntos <le cardinalidad finita, por ello ~ es a lo sumo 
numerable. 

3). Sean y y z un par de elementos cualesquiera en H, consideremos los 
subconjuntre ~u y~ •. Tomamos x en A tal que (y,:i:) = O y (y,:i:) = O, 
entonces l(y,:i:)(z,:i:)I =O. Se sigue que 

§= {:i: E A: l(y,:i:)(z,:i:)I fO} ~ ~uu~ •. 

Pero, por la parte segunda, ~Y U ~. es a lo sumo numerable, por ende '§ es 
a lo sumo numerable. Digamos que§ = {:i:¡,:i:2, ... } (obsérvese como esta 
familia puede ser finita). Entonces, 

00 

:El(y,:i:)(z,:i:)I = :El(y,:i:;)(z,:i:;)I. 
:tEA i-1 

Ahora bien, por la desigualdad de HOider (Proposición 1.2.3) y por la parte 
primera de esta demostración, 

·n (" )!(n )! trl(v,:i:1)(z,:i:;)I $ ~l(y,:i:;)l2 trl(z,x;)l2 
$ llvllllzll, 

para toda n EN. De esta expresi6u se deduce la desigualdad deseada. O 

Observación 1.2.1. De fo ante1-ior demostmción, la desigualdad de Bessel 
¡metlr. tn.mliitln en111win.r.•c 1lr. In. .•igniente mn.ncm. Pn.m tntln y E X, 

:E l(v, x)l2 $ llvll2
-

"'e" 
U ua colecci6u de vectores no es uccesariruncntc un subespacio vectorial, 

pr.ro poclmnos prcgnnt.arnOR si r.s posible encontrar algiín snbr.spacio mínimo 
que contenga dicha colección de vectores como subconjunto. La respuesta es 
afirmativa. 

Proposición 1.2.4. Sea U una colección de vectores en el espacio vectorial 
H. Entonces e.xi.•te un tlnicn snbespacio B tal que 

1) U~ B. 

!!.) Si existe B' ~ H subespacio tal que U ~ B', entonces B ~ B'. 
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Demostmción. Sea U un Mubconjunto <lel e:;pacio Vl.'Ctorial H. 
Existencia. Sea V= {D s:;:: H 1 Des subespacio vect.orial y U s:;:: D}. 
Consideremos el subconjunto B=noevD· Se tiene entonces que B es un 
subcspacio vectorial y claramente U s:;:: B. Luego B verifica la propiedad 
1). Por otro lacio, si suponemos que B' es un subespacio tal que U s:;:: B', 
entonces U S:::: V. Por tanto noev S:::: B', es decir, B S:::: B'. 

Unici<lad. Supongamos que existe un subcspacio C tal que verifica las 
proµie<la<les especifica<las en la µroµosición. Entonces como B también veri­
fica clicha.'l propir.<lrules, se tif!ne que C s:;:: B s:;:: C. Con lo cual B=C. D 

Definición 1.2.2 (Espacio generado). El subespacio encontrado en la pro­
po.•ición anterior se denomina espacio generado por U y se denota por 
S(U]. 

Observación 1.2.2. 

S[U] = {L o1u1 : o1 E lF, u1EUiE1, 1 subconjunto de índices}. 
l~I 

Según la proposición anterior, po<lemos <le<lucir que para un espacio de 
Hilbert H (y en general para cualquier espacio vectorial), con una base B 
de vectores se tendrá que S(BJ=H. Ahora, también es fácil deducir que 
todo subconjunto ortonormal de vectores diferentes de cero dentro de un 
e:;µ11cio de Hilbcrt, e8 tambi{m un subconjunto linealmente independiente. 
Podemos entoncf.'s exponer uu resultado que nos ayudará a encontrar una 
base ortonormal para los espacios de Hilbert de dimensión finita. 

Teorema 1.2.2 (Proceso de Gram-Schmidt). Sea H un espacio de 
Hilbcrt y .•ea Y = {Yk 1 k E N} tm 8ttbco11ju11to de vectores linmlmente 
independientes. Cor~•idcremos además las subfamilias Y n = {y1 , ••• , ¡¡,.} con 
n E N. Entonces, pam toda 11 E N existe un sabco11j1mto finito ortono77nal 
de vectores Z,, = {zi. ... , z,.}, tal que 

Demostruciún. Imluccióu sobre n. 
1) Sean = l. Ent.onces Y 1 = {y1} y dacio qne y 1 es distinto de cero, ffi 

posible definir el nuevo vector z 1 = ll~: ll' y considerar Z 1 = { z1 } como una 

familia ortonormal. 
Sen o E lF. Tenemos que 

y¡ 
nv1 - ollvill llvill = ollvdlz1 = fJzi. 

con {3 = ollvdl E lF. Por tanto S[Yi) = S[Zi]. 
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II) Sea 1 < n. Para la subfamilia Y n-1 = {Y1, ... , Yn-1} supongamos que 
existe un subconjunto ortonormal de vectores Zn-l = {z1, ... , z,._1} tal que 
S[Yn-l] = S[Zn-1]. Consideremos la subfamilia Yn = {y1, ... ,yn} = Yn-1 U 
{yn} y el vector z~ = Yn - ¿:¡:11 (yn, z,)z¡. Entonces para cada z; E Zn-1 
tenemos 

n-1 
(z;.,z;) (yn,z;)- L(11 .. ,z;)(z;,z;,) 

l=l 
(y,.,z;) - (y,.,z;)llz;ll2 
(y .. , z;) - (y,., z;) 
o, 

(.'S decir z~ es ortogonal a la familia z,._1 • Y por otra parte, si llz~ll = O, 
entonces Yn = L:;'.:'11(yn, .z;)z;, por tanto 1/n E S[Zn-1]. Ahora, por hipótesis 
<le inducción, Yn E S(Y n-1], luego Yn puede exprrearse como combinación 
lineal de y¡, ... , y,., lo cual cont.radice nueRtra hipót.ffiis de independencia. 

Se tiene, <le tal suerte, que 11~ 11 > O. Sea ahora z.. = ll~ll · Entonces 

z .. = Zn-1 U { zn} es un subconjunto ortonormal de vectores. Por otra parte, 
Ri a¡ E JF para toda i = 1, ... , n, entonces 

n 

2:;a¡y¡ 
i=l 

.. 
2:;o¡y¡ 
i=l 

donde {:J¡ = {:Jj + (y .. ,z;) paratodaj = l, ... ,n-1 y f:Jn = llz.all· De todo lo 
anterior se sigue que S[Y .. ] = S[Znl· O 

Deflnici6n 1.2.3 (Complemento ortogonal). ScaH un espacio de Hilbert 
y S una subconjunto de H. La colección de vectores 

S.L = {y E H 1 y .L x para toda x E S} 
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es denominada complemento ortogonal del subconjunto S. Evidentemente 
S..L S.L. 

De t.'8ta <lcfiuicióu t.'8 Heucillo probar el siguiente cuunciu<lo. 

Proposición 1.2.6. Sea H un espacio de Jlilbert. Si S ~ H, entonces S.l. 
es un subespacio vectorial cerrado de H. 

Definición 1.2.4 (Descomposición interna). Sea H un espacio de Hilbert 
(o un espacio vecton·a1 arbitrorio). Entonces 

i} Una colección finita {M;}~=l de subespacios vectoriales de Hes lineal­
mente independiente si para todo i = 1, .... n se verifica 

M; n(M1 + · · · + M;-1 + M;+1 + · · · + Mn) = {O}, 

donde M 1 + · · · + M;_1 + M;+1 + · · · + Mn denota el subconjunto cuyos 
elemento.• l.ienen la forma x 1 + x2 + · · · + Xi-1 + Xi+1 + · · · + Xn, r.on 
x; E M; para toda j E {1, 2, .. ., i - 1, i + 1, .. ., n}. 

ii) Si {M;W=1 es una familia de subespacios vectoriales de H linealmente 
independiente, tal que H=M1 + · · · + Mn, entonces decimo.• que dicha 
familia fonna una descomposición interna en suma directa para 
H. La nutación usada es ahora 

H=M1Ea···E9Mn. 

Como una aplicación uel Proceso e.le Gram-Schmi<lt ('l\.'Orcma 1.2.2) pre­
sentamos el signicnt.c resnlt.ado 

Teorema 1.2.3. Sea H un e.•pacio de Hilhert y M un .rnlw.•pacio rle H de 
dimensión finita. Entonce.• {M, M.l.} forma una descomposición interna en 
suma directa pam H, esto es, H ~ M $ M.L. 

Demo.•tmción. Primeramente, clcbercmos most.rnr que M n Ml. ={O}. 
Sea x E MnMl., entonces (x,x) =O y por propiedades de producto interior, 
x = O. Ahora, es claro que si la dimensión de Mes finita, digamos n, podemos 
construir una base finita {x¡, ... , x.,} de vectores ort.ononnales para M, con 
lo cunl 

n 

w = L(z,x;}x; E M, 
i=l 

para cualquier vector z E H. Entonces, si consideremos el vector 

n 

y=z-w=z-E(z,x;)x;, 
i=l 
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tendremos que para cada Xj E·{;¡,:.:, i~}, 

(y,x¡) 
R 

(~,x¡) - 2:<z,x;)(x;,x;) 
i-1 

(z, x;) - (z, x¡)(x¡, x;) 
(z, x;) - (z, x1) 

o. 
Estci sih'llifica que y es ortogonal a la base de M, entonces y es ortogonal a 
M mismo. De ahí que y E M.1.. Luego, z tiene la representación z = w +y, 
con w E M y y E M.1.. 

Lo anterior prueba que H e; M EEl M.1., pero es claro que la contensión 
contraria os válida. De esta manera H = M EEl M.1.. O 

1.3 Proyecciones 

Un espacio de Hilbert es un espacio normado completo (bajo la norma in­
ducida por el producto interior), entonces debernos tener en cuenta que aquí 
se verifican todos los conceptos y propiedades topológicas de los espacios 
uormados; e11t.011ccs no debe caber <luda alguna acerca del sent.i<lo que deba 
clárseles al hacer uso <le éstas nociones a lo largo de nuestra exposición. 

Teorema 1.3.1 (Proyección). Sea S un subespacio cerrado de un espacio 
de Hilbert H. Pam cada x e H e:riste un tfoico elemento y 0 E S tal que 

IJx - Yoll = inf{IJx - ylJ : y e S}. 

Rl t1ector y0 E S se conoce r.nmo la proyección de x .•obre d ,,ube.<p11cio S. 

Demostración. Sea x E H. 
Existencia. Sea ó = inf{llx - vll : y e S}. Es posible encontrar una 

sucesión {yn}n;,:1 contenida precisamente en S, tal que IJx -Ynll -+ ó siempre 
que n-+ oo. Ahora bien, por la ley del paralelogramo (Proposición 1.1.3), 
para toda u, v E H, 

llu + vi1 2 + llu - vil = 2(11ulJ 2 + llvli2). (1.3) 

entonces, si u =y,. - x y v = Ym - x, para un par n ;:::: 1 y m ;:::: 1, se tendrá 

luego, 

IJy,. + Ym - 2:cll2 + llYn - Ymll2 = 2llYn - xll 2 + 2llYm - xll 2
, 

llv .. - y,,.112 = 21lv .. - xll 2 + 21Jy,,. - xll 2 
- 4IJ4(y,. +y,,.) - x1J 2

• 
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Pero ~(Yn + Ym) ES, entonces il4(Yn + Ym) - xll 2 2: ; 2
, Por lo tanto 

O$ llYn -Ymll2 $ 211Yn - xll2 + 211Ym - xll2 
- 4'52

, 

y si n, m --+ oo entonces llYn - Ymll2 --+ O. Con lo cual llYn - Ymll --+ O. De 
tal manera que la sucesión {y,.},.2:1 es de Cauchy. Entonces, dado que Hes 
completo, existe un elemento y0 en H tal que Yn --+ Yo siempre que n --+ oo, y 
dado que S es cerrndo (i.e. todo punto límite de S está en S mismo), tenemos 
que Yo E S. Además, claramente .S = llx - Yoll· 

Unicidad. Sea ahora !/o en S tal que .S = llx - !/oll· De nueva cuenta, 
s11Btituyendo en (1.3), u= Yo - x y v =Yo - x, tenemos que 

1 
O$ llYo - Y~ll = 4'52 

- 4llx - 2(Yo + Y~)ll 2 $O, 

entonces llYo - !/oll = O, con lo cual Yo =¡/o. o 

Sobre un subespacio S podemos denotar como P5 (x) la proyección de 
:r. sobre S, para cada x en el espacio H. Definiendo entonces el operador 
proyección Ps : H---+ S, tal que x >---+ Ps(x) para toda x E H. 

Lema 1.3.1. Sen S un subespacio cermdo de un espacio de Hilber·t H. Sea 
y ES y :r. EH, entonce.• y= Ps(:r.) .•i y .•ola. .•i (:r. - y) ..L S. 

Demostración. Primero supongamos que y = Ps(:r.). Entonces llx -vll = 
inf{llx - zll : z ES}. Sea z ES y e E IC entonces y+ cz E S. Ello implica 
que 

Pcru 

llx - Y+ czll 2 $ llx - Yll2 + lcl 2 llzll2 
- 2Rc(x - y, cz), .. 

luego ;;.::,·/·.·,.·· 

lcl2 llzll2 ~2~~(1)i,cz) ~~-
;.;....~ :;:~., .. ,,,. .. : <·~ . '-~' . 

En particular, si e= b(x -y, z); e~~ bÉll(enton<!eS 1~12 = b2 l(x -y, z)l2 , y 
además ·. · · · · · · ·· · · · · ' · · 

(x -y,cz) 
··;··· 

(cz, x - y) = c(z; x. ~ y) 
. b(:r.-y,z){z,x-y) .. 

b(:r. - y, z)(:r. -y, z) 
bl (x - y, z)l2. 
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l(x -,-y,2:)12(b2 1Ízll2 :-: 2b) ~o: <·· 
:'<~ .. . ,, . ,.· .. 

(1.4) 

para toda b E lR. ·.- :.• .. :··,,> :;•.<·~'· 
Tenemos ahora. dos c1Lqos. , ... ·.;, ··'!'". ···.:,.:: 
I) Supongamos que llzll >O (es deeir0z;;f,o):.·sea.~ntoncesb >O tal que 

O< bllzll < 2, tenemos, ,, f,::I'~~~'.,1i):;:.:'.,'.;' .\ 

Y por (1.4), 

luego 

. , b Jlzll ·~-c- 2b: < () 
J(x - y, z)J2 (b21lzll2,]'.2b)\$ .O.' 

::· ~.:·L: .:{;~~f{:~·. ·~·~;::), .: ;,, ... 

-:· , .. 

l(x -y, z)I,;, O. 

Entonces (x - y, z) =O, es decir (x - y) J_ z . . · 
11) Ahora supongamos que Jlzll = O (es decir z =O). De forma inmediata 

se tiene que (x - y) .l.. z. . . . . 
Por la parte I) y la parte II); (x.'-y) J_ z para toda z E S. Entonces 

~-~1-& . .. 
Inversamente, supongamos que (x - y) J_ S; Sea z E S. Por hipótesis 

(x - y, z) = O, por lo tanto Rc(x - y, z) ;;,. O. Luego 

es decir, 

entonces, 

llx - Yil 2 :S .· llx '.""'. YJl 2 + llz ~ Yil2 

11~: - ul1 2 + llz ;_y112 
- 2R.e(a; - y, z) 

llx -11 ~ (z -11)J1 2 
· 

llx-zll2
• 

Jlx -'-1111 :S llx -zll. 

Ello implica que Jlx - yJI :S inf{llx - zJI : z E S}. Pero como y E S 
entonces se tiene en realidad la igualdad deseada. O 

De e:;t,e re:mlt.11do i;e de:;prende de. i111nedi11t.o el siguient.e lema. 
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Lema 1.3.2 .. Si S .es un subespacio cerrado del espacio de Hilber·t H entonces 
(x - Ps(x)) 1- S para toda x E H. 

El hecho de que ( x - Ps ( x)) 1- S para toda x E H es quivalente al hecho 
de que (x - Ps(x)) E S.L para toda x E H. 

Teorema 1.3.2. Si S es un subespac:io cenudo de un espacio de Hilbert H, 
entonces para toda x EH, existe una 1lnica representación x =y+ z, donde 
y E S y z E S.L. Esta representación única está dada por y = Ps(x) y 
z = x - y. En otras palabras, H - S $ S.L. 

La demostración se sib'lle imnediatamente del propio Teorema 1.2.3 y de 
Jos lemas anteriores. 

Finalmente, presentamos un resultado que nos será de gran utilidad en la 
la sección próxima. · 

Corolario 1.3.1. Si S es un subes¡mcio cenudo de un espacio de Hilbert H, 
entoru:P..• (S.L ).l = S.L.L = S. 

Demostración. Es claro que S s;; S.L.L. Ahora, si x E S.L.L, entonces, 
según el teorema anterior, existe y E S (y= Ps(z)) y existe z E S.l tal que 
z = x - y. Entonces notamos que z E S.l\ pues S ~ S.L.L y S.L.L es un 
subespacio de H. De modo que z = O (dado que z E S.L n S.L.L = {O}), por 
t.anto x = y E S. Luego S.L.L s;; S.L. 0 

1.4 Teorema de representación de Riesz 

Los couceptos <le ortogouali<la<l y ortouormalic.la<l, son fuu<lamentales para 
introducir algmms propiedadCR, corno el tP.orema riP. repTP.•entar.ión dP. Rfosz, 
el cual es objeto de estudio en esta sección. 

Definición 1.4.1. Si H es un espacio de Hilber·t sobr~ d campo escalar· lF 
(el campo real o complejo), entonr.<'-• el mapPn f : H --> F lo denominamo.• 
funcional del espacio de Hilbert H. Una funcional f es lineal si f(ax+y) = 
af(x) +/(y). Es continua en xE H si para toda e > O existe Óx(€) > O 
tal que si llx - x'll < Óz(€) entonces J/(x) - /(x')J < e; y decimos que f es 
continua si f es continua en cada punto x de H. 

Teorema 1.4.1 (Teorema de representación de Riesz). Sea H un es­
pacio de J/ilbcrt y f una /1111cional lineal continua sobre H. Entonces exi.•te 
1m único vectoq¡ EH tal que J(x) = (x,y), pam toda x E H. 

Demostración. El subconjunto 

M ={»E lI J J(x) =O} s;; H 
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es w1 8Ube8pacio cerrado <le H. La verificación <le este hecho Cll inmediata 
ele la continuidad de f. · 

Si M=H, entonces f = O, con lo cual, si denominamos y = O, se tendrá 

f(x) = (x, O) = O, 

para toda :e E H, y e>1 claro que y e8 único. 
Ahom bien, si M # H, entoncR.A existe z E M.l. tal que z # O, ele lo 

contrario, es decir, si M.l. ={O}, entonces dado que Mes cerrado 

M = M.1..1. = {O}.!. = H, 

lo cual C8 impooible. 

D fi · 1 ' f(z) "' "d M.i. e mmos e numero a = IJ/(z)ll2 E .... , y cons1 oramos y = az E . 

Entonces, para x E M, tenemos 

f(z) 
(x, y) = ll/(z)ll 2 (x, z) =O= f(x). 

(v1 -ú, Ú1 ~ú> ;,· (!i1;ÍJ;) ~ (u1;v)+ (y, Y1) - (y,y) 
,;,,·o;• .. 

por LauLo y = Y1. 
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Definición 1.4.2. Unafu11cio11al J sobrn H se dice que es acotada si existe 
M >O tal que lf(x)I :5 Mllxll para toda x E H. 

Teorema 1.4.2. Una funcional lineal f es continua sobre H, si y sólo si, es 
acotada. 

Una prueba a este hecho puede encontrarse en [7]. 

Teorema 1.4.3. Sea H un espacio de Hilbert y f : H -4 11!' una funcional 
lineal. Entonces f es continua si y sólo si existe y E X único tal que J(x) = 
(x, y), para toda y E X 

Demostración. La condición necesaria es precisatnenle el teorema de 
representación de Riesz. Ahora, si para la funcional lineal f se tiene que 
f(x) = (x, y) para alguna y E X, entonces 

l/(x)I = l(x, Y)I :5 llxllllYIL 

por tanto f es acotu<la, y con ello continua. D 

Finalmente, el concepto de funcional p111..'(le llevarse a un concepto mÓ8 

amplio. 

Definición 1.4.3 (Operador). Sean H 1 y H2 dos espacios de Hilbert (o 
simplemente espacios vectoriales) sobre el mismo campo F. Una transfor­
mación T: H 1 -4 H 2 se denomina operador del espacio H1 a H 2 . Además, 

i) Decimos que el operador T es lineal si T(ox +y) = oT(x) + T(y). 

ii) El operodorT es acotado si existe M >O tal que llT(x)ll2 :51Hllxll 1 , 

para toda x E H1, donde 11 • ll; es la norma del espacio H;, i = 1,2. 

iii) Si H 1 = H = H 2 entonces decimos que T es positivo si (Tx, x) ;::: O, 
para toda .r. E H. 

iv) Y decimos que es simétrico si (Tx, y) = (x, T¡¡), paro todo x, ¡¡ E H. 

1.5 Los espacios de funciones Lp. El espacio 
de Hilbert L2 

Con la liunlidad de ih1Hlmr la ulilidnd de los auleriorcs resullados, en csla 
sr.cción dPRarrollaremos di' m1mera muy hrcvP 1111 Pjr.mplo part.icnlar clr. r.Rpa­
cio de Hilbert. 

Primeramcnt.e consideremos 11n espacio de medida (X, S, /L) y 1111 número 
p;:: 1 (aunque se puede elegir un mímero mayor que cero, nosotros restringire­
mos nuestro estudio a In elección de dicho número p). Definimos el espacio 
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Lp(X; S, µ), a v~ simplemente denotado po~ Lp, como lá fanÍi;ia,de fUn­
ciones f : X ~ ce, -S-medibles, tal que l/IP es /t-integrable. •En símbolos, 

Lp(X, s.µ) = { J : x ~ e fx lflPdµ < oo} . 

Es muy fácil verificar que los espacios Lp son espacios lineales bajo las ope­
raciones de suma de vectores y producto escalar habituales. Para ello basta 
tener presente que para toda f,g E Lp: I/ + g¡P ~ (IJI + lgl)P. Y por otra 
part.e también tenemos que para todo c:r E ce y para toda f E Lp, 

L laflPdµ = lolP L lflPdµ < oo, 

por lo tanto o/ ELw 
Ahora bien, la función 11 · llP :Lp --+- JR+ dada por 

11/llp = Cl IJIPdµ) ;' 

determina una seminorma para el espacio L~, siempre que p ~ l. En efecto, 
es claro que para todo a E IC y para toda /E Lp 

llafllp = lolll/llp· 
Ahora bien, la desigualdad triangular, en este contexto, es conocida como 

desigualdad de Minkowski, y su prueba requiere de un resultado conocido 
como <lcsigualda<l de Holder, por identificarse como una generalización del 
rf'$U)t.ado mcpnr.st.o en Ja Proposición 1.2.3. 

Teorema 1.5.1 (Desigualdad de HOider). Sea p y q un par de números 
pcl"tenecie11te.• al intervalo (1, oo) tale.• que ~ + ~ = l. Si f ELp !/ g EL0 , 

r.ntrnu:r..r;, 

i} fg EL1, !/ 

ii) llfYll1 ~ ll/llpll9llq · 
Dt!mostmció11. La de1ig11ald11d es i11111t.'tliata si 11/llp = O o llYllq = O, 

pues tendríamos entonces que fx lflPdµ = O o fx lalqd/' = O, de tal suerte 
que f = O casi seguramente con respecto a la medida µ (lo cual se denota c.s. 
[¡t]) esto es, ¡t( {x E X 1 f(x) =O})= 1, o g =O c.s. [µ),así entonces fg =O 
c.s. [¡t] Y O = 11/alli ~ llfllpll9llq = O. Supongamos pues que llfllp f. O 

y llYll. f. O, para así poder definir un par de números reales, a= ll~:P y 

b = ll~: •. Entonces, por la Proposición 1.2.2, 

lfal <Jl.t..+~ 
llfllpll.9llq - Pllfllp qllgllq. 
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Integrando ambos la.dos de la desigualda.cl anterior 

de donde se sigue 

Lo cual demuestra a.demás c¡ue f g EL1• o 

Teorema 1.5.2 (Desigualdad de Minkowski). Si f,g E Lp con p ~ 1, 
entonces, 

Demostmr.ión. Observamos que si 11! + ollP = O la designalda<l se signe 
de forma inmediata. Consideremos entonces el caso en que llJ + Yllp > O. En 
primer lugar, para p ~ 11 tonemos que 

1/ + glP = IJ +u1~-~1/+01·;; 1}11/~ol"":1 .+loll! +·g¡P-1. (1.5) 
Supoi1gamos qui) p ,;,;) 1~ ~~tbn'é~ s~~Ít~iii~ci~· en (1.5) e inteb<rando ambas 

-M 1:;~r~~if t1:
1

~¡~,li,~~f:~1~1·~·~ 11/11> + llYll>· 
Ahora sea p > L E~tóii¡:J.S ~,efCc:>geill_~.uri número q > 1 tal que ! + ! = 1, 

o& '10!1~~[ f 1;!~füZ11 + ul'''' < ~. , • 

por lo tanto IF-f-~91~~~.;.eX~q:: Entémces, seg¡íu la desigualda.cl de HOider, 
l!ll/+glP:-teL¡;y¡j¡¡11*;gjP:-1 EL1. Además 

. ;_ . . . .}\:"';~· .. ~.~-; ,-,>~·-_'.:-.;; .. : -... _-:· l 

Í l!llit uÍPi1#fi~f,ll{11P[fx Clf + g¡P-1)qd1'] • = llfllpllf + o11~1q, 
es decir 

, , j}i{i11'.;ulP~11f ~ Hfllvllf + nll~¡q· 
. - -· ,;,---· -·- - "~- ·-- ---- --- -

De numera análoga '<:,>' '" 

fx1uii/+.n1P:-1Z~ .llullvjl!+nll~1q. 
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En la desigualdad (1.5), integramos ambos lados y utilizando estas dos últimas 
expresiones, tenemos, 

11/ +ali~:::; Olfllp + llallp)llf + all~1q. 
Ahora bien, p - 1 = (p/q), y como 11/ + allp > O, se sigue la desigualdad 
deseada. O 

Es así como IJ • IJp determina una seminorma sobre el espacio Lp. Y la razón 
por la cual no puede determinar una norma radica en que si para determinada 
f ELp se verifica que 11/llp =O, esto no implica necesariamente que f =O en 
X. Tau sólo podcmO!l afirmar que f =O c.s. [µ]. Sin embargo, a partir de este 
espacio seminormado podemos construir un espacio donde es posible definir 
un producto interior mediante la utilización de las caractcríticas de IJ • llP• y 
det.erminar de est.a manera una función norma que resulte completa, teniendo 
uutuuccs cu uuestrns manos un nuevo <-'llpaciu de Hilbcrt. Coll8idcremos un 
rspncio de medida (X, S, ¡t), y para nlgií11 mímero p ~ l consideremos el 
espacio Lp(X, S, ¡t) correspondiente. Para /, g ELp(X, S, µ) definiremos la 
relación siguiente 

f ~ g si y sólo si f = g c.s. [µ]. 

Es fácil verificar que "~" define una relación de equivalencia. Podemos 
entonces introducir un nuevo subconjunto en el espacio Lp(X, S, µ) con sólo 
tomar en cuenta para una función f determinada en Lp(X, S, µ) su clase de 
nquivalencia 

i= {g E Lp 1 g ~ f}. 

Entonces· definimos un nuevo espacio Lp el cual rn(me tocias las clases de 
equivalencia, es decir 

Sobre este nuevo espacio, las operaciones de suma de vectores y multipli­
cación por un escalar pueden ser introducidas mediante las expresiones 

i+Y=f+Y y 

para j y fj en Lp, y o en C. Es fácil mostrar que bajo estas relaciones el 
espacio Lp es lineal. 

Es posible notar que bajo este nuevo orden de cosas la función IJ • llP : 
Lp 4 JR+ determinada por 

llill,. = ([ lflPdµ) ~ (1.6) 
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constituye ~na ·n~rina sobre el espacio lineal Lp. En efecto, por una parte 
notamos que parii todo o E e y para toda j E Lp, 

llofllp = lol llf llpr 
mientra.~ qué la desigualdad triangular se expresa en el mismo sentido que 
en el Toorcma 1.5.2, esto es 

llf + iillP :S llillP + lliillP para toda J, g E Lp. 
Pero además, si llillP =O, entonces f =O c.s. [¡1], esto implica que f E Ó, y 
por otra parte O E j. Por ello si /¡ E J se licue que /¡ = f = O c.s. [µ], por 
tanto /¡ E Ó. Entonces j ~ Ó. Análogamente, Ó ~ j. Así pues j = Ó. Es de 
esta forma como 11 • llP determina una norma sobre el espacio Lp. 

Ahora parece necesario preguntarnos acerca de las propicclades de esta 
norma. En particular nos interesa saber si el espacio Lp es completo bajo 
ella. La realidacl <lir.e que efoct.ivamrmtn ni espacio L1, ffi completo. 

Teorema 1.5.3. Sea {],,},,;:,1 una suce.9ión de Caucl1y en el espacio Fp. En­
tonces existe j E Il'p tal que],,__. f cuando n __. oo. 

Demostroción. La <lem011tració11 se sigue <lel hecho <le que una sucesión 
{f,,},,21 de Cauchy en Lp define también un sucesión {f,,},.21 de Cauchy en 
Lp, y es posible probar entonces que tal sucesión es convergente en Lp a una 
fuuciúu f amu¡ue 110 1ínica, y por ullo {f,,},,21 converge en Lp a ], 1Ínica. O 

Hagru11os más pequeño nuestro ámbito de estudio y consideremos el caso 
p = 2. Ahora bien, a partir de la definición de 11 • llP en la ecuación (1.6), 
podemos motivar la posible <lefinicióu <le un pw<lucto interior <la<lo por 

(f ,g) = .l .fijd¡1 para toda J,g E L 2 • (1.7) 

Las <los primeras características <le la Dcfiuicióu 1.1.4 de producto interior 
s~n fácilrn'!nte verificables. Por ot.m part.e, si j = [J, tenemos que (},[¡) = 
(/, /) = 11111~· Entonces la parte tercera de la Definición 1.1.4 es satisfecha. 
Por último, es también evidente que j = O, si y sólo si, (}, ]) = O. Así os 
como (1.7) define un producto interior sobro L2 • Ahora bien, la relación 11 ·11 2 , 

.dndn por 

determina una norma completa sobre el espacio L 2 , según el Teorema 1.5.3. 
Hemos probado el resultado siguiente. 

Corolario 1.5.1. El espacio L 2 es un espacio de Hilbert. 
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1.6 Esperanza condicional 
En la leoría <le las probabilidades exisle un conceplo <le vilal imporlancia 
para el est.udio dr. algunos procPSOR <,,;t.ocást.icOR, "" particular cfo 108 pro­
cesos conocidos como martingalas. Nos referimos al concepto de esperanza 
condicional. Loo espacios de llilbert posibilitan la ubicación teórica de tal 
concepto, el cual lo expondremos aquí de forma breve y a manera de ejemplo. 
Primeramente, nuestro espacio de medida será considerado como un espacio 
de probabilidad, con lo cual se introduce la notación (!l, :F, P). La medida P 
es conocida como medida <le probabilidad y la única salvedad que distingue 
a este espacio es que P[!1] = 1. En este cont.ext.o, IAA funciones :F-medihles 
se denotan con las letras mayúsculas X, Y, Z, etc, llevando el nombre de 
variables aleatorias. Cuando una variable aleatoria es integrable, entonces 
E[X] = f0 XdP es conocida como la esperanza de X. 

Algunos problemas típicos referentes a las condiciones de codependcncia 
de ciertos fenómenos aleatorios, así como a las limitaciones producidas por la 
carencia <le información respcclo <le los mismos, han sugerido la iulro<luccióu 
de nuevrn1 concept.os, a part.ir de la idea de r.nrulicinnamientn. El primero 
de ellos es conocido como probabilidad condicional, el cual dio origen a un 
concepto todavía más útil y general, conocido como esperanza condicional. 

Mostraremos tan solo un problema que ilustre la necesidad de tales ideas. 
Supongamos que podríamos interesamos por la posibilidad de que en un 
número n de lanzamientos de una moneda se obtuviera k resultados en "sol". 
Siendo la posibilidad <le obtener "sol" cu cada lanzamieulo in<lcpendienle 
x E [O, 1 J, la cual dreconocemoo. Poclemoo •mtonces considerar n = !11 x 
!12; donde !11 = [O, l] es el espacio del cual puede obscrvMSc los posibles 
valores de x; y !li = {O, 1,. .. , n} es el espacio donde se consideran toda.5 
los posibles lanzamientos en "sol" después de los n lanzamientos. Además 
podernos considerar la a-álgebra :F = :F1 ®:F2 , con :F1 = B¡o, 11 y :F2 = 'P(ih). 

El problema puede ser modelado definiendo un par ele variables aleatorias 
(funciones .1"-mediblcs) sobren, X: !1-¡. [0,1] y Y: n-¡. {l, ... ,n}, tales 
que X(x, y) = x denota la probabilidad de que en un solo lanzamiento se 
obtenga "sol"; Y(x, y) = y denota el número de "soles" después de los n 
lanzamientos. 

El problema ahora consiste en saber si es posible encontrar un par de 
medidas de probabilidad, P : .1" -4 [O, 1], y P(x, ) : :F2 -~ [O, 1j la cual 
depende de x y c¡uc pueda ser interpretada como la probabilidad condicional 
de y dado que X= x; tales que P(x,C) = P[(x,y) En 1 y E C], para toda 
CE :F2, y x E !11 = [O, l]. De ser así se seguiría entonces que 

P(Y E O) = P(n1 x O) = f P(x, G)dx = 11 

P(x, G)dx. 
Ín1 o 

El teorema de Radon-Nikodyrn muestra que tal medida P existe y además 
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muestra que si C = {k}, con k E 0 2, entonces P(x, {k}) = (;)xk(l - x)n-i.. 
f,1~ 11otnció11 usndu es, en este clllio P(x, {k}) = P[Y = k 1 X= x). De IM'.¡uí 
podemos entonces derivar el concepto de esperanza condicional de la variable 
Y, dado que la variable X = x, la cual denotaremos E(Y 1 X = x], como 
sigue, 

E[Y 1 X= x] = tkP[Y = k 1 X= x] = tk(~)x"(i-xr-i. = nx. 
k=O k=O 

Podemos definir de tal suerte una función g(x) = E[Y 1 X= x]. 
La realización de algunos cálculos muestra que P(Y = k) = n!l • para 

toda k E 02 y entonces E[Y] = ¿;=0 n!l = ~ . Entonces, g o X = g(X), es 
una nueva variable aleatoria tal que 

1
g(X)dP=1 g(x)dPx(x) 

n n, 1 E[Y 1 X = x]dx 
n, 

[nxdx=~=E[Y]= LYdP, 

donde P x es la medida inducida por la variable X, dada por P x [AJ = P(X E 
AJ, para toda A E :F1 = B¡o,11· Y en general, 

L g(X)dP = L YdP, para toda A E :F1 = B¡o,l)· 

Luego podemos enunciar la c.aract.erización ele la esperanza condicional 
de la siguiente manera. 

Definición 1.6.1 (Esperanza condicional). Sea (O, :F, P) un espacio de 
probabilidad. Sea g una .•ub-u-álgebrn de :F. Si X es 11na función :F-medible 
tal que In IXldP < oo, entonces la esperanza condicional de X dada g, e.• 
una 11ueva funció11 Q-medible de1wtada como E[X 1 9] tal que 

L XdP = L E[X 1 Q]dP, 

parn toda A E Q. 

Tomemos X una función .:F-medible. Agreguemos la hipótesis de que 
In IXl2dP. < oo, (i.e. X E L2(0, :F, P)). Y consideremos los espacios de 
HilbértL2(0,:F,P) y L2(!l,Q,P). Evidentemente L 2(!l,Q,P) f; L 2(!l,:F,P). 
Entoncc8;_existe Y E L2(!l, g, P), único tal que 

11x-i'11~::; 11x-z11~. 

parn to_cla Z E bz(f!,g,P), seg1ín el teorema 1.3.1. 
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Sea e > 0, y A E Q.~'Coüsid~~emoahi función g-medible exA : !1 -+ 
{O,e}, tal que fXA(w) =,, O .. si·w: !(A y,exA(w) =E si w e A. Entonces 
fn lexAl2dP = e2P(A) ;<oc); con lo.Cual ~XA E L2(0, g, P). Se sigue de ahí 
que éXA e L2(!1, g, P); Sé tei1drá éntoné:es que .· . 

ux - Yll~ ~ 11.i_¿ (.f; ~'ffi)11i y '11x- Yll~ :5 llX - (Y - ~)11~· 
'·' ·',,, .. (;:·,:·· 

Es decir · --~:_,.:·~·/-<> 

do donde 

L<x -Y)cLP::; ~P(A). 

De foi·um a111íloga 

-:-~P(A) $1 (X - Y)ciP. 

Con lo cual. 

ILXd~--'tYdPI = 1 l(X-Y)dPI :5 ~P(A) 
y du.<lo que f C8 arbitrariÜ, se 11igue, finalmente 

LxdP= 1YdP 'v'Aeg. 

Hemos probado el teorema siguiente. 

Teorema 1.6.1. Si X es una variable aleatoria cuadrado integrable (respecto 
de :F) y ges una sub-a-álgebra de :F, ento11cP.s existe la espcmnza condicional 
de X dada Q. 
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Capítulo 2 

Espacios de Hilbert con núcleo 
reproductivo 

El prnseutc capítulo está basado eu el artículo ho111ó11i1110, desarrollado por 
A. Aronszajn, puhlic.ado nn Tmn.•action.• of tlie AMS Vol. 68, 1950. La 
investigación aquí sintetizada es referida a un tipo especial de núcleo (o 
kcmcl), usado bajo diferentes nombres y direcciones en las matemáticas. 
Aquí presentamos un breve resumen del desarrollo histórico de tal concepto. 
En términos generales, en este capítulo presentamos las proiedadcs básicas 
del núcleo reproductivo y algunos de los ejemplos más ilustrativos. 

2.1 Introducción 

Ejemplos <le núcleos <le! tipo que nos interesa son conocidos <lcs<lc hace 
t.iempo. En f!Clladones diferm1dalffi r. int.r.grah>R, por ejrmplo, nnront.rnmos 
con bastante frecuencia su uso cu forma de operadores, cu las teorías <lesa· 
rrolladas por Green y Ililbcrt. Sin embargo, las propiedades características 
de estos núcleos, como los entendemos en la actualidad, fueron desarrolladas 
y aplicadas desde principios del siglo XX. 

Históricamente, el desarrollo de la teoría del kernel (o núcleo) reproduc­
tivo ha estado ligada a la.; <lin.'Ctrices del estudio cu L'Cuacioucs <lifercuciales 
e int.ngralffi. Hada 1909, se int.rorlnee, hajo el t.ít.nlo ele "mídeos clefiniclos 
positivos" la función compleja K en dos variables sobre algún subconjunto 
E, con la propiedad 

n 

L K(y;, Yj)V:.j;:::: o, (2.1) 
iJ=l 

donde y¡ está en E, ~¡ es un escalar complejo, i = 1, .. ., 11. 

Ya en la mitad del siglo pasado, sin embargo, muchos investigadores, como 
S. Znrembn y S. Dergmnn, se intere:inb1m por ltt utilidnd de e:itos núcleos en 
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otros campos <le la matemática. Entro 1943 y 1950, Aron.i;zajn desarrolló 
11na teoría general de los núcleo.'! reproductivos la cual contiene, como c1~'!0 
particular, las míclco-funciones de Bergman. Aquí trataremos de desarrollar 
brcvente las ideas expuestas por este autor. Esta teoría da las bases generales 
para el estudio de cada caso particular. El míclco posee una cierta propiedad 
que lo caracteriza, y su cumplimiento implica también el cumplinúento de 
la propiedad (2.1). Por tanto, Aronszajn logró generalizar los conceptos del 
núcleo reproductivo. 

2.2 El núcleo reproductivo 
En este capítulo, a menos que se especifique lo contrario, E <leuota siempre 
11n conj11nt.o y F 11n f'>lpacio de Hilhert. sobre el campo lF (complojo o real) 
de funciones f : E -t F. 

Definición 2.2.1 (Núcleo reproductivo). La función K : Ex E -t F, 
es llamada núcleo reproductivo (n.r.) de F si satisface las condiciones 
siguientes. 

i) Paro tocia y E E, la función K(·,y): E -t lF, pertenece a F. 

ii) Propiedad reproductiva: Paro todo y E E y toda función f E F, 

f(y) = (/(·),K(-,y)). 

Observación 2.2.1. Si el núcleo K es real (esto es, si K(x,y) E lit paro 
todo x,y E E), entonces K(x,y) = K(y,x), luego K(y,·) E F, paro todo 
x, y E E. De tal suerte que la propiedad reproductiva también puede ser 
enunc:iadCJ, "" e.,lo.> c:a .. w,,, con lu ex¡ne.>ión 

f(y) = (!(-), K(y, ·)), pum luda f E F y luda y E E. 

Ejemplo 2.2.1. Sea / 11 = {l, 2, ... , n}. Para un vector x = (x1 , ••• , x 2 ) E JRn 
podemos deli~ir una función (manteniendo la notación) x : Tn -t lR tal que 
x(i) = x,, para toda i E J ... Consideremos entonces H:O como el espacio de 
todas cst.~~ funciones (observamos c¡11e el rango de toda función en H:O e11t.á 
contenido en lR"). Entonces en H?, introducimos el producto punto habitual 
en lR", esto f'R, si :r.(i) = x; y y(i) = y1 para x, y en JRn, ontonces, 

n 

(x, y) = L x 1y;. 
i=l 

El espacio JI?, es un espacio de Hilbert. Ahora bien, si Kn : /,. x !,. -t lR" 
t.icno la regla K,.(i,j) = Ó¡i> ontonces K,. es el mícleo reproduct.ivo para !Rn. 
La verificación de este hecho es inmediata. 
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Ahora, si h = {(xn):='=il ¿:,1 x?, < oo} y H 2 es la clase de funciones 
x : N ~ lR definidas de manera análoga al párrafo anterior, con producto 
interior (x, y) = E::"=i XnYn, entonces H 2 es un espacio de Hilbert con núcleo 
reproductivo K(i,j) = Ó;,;. 

En general, sea H un espacio de Hilbert separable sobre el campo escalar 
complejo, y {en}:='=i una base normalizada de JI, si x E JI, entonces existe 
una única representación X = E; O¡e;. Definimos la función X : N ~e con 
la regla x(i) =o;. Sea F la clase formada por todas las funciones de la forma 
anterior. Para x, y en F introducimos el producto interior 

00 00 

(x,y),.. = Eo;;B;(e;,e;)u = ¿o,p,. 
i=l i=l 

Entonces la función K : N x N ~ {O, 1}, cuya regla es K(i,j) = Ó;,;, es el 
mícleo reproductivo de F. 

Ejemplo 2.2.2. Sea t nn mímcro real posit.ivo. Definimos la clR.qe H 1 de 
trayectorias continuas q : [O, t] -> JR, tal que q(t) = O y q'(s) existe casi 
dondequiera y es cuadrado integrable (en el sentido de Riemann). Entonces 
In expresión 

para cualesquiera q1 y q2 en l/1, define un producto interior. En efecto, para 
q1 y q2 en H., la integral f~ q;(s)ih(s)ds es un ntímero real, las propiedades 
de linealidad y simetría se siguen inmediatamente de l.'8le hecho. Ahora, 
si q = O (es claro que q = O E H1), entonces (q, q) = O. Por otra parte, si 
(1¡,q) =O, i.e. J~[1¡'(s)]2d.~ =O, se Migue que q' cs cero ca>1i dondequiera, luego 
q es constante P.11 [O, t] (por cont.innidacl), pero q(t) = O, cnt.oncffi q(s) = O 
para todos E [O, t]. 

Tenemos que el espacio l/1 posee núcleo reproductivo. En efecto la función 
K : [O, t] x [O, t] ~ lR dada por K(s11 s2) = t - max{s1 , s 2} define el núcleo 
reproductivo para H,. 

En primer lugar, es claro que K(., s 2 ) pertenece a H,, para cada s2 E[O,1]. 

Ahora, sea s2 E [O,t), entonces !K(s,s2 ) =O sis< s2 y !K(s,s2 ) = -1 
si ..,2 < s, de lal forma que, para q E H 11 lenewos, 
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Ejemplo 2.2.3. [Itratescu, (SIJ Sea F. el .espacio de todas las funciones con­
tinuas compleja8 sobre [O, 1], cuya derivada existe casi dondequiera y tal que 

i) J0
1 IJ'(t)l2dt < oo, para toda J E F. • 

ii) Existe k # 1 en C tal que J(O) = kf(l), para toda JE F. 

Bajo la suma y el producto escalar habit.uales, F es una clase linP.al. MiP.nt.ras 
que para cualesquiera funciones J y gen F, la expresión 

(f,g) = [ J'(tfjji(t)ds 

define un producto interior en F. En efecto, es evidente que f 0
1 f'(t){i(t)dt 

existe y es un número complejo. Las propiedades de linealidad y antisimetría 
se siguen de forma inmediata. Es claro además que si f = O entonces {!, J) = 

O. Y por ot.ra parte, si (f, J) = O, i.e. J0
1 ll'(t)j 2dt = O, entonces (por 

continuidad) J'(t) = O para todo t E [O, 1), la función J es pues constante, 
digamos c. Por hipótesis, e= f(O) = kf(l) = kc, entonces e= O, pues k f l. 

Ahora bien para cualquier par s, ten [O, l], la función 

. sk tk 1 k ¡2 

K(s,t)=mm(s,t)+---+-
1 

k + -
1 1 1-k -· -n: 

eM el mícleo reproductivo de la cl118e F. Efectivamente, lli t E (O, 1) tenemOll 
que, 

mientras que 

kK(l,t). 

d ; . { 1 + Th o :s; 8 < t, 
ds K(.~, t) = --L i+ 

... l+k t<s:s;l. 
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• __ • > ·.; ' 

Luego, para/~ F yti:'[~.i), tenemos que~ 
. (/(·), K(-, t)) 

,". -:.'.'···· ·':.· 

t('~s) :
8
K(i, t)ds ··' 

(ri~ ~'.t}1
1

J1 (s)ds + 1 ~ k [ f'(s)ds 

1 ~ k(J(l) -f(O)) + 1 ~ k (/(1) - f(l)) 

1 ~ k (f(t) - k/(l) + k/(1) - kf(t)) 

f(t), 

por tanto K ct1 el núcleo reproductivo de la cl!l.'le F. 

2.3 Propiedades básicas del núcleo reproduc­
tivo 

Consideremos un ctlpacio de Hilbcrt F de funcionct1 definidas wbre E, con 
norma 11 · ll y el prorlnet.o t'RC'.nlnr (-, · ). En P.Rt.n socción mmnciaremos algum1s 
propiedades básicus de un núcleo reproductivo K definido sobre la clase F. 

Proposición 2.3.1 {Unicidad). Si un n. r. K existe entonces es único. 

Demoslroció11. Sea K el núcleo reproductivo para la clase F. Si otro 
míelro K' exist.e, t.enemos que para t.orla y E E, 

llK(·, Y) - I<'(·, Y)il 2 (K(·,y)- K'(-,y), K(·,y)- K'(·,y)) 
(K(·, y) - K'(·, y), K(-, y)) 

-(K(·,y)- K'(·,y),J<'(-,y)) 
K(y, y) - K'(y, y) - (K(y, y) - K'(y;y)] 

o 
por la propit.'<lnd reproductiva de K y K'. Lo cual implica que K = K'. O 

Para y E E definimos In funcional G11 : F -> IF, con regla f >-+ G 11(J) = 
/(y) para toda f E F. Ahora enunciamos una condición necesaria y suficiente 
para la existencia del núcleo reproductivo. 

Teorema 2.3.1 (Existencia). La clase F posee n. r. K, si y sólo si, paro 
toda y E E, la ftmcional G 11 e.• continua sobre todo el espacio de Hilbert F. 

Demo.•tmción. Supongamos que sohre el espado de Hilhert. F exist.e un 
núcleo reproductivo K. Sea y E E y consideremos la funcional G 11(J) = f(y), 

33 



1:1e tiene entonces que para' tocia f E· F, 
- ' ' ·~ . 

'IÓ11U>I = lf(y)J . . . 
·. = .J(/(·),I<(-;y)}I 

//:· :· ~\.'HtllllJ<(;;y)ll· 

:'.:::··~~~~-f¡1~~~¡:,;~. 
<;: IG~(J)l~'K(!/iy) ~ 11/11; 

. ' ; . ·' '. -. . ,- .... ' . - . :· ._ ' . . .. ' -~ - ' 

lo cual implica, en efoci.o, ~i:.e aZ es.contiu~~. ... . 
Invers11ment.e, sea y e E, y supongamos que G11 .<lfl 1ma funcional cont.imm. 

Entonces por el teorema de representaci6n de Rie8z existe una única función 
9u en F tal que /(y)= (!, gy}• Definimos K(x, y)= 9v(x). Este es el núcleo 
reproductivo buscado. O 

Ejemplo 2.3.l. Los espacios L~(IR, :F, µ) no tienen núcleo reproductivo. En 
efecto, si consideramos el intervalo [O, 1] y la medida de Lebesgue en este 
intervalo sobre la u-1ílgebra de Borel, y la función ó0 (x) = ó0x, entonces 
ll15oll = O, y l\rle1111í.~ 1 = l15o(O)I 2: O = Mllt5ull, parn t.odn M > O. Sin 
embargo, si elegimos un intervalo acotado A en IR, y el subespacio Le de tocias 
las fuciones constantes definidM sobre A, entonces Le tiene como núcleo la 
función K(x, y) = 1/d(A), donde d(A) es la longitud del interv-ulo A. Más 
aún, los ejemplos 2.3.2 y 2.3.3 introducen subcspacios de L~2 

que tienen 
núcleo reproductivo. 

Proposición 2.3.2. Sea F un espacio de funciones con producto interior 
definido. Si F po.•ee núcleo reproductivo entonces cualt¡uier subespacio 
cenudo F1 de F también posee núcleo reproductivo. Alás aún, si K es el 
n. r. de F y K 1 es el de F1, entonces K 1(-,y) = PF,(K(.,y)), paro toda 
11 E E. 

Demo.•tración. Sea K el n.r. de F. Consideremos un subespacio cerrado 
F1 de F. Si 11 E E, donde E es el conjunto donde están definidas las funciones 
de F, entonces la correspondencia lineal f ~ f(y) es acotada para toda 
f E F, en particular para f E F1• Entonces, segím el t.corema de existencia, 
existe K 1 n.r. correspondiente a la clase F 1 • O 



Eje01plo 2.3.2. Este ejemplo fue presenta<lo en el trabajo <le Zaremba. Sea 
D un subconjunto abierto de C. Sea Jl'b la clase de todas las funciones 
complejas sobre D armónicas y cuadrado integrables (respecto ax e y) sobre 
D. El espacio Hb, con producto 

,(J,g) = j kf(z)g(z)dxdy, z = x+iy, 

con f, g E H'b es un subespacio cerrado de L~. 
Sea z0 E D, probaremos que Ja funcional f ~ f(zo) es continua. Tomemos 

pues f en Hb. Ahora, como D es abierto, existe r > O tal que el disco 
D=o(r) = {z E e: lz- zol 5 r} e D, y dado que fes una función 1mnónica, 

/(za) = -( 
1 

)2 J r f(z)dxdy, 
1rr Jo.., (rl . 

,. • •• •• < 

<lo <lou<le, ' . · · · · .. " : 

lf(zo)I 5 

acotada y por ello continua(Jlicgo, méiste el núcleo K para H'b . 

. Ejem~lo 2~:a.'~'.' é~f b}1~~~~11'.;,birta unitaria sobre C. Cousi<leromos el 
rspncio Ji'.'rle t:o~la.q l.nsf1íncic;ncs ccimplejns analfticns sohre D y cmulrrnlo in­
tegrablc5 .. En 'F .. el productói.nterior queda definido con la expresión habitual 

(U.u) ~/,l1(z)g(z)dxdy, z = x+iy . 

. Ent¿1~ccs F es un subespacio cerrado de Lb. En efecto, sea {f,.}:;o=1 una 
súcesión en F. convergente a una función f E L'j,, y z0 w1 elemento en D, 
mítónées éxiste 1111 111ímero r > O tul que el disco Dr(zo) = {z : Izo - zl 5 
r} e D, y por hipótesis toda función en Fes también armónica, Juego para 
t.oda n, m naturales, 

lfn(zo) - f,,.(zo)I 5 < 
1

)2 j f lf,.(z) - !m(z)ldxdy 
7rr lv.(:o) 

5 (7r~)2 j fv ¡¡,.(z) - /,,.(z)jtlxd¡¡ 
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aplicando la desigualdad de Cauchy, tenemoo 
. 1 
lfn(Zo) - /m(zu)I :S r7r3/2 llfn - /mili 

luego, {/n(zu)}::"=t converge a un número g(zu). La funci6n g definida en 
D por g(z) = lim fn(z) es analítica (por ser límite de funciones analíticas), 
entonces g = f casi seguramente, con lo cual F es cerrado. 

13ergmau fue quien descubri6 que esta clase Lieue núcleo reproductivo. 
En efecto, para z E 75 y f E F puede probarse de manera análoga al ejemplo 
anterior que 

1 
l/(z)i :S nr3¡ 2 llfll, 

<loude" solo dcpeude de z, entonces la foucional fo-+ f(z) es continua, luego 
F posee núcleo reproductivo. 

Ejemplo 2.3.4. Sea D como en el ejemplo anterior. Defüúmoo ahora la 
c]n.qc F de funciones complcjn.q f sobre D anal!t.icas t.ales que 

lim 
2
1 

(" if(re;e)l2d0 
r-+1 7r }_.,,. 

exiHte y t'll finito. Entonces la exprcsi6u 

{/,g) = lim-
2
1 1" f(re;1)g(re;1)dt 

r-+1 tr -1'1' 

define un producto interior en F. 
Sea z en D, si f E F entonces, por ser analítica, f(z) tiene una repre­

seutaci6n en serie de potencias de la forma 
00 

f(z) = LCn(z -W = L:c..z", 
n=O n=O 

y si izl :Sr< 1, cut.onces 
00 

l/(z)i2 ·::;; Licnl2 lzl210 :S: L lcnl2r2n, 
n=O n=O 

pero 

por tanto 

l/(z)i :S 11/11. 
Luego la funcionUJ /o-+ f(z) es continua para cada z E D, entonces F 

posee núcleo reproductivo. Este espacio es conocido como el espacio H 2 de 
Hardy. 
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Podem08 fácilmente deducir ahora algunas otril!I propit!da<l~ básicas del 
mícleo reproductivo. ·. · · 

Proposición 2.3.3. Si K es el nt¡cleo reproductivo para la cla8eF, entonces 
para todo pa1· x, y en E se tiene · · 

i) K(x, x) ;::: O, 

ii) K(x,y) = K(y,x), 

iii) IK(x,y)l 2 $ K(x,x)K(y,y). 

Demo.~tmció~. ·Para verificar i),,consideraramo~'quéK(;, ~) eF y 

Aho•O b~o,,t ~.\''~h~~JJWé~(-·~·~(·/~(f ~;f (•:;l•.'.• .· 
K(x,íil ,,;,\(K(';iJ)i K(:;x)) ~ (K(:.~)iKbv)) .=:':K(y,x), 

ID owl pruebo<~ ;,~:~··d;lli~~~~\;~¡\ . . . 
.. . ·: $}1iK(:;:u)IÍ~llJí:(·ix)i1 2 

.·· =.\::f<(:r./x)K(y¡'y):)' 
_·:.::: ;_:/_;· ;.~;.: __ ~;t~·-:.~.J~? ;/~··· ~~e·· o 

Proposici6o 2.3.4. Si I~ cl;,seF_'d,n;~¡; ~:.(¡( éii'1J7, s-,¡bespacio cenudo de 
11n e.•pacio de Hilhert má.• gmnde F~'v si J'e;Ji')e.~·¡¡¡ proyer.ci6n del ele.mento 
h de F sobre F, entonces paro todo y e.E; . : . . . 

. . . 
· f(y)''."" (h(·),K(·,y)), 

donde (-, ·) es el producto interior de F; 

Dt:mo.~f.m.r.ión. Se11 F un t~pll!:io dH Hilhert. y F 1111 Hnh1~¡mcio cermdo 
con núcleo reproductivo K. Sea h un elemento de :F, y consideremos Ja 
descomposición h = f + g, donde g es ortogonal a Ja clase F y f E F es 
Ja proyección del elemento h sobre F. Así, para y E E tomemos Ja función 
K(·,y) en F, luego 

(h(·),K(·,y)) ((/ + g)(· }, K( ., y)) 
(f(·), K(·, y))+ (g(·), K(·, y)) 
J(y) +o 
f(y) 

por la propiedad reproductiva, y por la ortogonalidad de g con F. O 
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Proposición 2.3.5. Si F posee un n. r. K y si {gn}n~l es un sistema orto­
normal numemble en F, entonces, paro toda sucesión de números {an}n~l 
tales que 

tenemos que 

Demo.•tmción: . Mediante una generii.li~iU;i6n. de la desigualdad de HOider, 
tenen1ost ···.\:,>(;":- ·,-,~'{ .:,~-_;;:~::(-}'· 

~t~!~~~:i~ir~;~~~¡~f.~·C•ll') •• 
Y por otra parte, ·usando. la 'detiigút\ld!id :de Bessel, 

, :: - -. -:~.-~--=:· -;;,~ : ;::.~~~-/.:.:::;~_~{-::¡;·::~~~~:~~;~;/~:.~~-~~·;~~~~~:~>~'.~~:e,,-,·:·:,~-_ .. :. . ·-
.·;<E 10~ c x w ;~,:~1c~.;c;>/1<,hx>12 

n:;::~ ~ -:··
1
·.>·-_:/-- i .. ·~.::·!: }-::~¡~·~·:~ ~~-~>:J~;,~~!L~~.'~-;~} ~- -'-.-.. ,:-_:_·~--· -_ --

. : :5;' llJ<(·,'x}ll .. 
j((:i:;~,r;.·.··· .. 

De donde, 

o 

Teorema 2.3.2. Seii F un es¡iacio de Hilbert de ftmdones F con n. r. K, 
{f,.},.~ 1 una .mcesión de Crmchy (re.•pecto a lri norma 11 • ll) m F y la función 
límite f en F de dicha sucesión. Entonces 

i) La sucesión {fn}n~l converge puntualmente a f, es decir, si y E E 
1mtonces lim f,.(y) = f(y). 

n-+oo 

ii) Si en algún subconjunto de E 1 de E, la función x ~ K(x,x) es uni­
formemente acotada, entonces esta convergencia es uniforme. 
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iii) Supongamos que en E es posible definir un topología. Si la transfor­
mación y....+ 'K(·,y) dé E en Fes continua, entonces la converyencia 
también es. uniforme en cualquier subconjunto compacto de E. 

Demost~ción. i) Por hipótesis, llfn - fil ~ O si n ~ oo. Sea y E E, 
entonces,. 

lf(y)- f,.(v)I 1(1(-)-/,.(-),K(-,y))ll 
:5 11/ - fnllllK(-,y)li 

11/ - fn1l(K(y,y)) 112
• 

De aquíse sig~~ la primera parl.cdél t~reufa.i:,? ·;, 
ii) Ahom, RÍ exiRte E1 º E tál q1i~ Pllrl\ alguna' M > o se tiene que 

K(y;y) '<·M2¡-para toda y e Ei, entoni:és •.• :.: .·. '<' 

IJCv) - !n(Y)I. :5 llJ - f~Íl(K(y, y))112 

:5 llJ_::: fnliM, 

para todayE E:: L~~goen E 1 la converg~n~ia es uniforme. 
iii} Dadó el supuesto de convergencia, existe No. tal que para toda n > N 0 

se tiene que 111~ .- fil <: l. Sea entoncC8 R el número · 
. . 

r, ·~·'.<:R = max{llfill, ... , llfN~ll,l+llfll}. 
De modoq~~ cuaudo. n :5 No, tenemos que llfnll :5 R; Y·~ara n > No, 

ntn ;= llf,. -I+ fil :5 lifn - fil+ llfll ;·i.+h1íí(~R. 
Luego, si el{ E cXiste una topología y bajo el su¡;ilJlt~de qlÍ~ Ía transfor­

mnción y~ 'K(;; y), de E en Fes continúa, eritoricffi··aichll transformación 
es también uniformemente continua. Sea E 1 . u;Í imbcoiijunto compacto de 
E. Dada'(: '>:·o y y• E. E, existe ó, > O tal qué para toda y E Ei. con 
d(y, yº)< o¡, se tiene que 

llK(-,~)-K(-,yº)li < 4~ 
, DcfinimOll entonces el subconjunto abierto V,,., tal que y E Vy• si y sólo 

si d(y, y•) < ó.. Así, si consideremos la familia de subconjuntos abiertos 
{V¡,• h·eE11 entonces, dado que y• E Vy• para todo y• E E 1 , dicha familia 
es una cubierta abierta para E 1• Por compacidad, existe un conjunto finito 
{Y1, Y2, ... , Yr} en E1, tal que {V,,, }j=1 es una cubierta finita abierta para E 1. 
De modo que pMa todo y en E 1 existe k E {l, ... ,r} tal que 
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debido a que y E Vu., lo cual significa que d(y, y,.) < ó •• 
Por otra lacio, sabemos que fn(Y¡) -+ f(y¡), cuando .n -+ oo, para 

cualquiera y¡, j = 1, ... r (ver la primera parte). Esto es, para YJ• j = l, ..• ,r 
dada, existe N; tal que lfn(YJ) - f(Y;)I < ~. cuando n > N;. Luego, si 
n > N*, N* = max{N1 , ••• , Nr}, entonces 

E 
l!n(Y1c) - /(y1c)I < 2· 

Así, para n > N•, tlC tiene que 

lf(y) - f,.(y)I . = l(f(y) .7 f(y1c)) +U(Y1c) - f,.(y1c)) + (f,,(y1c) - f,.(y))I 
~ IJ(y1c)~ !n(YÁ:)I + l(f(x)-:': !n(x),K(x, y) - K(x,y1c))I 

\·E'· ... ·: :•··': • .... • ·. ·. ·.> .. . , 

< 2+"1iJ'+fnllllKhy)-,- K(-.y1c)ll 
E : E•. ". 

~. 2 + 2R 4R = E. 

Es decir, 

l/(y) - fn(Y)I < E, 

para toda n > N• y toda y E E 1 (N• no depende del elemento y). O 

2.4 Matrices positivas 
y núcleos reproductivos 

Supongamoo que E tiene cardinali<lacl finita N. Una función K: Ex E-+ F, 
determina una transformación matricial de dimensión menor o igual a N, 
definida en ll'w, eu el sentido siguiente. Si y1 , 112, ... ,yN son elementos de E, 
entonces, es posible introducir una matriz K ~ [K(y;,y;}];j· Tomemos un 
vector ( = ((1, (2, ... , (N) E ll'W, si la forma cuadrática 

N 

€Kl;' = L K(11;,111)f.;(¡, 
i.j=I 

<!ti no 11cg11tivn y n!i 1111111 H<Ílo si (; = O, para toda j = 1, 2, ... , N, en­
tonces decimos que la función K es una matriz positiva. De forma más 
general, para cualquier conjunto E, la función I< : E x E -+ lF se denomina 
matriz positiva, si para cualquier mímero finito de elementos 111 , 112, ... ,yn 
<le E, la forma c1111dnítica 

" L K(y;,111)f.¡(j, (2.2) 
iJ=l 

con (; E IF, j = 1, 2, ... , n, es no negativa, y es nula sólo si (; = O, para toda 
j = 1, 2, ... ,n. 
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Proposición 2.4.1. .Un· núclea K definido en la clase F es una matl'iz 
positiva. ·.::,,-. 

Demo.9tración; s'*l k.e(ni\á1~ ~eproductivo .del espacio Hilbert F. Si 
ei. 6, ... ,e,., son e5ca.lares en:l'\y'iJ1:'v:i,;;,;y,. son elementos de F, entonces 
para la función x ....+ :r::;,,;;; /((x, !iJ)e1 de F se Íiene que 

·'' -- .. :·:,.' ' ¡··-·/,: i\'.;>:·<·' 
n : :- -.--~·< :· ::: : ':· :_·;.:.··; ·;.~'-~:-·;· .. . ~':.-~~·n . "' .. '<· :" .·_,.,~.¡:-':. ·. ' n 

os 11 EKc:;11,)M2 ~ '<Ef<(.~úi)e1;E K(.,u;)e;> 
i=l : ': '. . '· " .,·.-;~:, ·~·.:.'j=l >- -,·r_·,!~ ., - :-. i=l 

' ,.-. : .·-.-' 

- ¿{1e1(Khy;),K(-,y¡)) 
ij=l 

:n 

¿ K(y;,u1>{1e1 
i.j=l 

según la propiedad reproductiva. o 

Ejemplo 2.4.1. Sea :F una u-álgebra sobre lR (por ejemplo la u-álgebra de 
Borel Ba) y sea ¡t una medida positiva finita sobre :F (por ejemplo la medida 

gaussiana µ(A) = ·vit; ÍA e-,.;dx, A E Ba). Sea k : IR --+ C la función'con 
regla 

k(s) = L e''"dµ(r), 

para Lodo número real s. EnLoncrn; 

i) k es continua y acotada en IR, 

ii) k(s) ~ k(-s) para todas E lR. 

En ~fecto, si ·s es un n(1mero real tenemos que 

Ahora bien, la continuid!.U.I se sigue de lo iu1terior y del tl..'Orema de conver­
gencia dominada de Lesbegue. La segunda parte es inmediata. 

Por otro lado, definimos la función K : lR~ --+ C con la regla 

K(s, t) = k(s - t) = k(t - s), 
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para todo par de números reales s,t. De modo que si {s1p' •• ,sN} e lR y 
{{¡, ... ,{N} C C entonces, 

N 

L K(Sn 1 Sm){,.{m 
n,m=l 

1 t {n{mCl(•m~~nl•Jµ(r} 
Rn,m=l : .1: .. ·' 

N , ,.-·, 1 L {me1·~~·'(Ú:-'•~•dµ(r) 
R n,;-1,. /,'.f',·,;,:i'.i'\: . ·. 
L n~l ~i::·~~¿~(f l·~:d,l( r} 

N io"" i,. ¡}, 

= fa 1 E~:;e'..'~,:Í2dµ(~) ~o, 
• 1 " ,"' ' 1 ~º~=:!. ~:t::.,, ,i" 

luego K es una maLriz positiva sobre !R.:,'~;~-/:·, 
Int.rodnciin?s ahora la' clR.;w, }i'., ~e fiincion~ f : lR ~ C de la forma 

.. ·_··.•··_::. ·.•\su~~>-~~cf >,~~~'% ~i¡ .. ~(r)dµ(r), 
para toda t.: e· JR/. donae «t> · : lR : ~ C es continua, acotada sobre lR y tal 
que JR ltf>(~)l~dµ(r) <'-í-60. Notamos que los funciones de F _son también 
continuas y acotadas. Si/(s) =fa c-1"tf>(r}d¡i(r) y g(s) =fa c-•••1J!(r)dµ(r}, 
s E_ JR, ·son funcionc5 en F, entonces la expresión 

(f,g) = L tf>(r)t/J(r)dµ(r), 

define un producto interior en F, y la norma inducida es completa. 
Ahora, de la defiuicióu de K, teuomos quo para cualquier par de uúmeros 

males .•, t, 

K(s, t) k(t - s) = 1 c1<•-a)rdµ(r) 

1 c-'""<1>1(r)d¡i(r), 

donde tf>1(r) = c11•. Esto prueba que K(·,t) es wm función en F. Además, 
ele cst.a expresión para K es inmediat.a la propieclaci reproduct.iva. 

Según lo motiva este último ejemplo, el sentido inverso de la última 
proposición es Lmnbiéu válido. 

Teorema 2.4.1. ti toda matriz positioa K : Ex E~ IC corresponde una 
única clase de funciones con una 1Inica 11orn1a deterniinada, forniando un 
espaciu de Hilberl y ailmiliendo a K como su núcleo rnproduclivo. Esta clase 
es denotada por H(K), y es llamada el espacio de Hilbert con n. r. K 
generado por la matriz positiva K. 
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Demostración. Sea J( : E ~ ·.E 4 C una matriz positiva, consideremos 
la clase F0 ele fundones, f.: E :-4 C, definidas por Ja representación única 

/(:X) .;, E a¡K(x, y¡), x E E, 
JEZ 

con .:J subconjunto el~ índices füúto, a¡ E IC, Yi E E, j E .:J, 
Si f E F0 , sobre mta clase podemos introducir una norma 

Jl/11~,,,; JI Ea¡K(-,y¡)JI~ =E K(y;,yi)a;a;. 
jE.7 l,jE.7 

Si J E Fo y g E F0 , el producLo interior tiene la forma 

(J,g)o = (Ea¡K(-,y;),¿a¡K(-,yi))o 
Je.7 fer. 

EL K(y¡, Y;)a;aj. 
jE.7 iE:C 

(2.3) 

E'I muy sencillo verificar que las anteriores expresiones definen, respecti­
vamente, unn uornm y un producto interior. 

Ahora, sm f E F0 , ent.onr.cs, si y E E, se tiene, 

(!(-), K(-, y))o = (L a;K(-. y¡), K(-, y))o 
jE.7 

L a¡(K(·, YJ), K( ·, y))o 
jE.7 

Lª;K(y,y;) 
jE:f 

J(y). 

EntoucC8 J( t..'8 el 11í1cloo reproductivo pura la ch18e F0 • Sin embargo Fo 110 
es todavía nn espacio ele Hilbert.. Si consi<lfmunos mm sncr,qión de Cnuchy 
{fn}n2:1 en Fo, y un elemento y E E, se tiene, 

J/n(Y) - fm(Y)J = J{/n(-) - /m(·), K(-, y))oJ ~ JI/,. - fmllollK(-, Y)llo. 

do donde se sigue que la sucesión de uúmeroo complcjOH Un(Y)}n2:1 es de 
Cauchy, por ello eR convergent.e. Podemos definir nna función J : E -+ IC 
tal que fn(Y) -+ f(y), para toda y E E. Consideremos de esta manera Ja 
clase //(J<) ele funciones límite de sucesiones de Cauchy en F0 • Por tanto 
si f,g E F entonces existen {/n}n~l y {gn}n~1 sucesiones de Cauchy en Fo 
convergentes a f y g en su respectivo caso, con lo cual, sobre esta clase P, 
definimo8 un producto interno y una norma mediante las expresiones 

y 
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respectivamente. En la !!CCCÍÓn próxima veremOH que tales expresiones no 
dependen de la eleción de la sucesiones de Cauchy, y que la cli\Re F forma en 
efecto un espacio de Hilbert. 

Por lo pronto, observamos que que K es su núcleo reproductivo de la clase 
H(K). Si f E H(K), y {/n}n2:1 es una sucesión de Cauchy en Fo convergente 
(puntualmente) a f, entonces, 

f(y) = lim /n(Y) 
n-+oo 

= lim (!,.(·), K(o, y))o 
n-+oo 

= (!(-), K(-, y)), 

para cada y E H. 
Ahora, si F es un espacio de Hilbert de funciones que admite a K como 

núcleo reproductivo, entonces Fo C F, pues los elementos de Fo son com­
binaciones lineales de las funciones K(-, y) pertenecientes a F. Ahora, si 
11 • lli y (-, · )t definen la norma y el producto interno en F, y f E Fo con 
representación (2.3), entonces 

11/olli 11 Ea1K(-,yi)llI 
JE:! 

<:E a1Kh y¡), L a1K(-, y¡)}¡ 
je:T ie.7 

E K(y;,y;)a1a 1 

IJe:r 

- 11/oll~· 

Es decir, la restricción a Fo de la norma de 11 · 11 de F coincide con la norma 
11 · llo de Fo. Entonces la completación funcional H(K) de Fo es también un 
subconjunto de F (pues !ns sucesiones de Cauchy en Fo lo son tambión en 
F, y F es completo). 

Consideremos entonces una función f E H(K). Por definición existe una 
sucesión de Cauchy {f,.}n2:l en Fo cuyo límite es /. Tenemos, 

O~ 111/lli -11/,.llol = 111/111 - llf,.Jl1I ~ JI/ - /,.IJi, 

entonces, ,!~ IJl/lli - llf,.Jlol =O, con lo cual, 

,?.,!~ Jlfnllo = ll/Jl1 = 11/11. 

Ello implica que la norma ll • 111 coincide con la norma 11 · ll en H(K); y del 
mismo modo, puede probarse que(-, ·)i coincide con(-,·) en H(K). Entonces 
H(K) es una subcspacio de Hilbert de F. 
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Por oti:a parte,' si / E F, entonces existe j+ 
f' .L H(K), tal quef = r + /'. Entonces 

/(y)= (/(·},K(.,y))1 

Pn(K¡(f) E H(K) y 

= (r(-}, K(., y))1 + (!'(-}, K(., y))i 
= <ro. Kh y)) 
= f"(y), 

para toda y E E. Por tanto f E H(K). Luego H(K) y F son el mismo 
espacio de Hilbert. O 

Observamos <¡ue en la <lemostraci6n anterior es claro que la clase Fo es un 
subconjunto denso de H(K) (respecto la norma 11 · ll). En efecto, Fo~ H(K) 
y en Fo la norma 11·11 coincide con 11 • 11, entonces toda f en H(K) es un 
límite (en norma 11 · 11) ele una sucesión de elementos en F0 • 

Ejemplo 2.4.2. Un caso particularmente simple es cuando E= {1,. . .,n}, 
y K : E x E --+ lR es una matriz difinida positiva de dimensión finita n. En 
1'11!.e CIL~o es ll(K) CH tmncillnment.e el e.ttpl\Cio euclídeo de dimensión n, y el 
producto interior puede expresarse ele forma simple como el producto 

(x,y) = xt Ky, 

para todo x,y E H(K). 

Ejemplo 2.4.3. En referencia el Ejemplo 2.2.1, se tiene que H(Kn) = H~, 
rn cmmt.o ni primer CJL'lO. Y en el c1Lqo gem~rico H(K) =H. 

2.5 Completación de espacios con producto 
interior 

En mucha:; ocasiones encontrmnOI! clases <le fuuciout.'11 que forman espacios de 
Hilhert. iucomplet.os, est.o es, cJILqffi linen!CH, con product.o esc.nlnr, c¡ne snt.is­
facen las propiedades de espacio de Hilbert con In excepción de la completcz. 
Para tales clases se presenta el problema de completar la clase de tal manera 
que la clase de funciones obtenidas forme un espacio de Hilbert. Nosotros 
entenderemos por complctaci6n funcional de la una clase de funciones, como 
In unión de la dicha clase con un conjunto ele funciones "ideales" de tal forma 
que la clase resulLanlc t.'11 uu C8pacio de HilbcrL. 

Teorema 2.5.1. Sea F una cla.•e de funciones con producto interior definido. 
Supongamos además la.• siguientes dos condicione.•. 

i) Paro todo y en E, la funcional G,, : F --+ F dada por G 11 (J) = f(y), 
paro toda f en F, e.• acotada. 
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ii) Para toda sucesi6n de Cauchy {/m}m21, tal que si fm(Y) --+ O, paro 
toda y en E, entonce.~ 11/mJI --+O. 

Entonces existe una única completaci6n funcional paro F la cual contiene a 
F como subconjunto denso. 

Demostración. Para y E E definimos la funcional G 11(f) = /(y), para 
toda f E F. Entonces, por hipótesis, existe M 11 >O tal que 

l/(y)I = IG11(f)I S MuJl/11, para toda f E F. (2.4) 

Luego, para toda sucesión de Cauchy {fn}n21 en F , se tiene, 

Se signe qúe la'sucesiónde mímeros {/,.(y)},.21 es de Canchy, por tanto existe 
un número'f(y) tal que /(y)= lim /,.(y), para cada y E E. 

, · ... ,· , ·. n-J.oo 

Co;}sidtÍre1í1óS la clase F de funciones J límites puntualCI! de succsioues 
de Cauchy en F. Evidentemente F ~ F, pues la sucesión fn = /, n ~ 1, 
con f E Fes de Cauchy y converge a/. E'l inmediato verificar que Fes un 
espacio vectorial. 

Por otro lado, si f E F y {/n},.21 es la sucesión de Cauchy que corre­
sponde a f como límite, y dado que 

IJl/,.JI - Jl/mJll S 11/n - /mll1 param,n ~ 1, 

donde JI · JI es la norma sobre 1", se sigue que {Jl/nJl},.21 es una sucesión de 
Cauchy de números reales, por tanto es convergente. 

Ahora bien, si {g,.},.21 es también una sucesión de Cauchy en F y g es 
la correspomlir.nt.e función límite en F, y (-,-) es el procluct.o interior en F, 
entonces es fácil verificar que 

y además 

Re(/,., g,.) = JI/,.+ Ynll
2 

- JlfnJl
2 

- Jlg,.Jl
2 

2 

Im(/, g ) = Jl/n + ignJl
2 

- Jl/,.J1
2 

- 11Ynll
2 

RJ n 2 J 

de donde se signe que { (!,., g,.) }n21 es una sucesión compleja convergente. 
Así las cosas, sobre F definimos la fünción JI· Jl 1, tal que para f en F, 

11/11~ = lim Jlf,.112
• 

n-+oo 
(2.5) 

Se rnduce a cálculoo sencillos la prueba de que la expresión anterior define 
una norma .•ohm F. Esta norma no depende ele la elección ele Ja suseción ele 
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Cauchy {!~} e F. En efecto, si otra sucesión, {f~}n~I converge a I para 
todo punto y, entonces In - 1:, define una sucesión de Canr.hy convergente a 
cero,'y por la segunda condición de nuestras hlpótesis llln - 1~11 converge a 
cern. Por endé, 

1 Hn1 llf:.il - lim lllnlll = lim 111/:,11- llfnlll ~ lim llf:, - fnll =O. 
n-+oo n-+oo n-+oo n-+oo 

Luego, si para I y gen F definimOB (-, ·)i por la expresión 

(f,g)¡ = lim (/n,gn). 
n-+oo 

entonces (-, ·)i define un producto interior sobre F. 
Resta probar que la clase F es completa y que contiene F como un sub­

espacio denso. Sea I E F, por definición, existe una sucesión de Cauchy 
{/n}n~l en F Lal que fn(Y) -t /(y), para cs<la ¡rnuto y E E. EuLouces para 
cada n ~ 1 y todo punto y E E,. 

fm(Y) - fn(Y) -t f(y) - fn(y), cuando m -t oo, 

y dado que {f.;. - ln}m;::1 es una sucesión de Cauchy en F, se sigue que 
I - In E F. Ent.onccs tenemos, 

11/ - /,.111 = lim llf,,. - f,.11, 
nl-f>OC 

luego, 

lim llf - fn111 = lim lim llfm - fnll =O, 
n-+oo n-+oo m-+oo 

pues {fn}n~l es una sucesión de Cauchy. 
Se aprecia entonces que I es nn punto límit.e de F, por ende, F es un 

subconjunto denso de F. 
Para probar Ja completez de F, co11Sideremos una sucesión de Cauchy 

{/n}n~l cualquiera en F. Por hlpótcsis, para cada n ~ 1 podemos encontrar 
otra i;uct.'8ÍÓ11 de Cauchy {yi::>}m~l e11 F, tal que yi::>(y) -t fn(Y), cuamlo 
m -t oo, para t.odo punto y en E. Como F es denso en F, es posible definir 
la sucesión {f~}n;::1 con /~ = Y°i:., donde el número k,. es tal que 

11/n - 1~11 = llfn - 9~.111 < ~' 
para toda n ;::: l. 

Tenemos entonces que la sucesión {l:Jn:;,1 es de Canchy sobre F. En 
efecto, sea f > O y consideremos los números n < m tales que f. < ~ y 
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llfm - fnlli < ~. se tiene entonces, 

llJ:. _; J:..111 - llfm - fnJh :5 llJ:. - ¡:,, + Ím - fnJl1 

De donde, 

:5 llJ:. - fnl11 + Jlfm - /~JJt 
1 1 . 2 

< -+-<­n m n 
E 

< 

11/,' /,' 11 Ce e . 
n - m 1 < 2 + 2 = E'. 

paran y m suficientemente grandes ... ·~;:'.,,':·:.:· .. , 
Luego existe nna fnnci6n f en F tal qne ¡:, -> f puntualmente sobre todo 

E. Por tanto, dado que ·. ' . 
-.::·; "<.~.:~·'.'' 

111/nlh -11/lhl :5 ll/n - /lh ::>.IJÚ,- 1:.11i + llJ:. - /IJ1, 
además, de la propia definici6n de¡:,, Jlfn - J:.lh -> O, y por convergencia 
JIJ:, - /lli -> O, entonces 

IJ/,.IJ14Jl/lh· 
o 

En general, la completación realizada en este sentido no es posible, como 
lo ilustra el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.5.1. Consideremos Z = {z E C : lzJ < l}. Y sea S e Z, 
S = {1 - f.. J n ~ O}. Ahora, si p es nn polinomio en z E Z entonces 
p(zn) =O para toda n;?: k para alguna k ~O, si y sólo si pes idénticamente 
cero. De esta afirmaci611 se sigue que para dos poliuomios p y q, p(zn) = q(zn) 
para toda n;?: k, para alguna k ~O, si y sólo si p = q. 

Sea pues P la clase de fucioncs f : S -> C tal que existe un único 
polinomio p en z E Z tal que /(Zn) = p(Zn) para tocia Zn E S. Rajo las 
oporaciouL'll habituales do snum y producto por escalares F cs uua cla.'le 
lineal. 

Ahora, para cualquior par f y g eu F, dofinimos el pro<lucto 

(J,g) = ! r p(z)q(z)dxdy, 
11=1<1 

Z =X +iy, (2.6) 

donde p y q Ron polinomios en z E Z cuyas rest.ricciom>s P.n S están dada.<t 
por las funciones f y g, respectivamente. Tenemos pues que, en primer lugar, 
J Íi•l<l p(z)q(z)dxdy es un número complejo, para cualesquiera polinomios p 
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y q sobre el disco complejo izl < l. Ahora bien, para un par de funciones f 
y g en F cxist.en dos 1ínicos polinomios p y q sobre Z cuyas restricciorul!l a S 
son f y g respectivamente, entonces existe un único número (/, g) para cada 
par /, g en F. Las propiedades de linealidad y simetría se siguen de forma 
inmediata, además (/, /) ;::: O para toda f E F. Si f =O entonces (/, f) =O, 
por otro lado, si (!, !) = O y p es el polinomio cuya restricción en S es f, 
1mt.onces p = O c11osi rlonrlll<¡11iem, pero por cont,innirlllll, p = O, cst.o es f = O. 
Concluimos que (2.6) define un producto interior. Con lo cual, la expresión 

11/11 2 = j f lv(z)i2dxdy, 
Jl•l<l 

Z =X +iy, 

donde p es el polinomio cuya restricción en S está. determinada por In función 
f E F, define una norma sobre F. 

Sin embargo, el espacio F no es C.'OWpleto, y no C.'S posible la completación 
funcional. En efecto, sobre Z definimos las funciones 

Zn - Z 
w,.(z) = -

1
---, 
-ZnZ 

con z,. ES (zn = 1- f.,), 

consideremos el producto de Blaschke asociado a la sucesión S, 

00 

p(z) = n Wn(z), 
n=O 

Observamos que 11 i;e anula solo en lrn; números Zn, n = O, 1, .. ., de S. 
Algcbmicamente, si z = x + iy y izl < 1, entonces 

por tanto 

(1 - z,.z)2 
- (Zn - z)2 = 1 - z~ - (x2 + y2)(1 - z~) ;::: O, 

lz..- zi < 1 ll - z,.zi -
para toda z E Z y para toda n ;::: O, 

de donde se sigue que lv(z)i :5 1 para toda z E Z (izl < 1). 
Ahora bien, la función p es continua, entonces existe una sucesión de 

polinomios (pk) tal que Pk(z) -> p(z), si k ---} oo, para toda z E Z. Además, 
como lp(z)i :5 l podemos suponer que IP.1:(z)i =::; 1, para toda z y para toda 
k, por tanto lp(z) - Pk(z)i:l :5 l para toda z y para toda k. Entonces 

lim J f lp(z) - p.1:(z}i2dxdy =O, 
k--.oo Jl•l<l 

es decir, la sucffiión de polinomios (pk) converge en norma a p, pero p no rs 
un polinomio. F no es completo. 
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Por otro lado, tenemos una sucesión de funciones (/k) en F (IBB restri­
cioncs ni conjunto S respectiva.~ de IOR polinomiOR Pt) tnl que J,.(zn) ~ O, 
si k ~ oo, para todo Zn E S, sin embargo, dado que pes una función no 
negativa que se anula solo en w1 conjunto 110 deDBO nWllerable entonces 

O< j f Jp(z)i2dxdy lim j f 1Pk(z)l2dxdy 
11•1<1 k-+oo 11•1<1 

lim llfkll2
• 

k-+oo 

Segfui el teorema de completación funcional no es posible la completación de 
este espacio. 

Si sucede que para la clase incompleta F es conocido un núcleo K(x, y) 
tnl que pnm todo y, K(x, y) como función de x pertenece a F (o más general­
mente, pertenece a un espacio de Hilbert que contiene a F como subespacio), 
este núcleo tieue la propiedad reproductiva 

f(y) = (!(x), K(x,y)), 

para toda f E F. La primera condición de nuestro teorema es inmediata­
mente verificable, se sigue de la propiedad reproductiva. Así que es suficiente 
verificar la segunda condición para aplicarlo. 

De esta manera, en caso de que la clase F es generada por la matriz 
positiva K, para una sucesión {/n}n~l> fn(-) = "E.jE.70:'JK(·,y']), en F se 
tiene que 

ll/nll2 = E K(yj',yj')Oj'o:'J, 
iJ<:..:J 

converge a cero cunndo fn ~ O puntualmente sobre E. Luego, es posible la 
completncióu funcioual. 

2.6 Restricción de un núcleo reproductivo 

Si K es el uí1clt.'O reproductivo del espacio <le Hilbert F, entonces K es una 
matriz positiva. Es evidente que la restricción de K al producto E 1 x E., con 
E1 e E, sigue siendo una matriz positiva. Sabemos entonces que existe una 
única clase F¡, con wia norma 11 • 11 1 y producto interior (., · )i adecuados, de 
funciones definidas sobre E 1 que admite dicha restricción de K como núcleo 
reproductivo. Es natural pensar que la clase F1 se compone de tod11S las 
restricioues Ji al subconjunto E 1 de las funciones f en F. Y el verdadero 
problema es encontrar las expresiones que definen la norma y el producto 
interno. En P.St.a sección nos darmnos a la t.arna de huscarlRS. 

ConsideremOB pues 111 clase F 1 de todas las restricciones sobre E1 de fun­
ciones de F; Para comprohar la efect.ividad de nuP.Stra consideración int.uitiva 
del párrafo anterior, anotamos este primer resultado. 
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Lema 2.6.1. Sea/¡ un elementó de.la clase Fi, entonces la expresi6n 

ll/1lli = min{ll/11 :J~ ~ c~yarest',;cci6n en F1 es/¡}, (2.7) 

define una norma paro la clase Ji'¡. 

Demostraci6n. Sea / 1 en F1. Lo importante es mostrar que el conjunto 

A = {11/11 : f E F cuya re!ltricción en F1 es /¡} 

im efec.t.o poore un element,o mínimo. ConHidere el RUhfll!pncio linr.nl cemvlo 
Fo e F formado por todas las funciones que se anulan en E 1 , y su espacio 
complementario Ji" (F' = Fl). Si dos funciones f y g de Ji' tienen la misma 
restricción f¡ en E 1 , entonces f - g se anula sobre Ei. y con ello también 
pertenece a F0 • lnver!lament.e, si la diferencia pertenece a F0 , entonces f y 
g tienen la misma restricción / 1 en E. Así las cORas, si f y g tienen igual 
restricción / 1 en el subconjunto E¡, entonces la proyeción de f - g sobre Fo 
es la función identicamente cero, y como el operador proyección es lineal, f 
y g tienen también proyección común li sobre F'. Además, la restricción a 
E1 de li es precisamente /i. esto es fí E A. De tnl manera que toda función 
f E A posee la descomposición ortogonal f = fo + ¡¡, donde / 0 es alguna 
función en F0 • Se Migue, 9(,1,F\Ín el teorema de Pitágoraa, que 

llJll = llfo + Jrn = 11/oll + llJrn ;?:: llJ:li. 
Por ende la expresión en (2.7) tiene sentido, y de hecho 

Resulta sencillo comprobar ahora que en efecto la expresión anterior cumple 
lns propiedades de norma sobre F1 • O 

Lema 2.6.2. La rwnlla del Lema 2.6.1 pmviene de un prvducto i11tc1;01·. Es 
rlP.r.ir, ll · 11 1 r:umple la ley del pamldogmmo (Pmpo.•ir:ión 1.1.3}. 

Demostración. Sea f¡ y g1 funciones en F1 restricciones de f y g de F, 
rcspt.'CLivameute. Eutouccs 

llJ1+9111~ - llJ1 - 9111~ = 11(1 + g)ill~ -11(1- g)ill~ 
= llU + g)\11 2 

- llU - g)\11 2 

= 111: + grn2 
- 111: - grn2 

= 2(11Jf 11 2 + llY~ 11 2
) . . 

= 2(11/dl~ + llBdl~); 
luego 11 • lli proviene de un producto interior (-, · }i. 
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Ahora hagamoo algunas aclaraciones importantes. Para f¡ en F1 corres­
ponde la proyección f! sobre F' de una función f cuya restricción a E 1 es 
J¡. Dicha correspondencia entre f¡ E F 1 y fl E F' es isométrica uno-a-uno 
entre el espacio F 1 el espacio F'. Sucede que si las proyecciones ff y 9Í de 
f y 9, respectivamente, son iguales, entoncei, en particular, sobre Ei. fl = 
ft = 91 = g\, donde f 1 y 9 1 son lwi restricciones de f y 9 rcspcctivnmcntc. 
Por otra parte, si Jf pertenece a F', entoncei h = f-f! E Fo, con f = flXE, 
(aquí XE, es la función característica del subconjunto E 1), se sigue que para 
la restricción J. a E 1 de f = fl + h (',()ITesponclc /! en F'. 

Finalmente, el sigwente reiultado nos da la respuesta final a nuestro 
problema. 

Teorema 2.6.1. Si]( es el núcleo reproductivo de la clase F de funciones 
definidas en el conjunto E con norma 11 · 11, entonces K restringido al sub­
conjunto E 1 e E (en amba.• variables) es el núcleo reproductivo de la clase 
compuesta de todas la.• funciones de F restringidas al subconjunto E 1 , cuya 
norma está definida por la expresión (2. 7}. 

Demostración. De nueva cuenta, COlli!ideremOI! los o;ubespacios cerrados 
Fo y F'. Ambos espacios poseen un núcleo reprocluctivo K 0 y K' respecti­
vamente (pueito que F posee un núcleo reproductivo). Ahora sea f E F, 
y consideremos su descomposición ortogonal como en la demostración del 
Lema 2.6.1 f =fo+ f!. Tenemos, para y E E, 

f(y) fo(Y) + JHy) 
(fo(-),Ko(·,y)) + (Jf(-),K'(-,y)) 

(/o(-)+ ff(-),Ko(-.y)) +(fo(-)+ ff(-),K'(-.y)) 

(/o(-)+ ff (-), Koh y)+ K'(-, y)) 
(/{-), Koh y)+ K'(-, y)) 

Se sigue que K = Ko + K'. 
Ahora, dado que Ka{-, y) pertenece a F0 , para todo número y en E, 

entonces se anula para todo x E E 1• En consecuencia, 

K(x, y) = K'(x, y) (2.8) 

para :e E E1. 
Para probar que para la cla.qe F1 con norma 11 • 11 1 el mícleo reproductivo 

está dado por K restringido a E 1 (en ambas variables), tomamos una función 
/ 1 E F 1 y consideremos la correspondiente función /f E F'. Entonces, para 
y E E1, fi(y) = JHy) = (Jf{-),K'(-,y)). 

Dndo que K'(-,y) E F', puede ahora escribirse / 1(y) = (/f{-),K'(-,y)) = 
(f1{-),K1(-,¡¡))i, donde K1 es la restricción de K' al conjunto E1 • 
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De la expresión (2.8), para x E E 1 , 

K(:i:,y) = K'(x,y) para toda y E E 1 • 

Eslo mucslra que la restricción K 1(x,y) de K'(x,y) coincide con la res-
tricción de K en el conjunto E 1• O 

2.7 Núcleos reproductivos de 
clases de dimensión finita 

Si el espacio con producto interior F de funciones definidas sobre w1 conjunto 
E, es de dimensión finit.a, podemos estahlecer con toda claridad la forma 
explícita de su respectivo núcleo reproductivo, suprimiendo los supuestos de 
completez y cerradura. Además estableceremos unas condiciones suficientes 
que permiten a una función ser un núcleo reproductivo. 

Teorema 2. 7 .l. Sea F una clase de funciones de dimensión finita n con 
11mducto interior ( ·, ·}. EntonrR-• el mfoleo rcpmductfoo de F · e.• la función 
K.: Ex E-+ IC dada por 

n u 

K(x,y) = LL.B;;w;(x)w;(y), (2.9) 
j=-1 i=l 

donde w;, i = 1, .. , n .•on funcione.• linealmente independiente.• en F, B = 
[,B;.;];; = w-1 (puede obseroarse que para una matriz no singular A, A-1 = 
A-1

) y W = [(w;,wJ}];.; es una matriz definida positiva de dimensión n. 
Inversamente, si B = f,B;.;];; es una matriz definida positiva de dimensión 

n, y si la clase F es generada por· la colección de funciones linealmente in­
dependiente..• w1, i = 1, ... , n, entonces la.• expresiones 

n 

11111 2 
= E a1;C:1(; Y u.g> = Ea;;c:11/;, 

iJ=l i,j 

donde (k, T/k, k = 1, ... , n son constantes complejas, f = L~=l (kwk, g = 
¿;;=! T/k111k E F, y {01¡} c.• la matriz inver.•a de {,B;;}, determinan una 
norma y un producto escalar sobre F, respectivamente. De esta manera, 
F e.• un e:ipacio de llilbert cuyo núcleo re¡iroducti110 /( tiene la reglci diida 
por la ecuación {2.9). 

Demostración. Sea w¡, w 2 , ••• ,wn, una colección de tamaiio n de funciones 
linealmente independientes y de norma unitaria en F. Entonces, toda función 
f de F tiene una tínica representación de la forma 

.. 
/(:i:) = L(kwk(x), (2.10) 

k=l 
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--· ,_-,-.''o --- ~-. -;_:__ 0--'-: 

con (t cÓnstru1te8 cóm¿l~j~, ~ara toda z E E. 
Sea (w;';w1) ~.C.íJ/para'i,j;: 1; ;,,, n. EntonCE'8 en F el producto interior, 

según sus propias propiédáde8, tiene en realidad la fonna 
' .e '_ .. • ,•.f>''··--e>---<¡ 

·. . • :. ·:~,~ },,j~f {','~,~(w;, w¡)(;ij¡ = ~ a;¡(;ij¡, 
(2.11) 

donde g ~ L:11A.wk':: Por.-ende; la norma al cuadrado tiene la forma , ;,~lllf ~~~\N·w,)(.C, ~ .f;.-·«, (•.l2) 

De tal forma; la m.fitriz_'W/= [ai¡)1j de dimensión n es, en primer lugar, 
una matriz. defiiiidá J>asitiya:"ErÍ efecto, para un vector X= ('y1 , ... ,-yn) en 
en, la forma:cí1iufri\tici\ . . 

' ,'•:,1,1-. 

n 

x•wx = E<w;,w¡)'Y1'Y,; = llhll2 , 
l,j=l 

con h = L;~=l w¡-y; E F, es no negativa y es nula si y sólo si h = O, pero por 
independencia de las funciones w;, i = 1, ... , n, tal situación solo sucede si 
'Yi = O, para todo i = 1, ... , n. 

En segundo lugar, lo anterior también prueba que W es no singular, por 
LanLo para W exisLu una maLrC. inversa no negaLiva y de igual dimensión. 
Sea B = w-1 = [.81;)1.;, tenemos entonces, 

"" ·{3--:-: _ { O si j .¡, k, 
L.. ªk• ' 3 - 1 . . k 

i SlJ = , 

Defiuimm1 ahora la función K : E X E --+ e, determinada por la regla 

n n 

K(z,¡¡) = LL.B;;w;(z)w,;(y), (2.13) 
j-.1 i=l 

para todo par x, y en E. 
Evidentemente, la transformación z >-+ K(z, y) pertenece a F, para toda 
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-'."' ·- -

y E E. Ahora bien/si f;,,, E~=l (kwk entonces 
n n n 

(!(-); K(-,y)) '= (L (kwk(-), L E.B11w1(-)wJ(y)) 
k=l ;~1 i=l 
n n n 

E EL Ok1/111(kWj(y) 
k=I j=l l=l 

n n 

L L akil31k(kwk(Y) 
k=I i-1 

n 

Lc;kwk(Y) 
k=I 

f(y), 

para todo y E E. De modo que K es el n.r. para F. 
De manera inversa, si tenemos una matriz de dimensión n definida posi­

tiva B = [/3i;]iJ• y definimos para la colccci6n de funciones l. i. W¡, w2,. • .,w,., 
el prodnct.o interno 

º'i = (tv¡, w1), i, i = 1, ... , n, 

donde oi; pertenecen la matriz inversa W de B (i.e. W = 1r1
), la cual 

es también definida positiva. Entonces, para la clase de funciones F de la 
forma (2.10) generada por las funciones W¡, i = 1, ... , n, definimos In norma 
y un producto interior con las expresiones (2.12) y (2.11) respectivamente. 

Es sencillo verificar que la exprcsión (2.12) determina un norma, basta 
observar que para una función f = E~=l ÚWk en F, la forma cuadrática no 
negativa 

" 
X'WX= L(w¡,w;)c;,(;. 

IJ=l 

con X = (Ci. ... , Cn), es precisamente 11/112 • Resulta más sencillo verificar que 
In expresión (2.11) es efectivamente un producto escalar. Además In función 
K : E x E -t CC dada por (2.13) para todo par x, y en E, es el núcleo 
reproductivo ele h\ cl11.~e F. J,a verificación de e.~te tíltimo hecho ett anAloga 
a la realizada cu la primera parte de esta demostración. O 

En general po<lemO!I enunciar el ~iguieut.e resultado. 

Teorenul 2.7.2. Si F e.• un e.<¡mdo tle Hilberl rle J1mcione.• rlefi11id1L• .•oln'f! 
un conjunto E con núcleo K, y {.P1her (/ subconjunto de índices) e.~ una 
base de F, entonces para todo x, y en E 

K(x, y)= L 1/J;(x);¡¡i1(y). 
!El 

55 



L .. pruebü se aigue del Teoremü 2.7.1. 

Ejemplo 2.7.1. [Lukié y Beder [6]] Este ejemplo introduce una variante del 
Ejemplo 2.2:1. Sea Hn la clase de funciones x: {l, .. ., n} --+IR, tal que para 
x(i) =X¡, para algún vector (x¡, .. .,xn) de Rn. Sobre esta clase, 

n 

(x,y) = L,J2x¡y¡, 
J-1 

defi~e un producto interno. Entonces, las funciones e;(j) = fó;¡, i = 1,. .. , n, 
son una base para Hn. Luego, el núcleo es 

K(i,j) = .J.:ó;¡ 
iJ 

para torio i,j E {l, ... , n}. 
En general, ·si 11. es el conjunto de sucesiones {x;}~1 tal que E, i2x~ < oo, 

y H es la correspondiente clase do funciones x : N -t IR (x = (x 11 ; •• ) E 11.) 
con producto interior · 

00 

(x, y) = L i 2x;¡¡;, 
i .... 1 

entonces las funciones e;cJf=JJ;;, i 2::: 1, son una base de H, y el uúcleo es 

K(i,j) = .J.:ó;¡, 
tJ 

¡mrn i, j ;::: l. 

Ejemplo 2.7.2. [Lehto,1950] Consideremos una sucesión monótona decre­
ciente de números reales no negativos {on}::"=t tal que lim On =O y On::;; 1/2 

para toda n.;::: l. Sea también {.Bn}~1 una sucesión ';;;'~ótona creciente de 
números reales no negativos tal que lim {J,. = 1 y fJ,. ;;:::: 1/2 para toda n ;;:::: l. 

Sobre el intervalo {O, 1) dr.finimo;~"".'lucesión de funciones {/,.}::"~ 1 con la 
expresión 

fn(t) = 

o, 
2...!.=!!tl.L. 

Cln-an+1 1 

-2 t-Ontl 
Un-un+I t 

o, 
2kn(t - b,.), 
-2~ 

.tf"+1-f:Jn' 
o, 
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donde k,. es una constante tal que J0
1 lfn(t)l2dt = 1, ~~~ t~<fr;~:2: l. · . 

Las funciones fn son continuas, además, si mi' ni.'/,; ::;¡m ~O; entonces 
fo1 fn(t)fm(t)dt =O (si m #- n). · . . . ,\/, 'k < , · .. '· 

Sea F el espacio de todas las funciones sobre (o,:1r?,~}:1 forma 
. . 1,)~ ~::).t~~,}/'.;_ .. :·,\ .. ' 

a<t> = ¿: anfn<t>, para todo.t e''(o/i>i. 
n=l , ·, ·~'.'.·~·:.~_j}:f/ ;.\~:·;~' .. 

donde {a,,}::;.1 es una sucesión de mímeros complej;;~it'J~\l~·'I:~.,1 lanl2 < oo. 
Entonces {/n}~=l es una base para F. . . . •:'.;''."~'' ' · 

Para a(t) = E:=I <Lnfn(t) y b(t) = E:.1 bri/n(t) en F, la expresión 
·.. . -·.'::''·". 

00 

(a, b) = L anbn.• . 
n.=1 

define un producto interior en F, y la 110rma indudda tl8 completa. La 
función K: (O, 1) X (O, 1) ~e, 

00 -··"-·,_ · ... 

K(s, t) = L fn(s)fn(t), 
n-1 . , .. '· 

,. 

es el mícleo reproductivo de la clll8e F. Ei1 priÍner lug~r fijemos 1111 número 
t E (O, 1), entonces, existe no natural talciue 'ar~<:: t <: f3n para toda n 2: no, 
luego, fn(t) =O para toda n ~no; Por tantO ·E lfn(t)l2 < oo, se sigue que 
J((-,t) E F. . . !.)- _.'.,.~· .. '.. _ _., ~~--.). 

Ahora, si a(t) = ¿~=l a..fn(t) está 13n F; entonces, 
_···;-~ -·>'¡,." 

. < 00 ::.·_:.:::.:.:·-~;::'.·_ --~,.- ._-, 00 ;~,-

(a, K(-; t))~ L~.1~(i,)~2f a,.f,.(t) = a(t), 
' :-~ > :: ?~~.~ :;/:;;:¿·,~l;·-:~·:,.~ :·:<'·.-~=~.' . 

lo cual ¡mwlm la propieda<I ;ÍJ¡;~6'diÍcÚ~a de ic 
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Capítulo 3 

Operaciones con núcleos 
reproductivos 

3.1 Suma de núcleos reproductivos 

Sea K 1 y K 2 uu par de núcleos reproductivos correspondientes a las clases 
F 1 y F2 , de funciones definid••~ en el mismo conjunto E, con normas JI · lli 
y JI · J1 2 , respectivamente. La nueva matriz K = K 1 + K2 es claramente 
una matriz positiva. Eu este caso, K corresponde como núcleo reproductivo, 
a una clase ele funciones F. En primer término, podemos apoyarnos en la 
consideración intuitiva de que la cln.sc F se compone de funciones f = / 1 + /2, 
donde/; E F;, i = 1, 2. Así entonces, introducimos el espacio :F ele todos los 
pares (/i, h). Con ln.s operaciones de producto escalar y suma de vectores 
hnbit.nnlment.e considerada para pares ordenados, :F es nn espacio lineal. 
Además la ecuación 

llC!i,hlJI} = 11/illi + llhll~-
para tocio par(!¡, h) determina una norma completa sobre :F y un producto 
interior. De tal manera que :Fes 1111 espacio de Hilbert. 

Es importante observar la forma explícita del producto interno. Si ( ·, ·) 1 y 
(·, ·h son los productos internos respectivos de F 1 y F2 , eutouccs el producto 
interno en :F tiene la forma 

((/i, h), (hi. h2));¡: = (Ji, h1)i + (/2, h2)2. 

para (/i. h) y (h1, h2) cu :F. 
Sen Fo la clnse de funciones f pcrtcnccicnt.cs tanto a F1 como a F2 (Fo 

puede contener solo la función nula), y sea :Fo el conjunto de tocias los pares 
(!, - J) para f E F. 

Lema 3.1.1. :Fo es un subcspacio lineal cerrado de :F. 
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Demostmci6n .. En ~fecto; si (/~,:..:. J.a) -t·(/1,f"), es decir, . . . - . '- . 

11(!~ .-'- i.-f,. 7:!")11; ~º'° 

Para .todo par (J¡, h) de F, existe una correspondiente función J = f¡ + 
f2. Esta correspondencia transforma linealmente el espacio :F P.n nna clase de 
funciones en F. Ahora consideremos el subespacio cerrado complementario 
F1 (tal que F =:Fu E0 :F1). 

Lema 3.1.2. La corrcspondccia G: :F -t F definida por G(J', f") = /' + f" 
tmnsforma inyectivamente :F1 en F. 

Demostración. Si el par (J¡, h) de :F es tal que f¡ + h = O, entonces 
h = - f¡, con lo cual (!1 , h) pertenece a :Fo. 

Así pues, si para (!¡, h) y (g1,92) en :F1 se tiene que /1 + h = g1 + 92, 
entonces h - 92 = -(!¡ - 01), con lo cual (!1 - 9¡, h - 02) pertenece a Fo, 
pero en realidad (fi./2) - (91,02) = (!¡ - 91th - 02) es un elemento de :F1 
(por cerradura). Por ende (Ji. /2) = (9¡ 1 92). 

o 
. . 

Ahora, Heg(m lo anterior, si ~6Wiidéi~nlos lil éom.'8pondencia inversa, toda 
función f de F es trarísformád~ eiúun ·par. (g; (!), 02(!)) de :F1. Podemos 
introducir una norma¡¡: 11.enFd.efinid.apor · •... · · .. 

111112 =,,,~1i1>.~~<A>1ú::u¡,~:u>n?+1102u>11~. (3.1) 
.(.' - ·¡.;•: 

El producto interior. ( ·; ·) · ~J;·J;:.·ü~ri~'·~nt6~ces la expresión 

u. h) = ((01(!).92'f)), (:1c~>.~<~)>)F = (u1U),91(h))1 + <u2(!),02(h)k 

Bajo L'8tás condici011c.'8, F ei un espacio de Hilbert. La verificación explícita 
de este hecho no es sustanciosa y se omite. 

Ahora bien, es claro que K(·, y), para y cualquiera, pertenece a F y 
(K1(·,y),K2(·,y)) E :F. Para toda y E E definimos dos nuevas funciones K' 
y K" determinadas por 

K'(·, y)= g1(K(-,y)) y K"(·, y)= 92(K(·, y)). 
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En tanto que para una función f E F, definimos / 1 = 91(/), !" = 92(/). 
Con Jo cnnl, 

f = !' + !" y K'(.,y) + K"(., y)= K(.,y) = K1(., y)+ K2(·, y), 

de donde, 

K"(.,y)- K2(.,y) = -(K'(.,y)- K1(-,y)], 

lo cual significa que 

(K1(., y) -'-K'(;; 11);:/(;c::i)'~··K''.C't u)) e: Fo. 
-· .:· '.;/:::"~ :··>.~·:(;;'::.~,'~}.{•.::-'::~~:~-~t<·~::I~:~.~~~;; \· ~r:·: ·~·:· :';. -·-. , 

Bajo esLas convenciones; e.1.u1~c:t~í;>i!;~1,:~!g'!\~~~~ ~CllwLa,do; 
\.-< ·.rt··.:~ .. 1.·~·.\)'.':'' ~.::.11t~·:;SJft{~.11·\· .. ~~~· •• ~·-;'{°' ·>< ... ::. · < . 

Teorema 3.1.1. Paro la Cla8c• Fcfcon rio.1'rriá definida por la ccuaci6n (8.1), 
la f1mr.i6n K = K1 + K; P..i'.'P.l'iiit/:lro TP.]ir:n(Ji;'Ctiun. · · · · · 

-, , , '.:·)··'_ .. : ... ';{,:,:~;~:;_~;~~f~i::~,:~}~Si:.r(:~~f:-::!, <;·:t: ;: . · 
De1rwstraci611. Seá.¡,'E'.?; y'ÍJ;eIE,''entónce8, · 

1cu> 1'cu>Y::1i~;i;~!¡~s;;~~;':.·?< · ·. .. . 
·. <tc·fr.Ki'(1t:iJ>'iA+:<I'.'(·), K2( ·;y))2 

•·. <U';·í.z>;'(Kí(;;1')ik2<'.Y>>> 
.. ·.·• <U'..:ft~>F<'K~c:~cy>/k11<·~y))) '-·. ·.~-.,'. '"' ,··-'::···,¡-· 1'''' .. ·.;- • <· :.-.. - :·'· 1 , . _' ',/ ·-· 

'; :'f((~,//,)•'(/f1('.~ Y)-:-/5 (.,y); K2('t y)~ K (.,y))). 

El último ¡)ród~ct~<iiscih1~·~··i~al a-~cro;.pu~ ciclcmcnto (!', !") E :F, 
y el elemento '(K1(·,y) ~ K'(.,y),K2(-'.y) -7. K"(.,y)) E :F0 • Mientras que 
el primer próducto escalar es, por definición; igual a (f(-),K(.,y)), lo cual 
prueba la propiedad reproductiva del núcleo K. · · O 

En la camderización ele Ja clase F, podemos procc,'<ier sin introducir el es­
pacio auxiliar :F. Consideremos f E·F y todas las posibles descomposiciones 
f = !1 + f2. Definimos · 

IJ/11
2 

= Ui.h~~,_;/:i} !llfiil~ + ilhli~] 
. -.. 

Esta definición pnm la norma'éu.i;:.es eqnivalente a In w1terior, pues basta 
ohservnr qne f en F corresponde.ni ~Jemento (Ji. h) E :F y recípror.amente, 
f corresponde a (g1(/),g2(/)).e':F1;oorí lo cual f = !1 + h = g1(f) + a2(/). 
De ahí que .... '" " ;.;<.;,.' "'" · 

'.J;,~.'g2(i);d-'-[f1 - 91 (/)], 

entonces (/1 - g¡ (!), ¡; -··~2(f)) E :F0 • Luego, por ortogonalidad, 

llf11l~ + llhll~ ";' IJ(Ji,h)IJ2 ~ IJ(g1(f),g2(f))i12 + IJ(/1 -g1(J),h-92(J))IJ2, 
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y esta expresión es mínima si y solo si f 1 =g1(J),h=92(!). De donde 

y por la delinión previa es igual a llfll2 • 

Finalmente el 1ílt.imo t.rorema puede ser también enunciado de la manera 
siguiente. 

Teorema 3.1.2. Si K; es el núcleo rnpmductillo de la clase F1 con nonr&a 
11 · ll¡, i = 1, 2, entonce..• K = K 1 + K2 es el núcleo reproductivo de la clase F 
de todas las funciones f = /¡ + h con f¡ E F;, i = 1, 2, y con nonna definida 
por 

11/112 = min {11/ill~ + llhllH 
{/1,h:/=Ji+h} 

U u caso parlicularmenle simple se pre1:1e11La cuando 1811 clai;c1:1 F1 y F2 110 
t.ienen funciones dist.intAA de cero en com1ín. La norma en F' está ciada sim­
plemente por 11/112 = ll/1112 +11/211 2

1 pues toda función f tendrá representación 
única. 

La enunciación <le e1:1le úlLimo Lcorema facilila la generalización al Cül:IO 

donde K = E7=1 K 1• Aquí, IAA funciones f = E7=1 f1, con ft E Fi. t = 
1, ... , n forman una clase F cuya norma está definida por 

n 

111112 = u .... .,,.1,~~nE;:., M {B 111,11n. 

y donde K corresponde como núcleo reproductivo. 

Observación 3.1.1. Sea F una clase de funciones definidas en un conjunto 
E con norma 11 · ll !/ producto interior ( ·, ·), supongamos que F tiene ¡ior núcleo 
1-eprnduclivo la matriz K. Si a es una constante real positiva, entonces la 
matriz po.•itifla K 1 = o K coJTe.•ponde cnmo rnír.le.o repmdur.titlo a la mi.•ma 
clase F pero con norma y producto interior definidos mediante las expresiones 

llJll~ = ~11!11 2 y 
1 

U.oh= -;U.o> 

pum f y g en F. En efecto, paro f E F y y E E, se verifica 

1 
/(y)= (f(-),K(-,y)) = -(f(-),aK(-,y)) = (f(-),K1(·,y))i. 

Ct 

Siendo además evidente que K 1(·,y) = aKC:,y) E F. 
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Observación 3.1.2. Ahora bien, si denotamos por F la clase de todas las 
funciones conjugadas 7 donde f pertenece a una clase F, entonces en F la 
expresión (], g) 1 = (/, g) = (g, f) define un producto interno, mientras que 
la rwnna 11 · 11 en F define exactmmmte una rwnna en F. 

Entonces, paro 7 E F y y E E, 

Se sigue que el núcleo de Fes K 1(x,y) = K(x,y) = K(y,x), paro todo par 
x,y en E. 

Según el teorema analizado en esta sección y la primero obseniación, la 
matriz K+(x,y) =ReK(x,y) = 2-1[K(x,y) + K(y,x)), corresponde como 
núcleo reproductivo a la clase 11> de funciones <P = f + g, cuya norma está 
detenni11ada por la exprnsión 

Si F es ·una clase compleja correspondiente al campo f'eal, esto es, si 
F = F y llfll = 11711, e.• claro que Fo = F y llfllo = llfll. Por ello el mícleo 
K = ReK es real, y esta propiedad caracteriza el núcleo correspondiente al 
campo real. 

3.2 Diferencia de núcleos reproductivos 

En la pre8Cnte sección estableceremos una caracterización del mo<lelo que per­
mit.e que la diferencia rle mídeos reproduct.ivos sea un mícleo reproduct.ivo. 
Primeramente, pam dos matrices positivas, K 1 y K, definimos la relación 

K1 «K 

Mi K - K 1 t'8 también una matriz positiva. 

Proposición 3.2.1. La n:lación << establece un onle11 parcial e11 la clase 
qtie retfoe toda.• la.9 matrices positiVa.!. 

Demo.~tmción. En efocto, si K 1 « K 2 << K 3 eutonct'8, clarameute, 
K1 « K3. Por otra ¡mrt.e, si K1 « K 2 y K 2 « K 1 entonces K 1 = K 2 • O 

Teorema 3.2.1. Si K y K1 son núcleos rr:productivos de ln.s clases F y F1 
m•pPr.ti1mmr.nte, r.on la.• norma.• 11 · ll, ll · 11 1 , y_.¡ K 1 << K, entonr.r.• F1 e F, 
Y llfdli !::: llfdJ paro toda f1 E F1. 
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Demostraci6n. Si K 1 << K sigiúfica que K 2 = K - K 1 es una matrh! 
positiva. Sea entonces la clase de funciones F2 , con norma ll · 11 2 , correspon­
diente al núcleo K 2 • Como K = K 1 + K2 sabemos por el Teorema 3.1.2 que 
F es la clase de todas las funciones de la forma f 1 + h con /¡ E F 1 y h E F 2 • 

En particular, cuando h = O, la clase F contiene todas las funciones /¡ E Fi, 
y así F1 e F. Por otrn parte, en F tenemos, por este mismo Teorema, 

ll/ill2 
= minlll!fll~+ rnim 

para todas las descomposiciones /¡ = Jf + f~, con ff E F1 y f~ E· F2. En 
particular, de la descomposición f 1 = f 1 +O, obtenemos 

ll!1ll2
:::; 111111~ 

lo cual completa la prueba. D 

Teorema· 3.2.2. Si F y F 1 son dos espacios de Hilbert de /unciones tal que 
F 1 e F, entonces existe Ún tínico operador L : F -+ F 1 lineal, simétrico y 
positivo/ tal que· · · 

(!¡, !) = (Ji, LJ)i, 
·para tod~Júndi6;;J¡'•e F1 yf E F. Si además ll!ílli ~ ll!ill para !1 E F1, 
cntoncc.9Cl operador''/, es acotado.con ttna cota no mayor a J. 

Dem~st:.~:d~.'1 ;~ra f:e F, la transformación G 1 sobre F1 definida por 
la regla G1(!1 ) :;;;,;(/i;f);'para.toda Ji E Fi. es lineal y continua, entonces, 
según el teorema de repiéscntación de Ricz, existe una única función en Fi. 
la cual llamarémos L/(ffiéleeir;depende .también de!), tal que 

.... ·;',:.}{';·2Jj{fL=<11.1> = <Ji.LJ>¡, 

para toda !1 E Fi. ·De \8.l fomia que el operador L : F -t F1 exhite y es 
único. Además, si fy g.pertcneeeri a F, ~ntonces, para toda f 1 en Fi. 

. ' .. ·' , ·- --.··' ,·., '; .. 

(!1,L(f7 a)}1 /~{(!1,f +i,) 
..... ;,,, ; <K;'.J> +u~;g) 

··. 5'; (J1';Lf)i+:«J1;Lg)i 
·•·=;; (!1;~/f Lg)1.: .. 

Sr. Hig11e L(/ + g) = /,f + f,g, híego: i, ~:¡¡;;;,~1.·'ror ;;¡.m part.r., pnrn t.odo 
par do funciones f, g de F, · "· · · · · 

(Lf,g) = (Lf,Lg)1 ~ (Lg;¡J)12(Lg,f)··~ (f,Lg). 
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L es entonces un opera<lor lineal Himétrico. 
Es también positivo porque (Ll, !) = (Lf, Ll)¡ 2': O. 
Si además lllill1 2': 111111 para f¡ E Fi. Les acotado, con cota no mayor a 

1, porque (Ll.J) = (Lf,Ll)i = llLlll~ 2': llL/112
• De ahí, llLlll2 $ (Lf, !) :5 

llLlll · 11111, Y con ello llLlll :5 llfll. D 

El operador L et! conocido como el operador dominante. 

Corolario 3.2.1. Si F y F1 son 1los e.~pacios de llilbert 1le lu11ciunes tal que 
F1 e F, y si K y K 1 son sus respectivos núcleos reproductivos, entonces 
1<1 « I<. 

Demostración.· Sea L : F -t F 1 el operador dominante. Se tiene entonces 
que L'2 = J- L, J operador identidad (usamos L'2 por razones que se verán 
llll poco más adelante), es también un operador lineal positivo y simétrico. 
Ahora bien, L transf~rma K(-,z) en K 1 (·,z), para toda z E E. En efecto, 
dado que Lf E F 1 , eutoncetl, para toda y E E, 

Ll(y) 

Por lo t.anto, para toda z E E, 

((LJ)(·),K1(·,y))¡ 
(K1 (·,y), (Lf)( · ))¡ 
(K1(·,y),f(·)} 
(/(·), K1(·, y)). 

LK(y,z) = (K(·,z),K1 (·,y)), 

lm.>go, Hegún la propil.'lla<l.reproductivu,' 

LK(y,z) ==K1(z,~)=; Ki{y,.i). 

(3.2) 

Sea pues R= ](-/(¡.' Sea'n EN ytom~1nos {~; ... ,e.~ números complejos y 
y¡, ... , y,. elementos en E;' Según la ccuac.iÓn (3.2) y la propiedad reproductiva 
de ]( t.eueiiio.~ qne · · · · 

" L {¡~R(y¡,y;). 
.IJ=I . 

... 
L {¡~[K(y;;Y;):..::. K;(Y1i1i1)J 
i.:1=1 '.:. ,' .. -.. · f ' -

n .. ,.·· . . .:".: .. : .. :;·.<:.:/}~.--.. . ) ... 
E e;~[K(11í.~i>·~,LK(111.111)l· 
ij:1 

• : \::::ttrl~r:g;,, :. ! • · . · 

E e1~q<C::u;)·2¡:LJ<(, u¡)/1<<·. 11·>> 
i.;~, • °t dJ{2;::;{;t~·r~;;c.< ; . 
L E,¡~(L'J(({i/J);·~(:;ú;)) . 
iJ=l ··:'..'':.«" 
(L'lJ) 

2': o, 
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donde/(-)= 2:?=t ~;K(·;i); Luego, Res una matriz positiva. o 

Más aún, tenemoo el resulLu<lo reclprocio al úlLimo tt.'Orema. 

Teorema 3.2.3. Si K es el núcleo' reproductivo de la clase F y L : F -> F 
es un operador lineal simétrico y positivo, entonces existe una clase F1 de 
funciones con núcleo rnpn>ductivo· tal que F1 e F. 

Dcmostmc~6n. Definimos K 1(x,y) = LK(x,y) = (LK(·,y),K(·,x)), 
para todo x, y E E. Entonces resulta sencillo probar que K 1 es· también 
una matriz positiva (a partir de que L es un operador positivo}, de forma 
análoga a Ja demostración del 1Utimo corolario. Ahora bien, es claro que la 
clase F 1 = H(K1) (cuyo núcleo es K 1) es un subconjunto de F, a partir de 
quo K 1(·,y) = LK(·,y) E F, para toda y E E. D. 

El recíproco del Teorema 3.2.1 también es verdadero. Antes de enunciarlo 
probaremos otros resultados út.iles. . . 

Lema 3.2.1. Si K es el núcleo reproductivo de la cla.•e F con norma 11 ·• ll, y 
.•i la cla.•e lineal F 1 e F forma 11n e.•pacio de Hilbert (o tan .•olo un sube.•pacio ,· 
lineal cerrado) con norma ll • 111, tal que 11/illt 2: 111111 paro Ji E F1(entónces · 
existe J(1 n.r. de F1 · 

Demostraci6n. La existencia do un núcleo para F iinplic~·~E~b~a toda 
y E E existen constantes positivas M 11 tales que ll(Y)I :::; 'M11 llfll para toda 
JE F. En particular, para !1 E F1 C F, y y E Ei. ~ .. ;::· 

1f1(v)I:::; M11lll1ll:::; M~llÍ!i(;' :!. .. . . . 

lo cual implica la existencia de un núéleo J(¡ de F1: o 
' .,:-,, 

Consideremos ahora el operador] ..C:. L, dorldo 1 el opero<lor identidad y 
f, el operador dominante .. Este operador hereda llL'l propicdacll.'S de /,. Por 
tanto existe un operador. r.afz ·. cuu<lru<la. L' para este operador simétrico y 
acotiu:lo tal que · 

L'2 =1-L 

Definimós F2 como la clase de todas las funciones h = L' f para f E F. 
Denotamos Fo el snbespncio cerrado de F t.ransformado por L' en O, y por F' 
el espacio complementario (esto es F = F' E9 Fo). Tenemos que f E F0 , si y 
solo si f = Lf. En efecto, una función fo E Fo si y solo si L' f = O, o también 
L'2 f =O, es decir f - Lf =O, lo cual es equivalente a que Lf = f. Además, 
si L'2 f =O, entonces se sigue que (L'2 f, f) = (L' f, L' f) = llL' /11 2 = O. 

Lema 3.2.2. Hl opemclor L' tmn .. •formu P' uno-u-uno ~obn: 1'2. Ade1111ís 
F2CF¡. 
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Demostmci6n. Si f' y g' pertenci::en a. F', y- mm ta.les que L' f' = L' g', 
ent.onces L'(j' - g') = O, !_o cuaf significaJíueJ' ~ g' pertenece a Fa. Pero 
en realidad f' - rf pertenece a~,·-i/como-·~1.<y ·Fa son complementarios, 
f' -g' =O, es decir,!'-= g'.:· ... <,-:-'i•,';' --,e--··: .•. : 

Por otro lado, para fo. E Fo, se: verifica". 

(fa:L'f) ~'fpX';})~ (O,/)= O, 

entonces L'f' pertene<.~ ~il:·b~~~~~~~e~té F2 cF'. 

Al10~a. considerem¡;s el oper~~f ~~~y~ci6n;P' deF' sobre F'. 

o 

Lema 3.2.3. Si ~a~a f y g enF, seU~ne ~;,e Ú¡ =: L'~ e'n.tonces P' f = P'g. 

Demostración. Si paro./,g E F, L'f;,, j_/g c'nt'duccá j- Lf = g - Lg, 
ele rlonrlA f - g = Lf - Lg = L(j- g), r.~io Rignifica qim f-" g P.Rt.á An Fo (o 
de manera equivalente, f y g difieren por una función perteneciente a F0 ). 

Por ello, t.icncn la mis_ma proyccci6n sobre F' ,' ·, · O 

Lema 3.2.4. La expresi6n 11/2112 = llP'ffll para h = L'J', donde 11 • ll es la 
norma de la clrise F, define una norma sobré la cla.~e F2 • Con esta norma 
F 2 es un espacio de Hilbert. · 

Lema 3.2.5. La matdz K2 = K - K1 es positiva, pues la clase F2 admite a 
K 2 como míclP.o reproductivo. 

Demostración. En primer lugar, L traii:iféírma K(.,z) en K 1(-,z), po.ra 
lodo z E E. En efeclo, dado que Lf E F¡, entonces, para loda y E E, 

Lj(y) ((LJ)(-), K1(;, y))¡ 

(1<1 (.,y), (Lf)(-)) 1 
. (K1(-,y), /(o))t .. ·· 

- .(J(),K1(-.y))> 

Por lo tanto, para toda z.E ·E,---
-·:· . 

. LK(y,z) 

Se sigue enlouces qlJe 

- (~(-,•z), K1 (-,y)) 
J<1(z,y) 
K;(y, i). 

L' L' K(y, z) = L'2 J<(y, z) = K(y, z) - K1 (y, z), 

por tanto K2(-. z) = K(-, z) - K1(-. z) E F2, para toda z E E. 

GG 



Ahora bien, sea f2 E F2 (Í2: = itÍ) y;y E E, se tiene; 
. . .... '. -

f2(y) - .(/2(•),K(·;y)) 
((L' /)(•),K(·,ÍJ)) 
(/(-), L'K(·, y)) . 

- (P'f(·),P'L'K(·,y)) 
(L' ¡,1,tJ,íi<(; y)}2 

- . (/2(-),K2(·;'1/))i. 

Por t.11.uLo K 2 es el núcleo reprcid~cLiv~ de l~:C!Wie F 2 • Se 8igue que K 2 e8 
nna matriz posit.iva. · · · . ·· · · · ' · · · · · · · O 

Finalmente, exponcmo~ el resultado principal.'' .· ·. ;·.; ~/:· 
Teorema 3~2.4.Si J(·· es el mtel~o rcproductiv~ de /~·~l:j;~~. 'i:O~ .norma· 
11 · ll, y si la clase lineal F1 e F. es .un espaciod~Hi¡liert'co;;.fiorin1.{11. U1; .·· 
tal IJUC 11/illi ~ 11/dl paro /1 E. Fi, entonées la: Clase:F;;.posce'un ntícléo 
reproductivo K 1 el cual satisface satisface Ki :« K,· .::: ;:):cé'·:':t·, ·~·-. ::·· · . 

Dernostració11. El. Lema 3.2'.1 demu¡;str1i'c¡1{~):ü'v~~''~i'iii1~1eó repro­
ductivo K 1 • Sabemos qne la mat.ri~ K-:-Kl'ffi pósÚ.iVi\'(si)gúti/e!Lema 3.2,5), 

ent::c: :
1

L~,
1

:· E. F, e¡1toné~·~b~fa~~~~ih~1~!~~1~tsiiiL ortogon: 
f = f' +fo, tenemos quc'J~'d:. L'f;;·L1¡';·:pbr,cori&igliient.e ln'.q proyecciones 
P'f' y P'J sobre F:son iguiil~;·y,d~oqu~ 1J:!:e'j;;,se:sigue que/'= P'f = 
P' f', de ahí q uc. la .1Íori11a en' F2 , pucd:c' esc'ri~Ífsc· también éomo 

~:~, ~l~~É;~H:~:~j~~If !~·~'~"re'~ dol 
Teorema 3.2.5. Sea K el 11.r .. 'de la cláSiif'.. A,toilá descomposició11 K = 
K1 + K 2 en dos matrice.q posititta.o' R\' :y K ¿ 'i:Orrespondé una descomposición 
del operador identidad l en, F. en. dos "Operodorcs positivos L 1 y L 21 l = 
L1 + Li, dados por · · ·· .· · 

Ltf(y) = (!(-), K1(·, y)), 

tal que si Li'2 y L~/2 denota cualquier raíz cuadrada simétrica cuadrada 
tit: Li y L2, la.• cla.~e Fi y ·F2 de toda.q la.~ tran.•fonnncione.• Lf12 f y L~/2 f 
respectivamente, f E F, corresponde a los núcleos K 1 y K2. Si F;o, i = 1, 2 
as la clase de todas las funcionas f E F con Ld = O, y si Ff' = Fe F;0 , 
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entonces L~/2 establece una correspondencia uno-a-uno entre Ff' y F'¡, y la 
nnmia 11 · ll; en F¡ e.,lrí drula T"'r 11Li12 /ll; = ll/ll 1mm lnda f E Ff'. 

Inversamente, a cada descomposición I = L 1 + L2 en dos operadores 
positivos corresponde la clase F'¡ co11 normas 11 • ll; definidas de la manera an­
terior. La correspondencia de n.r. 's K, está definida por Ki(., y)= L;K(·, y) 
y satisface la ecuación K = K 1 + K2. 

3.3 Producto de núcleos reproductivos 

Considere <los espacios <le HilberL <le fw1ciones F 1 y F 2 , cuyas funciones cslán 
definidas sobre un mismo un conjunt.o E, con mícleos reproductivos K 1 y 
K 2 respectivamente. Supongamos además que existe un par de sistemas 
ortonorrnales {gf}k?! 1 completos, y a lo sumo numerables en F'¡, i = 1, 2. 
En esta sección probaremos que el producto K 1 • K 2 es también una matriz 
positiva, utilizando Jo que hnstn uhorn sabernos de nlÍcleos reproductivos. En 
efecto, se trata de encontrar la clase de funciones para In cual este producto 
corresponde como núcleo reproductivo. 

Consideremos la clase F; y la norma 11 • ll; correspondiente.a K;, i = 1, 2. 
Ahora, sobre el conjunto E' = E x E definirnos la clase de funciones f' (-, ·) 
<le la forma 

, TU 

u',g'>' = L:<U'.Yl1»1.g~1»2. 
l=l 

lo cnnl prueba que (f', g')' es indP.penclient.e de la representación particular 
de f'. De forma análoga sncecle con la representación particular de .r/. 
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Ahora bien, las propk><lades de producto interior 11011 inmediata.mente ver­
ificables. No obstant!J, queda probar que (!', !')' ;:::: O y que la igualdad se da 
si y sólo si f' = O. Consideremos una representación para f' dada por (3.3). 
Por un proceso dfl Grn111-Smichdt., en el subespacio ge11P.nulo por {JfkJ}l:=t de 
F1 , podemos encontrar una sucesión finita de vectores ortonormales los cuales 
geue1·an esLe mismo subcspacio¡ el caso se repiLe para la sucesión {¡Jkl}l:'=t · 
Denotemos por {ff}~~ 1 y {!Üí~ 1 tales sucesiones ortonormalizadas en los 
espacios F1 y F2 , respectivamente. Toda función Ji°) es entonces una com­
binación lineal de dichas funcione:; ortonorrualei;. Con lo cual obtenemos la 
siguiente representación para f' 

n1 n2 

f'(x¡, x2) = L :~::>k,dfex1)JJ(x2). 
k=l l~I 

Por ende, (!', f')' po8ee la sigtde1Íte expresión 

, ·n1 \,~ .. :~·1;:·,~~:i·~·.··.-: .. ::= .. '.. ·'· · . 

('', '!')'.. . '~·~· ""'··~ ;.:.· -i;; .· .. (fk ···!"')' (J' '¡.''> ; .L;,1/L.J·L:;;/L:J.~~~~~1c1,l~ . . •} .. i·., 1_. 21 2 2 . ··~ • ··k::.~:':~~;~;~Ffü(·:;~·: r~~·: . . . . . . . 
··E~ l?'kzL, •• ,,. •. j •. 

>-.~=1;¡.7.~_;::,~,.);; : . ·, . . ' 
De ahí entoti~c5 c¡~;e<f~!J')';~·:o;y"re'Ígulll a cero si y solo si Ük,I = o, 

para t.ocla k yl,es decir;guallílo~'!'f O. '.'O ·. . • . · .· D 

Fhmlmo.;1,, .~~· ~'.'~~~f(•if.:~~;";7)ª. ,:b,;; P., • ~l=, 
. :- ;1,1/;lk~ t;·f'.t:lakzl'. _ •.. 

Sin e111b1trgo, esL:~ 1;t1etfclu.:i~'pii~tl~ uo ·ser co111jJlet.i1, pn~cedemos en­
tonces a encontrar s1i'Completacfón. Formemos funciones definidás en E' de 
la fonnn ·-,, /. · > , . · · · 

. :.-·_._Qo :-oo 

l"=LLªk,;9M,' (3.5) 
k=I l=I 

~ . - . . 

donde ai.1 son constantes c~mplejaS tales.que 

(3.6) 

Llamemos F.1n cln.~e c¡uc contiene est.n.q funciones. 

69 



Lema 3.3.2. La clase F ~tá. bi~n definida; ~s d~i1;)z;J¡~jici01ies f del tipo 
{3.5} son absolutamente convergentP:s:·· ':;, · · · · · ·· · · . 

Demostración. En efecto, ~orno l~ ~l!IS~ F 1 po~e· ~¡ nú~JI)(} rcproductlvo 
K 1 , en vista de (3.6) tenemos • _:· .. ;,;·,.y·::;;:,.'· · 

f: lak,1llolk>(~1)1:•~-·-~·¿1(;L1i~)]:11{(~1~k,1J2 
) •• 

112 

k=l. . ... ,,, "::-·.:<'.:'.,:·): .:·:;.: ;_:-• .. ::> '.';';,. k_-1. ·.·• ·. 

según lo vist.o en scCciOIÍt~{~~L~·riOr~.' ;~-: , ._.,. ".' 
Entonces,>;> :•;;;:.>J'.'.~;{'';:'.{;>.·•• .. 

~ ~- jak,tlltfk)~~l:}¡~~i\Ii~~;;~#'.~f g~1;(x2)l~~1(x1, x1;] !•.[~ lak,112
] i 

::; ·., ~1k1{~{~ii)i~!J(2C-:2.~;2h···[.f l~k:i1_2.J ~ ... (3.7) 
. k,1~1 : 

pues el cspaeio P2 poscc 0cI11úcl~~~()p~~d;~ii~o.·k~· /' t o 

De Cl!te resultado :;e tl1.'8~rm1d~~~é':F':e;, ~;1~ ~l~~Jhi~~l: Tailibiéu, 8e 
occ!11cc que tocla función I t.icnc rerire8enúwió'n ·úniCa.;. · ; :,: 

-·· ·<·:·: '• .•:_···~·'- :'· 
Lema 3.3.3. La expresión', .··.. '. . .. . . 

. <.~ . .,{ ( • 1i2 

lllll,t'."'(E.El§k;1J~) <;. pamf ,E.p,·.• 
. -~:>~---: ':;~.<.::·;~'~.;~ :~~':r.\:=r.x.-- ·._~:~ ... <·);~ :".·: .. ,- , ~·:. ·):·· -- ,_,,. . , 

defi11e una 1W17TtU iobniF';'' qon esta úoiwa F es: ~mpleto: 

. las r~~:~~f~;ªFió~l-1~ ;"~~~'i"iJ'.i J<.';co1,~?~ ~~r4.i6n. <lJa tin (3.5). 

n '::,·~-~ . : , ~·;:~.'',·o'.,; 

1 .. = 'E2:01..19t!l~'=~··' 

para n 2'. l. Se Licuo entonces 

k~u=1 '·(\' 

f = lim Ín 
n-+oo 

sobre E', además 

llill = .!~~ 111 .. 11'. 

De aquí se <lc<lucon to<las las propk'(}a<l08 que definen una norma. 
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2. Tomemo~ una s~é~~iÓri d~,C~Ücn~~n F, Ürn}rn?:t; 
cnt.oncr.s c¡uc para: ri, iri: AÚficientcmcnt.o gmÍtdCA, 

··--·-.O:·' 

'<'.: '", '·,. '.Uf,,.'._,' '1 .. 11 <E; ' 
'.·~ 1;" - - - • 

Con lo cual, ~ci~a~ic;'Í1~i~do'Ó~til ();,~;e~i6;1, se dedttce que 

ltl~Í - a~il < e 

Se tiene 

para' toda k y l; EIÍtonces las sucesio.nes complejas {al:l}m?:t son de Cauchy, 
para toda' k y' l. Consideremos entonces los números °'kl puntos de conver­
gencia de, tales 1:mcesioucs. Sea J E F la fuuci6u cuya cxpre11i611 ·está da<la 
por 

00 00 

1 = L: :~:::>k.19M 
k=l l=l 

Teumuus cutuuccs 
oo·. o::i. 

llfm'c- 111 2 ~ L L ial:l - °'kd2 ~O 
' , k=lil=I' . , 

··'.·.'·: -·:' ; : : _~:'.· ~<- ·., -'-.. :. '. ·, ._::;_· ._-: .. " ''. 
cnm1rlo rn.~ oo. La ~i;cP.si6~ ;{!m};~'<:i ;,H ento~c;ffi'cmí'Vergent.e en F. 

., .. ·---~:>~: -~ .. _.,,_ 

Así, sobro F deliniií{os C°I prodÜ~to ii1tén1ó i >: 
" ,· ' ' ·,/' .,·. , .. ··~:--·- . _ .. , ·',' .. - . : . " 

:····.iJ" ."/.:: .:·~ \.~~:-::; :·_, .• <· . - -
:: _.- .. _ , ____ -:_. >:· ,-, ... : .1-. o,--:_ :·<~- -. ,: :_ !~~ -~-. ." 

u.u),·_,,,;·_Iiln (!,;;9;,)'=:·E a~¡73k,, 
:· • i _:~,: /:.~~·:7.~ n.:~~·-;.:~)/::·::::_· :' :/··k1l=1 , - ~_:-. 

··.:>· _.,:,:' .. •',.;· ,-··· 

o 

donde, 
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Lema 3.3.4. La clase F es la completación funcional de la clase F'. 

Demustmción. L118 suma>1 fiuita>1 <lel tipo (3.5) suu densa>1 eu el e8p11ciu 
do tod11s las funciones del tipo (3.5). entonces es snficient.P. prohar qne toda 
función del tipo (3.3) también es de la forma (3.5). Para ello, probaremos 
que una función del tipo (3.3) puede aproximarse tanto como se quiera (en 
relación a la norma 11 JI') por sumas finitas del tipo (3.5). Sea f' en F' 
con representación dada por (3.3). Podemos aproximar toda J?> por una 
comhinnción lineal finita h}"l de funciones g~l) tales que llh}">ll¡ $ llf;(k)ll;, 
llfi"> - h}"lll; $ €, con€ > O arbitrario. Antes, probaremos que para toda 
función /' y cualquier reprel!entacióu del tipo (3.3) 8e verifica · · 

n 

111'11' $ E 111?>111 · 111Jk>112. 
k=I 

En efecto, 

11!'11'2 = (J',J')'. 

h'(x1;a;2) ~\:j~~¡"i_(4~>iJk~(x;),. 
· ' " ' : .. :, ; ~ ·. 'fa . , . · · , . · . 

· .. ' .. -,-,_~ (k)''· (k) 
g'(x1;x2) :=:=; ¿_;;h1 (x 1 )h~ (x2). 

.. _,_k=l ... 

Es claro que h' es del_ tipo (3.3} y ,que g; es al mismo tiempo del tipo 
(3.3) y' (3.5), lo cual p{1edc verse por el desarrollo de In.~ funciones hl"1 como 

·combinaciones lineales de g~•). Sea M el máximo de todos los números ll!i"> 11;, 
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obtenemos 

llJ' - u'll' $ llJ'- h'll' + llh'...,. u'll', 

11!' ~ h'll' E ll!Ai:>(:z:1) -h\kl(z1)]!Jkl(z2)ll' 
k=l. 

$ t llf1(kl ~. h\k~ll1" n/Jklll2 
. k=l.':, 

$ t~~·· 
k=l· 

,nMe, 

F,iuahuéntu obtcuer;i~~ 

'O·> Uf'- g'll' :$ 2nlv/e, 

lo cual pnwbf, '.~u4t,r•~.-~e~~'.6~1(' 
. ,_,,.,_. --:,~·,'.''.'.(f:\·~~.f~::_'.[~:~;~: .. :~~"--~:~ .. --.·. ".' .... ' ... ·-· 

Lema 3;3.5.; La adse F;: p~see 11úéleo reproductivo. 
':;"' ·' - ,_ "-·~~· --- -· .. - . . . . - -. 

o 

Lti. p~·u~b~ de 'íiiitti '1~ii1~ yí~ 's~ l;a <l.ido e;1 el segundo resultado expuesto 
·en esta secci611::Eií'éfecto;'.:1iara (:r.1,:Í:2)E'.E', la desigÚÍlldad (3.7) tiene la 

forina· · · /-;~ ' 'i .·_. · 

·;:> iJC:z:;,x2)I $(K1(:z:1,z1)J112 llJll: 

La funcionáif~.f(i¡~:z:2) es ncotada, y por tanto continua. De donde se 
dcsprenrlc In mdstcncin del mícleo rcprocluct,ivo. 

Entonces F' tiene por completnción ·el espacio ele Hilbcrt F con n1íclco 
reproductivo., Finalmente exponemos el siguiente enunciado. 

Teorema .3.3.L El míclco reproductivo ]( : E' X E' --> e de F tiene la regla 
K(x1, :z:2, yj, Y2) = K1 (:z:1, Y1)K2(z2, Y2). . 

Dem~straci6ri .. Primernmcótc; si (y1, y2) E E', entonces 

K1(·,y_1) É F1 .· y K2(.,Y2) E F2. 

siendo ndiJ1;uls .difcicut~ de cero; ·Con lo cual 

: K(:,.,y1,y2) ,;;."J(j(-;yi)K2(.,Y2) E F' ~F. 

En scgii1{do lugar, parn Ul;ll r;u;~ión f E F, f = Er..1 :¿:;:l Ok,19to~. 
considere~os la sucesión ¡,;,,,;, E~=I 2:7=1 i'.rk,t9f9~· Entonces, si (:z:i.x2) E 

73 

- --· ---- --·--------------------



E', 
n n .. 

L L ak,19~(x1)g~(x2) 
k=I l=I ·. .. '·· 

n ·. 'n .". " .. :... .·· :--

LL((Yk,ÍY~('),}(1(-.x¡))¡ (g~(·), K2(., x2))2 
k=l 'l=l -:,.-'.':•,·;<··/,·:,/t.' 
· n ... n" .. >.'.:'·'..'·!t<{'.<.;- "·.·.· .· ·-_,. ; .. ~ , 

- .· 'E 'E<~~;;,qf('.~.<M). ~1 (., x1)K2(·; x2))' 
. k=l t-1 ·:·. . '.'\¡"'. . : 'f• 

. <i,;(-,:), K('., ;;ii;~·;xd))'. O 
,' •,,. • •: .,...,•,•; :,· ' ·,.'A•' • '··\. 

<·t :·1/:: 

Tomanclo lfmiLe, f(x1.~2)= <}(', '.j,K(:~ ., x¡,x
2

)). 

Etlto prneba la p1'opie<lacl reprocluctiva ele ~ .. o 

Cuando consideramos las restrici6~ al conjunto Eo de E'. de los element~ 
diagonales (:r., x), entonces la matriz K 1 (x, y)K2(x, y), para (x, :r.) y (y, y) en 
E0 , es el núcleo reproductivo de la clase de funciones en F restringidas a E 1. 
De ahl que efectivamente el producto' K 1 ··K2 e8 una matriZ po8itiva. 

Teorema 3.3.2. El núcleo K(x, y) = K 1 (x, Y)K2(~,y) ~s ~l ·n~~l~o reproduc­
tivo de la clase Fo de la restricci6n de todás las funcione8F cil conjunto' diago­
nal E 0 • Pam cualquier restriccion fo, llfollo = niin {linll : g E 'F Y 'g¡Eo = fo}. 

Observación 3.3.1. Sea {uH un sistema corn;le~~ ~'f"t~rtonnal numerable 
en F 1 • Entonces toda .función fo E Fo es. rcpresenta~lé como una serie 

eo oO ~ ... '-··,_ 

fo(x) = L:J4'<x)gf(x), f; E F2, E11m1~<00. 
k=I k=l 

Sobre todas las representaciones de f existe una y solo una representación 
que minimiza la suma ¿;::1 llfJklll~· Este mínimo es igual a 11!11 2 • 

Podemos aplicar el 1íltimo teorema a la clase F y sn conjugado F. El 
producto de los mícleos correspondientes es IK(x, y)l2 = K(x, y)l<(y, x) y la 
clase correspondiente puede obtenerse de la observación anterior. 

3.4 Límites de núcleos reproductivos 

Ahora consideremos una sncesi6n { F,, }n~ 1 de espacios de Hilbert de funciones 
clefinicl11s sobre los conjuntos {En},.~ 1 , rcspectivmnente. Sen además {K,.}n~l 
la sucesión de respectivos núcleos reproductivos. Nos interesa saber si tiene 
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sentido hablar del límite de. la· sucesión de núcl~ r~prod~cÚvoo;. y. ~i es aiií, 
nos preguntamos si tal límite es también n.r., y cobre cuál clase' de. funciones.' 
Podemos considerar dos casos. . . . · . . . . · . 

Caso A. Sea {E,,} una sucesión creciente de subconjuntos, esto es E,¡ s;; 
00 . 

E,.+ 1 para Loda n 2:: 1, sea E su unión (E= LJ E,.) 
n=l 

Ahora si /,. E F,., entonces param :::; n denotemos por /,.,.., Ja restricción 
de fn al conjunto Em C E,. (i.e. fnm = fnlEm)· Supongamos también que 
las clases F., forman una sucesión decrecienle en el senlido de que /nm E Fm 
para toda función /,, E F,, y para todo par de números m :::; n. 

Finalmente supongamos que la sucesión de normas {11 • lln}n2:l definidás 
en F,, forman una sucesión creciente en el sentido de que 

sim:::;n, (3.8) 

para Lodu /,. E F,.. 
No excluimos el caso en que todos los conjuntos E,. son iguales, E 1 = 

E2 = · · ·. ;= E. Claramenle, en esle ·caso /nm = /,,, F,, C Fm, y, según 
el Teorema 3.2.4, basta suponer la existencia de K 1(x, y) para deducir la 
existencia.del rest'o de los núcleos K., y obtener la propiedad K,, «Km para 

' ·:.. ... . '· 
m<n. .. .• .. . .... . . 

En el caso generaUntr()ducimos las restricciones Knm de K,, al conjunto 
B,,. (m $ n). Por.el;'I'córe~O.Úl:l; K.,.,. es el núcleo reproductivo de la close 
F.1m de todos las rciítricciones fnm para fn E F,,. La norma en F.1m está dada 
por . ,' :·~;(. 

~In :::~~~1~~\;i~~l~:~I::.~:, wn r,. ~ J,,,,, 

y , por el Tc6;e1~~ ~.2'.,( , ;. ;;;,. ~- .. 
·. •· '' •<,/K;.~ <.<. l(,,., ... m < TI. (3.9) 

Ahora, sea Fo la ~¡¡i_~~;~cl~¿; f1~~~l~nes: en E tal que . si fo E Fo entoncrs 
la restricción /o .. ,= /ole~ •'pér_t'enocé a F. .. para toda n 2:: 1, y la sucesión 
{11.fonlln}n>t es aco.tada> Es fáéil.verilicar qué la clase Fo es una clase lineal. 
Es claro q"i!e la función:riuia pertenece aF0 ; por tanto Fo es una clase no 
vacía. .. ·. · .. . . . . 

Lema 3.4.1. Se1Lf0 E.F~. La eip1~~~ó11. 
11/oll~ =' li~ . ll/o.~11~. . . n-too ,, 

(3.10) 
.. " ' 

donde fo,.= /ols. paru toda n 2: 1, déJ.ine una rwnna sobre liQ. 
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Demostmció;;,; • Se~ f~ e Fo~ P~imero, 'pai:a 71 ·~ · m;. se tiene que f0m = 
f(on)nu es decir, la restricéi~n 'deJd sobre§,,; eS igual a la restricción de fon 
sobre Em mismo. Entonce¡;_ ; . , :_;;< \ :;;;: . 

. ; .:,:;ff ~·;: ~·: •: :;';>;: . . ... ,. • . . 

· .·:.·.·\; .. ::·•'.x):d16~!1it·~z; 1~~ll?;'..·. 
Por ello. {il!anlln},;>1·\eii·iuná)ucésiónfde'núíneros reales creciente y por 
hipót;csis cil tnmbiéñ neotnda)\lílego"e:iistc áillímitc (real no negativo). En 

taJ caSO eB. posib~c, d~~~j;~ ·~iiil:·~)~1;::t~tn¡!~('. ', · . 
. ; J:: 'C}llf¿ll~'~j,uffi•llJ~ll~; 

·: .· · '.: .:::.. ::: -<.:, ~~::~.' .. ;.:: ~;:¿~:~\:~;;j~'.!;¡70°;:~ ~·~!.F·~.~·~ _._/ :· 
Lus propiedades de norma'se sigue1i'(le·fo¡.ma inmediaLa; O 

.... > ,•, . ·· .. :.'.jl;;~:.~J,;,-:;;,,~::.:. · ... '···.· ...•... 
Lema 3.4.2. Sean fo y gf, 'fun<:iories ·e71·'F0;;, La exp1·esión 

,.'";.-:·", '" ·:_,,_.;-:· .. _,;" ~:::·-i:"·'h":.'..,· 

(3.11) 

donde Jan = folEn y g~, ==' aolEn para toda 71;:::: 1, define un producto interior 
.•oln-e F0 , cupanorma inducida es (9.10). 

Demostmción. Se.a fo y g0 funciones en Fo. Las propiedades carac­
terísticas de producto interior son satisfechas por esa expresión y es inmedi­
ato que (/0 , fo)= llfoll· Debemos probar que efectivamente existe este límite. 
Tenemos que 

llfo., + Y0ni1~, 
Ilion + iuanll~ 

llfa.,11~ + 2Rc(J0n,g0n)n + 1lu0nll~ Y 

ll!anll~, + 21111(J0n, U0n)n + llu0nll~ .. 
para todu TL ;;:-: l. Entouces las sucesioues {Re(fo,., 000 ),.},.;::1 y {Im(Jo .. , g011),.},.;::1 
sou convergeutcs. Es decir, 

(/o, Yo)o = ,!~(Jan, go.,),., 

existe. o 

Lema 3.4.3. Con el product~ (9.Íl) y la nornia (9.10), el espacio Fo es un 
espacio de Hilbert. · ·· · · · · ' 

. , . :,. :;: . >• : e") e, : : .:. . . 
Demostmción; Sea {!0 "},,;::i uná snccsi6n de Cnnchy en Fo. Sen 1 ::;; 

l < k, entonces,' Parª toda n, rn ~ 1 <" ' ... ··' 

"¡¡/J¡;•>-- JJklllk ~ IJf~n) ..:_:f~')l11 S llJJ"'l - JJ;•) llo, 
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de ahí que UJ;»n;,:1 es sucesión de Cauchy sobre Fk~ S~~gok .E 'fkJa función 
a la cual converge ésta sucesión sobre Fk•. Definimos,éntoné:cs:go sobre E 
como la función tal que oolE. = 9ok para toda k 2::.L7 •·. :,·: ·· · 

Ahora bien, para k, m ;::: 1, ', · .• :\'. .. · .. ;•.:.,::··.•'.'" 

llaokllk $ 111J;;»11k +uíJ;fli:~ci;;'1í~~;)/ ". 

y por ot~:.¡parte _ . (m). . ·. (n),.: 'jc~~.;~;,r/.~3;'~)~~~~ <~» 
lllok - Uokllk - hm llfok - Íok llk,$d1m .llfo:: ,-::;.fo; llo, (3.12) 

por t.ant.o n-.oo . ·. . · ... ·.- 7"~fü~~.iJ¡~,'~·~t .. ·:¡;:r:, . .·. .·. 
11 11 

< 11 '(m)ll + lim· 11 '(m) ~ ,c;.)~l.l 1 ;<.:··:'1'·1•;¡~)"1'1·i;~:,:/li:~m'' .•. :'1'1 .. ,(,;.j...::; :r(n)l'I· . 
90k k - JOA· k. JO , JO ' O - JO·:" O .... ·· · JO · . JO. O• 

. tl-+00 . : ·.: :'_ .. ·:\·:;.;·:/:· ~~.:[;f<:-'./~'~.\},~~~t:.·~ ':\1:~-~~::\::'.· :~-'.::·_.-' ,·, .. ·-
Entonces .. { llaok llk} k> 1 es . una súcesi6n/dé ~ niíffier'os''reales no negativos 

creciente y acotada. Se -sigue qu~ lim,;~;;:;119lliill;f~.eXistc:i\'. i ,: : ; · •· •. ···· .. · 
Por otra parte, sea m ;::: L. É{cI#ó'q\1i~Jcic~~I)ll;:> ;,;J;i> p~a toda 

k ;::: . l. Entonces, dado que llJJ;:'>, .:::: íÍo~ll~·;:;:,o f¡11¡J;;» ·,::: ao(~+1>li. llk = 
lllock+1>I~> - ao(k+1>IE.llk .-+.o•i:u~C!o;mf8'.66;'eritóiíc~aoÁ:'~. aock+iJIE. 
para toda k 2:: l. .. ·. . : ; : ~:·;:;• j;';!,:,}~{'f'' ¡)' .'·';/ \', / ; : ... · ·· . 

Todo lo anterior muestra que oo;!'=;fo· /' ;' >/. 

,,, .: .. :::1~i~:·:~;¡;~1~i¡~~~~:~~1!1J;1 
- 1J·;11,, 

. ,, .. ·-" :,d1m•;jl/J,,~.,,.:!1ollo 7_0, 

~: ~::j~i~1.~~,*~.f'~~~{,·~~R];;,n ;, '" ~~ 
Lema 3.4.4. Ú~~ric~·~d~ Hil~~~·p~·:;a;~e~riticleÓ ·7.~~1vductivo .. 

Dem~sÍ~~Ún.Si'foE.Foy,1/:~:É;~~\.~n~~~'ebst~k tal que.y E Ek, y 
en este caso fo(Y) ~ fo.,(Y) para,todá'n ;::: k. ··Las clases F,., n ~ k poseen 
núcleo repro<luctivci K,., éiitoúce8' 

lfo(Y)I = lfo,.(Y)J $ M11llfo.;lln para alguna M 11 > O, 

por 1,nuf,ci, sin -t cxi, 

· 1fo(u)I $ M11lllollo· 

Entonces F0 posee n(1¿leo reproductivo. 

Llamemos Ko ul mícloo ele F0 • 
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Teorema 3.4.1. Ba}o los ariteT'iorns supuestos sobT'e las clases Fn, los núcleos 
Kn conveT'gen, para toda x~ y en E, al núcleo Ko del espacio de Hilberl F0 • 

Observación 3.4.1. La conve1'gencia de Kn a Ko se entiende de la siguiente 
manera. Todo pat• de.puntos x, y en E pertenece a todo En a partiT' de un 
Eno. De ali{ que K,. (x, y). e.qtá definido para n > n 0 , luego debemos probar 
que lim K,.(x,y) = Ko(x,y). 

n-too 

Demoslmci611. Para y. E E1c cualquiera y números k :::; m :::; n se tiene 

llKmk(., Y)~ Kn1c(•, Y)ll% :::; llKm(•, Y) - KnmC.. Y)ll~ . . 
Km(y,y)-Kr.m(y,y) :-Kfl';,.(y,y) + llKnm(.,Y)ll~ 

:::; Km(y,y)- 2K .. (y,y)+llK .. ;,.(·,y)ll~. 
·',·, 

y tla<lo que /,f..~~··.' . 

. UK .. ,,;'(.,y)ll~:::; 1lK,.(;;~)Íli~*2~t:~). 
. . ' .·· . . <-'.·<::·.· ::":.:'>,;:·-··,·,. 

entonces ' 

llKm1c(·,y)- Kn1c(·,y)i1~ :s;Ki(y,,y)-K .. (y,y). (3.13) 

De (3.9) i:m ~igue que Km - Knm el:Í una 1Ílatriz pooitiva. Por tanto 
Km(Y, y)-K,.m(Y, y)= Km(Y, y)-K,.(y, y);;:: O, Y la sucesión {Km(y,y)}m~k 
es una sucesión decreciente de número no negativos. Por ende es una sucesión 
convergente. Ahora, (3.13) también prueba que las funciones Km1cC.. y) E F1c, 
para cualquier k y siempre que m --+ oo, converge fuertemente en F1c a alguna 
función <P1c E F1c. Esto es, 

lim K,,.1c(x,y) = lim Km(x,y) = <P1c(x), 
m-+oo rri-+oo 

pa.ra todo x E E1c. 
Dacio que parn tocio par :r., y en E po<lemos escoger una mímero k t.al que 

:r. y y pertenezcan a E1c, se sigue que Km(x, y) converge y que el límite <Po(x, y) 
no <lcpende de la elección de k. El núcleo K1c es la restricción </Jo1c(·, y) de </>o a 
E1c. Se sigue entonces que Km1c(·,y), para cualquier y, converge fuertemente 
en F1c n. <Po1chY) perteneciente a F1c. De (3.13), haciendo n--+ oo, 

llJ<m1c(·,¡¡)- </Jo1c(-.Y)ll% So Km(y,y)- <Po(y,y); 

ll<Po1c(.,y)i11c :::; ll<Po1c(·,y) -K,,11c(-,y)i11c + i1Krrlk(-.Y)i11c 
:::; [K,,.(y,y) - <Po(y,y)] 112 + llKm(·,y)llm 
:::; [K,,.(y,y)-,Pn(y,y)¡112 + [K,,.(y,y)]1/21 

y cuando m--+ oo, ll<Po1c(x, y)ll~:::; <f>o(y, y). 
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Se sigue entonces que para cada¡¡ E .E,''q,~(<u), p~;te~CC":e ~la clase Fo 
de nuestro teorema. . . .. ,' ·:":· ~. ~·< . , ,·: . . . " .. " . · 

Ahora probaremos lapropiedad reproductiva para <Po· Para tal efecto, 
tomemos cualquier fo E Fo y"¡/ E E: :. Para: un número n suficientemente ' 
grande tenemos - '·''> :)~>· :--.-.: .,_' · · 

--,,-·: 

/o(y) fo,.(y) . . . ·< ',.: 
(fün(•);K,;h!i)),,', , . 
(!ch;(·), k~(~y))n -F (fci,;(·),K,.(·, y):- Ko;,(·,y))n· 

Cuando. n ~ 00 1 el p;i~1~1' ~r~~uct~ escalar en el últiino miembro con-· 
verge, por la fórmula'(3.11), a (!0 (·),t/>o(·,y))0 • Mientra8 que el segundo 
converge a cero; en efecto; por Ja fórmula (3.14) (con k = m = n), es en valor 
absoluto más pequeño que · 

Jlfonll~JI i.;(., 11)- Kan(, u)lln :::; ll!ollo[Kn(Y, 11) ; Ko(11,ii)J1f2
: 

Entonces <Po = Ko:' D 

Caso B. Aho~a ~upoi~~r.i;o~ • ÚiS 1:1iguientes 11ip6tesis, •·. · 

i) {E.} ~i~·~tr~~~~~t~.~37:::: .. 
~,._<:-·c<y{:·"i· ~-<:- \~r(, .·:, ··t . ,,:. ·"' -::·~:·:_.-

Sen.E ~:o·~~w~ríº:~:: :c2> "''\> <~··· 
.-;--:' ~:--"" -. ,,,... '~ , -

ii) Parncada n? 1;'¡;;, es lndasc de f1l;1cioí'Ícs tal qile 

ii.1) Para luda f,,e:F,;·~J'tiiu'~):~~i(~;~\:~.:¡;fa _cm! m =:: n (!,."' es la 
restricción de fn al súbconjúnto:E~dé En)-. 

ii.2) Para toda f,. E j<',./:}":)l;'~·~-~·~N~'{,¡1 )¡; . 

,".ll/n;,.ll;;,\:5Jl!~JI~; si m ;::=:: n. 

iii) Si m ~ n, entonces• 

:~ ~ . --
' •.;';:.-~ -~ ;":·; .· 

.' ... - . ':· ~:. ,-'.'~-~ ~ .. · 
. : .'.·~~::- - -~'. 

I<,.;.i <<Km. 

Si 11 E E entonces {J(~(u~i/)}:f'í ·~ una sucesión creciente de números 
positivos. En efecto, .si 11 É'Ey m.> n, 

Í<.,,(y,y)- k,.(11,y) = k,,~(y,y)- I<,..,,(y,¡¡) ~o, 



-·. .·:·.·. 

pues Knm <<: Km? Luego Úm Km(Y, y) existe pero puede ser infinito. Defini­
mos entonces el conjunto . 

Eo ,;;, ÚJE E 1 Ko(y, ¡¡) = lim Km(y, Y) < oo }. 
· .· . n-too 

···"· 

y snpongamosqne.Eó i 0. ; . 
Definimos también la clase Fo que contiene las restricciones f no al sub­

conjunto E0 de.fnnciones:/,iE Fn, para toda n;:::; l. Ahora, si m;:::; k;:::; n, 
entonces 

11/nmllm :5 llfnkllk, 

por tanto {11/nkllkh~n es una sucesión no negativa decreciente. 

Lema 3.4.5. La expresi6n 

llfnoll~ = J!e!, llfnkll~, 
con fno E Fo, define una nonna sobre Fo. 

(3.15) 

Demostraci6n. En primer término, este límite existe por las observa­
ciones hechas en el párrafo anterior. Solo probaremos que fn0 = O cuando 
llJ.,0 11 0 = O, el resto de las propiedades se siguen de forma inmediata. En 
efecto, supongamos que llfr.oll =O, si y E Ea, entonces 

lfno(Y)I = lfnk(Y)I = J(/nk(-), Kk(-. y))kl :5 llfnkllkVKk(y, y), 

para toda k. Luego, si k -+ oo, ll!nkllk -+ O= lllnollo, de donde se sigue que 
~M=~ o 

Así, de numera ~h~;il~~. ÍÍl prime~º ~~o, la expresión 

·.•.· ··.··· < .'Y<f.~o;9;;o)o:;,, lim Unk.Ynk)k, 
. . . ·~.:.;·.:····.~:·: .. ~, ';j~~-; . . _'.;;;;,:0);.\~f"t~~i." '.~·::,··' . . : k-+co 

define un producto interior.en}(¡. ·Agreguemos la suposición de que Fo es 
completo; aill<¡uc ~# gell¿ral .esto no es verdad. 

Lema 3.4.6~' L~!di~e:F~;~~s~e mlcleo rnproductivo. 

Dci11Ó~t~~4¿;B"'s~~·'Y.~ Eo, hemos probado renglones arriba que 

para toda ffu,)~:;~·~\c~to{~~~(~)~ :l:.llkK(y, y), 

,:1-::t-~;.:·,>;; .:~'.~:: 
lfno(Y)I :5 llfnolloM.,, 

po.ro. algiilló.,'~~;·~~~~go/no t-> f,.o(y) es uno. funcional continua. 
míclco repmductivo: 

'· .... · . .-:· 

Fo posee 
o 

. En efocto, ahora probaremoM que el núciL'O de F0 es el límite de las re­
stricciones · Kno·. 
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Lema 3.4.7. Para cada y E E0 , {i<~(:;y)}~1 e/~,i~ sucesi6n de Cauchy 
re.c;pccto a 11 · llo Bohre Fo. ".·º: ". ,,\ 

Entonces, como Fo es c~~pÍ~t~;-'~iist~ ~na función K 0 ( ·;.Y) en Fo líutlte 
(en norma) de {Kno(·, y)}~1 ; pn~ri: t~da y E E 0 • ' 

-. <:.-·· .. ~ 

Teorema 3.4.2. El núcleo de l~ ci~'e Fo es 

Ko(x;~)
0

=lhn Kn0(x,y), 
'. :-::. _ ·.·: '. n-too 

:"/\ 
para todo par :e, y en Eo .. . · ... , · ... " 

---·' .,, 

Demostraci6n. Seay:'é#cii'.<lf!¿<i.~~ .. I~~oU,y) -+ Ko(·,y) en norma 
sobre el espacio Fo el cual posee· ntícleo i:eJ>roductivo; entonces la convergencia 
t.ambién es puut.ual, estóes(si i:'.e:E~; se)iél1e >. , . . 

C-c', -,· \•-':"'./ . 

. 'Ko(x/~},. f:ní~i!!)~,:ri(~,y~ .. ,'..: 
Ahora bien, tomeuios du~lq~le~/j~J·j.:~'§~'l;~¿ci¡fo~ de Cauchy UJ"l} 

en Fo también, convergente a '/Q; '. Clldi\\tá~~.;·~ 1A'.·\·~t.ri_~ci6n /1<.,o de alguna 
Íkn E Fkn• Por (3.15) existe uriá sucesión cr~ieiifu 'mí < m2 < · · · tal que 

. ·•·. -·.·, ,. •!:Í;f;~\'b'i:;}~Yc~.;;: : 
1 

. 
m,. > 1.,;, 111~m;;11~.;x:.:n1X:o11~ ::; 2· 

~ ··,,~-<-\k;~,;·''~.;~s1~:)~%'it~~·§l(//i-~~~~·: _:_~ 
Por ol.ra parl.c, por lo ya vil:!tó:reug!Onet(ruriba;·se tieue que 

~ · .. ':-~ ;; \:\; ~~·,'1JZ~~¡.,:~~~~-:~~:~~}5:;:~ .... .'· ~: .. 
(fo(·}, Ko(·, v)}~ ,;;-um (f~~(·);K;,;;;~(·; y})o. (3.16) 

Y podemos ~cribir. ·. . .. ~",;'S!:~~~1~;"0,{;~;:.§r,iJ{<%: > -·. ·. 

(/1<.,(-),Kmno(·,y))o_= {/~~~()h<;;~Nu)};; ;\·. .. .._. _. 
[(fk~;,;~(-}, JF,; (:; y))ffl.. 7 (/k~ó(-), Km,;o(-, y))o]. (3.17) 

81 



El término entre corchetes es de la forma ( (g, h)-. - (go, ho)o] para g, h E 
F-. (g0 y ho son IM rcstrirjones de g y h n E 0 ). Est.a es una forma hilinenl en g 
y h y la correspondiente forma cuadrática (g, g)m. -(go, 90)0 = "º"~ -llgoll~ 
es positiva (según las hipótesis y (3.15). Consecuentemente la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz es válida para esta forma y entonces, continuando con la 
expresión (3.17), · 

ll· ··JI :::; lli/kn-.11~-:- 1i/k.01i~J1l2 [11Km.C..Y)i1~ - llKm.o(-.y)1i~J 112 

1 1 ···<12·. 
:::; -llKm.(•;y)li-. = -Km.(Y,y)/. 

71 .. · ..•.. ·•· .·••. <i '. n{'.·\i:L) ..... 
Cuando n ~. oó esta últi!Da'e)cp~esión ci>nyérgea .cero, pues Km. (y, y) -t 

Ko(Y. u) <oo .•.•. Porlo.tantOf(3.I~f~.(3.l7)'sesiguc•~, ··:.•.·•···· .• 

<Ú·J,~~c:.~~f l{~~~~j~~~~~~!¡~~~~f ;, .. M 

1a cual es 1it p~pi&l~ rc~~~<lu~tiva ~ara .K~: o 
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Epílogo 

Finalmente, a manera <le epílogo, pretendemos mostrar in<licativamente que 
1111a de las más ingeniosas direc.ciones en que los núcleos reproductivos han 
tenido aplicación, es en la teoría de las probabilidades. 

En la última parte del primer capítulo habíamos ya establecido el sentido 
de la terna (!1, :F, P), llamado espacio de probabilidad, así como de otros 
conceptos probabilísticos como el de esperanza. Ahora bien, si consideramos 
las varibales aleatorias (frmciones reales :F-medibles sobre !1) X 1 ,. • ., Xn, es 
posible que exista uu vector ¡t <le dimensión n cuy1111 componentes son los 
números 

µ¡ = E(X;) =L X;dP, 

con i = 1, .. ., n, siempre que tales mímeros existan. Dicho vector es conocido 
como vector esperanza. 

De igual modo, es posible que exista una matriz cuadrada K de dimensión 
n cuyo componente genérico es el nú~mero: 

a¡; = E((X1 - ¡t1)(X; - ¡t;)) 

= L (X; - µ¡)(X1 - ¡t;) dP, 

llamado covarianza de las vmibles Xi y Xii con i,j = 1, .. .,n, siempre que 
tales mírneros existan. Dicha m11t.riz es conocida como matriz de couarianza.q, 
Habitualmente, cuando i = j usamos la notación a¡; = a'f y tal número es 
conocido simplemente como 11arianza de la variable aleatoria X 1• 

Una condición necesaria y suficiente para la existencia del vector ¡t y la 
nmf,riz /(es qnc r.adtt X 1, i = !, ... , n, Hcn cmulmdo int.egrnhlfl. Si f,a) es caso, 
es fácil observar que K es una matriz simétrica, y si además a'f > O, para 
toda i = 1, .. ., n, entonces J( también es una matriz definida positiva (en el 
sentido estudiado en la sección 2.4). 

Bajo estas condiciones, si llamamos T,. = { 1, .. ., n}, y abusando de la 
nota.ción, es posible definir 111 función K: T,. x Tn -> IR como K(i,j) =u;;, 
i,j ET,,. De modo que, seg1ín lo visto en la sección 2.7, H(K) es el espacio 
vetorial euclídeo du dimensión n con el producto punto (x, y) = xt K- 1 y. 
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Por lo tanto 

P[(X1, ... Xn) E H(K)] =l. 

Ahora, si consideramos un conjunto de índices T arbitrario, entonces un 
proce.•o e.•tocá..•tico sobre el repacio (!l, .1'", P) e.q una 1mcreión X = { XthET 
de variables aleatorias definidas sobre dicho espacio. Además, si w E !l 
llamamos trayectoria de X en w a la función X.(w) : T -7 IR. 

Y en forma análoga al caso finito, si Xt es cuadrado integrable para toda 
t ET, entonces decimos que el proceso X es de segundo orden, y la función 
K : T x T -7 JR, dada por K(s, t) = ª•t es una matriz definida positiva 
siempre que a'f > O, para toda t E T. Esta función es también conocida 
como la matriz de covarianzas del proceso X. Del mimo modo, el vector Jt 
cuyos elementos son los números Jtt = E[Xt], t ET, es conocido como vector 
esperanza del proceso X. 

La preg1mta ahora es si 

P[X E H(K)J = 1, 

o todavía más, si existe alguna otra matriz positiva R : T x T -7 lR tal que 

P[X E H{R)] = 1, 
· .. -.... ·-'-:,,,.._.·;,,.:··.-

y bajo qué condicicmeaes posible afirmar tales resulta<los. 
Parzen1 rimcstra que·, .. · ·. · 

.. P[X E H(K)] = 1, 

es falso si no se verifican dos condiciones, a saber, que Tes un espacio métrico 
separable y K es continua sobre T x T. 

Kallianpnr2 nmest.ra que Ri X es un proceso Gamisiano3 , y Res una matriz 
simétrica continua sobre T x T entonces 

P[X E H(R)] = 1 ó P[X E H{R)] =O. 

Finalmente, Driscoll4 muestra que si X es un proceso Gaussiano cuyas 
t.rnyectorias son continun.q sobre T (donde Tes un espacio mét.rico separable), 

1 En el trabajo que también menciona Driscoll: Parzen, E. "Probabilit.y functionals and 
roproducing kerncls Hilber spaces". En Time Series Analysi.'l. pp 155-1!1, M. Rosenblntt. 
Ncw York: Wilcy 1963. 

2En otro trabajo igualmente usado por Driscoll: Kallianpur, G. "Zcro-one laws Cor 
Gaussian proscs.'<CS". En 7hmsactions ofthe AMS. Vol 149 (1970), pp 199-211. 

3E:d;o t~, pnrn cn.dn mí mero fiuit.o de v.~:t.or~ Xt,, ... ,X, .. , l.¡ E T, i = 1, ... , u, el vect.or 
(X1¡ 1 ••• , Xt .. ) tiene distribución normal (o Gaussiana) n·variada 

4Driscoll, Michael F. "Tho ruproc.lucing kernel HilborL space structuro of thu sample 
paths of a Gaussian proccss". En Zei~'8chrift fur Wahr.•cheinlichkeitstheoric und ver­
wandtc Gcbictc. Vol 26, 1973. Págs 309-3016. 
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y si R es una ~at~Íz a2nétricad~finida positi~yc~nti~1ua sobre T x T tal 
que JL E H(R); e11tcmces · , .·. . · · ·' 

P¡x-..~'·f{c1l)t= 1 6 · P!A' ~ HCR)J =o', · 
8C!,'1ÍI1 8i eI riúri~eI'~ H '. 

., .... :.:_ ·,.~· 

·~· , T = sup tr(KnR,.), 
uEN 

es finito ol;tl¡nito, donde To= {t1 , t¡, ... }es un subconjunto denso numerable 
de T,'Kn y Rn son !ns rcstricioncs de K y R, respectivamente, al subconjunto 
{ti, ... , tn}21 para toda n EN. 

Driscoll descubre, de esta forma, condiciones necesarias y suficientes que 
determinan si P(X E H(R)] = 1 6 O. Pero llama la antención que en la 
prueba de que P(X E H(U)] = 1 bajo la considerqación de que r < +oo, 
Driscoll no haga nso de la hipót.P.Sis de qno el proceso X P.S Gans.'liano. 

Recientemente, Lukié y Beder (en (6]), observaron este hecho, y han lo­
grado dar nna generalización de este resultado para procesos más generales. 
En su extenso trabajo, las hipótesis de Driscoll son sustituidas solamente por 
!ns hipótesis H(K) ~ H(R) y ¡i, E H(K), no requiriendo suposiciones adi­
cionales para el proceso X, las mat.rices K y R (excepto que sean definidas 
positivas, por supuesto) o el conjunto T. En caso particular de que el pro­
crno X rn Ganssiano, so tiene, on ofoeto quo si P[X E H(R)] = 1 ent.oncOR 
T < +oo. 

En el caso general, estos probabilist!IS prueban, bajo las suposiciones 
mencionadas en el párrafo anterior, que oxiste una veIBiún Y del proceso 
X (esto re, un proceso ORt.ocá.'lt.ico y = {Yi}1co7' tal qno P[Y11 = x,¡ = 1, 
para toda t E T) cuyas trayectorias están contenidas casi seguramente en 
II(R) (es decir P[Y E //(R)] = 1) siempre que r < +oo. Y que bajo otras 
rest.riciones, que no es posible mencionar en esta tesis, se tiene en efecto, 
que P(X E H(R)] = l. La prueba está baso.da en los ideas que Driscoll 
había dado ya en el trabajo que ya mencionamos, y el soporte lo aporta un 
descubrimiento fundamental: Cuando H(K) ~ H(R), y H(R) es separable, 
entonces el operador dominante L ele) qne hablamos en la sección :J.2 t.iene 
la propiedad de que 

r = tr(L). 

Lukié y B1..'<ler so apoyaron en diversos trabajos previos que ya habían 
t.oc,rulo el tema de los pro¡,esos estocásticos. De ORt.c modo, son bastas 
las consideraciones qne hasta ahora ha tenido el núcleo reproductivo en el 
desarrollo teórico ele los procesos estocásticos. Por lo pronto nosotros 
conclnimos este trabajo, dejando para venideros tiempos In investigación en 
estos ámbitos. 
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