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Prefacio

En esta tesis prelendemos revisar de forma general, los aspectos principales
referentes a ciertos objetos matematicos, los cuales extienden la ya de por si
fecunda teoria de los espacios de Hilbert. Es entonces comprensible que la
cstructura de este trabajo presente en primer término, una revision mas o
menos profunda de los conceptos fundamentales de los espacios de Hilbert.
Con eostos antecedentes tedricos, podremos ontonces transitar de manera
detallada dentro de los siguientes dos capitulos, en la construccién del ob-
jeto que nos interesa, considerandolo como un tipo més de niicleo (o kernel),
llamado ademds reproductivo, debido a una propiedad que le caracteriza.

Sin embargo, el tratamiento matematico del primer capitulo no sera
meramente informativo, sino que encontraremos una aplicacién en la teoria de
las probabilidades (concretamente, en el concepto de esperanza condicional)
de los principales resultados tedricos analizados. En cuanto al segundo y ter-
cer capitulos, como hemos dicho, el trato serd un tanto exbaustivo, sin llegar
a ser completo. En realidad, hemos considerado més provechoso detallar el
analisis de los aspectos fundamentales que componen toda la teoria del micleo
reproductivo, que la revisién extensiva, aunque poco profunda, de dicha
teoria. No obstante, con esto hemos tratado de abrir una pequefia brecha
para posteriores trabajos, donde no sélo se extienda la teorfa sino sus posibles
aplicaciones.

Aqui, sélo mencionaremos que una de las mds ingeniosas y iitiles aplica-
ciones ha surgido precisamente en la teoria de las probabilidades. Los traba-
jos de Driscoll ! y Lucié & Beder ? son solo algunos de los que se desarrollan
en este tenor.

Cabe decir también que cl primer trabajo de investigacién original del
niicleo reproductivo en su forma abstracta, Theory of reproducing kernels de
Aronszjan®, de donde se basa esta tesis, tuvo sus origenes en ciertos principios

'Driscoll, Michacl, Estimation of the mean value function of a Gaussian process,
tesis doctoral, Universidfad de Arizona, 1971; y del mismo autor, The reproducing
kernels Hilbert space structure of the sample paths of a Gaussian process, Zetschrift fiir
Wahrscheinlinchkeitstheorie und verwandle Gebiete, vol. 26, 1973, péginas 309-316.

2Ver [6).

3Ver [1]. En general, la teoria del niicleo reproductive gira en torno a un problema
bédsico que serd planteado a partir sel capftulo dos, de la presente tesis



matematicos referentes a las ecuacaiones diferenciales e integrales 4. de esta
manera, las aplicaciones pueden también extenderse a estos 4mbitos.

‘En los trabajos de Zaremba, Mercer, Moore y algunos otres. Ver las referencias
bibliogréficns de Aronszjan ({1}).

iii



Capitulo 1
Espacios de Hilbert

En este capftulo abordaremos, de manera esencial, la principal herramienta
nsada en esta tesis: los espacios de Hilhert. Partiremos del concepto de es-
pacio vectorial, introduciendo después un tipo particular de funcién llamada
norma (sustentado en el concepto fundamental de producto interior). De ahf
impondremos condiciones de completez que definen propiamente un espacio
de Hilbert. Analizaremos las propiedades algebraicas y geométricas funda-
mentales, finalizando con una aplicacién directa a los espacios de funciones
Ly, y al conceplo de esperanza en cuanto a la teoria de las probabilidades.

1.1 Espacios con producto interior. Espacios
de Hilbert

Definicién 1.1.1 (Espacio vectorial). Un espacio vectorial o lineal
sobre el campo F (C o R), es una terna (X, +, ), donde X es una coleccion
de objetos, y las operaciones + : X x X — F llamada suma de vectores
(denotaremnos » + y en lugar de +(x,y)), y » : F x X = F lamada producto
escalar (aqui usaremos Az en lugar de «(A,z)), satisafacen las propiedades
siguientes,

Al) z+y=y+z
AZ) (z+y)+z=z+ (y+2)
AS8) Erziste unve_ler“nm‘ltyo 0eX tal que 0+ = =z + 0 (neutro aditivo).

A4) fE"zisgc'z :uﬁ_;”ele‘r»ﬁelntro —z € X tal que ~z + z =z + (—z) = 0 (inverso

M1) (M)z = Mpz) = p(rz).
MQ) Eziste1 € X tal que 1z =z (elemento identidad).

1



D1) Mz +y) = Az + M.
D2) (A4 p)x = Az + pz.
A los elementos de X los llamaremos vectores.

Nosotros usaremos simplemente el término X, a menos que se especifique
lo contrario, para referirnos al espacio vectorial (X, +,+) sobre el campo es-
calar F.

Definicién 1.1.2 (Subespacio vectorial). Sea X un espacio vectorial. Si
Y € X y Y es un espacio vectorial sobre el mismo campo escalar-y-con las
mismas operaciones (de suma y producto por escalares) definidas para X,
entonces decimos que Y es un subespacio vectorial de X.

Definicién 1.1.3 (Independencia lineal, base y dimensién). Sea X
un espacio vectorial.

i) Decimos que una coleccién finita de vectores {z1,z2,...,Zn} en X es
linealmente independiente si, teniendo un conjunto {a, ay, ..., an}
de escalares en I, la relacidn

oy + gtz + ... + @z =0

implica que oy = 0, para toda i € {1,2,...,n}. Andlogamente, la familia
de vectores {x;}icy, I subconjunto de indices, es linealmente indepen-
diente si cualquier subfamilia finita es linealmente independiente.

i) Una familia de vectores linealmente independiente con la propiedad de
que cualquier otro vector del espacio X puede erpresarse como combi-
nacidn lineal de sus vectores componentes, es llamada base del espacio
vectoriul X. Es claro que cualesquicra dos bases tienen la misma car-
dinalidad.

iii) La dimensién de un espacio vectorial se define como la cardinalidad
de una de sus bases.

Deflnicién 1.1.4 (Producto interior). Un producto interior sobre el
espacio vectorial X, es una funcién {-,-) : X x X — F, con las siguientes
propiedades.

i) Linealidad: {ax + by,z) = a(z,y) + b{z,y), para todo a, b € F y
z,y,z €X.

i) Antisimetria: (x,y) = (y,x) pars todo z,y € X.
iti) {z,z) > 0 para todo x € X y (z,x) = 0, si y sélo six = 0. (Por la

segunda propiedad, (x, z) es siempre un nimero real no negativo).
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A veces un espacio vectorial X sobre el campo resl o complejo con un
producto interior definido, es llamado espacio pre-Hilbert.

Proposicion 1.1.1. Consideremos un espacio vectorial X con producto in-
terior definido. Entonces,
1) (z,ay + bz) = a(z,y) + b(z, z) para tedo par a,b € F(=C o R) y para
todo z,y,z € X,

2) {z,y) =0 para toda z € X, si y sdlo siy = 0.

Demostracion. 1). De la definicién de producto interior,

(z,ay + bz) = (ay + bz,z) = a.(y,a:) + b(z z) = aly, z) + b(z,z)
= a(y,:z:) + 8z, T) z)q a(z ¥y + Bz, ).

2). Para toda z € X‘ 3 que {z,y) = 0, en particular, {y,y) = 0,
entonces y = 0. De manera mversa, si ¥ == 0 tenemos entonces que

(:c,y) (1,0) = (310"0) = 0(1:’0) =
" para todo elemento z de X, m]

En algunos casos, segiin las caracierfsticas de ciertos espacios, no es dificil
definir un producto interior, aquf presentamos solo algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos X = C" (el n-espacio euclidiano complejo) y
IF = C. Para un par de vectores £ = (ay, ...,ay) y ¥y = (51, ..., On), definimos
cl siguiente producto

(z.9) =D aifi. (1.1)
i=1

Sean x, y y z elementos de C", y a, b'en C. . Es claro que az + by =
(acy + b6y, ..., aay + bﬁ,.), y sn z= ({1, ...,'E,.), entoncm,

(az: + by;2> .". ? ‘Z(aa, + bBIE

L) S

azmg + bzﬁ;&

f=1.

a{z, z) + bly, z)-

Ahora bien, (z,y) = 3L, aiff = 31, @i = (y, %). Por titimo, (z, z) =
S it = Y0 |ai]? = 0. De este modo, el producto (1.1) es un producto
interior sobre X = C".



Proponemos ahora una generalizacién de este primer ejemplo.
Ejemplo 1.1.2. Consideremos el espacio
00
X = {(ax.---.a..,---) tan €C, neN, y 3 a2 < 00} .
n=1

Para z = (a4, ...), ¥ = (61,...) € X, definimos el producto
(a:, y) = Z anﬁ;-
n=1

Esta suma converge (segiin la desigualdad de Holder, referida en la Proposi-
cién 1.2.3, paginas més adelante). Podemos probar que este producto define
un producto interior de forma andloga a lo realizado cn ¢l ejemplo anterior.

Ejemplo 1.1.3. Sea X=C({[a,b],C) el campo de las funciones complejas
continuas sobre el intervalo cerrado [a, b]. Definimos la suma puntual de fun-
ciones y el producto puntual por escalares como sigue,(f+g)(z) := f(z)+g(z)
y (af)(z) := af(x). Entonces el producto

b
r9) = / F(@)o@)dz,

define un producio interior sobre el espacio X. En efecto, la linealidad y
la antisimetria se siguen de forma inmediata. Ahora, basta notar que si
{(f,f) = 0, entonces f = 0, pues f es continua; mientras que el resultado
recfproco es inmediato.

Ejemplo 1.1.4. Sean E y F dos intervalos en R. Definimos Ly(FE) como
el espacio de las funciones complejas definidas en E cuadrado integrables,
andlogamente consideramnos Lo(F) y Lo(E x F'). Sea entonces X el espacio
de las funciones T : Ly(E) — Ly(F), tal que u+— Tu, y para toda y € F,

(Tu)y = /E Hz, y)u(z)dz,

donde ¢t € Lo(F x F). La funcién Tu pertenece a Lo(F). En cfecto,

wul < | le s < ( f |t(z,y)|2.u)* ([ IU(x)l’dz)%.

(ver Teorema 1.5.1, pAginas més adelante) entonces,

fiaaweass ([ [ 1@ urdsay) ([ 1uera) <.

4



Es ahora sencillo probar que el producto
(5,T) = / / s(z, Y)t(z, y)dzdy, S, T eX
eJr

es un producto interior para X.

Ahora introduciremos ciertos tipos de fuuciones reales sobre un espacio
con producto interior definido, las cuales pueden tener una interpretacién
geométrica en ciertos casos. Ademss estudiaremos algunas propiedades de
dichos espacios.

Definicién 1.1.5 (Seminorma). Sea X un espacio vectorial sobre un cam-

po escalar F. Una seminorma sobre X es una funcidn || - || : X — R+ tal
que
i) laz|| = lail||=il pare toda a € F y para todaz € V.

i) Prupiedad Triangular: {lz + yl| < |lz|| + llyll pare todo parz, y € V.

Podemos restringir el concepto de seminorma a otro concepto menos ge-
neral, el cual exponemos a continuacién.

Definicién 1.1.8 (Norma). Sea X un espacio vectorial sobre un campo es-
calar F. Una norma sobre X es una funcién || - | : X — R* tal que

i) || - || es seminorma, y
i) ||lz]| = 0 si y sélo si z = 0.
En tal caso decimos que X es un espacio vectorial normado.

Definicién 1.1.7. Decimos que la sucesion {Tn}ny de elementos de un es-
pacio vectorial normado X es una sucesién de Cauchy, si para cada ¢ > 0
eriste N > 1 tal que |z, — 20| < €, siempre que n,m > N. Decimos que la
sucesion {Zn}nz) converge 4  (n — ), cusndo ||zn, —z|| = 0, siempre que
n — 00; y si ademds x € X, entonces decimos que {,}.>1 €s convergente
en X.

Es fécil verificar que toda sucesién convergente en X es una sucesién de
Cauchy. Sin embargo el reciproco no es cierto en todos los casos, pero cuando
asi sucede X recibe un nombre especial.

Definicién 1.1.8. Decimos que un espacio vectorial normado X es com-
pleto si toda sucesion de Cauchy en X converge en X.

Supongamos que X posee un producto interior y consideremos la funcién
lle) = (G, 2)2, = € X.



Proposicién 1.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sea X un es-
pacio vectorial con producto interior. Entonces,

[z )| < ll=ifyll-
Demostracién. Para toda a € F, y para todo par z,y € X,
0 < (z +ay,z +ay) = [l||* + &z, v) + aly, z) + lal*|ly]”. (1.2)

Supongamos que {y,y) = 0, entonces, y = 0 y |ly|| = 0. Ademés (z,y) =
0, lo cual implica que |{z, y)| = 0. De esta manera,

0= =z, y)! < llzllllyli =0

Ahora supongamos que (y,%) > 0. Entonces ||y|| > 0 y si en la expresién
(1.2) sustituimos a = —({z, ¥)/(y,v)), tenemos que

2 2
0 < ”z”2_2l<z:y)| +_||(z,y)|]

- llvl? \ lyli®
{(=, 9)|
= [lzfi?2 - D2/
de donde se sigue la desigualdad deseada. a

El resultado aunterior es bastante conocido, y de él se derivan otros resul-
tados igualmente conocidos e importantes enunciados a continuacién.

Corolario 1.1.1. Sea X un espacio vectorial con un producto interior. En-
tonces ||z|| = ({z,x))/?, define una norma y d(z,y) = ||z — y|| define una
métrica sobre X. De tal manera que X es un espacio lineal normado.

La demostracion se reduce a algunos cdleulos sencillos. Tan sélo men-
cionaremos cue esta norma es conocida como la norma inducida por el
producto interior.

Definicion 1.1.9 (Espacio de Hilbert). Si un espacio vectorial con pro-
ducto interior es completo bajo la norma inducida por el producto interior,
decimos entonces que es un espacio de Hilbert.

De aquf en adelante, la notacién usada para un espacio de Hilbert serd
la letra H en mayiiscula y en "negritas”. No obstante, en algunos casos serd
mas til usar como notacién la dupla (H, (-, -)).

Corolario 1.1.2. El produclo interior es conjuntamente continuo sobre el
espacio de Hilbert H. FEsto es, si {Zp}nz1 ¥ {Un}ns1, son sucesiones en H,
tal que z,, =+ T yyn = y, conz,y en H (es decir, sucesiones convergentes
en H), entonces (Tn, yn) — (T, ¥).



Demostracidn. Segin la desigualdad del tridngulo y la desigualdad de
Cauchy-Schwartz, tenemos que

= l(zn -z, 1/) + (zu;yﬂ - y)l
< Kom—z,0) + [(zn,vn — vl
< llzn = il + lzalllizn — vll,

[{Zns ) — (2, )|

A

de donde se sigue en resultado deseado. 0

Observamos que el resultado anterior es valido si s6lo suponemos que H
es un espacio con producto interior definido, y manteniendo la hipétesis de
convergencia en H.

Una propiedad gecométrica importante y cuya demostracién cs sencilla, se
enuncia a continuacién.

Proposicién 1.1.3 (Ley del paralelogramo). Sea H un espacio de Hilbert.
Entonces,

llz +yli? + iz — oli* = 2(llzli® + fiyl*),
para cualesquiera elementos x, y de H.
El teorema siguiente resalta la importancia de la igualdad anterior.

Teorema 1.1.1. Si H es un espacio vectorial normado, entonces la norma
|| - || proviene de un producto interior si y sélo si dicha norma cumple la ley
del paralelogramo.

Una demostracion de este hecho puede encontrarse en [5] o en {7].
Finalmente enunciamos la siguiente definicién.

Definicién 1.1.10 (Subespacio de Hilbert). Sea (H, (-,-)) es espacio de
Hilbert. Decimos que H; es un subespacio de Hilbert de H si

i) Hy CH, y
i) (Hy, {-,+)) es espacio de Hilbert.

Observamos que el producto interior en ambos espacios es el mismo.



1.2 Ortogonalidad y ortonormalidad

A continuacién definimos el concepto de ortogonalidad de vectores y ortogo-
nalidad de subconjuntos de vectores, cuya importancia serd advertida paginas
ma4s adelante.

Definicién 1.2.1 (Ortogonalidad y ortonormalidad). Sea H un espa-
cio de Hilbert. Si para dos elementos, =, y de H se tiene que (r,y) = 0,
decimos entonces que x es ortogonal a y, y usamos z.ly como notacidn.
Ahora, si SCH es tal que (x,y) = 0 (i.e. zly) para todo x,y € S, deci-
mos entonces que S es un subconjunto ortogonal. Y en el caso de que
{lz|l = 1 para toda x € S, entonces S se llama subconjunto ortonormal.
Finalmente, st Sy CH y S, C H son dos subconjuntos tales que 1y para
todo z € Sy, y para todo y € S;, entonces S, es ortogonal a S, (notacién
S]J_SQ).

Un resultado inmediato de esta definicion y de la propiedad triangular de
la norma || - |} es el siguiente.

Proposicién 1.2.1 (Teorema de Pitdgoras). Si {zi,...,Tn} €3 un sub-
conjunto ortogonal finito, entonces

n n
1Dl =D llaall
i=1 i=1
Algunos resultados sobre los espacios normados (y en particular los es-
pacios de Hilbert), requieren la utilizacién de algunas propiedades referidas
unicamente al campo escalar sobre el cual estdn definidos; y en ocasiones,
si se trata de investigar propiedades propias a la norma o a un producto
interior detenminado, se requiere de ciertos resultados sobre espacios méas
particnlares, como R o C. De manera mas concreta, enunciamos la siguiente
propiedad.

Proposicién 1.2.2. Sean p y ¢ un pur de nimeros reales mayores que 1 y
tales que

1
L Y
r q
Entonces para lodo a,b € R,
» v
ab<s @+ Y
p q

La demostracién es sencilla y se omite.
Ahora propondremos la signiente desigualdad, iitil para un teorema que
m4s adelante estudiaremos.




Proposicién 1.2.3 (Desigualdad de Hélder). Seanp y g un par de nime-
ros reales mayores que 1 y tales que

1

1,1,
Pp 1

Entonces, para un par de familias finitas de nimeros complejos {z:}, ¥

{w}iy, se tiene gque

> e < (}_‘, |z.~r’) % (Z |y,»|") %

i=1 j=] =1

Demostracién. Para facilitar la escritura definimos

o= (g Iz.-l")# y o A= (§ 'y"q)%

Ahora, es claro que si a = 0, 6 8 = 0 (esto implica que z; = 0 para toda i €

{1,2,...,n} 6y = 0 para toda i € {1,2,...,n}, respectivamente) se tendrd

que 2‘_111:( %] = 0, de donde se sigue la propiedad deseada. Supongamos

‘entonces que o # 0y B # 0 (es decir, existe k y existe j tales que zx # 0 y
. eﬁmmos un par de nuevas familias {z{},; y {#{}-,, dadas por

\J
Sl =1

i=1

‘Por otm parte, si pnm codn 7 E {1 2, .y 7}, en la Proposicién 1.2.2 hacemos
a= |z§| y b= il entoncw tenernos que

=Pyl
IszJI < — _J_'v

P » q
de ahf :

Z Ix:yi

=1

'eh-'
-alo-l
I
—



Pero
Z lziyul =—s Z |zl
i=1

entonces, finalmente,

n

3 Izl < aB.

i=1

O

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Bessel). Sea H un espacio de Hilbert y
A un subconjunto ortonormal de vectores en H. Entonces

1) 8i {=}, es una familia arbitraria de elementos de A, entonces
n
2 Kl < fll®
i=1

para toda y € H. Y si la familia de vectores {x:}32; C A es a lo sumo
numerable, entonces

o0
Do lw i < lyli?
i=1

para lode y € H.

2) Paru cada y € H, el conjunto S, = {z € A | (J,.B) # 0}, es a lo sumo
numerable.

3) Para toda z,y € H,

ST |<J,x><z )| < llzlllz|l.

z€EA

Dermostrucidn. 1). Seay € H, y {x:}7., C A una familia finita. Esco-
gemos de manera arbitraria n escalares en F (= R o C), digamos a,, ...,an.

10



Tenemos que .

0

IA

v — Zamn

B ‘—l

en puiﬂicuiar,

B o
0% i~ PRSI
S i=1
Ahom supongnmm que {:r;},_,,1 C A. Si definimos t, = Yo, [{v, 2)|?,
entonces' {t,}32;" es una suscesién real creciente, y por lo anterior se tienc
aue tn < Jyl|> para'toda n € N, ie. la sucesion es (,recwm.(' y-acotada, y por
lo tanto {t,.},,=1 es convergente, y ademas

Jim ¢ = Zl(y, z)* < Iwll>.

i=1

2). Seca y un clemento de H. Consideremos la familia de subconjuntos
de la forma S, = {z € A | (y,z) = 1/n}, con n € N. Si existe k € N tal
que Iy es infinito, entonces existe al menos una familia numerable {z:_.,},_l
de elementos en S de este modo, para la sucesién t, = 30, Wy, 75)1% se
tendrd que

kg = ZI(TI»IJ)I =tn,
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pues — k < |{y,z;)| para toda i = 1,...,n. Y entonces {t,}32, es divergente.
Lo cual resulta contradictorio con el punto !) de esta demostracién. Luego,
se sigue que Sy, es finito para todan € N,

Ahora, es claro que Sy = UneN Xy, i.e. ¥ es expresable como una unién
numerable de subconjuntos de cardinalidad finita, por ello & es a lo sumo
numerable.

4). Scan y y z un par de clementos cualesquicra en H, consideremos los
subconjuntos S, y .. Tomamos = en A tal que (y,7) = 0y (y,z) = 0,
entonces |{y, £){z, )| = 0. Se sigue que

F={zeA:|(y,2){z2) £0} S US:.

Pero, por la parte segunda, Sy, U 9. es a lo sumo numerable, por ende K oes
a lo sumo numerable. Digamos que & = {11,12, } (obsérvese como esta
familia puede ser finita). Entonces,

w2z 2) = Z I(u,rc.)(z ).

zeA i=]

Ahora bien, por la designaldad de Hélder (Proposicién 1.2.3) y por la parte
primera de esta demostracién,

1 /n 3
Zw,xe)(z z.>|<(2|<y,z. ) (zl<z,z.~>|2) < lwli=,

i=1

para toda n € N, De esta expresién se deduce la desigualdad descada. m}

Observacién 1.2.1. De la anterior demnostrucidn, la desigualdad de Bessel
puede también enunciarse de la siguiente manera. Para todo y € X,

3 w2 < vl
x€EA

Una coleccién de vectores no es necesariamente un subespacio vectorial,
pero podemos preguntarnos si es posible encontrar algiin subespacio minimo
que contenga dicha coleccién de vectores como subconjunto. La respuesta es
afirmativa.

Proposicién 1.2.4. Sca U una coleccidn de vectores en cl espacio vectorial
H. Entonces eziste un tnico subespacio B tal que

1)) UCB.
2) Si existe B’ C H subespacio tal que U C B?, entonces B € B'.

12



Demostracion.  Sea U un subconjunto del espacio vectorial H.
Existencia. Sea D = {D € H | D es subespacio vectorial y U C D}.
Consideremos el subconjunto B=[\p.,D- Se tiene entonces que B es un
subcspacio vectorial y claramente U € B. Luego B verifica la propicdad
1). Por otro lado, si suponemos que B’ es un subespacio tal que U C B?,
entonces U € D. Por tanto [pep € B’, s decir, B C B,

Unicidad. Supongamos que existe un subespacio C tal que verifica las
propiedades especificadas en la proposicién. Entonces cono B también veri-
fica dichas propiedacdles, se tiene que C C B C C. Con lo cual B=C. (]

Definicién 1.2.2 (Espacio generado). El subespacio encontrado en la pro-
posicion anterior se denomina espacio generado por U y se denota por

S(uU].
Observacién 1.2.2.

S[U] = {Z oy g€ F, uy e Ui el I subconjunto de l’ndices} .
tel

Segiin la proposicién anterior, podemos deducir que para un espacio de
Hilbert H (y en general para cualquier espacio vectorial), con una base B
de vectores se tendrd que S{B]=H. Ahora, también es ficil deducir que
todo subconjunto ortonormal de vectores diferentes de cero dentro de un
espacio de Hilbert, ¢s también un subconjunto linealmente independiente.
Podemos entonces exponer un resultado que nos ayudarda a encontrar una
base ortonormal para los espacios de Hilbert de dimensién finita.

Teorema 1.2.2 (Proceso de Gram-Schmidt). Sea H un espacio de
Hilbert y sea Y = {u | & € N} un subconjunto de vectores lincalmente
independientes. Consideremos ademds las subfamilias Y, = {y1,...,yn} con
n € N. Entonces, para toda n € N eriste un subconjunto finito ortonormal
de vectores Z,, = {z),...,2n}, tal que

S{Y,) = S[Z.)}.
Demostracidn. Induccién sobre n.

I) Sea n = 1. Entonces Y = {1} y dado que y; es distinto de cero, es
posible definir el nuevo vector z; = >, y considerar Z; = {z1} como una

Han |

familia ortonormal.
Sea a € F. Tenemos que
n
ay — 0||1h"m = allyllz = Bz,

con B = afjy || € F. Por tanto S[Y,] = S[{Z,].

13



11) Sea 1 < n. Para la subfamilia Y,._; = {y1,...,¥a—1} supongamos que

- existe un subconjunto ortonormal de vectores Z,_; = {z1,...,2,-1} tal que

S[Y.-1] = S[Zn_y ] Consxderemos la subfamilia Y, = {y1,...,%} = Yp1 U

{yn} y €l vector 2!, = yn — 3_ii'{Un, zi)2i. Entonces para cada 2; € Zny
tenemos

n-1
(2h12) = (Unr2s) = D (> 2i)20, 25, )
i=1

= (Yny2j) — ('.’szj)"zj"2

= (yn’ zj) - (?/uvzj>

= 0,
es decir 2}, es ort.ogonal a la familia Z,,_,. Y por otra parte, si ||z,]| = 0,
entonces ¥, = )i (y,.,z‘)z‘, por tanto yn € S[Z,,—,]. Ahora, por hip6tesis
de induccidn, yn e S[Y,_1], luego y» puede expresarse como combinacién
lineal de 1, ..., ¥n, lo cual contradice nuestra hipédtesis de independencia.

Se tiene, de tal suerte, que ||z,|] > 0. Sea ahora z, = -—;-’,L- Entonces
n

Zn = Z,~1 U{zp} es un subconjunto ortonormal de vectores. Por otra parte,
si a; € F para toda i = 1,...,n, entonces

n—1

Z O-y- = Z aiYi + AnYn

i=1 : i=1

. n=1 n—1 .
= Sane (z@,n,mz.. N

Por hxpétesxs exlste {ﬂ.

tonces
Z aiyi

i=1-.7"

iy o
Yoier Bizi, en-

donde B; = ﬁj + (yn,2:) paratoda j = 1,..,n — 1y B, = ||z4||. De todo lo
anterior se sigue que S[Y,] = S[Z,,). a

Definicién 1.2.3 (Complemento ortogonal). Sea H un espacio de Hilbert
y S una subconjunto de H. La coleccion de vectores

L={yeH| yLzr paeratodazecS}
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es denominada complemento ortogonal del subconjunto 8. Evidentemente
S1 St

De esta definicién es sencillo probar el siguiente enunciado.

Proposicién 1.2.5. Sea H un espacio de [lilbert. Si S C H, entonces S*
es un subespacio vectortial cerrado de H.

Definicién 1.2.4 (Descomposicién interna). Sea H un espacio de Hilbert
(o un espacio vectorial arbitrario). Entonces

i) Una coleccion finita {M;}}, de subespacios vectoriales de H es lineal-
mente independiente si para todo i = 1,....n se verifica

MM + -+ + Mizy + Mg + -+ + M,) = {0},

donde M+« 4+M;_; + M 4+ - + M, denola el subconjunio cuyos
elementos tienen la forma xy + 22 + -+ + Ti1 + Ty + <+ + T, CON
£; € M; para toda j € {1,2,...,i—1,i+1,..,n}.

it) Si {ML}7, es una familia de subespacios vectoriales de H linealmente
independiente, tal que H=M, + - -+ + M, entonces decimos que dicha
familia formna una descomposicién interna en suma directa para
H. La nolucidn usada es ahora

H=M;®---©&M,.

Como una aplicacién del Proceso de Gram-Schmidt (Teorema 1.2.2) pre-
sentamos el signiente resultado

Teorema 1.2.3. Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio de H de
dimensidn finita. Entonces {M,M*} forma una descomposicion interna en
suma directa para H, esto es, H = M & ML,

Demostracién. Primeramente, deberemos mostrar que M N M+ = {0}.
Sea £ € MMM+, entonces (z,z) = 0 y por propiedades de producto interior,
z = 0. Ahora, es claro que si la dimensién de M cs finita, digamos n, podemos
construir una base finita {z, ..., z,} de vectores ortonormales para M, con
lo cual

n
w= E (z,xi)z; €M,
i=1
para cualquier vector z € H. Entonces, si consideremos el vector
n
Yy=z—w=2z-— E (z,x;)xi,
=1

15



HEA N

(z, Zj) - Z(Z, zi){(Ti, x5)

]

tendremos que para cada z; e {=

)

2 zs) — (2 3 (g m5)
(z,z5) — (z, ;)
= 0.

Esto significa que y es ortogonal a la base de M, entonces y es ortogonal a
M mismo. De ahf que y € M. Luego, z tiene la representacién z = w + y,
conweMyye M.

Lo anterior prueba que H C M & M, pero es claro que la contensién
contraria es vilida. De esta manera H =M ¢ M+, a

1.3 Proyecciones

Un espacio de Hilbert es un espacio normado completo (bajo la norma in-
ducida por ¢l producto interior), entonces debemos tener en cuenta que aqui
se verifican todos los conceptos y propiedades topol6gicas de los espacios
norimmados; entonces no debe caber duda alguna acerca del sentido que deba
ddrseles al hacer uso de éstas nociones a lo largo de nuestra exposicién.

Teorema 1.3.1 (Proyeccién). Sea S un subespacio cerrado de un espacio
de Hilbert H. Para cada x € H existe un tnico elemento yo € S tal que

[l = ol = inf{flz — vl : y € S}.
El vector yg € S se conoce como la proyeccion de x sobre el subespacio S.

Demostracion. Sea z € H.

Existencia. Sea § = inf{|lz — y|| : ¥y € S}. Es posible encontrar una
sucesién {¥n}np1 contenida precisamente en 8, tal que ||z — ya|| — 6 siempre
que n — oo. Ahora bien, por la ley del paralelogramo (Proposicién 1.1.3),
para toda u,v € H,

lle + vl + flu — o)l = 2(llefl® + (|0I), (1.3)
entonces, Si 4 =Yy — T Y ¥ = Ym — T, para un par n > 1 y m > 1, se tendra
Nt + Y — 2‘5“2 + g ~ ?/m"2 = 2|y, — -'5”2 + 2|lym — ‘5”21
lucgo, '
o 1
[l — ym"? = 2flyn ~ 55“2 + 2y — 2:”2 - 4”5(%- +YUm) — -“'"2
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Pero (y,. + y,,.) e S entoncw ||— y,. +y,,.) ,"27> &2, .Por lo tanto

0< flvm - ymll2 < 2l!yn - zII2 + 2|Iym —z|f? — 48?,

y si n,m — oo entonces ||y, — ¥m||2 = 0. Con lo cual |y, — ym|| = 0. De
tal manera que la sucesién {y,}.>1 es de Cauchy. Entonces, dado que H es
completo, existe un elemento yp en H tal que y, — yp siempre que n — oo, y
dado que S es cerrado (i.e. todo punto limite de S estd en S mismo), tenemos
que Yo € S. Ademds, claramente § = ||z — yol|.

Unicidad. Sea ahora ) en S tal que § = |[z — 15l]. De nueva cuenta,
sustituyendo en (1.3), u = ¢ — z y v = yp — T, tenemos que

1
0 < llyo — voll = 482 — 4|z — 5(vo +30)|I* < 0,
entonces |lyo — yhll = 0, con lo cual yo = yj. O

Sobre un subespacio S8 podemos denotar como Ps(z) la proyeccién de
x sobre S, para cada z en el espacio H. Definiendo entonces ¢l operador
proyeccién Pg: H — S, tal que z — Pg(z) para toda z € H.

Lema 1.3.1. Sea S un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Sea
y€S yx €H, entoncesy = Pg(x) siysolosi(z—y) LS.

Demostracién. Primero supongamos que y = Pg(x). Entonces ||z —y]| =
inf{Jlz — 2| : 2z € 8}. Sea z € S y ¢ € C entonces y + cz € S. Ello implica
que

fl = wll? < e -y + ezl
Pero

Nle -y +ezlf® < II== vl

~2Re(z — y, cz),
luego o ‘
el

En particular, si ¢ = b{z — y, z) conbe

Pz -y, 2 y
ademds BRI

(z - yy_cz) :

(cz,z—y) =clz;z— y), i
b=y —y)
Wz —y,2){(z —y,2)

bl(z =y, 2))%
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Por lo tahﬁo'éRb(:c . 7 Y, al suerte lqué'
' ‘ (6 : (1.4)

para todn b € R
Tenemos ahora dos casos.

Y por (1.4),
luego

Entonces (z—y,2) = 0 s decnr (:r: - y) K :

1) Ahora supongamos que Ilz" = 0 (es decnr z= 0) De forma inmediata
se tiene que (z —y) L z.

Por la parte 1) y la parte II), (z - y) .L z para toda z € S. Entonces
(z—-y) LS.

Inversamentce, supongmnos que (:x: - y) 1S Sea z € S. Por hipétesis
(z —y,2) =0, por lo tanto Re(:r = J, z) 0. Luego -

lz - yl* ke
' ‘ HL—UW+MZ—UW ZRM&—JJ)
emu-l

~wm

es decir,

entonces,

Ih yH<Hz—4

Ello 1mp1|cn que |z = y||. <. mf{]lz - z|l z & S}. Perocomoy e S
entonces se tiene en realidad la igualdad deseada. ]

De este resultado se desprende de inmediato el signiente lema.
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Lema 1.3.2. 5i8 es un .-):ubéapucio cerrado del espacio de Hilbert H entonces
(z — Ps(x)) L 8. para toda z € H.

El hecho de que (z—Ps(z)) L S para toda z € H cs quivalente al hecho
de que (z — Pg(z)) € S* para toda z € H.

Teorema 1.3.2. Si S es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H,
entonces para toda x € H, existe una tnica representacidn x = y + z, donde
y €8 yz € St. Esta representacidn udnica estd dada por y = Ps(z) y
z=x—y. En otras palabras, H - S & S+.

La demostracién se sigue inmediatamente del propio Teorema 1.2.3 y de
los lemas anteriores.

Finalmente, presentamos un resultado que nos serd de gran utilidad en la
la seccién préxima. '

Corolario 1.3.1. Si 8 es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H,
entonces (S+)+ =S4 = 8.

Demostracién. Es claro que 8 € St+. Ahora, si z € St1, entonces,
segin el teorema anterior, existe y € S (y = Ps(2)) y existe z € S* tal que
z = z —y. Entonces notamos que z € S'+, pues 8 € Stt y StL es un
subespacio de H. De modo que z = 0 (dado que z € St NS4+ = {0}), por
tanto £ =y € 8. Luego S*+ C S+, ]

1.4 Teorema de representaciéon de Riesz

Los conceptos de ortogonalidad y ortonormalidad, son fundamentules para
introducir algunas propiedades, como el teorema de representacion de Riesz,
el cual es objeto de estudio en csta seccién.

Definicién 1.4.1. Si H es un espacio de Hilberl sobre el cumpo escalur F
(el campo real 0 complejo), entonces el mapeo f : H — F lo denominamos
funcional del espacio de Hilbert H. Una funcional f es lineal si f(az+y) =
af(z) + f(y). Es continua en x€ H si para toda ¢ > 0 eziste 6.(¢) > 0
tal que si |z — 2’|} < d.(¢) entonces |f(z) — f(z')| < €; y decimos que f es
continua si f es continua en cada punto x de H.

Teorema 1.4.1 (Teorema de representacién de Riesz). Sea H un es-
pacio de Hilbert y f una funcional lineal continua sobre H. Entonces eziste
un dnico vector y € H tal que () = (x,y), pors toda x € H.

Demostracién. El subconjunto

M={zcH|f(x) =0}CH
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es un subcspauo cerrado de H. La verificacién de este hecho es inmediata

de la continuidad de”f.’
Si M=H, entonces f 0, con lo cual, si denominamos y = 0, se tendra

f(@) = (z,0) =0,

pura toda x € H, y es claro que y es vnico.
Ahora bien, si M # H, entonces existe z € M* tal que 2z # 0, de lo
contrario, es decir, si M* = {0}, entonces dado que M es cerrado

M = M.L.L = {O}J. —
lo cual es irhposible.
Definimos el nimero o = ”—j',f((-:)-)”—.j € C, y consideramos y = az € M+.

Entonces, para z € M, tenemos

1)
(@) = o) = 0= 1)

Tomemos ahora z € M*, tenemos _qué s

de donde se sigue q

1) G
llf(Z)II’(z’ 2)

ad (iue y, entonces f(y) =

Ahom, si anste ™
) f—':‘,(‘!h,yl). Luego

) —((y, v)i ¥y por
(1/1—-/

YY) + (v vn) — (1, 0)
por tanto y =g o L e o
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Definicién 1.4.2. Una funcional f sobre H se dice que es acotada si existe
M >0 tal que | f(x)] < M||z]| para toda = € H.

Teorema 1.4.2. Una funcional lineal f es continua sobre H, si y sdlo si, es
acotada.

Una prueba a este hecho puede encontrarse en {7},

Teorema 1.4.3. Sea H un espacio de Hilbert y f : H — F una funcional
lineal. Entonces f es continua si y sdlo si eziste y € X nico tal que f(z) =
{z,y), para toda y € X

Demostracién. La condicién necesaria es precisamente el teorema de
representacion de Riesz. Ahora, si para la funcional lineal f se tiene que
f(z) = (z,y) para alguna y € X, entonces

£ (@) = Kz, 1)) < l=hliwll
por tanto f es ncotada, y con ello continua. ]
Finalmente, el concepto de funcional puede llevarse a un concepto mds
amplio.

Definicién 1.4.3 (Operador). Searn H; vy Hy dos espacios de Hilbert (o
simplemente espacios vectoriales) sobre el mismo campo F. Una transfor-
macion T : Hy — Hjy se denomina operador del espacio Hy a Ha. Ademds,

i) Decimos que el operador T es lineal si T(ax + y) = aT(z) + T(y).

ii) El operador T es acotado si existe M > 0 tal que ||T(z)|l2 < Mz,
para toda = € H,, donde || - ||; es la norma del espacio H;, i = 1,2.

i} i H; = H = H; entonces decimos que T es positivo si (T'z,x) > 0,
para toda xr € H.

iv) Y decimos que es simétrico si (T'z,y) = (z,Ty), para todo ,y € H.

1.5 Los espacios de funciones L,. El espacio
de Hilbert L,

Con la finnlidad de ilusirar la utilidad de los anteriores resultados, en esta
seccién desarrollaremos de manera muy breve un ejemplo particular de espa-
cio de Hilbert.

Primeramente consideremos un espacio de medida (X, S, ) y un mimero
p 2 1 (aunque se puede clegir un mimero mayor que cero, nosotros restringire-
mos nuestro estudio a la eleccién de dicho nitero p). Definimos el espacio
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L,,(X S, [J.), a veces snmplemente denotndo por L,,, como la farmlm de fun-‘
ciones f X 5 C,*S-medibles, tal que | f|P es /t-mtegmble En qubolos

LP(X,S,u)={f:X—»C : /|fl”d;4<oo}

Es muy fdcil veriticar que los espacios L, son espacios lineales bajo las ope-
raciones de suma de vectores y producto escalar habituales. Para ello basta
tener presente que para toda f,g € Ly:  |f+gl? < (|l +1g])?. Y por otra
parte también tenemos que para todo o € C y para toda f € L,

[ tarvdn= ot [ 1fPde < oo,

por lo tanto af €L,. .
Ahora bien, la funcxén Hellp :Lp — R* dadn por :

= (. lflw)

determina una seminorma para el espacxo L,,, sxempre quep = > 1. En efecto,
es claro que para todoa € Cy para toda f €L,

lleflls = feell 71

Ahora bien, la desigualdad triangular, en este contexto, cs conocida como
desigualdad de Minkowski, y su prueba requicre de un resultado conocido
como desigualdad de Holder, por identificarse como una generalizacién del
resultado expuesto en la Proposicién 1.2.3.

Teorema 1.5.1 (Desigualdad de Holder). Sea p y q un par de nimeros
pertenecientes al intervalo (1, 00) tales que % + }; =1. Si fely, yg€l,,
entonces,

i) fgely, y
i) {1 follh £ USlpliglly -

Dermostracion. La desigualdad es inmediata si ||flly = 0 o llglly = 0,
pucs tendrfamos entonces que [y |f|Pdu = 0 o [, |g|%u = 0, de tal suerte
que f == casi seguramente con respecto a la medida u (lo cual se denota c.s.
[1]) esto es, u({zx € X | f(z) =0}) =1, 0 g = 0 c.s. [u], asi entonces fg=0
cs. 1y 0= Ifglh < Iflliglly = O. Supongamos pues que Iffi, # 0

¥ llglls # 0, para asf poder definir un par de némeros reales, a = W y
p

b= lol . Entonces, por la Proposicién 1.2.2,

\/dl ISP gl
7 lolgle = 2T, * allaly”
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Iutegrahdio AmBos lados de la desigualdad anterior

Wfalh  _ Jxlfglde _ 1 +1

WleNglly ~ W MNalle =2 " a

de donde se sigue

fgli < WFlsllglly.
Lo cual demuestra ademas que fg €L,. 0

Teorema 1.5.2 (Desigualdad de Minkowski). Si f,ge L, conp> 1,
entonces,

0f =+ gllp < W fllp + llgllp.

Demostracién. Observamos que si || f + gll, = 0 la designaldad se sigue
de forma inmediata. Consideremos entonces el caso en que ||f +gllp > 0. En
primer lugar, pm'n p > 1 tonemos q o o .




En la desigualdad (1.5), integramos ambos lados y utilizando estas dos tltimas
expresiones, tenemos,

If +gllE < (1 lls + gl f + gllE.

Ahora bien, p — 1 = (p/q), y como || f + gl > 0, se sigue la desigualdad
deseada. (m}

Es asi como ||-||, determina una seminorma sobre el espacio Ly. Y la razén
por la cual no puede determinar una norma radica cn que si para determinada
f €Ly, se verifica que [| f)|, = 0, esto no implica necesariamente que f = 0 en
X. Tan sélo podemos afirmar que f = 0 c.s. [¢]. Sin embargo, a partir de este
espacio seminormado podemos construir un espacio donde es posible definir
un producto interior mediante la utilizacién de las caracteriticas de || - ||, y
determinar de esta manera una funcién norma que resulte completa, teniendo
entonces en nuestras manos un nuevo espacio de Hilbert. Consideremos un
espacio de medida (X, S, 1), y para algin mimero p > 1 consideremos el
espacio Ly(X, S, 1) correspondiente. Para f,g €Ly(X, S, u) definiremos la
relacién siguicnte

f~g siysblosi f=g cs. [y

Es fécil verificar que ”~" define una relacién de cquivalencia. Podemos
entonces introducir un nuevo subconjunto en el espacio Ly(X, S, i) con sélo
tomar en cuenta para una funcién f determinada en L,(X,S, 1) su clase de
equivalencia

: f={g€Lp|g~f}'
~Entonces “definimos un nuevo espacio —f,,, ¢l cual retvine todas las clases de
equivalencia, es decir

Z}':{flfel‘l‘}'

"'Sobre este nuevo espacio, las operaciones de suma de vectores y multipli-
cacién por un escalar pueden ser introducidas mediante las expresiones

- —— A e—

Ai=f+g v a f=af,
para fy gen L,, y a en C. Es ficil mostrar que bajo estas relaciones ¢l
espacio L, cs lineal.
_ Es posible notar que bajo este mievo orden de cosas la funcién || - |, :
L, - R* determinada por

£ty = (/:\ Ifl”du)i (1.6)
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const.ltuye una norma sobre el espacno lineal L,, Enk‘efe(’:to, por una parte
uotumos que pum todo a'€ C y para toda f € z,

e fllp = ledll llp,

mientras ql.{é la desigualdad triangular se expresa en el mismo sentido que
‘en el Teorema 1.5.2, esto es

IF+3ll, < 1 fllp + ligll,  para toda f,§ € L.

Pero ademds, si ||f||,, =0, entonces f = 0 c.s. ], esto implica que f € 0, y
por otra parte 0 € /. Porellosi h € f se tiene que h = f =0 cs. [y, por
tanto h € 0. Entonces f C 0. Anslogamente, 0 C f. Asf pues f =0. Es de
esta forma como || - ||, determina una norma sobre el espacio L,,.

Ahora parece necesario preguntarnos acerca de las propiedades de esta
norma. En particular nos interesa saber si el espacio L, es completo bajo
ella. La realidad dice que efectivamente el espacio T, es completo.

Teorema 1.5.3. Sea { f,.},.> L una sucesidn de Cauchy en el espacio Fp,. En-
tonces eziste f € l' tal que f,. — f cuando n — oo.

Demostrucion. La demostracion se sigue del hecho de que una sucesion
{fn}nz1 de Cauchy en L, define también un sucesién { f,}.>1 de Cauchy en
Ly, y es posible probar entonces que tal sucesién es convergente en L, a una
funcién f sunque no tnica, y por ello {fuln>1 converge en Ly a f, tinica, O

Hagamos més pequeiio nuestro ambito de estudio y consideremos el caso
p = 2. /Ahora bicn, a partir de la definicién de | - ||, en la ecuacién (1.6),
podemos motivar la posible definicién de un producto interior dado por

(F.9) = fx Sgds  pamtoda f,g € To. 1.7

Las dos primeras caracteristicas de la Definicién 1.1.4 de producto interior
son fdcilmente verificables. Por otra parte, si f = §, tenemos que {f, gy =
{F, £y = 1f113. Entonces la parte tercera de la Definicién 1.1.4 es satisfecha.
Por iltimo, s también evidente que f = 0, si y s6lo si, { £ f) 0. Asfes
como (1.7) define un producto interior sobre L;. Ahora bien, la relacién ||- ||z,
.dada por

17t = . iph = (. Iflzdn)% ,

determina una norma completa sobre el espacio Ly, segiin el Teorema 1.5.3.
Hemos probado el resultado siguiente.

Corolario 1.5.1. Fl espacio Ly es un espacio de Hilbert.
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1.6 Esperanza condicional

En la Leorfa de las probabilidades existe un concepto de vital importancia
para el estudio de algunos procesos estocasticos, en particular de los pro-
cesos conocidos como martingalas. Nos referimos al concepto de esperanza
condicional. Los espacios de Iilbert posibilitan la ubicacién tedrica de tal
concepto, el cual lo expondremos aqui de forma breve y a manera de ejemplo.
Primeramente, nuestro espacio de medida serd considerado como un espacio
de probabilidad, con lo cual se introduce la notacién (2, 7, P). La medida P
es conocida como medida de probabilidad y la Gnica salvedad que distingue
a este espacio es que P[(2] = 1. En este contexto, las funciones F-medibles
se denotan con las letras mayisculas X, Y, Z, etc, llevando el nombre de
variables aleatorias. Cuando una variable aleatoria es integrable, entonces
E[X] = [, XdP es conocida como la esperanza de X.

Algunos problemas tfpicos referentes a las condiciones de codependencia
de ciertos fenémenos aleatorios, asf como a las limitaciones producidas por la
carencia de informacién respeclo de los mismos, han sugerido la introduccién
de nuevos conceptos, a partir de la idea de condicionamiento. El primero
de ellos es conocido como probabilidad condicional, el cual dio origen a un
concepto todavia més iitil y general, conocido como esperanza condicional.

Mostraremos tan solo un problema que ilustre la necesidad de tales ideas.
Supongamos que podrfamos interesarnos por la posibilidad de que en un
niimero n de lanzamientos de una moneda se obtuviera k resultados en "sol”.
Siendo la posibilidad de obtener "sol” en cada lanzamiento independiente
z € [0,1}, 1a cual desconocemos. Podemos entonces considerar 2 = ) x
Q,; donde ; = [0,1] es el espacio del cual puede observarse los posibles
valores de z; y 2 = {0,1,...,n} ¢s ¢l espacio donde sc consideran todas
los posibles lanzamientos en ”sol” después de los n lanzamientos. Ademas
podemos considerar la g-dlgebra F = Fy ® F, con Fy = B3 y Fz = P(EL).

El problema puede ser modelado definiendo un par de variables aleatorias
(funciones F-medibles) sobre 2, X : @ — (0,1 y Y : @ — {1, ...,n}, tales
que X(z,y) = x denota la probabilidad de que en un solo lanzamiento se
obtenga "sol”; Y(z,y) = y denota el nimero de "soles” después de los n
lanzamientos.

El problema ahora consiste en saber si es posible encontrar un par de
medidas de probabilidad, P : F o (0,1}, y P(z, ) : F2 = [0,1] la cual
depende de z y que pueda ser interpretada como la probabilidad condicional
de Y dado que X = z; tales que P(z,C) = P[(z,y) € @ | y € C}, para toda
C e Fyz € =]0,1]. De ser asf se seguiria entonces que

- 1 -
P(Y € C) = P( = C) = / Pz, C)dz = / P(z, C)dz.
, o
El teorema de Radon-Nikodym muestra que tal medida P existe y ademss
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muestra que si C = {k}, con k € 2, entonces P(z, {k}) = (Dz*(1 — )~
La notacién usada es, en este caso P(z, {k}) = P(Y = &k | X = &]. De aquf
podemos entonces derivar el concepto de esperanza condicional de la variable
Y, dado que la variable X = z, la cual denotaremos E[Y | X = z], como
sigue,

EY | X = z] =Z":kP[Y=k|X =g = ik(:):c"(l—z)"”‘=nz.

k=0 k=0
Podemos definir de tal suerte una funcién g(z) = E{Y | X =].
La realizacién de algunos cdlculos muestra que P(Y = k) = "—:‘_T, para
toda k € €2, y entonces E{Y] =31, "—il = 2 . Entonces, go X = g(X), es
una nueva variable aleatoria tal que

[ox)p = [ g(e)aPx(a)
1 m

It

E[lY | X = z]dz
™

! n
/nzdz:—:E[Y]:/YdP,
o 2 )

donde Py es la medida inducida por la variable X, dada por Px[A] = P|X €
Al, para toda A € F; = Bjp3). Y en general,

/ 9(X)dP = / YdP, paratoda A€ Fi =By
A A
Luego podemos enunciar la caracterizaciéon de la esperanza condicional

de la siguiente manera.

Definicién 1.6.1 (Esperanza condicional). Sea (2, F,P) un espacio de
probabilidad. Sea G una sub-o-dlgebra de F. Si X es una funcidén F-medible
tal que [ |X|dP < oo, entonces la esperanza condicional de X dada G, es
una nueva funcion G-medible denotada como E{X | G} tal que

/AXdP=/AE[x|gldp,

para toda A€ G.

- Tomemos. X una funcién F-medible. Agreguemos la hipétesis de que

Ja | X]PdP:< 00, (ie. X € Ly, F,P)). Y consideremos los espacios de
Hilbert Z,(Q, F, P) y Lz(R2,G, P). Evidentemente L»(2, G, P) € (2, F, P).
-2 Entonces, existe ¥ € L,(2, G, P), tnico tal que

X - Y3 < 41X - 2113,

ﬁufa todg Z € Tn(9, G, P), segiin €l teorema 1.3.1.
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Seu € > 0 y A €'g Cousxderemoe 1u funcn()n g-mednble exa : Q@ —
{0, ¢}, ‘tal que exa(w)’ €A y EXA(w) =€esiw € A Entonces
“Ja |ex,\|‘dP = ’P(A).
aue XA € Lz(ﬂ G, P

Es decir

Y +exa)*dP

: - (¥ - exa)|’dP.

Por un lado

do donde” : DT
| - [u-vee <P
N S ’ A . ) 2
: De foi-mqhiiﬁlogd‘ - : g 3 k
L LEpa)y < f (X = Y)dP.
v 20T a
Con lo c'n’nvl: :
/ Xdp /,de| =) / (X = ¥)dP| < SP(4)

Y dudu qu&. 3 (,s ar »ltrtu'm,

se sigue, finalmente
/ XdP /YdP VAE€G.

Hemos probado el teorema siguiente.

Teorema 1.6.1. Si X esuna variable aleatoria cuadrado integrable (respecto
de F) y G es una sub-o-dlgebra de F, entonces eziste la esperanza condicional
de X dada G.
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Capitulo 2

Espacios de Hilbert con nucleo
reproductivo

El presente capitulo estd basado en el articulo homdénimo, desarrollado por
A. Aronszajn, publicado en Transactions of the AMS Vol. 68, 1950. La
investigacion aqui sintetizada es referida a un tipo especial de micleo (o
kernel), usado bajo diferentes nombres y direcciones en las matemdticas.
Aqui presentamos un breve resumen del desarrollo histérico de tal concepto.
En términos generales, en cste capftulo presentamos las proiedndes bdsicas
del micleo reproductivo y algunos de los ejemplos mds ilustrativos.

2.1 Introduccién

Ejemplos de niicleos del tipo que nos interesa son conocidos desde hace
tiempo. En ecuaciones diferenciales e integrales, por ejemplo, encontramos
con bastante frecuencia su uso en forma de operadores, en las teorias desa-
rrolladas por Green y IHilbert. Sin embargo, las propicdades caracteristicas
de estos niicleos, como los entendemos en la actualidad, fueron desarrolladas
y aplicadas desde principios del siglo XX.

Histéricamente, el desarrollo de la teoria del kernel (o niicleo) reproduc-
tivo ha cstado ligada a las directrices del estudio en ecuaciones diferenciales
e integrales. Hacia 1909, se introduce, bajo el titulo de micleos definidos
positivos” la funcién compleja K en dos variables sobre algiin subconjunto
B, con la propicdad

ST Kyt 2 0, 2.1)
ij=1

donde y; estd en E, & es un escalar complejo, i =1, ..., n.
Ya en la mitad del siglo pasado, sin embargo, muchos investigadores, como
S. Zaremba y S. Bergman, se interesaban por la utilidad de estos miclevs en
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otros campos de la matematica. Entre 1943 y 1950, Aronszajn desarrolld
una teorfa general de los micleos reproductivos la cual contiene, como caso
particular, las micleo-funciones de Bergman. Aqui trataremos de desarrollar
brevente las ideas expucstas por cstc autor. Esta teoria da las bascs generales
para el estudio de cada caso particular. El micleo posee una cierta propiedad
que lo caracteriza, y su cumplimiento implica también el cumplimiento de
la propiedad (2.1). Por tanto, Aronszajn logré generalizar los conceptos del
miicleo reproductivo.

2.2 El nmicleo reproductivo

En este capitulo, a menos que se especifique lo contrario, E denola siempre
1n conjunto y F un espacio de Hilbert sobre el campo F (complejo o real)
de funciones f : E — F.

Definicién 2.2.1 (Nicleo reproductivo). La funcion K : Ex E — F,
es llanada niicleo reproductivo (n.r.) de F si satisface las condiciones
siguientes.

i) Para toda y € E, la funcidn K(-,y) : E — F, pertenece a F'.
ii) Propiedad reproductiva: Para todo y € E y toda fuuciéu feF,

fy) = (FC) K ().

Observacién 2.2.1. Si ¢l nidcleo K es real (esto es, si K(z,y) € R para
todo z,y € E), entonces K(z,v) = K(y,z), luego K(y,-) € F, para todo
z,y € E. De tal suerte que la propiedad reproductiva también puede ser
enuncieda, en eslos casos, con la expresion .

HNOEXION ((TRHN paru loda [ € F y lodu y € B.

Ejemplo 2.2.1. Sea I, = {1,2,...,,n}. Para un vector = (z,,...,43) € R®
podemos definir una funcién (manteniendo la notacién) z : 7,, — R tal que
z(i) = x;, para toda i € [,,. Considercmos entonces H3 como el espacio de
todas estas funciones (observamos que el rango de toda funcién en H? esta
contenido en R"). Entonces en H? introducimos el producto punto habitual
en R”, esto es, si (i) = x; y y(i) = y; para z, y en R", entonces,

n
(Z, y) = Z ZilYi.
i=1

El cspacio H? es un espacio de Hilbert. Ahora bien, si Ky : I, x I,, = R®
tiene la regla K,(%,J) = di;, entonces K, es el micleo reproductivo para R™.
La verificacién de este hecho es inmediata.
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Abora, si ly = {(22)22;]| 502,72 < o0} y H? es la clase de funciones
z: N — R definidas de manera andloga al parrafo anterior, con producto
interior (z,y) = 302 | Znyn, entonces H? es un espacio de Hilbert con nicleo
reproductivo K (3, 5) = 8.

En general, sea H un espacio de Hilbert separable sobre el campo escalar
complejo, y {e,}32., una base normalizada de /I, si z € I/, entonces existe
una inica representacién ¢ = 3, a;e;. Definimos la funcién z : N — C con
la regla z(i) = a;. Sea F la clase formada por todas las funciones de la forma
anterior. Para z, y en F introducimos el producto interior

(=, Y= ZG-’B;(E.', ey = ZQ‘E-"
i=1 i=1

Entonces la funcién K : N x N — {0,1}, cuya regla es K(3,j) = 8;y, es el
niicleo reprodnctivo de F.

Ejemplo 2.2.2. Sea t un ntimero real positivo. Definimos la clase H, de
trayectorias continuas ¢ : [0,t] — R, tal que ¢(t) = 0 y ¢'(s) existe casi
dondequiera y es cuadrado integrable (cn ¢! sentido de Ricmann). Entonces
la expresién

(anas) = [ di(o)as(o)ds,

para cualesquiera ¢, y ¢a2 en fiy, define un producto interior. En efecto, para
M1 ¥ g2 en H;, la integral fo‘ q1(3)g5(s)ds es un nimero real, las propiedades
de linealidad y simetria se siguen inmediatamente de este hecho. Ahora,
si ¢ == 0 (es claro que ¢ = 0 € H;), entonces {q,q) = 0. Por otra parte, si
(0,9 = 0, i.e. fo‘ [¢'(8))2ds = 0, se sigue que ¢’ es cero casi dondequiera, luego
q es constante en [0, ¢] (por continidad), pero ¢(t) = 0, entonces g(s) = 0
para todo s € [0,¢t].

Tenemos que el espacio H, posee niicleo reproductivo. En efecto la funcién
K :[0,t] x [0,t] = R dada por K(sy,32) = t — max{s;, sz} define el niicleo
reproductivo para H,.

En primer lugar, es claro que K (-, s2) pertenece a H,, para cada s; € [0, 1].

Ahora, sea 32 € [0, ], entonces EK(S, s2)=0sis<s;y '(EK(S, $p) = —1
8i 82 < s, de tal forma que, para g € Hy, tenemos,

(q(’)t K('v 32)

¢ d
1
‘./o‘q(s)EEK(s,sz)ds

¢
— | q'(s)ds
"

q(sz).
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Ejemplo 2.2.3. [Iti'atescu; [5]] SeaF ¢l espacio de todas las funciones con-
tinuas complejas sobre [0, 1), cuya derivada existe casi dondequiera y tal que

i) JHI£(8)]?dt < oo, para toda f € F.
ii) Existe k 94 1 en C tal que f(0) = kf(1), para toda f € F.

Bajo la snma y el producto escalar habituales, F' es una clase lineal. Mientras
que para cualesquiera funciones f y g en F, la expresién

1
{f,9) = /0 L) (t)ds

define un producto interior en F. En efecto, es evidente que fol F)g(t)de

existe y es un mimero complejo. Las propiedades de linealidad y antisimetria

se siguen de forma inmediata. Es claro ademds que si f = 0 entonces ([, f) =

0. Y por otra parte, si {f,f) = 0, i.e. j;; |f/(#)]?dt = 0, entonces (por

continuidad) f/(t) = 0 para todo ¢t € [0,1], la funcién f es pues constante,

digamos c. Por hipétesis, ¢ = f(0) = kf(1) = kc, entonces ¢ = 0, pues k # 1.
Ahora bien para cualquier par s,t en [0, 1], la funcién

sk tk 2
t) = mi =
K(s,t) = min (s, t) + % l—k+

k
1—k

es el micleo reproductivo de la clase F. Efectivamente, si ¢ € [0, 1] tenemos
que, :

mientras que

y &
l+m 0<s<t,
t<s<1.



'Luego, par: feFyte [0,’~1];'£eiie'nios‘q'uel ’

UOKCY

,c(f(l) - 1(0)) 1% (f(l) - f(l))

= l—_—k(f(t) —kf(1)+ Icf(l) —kf(t)
= f(t))

por tanto K es el nicleo reproductivo de la clase F'.

2.3 Propiedades basicas del niicleo reproduc-
tivo

Consideremos un espacio de Hilbert F' de funciones definidas sobre E, con
norma || - || y el producto esealar {-,-). En esta seccién ennnciaremos algunas
propiedades bdsicas de un micleo reproductivo K definido sobre la clase F.

Proposicién 2.3.1 (Unicidad). Si un n. r. K existe entonces es tnico.

Demosiracion. Sea K el niicleo reproductivo para la clase F. Si otro
micleo K’ existe, tenemos que para toda y € E,

1K w) = Kol (Ko} — K'Cou), K () — K'C )
(K(y) — K'(u), K, ) : ~

-(1{( 7‘-/) K’( ’J) }( ( 1y))
K(y) — K!'(y,y) — [K(yyy) - K'(y, y)],
= 0 . R Sl :

por la propiedad reproductiva de K y K'. Lo cual implica que K = K'. O

Para y € E definimos la funcional G, : F — F, con regla f = Gy(f) =
f(y) para toda f € F. Ahora enunciamos una condicién necesaria y suficiente
para la existencia del nicleo reproductivo.

Teorema 2.3.1 (Existencia). La clase F posee n. r. K, si y sélo si, para
toda y € E, la funcional Gy es continua sobre todo el espacio de Hilbert F.

Demastracién. Snpongamos que sobre el espacio de Hilbert F' existe un
niicleo reproductivo K. Seay € E y consideremas la funcional G,(f) = f(y),
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se tiene eﬁtbuce_a (j\igﬁ ].)'igrA':tévda' / e"l?_‘,i ¥

Por oLr(} lud('),:’l'x_uc;endp
De ylxddp que

1o cual unplncu, en (,l'e(,l.o, que Gy

Inversamente, seay € E, y ﬁupongnmos que (‘,, s una funcmna] continua.
Entonces por el teorema de representacidn de Riesz existe una tinica funcién
gy en F tal que f(y) = (f, gy). Definimos K (z,y) = g,(z). Este es cl miclco
reproductivo buscado. a

Ejemplo 2.3.1. Los espacios L}(R, F, 1) no tienen micleo reproductivo. En
efecto, si consideramos el intervalo [0,1] y la medida de Lebesgue en este
intervalo sobre la a-ulgcbra de Borel, y la funcién §o(z) = oz, entonces
[Ifall = 0, y ademds 1 = |do(0)] = 0 = M|dol, para tada A > (. Sin
embargo, si elegimos un intervalo acotado A en R, y el subespacio L. de todas
las fuciones constantes definidas sobre A, entonces L. tiene como niicleo la
funcién K(x,y) = 1/d(A), donde d(A) cs la longitud del intervalo A. Més
aun, los ejemplos 2.3.2 y 2.3.3 introducen subespacios de L& que tienen
micleo reproductivo.

Proposicién 2.3.2. Sea F' un espacio de funciones con producto interior
definido. Si F posee miicleo reproductivo entonces cualquier subespacio
cerrudo Fy de F' también posee nicleo reproductivo. Mds ain, si K es el
n. 1. de Fy K, es el de F1, entonces K\(-,y) = Pr(K(-,vy)), para toda
yeE.

Demostracion. Sea K el n.r. de . Consideremos un subespacio cerrado
Fy de F. Siy € E, donde E es el conjunto donde estdn definidas las funciones
de F, entonces la correspondencia lineal f — f(y) es acotada para toda
f € F, en particular para f € F|. Entonces, segiin el teorema de existencia,
existe Ky n.r. correspondiente a la clase F). ]



Ejemplo 2. 3.2, Este e_]emplo fue prwentudo en el traba_]o de Zaremba. Sea
D un subcon_mnto abierto de C. Sea H% la clase de todas las funciones
complejas sobre D arménicas y cuadrado mtegmbles (respecto a z e y) sobre
D, El cspacio H}, con producto

oy = [ [ 1@0i@edy, 2=+ i

con f,g € H} es un subespacio cerrado de L%.

" Sea 29 € D, probaremos que la funcional f > f(zo) es continua. Tomemos
p_u'es f en H}. Ahora, como D es abierto, existe r > 0 tal que el disco
Dy(r)={zeC:|z— 2| < r} C D,y dado que f es una funcién arménica,

Sy = (m,)g / f (z)dzdy,

de donde,

f(zo)] <

: / 'f(z)g(z)dzdy, s=z iy

Entonccs F cs un subcspumo cerrado de L}. En cfecto, sea {£,}2, una
“sticesién en! F convergente a una funcién f € LD, ¥ zp un clemento en D,
- centonées existe un-mimero r > 0 tal que el disco Dr(20) = {z : |20 — 2| <
.7} C D, y por hipétesis toda funcién en F es también arménica, luego para

toda n, m naturales,

|fn(Zo) - fm(Zo)l

IA

.(?1;-)_2- /,/7‘_3 (=0) |f"(z) - fm(z)ldzdy
z#)—é /A If"(z) - fm(z)ldzdy
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;uphcando 1a d%xgualdad de Cau(.hy, tenemos
'fﬂ(zﬂ) Jm(20)] £ —573 T'7|’3/2 fn = fulls

luego, {fn(20)}5%, converge a un nimero g(zp). La funcién g definida en
D por g(z) = lim f,(2) es analftica (por ser limite de funciones analiticas),
entonces g = f casi seguramente, con lo cual F es cerrado.

Bergman fue quien descubrié que esta clase tiene niicleo reproductivo.
En efecto, para z € D y f € F puede probarse de manera aniloga al ejemplo
anterior que

N € 7l

donde r solo depende de z, entonces la funcional f — f(z) es continua, luego
F posee niicleo reproductivo.

Ejemplo 2.3.4. Sea D como en el ¢jemplo anterior. Definimos ahora la
clase F de funciones complejas f sobre D analiticas tales que

= [ e
existe y es finito. Entonces la expresién

(f,9) = hm———/ Flre)g(reit)dt

r—1 2

‘ 'r—ol o

define un producto interior en F'.
Sea z en D, si f € F entonces, por ser analitica, f(z) ticne una repre-
sentacion en serie de potencias de la forma

f@) =) elz—0)" =3 cnz®,
n=0 n=0

y si |z) €7 < 1, entonces

l.f(Z)l2 < Zlcnl2l2l"’" < Zlc ren,

- n=0

pero
If (re)as,

por tanto

@< L

Lixb;,d 1a funcional - f++ f(z) es continun para cadn z € D, cntonces F
posee niiclco reproductlvo Este espacio es conocido como el espacio H? de
Hurdy :
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Podemos facilmente deducir ahora algunas otms propledadw bésxcas (lel '
niicleo reproductivo. ) : N S

Proposicién 2.3.3. Si K esel nucleo reproductwo pam ‘la clase F entonces
para todo par z, y en E se liene L :

i) K(z,z) 20,
it) K(w,y) = K(y,3),
i#) K@ 9)? < K@D K@)
Demostracidn.: Para verificar t),l

Proposicién 2.3.4. Sila clas F.
un espacio de Hilbert mds gmnde_]’ 'y
h de F sobre F, entonces para todo v E E

F@) = (h(), K(’,J»,

donde {+,-) es el producto interior de F.

ld pm yeecidn del elemento

Demostracidn, Sen F un espacio de Hilbert y F' un subespacio cerrado
con micleo reproductivo K. Sea h un elemento de F, y consideremos la
descomposicion h = f + g, donde g es ortogonal a laclase Fy f € F es
la proyeccién del elemento h sobre F. Asi, para y € E tomemos la funcién
K(-,y) en F, luego

<h(')y1(('1y)) = ((f+g)(')71((‘1y))
= {fC)LKC ) + (), K(u)
= fy)+0
o = f()
por la propiedad reproductiva, y por la ortogonalidad de g con F. O
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Proposicién 2.3.5. Si F poseeunn. r. K ysi {g,.},.>1 es un sistema orto-
normal numerable en F, entonces, para toda sucesidn de nimeros {an}n>:
tales que

o0

Y lanl? < oo, ’

n=1

tenemos que

1/2
)> lanlgn(=)] < Kz, )" (Z e ") '

n=1 n=l

Demmh‘armn Medmnte lma gen rnllmclén de ; , desigualdad de Holder,

tenemos, -

n-l

Teorema 2.3.2. Sea F un espacio de Hilbert de funciones F conn. r. K,
{fulnz1 una sucesion de Cauchy (respecto a lo norma ||-||) en F y la funcién
limite f en F de dicha sucesion. Entonces

i) La sucesion {fu}n>1 converge puntualmentc a f, es decir, siy € E
entonces hm Suy) = f(»).

ii) Si en alqin subconjunto de E| de E, la funcidn z — K(x,z) es uni-
formemente acotada, entonces esta convergencia es uniforme.
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1ii) Supongamas que en E es posible definir un topologia. Si la transfor-
macion y = K(-,y) dée E en F es continua, entonces la convergencia
tambten es umforme en cualquier subconjunto compaclo de E.

Demostractdn :) Por hipétesis, |fn — fll # 0sin — oo. Seay € F,
cntonces. o

Sl (FC) = ful) K (oDl
IF = FullbE Gyl

I I‘—vfn‘l;I(K(y, y_)_)‘(?,

lf(y)_—

< lf= fnn(K(y y))”’
llf fnllM o

pnra toda y € ego en E1 la couvergencm es umforme
iii) Dndo el supuesto de convergencia, existe No tal que para todan > Ny
- so tiene'que || fu—'f || < 1 Sea entonces R el numero :

max{nm\, ,nfM.n 1 ¥ Ilfll}f,

puﬂi n > No,

.- De’ modo que cuando n < No, tenemos que ||f,.|| < R

Wl = 17 = S AL = A0S

Luego, sien'k. Lx;st(. una topologfu y buj el supuesto de que lu t.ransfor—
mncxc')n Y K y), c'Een Fes contmua, en nees lich ‘At’mnsformaclon
cs tamblé umformemcntc continua; -Sea Eysu subcoxuimto compacto de
LB Dadn >0y y* €. E, cxiste & > 0 tal que para toda:y € E;, con

E d(J,./ < 8, se tiene que

1K, 5) — Kool <in

- Defininios entonces el subconjunto abierto Vv-, tal que y € V. si y slo
si'd(y,y*) < 8. Asf, si consideremos la familia de subconjuntos abiertos
{Vi*}1-c£:, entonces, dado que y* € V. para todo y* € FE,, dicha familia
s una cubicrta abierta para E;. Por compacidad, cxiste un conjunto finito
{v1,v2, .., v} en Ey, tal que {V,,}i, es una cubierta finita abierta para E,.
De modo que para todo y en E; existe k € {1,...,7} tal que

"K('v y) - K('ryk)" < m’
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debido a que y € V,,,,, lo cual significa que d(y, Yx) < e )
Por . otra' lado, sabemos que f,.(yj) — f(y;), cuando n' — oo, para
cualquiera yj, j = 1,...r (ver la primera parte). Esto es, para y;, j = 1,..,7
dada, existe Nj tal que |[fa(ys) — fy)l < §» cuando n-> Nj. Luego, si
n> N*, N‘ = mnx{Nl, , N, }, entonces ) :

o) = S| < 5

Asi, para n > N *, se tiene que

156 = £l = @) f(yk))+‘<f<y.‘)—f..(yk))+<f,.<yk) Al
T+ () = fole) K )~ Korae)

, ,y)’; KCoull

S :

Es decir, o
v 1f) — falw)l < e,
para todan > N*y toda y € £; (N* no depende del elemento y). O

2.4 Matrices positivas
y miicleos reproductivos

Supongamos que E tiene cardinalidad finita N. Una funcién K : Ex E — F,
determina una transformacién matricial de dimensién menor o igual a N,
definida en F¥, en el sentido siguiente. Si 1, Jz, .U~ son elementos de E,
cntonces, ¢s posible introducir una matriz K — (K(y:, y;)]i;. Tomemos un
vector £ = (€1, &, .., En) € FV, si la forma cuadratica

N
EKE =Y K v;)Es
ig=1
es no negativa y s nula sélo si & = 0, para toda 7 = 1,2,..., N, en-
tonces decimos que la funcién K es una matriz positiva. De forma mids
general, para cualquier conjunto E, la funcién K : E x E — F se denomina
matriz positiva, si para cualquier nimero finito de elementos y;, ¥2,...,¥n
de E, la forma cuadritica

D K€, (2.2)
ij=1
con & € F, j = 1,2,...,n, es no negativa, y es nula sélo si §; = 0, para toda
i=1,2,.,n
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“definido en la clase F es una matriz

Proposicién 2.4.1. Un wicleo
positiva. .

Demostracidn. Sea K:el ‘nticleo eproductlvo del espacio Hilbert F. Si
€1y £24.004€n,y SON escalares Y UL Yayeialn gqnvelementos de F, entonces
para la funcién z .37 K (z, ;)€ se tiene que

K 'y;)sj‘iz K06
Z E{fj(K( ’ 1/])! K( 11/3))
. |J=1

Z K (y.', Y5)€i&s

ig=1
segtin la propiedad reproductiva. d

Ejemplo 2.4.1. Sea F una o-4lgebra sobre R (por ejemplo la o-4lgebra de
Borel Br) y sea ;2 una medida positiva finita sobre F (por ejemplo la medida

gaussiana p(A4) = ﬁ Ja e‘izidz, A € Br). Sea k: R — C la funcién con
regla

bo) = [ emau(r),

para todo m’unero renl s. Entonces
1) kes coutmua y acotada en R,
u) k(s) = k(—s) para todn seR.
Eu efecto, si s es un m\mero real tenemos que
lk(s)l < [ le*]du(t) < u(R) < +oo.
Ahora bien, la continuidad se sigue de lo anterior y del teorema de conver-

gencia dominada de Lesbegue. La segunda parte es inmediata.
Por otro lado, definimos la funcién K : R? — C con la regla

K(s,t) = k(s —1t) = k(t - s),
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para todo har de niimeros reales s,t. De modo que sn {31, sN} CRy
{&, ... €N} c C entonces,

il

TN _
Z K (8, 8m)€nbm / Z Enlim ei(am—m)rd“(,r)

n,m=1 n.m=1

el a
‘que; fR|¢(r)|2du(r) ‘< '“foo. Notamos que las funciones de F son también
_continuas y acomdas. Bif(s) = Jpe " d(r)du(r) y g(s) = fge rp(r)du(r),
s E R; son funcmnes en F, entonces la expresién

(fr9) = /R S B Ap(r),

define un producto interior en F, y la norma inducida es completa.
Ahora, de la definicién de K, tenemos que para cualquier par de mimeros
reales s, t,

K(s,t)

k(t — ) = / S du(r)
R

[ e adndutr),

R

donde ¢(r) = ¢'*". Esto prueba que K(-,t) es una funcién en F. Ademss,
de esta expresién para K es inmediata la propiedad reproductiva.

Segiin lo motiva este 1ltimo ejemplo, el sentido inverso de la ltima
proposicion es también vilido.
Teorema 2.4.1. A teda matriz positiva K : E x E — C corresponde una
inica clase de funciones con una tnica norma determinada, formando un
espacio de Hilberl y admiliendo a K como su niicleo reproductivo. Esta clase
es denotada por H(K), y es llamada el espacio de Hilbert con n. r. K
generado por la matriz positiva K.
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Demostmc:éu Sea B x E = C una matriz positiva, consideremos
la clnse Fo de func:ona;, f E -—) C definidas por la representacién tinica

oy - ZajK(z y;), z€E, (2.3)

con J subconjunto dé‘{mdxcee ﬁmto, a;€C,y;eB, jed.
Sif € Fo, sobre estn clasc podemos introducir una norma

Ilfllo = II Z%K( wid=3" K(yz:./])atal
. tjeg
Sife Fo y g e Fo, el producto interior tiene la forma -

(f)g)o (Z ajl"('v yj)’za:K('r y.’»o

jeT i€l -

Y3 K@i ysasar.

JET i€T

I

Es muy sencillo verificar que las anteriores expresiones definen, respecti-
vamente, una norma y un producto interior.
Ahora, sea f € Fp, entonces, si y € F, se tiene,

FOL Ko O aiK (., Jj) K9
jeg
Zaj(]<(‘ryj)11((" y))u
ieJ

ZajK(yayj)

JET

).

_Entonces K es el niicleo reproductivo para la clase Fp. Sin embargo Fy no
es todavia un espacio de Hilbert. Si consideramos una sucesién de Cauchy
{fa}nz1 en Fy, y un elemento y € E, se tiene,

Ifn(y) - fm(y)‘ = l(fn() - fm(')1 K, y»ol < "fn - .fm"O"K('v Wil

de donde se sigue que 1a sucesion de ndmeros complejos {fu(y)}nz1 e de
Cauchy, por ello es convergente. Podemos definir una funcién f : £ - C
~tal que f,(y) = f(y), para toda y € E. Consideremos de esta manera la
clase H(K) de funciones limite de sucesioncs de Cauchy cn Fy. Por tanto
si_f,g € F entonces existen {fn}nzt ¥ {gn}n>1 sucesiones de Cauchy en Fy
-convergentes o f y g en su respectivo caso, con lo cual, sobre esta clase £,
definimos un producto interno y una norma mediante las expresiones

i, 9= "ll.lga(fm gn)o y l|f||2 lim "fn"o:

n—oco

]
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respectivamente. En la secci6n préxima veremos que tales expresiones no
dependen de la elecién de la sucesiones de Cauchy, y que la clase F' forma en
efecto un espacio de Hilbert.

Por lo pronto, obscrvamos que que K ¢s su niicleo reproductivo de la clase
H(K). Sif € H(K), y {fa}n>1 €S una sucesién de Cauchy en Fp convergente
(puntualmente) a f, cntonces,

f) = Jim faw)
= "li{ga(fu(')’K('r o
= (f(')t K(,y),

para cada y € E.

Ahora, si F' es un espacio de Hilbert de funciones que admite a K como
niicleo reproductivo, entonces Fo C F', pues los elementos de Fp son com-
binaciones lineales de las funciones K (-,y) pertenecientes a F'. Ahora, si
ll* 1 ¥ ()1 definen la norma y el producto interno en F, y f € Fp con
representucién (2.3), entonces

Il = 1) sk C i
jeT
= (Z ajK(': yj): Z G;K(', yl'))l
L TeT . e
= 3" K(yi, v)a0q
LigeT
= folla
Es decir, Ia restriccién a Fy de la norma do it - Il de F coincide con la norma

I+ llo de Fo. Entonces la completacién funcional H(K') de Fp es también un
subconjunto de F (pucs las sucesiones de Cauchy cn Fp lo son también cn
F, y F es completo).

Consideremos entonces una funcién f € H(K). Por definicién existe una
sucesién de Cauchy {fu}nz: on Fp cuyo limite cs f. Tencmos,

0 < |1l = Ifullol = HIAll: = N fullsl < NF = Sfullss
entonces, lim {[|fll; — {[allol = 0, con lo cual,
sim [ fallo = 151l = £
Ello implica que la norma || - [|; coincide con la norma || - || en H(K); y del

mismo modo, puede probarse que (-, -}, coincide con (-,-) en H(K). Entonces
H(K') es una subespacio de Hilbert de F.
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‘Por otia parte, si f € F, entonces existe f* = Puuo(f) € H(K) y
' L H(K), tal que f = f* + f'. Entonces

F@) = (f(), K(.v)h
= (f.(')r K(’, y))l + (.’l(')) K('l y))l
= (LK)
= f‘(y)v

- para toda y € E. Por tanto f € H(K). Lucgo H(K) y F son ¢l mismo
espacio de Hilbert. 0

Observamnos que en la demostracién anterior es claro que la clase Fp es un
subconjunto denso de H(K') (respecto la norma {|-}]). En efecto, Fy C H(K)
y en Fp la norma || - || coincide con || - ||, entonces toda f en H(K) es un
limite (en norma || - ||) de una sucesién de elementos en Fy.

Ejemplo 2.4.2. Un caso particularmente simple es cuando E = {1,...,n},
y K : E x E — R es una matriz difinida positiva de dimensién finita n. En
este caso es FI(K) es sencillamente el espacio euclideo de dimensidn n, y el
producto interior puede expresarse de forma simple como el producto

(z,y) ="Ky,
para todo z,y € H(K).

Ejemplo 2.4.3. En referencia el Ejemplo 2.2.1, se tiene que H(K,) = H2,
en cuanto al primer caso. Y en el caso genérico H(K) = H.

2.5 Completaciéon de espacios con producto
interior

En muchas ocasiones encontramos clases de funciones que forman espacios de
Hilbert. incompletos, esto es, clases lineales, con producto escalar, que satis-
facen las propiedades de espacio de Hilbert con la excepcién de la completez.
Para tales clases se presenta cl problema de completar la clase de tal manera
que la clase de funciones obtenidas forme un espacio de Hilbert. Nosotros
entenderemos por completacidn funcional de la una clasc de funcionces, como
la unién de la dicha clase con un conjunto de funciones "ideales” de tal forma
que la clase resullante es un espacio de Hilbert.

Teorema 2.5.1. Sea F una clase de funciones con producto interior definido.
Supongamos ademds las siguientes dos condiciones.

i) Para todo y en E, la funcional G, : F — F dada por Gy(f) = f(y),
para toda f en F, es acotada.
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ii) Para toda sucesidn de Cauchy { fm};ngh tal que si fm(y) — 0, pare
toda y en E, entonces || ]| — 0.

Entonces eziste una unica completacidn funcional para F la cual contiene a
F como subconjunto denso.

Demostracion. Para y € E definimos la funcional Gy(f) = f(y), para
toda f € F. Entonces, por hipétesis, existe M,, > 0 tal que

[£()] = |Gu(f)] € M|Ifll, paratoda f € F. (2.9)
Luego, para toda sncesién‘d’e Cauchy {fn}n>1 en F , se tiene,
[fm(@) = fa(w)) < Myl fs — Sl

Se sngue que ]l\ aucesnén de miimeros {f,(¥)}u>:1 es de Cauchy, por tanto existe
un numero f (y) tal que fy)= 11m fu(y), para cada y € FE.

. Consnderemos la clase F de fuuuones J lmites puntuales de sucesiones
de Cauchy en F. Evidentemente F C F, pues la sucesién f, = f, n > 1,
con f € F s de Cauchy y converge a f. Eq inmediato verificar que F es un

cspacio vectorial. _
" Por otro lado, si f € F y {fa}up1 es la sucesién de Cauchy que corre-
sponde a f como l{mite, y dado que

f{ifall = 1 fmll € Wfa — fmll,  param,n >1,

donde || - || es la norma sobre I, se sigue que {||fafl}n>1 s una sucesién de
Cauchy de mimeros reales, por tanto es convergente.

Ahora bien, si {gn}nz>1 es también una sucesién de Cauchy en F y g es
Ia correspondiente funcién limite en F, y (,-) es el producto interior en F,
entonces es ficil verificar que

Re{f, gn) = Ifn + gnll? —2||nt|° = llgali?
y ademdés
Im(f, gn) = i fu + igall? _2"f""2 _ Ily..ll’,
de donde se sigue que {{fs, gu)}n>1 s una sucesién compleja convergente.
Asf 1as cosas, sobre F definimos la funcién || - |3, tal que para f en F,
I = dim )l full?. (2.5)

Se reduce a cileulos sencillos la prueba de que la expresién anterior define
una norma sobre F. Esta norma no depende de la eleccién de la susecién de
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Cauchy {f,.} c F. En efecto, si otra sucesién, {f.},>1 converge a f para
todo punto y, entonces f,, — f, define una '~mcm:6n de Canchy convergente a
cero,'y por la segunda condicién de nuestras hipétesis || f, ~ f.|| converge a
cero." Por‘ende. .

- | lim llf,.l(— lim (| fafll = lim [WA0 — l/alll < lim |If, = full =0

n—bm n—oo n—oo n—oo

Luego, sipara f y g en F definimos (-, -); por la expresién
(f)g)l = }’_P;(fnrgﬂ)t

entonces {-,-); define un producto interior sobre F.

Resta probar que la clase F es completa y que contiene F' como un sub-
espacio denso.. Sea f € F, por definicién, existe una sucesién de Cauchy
{/n}n>1 en F ial que fo(y) — f(y), para cada punto y € E. Entonces para
cada n > 1 y todo punto y € E,,

Su(8) = fal¥) = FB) — fav), cuando m — oo,

y dado que { f,;.i-; Fa}m>1 es una sucesién de Cauchy en F, se sigue que
f — fn € F.. Entonces tenemos,
ILf = fulls = "}1_{20 Mo = full,
luégo,‘k
lim [|f = full = Yim lim {|fm — full =0,
. pues { f,.},.>1 es una sucesién de Cauchy.

Se aprecia entonces que f es un punto limite de F, por ende, F es un
subconjunto denso de F. _

Para probar la completes de F, consideremos una sucesién de Cauchy
{fn}n1 cualquiera en F. Por hipStesis, para cada i > 1 podemos encontrar
otra sucesion de Cauchy {ym)},,.>1 en F, tal que y(")( ¥) = Suly), cuando
m — 0o, para todo punto y en E. Como F es denso en F, es posible definir
la sucesién {f}}nz1 con f;, = g7 , donde el mimero ky, es tal que

1
o = fall = fn — RN < -

para toda n > 1.
Tenemos entonces que la sucesién {f.}n>1 es de Cauchy sobre F. En

cfecto, sea ¢ > 0 y consideremos los niimeros n < m tales que 2 < sy
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frm = falls <§, st; tiéne entonces,
' Ilf’ - f’ Ih Whm=falh < W= fat fn= fally

Ilf.. —lfnllu + Hfm fmlla

IAIA

'A_A‘
|

De donde,

1= s < 5

para 1 'y m suficientemente g'mndg.v,' ’ ;
Luego existe una funcién f en'F tal que f,
E. Por tanto, dado que

Il faflz = 117l l<"fn fllx "fn‘ Salls +14n = fil

ademas, de la propia definicién de f,,, ||f.. = f'llh = 0, y por convergencia
¥4 j||1 — 0, entonces

=+ f puntualmente sobre todo

"fnul - ”f"l
0O

En general, la completacién realizada en este sentido no es posible, como
lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 251. Consideremos 2 = {z € C: |2) < 1}. Y sea S C Z,
S = {1- | n=0}. Ahora, si p cs un polinomio cn z € Z cntonces
p(zn) = 0 para toda n 2> k para alguna k > 0, si y s6lo si p es idénticamente
cero. De csta aflirmacién se sigue que para dos polinomios p y q, p(zn) = q(2n)
para toda n 2> k, para alguna k > 0, si y sélo si p=gq.

Sca pues £ la clase de fuciones f : § — C tal que existe un nico
polinomio p en z € Z tal que f(z,) = p(z,) para toda z, € S. Bajo las
operaciones habituales de suma y producto por escalares F' es una clase
lineal.

Ahora, para cualquier par f y g en F', definimos el producto

)= [ /" L PE()dady, J——— 2.6)

donde p y q son polinomios en z € Z cuyas restricciones en S estdn dadas
por las funciones f y g, respectivamente. Tenemos pues que, en primer lugar,
1 jizl <1 P(2)g(z)dzdy es un mimero complejo, para cualesquicra polinomios p
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y q sobre el disco complejo |z| < 1. Ahora bien, para un par de funciones f
¥ g en F existen dos iinicos polinomios p y ¢ sobre Z cuyas restricciones n S
son f y g respectivamente, entonces existe un \inico mimero (f, g) para cada
par f, g en F. Las propiedades de linealidad y simetria se siguen de forma
inmediata, ademds (f, f) = 0 para toda f € F. Si f = 0 entonces (f, f) =0,
por otro lado, si (f, f) = 0 y p es el polinomio cuya restriccién en S es f,
entonces p = () casi dondequiera, pero por continnidad, p = 0, estoes f =0.
Concluimos que (2.6) define un producto interior. Con lo cual, la expresién

um2=/[lﬁmaﬁu@, 2=z +iy,
5| <

donde p es ¢l polinomio cuya restriccién en S estd determinada por la funcién
f € F, define una norma sobre F'.

Sin embargo, el espacio F no es completo, y no es posible la completacion
funcional. En efecto, sobre Z definimos las funciones

Zn— 2

T con 2, €8 (zn=1—3%),
¢t}

wu(z) =

consideremos el producio de Blaschke asociado a la sucesion S,

p(z) = [ wal2),

n=0

Observamos que p se anula solo en los nimeros z,, n = 0,1,..., de S.
Algebraicamente, si 2 =z + iy y |z| < 1, entonces

(A-2z2)? = (20 =22 =1— 22 — (2?2 +y)(1 - 22) > 0,
por tanto

=2

—_—< ara toda z € Z ara toda n > 0,
- zn2| p Yy p 2

de donde se sigue que |p(z)] <1 para toda z € Z (Jz| < 1).

Ahora bien, la funcién p es continua, entonces existe una sucesién de
polinomios (p,) tal que pe(2) — p(2), si k& — oo, para toda z € Z. Ademids,
como [p(z)| < 1 podemos suponer que |px(2)] < 1, para toda z y para toda
k, por tanto [p(z) — px(2)|? < 1 para toda z y para toda k. Entonces

k-0

lim / / |p(2) — px(2)|?2dzdy = 0,
|=]<1

es decir, la sucesién de polinomios (px) converge en norma a p, pero p no es
un polinomio. F no es completo.
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Por otro lado, tenemos una sucesién de funciones (fi) en F (las restri-
ciones al conjunto S respectivas de los polinomios p,) tal que fi(z,) — O,
si k — oo, para todo z, € S, sin embargo, dado que p es una funcién no
negativa que se anula solo en un conjunto no denso numerable entonces

o< [ [ bty = jem [ [ ipucoaady

dim (1 ~||2-

—+ 00

Seg\’in el teorema de completacién funcional no es posible la completacién de
este espacio.

i

Si sucede que para la clase incompleta F es conocido un miicleo K(z,y)
tal que para todo y, K'(z,y) como funcién de z pertenece a F' (o més general-
mente, pertencce a un espacio de Hilbert que contiene a F' como subespacio),
este niicleo tiene la propiedad reproductiva

f@) = (f(z), K (z, ),

para toda f € F. La primera condicién de nuestro teorema es inmediata-
wente verificable, se sigue de la propiedad reproductiva. Asf que es suficiente
verificar la segunda condicién para aplicarlo.

De csta manera, en caso de que la clase F' es generada por la matriz
positiva K, para una sucesion {falnz1, fa() = Tjeg a}K(,4}), on F sc
tiene que

Il = 3 K@, v ay,

ijeJg

converge a cero cuando f, — 0 puntualmente sobre E. Luego, es posible la
completacién funcional.

2.6 Restriccion de un micleo reproductivo

Si K es el nicleo reproductivo del espacio de Hilbert F, entonces K es una
matriz positiva. Es evidente que la restriccién de K al producto By x E;, con
E, C E, sigue siendo una matriz positiva. Sabemos entonces que existe una
tinica clasc /7, con una norma || - ||, y producto interior (-,-), adecuados, de
funciones definidas sobre E; que admite dicha restriccién de K como nicleo
reproductivo. Es natural pensar que la clase £ sc componce de todas las
restriciones f, al subconjunto E; de las funciones f en F. Y el verdadero
problema es enconirar las expresiones que definen ia norma y el producto
interno. En esta seccidn nos daremos a la tarea de buscarlas.

Consideremos pues la clase F; de todas las restricciones sobre E, de fun-
ciones de F'. Para comprobar la efectividad de nuestra consideracién intuitiva
del parrafo anterior, anotamos este primer resultado.
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Lema 2.8.1. Sea f) un gleyhgﬁi e la cldsé!F, i’ éniéhc@év la expresidn

/sy = win (i}l :-f € F cuya restriceion en Fy es fi},  (27)
define una norma para la clq.sé . ‘
Demostracidn. Sea fi en Fy. Lo importante es mostrar que el conjunto
A= {||fll: f € F cuya restriccién en £} es f1}

en efecto posee un elemento minimo. Considere el subespacio lineal cerraddo
Fy C F formado por todas las funciones que se anulan en F, y su espacio
complementario F' (F’ = Fg). Si dos funciones f y g de § tienen la misma
restriccién f; en E;, entonces f — g se anula sobre Ej, y con ello también
pertenece a Fy. Inversamente, si la diferencia pertenece a Fp, entonces [ y
g tienen la misma restriccién f, en E. Asf las cosas, si f y g tienen igual
restriccién f; en el subconjunto E;, entonces la proyecién de f — g sobre Fp
cs la funcién identicamente cero, y como ¢l operador proyeccién es lineal, f
y g tienen también proyeccién comin f{ sobre F'. Ademds, la restriccién a
E, de f] es precisamente f), csto es fi € A. De tal manera que toda funcién
f € A posee la descomposicién ortogonal f = fy + fi, donde fy es alguna
funcién en Fy. Se sigue, segin el teorema de Pitdgoras, que

W0 = o+ fill = ol + 31 = WA

Por ende la expresién en (2.7) tiene sentido, y de hecho

AN A
Resulta sencillo comprobar ahora que en efecto la expresién anterior cumple
las propiedades de norma sobre Fj. ]

Lema 2.8.2. La norma del Lema 2.6.1 proviene de un produclo interior. Es
decir, || - ||, cumple la ley del paralelogramo (Proposicidn 1.1.3).

Demostracion. Sea f1 y ;i funciones en F) restricciones de f y g de F,
respectivainente. Entonces

1+ aull} = A — aulif = (S + 9l — 1S — ghll}
=W +onl® = IS —ail®
=IA -+l =1 -al® -
=200 +gth?) -
= 20N + lg: D),

luego ||+ Jji proviene de un producto interior (-, )i L e 0




Ahora hagamos algunas aclaraciones importantes. Para f, en Fy corres-
ponde la proyeccién f{ sobre F' de una funcién f cuya restriccién a E; es
fi. Dicha correspondencia entre f, € F; y fi € F' es isométrica uno-a-uno
entre el espacio I1 ¢l espacio F'. Sucede que si las proyecciones fi y gi de
f ¥y g, respectivamente, son iguales, entonces, en particular, sobre E,, f{ =
fi =g = g}, dondc f, y g, soun las restriccioncs de f y g respectivamente.
Por otra parte, si f] pertenece a F”, entonces h = f — f} € Fp, con f = fixe,
(aqui xg, es la funcién caracteristica del subconjunto F,), se sigue que para
la restriccién f; a E; de f = f{ + h corresponde f{ en F".

Finalmente, el siguiente resultado nos da la respuesta final a nuestro

problema.

Teorema 2.6.1. Si K ¢s ¢l nicleo reproductivo de la clase I de funciones
definidas en el conjunto F con norma || - ||, entonces K restringido al sub-
conjunto E, C E (en ambas variables) es el nicleo reproductivo de la clase
compuesta de todas las funciones de F' restringidas al subconjunto F), cuya
norma estd definida por la ezpresion (2.7).

Dermostracidn. De nueva cuenta, consideremos los subespacios cerrados
Fy y F'. Ambos espacios poseen un niicleo reproductivo Kp y K’ respecti-
vamente (puesto que F' posee un micleo reproductivo). Ahora sea f € F,
y considercmos su descomposicién ortogonal como cn la demostracién del
Lema 2.6.1 f = fo + fi. Tenemos, para y € E,

F) = foly) + fi(w)

(fo()s Koy ) + {FIC) K y)

(fo(') + fll(')v KD('r y)) + (fo(') + f{()r K'('v y))
{fo(*) + £1(), Ko, v) + K'(, )

(f(‘)3 I(U('a y) -+ ](,(’r y))

Se sigue que K = Ky + K’.
Ahora, dado que Ko(-,y) pertenece a F,, para todo nimero y en E,
entonces se anula para todo z € E,. En consecuencia,

K(z,y) = K'(z,9) (2.8)

It

i

pura x € E,.

Para probar que para la clase F; con norma || - ||; el micleo reproductivo
estd dado por K restringido a E; (en ambas variables), tomamos una funcién
fi € F} y considercmos la correspondiente funcién f] € F’. Entonces, para
v € By, L) = fi(y) = {(f1(), K'(,y))-

Dado que K'(-,y) € F’, puede ahora escribirse f,(y) = (f{(-), K'(-,y)) =
(f1(-), K1{-,y))1, donde K es la restriccién de K’ al conjunto E,.
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De la expresién (2.8), para z € E,,
K(z,y) = K'(z,y) paratoday € E;.

Esto muestra que la restriccién K (z,y) de K'(x,y) coincide con la res-
triccién de K en el conjunto E). l:l

2.7 Ncleos reproductivos de
clases de dimensién finita

Si el espacio con producto interior F' de funciones definidas sobre un conjunto
E, es de dimensién finita, podemos establecer con toda claridad la forma
explicita de su respectivo nicleo reproductivo, suprimiendo los supuestos de
completez y cerradura. Ademads cstableceremos unas condiciones suficiontes
que permiten a una funcién ser un micleo reproductivo.

Teorema 2.7.1. Sea F' una clase de funciones de dimensidn finila n con
producto interior (-,-). Entonces el micleo reproductivo de F-es la funcidn
K.: Ex E — C dada por
n n
K(z,y) =) Ayui(=)w;(v), (29)
j=1i=1

donde w;, i = 1,..,n son funciones lincalmente independientes en F, B
[Bi.5)i; = W=T (puede observarse que para una matriz no singular A, A=1
At )y W = [(wi, w;)li; es una matriz definida positiva de dimensidn n.

Inversamente, si B = [ j|;; es una matriz definida positiva de dimensidn
n, y st la clase F es generada por la coleccion de funciones linealmente in-
dependientes wy;, i = 1,...,n, entonces las expresiones

WA= 37 0l v (f.0) = Y ausitii,
W

ig=1

donde Cx, mx, k = 1,..,n son constantes complejas, f = 3 ;_, Ckwk, g =
Sk € F, y {ay} es lo matriz inversa de {8}, determinan una
norma y un producto escalar sobre F, respectivamente. De esta manera,
F es un espacio de ITilbert cuyo micleo reproductive K liene lu regle dada
por la ecuacion (2.9).

Demostracion. Sea wy, wa,...,w,, una coleccién de tamaiio n de funciones
linealmente independientes y de norma unitaria en F. Entonces, toda funcién
f de F tiene una \inica representacién de la forma

(@) =Y Geun(z), (2.10)

k=1
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: “ (é."iz)“

iJd=1

fj]i,j de dimensién n es, en primer lugar,
n fecto para un vector X = (71, ...,7s) €n

a L
WX =Y (wi, w;)w¥; = AP,

fg=1
con h =Y 1 w7y € F, cs no negativa y es nula si y sélo si h = 0, pero por
independencia de las funciones w;, i = 1,...,n, tal situacién solo sucede si
7 =0, para todo i =1,...,n.

En segundo lugar, lo anterior también prueba que W es no singular, por

tauto para W existe una matriz inversa no negativa y de igual dimensién.
Sea B = W-1 = [;;];, tenemos entonces,

—— 0 sij#k,
z;“*“’*‘:{ 1 sij'ik.

Definimos ahora la funcién K : E x E — C, determinada por la regia

K(z,y) = i 3" Bywi(zyw (), (2.13)

j=1 =t

para todo par z,y en E.
Evidentemente, la transformacién x — K(z,y) pertenece a F, para toda




ZL,’ Cxwy entonces

(Z Cwi(-), Z Z Biywi(-Yws(y))

k=l j=1 i=1

= Z Z Z B sy (y)

k=1 j=1 i=1

= ¥ onBualiwn(y)

k—l el

= Z Cewn(y)

= f(y),

para todo y € E. De modo que K cs el n.r. para F.

De manera inversa, si tenemos una matriz de dimensién n definida posi-
tiva B = [B;5]i4, y definimos para la coleccién de funciones 1. i. wy, wa,...,wy,
¢l prodncto interno

UG

og; = (wy,wy), 6,75=1,..,n,

donde aj; pertenece a la matriz inversa W de B (ie. W = B™Y, la cual
es también definida positiva. Entonces, para la clase de funciones F' de la
forma (2.10) generada por las funciones wy, ¢ = 1,...,n, definimos la norma
y un producto interior con las expresiones (2.12) y (2.11) respectivamente.

Es sencillo verificar que la expresion (2.12) determina un norma, basta
observar que para una funcién f = Y ;_, ¢sw; en F, la forma cuadratica no
negativa

WA = Z(w‘,wJ C.Cj,
ig=1
con X = ({1, Cn), €3 precisamente || f]|2. Resulta mas sencillo verificar que
la expresién (2.11) es efectivamente un producto escalar. Ademés la funcién
K : Ex E — C dada por (2.13) para todo par z,y en E, es ¢l niicleo
reproductivo de la clase F. La verificacion de este iiltimo hecho es andloga
a la realizada en la primera parte de esta demostracién. m]

En general podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.7.2. Si F' es un espacio de Hilbert de funciones definidas sobre
un conjunto E con nicleo K, y {¢i}icr (I subconjunto de indices) es una
base de F', entonces para todo x, y en E

K(z,y) = Y_ wu(z);(y).

i€l
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La prut.ba se slgue del Teoremu 2.7.1.

E,)emplo 2.7.1. {Lukié y Beder [6]] Este ejemplo introduce una variante del
Ejemplo 2.2.1. Sea H, la clase de funciones z : {1,...,n} = R, tal que para
z(z) = z;,; para algin vector (;,...,2,) de R™, Sobre esta clase,

n
(@) =D 3%z,

=1

define un producto interno. Entonces, las funciones e;(j) = {65, i = 1,...,n,
son una base para H,,. Luego, el nicleo es

K(i,j) =

para todo 4,5 € {1, ...,n}. :

En general, si H es el conjunto de sucesiones {z:}2, tal que 3, z‘:n:2 < oo,
y H cs la correspondicente clase de funciones z : N — R (z = (21, )E H)
con producto interior v :

(Z, ¥ = Zt Ty

\=1

entonces las funciones ;| % i3 12 1, son'una base de H, y el micleo es

o K{(%J) = i_jd"’
para i, j > 1.
Ejemplo 2.7.2. {Lehtd,1950] Consideremos una sucesién monétona decre-
ciente de nimeros reales no negativos {a,}%2, tal que lim o, =0y £ 1 /2
n 00
para toda n > 1. Sea también {3,}32.; una sucesién monétona creciente de

niiueros reales no negativos tal que nlgrgn Bu=1y (.= 1/2paratodan > 1.

Sobre el intervalo (0, 1) definimos la sucesién de funciones {f,}32, con la
expresién

[ 0, 0<t<any
g t=tm n }
2aan  Can SES Seid
t—an
2o, Sfetictc<a,
fnt)=1 0 o <t< B,

2kn(t —bn), Bn <t < Cotfans

—25 b Bosidbe <t < By

0, ﬂn+l <t<l,




“donde kn es una constante tal que fo1 ] f,.(t)|2dt =1,
Las funciones f,, son continuas, udemas, si m

./;) Ju(®) fm(t)dt = O (si m # n).

Sea F' cl espacio de todas las funciones sobre (0 1)’dela formaA

0= S eun,  poeatode

n=1

~ donde {a,}52, es una sucesién de mimeros complejos
Entonces {f.}52, es una base para F,

Para a(t) = Y02, nfa(t) ¥ b(t) = 2;.";'

(@b =3" é:,.bn)

n=l

K(-,t) e F.
Ahora, si a(t) = 2,..:1 q-nfn(t)




Capitulo 3

Operaciones con nicleos
reproductivos

3.1 Suma de nicleos reproductivos

Sea K; y K3 un par de nicleos reproductivos correspondientes a las clases
F, y F,, de funciones definidas en el mismo conjunto E, con normas || - ||,
¥ |l - llz» respectivamente. La nueva matriz K = K; + K> ¢s claramente
una matriz positiva. En cste caso, K corresponde como nicleo reproductivo,
a una clase de funciones F'. En primer término, podemos apoyarnos en la
consideracién intuitiva de que la clase F sc compone de funciones f = fi+ fa,
donde f; € F;, i = 1,2. Asi entonces, introducimos el espacio F de todos los
pares (f1, f2). Con las operaciones dec producto escalar y suma de vectores

" habitualmente considerada para pares ordenados, F es un espacio lineal.
Ademas 1a ecuacién

I N5 = AT + 117203

para todo par (f;, f2) determina una norma completa sobre F y un producto
interior. De tal manera que F es un espacio de Hilbert.

Es importante observar la forma explicita del producto interno. Si {-,-); y
{+,+)2 son los productos internos respectivos de F} y F,, entonces el producto
interno en F tiene la forma

((f1, f2), (hiy h2)dr = (f1, a1 + (fa, h2)a,

para (f1, f2) y (hi, ha) en F.
Sea Fp la clase de funciones f pertenccientes tanto a Fy como a F (Fy

puede contener solo la funcién nula), y sea Fp el conjunto de todas los pares

(fr_f) [)MﬂfEF.

Lema 3.1.1. Fy cs un subespacio lincal ccrrado de F.



Demostracién. En efect ‘ , s decir,

entoncm,' o -
£la = o0.

¥ lo cual significa que f" = —f', y
se omxte su verificacién. ]

Pam todo par ( fl, fg) de .7-' exxste una correspondiente funcién f = f, +

f». Esta correspondencia transforma linealmente el espacio F en una clase de

funciones en F. Ahora consideremos el subespacio cerrado complementario
“Fy (tal que F = Fo b F1).

Lema 3.1.2. La correspondecia G : F — F definida por G(f', f") = f'+ f"
transforma inyectivamente F; en F'.

Demostracién. Si el par (fi, f2) de F es tal que f, + f2 = 0, entonces
J2 = —f1, con lo cual (fy, f2) pertencce a Fo.

Asf pues, si para (f1, f2) ¥ (91,92) en Fi se tiene que f, + f2 = g1 + g2,
entonces f; — g2 = —(fi — g1), con lo cual (fi — g1, f2 — g2) pertenece a JFy,
pero en realidad (f1, f2) — (91,92) = (fi — g1, f2'~ g2) es un elemento de Fy
(por ccrradum) Por ende (fl,fz) = (gl,gz)

a

usnder nos lu corrcspunduxuu inversa, toda
pal (m(f) 92(f)) de F,. Podemos

Ahora, segin lo untenor, sn
funcién f de F es; transform ae
introducir una norma. <)l en:F.

lmﬁnmummmu

El producto interior ( e

(1,13 = (@, (01, 0N = (s + o )

Bajo estds condiciones, F' es un espacio de Hilbert. La verificacién explicita
de este hecho no es sustanciosa y se omite.

Ahora bien, es claro que K(-,y), para y cualquiera, pertenece a F y
(K1), K5 y)) € F. Para toda y € E definimos dos nucvas funciones K’
y K" determinadas por

K'(,y) = gi{K(-, %)) y  K'"(,v) = g(K(,9)).

g’i(f)ll? + lg2( . (3.1)

onces la expresién




En tanio que para una funcién f € F, definimos f' = g:(f), /" = ().
Con lo cnal,

F=f+f Yy K'(-,y)+K"(-,y)=K(',y)=K1(-',y) +K2()y):

de donde, .

K"(-,y) — Kz( y)——[K(,y) K( y)],

‘lo cual sxgmﬁca que

o , K(,y) Kz(,y) : f"(,y)))
El ultlmo' producto cscalur es igu al a ccro, pucs o clemcnto (f, f”) S .7-'1
y el elemento (¥, (-, y) = K'(: ,y),Kg( y) = K"(-,y)) € Fo. Mientras que

el primer producto: escalar ¢s, por dcﬁmcxén, xgunl a-(f(: ),K (%)}, lo cual
prueba la propiedad reproductnva del nucleo K. : (m}

En la caracterizacion de la du.sc F, podemos proceder sin introducir el es-
pacio auxiliar 7. Consideremos f eF y todas las posibles descomposiciones
f = fi -+ f2. Definimos : I

e = [llfxll2 +lif2l13)

(Il I: f=! +f )
es eqmvaleute a la anterior, pues basta
elemento (f1, f2) € F y reciprocamente,
n lo cual f = fi + fa = g1(f) + g2(f)-

Esta definicién para la norma u)
observar que f en corrmponde

De ahf que
—[fl - gl(f)]l
entouces (f) — .7-;0.‘ ‘Luego, por ortogonalidad,

A3+ (1203 = ||(f1yf2)"2 = "(5]1(./')».<]2(f))|l2 + Iy = g1()s f2 — g2( IO
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y esta expresién es minima si y solo si f; = g;( f),' f2 = g2(f). De donde

g AT+ 10 = W@, o2 IR,

y por la definién previa es igual a || f]|*.
Finalmente el iltimo teorema puede ser también enunciado de la manera

siguiente.

Teorema 3.1.2. 5i K; es el nidcleo reproductivo de la clase F; con norma
[l i = 1,2, entonces K = Ky + Ko es el niicleo reproductivo de la clase F
de todas las funciones f = fi+ fa con f; € F;, i= 1,2, y con norma definida
por

2= in 2+ 3
WA=, min (LA + el

Un caso particularmenie simple se presenta cuando las clases Fy y F3 no
tienen funciones distintas de cero en comiin. La norma en F est4 dada sim-
plemente por || f]|12 = || f1)|*+1 f2]|% pues toda funcién f tendra representacion
tinica. Gl :

La enunciacién de este Gltimo Leorema facilita la generalizacién al caso
donde K = 3°7, K;. Aqui, las funciones f = 37, fi, con fi € F,, t =
1,...,n forman una clase F cuya norma esta definida por

n
= min 123,
Ml = e {§ 1:lleh

y donde K corresponde como nticleo reproductivo.

Observacidén 3.1.1. Sea F una clase de funciones definidas en un conjunto
E con norma ||-|| y producto interior {-,-), supongamos que F tiene por nicleo
reproductivo la malriz K. Si a es una conslanle real posiliva, enlonces la
matriz positina K; = aK corresponde como niiclen reproductine a la misma
clase F pero con norma y producto interior definidos mediante las expresiones

R R A L)

para f y g en F. En efecto, para f € F yy € E, se verifica

) = (), K(p)) = %U(')',“K("y» ={fC) K1 (v

Siendo ademds evidente que K1(:,y) =aK(,y)E F.

61



Observacién 3.1.2. Ahora bien, si denotamos por F la clase de todas las
juncwnes conjugadas f donde f pertenece a una clase F, entonces en F la
expresidn (f,9)1 = {f,9) = (g, f) define un producto interno, mientras que
la norma || - | en F define ezactamente una norma en F.

Entonces, para f e F yy € E,

T@) =T KGY = FOLKG )

Se sigue que el niicleo de F es K\(x,y) = K(z,y) = K(y, ), para todo par
z,y en E.

Segiin el teorema analizado en esta seccidn y la primera observacion, la
matriz Ke(z,y) =ReK(z,y) = 27K (z,y) + K(y,x)], corresponde como
niicleo reproductivo a la clase ® de funciones ¢ = f + G, cuya norma estd
determmada por la e:i:prea:én

el = WA -+ Hah?).

{fe ! I+§)

8i F es una clase compleja correspondiente al campo real, esto es, si
F=TF y|fll = Ifll, es claro que Fo = F y ||fllo = | fll. Por ello el nicleo
K = ReK es real, y esta propiedad caracteriza el nicleo correspondiente al
campo real.

3.2 Diferencia de miicleos reproductivos

En la presente seccién estableceremos una caracterizacion del modelo que per-
mite que la diferencia de micleos reproductivos sea nn micleo reproductivo.
Primneramente, para dos matrices positivas, K; y K, definimos la relacién

K« K
si K — K ¢s también una matriz positiva.

Proposicién 3.2.1. La relacion <« establece un orden parcial en la clase
que rerine todas las matrices positivas.

Dermostracion. En efecto, si K; <« K2 <« Kj entonces, claramente,
K, <« Kj3. Por otra parte, si K} < K, y K; < K entonces K; = K. ]

Teorema 3.2.1. St K y K, son nicleos reproductivos de las clases F y Fy
respectivamente, con las normas |||, ||+ ||, ¥ si K, < K, entonces F} C F,
¥ lfills = 2]l pars toda fi € Fy.
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Demostracidn. Si K, < K significa que Ky = K — K, es una matriz
positiva. Sea entonces la clase de funciones F3, con norma || - ||2, correspon-
diente al micleo K. Como K = K, + K, sabemos por el Teorema 3.1.2 que
I? ¢s 1a clase de todas las funciones de la forma f, - focon fi € vy f, € Fy.

. En particular, cuando f; = 0, la clase F contiene todas las funciones f, € F;,
y as{ F) C F. Por otra partc, cn F' tenemos, por cste mismo Teorema,

A1 = min (LT + 105

para todas las descomposiciones fi = f{+ fi, con fle Fiy f, € F2 En
particular, de la descomposicién f; = f; + 0, obtenemos

| 1A < AR
lo cual cgjmpl(;ta la pﬁxc_bn. ‘ ‘ » O
Teorema 3.2 2. Sz F y F1 son dos espacios de Hilbert de funcwnes tal que, '

R CF entonces ezwte un tinico opemdor L:F - F lmeal .'umétnco v
: posztwo, tal que : : .

(fl)f) = (flrLf)lr

para toda fincidn'fi € Fy y f € F. Si ademds || fill 2 /1]l para fl € R,
. cntonce9 cl opcm oL, es acotado con una cota no mayor a 1. i

Se signe ([ +0) = Lf + Ly, |
par de funcxones f ,gde F,

(L1.9) = (LS, ggx =";—<gg;{4>;

~ o)) = <f, Lg)
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L es entonces un operador lineal simétrico.
Es también positivo porque (Lf, f) = (Lf,Lf); = 0.
Si ademds || f1||1 2 || f1]] para f, € F, L es acotado, con cota no mayor a
1, porque (Lf, f) = (Lf, Lf)y = ||LflI} = LSI?. Deabi, |Lf|> < (Lf, 1) <
LS NNl y con ello [|LF| < |ILF)- o

El op_érudqr L es conocido como €l operador dominante.
 Corolario 3.2.1. Si F .y F\ son dos espacios de Hilbert de funciones tal que
R CFysiKy K 1 son sus respectivos nicleos reproductivos, entonces
K« K.
Demostmczo’n ‘Sea L : F — F cl operador dominante. Se tienc entonces
" que L'*= I'— L, I operador identidad (usamos L’'? por razones que se verdn
un poco mé.s adelantg), es también un operador lineal positivo y simétrico.
Ahora bien, L transforma K(-, z) en Ki(-,2), para toda z € E. En efecto,
dado que Lf € F}, entonces, para toda y € E,

Lf(y) (LN K h
(K1 (), (LAY
AN {0}
(f('),Kl("U))'

Por lo tanto, para toda z € E, . " :
LK(y,2) = (K(, z) Kl( 0 (32)
luego, segin la propledad reprodu(.hvu' F : :
LK(y. ) =K =Ky, = ){

Sea pues R = K I( 1: Sea neN y tomemos 5{, . §,. mimeros complejos y
Yiyveer YUn clementos en E: Segun la ccuacnén 3.2)y la propledad reproduct.wa
de I( leuemm quc S : : :

Z&s,n(ﬂ,y,) Z&e,[l((y vi) =

=t Y

K

o
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donde f(-) =Y &K (-3) 'Ifuego., R_S una matriz positiva. ]

Mids aiin, tenemos el fééulia}do recfproco al dliimo teorema.

Teorema 3.2.3. Si K cs 'eikmiclyea' reproductivo de la clase F y L: F = F
es un operador lineal simétrico y positivo, entonces eziste una clase Fi de
Junciones con niicleo reproduclivo lal que Fy C F.

Demostracién. Definimos K,(z,y) = LK(z,y) = (LK(-,y),K(,z)),
para todo z,y € E. Entonces resulta sencillo probar que K; es también
una matriz positiva (a partir de que L es un operador positivo), de forma
andloga a la demostracién del 1iltimo corolario. Ahora bien, es claro que la

clase Fy = H(K,) (cuyo nicleo es K;) es un subconjunto de F, a partlr de- o
quo[(l(,y) LK(., y)e[‘ para toda y € E. S

El reciproco del Teorema 3.2.1 también es verdadero. Antes de emmcxarlo SR

probaremos otros resultados ttiles.

Lema 3.2.1. Si K es el nicleo reproductivo de la clase F con norma || ;
*sila clase lineal Fy C F forma un espacio de Hilbert (o tan solo un subespacio
lineal cerrado) con norma || - ||1, tal que IAalh 2 1Al para f1 € ‘F "ento ces.’
eziste Ky n.r. de Fy )

Demostracidn. La existencia de un niicleo para I* unplxca que para toda
y € E existen constantes positivas M, tales que |f (J)I < M,,|| f || pm'a toda
[ € F. En particular, para j1 € F; CF,yye E, ;

|f1(?/)( < h’ llfl" < Mv||f1

lo cual implica la emstencm de un nucleo ]\ 'de 1‘1 .

Consideremos nhom cl opcmdor 1= L dondc I ol opcrndor identidad y
L el operador dominante. Este operador hereda las propiedades de L. Por
tanto existe un op(_rudor mfz (.uadruda L para este operador simétrico y
acotado tal que “

oL I 'L

Definimos P como la clase de todas las funciones f, = L'f para f € F.
Denotamos Fy el subespacio cerrado de F' transformado por L' en 0, y por F'
el espacio complementario (esto es F' = F' & Fo) Tenemos que f € Fy, 8i y
solo si f = Lf. En efecto, una funcién fy € F si y solosi L'f = 0, o también

L'2f =0, cs decir f — Lf =0, lo cual es equivalente a que Lf = f. Ademds,
si L'? f =0, cntonces se sigue que L2 Y=L =LfI2=0.

Lema 3.2.2. &l operudor L' lransforma F' uno-a-uno sobre Fu.  Ademds
F, C F.




Demastmczdﬂ Sl f’ y _q’ perten ex_ a'F y son tules que L’f’ = L'g'

en reahdmd = g’ pertenece L
fl—-¢ =0, esdccn', f.'—-g
Por otro lado, para fy

Lema 3.2.3.. 5'1 paraf yg en[‘ se. ttene q'ue L’f L’g entonces P’f P’J

Dcmostmcwn 'Si para f,g € F L’f =L'g cntonccs f Lf =g- Lg,
dedonde f—g=Lf—-Lg=L{f = g), mfo sngmﬁm que’f —gestd en Fy (o
de manera equxvalcnte, fyg dificren por. una funcxén pcrtenec)ente a Fp).
Por cllo, ticnen la misma pmy(‘(‘(‘lén eobro F

Lema 3.2.4. La ezpresidn || fall2 = ||P’f1|| para f2 = L’f’ donde ||+ || es la
norma de la clase F, define una norma eobrc la clase F2 Con esta norma
F, es un espacio de Hilbert. : :

Lema 3.2.5. La matnz Ky, = K K 1 es posztwa, pues la clase F3 admite a
K, como niicleo reproductivo,.

Demostracion. En primer lugar L transforma K (- z) en K;(, z), para
toda z € E. En t.l'ecto, dado que Lf € Fyy entonces, para today € E,

L) = (EHOKCN

AF ) (LA

TREV T
1

Por lo tanto, pu.m tudu z E E

LI\ (y, 2)

(K2, K y»
(l (Z, ‘l/) E

Se siglylve entonces que’” : S
L'L'K(y, z) 'zK(J, )= K (v, 2) — Ki(y, 2),
por tanto K(-, z) = K(-, z) K;( z) € Fa, para toda z € E.
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'y €, se ticne,

;;;(fz( WK ()
DK D)
= FOLEGY)

= (PO, PERGDY
= & VLG

Ahora bien, sea f GFz (f2
)

entonces K 1K K

Slfz Lf,fEF

pdrdfzeryf’eF’. e fa'
. anterior. rcsu]t,ado R

Teorema 3.2.5. Sea K (,l .
Ki+ K, en dos matrices positiu
del operador identidad I ’eh’
Ly + Ly, dados por

Ly f(y) = <f()1<1( D Ll = O, Kalo ),

tal que si L,/ Sy LI/ 2 dcnota cualquwr raiz cuadrada simétrica cuadrada
de Ly y Ly, los clase Fy y Fy de todas las transformaciones Ll/zf y Ll/zf
respectivamente, f € F, corresponde a los micleos Ky y K. Si Fyy, i=1,2
es la clasc de todas las funciones f € F con Lif =0, y si F{! = F © Fy,

dbs pemdores posztwas L1 y La, I =
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entonces Lt/ establece una correspondencia uno-a-uno entre F{! y F;, y la
norma || - li en Fy estd dada por 1221l = SN pera toda [ € FY.

Inversamente, a cada descomposicion I = L; + Lo en dos operadores
positivos corresponde la clase F; con normas ||+ )i definidas de la manera an-
terior. La correspondencm de n.r.’s K; estd definida por K;(*,y) = LiK(-,v)
y salisface lu ecuacion K = Ky + K.

3.3 Producto de micleos reproductivos

Considere dos espacios de Hilbert de funciones Fy y Fy, cuyas funciones estdn
definidas sobre un mismo un conjunto F, con micleos reproductivos K y
K, respectivamente. Supongamos ademds que existe un par de sistemas
ortonormales {g¥}x») completos, y a lo sumo numerables en Fj, i = 1,2,
En esta seccién probaremos que el producto K, - K3 es también una matriz
positiva, utilizando lo que hasta ahora sabemos de nticleos reproductivos. En
cfecto, se trata de encontrar la clase de funciones para la cual este producto
corresponde como nicleo reproductivo.
Consideremos la clase F; y la norma |} - ||; correspondiente a K;, i = 1,2,

Ahora, sobre el conjunto B’ = E x E definimos la clase de funcnon& f! ( ) :
de la forma : R L

fccto, vemos inmediatamente de

po::lbleb representnmox
(3.4) que k

m

"q >' Z«f' M1, 982,

=1

lo cual prueba que (f’, ¢’} es independicnte de la representacién particnlar
de f'. De forma andloga sucede con la representacién particular de g'.
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Ahora bien, las propiedades de producto interior son inmediataimente ver-
ificables. No obstante, queda probar que {f’, f'} = 0 y que la igualdad se da
si y sélo si f' = 0. Consideremos una representacién para f’ dada por (3.3).
Por un proceso de Gram-Smichdt, en el subespacio generado por {fl")} de
F, podemos encontrar una sucesién finita de vectores ortonormales los cuales
generan esle mismo subespacno, el caso se repite para la sucesién { f2 ’}k=1.
Denotemos por {fF}eL, v {fi}12, tales sucesiones ortonormalizadas en los
espacios Fi y F», respect.lvamente. Toda funcién fi(') es entonces una com-
binacién lineal de dichas funciones ortonormales. Con lo cual obtenenios la
siguiente representacién para f’

ny ng

Flaize) =Y awuff(z) falza).
=11

Sin embargo,
tonces a encontrar; s
‘la forma

,(3.5)

(3.6)
LlamemosF.1n élaq'é que contiene estas funciones. ’
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Lema 3.3.2. La cluse F wta ‘bien definida;: es decir, las fu
(3.5) son absolutamente corwergent

Demostracidn. En efecto, como la clase: Fl posee el
I,, en vista de (3.6) tenem

cleo téprbddctivo

k=1,

segtin lo tho @
Entonccs :

Lal l._ :

paran = 1 Sc tiene ent.onces -

= i b
sobre L/, ademés
11 = L 7l

De aguf se deducen todas las propiedades que definen una norma.
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Seje; e> 0. Se tiene

llando sta cxprcsxdn, se dcduco “que

Con lo cu 1, dcs

lakl - au| < €

para toda. k y l Entonces lm-. sucesiones Lomple_w:: {a,‘,},,.>1 son de Cauchy, '
para. toda k y L. Consnderemos entonces los niimeros oy puntos de conver-
g,(.uuu de Lales sucesloucs. Seu [ € F ln luncién cuya (.xpwulou ‘esld du.da

por

o0 o <
7= onghe

Tt,uuuus entoncees

,m.e en I, ]

donde,

At
i Lok
9 = "1;{{.10 b ﬁktyxgz

k=1
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Lema 3.3.4. La clase F es la completacion funcional de la clase F'.

Dernostracidn. Las sumas finitas del tipo (3.5) son densas en el espacio
de todas las funciones del tipo (3.5), entonces es suficiente probar que toda
funcién del tipo (3.3) también es de la forma (3.5). Para ello, probaremos
quec una funcién del tipo (3.3) pucde aproximarse tanto como sc quicra (cn

relacién a la norma || J') por sumas finitas del tipo (3.5). Sea f’ en F'
con representacién dada por (3.3). Podemos aproximar toda f( ) por una
combinacién lineal finita A de funciones g tales que ||h,(")]|. < NN

/%) — A®); < ¢, con € > O arbitrario. Antes, probaremos que para’ toda_y
lunuon f'y cualquier representacién del tipo (3.3) se verlh(.a o :

01 < SN - 1Pl
k=l S

En cfecto,

‘n-

=y =Y

s

ideremos las funciones

Es cluro qnc h’ cs del tlpo_(s 3) y que gi es al mismo tiempo del tipo
(3.3) y (3. 5), lo cual pucde vérse por ¢l desarrollo de las funciones h{® como

. combmacxoncs lincales de g o Sea M el méximo de todos los niimeros fl f )|[.,
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obtenemos

A

~ ;Ilf’ Wi+ uh' =gl

I~ ‘
= Z) WA @)~ A (zlnfé"’ @I

IF-— /l’ll’

Finalmente obtenemos

:1:2) s’ ncotada, y por tanto contmua De dondc sc E
desprende In oxmton(‘m del micleo reproductivo. -
Entonccs F’ txene por: complctn(.lén el cspm:lo de Hllbcrt F'con nucleo

En segund o ]ubm‘, pam mm funclén f € F f = Zk_l Z,,., a;‘;g,gz, R
consldcremos la succslon fu= Z,‘_ E,_l cu ,glgz Entonces, si (thg) e
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B,

woon

S ) (zl)y,(zz)
. k

fn(xblv: 3-'2)4

Tomando lfmité :

Esto pmcbu la plupxedud repruductlvu dt, K - L v o . L_.I

Cuando consideramos las restm.lén al conjunto Eo de E' de los elementos
diagonales (7, z), entonces la matriz K (z,y) Ki(z, y), para (z,2) v (v, ) en
Ey, s el niicleo reproductivo de la clase de funcxones en F reﬁtrmgld&s a Ey.
De ahi que efectivamente el prodncto K I Kz es una mat.nz posmva )

Teorema 3.3.2. El nucleo K(z, y) K, (z, _/)Kg(z:‘y) es cl nuclco repmduc-
tivo de la clase Fy de la restriccidn de todas las funczones;_F al canyunto diago-
nal Ey. Paru cualgquier restriccidn fo, W follo = mm{llg“ geEFy gm‘, fo}.

Observaciéon 3.3.1. Sea {yl} un srstemu completo, rtonormal numerable
en Fy. Enlonces toda funcion fo € Po es rcpresentabl 3 como una serie

hi@) =32 iHe)oke) fEe B 'anznzmo

k=1 k=1

Sobre todas las represcntacwnea de f existe una y solo una representacion
que minimiza la suma 2 || £, Este minimo es igual a || f||2.

Podemos aplicar el 1iltimo teorema a la clase F y su conjugado F. El
producto de los micleos correspondientes es [K(z, y)|2 = K(z,y)K(y,T) y la
clase correspondiente puede obtenerse de la observacién anterior.

3.4 Limites de niicleos reproductivos
Ahora consideremos una sucesién {F, },,>1 de espacios de Hilbert de funciones
definidas sobre los conjuntos { £, },1, respectivamente. Sea ademds { K, }u>1

la sucesién de respectivos micleos reproductivos. Nos interesa saber si tiene
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sentido hablar del Ifmite de la sucesnén de nicleos reproductlvos, ysies u.sf
nos preguntamos si tal Ifmite es tambxén nr. ‘y cobre cual clnse de funcnoncs
Podemos considerar dos casos.: -

Caso A. Sca {E'..} una succsxou crccxcntc dc subcon_]untos, esto cs E',l c

E,,, para lodan > 1, sea E su umén (E‘ U E‘,,)

Ahorasi fu, € F,, entonces param <n deuotemos POT fum, la restncuén s
de f, al conjunto Eyn C B, (i.6. fun = ful|g,). Supongamos también que.
las clases £, forman una sucesién decreciente en el sentido de que fnm € Fp
pnra toda funcién f, € F,, y para todo par de nimeros m < n.

Finalmente supongamos que la sucesién de normas {|| - ||n}nz1 deﬁmdas
en F, forman una sucesién creciente en el sentido de que .

”fnm"m < Jifalln sim<n, (3.8)

pura toda fa €FR,.

No excluunm ¢l caso_en que todos los conjuntos F,, son iguales, B, =
Ey = ..=E. Clammente, en esle caso fo;m = fp, Fy C F, vy, segin
el Teorcmn 3.2. 4 basta suponer:la existencia de K)(x,y) para deducir la
existencia dcl resto de los niicleos K,, y obtener la propiedad K,, < K, para
m < n. ;
En el cnso genera. ntrodu mos lns restnccxoncs Kum de K al conjunto

im ”ff)n"n; (3.10)

[ h—too

donde fon = folD,. paru toda n > 1 dejme una norma sobre Fp.




‘eros reales creciente y por
hxpélmn cs también aco mltc (rcnl no negativo). En

tal caso es posnble définir

; (5;11)

donde fo" folz v Jon = gol B pam toda n>1, deﬁne un producto interior
sobre Fo, r:uya norma mdumda. es (8.10).

Demeostracion. Sea fo'y go funciones en Fp. Las propiedades carac-
teristicas de producto interior son satisfechas por esa expresién y es inmedi-
ato que {fo, fo) = || foll. Debemos probar que efectivamente existe este limite.
Tenemos que

| fonll2 + 2Re{ fon, Gon)n + ligonllz ¥
[ fonll2 + 2Ln{ fon, Gon)n + llgonll2,

I fon + gonll2
: 'llfOu + i!!(m"?.

para toda i > 1. Entonces las sucesiones {Re{fou, gon)n}uz1 ¥ {IN{fon, gou)u}nz1

son convergentes Es decir,
(fo,90)o = lim (fomgou)m

existe, e o T o a

Lema 3.4.3. C‘bn.e‘lﬁ:rat’iﬁétbif.?.ﬁfj ):yvla'nonn:a (5.10), el espacio Fy es un
espacio d_e Hilbert Pl
nk’de, Cauchy en Fy. Sea 1 <

f"‘)lh < 158 = £l
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de Bhl que { fo,‘)},m es sucesién de Cauchy sobre Fx )
a la cual convergo ésta sucesién sobre Fi.: Dcﬁmmos ntonces go sobrc L'

- como la funcién tal que go|g, = gok para toda k> G =

. Ahora bien, para k,m > 1,

Yy por otra pmk‘t.cr )
(m) _ = Lim 7 Fm

||fo:= ok ,,h_,";‘o "fok.‘u »

- por tanto e
||(Io'=|lk < ll ("')llk + lim ||f("')

para toda k>1,
Todo lo anterior mu
Dc, (3. 12) mmblén

xmgleo rcprodm.tlvo K,,, (.ntoucas

|f0(y)| = 'f()u(?/)‘ < M "fl)n‘ n "

por I.unto sin—o0,

pAm alguna M, > 0,

- |fo(1l)| < Myl follo-

Entonces Fp posee nucleo reproductlvo. [}
Llamemos Ky al niicleo de Fb.
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Teorema 3.4.1.. Bajo cl‘os anteiwiéé supuestos sobre lus clases Fy, los nidcleos
K, convergen, para toda z v éen E al miicleo Ko del espacio de Hilbert Fo

Observacién 3.4.1. La canverqencza de K, a Ko se entiende de la siguiente
manera. ‘Todo par de. puntos x,y en B pertenece a todo E, u partir de un
Ep,. De ahi que K,(z,v). estd deﬁmdo pam n > ng, luego riebemov pmbar
que lim Ky(z,y) = Ko(z, y) '

Demoslmcufn Para y € Ek cualquiera y ntuneros k < m < n se Liene
| Koy 1) — K,.k( ,y)llk IIKm( ¥) = Ko 9)5

Kon(t,9) = Roum($:9) = Ko (3,8) + [ K911
Km(u,u) 2Ku(y ¥) +‘IIK,..,,( y)ll...,

,;'v\'A 1 'IA

y dado que.

Cnm 1:’/)"1 S "}I(,.}(-‘, '.’I)"n
g entou@s o s . : : : -
nKmk( 0= Knk( ,y)nk < Km v¥) = Ka0,9). (313)

" De (3.9) se mp,ue que K, — Kpm es una’ mutnz pusntlvu ‘Por tauto"'.
K v) = Kam (1, ¥) = Ky, ¥)— Kr@(J: ¥) 2 0, y la sucesién {Km (v, Y} mze
es una sucesién decreciente de niimero no negativos. Por ende es una sucesién -
convergente. Ahora, (3.13) también prucba que las funciones Kk (-, ¥) € Fe,

para cualquier ¥ y siempre que m — oo, converge fuertemente en Fk a alguna
funcién ¢, € Fi. Esto cs,

Jim Ko(,y) = "{i_x};o Km(m,y) = ¢k(m),

para todo & € Ej,

Dado que para todo par =,y en F podemos escoger una nmimero k tal que
z y y pertenezcan a Ey, se sigue que K,,(x, ¥) converge y que el limite ¢o(z, y)
no depende de la cleccién de k. El niicleo K es 1a restriccién ¢ox(+, ¥) de ¢o a
E. Se sigue entonces que Kpmi(+, 1), para cualquier y, converge fuertemente
cn Fy a ¢ox(-,y) pertencciente a F. De (3.13), haciendo n — oo,

a1 5) = BokC IR < Ko ) — 0w, ) (3.14)
oG )lle < lidon(-s8) = Kbyl + 1Ko )l

< [l("l(yiy) - ¢0(y;y)]1/2 + |l Ga {3 yWllm
< [Km(p) = $o(u, y)]" 2+ (K, 0)]2,

y cuando m ~— oo, ||¢ok(z, ¥)|I2 < ¢0(1/v !l)
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grandc tenemos
foly) =

ot _fo,.() Knleat) = Ko, y»n o

Cuando o oo, el primer;: producto escalar en ¢l tltimo. 1u1embro cou—”"
verge, por la férmula: 3: 11), a (fo(*), #o(-,y))o. Mientras que_ el segundo
‘converge a cero; en efecto, por ln férmula (3. 14) (con k=m= n) es en valor
absoluto més pcqueno que . : : Lol

Siye FE entbqqésﬁ{f(n(y /) Yot ‘o8 una sucesién creciente de nfimeros
positivos. En cfecto, siy €Ky m:>n,

Vj(mb(ylr::'/) ,_ kq(?/‘x?/’).,-'-‘,— ‘,k;l;(y! y) - I(um(yy 1/) >0,
- 79 o
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pues K,.m < Km Km(y, 1) existe pero puede ser infinito. Defini-

mos cntonccs cl conjunto
weE| Ko(y.y) = lim Kn(y,y) < oo}.

¥ Supongamos que

Definimos tambnén la clase Fo que contiene las restricciones fnp al sub-
conjunto Fo de’ func:onw f,. € F,, para toda n > 1. Ahora,sim 2 k > n,
entonces

. . ”fnm“m < ”fnk”ky
por tanto {[| fuxllx} ,,é,.ves una sucesién no negativa decreciente.
Lema 3.4.5. La ezpresidn
faolld = Jlim | folZs (3.15)
—»00

con fnp € Fy, define una norma sobre Fp.

Demostracion. En primer término, este limite existe por las observa-
ciones hechas en el parrafo anterior. Solo probaremos que fpo = 0 cuando
| fuollo = 0, el resto de las propiedades se siguen de forma inmediata. En
efecto, supongamos que || f,'o|| =0, si y € Ep, entonces

fno@) = (@) = (o (), K- ,y))kl < ol v/ Ky, w),

para toda k. ‘Lucgo, sih =y oo, ||f,.,,||,¢ =5 0 = || fuollo, de donde se sigue que
fn(l(./) = 0 ’ .

Asf, kde mzmera itnilar

‘primer. caso, la expresién

. stricciones Ko, s
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Lema 3.4.7. Para cada y € E'o, {I\no( e

‘es una sucesidn:de Cauchy
respecto a || - llo sobre Fb T

Demostracidn, Sea y € Eo y Como en el caso

A, es posible mostrar que :
| Kk (-, 1)

por tanto, s8i k — co,

Demostracion.. S
sobre el espacio Fo el cua

,y) = Ko( ;¥) ‘en norma
tonces la convergencia

(3.16)

')’::,’,"'r"so y))o] (3.17).




El término entre corchetes es de la forma ({g, h}m,. — {go, ho)o] para g,h €
Fr,, (90 'y ho son las restriciones de g y h n Eg). Esta es una forma bilineal en g
y h'y la correspondiente forma cuadrética (g, g)m. —{go, go)o = llgli%,. — ||g0l|3
es positiva (segin las hipétesis y (3.15). Consecuentemente la desigualdacd
de Cauchy-Schwarz es vilida para esta forma Yy entonces, continuando con la
expresion (.5 17), - -

(SR I [”fkn"h."m - Ilfknolloll’zlllffmn( W)l = 1Kol 0] i
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Epilogo

Finalmente, a manera de epflogo, pretendemos mostrar indicativamente que
una de las mds ingeniosas direcciones en que los niicleos reproductivos han
tenido aplicacién, es en la teorin de las probabilidades. -

En la iltima parte del primer capitulo habfamos ya cstablecido ¢l sentido
de la terna (Q,F, P), llamado espacio de probabilidad, asf como de otros
conceptos probabilfsticos como el de esperanza. Ahora bien, si consideramos
las varibales aleatorias (funciones reales F-medibles sobre ) Xi,..., Xy, es
posible que exista un vector u de dimensién n cuyas componentes son los
nimeros

7 =>E[X‘.~] = /‘X‘,-dP,

con i = 1, ..., n, siempre que mles nnmeros existan. Dicho vector es conocido

como vector esperanza.
De igual modo, es posnble que emsta mm matriz cuadrada K de dimensién

7. cuyo componente genénco es el ni; ero :
5 = B{(X, — I‘i)(xj — 1y )]
- / (X = (X = 1) P,

Hlamado covarianza de las varibles X; y X, con i,j = 1,...,n, siempre que
tales niimeros existan. Dicha matriz es conocida como matriz de covarianzas.
Habitualmente, cuando ¢ = j usamos la notacién o;; = o} y tal mimero es
conocido simplemente como varianza de la variable aleatoria X;.

Una condicién necesaria y suficiente para la existencia del vector i y la
matriz K es que cada X, 7 = 1,...,7n, sea enadrado integrable. Si tal es caso,
es fdcil observar que K es una matriz simétrica, y si ademés o} > 0, para
toda i = 1,...,n, entonces K también es una matriz definida positiva (en el
sentido estudiado en la seccién 2.4).

Bajo estas condiciones, si llamamos T,, = {1,...,n}, y abusando de la
notacién, es posible definir la funcidn K : T, x T, = R como K(%,7) = oy,
i,j € T;,. De modo que, segiin lo visto en la seccién 2.7, H(K) cs el espacio
vetorial euclideo de dimensién n con el producto punto {(z,y) = z* K~y

83



Por lo tantb
P{(X1,...X,) € H(K)] = 1.

Ahora, si consideramos un conjunto de indices T arbitrario, entonces un
proceso estocdstico sobre el espacio (2, F, P) es una sucesién X = { X }ier
de variables aleatorias definidas sobre dicho espacio. Ademds, si w €
llamamos trayectoria de X en w a la funcién X.(w): T — R.

Y en forma andloga al caso finito, si X, es cuadrado integrable para toda
t € T, cntonces decimos que ¢l proceso X cs de segundo orden, y la funcién
K :T xT — R, dada por K(s,t) = o, es una matriz definida positiva
siempre que o} > 0, para toda t € T. Esta funcién es también conocida
como la matriz de covarianzas del proceso X. Del mimo modo, el vector p
cuyos elementos son los ntimeros u, = E[X;], t € T, es conocido como vector
esperanza del proceso X.

La pregunta ahora es si

P[{X e H(K)] =1,
o todavia mds, si exxste n}gﬁim otia matriz positiva R : T x T — R tal que

P[X € H(R)] =

y bn_]o qué condlc:oues es posnble aﬁrmar tales resuliados.
Pm"zen muest.m q

P[Xve H(K)] =1,

es falqo sino se venﬁcan dos condxcxones, a saber, que T es un espacno métnco i
separable y K es continua sobre T' % T -

Kallianpur? nniestra que si X es un proceso Ganssiano®, y R es una matriz
simétrica continua sobre T x T entonces

PXcH(R)]=1 6 P[XeH(R)]=0.

Finalmente, Driscoll* muestra que si X es un proceso Gaussiano cuyas
trayectorias son continuas sobre T' (donde T es un espacio métrico separable),

1En el trabajo que también menciona Driscoll: Parzen, E. ”Probability functionals and
reproducing kernels Hilber spaces”. En Time Series Analysis. pp 155-19, M. Rosenblatt,
New York: Wiley 1963,

3En otro trabajo igualmente usado por Driscoll: Kallianpur, G. "Zero-one laws for

Gaussian pre ". En Tra tions of the AMS. Vol 149 (1970), pp 199-211.
3Esto es, para cada niimero finito de vectores X, oo Xty 2 € T, £ = 1,04, ¢l vector
(X¢yy ey X1, ) tiene distribucién normal (o Gaussiana) n-variada

4Driscoll, Michael F. "The reproducing kernel Hilbert space structure of the sample
paths of a Gaussian process”. En Zeitsschrift fur Wahrscheinlichkeitstheorie und ver-
wandte Gebicte. Vol 26, 1973. Psigs 309-3016.
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ysi Res una matru sunét.nca deﬁmda poaxtwa y continua sobre T x T tal
que 4 € H (R)'

segin si e

LT= sup t.r(K,.R,,), -

- €8 ﬁmto o inﬁmto, donde Ty = {t1,t1,...} esun subconjunto denso numerable
‘de T, Ky y R, son las restriciones de K y R, respectivamentc, al subconjunto
{tl, ,tn}?, para toda n € N.
e Driscoll descubre, de esta forma, condiciones necesarias y suficientes que
determinan si P[X € H(R)] = 1 6 0. Pero llama la antencién que en la
pruecba de que P[X € H([)] = 1 bajo la considerqacién de que 7 < +o0,
Driseoll no haga uso de la hipdtesis de que el proceso X es Gaussiano.

Recientemente, Lukié y Beder (en [6]), observaron este hecho, y han lo-
grado dar una generalizacién de este resultado para procesos mds generales.
En su extenso trabajo, las hip6tesis de Driscoll son sustituidas solamente por
las hipétesis H(I) € H(R) y p € H(XK), no requiriendo suposiciones adi-
cionales para el proceso X, las matrices K y R (excepto que sean definidas
positivas, por supucsto) o cl conjunto 7. En caso particular de que ¢l pro-
ceso X es Gaussiano, se tiene, en efecto que si P[X € H(R)} = 1 entonces
T < 400,

En el caso general, estos probabilistas prueban, bajo las suposiciones
mencionadas en el parrafo anterior, que exisle una versién Y del proceso
X (esto es, un proceso estocdstico Y = {V}ier tal que P[Y, = X;] = 1,
para toda t € T') cuyas trayectorins estdn contenidas casi seguramente en
II(R) (cs decir P[Y € JI(R)] = 1) sicmpre que 7 < +oo. Y que bajo otras
restriciones, que no es posible mencionar cn esta tesis, se tiene en efecto,
que P{X € H(R)] = 1. La prueba estd basada en las ideas que Driscoll
habia dado ya en el trabajo que ya mencionamos, y el soporte lo aporta un
descubrimicnto fundamental: Cuando H(K) € H(R), y H(R) es separable,
entonces el operador dominante L del que hablamos en la seccién 3.2 tiene
la propiedad de que

T = tr(L).

Luki¢ y Beder se apoyaron en diversos trabajos previos que ya habfan
tocado el tema de los procesos estocdsticos. De este modo, son bastas
las consideraciones que hasta ahora ha tenido el niicleo reproductivo en el
desarrollo teérico de los procesos cstocdsticos. Dor lo pronto nosotros
concluimos este trabajo, dejando para venideros tiempos la investigacion en
estos dmbitos.
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