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CAPÍTULO 1 

INTRODUCCIÓN 

El oLjetivo pl"iucipal de PStc trabajo t•s cak11lar la función <licl<!ct.rica. de 1111 gas de cx

dtont.•s c11asi-11nidinwnsiunal en dos alar11brPs ,•11ci11t kos paralelos. Los nla111bres cuánticos 

paralt.•los esuin separados una dista.ucia d y tit•rn_•n cada uno un ancho"· t-!ll uno de ellos 

hay un gas diluido de 1_•lect1·011 .. s y Pll p) urro 1111 ga .... de htJt_•cos tambit~n diluido. Hc.~mos 

supuesto que la intcracciún Pntn• t_•J.-rtrow•s y huecos (los cuales perrnanl:'cen 11no Pllfr('llt•.• 

dPI otro) es tau fup1·tc que la distancia t.•ntt·t• dios pt!r111ancce constante. Estos par«>s 

de Plectrones y hw~cos cunstituyen t•xcitoncs los cuales oht!dt_•cen la estadí:-;tica dP BosP

Einl"'tcin por lo qtie dPscribiruos el co111porta1uiento de nuestro sistf•111a 11sawlo la funcitju 

d..-. dist.ribucit.ln ·de Base en 1111a di111l'11sión .. En la figura ¡:; del del capítulo 3 (pi:i~iua 1-t) 

~e 11111estra esqueuuitica111e11te 1111 par de excitozws de nuPstro sisterna.. 

A partil· de los arios cincuentas l'I l•Studio dt>I géL"' de Bose se ha increull'ntado Pll el 

conlPXto de teoría.-; de superconducti\'idad a altas ternpPratura.s (1J-[3J. Por otra pa1·te. 

l'I ci:tlculo de Ja función dieléctrica para un ga .. -; de Bo:-;c se ha lu.•cho en dos (20) [3]

[7J y tn~s dimensiones (30)[2 .. 8 .. D. 10]. Se han n.•aliza.do nu111Prosos c<:ilculos para In 

funcitju dieh~·ctrica de 1111 g:as de fortniones f"n :-ajlidos por su relación con la teoría de 

co11d11ctividad[l l)-[lGJ. El pl"i111er c-.ilculo de la función dieléctrica t..•n dos dirnensioncs 

f111· rt>aliza<lo por Stc>rn[l lJ pani un gas de electrones. t:.•n donde obtuvo una relación de 

displ~rl-iión para tcu1perat11ra de cero absoluto. 

En cout.raste. han sido pocos los cülc11los que se han realizado para In función dieléctrica 

t'll un gas de bosones. l'l prituero fue hecho poi· 13ogoliubov citado por Foldy en In rcf. [2J 

y do ahí s1~ han derivado algunos nui."' [2)-[10]. 

Para realizar estos cálculos SP usa la expresión de la. función dieléctrica que fue obtenida 

por Liuclluud con un nu•todo del 1nodelo de ca1npo autoconsistente más conocido por sus 

siglas 1..•11 inglés SCF (self-consist(•nt-Jiel<l). También Nozieres y Pines obtuvieron una 

t'XJll"t.•sión amitog:a de Ja función diélectrica usando uu inétodo b.asado l.'11 In aproxin1ación 

dP f¡L<;<~s aleatorias. que por sus siglas en inglés se conoce corno RPA (randon1-phn.se

approxi111ntion) citado por Ehreureich en la. ref. [l 7J. Harris [..t. 18. 19] obtuvo una. 
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t..->Xpn•sión arnilitica de la función dieléctrica basada en d RPA aplicada a Bosones, 

1 ...-- V(q) ( F(k) - F(k - q) ) 
t;; ~) = 1 + - ¿_ --(q. 11 k L :.i.J - (li/m)k · q + flq~/'2111 ' 

(1.1) 

doudeF(r¡) es la. trausfornuuln de Fo1u·ier del pott..~ncial de interacción enti·e dos partículas 

del siste1na. F(k) (>S la probabilidad de Pllcontrar a una. partícula con ene1·gín E1.: y k es 

t'I '\"(~cto1· de onda asociado a ('~ta energín: F(k - q) es la probabilidad de encontrar a 

utul partíc11la co11 ntomento h(k - q) corre~poudi1•ntt..• al 11101uento trausforido c11:uu:lo la 

partícula es apantallada por un potencial \!'(q). il:..J t.•s la energía transferida a Ja. partícula y 

111 es la lll:L'-ia de la partícula. Esta aproxi1mu_·it'>n ,-.s válida para sistcJlliL<.J diluidos donde las 

interacciones cut.re tres pal"tículas son po..:o probabl1~s y sólo se con!"idernn las i11tc1·accio11es 

de hu·go alcance entre 1111 pa1· de partícula . ..; que t~n el espacio recíproco equivale a considerar 

'/ pequciias. 

El c¿lJculo de la función dieh.'i.ctrica no t.•s trivial y muuerosns expn~siones han sido 

rle:-:nnolln.das panl este ¡u·opósito. Es 11t~ccsm·io nulncjar adecuada111cnte la. ,fi!-'co11ti1111idad 

t'U el <lcno111inador de la función dh}léctrica. L~na forma <le haccl'lo es a través de tomar la 

trausfonnada de Laplace para la frecw~ncia y resolvieudo Pl probl1.'1Jla de valores iuic.:iales 

en el espacio reciproco[ 1 O]. 

El t•studio de un gas dt.• ho:mnes aplicat.lo a los superconductores (Schafroth [l. 2j} y el 

dt•sanullo <le la nnnoh"cnologín ha conducido a cálculos Pll sistenuL<.J de rlintcnsión cada vez 

m<i..~ pl'CJ.Uefia [20]. Calc11la1· la función dieléctrica t..~n alan1bres unidhnensionalt.•s t>:; un i·cto. 

ya que· las propiedades tennodin<intica.s de un ga.s de bosones enrubian considernblctncnte 

l'll t".SCa ditnensión y el potencial quíntico no sn puede obtener anAliticamente, lo que obliga 

a 1111 ctilculo nthut..•rico para los valores de la función dieléctrica. 

A trav1'i.s de la función dieléctrica podPmos obtener los modos coli•ctivos longitudinales 

de oscilación de nuesu-o ga.s de bo~ones. ya que la función dieléctrica es una descripción 

d1._• la re:;puesta de un sisten1a a un potencial de apantallamiento dado. Est~ potencial 

n•p1·t.•senta la interacción 111odificada por PI ruedio y PStli definido por el pote11cial <le 

Co11lo111b dividido por la constante dieléctrica [21]. 

El sistetna físico considerado en este trabajo es ~imilar al considerado por Ulloa{5] en su 

n'ilculo de la. función dieléctrica en 20: en éste obse1·va1nos un potencial efectivo iuterdipo

la1· inadecuado para describir la interacción dipolar efectiva de cuatro ca1·gas puntuales. 

t!ll nuestro cálculo corrcgilnos dicho potencial efectivo 111edin11tc un cálculo cuiintico que 
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tu1ua t._~n c1u.•11ta PI coufinaulieuto dt> los electrones y huecos qUt? coufunnan Jo":> dipolos. En

coutrnr 1111 pot••11cial tlt~ iuteraccióu intto'rtlipolar cousistentf• co11 las co11sideracio1ws físicas 

dt.• 1111t.•Stl·o siste111n fue 1111a de las prin1cras ntoth.•aciones para i·ealízar f'Ste traba.jo. 

La seguuda uwt.ivadón de este trabajo es que t~n la act.ualida<l se pueden construir y 

c..lbt>lia1· este tipo de est.ructura..;;; adenuis de sei· un sist.t._•mn 11nirli111ensiounl que no se ha 

PSI udiado. Por ot.ro ladu. en Jos 1Htin10s atios se ha i11cre1nentndo el 111i111ero de experi-

11w11tos donde se d1_•111111.>st ra que la espectroscopia. <le dt_•ctroabsorciúu es particulanuente 

Sl'llSihlt~ a 111att>1·iales 1le e>stri1ct11ra ca .... i 1111idintt>USio11al[22. 23. 2--t]. t._•sto nos ha 111oti~·ado 
ai'111 uut..; a 111odelar f'Slt._• tipo de t._•struct.llnl.'-1. 

El objt_•tivo tle rnu.•stro trabajo t!S calcular la f1111ciú11 dicl4!ctrica dt! m1 gil...; dP t..•xcito1u•s 

c11asi-unidi111P11sio11aJ. los t..>xcitoru-.s son bosones y cu1nplcn con Ja e~tadística d(• I3ol"iP. 

por t?sta razt..>11. 1_•11 t•l capítulo 2 calculamos las propiednck•s tennodimi.1uicas de un gns 

idt.•al 1111idi11J1•nsional cli~ ho!"iOllt.'S. en t~special Ja fugacidad y el potencial quíruico. qllf~ 

usarnos 1•11 d eapítnlo ~1 para calcular la función dieli;ctrica. En el capítulo 3 se dPdt1cP 

t._>( potc>ndal PfPctivo .-•ntre PXcitones cunndo el confiuaiuiento lateral es parabólico y SC' 

calcula In t rausfonnada de Fourit~r de dicho potencial que se usa en el capítulo -1. ahí l"ie 

calcula la función diclt.;ctricn. y la relación <ll' t_lispei·sióu con el valor de la tempenitura 

i.L?;t1al a t:P1·0 y distinto de ce1·0. En el capítulo 5 se prest._•ntan los rc•sultados y en el capítulo 

G las eouclt1sio1ws. 
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CAPÍTULO 2 

GAS IDEAL DE BOSONES 

UNIDIMENSIONAL 

En f..•ste capit.ulo calc11la111ns las propi1•dadt•s t1>rJ11tH1i11ú11licas dP un p;as dc> boso111.>s irft:.a) 

en 1111 ala111bre unidinu .. •nsio11al de longitud L. ConsidPra1nos que no PXistL" iutt>racción 

entre Ju .. ~ partículas. la t•nerp-;ia dP cada. partícula hos{inica corresponde a la energía de una 

partícula libre de 111a:m 11t [25. 2GJ. 

(2.1) 

con. 

!.:' = 1.:;. (2.2) 

(2.3) 

Tlz = 0.::!::1,±2 ..•. ; (2.-1) 

1~s decir. la relación de dispersión entre el n101nento tik y la cru.•rgía ek de las partículas es 

cuadrática. Ahora bien. en el caso de un siste1na de partículas de Oose-Einstein el ntirncro 

p1·omcdio de partículas en un nivel de energía definido por el n1mne11to k cshl. dado por 

/l4., 

1 
1 

(2.5) I k = e.::ll<' ... -µ) - 1 • 

conocida. también co1uo la disu·Hutción de Bose-Eistein. donde €:k está dada por la ecuación 

(2.1). 11. PS el potencial quíruico y B = l/koT. con k 0 la constante de Boltzn1ann y T la 

te111pt.>ra.tura en Kt.~lvin (K). El númPro total .V de partículas cstií dado por la stuua de 

las partículas en cnt.la nivel de energía asociado al monieuto ft.k, 

;.V=>11. => l -¡; k k e.:lle:"'-'"J - 1 
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Por couvi>uiencia ... V se cscdb1;o como la su1nn del 111h11ero de partículas en el e~ta<lo base 

.. Y0 nüi.."" .Vf!!. el 111ínwro t.le partíc11fa."i que este-in en los estados excitados ,v~. 

J.V = ,·v0 + ,vf!!. (2.7) 

1lo11de 
1 

~va = e-a,,,. - 1. (2.8) 

1 
.vf!! = ~e.J<,.., ,,, -1 · (2.!J) 

Por sin1plicidnU. cscrihirernos f: en lugar de fk de aquí en adelante. En el lirnih~ 

terruodinán1ico (L _...¡.. oo, ,v ~ oo pero .. V/L =etc.) In separación entre los niveles 

t ieude a ce1·0. al grado que podemos aproxhnar (2.!)) co1110 unn función continua e.le k y 

nsi podemos t•scribir 

donde n := 2-:r / L, o bien 

~v = fo':!Q o(e)u.k(t:.)df:. 

dondL' y(e) es In densidad de estados unidimensional para partículas sin espín 

Por lo tanto. 

L (2n1)! g(e) = 2,¡;i' ~ .-!. 

N = _L_ (-2r_n) ! r= ,-! d 
2~ ft 2 1r lo edte µ.) - 1 e 

S.-a. r = ;3t:. y .: =: e..1µ, la fugacidad, reescribiendo Ja ecuación anterior queda que: 

L ( 2m ) ! 
N = 2 r.-rr¡3 91(=)~ 

donde. 
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!Ja(:) = -f- :' ¡1~. 
l=l 

E.sta 1.•ewu:ión relaciona el nti11ie1·0 de partículas JV con la tPJnperatura. es decir, 

'\' L (2mkoT) ! J 
· = 2 r.-rr 9 ! (: · 

(2.17) 

(2.18) 

En el Ji1nit•" de altas t.e1npc>raturas el potcncinl qui1uico J.l se cotnporta chisicanwntc (¡.t S 

0). es decir. todas las partículas del sistema se encuentran en los est.a<los excitados de 

'-'llt.•rgía. Sin P1nhargo. cuando la tc111p1~ra.tura del siste111a dis1ninuyc hasta cierto valor. 

¡1. - O y .V = .V0 _,.....Y~. t>l Psrado base de ~n·~rgía co1nienza a poblarse. mientrn..;; <1ue el 

111í111ero de ocupació11 de los los estados excitados disn1iuuyc pero iV pe1·nu111ecL• co11stnntP. 

La fPlllpt>1·a.t11ra a la que JL =O(.::= 1) se le lhunn. te1npt!n1tura. crítica Te y para calcularla 

usa.utus la cc11nció11 2.18. 
T. _ .. t.JV2 rrti 2 

•· - "2111L'~ko!l!(l)2· 
(2.lD) 

Por otra parte. de la Ec. (2.17) vetnos qm~ para O' E 1/2 cr ::5 1, 9u ----;.. eio. por lo r¡nc. 

Te= O. (2.20) 

La fracción condensada .iV0 / '"V es la fracción de partículas que se encuentran en el 

Pstado ha .. ..;e .. para este caso es 

No/IV= { ~ si 

si 

T=O 
T>O. 

(2.21) 

2.1 Energía interna, calor específico y potencial químico 

La energía interna· U(V.T) de un gns ideal de bosoncs se calcula de la siguiente manera 

U(T. V) = L •• ,,. = L ~ .. ~~. - l. 
k k e "' 

(2.22) 

donde ek es la energía del estado definido por k. En el líinitc tenuodiná111ico (L __,.. oo . 

• Y -- oo pero con JV/L =cte.) la suina anterior la poden1os convertir en una integral. 

U(T, V) = /_: <9(<)11(<)d<, (2.23) 
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U(T. V)= LksT¡'2mkaT)ty,(::). 
.J t,.-;r J" 

lo f111e resulta es 

Eu té1·111inos del ní1111cro total <le partículas, 

ksT.Vyi(::) 
U(T. V)= 29t{::) , 

que en unidades de l\aTlV es igual a 

U(T. V) _ Yi (::) 
ksTN - 9t (::). 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Ln Fig. 1 nos 111uestra la energía interna en función <le la fugacidad de::. Cuando T ____. oo 

entonces :: = O estarnos en el lin1itc clásico y la energía interna U(T, 'V)/~Vk0 es igual a 

1/2. Si T---;. O, entonces :: = 1, g 1¡ 2 (1) --1- oo y por consiguiente U(T, V)/iVk0 es igual 

a cero. 

Para calcular el calor específico Ct" derivamos la expresión de la energía interna con 

rcspt.~cto a In tc1nperatura T. 

C'v = (DU(T, V)) , 
éJT .... ·.v 

(2.27) 

obteniendo 
C',· _ ~ [:!9~(::) _ ~ Yi(::) J 

ksN - 2 29!(::) 2y_t(::) . 
(2.28) 

La figura insertada de la Fig. 1 nmcstra el calor ~specífico en función de la fugacidad ::. 

El calor especifico es igual a cero en lírnite cuando T ~ O, debido a que la fugacidad 

tiende a uno (.: = 1) y la función 9a(l) ~ oo para valores de u < l y ga{l) - cte 

para "•alares de c:r > l. donde etc= ({a) y (es la función zeta de Riernnnn. Si T----;. oo 

.. 11to11ces:: =O y el límite de Yj(O)/yt(O)-> l. ni igual que Yt{0)/9T{O) ~l. 

En resumen. en la Fig. 1 se muestran las gráficas en función de la fugacidad .: de 

In energía interna y el calor especifico. La tcntperatura es una función iruplicit.n de la 

fugacidad. de tal forrna que en a tcrnperaturas illtas la fugacidad tiende a 1 y se curnple 

el teo1·ema dt." equipartición[27]: La energía interna tiende n su valor ch\sico 0.5~Vk8T y 

el calor especifico a una constante 0.5Ks. 
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0.4 

0.3 

0.2 ~= n.J 

J. ¡I! 

0.1 

o.o 0.2 0.4 º·ª.· 0.8 1.0 
z 

1: Energía interna y calor específico (figura insertada) en función <le .::. 
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Dedttci1· 1111a expn~sión para el potencial quín1ico bosónico en una dinwusión uo es si111ple 

ya que no (•xiste una sol11ció11 a1uilitica como Ja que existe f"n 20 [28]. por Jo que es 

tll!CPsario n_•cu1-ril· a uua solución 111ímerica. Usamos la Eq. (2.17) y (2.18) se tiene. 

, _ L (:1ruokoT) t .x: ::
1 

,, - 2,,.! -¡:;r- ~ lf" (2.2!J) 

donde 111 0 (•S la ma ... "ia del bosón. :: es la fugacidad y JI. el poteucin.l quiruico. Obtenemos 

de la Eq.(2.20) al usar ternperaturn tle Fer111i. TF = SiV2 ;r2 tt2 
/ L 2 211i 0 k 8 (que se cnlcula 

en la sección 3.2 <l1. .. J Apéndice 111). 

X -1 

1 = (2,,.-r¡•1 2 ~ 1~12 • (2.30) 

clou<le T = T/TF- De~pejn111os T. 

Ilt>solveinos 111ín1e1·ican1ente y calc11hu11os In función inversa. La Fig. 2 nos mncst.rn la 

fugacidad:: en funch-5n <le T. observaudo que cmuple Jos lilnitcs ilupuestos por la condición 

:: = e 1i.1T. donde ¡l. = ¡.1./koTF y :: pertenece al intervalo [O. l]; cuando T --. oo. :: _. 1 

y si i' - O. :: ----:" O sie111pre y cuando µ < O. La gráfica insertada en la Fig. 2 nos 

11111cstra el potencial qui111ico en función de T. 

1i=Tln(.,¡. (2.32) 

Eu r<>sumL•n n ten1peraturas altas la fugacidad tiende a cero y el potencial químico 

hacP negativo co1uo se esperaba en el lin1ite chísico. En sentido invet'so. cuando Ja 

t1.•1uperatura to111a el valor de cero el potencial químico toma el valor de cero y la fugacidad 

alcanza. su \'alor nuLxhno en l. 

Conocer las propiednde.s tern1odiná111icns de un gas de 13osc unidi111ensional es i111por

t ante porque nuestro ~iste111a estéi. modL,.lado co1110 un gns de bosones. La dependencia 

111í1uel"ica. <lL• la te1npcratura que tiene la fugacidad irnpone un cálculo núu1erico de Ja 

f1111eiún dieMt.:trica.. 
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2: La fugacidad y el potencial c¡uin1ico bosónico Jt (figura in~~rtndn) en función de la 

tP111pt..•1·at11nl. Ten 10. donde TF' es la teniperaturn de Fcnni. 
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CAPÍTULO 3 

MODELO DEL GAS DE EXCITONES 

UNIDIMENSIONAL 

C'OlllO :o;e llll'llciOUO alltl'riOrJllPIJfl.'. t•) olJj1•t ivo fH"illcipa) dt• P:-Ote trabajo P:-1 caJc11lar 

la fnndúu clit>lt.'•ctl"ica de un gas dP ••xcitonPs q11L' t•sfa(lística1111•ntt~ l"P co111porta11 co1110 

boson<'s. Por 1•1lo. l'l ohj1_•tivo dP estP capít11Io PS dl's<"ribir PI sisff•111a y cakular la traus

furn1mla de Fo11riPI' df'l potPncial Pfi>ctivu t•ntre dos t_•le111P11tos dL• 111i :-;iste111a. 1.•s dt'dr. la 

interacción pfecth:a Pntre dos excitonPs. Una de l<L'i 111otivacio11t>s de PSte tnlbajo t>S que P( 

poteucial efectivo contenga toda la informaciün sohn~ la est.ruct11ra y la gpo111t•tria del si:-;

ft>111a. adenuis <lt• considt•ra1· la."' interacciones de corto y largo alcance entre la.-.; partículas 

quP fonnan los dos ,~xcito11Ps. por Pste 111ut ivo. este capit11lo estiÍ. dividido Pll tres !'il'ceiorw:-:. 

Pll la pl'iuu ... •ra st~ceiún mostra1nos el ha111ilto11iano general <lel sistema. '~ll la SPcri6n 3.2 

111otlt>la111os las iut1!raccio11es a corto nlca11ce y en la secciún 3.3 las int<>raceiones de largo 

akancl'. 

El :-oisl•.:'111a consiste de dos alainbres ctuintico:-: paralelos entre sí. cndn. uno dt! ancho a 

s1~parado:-i; una distancia el co1110 st.• 111uestra en la Fig. 3. En 11110 de ellos s11po11c1nos que 

1•xbt1• 1111 ga.s diluido de electrones y en el otro 1111 gas de huecos que tan1bi1~11 est•Í diluido. 

La intt•racciún entre electrones y huecos. los cuales penuanecf'n 11110 Pnfrente del otro. es 

tau ftwrte que la distancia entre el valor esperado de Ja probabilidad ele la densidad de 

car,l!,a eutn~ t.."'Jlos pennanecc constante. Suponc111os que hay el 111isr110 ul1111t .. •ro de dPctrones 

.\º l11wcos apan~ados. Estos pa1·es de electrones y huecos constituyen i>Xdtones los cuales 

1Jlwd•~cen la estadística de Base-Einstein en unn dimensión. 

Debido a la extren1a cPrcania entre los pares de cargas clectrón-hncco que fonuan a 

cada PXdtÚU O dipolo hemos l-lllpUesto que la di.st.allda. l'Utre Cada par Üt_~ cargas <fipolares 

,[ l'S fija tlt• tal fon1ut q11e los grados (_le liLert.a1I conespoauledieutcs a dos partic11las 

l.r 1. !/t. z 1) y (.:r2, y 2 • z2 ) son suticienh•s para describir a nuesr.ro sistt_•urn. Si el alambn..• 

cwintico 1_•11 <lande se encuentran los dipolos es suticienternentc delga.do. las energías has1~ 

dd confinaniiento transversal ejercido por el potencial de confinamiento. V'v. sen\11 1n11cho 

nnis ~rancies que la energía ele interacción dipolar. Vint• por Jo que .será difícil sacar de los 
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.-stados hase dt~ co11ti1ut111iPnto trausver!"al a los dipolos. Es dL•cir. dt!ntro del modc>lo de 

eo11ti11ai11iento anuónico los dipnlos L'SUÍ.11 atrapados tm 1111 pott•ucial parabólico L'll el t~je .x 

y f'U t'I ejt.> y d1.> tal forma que juntos fonnan un paraboloide que 110 penuite que escapen 

la ... cargas de los dipolos al tijar:->e la distancia. de :>t>panu:ión d entre ellos. El electrón y el 

ht1L•Co 110 son carga . ..; puutualPs sino dL•nsidades de probabilidad de carga que st.> distribuyPn 

1le acuerdo al pote11cial dL• co11tina111if .. •11to y al 11ivel energético corn-.•spondiL~nte . En la 

st>cdón 3.2 to111a1nos t'll c1w11t.a la. d<'nsidn.d 1h• 1:arga 1lcl 1.•lectnln y el 1111Pco. y cnlc11la1nos 

la con1~ccü:iu a la distancia Pllt1·'-· los valon•s 1_•speradus de los ala111bres c-111i11t.icos dPbidu a 

la fu.-rto atracción entre el l'lect.rón y d ht1C't."O eufrnntc de 1~1. Eu la secció11 3.3 ealcula111os 

el potencial efectivo i11tPrdipular del sistenui. donde hemos supuesto que l'I deett·úu y Pl 

hm.•co cstün sepiuados 1111a distancia constante n1init11a ti'. 

3.1 Ecuaciones básicas 

Eu la i11t.1·od11cdú11 de PSte capitulo Jw111os supuesto <JUe en.da par electnl11-l111ecu fonna 1111 

dipolo rígido y cada uno de los clenaentos de este par se n11wve a lo largo de nu alan1bre 

cu;íutico infinito de ancho u (ver Fig. 3). La distancia d entre los vnlores esperados 

de f¿L"' probabilidades de carga del electrón y el hueco que forman 1111 cxcitán es n111cho 

nuL'i perplL""'Ün. que la distancia de separación Pntre los excitoncs de tal forma que ti puede 

considerarse corno fija t.>n.una prin1ent. aproxi1nació11. 

La ecuación de SchrOdinger <le cuatro partículas cai·gn.das que fonnan los dos dipolos 

l':-'t<t dada por. 

(3.1) 

donc.k· E, e~ In energía total del sisten1a y los subíndices 1. 2 .. 3 y ..J. denotan a las partículas 

q 1 • </~· c¡3 y l/-1 de la Fig. 3. El han1iltoniano del sistcnta H está definido por 

H= tR.+V. ... 
•=l 

y 1..•I hamiltouiano de cada partícula es, 
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X 

q, f 
.. y 

d 
3: 

Dibujo esquematico del sistema de dipolos en alambres paralelos 

(3.3) 

donde v ~s el subíndice de cada partícula. Tn.., es la masa efectiva correspond·i-eñte. V.., 
es el potencial de confinamiento transve['sal originado por el alambre cuántico qtie acttia 
sobre cada portador de carga y Vtnt es la interacción coulombiana a parés. entre las cuatro 

partículas cargadas. 
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Por :-iirpct rin. 

ó 

t:,/(:.1:1 - .C3)
2 + (JJ1 - y3)

2 + <=1 - .=3):.? 

':!.r¡2 

~J(.r1 -.L·o) 2 +(y, -y,)'+(:, - =o>' 

(3.5) 

(3.6) 

donde t: es la constante de apantallamiento apropiada que describe al medio semiconrluc-

tor. 

3.2 Interacción de corto alcance 

Ahora considcrninos la. interacción má..,;,; f1wrte riue es la interacción cntn~ carga .. o; nuis cPr

canns. en nuestra figura 3 corresponde. a Ja interacción entre las cargas 1 y 3. y ta111bié11 

2 y ...a. Por e:-it.a razón. despreciamos en l'stc punto todos los ténninos c.:h~I potencial ele in

ten\ccióu de la. ecuación (3.6) PX:cepto aquellos que contengan las iuterncciones a11teriorcs. 

Ps decir: \i't.3 y V2.-1-
Para rPsoh-er este hatniltoniano shuplificado prin1cro consideramos sólo la interacción c·l.3 
para después incluir V2.-1 en fornta siinilar. Proponemos una solución para la función de 

nnda de la misuta forn1a que Reyes y del Castillo lo hacen en In ref. [2DJ, 

(3.7) 

donde S;(.r) = e-.rf12~~ /.../21i, i=l,3 son las funciones bn...,c clcl oscilador armónico y 

R(.= 1 • .:3 ) = R(.=JExp[il<'em=..-mJ es la función calculada por Reyes y <lcl Castillo en su 

artículo [20] concspont.liente u. la interacción t_•ntre un clcctrún y un hueco que.• cst¿ín con

fina<los scparadan1cnte en dos alarnbres cuánticos parnlclos. /'\.·._.111 es una constante . .:._.,,. y 

= .son )¡Lo; coordenadas de centro <le masa y la coordenada relat.i\.·a. i·espectivatnl!nte. 

Usando la función de onda (Ec. 3.7) y el luuniltoniano (Ec. 3.2) proyecta111us en el 

subespacio de variables Y1 y !J2~ calculando la ·expresión < S(r 1 - •• r 3 )R(::1 - : 3 )/í71'l' >. 
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(q111> PS ~i1uilar a 1111 bracket pero nótt.•se que In '11(y1. /13) no nµarece en el Indo izquierdo 

dt.~I bt•at.·kPt) eonduce a 1111 hamiltoniauo efoctivo. 

y 

Üeff(U1.y3) = /="':-o dx1 j~....-:i d:c3 !-..o~ d.::1 L:o.: d.:;3 

x J•f'(l)J 2 J•I'(3)J 2 l'¡.» (3.0) 

clonde /''1(1)1:? y j 1T1 (3)1:? SOll funciones hn.se del confina.111iento armónico en In coordennda 

.z·. y en la coordenada::: son e.le la fonun R(:::1 • .:3 ) = R(:::)Exp(iA· ... "'.:cml· Finahneute. P1,3 

PS t.>I potencial <le internción de dos partículas cargadas. 

~,,,(ti' - 7-t> (3.10) 

La fuució.n de ouda. 1l1 (y3 • u.a) para las partículas 2 y .t satisface una ecuación análoga. n 

(3.S). 

Cu1uo t.'S da1·0 en el ha.iniltoninno efectivo (Ec. 3.8) la fuución de onda que satisface 

la Pcuación d1~p1~11tle de las coordenadas y 1, y3. Este hainiltoniano se reduce al del os

cilador armónico si Üef f es dcsptcciable. Sin erubargo. to111arcmos en cuenta su efecto 

pn:>ponicndo una función de onda pani la. cual los centros de la funciones de probabilidad 

dt• la dist.ribución de carga de cada partícula no e.stiin necc:mrianwnte ccutrados en los 

c:Pnt i·os de los pot1.!'nciales annúnicos. Es decir, las cargas se puctleu atraer debido a la 

interacción coulombiana y f'I objetivo es calcular la corrección a la distancia 1!ntrc los 

valor1~s PSJ>t~rados de las partículas l'll los alambres cuánticos. El valor del paní.1111.."t.ro J..· de 

la Ec. (3.S) sP obtiene al calcular el valor esperado del segundo 1110111ento a 2 =< y:?> de 

la cli•nsidad dP probabilidad de ca.da partícula obteniendo k = ft 2 /.t.ttia.a . 

• -\111bms carµ;as estcin confinadas por un potencial de oscilatlor annóuico mu~· rígido de 

tal fonua que basta tmnar el estado base para describir In <lependt .. ncia traBS\'Pr~al de la 

f1111ció11 de onda de la. partícula. [30. 31]. ya que los otros estados tienen ene1·gia tleinasiado 

alta. 
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En efecto. c11a11do el potf'ncial de atracción PS muy rígido la diferencia del csta<lo ba:.;e y 

cnda uno de los estados excitados del oscilador arn1ónico ser<i Jo suficienternente grande 

para que no sea posible excitar a estados <le n1ayor energía a una partícula que se halla 

1.•11 el estado l:m ... .,e. Por esta razón la función de onda partíc11larn1cnte en la coordenada 

t rnnsvenml y se ptwdc repn•sentar por una ga11ssiuna que es la eigenfunción de onda 

del L~stado ba .. ..;e en el oscilador armónico. Esto es al calcular el segundo 111oniento en la 

dirección y. u 2 =< y 2 > d<" la distribución de dl~nsidad de probabilidad de cada partíc11la. 

Considcl'an1os el potencial de atracción tmtre las dos carga.'i en la función de onda de 

prueba. aproxinuindolo por 1111 término lirn·nl Pll la exponencial. 

(3.11) 

donde A = 1/a~ es un coeficiente de normalización y /3 es el parán1etro que desplaza. 

di.'! centl'O a la gaussiaua contiene la inforinación sobre c>l potencial atractivo en la función 

de onda. 

El "~alor esperado de In energía 

- ~ [ ~1 -< •i'(y,.y,)IHl•i'(y,.y,¡ >= ;;-----:; 1 +-:;- + < •i'(y,.y,)IU.11(Y1·!13 Jl•i'(y,.y,¡ >(3.1'.!) 
-'"ª -

donde hemos sustituido la ecuación (3.11) en In ecuación (3.S) y el valor de k. 

Usarc111os la función de onda de Reyes y del Castillo[~9J para calcular el potencial efectivo 

de interacción Ü .. 1¡(y1 • y3) entre <los partículas (electrón-hueco). Este contiene infor111ación 

sobre la geo111etría y estructura del sistema. n...o;i como del confinan1iento transversal cu y 

lit~ hL"' probabilidad de las <lensida~cs de carga del estado base del oscilador annóuico. A 

partir de esta referencia obtenemos el potencial efectivo en y. 

Ü(y¡,y3) 
e 2 1 /_°" e-0 -5 Cu/d');i du 

4rrEoE ..,,/ifu -oo .j u2 + (y1 - y 3 + df::? 

~ O.T07 l07 
1 Fi[0.5. l. 0.5(d + y 1 - y3)/aºJ, 

-lrrEoE u 
(3.13) 

donde e es la constante dieléctrica del inedia sen1iconductor y 1F1 es la función hiper

ge01uétrica confluente (32). 
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qHP utilizarernos par.a calcular el valor espt..~ra<lo c.lel potencial atractivo. es decir. 

e 2 0.707107 ¡_~ -J.(ll~·/-~.,)J _.l(U-·/-:.J)~ ------- e "l" ,,, ---i- e "l ,, --Y-
-l;reeo 2;ru3 -xi 

X 1 Fi(0.5, l. 0.5(d + Yt - Ya)/u2Jdu1dy3. 

e 2 O. 707107' /_"° - - " _,._,J = ----r.o- 1 Fi[O.». l. (w + d - ¡~)-]e dw. 
-l:reeo crv :r -XI 

(3.1<;) 

donde r = r/u. ,¡ = d/a y w = r¡2 - (11- 2/3/2) y hc111os introducido la variable o que 

i-;atisface y 1 = v + r/2 y y 3 = t• - r/"2. Los factores que u111ltiplican a la energía cinética. y a 

la .-nergía potencial en la Ec. (3.12) pueden snr factorizados convcnit..~ntementc si clcgilnos 

una ª".rct t.a) que [33] 

llUl;,.ret = -l:rt:oEUr.ret 

Resolviendo la ecuación (3.16) para llr.ret obtcne1nos. 

-l;rE0 eti2 e-uo 
llr.rrt = P.:? ni = O.OS• 

(3.lG) 

(3.lT) 

que nos sit·ve de unidad de longitud. donde "' = 0.05ni.- es la masa reducida del electrón 

y t..'I hueco. '"~ es In ntnsa del electrón. u 0 = -l;rfi2 t:.0/e2r11~ = 0.5Á es el radio de Bohr y 

poden1u:-o pensar así que n~zct es el radio de Bohr del excitón. Sustituyendo el valor de 

"··.rrt en la Eq. (3.12) y usnndo Eq.(3.15) obtene1nos, 

D (o.:;+ 0.25.82 

O.To::;oT j_~ 1 Fi[0.5, 1, (w +el - ¡3)2 ]e-w' dw] (3.18) 
vrr --x:i 

donde D tiene unidades de energía y es igual a D = fi":!./1na;~et· 

El 111ínil110 del valor esperado de In. energía nos <la infonnación acerca del potencial óptin10 

au·activo a través del parámetro /3, el cual encontran1os n1ínimizando In Ec. (3.18). La 

Ta.bln. 3.1 nos nmestra el valor del n1íniJno de ¡3. as( obtenido para distintos valores de J. 
~3 es un panin1etro que 111ide la contribución del potencial de Coulon1b a la energía total. 
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Tabla 3.1 

Energía n1ínin1a del sisterna 

Caso atractivo 

,¡ = d/o- E1wrgia (h'2/ma;~rt) /3 
·I 0 .. 117001 O.O!J8l788 
¡; 0.3.:.G2 0.05!)880--l 

G 0.:38080.:j 0.0--107117 

'¡' 0.308:2-1 0.02007--17 

8 0.-11113-l U.022--1018 

!J 0.-121 !O!J O.Ol 7GD~'1 

10 0.-12!JOG 0.01-12!Jl-l 

11 0.-13.j.':t-l!J IJ.01 I7SG7 

12 o .. 1.1o!J.1< U.llll!JSS!J!3 

13 0.-t--l.j.'j()!) 0.008-11GG2 

1-1 o .. 1.w-1 ¡.¡ 1 O.tJ072.J01!J 

15 U.--152707 U.OOG.31 IS¡; 

IG U.-1[15705 U.005;j--l--l..t3 

17 u.-1¡;s3c;3 0.00-l!JO!JO!J 

IS 0.-IGOGSI 0.00--137715 

l!J O...tG275-l 0.0030272!) 

20 0.-lG-lG!!J 0.0035--l3--l5 

La primera. colunu1a de la. Tabla 3.1 u1t1estra los va.lores po~iLles de ,j de acuerdo a los 

da.tos reales que puede tener nuestro siste1na. la separación <lel centro ele los alninbres el y 

d Pspesor de los n1is1uos u (se discuten al final de la. s1..·cción. La segunda col11111na exhibe 

In cucrgía 1ninin1n del sistcnm en los \"alares de la colun1na. 1 y la tercera cohuuna contiene 

"I \·alor de J3 que 111ínírniza a la Ec. (3.18) al cual se alcanza el tnínituo de 1..~ne1·gía. 
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Cnrgns con n1isn10 signo. 

Ahorn considernu1os PI caso en que las cargas tienen el rnismo signo. en este en.so. la 

Í1111ció11 de onda prop111:-sta tiene inforrnacióu de un potencial 11et.a111ente repulsivo. por lo 

que ditie1·c por signos <lel crn.;o atractivo. est.a es la función de onda de prueba , 

(3.10) 

Usarnos la t..•cuación (3.12) para escribir el valor esperado de la energía. 

< •1'(y,. !1>llHl<P(y,. !J3J > [ ·j'] D O.il+7 

+ 0.70il07 ¡_=-= - - ... J " ~ 1 F,(O.o. l. (w + d + ¡j)-) e-" <iu•(3.:?0J 
a-vrr -:>O 

don<le Ürff{y1 • y 3 ) =: (0.707107 /a~) J~ 1 F' 1 [0.5. l. (w + ,¡ + ¡3) 2 )Je-w.:dw t.•s el poffmciaJ 

repulsivo cou y 1 = v + r/2. y 3 = t' + r/2. r =: r/cr. w = f/2 - (ti+ 2¡3)/2 y ti= d/u. 

La integral que aparc:>ce en c:>l valor esperado de Ja energía se obtiene nmnéricamente, :-;e 

obtiene el valor 1le d para el cual la energía es n1í11itnn [3-t). La Tabla. 3.2 nos umestra PI 

111íni1110 para distintos valo1·cs de ,l. 
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Tabla 3.2 

Energía rnínhna del sisten1a 

Caso repulsivo 

J = d/a EnP1·µ;:ía (t1~/111a;.rr,> ;3 

5 O.G-t2072 0.057056 

6 O.GLS'..!!J!J 0.03!JGJ'..! 

7 O.G01330 0.02007.j 

8 0.;jSSG} .j 0.022230 

!J O . .j7S"i3G 0.01755G 

JO 0.570830 0.01·1'..!10 

JI 0.5G-1382 1 0.011736 

!'..! 0.5,j!)(l(J.J O.OODS0G 

13 IJ.;j!j.1.1.-.G 0.00$3!).'j 

l.¡ o.::i;:-,05.:;9 1 0.0072.1G 

15 0 . .j.17183 i O.OOG30l 

lG 0.0·1-1230 o.oo,:i537 

17 ü.5·11G25 0.00-1~03 

18 0.53!J:JO!J 1 0.00·1373 

l!J 0.537238 o.oo:m2.¡ 

20 0.53il3'i"-t 0.003:;.¡1 

La Tabla 3.2 tiene las n1isma."' col111nnas de la Tabla 3.1. pero para el ca.so repulsivo. En 

la Tabla. 3.3 cornpa.ramos los re.sultados del ca.so atractivo y repulsivo de las Tnhln.s 3.1 y 

3.2. 1·espectivn111ente. 
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Tabla 3.3 

Energía nlfnjn1n del sisten.J.n 

C'a .... o at raetivo 1 f C<L"O Rt•t>1ilsivo 

a d 1 
3.3 ll.1512SG 1 0.27~G23 i 0.12DGID 

¡; o.o::inss5 ! 0.3GG'..! i 0.0070!,;G O.G..t2012 

10 0.01-1'.!Dl 1 0.-t::?!JOG 1 0.1-!:.:?0!)5 O . .J70830 

15 O.OOG31:! 1 n .. t0:!7D7 1 O.OOG301 0.0-t7IS:3 

Las trt.•s pri111Pra:-; cohu1111a~ sn11 las cul11111ua.s de> Ja Tahla 3.1 y la ... col11n111a.~ rci-;tautcs 

SCJll las COITPSJHHHliPlllt'S a la Tabla .J.:!. 

Co11sidt.•ra111os los valon~s PXJJ1.'dtnl•nta1L•s que puedL'll sf>r d =. 100.4 y Uiü.:l. tT = !DA y 

-to.:1. PStos vaoln.•s P:-;tabk•cen li111itacio11es sobre d. co111para1nos ,¡ = 3.3 que corrPsporulP 

a rl = LUDA y a = 30.:1. con ,j = 5 para d = 150.4. y f7 = 30.4. Es un hecho que la L'lll!l'J:;in 

total es IUL'llor parad= 100.:l (respecto ad= 150 . .'.\): ya que In interacción atractiva e~ 

uua cantidad twgat.iva y 111ayor pan\ d = 100.4 (respecto ad = 150.4). Contraria111ente. 

1111 \·alor grande en la intenu:dán repulsh:a corrrspondc a un valor nuis grande y po~itivo 

•.•u d valor cf1_-. la Pllerg-ia total parad= 100.4 (respecto ad= lií0.4.). El valor de d PS nuis 

~nu1ch~ para clist.ant:ia..s cortas (rl = 100..4.): puesto que la interacción repulsiva o atractiva 

.-s tnayor c11a11do se encuentran las cargas n111y ce1·ca. 

En Pste trabajo sólo coni;;idenunos d caso ,fel potencial atractivo: ya que e~t.n111os 

1uod1~lando la. interacción atractiva electrón-hueco corrigiendo así la distancia entre los 

n_•11tros de los alnmlu·es por una distancia. efectiva 1uenor J' que se n1uestra en la Tabla 

:J.-1. 
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Tabla 3.4 

Distancia n1inhna o efectiva del sisteina 

Caso atractivo 

,j = d/<T 3 ,j' = d - :!3 ,/'(..\) ,/(..\) '7(..1) 

3.3 O. l.:.72SG 2.ns;:-,.13 SO.GG'2DO 100 30 

5 O.Oü0885 .J.85023 !J7.GU.IGO 100 20 
j 0.000SSG -1.88023 l·IG.-IOG!)O 100 :JU 

10 O.tH-12Ql !J.011-12 !J0.71-12 100 10 

15 ll.OOG312 1-l.987-4 l-l!J.S,37 1 ¡.j(l 10 

En In rn·i1uera col1111111a St.• PllClll'Utra t_•l valor d·· la distancia de St;>paracii111 entre los t:t.•ntros 

de lo:-; nla1nh1·t>s en tér111inos del audJo dl'I ala111bn• rr. la s.-g:unda colu111na 11111t•stra. 1•1 valor 

de( pat'iÍtUCll'O J <¡lll.' COITPSpo11de aJ lllÍllilllO de Pllc>rgÍa, la lt-'lTl~l"a col111lllla lllllt_•Stra Ja 

distancia efectiva de 1111est1·0 siste111a PU ti'•nuinos de a y In cuarta culi111111a t~xhiht!' la 

distancia t..~fPctiva en Anst1·011gs. En Ja quinta. colu1nna. l1c111os colocado t•l valur de la 

distancia separación dt• los ala111bres t'll Anst.rougs que ron:-oidPra111os al inido dd ccikulo 

variacioual pan\. co111parar la co1-recci1_j11 a dicha distancia que sr hizo t'IJ la colurnna tres. 

La :-01•xta colu111na n111t•stra el ancho de los ala1ubres que hen1os considt>rado 1'11 t_•ste trabajo. 

3.3 Interacción de largo alcance 

Como se 111ostró antcrionnente el efecto global de la interacción fuerte de las cargas nuis 

cercanas (electrón-hueco) lo to1uaren1os en cuenta sólo a través de la distancia efecti\•a d'. 

que es el valor csprrado de la distancia míuitua a la cual se ptteden atra('r las probabilidadt•s 

dt~ la demüdad de ca1·ga. Ahora vmnos a estudiar las interacciones a. escalas espaciales nuí..s 

gra11des en comparación con Ja interacción entre ca1·ga.s frontales ap('IH\S consi<lcrada..~. que 

cunesponden a la interacción dipolo-dipolo. 

Si la interación coulon1biaua entre cargas opuestas es n1uy fuerte la <lista.ucia n~lativa 

(ti) e1itre ca<la par electrón-hueco ca111bia 1nuy poco en contparación con las variacioue~ 

(•:-;paciales en la distaucia entre dipolos por lo que la ap1·oxi1nare1uos cou10 fija. El potencial 

de interacción estli tla<lo poi· lu ecuación (3.6). nótese que al considerar la distancia efectiva. 

ti' las coorden<las de las partículas 3 y 4. se pueden escribir en tértninos de las coon:ft;>nadas 

23 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



1h~ las partíc1tla.s 1y2,1~s decir. (x1, y 1 +d'. =i) son las coordcuadas de q3 y (.r2 • y 2 + d'. =2 ) 

!"'Oll la . .; courdcnadas de 1¡4 • la ecuación (3.6) se 1·cd11ce, 

•J(.r, - _,,,¡º+(y, - lJzl 2 + (.:1 - .:,¡z 
'2q2 q2 

eJ(.r1 - J:2)2 + (Y1 - Y2 - d')2 + (=1 - =2)2 - 2 al'' 
(3.21) 

donde d' es In cli::;tancia efectiva entre cada par electrónwJ11wco y e es la constante rle 

npa11tnllan1ic11to apropiada de los medios semicunductures involucrados. De esf.a 1nanern 

hc1nos n~ducido PI p1·oblcma de c11at1·0 partícula .. -.; caq.?;ada.s forniionic~ a. s,)Jo dos p1ut.ículn.s 

dipolnrcs bosóuica . .;. 

En In Fig. 3 podernos ohsr-rvar que el electrón con su bindice 1 fonna un par con el 

hueco <le subíndice 3. es decir. un dipolo. Adenul.s. d Pll'ctróu con subíndice 2 fonna. otro 

dipolo con el hueco ele subíndice 4. A111bos dipolos cstiin separados una distancia 1·elnti\•a 

=1 - =2· Catubiaudo In not.acióu <le los subíndices de partículas a dipolos. de ahora en 

adelante el subíndice 1 denota al dipolo l y el subíndice 2 denota al dipolo 2. µ 1 y /J':!.· 

n•spectiva1ne11tc. LTsn111os la ecuación de SchrO<linger panl. obt1~ncr In interacción efectiva 

PHI.re lo:-; ,ios dipolos y desprecia1nos las po:üblcs imperfecciones en la .. .; paredt~:-> de los 

ala111hrcs. tl~1u.•111os que 

(3.2::?) 

1_•11 donde E, es la energía total del sisten1n co111plcto. Nótese que los subíndices 1 y 2 ya 

110 se rl•fier•~n a las coordenadas de las partículas consideradas en la ecuación (3.2) ahorn 

:->on las coonlcundas: del dipolo 1 y del dipolo 2. respcctiva1nente 

La función de onda de los dos dipolos puede aproximarse co1no: 

(3.23) 

en donde tll~(x 1 • y 1 ), ,¡,g(.z_·2 , Y-::) son las funciones de onda de los estados base de confi-

111uuie11to transversal. Jns cuales satisfacen 

-t.
2 

( 8
2 

D' ) º( ) ( ) º( Eº'·"º( -.,- -{) ~ + ~ tl11 Xi.Y1 + \li X1.Y1 '11¡ X1,yi.) = 1 ~1 X1,yt) 
-t1l1 .r¡ vYi 

(3.24) 
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(3.~5) 

y S(~1. =~> es la. parte de In función <le onda que dc-scribc la interacción entre dipolos. 

\,..1(.1·1.y1) y \';:(.r::?·Y2) son los potenciales de confiunn1icnto en el eje .x y en el eje y que 

n1a11ticncn sobre Jos riPles al dipolo 1 y al dipolo 2. respccthran1cntt."': son potC'ncinles tran

\'ersalt .. "s armónicos. ésto l'S. Vi(.r. 1 • yi) = kx'f/2 +ky'f/2 y V2(x:?. y 2 ) = kx~/2+ku"i/2. Para 

encontrar la Pcuación de Schrüdinger excitóuicn para S 1 ( .:-1 • .:<J) calculamos la. proyección 

sobn~ el s11bPspacio de la coordenada .: dada. por la exprc~ión 

(3.~G) 

que es si1nilar a 1111 hracket pero difiere <le ésta cu que el la.do izquie1·do de la expresión no 

contiene a St(.:1 • ;:?). Usando la Ec. (3.23) en las ecuacioues (3.2·1) y (3.25). y sustituyendo 

an1bas en la Ec. (3.2G) obtenemos, 

[
-fi

2 
( 1 0

2 
l EP ) • 0 , ....,, ''º] -,- --0 , + ---- 0---.,-- +E, + "'" + i.u s, (=i. =•> = E,S,(=•· =•>· 

:.. /l :;- 1tt1 + 1'l2 =~m -
(3.27) 

1_•11 donde ¡1 = 1n111t2/(ni1 + ut2). :; E ::2 - ::1 y =cm E (11t1::1 + ni2:::?)/(n1. 1 + 1n2 ) son la 

masa n~lativn y la.."' coordcuadn.s relativa. y e.le centro de masa. rcspcctivnmcnte. 

Separando variabl1._•s S(:;. =ern) = f(::)eik:c.., en la Ec. (3.27), ésta puede 1·cducirsc a 

r-~•
2 

~ ;;, + V.~'}] f (=) = Euof(::) (3.28) 

en donde Eru ==:Et - (E~t + E~t + Ecm) con Ecn, ==: fl.2 k 2 /2(TT11 + n12) Y 

(3.~D) 

es el potencial efectivo. 

La Ec. {3.2!>) es para dos partículas p 1 y P2 que están en sus respectivos estados base. A 

diferencia dPI potencial de pared infinita. el potenci~l annónico puede n1odelar física1ncntc 

potencia.les reales tanto débiles co1no fuertes. En ténninos de la dcsvi~ción estli.ndar 

O"zt = ((xi) 2)o. O"y2 = ((Y2)2)o. O"z2 = ((x2)2)o y O"u2 = {(y2)2),; (del orden de magnitud del 
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gr11C'~o dt_~l alainbre. donde O indicn el estado base) estos potenciales pern1iten escribir las 

f11ndonc:.;: de onda normalizadas de los estados base, 

(3.30) 

(3.31) 

Su:o:tituycnclo lns Ecs. (3.6). (3.30) y (3.31) en la expresión pm·n el potencial Ec.(3.29), 

obtene111os 

~ ¡_~ J_~ J_~ ¡_= (e-~(.ri+.ri•uí~id) _ e-~(.rf ... .rl+Cu1-rl')z+sd)) 
-le7r-a-' -.:-e --:-.: -:..:: -.:io 

d.i:1dx2dY1dY2 

(3.32) 

•'ll donde he111os introducido las variables r sin</;> = x 1 - x 2 , v = (x1 + x 2)/2, r co~ 9 = 
!ll - Y2 y u = (Yt + y2)/2 junto con In condición u.ri = O'u1 = U;:? y hcrnos .reescdto 

E;.r~ = E~.re + e 2 /2ed'. En la ecuación (3.32) la integral sobre u cs inrnediata y conducen 

a la expresión 

rdr 
x..;r·l+;:;! (3.33) 

El \.'alar del potencial efectivo está en función del valor de In separación de los ahuubres 

d'. 
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o • 1 ·' [~ • 1 J:.~ ·' ( rd') reir d':'11 (:) /'1.e- = ;--e"t.;'% e-"-du - --- e-~ / 0 --. --.--. 
2u J.:1/2.,. -ta3 ./rr o 2u- ..¡,.~ + =J 

=-e= (1- erf(/=//2u))- --- e-:¡;;:!"----. 10 ----. 
,/rr _¿ l /.~ -·' rdr ( rd') 
-ta .fu3~ o ...Jr2 + .:;.! 2a-

x ¡_·x e~42•·.,-2rrl'+•r~l 
-= 

(3.3-1) 

••n donde 1~rf(~r) es Ja función de error y / 0(.r) es la función de Bessel n1o<lificada. de ord•m 

<:l•ro. R:c1~scribhnos la PC11ación {3.3-t} en tér111inos de d' = cl'/u. 

-ID -" V"if ~ - 1 1.'X •:l ,~t[¡: _ -
<al·, u (=l /'2e- = -.¡ e• (1 - crf (/=/ /'2)) - ., = e-• I 0 (rcl') 

-v rr o ,/r' + (E/'2)' 

(3.35) 

donde .: = .::/cr. ü = v/a y f = r/u. Sustituitnos el valor de la intC>grnl [11t(1i') = 
f.:.~ e=:f12i:-'- 2 i'•i'+ii'~>t1i, = ..,,/iie_,jJ¡.¡ en In ecuación (3.35) y 0Ltencn1os. 

Ful·~'/}(=} /'2e2 

Para g:raficar (Ec. 3.30) rnm.1nos los pnrLimetros típicos <le la estn1ctura de un sen1ico11duc

tor[~!>J: tÍ' = 2.985--13 que corresponde a una distancia de separación entre los centros de 

lus ala111bres de d' = 89.56290.4 y de o: = 30.4 pnrn el ancho de los alau1bres. (l' = -l.88023 

curn.•:-;pondiente a d' = 07.GO..tGOA. y cr = 20Á. Finahnente. ,[' = D.071·12 correspondiente 

a ti'= DD.714:2.4 y a= 10.-:i. 

La Fig. 4 muC'st.ra el potencial efectivo de Ja interacción entre las densidades ele carga 

dipnlares cunfinada. . .; en el eje x y en el eje y por un potencial annóuico en dos aln111brcs 

cwiutico~ para.lelos, este potencinl este.\. en función de la distancia relativa <le la SC>paracióu 

de los d!polos :::. En la Fig. 4 hen1os usado la ecuación (3.3G) en J• = 2.085-13. -4.88023 y 
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D.071-12. donde,¡, =ti' /cr. d' es la distancia dt~ :-;epanición de los nlan1br{"S paralelos y cr t~s el 

anc.:ho tic los ala1nbn:>s. Observu1nos que el valor dC'I potencial efectivo es mayor cuando el 

e:-o¡u"sor de los alarubres es nuís pequetio. t."11 t.•ste C.!.L.,.o. r.r = 10.:\. En Ja Fig. 5 graficamos el 

potencial de intenlcc.:ióu (Ec. 3.21) en fundón de.: y observamos que cualitnt.ivai1u'nte es 

el mb1110 comportamiento que en la Fig. -t. 1~s decir. el valor del potencial de interacción 

1.:>s rnayor cuando PI espesor de los ala111bres es l'7 = IOÁ. Cuantitativaiuente el valor 

dd potencial efectivo au1ncnta: ya que al dbnlinuir el ancho de los alan1brcs los nivPles 

de energía de las coordenada .. ,;;; de confinamiento entre el estado ba.se y el primer estado 

t.•xcitado 1'C SPparan. de tal forma qm'? no es posible que el excitón pase a. niveles de energía 

ruayorcs al estado base. Es decir. las Puergía .... del estado base a lo largo de los cjt.•s .r. y y 

pennauecen congeladas y sólo se puede ganar t'Jll'rgía en el eje .: lo que hace que el valor 

de la energía tlel potencial efcc[ivo <.•n la coordenada :: nun1cnte al disnlinuir el ancho de 

los alarnb1·es. 

En rcsu111en. el potencial efoctivo que hemos calculado va nuis nlhí de un potencial de 

i11teraccit)n. puesto que contiene i11fonnació11 sobre la gcon1ctrín y estructura del sisteina 

al incluir los \•alares de cr y de e: a<lcn11is de tmnar en cuenta el coufinainiento de los 

1>l1.>ctro11cs y huecos que fonnau los dipolos. 
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0.4 

1 ,.... 
1 cu 0.3 !::::! \'. 

~ ~\ . \ 
0.2 ', .. -_.. . \ 

!:: \,' .,, 
> . . ' t::> 0.1 . . .... . -w . - -------- -- .._":'.::--

o.o 
o 2 4 6 8 10 

z/cr 

·I: La. línea sólida representa el potencial efectivo cuando el ancho de los alambres es 

cr = 30.:\ y la distancia efectiva a la cual están separados es d' = 80.56200.4. La línea 

:o;P~1nentada tnuestra el potencial efectivo t?U cr = 20.Á y d' = 07.G04G0.4.. Finahnentc. la. 

línea s1..~gnwntadn nuls puntos exhibe el potencial efectivo en u = 10 .. 4 y d' = DD.7142 .. 4 
!Ec. 3.3G). 
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....., 
cu 
~ ,-.. 

4 

~ _.. 

>= 2 

b w 

o.o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

z/cr 

5: Potencial de interacción de dos dipolos considerndos con10 4 pa1·tícula..., cargndns 

(Ec. 3.21). La línea sólida l'cpresenta el potencial de interacción cuando el ancho de los 

alantbres es t:T = 30Á y In distancia efectiva a In cual están separados es d' = S0.5G200 .. 4. 
La línea st.•gn1entada muestra el potencial de interacción en u = 20 .. 4 y d' = O'i.60-tG0 .. 4. 
Finaluiente. la línea ~egmeutada iuás puntos exhibe el potencial de interacción en u = 10 .. 4 
y ti' = 00.71--12.Á 
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La . ..; Fig,-. G. 1 y 8 t>xhil..1en el comportntnit•nto del potencial de interacción y el potencial 

efoC"tivo pal'n ti' = 2.!JS.:i-43. -l.88023 y !J.071·12. respcctivnn1ent.e.. ·Xótcse que al haber 

tomado los nlan1brt.•s de ancho finito u. la ~iugularidad del potencial de interacción fue 

t_•limiuada. 

('f 1.5 -
CI.) 

!::::! "\l"int b 1.0-

C'J 
;::::--o.s- ', 

d'=2.98543 

t:> --........:.. w o.o - -..~--------------l - --- --- -- --- - -- -----
-0.S -+---,1----.----..-----.----i 

2 o 4 / 6 z O' 
8 10 

6: La linea sólida representa ·e1 potencial :·erectivci y la línea segn1entada representa al 

potencial ele interacción en J' ·= d'/~. 'd0n~ie:d<=::.s9.5G2!JOÁ es la distancia efectiv<:\ a la 

cual c~ttí.n separados las· aÍnn1br_~s-_de. anche;- u .~--30.Á. _ 

Si to1uainos Ja transforinada de Fo-urier de ~)1J (z) definida por 

V(q) = ,f--j_~ e'•'V.'f} (::) d::, 
-7r -:oc 

(3.37) 

Al sustituir la ecuación (3.33) en la ecuación (3.37) obtenen1os la transfortnada <le Fourier 

para el potencial efectivo en tértninos de d1
• 
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t""I 1.5 
(U 

11.0 
> 0.5 

b w o.o 

o 

• vint . . . . 

2 

d'=4.88023 

vcff 

-------------
4 / 6 z cr 

8 10 

T: La linea sólida representn el potencial efectivo y la línea .segn1cntacla representa al 

puteucial de iutenlcción en d' = d' /u~ donde d' = D7.60460Á es la distancia efectiva a la 

cual esti:Ín separados los alan1bres de ancho cr = 20Á. 

V(q) e
2 

0 

(~e--¡!, [l _ Int(d') fo ( rd:)] (~ cos(q:)d: rdr. 
:.?;rea- lo ../7r 2u- lo ,,,/ r.! + .:::;: 
e

2 J."" { -4 [l -<i''l•f, (wi')] {"" cos(<¡uaw)dq d 
21rE: o tu ue - e o 2 lo ...¡ 1 + w2 w. (3.38) 

((onde u..::; r/u. cl1 = ct'/a y.::'= ::/cr. Adenuis w E ::'/u. Ln Eq. (3.38) se puede escribir 

co1110: 

V(q) = ;;-- f udue~ 1 - e-d' l-'f0 -;;- IO:o(qau) e
2 ~ -•' [ ., ("'i')] 

-üelo _ (3.3!)) 

1.>11 donde A.0 (quu) es In función de Besscl rnodifica<la de orden cero. 
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"" 1.5 cu 
-e::! 
t;' 1.0 

::B, > 0.5 

'=' w o.o 

o 

. . . . 
• vint 

veff 

2 

d'=9.97142 

4 / 6 z cr 
8 JO 

8: La línea sólida representa el potencial efectivo y la línea segmentada representa al 

potencial de interacción en d' = d' /a. donde d' = !)!). 7142 .. 4 es la distancia cfecthta a la 

cual estcín separados los nlainbrcs de ancho <7 = IOÁ. 

Para g:rnficar la ecuación (3.39) cowsidenunos los valores típicos de In estructura <le un 

~'--~111ico11ductor{20J: d' = 2.08543 que corresponde a una distancia de separación entre los 

c••ntros de los alambres de ti' = 80 . .36290.4 y de u = 30;\ para el ancho de los nlatnbrcs. 

ti' = -J..88023 corrC'spondiente a d' = 07.GO-tGo • .:1 y cr = 20Á. Finahnentc. J.• = !).07142 

corn~spondicnte ad'= 09.71-t2Á y u= IDA. 

La Fig. !) exhibe el con1portauüento de la transfonnnda de Fourier para d.' = 2.!J85-t3. 

-LSSU23 y 9.971·12. El valor de la tnl.nsfonnn.da de Fourier para el potencial efectivo es 

n1ayor cuando el ancho del alambre. cr. es nuis pcquefio, en este ca.so. cr = 10.Á. 

Al igual 4ue el potencial efectivo la transformada de Fourier del potencial efectivo tainbién 
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P~t<-i dcJiuida. tanto para 1¡"s p•~queüas co1no pa.nL q·s grandes. que en el espacio de coorde--

11ada .... t..•r¡uivah..• a dista11cia."" gra1uJ1~s y cortas. respt..~ctiva111ente. 

En n•s11111en el Pstado ba."c J,?;anssiano es apropiado para una sóln partícula. sin e111bargo. 

pa1·a 1111estrn ..... pni-tfc11la_... vecinas 1y3. 2 y -L confinadas PU dos aJa.1111.Jrr.s cuánticos paralelos 

1_•s necesario tomar en cuenta la interacción Plcctrostcítica entre dichas partículas. Para ello. 

ree111Timos a un c;ilculo variacional (sección 3.2) para toniar 1~11 cuenta Pl desplaza111im1to 

di:>bido a la atracción (si son de carga opuPst.a) y rPpnlsión (si son <lt~ Ja ntis111a carga}. E11 

la sPccitSn 3.3 cak11la111os la transfonnadn d1• Fourieor dPl porencinl t..'Íf~ctivo <JUe se usa. en 

d ci"lk11lo de la f1111ción dh.•l1!ctrica del capitulo -l. 

Poi· otra parte. hP111os IUPIH.'Íonado en la int1·od11ccii'>n de 1~stc trabajo (capítulo 1) cplP 

1111estro sisteutn. físico es similar ¡\l considerado por Ulloa en la n-.r. fri). quien usa 1111 

potencial intenlipola1· en 20 para describir la interacción del sistema. A ¡wsar d1_• q11t~ PI 

potencial ,-.foctivo calculado po1· nosotros PS en 10. la difet't'llcia de nuestro potPtH:ial co11 

1·t>specto al de Ulloa radica PU que 1111.-stro potencial contiene nui...; i11forn1aci6n sobre la 

g1>0J11(_•trín y 1~st.rnct11ni del sistPJna. a . ..;i con10 del co11fina1niento del (_•lecti·ón y .-.! h11Pco 

que for111a11 al excitón . ..-\denuis de no pn.•sentar ningún tipo de singularidad PU pf origt..•11 

co1uo Sl' i111su·a eu la Fig. ( 10). 

El polP11einl ronsiderado por Ulloa t•s una buena ap1·oximación para lru-; interaccio1ws 

dipolares de largo alcancl'. t_•s rlecir, .:'s g1·andes que cu t~l espacio de Fouricr es equivaleHtl? 

a considt..•rar 1/s peqtwiias. nuestro potencial contetnpla l<Lo; interacciones de largo y corto 

akaru:1! que en ~1 PSpacio de Fourier equivale a nútncros de onda pequcí10s y grandes. 

cmno se 11111estra en la Fig. 11. Estos números de onda están asociados con el 1110111Pnto 

dt~ los t'Xcitones por la 1·elaci<Sn tu¡. 
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O.:?O 

'"b 
~0.15 

t:> 
O"'" 0.1 o --> w o.os 

o 

.. 
\\ .. .. 

\~ 
-:. 
''-

·~ 
'~ ---

3 4 

qcr 

9: La línea ~ólida representa In transfor1nada de Fourier l.k•l potencial efectivo en d 1 = d' Ju. 
donde <i' = S0.5G200Á es la distancia efectiva. a la cual estú.n separados los nla1nbres de 

ancho a = 30Á. La Unen segmentada 1nucstra In transfonnada de Fouricr del potencial 

~~foctivo en d' = 07.6Q..¡6QÁ y a = 20.4. Finahnente. la línea segn1entnda más puntos 

PXhiUe la transformada de Fourier del potencial efectivo en d' = 09. 7142Á y cr = 10.4. 
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10: La línea segmentada nmcstra el potencial iutcrdipolar tm 20 calculado por Ulloa 

[5]. La. linea sólida representa el potencial efectivo en ID cnlculndo poi· nosotros en 

d' = 09. 71-12.:l y u = 10.4. donde d' es la distancia efectiva a Ja cual están separados los 

alarnhrcs de ancho cr. 
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1.6-: 
: 20 
' ' 1.2-: 
' ' ' ' 

0.8- 1 

0.4-
' ' . . . 

---~ - ----- ---- -- -o.o_...¡.....::o~~~~~,~~~~..;;;..;;;..;:;,.;:..,=-=:....::.-=..:....:....:~ 

o 1 2 3 
q 

11: La. línea segtncntada 1nnestra la transformada de Fourier del potencial inte1·dipolar 

PU :!D calculndo por Ulloa [5J. La línea sólida representa la transforinada de Fouricr <lel 

potencial efectivo en 10 calculado por nosotros en el'= O!J.71--12.Á y u= lOÁ. donde d' es 

la distancia. efectiva a la cual están separados los alatnbl'cS de ancho u. 
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CAPÍTULO 4 

CÁLCULO DE LA FUNCIÓN 

DIELÉCTRICA DEL SISTEMA 

El gas <-h_• PXcitollf!S o 'lipolos P~ 1111 J.?,a .... HPllt ro. PI" decir. 110 t:-st;.\. carga<lo. Los dipolos 

i11trract1ui11 rep11bdva11u•ntP t•ntn• sí. pruvu<'ando 1111a continua Pxpausión ,Jel gn.....¡ de dipo

los. En un sist.-.ma acotado los dipulos tiendt•n a una distribución hotnogl•rwa. pllt>S Jos 

dipolos al esta1· confinados llt•gan a la frontt.•ra do11de SP n•UPjan y así ,t;t>l1Prat1 oscilaciones 

PU ttn sistPJJtn. t¡11e 01·iginal11w11te t_•n\ inPstabh•[5J. Para calc11lar los modos lo11git11dinales 

de oscilación de 1111t•stro sbtt.•11u1 es twcesario calc11lar la función die!f>ctrica. 

Eu In. ~ccción -t.l de este capítulo calculamos la. función dieléctrica en T =O. en la secciún 

·1.2 calculan1os In función dieléctrica en T =;é O y finalnu._•ute en la. s1~cción ·1.3 calculmnos 

los modos de oscilación dC" nuestro sist.Pmn. 

Ln. expn~sión pa1·a la función dieMcti·icn en una dhncusión t~Stéi. dada por (.l. 18. 10]. 

•(q w) = 1 + .!_ L V(q) ( F(k) - F(k - q) ) 
' fi k L w - (fi/m)k · q + fu¡Z/'2m · (-!.!) 

donde V(rJ) es la co1npo11cntc 1 D de Fouriei· del potencial de interacción. q y '4.' son 

d 111ín1ero de ondn y la frecuencia. de oscilación del gas de bosones. respectivamente. 

F(k) = [¿< 112
"·

21:.?m-,,J - l]- 1 es la función de dbtribución Base-Einstein para. un gns de 

hosoncs. ¡3 = l/koT con ko la constante de Boltznrn.nn. /t el potencial químico. 11i es la 

masa efectiva del sistcu1a. k es el nú1ucro de onda. de '\ralon-~s pcrrnitidos de las partículas 

busónicas libres n lo largo de los alatnbrcs de longitud L. 

4.1 Función dieléctrica a ten~peratura cero 

El ctí.lculo de la función dieléctrica a T = O es interesante porque no hny ninguna restdcción 

a11tc el intercan1bio de partículas en nuestro sistenm. es decir. el potencial quhuico es igual 

a c1~ro (¡t = O). La función de distribución de Bo~e. la cual reno111bran1os cotno F 0 (k). se 

compo1·tn pat·n T =O de la siguiente tnnnern.[-t] 

{
N 

Fo(k) = 
0 
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enn ,V el ntÍluero de pnrt.iculas en el sistc-ma <le longitud L. La surua del segun~o tér1uino 

a la dei·m:-ha. (-1.1) to111a. la siguiente forn1a 

L F,,(k) - Fo(k - q) Fo(k =O) 
k w-(ñ/rn)k·q+f"u¡'~/2m w+tuP./2111. 

Fo(k-q =O) 
w - fu¡2/rn. + tu¡2/2m. 

V ( -tu¡'/m ) 
J ;..; 2 -ft._q~/-lm":l • 

Sustituyendo Psta expresión en la ecuación (-1.1) obtenemos finalnieutc. 

<(q,w) = 1 + .!_ F(q) N ( " -liq'/m .) . 
li L :...J- - h-q~ /-lrn-

4.2 Función dieléctrica unidin~ensional para T ;6 O 

Usa1nos la función de distribución de Bo~e. 

Fo(k) = :: letlllk.:¡2mk.rT) _ 1 
Dl•sarrolla~uos el siguiente térnliuo en la ecuación (4.1) • 

Fo(k) - Fo(k - q) 
w - (ti/rn)k · q + ftq":l/2111. 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

[:;-le'•"4.·"/;m4.·JT - 1 - :;-left"(k-q)~/:;:m4.•.1T - l] (w - (h/nt)k ~ q + fir¡'::!/2111.). (4.G) 

t.:san<lo la expresión para. In serie geométrica, 

lxl < l (4.7) 

Donde .e = ::e-h""JzmkJT y la fugacidad :: = e;J'-' pe1·tenece al intervalo [O, 1). El segundo 

111ii~111bro de la. ecuación (4.G) se pnnde reescribir con10 

~ . [ e-h"'l..·"Jl2ml..·JT e-h 2(k-q)"'j/2mkJT ] 

~ :;J w - (h/111.)k · q + lu¡2/2111. - w - (ft/ui)k · q + fu¡2/2ni · 
(4.8) 

Sustituyendo este resultado en (~1.1). en el 111is1110 espíritu que F1·ankcl en su cc:'llculo para 

ho.soue~ en 20 [·I}, 

<(q,w) l + .!. L V(q) f: _; [ e-•'>'i!,,..•,r 
ft k L J=t - w - (ñ/1n)k • q + ñf¡":l/2111. 

e-h;iCk-q);ij/'::!mkJT ] 

w - (tt/tn)k • q + iu¡2/21n · 
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Aproximando la su1na sobre los estados por un integral. es decir. 

(-t.10) 

P intercambiando las posiciones de la su1na sobre j y la integral sobre k, la anterior 

1.•cuación -LD queda 

<(q,w) 
¡ x . [/_-:-.e dke-11,J.•2j/2mkJT 

1 +--V(q) _, 
2-:rñ {;- -<:e w - (ñ/m,)k · q + ñq2/'2rn 

/_

oo dke-llJ(k-q)2 j/2mkJT ] 

-x w - (ñ/ru)k · q•+ fu¡2 /'211i 
(-t.11) 

Realizamos un cambio de variablP. k' = k - q. entonces k = k' + q y dk = dk'. la segunda 

integral de la ecuación (-l.11) resulta. 

¡_~ dk'e-fl.ik' 3 j/2ml·JT 

-~ w - (h/rri)(k' + q) · q + fu¡2/211i 

/_

'X> dk'e-ll.JJ..•2J/2rnl·JT 

= -:ic w - (ft/m.)k' · q - ftq2/'2rn" 

La ecuación (-l.11) se reescribe. 

<(q,w) 
1 o.:1 . [/_-:o dk e-11

2
k

2 
J/2mA\:1T 

1 + '2rrli V(q):; ::' -~ w - (li/m)k · q + fu¡ 2 /'2m 

/_
oo dk e-fl 2

k'
2
J/2mkiJT ] 

-~ w - (ft/m)k' · q - ftq 2 /2m · 

(-t.1'2) 

(·1.13) 

Para realizar las integrales de la ecuación (4.13). neccsitan1os resolver el producto punto 

k' • q del dcnontina<lor. escojcn1os las coordenadas del sisten1a. tales que el vector k es 

paralelo n q. es decir. k' · q = k'r¡~ 

La expresión 4.13 queda de la siguiente forina. 

<(q,w) 
1 = [f_e.:i dk e-11.2k2 J/2mk,;JT 

1 + 2rrft V(q) {; "
1 -~ w - (h/m)kq + lir¡2 /'2rn 

J_:;x; dk e-11. 2J.:'2 j/2mk.JT ] 

-~ w - (fi/rn)k'q - fiq2/2rn · 
(-t.1-t) 

Sea .r2 = ti2 k':!.j/2mk.JT. k = ('2nlk,jT/fl.2 j) 112 x y dk = ('211tkaT/ft2 j) 112 d.r. La. ecuación 

(..J.1--1) se reescribe, 

-to 
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dq.:u) 

Sen A = r,::1-/2111kaT. 

<(q,w) 1 + _l_V'(<J)!!!:_ "f:. .. ; [1-x. d.ce-z~ 
2rrh hq ;=t - -:-o .r - (Aj)l (~ + ª) 

! "" dxe-r, ] 
_,,, .r - (.-lj)! (';::;' - §) . 

5.,,. e,= A !j!, D = mw/fu¡ + q/2 y /3 = mw/f1q - r¡/2. 

<(q w) = 1 + _I_V(q)!!!. f: _j [/"" d:re-r, _ j"" dxe-z• ·1 
. 27f'ft tiq J=l - -oo X - C¡B -.:ci X - C¡D . 

Si 11sn.1uos la funci~n de 
0

dipe1·sión de plnsn1a <le Fricd nnd Cante (4. 37} 

nlJteBPlllOS 

Y(() = _..!..._ j"" dxe-~', 
Vtr -oc "'- ~ 

1 ni 00 

<(q,w).= 1 + 
2
:rfi V(q) liq ~ .:íVtf[Y(CjB) - Y(C,D)]. 

Pa1·a valores reales de ( = CíB• GJD. Y(C) se escribe. 

Y(()= iVtfe-<'[1 + .P(iC:)] 

y o(() es In. función error [37], 

-11 

(-t.l<;) 

(·1.16) 

(-1.17) 

(-1.18) 

(·Ll!.l) 

(-1.20) 

(-1.21) 
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.Rct.,_~:-or.rihimos la Ec. (·-l.l!J), 

<(q .... ·J l + ~/¡ V(q)lim f: zJ..¡7F [1,¡;re-CJD'(l + </J(iCJ/3)) 
_;r i u¡ J=l 

1,¡;re-CJD'(l + </J(iC1D))] (•l.22) 

Sintplificando. 

<(q,w) 

(~.23) 

( ) l l V( ) m,,. r ~ 1( -C'D' -e'º'> e q, w + 2rr/i q tiq T [..;~ :: e ,, - e ,, 

+ f: zJe-CJD'<t>(iC1D) - f: zie-CJD'</J(C1B)]. 
J=l J=l 

(~.2~) 

Sustituimos In expresión( ver apéndice 1), 

~ i · l/" •l/" -rj . ~ (-l)P ( 
~ = </>(tx -J -¡e = •= ~ f'(l/ 2 _ p)x•'-''2 (1 + Y112+p z)), (~.25) 

en la. Ec. (-t.2-l) obtene1nos, 

1 lll7r r~ j -C2D2 -C2B"2 . ~ (-l)P 
<(q, w) l + 2trf• V(<¡) ñq T U~í = (e , - e , ) + ·= ~ r(l/2 - p) (1 + !/lf2+p(=)) 

X ((AD'~··-''' - (AB2~p+l/2)] . (~.2G) 
Desarrollnrmuos por p~rtcs la ecuación (4.26), del segundo sun1ando que está cu los 

péuéutcsis cuadrados. ohtene1nos 

. = (-l)P [(AB')P+l/2 - (AD2)p+l/2] iz:; f'(l/2 -p) (1 + !/1/2+p(z)) (A'D2B2)P+l/2 . (~.27) 
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. ~ (-l)P [·4p..,1/2B":!1J+l _ • ..\P+112D2p .... 1] 
= t:: ,;:::; r(l/:? - p) (1 + !11/>+v(=)) (.-IBD)'P-1 ' (.J..:?8) 

- ·-~ (-l)P .. p-2p+l/2-1 [ª2p+l - D2p-+l] 
-•-~f'(l/:?-p)(l+!71/>+p(-)).-l. (BD)'P+l • (.J..:?!J) 

. ~ (-l)P l [B'P-1 - D'P-1] 
=•=~f'(l/:?-p)(l+y1¡z+p(=JJ •• \P•ll> (BD)ZV•l · (4.30) 

Su:-;tituyendo los valores de A. B. C y D. en la Ec. (4.30) obtenemos. 

. ~ (-l)P l 
= •= ~ f'( l/:? - p) (1 + Yl!Z-p(=)) (ft• /:?mk;T)P+l/Z 

[
(111:...J/li.q - '//2)-Zp+l - (111w/ñq + q/2) 2P+ 1J 

X ((tnw/tu¡ - q/2)(ntw/tu¡ + r¡/'2)) 2P+l • 
(.J..31) 

· ~ (-1)1' ('2nik3T)''+
112 

= 1= ~ f'(l/:? _ p) (1 + Yl/Z+p(=)) ---¡:;;-

[
(1nw/ñq - q/2) 2P+l - (niw/ñq + q/2) 2P+lJ 

X (lll.2w2/ft-q2 _ q':!/...J.)2p+l ' 
(.J..32) 

. "'° (-1)1' (2ruk3 T)p+t/:.? 
= ·= .~ f'(l/:? - p) (1 + Y1tz+1•C=ll ---¡:;:;-- X 

(.J..33) 

= i::,.... - (1 +' ._ (=)) ~ (-"-J'P+lx 
~ ( l)P (" k T)''+l/Z • 
~ r'(l/2 - p) 911- P h.- rnw 

[
(l - q 2 ñ/211rwf2P+l - (1 + r¡2ft/2111w)2P+l] 

( 1 - h2'14 /..JniZw2)2P+l • 
(.J..3.J.) 

. ~ (-1)" (:?kaT<P)" e fu¡) (2rnk_,aT) 110 
1 

= t= ~ f'(l/:? - p) (l + !ll/Z+p(=)) mw> ;rn::¡ fi• l - ft•q</.J.m>wz X 

.J.3 
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[
(1 - r/!'f1./2111w)~P+l - (1 + q:?f1./'21u;,,.;):?p-t-l] 

(1 - fl.:?r¡4/-l11t';!.:.,,.(~):?P • 

lJsa111os la relación del apt..">utlicc II. 

(l -.c) 21,.,. 1 - (1 +.r) 2P~I = f:(-2) 
11=0 

donde J: = rPñ/'2111w y recscribhnos la. ecuación (.1.35) 

( 
2p + 1 ) x"':r 
2n + 1 

[ 

( 2p + 1 ) • • " / l (q-ft/'2ruw)-"(q-ñ '21nw) 
:oe 211+1 

,;>;,(-2) (1 - ft2q</-tm2"-'2JZP • 

(-1.3:;¡ 

(-l.36) 

(-1.37) 

. ~ (-l)P (2k"T:!')P ( fi2~¡3 .) (~) 112 
l 

= -t:: ,;>;, r(l/2 - p) (l+!.7l/Z+p(::)) mw- 2111-w- ft- 1 - ft"q< /·lm2w2 X 

.¡.¡ 
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(-1.-10) 

Incorpo1·ando este resultado a la ccunr:ió11 (-1.26) obtencinos. 

( '2mk..,T) l/Z ±:. ( '2p + l ) ( q•~,z .) " 
ft- n=O 211 + 1 4111.-w-

(·l.-11) 

E.sta es la ecuación de la función diell•ctrica. en T ~O. En la siguiente sección In nsarernos 

p1u·a calcular los n1o<ios longitudiualcs colectivos del sistcrna. En el lítnite cuando la 

tcn1peratu1·a tiende a cero (T ~ O) <le la Ec. (-1.-11) obtenemos In expresión <le In 

función dieléctl'icn para T =O (Ver desarrollo en el apéndice IV). 

4.3 l\llodos colectivos longitudinales del siste1na 

Los modos longitudinales del sisteina se obtienen cuando la función dieléctrica e(q.w) es 

igUill a. cero, 

e(q.w) =O. (4.-1'2) 

Igualaren1os a cero la Ec. (4.-t) para obtener la frecuencia de oscilación del gas de base 

Pll función del momento transferido q al reflejarse en el borde de los almnbres cuánticos. 

Ca .. ..;o T =O: 

Dt~spejando w 2 

, ('•'•1• Nv·c¡"') w = --+- q -
-l:rn2 L m. 

-15 

(-1.43) 

(-1.-1-1) 

(4.-15) 
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L9sando la. tram;fornu.l.dn ele Fouder V(q) del potencial {E<t. 3.39) calcuJada en el Capitulo 

3 obtencu1os, 

V(•¡-' . .i') e' {""" d -•'!• [1 -•i'"•¡ ("d')] 
2irE lo u u.e - e · 0 T 

x Apo(uqu). (-1.-!G) 

PU c..Jonde l<o(kuu) •?S la función de Bc~sel modificada de orden cero y e es la constante 

didéctrica del medio, la C'CUación (4 . .J.4) queda 

X (-1.-17) 

Rcescribienc..Jo los 11101ucntos y las energías respecto al vector de onda y la enei·gía de Fer1ni 

('\.·er apéndice III) la ecuación (4.44) se convierten 

11;;'2 = C(.lV/ L) fot:e u du e-u
2

/-4 [ 1 - e-Jt
2

/-4 ¡0 ( ''f') J f\.p0 (2ir!:f:crr/u)rj2 + 0.25tj'' (..J. • ...tS) 

y 

C(T=O.p) = • l ,. 
(O.Ov)( 4p)a~.ut1f" 

(-!..!!)) 

donde p = N/L. •r= q/kp, EF = (N2 /L2 )h2 rr2 /2m y k'¡. = -!p2 rr2 • He1nos introducido 

que e:?= t:It2 /¡ta,.ut• donde Jl = 0.05nie es la masa reducida, 111e es Ja tnasa del electrón y 

11.,.~ct = 120Á es el radio de Bohr excitónico [38} para un 111edio se1nicond11ctor con e = 12 

[:.?!1]. 

El valor de p está dado por la raíz cuadrada del dato reportado por Ulloa {5) en su 

c;ilc11lo de 20(5), que a su vez pertenece al intervalo de densidades de oscilnciún del 

pln ... 111a reportado experimcntaln1entc por Pierre Bigenwald [35, 36). La.s Tablas -1.1 y -t.2 

11111t•:->tra11 el valor de las constantes de la Ec. (-1..tS) para los valores p = 1 x 10::.cni- 1 y 

p = 1 x 10dc111- 1 , respcctivaincnte . 

.-\horn va1nus a ohtener la relación de dh;persió11 w(q) en T ~O. reescribilnos la Ec. (4.41) 

11:-;audo ,¡ = r¡/kF. T = T/TF. kF = 2l\';r/L. 1no::;;; 2rtiF y TF = SiVbir2 ñ 2 /2rnok.JL:? = 
f1':!.k''j:-/111 8 k.J = EF/k.;1. Obtcnen1os: 

'/ .V'JEF ,¡2 "'(-l)•(l+g.~112 (Z)) (2E'¡.,j2T/fi2w 2)
1
' 

•( kp. w) = l-V(q)Th"kp: ,,.,, - E'j.r¡•¡-1r.-¡ ~ r(l/2 - p) (1 - E'j..¡•¡-1r.0 ,,.,2¡op X 

-!G 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



( 'f')'/2 ~ ( .,.,-P + 1 ) ( q
4

E
2 

)" ~ -11 + 1 4ft2~ (-1.50) 

Dt.·~au1·01lau1os la St.'ric. 

( ,¡2s¡,) 
3 + 4: . ../~h-

!l•n<=> c2s¡,'f',¡2;n
2
,,2)3 (- a- ('¡•s¡,) .,1 ('¡•s;,) 2 ('¡•s¡,) 3

) (-1.iHl 
+ r(.5/2) ( 1 - E~·,i"'/4fi-: .• /2)a ' + " ...iw2r,_- + - -tw2fi- + 4.w2;,.- + ... 

lfo111os usado PI llPeho. r(l/2) = (,,-¡112• r(l/2-p) = (-l)P2P(,,-)112 (2p- !)!!. Simplifi-

ca111os. 

</ ( v'°2 _I_ ? EFk} _ •i2 T. 1/2) 
e( l.:F . .:....·) = 1 - 2 rr 112 \. (q) ri-kF - (w2 - E'j..r/4 /-tñ2 ) ( ) X 

(" (ij 4 E7') ('¡•E¡, ) 2

) 
v + 10 ..iw2/i2 + ..fw2ti:S 

m:2<=> ¡2s¡,'f',¡2;r.2
w

2
)3 (- J" ( ,¡•s¡,) .,1 ( ,¡•s¡, ) 2 

( ,14s¡, ) 3
) (·t.52> 

+ 120 (1 - E"i:-1/4/-&fl-w"J.)6 
1 + "' 4w2ft2 + - -tw2fl.5 + ..fw2ft2 + ... 

Usa1uos Ja transfonnadn de Fourier del potencial efectivo V(rj), Ec. (3.30) en tértuinos dl' 

1¡ = rJ/kF, donde kF = 2rrp y Ja sustituhnos en la Ec. (4.52). 

47 
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X 

+ 

+ 

+ 

m/2(.:) ('.!E'fo.T,/ 2 /fi 2 w 2 )3 
120 (1 - E'fo.'14 /-t!t'w')" 

( ~'~1;J) 3) + ... 

En In ecuación (-1.53) solarncnte considcra1nos tér111inos ij2 para¡¡ pequct1as. 

donde 

../ff.:(T) 
C(T,N/L) = O.'.!:r•l'au,.(N/L)" 

Para obtener In relación de dispersión w(q). hncen1os, 

<(</,w) =O, 

{~ =! [ l"t• ("'i')] N O= 1 - C(T.N/L) Jo udue • 1 - e-:• I 0 T K 0 ('.!:ru-¡;</u)x 

E2 ij"J. 
--¡f (w' - EFi'/-lf•º) (91¡2(z) + 1) • 

-18 

(-1.53) 

(-1.5-1) 

(4.55) 

(4.56) 
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(-l.:::i7) 

( ) ( r~ =-'- [ -., (wl'.)] C(T.N/L) g 1¡,(:)+l lo wfue·•- l-e-'' 1'Io T 

X 
• i\'. ií'E'f,.) 

/\. 0 (21ruL'l") ñ 2 • (-1.58) 

( r~ - ' [ -., (ud')] lo udue~ 1 - e-•1 14 ¡0 T 

X (4.5!>) 

D.25r/' + C(T~ N/ L) (g1¡ 2 (.:) + 1) •/2 (/.~ údue=,;! [ l - e-•r't• 10 ( u~l·)] 

X /.;o(2rru!:f:r/tt)) ; (4.GO) 

Las figuras 12 y 13 111uestran la dependencia de los coeficientes C(T.p) (Ec. -l.55). en 

función <le la te1nperntura T = T/TF para p = 1 x 105 cn1- 1 y p = 1 x l06 cu1- 1 • respecti-

van1cntc. 

En co11clusió11. los ,v excitoncs se n1ueven en un tncdio setniconductor cnractcl'izu.do pol" 

la constante E. inicialmente tienen una energía de !t2 k 2 /'2111. donde k es el vector de onda de 

cadn excitón. pode1nos pensar qtlC sólo existen lns intcrncciones entre un par de excitones 

ya que el gas es altau1entc diluido. Esta interacción transfiere 1111 nuevo 111ouwnto li(k -r¡) 

al PXdtóu. ~in eu1bargo. t.•ste ex.dtón i11teract1ín. con los J.V - 1 excito1ws n~~lautcs. de tnl 

forrna que la. cnC"rgía que le es transferida ñw es el l'esultado del apnntnllarniento de un 

ea.1upo <le potencial pl'Ollll'dio originado por los denuís excitoues. esto p11 .... de ser visto como 

una intel'pretación física d<" la función dieléctrica. Por este 111otivo. la. energía tra11sft .. •1·ida es 

el i·csttltado nHÍS iluportantc de la función dieléctrica y todo el cornpol'tmniento del uu..•dio 
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puede =-'Pr clf:>~crito por In relación de dispersión ;.,J(t¡) dondu w es la. frecuencia de oscilación 

de Jos excitolll"!"i y q e:-< el vector de onda. En mwstro sistema la relación de dispersión 

depPtule d.e la densidad de excitones p, del espesor del alan1brc cr y de Ja ternperatura T. 

En el cnpít.ulo 5 se cnlculn In frecuencia d1? los 1nodos norinales de oscilación ni asignar 

valores munéricos a p. a y Ta lns ecuaciones (4.-18) y (-1.60). 
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-o.15 
"-

E-
f::: 
ci. u 

0.14 

. º·ºº 

p=IX10Scm-t 

0.02 0.04 0.06 

T/TF 

t·">· C(p. T) para p = l x 1o:scn1-1 de la ecuación (4.55), donde pes la densidad de 

·~xcitoncs y TF es la. temperatura de Fenni. 
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1.50 

'2' 
E- 1.45 

E==: 
ci. 1.40 

u 
1.35 

1.30 -t-------.-----....-------1 
0.00 0.02 0.04 0.06 

T/TF 

13: C(p. T) para p = 1 x I06 c111- 1 de la ecuación (4-.55). donde p es la densidad de 

,_•xcitones y TF es la temperatura de Fcrini.·· 
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CAPÍTULO V 

RESULTADOS 

5.1 Resun>en 

En el transcurso de este trabajo hc111us usado trPs t•spesorc:-> para el ancho de Jos almnbrt:'s. 

u = 30.:1. 20.:1 y 1044. la razón de habPr degido ·~stos valores radica en que garantizamos, 

qur a1Ín t_•n esta. . ..; di111ensio11.-.s, nos PllContrarnos Pll In c11e1·gía del Pstn<lo ba.."le df>l excitón 

como se 111cudonó í.'11 el pen1ílti1110 p<'irraío de la página 31 del capitulo 3. El sistema 

s1.• destn1ye al no penuanecer en dicho c:->tado; ya que el estado base garantiza que rl 

dPct1·ón que fonua a 1111 f"Xcitón este exactan1cntc enfrente del hueco [2!Jj. Esto tmnbién 

1•stahlect• una restricción para el '\"alar de la tPmperat11ra nu'i.xitua que pueL.lt:~ tomar el 

sisteurn. (T,,..,.r = 117º Ap). 

El ohjeth:o de este capítulo es gnificnr In relación de dispersi6n del sistenrn., asignando 

valores 111hnericos a u. T y p. el ancho de los alarnbres. la. te1npcrat11ra y la densidad de 

l'Xcitorws. rr>spectivanwnte. Usamos las densidades de oscilación experirnentales p;ua un 

A"a.S diluido. p = 105 crn- 1 y p = lOºcn1- 1 [35. 3G]. Esceuciahnente se discuten tn-'s puntos: 

El prin1er punto st..• refiere al ca111bio <le la. frecuencia de oscilación del sistetna mt T =Oº!< 

al variar el ancho de los alarnbres y considerando a p constante. Observamos t~n In....; 

lig:uras 1·1 y 15. pa.ra p = 105 c1u- 1 y p = 10lic111- 1 • respectiva1nente: c¡ue la frecuencia de 

los modos longitudinales colectivos de oscilación en T = Oº¡.; son n1a~·ores cuando t-'l ancho 

dPl alarnhre es llH.-'nor. en este ca.so con el valor de a= lOÁ. Para nuestros cl\lculos he1nos 

supuesto que Jos 1_•}t_•ctrones y los htlf.>Cos Pstán confinados en un poteucial de oscilador 

armónico. si los anchos de los aliuuhres au1ne11tan. la dcnsi<la<l de probabilidad de los 

Plectrou._~s y lus huecos, que son funciones gaussinna.s ba ... ales. se ensanchan provocando 

que la interacción dipolar disn1in11ya. y por consiguiente la frecuencia de oscilación. 

El s._•gnndo punto a discutir es PI can1bio de In frecuencia de oscilación ch.•I siste1na en en 

T = Oº/\.- al variar la densidad de excitones y considerando a a constante. nuis atin. qtte 

sucede cu 1° I<. En Las gnificn."' 16. 23 y 2-1 en u = 10.4; observarnos q11e la frecuencia 

ile oscilación es tuayor cuando el gas es miis denso, en este ca.so para p = l06c1u- 1. Al 

aumentar la densidad de excitones disminuye en prornedio la distancia intcrdipolar por lo 
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que a1nw:>11ta la densidad de In interacción dipolar y con dio la frecuencia de O!"dlacióu. 

Finahnente djsc11tímos el ca1nbio de la frecuencia dt~ oscilación del :-;isterna al variar In 

t1~111pi>1·at11ra. ton1ando a r.r y p constantt~s. esto .se n1uestra para. p = 10scn1-1 en las figuras 

l i. 18 y l!J en <T = 10 . .'.t. 20.4 y 30..4. respectivanwnte. Y para p = lOªcn1- 1 f'll la.o; figuras 

20. 21 y 22 pani a= 10.4. 20.4 y 30.4. respt..•ctivanwnte. En t~stas figuras observan1os que Ja 

frecuencia de oscilación se increment.a al nu111entar la ten1pe1·atura. ~uesti·o modelo cstli 

limitado <le D"h.· a 117°/\.·. ya que a. temp1•rnt11ras uuis altas q11P 117°/\. la probabilirhul de 

que se destruyan los dipolos (al si>pararse t1~nnicamente los pares elcctrÓn·hueco) a11111C'nta. 

Con la i·clnción de db:p1~rsiún ,,,:(r¡) hemos 111odelado la respuesta de un siste111a que se 

p111•rlc construir e11 Ja act.11aJida<l. la frpcucncia de oscilación del sistema se> puede a . ..;ocin1· 

a un c:ie1·to tipo de siste1ua carncterizado por Jos valores de p. <7 y T. una frec11m1cia dr 

oscilacit~n mayor corre:-;pondería a un sisterna nuls rígido, respecto a otro <Lo.;ociado a una 

frpcucncia de oscilación 111e11or. 

Lo que pode1nos pn~dl'cir de nuestros reio;11Jtados es que la frecuencia de oscilación de un 

~istt!llH\ ¡>-f7·T a1111ll'ntani. (rC"spccto a otra frecuencia de oscilación n1e11or asociada a otl"o 

siste1na ¡rcr-T) en pt·c.•st.•ncia de 1111a perturbación externa. 
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5.2 Resultados 

En el capitulo 3 obt11vin1os el parárnetro P que es la corrección a la distancia entre los 

valor('S esperados <le las partículas en los nlatnbres cminticos, es decir. la distancia mínin1a 

o distnncín efectiva, ti' = ,¡ - '28. a la que pueden estar separados el electrón-hueco sin 

que se junten (caso atractivo). La Tabla 5.1 nos 11111estra estas distancias que dependen 

del espesor del alarubrc. recordemos que a= d/u y d = 100.4. 

Tabla 5.1 

Distancia efectiva del sistema 

Caso atractivo 

,¡ = d/cr ,3 tÍ' = d- '2d d'(.:I) 

3.3 0.1G72SG 2.!)80..,13 SD.5G200 

5 0.050885 -1.88023 !J7.GO-IGO 

JO O.OJ-1'.l!JI D.071-12 00.71..t2 

En In pri1nera col11n111a SP encuentra t!l valor de la distancia de si~paración entre los centros 

de los alainbres en términos de ancho del alambre rr. la sPgt1nda cohunna 1nuestrn el valor 

del parcilnctro ¡3. la tt_•rcPra columna. nll1t..•stra. la di~t.ancia efectiva de mwstro sistema y la 

ültima coluu1na exhibe la dist.ancia efr•ctiva en Anstrongs. 

La .. .,. relaciones de dispL•rsión del capitulo -t dep1.'11den de la dt..•nsida<l de f!Xcitoncs en una 

dinwnsión (p). de la fugacidad (=). de In tc111perat.ura (T) y por supuesto de la distancia 

efoctiva (el') de la columna 3 <le la Tabla 5.1. sin en1bargo. hay constantes que caracterizan 

a nuestro sisten1a tales corno Ja constante dieléctrica E y el radio de Boru excitónico Clerct· 

Sustituirnos en las relaciones de dispersión del capítulo -t. Ec.(-t.-18) y Ec. (-t..GO). la 

distancia efectiva '11 y el valor de p. 

El valor de p lo obtendre111os de los datos reportados por Ulloa en su c¿\lculo de 20[5], 

que a su vez pertenece al intervalo de densidades de oscilación del plas1na reportado 

ex¡wdmentnhnentc por Pierre Bigen'l.vald [35. 36], {P = 1 x 105cn1- 1• p = 1 x 106cm-1 ]. 

La....; Tablas 5.2 y 5.3 inuestran el valor de los nuevos coeficientes de la función de dispersión 

¡-\temperatura cero para los valores p = 1 x 105 cn1- 1 y p = 1 x l06 cu1- 1 • respectivamente. 
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,¡ = d/<7 ,p = ,¡ _ "2.d 

3.3 2.085-13 

¡; ·1.88023 

10 0.071-12 

Tabla 5.2 

Constantes que dependen de 

p = 1 x 1o~cn1- 1 y d'. 

C(T = Oºl<.p) c-•i'/-1 !0 (wl/2) 

1.3-138 0.107722 10 (2.DSfi-13u/2) 

1.3-138 0.002505 l 0 (-l.8S0231t/2) 

1.3-138 !.GO X io- 11 l 0 (0.D71-12u/2) 

Ko(2:ruprju) 

K 0 (0.!88-l!JG,/1t) 

Ko(0.12fiGG..Jrju) 

Ko(O.OG2832rju) 

En la prinl«>ra eol111una dt> la T.thla 5.2 '"st.-i PI pani.111t,>lro tl qu~ dt~p.-1ul1_• de la distancia de 

St!paraciún de los aland.Jt"t_•s y d••I espt>sor de los 111is111os. La segunda '-'uhunua nos 111t1t_•st ra 

la distancia Pfoctiva ,¡• que f1w calculada '\.'ariacionalnwntc PU ni capitulo 3. La coluuu1a 

3 110!-> n1111.•stra el cot>fidPutc que dPpmade la dt>usidad <le excitunes para T = O. Las tres 

col111nnas restantes son térn1iuos originados •"n la trausfonnada de Fouricr del potPncial 

t!Íc>ctivo. 

,¡ ti' 
3.3 2.!)85-13 

¡¡ -1.88023 

!O 9.071-12 

Tabla 5.3 

Constantes que dependen de 

p = 1 x 106 cm- 1 y d'. 

C(T= OºK.p) e J•¡.¡ 10 ( u,l/2) 
0.13-138 0.107722 lo(2.!J8G-131t/2) 

0.13-138 0.0025!)5 lo(-l.88023u/2) 

0.13-138 l.GO X 10- 11 lo(!J.!JT!-121t/2) 

I~0 (2:ruprju) 

Ko( l.88-l!J6'/1t) 

K 0 (1.25GG-t1/u) 

K 0 (0.G2832-l</1t) 

La Tabla 5.3 es la rnbmta que Ja Tabla 5.2. pero con la densidad de excitones p = 1 x 

lO.;c1u- 1 • 

Con10 111encio11ninos en el tercer p<-i.rrafo la relación de dispersión depende de tres valores 

t1li111e1·icos. la tc111peratt1n\. T, In densidad de excitones. p y el grueso del alan1bre u. En 

las siguientes gni.ficas se fijan dos parásnet.ros y se varía uno especificados en el pie de 

figura. 

Las figuras 14. y 15 111uestran la relación de dispersión para las densidades de excitones 

p = 1 x I05 cn1- 1 y p = 1 x I06cn1- 1• respectivan1ente. Las curvas 111uestran las relaciones 
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dn rlil"persión para distintos valores de cr (ancho <lel alnn1bre) u = 30.4. 20Á y lOÁ en 

T =O" que la frecuencia de los 1nodos longitudinales colectivos de oscilaciúu en T = OºJ..: 

son u1ayorPS c1u11tdo d ancho del alambre es n1enor. en este caso con el vnlor <le cr = 10;1. 

3E+l O-.--------------------. 

,..........,2E+t0. 

~ 
~ 

81E+IO 

T=O oK, P=IXlOS cm -i 

· ··sE:+3· 

q[cilic 1J .. 
1--1: Ln línea sól~~a representa la frecuencia de o~.~il~ción p~ra :u =.~10/\~ la líne:n puntcndn 

y Ja línea discontinua representan las frecuencins.clc oscilación.pa'.r_a·u = 20Á y a= 30Á. 

re~pectivaniente. a es el espesor de los alambres, p-es "ta der~sid~d d~ excitoncs y T la 

tt•n1peratura. 

Pa1·a nuestros cálculos hcn1os supuesto que lo~ electrones y· los huecos esu\n confinados en 

1111 potencial de oscilador arn1ónico, si los nnChos de los alan1bres nun1enta11, la densidad 

de probabilidad de los electrones y los huecos, que son funciones gnussiauas basales. se cn

:-;anchan p1·ovocanclo que la interacción dipolar disnlinuyn y por consiguiente la frecuencia 
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1Je oscilación. 

Ln Fig. lG nos muestra In. relación de dispersjón en T = Oºl< con un ancho fijo a= lOÁ, 

para las do:-; densidades de excitones. p = 1 x 1oscn1-1 y p = 1 x 106cn1- 1. Observmnos 

que In frecuencia. de oscilación es 1nayor cunndo el gas es n1ás denso. en este en.so para 

p = 1 x IOªc1u- 1 . Al nu111entnr la densidad de excitones disrninuye en promedio la 

distancia intcrdipolnr por lo que atunenta. la densidad de la interacción dipolar y con ello 

la frecuencia de oscilación. 
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T=0.,°K, p=1Xl06 cm -1 

SE+l I 

OE+O -i"=------,r-------.,-----' 
OE+O 4E+4 8E+4 

q[cm- 1] 

10: La linea sólida representa la frecuencia de oscilación para cr = lOÁ. la línea seg

nwutada y la línea seg1nentn<ln n1ás puntos representan las frecuencias de oscilación para 

a = 20Á y u = 30.4.. respectivan1ente. u es el espesor de los alan1bres. p es la densidad 

de excitoncs y T In. tc1npcrat11rn. 
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SE...-10 T=O ºK, 0'=10 Á . 
,.........., 6E...-IO 

.. ~~: -~: :·.~~:'.-... 
OE+o~-====~~~~~-'---'---'--~~~~~~~~ 

OE+O :?.E+3 4E+3 6E+3 SE+3 IE+4 

q [crn-1] 

lG: Con1para la frecuencia de oscilación para dos dcns_idades de excitones p = 1 x 10:;;\ 

y p = 1 x 106.4~ fijando la te111peratura y el ancho de los nlmubrcs. 
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Los t.•oefidt>ntPs para PI caso T ~ O ( Ec. -l.5.:;) que (]t~penden de la terupcratura están en 

la Tabla 5.·l. se usan para graficar Ja relación de dispc1·sión de la Ec. -1.GO. El sistetna no 

p11Pdt> tPne1· cualquier temperatura. pues hay una tetnperaturn má.xin1a (Tma.r) a la cual 

el elPctrón se Sc_>parn del hueco. La energía máxima. que depende de la te1nperatura. a la 

cual el r.lectrón y el hueco se separan es O. 73mcV[20], por lo que la te111peratura tná..~inrn. 

del siste1ua t•s. 

T. _ 0.73 x io-3 cV ,., 
mt1z - ko = 117/\., (5.1) 

dondt~ ko es In constante de Boltz1nan. Por tal 1notivo, el intervalo de temperatura de 

nuesti·o sisf.en1n es O < T < T,110_,. = 117º ¡, ... 

/1=1 X 105c1u- 1 

T 
0 . .t X 10-1 

ll.·I O< ¡¡j z 

p= 1 X l06 c1u- 1 

ll . .t " 10- 1 

0.-1 X lll z 

Tabla 5.4 

Constantes que dependen de 

T yp. 

z 9110(.::) C(T.µ) 91/0(.::) + 1 

0.7Gl97'G 1.!l!l.171 0.513332 2.99-171 

0.!!·1!1133 G.30783 0.202201 7.307'8.3 

0.7'Gl976 1.!l!l-171 U.0513332 2.99-l71 

O.!l.t!l!3.'3 G.30783 0.0202201 7'.30783 

C(T.µ)(91;0(.::) + 1) 

1.G37'28 

1.-l7'7'G5 

0.153728 

0.1-17765 

En la p1·iniera colu1nua ele In Tabla 5.-l estli el valor de la tetnperatura en unidades de la 

IPlllJ.wratura de Fertui. Ja T = T/TF =DA x io-2 y 0.-l x 10- 1. correspon<le al intervalo 

cJP 7.3-18°/\.. y 73.--18°1\.·. respectiva.uwnte. En la segunda cohunna se encuenti·a el valor de 

la fugacidad . .:.en T = 7.3..tSº J..; y 73.-18" ¡.;. la tercera columna exhibe la fugacidad en la 

función 9 112. la cuarta columna n1uestt"a el coeficiente que depende de la tt.•ntpt.•t·atura y de 

Ja densidad de excitones p, las colun1na...o; n·stantPs son operaciones básicas con los valo1·es 

de las colun1na.s ya 1nenciona.das. Nótese que se han considerado los dos valores de p. 

La .. "i figuras 17. 18 y l!J 1uucst1·a11 la relación e.Je dispersión para p = 1 x 105 ctn- 1 cuaudo el 

L'Spt•so1· del ahunbre es a= lOÁ. 20Á y 30.4., rcspectivmnente. en T = 0°/\.·. T = 7.3·l8"'A. 
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y 73.48'' Í\·. Observa1nos que la frecuencia d(' o:-;cilación ~e i11crc>n1cnta al c\unwnt.ar la 

tt:-111pent.t11rn. El intervalo de ten1peratura para nuestro sistema es [Oº b:. 117° I\'."). La 

fn~cuencia de oscilación mini1ni\ 111ultiplicacln por f"t nos da la energía 111iuitna del sisten1a. 
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3E+10-..·~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

0';,.,10 Á, p=IXlOs cm -1 

T=73.48 oK 

,..........,:?E+IO T=7.348 °K 

T=0°K bo 
~ 
81E+IO 

OE+0-1"-~~~~~~~~~~~~~~~~--' 

OE+O 4E+3 8E+3 

q[cm- 1] 

17: Relación de <lispprsión para el sistcn1a. La línea punteada representa la frccncncia 

de oscilación en fur:ición del vector de onda q pnrn la ten1peratura de 7.348°/<(. La línea 

sólida superior representan la frecuencia <le oscilación en T = 73...tSº /<( y la línea sólida 

i11ferior representa In frecuencia de oscilación en T = 0° A·. Todos Jos casos mencionados 

mantienen fijos la densidad de excitoncs p y el ancho de los alan1brcs u. 
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3E+10~~~~~---,~~~~~~~~~~~~~ 

cr=20 .A, p=1x1os cm -1 

T=73.48 °K 

,........,2E+10 T=7.348 oK 

T=0°K ~ 
~ 

81E..-10 

OE+o-+.:::...~~~~~-..~~~~~~~..-~~----' 

OE+O 4E+3 8E+3 

q[cm- 1] 

18: R1:>ladón de <li:-:i:pcrsión del sistcnu\.. La línea. punteada representa In frecuencia de 

oscilación en función del vector de onda q para la tc1nperatura de t.3..tSºI<. La linea 

:-.ólidn snpel"ior representan la frccucncia de oscilación P.n T = 73.48° K y la línea sólida 

i11ti..·1·ior rcpn:-scnta la frecuencia de oscilación en T = 0° /\:. Todos los casos Utencionados 

111antienen fijos In densidad de excitones p y el ancho de los ala1ubres u. 
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3E+IO --...--------------------, 
0'=30 Á, p=lXlOS cm -1 

T=73.48 °K 

~2E+IO T=7.348 °K 

~ T=OoK 

~ 

81E+10 

OE+O-lo~~----~~------~--__J 

OE+O 4E+3 SE+3 

1 O: Relación de dispersión del sistema. Ln linea punteada representa Ja frecuencia de 

oscilación en función del vector de onda. íJ para. la teinperatura de 7.3..iSº I<. La línea 

sillida superior representan la frecuencia de oscilación en T = 73...tSº l< y la línea sólida 

infodor representa la frecuencia de oscilación en T = Oº I<". Todos los casos rncncionados 

111antienen fijos Ja densidad de excitoncs p y el ancho de los alan1bres cr. 
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Al igual que ..-n la.~ figuras anteriores (Fig. 17-10) las siguientes grá.fica.s. Fig. 20. F'ig. 21 y 

Fig. 22 11111Pstran In. i·elación de disp•!rsióu cuando el espesor del alambre es u = 10..4. 20.-l y 

:JU.4. n•sprethnunPlltP. en T = 0°/\, T = 7.3-18°/\. y 73.48°/\·: pero para p = l x l06c1u- 1. 

Observa111us qtw Ja frPt:11t•ncia clt.• oscilación seo iucreruenta al au111entar In t1..•111peraturn. 

Nurstro modelo está limitado de Oº/' a 117°/\. ya que a temperaturas nuis altas que 

117º /\. la probaLili<lad de que se destruyan los dipolos (al separar:-;e tén11ica111ente los 

pares electró11-l1uL•co) a11111e11ta. 
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SE+l I 0'=10 Á, p=IXJQ6 cm -1 

~6E+ll 

~ 
~4E+ll 

a 
2E+l 1 

OE+O~"--~~--,.~~~--,.~~~--,.~~~--,.~~ 

OE+O 2E+4 4E+4 6Er4 8E+4 

q[cm- 1] 

::?O: Relación de dispersión del sisterna. La línea punteada rc>prescnta la frecuencia. de 

o:-;cilnción en función del vector de onda q para la temperatura <le 7.348º1<. La linea sólida 

:-;uperior rPprcsentan la frecuencia de oscilación en T = 73.48° /\ y Ja línea sólida inferior 

rPpl'Pl"Pllta la frecuencia de oscilación en T = Oº J< casos rncncionados mantienen fijos la 

dt_·u~idnd de excitones p y el ancho de los alnn1bres u. 
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6E+ll 

~ 

bn 
~4E+11 

8 
:?E+ll 

0';,,,20 A, p=IX106 cm-• 

T=73.48oK 

T=7.348 oK 

T=0°K 

OE+O-+"'-~~-.~~~-.~~~-,~~~-..,.----' 

OE+O 2E+4 4E+4 6E+4 8E+4 

q[cm- 1] 

21: Relación de dispersión del siste1na. La línea punteada representa la frecuencia de 

uscilación en función del vector de onda <¡ para la teu1peratura de 7.3-18° I<. La línea 

:-;ólida superior representan la frecuencia de oscilación en T = 73.48° A. y la línea sólida 

inforior representa la frecuencia de oscilación en T = Oº F<. Todos los casos Jncncionados 

u1nntiencn fijos la densidad de excitones p y el ancho de los alambres a. 
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6E+JJ ....,..------,,--------------. 
0'=30A; p=1Xl06 cm-• 

,..........,4-E+ll 

1o 
~ 

S2E+JJ 

OE+O -~--~---~---~---~-~ 

OE+O 2E+4 4E+4 6E+4 SE+4 

q[cm- 1] 

22: Relación ele dispersión del sistema. La línea punteada representa la frecuencia. de 

o:->dlación en función del vector <le onda q para la tcn1perat11rn de 7.348° I<. La línea 

:-;úlida superior r1~presenta11 la frecuencia de oscilación en T = 73.48° I< y In linea sólida 

inferior repre:-;1mtn la frecrn .. ~ncia de oscilación en T = OªK. Todos los cnsos 111encioundos 

umnticuen fijos la densidad de cxcitones p y el ancho de los alan1bres u. 

69 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



La Fig. 23 1uuestra la fr~cuencia <le oscilación para la densidad de excitones p = 1 x 

1osc111- 1 y p = 1 x l06 cu1- 1 ('O T = lªf< y a = 10.Á. Observarnos un con1portamiento 

~i111ilar aJ de la Fig. 5.3 para T = OºI<. la. frecuencia de oscilación aumenta al auurnntar 

la den¡.;idad <le ('X:citoues. 

SE+IO T=lºK, 0'=10 Á 

23: Relación ele dispersión para dos densidades de excitones p = 1x103 Á y p = 1x106 )1. 

fijando la teu1peraiura y.~¡" anch.0 de IOs alan1bres. 

Se superponen las figuras lG y 23 en la Fig. 2.J. para cr = lOÁ con T = 0°1-L y T = 1°/..:. 

para p = 1 x 105 cn1- 1 y p = 1 x l06 cn1- 1 • 
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SE+IO 

,......-, 6E+IO 

en 
~ 4E+IO .......... 

:m:+10 

OE+O :!:E+3 4E+3 6E+3 8E+3 IE+4 

q [cm- 1 ] 

2-l: Rdación de dispersión del sistetna. Las lineas punteadas representan In frecuencia. de 

o:o>ciladón en función del de onda q para p = 1 x 106 Á y las lineas sólidas In frecuencia de 

o~cilación para p = 1 x 105 .4. La línea superiot· sólida así cotno la línea superior punteada 

rept·escntnn las frecuencin.c;; de oscilación a 1 ºA~ y las inferiores las frecuenciu.s de oscilación 

a.T=Dª/O: .. 
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CAPÍTULO 5 

CONCLUSIONES 

1) En nuestro n1odeJo de co11fi11n111it~11to cwintico Pll un ala111hre hemos supuesto que un 

Plectrón o hueco est¡in confinados por 1111 potencial parabólico o aru1ónico. el cual es nui.s 

parecido a confina1niento rPaJes suaves que el de pozo cuadrado con salto de potencial 

• finito o infinito. este 1ílti1110 es nHis abrupto 1._•n Ja.o;; fronteras del pozo. El c>sta<lo b¡L<.;P 

~aussiano para dicho sisterna t_•s apropiado pm·a una sóla partícula, sin Ptnbargo. para dos 

partículas vecinas confinadas en dos ala1nbn•s c1uinticos paralelos es necesario tomar en 

Ctlt>nta la intPracción pfectrosto:l.tica entn~ dichas partículas cargada....;. Por ello. recurrin1os a 

un c;ilculo variacional para to1nar en cuenta el desplazamiento debido n In atracción (si son 

de carga opuesta) o repulsión (si son de la 111is111n carga). En este trabajo utilizamos sólo 

n~sultados del caso ntrnctivo ya que estan1os 1nodda11do la interacción atractiva electrón

hueco. corrigh•ndo así la distancia. entre los centros de los ala.111bres poi· una. distancia 

PÍC'ctiva IUCUOI'. 

2) Hasta lo que Sl" ha investigado en la. litc1·a.tura. científica sobre el tcnw. no existía. 

1111 ciilc11Jo cuá11tico preciso de la iuteracción dipolar para el caso de> dipolos fonnados por 

PXcit.OllL'S •~n un sistema unidinwnsiona.I. Por ejl"mplo. para el caso de dos rlituensionc>s 

Di1nitri y Ulloa[.5J iutrorluce arbitrarian1ente una función gaussiana para suavizar el po

tencial, es decir, utilizaron un modelo aproximado para la interacción de los t=!Xcitones 

PU el caso bidinwnsionnl. En realidad, nuestro ciilculo de la interacción dipola.r para ex

citon«"'s P.n a.Jambre~ cuánticos nos da nu\s infonnnción de la <¡ne necesita1nos t:•n nuestro 

t_•studio de ga.-. muy diluido de dipolos unidimensional. es decir. dicho ccilculo se podría. 

utilizar ta111bié11 para el caso de densidades de dipolos ruayorcs que Ja .... presentadas eu este 

trabajo, puesto que a.qui considerarnos .solnn1ente densidades bajas. Cuando los anchos 

de Jos ahunbrcs a11111entan, la densidad de probabilidad de los electrones o huecos se cx

tiend<.> por Jo que In. interacción dipolar dis1ninuyc dando co1110 consecuencia que también 

dis1ninuyn la frecuencia de oscilación colectiva. 

3) La transfonnada de Fourier del potencial de interacción es un ingrediente i1uportante 

para el c;ilculo de In función dieléctrica. Utilizan1os el n1odelo RPA de la funcion diPléctrica 

para calcular la dependencia con la te111peratura y la densidad unidimensional de dipolos. 

72 

TESIS CON! 
FALLA DE_ORIGEN J 



Al a11nwutar la densidad disn1inuye en pronwdio la distancia iuterdipola1· por lo que 

au1wmta la intensidad <le la interacción dipolar y la frecuencia de oscilacitín. Se estudian 

los eH:'>O!'i de ten1pernt11ra igual a cero y tPntpcraturas bajas n1cnores que T,,mz = 117º /'\,ya 

que a tempt.•1·at11rns nuis altas la probabilidad de que se destruyan los dipolos (al separarse 

ténuica111cnte los pares elect.rón-hueco} a11111enta. 

-1) Coino n1encionamos anteriormente. los gníficos de la relación de dispersión n111cs

t.ran que la frecuencia de oscilación disutinuye al autncntar el ancho de los nlatnbn~s. 

Ta1nhién encontnunos la dependencia cuantitativa dt:.> la frecuencia con la temperatura. 

Cualitnti\.·amente la frec1wnc:ia de u!'icilación aumenta con In ternpPrat11ra. Por lo tanto. el 

cc.ílculo a te111peratura. cero establece un lí1nite inferior para la frecuencia <le oscilación. PS 

decir, el sistP111a tiPuc una tui11ín1a frecuencia de oscilacióu a...;odada la 1ninini111a eurrg:ía 

del Pstatlo base. T = O"/\·. 

Nt1c!'itra. teoda es muy general. pero en este trabajo está restringida por Jos valon~s <le 

los paní111etros del sistema. cr. p. T,m1~. 

Es¡wnunos que rstc trabajo sirva de guía pant. futuras itl\restignciones teóricas y cx

perinwntales de sistenu-LS de dipolos en sistenms de baja dilnensionalidad: yn que en la 

nct.uali<lad se pueden construir este tipo de estructurns que pueden generar dispositivos 

ópticos y optoelectrónicos que ofrezcan un f11ncionan1iento 111uy eficiente. 
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APÉNDICE 1 

La deducción de la función dieléctrica eu T :;éc O del capítulo -t se calcula utilizando el 

11lis1uo procedilniento de Frankel(-t. SJ. sólo que aquí se describe un siste1na unidi1nensional 

en l11ga1· de los siste111as tridinwnsionalPs o bidi1nensiouales estudiados por Frankel. 

Frankcl en su c1ilc11Jo para 3D[SJ utiliza una la t>xpresióu 1natemática. 

~ ::l . ,l./::?,•1/:: -.rj - -~ (-1)'' -
L.. -,-.;ó(u; J )e - '2- r(I/~ - ) p+1;2Y3/Z+p(-J, 
J=l J p=U - p .r 

si x>> (1.i) 

viílicln pa1·a tres dilnensiones. Nosotros nect~sitatuos uua expresión similar para. 

~ ¿ :;l ó(ixl/2 Jl/2 )e-.r.J =w? si .r >> 1 (l.ii) 
J=l 

en una din1cnsión. Si deriva111os el lado izquierdo de la ecuación 1.i respecto a z obtencn1os, 

(l.iii) 

obst..~rva1uos que la ecuación ( l.iii) se puede expresar en ténninos de Ja incógnita de la 

ccuació11'(1.ii). EJ;. 1 ::Jé(ix 1/'Jj 1 1 2 )e-z1. 

d (Ex. =.!...rp(ix112;·1/2)e-zJ) OQ ·-i-l 1 ,=1 , _ °'"" J-. "-( ·. 1/2 -112¡ -zJ _ (E 1 ··¡ 
l 

- L.,--. -o.y lX J e - - c . . ll • 
(.::: J=l J .:: 

(I.iv) 

Despeja111os L:J";.1 :;:Jef>(ix112j 112 )e-zi de la ecuación (l.iv). 

f; d<t>(ix1/2j1/2¡e-z; = .::d(Ec.I.i) 
J=l .dz 

(1.v) 

Lo tlnico que depende de z en la ecuación (1.i) es ·g3¡2+p(z). pues en general, 

.,,., .. } .. 2 .. 3 

a1<=> = L:::,. = .::+ ::;,- +=--+ ... 
j=l J - 3 

(l.vi) 

dg1(.::) - 1 + - + _2 + _, + 
d.:: - - - - ... ( I.vii) 
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Pntouces, 

Por lo tanto. 

dyl¡(:) = 1+90(:), 
(: 

dg.(:) ( ---;¡;--- = 1 + 911-1 .:). 

dg3¡2+p(:) ( 
d:: = 1+9l/'2-r11 .:). 

(1.viii) 

(1.ix) 

(1.x) 

Deriva111os el lado derecho de la ecuación (1.i) y usamos el resultado de la ecunción (1.x), 

~ -J.pc·· •1, .,,,) -rJ - ·-~ (-J)P (t + (·)) t;; • tX J e - t.~ r(t/2 - p)xP+l/2 9t/O+p - • (1.xi) 

Esta ccuncióu se sustituye en la relación (4.2-t) del capitulo 4 para el cálculo de la función 

dieléctrica en T ,Y: O. 
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APÉNDICE 11 

En el capítulo 4 en el cálculo de la función dieléctrica para T ? O se usa una expresión 

que se sustituye en la ecuación (-1.35). Dc-ducirernos dicha expresión, 

(l - x)2p+t - (1 + r¡"P-1 = f: (-2) 
ni=O 

( 
2p + 1 ) r2"'.r. 
2ni + 1 

(2.i) 

Utilizando Jos desarrollos binomiales se tiene. 

(l - .r)2P+l - (l + x)2p+l = f: ( 2p + l ) (-x)n - f: ( 2p + l) (.r)". (2.ii) 
n=O 11 n=O n 

Factodzando, 

(2.iii) 

(1 - x)2p+t - (1 + x)2p+t = f: ( 2p+ 1 ) [(-l)n - l]xn. 
n=O n 

(2.iv) 

Si n es par (-1)" - 1 =O¡ si 11: es itnpar (-1)",- 1 = -2, es decir, sólo pcnnanecen 

los i111pnres, 

(1 _ _,,¡2p+t _ (l + x)2p+I = f: (-") ( 2p + 1 ) x2m+t 
m=O - 2rn + 1 

(2.v) 

(1 - x)2P+l - (1 + x)2P+l = f: (-2) ( 2p + 1 ) x2mx 
m=O 2rn + 1 

(2.vi) 
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APÉNDICE 111 

Este apéndice está dividido en dos s<>ccioues: En la sección 3.1 se reescribe la relación 

de dispersión en T =O (Ec. (--l.-t-l)) dPl capítulo-ten t•~rrninos de la energía y el vector 

de onda de Fern1i. En la sección 3.2 se calcula la temperatura de Fermi que es útil para 

reescribir la relación de dispersión (Ec. (-1..ll)) del capítulo 4 en T ~O. 

3.1 Temperatura igual a cero. 

La función de dispersión en T =O Ec. (4.4-t) • 

:..J
2 = ---- u dtt e-u / 4 1 - e-<I' '"'Fo - I~o(aqu)q2 + --.-q". e

2 
N la"' , [ -, (ucl')] ;,2 

27rn1 a E L o 2 ..J. ni o (3.i) 

Sea ri = q/kF. 

:\lultiplica111os la Ec. (3.ii) por ii2 , 

h 2 w 2 =e:!!::!_ (f:Xl U du e-u. 2
/-' [1- e-il',214 /o c·uJ.')] f~o(UkFlju)ij2 n.2k~ + ñ°'k[,¡4. (3.iii) 

n-E L lo 2 2ms 4mB 

Sabernos que Tno = 2niF y usando EF s: ték}/2m~ escribimos, 

ii2 w 2 = ::7: J;,"' u clu e-•'t• [i-e-J''l•fo (u;')]K0 (ukFqu)ri2 EF+ E'f,r¡4, 

multiplicando el prin1er térn1ino de. la derecha t:»?r k~/ K'f:. 
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De In expresión kF = 2J.V:r/ L recscribi1nos Ec. (3.v). 

(3.vi) 

X (3.vii) 

Sabemos que el radio de Bohr cxcitónico. a~r.:t = ~r,.2 / µe 2 • donde J.' = 0.05u1'". C!"' la ma.o;:;a 

re<luci~a y uie la 111asa del electrón. Reyes y l\Iussot[20] usan el valor de Ja constante 

dieléctrica. e = 12. para calcular In energía del estado base y Jos prirncros estados excitados 

de 1111 cxcitón de \Vannier-Ñlott que corresponde a un valor de ae.rct =: 120Á. 

X 

X 

dondu n1p = IUe. 

X 

X 

78 

i'ESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

(3.viii) 



donde 

Finalniente, 

f .(" N - ¡-ºE' E'j. _4 
\.o _rru-¡;qu rr F' + T" 

C(T = O.N/L) J.°'° u du .,-•'14 [1 - .,-•i''l4f0 (u;l')] 
x l<o (27rcr~iju)ri2 E'f.. + ~'f=. q4, 

1 
C(T= O,N/L) = 2(0.05)(2N/L)a,zce"3 " 

X 

3.2 Temperatura de Fermi· 

(3.ix) 

(3.x) 

(3.xi) 

La te1npera.tura de Ferrni de un gas de 2N fermiones con n1nsa nl.F =: 11io/2 y sin espín. 

est¡\. definida. co1110 

TF=: ~: 
y la energía de Fern1i se obtiene de. la ecuación de número de partículas. a. T. = O. 

NF = /,,"' g(e)d(<), 

~ust ituyeudo la. Eq. (2.12) del capítulo 2 en Eq. (3.xiii) obtcnen1os. 

NF = '.!r~!J (~::':) i J.'" e-!de. 

Po1· lo tanto, la energía de Ferrni queda expresada ele la siguiente forma 

ep = (!::!..) 2 t1.2or2. 

L 2111.F 

Y la tcrupcratura de Fernti 

70 

(3.xii) 

(3.xiii) 

(3.xiv) 

(3.xv) 

(3.X\'Í) 

;;: .. ~:- '.:\ TTESIS.GQN--:: .,_·~ 

·. :: . FALtl\::BE·:ORIGEN' 



Para 2 .. v fortniones con n1asns ms/2. 
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APÉNDICE IV 

En este apéndice analizaremos el límite cuando la tenipt•ratura tim1dt..~ a cero (T -.;. O) 

de la función dieléctrica. para T ~ O (Ec. (4.-11). Estl" resultado es consistente con la 

expresión de la función dieléctrica en T =O (-1.-t) del capítulo -l. 

N•~cesitarnos unn expresión de la fugacidad .: que dependa explícitan1ente de Ja tem

peratura.. Usarernos la relación del número de partículas (Ec. 2.20) del capítulo 2. 

2N ( h
2

tr ¡t = f: =:. 
L 2niksT l=t t! 

Para despejar .: realizaren1os una inversión de series [32]. 

= =y(! - ~ + ( 1 - Ja) y2 + ... ). 

donde y = ~;:· (ñ2
7r /21nksT) t. 

EscribimOs In ecuación (4.iii) y obtenernos::. la fugacidad. 

(
2trmskaT)-t/

2 (i _ __!__ (2:rrnsk.JT)-
112 

ñ 2k} '-12 r;,-k¡. 

+ ( 1 _ __!_¡ (2trrnokaT)-t ) 
-13 fi"k} + ... . 

(-1.i) 

(-1.ii) 

(-Liii) 

(-1.iv) 

Requ1...~ri1nos la exprcslón de la fugacidad .:: para sustituirlo en la expresión de la función 

dieléctrica para T ,¡,O (Ec. (4.41), 

V = q2 ·~(-l)P(l+gp+t/2(:)) (2kdTq2 /mow2 )P 

<(q.w) = l - (q)2mo (w2 - fi·q•/4m¡,) {=¡, f'(l/2 - p) (1 - ft"q'/-tm¡,w0 ) 2 P X 

(2rn~~sT) 
1

1

2 :to ( ~~,:\ ) (-i~~~2 ) m 

para. p = D~ la expresión se reduce, 

81 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

(-1.v) 



<(q,w) = L - V(q)---=--- • rr • (1 +a112(=)) (~)
1

'
2 

2ms (w- - ñ"q4 /4m¡,) C'(l/2) r.- (4.vi) 

.s11stituim.os la expresión de.: (Ec. 4.iv) en la ecuación (-t.vi) y expresmnos el lintite cuando 

T ----r O de la función dieléctrica. 

l/" 
lim <(q.w) = 

T-0 (~)-r.-

+ (4.vii) 

y 

(4.viii) 

Entonces. 

. 1 q• 1 ( .,,. )-1/2 
hm <(q,w) = 1 - V(q)~. ( • . • '/ • ) . = -k. r-o ;.::.rnD w- 7"" ,,,-q .. ...tms v7r ·p 

(.J.ix) 

l . . ( ) l V( ) 1 . , . , . , q2 1 ( kF ) 
tm • q, w = --, q ., ( • • 2 •¡ • ) = = T-0 - -171B w~-- 1t q 4n11J y7r yiT 

(4.x) 

T
lim

0
.<(q,w) =·1.-c •. V(~··.)·~mF.·'. ( 2 r.t,14 2 ) ( 2L~"). 

- ·-·; .. :· ·:-- _s w_- iq ma .. 
(4.xi) 

,!~o•(~•}•');,,;; l;,_V(qj2~s (w2 - r,~;'/4m'),) c~v)' (4.xii) 

. . 1 q2 c~LV)· }~o <(q,w). = 1 - V(q) "'º (w• - r.-q•/4"1'),) (4.xiii) 

Hen1os llegado u la ecuación (4.4)"del capitulo 4. 
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Tabla 3.4 Distancia mínin1a o efectiva del sisten1a. 

·Tabla 5.1 Distancia efectiva del sisten1a. 

Tabla 5.2 Coeficientes C(T/TF). p) para p = 1 x 103cn1- 1 . 

Tabla 5.3 Coeficientes C(T/TF). p) pnra p = l x l06c111- 1 y J•. 
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