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“Los que mandan, generalmente mueven las manos
y dicen:"He considerado todas las alternativas”,
pero eso es casi siempre basura.

Lo mas probable es que no pudiesen estudiar

todas las combinaciones”.

George B. Dantzig

' Entrevista publicada en The College Mathematical Journal, marzo de 1986,
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INTRODUCCION

La Optimizacién en Redes estudia problemas de optimizacion que se pueden estructurar en la forma
de una red. es decir. de un grafo. Esta arca de estudio enlaza las dos grandes ramas de la
optimizacién, que son la continua y la discreta: v para la construccion de algoritmos aplican dos
enfoquus: los métodos exactos v los métodos aproximados.

El enlace entre estas dos dreas es construido en optimizacion de redes mediante la Teoria de Grafos
v los criterios para la seleccion de algoritmos provienen de K teoria de fa complejidad.

Entre los prablemas que pueden ser abordados se encuentra ¢l discito y andlisis de grandes sistemas,
tales como redes de transporte. redes de potencia y sistemas distribuidos de computo y de
comunicacion. Las primeras dos pertenccen a la Investigacion de Operaciones, surgiendo los
problemas clasicos de transporte v transbordo.

El problema de transbordo con capacidades ¢s ¢l modelo mas general del problema de flujo con
costo minimo. ¢l cual incluye al problema de transporte con o sin capacidades ¥ ¢l problema de
asignacion. Estos modelos se usan en un gran niimero de aplicaciones. como ¢l transporte de bienes,
¢ discho de redes de comunicacion v de tuberias. la asignacion de hombres a trabajos, v la
plancacion de produccion.

El problema de transbordo con capacidades son problemas de flujo a costo minimo donde el
objetivo es determinar como un bien debe fluir a travds de los arcos de una red para minimizar ¢l
costo de transbordo.

El problema de transporte fue propuesto por Hitchock en 1941 ref(1) y por Koopmans en 1946 ref.
(21, v se busca determinar a qué precio un bien debe de ser transportado de un lugar a otro a través
de una red para minimizar ¢l costo de transporte. Ademds. este problema se puede formular como
un problema de programacion lincal. Ambos autores presentaron métodos computacionales que
ahora serian Hamados simplex primal. es decir. a partir de una solucion factible primal inicial
resuclven un problema de programacion hineal. En 1931 Dantzig ref. (3) presentd su algoritmo
stimplex. v desarrollo una variante especial para of problema de transporte del algoritmo simplex.

Existen varios algoritmos de tipo primal. dual v primal-dual que resuelven este tipo de problemas.
La opinion sobre cudl método es mejor, mis ficil o mas cficiente estd muy dividida. Los autores
como Hitcheock., Koomans. Dantzig., Brown v Bradley prefieren los algoritmos primales. Sin
cmbirgo, los awtores. como Balas s Hammer., Armstrond. Glover creen que tos métodos duales son
mas cficientes que los métodos primales. Pero también se reconoce que los algoritmos primales-
entes v son recomendados por autores como ¢s Hatch. Dependiendo del tipo

duales son muy cfic
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del problema que se tenga, de su complejidad v algunos otros factores se determinard qué modelo
de programacion lineal debe utilizarse para resolver el problema.

En este trabajo se da a conocer ¢l algoritmo de transicion de estado, un algoritmo de tipo primal-
dual para ¢l problema de flujo a costo minimo que consiste en encontrar como deben fluir los bienes
a través de una red. de tal mancra que se cumpla la ley de conservacion (todo lo que entra debe de
ser igual al que sale) a costo minimo®. Este problema conticne casos particulares como por ¢jemplo:
problema de flujo maximo. de ruta mas corta, de transporte. de transbordo y de asignacion.

El contenido de este trabajo de investigacion requicre un conocimiento basico sobre la teoria de
graficas, de programacién lincal ¥ de algebra lineal. Sin embargo, en ¢l capitulo uno sc presentan
los conceptos necesarios para una mejor comprension del trabajo y en ¢l apéndice esta la
informacion para recordar los conceptos basicos de programacion lineal y del método simplex.

Ademds, sc introduce la notacion v terminologia bisica de teoria de grificas y del problema de
flujo, asi como algunos resultados de esta area v teoremas que serviran para desarrollar los capitulos
siguientes.

En ¢l capitulo dos se veran algunos de los problemas principales de redes v como pueden ser
transformados ¢n problemas de flujo a costo minimo, v asi aplicar ¢l método de transicion de
estado. ¢l cual se desarrolla v se implementa en ¢l mismo capitulo. Tambicn se revisard uno de los
resultados mas importantes para ¢l método de transicion de estado: el teorema de circulacion entera.
v también se veran algunas definiciones v las caracteristicas de  fas matrices  totalmente
unimodulares.

En ¢l capitulo tres se deseribe ¢l moderno enfoque del andlisis de la complejidad de los algoritmos,
principalmente los algoritmos con cotas polinomiales, la téenica de escalamicnto de Edmonds y
Karp. v como sc aplica al método de transicion de estado. Y finalmente. s¢ comentardn v se
compararin algunos de los algoritmos mas importantes que resuelven ¢l problema de flujo a costo
minimo.

En ¢l capitulo cuatro se describe coémo podemos aplicar ¢l método de transicion de estado, para
resolver ¢l problema de planeacion de proyectos. problema de transporte y transbordo y ¢l problema
de asignacion.

* El método de transicion de estado. presentada en ef trabajo, se conoce en ingles como Out-of-Kilter.




CAPITULO 1

CONCEPTOS DE TEORIA DE GRAFICAS \’ DEL PROBLEMA DE FLUJO
A COSTO MINIMO

En este capitulo se introduce la notacion'y termmologa basnc'l de teoria de l_.,raf'cas y del
problema de flujo, asi como alg,unos resultados de esta’ area que servnran para desarrollar
los capitulos poqlenores :
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1.1 ELEMENTOS BASICOS DE LA TEORIA DE GRAFICAS

Las graficas son importantes para modelar muchas de los problemas de Investigacian de
Operaciones. principalmente en programacion lincal, asi como situaciones de la vida diaria,
relaciones interpersonales, circulacion vial, rutas de aviacion, y un sin fin de situaciones. Y las
redes, que se usaran para ¢l desarrollo de este trabajo. se representan a través de las graficas, Por
cso, antes que nada, vamos a definir qué es una grifica, cudles son sus clementos, qué relacion
ticnen entre si, v los tipos de las mismas.

Definician, = Una grdfica ¢s un conjunto V finito. no vacio. cuyos clementos son llamados vértices
o nodos v un conjunto A de pares ordenados de puntos de V.ie. A € VaV. cuyos clementos son
llamados arcos o lineas de G. La grafica s¢ denota por = (17 #).

Se dice que ¢l arco (i, j) une a los vértices i y j. Para un arco (i, j), ¢l vértice { ¢s Hamado punio
micial o extremo inicial. y ¢l vértice j punto final o extremo final del arco.

Los arcos que unen a los nodos de una grifica pueden ser de dos tipos: lineas que ticnen cierta
direccion o las lincas sin ¢l sentido de direccion. Esta caracteristica divide las grificas cn las
dirigidas v no dirigidas.

Definicion. = Una grifica divigida G(V, A) ¢s en la que ¢l sentido de los arcos es de suma
importancia. Las grdficas no dirigidas, son aquellas en las cuales no nos importa la direccion de los
arcos.

Podemos tener una representacion geométrica de una grifica dibujando los vértices como puntos v
los arcos como lineas que unen pares de puntos. En la figura 1.1.1 s¢ muestran cjemplos de las
praficas dirigidas:

o % &)
O 0

Fig 111

A veees. en el andlisis del problema. lo que interesa es solamente ver ¢l comportamicnto de una
parte de la grafica original, o de un arco en particular. por lo tanto. cs nuis practico trabajar sobre la
subgrafica. que es un modelo reducido que conserva caracteristicas v los datos originales.
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Otro caso scria que nos intcresara poder dividir ¢l problemaoriginal en dos o mas sin afectar el
proceso general.

Definicion. - Una grifica g es una subgrdfica de G, si todas las lincas y vértices de g estin
contenidos en G, y ademas, cada linca de g ticne los mismos vértices terminales que en' G,

En la figura 1.1.2 sc presenta ¢l cjemplo de la grifica no dirigida G y algunos de sus subgrificas
posibles: :

6
O, ®
7
o
g . g

Fig 1.2

La figura 1.1.3 le muestra ¢jemplo de las subgrificas de una grafica dirigida G:

Fig 1.1.3
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Entre las definiciones anterioriores vimos qué es una grifica dirigida. Ahora, veremos la definicion
de la grafica dirigida cuando ésta contiene entre todo par de nodos los arcos de doble sentido.

Dl.'fm(.lun ~ Una grdfica simétrica cs aquclla, en la cunl p'm cadn llne'l (vi, v)) existe otra linca
), Vi), como s¢ puede ver en la figura 1.1.4,

5

o) [ A
B -
>® |
Fig 1.1.4

Definicion.- Una grdfica es conexa o conectada si entre cualquier-par de vértices existe al menos
una ruta. En caso contrario - ¢s una grafica dcscom,cmda Los qcmplos de ambos s¢ mucstran cn la
siguiente figura 1.1.5.

St ] . No
Fig 1.1.5

A continuacién se verd la relacion quc s¢ tiene cntre los. cluncntos de una grafica. i.c,, entre un
nodo y ¢l arco; entre dos lincas y uurc dos \'u‘llct.s.

Defimcion. - El vértice | se llnma sticesor dcl \'cmcz, i-si_existe un arco. (1 ). con vértice inicial i’y
vértice final /. 1gualmente. el W.’IIIL!.‘J se, Il'mm prmlc cwr del vértice i'si existe un arco de¢ la forma

(.9

Definicion. — Dos arcos son adyacentes si tienen al menos un veértice en comin. Si ¢l vértice 7 es el
punto inicial de un arco ¢l cual noes un lazo, entonces, ¢l arco v ¢l vértice § son muruamente
meidentes.
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Por lo tanto podemos decir que si dos-personas se conocen, entonces estas personas son adyacentes
una a la otra. Si una calle pasa por una gloricta, entonces la gloricta y la calle son mutuamente
incidentes. Todos los vuclos que llegan a un mismo acropucrto son vuelos adyacentes.

Ahora veremos qué ¢s una ruta. una cadena, una trayectoria y la diferencia entre cllas.

Definiciin.- Sea (1, 2, ..., n) una sccuencia de vértices distintos con la propicdad de que (i, i+1) 6
(i+], i) cs un arco para i = (l,..., n-1); si para cada i una de estas dos posibilidades se cumple, la
secuencia resultante de vértices y arcos s¢ denomina una ruta o paseo del vértice 1 al n, En otras
palabras. es una secuencia finita de vértices v lincas empezando y terminando en vértices, donde
cada linca cs incidente con los vértices anteriores y posteriores.

Definicion. - Una cadena entre los nodos i y j es una sccuencia de lineas (arcos) que conecta a estos
dos nodos. Cuando tambicn se especifica la direccion en que se recorre la cadena, se le dara ¢l
nombre de trayectoria.

Una cadena es simple si no contiene CIC|OS Y una traycectoria o un camino es puseo aluc'/lu si no s¢
repiten los vértices.

Como podemos notar una ruta dificre de una cadena ya que permite la pos:blhdad de tener ’erOS
con dircccién opuesta a la orientacion del vértice 1 al n. .

Las nociones de ciclo y enlace que se verdn en las definiciones slynuncs son mll\' lmporl'mlt.s para
¢l desarrollo del método de transicién de estado. :

Detinerin. Un circttite o ciclo ¢s una ruta cerrada, donde ¢l Unico’ vértice que'se repite s cl
primero al final. O sca. un ciclo es una cadena que empicza y-termina ¢n el mismo nodo.” Una
grifica es aciclica si no ticne ciclos.

En el siguiente cjemplo de la figura 1.1.6 vamos a |dcnuﬁcnr 'llg,unas d(. las rutas abicrtas y
cerradas. Supong:lmos que se tiene la siguiente grafica:

lig 1.1.6

Entonces. la secuencia de nodos v vértices propuestas se clasificarian como:

a) (l.g. 4051, 3) - ¢s una ruta abicrta;
b) (2.c¢.5,1 6, ¢ 3)~ una ruta abierta;
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c) (2,b,1,g 4,k 2) - es un circuito,
d) (4,151, 6,h,4)=-un circuito.

Definicidn.- Sea [S, T) ={(u,v)e A lue S,ve T} Un cunjunm de mrle es un subconjunto C ¢
Adelaforma C=[S,T),dondc@=#ScVyT=WS,

Definicidn.- Un enluce es un conjunto de corte minimo, es decir, un enlace es un conjunto de corte -
al cual no sc le pucde quitar ningiin arco, de tal f'orma quc cl coxuumo resultante siga sicndo un

conjunto de corte.

Hay que hacer la observacion de quc. un conjunto de corte cfcctw:uncnte corta’o scpara la grafica. Si
quitamos ¢l conjunto de corte C, la grafica qucd'\ sq)'urad'l en, dos pnrtcs la de nodos S y 1a de

nodos T.

Veamos ¢l siguiente ¢jemplo, donde S = [s, .1, é,'3], T 5[4, 5,‘t] ); C = [(I,S),‘(Z,S), (2,4), (3,4),

Fig 11,7

Con uste conjunto de cortes C la grafica queda separada como se puede apreciar en la figura 1.1.8:

Fig 1.1.8

Como ninguno de los arcos que forman ¢l conjunto de corte puede ser retirado del conjunto sin que
deje de ser un conjunto de corte. ¢l conjunto de corte es un enlace.
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Ahora se vera otro ejemplo que no es un enlace,

Ljemplo,~S = [s], T = [i s 2,11, vy C=1{(s,1), (5,2), (s; )]~

Fig 1.1.9

Con este conjunto de corte Ia grafica queda separada en dos, como se muestra en la figura 11,10

Fig 1.1.10

Pero no es minimo, ya que si le quitamos al conjunto ‘de corte ‘¢l arco (s.1), ¢l conjunto de corte
sigue sicndo conjunto de corte y Ia grifica queda separada de la siguiente forma (fig 1.1.11):

Fig 1.1.11

Por lo tanto. no ¢s un enlace.
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Praposicion.- Cualquicr conjunto de corte C cs la unién de enlaces ajenos,

Demostracion, - Haremos la demostracion por induccion sobre k. ¢l niimero de elementos
del conjunto C.

Para k = 1 ¢l conjunto C so6lo consta de un clemento, y ¢sie tinico arco ¢s un conjunto de corte; y cs
minimo por que sélo ticne un clemento, por lo tanto ¢s un enlace,

Supongamos que la hipotesis de induccion se cumple para k = n, i.c., cualquier conjunto de corte
con n arcos s ka union de enlaces ajenos.

Para k = n+! tenemos un conjunto de corte con n+l arcos. Este conjunto de corte puede ser un
enlace por si mismo. ¢h cuyo caso ya tenemos la demostracion, o puede no ser un enlace. Si no cs
un enlace le quitamos un arco. de mancra que siga sicndo un conjunto de corte, v ic aplicamos la
hipotesis de induccion. Y tenemos un conjunto de corte con n+1 arcos que son la union de enlaces

disjuntos.

El siguiente teorema que fue desarrollado en 1961 por Minty ref/(4). se utilizara en ¢l capitulo dos
en la explicacion del método de transicion de estado. Ademads ¢l programa de implementacion
computacional del método de transicién de estado presentado en este trabajo se basa en cl teorema
de coloracion.

Teorema.- Teorema de Coloracion

Sea G una grafica dirigida con un arco (s, 1) dirigido. Entonces.
para cualquicr coloracion de los arcos verde, amarillo y rojo con
(s. ©) pintado de amarillo. exactamenie una de las siguientes
condiciones se cumple:

1.- El arco (s. t) esta contenido en un ciclo de arcos amarillos v
verdes, en ¢l cual todos los arcos amarillos ticnen la misma
direccion.

2.- El arco (s. t) esta contenido en un enlace de arcos amarillos ¥
rojos. cn el cual todos los arcos amarillos tienen la misma
dircceion.

Demostracion.- Veamos la grafica como en una red de calles. donde los arcos verdes son
las calles de doble sentido, tos arcos amarillos son las calles de un solo sentido. v los arcos rojos son
las calles cerradas al trafico. Empezando en la interseccion de una cable representada por un vértice

13

e




t, 0 ¢s posible para cl trafico moverse de t a s, o no ¢s posible. Si existe algin camino, entonces
existe una ruta ~ (t, s) minima de arcos amarillos y verdes, con todos los arcos amarillos dirigidos
de t a s. Esta ruta junto con el arco (s, t) forman un ciclo que satisface la condicion 1, (fig 1.1.12)

amarillo, verde
———p——— P ——— S

amarillo

Fig 1.1.12

Si no hay ningiin camino para que ¢l trafico tlegue de t a s, entonces un enlace que satisface la
condicion 2 y se construye de la siguiente manera: Sea T ¢l conjunto de todos los nodos accesibles
al trafico desde t v sea S ¢l conjunto complementario. No puede haber arcos amarillos dirigidos de
T a S ni arcos verdes entre S y T en ninguna direccion. De otra forma, uno o mas de los vértices en
S estaran accesibles al trafico de T, contrario a lo asumido anteriormente. De aqui se sigue que
todos los arcos entre S y T deben ser arcos rojos en cualquicr direccion, o arcos amarillos
incluyendo al arco (s, t) dirigidos de S a T. Por {a proposicion | ¢l conjunto de corte (S, T) contiene
un enlace que satisface Ia condicion 2. Como se puede observar en la grifica de la figura 1.1.13.

T . S
amarilloy _ >
7 amarilio
t < 7 > |s
-~ / ”
P verde N
- - Ll
rojo

Fig 1.1.13
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A continuacion veremos algunas de las matrices con una grifica G (V, A); donde la cardinalidad de
Vesnyladc Aecsm.

1.2 GRAFICAS DIRIGIDAS

Dcfmuan Mar/ iz de inu:lencm M = [m.,] esdenxm, dondc mu = l si el arco (i, j) sale del nodo
i, my = -1 si cl arco (I j) lega al nOdOJ ym;=0 dc otra fonna, o sca:

il s fel arco oy sale del vértice v
my -1 si el arco a, llega al vértice v;
0 en cualquier otro caso

Donde los renglones son los vértices 3' las lincas — coluninas.

L‘junpla Se tiene la su,mum. g,r'lﬁcn G, (ﬁg, 1.2 )

Fig 1.2.1

La matriz M(G) correspondiente seré:

1 G120 0 000 12,007
2 STl 000007000
‘M(G) = 3 2190 0 0 -1 000
4 0-07°0 00 0 -1"-1"1
5 0 0 -10 0 1 0 0 -l
6 000 1100 1 0J
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Hay que notar que las matrices tanto de incidencia, como de adyacencia para las graficas dirigidas y
no dirigidas, tienen cicrtas propiedades. Vamos a mencionar unicamente las que tienen importancia

para ¢l desarrollo de esta tesina.

Las propicdades de la matriz de incidencia de una grafica dirigida:

1) En cada columna existe exactamente un { y un =1, excepto en caso de un bucle, en el cual
existird un 1, (pero no trataremos ¢n este trabajo este tipo de graficas).

2) Las lincas paralelas producen columnas iguales.
3) Si sc intercambian renglones v columnas con sus ctiquetas respectivas, la matriz sigue

representando la misma grafica.
4) La suma por columnas sicmpre es cero.
3) Esta matriz esta definida para graficas dinigidas sin lazos.

Diefinicion.- Matriz de adyacencia A = [a,), es 1a matriz cuadrada de nxn, en la cual:

1 si existe un arco que sale del v; y llega al vértice vj

ajj =
0 en cualquier otro caso

Ljemplo.- La matriz A de la grifica anterior, (fig kl"l4) serd:

152235455 6

1 0001 00

bR IR PR N T (TS N 3

AG= 3| 0o 0000 0
47070001 0
500707170 00

6 Lo 011 00

Las propicdades de la matriz A(G):

1) A(G) e¢s cuadrada,
2) El diagonal principal ticne solo ceros. (en caso de que tuviera un uno, este representaria un

bucle. pero no se trataran las graticas asi en ¢sta tesina).
3)  Un renglon de ceros corresponde a un vértice final.
) St A(G) es simctrica. entonces G es simétrica.
3) Sien la grafica no existen las lincas paralelas. entonces. ¢l mimero de - unos es igual al

numero de lineas de la grafica.
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En este trabajo no sc van a tratarse los siguientes casos, pero cs importants conocerlos para el
andlisis:
6) Una columna dc ceros n.prust.nn a un vcrtlcc 'uslndo
7) Si setiene un runglon y'una columna de cuos, u\loncus se trata de un vértice aislado.

La matriz de adyacencia guarda las caracteristicas de I'1 grz\ﬁca y se utiliza pill"l almacenarla cnla
computadora. -

1.3 DEFINICIONES DE PROGRAMACION LINEAL

Toda disciptina cientifica emerge de la convergencia de un interes en alguna clase de problemas y
del desarrollo de mdtodos. técnicas ¢ instrumentos cientificos adecuados para resolver cstos
problemas. Los fundamentos matemdticos de los modclos lincales discretos se basan en la teorin de
las dusigualdades lincales. Y como antecedente de Programacion lineal se encuentra ¢l
plantcamiento del problema de transporte. Las problemas de este género las podemos representar
graficamente en la forma de una red. Ejemplos de algunos problemas que pertenccen a
programacion lincal se¢ veran en ¢l capitulo 11

Un problema de programacion lineal es un problema de minimizar o maximizar una funcion lincal
que contiene restricciones lincales del tipo de igualdad, desigualdad o las dos. La forma general del
modclo s ¢l siguiente:

n

Maxz=2X ¢y

j=t funcion objetivo
n

sujetoa: Xayx, by, i=1,2,...m las restricciones
=1
yz0,j=1,..n var. de decision

La funcion que se estd maximizando o minimizando sc llama funcidn objetive. Y las cantidades
desconocidas que se deben de determinarse en la solucion del modelo matemdtico del problema se
laman variables de decision, v por lo general se representan por:

X1y N2veiey Y15 Y2ue €LC.

Al construir ¢l modelo det problema real para incloir las limitaciones que ocurran se usan las
restricciones. Son las que limitan las varinbles existentes a valores factibles v se representan de
siguicnte manera:

yxptaxa<b
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Todas las variables que se hacen igual a 0 se llaman variables no hisicas y los variables
restantes son las variables bisicas. Y al obtener la solucion de dicho modelo, éste se
llamara — solucion hisica.

Definicion - La solucién serd bdsica factible si todas las variables bisicas son no negativas, i.c, ¢s
una solucion bisica en la que todas las m variables basicas sean 2 0.

Pero cudl cs la solucion factible. Enseguida se define la dicha solucion factible v Ia solucion éptima
a un problema de programacion lincal.

Definicién - Una soluciin fuctible cs una solucion para la cual se satisfacen todas las restricciones.
Y una solucidn dptima ¢s una solucion factible que tiene ¢l valor mas favorable de la funcion
objetivo, i.c.. ¢l valor menor o mayor, dependiendo de si ¢l objetivo es maximizar o minimizar, En
otras palabras, si todas las u, - u, 2 0 para todas las variables no bisicas (en caso de Max) y son < 0.
en caso de Minu, - u,.

Alora veremos los conceptos basicos de programacion lineal de redes de flujo.

Definicion.- Una red es una grafica concetada cuyos arcos o lincas pueden considerarse como
ductos, a través de los cuales pasa la informacion. Toda red contiene un origen y un destino.

Hay que notar que. una red conexa ¢s aquella en donde existe por lo menos una cadena que conceta
a cada nodo con ¢l resto de los nodos de la red. Una red inconexa cs aquella que no esta conectada.

Ahora definiremos una red de transporte que es la que nos-interesa para ¢l desarrollo de . los
capitulos posteriores.

Definicion.- Sea G = (V. A) un grafo de orden n. Diremos que ¢s una red si se cumple:

o G usconexo v no tiene bucles.
»  Hay definida una funcion numérica sobre los arcos del grafo, que notaremos. C, y la cual
Hamaremos capacidad que asigna a cada arco del grafo un valor no negativo.

Adcemis, si

»  Existe un vértice v solo uno, tal que a ¢l no llega ningin arco: La entrada a 1'1 red, nodo

fuente.
e Existe un vértice. y solo uno, tal que de el no sale ningiin arco: La salida de ia red, nodo

sumidcro o final.

Entonces tenemos una red de transporte.

Por medio de una red de transporte vamos a “pasar™ o mover algin bien de un punto hacia ¢l otro.
Y la cantidad de este “bien”. como lo veremos mas adelante ¢s llamado flujo. O. dicho de otra
farma. podemos representar en una red Ry su grafica dirigida G = (V.A) conexa v sin lazos, junto
con una funcion ¢; A = [0, +e ] lamada Lo fineron capacided de R.Si el arco (i, J) € A ¢l numero
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¢, es Hamado la capacidad del arco (i, j). Esta capacidad puede pensarse intuitivamente como la
cantidad maxima de algtin bien que puede “fluir” a través del arco por unidad de tiempo.

Definicion.- Scan s y t dos véntices distintos de R. Un flujo de s:a t con \'alor v es una funcion x:
A—> [0, ) tal que satisface: )

0<xy<cy V(e ' )
v sii¥s

Tx, -Xx,= 0 siizs,t (2

j j BY sii=t

Si (i, j) € A, x; es la cantidad de flujo que va.en la direccion de i a j, la desigualdad (1),
simplemente indica que en cada arco Ja cantidad de flujo que pasa no debe eéxceder la'capacidad del
arco. La ecuacion (2) ¢s la ley de conservacion, que establece que en cada vértice i distinto de s dt,
lo que sale del arco

¥ x,
. ) i
debe ser igual a lo que entra en él:
Z N
J

El nodo s cs llamado la fuente, y 1 ¢s ¢l desting, Los vértices restantes se conocen como los vértices
intermedios. (si los numeramos, ¢l vértice s tendra el nimero 1y ¢ ¢l n). Si se piensa en una red,
como la de transporte, ¢l nodo fuente puede ser un centro de produccion, mientras que ¢l vértice
destino corresponderia o un mercado. Tambien pucde pensarse en una red. como la de dipolos por la
cual fluye corriente cléctrica continua; (en este contexto, la ley de conservacion es la primera ley de
Kirchhoff), del trafico urbano. de transporte colectivo, de -comunicaciones. de inventarios, de
presas, de flujo de dinero. de la asignacion de recursos entre otros.

Un flujo en una red se puede representar geométricamente dibujando ta grafica dirigida colocando
sobre cada arco: la cantidad de flujo v la capacidad del arco, como se ve enla figura 1.3.1:

]

Fig 1.3.1

Enscguida veremos tipos de flujo quc existen en una'red,”

Definicion. - Un flujo fuctible es un flujo que satisface todas las restricciones del problema. Y si
ademas ¢l flujo factible es una solucion basica de las restricciones del problema de redes. entonces
¢ste se denomina como flijo fuctible bisico.

TESIS CON 19
FALLA DE UniGEN




En muchos problemas précticos, las variables de decision alcanzan un sentido sélo si tienen valores
enteros como en ¢l caso de as:g,nncxon de hombres, maquinas o vehiculos a las acuvldadt.s cmonccs
¢l flujo en la red asociada serd en cantidades enteras.

Definicion. - Un flujo factible x = (xy) cs entero si para cada arco (i, j) ¢l flujo x; es cero o un
nimero entero positivo.

Un flujo cs completo si todo camino que va de la fuente al sumidero contienc al menos un arco
saturado ref(5).

Cuando estamos buscando las opciones de Hegar de un nodo a otro en una grafica, los arcos a traves
dc los cuales nos estamos moviendo los llamaremos arcos de avance. .

Diefinician.- Los arcos (i. i+1) que pertenceen a la ruta son arcos de avance de h ruta, Ios dunas
arcos son de retroceso. :

Para obtener Ia solucion. sea ésta la optima o no a un problema en ¢l proceso del desarrollo del
mdétodo de transicion de estado vamos ir manipulando los datos asociados a cada arco. En ‘el caso
del flujo. si ¢l flujo de un arco puede ser aumentado v dicho arco esta contemplado en la ruta,
entonces esta ruta tendra la siguiente definicion.

Definicion.- P es una ruta de fliujo aumentanre con respecto a un flujo dado ¥ si
X, < ¢, para cada arco de avance (i, j) de P
X, > 0 para cada arco de retroceso (i, j) de P

Lo significa que la cantidad del flujo de cada arco debe de ser mayor que cero y menor que la
capacidad maxima permitida en dicho arco.

Detimeion. Sea R = (V. A, x, a) una red, donde x es la funcién de capacidad y a es la funcién de
costos por unidad de flujo .lsocmdns a sus arcos, Sc define como ¢l costo de un flujo factible a la
cantidad

X aij Nij

Gnea
Donde a, us ¢l costo unitario del flujo a través del arco (i, j) ¥ x5 ¢s Ia cantidad de flujoque vadeia
1
Defimcion. - La capacidad de flujo de un arco de grafica dirigida es el limite superior para la

magnitud factible (o ia cantidad total de flujo) en el arco en dicha dircecion, La capacidad de flujo
pucde ser cualquier cantidad no negativa. incluvendo infinito.

TESIS MON 20
FALLA DE C.uuEN




Ahora, sea G = (V, A) una grifica; la circulucidn de G es una funcién x: A— R ul que:

(X TEXE= 07777V (ley de conservacion)

Supongamos que también tenemos dos funcionies'de capacidad .

LA [O, oo) i cc}tg inferior
CiA o [0,00)u 0 _cota superior
y se pide que ", il ‘S‘i\'ij“SACij - G UV

costo:

“atA—K,
Entonces un problema de flujo con restricciones a costo minimo cs:

Minimizar Z a, x;

e A
sujctoa: 2 N;, - by xy=0 i=1,2,.n
ijeA  ijeA
|., < Nij < Cjj IJ € A,

Donde ¢! vector de variables de decision x = (x;) se Hama el flujo de fa red.
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1.4 PROBLEMA PRIMAL

El concepto de dualidad establece que todo problema de programacion lincal tiene asociado otro
problema de programacion lineal conocido como dual. Las relaciones entre ¢l problema original,

que se llama primal y ¢l problema dual son muy importantes.
Hay que notar que ¢! problema primal para poder compararlo con ¢l problema dual, debe de estar en

su forma cstandar, ¢l cual se representa de la siguiente manera:

n

Maximizar Z = Z¢;

i=l
n
sujeto a: Za;x <b, i=12..,m
j=!
x 20, i=1L2,..n

1.5 PROBLEMA DUAL

Al analizar ¢l problema primal v como se obticne la solucion dptima a éste se puede darse cuenta

que ¢l problema dual es una forma invertida del primal, para ¢l cual ¢l valor optimo de Z en ¢l
problema primal es ¢l valor minimo factible de vo en nuevo problema. Por lo tanto ¢l problema

Dual se representa en forma de:

m
Minimizar vo = Z by,
i1
m
sujeto a: Sa,vze,. i=L2,..n
i=1
vz 0, i=1,2,..m
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En la tabla 1 estan represcentados dos problema de programacion lincal: El Primal y ¢l Dual.

ref: (7)

Problema Primal
Coeficicnte de Scgundo
X; N2 v Nn micmbro
. Y] an a2 Qin <b
2 B
= £ - 2
2 s M az ax fan <b, ~58
[=] ‘o = 2.
- [Fod B = O T T 5 _O_~ Q.
= 5 2.2 3
E 8 =] e 2
K . =&z
= ¥m Qi a2 TR Qmn < bm NS @
E = 223
- . & > > > - B2
= 02 o = = = S a
A E S () [ Cn
Cocficiente  para la funcion  objetivo
(maximizar)

Tahla |
De lIa tabla, claramente s¢ observa que existe una correspondencia directa entre estas entidades de

los dos problema que son: 1) los parimetros para una de las restricciones, son los coeficientes de
una variable en el otro problema v 2) los cocficientes de la funcion objetivo — son los segundos

micmbros del otro problema.
Ljemplo.- Supongamos que se tienc ¢l siguicite problema primal:
Maximizar Z= 7x; + 4x;
sujeto a: Ny € 8¢

5X1 <14
3y tNas28

El problema dual de este sera:

Minimizar yy =8y + 1dys + 28 y3

sujcto a: vi+3w27
+)
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Podemos notar que la relacion que existe entre estos dos modelos de programacion lineal cs
simétrica i.c., cada solucion basica en problz.ma primal ticne una solucion basica wmplemcnlm ia

en el problum dual: S S )

[ R | i

2 —) 2 < \J 2 b. ¥i (-— yo)

Si (X1, X2, ..., Np) €S Una solucion f'\cublo p'\m cl problcmn prmnl y (y,, ¥2, ..y ¥m) €S una solucion
factible p.lm L| dual, entonces: : :

Ec,\, Eb ¥i
=t

La tercera relacion que se observa es: si (X%, X2*, ..., Xpem*) €5 1a solucidn éptima para problema
. . w

primal. entonces su solucion bisica complementaria (yi*, y2*, ..., ¥m* 21* = ¢y, 22% - 2y vy Z0* - Cn)

debe ser factible v s dptima para ¢l problema dual. Esta relacion se resume en el enumerado

siguiente:

si (% xab L N ¥) Y (K Nt e Y?) son seluciones dptinas para los problemas primal y dual,
respectivamente, entonces

n 11}

T oo k= .
Toxn*=3b v
i=1 il

Esta ultima relacion se conoce como ¢l Tearema Dual,
Hay que notar que si:

1) Uno de los problemas no tiene la solucion factible y ¢l otro tienc una region factible no
acotada. permitiendo que ¢l valor de la funcion objetivo crezea indefinidamente, o

2) Ambos problemas no tienen soluciones factibles,

Esto quiere decir que los problemas primal y/o dual pueden no tener soluciones optimas.

Ahora veremos coneeptos importantes para ¢l método de transicion de estado que usaremos para
resolver probiemas de flujo a costo minimo en redes, el cual consiste en disminuir las desviaciones
que existen entre ¢l flujo actual v el flujo dptimo. Para lograrlo se hace ¢l andlisis de cada arco v ¢l

ajuste necesario segin las reglas que estan explicadas un poco mas adelante.

Detiraeron. - Un periodo de tiempo del objeto (no instantianeo) en ¢l cual ¢l objeto esta esperando
alguna operacion o accion se lama esrado v es una condicion durante la vida del mismo.




Como ya sc menciongd, en el método de transicion de estado, antes que nada hay que definir ¢l tipo
de cstado cn que se encuentra cada arco. Esto sc hace segiin las siguientes reglas:

u.-u,<0a7»,,>0=x.,=l,, Vi,j=12,..,m
u-u>0=y,>0=x,=u, Vij=1,2,.,m
u-y=0=13sx,<¢, Vi,j=1,2,..,m

Si ¢stas sc satisfacen, entonces, ¢l arco s¢ encuentra cn buen cstado y no tendra ninguna
modificacion. En caso contrario, ¢l arco primero, tiene que scr ajustado para pasar d¢ mal estado a
buen estado y asi obtener la soluciéon al problema.

Dicho de otra manera, el estado de los arcos de una red de flujo se define asi:

Definicion - Un arco se encuentra en buen estudo, si y solo si, la solucion primal y- dual son
optimas. Y ¢l arco (i, ) esta en mal estado si no cumple con las condiciones de optimalidad.
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CAPITULO Il

METODO DE TRANSICION DE ESTADO
E
IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

En este capitulo. en la primera parte se veran algunos de los modelos principales de redes y
como pueden ser transformadas a modelos de flujo a costo minimo. A estos nuevos
modelos se les puede aplicar ¢l algoritmo de transicion de estado, que se vera mas adefante
en el mismo capitulo, para su solucion. Ademas se estudiara uno de los resultados mas
importantes para el método de transicion de estado: el teorema de circulacion entera. Y se
veran algunas definiciones de las caracteristicas de las matrices totalmente unimodulares. Y
en la segunda parte veremos en que consiste el método de transicion de estado v el codigo
computacional. Se recomienda revisar ¢l apéndice para recordar los conceptos basicos del
método simplex de programacion lineal, ya que varios de los conceptos que se verdn en este
capitulo se basan en estos resuitados.
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2.1 EL PROBLEMA DE REDES

En la investigacion de operaciones existe cierto tipo de problemas de programacion lineal con
caracteristicas cspeciales que se conocen como redes. Las redes ticnen una aplicacion extensa en
diversos campos como son: la planeacion. la ingenieria, la administracién. la quimica. la cconomia,
cte. Muchisimas situaciones puceden ser formuladas como los modelos matematicos de redes. Y son
tan importantes v utiles debido a que son de ficil comprension para personas que tichen poco
conocimiento en investigacion de operaciones v por su facilidad de representarlos graficamente. Por
su gran campo de aplicacion ¥y valiosa ayuda que proporcionan para ¢l entendimiento de los
sistemas. ha habido gran actividad en su estudio. Han sido desarrollados muchos algoritmos
cficientes para i solucion de problemas de programacion lincal. inclusive existe mis de un
algoritmo para ¢l mismo tipo de problema. Los mas eficientes algoritmos para los problemas de
redes son ¢l método heunstico disenado por Busacker y Gowen y otro método basado en ¢l teorema
de holguras desarrollado por Ford v Fulkerson que se conoce como ¢l método de transicion de
estado o (out-of-kilter).

El algoritmo heuristico ¢s muy ficil de entender v de usarlo para modelos de tamaiio moderado. Al
aplicar este método se limita de inmediato el tmado de las redes que se pueden resolver porque al
realizar una nueva iteracion se tiene que construir nuevos arcos, los arcos en reversa. Asi, si la red
original conticne un namcero significativo de variables. al terminar de resolverla se convierte en un
problema con ¢l nimero de clementos muy elevados v esto resulta ser una inconvenicnte muy serio.
debido a que la memoria de la conmputadora tiende a saturarse rapidamente,

El algoritmo de transicion de estado resuelve ¢l problema dado de flujo en una red a costo minimo
sin modificar Ia estructura de la red. Es mucho mis sencillo v eficiente que ¢l método simplex v sus
variantes. Requicre que las capacidades. scan nameros enteros para todos los arcos v que la red a
resolver sea circular, Este algoritmo puede iniciar con cualquier clase de flujo N, Si este flujo ¢s
factible. entonces ¢l algoritmo lo convierte en optimo. Si no s asi. entonees primero lo convierte en
factible v desptids en optimo.
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2.2 EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO

Supongase que se quicre encontrar un flujo factible de valor v, entre ¢l origen sy el destino 1,
incurriendo en ¢l menor costo posible; al flujo de menor costo se le llama flujo a costo minimo. O
sea, ¢l problema de flujo con costa minimo consiste cn:

Dado ¢l valor de un flujo v encontrar la distribucion que tenga ¢l costo minimo, donde ¢l costo de
un flujo x = (x,) es:
MinZ = Xa,x,,
ii
Donde a, es ¢l costo unitario del flujo a través del arca (i, j) y x; es la cantidad de flujo que puede
pasar por ¢l dicho arco.

Hay quc notar que si la cantidad v de flujo requerido es mayor que ¢l valor del flujo maximo ¢l
problema no tiene solucion, por lo tanto de aqui en adelante supondremos que v es menor que ¢l
valor del flujo maximo.

Supongamos que se tiene la siguiente red que requicere ¢l flujo de v =3 a costo minimo, (fig 2.2.1):

(ypay)

Resolviendo por alguno de los dos métodos: uno que consiste en determinacién de los circuitos
negativos en la red marginal. o por ¢l método que se basa en la determinacion de las rutas mas
cortas en esta red que se describen mas adelante: se determina un costo de 48 v ¢l flujo de v = 3.
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La grafica muestra la red obtenida del problema original con ¢l flujo de valor 5 y el costo de 48, (los
niimeros de los arcos representan ¢l flujo xi):-

Analizando la grifica se observa que si se hacen otras modificaciones en los flujos resultantes de los
arcos (1.2) ¥ (2,3) aumentandolos ¢n una unidad y decrementando en uno ¢l arco (1,3) se puede
obtencer atn menor costo, como se ve en la siguiente figura 2.2.3, igual a 46 con ¢l v =5:

g 2.2.3

Por lo tanto aplicando ¢l concepto de red marginal se determina si un flujo factible dado es de costo
minimo o no. En caso de que no lo sea, se puede construir otra distribucion mejor a partir de la

existente.
Diefinteion = Sea R = (V, A, ¢, a) una red v sea x; un flujo factible definido en R, La red marginal
de R. con respecto al flujo xy. es la red R'(V, Aj U Aa. ¢', a"), donde:

Ar=1{0.00e Alxy<eyl,
A= {0 D G eAyN>0}

¢ representa la capacidad de los arcos de R'(x,)) de manera que:

c‘n=cu'-\u V(I.|) e Ay
¢y =5, vV (i.§) € Ax
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a' describe ¢l costo unitario del flujo a través de los arcos de R'(xy) de la siguiente forma:

e R'.j=ﬂu' IR, V(I,J) € A|r e b e s s
a%y=-a; VAL, J) € A

Como podemos ver, la red marginal:indica la’ manera dc. obtenu -otras dlstnbumom.s del mismo
valor y marcd ¢l ‘cambio’ en ¢l costoal modificar dicho flujo, Al ‘aumentar ¢l flujo a traves del arco
(Lppe A nnpllca mcrc.mcnnr ul cos!o :1., v dLSl'l'llnllll' c.l ﬂu|o nnplxm dt.crum.ntar el costo ajj.

Por lo tanto la I'Ld 1113r5111nl R (\,,) dv.l qcmplo anterior.con r(.spt.rco al ﬂuJo definido sera:
(los mnm.ros de los arcos dela ﬂg,ur'x 2.2.4 son 1:1 c:'x;)acxd.ld y ¢l costo del flujo)

Sx., ay)

El siguiente teorema es la forma para determinar ¢l flujo a costo minimo en una red, ref. (8).°

Teorema:

Sea x, un flujo factible de valor v en una red R = [V, A, ¢, a] donde x
¢s la funcion de capacidades v a ¢s la funcion de costo por la unidad
de flujo asociadas a sus arcos.

Entonces ¢l flujo x, es de costo minimo si v sdlo si no existen
circuitos negativos en la red marginal R7(x,,).

Otra forma de atacar ¢] problema que no sca suponiendo un flujo mlcml cunlquu.r'l dcl valor v
requerido. consiste en considerar un flujo factible de valor # (4+v) de’costo minimo ¢ ir
incrementando el valor del flujo. hasta obtener ¢l valor de v. conservando siempre la optimalidad;

* El tcoremir de flujo i costo miinimo sc demuestrit en diclit bibliografia.
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1.e., que cada flujo que se obtenga sea de costo minimo. Para lograr esto sc usard la red marginal ¥
para incrementar ¢l valor de un flujo dado, habra que determinar cadenas aumentantes de saten la
red. Las cadenas aumentantes se explican enseguida,

Hay que notar que un camino de s a t en la red marginal respecto a un flujo dado, corresponde a una
cadena aumentante de s a ten la red original v viceversa. La capacidad incremental de una cadena
sera igual a la de la ruta mis corta correspondiente en la red marginal. Partiendo de aqui. se
estableee que para determinar una cadena aumentante hay que determinar primero una ruta mas
corta en la red marginal v se enviard, a través de esta cadena. una cantidad igual a su capacidad
incremental o igual a la diferencia entre ¢l valor de flujo requerido v el valor del flujo actual. Asi se
tendra que tratar en cada iteracion. hasta aleanzar ¢l valor requierido de v.

Pero podria darse caso de que en alguna iteracion no exista ruta alguna de s a t en la red marginal
¢} valor actual de v es aun menor del v. En este caso se concluye que no existe ningiin flujo del
valor requerido debido a que no existe la ruta de s a toen la red marginal. no existen cadenas
aumentantes de s a ten la red original v por lo tanto ¢l flujo x, ¢s tlujo maximo.

En caso contrario. cuando # junto con la capacidad incremental de la cadena ¢s mayor que v
requicrida. se tendrd que enviar solo la cantidad de v -« a través de esta cadena. v asi determinar el
flujo descado.

Definicion. - Una cadena de s a tes aumentante si x, < ¢, para todo (i. j) € C' v x,, > 0 para todo
(1)) € C. Y sc denomina como la cadena aumentante debido a que a traveés de ella puede enviarse
flujo de s a t abteniendo asi. un flujo factible de mayor valor. Donde € v C son dos subconjuntos
de arcos de C tales que: los arcos (i i 1) € C" yarcos (i . i) € C

Y bueno. la capacidad incremental de una cadena aumentante C es la maxima cantidad de flujo que
sc pueda enviar desat.

Resumicendo. vimos que para solucionar ¢l problema del flujo a costo minimo en una red, se usan
una de las dos téenicas o procedimicntos existentes aplicando ¢l método simplex:

El algoritmo basado en eliminacidan de circuitos negativos, o también se conoce como el algoritmo
Primal. puesto que empicza a aplicarse a partir de un flujo factible del valor v requerido. v en cada
iteracion la distribucion se mejora. sin modificar su valor. hasta alcanzar la optimalidad. Para cllo se
puede utilizarse ¢l algoritmo de Ford v Fulkerson.

Otra téenica s busada en las rutas nuds cortas. o también es conocido como el algoritmo Dual va
que se aplica a partir de un flujo factible de algin valor menor al de v requerido pero de costo
minimo: en cada iteracion se incrementa ¢l valor del flujo, siempre conservando la optimalidad
hasta alcanzar a v.

Pero los problemas de flujo a costo minimo en una red. igual pueden ser resucltas a través del
matodo Hamado método de transicion de estado. Este algoritmo cs similar al algoritmo primal-dual
en el sentido que empicza con factibilidad del dual. pero no necesariamente con la factibilidad del
promal v seatera entre los modelos primales v duales hasta alcanzar la optimalidad. Sin embargo. la
diferencia esta en que ¢l método de transicion de estado no siempre manticne la holgura
complementaria. Asi que se puede ver cdmo una generalizacion del algoritmo primal-dual para
problemas de flujo en redes. Este método es el interés de este trabajo v se explicara detenidamente
mas adelante

31

TESIS (1O
FALLA Di UKIGEN




Un problema de flujo se puede transformar en un problema de flujo a costo minimo de la siguicnte
manera:

Afadiendo a la red dada un arco de regreso (t, s) con una capacidad minima (I,,) igual a su
capacidad mixima (c,,) igual al valor de flujo dado que es valor v, o sea: 1, = ¢ = v, ¥ con costo a,
= 0. Para todos los demis arcos (i, j) las cantidades 1y, ¢, y a;, permanceen como fucron dadas.

Ejemplo. - Si tenemos un valar de flujo v = 19, y la red de la figura 2.2.5 con costos:
</ )

Fig 2.2.5

Transformado ¢n un problema de flujo a costo minimo queda de la siguiente manera:

(. a1y, cy)
e

14/

(6,0,12)

(k0,10

(19, 0,19)

Fig2.2.6

d
(&)
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2.3 EL PROBLEMA DE FLUJO CON CAPACIDADES
A COSTO MINIMO

El problema de flujo a costo minimo con capacidades consiste en una red circular cn la cual los
flujos permitidos de cada arco estan sujctos a cuotas inferior y supcerior y ademds se tiene un costo .
por unidad de flujo que pasa por cada arco. Y cl objetivo que sc tiene es determinar ¢l flujo en I red
con menor costo posible.

Sca G = (V, A) la red de circulacion con las capacidades 1, que es flujo minimo permitido y: ¢y el
flujo mdximo permitido en cada arco (i, j) € A, donde se cumpla:

Iy Sxy <S¢, Vi, j.
En este caso tenemos un problema de circulacion con capacidades.

Si ademas tenemos ¢l costo a, asignado a cada arco por unidad de Nujo que pasa por Este, entonces
¢l problema de flujo a costo minimo cs:

Minimizar Xa, N,
. i
sujeto a: Zxi-Xx,=0 Vi
i i
ly€xy<cy Vi,

El vector de variables de decision s = (xy), se lama el flujo de la red.

Muchos problemas pueden ser formulados como un problema de flujo a costo minimo con
restricciones. por cjemplo: ¢l problema de ruta mds corta, de flujo maximo, de transporte. de
asignacion. de transbordo. cte.

.
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2.4 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

El caso especial y de gran importancia de problemas de flujos cn redes son: ¢l problema de flujo
miximo y ¢l problema de la ruta mas corta. Estos problemas, como se menciond anteriormente, se
pueden resolverse mediante ¢l método simplex o bien, por ¢l método de transicion de estado.

El problema de flujo maximo counsiste cn encontrar la mixima cantidad de bien que puede ser
enviado entre dos puntos (cl vértice fuente s v el vértice destino t). A cada arco (i, j) con ¢l flujo se
le asocian las capacidades, donde:

x, s la cantidad que fluye en el arco (i, j)
¢, ¢s la capacidad maxima que puede Ruir con facilidad a través del arco (i, j)
v 0<x, ¢y

Hay que notar que la cota inferior en ¢l problema de flujo méximo es igual a cero, o sea:
I, = 0, y se toma por hecho que las capacidades ci; son enteras ademas en el problema de flujo
maximo no intervienen los costos.

La ley de conservacion se debe cumplir para todos los vértices diferentes a s y t, i.c., todo lo que
entra a un vértice debe de salir

Zxi-Zx=0 v izs,t
i ‘i
' se tiene
-v i=s
2 Ny =W Ny = [} Vooiws,t
i i v i=t

Donde cualquicer conjunto de valores x = (x,) que satisface la-ley de conservacion y se cumpla la
relacion de 0 < x;, £ ¢, es llamado flujo factible o simplemente flujo, y su valor es v = 2 x;,

: J
Se dice que un flujo es maximo, si es de valor maximo; es decir, si genera ¢l mayor valor posible de

V.

El problema de flujo maximo se puede transformar ¢h. un problema de flujo a costo minimo de la
siguicnte mancra:

A la red dada con vértice fuente's y vértice destino t se le agrega un arco de regreso (t, s) con
capacidad minima 1y, = 0. capacidad maxima ¢, = o= v un costo asociado a; = -1,
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Para todos los demas arcos (i, j) la capacndad maxima y mllllll'l'l s¢ quedan como fucron dados y el
coston, = 0.*

En la siguiente grafica’sc representa ui problema de ﬂujo miximo:
(los niimeros asociados a los arcos ¢n la g l,raﬁca de la ﬁgur'\ 2.4.1, son la cnpacxdad maxima)

Donde ¢l valor del flujoesv=17.

Por lo tanto ¢l problema anterior transformado en un problema de flujo a costo minimo tendra la
representacion grafica como se puede ver en la figura 2.4.2:

(0.5,0) . (|., Cy i1y}

-
s

v

Fig 2.4.2

* Encaso de tener tn problenia de flujo minimo se hace lo misine que con el probiema de Mujo méiximo a

exepeion de quea, = 1

(3%)
wn
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Matemiticamente el problema se plantea de siguiente manera:
Minimizar . -xs equivale a:

Maximizar Ny

sujeto a: Nis— (Ng) F X2 +Ny) =0
Xa = (N2t Np) =0 O<xas8 0<x)2<3 ’
(Natxp)-xa=0 0<xg <10 0<x <5
(N + Xy T N2) - Xe=0 0<xXas7 08xy <10

2.5 EL PROBLEMA DE LA RUTA MAS CORTA

El problema de la ruta mds corta se refiere a encontrar la trayectoria mas corta desde un origen hasta
un destino, a través de una red que los conecta dada la distancia no negativa asociada con las ramas
respectivas de la red. En otras palabras, consiste en: dada una red en la cual a cada arco (i, j) se le
asocia una longitud a,, encontrar la ruta mas corta del vértice fuente s al vértice destino t.

Matematicamente ¢l problema de la ruta mas corta se puede representar de la siguiente manera:

Minimizar £ T ¢, x,

i=t ja

m m | sii=!
Sujetoa:  EX,-Zxg=4 0 sii# |y i=m

i=1 kel -1 si i=m

Ny 20 i=L2....am

Donde las restricciones x, = (0 6 indica si ¢l arco esta en la ruta o no esta. Como sabemos que la
matriz de incidencia nodo-arco asociado con las ceuaciones de conservacion de flujo es totalmente
unimodular. por lo tanto. sustituyendo las x, = 06 | por x, 2 0, igual sc tendra la solucién éptima
entera en Ja que ¢l valor de cada variable es cero o uno.

PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA DEL NODO INICIAL AL FINAL

En general, en una red R = (V. AL a). al ndmero o que esta asociado a cada arco (i. j) se le conose
como longitud o costo del arco. Tambicen. hay que notar que la longitud de una ruta o camino es la
suma de las longitudes de los arcos que la forman, como to definimos ¢en ¢l capitulo 1. La ruta cuya
longitud sea minima se le lama ruta mas corta o camino mas corto,
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En ¢l caso de encontrar la ruta mas corta entre dos vértices especificos s y £-puede generalizarse a
cualquicr red ya que la funcion de longitud a puede representar, ademds de distancia o tiempo,

costos o alguna otra cantidad. S PO S oy

Para que ¢l probh.ma de ruta mds corta catre dos vértices LSpLleCOS tenga soluclon se deben de
cumplirse los siguientes puntos:
1. Que exista un camino entre sy t,

2. Y que no existan circuitos negativos en los que haya un camino de s a cualquier atro vértice
del circuito ¥ otro de algiin vértice del circuito a t. Si esto ocurre, ¢l problema puede ser.no -

acotado.

Si ¢l vértice s es ¢l origen de donde vamos a partir para llegar por ¢l camino mas corto al vértice t,
que cs el destino en este caso. Los diferentes caminos y sus longitudes se mucestran en'lared 2.5.1,

siguiente:
l
l at
3 0
S 8 6 .
2 A AP
2
3

Fig 2.5.1

Este problema se puede transformar en un problema de flujo a costo minimo de Ia siguiente manera:

A la red dada por ¢l prablema sc le afiade un arco de regreso (t, s) con su capacidad minima igual a
su capacidad maxima igual a uno, i. ¢, 1. = ¢ = 1, ¥ con costo igual a cero, ax = 0. para todos los
demas arcos (i, j) se les asigna una capacidad minima 1ij = (1, una capacidad maxima ¢, = = y ¢l
costo a, como fue dado.

Graficamente:
(Ly. €y 1)
(0, =, 1)
1 le
(. = 3 v »l } )
(0, =, 10) 4
() o 8 (0, . 6 10,00, 2) t
y (o=, 4)
< [ )]
|
>
(0, 3)
(1. 1.=)

]
-t
j28)
A
LN}

o
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Y matemiticamente s¢ represemtaria asi:

Minimizar Z = 3x4; + 28, + Gxz) + 8%)2 + 10X,3 + X31 + 3x04 + dxar + 243 + 3X3 + Xa + 4xy

Sujeto a: Nes — (g + X52) = 0
(X +Xp+xn) = (x2+x) =0
(N2 + X2 X)) = (X2 x2g) =0
(N3 + X+ X)) = (Na +x) = 0
Noa = (Xp+ X+ Nxy) =0
(N3 + Xa) - (N3 +x) =0

0<xg <3 0€xas2
Osxn =6 0<x)2£8
0<xp3s10 0 xy g1
0gxusld 0<xps4d
Osxpp=2 0<xus3
Osxapsl 0<xys4d
0sxu |

PROBLEMA DE RUTA MAS CORTA DEL VERTICE INICIAL Y TODOS LOS DEMAS
© VERTICES : :

Otra problema de ruta mas corta cs: dada una red encontrar la ruta mas corta del vértice fuente s a
todos los demas vértices de la red. Usando la misma idea de la ruta mas corta entre dos vértices
especificos que acabamos de ver. se puede concluir que para que exista la arborescencia de rutas
mas cortas de una raiz o nodo inicial s en una red R = (V. A. a). sc debe de cumplirse:

1. Que existan caminos de s a cualquicr nodo. i.c.. que s sea la raiz de la red.
2. Que no existan circuitos negativos en la red R cuya presencia indicaria que el problema no
esta acotado.

Este problema se puede expresar como un problema de flujo a costo minimo de la siguiente manera:

Afnadicndole a ta red arcos de regreso (. s) de todos Jos vértices | = s con su capacidad minima igual
a su capacidad maxima igual a uno v con costo cero. e 1 =¢, =1 ya,=0.
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Suponicndo que ¢n la siguiente red - (fig 2,5.3), s¢ quicra cncontrar ruta mds corta de un vértice s a
todos los demis vértices de la red, y la red transformada a un problema de circulacién con costo

minimo. e s e T

E! problema resultante seria:
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2.6 EL METODO DE TRANSICION DE ESTADO

Como ya lo habiamos comentado, para resolver los problemas de programacion lineal que son
problemas de flujo con costo minimo sc puede usar ¢l método de transicion de estado. Este método
resuclve problemas de flujo sin modificar la estructura de red original. Es un algoritmo general del

método prima-dual para los problemas de flujo en redes.

El algoritmo out-of-kilter pucde iniciar con cualquicr clase de flujo (positivo o negativo) en la red.
Si este es factible. entonces por medio del algoritmo se va a convertir en Optimo, y si no ¢s asi,
entonews. primero o convertird en factible v después en optimo. Por su estructura especial, el
algoritmo requicre que las capacidades sean mitmeros enteros en todos los arcos v que la red a tratar

sca circular.

Recordemos que ¢l problema de flujo a costo minimo consiste en:

Minimizar Z a, xy

iJ
sujetoa; ZN,-Zx,=0 Vi
i j
0<l,sx;<¢y Vi, j

Donde las sumatorias-y desigualdades se toman (nicamente sobre los arcos existentes. Como

definimos en ¢l capitulo uno, un flujo circulatorio que satisface las restricciones
ly€x,S¢
s un flujo o solucion factible, son enteros y se respeta fa relacion:

0l <c,

Hay que notar que como todos los valores del lado derecho de las restricciones son ceros, entonces
¢l flujo en la red no va a tener nodo inicial ni nodo final, sino que mas bien todo ¢l Aujo circulatorio

en la red serd a lo largo de circuitos (ciclos dirigidos).

Este problema se pucde expresar como un problema de programacion lincal de la siguiente manera:

T

Minimizarz=3 " - x
" sujeto a: x,-Zx,=0 vi
i i
X, 21y Vi
=Xy 2 -Cy Vi, j
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Si en el modelo general del problema de flujo a costo minimo que es ¢l siguiente:

Minimizar Z a, x;
ij

sujetoa: 2N, -XN; =0 Vi
j J
OS],"S,\IU'SC,)' Vl,_]

Le asociamos una variable dual u, con cada ecuacion de la conservacion y una variable dual v, con
las restricciones x, < ¢, junto con la otra variable dual A,; con las restricciones de x;; 2 Ij; , entonces
el dual del método de transicion de estado para ¢l problema de flujo a costo mininio cn una red se
representa de siguicnte forma general:-

Maximizar ZZ 1,4, - ZZ¢,v,

i=1 j=1 i=1 jal
sujeto a: u-w+ A, -y =a, Vi, j
Ay 20
w20

u, ho restringida,

Donde u, es variable dual asociado con cada ccuacion de conservacion en nodo .
Y las A, v v, estan identificadas con las restricciones primales x,, 2 1y ¥ -x, 2 -¢; (por ¢l modelo
dual).

Las sumas y las restricciones del modelo se toman sobre los arcos existentes. Al scleecionar
cualquier conjunto de las variables duales u, (que son enteras) la restriccion dual para un arco
espesifico serd: )

Ay -y, =a,-u,+uy donde y20yy;20

v esto se satisface si:
hy=Max (0, a,-u, +u))
¥y = Max (0, «(ay - u; + 1))

Asi. dado cualquicr conjunto de las u,, ¢l problema dual sicmpre tendrd una solucion factible.

En ¢l método de transicion de-estado’ tenemos que considerar - las condiciones de holgura de la
siguicnte manera: :

(xlj'llj) 7\,3:0 ) l,_]=
(ci-%3) ;=0 ij=

como z, - Cjj = U, ~ljj - C;; , CNLONCES SC tiene que:

Ay =max {0, -(u, - u)}
¥y =max {0, u, - u,}

TESIS (0N .
FALLA DE UiuGbN




Es cquivalente a que ¢l problema tuviera la funcion objetivo con restricciones, o ¢sa, con cotas

superior y inferior. Pero cn este caso no es necesario tener una solucion basica.
acabamos de plantear son cicrtas solo si:

Las condiciones que

n-u<0=A,>0=x,=1], Vi,j=12.,m
¥

U= > 0=y, >0 =X, =y Vi, j=12,...,m

u-m=0=l,sx,<c¢ Yi,j=1L2,..,m

Si estas condiciones se satisfacen. entonces ¢l problema de red con cse flujo serd éptimo, y
podemos concluir que para obtener la solucion optima en un flujo circular sc ticnen que obtenerse
los valores de las v, entre las x, hasta que las condiciones de holgura se satisfagan.

Si se tiene ¢l siguiente problema de flujo a costo minimo en su forma primal como se muestra en la

figura 2.6.1;

g 2.6,1

Minimizar z = xja+ 2X23 + dNag + N3y + Xa

sujeto a: -Xy2 + +xy=0
Njip=Nm o =Ny =0 ley de conservacion
- Na =0 )
Xt Npy—-xa=0

N2 21
Xaz z0
Naa2 | restricciones de cota inferior
X3y >2
X2

1
[}

v IV 1y
[\

BN

N34 2 - restricciones de cota superior

Vi
v

=Nag 2 -

z
v
)

Y si expresamos este problema de flujo en forma matricial. tomando las restricciones de cota
inferior primero. seguidas por las restricciones de cota superior v finalmente las de la ley de

conservacion, tenemos:
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Restricciones de
Cota inferior

Restricciones de
Cota supcrior

Restricciones de la
Ley de Conscrvacion

Hay que hacer notar que la forma matricial de las restricciones de cota inferior es la matriz
identidad, la de las restricciones de cota superior es el negativo de la matriz identidad y de la ley de
conscrvacion es la matriz de coeficientes de la grafica que representa al problema.

=
o
[}
—_—r

l)'l

EJ

Donde m ¢s el nimero de las variables de las restricciones de cota superior, inferior y de la ley de
canservacion. compone ¢l vector b v es igual a 14; n ¢s el nimero de las variables del problema
(los arcos) esta representado por ¢l vector Xy es igual a 3: p es el nimero de las variables de las
restricciones de cota superior y inferior esta en ¢l vector £ ' y es igual a 10: q representa el vector
de los cocficientes de la funcion objetivo del problema. se representa a través del vector ¢y cs
igual a 3.
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Para pasar al problema dual, comon =g, A>= Ay ¢'= r,y si tomamos al vector T que es
variable dual asociado con cada ccuacién de conscrvacion cn nodo i de la siguiente forma:

A2 ) )
Ax
Azq
Azq
- F '
T2
Y22
Yo
Va4
Ya

(1§}
ua " 2
U3 .

s/

Y si ahora caleulamos(A%)T 77 =

—_—oC

Con las matrices v vectores anteriores podemos expresar el problema dual de la siguiente manera:

& 0
0050 100 0 -

e )

0
1
1
!

15000 oelalo
0157000050000
; 0 Axn =
] An
At
Y2
Y3
Y2
Y1
Y4
[
t;
Uz

Wy j

0:°0+-1.20-0

0:0-0. 0521

Maximizar w = A2 + A 2y + 2hag - 3y50 = 223 - d4¥as - 3y - 34

sujeto a

hir=tiz—u+tu <1
Aa-ya-—uatuzs2
A:J'Y:J"ll:"‘llqﬁ“
A=Y=tz +uss |
Al =Ya—uw+y sl

2= Yiz—
A -ya-urtuy
Aaa - yaa=uz 4wy
Aay =Y~ uz +uy
4= Ve = g
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Ay 20
Yu2 0
u, no restringida

Aplncnndo ¢l tcorema de ortogonalidad de soluciones dptimas al problema de cnrculacwn con costo
minimo tenemos:

(= 0+ Ry - = gy = Ayl = 1)
= 'Yu(cxj - ~\'|j)
=0

esto es cicrto si, y solo si, .

para X > 0> uy—u+ Ay -y =ay
Ay>0-ox,=1,
> 0= xy=¢y

Estas condiciones son equivalentes a las condiciones de buen estado, las cuales se definen como:
=1 = y-usa
lj<xy<ey, = uw-u; =a

Xy=¢C = -0 20

A continuacién vamos a ver la equivalencia que existe entre estos dos con_]umos de condiciones
primal ¥ dual:

Sea x = (x,) una solucion primal; y para cada arco (i, j) tenemos:

o Si0<ly=x;<c,

tencmios que XS0 = -t Ay, y‘, = .1,,,
pero Ny <¢y = =0 = -t =0
= Wy-Usa,
o Sily<x,<c
tenemos que x>0 = u-u+hi-y=a,
pero li<xy = k=0
=L -, =i,

Ny<g = =0
e Si0sgly<xy=c,

lencinios (ue NP0 = -t - Y
pero lj<x, = =0

= -2y
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Sean A, y v, una solucion dual; entonces para cada arco (i, j) tenemos:

A >0=x,= 1y
*hEY=0
0= N =gy

40
(2)
(3)

Las condiciones de buen estado sc cumplen si, y solo si, la solucion primal y la solucién dual son

optimas.

Las condiciones que acabamos de describir las podemos resumir en la tabla 2:

Xy >y Xy = ¢y Iy<xy<cy 3=l xy <y,
uj—w; < iy [xg-1, | |x.,—l., | Ixg= 1, |
0
W=y =y Xy~ Cy 1y = xy
0 0 0
U 2 1y Xy = ¢y Isp-el  Txy=cyl xy-cl
0

Tabla 2

Las condiciones de buen estado se representan para cada arco en diagrama de buen estado (fig
2.0.2). Los puntos (x,. u, = u,) que estan en fa linca quebrada son puntos que se encuentran en buen
estado. vy los puntos que no estan sobre la linea quebrada son puntos que estin en mal estado, como
se puede apreciar en la siguiente figara: .

iy

Uj = Ui

-—-hucn estado

% mal estado

Cu Xij

Fig 2.6.2

A cada punto (x,. u, — 1) le asignamos un suimero de buen extado, K (x,)), igual al valor absoluto del
cambio en §, necesario para poner ¢l arco (i. j) en buen estado. Asi,

' Ny - | H

w = Nipe

K (x,) = Ny = Cye
0.

l X~ Cy l .

U= U <y,

Ny < Lyyuj-u =g,
NyZCy Vi -u, =,

l.}, < Ny <Cyyu-uw=a,
u, -, >a,

TJ!U]U (“\'[
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Ui - U

aj

v

Lij Cjj Xij

Fig 2.6.3

En la grifica de Ia figura 2.6.3, las lineas punteadas indican ¢l posible cambio K en los arcos para
alcanzar buen estado.

El objetivo del método du transicién de estado es obtener una circulacion x = (x3) y un conjunto de
nimeros de nodos u = (u,) para los cuales las condiciones de buen estado se satisfacen.

Como las condiciones de buen estado se satistacen si, y solo si, todos los niimeros de buen cstado
son cero, la suma de los nimeros de buen estado es £ K (x,), puede ser usada como
i
una medida de mejoria alrededor de un par de soluciones.
Los cileulos del método de transicion de estado se empiczan calculando una circulacion, factible o

no, pero teniendo cuidado de que la ley de conservacion se cumplan en todos los vértices v con
cualquier conjunto de numeros de nodos.

Supongamos que se tiene ¢l problema representado en la siguiente red (Fig 2.6.4), vamos a obtener
la solucion usando ¢l mdtodo de transicion de estado:

(1. cyo ay)

(0, 6,0)

(2,5.-1)

Fig 2.6.4°
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Iniciando con ¢l flujo circulatorio x;; = 0 y una solucién factible para ¢l problema dual u, = 0, se
obticne la siguiente grafica;

Uy — Uy =]
up =1

Xsp=0
U —Us=0

Xas=0
s~ Ug=1

ug =1}

lig 2.6.3

Analizando cada uno de los arcos de la red, se determinan sus estados:

Uz =1y = -1 < 0 - . Xpa=0 = ha=2 soomet
U=y =-3 < ] - xn=0 = =0 b.e.
Uy~ U3 =3 > 0 - N3=0 % ca=+ Soome.
us—ug=1 > 4} T Xas= 0 #* C4s= 3 s me.

L w-us=0 = 0 - =0 > 1= 0 ‘
(] Ng=10 < cs= 6 S m.c.

U= U= -3 < . 0 . —> Xe= 0 = 152= 0 RS b.c.

U~ =10 =0 - X= 0 = =0 :
) 0 N N2= 0 < =3 b.e.

Podemos ver que el flujo del arco (1, 2) tiene la diferencia de 2 y puede ser aumentado,
los -arcos (2,-3)-v:(3,-2) no-tendrin cambios de flujo, por-lo tanto los podemos omitir ‘en la
construccién de G', fig 2.6.6:

* donde ni.c. ¥ b.c. representan mal y buen estado del arco resparctivitmente,
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(t.s)=(,2)

Circuito = {(1, 2), (2, 4), (4, 3), (5, )}

p=min {2,5,5,6}=2

Cambiando el flujo actual se tiene Ia red G de flujo fig 2,6.7;

Fig 2.6.7

Se verifica de nuevo ¢l estado de los arcos de la red con el propésito de asegurarse que no haya los
cambios en los arcos con bucn cstado. Y para asegurarse de que ¢l arco (1, s) ya tiene buen estado.

n-wm=-1 < 0 o
ip-u=-5 < 0 -
w~uz=3 > 0 -
w-wy=1 > 0
m-us =0 = 0 —-.
0
w-us=-3 < 0 -
w-u=0 = 0 -
0 -

Xpp= 2
Na= 0
Xu«— 0
=0
xg=0
Xq = (
Ns§2= 0
xa=0
Xyu=0

|1:= 2
]:;= 0
Ci= 4
Cys= 5
lg=0
cy=06
|5:= 0
=0

Ca= D

HIA IV H W

AWV

b.e.

b.c.
m.c.
m.e.

m.c.
b.c.

b.e.

Sc omite en G°
Scomite en G’

Sc omite en G°

Como podemos ver, los arcos (5, 2) v (1. 2) son los que no van a tener ningiin cambio de flujo y por
lo tanto fos omitiremos en la siguicnte grifica G,

La red de cambio de flujo G* respectiva se mucestra en la figura 2,6.8:

Fig 2.6.8
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t5)=(3,4)
Circuito = {(3, 4), (4, 3), (3, 1)}
p=min {0, 2,2} =2 '

S=1{5 124}, T={3}

F={(2,3)}, M={@3,4)}
g =min {|- 5|} =5 3
ea=min {|3]} =3 o Fig 2.6.9 4
e=min {5, 3} =3

Actualizando las u, ‘s y (0, =, ):

up =+ 3
Uy '=ux+3
Uy =y =
u;=uy+3=3
Us '=ts+ 3 =3

f=1

(h-m )Y =(us~u)+e - S4+3=-2
(g=u3 ) =(Us=uz)-¢ - 3-3=0

Graficamente:

Us = Up=-1 o Hy—llym-2

=3 uy={
= Us =0 Hy=lg=0
=3 Us = Ug=1 w=3

Fig 2.6.10

El arco sobre ¢l cual estibamos trabajando (3, 4) ya estia en buen estado. por lo tanto despuds de
verificarlo por medio de Jas condiciones de buen estado, trabajaremos con el tltime arco que se
encuentra en mal estado (4, 5).

TRGIS CON
FALL& DE GHIGEN

50




Ua =1y =-] <
Uz~ U= =2 W<
ug=uz=0 =
us-uy=1 >
u—us=0 =
Uz —us=-3 <
us—ua=0 =

(ts) =4 5)

S={1,3},T={24,3}

F=1(1.2). 3. 2)}. M= {(4,5)}

g=min {|- |,-3)} =1
ea=min {|I]} =1
e=min {1, 1} =1

W '=u,=3
uy = uy=
Uy "=y =

us =ue+ 1 =4

(Uz=y ) =(a-w )+e
(we=us) =(u:~us)+e
(Ue~1y) =(us-uy)-¢

Graticamente:

0 - Ni2=2 = ]|;= 2
.0, - S X=0__ . = . 1a=0
0 - X3=0 > l3g=0
X3=0 < ca=4
0 - Xas=2 * Ccy5= 5
0 - . X§)1= 2 2 15|= 0
0 X5=2 < =6
0 - ‘xs2=0 = ]52= 0
0 - N2y= 2 2 4= 0
0 - Nog= 2 < ca=13
G’
.l\
- : Fig 2.6.11
- . l+1=0
- S3+1=-2
- 1-1=0
w=3
ll;—l},-ll Uy = Uz=2.2
=4 uy=10
U —Us=0 Uy—Uz=0
ug=4, Hg=tg=0 u =3

Fig 2.6.12
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Aplicando ¢l método de transicién de cstado resolvimos el problema de la red dada; ya que no

existen mas arcos en mal estado obtuvimos la solucion optima siguiente:

Xpp = 2 N = 2
,\':v_g ={) X2 =1
Xy =0 =2
Nys=2 Z=-

ALGORITMO DEL METODO DE TRANSICION DE ESTADO ref. (9) ¢

Podemos resumir v plantear el algoritmo de transicion de estado en tres ctapas que son: inicial,
primal v dual. de la siguiente mancra:

Etapa Inicial 1) Se comienza con {lujo (entero) circulatorio: x, = 0 y un conjunto de
variables duales (enteras): v, = 0
2} Seecaleula:u, - u, - a,

Etapa Primal 1) Se determina el estado de cada arco de la red. si todos los arcos ustin
en buen estado. implica que ya se tiene la solucion dptima. En caso
contrario.

Se selecciona un arco (1. s) en mal cstado v

3) Sc construye la subgrafica G

4) A partir de la grafica G se busca algan circuito que contenga dicho
arco (1. s) v se determina o igual al minimo en cambio de flujo.

5} Se hace ¢l cambio en el flujo de la red segin las siguientes reglas:

si(i,j) e G’
si(i,j) e G
sinoestien G'

6) Se repite la fase primal
7) En caso de que no exista en G* ningitn circuito con ¢l arco (L. s).
cntonces s pasa a la fase dual,

" La presentacion del algontimo esti basado en Clasen (93 v Ia esencia. fue presentada por Jewell (10)
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Erapa Dual

1) Se determinan ¢l conjunto S (es un conjunto de nodos en G’ que se
pucdan alcanzar desde nodo s), v ¢l conjunto T =N - S, donde N ¢s ¢l
ntimero total de los nodos.

2) Scdefinen F y M:

F={Gj):ieS jeT u-u<0x<c}
M={(jieT,jeS u-u>0x;=1l;}
3) Secalculan €:
g=min {ju-uf} ()eF
e2=min {|u,~uy} (i,j)eM
e=min {| €, €2 |}

En caso de que €=, no cxiste la solucion factible del problema.

4) Sc hace ¢l cambio de las variables duales u, y los u, = u, segim:

(u, —u,) si (i) € (8. S)w (T.T)
=)= u-u)+te si (i.)) € (S, T)
(w,—u)-¢ si (i,j) € (T, S)

3) Sepasaala fase primal,
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2.7 METODO DE TRA NSICION DE ESTADO POR MINTY

El método de transicion de estado usando ¢l teorema de coloracion es el propmslo por Minty.. El
algoritmo tiene la misma base, y las condiciones de buen estado que son:

Xp=1; = uy-w<a,
'u <Ny <cy = w~u=nq,
NyFCy = Wy -u 2,

Pero a partir del teorema de Coloracion que se explica en ¢l primer capitulo.

En cada iteracion se hace un cambio, ya sea en la circulacion o bien en el nimero de nodos de la
red. El tipo de cambio esta determinado por la aplicacion del teorema de coloracion de Minty,

A continuacion veremos como se propone pintar los arcos y cambiar las direcciones de algunos de
ctlos para poder aplicar ¢l teorema de coloracion de Minty:

Pintar ¢l arco de verde si ¢ste esta en buen estado y es posible incrementar o disminuir. el flujo del
arco sin que ¢ste pase a estar en mal estado.

l.,<x.,zc., Yo ou-u0,=0;

Pintar ¢l arco de amarille si es posible incrementar ¢l ﬂu_|o del arco pero no disminuirlo sin que
aumente ¢ nimero de buen estado del arco.

Nj<cij Yo ui=u>a;
NS Ay oy o usui=a;
Njp<lpoy o ouweu<a;

Pintar ¢l arco de amarillo* e invertir su direccion. si es posible disminuir ¢l flujo del arco pero o
aumentarlo sin incrementar ¢l niimero.de buen estado del arco.

TR TR il gt B
., 2c, ¥ uy-u-=a
> 1y Y u=-w<a,

Pintar ¢l arco de rafo si ¢l flujo de éste no puede ser aumentado  ni disminuido sin que aumente ¢l
nimero de buen estado del arco. :

Youe Uiz
5=l Yy uy-uw<a,

wn
B
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2.7 METODO DE TRANSICION DE ESTADO POR MINTY

El método de transicion de estado usando ¢l tcorema de coloracion es el propmslo por Mlntv El
algoritmo tiene la misma base, v las condiciones de buen estado que son:

Xj=1l; = uy-uSa;
Iy<xy<cy = W=-u,=aq,
Xy=C = Wy-u, 29

Pero a partir del teorema de Coloracion que se explica en el primer capitulo.

En cada iteracion se¢ hace un cambio, ya sea en la circulacion o bien en el mimero de nodos de la
red. El tipo de cambio esta determinado por la aplicacion del teorema de coloracion de Minty,

A continuacién veremos como s¢ propone pintar los arcos y cambiar las direcciones de algunos de
cllos para poder aplicar ¢l teorema de coloracion de Minty:

Pintar ¢l arco de verde si ¢ste esta en buen estado v es posible incrementar o dlSl“lllllIl’ el flujo del
arco sin que éste pase a estar en mal estado

ly<xyzcy, ¥ u=-u=a,

Pintar ¢l arco de amarillo si s posible incrementar ¢l flujo del arco pero no disminuirlo sin que
aumente ¢l numero de buen estado del arco.

N <€y ¥ u-u>q,
Xg<ly ¥ uru=ag
Ny<ly ¥ umu<a;

Pintar ¢l arco de amarillo® ¢ invertir su direccion, si es posible disminuir ¢l flujo del arco pero no
aumentarlo sin incrementar ¢l nimero-de buen estado del arco.

NyZCy ¥ u-u>Q;
Ny2Cy ¥ U us=Q;
Xy> 1y oy ou=u<ay

Pintar ¢l arco de rojo si ¢l flujo de éste no puede ser-aumentado ni-disminuido sin que aumente cl
numcero de buen estado del arco.

Ny= GV Uumui>ay
=Ly oy oy -w<ay
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En ¢l diagrama de la figura 2.7.1, se ve graficamente como se colorean los arcos de una red

UjeUi g
mmarilto
v

r—l‘erdc -

- amarillo®

2.
=
.l ofos

ofos

i
cij Xij
Fig 2.7.1

Vamos a analizar ¢l arco amarillo (t, s) ¢n mal estado. Si encontramos un ciclo amarillo-verde
modificamos la circulacion alrededor del ciclo. Si encontramos un enlace amarillo-rojo usaremos
este enlace como una base para revisar ¢l niimero de nodos.

Supongamos que hay un ciclo amarillo-verde, C. en ¢l cual todos los arcos amarillos estan
oricntados ¢n la misma direccion que (t, s). Reorientando todos los arcos cuyas dirccciones fueron
invertidas cuando fueron pintadas de amarillo*. Un incremento en una pequeiia cantidad 8 > 0 en el
flujo a través del arco (1. s) disminuird su nimero de buen estado en una pequena cantidad,
suponicndo que ¢l niimero de bucen estado ¢s finito.

Un incremento en 8 en ¢l flujo a través de los arcos de C orientados en la misma direccion que (1, s)
v una disminucion en § en los otros arcos. no incrementara ¢l niimero de¢ buen estado de ningin
‘arco. v tal vez disminuira los nimeros de buen estado de algunos de los arcos, ic., C - (t, s)
describe una trayectoria de flujo aumentado.

Veamos un cjemplo donde se tiene ¢l ciclo amarillo-verde como en la figura 2.7.2, donde v y a
representan un arco de color verde y amarillo respectivamente:

Reorientando los arcos amarillo*, y aumentando y disminuyendo en 8 ¢l flujo de los arcos del ciclo
como st describié anteriormente tenemos la siguiente figura 2.7.3, en la cual la suma de los
nimeros de buen estado disminuye:
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Fig 2.7.3

Ahora se van a construir y analizar las diagramas de buen estado de cada uno de los arcos del ciclo.

ueny A Wyt :
. +§ -5 J
ay ’— i F<——
: Ly Loy
» »
In Cx 2 ha ca 21
[T N : Uty
o fs
} : i
A e ——
| > I >
» -
lu Cy ‘s lis Cis < 1s
Fig 2.7.4

Después de analizar los arcos uno por uno se construye un diagrama de buen estado (fig 2.7.5) con
todos los cambios cn § posibles para los arcos de un ciclo amarillo-verde:

u

—

Fig

[N

. 7.

W
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Como se pucde ver en la figura anterior, no hay incremento en ¢l niimero de buen estado del arco
siempre que cn § sea lo suficientemente pequefia. A continuacion veremos de que mancra se tiene
que escoger la 8.

Para un ciclo C amarillo-verde dado, sean Y y G los subconjuntos de C de arcos amarillos y verdes
respectivamente. Les vamos a asignar los superindices + y - para indicar los subconjuntos de Y y G
para tos cuales el flujo del arco va a ser respectivamente incrementado o disminuido en 8.

Ningiin arco cn buen estado pasara a mal estado si 8 no cs mas grande que §; ¥ 82, donde

8, =min {c, - x, lijye Y UG, Uy - u, =a,}
2= min {x, - 1, [(i.j) € YU G -u=a,)

El incremento de 8 no sera mayor a lo necesario para que un arco en mal estado pase a buen estado,
si 8 es escogido no mayor que 8; v 84, donde

8;= min { lc‘, - X, | l(i,j) eY uY,y-u>a,l
Ss=min {Ixy~ 1; | {(i,j} e Y U Y uj-u,<ay}

Escogimos & = min {8, 82, 8. 8;}para que no haya incremento en ¢l niimero de buen estado del
arco.

Si & no us acotada. i.c.. si cada una de las deltas 8, (i < 4),¢s determinada al minimizar un conjunto
vacio. ¢ntonees no hay una circulacion optima finita. Esto puede ocurrir cuando las capacidades de
los arcos ¢n ¢l ciclo son infinitas y ¢l costo ncto de la circulacion a través del ciclo es negativo.

Supongamos que hay un enlace (S, T) amarillo-rojo, con s € S vt € T, en ¢l cual todos los arcos
amarillos estan orientados en la misma dircccion que (t, s). Y reoricntando todos los arcos a los
cuales se les invertio su dircecion al pintarlos de amarillo*.

Un incremento en una pequeiia cantidad € > 0 en ¢l nitmero de nodos de todos los vértices i en T,
afecta ¢l valor u, - u, solo para los arcos dentro del enlace. Mas aun. un cambio asi no incrementara
¢l tiimero de buen estado de ningin arco. v tal vez disminuira el nimero de buen estado de algunos
de los arcos.

Veamos otro ¢jmplo del siguiente enlace:

S T
Ll [« [J2]
>

G a | [4]
[]

Fig 2.7.6

RIS NON -
FALLA DE UwiGEN




Reorientando los arcos amarillos*, y aumentando ¢n € cn ¢l niimero de nodos de los vértices que
cstdan en T, Tenemos la siguiente figura 2.7.7, donde la suma de nimeros de estado disminuye

T

S

[l ]oe [ fa]+
- >

I—G—L " 1 mﬁ:

S Fig 277

Veamos el diagrama de buen estado de cada uno de los arcos del enlace de la figura 2.7.7

Uauy A u3ua
-E
ajx T - ) axn
+& L |
>
| R ] | ¥ X
12 Sz 1n cn
nuy A IS
+e .
aszy Ay
| > | | >
| P v | T Ha
L3 (=511

Jig 2.7.8

Ahora veremos el diagrama dt. buen cstado (fig 2.7.9) con todos los cambios Dosmlcs de € cn los
arcos del enlace amarillo-rojo:

w4

w "‘

+e
>
71 »
' +i /]\ +i Xy
Fig 2.7.9
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Como se ve en le diagrama de buen estado de la figura 2.7.9, no hay incremento en ¢l nimero de
buen estado dcl arco, siempre  que € sca escogida suficientemente pequefia.  Enscguida

consideraremos como escoger €.

Para un enlace E amarillo-rojo dado, scan Y y R los subconjuntos de arcos amarillo y rojos del
enlace. Igual les asignamos superindices de +y — para indicar subconjuntos de arcos para los cuales
u, ~ u, serd incrementado o disminuido en € respectivamente.

Los arcos en buen estado no pasaran a mal estado si € no ¢s mas grande quc € y €2, donde

g = {t;~u;—aj l(i,j) € R™,x;=¢c,}=
= {ag-u+u |G, j) e R, x, = 1,}

>

El incremento de € no sera mayor al necesario para que ¢l arco en mal estado pase a buen estado si €
us escogida para no ser mayor a €3 y &3, donde

3= {uy~u,-a, I(i,j) eV, lySxy<ciyu ~u =a,}
a=f{ag-w+u (0, ) € Y, Iy<xyscyyu—u =a,l

Sca € = min {gy, €2, &3, £4}.
Existen tres casos posibles:

Casol: Si € no esta acotada. i.c., si cada una de las ¢psiton, €, (i £ 4). ¢s determinada por
minimizacion sobre un conjunto vacio. Esto puede ocurrir solo si x,) 2 ¢, para todos los arcos que
vande S a T. x, < 1, para todos los arcos que van de Ta S, v xy, < 1y, Como ¢l flujo nctode Sa T
©§ Cero. enlonees:
o, > g
ieS. jeT ie8, jeT

Se siguc del teorema de Hoffman que no existe circulacion factible.”

Caso2: Si € s finita ¢ igual a €5 0 &4, entonces al menos uno de los arcos en mal estado pasa a buen
estado. Ningim ndimero de buen estado es incrementado v probablemente algunos son disminuidos.

Cusod: Si € cs finita y menor gue £: y €. Ningn arco en mal estado pasa a buen estado. Ningin
numero de buen estado aumenta v algunos probablemente disminuyen, al menos un arco rojo sera
pintado de amarillo la proxima vez que scan coloreados. Para tal arco (i. j). siie Sy je T.
entonees. 1, = x, < ¢, vsiie TyjeS. entonees 1, < x, = c,. Ademas. algunos arcos cambiaran
de color de amarillo a rojo. Para cada uno de estos arcos. que i € S v j & T implica que 1, < x, = ¢,
vaquei e Ty je Simplica que [, =N, <¢,. Desde luego. ningan arco verde ¢s afectado.

En la implementacion del método de transicion de estado. que se presenta en éste trabajo, mas
adclante. se utiliza un procedimiento para etiquetar los arcos. como ¢l de la demostracion del
teorema de coloracion de Minty para construir un ciclo amarillo-verde o un enlace amarillo-rojo.

" Dichio teorenyi se presenta v se denuestra en of apéndice.
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El vértice s ¢s ctiquetado inicialmente, ¥ todos los demas vértices que se pueden alcanzar desde s
son ctiquetados sucesivamente. Para usar la analogia de la demostracion del teorema de Minty, jos
arcos verdes se¢ ven como calles de doble sentido, los arcos amaritlos como las calles de un solo
sentido v los arcos rojos como calles cerradas al transito. Si existe una ruta de s a t, un ciclo
amarillo-verde se obtienc tomando las ctiquetas cn sentido inverso al que se fueron poniendo. Si no
existe una ruta de s a t. S contiene todos los vértices etiquetados v T los vértices restantes. El enlace
amarillo-rojo ¢s (S. T). (De hecho. (S, T) es un conjunto de corte v no necesariamente un cnface,
pero esto es suficiente para nuestros propdsitos).

Abora vamos 2 probar la convergencia del algoritmo. suponiendo que todas las capacidades
minimas y maxmmas son enteras. v que ¢l flujo inicial ¢s entero. Posteriormente se verd como se
mide la complejidad de los algoritmos y como se comparan.

Cada vez que se encuentra un ciclo amarillo-verde nuevo nos da una reduccion en ¢l nimero de
buen estado de § = 1. Entonces. no mas de k revisiones del flujo son necesarias, donde K ¢s la suma
de Jos numeros de buen estado de fa circulacion inicial.

Suponicndo que una circulacion factible existe. cada vez que se encuentra un enlace amarillo-rojo o
un arco que se encontraba en mal estado es Hevado a buen estado (caso 2). o al menos un arco rojo
cambia de color a amarillo (caso 3). En ¢l primer caso. al menos se reduce un ndimero de buen
estado a cero. de tal manera que esto no puede ocurrir mas de min {m. K} veces en total. El
seegundo caso no puede ocurrir mas de (n-1) veees seguidas. por ¢l siguiente razonamiento:

Supongamos que el mismo arco (L. s) se usa para la aplicacion del teorema de coloracion de Minty
hasta que un ciclo amanitlo-verde es encontrado. Entonces, cada vez que un enlace ¢s encontrado v
ocurre ¢l caso 3. al menos un arco rojo cambia de color a amarillo en siguiente vez que se aplica ¢l
procedimiento de poner ctiquetas en el caso de que exista una ruta desde s a un vértice adicional i
en T, Sigue existiendo una ruta de s a todos los vértices que estaban unidos por una ruta desde s.
Cambios de color de amarillo a rajo no tienen consceuencias. Entonces ¢l caso 3 a lo mas puede
acurrir (n-1) veees seguidas antes de que se encuentre un ciclo o un arco en mal ¢stado que sea
Nevado a buen estado (caso 2).

Resunuiendo. K es una cota superior del nimero total de veees que se encuentra un ciclo amaritlo-
verde o un enlace amartllo-rojo para los cuales ¢l caso 2 se aplique. No pucede haber mas de (n-1)
enlaces amarillo-rojus sucesivos para los cuales ol caso 3 se aplica. Por lo tanto. ¢l procedimicnto de
ctiguetar a lo mas se aplica (nK) veees en total. Como ¢l procedimiento de etiguetiado requicre O(m)
umdades de tempo. ¥ ninguna otra operacion utiliza mas tiempo. se sigue que. O(mnkK) es una cota
superior del tiempao en que se tarda en correr ¢l algoritmo de transtcion de estado.

La mmplementacion del algoritno se hace cficiente utilizando ¢l hecho de que las ctiquetas se
pueden preservar despuds de encontrar un enlace para ¢l cual se aplica ¢l caso 3. (Recordando que si
existin una ruta que unia algan vértice con el vértice s, siguen existicndo rutas que los unen). Esto
significa que. en efecto. una aplicacion del procedimiento de ctiquetar sirve para cada sucesion de
enlaces del caso 3 entonees. a lo mas Kk procedimientos completos de ctiquetar se requicren.

dejando una cota de O(mK)

Utthzaremos dos tpos de etiquetas: permanentes v tentativas. Una etiqueta permanente indica que
¢l vertice que la posee puede ser alcanzado desde s por una ruta amarilla-verde. con todos los arcos
amarillos con la misma dircecion. Una ctiqueta tentativa indica que ¢l vértice sera alcanzado por
una ruta amarillo-verde una vez que ol nimero de nodos scan revisados por un valor de €
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suficientemente pequefio. Este valor de € serd indicado por un’ valor =; asociado con una ctiqueta
tentativa para ¢l vértice j.

El método de transicion de cstado fue dcsarrollado'ihdé;«;ﬁdic:ii&ﬁéhic"é;{li)t()a i)br i\’{il:ll)’ I'Lf(} 1)
y en 1961 por Fulkerson ref.(12). Aunque en 1959 muchas ideas fuieron anticipadas por Yakovleva
ref(13). : ’ ; :
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2.8 CIRCULACIONES CON CAPACIDADES ENTERAS

El teorema de circulacion entera, nos asegura que en ¢l caso de tener capacidades enteras, si existe
una solucion aptima, ésta cs entera. Este resultado es muy importante ya que muchas veces la
solucion éptima debe ser entera para que podamos ponerla en practica. Por cjemplo, si estamos
asignando las personas a trabajos es imposible asignar media persona o un décimo de ¢sta a un
trabajo. Y las matrices unimodulares. que vamos a amalizar, son deseables para asegurar una

solucion optima entera.
Definicion.- Una matriz A es totalmente unimodular si cualquicr subdeterminante de ésta es 0. +1
a-1.

La naturaleza del método de transicion de estado es tal que provee una demostracion constructiva
del teorema de circulacion entera, del cual el weorema de flujo entero es un corolario,

Teorema.- Teorema de Circulacion Entera.

Si todos las capacidades minimas 3 maximas son enteras, 'y
existe una circulacion optima f{inita. entonces L\nu. ana
circulacion optima finita entera.

Demaostracian.- Transformaremos - las desigualdades de las capacidades minimas v maximas en
1gualdades introducicendo variables de holgura no negativas r,, ¥ s, de tal manera que:

Nyt =-l,
h + Sy = Cy.

entoncees el problema

Minimizar A Y

sujeton: - Ty S xy=0 i
J i
' 0<l, < 8y S ey Vi

ahora esta en la forma:
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Minimizar A ¥

sujetoa: A(x, r,8)=5h
X, 1820,

donde la matriz A y ¢l veetor b ticnen la siguiente forma:

G 0 0 0

A=l-lp Iy 0 b= -l
Il 0 7 1, [

Donde G c¢s la matriz de incidencia de Ia red.
La matriz A, en este caso, es totalmente unimodular (vamos a probarlo).

De la propicdad de unimodularidad se sigue que para cualquier base B, su inversa B sélo tiene
componentes citeras, y entonces, ¥ ® = B'h solo ticne componentes enteras si A s un vector de
componentes enteras. No importa que capacidades minimas y maximas scan cscogidas, toda
solucion basica factible, incluyendo la solucion dptima, es entera.

El siguiente resultado se debe a Hoftiman v Kruskal ref” (14)

Teorema.- Teorema de Hoffman v Kruskal

En un problema de programacion lineal con restricciones AXY = b,
X = 0. donde A ¢s una matriz de componentes enteras con renglones
lincalmente independientes (rango (A) = m), v b es un vector de
componentes enteras. Entonees, las 3 condiciones siguicntes son
cquivalentes:

El determinante de cualquicr base B es £ 1.

Los puntos extremos del politopo convexo C definide por
Ay =b. ¥ 2 0 son enteros, para todo vector b de componentes
enteras. R
La matriz inversa B de cualquier base B sélo tienc
componentes enteras. ol

" Elteorema de Hoffiman v Kruskal sc demestra en cl apéndice.

63

TESIS O
FALLA DE ORIGEN




Teorema:

Una matriz A0, +1, -1) es totalmente unimodular si sc satisfacen las dos
condiciones siguicntes:

a) Cada columna de la matriz A conticne a lo mds dos clementos
diferentes de cero.

b) Los renglones de la matriz A pueden ser divididos en dos conjuntos
Ay v Ay, 1al que los clementos de una misma columna diferentes de
cero estén en le mismo conjunto de renglones si tienen signos
diferentes, y en diferentes conjuntos de renglonces si ticnen ¢l mismo
signo.

Demostracion.- Si una matriz A de componentes (0, +1. -1) satisface las condiciones del teorema,
entonces. una submatriz de A debe satisfacer las mismas condiciones. -De aqui, se sigue que es
suficiente probar que ¢l det(A) = 0, + 1 para todas las matrices cuadradas que satisfacen las
condiciones. Esto lo demostraremos por la induceién sobre n, donde n ¢s ¢l tamaio de la matriz

cuadrada A.
Para cualquicr matriz cuadrada A de Ix 1. claramente det(A) = 0, £1.
Supongamos por la hipotesis de induccion que ¢l det(A) = 0, £1 para toda matriz A de (n-1)x(n-1).

Ahora considere a la matriz A de nxn. Si A conticne una columna de ceros ¢l det(A) = 0. Sj alguna
columna de A conticnie exactamente un elemento diferente de cero. entonees ¢l det{A) = 2 det(A") =
0. £1. donde A’ ¢s ¢l cofactor de esa entrada. Si todas las columnas de A contienen exactamente 2
clementos diferentes de cero. entonees

Ya,=Xa, paraj=1,2,.
i€ g

Esto implica que det(A) =0,

Corolario.- Una matriz A0, +1, -1) ¢s totalmente unimodular si contiene
no mas de un clemento +1 v no mas de un ¢lemento -1 en cada columna.

La matriz de incidencia G es una matriz —(0, +1. -1) con exactamente un clemento +1 v un clemento
de =1 en cada columna. Por lo tanto. se sigue inmediatamente del corolario anterior que G es

totalmente unimodular,
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Teorema:

Una matriz ¢s totalmente unimodular si, v sélo si, cualquier. délas
matrices A, <A, (ALA), (A, 1) es totalmente unimodular, : .

Demostracion.- Que A sca totalmente unimodular significa que cualquicr subdeterminante de A es
+l.-100.

a. A s totalmente unimodular < A' ¢s totalmente unimodular,

Esto s¢ demuustra utilizando la siguiente propiedad de los determinantes: det(A) = det(A'Y). De aqui
se sigue que cualquier subdeterminante de A'es +1, -1 0 0.

b. A s totalmente unimodular ¢ -A es totalmente unimodular.,

Esto s¢ demucestra usando las siguientes propicdades de los determinantes: det(.. tA...) =
det(....,A’....): Si ¢l niimero de columnas de A ¢s par, entonces el det(-A) = det(A), si ¢l numero de
columnas de A s impar, entonces. det(-A) = -det(A). De aqui sc sigue que cualquicr

subdeterminante de —A es +1.-1 0 (0.

c. A es totalmente unimodular & (ALA) es totalmente unimodular,

=) Suponemos que A s totalmente  unimodular. Queremos  demostrar  que  cualquicr
subdeterminante de (AA) es 0. +1 o -1 si tomamos cualquicr subdeterminante de (A.A). pucden
suceder dos cosas: Una. que tas columnas de la submatriz scan lincalmente dependientes, en cuyo
caso ¢l subdeterminante ¢s cero. O que las columnas de la submatriz sean  lincalmente
independientes. en este caso fa submatriz de (AA) también es submatriz de A, v ¢l valor del
subdeterminante s 0. +1 o - 1.

=) Supongamos que (A.A) es totalmente unimodular. A es una submatriz de (A,A), esto implica
que det(A) = 0. £1. pero cualquier submatriz de A tambicn es submatriz de (A.A). Por lo tanto. A cs
una matriz totalmente unimodular.

d A s totalmente unimodular. Sabemos que la matriz identidad | ¢s totalmente unimodular.
Queremos demostrar que cualquicr subdeterminante de (A, 1) es 0. +1 0 =1 si la submatriz de (A, |)
vs submatriz de A o 1. la demostracion ¢s obvia. Si no, la submatriz tendra al menos una columna
con solo un clemento diferente de cero (1), v ¢l subdeterminante serd el cofactor de este elemento v
asi. obtendremos que ¢ subdeterminante de (AL 1) es solo un subdeterminante de la matriz A, Por lo
tanto. la matriz (A. 1) es totalmente unimodular,

=) Supongamos que (A. 1) ¢s totalmente unimodular. A ¢s una submatriz de (A. 1). esto implica
que det{A) = 0 =1 pero cunlquicr submatriz de A tambicn es submatriz de (A, 1). Por lo tanto. A ¢s
una matriz totalmente unimodular.




De aqui vemos que utilizando el teorema anterior para cualquicr secuencia de transformaciones

posibles de la matriz

G I 00

La matriz A ¢s totalmente unimodular. La matriz A del tcorema 1-es una submatriz de esta matriz
A, v por lo tanto, hemos establecido ¢l resultado deseado.

Un problema de programacion lincal con una matriz de coeficientes totalmente unimodulares nos da
una solucion optima entera para cualquicr vector objetivo y cualquicr vector de clementos enteros
del lado derecho de las restricciones.
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2.9 ALGORITMO DEL METODO DE
TRANSICION DE ESTADO

Primeramente veremos como se construye ¢l programa: qué hace, cudles son las variables de
entrada y de salida, asi como las opciones de interaccion que sc pueden tener. El codigo del
programa sc presenta en ¢l anexo. Para la implementacion del algoritmo se utilizo cl lenguaje de
programacion Turbo Pascal version 7.0.

ALGORITMO DE TRANSICION DE ESTADO.”

0. Verificar que todos los arcos del grafo cumplan con la ley de conservacién.

Si cumple, entonces, dar una solucién inicial primal y dual x = (0) y u = (0).
Asignar a todas las etiquetas m; ¢l valor de infinito.

1. Buscar arcos en mal estado.
Si se encuentran. entonces, colorear los arcos. segiin ¢l teorema de Minty.
Tomar un arco(T. §) y asignar al nodo S. ctiqueta permancente.
En caso de no encontrar arco en mal estado, entonces terminar ¢l algoritmo.
1.1.Si existen nodos sin examinar de ctiqueta permanente, hacer;
Recorrer todos los arcos (i, j)

Si el arco(i. }) s de color amarillo o verde y verde(j. i), entonees. asignar ctiqueta permanente
al nodo j

1.2 En caso de ser una arcofi, j) de color rojo. Si x, = |, y a, —(u;- w;) < m,, entonces, al nodo j sc
le asigna etiqueta permanente.
En caso que ¢l arco(j, i) de color rojo, cumple con x; = ¢4’y 1, - 'u, - a, < m,. al nodo j se le

asigna ctiqueta tentativa v m, = U~ 1, ~ a,

1.3 Verificar si el nodo T tiene ctiqueta permanente.

* Las ideas del algoritino de transicion de estado fueron tomadas del trabajo ~Circulicién con costo minimo™
E. Brilo, 198Y.
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Si ¢s falso, entonces, repcnr los pasos anteriores desde 1.1, hasta que T tenga ctiqueta
permanente.

En otro caso:

2. Buscar un ciclo amarillo-verde con etiqueta pérmanente en sentido T, S.
2.1 Sidnoes :icolnd;i, entonces, finalizar algoritmo.
En otro caso:

2.2 Incrementar o disminuir una minima cantidad & > 0 a la capacidad de cada arco del
ciclo.
Verificar si cumple con la ley de la conservacion.
Si ¢s cierto, entonces, borrar todas las ctiquetas de los nodos ¢ ir al paso 1.0
En otro caso: Finalizar.

En otro caso:
3. Encontrar un enlace (S, T).

Comprabar si existe ¢l enlace mediante ¢f teorema de Hoffman.
Si no existe circulacion factible, entonces: terminar.

En otro caso:

Determinar e,

Si £ ¢s acotada. entonces. u, = u, + €

Si e ¢s finito ¢ igual a €, entonces. ir al paso 1.0

Si € ¢s finito y menor a e, entonces:
=T, - €
Asignar ctiqueta permancte a todos los nodos con 7 = 0,
Ir al pasol. |

Fin det algoritmo.'”
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" La seceion 2.7 (mctodo de transicion de estado) contiene la explicucion sobre cémo se colorean tos arcos.
como sc caleulan las 8§ v £, v se definen los casos 2 v 3 del paso 3.
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CAPITULO 111

ALGORITMOS POLINOMIALES PARA EL PROBLEMA
DE FLUJO A COSTO MINIMO

En este capitulo se vera la forma de analizar y comparar la complejidad de los algoritmos,
principalmente los algoritmos con cotas polinomiales. La técnica de escalamiento de
Edmonds y Karp, y como se aplica al método de transicion de estado. Y finalmente, se
compararan algunos de los algoritmos mas importantes que resuelven el problema de
circulacion con costo minimo.
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3.1 ANALISIS DE LA COMPLEJIDAD DE LOS ALGORITMOS

La forma mas aceptada de medir la complejidad de un algoritmo ¢s ¢l tiempo que se necesita para
que produzea el resultado final. Este periodo de tiempo puede variar demasiado de una
computadora a otra debido a su velocidad v al conjunto de instrucciones. Para cvitar esto v poder
comparar los algoritmos de una manera eficaz, se expresa ¢l tiempo que requiere ¢l algoritmo para
su cjecucion en una computadora hipotética en términos de pasos clementales como: operaciones
aritinéticas. comparaciones, asignaciones, cte. La computadora hipotética tiene memoria ilimitada v
realizar cada paso elemental toma tnicamente una unidad de tiempo.

Como ¢l ntimero de pasos requeridos por un algoritmo no c¢s ¢l mismo para todos los datos de
entrada; se considera un mismo tamaiio n dado: v se define la complejidad del algoritmo para ese
tamaiio n en ¢l preor de los casos para cualquicra de estos datos de entrada. Asi | la complejidad del
algoritmo es una funcion del tamaiio de los datos de entrada. como 10n°, 2, v nlog,un.

Muchas veees en ¢l estudio de la complejidad de un algoritmo, solo nos interesa ¢l comportamiento
det algoritmo cuando ¢l numero de datos de entrada ¢s muy grande, por que esto es lo que va a
determinar los limites de la aplicabilidad del algoeritmo. Diferencias entre un algoritmo  de
complejidad 100 v otro de complejidad 90" pueden hacerse irrelevantes por un avance tecnoldgico
que incremente la velocidad de las computadoras. También los términos que crecen muy lentamente
(como ¢l término 3n en nlogan + 3n) van a ser dominados por los términos que crecen mas rapido
para n suficientemente grande (en el cjemplo n=1000). Es por csto que nos interesa la tasa de
crecimiento de la complegidad det algoritmo.

Detimeion.- Sean fn): £ —» R v og(n): Z' B dos funciones. Escribimos ffn) - fgMm)) si
existe una constante ¢+0 tal que para una 7 suficientemente grande, f(n) < cg(n).

Usando esta notacion. la tasa de crecimiento de la complejidad de un algoritmo puede ser acotada
‘ e k] - . .
por frases como esta: “toma O(n’) unidades de tiempo™,

Pero da pregunta que podemos tener es: Como debemos  considerar que un problema
computacional ¢s resuclto satistactorimmente? La respuesta toma en consideracion los algoritmos
que resuchen este problema, El primer criterio es que exista uno para este problema que no necesita
mucho tiempo para resalverlo: en este caso ¢l problema se considera resuelto, v no de otra mancra.
De hecho, como vy mencionamos anteriormente. s la tasa de crecimicnto de la mejor cota del
ticmpo la que va a deternuimar la utilidad practica del algoritmo. Entonces. Ia siguiente pregunta que
podamos tener es: (qué tasas de crecimiento debemos considerar como soluciones aceptables para
los problemas computacionales”

Hoy en dia hay un acuerdo general de que un algoritmo es una solucién practica atil para un
problema computacional solo si su complejidad crece polinomialmente con respecto al tamaio de
los datos dv entrada Los algoritmos de complejidad O(n) o O(n') son aceptables en esta escucla de
pensamiento (la tasa de crecimiento de forma polinomial de un algoritmo esta especificada por su
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grado). Naturalmente, los algoritmos cuya complejidad no esta acotada asintoticamente por una cota
polinomial. pero estan acotados por un polinomio los quc también son considcrados como

soluciones aceptables utiles.

Para centender la importancia de la clase de algoritmos acotados por cotas polinomiales debemos
considerar los algoritmos que no son acotados por ningtin polinomio para numeros de datos de
entrada lo suficientemente grandes. Usualmente nos referimos a estos algoritmos como
exponenciales, porque 2" es el paradigma de tasas de crecimiento no polinomiales. Algunas tasas de
crecimiento exponenciales son: k" para cualquicr k>1 fija, nl, 2%, n" y n"*, Es obvio que cuando ¢l
tamaiio de los datos de entrada crece, cualquier algoritmo polinomial sera mas cficiente que

cualquicr algoritmo exponencial.

En la tabla 3 sc ve la tasa de crecimiento de funciones polinomiales v exponenciales.

1000000

RS )
1.27*10% 1.05*10%
9 ) 930! 7.89%10%7
3628800 10M* 10%¢7

Tabla 3

Otra caracteristica positiva de los algoritmos polinomiales es que, en un sentido, pucden obtener
mayor beneficio de los adclantos teenologicos. Cada vez que un avance tecnolégico aumenta la
velocidad de las computadoras diez veees, ¢l tamaio el tamado del problema mas grande que puede
resolver un algoritmo polinomial en una hora, sera multiplicado por una constante entre 1 y 10. en
contraste, un algoritmo exponencial solo experimentara un incremento aditivo en el tamaifio del
problema que puede resolver en un determinado tiempo.

En Ia siguiente tabla 4 s¢ ve como los algoritmos exponenciales obtienen un mayor beneficio de los
adelantos tecnologicos.

En una computadora 10

En una computadora
veces mas rapida

TR R g
nlogn 0.948* 10"
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Tabla 4

Tenemos que mencionar tambi¢n que los algoritmos polinomiales ticnen propicdades utiles: se
pucden combinar para resolver casos especiales del mismo problema; un algoritmo polinomial
puede invocar a otro algoritmo polinomial como una subrutina y ¢l algoritmo resultante seguird
siendo polinomial.

2.2 TECNICA DE ESCALAMIENTO DE EDMOND Y

El dicho mcjoramicnto técnico en Ia LFCILI]CI'] del método de transicion dc csmdo s¢ realxzqra
aplicando la téenica de escalamicento de Edmonds v Karps.

A partir del andlisis del método de transicion de estado que hicimos en ¢l capitulo dos, la cota del
orden O(Km) se puede establecerse para el niimero de pasos que requicre ¢l método. donde K es la
suma de los nimeros de buen estado de todos los arcos de las soluciones primal y dual iniciales. Si
tomamas como soluciones iniciales x = (0) v u = (0). entonces, K sera tan grande como la suma de
las capacidades de todos los arco. las cuales asumimos enteras.

Para que se pueda decir que el método de transicion de estado es un algoritmo ceficiente, el niimero
de pasos requeridos por este método debe tener una cota de orden polinomial en ¢l logaritmo de las
magnitudes de las capacidades de los arcos. que es ¢l nimero de bits requeridos para especificarlas
como datos de entrada en la computadora.

En la téenica de escalamiento desarrollada en 1972 por Edmonds v Karp re¢f (13). que veremos a
cantinuacion. ¢l algoritmo de transicion de estado se aplica a una seric de problemas, los cuales dan
aproximaciones sucesivamente mas cercanas a la solucion del problema original. Y se obticne una
cota del origen polinomial buscado.

Si queremos aplicar ¢l método de transicion de estado a un problema con cotas inferiores
capacidades enteras. v para el cual a capacidad maxima no es mayor que 2" donde el problema
original ¢s:

p = [log=c,]. para la mayor de las c;.
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tenemos que hacer lo siguiente:

Primero reemplazamos el problema original por el problema ()" en el cual:

oy = [e;/2"]
1y @ = [1,2°)

y cl costo a; sc toma como fue dado en ¢l problema original; Todas las cotas -inferiores y
capacidades son 0 6 1. Esta aproximacién de orden ~ 0 de la red original admite una c1rcuhc10u

factible si existe una circulacién factible en ¢l problema original.

Hay que notar que:

2, ®>¢,
0,
pil g 1.

Si tomamos u = (0) v x = (0) como un flujo inicial, en esta aproximacién del problema original,
todos los niimeros de buen estadoson 061, y K< m, dondc m cs ¢l nimero de arcos. Por lo tanto,
¢l método de descomposicion no requicre mis de O(m* %) pasos para obtener las solucioncs primal y

SO

dual optimas x™" y u
Ahora consideremos ¢l problema (1) en ¢l cual

oy = [ey/2™
by =127

Las cotas a, s¢ quedan coma fueron dadas. Ahora todas las cotas inferiores v capacidades son 0. 1 6
2. Si tomamos 2x'™. u” como soluciones primal ¥ dual inicial respectivamente, todos los niimeros
de buen estado otra vez son 0 6 1 y K £ m. El método de tr'msicién de estado no necesita mas de

O(m2) pasos para llegar a las soluciones primal y dual optimas x y u®V

Generalizando v pasando del problema (k) al problema (k+1), tomando 2x* u™ como soluciones
iniciales para ¢l problema (k+1), llegamos al problema (p), ¢l cual resuclve el problema de una red
idéntica a la del problema original, Dc esta mancera obtenemos un flujo para ¢l en O(pm-) pasos. Asi

obtenemos el resultado deseado para ¢l problema original.

Ljemplo.- Vamos a ver los diagramas de buen estado para un arco con cota inferior Iy =7

v capacidad ¢, = 20. aplicando la téenica de escalamiento.

Diagrama de buen estado del problema original es:

U-U; ' J‘

—+

20

' El misnero entre parientesis representa el indice de o iteracién. Por lo general. se cmpicza con el indice 0 fa

solucion del problema.
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p=llogscal = [logs20] =[4.32)=5

Problema (0):

= (6,27 = (2012°] =[0.625
]u( ):" [’J/Zp] - [7/25] = [0 2]87 ]

uji-uig o R
T , ¥i 0
Problema (1. !
e, = [e,/2" '] =[20/2Y] =[1.25 1 =2
LM =11, /'mx] (2] = [04378) =
uj-uig
I I i
2 .
Problema (2):
Cu "'[C:J/ZP‘-] _[20/23]_[2 ]=
WO = [4,/20%) = (712') = [0.875] =
uj - ui g ”
1 N ] , Xi ()
3
Prablema (3):
0, = [, /27 = [2002%) = [5] = 5
L= [1,/27) = (772 = [1.75) = |
uj - ui ‘ "
T u I J o xij 3)
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Problema (4):

o= [c,,/zf'*'] = [20/2 ] = [10] =10
1= [1,/2"*]-[7/2]—[35] 3»

Lo Ly % ®
) 3 10
Problema (35):
¢,V =[cy /2" = [20/2u =[20) =20
B =120 = (727 = [7] =
uj - ui i ||
i Ly 5@
¢ [} 0 -

Este diagrama de bucn estado cs ¢l mismo al diagrama de problema original. Por lo tanto, después
de realizar la prucba podemos concluir que la téenica de esealamiento, aunque es bastantc faml de
implementar, probablemente ¢s de importancia practica limitada.
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3.3 OTROS ALGORITMOS

Todos los algoritmos para resolver fas redes de flujo a costo minimo de tiempo polinomial se basan
en la técnica de escalamiento. Fucron Edmonds y Karp quicnes desarrollaron el primer algoritmo
polinomial para este tipo de problemas usando escalamicnto en las capacidades. La téenica de
escalamiento tambicn ha sido utilizada para otro tipo de problemas de optimizacion en redes. Esta
técnica pucde ser aplicada ya sea en ¢l costo (escalamicento de costo) o en las capacidades minima v
maxima (escalamicnto de las capacidades). Rack fue quien -propuso la utilizacion del método de
cscalamicnto ¢n ¢l costo.

En la siguiente tabla 3 se presentan los algoritmos polinomiales conocidos para el problema de flujo

a costo minimo

Fecha Desarrollados por  rel Ticmpo en el que corre

1972 Edmonds and Karp  (/6) O(mlog (U)S(n. m. C))

1980 Rock (17) O(mlog (U)S(n. m. C))

1984 Orlin (18) O(m°log (MS(n. m, C))

JO8S Fujishige (19) O(mlog (MS(n. m, C))

1986 Galil vy Tardos (20) O log (WS, m. C))

1988 Orlin (21) O(mlog (M)S(n. m. C))

1980 Rock (17) O(mlog (C)F(n. m. U))

1984 Tardos (22) O(mY)

1983 Bland v Jensen (23) O(nlog (O)F(. m. U))

tus7 Goldbery v Tarjan 2411 O@mlog(n/mmin {log(nC). mlogn!
1987 t Goldbery v Targan (24)} OMmB(m. m) min {log (nC). mlog(n))
1987 Goldberg v Tarjan 25)1 O(nmlog (m)min {log(nC). mlog(n)))

Tabla 5
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Donde las cotas son dadas en términos de las siguientes funciones y pardmetros:

tmero de veérti

m Numero de arcos

C Maximo valor absoluto de! costo de un arco (se¢ asume que es un
nl'xmcro cnlcro).

Tumpo en que se resuclve c.,l P
imnodofuenic’y con coslos d
funcion den, my C, :

F(n, m, U) Tiempo en que se encuentra un flujo miximo, como una funcion de
nmy U.

‘B(n, }1'1)_3 Tiempo cn quc s¢ anu(.nln :.I ﬂu;o dc:bloqueo en una'red agiclica,
L : ,_como uma funclon dt. ny m, : :

Las mejores cotas establecidas para S, Fy B son;

S(n, m,C) = O(nlog(n) + m)
= O(mlog(log(C)))
= O(n(log (C )" +m)

F(n, m, Uy = O(mmlog (n*/m)) .
= O(nmiog (/m) (log(U)) * + 2)

B(n, m) = Otmlog (n"/m))

Como podemos apreciar los algoritmos de la tabla anterior estin separadas en 3 grupos:

1.- Los que usan la 1éenica de escalamiento de las capacidades.
- Los que aplican ¢f escalamiento del costo.
3.- Algoritmos que solo usan la téenica de escalamicnto es su andlists.

TESIS CON ;
FALLA DE URIGEN




Todos los algoritmos que usan ¢l escalamicnto cn las capacidades necesitan una subrutina que
encuentre la ruta mas corta; todos los algoritmos que usan ¢l escalamicnto en ¢l costo requieren de
una subrutina que calcule ¢l flujo maximo o similar.

Los algoritmos de Tardos, Orlin (1984 v 1988), Fujishige, Galil y Tardos, y los dos algoritmos de
Goldberg y Tarjan que utilizan la-téenica de escalamiento en su implementacion, tiene un
comportamicnto polinomial muy marcado: corren en un tiempo polinomial tanto en n, como ch m
asumiendo que las operaciones aritméticas requicran de O(1) unidades de tiempo, v los valores que
manipulan tienen un numero de bits polinomial en n, m. log(U) v log (C ).

Comparar las velocidades relativas en que corren varios algoritmos ¢s algo complicado debido a
gue sus cotas dependen de diferentes formas de n. m. U vC.

Entre los algoritmos que se conocian antes de que Goldberg v Tarjan desarrollaran los suyos, los
algoritmos dominantes cran los de Edmonds v Karp. Raock, Bland v Jensen, ¥ ¢l de Galil y Tardos.
Bajo la suposicion de que log(U) v log(C ) son © (logn) los algoritimos de Edmonds y Karp y ¢l dc
Rack obtienen la mejor cota de O(m7log(n) + nmqlog(n))?). El algoritmo de Orlin del afio 1988,
tiene o misma cotat pero su ventaja esta en que no utiliza la suposicion anterior.
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"CAPITULO IV

APLICACIONES

En el capitulo cuatro se describe como se puede aplicar el método de transicion de estado a
problemas reales, como son el problema de plantacion de proyectos, el de transporte y el de
transbordo, como al problema de asignacion.
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4.1 PLANEACION DE PROYECTOS

Una de las nplicacionu de la teorin de flujo de redes mas il es la de planeacion de proyectos.
Varias téenicas han sido desarrolladas como: CPAM (Critical Path Mcted - Mélodo de la Ruta
Critica) para resolver problemas de duracion predeterminada; y PERT (Project Evaluation and
Review Technique - Téenica de Evaluacion y Revision del Programa) para problemas de duracion

probabilistica o cstocistica.

Sitenemos un proyecto grande, supongamos que este puede ser dividido en un nimero determinado
de tareas. Las relaciones de precedencia entre éstas se indican asociando las tarcas con los arcos de
una grafica dirigida Todas las tareas dirigidas hacia un vértice deben de ser completadas antes de
que cualquicr taren que salga de este vértice sea empezada. (habra que introducir variables ficticias
que tengan un tiempo de reahizacion cero. de manera que sea posible adecuar al modcelo todas las
relaciones de precedencia de un conjunto dado de tareas)

Asociando con cada tarea (i, j) estan su tiempo de realizacion “normal™ ay. su ticmpo de realizacion
de “urgencia” b, v ¢l costo ¢, de disminuir la tarca en una unidad de ticmpo (se cree que haya la
aplicacion de tiempo extra o de una fucrza de trabajo mayor). Esto s, sit, ¢s la duracion actual de
la tarca. entonces. b, <1, £ a,. 3 ¢l costo requerido para completar la tarea en este ticmpo t,; es ¢, (a,
-1

A cada vértice i de Ja red del proyecto {e asociamos una variable v, donde u, denota el ticmpo en ¢l
cual ¢l “evento™ i ocurra. Si ¢l vértice s es ¢l evento inicial del proyecto, v ¢l vértice t ¢l evento
final. Entonces, ¢l problema de encontrar ¢l costo minimo de reducir ¢l proyecto a una duracidn
dada T es:
Minimizarz = £ ¢, (a, - 1)
&}

comoz=2Lc,a,-Ze,ty v c, a, cs constante. entonces minimizar z es cquivalente a:
v i

Maximizar X c; t,
ij
sujeto a: u. -u, T
-+ <0
b,, StySa,
u, ho restringida.

Para abtener ¢l modelo- dual ‘de este problema de programacion lineal vamos a introducir las
variables no negativas v X, o'y By (que seran las variables ficticias o de holgura del modclo)
asociadas respectiviimente con'las restricciones iy~ u, £ Tou, =y, + 4, S 0 1, € a, v -, € -b,,.
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Al realizar las modificaciones, obtenemos la forma dual del problema, ¢l cual es ¢l siguiente;

Minimizarw = X a5 c - Z by B+ Tv
. . H i

ij :
Sfvosici=s

sujeto a: Txi-Zng=:<00 sivizst ()
Pd fvosici=t

Ny + oy By =
Nijs u.u, pu 20

Vamos a ver un gjemplo de un problema de plancacion de proyectos.

lijemplo.- Una compaiiia desea introducir un producto nucvo y necesita plancar las
diferentes tarcas a seguir, para que ¢l proyecto sea finalizado ¢n 83 dias. Los datos de las tarcas se
muestran en la tabla 6. (los ticmpos estan en dias v los costos en millones de pesos).

A Fared i Tarea inmediata Tiempo normal  § Tiempo de urgencia i Costo (cy)
i anterior (ay) (by) |
i o o 10 '
A 25 P L2
A 20 18
A 30 28
B 20 17
K 0 —
"3 O A

Tabla 6

Grificamente ¢l provecto se representa como se ve en la figura 4.1.1:
) P

Fig4.1.1
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Expresando csta problema como un problema de programacion lincal, queda:

" Maximizar z = 753 + 100tay +30tas + 80tss + 23145 + 256 + 9tar

sujeto a;’ Dy -ug S 83

‘ U-u+tas0 10£tag 10
M-u3+t<0 20 ;€25
U= Uyt tay €0 1§ €ty <20
Ur—us+tas £0 28 €125 30
Uy=-tg+136<0 17 €13, <20
uy—us + tys <0 15 St4420
Us—Ug+ 6 £0 8Lt < 10
Ho— W+l 0 25<t, <30

Y las matrices asociadas son:

100 o0 0O 0 0 0 0 0
[V I T () 00 .0 0 0.0
0 01 00 0 0 0000
0 0.0 00 00000200
o000 00 000 000
0700 0o 0000000
00,0 170 050000070
0700 01 07000000
100 0770 V5 O0TT0E00 0
0710 050 000700 20720
00l 00 05000 20,5000
A= 000 (0 000 0000
0700 00 007 05305500430
(0-070 0.0 0502000250 550
000 NN 0. 000500
000 [ 077070070770
L 050000 0000 00 el 002005000
[ T 4 ST | ¢ Y K | A § 05 10 000
0 0 10 00 00 071 0 1500 -0
¢ o0 0 10 0000 [ER RN | BN § S B ¢}
O 0 0 0 0 0 00 1 0000 -1
0O 0 0 0.0 1.0 .0 000071 =170
0 0 0 B0 0.1 000 0.l
\u 0O 0 0 0 0.0 1 o0 0 0 0 1
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m\

20

30

20 ’ :

20 ( 2\ 0

10 |- ta . 75.

30 . : 24 - :[.-100

U s o= [ 30

-20 : : 116 80
’ =18 . las : . 23
Fe s s e 2

17 | : Lo {00 94

-15 ~ ug :

-8 ) e Uz

226 L uy’

85 L B

0 Co s

] 1. Hg

0 . : ‘u.‘)

0 -

0

Si tomamos ¢l vector 7 de esta forma
[ e
[¢3.5]
(2]
2y
ae
Las
s
gt
Bz
B
BN
Blﬁ
= Bis
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X52
N2y
N2y
Nas
Nae
Nas

. Xsg
\\\ Xot
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Y ahora multiplicando la matriz AT por 77, obtencmos:

V (" o= BatXa N\ /0 \

(433 = ﬁ:_‘ +Nm 75
ag = Pag + Nag 100
Was = Pas + Nas 30
036 - 335 X36 80
Xy = Bas + Xas 23
56 = PBsg + Nso 2
AT = e - P+ N = 94 =C

V' + Ny 0

- N2+ Noy t Nag N 0

= Naa+ Ny 0

- Xag + Nas [

- Nas— Nas + Neg 4

- N3g = Nsp + Neg 4]
\_ V- Nt J \lo J
De aqui tenemos que la representacion de este problema de plantacion en su forma dual scra:
Minimizar w = 10cte + 2523 + 20024 + 30ctas + 20034 + 20045 + 1005, + 30atg « 10B50 - 20B2:

18324 - 28B25 - 17Ba6 = 15Bas = RBsg - 26P¢ — 83v

sujeto a:

Q2 - ﬁs: +X.2=0 - N2 =V

Sz - Pt N =75 SXaF Xyt Xut =0
g = Pas + X2a = 100 AXm+ Nz =0

Cae = Pos + X260 =30 ANt N =0

Qg = ﬁ_u. + X3 = 80 - Nas=Nys H N =0

Oy = Pas + xys =23 - X3 = Xs6 F X =0

O, = Pse + X5 =2 Xa =V

ot = P+ Ny = 94
Ny oy, 3,20

Dea, 2 by, 20y (D7, se ve que la solucion aptima debe satisfacer las soluciones siguicntes:

Ny€£ey = oi=cy-Ny, By=0

Ny>ep o = oy =0; Py=xi-cy

'* El modelo dual de la pagina 110,
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De acuerdo con esto, sustituyendo o, y By en ¢l problema dual, un problema de flujo cquivalente es:

Minimizarz= % Ty (xy) +Tv

Jvsii=s)

sujeto a: Txi-Txy=-<0"si lizst
| j Svisici=

2 =0, donde

Ty = § ay(cy-xi) - s x;Se !
by (ey=-xy)  stoxij>¢j !

Y T, (x,) tiene la forma, como se ve en la siguiente figura:

Tij (xi)

v

315

Fig 4.1

l.a comvexidad de T (x,) se debe al hecho de que a, > by,

Podemos ver cada tarea (i, j) del proyecto representandola por dos arcos paralelos del vértice i al I
en Ia red de flujo, uno con costo -a,, v capacidad ¢ y ¢l otro con costo -b,, v capacidad infinita. Esto

se sigue del hecho de que

Minimizarz=Z Ty (x,) + Tv
Es cquivalente a:

Za,(c;-x,) +Tv si Ny ¢
ij

Minimizar
Sy (o - %) + Ty si N > ¢y
i

Si existen ciclos dirigidos en la red del provecto et problema de flujo no tendra una solucion optima
finita para ningiin valor de flujo v. Pero hay que notar que las relaciones de precedencia de las

tarcas son tales que la red es necesarimmente aciclica.

85
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Podemos aadir al flujo de la red un arco (t, s) con capacidad infinita y costo T, ¢l flujo a través de
este arco es v, Para cualquier T especificada, ¢l problema de circulacion puede ser resuclto por- el
método de transicion de estado.

El diagrama de estado para un arco (i, j) tipico s cl siguicnte (fig 4.1.2):

uj - ui
? <ij Nij
b
~aiij ‘

v

Fig 4.1.2

Podemos variar ¢l parametro T v observar Ia circulacion optima que resulta. Si T es escogida lo
suficientemente grande, esperamos que la circulacion cero sea optima, reflejando ¢l hecho de que si
la duracion del proyecto es lo suficientemente grande, ningun dincro se gastard para reducir ¢l
tiempo de las tarcas. Esto sera sierto para cualquicr T tan grande como la ruta critica, o la mas larga
ruta de s a t con respecto a las longitudes a,, de los arcos.

Defimicrin.- Una ruta critica ¢s un conjunto de tarcas sucesivas, que no pueden sufrir un retraso sin

~aumentar ¢l tiempo que Heva finalizar ¢l proyecto.

Por atra parte. si T se escoge lo suficientemente pequeiia, se espera que no exista una circulacion
optima finita, correspondiente al hecho de que ningun gasto finito de dinero puede reducir Ia
duracion del proyecto mas alla de un cierto punto. Este sera of caso para cualquicr valor T menor
que la longitud de la ruta mas Jarga de s a t con respecto a las Jongitudes b, de los arcos.

Realizando ¢l analisis paramétrico al resolver ¢l problema de la ruta mas larga con respecto a las
longitudes a, de los arcos. los niimeros de nodos u, determinados junto con la circulacion cero
proveen soluciones optunas primal v dual para T 2 u,. Entonces. ¢l parametro T sc reduce. Todos
los arcos permanceen ¢n buen estado con excepeion del arco (1. s). El método de transicion de
estado se aplica para regresar al arco (1. 8) a buen estado. El procedimiento se repite para pequeiios
valores sucesivos de T hasta que exista un flujo optimo finito.

El resultado de este cileulo es una curva de proyeccion de costo. Esta curva es lineal v convexa, va
que v aumenta conforme T disminuye. v sabumos que la representacion grifica de flujo minimo
contra v tiene estas caracteristicas. La pendiente negativa en ¢f punto T es igual al costo marginal de
disminuir la duracion del provecto en una unidad de ticmpo. v esperamos que este costo marginal
aumente conforme T dismmuye. La siguiente grafica (fig 4.1.3) es una representacion tipica de una
curva de proyeecion de costo.
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C=casto de reducir ¢l
ligmpo

Duracion minima Duracion mixima
del proyecto del proyecto

lig4.1.3.

La interpretacion fisica de las variables u,, tiempo en el que suceden los eventos, y t,,, duracion de la
tarca, ¢s obvia. Sin embargo, no es tan simple interpretar a X, La variable x; representa la cantidad
de dinero que estamos dispuestos a gastar para reducir t, en una unidad de tiempo. Si 0 < x, < ¢,
no ustamos dispuestos a gastar exactamente lo necesario para reducir t,,. Y si x, > ¢, estaremos
dispucstos a gastar una cantidad mayor a ¢, para reducir t,, pero es imposible reducir t, mas alld de
b, (tiempo de urgencia).
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4.2 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE Y TRANSBORDO

Tal vez uno de los problemas mds importantes de programacion lineal es el método de transporte el
que se interesa en la distribucion de cualquicr articulo desde cualquier grupo de centros de
suministro, llamado fuente, hacia cualquicr grupo de centros receptores, llamados destinos, de modo
que se minimicen los costos totales de distribucion. En ¢l modelo de transporte todos los
cocficientes de las variables en las restricciones son iguales a uno, o sea:

a,= 1, paratodoiy j.

Si representamos graficamente:

Fuentes Destinos -
a # &
2 e
=] &
= . =2
=) & =
(=) Z
w Qo
= n
a"l

Donde

N, = es la unidad a enviar desde la fuente i-ésima (i=1,...,m) al destino j-ésimo (j=1,...,n)

¢, = es ¢l costo de enviar una unidad desde ¢l fuente i-ésima (i =1,...,m) al destino j-ésimo(j
=],..,0)

a, = ¢s la disponibilidad (oferta) en las-unidades de Ia fuente i-ésima (i=1,...,m)

b, = ¢s ¢l requerimiento (demanda) en unidades del destino j-¢simo (j=1,...,n)
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En el problema de transporte es muy importante que lo disponible sea igual a lo requerido, oferta

sea igual a la demanda. Una manera de formularlo en términos generales cs:

m.

Mmumzan PP IS

“jmp el
“sujetorar’ g
m S
E\., =b, " i=n,m
=1 )
n" :
X xj=q j= 1.0
j-] s : . .
xj20paratodoiy j
Hay que notar la siguiente relacion:
m .n m \: .
DI Nij = z &j )
=1 =l i=1 .
m n disponible = requerido
: = Za=2XZb
) f st j=1 oferta = demanda
m n m
Xz Xy T z bU
=t =1 j=1

Cuando un problema de transporte ticne todavia los puntos intermedios en los.cuales no se dispone
ni se requiere de los bicnes, cntonces ¢l problema de transporte se convierte en un problema de
transbordo. Por lo tanto un problema lincal de transbordo se puede tratar como un problema de
transporte, o sca con los mismos métodos, pero ¢l algoritmo de ﬂuJO con costo minimo’ resuclve

problema de transbordo directamente, |

E! problema de transbordo es una forma del problema de flujo a costo minimo cn el ‘cual para cada

vértice i hay un numero b, dado, y en vez de 1a ley de conservacion ordinaria se requiere que:

Zx -z b
) j j
si
b, < 0 el vértice es de oferta
b; = 0 ¢l vértice i es de transbordo
b, > 0 cl vértice i es de demanda,

Cada arco (i. j) ticne asignado un costo de flujo a,, y se asume que las capacidades de los arcos son
infinitas. Si este no ¢s ¢l caso, entonces se dice que es un problema de transbordo con capacidades.
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El problema-de transporte de Hitchcock — Koopmans cs un problema de transbordo con una grafica
bipartida G = (S, T. A) en Ia cual todos sus vértices de oferta se encuentran en S, todos sus vértices
de demanda en T, y todos los arcos estan dirigidos de S a T. a demas los vértices de transbordo ( o
sca. los nodos intermedios) se climinan. Otro método particular que vamos a ver mas adelante en
uste capitulo cs ¢l problema de asignacion. Es ¢l caso especial del problema de transporte en el cual
¢l mimero de vértices de oferta es igual al'nimero de vértices de demanda y cada b, = 1.,

Los niimeros a,;, ¢, b, ¥ by se representan en la grafica G como se mucestra en la figura 4.2.1:

Mg 4.2,

Es cvidente que el problema de transbordo sc puede reducir al problema de flujo a costo minimo
convencional con un vértice fuente s v un vértice destino t. Hay que hacer notar que si ¢t problema
tiecne una solucion factible, entonces la suma de las ofertas no debe ser menor a la suma de las
demandas. Esto cs:

EbhzEZb=v
Wl by

Tomando por hecho que ¢l costo de cunlquier ruta dirtgida de un vértice oferta a un vértice
demanda no es negativo, de modo que exista una solucion optima en la cual las restricciones de las
demandas se satisfacen con una igualdad vamos a asociar al vértice fuente s un arco (s. i) hacia cada
vértice de oferta i con capacidad ¢, = <b, v costo a, = (. y al vértice destine t un arco (j. t) desde
cada vértice de demanda j con capacidad ¢, = by v costo ay = 0, reestableciendo la ley de
conservacion en todos los vértices. Asi entonees. un flujo a costo minimo de valor v da una solucion
al problema de trasbordo. St alguna ruta dirigida de un vértice de oferta a un vértice de demanda

ticne costo negatinvo, serd necesario introducir cotas inferiores a los arcos (j. t).

Queda evidente que ¢l problema de flujo a costo minimo es un problema de transbordo con
capacidades para un valor de flujo v descado, donde b, v b, se toman de siguiente manera:

by=-vyvib,=yv,

Lo que es realmente sorprendente ¢s que ¢l problema de transbordo con capacidades v por
consiguiente ¢l problema de flujo a costo minimo. pueden ser reducidas al problema de transporte
de Hitchcock-Koopmans con capacidadues.

Hay que notar que. es posible asumir que todas las ofertas v demandas en ¢l problema de transbordo
deben ser satisfechas con igualdad estricta i.e.. la suma de las demandas debe ser igual a fa sima de
las ofertas. Si esto no ¢s asi. introducimos un vértice de demanda adicional con arcos dirigidos de
los véruces de oferta a ¢l Y a cada arco de ostos [e asignamos una capacidad lo suficientemente
grande s costo cero
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Esto nos da un problema de la forma:

Minimizar ajxy

sujetoa : Zxj - Zxy = b,
i i
0<x;< ¢y,

donde:
b, <0 si i ¢s un vértice oferta
b, =0 si i es un vértice transbordo
b,>0 si i es un vértice demanda

Alora creamos una nueva red G de 2n vértices, en la cual cada vértice i de Ja red G de transbordo
s representada por 2 vértices i y 17, y un arco (i, i) con capacidad € = oo, y costo @ - = 0. Para
cada arco (i, j) de G se crea un arco (i j°) en (G con capacidad ¢ = ¢, y costo @, =a,. A los
vértices de la nueva grafica les asignamos valores . tal que ¢l valor absoluto de cada #, sea lo

suficientemente granda, v b, + & =b,.
Vamos a modificar las restricciones de capacidad de la red (G subdividiendo cada arco (i, j) de &

en 3 arcos (1. k). (k™. k) ¥ (k. j). donde k ¥ k' son vértices nuevos introducidos por la subdivision.
Hay' que notar que el vértice k tiene grado de salida cero y ¢l vértice k™ grado de entrada cero.

Los nimcros en los vértices A i tendran la siguiente forma:

/;|=b|
/;L;:cu
b =-Cy
h.=b

El costo @4 = ¢, v lodos los demis arcos con costo cero. La capacidad de todos los arcos s
infinita. La climinacion de las capacidades de los arcos se muestra a continuacion:

Elarco (i, jydelared G se puede observar en la figura siguicnte:

hi bj

lig+4.2.2

En la red G se transforma en:

bi cij - zij

n aif

fig4.2.3
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Si G cs bipartida con n vértices y m arcos, entonces G cs bipartida con n+2m vértices y 3m arcos.
Ejemplo.- Si se tiene ¢l problema con la funcion objetivo siguiente:

Minimizar 5xy2 + 3x13 + 4xay + 20800 + 12X55 + 10835 + 9xsg + 1085, + 1255,

sujeto a: -Njp - X3 = -3

X Naz— Nz =-3 [{E S
NSt N~ X -xu=0 0 Sy <0
NagF Ny F Xy - X =0 0Ny
N34 — Nsg = Nsg =2 0Sxp<o
Nap + Xa6 =0 X 0sxy<9
0<xpps4 0<sxu<6
O0<x;387 0€Nsp<2

La red de transbordo G de este problema esta representado en la siguiente figura:

-5 0 2
73 o, 10

Fig4.24

Y ahora veremos la red de-transporte G- equivalente a lared original G:

BN

-103

=100

00

=100
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Al climinar las capacidades de G s obtiene la siguiente formade G (fig 4.2.5):

2] 100
1
k}

0

6

6] w
10 Kay S 100

4
-

[
n 100

-4

o [4 ]

Kksq ;

-luy ‘ —K 6’| 106

0 T [
o < i s
.108 - kn L) » 17 100

o

Fig 4.2.3

Pero la pregunta es: (como aplicar ¢l método de transicion de estado al problema de transporte de
Hitchcock ~ Koopmans? Eso lo vamos a ver enseguida.

El problema de transporte. con o sin restricciones. se convierie facilmente en un problema de Nujo,
introducicndo un vértice fuente s con arcos (s. i) a cada vértice oferta i con eapacidad ¢, = -b, v
costo a, = 00 igual que ¢l vértice destino t con arcos (j. t) desde cada vértice demanda j con
capacidadus ¢y = b, v costo a, = 0. y un arco de regreso (L. s) con costo a, = (0 v capacidades |, = ¢,
= v, donde v es igual a ta suma de las ofertas que a su vez es dgoal a la suma de las demandas.
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Para esta red de flujo, Ias soluciones primal x = (0) y dual u = (0) son soluciones factibles y sélo ¢l
arco (t, ) csta en mal estado, y ¢l niimero de buen estado es v. Conforme ¢ caleulo del algoritmo de
transicion de estado sc cfectua, el arco (1, s) es ¢l tinico arco que sicmpre esta en mal estado, tal
como ocurrio en ¢l problema de planeacién de proyectos.

Ljemplo. - Una compaiiia “X” dispone de 2 fabricas. Una se encucentra ubicada en la ciudad
A y otra en la ciudad B, y ticne 3 clientes, uno en R, otro en L y tereero en M. Los costos de
transportar la mercancia de las fiabricas a los almacenes de los clicntes, asi como las ofertas v las
demandas se muestran en la tabla 7.

Tabla 7

Graficamente planteamicnto de este problema como ¢l problema de flujo o costo minimo, sera:

N
4

(0.325)

A 4

Y

Y

0
e l]
(0.300) 7
I

0

A
(0. GO0y B (©.275)

(900.900)
Lig 4.2.6

Todos los pracedimicntos computacionales para resolver el problema de transporte virtualmente
pueden ser interpretados como adaptaciones. variaciones o especializaciones' del método de
transicion de estado cuando se aplica de esta manera,

o s

TESIE CON
FALLA DE uniGEN




4.3 EL PROBLEMA DE ASIGNACION

El problema de asignacion es ¢l tipo especial de problemas lineales con la estructura de transporte,
cuando m = n v en ¢l que los recursos se asignan a las actividades en términos de uho a uno, o sca,
la oftrta en cada origen es de valor uno y la demanda en cada destino ¢s también de valor uno. Asi
entonees, cada recurso o cesionario (puede ser un empleado, una maquina o un ticmpo determinado)
debe asignarse de modo unico a una actividad particular o asignacion (que son: tarea, sitio o
evento). Se tiene un costo ¢, asociado con ¢l cesionario i (i=1.2.....,n) que lleva a cabo la asighacion
i (j=1.2....n) ¥y ¢l objetivo consiste en asignar a cada hombre un trabajo de modo que ¢l costo total
sea minimo.

La formulacion de un problema de asignacion cs fa siguiente:

Minimizarz= X X ¢, x,

) i1
sujeto a:
"
=1 i=l..m
it g
m
T, =1 i=1lu.n
i=1
xg2 0 =1,...m
i=ha.n

L.as variables x, s6lo pueden tomar el valor 06 1. Es | si ¢l origen i se hace corresponder al destino
i. v us valor 0 en caso contrario.

A los problemas de asignacion se les pueden aplicarse los algoritmos de transporte por ser éste su
caso especial, pero debido a la estructura propia de los problemas de asignacién, existen métodos
especificos para obtener Ia solucion y son Namados a/goritmos de asignaciin los cuales son mas
eficientes que ¢l método simplex o ¢l método de transportie para tratar este tipo de probiemas ya que
las restricciones en problemas de asignacion. admiten exactamente m variables positivas en cada
solucion basica factible. Eso quicre decir que a cada persona solo se e asigna un trabajo v
viceversa. La condicion necesaria v suficiente para que ¢l problema tenga solucion, cs que estén
balanceados. i ¢.. Ta oferta tatal tiene que ser gual a Ta demanda total. En ¢l caso de que no exista
exte balanee. primero habra que balancearlo de la misma manera que a un problema de transporte,

Suponiendo que se tiene n hombres v n trabajos. El costo de asignar al hombre i al trabajo j ¢s a,.

PPara encontrar ta sotucion al problema anterior se construye una grafica bipartida con n vértices en
cada una de sus partes (condicion que puede garantizarse creando hombres o trabajos ficticios), y al
arco (i. J) se le asocia ¢l costo a, v fa capacidad maxima infinita ¢, = =. También se le afade un
vertice fuente s con un arco (s. i) a cada vértice de Ia primera parte. v un vértice destino t con arco
(. 0 de cada vértee de fa seeunda parte. Se toman ¢, = 1. a, = O para toda i. v ¢y = 1, 1, = U para
toda j. Un flyo entero de valor v (v es el minimo de los hombres o trabajos que se tiene
onginalmente. antes de introdueir virtices ficticios) con costo minimo produce una solucién al

95
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problema. Este problema se transforma en uno de flujo a costo minimo de la misma manera que cl
problum de flujo con costo minimo que vimos ¢n ¢l c'lpntulo dos. Y la red asociada al problema de
asignacion es de la figura 4.3.1;

hotnbre i . e : trubajo j

gy

0 -~'|"I

Fig4.3.1
Y la red asociada al prablema de nsnynclon transformado enun probluua de ﬂll_]O a costo-minimo
es la sn_l,uucnlu !
hombre i E : L triibajo j

) :‘ . 7, "—I_\—

[

0 {o.n 0 ko)
o
— § }——__
1)
0 j)

(vev)

Fig 433
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Ahora veremos un problema real de asignacion y cémo lo podemos transformar o convertir en uno
d¢ flujo a costo minimo. :

Ljempla. - Una competencia de relevos de trescientos mictros incluye a cuatro nadadores.
quicnes nadan sucesivamente cien metros de dorso, pecho y mariposa. Un entrenador tiene cuatro
nadadores muy veloces cuyos tiempos esperados en los eventos individuales en scgundos estan
dados en la tabla 8:

Tabla &
Lo que nos interesa para poder resolver este problema es: como debe el entrenador asignar a los
nadadorcs en los diferentes eventos de la competencia a fin de minimizar la suma de sus tiempos.
El plantcamiento de este problema conio un problema de flujo a costo minimo es ta siguiente:
Minimizar 63x; + 67x2 + 68x3 + 67xy; + 73x)2+ T0x22 + 72x3: + T3x4n + 63x53 + 65xa3
+09x33 + 7084

Sujeto a:

Nig = (Nap X H Nt X)) =0 Ugxa<sl <
Ng = (X + Nt xp+xg)=0 0g€xas1 <
Nz = {NpF XX+ Nn) =0 0€xa<1 <1
Na = (X5 Xz2+ Nsa + xa4) = 0 0€xusl <1
N = (N + Xt N+ X)) =0 0sxpseo <o
(X + X+ Xy +xa) - xpe =0 0€xpso <
(Niz+ X2+ Nt Xay) - X =0 0<xy S <z
(X2 + Naa + Nas + Naa) = Ny =0 0<xas> <
(Npg S+ Xt X)) - Ny =0 Sxy <o X3 S o

D<xpsae Nig S

0y s> xS

0gxnsw O€xysm

VEFISNgE3=V
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En ¢l trabajo presente se han visto y analizado los problemas de flujo de redes. tratando de presentar
todas las ideas relacionadas de una manera unificada y de acucerdo con los objetivos establecidos.

Los problemas de flujo en redes a costo minimo se pueden resolver por medio del método simplex,
sin embargo lo que se busca es una simplificacion que pueda aplicarse directamente a la red. sin la
necesidad de las tablas de simplex. Vimos que cualquier problema de flujo con costo minimo lo
podemos convertir en un problema de programacidn lineal de flujo a costo minimo y resolverlo a
través del algoritmo de transicion de estado. que es un algoritmo de tipo primal-dual para ¢l
problema de flujo a costo minimo. El método es mucho mas sencillo y eficiente que la téenica de
sumplex v sus varantes. Requiere que las capacidades. scan nimeros enteros para todos los arcos v
que la red a resolver sea circular. Dicho mdétodo resulta facil de aplicar para resolver éste tipo de
problemas debido a que tiene como ventajas que no awmenta ¢l tamaio de la red. como yva lo
mencionamos no se usan las tablas de simplex, los caleulos resultan ser mas sencillos, ¥ ¢l namero
de iteraciones ¢s menor. Por cso es una de las téenicas miis aplicadas ¢n diversos campos de la
ingenicria.

Ademas ¢l trabajo se basa en explicar en qué consisten los problemas de flujo maximo. de ruta mis
corta. de flujos con restricciones. de transporte v transbordo, de asignacion. v en como pucden ser
resueltos a traves del método de transicion de cstado. Los modelos de redes que se vieron en el
trabajo han sido cjemplificadas para mostrar su aplicatnitdad v la manera de pasar det marco teorico
al practico.

Cabe mencionar que las posibles desventajas del método es la construccion de subgraficas despucs
de cada iteracion. ademas que. estas subgrificas tienen que claborarse con mucho cuidado. va que al
determinar un arco en buen estado. este puede ser climinado de la subgrafica. asi reduciendo ¢f
tamano de la red v ¢l trabajo. Pero el inconveniente esta en que no se puede climinar un arco de la
subgrifica. aunque cste ¢n buen estado. si al quitarlo. no se puede encontrar un circuito para
mejorar el estado de algan otro arco que este en mal estado. Eso quicre decir que hay que ser
cuidadoso ¢n Ja climinacion de los arcos. porque al cquivocarse para obtener la solucion del
problema tendriamos que realizar mas iteraciones de lo necesario.

Las posibles aplicaciones mids importantes estan en campos tan diversos como la investigacion de
operaciones. mgenicria cléctrica v optimizacion combinatoria. Ja plancacion. la ingenieria, la
administracion. fa quiniica. la cconomia, entre otros. Y son tan importantes v titiles debido a que
muchisnmas situaciones de la vida diaria, relaciones interpersonales. circulacion vial, rutas de
aviacion cte. pueden ser formuladas como los modelos matemiticos. ademas de que son de facil
COMPrENsion para Personas que tiehen poco conocimicento en mvestigacion de operaciones v por su
facilidad de representarlas graficamente. Ademis los modelos de redes de flujo. igual que otros
modelos de investigacion de operaciones, sirven de auxiliares en ¢l proceso de la toma de
decisiones. -

Este método deberia de ser visto en Teoria de Optimizacion 1l ya que da un enfoque realista.
diferente v oes una opcion mas a utilizar ¢n la soluciones de problemas de investigacion de
operaciones. Es facil de comprender v aplicar, ¥ por ser una téenica diferente de lo acostumbrado,
v que ¢s ol método suplementario del métado simplex
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PROGRAMACION I,IA;EAIL

Un problema de programacion lineal ¢s un problema de minimizar o maximizar la funcién lineal
sujeta a las restricciones lincales que prieden ser desigualdad, igualdad o ambas.

E! desarrollo de programacion lineal se sitda en la segunda mitad del siglo XX. Su impacto desde
1950 fue extraordinario, y hasta la fecha actual es una herramienta muy util que se ha ido
extendiendo muy rapidamente.

La programacion lineal trata los problemas de asignar recursos limitados centre las actividades
competidoras de la mejor forma posible usando un modelo matematico para describir ¢l problema
que se tenga. Y a expresion de “programacion lineal” significa la planificacion de actividades para
poder obtener un resultado optima, o sea, para que el resultado alcance la meta especificn en la
mejor forma posible. Para poder representar un problema de optimizacion como un problema de
programacion lincal deben de existir los clementos nesesarios y deben de ser conocidas v
estimados.

El modelo primal de un ¢f problema de programacion lincal ticne siguiente forma:

Minimizarz = cx

sujeto a: Ax'z2h!
Ax?i=h*
con yi20,¥%no restringida, y ¥ € R”

Las matrices respectivas del modelo son siguicntes:

AT } p A }p ¥ }q
A= A° } mp f o= e } mp ¥= [x° }n-q

n 1 ] 1

Ahora, si tomemos ¢l siguiente sistema de desigualdades:
s AX=h

Scleccionando ¢l conjunto de m columnas linealmente independientes del arreglo Al donde B ¢s la
matriz de m x m. determinada por las columnas. entonces, la matriz B es singular y la ccuacion

~B.\‘u=/;
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tiene una solucion unicamente para el m-vector X . Para obtener una solucion para Ax = b
tenemos que hacer que se la expresion: X = (X g, 0) sea cicrta, donde X p s la solucién basica de
Ax =} respecto ala base B de A. Y los componentes de X asociadas a las columnas de B se son
las variables basicas. Si una o mis variables bisicas de la solucion basica es igual a ccro, entonces

esta solucion cs la solucion basica degenerada.

Para que un vector sea factible las siguientes restricciones tienen que ser ciertas:

Ax =h
X z0

Una solucion basica factible ¢s aquella que cs factible para estas restricciones. Y si ademas ¢s la
solucion degenerada, entonces la solucion al problema se llamard solucion basica factible

degenerada.
Comao vimos en ¢l capitulo uno, un politopo conexo ¢s un conjunto que puede ser expresado como

un numero finito de semiespacios cerrados. Hay que notar que los politopos conexos son varios
conjuntos que se obticnen como las soluciones a un conjunto de desigualdades de forma:

q .\'1Sb|
Q2 .\'rsb:

am X 7 < by

donde cada desigualdad define un semiespacio y ¢l grupo de soluciones es Ia interseccion de cstos
semicspacios. Los politopos pueden ser vacio, acotado o no acotado. En la siguicnte figura se puede

ver ejemplos de los politopos:

Un punto x de un conjunto convexo C se Hama exrremao de C.si no existen dos puntos distintos x, v
Nz en CLotales que x = axg + (1 -a)xs para algun « con 0 < o < 1. Por lo tanto. un punto extremo cs
el que se encuentra exactamente dentro del segmento de recta que estd uniendo dos puntos del
conjunto. Por gjemplo- los puntos extremos de un tnangulo son sus vértices.
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Teorema: Teorcma fundamcntal de programacr on lineal

ado un problelm dc programncnon lmc'\l
Mlmmlzar L"I\'

su_u:to ar A.\’ =b
XY 20,

dondc A es la matriz de m x n de rango m, entonces:

1. = Si existe una solucion factible = existe una solucnon :
. factible basica. .
2. Si existc una solucion factible optima. = existe una

solucidn factible éptima basica.

Supongamos que K ¢s ¢l politopo conexo para todos los vectores ¥ que satisface las restricciones:

Ay =h
X 20

Entonces, ¢l vector X' ¢s un punto extremo de K, si y solosi X cs una solucion basica factible para

estas restricciones.

La equivalencia entre puntos extremos y soluciones biasicas factibles demuestra algunas
propicedades geométricas de politopo conexo K que define ¢l conjunto de dichas restricciones en un
problema de programacion lincal. Entre las propiedades mencionadas anteriormente estin:

~

Si ¢l conjunto conexo K correspondiente a A ¥ = b ,x 20 cs no vacio, entonces se tiene al
mMenos un punto extremo.

Si existe para un problema de programacion lineal una solucion dptima finita, entonces, hay
una solucion optima finita que ¢s un punto extremo del conjunto de restricciones.

El conjunto de restricciones K que corresponde a A ¥ = h, X 2 0 tiene a lo mas un nimero
finito de puntos extremos.

Si ¢l politopo conexo K correspondiente a Ay = » ,x 2 0 es acotado, entonsec K cs un
politopo conexo. o sca. K se compone de puntos que son combinaciones de un ntimero
finito de puntos.

Como vimos ¢n ¢l capitulo uno dentro de las definiciones, todo ¢l problema de programacion tendra
un problema correspondicnte en su forma dual que se define asi:

Maximizar w="h
Sujeto a: AHtmsce
AYmse?
2 0, 7 *no restringida, donde 7 ¢ B™
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vy las matrices respectivas son:

c! q R A n

"

c Ny n: m-p

La existencia del problema dual al problema de programacion lineal es la consecuencia directa del
espacio vectorial adjunto que esta siempre asociado a una transformacion lineal sobre un espacio
vectorial.

Ljemplo: Suponicndo que se tiene el siguiente problema en su forma primal:
Minimizarz=3x, + 2x;+xy

Sujeto a: 28+ 3%+ x3 2 20
Oxy + Bxa + 5832 30
Xy + Xa+3x3 =40
Ny + 28y +4x3, = 50
Ni.o N2 =0
X3 no restringida,

Donde las matrices v vectores estan particionados como se muestra:

Por lo tanto. como vimos anteriormenta podemos determinarque m=4,n=3.p=2yq=2.

Pasando dicho problema primal a su respectiva forma dual, éste tendrd siguiente forma:

Maximizar w =200 + 30 u- + 40wy + 30 1y

Sujeto a: 2+ 6us+ Tuz +uy <3
3up+Sus +uy+2uy €2
S0y +3uz+duy €1
g Uy 20
us. Ug o restringidas

TESIS CON 104
FALLA DE ORIGEN




La particion que van a tener ahora las matrices es la siguiente:

31 5 Uy
A= 6873 c = 2 n = \z
7 ]7 3 1 us
1204 Uy
Tearema. = Teorema de ortogonalidad de soluciones 6ptimas
Six yu ‘son soluciones factibles a:

Primal Dual
Minimizar ¢ ¥ Maximizar # /J'
sujetoa: Avz b sujetoa: A< &

=0 . 1 2 (
enlonces 5
X v ir son éptimas sty sélosi, (WA= C)x = II (A X /1 )— 0

Esto ¢s cierto en caso de que para j = 1, 2. ...,n, x; > 0 y'entoncees - -

m .

Zuwa=c¢

i=1
vparai=1.2, ..., mconu >0 implica que

m

Tajx=b,

j=!
porlotanto ¢ X =u .h .

Queda demostrada la relacion simétrica del problema dual con el problema primal de un problema
de programacion lineal,




Ahora veremos el teorema de Hoffinan y Kruskal ref. (/4) que es de suma importancia y ¢l cual nos
asegura la solucion entera al problema de flujo en redes.

Teorema.- Teorema de Hoffman y Kruskal

En un problema de programacion lineal con restricciones AY =b,
- X 2 0, donde A es una matriz de componentes cnteras con
renglones lincalmente independientes (rango (A) = m), y b es un
vector de componentes enteras. Entonces, las 3 condiciones
siguicntes son equivalentes:

d) El determinante de cualquier base Bes + |,

¢) Los puntos cxtremos del politopo convexo C definido por
Ax = b, X 2 0 son cnteros, para todo vector b de
componentes enteras.

f) La matriz inversa B de cualquicr base B solo tiene
componentes enteras,

Demostracion:

b) =b)

Sca ¢ = (¥ " x %) un punto extremo del politopo convexo C y B su basc asociada, Por la regla
de Cramer tenemos que ¢l det(B) = + 1 implica que B sélo tienc componcentes cnteras.
Entonces, si # ¢s un vector de coteros \ %= B b es un vector de enteros.

a) =¢)

Sea B una base y sca 3 cualquier vector de componentes enteras, tal que, ¥ + B ¢, = 0. (donde
¢, es fa i-¢sima componente unitaria del vector columna), Sca 2= y + B ¢, 2 0, de aqui que
Bz =By +BB'¢ =B) +c csun vector de componentes enteras ya que B, 9 ye, son de
componentes enteras. Como b puede ser cualquicr vector de componentes enteras tomemos 5
=Bz, Ahora Bz = & y 2z 2 0 que muestra que = es un punto extremo del politopo C
definidopor Ax = b, ¥ 20;Porb) = ¢s un vector de componentes enteras, pero ¥ — § =B
"¢i de donde se sigue que B ei ¢s de componentes enteras. El vector B ¢, es ¢l i-ésimo vector
columna de la matriz B'; este argumento se puede repetir para i = 1, 2, ..., m y se¢ demuestra
que B ¢s una matriz de enteros.

b) =a)

Sea B una base de A. Asumimos que B ¢s una matriz de componentes enteras y que el det(B) es
entero. Por la condicion c), B ¢s una matriz de componentes enteras, entoncees, ¢l det (B")
tambi¢n ¢s entero, Pero. det(B)det(b!) = det(BB™) = det (1) = 1, lo que implica que det(B) =
det(Bh==%1.
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Corolario 1.- Sea C’ el politopo convexo definido por las
restricciones de desigualdad A’y < b,y ¥ 20, donde 'A’’cs una
matriz de componentes enteras. Las 3 condiciones siguientes son
equivalentes:

a) A’ cs totalmente unimodular,

b) Todos los puntos cxtremos de C' son enteros para cunlquler -
vector b * de componentes enteros.

c) Toda submatriz de A’ no singular tiene una matriz mversa de
componentes enteras. D

Demostracidn.- La demostracién de esta corolario se basq en dcmostrar la c.quwalencla de'a) con

a’),byconb’)yc)conc’).

a)ea’)

SeaA=(A" ). SiMcs cualquner submatriz de A’ de nngo m- L Lntonces, una base de A puede ser

encontrada pcrmutando rt.lu,lones, dc la forma'-

Donde 1k cs la matriz idcntidad de kxk. Entonces, con@ dc@(B) = dcl(M) cldet(B)=+1,

b) = b i
Sca ¥ € R"unasolucion baswa ﬁcuble dc o

A’x‘sb‘
x.20

Donde & e Z™ Por lo tanto, para toda ¥ € R™con p 2 0, el vector (¥, ¥ ) satisface:
p y y >

(A, ).

%t

- =.(h)
V]

Pero por el teorema, (¥, ) € Z mm porlotanto £ € Zr,

c)ec))

Tenemos la siguiente hlpotesxs B'e A (Z) Y quercmos demostrar que toda submatriz M

invertida de A" es tal que MM e A (Z)).
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Similarmente a lo que se hizoen a) <> a'") tenemos que:
TIM 0 e TN M-1"0
B=|+~—— B" = | ———
[N Ik] Yol [ s 1/‘-]
Pero, por la hipdtesis tenemos que B 'e A’ (Z). Por lo tanto, M € A (Z).

El siguiente teorema que_veremos fue desarrollado por Hoffman (1960) ref. (6) y es el que nos
asegura una solucién factible en un problema de flujo con capacidades. .

Teorema.- En una red con funciones de capacidad minima y
méxima, una circulacion factible existe si, y solo si:

2 l.j < z Cyj

ieT, je8 1€8,jeT

para todos los enlaces - (S, T).

Demostracién.- Supongamos que una ruta aumentante de flujo no pucde ser encontrada. Sca
(t, s) el arco para ¢l cual no sc puede encontrar la ruta aumentante de flujo con x5 < ls. Sea Sel
conjunto de vértices que pueden ser alcanzados desde s por una ruta aumentante de flujo, y T es el
conjunto de vértices que no pueden ser alcanzados desde s. Para cada arco (i, j) dirigido de T a S

X, € 1. Como se ve en la siguicnte figura:

Xii = Cii
S 1t ¢l = T
P Xij S 1ij
D 1
Xis < 1y
s < = t
El flujo neto a través del enlace - (S, T) es'cero, i.c.,
Z Xij = E Xij
i€$, jeT ieT, je8
pero
Eooxy =X ey
ieS,jeT ieS, jeT
y :
2 X,J < Z lij
ieT,jes ieT, jes

Con desigtialdad estricta debido al arco (t, 5). Hemos construido un conjunto de corte -
(S, T) para ¢l cual:

E Cij < Z l.j

ie§, jeT ieT,jes
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ANEXO

IMPL'EMENTACION COMPUTACIONAL DEL
METODO DE TRANSICION DE ESTADO
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LISTADO DEL PROGRAMA DEL METODO DE TRANSICION DE ESTADO

(Programa para la transicién de estados, utilizando'el algoritmo
out of Kilter, para resolver problemas de flujo a costo minimo y
capacidad max. Sasha Kondratenko; ) ' Enero 2003}

Program TransicionEstado;
Uses Crt;

Const
Infinito = 1,7E38;

Var
Arco, Flujo,
EtigPerm,
EtigTmp,
ArrEnlace ¢ Array[l1..,10,2..2])Jof Integer;
Costo, X%, U, s :
ArrPi : Array[l..10]of Real;™
Ciclo : Array(l..10)of Integer;
ColorArc : Array[1..10)of String;
nNodos, nArcos, T
ContEtiqPerm,
ContEtiqTmp,
ApEtigPerm,
T,S,ContEnlace,
nNodosCiclo : Integer;
Ch : Char;

{

Arco: Vector que contiene' el nodo inicial y final Arco(i,j]

Flujo: Vector que contiene el el flujo min y max de cada arco (min,
max)

EtigqPerm: Vector gque contiene la etiqueta permanente del arco n
[arco,etiqueta]

Costo: Vector que contiene el costo de cada arco

ColorArc: Guarda el Color de cada arco

¥, U : Vectores que guardan el resultado del primal y dual.

nNodos: Numero de nodos

nArcos: Numero de Arcos

T, 5 : Indica el nodo inicial T y el final S para poner etiq,
permanente S.

ContEnlace: Contador de elementos en el enlace

nNodosCiclo : Numero de nodes del ciclo

Ciclo: Arreglo gque contiene la ruta del flujo aumentade

)




Procedure PasoUno; Forward;
Procedure UnoUno; Forward == i iiein me

(ﬁaw&**i**ﬁ&ﬁ*ﬂ-aii&*tﬁw***7**A—i--l—******t***‘\-***&ﬁ-&iﬁ**’****twt***i***)

Procedure Leer; {Lee el numero de nodos y los arcos)
Var .

i :.shortlInt;
Begin

{pide los elementos)
Write{'Numero de Nodos: ')}
ReadLn (nNodos}) ;
Write('Numero de Arcos')i
ReadLn (nArccs) ;

For i := 1 to nArcos Do

Begin
Writeln;
Writeln('--- Arco ',i,"' ---');
Write('Modo Inicial: '):

Readln(Arco(i,1]);
Write('Nodo Final: ');
ReadLn (Arco[i,2)) ;
Write('Costo: ');
ReadLn{Costo(i]):
Write('Flujo Minino: '):
ReadLn(Flujo([i,1]});

Write('Flujo Mazimo: '}:
ReadLn(Flujo([i,2]);
End;

End;

Function Capacidades:Boolean;

{Devuelve True si cumple con la ley de conservacion (SumC(i,j) >=
SumL(j, k))

y False en caso contrario)

Var
i, 3, k,Cont : Integer;
SumC, SumlL : Integer; {(SumC: Suma Flujo Max, SumL: Suma Flujo Min}
Begin
Capacidades:= True;
SumC := 0Q;
sumL := 0;
For i:= 1 to nModos Do
Begin
For ji= 1 to nNodos Do
Begin
For Cont := 1 to nArcos Do
Begin
If (Arco{Cont,1) = i} And (Arceo[Cont,2] = j) Then SumC:=
sumC+Flujo[Cont, 2]} - :
End;
For k:= 1 to nNodos Do

Begin
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For Cont := 1 to nArEos Do
Begin
If (Arco[Cont,1l] = 3) And
SumL+Flujo[Cont, 1) ;
End;
End;
End;
End;
If SumC >= SumL Then Capacidades :
Else
Begin
Capacidades := False;
Writeln;
Writeln('No cumple con la ley de
Writeln;
End;
End; {Procedure)
Function NumEstado:Real; .
{Regresa el numero de estado de cada

Var

i : Integer;
SumK, Du,
sum : Real;
Begin
SumK := 0;
Sum := 0;
For i := 1 to nArcos Do
Begin -
If ColorArc(i] = 'Amarillo*' Then Du := (U[Arco[i,1]]

(Arco{Cont,2) = k) Then.SumL:=

= True-

Conservacion'):

arco u la suma de estos)

Else Du := (U[Arco[i,2])]) - UlArco[i,1)]);

If Du = Costo[i) Then
Begin

Else
Begin

If ¥{i)
End;
End
Else
Begin
If Du < Costo[i] Then Sum :
I1f Du > Costo[i] Then Sum :

End;

SumK := SumK + Sum;
End;
NumEstado := SumkK;

End;

Function CostodeFlujo: Real;

If (¥[i]) >= Flujo(i,1]} And 1X[i]‘<=”Flujo[i,2]),Then Sum := 0

If %[i] < Flujo(i,1] Then Sum t= Flujoli,1] - X(i};
> Flujoli,2) Then sum ':= ¥[i] - Flujo(i,b2]);

= Abs (X{i) - Flujol[i,21);
= Abs (X[i] - Flujo[i,2])7

{Calcula el costo del flujo de la solucion Primal}

Var
i : Integer;
Kosto : Real;

TESIS CON
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Begin;

Kosto (= 0y
For i := 1 to nArcos Do
Begin
Kosto := Kosto + ({¥X([i]}*Costo[i]));
End;
CostodeFlujo := Kosto;
End;
Procedure InvertirDir(Indice: Integer);
var .
Tmp : Integer;
Begin
If ColorArc|[Indice) = 'Amarillo*' Then
Begin
Tmp := Arco[Indice,l);
ArcolIndice,1} := Arco(Indice,2); {Invierte la direccion)
Arco{Indice,2) := Tmp;
End;
End:;

Procedure ColorearArcos;
{ Colorea todos los arcos para utilizar el teorema de Mlnty)
Var

i : Integer;

Du : Real;

Begin
For i := 1 to nArcos Do
Begin
InvertirDir (i)
Du := U[Arco[i,2])} - U[Arco(i,1)]):

If ((X[i) > Flujo({i,1] ) And ((X[i] < Flujo[i,2)) And (Du

Costo[i]}))} Then
ColorArc(i) := 'Verdp',

If (¥{i) < Flujo[i,l]} And (Du = Costo(i]) Then ColorArc{i} :=

'Amarillo’;

If (¥[i)] < Flujo[i,l]) And (Du < Costo[i)) Then ColorArc(i] :=
*Amarillo"

If (¥{1i) > Flujo{i,1)) And {Du < Costo[i]) Then ColorArc([i] :=
‘Amarillo*';

If (¥[1i] = Flujo(i,1l]) And (Du < Costo[i)) Then ColorArc[i]) :=
'Roje’;

If (%[i) < Flujo[i,2])) And (Du > Costo[i])} Then ColorArc{i) :=
'Amarillo’

If (¥[i] > Flujol[i,2)) And (Du > Costoli)) Then ColorArc(i} :=
‘Bmarillo*';

If (#[i] >= Flujo[i,2)) And (Du = Costo{i]) Then ColorArc{i] :=

tAmarille* '

If (%[i] < Flujofi,2)) And’ {Du > Costo({i]} Then ColorArc[i] :=

'Rojo';

InvertirDir(i);
Du := U[Arco{i,2]] - U[Arcoli,1]];
End;
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End;

Procedure BuscArcoMalEstado;
{Busca un arco en mal estado y le da etiqueta permanente 0}
Var

Terminar : Boolean;

Cont ¢ Integer;

Du : Real;

Begin

Terminar := False;

Cont = 1;

Repeat
Du := U[Arco[Cont,2)) - U[Arce[Cont,1]);
If ColorArc{Cont] = 'Amarillo' Then
Begin

If (%[Cont) <> Flujo[Cont,1]) And (Du <> Costo[Cont]} Then

Begin
T:= Arco(Cont,1];
S:= Arco{Cont,2);
Terminar := True;
End;
End;
If ColorArc(Cont) = 'Amarillo*' Then
Begin

1f {¥%([Cont] <> Flujo(Cont,2}) And (Du <> -Costo[Cont)) Then

Begin
T:= Arco(Cont,1l};
S:= Arco[Cont, 2);
Terminar := True;
End;
End;
Inc{Cont};
Until (Terminar = True) Or (Cont = nArcos};
Writeln('Arco para convertir a buen estado: (T= ',T,' S=
Writeln;
EtiqPerm(1,1) := S§;
EtigPerm(1l,2) := 0;
Inc(ContEtiqPerm);
ApEtiqPerm := 0;
Writeln('Etiqueta Permanente: ',S,' v,
End;

Function ArcosenBuenEstado:Integer;
{Regresa el numero de arcos en buen estado}

Var
i, Cont : Integer;
Begin
Cont := 0;
For i := 1 to nArcos Do
Begin

1£ ColorArc(i] = 'Verde' Then Inc{(Cont):

If ColorArcl(i] = 'Amarillo' Then

Begin

1f (¥[i) = Flujo{i,1l}) And ({U[Arco(i,2)] - U{Arcoli,1l]])

Costo{i]) Then Inc(Cont);
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End; .
If ColorArc|i} = 'Amarillo*' Then
Begin E . e S e s e R .
If (X{i)] = Flujo{i,2)).And ((U{Arce(i,2])] - U[Arco(i,1]])) = -
Costo(i]) Then Inc(Cont); R E
End; I SR
If ColorArc(i) = 'Rojo':Then: Inc(Cont);
End; B .
ArcosenBuenEstade := Cont;:
End; :

Procedure EtigAmarilloVerde;
Var
bvar,
bCierto : Boolean;
i, j, k¥ ¢ Integer;
Begin
For i := 1 to nArcos Do
Begin
If ColorArc{i} <> 'Rojo' Then
Begin
1f Arco{i,l]) = EtigPerm[ApEtiqPerm,1] Then
Begin
bvar := T H

e
to ContEtigPerm Do

If bVar = True Then
If EtigPerm[j,1) = Arco(i,2) Then bVar := False;
End;
If bVar = True Then
Begin
Inc{ContEtigPerm);
EtigPerm[ContEtiqPerm, 1) := Arcol[i,2):
EtiqgPerm[ContEtigPerm,2) := Arcoli,l]);
bVar := True;
For j := 1 to ContEtiqTmp Do
Begin
If bVar = True Then
Begin
1f EtiqTmp(j,1) = Arco(i,2) Then
Begin
Dec (ContEtiqTmp);
EtiqgPerm[ContEtiqPerm, 2] := EtiqTmp(j,2):
For k:= j to ContEtigqTmp Do
Begin N
EtigqTmp(k, 1]:
EtigTmplk,2]):

EtiqgTmp(K+1,1];
EtiqTmp[K+1,2]);

End;
bVar := False;
End;
End;
End;
End;

End;
If Arcoli,2]) = EtiqPerm[ApEtigPerm,1] Then
Begin
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If ColorArc|i] = 'Verde' Then

Begin
bCierto := True; s
For j t= 1 to ContEtigPerm Do
Begin

If bCierto = True Then
If EtigPerm{3j,1) = Arcoli,l) Then bCierto := False;
End;
End;
If bCierto = True Then
Begin
Inc(ContEtiqgPerm);
EtigPerm[ContEtiqPerm, 1] :=
EtigPerm(ContEtigPerm, 2} :=

Arcol(i,2];
Arco{i,1l];

bCierto := True;
For j := 1 to ContEtigTmp Do
Begin
If bCierto = True Then
Begin
1f EtigTmp(j, 1) = Arcolj,1] Then
Begin

Dec (ContEtiqTmp) ;
For k:= j to ContEtigTmp Do
Begin
EtiqTmp(k,1}:= EtigTmp({K+1,1];
EtiqTmp(k,2):i= EtigTmp(K+1,2]1: .
End;
bCierto := False;
End;
End;

End;

k := ContEtigPerm-1;

For j := 1 to k Do

Begin

I1f EtigPerm(j,1l] = EtiqPerm[ContEtigPerm,1] Then
Dec (ContEtigPerm);
End;
End;
End;
End;
End;
End;

Procedure EtiquetarRejo;
{ Da etigueta permanete a un arco rojo
si cumple con las condiciiones segaladas
)
Var
bvVar : Boolean;
i,3.,k : Integer;

Begin
For i := 1 to nArcos Do
Begin
If Arcoli,l] = EtiqPerm|ApEtigPerm,l]) Then
Begin
1f ColorArc(i] = 'Rojo' Then
Begin
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If (X[i) = Flujo[i,1)) And {(Costo[i)-U[Arco(i,2]]) <
(ArrPi[Arcol(i,2]))) Then
Begin
bvar := True;
For j := 1 to ContEtigPerm Do
Begin
If bVar = True Then
Begin
If EtiqPerm{j, 1] = Arco[i,2] Then bVar ;= False;
End; )
If bVar = True Then
Begin
bVar := True;
For j := 1 to ContEtiqTmp Do
Begin .
1f bVar = True Then
Begin
1f EtiqTmp(3j,1) = Arco(i,2] Then
Begin
Dec{ContEtiqTmp);
For k:= j to ContEtiqTmp Do
Begin
EtigTmp(k,1) := EtiqTmplk+l,1];
EtigTmpl{k,2) := EtiqTmp(k+1,2];
End;
bVar := False;
End;
End;
Inc({ContEtiqTmp);
EtigPmp{ContEtiqTmp,1) :
EtiqTmp [ContEtiqTmp, 2]
End;
End;
End;
End;
End;
End;
If Arco(i,2] = EtigPerm[ApEtiqPerm,1] Then
Begin
If ColorArcli} = 'Rojo' Then
Begin

= Arco(i,2);
= Arco[i,l];

If (#[(i) = Flujoli,2)) And ((U[Arco[i,1)]-U[Arco[i,1]] -

Costo[i)) < (ArrPi[Arco(i,2]})) Then
Begin
bvar := True;
For j := 1 to ContEtigqTmp Do
Begin
1f bVar = True Then
1f EtiqPerm(3j,1) = Arcoli,1] Then bVar :

False;
End;
If bVar = True Then
Begin
bVar := True;
For j := 1 to ContEtigTmp Do
Begin
If EtigTmp([i,1) = Arco(i,l} Then
Begin
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Dec(ContEtiqTmp);
For k:= j to ContEtigTmp Do
Begin
EtigqTmp{k,1):= EtiqTmp(k+l,1]:
EtiqTmplk,2):= EtiqTmp{k+l,2];

End;
bVar := False;
End;

End; .
Inc{ContEtiqTmp);
EtigTmp{ContEtigTmp, 1) := Arco(i,1l];
EtigqTmp[ContEtiqTmp,2) := Arcoli,2];

ArrPi[Arcoli, 1)) := (U[Arco{i,2]] - U[Arco[i,l}]))-Costo(i);
End;
End;
End;
End;
End;
End;

Procedure Enlace;
{Encuentra el enlace entre los arco T,S)
Var
i, j, k : Integer;
bVar : Boolean;
Begin
ContEnlace := 0;
For i := 1 to nArcos Do
Begin
For j := 1 to ContEtiqgPerm Do
Begin
1f Arco(i, 1) = EtigPerm{j,1] Then
Begin
bVar := True;
For k := 1 to ContEtigPerm Do
Begin
1f Arcoli,2) = EtiqPerm(k,1]) Then bvar := False;
If (bVar = True) And (ColorArc(i] <> 'Verde') Then
Begin
Inc{ContEnlace);
ArrEnlace|ContEnlace, 1] := Arcol[i,1l];
ArrEnlace{ContEnlace,2] := Arco(i,2]):
End;
End;
End;
If Arcol(i, 2} = EtigPerm[j,1] Then
Begin
bVar := True;
For k := 1 to ContEtigPerm Do
Begin
If Arcoli,l] = EtiqPerm(k,1] Then bVar := False;
If (bVar = True) And (ColorArc|[i] <> 'Verde') Then
Begin
Inc({ContEnlace};
ArrEnlace({ContEnlace, 1) := Arco(i,1l)};
ArrEnlace[ContEnlace, 2] := Arcof{i,2)
End;
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End;
End;

End;
End;
Writeln('Enlace: ');
For i:= 1 to ContEnlace Do
Begin

WriteLn(ArrEnlace{i, 1}, ' ',ArrEnlace{i, 2]);
End;

End;

Function CalcularEpsilon: Real;
{Calcula todas la epsilon del enlace y obtiene la menor de estas})
Var
i, 3 i Integer;
Ep, Epsilon: Real;
Begin
Epsilon := Infinito;
For i := 1 to nArcos Do
Begin
For j := 1 to ContEnlace Do
Begin
1f (Arco{i,1) =ArrEnlace(j,1)) And (Arcol[i,2] = ArrEnlace(j,2})
Then
Begin
Ep := Infinito;
If ColorArc{i) = 'Amarillo' Then
Begin
If (Flujo{i,1l] <= X[i]) And {(U[Arco(i,2}])-U[Arceli, 1)])}.>
Costo{i)) Then .

Ep := (U[Arcoli,2}] - U{Arco[i,1]])" - Costo(i]
End; )
If ColorArc(i] = 'Amarillo*' Then
Begin

If (Flujol[i,2]) <= X[i)) And ((U{Arcoli,1])-U[Arco[i,2]])) <
Costo(i}) Then

Ep := (Costo{i]) - U[Arcoli,1})) + U{Arcoli,2]]
End;
If ColeorArc(i} = 'Rojo’ Then
Begin
Ep := Abs(Costo[i] - (U(Arco([i,2]])+U[Arcof{i,1]]});
End;
If Epsilon > Ep Then Epsilon := Ep;
End;
End;
End;
CalcularEpsilon := Epsilon;

End;

Procedure CambiolumNodos;
{ Realiza los procesos del paso 3}

Var
epsilon : Real:
i,3,%1,m,
cBuenkst,
ContbEst : Integer;
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bVar,Boole: Boolean;

Begin
Writeln;
WriteLn{'Paso 3'};
Writeln;
cBuenEst:= ArcosenBuenEstado;
Enlace;
Epsilon := CalcularEpsilon;
Writeln;
Writeln('Epsilon = ',Epsilon:0:4);
1f Epsilon < Infinito Then
Begin
For i := 1 to nNodos Do
Begin
bvar := True;
3 o= 1;
Repeat
I1f EtigPerm[j,l) = j Then bVar := False;
Inc());
Until (bVar = False) Or (j > ContEtiqgPerm);
If bVar = True Then U[i] := U[i]+Epsilon;
End;
Writeln; .
Writeln{'Solucion Dual: ');
For j := 1 to nlNodos Do
Begin
WriteLn('U(',3,')= ",U{3]1:0:4);
ContBEst := ArcocenBuenEstado;
If ContBEst < cBuenEst Then {Caso 2)
Begin
Writeln('Caso 2');
PasoUno;
End
Else
Begin
For k := 1 to nNodos Do
Begin
bVar := True;
j o= 1;
Repeat
If EtigPerm{j,1]) = k Then bVar := False;
Incidi): :

Until (bVar = False) Or (j > ContEtigPerm);
If bVar = True Then
Begin

ArrPi{k] := ArrPi[k]}-Epsilen;

If ArrPi(k]) = Q Then

Begin
Writeln('Caso 3';:;
Boole := True;
For 1 := 1 to CentEtigqPerm Do
Begiln
If Boole = True Then
Begin
If EtiqPerm(1,1] = k Then Boole := False;
End;
End;
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If Boole = True Then

Begin
Inc(ContEtiqPerm); .
EtiqPerm[ContEtiqPerm, 1] := k;
bvVar := True;

For m := 1 to ContEtigqTmp Do
Begin
If bVar = True Then
Begin
1f EtigTmp{m,1) = k Then
Begin
EtigPerm(ContEtiqPerm,2):= EtiqTmp(m,2}:
Dec{ContEtiqTmp) ;
For j:= m to ContEtiqTmp Do
Begin
EtiqTmp{j, 1] := EtiqTmp(j+1,1);
EtiqTmp{j, 1} := EtiqTmp[j+1,1];
End;
bVar := False;
End;
End;
End;
End;
End;
End;
End;
End;
Writeln;
For k:= 1 to nMHodos Do
Begin :
Writeln;
Writeln('Pi [',K,')="',ArrPi(K}:0:4);
End;
Writeln;

WriteLn('Etiquetas Permanentes');
For k:= 1 to ContEtigPerm Do
Begin
Writeln;
Writebn(EtigPerm{k, 1], ' ', EtigPerm[k,2});
End;
ColorearArcos;
ApEtiqPerm := 0;
UnoUno;
End;
End
Else
Begin
Writeln (' =-m - e et - — - Yy
WriteLn('No existe flujo factible');
End;
Ch := ReadKey:;

End;

frocedure EncontrarCiclo;
Var
1,) : Integer;
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Begin

Ciclo{l) := EtigPerm[1,1]};
Ciclo[2] := EtigPerm[ContEtiqPerm,1];
Ciclo[3] := EtigPerm|ContEtiqPerm,2];
3 o= 3;
Repeat
For i := ContEtigPerm-1 Downto 1 Do
Begin
If EtiqgPerm([i,1] = Ciclo(3j] Then
Begin
Inc{i):
Ciclo(j) := EtigPerm{i,2);
End;
End;
Until Ciclo[l) <> Ciclo{j):
nNodosCiclo := J-1;

WriteLn('Ciclo Amarillo Verde:');
For i := 1 to nNodosCicle Do
Begin
Write(Cicloli), 'i');
End;
WritelLn;
Ch := ReadKey':
End;

Function CalcularDelta: Real}
{Realiza el calculo de todas las deltas y regresa la menor}

Var

i,3 : Integer;
d, Delta : Real;
bVar : Boolean:
Begin

EncontrarCiclo;

Delta Infinito;
For i 1l to nArcos Do
Begin
For 3 := 1 to nNodosCiclo-1 Do
Begin
If (Arcoli,l) = Ciclo[j+1]) And (Arco(i,2] = Ciclo(j])) Then
Begin
d := Infinito;
If (U{Ahrco[i,2)] - U[{Arco[i,1])]) = Costo[i] Then
Begin
If (ColerArcli] = 'Verde'}) Or (ColorArc(i) = 'Amarillo') Then d
1= Flujofi,2]-X[i);
If (ColorArc{i} = 'Verde'} Or (ColorArc{i) = 'Amarillo*') Then
d := [i] - Flujol(i,1]:
If Delta > d Then lelta := d;
End
Else
Begin
If (ColorArc{i) = 'Amarillo') Or (ColorArc(i) = 'Amarillo*')
Then d:= Abs (X[i]-Fluje[i,1]);
End;
If Delta > d Then Delta := d;
End:
End;
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End;
CalcularDelta := Delta;
End;

Procedure CambiodeCirculacion;
{Realiza los procesos del Paso 2}

Var
Delta : Real;
i,j.k, Du : Integer; .
bVar, Increm: Boolean:
Begin
Writeln;

WRitelLn('Paso 2'};
Delta:= CalcularbDelta;
Writeln({'Delta = ',Delta:0:4);
If Delta < Infinito Then
Begin
For i := 1 to nNodosCiclo Do
Begin
bVar := True;
joi= 1;
Repeat
I1f {Arco{j,1} =Ciclo(i+l])) And (Arco(j,2) = Ciclo[i])) Then
Begin
If ColorArc(3i] = 'Verde' Then
Begin
If Increm = True Then
Begin
¥[3) := X{j)+Delta;
Increm := True;
End
Else
Begin
»[j) := ®[j)-Delta;
Increm := False;
End;
End;
If ColorArc|[j) = 'Amarillo' Then
Begin
nl3) = wd
Increm :
End;
If ColorArc{3j) = 'Amarillo*' Then
Begin
¥[3] = %[j)-Delta;
Increm ;= False;
End;
bVar := False;
End;
Inc(j);
Until (bVar = False} Or (j > nArcos);
End;
Writeln:
Writeln('Soclucion Primal'):
For k := 1 to nArcos Do
Begin

jl+Delta;
True;

-
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If ColorArc{j) = 'Amarillo*' Then
WriteLn('¥(',Arco(k,2]),', ' Arcolk,1],"')=",X[k]:0:5)
Else Writeln('»(',Arcolk,1],',',Arcolk,2],"')="',%(k).:0:5)
End;
PasoUno;
End
Else
Begin
Writeln('—---—-=veomm e m e e B et Y
Writeln('No existe una solucion optima que sea finita');
Cli := ReadkKkey;
End;
End;

R A R R AR A S R A AR AR A RS S AR LA A SR AR AL R Al AR Al Al

Procedure UnoDos;

{Verifica si el nodo T tiene etiqueta permanente y salta al paso 2 o 1.1
segun la condicion} .

Var

bvar : Boolean;

Cont : Integer; .

Begin
Writeln; .
Writeln{'Pasc 1.2");
bVar := True;
Cont := 1}
Repeat
If EtigPerm(Cont,1) = T Then bVar := False;
Inc(Cont);
Until (bVar = False} Or (Cont > ContEtiqPerm);
If bVar = True Then UnoUno Else CambiodeCirculacion;
End;

Procedure UnoUno;
Var
i Integer;
Kegin
Writeln;
WriteLn({'Paso 1.1");
Inc{ApEtiqPerm);
1f ApEtiqPerm <= ContEtiqPerm Then
Begin
EtigamarilloVerde;
EtiquetarRojo;

Writeln{'Etiguetas Permanentes');

For i := ! to ContEtigPerm Do WriteLn(EtigPerm([i,1),"
‘LEtigPermii, 2}

Wricteln;

Viriteln!'Etiquetas Tempcrales');

For 1 t= 1 to ContEtiqTmp Dc WriteLn(EtiqTmpl(i,1],'

'LEtiqTmpli,2));
Writeln;
For i:= 1 to nllodos Do
Begin
Writeln('Pi (',i,')= ',ArzPi(i):0:4);

TRSIS W
| FALLA [6 UuiGEN




End;
UnoDos;
End . ‘ . . _
Else
Begin
Dec (ApEtiqgPerm);
CambioNumiNodos;
End;
End;

Procedure PasoUno;

Var

i :+ Integer;
HumEst, nCosto : Real;
Begin

WriteLn('Paso 1'};

nCosto := CostodeFlujo;

NumEst := NumEstado;
Writeln{'Numero de Estado: ', 6 NumEst:0:4);

Writeln({'Costo de solucion primal: ', nCosto:0:4);
If NumEst <> 0 Then
Begin
ColorearArcos;
WritelLn;
For i := 1 to nArcos Do
Begin
If ColorArcli) = 'Amarillo*' Then Write('Color del
Arco{',Arco(i,2],"', "', Arco{i,1],"') es: ')

Else Write('Arco(',Arcoli,1),"',"',Arco[i,2],"') = '}
Writeln(ColorArc[il]);

End;
For i := 1 to nArcos Do
Begin
ArrPi{i) := Infinito;
Writetn{'Pi{',i,')= ', ArrPi[i]:0:6);
End;
ContEtigPbPerm := 0;

ContEtiqTmp := 0;
BuscArcoMalEstado;
UnoUno;
End
Else
Begin
WriteLn ("-=-=mm o m e e e e — o ')
Writelni('Costo Optimo: ',nCosto:0:4);
Writeln('Solucion Optima; '):
WriteLn('Flujo Optimo; ');
For i := 1 to nArcos Do
Begin
If Colorarcli) = 'Amarillo*' Then
Writeln('¥({',Arcoli,2],"', " ' Arcoli, 1), )= ', %X[1]:0:4)
Else WritelLn('#(',Arco[i,1],', ', Arco(i,2],")= ', %[i}:0:4};
End;
End;
Writeln;
Ch 1= ReadKey;
Writeln('Solucion Optima Dual');
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Writeln{'Nodos Optimos');
For i := 1 to nArcos Do
Begin .
WriteLn{'U(',i,"'}= ', U[i]:0:4);
End;
WriteLn ('==-==-mcrmm e e e o
End;

Begin
{Inicializa los arreglos}
Fillchar (Arco, SizeOf {(Arco),0);
Fillchar{Flujo, SizeOf (Flujo),0);
Fillchar{(Costo,SizeOf (Costo),0);
Fillchar (EtigPerm, SizeOf (EtigqPerm),1);
Fillchar(EtiqTmp, SizeOf (EtiqTmp},1);
Fillchar(ColorArc, SizeOf {ColorArc),' '};
Fillchar (ArrPi,SizeOf (ArrPi),0);
Fillchar({Ciclo,Size0f{Ciclo),0);
Fillchar {X,5ize0f (X),0);
Fillchar(U,Size0f (U),0);
Fillchar{ArrEnlace, SizeOf (ArrEnlace), 0);¢

Leer;
If (Capacidades = True) Then PasoUno;
End.
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