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"Los que mandan, generalmente mueven las manos 

y dicen:"He considerado todas las alternativas", 

pero eso es casi siempre basura. 

Lo más probable es que no pudiesen estudiar 

todas las combinaciones". 1 

George B. Dantzig 

'Entrevista public::ida en /he Colll!ge Mathemmical Journal, marzo de ICJ86. 
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INTIWDUCCIÓN 

La Optimización en Redes estudia problemas de optimización que se pueden estructurar en b forma 
de una red. es decir. de un grafo. Esta órea de estudio enlaza las dos grandes ramas de la 
optimización. que son la continua y la discreta: y para la construcción de algoritmos aplican dos 
enfoques: los métodos exactos y los métodos apro:-;imados. 

El enlace entre estas dos :ireas es construido en optimización de redes mediante la Teori•1 de Grafos 
y los criterios para la selección de algoritmos prm·ienen de lt1 teoría de la complejidad 

Entre los problemas que pueden ser abordados se encuentra el diselio y análisis de grandes sistemas, 
tales como redes de transporte. rc·des de potencia )' sistemas distribuidos de cómputo y de 
comunicación. Las primeras dos pertenecen a la Investigación de Operaciones, surgiendo los 
problemas clásicos ele trausporte y transbordo. 

El problema de tr•111sbordo con capacidades es d modelo mas general del problema de flujo con 
costo minimo. el cual incluye al problema de transporte cou o sin capacidades y el problema de 
asignación. Estos mmklos se usan en un gran nlimero de aplicaciones. como c.:I transporte de bienes, 
el d1selio <le redes de comunicación y de tuberias. la asignación de hombres a trabajos, )' la 
pla11L·ac1ún d1...· producc1ün. 

El problema de transbordo con capacidades son problemas de flujo a costo m1111mo donde el 
ob1etin1 es determinar cómo un bien debe fluir a tran:s de los arcos de una red para minimizar el 
costo de transbordo. 

El problema tic transporte li1e propuesto por Hitchock en 19.J 1 n:t:r I) y por Koopmans en 19-16 re( 
1:1. y se busc:1 determinar a que precio un bien debe de ser transportado de un lugar;¡ otro;¡ través 
<k una red para minimizar el costo de transporte. AdL·más. este problema se puede formular como 
un probkma de programación lineal. :\mbos autores prcsent:1ron métodos computacionales que 
ahora ,,·nan llamados sn11plc-; pninal. es <kc1r. a pa11ir de una solución factible primal inicial 
resueh en un problc111a de programación lineal En i 'J5 I Dantzig re/. 13! presentó su algoritmo 
simple-..~ desarrolli> una 1 ariante especial para el problema de transporte del algoritmo simplex. 

E-.isten 1arios algoritnws de tipo primal. dual)' primal-dual que resuellen este tipo de problemas. 
La upinión sobre cu:il mctouo es mejor. más focil o más diciente estil muy di1·idida. Los autores 
como H1tchcock. K0Dn1a11s. Dantzig. 13rown ~ Bradley prefieren los algoritmos primales. Sin 
,·111bargo. los :1u1orc-,:. co1110 B•ilas ~ H:1m111er. Annstrond. Glm·er creen que los m0todos duales son 
111ús clic1entes que "" mC!odos primales l'eru tambicn se reconoce que los algoritmos primales­
duales son muy eficientes ) son recomendados por autores como es Hatch. Dependiendo del tipo 
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del problema que se tenga, de su complejidad y algunos otros factores se determinará qué modelo 
de programación lineal debe utilizarse para resolver el problema. 

En este trabajo se da a conocer el algoritmo de transición de estado, un algoritmo de tipo primal­
dual para el problema de flujo a costo mínimo que consiste en encontrar cómo deben fluir los bienes 
a través de una red. de tal manera que se cumpla la ley de conservación (todo lo que entra debe de 
ser igual al que sale) a costo mínimo'. Este problema contiene casos particulares como por ejemplo: 
problema de flujo máximo. de ruta más corta, de transporte. de transbordo y de asignación. 

El contenido de este trabajo de investigación requiere un conocimiento básico sobrn la teoría de 
gráficas, de programación lineal y de álgebra lineal. Sin embargo, en el capitulo uno se presentan 
los conceptos necesarios para una mejor comprensión del trabajo y en el apéndice está la 
información para recordar los conceptos básicos de programación lineal y del método simplcx. 

Además. se introduce la notación y terminología h:"1sic::i de teori::i de gr:\ficas y del problcm::i de 
flujo. así como algunos resultados de esta úrea y teoremas que serl"irán para desarrollm los capítulos 
siguientes. 

En el capitulo dos se 1er:i11 algunos de los problemas principales de redes y cómo pueden ser 
transfi.mnados en problemas de flujo a costo mínimo, y así aplicar el método d<.: transición de 
estado. el cual se desarrolla y se implementa en el mismo capítulo. También se n:visará uno de los 
resultados más import::intes para el método de transición de estado: el teorema de circulación entera. 
)" también se \ erún algunas uefinicíones y las c::iracteristicas de l::is matrices totalnwnte 
unímodulares. 

En el capítulo tres se describe el moderno enfoque del an:"1lisis de la compl<.:jidad de los algoritmos, 
principalmente los algoritmos con cot::is polinomiales, l::i tfo1ic::i de csc::ibmiento de Edmonds y 
K::irp. y cómo se ::iplica al metodo de tr::insición de <.:stmlo. Y finalmente. se comentmán y se 
compararún ::ilgunos Je los algontmos más importantes que resueh·en d problema de flujo a costo 
mínimo 

En el capitulo cuatro se describe cómo podemos aplic::ir el método de trnnsición de est::ido. para 
resohw el problema de pbne::ición de proyectos. problema de tr:msporte y transbordo y el problema 
dL: asig11Jción. 

' El 111étodo de transición de estndo. prcscntndo en el trabajo. se conoce en ingles como Ont-of-Kilter. 
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CAPÍTULO 1 

CONCEPTOS DE TEORÍA DE GRAFICAS )'DEL PROBLEJ\IA DE FLU.IO 
A COSTO l\IÍNIJ\IO 

En este capítulo se introduce la notación 5• ierminologia básica de teoría de gráficas y del 
problema de flujo, así como algunos resultados de esta área que servirán para desarrollar 
los capítulos posteriores. 
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J,J ELEMENTOS BÁSICOS DE LA TEORÍA DE GRÁFICAS 

Las gráficas son importantes para modelar muchas de los problemas de ln\'estigación de 
Operaciones. princip:1lmente en programación lineal, así corno situaciones de la vida di:iria, 
relaciones interpersonales, circulación vial, rutas de a\'iación, )' un sin fin de situaciones. Y las 
redes. que se usar:in para el desarrollo de este trabajo. se representan a tra\'és de las gráficas. Por 
eso. antes que nada, \'amos a definir qué es una gráfica, cuáles son sus elementos, qué relación 
tienen entre si,)' los tipos de las mismas. 

/)efi11ic1ri11. - Una :.:rr(/ica es un conjunto \' finito. no l'acio. cuyos elementos son llamados l'l!rtices 
u nodos )' un conjunto A de pares ordenados de puntos de V. i.e .. A!:;;; \'xV. cuyos elerrn:ntos son 
llamados :1rcos o line:1s de U. La gráfica se denota por(,'= (I·~ A). 

Se dice que el arco (i. j) une a los l'értices i )' j. Para un arco (i, j), el 1·é11ice i es llamado punto 
micial o extrl'mo 111icial. y el \'érticej p1111to.fi11a/ o extremo.final del arco. 

Los arcos que unen a los nodos de una gráfica pueden ser de dos tipos: lineas que tienen cierta 
dirección o las lineas sin el sentido de dirección. Esta caracteristic:1 dil'idc las gráficas en las 
dirigidas)' no dirigidas. 

/Jcfi111cuí11. - Una :;r1íjica diri¡:ida G(V. A) es en la que el sentido de los arcos es de suma 
importancia. Las ¡:n(/ica.,· 110 diri¡:idas. son aquellas en l:1s cuales no nos importn In dirección de los 
¡¡reos. 

Podemos tener unn representnción geométricn de unn gráficn dibujnndo los \'értices como puntos y 
los arcos como linens que unen pnrcs de puntos. En In figurn 1.1.1 se muestran ejemplos de las 
grai'1cas dirigidas: 

fA o .. o 

o 

º~~ 
o 

Fig /.l./ 

A 1 cccs. en el an:ilisis del problenrn. lo que interesa es sol:imente 1·er el comportamiento de unn 
parte' d<· In gráficn original. o de un meo en particul:ir. por lo tnnto. es rn:is prnctico trabajnr sobre la 
subgráfica. que es un modelo reducido que conser\'a carncteristicas y los datos originales. 

rnt:15~rn 0¡\XT 
1 .• t~, E·· · . 11 

FALLA DE LituGEN 
7 



Otro caso seria que nos interesara poder dividir el problenm ·original en dos o más sin afectar el 
proceso general. 

D~finici<;n. -- Una gráfica g es una .rnbgrcljic11 de G, si todas las lineas y vcrticcs de g están 
contenidos en G, y además, cada linea de g tiene Jos mismos vértices terminales que en G. 

En la figura 1.1.2 se presenta el ejemplo de la gráfica no dirigida G y algunos de sus subgráficas 
posibles: 

y 5 

e 

G 

Fig 1.2 

La figura 1.1.3 le muestra ejemplo de las subgnificas de una gráfica dirigida G: 

G 

Fig 1.1.3 
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Entre las definiciones anterioriores vimos qué es una gráfica dirigida. Ahora, veremos la definición 
de la grafica dirigida cuando ésta contiene entre todo par de nodos los arcos de doble sentido. 

Deji11ícián. - Una gr1/jica .l'imétricfl es aquella, en la cual para cada linea (v;, V¡) existe otra línea 
(v,, v,), como se puede ver en la figura 1.1.4. 

Fig /./ . ./ 

/Jcjinici1í11.- Una griljica es co11cx11 o co11ect1u/11 si entre cualquier par de vértices existe al menos 
una ruta. En caso contrario - es una gráfica desconectada. Los ejemplos de iunbos se muestran en la 
siguiente figurn 1.1.5. 

m . 

. 

·~ 
G) .·G)--Q 

Si .No 

Fig 1./.5 

A continuación se verá la relación que se tiene entre los elementos de una gráfica. i.e., entre un 
nodo y el :treo; entre dos líneas y entre dos vértices: 

/lctímc1ti11. - El 1•énice j se llama .1·11cl!.l'or del v~rtic~ i.si existe un arco. (i, j). con 1·értice inicial i y 
\'~rticc tinalj. Igualmente. el vértice j se,llmna'predecc.l'or del vértice i si existe un arco de la forma 
u. i) 

IJL'(i11icuin. - Dos 11rco.1· son 111/racc11t'e.I' si tienen al menos un vértice en común. Si el vértice i es el 
pu;1to inicial de un arco el cu.al no es un lazo, entonces, el arco y el vértice i son 11111111amc111e 

111,.:1de11tes. 

;:.. r·n·l l .... .. i'< 
¡_l ·'' · ! 
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Por Jo tanto podemos decir que si dos personas se conocen, entonces estas personas son adyacentes 
una a Ja otra. Si una c:1lle p:1sa por una glorieta, entonces Ja glorieta y la calle son mutuamente 
incidentes. Todos Jos vuelos que llegan a un mismo aeropuerto son vuelos adyacentes. 

Ahora veremos qué es una rula. una cadena. una trayectoria y Ja diferencia entre ellas. 

IJL:finiciún.- Sea (1, 2, ... , n) una secuencia de vértices distintos con la propiedad de que (i, i+l) ó 
(i+J, i) es un arco para i = (!, ... , n-1); si para cada i una de estas dos posibilidades se cumple, la 
secuencia resullanle de vcrtices y arcos se denomina una r11111 o paseo del vcrtice 1 al n. En otras 
palabras. es una s•·cuencia finita de Yértices y lineas empezando y terminando en vértices, donde 
cada linea es incidente con los vértices anteriores y posteriores. 

/)efinichin - Una c11tle1111 entre los nodos i y j es una secuencia de lineas (arcos) que conecta a estos 
Jos nodos. Cuanuo también se especifica la dirección en que se recorre la cadena, se Je dará el 
no111bre de tr11yectori11. 

Una c11tlc1111 es simple si no contiene ciclos. Y 1111:1 trayectoria o un camino es paseo abierto si no se 
repiten Jos vértices. 

Co1110 pod..:nws notar 111m ruta difiere de una cadena ya que permite la posibilidad de tener arcos 
con dirección opuesta a la orient:lción del vértice 1 al n. 

Las nociones de ciclo y enlace que se verán en las definiciones siguientes son muy importantes para 
el desarrollo del método de transición de estado. 

/le/i111c11l11. Un circuito o ciclo es una rula cerrada, donde el único vé11ice que se repite es el 
¡m111cro al final. O sea. un ciclo es una cadena que empieza y termina en el mismo nodo. Una 
gr;ifica es aciclic:1 si no tien..: ciclos. 

En el siguiente ejemplo de la figur:1 1.1.6 vamos a identificar nlgunas de las rutas abiertas y 
cerradas. Supongamos que s<: tiene la siguiente grúlica: 

Figl./.6 

Entonces. In secuencia ele nodos)' vértices propueslns se clnsilicarinn como: 

al ( 1. g. 4. i. 5, f. 3) - es una ruta abiertn; 
b) (2. c. 5. l. 6, e. 3) - una ruta nbierta; 
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e) (2, b, 1, g, 4, k, 2) - es un circuito; 
d) (4, i, 5, 1, 6, h, 4) - un circuito. 

IJ~finicicín.· Sea [S, T] ="((u,v)e A l u e S, ve T}. Un conjunto de corte es un subconjunto C ¡;;; 
A de la forma C = [S, T], donde 0 * S ¡;;;V y T = V\S. 

IJ~(inición.- Un enlace es un conjunto de corte mínimo, es decir, un enlace es un conjunto de corte 
al cual no se Je puede quitar ningún arco, de tal forma qüe el conjunto resultante siga siendo un 
conjunto de corte. · 

Hay que hacer la observación de que un conjunto de corte "efectivamente corta o separa la gráfica. Si 
quiiamos el conjunto de corte C, la gráfica queda separada en.dos partes: la de nodo.s S y la de 
nodos T. 

Veamos el siguiente ejemplo, donde S = [s, 1, 2, 3], T =[4, 5, t] y C = ((1,5), (2,5). (2,4), (3,4), 
(3.t)]. 

Fig 1./.7 

Con este conjunto de cortes C la gráfica queda separada como se puede apreciar en Ja figura 1.1.X: 

flg /./.8 

Como ninguno de los arcos que forman el conjunto de corte puede ser retir::ido del conjunto sin que 
deje de ser un conjunto de corte. el conjunto de corte es un enlace. 

TESIS r.rm 
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Ahora se verá otro ejemplo que no es un enlace, 

Ejemplo.- S = [s], T = (1, 2, t], y C = [(s, 1 ), (s,2), (s, t)]. 

Fig 1.1.9 

Con este conjunto de corte In gnificn queda separada en dos, como se muestra en la figura 1. 1.1 O: 

Fig 1./.10 

Pero no es mínimo, yn que si le quitamos ni conjunto de corte el nrco (s.1 ), ~I conjunto de corte 
sigue siendo conjunto de corte y In gráfica queda separada de In siguiente formn (fig 1. 1.1 1 ): 

/ / 
. 

. 

. 

Fig 1.1.11 

Por lo tanto. no es un enlace. 
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1 J'ropo.1·il'ión.- Cualquier conjunto de corte Ces la ui1ión de enlaces ajenos. 1 

Demostración. - Haremos In demostración por inducción sobre k. el número de elementos 
del conjunto C. 

Pam k = 1 el conjunto C sólo consta de un elemento, y este único arco es un conjunto de corte; y es 
mínimo por que sólo tiene un elemento, por lo tanto es un enlace. 

Supongamos que la hipótesis de inducción se cumple para k = n, i.e., cualquier conjunto de corte 
con n arcos es la unión de enlaces ajenos. 

Para k = 11+ 1 tenemos un conjunto de corte con n+ 1 arcos. Este conjunto de corte puede ser un 
enlace por si mismo. en cuyo caso y;1 tenernos "1 dernoslmción, o puede no ser un enlace. Si no es 
un enlace le quitamos un arco. de manera que siga siendo un conjunto de cor1e, y le aplicamos la 
hipótesis de inducción. Y tenemos un conjunto de corle con n+ 1 arcos que son la unión de enlaces 
disjuntos. 

El siguiente teorema que fue desarrollado en 1961 por ~linty nf(-1). se ulilizani en el capítulo dos 
en la explicación del método de transición de estado. Adernús el programa de implementación 
computacional del método de transición de estado presentado en este trabajo se basa en el teorema 
de coloración. 

7i:orema.- Teorema de Coloración 

Sea G una grúfica dirigida con un arco (s, t) dirigido. Entonces. 
para cualquier coloración de los arcos verde, amarillo y rojo con 
(s. t) pintado de amarillo. exactamerlle una de las siguientes 
condiciones se cumple: 

1.- El arco (s. t) esta contenido en un ciclo de arcos amarillos,. 
\'crdes. en el cual todos los arcos anmrillos tienen la mism~ 
dirección. 

2.- El arco (s. t) esta contenido en un enlace de arcos amarillos ,. 
rojos. en el cual todos los arcos anmrillos tienen la mism~ 
dirección. 

De1110.1·1racici11.- Veamos In gráfica corno cn una red de calles. donde los arcos verdes son 
las calles de dobk sentido. los arcos amarillos son las calles de un solo sentido. ,. los arcos rojos son 
las calles cerradas al trafico. Empezando en la intersección de una calle n:pres;ntada por un.\'értice 
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t, o es posible para el trafico moverse de t a s, o no es posible. Si existe algún camino, entonces 
existe una nit.1 - (t, s) mínima de arcos amarillos y verdes, con todos los arcos amarillos dirigidos 
de t n s. Esta ni ta junto con el meo (s, t) fommn un ciclo que satisface la condición 1. (fig 1.1.12) 

Flg 1.1.12 

Si no hay ningún camino para que el trnfico llegue de t a s, entonces un enlace que satisface la 
condición 2 y se constn1ye de la siguiente manera: Sea T el conjunto de todos los nodos accesibles 
al trnfico desde t y sen S el conjunto complementario. No puede haber arcos amarillos dirigidos de 
Ta S ni arcos verdes entre S y Ten ninguna dirección. De otra forma, uno o más de los vértices en 
S estarán accesibles ni trafico de T, contrario a lo asumido anteriormente. De aqui se sigue que 
todos los arcos entre S y T deben ser arcos rojos en cualquier dirección, o arcos amarillos 
incluyendo ni arco (s, t) dirigidos de S a T. Por la proposición 1 el conjunto de corte (S, T) contiene 
un enlace que satisface la condición 2. Como se puede observar en In gráfica de In figura 1.1.13. 

T 
-~1~.!:_i.!!o;_______ • 

7· amarillo 

Ng 1./.13 

s 
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A continuación veremos algunas de las matrices con una gnífica G (V, A); donde la cardinalidad de 
V es n y la de A es 111. 

1.2 GRÁFICAS DIRIGllJAS 

Definición.- Matriz de /11cidcncit1 M = [111,¡], es den x m, donde lllij = 1 si el arco (i, j) sale del nodo 
i, 1111, = -1 si el arco (i, j) llega al nodo j, y my = O de otra fonna, o sea: 

si el arco n; sale del vértice v, 
si el arco a, llega ni vértice v, 

en cualquier otro caso 

Donde los renglones son los vértices y las lineas - columnas. 

Ejemplo.- Se tiene In siguiente gráfica G, (fig 1.2.1): 

La matriz M(G) correspondiente será: 

ll 

1 [: 2 
l\l(G)= 3 -1 

4 o 
5 o 
6 o 

Fig 1.2./ 

b d e g h 

-1 () o o o 1 o 

!J 
1 1 1 o o o o 
o o () -1 -1 o o 
o o () o o -1 -1 
o -1 o o 1 o o 
o o -1 1 o o 1 

1'ESI8 rnr.~ 

FAi1LA D~ vi.uu~N 
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Hay que notar que las matrices tanto de incidencia, como de adyacencia para las gráficas dirigidas y 
no dirigidas, tienen ciertas propicd:1dcs. Vamos a mencionar únicamente las que tienen importancia 
para el desarrollo de esta tesina. 

Las propiedades de In matriz de incidencia de una gráfica dirigida: 

1) En cada columna existe exactamente un 1 y un -1, excepto en caso de un bucle, en el cual 
existirá un± 1, (pero no trat:1remos en este trabajo este tipo de gráficas). 

2) Las liJH:as paralel:ls producen colunrnas iguaks. 
J) Si se intercambian renglones y columnas con sus etiquetas respectivas, la matriz sigue 

representando la misma grálica . 
.¡) La suma por columnas siempre es cero. 
5) Esta matriz estú definida para graficas dirigidas sin lazos. 

fh:fi11icici11.- .Uarri:. de c1t~r11ce11ci11 A= [a,,]. es la matriz cuadrada de n•n, en la cual: 

existe un arco que sale del v; y llega al vértice Vj 

ª'.i = 
en cualquier otro caso 

l;/emplo.- La matriz A de la gráfica anterior, (fig 1.14) será: 

2 3 .¡ 5 6 

1 

[i 
o o 1 o o 

J 
2 o 1 o 1 1 

A(G)= 3 o o o o o 
.¡ o () o 1 o 
5 () o 1 o o o 
6 u o 1 1 () u 

Las propied:1dcs de la matriz A(G): 

1) A(G) es cuadrada. 
2) El diagonal principal tiene sólo ceros. (en caso de que tuviera un uno. este representaría un 

bucle. pero no se trataran las grúticas asi en esta tesina). 
Un renglon de ceros corresponde :1 un norticc· final. 
St A(G) es stmetrica. entonces Ges simétrica. 
Si en la grúliea no existen las lineas paralelas. entonces. el número de unos es igual al 
número de lineas de la grúlica. 

'"PESIS r~nM 
FALL.t\ D~ lihiUEN 
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En este trabajo no se van a tratarse los siguientes casos, pero es importants conocerlos para el 
•m:ilisis: 

6) Una columna de ceros representa a un vértice aislado. 
7) Si se tiene un renglón y una columna de ceros, entonces se trata de un vértice aislado. 

La matriz de adyacencia guarda las características de In grMicn, y se utiliza para almacenarla en la 
computadora. 

1.3 DEFINICIONES DE PROGRAMACUÍN UNEAL 

Toda disciplina cientilica emerge de la convergencia de un interes en alguna cl•1se de problemas y 
del desarrollo de métodos. técnicas e instn1me11tos cientificos adecuados para resol\·er estos 
problemas. Los funda111entos 111•1te111•iticos de los modelos lineales discretos se basan en la teoria de 
las desigualdades lineales. Y como antecedente de l'rogra111ación lineal se encuentra el 
planteamiento del problema de transporte. Las problemas de este género las pode111os representar 
gr:ificamente en la forma de una red. Ejemplos de algunos problemas que pertenecen a 
progr::unación lineal se \'erán en el capúulo 11. 

Un prnblema de programación lineal es un problema de mini111izar o 111axi111izar una función lineal 
que· contiene restricciones lineales del tipo de igualdad, desigualdad o las dos. La for111a gern:rnl del 
modelo es el siguiente: 

l\fox z = I c, x, 
j•t fünción objetivo 

sujeto a: Ia,, x, $ b,, i= 1, 2, .... m las restricciones 
j•I 

x,?:: O,j = l, ... n. var. de decisión 

L•1 función que se est::i maxi111izando o minimizando se lla111a funcitjn o/Jjctfro. Y las cantidades 
desconocidas que se deben de dcter111inarse en la solución del modelo matemático del proble111a se 
llaman 1·arÍl/h/ex de decixitin. y por lo general se representan por: 

X1, X¡, .... , y1, y¡, .. ., cte. 

Al construir el 111odelo del problema real pam incluir las li111itaciones que ocurran se usan las 
rextricdone.'" Son las que limit::in las variables existellles a valores factibles y se representan de 
s1gu icntc manera: 

TE8IS CO~T 
FALLA UE GfüGEN 
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Todas las variables que se hacen igual a O se llaman l'liriahle.1· 110 l11faic11.1· y los variables 
restantes son las 1•111·i11ble.v lní.1·ic11s. Y al obtener la solución de dicho modelo, éste se 
llamará - sol11cirí11 btÍsica. 

n,/i11icui11 La solución será luísica factible si todas las \'ariablcs búsicas son no negativas, i.c, es 
una solución básica en la que todas las 111 vnriables b:ísicns scnn ;::: O. 

Pero cuál es la solución factible. Enseguida se define In dicha solución factible y J¡¡ solución óptima 
a un problema de programación lineal. 

D'/i11icicl11 - Una so/11citJ11 factiblc es una solución para la cual se satisfacen todas las restricciones. 
Y una .rn/11d1J11 1ípti111a es una solución factible que tiene el vnlor más favorable de In función 
objetivo. i.e .. el \'alar menor o mayor, dependiendo de si el objcti1·0 es maximizar o minimizar. En 
otras palabras. si todas las u, - u, 2: O para todas las l'ariables no básicas (en caso de l\fax) \'son:;; O. 
en caso de l\lin u, - u,. · 

Ahora 1·eremos los conceptos básicos de programación lineal de redes de flujo. 

/JC{/i11iciii11.- Una recl es una gráfica cancelada cuyos arcos o lineas pueden considerarse como 
duelos, a lral'és de Jos cuales pasa la información. Toda red contiene un origen y un destino. 

Hay que notar que. una recl CIJllC.\'tl es aquella en donde existe por Jo menos una cadena que cancela 
a cada nodo con el resto de los nodos de la red. Una red i11c1111c.w1 es aquella que no esta conectada. 

Ahorn definiremos una red de transporte que es la que nos interesa para el desarrollo de Jos 
capítulos posteriores. 

I >eti11ic1á11.- Sea G = (V. A) un grafo de orden n. Diremos que es una red si se cumple: 

G es conexo y no tiene bucles. 
l-h1y definida una función numérica sobre Jos arcos del grafo, que notaremos C, y la cual 
llamaremos capacid:1d que asigna a cada arco del grafo un l'alor no negatil'o. 

Además. si 

Existe un l'értice y sólo uno, tal que a el no llega ningún arco: La entrada a la red, nodo 
fuente. 
Existe un 1·értice. )' sólo uno. tal que de el no sale ningún arco: La salida de la red, nodo 
sumidero o final. 

Entonces tenemos una red ele trans¡wrte. 

Por medio de una red de tr:msporte vamos a "pasar" o mover algún bien ele un punto hacia el otro. 
Y Ja cantidad de este "bien". como Jo 1·ere111os mils adelante es llamado flujo. O. dicho de otra 
forma. podemos representar en una red R ~ su grilfica dirigida G = (V.A) con~xa y sin lazos. junto 
con una fi1nción c: A-> [O. +oc·]. llamada lafi111c1ú11 ca¡wrnlad ck R. Si el arco (i. j) e A el numero 
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c,, es llamado la capacidad del arco (i, j). Esta capacidad puede pensarse intuitivamente como la 
cantidad 111áxinm de algiln bien que puede "fluir" a través del arco por unidad de tiempo. 

/Jejinicicín.- Sean s y t dos vértices distintos de R. Un flujo des a t con valor ves una función x: 
A-> [O, ro) tal que satisface: 

O 5. x,, 5. c,1 l;f (i,j) e A 

si i = s 

si i;o s, t 
si i = t 

(1) 

(2) 

Si (i, j) e A, x,; es la cantidad de flujo que va en la dirección de i a j, la desigualdad ( 1 ), 
simplemente indica que en cada arco fo cantidad de flujo que pasa no debe exceder la capacidad del 
arco. L.1 ecuación (2) es la ley de conservación, que establece que en cada vértice i distinto des ó t, 
lo que sale del arco 

debe ser igual a lo que entra en él: 

El nodo .1· es llamado laf11c11te, y 1 es el destino. Los vé11ices restantes se conocen como los vértices 
i11tcr111cdios. (si los numeramos. el vértice s tendrá el nlrmero 1 y t el n). Si se piensa en una red, 
como la de transporte. el nodo fuente pued•• ser un centro de producción. mientras que el \'értice 
destino correspondería a un mercado. TamlJren puede pensarse en una red. como la de dipolos por la 
cual fluye corriente eléctrica continua; (en este contexto. In ley de conserrnción es la primera ley de 
Kirchhofl), del tráfico urbano. de transporte colectivo. de -comunicaciones. de inventarios, de 
presas. de flujo de dinero. de la asignación de recursos entre otros. 

Un flujo en una red se puede representar geomé1ricamcnle dibujando la gráfica dirigida colocando 
sobre cada arco: la cantidad de flujo y l;1 c;1pacidad del arco. como se ve en In figura 1.3.1: 

Fig 1.3.I 

Enscguidn \'eremos tipos de flujo que existen en una red. 

J ><:tinicicín. - Un .flujo .factible es un flujo que satisface todas las restricciones del problema. Y si 
adcmas el flujo factible es una solución básica de las restricciones del problema de redes. entonces 
ésle se denomina comojl11jof11ctible htlslco. 

TESIS CílN 
FALLA DE GiuUEN 
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En muchos problemas pr::ícticos, las variables de decisión alcanzan un sentido sólo si tienen valores 
enteros como en el caso de asignación de hombres, m::íquinas o vehículos a l:is actividades, entonces 
el flujo en In red asociada sení en cantidades enteras. 

/Jcfi11icirin. - Un .flujo f<1c1ih/e x = (x.,) es en/ero si para cada arco (i, j) el flujo X¡¡ es cero o un 
número entero positirn. 

Un .flujo es co111ple10 si todo camino que 1·a de lu fuente al sumidero contiene al menos un arco 
saturado ref(5). 

Cuando estamos buscando las opciones de llegar de un nodo a otro en una gróflca, los arcos a traves 
de los cuales nos estamos moviendo los llamaremos arcos de avance. 

/Jcfi111c1Ci11.· Los arcos (i. i+ 1) que pertenecen a la ruta son "'''"'·'' de 111•1111ce de la ruta, los demós 
arcos son de retroceso. 

Para obtener la solución. sea ésta la óptima o no a un problema en el proceso del desarrollo del 
método de tr:msición de est:1do vamos ir manipulando los datos asociados a cada arco. En el caso 
del !lujo. si el flujo de un arco puede ser aumentado y dicho arco esta contemplado en la mta, 
1..·11to11cl'.s esta ruta ti.:ndrú la siguiente definición. 

I h:/i111cici11.· Pes una rula de.flujo 1111111e11111111e con respecto a un flujo dado X si: 

x,, <c., para cada arco de avance (i. j) de P 

x., >O para cada arco de retroceso (i, j) de P 

Lo significa que la cantidad del flujo de cada arco debe de ser m:1yor que cero y menor que la 
capacidad m:íxima pennitida en dicho arco. 

I h:ti111rnin. Sea R =(V. A. x, a) una red, donde x es la función de capacidad y a es la función de 
costos por unidad de ílujo asociadas a sus arcos. Se define como el cos/o tle 1111 flujo factible a la 
~:111t1d:1d 

~ aij Xij, 

(IJ) EA 

Dontk a., es el costo unitario del ílujo a través del arco (i. j) y x,, es la cantidad de flujo que \'a de i a 

./ 

I >l'fi111cicin. · La c11p11dt!t11l t!e .flujo 'de un arco de gr:itica dirigida es el limite superior para la 
111ag111tud factible (o la cantidad total de flujo) en el arco en dicha dirección. La capacidad de flujo 
""'""' ser cualquier cantidad no negntirn. incluyendo infinito. 

TESIS rnN 
FALLA VE :.., .. üvEN 
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Ahora, sea G =(V, A) una gráfica; la circ11l"ci1J11 de Ges una función x: A~ R tal que: 

L x,, - L X 1k = O - 't i (ley de coúscrvacióú) 
j k 

Supongamos que también tenemos dos funcio1ies'de capacidad 

y se pide que 

1: A~ [O, oo) 
c:A~ [O, oo) 

cota inferior 
cota superior 

\;/ i, j, 

En este caso tenemos un problema de circulación con capacidades. Si además tenemos la función 
costo: ·· 

a: A-> lR; 

Entonces un problema de flujo con restricciones n costo minimo es: 

l\linimizar La,, x,, 
J,j E,.\ 

sujeto n: L x;, - L x,, = O 
ijeA ijeA 

i = 1, 2,. .. n 

ij E A, 

Donde el \'ector de variables de decisión x = (x,,) se llama el flujo de la red. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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1.4 PJWJJLEMA PRIJ\IAJ, 

El concepto de dualidad establece que todo problema de programación lineal tiene asociado otro 
problema de programación lineal conocido como dual. Las relaciones entre el problema original, 
que se llama primal y el problema dual son muy importantes. 

Hay que notar que el problema primal para poder compararlo con el problenm dual, debe de estar en 
su forma estúndar, el cual se representa de In siguiente manera: 

l\faximizar Z = ~ c,x1 
j•I 

sujeto n: ¿ ª•i x, s b,, 
j•I 

x, 2: º· 
i = I, 2, ... , m 

j = I, 2, .. ., n 

J.S PROBLEMA DUAi. 

Al analizar el problema primal y como se obtiene la solución óptima a éste se puede darse cuenta 

que el problema dual es una forma invertida del primal, para el cual el valor óptimo de Z en el 
problema primal es d \'::tlor minimo factible de yn en nuevo problema. Por lo tanto el pmhlc11111 
/11111/ se representa en fonna de: 

i\linimizar yo=~ b1Y1 
¡-..¡ 
111 

sujeto a: L a,, y, 2: c1• j = 1. 2, .... n 
i"'I 

y, 2: º· i = 1, 2 .... m 

-------·-------··-·--- -- -------· ----------------------
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En In tnbln 1 cstíln reprcsentndos dos problemn de progrnnmción lineal: El Pri111:1I y el Dual. 
r~(. (7) 

"?. 

" Q .. 
E ... 

:;:¡ 
o ... 

Q., 

" e: .... 
'ü CJ 
t.= "O 
g 
u 

y, 
y, 

Prohlcma Prinwl 

Coeficiente de Segundo 
X¡ x, Xn miembro 

n11 n12 nin s; b, 
n21 n1:: n2n s; b, 

Coeficiente par;i la función objctil'o 
(m:iximiz;ir) 

Tahla 1 

De la labl:1, cl;iramentc sc obsen·:i que existe una correspondencia directa entre estas entidades de 
los dos problema que son: 1) los parílmctros para una de las restricciones, son los coeficientes de 
unn varinblc en el otro problcmn y 2) los coeficientes de la función objetivo - son los segundos 
miembros del otro problema. 

Ejemplo.- Supongamos que se tiene el siguieiite problema primal: 

El problenm dual de este será: 

l\faximizar Z = 7x1 + 4x2 

sujeto n: X¡ S 8 
5x2 s 14 
3x1 + x, s 28 

x, 2: º· i = l. 2. 

l\linimizar y,,= 8y1 + 14y, + 28 )'J 

sujeto n: Y1 + 3y" 2: 7 
5y, +y" 2: 4 

y, 2: U, i = 1, 2, 3. 

TESIS co~r 
FALLA DE UHlGEN 
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Podemos not:ir que la relación que existe entre estos dos modelos de programac1on lineal es 
simétrica i.e., cada solución básica en problenm primal tiene un:i .l'O/uc:ión há.l'ica c:omp/cmcntar/a 
en el problema dual: 

m 

(Z =) L c1 X¡ = L b, y¡ (=)'o) 
j•I i•I 

Si (xi. x,, ... , Xn) es un:i solución facti°ble p:irn el problema prinml y (y1;y,, ... , y.,) es una solución 
factible para el dual, entonces: 

L: C¡ x, s L b, y, 
j•I i•I 

La tercera relación que se observ:i es: si (x1 •, x,•, ... , Xn•m *) es la solución óptima para problema 
primal. entonces su solución básic:i complementaria (y1•, y,•, .... , y.,•, z1* - c¡, z,• - c,, ... , z.• - c0 ) 

debe ser factible y es óptima para el problema dual. Esta relación se resume en el enumerado 
siguiente: 

si (x1*. x,• .... , xn*l y (y1*, y,•, .... ,)'.,*) son so/11c:irmcs rípti11111s para los problemas primal y dual, 
respccti vamente. entonces 

111 

L: c, x/ = L: b, y,• 
j•I i•I 

Esta última relación sc conoce como el Te11rc111a IJ1111/. 

Hay quc notar que si: 

1 ) Uno de los problemas no tiene la solucion factible y el otro tiene una región factible no 
acotada. permitiendo que el valor de la función objetivo crezca indcfinidamente, o 

2) Ambos problenms no tienen soluciones factibles, 

Esto quiere ckcir que los problemas primal y/o dual pueden no tener soluciones óptimas. 

Ahora ,·eremos conceptos importantes para el método de transición de estado que usaremos para 
resol\ er problemas de flujo a costo mínimo en redes. el cual consiste en disminuir las desviaciones 
que existen entre el flujo actual y el flujo óptimo. Para lograrlo se hace el anúlisis de cada arco y el 
a¡w<tc neccs¡¡rio según las reglas que cstan explicadas un poco más adelante. 

/Jl'/i111wi11. - Un pcriodu ck ticmpo del objeto (no instantúnco) en el cual el objeto esta esperando 
:1lguna operación o accion se llama e.w111/o y es una condición durante la vida del n1ismo. 
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Como ya se mencionó, en el método de transición de estado, antes que nada hay que definir el tipo 
de estado en que se encuentra cada arco. Esto se hace según las siguientes reglas: 

u, - u, < () =:> A.,, > o =:> x,, = 1., 
U1 - UJ > 0 => "f1J > 0 => X1J = Uu 

U 1 - ll1 = 0 => 111 S X,1 S C11 

'</ i,j = 1, 2, ... , m 
'</ i,j = 1, 2, ... , 111 

'</ i,j = 1, 2, ... , m 

Si éstas se satisfacen, entonces, el arco se encuentra en buen estado y no tendrá ninguna 
modificación. En caso contrario, el arco primero, tiene que ser ajustado para pasar de mal estado a 
buen estado y asi obtener la solución al problema. 

Dicho de otra manera, el estado de los arcos de una red de flujo se define así: 

Dejlnicirin - Un arco se encuentra en h11e11 e,,ttulfJ, si y solo si, la solución primal y dnal son 
óptimas. Y el arco (i, j) esta en mal e.'t"'I" si no cumple con las condiciones de optimalidad. 

'fESIS cnN 
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J\IÉTODO DE TRANSICIÓN DE ESTAOO 
E 

IJ\ll'LEJ\IENTACIÓN COi\ll'UTACIONAL 

CAPÍTULO 11 

En este capitulo. en la pri111cra parte se ,·erún algunos de los 111odelos principales de redes y 
có1110 pueden ser transfor111adas a 111oddos de llujo a costo 111ini1110. A csllls nuevos 
modelos se les puede aplicar el algoritmo de transición de estado, qul! se veril más adelante 
en el mis1110 capitulo, para su solución. Ade111ás se esllldiará uno de los resultados más 
imprn1antes para el 111ctodo de transición de estado: el teorema de circulación entera. Y se 
verán algunas definiciones de las caracteristicas de las matrices total111ente unimodulares. Y 
en la segunda parle \'en:mos en que consiste el método de transición de cstado y el código 
co111putacional. Se recomienda re\·isar el apéndice para recordar los conceptos básicos del 
método si111plex tk programación lineal. ya que \'arios de los conceptos que se verán en este 
capitulo se basan en estos resultados. 

TESIS r,or~ 
FALLA DE G.kiGEN 
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2. l EL PRO/JLEl\fA DE REDES 

En In investigación de operaciones existe cierto tipo de problemas de programación lineal con 
caracteristicas especiales que se conocen como redes. Las redes tienen una aplicación extensa en 
di\'ersos campos corno son: 1:1 planeación. la ingen1cria. la ad111inistración. la qui111ica. In cconomia. 
etc. l\luchisi111as situaciones pueden ser for111uladas corno los modelos matem:iticos de redes. Y son 
tan importantes y t'1tilcs debido a que son de fücil co111prensión para personas que tienen poco 
conoci111icnto en in\'cstigación de operaciones~· por su focilidad de representarlos gr:ific:uncntc. Por 
su gran campo de aplicación y ,·aliosa ayuda que proporcionan para el cntendi111icnto de los 
sistc111as. ha habido gran acti,·idad en su estudio. Han sido desarrollados 111uchos algorit111os 
eficientes para la solución de problemas de progra111ación lineal. inclusl\·e existe 111:ís de un 
:ilgoritmo para el mis1110 tipo de problc111a. Los m:is eficientes algoritmos para los proble111as de 
redes son el método hcunsllco dis<:1iaúo por Busacker y Gowen y otro método basado en el teorema 
de holguras desarrollado por Ford ~· Fulkerson que se conoce como el metodo de transición de 
estado o (out-ol:kilter). 

El algorit1110 heuristico es muy t:icil de entender y de usarlo para modelos de ta111:uio moderado. Al 
aplicar este método se limita de inmediato el t:nna1io de las redes que se pueden resoln:r porque al 
realizar una nuc\·a iter~1ciú11 s1.· 111..'.'IH.: que construir m11.'\ os arcos. Jos arcos en rc\'crsa. Así. si la rcU 
original contiene un número s1gm ficati\ o de 'ari:1bks. al ter111inar de rcsol\'erla se com·icrtc en un 
problema con d número Lk ch.:mcntos muy ele\ ~idos y esto n:sulta ser una inconveniente muy serio. 
debido a que b memoria de la co111putadora tiende· a saturarse r:'1pidamente. 

El algorit1110 de transición de estado resuel\'e el problema dado de ílujo en una red a costo 111ini1110 
sin modificar la estructura de la red. Es 111ucho 111:is sencillo y eficiente que el 111étodo simplex y sus 
'ariantes. Requiere que las capacidades. sean nlimeros enteros para todos los :ircos y que In red a 
rcsoh er sea circular Este :ilgoritmo puede iniciar con cualquier clase de ílujo x,,. Si este ílujo es 
fac11blc. entonces el :ilgoritmo lo connerte en óptimo Si no es :isi. entonces prnnero lo co11\'ierte en 
factible) despu~s en óptimo. 

rp¡:¡:r_:ip:~ rrY~J 
.... J1,L• 
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2.2 EL PRO/JLEMA /JE FLU.10 A COSTO l\JÍNIJ\10 

Supóngase que se quiere encontrar un flujo factible de valor v, entre el origen .1· y el destino 1, 

incurriendo en el menor costo posible; al flujo de menor costo se le llama/lt(i" a co.1·10 mlnimo. O 
sea, el problema de flujo con costo minimo consiste en: 

Dado el \'alar de un flujo 1• encontrar la distribución que tenga el costo mínimo, donde el costo de 
un flujo x = (x,,) es: 

J\1in Z = I: a,, x,,, 
i,j 

Donde a,, es el costo unitario del flujo a lr<l\'és del arco (i, j) y x,, es J¡¡ cantidad de flujo que puede 
pasar por el dicho arco. 

Hay que notar que si la cantidad ,. de flujo requerido es mayor que el valor del flujo tmiximo el 
problema no tiene solución. por lo tanto de aquí en adelante supondremos que \' es menor que el 
\'alar del flujo máximo. 

Supongamos que se tiene la siguiente red que requiere el flujo de \' = 5 u costo mínimo, (fig 2.2.1 ): 

sx,1 a,,) .. -----

Fig :J.J. I 

Resol\·iendo por alguno de los dos métodos: uno que consiste en determinación de los circuitos 
negatírns en la red marginal. o por el método que se basa en J¡¡ determinación de las rutas m:is 
cortas en esta red que se describen m:is adelante: se determina un costo de 4X y el flujo de v = 5. 

TESIS CON 
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Ln gráfica muestra In red obtenida del problema original con el flujo de vnlor 5 y el costo de 48, (los 
nlimeros de los arcos representan el flujo x,¡): 

Fig 2.2.2 

Analizando In gr:Hicn se obser\'a que si se hncen otras modificaciones en los flujos resultantes de los 
arcos (1.2) y (2,3) aumentándolos en unn unidad y decrementando en uno el arco (1,3) se puede 
obtener alin menor costo, como se \'e en la siguiente figura 2.2.3, igunl a -16 con el v = 5: 

/ilg 2.2.3 

Por lo tanto aplicando el concepto de recl marginal se determina si un flujo factible dado es de costo 
minimo o no. En cnso de que no lo sea, se puede construir otra distribución mejor a pnrtir de la 
c.xistl.!ntc. 

flefi111c1<i11 - Sen R = (\1, A. c. a) una red y sea x,, un flujo factible definido en R. La red 11111rgi1111/ 

de R. con respecto ni flujo x,,. es la red R '(V, A1 u A,. c". a'), donde: 

A1 = ((i. j)e A/ x,, < c,,}. 
A,={(i.j) /(i.i)eAyx,,>0} 

e· representa In capacidad de los nrcos de R '(x,,) de manera que: 

c·,, = c,, - x,, 'rl (i. j) E A1 

c',, = x,, 'rl (i. j) E A, 
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a· describe el costo unitario del flujo a través de los meas de R '(x,,) de la siguiente forma: 

n'1j =ao 
a\j = .. Uj¡ 

't (i,j) e A1 
.'1 (i,j) E Ai 

Como podemos ver, la red marginal indica la manera de obtener. otras distribuciones. del mismo 
valor)' marca el cambio en.él costo al modificar dicho flujo. Al aumentar.el flujo a través del arco 
(i. j) e A implica incre1úci1tnr el costo a;i y desminuir el flujo, implica decrementnr el costo a.,. 

Por lo tanto la red marginal R '(:-:;,)del ejemplO.:mterior con rcsperco al flujo dcfi;1ido será: 
(los números de. los arcos de la figura' 2.2.4, son la éapacidnd y el costo del flujo) 

Fig 1.2 . ./ 

El siguiente teorema es la forma para determinar el flujo a costo minimo en unn red, rc.f. (8):' 

Teorema: 

Sea x,, un flujo factible de miar ven una red R =[V. A, e, a] donde.\· 
es la función de capacidades y a es la función de costo por la unid:td 
ele flujo asociadas a sus arcos. 

Entonces el flujo x,, es de costo mínimo si y sólo si no existen 
circullos ncgatirns en la red marginal R'(x,1). 

Otra forma ck ~ttacar el problema que no sen suponiendo un flujo inicial cualquiera del valor v 
requerido. consiste en considerar un flujo factible de valor 11 (11··· v) de · coslo mínimo e ir 
incmncntando el ,·alor del flujo. hasta obtener el valor de v. conservando siempre k1 optimalidncl; 

.• El tcorc111a de nujo 11 costo lllÍllÍlllO se dc111ucstra CIJ dicha bibliografin. 
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1.e., que cada flujo que se obteng:1 sea de costo mínimo. J>arn lograr esto se usarit la red marginal y 
para incrementar el 1·:1lor de un flujo dado, lrnbrit que determinar cadenas aumentantes de s a t en la 
red. Las cadenas aument:mtes se explican enseguida. 

Hay que notar que un camino desaten la red marginal respecto a un flujo dado, corresponde a una 
cadena aumentante de s a t en la red original y l'icevcrsa. La capacidad incremental de una cadena 
será igual a la de la rnta m:is corta correspondiente en la red marginal Partiendo de aquí. se 
establece que para determinar una cadena aumemante hay que determinar primero una rnta m:is 
co11a en la red marginal y se e111·iar:i. a tral'l:s de esta ca<kna. una cantidad igual a su capacidad 
incremental o igual a la diferencia entre el 1:1lor de flujo requerido y el 1·alor del flujo actual. Así se 
tendrá que tratar en cada iteración. hasta alcanzar el 1·:1lor rc·quierido de v. 

Pero podria darse c:1so di: que en alguna iteración no e.~ista ruta alguna des a t en la red marginal y 
d valor actual de u es aun menor del v. En este caso se concluye que no existe ningún flujo del 
1·:1lor requerido debido a que no existe la rula de s a t en la red marginal. no existen cadenas 
aumentantes desaten la red original y por lo tanto el flujo x,, es flujo m:l.~imo. 

En caso contrario. mando 11 junto con 1:1 c;ipacidad incremental de 1:1 cadwa es mayor que v 
rcqurerid:r. se tendr:i que enviar sólo la cantidad de 1• ·• 11 a través de esta cadena. ~· asi determinar el 
flujo deseado. 

/.h:fi111dci11. - Una c11de1111 desates 1111111e11t1111te si x,1 < c,1 para todo (i. j) E C' y x,, >O para todo 
(1..J) E C. Y se denomina como la cadena aumentante debido a que a tra1·és de ella puede enl'iarse 
flujo de s a t obteniendo asi. un flujo f:rctible de mayor Yalor. Donde(" y C son dos subconjuntos 
di: arcos de C tales que: los arcos (i,. i ,.rJ E e· y arcos (i 1• 1• i1) E C. 

Y bueno. la capacidad incremental de una cadena aumentante C es la mitxima cantidad de llujo que 
se pueda en1 iar des a t. 

Resnmiendo. 1·imos que para solucionar el problema del flujo a costo minimo en una red, se usan 
una de las dos técnicas o procedimientos existentes aplicando el método simplcx: 

El 11~i:orit1110 lut.rndo <'11 c!li111i11ttcití11 de circ11itos 11<0¡:r1ti1'0s, o también se conoce como el algoritmo 
Primal. puesto que empieza a aplicarse a partir de un llujo factible del 1·alor 1· requerido. y en cada 
iteración la c.listribución se mejora. sin modificar su \'alar. hasta alcanzar la optimalidad. Para ello se 
puede utilizarse el algoritmo de Ford y Fulkcrson. 

Otra técnica es b:rs:rda i.:n las rutas 1111ís ctJr/11.,·. o tambit.'n es conocido como el :tl~oritrno Dual \'a 
que se· aplica a partir de un flujo factible de algún \'alar menor al de 1· requerid-o pero de co¿to 
minimo: en cada iter:rción se incrementa el 1·alor del flujo, siempre consen·ando la optimalidad 
hasta alcanzar a I'. 

l'cro los probkmas de flu¡o a costo mínimo en una red. igual pueden ser resucitas a tra1ú del 
111ct<•du llamad<• 1m't111/tJ ele trc111sicití11 ele cstac/tJ. Este algoritmo es similar al algoritmo primal-dual 
,·n L'I se111ido qrre empieza con factibilidad del dual. pc·ro no neccs:iriamente con la factibilidad del 
pr1111:rl ~ se llera clllrc los modelos primales y duales hasta alcanz:rr la optimalid:u.I. S111 embargo. la 
diferencia esta en que el mctodo de transición de estado no siempre mantiene la holgura 
complcrncntaria. Así que se puede 1w cómo una generalización del algoritmo prinml-dual para 
problemas de flujo en redes. Este método es el interés de este trabajo y se explicar:\ detenidamente 
mas adelante 
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Un problema de flujo se puede transformar en un problenm de flujo a costo mínimo de Ja siguiente 
mnncrn: 

Aliadiendo a la red dada un arco de regreso (t, s) con una capacidad mínima (1.,) igual a su 
capacidad máxima (c.,) igual ni valor de flujo dado que es \'alar v, o sea: 11, =c.,= v, y con costo a., 
= O. Para todos los demás arcos (i, j) las cantidades 1,,, c,, y n,, permanecen como fueron dadas. 

t.,'¡cmplo. - Si tenemos un valor de flujo\'= 19, y In red de In figura 2.2.5 con costos: 

Fig 2.2.5 

Transformado en un problema de flujo a costo mínimo queda de la siguiente manera: 

(19. º· 19) 

flg 2.2.6 
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2.3 EL PROBLEMA DE FLUJO CON CAPAClDADES 
A COSTO MÍNIMO 

El problema de flujo a costo mínimo con capacidades consiste en una red circular en la cual los 
flujos permitidos de cada arco están sujetos a cuotas inferior y superior y además se tiene un costo 
por unidad de flujo que pasa por cada arco. Y el objetivo que se tiene es determinar el flujo en la red 
con menor costo posible. 

Sea G =(V, A) la red de circulación con las capacidades 10 que es flujo mínimo permitido y c;, el 
flujo máximo permitido en cada arco (i, j) e A, donde se cumpla: 

En este caso tenemos un problema de circulación con capacidades. 

Si además tenemos el costo a0 asignado a c:uln arco por unidad de flujo que pasa por éste, entonces 
el problema de flujo a costo mínimo es: 

Minimizar 

sujeto a: 

~ n,Jx,1 
ij 

L x,, - L x,, = o 
j j 

l,J :5 X11 s CIJ 

El ,·ector de variables de decisión x = (x,¡), se llama el flujo de la red. 

'i i 

'i i, j 

Muchos problemas pueden ser formulados como un problema de flujo a costo 1111111mo con 
restricciones. por ejemplo: el problema de ruta más corta, de flujo máximo, de transporte. de 
asignación. de transbordo. etc. 
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2.4 EL PROBLEMA /JE FLU.10 !thl\JMO 

El caso especial y de gran importancia de problemas de flujos en redes son: el problema de flujo 
máximo y el problema de la ruta más cona. Estos problemas, como se mencionó anteriormente, se 
pueden resolverse mediante el método simplex o bien, por el método de transición de estado. 

El problema de flujo máximo consiste en encontrar la máxima cantidad de bien que puede ser 
en\'iado entre dos puntos (el \'érticc fuentes y el \'értice destino t). A cada arco (i, j) con el flujo se 
le asocian las capacidades. donde: 

x,, es la cantidad que fluye en el arco (i, j) 
c,, es la capacidad máxima que puede fluir con facilidad a tra\'és del arco (i, j) 
0 $ X 11 ~ CiJ 

Hay que notar que la cota inferior en el problema de flujo máximo es igual a cero, o sea: 
1,1 = O. y se toma por hecho que las capacidades c,i son enteras además en el problema de flujo 
máximo no interYienen los costos. 

La ley de consen·ación se debe cumplir para todos los vértices diferentes a s y t, i.c .. todo lo que 
entra a un vértice debe de salir 

I; X1i • I; X,1 = 0 
.i 'j 

y se tiene 

~ X11 -Lx11 = 
j j 

{-~ 
V 

i=s 

i "'s, t 
i=t 

Donde cualquier conjunto de valores x = (x,í) que satisface la ley de conservación y se cumpla la 

relación de O :s; x,1 :s; c11 , es llanmdojl11jofactih/e o simplemente flujo, y su valor es v = I: x11 • 

j 

Se dice que un flujo es máximo. si es de \'alar máximo; es decir, si genera el mayor valor posible de 
L 

El problema de flujo máximo se puede transformar en un problema de flujo a costo minimo de la 
siguiente manera: 

A la red dada con vértice fuente s y \'értice destino t se le agrega un arco de regreso (t, s) con 
capacidad minima le.= O. capacidad máxima e,,= r:10 y un costo ;1sociado aL, = -1. 
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Para todos los demás arcos (i, j) la capacidad máxima y 111ínima se quedan como fueron dados y el 
costo n,J = O. 4 

En la siguiente gráfica se representa ui1 ·problema de flujo máximo: 
(los nú111cros asociados a los arcos en la gráfica de la figura 2.4.1, son la capacidad máxi111a) 

Fig J . .f.I 

Donde el valor del flujo es v = 17. 

Por lo tanto el problema anterior transformado en un probkma de ílujo a costo mlnimo tendrá la 
n:prcscntación gráfica como se puede \'eren la figura 2A.2: 

(0.«.·I) 

Vig 2 . .f. J 

·• En caso de tener un problema de ílujo mini1110 se h:1ce lo mismo que con el problema de ílujo m:iximo a 
excpción de que a,, = 1 
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Mnte111:iticmnentc el proble111n se plnnte::i de siguiente manem: 

lvlinimiznr -x,. equivalen: 

Mnximiz.ir x,. 
sujeto n: x,. - (x,1 + x., + x,.) = O 

x.1 - (x1, + x11 ) =O 
(.~., + xd - x,. =O 
(x,. + x 11 + x,,) - Xc. =O 

Os;x,.:58 
0 :5 X,1 :5 ] [) 
O sx,2 :5 7 

0 SX12 S 5 
0:5x 11 :55 
[) sx,, :5 1 () 

:!.SEL PROJJLE/llA DE LA RUTA MrÍS CORTA 

El problcmn de In ruta ni:is corta se refiere n cncontmr la trayectoria más corta desde un origen hasta 
un destino, a trnvés de una red que los conectn dadn la distancin no negativa asociada con lns rnmas 
respectivas de Ja red. En otras palabras, consiste en: dadn una red en f;¡ cual n cada nrco (i, j) se Je 
asocia una longitud a,,, cncontmr la ruta más corta del vértice fuentes ni vértice destino l. 

J\latem:íticnmente el problema de la ruta 111ás corta se puede representar de In siguiente manera: 

J\linimiznr L L c,1 x,, 
j.::I j.21 

111 111 

.Sujeto a: Ix,, - L Xk1 = 
i ·I ~· 1 

x,, <: () 
{ ;, -1 

sí i=I 
si i;; 1 y i;om 
si i=m 

i=l.2 ..... m 

Donde las restricciones x,, = O ó 1 indicn si el arco est:i en In nlla o no est:i. Como sabemos que In 
matriz de incidencin nodo-arco asociado con las ecunciones de conscrvnción de ílujo es totalmente 
unimodulnr. por lo wnto. sustituyendo l:is :-.,, = O ó 1 por x,_, ?! O, igual se tendrá la solución óptima 
entern en la que el \'alor de cada rnrinble es cero o uno. 

l'IWBLEi'1A DE RUTA i\t,.\S CORTA DEL NODO INICIAL AL FINAL 

En general. en una red R = {V. A. a). al número a que estn asoci:tdo a cadn nrco (i. j) se le con ose 
como longitud o costo dd arco. Tnmbien. hny que notar que la longitud de unn ruin o cnmino es la 
suma de las longitudes de los arcos que la forman. como lo definimos en i:I capítulo l. La ruta cuya 
longitud sea mínima se k llama ruta m:is corta o c:1mino m:ís corto. 
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En el caso de encontrar la rnta más corta entre dos vértices específicos .1· y I vuede generalizarse a 
cualquier red ya que la función de longitud a puede representar, ndem::is de distancia o tiempo, 
costos o alguna otra cantidad. 

Para que el problema de ruta más corta entre dos vértices espccificos tengo solución, se deben de 
cumplirse los siguientes puntos: 

J. Que exista un camino entres y t, 
2. Y que no existan circuitos negati\'os en los que haya un camino des n cualquier otro \'értice 

del circuito y otro de algún \'érticc del circuito a t. Si esto ocurre, el problema puede ser no 
acotado. 

Si <:I 1·értice s es el origen de donde \'amos a partir para llegar por el camino más corto al vértice t, 
que <:sel destino en este caso. Los diferentes caminos y sus longitudes se muestran en la red 2.5.1, 
siguiente: 

10 

J.ig 2.5. / 

Est<: problema se puede transformar en un problema ele ílujo a costo mínimo de la siguiente manera: 

A la red dada por el problema se le alinde un arco de regreso (t, s) con su capacidad minima igual a 
su capacidad máxima igual n uno, i. e., l..,= Cu= 1, y con costo igual a cero,ª"= O. para todos los 
dcmas arcos (i. j) se ks asigna una capacidad mínima 1 ij =O, una capacidad máxima c,, =""y el 
costo a., como fue dado. 

Gráficamente: 

~--·· 

.................. 
-~I,,. c,,, a,,J 

(0. ~. 1) 

(0, o:, lfl) 

tU. :s., 4) 

(IJ,:r..,:l) 

ti.La:) 

Fig 2.5.2 
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Y 1m1temáticamentc se rcpresentaria asl: 

Minimizar Z = 3x,1 + 2x,2 + 6x21 + Xx12 + 1 Ox13 + X31 + 3x24 + 4x..2 + 2x.i, + 3x" + xu + 4x..1 

Sujeto a: Xis - (x,1 + xd = O 
(X,1 + X31 + X21) - (X12 + X13) = {) 
(x,2 + x12 + x.d - (x21 + x,4) = O 
(x., + x..i + x.,) - (x31 + xi1l =O 
x,. - (x.,, + x,, + X..1) = o 

(x,1 + X41) - (x1, + x1,) = O 

O $ x,1 :S 3 O :S x,2 :S 2 
O:sx21 :S6 O:Sx12 :SX 
O:sx,,:SIO O:Sx,1:SI 
() ,;; x,. $ 3 o $ X.2 ,;; 4 
0 $ X..J $ 2 () $ X31 $ 3 
() $ Xtl $ 1 0 $ X..1 $ ..¡ 

(),;; x., $ 1 

l'IWBLEl\lr\ DE IWTr\ l\IÁS CORTA DEL VÉRTICE INICIAL Y TODOS LOS DEl\l,\S 
VÉRTICES 

Otro problema de ruta 111;\s corta es: dada una red encontrar In ruta más corta del vértice fuente s a 
todos los demás vértices de In red. Us:mdo la misma idea de la ruta mas corta entre dos vértices 
c·spcciticos qu.: ncab:unos de \'er. se puede concluir que parn que exista In arborescencia de rutas 
mús cortas de una raiz o nodo inicial sen una red R =(V. A. al. se debe de cumplirse: 

1. Que existan caminos des a cualquier nodo. i.c .. que s sea la miz de la red. 
Que no existan circuitos negati\'os en la red R cuya presencia indicaría que el problema no 
esta acotado. 

Este problema se puede 1:xprcsar como un problema de flujo a costo mínimo de la siguiente mancrn: 

.·\iiad1~ndole a la red :1rcos de regreso (j. s) de todos los \'értices j = s con su capacidad mínima igual 
:1 su capacidad máxima igual a uno y con costo cero. i.c .. 1,, =e,,= 1 y a,,= O. 
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Suponiendo que en la siguiente red (fig 2.5.3). se quiera encontrar rnta más corta de un vértices a 
todos Jos demás vértices de la red, y la red transformada a un problema. de circulación con costo 
mínimo. 

El problema resultante sería: 

Fig 2.5.3 

(1.1) 

Fig 2.5 . ./ 
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2.6 EL MÉTODO /JE TRANSICUJN /JE ESTA/JO 

Como ya Jo habíamos comentado, para resol\'er Jos problemas de programac1on lineal que son 
problemas de flujo con costo minimo .se puede usar el método de transición de estado. Este método 
resuelve problemas de flujo sin modificar la estrnctura de red original. Es un algoritmo general del 
método prima-dual para Jos problemas de flujo en redes. 

El algoritmo out-of-kilter puede iniciar con cualquier clase de flujo (positi\'O o negati\'o) en la red. 
Si este es factible. entonces por medio del algoritmo se va a convertir en óptimo, y si no es así, 
entonces. primero lo co1n-ertirá en factible y después en óptimo. Por su estrnctura especial, el 
algoritmo requiere que las capacidades sean números enteros en todos los arcos y que la red a tratar 
sea circular. 

Rc·cordcmos que el problema de flujo a costo mínimo consiste en: 

f\·linimizar L a,, Xu 
ij 

sujeto a: L x,, - L x,, = O 
j j 

Ü $' J IJ ~ X 11 S C1J 

Vi 

V i,j 

Donde las sumatorias y desigualdades se toman únicamente sobre Jos arcos existentes. Como 
definimos en el capftulo uno, un flujo circulatorio que satisface las restricciones 

es un flujo o solución factible. son enteros y se respeta la relación: 

Hay que notar que como todos los \'alares del lado derecho de las restricciones son ceros, entonces 
el flujo en Ja red no \'a a tener nodo inicial ni nodo final, sino que más bien todo el flujo circulatorio 
en J;1 red será a lo largo de circuitos (ciclos dirigidos). 

Este problema se puede expresar como un problema de programación lineal de la siguiente manera: 

Minimizar z = ii T • x 
suj..:to a: !: X.11 .. ~ X1J = 0 

J j 

x,, ~ 111 

·X1.1~ ·C1J 
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Si en el modelo general del problema de flujo a costo mínimo que es el siguiente: 

Minimizar I: a,; XiJ 
iJ 

sujeto a: I: x,; - I: x;, = O 
J j 

OS l;jSXojSCoJ 

\>'i 

\>' i, j 

Le asociamos una variable dual u, con cada ecuación de la conservación y mm variable dual Y•J con 
las restricciones x,, S e,, junto con la otra variable dual A.,, con las restricciones de x., ;:: I,; , entonces 
el dual del método de transición de estado para el problema de flujo a costo mínimo en una red se 
representa de siguiente forma general:. 

Maximizar L L 1,, A.,, - L L c,, y., 
o•J j•J i•I j•J 

sujeto n: u1 - u1 + A,1 - Y•J = n,1 

;;.,, ;:: o 
y,,;:: o 
u, no restringida, 

Donde u, es variable dual asociado con cada ecuación de conservación en nodo i. 

\>' i, j 

Y las i.,, y y,, están identificadas con las restricciones primales x,, ;:: 1,, y -x., ;:: -c,, (por el modelo 
dual). 

Las sumas y las restricciones del modelo se toman sobre los arcos existentes. Al seleccionar 
cualquier conjunto de las variables duales u, (que son enteras) la restricción dual para un arco 
cspesifico será: 

y esto se satisface si: 

donde 

l.,, = Max (O, a,, - u, + u1 ) 

y,1 = Max (O, ·(a,, ·U; +u, )) 

A.,j ;:: o y y,, ;:: o 

Asi. dado cualquier conjunto de las u,, el problema dual siempre tcndní una solución factible. 

En el método de transición de· estado tenemos que considerar las condiciones de holgura de la 
siguiente manera: 

(x,J • 1,1) A.;,=O 
(c,1 - x,1) Y;;= O 

como z,1 - c,, = u, -u1 - e,1 , entonces se tiene que: 

ij = 1, 2, ... , 111 

i,j = 1, 2, ... , 111 

./..,1 = máx {O, -(u, - u1)) 

y,1 = mitx {O, u, -u1 ) 
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Es equivnlente n que el problema tuviera la función objetivo con restricciones, o esn, con cotns 
superior y inferior. Pero en este cnso no es necesario tener unn solución búsica. Lns condiciones que 
ncnbnmos de plnntenr son ciertns sólo si: 

u1 - u, > O :::::;> 'Y1i > O ::::) x,J = u1, 
ll 1 - U1 = () :::::» (IJ :5 X11 :s; C11 

I;/ i,j = 1, 2, .. ., m 

I;/ i,j = 1, 2, .. ., m 
I;/ i,j = 1, 2, .. ., m 

Si estns condiciones se sntisfocen. entonces el problemn de red con ese flujo será óptimo, y 
podemos concluir que pnra obtener In solución óptimn en un flujo circulnr se tienen que obtenerse 
los \'niores de Jns u, entre Jns x,, hnstn que lns condiciones de holgura se satisfagan. 

Si se tiene el siguiente problema de flujo a costo mínimo en su formn primal como se muestra en Ja 
figura 2.6. 1: 

Fig 2.6. I 

l'vlinimizar z = x1:+ 2x:.1 + 4x:; + XJ.1 + X.1 

sujeto a: ·X1: + + "'41 = Ü 

X1: - X:l - X:; = () 
X:3- • )(3; = Ü 

X,;+ X3; - "'41 = () 
} ley de conservación 

"" 2: 1 } X:?.l ~ 0 
X:; 2: ) 
X,; 2: 2 
"'41 2: o 

restricciones de cota inferior 

-X1:;:: -3 

} -X:J2: -2 
·X:; 2: -~ 
-X.l~ 2: -3 
·X.1:::: -3 

restricciones de cota superior 

Y si expresamos este problema de flujo en forma matricial. tomando las restricciones de cota 
infrrior primero. seguidas por las restricciones de cotn superior y linnlmente Jns de la ley de 
conscr\'ación. tcni:mos: 
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X12 X13 X1_. XJ.a X41 

1 o o o o 
o 1 o o o Restricciones de 
o o 1 º· o Cota inferior 
o o o .. o 
o o o o l. ·=A' 

A -1 O· o .. o :<' :·l 
o -1 •O o "º Restricciones de 
o o >l .:·O .. ,. ., o Cota superior 
o o o -1 o 
o o. o o -1 

-1 o ·o o 1 
1 -1 -1 o o = 1\l Restricciones de la 
o 1 o -1' o Ley de Conservación 
o o 1 1 -1 

Hay que h::tccr notar que la forma 1m1tricial de l::ts restricciones de cot::t inferior es la matriz 
identidad, la de las restricciones de cota superior es el negativo de la m::ttriz identidad )'de la ley de 
conser\'ación es la m::ttriz de coeficientes de la gráfic::t que represent::t al problema. 

1 

w ]} '"Ü J 
o X23 
1 X= ~>4 .'( 1 

2 x,4 
o b-1 X.1 
-3 
-2 

¡; = -4 
-3 
:J 

} o 
o 
o ¡;: 

Donde m es el ni1111ero de las \'ariables de las restricciones de cotn superior, inferior y de la ley de 
conservación. compone el vector li y es igual a 14; n es el número de las 1·ariables del problema 
(los arcos) esta representado por el vector .\' y es igual a 5: p es el número de las variables de las 

restricciones de cot::t superior y inferior está en el vector H 1 y es igual ::t 1 O: q representa el vector 
ck los coeficientes de la función objetivo del problema. se representa a través del vector e y es 
igual a 5. 
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Parn pasar al problema dual, como n = q, A3 = A y e 1 = e, y si tomamos al· vector rr que es 
variable dual asociado con cada ecuación de conservación en nodo i de la siguiente forma: 

A.12 

A.23 

A.2• 

A34 

A41 

Y12 
111 

IT 
y,, 
y¡.¡ 
y,. 
Y41 

-1 .1 o 

ºJ 
A.1i ~,,-,,,-.,, .. ,, J o -1 1 o "" Zl - Yi3 - ll;: + ll3 

o -1 o 1 J..,. z.i - Yz.i - llz + u~ 
o () -1 1 "" 3-i - YJ.i - t13 + u.i 
1 () o -1 /..41 •1 - Y41 - !14 + 111 

Y1i 

y,, 
y,. 
YJ4 

Y41 

U1 

lli 

U¡ 

u, 

Con las matrices y \'Cctorcs anteriores podemos expresar el problema dual de la siguiente manera: 

l~i: - ·11:: - ll1 + ll;: $ 1 

),, .. - y¡; - U¡ + u,, ::; 2 
l.. , .. - Yi.i - u, + u.i ::; 4 
AJ.¡ -y3, - l13 +U.¡$ 1 
A.-11 - Y-11 - u,+ u1 ::; 1 
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:>..,, 2: o 
y,,2: o 
u, no restringida 

Aplicando el teorema de ortogonalidad de soluciones óptimas al problema de circulación con costo 
minimo tenemos: 

esto es cierto sí, y solo si, 
parn 

(U¡ - u, + Aij - Yii - a,j)X¡j = A.;,(Xij - 1 ij) 
= Yu(C,j - X,j) 
=O 

x,J > O -> uJ - u1 + A,, .. Yo = n0 
A.,, > o -> x,, = 1,, 
y11 > O -+ x,1 = c11 

Estas condiciones son equivalentes a las condiciones de buen estado, las cuales se definen como: 

x,, = 11, ==> u,- u1 S a1, 

l,J < x,, <c., => u,- u,= 31j 

x,J = c,1 => u1 -u1 ~ n1j 

A continuación vamos a \'cr la equivalencia que existe entre estos dos conjuntos de condiciones 
primal y dual: 

Sea x = (x.,) una solución primal; y para cada arco (i, j) tenemos: 

SI o< l 11 = x,J < c,J 

tc:11c:111os que 
pero 

ICllClllOS que 

pero 

tenemos qnc 
pero 

~>O = ~-~+~·Tu=~ 
X1J < e,, ::::::- y,1 = o = u1 - u1 + i .. ,1 = a,1 

x,1 >O = 
J,j<X1J = 

X¡1 < c,1 = 

x,1 >o =-
111 < x,J .=. 

\11- \1 1 + i. 11 - "(1j = 1'.1 11 , 

'·•i =o 1 uJ-u, =n11 

Y•i =O 

UJ - u,+ '·11 - Y&i = :111• 
i .• 1= o 
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Sean A.,, y y,, una solución dual; entonces parn cada arco (i, j) tenemos: 

* /..11 >O=> x11 = l1J 

• A.,,= y,,=(} 
* Y11 > O => x,J = c,1 

( 1) 
(2) 
(3) 

Las condiciones de buen es_tado se cumplen si, y solo si, la solución primal y Ja solución dual son 
óptinms. 

Las condiciones que acabamos de describir las podemos resumir en la tabla 2: 

Xij > C¡j Xij = C¡¡ l1j < Xij < C¡¡ X¡j = l;J X¡¡< lijo 

111-111 s :t¡¡ lx.,- 1,, 1 lx,,- J., 1 h,,-1,, 1 lx.,- 1,, 1 
o 

uJ- 11. = n,1 Xi 1 - C11 111 - X11 
() (1 o 

llJ- 11¡ 2: U1j l X11 - Cu 1 l x,, - c., 1 lx,, - c,, 1 / x., - c,, / 
() 

foh/a 2 

Las condiciones de buen estado se representan para cada arco en diagramc1 ele buen es/culo (fig 
2.h.2) Los puntos (x.,. u, - u,) que cst:ín en la linea quebraua son puntos que se encuentran en buen 
estado. y los puntos que no estún sobre la linea qucbraua son puntos que est:ín en mal estado, éomo 
se pueue •1preciar en la siguiente figura: 

¡¡,,UGj·ll¡ _}-huc;1cstmlo 

_. mal estado 

1 .. 
1 ij Cij Xij 

Fig 2.r..2 

:\ cada punto (x,,. u, - u,) k asignamos un 111i111ero de h11e11 e.1·1ado. K (X,¡). igual al l'alor absoluto del 
cambio en .~ .. necesario para poner el arco (i. j) en buen estado. Así, 

si u1- u1 < a1.1 
si x,1 < l,1 y u1 - u.= a11 

sí x,1 > c,1 y u1 - 11 1 = a,1 
si 1,J < x,1 < c.1 y U.1 - ll1 = n,1 

sí u, - ll, > rl11 
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,,r K_l 
r.____ ·-·=-r---~--!-¡··-····-_.. .. 

l¡j Cij Xij 

Fig 2.6.3 

En la gráfica de In figurn 2.6.3, !ns líneas punteadas indican el posible cambio K en los arcos para 
alcanzar buen estado. 

El objctirn del método de trnnsición de estado es obtener una circulación x = (x,,) y un conjunto de 
números de nodos u = (u,,) parn los cuales las condiciones de buen estado se satisfacen. 

Como las condiciones de buen estado se satisfacen si, y solo si, todos los números de buen estado 

son cero, la suma de los números de buen estado es I K (x.,), puede ser usada como 
i,i 

una nu:dida de mejori::t alrededor de un par de soluciones. 

Los cálculos del método de transición dc estado se empiezan calculando una circulación, factible o 
no, pero tenicndo cuidado de quc la ley dc conservación se cumplan en todos los vértices y con 
cualquicr conjunto dc números de nodos. 

Snpongamos que se tiene el problema representado en la siguiente red (Fig 2.6.4), vamos a obtener 
la solución usando el método de trnnsición de estado: 

Fig 2.6 . ./ 

' 
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Iniciando con el flujo circulatorio x;1 = O y una solución factible para el problema dual u, = O, se 
obtiene la siguiente gráfica: 

ll1=0 

ll.'i - ll4"" 1 

Fig 2.6.5 

Analizando cada uno de los arcos de la red, se determinan sus estados: 

u, - U¡= ·I < () -> X¡,= Ü "' l¡,=2 .. m.c.' 
l13-U;i= ... 5 < () -> x,.,= o !,,=o .. b.e. 
U4- ll3 = 3 > () -> X34= 0 "' e34= 4 .. 111.e. 
u,-u. = 1 > o -> x,,= o "' C45= 5 .. 111.e. 
u1-u1 =O () -> X;¡=() ~ ls1= U 

() X;¡=() :;; c"= 6 .. 111.e . 
u,- U1 = -3 < o -> x1,= O 1,,= o .. b.e. 
u, - ui =o () -> x:.= O ~ J,.= u 

() -> X:•=() :;; C2-1= 5 .. b.e. 

Podemos ver que el flujo del arco ( 1, 2) tiene la diferencia de 2 y puede ser aumentado, 
los arcos (2, .3) y (5, 2) no tendrán cambios de flujo, por lo tanto los podemos omitir en la 
constrncción de G'. fig 2.6.6: 

G' 

Fig 2.6:6 

1 do11dc 111.c. y h.c. representan mal y buen estado del arco rcsparctil'a111c11tc. 
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(1, ,,) = (/, 2) 
Circuito= {(I, 2), (2, 4), (4, 5), (5, 1)) 
1p=111in {2,5,5,6)=2 

Cambiando el flujo actual se tiene la red G de flujo fig 2.6. 7: 

Fig 2.6.7 

Se verifica de nuevo el estado de los arcos de la red con el propósito de asegurarse que no haya los 
cambios en los arcos con buen estado. Y par::i asegurarse de que el arco (t, s) ya tiene buen estado. 

U; - u, =-1 < o -> 
ll3 - ll:? = .j < o -> 
u,- u,= 3 > o -> 
ll~ - U.¡= 1 > o -> 
u1 - ui =O o ->· 

o 
u, - u,= -3 < o -> 
tl.i- u2 =O o -> 

o -> 

X¡:?= 2 I,,= 2 
x,3= O 103= O 
X3,= 0 "' c,,= 4 
~,=O "' c,,= 5 
x,,= O <! lll= o 
x,1= O s c,,= 6 
xio= O 1,,=0 
x,.= O ::: I,,= O 
x,;= O s c,.= 5 

.. 

.. 

.. 

.. 

.. 

.. 

.. 

b.c. 
b.e. 
111.e. 
111.e. 

m.e . 
b.e. 

b.e. 

Se omite en G' 
Se omite en G' 

Se omite en O' 

Como podemos ver, los arcos (5, 2) y ( 1. 2) son los que no rnn a tener ningún cambio de flujo y por 
lo tanto los omitiremos en la siguiente gráfica O'. 

La red de cambio de flujo O' respccti\'a se muestra en la figura 2.6.8: 

l·ig:!.68 
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(1, ,,) = (3, ./) 
Circuito= {(3, 4), (4, 5), (5, 1)) 
1p=111in {O, 2, 2) =2 

S = { 5, l. 2, 41. T = { 3} 
F = {(2, 3)), M = {(3, 4)) 
E1 = min 11- 51} = 5 
E,= min 1131} = 3 
E= min 15, 3} = 3 

Actualizando las u, 's y (u, - u,): 

ll¡ '= ll1 + 3 = 3 
ll:? ·= ll:? + 3 = 3 
u,·= u,= o 
ll4 ·=u,+ 3 = 3 
u,'= u,+ 3 = 3 

(lh - u,)'= (U.i - U¡)+ E 

(u,-u.i ¡· = (u,-u_, )-E 

Graficamcnte: 

G' 

-5 + 3 = -2 
3 - 3 =o 

flg 2.6./11 

T 

El arco sobre el cual cstabamos trabajando (3, 4) ya está en buen estado. por lo tanto después de 
\'criticarlo por medio de las condiciones de buen estado, trabajaremos con el último arco que se 
encuentra en mal estado (4. 5). 
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u2 - u1 = -1 < o 
ll1- ll2 = -2 < o 
114 - ll3 = () o 

11s-ll4= 1 > o 
111-lls=O o 

o 
112 - ll1 = -3 < o 
114 - ll2 =O o 

o 

(/, s) = (./, 5) 

S=(l,5},T={2,4,3} 
F= i!l.2).(5.2)},f\I= ((.j,5)} 
&1 = 111i11 {j- 1, - 31} = 1 
&z= 111i11 1111} = 1 
&= 111i11 { 1, I) = 1 

ll1 '= ll1 + 1 =4 
ll2 ·= ll:? = 3 
l13'=113 =o 
ll4 ·= l14 = 3 
11< ·= 11,+ 1 =4 
(ll: - ll1 )" = (ll2 - ll1 ) + & 

(u, - lis r = (ll2 - lis)+ & 

(u, - 114 r = (lis - l14) - & 

Gr;iticanu:ntc: 

-> X12= 2 112= 2 
-> x:u=O J,,= o 
-> X34= 0 ~ 1,.= o 

X34= 0 $ C34= 4 
-> x.s=2 * C4s= 5 
-> Xs1= 2 ~ ls1=0 

Xs1= 2 $ Cs1= 6 
-> Xs2= 0 )52= o 
-> X24= 2 ~ lz4= o 
-> X24= 2 $ C24= 5 

s 

G' 

Fig 2.6./l 
-1+1 =o 

-3 + 1 = -2 
1 - 1 =o 

u,=J 

Fig 2.6.12 
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Aplicando el mctodo de transición de estado resolvimos el problema de Ja red dndn, yn que no 
existen más arcos en mal estado obtuvimos In solución óptima siguiente: 

X12 =2 
x;_, = fJ 
X.u= fJ 
x,_.=2 

.v.11 =2 

.... _.,=() 
xu=2 
Z=-2 

ALGORITJ\10 DEL J\1ÉTODO DE TRANSICIÓN DE ESTADO rej (9) 6 

Podemos resumir y plantear el algoritmo de transición de estado en tres etapas que son: inicial. 
primal y dunl. de In siguiente manera: 

Etapa fllidal 

__ I 

1) Se comienza con flujo (entero) circulatorio: x,J = O y un conjunto de 
,·nriables dual.:s (enteras): u,= O 

2) Se enlculn: u, - u, - a., 

1) Se determina el estado de cada arco de la red. si todos los arcos están 
en buen estado. 1111pl1ca que ya se tiene la solución óptima. En caso 
contrario. 

2) Se selecciona un ;1rco (t. s) en mal estado y 

3) Se constrnye Ja subgrúfica G. · 
~) :\ partir de la gráfica G · se busca algún circuito que contenga dicho 

arco (t. s) y se determina 1p igual al minimo en cambio de flujo. 
'i) Se hace el cambio en el flujo de la red según las siguientes reglas: 

6) Se repite Ja fase primal 

{~,,+& 
X 1J - E 

X11 

si (i,j) e G' 
si (i,j) e G' 
si no está en G' 

7) En caso de que no exista en G' ningún circuito con el arco (t. s). 
entonces se pasa a Ja fase dual. 

' La prcsc11tac1on <kl al¡'.ontn111 esta basado en Ciasen ( 91 ~· la ese11cia. fue presentada por Jcwcll ( 1111 
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Etapa /Jual 1) Se dc1erminan el conjunto S (es un conjunto de nodos en G' que se 
puedan alcanzar desde nodo s), y el conjunto T = N - S, donde N es el 
número lolal de los nodos. 

2) Se definen F y M: 

F = { (iJ): i e S, j e T, u, - u, <O, x;, S c;, } 

M = { (ij): i e T, j e S, u, - u,> O, x;, ~ l,; } 

3) Se calculan&: 
& 1=min {lu,-u,I} 
&1 = min {l u,-u,I} 
&= min { 1 E1. &, ll 

(i,j) e F 
(i,j) e M 

En caso de que e="'• no existe la solución factible del problema . 

.¡) Se hace el cambio de las variables duales u, y los u, - u, según: 

t(u,-u,) 
(u, - u,)' = (u, - u,)+ E 

(U, - u,) - E 

5) Se pasa a la fase primal. 

si (i,j) e (S. S) u (T. T) 
si (i,j) e (S. T) 
sí (i.j) E (T, S) 
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2: 7 MÉTODO DE TRANSICIÓN DE ESTADO POR !t!INTY 

El mctodo de transición de cst::ido us::indo el teorenm de coloración es el propuesto por Minty. El 
alguritmo tiene l::i misma b::ise, y las condiciones de buen estado que son: 

X11= lü = Uj- ll1Sn11 

111 <x 11 < c,1 = u1 - u, =n,1 

X 11 = c,1 = ll1 -U1 ~n11 

Pero ::i pan ir dc·I teorema de Coloración que se explica en el primer capítulo. 

En cad::i iteración se hace un cambio, ya sea en la circulación o bien en el número de nodos de la 
red. El tipo de cambio esta determinado por l::i aplicación del teorema de coloración de M inty. 

A continuación \'eremos como se propone pintar los arcos)' cambiar las direcciones de algunos de 
ellos para poder aplicar el teorema de colorncíón de IVlínty: 

Pintar el arco de 1·e1'1le si éste esta en buen estado y es posible incrementar o disminuir el flujo del 
nrco sin que éste pnse ::i estar en mnl estndo. 

Pintar el arco de 1111111rillo si es posible increment::ir el flujo del arco pero no disminuirlo sin que 
aumente d número de buen estado del arco. 

X1J <C¡j )' ll1-U1 >U1j 

X1j<.)¡1 )' u1- u, =nu 
X11< I;; y u1- u1 < niJ 

Pintar el arco de 1111111rlllo* e invertir su dirección. si es posible disminuir el flujo del arco pero no 
aumentarlo sin incrementar el número.de buen estado del arco. 

X 11 > CIJ )' u1-u, > n,j 
Xu ~ C11 )' ll1 - u,-= U¡1 
x., > 11.1 )' u1 - u1<n 11 

Punar el :irco de mjo si el flujo de éste no puede ser aumentado ni disminuido sin que aumente el 
11!1mero ck buen estado del arco. 

Xo= CIJ 

X,¡= I,¡ 
y ll1· ll¡ > íl¡J 

Y u1 -u, <n,1 
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2: 7 MÉTODO DE TRANSICIÓN DE ESTADO PÓR MINTY 

El método de transición de estado usando el teorema de coloración es el propuesto por Minty. El 
algoritmo tiene la mis111a base, y las condiciones de buen estado que son: 

X¡j= }¡J = llj- ll1 SU1j 

]¡l <x 1J < C1J = UJ- ll1 =n,1 

X1J =c1J = uJ-u• ~n11 

Pero a pa11ir del teorema de Coloración que se explica en el primer capitulo. 

En cada iteración se hace un ca111bio, ya sea en la circulación o bien en el nú111ero de nodos de la 
red. El tipo de ca111bio esta determinado por la aplicación del tcore111a de coloración de Minty. 

A continuación vere111os co1110 se propone pintar los arcos y ca111biar las direcciones de algunos de 
ellos para poder aplicar el teorc111a de coloración de l\linty: 

Pintar el arco de 1·ertle si éste esta en buen estado y es posible incre111entar o disniinuir el flujo del 
arco sin que este pase a estar en mal estado 

Pintar el arco de 1111111rillo si es posible incrementar el flujo del arco pero no disminuirlo sin que 
;111mentc l'l número de buen estado del arco. 

X¡j <c,1 y uJ-u1>n,1 

x,J < J¡J y u1- u, =n 11 

X11< )¡J y ll1- ll1< íl1j 

Pintar el arco de 1111111rillo* e invertir su dirección, si es posible dis111inuir el flujo del arco pero no 
au111enlarlo sin incre111entar el nú111cro.dc buen estado del arco. 

Xo > C11 y u1-u1 >n1j 

X11 ~ C11 y u1 - u1- = n¡i 
x,J> 1,, y u1 -u,<n11 

Pinlar el arco de rrdo si el flujo de éste no puede ser au111entndo ni disminuido sin que nu111ente el 
nú111cro de buen eslado del arco. 

X,1= C,1 
X¡J= JIJ 

y ur u,> n;1 
y u1 -u, <n11 
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En el diagranm de la figura 2.7.1, se ve gráficamente como se colorean los arcos de una red 

uj-ui 

nnmrillo .g, 

aij ~·erd•--l 
.9. 1m111ri110• 
e 

'--~~.¡-~~--ir-~~~~~·~ 

lij cij xij 

Fig 2. 7.1 

Vamos a analizar el arco amarillo (t, s) en mal estado. Si encontramos un ciclo amarillo-verde 
modificamos b circulación alrededor del ciclo. Si encontramos un enlace amarillo-rojo usaremos 
este enlace como una base para re\·isar el número de nodos. · 

Supongamos c¡ue ha~· un ciclo arn;irillo-\wde. C. en el cual todos los arcos amarillos están 
orientados en la misma dirección que (t, s). Reorientando todos los arcos cuyas direcciones fueron 
im·ertidas cuando fueron pintadas de amarillo•. Un incremento en una pec¡ue1ia cantidad 6 > O en el 
flujo a través del arco (t. s) disminuirá su número de buen estado en una pec¡uelia cantidad, 
suponiendo c¡ue el número de buen estado es finito. 

Un incremento en 6 en el flujo a través de los arcos de C orientados en la misma dirección c¡ue (t, s) 
y una disminución en o en los otros arcos. no increJllentara el número de buen estado de ningún 
·arco. y tal ,·ez disminuirá Jos núJlleros de buen estado de algunos de los arcos, i.e., C - (t, s) 
describe una trayectoria de flujo aumentado. 

Veamos un ejemplo donde se tiene el ciclo 1111111rillo-1·c:rtle como en la figura 2. 7.2, donde 1• y 11 
representan un arco de color \'erdc y amarillo respectiYamente: 

Fig2.7.2 

Reorientando los arcos anmrillo*, y aumentando y dislllinuyendo en 6 el flujo de los arcos del ciclo 
corno se describió anteriorlllente tenernos la siguiente figura 2.7 .3. en la cual la suma de los 
müncros de buen estado dislllinuye: 
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Fig 2.7.3 

Ahora se van a constrnir y analizar las diagramas de buen estado de cada uno de los arcos del ciclo. 

ll1·ll2 U1·U2 

~ -8 J 
n~, a:1 

1,, C:!1 21 J,¡ C~¡ 21 

u.-u, u.-u, 

+8 J --7 
ili. ª'• 

1 .. e,, Is I¡, C¡, Is 

Fig 2. 7.4 

Dcspucs de analizar los arcos uno por uno se constrnye un diagrama de buen estado (fig 2.7.5) con 
todos los cambios en 6 posibles pam los arcos de un ciclo anmrillo-vcrdc: 

Fig 2. 7.5 
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Como se puede ver en la figura anterior, no hay incremento en el número de buen estado del arco 
siempre que en 11 sea lo suficientemente pequeña. A continuación veremos de que manera se tiene 
que escoger la 11. 

Para un ciclo C amarillo-verde dado, sean Y y G los subconjuntos de C de arcos amarillos y verdes 
respectivamente. Les vamos a asignar los supcrindiccs + y - para indicar los subconjuntos de Y y G 
para los cuales el flujo del arco va a ser respectivamente incrementado o disminuido cn 11. 

Ningún arco en buen estado pasará a mal estado si 11 no es más grande que 11 1 y 11,, donde 

111 = min { Co - X 0¡ 1 (i,j) E y• U a·, U¡ - U,= a,J} 
11, = min {x,J - l,J 1 (i,j) E y· U a·,uJ - U1 = a0 } 

El incremento de 11 no ser;i mayor a lo necesario para que un arco en mal estado pase a buen estado, 
si 11 es escogido no mayor que li, y 114 , donde 

li.t = min { 1 c,J - x0 11 (ij) e Y u Y-,u¡ - u,> a,,} 
º• = min ( 1x,,-1,, 11 (i,j) e Y' u Y",uJ - u,< a,1} 

Escogimos li = min {li1, 11,, li.i. 11.}para que no haya incremento en el número de buen estado del 
arco. 

Si li no es acotada. i.e .. si cada mm de las deltas 11,, (i $ 4 ).es determinada al minimizar un conjunto 
\ acio. entonces no hay una circulación óptima finita. Esto puede ocurrir cuando las capacidades de 
los arcos en el ciclo son infinitas)' el costo neto de la circulación a través del ciclo es negativo. 

Supongamos que hay un enlace (S. T) amarillo-rojo, con s e S y t e T. en el cual todos los arcos 
amarillos estún orientados en la misma dirección que (t, s). Y reorientando todos los arcos a los 
cuales se les ill\wtió su dirección al pintarlos de amarillo*. 

Un incremento en una pequeña cantidad E > O en el número de nodos de todos los vértices i en T. 
afecta el ,·alor u, - u, solo para los arcos dentro del enlace. l\his aun. un cambio así no incrementará 
el número de buen estado de ningún arco. y tal \'ez disminuirá el número de buen estado de algunos 
de los arcos. 

Veamos otro ejmplo del siguiente enlace: 

Fig 2. 7Jí 
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Reorientnndo los arcos amarillos*, y aumentando en & en el número de nodos de los vértices que 
están en T. Tenemos In siguiente figura 2.7.7, donde In sumn de números de estndo disminuye. 

Fig 2.7.7 

Venmos el dingrnmn de buen estado de cndn uno de los nrcos del enlace de la figura 2.7.7. 

ll:?UI ll.\U:? t -& 

a1z az3 

+& 

:-:1:? XzJ 

l" C¡z l,_, C:?J 

+e 

~-+-----1---1~ :-:.,-1 

1.1.1 

/ilg 2. 7.8 

Ahora veremos el dingrnmn de buen estndo (fig 2.7.9) con todos los cambios posibles de & en los 
arcos del enlnce nmnrillo-rojo: 

u,-u,. 
~·O: 
t-E: 

+1: t+o: 
Ftg 2.7 'J 
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Como se ve en Je diagrama de buen estado de la figura 2.7.9, no hay incremento en el ní1111ero de 
buen estado del arco, siempre que E sea escogida suficientemente pcqueiia. Enseguida 
considcrnrcmos como escoger E. 

Para un enlace E anmrillo-rojo dado, sean Y y R los subconjuntos de arcos amarillo y rojos del 
cnl:1ce. Igual les asignamos supcríndices de+ y - para indicar subconjuntos de arcos para los cuales 
u, - u, será incrementado o disminuido en E rcspeeth·amcnte. 

Los arcos cn bucn estado no pasaran a mal estado si E no es más grande que E 1 y t 2, donde 

t 1 = {u,-u¡-a¡, J(i,j) e R' ,x,,=c.,}: 
E¡= {a,i- ui+ u, J (i,j) e R', x., =l.,} 

El incremento de E no será mayor al necesario para que el arco en mal estado pase a buen estado si E 

es escogida para no ser mayor a E1 y E,, donde 

E.1 = {uJ - u, -n,1 1 (i,j) e y·, L1 ~ x1J < c,1 y u1 - u, ;e- n11} 

E4 = ¡a., - u,+ u, 1 (i, j) € y·. 1,, < X,j :5 C,¡ y U¡ - u, ;t. a,, 1 

Existen tres casos posibles: 

Caso/: Si E no csta acotada. i.c., si cada una de las épsilon, e,, (i S 4). es detcrminada por 
minimización sobre un conjunto vacío. Esto puede ocurrir solo si x" <! e,, para todos los arcos que 
Yan de S a T. x,, S 1,, parn todos los arcos que van de Ta S. y Xc. < 1 ,,. Como el flujo neto de S a T 
es cero. cntonccs: 

L 111 > ~ c,1 
ieS.jeT i eS,jeT 

Se sigue del teorema de Hoffman que no existe circulación foctible. 7 

Caso:!: Si e es finita e igual a E.1 o e,. entonces al menos uno de los arcos en mal estado pasa a bucn 
estado. Ningún número de buen estado es incrementado y probabkmente algunos son disminuidos. 

Ca.m3: Si e es finita y menor que e, y e,. ningún arco en mal estado pasa a buen estado. Ningún 
nl1111ero de buen estado aumenta y algunos probablemente disminuyen. al menos un arco rojo sern 
pmtado ck amarillo la próxima \CZ que sean coloreados. Para tal arco (i. j). sí i;; S y j e T. 
cntonccs. L1 :;;; Xn < c,1• ~·.si i ¿ T y j E S. cntoncl..'s l 11 < x1J = c11 • Además. algunos arcos cambiaran 
de CDlor de amarillo a rojo. Para cada uno de estos arcos. que i ;; S y je T implica que l1¡ < x,1 = c,1, 

~·que· i € T y j .o S implica que 1,1 = x,, < c,i· Desde luego. ningún arco verde es afectado. 

En 1:1 impkme111ación del métcido de transición de estado. que se presenta en éste trabajo, mns 
adda111e. se utiliza un procedimiento para etiquetar los arcos. como el de la demostración del 
teorema de coloración de l\li11ty para construir un ciclo amarillo-verde o un enlace :unarillo-rojo. 

Dicho teore111a se prcse11ta )'se dc11111cstr.1 en el apéndice. 
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El \'értice s es etiquetado inicialmente. y todos los demás vértices que se pueden alcanzar desde s 
son etiquetados sucesivamente. Para usar la analogía de la demostración del teorema de Minty, los 
arcos verdes se ven como calles de doble sentido. los arcos amarillos como las calles de un solo 
sentido y los arcos rojos como calles cerradas al transito. Si existe una rnta de s a t, un ciclo 
amarillo-\'erde se obtiene tomando las etiquetas en selllido Ín\'erso al que se fueron poniendo. Si no 
existe una rut;1 des a l. S contiene todos los n:rticcs etiquetados y T los ,·értices restantes. El enlace 
amarillo-rojo es (S. T} (De hecho. (S. T) es un conjunto de cm1e y no necesariamente un enlace, 
pero esto es suficiente para nuestros propósitos}. 

Ahora \'amos a probar la con\·ergencia del algoritmo. suponiendo que todas las capacidades 
111ini111as y máximas son enteras. y que el flujo inicial es entero. Posteriormente se verá cómo se 
mide la complejidad de los algoritmos y cómo se compar;m. 

Cada \'ez que se encuentra un ciclo amanllo-\·en.lc nue,·o nos da una reducción en el número de 
buen estado de ó 2 1 Entonces. no mús de k rc\'isiones del flujo son neccsari:1s. donde K es la sui11n 
de los ni1meros de buen eswdo de la circulación inicial. 

Suponiendo que una circulación factible existe. cada \ez que se encuentra un enlace amarillo-rojo o 
un arco que se encontraba en mal est:ido es llc\'ado a buen estado (caso 2). o al menos un arco rojo 
cambia de color a ;unarillo (caso 3). En el primer caso. al menos se reduce un número de buen 
estado a cero. de tal manera que esto no puede ocurrir más de min { m. 1'} \'eces en total. El 
segundo caso 110 puL'dl' ocurrir mús de (n-1) n:ccs scguid;is. por el sigu1c11tc razonamiento: 

Supongamos que el mismo arco (l. s) se usa para la aplicación del teorema de colornción de Minty 
hast;1 que un ciclo amarillo-\ erde es encontrado. Entonces. cada vez que un enlace es encontrado y 
ocurre el caso>. al menos un arco rojo cambia de color a amarillo en siguiente ,·ez que se aplica el 
procc·dimiento de poner c·t1quetas rn el caso de que· exista una ruta desde s a un \·0rtice adicional i 
L"n T. Sigue exisl1L·ndo una ruta des a todos los ,·0n1ces que estaban unidos por una ruta desde s. 
Cambios de color 1.k ;im;1rillo ;¡ ro.10 no tienen consecuencias. Entonces el caso 3 a lo más puede 
l1currir (n-1) \ cces si...·gutd:ts ~111tcs de que se cncuentn: un ciclo o un arco en mal 1.:stado que se~ 
lle\ ado a hw:n L'Stadu (caso :! ) 

Rcs111111c11do 1\. es una cota supcnor del númL·n1 total de\ eccs qtu.: se cncucntrn un ciclo amarillo­
, ,·1dc· u un L·nlacL· amanllc1-ru.10 para los cuales el caso 2 se aplique. No puede haber m:is de (n-1) 
e11laccs ;n11arillo-w.1us succsi\ os para los cu;ilcs el casu 3 se aplica. Por lu tanto. el procedimiento d.: 
e11qnelar a lo m;\s se aplica (nK) \'eces en total. Comu el procedimiento de etiquetado requiere 0(111) 
u111dades 1k tiempo. y 11111gun;i otra operac1011 utihz;¡ m;is tiempo. se sigue que. O(mnK} es u11a cota 
supenor del tiempo e11 que se t:lrd;i en correr el algoritmo de transición ele estado. 

La 1111plcmcntaeión del ;ilgoritmo se hace eticienw utilizando el hecho de que las etiquetas se 
pueden presenar <kspués de encontrar nn enlace parn el cual se aplica el caso 3. (Recordando que si 
c\1stia una rut;1 qui...· u111a algún n:rticc con d 'értici...• s. siguen existiendo rutas que los urn:n). Esto 
s1g111fica lJlH..'. cn efc¡,:10. una apl1cació11 d~·I proccdimiclllo de etiquetar sirn: pnra cada sucesión de 
cnl~H.·cs dd caso > cntunccs. a lo mús J... proccJimicntos compktos d1..· diquelar se requieren. 
d,·.i;111dQ una cola de 0(1111') 

Ut1lizaremos dos tipos dL· etiquetas permanentes ~ tcntati\'as. Una etiqueta permanente indica qrn: 
el \ i'nice que la posee puede ser alcanzado desde s por una ruta amarilla-\·erde. con todos los arcos 
amarillos con la misma dirección U11a ellquetn telllati\'a indica que el ,·i'rnce ser:i alcanzado por 
una ruta aniarillo-\·erde un;1 wz que el ninnero de· nodos sean re\'isados por un vnlor de .: 
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suficientemente pequeño. Este valor de E será indicndo por un valor it¡ nsociado con una etiqueta 
tentativ::1 para el vértice j. 

El método de transición de estado fue desarrollado independientemente en 1960- por ~1inty rcj(f I) 
y en 1961 por Fulkerson r~f(/2). Aunque en 1959 muchas ideas fueron anticipadas por Yakovleva 
r4{1J). 
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2.8 CJRCUIACJONES CON CAPACl/JADES ENTERAS 

El teoremn de circulación entcrn, nos nsegurn que en el caso de tener cnpncidndes enteras, si existe 
una solución ópti111a. ésta es entern. Este resultado es muy importnnte rn que 111uchns veces In 
solución óptima debe ser entera parn que podn111os ponerla en prnctica. Por ejemplo, si estn111os 
nsignando las personas n trabnjos es i111posible nsignnr media personn o un déci1110 de éstn a un 
trabajo. Y lns 111atrices unimodulares. que 1·an10s a ;1nalizar. son desc:1bles para asegurar unn 
solución óptima entera. 

l.Jefiniciún.- Unn 111atriz A es totalmente unimmlular si cualquier subdeterminante de ésta es O.+ 1 
ó-1. 

La naturaleza del método de transición de estauo es tal que provee una de111ostrnción constructiva 
del teorema de circulación mtern. del cual el teorema ue llujo entero es un corolario. 

Tc.•ort•ma.-Teore111n de Circulación Entern. 

Si todos las capacidades 111inimas y 111áximas son ent<:rns, )' 
existe una circulación ópti111a finita. entonces exist<: una 
circulación óptima finita entera. 

I lc1110.1·tracirin.- Transformaremos las desigualdades de las capacidades 1111111111ns y 111áximas en 
1gunldades introduciendo variables de holgura no negnti1·as r,1 y s0 de tnl 111anem que: 

entonces el problc111n 

ahora estn en la fon!1a: 

·:-\ 11 + r1, = -111 
X. 11 + 511 = C1¡. 

1\ linimiznr A.\' 

sujeto a: L x,,- ~ x0 = O l;I i 
j j 

o s 1,, :;; x., s c., ';/ i.j 
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Minimizar A.\' 

sujeto a: A(.\', l',S) = !i 
.V, l\S 2:= 01 

donde la matriz A y el vector !i tienen la siguiente forma: 

() 

l., 
() 

Donde G es la matriz de incidencia de la red. 

~ 
~ 

La matriz A. en este caso. es totalmente unimodular (v:unos a probarlo). 

De la propiedad de unimodularidad se sigue que para cualquier base B, su inversa 8'1 sólo tiene 
componentes enteras. y entonces . .V 

11 = 8"1 li sólo tiene com¡10nentes enterns si h es un vector de 
componentes enteras. No importa que capacidades minimas y mnximas sean escogidas, toda 
solución bnsica factible. incluyendo la solución óptima, es entern. 

El siguiente resultado se debe a Hoffman y Kruskal r<:f." (1./) 

fron·ma. - Teorema de 1-loffman y Kruskal ' 

En un problema de programación lineal con restricciones A.\' = b, 
.\' <! O. donde A es una matriz de componentes enteras con renglones 
linealmente independientes (rango (A) = m), y b es un vi.:ctor de 
compo1wntes enti.:ras. Entonces. las 3 condiciones siguii.:ntes son 
equi,·al.:ntes: 

El determinante de cualquier base B es± 1. 
Los puntos extremos del politopo convexo e definido por 

A.\' = b. .~ <! O son enteros, para todo vector b de componentes 
enterns. 

La matriz invi.:rsa s·• de cualquier base B sólo tiene 
componcntl.'s enteras. 

' El teorema de Horíman y Kruskal se demuestra en el apéndice. 
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7l:orL'lllc1: 

Una matriz A(O, +l, -1) es totalmente unimodular si se satisfacen las dos 
condiciones siguientes: 

a) Cada columna de In matriz A contiene a lo más dos elementos 
diferentes de cero. 

b) Los renglones de la matriz A pueden ser divididos en dos conjuntos 
A 1 y A,. tal que los elementos de una misma columna diferentes de 
cero estén en le mismo conjunto de renglones si tienen signos 
diferentes, y en diferentes conjuntos de renglones si tienen el mismo 
signo. 

/Je11111strnc1ei11.- Si una matriz A de componentes (O. +l. -1) satisface las condiciones del teore111a. 
entonces. una submatriz de A debe satisfacer las mismas condiciones. ·De aqui, se sigue que es 
suficieutc probar que el dct(A) = O, ± 1 para todas las matrices cuadradas que satisfacen las 
condiciones. Esto lo demostraremos por la inducción sobre n, donde n es el t:1111a1io de la 111atriz 
cuadrada A. 

Para cualquier matriz cuadrada A de 1x1. claramente det(A) =O,± 1. 

Supongamos por la hipótesis de inducción que el det(A) =O.± 1 para toda matriz A de (n-1 )x(n-1 ). 

:\hora considere a la matriz A de nxn. Si:\ contiene una colu111na de ceros el det(A) =O. Si alguna 
columna de A contiene c·xacta111entc un elemento diferente de cero. entonces el det(A) = ± det(A ') = 
11. ± 1. donde A' es el cofactor de esa entrada. Si todas las colu111nas de A contienen exactamente 2 
elementos diferentes de cero. entonces 

~ ª" = ~ ªº parnj = 1, 2 ........ n 
ie.-\1 IEr\= 

E~to 1111plica que det(A) =O. 

C'omlarw.- Una 111atriz A(O. +l, -1) es totalmente unimodular si contiene 
no más de un elemento+ 1 y no más de un elemento -1 en cada columna. 

La matriz de incidencia Ges una matriz -(O.+ 1. -1) con exactamente un elemento+ 1 ,. un elemento 
de· -1 en cada columna. Por lo tanto. se sigue inmediatamente del corolario ante;ior que G es 
totalmente unimodnlar. 

TESIS COKr 
FALLA DE ORlGEN 

. -·--------------------

64 



'l'eor~ma: 

Una matriz es totalmente unimodular si, y sólo si, cualquier de las 
nmtrices A', -A, (A,A), (A, 1) es totalmente unimodular. 

lk1110.1·1racicín.- Que A se;1 totalmente unimodular significa que cualquier subdeterminante de A es 
-rl. -1 o O. 

a. A es totalmente unimodular <=>A' es totalmente unimodular. 

Esto se demuestra utilizando la siguiente propiedad de los determinantes: det(A) = dct(A1
). De aqui 

se sigue que cualquier subdeterminantc de A' es+ 1, • I o O. 

b. A es totalmente unimodular <=>-A es totalmente unimodular. 

Esto se demuestra usando las siguientes propiedades de los determinantes: dct( ... ,tA', .... ) = 
det( .... ,A' ..... ): Si el ni1mero de columnas de A es par, entonces el det(-A) = det(A). si el numero de 
columnas de A es impar. entonces. dct(·A) = -det(A). De aqui se sigue que cualquier 
subdetcrminantc de -A es + 1. • I o O. 

c. A es totalmente unimodular <=>(A.A) es totalnwntc unimodular. 

:=:-) Suponemos que A es totalmente unimodular. Queremos demostrar que cualquier 
subdcterminante de (A.Al es O_ + 1 o -1 si tomamos cualquier subdeterminante de (A.A). pueden 
suceder dos cosas. Una. que las columnas de la submatriz sean linealmente dependientes. en cuyo 
caso el subdeterminantc es c<.:ro. O que las colunrnas de la submatriz sean linealmente 
1ndcpend1entes. en este .:aso la submatnz de (:\.:\) tambicn es submatriz de A, y el valor del 
subdeterminante es O. + 1 o -1. 

:=:-) Supongamos que (A.A) es totalmente unimodular. A es una submatriz de (A.A), esto implica 
que det(A) =O. ±1 pero cualquier submatriz de A también es submatriz de (A.A). Por lo tanto. A es 
una matriz totalmente unimodular. 

d A es totalmente t1111modular Sabemos que la matriz identidad 1 es totalmente unimodular. 
Q11,·remos demostrar q11e cualquier subdcterminame de (A. 1) es O.+ 1 o -1 si la submatriz de (A. 1) 
es submatriz de A o l. la denwstración es oln·ia. Si no. la submatriz tcndr:.\ al menos una columna 
con solo un ekmento diferente de cero ( 1 ). y el suhdeterminante será el cofactor de- .:stc elemento y 
asi. obtendremos que el subdeterminallle de (A. 1) es solo un subdcterminante de la matriz A. Por lo 
tanto. la matriz (A. 1) es totalmente unimodular. 

--:·)Supongamos que (A. 1) es tot;1lmcntc u1111110dular. A es una submatriz de (A. 1). esto implica 
q11c det(A) = lJ:: 1 pero cualquier submatriz de A tambicn es submatriz de (A. 1). Por lo tanto. A es 
una matriz totalmente unimodular. 
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De aqui vemos que utilizando el teorema anterior para cualquier secuencia de transformaciones 
posibles de la matriz 

A= 
In 
o 
o 

o 
Im 
o 

La matriz A es totalmente unimodular. La matriz A del teorema 1 es una subnmtriz de estn matriz 
A, y por lo tanto, hemos establecido el resultado deseado. 

Un problema de progrnmación lineal con una matriz de coeficientes totalmente unimodulares nos da 
una solución óptima entera parn cualquier veclor objelivo y cualquier vector de elementos enteros 
del lado derecho de las restricciones. 
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2.9 ALGORITJ\10 DEL J\/ÉTO/JO DE 
TRANSJCUÍN /JE ESTADO 

Primeramente \'eremos cómo se constrnye el programa: qué hace, cuáles son las variables de 
entrada v de salida, así como las opciones de interacción que se pueden tener. El codigo del 
programa se presenta en el anexo. Para la implementación del algoritmo se utilizo el lenguaje de 
programación Turbo Pascal versión 7 .O. 

,\LGORITl\10 DE TRANSICIÓN DE ESTAD0.9 

O. Verificar que todos los arcos del grafo cumplan con la ley de conservación. 

Si cumple, entonces, dar una solución inicial primal y dual x =(O) y u = (0). 
Asignar a todas las etiquetas 11 1 el valor de infinito. 

Buscar arcos en mal estado. 

Si se encuentran. entonces, colorear los arcos. según el teorema de 11'1 intv. 
Tomar un arco{T. S) y asignar al nodo S. etiqueta permanente. · 
En caso de no encontrar :.uco en mal estado, entonces terminar el algoritmo. 

1.1 Si existen nodos sin examinar de etiqueta permanente. hacer: 

Recorrer todos los arcos {i, j) 
Si el arco(i. j) es de color amarillo o verde y verde(j. i). entonces. asignar etiqueta permanente 

al nodo j 

1.2 En caso de ser una nrco(i, j) de color rojo. Si x,, = 1,, y a,, -(u,. u,) < 11,, entonces, ni nodo j se 
le asigna etiqueta permanente. 

En caso que el arco(j, i) de color rojo. cumple con x,, = c,i y u, - u, - a,, < 111• al nodo j se le 
nsignn ctiquctn tcntntivn y n. = u. - u1 - n,1 

1.3 Verificar si el nodo T tiene etiqueta permanente. 

•"Las ideas del algorit1110 de transición de estado fueron to111adas del trabajo "Cireulacióu con costo 111lnimo" 
E. Brito. l1J81J. 
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Si cs falso, cntonces, repetir los pasos anteriores desde 1. 1, hasta que T tenga etiqueta 
permanente. 

En otro caso: 

2. Buscar un ciclo amarillo-verde con etiqueta permanente en sentido T, S. 

ciclo. 

2. 1 Si li i10 es acotada, ento_nccs, finalizar algoritmo. 

En otro caso: 

2.2 Incrementar o disminuir una mínima cantidad li > O a la capacidad de cada nrco del 

Verificar si cumple con la l<!y de la conservación. 
Si es cierto, enlonces, borrar todas las etiquetas de los nodos e ir al paso 1 .O 
En otro caso: Finalizar. 

En otro c:1so: 

3. Encontrar un enlace (S. T). 

Comprobar si existe el enlace mediante el teorema de Hoffman. 
Si no existe circulación factible, entonces: terminar. 

En otro caso: 

Detcrminar &. 
Si & es acotnda. cntonces. u, = u, + & 
Si & cs finito e igual a&,. entonces. ir al paso 1.0 
Si & cs finito y mcnor a ci. entonces: 

Fin del algoritmo. 111 

1t1 = 7t, - E 

Asignar etiqueta permanente a todos los nodos con 71¡ =O. 
lral paso l. 1 
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CAPÍTULO 111 

ALGOIUTi\IOS POLINOJ\llALES PARA EL Pl~OBLEJ\IA 
DE FLU.10 A COSTO J\IÍNl1'IO 

En este capitulo se verá la forma de analizar y comparar la complejidad de los algoritmos, 
principalmente los algoritmos con cotas polinomiales. La técnica de escalamiento de 
Edmonds y Karp, y como se aplica al método de transición de estado. Y finalmente, se 
compararán algunos de los algoritmos más importantes que resuelven el problema de 
circulación con costo mínimo. 
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J,J ANrÍLISIS /JE LA COMPLE.f//)A/J DE LOSALGORJTJ\IOS 

L:1 forma más aceptada de medir Ja complejid:1d de un algoritmo es el tiempo que se necesita para 
que produzca el resultado final. Este periodo de tiempo puede \'ariar demasiado de una 
computadora a otra debido a su \'elocidad y al conjunlo de inslruccioncs. Para evitar esto y poder 
comparar Jos algorillnos de una manera eficaz. se expresa el licmpo que requiere el algoritmo para 
su ejecución en una computadora hipotélica en términos de pasos elementales como: operaciones 
aritméticas. co111par:1ciones. asignaciones, cte. La compuladora hipotética tiene memoria ilimitada y 
realizar cada paso elemental loma únicamente una unid;1d de tiempo. 

Como el númcro de pasos requeridos por un algorilmo no es el mismo para todos Jos datos de 
entrada: se considera un mismo ta111a1io n dado: ). se delinc la complejidad del algoritmo para ese 
tamalio nen el peor de los casos para cualquiera de eslos tl:1tos de entrada Asi. la complc,1idad del 
algorilmo es una función del t:1ma1io de Jos datos tle entr:1da. como IOn'. 2". y nlog, .. n. 

Muchas veces en el estudio de Ja comple,1id:1d tle un algoritmo. sólo nos interesa el comportamiento 
del algoritmo cuantlo el ntúnao de Jatos de cntratla es muy grande. por qne esto es Jo que \·a a 
determinar los limites de la aplicabilidad del algoritmo. Diferencias entre un algoritmo de 
complejidatl 1 !In') otro de· cumpk1itlad lln' pueden hacerse irrclc\·antcs por un a\·ance tecnológico 
que incrcme·nte Ja 1 elucidad de las computadoras También Jos términos que crecen muy lenta1m:ntc 
(como c.:I término !'n L'll 11lug~11 -t· 511) \·an a ser do1ni11~ulus por los términos que crecen mós rúpido 
para n suficientemente grande (en el ejemplo n~· 1000). Es por cslo que nos intercsa la tasa de 
crecimiento tle la complejidad del algoritmo. 

/!c1i111c1ti11- Sean f(n): Z. -> JR' y g(n) z·_, J?.'.' dos funciones. Escribimos/(¡¡¡ - O(¡t(11)) si 
c.-;isll' una constante c>O tal que para una /1 suficicntcmcnte grande. f(n) :> cg(n). 

L.lsando esta notación. Ja tasa de crecimiento de Ja complejidad de un algoritmo puede ser acotada 
por frases como esta· ··toma O(n ')unidades tle tiempo" 

Pero Ja pregunta que podemos tener es· ,.Cómo debemos considerar que un problema 
computacional es resucito satisl:1cloriamcntc" La respuesta toma en consideración los algoritmos 
que· resueh en este· problema. El pnmer criterio es que e\ist:1 uno para este problema que no necesita 
mucho tiempo para resuil erlo. en este caso el prubkm:1 se considera resucito. y no de otra manera. 
De hecho. como y;1 mencionamos anleriormentc·. es Ja lasa de crecimiento de Ja mejor cota del 
11emJll' la que 1 a a dctenrnnar Ja ulil1dad pr:ict1ca del algoritmo. Entonces. Ja siguiente pregunta que 
podamos tener 1.:s- .. qu0 tasas de crecimiento debemos considerar como ;;oluciones aceptables para 
Jos problemas computacionales'.' 

Hoy en día ha) un acuerdo general ele que· un algoritmo es una solución practica útil para un 
problema computaewnal sólo si su complejidad crece· polinom1al111cnte con respecto al tamalio de 
Jos datos de· entrada Los algoritmos de complcjitlad Ü(nJ o 0(n 1

) son :1ccptablcs en esta escuela de 
pc11s:1111icnto (la lasa de crecimiento de forma pol1110mial de un algoritmo esta espccificad:1 por su 
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grado). Naturnlmente, los nlgoritmos cuya complejidnd no esta acotada asintoticamente por unn cotn 
polinomial. pero están ncotados por un polinomio los que tnmbién son considcmdos como 
soluciones nceptables (1tiles. 

Para entender la importancia de la clase de algoritmos acotados por cotns polinomiales debemos 
considerar los algoritmos que no son acotados por ninglin polinomio para n(1meros de datos de 
entrada lo suficientemente graneles. Usualmente nos referimos a estos algoritmos como 
exponenciales, porque 2" es el parndigma de tasas de crecimiento no polinomiales. Algunas tasns de 
crecimiento exponenciales son: k" parn cualquier k> 1 fija, n!, 2"3

, n" y n1
"". Es obvio que cuando el 

tama1io de los datos de entrada crece, cualquier algoritmo polinomial será mas eficiente que 
cualquier algoritmo exponencial. 

En la tabla 3 se \'e la tasa <.le crecimiento de funciones polinomiales y exponenciales. 

n 

nlogn 
113 

){J~n":< 
2" 

n! 

JO 
33 

IOOO 
101• 
1024 
2099 

3628WO 

100 

1000000 
... 107, 

1.21• 1 o'º 
.1.n~10

1

~··:· 
10"" 

'/lihla 3 

1000 
... !J966 ><> . 

JOº 
, JO'~ > : . 
J.cJs~1()io1 .. 

< 7.8!)~1.o: ............ ' 
4*10"67 

Otra carncteristica positiva de los alguritmos polinomiales es que, en un sentido, pueden obtener 
mayor beneficio de los adelantos tecnológicos. Cada vez que un a\'ance tecnológico aumenta la 
\elocidad de las computadoras diez ,·eces, el tamaiio el tamaiio del problema 111as gmnde que puede 
resolver un :ilgoritmo polinomial en una hora. serú multiplicado por una constante entre 1 y JO. en 
contraste. un algoritmo exponencial solo experimentam un incre111ento aditivo en el tamaño del 
problem:1 que puede resolver en un determinado tiempo. 

En la siguiente tabla -l se ,.e como los algoritmos exponenciales obtienen un mayor beneficio de los 
ac.klantos tecnológicos. 

n=· 

rr' 
101n4

' 

2" 

En una computadora 

1012 

0.9-18* 10 11 

10(>. 

1 o• 

40 

En una computadora JO 
veces más rápida 

·, :\ >To1'.y> 
o.s1• 1 o" 

2.15*104 

18 
43 
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n!. 
10~, 

14 

'lilh/o ./ 

15 

Tenemos que mencionnr tnmbién que los nlgoritmos polinomiales tienen propiedades útiles: se 
pueden combinnr pnra resolver cnsos especinlcs del mismo problema; un nlgoritmo polinomial 
puede invocnr n otro algoritmo polinominl como unn subrntinn y el algoritmo resultante seguirá 
siendo polinominl. 

3.2 TECNICA DE ESCALAl\/IENTO.DE EDMONDJ' KARP 

El dicho mejoramiento técnico en la eficiencin del método de transición de estndo se realizará 
nplicnndo In técnicn de escnlamiento de Edmonds y Knrps. 

A partir del nn:ilisis del método de transición de estado que hicimos en el cnpítulo dos, la cota del 
orden O(Km) se puede estnblecerse pnra el número de pnsos que requiere el método. donde K es In 
suma de los números de buen estndo de todos los arcos de lns soluciones primnl y dunl inicinles. Si 
tomamos como soluciones iniciales " ; (0) )' u ; (O). entonces. K será tan grande como In suma de 
las capncidndes de todos los arco. las cuales asumimos enterns. 

l'nr::1 que se pueda decir que el mdodo de transición de estado es un algoritmo eficiente, el número 
de pasos requeridos por c·ste método debe tener unn cotn de orden polinomial en el lognritmo de lns 
magnitudes de las cnpacidndes de los arcos. que es el número de bits requeridos pnra especificnrlas 
como datos de entrada en In computadora. 

En In técnicn de escal:11rncnto desarroll::idn en 1972 por Edmonds y Karp r~f' (15). que veremos a 
continuación. el algoritmo de transición de estado se aplicn a una serie de problemas. los cunles dnn 
aproximaciones sucesJ\ ::unente mús cercanas n In solución del problema origin:11. Y se obtiene una 
cotn del origen polinominl buscado. 

Si queremos aplicar el método de transición de estado a un problema con cotns infcrion.:s y 
cnpncidndes enteras. )' pnra el cunl In cnpacidnd máximn no es mnyor que 21'. donde el problema 
origiunl es: 

p ; [ log,c,,]. pnrn In mayor de !ns c,,. 
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tenemos que hacer lo siguiente: 

Primero reemplazamos el problema original por el problema (0) 11 en el cual: 

Cij (O) = ( C¡/2"] 

JU (O)= (J,/2"] 

y el costo a,; se toma como fue dado en el problema original. Todas las cotas inferiores y 
capacidades son O ó J. Esta aproximación de orden - O de Ja red original admite una circulación 
factible si existe una circulación factible en el problema original. 

Hay que notar que: 

2rc
1
J (o) ;::: c

0 
2•10 co> 5 I,;. 

Si tomamos u = (O) y x = (O) como un flujo inicial, en esta aproximación del problema original, 
todos los números de buen estado son O ó 1, ~· K 5 111, donde 111 es el número de arcos. Por Jo tanto, 
el 111étodo de desco111posición no requiere 111ás de O(m~) pasos para obtener las soluciones pri111al y 
dual optimas x'"> y u'"l. 

Ahora consideremos el problema ( 1) en el cual 

c,1 en= [ c,/2•·11 
1,1 lll= [l,/2""1] 

Las cotas ªu se quedan como fueron dadas. Ahora todas las cotas inferiores)' capacidades son O. 1 ó 
2. Si tomamos 2x'º'. u'"> como soluciones primal y dual inicial respectivamente. todos los números 
de buen estado otra \'CZ son O ó 1 \' K 5 m. El n11!todo de transición de estado no necesita mas de 
0(m2) pasos para llcg:ir :i las soluciones primal y dual optimas x(ll y u0 > 

Generaliz:indo )' pasando del problema (k) al problcm:i (k+ 1 ), tomando 2x"J. u''l como soluciones 
iniciales para el problema (k+ 1 ), llegamos al problem:i (p), el cual resucl\'e el problema de una red 
idéntica a Ja del problcm:i original. De esta manera obtenemos un flujo para el en O(pm~) pasos. Así 
obtenemos el resultado deseado para el problema original. 

l:'¡cm¡1/u. • \'amos a ver los diagramas de buen estado ¡mm un arco con eota inferior J,J = 7 
~ capacidad c,, = 20. aplic:indo In técnica de escalamiento. 

Diagrama de buen estado del problema original es: 

ti-+-l ----tt-~' ------.. Xij 
20 

11 El número entre p:uicntesis representa el indice de 1:1 iternción. Por lo general. se cmpiczn con el indice O la 
solucióu del proble111:1. 
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p = [log2cül = [log220]= [ 4.32]= 5 

Problema (O): 

c,/0> = [c;/2"] "'[20/2s] = (0.625] = 1 
1,/º1 = (l,/2") '." (7/2SJ = (0.2 J 875) = 0 ,,.,,8 

Problema (1):1--. -•-,1..
1

------------------.. 1111" X;j coi 

c,,n1 = [c,/2"'1] = (20/24] = [ 1.25] = 2 
1,,cn = [1,/2"' 1] = [7124

] = (0.4375] =O 

Problema (2): 

c,/21 = [c¡/21'"2
] = (20/23

] = (2.5] = 3 
1,,m = (1,/2"-'J = (7/23

] = [0.875] =o 

uj-uill===i 
X" (2) f__L_ _ __t_ __ _¡_ ____________ ,.., IJ 

J . 

Problcnm (3): 

c,,<3
J = [c,/21'"'] = [2012'] = [5] = 5 

I,,'" = [l,/21"J] = [712'] = ( 1.75] = 1 

uj -uiJ~_...Ji.___L___i___L___ __ 
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Problema (4): 

c,/4>= [c/2r-'] = (20/2 1
] =(JO]= JO 

J,}4
) = [l/2P·4 j = (7/2 1

] = (3.5] = 3 

uj-ui¡v__,___,_____.__~ 
x·· (4l 

.. IJ 
10 

Problema (5): 

c,/» = [c/2P·'1 = (20/2°] = [20] = 20 
J,/ll = (J,/2p·l) = (7/2°) = (.7) = 7 

11j-ui!~--_.._ ___ __,_. 
X 

•. (S) 
.. IJ 

20 

Este diagrama de buen estado es el mismo al diagrama de problema original. Por lo tanto, después 
de realizar la pnicba podemos concluir que la técnica de escalamiento, aunque es bastante fácil de 
implementar, probablemente es de importancia practica limitada. 
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3.3 OTROS tlLGORITJ\IOS 

Todos los algoritmos parn resolver las redes de flujo a costo mínimo de tiempo polinomial se basan 
en la técnica de escalamiento. Fueron Edmonds y Karp quienes desarrollaron el primer algoritmo 
polinomial para este tipo de problemas usando escalamiento en las capacidades. La técnica de 
escalamiento también ha sido utilizada para otro tipo de problemas de optimización en redes. Esta 
técnica puede ser :1plicada ya sea en el costo (escalamiento de costo) o en las capacidades mínima y 
m:i"ima (escalamiento de las capacidades). Róck fue quien ·propuso la utiliz:1ción del método de 
escalamiento en el costo. 

En "1 siguiente tabla 5 se presentan los algoritmos polinomiales conocidos para el problema de !lujo 
n coslo minimo 

Fecha 

1972 

1980 

1'184 

l'J85 

llJXh 

1988 

l 'l80 

l'J84 

1985 

lll87 

1'187 

l'J87 

I>csarrollndos por ref Tiempo en el que corre 

Edmonds and Karp (/{¡) O(mlog (UJS(n. m. C)) 

Rock (/ !) O(mlog (U)S(n. m. C)) 

Orlin (/8) O(m'log (n)S(n. m. C)J 

Fujishigc ( / ')) O(m'log (n)S(n. m. C)) 

Galil y Tardos (:JO) O(n'log (n)S(n. m. C)) 

Orlin (21) O(mlug (n)S(n. 111. C)) 

Rock (17) O(mlog (C)F(n. 111. U)) 

Tardos (22! O(m') 

Bland y Jcnsen (23) O(nlog (C)F(n. m. U)) 

Goldbcrg y Tarjan (:!./) 0(11111log(n'lm)min 1 log(nC). mlogn l 

¡ Goldberg y Tarpn (:!./)' 0(1113(11. 111) min ilog (nC). mlug(n)) 

i Goldbcrg y Tarjan (23) O(nmlog (n)min: log(nC'). mlog(n ))) 

fohla 5 
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Donde las cotas son dadas en términos de las siguientes fi111eiones y pariunetros: 

111 

e 

F(n, m, U) 

B(il, m) 

Número de arcos 
.... ·~· .. ·· .... ,_, :·: .. .. ·.~;.,:·· .• 

.·~1a;;;¡,;10 ~:a1d;·~¡;~o1i1to 
í1ti ni'1111cro entero),) . 

l\fáximo valor absoluto del costo de un arco (se asume que es un 
número entero). 

TicmroC11 que se resu6Jve d probíJ,;;¡¡~i;J~~ú{~~Á~ ~6rikEJh~¿¡ci· 
un nodo fucnie. y con costos . M iii·c~s i10 ncgáih·os, como Ui1a • 
.11.mción den, 111·)' e, . . . . . ·. . . . . .. ' . . 

Tiempo en que se encuentra un flujo máximo, como una función de 
n, m y U. 

Ticmpo en que se encuentra tilíluj~d~~tÜCj~~~ ei~ ullá 
como. una función de 11 y 111. · · 

Las mejores colas cstablecidns p11r11 S, F y B son: 

S(n, m,C) = Ü(nlog(n) + 111) 
= O(mlog(log(C))) 
= Ü(n(log (C ))" + m) 

F(n, 111, LI) = Ü(nmlog (n'im)) 
= O(nmlog (n/m) (log(U)( + 2) 

B(n, m) = O(mlog (n'/111)) 

Como podemos apreciar los algoritmos de Ja tabla anterior estún separadas cn 3 grnpos: 

1.- Los que usan la técnica de cscalamienlo de las c:1pacidades. 
2.- Los que aplican cl escalamiento del costo. 
3.- Algoritmos que solo usan la técnica de escalamiento es su anólisis. 
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Todos los algoritmos que usan el escalamiento en las capacidades necesitan una subrutina que 
encuentre la rula más corta; lodos los algoritmos que usan el escalamiento en el costo requieren de 
una subrutina que calcule el flujo máximo o similar. 

Los algoritmos de Tardos. Orlin ( 1984 y 1988), Fujishige, Galil y Tardos, y los dos algoritmos de 
Goldberg y Tarjan que utilizan la ·técnica de escalamiento en su implementación, tiene un 
comportamiento polinomial muy marcado: corren en un tiempo polinomial tanto en n, como en m 
asumiendo que las operaciones aritméticas requieran de O( 1) unidades de tiempo, y los valores que 
manipulan tienen un numero de bils polinomial en n. m. log(U) y log (C ). 

Comparar las wlocicbdes relati\·as en que corren \'arios algoritmos es algo complicado debido a 
que sus colas ckpenden de Jlli:rentcs formas Je n. m. U y(' 

Entre los algorilmos que se conocían antes de que Goldberg y Tarjan desarrollaran los suyos, los 
algoritmos dominantes eran los de Edmonds y Karp. Róck, Bland y Jensen. y el de Galil y Tardos. 
Bajo la suposición de que log(U) y log\C) son 8 (logn) los algoritmos de Edmonds y Knrp y el de 
Rúd; obtienen la nw,1or cola ck O(m'log(n) + nm(log(n))'). El algoritmo de Orlin del ::uio 198!1, 
liene 1:1 misma cola pero su \'cntaja esta en que no utiliza la suposición anterior. 
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CAPÍTÚLO IV 

APLICACIONES 

En el capitulo cuatro se describe cómo se puede aplicar el método de transición de estado a 
problemas reales, como son el problema de plantación de proyectos, el de transporte y el de 
transbordo, como al problema de asignación. 
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./,/, PLANEACIÓN /JE PROl'ECTOS 

Unn de lns nplicnciones de In teoría de flujo de redes m:ís útil es In de plnnención de proyectos. 
\'nrias técnicas hnn sido desarrolladas como: CPM (Critica! Path l\kted - l\1étodo de la Ruta 
Critica) parn n:suh·er problemas de duración predetenninada; y l'ERT (Project Evaluation and 
Rel'iew Technique - Técnica de Evaluación y Revisión del Programa) para problemas de duración 
probabilística o estocüstica. 

Si tenemos un proyecto grande. supongamos que este puede ser dividido en un número determinado 
de tareas. Las relaciones de precedencia entre éstas se indic;m asociando las tareas con los arcos de 
una gralica dirigida Todas las tareas dirigidas hnctn un vértice deben de ser completadas antes de 
que eualqutcr tarea que salga de este 1értice sen empezad:1. (habrá que introducir variables ficticias 
que lc'nE:lll un tietnpo de realtznción cero. de matll'ra que sen posible adecuar al modelo todas las 
relac1onc·~ de· pre•ce<kncta de un con.1unto dado de t:irens) 

Asoct:mdo con cadn tarea (i. j) están su tiempo de realización "normal" a,,. su tiempo de realización 
de "urgencia" b ... y el costo c,, de disminuir In tarea en una unidad de tiempo (se cree que haya In 
aplicación de• l icmpo estra o de una fltcrza de trabajo mayor). Esto cs. si t" es In duración actual de 
la t~Hl'a. L:ntonccs. b11 S 111 :::; a11 . y d costo íl..'C]lll'rido ¡n1ra compk·tar la tarea en este tiempo t11 es c11 (n 11 

- t") 

:\ cad:1 'ér11ce i de la red del proyecto le asociamos una nmablc u,. donde u, denota el tiempo en el 
cu:1l el "el'cnto" i ocurra. Si el n'rticc s es el el'ellto inicial del proyecto, y el vértice t el evento 
final. Entonces. el problema de encontrar el costo mínimo de n:ducir <.:! proyecto a unn duración 
dada Tes: 

como z = ~ e" ª" - ~ e" t" 
l.J i.J 

1\linimiznr z = I c .. (a,, - t,,) 
1.j 

c11 n11 es constante. entonces minimizar z es cqui\·nlcntc n: 

Ma~i111izar ~ c,, t,, 
ij 

sujeto a: u, - u,$ T 
u, - u, + l,¡ 5 o 
b,J S t11 :S' n,J 
u, no restringida. 

Para obtener el modelo dual de este proble111a de progrnmac1on lineal 1·a111os a introducir las 
1ariables no ncgatil'ns ,., x,,, a.;¡ y p., (que serán las \'ariables ficticias o de holgura del moddo) 
asocindns rcspccti\':uncntc con las restriccion~s u, - u, s T. u, - u, + t,1 s O. t,, 5 ª" y -t .. 5 -b ... 
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Al realizar las modificaciones, obtcncnios la forma dual del problema, el cual es el siguiente: 

l\·linimizar·w. =~a;¡ e.t;i - L: b.; p,, + Tv 
ij ij 

si i=s 

S\1jeto a: si i ;o s,t (1) 

X1J + Uo -p¡j = C1j 

Xo, ª•Jt Pü ~ O 

Vamos a \'cr un ejemplo de un problema de planeación de proyectos, 

si i=t 

b)'emp/o,- Una compafiia desea introducir un producto nuevo y necesita planear las 
diferentes tareas a seguir. parn que el proyecto sea finalizado en 85 días, Los datos de las tareas se 
muestran en la tabla 6. (los tiempos están en di:ls y los costos en millones de pesos). 

···f r~;;;¡;~··;;·ü·;:;;¡·;¡·¡···· ¡··fi~·;;·;1;·¡;··z¡~ .. ~;·,:ü·~;·; ;:r;¡··1 ¡· .. ···¿¡;·~¡·¡; .. (~.,~, ...... 
. ·.·,·,,·,·,·,·,·,·,·,·,,·,,(1~u,l,, ,,,,, .,,,· ,, [ •.. , ,,.·,· ,,, ,,},~,u). ,,,.· ,,,·,·.,.·,· .. ·,·,·,·, '! .. ·, .. · •. ·.·. ·.· •. ·,,,,,,,, ,,,,,,,,,,· 

)()"' ' ' .... , ... '.°.......... .•: ---::::~~~::.::.:.:.~ .. 
: 20 :! 25 

Tabla 6 

Gr:ilicamente el proyecto se represen!a como se ve en la figura 4, I, 1: 

FiJ: ./. /, I 
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Expresando esta problema como un problema de programación lineal, queda: 

Maximizar z = 75t,i + IOOt,4 + 30t,, + ROt,o + 23t., + 2tio + 94t., 

sujeto a: 

Y las matrices asociadas son: 

o o 
o 1 o 
() () 1 
() o o 
() () () 

() () () 

() o () 

() () o 

-1 () () 

ll -1 () 

() () -1 
A= ll o () 

(J ll () 

() () o 
() o () 

(1 o o 

o !) 

(1 1 () 

(1 (1 1 
ti ti () 

() () () 

ll ll () 

ll ll () 

() () () 

u,-lls s 85 
u, - Uz + lsi S O 10 s t,, s 10 
11¡ - l13 + t,, s o 20 s t,, s 25 
u,- 114 + t,4 s o 18 s t,4 s 20 
u, - lis + t,, S O 28 s 1,. s 30 
11¡ - u. + t,. s () 17 s t., .. s 20 
u, - 115 + (4, so 15 s (4, s 20 
u, - ll6 + t,. s () 8.St;"S JO 
u, - u, + t., s o 25 s !,,, s 30 

11 o () () o () () o o 
o o () o o o () o () 

o o o o () o o o o 
1 o () o () o () o () 

o 1 () o () o ll () () 

11 o 1 o o () ll o () 

o o () 1 () o () o o 
() () !Í () 1 o o o () 

o () () () () () () () () 

o !) () o () () () () () 

o º· () o o o o () () 

-1 () .O () o o o () () 

() -1 o ll ·o () () O: O e 

() .() -1 o () () o o . (J 

o 
o 

11 
o 
o 
1 

11 
o 
o 
() 

() () -1 () () () o 
o o o -1 o () o 

11 () 11 o -1 () 

() () o (1 o 1 -1 
ll (1 o () () 1 o 
ti o o (1 (1 1 o 
1 () o () (1 () 1 
ll 1 11 o () o 11 
o o 1 () o () () 

() () 11 1 () () () 
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() 

o 

() 

!) 

-1 
() 

o 
1 
o 
() 

o () () 

() () () 

o () () 

o () () 

o () () 

o o () 

() () () 

o () () 

() o ·o 
o !) () 

o () () 

() o () 

() () () 

.. O o ll 
o o () 

() !) () 

o () () 

o o () 

11 (1 () 

-1 o () 

o -1 o 
-1 () () 

1 -1 () 

() 1 -1 
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10 
25 
20 
30 
20 
20 
10 
30 
-10 
-20 
.-18 

!i = ·28 {= 

·17 
-15 
-8 
-26 
85 
o 
o 
o 
() 

o 
o 
o 
o 

Si to111n111os el vector lf de cstn forma 

11 

'" 121 

fl4 

'" ,,. 
'" h6 
161 

u, 
llz 
l13. 

11.1 

lll 

116 
u, 

u..: 
U.:?) 

U:.1 

U.:~ 

U.)6 

U4.~ 

(X.~6 

"'•• 
fl.: 
fln 
p,. 
fl,. 
p,. 
fl.ii 
fli• 
fl,,, 
\' 

x.: 
X:J 

.\::4 

X:.\ 

XJ6 

X4~ 

X:'6 

XGt 

o 
75 
IDO 

e:= 30 
80 
23 
2 
!14 
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Y ahora multiplicando la matriz A T po.r rr, obtenemos: 

Ar rr = 

r.t,;:i - fi,z + x,;:i 
íL2.1 - f:i:::?l + X:?l 

Ct24 - f:i:?4 + Xz4 

U:?s .. fi:s + X:s 
UJ<o - fj36 + X)6 

CX..15 .. f:i.15 + X45 

u..\6 - J3!i6 + Xsc. 
<X.61 - P61 + Xr11. 

•\'+X,::; 

- x,2 + X:?J + X:4 + X:?s 
.. X:?l + X.1<, 

- X:.i + X4\ 

- X:\- X45 + X\6 

- X3r; - Xsr. + .v,, 
\'-Xc.c 

o 
75 
IUO 
30 
MU 
23 
2 
94 =e 
() 

(J 

o 
() 

(J 

o 
o 

De aqui tenemos que la representación de este problema de plantación en su forma dual será: 

Minimizar w = 1 Oct,0 + 25a.0i + 20a.,. + 30a.,, + 20ct36 + 20a,, + 1 Oct50 + 30a." - 1 Op,, - 20¡3,, 
l 8p,, - 28¡3,. - 17¡3,,, - 1 ;p,. - xp,,, - 26p,,, - 85v 

sujeto a: 
a,:? - Ps:::: + Xs:? = o 
ª'·' - p,, + x,, = 75 
a,. - p,. + x,. = 100 
ª'' - p,, + x,, = 30 
ª'" - P.1 .. + XJo = 80 
U4\ - P-1\ + ~:'i = 23 
ª'" - p"' + x, .. = 2 
a., - fl,,1 + X°' = 9~ 

·Xs:! =-v 
- Xs:? + X:J + X1.i + X:?.\ = Ü 

- X:J + XJ!o = Ü 

- x,. + X.,; = o 
- X:s- X4s + Xsli =O 
- XJü - X:'i<• + Xtit = () 
X<.1 = \' 

X,,. a.,, . [},, ;,, () 

De a,,;,, b,1 ;,, lJ y ( 1 )1
'. se' e que la solución óptima debe satisfacer las soluciones siguientes: 

"El modelo dual de J;¡ pagina 11 O. 

p,, =o 
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De ncucrdo con esto, sustituyendo a,, y p,, en el problenm dunl, un problema de flujo equivalente es: 

Minimizar z = k Tíi (x;,) + Tv 

sujeto n: {\' 

k Xji - k Xoj = 0 
J j V 

x,, ~ =O, donde 

.si i = s 

si i ~ s,t 
si i = t 

T,, (x,,l = { n,, (c,J - ~,¡) 
b,, (c0 - x;,) 

si Xij S C1j 

si xij > c;¡ 

Y T,, (x") tiene In formn, como se ve en In siguiente figurn: 

Fig ././. 

La com c.~idad de T,, (x 11 ) se debe ni hecho de que n,, > b,,. 

Podemos \'er C<1dn tnren (i, j) del proyecto reprcsentílndoln por dos nrcos pnrnlelos del vértice i ni j 
en la red de flujo, uno con costo -n,, y cnpncidnd c,, y el otro con costo -b,, y cnpncidnd infinita. Esto 
se sigue del hecho de que 

Es cqui,·alcnte n: 
l\·linimiznr z =:E T,J (x,,) + T\' 

l\linimiznr 

{ 
¡; n,, (c,, - x,,) + T\' 

.L b11 (c,, - x,,) + T\' 
IJ 

Si existen ciclos dirigidos en In red del proyecto el problemn de flujo no tcndríl una solución óptimn 
flnitn pnrn ningún \'nlor de flujo \'. Pero hny que nolnr que lns relncioncs de precedencin de las 
tnrcas son tales que In red es necesnriamcnte aciclicn. 
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Podemos añadir ni flujo de la red un arco (t, s) con capacidad infinita y costo T, el flujo a través de 
este arco es v. Para cualquier T especificada, el problema de circulación puede ser resuelto por el 
método de transición de estado. 

El diagrama de estado para un arco (i,j) típico es el siguiente (tig 4.1.2): 

uj ~ ul 

sij 

Fig ././.2 

Podemos variar el p:irú111etro T y obsen·ar la circulación óptima que resulta. Si T es escogida lo 
sufieiente111ente grande, esperamos que la circulación cero sen ópti111n. reflejando el hecho de que si 
In duración del proyecto es Jo suficientemente grande, ningún dinero se gnstmá para reducir el 
tiempo de las tareas. Esto ser:i sicrto ¡iara cualquier T tan grande co1110 la rnta critica, o In 111:is larga 
rntn des a t con respecto a las longitudes a,, de los arcos. 

/Jefimocin.- Una ruta critica es un conjunto de tareas sucesivas, que no pueden sufrir un retraso sin 
aumentar el tiempo que llc\·n finalizar el proyecto. 

Por otra parte. si T se escoge Jo suficientemente peque1in, se espera que no exista una circulación 
óptima finita, correspondiente al hecho de que ningún gasto finito de dinero puede reducir In 
duración del pro)·ecto m:is nll:i de un cierto punto. Este ser:i el caso para cualquier valor T 111cnor 
que ):1 longitud de Ja ruta m:is larga des a t con respecto a las longitudes b,, de los arcos. 

Realizando el an:ilis1s paramétrico ni rcsol\'cr el problema de In ruta m:·1s larga con respecto n las 
longitudes a,, de los arcos. Jos nl1meros de nodos u, determinados jumo con la circulación cero 
pro\-cen soluciones óptimas primal y dual para T 2. u,. Entonces. el parúmctro T se reduce. Todos 
Jos arcos pcrmnnceen en buen estado con excepción del arco (t. s). El método de transición de 
estado se· aplica para rcgrc·sar al arco (t. s) a buen estado. El procedimiento se repite para pequeitos 
,·alares sucesi\'os de T hasta que exista un flujo óptimo finito. 

El resultado de este c:ilcu lo es una cun·n de proyección de costo. Esta cun·a es lineal y com exa. ya 
que ' aumenta conforme T disminuye. y sab•:mos que la repre~entnción gr:ificn de flujo minimo 
contra' twne estas caracteristicns. La pendiente ncg:lli\'a en el punto Tes igual al costo marginal de 
disminuir 1:1 d11r:1ción del pro)ecto en una unidad ck tiempo. y esperamos q111.: este costo marginal 
aumente conforme T d1s1111nuyc La siguiente grútica (lig .J. 1 .3) es una representación tipica de una 
cuna tic J>ro)·ccción tic costo. 
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C""coi;lo de rcdu1,.•ir el 
lii:mpu 

Duración 111inima 
del pruycctu 

Fig./.1.3. 

J>urm:ió111rníxi11111 
del rroyccto 

T 

La interpretación fisica de las variables u,, tiempo en el que suceden los e\'entos, y t,,, duración de la 
tarea, es ob1·ia. Sin embargo, no es tan simple interpretar ax,,. La variable x,, representa la cantidad 
de dinero que estamos dispuestos a gastar para reducir t,, en una unidad de tiempo. Si O < x,, < c,,, 
no estamos dispuestos a gastar exact:unente lo necesario para reducir t,,. Y si x,, > e,,, estaremos 
dispuestos a gastar una cantidad mayor a c,, para reducir t,,, pero es imposible reducir t,, más allá de 
b,, (tiempo de urgencia). 

TESIS r,Q\\T 
VALLA DE UruUEN 

87 



4.2 EL PROBLEMA /JE TRANSPORTE 1' TRANSBORDO 

Tal vez uno de los problemas más importantes de programación lineal es el método de transpone el 
que se interesa en la distribución de cualquier articulo desde cualquier grnpo de centros de 
suministro, llamado fuente, hacia cualquier grnpo de centros receptores, llamados destinos, de modo 
que se minimicen los costos totales de distribución. En el modelo de transporte todos Jos 
coeficientes de las variables en las restricciones son iguales a uno, o sea: 

a,,= I, para todo i y j. 

Si n:prescntamos gr:ificamcnte: 

Fuentes Destinos 

Q a1 

~ 
Q 

:3 

= a; 

b1 "' C"'l 
IO 
e:: 
C"'l 

bj "' §: 
7-; 

~ 
C"'l 
:z 
...¡ 

rn o o en 

íl¡n bn 

Donde 

x., =es la unidad a enviar desde la fuente i-csima (i=J, ... ,m) al dcstinoj-ésimo (j=l, ... ,n) 
c,, = es el costo de enviar una unidad desde el fuente i-ésima (i =l,. .. ,m) al destino j-ésimo (j 
=l, ... ,n) 
a,= es la disponibilidad (oferta) en las-unidades de Ja fuente i-ésima (i=l, ... ,111) 
b, =es el requerimiento (demanda) en unidades del destino j-ésimo (j= l , ... ,n) 
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En el problema de transporte es muy importante que lo disponible sea igual a lo requerido, oferta 
sea igual a la demanda. Una manera d~ formularlo en ténninos generales es: 

Hay que notar la siguiente relación: 

m m 

¿ ~Xij =¿a,; 
i-=I j•I jaJ 

m m 

¿ ¿Xi¡ = ¿bij 
i•I j•I j•I 

m __ 

Minimizar Z = ¿ c0 ¿ x;; 
i•I j•I 

sujeto a: 
111 

i= l, ... ,111 

~Xij =nJ 
j•I 

j= l, ... ,n 

X;; ~ O para todo i y j 

} 111 

¿a,=¿b, 
¡ .. , j•I 

disponible = requerido 

oferta = demanda 

Cuando un problema de transporte tiene todavía los puntos intermedios en los cuales no se dispone 
ni se requiere de los bienes, entonces el problenm de transporte se convierte en un problema de 
transbordo. Por lo tanto un problema lineal de transbordo se puede tratar como un problema de 
transporte, o sea con los mismos métodos, pero el algoritmo de flujo con costo mlnimo resuelve 
problema de transbordo directamente.. · 

El problema de transbordo es una forma del problema de flujo a costo minimo en el cnal para cada 
,·értice i hay un numero b, dado. y en vez de la ley de conservación ordinaria se requiere que: 

si 

r X11 • ~ X11 2; b, 
j j 

b, < O el vértice es de oferta 
b, = O el vértice i es de trru1sbordo 
b, > O el vértice i es de demanda, 

Cada arco (i. j) tiene asignado un costo de flujo a,1, y se asume que las capacidades de los arcos son 
infinitas. Si este no es el caso, entonces se dice que es un problema de transbordo con capacidades. 

TESIS CON 
FALLA DE OiUGEN 

89 



El problema de trnnsporte de Hitchcock - Koopmans es un problema de transbordo con una gráfica 
bipartida G = (S, T. A) en la cual todos sus vértices de oferta se encuentran en S, todos sus vértices 
de demanda en T. 1· todos los ;ircos estan dirigidos de S a T. a dcmús los 1ú'lices de transbordo ( o 
sea. los nodos inlc.rmedius) se eliminan. Otro mctodo particular que l'amos a ver mas adelante en 
este capÍlulo es el problema de asignación. Es el caso especial del problema de transporte en el cual 
el número de vértices de ol'crla es igual arn(1111ero de vértices de demanda)' cada b, = ± 1. 

Los n(1meros a,,, c,,, b, y b, se n:prescntan en la gratica O como se muestra en la figura 4.2. 1: 

l1i I~ 

¡.¡~ ./.J. J 

Es el'idenle que el problema dc transbordo se puede reducir al problema de flujo a costo mínimo 
convencional con un 1·értice fuentes y un vértice destino t. Hay que hacer notar que si el problema 
tiene· una solución focliblc. entonces la suma de bs ofertas no debe ser menor a la suma de las 
demandas. Esto es: 

-~ b, :2: ~ b, = ,. 

Tomando por hecho que el costo de cualquii:r rula dirigida de un 'érticc ofena a un 1 értice 
demanda no es ni:gali1·0. de modo que exis1:1 una solución óptima i:n la cual las restriccioni:s di: las 
dcm:mdas se satisfacen con una igualdad \'amos a :isociar :il l'értice li1ente s un arco (s. i) h:1cia cada 
l'értice de oferta i con capacidad c" = -b, y costo a,, = O. y al 1'érlice destino t un arco (j. l) desde 
c:1da 1·érticc de demanda j con capacidad c,, = b, )' costo a,, = O. reeslablccicndo la ky de 
cunscn •1ció11 i.:11 todos los \ L!rtici.:s. Así cnloJK"L'S. un flujo a costo mínimo de \'alar\' da una solución 
al probiL'ma di: tr;1sbordo Si alguna ruta dirigida de un l'érticc de oferta a un vértice di: demanda 
tiene costo 111.:gatl\ o. será necesario introducir cut as infrriorL'S ~t los arcos (j. t). 

Queda cl'idente que el problema de flujo a costo minimo es un problema de transbordo con 
capac1dadc·s para un l'alor de flujo 1· deseado. donde b, y b, se toman de siguiente manera: 

b,, = _,. )' b,= \'. 

Lo que es ri:almenle sorprendente es que el problenm de transbordo con capacidades y por 
consiguiente el problema de flujo a costo mínimo. puc·dcn ser reduciuas :il problema de transporte 
de Hitchcock-Koopmans con capacidades. 

H:1y que notar que. c·s posible asumir que todas las ol'crt:1s y demandas en el problema de transbordo 
deben ser satisfechas con igualdad estricta i.c .. la suma de las demandas debe ser igual a la sum:1 de 
las olerlas Si esto no c·s así. introducimos un n:rtice de demanda adicional con arcos dirigidos de 
los 1 ~rt1ces de oferta a d. Y :1 cada arco de estos le asignamos una capacidad lo suficientemente 
grand~·~ l'.ostu ci.:ro 
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Esto nos da un problema de la forma: 

donde: 
b,<O 
b,=O 
b,> o 

si 
si 
si 

Minimizar a,¡Xo¡ 

sujeto a : :Exú - :Ex,J = b, 

i es un vértice oferta 
i es un vértice transbordo 
i es un vértice demanda 

j j 

Os x,;S c,,, 

Ahora creamos una nueva red G de 2n vértices, en la cual cada vértice i de la red G de transbordo 
es representada por 2 n!rtices i y i", y un arco (i. i') con capacidad e,,.= r:r., y costo l1 ;,·=O. Para 
cada arco (i, j) de G se crea un arco (i. j') en (i con ca¡mcidad e,,·= c,, y costo a,,.= ª•J· A los 

vértices de la nue,·a gráfica les asignamos valores h ,. t;1I que el miar absoluto de cada li, sea lo 

suficientemente granda, y li, + li,. = b,. 

Vamos a modificar las restricciones de capacid:1d de la red O subdi\·idiendo cada arco (i, j) de [J 
en 3 arcos (i. k). (k'. k) y (k'. j). donde k y k' son vértices nuel'os introducidos por la subdivisión. 
Hay que notar que d \'értice k tiene grado de salida cero y el \'értice k ·grado de entrada cero. 

Los números en los \'é11ices h i tendrán la siguiente forma: 

¡;, = b, 

¡;'=e,, 
¡;'=-e ... 
¡;' = b, 

El costo ti,, = c'I ,, y todos los demás arcos con costo cero. La capacidad de todos los arcos es 
infinita. La eliminación de las capacidades de los arcos se muestra a continuación: 

El arco (i, j) de la red G se puede observar en la figura siguiente: 

li i 
Cij,il{i m QJ .. J 
Fig ./.2.2 

En la red Ó se transforma en: 

fj¡ C!j -cij /~¡ 

[iJ ltii .. UJ ... o w o {i] 

.fig ./.2.3 
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Si G es bipartida con n vcrtices y m nrcos, entonces á es bipartida con n+2m vértices y 3m arcos. 

Ejemplo.- Si se tiene el problema con la función objetivo siguiente: 

sujeto n: -x1:? - Xp = -5 
X1:?- X:n- X:?4 = -3 
Xn+ X:n-'XJ:\ - X14 =o 
Xz.i + X34 + X\4 - X4c. = Ü 

XJ'i - X54 - X:\c; = 2 
X:\t.o + X,.ic. = 6 
() $ X12 $4 

() $ X11 $ 7 

o::; x,,::; 6 
0 SX:; < oo 
O Sx.i;::; 1 

o::;)("< 00 

Ü $Xi;$ 9 

0$)(;¡,$6 

o::; x,.::; 2 

La red de transbordo G ele este problema esta representado en la siguiente figura: 

.5 

.] 

Fig ./.2 . ./ 

Y ahora \'eremos la red de transporte i] equivalente a la red original G: 
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Al eliminar las capacidades de G se obtiene la siguiente forma de G (fig 4.2.5): 

·IOl 

·IOJ IUO 

·100 100 

1110 

l,l_______"_ _J."l.. ~ _ ____, 
·lllll~~ 

Fig ./.2.5 

Pero In pregunta es: ¡,cómo aplic:1r d método de transición de estado al problema de transporte de 
Hitchcock- Koopmans'' Eso lo \'amos a ,·er enseguida. 

El problema de transporte. con o sin restricciones. se convierte fácilmente en un problema de ílujo, 
introduciendo un ,·é11ice fuentes con arcos {s. i) a cada vértice oferta i con capacidad e" = -b. y 
costo a,, = O: igual que el vértice destino t con arcos (j. t) desde cada ,·értice demanda j con 
capacid;id•·s e,, = b, y costoª" = O. y un arco ele regreso (l. s) con costo ª'·' = O y capacidades 11., = c,, 
='.donde 1· es igual a la suma de las oi'crtas que a su 1ez es igual ;i la sum:1 de las demandas. 
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Para esta red de flujo. las soluciones primal x = (O) y dual u =(O) son soluciones factibles y sólo el 
arco (t, s) esta en mal estado, y el número de buen estado es v. Conforme el calculo del algoritmo de 
transición de estado se efectúa. el arco (t, s) es el único :1rco que siempre esta en mal estado, tal 
como ocurrió en el problema de plancación'dc proyectos. 

Ejemplo. - Una compaliía "X" dispone de 2 fabricas. Una se encuentra ubicada en la ciudad 
A y otra en In ciudad B, \' tiene 3 ciicntes, uno en K. otro en L 1· tercero en M. Los costos de 
1ra;1sportar la mercancia d~ las fübricas a los almacenes de los clic;lles, asi como las ofertas y las 
demandas se muestran cn la tabla 7. 

'l'ah/a 7 

Grúficamclllc plantcamicnto de este problema como el problema de flujo :1 costo minimo, sera: 

(0.J~O) 

(O. í1IJO) 
ll ~I 

(9tlfJ,')(/fJ) 

i'lg ./.2.6 

Todos los procedimientos computacionales para rcsoln:r el problema de transporte virtualmclllc 
pueden ser interpretados como adaptaciones. \'ariaciones o especializaciones del método de 
transición de estado cuando se aplica de esta manera. 
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4.3 EL PROJJLElllA /JE ASIGJVACIÓN 

El problema de asignación es el tipo especial de problemas lineales con la estructura de transporte, 
cuando m = n )'en el que los recursos se asignan a lns nctividndes en términos de uno a uno, o sen, 
la oferta en cnda origen es de \'alar uno y In demanda en cnda destino es también de valor uno. Así 
entonces, cada recurso o cesionario (puede ser un empleado, unn miiquinn o un tiempo detenninndo) 
debe asignarse de modo único a una ncti\'idad pnrticulnr o asignación (que son: tarea, sitio o 
evento). Se tiene un costo c,, asociado con el cesionario i (i= 1.2 ..... ,n) que lle\·a a cnbo la asignación 
j (j= 1.2 ... n) y el objctirn consiste en asignar a cnda hombre un trabajo de modo que el costo total 
sea mínimo. 

La fi:irmulnción de un problema de asignación es la siguiente: 

1'1inimizar z = :S :S c,, x,, 
i-lj-1 

sujeto a: 

:E X11 = 
.i·I 

"' 
I x,, = 1 
j-J 

x., ~o 

i = 1, ... ,111 

.i = l,. .. ,n 

i = l,. .. ,m 
.i= 1, ... ,11 

Las ,·arinbles x,, sólo pueden tomar el valor O ó 1. Es 1 si el origen i se hace corresponder al destino 
j. y es \'alor O en caso contrario. 

A los problemas de ;1signación se les pueden aplicarse los algoritmos de transporte por ser éste su 
caso especial. pero dcl1ido a In estructura propia de los problemas de asignación. existen métodos 
e,;pecilicos para obtener In solución y son llamados algort1mo.1· de asignucicin los cuales son miis 
eficientes que el 1rn:todo simplcx o el mdodo de transporte par::i tratar este tipo de problemas )'a que 
las restricciones en problemas de asignación. admiten exactamente m ,·ariablcs positi\'as en cadn 
soluc1on bósicn factible. Eso quiere decir que a cada persona sólo se le asigna un trabajo y 
'ice\ ersa La cond1c1ón necesaria y suficiente para que el problema tenga solució11. es que estén 
balanceados. 1 c .. la oferta total tiene que ser igual a In demanda total. En el caso de que no exista 
csk bal;m,·e. pnmero liabra que balancearlo ele la 1111s111;1 manera que a un problema de transporte. 

Su puniendo que se 11,·ne n hombres) n traba¡os El costo de asignar ;11 hombre i al trabajo j es a,,. 

Para encontrar la solución al problema anterior se construye una gráfica bipartida con n vértices en 
cada tn1a de sus p;1rtcs (condición que puede garantizarse creando hombres o trabajos ficticios). y al 
arco (i. j) se le asocia el costo a,,,. la capacidad múxima infinita c,, = x. Tambicn se le a1iade un 
1 crt1cc fuentes cnn un ;1rco (s. i) a cada \'érticc de la primera parte. ~·un \'érticc destino t con arco 
U. t l de cada 'ért1cc de la segund;1 parte. Se toman c.,, = 1. a.,, = O para tod;t i. ~ c,, = 1. a,, = O para 
toda j. Un tlU.Jll L'ntcni de \·alor ,. (' es el 111ini1110 de los hombres o trabajos que se tiene 
onginalmcnt1.·. a11t1.::-; d~· 111lrllducir \ ~rticcs ficticios) cun costo mínimo produce una solución ni 
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problema. Este problema se trnnsfornm en uno de flujo a costo minimo de Ja misma manera que el 
problema de flujo con costo mínimo que vimos en el capitulo dos. Y la red asociada al problema de 
asignación es ele la figura 4.3.1: 

homhrc i truhujoj 

Fig ./.3.1 

Y la red asociada al problema de asignación transformado en un problema de flujo a costo minimo 
es la siguiente: 

homhrc i 

o 
(\",\") 

Fig ./.3.3 
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Ahora veremos un problema real de asignación y cómo lo podemos transformar o conve1tir en uno 
de flujo a costo mínimo. 

J~¡·,.mplo. - Una competencia de relevos de trescientos metros incluye a cuatro nadadores. 
quienes nadan sucesivamente cien metros de dorso, pecho y mariposa. Un entrenador tiene cuatro 
nadadores muy \'cloces cuyos tiempos esperados en los eventos individuales en segundos estan 
dados en la tabla 8: 

65 73 63 

3 68 72 69 

7'cthla 8 

Lo que nos interesa para poder resolver este probl<:ma es: cómo debe el entrenador asignar a los 
nadadores en los diferentes c1·entos de In competencia a fin de minimizar la suma de sus tiempos. 

El planteamiento de este problema como un problema de flujo a costo mínimo es la siguiente: 

l\linimizar 65x11 + 67x:1 + 68x31 + 67x.,1 + 73x1: + 70x,, + 72x1: + 75x,, + 63x1.1 + 65x,1 
+69X33 + 70x.,3 

Sujeto a: 
X., - (X,1 + X,:+ X,,,+ x,,) = 0 
X,1 - (X11 + Xi:+ X1,1 +X'")= 0 
X,; - (X:¡+ X;, + X;i + x,,) = () 
X,¡ - (X11 + X.i: + XD + X¡,) = () 
x,, - (X..1 + X..: + X...1 + X....) = o 
(X11 + X:1 + X11 + x..·1) - X11 = () 
(X¡:+ x,, + X1:+ X..:)- X;,=() 
(X1.1 + X:; + x,, + x.,,) - X.1l = () 

(X'"+ X:4 + X1.1 + ""'") - X4, = 0 

Os x,1 s 1 
lJ S X!:!S 1 
0 SX,i S 1 
Ü $ X2..i :5 1 
0 S X11 S cr. 

os x11 s"' 
OSX:i S :r.: 

os x,, s"' 
OS X.i1 S 'I'-

() S X.n S X 

o$ X..1 s"' 
o$""'' s r:r.: 
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Ü S XuS 1 
os x,, s 1 

os"·" s 1 
os x.,, s 1 
() S Xi; :S :r.: 

0 ! X1..i $ :t: 

0 S X:: S z· 

Ü S X:..i S 'J. 

os""' :s :r..• 
()$X.;, S :f..• 

Osx.,,s:r.: 
0Sx...,Soo 
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CONCLUSIONES 
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En el trnbajo presente se han visto y analizado los probkmas de flujo de redes. tratando de presentar 
todas las ideas relacionadas de una manera unificada y de acuerdo con los objcti\'os establecidos. 

Los problemas de flujo en redes a costo minimo se pueden rcsol\'er por medio del mctodo simplex. 
sin embargo lo que se busca es una simplificación que pueda aplicarse din:ctamente a la red. sin la 
necesidad de las tablas de simplex. Vimos que cualquier problema de flujo con costo minimo lo 
podemos convertir en un problema de programación lineal de flujo a costo minimo y resoh·erlo a 
tra\'CS del algoritmo de transición de estado. que es un algoritmo de tipo primal-dual para el 
problenm de flujo a costo minimo. El método es mucho 1nils sencillo y eficiente que la tecnica de 
5tmplcx y sus \·anantes RL'c¡UtL'n: qul' bs c~ipacidades. sea11 nl1meros enteros pam todos los arcos y 
que la red a resoll'er sea circular. Dicho método resulta facil de aplicar para rcsol\'er éste tipo de 
problemas debido a que llene como \'enlajas que no aumenta el lama1io de la red. como ya lo 
mencionamos no se usan las labias de simplcx. los c;ilculos resuh,111 ser mils sencillos. y el número 
de iteraciones es menor. Por eso es una de las técnicas müs aplicadas en di\'ersos campos de la 
ingeniería. 

Ademas el trab:110 se basa en explicar en qué consisten los problemas de tlu_10 mil.ximo. de ruta m:is 
corta. de flujos con restricciones. de lrnnsporte y transbordo. de asignación. y en cómo pueden ser 
resuc:ltos a lran's del método de transición de estado. Los modelos de redes que se \'ieron en el 
trabajo han sido ejemplificadas para mostrar su aplical1111dad y la manera de pasar del marco teórico 
al practico. 

Cabe mencionar que las posibles deS\"entajas del método es la construcción de subgrilficas después 
de cada iteración. '1demils que. estas subgr:ificas tienen que elaborarse con mucho cuidado. ya que al 
determinar un arco en buen estado. este puede ser eliminado de la subgrüfica. asi reduciendo el 
tamaiio de la red y el traba_10 Pero el inco1nen1ente esta en que no se puede eliminar un arco de la 
subgráfica. aunque este en buen estado. si al quit,1rlo. no se puede encontrar un circuito para 
me,1orar el estado de '1lgún otro arco que este en mal estado Eso quiere decir que hay que ser 
cuidadoso c·n la el11ninación de los arcos. porque al cqui\'ocarse para obtener la solución del 
probkma kndríamos que n:alizar más iterncioncs t.k lo necesario 

Las posibles aplicaciones m:is importantes están c:n campos tan di\ersos como la investigación de 
opcracitlllL'S. lllJ:!l'llit.:ria ch:·ctricn y optimización combinntoria. la pla111.:ación. In ingeniería. la 
adm1111slrac1ón. la q11i1111ca. la cconomia. entre otros. Y son tan importantes y útiles debido a que 
111uchis11nas slluac1oncs de 1,1 uda diaria. rclacio11es interpersonales. circulaciun vial. rutas de 
a\·iación ele. pueden ser formulad,1s como los modelos matcmúticos. ademils de que son de fücil 
compn:ns1011 para personas qu1..· tll..'IH.'11 poco conocinw.:nto t:n 111n.:st1gac1ón de operaciones y por su 
facilidad de representarlas grilficamenk Además los modelos de redes de flujo. igual que otros 
modelos de investigación de operaciones. sin·en de auxiliares en el proceso de la toma de 
decisiones. 

Este metodo deberia de ser l'isto en Teoria de Optimización 11 ya que da un enfoque realista. 
difrrenle y es una opción m:is '1 ntihzar en 1,1 soluciones de problemas de inn:stigación de: 
operaciones. Es foeil de compremlcr y aplicar. y por ser una técnica diferente de lo acostumbrado. 
ya que· es el m~todo suplcmenlario dc·I método simple' 
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PROGRAMACIÓN LINEAL 

Un problema de programación lineal es un problema de mini111izar o niaximizar la función lineal 
sujeta a las restricciones lineales que pueden ser desigualdad, igunldnd o nmbns. 

El desnrrollo de programnción lineal se sitúa en la segunda mitad del siglo XX. Su impacto desde 
1950 fue extraordinario. y hasta In fecha actual es una herramiellla muy útil que se ha ido 
extendiendo muy r:ipidamente. 

La programación lineal trata los problemas de asignar recursos limitndos entre las actividades 
competidoras de la mejor forma posible usando un modelo matcmútico para describir el problema 
que se tengn. Y la expresión de ··programación linear· significa la planificación de actividades para 
poder obtener un resuhado óptima. o sea. para que el resultado alcance la meta específica en la 
mejor forma posible. Para poder representar un problema de optimización como un problema de 
programación lineal deben de existir los elementos nesesarios y deben de ser conocidas y 
estimados. 

El modelo primal de un el problema de progra111;1ción lineal tiene siguiente forma: 

J\linimizar z = C.\' 

sujeto n: A X 1
?. /i 1 

A.\' 2 =1i 2 

con .\' 
1 ?. O, .\' 2 no restringida, y .\' E R" 

Las matrices respectirns del modelo son siguientes: 

A= 
EJ } 
t:J} 
n 

p 

m-p li = 

Ahora. si tomemos el siguiente sistema de desigualdades: 

Ax= /i 

.\' 

LJ }q 
u} n-q 

1 1 

Seleccionando el conjunto de /11 columnas linealmente independientes del arreglo A. donde B es In 
matriz de m x m. determinada por las columnas. entonces. In matriz B es singular y la ecuación 
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tiene una solución únicamente para el 111-vcctor X a . Para obtener una solución parn A X = Ti 
tenemos que hacer que se la expresión: X = (X a , O) sea ciena, donde .1: 0 es In solución b:isicn de 
Ax = Ti respecto a In base B de A. Y los componentes de X asociadas n las columnas de B se son 
las variables b:ísicns. Si una o m:ís variables búsicas de In solución básica es igual a cero, entonces 
esta solución es In .rn/11cián básica degenerada. 

Para que un vector sen factible las siguientes restricciones tienen que ser cienas: 

Ax = !i 
~· 2'. o 

Una solución b:ísicn factible es aquella que es factible para estas restricciones. Y si ademas es la 
solucion degenerada, entonces In solucion ni problema se llamará solución basica factible 
degenernda. 

Como l'imos en el capitulo uno, un politopo conexo es un conjunto que puede ser expresado como 
un número finito de semiespacios cerrados. Hay que notar que los politopos conexos son varios 
conjuntos qu.: se obtienen como las soluciones n un conjunto de desigualdades de forma: 

ª' .\' 1 $ b, 
a~ .\' T $ bo 

donde cada desigualdad define un semicspncio y el grupo de soluciones es la intersección de estos 
semiespncios. Los politopos pueden ser vacío, acotado o no :1cotado. En In siguiente figura se puede 
ver ejemplos de los politopos: 

1~ 
Un punto .r de un conjunto con1 cxo C se llama e.rtr<"1110 de C. si no existen dos puntos distintos x1 y 
x, en C. tales que x = ax 1 + ( 1 -al.x, para algún u con O< u< 1. Por lo tanto. un punto extremo es 
el que se encuentra exact::unente dentro dd segmento de recta que estú uniendo dos puntos del 
con,1u1110. Por ejemplo· los puntos extremos de un triangulo son sus \'l;rtices. 

TESIS COW 
FALLA DE ORIGEN 102 



_Teorema: Teorema.fundamentalde progrmnaciónl.ineal 

Dado un problema de progranmciÓn li1ienl: 

Minimiz.•r c7x 

sujeto a: A.'( = b 
.\' ~o, 

donde A es In matriz de 111 x n de rango 111, entonces: 

1. Si existe una solución factible = existe una solución 
factible básica. 

2. Si existe una solución factible óptima = existe una 
solución factible óptima básica. 

Suponga111os que K es el politopo conexo para todos los vectores X que satisface las restricciones: 

AX = /i 
X ~O 

Entonces, el vector X es un punto extre1110 de K, si y sólo si .'( es una solución básica factible para 
estas restricciones. 

La equivalencia entre puntos extremos y soluciones básicas factibles de111uestra algunas 
propiedades geométricas de politopo conexo K que define el conjunto de dichas restricciones en un 
problema de programación lineal. Entre las propiedades mencionadas anteriormente están: 

1. Si el conjunto conexo K correspondiente a A.\" = /i, :..· ? O es no vacio, entonces se tiene al 
menos un punto extremo. 

2. Si existe para un problema de programación lineal unn solucion óptimn finita. entonces, hny 
una solucion óptima finitn que es un punto extremo del conjunto de restricciones. 

3. El conjunto de restricciones K que corresponde a A.\" = li. X ? O tienen lo 111ás un nú111ero 
finito de puntos extremos. 

4. Si el politopo conexo K corresponclienti: a A.\' = li ,.\' ? O es acotado, entonsec K es un 
politopo conexo. o sea. K se compone de puntos que son co111binaciones de un nú111ero 
finito de puntos. 

Como vi111os en el capitulo uno dentro de las definiciones, todo el problema de progrmnnción tendrá 
un problema correspondiente en su forma dual que se define así: 

!Vlnximiznr w = li rr 
Sujeto a: (A3

) t rr s e 1 

(A"J' 17 se 2 

fT 1 ~ O. fT 2 no restringida, donde [f e R m 
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y las matrices respectivas son: 

A= ITJ}· e= 

n 

B CI 

n-11 

/( = 
_O}) 
LJ }11-p 

Ln existencia del problema dual ni problema de progrnnmción lineal es In consecuencia directa del 
espacio vectorial adjunto que esta siempre asociado n una transformación lineal sobre un espacio 
\'ectorial. 

l;id11plo: Snponiendo que se tiene el siguiente problema en su forma primal: 

ll'linimizar z = 5x 1 + 2x, +X¡ 

Sujeto a: 2x1 + 3x2 + x.i;:: 20 
6x1 + Xx, + 5x,;:: 30 
7x 1 + x, + 3x, = 40 
x 1 + 2x, + 4x¡ = 50 
X1. X:i 2= 0 
x, no restringida. 

Donde las matrices y vectores est:\n pnrticiónaclos como se muestra: 

A= 

2 3 
6 8 5 

7 1 3 
1 2 4 

h= 

20 
30 

40 
50 

Por lo t:mto. como vimos nntcriormcntn podemos determinar que 111 = 4, n = 3. p = 2 y q = 2. 

Pasando dicho problema primal a su respectiva forma dual. este tendrá siguiente forma: 

l\laximizar \\" = 20u, + 30 u,+ 40 u.i + 50 u, 

Sujeto a: 2u 1 + 6112 + 7u, +u,::; 5 
3u 1 + Xu, + u.1 + 2u,:::; 2 

u1 + 5u, + 3u.i + 4u, $ 1 
u,.u,;::o 
th. u, no restringidas 
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Ln partición que \'an a tener ahora las matrices es la siguiente: 

A= [ ~ ~ ~] 
7 1 3 . 
1 2 4 

e 11 

Tmrema. - Teorema de ortogonalidad de soluciones ,óptimas 

Si .\• y lf son soluciones factibles a: 

Primal 

l\li11i111iznr e .1: 

sujeto a: A .1: <= li 
.n:o 

entonces 

Dual 

l\foximizar /1 h-

sujeto a: [{A 5 e 
({ ;:: º· 

.\· y lf son óptimas si y sólo si, (lf A - e).\• = /1 (A X - li) =O 

Esto es cierto en caso de que para j = l. 2 .... ,n, x, >O y entonces 

y para i = 1. 2, .... 111 con u,> O implica que 

por lo tanto e X = /1 h . 

111 

:E ll, U1J = C1 
¡ ... ¡ 

111 

~a,, x, = b, 
j•I 

Queda demostrada la relación simétric'n del problema dual con el problema primal de un problema 
de programación lineal. 
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Ahora veremos el teorema de Hoffman y Krnskal rcj (1./) que es de suma importancin y el cual nos 
asegura la solución entera al problema de flujo en redes. 

Dc11111s/racicín: 

b) =:> b) 

Teorema.- Teorema de Hoffnmn y Krnskal 

En un problema de programación lineal con restricciones A X = b, 
.r <: O, donde A es una matriz de componentes enteras con 
renglones linealmente independientes (rango (A) = m), y b es un 
vector de compone1)tes enteras. Entonces, las 3 condiciones 
siguientes son equivalentes: 

d) El determinante de cualquier base Bes± 1. 
e) Los puntos extremos del politopo convexo C definido por 

A X = b, X <! O son enteros, para todo vector b de 
componentes enteras. 

l) La matriz inversa a· 1 de cualquier base B sólo tiene 
componentes enteras. 

Sea ,'( = (X 11
, .\' k) un punto extremo del politopo convexo C y B su base asociada. Por la regla 

de Cramer tenemos que el det(B) = ± 1 implica que B'1 sólo tiene componentes enteras. 
Entonces, si /j es un vector de enteros .'( u = a·1 b es un vector de enteros. 

a) =>e) 
Sea B una base y sea )'cualquier vector de componentes enterns, tnl que, y + B' 1 e,<: O, (donde 

e, es la i-ésimn componente unitaria del vector columna). Sea :: = y + B'1 e, <: O, de aquí que 
B:: = By + BB"1 e, = B J' + e, es un \'ector de componentes enteras ya que B, y ye, son de 

componentes entcrns. Como b puede ser cualquier vector de componentes enterns tomemos li 
= B: . Ahora B: = li y :: <! O que muestra que :: es un punto extremo del politopo C 
definido por A .r = li, ~· <:O; Por b) :: es un vector de componentes enteras, pero :: - y = B' 
1 ei de donde se sigue que a· 1 ei es de compom:ntes enteras. El \'ector a·1 e, es el i-ésimo vector 
columna de la matriz a·': este argumento se puede repetir parn i = l. 2 ..... , m y se demuestra 
que B' 1 es una matriz de enteros. 

b) =::.a) 

Sea B una base de A. Asumimos que B es unn matriz de componentes enteras y que el det(B) es 
entero. Por la condición c), B'1 es una matriz de componentes enteras, entonces, el det (B'1) 
tmnbién es entero. Pero. det(B)det(b" 1

) = det(BB" 1
) = det (lml = 1, lo que implica que det(B) = 

det(B" 1
) = ± 1. 
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Corolario J.- Sea. C' el politopo convexo definido por las 
restricciones de desigualdad A' X S ó, y X G: o, donde A'· es una 
matriz de componentes enteras. Lns 3 condiciones siguientes son 
equivalentes: 

a) A' es totalmente unimodular. 
b) Todos los puntos extremos de C' son enteros para cualquier 

vector li ' de componentes enteros. 
c) Toda submatriz de A' no singular tiene una matriz inversa de 

componentes enteras. 
·. 

Dc111ostracló11. - La demostración de esta corolario se basa en demostrar In equivalencia de· a) con 
a'), b) con b') y e) con c·). 

a).:::> a') 
Sea A= (A',!). Si Mes cualquier subinatriz de A' de rango 111-k, entonces, una base de A puede ser 
encontrada permutando renglones, de la forma: · 

Donde lk es la matriz identidad de kxk. Entonces, como det(B) = det(M) el det(B) = ± 1, 

b) <:::> b') 
Sea x e R" una solllción básica factible de 

A'x 'sb' 
X G: 0 

Donde li e zm. Por lo tanto, para toda y e lR m con y ;:: O, el vector (X, y) satisface: 

(A,!).[~].' .. =. (li). 

Pero por el teorema, ( .1: , J') e Z n•m, por lo tanto X e Z•. 

e)<:::> c') 

Tenemos la siguiente hipótesis: B'1 e A ( Z). Y queremos demostrar que toda submatriz M 
invertida de A' es tal que M'1 e A ( Z). 
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Similarmente a lo que se hizo en a) .;::;. a') tenemos que: 

y 

Pero, por la hipótesis tenemos que B"1"e A ( Z). Por lo tanto, Mº1 e A (Z). 

El siguiente teorema que veremos fue desarrollado por Hoffman (1960) rcf (6) y es el que nos 
asegura una solución factible en un problema de flujo con capacidades. 

Teorema. - En una red con funciones de cnpncidad mínima y 
máxima, una circulación factible existe sí, y solo sí: 

:E 
ieT.jeS ieS,jeT 

para todos los enlaces - (S, T). 

Demos/ración. - Supongamos que una mt.'.l aumcntante de flujo no puede ser encontrada. Sea 
(t, s) el arco para el cual no se puede· encontrar In mtn numcntnntc de flujo con x ,, < l.,. Sea S el 
conjunto de vértices que pueden ser nlcnnzndos desde s por unn mta aumentnnte de flujo, y Tes el 
conjunto de vértices que no pueden ser nlcanzndos desde s. Para cada arco (i, j) dirigido de Ta S 
x,, S 1,r Como se \"e en In siguiente figura: 

s X¡¡= C¡¡ 
T 

X¡-$)¡· 

Xts < )15 

El flujo neto a través del enlace - (S, T) es cero, i.c., 

:E X1j :E Xij 

ieS,jeT ieT1 jeS 
pero 

:E X1J :E c,, 
ieS.jeT ieS,jeT 

y 

:E X1J :S. :E lo 
ieT,jeS ieT,jeS 

Con desigunldnd estricta debido ni arco (t, s). Hemos constmido un conjunto de corte -
(S, T) para el cual: 

:E 
ieS,jeT 

C¡J $ L 
ieT,jeS 
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ANEXO 

IMPLEMENTACIÓN COMPUTACIONAL DEL 
MÉTODO DE TRA.i'\JSICIÓN DE ESTADO 
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LISTADO DEL PROGRAMA DEL MÉTODO DE TRANSICIÓN DE ESTADO 

(Programa para la transición de estados, utilizando el algoritmo 
Out of Kilter, para resolver problemas de flujo a costo minimo y 
capacidad máx. Sasha Kondratenko; · Enero 2003) 

Program TransicionEstado; 
uses crt; 

Const 
Infinito l.7E38; 

var 
Arco, Flujo, 
EtiqPerm, 
EtiqTmp, 
ArrEnlace 
Costo, >:, U, 
ArrPi 
Ciclo 
ColorArc 

Array[l .. 10,1 .• 2]of Integer; 

Array[l .. lO]of Real; 
Array[l .. lO]of Integer; 
Array[l .. lO]of String; 

nNodos, nArcos, 
ContEtiqPerm, 
contEtiqTmp, 
ApEtiqPerm, 
T,S,ContEnlace, 
nNodosCiclo Integer; 

: Char; Ch 
( 

Arco: Vector que contiene· el nodo inicial y final Arco[i,j) 
Flujo: Vector que contiene el el flujo min y max de cada arco [min, 

ma>:) 
EtiqPerrn: Vector que contiene la etiqueta permanente del arco n 

[arco, etiqueta] 
Costo: Vector que contiene el costo de cada arco 
ColorArc: Guarda el Color de cada arco 
X, U : Vectores que guardan el resultado del primal y dual. 
nNodos: fJum~ro de nodos 
nArcos: Numero de Arcos 
T, s : Indica el nodo inicial T y el final S para poner etiq, 

permanente S. 
ContEnlace: contador de elementos en el enlace 
nNodosCiclo : Numero de nodos del ciclo 
Ciclo: Arreglo que contiene la ruta del flujo aumentado 

1 
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Procedure PasoUno; Forward; 
Procedure UnoUno; Forward¡º 

(******••················~······································~·) 

Procedure Leer; {Lee el numero de nodos y los arcos) 
Var 

i : .Shortint; 
Begin 

(Pide los elementos) 
Write( 1 Numero de Nodos: '); 
ReadLn lnNodos); 
Write('Numero de Arcos'); 
ReadLn ( nArccs) ; 
For i := 1 to nArcos Do 
Begin 

WriteLn; 
WriteLn('--- Arco ',i, 1 

---
1
); 

Write('Nodo Inicial: '); 
ReadLn(Arco(i,l]); 
Write('Nodo Final: 1

); 

ReadLnlArco(i,2]); 
Write('Costo: 1

); 

ReadLn(Costo(i]); 
Write('Flujo Minino: '); 
ReadLnlflujo[i, l]); 
Write('flujo Ma:-:imo: 1

); 

ReadLn IFlujo[i, 2]); 
End; 

End; 

Function Capacidades:Boolean; 
{Devuelve True si cumple con la ley de conservacion {Sume{i,j) >= 
SumL 1j,k1 1 

y False en caso contrario) 
Var 
i, j, k,Cont lnteger; 
Surr.C, SumL Integer; {Sume: Suma Flujo Max, SumL: Suma Flujo Min) 

Be gin 
Capacidades:= True; 
Sume : = O; 
SumL := O; 

For i: = to nNodos Do 
Be gin 

For j:= l to nNodos Do 
Begin 

For Cont := 1 to nArcos Do 
Be gin 

If IArco[eont,l] = i) And {Arco[eont,2] 
sumC+Flujo(Cont,2]; 

End; 
For k:= 1 to nNodos Do 
Begin 

j) Then sume:= 
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Fer Cent := 1 to nArcos Do 
Begin 

If (Arco[Cont,l] = jJ And (Arco[Cont,2] = kJ Then sumL:= 
SumL+Flujo[Cont,l]; 

End; 
End; 

End; 
End; 
If sume >= SumL Then Capacidades := True· 
El se 
Begin 

Capacidades := False; 
WriteLn; 
Wri teLn ('No cumple con la ley de Conserva cien' J; 
WriteLn; 

End; 
End; {Procedure) 

Function NumEstado:Real; 
(Regresa el numero de estado. de cada arco u la suma de estos) 
Var 

i 
SumK, Du, 
sum 

Be gin 
SumK := O; 
sum := O; 

Integer; 

Real; 

For i := 1 to nArcos Do 
Be gin 

If ColorArc[i] = 'Amarillo*' Then Du := (U[Arco[i,l]J - U[Arco[i,2])) 
Else Du := (U[Arco[i,2]) - U[Arco[i,l])); 

If Du = Costo[i] Then 
Begin 

If (:qi] >= Flujo[i,lJJ And (X[i] <=_Flujo[i,2]) Then sum :=O 
El se 
Begin 

If X[i] < Flujo[i,lJ Then sum 1= FlUjo[i,ll - X[i]; 
If X[i] > Flujo[i,2] Then su~ := X[i] - Fltijo[i,2]; 

End; 
End 
El se 
Be gin 

If Du < Costo[i] Then Sum := Abs(X[i] - Flujo[i,l]); 
If Du > Costo[i] Then sum := Abs(X[i] - Flujo[i,2) J; 

End; 
SumK := sumK + sum; 

End; 
l~umEstado := SumK; 

End; 

Function CostodeFlujo: Real; 
{Calcula el costo del flujo de la solucion Primal) 
Var 

i 
Kosto 

Integer; 
Real; 

TESIS CON 
FALLA DE ORlGEN 

- .. --------·--------
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Begin; 
Kosto := O; 
Fer i := 1 to nArcos Do 
Be gin 

Kosto := Kosto + (X[i)*Costo[i]); 
End; 
CostodeFlujo 1= Kosto; 

End; 

Procedure InvertirDir(Indice: Integer); 
Var 

Tmp : Integer; 
Be gin 

If ColorArc[IndiceJ = 'Amarillo*' Then 
Be gin 

Tmp := Arco[Indice,l] / 
Arco[Indice,l] := Arco[Indice,2]; 
Arco[Indice,2] := Tmp; · 

[Invierte la direccion) 

End; 
End; 

Procedure ColorearArcos; 
{ Colorea todos los arcos para utilizar el teorema de Minty) 
Var 

i Integer; 
Du Real; 

Be gin 
Fer i := l to nArcos Do 
Be gin 

InvertirDi1· (i); 
Du := U[Arco[i,2]] - U[Arco[i,1))1 

If 1 IX[iJ > Flujo[i, 1] ) And ( (X[i] < Flujo[i,2]) And (Du = 
Costo[i]) )) Then 

ColorArc[i] := 'Verde'; 
If 1>:[i] < Flujo[i, 1]) Ñld [Du Costo[i]) Then ColorArc[i] := 

'Amarillo 1
; 

If 1 >: [ i J < Flujo[i, 1]) And (Du < Costo [ i J J Then ColorArc[i] 
'Amarillo'; 

lf 1 >: [ i J > Flujo[i, l]) And (Du < Costo [i] J Then ColorArc[i] 
1 Amarillo•'; 

If 1 >: [ i J Flujo[i, 1]) And (Du < Costo[i]) Then ColorArc[i] 
1 Ro JO 1

; 

If 1 >: [ i J < Flujo[i,2] J And (Du > Costo[i]) Then ColorArc[i] 
1 Amarillo'; 

If IX [ i] > Flujo[i,2]) And (Du > Costo[i]) Then ColorArc[i] 
'.~arillo•'; 

If ¡;.: [ i J >= Flujo [i, 2] J And (Du = Costo[il) The'n ColorArc[i] 
'Arna r i 11 e• 1 

; 

If 1>: [ i J < Flujo[i,2] J And (Du > Costo[i]) Then ColorArc[i] 
'Rojo'; 

InvertirDir (i); 
Du : = U [Arco [ i, 2] J - U [A_rco [ i, l] ] ; 

End; 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORIGEN 
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End; 

Procedure BuscArcoMalEstado; 
(Busca un arco en mal estado y le da etiqueta permanente O) 
Var 

Terminar 
cont 
Du 

Be gin 
Terminar := 
Cent := 1; 
Repeat 

Boolean; 
Integer; 
Real; 

False; 

Du := U[Arco[Cont,2]) - U[Arco[Cont,1)]; 
If ColorArc[Cont) = 'Amarillo' Then 
Begin 

If (X[Cont] <> Flujo[Cont,1]) And (Du <> Costo[Cont]) Then 
Begin 

T:= Arco[Cont,1]; 
S:= Arco[Cont,2]; 
Terminar := True; 

End; 
End; 
If ColorArc[Cont) = 'Amarillo*' Then 
Be gin 

If (i:[cont] <> Flujo[Cont,2)) And (Du <> -Costo[Cont] l Then 
Be gin 

T:= Arco[Cont,1]; 
S:= Arco[Cont,2]; 
Terminar :=True; 

End; 
End; 
Inc(Cont); 

Until (Terminar = True) Or (Cont = nArcos); 
WriteLn( 1 Arco para convertir a buen estado: (T= ',T,' 
WriteLn; 
EtiqPerm[l, ll := S; 
EtiqPerm[l, 2] := O; 
Inc(ContEtiqPerrn); 
ApEtiqPerm := O; 
Wr1 teLn ('Etiqueta Permanente: ', s,' ',O); 

End; 

Function ArcosenBuenEstado:Integer; 
{Reg1esa el numero de arcos en buen estado) 
Var 

i, Cent : Integer; 
Be gin 

Cont : = O; 
For i := 1 to nArcos Do 
Begin 

If ColorArc[i] 
If ColorArclil 
Be gin 

'Verde' Then Inc(Cont); 
'Amarillo' Then 

S= 1 / S, 1) 1); 

lf IZ[i) = Flujo[i,1)) And ((U[Arco[i,2)) - U[Arco[i,l))) 
Costo[i)) Then Inc(Cont); 

TESIS CO~J 
FALLA DE Ci~iGEN 
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End; 
If ColorArc[i] = 'Amarillo*' Then 
Begin 

If (X[i] = Flujo[i,2]) And ( (U[Arco[i,21 J - U[Arco[i, 1] J) 
Costo[i]) Then Inc(Cont) / 

End; 
If ColorArc[i] = 'Rojo' Then Inc(Cont); 

End; 
ArcosenBuenEstado := Cent; 

End; 

Procedure EtiqAmarilloVerde; 
Var 

bVar, 
bCierto Boolean; 
i, j, k Integer; 

Be gin 
Far i := 1 to nArcos Do 
Begin 

If ColorArc[i] <> 'Rojo' Then 
Be gin 

If Arco(i,l] = EtiqPerm[ApEtiqPerm,1] Then 
Begin 

bVar := True; 
For j := 1 to ContEtiqPerm Do 
Be gin 

If bVar = True Then 
If EtiqPerm[j,l] Arco[i,2] Then bVar :=False; 

End; 
If bVar = True Then 
Begin 

Inc(ContEtiqPerm); 
EtiqPerm[ContEtiqPerm,1] := Arco[i,2]; 
EtiqPerm[ContEtiqPerm,2] := Arco[i,1]; 
bVar := True; 
for j := 1 to ContEtiqTmp Do 
Be gin 

If bVar = True Then 
Begin 

If EtiqTmp[j,l] = Arco[i,2] Then 
Begin 

DeclContEtiqTmp); 
EtiqPerm[ContEtiqPerm,2] := EtiqTmp[j,2] / 
for k:= j to ContEtiqTmp Do 
Begin 

EtiqTmp[k,l] := EtiqTmp[K+l,l]; 
EtiqTmp[k,2] := EtiqTmp[K+l,2]; 

End; 
bVar : = False; 

End; 
End; 

End; 
End; 

End; 

I f Arco [ i, 2 J 
Begin 

EtiqPerm[ApEtiqPerm,1] Then 

TESIS Cíl~T 
FALLA D~ G1üGEN 
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If ColorArc[i] = 'Verde' Then 
Be gin 

bCierto : = True; 
Fer j := l to ContEtiqPerm Do 
Begin 

If bCierto = True Then 

End; 
End; 

If EtiqPerm[j,l] = Arco[i,l] Then bCierto :=False; 

If bCierto = True Then 
Be gin 

Inc(ContEtiqPerm); 
EtiqPerm[ContEtiqPerm, l] := Arco[i, 2]; 
EtiqPerm[ContEtiqPerm,2] := Arco[i,l]; 
bCierto := True; 
Fer j := l to ContEtiqTmp Do 
Begin 

If bCierto = True Then 
Begin 

If EtiqTmp[j,l] = Arco[j,l] Then 
Be gin 

Dec(ContEtiqTmp); 
For k: = j to ContEtiqTmp Do 
Begin 

EtiqTmp[k,l] := EtiqTmp[K+l,l]; 
EtiqTmp[k,2] := EtiqTmp[K+l,2]; 

End; 
bCierto := False; 

End; 
End; 

End; 
k : = ContEtiqPerm-'l; 
Fer j := 1 to k Do 
Be gin 

If EtiqPerm[j,l] EtiqPerm[ContEtiqPerm,l] Then 
Dec(ContEtiqPerm); 

End; 
End; 

End; 
End; 

End; 
End; 

Procedure EtiquetarRojo; 
{ Da etiqueta permanete a un arco rojo 

si cumple con las condiciiones sewaladas 

Var 
bVar : Boolean; 
i,j,k : Integer; 

Begin 
For i := 1 to nArcos Do 
Be gin 

If Arco[i,l] = EtiqPerm[ApEtiqPerm,l] Then 
Be gin 

If ColorArc[i] = 'Rojo' Then 
Begin 

TESIS r.nw 
FALLA DE LirJGEN 
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If (X[i) = Flujo[i,1)) And ((Costo[i)-U[Arco[i,2]]) < 
(ArrPi[Arco[i,2) ))) Then 

Begin 
bVar := True; 
For j := 1 to ContEtiqPerm Do 
Be gin 

If bVar = True Then 
Be gin 

If EtiqPerm[j,1] = Arco[i,2] Then bVar :=False; 
End; 
If bVar = True Then 
Begin 

bVar := True; 
For j := 1 to ContEtiqTmp Do 
Begin 

If bVar = True Then 
Be gin 

If EtiqTmp[j,1) = Arco[i,2] Then 
Be gin 

Dec(ContEtiqTmp); 
For k:= j to ContEtiqTmp Do 
Begin 

EtiqTmp[k, 1] := EtiqTmp[k+l, 1]; 
EtiqTmp[k,2] := EtiqTmp[k+l,2]; 

End; 
bVar := False; 

End; 
End; 
Inc(ContEtiqTmp); 
EtiqTmp[ContEtiqTmp, 1) := Arco[i,2]; 
EtiqTmp[ContEtiqTmp,2) := Arco[i,1]; 

End; 
End; 

End; 
End; 

End; 
End; 
If Arco[i,2) = EtiqPerm[ApEtiqPerm,1] Then 
Begin 

If ColorArc[i) = 'Rojo' Then 
Begin 

If (X[i] = Flujo[i,2)) And ((U[Arco[i,1]]-U[Arco[i,1]] -
Costo[i]) < (ArrPi[Arco[i,2]))) Then 

Begin 
bVar := True; 
For j := 1 to ContEtiqTmp Do 
Begin 

If bVar = True Then 
If EtiqPerm[j,1) Arco[i,1] Then bVar :=False; 

End; 
If bVar True Then 
Be gin 

bVar := True; 
For j := 1 to ContEtiqTmp Do 
Begin 

If EtiqTmp[j,1] = Arco[i,1] Then 
Begin 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Dec(ContEtiqTmp); 
Fer k:= j to ContEtiqTmp Do 
Be gin 

EtiqTmp[k, 1) := EtiqTmp[k+l, 11; 
EtiqTmp[k,2) := EtiqTmp[k+l,21; 

End; 
bVar := False; 

End; 
End; 
Inc(ContEtiqTmpl; 
EtiqTmp[ContEtiqTmp, 11 := Arco[i, 11; 
EtiqTmp[ContEtiqTmp,21 := Arco[i,21; 
ArrPi[Arco[i,1)) := IU[Arco[i,211 - U[Arco[i,llll-Costo[il1 

End; 
End; 

End; 
End; 

End; 
End; 

Procedure Enlace; 
{Encuentra el enlace entre los arco T,S} 
Var 

i, j, Y. 
bVar 

Integer; 
Boolean; 

Begin 
ContEnlace := O; 
For i := 1 to nArcos Do 
Be gin 

For j := 1 to ContEtiqPerm Do 
Be gin 

If Arco[i,l) = EtiqPerm[j,l) Then 
Begin 

bVar := True; 
For k := l to ContEtigPerm Do 
Begin 

If Arco[i,21 = EtigPerm[k,11 Then bvar := False; 
If (bVar =True) And (ColorArc[i) <> 'Verde') Then 
Begin 

InclContEnlacel; 
ArrEnlace[ContEnlace, 1) := Arco[i, l]; 
ArrErüace[ContEnlace,21 := Arco[i,211 

End; 
End; 

End; 
If Arco[i,21 = EtigPerm[j, 11 Then 
Begin 

bVar : = True; 
For k := 1 to ContEtigPerm Do 
Be gin 

If Arco[i,ll = EtiqPerm[k,11 Then bVar :=False; 
If ibVar = True) And IColorArc[i) <> 'Verde') Then 
Be gin 

Inc (Cent Enlace); 
ArrEnlace[ContEnlace, 1) := Arco[i,11; 
ArrEnlace[ContEnlace,2] := Arco[i,2]: 

End; 

TESIS CO~J 
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End; 
End¡ 

End; 
End; 
WriteLn('Enlace: '); 
For i:= l to ContEnlace Do 
Begin 

WriteLn(ArrEnlace[i,l], 
End; 

End; 

Function CalcularEpsilon: Real; 

',ArrEnlace[i, 2]); 

(Calcula todas la epsilon del enlace y obtiene la menor de estas) 
Var 
i, j Integer; 
Ep, Epsilon: Real; 

Be gin 
Epsilon := Infinito; 
Far i := 1 to nArcos Do 
Begin 

Then 

For j := 1 to ContEnlace Do 
Begin 

If IArco[i, l] =ArrEnlace[j, l]) And (Arco[i,2] 

Begin 
Ep : = Infinito; 
If ColorArc[iJ = 'Amarillo' Then 
Begin 

ArrEnlace[j,2]) 

If (Flujo[i,l) <= X[iJ) And ((U[Arco[i,2)]-U[Arco[i,l]J) > 
Costo[i)) Then 

Ep := (U[Arco[i,2]) - U[Arco[i,l]]) - Costo[!) 
End,' 
If ColorArc[iJ = 'Amarillo•' Then 
Begin 

If (Flujo[i,2] <= X[iJ) And ( (U[Arco[i,l]]-U[Arco[i,2)]) < 
Costo[i) 1 Then 

Ep := (Costo[i) - U[Arco[i,l])) + U[Arco[i,2]) 
End; 
If ColorArc[i) = 'Rojo' Then 
Begin 

Ep := Abs(Costo[i) - (U[Arco[i,2]]+U[Arco[i,l])))/ 
End; 
If Epsilon > Ep Then Epsilon := Ep; 

End; 
End; 

End; 
CalcularEpsilon := Epsilon; 

End; 

Procedure CambioNumNodos; 
( Realiza los procesos del paso 3) 
Var 

epsilon Real; 
i,j,k,l,m, 
cBuenEst, 
ContbEst Integer; 

TESIS CO~T 
FALLA DE OlliGEN 
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\ 
bVar,Boole: Boolean; 

Seg in 
WriteLn; 
WriteLn( 'Paso 3'); 
WriteLn; 
cBuenEst:= ArcosenBuenEstado; 
Enlace; 
Epsilon := CalcularEpsilon; 
WriteLn; 
WriteLn( 'Epsilon = ',Epsilon:0:4l; 
If Epsilon < Infinito Then 
Seg1n 

For i : = to nNodos Do 
Begin 

bVar := True; 
j := l; 
Repeat 

If EtiqPerrn[j,l] = j Then bVar :=False; 
Inc ( j J ; 

Until (bVa.r = False) Or 
If bVar = True Then U[i] 

End; 

lj > ContEtiqPerm); 
:= U[i]+Epsilon; 

WriteLn; 
Wri teLn ( 1 Solucion Dual: '); 
For j : = 1 to nNodos [ 10 

Begin 
W r i te Ln ' ' U ( ' , J , ' l = ' , U { J ) : O : 4 J ; 

ContBEst := Arco~enBuenEstado; 
If ContBE•t < cBuenEst Then (Caso 2] 
Begin 

WriteLn ('Caso 2'); 
PasoUno; 

End 
El se 
Begin 

For k := l to nNodos Do 
Begin 

bVar : = True; 
j : = l; 
Repeat 

If EtiqPerm[j,l] = k Then bVar :=False; 
Inc 1j1; 

Until (bVar =False) Or (j > ContEtiqPerm); 
If bVar = True Then 
Begin 

ArrPi[k] := ArrPi[k]-Epsilon; 
If ArrPi[k] =O Then 
Bt"g.in 

WriteLnl'Caso 3' ¡; 
Boole := True; 
For 1 := 1 to ContEtiqPerm Do 
Begin 

If Boole = True Then 
Be gin 

If EtiqPerm[l,l] = k Then Boole :=False; 
End; 

End; 

Ttrfü.~ r.nN 
FALlJA og u.ttiGEN 
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If Boole = True Then 
Be gin 

Inc(ContEtiqPerm); 
EtiqPerm[ContEtiqPerm,l] := k; 
bVar := True; 
For m := 1 to ContEtiqTmp Do 
Be gin 

If bVar = True Then 
Begin 

If EtiqTmp[m,1] = k Then 
Begin · 

EtiqPerm[ContEtiqPerm,2] := EtiqTrnp[m,2]; 
Dec(ContEtiqTmp); 
For j:= m to ContEtiqTmp Do 
Be gin 

EtiqTrnp[j, l] := EtiqTmp[j+l, l]; 
EtiqTrnp[j, l] := EtiqTmp[j+l, l]; 

End; 
bVar := False; 

End; 
End; 

End; 
End; 

End; 
End; 

End; 
End; 
WriteLn; 
For k:= 1 to nNodos Do 
Begin 

WriteLn; 
W rite Ln ( ' Pi [ ' , K, ' ] = ' , Ar r Pi [ K] : O : 4 ) ; 

End; 
WriteLn; 
WriteLn('Etiquetas Permanentes'); 
For Y.:= l to ContEtiqPerm Do 
Begin 

WriteLn; 
WriteLnlEtiqPerm[k,1], 

End; 
Colorear.I\rcos; 
ApEtiqPerm := O; 
Un:.iUno; 

End; 
End 
El se 
Be gin 

EtiqPerm[k, 2]); 

WriteLn{'-------------------------------------------------------- 1
); 

t·!ri teLn {'No e:-;iste flujo· factible 1
); 

End; 
Ch : = ReadKey; 

End; 

r1ocedure EncontrarCiclo; 
·:a. r 
i,j : Integer; 

TESIS COW 
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Begin 
Ciclo[l) := EtiqPerm[l, 1); 
Ciclo [ 2) : = EtiqPerm [ ContEtiqPerm, l) ; 
Ciclo [ 3) : = EtiqPerm[ContEtiqPerm, 2]; 
j : = 3; 
Repeat 

For i := ContEtiqPerm-1 bownto 1 Do 
Begin 

If EtiqPerm[i,l) = Ciclo[j] Then 
Be gin 

Inc ( j J; 
Ciclo[j) := EtiqPerm[i,2); 

End; 
End; 

Until Ciclo[l) <> Ciclo[j); 
nNodosCiclo := J-1; 
WriteLn ('Ciclo Amarillo Verde:'); 
For i := 1 to nNodosCiclo Do 
Begin 

Write (Ciclo[i], 1
; '); 

End; 
WriteLn; 
Ch : = Readl\ey; 

End; 

Function CalcularDelta: Real~ 
{Realiza el calculo de todas las deltas y regresa la menor) 
Var 
i, j 
d, Del ta 
bVar 

Integer; 
Real; 
Boolean; 

B~gin 

EncontrarCiclo; 
Delta := Infinito; 
For i : = 1 to n.l\rcos Do 
Begin 

Fer j := l to nNodosCiclo-1 Do 
Begin 

If 1.r..rco[i, !J = Ciclo[j+ll 1 And (Arco[i,2] Ciclo[j)) Then 
Begin 

d := Infinito; 
If {U[Arco[i,2] J - U[Arco[i,lll 1 = Costo[il Then 
Be gin 

If (ColorArc[iJ 'Verde' J Or {ColorArc[i) 'Amarillo') Then d 
:= Flujo[i,2)-X[i]; 

If (ColorArc[i) 'Verde') Or (ColorArc[i) 'Amarillo••) Then 
d := >:[i] - Flujo[i, !) ; 

If Delta > d Then Delta := d; 
End 
El se 
Be gin 

If (ColorArc[iJ = 'Amarillo' J Or (ColorArc[i) 
Then d:= Abs (>:[i]-Flujo [i, lJ J; 

End; 
If Delta > d Then Delta := d; 

End; 
End; 

TESIS r.n~1 
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End; 
CalcularDelta := Delta¡ 

End; 

Procedure CambiodeCirculacion; 
{Realiza los procesos del Paso 2) 
Var 

Delta Real; 
Integer; 
Boolean; 

i, j, k, ou 
bVar, Increm: 

Begin 
WriteLn; 
WRiteLn('Paso 2'); 
Delta:= CalcularOelta; 
WriteLn{ 1 Delta = 1 ,Delta:0:4); 
If Delta < Infinito Then 
Begin 

For i := l to nNodosCiclo Do 
Be gin 

bVar := True; 
j : = l; 
Repeat 

If (Arco[j, l] =Ciclo[i+l]) And {Arco[j,2] 
Be gin 

If ColorArc[j] = 'Verde' Then 
Be gin 

If Increm = True Then 
Begin 

X[j] := X[j]+Delta; 
Inc.rem := True; 

End 
El se 
Begin 

X[j] := X[j]-Delta; 
Increm : = False; 

End; 
End; 
If ColorArc[j] = 'Amarillo' Then 
Be gin 

>:[jJ := i:[j]+Delta; 
Increm := True; 

End; 
If Color.Z\rc[j] = '.Z\marillo•• Then 
Be gin 

X[j) := X[j]-Delta; 
Increm := False; 

End; 
bVar : = False; 

End; 
Inc 1 j); 

llntil lbVar 
End; 
WriteLn; 

False) Or {j > nArcos); 

WriteLnl 'Solucion Primal 1
); 

For k : = 1 to nA.rcos Do 
Begin 

Ciclo[i]) Then 
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If CelorArc[j] = 'Amarillo*' Then 
W rite Ln ( ' X ( ' , Ar ce ( k, 2 ] , ' , ' , Ar ce [ k, 1 ] , ' l = ' , X ( k] : O : 5) 

El se W r i teLn ( '>: ( ',Arco [ k, 1], ', ',Arco ( k, 2], ')=',X [ k] : O: 5) 
End; 
PasoUno; 

End 
El se 
Be gin 

WriteLn( '------------------------------------------------~--------'); 
WriteLn( 'No existe una solucion optima que sea finita'); 
Ch := Read!<ey; 

End; 
End; 

Procedure UnoDos; 
(Verifica si el nodo T tiene etiqueta permanente y salta al paso 2 o 1.1 
segun la condicion) 
Var 

bVar 
Cent 

Begin 

Boolean; 
Integer,' 

Wri teLn; 
WriteLnl'Paso 1.2 1

); 

bVar :=True; 
Cent := !; 
Rer-ieat 

Jf EtiqPerm[Cont,l] 
Inc (Cent l; 

T Then bVar := False; 

Until lb'Jar = False) Or (Cent > ContEtiqPerml; 
If bVar = True Then UnoUno Else CambiodeCirculacion; 

End; 

Proc~dure UnoUno; 
Vor 

i : Integer; 
beqln 

Wr1teLn; 
WtiteLn('Paso 1.1'); 
Inc!ApEtiqPermJ; 
If ApEtiqPerm <= ContEtiqPerm Then 
Be gin 

Eti q.A.rnar i lloVerde; 
Eti qut:tarRojo; 
W11 teLI• ('Etiquetas Permanentes'); 
F::1 i := l to C'.:JntEtigPerm Do WriteLn{EtiqPerm[i, 1],' 

',Et1~Perm[i,::]1,· 

i:.' r.:. '::e~ Lr, ; 
VJ!.·.:. teL11: 'Etiquetas Temp:.rales'); 
Fer i := l to ContEtiqTmp De \·/riteLn(EtiqTmp[i,1],' 

', EtiqTmp{1, 2] l; 
i·:ri teLn; 
For i: = l to nJJodos Do 
B~gin 

WriteLn( 1 Pi [',i,')= 1 ,Arrf'i[i]:0:4l; 
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End; 
UnoDos; 

End 
El se 
Begin 

Dec(ApEtiqPerm); 
CambioHumNodos; 

End; 
End; 

Procedure PasoUno; 
Var 

i 
tJumEst, nCosto 

Integer; 
Real; 

Be gin 
WriteLn ( 1 Paso 1 1

); 

nCosto := CostodeFlujo; 
l~umEst := J~umEstado; 
WriteLn( 'JJumero de Estado: ',NumEst:0:4); 
WriteLn('Costo de solucion primal: ',nCosto:0:4); 
If NumEst <> O Then 
Be gin 

ColorearArcos; 
WriteLn; 
Far i := l to nArcos Do 
Begin 

If ColorArc[i] = 'Amarillo*' Then Write('Color del 
Arco 1 ',Arco [ i, 2], ', ',Arco [ i, 1], 'l es: 'l 

Else Write('Arco( 1 ,Arcp(i,l], 1
,

1 ,Arco[i,2), 1 ) = '); 
WriteLn(ColorArc[i]I; 

End; 
For i := 1 to nArcos Do 
Be gin 

ArrPi[i] :=Infinito; 
Wt i teLn 1 'Pi [ ', i, '] = ' Ar rPi [ i] : O: 6); 

End; 
ContEtiqPerm := O; 
ContEtiqTmp := O; 
BuscArcoMalEstado; 
UnoUno; 

End 
El se 
Eeg1n 

Wr1teLn( '---------------------------------------------------------'); 
WriteLn~'Costo Optimo: ',nCosto:0:4); 
WriteLn('Solucion Optima;'); 
WriteLn('Flujo Optimo; 1

); 

Fer i := 1 to nArcos Do 
Be gin 

If ColorArc[i] = '.tunarillo*' Then 
\"':.1teLn( 1

:·:{
1 ,.:...rco(i,2], 1

,
1 ,Arco[i,l], 1 )= ',X[i]:0:4) 

ElseWr1teLn('i:(',Arco[i,l], 1 ,',Arco[i,2],')= 1 ,>:[i]:0:4); 
End; 

End; 
\•Jr i teLn; 
Ch : = Readl:ey; 
WritaLnl'Solucion Optima Dual'); 
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WriteLn('Nodos Optimes'); 
For i := 1 to nArcos Do 
Be gin 

W rite Ln ( ' U ( ' , i , ' l = ' , U [ i J : O : 4 ) ; 
End; 
WriteLn(•----------------------------------------------------------- 1 ); 

End; 

Beg1n 
{Inicializa los arreglos} 
Fillchar(Arco,SizeOf (Arco) ,O); 
Fillchar(Flujo,Si:eOflFlujo),0); 
Fillchar(Costo,SizeOf(Costo),0); 
FillcharlEtiqPerm,SizeOf (EtiqPerml ,1); 
Fillchar IEtiqTmp, Si:eOf (EtiqTmp), 1); 
Fillchar (ColorArc, SizeOf {ColorArc), 1 1 ); 

Fillchar(ArrPi,S1zeOf(ArrPi),O); 
FillcharlCiclo,Si:eOf(Ciclo),0); 
Fillchar (i:, Si::eOf (;-:¡, 0); 
Fillchar(U,Si:eOf (U) ,0); 
FillcharlArrEnlace,SizeOf(ArrEnlace),0); 

Leer; 
I f 1 Capacidades 

End. 
True) Then PasoUno; 
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