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Introduccion

En casi todas las dreas cientificas se hace uso de la probabilidad, ya que la
mayoria de los fendmenos de la naturaleza no son deterministas. En particu-
lar en la genética se han hecho modelos con procesos estocdsticos para poder
inferir acerca del comportamiento de las poblaciones, logrando con ello un
mayor conocimiento en la evolucién de los seres vivos. En esta tesis se pre-
sentan algunos de estos modelos con la finalidad de mostrar como a través de
cllos se obtiene una estimacién del tiempo para obtener el ancestro en comiin
de una poblacién.

Tal estimacién serd a través del proceso n-coalescente propuesto por King-
man (ver Kingman (1982a, 1982b)), ya que él constituye una forma viable
de como descubrir la relacién ancestral de una poblacién. Se tiene que éste
modelo supone que el comportamiento de la poblacién es descrito por otros
dos modelos el de Wright-Fisher y el de Moran (ver Feller (1951), Karlin y
McGregor (1964) y Moran (1958)), que indican la forma de reproduccién de
una poblacién, por lo cual también estos modelos se describen.

Como el objetivo de la tesis es presentar de forma teérica como se utiliza
el proceso n-coalescente de Kingman para estimar el tiempo para llegar al
ancestro en comiin de una muestra obtenida a partir de una poblacién en un
cierto tiempo tp, esta tesis es presentada de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 primero se desarrolla los resultados principales sobre
cadenas de Markov a tiempo discreto y posteriormente los correspondientes
a tiempo continuo.

En el Capitulo 2 se describiran los modelos de Wright-Fisher y de Moran.
En ambos modelos se mostraran resultados para el proceso sin mutacién y
con mutacién. Por la estructura que tienen ambos modelos se tiene que si se
realiza un cambio en la escala de tiempo y en el espacio donde se define el
proceso que describe el comportamiento de la poblacién estos dos modelos son

iii




i . Introduccién

equivalentes (ver Karlin y Taylor (1981), Rodrigues (2002), Séanchez (2002)).
Asi que sélo describird el modelo de Moran en tiempo continuo y también se
presentardn sus probabilidades limite. ’

En el Capitulo 3 se presentard el n-coalescente el cual como ya se habia
mencionado describe la genealogia de las poblaciones a partir de suponer que
la poblacién se comporta como la del modelo Moran. Se describe la forma
en que se obtienen la probabilidades de obtener determinados ancestros en
tiempo continuo, lo cual hace que se obtengan resultados acerca del tiempo
para obtener el comiin antecesor.

En el Capitulo 4 se presentan algunos resultados que se tienen en la
inferencia Bayesiana y métodos de Monte Carlo, ya que se hace uso de estos
para obtener algunas inferencias en el Capitulo 5.

En el Capitulo 5 se describe un modelo llamado modelo con un niimero
infinito de sitios, éste modelo es muy interesante porque a partir de la compa-
racién de regiones homdlogas en el ADN se logra determinar una aproxima-
cién a la probabilidad de tener determinada historia ancestral de una muestra
de la poblacién y con ello una estimacion del tiempo esperado para obtener
el mds reciente comiin ancestro de la poblacién mencionada, haciendo uso
del modelo n-colescente y de métodos de Monte Carlo. Adicionalmente se
presenta como estimar la tasa de mutacién genética en esta mucstra.

(V)




Capitulo 1

Cadenas de Markov

Antes de iniciar la parte correspondiente a la teoria que se ha desarrollado
en cadenas de Markov se describirdn algunos conceptos bdsicos de la teorfa
de probabilidad, ya que se hard uso de ellos en la tesis (para mayores detalles
ver Ash (1972) y Ross (1998)). .

1.1 Resultados 'preliminares

Definicién 1.1.1. Se le llama espacio muestral al conjunto de poszbles
resultados de un experimento aleatorio y se le denotard como Q.- Un: evento -
es un subconjunto de Q. !

Ejemplo 1.1.1. Supdngase que en una muestra de genes el tzpo de alelo 3610 L
puede ser de tipo A;, Ay 6 Az. Si el experimento aleatono Consiste
un gen y observar su tipo de alelo, entonces el espacio mu
por Q = {Ay, A2, A3}, y un evento puede ser el szgutente
A = La obtencion del tipo de alelo A,.

Definicion 1.1.2, Sea € una coleccidn no vacia de subcon]untosde un
espacio Q, € es una o-dlgebra en ) si satisface: ;

i) Qe?.
ii) Si A € €, entonces A® € €.

iii) St (A,.),.>1 es una sucesién numerable de elementos en €, entonces

Ul A e 7.




2 X Cadenas de Markov

Definicion:1.1.3. Sea S un conjunto no vacio y S una o—dlgebrade S, a
la pareJa (S,5°) se le llama espacio medible.

Definicion 1.1.4. Sea (2,.F) un espacw med;ble, una medida en (Q ZF),
es una funcufn conjuntista p: F — R, con las szguzentes proptedades

i) #(¢) =0, ;
u) /t(A) 20, AeZ,

m) 1t es o—aditiva, es dectr, si (A,.),.>1 es una suceazdn numerable de
elementos disjuntos de .? entonces B

Z‘H‘%‘iﬂi?

st ademas se tiene que /4(9) 1: entonces a se le Ilaiha medida de

probabzhdad y se denotara par P(

Definicion 1.1, 5 A la terna (Q 9’ P) dande 0 es el espac:o muestral &
es una o- algebm en Qy P ‘es una medida de probabthdad enF, se le llama
eapacw de probabthdad :

Deﬁmczdn 1.1.6. Sean (Q ) P) n espééw de probabilidad y A,B en &
tal. que P(B) #.0, se deﬁne Ia probabthdad condicional de A dado B

como:: i P(A A B)
P(AIB) = '_—P(B)

ObservacuSn Note que P( |B) deﬁne una medxda de probabllxdad (ver
Lema A.1 del Apéndice A). " . S :
Definicién 1.1.7. Sean (Q, F P) un 2P dep, babilidady X : 2 — R~
una funcidn, se dice que X es & — med'ble st S

XY (<o0,2]} € F para‘_toda‘z‘é:R, s

es decir, Sl
HweQX(w) <z} e F.




Reéultados_ preliminares . 3

Definicién 1.1.8. Sea'(Q, #, P) un espacio de ;}robab:lida'dy X:0— R
una funcmn, se dice que X es vanable aleatoma deﬁmda en (Q 9‘ P) si
X es F — medlble et .

Notas:’

i) La a-a]gebra generada por (—oo z] z € R, se lenllama a—élgebxja de;

Fy(z) = Px{{-o0, Il} P({w € QIX(W) < z})

Definicién 1.1.10. Un proceso estocdstico A = {X :'t'€ T} es una
coleccion de variables aleatorias indezadas por un'conjunto T, definidas en
un mismo espacio de probabilidad (Q?, &, P), tomando valores en un mismo
conjunto S. A S y a T se les llama espacio de estados y conjunto de
indices, respectivamente.

Definicion 1.1.11. Un proceso estocdstico X = {X, : t € T} con espacio
de estado S es un proceso de Markov si satisface la propiedad de Markov,
es decir, para 5,t € T, s <t la distribucidn de X, dado {X,,u < s} es igual
a la distribucidn de X, dado X,, formalmente, paraz, € S, u<syACS,
se tiene lo siguiente:

P(X, € AIXu =z, u< s)=P(X, € AlX, =x,).

Cuando S es ﬁnzta [ znf'nzto numerable, el proceso X es llamado cadena de
Markov.




4 Cadenas de Markov

Definicidn 1.1.12. Cuando en una cadena de Markov X = {X,:t € T}
con espacio de estados S, el conjunto T es un intervalo real, X es llamada
cadena de Markov en tiempo continuo o cadena de Markov continua.
En el caso que T sea un subconjunto de Z, X es llamada cadena de Markov
en tiempo discreto o simplemente cadena de Markov discreta . En general
se tomard a T = [0,00) para el caso continuo y a T = {0,1,2,...} para el
caso discreto.

Definicion 1.1.13. Sea § un conjunto de indices finito o infinito numerable
Una matriz A = (aij)ijes es llamada estocdstica sz satzsface lo stguzente

(i) 0<e; <1, ijes.

(ii) Ejesaij: 1, iGS. ’

En lo restante del capntulo se anall7ara pnmero el caso donde la cadena
-de Markov es dlscretn y des' és eI caso donde es contlnua

1.2 Cadengs de;Méi'kov a'tiémpovdiscréto :

Defiriicién 1.2.1. Sea .
con espacio de estados S'*

1)

('"“") no dependen de n, se dice

niel iempo y se denotan por:

,JGS, n,m2 0.




Cadenas de Markov a tiempo discreto ]

En particular cuendo m = 1 se tienen las probabilidades de transicidn y en
este caso se liene que:

Pj=P(Xns1 =jlXa=1), 4j€S, n20

Propiedades: Como las probabilidades de transicién son probabilidades
condicionales, entonces satlsfacen para todo n,m > 0, lo siguiente:

(00<PW”W<1 i,jes.

m)zzgphﬂm’—l ies' -

Definicién 1.2.2, Sea X = {X 0} una cadena 'de Markau dis-
creta con espacio de estados S, a’'la’ matnz que contenga las probabilidades
de transicidn como elementas serd llamada matnz de tmnszctdn de Xy
serd indicada por; S -

P<"'"+” = (P} '*»“’).'353 n>0. , ,
La matriz que tiene. como’ elementos las probabtlxdades de transwzdn en m

pasos m >'1, serd llamada-matriz de tmna:c:dn de m paso.s de X y
- serd 1ndzcada. por

P(n,n+m) (P("-"+m)) ijes,. T > 0
Cuando X es homogénea en el tiempo entonces P(nm+1) y P("'"""") son indi-
cadas por Py P, respectivamente.

Observacién: Note que la matriz P(n+m), ;. 5 > 0, satisface las pro-
piedades de la Definicién 1.1.13, por lo tanto es estocdstica.

Definicion 1.2.3. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov
discreta X = {X, : n = 0} homogénea en el tiempo, con matriz de transicién
P = (Pyj)ijes. Se dice quei € S, es un estado absorbente de X si:

1, sij=i v
e P = ) . 1.2
f;?;{m sijsti (t2)

Uno de los resultados mds relevantes en cadenas de Markov son las ecua-
ciones del sxgul te tcorema, dado proporcnonan una forma recursiva de
calcular Ias pro abilidades de, trans ién en m pasos, m > 1
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Teorema 1.2.1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Sea X =
{Xs : n 2 0} una cadena de Markov discreta con espacio de estados S,
matriz de transicidn en m pasos P M) y matriz de transicicn P+,
entonces para todo i, € S, n>0y 0 < r <m, se vale: )

Pig'n,n+m) = z Pi(‘r:,vl+r)P"(;l+r.n-Fr+(m-r)). (1_3)
kes .

En particular cuando la cadena es homogénea se cumple: -

P§Y =37 PRRT. (14)
kes

Demostracion. La idea de la demostracién resulta ser muy intuitiva, ya que
(1.3) indica que la probabilidad de transicién de m pasos se puede obtener a
partir de las probabilidades de transicién de r pasos (0 < r < m), es como
si en lugar de ir de un estado a otro en un salto de tamaifio por ejemplo m,
se hiciera en dos saltos de tamafio menor que m, pero tales que suman m.

Lo anterior se puede observar en la siguiente figura:




Cadenas de Markov a tiempo discreto

Formalmente se tiene que:

Y™ 8 P(X = 41X = 1)

@S P(Xnsm = 5 Xy = /cp\ = z)

kES -

\dicional,

Lema 1.2.2.- Sgd X dena’de:Markov dtscreta con .
espacio de estados S val lo stgmente

atriz de tmnsicién en

(b) Para X-no hom génea en’ el t:empo con rnatrzz de transzcuin enm pasas
. P("""*"') ‘se tzen g

P(n n+m) — H P(u+},n+}+l) n> ‘0.
o - 3=0

Demostracidn.: Se utxllznrd induccién matemadtica para demostrar ambos apar-
tados .
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(a) Se tiene que la matriz de transicién esta dada por P = (Pyj)ijes-

Se demostrara primero que se cumple P = P2,
Por Ias ecuacxones de Chapman Kolmogorov, se vale lo sngmente

dado que P") = P"‘ por hlpét‘
(1.5) que P('"'H) ‘coincide;
lo tanto P,(,'f“"!

Deﬁn:ctén 1 2.4. “Sea’ X = n= 0} una cadena de Markau dlscneta: .
con espacio de. estadoa S, se deﬁne la probabzl:dad :mcml de X como:

m(i) = P(Xp=4), i€S.

Lema 1.2.3. En una cadena de Markov discreta X = {X, > 0} con
espacio de estados S, y matriz de transicidn en m pasos P™ """") Se tie-
ne que la funcién de probabilidad conjunta de X, Xu-1,...,Xp, n 2 0, se
puede oblener en términos de la probabilidad inicial y las probabilidades de
transicion de X, de la siguiente manera:

n
P(l\’n =Ty Xl = fneiy o Xo = iO) = (H P,(,:::;l)) Wo(io), (16)
k=0

donde ix € S, k=0,1,2,.,n
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Demostracién. Se utilizard induccién en n para demostrar este Lema.
i) Se tiene que para n = 1 vale, porla deﬁmcxén de la probablhdad condlcxonal
y de la inicial, dado que: - .

cumple para todo n'> 0.
P(Xipr = iy, Xo =iy oory S .
w P(Xk+1 )P(Xk =ik, oy Xo = to) -
k=1
: 1 IRE
<H Pt(, 1;:.11)) ”0(10)

1=0

HR‘,‘.;‘;‘,‘?) 7o (10) ‘

_ (4) "s‘e vale por definicié

: Observacnd
puede CSCI’lblI‘ com

P(An = In: l\u—lv—
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Una de las caracterfsticas de las cadenas de Markov es que no sélo sus pro-
babilidades de transicidn se pueden obtener a partir de otras probabilidades
como se muestra en las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov sine también
las probabilidades P(X, = ‘), como se podra ver en el siguiente lema.

Lema 1.2.4, Sea X = {X, : n 2 0} una cadena de Markov discreta ho-
mogénea en el liempo con espacio de estados S, matriz de transicién P y
matriz de transicion de m pasos P™, si m,(-) = P(X, =) entonces para
todon >0y k €S, sevale:

(a) 7I'"(k) = ZjES WO(j)PJk 1

o equivalentemente

(b) Wn(’”) Z]ES 7ru—l(.7)PJk

Demostracion. (a) Para este apartndo note que: .

: 7r,,(k)’

1r,,(k) P(X

(1) Por propiedades de funcién de ;irobixbxi}daa conjunta.

(2) Es vilido por la definicién de probabilidad condncional

(3) Se vale por definicién de probablhdades de transncxdn ydela probabl]xdad ‘
inicial.

(4) Se vale por definicién de probabxhdades dc transxclén Yy de () l]
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Observacién: Cuando X no es homogénea en el tiempo, entonces (i) y
(#i) del Lema 1.2.4 estarian dadas de la siguiente manera:

(8) malk) = ZJGSWO(J) “’-"’,

o equlvalentemente

o kzrn(k) =

5 7rn—l (.7)}3_1'(:'"-1)'

1.2, 1 Cla51ﬁca01on de estados

En esta secmén se presentaran las condiciones bajo las cuales una cadena
de Markov converge para el estado de equilibrio cuando se hace tender el
tiempo a infinito. En primer lugar se presentardn algunas definiciones y se
 finalizard con el resultado que garantiza la existencia de: :

Jim P,-S"),

y quien es este limite.

Definicidn 1.2.5. Sea S el espacio de estados para una cadena de Mar-
kov discreta X =.{X, : n > 0}, homogénea en el tiempo y con matriz de
transicion de m pasos PU, se tiene para i,j € S, lo siguiente:

(a) se dzce que el estado: J es accesible desde el estado i, si para alguna
(M) S, 07 Se denota por i — j al hecho de que j es accesible

(b) 814 Jy ademds i z, es decir, si egisten n,m 2 0, tales
que P(") >0y P("') ‘>0, entonces se. dzce que los dos estados se
: comumcan{ y .sje denota Vcon‘zq\ ie—j.

Se tiene que la comumcacxé entre estados de una cadena de Markov es
una relacién de eqmvnlencm, lo cua] se formahza en la sxguxente proposicién.
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Proposicién 1.2.5. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov
- discreta X'={X, :n >0}, hamogenea en el tzempo con matriz de transicién
de m pasos P, entonces Lol :

1.1(——)1,sz5

se comunica con j, entonces existen
) y P('") >0, se sigue que j +— i.

-0° y como ademas j —»" k, entonces tambxen exmten my,mg > 0 tal
que P("") >0y B m2) 5.0, lo cual implica que:

p('u+m|) (&) ZP("')P("")
les

@ P(m)p(ﬂu) > 0

por lo tanto i —» k. De forma anéloga se obtlene que L — i De esta
forma se tiene que i «+— k.
(1) Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. T
(2) Es vilido ya que P( m) >0, paratodoi,jESym >0, B u |

Nota: En general se tiene que la relacién de comunicacién induce una:
particién del conjunto donde clla estd definida, entonces por la Proposicién’
1.2.5, en una cadena de Markov se tiene una particién del espacio de esta- "
dos S en clases de equivalencia, donde la relacién de equivalencia es la de
comunicacién entre los estados de esta cadena de Markov.

Definicidn 1.2.6. Sea X = {X,, : n > 0} una cadena de Markov discreta
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Se dice que X es irre-
ducible, si todos los estados en S se comunican, es decir, X es irreducible
st la relacidn de equivalencia dada en la Proposicidn 1.2.5 induce sélo una
clase de equivalencia en S.
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Definicidn 1.2.7. Sea X = {X, : n > 0} una cadena de Markov discreta
homogénea en el tiempo con espacio de estados S y matriz de transicidn en
m pasos P{™, Sea i € S, se define el perfodo de un estado i, denotado
por d(i), como: : L
d(i) = med{n>1: P > 0},
donde m.c.d. indica el mdzimo comin divisor. Si Pf,-"’ =0, para todo n > 0,
se define d(i)=0. Cuando d(i) =1, se dice que el estado i es aperiddico.
Observacién: El periodo d(i) de un cstado i es el mayor niimero con la
propiedad de que para toda m # d(i), 2d(i), ..., se tiene que P,.(,-'") =0
Definicion 1.2.8. Una cadena de Markov discreta X = {Xp : n > 0} -
homogénea en el liempo con espacio de estados S, en la cual cada estado
i € S es aperiddico, es decir, tiene periodo d(i) = 1, es llamada aperiddica.

Proposicidn 1.2.6. Sea X = {X, : n > 0} una cadena de Markov discreta,
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Si i «— j, i,j € S, -
entonces d(i) = d(j), es decir, el periodo de un estado es una propiedad de *
clase. .

Demostracion. 'En el caso que i = j es claro que se cumple. De esta forma:
considere el caso donde i # j. Como i se comunica con j, entonces existen
ny,n2 > 0, tales que P("" >0y P("’) > 0.

Seam® € M = {m > 0: P{™ > 0}, entonces:

P(m+m +na2) (1) ZP(m+m )P("z) > p(m+M‘)p("z)
kes

(Z P("I)P("‘ )) ("2) P("l)P(m )P(M) > 0

)

kES

Amilogamente se tlene que P("”"’) > 0 Entonces
d(7) dnvnde a (n, + nz) v d(J) dmde a (m +ng+m ‘),

_entonces para todo m*'€ M, d(j) divide a m*. Por lo tanto d(j) < d(z)
De manera angloga se obtxene que d(z) <d(j) y por lo tanto d(]) = d(z)
(1) Por las ecuncwnes de Chapman-Kolmogorov L .
(2) Es vilido ya que P(’") > 0, para todoi,j € Sy m2 0 : a
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Definicion 1,2.9. Sea X = {X, : n > 0} una cadena de Markov discreta,
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S, matriz de transicion P
y P, m > 0, su matriz de transicidn de m pasos. Parai € S, i fijo, la
probabilidad de que X entre por primera vez al estado j en el n-ésimo paso,
dado que partird del estado i, se define por:

f(") P(Xp=J, Xe.# 5, k=1,2,.,n—1{Xp=1i), n21,i{,j€S
0, n=20,1%¢j€S.

En partzcular f( ) = Py, para todoi,j€S.

: Lema 1.2.7. Para X como en la Deﬁnzcwn 1.2.9, se liene que pam todo
) z JE S v n > 0"‘ e vale lo szgutente .

A=

Demostracion. Note que si se denota por E™ al evento de que al paso n,
n 2 0, X se encuentre en el estado j dado que partié del estado 7, entonces
E™) comprende tanto el hecho de que la primera transicién al estado j haya
sido en el paso n, como en un paso anterior a nn. Por lo tanto si se considera
a E; como el evento de retornar por primera vez al estado 7 en k-pasos,
entonces ¢l evento E™ esta dado por la unién de los Ey, k = 1,...,n. Como
estos eventos son mutuamente excluyentes para valores dlfercntes de ky P(")

cs la probabilidad de E(™), se vale lo siguiente:

s
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P(n) (1) P(X.. = j|Xo = 1)

—ZP(J\n-—J. /\k—], X, #34, 0<r<L|X i)

; A—or P ]
ézp(t\n‘.?l«\k=1, «\,¢:,o<r<x Ao i
k=i 0 S - %
ij"\’r "térjy t0 < < ch\'n = i)
@3 P(Xa = 1X, A G 0< T <klXo = i)

< (1) Por dcﬁmc:én de probabnhdades de transxcxén
(2) Por la definicién de probnblhdad condlmonal
(3) Es valido porque X es cadena de Markov. .
(4) Por definicién de probablhdades de tmnsrcién y por la Definicién 1.2.9,

O

Definicidn 1.2.10. Sea X = {X,, : n > 0} una cadena de Markov discreta,
homogénea en el tiempo con espacio de estados S, se define la probabilidad
de que partiendo del estado i se llegue al estado j en algin paso n > 1, por:

Z 5P, dgjes.

n=0

Definicidén 1.2.11. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov

discreta X .= {X, : n 2.0}, homogénea en el tiempo, entonces parai € S:
(i) se dice que i es recurrente si fi=1, v

(ii) se dice que i es transztono st f.. < 1

" Observacién: Notc que la Deﬁmclon 1 2. 11 mdlca que siies transxtorlo,
entonces X tiene probabilidad positiva'de no retomar al estado 4.
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Teorema 1.2.8. Sea X = {X, : n = 0} una cadena de Markov discreta,
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S y matriz de transicion de
m pasos P, entonces:

(a) i es un estado transitorio si y sdlo si~
o :
5P <o
n=1" . :

(b) i es un estado recurente si y sdlo si
. o
S Pl = oo
n=1

Demostracion. La demostracién de (a) estard dada en (al) y. (a2) y la de (b)
en (bl) y (b2). Para la demostracién de ambos apartados se denotara por
M ala variable aleatoria que indica el niimero de veces que la cadena visita
el estado 2.

Note que la variable aleatoria M se puede expresar como:

M= Z 1(.,(4\,.), '

n—O .

donde
(1.9)

Entonces

(1.10)
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Por otro lado por la Definicién 1.2.10 note que f;; es la probabilidad de
que la cadena retorne al estado ¢ en algiin paso =, lo cual es equxvalente a
que se retorne al menos una vez. L :

(al) Supéngase que el estado i es transitorio, entonces por la Deﬁnvﬁ:ién‘

1.2.11 fi; < 1. Por lo tanto con probabilidad 1 — f;>0el proceso que :
empezo en el estado ¢ jamds regresard a . De esta forma S

P(A[ = LIXO = 1) = (fn)k(l fn)y

es decir, M es una vanable aleatona con p“ émetro Entonces,'i

E(MIX (1 11) o

(ver Lema A 2 del Apéndlce A) n nces,:por (1 11) y (1 10) se tiene

que - ) -
=, (n) .
ZP", =g <o

‘n=0

(bl) Ahora supéngase que ies recurrente, entonces por la Definicién 1.2.11
se tiene que f;; = 1.' Como se estd trabajando con cadenas de Markov, el

~ hecho que cl proceso regrese al estado ¢, es equivalente a que el proceso
inicie nuevamente en i y-por lo tanto regresard a ¢ en con probabilidad

1y asi sucesxvamente De esta forma, M tendré valor mﬁmto y por lo -

tanto :
E(M|Xo=i)=o00, (1.12)

y por (1.10), se tiene que

Se demostrard ahora el mverso de los apartados antenorcs

(a2) Supéngase que Z"_o P(")\ < tonces necesarmmente se tlene que’
i es transitorio.. Si‘nofuera: asl, ‘i:tendrfa que ser recurrente y'por:
lo tanto por:(bl). deberfn ser tal que e = 09, lo cual es una
contmdxccuin 4 : } e
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(b2) Se sigue por un argumento similar al dado en (a2).

(1) Por propiedades de esperanza.
(2) Es vélido por (1.9).
(3) Es vilido por la definicién de probabilidad de transicién. [m]

Propoaic'idri4.1.2.9. Sea X = {X, : n > 0} una cadena de Markov discreta,
.homogénea en’ el tiempo, con espacio de estados S y matriz de transicidn de
m paso.'s Pim); Entonces para i,j € S, se tiene que:

(a) sz i (——) _7 y ademas i es recurrente, entonces j es recurrente,
(b) sii (—-) ] Y ademas i es transitorio, enlonces j es tmns:tono

Dcmostracwn (a) Como cl estado i se comunica con j, entonces existen
My 2 1, tales que P("' >0, P("’) > 0. Tome m > 0, entonces

entonces -
S pgaimen)
nat+m+ng) S\
DI DD

m=0

Como 35 P( ) dlverge, entonces Zm-o P ) también dlvergc S
(b) Supéngase que j no es transitorio, entonces es recurrente. Por otro

lado dado que el estado j se comunica con el estado i, entonces z_serfa recu-

rrente por (a) de esta proposicién, lo cual contradice que i sea transitorio,

(1) Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. .
(2) Es vilido ya que P( ) >0, paratodoi,€ESym20. ) a

Definicién 1.2.12. Sea X = {X, :n = 0} una cadena de Markov discreta
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Se dice que la clase C C S
es recurrente, si para j € C, se tiene que j es recurrente y es transitoria
sipara j € C, se tiene que j es transitorio,
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Teorema 1.2.10. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov
discreta X = {X, : n 2> 0}, homogénea en el tiempo, con matriz de transicidn -
de m pasos P™), Sea j € S un estado recurrente y d(j) su periodo, entonces

(i) eziste el siguiente limite

lim
n—oo

P("d(j)),

(ii) si ademds el estado jes apenodzco y se comunica cont, i € S, entonces

eriste el szgmentc lumte
s lim P,.‘;".
n—o0

Demastracwn \’er Ross (1996) o

Deﬁntczdn 1 2 13.Sea ‘Sel espacio de estados de una cadena de Markov

= { X, : n > 0} discreta homogénea en el tiempo, con matriz de transicidn
de m pasos P("') Sea j'€ S, un estado recurrente y d(j) su periodo, si se
cumple que .

f (nd(5))
m, i

es estrictamente positivo entonces se dice que el estado j es recurrente
poa:two, en el caso que sea cero se dice que el estado j es recurrente
nulo.

Deﬁnicién 1.2.14. Sea X = {X, : n > 0} una cadena de Markov discreta
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Se dice que la clase C C S
es recurrente positiva si para j € C, se tiene que j es recurrente positivo.
En el caso que para todo estado j € C, j sea recurrente nulo, se dice que la
clase es recurrente nula.

Deﬁmcldn 1.2.15. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov :
= {X, : n > 0} discreta, homogénea en el tiempo, un estado i € S, es
Ilamado ergédtco si i es recurrente positivo y aperiddico.

Teorema 1.2.11. Sea X = {X, : n > 0} una cadena de Markov discreta,
homogénea en el tiempo con espacio de estados S finito y matriz de transicicn
de m pasos P, Se tiene que si X es recurrente, irreducible y aperiddica,
entonces X es recurente positiva.
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Demostracién. Como X es aperiddica e irreduéible, por el Teorema 1.2.10 se
tiene que existe el limite de P‘-j") cuando n diverge a infinito. Supéngase que:

“'para todko'j'EVS. Ll

'l—'@

ue pfité. todd i€s,

por. lb;c;‘ial
J* €8/ talq

*Como la cadena es irreducible, se tiene.que: todbs los estados en S se comu-
nican, entonces para j € S, existe un m > 0, tal que Fj. "' > 0. Por otro lado
por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov se tlene que para todo i,j € S,
vale:

PP = 3 PR
. keS

Sy
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entonces para todo n > m,

Jim PP = lim 3~ PL P
kes!

(1) S~ i plnem) plm)
= ?__‘;JH&[IJ';' e |
i (PG mR] >0
P Jim P™ >0,

Vs

Por lotanto la cadena es recurrente positiva.

‘(1) Como S es finito entonces el l{mite de la suma'es la suma de’ los lfmxtes ya
que cada uno de estos existe. L E :
(2) Se tiene que P( ) >0, para todai,j€Syn > 0

Deﬁmctén 1.2.16. La distribucion estactonana de una cadena de.
Markov discreta homogénea en el tiempo con matriz de transzc:on P = '
“(Pi)ijes; es una coleccidn de nimeros {n(k); k € S}, tal que A

(a) 7r(lc) >0, k€&,
() stsﬂ(k) =1,
(C) 7I'(L‘) Z:GS W(l)Plky k E S

Nota Las ecuacnones dadas en‘(a) (b) y c) de la Deﬁmcndn 1.2.16 son
g Lo

] ’un’a cadena de Markov
= {4\,. n > 0} discreta, homogéne _con matriz de transicion
de m pasos P("‘)‘ re 2 y penodtca, entom:es ezxisten
nimeros w(k).> 0,k € e . o

independientes’ dvel‘esttkzdb inicial z, bd‘yénde w(k) yvéstqri"deterjr_ninqdas por el
stguiente swtema de ecuaczones A L LI IR .

(a) 7r(k)‘> 0 Tk E S
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() Zkes”(k) =1,
(c) W(k) Z.esﬂ(l)l’ak'_

Demostracufn Ver por eJemplo Karlin y Taylor (1975) y Ross (1996). O3

Deﬁn:ctén 1 2 17. Sea X = {Xn : n > 0} una cadena de Markov discreta,
lzomoge’nea en‘el tzempo, con espacio de estados S y matriz de transicion de
m pasos P™), Cuando eziste el limp—yo0 P,J , para todo j en S, el limite es
i llamado la dzstr:bucuin l{m:te de la cadena. de Markov.

Observacxén Por el Teorema 1. 2 12 se sabe que si la cadena de Markov
es ergodlca, entonces la dlstnbucuﬁn‘ hm'te exxste y es la tnica distribucién
estacnonarm de la cadena

1,3- o Cla"déﬁas .de.;Mérkb{ré'tiempo continuo

, 15,.].(;:5)' Z (1.14)

Andlogamente al caso diacfetd'cuanda las probabtl:ddde;ql de lransicién no
dependen de s, se dice que X es homogénes en el tiempo. - En esté caso las
probabilidades de transicidn al tiempo t, se denatan por:

Py(t) = P(/\:u =jlX, = z), i,j €S, 8t 20,
con N

1 sig=i
P;(0) = ij={0 . 31‘.‘;#1. E 2 - (1.15)
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Definicion 1.3.2. Sea X = {X,:t € [0,00)} una cadena de Markov conti-
nua con espacio de estados S, a la matriz que contenga como elementos las
probabilidades de transicidn en un espacio de tiempo t serd llamada matriz
de transicion de X al tiempo t y serd indicada por:

P(0,2) = (P;(0,8))ijes t=0.
en el caso que X sea homogénea:
P(t) = (Py(t))ijes. t2>0.

En el caso de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para las cadenas
de Markov continuas, se tiene que son andlogas al caso discreto como se
podrd observar en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Sea X = {X; :t € [0,00)} una cadena de Markov continua en el tiempo
con espacio de estados S, y matriz de transicién al tiempo t > 0, P(0,t) =
(Pi(0,1))ijes, entonces para todo i,j € S y pare s,t,r 2 0, r < t, se vale:

Pj(s,s+1t)= zﬂ»k(s,s +7r)P(s+r,s+r+(t=1)),
kes

en forma andloga al caso discreto cuando X es homogenea en el tzempo, se

tiene:
PIJ (t) = Zka(’T)PkJ(t - 7')

kGS

Demostracwn Es anéloga al caso dlscreto

proceso seml-Markov que se dara a cont.muac:én

Definicidn 1.3. 3. Un proceso estocashco a tzempo continuo X
telo, oo)}, con espacio de estados § = {0,1,2;" .}, se llama proceao semi-
Markov si cada vez que entra al estado 1 € S se tlene que

(a) el szguzcnte estado que entra sera] € S, con probabzlzdad P,,, Zjes P,J

?
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(b) dado que el siguiente estado al que entrard es j € S, el tiempo de
permanencia en i antes de cambiar a j tiene distribucion Fy;.

Definicion 1.3.4. Sea X = {X,: t € [0,00)}, un proceso semi-Markov,
con espacio de estados S. Sea X} la variable aleatoria que indica el n-ésimo
estado visitado por el proceso. X, entonces X* = {X3 :n =0,1,2,..} es
una cadena de Markov dzscreta y es llamada cadena de 3altos de X -8t
salisface que: - : .

P(X n=iXi=i)=P; ijeS n20

Definicidn 1. 3.” Una cadena de Markov en t;empoj
{X::te]o, oo)} con’ espacio de estados S es un proces 3
que: o

(a) dado que X estd en el estadoi € S el prozimo estado
con probabilidad P, donde YigiPi=1, 0

es dectr,“ siTij es
'ru no depende

(b). F., es una distribucion ezponencial con parametro Vi)
el tiempo de permanencia en i antes de pasar.a 7 95 i,
de j, asi que se toma a T;; =T ¥ se tzene :

P(r; > t) = e"’“.

Nota: Sivi =00, 1 € S, t es llamado estado inétant&neo, en el caso
que v; = 0, 7 es llamado estado absorbente.. De ahora en adelante se
considerard que para i € S, 0 < v; < 00. ST

Definicién 1.3.6. Sea X = {X, : t € [0,00)} una cadena de Markov
continua homogénea en el tiempo con espacio de estados S, cuya cadena de
saltos tiene probabilidades de transicion Pj, i,j € S. Para i,j € S, i #7;
se tiene que la tasa de transicidn del estado i al estado j, indicada
por qi;, es definida por: .
aij = VP, (1.16)

donde v; es la tasa de permanencia en i antes de pasar a j.

Observacidn: Note que pnré i,j € S, i # j, se tiene lo siguiente: ;

Zq,, =y, (1.17)

TUIAE
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dado que

izq" ZV‘ lJ—"-ZP.j—V,

FET IR (RS L

Definicién 1.3.7. Sea X =" X te [0 o0)} una ‘cadéna de Markov conti-
nua, homogénea en el tiempo con espacio de estados Sy tasas de transicion
gij, t,J €5. Se deﬁnen las probabthdadea de transicion. 1nﬁmtea:ma-‘

les de Xpor =
q.,h + o(h.), i
"(h) {1 —~vih+ o(h),

en donde el térmmo o(h) indica que hm,._.o _LM'

Algunos ejemplos de cadenas de Markov contmuas homogéneas enel
tiempo serdn dados a continuacién. : SIS

(a) Proceso de nacimiento y muerte '

Definicion 1.3.8. Sea X = {X, :'t € [0, o) }:una"cadena’ de’ ‘Markov
continua, homogénea en el tiempo con espacio de estados S = {0 1,. } Se
dice que X es un proceso de naczmtento v muerte si para i,j € S i# _7,
se tiene que:

gi; =0 siempre que |i — j| > 1.

Observacién: Note que un proceso de nacimiento y muerte es una ca-
dena de Markov, en donde las tinicas transiciones que pueden tener proba-
bilidad positiva de ocurrir se dan del estado i al i+ 1 o0 al ¢ — 1. Cuando
pasa lo primero se dice que ocurre un nacimiento y en el otro caso ocurre
una muerte, por lo cual se refiere a las tasas de transicién como tasa de
nacimiento y muerte.

Definicion 1.3.9. Sea X = {X, : t € [0,00)} un proceso de nacimiento
y muerte, con espacio de estados S, tasa de lransicidn ¢i;, 1,7 € S, i # j.
Parai € S, se definen la tasa de nacimiento ); y la tasa de muerte y;
de X como sigue:

(a) Cuando S = {0,1,...,N}

Ai=¢giiy, 1=012. . ,N—-1
Hi=qiia1, 1=1,2,0,N,

con Ay = jig = 0.
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(b) 5i5=1{0,1,..}

Xi=Giiy1, paratodai€ S,
m=giio, 1=1,2,.,

con po =0,
(c) Bn el caso que S = {..., —1;0;‘1, 2y

N=qan oy m=gie,

p&ra tada ze S .

Observacnon' Como se tlene que v; = i Qij, entonces:

(a) Cuando S ’{0, ’,

i cfm i=1,.,N-1,

con vy =My U U ;q; ’I;J‘nAtovncésk'por (1.16), se tiene que las probabi--
lidades de transicién de la cadena de saltos X* asoc:ada al proceso de
nac1mxento y muerte X estdn dadas para i € S; por: : -

B R T ) Ve
. P.-.-+1=‘—u'l_*l=A +‘ﬂ', z=0,1,2..k.,N—l | v(1:.\19)
: ql i-1 - l‘l ; — . O i '
Pri= ==t i= 12N (120
(b) Si'S'={0,1,...} -

- ) - Vi = A+ 1y i=1,2,..,

" con ua = Aq. Ahé]ogamente al apartado (a), se tiene que las probabi-
lidades de transicién de la cadena de saltos X'* asociada al proceso de’
nacimiento y muerte X, estdn dadas para i € S, por:

P i1 = t=0,1,2..

A¢
i !

Pijg= /\.‘l-:-i/l," i=1,2,..,
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(c) En el caso que S = {...,,~1,0,1,...}
vi=A; +l‘n i € S.

Por lo tanto las probabllldades de transncnén de la cadena de saltos X*
asociada al proceso de nacnmlento y muerte X estarfan‘dadas para
i€ S, por:

Piin=

1
Ai k!

Definicidn 1.3.10. Sea X = {X, :t € [0,00)} un proceso de nacimiento y

muerte, con espacio de estados S. Sea i € S, cuando las inicas transiciones

que pueden tener probabilidad positiva de ocurrir se dan del estado i al i+ 1,

se tiene que a X se le llama proceso de nacimiento puro. En el caso que’
las tinicas transiciones que pueden tener probabilidad positiva de ocurrir se -
den del estado i ali— 1, a X se le llama proceso de muerte pura.

Con lo que respecta al tiempo de permanencia de la cadena en el estado .

i € 8, antes de saltar a un estado j € S, 7 # {, se tiene que la distribucién de ..

este tiempo de permanencia es exponencialmente distribuido con pardmetro’
= p; 4+ Ai, por la definicién de cadena de Markov continua con espacxo de; ¢
cstados S. AR
Un ejemplo de proceso de nacimiento y muerte serd estudmdo en: el
Capitulo 2 de esta tesis. G

(b) Proceso de Conteo AR AR :
Definicion 1.3.11. Un proceso estocdstico N = {N(t) t > 0}, se dzce que_ =

es un proceso de conteo si N(t) representa el nimero total de 'eventos que
han ocurrido al tiempo t. Entonces un proceso de conteo s 1sface : :

(i) N(t) =0, parat>0'~"

(ii) N(t) es un valor entero, para tod t>0

(iii) Si s < t, con s,t > 0, entonce N(s) < N(t)

(iv) Para s < t, s, t N(s) es.igual: al’ nimero de eventos

ocurridos en el mtervalo (s, t]
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Definicion 1.3.12. Se dice que un proceso de conleo posee incrementos
independientes si el nimero de eventos que ocurren en intervalos de tiem-
po disjuntos son independientes. Un proceso de conteo se dice que posee
incrementos homogéneos en el tiempo si la distribucion del nimero de
eventos que ocurren en algun intervalo de tiempo sdlo depende de la longitud
del intervalo.

(c) Proceso Poisson

Definicién 1.3.13. El proceso Poisson es una cadena de Markov conti-
nua X = {X,:t € [0,00)}, con espacio de estados S = {0,1,2,...}, con tasa
de cambio A > 0, en donde las probabilidades de transicidn infinitesimales
estdn determinadas de la siguiente manera:

(i) P(Xpyn=k+1|Xy=k) =M +0o(h), keS.

(ii) P(Xeon=k|Xe =k} =1-Ah+o(h), keS.
(iit) P(Xppn =X, =k} =o0(h), sij—-k=2, jke€S.
Adicionalmente X debe cumplir que Xo = 0.

Considérese una cadena de Markov X con espacio de estados S = {0,1,...}
en donde el tiempo de permanencia en todos los estados es el mismo, es de-
cir, tome v; = v para todos los estados i € S. En este caso la cantidad de
tiempo en cada estado durante una visita se distribuye exponencial con tasa
v, se sigue que si N(¢) denota el nimero de transiciones de X en el tiempo
t, entonces N = {NN(t) : t > 0} serd un proceso Poisson con tasa v.

Definicién 1.3.14. El proceso de conteo N = {N(t) : t 2 0}, con espacio
de estado S = {0,1,2,...} es un proceso Poisson con tasa A € R, con
A>0, si:

(i) N(0) = 0.

(ii) EI proceso t:ene mcrementas mdependzentea

(m) El numero de euentos"y'en algun mtervalo de longztud t se dwlnbuye




Cadenas de Markov a tiempo continuo 29

1.3.1  Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov

Lema 1.3.2. Sea X = {X; : t € [0,00)}, una cadena de Markov continua
homogénea en el tiempo con espacio de estados S y P(t) = (Pi;(t))ijes su
malriz de transicidn al tiempo t, para i,j € S se tiene que:

(a) limyo 1;!’.-_.-(9_ = v,

(b) limeo B4 = gy, it g
Demostracidn. Ver Karlin y Taylor (1981). o [m]
Teorema 1.3.3. Ecuacmnea hac:a atrda (backward) de Kolmogo-
Sea X {X, 't €0,00)};. una cadena de Markov contmua homo_qenea k

en-el tzempo con ‘espacio de estados Sy matnz ‘de- tmnswtdn al tiempo t,
P(t) = (P,_,(t))._,es, entonces para toda'i, 5 €S .y t30; ‘se cumple. que:

(t)

(.21)

. k#l. L i S
Demostracion. Sean l,_] E S t > 0 se txene que

Py(t-+h) =~ Py(t)
Izij(t) = }.I_IHI J( "’)l J( )

Note que uno de los términos involucrados para obtener P[;(t) es P;(t + h),
el cual puede ser escrito de manera conveniente utilizando las ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov para obtener las ecuaciones (1.21). Note también que
en estas ecuaciones las tasas de transicién son del estado ¢ a un estado k. De
esta forma se considerard primero la probabilidad de transicién en un espacio
de tiempo & y después en un espacio de tiempo ¢, como lo indica la siguiente
figura:

i 3 1

i Il |

[vvvl \/V\_/I

Por las ecuaciones de Chapman Kolmogorov se tlene que:

Pylt+h) = -3 P:k(h)Plu(t)
Ckes

, rgmmm+ammma
'k;ei, I;es O
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Entonces k
Py(t+ h) - Py(t) = 3 P-A(h)ij(t) + Pn(h)PnJ(t) — Pi(t)
kiti, keS
=3 P.k(h)Pk,(t) + (P,.(h) - l)P,,(t)
k;él, kES NEL e

' Ahorn si se dmde por h, se tlene que

P., (t+h)— P._,(t)
h

Ahora se tomari el hmlte cuand
espacio de estados S de Xes ﬁmt '
separado.

h—oo

.-;((»))ﬂ,-(t))
)

: Por el Lema

85| (jue éé]d se tl de l&{do "dex"'e'chok de (1.22)."

Se tiene por definicié
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Se dice que limpy—o ay existe cuando liminf,_,0 a = lim sup,.;;,, an, en tal caso

liminfay = lim aj = limsupan.
h—0 h h—0 h ,,__,okp y", i

Por lo cual si se demuestra que.

ka(h)PkJ (t),

kES

q.klf 1(t) 2 l_u'r'l _f‘l)xp P

R | g
l:hmngf % § Ié,i,fb(h)ij’(t);

se tendré'ia q
Tome N >'0,

Z V\P.k.(h)PkJ(t) > Ilmmt"—f Z Hk(IL)Pk,(t)
: ot

lxm mf —'
; k#-. kes o
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Por otro lado para N > O, N ﬁjo,_N‘> i,

> ABrm= 5 P'*,f"’ Po+ 3 '*,f"’P(t)

kefi, kES U ke ke 1Y o kRN
B = h T Pi(B)
2 »k( )P (t)+ S k’fl)
RSN R ke 5
Cip ,
L@y ‘,f"Pu(t)+ ( Zm(h))
kSN ki
N - Pulh y
-5 s

. L<N, k¢|~
Entonces
limsup Z
A0 - i kes
:k(h)

Entonces s o :
g lnnsup Z ,(?) < Zr;".lnkpkj(t)' )

kes. k;ét o

h=07 k;e. k€S .
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Por lo tanto

l"'l.'l_félpl S Pu(h)Pyt) < Z qszl;J(t)
k;élkES . . k#t.kES j -

< lummf—' Z Puc(R) Pej(t).
L#- kes :

Por lo tanto

g Z PuhPy®) = 3 auPu(®).

#i, k€S k#i, keS

""(5) Es vilido porque 0 < P;;(t) < 1,i,5 €8, t > 0.
(6) Por propiedades de probabilidad de transicién.
(7) Propiedades de limite superior.
(8) Vilido por (1.17) [m]

Teorema 1.3.4. Ecuaciones hacia adelante (forward) de Kolmogo-
. rov, Sea X = {X,:t € [0,00)} una cadena de Markov continua homogénea
en el tiempo con espacio de estados S y matriz de transicidn al tiempo t
P(t) = (Pij(t))ijes, entonces para todai,j € S yt > 0 se cumple que:

Pi(t) = Z Pi(t)aj — v Pis(t). (1.23)

k#j, k€S

Demostracion. Se hace de forma similar al Teorema 1.3.3, pero tomando
supuestos extras, ver por ejemplo, Karlin y Taylor (1981), Norris (1997),
Ross (1996). [m]

1. 3 2 Las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov para
- proceso de nacimiento y muerte

__Ahora se analizardn las ecuaciones diferenciales hacia atrds y hacia adelante
de Kolmogorov, para el proceso de nacimiento y muerte.

Td;}lhndo a S ={0,1,..}, se tiene por (1.21) que:
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(t) = z qisPy;(t) — VlPlJ(t)

T kes: s
-1 ,(t) +a .+1P.+.} ,(t) viPy(t) -
('\ +lln)Pu.(t)

(—)(h i- Py
2
'(—)/"fl

Observe que cuando z

e por la Deﬁmcnén
139;40—0 deesta ;

rov, se tiene por el

k, i,k €8, qix = 0, cuando i — k| > 1. i
(2) Es vélido por la Definicién 1.3.9.

‘Una de las razones por la cuales las ecuncxones'dlferencmles de Kolmogo- :
rov son importantes es que a partlr de’ e]las' ; ede obtenervlas probabxh-
dades de transicién al tiempo ¢ de una ca ena. '
podrd obscrvar en el siguiente ejemplo
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1.3.3 Caso especial: Cadena de Markov de dos estados

Considérese una cadena de Markov continua homogénea en el tiempo, con
espacio de estados S = {0, 1}, donde el tiempo de permanencia en el estado
0 antes de hacer una transicién al estado uno es exponencial con tasa A,
y el tiempo de permanencia en estado uno antes de entrar al estado 0 es
exponencial con tasa i, entonces
; Qo =4, Go1 = A,
dado que EJ#, q,, = y;, se tiene que:
.Vo—ZQDJ—qm—/\ Y Vl-zl]u—qlo—lt
: i#0 . VaAL <

Observe que esta cadena es un proceso de nacnmento y muerte por lo cual
las ecuaciones hacia adelante de Kolmogorov esté.n dadas por

Poo(t) = #Pm(t) - /\Poo(‘)
€401 ~ Po() - APm(t)
=-(A+ #)Pou(t) + 4,

ya que Pg[(t) 1 - Poo(t) Por lo cual para obtener Poo(t) se resolverd la
ecuacxén dxferencml ordmar]a ] .

, - . (t); - 4(A v y)fz";,o(t) _+ n -
dela c"ual‘ se tiene '(‘]:l‘!é:’ - L
[ P+ (N #)Poo(t) =

écuacién’ por e("""‘)‘, se tiene

s : De esta forma mult:pllcando ambos lados
B que: B N
(1.26)

Note que:
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Por lo tanto (1.26), se puede_éscrkibir como: -
1 )] = e
Integrando a ambos ladds con’ res}\b’veété'al i:.i'empb, se tiene que:

#(é(;‘“l)l)dt

y por lo tanto

entonces o
: (1.27)

es:

de donde |

Por lo tanto :

N : =Mty
,ﬁf\,+u(15' Fa o

(1.28)
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Y en forma similar, se tiene:

Pu(t) = ,\_ﬁ—'(l _ c-(A+fA):).

(1) Por (1.24).
(2) Por propicdades de probabxhdades de transxmén

1.3.4 Probabilidades hmxte e
En esta seccién se presentard una forma de obtener, la probablhdad llmlte, ‘
cuando ésta existe, en el caso-de cadenas o Markov continuas.- Se empe- :
zard con algunas definiciones.

Deﬁntctdn 1.3.15. Sea X > 0 unav arzableulcatona Se.dice
reticulada (lattice), si existe un entero >0 tal que

1

es decir, X es reticulada si .9610 toma ualorea multzplas de !, para: alguna. Z
no negativa. La € mds grande que cumple esta propiedad es el perzodo de'X. -
S5i X es reticulada y F es la funcion de distribucidn de X, entonces'se dzce E

" que F es reticulada. E ! s
Definicién 1.3.16. Sea X = {X,:t € [0,00)} un proceso scm:-Markou, se
dice que el proceso es irreducible si la cadena de saltos X° = {Xj:n =
0,1,2...} asociade a X es irreducible.

En los siguientes teoremas r; denotard la esperanza de tiempo de perma-
nencia por el proceso semi-Markov en el estado 7 antes de pasar a un estado
j. Adicionalmente T}; indicard el tiempo entre transiciones sucesivas en el
estado 1, y ry; = E[Ty] indicard el tiempo esperado de regreso al estado i. .-

Teorema 1.3.5. Sea X = {X t € [0,00)} un proceso semi-Markov ho-
mogéneo irreducible con espacio de estados Sy conTy;, i € S, no retwulada -
con media finita, entonces:

P(i) = hm P(X(t) = zIJ\ (0) —J),

_eriste y es mdependtente del estado m:cml _7 € S, ademas para i€ S

P(z) A

ru
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Demostracion. Ver Ross (1996). m}

Teorema 1.3.6. Sea X = {X,:t € [0,00)}, una cadena de Markov conti-
nua, homogénea en el tiempo, irreducible con espacio de estados S, tal que
Tii, 1 € S, es no reticulada. Supdngase también que la cadena de Markov
anidada J cadena de saltos X* = {X} : n > 0} asociada o X, es recurrente

" positiva y con distribucidn estacionaria n°(i), i € S, entonces: i

, . } , @ ()7
P@E)=lim P(X,=i|Xpg=j) = ==
@ =00 (Xe =il 7 2ies ™ (I
Demostracion. Ver Ross (1996). R

Teorema 1.3.7. Sea X = {X;:t € [0,00)} una cadena de Markov continua
homogénea en el tiempo, con cadena de saltos X* = {X3 : n > 0} con espacio
de estados S, y suponga que las condiciones del Teorema 1.3, 6‘ son ualzdas_
para X, entonces eziste el limite de probabilidades: : :

P(j) = Jim Py(t),

td dad
'y estd dado por G e .
P = = o -(1.29)
Eies “u.-' . A

kDemastmcwn Es mmedlam ya que se tiene que se cumplen las condnc:ones
del Teorema 1 3 6, y ademés = 1/v; para toda i e S por lo cual

(z)r. 1,,‘ i
2 es"'(J)TJ 2155%12

P(z) = hm P(X; = 1|4\0 =]) =i

Propoa:cuin 1.3.8. Sea X = {X : t € [0 oo)}, una cadena de Markov
continua homogénea en el tzempo, con’ espacio de estados S,y ‘suponga que
las condiciones de las Tearemas 1. 3 6 y 1.3.7 son vdlidas para X entom:es

(a) {P(J)}_,Es cumple condwtanes analogas a las de la dzatrxbuczdn esta-
cionaria para cadenas dzscretas, es deczr, :
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(i) P(G)=0, jes,
(ii) Zjes P(]) =1,
(iii) P(§) = Fies P(i)ﬂ‘j(t): jes.
(b) Se tiene la szgu:ente 1dentzdad i

. En cuanto S (m) 5
pam las ecuacxon

Ekes w e % zke;r (k)/uk”"”' '

(l) ZP(l)P.jV.‘

i€S -
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Como gy; = v; P;; entonces se tiene la equivalencia
viP(j) = Z P(l)qxj
: lES .
(1) Es vélido por (1.29). )

(2) Es valido ya que n*(i), i € S esla dnstnbucnén estacxonarm de la cadena
de saltos asociada a X. P = : ;

iz\m-lAm-z Mo _
Hmbm—t #2#!

ms=1

mol

1+Zm—1%—u:r .
5 /\01\1 '\n-

P(O)

(1'.32)
~(1.33)
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Para obtener las probabilidades limite del proceso de nacimiento y muerte
se hard uso de la siguiente igualdad, la cual se demos&raré por induccién en
n .

AnP(n) = pniPln+1). n 20 S asy

Para n = 0 es verdad por (1 32) Se demostrarzi que (l 34) se, cump]e

(1.35)

(1.36)
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(i) Para n =1 por (1.34) se vale, ya que
P(1) = ’\—°P(o).

(u) Se supone vélldo paran'=k, es decn‘, .

“"\k-l/\k-—z ’\OP(O)
; l‘kl‘k 1.. /tx

Por lo tanto se cumple (l 36): Por otro lado se tlene que EJES P(]) = 1por
Ia Proposxcxén 1 3 8 entonces : ]
' 5 ’\m—l/\m-—2 /\o
Hmfm=1.

(1 + ’\m-l/\m_g..;/\n) , :
o1 Hmbmer- B

(0)

entonces : A
1= P(O) 1+ Z —__"‘""'""’ ’\°. P
. m—] ”ml‘m— H
¥ como PO ¥ !

" se sigue que

1 g pzepim
‘AoALeeAn—

e (14 S M)
(1) Hlpdtems de mduccxén B o O

1+2m= AgA1nAm=1
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Observacién: Si 0o, % = 00, entonces P(0) = 0 y por-

lo tanto P(j) = O, para toda j € S. De esta forma, para que se tenga
P(j) > 0, j € S, es necesario que: S S :

S Am-1Am—2.: A1 Ag <o
Hmbm—1sflally

m==1
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Capitulo

El modelo de Wright-Fisher y
el modelo de Moran

Uno de los temas de gran interés en el estudio de poblaciones en genética es
la forma en que se dan los cambios en la composicién de poblaciones, por
lo cual se han hecho nuinerosas investigaciones y varios modelos han sido
presentados. Entre las aportaciones importantes al respecto se encuentran
dos modelos uno introducido por S. Wright y R. Fisher y el otro introducido
por Moran, conocidos por el modelo de Wright-Fisher y el modelo de Mo-
ran, respectivamente (ver Feller (1951), Karlin y McGregor (1964) y Moran
(1958)). Ambos modelos son de nuestro interés pues atin son utilizados en
el estudio de la poblacién en genética (ver por ejemplo, la parte desarrolla-
da en el Capitulo 5 de este trabajo). Adicionalmente se tiene que la base
matematica de los modelos son las cadenas de Markov.

En este capitulo se describirdn primeramente las hipdtesis comunes. a..
los dos modelos. Posteriormente se describird el modelo de anht- Flsher,
seguido de la descripcién del modelo de Moran. : B

En ambos modelos se considerard una poblacién cuyos individuos poseen
un tnico progenitor (individuos haploides), que pueden ser por ejemplo los
gametos, las células entre otros. Ademds se considerard un tnico locus en
un cromosoma con dos alelos posibles que se indicard por a y A. En una
primera versién de los modelos no se permitird que un alelo mute a otro, pero
posteriormente se permitird que el alelo a mute al alelo A con probabilidad
o y que €l alelo A mute al alelo a con probabilidad az, con 0 € aj,a2 < 1
(note que a;, = a2 = 0 corresponde al caso sin mutacién). En ambos modelos -

45
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la poblacién tendrd tamaiio fijo NV > 1. También se asumird que los modelos
son neutrales, es decir, el tipo de alelo del individuo no interviene en su
capacidad de reproduccién.

Se considerard primero la versién discreta de ambos modelos y posterior-
mente se pasard a la versién continua del modelo de Moran.

El objetivo de estos modelos es obtener informacién acerca de la compo-
sicién alelica de la poblacién a medida que el tiempo pasa, es decir, se desea
saber cuanto alelos existen de cada tipo después de algunas generaciones o
después de un cierto niimero de eventos de reproduccién, Sin embargo se
debe notar que si se tiene el tamaiio de la poblacién y ¢l nimero de indivi-
duos de tipo a, se obtiene automdticamente el mimero de individuos del otro
tipo (el de tipo A), por lo cual se concentrara en contar solo el nimero de
individuos de tipo a después de cada evento de reproduccién.

Para el caso discreto en los dos modelos se denotard como X, n =
0,1,2,... a la variable aleatoria que indica el niimero de individuos de tipo a
después del n-ésimo evento de reproduccién. Para el caso continuo X, ¢ 2 0,
indicard el niimero de individuos de tipo a al tiempo ¢.

Bajo las hipétesis que siguen los procesos demografico y de mutacién en
ambos modelos hacen que el proceso X = {X, :n=0,1,..} y X = {X, :
t > 0} sca una cadena de Markov homogénea en el tiempo con espacio de
estados S = {0,1...,N}.

2.1 Modelo de Wright-Fisher

En esta seccién se describird el modelo de Wright-Fisher considerando que el
tiempo es discreto.

La demografia de la poblacién que se considera para este modelo evolu-
ciona de la siguiente forma: considere una generacién dada, los individuos
de esta poblacién son seleccionados con reemplazo uniformemente e indepen-
dientemente para producir un descendiente, cuando N descendientes hayan
sido producidos, entonces el proceso de reproduccién termina y los individuos
de la presente generacién mueren y son reemplazados por los descendientes.

El proceso de mutacién es dado por: un individuo de tipo a es seleccionado
para reproducirse y produce un descendiente de tipo A con probabilidad o,
cn otro caso el descendiente es de tipo a. Por otro lado un individuo de tipo
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A produce un descendiente de tipo a con probabilidad a; y en otro caso el
descendiente tiene tipo A. Se tomard 0 < a;,a2 < 1.

Sea X = {X,:n=0,1,...} lacadena de Markov que cuenta el m'lmérd de’
individuos de tipo a. Note que X tiene espacio de estados S = {0 1,. .,N} =

a) Modelo sin mutacién

Considere primeramente el caso donde no se permlte ]a mutacnon es dec1r ;
el caso donde a) = as = 0. A contmuaclén se obtendrén las probabxlxdades
de transicién de X. . .

Este proceso se puede ilustrar a través [ ]a sxgulente ﬁgura

lndlvnduo

l

Figura 2.1: El color negro indica un individuo de tipo a y el color blanco un individuo de tipo A. En
este caso se tiene que sélo el ler y Jer gen se reprodujeron en la primera transicién (generacién de 0 a 1),
¥ para la segunda (generacién 1 a 2) todos se reprodujeron excepto uno,

Considere una generacién dada, se dice que el sistema al tiempo n (n =
0,1,2,...) estd en el estado j, si se tienen j individuos de tipo a al tiempo n.

Si esta generacién progenitora tiene exactamente j individuos de tipo
a (con j € S), entonces en cada seleccién la probabilidad p; de que un
individuo de tipo a sea scleccionado para reproducirse (lo cual significa que
un individuo de tipo a sea producido), estd dada por:

p=d, (2.1)

y la probabilidad g;,j € S, para que sea de txpo A (es decir, un individuo de
tipo A sea producxdo) es: -

(2.2)
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dado que los mdnvxduos son seleccxonados uniformemente para reproducirse.

Suponga que al txempo n se tienen 7 individuos de tipo a, entonces las
‘probablhdades de trnnsncxén quedan determinadas de la siguiente forma:

: N
kIXn—J) ( )pfq}" -

SO e
para j,.k eSs={0,1,..,N}.

Observacién: La forma de las probabilidades de transicién dadas en
(2.3) se debe a que si se considera un suceso como la seleccién de un indi-
viduo de tipo a para que se reproduzca y se tienen j (j € S) individuos
de tipo a para elegir, entonces éste es un evento Bernoulli con probabilidad
del suceso pj, dada en (2.1). Por lo tanto dado que los individuos son se-
leccionados independientemente y con reemplazo, hasta que N descendientes
son obtenidos, se tienen N ensayos de Bernoulli con probabilidad del suceso
Pj» J € S. De esta forma la probabilidad de que se tengan & individuos de
tipo a en la siguiente generacién queda determinada por la Binomial (N, p;),
pues cquivale a tener & sucesos en N ensayos independientes de Bernoulli con
probabilidad de suceso p;.

]k = P('\n+l

Teorema 2.1.1. Sea X = {X,,:n=0,1,2,...} la cadena de Markov con es-
pacio de estado S = {0,1,2,...N} y probabilidades de transicion Py, i,k €5,
dadas por (2.3), entonces los estados 0 y N son los tinicos estados absorbentes
v 1,2,3,..N — 1 son estados transitorios. '

Demostracién. Note que las probabilidades de transicién (2.3) de la cadena
X estan dadas por la distribucién Binomial (N, p;) y por tanto cuando se
suman sobre todos los valores de k € S, se tiene que: .

ZI’,k_ZP,‘—l
k€S .

entonces

ISR
Poo=1= Py, =
o=l
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y por (2.1) para j € S, se tiene que pg = b, entonces para todo i =1, 2,...,V,

se tiene que:
N\ . o
Py = (i)Pt')Qév =0,

es decir, Py; = 0 para todo 7 # 0 y por lo tanto Py = 1. De esta forma por
la Definicién 1.2.3 se tiene que el estado 0 es un estado absorbente.

De forma andloga se demuestra que N es un estado absorbente pero ahora
se utiliza el hecho que gn = 0.

Como 0 es un estado absorbente entonces por definicién, se tiene que para -

i € S, i#0,N, cl estado i no es accesible desde 0, pero éste estado si‘es-

accesible desde 7, con 0 < ¢ < N. La razén es la siguiente:

N i\ /N=-\" _ (N-i\" 3
n=(0)(7) (°F) =(5F) >0 o<i<m
Finalmente como el estado 0 es accesible desde j, j = 1,2,...,N — 1y j no
es accesible desde 0, entonces se tiene probabilidad positiva de no retornar

al estado j, por lo tanto el estado j (1 Sj< N —1)es tranmtono. P -

b) Modelo con mutacién

A continuacién se considerard el caso donde se permite la‘muta'cién,' es decir,
el caso donde a; > 0 y a2 > 0. Este proceso se puede 1lustrar a traves de la
siguiente figura: . -

individuos -

12345

=0 - ¢ 0
n=1 ‘

Figura 2.2: El color negro indica un individuo de tipo a y el color blanco un individuo de tipo A, igual
que en la Figura 2.1." En este caso se reprodujeron todos excepto uno en la primera transicion (genemcidn

de 0 a 1) y ocurrié una mutacién en el ler. gen. Para la segunda transicién (generu:lén 1 a 2) también
ocurrié una mutacidn en el 5to. gen y no se reprodujo el segundo gen.

Tiempo

Se indicard nuevamente a p; v ¢;, j € S, a la probabilidad de que un
descendiente de tipo a y tipo A sean producidos respectivamente.
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En este caso se tiene que cuando existen j, j =0, 1, ..., NV, individuos de
"tipo a en la poblacién vale:

pj__:j(l—ﬂl) 'j"V(N‘J')Qz’ (2_4) ,
qj=jal+(N ;vj)(l—az)‘ ‘ l (2 5)‘

Observacién: La forma de p;, j € S, se debe a que el evento de producxr
un gen (individuo) de tipo a es la unién del evento: A e
B={un individuo de tipo a seleccionado para reproducxrse
individuo no mutante},
con el evento: :
C={un individuo de tipo A seleccionado para reprod
individuo mutante}.

Ademds, se tiene que para j, j =0,1,..,N
PB)=L1-m) ¥

Por tanto p; = P(B) + P(C).:

Para el caso de g, j € S, el argumento es anél

Si se considera un suceso como la’ reproducclé de: un descendnente de
tipo a y si se tienen 7, 7 =0,1,2,..N: 1nd1v1duos en la generauén progeni-
tora, entonces p; es la probabxhdad de que un’suceso ocurra.' De esta forma
por la misma justificacién dada en el caso mutacxé_n, se tiene que las
probabilidades de transicién para X son L

Py = P(Xpq = kIXn =j)

donde p; y g; estan determmadas por:(2. 4),y (2 5) respectivamente.

={X, :n =0,12,..} con
Y probabtlzdades de transicion dadas
ble, apenod:c‘ y recurrente positiva.

Teorema 2.1.2. Ld' "‘cadena de M
espacio de estados. S
por (2.6), es irre
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Demostracion. Para demostrar que X es irreducible se tiene que demostrar
por la Definicién 1.2.6 que todos los estados se comunican , es decir, que para

i,j € S existe una m > 0, tal que P ™ > 0. En este caso se demostrard que
param = 1 se sumple. es decir, P., > 0, para todo 7,5 € S. Por (2.6) se
tiene que

Pu= (’Z ) (it dkes.

Note que (}) >0 y si i & 1,2,..., N — 1, entonces

entonces

e.q;
J,k € S “Por lo tanto:X es 1rreduc1ble :

Por lo anterior. P ‘>7 o, ],k E S, en patlcu]a P;
N d(]) =1 y por lo tanto X es aperiddica por la Deﬁmclén 1, 2 8

Por iiltimo como X es irreducible y aperiédica y ademés el espacxo de
estados S es finito, entonces por el Teorema 1.2.11 se tiene que X es recurrente
; posmvn ) - 0

2.2 Modelo de Moran

El desarrollo para este modelo serd similar al anterior. Se describird primero.

el modelo en el caso discreto y posteriormente se describird el modelo a
tiempo continuo.

a) Tiempo discreto

€.S, entdnpes .
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La evolucién de la demografia de una poblacién que se reproduce de
acuerdo con el modelo de Moran es la siguiente: a cada unidad de tiempo
n = 0,1,2,... un individuo es seleccionado uniformemente, independiente-
mente y con reemplazo de la poblacién para producir un descendiente y un
individuo es seleccionado uniformemente ¢ independientemente para morir.
El descendiente producido reemplaza el individuo que muere. Con lo que
respecta al proceso de mutacién es idéntico al descrito para el modelo de
Wright-Fisher.

Sea X' ={X,:n=0,1,2,..} la cadena de Markov con espacio de estados
S = {0,1,..., N}, que al tiempo n indica cudntos individuos de tipo a tiene la
poblacién después de n eventos de reproduccién. De esta forma si al tiempo
n existen 7 individuos de tipo a, entonces después del préximo evento de
reproduccién las tinicas posibilidades para el nimero de individuos de tipo
asoni i+106i—1. A continuacién se describirdn las probabilidades de
transicién para X.

(a.1) Modelo sin mutacién

El caso sin mutacién, como ya se aludié es donde a1 = az = 0. Lailustracion -
del proceso sin mutacién queda de la siguiente manera:

- individuos
12 3 45

"

(.

Flgura 2.3: Comn en Iaa ﬂguru anlerlores los ovalos negros representan lndlvlduoa de tlpo a. En este

caso en la primera trnnslcidn (generacién de 0 a 1) el individuo tres es seleccionado para morir el cual es -
do por un'd diente del individuo cuatro.. En cambio en la segunda transicién (generu:ldn de -

1 a 2) el mismo ‘individuo que e elegido para repmduclrse [ elegldo para morlr .
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En cuanto a las probabxhdades de transicién del proceso estén dadas como
sigue:

N — )i . v ,
Pjju= (—ﬁ‘ﬁ‘l, sij=0,1,., N—1 | 2.7)
sij=1,.,N (2.8)
) ;  sijes (2.9)
silk—j|>1, jjke S (2.10)

Para ver porque (2 7) es vahdo basta notar que la cadena pasa del estado
jalj+1siy s6lo si un individuo de tipo A es seleccionado para morir y un
mdxvxduo de tlpo a‘es seleccnonado para reproducirse. Note que

‘ P'(individuoy de tipo a es seleccionado para reproducirse) = ]—{,-,
¥ qué
N-—j

. P(individuo de tipo A es seleccionado para morir) = N

y dado que la seleccién de individuos es independiente el resultado se cumple.
La justificacién es andloga para (2.8). Para el caso donde no hay cambios,
es decir, para el caso de (2.9), note que no hay cambios en el mimero de
individuos de tipo a, lo cual sucede cuando el individuo que es seleccionado
para reproducirse es del mismo tipo que el seleccionado para morir, es decir,
el evento:

D= {en la generacién n + 1 existen j individuos a, dado que en la gene-
racién n existen j individuos},

es la.unién de .

B={un mdwnduo de txpo aes seleccxonado para reproducxr y-un mdmduo '
de txpo aes seleccxonado para mo ‘

Y

C—{un mdwnduo de t.lpo A'es seleccionado para reproducir y.un.indivi-

duo de tnpo A es seleccxonado para ol ir}.
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Note que estos eventos son mutuamente excluyentes y ademds:

re=(3)4 v Po)= (%) %2

y el resultado sigue.

: Teorema 2.2.1. La cadena de Markov X = {X, : n=0,1...} que registra el

*. mimero de individuos de tipo a en una poblacidn que evoluciona de acuerdo
~con el modelo de Moran sin mutacidn, con probabilidades de transicidn dadas
por (2.7), (2.8),( 2.9) y (2.10), es tal que los estados 0 y N son absorbentes
v1,2,...,N ~ 1, son estados transitorios.

Demostracién. Primero se demostrard que los estados 7, 0 < i < NV, forman
una clase, es decir, estos estados se comunican entre si, Sean i, € S, 0 <
i,j < N. Note que parai = 1,2,...,,N — 1, se tiene que P; j_1, P; i4; son
estrictamente positivos. Suponga que i < j entonces existe una m > 0, tal
que i +m = j. Se demostrard por induccién que:

P 2 H Pitk ivka1 > 0. L (2 1)

k=0 B : S

Para j =i+1 (es decir, para m = 1) el resultado es mmedxato Suponga que -

vale para j = ik (es decir, m = k) y se demostrard que  vale para] =d4k+1
(es decir,m = k + 1) Por ]as ecuaclones de Cl apm an )| , se tlene

Sque : -

Por lo tanto el estado

‘son - absorbentes, por 16 cual el estado] o

" la Definicién 1:2.3'los estado
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i (0 < i < N) no es accesible desde cero. En particular el estado i = 1 .
no es accesible desde 0, sin embargo el inverso si se cumple, es decir, 0 si
es accesible desde 1 entonces el estado i = 1 es transitorio. Como i = 1 se
comunica con i (0 < i < N), entonces por la Proposicién 1.2.9 el estado i
(0 < i < N) es transitorio.

(1) Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

(2) Es vilido ya que P( ") > 0, para todo 1,] E S n >0.

(3) Por hipétesis de mducxdn. e

Observacién: En el modelo de Moran una generacnén equivaldria a N
eventos de nacimiento y muerf unque usualmente no todos los NV indivi-

duos son reemplazados en cste empo,

(a. 2) Modelo con ~mutaci

Para el caso_con mutacién’(es decir.cuando a y a; son estrictamente posi-
tivos), el proceso queda ilustrado de la siguiente manera:

individuos

2 345

S

Figura 2.4: " De nuevo los ovalos negros represeman los individuos de tipo a y los blancos los individuos
de tipo A\ En esta figuraen la primera tn.nnlcién (generulén de 0 al) el individuo dos es seleccionado para
morir el cual es lazadi . del jndivi tres. En cambio en la segunda transicién
{generaciénde 1 a 2) el Indlviduo.’l es seleccionado para reproducirse y produce un mutante que reemplaza
al Individuo cualm i o

Tiempo

En Io que se: reﬁere a las probabilidades de transicién de X son dadas
por:
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i=0,.,N—1 (2.12)

i=1,.,N (213)

j€S. (2.14)
Py =P(Xpp1=j—1Xn=3j)=0, |k—j|>1, i,k €S (2.15)

Observacién: La probabilidad de transicién dada por (2.12) estd deter-
minada por la probabilidad de que haya un incremento en los individuos de
" tipo a y esto se da de dos formas: una es la de que se elija un individuo de
tipo A para morir y se elija del otro tipo para que se reproduzca y no mute
y la otra posibilidad es que se elija el tipo A para que se reproduzca y mute
y se elige otro individuo de tipo A para que muera (puede ser el mismo). De
forma similar se obtiene las otras probabilidades de transicién.

El teorema para ¢l modelo de Moran anélogo al Teorema 2.1.2 es el si-
guiente.
Teorema 2.2.2. La cadena de Markov X = {X, : n = 0,1,2..} con es-

pacio de estados S = {0,1,2,...N} y probabilidades de transicién dadas por
(2.12),(2.13), (2.14) y (2.15) es irreducible, aperiddica y recurrente positiva.

Demostracién. Por (2.14) se tiene que Pj; > 0, j € S, entonces X es ape-
riédica. Por otro lado se tiene que cada estado i se comunica con sus estados
contiguos, es decir, con i —1 y con el i+ 1. Por lo tanto se tiene que todos los
estados se comunican, por la misma justificacién dada para obtener (2.11).
Finalmente como el espacio de estados es finito, entonces por el Teorema
1.2.11, X es recurrente positiva. (]

b) Tiempo continuo
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Ahora se analizard el caso en el tiempo continuo. Dado que el tiempo no
influye en la eleccién de un individuo, en el tiempo continuo el proceso de
demografia y el proceso de mutacién son los mismos que para el tiempo dis-
creto, pero ahora los eventos de nacimiento y muerte ocurren en intervalos
de tiempo exponencialmente distribuidos con pardmetro v; >0, i € S. Adi-
cionalmente se asume que la probabilidad de que m4s de un individuo muera
0 nazca en un intervalo de tiempo [t,t + k) es o(h), donde limy_,g ﬂ,‘m =0.
En este caso, la cadena de Markov en tiempo continuo X = {X, :t > 0},
que cuenta el nimero de individuos de tipo a, permanece en un estado un
tiempo 7;, tal que P(r; > t) =e*t, t > 0.

Dado que ¢l modelo utilizado en los Capitulos 4 y 5 de esta tesis es el
de con mutacién, entonces se fijard atencién solamente en el modelo con
mutacién.

Las probabilidades de transicién inﬁnitesimalkesison dadas pﬁré. i€ S; por

PO+ =5+ IX() = 9)

- (a2

PIX(t+1h) =

(2.16)

P(X(t+ h)

estas proba_bl]xdé_ﬂéé de,fran;:

Las justiyﬁcaglone§ P nen est:
I las obtencién de las probabilidades.

sicién son similar
para el caso discre
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Entonces para el caso con mutacién las tasas de transicién de X estdn
dadas por:

SR o
A= Y =00 ‘;‘,)ZJ”(N Ner ;_01,..N-1

WV —i)(1— ag) + 2a1.
=,\( X 7 ‘?) ‘_‘7 i=1,2.N

Por lo tanto de nuevo por (1 19) y (l 20), las probablhdades de transicién
de la cadena de saltos asocmda a X estan dadas de Ia sxguxente manera:

: i 1(N"1)(1 —az)+12a, FEK RN )
= N =1
1(N—l)(2 o —02) +(N =10 + o0 0,1,2..,,N -1
Pii= Hi el T R L g
II' ,\‘+/‘i

SN <1 —al)‘+ (N-=~1)%ay
z(N - 1)(2 al ag) -+ (N - 1)2112 +.12ay

-Antes de obtener la expresxén para la dxsmbuclon estacmnarm de Ia ca-
dena X' = {X, :¢.> 0}, note que las tasns de transx '6n A,, _7 = 0, 1,.uN=1"
Y iy J=1,..N, son tales que L Lo

A= ,\(ij\;_j.). [IL\.’(I - al')‘ "'(Nj;,' J)az]
NG, [ i, _ iﬂ?%:ﬂ"z]i:'?

N N N ,va
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—ad N-

NIV T\Uwm )"tw
=A%[l_a,_%f%a,+]vm]

= ,\% [1 —ap - %(1 —an - a,)] . (2.18)

Teorema 2.2.3. Sea X = {X; : t 2 0} la cadena de Markov continua
con espacio de estados S = {0,1,...,N}, que describe el comportamiento
de una poblacién que evoluciona de acuerdo con el modelo de Moran con
rnutacidn. Entonces la distribucidn estecionaria de X y consecuentemente
su distribucidn limite estd dada por:

N{ai+aj) Nag 3 N{l—az)
P(k) = (N +1) I( 1_01._%3[“( atm + K)IY( ,_;;g; - k),
PE+DON -k +1) D=l )T (= )T (=02)

, (219)
para todo k € S, donde e

(o — 1)! si o esun entero :
D(a) = oo a—l, - . ¥
Jo y*levdy, en otro cas

Demostracidn. Dado que X es un proceso de. nacnmxento‘y muerte.’ Por el y'
Teorema 1.3.9, se tiene que la dlsmbucxén limite de-X; uz do esta exxste,
esta dada por: S
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finito, se tiene que:
AoA L An—
143 (Bededamt) < o,
n=1 Hil2.. iy
Por lo tanto basta verificar que las tasas de nacxmlento y muerte producen

la expresién (2.19).
Por (2. 17) se txene que

H,\k‘ ‘ J_l (x\N k [02+—(1—0’1 02)]) | ’

k=0 :
o (02+ N

=f(—$)’ [H( )l

.y por (2.18) .

Tomando

ymartL(l—e—m) y wi=l-m—T(l-o—a) (222)

se tienc que: : :
: VoUy.i V=1
fwplawys
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Yy por tanto

N . -1
ro- (‘ > (’Z ) ———”":1:::2*;‘)

Note que eI segundo factor.d (2 3) es.una suma de Ia forma SN(ag ;"*‘—"2)
(ver Lema. B.1°Apéndice B); entonc :
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entonces:

L, (1—e2 = $(1- a1 ~ o))
[, (- (- ~a7)
I (MR - 50 - o - o))

nk— (— bt —(1 - a1 —- 02))
_n,_m H N(l-n,) Ic) Hk.. ( N(l-az) _ L)

P(0) =

1-aj-a; 1-a1-a2

—nx-—nz Hk— ( T-a1-az k) H"_ (rﬁg——m - k)
_T ( o) i, (4—1".,:.:';, k) T (i)
P (Heed) M (=i - #) T (i)
Se tiene por el Lema B.3 del Apéndice B que L

r (o) [

k=1

’ ’ F( = N )F(N(m+a2)
‘ - l=a ~ay,
Por lo tanto - )
: B N N(1~
oo (s r ()

P () P (i)

) Ahora se ana-]izéxr%iﬁ(j), j=1,..,N.

PG) = ﬁm)

N"Uo‘U] wUj-1
AN = D O
(N + l)uov| WVj-1
I‘(] +1)I(N -5+ l)w,

).
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Como ;
L k
wl...wj = H(l - g — ;—(l -y - 02))
l—al—-ag N(i—-az)‘ ‘
H (1 —a —ap k i
: N N
1 - a1 -_ O’z nk— —a.f;} k) (1—(;134:1 R )

1-a1~az

Por el Lema B 3 del Apendlce B se tiene que

entonces

Por otro lado’

voUy.. v,ii Sime i R . S
l—ax ay (i Neg Na, - Naj s
= TN l—al az) (l—al—a2+1 ‘_——1_—‘1::1—,012 f]-l
1—01 az Naoy : ‘ :
2 N H(l—al—az +] k :
;ax—_nznk_ (.__m_zn_?.;._,_k)r _N_nz__.) o

l=aj—a2
r Nag k
l1-o1—a3z

Tambxen por el Lema B.3 del Apendlcv B, se cumple‘ :

) 7 NGQ . _' ) B : Tl ; N&g ‘
F(l—ax—az ‘+])~_’. ’:1_[, 1—,01 ,—a2}’+z : k)']?(l—an—az ’
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Entonces

—_ml\'n—o2 k—l (l-nl—nz +-7 - k) (l—nl—uz)

VoVy..Uj1 = ( l:a _ )
: T~a1~-a:
- l_-ngz]‘-‘( -m—nz +])
: r (o)

Se sigue que

gy _ 25T (rhetg; +9) /1 (hers)

wl...w,. lzai=osp ( "_',‘;"f;,l) /T —j)
(= +35) /T (exs)
T () /r (Mi=e) )
Por lo tanto
PG) = ﬁ’:"%’.l’(o)

I(N + 1) 1“( Taiaa +J) /T (7_%:) P(O)
TG DIV =G+ (H=el ) r (Rzzal ;)
(N +1)

TTGADI(N —7+1)
(-01—07+J) (ﬂ‘—'ﬂl ) (m«uo_z) (m-a,)

l~a1-02 l=ay~ l-aj~a2

Feoim) P(ER) (i) P (i)

) : N(l~a N )
S D(N+1) F(l—nx-a: +-7)F (1-(::1—;: -7) ( —Zn‘tzz’)

r(,+1)r(1v J+1) ( ez ) (_m_a,) )

—01—02




Capitulo 3

El proceso n-coalescente

En el capitulo anterior se analizé un estudio de la evolucién de poblacio-
nes de acuerdo con el modelo de Moran y el modelo de Wright-Fisher. En
este Capitulo se considerard otro proceso relevante para el estudio de la eco-
logia evolutiva, se trata del estudio de la genealogia de poblaciones. En este
tema se considerard un modelo matemdtico para su andlisis propuesto por
Kingman en 1980, llamado el n-coalescente (ver Kingman (1982a, 1982b)).

Como se hizo en el Capitulo 2, primeramente se describird las hipétesis
del modelo. Se supondra que la reproducccién de la poblacién para la cual
se utilizard el n-coalescente sigue el modelo de Moran 6 el de Wright-Fisher.
Por lo tanto el tipo de individuos considerados serd igual que en el capftu-
lo anterior, es decir, individuos haploides con un itnico locus, también se
asumird que son neutrales. Dado que el interés se concentrara en. el estu- -
dio de las relaciones de parentesco entre los individuos, en este andlisis no
se considerard mutacién. En cuanto al tamaifio de la poblacién se conside-
rard constante, aunque también se puede analizar con tamaifio variable que:
conlleva a algunos supuestos adicionales y el uso de cadenas de Markov no
homogéneas en el tiempo. T

El coalescente es una cadena de Markov que describe las relacmnes fa-
miliares entre lo miembros de una poblacién, asf que el tlpo de ale]o que se. .-
tenga es irrelevante. . :

Si se tiene un cambio adecuado en la escala de tlempo y espacw en los, )
modelos de Moran y Wright-Fisher, se observaria que ellos se. comportan'
de forma idéntica (ver Karlin y Taylor (1981), Rodrigues (2002), Sanchez -
(2002)), asf que se descnblra el n-coalescente de’ ngman solamente para;

65
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¢l modelo de Moran (por su sencillez) y también en la inferencia para las
poblaciones en genética en el Capitulo 5.

3.1 EIl proceso del n-coalescente de Kingman
y el modelo de Moran

Las condiciones necesarias para este modelo son las siguientes: En un tiempo
to se toma una muestra de tamaifio nn de una poblacién haploide de tamaifio V
(n < N), y se localizan sus ancestros inmediatos. En el caso de una poblacién
evolucionando de acuerdo con el modelo de Wright-Fisher por ejemplo, estos
ancestros se encuentran en una generacién anterior. Para estos ancestros
también se localizan sus mds recientes ancestros y se repite este proceso
sucesivamente hasta que el total de ancestros conste de un sélo individuo. El
interés estd en encontrar en el mads reciente comiin antecesor de una muestra
de tamaiio n y el tiempo que tarda hasta llegar a este ancestro, entre otras
cosas.

Como el tiempo en que se localizan los ancestros es anterior al tiempo
donde se toma la muestra (2o), entonces el tiempo en el proceso que cuenta
el niimero de los ancestros de la muestra contard del presente al pasado con
respecto al tiempo que describe la evolucién de la poblacién.

.. La descripcién de la composicién de los ancestros en un tiempo cualquiera
“en’el pasado serd a través de una relacién de equivalencia en {1,2,...,n},
descrita en la siguiente definicién.

Definicién 3.1.1. Se dice que el individuo i se encuentra en la mis-
- ma clase de equivalencia que el individuo j al tiempo s, siempre
que los miembros i y j tengan en comin el antecesor al tiempo ly — s. Se
indicard que los individuos i y j estan en la misma clase de equivalencia por
(i,7). En general si k-individuos tienen el mismo ancestro en un tiempo s,
se denotard andlogamente por (iy,ia,...,%). Al conjunto finito que contiene
todas las clases de equivalencia posibles en {1,2,...,n} se denotard por &,.

Entonces para cada tiempo t; — s, se tiene un conjunto de clases de
equivalencia de la muestra de tamaiio n, que serd denotado por R,. Para
R, € &,, se indicard por |R,| al niimero de clases de equivalencia de R,.
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Sean &,71 € &,, se introduce la notacién £ < 7, que indicd que 17 es’-
obtenido de £, por la inmersién de dos de sus clases de equivalencia, es decir,

E<nsiysélosi ECnylel=[gl+1. - (3.71) 

Kingman propone el modelo que indica la probabilidad de que en un
tiempo la muestra tenga determinados a.ncest.ros y Io llamo n-coalescente
(ver Kingman (1982a), (1982b)). :

Definicién 3.1.2. Se le llama proceso n-coalescente a la cadena de Mar-
kov en tiempo continuo R = {R, : t > 0} con.espacio de estados &y, que
indica los predecedores al tiempo to — t de una pob!aadn haploide de tamario
n al tiempo ty, donde

(a) Ro es la relacwn uientidad es deczr”‘ o
(n)}. (3.2)

indicando un‘e' al ti 5. el ancestro de él mismo,

(b) Pdr{i E,lnkéfé", R tienc #77 dada por: S

6y

Ejemplo 3.1.1. En la siguiente figira s€ puede mostrar el pr_o¢eiso‘ii§cqalescente

para una muestra de 6 individuos,

'1‘23456

Figura 3.1: Note que al nempo ta —tse tlenen dos ancestros.
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Teorema 3.1.1. Sea R = {R, : t 2 0} el n-coalescente con espacio de
estados E,, donde la dindmica de la poblacion se comporta como el modelo
de Moran, entonces: .

(a) R permanece en el estado &, £ € &,, por un tiempo ezpanencmlmente :
distribuido con parametro . .

=‘(‘|§|)=l|€|(|5|—1)‘ B : - ,(‘3;4)‘

(b) R tiene probabtlzdadea de’ tmnszcwn mﬁmteszmales de f ain, 5, 77 G 8,,,' o
determmadas de l s:gmente manem : " :

%

sz§-<7},

ffmf—m
(35)
f st E#ny&*n

por la Deﬂmcxon 1.3, 5, el txempo‘de permanenc:a en un estado E, 3 e &y es
cxponencnal con parémetro vey por (1 17) se txene que

: ve= 3 g
vl#E

'COmo gy €5 diferente de cero (es lgual a uno) sélo en: el caso ‘que f -< 17, lo’”

cual sucede si existe una coalescencia de dos de las clases de’s, entonces sélo S

se debe contar todas las posibles coalescencias.” Por lo tant

- ST (!f') -

£ £<n




El proceso del n-coalescente de Kingman y el modelo de Moran 69

y
P(Roan=nlR, =€) =1—wh+olh), n=¢&

Por (3.3) se tiene que cuando £ ny € A 7.
P(Rt+h = n|R, = §) = o(h).

En el caso que 5 < 7, se tiene que

: ' P(RH.,. =nlR=8=h+ o(h).

g Por otro lado por a de este teorema, se txene que v = 15-'-05-'-—1 Entonces
=

P(RH'-—UIRc g =1 - (K=Y ’)h+o(h),~ si€=n.

: (c) La cardmalldad de © es igual a uno y es el iinico estado con esta
' caracterfstica. Entonces por (a) se tiene que ve = 0, se sigue de la nota de
la Definicién 1.3.5 que © es un estado absorbente. a

Con lo que respecta a la cadena de saltos de R (por la Definicién 1.3.4), se
tiene que estd dada por la variable aleatoria que indica los estados visitados
por R. Dado que R indica los ancestros de la muestra y que el comporta-
miento de la poblacién es como en el modelo de Moran, se tiene que si ocurre
una transicién entonces hay inmersién de dos de las clases de R. De esta
forma la sucesién de estados visitados por la cadena de saltos indicada por
R ={%:: k=nn-1,..1} serd:

Pony Fon—1y ooy R .-
Observaciones:
a) Ky < Hp-y < ... <%,
- b) |t =k,
¢) 'R permanece en %, un perfodo de tiempo T}, exponencialmente dis- )
tribuido con pardmetro |%/. R

Recuerde que para cadenas de Markov en tiempo continuo, la cadena de
saltos queda determinada por las probabilidades de transicién  Pij, i # j.
Kingman precisa estas probabilidades al relacionar la cadena de saltos de R
y una cadena de muerte pura (ver Kingman (1982a), (1982b)), la cual se -
describird en el siguiente teorema. :




70 El proceso n-coalescente

Teorema 3.1.2. Sea D = {D, :t > 0} una cadena de Markov continua con
espacio de estados S = {1,2,...n}, donde D, indica la cardinalidad de clases
de equivalencia, al tiempo t, es decir, D, = |R;| entonces:

(e) D es un proceso de muerte pura.

(b) Si D, = k, entonces el tiempo de permanencia’ en el estada L tiene
distribucidn ezponencial con paramelra -

dy = (36)

() D tiene probabilidades de
e dih+o(h), d=is=lo
P(Diyn=j|Dy=14) =41 —dh+ o(h), =1 - (37)

0, ol J;ézz—-l

Observacién: Como D, = |R,| entonces ocurre una tmnsncxon enDsiy

s6lo sf una transicién también ocurre en ‘R. Esto se. debe a que'si. R, = £y

“Rein =, con 1< &, se tiene que |y = |€] - 1, por lo cual si Dl =k yuna
: coalescencm ocurre en ¢ + h; entonces Dy = L - 1

Demostracidn. (a) Si la cadena D estd en el estado _7 ‘en el tiempo t, por
la observacién anterior se tiene que lo tinico que puede suceder en t + h (h
pequeiio) es que D permanezca en j o reallce una trunsnclon aj—1. Porlo
tanto D es un proceso de muerte pura.- :

(b) También por la misma observacién’ se tlene que ol tlempo de perma-
nencia para D en el estado k (si |R| ='k) es el mxsmo que el del proceso R
en Ry =§&, |€] = k, por lo tanto:

(¢) Se cumple por (b) de,é's’té};e.orcma»y b_q a Dqﬁfﬁciéx_l (1;3.7). : E|
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Uno de los aspectos importantes en la genealogia de poblaciones es el
momento en que se llega al comiin antecesor de la poblacién, el cual se puede -
analizar a través del proceso D, ya que este momento es cuando D llega al * -
estado 1 que es su nico estado absorbente. )

Como D es una cadena de Markov continua entonces el tiempo de perma- ‘ y'
nencia en el estado k que se denotard por Tk, es exponencxal con parémetro :
dx (dado por (3.6)). Entonces: . : :

P(Ti > t) = dye",

Note que Tk, &k = 2,3,...n, son mutuamente mdependxentes

Si se designa por T al tiempo en que D ]lega a absorcxén, entonces

=inf(t>0: R, =

cntonces

E(T)

Por lo tanto |

iuvale a‘N eventos de': .
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nacimiento y muerte, se tiene que se necesitan 2/N eventos de nacimiento y
muerte para llegar al ancestro en comuin de la poblacién.

(1) Se cumple por propiedades de la esperanza.
(2) Se tiene que la esperanza de una exponencial es uno entre su pardmetro

por lo tanto E[T] = 1/dy.

Teorema 3.1.3. Sea R = {R, : t > 0} el n-coalescente. con espacio de

estados E,,, y D = {D, : t > 0} el proceso de muerte con espacio de estados

S={1,2,..n}, donde D; = |R,| y sea & = {% : k =n,n-1,..1} la cadena ..

de saltos de R, entonces: S e

(a) El proceso de muerte pura D y la cadena de saltos son mdependzentea S
y R, =%p, t>0. AN ESTRL

(b) Las probabilidades de transicidn del estado & al eatada ) (5,7) E 8,.)
para la cadena de saltos & son: : S :

e e
sid (B9
b RO R

PRy =1|%B: =§) = {OA”'

donde J¢| =k, - 2< k <n.
(c) Las probab:lzdadea de B =& quedan determmadas de la s:gmente far-
ma:’: : .
B m-mww-wf~¢
i nl(n - 1)
donde 1, M2, -y g SON los tamarios de las clases de equivalencia de €.

nk', . (3.10)

P(.Qk

Demostraczo’n. (a) Se tiene que D, indica el niimero de clases de equivalencia
de R,. Note que si R; = £ y D, = k. Adicionalmente se tiene que v = v =
dy 'y los T} son independientes con distribucién exponencial con pardmetro
" dy, k=n,n-1,...,2, entonces para cada t > 0, la distribucién de D, dado
Z es la misma que su distribucién no condicionada a %. Por lo tanto D y
% son independientes.

Por definicién D, = |R,| y si |R] = k entonces también por definicién

= %, por lo tanto para todo ¢ > 0 se cumple

R[ =‘-ﬂp,.
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(b) Las probabilidades de transicién de la cadena de saltos & pueden ser
obtenidas por (1.16). Note que por la definicién de la tasa de transicién de
una cadena de Markov continua, se txene que para 5,77 € &,, vale

i
P(m-.—nlﬂk-s) { ¢ <

0, -en otro caso.

Entonces si [¢] =k, se tione q}ie L

r'flen =,1 e

§q€ - k(k—%) (2),

dado que existen (2) formas de dos clases que coalescen en una coleccnén de
k clase, se tiene que el resultado se cumple.
(c) La demostracién se realizard por mducc16n Para k= n, se tiene que

1, &= A
(% E) {D, ‘en’ otro caso,
donde A esté dada por (3.2). Entonces se cufnple (3.10).
Suponga que el result.ado vale para k =¥, es decnr, o
(n o)ele — 1)t

et

_f’,.

Se demostrara quese vale para Ic = e - 1

\-_:2 P(.%’z-x—nlﬂc s)P(m 5)

- & Ef-'u

-"’,Z = I)P(ﬂt e)

(1) Se t:ene que para l f‘Jo, las clases que puede tomm‘ .9? son’ mutuamente
’ excluycntes nsf ‘que_se puede aplicar el teorema de probabxhdnd total (ver
; ’Deorema ‘Al del Apéndlcc A). . :
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(2) Es valido por (3.9).

Para obtener la probabilidad de %, = £ se debe tomar en cuenta que si
Dy¢—y = 1, entonces £ difere de 77 necesariamente en las clases de equivalencia
que coalescen, ya que la cadena & pasé de un estado con € clases de equiva-
lencia a uno con ¢ — 1 clases. Sean n,, %y, ..., - las clases de equivalencia
de n y ny, ny, ...,k los respectivos tamaiios de las clases. Entonces existe
m, 1 <m < k — 1, tal que 7, es formada por la coalescencia de dos clases
de &, por lo tanto n,, es la suma del tamaiio de estas dos clases. Sea M tal
que 1 < M < n, —1ysean ny, N,y ey, My — M, g1y o0y gy los
tamaiios de las clases de £. Entonces por hipétesis de induccién, se tiene que:

(n = O — l)‘

P(%, =€) = (= 1)1 2ot M (0 — M)pirengyl.
P(Ze-1 = 1)
@R 2 (n- e)va(e— 1)-
v m=1 A=1 é(l'{—b})" '

st - o= e 2)!
=zz(n Ne-=1i(¢-2)

‘m=1 M=1 "'("_ 1)' i
: x nylny!

-1 nm—1 ; o
o — (n—Ole—-1)!(¢~2
- mz_l MZ_ ni(n - 1)':*

_ (n=oue-1e— 2, ’

nln— 1)1
1y (n-Ole—-1)Y(e— 2)'
- nl(n — 1)1

_(n=(e=1))i¢ —1)'(8 —
- ) _n!(nl-—_ 1!
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(3) Es vélido por lo siguiente:
a) Inl=Kl-1=8-1y1 <M< ny -1
b) Por hipétesis de induccién.

c) .Por que "\7): es el nimero de posibles formas sin importar e! orden
que se puede formar un conjunto de tamafio M y otro de tamano
i — M, a partir de un conjunto de tamafio n,,.

(4) Es vélido ya que

=1 nm~1 =1 -1 » l;l g . )
2 1=3(m-)=3 nm=3 1=n~(-1)

m=1 M=1 mz=1 m=1 . m=1

I':I

't > 0} el n-coalescente con espacio de
1} la cadena de .mlto.s de R, entonces:

Propoatctéu 3.1.4. Sea R = {R¢ :

= Ic, |77| = é’ se cumple:

—_k,i—)k'e'_—(‘;)_,—l)!n;!nzz...n,!; (3.13) 7

1ide manera andloga'a’la~




76 El proceso n-coalescente

2. También por el Teorema 3.1.3, se tiene lo siguiente:

PUR= )= P(%o, 'e) “’ZP(@: E,Dt—e)

: e)P(Dz = e)

k)P(Dz = k)
i= P(-‘fé’k = f)P(D: = k) B

(1) Se vale p’or propiedades de probébxlxdnd Eon,uinta o
(2) Vilido por la deﬁmcxén de probabx]xdad condicional.
7(3) Se vale ya, que D. |R¢| = IEI :

3. Rccuerde que Ti es el tiempo de pcrmanencna de D ‘en el estado Ic

" “Entonces al tiempo ¢ se tienen k clases si y s6lo si el total del’ txempo de
permanencia de D en los estados 1, n—1,.:5;k es menor que t Entonces )
se tiene que el evento {Dl = k}, es equlvalente arss :

{to ZﬂSto—t<to; ZT}

i=k’ . i=ktl

que equivale al evento

{Snsesgal.

i=k+1 i=k
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Dec esta forma
P(D,=k)
{ S 1< t,ZT > t}
s=kgl Do
= {ZT<‘Tk+ZT>t} '
o s=kgl : - .
o )
]

(1) Pd}r’ déﬁhicnén de probabilidad condxycio_m;l; :
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Capitulo 4

La estadistica bayesiana y el
método de Monte Carlo

4.1 Introduccion

En la naturaleza se encuentran fenémenos aleatorios para los cuales no se

puede obtener de manera directa e inmediata informacién respecto de ellos.

De esta forma se puede hacer uso de técnicas estadisticas como el andlisis

Bayesiano que propociona métodos para estimar los parametros que deter-

minan el comportamiento del fenémeno aleatorio que produce los resultados -
que se observan (datos).

Si el modelo que registra el fenémeno observado es especificado, entonces
es posible hacerse predicciones al respecto de la ocurrencia de resultados de
interés.

Sea f el parimetro que regula el modelo considerado y sea y;,..., ¥, Un
conjunto de observaciones producido por el fenédmeno aleatorio que se desea
estudiar. Note que dado #, y teniendo en cuenta la hipdtesis del modelo
considerado, es posible calcular la probabilidad de obtener los datos y1, ..., ¥n,
es decir, si se repite el fendmeno aleatorio n veces y si se indica por Y =
(Y1, ..., Yy) al vector aleatorio que registra los resultados obtenidos donde
Y;, i = 1,2,..,n, es la variable aleatoria que indica el resultado de la i-
ésima realizacién del experimento. Entonces dado # es posible calcular para
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Y = (3, ta):
P(Y = ylo) = P((Yl, ,2' "'1),") = (yh Y21 e0es _1],,)'0) = p(ylvyh'-" ynlo()
4.1

Definicidn 4.1.1. Sean Y1, Y5,..., Y, variables aleatorias idénticamente dis-
tribuidas con funcidn de probabilidad p(-|9), las cuales registran los resultados
de n repeticiones de un experimento aleatorio, es decir, Y;, i = 1,2,..,n esla
variable alealoria que indica el resultado de la i-ésima realizacién del ezperi-
mento. Se denotard por Y = (Y1, Y2, ..., Yy) al vector aleatorio que registra el
resultado de n repeticiones del experimento. A la funcidn p((y1,92, ..., Yn)|6),
dada por (4.1) se le llama funcidn de verosimilitud para el modelo con
pardmetro 6.

Observacién: Note que si el experimento aleatorio es repetido n veces
independientemente, entonces

Pl(Y1: Y2, 9a)10) = [ p(wil6),
=1

donde
p(uil0) = P(Yi=wil0), i=1,2,..,n

Por lo descrito hasta el momento se puede observar que si se tiene el
- pardmetro @ y conocimiento del modelo, se puede describir cémo se distri-
buyen los resultados del experimento. Sin embargo, este conocimiento no
siempre esta disponible. De esta forma, se puede considerar § como una
variable aleatoria y suponer que se distribuye de acuerdo con alguna distri-
bucién (ver Carlin y Louis (1996)).

Definicion 4.1.2. Sea 8 el pardmetro aleatorio que caracteriza un modelo
bajo el cual se realiza un experimento y seay = (Y1, ..., Yn) los resultados den
repeticiones de este experimento. A la distribucidn de @ antes de que se tome
en cuenta los resultados del experimento es llamada distribucién a priori
de 6 y es indicada por priori(0). A la distribucidn de 8 dado los resultados
del experimento, es decir, p(0|y) es llamada distribucidn a posteriori de
0 y es indicada por Pposteriori(0).
Observacién: Note que la distribucién ppriori(8) depende de algiin pardme-

tro 7, el cual puede ser determinista o aleatorio.” En el caso que se quiera
llamar la atencién para este hecho se usard ppriori (8]7).




Introduccién ‘ 81

La relacién que existe entre poriori(8), Pposteriori(6) y p(y16), estd dada en
el siguiente teorema.

Teorema 4.1.1. Sea Y = (¥}, ¥5,..., Y;) el vector aleario como en la Defini-
cidn 4.1.1, donde 8 también es una variable aleatoria con espacio parametral
© y funcidn de probabilidad a priori ppriori(6|n), donde 1 es un vector de hi-
perpardmetros que caracterizan la distribucidn de 8. Entonces la dwlnbuc:dn
posteriori de @ queda determinada de la siguiente manera:

a) Sin es conocido:

p(yIG)Pprinri(oln) (4.2)

osteriori(0) = p(Bly, 1) = .
Pposteiori(6) = p(Bly. ) > uee P(Y|1)Poriori(uln)
b) Sin es desconocido con espacio hiperparametral A, entonces:

3 ea P(Y|0)Dpriori (O} R (7)
Pne 2ouce P(YIW)Ppriori(ulm)h(n)’

~ donde h( ) esla funczon de probabilidad de 1 (llamada hiperpriori).

p)walzriaﬂ'(a) = P(9|)’) = (43)

Demostmc:dn “ia) Como 1 es conocido se tiene lo siguiente:

P ) p(ay Y, 77)
ppaslu"mn(a) = p(9ly, - p(y 77)
w p(y16, n)p(8, mp(n)
p(y, mp(n)
@ p(x10, n)p(8ln) @ plyl6, n)p(6ln). -
p(yln) Zuee Py, uln)

p(ylf, n)p(8im)
2 uee P(YIm, w)p(uln)
@ __p(y|0)p(fin)
2o P(Ylu)p(uln)
= p(yw)pyn'nri (9'7])
EIAES p(YIu)pprl'ori(uIn)

=

(1) Por densidad condicional.

(2) Se tiene que los hiperpardmetros 7 influyen en la distribucién de Y sélo
a través de 0 por.lo tanto p(yln,8) = p(y|0).

(3) Propledndes de probabllldad marginal.
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b) Si 1 es una variable aleatoria con distribucién A y espacio hiperpara-
.metral A, entonces se tiene

) n(9 ) @ _ ply.0)
p(y) 2uco Py u)
P mea Py, 6,7)
ZnEA Zuee p()’v u, 7])
) aea PYI9, m)p(0,7)
Eq Zuee P(YIU, u)p(u, 77)
@ e PYI9)P(0In)p(n)
T Enen Luee PYI)p(un)p()
2onea PYIO)Ppriori(Blm) (1)
Zne/\ 3 ueo P(¥U)Pariori(ulm h{n)

I’pngéav’iwi (0) (9' )

3

=

o~
-

-

m}

Observacién: En general la determinacién de la distribucién a priori
se basa en la informacién acumulada de estudios pasados y opiniones de
expertos en el drea. En el caso que esto no sea posible, es decir, cuando no se
tenga informacidn fiable se considera la alternativa de una distribucién que
- no favorezca alguna 6, la cual se precisa en la siguiente definicién.

: :Deﬁnicidn 4.1.3. Sea 0 el pardmelro aleatorio que caracteriza un modelo

- 'bajo el cual se realiza un ezperimento, con espacio parametral ©. Se define

la funcidn distribucidn a priori no informativa de 0 como sigue:

a) Siel espacio parametral es discreto y finito, es decir, ©-= {0,,0,,...,0,}.
1
Pprim‘i(e) = P(a = 0!’) = ' 6; € ©.

b) En el caso que el espacio parametral sea continuo y acotado, es decir,
= [a,}]), —00 < a < b < o0, entonces, ladistribucion a priori no
m/ormahva seria la umforme ontmua en el mtervalo [a,b]. De esta
ferma

p,,,.-,,,;(@) = ’ E [a,‘ b].
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Observacién: Si el espacio parametral no es acotado pero discreto, se
tiene que la situacién no es tan clara, ya que la dlstnbuclén a priori no
informativa apropiada cumpliria que .

p@)=c. para alguna c >0,
pero esta es inadecuada ya que: :
S p6= 0) =
ITT)

Esto se resuelve si la suma de p(z|6) con respecto a todos las posxbles valores
de & es algin valor finito A, ya que:

N _ _plyl®)ec  _ plylo)
Pposteriori = p(gly) - Zap(yla)c - M

Entonces toda la informacién obtenida en la posterior surge sélo de los datos.

4.2 Inferencia Bayesiana

Como ahora ya se cuenta con una distribucién para 6, entonces § puede °

estimarse utilizando inferencia Bayesiana. Por ejemplo si 8 es univariado, un
estimador puntual de @ indicado por @ puede ser la media, la mediana o la
moda obtenidas a partir de la distribucién posteriori de 8.

Cormo es indudable, se desea precisién en el estimador, asi que una forma,,v‘
de estimar la exactitud del estimador puntual dde 0, esatravésdela vananza -

posteriori con respecto al estimador 8, es decir,

E[(6 ~ 6(y)iIy]

donde E(8ly), es la esperanza con respecto a la dlst.nbucnén p“ teriori de 0

Del Lema A.3 del Apendice A, se tiene que

B(0 - 8(5))"ly] = var(0ly) + (Bloly] (4 4)1

que: S
—Eua e(y)my] 0+ 2(E[oly]
= —2E[(o|y>*
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De esta forma

'%E’[w—é(y))’lyl% 0 siysdlosi 0= Byl
Noté que e
425
: eE[(ok 9(y))’ly] =2>0,

Por lo tanto §(y) = E(Gly) es elvvalor del estxmador de 0 que minimiza
E‘[(e 0(y))2|y] Ademds note que el valor minimo alcanzado es Var(b‘ly)
E[(6— Eaqy()?. o i - :
Para mayor mformacxén con‘respecto a’'la mferencna Bayesxana ver por
ejemplo Casclla y Robert (1999), Cnrlm, Gelman y Rudin (1994) y Carlin y
Louis (1996). :

4.3 Meétodos de Monte Carlo
De la Seccién 4.2 se tiene que se hace uso de la estadistica para aproximar

ciertos resultados los cuales no son triviales de obtener. Una de las expresio-
nes importantes en probabilidad y que tampoco siempre es posible obtener

es la siguiente:
E[f(X)] =D f(z)h(z),
) ~z€8

donde X es una variable aleatoria con espacxo de estados S y funcién de
probabilidad . ; .

En este caso la E[f(X)] se puede aproxxmar utlllzando el Teorema de la: ‘
Ley Fuerte de los Ntimeros grandes (ver Teorema A 2 del’ Apéndlce A),¢ como e
se describird a continuacién. '’ B

Suponga que X es una vanable aleatorl definida espacio de 'probé-
bilidad (2, &, 1), con valores ¢n'S.

e 1dentxcamcnte dxstnbulda obtenl
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converge por la Ley Fuerte de los Niimeros Grandes a E[f(z)), con probabi-
-lidad 1 cuando N converge a infinito.

Por lo tanto sélo se necesitaria obtener una muestra aleatoria a partir de

h para estimar E[f(X)], lo cual también en ocasiones se complica, asi que se

recurre a los métodos de Monte Carlo que proveen simulaciones del comporta- -

miento de X con respecto a i, de lo cuales se describirdn dos a continuacién.

(a) Muestreo por importancia

Definicién 4.3.1. Sea X una variable aleatoria con funcidn de densidad

h. Sea g una funcién de probabilidad, tal que g(x) es una aprozimacidn para = -

c- h(z), en el sentido que g tiene el comportamiento y dominio muy similar
al de c- h(z), es decir, los puntos donde g y h asumen mayor probabilidad
son los mismos. Adicionalmente suponga que es fdcil de muestrear valores a
partir de g(z). Se define la funcidn de peso como:

h(:z:)

w(e) = 22, (46)

A Ia Juncion g(-) se le llama funcidn de importancia.

Proposicidn 4.3.1. Sea X una variable aleatoria con funcion de denszdad
h(-): Sea g(:) y w(-) le funcidn de importancia y la funcién de peso, respec-
;twamente, deﬁmdaa como en la Definicién 4.8.1 entonces

lim _N_g_‘_f(zi)wif_).,
» Nooeo 3 Zj=l w(z;)
’con‘uerge' con probabilidad 1 a E(f(X)), donde zj, j =1,2,.,N, es una
-muestra independientemente eztraida a partir de g(-). .

: Demostracidn. Ver Carlin y Louis (1996). k [}

- -(b) ,Muest’rkeo por rechazo

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad 4 y funcién de
distribucién H. Suponga que existe una M positiva'y una densidad g(z)
tales que h(z) < Mg(z), entonces los posibles valores de X serdn obtenidos
a través del siguiente algoritmo.

Algoritmo de método de muestreo por rechazo.
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1. Generarz a partir de g(z).
2. Generar u a partir de Uniforme(0,1),
3. si Mug(z) < h(z), se acepta T, en ot.ro caso se rechaza
o4 Retornar al paso 1 y repetir hasta obtener la muestra deseada
A g(:z:) se le llama funcién envolvente '

Demastracmn Ver Alvérez y Rodrigues (2003) y Casella 'y Robert (1999),
entre otros. [m]

Nota: Otro de los métodos de Monte Carlo es el que construye una
cadena de Markov con espacio de estados igual al espacio de la variable
aleatoria de la que se desea la muestra, tal que la distribucién estacionaria
de la cadena sea h, a éste método se le llama método de Monte Carlo
via cadenas de Markov (MCMC) por sus siglas en inglés). Para mayor
informacién al respecto del método MCMC, ver por ejemplo, Casellay Robert
(1999), Carlin y Louis(1996).




Capitulo 5

Inferencia ancestral

5.1 Introduccién

En este capitulo final se describird cémo utilizar el proceso de coalescencia de
Kingman para realizar inferencia con respecto a los ancestros de una pobla-
cién. El caso presentado aqui es el estudiado por Griffiths y Tavaré (1994a,
1994b, 1995), en donde se utiliza un modelo llamado modelo de mutacién
con un nuimero infinito de sitios.

El modelo de mutacién con un niimero infinito de sitios describe el proceso
de mutacién en el drbol ancestral, bajo el supuesto de que una mutacién en
el drbol ancestral se localiza en una posicién del gen donde no habia ocurrido
una antes.

El modelo con un niimero infinito de sitios es comiinmente utilizado para
describir la variabilidad entre las secuencias del ADN que se observa en una
muestra de genes, a través de la comparacién de las secuencias del ADN en
sus regiones homédlogas (ver Griffiths y Tavaré (1994a, 1995)). Esto se debe a
que las variaciones en las secuencias del ADN puede servir para el estudio de
relaciones ancestrales entre especie. En los seres humanos la historia evolu-
tiva se hace estudiando el ADN mitocondrial (ver Apéndice C), ya que se ha
identificado en estudios geneticos que la molecula ADN mitocondrial puede
proporcionar mucha informacién en la evolucién del humano. También se ha
observado que la variacién entre secuencias del ADN mitocondrial es genera-
da por los efectos de la mutacién en el 4rbol ancestral de tales sucesiones. Se
tiene ademas que la tasa a la cual ocurren las mutaciones en el ADN mitocon-
drial es casi 10 veces mayor que la tasa de ocurrencia de mutaciones en genes
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que estdn en el nicleo de la células. De esta forma el ADN mitocondrial es
muy 1til para el estudio de la variacién del ADN en un espacio de tiempo
relativamente corto, dado que se puede encontrar diferencias en secuencias
de individuos con grados de parentesco cortos. Adicionalmente el ADN mi-
tocondrial en los humanos son casi exclusivamente heredados por la madre
y por lo tanto este ADN es ideal para el estudio de drboles genealdgicos del
lado materno.

5.2 Los datos de la tribu india Nuu-Chah-
Nult

Para ejemplificar la inferencia ancestral Griffiths y Tavaré (1994a) utilizaron
unos datos muestreados de la tribu India Nuu-Chah-Nult de la isla de Van-
couver, basados en registros arqueoldgicos, los cuales ademaés indican que su
poblacién se ha mantenido mas o menos constante por lo menos 8000 aiios.

Los datos de la muestra estdn compuestos de las secuencias del ADN ob-
tenidos de 600 mujeres en la tribu. Las 600 secuencias produjeron 63 grupos,
donde los pertenecientes a un mismo grupo eran idénticas. Cada secuencia
en el ADN mitocondrial tiene 360 pares por base del segmento de la regién
control, la cual corresponde a las posiciones 16024-16383. La regién que co-
rresponde a los atributos comprende 201 sitios donde se tiene pirimidinas y
159 sitios donde se encuentran las purinas, 21 de los sitios pirimidina son
variables (o segregados) y 5 son variables en la purina. Cada sitio del ADN
es binario teniendo sélo dos posibles bases en cada sitio. Ademds como no
hay recombinacién cada sitio en la muestra tiene la misma historia ancestral.

Adicionalmente dado que se estd considerando el modelo con un niimero
infinito de sitios, entonces la muestra de 63 secuencias se reduce a 55y de
los 360 sitios quedan 352, y se tienen 18 sitios variables de los cuales 13 (del ’
6 al 18) le corresponde al pirimidine y 5 (del 1 al 5) a la purma ‘ :

En la Tabla 5.1, se representan los datos considerados para. el andlisis, En
lugar de escribir los 360 pares:de base, se considera solamente los 18 smos
donde por lo menos dos secuencias dlﬁeren : :
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5.3 Modelo con un nimero infinito de sitios

La estructura del drbol ancestral y la forma en que ocurre la mutacién en el
modelo de un nilimero infinito de sitios serdn descritos a continuacién.

La estructura del drbol queda determinado como el coalescente de King-
man (descrito en el Capitulo 3), el cual como se puede recordar indica la
relacién ancestral de los individuos en una muestra. Por lo cual el nimero
de distintos ancestros de una muestra de tamaifio n al tiempo t queda repre-
sentado por D,(t) y D = {Dy(t) : t = 0} es un proceso de muerte pura que
se mueve del estado k al £ — 1 con tasa k(k — 1)/2.

Con respecto a las mutaciones se asume que ocurren como un proceso
Poisson con tasa /2 en forma independiente en cada rama del &rbol, es
decir, si la mutacién ocurre con tasa u por sucesién (por individuo) y por
generacién, entonces @ = 2N u, donde N es el tamafio de la poblacién donde
la muestra fue obtenida.

Como ya se menciond el modelo se basa en la comparacién entre regiones
homélogas, por lo cual bastard con tomar en cuenta sélo los sitios en que
ocurren las mutaciones. Entonces los datos se pueden representar a través
de sucesiones de los lugares donde ocurrirdn las mutaciones. Como no se
sabe cual es el ancestro entonces se considerard, por convencién, que la base
mutante es la que tiene el menor mimero de representantes cuando se compara
el sitio considerando todas las secuencias. Por ejemplo para los datos de la
Tabla 5.1 se tiene que la base mutante seria A para el sitio 1.

Se tiene entonces que un gen se describird a partir de la secuencia de sus
mutaciones, es decir, si se tienen N genes, entonces la secuencia i se describe
por una secuencia y; = (¥, ¥i1, -..) de enteros positivos, donde cada coorde-
nada indica el sitio donde ocurrié la mutacién (ver Griffiths y Tavaré (1994a,
1995)). Como se pueden tener secuencias idénticas, entonces en lugar de ex-
presar cada una en una secuencia, se representara la secuencia sélo una vez
y se registrard por otro lado el mimero de veces que aparece en la muestra
original, es decir, si por ejemplo se tienen d secuencias diferentes, entonces el
nimero de veces que la secuencia i aparece en la muestra serd indicado por
n;, ¢ = 1,2,..,dy el vector que almacena estos valores es denotado por 7,
es decir, = (71, ey Ty ey Ng).

A partir de lo anterior los datos pueden ser representados por un drbol
con raiz llamado drbol condensado, ¢l cual serd denotado por T', donde cada
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linaje es representado por una sola linea y las mutaciones estdn indicadas a
lo largo de la trayectoria por sitios segregados. Entonces si en una muestra
de tamaiio n se tienen d distintas secuencias y1, ¥2, ..., ¥« con multiplicidades
7 = (n, ny, .., Ng), s¢ tiene que el arbol con raiz con multiplicidad de sus
hojas 71, serd representado por: (T, 7) = (y1, .-, ¥d 7).

Note que los datos se pueden representar a través de un érbol con raiz,
siempre y cuando se conozca cual tipo es el ancestro, pero en la realidad en
general no se sabe, lo cual hace que se considere un grifico andlogo al del
arbol con raifz, en donde la base ancestral de cada sitio es desconocida. La
representacion que se establecié en este caso es llamada drbol sin raiz, en
donde se repesentan las secuencias por vértices y el niimero de mutaciones
por niimeros a lo largo de los bordes entre secuencias. Al drbol sin raiz
se le denota por Q. Analogamente al drbol con raiz, (Q,7) = (y1,..., ya, TT)
representard al arbol sin raiz con multiplicidad @ = (n, ng, ..., n4).

Sc tiene entonces que cada conjunto de secuencias a partir del modelo
con un numero infinito de sitios le corresponde al menos un drbol con rafz
(o sin raiz) y el nimero de sitios segregados es precisamente el niimero de
mutaciones, que ocurrirdn a lo largo del drbol. En los datos presentados en
la Seccién 5.2 se tiene que 18 sitios fueron segregados.

Definicion 5.3.1. A la representacidn de los datos en un drbol que liene
rotulados sus vértices se le llama drbol rotulado (o con rdtulos), si ademds
estos vértices lienen un particular orden al drbol se le llama drbol rotulado
ordenado. T

Observacién: Como en las secuencias yy, ¥, «»., Ya 5€ mdgca donde ocu-,‘_
rren las mutaciones, entonces (T\ %) = (¥1,...,¥a, ) ¥ (Q, n) = (y,,
son drboles rotulados y ordenados. : :

De la Seccién 5.2 se tiene que lo datos pueden sel representados de Ia :
siguiente forma: ;

w = (1,6,4,14,0), yg—(13 12,11,18,,0) -
y,..(lo 1,6,4, 14; o)yg_(17 16,18,0). " -
=(2,18,0) ;
=(9,3,0).

ys = (6,4,14,0) - : yw = (18 0)
=(5,6,4,14,0) iz = (8,0)",
vr=(12,11,18,0) yi = (7 15, 0"

ylh Tl) o
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~con multiplicidad dada por @ = (2,2,1, 3 19, 1 1 1,4, 8 5 4 3,1).
Observaciones:

1. Un posible drbol representando las"sebtv:tbxrenéia‘s“ Y13 Y2s <0y Y14, €

de la muestra

2. Si se rotula al nnccstro por 0 y al mutante por:1.: Entonces los datos se
pueden representar en una matriz de ceros y unos, donde cada renglén
es una secuencia.

Tomando en cuenta el drbol presentado en la Figura 5.1 se tiene que en
la representacién de ceros y unos los datos de la Tabla 5.1 de la Seccién
5.2, pueden ser representados por:

secuencia 1 100101000000010000
secuencia 2 100101000100010000
secuencia 3 010000000000000001
secuencia 4 001000001000000000
secuencia 5 000101000000010000
secuencia 6 000111000000010000
secuencia 7 000000000011000001
secuencia 8 000000000011100001

secuencia 9 000000000000000111
secuencia 10 000000000000000101
secuencia 11  000000000000000000
secuencia 13  000000010000001000
secuencia 14  000000010000000000
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3. Una observacién importante que se debe contemplar es que un drbol -

sin raiz puede ser construido a partir de un drbol con raiz. En el caso
que el linaje de la raiz no aparece en la muestra, éste no aparecerd en
el drbol sin rafz. De esta forma un posible drbol sin rafz para los datos
representados en la Tabla 5.1 de la Seccién 5.2 es:

Flgura 5. 2 D
ciones . cn el de las punnas

Una forma de hacer las inferencias con respecto a los ancestros y tasa de
_,niutacién es a través de la probabilidad de que el drbol que describe los datos
del problema tenga determinada estructura con multiplicidades 7.

Sea P(T, 7i) la probabilidad de tener un 4rbol con raiz Ty P(Q,7) la
probabilidad de tener un drbol sin rafz Q y P°(T,7) la probabilidad de tener

un érbol con rafz T pero sin importar el orden en que aparecen las secuencms, :

donde 7 es el vector de multiplicidades.

Note que si Q es el drbol sin rafz con d vértices, representando d distintas
secuencias con multiplicidades 7 = (n, ..., n4), entonces se cumple: ~

P@m) = Y P(T 7). ey

Adicionalmente, se tiene que

PY(T,n) = P(T n) S 6

utaciones ¢n las pirimidinas y = las muta-
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Por lo tanto sélo bastard con conocer P(T,7) para que se obtenga P(Q, n)
y P D(Ts n).

Para obtener P(T,7) se procederd de manera recursiva a través de obser-
var sucesivamente los eventos mds recientes (mutacién o coalescencia) en el
pasado. Como estos eventos podrédn ser o una coalescencia o una mutacién,
se puede inferir cual es el tipo de historia ancestral que debe haber existido
para que los eventos produzcan el drbol que representan los datos.

Teorema 5.3.1. Sea (T\7) = (Y1, Ya, 1) €l drbol con raiz con multipli-
cidad de sus hojas 7, y P(T,7) la probabilidad de tener (T,7), entonces se
cumple lo siguiente:

P = 3 MF(T m— ek)

a2} nn—1+86)
[/}
+ -—-—-F(SkT n)
{kine=1, con yi#vis, nn~1 + 0)
para toda y),y2,... ,w)
con (i.)#(k0) y -
Syx#y; pars toda j
+ P(R;,T Rk(n + e,)),

AR =TT0)

{kine=1, con v:q,#v'; {5:Sw=ys}
para lMﬂ V1200 )
con (i,5)#(k.0) v
Syx#y; para toda j

(5.3)

donde ex es el vector con todas las coordenadas cero, excepto en la k-ésima
coordenada k = 1, 2, ...d, S;T indica la operacién que borra la primera coor-
denada en el k- ésimo camino que lleva de uno de los extremos de T a la raiz
y R, T es la operacion que remueve el k-ésimo camino que lleva uno de los
eztremos de T a su raizy P(Ty,e,) = 1.

Demostracién. Se tiene que una mutacién o una colescencia son los tinicos: -
eventos mds recientes en el pasado posibles para que se produzcan el érbol c
que representan los datos. ;

Si se tienen n lineas ancestrales, entonces la coalescencm de dos de ellas .
ocurre a una tasa n(n — 1)/2 y la mutacién.en una de ellas ocurre con tasa -

n6/2 entonces debido a la mdependencm de la ocurrencna de los eventos
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(a) La probabilidad de que ocurra una coalescencm dado que ocurno un

evento es:
an-12 (-1 o
n(n—1)/2+n8/2 (n—-1)+6’ T AR

(b) La probabilidad de que ocurra una mutacién dado que ocurrié un evento

e /2 e
nn—1)/2+n6/2 (n—1)+86

Caso 1. Si el evento es la coalescencia, entonces ésta se da en las secuen-
cias que provienen de un ancestro en comin sin que ellas sean mutantes, es
decir, secuencias idénticas. En este caso se debe coalescer donde la multi-
plicidad es mayor o igual que dos. Note que si la coalescencia ocurrié en la
k-ésima clase (k = 1, 2,...d), entonces la multilicidad de la secuencia se redu-
ce en uno. Como e; es el vector con todas las coordenadas cero, excepto en la
k-ésima coordenada k = 1,2,...,d. Entonces si una coalescencia ocurrié en la
la k-ésima clase, entonces el vector de multiplicidades 7@ cambia para 77 — e;.
Sin embargo el drbol continua siendo el mismo, es decir, su estructura se
preserva. Sea (7', — ex) el arbol T pero ahora con las multiplicidades dada
por T — e;.

La probabilidad de que hubo coalescencia que estd dada por (5.4). Por
otro lado como se desea que haya coalescencia sin importar el orden en que
coalescen se debe tomar en cuenta las distintas formas que se pueden elegir las
secuencias que coalescen. Asf que la probabilidad deseada queda determinada ..
por: S

'(5.5)

n—1 m(ng—1) 2 i
P T,7— 22, (5,
=1%0) 5 Y (T,®—ex), parang> 2, (5 6) 
es decir, es el producto de la tasa de ocurrencia de una coalescencna por la.
probabilidad de que ocurra una coalescencia, por las posibles formas que la’”
coalescencia ocurre, por la probabilidad de obtener (T, 7z — ex). i

Caso 2. En cuanto al evento de mutacién note que se debe consxderar en. .
las secuencias donde i = 1y que si hubo mutacién es porque una nueva clase :
fue creada. Dado que los eventos de mutacién no ocurren snmulténeamente,
entonces la nueva secuencia tiene multiplicidad 1. B

Cuando ocurre un evento con mutacién existen dos casos a consnderarse, :
si el ancestro se encuentra en la muestra y si el ancestro no se encuentra en
la muestra. Estos casos son analizados a continuacidn. ;
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(a)

(b)

El ancestro estd fuera de la muestra. Dado que ocurre una muta-
cidn, entonces el drbol antes que la mutacién ocurra tiene una segrega-
cién menos en la secuencia donde ocurrié la mutacién. Suponga que la
mutacién ocurrié en la secuencia &, dado que las mutaciones son lista-
das de acuerdo con el tiempo de ocurrencia de la mas reciente hasta la
mds antigua, entonces se puede expresar el estado antes de que ocurra
la mutacién en la k-ésima secuencia a través de un operador que borra
la primera coordenada de la trayectotia k. Se representard la probabi-
lidad de este nuevo drbol por P(S,T,7) . Como el ancestro no esta en
la muestra entonces esto se vale cuando Syi # y; para toda j. Por lo
tanto la probabilidad queda determinada por:

01

mnP(SkT, ), (5.7)

para k tal que n; = 1, con yi, # yi; para toda ¥y, s, ..., ¥z con (i, 5) '75
(k,0), Syr # y; para toda j, es decir, la probabilidad de que haya
mutacién dada por (5.5) y se clija una secuencia para que mute.

Si el ancestro estd en la muestra al tener una segregacién menos
en la k-ésima trayectoria ésta se torna igual al menos a alguna otra
secuencia en la muestra por ejemplo la j-ésima. Entonces la multipli-
cidad de esta j-ésima secuencia es aumentada en 1 y la secuencia X es
eliminada de la muestra. Cotno en ¢l caso anterior esto también se pue-
de expresar con el operador que remueve la trayectoria & de T" denotado
por RT, entonces la probabilidad de ocurrencia de este evento puede
ser obtenida de forma andloga al caso donde el ancestro no estd en la
muestra. Por lo tanto la probabilidad estd dada en forma andloga al
caso anterior como sigue:

61

mnP(RkT, Rk(ﬁ"‘ Ej)) ‘ (5.8)

para k tal que ng = 1, con yx, # vij para toda y1, Y2, .0, Ud con (i,3) #
(k,0) y para todo j, tal que Sy, = y;. ’
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Por lo tanto por (5.6), (5.7) y (5.8), se tiene:

(1 —
pom= Y 2= pra g
(kg M= 1+6)
[}
* Z _—_P(SkT n)
{k na=1, con vegtuis n(n—1+ 0)
para toda 1.2, }
con(i,f)#£(k0) y
Syk#yj para toda j ‘
0
—L __p
’ "= 1+0) (R, Rk(n+ ).

{k:nk=1, con yag#yi; {F:Sm=p;)
para toda y; Wiy
con(iJ)#(k,0) y
Syx#y; para toda j

Para el caso de P9(T,7), se tiene un teorema andlogo al anterior.

Teorema 5.3.2. Sea (T,7) = (x1,..., Ta, 71) ¢l drbol con raiz con multiplici-
dad de sus hojas 7, y PYT,7) la probabilidad de (T,T) sin importar el orden
en que apareceri las secuencias, entonces se vale: .

PT,7) = > e =1) poer m_ ey
?.;,’- S (kma22) | n(n ~1+6) )
e . 0 pYS.T,R)
{kimi=1, con yag#uis '

nfn—1+6) .

para tods y3,y2,00,0d By
con(if)#(k0y
Syk#y; para toda j

T+
{k:niz1, con yrg#piy {5t Svrw)
para toda y1.Y2.ebid } g
con(ij)#A(k0) v
yk#w para toda j

coordenada en el k- es:mo cam" los eztremos“de T a

“borra la primera’ -
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la raiz y RyT es la operacidn que remueve el k-ésimo camino que lleva uno
de los ertremos de T' a su rdiz y P(T},e;) = 1.

Demostracion. Como es vélida (5.3), entonces se sustituird en ésta la P%(T, 7)
utilizando la identidad dada por (5.2), para obtener lo que se desea.

Para facilitar los cdlculos se factorizard el térming en comiin y denotando
por My, Ay y A3 al primer, segundo y tercer término de (5.3) respectwa~
mente, se txene que:

”‘T”)*——lre“

! (A My + ).
Por (5.2), se tiene;l

1 n!
n(n - 1.4 8) nyl...ny

- Po(r, ﬁ)‘ = Lo (1‘/11 + Mo +A‘!3).

Para el primer término se tiene:

nlongl..ng!

d:: t*: 22}

Sl “1)n AL o
=3 nk'(nk 'l)n' il (e 11)' Nl po(r— )

(k:_n,,>2) 1eee nk....nd.« : ,‘(n-,— ). e g = .
=737 n(m - 1)P°(T - ek)

(k nk>2)

dado que para la segunda es .

‘altera’el mimero

En cuanto al segundo término, como el operador S




Maodelo con un nidmero infinito de sitios 99

de secuencias ni sus multiplicidades, entonces:

n!
mylnglong! .
n! . i 7
- n - S 9P(ST,7)
ml..ngl..ng!
) = {kme=1, con yxg#¥ij
para toda y1 Wz W }

con(i,j)#(k.0) y
Syx#y; para toda j

My

1 : !
- n! Z nhngl..ng! 0P°(SkT )

mlomling! n!
1 ke a! I3 nk—l, €On Yio #E¥ij
E para toda y1,¥2,...ld )
con(i.j)#(k,0) ¥
Syr#y; para toda §

> 0P%(Sy T, 7). C (5.11)
- {k:ni=1, con yry #vis ’ i
para toda V1,U2,..ld }
con(if)#(k0) ¥
Syi#y; para toda j

En el tercer término se tiene que el operador. Ry elimina la k—ésima
secuencia, por lo cual la multiplicidad deVésta‘ tendn‘a que ser cero pero se
define 0! = 1 que seria lo mismo si nk.‘-—-\, -En el caso de la j—ésima
secuencia se tiene una adicional secuencxa, entonces: -

n!
n,!...n,-!...nd!

n! ~
m!...n,;. z

{king=1; con yi, #,

para toda y1,¥3,..0d }
con(i.g) (k.0 v

Syk#vi P%fa

P(RkT,Rk(ﬁ + Ej))

i (ng +1)l.ny!

. 3 ugl_(_z__)__LPD(RkT Rk(n+ €;))

{k:ng=1, con g, _ =z;} U N

para toda y1,y2,. ¥d, ) S
“con(ig)#(k,0) Y o

y,,;ew para loda ]
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n!(n,!...(nj + 1)L..ng!)

0 t71 .
(n!...njling)n! PURT, (7 + e5))

- Xz

{k: nu=1, con yeo#yij {J: Sza=z;}
para toda yi ,y2,..s¥d }
con(i,j)#(k0) v
Syi#y, paratoda j

= > S (5 + DPURT Re(A +ey)): (5.12)
{k: ny=1, con yxo#yi; {J: 52::—!1) R -
para toda Uhv:- wd ) i

con(i,f)#(k,0) ¥
Sux#y; para toda j

Por lo tanto por (5. 10), (5 11) y (5 12),

— B n(nk 0
P = Y ———P (T,
(k) n(n—1+86)

[
+ — L _ps, T 7
Z nn—1+80) ( * )
{kinx=1, con yag#wiy
para v.o'd;a Y1:Y2000Md }
con(i j)#(k0) y
Syx#y para toda j

+ 3 > %P"(m Rk(n+e,))

se tiene lo siguiente:

{k: nx=1, con yag v {i:Svs=y;}
para toda y; .y:. -Vd )
con(i,5)#(k0) y
Syx#yjpara toda j

(m}
Una observacién importante que se debe considerar es que para muestras
muy grandes (5.9) puede resultar muy costosa en cuanto al tiempo de célculo,

asi que se recurre al método de Monte Carlo para obtener su aproximacién.
Antes de ello se presentard un resultado auxiliar.

Lema 5.3.3. Sea q(-) una funcion de probabilidad definida en A|JB, tal
que para x € A, q(z) es conocida y para x € B, q(x) es desconocida y sea
(r2.4)zyeay s una matriz de transicion. Sea X = {X, : n = 0,1,...} una
cadena de Markov discreta homdgenea en el tiempo, con espacio de estados
S = AB y probabilidades de trasicién (pzy)zyes, donde pr, > 0 siempre
que rz, > 0. Suponga también que si X empieza en un estado del conjunto
B, entonces X visita un estado en A con probabilidad 1.

Defina
hzy = Txu/P:yr T,y € S.
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Si ademnds q(-) es tal que:

q(z) = Z reya(y) = Z Tzv‘l(y) + Z rzv‘](y) z€B, (5.13)

yeS . veA Ll yEB :

entonces
(5.14)
o
(5.15)
ya qué (514) serf. X
z,-’)],\fu gz} (5.16)

- En el caso de (5 9) Grlfﬁthls y Tnvare'(1994a, 1994b) muestran la apro-
pmda cadena de Markov, la cual esta dada en el siguiente teorema.

Teorema 5.3.4. Sea (T, 7) = (Y1, .-, ¥d, ) el drbol con raiz con multiplici-
dad de sus hojas 7i, y P%(T,7i) su probabilidad bajo el modelo de un nimero
infinito de sitios. Sea X = {X(I): 1 =0,1,2,...} la cadena de Markov con
espacio de estados S = {z: z = (T, W)} y probabilidades de transicidn:

7 (‘T‘ﬁ';(;'.}l F-1)? siy=(T\7T—ex)
Py = —-———,(T'ﬁgnfnw_”, siy = (ST\7) (5.17)
n; +1

Ty Sty = (BT, Re( + €5)),

para k=1,2,...d y donde

- ng =1 fm
T,7) = . )
fTm '(kmz,‘gz) (n+0—1) n(n+0—1)
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m=|{kinx =1, con yk, # i para today,,yz, ..., ya con (i,5) # (,0)

y Sye# yj para toda j}|
-+ :E: :E: (n7 +'1L

{kiny=1, con ypy#vii . {3:Syk=ys)
pam toda Y1,y )
eon(i.J)#(k,0)y
Sysi#y; para toda j

entonces

=0

PY(T,T) = ' [Hf(:r(t).numx = n)}

donde X (1) = (T(1), () y P(Ty;et)

Demostracidn. Por (59)s tien que:

PYT,7) = Z T(Trr)(T'.ﬁ')P (T )
B § (T’,II')ES" ; : ]

donde

knk;l n
(n+8-1)2 -
/]

'_ _l(s,;.r 7) "

Tay = i'vl-(_n+0 e
+1 (RkT Rk(n + e,)

B ‘n(y-_fra-u"

(5.18)

(5.19)
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Tomando

J@m =3 rameea

(77" )ES
)y o (e =1)
n—1+0)

(

{kin, 22} (
" 6 .
{k:ny=1, con yxg#¥is n(n-1+06)
para toda yi,y2..¥d }
con(ig)#(k0)y
Sy #y;jpara teda §
+ 0(nj + 1)
—-148
{kne=1, con yo#vis {7:Sve=vs} n{n +0)
para toda y,y2.0¥d }
con(ij)#(k.0)y
Syx#y;para toda j

ne —1 < fm .
(n+0—1) n(n+0— 1)

{king 22}

Entonces se cumplen las condiciones de Lema 5.3.3 dadas ‘como’ en (5 15).
Por lo tanto por (5.16), se tiene .

PUT\R)=E [ﬁ ST, m()Xo = (T,ﬁ)] o
120

(1) El argumento es similar al dado para obtener (5.3). .0

5.4 Estimaciones obtenidas

Como ahora se tiene P°(T,7) en términos de una esperanza, se tiene por lo
visto en el Capitulo 4 que se puede aproximar esta probablhdad simulando
g copias independientes del proceso X = {X(l) l= 0 1,2, } y caIculando
paracada j, j =1,2,.. g, la funcién: D

F‘ H f(T(l),n(l))

=0
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Griffiths y Tavaré (1994b) proveen un algorimo de simulacién para generar
un drbol con raiz con multiplicidad 7, bajo el modelo de un niimero de sitios
infinitos, empezando a partir de un ancestro en comiin como sigue:

. 1. Empezar con dos genes idénticos, elegidos a partir de la distribucién
inicial.

2. Cuando se obtiene r genes (2 < 7 < n), se elige un gen aleatoriamentc
y .

(a) con probabilidad (r — 1)/(r —1 - 6) se’ anade un gen del t.lpo
seleccionado, obteniendo r +1 genes, ;

(b) con ‘probabilidad 8/(r = 1 + 6) si el gen selecclonado fue el i se
hace una transicién al tipo j con probablhdad Pij-

3. Se para hasta que se obtengan n + 1 genes, y borrar el ulumo gen que
se diplico, para tener una muestra de tamafio n

.Para la estimacién de P(Q,7), se suma sobre todos los drboles con rafz
para obtenerla, por (5.1).

Otro de los problemas es que tampoco se conoce el valor del pardmetro
6, esto se puede resuelven usando el método de Monte Carlo calculando
P°(T 1) para (7', 71) fijo como una funcién de 8. Entonces se simula la cadena

={X({):!=0,1,2,..} para un valor inicial 6 y se obtiene la probablhdad
de los otros valores 6, usando: .

-1 B
P(T\7) = Bipy [H "(T(z).n(e»(r(un ﬁ(t+x»] - (5.20)

“donde h es 'deﬁnida por:

fﬂa(T n)_;‘s__’p_;% (T', -n—.) = (Tv - ek)

'_,h(m(r- Soo(SeT, M) Sot00=ny (T*,7°) = (ST, 7)

fo(n+6-1)

En Io que se refiere a la estimacién de las tasa de mutacmn se nnah- .

zara tnnto la tasa total como las tasas por sitio.

f,,,(RkT Ri(7i+ e;))Sntlo=l) - (7« 77) = (R T, Ri(7 + ei))-

. BnJo ‘el .modelo de un ntmero infinito de sitios, si se supone que las’ .-’
secuencms tlenen my sitios purine y mp sitios pirimidine en una Iong:tud,
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total de m = my + mp y si se denota por uy y pug sus respectivas tasas de -

mutacién por base, se tiene que las tasas de mutacxén enla posncnén de’ Ao
GyenladeCoTson : . .

9)' = mvﬂv : 91511";= mepin,

La tasa total de mutacxén serfa

Las dos formas equwalentes para descrlblr el proceso de mutacnén son: -

1 Se supone que la mutacxén ocurre e acuerdo con el proceso Poisson con

‘tasa’6/2 en cada rama, entonces se tiene la mutacién en el sitio Y con -

_probabilidad py = 0y/0 yla mutacnén en el sitio R con probabllxdad
py'=06y/0

2. Las mutaciones en los dos tipos de sitios se comportaﬁ independiente-
mente como un proceso Poisson con tasas 8y /2 y fg/2 respectivamente.

Como se tiene (5.18), entonces se puede estimar 8 por mdxima verosimili-
tud. Para los datos de la Seccién 5.2 Griffiths y Tavaré (1994a) realizaron
g=200,000 repeticiones del algoritmo de Monte Carlo para encontrar la pro-
babilidad de los 19 drboles con raiz y obtener la del drbol sin rafz y se obtuvo
por el método de médxima verosimilitud § = 4.8. En la estimacion de & no
se tiene informacién particular de cada sitio, sin embargo se puede modi-
ficar el algoritmo para obtener las tasas en cada sitio o también se puede
analizar cada sitio por separado. De esta forma para estos datos Griffiths
y Tavaré (1994a) obtuvieron seis drboles con raiz para los sitios purine y
catorce arboles con raiz para los pirimidine, usando el algoritmo presentado
arriba las tasas estimadas fueron:

0r=122+0.61 6 =3.31+1.14.

A partir de la estimacién de 8 (por MLE), se pudo por una parte comparar
los arboles con raiz correspondientes al drbol sin raiz, en particular para los
datos de la Seccién 5.2 las probabilidades P%(T,7) resultaron variar entre
1.0x 10" y 1.2 x 10~25, de las cuales se obtuvo que los drboles mds probables
tienen la rafz entre las mutaciones 4 y 14, y entre la 4 y la 6. La probabilidad
relativa que la raiz se encuentre en uno de estos sitios es de 97 por ciento.
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Por otro lado se tiene que la estimacién del tiempo para obtener el mds
reciente comin antecesor (MRCA) también se puede obtener a través sélo
del nimero de los datos como se vio en el Capitulo 3, de la forma snguente,
(por (3.8)):

E[TAIRCA] =2 (1 -—‘-7-1-)7,” n 2 1 i ) : (5,22)‘

En cuanto al estimador de MRCA que mvolucra los datos se puede obtener .

de la siguiente manera:

P(TMRCA <t (@, n))
P((Q,7) ik

Para obtener el denominador se registra a cada'mow
X(l) = (T(),n(l)) el tlempo tomado para el movnment

P(Threa < tl(Q,7)) =

Para j =1,2,.

..k, se procede:

Para los datos de. la Seccxon 5.2, se tiene qu el.tamfio de la muestra es

n = 55, entonces la esperanza del Tarre

'dada | por (5 22) es L 96 Fmalmente :
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note que esta estimacién no esta en tiempo real. Sin embargo se puede
obtener la estimacién en tiempo real, a partir de conocer el tiempo para
cada generacién y el total de individuos. Griffiths y Tavaré (1994a) hacen la
estimacién en tiempo real, tomando cada generacién de 20 afios y como la
poblacién se estima entre 400 y 800 individuos toman N = 600, por lo tanto
el tiempo real seria 1.96 x 600 x 20 = 23500. Con respecto a la estimacién
del tiempo esperado para obtener el mds reciente comiin ancestro utilizando
los datos dado por (5.24) fue de 14400 afios.
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Conclusiones

Se tiene que la cantidad de investigacién que se ha realizado en génetica
utilizando cadenas de Markov es de gran amplitud y sélo una pequeiia parte
es presentada en este trabajo, asf que la importancia que tienen las cadenas
de Markov no sélo en génetica sino en miiltiples dreas es trascendental, por
todos los resultados que se tienen de ellas de los cuales se pudieron observar
algunos en el Capitulo 1.

Cuando se desea modelar un fenémeno en el cual diversos factores actian
sobre él, se recurre a considerar primero un modelo con condiciones ideales,
para analizarlo y después modificar estas condicones hasta lograr el mayor
apego a la realidad. Como los modelos de Wright-Fisher y Moran presen-
tados es esta tesis, en los cuales las condiciones son bdsicas y el modelo n-
coalescente hace uso del comportamiento de la poblacién en estos modelos y
a su vez el modelo con un nimero infinito de sitios se basa en el n-coalescente.

En este trabajo se muestra también como el uso de diversas dreas es pri-
mordial, ya que en este caso para obtener el ancestro en comiin se hizé uso de
cadenas de Markov y de métodos de Montecarlo. En cuanto a estos métodos
cabe destacar que también se han hecho aproximaciones con los métodos de
Monte Carlo via cadenas de Markov tanto en el algoritmo Metropolis-Hastins
como en el de Gibbs, lo cual se podria desarrollar en otra tesis.

Si se desea hacer uso de programas presentados en la red que permiten
inferir drboles ancestrales y tiempo para llegar al ancestro en comin de una
poblacidén, se presentan a continuacién algunas direcciones donde algunos
programas pueden ser encontrados.

(a) http://evolve.zoo.ox.ac.uk/beast/ En el programa BEAST se. obtlenen
las simulaciones de los drboles por medio de los métodos de Monte c
Carlo via cadenas de Markov. . : - :

;’1,095,.': e
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(b) http://.no.embnet.org./Programs/EAL/phylip/coallike.php3 El progra-
ma COALLIKE aproxima la tasa de mutacién, a partir de simulaciones
que se tengan de los drboles con rafz,

(c) http://evolution.genetics.washington.edu/lamarc.html En el paquete de
programas LAMARC se obtienen las estimaciones de los: parimetros
usando también un método de Monte Carlo via cadenas de Markov.




Apéndice A

Algunos resultados de la teoria
de la probabilidad

Lema A.l. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad, y sea B € &, tal que
P(B) # 0, entonces la probebilidad condicional P(-|B) define una medida de
probabilidad, es decir:

a) P(QB) = 1.
b) P(A|B) 20, A€ #.

¢) Sea (A,,),.>1 una “sucesidn numemble de elementos en .9? mutuamente
ezcluyentes, entonces :

'P(UAnlB) ZP(AnIB)

Demostmciény.k a) Es mmednata ya que
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c) Sea'(Ap)np1 una sucesién numerable de elementos en & mutuamente
excluyentes, entonces:

(UA",B) P (U 4) 0 B) _ P(Usi (400 B))

P(B) P(B)
= Zam [0 5) ZP(AnIB)

n=

Como (An)np1 es una sucesién numerable de elementos en & mutuamente
excluyentes, entonces también (A, N B),>: es una sucesién numerable de
clementos en % mutuamente excluyentes por lo tanto se cumple la cuarta
igualdad, ya que P(-) es una medida. 0
Teorema A.l. (De la probabilidad total) Sea (2, F, P) un espacio de pro-
babilidad, y sean By, By, ..., B, € F distintos del vacio, tales que forman una
particidn de 2, es decir, U?:x B;=Q y BN\ B; = ¢, para toda i distinta de
j. Sea A € F, entonces

P(A) =" P(A|B;)P(B;).
i=1- . . |

‘Demostracidn.
P(A) P(Q n A)

TR o o)

_ Z% Zp(Aw.)P(B.
i=1 -

" Como (A,.),.>| es una sucesién numerable de elementos en .9 mutuamente
excluyentes,- entonces también (A, N B),>; es una: sucesién numerable de
elementos en % mutuamente excluyentes por lo tanto se cumple la cuarta
igualdad, ya que P(-) es una medida. m}

"“ Lema A.2. Sea X una variable aleatoria con dtstnbucwn geometnca con
.pardmetro p, p € (0,1), entonces:

E[X] =

e
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Demostracién. Como X tiene distribuciéon geométrica, entonces
P(X =z)=¢"p z=12,..

donde 0 < p < 1. Entonces

ElX]= qu‘"p pz

i’ 2—0
i~ d ( 1 )
,—qdqzzﬂq fpdq 1‘—q
P 1 :

(1-q93 . p:

Teorema A.2. Ley Fuerte de loa Numeroa Grandes.’ Sea X1y Xayee
una sucesion de variables aleatanas mdependzentes e idénticamente distri-
buidas, con medm . Sea X, =1 2‘_ A., entoncea ) g

P(im % =s) =1
Demostracién. Ver Ross (1996). ]

Lema A.3. Sean Y1, Y), ..., Y, variables aleatorias idénticamente distribuidas
con funcién de probabilidad p(-|0), donde 0 es aleatorio. Sea 0 el estimador
de 8 obtenido de la distribucidn posteriori. Sean E(f|y) y var(f|y) la media
y la varianza obtenidas a partir de la distribucion pposteriori(0ly). Entonces

E((6 - 6(y))?ly] = var(8ly) + E[(8ly) ~ 4].
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Demostracidn. Se tiene que:

Eqy[(0 - 0(y))*]

= Eqyl0 — E0ly) + E(6ly) - 6(y)?)

= Eoy[(6 = E(6ly))* + 2(E(Bly) - 9(3’)(9 E(9I)’)) + (E(OIY) 0(}'))2]

= Egy[(6 — E(0ly))?]
+ Egy[2(E(0ly) — 6(y)(6 - E(al)'))] + Ea :

= Eqy[(6 — E(6ly))?] ; '
+ 2(E(fly) ~ 0(y)E‘o|,[(9 E(9IY))],+ Eoly[(E(OIY) - 0(3’))2]

= varey (0) + 2BOly) ~ H(y)(EmyW] BOY) +(B0) = 6’

- =vargy(0) + (BOly) ~6(y))*. :

[(E(Gly) - o(y))*} 8




Apéndice B
Resultados auxiliares

Lema B.1. Sean z,y en los reales y sea M un entero pos:two Y conazdenese ;
la siguiente suma:

M M M '
Sm(:z, y) = ( 0 )'U)‘Uz...vM+ ( 1 )U().Uz....vu-l-‘..-f- (A{)uoul uM 1 (B 1)

donde

entonces .\,
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n="-~A+1.
Sur(z,v) v s
N A A
= MV Upr41 + ( . ) U2 Upf4l + vt

svi

’r JM +1+

ma'se analizard en dos términos
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. . 2 1
Primero se analizard S,(”)“(z, y):

S y) = v 'UAI'Um+l + ( )unvz qum+, + ot

Y4 e
gy uM—lvM

ae s VAT -1 -
donde -
g Jy— 1—(x+y)—zy
=1-z- (] + 1)1/
_"UJ+1 ‘
Yy
vi=zhjy=z+y+jy
—2+(J+1)y
—uJ+l’
entonces

CoMY MY o
Shl(zy y) = (0) 'UAI+1 + '+ (T = 1) ur—lvr UM

uM-va + u, UM

+ (M Z 1’) Uou1
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Regresando con S,("‘;L,(z, ), se tiene lo siguiente:

LMY A
S;z,)_'_l(z‘, y) = (40 ) yovz...vhf+1 + o+ (7“-— l)uoul...u,_lv,....vu.,.,

. .M‘-l M+ "Uou|...uu

Por Io tanto k

) 5u+1(z, y)) = SM+1(1' ¥) 'f‘( ;u+1(-’5: ¥ :
’ =Uar31Sp (T, ¥+ uoSM(-"-‘ + N y)
= UM+1[(1 ~@ —;2y) (1= My)] +uol(1 — )1 - 21/) (1= My)]
= ('UM+1 + Uo)[(l y)(1'= 21/) (1 = My)]
@ (1= (M + D) + DA = 91—~ 2).-. (1= -My)]
=a- (M +-n-29)...01~ My),

por lo cula el resultado H cumple

(1) Hlpétesns de mduccnén ;

Lema B.2. Sea T > 0 Le N tal que 1 < 3 < z, entoncea se uale lo siguiente

Demostrac:én La demostracxén se harﬂ como la que se realxza por mduccndn
Se tiene que para e=1 vale, ya que para x>0, I‘(:c) = .1:1"(:1: —-1). Ahora
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suponga vilido para € < z, se demostrard que se vale para €+ 1 < z.

I(z) = [ﬁ(z - k)] I'(z - Z)
k=1 C

e

Lema B.3. Sea N.>'1y o,

(a) Para j=1,2,

il-;.',yN(dl -‘0—‘.0'2)
AEAN k71 =

i)

T
‘(1'— ) — ap +

= (e 7= k) r(p=hee B
k=1, 1"91 —vag ‘v . 1—(11—02

0
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Demostracidén. (a) Se cumple de forma inmediata utilizando el Lema B. 2, ya
que j < ﬂ"ﬂ)—, j=1,..., N, entonces

1-ai—a3
N(l—a3) ) 1 (N(l-a,)p N(l-ap) -
l1—~a; ~a —g l—a) —az \'k FV 1—01‘—’-02 Ik
Por lo cual.pata j =N, se tiene que ‘
r ( N(1 — as) )
1—01 - Qvg

(N(l—az) )

l—-a—az.

N e éz),)




Apéndice C
Algunos conceptos en genética

Para fines de esta tesis se describirdn a continuacién algunos conceptos en
genética.

En los organismos vivos existen dos tipos de dcidos nucleicos, el dcido de-
soxirribonucleico (ADN) y el dcido ribonucleico (ARN). La funcién principal
de los dcidos nucleicos es almacenar y transmitir informacién genética.

Se tiene que el DNA es el material genético de todos los organismos
celulares. En las células se encuentra el ADN nuclear y el ADN mitocondrial,
éste difiere del primero principalmente en lo siguiente:

(a) Es circular en vez de lineal.

(b) Consiste sélo de una secuencia, en vez de duplicidades.
(c) Tiene un cédigo ligeramente diferente.

(d) Es exclusivamente transmipido por ei lado materno.

Se tiene que el ADN mitocondrial es una molécula circular que tiene cerca
de 16500 pares de base en su longitud. Una parte de esta molecula conocida
como region control (D-loop), tiene 1100 pares de base y contiene promotores
para la transcipcién y la replicacién de cada una de las ramas del ADN.
En lo que se refiere a las mutaciones que pueden ocurrir en las secuencias
del ADN se puede mencionar las que resultan de sustituciones de las bases
A,C,G y T por otra. Los cambios que ocurren son sélo entre purinas (A,G) y
pirimidinas (C,T), son conocidas como transversiones; y menos comiinmente
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que las transversiones se tienen las transiciones que son cambios que ocurren
solamente entre purinas o solamente entre pirimidinas.

Para mayores detalles ver Dill y Friedman (1992), Schleif (1993).
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