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Introducción 

En casi todas las áreas científicas se hace uso de Ja probabilidad, ya que la 
mayoría de los fenómenos de la naturaleza no son deterministas. En particu­
lar en la genética se han hecho modelos con procesos estocásticos para poder 
inferir acerca del comportamiento de las poblaciones, logrando con ello un 
mayor conocimiento en la evolución de los seres vivos. En esta tesis se pre­
sentan algunos de estos modelos con la finalidad de mostrar como a través de 
ellos se obtiene una estimación del tiempo para obtener el ancestro en común 
de una población. 

Tal estimación será a través del proceso n-coalescente propuesto por King­
man (ver I<ingmnn (1982a, 1982b)), ya que él constituye una forma viable 
de como descubrir la relación ancestral de una población. Se tiene que éste 
modelo supone que el comportamiento de la población es descrito por otros 
dos modelos el de Wright-Fisher y el de Moran (ver Feller (1951), Karlin y 
McGregor (1964) y Moran (1958)), que indican la forma de reproducción de 
una población, por lo cual también estos modelos se describen. 

Como el objetivo de la tesis es presentar de forma teórica como se utiliza 
el proceso n-coalescente ele Kingman para estimar el tiempo para llegar al 
ancestro en com ím de una muestra obtenida a partir de una población en un 
cierto tiempo to, esta tesis es presentada de la siguiente manera. 

En el Capítulo 1 primero se desarrolla los resultados principales sobre 
cadenas de l'llarkov a tiempo discreto y posteriormente los correspondientes 
a tiempo continuo. 

En el Capítulo 2 se describirán los modelos de Wright-Fisher y de Moran. 
En ambos modelos se mostrarán resultados para el proceso sin mutación y 
con mutación. Por la estructura que tienen ambos modelos se tiene que si se 
realiza un cambio en Ja escala de tiempo y en el espacio donde se define el 
proceso que describe el comportamiento de la población estos dos modelos son 

iii 



iv Introducción 

equivalentes (ver Karlin y Taylor (1981), Rodrigues (2002), Sánchez (2002)). 
Así que sólo describirá el modelo de Moran en tiempo continuo y también se 
presentarán sus probabilidades límite. 

En el Capítulo 3 se presentará el 11-coalescente el cual como ya se había 
mencionado describe la genealogía de las poblaciones a partir de suponer que 
la población se comporta como la del modelo Moran. Se describe la forma 
en que se obtienen la probabilidades de obtener determinados ancestros en 
tiempo continuo, lo cual hace que se obtengan resultados acerca del tiempo 
para obtener el común antecesor. 

En el Capítulo 4 se presentan algunos resultados que se tienen en la 
inferencia Bayesiana y métodos de Monte Cario, ya que se hace uso de estos 
para obtener algunas inferencias en el Capítulo 5. 

En el Capítulo 5 se describe un modelo llamado modelo con un número 
infinito de sitios, éste modelo es muy interesante porque a partir de la compa­
ración de regiones homólogas en el ADN se logra determinar una aproxima­
ción a la probabilidad de tener determinada historia ancestral de una muestra 
de la población y con ello una estimación del tiempo esperado para obtener 
el más reciente común ancestro de la población mencionada, haciendo uso 
del modelo 11-colescente y de métodos de Monte Cario. Adicionalmente se 
presenta como estimar la tasa de mutación genética en esta muestra. 

\V 



Capítulo 1 

Cadenas de Markov 

Antes de iniciar la parte correspondiente a la teoría que se ha desarrollado 
en cadenas de Markov se describirán algunos conceptos básicos de la teoría 
de probabilidad, ya que se hará uso de ellos en la tesis (para mayores detalles 
ver Ash (1972) y Ross (1998)). 

1.1 Resultados preliminares 

Definici6n 1.1.1. Se le llama espacio TnUestral al conjunto de posibles 
resultados de u11 experimento aleatorio y se le denotará como n. Un evento 
es un subconjunto de n. , , .. 

',:·~-. ···''.. , .. ·. - ·.: ; 

EjeTnplo 1.1.1. Sup611gase que en una muestra de genes el tip~ de:~lélo. ;6/o 
¡1uede ser de tipo A 1, A2 ó AJ. Si el experimento aleatorio consisté.enelégir,. 
un gen y observar su ti¡10 de alelo, entonces el espacio muestral'estáría dado 
por n = {A., A2, AJ}, y un evento puede ser el siguiente: ·:" .:: · ., · · 
A = La obtención del tipo de alelo A 1 • ·' 

Definici6n 1.1.2. Sea 'C una colección no vacía de subconjuntos de· un 
espacio n, 'tfi' es una u-álgebra en n si satisface: 

i} !1 E '6'. 

ii} Si A E W, entonces Aº E W. 

iii) Si (An)n>I es una sucesión numerable de elementos. en '(/, entonces 
. LJ::"=t An E '(/, 



2 Cadenas de Markov 

Definición.1.1.3. Sea S un conjunto no vacío y .5" una u-álgebra de S, a 
la pareja (S,.9") se le llama espacio medible. 

Definición 1.1.4. Sea (n, .9") un espacio medible, una medida en {n, 9"), 
es una función conjuntista Jl : § ~ JR, con las siguientes propiedades: 

i) µ(,P) =o, 
ii) µ(A)~ O, A E§, 

iii) Jl es u-aditiva, es decir, si (An)n;::i es una sucesión numerable de 
elementos disjuntos de $, entonces: 

·oo '· ,···. oo·- ·'' · 

µ(LJ An);;,, Lµ(An), .·. 
n=l ' n=,l 

si además se tiene que µ(n) = Í; enton~es dji· se le llama medida de 
probabilidad y se denotará por P(-). · · · · 

Definición 1.1.5. A ia terna (O,§, fo) dó,¡de n es el espacio muestra/§ 
es una a-álgebr:a en n.y P .es una medida ·de probabilidad en§, se le llama 
espacio de probabilidad. · 

Definición l.1.6. Sea~ (n,·$,P)un espacio de probabilidad y A,B en§ 
tal queP(B) #.0, se define·la probabilidad condicional de A dado B 
como: 

_;,,(AIB) ~. P(A n B) 
P(B) ' 

Observación: Note que·P(·IB) define una medida de probabilidad (ver 
Lema A.1 del Apéndice A). 

Definición 1.1.7. Sean (n, §,'P) un espacio_ de probabilidad y X: n--.. lR 
una función, se dice que X es§ -'mediblé si: 

,Y- 1{(-oo,x]} E§, :pd;a_toda 'x E IR, 

es decir, 
{w E n¡x(iJ) ~x}E $, 
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Definición 1.1.8. Sea (n, §, P) un espacio de probabilidad y X: n-> 1R 
una función, se dice que X es variable aleatoria définida en (n, $, P) si 
X es § - medible. · · 

Notas: .. . 

i) La a-álgebra generada por (-oo, x], x E IR; se le U~~a a~ál~eb;a de 
Borel y se le denota por EB, por lo tanto se puede dein!lsfrarque X es 
variable aleatoria si x-1(B) E§, B e·!B. . ;:.·· 

ii) Como Pes una medida en (n, §),entonces. P(X7}(~cx;,;;¡) éstabien 
definida. Por lo cual se define la medida in.ducida por X en ~ .. hldicada 
por Px, de manera natural como: :: .... :'. •"(- ·•·:':'.< 

Px(B) =P(x-1(B)), ·Be~· . ,(/ ' ·· 
Definición 1.1.9. Sea (n, §, P) un espacii:J de pmba~iÚdad ~·x: n -> 
IR una variable aleatoria definida en (n,§,P); :Se'define'Ua·fu·nddn.de 
distribución de X como la función Fx : IR-> [O,"l],"tal qÚ'e: <· . 

';•,' L ;-:.;" ''-·• 

Fx(x) = Px{(-oo,x]} = P({w e n¡x(w) :5 x}) =:P'(x=:; x). 

Definición 1.1.10. Un proceso estocástico X = {.Xi·,: t E T} es una 
colección de variables aleatorias indexadas por un cOnjunto T, definidas en 
un mismo espacio de probabilidad (n, §, P), tomando valores en un mismo 
conjunto S. A S y a T se les llama espacio de estados y conjunto de 
{ndices, respectivamente. 

Definición 1.1.11. Un proceso estocástico X = {Xi : t E T} con espacio 
de estado Ses un proceso de Markov si satisface la propiedad de Markov, 
es decir, para s, t E T, s < t la distribución de X 1 dado {X u, u :5 s} es igual 
a la distribución de x, dado X., formalmente, para Xu Es, u :5 s y Aes, 
se tiene lo siguiente: 

P(Xi E AIXu = Xu, ll :5 s) = P(Xt E AjX, = x,). 

Cuando S es finito o infinito numerable, el proceso X es llamado cadena de 
Markov. 



4 Cadenas de Markov 

Definición 1.1.12. Cuando en una cadena de Markov X = {X, : t ET} 
con espacio de estados S, el conjunto T es un intervalo real, X es llamada 
cadena de Markov en tiempo continuo o cadena de Markov continua. 
En el caso que T sea un subconjunto de Z, X es llamada cadena de Markov 
en tiempo discreto o simplemente cadena de Markov discreta. En general 
se tomará a T = [O, oo) para el caso continuo y a T = {O, 1, 2, ... } para el 
caso discreto. 

Definición 1.1.13. Sea S un conjunto de índices finito o infinito numerable. 
Una matriz A = (a;;);Jes es llamada estocástica si satisface lo siguiente: 

(i) O :S a;; :S 1, i,j E S. 

(ii) L.;es a;; = 1, i E S. 

En lo restante del capítulo se analizará primero el caso donde la cadena 
de Markov es discreta y después el caso donde es continua: 

.. ~.-. ,- . ' : . 

1.2 Cadenas de M:ar~o~ a tiempo discreto 

Definición 1.2.1. Se~-.x ~-{~vn : ~;::: O} u~a cadena de Markov discreta 
con espacio de está.dos S. Se definen las probabilidades de transición en 
un paso (o probabilidades dé trims~clón) de X por: 

P;)"·"r1
> = h~~~l-==;ÍIXn =d),. i,j ES, n ~o, 

y la probabilid¡¡cl d~ t~;;sició~ ~n mpasos está definida por: 

. ?;)"·"+,'~~ ;;, P(~11t:~~f j1~/L "i), i, j E S, m, n ~ O, 

d~do ~m !Mo .• ~i~ld~~'[t!~,1:::;;,; ; : 
Cuando las probabilid,~d~s ~J·tr~n;ictón P;)n+m) no dependen de n, 
que la cadena_ es horn_ogénea•en~el ,tiempo y se denotan por: 

cm> - > ' - ;'.;~ . , L . ; .. · .. 
P;; = P(,'ln+m =JI'.\" = i), i,j ES, n, m 2: O. 

(1.1) 

se dice 
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En particular cuando m = 1 se tienen las probabilidades de transición y en 
este caso se tiene que: 

P;¡ = P(Xn+t = ilXn = i), i,j ES, n 2: O. 

Propiedades: Como las probabilidades de transición son probabilidades 
condicionales, entonces satisfacen para todo n, m ~ O, lo siguiente: 

{i) OS P;~n,n+m) S 1, i,j E S. 

(ii) "°'. p.C!>,n+m) = 1 i E S 
L-3eS •J 1 • ··: . • · . 

Definición 1.2.2. Sea X = {Xn. i. n · ~ O} una cadena de Markov dis­
creta con espacio de estados S, a la mátriz que contenga las probabilidades 
de transición como elementos será Uáma.dá matriz de transición de X y 
será indicada por: 

P (n,n+I) ·'.:.._ .. (P, (11,n+I)). 
- ij · 1JeS1 n~ O. 

La matriz que tiene como elementos las probabilidades de transición en m 
pasos m ;::: 1, será llamada·matriz de transición de m pasos de X y 
será indicada por: 

p(n,n+m) = {P¡~n,n+m»i,jESo n ~ 0. 

Cuando X es homogénea en el tiempo entonces p(ra,n+I) y p(n,n+m) son indi­
cadas por P y p(m), respectivamente. 

Observación: Note que la matriz pCn,n+ml, m, n;::: O, satisface las pro­
piedades de la Definición 1.1.13, por lo tanto es estocástica. 

Definición 1.2.3. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov 
discreta X= {Xn: n ~O} homogénea en el tiempo, con matriz de transición 
P = (P;;);JeS· Se dice que i ES, es un estado absorbente de X si: 

Pe·= {1, 
·~ o, 

. ' . . . . 

si j = i 

si j 'I i. (1.2) 

• • • • > 

Uno de los resultados litás relevante's en cadeitas de Markov son las ecua­
ciones del sigÚieiite tcor.ema, dado qué p~o'porcionan una forma recursiva de 
calcular las prob11bmdades de. transición. en m pasos, m ;::: l. 
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Teorema 1.2.1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Sea X = 
{Xn : n 2: O} una cadena de Markov discreta con espacio de estados S, 
matriz de transición en m pasos p(n,n+m) y matriz de transición p(n,n+I), 

entonces para todo i,j ES, n 2: O y O :5 r < m, se vale: 

p}~·n+m) = ~ p.(n,u+r) n(n+r,n+r+(m-r)) 
1) L., 1k ,-kj ' 

kES 

En particular cuando la cadena es homogénea se .cumple: 

n!'.n) = ~ p_(r) nC~-r) .r,, L....,¡ ik rkJ • 
kES 

(1.3) 

(1.4) 

Demostración. La idea de Ja demostración resulta ser muy intuitiva, ya que 
(1.3) indica que la probabilidad de transición de m pasos se puede obtener a 
partir de las probabilidades de transición de r pasos (O :5 r :5 m), es como 
si en lugar de ir de un estado a otro en un salto de tamaño por ejemplo m, 
se hiciera en dos saltos de tamaño menor que m, pero tales que suman m. 

Lo anterior se puede observar en la siguiente figura: 
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Formalmente se tiene que: 

P (ri,n+m) (!) P( ,. _ ·¡ v _ •) 
ij - .r\.n+m - J ~n - " 

~ L P(Xn+m = j,Xn+r = klXn = i) 
kES 

~ LP(Xn+m =ilXn+r = k, x_,, .= i)P(Xn+r = klXn = i) 
kES . . " ... 

(4) . : . .-: .•. e-::.•.< .· ...•. :. . 
= LP(Xn+m"" il~r.=;o k)J:'.(Xr.= ~IXn = i) 

'kES . -.:.. . . . ::-:: • :-. 

QJ_ b P;~'{~.'c)P1}6~trt7.i{'.'c•\ ·: 
kES ; /·•::· '//. ·:;:. •'.· :;} '.' ;· 

(1) Por definición de probabllld~dés'cl" frán~Í~ión;> 
(2) Por propiedades do. probnbiiÍdad· conJiínta}/ \Y 
(3) Es válido por la dcfiniciÓ~ d~ probabilidad condicional. 
(4) Es válido porque X es !!ndcná dé Miirkóv~ > -,, .. 

7 

o 
-~ '~; •' ·,:-· - f."!-~;· ,, 

Le111a 1.2.2. Sea x:~.Iin:,;·Q~é~b};;··i~~:Jf;e~~;d;·•Ma;kov discreta co.n 
espacio de estados s finito,''sé.tiene que' para m;::: 0

l;' sé. vale lo siguiente: 
'·: :',:;·::;.~';;::;,.~,.,.~<'' ",).,."' , .. ,, ... · .. ,.~,·-,. 

(a) Si.X es homoi;dnea·~~~~fk~i/¡;~~t~c;il;~; s~··ind~rizde t~nsici6n en 

m pas~~· ento~:~:~~'.·~:> .. '·'.<;~~:m) ~;m, · ':; 
donde: P;,. e,~, la)ná,t,riz 1~ ~ ~ú m~ ésim.a potencia. 

(b) Para X no ,;~fií~~é~eitJ~ ~I ti¿;n¡i~ ~~,; matriz de transici6n en m pasos 
pCro,n+~>, se tiene que: · · 

m-1 
p(n,n+m) = rr p(n+j,n+j+ll, > o n_ . 

j=O 

Demostración. Se utilizará inducción matemática para demostrar ambos apar­
tados. 
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(a) Se tiene que la matriz de transición esta dada por P = (P;;)iJeS· 

Se demostrará primero que se cumple P<2> = P 2• 

Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se vale lo siguiente: 

-P;)2> = L P;kPki• 

, _ . _keS . ._ __ _ _-. _ 

por lo cual setierie que para cada i~j E ~· P¡~2l ~cirresponde al elemento 
a¡i del producto de Py-P. Por lo tanto'P(2J.=_P2.- ,, " 

Supóngase ahora que ;ar~ m ;::: ~ se c~rd~1~; ~s d~cir, ~u ponga que: 
p(m);,,,·pm, " _.-:'_'_:'.;'•'" ',;;· 

.·;,':· ':·;' 

Finalme1ite se demostrará que la afiríl1áciÓn (a)'delLeiua se cumple 
para m + 1 y por lo tanto por indúcciórl_'Valepara todom ~ O. 

De nuevo por las ecuaciones de Ch'a°pirian~Kolmogoro~ -· -

pfn+_ 1> = '5""'.P.i·~>_-R'- c1.s) 
1J . •,. : '• ·L.;,j •k : kj t 

--_--. ;; k~5c_ ,:'e ' u ;. ", < ·-

dadO que p(m) = pm por hipótesis de inducción; entórlces se tiene por 
(1.5) que P¡)na+I) coincide con ~l elementó ai/de la:matí-iz Pl'."lP. Por-,-
lo tanto p(m+I), = ~-".:~-1 ; · - - /-" <;:::· -<i<:; ''" -;' · 

(b) Este apartado se d~~¡{~~tif'.~~_f~r~~;;imÜ-~r''al i~art~dri (a). •· 

o 
Definició~ 1.2.4. Sea X= {X,;-: n~ O} una caden~ deMark~v discreta 
con espacio de.estados S, 'se define la probabilidad iniciál de X como: 

'll"o(i) = P(X0 = i), i E S. 

Lema 1.2.3. En una cadena de Markov discreta X = {X,. : n ~ O} con 
espacio de estados S, y matriz de transición en m pasos p(n,n+ml. Se tie­
ne que la función de probabilidad conjunta de X,.,X,._¡, .. .,X0 , n ~ O, se 
puede obtener en términos de la probabilidad inicial y las probabilidades de 
transición de X, de la siguiente manera: 

P(X,. = i,., )\,._¡ = in-1, .. ., Xo = io) = 
(

n-1 ) (k,k+I) • II P¡•¡•+i 11"0(10), 
k=O 

(1.6) 

donde ik ES, k =O, 1, 2, .. ., n. 
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Demostración. Se utilizará inducción en n para demostrar este Lema. 
i) Se tiene que paran = 1 vale, por la definición de la probabilidad condicional 
y de la inicial, dado que: 

P(X1 = i¡, Xo = io) = P(X1 = iiJXo '= i~)P(Xo = io) 
, = P;

0
; 1 iro(iok. . , 

ii) Supóngase que el resultado vale p~ra'' n ;:·(·e~ deCír; 

P(xk = ik.,.:.,x1~i;,xa/ir~~\(~A~{1:.1') ~o(ioJ' 
· .. ·,';_, 

iii) Finalmente sé demostrará que vale paran'·,,;, k):.1,· .Y por lo tanto se 
cumple para todo n ~ O. · · ' ';'i.: 
P(Xk+i = ik+1,Xk = ik, .. ., Xo =·io) . . . 

IJJ P(Xk+i = ik+il;k = ik, .:.'.,\o,,;, Ío)P(Xk = ik, ... ,Xo = io) 

~ P(Xk+1 = ik,+i!Xk == :~····•,iº~; i~) (g P¡~1·~~~>) iro(io) 

~ P(Xk+I = ik+11Xk=:i:) •• (nP¡~1¡',1:.1') iro(io) 

~ (f1p(l,l+i)) )()' < .. ,' ' 
- l=O .t::,~'~!f ;1 

.J .. ~:~t~·- :;~:~:. ~-: '·" 
··'· 7~· <.>· ;,'.::·/:',; 

(1) Por. deflllición de' prob~bilid;.d .~~ndlcio,;ai; 
(2) Por hipótesis'dc' inducció,;;; ,, }.·.•, · ,· 
(3) Po~ que~ X ;,gü(;á ~lia;;na de Mai-koV': ,, . .. .. 
(4) Se vale por dcfü;i~ióii' de probabiÜdade8 de transición. , O 

··":·<-~-~.;<:, _,, .. :__ .. ;·~,:' -. ·-
Obse~~~ciÓn: C~~iJcÍ~~X es,homógelle;i·en el tiempo, entonces (1.6) se 

puede escribif como'" ' ' ' .. ' ' 

P(Xn =in, X,~-1 ~ i,H, .. :,Xo= io) =(· fiP;~¡~+ 1 )· iro(io). (1.7) 
: . · k=O ··. . · , . 
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Una de las características de las cadenas de Markov es que no sólo sus pro­
babilidades de transición se pueden obtener a partir de otras probabilidades 
como se muestra en las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov sino también 
las probabilidades P(Xn = ·), como se podrá ver en el siguiente lema. 

Lema 1.2.4. Sea X = {Xn : n ;::: O} una cadena de Markov discreta ho­
mogénea en el tiempo con espacio de estados S, matriz de transición P y 
matriz de transición de m pasos pCmJ, si 7ín(·) = P(Xn = ·) entonces para 
todo n;::: O y k ES, se vale: 

(a) 11",.(k) = E;es1í0 (j)Pj:>, 
o equivalentemente 

(b} 11"n(k) = E;es 1ín-1 (i)P;k· 

Demostración. (a) Para este apartado note que: 

1ín(k) = P(Xn d: k) CJJ E P(~Yn = k, Xo = j) 

··. (2)/~s;_>/>: ' .·, • . . . ' . 
· = LF:(Xn,=, kl.Xo = J)P(,'io = J) 

-, :·--·:::·~;~~,-~ ~.~~ ?:§:-.. _- '.\~~>;;_:_·n:~·;· 
. : ~ E P]:>;d(i):: '.: 

(b) En forma análoga ál ant~~!: ~~m¡do:t ii~nc C¡iie: 

•"(k) ~ P(X' ~ k) :'~~(~~~~~t:¡~J) . • . 
- LP(X." = klXn.'..1 J)P(Xn-1 = J) 

;es '•.:•. 
(4) "'"'p .:(-~). •. 
= L...J jk11"n-I J • 

;es 

(1) Por propiedades de función de probabiÜdad conjunta. 
(2) Es válido por la definición de probabilidad condicional. 
(3) Se vale por definición de probabilidadc8 de iransición y de la probabilidad 
inicial. .. 
(4) Se vale por definición de probabilid~des de transición y de 7rn(·) O 
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Observación: Cuando X no es homogénea en el tiempo, entonces (i) y 
(ii) del Lema 1.2.4 estarían dadas de la siguiente manera: 

(a) 1Tn(k) = E;es 1To(i)Pj~·">, 

o equivalentemente 

(b) 1l"n(k)."'. L:;e; 1Tn'-.1 (j)P};:·n-I) · 

Clasificación de estados 

En esta sección se presentarán las condiciones bajo las cuales una cadena 
de Markóv converge para el estado de equilibrio cuando se hace tender el 
tiempo a infinito. En primer lugar se presentarán algunas definiciones y se 
finalizará con el resultado que garantiza la existencia de: 

y quien es este lími'te. 

Definici6n 1.2.5. Sea S el espacio de estados para una cadena de Mar­
kov discreta X = {Xn : n ;::: O}, homogénea en el tiempo y con matriz de 
transici6n de m pasos p<m>, se tiene para i,j ES, lo siguiente: 

(a} se di.ce que el estado j es accesible desde el estado i' si para alguna 
m ;::: O,· P;)"'.l >o: Se denota por i --> j al hecho de que j es accesible 

'desde'i,·;,,,. >· · · 
. . . : ' . 

(b} si i ~ } y ademds,j .. ~ i, es decir, si existen n, m ;::: O, tales 
que P;~nl · > O. y P};"> •. > o; entdnces se, dice que los dos estados se 
comunican, y se denota como: i .t---+ j. 

Observación: Note que si dos estad.os i;j no se comunican entonces para 
toda n ;::: O, se tiene que: · · .·. · · · 

p.C!'l ,.;o o ·P,!,!'l =o .. 
IJ ',: 

Se tiene que la comunicación entré' estados de una cadena de Markov es 
una relación de equivalencia, lo e.un! ·se formaliza en la siguiente proposición. 
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Proposición L2.5; Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov 
discreta X= {Xn: n;::: O}, homogénea en el tiempo con matriz de transición 
de m pasos pCm>, entonces: 

J. i ~ i, 'i E S, 

2. H--+ j, entonces j ~ i, .i,J'E S; 

s. i Hj v/8k;,~~t~nc~;i,~k; i,};k e s. 
',;): 

Demostrad&'J, :.~'-1).~~isi~~;~e{Li'), ~a;~ue P;~ºl = 1 >O. 
- ". ·;,;; 

2. Es inniédiato'pués' ~omci el 'ésta.do i se comunica con j, entonces existen 
ni, n2;::: o;·talé_s qúc''f};•> :>.o y P;)"•) >o, se sigue que j ~ i. 

3. Comoi8j ~~t~n'ceséxisten n 1, n2 ;::: O, tales que P;)"•l >O y Pj;» > 
O y como además /, ·f-'.t k, entonces también existen mi, m2 ;::: O, tal 
que P}:;'l >O y P/j.¡ >O, lo cual implica que: 

P (>11 +m1) (!) ""pC•1) n(ml) 
ik - L._¿ il .,-,k 

1es 

~ p,C~1)p~m1) >O 
- •J Jk t 

por lo tanto i --t k. De forma análoga se obtiene que k ---+ i. De esta 
forma se tiene que i ~ k. . 

(1) Por las ecuaciones de Chapman-Kohnogorov. 
(2) Es válido ya que P¡~m) ?: O, para todo i,j ES y m?: O. O 

Nota: En general se tiene que la relación de comunic;ación induce una 
partición del conjunto donde ella está definida, entonces por la Proposición 
1.2.5, en una cadena de Markov se tiene una partición del espacio de esta­
dos S en clases de equivalencia, donde la relación de equivalencia es la de 
comunicación entre los estados de esta cadena de Markov. 

Definición 1.2.6. Sea X= {Xn : n;::: O} una cadena de Markov discreta 
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Se dice que X es irre­
ducible, si todos los estados en S se comunican, es decir, X es irreducible 
si la relación de equivalencia dada en la Proposición 1.2.5 induce sólo una 
clase de equivalencia en S. 
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Definición 1.2.7. Sea X = {Xn : n ~O} una cadena de Markov discreta 
homogénea en el tiempo con espacio de estados S y matriz de transición en 
m pasos p(m). Sea i E S, se define el periodo de un estado i, denotado 
por d(i), como: 

d(i) = m.c.d{n ~ 1: P;~") > O}, 

donde m.c.d. indica el máximo común divisor. Si P;~n) = O, para· todo n > O, 
se define d(i)=O. Cuando d(i) = 1, se dice que el estado i es aperiódico. 

Observación: El período d(i) de un estado i es el mayor número con la 
propiedad de que para toda m ~ d(i), 2d(i), ... , se tiene que P;~m) =O. 

Definición 1.2.8. Una cadena de Markov discreta X = {Xn : n ~ O} 
homogénea en el tiem¡io con espacio de estados S, en la cual cada· estado 
i e S es aperiódico, es decir, tiene período d(i) = 1, es llamada aperiódica. 

Proposición 1.2.6. Sea X = {Xn : n ~O} una cadena de Markov discreta, 
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Si i ~ j, i,j E S, 
entonces d(i) = d(j), es decir, el período de un estado es una propiedad de 
clase. 

Demostración. 'En el caso que i = j es claro que se cumple. De esta forma 
considere el caso donde i ~ j. Como i se comunica con j, entonces existen 
n 1, n2 ~ O, tales que P}r1> > O y PS"> > O. 

Sea m• E A1 = {m >O: P;~m) >O}, entonces: 

p!?1+m•+n2) ~ """p!nt+m') p('.12) ~ p!~1+m') p.(~2) 
JJ ¿_,,, 1k kJ - ,. ., 

kes · 

~-("'p .. (n1)p('!'.'.j_) _P_ .<~2> ~ p!ntlp.(m')p.(n2) >O L._,¡ Jk kl,, ' , IJ ·- Jl U IJ • 
kes ·· · 

Análogamente se tiene qÚe PJji+n2l >O. Entonces 

d(j) divide a (n1 + n2 ) y d(j) divide a (n1 + n 2 + m•), 

entonces para _todo m• e M, d(j) divide a m•. Por lo tanto d(j) :5 d(i). 
De manera análoga se obtiene que cl(i) :5 d(j) y por lo tanto ci(j) = d(i). 

(1) Por las ecuaciones de ·chapman~Kolmogorov. 
(2) Es válido ya que PS"> -;::, o, para todo i,j e S y m ~o. o 
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Definici6n 1.2.9. Sea X = {Xn : 11 ;:=::O} una cadena de Markov discreta, 
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S, matriz de transición P 
y pCm>, m ;:=:: O, su matriz de transición de m pasos. Para i E S, i fijo, la 
probabilidad de que X entre por primera vez al estado j en el 11-ésimo paso, 
dado que partirá del e.9tado i, se define por: 

¡.C'.•l = {P(Xn = j, Xk, f j, k = 1, 2, ..• , n - llXo = i), 
IJ o, 

En particular¡gi = P;;, para todo i,j E S. 

n 2: 1, i,j ES 

11 = O, i, j E S. 
(1.8) 

Lema l.2.7. Para X como en la Definición 1.2.9, se tiene que para todo 
i,j ES y n 2: O,_:"e vale lo siguiente: -

n 
p.(~) = "'¡!k) p~?-k). 

IJ L._¿ IJ JJ 
k=O 

Demostración. Note que si se denota por E(n) al evento de que al paso n, 
n ;::: O, X se encuentre en el estado j dado que partió del estado i, entonces 
E(n) comprende tanto el hecho de que la primera transición al estado j haya 
sido en el paso n, como en un paso anterior a n. Por lo tanto si se considera 
a Ek como el evento de retornar por primera vez al estado i en k-pasos, 
entonces el evento E(n) está dado por la unión de los Ek, k = 1, .. ., n. Como 
estos eventos son mutuamente excluyentes para valores diferentes de k y pg•> 
es la probabilidad de ECnl, se vale lo siguiente: 



15 

P (n) {I) P( ,, .
1
,. ') 

ij = ..-'\.u =) .l\Q = i 

" = E P(Xn = j, xk = j, X, .¡. j, o < r < klXo = i) 
k=O 
" . 

~-LP(Xn =il·'-"k =i, X,f'.j, o< r < k,Xo = i) 
k=O 

xP(Xk=j, X,f.j, O<r<klXo=i) 
'· . . ·.-_ ,,. .-·, ·, 

(1) tP(.Yn ::ilXk:: J)PDYk = i; X,.¡. j, o< r. < klXo = i) 
k=O . _.,. . ·,. .·· . 

ill ~-·p· (n-k)¡(k) ~····· - Lj jj . ij"• 
k=O . 

(1) Por definición de
0

probabilidadcs de transición. 
(2) Por la definición de probabilidad condicional. 
(3) Es válido porque X es cadena de Markov. 
(4) Por definición de probabilidades de transición y por la Definición 1.2.9. 

D 

Definición 1.2.10. Sea X= {Xn : 11 ;::: O} una cadena de Markov discreta, 
homogénea e11 el tiempo con espacio de estados S, se define la probabilidad 
de que partiendo del estado i se llegue al estado j en algún paso 11 ;::: 1, por: 

00 

/ij =E/¡~·>, i,j E s. 
n=O 

Definición 1.2.11. Sea Sel espacio de estados de una cadena de Markov 
discreta X= {X,,: n;::: O}, homogénea en el tiempo, entonces para i ES: 

{i) se dice que i es recurrente si/¡¡ = 1, 

(ii) se dice que i es transitorio si /¡¡ < l. 

Observación: Note que laDefiniciórl 1.2.11 indica que si i es transitorio, 
entonces X tiene probabilidad positiva ele no retornar. al estado i. 
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Teorema 1.2.8. Sea X = {Xn : n ~ O} una cadena de Markov discreta, 
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S y matriz de transición de 
m pasos pCm), ento11ces: 

(a) i es u11 estado tm11sitorio si y sólo si 

00 

¿P;}n) < 00, 

n=l 

{b) i es u11 estado recure11te si y sólo si 

00 

L:PS'>=oo. 
n=l 

Demostració11. La demostración de (a) estará dada en (al) y (a2) y la de (b) 
en (bl) y (b2). Para la demostración de ambos apartados se denotará por 
Al 11 la variable alentoria que indicn el número de veces que In cadena visita 
el estado i. 

Note que la variable aleatoria i\/ se puede expresar como: --

donde 

Entonces 

00 

M = L I¡;¡(X,.), 
n=O 

I ( , ) {!,. sf¿"'\,. = i 
{i} Xn = · O_, si ,Y~'-! i._ . 

~-f P;}"l. 
n=O 

(1.9) 

(1.10) 
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Por otro lado por la Definición 1.2.10 note que /;; es la probabilidad de 
que la cadena retorne al estado i en algún paso n, lo cual es equivalente a 
que se retorne al menos una vez. 

(al) Supóngase que el estado i es transitorio, entonces por la Definición· 
1.2.11 f;; < l. Por lo tanto con probabilidad 1 - /;; > O el proceso que 
empezó en el estado i jamás regresará a i. De esta forma. · · 

P(M = kJXo = i) = (/;;)k(l - /;;), k = 0,1,; .. 

es decir, Mes una variable aleatoria con parámetrcJ:l ..:!·/;;'. Entonces, 

E(ÚJXo = i)·,;,·_· -1-- .. 
_ .. -. 1-/¡¡ 

(1.11) 

(ver Lema A.2 del Apéndi~e A). E~tondés, por (1.11) y (Llü) se tiene 
que 

f p_{_n) = __ 1_ < OO. 

·11=0 11 1 -/¡¡ 

(bl) Ahora supóngase que i es recurrente, entonces por la Definición 1.2.11 
se tiene que /¡; = l. ·Como se está trabajando con cadenas de Markov, el 
hecho que el proceso regrese al estado i, es equivalente a que el proceso 
inicie nuevamente en i y por lo tanto regresará a i en con probabilidad 
1 y así sucesivamente. De esta forma, M tendrá valor infinito y por lo 
tanto 

y por (1.10), se tiene que 

E(MJXo = i) == oo, 

00 . 

--~p(n).....: 
>L... ii --~·· 

n=O . 

(1.12) 

Se demostrará ahora el invers~--de losapartados.anteriorcs. 

(a2) Supóngase que :E::o P;~nl <';;.;,·entonces necesariamente se tiene que 
i es transitorio. Si no fuera así, i tendría que ser recurrent'e y por 
lo tanto por (bl) debería ser tal que I:::"=o P;\"l = oo; lo cual es una 
contradicción.. · · 
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(b2) Se sigue por un argumento similar al dado en (a2). 

( 1) Por propiedades de esperanza. 
(2) Es válido. por (1.9). 
(3) Es válido por la definición de probabilidad de transición. o 

Proposición 1.2.9. Sea X = {Xn : n ~ O} una cadena de Markov discreta, 
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S y matriz de transición de 
m pasos pCm>. Entonces para i,j ES, se tiene que: 

(a) si. i +---> j y además i es recurrente, entonces j es recurrente, 

(b) si i +---> j y además i es transitorio, entonces j es transitorio. 

Demostración. (a) Como el estado i se comunica con j, entonces existen 
ni. n 2 ~ 1, tales que P¡~ni) > O, Pj¡» > O. Tome m ;:: O, entonces 

p!?1+m+n2) C4J """"p!n.2+n;) p(f!1>'5! p!!'•+rnl p.C!'1) 
JJ ._ L._.¡ Jk kJ - JI - IJ 

kES . .. . 

C4J (fu:!:1~:·>r1G>) ~rii:3••.;,1r·>fi~'">P¡)~'>. 

Como L:::;'=o P;~m) diverge, entonces L:;::;'=0 Pjj> ·también diverge. 

(b) Supóngase que j no es transitorio, entonces es recurrente. P~r otro 
Indo dado que el estado j se comunica con el estado i, entonces i sería' recu­
rrente por (a) de esta proposición, lo cual contradice que i sea transitorio. 

(1) Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. 
(2) Es válido ya que P¡)ml ;:: O, para todo i,j ES y m 2: O. o 

Definición 1.2.12. Sea X= {X.: n ~O} una cadena de Markov discreta 
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Se dice que la clase C e; S 
es recurrente, si para j E C, se tiene que j es recurrente y es transitoria 
si para j E C, se tiene que j es transitorio. 
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Teorema 1.2.10. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov 
discreta X= {Xn: n <:!:O}, homogénea en el tiempo, con matriz de transición 
de m pasos pCml. Sea j E S un estado recurrente y d(j) su período, entonces 

(i) existe el siguiente límite 
lim p~nd(j))' 

n-+oo Jj 

(ii) si además el estado j es aperiódico y se comunica con i, i E S, entonces 
existe el siguiente límite 

Demostración.' Ver Ross (1996). o 

Definición 1.2.13.'S~llS el espacio de estados de una cadena de Markov 
X= {Xn : n <:!:O} .discréia homogénea en el tiempo, con matriz de transición 
de m pasos pCml, Sea j E S, un estado recurrente y d(j) su período, si se 
cumple que 

lim P~~d(i)) 
n-+oo JJ 

es estrictamente positivo entonces se dice que el estado j es recurrente 
positivo, en el caso que sea cero se dice que el estado j es recurrente 
nulo. 

Definición 1.2.14. Sea X = {Xn : n <:!:O} una cadena de Markov discreta 
homogénea en el tiempo, con espacio de estados S. Se dice que la clase C ~ S 
es recurrente positiva si para j E C, se tiene que j es recurrente positivo. 
En el caso que para todo estado j E C, j sea recurrente nulo, se dice que la 
clase es recurrente nula. 

Definición 1.2.15. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov . 
X = {Xn : n <:!: O} discreta, homogénea en el tiempo, un estado.i ES, es 
llamado ergódico si i es recurrente positivo y aperiódico. 

Teorema 1.2.11. Sea X = {Xn : n <:!: O} una cadena de Markov discreta, 
homogénea en el tiempo con espacio de estados S finito y matriz de transición 
de 111 pasos p(m). Se tiene que si X es recurrente, irreducible y aperiódica, 
entonces X es recurente positiva. 



Demostración. Como X es aperiódica e irreducible, por el Teorema 1.2.10 se 
tiene que existe el límite de P;)"> cuando n diverge a infinito. Supóngase que: 

. lim pC~l = O, ·· para. todo j E S. 
n-too •J' · _ 

De esta forma se tiene que: 

"°'. ¡¡u: p.C;,.> ~ ;¡~11~p.C~l 
L.:.,¡ n-+oo. •J .. -·;<'. n-+oo L._,¡ .. -_•J 
;es · · :- .. ·;es 

Por {1.13) se tendrfaque: • 

,;:.Bm 1 =i. 
. . n¿~··- . . 

{1.13) 

por lo cual s~;llega ~ 'unii;6oritradicci6~. · Por lo tanto existe ·al menos un 
j• E S, tal que liÍnn-+;;d P;)~l :>: o: 1

••.·. .• • 
. ·- ~:,., ·-, . 

Sólo rest~ ver que 
. 

lim P1)"l > O, · para t .. o·.dó j E S. 
n-+oo 

Como la c~dena esirreducible, se tiene cjue'todós los estados en S se comu­
nican, entonces para j E S, existe un m ~ O,'.~al que P}!'j' > O. Por otro lado 
por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se tiene que para todo i,j ES, 
-~ . . ' .·.,, 

P;)"l = L Pi;:.-m> Pl'J'\.~ para todo n > m, 
keS 
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entonces para todo n > m, 

lim p.(n) = lim "°' p.(n-m) p(f!') 
n-+oo •i n-+oo L..,,, ik kJ 

kES 

(!} ""I' (P(n-m) p,(m)J 
- L.,¡ n~~ ik kj 

kES 

':;> lim (p.<~-m) p!!'!l) > O 
- n-+oo •J J J 

= P}!'jl lim P¡~~-m) > O. 
n--+oo 

Por lo tanto la cadena es recurrente positiva. 

(1) Como S es finito entonces el limite de la suma es la suma de los limites ya 
que cada uno de estos existe. 

(2) Se tiene que P;~n);:: O, para toda i,j ES y n;:: O. O 

Definición 1.2.16. La distribución estacionaria· de· una cadena de 
Markov discreta homogénea en el tiempo con matriz de transiciiJn P 
(P;;);;es: es una colección de números {7r(k), k E.S},:tal q.ue: 

(a} 7r(k) 2:: O, k ES, 

(b} L:keS 7r(k) = 1, 

(c) 7r(k) = L:;es 7r(i)P;k, k E S._ 

Not~: Lrui ecuaciones dad~ en (a}.(b) y'(é) de. la Definición 1.2.16 son 
llamada.5 ecuaciones• de· balance· total. 

Teorema · l.2.J.2; s:~ S. el ~s;d~io~~ ~st~dos de una cadena de Markov 
X = {X n : n ;::: O}. discreta; homogénea. en el tiémpo, con matriz de transición 
de m pasos p<m>. Si X eá recurrente posÚiva y aperiódica, entonces existen 
números 7r(k) >O, k ES, tale3J¡ue }. , 

lim. p(?l = ;(J)í··. pa;ra Íod~ estado j E S, 
n-+ex> iJ . ,: 

independientes del estado inicial i, ·donde 7r(k) estan determinadas por el 
siguiente sistema de ecuaciones . 

(a} 7r(k) >O, k E S, 
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(b} L:keS 7r(k) = 1, 

(c} 7r(k) = L;es 7r(i)Pik• 

Demostraci6n. Ver por ejemplo Karlin y Taylor (1975) y Ross (1996). O 

Definición 1.2.17. Sea X= {Xn: n;:::: O} una cadena de Markov discreta, 
homogénea en el iiempo,· con espacio de estados s y matriz de transici6n de 
m pasos pCml, Cuando existe el limn-+oo P¡~n), para todo j en S, el límite es 
llamado la distribución l<mite de la cadena de Markov. 

. . 
Observación: Por el Teorema i.2.12 se sabe que si la cadena de Markov 

es ergódica, entonces la distribuCión límite existe y es la única distribución 
estacionaria de la cádena. · · 

-· ... ~.·. ~~,-~. 

1.3 Cadenas de Markov. a tiempo continuo 
... , .: _·.; ·-.-~~-'.:,:·: ~·,'' 

DefiniC:ión ia.i.'Sea 'X':; {X/: 'i-e [O, oo)} una cadena de Markov conti­
nua con espacio de estádos S.:~Sii defi~en las probabilidades de transición 
de X en un espacio·-de-tiempo't;- como: 

: . . ·'.: 

P;J(s, s +t) =. P(X~+/;,;, jjX, = i), i,j E S, s, t 2: O, 

donde para todo s ;:::: O, 'se define.' 

: . . {l, 
P;J(s, s) = Ó¡J = 

O, 
si j = i 
si ji' i. (1.14) 

Análogamente al caso discreto cuando las probabilidades de transici6n no 
dependen des, se dice que X es homogénea en el tiempo. En este caso las 
probabilidades de transici6n al tiempo t, se denotan por: 

con 

P;J(t) = P(Xa+t = jjX, = i), i,j ES, s, t 2: O, 

P;J(O) = ÓiJ = {
1

• o, 
si j = i 
sij =F i. 

(1.15) 
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Definición 1.3.2. Sea X ={X, : t E (O, oc)} una cadena de Markov conti­
nua con espacio de estados S, a la matriz que contenga como elementos las 
probabilidades de transición en un espacio de tiempo t será llamada matriz 
de transición de X al tiempo t y será indicada por: 

P(O, t) = (Pij(O, t));JES• t ~o. 

en el caso que X sea /iomogénea: 

P(t) = (P;;(t))iJes, t ~o. 

En el caso de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov para las cadenas 
de Markov continuas, se tiene que son análogas al caso discreto como se 
podrá observar en el siguiente teorema. 

Teorema 1.3.1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. 
Sea X = {X, : t E [O, oo)} una cadena de Markov continua en el tiempo 
con espacio de estados S, y matriz de transición al tiempo t ~ O, P(O, t) = 
(P;;(O, t))iJes, entonces para todo i,j E S y paras, t, r ;::: O, r < t, se vale: 

P;;(s, s + t) = L P;k(s, s + r)Pk;(s + r, s + r + (t - r)), 
keS 

en forma análoga al caso discreto cuando X es homogénea en el tiempo, se 
tiene: 

P;;(t) = L; P;k(r)Pk;(t - r) .. 
kES 

Demostración. Es análoga al caso .discreto. o 
En esta sección se presentará una forma al¡erna de tleflnii' ~nB. cad~na 

de Markov coiitinua en el. tiempo. ·Para este fin se necesitará el concepto de : 
proceso semi-Markov que se dará a continuación. ' · <,: · · · 
Definición 1.3.3. Un proceso estocástico a tiempo ~~nún·u~.:x = {Xi : 
t E (O, oo)}, con espacio de estados S = {O, 1, 2; •. ~}; se Uama proceso semi­
Markov si cada vez que entra al estado i E S, se tiene ·que: 

(a) el siguiente estado que entra seráj ES, c~n probabilidad P;;, E;es P;; = 
1, 
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{b) dado que el siguiente estado al que entrará es j E S, el tiempo de 
permanencia en i antes de cambiar a j tiene distribución F;;. 

Definición 1.3.4. Sea X = {X1 : t E (O, oo)}, un proceso semi-Markov, 
con espacio de estados S. Sea X~ la variable aleatoria que indica el n-ésimo 
estado visitado por el proceso X, entonces X' = {X~ : n = 0, 1, 2,. .. } es 
una cadena de Markov discreta y es llamada cadena de saltos de X, si 
satisface que: · 

i,j ES, n;::: O. 

Definición 1.3.5. Úna cadena de Markov en tiempo conÚnú~ X.·= 
{X1 : t E (O, oo)}, con espacio de estados Ses un proceso seini:Markov, tal 
que: 

(a) dado que X está en el estado i ES el próximo e~tado ~e;dj.E S, .j.¡, i, 
con probabilidad P;;, donde L:;;.!i P;; = 1, . · · - · · 

{b) F;; · es una distribución exponencial con parametro ~;, es decir, si r;;. es 
el tiempo de permanencia en i antes de pasar a j 1' i, r;; no depende 
de j, así que se toma a r;; = T¡ y se tiene:. 

P(r; > t) = e-vot. 

Nota: Si v; = oo, i E S, i es llamado estado instantáneo, en el caso 
que v; = O, i es llamado estado absorbente. De ahora en adelante se 
considerará que para i E S, O ::; v; < oo. 

Definición 1.3.6. Sea X = {X1 : t E (O,oo)} una cadena de Markov 
continua homogénea en el tiempo con espacio de estados S, cuya cadena de 
saltos tiene probabilidades de transición P;;, i,j E S. Para i,j ES, i .¡, j, 
se tiene que la tasa de transición del estado i al estado j, indicada 
por q¡;, es definida por: 

q¡; = V¡P¡;, 

donde V¡ es la tasa de permanencia en i antes de pasar a j. 

Observación: Note que pani i,j ES, i .¡, j, se tiene lo siguiente: 

L<J¡;=V¡, 
j;.!i 

(1.16) 

(1.17) 
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dado que 
Lq;; = ¿v;P;; = v;¿P;; =V¡. 
J#i j#i j#i 

Definición 1.3. 7. Sea X = {X1 : t E (O, oo)} una cadéna de Markov conti­
nua, homogénea en el tiempo con espacio· de estados S y tasas. de transición 
q¡;, i,j E S. Se definen las probabilidades de transición infinitesima-
les de X por: · · · · 

P;·(h)=·{q;;h+C'l(h), Ii'i 
J 1 - V¡h + o(h), j= Í; ' 

en donde el término o(h) indica que limh-+o ~·,,,;·'(). :.:·:. ·, .. 

Algunos ejemplos de cadenas de MarkC'lv conÚÜ~~.iy ¡;(')~~géncas e~ el 
tiempo serán dados a continuación. " )" 

(a) Proceso de nacimiento y muerte 

Definición 1.3.8. Sea X = {X1 : t E (O, oo)} una cadena de Markov 
continua, homogénea en el tiempo con espacio de éstados S = {O, 1, ... }.'Se 
dice que X es un proceso de nacimiento y muerte si para i,j ES, i ,¡, j, 
se tiene que: · 

q¡; =O siempre que li - il > l. 
Observación: Note que un proceso de nacimiento y muerte es una ca­

dena de Markov, en donde las únicas transiciones que pueden tener proba­
bilidad positiva de ocurrir se dan del estado i al i + 1 o al i - l. Cuando 
pasa lo primero se dice que ocurre un nacimiento y en el otro caso ocurre 
una muerte, por lo cual se refiere a las tasas de transición como tasa de 
nacimiento y muerte. 

Definición 1.3.9. Sea X = {X1 : t E (O, oo)} un proceso de nacimiento 
y muerte, con espacio de estados S, tasa de transición q¡;, i,j E S, i ,¡, j. 
Para i ES, se definen la taaa de nacimiento A¡ y la tasa de muerteµ; 
de X como sigue: 

(a) Cuando S ={O, 1, ... , N} 

con AN = /lo = O. 

..\¡ = q¡ i+ll i = O, 1, 2 .•• , N - 1 

µ¡ = q¡ i-11 i = 1, 2, ... , N, 
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{b} Si S = {O, 1, ... } 

con ¡10 =O. 

A¡ = q¡ ;+i. para toda i E S, 
µ¡ = q¡ i-1' i = 1, 2, ... , 

(c) En el caso que S = { ... , -1, O, 1, .. ;} 

A¡= q¡ ;+i. y µ¡ = q; i-t• 

para toda i E S. 

Observación: Como se tiene que V¡= L:;;;;; q;¡, entonces: 
. ' . .· . 

(a) Cuando S ={O, 1, ... , N} 

:v; =A;.+µ;, con i = 1, .. .,N-1, 

con VN = ">.N,-Y, v{~ µ 0 • Ento;tces por (1.16), se tiene que las probabi­
lidades de transición de la cadena de saltos x• asociada al proceso de 
nacimient~ y muerte X, están dadas para i ES, por: -

q; i+i A; 
P; i+I = -- = ---, i = O, 1, 2 .. ., N - 1 

V¡ A;+¡t¡ 

P¡ ·¡-1 = q¡ i-t = --1!:!__, i = 1, 2, ... , N. 
Vj A;+µ¡ 

(b) Si S ={O, l, ... } 
V¡= A;+µ;, i = 1,2,. . ., 

(L19) 

(1.20) 

con vó = Ao. Análogamente al apartado (a), se tiene que las probabi­
lidades de transición de la cadena de saltos x• asociada al proceso de 
nacimiento y muerte X, están dadas para i ES, por: 

A; 
P; i+I = -¡----+ ' i = o, 1, 2 ... 

"' /t¡ µ¡ 
P; i-1 =A¡+ ¡i;' i = 1,2, ... , 



Cadenas de Markov a tiempo continuo 27 

(c) En el caso que S = { ... , -1, O, 1, ... } 

V¡=..\¡+µ;, i E S. 

Por lo tanto las probabilidades de transición de la cadena de saltos Xª 
asociada al proceso de nacimierlto y muerte X, estarían· dadas para 
i ES, por: 

..\¡ 
P¡ i+I = ,..---+ ' 

Aj µ¡ 
' Jl; 

P; i-t = -,--, i E S. ,.,+µ; 

Definici6n 1.3.10. Sea X ={X, : t E (O, oo)} un proceso de nacimiento y 
muerte, con espacio de estados S. Sea i E S, cuando las únicas transiciones 
que pueden tener probabilidad positiva de ocurrir se dan del estado i ali+ 1, 
se tiene que a X se le llama proceso de nacimiento puro. En el caso que 
las únicas transiciones que pueden tener probabilidad positiva de ocurrir se 
den del estado i ali - 1, a X se le llama proceso de muerte pura. 

Con lo que respecta al tiempo de permanencia de la cadena en el estado 
i E S, antes de saltar a un estado j E S, j f. i, se tiene que la distribución de 
este tiempo de permanencia es exponencialmente distribuido con parámetro 
v¡ = µ 1 + ..\;, por la definición de cadena de Markov continua con espacio de 
estados S. 

Un ejemplo de proceso de nacimiento y muerte será estudiado en el 
Capítulo 2 de esta tesis. 

{b) Proceso de Conteo 

Definici6n 1.3.11. Un proceso estocástico N = {N(t): t_;:: O}, se dice que 
es un proceso de conteo si N(t) represénta e_l número ,tótalde e,ventOs que 
han ocurrido al tiempo t. Entonces un proceso de conteo satisface: 

(i) N(t) ;:: O, para t_ <:: o .• 
(ii) N(t) es un valor ent~ro, ;~r~-todó t :>O. 

·· • ·.i .',: •.:1··.c ·.·•, -

(iii) Si s < t, con s, t ::! o,_ ent~nc~~.N(~) ::;· N(t). 

(iv) Para s < t, s, t ~ O, j.¡éO ~- JV(s) es igual al número de eventos 
ocurridos en el interúalÓ ( s, t] 
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Definición 1.3.12. Se dice que un proceso de conteo posee incrementos 
independientes si el ntímero de eventos que ocurren en intervalos de tiem­
po disjuntos son independientes. Un proceso de conteo se dice que posee 
incrementos homogéneos en el tiempo si la distribución del ntímero de 
eventos que ocurren en algun intervalo de tiempo sólo depende de la longitud 
del intervalo. 

(c) Proceso Poisson 

Definición 1.3.13. El proceso Poisson es una cadena de Markov conti­
nua X= {X1: t E [O, oo)}, con espacio de estados S = {0, 1, 2, ... }, con tasa 
de cambio >. > O, en donde las probabilidades de transición infinitesimales 
están determinadas de la siguiente manera: 

(i) P(X1+h = k + llX1 = k) = >.h + o(h), k E S. 

{ii) P(X1+h = klX1 = k} = 1 - >.h + o(h), k E S. 

{iii) P(Xt+h = jlX1 = k} = o(h), si j - k ?: 2, j, k E S. 

Adicionalmente X debe cumplir que X 0 =O. 

Considérese una cadena de Markov X con espacio de estados S = {O, 1, ... } 
en donde el tiempo de permanencia en todos los estados es el mismo, es de­
cir, tome v; = ,, para tocios los estados i E S. En este caso la cantidad de 
tiempo en cada estado durante una visita se distribuye exponencial con tasa 
v, se sigue que si N(t) denota el número de transiciones de X en el tiempo 
t, entonces N = { N(t) : t ?: O} será un proceso Poisson con tasa v. 

Definición 1.3.14. El proceso de conteo N = {N(t) : t ?: O}, con espacio 
de estado S = {O, 1, 2, ... } es un proceso Poi1111on con tasa >. E IR, con 
>. > O, si: 

(i) N(O) =O. 

(ii) El proceso tiene incrementos independientes. 
. ' ··· .... ·.· ' 

(iii) El número de eventos im, algtín intervalo de longitud t se distribuye 
Poisson con media'>.t,'es deCir,.'paro todas, t?: O, se tiene , 

.... ·,· P(N,;.~!i .. +nJt~~'.i~(; · n ~ 0, 1¡2, .;~ 
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1.3.1 Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov 

Lema 1.3.2. Sea X = {X1 : t E (O, oo)}, una cadena de Markov continua 
homogénea en el tiempo con espacio de estados S y P(t) = (P;;(t));;es su 
matriz de transición al tiempo t, para i,j ES se tiene que: 

(a) lim,...0 •-~;;{t! = v;, 

{b) Iim,_.o P;\(t) = q;¡, i i- j. 

Demostración. Ver Karlin y Taylor (1981). o 
Teorema 1.3.3. Ecuaciones hacia atrás {backward} de Kolmogo­
rov. 
Sea X = {X, : t E [O, 00)}1 Una cadena de Markov continua homogénea 
en el tiempo con. espacio de estados S y ,matriz ·de transición al tiempo t, 
P(t) = (P;;(t));;es. entonces para tOda i,j ES y t.~ o, se cumple que: 

P/;(t) ~{i f: ~Ú;ki'fo _:_·~;P;;(t). (1.21) 
· · k~;. kes 

Demostración. Sean i, j E S', t ~ O, se tiene que: 

p!.(t) = lim P;;(t + h) - P;;(t) 
IJ h-tO /¡ 

Note que uno de los términos involucrados para obtener P/;(t) es P;;(t + h), 
el cual puede ser escrito de manera conveniente utilizando las ecuaciones de 
Chapman-Kolmogorov para obtener las ecuaciones (1.21). Note también que 
en estas ecuaciones las tasas de transición son del estado i a un estado k. De 
esta forma se considerará primero la probabilidad de transición en un espacio 
de tiempo h y después en un espacio de tiempo t, como lo indica la siguiente 
figura: 

Por las ecuaciones de Chapman-Kolm()gorov se tiene que: 

P;;(t+h)= EP;í.(h)fk;(t) 
, kES · , 

E P;k(/1)Pk;(t) + P;;(h)P;;(t). 
k#, keS . 
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Entonces 

P;;(t + h) - P;;(t) = E P;k(h)Pk¡(t) + P;;(h)P;;(t) - P;¡(t) 

E P;k(h)Pkj(t)+(P;;(h) :- l)P;¡(t). 
k'IU, kES 

Ahora si se divide por h, se tiene que:.·.::. 

P;;(t + '1i- P;¡(t) = k[·.·'f ',P;kC~)fk;(tl:~.·(P;i(li> .. -··.1)P;¡(t>] . 
k~1, keS ,, . , .. :: . '- - ·· . . -· ·.·, 

Ahora se tomará el límite cuando /i':ti~~~Ü a cero:; 'si~ embárgo como el 
espacio de estados S de X es finito a·c·ontable;se analizarán ambos casos por 
separado. :>,.: :;•· ·· :•: ·.· '·. ?·- .p ;' 

Caso l. Si el espacio de estadl)S_ S es' finit,o; ::'; ; } /_ 

l' P;¡(t + h) - P;¡(t) . l' 1 ( ~ :,¡j;, ·m;j(I}:, d:\;~(~J)P(t)) 
.~ ,. · ~;~~~¡,¡if ~;; f ~~~¡'~~,c~"J~:.c~>> :.e•> 

, .. ·,;_k~til~~~k;\t>~~·,;~fü?~:<:~ ·>:·'. 

l~i: :;,.E~~1~~iJ~i~~~¡~;~j~m~;;~~ Pu(/•))P,,;:)!
2
; 

Por el Lema• 1.3.2 se tiellé q~e'.e.xiste el siguicíite}ímite: -
· · ... · ..... ·.·: .. >~·:·.·~ 1 N·~~fi;i;c10r .. ·.,? '.-· -·· · 

'··;·\,:~_: .. \~···;·, . 

así que só1ci se tiene qüe áliá.nzar e1 ?~'.í'nC'(tériTiinade la<lo derecho de ci.22). 
-. :.::~' . . ' 

Se tiene por definición que .... •, :, ¿.,.: ... -
-' liminfdh ~li~~~p~¡,. · · 

h-!O '·.... ' .. h.:...+O. · 
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Se dice que limh-+O ah existe cuando lim infh-+O ah = lim suph-+o ah, en tal caso 

lim infah = lim ah= limsupah. 
h~O . h-+0 , h-+O 

Por lo cual si se demuestra qÚe 
-·, ·:.' . 

1 . . . ·: ·;. · .. ·,· 1 
lim iJ1f h L P;k(h)Pk;(t) <:: L}q;kPkJ(t) ,<:: li.m sup T .L; P;k(h)Pk;(t), 

h-+ k:¡éi, . '"···,_ . .,·,~· kjl.i, '< . . "<· .h-+0 .' i k#;:i, kES. . kES , ; . ' kES 
se tendrá lo qile ~~ 'desea. •·· 

TomeN>CJ, .Nfijo, entonées: 

lim inf-
1
1 

·""' P;k(h)Pk;(t) ;::: lim inf -
1
1 "°' P;~(h)Pk;(t) 

h-+0 l. L.;_, . : . h-+0 . l. . L...,, 
k,.i, kES · · .· · . k5_N, k,.i 

~ L :···(limiJ1f P;k(h)). Pk;(t) 
k!,N, k,.I .· h:-'. J¡ .· 

~ E Iim P;k(h)Pk;(t) 
. h-+0 .. k!,N, k,.I 

. ~. ' E q;kPk;(t¡. . 
k5.N, k,.I 

·, . - -.- .. ; .. 

Como se tomó N arbitrario, entonc~s'para todo N > O, vale 

liminr.!. }]: P;:(J~)AJ(t})~ :·t' q;kPk;(t). 

Por 10 cual· h-+o. h,;;s;Jf '.<' ··~.~·-·· '.f/: /s.N; k,.i_ 

.· .. H[J~!-~'.~if.i~~i~(1t~8f~.i;:~:~e~,.;q1kPk;(t): 
(1) Como Ses finito¡ el Hm.ite:de,la suma.es la suma.de los límites si cada uno 

de estos existe:.,·:·.. . · ·' .. ::·;;;:i: ":•. ·' •. :_:.:::•; ·•,: 
(2) Por.el L~'ma.' i~~.2:·;; •·'.' ,, . :''.., >, ' . . 

. (3) Por propiedádcs d(?, limité inferior~ < ) 
(4) Cuánd~ un Umité''.;xistc e~ iguala sÚ Hniitc inferior . 

. ·-. . .. -··:", . 
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Por otro lado para N > O, N fijo, N > i, 

Entonces 

l . '°' P;k(h) ( ) 
1111 sup L.,; -

1
--Pk; t 

h-tO k:¡l:.i, kES z.. , . 

Cadenas de Markov 

~ :E Iirrisup P;k(li)?k;(t) Ju~su~ 1 - P;;(h) - :E limsup P;k(h) 
k$N, k~i. h-->U.:· ·. h - ' ... , ·:h-->0 . h . k$N, k~i h-->0 h 

~ -:E q;kPk;(t)~ ~¡:::.. :G± 
k!fN, k:Fi · .. :.~~·~::· ~Sf:!• ~#:( 

Entonces para~tóda /'{_.;> i, se tiene~ 

"~!~' .. ~,,~\~;~~~'!,~~~t;;~,[¡Jtb . . . . .. 
De nuevo tomandó el líníite cuaridó'N,tiende'a infiriitó, sé obtiene lo siguiente: 

Ho~_:~rJLP~t.¡:1''~~i~~f ~\j~}f .=~#. ..... 
·~ •· _;;i; '··. -•.• • ' 

Entonces 
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Por lo tanto 

lim sup ~ L P;k(h)Pki(t) :::; L q;kPki(t) 
h-+O k>/<i,kES k#i,kES 

:::; li~jpf ~ L P;k(h)Pkj(t). 
. k>/<i,kES 

Por lo tanto 

(5) Es válido porque O :5 P;;(t):::; 1, i,j e S, t ;:>:O. 
(6) ·Por propiedades de probabilidad de transición. 
(7) Propiedades de límite superior. 
(8) Válido por (1.17) 
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Teorema 1.3.4. Ecuaciones hacia adelante (forwarcl) de Kolmogo­
rov. Sea X = {X1 : t E (O, oo)} una cadena de Markov continua homogénea 
en el tiempo con espacio de estados S y matriz de transición al tiempo t 
P(t) = (P;j(t))ijes. entonces para toda i,j ES y t ~O se cumple que: 

p¡i(t) = L P;k(t)qki - v;P;;(t). 
k>Fj, kES 

(1.23) 

Demostración. Se hace de forma similar al Teorema 1.3.3, pero tomando 
supuestos extras, ver por ejemplo, Karlin y Taylor (1981), Norris (1997), 
Ross (1996). O 

1.3.2 Las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov para 
proceso de nacimiento y muerte 

Ahora se analizarán las ecuaciones diferenciales hacia atrás y hacia adelante 
de I<olmogorov, para el proceso de nacimiento y muerte. 

To~ando a S = {O, 1, ... },se tiene por (1.21) que: 
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P/;(t) = ¿ QikPk;(t) - V¡P;;(t) 
k#i, keS 

~ q¡ i-IPH ;(t) .+ q¡ ;+1P;+1 ;(t) - V;P;j(t) 
(2) ' · .• ·. ..•. . .· .· . 

= µ;P;-1 ;;(t) + .X;P;+I ;(t) ,..- (.X;+ µ;)P;;(t). 

Observe que cuando i ,;.Ó la ecu~~iónse silllpiifica'~a que por la. Definición 
1.3.9 µo= O, de esta.fornia;-sé:Valé'lo'siguiente: .. · •. 

•;: -¡(;~:;•e• .\:,':Y.:~:,'~:). ,::"L.•. ',_:·_.~.'·.· > ;- ' 
P¿;(t)'= -XoP1j(t);:A~·Poj(i),f·'f ··; ·~:·~\ ~·.··.·.··· 
P/;(t) = Jt¡P;-1 ;(t) +:x;P;~¡ ~(t) :::.··e.xi+ Jt;)P,¡(t), · i 2! l. 

' , 1 ' " , • C' 

En cuanto a l~ e¿~·~;;i;i~~s ~a6iifad~l~~i;d~~¡(~l~d~<iro~; se tiene por el 

Teorema. l;;;:J)º1i\u~t}j~f 1·I;J$iii{J;ji3·i;\""J~ .. ····• · · 

· ··. -.i· · ~:~?.:JJ~:~~.j~).:f iA;~i5'.'.)+~~·~.~J~j ·•·· ... · 
• ~);i.;P;;~;(tf+·µ¡~~~j~'i(t); (-Xj+ ¡i¡)P;j(t). 

·: ... ··c. ·,,:.. .· .,. .: :· _:_:::!_ .. ••· . '.L!'.~ ' -. . • - ·-

De forma ~nálogakl~c¿~ac!i~lies Íiacl~atrás d~ i<oimogoróv, cuando i =o 
la ecuación sé simplifica; por lo tanto se vale: . . 

P/0(t) = µ1P;;(t)::.; .X;P;0 (t), 
P{;(t) = ).¡.::.¡P; ;-1 (t) + /lJ+1P;;+1 (t) - (.X;+ µ¡)P;;(t). 

(1) Cómo X es un proceso de nacimiento 
k, i,k ES, Qik =O, cuando li - kl >l. 

(2) Es válido por la Definición 1.3.9. 

2! 1 

(1.24) 
(1.25) 

,¡,, 

Una de las razones por la cuales las ecuaCiories diferenciales de Kolmogo­
rov son importantes es que a partir de ellaS sc'puéde'obtcnéi:las'probabili­
dndes de transición al tiempo t de una caderÍa de Markov.cóntiiiua,· cómo se 
podrá observar en el siguiente ejemplo.' ·· . , · · ·"'· · · · 
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1.3.3 Caso especial: Cadena de Markov de dos estados 

Considérese una cadena de Markov continua homogénea en el tiempo, con 
espacio de estados S ={O, I}, donde el tiempo de permanencia en el estado 
O antes de hacer una transición al estado uno es exponencial con tasa ,\, 
y el tiempo de permanencia en estado uno antes de entrar al estado O es 
exponencial con tasa /J., entonces 

Q10 = µ, Qo1 = .\, 

dado que L:i,.i q¡; = v;, se tiene que: 

Vo = L Qo; = Qo1 = ,\ Y 
j,.O 

111 = E Qlj = Q10 = µ. 
·;,.1 

Observe que esta cadena es un proceso de nacimiento y muerte por lo cual 
las ecuaciones hacia adelante de Kolmogorov están dadas por: 

P~0(t) ~ µPo1(t) - .\Poo(t) 
(2) . o - : : 

= µ(1 - Poo(t)) - . .\P00 (t) 
= -(,\ + µ)Poo(t) + µ, 

ya que P01 (t) = 1 '."" Poo(t). · Porlo cual para obtener Poo(t) se resolverá la 
ecuación diferencial ordinaria 

P~0 (t) = -(,\ + µ)Poo(t) + µ, 

de la cual se ti~rie que: 

Pi:a(t) + (,\ + µ)Poo(t) ,,,; ~. -
De esta for:Ua multiplicando a~bos Iad~s lá ~cu~ción por e<Hµ)t, se tiene 
que: 

(1.26) 

Note que: 
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Por lo tanto (1.26), se puede escribir como: 

~[e<~+i•lt Poo(t)] = ¡1e<H1•lt. 
dt ' ' 

Integrando a ambos lados con respeéto al, Úempo, se tiene que: 

J ~ (e<~+µJt Poo(~llii~;/ ~(e<Hi•l')dt . 
. '· .. · ' -.-_-:>.:·'.',;'•"'·:-o;;:· ':'.i·· ... _', '• 

y por lo tanto 

;·:·;:. entonces 
. . . Poo(t),,,; ~·~ ~~'.-l-;1~·-cu,"> 1 :i (1.27) 

Por (1.15) se tiene que queP00 (0).=":1,'entonces (1.27) evaluada en t =O 
;L ,.,- ' ' 

es: 
1 =;.~~·µ+~.' 

,. de donde .. : X·; : 
e"".,\+µ· 

R .(t) = J.;>+·····>.> e-<Hµ)t 
00 .. · ,\+µ·.>.+µ.·· .. 

Po.- lo tanto 

De forma similar, se obtiéné qú~: ,;.: 

. :~l.'.·~t/==~;~;~:~;~,\··~>-(~+µ)t, 
Con respecto a P01 (t) y ÁJ(t·)'.q~~<l¡ri'~~te~~i~aélas de la siguiente manera: 

. P,;;i) :: f~~A~;~"L,;~IM•I•)• 
>.+¡t.>.+µ 

=;_>._. (1.-'- e"°(Hµ.)t). ). + µ . 

(1.28) 
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Y en forma similar, se tiene: 

(1) Por (1.24). 

P1o(t) = _µ_(l - c-C>.+µ)t) • 
.>. + µ 

(2) Por propiedades de probabilidades de transición. 

1.3.4 Probabilidades límite 
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En esta sección se presentará una fornía de obtener la probabilidad límite, 
cuando ésta existe, en el caso de cádenas de,Markov continúas; Se empe-
zará con algunas definiciones. . ' - ·- · · · 

Definición 1.3.15. Sea X -;:::: O una vári~ble alc~t~ria. Se dice que X es 
reticulada (lattice}, si existe un_ entero _f -;:::: _O, _fal que: · : · 

00 . :.· - ¡,- ,'.·',. 

EP<x ,,;ne),,; 1, 
n=O 

es decir, X es reticulada si sólo toma valores múltiplos· de f, p~:;.d dlguna f 
no negativa. La f más grande que cumple esta propiedad es el perlÓdCJ de X. 
Si X es reticulada y F es la función de distribución de X, entonces s·e dice 
que F es reticulada. - · 

Definición 1.3.16. Sea X = {X1 : t E [O, oo)} un proceso semi-Markov, se 
dice que el proceso es irreducible si la cadena de saltos X' = {X~ : n = 
O, 1, 2 •.. } asociada a X es irreducible. 

En los siguientes teoremas r¡ denotará la esperanza de tiempo de perma­
nencia por el proceso semi-Markov en el estado i antes de pasar a un estado 
j. Adicionalmente T;; indicará el tiempo entre transiciones sucesivas en el 
estado i, y r;¡ = E[T;;] indicará el tiempo esperado de regreso al estado i. 

Teorema 1.3.5. Sea X = {X1 : t E [O,oo)} un proceso semi-Markov ho­
mogéneo irreducible con espacio de estados S y con T¡¡, i E S, no reticulada 
con media finita, entonces: 

P(i) =,l.!_.~ P(X(t) = i[X(O) = j), 

existe y es independiente del estado inicial j ES, además para i E S, 

P(i) = .!:!.. 
Tii 
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Demostración. Ver Ross (1996). o 
Teorema 1.3.6. Sea X = {X1 : t E (O, oo)}, una cadena de Markov conti­
nua, homogénea en el tiempo, irreducible con espacio de estados S, tal que 
T¡¡, i E S, es no reticulada. Supóngase también que la cadena de Markov 
anidada ó cadena de saltos X' = {X~ : n 2: O} asociada a X, es recurrente 
positiva y con distribución estacionaria ,.• ( i), i E S, entonces: 

P( ') ¡· P(" ·¡x' ') ,.•(i)r; 
i = 1m ·"t = i o= J = ._.... ( ') . 

t-+oo ~Jes w• J ri 

Demostración. Ver Ross (1996). o 
Teorema 1.3.7. Sea X= {X1 : t E (O, oo)} una cadena de Markov continua 
homogénea en el tiempo, con cadena de saltos x• = {X~ : n 2: O} con espacio 
de estados S, y suponga que las condiciones del Teorema 1.3. 6 -son válidas 
para X, entonces existe el límite de probabilidades: 

y está dado por 

P(j) = 11!,~ ~J(t), 

~ 
P(j) = ¿; ,,, .!ó!.ill • 

ies v¡ 

(1.29) 

Demostración. Es-inmediata ya que se tiene que se cumplen las_condiéiones 
del Teorema i:3.6,· y además r¡ = 1/1'¡ para toda i E.S, por lo cual_ 

o 
Proposición 1.3.8. Sea X := {X1 :_ t E (O, oo)}, una cadena de Markov 
continua homogénea en el tiempo, con espacio de estados S, ·y suponga que 
las condiciones de los Teoremas 1.3.6 y 1.3. 7 son válidas para X, entonces: 

(a) { P(j)}Jes cumple condiciones_ análogas a las de la distribución esta­
cionaria para cadenas discretas, es decir, 
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(i) P(j) ~ O, j E S, 

(ii) E;es P(j) = 1, 

(iii) P(j) = .Eies P(i)P¡;(t), 

(b) Se tiene la siguiente identidad: 

j E S. 

v;P(j) ,;, L v¡P(i)P;¡, 
ies 

''. ', 

o en forma ei¡uivái~~t~ : 

; '.,:.···· .. :·· ..•.•. : .•. ·_ ............ ~JP(j)= L P(i)q;;. . 
, · ·. · -·' ··. ~es · · 

(1.30) 

(1.31) 
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Como q;; = v;P;¡ entonces se tiene la equivalencia 

v1P(j) = E P(i)q;¡. 
ieS 

(1) Es válido por (1.29). 
{2) Es válido ya que 7r'(i), i E S, es la distribución estacionaria de la cadena 

de saltos asociada a X. · O 

En particular, las probabilidades límite del proceso de naclmiento y muer­
te se verán en el siguiente teorema. 

Teorema 1.3.9. Sea X= {X1 : t 2! O} un procesode nacirTlie~to y muerte 
con espacio de estados S = {0, 1,. .. }. tasa de nacimiento >.;,''.·i'e'·s. y tasa de 
muerte ¡1;, i e S, dadas como en la Definición 1.9.9. 'Si se cllmple que: 

~ >-m-1>-m-2 ... ).¡).. O 
L.,¿ ---"'-'-~--- < oo, . 
m=I µmµm-1• .. µ2µ1 

entonces las probabilidades límite de X están dadas por: 

; .·:·~.' =1''..:;~~: )'~·-,· 

~;;:o~~'::ción. P~r,(L3~) ~~~i;:!:~ ~;-·H1;~tº¿~~o·'~é naci~iento y muerte, se 

,,,;,·,.ríf ~l:~·iWt~W~~i;~~~V;,t}~~t'· ;.··~ ;.s 
Y P;o1~~a~t~;{o,;~;\~ .. }.~~Vi~n~i\p~rI/~efi,nkiónL3.9 se tiene que µ0 =o 

-'oP(6rLt)Úi; .. ·· 
· (>.n '!-iln)P(ri),,;,i.'>.~_'¡P(ñ ::.C l)+ ¡1~+1P(n + 1) 1 n 2! l. 

(1.32) 
(1.33) 
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Para obtener las probabilidades límite del proceso de nacimiento y muerte 
se hará uso de la siguiente igualdad, la cual se demostrará por inducción en 
n. 

(1.34) 

Para n = O es verdad por (1.32). Se demcistrará que (1.34) se. cumple 
para n = 1, por (1.33) se tiene que: · · · 

y por ló tanto 

.x1P(1) .= ~fPúi tA;~c2J,:f:'µifC~l.¿ ·µ;PC2l: 
Suponga ahora que s~ ~u~pl~ (1.3'4)'~~~¿'¡i ~; kl ~~. deci~, 

·.,.·:é~k~·Ck)"~?4f~;~ckf iJ:··•· 
;i:~;:~=~raráque (f,f:4ü~+~e;Í,~·~~t~·~y~.'~b:1.:Denuevo por {1.33), se 

. c.xk+1+µ1,fo?ck.+fü~··i~fü~l;,f µf¡2l'clc + 2), 

entonces ';:'~: ·;:-'.::'<· ·'" · :":<,>·· 

.Xk+1P(k+ 1) ~ µk+~'P(~+:~) ~·~k~(k)t_~k+1P(k CÍ: 1) 
(t)' :: ' ; :\':'''·'''>}' ::;,;;<'.': ·,(\·/· •. : •. ..:: ... ·. ' ... : . 
= µú,2P,(k,·f2)fµk:tíP(k.+ 1) 7'. µú1P(k+ 1) 

· .. ·.,,,; µ~i2P(k.-t'.2)>} •: ":•} . , · .. 
·~: '">:_',,; ,·.~ \•"·>¡./.'~~·;_(.'..~<·:. 

Por 10 tanfo ~¿ ticñ~ ~f~=%&/L:>:z;· < ... · 
P(n).='.::-7P(n -d); n 2:' l. (1.35) 

·::. :;·; \.:: ... -':.j·::.µ.n 'f:':~·.,,:,: •. ::: ;,,·~···~:.:'. 

Utilizando (1.35) se dcím;~trií'~á.:de ~u~~o ~or i~d~cción lo siguiente: 
. ; . ;,e ··,u:· - . ~ , - •-,-;;.· . . . ' 

(1.36) 
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(i) Paran= 1 por (1.34) se vale, ya que 

P(l) = ,\o P(O). 
µ1 

(ii) Se supone válido para n = k, es decir, 

P(k) = ,\k-l,\k-2···,\o P(O) . 
. . µk/Lk-1•••µ1 

(iii) Ahora se demostrará que se vale paran = k + 1, se tiene por (1.34) 

:.:~(k+ l) = µ~:?(k) 
• . . > .'· ~ .. '.,\k ,\Á,:..í,\k-2···,\o P(O). 

. µk+I µkµk-1••·µ1 

Por lo tanto se cumple(l.36); f>or ~trn ladb se tiene que ¿;es P(j) =l. por 
la Proposición 1.3.8, entonces •· · · · 

EPC~)·i~(O) + f,.,\m-1,\m-2•••,\0 P{O) 
n=O·: ; ·.. . m=l µmµm-1•••µ1 

= P(O) (i + t ,\m-1,\m-2•••,\0) ' 
.. ·. m=I /Lmµm-1•••µ1 

entonces 

y como 

se sigue que 

(1) Hipótesis de inducción.· o 
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Observación: Si L::;:'=1 ~;::;;~::~~.:~;~~· = oo, entonces P(O) = O y por 
lo tanto P(j) = O, para toda j E S. De esta forma, para que se tenga 
P(j) > O, j E S, es necesario que: , 

~ Am-JAm-2 ... ,\l,\o 
L...J--""-'"-'"'-~--'~ <oo. 
rn=I µmµ,,._¡ ,..Jt2µ¡ 
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Capítulo 2 

El modelo de Wright-Fisher y 
el modelo de Moran 

Uno de los temas de gran interés en el estudio de poblaciones en genética es 
la forma en que se dan los cambios en la composición de poblaciones, por 
lo cual se han hecho numerosas investigaciones y varios modelos han sido 
presentados. Entre las aportaciones importantes al respecto se encuentran 
dos modelos uno introducido por S. Wright y R. Fisher y el otro introducido 
por Moran, conocidos por el modelo de Wright-Fisher y el modelo de Mo­
ran, respectivamente (ver Feller (1951), Karlin y McGregor (1964) y Moran 
(1958)). Ambos modelos son de nuestro interés pues aún son utilizados en 
el estudio de la población en genética (ver por ejemplo, la parte desarrolla­
da en el Capítulo 5 de este trabajo). Adicionalmente se tiene que la base 
matemática de los modelos son las cadenas de Markov. 

En este capítulo se describirán primeramente las hipótesis comunes a 
los dos modelos. Posteriormente se describirá el modelo de Wright- Fisher 
seguido de la descripción del modelo de Moran. 

En ambos modelos se considerará una población cuyos individuos poseen 
un único progenitor (individuos haploides), que pueden ser por ejemplo los 
gametos, las células entre otros. Además se considerará un único locus en 
un cromosoma con dos alelos posibles que se indicará por a y A. En una 
primera versión de los modelos no se permitirá que un alelo mute a otro, pero 
posteriormente se permitirá que el alelo a mute al alelo A con probabilidad 
a 1 y que el alelo A mute al alelo a con probabilidad a 2 , con O s; a¡, a 2 < 1 
(note que a 1 = a 2 = O corresponde al caso sin mutación). En ambos modelos 

45 



46 El modelo de Wright-Fisher y el modelo de Moran 

la población tendrá tamaño fijo N ;:::: l. También se asumirá que los modelos 
son neutrales, es decir, el tipo de alelo del individuo no interviene en su 
capacidad de reproducción. 

Se considerará primero la versión discreta de ambos modelos y posterior­
mente se pasará a la versión continua del modelo de Moran. 

El objetivo de estos modelos es obtener información acerca de la compo­
sición alelica de la población a medida que el tiempo pasa, es decir, se desea 
saber cuanto alelos existen de cada tipo después de algunas generaciones o 
después de un cierto mímero de eventos de reproducción. Sin embargo se 
debe notar que si se tiene el tamaño de la población y el número de indivi­
duos de tipo a, se obtiene automáticamente el número de individuos del otro 
tipo (el de tipo A), por lo cual se concentrará en contar solo el número de 
individuos de tipo a después de cada evento de reproducción. 

Para el caso discreto en los dos modelos se denotará como Xn, n = 
O, 1, 2, ... a la variable aleatoria que indica el número de individuos de tipo a 
después del n-ésimo e\•ento de reproducción. Para el caso continuo Xi. t;:::: O, 
indicará el número de individuos de tipo a al tiempo t. 

Bajo las hipótesis que siguen los procesos demográfico y de mutación en 
ambos modelos hacen que el proceso X = {Xn : 11 = O, 1, ... } y X = {X1 : 

t ;:::: O} sea una cadena de Markov homogénea en el tiempo con espacio de 
estados S = {O, 1 ... , N}. 

2.1 Modelo de Wright-Fisher 

En esta sección se describirá el modelo de Wright-Fisher considerando que el 
tiempo es discreto. 

La demografía de la población que se considera para este modelo evolu­
ciona de la siguiente forma: considere una generación dada, los individuos 
de esta población son seleccionados con reemplazo uniformemente e indepen­
dientemente para producir un descendiente, cuando N descendientes hayan 
sido producidos, entonces el proceso de reproducción termina y los individuos 
de la presente generación mueren y son reemplazados por los descendientes. 

El proceso de mutación es dado por: un individuo de tipo a es seleccionado 
para reproducirse y produce un descendiente de tipo A con probabilidad a¡, 

en otro caso el descendiente es de tipo a. Por otro lado un individuo de tipo 
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A produce un descendiente de tipo a con probabilidad a 2 y en otro caso el 
descendiente tiene tipo A. Se tomará O$ a 1 , a 2 $ l. 

Sea X = { Xn : n = O, 1, ... } la cadena de Markov que cuenta el número de 
individuos de tipo a. Note que X tiene espacio de estados S = {O, 1, .. ., N}. 

a) Modelo sin mutación 

Considere primeramente el caso donde no se permite la·~utación, es decir, 
el caso donde a 1 = a 2 = O. A continuación se .obtendrán la8 probabilidades 
de transición de X. · 

Este proceso se puede ilustrar a través ~e l.a siguiente figura: 

Individuo 

1 2 ·. 3 4 s 

Figura 2.1: El color negro Indica un individuo de tipo a y el color blanco un individuo de Upo A. En 
este caso se tiene que sdlo el ler y 3er gen se reprodujeron en la primera transición (generación de O a 1) 1 

y para Ja segunda (generación 1 a 2) todos se reprodujeron excepto uno. 

Considere una generación dada, se dice que el sistema al tiempo n (n = 
O, 1, 2, ... ) está en el estado j, si se tienen j individuos de tipo a al tiempo n. 

Si esta generación progenitora tiene exactamente j individuos de tipo 
a (con j E S), entonces en cada selección la probabilidad P; de que un 
individuo de tipo a sea seleccionado para reproducirse (lo cual significa que 
un individuo de tipo a sea producido), está dada por: 

j 
P;= N' {2.1) 

y la probabilidad 9;,j ES, para que sea de tipo A (es decir, un individuo de 
tipo A sea producido) es: · 

N-j .j 
91. = --¡;¡r- = 1 - -¡¡¡, =. 1 - P;. (2.2) 



48 El mod~lo de Wright-Fisher y el modelo de Moran 

dado que los individuos son seleccionados uniformemente para reproducirse. 

Suponga que al Úempo n se tienen j individuos de tipo a, entonces las 
probabilidades de' transición quedan determinadas de la siguiente forma: 

P;k = P(.Yn+I = klXn = j) = G)PM{-k 
= (~) (-hr (N;j)N-k' (2.3) 

para j,k ES= {O, 1, .. .,N}. 

Observación: La forma de las probabilidades de transición dadas en 
(2.3) se debe a que si se considera un suceso como la selección de un indi­
viduo de tipo a para que se reproduzca y se tienen j (j E S) individuos 
de tipo a para elegir, entonces éste es un evento Bernoulli con probabilidad 
del suceso Pi• dada en (2.1). Por lo tanto dado que Jos individuos son se­
leccionados independientemente y con reemplazo, hasta que N descendientes 
son obtenidos, se tienen N ensayos de Bernoulli con probabilidad del suceso 
¡ii, j E S. De esta forma la probabilidad de que se tengan k individuos de 
tipo a en la siguiente generación queda determinada por Ja Binomial (N, Pi), 
pues equivale a tener k sucesos en N ensayos independientes de Bernoulli con 
probabilidad de suceso Pi· 

Teorema 2.1.1. Sea X= {Xn: n =O, 1, 2, ... } la cadena de Markov con es­
pacio de estado S = {O,!, 2, ... N} y probabilidades de transición P;k, i, k ES, 
dadas por (fl. S), entonces los estados O y N son los únicos estados absorbentes 
y 1, 2, 3, ... N - 1 son estados transitorios. 

Demostración. Note que las probabilidades de transición (2.3) de la cadena 
X estan dadas por la distribución Binomial (N,p;) y por tanto cuando se 
suman sobre todos los valores de k ES, se tiene que: 

entonces 

N 

L P;k = L P;k = 1, 
kES k=O 

N 

Poo = 1- LPo;,, 
i=I 
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y por (2.1) para j ES, se tiene que p0 =O, entonces para todo i = 1, 2, ... , N, 
se tiene que: 

es decir, Po; =O para todo i #O y por lo tanto P00 = l. De esta forma por 
la Definición 1.2.3 se tiene que el estado O es un estado absorbente. 

De forma análoga se demuestra que N es un estado absorbente pero ahora 
se utiliza el hecho que QN =O. 

Como O es un estado absorbente entonces por definición, se tiene que para 
i E S, i # O, N, el estado i no es accesible desde O, pero éste estado si es 
accesible desde i, con O < i < N. La razón es la siguiente: 

(N) ( · )º (N ')N (N ·)N P.o = O ÍV ;; i ;; i > O, O< i < N. 

Finalmente como el estado O es accesible desde j, j = 1, 2, ... , N - 1 y j no 
es accesible desde O, entonces se tiene probabilidad positiva de no· retornar 
al estado j, por lo tanto el estado j (1 $ j ::=; N - 1) es transitorio. - O 

b) Modelo con mutación 

A continuación se considerará el caso donde se permite la mutación, es decir, 
el caso donde a 1 > O y a 2 > O. Este proceso se puede ilustrar a través de la 
siguiente figura: ·- · 

individuos 

2 3 4 5 
Tiempo 

? • '.1 ! n=O 

n=l ~¿ n=2 

Figura 2.2: El color negro Indica un individuo de tipo ay el color blanco un Individuo de t.fpo A, Igual 
que en la Figura 2.1. En este caso se reprodujeron todoa excepto uno en la primera tranalcidn (gcneracldn 
de O a 1) y ocurrid una mutación en el ter. gen. Para Ja segunda transición (generación 1 a 2) también 
ocurrió una mutación en el 5to. gen y no se reprodujo el segundo gen. 

Se indicará nuevamente a Pí y Qj, j E S, a la probabilidad de que un 
descendiente de tipo a y tipo A sean producidos respectivamente. 
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En este caso se tiene que cuando existen j, j = O, 1, ... , N, individuos de 
tipo a en la población vale: 

j{l - a¡)+ (N - j)a2 
P; = N , 

ja1 + (N - j){l - a 2 ) 
q;= N . 

{2.4) 

{2.5) 

Observación: La forma de p;, j ES, se debe a que el evento de producir 
un gen (individuo) de tipo a es la unión del evento: . . __ . •·- · 
B={un individuo de tipo a seleccionado para reproducirse yleproduéé un _ 
individuo no mutante}, - - '-"< -
con el evento: . -i ... _ ._.• __ - • 

C={un individuo de tipo A seleccionado para reproducirsé y_reprÓdÚce:un 
individuo mutante}. "':,;;,(::.'(: (--::.-1;5y:, "·.'.:·.· 

Note que los C\'Cntos B y e son mutuálTlente elécliiyellt~s'daao que a 
cada selección de individuos para reproducir solamente ÜIIÓ-es ~eleccionado. 
Además, se tiene que para j, j = O, 1, ... , 1\f ;• _válc::•', · : ,•;.: -i.' :· · 

"'.-':-,. 

j 
P(B) = N(l - a¡) 

Por tanto P; = P(B) + P(C). 

Para el caso de q;, j E S, el argumento es análogo.' 

Si se considera un suceso como la reprodJc6i'ó~ de. un descendiente de 
tipo a y si se tienen j, j =O, 1, 2, ... N individuÓs en la generación progeni­
tora, entonces P; es la probabilidad de que uri sucéso ocurra. De esta forma 
por la misma justificación dada en el caso sin: mutación, se tiene que las 
probabilidades de transición para X son:.:::-·- - - -

.. -·,·, .. 

P;k = P(Xn+I = klXn = j) =(~)<r~)~(qi)N-k, j, k E s. {2.6) 

donde P; y q; estan determinadas por'(2.4) y {2.5) respectivamente. 

Teorema 2.1.2. La i:adena'c~~tif~~k'ov.X ~ -{Xn : n = O, 1, 2, ... } con 
espacio de estados S:.= {o, 1;2; .. :;N} y probabilidades de transición dadas 
por (2.6), es irreduciblé; _aperiódi_ca y recurrente positiva. 
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Demostración. Para demostrar que X es irreducible se tiene que demostrar 
por la Definición 1.2.6 que todos los estados se comunican , es decir, que para 
i,j ES existe una m;::: O, tal que P;~m) >O. En este caso se demostrará que 
para m = 1 se sumple, es decir, P;; > O, para todo i,j E S. Por (2.6) se 
tiene que 

P;k = (;) (p;)k(q;)N-k, j, k E S. 

Note que (Z') > O y si j =: 1, 2, ... , N - 1, entonces 

N-j y --¡;¡->o, 

entonces 

_ i(l .~ ai) +(iv.::..'i)ci~ 0 •·· 
P; - . ?· > ~.'\';o)'.,'.'i:\ >.. , .· j =c.1, 2, ... N - l. 

Para j =O se tierie que p~~~.a~ >O y para j = N se tiene que p; = a 1 >O, 
as( que.":- .:·'·(.:.rZ-k:~~~:.~~ \·~"·¡~J·"•< 

_ j(l.:. ai) + (N -j)a2 '
0 

_ . S 
P; - _ , : N , > , _ J E • 

Similarmente; s~~rgumentii. qué qj :>.O, Iff s. E~tollc;éS P;k ';> o, para todo 
j,k e S. Por lotaritóXiis irreducible.·· · · · ·· ·· ... · ·· 

Por lo. allte;i~r ~~ > O, j, k E S, en paticular'P;f·; O,J E S, entonces 
d(j) = 1 y por fotantó X es aperiódica por la Definicióll l.2.8> 

. '· · ... , ,. 

:Por último como X es irreducible y aperiódica y además el espacio de 
estados Ses finito, entonces por el Teorema 1.2.11 se tiene que X es recurrente 
positiva. O 

2.2 Modelo de Moran 

El desarrollo para este modelo será similar al anterior. Se describirá primero 
el modelo en el caso discreto y posteriormente se describirá el modelo a 
tiempo continuo. 

a) Tiempo discreto 



La evolución de la demografía de una población que se reproduce de 
acuerdo con el modelo de Moran es la siguiente: a cada unidad de tiempo 
n = O, 1, 2, ... un individuo es seleccionado uniformemente, independiente­
mente y con reemplazo de la población para producir un descendiente y un 
individuo es seleccionado uniformemente e independientemente para morir. 
El descendiente producido reemplaza el individuo que mucre. Con lo que 
respecta al proceso de mutación es idéntico al descrito para el modelo de 
Wright-Fishcr. 

Sea X= {Xn : n =O, 1, 2, ... } la cadena de Markov con espacio de estados 
S = {O, 1, .. ., N}, que al tiempo n indica cuántos individuos de tipo a tiene la 
población después de n eventos de reproducción. De esta forma si al tiempo 
n existen i individuos de tipo a, entonces después del próximo evento de 
reproducción las únicas posibilidades para el número de individuos de tipo 
a son i, i + 1 ó i - l. A continuación se describirán las probabilidades de 
transición para X. 

(a.l) Modelo sin mutación 

El caso sin mutación, como ya se aludió es donde a 1 = 02 = O. La ilustración 
del proceso sin mutación queda de .la siguiente manera: 

individuos 

2 3 4 s 
Tiempo 

n=O. f 1 ':(~ ~ n=I • 9 
n=2 • 6 

Figura 2.3: Como en las figuras ante~J¿tes los~~~ negros representan Individuos .de.tipo a. En este 
caso en la primera transición (generáclón d~ O a 1) el Individuo tres es aelecclor:aado para morir ~I cual ea 
remplazado por.un descendiente ~el individuo cuatro. En cambio en la segunda transición (generacldn de 
1 a 2) el mismo individuo. qu~ .~ ~~eg~do p~r~ reproducirse es elegido para m~rlr. 
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En cuanto a las probabilidades de transición del proceso están dadas como 
sigue: 

(N-j)j 
P; i+I = N 2 , si j = O, 1, .. ., N - 1 

j(N-j) 
P;;-1= N 2 , sij=l, ... ,N 

P;; =(N;;jy + (lv)2, sij ES 

P;k = O, si lk - il > 1, j, k E S. 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

Para ver porque (2.7) es válido, basta notar que la cadena pasa del estado 
j al j + 1 si y sólo si. uri individuo de tipo A es seleccionado para morir y·un 
individuo detipo a es seleccionado para reproducirse. Note que 

P(individuo de tipo a es seleccionado para reproducirse) = fv• 
y que 

P(individuo de tipo A es seleccionado para morir) = N;; j, 
y dado que la selección de individuos es independiente el resultado se cumple. 
La justificación es análoga para (2.8). Para el caso donde no hay cambios, 
es decir, para el caso de (2.9), note que no hay cambios en el número de 
individuos de tipo a, lo cual sucede cuando el individuo que es seleccionado 
para reproducirse es del mismo tipo que el seleccionado para morir, es decir, 
el evento: 

D= {en la generación n + 1 existen j individuos a, dado que en la gene­
ración n existen j individuos}, 

es la unión de 

B={ un individuo de tipo a es seleccionado para reproducir y un individuo 
de tipo a es seleccionado para morir} 
y . ,. 

C={ un individ~o de .tipo A ·es ~eleccion~do, para reprpducir y un indivi~ 
duo de tipo A es selecCionado para.morir}:' ,. · 
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Note que estos eventos son mutuamente excluyentes y además: 

P(B)= (~) ~ y P(C)= (N;j) N;j, 
y el resultado sigue. 

Teorema 2.2.1. La cadena de MarkovX = {Xn: n =O, l...} que registra el 
número de individuos de tipo a en una población que evoluciona de acuerdo 
con el modelo de Moran sin mutación, con probabilidades de transición dadas 
por (2. 7), (2.8),( 2.9) y {2.10}, es tal que los estados O y N son absorbentes 
y l, 2, ... , N - 1, son estados transitorios. 

Demostración. Primero se demostrará que los estados i, O < i < N, forman 
una clase, es decir, estos estados se comunican entre sí. Sean i, j E S, O < 
i,j < N. Note que para i = 1,2,. .. ,N- 1, se tiene que P; i-li P; ;+1 son 
estrictamente positivos. Suponga que i < j entonces existe una m > O, tal 
que i + m = j. Se demostrará por inducción que: 

m-1 

P¡~"l ~ TI Pi+k i+k+i > O. (2.11) 
k=D 

Para j = i + 1 (es decir, para m = 1) el resultado es inmediato. Suponga que 
vale paraj =ii+k (es decir, m = k) y se demostrará que· vale paraj = i+k+l 
(es decir, m = k + 1). Por las ecuaciones de Chapman.·Kolmogoro~,' se tiene 
que 

P;r1' _QJ E ~~k) A;; ~:~\~~AI~(¡X;/;. · .. ·.· 

. . ~fü~JK1f ~~)1~:;:'.L'. . 
k - , : -_-,, 

; ==!l~+ ~t~+i"::-o":_: . 
""::." 

Por lo tanto él estad~ i se éo;.nunica con eÍ e~t~do J, para todo i, j E S, tal 
que O< i,j .<.N:·; . . './ .. ·· .,,-.,.· .'-:~.:~~1:::.-~:~---·-: .. _.: . .,-.. ,:., -

Por otro lado se .tiene por (2.9) q'ue Poo ='1 y PN.V "." LDc nuevo por 
la DefiniCión 1.2.3'1os estados' o y N sóíi :absorbéntes,· por lo cual el estado. 

- .,-, . .-- , .. · ,_: "'.', ' .. , ' . 
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i (O < i < N) no es accesible desde cero. En particular el estado i = 1 
no es accesible desde O, sin embargo el inverso si se cumple, es decir, O si 
es accesible desde 1 entonces el estado i = 1 es transitorio. Como i = 1 se 
comunica con i (O < i < N), entonces por la Proposición 1.2.9 el estado i 
(O < i < N) es transitorio. 

(1) Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. 
(2) Es válido ya que P¡~n) ~ O, para todo i,j ES, n ~ O. 
(3) Por hipótesis de indnción. 

' . 

o 

Observación: En el modelo d~ M~ran:~~a· gene~ación equivaldría a N 
eventos de nacimiento y muertc,:·aunqtie ·usualmente no todos los N indivi­
duos son reemplazados e.n este :tiempo; 

.=.~:g_. .. 

(a.2) .Modelo con~l'.ít~~lÓn 
' · .... --., .. •.: . 

Para el caso con. n;uta~ión. (es decir cuando a 1 y a 2 son estrictamente posi­
tivos), el proceso queda ilustrado de la siguiente manera: 

individuos 

2 3 4 s 
Tiempo 

HUI 
n=<l 

n=I 

n=2 

Figura 2.4: .De nuevo los ovalos negr~ representan los Individuos de tipo a y los blancos los individuos 
de tipo A, En esta figura en la primera transición (generación de O a 1) el Individuo dos es seleccionado para 
morir el cual es remplazado por un descendiente del Individuo tres. En cambio en Ja segunda transición 
(generación de 1 a 2) el Individuo 3 es seleccionado para reproducirse y produce un mutante que reemplaza 
al Individuo cuatro. 

En lo que se ·refiere a las probabilidades de transición de X son dadas 
por: 



56 El modelo de Wright-Fisher y el modelo de Moran 

P; ;+1 = P(Xn+1 = j + llXn = j) 

j(N-j) ·'··(N-j) 2 

= ~(l - 01)+. -¡¡-· 02, 

P; j-J = P(Xn+1';,,, j,- llXn =j) 

j(N-.j) '> ./ '(i)2. 
= ~(1-:-- 02)+ N . Oi, 

P;; = P(Xn+I = ilX,. = j) 

= ( N; i) 2 
(1-á2} + (~) 

2 
(1-o1) 

j(N-j) 
+~(01+02), 

P;k = P(Xn+I = j - llXn = j) =o, 

j =O, ... ,N-1 (2.12) 

j = 1, ... ,N (2.13) 

j E S. (2.14) 

lk-jl > 1, j,k E S. (2.15) 

Observación: La probabilidad de transición dada por (2.12) está deter­
minada por la probabilidad de que haya un incremento en los individuos de 
tipo a y esto se da de dos formas: una es la de que se elija un individuo de 
tipo A para morir y se elija del otro tipo para que se reproduzca y no mute 
y la otra posibilidad es que se elija el tipo A para que se reproduzca y mute 
y se elige otro individuo de tipo A para que muera {puede ser el mismo). De 
forma similar se obtiene las otras probabilidades de transición. 

El teorema para el modelo de Moran análogo al Teorema 2.1.2 es el si­
guiente. 

Teorema 2.2.2. La cadena de Markov X = {Xn : n = O, 1, 2 .. } con es­
pacio de estados S = {O, 1, 2, ... N} y probabilidades de transici6n dadas por 
{!U2),(2.13), {2.14) y (2.15) es irreducible, aperi6dica y recurrente positiva. 

Demostraci6n. Por (2.14) se tiene que P;; > O, j E S, entonces X es ape­
riódica. Por otro lado se tiene que cada estado i se comunica con sus estados 
contiguos, es decir, con i - 1 y con el i + l. Por lo tanto se tiene que todos los 
estados se comunican, por la misma justificación dada para obtener (2.11). 
Finalmente como el espacio de estados es finito, entonces por el Teorema 
1.2.11, X es recurrente positiva. O 

b) Tiempo continuo 
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Ahora se analizará el caso en el tiempo continuo. Dado que el tiempo no 
influye en la elección de un individuo, en el tiempo continuo el proceso de 
demografía y el proceso de mutación son los mismos que para el tiempo dis­
creto, pero ahora los eventos de nacimiento y muerte ocurren en intervalos 
de tiempo exponencialmente distribuidos con parámetro v; > O, i E S. Adi­
cionalmente se asume que la probabilidad de que más de un individuo muera 
o nazca en un intervalo de tiempo [t, t + h) es o(h), donde limh-+O ~ = O. 
En este caso, la cadena de Markov en tiempo continuo X = {X, : t ;::: O}, 
que cuenta el número de individuos de tipo a, permanece en un estado un 
tiempo r;, tal que P(r; > t) = ev••, t;::: O. 

Dado que el modelo utilizado en los Capítulos 4 y 5 de esta tesis es el 
de con mutación, entonces se fijará atención solamente en el modelo con 
mutación. 

Las probabilidades de transición infinitesimales.son dadas para i ES, por 

P(X(t + h) = j -í-llX(t) ::j) .. ·.··• · .·· < . 

= f.•(~(N~ j)(l- Q3~(P!;;"j.j 2 Q~)h+o(h) 

(2.16) 

- - (/(.~ <," ':.:;; .·.:}_~:~;:.~_:_:,_s~~:: u;;~,',' .. ,::;.·, 
' -.·'. :;~':/·· };,'. . :;: ~··/.\t.' .,. . 

Las justificación~~ ~ª;~·1~:.fo~~~ ~w¡i~~~i ~sil pfob~bilidades de tran~ 
sición son similares a· Iás que conduje~qn1 8.' la óbtenciórÍ de .las probabilidades 
para el caso discreto (ver Dorielly

0

(19Í!4)):' :'•é ... : 
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Entonces para el caso con mutación las tasas de transición de X están 
dadas por: 

, . = , i(N - i)(l - a 1) + (N - j)2o:2 
"• " N 2 i =O, 1, ... N - 1 

. _ , i(N - i)(l - a 2) + i 2a 1 µ,-" N 2 i=l,2 ... N 

Por lo ta~to de nuevo por {1.19) y (1.20), la8 probabilidades de transición 
de la cadena de saltos asoCiada a X, están dadas dé la siguiente manera: 

,\¡ 
P;;+1 = --­

,\¡ +µ¡ 

i(N :- i)(2 - a 1 - a 2) + (N - i)2a2 +'.i2a1' µ; . . .. 
pii-1 =-·-­

A¡ +Jti 

i =O, 1, 2 ... , N - 1 

. i(N - i){l - a 1) + (N..:.. i) 2a 2 . . . 

i(N..:.. i)(2-: a 1 - a.2) +(N '- i)2a2 + i2a1' :i'.: 1• 2• ... , N. 

Antes de obtener la expresión para la distribución ~st~cionaria de la ca­
dena X= {Xi: t.;:: O}, note que las tasas de. transición.-\;, j = 0,.1, ... N-1 
y /l;. j = 1, ... N, son tales que 

(N - j) [ j (N '- j) ·] .-\; = ,\-N-- N(1 - a 1) + -¡:;¡-- a 2 . 

= ,\--- - - -a1 - -02 + 02 
(N - j) [ j j j • . ] 

N N N N 

(N-j) [ j ] = "---¡:¡- 02 + iV(1 - o:, - 02) , (2.17) 

y 
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µ; =>.-/;¡ [ ( N; j) (1 - n2) + -f¡a1] 
= >--/;¡[N;j -( N ;i) a2+-f¡a1] 
= >.-/;¡ (1- n2 --f¡ + ~02 +-/;¡n1] 
= >.-/;¡ (1-n2 - -f¡c1- 01 - n2)]. 

59 

(2.18) 

Teorema 2.2.3. Sea X = {X1 : t ;:::: O} la cadena de Markov continua 
con espacio de estados S = {O, 1, .. ., N}, que describe el comportamiento 
de una población que evoluciona de acuerdo con el modelo de Moran con 
mutación. Entonces la distribución estacionaria de X y consecuentemente 
su distribución límite está dada por: 

para todo k E S, donde 

re ) {(a - 1)!, 
a = fo"° y<>-le-Udy, 

si a es un entero 
en otro caso. 

. : ~· ' ' . 

Demostración. Dado que X es un proceso de nacimiento· y,'muerte. Por el 
Teorema 1.3.9, se tiene que la distribución límite deX; cuándo ésta existe, 
esta dada por: .. ,. ·. · . · 

.· :'· {'' .. :·~:. .. , . 
'/··.·. _·.:.;-., ... 

(2.21) 

Note que el caso ,del model~de Mo~~ri cÜri ¡;;h'f~ción la cadena){ es irreducible 
y recurrente positiva, ádiCÍonalmeritc~~aC!o ,qÚe el espácio de estados s es 
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finito, se tiene que: 

1 + t (..\o..\¡ ... ..\n-1) <OO. 
n=I µ¡µ2 ... µn 

Por lo tanto basta verificar que las tasas de nacimiento y muerte producen 
la expresión (2.19). 

Por (2.17) se tiene que 

y por (2.18) 

ñµk+i= ñ..\ k;1 n--(}2--E;.~c1:~.~¡-:- ª2'J . 
k=O . ~=O .·· .. •· '· . : >.'·,'.;> > / .· . · .• • . . . , 

=(NY [fiW+ú]!]F--:ª.;it;.1'c1-a1.--ª2']. 
·'·", .. -,-. 

Tomando 

se tiene que: 
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y por tanto 

P(O) = (l + t (N) VoV1 ... Vk-1 )-I 
k=I _ k W1 ... Wk 

( 
1 (· ~ (N)VoV¡ ... Vk-I ))-I = - W1 ... WN + L.J k W1 ... WN W1 ... WN. _ k=I W¡ ... Wk 

= W1 .. •WN (w1u.WN+t(~)VoV1 .. :Vk-lwk+i.;.WN )-I 
=-w1:··wN{ w1 .. '.w~+K6~º~r:.wr+ .... +.~o.:.vN-1)- 1 

(2.23) 

:·;~~-.'- ' , -.. ---;~: <·> ., -

Note que el segundo:~á~t~r-~~:(;:~ú~u~~su~a d~ la forma SN(a2 , 1- 0
;;-

02
) 

(ver Lema B.1 Apéndice B)i':entonces; .. -•_ - ;< • • 
,-_..:-~o;'·' ~7-0·· ¡e "y·:.--,· -,., 

.. ::··,·,:··-

Por otro Indo por (2.22); se tiene -
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entonces: 

P(O) = I1f=1Y- a2 - -k(l - a1 - a2)) 
nk=I (1 - -k(l - Q¡ - G2)) 

. nN (N(l-<>2) - .lí..(1 - Q - Q )) 
k=I N N 1 2 

= rr:=I (% - -k(l - °'1 - G2)) 

l-n1-n2 ITN ( N(l-02) - k) nN ( N(l-n2) - k) 
_ N k=l 1-01-02 _ k=l 1-01-02 

- l-n1-n2 ITN (-/\'- - k) - nN (-N- - k) 
N k=l 1-01-02 k=l 1-01-02 

r (N(n1+n2)) nN ( N(l-02) _ k) r (__E1!J._) 
1-01-02 k=l 1-01-02 1-01-02 

- r (N(n1+02)) nN (-N- _ k) r (__E1!J._) • 
1-01-02 k=l 1-01-02 l-01-02 

Se tiene por el Lema B.3 del Apéndice B que 

r ( N(l - a2) ) = IJN ( N(l - a2) :... k). r .. ·(··•. Nn1 •) 
1 - n1 - a2 1 - a1 - a2 · · 1 - a1 .- a2 

k=l . . .. • 

y 

r( .N .. )··,,;.rrN"c··. N :_k). r(N(a1+n2)) 
. 1 - ct1 -; °'2 : k=I 1 - Gt - °'2 1 -;- °'l - ct2 • 

Por lo tanto 
. r(N(n1+02)) r (N(l-n,)) 
.P.(O) = 1-01-02 1-01-02 • 

r ( N ) r (-E.!ll.-) r=oi=ñ2 1-a1-02 

Ahora se analizaráP(j), j = 1, .. ., N. 

P(j) = Ao ... Aj-1 P(O) 
JL1 ... µ; 
N!vov1 ... vi-I P(O) 

j!(N - j)!w1 ... Wj 

r(N + l)vov1 ... Vj-l P(O) 
r(j + l)r(N - j + l)w1 ... w; · · 
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Como 

W¡ ••• W¡ = ÍI (1 - 02 - ~(1 - O¡ - 02)) 

k=I 

= 1 - O¡ - 02 ÍI ( N(l - 02) - k) 
N k=I ' 1 - O¡ - 02 

l-a1 ..:a2 Il{,;1 (~ ...:k) r(~ -i) 
- N r (N(l-02) _ ·) 

1-01-02 J 
. - . . 

Por el Lema B.3 del Apéndice B, se tiene que 

r ( N(l - a 2) ). = IJi ( N(l - 02) _ k) r ( Na¡ . _ 1) 
1 - O¡ - 07 . k=l 1 - O¡ - 07 • 1 - O¡ - 07 , ' 

entonces 1 • . • • 

1-a1-02 r(~) .· 
W¡ ••• W¡= N r.(N(l-o»:-.'')º 

1-01-02·. J 

Por otro lado 

r (1-~~!02) 
También por el Lema B.3 del Apéndice B, se cu.mplc 

r ( Na2 ·) [IIJ .'(. Na2 , , . k)] r (. Na2 ) 
. 1 - O¡ - 02 + J = k=I ·. ,1 .- O¡ - Cl'7, + J - 1 - O¡ - 07 • 
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Entonces 

r (1-~~:a,) 
Se sigue que 

1-01-n•r (--1!..!!i_ + ·) ;r (-1ifil-) 
Vo ... Vj-1 N l-01-02 J l-01-02 

w1 ••• Wn = 1-01-oir ( N{l-ni)) /r ( N(l-a,) _ 1·) 
N 1-01-02 1-01-02 

r (--11!!i..._ + ·) ;r (___/:!fil_) 
1-01-02 J 1-01-02 

= f ( N(l-n,)) /r ( N(l-o¡) _ ·) . 
1-01-02 1-01-02 J 

Por lo tanto 

P(j) = -'o···-';-i P(O) 
Jt1 ••• µ; 

r(N+l) r(~+i)/r(~) P(o) 
r(j + l)r(N - j + 1) I' ( N(l-o,)) /r ( N(l-o,) _ 1·) 1-01-02 l-01-02 

r(N + 1) 
r(j + 1)r(N - i + 1) 

r ( --11!!i..._ + ·) r ( N(l-02) ·) r (N(o1+0,)) r ( N(l-o,)) 
1-01-02 J 1-01-02 - J 1-01-02 l-01-02 

X ~~-'---=--~-->--__;:.._..:__~~->-----'...:...!---''---'--~ 

r (1-~~.!02 ) r (f-'~~~!!) r (1-a~-02 ) r (1-~~.!02 ) 
r(N + 1) re 1-~~:~, + .i)r ( {:'~;.:'~~ - i) r ( ~!::•,+__';:,>) 

r(i + l)r(N - i + 1) r (...Ji.lll_) r (-N -) r (~) 
1-01-02 1-01-02 l-01-02 

o 



Capítulo 3 

El proceso n-coalescente 

En el capítulo anterior se analizó un estudio de la evolución de poblacio­
nes de acuerdo con el modelo de Moran y el modelo de Wright-Fisher. En 
este Capítulo se considerará otro proceso relevante para el estudio de la eco­
logía evolutiva, se trata del estudio de la genealogía de poblaciones. En este 
tema se considerará un modelo matemático para su análisis propuesto por 
Kingman en 1980, llamado el n-coalescente (ver Kingman (1982a, 1982b)). 

Como se hizo en el Capítulo 2, primeramente se describirá las hipótesis 
del modelo. Se supondrá que la reproduccción de la población para la cual 
se utilizará el n-coalescente sigue el modelo de Moran ó el de Wright-Fisher. 
Por lo tanto el tipo de individuos considerados será igual que en el capítu­
lo anterior, es decir, individuos haploides con un único locns, también se 
asumirá que son neutrales. Dado que el interés se concentrará en el estu­
dio de las relaciones de parentesco entre los individuos, en este análisis no 
se considerará mutación. En. cuanto al tamaño de la población se conside­
rará constante, aunque también se puede analizar con tamaño variable que 
conlleva a algunos supuestos adicionales y el uso de cadenas de Markov no 
homogéneas en el tiempo. 

El coalescente es una cadena de Markov que describe las relaciones fa­
miliares entre lo miembros de una población, así que el tipo de alelo que se 
tenga es irrelevante. · · 

Si se tiene un cambio adecuado en la escala de tiempo y 'espacio en los 
modelos de Moran y Wright-Fisher, se observaría que ellos se comportan 
de forma idéntica (ver Karlin y Taylor (1981), Rodrigues (2Ó02), SáÍ1chez 
(2002)), así que se describirá el n-coalescente de Kingman solamente para 
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el modelo de Moran (por su sencillez) y también en la inferencia para las 
poblaciones en genética en el Capítulo 5. 

3.1 El proceso del n-coalescente de Kingman 
y el modelo de Moran 

Las condiciones necesarias para este modelo son las siguientes: En un tiempo 
t0 se toma una muestra de tamaño n de una población haploide de tamaño N 
(n < N), y se localizan sus ancestros inmediatos. En el caso de una población 
evolucionando de acuerdo con el modelo de \Vright-Fisher por ejemplo, estos 
ancestros se encuentran en una generación anterior. Para estos ancestros 
también se localizan sus más recientes ancestros y se repite este proceso 
sucesivamente hasta que el total de ancestros conste de un sólo individuo. El 
interés está en encontrar en el más reciente común antecesor de una muestra 
de tamaño n y el tiempo que tarda hasta llegar a este ancestro, entre otras 
cosas. 

Como el tiempo en que se localizan los ancestros es anterior al tiempo 
donde se toma la muestra (t 0 ), entonces el tiempo en el proceso que cuenta 
el número de los ancestros de la muestra contará del presente al pasado con 
respecto al tiempo que describe la evolución de la población. 

La descripción de Ja composición de los ancestros en un tiempo cualquiera 
en el pasado será a través de una relación de equivalencia en {l, 2, ... , n}, 
descrita en la siguiente definición. 

Definición 3.1.1. Se dice que el individuo i se encuentra en la mis­
ma clase de equivalencia que el individuo j al tiempo s, siempre 
que los miembros i y j tengan en común el antecesor al tiempo t0 - s. Se 
indicará que los individuos i y j estan en la misma clase de equivalencia por 
(i,j). En general si k-individuos tienen el mismo ancestro en un tiempos, 
se denotará análogamente por (i1, i 2 , ••• , ik)· Al conjunto finito que contiene 
todas las clases de equivalencia posibles en {l, 2, ... , n} se denotará por &n. 

Entonces para cada tiempo 10 - s, se tiene un conjunto de clases de 
equivalencia de la muestra de tamaño n, que será denotado por R,. Para 
R, E Cn, se indicará por IR,I al número de clases de equivalencia de R,. 
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Sean {, 7) E En, se introduce la notación { -< 7), que indica que r¡ es 
obtenido de {, por la inmersión de dos de sus clases de equivalencia, es decir, 

{ -< 7/ si y sólo sí { e r¡ y i{I = 1711 + l. (3.1) 

Kingman propone el modelo que indica la probabilidad de que en nn 
tiempo la muestra tenga determinados ancestros y lo llamo n-coalescente 
(ver Kingman (1982a), (1982b)). 

Definición 3.1.2. Se le llama proceso n-coalescente a la cadena de Mar­
kov en tiempo continuo R = {Rt : t ;:: O} con espacio de estados En, que 
indica los predecedores al tiempo to - t de una población liaploide de tamaño 
n al tiempo t0 , donde 

(a) Ro es la relación identidad, es. dei:ir;' 

Ro=: .ó. == ÚI), (2), ... (n)}. (3.2) 

indicando que al tiem;o t0 'c~~~ i;di~iduo es d ancestro de él mismo. 

(b) Para{, 7) E En, ir tie~e ~f;a;~e tfii11sición q(qi { # 7) dada por: 
_, .·,.;.·,.·',-;."'-)";·•···-•c'.·.c-··.-C:-.- ···, .. , 

(3.3) 

Ejemplo 3.1.1. En la siguiente figuro sipued~ r'nostrar el proceso n-coalescente 
para una muestra de 6 individu'os. >. ·. · . · · · 

'º 

Figura 3.1: Note que al tiempo lo - t se tienen dos ancestros. 
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Teorema 3.1.1. Sea R = {R1 : t ;;?: O} el n-coalescente con espacio de 
estados En, donde la dinámica de la población se comporta como el modelo 
de Moran, entonces: 

(a} R permanece en el estado{, { E En, por un tiempo exponencialmente 
distribuido con parámetro 

{3.4) 

(b) R tiene probabilidade.i de t:U~ición infinitesimales de { ar¡, {, r¡ É En, 
determinadas de la sigüiente. manera: 

P(Rt+h = nlRi ~'{> g Ji¡ o(/~). 
· P(Rt+h ';:21,R,1:+-:é ~~l:K'!l.(J{~~ l)) h + o(h), •. 

'~. :- ·. :~~-

si {-< 11. 

si { = 71, 

. (3.5) 

si { ~7/ y { ~ r¡. 

(c) El tl~icó ¿;¡~cfo,~b~~~b~~¡'~'.(Je R e/el que tiene sólo una cl~se de equi­
tialCncia, que e~r ' ,.' i . :;;; , •• •, 

' '.' e';,,j{l,2,: .. ,n)}. 

Demostraciií~. ,~; ComÜ R~~ tiria cadena de Markóv en tiempo continuo 
por la Definición 1.3.5 ,el tiempo de permanencia en un estado {, { e E,¡, es 
exponencial éori parámetro v{· y por {1.17) se tiene que: · · · 

V{= L9{11• ,,,.{ 
como 9{'1 es diferente de cero (es igual a uno) _sólo en elc~C> que{.-< r¡,'lo 
cual sucede si existe una coalescencia de dos de las clases de· {, entonces sólo 
se debe contar todas las posibles coalescencias. Por lo· tímto:: .. · · · · · · 

_ ¿ _ ¿ _ (1{1) :...··1Úo{1Li)·'J<. 
V{- 111'{q{q- {-<'IQ(q- 2 _:-· -~:< • .:: 

{b) Por la Definición 1.3.7, las probabilfdades detfan~i~ión inflnitcsimales 
de R de { a r¡, {, r¡ E En, estan dada5 por · ·• 

P(Rr+h = 11IRr =.{) = 9(,,h + o(h), . r¡ 'I {, 
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y 
P(R.+h = 11IR. = {) = 1 - veh + o(h), 77 = {. 

Por (3.3) se tiene que cuando { "I 77 y { -1. 17. 

P(R1+h = 11IR1 = {) = o(h). 

En el caso que { -< 771 se tiene que 

. P(Rt+h = 11IR1 = {) = h + o(h). 

Por otro.Jado p'or (a) de este teorema, se tiene que ve = ~· Entonces 

P(Rt+h = 11IR1,,,,; {) = 1- (l{J(J{~ - l)) h + o(h), si { = 77. 

(c) La cardinalidad de e es igual a uno y es el único estado con esta 
característica. Entonces por (a) se tiene que Ve = o, se sigue de la nota de 
la Definición 1.3.5 que e es un estado absorbente. O 

Con lo que respecta a la cadena de saltos de R (por la Definición 1.3.4), se' 
tiene que está dada por la variable aleatoria que indica los estados visitados 
por R. Dado que R indica los ancestros de la muestra y que el comporta­
miento de la población es como en el modelo de Moran, se tiene que si ocurre 
una transición entonces hay inmersión de dos de las clases de R. De esta 
forma la sucesión de estados visitados por la cadena de saltos indicada por 
&l = { &lk : k = 11, n - 1, ... 1} será: 

Observaciones: 

a) flln -< flln-1 -< ... -< &11, 

b) J!Jlkl = k, 

c) R permanece en &lk un período de tiempo Tk, exponencialmente dis­
tribuido con parámetro J&lkl· 

Recuerde que para cadenas de Markov en tiempo continuo, la cadena de 
saltos queda determinada por las probabilidades de transición P¡;, i "I j. 
Kingman precisa estas probabilidades al relacionar la cadena de saltos de R 
y una cadena de muerte pura (ver Kingman (1982a), (1982b)), la cual se 
describirá en el siguiente teorema. 
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Teorema 3.1.2. Sea D = {D,: t;::: O} una cadena de Markov continua con 
espacio de estados S = {1, 2, ... n}, donde Dt indica la cardinalidad de clases 
de equivalencia, al tiempo t, es decir, D, = IRtl entonces: 

(a) D es un proceso de muerte pura. 

{b) Si D1 = k, entonces el tiempo de permanencia en el estado k tiene 
distribución exponencial con parámetro 

(3.6) 

( c) D tiene probabilidades de transÍcÚii i~flnit~~imales dadas por: 

P(D1+¡.= ilD1 =i) =:{t':~,;.~;;(h), ;: :~ l 
O, . J f. i, i - l. 

(3.7) 

Observación: Como D1 = IRtl entonces ocurre una transición en D si y 
sólo sí una transición también ocurre en R. Esto se debe a que si.R, = {y 
Rt+h = r¡, con r¡ ~ {, se tiene que 111! = !el - 1, por lo cual si D, = k y una 
coalescencia ocurre en t + h, entonces Dt+h = k - l. 

Demostración. (a) Si la cadena D está en el estado j en el tiempo t, por 
la observación anterior se tiene que lo único que puede suceder en t + /¡ (h 
pequeño) es que D permanezca en jo realice un·a transición aj - l. Por lo 
tanto D es un proceso de muerte pura. ·· · .. 

(b) También por la misma observación se tie11e que el tiempo de perma­
nencia para D en el estado k (si IR11 = k) es el níisnio que el del proceso R 
en R1 = {, !el = k, por lo tanto: · · · 

dk =V( ='(l{l)···· = k(k-1)
0 

.• 2 .:2 ·. 

(c) Se cumple por (b) de este>teore.rnay porlaDe~nición (1.3.7). o 
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Uno de los aspectos importantes en Ja genealogía de poblaciones es el 
momento en que se llega al común antecesor de la población, el cual se puede 
analizar a través del proceso D, ya que este momento es cuando D llega al 
estado 1 que es su único estado absorbente. 

Como D es una cadena ele Markov continua entonces el tiempo de perma­
nencia en el estado k que se denotará por Tk, es exponencial con parámetro 
dk (dado por (3.6)). Entonces: 

P(Tk > t) = dked•t. 

Note que Tk, k = 2,3, ... n, son mutuamente independientes: 

Si se designa por Tal tiempo en que D llega á la'. absorción, entonces: 

y 

entonces 

E(T) =E (~rk}~ ~B(n) .. 

~tk(k~l;~t·2c~ 1-D 
~:{~.~';.f~fqf ··•·· ..• 

.. . ("'·.l. '."'·-1\•.:·.·.· '·( ·.. 1) 
-~ 2_ t;r.k,:j·B~/:(/,.1~.ñ .·· 

Por lo tanto --------.. ---;.=' :·.-f>' -~ .... ·-,:._\.'.,- ,:~-:"~ 

. . .~(~D~;~_p.~~1~y.;·~t< • . . . ·.· (3.8) 
Se tiene entonces que (3'.8) indicá qué para tamaño demuestra muygrandc, · 
se espéra que en dos generaciones.el ªllcestro en c<imún sea áléíuizádo: Da'. 
do que para el,modélo de' .l\Íoran cada genéhiCión equivale a:N eventos de 

. .·:· - .· '•. - .·-- ..... , .,·-::-' ;·, _. ' 

_;;·. 
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nacimiento y muerte, se tiene que se necesitan 2N eventos de nacimiento y 
muerte para llegar al ancestro en común de la población. 

(1) Se cumple por propiedades de la esperanza. 
(2) Se tiene que la esperanza de una exponencial es uno entre su parámetro 

por lo tanto E[Tk] = l/dk. 

Teorema 3.1-3. Sea R = {R1 : t ~ O} el n-coalescente con espacio de 
estados e,., y D = {D1 ; t ~ O} el proceso de muerte con espacio de estados 
S = {1, 2, ... n}, donde D1 = IRtl y sea !Jl = {&lk: k = n, n-1,. .. 1} la cadena 
de saltos de R, entonce.~: 

(a) El proceso de muerte pura D y la cadena de saltos son independientes 
y R1 = f1lv, t ~ O. . .. 

{b) Las probabilidades de transición del estado { al estado. r¡ ({, 'r¡ E en} 
para la cadena de saltos &l son: · 

si { -< r¡ 

en otro 'caso, .. 
(3.9) 

donde lel = k, 2 5 k 5 11. 

{c) Las probabilidades de !Jlk = { quedan determÚiadas de la siguiente for-
ma: 

(n - k)!k!(k - 1)! 
1 1 1 P(&lk = {) = n!(n _ l)! .. n1.n2 .... nk., (3.10) 

donde n., n 2, .. ., nk son los tamaños de las clases de equivalencia de{. 

Demostración. (a) Se tiene que D1 indica el número de clases de equivalencia 
de R1• Note que si R1 = { y D1 = k. Adicionalmente se tiene que ve = vk = 
dk y los Tk son independientes con distribución exponencial con parámetro 
dk, k = n, n - 1, .. ., 2, entonces para cada t ~O, la distribución de D 1 dado 
&l es la misma que su distribución no condicionada a !Jl. Por lo tanto D y 
&l son independientes. 

Por definición D1 = IRd y si IR11 = k entonces también por definición 
R1 = &lk, por lo tanto para todo t ~ O se cumple 
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{b) Las probabilidades de transición de la cadena de saltos ffl pueden ser 
obtenidas por {1.16). Note que por la definición de la tasa de transición de 
una cadena de Markov continua, se tiene que para{, r¡ E &n, vale 

y 

·{fu si{~r¡ 
P(fflk-1 = 11lfflk = {) = V( 

1 

O, ·. en otro caso. 

Entonces si lel = k, se tiene que 

V(= ¿q{q = k(k; 1) = G)· 
(-<q 

dado que existen (;) formas de dos clases que coalesce.n en una colección de 
k clase, se tiene que el resultado se cumple. 

(c) La demostración se realizará por inducción. Para k = n, se tiene que 

P(@n ={) = { 1• {=~ • 
O, ·en otro caso, 

donde ~ está dada por {3.2). Entonces se cumple {3.10). 

Suponga que e.l resultado vale para k = e, es decir, 

P( ,,,, ~ ) _ (n - f)!e!(f- 1)1 1 1 1 . ";"'l - e - '( - l)' n1.n2 •••. nt•• ,·.. . .. . n. n . 
:··,·,_·:·.-

Se demostrará que se vale para k = e - 1, 

;Cf!lt.:í== 11) W :E P(fflt-• = 11l@t = e)P(fflt =el 
' . ~: - . ., ' w:. ' 

<~:E ece~ l)P(fflt =e) .. 
~q ' 

' . . . 

(1) Se tiene que par~. l. fijo, las clases que puede tomar' &l 'son' mutu~mente 
excluyentes Ósí que se puede aplicar el teorema· de probabilidad total (ver 
TeoremaA.ldel Apéndice A). · 
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(2) Es válido por (3.9). 

Para obtener la probabilidad de :!le = { se debe tomar en cuenta que si 
fflt-I = 1¡, entonces { diferc de r¡ necesariamente en las clases de equivalencia 
que coalescen, ya que la cadena :JI pasó de un estado con e clases de equiva­
lencia a uno con e - 1 clases. Sean r¡1 , 172, ••• , T/k-I las clases de equivalencia 
de r¡ y 111, 112, ••• , nk-I los respectivos tamaños de las clases. Entonces existe 
m, 1 :5 m :5 k - 1, tal que r¡.,, es formada por la coalescencia de dos clases 
de {, por lo tanto n,. es la suma del tamaño de estas dos clases. Sea M tal 
que 1 :5 A1 :5 11.,, - 1 y sean 11¡, 112,. ... n.,,_¡, 1'1, 11.,, - M, nrn+i. .. ., nk-I los 
tamaños de las clases de{. Entonces por hipótesis de inducción, se tiene que: 

P(&l {) (n - e)!C!(e - l)! 1 1 'MI( M)' 1 1 t= = n!(n-l)! 111.n2 •.•. 1lm-I• nrn- '.n.,,+1 .... nt_1 .. 
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(3) Es válido por lo siguiente: 

a) 1'11 = lel - 1 = t - 1 Y 1 :5 M :5 nM - l. 

b) Por hipótesis de inducción. 

e) Por que H~'i'), es el número de posibles formas sin importar el orden 
que se puede formar un conjunto de tamaño M y otro de tamaño 
nm - M, a partir de un conjunto de tamaño nm. 

(4) Es válido ya que 

t-t nm-1 l-1 t-l t-1 

L L 1 = L (nm - 1) = L nm - L 1 = n - (l- 1). 
m=l Al=l m=I m=l m=l 

o 
Proposición 3.1.4. Sea R =.{R1 : t ;::·O} el n-coalescente con espacio de 
estados En y Sl = {Slk·: k = n, n"'."1, ... 1} la cadena de saltos de R, entonces: . . - . 

l. Para{, r¡ e En,-{ 2:_ 11/tal que l{I = k, 1111 =e, se cumple: 

._·- < - t (k - t)!f!(t - 1)! 1 1 1 
P(t!,ll "." 111,~k ~p = .. k!(k _ l)! ni.n2 .... nl., (3.13) 

donde ni¡ n2, ;·,'.;ni son los tamaños de las clases de equivalencia en 71 
en En inducida por)as-'cltises de equivalencia de { E En. 

. - - - . -~~ ·.' . . . " ... · .. -· -

2. Para{ E E~, dcmd~ l{I = k, se tiene que: 

P(R1'~ {) = P(Piic = {)P(Dt = k). 
·'·''"·,·,: 

3. 
<·...:·' 

P(D1_=c k)\~'.A'(. J-~fr, ~-¿)'.:... P( t T, S t)· .. -
- - ' - :·;.<:.;,;:};'.- ;:;:k+i~-~·_;: '':i :> ' - •=k+I : ' 

~---- , . , ·';· ~: <:-,: , 

Demostración. ' L:S~·dgi'i{Ó~¡;&~á·~~~·¡iJd~~~ión°'~n l.· Parai = k- 1 se. 
cumple_ por._el Teoren1í{3.1.3 ·.\Se supone que .el'resultado vále pára 
e= m y_ se demuestra qué.vále pára:e,= m:.. (de manera análoga a la 
hecha en la denióstr~i:ión'del ;Teo~éniQ: 3.L3., '.,:,: ·.·' . 
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2. También por el Teorema 3.1.3, se tiene lo siguiente: 

(1) Se vale por propiedades de probabilidad conjunta. 
(2) Válido por la definición de probabilidad condicional. 
(3) Se v,;_le ya· que D1 = IR1I = lel = k. 

3. Recuerde que Tk es el tiempo de permanencia de. D, en el" estado k. 
Entonces al tiempo t se tienen k clases si y sólo si el total del tiempo de 
permanencia de Den los estados n, n-1, .. ;-,k es menor que t. Entonces 
se tiene que el evento {D1 = k}, es equivalente a: · 

que equivale al evento 
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De esta forma 

P(Dt = k) 

= P {.~1 T, $ t, ~ T, ~ t} 
= P { t T, $ t, Tk-f- t T, ;::: t} 
<Jl P{;kk: .t :T.<::.t1't

1 

T.::> t,} P.{·•· t· T, ::> t,} 
a=k+t : . .s=k+l · · a=k+l 

= [1 - p{ik + E·T. :5 +t·T.::; t.}.] f.{ t T.:$ t .• } 

........ ·. . •;'k+ 1 ...• ·.·.·······,, .• a=k+I ; O •. : . • ;:,; a=k+ 1 

<JJ P{ f r. ::; i}-'P{~n'·.;Lf: ~.\?i. ·t T, ·~ t,} 
~ p (J'.n< D:~n@.~J~)0c ..... · 

(1) Por definiciónd~\;rob~hiiidad ~m1dicional. o 





Capítulo 4 

La estadística bayesiana y el 
método de Monte Cario 

4.1 Introducción 

En In naturaleza se encuentran fenómenos aleatorios para los cuales no se 
puede obtener de manera directa e inmediata información respecto de ellos. 
De esta forma se puede hacer uso de técnicas estadísticas como el análisis 
Bayesiano que propociona métodos para estimar Jos parámetros que deter­
minan el comportamiento del fenómeno aleatorio que produce los resultados 
que se observan (datos). 

Si el modelo que registra el fenómeno observado es especificado, entonces 
es posible hacerse predicciones al respecto de la ocurrencia de resultados de 
interés. 

Sea () el parámetro que regula el modelo considerado y sea y¡, ... , Yn un 
conjunto de observaciones producido por el fenómeno aleatorio que se desea 
estudiar. Note que dado O, y teniendo en cuenta Ja hipótesis del modelo 
considerado, es posible calcular la probabilidad de obtener Jos datos Y1o ... , Yn• 
es decir, si se repite el fenómeno aleatorio n veces y si se indica por Y = 
(Yi, ... , Yn) al vector aleatorio que registra los resultados obtenidos donde 
Y;, i = 1, 2, ... , n, es la variable aleatoria que indica el resultado de In i­
ésima realización del experimento. Entonces dado () es posible calcular para 
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y= (y., ... ,y.): 

P(Y = Yl9) = P((Y¡, Y2, ... , l'n) = (y¡, Y21 ... , Yn)l9) = p(y., Y21 ..• , Ynl9) 
(4.1) 

Definición 4.1.1. Sean Y¡, 12, ... , Yn variables aleatorias idénticamente dis­
tribuidas con función de probabilidad p( · 19), las cuales registran los resultados 
den repeticiones de un experimento aleatorio, es decir, l~, i = 1, 2, ... , n es la 
variable aleatoria que indica el resultado de la i-ésima realización del experi­
mento. Se denotará por Y = (Y¡, Y2, ... , l-;.) al vector aleatorio que registra el 
resultado den repeticiones del experimento. A la función p((y¡, Y2 1 ... , Yn)l9), 
dada por (1-1} se le llama función de verosimilitud ¡iara el modelo con 
parámetro O. 

Observación: Note que si el experimento aleatorio es repetido n veces 
independientemente, entonces 

n 

p((Yi.Y21 00 •1Yn)l9) = I1P(Y;l9), 
j=I 

donde 
p(y;l9) = P(Y; = Y;l9), i = 1, 2, .. ., n. 

Por lo descrito hasta el momento se puede observar que si se tiene el 
parámetro 9 y conocimiento del modelo, se puede describir cómo se distri­
buyen los resultados del experimento. Sin embargo, este conocimiento no 
siempre esta disponible. De esta forma, se puede considerar 9 como una 
variable aleatoria y suponer que se distribuye de acuerdo con alguna distri­
bución (ver Cnrlin y Louis (1996)). 

Definición 4.1.2. Sea 9 el parámetro aleatorio que caracteriza un modelo 
bajo el cual se realiza un experimento y sea y= (y¡, .. ., Yn) los resultados den 
repeticiones de este experimento. A la distribución de 9 antes de que se tome 
en cuenta los resultados del experimento es llamada distribución a priori 
de 9 y es indicada por Pprior;(O). A la distribución de 9 dado los resultados 
del experimento, es decir, p(9Jy) es llamada distribución a poateriori de 
O y es indicada por Ppo•tcriori ( 9). 

Observación: Note que la distribución Ppriori(9) depende de algún paráme­
tro r¡, el cual puede ser determinista o aleatorio. En el caso que se quiera 
llamar la atención para este hecho se usará Ppriori(Ol71). 
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La relación que existe entre Ppriori(O), Ppoateriori(O) y p(ylO), está dada en 
el siguiente teorema. 

Teorema 4.1.1. Sea Y = (Yi. 12, ... , Yn) el vector aleario como en la Defini­
ción 4. J .1, donde O también es una variable aleatoria con espacio parametral 
9 y función de probabilidad a priori Pprior;(Olr¡), donde r¡ es un vector de hi­
perparámetros que caracterizan la distribución de O. Entonces la distribución 
posteriori de O queda determinada de la siguiente manera: 

a) Si r¡ es conocido: 

(º) (01 ) 
p(ylO)ppriori(Olr¡) 

Ppoateriori =p y,r¡ =" ( I ) . ·( 1 )' L...uee P Y U Ppr1or1 U T/ 
(4.2) 

b} Sir¡ es desconocido con espacio hiperparametral 11., entonces: 

) 
EoeA p(ylO)ppr;or;(Olr¡)h(r¡) 

Ppoateriori(O) = p(Oly = L L ( I ) . ·( I )h( ) · 
oEA uee P Y U Ppriori U T/ T/ 

(4.3) 

donde h( ·) es la función de probabilidad de r¡ {llamada hiperpriori}. 

Demostración. a) Como r¡ es conocido se tiene lo siguiente: 

· ( I (1) p(O,y,r¡) 
Ppo•teriori O)= p(O y, r¡) = -(--)-

p y, T/ 

(1) Por densidad condicional. 

(!) p(ylO,r¡)p(O,r¡)p(r¡) 
- p(y, r¡)p(r¡) 
(!) p(ylO, r¡)p(Olr¡) ~ p(ylO, r¡)p(Olr¡) 
- p(yl11) - Luee p(y, ulr¡) 
(!) p(ylO,r¡)p(Olr¡) 
- Euee P(YITJ, u)p(ulr¡) 
@) p(ylO)p(Olr¡) 
- EueeP(Ylu)p(ulr¡) 
_ p(ylO)Pprior;(OITJ) 

- EueeP(YIU)Ppriori(ulr¡) 

(2) Se tiene que Jos hiperparámetros 7J influyen en Ja distribución de Y sólo 
a través dé O pcir htanto p(yl7J,O) = p(ylO). 
(3) PropiednCJcs de prob;,,bilidad marginal. 
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b) Si r¡ es una variable aleatoria con distribución h y espacio hipcrpara­
metral /\., entonces se tiene 

P . ·(O) - (Oj ) {!) p(O, y) el p(y, O) 
poatoriora - P Y - p(y) - l:uee p(y, u) 

(a) Lqet.P(y,O,r¡) 

l:qeA Luea p(y, u, r¡) 
(1) LqeA p(ylO, r¡)p(O, r¡) 

l:q LueeP(YIT/, u)p(tt, TJ) 
(2) LqeA p(ylO)p(Olr¡)p(r¡) 

l:qeA Luea p(ylu)p(ttlr¡)p(1¡) 

LqeA p(ylO)ppriori(Olr¡)h(1¡) 

o 
Observación: En general la determinación de la distribución a priori 

se basa en la información acumulada de estudios pasados y opiniones de 
expertos en el área. En el caso que esto no sea posible, es decir, cuando no se 
tenga información fiable se considera la alternativa de una distribución que 
no favorezca alguna O, la cual se precisa en la siguiente definición. 

Definici6n 4.1.3. Sea O el parámetro aleatorio que camcteriza un modelo 
bajo el cual se realiza un experimento, con espacio pammetral e. Se define 
la función distribución a priori no informativa de O como sigue: 

a} Si el espacio parametml es discreto y finito, es decir, 9 ·= {O¡, 02 , ••• , On}. 

1 
Pprior;(O) = P(O =O;) = ñ• O; E 9. 

b) En el caso que el espacio pammetral se'a continuo y acotado, es decir, 
e = (a,b], -oo < a < b < oo, entonces, la distribución a priori no 
informativa sería la uniforme continua,· en el intervalo [a, b]. De esta 
forma · · · · .. ·.··· . 1 .· .· 

Pprior;(O) == b _ a, ' O' E [a, b]. 
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Observación: Si el espacio parametral no es acotado pero discreto, se 
tiene que la situación no es tan clara, ya que la distribución a priori no 
informativa apropiada cumpliría que 

p(O) =e para alguna e> O, 

pero esta es inadecuada ya que: 

LP(e =e')= oo. 
B'ee 

Esto se resuelve si la suma de p(xlO) con respecto a todos las posibles valores 
de (J es algún valor finito Af, ya que: 

p(ylO)c p(y!O) 
Ppooteriori = p(Oly) = L:oP(YIB)c = --¡;¡-· 

Entonces toda la información obtenida en la posterior surge sólo de los datos. 

4.2 Inferencia Bayesiana 

Como ahora ya se cuenta con una distribución para 9, entonces (J puede 
estimarse utilizando inferencia Bnyesinnn. Por ejemplo si (J es un!variado, un 
estimador puntual de (} indicado por O puede ser Ja media, la mediana o In 
moda obtenidas a partir de In distribución posteriori de 9. 

Como es indudable, se desea precisión en el estimador, así que una forma 
de estimar la exactitud del estimador puntual e de (J' es a través de la varianza ' 
posteriori con respecto al estimador e, es decir, ' 

E[(9 - O(y))21y] 

donde E(Oly), es la esperanza con respecto a Ja distribución postericiri'de (J. 

Del Lema A.3 del Apendice A, se tiene que , 

E[(O - O(y))2 IY] = var(Oly) + (E[Oly]:.:. O(y))2 
. . . -. ' 

(4.4) 

Dado que se busca encontrar el valor de (J qÜ~-~iriilni~~- (4.4), se tiene 
que: \. · '· ·, .. ,.._ · :· - " 

d.E[(e - O(y))2 lyJ =o+ 2(E[BlyJ-b(;j)(-1) 
dO · .... •.· .. · , , · . 

= -2E[(Oly) - O(y)J. 
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De esta forma 

Note que 

d --.E[(9 - 9(y))2 lyJ =O si y sólo si O= E[Oly]. 
d9 

d2 - . . - . ••. . 
· d09E[(9 - 9(y))2 iyJ ~ 2 >O. 

Por lo tanto O(y) = E(Oly) es el~~I,or del estimador de 9 que minimiza 
E((9-0(y))2 iy]. Además note qÚeel valor mínimo alcanzado es Var(Oiy) = 
E[(9 - Eo¡y(9)) 2]. . . :;:; ,. . , . 

Para mayor información c<lri ;~~~~cto a I~ iÍifcrencia Bayesiana ver por 
ejemplo Casclla y Robert (1999), Carli;¡,: Gelman y Rudin (1994) y Carlin y 
Louis (1996). · 

4.3 Métodos de Monte Cario 

De la Sección 4.2 se tiene. que se hace uso de la estadística para aproximar 
ciertos resultados los cuales no son triviales de obtener. Una de las expresio­
nes importantes en probabilidad y que tampoco siempre es posible obtener 
es la siguiente: 

E(f (X)J = E f(x)h(x), 
zes 

donde X es una variable aleatoria con espacio de estados S y función de 
probabilidad h. 

En este caso la E(f (X)] se pued~ aproximar utilizando el Teorema de la 
Ley Fuerte de los Números grandes (ver Teoremá A.2 del Apéndice A), como 
se describirá a continuación. , · · · · ' . · · · . 

Suponga que X es una variabl~ ;Iea¡~ria\'.iefiri;J~'.~~ uri IJsp~~i() de proba­
bilidad (n, ~. h), con valores cri S;;Sea x 1 ,",~f;x~''unámuestra ind~pendiente 
e idénticamente distribuida obteñidi{á: pártiÍ''.de;h(·).iSeá-f(x) una función 
~-medible, es decir, .J(X) es íma vária~Ie' aleíí:to~ia, ent6rices: · / 

\ 'i>i.: ; 
-EJ(xj> 
N j=I ' . 

(4.5) 

1~_-._-_-_.,._.,,_-:o_-::..-.. =,..·----=-=·_,., __ ,.._,.,,_,.._.,. __ ,,,_.,., __ ,,,_,,. __ ,.., __ ,,,_= .. ~.--~-------------------------·-----·· 
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converge por la Ley Fuerte de los Números Grandes a E[f (x)], con probabi­
lidad 1 cuando N converge a infinito. 

Por lo tanto sólo se necesitaría obtener una muestra aleatoria a partir de 
h para estimar E[f(X)], lo cual también en ocasiones se complica, así que se 
recurre a los métodos de Monte Cario que proveen simulaciones del comporta" 
miento de X con respecto a h, de lo cuales se describirán dos a continuación. 

(a) Muestreo por importancia 

Definici6n 4.3.1. Sea X una variable aleatoria con funci6n de densidad 
h. Sea g una funci6n de probabilidad, tal que g(x) es una aproximaci6n para 
c · h(x), en el sentido que g tiene el comportamiento y dominio muy similar 
al de c · h(x), es decir, los puntos donde g y h asumen mayor probabilidad 
son los mismos. Adicionalmente suponga que es fácil de muestrear valores a 
partir de g(x). Se define la funci6n de peso como: 

( ) 
h(x) 

W X = g(x), 

A la función g( ·) se le llama función de importancia. 

(4.6) 

Proposici6n. 4.3.1. Sea X una variable aleatoria con función de densidad 
h(-); Sea g(-) y w(-) la función de importancia y la función de peso, respec­
tivamente, definidas_ como en la Definición 4.S.l entonces 

l
. -}¡ 2:,7=1 f(xj)w(x;) 
tm 1 N ' 

N-+oo N Lj=I w(x;) 

converge con probabilidad 1 a E(J(X)), donde Xj, j 
muestra independientemente extraída a partir de g(-). 

Demostración. Ver Carlin y Louis (1996). 

(b) Muestreo por rechazo 

1, 2, .. ., N, es una 

o 

Sea X una variable aleatoria con función de densidad h y función de 
distribución H. Suponga que existe una M positiva' y una densidad g(x) 
tales que h(x) < J\1g(x), entonces los posibles valores de X serán obtenidos 
a través del siguiente algoritmo. 

Algoritmo de método de muestreo por rechazo. 
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l. Generar x a partir de g(x). 

2. Generar u a partir de Uniforme(O, 1), 

3. Si Mug(x) < h(x), se acepta x, en otro caso se rechaza. 

4. Retornar al paso 1 y repetir hasta obtener la muestra deseada. 

A g(x) se le llama función envolvente. 

Demostración. Ver Alvárez y Rodrigues (2003) y Casella y Robert (1999), 
entre otros. O 

Nota: Otro de los métodos de l'llonte Cario es el que construye una 
cadena de Markov con espacio de estados igual al espacio de la variable 
aleatoria de Ja que se desea Ja muestra, tal que la distribución estacionaria 
de la cadena sea h, a éste método se le llama método de Monte Cario 
vía cadenas de Markov (MCMC) por sus siglas en inglés). Para mayor 
información al respecto del método MCMC, ver por ejemplo, Casella y Robert 
(1999), Carlin y Louis(l996). 



Capítulo 5 

Inferencia ancestral 

5.1 Introducción 

En este capítulo final se describirá cómo utilizar el proceso de coalescencia de 
Kingman para realizar inferencia con respecto a los ancestros de una pobla­
ción. El caso presentado aquí es el estudiado por Griffiths y Tavaré {1994a, 
1994b, 1995), en donde se utiliza un modelo llamado modelo de mutación 
con un número infinito de sitios. 

El modelo de mutación con un número infinito de sitios describe el proceso 
de mutación en el árbol ancestral, bajo el supuesto de que una mutación en 
el árbol ancestral se localiza en una posición del gen donde no había ocurrido 
una antes. 

El modelo con un número infinito de sitios es comúnmente utilizado para 
describir la variabilidad entre las secuencias del ADN que se observa en una 
muestra de genes, a través de la comparación de las secuencias del ADN en 
sus regiones homólogas (ver Griffiths y Tavaré (1994a, 1995)). Esto se debe a 
que las variaciones en las secuencias del ADN puede servir para el estudio de 
relaciones ancestrales entre especie. En los seres humanos la historia evolu­
tiva se hace estudiando el ADN mitocondrial (ver Apéndice C), ya que se ha 
identificado en estudios geneticos que la molecula ADN mitocondrial puede 
proporcionar mucha información en la evolución del humano. También se ha 
observado que la variación entre secuencias del ADN mitocondrial es genera­
da por los efectos de la mutación en el árbol ancestral de tales sucesiones. Se 
tiene además que la tasa a la cual ocurren las mutaciones en el ADN mitocon­
drial es casi 10 veces mayor que la tasa de ocurrencia de mutaciones en genes 
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que están en el núcleo de la células. De esta forma el ADN mitocondrial es 
muy útil para el estudio de la variación del ADN en un espacio de tiempo 
relativamente corto, dado que se puede encontrar diferencias en secuencias 
de individuos con grados de parentesco cortos. Adicionalmente el ADN mi­
tocondrial en los humanos son casi exclush·amente heredados por la madre 
y por lo tanto este ADN es ideal para el estudio de árboles genealógicos del 
lado materno. 

5.2 Los datos de la tribu india Nuu-Chah­
Nult 

Para ejemplificar la inferencia ancestral Griffiths y Tavaré (1994a) utilizaron 
unos datos muestreados de la tribu India Nuu-Chah-Nult de la isla de Van­
couver, basados en registros arqueológicos, los cuales además indican que su 
población se ha mantenido más o menos constante por lo menos 8000 años. 

Los datos de la muestra están compuestos de las secuencias del ADN ob­
tenidos de 600 mujeres en la tribu. Las 600 secuencias produjeron 63 grupos, 
donde los pertenecientes a un mismo grupo eran idénticas. Cada secuencia 
en el ADN mitocondrial tiene 360 pares por base del segmento de la región 
control, la cual corresponde a las posiciones 16024-16383. La región que co­
rresponde a los atributos comprende 201 sitios donde se tiene pirimidinas y 
159 sitios donde se encuentran las purinas, 21 de los sitios pirimidina son 
variables (o segregados) y 5 son variables en la purina. Cada sitio del ADN 
es binario teniendo sólo dos posibles bases en cada sitio. Además como no 
hay recombinación cada sitio en la muestra tiene la misma historia ancestral. 

Adicionalmente dado que se está considerando el modelo con un número 
infinito de sitios, entonces la muestra de 63 secuencias se reduce a 55 y de 
los 360 sitios quedan 352, y se tienen 18 sitios variables de los cuales 13 (del 
6 al 18) le corresponde al pirimidine y 5 (del 1 al 5) a la purina. 

En la Tabla 5.1, se representan los datos considerados para el análisis. En 
lugar de escribir los 360. pares de base, se considera solamente los 18 sitios 
donde por lo menos dos. secuencias difieren. · · · 



1 1 2 2 3 1 1 1 1 1 2 2 2 
POBición o 9 5 9 4 8 9 2 4 6 6 9 3 6 7 

6 o 1 6 4 8 1 4 9 2 6 4 3 7 1 
Sitio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Id 
1 A G G A A T e e T e T T e T e 
2 A G G A A T e e T T T T e T e 
3 G A G G A e e e T e T T e e e 
4 G G A G A e e e e e T T e e e 
5 G G G A A T e e T e T T e T e 
6 G G G A G T e e T e T T e T e 
7 G G G G A e e e T e e e e e e 
8 G G G G A e e e T e e e T e e 
9 G G G G A e e e T e T T e e e 
10 G G G G A e e e T e T T e e e 
11 G G G G A e e e T e T T e e e 
12 G G G G A e e e T e T T e e e 
13 G G G G A e e T T e T T e e e 
14 G G G G A e e e e e T T e e e 

Tabla 5.1: l.d. significa linea de dl!llCendencia y la última columna de la tabla 
indica el número de BeCuencciu en la muestra en la línea de de11Cendencia 
l.rl. 

2 2 2 
7 1 3 
5 9 9 
16 17 18 

T T e 2 
T T e 2 
T T T 1 
T T e 3 
T T e 19 
T T e 1 
T T .T 1 
T T. T. 1 
C·· C•. T. 4 
e ·T{\T; 8. 
T .T .C '5 
T T T 4 
T T e 3 
T T e 1 
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5.3 Modelo con un número infinito de sitios 

La estructura del árbol ancestral y la forma en que ocurre la mutación en el 
modelo de un ní1mero infinito de sitios serán descritos a continuación. 

La estructura del árbol queda determinado como el coalescente de King­
man (descrito en el Capítulo 3), el cual como se puede recordar indica la 
relación ancestral de los individuos en una muestra. Por lo cual el número 
de distintos ancestros de una muestra de tamaño n al tiempo t queda repre­
sentado por D.(t) y D = {D.(t) : t ;:: O} es un proceso de muerte pura que 
se mueve del estado k al k - 1 con tasa k(k - 1)/2. 

Con respecto a las mutaciones se asume que ocurren como un proceso 
Poisson con tasa B/2 en forma independiente en cada rama del árbol, es 
decir, si la mutación ocurre con tasa ¡t por sucesión (por individuo) y por 
generación, entonces (} = 2N µ, donde N es el tamaño de la población donde 
la muestra fue obtenida. 

Como ya se mencionó el modelo se basa en la comparación entre regiones 
homólogas, por lo cual bastará con tomar en cuenta sólo los sitios en que 
ocurren las mutaciones. Entonces los datos se pueden representar a través 
de sucesiones de los lugares donde ocurrirán las mutaciones. Como no se 
sabe cual es el ancestro entonces se considerará, por convención, que la base 
mutante es la que tiene el menor número de representantes cuando se compara 
el sitio considerando todas las secuencias. Por ejemplo para los datos de la 
Tabla 5.1 se tiene que la base mutante sería A para el sitio l. 

Se tiene entonces que un gen se describirá a partir de la secuencia de sus 
mutaciones, es decir, si se tienen N genes, entonces la secuencia i se describe 
por una secuencia y; = (y;0 , y¡¡, ... ) de enteros positivos, donde cada coorde­
nada indica el sitio donde ocurrió la mutación (ver Griffiths y Tavaré (1994a, 
1995)). Como se pueden tener secuencias idénticas, entonces en lugar de ex­
presar cada una en una secuencia, se representará la secuencia sólo una vez 
y se registrará por otro lado el número de veces que aparece en la muestra 
original, es decir, si por ejemplo se tienen d secuencias diferentes, entonces el 
número de veces que la secuencia i aparece en la muestra será indicado por 
n;, i = 1, 2, ... , d y el vector que almacena estos valores es denotado por ñ, 
es decir, n = (ni. ... , nk, •.. , nd). 

A partir de lo anterior los datos pueden ser representados por un árbol 
con raíz llamado árbol condensado, el cual será denotado por T, donde cada 
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linaje es representado por una sola línea y las mutaciones están indicadas a 
lo largo de la trayectoria por sitios segregados. Entonces si en una muestra 
de tamaño n se tienen d distintas secuencias y 1, y2, ... , Yd con multiplicidades 
n = (n1, n2, ... , nd), se tiene que el árbol con raíz con multiplicidad de sus 
hojas ñ, será representado por: (T, ñ) = (y1, ... , Yd• ñ). 

Note que los datos se pueden representar a través de un árbol con raíz, 
siempre y cuando se conozca cual tipo es el ancestro, pero en la realidad en 
general no se sabe, lo cual hace que se considere un gráfico análogo al del 
árbol con raíz, en donde la base ancestral de cada sitio es desconocida. La 
representación que se estableció en este caso es llamada árbol sin raíz, en 
donde se repesentan las secuencias por vértices y el número de mutaciones 
por números a lo largo de los bordes entre secuencias. Al árbol sin raíz 
se le denota por Q. Análogamente al árbol con raíz, (Q,n) = (y1, ... ,yd,ñ) 
representará al árbol sin raíz con multiplicidad ñ = (n1, n2, ... , nd)· 

Se tiene entonces que cada conjunto de secuencias a partir del modelo 
con un número infinito de sitios le corresponde al menos un árbol con raíz 
(o sin raíz) y el número de sitios segregados es precisamente el número de 
mutaciones, que ocurrirán a lo largo del árbol. En los datos presentados en 
la Sección 5.2 se tiene que 18 sitios fueron segregados. 

Definición 5.3.1. A la representación de los datos en un árbol que tiene 
rotulados sus vértices se le llama árbol rotulado (o con rótulos), si además 
estos vértices tienen un particular orden al árbol se le llama árbol rotulado 
ordenado. 

Observación: Como en las secuencias y¡, y2 , ... , Yd se ind\ca.donde,ocu~ 
rren las mutaciones, entonces (T, ñ) = (y1 , ... , Ydo ñ) y (Q, ñ) = (y¡,· .. ~. Ydo ñ)" 
son árboles rotulados y ordenados. · · ·" · 

De la Sección 5.2 se tiene que lo datos pueden .ser.,representados" de la 
siguiente forma: . '·.'\. . 

Y1=(1,6,4,14,oJ, Ya= (la,12,&í8,,!l)' 
Y2 = (10, 1, 6, 4, 14, O) y9 = (17, 16, IS; O) .. · 
y3 = (2, 18, O) Y10 ::' (16, is; O) 
Y4 = (9,3,0) Yu=(O) .. · 

Ys = (6, 4, 14, O) Y12 = (l8, O) 
Ya = (5, 6, 4, 14, O) Yt3 = (B; O) •. 
Y1 = (12, 11; 18, O) Yt4 :: (7, 15, O). 
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con multiplicidad dada por ñ = (2, 2, 1, 3, 19, 1, 1, 1, 4, 8, .5, 4, 3, 1). 

Observaciones: 

l. Un posible árbol representando las secuencias y¡, y2, •.. , y¡4, es 

Figura 5.1: Note que en este 
de la muestra 

2. Si se rotula al ancestro por O y al por i.' E¡¡tonc~s los datos se 
pueden representar en una matriz de ceros y unos, donde cada renglón 
es una secuencia. 
Tomando en cuenta el árbol presentado en la Figura 5.1 se tiene que en 
la representación de ceros y unos los datos de la Tabla 5.1 de la Sección 
5.2, pueden ser representados por: 

secuencia 1 100101000000010000 
secuencia 2 100101000100010000 
secuencia 3 010000000000000001 
secuencia 4 001000001000000000 
secuencia 5 000101000000010000 
secuencia 6 000111000000010000 
secuencia 7 000000000011000001 
secuencia 8 000000000011100001 
secuencia 9 000000000000000111 
secuencia 10 000000000000000101 
secuencia 11 000000000000000000 
secuencia 13 000000010000001000 
secuencia 14 000000010000000000 
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3. Una observación importante que se debe contemplar es que un árbol 
sin raíz puede ser construido a partir de un árbol con raíz. En el caso 
que el linaje de la raíz no aparece en la muestra, éste no aparecerá en 
el árbol sin raíz. De esta forma un posible árbol sin raíz para los datos 
representados en la Tabla 5.1 de la Sección 5.2 es: 

@ !" 
'" ' .~· " ¡:: " " 

0----CD-t-. r "t~r-®--0 
. J G> G 

Figura 5.2: Dondi{'ef~di~a lis mutaciones·~~ las pirimidinas y • las muta-
ciones en el de las)urina.5; ' · · · 

Una forma de hacer las inferencias con respecto a los ancestros y tasa de 
mutación es a t~avés de la probabilidad de que el árbol que describe los datos 
del probleiria tenga determinada estructura con multiplicidades ñ. 

Sea P(T, ñ) la probabilidad de tener un árbol con raíz T y P(Q, ñ) la 
probabilidad de tener un árbol sin raíz Q y Pº(T, ñ) la probabilidad de tener 
un árbol con raíz T pero sin importar el orden en que aparecen las secuencias, 
donde ñ es el vector de multiplicidades. ·' 

Note que si Q es el árbol sin raíz con d vértices, representando d distintas 
secuencias con multiplicidades ñ = (ni. .. ., nd), entonces se cumple: 

P(Q,n) = LP(T,ñ). 
T 

Adicionalmente, se tiene que 

o n! 
P (T, n) = - 1--1P(T, n). 

n¡ .... nd. 

(5.1) 

(5.2) 
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Por lo tanto sólo bastará con conocer P(T, ñ) para que se obtenga P(Q, n) 
y Pº(T,n). 

Para obtener P(T, ñ) se procederá de manera recursiva a través de obser­
var sucesivamente los eventos más recientes (mutación o coalescencia) en el 
pasado. Como estos eventos podrán ser o una coalescencia o una mutación, 
se puede inferir cual es el tipo de historia ancestral que debe haber existido 
para que los eventos produzcan el árbol que representan los datos. 

Teorema 5.3.1. Sea (T, ñ) = (y¡, ... , yd, ñ) el árbol con raíz con multipli­
cidad de sus hojas ñ, y P(T, ñ) la probabilidad de tener (T, ñ), entonces se 
cumple lo siguiente: 

P(T,ñ)= 

+ 

+ 

(5.3) 

donde ek es el vector con todas las coordenadas cero, excepto en la k-ésima 
coordenada k = 1, 2, ... d, SkT indica la operación que borra la primera coor­
denada en el k- ésimo camino que lleva de uno de los extremos de T a la raíz 
y RkT es la operación que remueve el k-ésimo camino que lleva uno de los 
extremos de T a su raíz y P(T¡, ei) = l. 
Demostración. Se tiene que una mutación o una colescencia son los únicos 
eventos más recientes en el pasado posibles para que se produzcan el árbol 
que representan los datos. 

Si se tienen n líneas ancestrales, entonces la coalescencia de dos d~ ehas 
ocurre a una tasa n(n - 1)/2 y la mutación en una de. ellas ocurre con tasa 
nO /2 entonces debido a la independencia de la ocurrencia de los ~ventas: , 

1-------------,.--.,.--------------------------------------" 
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(a) La probabilidad de que ocurra una coalescencia dadó que ócurrió un 
evento es: 

n(n - 1)/2 (n - 1) 
n(n-1)/2+n0/2 = (n-1)+0' 

(5.4) 

(b) La probabilidad de que ocurra una mutación dado que ocurrió un evento 
es: 

n0/2 O 
n(n - 1)/2 + n0/2 = (n - 1) +o· (5.5) 

Caso l. Si el evento es la coalescencia, entonces ésta se da en las secuen­
cias que provienen de un ancestro en común sin que ellas sean mutantes, es 
decir, secuencias idénticas. En este caso se debe coalescer donde la multi­
plicidad es mayor o igual que dos. Note que si la coalescencia ocurrió en la 
k-ésima clase (k = 1, 2, ... d), entonces la multilicidad de la secuencia se redu­
ce en uno. Como ek es el vector con todas las coordenadas cero, excepto en la 
k-ésima coordenada k = 1, 2, ... , d. Entonces si una coalescencia ocurrió en la 
la k-ésima clase, entonces el vector de multiplicidades n cambia paran - ek. 
Sin embargo el árbol continua siendo el mismo, es decir, su estructura se 
preserva. Sea (T, n - ek) el árbol T pero ahora con las multiplicidades dada 
por n- ek. 

La probabilidad de que hubo coalescencia que está dada por (5.4). Por 
otro lado como se desea que haya coalescencia sin importar el orden en que 
coalescen se debe tomar en cuenta las distintas formas que se pueden elegir las 
secuencias que coalescen. Así que la probabilidad deseada queda determinada 
por: 

n - 1 nk(nk - 1) 2 _ 
(n _ 1 +O) 2 n(n _ l) P(T, n - ek), para nk;::: 2, (5.6) 

es decir, es el producto de la tasa de ocurrencia de una coalescencia por la 
probabilidad de que ocurra una coalescencia, por las posibles formas que la 
coalescencia ocurre, por la probabilidad de obtener (T, n - Ck)· · 

Caso 2. En cuanto al evento de mutación note que se debe consid~ra~ en 
las secuencias donde nk = 1 y que si hubo mutación es porque una nueva: clase 
fue creada. Dado que los eventos de mutación no ocurren simultáneamente, 
entonces la nueva secuencia tiene multiplicidad l. . 

Cuando ocurre un evento con mutación existen dos casos a considerarse; 
si el ancestro se encuentra en la muestra y si el ancestro no se encu.entra en 
la muestra. Estos casos son analizados a continuación. · 
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(a) El ancestro está fuera de Ja muestra. Dado que ocurre una muta­
ción, entonces el árbol antes que la mutación ocurra tiene una segrega­
ción menos en la secuencia donde ocurrió la mutación. Suponga que la 
mutación ocurrió en la secuencia k, dado que las mutaciones son lista­
das de acuerdo con el tiempo de ocurrencia de la más reciente hasta la 
más antigua, entonces se puede expresar el estado antes de que ocurra 
la mutación en la k-ésima secuencia a través de un operador que borra 
la primera coordenada de la trayectotia k. Se representará la probabi­
lidad de este nuevo árbol por P(SkT, n) . Como el ancestro no esta en 
la muestra entonces esto se vale cuando Syk 1- Yi para toda j. Por lo 
tanto la probabilidad queda determinada por: 

(5.7) 

para k tal que nk = 1, con Yko 1- Yii para toda y¡, y2, ••• , Yd con (i, j) 1-
(k, O), Syk 1- Yi para toda j, es decir, Ja probabilidad de que haya 
mutación dada por (5.5) y se elija una secuencia para que mute. 

(b) Si el ancestro está en la muestra al tener una segregación menos 
en la k-ésima trayectoria ésta se torna igual al menos a alguna otra 
secuencia en la muestra por ejemplo la j-ésima. Entonces la multipli­
cidad de esta j-ésima secuencia es aumentada en 1 y Ja secuencia k es 
eliminada de la muestra. Como en el caso anterior esto también se pue­
de expresar con el operador que remueve la trayectoria k de T denotado 
por RkT, entonces la probabilidad de ocurrencia de este evento puede 
ser obtenida de forma análoga al caso donde el ancestro no está en la 
muestra. Por lo tanto la probabilidad está dada en forma análoga al 
caso anterior como sigue: 

(5.8) 

para k tal que nk = 1, con Yko 1- Yii para toda Yi. Y2, ... , Yd con (i, j) 1-
(k, O) y para todo j, tal que Syk = Yi· 
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Por lo tanto por (5.6), (5. 7) y (5.8), se tiene: 

P(T,ñ) = 

+ 
{k :nt=l, con J11c0 ;!J1¡; 

Pª::nc~~)J'(k~gry·tld > 
S111r'#11¡ para toda j 

+ 

o 
Para el caso de Pº(T, ñ), se tiene un teorema análogo al anterior. 

Teorema 5.3.2. Sea (T, ñ) = (x1i ... , Xd, ñ) el árbol con raíz con multiplici­
dad de sus hojas ñ, y Pº(T, ñ) la probabilidad de (T, ñ) sin importar el orden 
en que aparecen las secuencias, entonces se vale: 

Pº(T,ñ) = 

+ 

+ 

< ' >· (5.9) 

donde ek es el vector con todas las coÓrdendd:;i.s·~e~/exédpto en la k~ésima 
coordenada k = 1,2, ... d y SkTdndicá'.la openiéi6ñ:quil/borra lá primera 
coordenada en el k:. ésimo camino que Üiiv0:~de uno·~'! los extremos de T a 
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la raíz y RkT es la operación que remueve el k-ésimo camino que lleva uno 
de los extremos de T a su ráiz y P(Ti. e 1) = l. 

Demostración. Como es válida (5.3), entonces se sustituirá en ésta la Pº(T, ñ) 
utilizando la identidad dada por (5.2), para obtener lo que se desea. 

Para facilitar los cálculos se factorizará el términq ei:i común y denotando 
por 1111, 1112 y 1113 al primer, segundo y tercer término de (5.3) respectiva­
mente, se tiene que: 

- 1 
P(T, n) = n(n _ 1 +O) (11!1 +Ah+ !113). 

Por (5.2), se tiene: 

Para el primer término se tiene: 

La segunda igualdad es válida ya que la multiplicidades de (T, ñ-ek) son . 
las mismas que (T, ñ), excepto en la k-ésima seciiencfa, la cual e8 nk - 1, 
dado que para la segunda es nk· ·. ' · · ' 

En cuanto al segundo término, como el oper~d~r~k ~()~Itera el número 
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de secuencias ni sus multiplicidades, entonces: 

n! 
= ni! ... nk! ... nd! E 

{km.,=1 1 con Jlk0 ¡1:.y¡¡ 

Pª;:"1~~l:Ct.~r~11" > 
S111t¡l:.1J; para toda j 

OPº(SkT, ñ). 
{k:t11t=l 1 con 111r0 -:¡f.y¡¡ 

Pª~:"ti~;:Ct.br··1/'" 1 
Sy1c'#:-'ll; para toda j 
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(5.11) 

En el tercer término se tiene que el operador Rk elimina la k-ésima 
secuencia, por lo cual la multiplicidad de.ésta tendría que ser cero pero se 
define O! = 1 que sería lo mismo si nk! =L. En el caso de la j-ésima 
secuencia se tiene una adicional secuencia, enúmces: 

n! 
' ' ,Ma n1 .... n; .... nd. 

=~ E .. '· ,'.¿: OP(RkT,Rk(ñ+e;)) 
ni .... nd. {k:nA:=t, co!l 'J/~o~J¡¡j 'Jj'.s.:r1r-7ZJ> > 

pa:,:~~)~Ct.~r;~~ ~.::;:.>·.~ .. ::- :· ,,-~,. 
S111c~'JIJ P8;ra .toda i ' . '.·.' 

~ .,,:'.,, ¿;. J,OJ ·•• ~ o"' L(•J ~ I)L..n,I p•¡n,r, R,(ñ + •1ll 
{k:n1r=l1 con r/1r0 ~111; {J:S.r,t=z¡} 

p~:,:~~>~ct,~rü~" >_ ... ~ > • 

Su1r'#1Ji para toda j · 



100 

¿ 
{k: nk=l, con 111c0 #-Y1; 
para toda Y1 1112, ... ,yd 

cm1(i,j),.(k,O) 11 
Syk:l:YJ para toda j 

) 
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'°' 0n!(n¡l ... (n; + 1)! ... nd!)Pº(R T R (- ·)) 
¿__, ( 1 1 ') 1 k , k n +e, 

¡;: sz.=z¡) n1 .... n; ... nd. n. 

L L (nJ + l)Pº(RkT, Rk(ñ +e;)). (5.12) 
{k: n,t=l, con llko~YiJ {j: Sz•=z¡} 

p~:"l~~;:c~~r·-,;Yd J 
S111r'#11¡ para toda; 

Por lo tanto por (5.10), (5.ll)y (5.12), se tiene lo siguiente: 

Pº(T, ñ) = L n( (nk ; l)O) Pº(T, ñ - e~) 
{k: "•~2¡ n n - + . . 

+ E ( º1 O) Pº(SkT, ñ) 
{k:n•=I, con ll•o"ll•J 

71 
n - + · · 

pa~:;~~ª>~(t,~y-y'u J 
Sy1r~11¡para toda; 

+ 

o 
Una observación importante que se debe considerar es que para muestras 

muy grandes (5.9) puede resultar muy costosa en cuanto al tiempo de cálculo, 
así que se recurre al método de Monte Cario para obtener su aproximación. 
Antes de ello se presentará un resultado auxiliar. 

Lema 5.3.3. Sea q(·) una función de probabilidad definida en ALJB, tal 
que para x E A, q(x) es conocida y para x E B, q(x) es desconocida y sea 
(r.,,11).,,11eAUB una matriz de transición. Sea X = {Xn : n = 0, 1, ... } una 
cadena de Markov discreta homógenea en el tiempo, con espacio de estados 
S = A U B y probabilidades de trasición (p.,, 11 ).,,11es. donde Pz,11 > O siempre 
que r.,,11 > O. Suponga también que si X empieza en un estado del conjunto 
B, entonces X visita un estado en A con probabilidad l. 

Defina 
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Si además q( ·) es tal que: 

q(x) = L rxyq(y) = L r.,yq(y) + L r.,yq(y) x E B, (5.13) 
yES yEA · yEB 

entonces . . . 

q(xJ;=~;[~c~T1:Ú~XJ-.;~~'·z~=.x] x e B, (5.14) 

donde res el tiempo ]JllrllÚ_í1rl'rnei.'vtsÚa e'n-kde X. 
"'';·'·c._·:-.,,,.:·.;. ' •>'/';,l• 

Demostración.' Ver Griffitl{s' yiT~varé (19!Í4~; l!Í94b). 

No~' ~o~~:~\f J~~i~J4!2lli~.;,., "~ ~ f(x) 

o 

(5.15) 

ya que (5.14) serí~:d~ l~·,~¡i~~:11t~rd~~~: 

\q(~)·:¿~ [q'.(;~/gf(x;)IXo = x] (5.16) 

En el caso de (5.9) Griffithis y Tavaré (1994a, 1994b) muestran la apro­
piada cadena de Markov, la cual esta· dada en el siguiente teorema. 

Teorema · 5.3.4. Sea (T, ñ) = (y1, .. ., Yd> n) el árbol con raíz con multiplici­
dad de sus hojas n, y Pº(T, n) su probabilidad bajo el modelo de un número 
infinito de sitios. Sea X = {X(l) : l = O, 1, 2, ... } la cadena de Markov con 
espacio de estados S = { x : x = (T, n)} y probabilidades de transición: 

{ "·-· J(T,ll}(n+B-1) > 

Pxy = /(T,11J"fn+B-l)' 
n·+l 

J(T,ll)n(n+B-l)' 

para k=l,2, ... d y donde 

si y = (T, ñ - ek) 

si y= (SkT, ñ) 

si y= (RkT, Rk(ñ +e;)), 

"' nk - 1 Om 
f(T,ñ) = {k:~2J (n +o - 1) + n(n + 0-1)' 

(5.17) 
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y 

m = l{k: nk = 1, con Yko i-Y;; para today¡,y2, ... ,yd con (i,j) i- (k,O) 
y Syk #-Y; para toda j}j 

+ :E :E (n;+1>. 
{k:n1r=l, con 111r0 -:FYii {j:Sy1r=11J) 

pa~~(tj>~{::,;;;·"d } 
S111iJiJ1¡pam toda j 

entonces 

[

T-1 ] 
Pº(T,n)=E [!l(TO),ñ(l))IXo=(T,n), 

donde X(l) = (T(t)', ñ(l)) ~ P(T1;~;)=1'. 

donde 

. ·.. '"'..· .. ' 

Pº(T,ñ) = L T(T,ll)(T;,fl'¡Pº(T1,ñ') 
,(T',ll')es_ 

{
~ 
(n+0-1)' 

- o .· -· 
r zy = - n(n+0-1)' 

-~-

n(n+0-1_)' 

y ==(T,n) 
y= (s_kT,_ñ) -
y= (RkT, Rk(ñ +e;). 

(5.18) 

(5.19) 
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Tomando 

J(T,n) = E rcr,11)(r-,wi 
(T•,11·ies 

!Jl E (nk -1> 
{k:n.;::2¡ (n - 1 +O) 

o· 
+ L n(n-1 +0) 

{k:n1r=l, con 111r0 i:111¡ 

Pª~:!Ci!i>~<'::a;;;'11" 1 
S111r;i"y;para toda j 

+ '°' '°' O(n; + 1) 
L...J . L...J n(n - 1 + 9) 

{k:nt=I, con Y•o"'Y•J {1:S11t=J1¡} 

parc~(tj>~c'l:a;;;'11" } 
Sy1ry!J1¡para toda j 

'°' nk -1 Om 
L...J (n +O - 1) + n(n +_o - 1)_.· 

{k:nt2:2} . 

103 

Entonces se cumplen las condiciones de Lema 5.3.3 dadas como en (5.15). 
Por lo tanto por (5.16), se tiene 

[

T-1 ] 
Pª(T, n) =E g f(T(l), n(l))JXa = (T, n) . 

(1) El argumento es similar al dado para obtener (5.3). D 

5.4 Estimaciones obtenidas 

Como ahora se tiene Pª(T, n) en términos de una esperanza, se tiene por lo 
visto en el Capítulo 4 que se puede aproximar esta probabilidad simulando 
g copias independientes del proceso X= {X(I) : l =O, 1, 2, .. .}y calculando 
para cada j, j = 1, 2, ... g, la función: . · 

T-1 

F; = II J(T(l), n(l))'. 
l=O 
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Griffiths y Tavaré (1994b) proveen un algorimo de simulación para generar 
un árbol con raíz con multiplicidad ñ, bajo el modelo de un número de sitios 
infinitos, empezando a partir de un ancestro en común como sigue: 

l. Empezar con dos genes idénticos, elegidos a partir de la distribución 
inicial. 

2. Cuando se obtiene r genes (2 S r S n), se elige un gen aleatoriamente 
y 

(a) con probabilidad (r - l)/(r - 1 + 8) se .añade un gen del tipo 
seleccionado, obteniendo r + 1 genes, , · 

(b) con probabilidad 8/(r - 1 + 8) si el gen seleccionado fue el i se 
hace una transición al tipo j con probabilidad P;;· 

3. Se para hasta que se obtengan n + 1 genes, y borrar el último gen que 
se dúplico, para tener una muestra de tamaño n 

Para la estimación de P(Q, ñ), se suma sobre todos los árboles con raíz 
para obtenerla, por (5.1). 

Otro de los problemas es que tampoco se conoce el valor del parámetro 
8, esto se puede resuelven usando el método de Monte Cario calculando 
Pº(T, ñ) para (T, ñ) fijo como una función de 8. Entonces se simula la cadena 
X= {X(l): l =O, 1, 2,. .. } para un valor inicial 80 y se obtiene la probabilidad 
de los otros valores 8, usando: 

P3(T, ñ) = E[!J.,H) [[! h(T(l),ft(l)){T(t+l),it(l+lH] 

donde h es definida por : 

. · - 8 n+Oo-1 
(T*, ñ") = (T, n - ek) 

(T*, ñ") = (SkT, ñ) 

(5.20) 

· .{ !00 (T, n) <';,1fo•:11¡ 
h(T,H)(T· •. ñ") ".° .. ÍOo(SkT,n)o0 n+D-1) 

· · ·. · r '(R T R (-+ ))O(n+Do-1) 
: , : JBo k • k n e; Bo(n+B-1) (T•, n•) = (RkT, Rk(ñ +e;)). 

· En lo qlle se refiere a la estimación de las tasa de mutación se anali­
. zará tanto' la tasa total como las tasas por sitio. 

Bajo elmodelo de un número infinito de sitios, si se supone que las 
.· 'sccÜencias tienen m'1, sitios purine y mn sitios pirimidine en una longitud 



total de m = my + mn y si se denota por µ1• y µn sus respectivas tasas de 
mutación por base, se tiene que las tasas de mutación en la posición de. A o 
G y en la de C o T son: 

81• = myµ¡•, · Bn = mRµR. 

La tasa total de mutadón sería: 

0 '=- m¡•µy + mnµR . . . 

Las dos form~equivalentes p~ra'd~scrÍbir el.proceso de mutación son: 
·-,,, 

1. Se supone que la mutación ocurre'i:le.ac\Jercio con el proceso Poisson con 
tasa 0/2 en cada rama, entonces se tiene la mutación en el sitio Y con 
probabilidad p¡• = Bv/B y la mutación en. el sitio R con probabilidad 
py = Ol'fB 

2. Las mutaciones en los dos tipos de sitios se comportan independiente-
mente como un proceso Poisson con tasas 81• /2 y O R/2 respectivamente. 

Como se tiene (5.18), entonces se puede estimar O por máxima verosimili­
tud. Para los datos de la Sección 5.2 Griffiths y Tavaré (1994a) realizaron 
g=200,000 repeticiones del algoritmo de Monte Cario para encontrar la pro­
babilidad de los 19 árboles con raíz y obtener la del árbol sin raíz y se obtuvo 
por el método de máxima verosimilitud {J = 4.8. En la estimacion de O no 
se tiene información particular de cada sitio, sin embargo se puede modi­
ficar el algoritmo para obtener las tasas en cada sitio o también se puede 
analizar cada sitio por separado. De esta forma para estos datos Griffiths 
y Tavaré (1994a) obtuvieron seis árboles con raíz para los sitios purine y 
catorce árboles con raíz para los pirimidine, usando el algoritmo presentado 
arriba las tasas estimadas fueron: 

ñn = 1.22 ± 0.61 {J1• = 3.31±1.14. 

A partir de la estimación de O (por MLE), se pudo por una parte comparar 
los árboles con raíz correspondientes al árbol sin raíz, en particular para los 
datos de la Sección 5.2 las probabilidades Pº(T, n) resultaron variar entre 
1.0 x 10-19 y 1.2 x 10-25, de las cuales se obtuvo que los árboles más probables 
tienen la raíz entre las mutaciones 4 y 14, y entre la 4 y la 6. La probabilidad 
relativa que la raíz se encuentre en uno de estos sitios es de 97 por ciento. 



106 Inferencia ancestral 

Por otro lado se tiene que la estimación del tiempo para obtener el más 
reciente común antecesor (MRCA) también se puede obtener a través sólo 
del número de los datos como se vio en el Capitulo 3, de la forma siguente 
(por (3.8)): 

E(TMRCA) = 2 (1- ~). n ~l. (5.22) 

En cuanto al estimador de MRCA que involucra los datos se puede obtener 
de la siguiente manera: · · 

P(T < tl(Q _)) = P(TMRCA S t, (Q, 7Í")) · .. ··.· 
MRCA - ,n P((Q,ñ),l) .. ,. (5.23) 

Para obtener el denominador se registra a cada movÚnieu'to.:.de la· cadena 
X(l) = (T(l), n(l)) el tiempo tomado para el movhniéntÓ: Si 'el nlÍme.ro de se­
cuencias es m cuando X(I) = (T(l), n(l)), entonces el tiempo' de permanencia 
en éste estado tiene distribución exponencial con parámetrcl"m(m+ O ..:.1)/2. 

Para j = 1, 2, ... k, se procede: 

l. Se obserm la cadena hasta que el estado {r;,·e.1') ~s··alcanzado y se 
calcula --~-: 

k-1 . " . 

F;(T) = fl f(T(l),n(l)), • 
l=O ".'., ·.·:.·· • . 

donde k es el número de pasos h!lllta.~ue (T1¡ et) es alcanzado. 

2. Se registra el tiempo .total r;Ó{del ant~~i~r paso 

Un estimador de P(TMnáA. $ t, (T,ñ)}isi:se tieneng simulaciones es enton-
ces: . 'e,~:.'·'~.; ' ' 

···:¿;;A}~f~'.~!lf:cr;.(T) s·t); .. 

y se se suma. ést~ sÓbr~ t~dd~ '.¡~g ~~~lidies con' raí~ S~ :~btie¡{e f (Tr.r ROA S 
t, (Q, ñ)). Por lo tanto. un .~stimad~r para (5.23)es: 

· ¿; E1~{F;(Tji(Tj(r):5 t)• 
·¿.¡.L;J..;iF;(T):;;. 

(5.24) 

Para los datos de. laSecció~ 5'.{ ~e ti~~~ q~e. el. iamño. de. Ja muestra. es 
n = 55, entonces Já esperanza del TMnc'Á d.ada por(5'.22) es 1.96. Finalmente 
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note que esta estimación no esta en tiempo real. Sin embargo se puede 
obtener la estimación en tiempo real, a partir de conocer el tiempo para 
cada generación y el total de individuos. Griffiths y Tavaré (1994a) hacen la 
estimación en tiempo real, tomando cada generación de 20 años y como la 
población se estima entre 400 y 800 individuos toman N = 600, por lo tanto 
el tiempo real sería 1.96 x 600 x 20 "" 23500. Con respecto a la estimación 
del tiempo esperado para obtener el más reciente común ancestro utilizando 
los datos dado por (5.24) fue de 14400 años. 
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Conclusiones 

Se tiene que la cantidad de investigación que se ha realizado en génetica 
utilizando cadenas de Markov es de gran amplitud y sólo una pequeña parte 
es presentada en este trabajo, así que la importancia que tienen las cadenas 
de Marko\• no sólo en génetica sino en múltiples áreas es trascendental, por 
todos los resultados que se tienen de ellas de los cuales se pudieron observar 
algunos en el Capítulo l. 

Cuando se desea modelar un fenómeno en el cual diversos factores actúan 
sobre él, se recurre a considerar primero un modelo con condiciones ideales, 
para analizarlo y después modificar estas condicones hasta lograr el mayor 
apego a la realidad. Como los modelos de \'Vright-Fisher y Moran presen­
tados es esta tesis, en los cuales las condiciones son básicas y el modelo n­
coalescente hace uso del comportamiento de la población en estos modelos y 
a su vez el modelo con un número infinito de sitios se basa en el n-coalescente. 

En este trabajo se muestra también como el uso de diversas áreas es pri­
mordial, ya que en este caso para obtener el ancestro en común se hizó uso de 
cadenas de Markov y de métodos de Montecarlo. En cuanto a estos métodos 
cabe destacar que también se han hecho aproximaciones con los métodos de 
Monte Cario vía cadenas de Markov tanto en el algoritmo Metropolis-Hastins 
como en el de Gibbs, lo cual se podría desarrollar en otra tesis. 

Si se desea hacer uso de programas presentados en la red que permiten 
inferir árboles ancestrales y tiempo para llegar al ancestro en común de una 
población, se presentan a continuación algunas direcciones donde algunos 
programas pueden ser encontrados. 

(a) http://evolve.zoo.ox.ac.uk/beast/ En el programa BEA.ST se obtienen 
las simulaciones de los árboles por medio de los métodos de Monte 
Cario vía cadenas de Markov. 
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(b) http://.no.embnet.org./Programs/EAL/phylip/coallike.php3 El progra­
ma COALLIKE aproxima la tasa de mutación, a partir de simulaciones 
que se tengan de los árboles con raíz. 

(c) http://evolution.genetics.washington.edu/lamarc.html En el paquete de 
programas LAMARC se obtienen las estimaciones de los parámetros 
usando también un método de Monte Cario vía cadenas de J\larkov. 



Apéndice A 

Algunos resultados de la teoría 
de la probabilidad 

Lema A.1. Sea (!1, Jir, P) un espacio de probabilidad, y sea BE Jir, tal que 
P(B) ~O, entonces la probabilidad condicional P(·IB) define una medida de 
probabilidad, es decir: 

a) P(!1JB) = l. 

b} P(AJB) 2: O, A E Jir. 

c) Sea (An)n>I una sucesión numerable de 'elementos en .§ir mutuamente 
excluyentes,·. entonces: · 

P(LJ AnlB) = EP(AnlB). 
n=t n=l 

Demostración. a) Es i~mediata ya qtie 

P(!1JB) = P(n n B) = 1 
·. · ·.•· . . ···'·P(B) · ··•·. 

. ~ . . ' . . 

b) Sen A E Jir, como P(-) es una ntedid~~cntónces . 
P(A. IB)·'.:P(An B) > o. 

: .. P(B) · -
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c) Sea (An)n>I una sucesión numerable de elementos en $ mutuamente 
excluyentes, entonces: 

P (ü A IB) = P ((LJ:, 1 An) n B) = P(LJ:,1 (An n B)) 
n=I " P(B) P(B) 

= :L:;;"=I P(An n B) = f. P(A IB) 
P(B) n=I n . 

Como (An)n>I es una sucesión numerable de elementos en$ mutuamente 
excluyentes, entonces también (A,. n B)n>I es una sucesión numerable de 
elementos en § mutuamente excluyentes por lo tanto se cumple la cuarta 
igualdad, ya que P(-) es una medida. O 

Teorema A.1. (De la probabilidad total} Sea (rl, §, P) un espacio de pro­
babilidad, y sean Bi. B 2 , ... , Bn E $ distintos del vacío, tales que fonnan una 
partición de n, es decir, U?:, B; = n y B; n Bj = </J, para toda i distinta de 
j. Sea A E §, entonces 

" P(A) = L P(AIB;)P(B¡). 
i=l 

Demostración. 

P(A) = P(rl n A) 

~p((ºs;)nA) =P(º(B;nA)) 

= t P(B; n A)P(B;) = t P(AIB;)P(B;). 
i=I P(B;) i=I 

Como (An)n>I es una sucesión numerable de elementos en§ mutuamente 
excluyentes,. entonces también (An n B)n>I es una sucesión numerable de 
elementos en § mutuamente excluyentes -por lo tanto se cumple la cuarta 
igualdad, ya que P(-) es una medida. O 

Lema A.2. Sea X una variable aleatoria con distribución geométrica con 
parámetro p, p E (O, l), entonces: 

E[XJ=~. 
p 
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Demostración. Como X tiene distribución geométrica, entonces 

X= 1,2, ... 

donde O < p < l. Entonces 

00 00 d 
E[XJ = L xqz-lp = p L dqz 

z=l z=O q 

d
00 cl(l) =q-Eqz=p- -

dq z=O dq 1 - q 

=--p-=~ 
(1 - q)2 p 

D 

Teorema A.2. Ley Fuerte de los Números Grandes. Sea X 11 X 2 , ... 

una sucesión de variables aleatorias· independientes e idénticamente distri­
buidas, con mediaµ. Sea Xn = * L:?=i Xii entonces 

P ( lim Xn = Jl) = l. 
n->oo 

Demostración. Ver Ross (1996). D 

Lema A.3. Sean Yj, }2, .. ., l-;. variables aleatorias idénticamente distribuidas 
con función de probabilidad p(·JO), donde 9 es aleatorio. Sea íJ el estimador 
de 9 obtenido de la distribución posteriori. Sean E(9Jy) y var(9Jy) la media 
y la varianza obtenidas a partir de la distribución Ppoderiori(Ojy). Entonces 

E[(O - ÍJ(y))2 Jy) = var(9Jy) + E((OJy) - OJ. 
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Demostración. Se tiene que: 

Eofy[(O - l.i(y))2) 

= Eo1y[O - E(Ojy) + E(Ojy) - l.i(y)2) 

= Eofy[(O - E(Ojy))2 + 2(E(OIY) - O(y)(O- E(Ojy)) + (E(Ojy) - O(y))2] 

= Eo1y((O - E(Ojy))2) 

+ Eo1y(2(E(Ojy) - O(y)(O- E(Ojy))J + Eofy[(E(Ojy) - O(y))2) 
= Eofy((O - E(Ojy))2) ·. , .. 

+ 2(E(Ojy) - O(y)Eo1y((O - E(Ojy))J +Eofy((E(Ojy) - l.i(y))2) 

= varo1y(O) + 2(E(Ojy)- O(y)(Eo1y(O) - E(Ójy))+: (E(Ojy) '.:... l.i(y))2 

= varo1y(O) + (E(Ojy)- O(y))2
• 

o 



Apéndice B 

Resultados auxiliares 

Lema B.1. Sean x, y en los reales y sea Af un entero positivo y considérese 
la siguiente suma: 

SM(x, y) = ('';) v1v2 ... VM + ( ~1) ~0V2 ... VM + ... + G~)uou¡ ... uM.,.1 (B.1) 

donde 
Uj=X+jy Y .· Vj,-= 1- X - Jy, 

entonces 
(B.2) 

·:_ :, "y~·:· '()/ ,- =-~; .. _ -.-.t~~:,_·~-,~~- ~- -,· -·:· : 
Demostraci6n. Se Útilizará i!Íducci6n matemática en M. Se demostrará para 
M = 2 que se valé (B.2):: ,. · ·· 

P~r hip6t~~i~ se tien~ q~'e.: · · . 
• . ,'1 

·- , -:· ·'"'~·:.: .' ·-· .. 

S2(x,y)·= v.lv/~.~áu~v2f.uou1 
= (l_:x:'..'¡j)(l ~ x7 2y) + 2x(l - x :-:-.2y) + x(x +y) 
= 1-<r :_y~ i:'+x2 '+xi;- 2y+2xy + 2y2 + 2x - x2 - 3xy 
= 2y2 ...:'3y+1~ ii-y)(l-2y). 

·- . _.,' .. -''"""'.": .. . :• 

Supóngase que se cu~
0

pl~ ;á'.ia n = M,·;e de;nostrará que se cumple para 

us: 
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,_·,; Sl~~j (x, Y) Y·.··.S···.···.l·.
2

.1~.· ... ·.·l··· (.··.·X·· •. ·. ,.···: .. y·.···.····.·.)··········,·• .. cl·· •.. ·.•.·e····.··S.· .. ·····j····g·.·· .• ··.·l·l·a·' ..• ·d···· ... ~ ... ·.~ .. ·.•.· .•. • .. d ... e··· .... ·.· .. l.· ... ª· ••. ··•.·•.·.• .• ··.S·.·.j·g····· .. ·U··.··.·. 1°C······.~ ...• ·t·.·.··C·.·· .• '.··.fi O ... f .. ma .. = 
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Primero se analizará S~~1 (x, y): 

SÁ~~ 1 (x, y)= V¡ ••• VAfVni+1 + (~)uov2 ... VAfVm+1 + ... + 

( "':) uou1.'..u~'.'."1~~;:.vMVm+1 +, ... +.Gi) uou¡ .• ;uú-1VM 

:[f~~1~If f 1~~~~~1~,t~)~ .•...... ~.) 
', ~ .~~ i' < ~ •'.'' ·~\',-:¿_- ·;;>~·.:_~ ~\: ~: '. ,,_ ... 

Antes de pasar a SÁ~~;(;;~)/6bs~~~e ~/ie ~Íll'~;·,;. x +y, se tiene que 
- . . .. - ·<>.{· ·;::,: - - ,. ' '., 

donde 

y 

entonces 

Wj = 1-: i- jy = 1- (x +y) - jy 
= 1 - X - {j + l)y 

Vj=Z+jy=x+y+jy 
= x+ (j + l)y 

= Uj+lt 
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Regresando con SÁ% 1 (x, y), se tiene lo siguiente: 

Por lo tanto 

( )) 
(1) ., ' .. ) (2) ( ' •. ) 

SM+I x,y = SM+i x,y + SM+I x,y •. 
= VM+1SM(x,y) + u~SM(X + y,y) 
= VM+1f(1..:.. y)(l .:_ 2y) ... (1 -My)] + uo((l - y)(l - 2y) ... (l - My)J 
= (vA1+1 + ~o)[(l -:-il)(l -2y) ... (l - My)J 

~ ({l ~ x - (i/+iJy) .f:x)[(l - y)(l - 2y) ..• (1 - My)J 
= (1 - (M + l)y)(l e:_ y)(l::..: 2y) ... (1 - My), 

por lo cula el resultado se éuniplé'. .' 

(1) Hipótesis de iíÍducción 
- ,· . - ,_ . . 

o 

Lema B.2. Sea x > O, e. EN1 tdl que 1 :5 f. :5 x, entonces se vale lo siguiente 

r(x) = .• [n ix- k)]' ~(x - e). 
· k=I 

Demostmción. La demostración se hará como la que se realiza por inducción. 
Se tiene que para e = l. vale, ,Yª que pará X >'o, r(x) = xr(x - 1). Ahora 
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suponga válido para e< x, se demostrará que se vale para e+ 1 < x. 

r(x) = [[J;cx - k)] r(x - e) 

= [gcx - k)(x- (e+ 1))] r(x- (f.+ 1)) 

= [}jc;i,.~i] ;(x ~(e+ 1)). 
. . . . . . -

o 

(e} Para j=J,21 .:; 

r ( No:2 + ·)· 

1 - o:1 -[rr~2(• J No:2 . . . k). ] r (. No:2 ) 
= k=I 1 '-'. O:j - 0'2 + J - • 1 - O'¡ - 0:2 • 
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Demostración. (a) Se cumple de forma inmediata utilizando el Lema 8.2, ya 
que j < {:'..~~.:'¿!, j = 1, .. ., N, entonces 

r ( N(l - a2) ) = Il ( N{l - a2) . _ k) r ( N{l - o2) _ i) . 
1 - O¡ - 02 k=I 1 - O¡ - 02 1 - OC¡ - 02 

Por lo cual para j = N, se tiene que 

r (i -a~~~2+j) = [tfL-~~~Cl'2'+j :_k)FC-~~~ ~2 -j). 

o 



Apéndice C 

Algunos conceptos en genética 

Para fines de esta tesis se describirán a continuación algunos conceptos en 
genética. 

En los organismos vi vos existen dos ti pos de ácidos nucleicos, el ácido de­
soxirribonucleico (ADN) y el ácido ribonucleico (ARN). La función principal 
de los ácidos nucleicos es almacenar y transmitir información genética. 

Se tiene que el DNA es el material genético de todos los organismos 
celulares. En las células se encuentra el ADN nuclear y el ADN rnitocondrial, 
éste difiere del primero principalmente en lo siguiente: 

(a) Es circular en vez de lineal. 

{b) Consiste sólo de una secuencia, en vez de duplicidades. 

(c) Tiene un código ligeramente diferente. 

{d) Es exclusivamente transmitido por el lado materno. 

Se tiene que el ADN mitocondrial es una molécula circular que tiene cerca 
de 16500 pares de base en su longitud. Una parte de esta molecula conocida 
como region control {D-loop), tiene 1100 pares de base y contiene promotores 
para la trnnscipción y la replicación de cada una de las ramas del ADN. 
En lo que se refiere a las mutaciones que pueden ocurrir en las secuencias 
del ADN se puede mencionar las que resultan de sustituciones de las bases 
A,C,G y T por otra. Los cambios que ocurren son sólo entre purinas (A,G) y 
pirimidinas (C,T), son conocidas como transversiones¡ y menos comúnmente 
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que las transversiones se tienen las transiciones que son cambios que ocurren 
solamente entre purinas o solamente entre pirimidinas. 

Para mayores detalles ver Dill y Friedman {1992), Schleif {1993). 
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