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Introduccion

Los espacios de de Sitter son espacios de curvatura constante, solucién a las
ccuaciones de Einstein para el espacio vacio, es decir, con tensor de energia-
momento igual a cero, y con término cosmolégico. Precisamente esta constante
cosmoldégica nos permite distinguir dos soluciones, el espacio de de Sitter y el
de anti de Sitter, que dependiendo de la convencién que se use, el primero cor-
responde a la constante cosmolégica mayor que cero y el otro cuando ésta es
MEenor que Cero.

Estos espacios, en particular al que se identifica como anti de Sitter AdS,
han ganado importancia en los 1iltimos anos en el marco de la llamada correspon-
dencia AdS/CFT , siendo ésta un resultado parcial de un nuevo concepto que
ha surgido en la fisica, el principio hologrifico. Este tiene como idea principal
que una teoria de un campo en particular, definido sobre una variedad diferen-
cial, puede ser representada mediante otra teoria definida en la ‘frontera’ de
dicha variedad. Dicha correspondencia establece una equivalencia (matemdtica)
entre una teoria cudntica de cuerdas en un espacio AdSy x Mp_q con una teoria
cudntica de campo conforme en un espacio-tiempo de dimensién d — 1, el cual
se interpreta como la ‘frontera’ de AdSy. El caso mds estudiado en la corres-
pondencia AdS/CFT cs el de la teoria de cuerdas en cl espacio AdSs % S5 que
resulta ser completamente cquivalente a la teorfa de Super Yang Mills n = 4
en la frontera del espacio de anti de Sitter 0AdSs [1]. (A esto se le llama la
conjetura de Maldacena.) Es importante mencionar que también existe la cor-
respondencia dS/CFT (2], de hecho, en este trabajo estudiamos a detalle el
espacio de de Sitter, el cual corresponde a cste caso.

En cste trabajo no pretendemos estudiar el principio hologréfico, pues esto
implicarfa un conocimiento profundo de teoria de campos. Mds bien, haremos
un estudio de los espacios-tiempo que han jugado un papel lmportante en este
contexto.

El objetivo de este trabajo es estudiar los espacms d d' A Sxtter en'lo general
poniendo especial atencién en sus caracterfstxcas geométucas, sus 1sometnas y
como actudn éstas sobre las ‘fronteras’. -

Para esto empezamos con un resdmen‘ﬁba_sfado'en'Hawkmg y Elhs [3] de
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los fundamentos de la teoria de la Relatividad General. En este resumen, bus-
camos hacer un acercamiento desde el punto de vista geométrico, empezando
por definir lo que cs una variedad riemanniana para luego utilizarla:como mo-
delo del espacio-tiempo, pasando por la curvatura de los espacios, hasta obtener
las ccuaciones de campo de Einstein.

En el siguiente capitulo nos dedicaremos a los espacios de curvatura cons-
tante, donde veremos cémo se expresa el tensor de Riemann para espacios con
esta caracteristica. De éstos estudiaremos los llamados espacios de de Sitter
como solucién a las ecuaciones de Einstein para el espacio vacio y con constante
cosmoldgica, observando que debido a ésta tenemos dos posibilidades, el espacio
de de Sitter y el de anti de Sitter.

Analizaremos las condiciones para hacer el encaje de un espacio en otro de
mayor dimensién y veremos, para los dos casos, cémo se pueden expresar las
métricas en distintos sistemas de coordenadas, asi como algunas caracteristicas
de estos espacios en lo que se refiere a las propiedades fisicas.

En el tercer capitulo empezaremos estudiando lo que son las transforma-
ciones de un espacio, veremos qué significa que tenga una isometria y cudles
son éstas expresadas como una transformacién de coordenadas. De la misma
forma, estudiaremos el grupo de las transformaciones conformes, su dlgebra de
Lie y el tipo de transformaciones particulares que se encuentran contenidas
en este grupo, dependiendo de la dimensionalidad de la variedad sobre la que
actian.

Analizaremos csto aplicado a los espacios de de Sitter, y nos detendremos de
manera especial en el espacio con curvatura positiva, para el cual definiremos
una ‘frontera’ y estudiaremos la accién del grupo de isometrias sobre ella, obser-
vando que este grupo de isometrias al actuar sobre esta frontera lo hace como el
grupo conforme. También veremos que este espacio tiene un horizonte cuando la
métrica la expresamos de forma tal que es estdtica e identificaremos este limite
con la ‘frontera’. Nos encontraremos que para el espacio de de Sitter tenemos
dos ‘fronteras’ mientras que para anti de Sitter solamente tenemos una. Con
esto concluird el trabajo.

Se anexan dos apéndices, el primero para complementar el primer capitulo en
lo que se reficere a la deduccién de las ecuaciones de Einstein, y el segundo como
complemento del capitulo dos, donde se obtienen las soluciones de de Sitter a
partir de las ecuaciones de Einstein y de la condicién de curvatura constante,
proponiendo una métrica que tenga simetria esférica y que sea estitica. En un
tercer apéndice revisamos el espacio de Minkowski y sus propiedades, lo cual
nos servird durante el desarrollo del segundo capitulo. Para términar haremos
unos breves comentarios como conclusién al trabajo y mencionaremos posibles
lineas de investigacion las cuales podriamos continuar explorando en un futuro.




Capitulo 1

Fundamentos de la Teoria
General de la Relatividad

Es a Albert Einstein a quien debemos algunas teorias fundamentales en la
fisica moderna, en particular: la Teoria Especial de la Relatividad y la Teoria
General de la Relatividad.

En la Teoria Especial de la Relatividad hay dos postulados a partir de los
cuales podemos definir el intervalo entre dos eventos y establecer que éste es
invariante bajo el cambio de sistemas de referencia, cs decir, que cualquier ob-
servador inercial medira el mismo intervalo entre dos eventos. Los intervalos
entre cualquier par de eventos los podemos calcular haciendo uso de la métri-
ca, la cual se puede ver como la funcién que nos permite medir ‘distancias’
en ¢l espacio-tiempo. Para la Relatividad Especial la métrica que usamos es
una métrica plana pseudo-Euclidiana llamada la métrica del espacio-tiempo de
Minkowski. En la Relatividad Especial no se toma en cuenta la fuerza debida
al campo gravitacional, lo que nos permite trabajar con un solo sistema de re-
ferencia inercial en todo el espacio-tiempo.

La Relatividad Especial deja de ser 1itil globalmente cuando tenemos un ob-
servador no inercial o en la presencia de un campo gravitacional. El experimento
de Pound-Rebka-Snider nos muestra esta incompatibilidad de la geometria de
Minkowski. Asi que para tener una teoria que in cluya los campos gravitacio-
nales, debemos buscar otro tipo de geometria para el espacio-tiempo, al menos
globalmente.

La gravedad se distingue de las otras interacciones en que es una fuerza que
afecta en la misma forma a todas las particulas, esto, hasta donde sabemos, fue
reconocido primero por Galileo. Asf, no existe un sistema inercial en reposo en
presencia de un campo gravitacional uniforme en donde las part{culas manten-
gan una velocidad uniforme en ausencia de otras fuerzas.

1



" CAPITULO1:; FUNDAMENTOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

. De esto se puede concluir que los campos gravitacionales uniformes son
equivalentes a sistemas de referencia que se aceleran uniformemente respecto
a los sistemas inerciales en reposo. Este es el lamado principio débil de equiva-
lencia debido a que solamente toma en cuenta a la gravedad. El comportamiento
de las demds fuerzas en presencia de un campo gravitacional estd incluido en
el principio fuerte de equivalencia, que postula que las leyes que gobiernan a
estas fuerzas, en un sistema inercial en caida libre, son idénticas a las leyes en
la Relatividad Espccial.

Se puede encontrar un sistema de referencia inercial en presencia de un cam-
po gravitacional uniforme, pero si éste no es uniforme no podemos encontrar
dicho sistema inercial global que esté en caida libre. A lo mas que se pucde
aspirar es a construir un sistema de referencia inercial local, esto quiere decir
que solamente se puede considerar inercial en una pequeia regién del espacio-
tiempo, o dicho de otra forma, cualquier campo gravitacional se puede considerar
uniforme al menos localmente.

En Relatividad Especial las lineas de mundo de las particulas que empiezan
paralelas permanecen asi sin importar hasta dénde se extiendan, por esto el
espacio de Minkowski es un espacio plano. En un campo gravitacional que no es
uniforme las lineas de mundo de dos particulas cercanas que empiezan paralelas,
en general, no permanccen de csta forma, por lo que el espacio-tiempo no puede
ser plano. Asi, al no cumplir el axioma de paralelismo, lo que tenemos es un
espacio curvo. Pero estos espacios curvos se pueden ver como espacios planos, al
menos localmente, alrededor de un punto como sucede con la superficie de una
esfera. Esto motiva nuestro estudio de las variedades Riemannianas, que nos es
sumarnente itil al hablar de espacios curvos.

Lo que se ve es que hay una similitud entre los espacios de Riemann y la
fisica en presencia de un campo gravitacional no uniforme. Einstein identificé las
trayectorias de las particulas en caida libre con las geodésicas de la geometria
de los espacios curvos. La Teoria General de la Relatividad usa la geometria
de los espacios-tiempo curvos para representar el efecto que tiene el campo
gravitacional en la trayectoria de las particulas.

1.1. Variedades Riemannianas

Sin hacer una definicién precisa se puede decir que una variedad es un es-
pacio que localmente puede ser visto como un espacio Euclidiano y que puede
ser cubierto por un conjunto de sistemas coordenados o cartas. Otra forma de
expresarlo es que cualquier conjunto que puede ser parametrizado de forma con-
tinua es una variedad. Sin la idea de distancia y otras propiedades geométricas,
lo tnico que nos interesa es que la topologia local de nuestros espacios sea la
misma que la de R™.
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Un mapeo” ¢- de un conjunto abierto & € R™ a un conjunto abierto
U' CR™, se.dice que és. C" si las coordenadas (z},...,z!,) de la imagen
de pe U, ¢(p) € U', son funciones de las coordenadas {z;, i =1,...,n} de
p € U cuyas 7 derivadas existen y son continuas. Si el mapeo es C° hablamos
de un mapeo continuo.

1.1.1. Varnedades diferenciales

Una vaneda.d M (dlfcrencnal) O™ de dimensién_ 7 esun con_]unto M Junto
: con una coleccxén de cartas (I/lm ¢a) donde Uas son subcon_]untos de My ba

R™ que cumplen:

1. La cole;’:_ciéh,d

J 1 na transforma~
cién de coordenadas, dlgamos si (:z: 2.7 _ d 1adas ¢g(p) de




GABITULO 1,: FUNDAMENTOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL
peUNUg. entonces las deuvadas parciales de las funciones ¢q (2!, z2,...,z")
con rc::pecto n cada. una de las’ {z*} deben existir y ser continuas.

i Entonccs se dicc que el coujunto de cartas (Ua, ¢o) (al que se llama atlas) es
un atlas C" denotado por {U,, $a}. Un atlas se dice que es compatible con un
atlas C7 si suunién es un atlas C” para M. A todos los atlas compatibles con
el atlas dado se les llama el atlas completo de la variedad. La topologia de los
conjuntos abiertos de M es la de R™, asf los mapeos ¢, son homecomorfismos
de M a R™,

Una variedad se dice que es orientable si existe un atlas {U,, ¢a} tal que en
cada interseccién U, N Ug el Jacobiano de la transformacién de coordenadas,
|0zt /8z'9|, es positivo, donde (z!,...,z") y (z',...,z2'™) son las coordenadas
da(p) ¥ ¢a(p) respectivamente.

Una funcién f en una variedad M C" es un mapeco de M a R! . Si el mapeo
fo¢7! en cualquier vecindad coordenada U, es una funcién C* (k' < r) de
las coordenadas locales en p, ¢4 (p), entonces se dice que la funcién es de clase
C* encl punto p€ U C M. Si f esdeclase C* en cada punto pe U C M
entonces se dice que es una funcién C* en U.

Como ya lo mencionamos, las variedades son localmente como R™, asi dos
varicdades que sean de la misma dimension y de la misma clase (CT) son,
localmente, prédcticamente indistinguibles y existe un mapeo biyectivo de una
variedad a otra. Este mapeo de una variedad diferencial M (C*) a otra M’
que es 1-1 y C*¥ y cuya inversa también es C*, se le llama difeomorfismo de
M sobre M', donde C* significa que las coordenadas de un punto en M’ son -
funciones tales que todas sus k derivadas parciales respecto a las coordenadas
de la imagen inversa del punto en M existen y son continuas.

La diferenciabilidad de la variedad nos proveé de cierta estructura que nos -
permite definir tensores, formas diferenciales y derivadas de Lie. Ademas pode-:
mos dotar de una métrica al espacio, lo cual nos permitird medir distancias
y también le afiadiremos cierta estructura extra para poder hablar de dlferen-
ciacién covariante que es la generalizacién de la derivada parcial. ’

1.1.2. Vectores y Tensores

Los tensores son objetos geométricos que podemos definir a partir de la
estructura diferencial de la variedad, éstos son indepedientes del sistema de co-
ordenadas que se esté utilizando y estdn definidos en un punto. Ahora, al asociar
un vector o tensor a cada punto de la variedad hablamos de un campo vectorial
o tensorial respectivamente. Para hablar de estos objetos primero definiremos
lo que es un vector en cada punto, partiendo del concepto de una curvaen M.
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" Una curva A(t) (diferenciable) C* en M cs un mapeo C* de un conjunto
‘abierto de R!' en M. El que sea una curva diferenciable significa que las
coordenadas de la imagen de X, que podemos denotar como {zf(A(t)), i =
1,...,n}, son funciones diferenciables respecto a ¢ en todos los puntos, al menos
hasta el orden k. La imagen del mapeo A, es decir, el conjunto de puntos A(t)
en la imagen son lo que podemos visualizar como la curvaen M. A cada punto
en la curva corresponde un valor de ¢, esto es, la curva estd parametrizada con el
pardmetro t. Asi podriamos parametrizar de forma distinta el mismo conjunto
de puntos que son la imagen de la curva.

Un vector lo podemos ver como un mapeo de funciones en M a mimeros
en R'. Ahora consideremos una funcién f diferenciable sobre M que actia
sobre A(t), el vector (#), |, tangente a la curva A(t) en el punto A(to) es
un operador que mapea la funcién f en A(tg) al mimero (8f/8¢t)al., , es decir
hace el mapeo f(A(to)) — (8f/t)als, » asi podemos ver a (8f/8t), como la
derivada direccional de f a lo largo de A(t) con respecto al pardmetro ¢

af SOt + l)) - Q)
(6t> = lim

=0 i
Denotando las coordenad‘\s de'la i 1mngen ‘como {a:‘(,\(t)), i=1,...,n} en
una vecindad de p € U C M tenemos que podemos expresar el valor de la
derivada como D .

J d:z‘:’"(;\(tA):)‘ af - a;-'__éal

(&)1, - -
at =S am N GE IO

De esto podemos ver que ¢l conjunto de mimeros {"z } son las componentes
del vector tangente a la curva z*(A(t)) respecto a la base {D%'lp} . Entonces lo
que tenemos es una estructura de espacio vectorial para los vectores tangentes
en un punto, de esta forma si X y Y son vectores, a y b nimeros,y f una
funcién tenemos que (aX + bY)f = aX(f) + bY (f). El espacio de todos los
vectores tangentes a un punto p en la variedad AM es un espacio vectorial de
dimensién n al cual denotamos como T}, [4].

Cualquier conjunto de n vectores lincalmente independientes {e;} forman
una base para el espacio T, de esta forma un vector X lo podemos escribir
como X = X'e;, donde X*? son las componentes del vector en la base {e;}. Si
tenemos coordenadas {z‘} para una vecindad U de p entonces {z%} es una
base coordenada para los puntos en la vecindad U/.

De esta forma teniendo un espacio tangente a un punto podemos definir una
uno-forma w como una funcién lineal del espacio T, en R, es decir, una uno-
forma es una funcién que mapea vectores del espacio tangente en p a niimeros
reales. Se denota como w(X) 6 (w,X). Que sea una funcién lineal mgmfnca
que cumple con

(w,aX + bY) = a(w X) + o{w, Y),

y si  cs otra uno-forma tenemos que la uno-forma W+ n cumple con”
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{aw + b, X) = al{w, X) + b(n, X) con a,beR.

El conjunto de todas las uno-formas en p tienc la estructura de un espacio
vectorial, lo denotamos como T, y decimos que es el dual de T}, debido a que
los vectores también pueden ser vistos como funciones que mapean uno-formas
en ntimeros. Cualquier conjunto de n uno-formas linealmente independientes
forma una base para el espacio T}y, pero si {e;} es una base para los vectores
en p existe un idnico conjunto de n uno-formas linealmente independientes
que forman la base dual para las uno-formas en p denotado por {e'}. Estas
bases duales cumplen la condicién de que un elemento de la base 7,y mapea a un
vector a su componente en esa direccién X = (X, ') y lo correspondiente para
la uno-forma w; = {w, €;), de esta forma tenemos que (e‘,e_,-) = 6_;'. . Se puede
expresar ¢l niimero {w,X) en términos de las componentes de la uno-forma y
del vector respecto a sus respectivas bases

(w,X) = (wge‘,Xje_,) = w; X,

A esto se le llama la contraccién de X con w, donde de forma implicita
estamos sumando sobre el indice ¢ tomando como convencién que dos indices
iguales en posiciones covariante (abajo) y contravariante (arriba) se suman, es-
tos fndices son mudos y pueden ser reemplazados por cualquier otra letra.

Dada una funcién f en M hay una uno-forma df llamada el gradiente de
[ en p que mapea al vector X en el nimero X(f), estoes {df, X) = X(f). Si
{z'} son coordenadas locales alrededor de p existe una base coordenada para
los vectores, y {dz{} es su correspondiente dual para las uno-formas debido a

que
(da', 8/ 027y = % = ;.

Asf el gradiente lo podemos escribir como df = {df,e;)e! = (8f/0zf)dz’ .
La notacién es la misma que se usa para la diferencial de f, pero ésta se obtiene
al contraer la uno-forma df con un vector que representa un desplazamiento
infinitesimal. La forma de visualizar una uno-forma es como superficies cuyo
vector normal es el vector asociado a la uno-forma gradiente, lo cual veremos
mds adelante cuando hablemos de la métrica. De esta manera si un vector es
tangente a una curva en una superficie definida como {f = constante}, en-
tonces {df,X) = 0, lo que significa que el vector no cruza la superficie.

La forma natural de extender el concepto de vectores y uno-formas es me-
diante objetos geométricos llamados tensores. Estos, a diferencia de los objetos
que hemos visto anteriormente, no pueden ser representados visualmente como
una flecha tangente a la curva en el caso de los vectores o como superficies para
las uno-formas.

Un tensor T detipo ({,m) en p esuna funcién lineal que mapea al elemento
(w!,... ,w!,X1,...,Xm) & un nimero real que escribimos como
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T, ..., w', X1,..., Xm).

Los elementos que mapea el tensor T pertenecen-al espacio que es el pro-
ducto cartesiano de los espacios tangentes de los vectores y de las uno-formas.

El que un tensor (I,7n) sea una funcién lineal significa que lo es para.todos
sus argumentos, es decir, para las { uno-formas y para los ‘m: vcctorcs Para
uno de los argumentos tenemos, G :

T ( "+’bo.‘:.‘.*:2,...,w xl,...,x,,,) : R S
‘,w Xl,...,X,,,)-i- bT(w wz,...,w xl,...,x )

®~~®T,,®T,f ---®T‘

. . ll‘acl.orcs E

~— .
N mrnct.ores

(aT) (w¥,X;) = aT (w’,X;) donde
También tenemos el producto tensorial de
expresamos al nuevo tensor como T ® F .-Es'un‘ten
pertenece al espacio T,',;'_',!’q :
Cualquier tensor T € T}, (p) se puede expresar de’ forma snmlar a los vec-
tores y uno-formas en términos de una base y de sus componentes’

T =T vt €1y @"'@8,,,@3"‘@...®e"m

Siendo {e,} la basc del espacio T, y {e”} la base dual correspondiente al
cspacio Tj; donde p, vy van de 1 a n. Las componentes del tensor se ob-
tienen al tomar como argumentos de éste a los vectores y uno-formas base. Las
operaciones con tensores se pueden expresar en términos de las componentes

AR 1] Pyt Lo gy
(T + 1) ey =TT e
4y e gst — e
(@I ¥, = @V,

I\H1 i p —_ ;u--;m TS R T T E WY
TeT) viovimpg = T T AN

Ym
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La contraccién de un tensor del tipo (I,/m) en dos de sus indices, uno
contravariante y otro covariante, nos da como resultado otro tensor de tipo
(I -1, m — 1), esta operacién es independiente de la base en la que estdn ex-
presadas las componentes del tensor al que se le aplicard la contraccién. Lo que
significa es que se suma sobre un par de indices lo cual expresamos asigndndoles
la misma letra

C=TH"%p ,e,® e, e’ ® .. ®e.

Uno puede expresar los tensores en términos de otras bases y encontrar una
relacion entre cllas. Si tengo una base {e,} para el espacio T}, puedo encontrar
otra basc distinta {e,} mediante una transformacién lincal A en T},

e, = At e,. (1.1)

Los nimeros A¥, son las componentes de una matriz de n X n no singular
(det A #0), de forma que los vectores de la nueva base {el} son linealmente .
independientes. Al ser una matriz no singular podemos encontrar la transfor- -
macién inversa, y obtener la base dual primada :

e =Aer, T (19)

y asi tenemos que

F = (e, ) = (Mae®, AL eg) = AWaAPuudg = Ao A%,

Si tenemos coordenadas {z#} para una vecindad de I/ alrededor de p las

bases duales coordenadas son {e, = 32} y {e = dz#} . Al introducir otro sis-
tema de coordenadas {z'”} mediante la transformacién z' = z'*(z!,...,z")
v =1,...,n se dcbe de cumplir que la matriz con elementos %’z,, tenga deter-
minante distinto de cero en U . Las bases coordenadas en este otro sistema de
coordenadas son {e}, = 32z} y {€ =dz™} y mediante la regla de la cadena

sabemos que

8. _dzk 8

3$1u = 8x'v Oz ’. ’ v

y ademas
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e"} se pueden‘
‘de la. sngulen—'
te fornm

T’"'" — i

Es importante recordar que las componentes de los tensores son dlstmtas al
camblar de base, pero el tensor en si es el mismo;" - .

Un'tensor (2,0) es simétrico si al intercambiar los arg) mentos se cumple que'
T(w),ws) = T(ws,w)) y antisimétrico si - T(Wi;ws) " T(wg,wl) De esta
forma a partir de cualquier teusor (2 0) se: puede definir uh tensor simétrico
S y uno antisimétrico 'A Sl

sty s )

A(wl 1""’2)
Al poner como argument.o al vectores base ob nemos las componentes de es-

tos tensores y ]as denotamos de la sigiiente forma, llaméndolas la parte simétrica
de T el

[T;.w Tuu]
y la parte antisixﬁ»ét»fica dé' T
T[;w] [T;w - ‘T""].

Para tensores con mds indices ya sea en la posicién covariante o contrava-
riante se tiene la misma notacion, el paréntesis para los siinétricos y el paréntesis
cuadrado para los antisimétricos. La parte simétrica se expresa como la suma
de las permutaciones de los n indices dividida por n!, lo mismo para la parte
antisimétrica con la diferencia de que se toma la suma y resta alternada de
las permutaciones pares e impares de los indices respectivamente. Un tensor
es simétrico en los indices covariantes o contravariantes si es igual a la parte
simétrica en csos indices y antisimétrico si es igual a su parte antisimétrica. Esto
se puede expresar para el caso de un tensor simétrico (2,0) como Tl =0 y
si es antisimétrico T =0,

Como ya mencionamos, al asociar un tensor del espacio T, (p) a cada punto
de una vecindad U € M alrededor de p, lo que tenemos es un campo tensorial
T C* de tipo (I,m) en U, sus componentes con respecto a una base coorde-
nada para la vecindad son funciones diferenciables en U

Un tensor de tipo (0,r) es completamente antisimétrico si al intercambiar
cualquicra dos de sus argumentos éste cambia de signo, es decir, cualquier per-
mutacién impar de indices cambia el signo del tensor y cualquier permutacién
par deja el signo igual. A este subconjunto de tensores se les llama r-formas.
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Si R es una r-forma la podemos escribir como la parte antisimétrica, es decir,
la suma y resta alternada de las permutaciones de los r indices multiplicada
por ;’; . Las uno-formas son un caso particular de este tipo de tensores, y pode-
mos escribir cualquier r-forma como el producto tensorial antisimétrico A de r
uno-formas. Si tenemos una base para las uno-formas {e#}, cualquier r-forma
la podemos escribir como R = Iy, ,€" A---Ae” con R, ., = Ry, .

El producto tensorial antisimétrico de una r-forma R con una p-forma P
nos dala (r+p)-forma RAP con componentes (RAP)y. va...8 = By Pa...g] -
Al conmutar las formas tenemos que (RAP) = (=1)"?(PA R), esto es facxl de
ver si notamos que al mover una de las r uno-formas base la intercambiamos
de lugar p veces por lo que tenemos que multiplicar por un factor (—-1)? y
haciendo esto para todas las demds uno-formas base tenemos que nos queda un
factor [(—1)7] T

Podemos definir un operador diferencial d para r-formas que las preserve
como tensores covariantes y completamente antisimétricos. Una funcién f en
una variedad M es una cero-forma la cual bajo el operador d se convierte en
la uno-forma df. Al extender cste operador a r-formas con r > 1 debemos
pedir que la forma resultante sea de un grado mayor. Si R es una r-forma y
P es una p-forma tenemos que se deben cumplir las propiedades

(i) dR + P) = dR + dP,
(ii) dRAP)=dRAP + (—-1)"RAJP,
(iii) d(dR) =0,
donde en la propiedad (ii) el factor de (—1)" proviene de mover el operador
por toda la r-forma un niimero r de veces. La tercera propiedad es ficil de
ver cn el caso de una cero-forma f, donde en términos de coordenadas la uno-
forma df es df = (8f/0z*)dz* y al aplicar otra vez el operador d tencmos

d(df) = (8%f/0z*8z")dz* Adz¥ que es cero ya que ¢s el producto de un término
simétrico por uno antisimétrico.

1.1.3. Mapeos de Variedades

Un mapeo ¢ de una variedad diferencial A/ de dimensién n a otra M de g
dimensién m se dice que es C* si las coordenadas de la i imagen de’ (p)en:
M son funciones C* de las coordenadas de p en V. El mapeo 9’ nos defme'_“‘
otro mapeo ¥* que manda de forma lineal una funcién: f ‘M —)» R*a’una
funcién foy: AN/ — R, denotamos a la nueva funcnén com ’1[1“ i
punto p € N tenemos * e e

C @)=

De forma sumlar exnste un mapeo li
define como

, f(¢(p))

(1/;.x)(f)
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T'xmbleny [k)o'c‘lemb defmlr cl mapeo' 1/) Tw(p)(M)
contraccién de un vector ‘con’ lll’ld uno forma sea

(¢ w, X)I,, = (t«J '/hx)lw(:

‘ Este mapeo se pucde extender a Ios tens
manera tenemos . : TH(N) ~=3 THM
punto pENy.T € Té(p) : :

T("/).w 1 71/) wl)lp ""¢‘T(w RARES K4\ e /
P Ty, XDl —.T(ll)-X:, S X) ey - con. X € Ty
Un mapeo ¥ : N — M que es C“ es un difeomorfismo si es uno a uno,
suprayectivo y su inverso también es diferenciable, esto significa que los espacios
Ny M tienen la misma dimensién dim(N) = dim(M) =n con (k> 1) y
que % es un mapeo biyectivo. Si ¥ es un difeomorfismo podemos hablar de un
mapeo inverso (1) : T3(N) — Ty, (M) entre los espacios duales, esto
nos permite definir un mapeo para los tensores en gencral de 7T}, (N) a T}, (M)
en un punto p de la siguiente forma

T(w‘,...,w‘,x;,...,x,,.)i,, =
YT ) Wy, () 0. X e X

para w? € T, y X; € Tp. Al igual que antes, la contraccién de un’tensor en
pPEN permanecc invariante bajo este mapeo ., es decir, uno puede contraer
cl tensor y luego mapearlo o hacer el mapeo y luego contraerlo.

A un mapeo ¥ : N — M que es C¥, localmente uno a uno y su in-
verso también es un mapeo C* se le llama inmersidn. Si para cada punto
p € N existe un conjunto abierto V tal que 3 es uno a uno en esa vecindad
y ()~ : (V) — N cs C* entonces decimos que $(N) es una subvariedad
de dimensién n inmersa en M. Este mapeo puede no ser uno a uno global-
mente, mas si cumple esta condicién para todo el espacio decimos que el mapeo
cs un encaje. Se puede pedir ademds que el mapeo ¥ : N — ¥(N) sea un
homeomorfismo sobre su imagen ¥(N) € M. A laimagen H(N) € M bajo un
encaje ¥ se le llama subvariedad encajada en M de dimensién n que también
puede ser vista como una hipersuperficie definida en M.

1.1.4. Derivada de Lie

Al hablar en este momento de derivadas de campos vectoriales y tensoriales
se presentan varias dificultades. El definir la derivada de un campo vectorial
sugiere la comparacion de vectores en distintos puntos respecto a la distancia
que los separa, pero aun no hemos definido lo que es distancia entre dos puntos.
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Otro problema que se presenta al comparar vectores en dos puntos distintos es
saber si son paralelos o no, esto en un espacio Euclidiano no representa ningtin
problema, pero en un espacio curvo no sabemos cémo mover vectores en forma
paralela con la estructura que tiene la variedad diferencial. Aun asi podemos
comparar vectores o tensores sobre una curva en la variedad, mapeando uno de
cllos con un difeomorfismo al otro punto en cuestién. Para esto tenemos que
hablar sobre curvas en la varicdad.

Sabemos que cada curva tiene un vector tangente en cada punto, y por
el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias
sabemos que dado un campo tensorial X en M existe una curva mdaxima A(z)
a través de cada punto p € M tal que A(0) = p y que su vector tangente en el
punto Ate) es el vector X|aqy,) - De csta forma si tenemos coordenadas {z}
en una vecindad de p y el vector X tiene componentes X*, la curva es una
solucién, al menos en la vecindad, del conjunto de ecuaciones diferenciales

dzt
ar
Esta curva méxima es llamada la curva integral de X con punto inicial en p. Un
campo vectorial X puede generar un mapeo de la variedad M sobre sf misma,
al menos localmente, asi en una vecindad V alrededor de cada punto ¢ € M
tenemos que el campo vectorial X define una familia de difeomorfismos de un
parametro ¥a, : ¥V C M — M donde |At] < € con € > 0, que lo que hacen
cs arrastrar un punto p una distancia At sobre la curva A(t). Esta familia de
difecomorfismos de un pardmetro forma un grupo abeliano, al menos en V, con
ley de composocién At + Aty , inverso ¥_ar = (ar)~!, eidentidad 1. Este
mapco, como ya vimos, se puede extender a tensores de tipo (/,m), es decir, el
mapeo ., mapea un tensor T|, € T4, (M) al tensor 1¥uatT|ya,(m € Th(M).
La comparacién de tensores en dos puntos se hace mapeando el tensor que
estd en cl punto ¢ + At al punto ¢t mediante ¥._a; y tomando la diferencia,
asi tenemos que la derivada de Lie Lx de un campo tensorial T con respecto
a un campo vectorial X es

= Xz () donde j=1,...,n

— 12 1/)t—AlT'P - TIP
ExTly = Jim, #2200 =T,

La derivada de Lie de un tensor T de tipo (,7) es un mapeo a otro tensor
LxT del mismo tipo (/,m), debido a que el mapeo ¥., como ya vimos, es del
espacio T} (#(n)) al espacio T',(p). Este mapeo es lineal y deja invariante a
las contracciones, ademds sigue Ta regla de Leibniz Lx(T®T') = LxT  T' +
T ® Lx'T'. Actuando sobre una funcién f tenemos Lx f = X(f). Si tenemos
coordenadas en una vecindad de p las componentes de la derivada de Lie sobre
el vector Y respecto de X son

12) A 34\”'“-
ri 92 i
(LxY) = 6-"1\ 6::::") .

Si f es una funcién diferenciable (CT: con r> 2) podemos escrlblr al tensor
LxY actuando sobre ella como - L
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(LxY)f X(Yf) Y Xf),

asf podemos escnblr la derivada de Lie de Y respecto a X como [X, Y] y
debido a que el paréntesis de Lie es antisimétrico tenemos

LxY = [X,Y] = —[Y,X] = ~LyX."

Si [X,Y] = 0 se dice que los campos vectoriales conmutan, esto se puede
interpretar de forma geométrica; si X = ;,T: yY= —"- son los campos vectori--
ales, cuando nos movemos a lo largo de las curvas mtegmlcs de X el pa.rametro !
t, permance constante y si lo hacemos a través de las curvas de Y el que per-
mancce constante cs ¢,, de esta forma si avanzamos primero una distancia ¢
¥ luego una t, llegamos al mismo punto que al recorrer ¢, primeroy luego iz
Las componentcs de la derivada de Lic de una uno-forma son )

(Lxw); = (gw;) Xi 4 (8'\ )w,, -

y para un campo tensonal dcl tlpo (l m)

(Lx Ty, B— (w)

R
o ﬁa;;\ ‘ ({ndlces supemores)

e OXT
7—7|-T" "i...ﬁﬁ + (111d1ce§ mfcfxores).

De la diferenciabilidad de la variedad hemos obtenido todos los resultados
anteriores, sin embargo, no hemos mencionado cémo medir distancias o algo
sobre la curvatura de la variedad. Para poder hacer esto necesitamos definir
un campo tensorial llamado la métrica de la variedad, lo que trataremos a
continuacién. '

1.1.5. La Métrica

La métrica en una variedad M es un campo tensorial C" simétrico no
degenerado de tipo (0,2), por lo que para cada punto de la variedad tenemos
un tensor g, al cual llamaremos tensor métrico, este tensor es una funcidén
lineal, en sus dos argumentos, del espacio T}, a los niimeros reales. Asi al actuar
sobre un espacio vectorial la asociamos con el producto escalar de este espacio
g(X,Y) = X - Y. De esta forma al actuar sobre un vector X € T, lo que
obtenemos es la magnitud de este vector |g(X,X)|!/? y podemos defmir el
‘coseno del dangulo’ entre dos vectores X y Y ambos en T, o el dngulo entre
las dos curvas de las cuales los X y Y son vectores tangentes como

g(X,Y)
18(X, X)|1/2g(Y, Y)|!/2

(1.3)
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todo Y€ T} “tenemos necesanamente que X 0 Podemos
componentes dcl tensor métrlco respecto a una base {e,.}

: !hw = (em ev).
Asf al tensor métrico respecto a esta base lo podemos representar como una
matriz de n'x n si la dimensién de M es n.
La longltud de arco de una curva pa.rametrwada. como A(t) la podemos
definir como ™

: = _
'jz=/ 80X, X1
Jig

donde X = () L\(‘) es el vector tangente a Ia curva. Si {e;} es una base
coordenada podemos escnblr

Ly ‘ tvx dz#* dz¥ 1/2
= FH e 1/2 40 T’ dz :
! /to 19 XEX M 2dt -/la Gpuv FTRRT) dt

En ocasiones se expresa a la métrica como' ds® = g,,dz*dz” , donde dz® rep-
resenta las componentes de un vector de desplazamiento infinitesimal, que no
se debe confundir con la expresién para el tensor métrico respecto a una base
coordenada g = g,,dz* ®dz¥ . Esta dltima al tener como argumento un vector
de desplazamiento infinitesimal nos da la expresién para ds?.

La métrica la llamamos positiva definida si g(X,X) > 0 paratodo X #0
en Ty, y la llamamos indefinida cuando el valor de g(X, X) puede ser mayor,
menor o igual a cero.

Una variedad diferencial dotada de una métrica positiva definida la llamamos
variedad Riemanniana, si la métrica es indefinida recibe el nombre de variedad
semi-Riemanniana, de forma que es un par (M,g). Asi distintas métricas nos
dan distintas variedades Riemannianas, por ejemplo una esfera y el espacio
Euclidiano E? , que tienen distinta curvatura, pero que localmente son indistin-
guibles (topolégicamente).

La métrica nos permite hacer un mapeo del espacio T, al espacio 7}, ya que
al tomar como argumento solamente un vector la podemos ver como un mapeo
lineal que al actuar sobre otro vector nos da un nimero real. Este mapeo en
términos de las componentes respecto a una base {e,} y su dual lo expresamos
como Xy = g,, X", donde g,, son las componentes de una matriz simétrica g
que representa al tensor métrico, El que g sca no degenerada nos permite ver
que la matriz g es no singular y por lo tanto invertible, para esto veamos que

g(X,e,) =g(X"e,,e)) = g X# =0 siysélosi X#=0 Vg,
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de'ahf que todas las columnas de la matriz g secan lincalmente independientes
y su determinante sca distinto de cero (det g # 0). Esto nos permite definir un
tensor (2,0) con componentes g tal que g7%g,, = é°, y que hace el mapeo
inverso, es decir, del espacio T}, al espacio Tp, en componentes X = g’ X, .
A la accién de estos mapeos les llamamos bajar y subir fndices. Al ser una
matriz simétrica siempre podemos encontrar una transformacién que nos lleve
a una matriz diagonal g' = diag(-1,...,-1,+1,...,+1) a la que llamamos la
forma canénica del tensor métrico, donde los +1 corresponden a los eigenvalores
positivos de la matriz g y los —1 a los negativos. La base en la cual el tensor
métrico tienc esta forma es una base ortonormal, es decir, g(e,,e,) = =6, .

A la suma de los clementos de la diagonal de la matriz métrica en su for-
ma candnica le llamamos la signatura de la métrica, asi una métrica positiva
definida tiene signatura n, donde n es la dimensién de la variedad M. Sies
indefinida y tiene signatura (n —2) (un eigenvalor negativo) decimos que es
una métrica de Lorentz, esta métrica en un espacio de dimensién n =4 eslo
que llamamos la métrica de Minkowski, que es ¢l espacio plano de la Relatividad
Especial.

En un espacio con una métrica de Lorentz podemos clasificar a los vectores
distintos de cero en tres tipos: si X € T}, es un vector que g(X,X) > 0 se
dice que es de tipo espacial o simplemente espacial, si g(X,X) < 0 es de tipo
temporal y si g(X,X) = 0 se le llama vector nulo o tipo luz. Estos tiltimos en
un espacio tres dimensiones los podemos visualizar como vectores que forman
el cono de luz separando a los temporales, adentro del cono, de los espaciales
afuera de él.

Si tenemos que S es una subvariedad de dimensidén s encajada en una
variedad M de dimensién m por medio del encaje ¥ : S — M, decimos
que ¥(S) es una hipersuperficie en M, este nombre es comiin cuando s < m.
Como ya vimos el mapeo 1 tiene asociado un mapeo entre los espacios tan-
gentes Y. : T, —> Ty(,), la imagen del espacio tangente en p bajo este mapeo
%.(Tp) = Vy(p) €5 un espacio tangente de dimensién s, o expresado de otra
forma, es un subespacio vectorial de Ty . Dada una base para los vectores
en el punto p, y escogiendo un campo de m-formas w distinto de cero, tene-
mos que w(z!,...,z™) tiene un valor positivo o negativo; si podemos encon-
trar una base para la cual este valor sea positivo (negativo) de forma continua
para todos los puntos se dice que la variedad es orientable y estd orientada
de forma positiva (negativa). Una subvariedad S se puede orientar a partir
de cste campo de m-formas w escogiendo m — s vectores (Ny,...,N,_4)
linealmente independientes en p que no sean tangentes a S, de manera que la
s-forma s resultante de contraer a éstos con w, es decir w(Ny,...,N,,_5) =s,
sca mayor que cero para una base vectorial dada en todos los puntos. Siendo
{z!,...,2™} coordenadas para un subconjunto abierto, alrededor de p, de la
variedad orientable M, la subvariedad o hipersuperficie S queda caracterizada
por £} = ... = 2™~ = 0, de modo que (z™~*+!, ...,2™) son coordenadas
para la hipersuperficie.
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En_el caso de que la subvariedad 'S sea de dimensién m — 1, la imagen
del ' mapeo_del espacio tangente en p, bajo ., Vo) € Ty(p) es un espacio
tangente de dimensién m ~ 1. Podemos encontrar una uno-forma n € Tw( )
distinta de cero tal que para cualquier vector X € T, su contraccién sea cero
{n,%.X) = 0. Esta uno-forma la definimos unitaria y salvo el signo es inica. A
la hipersuperficie la podemos caracterizar locamente como f =0 con df # 0,
asf podemos tomar a n como df, al menos locamente para Vi) - 8Si M esuna
variedad orientable, existe un conjunto abierto alrededor de p con coordenadas
{z*,i=1,...,m}, a partir de las cuales se puede expresar a la hipersuperficie
®(S) con la ecuacién ! =0 y n =df > 0, siendo (z2,...,2™) coordenadas
locales para la hipersuperficic ¥(S) .

El encaje ¢ se puede extender a un mapeo %* : TP(M) — TP(S), en
particular vamos a tener a la métrica ¥*g de S relacionada con la métrica g
de M de la siguiente forma

P eX, YY), =g X, %Yy  con X, Y €T,

Como ya vimos, existe el mapeo inverso de g, esto nos permite mapear las
uno-formas a vectores, asi podemos encontrar el vector NV = g#¥n,, asociado a
la uno-forma n. Este vector es ortogonal a los vectores tangentes a la hipersu-
perficie encajada en M, es decir, a los vectores del subespacio Vi) C Ty(p) - Si
(e2,...,€m,) es una base para Tj, entonces para Ty, la base estard compuesta
por los m vectores linecalmente independientes (N, ¢.e2,...,%.ey,), resultado
de mapear a los vectores base de T, e incluir al vector N que no es tangente
a ellos. La métrica g representada como la matriz de componentes respecto a
esta base cs

(N, N) 0 0 . 0l
g(1/1.82,1/) 82) '8(1#-'32.30-63) ’ g(¢082:¢t9m)
- gg( b g(.es;¥.e3) g(‘r/"e!!:"/) €n)

g(1/1, e‘n.u w-em)

g("/l.em‘, 1/’-3":)

S0
Yrelen, e,,)) K
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Dc esto podemos ver que si la métrica g es “'ﬁOSlthé.v'ldeilhld , 'enténééé la
métrica P*g también debe de ser positiva definida para que todos los cigenva-

lores sean positivos, pero si'g es una métrica de Lorentz entonces . Y*g puede

ser

(i) Lorentz si g(IN,N) > 0, debido a que la matriz de componentes de g
debe de tener un eigenvalor negativo que estd incluido en la parte que
corresponde a las componentes de la métrica 1*g. Decimos que la hxper-

superficie (S) es temporal o de tipo tiempo. )

(i1) Positiva definida si g(N,N) < 0 y como éste es el eigenvalor negativo, la
parte que corresponde a ¥*g solamente incluye eigenvalores positivos. La
hipersuperficie es espacial o de tipo espacio. :

(iii) Degenerada si g(N,N) = 0, esto lo podemos ver si consideramos a N .
como un vector tangente a la hipersuperficie, asi existe X € T}, distinto'de
cero tal que ¥,X = N, de forma que al ser g degenerada g(N,#,Y) =0
para toda Y € T, por lo tanto, ¥*g(X,Y) = 0, lo que significa que ¥*g
es degenerada. Se dice que la hipersuperficie es nula.

Este vector N lo podemos visualizar como el vector normal a la hipersu-
perficie, de forma que si es temporal los vectores tangentes a la hipersuperficie
serdn de tipo espacio, si es espacial estos vectores serdn tipo tiempo y si es
nulo serdn vectores nulos, de ahf que se clasifique de esta manera a las hipersu-
perficies.

Si el tensor métrico g es invariante bajo un difeomorfismo ¥, entonces
decimos que este mapeo es una isometria. Asf la métrica ¥.g es igual a g en
todos los puntos. Esto significa que la isometria preserva el producto escalar o
por decirlo de alguna forma preserva ‘distancias’

g(X, x)lP = 1/»'~g(1/)~X, "/)-x)ld'(l’) = g('l"xr ¢‘x)|¢(l’)'

Cuando el grupo de difcomorfismos de un pardmetro ¥, definido por un
campo vectorial K es un grupo de isometrias, es decir, el mapeo s, es una
isometria para toda ¢, entonces decimos que el campo vectorial K es un cam-
po vectorial de Killing. Se puede definir este campo vectorial en una variedad
semi-Riemanniana diciendo que la derivada de Lie del tensor métrico es cero
Lkxg =0 o también lo podemos expresar de forma que se vea explicitamente
que es invariante bajo el difcomorfismo de un parimetro

Lyg = Jm_ YeomE-E_
A .
En un sistema coordenado podemos expresar esta denvada de Lie en compo-
nentes :

(Lkg);tv ?'J{b'— (1.4)
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Si en un sistema de 'qo'br;clyéni‘t'dasw_{:‘z"k;n u=0,,.n~— 1} se S:Qy‘riApvlc(qu‘e

O _ g
oz0
las componentes de la métrica son independientes de la coordenada z°, asf cl
vector base de esta coordenada 0—2—5 es un vector de Killing. Un campo tensorial
es invariante bajo un campo vectorial si su derivada de Lie respecto a éste cs
cero. Los vectores de Killing estdn asociados a cantidades conservadas, ya que
éstos representan las direcciones en que ¢l espacio tiene una simetria.

entonces guy = guu(z') donde i= 1,...,n

1.2. Conexién y Curvatura

Cuando hablamos de la curvatura de una superficie podemos hacerlo par-
tiendo de la idea de que estd encajada en otro espacio de dimensién mayor, al
abordarlo de esta forma estamos trabajando sobre la curvatura extrinseca de
la superficie, mas si estudiamos la curvatura de la superficie sin considerar un
espacio en donde esté encajada estamos hablando de la curvatura intrinseca de
la superficic.

Una forma de caracterizar esta curvatura es por medio del transporte par-
alelo de vectores a lo largo de curvas en la variedad. Lo que tenemos es que uno
no puede saber cémo es que dos vectores, en distintos puntos, son paralelos;
debemos definir lo que es el transporte paralelo.

Uno puede intuitivamente pensar en el transporte paralelo de un vector a lo
largo de una curva como un vector que siempre apunta en la misma direccién, al
hacerlo a lo largo de una curva cerrada en un espacio plano nos deja un vector
igual a aquél con el que arrancamos el recorrido. Para una superficie curva,
como el caso de una esfera, la situacién es distinta, el vector generalmente no es
el mismo cuando regresa al punto de partida. Para esto necesitamos una regla,
algo que nos diga cémo llevar a cabo cste transporte paralelo, y esto con la
estructura diferencial de la variedad no lo podemos tener debido a que vectores
en distintos puntos p y g pertenccen a espacios distintos Ty, y T, .

Esto nos permitird definir la diferenciacién covariante, que a diferencia de
la de Lie, solamente dependerd de la direccién del campo vectorial respecto a
la cual se hace la operacién y no de las curvas integrales de los dos campos
involucrados. A esto que nos dice cémo hacer el transporte paralelo le llamamos
la conexién afin en M . Esta conexién V en un punto p € M asigna a cada
campo vectorial X un operador diferencial Vx que mapea a un campo vectorial
diferenciable Y en un campo vectorial VxY . La conexién aplicada al campo
vectorial Y la podemos ver como un tensor de tipo (1,1) que al tomar a X
como argumento nos da el vector VxY, asi éste debe de cumplir que

ij.,.yzY = fVxY +gVzY,

donde f y g son funciones y X, Y Z campos vectoriales. Ademds el mapeo
Vx debe ser lmedl
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Vx(aY +bZ) = aVxY +bVxZ

con a, b € R. Al ser un operador diferencial debe cumpllrse la regla de Lelbmz

el campo tensorial VY de tipo (1,1) en termmos de sus componentes como

(VY)", —)"‘.,e @eu

De la misma forma para un vector base tenemos que,

Ve, =T%,, e.®e",

donde o y v son los indices para las componentes del tensor y ¢ es solamente
una etiqueta para identificar a qué vector nos referiinos; a los simbolos I" los
llamamos los simbolos de Christoffel. Este campo tensorial al contraerlo con un
vector base nos da como resultado un campo vectorial

Veu(eu) = Ve,.eu = Pa;wen»

donde I'?,, ecsla componente o del vector V. e, y éste al contraerlo con una
¥ " .
uno-forma base nos da los nimeros ',

Ve.,(e ,G,,) = (e Ve“eu) = ul'(e e )

ve”<e ey>—<v e eu>ﬂef’<'é*;;v,e

asi entonces i

(1.5)
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Si tenemos una base coordenada {e,‘ = Bz"} y su dual {e“ \,en‘tb’n"ce‘s
YE, =%~ ’ B :

La derivada covariante se puede extender a campos tensoriales de tipo (I,m)
tomando en cuenta que la derivada del campo tensorial T ~CT es un tensor
VT detipo (I,m + 1), la conexidn es lineal en sus argumentos, conmuta con
las contracciones y sigue la regla de Leibniz V(T® T') = VI T + T VT'.

Con csto la derivada covariante de un campo de uno«formas w es un campo
tensorial Vw de tipo (0,2) con componentes .

(vw)/w =Wy = Wyw — Favuw(\' ) ’ ‘ (1 6)

y para un campo tensorial T de tipo (l m) tenemos el campo tensonal VT
de tipo ({,m + 1) con componentes . :

(VT)“

tangente X = m, decimos que Y es transportado paralelamente si VxY =0.
Si tenemos coordenadas {z#} para. la: 0" expresar:a“ VxY en
términos de sus componentes e

- "o
donde X* = "d’l

Una curva gcodésxca y porta paralelo a
su propxo vector tangent : L R AT R

ode la s:gulente forma

d zH y > dz¥ ;
e e fr"" a ar =0
donde a t lo l]amamos el pardmetro afin para-la curva. Esto nos dice que dado

X“.,X“

*-un’ valor inicial de’ z# y de 9% siempre existe una unica curva geodésica a

través de p con vector tangente X|,. Esto nos permite, dado un elemento de
T,, asociar a este vector en p. con un punto a una distancia At = 1 sobre la
curva geodésica. A este mapeo, que localmente es un difeomorfismo que mapea
un elemento de Tj a un punto sobre la variedad M a una distancia unitaria
At =1 se le llama el mapeo exponencial. Si este mapeo estd definido para toda



1.2, CONEXION Y CURVATURA : e e 21

la variedad, es decir, para todos los valores del- paramet,ro t, entonces se’ dlce'
que es una variedad geodésicamente completa. Con este mapeo'y una base para
T, uno puede encontrar coordenadas normales para una vecindad’ clel punto Py
lo cual se traduce en que I'},, =0 en p.

Se puede definir, dada una conexién V C’, un. t.ensor T de tlpo (1 2)
llamado el tensor de torsién

ST Y) =

con X y Y campos vc’ctbriaics C"
esto es, VxY vyx

Una conexlén es sunétn

en comporentes’

VXY - XYY,

y para tensorés de tipo (l,fm i

(LxT)"'" . T“ a ﬂ X" —T'\ V BX .'\ '(1 8)
— (indices sup.) + T#"*%, ,gX + (fndlces mf) ~' .
Con este resultado, podemos encontrar la ecuacién: de Kl]lmg a partlr de lau .
derivada de Lie de la métrica respecto aun vector de Killing en términos de la- -
derivada covariante : L

Ky + Ko = o

donde hemos usado la condicién Guvie = 0 para una c
variedad.

Al hacer el transporte paralelo de un vector X alrededor de una“curva
cerrada A(t), generalmente no obtenemos el mismo vector al regresar al punto
de partida p. Esto lo podemos relacionar al hecho de que la derivada covariante,”
aplicada sucesivamente, en general no conmuta. El tensor de Riemann o de
curvatura nos da una medida de esto. Si X, Y son dos campos vectoriales
definimos el tensor de Riemann como el tensor tipo (1,1) '

R(X,Y) = [Vx, V¥] - Vix,v]s

tal que al operar sobre un campo tensorial Z nos da el campo vectorial R(X,Y)Z.
Este mismo tensor lo puedo ver como uno de tipo (1,3) que al actuar sobre los
tres campos X, Y y Z, nos da el campo vectorial
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O como

Sus componente respecto a una. base son R’.,ag

i _kRuaﬁ—F’ﬁua_Fnu,ﬂ'f‘Puvra ’-

Se puede comprobar que el tensor de R,lemann t;le e
de sunetrla .

‘R“,,(‘;ﬁj = 0 es dccx 4 (1.13)

y la que llamamos |dent1dad de Blancln

metnco al contraer el pnmer

-~ (1.16).

éste se llama el tensor ‘de Ricci
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Al hacer el transporte paralelo en un espacio plano a lo largo de una curva
cerrada obtenemos el mismo vector al finalizar ¢l recorrido, por lo que el tensor
de Riemann es igual a cero Rfag = 0, ya que I'%, = 0 y de esta forma la
derivada covariante se convierte en la derivada parcial usual. Entonces decimos
que el espacio tiene una conexién plana.

Si la variedad tiene un tensor métrico g, decimos que éste y la conexién
V CT son compatibles si se preserva el producto escalar definido por g, esto
significa que la derivada covariante de g es cero Vg = 0, es decir, guv;e = 0.
Esto nos permite obtener una expresién para los simbolos de Christoffel

1
F;wu = ‘2‘(9;411.0 + Guaw — !]ua.u)y

o utilizando g para subir un {ndice

: 1 v R
Tha = "'g‘m(gau.a + 9oa,w _gua.o‘) : ) o (1 17)

El hecho de que la conexién sea compatible con la métrica y la tengamos
expresada por la ecuacién (1.17), nos hace observar ficilmente propledades adi- .,
cionales. En una vccmdad de p con coordenadns uormales usando un base

de donde podemos ver ‘que el tensor de R.xccx es snmétnco como ‘ya dulmos La. :
contraccxén del tensor de Rmcn nos da un escalar llamado el escalar de curvatura,_ i

y obtenemos. ¢\

(1.21)
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: e )
que dcspués de renombrar el mdu:e mudo en el scgundo térmmo V= # 11 podemos
escribir como : e

Slmetl‘lCO

podemos ver que G*4, = 0# ‘es équ valenté a (1.23).’Esté tensor’ es llam’ado el
tensor de Einstein.

Con cstas propiedades de simetrfa nos damos cuenta de que R aﬁ tiene
n2m?—1) componentes ‘algebraicamente independientes y que Rpuag tiene

n° (n -1).

1.3. Ecuaciones de Einstein

El espacio-tiempo tiene como modelo una variedad en 4 dimensiones con una
métrica de Lorentz definida en ella, es decir una variedad semi-Riemanniana,
asf los eventos en el espacio-tiempo son el conjunto de puntos en la variedad.
La maétrica pedimos que sea diferenciable de orden k, pero podemos pedir que
sca C sin tener ningin problema. La métrica determina una conexién en
la variedad, ésta nos permitird tener un operador diferencial, la diferenciacién
covariante.

La materia que existe en el espacio-tiempo pucde ser representada de forma
matemdtica por campos que existen en nuestra variedad que sirve de modelo
para el espacio-tiempo. Las (inicas relaciones que existen en la variedad son las
que hay cntre tensores, de esta forma estos campos se relacionarin por medio
de expresiones en las que estén involucrados tensores en la variedad y todas
las derivadas respecto a la posicién en el espacio-tiempo serdn las derivadas
covariantes definidas por la conexién simétrica que se desprende de la métrica.

Los campos que existen en la variedad M cumplen ciertas ecuaciones que
deben seguir dos postulados en la Relatividad. Estos son, la conservacién local
de la energia-momento y la causalidad local.
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La causalidad local lo que nos dice es que si p y ¢ son dos puntos que
representan un par de eventos en el espacio-tiempo y que estdn en una vecin-
dad U de la variedad donde tenemos coordenadas normales, éstos deben estar
conectados por medio de una curva cuyo vector tangente en todos los puntos
de la curva sea un vector de tipo tiempo o nulo distinto de cero para decir que
estdn relacionados causalimente, es decir, que el mandar una sefial de un punto
a otro es sélo posible si estos dos puntos estdn conectados por una curva de este
tipo. A estas curvas se les llama curvas no-espaciales. Esto se puede visualizar
como un cono de luz con origen digamos en el punto p, en cuyo interior o en
su superficie se encuentran los puntos que estdn conectados causalimente con ¢l
mediante las curvas no-espaciales.

El postulado de conservacién local de energfa-momento nos dice que existe un
tensor simétrico T#Y el cual depende de la métrica, de los campos de materia
y de sus derivadas covariantes, y que cumple que: (i) es cero en una region
del espacio-tiempo si y sélo si todos los campos de materia son cero, y (ii)
sigue la ecuacién de conservacién de energia y momento, T#%, = 0, esto nos
da informacién sobre el comportamiento de la materia. En el espacio-tiempo
plano, donde existen simetrias representadas por 10 vectores de Killing y que
dan cantidades conservadas de flujos de energia, momento lincal y momento
angular, se cumplen las ecuaciones de conservacién T, en el espacio-tiempo.
Estos flujos se asocian a los diez vectores de Killing que corresponden a cuatro
traslaciones y seis ‘rotaciones’ en el espacio-tiempo. Al proyectar el tensor sobre
la direccién de los vectores de Killing tenemos un flujo de esa cantidad en esa
direccién, y mediante el teorema de Gauss podemos integrar sobre una regién
del espacio y ver que esa cantidad es cero, csto es, integrando sobre V a la
divergencia de P* = TH'K, sicndo K un vector de Killing. Si dv representa
una medida del volumen del espacio V, definida con respecto a la métrica del
espacio usando la n-forma canénica n (ver apéndice A) y 9V es la frontera
orientable de V y da, es una medida del volumen definida por 1 para la
subvariedad 9V, entonces tencmos que

/ P7da, = / Podv=0
avy v

PH, =TH, K, +THK,,, =0.

En una métrica que no sea plana y que, en general, no tenga ningtin vector de
Killing no se cumplird con la ecuacién de conservacién al integrar sobre el espa-
cio, pero uno puede introducir en un punto p coordenadas normales de manera
que las componentes de la métrica sean diag(-1,1,1,1) y ademéds I'g, =0,
entonces en una vecindad alrededor de este punto la métrica y los Christoffel
son distintos en una cantidad despreciable a los valores que tienen en p, por lo
que las cantidades en los integrandos serdn suficientemente pequefias en la re-
gién V lo que podemos considerar de forma aproximada como una conservacién
local de energia-momento.

ya que
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Hemos postulado la conservacién de la energfa y momento y esto ha sido
expresado como T#%, = 0, pero no hemos mencionado cémo encontrar este
tensor. Esto lo podemos hacer a partir de una densidad lagrangiana que dependa
de los campos de materia, su derivada covariante y la métrica, variando la accién
S debido a cambios en la métrica g, (£, ¢) en el interior de una regién D de
la variedad M, donde £ € (~¢e,€) y ¢ € D. Estos cambios en la métrica
dejan invariante a los campos de materia C"‘.')""a..,p y la variacién de la accién

la podemos escribir como [3]

% /D T A g, dv. (1.25)

Los efectos de la gravedad los podemos representar por medio de la curvatura
del espacio-tiempo, es decir, por la métrica de la variedad. Hay que encontrar
ecuaciones que relacionen la métrica con la presencia de materia en el espacio,
éstas deben ser ecuaciones tensoriales que involucren al tensor 7%, Sabemos
que estas ecuaciones deben de reproducir la teoria de Newton en cierto limite,
lo que nos permite determinarlas. Para la teorfa de Newton la fuente del campo
gravitacional es la densidad de masa, y esto lo expresa con la ecuacién

V3¢ = 4dnGp, (1.26)
donde p es la densidad de masa. Lo que queremos es una teoria que sea inde-
pendiente del sistema de referencia y del sistema de coordenadas usado, por lo
que no podemos usar a la densidad de masa p como la fuente de campo gravita-
cional, ya que ésta es solamente una componente del tensor de energia-momento
y lo que queremos es involucrar a todos los campos de materia. Por lo tanto,
debemos utilizar el tensor de energia-momento T para representar la fuente de
campo gravitacional. De esta forma la generalizacién de la ecuacién (1.26) debe
ser

D(g) = kT,

donde D es un operador diferencial de segundo orden que al actuar sobre el

tensor métrico nos da un tensor de tipo (0,2), y que involucra combinaciones de

Guv,aB 1 Guve Y Guw - En principio el tensor de Ricci satisface estas condiciones,

pero al analizar la conservacion de la energia y el momento tenemos que esto

implicarfa que R*Y, = 0 y por la ecuacién (1.24) tendriamos que R;, =0, de

manera que R seria constante en todo el espacio, asf como T = T%,, lo que

es una restriccién no conveniente en la distribucién de materia en el espacio.

Pero esto se resuelve si en lugar del tensor de Ricci consideramos el tensor de .
Einstein (1.24) mds otro término que involucra la métrica y una constante

1
R, — -2-Rg,,,, + Aguy = 87T, (1.27)
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cl valor de k = 87 se obtiene observa’ndb el lfmite n

Las ccuaciones también sc. puede obt
sea estacionaria bajo ca.mblos de

donde L es 1a,den's'1‘
constante a determinaj

AR - 20)8)

con Adv = —g“"Ag, .,dv (A
escribir como

g’“’AR,wdv = _q‘“’((AI" w,).‘
b (AI" ,.,g“

asf su variacién que_dzi cbmo .

AR./w = A(F Vi, vr uu.,v)
(Ar au).m

(AI‘ uu).a

y finalmente

Asf tenemos que: "
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28 : i ",;., 1 B

= = SR- L ST Ag,sdv =0
Bl oGRS W = ) 3TN0

con ALya = %T“"Ag,,’,,_ y como

tenemos T e

ara’ t(‘)da”"~Ag/4u~ y con A= ﬁ

ocnla forma:cmrakrvia.xite :
Ry — ERQ;“{"’? Aguu =8nTyw.

Estas forman un sistema de seis ecuaciones diferenciales acopladas independién-

tes, ya que ambos lados de la igualdad son simétricos lo que nos deja con diez

ccuaciones independientes y se cumple que (R* — %Rg“" + Ag**) =010

que significa que hay cuatro ccuaciones para cada valor de p entre las diez
anteriores.



Capitulo

Espacios de curvatura
constante

Un espacio de méxima simetria tiene el mayor nmimero posible de vectores de
Killing, éstos son gencradores de las isometrias que tiene la métrica, es decir, es
equivalente determinar estos vectores a encontrar las isometrias de la métrica.
Podemos relacionar los vectores de Killing de un espacio de madxima simetria
con su curvatura, lo que nos llevard a descubrir qué son espacios de curvatura
constante, de éstos estudiaremos el espacio de de Sitter y el espacio de anti de
Sitter.

2.1. El tensor de Riemann para espacios de cur-
vatura constante

La ecuacién de Killing (1.9) K + Ky, = 0 nos permite determinar los
vectores de Killing K, dadas las condiciones iniciales Ko y Ka;s en un punto
p. La ecuacién (1.11) la podemos expresar de la siguiente forma

R R uuBZ = Zp,llB - Zu Bu» . (2 1)

ésta se cumple para todo vector Z 'y .junto con: la ecuacién (1.14) podemos
obtener una relacién para. cualquner vector, asf tenemos que

i (R;WB +Rﬁuv + R "ﬁl‘) 25
y con la ecua 6ni(2 1) obtenemos

(Z#. /8= Zu.ﬂu) + (Zﬁ.uu = ZB-W‘) = (Zv'ﬁu - vaﬁ) =0,

reagrupando los térmmos SR
(Zn. - Zu.u).B + (Zﬁ.u mﬂ):v +(Zuvis — Zgw)i = 0, (2.2)

29



R Cwalla = I{g_,,l, ' (2.4)

Dados Ko y Ka,p esta ecuacién nos permite encontrar las derivadas de
orden superior, éstas estardn expresadas como combinaciones lineales de K, y
Koa;a. Con los valores de K, y Ka;g en un punto p podemos determinar el
campo vectorial de Killing de forma tinica. Debido a la propiedad de antisimetria
Kaip = —Kpga, en un espacio Riemanniano de dimensién n tenemos {n{n+1)
condiciones iniciales, asi por lo tanto tenemos el mismo nimero miximo de
vectores de Killing linealmente independientes. En general no todas las métricas
admiten el niimero maximo de vectores de Killing, para saber si la ecuacién (2.4)
es integrable dadas las condiciones iniciales debemos de revisar las condiciones
de integrabilidad. Una de ellas la obtenemos de la conmutacién de las derivadas
covariantes [5], de forma que para cualquier vector X tenemos

Xpvpy = (quﬁ):-y = (Xp8)ey — U-mXa w8 — P9 Xyigp — T 'rﬁ/\u.va
= [(1\;4 v)yﬁ - I B;A)\a. ~TI ﬁu}\;;.n] o
- F i [(’\0.0)’5 - I ﬁa)ln He -T ﬂuXa,n]
=% [(Xpo)s = F,ﬁ[l/\n,n —T%, Xpa]
—T% [(_Xu;;)..,"'—,’F°.;,;Xn;;.'—..‘r",;xm] .

de forma que nos queda que s
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Xy = (Xyo) oy — [“”g,,",.,)\'a W l""‘,g,,'.,X,,, ':\P’ﬂh(xa vl
=% (Xpuio)y — -vu(‘\zr.u).ﬂ + T -mF ﬂcxa' + L%l %e Xoy
~TI 'yu(l\u.a') ﬂ + F 7vF ﬁ;nAa.a + r 'qu ﬁrrAu.a
'vﬂ(X .V) e +L 'vﬁr «mxa.u +I% 'rﬁr wXu.a

De la misma formu tenemos XuivyB, al 1ntercamb1ar 'y y ﬁ en la ecuamén
anterlor, de forma. que su’ rcsta queda como e :

Xy — /\lt B = (F 'ru.ﬂ F Buyy + P ﬁdr TH T F 'var ﬁn) Xa w
A (F O e pu,-, + r Bar v F ‘WF “av) Alhﬂ
C+ (I‘ 'wP Bis — F Bur -m) X o+ (P »,,.1" ﬁu)‘v.'r -r ﬁur —an.ﬂ) )
como vy B son mdxces lxbres )qs dos ultlmos termmos se hacen cero’y obten-

emos una ecuacién que se cumple:para cualquler vector X que es la condicién
de integrabilidad - :

(2.5)

Kpiwuy — Kﬂ.uw : (26)

Esto lo podemos 1gu :CQiresponj o

(Ra;wBrr =

R%upi) Carw + Ry Kpia -
R T (24T)

' (;.si

+ [R ;wﬁ‘s %+ RS /476 ]I(cx 50 — 0 (2-9)

S
u"’R Buy



T RyyaGuny
""R—y 9vu +a R,,.,,‘
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Finalmente de las ecuaciones (2.14) y (2.15) tenemos que -
1
(n - I)Rauu'r = '"R (g‘yu.qu# - g;wgn'y)

R
Ravpy = "(_‘—1—)' (FvvGan — ﬂlwgav) S ‘ ~,'(2~16) .

que es la condicién que identifica a los espacios Rlemanmanos de curva.tura.
constante. Esto se puede observar a partir de la identidad de’ anc]u 1. 15)

Rau{uyio) = 0, obteniendo de la ecuacién (2.16)
Ry T ‘ ‘
Roufpryio) = n(n : 1 (gvlulglalul - !Iu|u|y|¢.|-,)) =0, (2.17)

donde las barras a los lados de los indices indican que éstos no participan en
la conmutacién. Asi, vemos que la derivada covariante del escalar de curvatura
es cero Ry, = 0, pero al ser un escalar, la derivada covariante y la derivada
parcial son lo mismo, R,, =0, por lo tanto el escalar de curvatura es constante
en todo el espacio R = cte.

2.2. Los espacios de de Sitter y de anti de Sitter

Los espacios de de Sitter y de anti de Sitter son espacios de curvatura con-
stante, es decir, cumplen con (2.16), que en ¢l caso de un espacio de dimensidén
n=49des Rapyy = 1%' (F+vv9ap — GuvTa~) - Estos espacios son soluciones de las
ecuaciones de Einstein para el espacio vacio con término cosmolégico, de esta
forma tienen la propiedad de que el tensor de Ricci es proporcional a la métrica
y el escalar de curvatura es constante en todo el espacio. Esto lo podemos ver
partiendo de las ecuaciones de Einstein (1.27) con T, = 0, multiplicando por
g"¥ para obtener el escalar de curvatura

1 .
R;.xu - 'é‘Rguu + Ag;w =0
29“"R;w - Rg‘w!]lw‘ = —2Ag" gy,

de forma que obtenemos el escalar de curvatura en t.érmmos de A ala cual se
le llama constante cosmoldgica e

2R—-nR =.¢-2nA
(2.18)

De csta forma encontramos cémo el tgnsdf de Ricci depende de la métrica
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T :
le = "‘R!hw - Aguu

: f1-2n
. R;w = (571 A A) ‘9’"’ ',

(2:19)
SRR CE B A=A Cn (2.20)

y queel tensor de Ricci esb'prof)orciohalv a lzi'métripa
le = Ag;w ' . (2.21)

El escalar de curvatura de estos -espacios es una constante distinta de cero,
positiva para el caso de de Sitter R >0, y negativa para el espacio de anti de
Sitter R < 0. Esto lo podemos expresar, a partir de la ecuacién (2.20), de la
siguiente manera

(2.22)

. 41 de Sitter
R elAl donde €= {—-1 anti de Sitter

Asf con el valor de ¢ expresamos los dos casos utilizando el valor absoluto de
la constante cosmolégica, que para el caso de de Sitter es positiva A > 0y’
para anti de Sitter negativa’A < 0. La métrica se puede expresar en una forma
estdtica resolviendo las ecuaciones de Einstein (ver apéndice B) ‘

dr?

ds? = — (1 - E]%lrz) de® + — el—l S+ ?(d6? + sen® 0d¢2) (2.23)

Esta es la métrica de los espacios de de Sitter y anti de Sitter en cuatro
dimensiones. Este espacio también lo podemos considerar como una hipersu-
perficie encajada en un espacio de dimensién n =.5, en particular podemos
escoger un espacio plano y la definicién de la hlpersuperfxme la expresamos en
general como

—(2°)? 4+ &1 (z')? + (22)? + (%)% + (:z:‘?)2 = 52a2, ‘ (2.24)
donde £; y &2 pueden tomar los valores de —1 6 1 aun por determinar para
estos dos casos.

Podemos analizar los distintos casos que representan las combinaciones de
valores que toman € y €2, considerando la métrica del espacio donde vamos a

encajar a la hipersuperficie como 7, = diag(~1,¢;,1,1,1) y observando que la
métrica en cuatro dimensiones (2.23) tiene solamente un tiempo. Si tenemos un
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par de cventos infinitesimalmente cerca en el esf)amb po representado por
la supcrflcxc (2. 24), consnderamos los mtervalos sxgulentcs en cuatro dimensiones

—(:1:0)2 + (:::2)2 +(z%)? + (a:")2 =20’ - ="As?.
‘Existen tres posnbxhdades parael tlpo de este. mtervalo, dc manera que con el
. V'LlOl‘ de As? = gpa? — E‘(:z;‘)2 qucdaran determmados los valores'de €,y €a: .

(1) Sn suponemos que cl mtervalo es de tlpO espacxo As? > 0 tenemos que’
e10? — €1 (z')? > 0. Esto’se cumple solamente en dos casos: (a) € =—1"
y€2=lé(b)51 €2 =€. .

(ii) Si suponemos que ¢l intervalo es de tipo tlempo As? <0 tcnemos que~
g20? — g1(z')? < 0. Vilido cuandO' (a) e1 =1y- &2 = —1 6 (b) e, =
E2=¢€. .

(iii) Si suponemos que cs nula As? = 0 tenemos que €202 — ¢, (z:1 )2 =0, lo
cual es posible solamente si €y = ez =¢.

De csta forma vemos que sdlo existe la posibilidad de tener €1 =63, = ¢,
y podemos desechar los casos en que tienen distintos valores. Asimismo queda
determinada la métrica del espacio en el cual encajaremos a los espacios de
de Sitter, teniendo ésta uno o dos tiempos segiin sea el valor que tome €, y
tendremos una definicién de la hipersuperficie para cada uno de los casos

1 de Sitter
= —3 = 2025
E=a=E {—1 anti de Sitter. ( )

2.2.1. EncaJe de u espacno en otro de dimensién mayor

Una varledadleemanmana. (N g de dxmensnén n la podemos encajar

donde z#, = 927 e cumplir que

('"2.:23)
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Dela ccuacnén antuxor (2 28) podemos obtenel la ecuauon correspomhcnte para :
los dcte mm-mtes : '

[/
cade a, obte i

que. podemos’escrib

(233)

(2.34)

A partlr de la: ecuacxén (2 28) con- g,,,, = 1;,,,, podemos encontrar las condi-
ciones ‘de mtegrablhdad que: debe .de cumphr el -cambio de’ coordenadas

zh = :c" (z"‘)

Fave = (Thacz’p + 202" bc) v . (2.35)
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2.2.2. El espacio de de Sitter

 El espacio de de Sitter lo definimos como cl espacio de curvatura constante
‘positiva R > 0, por lo tanto la constante cosmolégica también es mayor que
cero. Este espacio lo podemos definir como el conJunto de puntos que cumple
con la ecuacién de la hipersuperficie

—(2%)% + (2)? + (2%)% + (2%)® + (2%)* = o, (2.36)
esto es, un hiperboloide encajado en un espacio plano R® de dimensién n = 5
con métrica

ds? = —~(dz®)? + (dz")? + (dz?)? + (dz*)? + (dz*)2. (2.37)

A partir de las ecuaciones (2.28, 2.35) se pueden encontrar distintas transfor-
maciones de coordenadas de forma que es posible expresar la métrica, inducida
por el encaje en este espacio, de distintas formas. Podemos introducir coorde-
nadas (¢,7,8,¢) en el hiperboloide y obtener la forma de la métrica que es
estatica (2.23) mediante la transformacién (6]

3\ ¥ L
0 = (1 - 57) senh(a™'t)

' =a (1 - f;)%,vcdsbhv(qu'lt)
x? =rseu€co§¢ :

cogdi= T sen Osen ¢

= rcos

quedando la métrica como

: : .
dsz=—(1-——) de®+ 3
-5
donde es fdcil observar que tiene una singularidad en r = a. Cabe mencionar
que se trata solamente de una singularidad de coordenadas ya que no existe
a nivel de la curvatura Calculando el escalar de curvatura para esta métrica

obtenemos R = 12a™!, esto junto con (2.20) nos da la relacnén entre o y la
constante cosmolégica A :

dr? + r2(d6? + sen®6 d¢?), (2.38)

(’2;:‘»,9)‘

.
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que es el caso cuando e= 1 en (2.23)
secmén

Tamblen se puede ex >rcs
de coordenadas (3]

La métrica t ne singularidades-en.0 y'# para x 'y 8idebido a; las coorde—
nadas polares Las superf:(:les de txempo constante tlenen na. étrlca -

ds =a coshz(d“‘t)[dx + sen J\(d92+sen 0d¢2)]

de esta forma vemos que son tres-esferas S de curvatura.lconstante positiva
lo% cosh2(a"lt) que en la figura estdn representadas por los cxrculos que cortan
el hiperboloide en planos horizontales. En la figura 2.1 podemos ver cémo las
geodésxcas normales a estas superficies son lineas que se acercan unas a otras a
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t aumenta \

Superficie t=0

Geodésicas normales superficies de tiempo

< LA constante ¢
g ....------v"‘\ .
: N
: e 4
X aumenta . X aumentn :

x=0

hlpersuperflcxe encajada en un espacio plano R"’ Las coorde
en 'la figura. P

medlda que aumenta t desde valores negatlvos en’
distancia entre ellas y se expanden otra vez después de este -valor.!
es una variedad geodésicamente completa.

Sste espacio

Para estudiar la estructura del infinito de este espacno a.nahzaremo ‘ahora el i
diagrama de Penrose correspondiente (ver apéndice C). Para esto mtrodummos =
el cambio de coordenada para &' en (2.42) Sl

t' = 2arctan(e® 't) — iw donde —iw<t <

asf{ observamos que mientras ¢t —-) —o0o tenemos que t' — ——1r y del mlsma‘ :
forma si ¢ — oo entonces t' — 7r siendo el espacio de de Slt.ter conforme a‘la’ ™
parte del umvetso estétxco de Emstem que corresponde a la regxén (figura 2. 2) -

')2 + dx? + sen? x(d@® + sen2 6 d¢?))
(2. 44)

’ de de Sltter (figura 2. 3)',qi1e el espacm tiene singularidades en las coordenadas
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[T~ =m0

— =

T r' =cte

Ho (= ~}m) —]

Flgura. 2, 2: El espacio de de Sitter es conforme a la regldn mdlcada cn el (:llmdro del !

umverso ‘estdtico de Einstein -

r =0y r = m, donde podemos ver que los infinitos, tanto futuro como pasado,
corresponden a las lineas horizontales H* y H~ respectivamente.
Estas superficies que vemos como lineas en el diagrama tienen como con-

secuencia la existencia de horizontes de partfculas y eventos. A diferencia del -

espacio de Minkowski (apéndice C) en el que los infinitos tempora]es correspon-
den a puntos y los infinitos nulos a las superf:cnes.

HH(E = 1m)

Hipersuperficies

= cte

=0 —"

H (e = -;:)

Figura 2.3: Dlagrama de Penrose para el espacio de de Stttcr, las lineas punteadas
representan las singularidades en las coordenadas

En la linea de mundo temporal de una particula: P que se mueve en el
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espacio-tiempo de de Sitter y que se origina en la superficic espacial H™, -ob-
servamos que para un evento p cl cono de luz pasado de este punto va a dividir
cl espacio en aquellos eventos, pertenccientes a otras particulas, que ha podido
observar y que son los que estdn en la linea de mundo de estas otras particulas
que intersectan el cono de luz pasado, y aquellos que no ha podido observar a
cse tiempo y que estdn en las lineas de mundo que van por fuera del cono de
luz. A esta divisidn se le llama el horizonte de particulas para la particula P
cn el evento p, lo cual se puede representar por la figura 2.4.

. Linca de mundo
partfcula que ha sido de la partfcula P
osbservada por P ¢n p

Particula que nunca
ha sido observada
por Penp

lineas mundo

Superficie H™ cono de luz del pasado
de P para el evento p

Figura 2.4: Esquema que muestra cl horizonte de particulas para un evento p

Un tiempo después P ampliard su horizonte de particulas, es decir, po-
drd observar las lincas de mundo de mds particulas, pero aun as{ habra lineas
de mundo de otras particulas que nunca observard debido a que hay un futuro
que también es una superficie espacial que es la superficie H*. As{ tenemos
que la parte del cono de luz correspondiente al pasado, desde el evento limite p
en ‘Ht, divide al espacio en los eventos que nunca podrin ser vistos por P y
aquellos que en algiin momento observard.

A esta frontera se le llama cl horizonte de eventos futuros de la linea de
mundo de P (figura 2.5). Por el contrario, el espacio de Minkowski no ten-
drd este horizonte debido a que su futuro estd representado por el punto it y
la superficie H* es nula.

En el punto p' se crea el cono de luz para el futuro de la particula P,
los eventos de las lineas de mundo de otras particulas que caen fuera de ese
cono constituyen el conjunto de eventos que P no podrd influenciar en ningin
tiempo. Esta divisién es llamada el horizonte de eventos pasados de P; de la
misma forma que para el horizonte de eventos futuros, el espacio de Minkowski
carcce de esta frontera debido a que su pasado infinito estd representado por
un punto y sus superficies H* y H~ son nulas.

El evento ¢ en la linea de mundo de la particula @, donde se intersecta con
el cono de luz pasado de P, en el limite p en H* (en la frontera de eventos
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Ifnea de mundo de P

horizante de eventos
futuros de P

horizonte de eventos

pasados de P eventos que P no

no podrd abservar

Ifnea de mundo
de Q

lfnea de mundo de :‘:;w. que P vo .
de una particuia que —*

nunca observard P

cono de luz del H™
del pasado de p eventos que en algin
momento obacrvard P

Figura 2.5: Figura que rcprescnta el horizonte de eventos futuros para una partfcula‘ :
P _en el lfmite del evento p en H* :

futuros) es un evento después del cual P no logrard ver més eventos sobre la .
.linea de mundo de @, asf el observar este evento ¢ le llevard a P un tiempo -
- infinito; y los eventos antes de ¢ podran ser vistos por P mientras sucono'de .’ .
luz correspondiente al futuro en algiin evento mcluya partc dela lmea. de mundo o
'de Q@ antes del evento q. o

2 2.3. EIl espacno de antl de Sxtter

La solucién a las ecuaciones de Einstein para el vacio con término cosmolégl- B
co ‘menor que cero A < 0'lo llamamos el espacio de anti de Sitter, de manera
queel escalar de curvaturaes ‘una’constante menor que cero 'R < 0. Al lgual .
que el espacio de de Sltter lo podemos ver como el hlperbolonde

"(30)2? ($1)2 + (z2)2 + (23)2 + (x4)2 ; _a

encajado en un espacio plano de una dlmensxén mayor con, una métrlca con dos -
tiempos e .

ds? = —(dz®)? — (dz')? + (dz?)? +,(&m3)'2,'}‘ ({iz-‘)’.‘ (2.46)

Existen otras definiciones de este espacio como una hipersuperficie en un
espacio de dimensién mayor, Hawking y Ellis '[3] lo hacen igualando el lado
izquierdo de (2. 45) a +a?. Rindler [6], con la convencién de signos para el
espacio de encaje (+,+,—,—,—), utiliza la misma definicién que aquf se da
(2.45). El hiperboloide lo podemos ver en la figura 2.1 dejando los ejes en esa
orientacién pero rotando la figura un dngulo recto. El espacio de anti de Sitter
tiene la caracteristica de que pueden existir lineas de tipo tiempo o lincas de
. mundo que son cerradas. La métrica la podemos llevar a la forma estdtica (2.23)
mediante la siguiente transformacién
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e e;(l EON s;;»;l(a’-}?z 5

zh=a (1 + —r) cos(a“‘t) k

2(dg? +son?0dg?),  (2.47)

: Se puede expresar la métrlca con coordenadas en el hxperbolo:de (t, X a, ¢)
mediante una transformacxén de coordenad .

29 = &séh(a:',‘t) S
z' = acos(a"t) coshy

2

2? = & cos(a~t) senhy cos @

3

z® = acos(a™'t) senhx sen 6 cos ¢

' =a cos(a”t) senhx senf'sen ¢,

para lo cual obtenemos la siguiente forma de la mettlca

ds? = —dt? + o cosQ(a“t)[dx? +:§c'nh2x(802'+‘ senzé d¢2)].' S (2.50)“
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Esta tiene singularidades cn ¢ = £ Za'y solamente cubre parte del espacxo
Para cubrirlo todo es necesario mtroducxr otras.coordenadas de forma que:la
métrica tenga una forma estética y: el’ cspaCIO quede cubierto por supcrflcnes de”
tiempo constante {¢ = cte}, quedando la. métnca como en [3] g

ds? = —cosh rdt2 ‘dr + senh r(d6’2 + sen20 d¢2 (2 51)

La coordenada r toma cualquler va,lor entre :— 0o Y. oo, de forma que para }
estudmr la estructura del espacno enel mfmlto se hace un camblo de‘ coordenada. :

= 2arctah(exp'r)‘ —fl7r donde r toma va.lorcs

de forma que la métnca que resulta es conforme a la. metnca del umverso estatlco
kde Emstem (C.6) - L

ds?® = cosh?r d&® = cosh?r[—(dt')? + (dr')r2 ‘+bs’e’n?vr,'(d02k + sen? 6d¢?)]. (2.53)

Asi el espacio de anti de Sitter cubierto por las coordenadas (t,7/,68,¢) es con-
forme a la regién indicada en (2.52) en el cilindro que representa el universo
de Einstein, y la regién cubierta por las coordenadas (¢, x,6,¢) es la regién en
forma de rombo que se muestra en la figura 2.6.

r=ir .
N /
i
N
. Il 4
t=1 1 T — fi ! =
=i N | = superficies {r' = cte}
D NP A
27N
X = cte P, G PR SN N f————— t =00
'ﬁz rracl N R
Ez:?;‘ ok A Y BT b
I 7 Z
R T
LR Y L by KoY
\b‘ Nt | s b \l =0
AT NZ ~
t=cte Pl | N t=-c0
i~
t= -%n
|~
superficies {¢ = cte}) /éz

Figura 2.6: El espacio de anti de Sitter conforme a la regién mdlcada en cl cilindro
del universo estdtico de Einstein. L . .
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El diagrama de Penrose (figura 2.7) nos permite observar que el infinito para
las lincas nulas y espaciales es una superficie tipo tiempo H, también vemos que
las lineas tipo tiempo no alcanzan esta superficie y convergen a otro punto, por
lo que los infinitos para las lineas temporales los representamos con dos puntos
disconexos i~ y i+. Las gcodésicas ortogonales a las superficies de tiempo
constante {¢ = cte} son lineas con las otras tres coordenadas constantes, estas
lincas convergen a un punto cuando estdn dirigidas al pasado y a otro cuando
son dirigidas al futuro, esto debido a la singularidad en la métrica (2.50).

i+

T n
\ " geodésica nula

/

g - - o geodésicas tipo tiempo
singularidad r' =0 ° 5 o AERE

P

Figura 2.7: Dingrama de Penrose para el espacio de anti de Sitter.

Como consecuencia de que los infinitos para las lineas de tipo tiempo sean
superficies temporales tenemos que no existen superficies en las que dadas condi-
ciones iniciales se pueda predecir la evolucién de una particula para todo el es-
pacio, por ejemplo, para una particula inicialmente en la superficie {¢ =0} uno
no puede predecir mas alla de la regién cubierta por las coordenadas (¢, x,6,4) .

Las geodésicas normales a las superficies de tiempo constante {¢ = cte}
provienen de un punto p y se expanden a medida que se acercan a la superficie
{t = 0}, después convergen a otro punto g y de ahi continuan a otra regién con
forma de rombo donde sucede lo mismo. De esta forma las geodésicas temporales
nunca alcanzan la superficie H, a diferencia de las geodésicas nulas que parten
desde el punto p e intersectan a ‘H formando una frontera para el futuro de
una particula en el evento p. Debido a esto hay regiones en el futuro de una
particula en el evento p que no pueden ser alcanzadas por ninguna geodésica
tipo tiempo. La regién del futuro que puede alcanzar una particula en el evento
p es aquella comprendida entre las lineas nulas que forman las regiones con
forma de rombo, es decir, la regién cubierta por las coordenadas (t,x,8,¢).
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Capitulo 3

Simetrias en espacios con
curvatura constante

Existen transformaciones que actdan sobre los espacios Riemannianos y
semi-Riemannianos que dejan invariante la métrica, esto tiene como consecuen-
cia que el producto escalar no es alterado por la transformacion, es decir, que se
preservan distancias y dngulos entre vectores del espacio. También existen otras
transformaciones que al actuar sobre la métrica la alteran solamente por un
factor que es una funcién real positiva. Estas no preservan distancias pero si el
dngulo entre los vectores y las llamamos transformaciones conformes. Para los
espacios de de Sitter y anti de Sitter veremos cudles son sus isometrias, lo cual
haremos en ¢l espacio de encaje. Ademds definiremos una frontera para estos
espacios y veremos que ¢l grupo de isometrias de estos espacios sobre la frontera
actia como el grupo conforme. Para el espacio de de Sitter, ademds del limite
cerca del horizonte, estudiaremos algo que llamamos el limite del horizonte y
cémo actiia ahi el grupo de isometrias.

3.1. Isometrias y transformaciones conformes

Si tenemos una regién U con coordenadas {z!,...,z"} y otraregién V con
coordenadas {y',...,y™}, ambas en un espacio Riemanniano de dimensién n,
podemos hablar de la transformacién de & sobre V si existe un mapeo biyectivo
que asocic a cada punto (y!,...,y™) € V con un punto (z!,...,z") € U
de forma que las funciones z# = z#(y',...,¥") y ¥* = y*(z?,...,2") sean
continuas y diferenciables en todos los puntos. El que sea biyectiva significa
que la matriz (-gf) es no singular en todos los puntos de V. Si la regién es
la misina, es decir i = V = M, entonces decimos que es una transformacién
de la regién M y podemos ver a dicha transformacién simplemente como un
cambio de coordenadas.

Las transformaciones forinan un grupo. Si tenemos un conjunto G junto con

47
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"‘una operacién binaria (o) la cual relaciona dos clementos f y g de G con otro

clemento del mismo conjunto y se cumple: i) (fog)oh = fo(goh); ii) existe
un elemento 1 € G llamado la identidad tal que 1og = go 1 = g para todo
g € G; iii) y existe un elemento g~! € G tal que go(g~!) =1 paratodo g €6,
entonces tenemos un grupo. Podemos observar que las transformaciones para
una regién M forman un grupo bajo la operacién de composicién de funciones,
asi, si las funciones f y g son las transformaciones z = z(y) y ¥ = y(z)
respectivamente, tenemos que la composicién de ellas fog es la transformacién
x = z(y(z)) y que la transformacién inversa f~! estd definida por y = y(z).
Si la métrica del espacio Riemanniano M esta dada en funcién de las coorde-
nadas {z',...,z"} como una matriz simétrica no singular g.., = gu.(z',...,z"),
la transformacién de la regién o el cambio a las coordenadas {y!,...,y"} medi-
ante las funciénes =* = z#(y',...,y") con p = 1,...,n nos deja una métrica

Ghw = Gy ..., y™) donde

, o 9zh
Guv = 5;1/1‘ 8]/ S 9a8

e

La transformacién z# = z#(y',...,y") es una zsometrza ‘si deJa invariante
ala metnca, por lo ta.nto se cump]e que .

(3. 2)'

) guu(y 3. 11/”) - gﬂv(z (y)1 ,zn(y)) »
De esta forma una isometria deja mvarlante el producto esé ar, de dos vectores,
es decir, si X y Y son dos vectores en el sistema de coordenadas {z... 2"}

y el mismo par de vectores en las coordenadas {y . ,y"} .65 X' y Y' el
producto escalar es el mismo .

(X!Y) = (xl’Yl): -

esto lo podemos expresar exph’citamente en tétminos,d‘é\

maciones del plano, éstas pueden o no ser 1sometrfas
(a) una traslacién es una 1sometria del plano, la transform
como .

gt =gyt gt con p=1, 2,

donde n* son las componentes del vector de traslacnén N .
(b) las dilaciones del plano no son una lsometna, excepto por la xdentldad Una’
dilacién tiene la forma : ) .
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donde a, b; c.y.d son nim
en termmos de matrlce

(3._105

que podemos escribir de forma compacta como = = Ay, donde A representa la
matriz de entradas reales a, b, c y d y x es el vector con componentes (z!,z?).
Esta transformacién es invertible si la matriz es no singular en todos los puntos,
cs decir, si el determinante es distinto de cero (det A # 0). El conjunto de
estas transformaciones forman un grupo que es isomorfo al grupo de matrices
de 2 x 2 con entradas reales, el grupo lincal general de grado 2 sobre R
denotado por GL(2,R). La composicién de dos transformaciones lineales, II,
la podemos expresar simplemente como el producto de dos matrices II = AA’,
asi observamos que éste no es un grupo abeliano.

(e) las transformaciones afines resultan de la composicién de una transformacién
lineal y una traslacién

z=Ay+n. ] (3.11)

Si la métrica definida en nuestro espacio es Euclidiana g,, = d,., tanto las
transformaciones lineales como las afines deben de cumplir, para ser isometrias
del plano, que su matriz de transformacién sea una matriz ortogonal, esto es, si
g’ es la métrica que resulta de la transformacién tenemos que sus componentes
se transforman de la siguiente manera ‘

;. _ 8z° 8xf . s "'l"fa:z:" Bz

v = 5 H 08 = by pprry g (3.12)
W " 8y" i 1.2:6y.lf_,ayu :

representado con matrices
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de manera que para tener una isometrfa debe de cumplirse que g, = 4.,
estoes a2 +¢c2 =1, B®*+d® =1y ab+ cd = 0. En lenguaje de matrices
tencmos que g’ = ATA, entonces para que sea una isometria se debe de cumplir
que ATA =1 que es la definicién de una matriz ortogonal. Resolviendo las
ecuaciones podemos encontrar una forma explicita para la matriz A. De la
ecuacién a? 4+ ¢® = 1 obtenemos que a = cosyp y ¢ = —sen¢ con un dngulo
i tal que 0 < ¢ < 27. Con esto nos quedan dos posibilidades para b y d:

=senty, d=cosy [} b= —senp, d=-—cosp

resultando en dos matrices

A= ( cose . senp (3.13)
. —senp . cosp) :

(3.14)

= (-—senzp cos<p) (0 -—1), e - (@1

La primera matriz con detA = 1 representa una rotacién de dngulo ¢
alrededor:del origen. La segunda ticne det A = —1 y representa una rotacién
de dngulo zp seguida de una reflexién sobre uno de los gjes coordenados, ! =y!
y z? = —y2. Las primeras forman un subgrupo del grupo de todas las isometrfas
y se les llama isometrias propias o directas.

Al igual que en el caso del plano las isometrias del espacio Euclidiano tridi-
mensional son transformaciones afines. Las transformaciones lineales, caso par-
ticular de las afines, dejan fijo el origen al no existir una traslacién, de éstas
queremos saber cudles son isometrias del espacio. Podemos expresar la transfor-

macién linecal de la siguiente manera

x = Ay, (3.16)

donde A es la matriz de transformacién y las coordenadas {z*} son coor-
denadas Euclidianas, es decir, g., = d,u,. Las componentes de la métrica en
términos de las nuevas coordenadas son :

, 0t 0zP

v = By+ By” = (3 17)

La matriz (U‘) es la matriz Jacoblana d 1

mblo de coordenadas 4 comc1de :
con la matriz A asi tenemos que o .




3.1, ISOMETRIAS Y TRANSFORMAGCIONES CONFORMES 51

al igual que en'el caso_del plano i que sca una isometrfa se debe de
cumphr que. ™ . : . B

" (318)
(3.19)
E (3.20)

necesaria-
mente, una matmz ortogonal es decnr,

A‘A‘—l (321)-

El determinante de A puede ser uno o menos uno, det A *+1, esto debido
a que el determinante de la matriz de transformacién s ignal al de la matriz
transpuesta, det A = det AT . Esta transformacién deja invariante el producto
escalar, al igual que ¢l caso n = 2.

Se puede probar [7] que las transformaciones lineales dejan invariante al
menos una linea recta, ésta puede quedar fija o ser reflejada en el origen por la
misma transformacién. Sin perder generalidad podemos escoger como la linea
invariante a uno de los cjes coordenados. Si nuestras coordenadas {z*} son
Euclidianas y el eje coordenado invariante es z® la matriz de transformacién
tiene la forma

a b 0
A=|ec d 0. (3.22)
0 .0 %1

Cuando se trata de una 1sometr1a se cumplen las mismas ecuaciones que para
el caso n = 2 .

Jo (3.23)

Dependlendo del signo del determmante des
formaciones que dcjan fijo el origen: :
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(a) rotaciones alrededor de un eje, con’

n al'que det A =
que puede representarse como D

(3.24)

A@Z(20) o azfo o 25)
=lo =)oy = - - @32

0 0 -1

que es una rotacién de un dngulo 7 alrededor del eJe !,

(b) rotaciones seguidas de una reflexién en el plano iormal al cje de rotacnén
Las matriz de transformacién es tal que det A = —1 Se puede representar con
la matriz ; ;

cos¢ sen¢g 0 o o
A=]—-seng cos¢ 0 |. (3.26)
0 0 -1 e o

Estas matrices ortogonales forman un grupo bajo la multiplicacién de dos
de sus miembros, éste se denota por O(3). Las matrices que tienen. detA =1 -
forman un subgrupo llamado el grupo ortorgonal especial 50(3), estas repre—
sentan todas las rotaciones posibles alrededor de un eje. -

Las isometrias que no dejan fijo el origen son las transformacxone afines
con matriz A ortogonal & = Ay + 7.

Para la extensién a un espacio de dimensién n se procede como en lo dos F
casos anteriores. Las isometrias que dejan fijo el origen son transformacxones
lineales ¢ = Ay con A una matriz ortogonal . S

ATA=1 con detA = £1.

Las matrices con det A =1 forman el subgrupo llamado el grupo ortogonal
especial de grado n, denotado por SO(n); debido a que en el caso n = 2
tenemos rotaciones, por analogia decimos que este es el grupo de ‘rotaciones’
en n dimensiones, siendo éste un grupo conexo. La matriz de transformacién la
podemos escribir, escogiendo de forma apropiada las coordenadas, de la siguiente
forma
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( )

donde ( ) ="( CO8 i, scncp;) con 0 < @i < 21r.
-—semp,, €os p;

En el caso de un cspacxo semi-Riemanniano podcmos proceder de formaf -
analoga SI t.enemo's coordenadas Euclldlanas {:z:“} “entonces la métrxca es’’

de cumplir las ecuaciones c - a2 =-1, d2 ‘ 7“edZ'ab= 0" Si-hacémos
B =% entonces a =d = 7—;-; y b = ol _an ﬁ—,tjg.ph_(e la

matriz de transformacién la podemos CSCI’lbl co

_ cosh +senhe ; ' ) v ‘
A== (senhcpz :l:cosh(p) - ' (3:31)

De esta forma vemos que el grupo de isometrias que dejan fijo el origen es
el grupo de rotaciones hiperbdlicas por un éngulo <p Este grupo lo denotamos
como O(1,1).

En un cspacio de n dlmensmnes tenoinos que ¢l grupo de isometrias que
dejan fijo el origen es O(q,p) y se le llama transformaciones pseudo-ortogonales.
Estas transformaciones dejan invariante el producto escalar pscudo-Euclidiano
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(AX,AY) =(X,Y) = —XO¥0 < ... = Xolyo-l g xayd 4 ... 4 Xnolyn-l,
q »

(3.32)

Para el espacio de Minkowski de n. dimensiones el grupo de isometrias que

dejan fijo el origen es O(1,n —1); para n'=4 (el espacio-tiempo de Minkowski

usual) al grupo de isometrias se le llama el grupo de Poincaré que incluye las

traslaciones y a O(1,3), el grupo de transformaciones pseudo-ortogonales con
un ‘tiempo’.

Si e° es el vector unitario en direccién de la coordenada temporal z° del
espacio pseudo-Euclidiano, podemos definir una isometria propia o directa co-
mo aquella A tal que det A =1 y (e® Ae®) = —1. Esta isometria preserva la
direccién del tiempo y ademds contiene a la identidad, por lo que ¢s un subgrupo
del grupo de todas las isometrias que dejan fijo cl origen. En analogia con el caso
Euclidiano lo denotamos como SO(1,n — 1). Si tenemos una métrica pseudo-
Euclidiana con mds de un ‘tiempo’, entonces es necesario que {e',Ae') = —1
para i = 0,...,4 — 1, es decir, que preserve todos los ‘tiempos’ de la métrica.
Este grupo lo denotamos como SO(q,p), y es de dimensién in(n — 1) que
corresponde al niimero de matrices de n x n linealmente independientes.

Existen otras transformaciones de los espacios Riemannianos o semi-Riema-
nnianos que forman un grupo. Estas transformaciones no preservan distancias
pero si el dngulo entre dos curvas (o vectores) (1.3). Se les llama transforma-
ciones conformes y son tales que la métrica que resulta de la transformacién g
la podemos expresar como

g="2g, -~ (3.33)
¥y en componentes ’ : ‘
z® §zf
.q;ul(./) J“ ayuguﬁ = Q (x)guu(z), ‘ (334)

donde 22 > 0 es una funcién en los reales.

Se dice que las métricas que se relacionan mediante una transformacién de -
este tipo tienen la misma estructura conforme para la regxén a la que aplxcamos
dichas transformaciones.

De las transformaciones que hemos visto para espacios Riemannianos o semi-
Riemannianos, con métricas Euclidianas o pseudo-Euclidianas respectivamente,
las que son transformaciones conformes son :

(a) Las isometrias, es decir, los grupos O(g, p), en particular el subgrupo SO(g, p),
y las traslaciones, asimismo la composicién de ellas llamadas las transforma-
ciones afines.
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(b) Las dxlacnoncs y su - composwlon con las 1sometr|as son transformamones
conformes’ :

donde A € O(q,p) 6 SO(q,p) y A e IR es una constante.

(c) Las inversiones o trzmsformaciones conformes especiales

& n . . ,
Yy = ____5"__%__, (3.35)
(5 — x0, 5 — x0)

donde a? = {z,) = g(x,z). y (Z —x0, & —20) = guw(Zy — 24)(Lz —xf) con
métrica g,y = 8y 6 guv = 0, . Para definir la transformacién de esta manera
necesariamente & y o deben ser adimensionales o zp tener las dimensiones
apropiadas. La transformacién no est4 definida para el punto 5 = xo deforma
que podemos usar un punto al infinito en R® como su imagen.

Para ver que es una transformacién conforme primero observamos que

_!‘ - z5)?
(Fr — To, x — wo)?’

W")? =

de esta manera

(3.36)

(3 37)

guiente forma

"/(3.38)




2(“’!‘ — T, f!‘ - zO)Jﬂugoﬁ

Guv = 5= ay“ aJ" ga‘
: (_!' - Loy’ —r— 30) ‘51:6 uguﬁ
guv =z (‘!’ - ‘30: o e - xg)? Guvs (3.40)

asi vemos que el factor conforme de esta transformacién para espacios con métri-
ca Euclidiana (¢ = 0) o para espacios con métrica pseudo-Euclidiana (q # 0) es
0%(z) = (5 — xo, J —x0)? . De esta forma tenemos todas las posibles trans-
formaciones conformes para estos espacios Ricmannianos o semi-Riemannianos.
Para espacios con dimensién n > 3 se pucede pobrar [7] que cualquier transfor-
macién conforme (al menos con cuarta derivada continua) es una composicién de
isometrias, dilaciones ¢ inversiones. Este grupo tiene dimensién %(n +2)(n+1)
que es la suma de n generadores para las traslaciones, n para las inversiones,
in(n — 1) para las ‘rotaciones’ (O(q,p)), y un generador para las dilaciones.

Por tiltimo encontramos el algebra de Lie del grupo conforme. Esto lo hace-
mos en términos de un campo escalar ¢(z), con coordenadas cartesianas {:c}
Los generadores los podemos representar de la siguiente forma:

» Traslaciones P, = —3d,, esto aplicado a ¢(x) nos genera el vector por el .

cual trasladamos .

. Rotacnones My, = x,‘a,, - a:ua,,, aplxcado al ca
matru antxsnmétnca WL

CC!‘O 50".
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o -
[Mum Pa] |

j"gwtpu - gauPu ! D (3.42)
gﬁuMnu + gauMuﬂ + guuMBu + gﬂul\lua E

'[M,w, Mep) (3.43) .
My Ko} = guoKu = gusky , U (3.44)
DK = —K, o (349)

(P K] = 2(g,“,D+1\l,w) EERE © (3.46)

‘Estos pueden ser calculados sin mayor dificultad. De max;efa‘ que con esto te-
nemos el algebra de Lie de los generadores del grupo conforme.

3.2. Invariancia de la métrica'y el grupo con-
forme para el espacio de de Sitter

Para estudiar las isometrias del espacio de de Sitter es conveniente hacer-
lo en su espacio de encaje, esto debido a que es un espacio con una métrica
pseudo-Euclidiana, de forma que es mads sencillo ¢l anilisis de los grupos de
transformaciones. Anteriormente encontramos la solucién al espacio con cur-
vatura constante positiva para cuatro dimensiones (n = 4) (2.38 6 2.40) y
también vimos que la métrica del espacio de encaje es 1145 = diag(—1,1,1,1,1)
en cinco dimensiones (n+1 = 5), con la definicién del espacio como una hiper-
superficie encajada dada por la ecuacién (2.36). En esta ocasién vamos a tratar
al espacio de de Sitter en general, es decir, en n dimensiones y a su espacio de
encaje en n4 1 dimensiones, regresando al caso anterior simplemente tomando
n=4.

El espacio de de Sitter en n dimensiones, dS,, lo podemos ver como
una subvariedad encajada en un espacio pseudo-Euclidiano de una dimensién
mayor n + 1. Este espacio de encaje con coordenadas Euclidianas {z*} con
#=0,...,n tiene una métrica nyg,,, = diag(-1,1,1,...,1), de manera que
la distancia al cuadrado estzi dada por ’

2 ,' —(:z:°)2 + Z(m')2 ‘ (347)

:—-l

En este espacxo de enca_]e defmlmos al espaclo de de Sltter como el conjunto
de punt.os tal que 1 .

(3.48)

esto”es, una lupersuperfncne ‘de dunensxén n encajada en el espacxo pseudo-
Duclxdmno de: n + 1 dxmensxones con' un ‘txempo
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Con esto vemos que el espacio de encaje para el espacio de de Sltter, 45y
tiene como grupo de isometrias, que dejan fijo el origen y ademds preservan
la direccién del tiempo, a SO(1,n). Si tenemos chs puntos en la subvariedad
encajada que representa el espacio de de Sitter, zf, zf +X# y xh +Y# € dS,,
y bajo una transformacién A € SO(1,n) se convierten en z'§, z'§ + X" y
z'f§ + Y'* respectivamente, estos tres puntos también estdn en dS,, . De est.a
forma tenemos dos vectores X y Y en cl espacio tales que

(XI:Y,) = 7’aI3A’,a Y'ﬂ = TIaBA° X“Aﬁuyu
= Aa A u7l BX"))V
—'r”l“‘xl‘_}’,'i L :

DI espacxo de de Sitter dS,, tiene una ‘frontera. de dlmensmn n—1 que pode-
mos obtener cuando consideramos valores muy ‘grandes para las coordenadas
{z"}, es decir, para puntos muy leJanos a: € dS,. [1] Para esto introducimos
coordenadas nulas definidas por

u=z+2' "y v_:z:o—:rl, : (3.50)

de forma que la definicién del espacxo (3 48) queda como

(3.51)

_(3.52)
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que esuna clase de equwa.lcncna. ya que no cambia la def mncxén usando cualquxera
de los dos’ conJuntos de coordenadas (u,v, ) ~ t(u, v m) yconst'€ R De esta
manera podemos exprcsa.r a la ‘frontera’ como’ :

5 L ap=at=1. St - (3.54)
Si éscbgeiylbs a_.' iy 9 de forma conveniente como B R
L d=zh+ im{' y 3 = =z — iz, (3.55)

de manera que

i +xi=22=1, (3.56)

obteniendo una ‘frontera’ con topologia 8! x §"~2. De otra forma podemos
escoger el par de coordenadas u = o+ 2, ¥y v = 79 — z; de manera que
202 -2 = 2% = 1 y obtener una topologia distinta H! x$"~ 2. Si v # 0 para
puntos en la frontera podemos cambiar la escala haciendo v = 1 de forma que la
‘frontera’ queda como —u—+x? =0 6 u = x?, De esta manera = = (z2,...,z")
pueden ser vistas como n — 1 coordenadas para la ‘frontera’.

El grupo de isometrias del espacio de de Sitter dS, es SO(1,n) con dimen-
sién -;-n(n + 1). Por otra parte, la ‘frontera’ de dS,, en la que estamos intere-
sados estd definida por (3.54) con topologia S! x §"~%, por lo que su grupo
de isometria debe ser el grupo de Poincaré el cual tiene dimensién n(n -1)
que resulta de la suma de n — 1 generadores de traslaciones y &(n — 1)(n —-2)
generadores de ‘rotaciones’, es decir, el niimero de matrices de (n—1) x(n—1)
linealmente indcpcndicntes. Al actuar el grupo de isometrias SO(1,n) sobre
esta ‘frontera’ lo hace de manera especial. La diferencia en el nimero de gene-
radores entre este grupo y el grupo de Poincaré para este espacio de dimensién
n —1 es n. Esto sc ajusta al mimero de generadores para las transforma-
ciones conformes que no son una isometria del espacio, es decir, las dilaciones
y las inversiones o transformaciones conformes especiales. A continuacién de-
mostraremos explicitamente que en realidad lo que sucede es que el grupo de
isometrias SO(1,n) de dS, al actuar sobre la ‘frontera’ lo hace como el grupo
conforme.

Una transformacién A € SO(1,n) al actuar sobre el espacio de de Sitter
deja invariante la norma, es decir, si (u/,v’',¥) es ¢l resultado de la accién de la
transformacién sobre dS,,

1

u'\. . . fu
vl =Afv],
Y x

entonces tenemos que —uv+xz? = —u'v'+y?. Cuando esta transformaci6n actiia : -

~ sobre la ‘frontera’ del espacio lo hace sobre (u,v,z) tal que —uv-+x2=0,La

_transformacién A € SO(1,n) la podemos representar por medio de una matnz
A=141 + Wy, con W, una matriz infinitesimal dada por
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a0 aT o Lo
W= 00 —a =pT ), j_(ls_.57),
S _% %a Sy -

ponentes 'w, (i,7=2,5 ,n) ASI tenemos que la aceién: de ‘A obre (u'v x)
nos da' como re_sultado :

:(1'+ ai T (om)
g ",“)" s

con el esca.lar a ot
de la matnz wh i cantxdades mfmxtesnmales De manera que a pnmer orden

;;.,‘ u'v’ - uy— u(ﬂ,m) +Vv(a z),

y recordando que wf, = —wj tenemos

y? = g? —u(ﬁ,:z:) +u(a :c)b k‘

Asi se preserva la norma

—u'v +y? = 2w+ 2t

Como ya vimos escogiendo v = 1-tencmos un conjunto de coordenadas =z
para la frontera. Esto, en general no se cumple para el resultado de lla trans-
formacién (3.58), es decir, v’ # 1, pero'si es equivalente a tener (%,1,%).
Asfi tenemos que para puntos en la frontera sus coordenadas se transforman
como . .

- —y=

y '——uﬂ+ va+m+wn_1m
v R -

- (3.59)
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(3.63)
168 o transformaciones

1 v '
=x(l+ (ﬁ:m)) 3% B (3.64)

xén tomamos la transformacxén

Para verlf 1car que en efecto esto es una inve
de mverstén (3 38) y.observamos que =

2.,
u_y"

Liigt .
: v —.;;»rc"‘— vizg (3.65)
A partir de la ecuacién anterior vemos'que.
de manera que tenemos
- 3.66
2(:1: xo) + m’zg’ ( )

sustituyendo esto en la ecuacnén (3 65) obtenemos




62 “CAPITULO 3:SIM ON CURVATURA ‘CONSTANTE

(3.67)

que es la transformacién (3. 64), de manera que en efect‘.o esta es una inversién
infinitesimal o transformacién conforme especial infinitesimal.

De manera que hemos visto que el grupo de isometrfas SO(1,n) del espacio
de de Sitter dS,, al actuar sobre la frontera lo hace como el grupo conforme,
completando justamente ¢l mimero de generadores que hacian falta, uno, a,
que es para las dilaciones y n — 1 z§, con u =2,...,n, para las inversiones,
teniendo asi los n generadores que hacian la diferencia.

3.2.2. El limite del horizonte

El espacio de de Sitter lo encontramos como solucién a las ecuaciones de
Einstein observando que el tensor de Riemann cumpla con la condicién para los
espacios de curvatura constante (2.16). Asimismo, vimos que la métrica tiene

una singularidad en r = a = (]%[)5

2
ds? = ~ (1 - r_z) df + ——dr? +7dQy—2, (3.71)
p _Z

donde 72d0"~2 es la métrica de una hiperesfera S"'2 de dimensién n — 2.
Esto en un espacio de dimensién n = 4 se convierte en la métrica (2.38). Esta
singularidad aparente se debe al sistema de coordenadas en que estd expresada
la métrica (¢,7,601,6a,...,60n—2). Lo que queremos hacer es analizar la métrica
en este limite al que llamamos ‘el limite del horizonte'. Ya vimos en el capitulo
anterior que el escalar de curvatura para el espacio de de Sitter en n dimensiones
es (2.18)

2n
n—2

que con A = % lo expresamos como

R =

A,
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s 6n

» (n— 2)::22 ! .
y en cuatro dlmensmnes es 'R = 12a'2 Para calcular esta misma cantidad )
~en el lfmite nos conviene renombrar la coordenada r de forma que podamos

‘trasladar el valor de la smgulandad de ‘a_a cero. Hay dos formas de acercarse a
este limite, dependlendo de como se redefina la coordenada r. Prlmero hacemos

*R (3.?2)

(. 73)

de esta manera trasladamos la smgulandad az=0y nos acercamos de forma
tal que : Cel

:z:—r—ai-' 8 r=a+z,

si z — 0t  entonces r—=at
si z — 0~ entonces roa,

donde los superindices + y — indican que nos acercamos al punto limite por
valores mayores y menores respectivamente. Sin incluir los términos O(z?) en
las dos primeras componentes, la métrica en el limite cerca del horizonte es

2 1 :
ds? = —zdt2 — grdr? + (a +m)2dﬂn-2. : (3.74)
Q
Al tomar el limite de esta forma observamos que cambia la signatura de la
métrica para las dos primeras componentes.:
La otra forma de tomar el limite'es* =~ *

smacr 6 rma-s, - @m)
de forma que : e )

si ‘:z:-—)O’*'

 ‘entonces . T = o~

si :1:—)0‘

obteniendo una métrica en elA llkml_t

(3.77)

(a8)
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Si calculamos el escalal de curvatura para la mémca (3 78) obtenemos

———ffzﬁ? | »(3-79)

asi, cuando T = 0 obtenemos que la curvatura es constante
R =10a"?, ~17(3.80).

pero distinta a la calculada para el espacio sin considerar el limite.

Cuando tenemos una transformacién conforme g = Q%g cuyo" factor es'_f .
una funcién constante Q2(zx) = 2 se puede ver fécilmente qué sucede con’ lagtc
componentes de los tensores de Riemann y R.lCCl y con el cscalar dc curvatura ;
Las componentes de la métrica son :

J;w = Q g;w AQIW = Q—zg(“\’yk‘r ;

de manera que las componentes de la conexién son

" De la ‘misma’ fo
modifican

" 'pero al contracr los ndices p: 4 encontrar el escalar de curvatura sf estd involu-

crado el factor conforme

Rva-uﬁuv = Joa fz“pﬂu
=Q? Joa RS nBv
Rduﬂv = Q Rvnﬂu;

y al contraer el pnmer mdlcc con el tercero vemos que el tensor de RJCCI es
mvanante . p . -
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: R;w = g”ﬁﬁwnﬁu
= Q726002 Ry pp
Ry = Ry

A51 podemos darnos cuenta que el escalar de curvatura no queda mvanante,
de forma que lo podemos expresar como R S . .

R=g" Ry,
—_ Q—ZQIWR‘“' o
R 9-212 ‘

Esto se cumple en general para un espacxo de n dlmenmones. De esta forma.
vemos que el escalar de curvatura que calculamos para’el espacxo ‘de’ cuatro
dlmensmncs en el ‘Ifmite del horizonte’ es igual al escalar de curvat.ura R
12a~2, excepto por un factor conforme, csto es: ' B

10a~% = 0721202

asf tenemos que

Olc:\
.g, .
:3

~N

i

oo

L‘sto nos permite observ1r que 1a mét‘.rxca en’ el lfmite cerca’ del horizonte
es conforme a’la métrica del espacio de de Sitter, siendo el factor conforme el
obt.cmdo en la ecuacién anterior, de esta manera cscribimos la relacnén como -

&= (Y (3.83)

Con este resultado podemos calcular el escalar de curvatura para el espacio

de de Sitter de dimensién n en el limite cerca del horizonte a partir del resultado
que tenenemos para el espacio en general (3.72)

R=0"R
_o-2_ bn
=8 (n—2)a?
_f5Y . 6n .
o (E),(n:—2)a?: :
(11—2)a2 b

" De esto podemos inferir que el espacto de de Sltter en el limite cerca del
horizonte, ademds de seguir siendo de curvatura constante, tiene la misma es-
tructura que el espacio en si, con un factor conforme constante.
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El espacio en el Iimite cerca del horizonte resulta del proceso de hacer ten-
der una de las coordenadas a un valor constante, precisamente aquél donde se
presenta la singularidad en la métrica. El espacio de de Sitter dS, tiene n
coordenadas (¢,r,6,,...,60,-2), o trasladando el valor del limite a cero tenemos
(t,z,61,...,0n-2), en cualquicra de los dos casos la coordenada r 6 z tiende
al valor limite, de manera que para este espacio tenemos n — 1 coordenadas
(¢,61,...,0n-2). Por lo tanto podemos aplicar al espacio definido por el ‘limite
del horizonte’ los mismos resultados que obtuvimos para el anilisis de la ‘fron-
tera’ vista como puntos lejanos del espacio de de Sitter. En particular, ¢l grupo
de isometria SO(1,n) actiia sobre la ‘frontera del limite del horizonte’ como el

grupo conforme.

3.3. Invariancia de la métrica y el grupo con-
forme para el espacio de anti de Sitter

Al igual que en el caso de de Sitter, para estudiar las isometrfas del espacio
de anti de Sitter AdS lo podemos definir como una subvariedad encajada en
un espacio pscudo-Euclidiano de una dimensién mayor. En este caso la métrica
del espacio de encaje tiene dos ‘tiempos’, que en n dimensiones expresamos
como Mags,,, = diag(-1,-1,1,..., 1), obteniendo el caso que estudiamos en
el capitulo anterior cuando n = 4. De esta forma, si {z*} con £ =0,1,...,n
son coordenadas Euclidianas en el espacio de encaje de n + 1 dimensiones
tencmos que la distancia al cuadrado es

&2 = —(z%)2 — (z1)? +.Z":($i)2’ . (3.84)

i=2

de manera que la definicién del espacio de anti de Sitter, _corho una. hipérSu{
perficie de dimensién n encajada en este espacxo de dlmenslén mayor, es el:.
conjunto de puntos tales que : ’

#F = —a? : R (3.85)

Este espacio de encaje para el espacio dé anti de Sitter; AdSn.;, tiene como
. grupo de isometrias, que dejan fijo el origen y ademds preservan la direccién de
los tiempos, a SO(2,n — 1). Si tenemos tres puntos en la hipersuperficie que
representa a AdSy,, zf§, zhH+X" y zh+Y*# € AdS,,, y bajo una transformacién
A € SO(2,n ~ 1) se convierten en z'g, z'6 + X'* y 2'f + Y € AdSn
respectivamente, entonces los dos vectores X y Y en este espacio cumplen con
lo siguiente
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= nqu{a}r/ﬁ = g A%, XHABYY
= A% AL ag XHYY
= "’_“;X“YV
=(X,Y). ‘ (3.86)
La métrica gads, inducida por el encaje en el espacio de anti de Sitter,
AdS;, a partir de la métrica del espacio AdS,4+1 (espacio de encaje), con
métrica M,445,,, = diag(-1,-1,1,...,1), tiene como grupo de isometrias al
grupo SO(2,n —1). Este grupo tiene dimensién in(n+1).

3.3.1. La ‘frontera’ del espacio de anti de Sitter

La ‘frontera’ para este caso ¢s un espacio de dimensién n—1 que corresponde
a puntos lejanos z € AdS,, . Introducimos coordenadas nulas

‘. “u—a: +z oy v—:z:“—:c, (3.87)

asi podemos eScrlbll‘ la defmxclén del espaclo AdS,, (3 85) como

dondeA ( l)2k+ Z(a:‘)2 (3.88)

l=3

: e cribir la definicién del espa-
(u;o &) dadas por (3.52), quedando

De [orma naloga al caso de de Sltter
cio AdS,, en termmos de ldS coordenad
: AdS,. ‘como ey .

conforme sobre ella. A esta ‘frontera del espacno de antli de Sitter se le conoce
como el ‘limite cerca del horizonte’. :

En este capitulo estudiamos las isometrias de los spacios de curvatura con-
stante y definimos el concepto de ‘frontera -co o con una dlmensxén
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menor. Para de Sitter vimos que se pueden definir dos tipos de ‘fronteras’: La
primera corresponde a puntos espaciales ‘cerca’ del infinito; la segunda es el
‘limite del horizonte' y corresponde a la hipersuperficie donde la métrica tiene
una singularidad debido a las coordenadas utilizadas. Para el caso de anti de
Sitter encontramos una sola ‘frontera’ cerca del infinito.

Para cada una de estas ‘fronteras’ demostramos que el grupo de isometrias
correspondiente actiia sobre ellas como ¢l grupo conforme. Este resultado par-
ticular ha sido de gran importancia en el contexto de teorias de cuerdas hasta
llegar a la formulacién de la conjetura AdS/CFT, segiin la cual la ‘fisica’ en el
espacio-tiempo puede ser analizada mediante la ‘fisica’ en la ‘frontera’ que tienc
como simetria intrinseca al grupo conforme.



Conclusiones

Hemos hecho a lo largo de este trabajo un estudio de los espacios de cur-
vatura constante, en particular nos enfocamos al estudio de dos de cllos. Estos
espacios que resultan como solucién a las ecuaciones de Einstein en el vacio con
término cosmoldgico, tienen como caracteristica principal que son de curvatura
constante, los llamamos los cspacios de de Sitter. Estudiamos en el marco de
la relatividad general cstos espacios y sus caracteristicas fisicas, es decir, cémo
son sus geoddsicas y c6mo son las relaciones de causalidad. Primero estudiamos
en general a los espacios con curvatura constante y encontramos una condicién
para cl tensor de Ricmann que nos permite identificar a estos espacios. Con esto
y la restriceidn de que la métrica sca estdtica y con simetria esférica obtuvimos
la solucién para estos espacios. Después distinguimos a cstos dos espacios, uno
el que es solucién a las ecuaciones con constante cosmolégica mayor que cero,
que debido a nuestra convencién en la densidad lagrangiana llamamos el espa-
cio de de Sitter dS con escalar de curvatura mayor que cero, y el espacio de
anti de Sitter AdS que corresponde al caso con constante cosmolégica menor
que cero y por lo tanto, con escalar de curvatura menor que cero. Para los
dos casos encontramos distintas maneras de expresar la métrica y escogimos un
espacio de encaje de una dimensién mayor donde los espacios se pudieran ob-
servar como hipersuperficies encajadas en dicho espacio de encaje. Observamos
que para el que llamamos el espacio dS existe una singularidad en la métrica
en su forma estdtica debido al sistema de coordenadas que elegimos, ademds de
la existencia también de un horizonte de eventos y un horizonte de particulas,
mientras que para el caso de AdS no se presenta esa singularidad en la métrica
estdtica y ademas como una caracteristica importante existe la posibilidad de
tener geodésicas tipo tiempo que sean cerradas.

Después analizamos las caracteristicas geométricas de los espacios de de
Sitter. Para esto estudiamos primero las isometrias y las transformaciones con-
formes de los espacios Riemannianos. Encontramos que el grupo de isometrias
para el espacio de de Sitter es el grupo SO(1,n). A continuacién definimos
un espacio que resulta de tomar el limite para puntos muy lejanos de dS,,, y
obtuvimos un espacio de una dimensién menor n — 1 de manera que le lla-
mamos ‘frontera’. Esto no lo definimos topolégicamente, de ah{ que siempre
lo pusimos entre comillas para hacer notar esta cuestién. A esta frontera es lo
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que se llama el ‘limite cerca del horizonte’ [8]. Analizamos la accién del grupo
de isometrias SO(1,n) sobre esta ‘frontera’ y encontramos que actda como el
grupo conforme. Para el espacio de de Sitter, dS, estudiamos lo que llamamos
el limite del horizonte, es decir, la regién cerca donde la coordenada r tiene la
singularidad. Calculamos el escalar de curvatura para este limite y resulté ser
de curvatura constante pero distinta, por un factor conforme constante, a la
del espacio dS, esto es, g' = Q2g con Q? = cte. El espacio de de Sitter dS,
en este Ifmite es un espacio de dimensién n — 1 debido a que la coordenada
donde se presenta la singularidad la hacemos tender a un valor constante. De
esta manera pudimos identificar a este espacio como una ‘frontera’ y ver que
ah{ el grupo de isometrias actita también como el grupo conforme.

Este andlisis de las simetrias del espacio de de Sitter y de su simetria con-
forme, tanto en la ‘frontera’ como en el ‘limite del horizonte’, hecho en el presente
trabajo es un estudio sobre las caracteristicas geométricas de este espacio, que
servird como introduccién para abordar en un futuro algo que ha tenido vigen-
cia en el contexto de la fisica contempordnea, el llamado principio holografico.
De una manera conceptual, éste establece que si tenemos un espacio B, sobre
el cual, en principio, no se especifica nada acerca de su topologia y geometria,
y existe un sistema fisico en él descrito por uno o varios campos, entonces se
pueden relacionar resultados que se obtengan sobre este sistema en el espacio,
con resultados que se obtienen sobre la frontera de este espacio. Por ejemplo se
puede relacionar ¢l ntimero total de estados de un sistema descrito por campos
en un espacio B con el drea de la frontera de cste espacio 8B mediante la
entropia méxima del sistema. En [9] se puede encontrar una introduccién sobre
éste tema, ademads de una referencia sobre los origenes de estos conceptos. En
el caso de campos cudnticos en B, el que mds se ha estudiado es ¢l caso de
la teoria de cuerdas en el espacio AdSs x S5 que es completamente equiva-
lente a la teorfa de Super Yang-Mills en la frontera del espacio de anti de Sitter
8B = JAdS. De ahi la importancia de hacer este estudio introductorio sobre
las caracterfsticas geométricas de los espacios de de Sitter, dada la relevancia
de entender bien lo que significa que la ‘frontera’ del espacio de de Sitter tenga
una simetria conforme (local) cuando actiia sobre ella el grupo de isometrias de
este espacio. .

Las teorfas de campo conforme son de gran relevancia para la fisica mo-
derna, éstas son badsicamente teorias cudnticas de campo Euclidianas que estdn
caracterizadas debido a que su grupo de simetrias incluye tanto a las transfor-
maciones de simetria Euclidianas como a las transformaciones conformes locales.
En dos dimensiones esto adquiere una gran importancia, debido a que una teoria
de campo conforme de dicha dimensién tiene un nmimero infinito de simetrias
conformes, ¢s decir, tiene un dlgebra de Lie para el grupo conforme de dimen-
sién infinita, lo que se traduce en una teoria que tiene un nimero igual de
cantidades conservadas, lo que la hace una teoria completamente soluble por
consideraciones de simetria {10]. As{ este trabajo cumple con ser el primer paso
para nuestro entendimiento, en un futuro, de las consecuencias que pueda tener
sobre las distintas teorias de campo el que exista esta relacién entre las simetrias
de un espacio y las simetrias conformes en la frontera.



Apéndice A
El elemento de volumen

En una variedad de dimensién n podemos escoger una n -forma y expresarla
en términos de una base {e"} como

v=nle!A---Ae™.

Si {e"} es una basey {e"} es otra de forma que et = A" e, la n- forma.
en esta otm bdse es

(A"ie! + ATpe? AT e),

as{ expresamos que para. cualquier- n-forma w tenemos que wWAw = 0 Fmal- )
mente obtenemos v .

v =nl dct(A“,,)e Aihet= det(t\";.)v

Si tenemos una metrlca definida en la varxedad podemos obtener la forma
= |g|*/?v con componentes

Tyoeew = 7 lgl%aiu ‘s"ulr

donde g es ¢l determinante de la matriz de componentes de la métrica det(g,,,,)
Esto nos permite, dada una orientacién en la variedad, definir una umca n-forma
7 en la variedad llamada la n-forma canénica n=17' :
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—lal’}v

o 77_,
La transformacxén de] determmante d 8
dxente a v

ncelara el determmante correspon-

Asf todas las n formas resul
[det(A#G))™! o h
n' = ,

Esta n-| forma canémca la. podemo
subvaricdad &/ de dlmensxon n, de form
subvariedad cs —rfun RO

olumen ‘en una
volumen de la

Cuando variamos respccto a un parametro u.la; métrxca g,w, . l elemento
de volumen también cambia ya que depende de la métnca Asi tenemos que :

B(du) Bg,“, = B(dv)

A = s O Do Ag""' e (A )
recordando que el elemento de volumen lo puedo CSCI‘lbll‘ como dv =g 1], donde
7) tiene componentes 7jagoy = (—g)¥ 4'6'[°6 3 61,], el sxgno menos es debido
a que g,» es una métrica de Lorentz asf que (—g) : 'forina

tenemos el siguiente resultado

877&6 oY _ -
ag;w

donde ag,.., = gg"¥ '."Por'_lo
mento de volumen dv ten
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O(dv) _ 10nagey _ 1 o
= —g"’duv. o A 2
) ale T a aJ;w 2!] w0 ( )
Es fdcil de comprobar que 5;”‘— = gg"¥ si utilizamos la deﬁmcxéu del de- S
terminante dela métrlca g = det(gs) = —e“""’ﬁe”“g, t!]uJJ kgat Asf tenemos
que . .

3( 1 it | 9,
9= 56““"”5”“ [8 gujgak!lﬁl +9Mi

B, i
B0 Dys IekPL

Oga
+g;uguj 8 ﬁl + g;u!]u:gak ag 7]

) : S
= 74—,6""“36”“ (6% 5—7gujgakgm + gm a5 L gargp
‘ +glugu16 06.19[31 + glttguggakfs 06‘7] .
Utilizando que gorg®Y =4 6 ;‘,—g,,gﬁ =1 pdde.xrios' escribir
dg o 1 auaB -yJAl 1 __ yaaﬁ €Tk ay
) = €’ gqul kgﬁl( grr’yg ) + 5 g;u!]aLQBl( !]zr-y.‘] )
.(/a"y - 4

A
+-3?

;wrrﬁ € '11 .‘J/

EiJL.Y.q Vguv ak( ga-y.q )

a:( ga»,g‘f") + —6‘“’""

Fmalmente podemos escrlbnr la varlacxén del elemento de volumen tespecto
al parémetro u que obtenemos a partlr de las ecuacxones (A 1) y (A2)

Adv——g‘ Ag,wdv (A3
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Apéndice B

Solucion a las ecuaciones de
Einstein para espacios de
curvatura constante

Buscamos una solucién a las ccuaciones de Einstein en el vacio (T, = 0)
con término cosmoldgico A

G = —€|Alguw donde Gy = Ry — -‘-Rg,,,, (B.1)

G cs llamado el tensor de Einstein. Con € = %1 inclufinos los dos casos que
existen para el signo de AL Se propone una metnca que tenga snmetrfa esférica
. y que sca cstatlca i . :

4f2hz g

(B.2)

(B.3)

Calculand_q las cor de Einstein observamos que sola-
mente existen cuatro di SR

(B4)

e (B.5)

: é‘ao = f’[ f,w+ » ',,’fz + (= 2h) Sirf = 2fr fhr]r B.6)

;7'5‘?
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[j"2 he + 20 f2 + (hpr ~20) f o f — 2f,r,.fhr]r sen20

Gos = e ®.7)

’Aa

Con estas expresiones podemos escribir. las ccuacxones (B 1), reconocxendo )
que de las componentcs 6,0) y (¢ ¢) obtenemos una mi a ecuacmn

C(B8)
(B9

" (6,9).. (B.10)

" (B.11)
h, - ' ‘
} ——;”: %, ; - (B.12)
que podemos escribir como
_dIn n= din f, ’ (B.13)

asf llegamos a un‘:.a,‘rel'z;ciéx‘i”envtre’ oy h : .

enla ecuacnén
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eIAl Cg
: f( ) == -
donde C;:y Cg son constantes de mte(._,racnon Esta.s constantes las encontramos
utilizando la condicién para espacios de curvatura constante (2.16), con el escalar
de curvmtura ‘dado por (2.22) R = 4efA|

+ Ch, : (B.16)

| (guﬁyuu Juaguﬁ) (B 17)

R;waﬁ =

De esta manecra, al calcular las componentes del tensor de Riemann uti-
lizando la métrica (B.3) obtenemos doce componentes distintas de cero, de las
cuales diez nos dan condiciones solamente sobre C, y dos de ellas nos determi-
nan ambas constantes. Asf, analizando una de estas dos ltimas componentes,
obtendremos el valor de las constantes de integracién.

bajando el fndice

- Rgoos = ﬂwR 206 =

utilizando (B.14) en'lo aﬁiﬁefi'or

(B 18)
81 calculamos esta componente del tensor de Rlemann con 1a. ayuda de (B. 17) .

obtenemos el result;ado debldo a la condicién de que es un espacxo con curvatura
constante R : S

elA 4
R«»ow = —-—la—lgoogw
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Ci=1" .y  Cy=0. -

- Asf la solucién () 'para espacios con curvatura constante es

©(B20)




Apéndice C
El espacio de Minkowski

El espacio de Minkowski

La métrica para el espacio plano de Minkowski 7 estd dada por

ds? = —(dz%)? + (dz')? + (dz?)? + (da:3)2

que en coordenadas polares esféricas es

asf a partir de estas coordenadas nulas podemos
las cuales para valorcs mflmtos de v y

Definiendo

: y g 7! =p-q

obtenemos que para la reglén
—7r<t’+r <m —m<t-r'<m 'y r>0 (C.5)
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la mét;rkiczk'x‘ (C.v3)”_ da ex resada. como )

de, a mé rica de Mmkows ien coordenadas polares
" esféricas esté.n dadas en:termmos de‘las- coordenadas t’ y 7' ‘de’ la siguiente
formd e : .

2t tan'} (t' +r ) +tan (t'-—r)
o 27‘ = tan 3 + ') —tan & (t’ - i‘, ‘
La métrica deI espacm estzitlco de Einstein se puede representar como el cxlm-A

dro z?24-y% +2 +w2 =1 enca_]ado en cl espacio de plano’ de cmco d1mensnones :
con métrica ;

ds? = —(dz%)? + (da))? + (da?)? + (dm“)?f (ﬁd’zé)z,;lg i (c_.S)

¢ aumenta

H™

AN

=
/‘\u

=0

Figura C.1: La regién sombreada rcpresenté la regién conforme al espacio-tiempo de
Minkowski-sobre el cilindro del universo estdtico de Einstein




81

De esta forma el espacio de Minkowski queda representado por la regién (C 5)
en el cilindro del universo estéitico de Einstein (figura C.1)

Esta métrica conforme al espacio de Minkowski se introduce para estudiar los
infinitos de este espacio de forma que puedan ser representados por diagramas
como el de arriba. Asi la frontera de la regi(’m sombreada y los puntos corre-
sponden a lo siguiente: i* es t' = w, v’ = 0 siendo p =iryq= l1r, i~
es t' = —7r, r =0 quesedebea p= ——7r y q= 21r y fmalment,e i% es
t =0, r =7 que corresponde a p = évr y ¢ = —in. En lo que respecta
a las hxpersuperhcleq la que nombramos H* es una lupersuperﬁcxe nula con
t'+ 1" = 2p = 7, es decir, que corresponde a p = 2-lr, de esta forma al acer-
carnos a i+ por medio de una geodésica temporal lo hacemos a medida que las
coordenadas nulas (C.2, C.3) toman valores que divergen a v = o0, tanp=1v,
y de la misma forma para H~ tenemos ¢! — ' =2 = —mw con ¢ = —{m y
a medida que nos acercamos a i~ tang = w toma valores menores que cero
que divergen w — —oc. Entonces podemos ver a i+ y a i~ como los puntos
que representan el futuro y el pasado temporal infinito, es decir las geodésicas
temporales se originan en i~ y terminan en it . Las geodésicas tipo espacio se
originan en i® y terminan ahi mismo y las geodésicas nulas se originan en la
hipersuperficie H~ y terminan en H*, representando el pasado y futuro nulo
infinito.

it

B Geodésicas nulas
r=0 —»

a— H¥({t=00,r = 00)

Hipersuperficies {t = cte}

Geodéaicas nulas — 1 , i°

\ 1l'(¢=—;o,r=oe) .

Hipersuperficies {r = cte} -

-
Figura C.2: Diagrama de Penrose para cl espacxo-t\empo de Mmkowskx Las lfncas
punteadas representan la singularidad de las coorden'\das polares en r=0-

Otra forma de estudiar los infinitos de los espacios es medm.nte los llamados
diagramas de Penrose. Estos son un diagrama de las coordenadas (t,r)". En estos
diagramas representamos con una linea punteada los valores para los cuales la
métrica tiene singularidades, las geodésicas nulas estin indicadas con las lineas
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rectas de pendxente *1 y donde se mtcrsectan las h'neas {tA ="(:’vte} ;y {r = cte}
tcnemos dos-esfexas. . : e A i
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