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Introducción 

Los espacios de de Sitter son espacios de curvatura constante, solución a las 
ecuaciones de Einstein para el espacio vacío, es decir, con tensor de energía­
momento igual a cero, y con término cosmológico. Precisamente esta constante 
cosmológica nos permite distinguir dos soluciones, el espacio de de Sitter y el 
de anti de Sitter, que dependiendo de la convención que se use, el primero cor­
responde a la constante cosmológica mayor que cero y el otro cuando ésta es 
menor que cero. 

Estos espacios, en particular al que se identifica como anti ele Sitter AdS , 
han ganado importancia en los últimos aiíos en el marco de la llamada correspon­
dencia AdS/CFT, siendo ésta un resultado parcial de un nuevo concepto que 
ha surgido en la física, el principio holográfico. Éste tiene como idea principal 
que una teoría de un campo en particular, definido sobre una variedad diferen­
cial, puede ser representada mediante otra teoría definida en la 'frontera' de 
dicha variedad. Dicha correspondencia establece una equivalencia (matemática) 
entre una teoría cuántica de cuerdas en un espacio AdSd x Af D-d con una teoría 
cuántica de campo conforme en un espacio-tiempo de dimensión el - l, el cual 
se interpreta como la 'frontera' de AdSd. El caso nuís estudiado en la corres­
pondencia AclS/CFT es el de la teoría de cuerdas en el espacio AclS5 x S 5 que 
resulta ser completamente equivalente a la teoría de Super Yang Milis n = 4 
en la frontera del espacio de anti de Sitter 8AdS5 [l]. (A esto se le llama la 
conjetura de Maldacena.) Es importante mencionar que también existe la cor­
respondencia clS/CFT [2], de hecho, en este trabajo estudiamos a detalle el 
espacio de de Sitter, el cual corresponde a este caso. 

En este trabajo no pretendemos estudiar el principio holográfico, pues esto 
implicaría un conocimiento profundo de teoría de campos. Más bien, haremos 
un estudio de los espacios-tiempo que han jugado un papel importante en este 
contexto. 

El objetivo de este trabajo es estudiar los espacios d~,de' SÍttcr en lo general, 
poniendo especial atención en sus características gecimétricas,'sus isometrías y 
como actuán éstas sobre las 'fronteras'. ·· ... ,,. ,,,,. ···:~';'· .·" 

".>-:;:,;.,-,;. 

Para esto empezamos con un resumen brui~dc;' '~J:~}.¡~~kirig y' Ellis [3) de 
'',' •' ·.; 
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IV INTRODUCCIÓN 

los fundamentos de la teoría de la Relatividad General. En este resumen, bus­
carnos hacer un acercamiento desde el punto de vista geométrico, empezando 
por definir lo que es una variedad riernanniana para luego utilizarla como mo­
delo del espacio-tiempo, pasando por la curvatura de los espacios, hasta obtener 
las ecuaciones de campo de Einstein. 

En el siguiente capítulo nos dedicaremos a los espacios de curvatura cons­
tante, donde veremos cómo se expresa el tensor ele füemann para espacios con 
esta característica. De éstos estudiaremos los llamados espacios de de Sitter 
corno solución a las ecuaciones de Einstein para el espacio vacío y con constante 
cosmológica, observando que debido a ésta tenernos dos posibilidades, el espacio 
de de Sitter y el de anti de Sitter. 

Analizaremos las condiciones para hacer el encaje de un espacio en otro de 
mayor dimensión y veremos, para los dos casos, cómo se pueden expresar las 
métricas en distintos sistemas de coordenadas, así como algunas características 
ele estos espacios en lo que se refiere a las propiedades físicas. 

En el tercer capítulo empezaremos estudiando lo que son las transforma­
ciones ele un espacio, veremos qué significa que tenga una isometría y cuáles 
son éstas expresadas como una transformación de coordenadas. De la misma 
forma, estudiaremos el grupo ele las transformaciones conformes, su álgebra ele 
Lie y el tipo de transformaciones particulares que se encuentran contenidas 
en este grupo, dependiendo de la dimensionaliclad de la variedad sobre la que 
actúan. 

Analizaremos esto aplicado a los espacios de de Sitter, y nos detendremos de 
manera especial en el espacio con curvatura positiva, para el cual definiremos 
una 'frontera' y estudiaremos la acción del grupo ele isometrías sobre ella, obser­
vando que este grupo ele isometrías al actuar sobre esta frontera lo hace corno el 
grupo conforme. También veremos que este espacio tiene un horizonte cuando la 
métrica la expresamos de forma tal que es estática e identificaremos este límite 
con la 'frontera'. Nos encontraremos que para el espacio de de Sitter tenemos 
dos 'fronteras' mientras que para anti de Sitter solamente tenemos una. Con 
esto concluirá el trabajo. 

Se anexan dos apéndices, el primero para complementar el primer capítulo en 
lo que se refiere a la deducción de las ecuaciones de Einstein, y el segundo corno 
complemento del capítulo dos, donde se obtienen las soluciones de de Sitter a 
partir de las ecuaciones de Einstein y de la condición de curvatura constante, 
proponiendo una métrica que tenga simetría esférica y que sea estática. En un 
tercer apéndice revisamos el espacio ele Minkowski y sus propiedades, lo cual 
nos servirá durante el desarrollo del segundo capítulo. Para términar haremos 
unos breves comentarios como conclusión al trabajo y mencionaremos posibles 
líneas de investigación las cuales podríamos continuar explorando en un futuro. 



Capítulo 1 

Fundamentos de la Teoría 
General de la Relatividad 

Es a Albert Einstein a quien debemos algunas teorías fundamentales en Ja 
física moderna, en particular: Ja Teoría Especial de Ja Relatividad y Ja Teoría 
General de la Relativiclacl. 

En la Teoría Especial ele la Relatividad hay dos postulados a partir de Jos 
cuales podemos definir el intervalo entre dos eventos y establecer que éste es 
invariante bajo el cambio de sistemas ele referencia, es decir, que cualquier ob­
servador inercial medirá el mismo intervalo entre dos eventos. Los intervalos 
entre cualquier par de eventos los podemos calcular haciendo uso ele Ja métri­
ca, la cual se puede ver como la función que nos permite medir 'distancias' 
en el espacio-tiempo. Para Ja Relativiclacl Especial la métrica que usamos es 
una métrica plana pseudo-Euclidiana llamada Ja métrica del espacio-tiempo de 
l'vlinkowski. En Ja Relatividad Especial no se toma en cuenta la fuerza debida 
al campo gravitacional, lo que nos permite .trabajar con un solo sistema de re­
ferencia inercial en todo el espacio-tiempo. 

La Relativiclacl Especial deja de ser útil globalmente cuando tenemos un ob­
servador no inercial o en la presencia de un campo gravitacional. El experimento 
de Pound-Rebka-Snider nos muestra esta incompatibilidad de la geometría de 
l\Hnkowski. Así que para tener una teoría que in cluya los campos gravitacio­
nales, debemos buscar otro tipo de geometría para el espacio-tiempo, al menos 
globalmente. 

La gravedad se distingue de las otras interacciones en que es una fuerza que 
afecta en la misma forma a todas las partículas, esto, hasta donde sabemos, fue 
reconocido primero por Galileo. Así, no existe un sistema inercial en reposo en 
presencia de un campo gravitacional uniforme en donde las partículas manten­
gan una velocidad uniforme en ausencia de otras fuerzas. 

1 



2 CAPfTUf,0·1'_. FUNDAMENTOS DE LA RELATIVIDAD GENl>!lAf, 

De esto se puede concluir que los campos gravitacionales uniformes son 
equivalentes a sistemas de referencia que se aceleran uniformemente respecto 
a los sistemas inerciales en reposo. Éste es el llamado pri11cipio débil de equiva­
le11cia debido a que solamente toma en cuenta a la gravedad. El comportamiento 
de las demás fuerzas en presencia de un campo gravitacional está incluido en 
el pri11cipio /1terte de equivalencia, que postula que las leyes que gobiernan a 
estas fuerzas, en un sistema inercial en caída libre, son idénticas a las leyes en 
la Relatividad Especial. 

Se puede encontrar un sistema de referencia inercial en presencia de un cam­
po gravitacional uniforme, pero si éste no es uniforme no podemos encontrar 
dicho sistema inercial global que esté en caída libre. A lo más que se puede 
aspirar es a construir un sistema de referencia inercial local, esto quiere decir 
que solamente se puede considerar inercial en una pequeña región del espacio­
tiempo, o dicho de otra forma, cualquier campo gravitacional se puede considerar 
uniforme al menos localmente. 

En Relatividad Especial las líneas de mundo de las partículas que empiezan 
paralelas permanecen así sin importar hasta dónde se extiendan, por esto el 
espacio de Minkowski es un espacio plano. En un campo gravitacional que no es 
uniforme las líneas de mundo de dos partículas cercanas que empiezan paralelas, 
en general, no permanecen de esta forma, por lo que el espacio-tiempo no puede 
ser plano. Así, al no cumplir el axioma de paralelismo, lo que tenemos es un 
espacio curvo. Pero estos espacios curvos se pueden ver como espacios planos, al 
menos localmente, alrededor de un punto como sucede con la superficie de una 
esfera. Esto motiva nuestro estudio de las variedades Riemannianas, que nos es 
sumamente útil al hablar de espacios curvos. 

Lo que se ve es que hay una similitud entre los espacios de Riemann y la 
física en presencia de un campo gravitacional no uniforme. Einstein identificó las 
trayectorias de las partículas en caída libre con las geodésicas de la geometría 
de los espacios curvos. La Teoría General de la Relatividad usa la geometría 
de los espacios-tiempo curvos para representar el efecto que tiene el campo 
gravitacional en la trayectoria de las partículas. 

1.1. Variedades Riemannianas 

Sin hacer una definición precisa se puede decir que una variedad es un es­
pacio que localmente puede ser visto corno un espacio Euclidiano y que puede 
ser cubierto por un conjunto de sistemas coordenados o cartas. Otra forma de 
expresarlo es que cualquier conjunto que puede ser parametrizado de forma con­
tinua es una variedad. Sin la idea de distancia y otras propiedades geométricas, 
lo único que nos interesa es que la topología local de nuestros espacios sea la 
misma que la de IR". 



1.1. VARJl':DADl>S llll':MANNIANAS 3 

Un mapeo ·q, ele un conjunto abierto U e !Rn a un conjunto abierto 
U' e !Rm, se. dice que es C' si las coordenadas (x\ , ... , x: .. l de la imagen 

de p E U, </J(p) E U', son funciones de las coordenadas {x;, i = 1, ... ,n} de 
v E U cuyas r derivada.5 existen y son continuas. Si el mapeo es Cº hablamos 
de un mapeo continuo. 

1.1.1. Variedades diferenciales 

. Una variedad .M (diferencial) C~ de dimensión. n es un conjunto M junto 
co1i una colección ,de cartas (Uá, q,,;) doridé, Ua .son subconjuntos de 'M Y. t/Ja 
son mapeos uno a uno (1-1) de Jos correspondierités u~·';a: conjuntos abiertos de 
IR" que cumplen:· ~ ·. ·'.·; .. ::\';.:·. · '' 

. . . . ::; ·:·.~:, :~~,: \.:),:j:{,f:~;~::;~f.Y · 
l. La colección.ele conjuntos· U,;". cubren eJ:éspacia;·es decir; ,'. .· · 

_.,_ · r 0:" 1'';~Me_':;\;;fr~s'.·~r~+-.·~~t-r;f ?t'.:&~~t. ··i.: ·. :·• ;-
.. ~-?- .~~·.~ .. ;t,::_<·_,~·::__j._·:--~·/ ~; _J C'··1.·i~·:.: ",r.~:~~,;~::-1.,.:.¿:_,' .... :._,_;, _-:. ,.\. i: 

• .- . ' , ~ . ':'._: . '' ,_.. ~- ·' ~- - , . ';_ • . ~.r .e"·•' .. :>~"':,:---··.~:·'.., .. -~~:~!-i'~~}'. ~:~:-~'.~:':°'.;'.\. ::~. ". ··~-.- . . -, 1 
2. Si U0 .n Ui3. • (!S ~¡d1st,mta-,dc,! :vi,tci.()L~ntonce~, ~¡ mapeo ·¡/J0 o t/J'j; : 

t/J13(U0 nU¡j)'~,i/iii(U;. r,)U13) ,es un map~Ó'.9F:!dclím_subcónjunto abierto 

de.·!Rn··a m1_~,~!-c°:7l~ri,t~'~,bi,C,~fj,~~'.~A;;:~.;~;~j},,~JL''..~'.;')'.L~ ;_. ,.," 

Los .subi:oi1junt0s"u¡;,,\soii•.vecindades cócirdcnadas:Jochles·con coórdenadas 
{xi ,1(i ~· 1,i).; n) }{'.definidas por:el~mapeci q,;,';}i.dC:Csta forma si · p .E u¡, las 

coordenada:s.·d.e '_P sj~,~0·~terd~~ªj~::~~~i~;~f)ft~G •. ~\ ~j,~r,.·,\ ·~··.·.· .··· 
:.,.::,:·· , ~.-;, .·::, .. <t~:·i .:~'.:~-~~~,Ti~ -u~ ~-;: _ ------.;.,, 

q,¡;, ,;q,¡;1 deb'édesér cr-: 
. ·: _,.,.' r :,· ·'', ¡,;:, ,·: -;-:.,;:: .. ~·,-/-'«'· ,:_. · .. ~~ ·:. ·.:. 

La comp~~ición_ tPa º~~ 1 es ~ti mapeo de IR".';:-(nH::ci'ú~e~ una transforma­
ción de coordenadas; digamos, si (x1 ' x2 ,.:.; :é) soiiJ~.í:óo~dériadas ¡/J13(p) de 
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p E UanU13 entor;ces las.derivadas parciales de las funciones tfJ0 (x 1, x 2 , ••• , xn) 
con respecto a c~da una .de las {xi} deben existir y sm· continuas. 

Entonces se dice que el conjunto de cartas (Un, tfl0 ) (al que se llama atlas) es 
un atlas cr denotado por { U0 , 4'0 }. Un atlas se dice que es compatible con un 
atlas cr si su unión es un atlas cr para M . A todos los atlas compatibles con 
el atlas dado se les llama el 11tJas completo de la variedad. La topología de los 
conjuntos abiertos de M es la de IR!' , así los mapeos <Po son homeomorfismos 
de M a IR.n. 

Una variedad se dice que es orientable si existe un atlas {U0 , tfJ0 } tal que en 
cada intersección U 0 n U13 el Jacobiano de la transformación de coordenadas, 
l8xi /8x'il, es positivo, donde (x 1 , ••• , x") y (x' 1 , ••• ,x'") son las coordenadas 
tPo(P) Y t/J13(p) respectivamente. 

Una función f en una variedad M cr es un mapeo de M a JR.1 • Si el mapeo 
fo t/J-;; 1 en cualquier vecindad coordenada U0 es una función Ck (k ::; r) de 
las coordenadas locales en p, tfl0 (p), entonces se dice que la función es de clase 
Ck en el punto p E U e M . Si f es de clase Ck en cada punto p E U e M 
entonces se dice que es una función Ck en U. 

Como ya lo mencionamos, las variedades son localmente como IR.n , así dos 
variedades que sean de la misma dimensión y de la misma clase (Gr) son, 
localmente, prácticamente indistinguibles y existe un mapeo biyectivo de una 
variedad a otra. Este mapeo de una variedad diferencial M ( Ck ) a otra M' 
que es 1-1 y Ck y cuya inversa también es Ck, se le llama difeomorfismo de 
M sobre M', donde Ck significa que las coordenadas de un punto en M' son 
funciones tales que todas sus k derivadas parciales respecto a las coordenadas 
de la imagen inversa del punto en M existen y son continuas. 

La diferenciabilidad de la variedad nos proveé de cierta estructura que nos 
permite definir tensores, formas diferenciales y derivadas de Lic. Además pode­
mos dotar de una métrica al espacio, lo cual nos permitirá medir distancias 
y también le añadiremos cierta estructura extra para poder hablar de diferen­
ciación covariante que es la generalización de la derivada parcial. 

1.1.2. Vectores y Tensores 

Los tensores son objetos geométricos que podemos definir a partir de la 
estructura diferencial de la variedad, éstos son indepedientes del sistema de co­
ordenadas que se esté utilizando y están definidos en un punto. Ahora, al asociar 
un vector o tensor a cada punto de la variedad hablamos de un campo vectorial 
o tensorial respectivamente. Para hablar de estos objetos primero definiremos 
lo que es un vector en cada punto, partiendo del concepto de una curva en M . 



1.1. VARIEDADES llIEMANNIANAS 5 

Una curva >.(t) (difcrenciable) Ck en M es un mapeo Ck de un conjunto 
abierto de IR1 en M . El que sea una curva diferenciable significa que las 
coordenadas de la imagen de >., que podemos denotar como {xi(>.(t)), i = 
1, ... , n} , son funciones difcrcnciables respecto a t en todos los puntos, al menos 
hasta el orden k. La imagen del mapeo >., es decir, el conjunto de puntos >.(t) 
en la imagen son lo que podemos visualizar como la curva en M . A cada punto 
en la curva corresponde un valor de t , esto es, la curva está parametrizada con el 
parámetro t. Así podríamos parametrizar de forma distinta el mismo conjunto 
de puntos que son la imagen de la curva. 

Un vector lo podemos ver como un mapeo de funciones en M a números 
en IR1 . Ahora consideremos una función f diferenciable sobre M que actúa 
sobre >.(t), el vector (ft),_ 1

10 
tangente a la curva >.(t) en el punto >.(ta) es 

un operador que mapea la función f en >.(to) al número (8f/8t)>.lto, es decir 
hace el mapeo /(>.(to)) ~ (8/ /8t)>.lto, así podemos ver a (8/ /8t)>. como la 
derivada direccional de f a lo largo de >.(t) con respecto al parámetro t 

(ª!) 1 = lím f(,\(t + l)) - f(,\(t)). 
8t >. t 1--tO ; . . l. 

Denotando las coordenadas de lá iniagen'como {xi(,\(t)), i = 1; .. .,n} en 
una vecindad ele p E U e M ·tenemos que podemos expresar el valor de la 
derivada como 

(ª!) 1 = f dx
1
(>.(t)) 1 . . a¡. 1 . = dx1 a¡ 1 

8t >. lo i=I dt t=to 8x• >.(to) tlt 8xi >.(to). 

De esto podemos ver que el conjunto ele números {!!fr.} son las componentes 
del vector tangente a la curva x1(,\(t)) respecto a la base { b IP}. Entonces lo 
que tenemos es una estructura de espacio vectorial para los vectores tangentes 
en un punto, de esta forma si X y Y son vectores, a y b números, y f una 
función tenemos que (aX + bY)/ = aX(f) + bY(f). El espacio de todos los 
vectores tangentes a un punto 1> en la variedad M es un espacio vectorial de 
dimensión n al cual denotamos como Tp [4]. 

Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes {e¡} forman 
una base para el espacio T1, , de esta forma un vector X lo podemos escribir 
como X= Xie¡, donde Xi son las componentes del vector en la base {e¡}. Si 
tenemos coordenadas { x1} para una vecindad U de ¡¡ entonces { b} es una 
base coordenada para los puntos en la vecindad U. 

De esta forma teniendo un espacio tangente a un punto podemos definir una 
uno-forma w como una función lineal del espacio Tp en IR, es decir, una uno­
forma es una función que mapea vectores del espacio tangente en p a números 
reales. Se denota como w(X) ó (w, X). Que sea una función lineal significa 
que cumple con 

(w,aX + bY) = a(w,X) + b(w, Y), 

y si r¡ es otra uno-forma tenemos que la uno-forma w + r¡ cumple con 
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(aw + br¡, X) = a(w, X)+ b(r¡, X) con a,b E IR. 

El conjunto de todas las uno-formas en v tiene la estructura de un espacio 
vectorial, lo denotamos como r; y decimos que es el dual de T1, debido a que 
los vectores también pueden ser vistos como funciones que mapean uno-formas 
en números. Cualquier conjunto de n uno-formas linealmente independientes 
forma una base para el espacio r;, pero si {e¡} es una base para los vectores 
en p existe un único conjunto de n uno-formas linealmente independientes 
que forman la base dual para las uno-formas en p denotado por { e 1} • Estas 
bases duales cumplen la condición de que un elemento de la base T,; mapea a un 
vector a su componente en esa dirección X 1 = (X, e 1) y lo correspondiente para 
la uno-forma W¡ = (w, e¡), ele esta forma tenemos que (e1, ei) = ój. Se puede 
expresar el número (w, X) en términos de las componentes de la uno-forma y 
del vector respecto a sus respectivas bases 

(w,X) = (w;e1,Xie1) = w1X 1• 

A esto se le llama la contracción de X con w , donde de forma implícita 
estamos sumando sobre el índice i tomando como convención que dos índices 
iguales en posiciones covariante (abajo) y contravariante (arriba) se suman, es~ 
tos índices son mudos y pueden ser reemplazados por cualquier otra letra. 

Dada una función f en M hay una uno-forma df llamada el gradiente de 
f en v que mapea al vector X en el número X(J) , esto es (clf, X) = X(J). Si 
{x1} son coordenadas locales alrededor de p existe una base coordenada para 
los vectores, y { dx1} es su correspondiente dual para las uno-formas debido a 
que 

· . 8xi . 
(dx',8/8x3

) = Bxi = ó';. 

Así el gradiente lo podemos escribir como df = (df, e¡)e1 = (8! /8x1)dx1 • 

La notación es la misma que se usa para la diferencial de f, pero ésta se obtiene 
al contraer la uno-forma df con un vector que representa un desplazamiento 
infinitesimal. La forma de visualizar una uno-forma es como superficies cuyo 
vector normal es el vector asociado a la uno-forma gradiente, lo cual veremos 
más adelante cuando hablemos de la métrica. De esta manera si un vector es 
tangente a una curva en una superficie definida como {! = constante}, en­
tonces (df, X) = O, lo que significa que el vector no cruza la superficie. 

La forma natural de extender el concepto de vectores y uno-formas es me­
diante objetos geométricos llamados tensores. Éstos, a diferencia de los objetos 
que hemos visto anteriormente, no pueden ser representados visualmente como 
una flecha tangente a la curva en el caso de los vectores o como superficies para 
las uno-formas. 

Un tensor T de tipo (l, m) en p es una función lineal que mapea al elemento 
(w 1, ••• , w1, Xi, ... , Xm) a un número real que escribimos como 
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T(w1, ... ,w1,X1, ... ,X.,.). 

Los elementos que mapea el tensor T pertenecen al espacio que es el· pro­
ducto cartesiano de los espacios tangentes de los vectores y de las uno-formas. 

El que un tensor (l, m) sea una función lineal significa que lo es para todos 
sus argumentos, es decir, para las l uno-formas y para los m vectores. Para 
uno de los argumentos tenemos, 

aT (771 ,"12,. :- ,w1,X1; .. .,Xm) + bT (w 1 ,w2
, •• ; ,w1 

,X1, ••• ,Xm), 

y de forma similar'. para tod6s y cada un(; de los argumentos .. Así como los 
vectores, el conjunto cle.'tOdosJos tensores.de tipo (1, m) son un espacio vectorial 
de dimensión~n1t•n_·:.efo_br,e;·:R/esteespacio es el producto tensorial 

_»·,,~~~). ~,;:.:,·:'.·_:' .;,:';:·-
·_, ~ •• ' •• ·, ·~. > • ~.: • • • • • .... 

. . T,,.; = Tv © · ·. · © Tp © T1, © · · · © TP . .. ~ 
l íacLorcs m. factores 

La suma ele t_ensores y la multiplicri.ción por ~n escalar es similar a la de los 
vectores. Si :·T y T' · s6ii dos tensores en Tf11 

(T +.T') (wi;X¡) = T ("1i,Xj) .+.TL(wiix;). 
. . ,.,·.,·,.3-},". - ·,.\:, -

.:":;~w,;,~~: ::.~~o~:~;":::t:f~~~1~~fr;f .~.~.~ Tf, 
expresamos al nuevo tensor como T © F>Es ·uii't'é'nsor'dei" Úpo ·(l+p,m:+q) y 
pertenece al espacio T,'n+-fq. .' " ... ~·· 1

:.:·:- _.~ 
Cualquier tensor T E TfnCP) se puede expresar de forma similar a los vec­

tores y uno-formas en términos de una base y de sus componentes 

T = T 111 •••1•1,..1 ... ,..me1, 1 181···181 e1,, ©e"'' 181 ···©e"~ 

Siendo {e1,} la base del espacio Tp y {e"} la base dual correspondiente al 
espacio T1; donde Jlk, Vk van de 1 a n. Las componentes del tensor se ob­
tienen al tomar como argumentos ele éste a los vectores y uno-formas base. Las 
operaciones con tensores se pueden expresar en términos de las componentes 

(T + T') 1' 1
º .. l'lv1•••Vm = Tl'lºººl'•vl"º""' + T''''ºººl'lvi•••Vm 

(aT)l't'''l'lv1 .. •Vm = aTl'•ºº'l'tv1•••Vm 

(T ® T')Jl.1 •••µ1+p Vt •••&1,n+q = T_JJ.~ º"l'lv¡ •••vm· T''''+l "ºl•l+pVm+i ••·V-+q 
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La contracción de un tensor del tipo {l,m) en dos de sus índices, uno 
contravariante y otro covariante, nos da como resultado otro tensor de tipo 
(l - 1, 111 - 1 ), esta operación es independiente de la base en la que están ex­
presadas las componentes del tensor al que se le aplicará la contracción. Lo que 
significa es que se suma sobre un par de índices lo cual expresarnos asignándoles 
la misma letra 

e = T 1'° .. º"1•1J ... pea 181 ••• 181 e,, 181e/j181 ••• 181 eP. 

Uno puede expresar los tensores en términos de otras bases y encontrar una 
relación entre ellas. Si tengo una base { e 1,} para el espacio Tp puedo encontrar 
otra base distinta {e~} mediante una transformación lineal A en Tp 

(1.1) 

Los números N',,• son las componentes de una matriz de n x n no singular 
(detA-¡, O), de forma que los vectores de la nueva base {e~} son linealmente 
independientes. Al ser una matriz no singular podemos encontrar la transfor­
mación inversa, y obtener la base dual primada 

c'v = A"~, e 1', {1.2) 

y así tenemos que 

Si tenemos coordenadas {xi'} para una vecindad de U alrededor de p las 
bases duales coordenadas son { e1, = 0~~} y {e'' = dx''}. Al introducir otro sis­
tema de coordenadas { x'"} mediante la transformación x'" = x'" (x 1, ••• , x") 
v = 1, ... , n se debe de cumplir que la matriz con elementos ~·;;: tenga deter­
minante distinto de cero en U. Las bases coordenadas en este otro sistema de 
coordenadas son {e~= o~•v} y {e'"= dx'"} y mediante la regla de la cadena 
sabemos que 

8 8x'' 8 
8x'" = 8x'" 8x1• ' 

y además 

dx'"~~ ~::;;dxt,· 
y observando las ecuaciones (1.l) y (1.2{~¿;j;o;·qu~ · 

8x1' A'',",·---.,... _8x'." 

. ª~,,,; 
A",,= 8x1• 
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Las componentes de loÚensor~s'írespccto_á tma ba'.se {e1,}. {e''}, se puedell 
transformar para expresarlas en tériniiios dé otra base,- {e~}~ {e'"}, d_e la siguien­
te forma - ., · - - - - - ' 

T'''"'"n .. ·fJ = T 1•·'·v 0 ... 13~1·~ · · ·A~~A ª ~· · :. ; A/3~,. 
Es importante recordar que las component~s d~ los t~llsor~~ son distlntas al 

cambiar de base, pero el tensor en sí es el mismo, · :' '\:_:_--:,< -· _- -: -
Un tensor (2, O) es simétrico si al intercambiar_ los argunicntos se cumple que 

T(w1,w2) = T(w2,wi) y antisimétrico si T(wi,w2) =·~T(w2,wl). De esta 
forma a partir de cualquier tensor. (2, O) se. puede definif, un tensor simétrico 
S y uno antisimétrico A ' ·- · - ' 

1 - ' - " - ' -
S(w1,w2) = 21[T(w1;":'2) :+;r~w2,w1)] 

. '' ., ·,, .. · '.·.''·'·· 
' ' 1' -- - -__ , ---- - --

A(w1,w2) '."' 2! [T(~1;,:W2)j-_ T(w2, wl)]. 

Al poner como argum'entoa iós v~ct~ics baseóbtenemos las componentes de es­
tos tensores y las denotamos de lasiguienté forrria,Uamándolas la parte simétrica 
de T - - - -

T<''"> = _!..[TI'" + T"'']' - 2! 

y la parte antisimétrica de T 

Tl1-"'l = fil [T'"' - T"''). 

Para tensores con más índices ya sea en la posición covariante o contrava­
riante se tiene Ja misma notación, el paréntesis para los simétricos y el paréntesis 
cuadrado para los antisimétricos. La parte simétrica se expresa como la suma 
de las permutaciones de los 11 índices dividida por 11! , lo mismo para la parte 
antisimétrica con la diferencia de que se toma la suma y resta alternada de 
las permutaciones pares e impares de los índices respectivamente. Un tensor 
es simétrico en Jos índices covariantes o contravariantes si es igual a la parte 
simétrica en esos índices y antisimétrico si es igual a su parte antisimétrica. Esto 
se puede expresar para el caso de un tensor simétrico (2, O) como rl1•vl = O y 
si es antisimétrico r<1w) = o. 

Como ya mencionamos, al asociar un tensor del espacio T~, (p) a cada punto 
de una vecindad U E M alrededor de p, lo que tenemos es un campo tensorial 
T Ck de tipo (l, m) en U, sus componentes con respecto a una base coorde­
nada para la vecindad son funciones diferenciables en U. 

Un tensor de tipo (O, r) es completamente antisimétrico si al intercambiar 
cualquiera dos de sus argumentos éste cambia de signo, es decir, cualquier per­
mutación impar de índices cambia el signo del tensor y cualquier permutación 
par deja el signo igual. A este subconjunto de tensores se les llama r-formas. 
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Si R es una r-forma la podemos escribir como la parte antisimétrica, es decir, 
la suma y resta alternada de las permutaciones de los r índices multiplicada 
por ~ . Las uno-formas son un caso particular de este tipo de tensores, y pode­
mos escribir cualquier r-forma como el producto tensorial antisimétrico A de r 
uno-formas. Si tenemos una base para las uno-formas {eµ} , cualquier r-forma 
la podemos escribir como R = R 1,, •• .,e'' A ···A e'' con R1, ... ., = R¡1,,.,.,1. 

El producto tensorial antisimétrico de una r-forma R con una p-forma P 
nos da la (r+p)-forma RAP con componentes (RAP)1, ... ,,a ... /3 = R¡1, •• ,,,Pa ... /31 • 
Al conmutar las formas tenemos que (RA P) = (-l)'''(P t\ R), esto es fácil de 
ver si notarnos que al mover una de las r uno-formas base la intercambiamos 
de lugar p veces por lo que tenemos que multiplicar por un factor (-l)P y 
haciendo esto para todas las demás uno-formas base tenemos que nos queda un 
factor [(-l)''r. 

Podemos definir un operador diferencial d para r-formas que las preserve 
como tensores covariantes y completamente antisimétricos. Una función f en 
una variedad M es una cero-forma Ja cual bajo el operador d se convierte en 
Ja uno-forma d/ . Al extender este operador a r-formas con r ;:::: 1 debemos 
pedir que Ja forma resultante sea de un grado mayor. Si R es una r-forma y 
P es una p-forma tenemos que se deben cumplir las propiedades 

(i) d(R + P) = c!R + dP, 

(ii) d(RA P) = dRA P + (-l)'RAdP, 

(iii) d( c!R) = O, 

donde en la propiedad (ii) el factor ele (-1)' proviene ele mover el operador 
por toda la r-forma un número r ele veces. La tercera propiedad es fücil de 
ver en el caso de una cero-forma /, donde en términos ele coordenadas la uno­
forma d/ es d/ = (8/ /8xµ)dx 1' y al aplicar otra vez el operador d tenemos 
d(d/) = (82 f /8x"8x1')dxµ t\dx" que es cero ya que es el producto de un término 
simétrico por uno antisimétrico. 

1.1.3. Mapeos de Variedades 

Un mapeo 1/J de una variedad diferencial N de dimensión n a otra M de 
dimensión m se dice que es Ck si las coordenadas de la imagen de 1/J(p) ·en: 
M son funciones Ck de las coordenadas de p en N. El mapeo 1/J' nos 'define 
otro mapeo 1/J• que manda de forma lineal una función f ! M_~·IR·a·una 
función fo 1/1 : N ~ IR , denotamos a Ja nueva función como· 1/J• /, 'así para un 
punto p EN tenemos · · · ,· .;_'. • ·;,;- '·'·· 

(1/J• J)(p)= f('t/J(p)). 

De forma similar existe un mapeo lineal 1/J.,: .Tp(N).~ T,¡,(p)(M), que se 
define como · · . O' ": ·. ·· .·. · .:,, ·; o ,/ · '.· ·. · . • . 

(1/J.X)(J)lp_;;_~(,P{¡)¡J¿,') ··.·ccid x.e·Tp(N). 
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¡··:·.· '.·J:··· 

También podem<Js defi~ir ·el mape~ ~.· .. : TJcv> (M) ·---+ T;(J.!) ,. pÍdi~ndo que la 
contracción de un. vector con· una uno-forma sea invariant(! ,bajo est.os·,mapeos 

;,;: :·L·:~~~·--{" · .. :~.:: , ;, ·, ,. :.:.'. '. 

T(¡/J•w 1, ••• ,¡p•w1)iv = 1/J• T(w 1 , >.',';c:,1 )1~¡,;¡ /! ;cdn:j~ TJcv> 

¡p•T(X1, ... ,X1)iv = T(~.X¡, .. : ,1/J.X1)l,..;cv> con X; E Tv· 

Un mapeo ¡/J : N ~ M que es Ck es un difcomorfismo si es uno a uno, 
suprayectivo y su inverso también es difcrenciable, esto significa que los espacios 
N y M tienen la misma dimensión dim(N) = dim(M) = n con (k ;:::: 1) y 
que ¡/J es un mapeo biyectivo. Si ¡/J es un difcomorfismo podemos hablar de un 
mapeo inverso (¡/J-1)" : T;(N) -> TJ¡p¡(M) entre los espacios duales, esto 
nos permite definir un mapeo para los tensores en general de T,~1 (N) a Tf., (M) 
en un punto ]J de la siguiente forma 

T(w 1, ... ,w1,X1 1 ••• ,X,,.)lv = 
¡/J. T((¡/J-1 )ºw1 , ••• , (¡p-1 )•w1, ¡/J.X1, ... , ¡/J.Xm)l,¡;¡p) 

para wi E T,; y X; E T,,. Al igual que antes, la contracción de un tensor en 
]JE N permanece invariante bajo este mapeo ¡/J., es decir, uno puede contraer 
el tensor y luego mapearlo o hacer el mapeo y luego contraerlo. 

A un mapeo ¡/J : N -> M que es Ck, localmente uno a uno y su in­
verso también es un mapeo Ck se le llama inmersión. Si para cada punto 
JJ E N existe un conjunto abierto V tal que ¡/J es uno a uno en esa vecindad 
y (1/i)- 1 : ¡/J(V) ~ N es Ck entonces decimos que ¡/J(N) es una subvariedad 
de dimensión n inmersa en M . Este mapeo puede no ser uno a uno global­
mente, mas si cumple esta condición para todo el espacio decimos que el mapeo 
es un encaje. Se puede pedir además que el mapeo ¡/J : N -> 1/J(N) sea un 
homcomorfismo sobre su imagen ¡/J(N) E M . A la imagen ¡/J(N) E M bajo un 
encaje ¡/J se le llama subvariedad encajada en M de dimensión n que también 
puede ser vista como una hipersuperficie definida en M . 

1.1.4. Derivada de Lie 

Al hablar en este momento de derivadas de campos vectoriales y tensoriales 
se presentan varias dificultades. El definir la derivada de un campo vectorial 
sugiere la comparación de vectores en distintos puntos respecto a la distancia 
que los separa, pero aun no hemos definido lo que es distancia entre dos puntos. 
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Otro problema que se presenta al comparar vectores en dos puntos distintos es 
saber si son paralelos o no, esto en un espacio Euclidiano no representa ningún 
problema, pero en un espacio curvo no sabemos cómo mover vectores en forma 
paralela con la estructura que tiene la variedad diferencial. Aun así podemos 
comparar vectores o tensores sobre una curva en la variedad, mapeando uno de 
ellos con un difeomorfismo al otro punto en cuestión. Para esto tenemos que 
hablar sobre curvas en la variedad. 

Sabemos que cada curva tiene un vector tangente en cada punto, y por 
el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales ordinarias 
sabemos que dacio un campo tensorial X en M existe una curva máxima ..\(t) 
a través de cada punto p E M tal que ,\(O) = p y que su vector tangente en el 
punto .\(to) es el vector XIÁ(to). De esta forma si tenemos coordenadas {xi} 
en una vecindad de p y el vector X tiene componentes Xi, la curva es una 
solución, al menos en la vecindad, del conjunto de ecuaciones diferenciales 

donde j = 1, ... , n. 

Esta curva máxima es llamada la curva integral de X con punto inicial en p. Un 
campo vectorial X puede generar un mapeo de la variedad M sobre sí misma, 
al menos localmente, así en una vecindad V alrededor de cada punto q E M 
tenemos que el campo vectorial X define una familia de difeomorfismos de un 
parámetro 1/J;;.1 : V e M --> M donde 1.ótl :5 € con·€ <:: O, que lo que hacen 
es arrastrar un punto JJ una distancia t!.t sobre la curva ,\(t). Esta familia de 
clifeomorfismos de un parámetro forma un grupo abeliano, al menos en V, con 
ley de composoción t!.t 1 + t!.t2, inverso 1/J-at = (..PAi)-1, e identidad 1/Jo. Este 
mapeo, corno ya vimos, se puede extender a tensores de tipo (1, m), es decir, el 
mapeo 1/J•AI mapea un tensor Tlp E T:,.(M) al tensor 1/J,;;.1Tl,¡,Ar(p) E T,',.(/vf). 

La comparación de tensores en dos puntos se hace rnapeando el tensor que 
está en el punto t + t!.t al punto t mediante 1/J•-AI y tomando la diferencia, 
así tenemos que la derivada de Lie Lx de un campo tensorial T con respecto 
a un campo vectorial X es 

L TI - l' 1/J,_;;.1TI,, -TI,, 
x P - Al~o At · 

La derivada de Lie de un tensor T de tipo (l, m) es un mapeo a otro tensor 
LxT del mismo tipo (l,m), debido a que el mapeo ..¡,,, como ya vimos, es del 
espacio T,',.(1/J(p)) al espacio T/,.(p). Este mapeo es lineal y deja invariante a 
las contracciones, además sigue la regla de Leibniz Lx (T ® T') = LxT ® T' + 
T ® LxT'. Actuando sobre una función f tenemos Lxf =X(!). Si tenemos 
coordenadas en una vecindad de p las componentes de la derivada de Lie sobre 
el vector Y respecto de X son 

(LxY)i = ªaY'.xi - ªaX·iYi. 
X1 X1 

Si f es una función diferenciable (e• con r <::: 2) podemos escribir al tensor 
Lx Y actuando sobre ella como 
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(Lx Y) f = X (Y/) - Y (X/) , 

así podemos escribir la derivada de Lie de Y respecto a X como ·(X, Y] y 
debido a que el paréntesis de Lie es antisimétrico tenemos 

LxY = (X,Y] =-(Y,X] = -LvX. 

Si [X, Y] = O se dice que los campos vectoriales conmutan, esto se puede 
interpretar de forma geométrica¡ si X = d1. y Y = dt son los campos ve~tori­
ales, cuando nos movemos a lo largo de las curvas integrales de X el parámetro 
ty permance constante y si lo hacemos a través de las curvas de Y el que per­
manece constante es t,,, de esta forma si avanzamos primero una distancia t., 
y luego una ty llegamos al mismo punto que al recorrer ty primero y luego t,, . 
Las componentes de la derivada de Lie de una uno-forma son · 

(Lxw); =(~:;)Xi+ (~:)w;, 
y para un campo tensorial del tiiJ.o (!, m) 

(L T)"'··v _. . o···/3 x.i .;:_ ri···v , --.. . "(8Tl''"'v ., ·.) ., : 8X1' 

x o···/3 - 8xi . . ,. <>:··/3 8xi (índices superiores) 

+T11"'v; ... 13 8
8

X
1 
+ (índices inferiores). 

. X" 

De la diferenciabilidad de la variedad luimos obtenido todos los resultados 
anteriores, sin embargo, no hemos mencionado cómo medir distancias o algo 
sobre la curvatura de la variedad. Para poder hacer esto necesitamos definir 
un campo tensorial llamado la métrica de la variedad, lo que trataremos a 
continuación. 

1.1.5. La Métrica 

La métrica en una variedad M es un campo tensorial cr simétrico no 
degenerado de tipo (O, 2), por lo que para cada punto de la variedad tenemos 
un tensor g, al cual llamaremos tensor métrico, este tensor es una función 
lineal, en sus dos argumentos, del espacio Tp a los números reales. Así al actuar 
sobre un espacio vectorial la asociamos con el producto escalar de este espacio 
g(X, Y) = X · Y . De esta forma al actuar sobre un vector X E Tp lo que 
obtenemos es la magnitud de este vector !g(X, X)l112 y podemos definir el 
'coseno del ángulo' entre dos vectores X y Y ambos en Tp o el ángulo entre 
las dos curvas de las cuales los X y Y son vectores tangentes como 

g(X,Y) 
(1.3) 

lg(X,X)l1/2¡g(Y, Y)i1/2 
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donde g(X,X)g(Y,Y) f. O. Sig(X,Y) ,;,,,o;'sedicéq'u¿''Jos_v~¿tor~~ so_n 
ortogonales. Decimos que es no degenérada si dado quÓ,,g(X,Y) '=.O para 
todo Y E Tp tenemos necesadánieíite que X'=- O. Podemos 'encóntrar las 
componentes del tensor n~étrico resp_ecto a _una base {e,,} ___ -_ 

u1.~ = g(~µ, e,,). 

Así al tensor métrico respecto a esta base lo podemos representar como una 
matriz de n x n si la dimensión de M es n . 

La longitud de arco de una curva parametrizada como >.(t) fa podemos 
definir como 

l = f.11 

jg(X, X)j112 dt 
lo 

donde X = (fk) l>.(I) es el vector tangente a la ·curva. Si {e1,} es una base 
coordenada podemos escribir · 

1.1, 1.1' 1 dxl' dx" 11/2 
1 = 1u,.,,XµX"l1¡2dt = º'"'ddt dt. 

lo lo t 
En ocasiones se expresa a la métrica como ds2 = g1.,,dx''dx", donde dxº rep­
resenta las componentes de un vector de desplazamiento infinitesimal, que no 
se debe confundir con la expresión para el tensor métrico respecto a una base 
coordenada g = g1,.,dxµ ®dx". Esta última al tener como argumento un vector 
de desplazamiento infinitesimal nos da la expresión para ds2 • 

La métrica la llamamos positiva definida si g(X,X) >O para todo X f. O 
en T,,, y la llamamos indefinida cuando el valor de g(X, X) puede ser mayor, 
menor o igual a cero. 

Una variedad diferencial dotada de una métrica positiva definida la llamamos 
variedad Riemanniana, si la métrica es indefinida recibe el nombre de variedad 
semi-Riemarmiana, de forma que es un par (M, g) . Así distintas métricas nos 
dan distintas variedades Riemannianas, por ejemplo una esfera y el espacio 
Euclidiano JE2 , que tienen distinta curvatura, pero que localmente son indistin­
guibles (topológicamente). 

La métrica nos permite hacer un mapeo del espacio Tp al espacio r;, ya que 
al tomar como argumento solamente un vector la podemos ver como un mapeo 
lineal que al actuar sobre otro vector nos da un número real. Este mapeo en 
términos de las componentes respecto a una base {e1,} y su dual lo expresamos 
como X 1, = g1.,,X" , donde g1.., son las componentes de una matriz simétrica g 
que representa al tensor métrico .. El que g sea no degenerada nos permite ver 
que la matriz g es no singular y por lo tanto invertible, para esto veamos que 

g(X,e1,) = g(X1'e1.,e,,) = g1..,X1' =O si y sólo si Xµ =O Vµ, 
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de ahí que todas las columnas de la matriz g sean linealmente independientes 
y su determinante sea distinto de cero ( det g "f. O). Esto nos permite definir un 
tensor (2, O) con componentes gl'" tal que gª''g1w = liª v y que hace el mapeo 
inverso, es decir, del espacio T1; al espacio Tp, en componentes X'' = g 1iv X v • 

A la acción de estos mapeos les llamamos bajar y subir índices. Al ser una 
matriz simétrica siempre podemos encontrar una transformación que nos lleve 
a una matriz diagonal g' = diag(-1, ... , -1, +l, ... , +l) a la que llamamos la 
forma canónica del tensor métrico, donde los + 1 corresponden a los eigenvalores 
positivos de la matriz g y los -1 a los negativos. La base en la cual el tensor 
métrico tiene esta forma es una base ortonormal, es decir, g(e1., ev) = ±li1w. 

A la suma de los elementos de la diagonal de la matriz métrica en su for­
ma canónica le llamamos la signatura de la métrica, así una métrica positiva 
definida tiene signatura n , donde n es la dimensión de la variedad M . Si es 
indefinida y tiene signatura (n - 2) (un eigenvalor negativo) decimos que es 
una métrica de Lorcntz, esta métrica en un espacio de dimensión n = 4 es lo 
que llamamos la métrica de Minkowski, que es el espacio plano de la Relatividad 
Especial. 

En un espacio con una métrica de Lorentz podemos clasificar a los vectores 
distintos de cero en tres tipos: si X E Tp es un vector que g(X, X) > O se 
dice que es de tipo espacial o simplemente espacial, si g(X, X) < O es de tipo 
temporal y si g(X, X) = O se le llama vector nulo o tipo luz. Éstos últimos en 
un espacio tres dimensiones los podemos visualizar como vectores que forman 
el cono de luz separando a los temporales, adentro del cono, de los espaciales 
afuera de él. 

Si tenemos que S es una subvariedad de dimensión s encajada en una 
variedad M de dimensión m por medio del encaje 1/J : S -> M, decimos 
que !/J(S) es una hipersuperficie en M , este nombre es común cuando s < m. 
Como ya vimos el mapeo 1/J tiene asociado un mapeo entre los espacios tan­
gentes 'ljJ. : T 1, -> T,¡,(p)> la imagen del espacio tangente en p bajo este mapeo 
!/J.(Tv) = V,¡,(p) es un espacio tangente de dimensión s, o expresado de otra 
forma, es un subespacio vectoriar de T,¡,(p). Dada una base para los vectores 
en el punto p, y escogiendo un campo de m-formas w distinto de cero, tene­
mos que w(x 1

, ••• , x"') tiene un valor positivo o negativo¡ si podemos encon­
trar una base para la cual este valor sea positivo (negativo) de forma continua 
para todos los puntos se dice que la variedad es orientable y está orientada 
de forma positiva (negativa). Una subvariedad S se puede orientar a partir 
de este campo de m-formas w escogiendo m - s vectores (N 1 , ••• , N m-•) 
linealmente independientes en ¡1 que no sean tangentes a S, de manera que la 
s-forma s resultante de contraer a éstos con w, es decir w(N 1 , ••• , Nm-•) = s, 
sea mayor que cero para una base vectorial dada en todos los puntos. Siendo 
{x1 , ••• , x"'} coordenadas para un subconjunto abierto, alrededor de p, de la 
variedad orientable M, la subvariedad o hipersuperficie S queda caracterizada 
por x 1 = · · · = xrn-• = O, de modo que (xm-•+ 1 , ••• , x'") son coordenadas 
para la hipersuperficie. 
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En el caso de que la subvariedad S sea de dimensión m - 1, la imagen 
del mapeo del espacio tangente en p, bajo ,,P., V.¡,(p) e T,¡,(p) es un espacio 
tangente de dimensión m - 1 . Podemos encontrar una uno-forma n E r;(p) 

distinta de cero tal que para cualquier vector X E Tp su contracción sea cero 
(n, 1/1.X) = O. Esta uno-forma la definimos unitaria y salvo el signo es única. A 
la hipersuperficie Ja podemos caracterizar locamente como f = O con d/ "1- O, 
así podemos tomar a n como df , al menos locamente para l',¡,(p) . Si M es una 
variedad orientable, existe un conjunto abierto alrededor de p con coordenadas 
{:e', i = 1, ... ,m}, a partir de las cuales se puede expresar a Ja hipersuperficie 
,,P(S) con Ja ecuación x 1 = O y n = df > O, siendo (x2 , ••• , xm) coordenadas 
locales para Ja hipersuperficie ,,P(S). 

El encaje 1/J se puede extender a un mapeo ,,¡,.• : Tz°(M) --+ Tz°(S), en 
particular vamos a tener a Ja métrica ,,p•g de S relacionada con Ja métrica g 
ele M de la siguiente forma 

,,p•g(X, Y)lv = g(,,P.X, ,,P. Y)j.¡,¡p) con X, Y E Tp. 

Como ya vimos, existe el mapeo inverso de g, esto nos permite mapear. las 
uno-formas a vectores, así podemos encontrar el vector Nv = gµvn 1, asociado a 
Ja uno-forma n. Este vector es ortogonal a los vectores tangentes a la hipersu­
perficie encajada en M, es decir, a Jos vectores del subespacio l'.¡,(p) e T.¡,(p). Si 
(e2, ... , em) es una base para Tp, entonces para T.¡,(p) la base estará compuesta 
por los m vectores linealmente independientes (N, ,,P.e2, ... , 1/J.em), resultado 
ele mapear a Jos vectores base de Tp e incluir al vector N que no es tangente 
a ellos. La métrica g representada como la matriz de componentes respecto a 
esta base es 
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De esto ¡:Í~d~mos v~r qÚe si la métrica g es positiva definida, ehton~es l~ 
métrica t/J•g también debe de ser positiva definida para que todos los eigenva­
lores sean positivos, pero si g es una métrica de Lorentz entonces 1/J*g puede 
ser 

(i) Lorentz si g(N, N) > O, debido a que la matriz de componentes de g 
debe de tener un eigenvalor negativo que está incluído en la parte que 
corresponde a las componentes de la métrica 1/J*g. Decimos que la hiper­
superficie 1f1(S) es temporal o de tipo tiempo. 

(ii) Positiva definida si g(N, N) <O y como éste es el eigenvalor negativo, la 
parte que corresponde a 1/J* g solamente incluye eigenvalores positivos. La 
hipersuperficie es espacial o de tipo espacio. . 

(iii) Degenerada si g(N, N) = O, esto lo podemos ver si consideramos a .N 
como un vector tangente a la hipersuperficie, así existe X E Tp distinto .. de 
cero tal que 1/J.X = N, de forma que al ser g degenerada g(N, 1/J. Y) =O 
para toda Y E T1,, por lo tanto, 1/J* g(X, Y) = O, lo que significa que 1/J• g 
es degenerada. Se dice que la hipersuperficie es nula. 

Este vector N lo podemos visualizar como el vector normal a la hipersu­
perficie, de forma que si es temporal los vectores tangentes a la hipersuperficie , 
serán de tipo espacio, si es espacial estos vectores serán tipo tiempo y si es 
nulo serán vectores nulos, de ahí que se clasifique de esta manera a las hipersu­
perficies. 

Si el tensor métrico g es invariante bajo un difeomorfismo 1/J, entonces 
decimos que este mapeo es una isometría. Así la métrica 1/J. g es igual a g ·en 
todos los puntos. Esto significa que la isometría preserva el producto escalar o 
por decirlo de alguna forma preserva 'distancias' 

g(X, X)lv = 1/J.g(l/J.X, 1/J.X)lti>CPl = g(1/J.X,1/J.X)it1>Cvl' 

Cuando el grupo de difeomorfismos de un parámetro 1/JAt definido por un 
campo vectorial K es un grupo de isometrías, es decir, el mapeo 1/JAt es una 
isometría para toda t, entonces decimos que el campo vectorial K es un cam­
po vectorial de Killing. Se puede definir este campo vectorial en una variedad 
semi-Riemanniana diciendo que la derivada de Líe del tensor métrico es cero 
LKg = O o también lo podemos expresar de forma que se vea explícitamente 
que es invariante bajo el difeomorfismo de un parámetro 

L g = lím 1/J•-Atg - g = O. 
K At-+0 At 

En un sistema coordenado podemos expresar esta derivada de Lie en compo-
nentes · ·· ··· · · · 

( ) ("ªª''~ ·· · .. aI<~ ':'81(~·· ... · . 
LKg 1"' = l ·. 8x" +: 91'~·8x".•. ,+ ~"" 8xt•' =O:· (L4) 
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Si en un sistema d,e coordenadas { x'', /l = O, ... , n - ,1,} se ~u~nple que 

entonces g1.,, = gµ,,(xi) donde i = 1, ... , n 

las componentes do la métrica son independientes de la coordenada xº, así el 
vector baso de esta coordenada t/;ir es un vector do Killing. Un campo tensorial 
es invariante bajo un campo vectorial si su derivada do Líe respecto a éste es 
cero. Los 'vectores de Killing están asociados a cantidades conservadas, ya que 
éstos representan las direcciones en que el espacio tiene una simetría. 

1.2. Conexión y Curvatura 

Cuando hablamos de la curvatura de una superficie podemos hacerlo par­
tiendo de la idea do que está encajada en otro espacio do dimensión mayor, al 
abordarlo do esta forma estamos trabajando sobre la curvatura extrínseca de 
la superficie, mas si estudiamos la curvatura de la superficie sin considerar un 
espacio en donde esté encajada estamos hablando de la curvatura intrínseca do 
la superficie. 

Una forma de caracterizar esta curvatura es por medio del transporte par­
alelo de vectores a lo largo de curvas en la variedad. Lo que tenemos es que uno 
no puede saber cómo es que dos vectores, en distintos puntos, son paralelos; 
debemos definir lo que es el transporto paralelo. 

Uno puede intuitivamente pensar en el transporte paralelo de un vector a lo 
largo de una curva como un vector que siempre apunta cu la misma dirección, al 
hacerlo a lo largo do una curva cerrada en un espacio plano nos deja un vector 
igual a aquél con el que arrancamos el recorrido. Para una superficie curva, 
como el caso de una esfera, la situación es distinta, el vector generalmente no es 
el mismo cuando regresa al punto do partida. Para esto necesitarnos una regla, 
algo que nos diga cómo llevar a cabo este transporte paralelo, y esto con la 
estructura diferencial de la variedad no lo podemos tener debido a que vectores 
en distintos puntos p y q pertenecen a espacios distintos Tp y T9 • 

Esto nos permitirá definir la diferenciación covariante, que a diferencia de 
la de Líe, solamente dependerá de la dirección del campo vectorial respecto a 
la cual se hace la operación y no de las curvas integrales de los dos campos 
involucrados. A esto que nos dice cómo hacer el transporte paralelo le llamamos 
la conexión afín en M . Esta conexión V en un punto p E M asigna a cada 
campo vectorial X un operador diferencial V x que rnapea a un campo vectorial 
diferenciable Y en un campo vectorial VxY. La conexión aplicada al campo 
vectorial Y la podemos ver corno un tensor de tipo (1, 1) que al tomar a X 
corno argumento nos da el vector V x Y, así éste debe de cumplir que 

V¡x+9 zY = /VxY +uVzY, 

donde f y g son funciones y X, Y, Z campos vectoriales. Además el rnapeo 
Vx debe ser lineal 
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Y'x(aY + bZ) = aV'xY + bV'xZ 

con a, b E IR. Al ser un operador diferencial debe cumplirse. la regla de Leibniz 

Y'x(JY) = (V'xf)Y + J(V'xY) = X(j)Y +/Y'xY 

para cualquier función J diferenciable. .. ; ·. ·:. : :·:;>:' ... :,,· ,· .. ''• 
Si tenemos una base {e1,} {e''} y .un campo vectorial X podemos escribir 

el campo tensorial V'Y de tipo (1, 1) mi térmiiios'de síui coinponentes conió 

(V'Y) 1'v = Y 1';vev® e¡;.' 

De la misma forma para un vector base tenemos que 

V'e1, = f 0 v1, ea 0 ev, 

donde a y v son los índices para las componentes del tensor y /L es solamente 
una etiqueta para identificar a qué vector nos referimos; a los símbolos r los 
llamamos los símbolos de Christoffel. Este campo tensorial al contraerlo con un 
vector base nos da como resultado un campo vectorial 

V'ev(e,,) = Y'eµev = rª,ivea, 

donde f 0
1,., es la componente a del vector V' e,, ev y éste al contraerlo con una 

uno-forma base nos da los números fª1w 

V'ev(eº;e,,) "."(eª, Y'e"ev) = rª,.v.Ce\ea) ::;:.r",w 
a partir de los cuales puedo encontrar.las componentes para· la uno-forma 

- . - . . . ' 

V' e" (eª, e,;) = (~e" eª, ev)+ (é"; V'~"~~/=; \7.,"ó"'v =O, 
así eriton'ces · '.. ,· '·: ·,, -:.'. 

(Y'e"e~ 1 ev) ,;~(e,~,.~e"e".) ~.-fºµv 
donde el índice de la componente es v: 

La derivada coJari~nt~.d~·;y~~spccto a X;es ... 
' ' ' - •';:;,-.;·."-_"'!'.>.'e 

,;:.~_ ·.:_.':·.· ;,,. --.\:>_.;{.~-~,1 :_ .;-·.-

Y'x Y= ·Y'x"e~ (Yv e~{:dxtc\i':~Y~)e,; +. xµyvv eµev 
. . . ,Xµy,;·~· +'xµyvro. e 

,.,_. -1~'-- V· . .. · - . µv O: 

#'f<l.'i~;;+:Yªi-v,;cr)ev. 

Así podemos ver que las c81n¡)Ónentcs d~l'F~mpO tensorial V'Y son . ' . . ~,. . _.,.., .. ' . ' 
. -- .. 

-.''. l~'f~ ·:;··1"!~ ·+~ r1'vo 1'ª. (1.5) 
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-- - - - - i . :.> :~;·_- ,;:~ ;. -- ;. 
Si tenemos una base coordenada { e 1, =. ª~"} y su dual {e" = dx"}. ent611ces 

1'1!v = ~· 

La derivada covariante se puede extender a campos tensoriales de tipo (l, m) 
tomando en cuenta que la derivada del campo tensorial T. cr es· un ténsor 
'VT de tipo (1, m + 1), la conexión es lineal en sus argumentos, conmuta con 
las contracciones y sigue la regla de Leibniz 'V(T © T') = 'VT © T' + T © 'VT'. 

Con esto la derivada covariante de un campo de uno-formas w es un campo 
tensorial 'Vw de tipo (O, 2) con componentes " · · 

(1.6) 

y para un campo tensorial T de tipo (l, m) tenemos el campo tensorial. 'VT 
de tipo (1, m + 1) con componentes 

('VT)1'"'"n .. ·Pu = T 1'"'"n .. ·P¡u = T 1•:··vn .. ·tl,u + r 1!.:'YT'Y::·"":"P , 
+ (índices superiores) ....; ri 0 TÚ:·:; .. ;p - (índi~es inferiores) . 

. ·,,;;· ' i." (1.7). 
... -.,~. ->: :- :_:,_ i</>." <: ,;.·~y:i- ';f.:~·:- ·,_;,.:.< : .. :;-::<.,. ' ,. 

Si Y es un campo vectorial definido a·lo largo de una curva A(t) con vector 
tangente X = fi¡, decimos que Y es transportado paralelamente si 'Vx Y= O. 
Si tenemos coordenadas { x"} para la curvii 'podémos ··~expresar a 'V X y en 
términos de sus componentes •:.::, ··• 

Y.-

Y¡1,X1' =X~(Y~1; ff'í,i}"0 ). , 

donde X'' = •i:;; y denótandb a~Y¡;x1•'.~c~ti'i°bcb 1 y~.·fohimiós · 

.. . • ••.... ~1 };,: ::'.{~ft~;~~~:·~-~~:~;:~·;:,,.:rh ·, 
Una curva geodésica" la: defiriimos•como)a éurva que· trarisporta paralelo a 

su propio vector tangente V'xX :::, O '. .Y . 
- . . -· _; ... ·~·~ 

;,·dxµ,y ·. '~;. : .. ~ .. · ~·'.\ · ··· 
.dt. +r vnU. U .. =0 

\ ---;:":-· ·'1' : ~< ~ ;' 
o de la siguiente forma 

x~vX" = ~~~'lr1:,"~t~ <l:: =o, 
donde a t lo llamamos el parámetro afín para la curva. Esto nos dice que dado 
un valor inicial de x" y de 9ár. siempre existe una única curva geodésica a 
través de p con vector tangente Xlv . Esto nos permite, dado un elemento de 
Tp, asociar a este vector en p con un punto a una distancia Ll.t = 1 sobre la 
curva geodésica. A este mapeo, que localmente es un difeomorfismo que mapea 
un elemento de T,, a un punto sobre la variedad M a una distancia unitaria 
Ll.t = 1 se le llama el mapeo exponencial. Si este mapeo está definido para toda 
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la variedad, es decir, ¡mra todos los valores del parámetro t, enton'ces se· dice 
que es una variedad geodésicamente completa. Con este mapeo y una base para 
T¡, uno puede encontrar coordenadas normales para una vecindad del punto p, 
lo cual se traduce en que r~w =O en p. · · 

Se puede definir, dada una conexión 'i1 cr, un tensor ':[' de. ~i¡JO (1, 2) 
llamado el tensor de torsión 

T(X, Y) = 'il:XY :.... 'ilvX-:- [X;Y) 

con X y Y campos vectoriales cr. Uná~ciilexióne~simétricasiT(X,Y) =O, 
esto es, 'V x Y ~ 'i1 v X = (X, Y] , Esto en términos de componentes respecto 
a una base coordenada_ 'se traduce enT~;>,;;<r0.;j¡ ':/Así pódémos escribir la 
derivada de Lie de·Y¡con _respecto á,X én términos de la.derivada covariii.nte 

' __ . __ ,, .;'!~···:.~~f:-:, .·,,'.'- -.-. ,. -:·~· ,-· . -.~ 

(Lx ~)1•';;, :Yl;~x" ..:. x1¡,,Y", 
y para tel;sores el~ Ü~o (l, m) · 

(LxT)1'ººº"n···l3 = T 1'ººº"a···f3;uX" --' T.\···"a···PX~.\ 
- (índices sup.) + T 1•···i.;, ... pX~0 +(índices inf.). 

(1.8) 

Con este resultado, podemos encontrar la ecuación de Killing a partir de la 
derivada de Lie ele la métrica respecto a un vector de KiHing. en términos de la 
derivada covariante · ' 

;o ~ 

Kµ;v + Kv;i• =O, 

donde hemos usado la condición g1,v;u = p pára una conexióri~~l~ét~Í~a.~n 'ia 
variedad. ' · ..... :'>·.".e· · •.,,·;·,.,·,•.,, .. ,"-,.:--,:•· ·' 

Al hacer el transporte paralelo de un vector X alrededor de ·una ·curva 
cerrada ,\(t), generalmente no obtenemos el mismo vector al regresar al punto 
de partida p. Esto lo podemos relacionar al hecho ele que la derivada covariante, 
aplicada sucesivamente, en general no conmuta. El tensor de Riemann o de 
curvatura nos da una medida de esto. Si X, Y son dos campos vectoriales 
definimos el tensor de Riemann como el tensor tipo (1, 1) 

R(X, Y)= ('Vx, 'ilv] - 'V¡x,Y]1 

tal que al operar sobre un campo tensorial Z nos da el campo vectorial R(X, Y)Z . 
Este mismo tensor lo puedo ver como uno de tipo (1, 3) que al actuar sobre los 
tres campos X, Y y Z, nos da el campo vectorial 
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o como 

ncx. v)z = ~x<~vzf_:_·,'V~(vxz) - 'V 1~.v1 z. 
En componentes 

. -'' ;. . .. - ·. 

R1',,013Xl>Y~Z~ == CZ1l~Y.fl);'.'Xª -(Z~;;Xº),13Y13 

;•·.· .. • .· •.. , ··--"Z'l~(Y~aXl>-:- X~ol'º), 
esto, re~ombr~ri~() lÓS ,í~dÍ,~,e~\~1~'d?s éri ~l ,Ólti1no ·~ér;nino se reduce a 

... !?'.jtii~~~~~;~~~~v~·~z~~~ _zi:.,13 )xªYl3, ci.10) 

y finalmente; la no ·cémmutatividad ·de la segunda derivada covariante de Z 
queda expresac1a: e11 f~~ción ~el, tensor. de Riemann 

(1.11) 

Sus componentes respectó a una base son R''vnl3 = (eµ 1 R(e.,,e13)e,, ... >.·. y si es 
una base coordenada .tenemos 

R1',,.,13 = r 1iJ,,,., - r 1:,,,,13 + rµ., .. r"13,, - ¡:;µ13 .. r~ .. ,,• · ·: ;(L12) 

Se puede comprobar que el tei;;sor de Riemann tiene l~ siiui~rites própiedades 
de simetría · · · ,. · ·· ·· ·. ... · 

··.,·-, 

(1.13) 

y la que llamamos identidad de Bianchi 

R~v,~~i~ o;.·'.' 
que en coordenadas norm8.Ies es fácU,de'écm1probary en general la escribimos 
como 

(1.14) 

· '( Rµ,,¡0 p,;,J ;,,_O. • (1.15) 

Además podemos éi~nrii~ ·un. tcn~dr (0}2) 'simétrico al contraer· el primer 
índice con el tercero en el. térispr de 'Ricmann · 

:'/;," 

(1.16) 

éste se llama el tensor 'de Ricci:' 
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Al hacer el transporte paralelo en un espacio plano a lo largo de una curva 
cerrada obtenemos el mismo vector al finalizar el recorrido, por Jo que el tensor 
<le Riemann es igual a cero R'\,nf3 = O, ya que r¡.., = O y de esta forma la 
derivada covariante se convierte en la derivada parcial usual. Entonces decimos 
que el espacio tiene una conexión plana. 

Si la variedad tiene un tensor métrico g, decimos que éste y la conexión 
\7 cr son compatibles si se preserva el producto escalar definido por g, esto 
significa que la derivada covariante de g es cero \lg = O, es decir, g1w;u = O. 
Esto nos permite obtener una expresión para los símbolos de Christolfel 

1 
r,..,n = 2(a"v,n + 9¡in,v - 9vo,¡1), 

o utilizando g para subir un índice 

r ,. - 1 '"'( + ) (1 17) vn - 29 9crv,n 9un,v - 9vn,u • ; 

El hecho de que Ja conexión sea compatible con la métrica y la tengamos 
expresada por la ecuación (1.17), nos hace observar fácilmente propiedades adi­
cionales. En una vecindad de p con coordenadas normales usando' una ',base 
ortonormal, la métrica en p tendrá componentes g1.., = ±61,v. y''.f'.'i..,,,,;,,O en 
]J. ' ' "¡,' ' ;,/ > 

En estas coordenadas normales en el punto p, con Ja conéidó~'definida por 
la métrica, tendremos el tensor de Riemann escrito como' <:'.'' ",,·, ;- "' ::-: ' . '' . . ,' '. . ._ .. ·~ -. ' . '. ( . ' 

R¡ivo(3 = 9¡iuR"vnf3 = ~(9¡•f3,vn - ª""'·~13 +iJv',,.,¡~(3 .,-g;,~,¡•~'), 
y podemos ver que tiene las siguientes propiedad~' d~iiril~t~í~ , . 

Rc1,;,Jn/3 =.Oi:', ento.~ces ·'~·R,,~~13 ·=.,...:..Rv¡•of3·, (1.18) 

y además 

(1.19) 

de donde podemos ver· que ·el tensor de Ricci es 'simétrico como 'ya dijimós. La 
contraci:ión del tensor de Ricci nos da un escalar llamado el éscalar d,e curvatura 

. R = gf3v R;,13 = ,Rf313. 

Podemos contraer la identidad de BianchL(l.15) de la, fo:~ac~n:qúe i:onfrae-
mos para el tensor de Ricci · .. : · ·,. ·~· 

y obtenemos 

(1.21) 
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tomando en_cuenta q~~co~~:~: =\~:o-de:os,meter y sacar a .Uµv de.las 
derivadas covariánt~s;O:es dcc;iri~sUbir'.Y bájár' índices conmuta con la diferen­
ciación covariante; ·Si volviilnos' a'confraer en· Jos índices v, /3' ohtéllemos 

··.·,' . '.';,. :,· : .. : ;_; <.'-.. ~ .:1. ,.~: ;:' : '.; -.: -< ~- ',_ ' . . . 

ó 

:'.~:~_--H'J.:~;._ R.''Aw.= o, (1.22) 

que después d~ renombr~r ~Undlc~. ~udcÍ eri el segundo término _v = µ podemos 
escribir como , · ' . « : · · · 

", .. '"". _.,· ·_. 

(2R'~ '."'." iµ~R) :'~ ;,,¡.o .. ··. · '(1.23) 

Éstas son las identi~adcs d~Bianchl C~ll~~aid'ascl'bs'~~cd;:si ~efiriimos un tensor 
simétrico 

,. ,7 . -

' '.(1.24). 

podemos ver que 01•~;, = O. es equivaIÍlritÓ ií (1.23). Este tensor es Úa~ado el 
tensor de Einstein. 

Con estas propiedades de simetría nos damos cuenta de que Rµ.,O,f:J tiene 
~n2 (n2 - 1) componentes algebraícamente independientes y que Rµvaf:l tiene 
12n2(n2 - 1). 

1.3. Ecuaciones de Einstein 

El espacio-tiempo tiene como modelo una variedad en 4 dimensiones con una 
métrica de Lorentz definida en ella, es decir una variedad semi-Riemanniana, 
así Jos eventos en el espacio-tiempo son el conjunto de puntos en Ja variedad. 
La métrica pedimos que sea diferenciable de orden k, pero podemos pedir que 
sea C00 sin tener ningún problema. La métrica determina una conexión en 
la variedad, ésta nos permitirá tener un operador diferencial, Ja diferenciación 
covariante. 

La materia que existe en el espacio-tiempo puede ser representada de forma 
matemática por campos que existen en nuestra variedad que sirve de modelo 
para el espacio-tiempo. Las únicas relaciones que existen en Ja variedad son las 
que hay entre tensores, de esta forma estos campos se relacionarán por medio 
de expresiones en las que estén involucrados tensores en la variedad y todas 
las derivadas respecto a la posición en el espacio-tiempo serán las derivadas 
covariantes definidas por la conexión simétrica que se desprende de la métrica. 

Los campos que existen en Ja variedad M cumplen ciertas ecuaciones que 
deben seguir dos postulados en Ja Relatividad. Éstos son, Ja conservación local 
de Ja energía-momento y la causalidad local. 
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La causalidad local lo que nos dice es que si p y q son dos puntos que 
representan un par de eventos en el espacio-tiempo y que están en una vecin­
dad U de la variedad donde tenemos coordenadas normales, éstos deben estar 
conectados por medio de una curva cuyo vector tangente en todos los puntos 
de la curva sea un vector de tipo tiempo o nulo distinto de cero para decir que 
están relacionados causalmente, es decir, que el mandar una señal de un punto 
a otro es sólo posible si estos dos puntos están conectados por una curva de este 
tipo. A estas curvas se les llama curvas no-espaciales. Esto se puede visualizar 
como un cono de luz con origen digamos en el punto ]J, en cuyo interior o en 
su superficie se encuentran los puntos que están conectados causalmente con él 
mediante las curvas no-espaciales. 

El postulado de conservación local de energía-momento nos dice que existe un 
tensor simétrico TI"' el cual depende de la métrica, de los campos de materia 
y de sus derivadas covariantes, y que cumple que: (i) es cero en una región 
del espacio-tiempo si y sólo si todos los campos de materia son cero, y (ii) 
sigue la ecuación de conservación de energía y momento, T''~v = O, esto nos 
da información sobre el comportamiento de la materia. En el espacio-tiempo 
plano, donde existen simetrías representadas por 10 vectores de Killing y que 
dan cantidades conservadas de !lujos de energía, momento lineal y momento 
angular, se cumplen las ecuaciones de conservación Tl'~v en el espacio-tiempo. 
Estos flujos se asocian a los diez vectores de Killing que corresponden a cuatro 
traslaciones y seis 'rotaciones' en el espacio-tiempo. Al proyectar el tensor sobre 
la dirección de los vectores de Killing tenemos un !lujo de esa cantidad en esa 
dirección, y mediante el teorema de Gauss podemos integrar sobre una región 
del espacio y ver que esa cantidad es cero, esto es, integrando sobre V a la 
divergencia de pi• = ri•v Kv siendo K un vector de Killing. Si dv representa 
una medida del volumen del espacio V, definida con respecto a la métrica del 
espacio usando la n-forma canónica .,, (ver apéndice A) y 8V es la frontera 
orientable de V y dau es una medida del volumen definida por T/ para la 
subvariedad av' entonces tenemos que 

{ P"dau = 1 P~udv =O 
lov v 

ya que 

P~v = T1'~µKv + T"" Kv;µ =O. 

En una métrica que no sea plana y que, en general, no tenga ningún vector de 
Killing no se cumplirá con la ecuación de conservación al integrar sobre el espa­
cio, pero uno puede introducir en un punto JJ coordenadas normales de manera 
que las componentes de la métrica sean diag(-1, 1, 1, 1} y además r~.., = O, 
entonces en una vecindad alrededor de este punto la métrica y los Christoffel 
son distintos en una cantidad despreciable a los valores que tienen en p, por lo 
que las cantidades en los integrandos serán suficientemente pequeñas en la re­
gión V lo que podemos considerar de forma aproximada como una conservación 
local de energía-momento. 
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Hemos postulado la conservación de. la energía y momento y esto ha sido 
expresado como Tµ~v = O , pero no hemos· mencionado cómo encontrar este 
tensor. Esto lo podemos hacer a partir de una densidad lagrangiana que dependa 
de los campos de materia, su derivada covariante y la métrica, variando la acción 
S debido a cambios en la métrica g1w({, q) en el interior de una región V de 
la variedad M, donde t; E (-e,e) y q E V. Estos cambios en la métrica 
dejan invariante a los campos de materia e:¡';j .. va···l'I y la variación de la acción 
la podemos escribir como (3] 

(1.25) 

Los efectos de la gravedad los podemos representar por medio de la curvatura 
del espacio-tiempo, es decir, por la métrica de la variedad. Hay que encontrar 
ecuaciones que relacionen la métrica con la presencia de materia en el espacio, 
éstas deben ser ecuaciones tensoriales que involucren al tensor r1•v . Sabemos 
que estas ecuaciones deben de reproducir la teoría de Newton en cierto límite, 
lo que nos permite determinarlas. Para la teoría de Newton la fuente del campo 
gravitacional es la densidad de masa, y esto lo expresa con la ecuación 

'i72 </J = 47rGp, (1.26) 

donde p es la densidad de masa. Lo que queremos es una teoría que sea inde­
pendiente del sistema de referencia y del sistema de coordenadas usado, por lo 
que no podemos usar a la densidad de masa p como la fuente de campo gravita­
cional, ya que ésta es solamente una componente del tensor de energía-momento 
y lo que queremos es involucrar a todos los campos de materia. Por lo tanto, 
debemos utilizar el tensor de energía-momento T para representar la fuente de 
campo gravitacional. De esta forma la generalización de la ecuación (1.26) debe 
ser 

D(g) = kT, 

donde D es un operador difcrencia:J de segundo orden que al actuar sobre el 
tensor métrico nos da un tensor de tipo (O, 2) , y que involucra combinaciones de 
Uiw,o/'I , g1,v,a y g1,v . En principio el tensor de Ricci satisface estas condiciones, 
pero al analizar la conservación de la energía y el momento tenemos que esto 
implicaría que R''';v = O y por la ecuación (1.24) tendríamos que R;v = O, de 
manera que R sería constante en todo el espacio, así como T = Tvv , lo que 
es una restricción no conveniente en la distribución de materia en el espacio. 
Pero esto se resuelve si en lugar del tensor de Ricci consideramos el tensor de 
Einstein (1.24) más otro término que involucra la métrica y una constante 

(1.27) 



1.3. ECUACIONES DE EINSTEIN 27 

el valor de k = 87r se obtiene observando el Ú~itie ~ewtoniano. 
- -_·_, -_- 't .! ' o· - ~<,- ;_ .~·: 

Las ecuaciones también se.puede obt~ner ~l·~~~i~rla'~c~ión y ~~dir que ésta 

"" ~~dmoarl• bajo:,:,; ~~~~t~~~~l~~~1(1\;' (•; 
donde L es la densidad lagrangiana·d1(:materia'dáda'por:((l.25) y. A es una 
constante a determinar. Así al vai-iílr:·1aYacCión res···é'c:tti·a1!0·métrií:a:tenemos . 

A( ( R - . 2A )dv ).·~:~((;:j~~~:ji2~;;k~\1~i.~:i'.)j\~¿·j¡'.i~·,~:.·~\ .··.• ••··· ·. 
. ·-'-- A(g1"' R' ··.··2A)dv·+·(R'' ··2A)Ádti''" ,./ · ·· 

..• ~.< • r ,.'te 7:"·c~~.). ':;::E '·(;~i~·:1(~. ~~;;\ ~ ,.~· :,., .· .•··• 
=.R1.,,Ag ,dv,-f:g .6:~,..,~,ti+ .. (R;-:;2¡\)2g. Ag1.,,dv 

. < : ;•:' 1é';:, ~-:"'.'';;·'.,'..·•.·~. ~:<;"' '.'/. ~-. , .. • ...... · . 
= ((R .-' 2A )-g1"' tig ¡¡~ •+n~~Ag1~" .+ Ü"-~ AR,,¡, )dv 

. . . .·'>"-:.2::···<• ·.- ••............ ·•.; .. . . . . 
con Adv = ~g'"' Ag1,.;dv (A.3;~'.~~¡::~pendi~~ A)'; ~ldltt~~¡·téi~i;io se puede 
escribir como · · • ••· ·" .. ·-:,c;:cc.·:0·1. ·•. ·· .. ·;.:.· .•· · 

g1"' AR1,.;dv = a'"'((Ar",.J);a) ~(Ar¡.~;);.,)dv 
= (Ar'j,.,g"¡, - r",.,;.gÍ"'):ndv, 

esto lo podemos obtener a ~artir de (L12} ~tiÚzánd<l un sistema de coordenadas 
normales donde rª.,1, '=.O · 

así su variación queda ~omo 

AR,.,, = A.(r"'.,'µ,et -:" r""'''•") 
· = (Ar"'.,1,)," - (Ár'."oµ),.,, 

y finalmente 

Así tenemos que 
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con t.Lmat 
tenemos 
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< <. •''.'::.1':)';·;:. (• :.,:·. /· .... ''e,. ..... •. . 

=:> .. R~v ~: 21}-uµ.v f Ag1'v = BrrT~v, 

...L. 
10,,. 

o en la forma covariarite 

'. 1 : . ·. 
R,w - 2RUµv .+ AUµv = BrrT1w. 

Éstas forman un sistema de seis ecuaciones diferenciales acopladas independien­
tes, ya que ambos lados de la igualdad sori simétricos lo que nos deja con diez 
ecuaciones independientes y se cumple que (R'w - ~Rg'w + Ag'w)w = O lo 
que significa que hay cuatro ecuaciones para cada valor de ti entre las diez 
anteriores. 



Capítulo 2 

Espacios de curvatura 
constante 

Un espacio de máxima simetría tiene el mayor número posible de vectores de 
Killing, éstos son generadores de las isometrías que tiene la métrica, es decir, es 
equivalente determinar estos vectores a encontrar las isometrías de la métrica. 
Podemos relacionar los vectores de Killing de un espacio de máxima simetría 
con su curvatura, lo que nos llevará a descubrir qué son espacios de curvatura 
constante, de éstos estudiaremos el espacio de de Sitter y el espacio de anti de 
Sittcr. 

2.1. El tensor de Riemann para espacios de cur­
vatura constante 

La ecuación de Killing (1.9) /(1,;v + Kv;i• = O nos permite determinar los 
vectores de Killing [(1, dadas las condiciones iniciales K 0 y Kn;l3 en un punto 
p. La ecuación (1.11) la podemos expresar de la siguiente forma 

(2.1) 

ésta se cumple para todo vector Z y junto con la ecuación (1.14) podemos 
obtener una relación. para cualquier. vector, así tenemos que 

•' ·~~ 

(R~,,:.13+ R"13µv + R".,13,,)Zn =O 

(Zµ;vl3 ~ Z,;;13~) + (Z13¡¡.., - Z13;v¡1) - (Zv;l31• - Zv;µ13) =O, 

reagrupando. los térrriinos 

29 
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que para el caso de.Ün·~~ct'o~ deKÚlÍng 
antisimetría (1.9) Kµ;,, = ~K,,;1í, se tiene 

Si obtenemos las permutaciones cíclicas de (2~1) 

sumando la segunda y la t~~~era y ~~st~ndo la p~inie;á obtenemos 

(2.3) 

(Rªpµv -f-Rª,,pµ ;R{,Jp)if~~~;j(~';1•,,'.*_!(v¡pJ~i~~;P1•+KmvP ~KµwP -Kp;¡w· 

~.,~:.:l";~~~i t~f~s~r~;~r~,~~·:: 'tjb~~. ~ '" ~w,, 
·.·,• :·''· · .. 'e; : '".i2R¡;µ'JJÍ(.~'~ 2K;;;p¡,; 

Finalm~nte o~se~vadd~ que J(,,;Pi• =:~ICp;,',~ lle~~~~s a 

(2.4) 

Dados Ka y Ka;P esta ecuación nos permite encontrar las derivadas de 
orden superior, éstas estarán expresadas como combinaciones lineales de Ka y 
Ka;P. Con los valores de K 0 y Ka;fJ en un punto J1 podemos determinar el 
campo vectorial de Killing de forma única. Debido a la propiedad de antisimetría 
Ka;fJ = -KfJ;a> en un espacio Riemanniano de dimensión n tenemos tn(n+ 1) 
condiciones iniciales, así por Jo tanto tenemos el mismo número máximo de 
vectores de Killing linealmente independientes. En general no todas las métricas 
admiten el número máximo de vectores de Killing, para saber si Ja ecuación (2.4) 
es integrable dadas las condiciones iniciales debemos de revisar las condiciones 
de integrabilidad. Una de ellas la obtenemos de la conmutación de las derivadas 
covariantes (5], de forma que para cualquier vector X tenemos 

Xµ;vp.., = (X¡t;vfJ);.., = (X,,;vp),.., - r"..,µXCT;vfJ - r"..,,,Xµ;"P - r"..,pXµ¡vCT 
= ((X,,;v),{J - I'ªp¡,Xa;v- I'ªp,,X¡t;a],.., 

- r"..,1, ((X";v),fJ - I'ªp"Xa;v-:- I'ªp,,X~;a] 
- I'"..,,, ((Xµ;"),fJ - I'ªp1,Xa;" - I'ªp"Xµ;a) 

- r"..,p ((X,,¡~)." '-·rºu1,Xa;v·-:-Tª",,Xµ;o], 

de forma que nos queda que 
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X 1,:vf3-r = (X1,;v),rJ-r - r"131,,"YXa;v - Í'"13v,"YX~;~ ..:.·r.,p1,(X.,;v),'Y 
- r .. pv(Xµ; .. ),"Y - r .. 'Y1,(X .. ;v),p_+ r .. 'Y"r"13.,Xow + r .. ~,.r013,,X .. ;"Y 

- r .. 'Y,,(X1,;.,-),p + ru'Y,,rº131,X~; .. + r""Yvr"13.,,Xµ;a -
- r".y13(X~;v),.,+r.,"Yf3r".,µXaw + ru"Yf3r".,vXµ;a· 

De Ja misma forma teÍ'le~os Xµ;:~;>al iritercan;biar ;.( y f3 en Ja ecuación 
anterior, de forma que' su resta é¡tieda'. como 

X 1,wP"Y - Xi•w"YP = (r"'Yµ,/3..:. r"13µ,'Y + ,r"13.,r.,w ..,., r"'Y.,,r~13µ) Xaw 
+ (r"'Y,,.P - r"p~.'Y+ rºp~ru'YV ~ r 0 'Y .. r"13,,) X¡i;a 

+ (ru'Yvr"/31< - rupvrº'Y;,) x.~;0: +, (r"~µr"p,,X.,-n - r.,pµr~'YvXa;/3) , 
como 'Y y f3 son índices libres los -dos' últÚnos términos se hacen cero y obten­
emos una ecuación que se cumple";para cualquiér vector -X -que es Ja condición 
de integrabilidad ·. ; - •· 

·:·(;;.~ -- ' ~ 

_ ~1·;~P¡ ~x~,·;f P~IT/f:"~i~'.'!r:~•If°~t3"YX";"·· (2.5) 
Al ser un vector de Killing débe 'ádemás cumplir con Ja, condición que se 

deduce de la ecuáción (2;!1); es<lci,éi~,;,,' •. y •.. ,-' 
-- - ''>·~·~1J: •,•"·:.'· ·.: .. ),::.,;,,, '/,::.~~.\~';·_:-.)) ~ ,_:~ .. 

c.._ ?(~¡~1~1-i~{~ª~'.f~1!iti?tHX~:~.r~ '.';:r ._ 
y al restarle 'el 'término é6n'.• ..y.•.y:¡¡,¡ntercrunbiados'tenemos: .. - · 

--_- ::\_ },[;·:· ~ifi:{U~:~ft:~}" . : _ - - ___ . 
K /3wi•"Y - K /3w"Y1• = (R"µv~ii":;:JJ.".{~'p;~) Ka .f' R~µvp K a;"Y ,7'. R'\,,13 K a;w _. (2.6) 

-.: ·::·,-.-:;~·.1-:<.~<-~;~,::-.-~'.~~rt: .. <·,:/x-_:';~-(;'._:r~·:;-,;~,-"· .-~:'."''--~" ... ,.(._;·<··-·e-·,_··.· •. : .· 
Esto Jo podemos igualar ala ccuadón (2._5) conel cambio de índices correspon-
diente haciendo ncitar:que es"un 'veétrir dé KillingcX;;;; K;;\·; ; . 

- . > ·:;11~~tl6~~-l~iC~~"'.;.]¿,t, :~-- ,'.~>, :-.·:-·:'.··· -. . . 
(R"µvf3;'Y - R"'YvfJ;µ) ](¡,, '* R'¡,.;¡¡ f(c,,;-., ;-.:c;¡Jl.'Jr~pK.;;~1-::=:.IJ."13µ,yK.;¡v + R"',,,,'YKfJ;oi 

•"º podomo• •::~~¡~\i~~~~~~{;;,;~:~~:e,: ,¿ , .. ·· . .· (•·
7

l 

(R'iwP;"Y - R"~vf3; 1<) I<,:,. tR",iJ{JK;;¡::.,_':,R".y'f,13K~;i• ,.,- R"f3µ"YKaw + Rª,,µ"YKa;P =O. 
_·. -.· ,<:.·: .. :_~'.-~1;;\:;\:\;;::~;{~1;~;,)~}i.i·~;~~~:~t:;f:,S:f~/~,:~-j:~.~\:;_~: .. ,:,.\.~- . . (2.8) 

Finalmente podemos· agruparlos· terminas· de Ja siguiente forma 
. . . . ·~ ·'''it.i-\-•,T.·:·}/Í:t~ .. (f.~·; .:.. __ ,,~, .. ,,._ .. '-.·1., . 

·::: ·::. ·.·-..i<L :~:f::~;· :::: .:::~ ;;.,. :,. 

(R"µvf3;'Y - R"'Yv/3;¡;)J(~+ 
+ [R",;v/3.Su'Y ~fnn;~pó~; - R"p1,'Yóu,, + R",,1,'Yó.,p] Ka;u =O. (2.9) 
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;<,;C ~A~l~ui.o-2. ~,s,r~.cg:is.DE CURVATU~~ CONSTANTE 

Para un. esp¡;cio · qu~;tieJ1~ ii·;ll~iiiu> 'nÓmero de vectores .. de. Killing, la 
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ecuación anterior nó' impone ninguna condición sobré los'valores de Ka y Ka;" 
[5] por lo qúe sus coéficicntiis ·.soñ cero ,,'.;r. : .: . 

así co~o··- • '.· ,:;t. •:i~;:- [Jf:~3'.J~1r,; __ j'{r~~~elt~~*~~~}tp;,,. ", <2· 1º) 

... -'f:'~~J~~f;;~~~~?Ai:;1~,~~e'.~·~i:v,\i.~~~6ó.~p-~-~: (2;11,> 
Esta última; expresión' junto cort sii fiarte, a;nti~imetriz-ada; qué también es cero, 
la pode~n6s · c~p·r~sa~ _'cCn!t~>::':·, :'.·::::;_ .·.· ~-·~~·- ;· ~-, .. ' · -.t,~:·, ó,'; ··, ·/ .) 

·~;.:~· ·~;~·:;·J ~'· ._:,·;·: ' ' . ' 

R",,vpó"
7 
2-~~~:~J~~~·ha;~~~~~~·~,.v~~ó.r/~;;~;.,,:.:· .. ·. _ 

_ ;···;;~~:::;'}t':,,t,t);.:$~~:~;1~~-w-~~;;:t~l~i-~;~~!1_,;~~~{+]l"vµ-yÓªp~ <2·
12

) 
Si contraemos los· íridiCés ;·ü · y);',B -,:obtenemos'.:•.'· · )i '' · 

R;,v.,.Ó":~ f.;~~~f0i~i(&~~~~J~~tj·~~~IJJ~0¡'~~;;f I~.F: •: .,,,.,, 
) "'' ;,; :;' = R~v~óº7 .'.:.:'R",Yvuóª~ ~ R",,1,7 óªv + R"vµ7 óº,,, (:Ú3) 

::U~~ .. ~ri~;if t~jt©~!!~~~~~~~~tol~~riod~, Y n-,:, O¡ la 

nR v1ir-'-:.Il v1i'r -::::/} .,,;¡¡,± ~ ,,-.,7 ¡. R ,;¡,.y -e R1;vó 7 + R-y".ó 1,. 

Debido a (1.14) t~l!~ri;~s (Í'~~,-~~~~~;,,;·.,~Rºvi•~;-Rº-;v11 y si además consideramos 
la antisimetría en Jos ;dos.· últimos índices ~R~i.Yv. 7 · -R.~.v'r: obtenemos ·. 

': .. /. ·. · .. ,:'.:··<.·:· .... ::'/:::,·:'.:;~~:·./~~~ ..... -:J·;,l~'1:.··;:.·\~{~\~:~·:~y'.j·,\:~:/:··.:."~:~·;, ;et:.,. . .. : · a 

. _ { ' é (n ::- l)R vµ-y =: R-,r,~ 1, - RµvÓ 7 • 

Ahora baj~fuó~ ~lfndid~iit';_~ci~- o2~. y Óbté~~mos 
:·~:;~- :::·/ .,lj~;f;~.)~~:;~~)~i r,:>,~~~--~ ~· · .~·-~·2 · -'"··: 

•e'···.\·~:'.//~)·, . .:,~:!-:,::. a<·::':I"'.'-',; '. ··::i' '; ' Q T . Q ·. ···.·.- .. : ~--;:} Oa",;R ,;µ.y'= Jl;¡'V!Jo.';,ó. 1(...:.;R1,i,ga,,ó 7 ,· 

& •• " .... ~'c.r~i~~w1r~0~.::~·: ... ,. 
contraemoséSfa ~cua'.ción :en los í~'dic~·-·~iy:; corí· g0-r 

- ,- ·.· .• ;;\2 ;,:•. )·'.,.:§5{~:~(;;;;9: . .>t>< · .. -•·,, 
oª7 R-,~oé>~ ;_ oº7, R~;,gª~ :!::-,gº7 R-,aOvµ + 0°7 Rµa9v-r 

:· ·'\" Jiy~rS'-Y¡/i.'[t~~J\':;1'-':_::Ji,;,~~~µ +Rµ
0

Ó0v. 

(2.14) 

(2.15) 
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Finalmente de las ecuaciones (2.14) y (2.15) tenemos que 

1 
(n - l)Ravwr = ñR (O•rvOaµ - 91•vOa-r) 

R 
Rav1•-r = n(n _ l) (O-rvOaµ - 91wOa-r) (2.16) 

que es la condición que identifica a los espacios Ricmannianos de: curvatura 
constante. Esto se puede observar a partir de la identidad de Bianchi (L15j 
Rav(i•-r;a] = O, obteniendo de la ecuación (2.16) 

R;¡a ( ) 
Rav(¡•-r;a] = 7!(7! _ l) 9-rlvlYlnl11] - 911lvlYlnhJ =O, {2.17) 

donde las barras a Jos lados de Jos índices indican que éstos no participan en 
la conmutación. Así, vemos que la derivada covariantc del escalar de curvatura 
es cero R;¡, = O, pero al ser un escalar, la derivada covariantc y la derivada 
parcial son lo mismo, R,1, = O, por lo tanto el escalar de curvatura es constante 
en todo el espacio R = etc . 

2.2. Los espacios de de Sitter y de anti de Sitter 

Los espacios de de Sitte1· y de anti de Sitter son espacios de curvatura con­
stante, es decir, cumplen con (2.16), que en el caso de un espacio de dimensión 
11 = 4 es Rav1,..., = ~ (O-rvOai• - g1,vOa-r) . Estos espacios son soluciones de las 
ecuaciones de Einstein para el espacio vacío con término cosmológico, de esta 
forma tienen la propiedad de que el tensor de Ricci es proporcional a la métrica 
y el escalar de curvatura es constante en todo el espacio. Esto lo podemos ver 
partiendo de las ecuaciones de Einstein (1.27) con T1w = O, multiplicando por 
giw para obtener el escalar de curvatura 

1 . 
Rµv - 2Rg1w + Ag1w =O 

2g1w Rµv - Rg1wO¡tv. = ~2Ag"vOµv1 

de forma que obtenemos el escalar de curvatura en· términos de A a la cual se 
le llama constante cosmológica · · · · · 

2R-nR = -2nA 

R,;;~A. 
. 71- 2 {2.18) 

De esta forma encontramos cómo. el .ten~o~··dc Ricci depende de la métrica 
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(2.19) 
,·,.: ·,· .. :.·' 

De esta manera para uná ~stáclocl~ ri~ 4>teri~l1lós que 
. ·.·, "' . ' ·-'1 ,,··· ... ' 

.R24A;· (2.20) 

y que el tensor de Ricci es proporcional a la métrica 

(2.21) 

El escalar de curvatura de estos espacios es mia constante distinta ele cero, 
positiva para el caso de de Sitter R > O, y negativa para el espacio de anti de 
Sitter R < O. Esto lo podemos expresar, a partir de la ecuación (2.20), de la 
siguiente manera 

R = 4e-IAI donde ·{1 e= 
-1 

de Sitter 
anti ele Sitter 

(2.22) 

Así con el ·valor de e expresamos los dos casos utilizando el valor absoluto de 
la constante cosmológica; que para el. caso de de Sitter es positiva A > O y 
para anti de Sitter negativa ¡\ < O. La métrica se puede expresar en una forma 
estática resolviendo las ecuaciones de Einstein (ver apéndice B) 

(2.23) 

Ésta es la métrica de los espacios de de Sitter y anti de Sitter en cuatro 
dimensiones. Este espacio también lo podemos considerar como una hipersu­
perficie encajada en un espacio de dimensión n = 5, en particular podemos 
escoger un espacio plano y la elefinición de la hipersuperficie la expresamos en 
general como 

(2.24) 

elonde e¡ y e-2 pueden tomar los valores de -1 ó 1 aun por determinar para 
estos dos casos. 

Podemos analizar los distintos casos que representan las combinaciones de 
valores que toman e1 y e2 1 considerando la métrica del espacio donde vamos a 
encajar a la hipersuperficie como r¡1,v = diag(-1, e¡, 1, 1, 1) y observando que la 
métrica en cuatro dimensiones (2.23) tiene solamente un tie1npo. Si tenemos un 
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par de eventos infinitesimalmente cerca en el· e~pacio~tiem1)0 represe~tado por 
la superficie (2.24), consideramos los intervalos siguientes en cuatro dimensiones 

-(xº)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4 )2 ~ e2cé :..:.: e1 (xi )2 = As2. 

Existen tres posibilidades para el tip~ de est~ i.ntervalo, de manera que con el 
valor de As2 = e2a 2 - e¡(x 1 ) 2 quedarán determinados los valores de e1 y e2 : 

(i) Si suponemos que el interva!O esde tipo espacio As~ > O tenemos que 
e2a 2 - e1 (x1 )2 > O. Esto se cumple solamente en dos casos: (a) e1 = -1 · 
y e2 = 1 ó (b) e1 = e2 = e. 

(ii) Si suponemos que el intervalo es de tipo tiempo As~ < O tenemos que 
e2 a 2 - e1(x1)2 <O. Válido cuando: (a) e 1 =' 1 y e2 = -1 _ó (b) e1 = 
e2 =e. 

(iii) Si suponemos que es nula As~ = O tenemos que e2a 2 - e1 (x1 )2 = O, Jo 
cual es posible solamente si e1 = e2 =e. 

De esta forma vemos que sólo existe la posibilidad de tener e1 = e2 = e, 
y podemos desechar los casos en que tienen distintos valores. Asímismo queda 
determinada la métrica del espacio en el cual encajaremos a los espacios de 
de Sitter, teniendo ésta uno o dos tiempos según sea el valor que tome e1 y 
tendremos una definición de la hipersuperficie para cada uno de los casos 

e=e1=e2={
1 

-1 

de Sitter 

anti de Sitter. 
(2.25) 

2.2.1. Encaje de un espacio en otro de dimensión mayor 

Una variedad Rl~mai~n'i~~a ,(N, g')' de dimen~ión n Ja podemos encajar 
en otra variedad (M, g) .de .dimensión ,m; donde m > n. Si Ja métrica del 

~p•ci~Uompo '(:<. •·.··· +:·¡~:j,~~d~:~. (
2

•
26

) 

con a, b = 1, ... , n; y la del éspacio~tiernpo M es 
·,. ,• < •• , .··,' ... 

;' h~··,/·<. ··µ .·., 
ds =_.g1;.,dx dx 

con 1~. v = 1, ... ,m, deoe~xisÚr ;,. d;"(x'ª)tal que 

.. ·. ,,ds2 ·=;ªa·''"x~;~x~:b"d. x'ªdx'6 • 
- JlV • 1a , ·· · ' 

(2.27) 

donde x'!n = 8:::. y dx''• = ~clx'ª .Así,tene111os que se debe cie cumplir que 

(2.28) 
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De la ecui1ción ant~rior (2.28) podemos obtener la ecuación c9rrespondicnte para 
los dctermii1antcs · · · · · · · · · · ·· · · 

(:Í.29) 

donde g =:= dct(g,,,,) y } = 1 ::::j es el .Jacobiano de la transfOrmación de co-
ordenadas. ·· · _'<;, ;;\,, >Ji ~'>. , . . · 

La métrica.de Wi (2.2.G) d~b*''s~r"1~ 1héúié!LcÍe uhll.Jiii>~rsÜperficie.encajada 
en M, que seleccioiíiimos colno ercCiríjúiito de p~ntos tales (¡úe' ·: ... '· 

.· . : ~, .. ~~,.;r;,~;!;.*;,A·;;·i.\<l~-~~;;ti~~~;+.i_:~ .'.::\/ (2.30) 

Como, aiiJ =:=.ai\'J'(3;<;,;)~f';f)1,';;(x~(x',~))'.f>'~démos;n:ieaiaiite la regla de ·1a 
cadena, obtener' Ja der,i vada ;de. <~:30)'. respecto a '.a/ª. ' . 

'··~·. Qº·4(~~-~'f¡::,(;~t~~i~f)~f;,=<(~~;,),af O, 
así podemos encóntrar'condiciones'para el:cncajc· 

... · _:,,}<~~(;q;Ji;~_~,,;~j:¡. d,;J1~1:~'it =f '3:1'.xV.a ):= o; 
que podmno~ cscdbil'·'i:o~i_ó 1:;} . ··> .· ':.• ,:5• 

-'~'·¡· ·-· <-:~; ;: -..::--··:~--~-~!-~~').o"~: • .: ;.•·· .:~~--~: .. o".-~:.:.;'o·-

Si dorl,,,.~ J. ~~lt'f~1c·;t[,~.:tt {:;'CZ ,:"dició" 
~- ,~--;·;.;._:~~;~. _;;-,: ~·; ·~ +.'' 

(2.31) 

reconociendo que el últhi10 tér~i~6;e~: 2g~1' ~~J~ú;i'~6s lo ~nt~l'ioi como 
. .. .:- {. ";'<. ''--."!:·;.:,"'. ."-;!-·. ;~,_1(' . ,,. ... -~·:--~·.'."; 

' ~ - ',' ':•' <: . 

(2.32) 
''· ·. ".'. ". :· . _-_,. ...... '.:····.:,· <.. : -.... '· . 

En el caso de que g1.,, seá plana~' es decil' aíi¿,;, ·T/,,~, tenémos que {2.31) se 
reduce a 

(2.33) 

y además (2.32) se transfrini{a en . 
·, .. -- ,···. ·, ·':--;.:::·-

(2.34) 

A, partir de la ecuación c2:2s) con g,.,, = 1/¡IV podemos encontrar las condi­
ciones de. integrabilidád que debe de cumplir el cambio de coordenadas 
xi' = x''(x'ª) . 

(2.35) 
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2.2.2. El espacio de de Sitter 

El espacio de rlc Sittcr lo definimos como el espacio de curvatura constante 
positiva R > O, por lo tanto la constante cosmológica también es mayor que 
cero. Este espacio lo podemos definir como el conjunto de puntos que cumple 
con la ecuación de la hipersuperficie 

(2.36) 

esto es, un hiperboloide encajado en un espacio plano JR5 de dimensión n = 5 
con métrica 

(2.37) 

A partir de las ecuaciones (2.28, 2.35) se pueden encontrar distintas transfor­
maciones de coordenadas de forma que es posible expresar la métrica, inducida 
por el encaje en este espacio, de distintas formas. Podemos introducir coorde­
nadas (t, r, O, tjJ) en el hiperboloide y obtener la forma de la métrica que es 
estática (2.23) mediante la transformación (6] 

1. 

x 0 =a (i- ~) 2 
senh(a- 1t) 

x 1 = °' ( 1 - ~) ! cosh(a- 1 t) 

x 2 = rsenOcostjJ 

x 3 .= r sen Osen tjJ 

x 4 =reos(}, 

quedando la métrica como 

ds2 = - (i - r:)·dt2 + ~dr2 + r 2 (d02 + sen2 0dtjJ2 ), 
°' 1- ~ 

(2.38) 

donde es fácil observar que tiene una singularidad en r = °'. Cabe mencionar 
que se trata solamente de una singularidad de coordenadas ya que no existe 
a nivel de la curvatura. Calculando el escalar de curvatura para esta métrica 
obténemos R = 12a-1 , esto junto con (2.20) nos da la relación entre a y la 
constante cosmológica A 

2 3 
°' = fAi.' 

1 

así la singularidad está en r = ( Jh) 2 
, quedando la .métr~ca como 

(2.39) 

(2.40) 
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que es el caso cúando 
sección. 

También ~e pued~ expresar la -· ·"'·'n'" -''n _'""'· e,-:S.J,J-1.l-<.:.i.·O- rnedi11nt;e 
de coordenadas [3( . · · · ·. · · · 

ax4 · 

z = xº.+xr' 
. ' '... ·. >-: -'.,' ' 

obteniendo una métrica isotrópica de la.forma· 

" 

ds2 = -dt2 + exp(2é1 'rjcci~2 + d1i2 + dz2
) 

estando definida solamente para la ;egión•:xº.+ x1 ~.º' 
' - .' . -· -.. ' . ,, '<:; . .,. . . -,_, < 

(2.41) 

Se puede hacer una transformación de ;coórdeíi¿\,das [3] ~e formá que el hiper-
boloide quede representado en l!lS,cócirdéríadils (t;x,'O, <P) · • 

.. ~i~.;,~¡¡~~lll!É; .•.. 
quedando la métrica S?rri~,; ;.::~:~.~:.n:.;{,:.:):;.iÚ::,,i~;ú ;., .. ·.· 

·-,::-
:t~»;,,,;~ ·~;,.~/~""·~.~:~;.;:_,,:.;:·<!..'. /'{ "">, ·'"·~- -;·~--.- ··',.; 

ds2 = :....dt~+ d,~'c6sii2 (6::,, 1 t)[cÍx:i.¡:se~2.~(cÍ02 + sen2 o dq,2 )]. (2.42) 
" - ··.··:;~:-;\.-"·:::::-~/:':·~:/~I:?"::-:t<'.·_ .. ~·_:<_,":-~< ~.: .. _·.·»_'.~.:.,>_:·¡ ·.:_<::.·:· : .. :>·-~:~_-.':: ·:¡ 

La métrica tiene singularidádes en. O y 1T para x y o:'debido alas. coorde:-
nadas polares. Las superficies de tiempo constante tienen ·una métrica ·· 

ds2 ~ a2 cosh2 (a-1 t)[dx2 + sen2 x(d02 + sen2 Od~2 )), 
de esta forma vemos que son tres-esferas § 3 

. de curvatura.constante positiva 
a 2 cosh2 (a-1 t), que en la figura están representadas por los.círcuÍos que cortan 
el hiperboloide en planos horizontales. En la figura 2.1 podemos .ver cómo las 
geodésicas normales a estas superficies son líneas que se aéércan unas a otras a 
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Superficie t = O 

Geodésicas nonnalcs 

'=,-X aumenta X aumcntá 

x=O 

superficies de tiempo 
constante t 

39 

Figura 2.1: Hiperboloide que representa el cspacio~ticmpo -cle,deí'sit!e~- c~mouna 
hipcrsupcrficic encajada cu un espacio plano IR5 • Las coordenád~if: 6: y. tf/ no apií.iecen . 
en la figura. · · . ·· -- · · ·- · 

,.·,, 

medida que aumenta t desde valores negativos, ·en_ t '="o lle~fui'.a\n"ll1Íiiinio de 
distancia entre ellas y se expanden otra vez después de este valor.' Este éspacio 
es una variedad geodésicamente completa. · · · -· · · · <·'" 

Para estudiar la estructura del infinito de este espacio analiza~emó~_ahora el:' 
diagrama de Penrose correspondiente (ver apéndice C). Para esto intrcídúcimos _ 
el cambio de coordenada para t' en (2.42) , -

t' = 2 arctan(c"-'t) - !71' donde - !71' < t' <. !71' . 
así observamos que mientras t ~ -oo tenemos que t' ~ -!71' y -ele la:misma 
forma si t ~ oo entonces t' ~ !7r ¡ siendo el espacio de de Sitter conforme a la' 
parte del universo estático de Einstein que corresponde a la región (fig~ra'.2.2)_ . 

• < / .: --· ..:h < t' < !71' :,;::;;~-- (;.43) 

de forma: qu~ la_-~Ót~Í~a:c;;·_c6nforme a la métrica dada por (C.6) >~~~factor 
conformé __ ~~ .';2 ~05,r,~"~~~:'.;!;;~:'y·:--•• 

ds2 
.,; Ó-2 ~~~1~2~(;i:;~t')[(..'..dt1 )2 + dx2 + sen2 x(d92 + scn2 9 d<f>2 )) 

d"s2 ~'~2-~t;li~(J::.rh"<ls2 - . . (2.44) 

Es fácil deyi~~~tl~ár'~~~ la ayuda el diagrama de Penrose para el espacio 
de de Sitter .. (figúra 2.3)que· el espacio tiene singularidades en las coordenadas 

' " : ' , ~·· '. . 
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r'="' 
,.----
1'---_~~~~~--1~~_.... 

4-t'=O 

.. · · · · · 1-- r =etc 

11-(1' = -l"l -~:'.::l=======:::=-"' 
V-- --'--~---,1--~~~~-

r'=O 

Figura 2.2: El espacio de de Si!ter es conforme a la región indicada en el cilindro del 
universo estático de Einstein 

r =O y r = 7r, donde podemos ver que los infinitos, tanto futuro como pasado, 
corresponden a las líneas horizontales 11.+ y 11.- respectivamente. . 

Éstas superficies que vemos como líneas en el diagrama· tienen como con­
secuencia la existencia de horizontes de partículas y eventos. A diferencia del 
espacio de Minkowski (apéndice C) en el que los infinitos temporales correspon­
den a puntos y los infinitos nulos a las superficies. 

",: .. 

Figura 2.3: Diagrama de Peorase para el espacio de. de Sitter, las líneas punteadas 
representan las singularidades en las coordenadas 

En la línea de mundo temporal de una partícula P que se mueve en el 
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espacio-tiempo de de Sitter y que se origina en la superficie espacial 1l-, ob­
servamos que para un evento p el cono de luz pasado de este punto va a dividir 
el espacio en aquellos eventos, pertenecientes a otras partículas, que ha podido 
observar y que son los que están en la línea de mundo de estas otras partículas 
que intersectan el cono de luz pasado, y aquellos que no ha podido observar a 
ese tiempo y que están en las líneas de mundo que van por fuera del cono de 
luz. A esta división se le llama el horizonte de partículas para la partícula P 
en el evento p, lo cual se puede representar por la figura 2.4. 

Partícula que nunca 
ha sido observada 

por Pcnp 

pn.rtícula que ha sido 
osbscrvada por P en 11 

Superficie 11.-

I~íncn. de mundo 
de lo. partrcula P 

cono de luz del pasado 
de P para el C\'cnto p 

Hneas mundo 

Figura 2.4: Esquema que muestra el horizonte de partículas para un evento p 

Un tiempo después P ampliará su horizonte de partículas, es decir, po­
drá observar las líneas ele mundo de más partículas, pero aun así habrá líneas 
de mundo ele otras partículas que nunca observará debido a que hay un futuro 
que también es una superficie espacial que es la superficie 1[+ • Así tenemos 
que la parte del cono de luz correspondiente al pasado, desde el evento límite p 
en 1[+ , divide al espacio en los eventos que nunca podrán ser vistos por P y 
aquellos que en algún momento observará. 

A esta frontera se le llama el horizonte de eventos futuros de la línea de 
mundo de P (figura 2.5). Por el contrario, el espacio de l\'1inkowski no ten­
drá este horizonte debido a que su futuro está representado por el punto i+ y 
la superficie 1[+ es nula. 

En el punto p' se crea el cono de luz para el futuro de la partícula P, 
los eventos de las líneas de mundo de otras partículas que caen fuera de ese 
cono constituyen el conjunto de eventos que P no podrá influenciar en ningún 
tiempo. Esta división es llamada el horizonte de eventos pasados de P; de la 
misma forma que para el horizonte de eventos futuros, el espacio de Minkowski 
carece de esta frontera debido a que su pasado infinito está representado por 
un punto y sus superficies 1[+ y 1l- son nulas. 

El evento q en la línea de mundo de la partícula Q , donde se intersecta con 
el cono de luz pasado de P, en el límite p en 1[+ (en la frontera de eventos 
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horb.onte de eventos 
íuturos de P 

hori1.onte de eventos 
pasados de P 

71+ 

cono de luz del 
del pMndo de ¡1 

Unen de mundo de P 

eventos que en alg\ln 
momento ob11envá P 

eventos que P no 
no podrd. observar 

eventos que P no 
podrá Influenciar ' 

Figura 2.5: Figura que representa el horizonte de eventos futuros para una partícula 
P en el límite del evento p en 7-l+ . 

futuros) es un evento después del cual P no logrará ver más eventos sobre la 
línea de mundo de Q , así el observar este evento q le llevará a P un tiempo -
infinito¡ y los eventos antes de q podrán ser vistos por P mientras su cono de 
luz correspondiente al futuro en algún evento incluya parte de la línea de mundo 

-de Q antes del evento q. -. 

2.2.3. El espacio de anti de Sitter 

La solución a las ecuaciones'de Einstein para el vacio con término cosmológi­
co menor que cero A < O l_o Uamam()s el espacio de anti de Sitter; de manera 
que el escalar de curvatura es _una' constante menor que cero R · < O .: Al' igual 
que el espacio de de Si,tter ló podemos ver como el hiperboloide · 

(2.45) 

encajado en un espacio plano de una dimensión mayor con úna métriCa con deis 
tiempos · . " · , 

' . . . . 
ds2 = -(dx0

)
2 

- (dx1)
2 + (dx2

)
2 + (dx3 ) 2 + (dx4) 2 • (2.46) 

Existen otras definiciones de este espacio como una hipersuperficie en un 
espacio de dimensión mayor; Hawking y Ellis -(3] lo hacen igualando el lado 
izquierdo de (2.45) a +a2 • Rindler (6], con la convención de signos para el 
espacio de encaje ( +, +, -, -, -), utiliza la misma definición que aquí se da 
(2.45). El hiperboloide lo podemos ver en la figura 2.1 dejando los ejes en esa 
orientación pero rotando la figura un ángulo recto. El espacio de anti de Sitter 
tiene la característica de que pueden existir líneas de tipo tiempo o líneas de 
mundo que son cerradas. La métrica la podemos llevar a la forma estática (2.23) 
mediante la siguiente transformación 
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x0 =a { 1+~) ! scll(a-1 t) 

( )
! . 

. x 1 =a tt ~ cos(a:- 1 t) 

x2 = r:~c~18cosq,,. 
i 3 ~ ~·~erio se¿;¡),. 

· x4 =/co~B, • 

quedando la métrica dé.la ~'¡¡~uient~\:~rma . 
• - .1 .:,1~:.,-~-- .:; --.~. '-:{'-', ,: ",. -

•·' .~ -(•f. ~~r:i'.li~!~.t:~~\~{''(ª'' + oo"'' ••'l. (2.•11 

donde el valor. de a· ·én· términos de la· constante cosmológica es 

· ..... ··" i0.~:IJ.i~fli?~~i¡:~t~.i·:~·'· . ···.·.•.. . (2
••) 

De esta forma' es fáci,l boscrvarJque'.para el?ciísó de'·áriti de. Sitter, á diferencia 
del espacio oc' de sitt:c_r;;\ií~··~xisi~1a:•sitig'ú1aridad para .la cbórdc1iada .· r ·debido 
a cjue. la ·e:onstarite"cosmolÓgica+cs;merior''C¡iié'l(:(iréi ·,A < •.ó; así· la ii'tétrica· Ja 

podemos cscri~it:'50,:*·.•n~~;·· ¡"/ •· :::;;.:'. "'? •,:;,i, · · 

ds2 ·~~F+·l~I ~D·~~2.~·1,;~:~~f;; ~~t(d02 +se~20 dq,
2

); (2.49) 
,~,:>. :' .. 

que es la métrica que obtcncm'Ós cuando é = ::_¡'.'.en' (2.23). 
• • •. ·. ;!::: ' • • =: ": •• :· ·' '''. •-::···. L "'., \ - ~ • '-" " 

/ ~--. 

Se puede expresar la métrica con .~ribrdenadas ell eÍ hiperboloide (t, x, 8, <P) 
mediante una transformación de cóórdénadas ,: 

.-•. " -:1 

x0 =a se.n(a-1 t) 

x 1 = °' cos(a.-1 t) coshx 

x2 = acos(a-1 t)senhxcos8 

x3 = acos(a-1 t)senhxsen8cosq, 

x 4 = acos(a:- 1!)senhxsen8scn'.'J, 

para lo cual obtenemos la siguiente forma de la métrica 

(2.50) 
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Ésta tiene singularidades en t =,:l:lfa y solamente cubre parte 'del espacio. 
Para cubrirlo todo es necesario introducir otras coordenadas de forma que· la 
métrica tenga una forma estática y efespacio quede cubierto por superficies de 
tiempo constante {t = cte}, quedando la 1ñétrica como en [3) 

ds2 = -cosh2rdt2 + d~2·+ se~h2r(d02 + sen2 0dq,2). (2.51) 

La coordenada r toma cualqúÍer ~lor entre • -oo _y oo, _de fo~ma que par~ 
estudiar la estructura del espacio en el infinito se hace un cámbio- de_ coordenada 
más 

r' = 2arctan(expr)-!7r 

de forma que la métrica: que resuÍta es coriformeala métrica del univ~rso estático 
~~~~~~ - - - - . 

ds2 = cosh2r dii2 = cosh2r[-(dt') 2 + (dr') 2 + sen2 r'(d02 + sen2 Od,P2
)). (2.53) 

Así el espacio de anti ele Sitter cubierto por las coordenadas (t, r', O, .p) es con­
forme a la región indicada en (2.52) en el_ cilindro que representa el universo 
ele Einstein, y la región cubierta por las coordenadas (t, x, (J, 4>) es la región en 
forma de rombo que se muestra en la figura 2.6. 

r' = !7r r' =0 

superficies {r' =etc} 

x= cte 

t=O 

t =etc 

superOclcs {t =ele} 

Figura 2.6: El espacio de anti de Sitter conforme a la región indicada en el cilindro 
del universo estático de Einstein. 
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El diagrama de Penrose (figura 2.7) nos permite observar que el infinito para 
las líneas nulas y espaciales es una superficie tipo tiempo 1i, también vemos que 
las líneas tipo tiempo no alcanzan esta superficie y convergen a otro punto, por 
lo que los infinitos para las líneas temporales los representamos con dos puntos 
disconexos i- y i+. Las geodésicas ortogonales a las superficies de tiempo 
constante { t = etc} son líneas con las otras tres coordenadas constantes, estas 
líneas convergen a un punto cuando están dirigidas al pasado y a otro cuando 
son dirigidas al futuro, esto debido a la singularidad en la métrica (2.50). 

¡+ 

' qo 

-11. 

geodésica nula 

singularidad r' = O 
geodésicas tipo tiempo 

¡1 

¡-

Figura 2. 7: Diagrama de Penrosc para el espacio de anti de Sitter. 

Como consecuencia de que los infinitos para las líneas de tipo tiempo sean 
superficies temporales tenemos que no existen superficies en las que dadas condi­
ciones iniciales se pueda predecir la evolución de una partícula para todo el es­
pacio, por ejemplo, para una partícula inicialmente en la superficie { t =O} uno 
no puede predecir más allá de la región cubierta por las coordenadas (t, x, 8, t/>). 

Las geodésicas normales a las superficies de tiempo constante { t = cte} 
provienen de un punto p y se expanden a medida que se acercan a la superficie 
{ t = O}, después convergen a otro punto q y de ahí continuan a otra región con 
forma de rombo donde sucede lo mismo. De esta forma las geodésicas temporales 
nunca alcanzan la superficie 1i, a diferencia de las geodésicas nulas que parten 
desde el punto ]J e intersectan a 1i formando una frontera para el futuro de 
una partícula en el evento p. Debido a esto hay regiones en el futuro de una 
partícula en el evento p que no pueden ser alcanzadas por ninguna geodésica 
tipo tiempo. La región del futuro que puede alcanzar una partícula en el evento 
p es aquella comprendida entre las líneas nulas que forman las regiones con 
forma de rombo, es decir, la región cubierta por las coordenadas (t, x. 8, t/>). 
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Capítulo 3 

Simetrías en espacios con 
curvatura constante 

Existen transformaciones que actúan sobre los espacios Riemannianos y 
semi-Riemannianos que dejan invariante la métrica, esto tiene como consecuen­
cia que el producto escalar no es alterado por la transformación, es decir, que se 
preservan distancias y ángulos entre vectores del espacio. También existen otras 
transformaciones que al actuar sobre la métrica la alteran solamente por un 
factor que es una función real positiva. Éstas no preservan distancias pero sí el 
ángulo entre los vectores y las llamamos transformaciones conformes. Para los 
espacios de de Sitter y anti de Sitter veremos cuáles son sus isometrías, lo cual 
haremos en el espacio de encaje. Además definiremos una frontera para estos 
espacios y veremos que el grupo de isometrías de estos espacios sobre la frontera 
actúa como el grupo conforme. Para el espacio de de Sitter, además del límite 
cerca del horizonte, estudiaremos algo que llamamos el límite del horizonte y 
cómo act\1a ahí el grupo de isometrías. 

3.1. Isometrías y transformaciones conformes 

Si tenemos una región U con coordenadas { :z: 1 , ••• , x"} y otra región V con 
coordenadas {y1 , ••• , y"}, ambas en un espacio Riemanniano de dimensión n, 
podemos hablar de la transformación de U sobre V si existe un mapeo biyectivo 
que asocie a cada punto (y 1 , ••• , y") E V con un punto (x1 , ••• , x") E U 
de forma que las funciones x'' = x''(y1 , ••• ,y") y yµ= y''(x1 , ••• ,x") sean 
continuas y diferenciables en todos los puntos. El que sea biyectiva significa 
que la matriz ( ~) es no singular en todos los puntos de V . Si la región es 
la misma, es decir U = V = M, entonces decimos que es una transformación 
de la región M y podemos ver a dicha transformación simplemente como un 
cambio de coordenadas. 

Las transformaciones forman un grupo. Si tenemos un conjunto 9 junto con 

47 



48 CAPÍTULO 3. SIMETllfAS EN ESPACIOS CON CURVATURA CONSTANTE 

una operación binaria (o) la cual relaciona dos elementos f y g de g con otro 
elemento del mismo conjunto y se cumple: i) (!o g) oh= fo (g oh); ii) existe 
un elemento 1 E g llamado la identidad tal que 1 o g = g o 1 = g para todo 
g E g; iii) y existe un elemento y- 1 E g tal que g o (g- 1 ) = 1 para todo g E (í, 
entonces tenemos un grupo. Podemos observar que las transformaciones para 
una región M forman un grupo bajo la operación de composición de funciones, 
así, si las funciones f y g son las transformaciones x = x(y) y y = y(z) 
respectivamente, tenemos que la composición de ellas fo g es la transformación 
x = x(y(z)) y que la transformación inversa ¡-• está definida por y= y(x). 

Si la métrica del espacio Riemanniano M está dada en función de las coorde­
nadas {x1 , ••• , x"} como una matriz simétrica no singular g 1,., = 9µv(x 1

, ••• ,x"), 
la transformación de la región o el cambio a las coordenadas {y 1 , ••• , yn} medi­
ante las función es x'' = x'' (y 1 , ••• , y") con I' = 1, ... , n nos deja una métrica 
g;.,, = g;,., (y1 , ••• , y") donde 

1 8xª 8x13 

9µv = Byl' 8y" 90{3 (3.1) 

La transformación xµ = xµ (y 1 , • •• , y") es una isometría si deja invariante 
a la métrica, por lo tanto se cumple que 

(3.2) 

D~ esta forma una isometría deja invariante el producto esd~ar.de dos vectores, 
es decir, si X y Y son dos vectores en el sistema de coordenadas { x 1 , ••• , :J:n, } 
y el mismo par de vectores en las coordenadas { y1., ••• , y"} es X' y . Y' el 
producto escalar es el mismo · 

(X, Y)= (X', Y'), (3.3) 

esto lo podemos expresar explícitamente en términos de la· mét~ica coma· 
. ~ -' ~-. ~::~,.~-· .... -~..: ,;,::~·~- . -

9µv(xA, ... , x;;)xµyv = g;..,(YA •.. • ,. yéj~X~.Y''\. ,;.;,"° , ·~ (3.4) 

donde el subíndice cero índica que es calculado en un punt~;p'ec;,\;friEI i:émjun­
to de todas las isometrías forma un grupo con.la operación de'composición de 
funciones. 

Si tenemos un espacio plano de dimensión n = 2 hablamos· de las t~ansfor-
maciones del plano, éstas pueden o no ser isometrías: . . , , .. . , . . , 
(a) una traslación.es una isometría del plano, la transform.acióriJi(fuci>resá~os 
como 

con µ =.1, 2,.,. 

donde r¡µ son las componentes del vector de traslación TI.· 
(b) las dilaciones del plano no son una isometría, excepto por lá. identidad. Una 
dilación tiene la forma ' ·· 
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x 1' = >.y" con /L = 1, 2, (3.6) 

siendo >. cualquier n~i'nero re~! distinto de cero. · ·· .. · · . 
(e) podemos 'tener lá. composiCióri de una dilación.Y de.una traslación, ésta al 
igual que la dilációri no' es una iscimetría sálvo en el caso dé la identidád: (>. = 1) 

(d) IM t<·~-i14~~1~.~~tt:;i,.ootf &~~~.~~ &i .··· .. ·. • .. ('·') 
<<:_.·,,, _,;:-:,~~::~,· .. ·-1~,: ;<:.'-:: ~:-~~::_:::~J< '.···F·· '._;:'"-

.· . '. i'.; ;c~;~~i~~,~~\~' . .. ~::: 
dondé a, b, c y d son nú1Íleros 'rcales:0Está transformáción la podemos expresar 
en términos _de n1á:triCes .:· <'-~~- :·? : ·~:~::P.--.. · '--'"-~·. ~ 

,, ___ ,_ :·:· 

(3.10) 

que podemos escribir ele forma compacta como x = Ay, donde A representa la 
matriz de entradas reales a, b, c y d y x es el vector con componentes (x1 , x2 ). 

Esta transformación es invertible si la matriz es no singular en todos los puntos, 
es decir, si el determinante es distinto de cero ( det A :/: O). El conjunto de 
estas transformaciones forman un grupo que es isomorfo al grupo de matrices 
de 2 x 2 con entradas reales, el grupo lineal general de grado 2 sobre IR. 
denotado por GL(2, IR.). La composición de dos transformaciones lineales, Il, 
la podemos expresar simplemente como el producto de dos matrices Il = AA', 
así observamos que éste no es un grupo abe.liana. 
(e) las transformaciones afines resultan de la composición de una transformación 
lineal y una traslación 

x =Ay +71. (3.11) 

Si la métrica definida en nuestro espacio es Euclidiana g1.., = li1..,, tanto las 
transformaciones lineales como las afines deben de cumplir, para ser isometrías 
del plano, que su matriz de transformación sea una matriz ortogonal, esto es, si 
g' es la métrica que resulta de la transformación tenemos que sus componentes 
se transforman de la siguiente manera 

8xº 8xf3 .. ax<>- 8xº 
Y~v = 8yl• 8yv Óof3 = L. 8yl• 8yv ' 

~=:•.2_,;·: .. 

(3.12) 

representado con matrices 
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de manera que para tener una isometría debe de cumplirse que g;,µ = Oµµ, 
esto es a 2 + c2 = 1, b2 + d? = 1 y ab + cd = O. En lenguaje de matrices 
tenemos que g' = ATA, entonces para que sea una isometría se debe de cumplir 
que ATA = 1 que es la definición de una matriz ortogonal. Resolviendo las 
ecuaciones podemos encontrar una forma explícita para la matriz A. De la 
ecuación a 2 + c2 = 1 obtenemos que a = cos <p y e = - sen <p con un ángulo 
<p tal que O $ <p < 27T. Con esto nos quedan dos posibilidades para b y d: 

b = sen<p, d = cos<p ó b = - sen <p, d = - cos <p 

resultando en dos matrices 

y 

A = ( cos <p sen <p) 
-sen<p. cos<p 

. . . . - . 

( COS<p ' •. ·,·-.. Se···n··."'). :·· ~ "":' 2sen,c,O ::-c~sc,O · 

Esta última la podemos ex~r~~~r ~bmo 

A= (_?~~:<p.·~~:~) (~i ~i) 

(3.13) 

(3.14) 

.(3.15) 

La primera matriz con det A = 1 representa una rotación de ángulo <p 
alrededor del origen. La segunda tiene detA = -1 y representa una.rotación 
de ángulo <p seguida de una reflexión sobre uno de los ejes coordenados, x 1 = y 1 

y x 2 = -y2 • Las primeras forman un subgrupo del grupo de todas las isometrfas 
y se les llama isometrías propias o directas. 

Al igual que en el caso del plano las isometrías del espacio Euclidiano tridi­
mensional son transformaciones afines. Las transformaciones lineales, caso par­
ticular de las afines, dejan fijo el origen al no existir una traslación, de éstas 
queremos saber cuáles son isometrías del espacio. Podemos expresar la transfor­
mación lineal de la siguiente manera 

:e= Ay, (3.16) 

donde A es la matriz de transformación y las coordenadas { x"} son coor­
denadas Euclidianas, es decir, g1w = ó1w. Las componentes de la métrica en 
términos de las nuevas coordenadas son 

(3.17) 

La matriz ( g=) es la matriz Jacobiana ~el, cambio de .coOrdenadas y c~incide 
con la matriz A, así tenemos que .... :,, ... 
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a;,v = Act1,A13v lictf3 

- :L· "Aª1;Actv. 
ct=l,2,3: 
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al igual que m; el caso dei pln;10 .. Si qudr~~1Ós' Ciue sda una isometrfa se debe de 
cumplir que · · ·· · · · · 

·;.·;·~,5<;-},;~.·;:··. ~~ -~·.;~.-·.·:·:· .·. 
,'.:;>~.:.:.¡~~-?~~·:; ,,.:{-·,·. <1"·; . 

. a;u, .=:= :(b; A..~µM>~ o,;~ 
:,_;:,. r : ... ;:~~7i1-.'~.~~<;:r·,;~(~· .-.. ·~·,, 

' ='A 1¡,A 1:.+ A2,,A2
v + A3,,A3

v = li¡w• 

(3.18) 

(3.19) 

Esto se pued~ ~~~~ibif'~~"'iic'it~1~ó~:d~·-~~t~i~ds co~o 
. t. ,¡.'.',}c:;~~;,~i~fA.;::.:., ;, ·" (3.20) 

así, para.qué la.Úánsf6rrÍl'ációr1 ú~i~ay·;.d~'~;1a:f~óll1ctria A'.'<lebc'sC!~. hecesaria­
mente, Una inatrii'ortogonal; és decir,· : ., .. ·'·: ;:·? .. :\ '. ::';,·;.•" ·<'_\<" .,, . 

ATA= l. (3.21) 

El determinante de A puede ser uno o menos uno, det A = ±1, esto debido 
a que el determinante de la matriz de traÍ1sformación es igual al de la matriz 
transpuesta, clet A = det A T • Esta transformación deja invariante el producto 
escalar, al igual que el caso n = 2 . 

Se puede probar [7] que las transformaciones lineales dejan invariante al 
menos una línea recta, ésta puede quedar fija o ser reflejada en el origen por la 
misma transformación. Sin perder generalidad podemos escoger como la línea 
invariante a uno ele los ejes coordenados. Si nuestras coordenadas { xµ} son 
Euclidianas y el eje coordenado invariante es x3 la matriz de transformación 
tiene la forma 

g)· 
±1 

(3.22) 

Cuando se trata ele una isometría se cumplen las mismas ecuaciones que para 
el caso n = 2 

(3.23) 

así, al ser A una matriz ortogonal, la matri1; A<2! ·~. ( ~ .~):'también cs. ortogonal, 
y tenemos las dos mismas posibilidades que en 'el éaso anterior (3.13, 3.14). 

Dependiendo del signo del cletcirminantcclc:A:'tmidremós·dos tipos de trrui's-
formaciones que dejan fijo el origen: · · · ··•· 
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- · - ;', .. ,c.·.1 .. 1.- '. · , 

(a) rotaciones alrededor de un eje, con rri~triz.de:fot'á'.ció~ tal que det A 
que puede representarse como · \;·; 

A - (' F~:'!·/). • .. ~.s:c·· ... :.• .. ·.~.·.·.·.·.·.0·~.·. :,:.· ...• ~ •. ~.·.· .. g·)·.·.·.~. (3.24) 
- 7',·,·.· •. º.··.' .. '' _;,,{ 1 '' . '.' '',. )" :?'i -.f.,',~:. 

o el caso en el que el á.Il'gulo'éii'tli.i'~~Üf<l~~~(~¡ = -1 y que la componente J\.33 

de la matriz A es· -1; De'cst'a forma' téiriémos'que 
.-.'i 

Ac2>-(1 º) (1 o Jl) ·Y, A= g -1 {3.25) - o -1 o 

que es una rotación de un ángulo 7r alrededor del eje x 1 • 

{b) rotaciones seguidas de una reflexión en el plano normal. al eje de rotación. 
Las matriz de transformación es tal que det A = -1 . Se puede representar con 
la matriz " · · 

( 

cosrp 
A= -s~nr/J 

senrp 
cosrp 

o 
g)· 

-1 
{3.26) 

Estas matrices ortogonales forman un grupo bajo la multiplicación de dos 
de sus miembros, éste se denota por 0(3). Las matrices que tienen dctA = 1 
forman un subgrupo llamado el grupo ortorgonal especial 80(3), éstas reprec 
sentan todas las rotaciones posibles alrededor de un cje. · · · · . ·::." 

Las isometrías que no dejan fijo el origen son las transformaciones. ruines 
con matriz A ortogonal x =Ay+ 1/. ·,::,c .. : 

: '.· .. ~- ... ' : 

Para la extensión a un espacio de dimensión n se procede como'.'~n los dos 
casos anteriores. Las isometrías que dejan fijo el origen son transformaciones 
lineales x = Ay con A una matriz ortogonal 

con dctA = ±1. 

Las matrices con det A = 1 forman el subgrupo llamado el grupo ortogonal 
especial de grado n, denotado por SO(n); debido a que en el caso n = 2 
tenemos rotaciones, por analogía decimos que este es el grupo de 'rotaciones' 
en n dimensiones, siendo éste un grupo conexo. La matriz de transformación la 
podemos escribir, escogiendo de forma apropiada las coordenadas, de la siguiente 
forma 
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( ) 
A= ( ) (3.27) 

±1 

±1 

donde ( } = (-c~=:~i ~~~ ~:) con o ~ ~¡ < 27í . 

En .el caso de un espacio semi-Riemanniano podemos proceder de forma 
análoga. Si teriemos coordenadas Euclidianas { x''}, · ei1tonces la métrica es · 

"< ,•¡ 

Las isometrías son transfoimacion¿s afiile~, ¿~·p~rticUíu{aquelÍ~ c}tie dejan· .. 
fijo e1 origen .. son· trai{~róriilaci0n~s~,n~~€,i1.~s,~::~~;~'~~'. ~'~.}>··;i?:'·:·:···O',.·. :,'\. · 

u. .. ~ ~~1f ~~~:~~t~~,~~f~~!;Z~i~,· · :; ,,_,.) 
<<:~-;:_:}; ·. /':'.': .. ·;;: •. ·:'./ ·.\>': 

Para el espacio de di~ensión n = 2 ?~~ ~~~~~~Í~~.~~1¿.{>,.:;~~~~~o~. 
- AT .,.A. .'.;__ . .,.·. .•• . ·.··········.:. .. ·. ·:: (3.30) g- u •. ·~':'.~· "" . ~- ;_'. 

de manera que det A = ±1 . De esta forma~ para terie~ u~a isometría se deben 
de cumplir las ecuaciones c2 - a 2 = -1; d2 .:.. b2 ='·1 :y' éd .:..•ab == O. Si· hacemos 
f3 = ; entonces a = d = ±.Ji ~p• y b =,. c =, ."7,. ~/1:(3• . Con f3 = tanh ~ la 
matriz de transformación la podemos escribir, como · · 

A = ± (cosh ~.··. ±.·se.nl1 ~.) , 
senh. ~., •.· ± cosh ~ 

(3.31) 

De esta forma vemos que el grupo de i~oi'i1et~ías que dejan fijo el origen es 
el grupo de rotaciones hiperbólicas por un ángulo ~. Este grupo lo denotamos 
como 0(1, 1). . '. . . , 

En un espacio de n dimensiones· tenemos que el grupo de isometrías que 
dejan fijo el origen es O(q, p) y se le llama transformaciones pseudo-ortogonales. 
Estas transformaciones dejan invariante el producto escalar pseudo-Euclidiano 
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,, 
(3.32) 

Para el espacio de Minkowski de n dimensiones el grupo de isometrías que 
dejan fijo el origen es 0(1, n -1); para n.= 4 (el espacio-tiempo de Minkowski 
usual) al grupo de isometrías se le llama el grupo de Poincaré que incluye las 
traslaciones y a 0(1, 3), el grupo de transformaciones pseudo-ortogonales con 
un 'tiempo'. 

Si e 0 es el vector unitario en dirección de la coordenada temporal x 0 del 
espacio pseudo-Euclidiano, podemos definir una isometría propia o directa co­
mo aquella A tal que det A = 1 y (eº, Aeº) = -1. Esta isometría preserva la 
dirección del tiempo y además contiene a la identidad, por lo que es un subgrupo 
del grupo de todas las isometrías que dejan fijo el origen. En analogía con el caso 
Euclidiano lo denotamos como SO(l, n - 1) . Si tenemos una métrica pseudo­
Euclidiana con más de un 'tiempo', entonces es necesario que (ei,Aei) = -1 
para i = O, ... , q - 1, es decir, que preserve tocios los 'tiempos' de la métrica. 
Este grupo lo denotamos como SO(q,p), y es ele dimensión tn(n - 1) que 
corresponde al número de matrices de 11 x n linealmente independientes. 

Existen otras transformaciones de los espacios Riemannianos o scmi-Riema­
nnianos que forman un grupo. Estas transformaciones no preservan distancias 
pero si el ángulo entre dos curvas (o vectores) (1.3). Se les llama transforma­
ciones conformes y son tales que la métrica que resulta de la transformación g 
la podemos expresar como 

g = n2g, (3.33) 

y en componentes 

_ 8x"' 8xf3 2 
91w(Y) = Byµ By"9af3 = !1 (x)g1,.,(x), {3.34) 

donde !12 > O es una función en los reales. 

Se dice que las métricas que se relacionan mediante una· trllllsfa'rmación de 
este tipo tienen la misma estructura conforme para la región ¡(la que aplicamos 
dichas transformaciones. 

De las transformaciones que hemos visto para espacios Riemannianos o semi­
Ricmannianos, con métricas Euclidianas o pseudo-Euclidianas respectivamente, 
las que son transformaciones conformes son : 

(a) Las isometrías, es decir, los grupos O(q,p), en particular el subgrupo SO(q,p), 
y las traslaciones, asimismo la composición de ellas llamadas las transforma­
ciones afines. 
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(b) Las dilaciones y su composición ccin las isometrías son transformaciones 
conformes. 

:e =·A)..y, __ 

donde A E O(q,p) ó SO(q,p) y ).. E IR es una constante. 

(c) Las inversiones o transformaciones conformes especiales 

z" Jt 
11. - ~ -Xo 

Y - (;i'ir - :ca, ;i'ir - :ca)' 
(3.35) 

donde :c2 = (:e, :e) = g(:c, :e). y (;i'ir-:ca, ;i'ir-:ca) = g1.,,(~ - xi:)(~ - x~) con 
métrica g1.,, = ó1,,, ó g1,v = ó1~v • Para definir la transformación de esta manera 
necesariamente x y :ca deben ser adimensionales o :ca tener las dimensiones 
apropiadas. La transformación no está definida para el punto ~ = :ca de forma 
que podemos usar un punto al infinito en !Rn como su imagen. 

Para ver que es una transformación conforme primero observamos que 

( z" µ )2 
( ¡t)2 _ ~ - Xa 
Y - (~ - :ca, ;i'ir - :ca)2 ' 

de esta manera 

q-1 rl-1 

y2 = - b(Y'')2+LJ(y'')~ 
· ¡t=O 'µ=q 

(;i'ir.¡-:cd¡1~:!~-~~:t;im~c~:~,;~)2+?.ic~ -x1:)2]. 

(;i'ir ~ :i:o_,1~'·~,;~),~;~~f5~ d~~)(~ -xñ). 

( ~·...::. xo·; -~/:::.:.· x·~) > 
(~. -:-. ~o.(i?i~~.-~O)~ .~ 

de esta form~le~~iri~f'' ,¡;, +"·,,;', 
.:'.' 

(3.36) 

• '(3.37) 

que junto con la eéuadÓn anterior (3.36) nos deja la transformación de la si­
guiente forma. · · · 

x'' y" '' 
:z:2 · = y2 + Xo ' '(3.38) 



·:,_<,; . -·.::·-· :· ·_:,' - :<;:.;:/::.-; fL.:.t .;~:: ~:'.k( 
Y::-1.~ .. ;..· (,"º;. 
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y con esto podéril6s ~a1b~1ar fá~ilh;eÜt~ fa:J ~i:i~~¿~e~t~:;:¡~ la lli~t;iz de trans-
formación de •coordéíiáCla.S .;,?/~ji!;\!¡~:;:"!U:\:;¿:, •ir:\>• / ·0,>· · 

'r ,· .'. t·.-.,:.··;:_.~-~-~:-, .. , ~ . .(:·::~:?! ·!/ .-

.. ·~:::<~ .. ~:.~~~r:i}~f ·~;t't~S,~2(~·- xo,·~ ~.·xo)ó1t .. (3.39) 

La transforma~icS~n d~;Í~· %·~iiiá~<~~.· 

(3.40) 

así vemos que el factor conforme de esta transformación para espacios con métri­
ca Euclidiana ( q = O) o para espacios con métrica pseudo-Euclidiana ( q i: O) es 
n2 (x) = x4 (~ -x0 , ~-x0) 2 • De esta forma tenemos todas las posibles trans­
formaciones conformes para estos espacios Riemannianos o semi-Riemannianos. 
Para espacios con dimeusión n ;::: 3 se puede pobrar [7] que cualquier transfor­
mación conforme (al meuos con cuarta derivada continua) es una composición de 
isometrías, dilaciones e inversiones. Este grupo tiene dimensióu Hn + 2)(n + 1) 
que es la suma ele n generadores para las traslaciones, n para Ías inversiones, 
&n(n - 1) para las 'rotaciones' (O(q,p)), y un generador para las dilaciones. 

Por último encontramos el algebra ele Lie del grupo conforme. Esto lo hace­
mos en términos ele un campo escalar <P(x), con coordenadas cartesianas {x}. 
Los generadores los podemos representar de la siguiente forma: 

• Traslaciones Pµ = -81., esto aplicado a <P(x) nos genera el ,vector por el 
cual trasladamos a . 

• Rotaciones· lvfµv = x 1,8., - x.,81., 

matriz antisimétrica. w • 

L.· .... <.'." 

-----~'.·]. 

aplicado al campo escafaf°resulta una 
,f /fr.t~·::~ .:·~"~.:~.': :-_, ~!,~ é - ., !'. :. 

:'; :'¡~~· '" .,, ~ :1' ,,,.,., ; . 
' .• ,:_" -~\ ; ' ~~:·-::_ 1: . 

• Dilaciones n' = -x1'8µi aplicadÓ'a q,(ij 'lÓid~nÚficrunos:bón a . 

... ·.·. L'/ .. ·.· .• '·<'' ' < t.:;'(iV;fdY'~;g~,.t~fi~~::()t1"~!;'"'' ·. 
• Invcrsimies K¡. ,=:;= 2xµ(:i:, 8),.:..x2 8µ .. esto aplic.ado;a </J(x)Jo id,entificamos 

con' x((3, x) ~-: :z;:f3·.,, '' :5 •···. ? \' :.,·~~;;·1:,;r,;~ft:,~;';:~·~:,}i ··"· ' '' .. 
De manera 'que encontramos que los únlcó~ ~a~érit~~¡~·'de Lie 'distint6s de 

cero son: 
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(D,Pµ] Pµ (3.41) 

(Mµ¡,,Pa] 'Yu¡iPv - YuvP¡, (3.42) 

· (Mµ~,M~13] Y/3vMn¡i + gdvM¡,13 + YaµMf3v + Y/3¡;Mvn (3.43) 

[M¡iv 1 Ka) = Yvul<µ - g1,,,Kv (iÜl,4) 

[D,Kµ) -K,, (3.45) 

(P1,, Kv) = 2(gµvD + M¡w)· (3.46) 

Éstos pueden ser calculados sin mayor dificultad. De manera que con esto te­
nemos el algebra ele Lie ele los generadores del grupo conforme. 

3.2. Invariancia de la métrica y el grupo con­
forme para el espacio de de Sitter 

Para estudiar las isometrías del espacio de ele Sitter es conveniente hacer­
lo en su espacio ele encaje, esto debido a que es un espacio con una métrica 
pseudo-Euclidiana, de forma que es más sencillo el análisis ele los grupos de 
transformaciones. Anteriormente encontramos la ~olución al espacio con cur­
vatura constante positiva para cuatro dimensiones ( n = 4) (2.38 ó 2.40) y 
también vimos que la métrica del espacio de encaje es 'Tlds = diag(-1, 1, 1, 1, 1) 
en cinco dimensiones ( 11 + 1 = 5), con la definición del espacio como una hiper­
superficic encajada dada por la ecuación (2.36). En esta ocasión vamos a tratar 
al espacio de de Sitter en general, es decir, en n dimensiones y a su espacio de 
encaje en n + 1 dimensiones, regresando al caso anterior simplemente tomando 
11 = 4. 

El espacio de de Sitter en 11 dimensiones, dSn, lo podemos ver como 
una subvariedad encajada en un espacio pseudo-Euclidiano de una dimensión 
mayor n + 1. Este espacio de .encaje con coordenadas Euclidianas {xµ} con 
µ = O,. .. , 11 tiene una métrica 'Tlds•+• = diag(-1, 1, 1, .. ., 1), de manera que 
la distancia al cuadrado está ciada por 

n 

:i!2 = -(xº)2 + L(x¡)2. (3.47) 
i=l 

En este espacio de uncaje defü;imo_s al espacio de de Sitter como el conjunto 
de puntos tal quci 

(3.48) 

esto es, una hipersuperficie de dimensión n ·encajada en el espacio pseudo­
Euclidiano de n + 1 dimensiones i:on\m 'tiempo'. 
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Con esto vemos que el espacio de encaje para el espacio de de Sitter, 11ds•+'' 
tiene como grupo de isometrías, que dejan fijo el origen y además preservan 
la dirección del tiempo, a 80(1, n). Si tenemos tres puntos en la subvariedad 
encajada que representa el espacio de de Sitter, xS, xg +X'' y xS + yi• E d8,., 
y bajo una transformación A E 80(1, n) se convierten en x'S, x'S +X''' y 
x'S + Y''' respectivamente, estos tres puntos también están en d8,. . De esta 
forma tenemos dos vectores X y Y en el espacio tales que 

(X', Y')= 1/apX'"'Y'fJ = 170pA~,XµAfJ,,yv 
= A "'µAP,,1¡0 pX1'Y" 

=.111,;;x1'.Y" 
,,;, (x;v). (3A9) 

Así vemos c¡ue la métrica gds. , inducida p¡jr el encaje en el espacio de de 
Sitter, d.8ñ, 'a,~~tir ~e la. métrica é.i el é~jnl!:i~'~é enéaje·'.,,dS~~;; · .. tiene como 
grupo de isometríáS al grupo 80(1, n), cuya iliiiíens\ón és ~n(n + 1), cjue es el 
núineróde mátrices de (n+ 1) x (n+l) en 80(1; n) lJneahnente independientes. 

3;2.1: La 'frontera' del espacio d~;de'Sitt~r 
· Erespacio de de Sitter d8,. tiene una 'frontera' de.dime~sión n-1 que pode­

mos obtener cuando consideramos valores muy grandes para las coordenadas 
{x"}, es decir, para puntos muy lejanos :z: E dS;, (1). Para esto introducimos 
coordenadas nulas definidas por ·· 

u= x 0 +x1 y v = x 0 -x1, (3.50) 

de forma que la definición del espacio (3.48) queda como 

-uv + :z:2 = a 2 
.• donde (3.51) 

i=2 

Si redefinimos a la8 coorde~adii.S .coiiió . , 
'" . 

x 1
' :: X.µ R. ,, . tf;: üJ?-.: ' ~J.= vR, 

con R E IR, de ~anera qué .la definición del espaéio adopta Iá forma 

(3.52) 

. - - ~ ~: 

.. , -' .~; '. '~ . ;_:' . 
. . (3.53) 

Así cuando tomamos el límite R '-+. oo .• ,obt~~cr'ii:os la definiéión de la variedad 
que es la frontera del espacio de de Sitter ·. 

-üv.;_é =O, 
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que es una clase ele equivalencia ya que no cambia la definición usando cualquiera 
ele los dos conjuntos de coordenadas (u, v, x) ~ t(u, v, :z:), con - t E IR. De esta 
manera podemos expresar a la 'frontera' como 

¡¡¡; = :i:2 =l. (3.54) 

Si escogeínos a' ü y ii ele forma conveniente como 

y - I • I v = x0 - ix1 , (3.55) 

de manera que 

xti 2 +X~ 2 = x 2 = 1, (3.56) 

obteniendo una 'frontera' con topología § 1 x § 11 - 2 • De otra forma podemos 
escoger el par de coordenadas u = x 0 + x 1 y v = x 0 - x 1 ele manera que 
xo 2 - X¡ 2 = :i:2 = 1 y obtener una topología distinta IHI1 

X § 11
-

2
• Si V ,¡.o para 

puntos en la frontera podemos cambiar la escala haciendo v = 1 de forma que la 
'frontera' queda como -u+ :z:2 = O ó u = x 2 • De esta manera w = (x2 , ••• , x") 
pueden ser vistas como n - 1 coordenadas para la 'frontera'. 

El grupo de isometrías del espacio ele ele Sitter dS,. es SO(l, n) con dimen­
sión tn(n + 1). Por ot.ra parte, la 'frontera' de dS,. en la que estamos intere­
sados está definida por (3.54) con topología § 1 X § 11

- 2
1 por lo que SU grupo 

de isornetría debe ser el grupo de Poincaré el cual tiene dimensión !n(n - 1) 
que resulta de la suma de n - 1 generadores de traslaciones y tC11 - 1)(11 - 2) 
generadores de 'rotaciones', es decir, el número de matrices de (n-1) x (n-1) 
linealmente independientes. Al actuar el grupo de isometrías SO(l, n) sobre 
esta 'frontera' lo hace ele manera especial. La diferencia en el número de gene­
radores entre este grupo y el grupo ele Poincaré para este espacio ele dimensión 
n - 1 es n . Esto se ajusta al número de generadores para las transforma­
ciones conformes que no son una isometría del espacio, es decir, las dilaciones 
y las inversiones o transformaciones conformes especiales. A continuación de­
mostraremos explícitamente que en realidad lo que sucede es que el grupo de 
isometrías SO(l, n) ele dS,. al actuar sobre la 'frontera' lo hace como el grupo 
conforme. 

Una transformación A E SO(l, n) al actuar sobre el espacio ele de Sitter 
deja invariante la norma, es decir, si (u', v', y) es el resultado ele la acción ele la 
transformación sobre dSn 

(~)=A G)' 
entonces tenemos que -uv+w2 = -u'v' +y2 • Cuando esta transformación actúa 
sobre la 'frontera' del espacio lo hace sobre (u, v, :z:) tal que -uv + x 2 =O. La 
transformación A E SO(l, n) la podemos representar por medio ele una matriz A= 111+1 + W 11 +1 1 con W n+l una matriz infinitesimal ciada por 
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W=.·( .. ~· 
-~.B 

o 
(3.57) -a 

~a 

siendo Wn-l una matriz infinitesimal antisimétrica de (n-:-1) x (1{-l) con com­
ponentes w~ ( i, j ;; 2, ... ; n). Así tenemos que la acción de A 's()bre (u, ,v, a:) 
nos da como resultado · · · ··' · ... '.' . .\ ,. 

'. : . ~.' - .. ~: 
.; , '---~ ' . "'·, .. 

. . ( (~a++1Íu)v+-.a;;;2~·:·.:.+~a:,;:~:, . ) 
(1,.+1+W,¡.j.1) G) = -~{32u,:+ ~a2.v,t (w~; i)x2 + w\J + · · · + w~x" · 

.... ·.·· .. · .. : -~{3"u+k~~~v·+~~x~·+;w'!ix3 '+···+.(w"n+l)x" 
que podemos expresnr:Ji'.ro1:Üfá·~J¡¡;;p~c~~:cÓ~o 

·• ··(1l:)·.<.;/'('· ;~: (1 +a)~+ (a,:zi) ) . 
. v '.==:·. / : (1- a)v - (,B, a:) ·. , 
.·. y ?• : .:.~u,B +~va+ a:+ wn...;la:' 

(3.58) 

con el escalar á, ·1a8:c01~~onentes de Jos vectores pi.; ai y:las componentes 
de la matriz ÚI~. cantidades infinitesimales. De manera qUe a: primer orden 

u'v' = uv-:- u(,B, a:) +v(a; a:),_ 

y recordando que w~ = -w{ tenc~os · 

y 2 = :z:2 
- u(,B, ~) + v(a, a:). 

Así se preserva la norma 

-u''V' + y 2 ::: ~uv +·a:2 • 

Como ya vimos escogiendo v = 1 tenemos un conjunto de coordenadas a: 
para la frontera. Esto, en general, no se cumple para el resultado de la trans­
formación (3.58), es decir, v' =I 1, pero sí es equivalente a tener e;;., 1, *'"). 
Así tenemos que para puntos en la frontera sus coordenadas se transforman 
como 

y · -~u,B +~va+ a:+ Wn-l:ll 

:¡ji-+Y= . . ·. (l_;a)v7(,B,:z:) .· ' 

haciendo v = 1 y u =: :z:2 te!I~~os, que · .. / ' 

y= 
~~x;/3+ ~~·_¡_<~ "+'1n~1:z: 

, 1 "'.'.. a;"."'.(.8, a:) ' 
< '. 

:· ·~'.: . ~-· . 

(3.59) 
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desarrollando en serie [1-(a+ (,él, x) )]-::.1 y toma~do el re~~¡t¡d¿, h¡u¡ta términos 
de primer orden en las cantidades infinitesimales tenemos que la ºtransformación 

para las coordenadas en la 'frontera' es . .._:lS,:./ ;;··e:· .C ···o":' 
1 ' ' 1 · .... ·,· ... ·.· . > ~- >:::': .::·;,;.:i'<';-:. -· 

y= --x2,B + -ai + wn.:.'.1x +:i:(r+a·+ (.B; x)). (3.60) 
2 · .:2 .' •':' • .·\;•;'·:':",/':¡;'..•Jé·j¡;·/(,L.:.i' . : . . . · . , 

De esta manera podemos analizar Já. t:ransforniación para los distintos casos: 
· , :_ .7·_,; ·_.- ·:·: ·.:>:<:_-:·;_ .. · . ·.~-~~:~.~~:>1,:tl·~~úJ\~~~~:~~r~ff~j\~:~~:-;::~-:~~'}}~:;:~.'.~~F~ .. -·_ \;;:-~: ": ... 

Si solamente.: a ·.¡..O ·tenemos que. Ja· tra1isforinación _éfr ú'na· traslación : 
¡_·:·~,.:·;:::. • __ .·.·::-:-:__,-:..•·.:, ·_., -.~.··.'.: 

Si solamente Wn-1' i; O teiiemol:.~J~f ~~i~f 2~~~¡~~ e su na 'rotadón• (

3

.

61

) 

. . ·.. /<'.~;i:~fr!*Ss\~·.·:; 
Si solamente a .-1 O: entonces tcnemos'una dilación·:• · 

' :••HX 'i't~Q"(1 ·_;~)~.' ·. 

(3.62) 

(3.63) 

Y finah~ente s.i'~ol~íné~i~ ·:~ ~ b t~~em~s las inversiones o transformaciones 
conformes especiales · · · · · 

(3.64) 

Para' verificar que en efecto esto és una inversión toma1nos la transformación 
de inversión (3.38) y observamos que · 

y2 . ,.·' 
u'' = -x1'. - tí2ix1'.: · x2 " .. o. 

A partir de la ecuación anterior vemos·que' 

y2 = ó~,,yl'y" ' .. ,·.:. ": . ·.: 

·. = y
4 ó~:J ~~2)j ~'.'..~;,, \·x~ ;º. -2 : 2 xi'xo] 

~ y4 [;4, +.)":~·7·.2(~~:º~] .. 
y~'= ~: ·. l\+1~;~~·,;;2:(~;,~<>)]_~: 

de manera que tenemos 

- 2 . . .. ,;_. "x2 . i . 

y = ( ) 2 2 1 1- 2 x.1 xo +,x x 0 

sustituyendo esto en la ecuación (3.65)'obte~~mos • 

(3.65) 

(3.66) 



62 
~=·-·:~ :~·~\:~~:~,~~, .'.;~.::? 

<"_~~; '." ·,,, '.:>-:~ 
. · . •: <';í.U~2;;µ0 .• y~,:;;.---,-,--·-·-··--.,.---''---,~ 

que podemos escribir. nÜ~Im·~~d c~~~:c:,~~~) :t:.'.1'.~.x5 , 
(3.67) 

.. ······ .,¡;~~.~;,~'i;;;*~~~¡ / .· (368) 
Desarrollándo en serie.el denomiriador, [1.'.: (2 (:e; :có) ...::1:2 x5) ¡-1 y eliminando 

los términos de Órden'mayór.o igíiiil ¡j.'~2.cn:lacantidád infinitesimal :i:0 tenemos 
. ·~'.:;., 

y~ re(i+2(a;,:i;o)r: x~;,;o. i. 
Si ahora hacémos :i:o .;, ~(3 . obte~eTg~ xi< :)'.,, ~sr: :·. 

(3.69) 

>'. •·· •. :1 .·' .. 
y= :c(l+(.B,:>>- 2:i:2,a, (3.70) 

que es la transformación (3.64), de manera que en efecto ésta es una inversión 
infinitesimal o transformación conforme especial infinitesimal. 

De manera que hemos visto que el grupo de isometrías 80(1, n) del espacio 
de de Sitter dS,. al actuar sobre la frontera lo hace como el grupo conforme, 
completando justamente el número de generadores que hacían falta, uno, a, 
que es para las dilaciones y n - 1 xg, con µ = 2, ... , n, para las inversiones, 
teniendo así los n generadores que hacían la diferencia. 

3.2.2. El límite del horizonte 

El espacio de de Sitter lo encontramos como solución a las ecuaciones de 
Einstein observando que el tensor de Riemann cumpla con la condición para los 
espacios de curvatura constante (2.16). Asimismo, vimos que la métrica tiene 

1 
una singularidad en r = a = ( r*f) 2 

ds2 = - (1- r:) dl2 + ~dr2 +r2df!,._2, °' 1- ~ 
(3.71) 

donde r 2d!1 11
-

2 es la métrica de una hipercsfcra sn-2 de dimensión n - 2. 
Esto en un espacio de dimensión n = 4 se convierte en la métrica (2.38). Esta 
singularidad aparente se debe al sistema de coordenadas en que está expresada 
la métrica (t, r, 01, 02, ... , 0,._2 ). Lo que queremos hacer es analizar la métrica 
en este límite al que llamamos 'el límite del horizonte'. Ya vimos en el capítulo 
anterior que el escalar de curvatura para el espacio de de Sitter en n dimensiones 
es (2.18) 

R=~A 
n-2 ' 

que con A = ~ lo expresamos como 
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R- 6n 
- (n - 2)a2 ' 

(3.72) 

y en cuatro dimensiones es R = 12a-2 ~ Para calcular esta misma cantidad 
en el límite nos conviene renombrar la coordenada r de forma que podamos 
trasladar el valor de la singularidad de a. a cero. Hay dos formas de acercarse a 
este lfmite, dependiendo de como se redefina la coordenada r. Primero hacemos 

:x = r - a" ó r = °' + :x, (3.73) 

de esta manera trasladamos la singularidad a :x = O y nos acercamos de forma 
tal que · 

si 

si 

:x--> o+ 
:X--> o-

entonces 

entonces 

donde los superíndices + y - indican que nos acercamos al punto límite por 
valores mayores y menores respectivamente. Sin incluir los términos O(:x2 ) en 
las dos primeras componentes,. la métrica en el límite cerca del horizonte es 

2 2:x 2 1 2 { · )2 n ds = -;;dt - ;!,¡¡_ dr + a+ :x dun,-2• (3.74) 
a 

Al tomar el límite de esta forma observamos que cambia la signatura de la 
métrica para las dos primeras componentes.· 

La otra forma de tomar el límite es 

de forma que 

si 

si 

:x=a-r 

:x--> o+ 
:X,--+ o-

ó r.=a...,.:x, 

entonces 

~ntonc~s. 
obteniendo una métrica en el límite 

. - .. .. ~----_"?:---.. _,_· 

d 
2 2:x 2 - i . 2 , ·e· . >2 . 

s . = - á dt T k dr: + a -. :x ~ df'ln-,2'. 

"' 

(3.75) 

. (3.76) 

En este caso, cuando :x tiende al límite é::on~alorés mayores que cero, la r 
se acerca al límite por valores menorés qúé.a y:·de,esta forma la signatura de 
la métrica no cambia respecto a {3,71);·En los dos casos las métricas para un 
espacio de dimensión n = 4 son · ·· · " ., · 

!_ ·_; ., :~-~-- • • i.' ; 

(3.77) 

(3.78) 
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Si calculamos el ~~~al¡~ de Jurv~t~ra parala métrica (3. 78) obtenemos 

·· :' 2(Í>a - 6x) R= , 
(a - x)2a 

(3.79) 

así, cuando x -> O 'obtenemos que la curvatura es constante 

R = 10a-2 , (3.80) 

pero distinta a la calculada para el espacio sin considerar el límite. 

Cuando tenemos una transformación conforme g = fl2g cuyo factor· es 
una función constante fl2 (x) = 0 2 se puede ver fácilmente qué sucede con las 
componentes de los tensores de lliemann y Ricci y con el escalar de curvatura. 
Las componentes de la métrica son 

y 

de manera que las componente~· de la ccméxión son 
. . ·:. . : l ·::··.'·; ..... , ·.~. \-

.. , ... ;i:;~~~!~t}ª~~~t~~)é~i~~~=;.) .. ] .. 
Debido a qúe fL es coiliitantc todos las .. dérivadásde ella son cero n P = O, 

y las componentes de 1U:C'óñexión"nil'can1bian'.bajo la tfansfo~niación co~forme 

. ····:.•; · .. ;t::1~~!.~t~~b;[i J~'i~2.'.~~~~1~-~~:)/;,:;~':.> ·( .. ··. ' :.~·;······.' 
De la rnis1~a: forniá: 111~.;· compp'nentes' del ténsór ~~ Riemann tampoco. se 

modificaií•·· ..• ;.:·.· :'.•' :· · · .f•;t~.;J:ci;:•<e¡ •; ".\'· · · ··,;'. · '' 

.R°'µpv = R~t,Bvi 
•";' 

pero al contraer los índices para en'contrar el escalar de curvatura sí está involu­
crado el factor conforme 

Ru¡t,Bv = fluoR°'µ,Bv 

= fl2g,,"'R~,13., 
R.,,1,,11., = n2 n,,1,,11.,, 

y al contraer. el primer índice con el tercero vemos que el tensor de llicci es 
invariante 
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R1.., = {l'13 Ru¡•f3v 
= n-2guf3n2 Ru¡•{3V 

R1,v = Rµv• 

Así podemos darnos cuenta que el escalar de curvatura no queda invariante, 
de forma que lo podemos expresar como 

R= 91•vft,"' 
= n-2 g1"'R1w 

R= n-2n. 
Esto se cumple en general para ~n esp~cio de ~ dimensiones. De esta.forma 

vemos que el escalar de curvatura que c8.lculamos para· el espaéio de cuatro 
dimensiones en el 'límite del horizonte' es igual al escalar de curvatura R = 
12cr2 , excepto por un factor conforme, esto es · · 

así tenemos que 

n-2 =~ . . 6 ó n2 - ~. 
- 5' 

•· 
(3~81). 

c3.82>. 
Esto nos permite observar que la métrica en el límite cerca: del horizonte 

es conforme a la métrica del espacio de ele Sitter, siendo el factor conforme el 
obtenido en la ecuación anterior, de esta manera escribimos la relación como 

g = (~)g. (3.83) 

Con este resultado podemos calcular el escalar de curvatura para el espacio 
ele de Sitter de dimensión n en el límite cerca del horizonte a partir del resultado 
que tenenemos para el espacio en general (3.72) 

ft = n-2 R 

= n-2 6n 
(n - 2)a2 

(~) (n ~~)a2 
ñ- 5n. 

- (n-2)a2 ' 

· De esto podemos inferir que el espacio de ele Sitter en el límite cerca del 
horizonte, además de seguir siendo de ·curvatura constante, tiene la misma es­
tructura que el espacio en sí, con un factor conforme constante. 
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El espacio en el límite cerca del horizonte resulta del proceso de hacer ten­
der una de las coordenadas a un valor constante, precisamente aquél donde se 
presenta la singularidad en la métrica. El espacio de de Sitter d8n tiene n 
coordenadas (t, r, B1, ... , B,.-2), o trasladando el valor del límite a cero tenemos 
(t, x, B1 , ••• , (},,_ 2 ), en cualquiera de los dos casos la coordenada r ó x tiende 
al valor límite, de manera que para este espacio tenemos n - 1 coordenadas 
(t, B1, ... , Bn-2 ). Por lo tanto podemos aplicar al espacio definido por el 'límite 
del horizonte' los mismos resultados que obtuvimos para el análisis de la 'fron­
tera' vista como puntos lejanos del espacio de de Sitter. En particular, el grupo 
de isometría 80(1, n) act1ía sobre la 'frontera del límite del horizonte' como el 
grupo conforme. 

3.3. Invariancia de la métrica y el grupo con­
forme para el espacio de anti de Sitter 

Al igual que en el caso de de Sitter, para estudiar las isometrías del espacio 
de anti de Sitter Acl8 lo podemos definir como una subvariedad encajada en 
un espacio pseudo-Euclidiano de una dimensión mayor. En este caso la métrica 
del espacio de encaje tiene dos 'tiempos', que en n dimensiones expresamos 
como 17AdS•+' = diag(-1, -1, 1, ... , 1), obteniendo el caso que estudiamos en 
el capítulo anterior cuando n = 4. De esta forma, si {xi'} con ¡t = O, 1, ... , n 
son coordenadas Euclidianas en el espacio de encaje de n + 1 dimensiones 
tenemos que la distancia al cuadrado es 

n 

a¡2 = -(xº)2 _ (x1)2 +.L(xi)2, (3.84) 
i=2 

de manera que la definición del espacio de anti de Sitter, como unahipersu­
perficie de dimensión n encajada en este espacio de dimensión mayor, és ,el 
conjunto de puntos tales que · ·· · 

a¡2 =-o? (3.85) 

Este espacio de encaje para el espacio de anti de Sitter, Ad8n+1 , tiene como 
grupo de isometrías, que dejan fijo el origen y además preservan la dirección de 
los tiempos, a 80(2, n - 1). Si tenemos tres puntos en la hipersuperficie que 
representaa Acl8n, xg, xg+X1' y xg+Y" E Ad8,., y bajo una transformación 
A E 80(2, n - 1) se convierten en x'g, x'g + X'" y x'g + Y'I' E Acl8n 
respectivamente, entonces los dos vectores· X y Y en este espacio cumplen con 
lo siguiente 
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(X', Y') ;,·T/a~X'ªl''tJ = T/atiAª,.X"AtJ.,yv 

= Aª,.AtJvT/atiX"Yv 
= T/µvxi•yv 

= (X,Y). 
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(3.86) 

La métrica gAdS,. inducida por el encaje en el espacio de anti de Sitter, 
AdSn, a partir de la métrica del espacio AdS,.+I (espacio de encaje), con 
métrica TIActs.+• = diag(-1,-1,1, ... ,1), tiene como grupo de isometrías al 
grupo 80(2, n - 1) . Este grupo tiene dimensión !n(n + 1). 

3.3.1. La 'frontera' del espacio de anti de Sitter 

La 'frontera' para este caso es un espacio de dimensión n-1 que corresponde 
a puntos lejanos x E AdSn . Introducimos coordenadas nulas 

'u= x0 +x2 y v=xº-x2
, (3.87) 

así pode1nos escribir la clefinición dél espado AdS,. (3.85) como 

. ·~ .. n 

donde. :i:2= -,:(:i:1)2 +~::.:<x1)2. (3.88) 
i=3 

Defornla análoga al caso de de Sitter ~ademo~ escribi~ la definición del espa­
cio AdS,..en términos de las coorden:adas (ü; v, ~) dadas por (3.52), quedando 
AdS,. como . ·.·· ' . . ... ,. . , . . 

. ·.· ..... · .·. . ;--üv¿-é=-~, (3.89) 

con R E.~. de forma que cuando R.~ oo tenemos la definición de la 'frontera' 
para el espaéio de anti~~ Sitter 

-üü+:i:2 =o, 

que al igual que' en el caso de de Sitter, es una clase de equivalencia de forma 
que podemos describir a la 'frontera' como · · · 

üv = :i':2 =l. (3.90) 

De la misma forma se puede proceder para analizar esta~ 'frontera' y nueva­
mente veríamos que el grupo de isometrías S0(2,rÍ. ":-'1) 1.'actúa.como el grupo 
conforme sobre ella. A esta 'frontera del espacio de anti" de' Sitter se le conoce 
como el 'límite cerca del horizonte'. '·" . 

::<.-· 
En este capítulo estudiamos las isometrías de,los espacios de curvatura con­

stante y definimos el concepto de 'frontera' COID() un e~p.aciÓ _con una dimensión 
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menor. Para de Sitter vimos que se pueden definir dos tipos de 'fronteras': La 
primera corresponde a puntos espaciales 'cerca' del infinito; la segunda es el 
'límite del horizonte' y corresponde a Ja hipersuperficie donde Ja métrica tiene 
una singularidad debido a las coordenadas utilizadas. Para el caso de anti <le 
Sitter encontramos una sola 'frontera' cerca del infinito. 

Para cada una de estas 'fronteras' demostramos que el grupo de isometrías 
correspondiente actúa sobre ellas como el grupo conforme. Este resultado par­
ticular ha sido <le gran importancia en el contexto de teorías de cuerdas hasta 
llegar a Ja formulación de Ja conjetura AdS/CFT, según la cual Ja 'física' en el 
espacio-tiempo puede ser analizada mediante Ja 'física' en la 'frontera' que tiene 
como simetría intrínseca al grupo conforme. 



Conclusiones 

Hemos hecho a lo largo de este trabajo un estudio de los espacios de cur­
vatura constante, en particular nos enfocamos al estudio de dos de ellos. Estos 
espacios que resultan como solución a las ecuaciones de Einstein en el vacío con 
término cosmológico, tienen como característica principal que son de curvatura 
constante, Jos llamamos los espacios de de Sitter. Estudiamos en el marco de 
Ja relatividad general estos espacios y sus características físicas, es decir, cómo 
son sus geodésicas y cómo son las relaciones de causalidad. Primero estudiamos 
en general a Jos espacios con curvatura constante y encontramos una condición 
para el tensor de Riemann que nos permite identificar a estos espacios. Con esto 
y Ja restricción de que la métrica sea estática y con simetría esférica obtuvimos 
la solución para estos espacios. Después distinguimos a estos dos espacios, uno 
el que es solución a las ecuaciones con constante cosmológica mayor que cero, 
que debido a nuestra convención en la densidad lagrangiana llamamos el espa­
cio de de Sitter dS con escalar de curvatura mayor que cero, y el espacio de 
anti de Sitter AdS que corresponde al caso con constante cosmológica menor 
que cero y por lo tanto, con escalar de curvatura menor que cero. Para Jos 
dos casos encontramos distintas maneras de expresar la métrica y escogimos un 
espacio de encaje de una dimensión mayor donde Jos espacios se pudieran ob­
servar como hipersuperficies encajadas en dicho espacio de encaje. Observamos 
que para el que llamamos el espacio dS existe una singularidad en Ja métrica 
en su forma estática debido al sistema de coordenadas que elegimos, además de 
la existencia también de un horizonte de eventos y un horizonte de partículas, 
mientras que para el caso de AdS no se presenta esa singularidad en Ja métrica 
estática y además como una característica importante existe la posibilidad de 
tener geodésicas tipo tiempo que sean cerradas. 

Después analizamos las características geométricas de los espacios de de 
Sitter. Para esto estudiamos primero las isometrías y las transformaciones con­
formes de Jos espacios Riemarmianos. Encontramos que el grupo de isometrías 
para el espacio de de Sitter es el grupo SO(l, n). A continuación definimos 
un espacio que resulta de tomar el límite para puntos muy lejanos de dS,., y 
obtuvimos un espacio de una dimensión menor n - 1 de manera que Je lla­
mamos 'frontera'. Esto no Jo definimos topológicamente, de ahí que siempre 
lo pusimos entre comillas para hacer notar esta cuestión. A esta frontera es lo 
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que se llama el 'límite cerca del horizonte' (8]. Analizamos la acción del grupo 
de isometrías SO(I, n) sobre esta 'frontera' y encontramos que actúa como el 
grupo conforme. Para el espacio de de Sitter, dS, estudiamos lo que llamamos 
el límite del horizonte, es decir, la región cerca donde la coordenada r tiene la 
singularidad. Calculamos el escalar de curvatura para este límite y resultó ser 
de curvatura constante pero distinta, por un factor conforme constante, a la 
del espacio dS, esto es, g' = !"l2g con !12 = cte. El espacio de de Sitter dSn 
en este límite es un espacio de dimensión n - 1 debido a que la coordenada 
donde se presenta la singularidad la hacemos tender a un valor constante. De 
esta manera pudimos identificar a este espacio como una 'frontera' y ver que 
ahí el grupo de isometrías actúa también como el grupo conforme. 

Este análisis de las simetrías del espacio de de Sitter y de su simetría con­
forme, tanto en la 'frontera' como en el 'límite del horizonte', hecho en el presente 
trabajo es un estudio sobre las características geométricas de este espacio, que 
servirá como introducción para abordar en un futuro algo que ha tenido vigen­
cia en el contexto de la física contemporánea, el llamado principio holográfico. 
De una manera conceptual, éste establece que si tenemos un espacio B , sobre 
el cual, en principio, no se especifica nada acerca de su topología y geometría, 
y existe un sistema físico en él descrito por uno o varios campos, entonces se 
pueden relacionar resultados que se obtengan sobre este sistema en el espacio, 
con resultados que se obtienen sobre la frontera de este espacio. Por ejemplo se 
puede relacionar el número total de estados de un sistema descrito por campos 
en un espacio B con el área de la frontera de este espacio DB mediante la 
entropía máxima del sistema. En (9] se puede encontrar una introducción sobre 
éste tema, además de una referencia sobre los orígenes de estos conceptos. En 
el caso de campos cuánticos en B, el que más se ha estudiado es el caso de 
la teoría de cuerdas en el espacio AdS5 x 8 5 que es completamente equiva­
lente a la teoría de Super Yang-1\'Iills en la frontera del espacio de anti de Sitter 
DB = DAdS. De ahí la importancia de hacer este estudio introductorio sobre 
las características geométr.icas de los espacios de de Sitter, dada la relevancia 
de entender bien lo que significa que la 'frontera' del espacio de de Sitter tenga 
una simetría conforme (local) cuando actúa sobre ella el grupo de isometrías de 
este espacio. 

Las teorías de campo conforme son de gran relevancia para la física mo­
derna, éstas son básicamente teorías cuánticas de campo Euclidianas que están 
caracterizadas debido a que su grupo de simetrías incluye tanto a las transfor­
maciones de simetría Euclidianas como a las transformaciones conformes locales. 
En dos dimensiones esto adquiere una gran importancia, debido a que una teoría 
de campo conforme de dicha dimensión tiene un mímero infinito de simetrías 
conformes, es decir, tiene un álgebra de Lie para el grupo conforme de dimen­
sión infinita, lo que se traduce en una teoría que tiene un número igual de 
cantidades conservadas, lo que la hace una teoría completamente soluble por 
consideraciones de simetría (10]. Así este trabajo cumple con ser el primer paso 
para nuestro entendimiento, en un futuro, de las consecuencias que pueda tener 
sobre las distintas teorías de campo el que exista esta relación entre las simetrías 
de un espacio y las simetrías conformes en la frontera. 



Apéndice A 

El elemento de volumen 

En una variedad de dimensión n podemos escoger una n -forma y expresarla 
en términos de una base {e''} como 

v = n! e 1 /\···/\e". 

Si {e"} es una base y {e'''} es otra de forma que e''' = N'~e", Ja n-forma 
en esta otra base es 

' - , . - - -
'. ,. ~ :. ' :- . . ·. '. ;. -~': .. ; - - . '' ' : ·~ , ' , . '. ' 

v' = n! (A 1 1e 1 +A12e2 +: · :+ A1n:~'.') t->'' /\ (~"~~ 1 t A"2e2 +: "+A"ne"), 

que se puede expresar como· 

donde 

v' ~ ~! e1"'Í.t\ 1 ~ ·; 'A1lj e1A · · ·Ae", 
·. -. :·:·::. ,,:·.- ;(~:,. ·: . . ·_;·e·-·. :. :, . 

{

· .. ···.+1. si i. '. ::'j ~~ ~mi p~rmuta~iÓn par 
e1

"'Í = -1 · si\··· i. es una· permutación impar 
O ' si. i::= j • ' ' ' 

así expresamos que p~ra cuálquler ¡,_~forma w tenemos. que ¡¡,·.~ w '= O. Final-
mente obtenemos · ·· .e·.· · · '.'• · · · ·• 

v' = n! det(A1'~) e 1 /\···/\e" = det(A'';,) v. 

Si tenemos una· métrica definida en la variedad pode1n~s obtener ,la forma 
r¡ = lol 112 v con componentes 

171, ... ,, = n! lol~ó\,. · ··ó':,¡; 
donde g es el determinante de Ja matriz de componentes de Ja métrica det(g,.,,). 
Esto nos permite, dacia una orientación en Ja variedad, definir una única n-forma 
r¡ en Ju variedad llumuclu Ju n-forma canónica r¡ = r¡' 
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r(= lo'l!v'. 
La transformación del determinante de · g' . cancelará .('ll determinante correspon-
diente a v' · ·· · 

- -'·' · iJ,~, ~~.:.~ ~\}~i/Av.,; {¡,,¡;, _ 
que en téri~in:~~ .~~ .. ~~J~¡E~; ! ~;;:~!f : .~:?;: 1_; . . . 

': ·:· '".'.~ ;·,:-:.:~.~·~~ \::·'-';~,·. ¡ .~{ .. ,~: .. . - . 

. ·>.:. . J <X ~\.~~~~~. 
y por. las propied~é!Cs ~de lÓs determina.rite$ te11emos · 

.;· ...• , '··'. ·-.. ·.·~':: - ;':.·~.-~.-~.~.·.· .·.,· . ~;<:,,,_ ·"" ~:.:\ \._.,' '·. . '-. . . . · •. '•n.'/- '. '1?:·:<-".,;:'-'.i;:·;·;·,~·-: ·.;r;)·:"·.~¡_1_;:. 

det{g') ~ <let(g)[det(A)J~ { :_¡:; cí'~'6t'r';Fror~i' . g''';. o[det(1V,.• )]2 .' 
"'' . ·-' :· .. ~ , \" 

Así todas las n-for~~ r~sultaii idé~tic~ liJjO ln'Úansformación ya que det{Alj,•) = 

[det{A"j,)J-
1 

.· ;. . ··•·••. • ;¡'.''1 (f .. '.,?•. t ;+, ;_ : . · .. ··.· . < ·' • 

TI'= lo'l!v' = lof!detCA"~;)~~f(A~~)~\;,¡;¡!~= TI· 

Esta n-forma canónica la podemÓs ver com6' la 11ietlida de ,volÜmen •en una 
subvariedad U de dimensión n, de foi:ína' _cjÚéi dv ,;. ;h.,J;. y el.,volumen de la 
subvariedad es ;h. fu TI· . . . . .· . . . . .· 

Cuando variamos respecto a un parámet~Ó .u ,la~étrica· g1..,, .el elemento 
de volumen también cambia ya que depende de la métriéa. Así tenemos que 

.ó.dv = 8(dv) 89,.,, "."' 8(dv) .ó.g,,.;,,_ (A.l) 
8g1.,, · 8u 8g1.,, . .. 

recordando que el elemento de volumen lo puedo escribir como. dv'= :fi71, donde 
11 tiene componentes 1/o/J""Y = (-g) ! 4! ó\0 ó.2¡¡ó3,.ó\1; el .si~o ~enoses. debido 
a que g1,v es una métrica de Lorentz así que ( ...:g) ! _: lo!!": l)e esta forma 
tenemos el siguiente resultado · .. , .... '· ·.' 

01/o/J<f"Y 1( )-! 8g. 41 ~\ p¿f/ · .. · 

ªº"" •. ·~··iitii~i~i~t~:;\;'· 
donde /t.:; = ggiw. Por}o.tan¡~, ~tilii~llcio elr¿sultado anterior, para el ele-
mento de volumen dú ténemos · · ·· · 
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(A.2) 

Es fácil de comprobar que I,/;;;; = 991w si utilizamos la definición del de­

terminante de la métrica 9 = clet(9u-y) = -!¡¡e'"'"f3eiikl91,¡9vi9"k9f3{. Así tenmnos 
que " 

._.,-.· 

89 · 1 ¡•vo{3 ijkl [ 89µ¡ · ·. 8g~/ 3 -
-8 = -41 € € -8 9vJ9C>k9{31·+ .. 91··.1-8 .· 9C>k9{31 

9u-y · 9u-y ·. .·•: 9u-y · 

89ok . · 89J1 ] J' 
+91•i9vi-8 9131 + Y1•i9vi9"k-8 .. 

9u-y 9u-y 

_ 1 /tvC>{3 ijkl [''' rl + <V <j - 4!€ € u uu-y9vJ9C>k9{31 9¡,;u uU -y9C>k9{31 

+91•i9vjÓ"uók-y9{31+91•i9vJ9akó13uó~] • 

Utilizando que 9u-y9""Y = 4 ó t9u-y9"'"Y = 1 podemos escribir 

{}g l · uvo{3 -yjkl . ·. · ( 1 "''Y) . ·. 1 µuo{3 i-ykl . ( 1 "'Y) -{) = :-11€ · € 9vj9nk9{31 ,...
4

9u-y9 • +. -4 ,e € .Y1•i9ok9{31 -4 9u-y9 . 
9u-y • · . · ·. · • · 

· ¡ :- ¡tvu{3 ij-yl .. .> . -· · ( 1 u-y) · · 1. ¡wou · ljk-y · ·. . . . · (. 1 "'Y) 
+ ;¡¡e e 91'.i9vJ9f31, ¡_9u-r9 . + 4!€ · ~. Y1•i9•f19ok ¡_9u-y9 

= ¡9:~-Y[~ de;~~,;"~~l~( ·. . . . , . 
ele forma que ob~c~e'IÍl~s ~l ·~csultado que utiliza~os ~.11tes 

89 : . 
--· =99"'"Y: 
89.,."Y . -

Finalmente podeincis esc~ibiÍ: la variación del elemento de volumen respecto 
al parámetro u que obtenemos a partir de lás eéuaciones (A.1) y (A.2) 

"d 1 /WA d . 
u V = 29 <->9¡w V. (A.3) 
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Apéndice B 

Solución a las ecuaciones de 
Einstein para espacios de 
curvatura constante 

Buscamos una solución a las ecuaciones de Einstein en el vacío ( T1.., = O) 
con término cosmológico Í\. 

G1,v = -el!1.lg1,v donde G1w = R1w - !Rg1,v• (B.1) 

G1w es llamado el tensor de Einstein. Con e= ±1 incluímos los dos casos que 
existen para el signo de A. Se propone una métrica que tenga simetría esférica 
y que sea estática 

. ds2 =-f(1·)dt2 +h(1·)dr2 +1·,2(dll~+se'12od<f>2 ), (B.2) 
• - ' ' . ·•. . - ,·-, -:::··_, •• ¡- -

de forma que tenemos que lrui cÓmpo"Ilei1tes de lá.''métrica son 
-, ' ' ~o • ,. . ' • ..- - ., '· >;' .· ... :.~ ' 

,~~ ~~
1

~~¡ :~i~!I~~~j.J (B.3) 

Calculando las cC>;n'1;o·ri~1it.C~',<lri1'tc~~¿,~ de Einstein observamos que sola­
mente existen cuatró disÜ11tas'ClécC'ro· ·· · · 
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(B.4) 

(B.5) 

(B.6) 
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Gq,q, = _ [f,~hr + 2h,rf2 + (h,rr - 2h)f,rf - 2f,rrfhr]r sen2 0. (B.7) 
4f2h2 

. _;. ·, . :: -: .. 

Con estas expresiones podemos escribir. las ecuaciones (B;l), reconociendo 
que de las componentes (O, O) y (,P, ,P) obtenemos una misma ei:úación 

. (h - l)h +h~rr -;,. el~I 
1i2r2 ._ . , 

(h .:1)/-,-hr ...'.'eii\'i ,;. 
fhr~ ; - .' , 

f,~hr +2h,rf2 + (h,rr:c:-'2h)J}Ji__,2f,;.~/ii:r;,.4elAIJ2 h2r · (0,0). 

Si a la ecuación (B.8) le resta1~os la (ji9) cibt~nenios 

. ,- . 

reduciendo la.expresión ¡eneÍllos( h ~O) 

h,r f,r 
--¡¡=¡:· 

que podemos escribir como 

1 
dlnh = dlnf, 

así llegamos a una relación en_tre f y h 

--~--.:.~-~- :::~ <;"~·:.~:/--~; .:_: -- -

(B.8) 

(B.9) 

(B.10) 

(B.11) 

(B.12) 

(B.13) 

(B.14) 

La solución !llás ge:'íe~8.I sei'ii eón iuiti constante mulÜplic~tiva;· pero ésta siempre 
puede ser absorbida redefini,endo las coordenadasén (B.2): A(sustituir (B.14) 
en la ecuación (n)o)"és'ta'sii rech.~i:e at .• ; : ; ,, >· ·.: ' • . . . 

· : ::, '· ~: f,;r .+ 2~·7_; -2elAI, 

cuya solu~ióngc11éi~i ~s 
(B.15) 



77 

· elAI 2 G2 !(1·) = --1· - - + C1, 
. 3 r 

(B.16) 

donde G1 y G2 son constantes de integración. Estas constantes las encontrarnos 
utilizando la condición para espacios de curvatura constante (2.16), con el escalar 
de curvafora dado por (2.22) R = 4elAI 

el Al 
R¡ivo/3 = -

3
-(9vf39¡to - 9vo9¡if3)• (B.17) 

De esta manera, al calcular las componentes del tensor de Riernann uti­
lizando la métrica {B.3) obtenemos doce componentes distintas de cero, de las 
cuales diez nos dan condiciones solamente sobre G2 y dos de ellas nos determi­
nan ambas constantes. Así , analizando una de estas dos últimas componentes, 
obtendremos el valor de las constantes de integración. 

bajando el índice 

h-1 
R"'oo.p=---, 

h 

utilizando (B.14) en lo a~terior 

CR~o;~ ;;; r~ sen29 c:...:1 + f), 

sustituye!ldo· 1a 5~1ució!lpa;a J<r) ·. ca.16) tenemos 

)h;oo<1> 1'.~2 '.sd~2 9 {-1 ~ el~I r2 - ~2 + C1) • (B.18) 

Si calculamos est~w~po~ente del tensor de Riemann con la ayuda de (B.17) 
obtenemos el resultado debido a la co.ndición de que es un espacio con curvatura 
constante 
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y 

Así la solución J(r) para espacios con curvatura constante es 

·;,·.) 'i1 , .eiAI i 
-,~-'."' ":7T[:,• 

que nos lleva a la métrica para los espadas de de' Sitter 
··.·. ,., "·· . .,•," - ·t· .. ,_··.• - . 

,, '·_ .• ·::.··:,:>;··;·:.:·~t2'<'· ,•_ .-.- '-_ 
ds·~·==--.(1;2~~~·;;.r~-t~\¡ -~ :~r2 .~r~(dB2 + seu

28defJ2), 
es décir; la_ iriétri~a ~ci)os espad<Js con curv~t~;a: ccinstarite. 

' ., .. _-, ·-- .. - .: -··-·.,-. ,. . ., . 

(B.20) 



Apéndice C 

El espacio de Minkowski 

El espacio de Minkowski 

La métrica para el espacio plano de Minkowski 71 está dada por 

ds2 = -(dx0
) 2 + (dx1 

) 2 + (dx2
)

2 + (dx3
)

2
, 

que en coordenadas polares esféricas es 

ds2 = -dt2 + dr2 + r 2 
( dlJ2 + se!12 8d~6. (C.1) 

Mediante el cambio de coordenadas a las llamadas coo;d~n~clas nulas t,+I' =V 

y t - r = w [3) la métrica queda como '': ·; .. .·:,· .. ;.º',/ · : .. ~·. :.: · .; · '· " .·.:, 

ds
2 

= -dvdw + !(v - w)2 (~º~t-~fü~f·~:trns~;}\; ./ .. }c:·2) 
así a partir de estas coordenadas nulas podemos defhiÍr~'niievas;cooraeiíadas [3), 
las cuales para valores infinitos de iJ 'y w tieíi'en\vá.10fes''finitos/!tanp,;;,v, y 

~~,;;: ~""~: ~~: < '' < ;. ~J;~~-~{$~';~f t~~1~ºlj""'. m . 

ds2 = sec2 ¡J sec2 q(-dpdq:+tsen2 (J?-:;q)(d02 +'sen2 Od.r/J2
))',' (C.3) 

siendo esta métrica conformé:~'ik~~~~!~~;·;):';0'.:f¡·: < · •; '· . 
~-»l. ,, ·, r· 

ds2 = -4dváq·+~~~~(~:.{ q)(de2'+sen2 8d,P2). (CA) 
' ~. . • .... ·. . . . . . ., 

Definiendo '.'-\;. ,·:.:~·:· 

.t' = v.+q . y 

obtenemos que para la región . 

r' =]J-q, 

-71' < t' + r' < 71', -71' < t' - r' < 7r y r' ;::: O, (C.5) 
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la métrica (C.3)'quóda e~presada>como . ' - . .. _ .. 

• d.é::-.(d~')2 + (drh2 :+sén2 r'(d0~ +scn2 0drjJ2 ), 
., ,· . ,,, ,···- . ". -

(C.6) 

la cual es localmeÍite• idéntica' a Ja· rnét~ica del universo estático de Einstein, 

(C.7) 
<·.'.. -~- :_: .. <_",·.:: .. _ -.: : -,,·.):,;~ ._-;·_-_._>,::-i~--;~:.- .. _·_-;:-· - ' <'.-_ 

que es Ja métrica·de:un.espacio-tiempo homogeneo e isotrópico~ La región del 
espacio tiémpo' (C.5) :. cÚbre 'eJ'·~spaéici dé Minkowski con métrica conforme a 
(C.6) . . . .. .. ··•:' ·. , 

ds2 .;,, l~ec2 [!(t'+r')J s~c2 [l(t' - r')]ds2 
-.. : 4 :. -~ 2 -'. .. . ,, 2 - ·-. '- . 1/: ': 

donde las coordenas t ,'y , r. de la métrica de M:inkowski 'en 'coordenadas polares 
esféricas estári' dádas ·en' térininos:Cle Ia5·coórderiadas · t' y r' de la siguiente 
forma 

2t =tan Ht'+ r') + tanHt' -r') 

2;. ,,;,. tanJCt' + r') - tai1 Ht' - r'). 
La métrica del espacio estático de Einstein se puede representar como el cilin-. 

dro x 2 + y 2 +z2 +"w2 = 1 encajado en el espacio de plano de cinco dimensiones 
con métrica · 

(C.8) 

r'=O 

Figura 0.1: La región sombreada representa la región conforme al espacio-tiempo de 
Minkowski sobre el cilindro. del universo estático de Einstein 
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De esta forma el espacio de Minkowski queda representado por la región (C.5) 
en el cilindro del universo estático de Einstein (figura C.1) 
Esta métrica conforme al espacio de Minkowski se introduce para estudiar los 
infinitos de este espacio de forma que puedan ser representados por diagramas 
como el de arriba. Así la frontera de la región sombreada y los puntos corre­
sponden a lo siguiente: i+ es t' = 1T, r' = O siendo p = !1T y q = !1T, i­
es t' = -1T , r' = O que se debe a p = - !1T y q = - !1T y finalmente i 0 es 
t' = O, r' = 1T que corresponde a p = !1T y q = -!1T. En lo que respecta 
a las hipersuperficies, la que nombramos 11.+ es una hipersuperficie nula con 
t' + r' = 2p = 1T, es decir, que corresponde a p = !1T, de esta forma al acer­
carnos a i+ por medio de una geodésica temporal lo hacemos a medida que las 
coordenadas nulas (C.2, C.3) toman valores que divergen a v ~ oo, tanp = v, 
y de la misma forma para ?i- tenemos t' - r' = 2q = -1T con q = -!1T y 
a medida que nos acercamos a i- tan q = w toma valores menores que cero 
que divergen w ~ -oo. Entonces podemos ver a i+ y a i- como los puntos 
que representan el futuro y el pasado temporal infinito, es decir las geodésicas 
temporales se originan en i- y terminan en i+ . Las geodésicas tipo espacio se 
originan en iº y terminan ahí mismo y las geodésicas nulas se originan en la 
hipersuperficie ?i- y terminan en ?i+, representando el pasado y futuro nulo 
infinito. 

¡+ 

Geodéskas nulas 
r=O 

1l+(t = 001 r = oo) 

lllperaupcrficles {t =etc} 

Figura C.2: Diagrama de Penrosc para el espacio-tiempo de Minkowski. Las líneas 
punteadas representan la singularidad de las coordenadas polares cu r = O · 

Otra forma de estudiar los infinitos de los espacios es mediante los llamados 
diagramas de Penrose. Éstos son un diagrama de las coordenadas (t, r). En estos 
diagramas representamos con una línea punteada los valores para los cuales la 
métrica tiene singularidades, las geod6sicas nulas están indicadas con las líneas 
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rectas do pendiente ±1 y donde se intcrscctan las líneas {t =etc} ,Y {r =etc} 
tonemos dos-esferas. · ' · · · · ·· · 
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