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Prélogo

Este trabajo de tesis tiene el propdsito de generar conocimiento escrito para las
futuras generaciones de la Ingenieria Mecanica, interesadas en el modelado

cinematico de robots paralelos.

LLos robots son maquinas altamente especializadas utilizadas para realizar diversas
actividades tales como: manejo de materiales, operaciones de soldadura,

operaciones meédicas, en la industria aeroespacial, actividades submarinas, etc.

Una de las areas de especializacidbn actual en la robdtica es la “robdtica de
estructuras paralelas” o también conocidos como “robots paralelos”. Estas maquinas
superan en ciertas tareas a los manipuladores antropomorficos, pues son
considerados “mecanismos — robots”, lo cual hace que su estructura sea mas rigida y

los errores de control sean minimos.

La gran precision de los robots paralelos hace que puedan ser aplicados en tareas
como: simuladores de vuelo, operaciones meédicas y en los procesos de manufactura

entre otras.

La modelacion cinematica y dinamica de los robots paralelos es mas compleja que la
modelacion de los robots tipo seriales o antropomorfos; esto es debido a la gran
cantidad de eslabones que poseen las primeras a su estructura tipo “conjunto de

cadenas cerradas”.
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Recientemente, en un trabajo publicado por (Reyes A., 1998) se han sistematizado y
parametrizado cuatro estructuras algebraicas en el espacio vectorial de los niameros
complejos; es decir, dos rotaciones y dos reflexiones. Dichas estructuras algebraicas

se usan para modelar la cinematica de multi—cuerpos rigidos.

En el trabajo desarroilado por (Pérez A., 2001) se ha aplicado la rotacién usual
definida en el espacio de los numeros complejos, para modelar el problema de
posicionamiento de un robot paralelo planar tipo RRR. En este trabajo de tesis se
modela el mismo robot usando una rotacién variante sistematizada en dicho espacio

vectorial.

El! objetivo es demostrar que los modelos de posicidon del robot generados con la
rotacion variante, son equivalentes con los modelos generados por la rotacién usual.

Este trabajo de tesis forma parte de la linea de investigacion: “Cinematica y dinamica
de sistemas mecanicos” desarrollada en la Seccidén Mecanica de la DEPFI; Division
de Estudios de Posgrado, Facultad de Ingenieria, UNAM y pertenece al acervo

bibliografico — cientifico del labcratorio de Mecatrédnica localizado en dicha seccion.

Finalmente, se agradece a todas aquellas personas que contribuyeron a Ila

realizacion de este trabajo.
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Resumen

En este trabajo de tesis se modela el problema de posicion de un robot paralelo
planar tipo RRR. Para generar el modelo, se utilizé una rotacidn variante
parametrizada y sistematizada en el espacio vectorial de los numeros complejos.
Fueron analizadas dos configuraciones del robot: 1) la no deformada y 2) la
deformada. En ambas configuraciones se formularon los problemas cinematicos
directo e inverso. El sistema de ecuaciones para el caso de los problemas directos
fue de 10 x 10 y para los problemas inversos fue de 12 x 12. Se demostro que los
modelos del robot generados por la rotacidn usual y la variante son equivalentes en
el sentido cinematico (es decir las configuraciones del robot son las mismas usando
las dos rotaciones). Finalmente la programacion de los modelos fue realizada en el

paquete de calculo formal Mathematica.

Palabras clave: Robots paralelos, cinematica, niUmeros complejos, rotaciones.
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Objetivos

A través del presente trabajo de tesis se cumpliran los objetivos siguientes:

1) Modelar las ecuaciones de posicién de un robot paralelo tipo RRR planar

usando una rotacién variante de los nimeros complejos.

2) Formular los problemas directo e inverso del robot estudiado en las

configuraciones no deformada y deformada.

3) Probar que las configuraciones del robot obtenidas con la rotacion usual de los
numeros complejos son exactamente iguales a las obtenidas con la rotacion
variante.

4) Programar y simular los modelos obtenidos.

En la siguiente tabla se presenta la notacién utilizada en este trabajo de tesis:

Nomenclatura Descripcion
Rp Robot paralelo
PL Plataforma del robot
pot Punto terminal del robot
T Trayectoria de operacion
Ji g L Junta rotacional

Tuold OO
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Eslabdon

Tierra del sistema posicion de
empotramiento de los eslabones

Actuador (motor)

Cadena cinematica

Area de trabajo

Punto localizado fuera del area de
trabajo

Region del area de trabajo donde se
puede definir cualquier trayectoria

Dimensiones principales de los
eslabones (medidas de junta a junta)

Circunferencia que caracteriza el rango
de accidén de una cadena cinematica de
robot parailelo

Radio de la circunferencia C'

Vector definido sobre los eslabones

Vector definido sobre los puntos fijos de
la base de empotramiento (tierra) y
sobre puntos de interés del robot
paralelo

Sistema inercial o base global scbre la

ey cual se miden las rotaciones de los
: eslabones
'é, : Base local definida sobre los eslabones
-4 que componen el robot
é' Desplazamiento de !a configuracién no
' deformada
Ll Anguilo fijo de la piataforma medido con
©pL respecto de las aristas del triangulo y
3 sus directrices
Tai Base local deformada definida sobre los
ag

eslabones que componen el robot

Desplazamiento de la configuracion
deformada

Vector definido sobre los eslabones en
la configuracion deformada

Objetivos
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P A F S tu v, WX

Numeros complejos definidos en la
configuracion no deformada

P,QRSTUV, W, X

Numeros complejos definidos en la
configuracion deformada

Parametro del complejo p que relaciona
la cantidad de desplazamiento angular

Parametro del complejo p que relaciona
el eje de la rotacion

Desplazamiento de la configuracion
deformada

Trasformacion lineal que representa la
rotacion variante en el espacio de los
numeros complejos

Norma unitaria del complejo (es unitaria
puesto que se requiere conservar las
distancias principales de los eslabones
durante |a rotacién: condicion de rigidez
del eslabdn)

Espacio de numeros complejos (vistos
como parejas ordenadas de numeros
reales)

ko]l

Conjugado del ccmplejo p

Operacién binaria multiplicativa en 9t

Operacion escalar

Tensor identidad el cual tiene asociada
la base canonica

Tensor antisimétrico usado para
caracterizar el eje de la rotacion.

indice de figuras
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Introduccién

Afos atras las maquinas mas proximas a |lo que hoy en dia se entiende como robots,
fueron los "teleoperadores', utilizados en la industria nuclear para la manipulacion de
sustancias radiactivas. Basicamente se trataba de servomecanismos que, mediante
sistemas mecanicos, repetian las operaciones qgue simultaneamente estaba

realizando un operador.1

Inmediatamente después de la Segunda Guerra Mundial comienzan los primeros
trabajos que llevar a la generacion de los robots industriales. A finales de los 40 se
inician programas de investigacion en los laboratorios de Oak Ridge y Argonne
National Laboratories para desarrollar manipuladores mecanicos para elementos
radiactivos.! Estos manipuladores eran del tipo "maestro-esclavo”, diseffados para
que reprodujeran fielmente los movimientos de brazos y manos realizados por un

operario.

El periodo comprendido entre 1956 a 1968 se caracterizd por los intentos dirigidos a
la busqueda y modernizaciéon de determinados principios generales de la inteligencia

(aplicaciones como la traduccién automatica, la percepcion visual, etc.).2

A finales de la década de los anos 60, los trabajos se encaminaron hacia el
desarrollo de sistemas inteligentes de aplicacion en la robodtica, donde era necesario
incorporar una gran cantidad de conocimientos especificos referidos a los problemas

que se pretendia resolver con dichas técnicas.?
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Este proceso marca el inicio detl estudio de los llamados sistemas expertos, de cuyo
estudio se ocupa la llamada “Ingenieria del conocimiento”. Los sistemas expertos se
caracterizan fundamentalmente por su capacidad de gestionar conocimientos y
constituyen uno de los campos de la Inteligencia Aritificial (ILA.) que mas desarrolio
esta teniendo en la actualidad, junto con el tratamiento de los lenguajes y la

comprension de las imagenes.

Los sistemas expertos son capaces de elaborar diagndsticos y extraer conclusiones
o dictamenes mediante la aplicacion de reglas a partir de hechos que se han
introducido como datos. Para abordar el estudio de los problemas planteados por la
ILA., ha sido necesario desarrollar una serie de técnicas especificas por ejemplo,
representacion y modelacion del conocimiento.

La LA. trata temas de estudio que varian con el correr del tiempo y con la
maduracién de técnicas desarrolladas. Asi, por ejemplo, las técnicas que han
alcanzado ya un grado suficiente de desarrollo y que se emplean de forma corriente

dejan de pertenecer al campo de estudio de la LLA.

A finales de los afos 70 se produjo un nuevo giro en el campo de la investigacion
relacionada con la Inteligencia Artificial: la aparicion de robots. Los robots
experimentales creados para estos efectos eran automatismos (maquinas
automaticas) capaces de recibir informacion procedente del mundo exterior
(sensores, camaras de television, etc.), asi como oOrdenes de un manipulador

humano.?

De este modo el robot determinaba un plan y ejecutaba las ordenes recibidas
mediante el empleo de un modelo del entorno en el que se encontraba. Era, incluso,
capaz de prever los resuitados de sus acciones y evitar aquellas que luego le

resultaran inutiles o perjudiciales.
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Estos primeros robots experimentales eran incluso bastante mas inteligentes que los
robots industriales, y lo eran porque tenian un grado mucho mayor de percepcion del

entorno.?

La idea mas ampliamente aceptada de robot esta asociada con la existencia de un
dispositivo de control digital que, mediante la ejecucion de un programa almacenado
en memoria, va dirigiendo los movimientos de un trazo o sistema mecanico.

La robodtica unida al campo de la automatizacion ha permitido hacer mas eficientes
los modernos sistemas de produccion. Para logra producir articulos con elevados
estandares de calidad, reducir los tiempos de manufactura y lograr altas tasas de

produccion, es necesario integrar robots industriales en las lineas de produccién.3

Un robot industrial es un manipulador automatico reprogramable y muitifuncional, que
posee ejes capaces de sujetar materiales, objetos, herramientas mecanismos
especializados a traves de operaciones programadas para la ejecucion de una
variedad de tareas.®? Esta definicion se ajusta a la mayoria de las aplicaciones
industriales de robots, salvo para las aplicaciones de inspeccién y para los robots

moviles (autébnomos) o robots personales.

Actualmente los robots manipuladores son herramientas indispensables en la
industria de alta tecnologia. El campo de la robdética se enfoca en creacion de robots
auténomos. Los robots autdnomos son programados para lograr un objetivo
especifico, el cual requiere el procesamiento de cierto conjunto de tareas con
diversos niveles de habilidad y conocimiento.® Basicamente existen dos tipos de

robots manipuladores: el tipo serie y el tipo paralelo.

Un robot manipulador tipo “serie” (RMS) es una cadena cinematica abierta cuyos

eslabones mecanicos estan conectados en serie. Los RMS generalmente tienen un

TESIS Cun
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gran alcance, un amplio espacio de trabajo y son capaces de entrar en peguefios

espacios debido a su compactibilidad.

Sin embargo, dichos robots tienen una baja rigidez y caracteristicas dinamicas
indeseables, especialmente a alta velocidad y grandes cargas mecanicas;
(principalmente debido a su estructura cantiliver).

Si un manipulador integra cadenas abiertas y cerradas es llamado “compuesto".5
Ejemplos de ambos tipos son: el brazo PUMA y el IRB 2400 ABB como
manipuladores seriales; y el Cincinnatti Milacron T3 y Bendex MASIO como
manipuladores compuestos. En la figura I.1 se ilustran dos ejemplos de RMS.

Figura |I.1 Robot manipulador tipo serie: a) PUMA; b) brazo Stanford

Ademas, la distribucion no uniforme de sus actuadores causan que los RMS tengan
bajas relaciones esfuerzo/peso. Finalmente, lcs errores acumulados a través de sus
esiabones serie resultan relativamente en grandes errores posicionales en su 6érgano

en terminail.

Un manipulador serial posee gran flexibilidad para realizar diversas tareas, asi como
un area de trabajo mayor que los robots paralelos. Sin embargo, en operaciones de
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maquinado tales como esmerilado y taladrado en las cuales, se requiere de una
rigidez alta, los robots seriales no pueden ser aplicados debido a que su estructura
esta en cantiliver, en cambio, un robot paralelo si puede proporcionar la rigidez

necesaria para realizar dichas operaciones.6

Un robot manipulador tipo paralelo (RMP) es una cadena cinematica cerrada cuyos
eslabones mecanicos forman estructuras geomeétricas cerradas. Un RMP
ampliamente utilizado, es la llamada “plataforma de Stewart (PS)", la cual consiste en

dos plataformas acopladas por seis actuadores lineales paralelos (ver figura 1.2).

Figura 1.2 Robot manipulador tipo paralelo: plataforma de Stewart

El desarrollo de las PS fue propuesto por Stewart en el disefio de simuladores de
vuelo y fue motivado por las desventajas que sufren las convencionales
antropomaorficas cadenas cinematicas abiertas.” Este tipo de cadenas
antropomorficas (término referente al brazo y mano con que dichas cadenas son

idealizadas) son llamados manipuladores de cadena abierta.
Las PS, cuyos mecanismos son paralelos, han probado ser capaces de posicionarse

con gran precision debido a su estructura aitamente rigida y no acumula errores a
través de sus elementos. Mas aun, los enlaces de las PS estan arreglados de tat
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manera que la mayor fuerza suministrada por sus seis actuadores se suman, dando

una mucho mayor razén esfuerzo/peso que muchos RPS.

Los robots RMP tipo PS pueden realizar diversas tareas, tales como: corte de
metales, manejo de materiales, rectificacion de superficies, orientacion de antenas

parabdlicas, simuladores de vuelo y de vehiculos terrestres, entre otras.

Un manipulador en el cual, el primero y ultimo eslabdn estan conectados por un
numero finito de subcadenas cinematicas (combinacion de cadenas abiertas y/o
cerradas), es conocido como “parcialmente paralelo”. Si cada subcadena es activada
por rotacion o traslacion de un solo actuador, entonces, el manipulador es {lamado

“totalmente paralelo".s'7

Sin embargo, a diferencia de los RPS, las leyes de control utilizadas no tienen un
fuerte fundamento tedrico y muchas veces son del tipo heuristico y son mas bien

algoritmos computacionales; esto se debe a su mayor complejidad de sus modelos

dinamicos.

Los manipuladores paralelos generales pueden definirse de la manera siguiente: 8
Un manipulador paralelo generalizado es un mecanismo de cadena cinematica en
circuito cerrado cuyo cuerpo rigido esta eslabonado a la base, a través de varias
cadenas cinematicas independientes.

Esta definicion de manipuladores paralelos generalizados es muy abierta: incluye
mecanismos redundantes por ejemplo con mas actuadores que el niumero de grados

de libertad de control del cuerpo rigido, también como manipuladores que trabajan en

cooperacion.

l.as siguientes caracteristicas son muy comunes en los manipuladores paralelos:
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1) Por lo menos dos cadenas soportan el cuerpo rigido. Cada una de esas
cadenas contiene por lo menos un actuador simple. Hay un sensor apropiado
hecho a la medida al valor de las variables asociadas con la actuacion (angulo

de rotacién o movimiento lineal).

2) El nimero de actuadores es el mismo que el numero de grados de libertad del

cuerpo rigido.

3) La movilidad del manipulador es cero cuando los actuadores estan

bloqueados.
Este tipo de mecanismo es interesante por las razones siguientes:
i) Un minimo de dos cadenas permite distribuir la carga en las cadenas.
i) El nimero de actuadores es minimo.

i) El nidmero de sensores necesario para el control del circuito cerrado del

mecanismo es minimo.

iv) Cuando los actuadores estan conectados, el manipulador permanece en su
posicion; esto es con toda certeza un aspecto de seguridad importante en
las aplicaciones, como la robdtica meédica.

Los robots paralelos pueden definirse de la manera siguiente: 8

Un robot paralelo esta compuesto de un cuerpo rigido con “n” grados de libertad, y
de una base fija, eslabonados juntos por lo menos por dos cadenas cinematicas
independientes. E/ movimiento tiene lugar a traves de “n” actuadores simples.
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Se dice que un manipulador paralelo es simeétrico si satisface las condiciones
siguientes:
1) ElI numero de eslabones es igual al nimero de grados de libertad de la

plataforma movil.

2) El tipo y numero de juntas en todos los eslabones se colocan en un patron

idéntico.

3) EIl numero y situacion de las juntas actuantes en todos los eslabones son el

mismo.

Existen diferentes configuraciones de robots manipuladores en base al niumero de
grados de libertad que contenga el mecanismo. Para el caso de esta tesis, se
estudiara un manipulador paralelo plano de tres grados de libertad tipo RRR (3GDL).

Considere una plataforma movil dentro del plano, en donde tres grados de libertad,
las dos translaciones a lo largo del eje “x” y del eje “y”, y una rotacion a través de un

angulo 6 alrededor del eje z, perpendicular al plano, seran controlados.

El robot debe poseer tres cadenas cinematicas independientes, manejadas por tres

actuadores.

Como cada uno de estas cadenas deben unirse a la tierra y con ta plataforma movil
al mismo tiempo, entonces se tendra tres puntos de acoplamiento a tierra y tres a la
plataforma movil. Uno puede considerar por tanto, todavia en una manera general,

un plataforma triangular movil.
Se hara mencion de que bajo las condiciones anteriormente descritas, cada una de

las cadenas cinematicas esta constituida por dos cuerpos rigidos eslabonados a

través de una junta, y que se tiene un total de tres juntas.
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Una cadena puede ser descrita por la sucesion de estas tres juntas de la base hacia
arriba. Las cadenas pueden presentar [as sucesiones siguientes: RRR, RPR, RRP,
RPP, PRR, PPR, PRP y PPP (figura |.3).9 La sucesion PPP se excluye puesto gue

las juntas deben permanecer independientes.

RRFP RPP

PRP

PPR

Figura 1.3 Diferentes configuraciones del robot totalmente paralelo con
tres grados de libertad y cadenas semejantes

Es notable que con un intercambio simple de |la base y la plataforma madvil, ios robots
de tipo RRP presentan equivalencia al PRR, y el RPP equivalente al PPR. Se debe
evitar generalmente poner el actuador en el efecto del extremo para aligerar el peso
del equipo movil. También es posible construir robots con tipos diferentes para cada

cadena.

El area de trabajo de un manipulador es definida como el volumen de espacio que el
extremo final puede alcanzar. Dos diferentes definiciones del area de trabajo son

frecuentemente utilizadas.®

Un area de trabajo maxima es el volumen de espacio dentro del cual cada punto

puede ser limitado por el extremo final.?®
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Un drea de trabajo total es el volumen de espacio dentro del cual cada punto puede
ser limitado por el extremo final en todas las posibles orientaciones. Evidentemente,
el area de trabaijo total es un subconjunto del area de trabajo maxima.=°

Los movimientos de los robots paralelos pueden ser limitados por tres diferentes
factores: limites mecanicos sobre las juntas pasivas, interferencia entre los

eslabones y limitaciones esperadas para los actuadores.

En la figura 1.4 se muestra el area de trabajo de un robot paralelo pianar tipo RRR de
3GDL.

La posicidon de un robot es usualmente definida por las coordenadas en alguan campo
de un punto especifico del extremo final, llamado punto de referencia y junto con un

conjunto de parametros permite definir la orientacion del extremo final.'®

Es posible hablar sobre la orientacion del area de trabajo, definida como el conjunto
de lugares del punto de referencia que quizas pueda ser alcanzado por lo menos por
una orientacion, entre un conjunto definido por rangos sobre los parametros de ia

orientacion.'7'?

Por ejemplo para un robot planar, para el cual la orientacion es definida por sélo un
angulo, la orientacion del area de trabajo de un angulo determinado sera el conjunto
de lugares del extremo final, tal que existe por lo menos un anguio en el rango
semejante a la posicion definida que puede ser alcanzada por el extremo final.

Otro ejemplo de orientacion del area de trabajo es el area de trabajo maxima: para
robots planares el angulo 0 sera x, mientras que para los robots espaciales la

orientacion es definida por tres angulos.'®
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Se definira la orientacién total del area de trabajo como el conjunto de lugares del
punto de referencia que puede ser alcanzado con todas las orientaciones entre un

conjunto definido por rangos sobre los parametros de la orientacion.”

Figura 1.4 Area de trabajo del robot paralelo planar tipo RRR de 3GDL

Una clasificacion de los robots paralelos puede primero ser hecha de acuerdo con su
uso. Generalmente, el volumen .del campo de trabajo de los robots serie es mayor
que el de los robots paralelos. El volumen del campo de trabajo puede ser

incrementado por el uso de dos enfoques:

1) El desarrollo de un robot paralelo independiente, posicionado cerca de un
robot serie el cual realizaria por si mismo los movimientos grandes vy, si fuera
necesario trabajar en cooperacion con robot paralelo. En este caso, el

manipulador paralelo se llama, por convencion, “mano izquierda”.
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2) La asociacion de un robot paralelo y un robot serie. A menudo, los ultimos tres
grados de libertad del robot serie son reemplazados por el robot paralelo que
es entonces llamado "murfeca activa”.

Ambas soluciones presentan ventajas y desventajas. En el primer caso, la mano
izquierda no es considerada para constantes de masa o tamano, pero los
funcionamientos exactos, o aquellos que necesitan el uso de los otros rasgos
interesantes del robot paraielo, sélo puede comprenderse dentro de una cierta zona

del campo de trabajo.

En el segundo caso, existen importantes condiciones de masa, pero la munheca
activa puede usarse por encima del campo de trabajo entero. Por supuesto, estos
dos tipos de uso permiten confiar en la misma arquitectura basica mecanica.

Algunas ventajas y desventajas de los robots seriales y paralelos se enlistan a

continuacion:

i) L.os robots paralelos poseen una buena rigidez estructurai por el hecho de
integrar en su arquitectura cadenas cinematicas cerradas.

i) Una consecuencia del punto anterior es la baja inercia que puede ser

. manejada.

iii) La precision de un robot paralelo es mayor que la de un robot serial, pues,

los errores sensados no son acumulativos.

iv) Los robots paraleios poseen areas de trabajo reducidas debido a dos
factores: 1) por interferencia de los propios eslabones en cada movimiento
y 2) porque la arquitectura del robot esta compuesta de muchas cadenas

cinematicas.
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Por otro lado, los modelos cinematicos de {os robots manipuladores seriales difieren
de los modelos asociados con los robots paralelos. En los primeros, el planteamiento
y solucion de la cinematica inversa es relativamente menos complicado que para los
segundos. Para el caso del problema directo es lo contrario.

l.os robots paralelos requieren de mover sus cadenas para realizar tareas
especificas. Para alcanzar un punto por medio del 6rgano terminal desde una
configuracion de referencia, los robots paralelos, al igual que los robots seriales, lo
pueden hacer moviendo un eslabdén o cadena independiente o la totalidad de
eslabones.

Cada movimiento tiene diferencias cuantitativas y cualitativas. Por ejemplio, un punto
debe ser alcanzado por la activacion simuitanea de los actuadores, de forma
secuencial o por la combinacion de ambas. Las regiones de area de trabajo que
ocupa el robot para alcanzar el punto, asi como las trayectorias que describe el
organo terminal son diferentes para cada clase de movimiento.

Los movimientos de los robots seriales son diferentes a los efectuados por los robots
“totalmente paralelos” por las siguientes razones:

1) Generalmente los robots seriales integran un actuador por cada esiabon. Ei
movimiento de cada eslabdn es controlado de manera independiente.

. 2) Los robots paralelos segun su definicion dada anteriormente,® integran por
cada cadena un actuador. Sin embargo, solo el eslabén conectado al actuador
puede ser controlado mientras que el segundo eslabon que compone a la
cadena no puede ser controlado.

Dentro de esta tesis se determinaran las ecuaciones referidas a la cinematica directa
e inversa del modelo de posicionamiento.
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La cinematica inversa consiste en establecer el valor del conjunto articulado
correspondiente para la configuracion del extremo final. Estabiecer la cinematica

inversa es esencial para el control de la posicion de los robots paralelos.8

La cinematica directa es la relacion que determina la posicion del extremo final del
robot paralelo para la configuracion de su conjunto articulado. Esta relacion presenta
una obvia y practica ventaja para el control de la posicion del manipulador, pero

también, es muy determinante para el control de la velocidad del extremo final.®

Determinar la posicion del extremo final para el conjunto articulado es equivalente
para resolver el sistema de ecuaciones que son obtenidas para la cinematica inversa.

A lo largo del desarrollo de esta tesis se podra observar que las ecuaciones
obtenidas para la cinematica inversa son generalmente mas simples que las
ecuaciones obtenidas para la cinematica directa.

En esta trabajo de tesis se construyen las ecuaciones de posicion de un robot
paralelo tipo RRR de movimiento planar como el mostrado en la figura 1.5.

Figura 1.5 Robot paratelo tipo RRR planar

TESS COM
FALLA DE ORIGEN

introduccién XXV1




Para modelar las rotaciones del robot estudiado, se hara uso de una rotacion
variante definida en el espacio vectorial de los nimeros complejos. Dicha rotacion ha

sido parametrizada y sistematizada por (Reyes L., 1998).

Son formulados los problemas directo e inverso del robot en dos configuraciones; 1)
la no deformada o también conocida como configuracion de referencia y 2) la
deformada. Esta ultima configuracion es obtenida al rotar rigidamente los eslabones

del robot por medio de sus actuadores.

En un trabajo reciente (Jiménez E., 2002) se ha aplicado la rotacion variante al
modelado de posicion de un robot de 2GDL. Se concluyd que las configuraciones de
dicho robot obtenidas con dicha variante y con otra rotacion generada por la
operacion usual multiplicacion de los complejos en W2, eran las mismas, o mas

precisamente dicho, equivalentes.

En otros trabajos (Pérez A., 2001) se ha modelado al robot estudiado en esta tesis
usando la rotacidn usual. El objetivo principal en este trabajo es demostrar que las
configuraciones obtenidas al modelar al robot paralelo con la rotacidon variante son
equivalentes a los generados con la rotacion usual. Finalmente, los modelos
obtenidos seran programados en el paquete de calculo formal Mathematica
(Wolfram S., 1992).

El contenido de esta tesis esta dividido en 5 capitulos los cuales se resumen a

continuacion:

En el capitulo 1 se presenta un resumeri de las aplicaciones medicas y de

manufactura de los robots paralelos.

En el capitulo 2 se modela el robot paralelo en la configuracion no deformada y se

formula el problema inverso.
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En el capitulo 3 se modela el robot paralelo en la configuracion no deformada y se

formula el problema directo.

En el capitulo 4 se analiza la configuracion deformada del robot y se formula el

problema inverso.

En el capitulo 5 se modela el robot en la configuracion deformada y se formula el

probiema directo.

Finalmente, se presentan las conclusiones de esta tesis, asi como dos apéndices en
donde, se describe: 1) la estructura algebraica de la rotacion variante de complejos y

2) programas de simulacién y control.
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Capituio 1

Aplicaciones de los robots

paralelos

Generalidades. En este capitulo se da una breve descripcion de las aplicaciones

meédicas y de manufactura de los robots paralelos.

Es dificil controlar mecanismos paralelos en tiempo real, como se requiere
normalmente, porque la cinematica es mas favorable no lineal y, por tanto, no esta a

menudo en forma cerrada.?'

Es mas, |los balanceadores gravitacionales requeridos para el controlador principal
presentan una apariencia no visible al usuario. Adelanta el balance estatico mediante
el control de software, el cual esta aumentando la complejidad y el consumo de

tiempo del esquema de mando.

Superar estas dificultades, exigen capacidades de hardware rapidas.
Alternativamente, pueden usarse sensores extras. Debido al creciente poder de las
computadoras disponibles comercialmente, controlar un mecanismo paralelo con
eficiencia permite ahora que sus especificaciones puedan ser archivadas vy

controladas.??
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La robdtica médica es por supuesto, un area de preferencia para los dispositivos
paralelos de alto rendimiento. Ellos pueden propcrcionarle movimientos libres al
cirujano pudiendo controlar la fuerza aplicada, y al terapeuta fisico un sistema de

rehabilitacion confiable.
1.1 Antecedentes del robot paralelo Delta

Fue en la época de los 80's cuando Reymond Clavel (profesor de EPFL, Ecole
Polytechnique Fedérale de Lausainne) propone la idea de usar paralelogramos para
construir un robot paralelo con tres grados de libertad de translacion y uno de

rotacion.®

Contrariamente a opiniones publicadas en otra parte, su inspiracidn era
verdaderamente original y no viene de un mecanismo paralelo patentado por Willard
L. Pollard en 1942, quien en ese tiempo no fue conocido por el Profesor Clavel.

E! robot Delta es considerado como uno de los robots paralelos que mas éxito han
tenido en cuanto a su disefo. Varios centenares de este tipo de robot se encuentran

en la industria actualmente.

En 1999, el Dr. Clavel es galardonado con ei Premio del Robot Dorado, patrocinado
por Automatizacion Flexible ABB, por su innovador trabajo en el robot paralelo Delta.

La idea basica detras del disefo del robot paralelo Delta (ver figura 1.1) es el uso de
paralelogramos. Un paralelogramo ofrece a un eslabén rendimiento para permanecer

en una orientacion fija con respecto a un eslabéon de entrada.

El uso de tales paralefogramos ubica la orientacion de la plataforma movil que sdélo

permanece con los tres grados de libertad de transiacion.
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Los eslabones de entrada de los tres paralelogramos estan montados en palancas

de rotacion via juntas de revoluta.

Figura 1.1 Disefo original del robot Delta

l.as juntas de revoluta de las palancas de rotacion estan actuando de dos maneras
diferentes: con motores rotatorios (servos de DC o CA) o con actuadores iineales.
Finalmente, un cuarto dispositivo se usa para transmitir movimiento rotatorio de la

base a un extremo final, montado en la plataforma moévil.?*

El uso de actuadores de base montados y eslabones de baja masa permite a la
piataforma maovil lograr aceleraciones de 50 G en ambientes experimentales y 12 G

en aplicaciones industriales.

Esto hace un candidato perfecto al robot Delta para el manejo y operaciones de

objetos ligeros. (Figura 1.2).
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Figura 1.2 Robot Delta en aplicacion

1.1.1 Aplicaciones en la industria

L.a historia de mercadotecnia del robot Delta es larga, comhlicada e intrigante. Todo
inicid en 1983 cuando los dos hermanos suizos Marc-Olivier y Pascal Demaurex
crearon la compania Demaurex basada en la Romanel Sur Lausanne, en Suiza.
Después de comprar una licencia para el robot Delta en 1987, su objetivo mayor se
convirtiéd en comercializar el robot paralelo para la industria del empaquetamiento.®

Después de varios afnos, Demaurex tuvo eéxito ocupando un lugar mayor en este
nuevo y dificil mercado. El producto de ia compafiia pasd por varias modificaciones.
Se comercializaron cuatro versiones de la aplicacion bajo los nombres de: Pack-

Piacer, Line-Placer, Top-Placer y Presto (ver figura 1.3).
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Figura 1.3 Instalacion Line-Plaer de Demaurex para el empaquetamiento
de bocadillos en una panaderia industrial

Demaurex negocid con la Compania Alemarna GROB-Werke sobre la licencia para
producir su modelo propio. El montaje del robot de GROB-Werke GMBH & CO. KG
denominado Triaglide 5g basado en la tecnologia de la cinematica paralela, permite

al robot mejorar su manejo dinamico.”®

El sistema es basicamente una modificacion del disefio del popular robot Delta. La
diferencia es que los actuadores son guias de movimiento lineales que estan unidos

en forma paralela unos de otros. (Figura 1.4).
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Figura 1.4 Ejemplo de aplicacion del Traglide 59, para tareas rapidas de manejo.
(Se muestra el manejo de pernos para montaje en cabezas cilindricas )

Asi,” el Triaglide 5g solo es un manipulador paralelo espacial de tres grados de
libertad, sdlo para movimientos de translacion. Debido a las pequefias masas
movidas, pueden lograrse proporciones sumamente altas de velocidad y aceleracion.
A continuacion de presentan especificaciones basicas de este modelo: 33

Referencia Ejes de posicion Cualidad
Viaje del eje X VY Z 2 000, 500, 320
mm
Rango de viaje .
maximo X, Y, Z 6 m/s cada eje
Aceleracion maxima XY, Z 50 m/s? cada eje

Tabia 1.1 Especificaciones basicas del Triaglide 5g.
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Figura 1.5 Area de trabajo del Triaglide Sg

Automatizacion Flexible ABB lanzd su robot Delta en 1999 bajo el nombre IRB 340
FlexPicker. Se apuntaron tres sectores de la industria: alimentos, farmacéutica e
industrias electronicas. El FlexPicker esta provisto de un sistema integrado de vacio
capaz de mover y descargar rapidamente objetos que pesan hasta 1 kg.

El robot es guiado mediante una maquina, con un sistema de visidn Cognex y un
controlador ABB S4C. Opcionalmente, el robot puede equiparse con un controlador
de movimiento y un sistema de vision de Tecnologia Avanzada.

Las velocidades logradas son 10 m/s y 3.6 grados por segundo (aproximadamente
150 tomas por minuto); las aceleraciones son arriba de 100 m/s? y 1.2 rad/s2. (Figura
1.6).
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Esta versidén del robot esta disefiada para tener una gran resistencia a la corrosion en
ambientes humedos y se recomienda su uso especialmente en ambientes altamente

limpios.

e,

Figura 1.6 IRB 340 FlexPicker de automatizacion flexible ABB

1.1.2 Aplicaciones en la medicina

Dentro de las amplias aplicaciones que se le ha dado al modelo original del robot
Delta se encuentra la Industria Médica. La comparnia Sueca Elekta, se especializa en

el dominio quirdrgico y fabricé un robot Delta que lleva un pesado (20 kg)

microscopio (SurgiScope). (ver figura 1.7).343%
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Figura 1.7 SurgiScope en accién en los Laboratorios Quirargicos de Robética.
Hurnboldt, Universidad de Berlin

Otra posible aplicacion de la robdtica en la medicina, involucra mecanismos
esféricos. Estos presentan la particularidad de tener un punto fijo en su centro que
permite colocar la mano del usuario, asi pues, se elimina la necesidad del

movimiento del brazo. %’

Es mas, los disefios particulares pueden proporcionar rotacion ilimitada airededor de
este punto central, permitiendo un area de trabajo muy grande y solo esta limitado
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por la baja escala de destreza y las interferencias mecanicas.

Semejante dispositivo se ha probado con éxito en universidades, donde se le conoce

con el nombre de Shade (figura 1.8).28

Figura 1.8 Manipulador esférico Shade de tres grados de libertad

1.1.3 Aplicaciones en maquinas-herramientas

Dentro de los usos de la robdtica en la industria se encuentra la aplicacion a las
maquinas—herramientas. El dispositivo llamado Hexabot Serie 1 (ver figura 1.9), se
puede combinar con un sistema de cabezal rotatorio muiltiherramientas y puede
realizar diversas operaciones de maquinado sobre piezas. El Hexabot, por su
facilidad de operacion es uno de los manipuladores mas usados en la mayoria de las

industrias automatizadas (hasta de 5 GDL).*®
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pr- 3

Figura 1.9 Robot Hexabot Serie 1

La estructuracion de la programacion del robot Hexabot es relativamente simple.
Esto permite que se puedan adoptar diversos codigos de control numeérico generados
bajo el software computacional CAM (Computer Aided Manufacturing) a la
programacion del robot logrando con esto la fabricacion de piezas de alta calidad,
mientras que, puede reducirse el numero de operaciones requeridas en una maquina

de sodlo tres ejes (ver figura 1.10).3¢

En lugar de permanecer este dispositivo en un area mayor, se posiciona en un
pequerno espacio dentro del area de trabajo. Esto reduce el tiempo, complejidad y
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errores potenciales de una maquina convencional de cinco ejes.

Figura 1.10 Hexabot Serie 1. Maquinando una superficie curva

Esencialmente, el Hexabot ofrece gran velocidad y destreza de un robot a sus
usuarios con la exactitud y rigidez de una maquina-herramienta. El Hexabot puede
transformarse en un dispositivo mas grande o mas pequerno dependiendo de la
aplicacion que se le dara. No se limita a cualquier restriccion de peso o de posicion.

Otras aplicaciones en las que se incluyen el uso de este manipulador son: 3¢

e Accesorios flexibles para soldadura.

e Lineas del traslado.

e Posicionamiento de precision.

e Alta velocidad en aplicaciones de empaquetamiento.
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e Maqguinado de formas complejas.
e Soldadura programable
s Movimiento para animacién, exhibiciones, etc.

1.2 Aplicaciones en la medicina de la plataforma de Stewart

Un proyecto europeo, el robot Crigos (ver figura 1.11), una sigla Gue especifica:
Robot Compacto para la guia de imagen en cirugia ortopédica; es basicamente una
plataforma de Gough-Stewart que proporciona al cirujano una herramienta de alto
rendimiento durante la cirugia en huesos.®”

Las plataformas de Gough-Stewart también son usadas por el CAIP en la
Universidad de Rutgers para crear un sistema de rehabilitacion del tobillo para el uso
domeéstico.

Figura 1.11 Robot Crigos en anatlisis
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La plataforma de Gough-Stewart es usada también en aplicaciones de manejo de
materiales en instalaciones nucleares. La Universidad de Colorado ha utilizado la
plataforma de programacion del robot Gough—Stewart para generar una interface que

permita manejar datos de volumenes multidimensionales.

Las relaciones exactas y geometrias de la planificacion quirdrgica y su reproduccion

exacta dentro del diseno, juegan un papel muy importante.

Para lograr estos objetivos, se ha hecho comun la introduccion de dispositivos

robéticos para dar otra aiternativa a la cirugia exacta (figura 1 .12).%7

Figura 1.12 Primer prototipo de un robot compacto para la cirugia
en huesos (4kg de peso y 6 grados de libertad)

La idea basica de la cirugia asistida por computadora es ayudar a que el cirujano
defina una planificacion quirdrgica exacta por medio de imagenes y, entonces ayudar

a realizar el planteamiento gracias al uso de sistemas guiados por robots.
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Los beneficios potenciales de cirugia asistida por computadora son: reduccién de
errores, mejora de l|la exactitud en la cirugia, seguridad y confiabilidad de los
planteamientos médicos, estandarizacion, tiempo mas corto de intervencion y rapido
regreso a las actividades normales para los pacientes, asi como la reduccion de

exposicion de la radiografia del personal médico.

Sin embargo, la introducciéon de tecnoiogia de la robdtica en |la sala de operaciones

debe hacerse segun las especificaciones médicas exactas (figura 1.13).38

Figura 1.13 Representacion de una cirugia craneo-encefalica
mediante un manipulador paraielo

TESIS CON
FALLA DE ORIGE
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Capitulo 2

Modelacion cinematica de
posicionamiento del robot
paralelo: formulacion del
problema inverso en la
configuracion no deformada

Introduccion. En este capitulo se define la arquitectura del robot paralelo motivo de
estudio en este trabajo de tesis. Posteriormente, se utilizara la transformacion lineal
Rz : 92 —» N2 definida en el apéndice A, para modelar el multicuerpo en la
configuracion de referencia o también conocida como configuracion “no deformada”.
Finalmente, se formula el problema cinematico inverso y se plantea el sistema de

ecuaciones e incégnitas con el cual se solucionara el problema inverso.

2.1 Arquitectura del robot parailelo

El multicuerpo a modelar en este trabajo de tesis, esta compuesto por 8 eslabones
rigidos incluyendo la tierra del sistema. Dichos eslabones se articulan entre si por

medio de juntas de revolucion como se muestra en ia figura 2.1.
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Jz W7 E,

Figura 2.1 Arquitectura del robot paralelo

De acuerdo con la figura anterior, T es el eslabon ilamado “tierra del sistema”
(eslabon de empotramiento que fija al robot a una base fija) y el multicuerpo en
estudio denominado R, esta conectado a T por medio de las juntas J1, Ja y J7 con los
eslabones E3, Ea y Es. Dichas conexiones se pueden representar a traves de las
siguientes intersecciones:

1) Ji=TE; (2.1)

DT TESIS CON

3) J7=TEs FALLA DE CRIGEN

Por otro lado, los eslabones E3, Es y Eg estan articulados con los eslabones Eq, Esy
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Es por medio de las juntas rotacionales J;, Js y Js, esto es:

1) J2=E1 ~ Ez (2.2)
2) Js=EsEs
3) Ja = Es ™ Es

Los eslabones E2, Es y Eg cierran la cadena cinematica al conectarse, por medio de
las juntas Js, Je Y Jo, con el eslabon PL Hamado “plataforma movil” (ver figura 2.1);

esto es:
1) Ja=Ez~PL (2.3)
2) Js= Ea~PL
3) Jo=Es PL

Eil multicuerpo Rp es movido por tres actuadores llamados Ac,, Acz y Acg localizados
en las juntas J1, Ja y J7 como se muestra en la figura 2.1. Finalmente, el punto Pot <
PL ubicado en el centroide del eslabdon PL, estara obligado a describir una trayectoria

T definida en el plano cartesiano.

2.2 Caracterizacion del robot paralelo por medio de cadenas

independientes

Un robot paralelo, como el mostrado en la figura 2.1, esta compuesto por cadenas
cinematicas independientes movidas por un solo actuador. Para el caso del robot Ry

motivo de estudio, dichas cadenas cinematicas son las siguientes:

1) CC1=TUETVE>UPL (2.4)
2y CCo=TuwE3sUEswPL
3) CC3=TUE5UE6UPL

TESIS CON___
FALLA DE ORICGEN
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Por otro lado, la interseccion entre las cadenas CC,y, CC2> y CCj3; asociadas con el

robct Rp, se presenta en el eslabon PL; esto es:
PL=CC; ~CCz~ CCs (2.5)

Cada cadena cinematica se mueve independientemente por medio de los actuadores

Ac1, Acz y Aca; es decir:

1) CCiy «t— Ac (2.6)

2) CCo «%—> Ac:
3) CCiz «—E— Aca

Aqui, «—%— es una relacion de movimiento definida sobre las cadenas cinematicas.

La figura 2.2 muestra dichas cadenas.

igura adenas cinematicas TESS'S CO’NN
Fig 2.2 Cad FALLA DE O-RX.U
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2.3 Caracterizacion del area de trabajo

En esta seccidn se caracteriza el area de trabajo llamada Ar relacionada con el robot

paralelo R, motivo de estudio.

Considere el sistema cartesiano (X, Y) mostrado en la figura 2.3. Sean !z, laz2, Is.a,
les, la7. les, € M* las dimensiones principales (medidas de junta a junta) de los

eslabones E1, E>, Ea Y E4, Es '4 Ee.

Supdngase que la geometria asociada con el eslabdon PL es un triangulo equilatero
tal que: lpota = lpots = lpot.s. Sean C', C? y C3® tres circunferencias definidas en (X, Y)

con centro en los puntos (1), (4) y (7), respectivamente.
El radio maximo de dichas circunferencias se definen de la manera siguiente:
1) rer =21 + I32 +lpata (2.7)

2) rez2 =lsa + les +lpots
3) le3

la;7 + lag +lpote
La figura 2.3 muestra las circunferencias descritas anteriormente.

El area de trabajo Ar relacionada con el robot R, motivo de estudio se caracteriza de

la manera siguiente:
Ar={pot € At/ (Xpot, Ypat) € C' ~ CZ~ C3?} (2.8)

Notese que el punto k « At (ver figura 2.3) y, por tanto, dicho punto no podra ser
alcanzado o superpuesto por el punto pot € PL. Cabe sefalar que si “La” es el

conjunto de lugares geométricos por los cuales el punto pot € PL se desplazara,

entonces la siguiente relaciéon debe ser satisfecha: TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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La < AT
Finalmente, si:
M= lim ClaCc?nC®
e AT '

yel robot no tendra movilidad (M).

entonces At es un punto

- -

Capitulo 2 Modelacion cinematica de posicionamiento del robot paralelo: formulacion del problema
inverso en la configuracién no deformada

(2.9)

(2.10)

Rl PRI

21



2.4 Anadlisis cinematico del robot R, en la configuracion de
referencia

En esta seccion se analizara la configuracion de referencia o también conocida como
“configuracion no deformada” asociada con el robot Ry motivo de estudio.

El objetivo es construir las ecuaciones cinematicas de posicionamiento que permitan
determinar las coordenadas del punto pot € PL y |a orientacidn de PlL. medidas desde

el origen "o” del sistema cartesiano (X, Y).

Asimismo, dichas ecuaciones deben integrar los desplazamientos angulares
relacionados con las posiciones de los eslabones que componen a Rp.

2.4.1 Configuraciones de analisis de R,

La configuracion de referencia es la configuracion inicial del robot; es decir, es la
posicion inicial que guardan los eslabones antes del movimiento de R, Dicha
configuracion es también llamada tradicionalmente “HOME".

Por otro lado, supéngase que Rp ha sido movido de la configuracion inicial a una
nueva configuracion por medio de los actuadores Acy, Acz y Aca (0 por cualesquiera

de ellos).

La posicion que guardan los eslabones de Rp, una vez movido es llamada

“configuracion deformada”. La figura siguiente muestra ambas configuraciones:
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Configuracion AL ~
deformada (Cp) s

Configuracion no
deformada (Cnp)

X
Figura 2.4 Configuracién de analisis de Rp

Cabe sefalar que en este trabajo de tesis no se analizara la forma en que el robot Rp
alcanza Cp de Cnp, simplemente se caracterizaran dichas configuraciones.

2.4.2 Ecuaciones de posicion en la configuracion no deformada

El objetivo en esta seccion es construir las ecuaciones que permitan determinar las

coordenadas del punto pot € PL medidas desde el punto "0” mostrado en la figura

TESIS CON___
FALLA DE ORIGEN

n del problema
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2.5. Para ello, se asociaran vectores de posicion sobre los eslabones que componen
Rp y vectores de posicidon relativos al punto "0”. Dichos vectores se muestran en la

figura 2.5.

- Figura 2.5 Vectores de posicion asociados con la
configuracion no deformada

De acuerdo con la figura anterior, los vectores de posicidn relacionados con los
eslabones de Rp, al fijar la configuracién no deformada en el tiempo, se pueden

representar de la manera siguiente:
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1)

2)

3)

4y

5)
6)

7)

Por otro

representan de

L))
2)
3)

4)

-0 . 5)

8)

7)

Lay =(2)—-(1) (2.11)
Lsz = (3)—(2)
Laa =(9) =4

Las = (6)=(5)

Loy = (8)—(7)

Los = (9) —(8)

Lpas = (POt) — (3)

lado, los vectores de posicion de origen en los puntos "0” y “1” se

la manera siguiente:

Lo =(1)—(0) (2.12)
e =3)-(O

o =(4)—(0)

o = ©-0

Lo = =(©)

o = (POY) — (0)

rpo|.1 = (pOt) - (1)

Las coordenadas del punto pot € PL medidas desde “0” se pueden obtener mediante

la siguiente expresion vectorial:
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o = Do ¥ Loy v Ly, +Loaa (2.13)

Sin embargo, dicha ecuacion no considera o mas precisamente, no relaciona los
vectores asociados con los eslabones Ej, E4, Es y Es.

Considere ahora el siguiente sistema de ecuaciones:

1) The = ﬂg + |E + Ly, (2.14)
2) Igo = T4 +Lg, + L,
3) Too =T7p + Lgs + l_-__g

Notese que el sistema anteriormente descrito, relaciona todos los puntos de interés
definidos en Rp; esto es:

i) Los vectores I;q& , 1;‘639 N E,_.,_,_ e 912 localizan desde “0" los puntos donde se

conecta PL con los eslabones E3, E4 y Eé.

ii) Los vectores IN,, I, I;0 € N2  determinan las coordenadas de los

puntos de articulacion de Rp con la tierra “T” del sistema.

iii) Los vectores L,,, Lo, Lsa, Les: Lgy, Los € N* son los vectores de

posicion asociados con los eslabones E,, E5, Ea, E4, Esy Eé.

Es posible afirmar que cada expresion (2.14) esta relacionada con el movimiento de
una cadena cinematica independiente asociada con el robot R, y que todo el sistema
de expresiones (2.14) relaciona cinematicamente, todas las cadenas.

Por otro lado, de acuerdo con (Pérez A., 2001), las siguientes relaciones se

satisfacen: TESIS CON
FAL DT‘ O Y('T'
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1) Conocidos 6pat € RY Lo € R? se conocen los vectores [, ey, [ & N2

2) Conocidos los vectores I, Tgo, The € R2 se conocen Bpet € Ny Dowo € %2

Aqui, 8ot € R es la orientacion de la plataforma PL relativa al eje X. Las relaciones

descritas anteriormente se explicitaran en las secciones posteriores.
2.4.3 Sistemas de referencia locales y global

Las expresiones (2.14) solo proporcionan informacion relativa a las coordenadas de
puntos de interés. El objetivo ahora es asociar sistemas locales de referencia sobre
los eslabones que componen al robot y estudiar las relaciones angulares entre
dichos sistemas y otro llamado “inercial” el cual estara localizado en el origen de

coordenadas, segun se muestra en la figura 2.6.

Figura 2.6 sistemas locales y base inercial fija TESI’\‘ CON’

FALLA DE ORIGEN
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Note en la figura anterior que las bases locales €\, €', ", &V, eV, e, e e R?
The The ThHo T o Zho T T

estan localizadas sobre las juntas Jq, Jz, Ja, Js, J7, Js ¥ J3a. Ademas, uno de los
componentes de dichas bases, esta orientado en la misma direccion de |os vectores
relacionados con los eslabones que componen al robot R, motivo de estudio.

De acuerdo con la figura 2.6, los vectores de posicion Ly, , Ly, , Lss, Les. Laz. Los

Loats € 972 se pueden escribir en términos de las bases Iocales; esto es:

1) Ly, =lz1e €} (2.15)

2) Ly, =lsze €}

3) Isae ey

r

[i]

£S
"

4) Lgs =lese i

5) Lgy =lazeeY: RN

- TESIS Lot
6) Loy =los - ‘GY' : FALL.[A\ T‘W {‘:R{GEN
7) me.a = lpat3 ® iw

Aqui, l21, a2, lsa. lss, ls7, los, lpota € M* son las distancias principales de los
eslabones que componen al robot R, Al utilizar las expresiones (2.15), las
ecuaciones de posicion (2.14) se representan en términos de las bases |locales de la
manera siguiente:

1) Tpo =g +lz1e €] +l3z2e &) (2.16)

o

_ " w
2) Tgo =T,40 +tlsae e] +lgse ey

3) Tgo =T70 +la7e € +lgse e
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2.4.4 Ecuaciones de posicion en términos de la base inercial fija

Las bases locales asociadas con los eslabones que componen al robot R, son, de
acuerdo con (Reyes L., 1998), rotaciones rigidas de la base inercial fija e, = {Ev Ez}
localizada en el origen "0” de coordenadas. Dichas rotaciones se pueden representar

por medio de la transformacion lineal R,(p.e) : 912 — 9N, p e NR? fijo, definida por:

RJp,q):ﬁop@q, v qe RN (2.17)
Aqui, p, q € N son dos numeros complejos de norma unitaria. Dicha

transformacion, de acuerdo con el apéndice A de este trabajo, es una rotacion. Por

otro lado, la operacion,

@ N x K2 N2
definida por:

(a, b) ® (o, B) = (—ac + bB, ap + ba) (2.18)
es una operacién multiplicativa y,

(@b)@(c.B) = (—ac + bp, —ap - ber) (2.19)

es el conjugado de dicha operacion. Por tanto, las rotaciones rigidas de la base

inercial e, = @,gz} sobre las bases locales se pueden representar por medio de la

expresion (2.17); esto es:
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1) (2.20)
2) e
3) el

- 4)

5) eV

i
c
®
0

6) e¥ =Rz2(u, e,)

7) & =Ra(v, &)= v®e,

Aqui, p,q, s, tuve N2 son numeros complejos de norma unitaria relacionadas
con las rotaciones de la base inercial. Por tanto, las ecuaciones de posicion (2.16) se
pueden escribir en términos de la base inercial de la manera siguiente:

1) Tap = Dip + o1 e {(FB &} + oz e (TS, } (2.21)
2) l—ﬁ =T, +|5,4-{r®%}+|5'5.{s®&}
3) I =T75 +la7e{tDe,} +Isgge{u®e,}

2.4.5 Ecuaciones de norma unitaria

De acuerdo con (Reyes L., 1998), los complejos p, q, r, S, t, U, v e 9?2 son de norma

unitaria; esto es:

1) p={po.Pi}; PoeR y p1e; Pl =1: po®+pi®=1 (2.22)

2) q={go, A1}; qGueNy q e ld =1; a® +q4? =1
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3) rk={ro,kr1}; ' reNyneN, il =1 2 +r2=1
4) 5={SoS1} P Soe %y s e R, Is] =1: so® +s42=1
.85)t ={to,“t1} | stoe SR},;‘y;”t1 e . =1 ;'t9‘2 +1t1?= 1
&) U=} ey ure 79:: BYEE SRS
7) v ={vo, V1}; voeR y v{e‘ ‘,R;. [|v|| =1; voZ+v2=1

Cabe sefalar que la norma unitaria del complejo p = R? se obtiene de la identidad
Cos2 0 + Sen? 0 = 1 (ver apéndice A), y su interpretacion fisica es: “la rotacién de

norma unitaria preserva distancia y angulo”.
2.4.6 Relaciones geomeétricas

LLas relaciones geométricas entre los componentes de los complejos p, qQ, r, s, t, u, v

e N? y las rotaciones son, de acuerdo con el apéndice A, las siguientes:

1) p ={pe. P1}; po = —-Cos 65 ; pi =+ Sen 6 e (-¢)) (2.23)
2) q={qo, a1}; 9o = ~Cos 02 ; g1 =+ SenBze (-€5) |
3) r = {ro, r}; ro=-Cos 63 ;. rn=+SenBze (—€)) )
4) s =~{Sor.‘$1}~l‘f" : So =,f¢dé 84 s1 =+ SenBse (—€f)
5) t={to, ‘t1}‘;‘l , 't:o’=’,—C<:>s s t1 =+ SenoOse (—eY)
8) u =]{qo,,; 'ui};g, : uO = _‘gﬁos_es uy==*Senbdse (—ef)
%) v = {vo, Vi}: vo = —-Cos 07 ; vi==*Sen ;e (—ey")
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Aqui, 84, 02, O3, O4, Os, O, 07 € R son los desplazamientos angulares de los eslabones
que componen al robot relativos al eje X y €}, e}, e}, e} , ey, ef, ef'  ®* son

los ejes de rotacion. La figura siguiente muestra las componentes de las rotaciones.

< THSIS L-UN
) FALLA DY TRIGEN

Figura 2.7 Desplazamientos angulares de los eslabones.
2.4.7 Relaciones cinematicas en la plataforma PL

De acuerdo con (Pérez A., 2001), para determinar las coordenadas de los vectores

oo, Teo, Moo € 9% usando I,, € M* y OpL € 9 se utilizan las siguientes

relaciones:

Capituio 2 Modelacidn cinematica de posicionamiento del robot paralelo: formulacién del problema 32
inverso en la configuracién no deformada




1) Tso = (TGox: Tsox )= [(pOtO.X - 'p':‘t;;.‘,cos .6,7)" (poto,y — oot @ Sen 67)] (2.24)

2) Tep = (Tapx: Teay) = [(Tagx + lae * COS (87 — orL)),

. (Taey — ks ®Sen (87 - ppL))]

3) Tpe = (Foox+ Toov ) = [(T50x + 15.9 e Cos (87 - ¢pL)),

(Tapy — lao ® Sen (87 - ppL))]

Aqui, Opp = 07, pL € M es el desplazamiento angular constante medido desde la

arista inferior de la plataforma al vector L, € N2, lag, las € 9 son las magnitudes

relacionadas con los vectores L5, Lo € 9R? mostrados en la figura 2.8.

S PL
L. Y]
PrL . pot ’:-N)
3( : - L—‘. 3.8
‘o,
- X

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Figura 2.8 Relaciones angulares y de posicion definidos
sobre la geometria de PL

2.4.8 Formulacion del problema cinematico inverso en la
configuracion no deformada

En esta seccion se formula un problema de fundamentali importancia en la
cinematica de multicuerpos rigidos: el problema inverso. Dicho problema esta
asociado con la configuracion no deformada del robot R, mostrado en la figura 2.5.

“ Dados I, Ie . Toe € W3 FNo' Tan» T7e = R”?, Do € %% v ={vo, i}, M =1,

I21, 132, Is.a, l65, I87, lo8, lpot3, I36, I3 € N, encuentre:

P ={po. P1}, 4 ={qo, g1}, r = {ro, 1}, s = {so, 51}, t = {to, 1}, u = {Lp, w4}, tal que las
expresiones (2.21) sean satisfechas y,

- . 2 -

po® +pi¥=1 ; Qo® + qi¥ =1
l'02+l'12=1 M Soz+$12=1
toz+t12= H U02+U12= 1"

El problema cinematico inverso relacionado con el robot R, motivo de estudio, genera

un sistema de 12 ecuaciones con 12 incognitas.

Cabe senalar que I,, € R? y v e N? deben ser datos conocidos utilizados para

determinar las coordenadas de los puntos (3), (6) y (9) bajo las relaciones (2.24).

Finaimente, con solucionar el problema inverso, sera posible obtener los
desplazamientos angulares de los eslabones relativos al eje coordenado X,

conocidas las coordenadas del punto pot ¢ PL y la orientacion de la plataforma dada

por 67 € M.
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Capitulo 3

Modelacién cinematica de
posicionamiento del robot
paralelo: formulacién del
problema directo en la
configuracion no deformada

TESIS CUN
FALLA DE QRIGEN

Introduccion. En este capitulo se construiran las ecuaciones cinematicas de
posicionamiento relacionadas con el problema directo del robot R, motivo de estudio
en este trabajo de tesis. Al igual que en el capitulo anterior, se formulara el problema
cinematico directo y se establecera el sistema de ecuaciones para solucionar dicho

problema.
3.1 Algunas consideraciones sobre el problema directo

En el capitulo 2 se ha formulado el problema inverso relacionado con el robot Rp
motivo de estudio. Con dicho problema se obtienen los desplazamientos angulares

de los eslabones que componen el robot R, conocidos [i,,_g y ve R o

equivalentemente, conocidos los vectores I,,, I55, I € w2
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En este capitulo se estudiara el siguiente problema:

“ Conocidos p, r, t € %2, encuentre I,,, « M y ve %% q, s, ue R2*“

Dicho problema es conocido como “el problema directo”.

En otras palabras, el problema definido anteriormente, se puede describir de la

manera siguiente:

* Conocidos los desplazamientos angulares de los eslabones E,, Ez y Ea, encuentre
las coordenadas del punto pot € PL y la orientacion de la plataforma PL, asi como

los desplazamientos angulares de los eslabones Ez, Es y Eg “.

Es importante senalar que con las expresiones (2.12) no es posible formular el
probiema cinematico directo, pues el sistema de ecuaciones e incognitas no es
cuadrado; es decir, se requiere encontrar los valores de 6 incognitas dadas por I, ,
Tio. oo € 9° mas 8 de los complejos q, s, u, v € %2 y el numero de ecuaciones

disponibles es: 6 escalares de las expresiones (2.21) mas 4 de norma unitaria

(9 = Is] = Iu} = [v| = 1) . Es decir, el sistema es de 10 ecuaciones con 14 incognitas.

Por lo tanto, es necesario establecer nuevas ecuaciones de posicidon las cuales
permitan formular el problema cinematico directo bajo un sistema cuadrado de

ecuaciones e incognitas.
3.2 Ecuaciones de posicion de lazo cerrado

En esta seccidn se plantean nuevas expresiones de posicion relacionadas con ia
configuracion no deformada del robot R, motivo de estudio. Dichas expresiones son
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conocidas como “de lazo cerrado”. Para tal efecto, se utilizaran los vectores L, €

R? y Lys & N2 definidos sobre las aristas de la plataforma PL.

Considere que sobre los eslabones que componen al robot R, se asocian vectores

de posicién como se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1 Vectores de posicién para la formulacién

del problema directo

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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De acuerdo con la figura anterior, las coordenadas del punto (3) € PL se pueden
determinar desde el origen de coordenadas “0” a través de las siguientes

expresiones:

1) (3.1)

2)

o1
©
1
o
o
+
-
B4
&
+
-
3
[
+
-
W
[

}.

Py
a]

1l
N
o

+

-
e
~N

+

-
o
1]

+

-
w
@

o equivalentemente:

1) T +Llgy + L3, —[Ie +Lsy +Lgs (3.2)

+ (o]
+ o}

Tza Lie]
2) g +Lyy + Ly —[I7p vt Lgy + Los Lis ]

Las expresiones (3.2) son llamadas de lazo. Cabe sefalar que también se pueden
analizar los puntos (6) y (9) y que las expresiones resultantes seran equivalentes a

las ecuaciones (3.2).

Por otro iado, con la siguiente expresion sera posible mas adelante, formular el

problema cinematico directo en la configuracion no deformada:

Mo = Do + Lzs + Loz + L (3.3)

pot.0 =2 —pol,3
3.3 Ecuaciones de posicion en términos de las bases locales

En esta seccion se asocian bases locales sobre la plataforma PL con el proposito de
definir los vectores L,s € M? y L,y e M° en términos de sus longitudes y en la
direccidon del movimiento. Considere que sobre la plataforma PL se asocian los

sistemas referenciales locales e)", e* < 9t° como se muestra en la figura 3.2.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Figura 3.2 Bases locales en PL

De acuerdo con la figura 3.2, los vectores de posicion L,ua, Lss, Lag € R*2 se

escriben en términos de las bases locales de la manera siguiente:

1) Lpus = lpotae " (3.4)
2) Lag =lase ey
3) Lge =lage ef

AQui, lpata, las, lse & 91 son las longitudes de los vectores Lgs . Lag. Las € 9%

Por lo tanto, ias expresiones (3.2) y (3.3) se pueden escribir en términos de las bases
locales descritas por las ecuaciones (2.15) y (3.4) de |la manera siguiente:

1) o +lz1e6) +lazeel —[[, +lsaee] + (3.5)
+lgseey +lagee)"]1=0
2) Ty +l21 '3_'1 +|3,20§'11—[l"7.0 +la,7°e_}' +

+lggee +isgeef]=0

—-— (]
3) o = o +l21e€] +lazee] +lootzee

TRGIS CON |
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3.4 Ecuaciones de posicion en términos de la base candnica

Las rotaciones de la base inercial fija e, e N2 sobre las bases locales localizadas

sobre la plataforma PL se representan, de acuerdo con el apéndice A, en términos de
numeros complejos de la manera siguiente:

D ool =Ra(v.ey) = (Ve (3.6)
2) e}’_"l =Rz(w,g,)= (W&e,)

3) ef =Rz2(x, &)= (x®¢e)

Aqui, Vv, w, x € %2 son numeros complejos de norma unitaria. Por tanto, las
expresiones de posicion (3.5) se pueden escribir en términos de la base candnica, al
considerar las ecuaciones (2.20) y (3.6), de la manera siguiente:

1) Lo +lzie{p@e,}+l32e{q®e;}— [, +ilsae{rde,}+ 3.7)

+lese{s®e,}+Isce{Ww®e,}] =0

2) N + 1o {PBe}+ 2o {AB8;}—[Iy +lo7 e {{De;} +

+lose{uDe, ) +lzse{xDe,}]1=0

B) Npo = hp +lahne{p®e,;}+ a2 {q@e,} +lpaze{VvQe,}

3.5 Algunas consideraciones cinematicas sobre la plataforma PL

En esta seccion se analizaran algunas relaciones cinematicas definidas entre las

bases locales q{’i, ey", ey e R? ubicadas sobre la plataforma PL. Considere la

distribucion angular mostrada en la figura 3.3.
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Figura 3.3 Relaciones angulares en PL

De acuerdo con la figura anterior, 67 € @ es el desplazamiento angular medido

desde el eje cartesiano Xy elvector L, € RZy Ly e RZP y Lz € NPy Ly, €

N2

Cabe sefnalar que 0 € M y B € N son angulos siempre fijos y, por tanto, las

relaciones rotacionales siguientes se satisfacen.

1) " =Rz2(w, e/")=Rz2(W,Rz2(v, &,)) = wOVve, (3.8)

2) ef =Rz2(x, &) =Rz (x,Rz2(v, &)) = xOv®e,

Es importante sefialar que los complejos w € 2y x € 2 son siempre conocidos
por el hecho de que la plataforma PL es un cuerpo rigido. Por otro lado, las
expresiones (3.7) se escriben en términos de las ecuaciones (3.8) de la manera

siguiente:

1) o +l2:e{pBe,}+l2e{q®@e}— [T, +Isae{rDe,} + (3.9)

+lese{s®e,} +hhse {WRV®e,}] =0

2) i tlzae{pP®e,}+la20{q® e} —[I7, +la7e{tDe}+
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‘0'|9_50{U®E}+|3.9.{X®V®g}]=g

3) Lo = ho thehie{p®e,}+l2e{q@e,} + paaae {v®e,}

3.6 Formulacién del problema cinematico directo en la
configuracion no deformada

En esta seccion es formulado el problema cinematico directo asociado con la
configuracion no deformada de R, mostrado en la figura 3.1.

“ Dados p = {po, P1}, 4 = {Qo. A1}, t = {to, i} con [p| =[al=|t] =1, L, e R? I, e R>
e € N2 a1, la2, Isa, lss, lsz, los, las, 139, lpatz € N w = {wo, w1}, x = {x0, X1},
encuentre: T, € R2 v = {vo, vi}, 9 = {Qo, Q1}, s = {so, S1} Y u = {up, w1}, tal que las

expresiones (3.9) sean satisfechas y

qoo +q2=1 ; SoZ+s2=1

|
a

u +uf=1 voZ +viZ=1 "

El problema directo relacionado con Rp en la configuraciéon no deformada genera un
sistema de 10 ecuaciones con 10 incognitas.

Gnsid wiol
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Capituio 4

Analisis del problema
cinematico inverso en la
configuracion deformada

Introduccion. En esta seccion se analiza una nueva configuracién relacionada con
el multicuerpo motivo de estudio. Dicha configuracion, llamada “deformada”, es
obtenida al accionarse los actuadores Acy, Acz y Acs localizados sobre las juntas J,,

Ja y J7 segun se muestra en la figura 2. 1.

El objetivo es construir las ecuaciones cinematicas de posicionamiento relacionadas
con la nueva configuracion de R, y formular, con ellas, el problema cinematico

inverso.

4.1 La configuracion deformada del robot R,

Considere que el robot R, ha sido movido de su configuracidn no deformada por la
aplicacion de rotaciones rigidas sucesivas efectuadas por sus actuadores. La nueva

configuracion asi obtenida, es llamada “deformada”. La nueva posicion del robot R,

se muestra en la figura 4.1.
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Configuracion y -~
deformada 8 ~
7 ~~ ~

Configuracion
o ———————
DN no deformada

Figura 4.1 Configuracién deformada de R,

De acuerdo con la figura anterior, todos los eslabones que componen al robot Ry han
sido deformados rigidamente y, se supone gque el punto pot € PL™ se encuentra

localizado dentro del area de trabajo Ar.
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Supongase que la configuracion deformada R,” se fija en el tiempo, entonces las
nuevas configuraciones de las cadenas cinematicas que componen al robot R, se

representan de la manera siguiente:
1) CCy"=E1"w Ex" wPL” 4.1)
2) CCx =Ez"uwEs PL”
3) CCz " =EBEs"vw Es"wPL"

Asimismo, la interseccion entre dichas cadenas es la siguiente:

CCi"CC2"~CC3"=PL" 4.2)

Por otro lado, las juntas rotacionales que conectan los eslabones del robot R, se
representan, en la configuracion deformada, en términos de intersecciones; esto es:

1) Ji'=T" nE"; J2T=Ei" ~E2x"; J3"=E2" ~PL" (4.3)
2) Ja =T ~E3"; Js"=E3" ~Ea4"; Je" =Ea" mPL"
3) J7 =T ~Es"; Js"=Es" ~Es”; Joo=Es" m PL"

E! objetivo ahora es construir las ecuaciones cinematicas de posicionamiento que
permitan determinar las nuevas coordenadas del punto pot € PL" y la orientacion de
la plataforma PL medidas desde el punto “0” localizado en el origen de coordenadas.

4.2 Vectores de posicion en la configuracion deformada

Para construir las ecuaciones cinematicas de posicionamiento en la configuracion
deformada de Rp, es necesario, al igual que en la seccion 2.4.2 del capitulo 2,
asociar vectores de posicion sobre los eslabones de Ry, asi como vectores que
localizan puntos de interés para el analisis. Dichos vectores se muestran en la figura
4.2. S

luJIO [URE

FA.LLA DE 0 G GEN

Capitulo 4 Analisis del problema cinematico inverso en la configuraciéon deformada 45




(o]

Figura 4.2 Vectores de posicién en la configuraciéon deformada

De acuerdo con la figura anterior, las nuevas coordenadas de los puntos (3)7, (6) vy
(9)" se pueden obtener por medio de las expresiones siguientes:

1) G = No + Ly +ilae”

Lo 3.2 (4.4)
2) Tgo = Tap +Lsy +Les’
B) Igo " =T "+ Llgy "+ Llos”

Noétese que los puntos (1)7, (4)" y (7)” no cambiaran de posicion. Por tanto,

TESIS CON___
FALLA DE ORIGEN
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e "= o =T 50 " =T7, (4.5)

Por otro lado, las coordenadas del punto pot € PL" se obtienen de Ia manera

siguiente:

=g vl Tl FLpga” (4.8)

Es importante sefnalar que, al igual que en la seccion 2.4.2, las relaciones

cinematicas siguientes se satisfacen:

i) Conocidos I, " € R, I, " € RZ, I, ~ € N son también conocidas T, °

< R? y la orientacidon de la plataforma PL.

ii) Conocidas I',,, " € N2 y la orientacion de la plataforma en la configuracion
deformada, son también conocidos los vectores de posicion I, = e R,

Too € 9%, Ty " & M2
Dichas relaciones seran explicitadas en las secciones posteriores.
4.3 Sistemas de referencia locales en la configuracion deformada

Para poder determinar las rotaciones de los eslabones que componen el robot motivo
de estudio en la configuracion deformada, es necesario, al igual que en la seccion
2.4.3 del capituio 2, asociar sistemas de referencia locales sobre los eslabones, de
tal forma que roten con ellos. Dichos sistemas referenciales se muestran en la figura

4.3.
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Figura 4.3 Sistemas locales en la configuracion deformada de R,

De acuerdo con la figura anterior, los vectores de posicion definidos sobre los

eslabones de R se pueden escribir en términos de los sistemas locales de la manera

siguiente:
1) I-;z_'l = |2.1‘ b a_l«,_ : L3,2 = I3,2’ L 4 a_l:_ (4'7)
2) Lgy =lsa’ @ il:l. ’ Les = les"» al
3) Lgy =lo7r e @ Log " =los e a)
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4) Logs "= lpota” @ é]v_"_

Note que al ser los eslabones rigidos, entonces se satisfacen las igualdades
siguientes:

1) 21" =21 ; lz2" =laz2; Isa” =ls,4 (4.8)

2) les" =les; lsg7z" =ls7 . log" =los; lpot,a” = lpot,a
Las expresiones (4.4) se pueden escribir en términos de las bases locales; esto es:

1) Thg =T, +lzq e a', + (3@ a’,' 4.9)
—3.0 =10 =a s §
2) T =T, +lssea) +lsse ay

. i
3) Io =1T75 +lag7e ?_1\: +lgg e ay

Asimismo, la ecuacion (4.6) se escribe en términos de las bases locales de la
manera siguiente:

Do =Tg +l21e @) +izz2e @) +lpgae ay" (4.10)

4.4 Ecuaciones de posicion en términos de la base inercial fija

De acuerdo con (Pérez A., 2001), las bases locales definidas en la configuracion
deformada representan las rotaciones rigidas de las bases locales definidas en la
configuracién no deformada y, éstas a su vez, son las rotaciones rigidas de la base
inercial fija localizada en el origen de coordenadas. Dichas rotaciones se representan
de la manera siguiente:

1) & =RxA(P, €})=Rx(P. Rzo(p, ©,)) = POpSe, (4.11)

Tasis Gote

FALLA D7 {T5ICEN
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2) a) = Rx(Q,

3) a' =
4) ay =
5)_al=
6) a =

7 al

R2(R,
Rx(S,
Rx(T,
Rz(U,
R2(V,

e}) =Rx(Q, Rx(q, &,)) = A®qDe,

e,)) = R8r®e,
=Rx(S, Ra(s, ¢,)) = S®s e,
) =RAT, Ra(t, &,)) = TOtD e,

ey") = Rx(U, Rx(u, &,)) = UBuU®e,

ey')=Rz(V,Ra(v, &,)) = VBVSe,

Aqui, se han utilizado la trasformacién lineal (2.17) yP, Q, R, S, T, U, V € %2 son

numeros complejos de norma unitaria relacionados con las rotaciones de las bases

locales definidas en la configuracion no deformada, sobre las bases locales de la
configuracién deformada.

Por tanto, las expresiones (4.9) se pueden escribir en términos de la base inercial de
la manera siguiente:

LRERET R
2) Teo ™=

3 o™=

Mo +l21 e {P®Pp®e, } + 132 {QDqBe;}
o +lsae{ROPr®e,;} +lss*{SOs®e,}

o +|a_70{T®t®$}+|9_80{U®u®g}

(4.12)

Asimismo, la expresion (4.10) se escribe en términos de la base inercial fija; esto es:

I,

pot.0

*'po!,S'{V@V@%}

T = 52 + 21 @ {P@p@g}"'h,z.{—Q@q@g}*‘

JIFIRR } VS RV X

FALLA DF :.. GEN
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4.5 Ecuaciones de norma unitaria

De acuerdo con el apéndice A de este trabajo, los nimeros complejos P, Q, R, S, T,

U, V € R? asociados con la configuracion deformada son de norma unitaria; esto es:

1) P ={Po, P1}; PoeNy Pre9R; Pl =1; Po®+PyZ=1 (4.14)
2) Q={Qo. Qi}; QoeRy Qe [Q=1; Q°+Q:*=1
3) R={Ro,R1}; RoeR y R;ec i, IRl =1; Ro?+ Ry2=1
4) S={So, S1}; Soe% y S1e N ISl =1: So®+8:2=1
5) T={To.T1};: Toe®y Tiec9 [T =1; T+ T?=1
6) U={Uo Ur}; UoeRy Ure® [U=1iU”+U?=1
7) V={Vo,Vi}: VoeRN Yy V;e o, Vi =1 '\‘/oz"+v‘12v='1

4.6 Relaciones geométricas

Las relaciones geomeétricas entre las componentes de los complejos P, Q, R, S, T, U,

V e R? y las rotaciones son, de acuerdo con el apéndice A, las siguientes:

1) P ={Po, P1}; Po = —Cos o ; Py =+ Sena;e(—a}) (4.15)
2) Q={Qo, Q1}; Qo=-Cosoaz; Qi =+ Senaze(—a})

3) R={Ro, R4}; Ro=-Cosas; Ry =+ Senaae (—al)

4) S={So, S1}; So=-Cosas; Si=+Senose(—aY)

5) T={To, T:}; To=-Cosas; Ti=+Senase(~aY) L TESIS o,

6) U={Uo, Ui}; Uo=—-Cosas; Ui =+Senase(—aY) FALLA DE Q.{ﬂL}Eﬂ
7) V={Vo, V1}; Vo=-Cosa7; V;=+Senaze(—ay)
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Aqui, o, o2, as, o4, as, ds, oy € N son los desplazamientos angulares medidos entre

la configuracion no deformada y deformada segun se muestra en la figura 4.4 y §'§ .

al, a', aY, aYy, a¥, a e ®>® son los ejes de las rotaciones.

X

(o)

Figura 4.4 Desplazamientos angulares en la configuracién deformada

4.7 Relaciones cinematicas en la plataforma PL~

Considere ahora los vectores de posicion Ly "€ %% y Ly, ~ € %% definidos sobre la

plataforma PL™~ segun se muestra en la figura 4.5.
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Figura 4.5 Vectores de posicion definidos sobre PL".

De acuerdo con (Pérez A., 2001), las siguientes relaciones se satisfacen:

1) Lo =(Gox "+ Doy )= (Taox  — ha ® COs a7, Tgov " — (4.16)
— ba ® Sen ay)

2) £§Lo_ "= (Tepx » Teox ) = (I30x "+ I3 ® COS (a7 — @pL),

oy — las® Sen (a7 - ¢rL))

3) o = (Hox s Tooy )= (Tgex "+ lss ® Cos (a7 - ¢pL),

oy —Il3oe® Sen (a7 - ¢pL))
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Notese que lag, I3 € R son las longitudes asociadas con los vectores de posicion

Lie € N2 y L,, € 92 Por otro lado, es importante sefalar que con las relaciones

definas anteriormente, es posible utilizar las expresiones (4.12) para formular el
problema cinematico inverso en la configuracion deformada. Esto se hara en la

seccion siguiente.

4.8 Formulacion del problema inverso en Jla configuracion
deformada

En esta seccion es formulado un problema de fundamental importancia relacionado
con la configuracion deformada de R, mostrada en la figura 4.2. Dicho problema es

conocido como el “problema inverso”.

“Dados I € %, Ty € N2 [y e % N € W2, T, € V2, I, € R% 2y, sz
lsa, lss, 8.7, las, las las, lpots € |, P ={Po, p1}, 4={qo, Q1}, r={ro, 1}, S ={So, 51}, t=
{to, i}, U = {Uo, i}, v = {vo, vi}; con [p|=la|=]|=|s|=|t|=Jul=IM]=1. encuentre: P

{Po, P41}, Q = {Qo, Qu}, R={Ro, R1}, 8 ={So, S1}, T = {To, T4}, U ={Uo, Uy} tal que
las expresiones (4.12) sean satisfechas y

1) PP +P2=1 Q% + Qs* =1 ’
2) RP+RiZ=1 So? + 82 =1
3) T+ Ti? =1 ; U + U2 =1

El problema cinematico inverso definido en la configuracién deformada de R, genera
un sistema de 12 ecuaciones polinomiales no lineales y 12 incégnitas.
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Capituio 5

Analisis del problema
cinematico directo en Ila
configuracion deformada

Introduccién. En esta seccion se definen nuevos vectores de posicion en la
configuraciéon deformada del multicuerpo en estudio con el propdsito de encontrar el
sistema de ecuaciones que permita formular el problema directo. Sobre la
plataforma PL se definiran vectores de posicién los cuales localizaran el punto (3)° de
analisis. Finalmente, se construiran dos ecuaciones de lazo cerrado mediante las

cuales, se formulara el problema directo en la configuracion deformada.

5.1 Ecuaciones de posicion de lazo cerrado en la configuracion
deformada

Considere que sobre los eslabones que componen al robot R, motivo de estudio

localizados en la configuracion deformada se asocian vectores de posicidn como se

muestra en la figura 5.1.
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Figura 5.1 Vectores de posicién en la configuracion deformada

De acuerdo con la figura anterior, las coordenadas del punto (3)" € PL" se pueden

encontrar desde el origen de coordenadas “0” a traveés de las expresiones siguientes:

1) oo T Tap *Lsy +Lles + Lgs” (5.1)
2) 52‘=A+L8,7'+L98'+L3,9,

o equivalentemente:
1) e + L, "+ L5, " — (Tho +'Lsy "+ Les "+ Lz 1=0 (5.2)
2) D + Ly "+ Ly " — [Ioo + Loy *+Llesg +Lss1=0

! TESIS Coif

j FATT T
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Las ecuaciones (5.2) son denominadas “ecuaciones de lazo cerrado” definidas en la
configuracion deformada. Note ademas, que la expresion siguiente permite localizar

el punto pot” « PL" desde el origen “o":

Thoo =T + Loy "+ Ly, "+ Lpgs” (5.3)

5.2 Ecuaciones de lazo en términos de las bases locales

En esta seccidén se definiran sistemas locales deformados sobre la plataforma PL".

Dichos sistemas se muestran en la figura 5.2.

a’
——
PL "2
~ °
a .
o ot L pous §Wll 2
v - (= *.
2, B
- o ; 2
3/ AR I P \"6/
éVll , gVlll ,

Figura 5.2 Bases locales deformadas sobre PL"

Note en la figura anterior que los vectores de posicion Lyg ", Lo ") Loas ™ € N2 se

pueden escribir en términos de los sistemas locales deformados de la manera

siguiente:
1) Lyg  =lsse ay™ (5.9)
2) La.s T=lzg e a_l-:i
3) Lpnl,a c= Ipo(,3 hd a:’“ e .
TESLS v
FALL A ™7 N
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Por tanto, las expresiones (5.2) y la ecuacion (5.3) se pueden escribir en términos de
las bases deformadas; esto es:
Ul

1) Tip +l21 @ a_'1 +laze a_'1' — [T4o *lsae al +lgse ay + (5.5)

+ |3,6 P aVIII ] =0

v
2) L +l1e @) +lazea] — [Ty, +le7e a) +loge a +
+ lage alX]=0
— (] viH
3) T =L +lziea; +laze a',' + lpot,3 ® a,

Para generar las expresiones (5.5) han sido utilizadas las ecuaciones (4.6).
5.3 Ecuaciones de posicion en términos de la base candnica

De acuerdo con la seccion 3.3 del Capitulo 3, los sistemas locales deformados
definidos sobre la plataforma PL° son rotaciones de las bases locales definidas sobre
la configuracion no deformada y, éstas a su vez, son rotaciones rigidas de la base
canonica. Dichas rotaciones se pueden representar en términos de numeros
complejos de |la manera siguiente:

1) a” =RV, ") =Ra(V, Ra(v, &,)) = VOVSe, : (5.6)

2) af™ =RaW, ef) =Ra(W, Rx(w, &,)) = WBWSe,

3) af =RzxAX, ef')=Rz(X, RxAx, g,)) = X®x®e,

Sin embargo, segun la seccion 3.4 del capitulo 3, las bases locales a;" < 9% y af

e 9% son, en realidad, rotaciones de la base deformada a}" € R?, esto es:

X TESIS
| FALT » ™~ T
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1) al™ =Rx(W, a)") = R(W, Rx(V, e}")) = . 7
= R2(W, Rx(V, Ra(v, e/"))) = mj

2) af =Rx(X, af") = RaX, Rz(V, e")) =
= Rz(X, Rz(V, Ra(v, e/"))) = m

Por tanto, las expresiones (5.5) se pueden escribir en términos de la base inercial de
la manera siguiente:

1) & +I2_1o{P®p®%}+l3zo{Q®q®e4}— (5.8)

— [Ty 1542 {ROr®@e;}+lsse {S®s@e,}+

+he e WOVBVEET =0
2) Iip + 24 e {(POP®e,} +he {Q®q®e,}—
— [ +ie7e{TOIRe}+lsse {UBURE, } +
+lase XOVRVEE)']=0
3) Loto =Thp +121 o {(PBP®e} + 20 {Q&qQVe,} +

+ lpm,so{V®v®e_:}

Aqui, se han utilizado las expresiones (4.10) para generar las ecuaciones (5.8). Por
otro lado, es necesario hacer notar que:

1) W=w (5.9)
2) X =x

pues, la plataforma PL" es rigida.
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5.4 Formulacion del problema cinematico directo en Ila
configuracion deformada

En esta seccion se formula un problema de gran importancia en la cinematica de
multicuerpos rigidos: el problema directo. Dicho problema estad asociado con la
configuracion deformada del robot R, mostrada en ia figura 5.1.

“ Dados P = {Po, P1}, R={Ro, Ri}, T ={To, T1i}con |P|=[R|=|T|=1, I, € R, I, e

N, I, & N2, b, b2, Isa les, 187, los, Ise, Ias, lpots € N, p={po. P1}, a={qo, a1}, r=
{ro, 1}, s ={so, 1}, t={to, t1}, u = {up, W1}, v = {vo, V1}, W = {Wp, W1}, X = {Xo, x1}; con
el = lall = Irl = Is] = It] = [ua] = [va] = [wa] =1, encuentre: I, " € %% V ={Vo, V1} Q ={Qo,

Q1}, S = {So, S1}, U = {Uo, U4} tal que las expresiones (5.8) sean satisfechas y:

1) Vo +Vi¥2=1 Qo* + Qi®=1
2) So®+S.2=1 U+ UsP=1",

El problema directo asociado con la configuracion deformada de R, genera un
sistema de 10 ecuaciones con 10 incognitas.

SIS CON_

Capitulo 8 Analisis del problema cinematico directo en la configuracién deformada 60




Conclusiones

En este trabajo de tesis los objetivos siguientes fueron alcanzados:

e Construir sistematicamente los modelos de posicion de un robot paralelo tipo
RRR usando una rotacion variante del algebra de los niumeros complejos.

e Formular los problemas directo e inverso en las configuraciones de analisis

asociadas con el robot.

e Programar y simular los modelos resultantes en la plataforma de calculo

formal Mathematica.

En este trabajo de tesis se han construido las ecuaciones cinematicas de
posicionamiento de un robot paralelo planar tipo RRR usando una rotacidon variante
del algebra de los numeros complejos. Fueron analizadas dos configuraciones: 1) la

no deformada y 2) la deformada.

En ambas configuraciones se formularon los problemas directos e inversos. Los
resultados obtenidos en esta tesis se resumen en los siguientes incisos:

1) El! sistema de ecuaciones para el problema inverso tanto en la

configuracion no deformada como en la deformada fue de 12

ecuaciones con 12 incognitas.
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2)

3)

4)

El sistema de ecuaciones encontrado para resolver el problema
cinematico directo fue de 10 ecuaciones con 10 incégnitas en ambas

configuraciones.

Las configuraciones obtenidas del robot, modeladas con la rotaciéon
variante son equivalentes a las configuraciones modeiladas con la

rotacion usual (Pérez A., 2001).

Las diferencias entre ambas rotaciones se presentan en las

interpretaciones geoméeétricas.

Cabe sefnalar que el proceso de modelacion usado resulta ser sistematico y se puede

utilizar para modelar cualesquiera estructura articulada de cuerpos rigidos. Por otro

lado, una conclusion importante derivada de este trabajo, indica que se pueden

utilizar cualesquiera de las dos rotaciones para modelar multicuerpos rigidos de

movimiento en el plano haciendo uso del punto 4).

Finalmente, futuros trabajos por desarrollar relacionados con esta tesis son los

siguientes:

e Modelacion cinematica y de trayectoria de un robot paralelo tipo RRR usando

una rotacion variante del algebra de complejos.

e Modelacion dinamica de un robot paralelo tipo RRR usando una rotacion

variante.

Modelacion cinematica de posicionamiento de un robot paralelo tipo RPR usando la
rotaciéon usual en K2

Conclusiones

TESIS CuI
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Apéndice A

Parametrizacion de las
rotaciones rigidas en el
plano (Rotacién derivada de
la operacion ® : R%x RZ>NR?)

A.1 Otra operacion binaria multiplicativa.
Considérese entonces la operacion ® : 2 x R2-»R? definida por:
(a,b) ® (a, B)= (-acx + b, ap + ba). (A.1)

Se estudiaran ahora las propiedades de dicha operacion a través de los resultados

siguientes:

Teorema A.1. La operacion ® : )12 x #°—»>R? es no asociativa.

Demostracion. Sean p=(a,b), 9= («,B), r= (c,d), entonces,

TESIS COI\:

~ e

Fprc T TOEN

PRQ®r) =(ab)® {(a.B) D (c.d)}
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= (a,b) ® { (-ac + Bd, ad + c) }

=(-a(-ac + d) + b (ad + Bc), a (ad +Bc) + b (-ac + 3d) )
= (aac- apd + bad + bfic, acd + aic - bac + bd)

= (c (aa + bp) + d(ba-ap), (ac+ bp) d + (ap- ba))c).

Tambien,
P®q)®dr ={(ab)®(«,p)} ®(c,d) =(-aa + b, ap + ba) @ (c,d)
= (-Cc (-acx + bB) + d(ap + ba), d(-acc + bB) + ¢ ( ap + ba) )
=(c (ac - bp) +d (ap + ba), d (-ax + bp) + c(ap- ba) ).
Por tanto,

PRQ@Dr)=(pq)T.

—1 _ (b2-a2 2ba), es tal que si p = (a, b),

Teorema A.2 . El elemento 1= —
-~ a-+b~

entonces, p®1 =p.

Demostracion. En efecto, sean p =(a, b))y 1= (a, /) tal que p ®1 =p, esto es:

(a, b) @ (a, B) = (-ax + bp, af + ba) = (a, b),

por tanto,

-_ax+bp =a ) apg+ba =b.

i TESIS COn
| Fars o gy
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Al resolver este sistema de ecuaciones, se obtiene que:
_ 1 b -
a=-—(a-bp ,af-—-(a-bp =b.
a a

2ba

Por tanto, Aa? + b%) = 2ba. Esto es B= T También,
a= -i(a- afb:zz)= az_:_bz(—az-b2+2b2) = 2;:;%2—-
Portanto, 1= —L__ (b2-a2 2ba).
~ a*+b”
Teorema A.3. Sea p = (a, b) N2, entonces, el elemento p’ = ﬁ

quepp' = 1.
Demostracion. En efecto, sea p’' = («, f) talqQue p ® p’ = 1, esto es,

1

(a,.b)® (o, A =(-ax+bp af+ba)=s ———5 (b%-a2% 2ba).
a*+b

Entonces,

-ag+bf= —1 __ (b?-a?) , af+ba=2 ab.

a*+b".
Esto es,
1 2 2y, b
a=- b -a)+ =4
(a *+b?)a ( ) a'B

Por tanto, oo LY

FATT
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ag- — P (b2-a?) +Ez,6 =1 _o2ap
a(a? +b?) Sooa a®+b®

Esto es,
(a+— )p—v—bz <2ab+ (b?-a%))
3
= _‘1 _‘(abfk,)z b - (az-o-bz):E
a®+b a a(@a? +b?) a
por tanto,
2 2
a”+b _b
)7 2
de donde, A= —2 _ |y
a” +b~ :
= 1. 2_ 52 1 2 2 2
a=- ——- - (b + = = - -b* +a“+ b
a(a2+b2) ( ) (a +b2) (a2+b_){ }
=2
T a*+b?’
1
Por tanto, p’'= —— (a,b) = ——— p.
P a®+b? ( ) a’>+b? P
[
i'.5IS CON
FAT™ * TN
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Teorema A.4. Sean p, q, r ¢ N2 Entonces, las siguientes propiedades distributivas
son satisfechas:

PR(qQIr) =pRq & pT,
(PP qQ)Qr=pSr & qSTr.
Demostracion. En efecto, sean p =(a, b), Q = (a, ) y r = (c, d), entonces

PO(qor)=(ab)e(a+c g+d)
=(-a(ax+c)+b(B+d), b(a+c)+a(f+d))
=(-ac+bf af+ba)® (-ac+bd, ad +bc)
=(a, b)®(a F @ (a b)® (c,d)

=plq P pSr.
Ademas,

(PP q)®r=(a+a b+ ® (c,d)
=(c(a+a)+d(b+p), d(@a+a)+c(b+3))
= (-ca+db,da+cb) & (-ca+dg da+cpl)
=(a,b)®(c,d) & (a L D (c,d)
=pAOr ® qr.

Teorema A.5. La operacion @ : 2 x RZ->MN? es conmutativa. En efecto si

P
= (a, b), q=(a, ), entonces,
p®q=(a,b)@(a fl=(-ac+bf, ba+af)=(-ca+ b, ab+pa)
=(a, A® (a, b)=qp.
. -.aliﬁ L.“_":'T
FALY = 77 B
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Los siguientes resultados son satisfechos para la operacion ® : ®? x RZ2 >R

Teorema A.6. Sean p = (a, b) € RZ, q=(a, A) € N> Entonces

)) POq =qOp.
i) P®p = p@p=-(a@ +b?0),

iiii) pRq ® qRp =-20@a+bg 0).

Demostracion. En efecto,

P®aq= (a,b)® (x,B) =(-ac+bB, ap +ba)= (-aa + b , -ap - ba)
o =(o(_ '..ﬁ)® (a . '_’b) =a > E_
También,

Pp®p=(ab)®(a -b)y=(-a’-b%0)=-(a>+b% 0).

Finalmente, se tiene que:

TESIS CCON
FALLA ™7 oy
p®qg=(a,-b)®(a,B) =(-ax-bp -boa+ap),
y
q®p=(a,-p)@(a,b)=(-aa-Lb, -fa+ab),
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por tanto,
pPRQ® q®P= 2(ax+bp 0).

Tomando en cuenta la transformacion Tr : zr — R, definida en incisos anteriores,

observamos que la siguiente relacién es satisfecha:
1 — —
( p.q) =-2Tr{ P®a4® qop}

A.2 Oftra parametrizacion de rotaciones.

Se presenta ahora una transformacion lineal Rz (p, ¢): 2 —> R2, p € N2 fijo, que se
construira al tomar el conjugado de la transformacion pz (p,®): 9% — N2, definida en la
seccion anterior. Tal transformacion resultara ser una rotacion, puesto que sera
ortogonal y su determinante sera positivo. Se estudiaran también algunas otras
representaciones de la transformacion aqui construida. Sea entonces la

transformacion Rz (p, ¢): ®Z — N>, definida por:

Rz(p,q)sl p®q . vV q 97, (A.2)

Algunas propiedades de la transformacion definida anteriormente seran estudiadas a

continuacion.

Teorema A.7. La transformacion Rz (p, ¢): %2 —» R? es lineal ortogonal de

determinante positivo.

Toots wodd

FALLA ™% LN
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Demostracién. En efecto, siendo p, q, r € R? y tomando en cuenta la distributividad
de la operacion @ R%x N2 —» N?%, el teorema 1.16 y la conmutatividad de la
multiplicacion, se obtiene que:

1 — 1
Rz(p,q®r)=mp®(¢l® r)Em {p®q®pSr}

1 — - - = 1, - = - =
=——{p ® qp@r }=—{qRpDr Dp}
el el
=l (poqepO®r) =" PpP®qa® —p ® 7
el in] [
= Rz (p»q) © R: (p,n).
También,
1
R: (p,aq) = ﬂ PO @a)=a ry PO q=aR:(pa)

Finalmente,
1 _ -_
<R-_.(p,q),R2(p,l‘)> =_E'TR { R,(;q9) ® R,(psr) © R, (p,r) @ R:(p’cI)}

—%TR {W(p SNDOPEPN®E®r)D(p® q }

Thuin i

FALL* ™7 |
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Al desarrollar esta ultima expresion se obtiene el resultado buscado pues, siendo p=
(a,b), q= (,B), Yy r= (c,d), se tiene que:

(PR q)R(pR@r)@ (PRr)®@(p®aq)=-2[p| (ca +dB,0)

==2|p|’ T&'{<a. »}

Por tanto,
< Rz (p,q), Rz (p,r) >= <q, r>.

Finalmente, al observar que:

VM= b(o> o)
R.(p.e,) = —(ab) ® (1,0) = ——(-a,~b),
e} Tel
R,(p.e;) = L(a,b) ®(0.1) = L _(b,—a),
el e

la matriz de R (p, ®): %% — N2, esta dada por:

4 {—-a b
My, = m(_b _J '

de donde det M (., =1

Teorema A.8. La transformacion Ra(p, e): RN > N2 puede ser representada en la

forma siguiente:

L

Ra(p, *) = [r{-a 1-b W} =—p7a 145 W), TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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donde I : %? —»%N? es la transformacion identidad y la transformacion w: %% »9%?

esta dada por

W=-e1 @ ex+ez ®es.

Demostracion. En efecto, es suficiente con observar que la matriz de Rz (p,e ): N>

—M? puede escribirse en la forma siguiente:

Moo=l (o Do (G el D0 )

Obsérvese que la transformacion R; (p, e) : N2 >RN2 definida en esta parte, es el
negative de la transformaciéon p(p,e): %2 —3R2 Para encontrar la representacion
exponencial de dicha transformacion, es necesario, como en el caso de dicha
seccion, interpretar fisicamente los parametros de la misma en términos de la
geometria definida por el producto interno usual en 9R2. Para esto, es de fundamental

importancia el resultado presentado en el teorema siguiente.

Teorema A.9. Sea u = (qo, qi) €% p= (a.b) eR?y v= Rzx(p,u) eR>? entonces las

siguientes igualdades son satisfechas:

1 1
Cos9=- —a , € =t
[ el

donde 0 es el angulo formado por los vectores u, v.

TESIS CON
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Demostracion. En efecto, el coseno del angulo formado por los vectores u, v esta

dado por:

(u,R,(p,u) > — {(u,R;(p,u) >

Cos 6 =

ul IR (psu)] ~ Ju |
= " "2 —{{(46:94) " "( aq, +bq,,—aq, —bqy»N}
1 a
= ————{-aq; —aqi}=—1—.
lali*ll e ' B

Ademas, de la relacion Sen?0 + Cos? 0 = 1, se obtiene:

b2

Iel*

Sen®® =1-Cos®0 =1- ,{||p||

IIplI “ler

Por tanto, Sen 6 =+ "b—"

Al utilizar el teorema anterior, se obtiene la siguiente

transformacion Rx(p,®): RZ >R

Corolario A.1. La transformacion Ra(p,e): R? —952

representacion:

Rz2(p,®)=Cos0 I +Send W.

representacion de la

admite la siguiente

Apéndice A Parametrizacion de las rotaclones rigidas en el plano (Rotacién derivada de la 73

operacion & : R2x RZ»902 )




Demostracion. En efecto,

Rx(p, *) = _"%”(a I+b W)= —M{—||p|| Cos 0 I + |p[sene w}

=Coso0 1} +Sen 6 W.

Teorema A.10. Sea q = (qo. q1) eR’y p=(a,b) e 92, entonces, la siguiente igualdad

es satisfecha:

2 b 2
qxRa(p.q) = —L" a|’es = (0,0, -/l a[".
el [

Demostracion. En efecto,

q < Ra(p.q) = qo {R2(p.q)2 - Q1 R2(p.q)1} &=

E"_:’I-{_aCIoCh-bCIoz"'aqoql'bq12}§3

b 2 b 2
=- m"q]l es. = (0, 0, —m"‘l" )-

Corolario A.2. Sea q = (qo., q1) €RZ, p = (a, b)e9i?, entonces, la igualdad siguiente es

axRe(pa)= (00, % Seno[qf). = T~
ISR R “r
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Demostracion. El resultado se obtiene de combinar los teoremas 1.21 y 1.22.

Observaciéon A.1. La representacion dada en el corolario 2.2 de la transformacion
Rz(p,®): N2 H>M% es la misma que la representacion trigonomeétrica de la
transformacion p(p,e): % »>N? definida en la seccién 1.2. Ademas se observa que la
representacion exponencial de R z(p,®): %2 »>R? esta dada también por el corolario

1.2, esto es

o

1
R, (p.) = 2 (D" W,

n=0

donde Wo=6 W.

A.3 Ailgunas interpretaciones geomeétricas.

El objetivo de esta seccion es presentar algunos resultados que permitiran encontrar
los angulos formados entre los vectores obtenidos al aplicar las transformaciones
p(p.®): NZ 592, R(p,e): RZ >RZ, pr (p.e): N2 >R% y Ra(p.e): 971% »RZ al vector q=(qp,

q1) eR2. Dichos resultados se resumen en el teorema siguiente.

Teorema A.11. Sea q=(qo.q1) €R? y sean u,, uz, u;z, u; eR? los vectores definidos

por:
a1 = p (p, q), u2= R(p.q), uz = p2 (p.q), us = R2 (p.q).

respectivamente, entonces,

! rarr s CON

2 2 2 - adid o Ty
<"|,"2> = <"3v ”4) = W{(a- _b-)(q(; —CIT)—43bqOQn}~ - D ’q‘l}"GEN
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<u2,“4>= <ll1,ll3>= __12-{(32 _bZ)(q: —qlz)_"abqoql}'
el ~

{up,u,)=u,,u;)= _"qllz'

Demostraciéon. En efecto, es suficiente observar que:

u, =p(p,q) = p®q= (aq, —bq,, aqg, +kq,),

HPH "P"

A s®g=

2=Rmn)"| q = :—(aq, —bq,—aq, -bq,),

ﬂpH

1 1
2 =pP(PqQ) =1 p® q = —(—aq, +bq,.aq, +bq,),
el el

] ———— 1
=R, (P,qQ)=7— P D q =;7——7(-aq, +bq,,—aq, —bq,),
* el el ° A °

y el resultado buscado se obtiene al realizar el producto interno de los vectores.

Corolario A.3. Sean 0,4, 02, 03 los angulos formados por los vectores us, uz; uz, w4l

w1, 14, respectivamente, entonces,
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Cos 0,= {(a —b’)(qo qi)—4abq.q,},

Cos O2= =0 {( *=b?)(q3 —q7)—4abq, q,}.

II T II II

Cos 63 =-1.

Demostracién. En efecto, utilizando los resultados del teorema anterior, se tiene

que:
{u,,u;) {u,,u;> 1 2 2 2 2
Cos6; = = T = ={(a® —b*)(@q; —ai)—4abq.q,},
CTul Tu:1™ JaF  faF el TR
<“2vu4> <“-,u4>
Cosoz= - - 2 (a -b? )(qo _ql) 4ab qoql}v
= ||u~||uu4u lal? u u k
Cos03= - <ul’u4> u,,u_,‘) S

Tl Il-uu " T

TESIS CON
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Apéndice B

Programa de simulaciéon y
control

Roblp_.a_J:={-p[[111*q[[111+p{{211*al[2]).-PI[1]I*al[2]]- ‘| Operacitn rotacién variante.
pl211*ali 111 T ‘

OffifGeneral::spell, General::spell1}

ClearAll[qO,qs,q,"p"'."r*","s"',"t*","u"","v"","w*","x""]; Limpieza de variables.
e1={1,0) e2={0,1}

11 = 150; Dimensionamiento del robot.
12 = 150;

13 = 150;

14 = 150;

15 = 150;

16 = 150;

Ipot = 86.6025;

| = 334.8054;

136 = 150;

139 = 150;
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Tethat = 16.2*Degree;

Tetha2 = 112.9839"Degree;
Tetha3 = 135*Degree;

Tethad4 = 232.8202*Degree;
Tethab = 255.6*Degree;
Tetha6 = 353.9360*Degree;
alfa = 19.9274*Degree;
TethaPot = (150+alfa)*Degree;

L14 = {| Cos[60 Degree], | Sin[60 Degree]};
L17 = {-l Cos[60 Degree], | Sin[60 Degreel},

P = {Cos[Tetha1],Sin[Tethal1l}; Q = -
{Cos[TethaZ2],Sin[TethaX]};

R = {Cos[Tetha3],Sin[Tetha3]}; S = -
{Cos[Tetha4],Sin[Tetha4]};

T = {Cos[Tethab5],Sin[Tetha5]}; U = -
{Cos[Tetha&6]},Sin[Tetha&]},;

V = {Cos[TethaPot],Sin[TethaPot]};

p ={p0.,p1} q={q0,q1} r = {rO,r1}
s = {50;51 }; t = {tO,t1}; u = {uo,ul});
v = {vO,v1}:

Angulos en la configuracion
no deformada.

Vectores de posicidn
respecto a la tierra del
sistema.

Definicion de complejos en la
configuracion no deformada.

Definiciéon de complejos en la

configuracion deformada.

[ TESIS CON
| paee M

Apéndice B Programa de simuiacion y controi

TSTA TESIS NGO SALE
DE LA BIBLIGTETA

79



m = {Cos[-30 Degree],Sin{-30 Degreel};
n = -{Cos[30 Degree],Sin[30 Degree]};

(* Pata No.1 *)

e11 = Rob[p,Rob[P,e1]].

e21 = Rob[p,Rob[P,e2]];

e12 = Rob[q,Rob[Q,e1]];

e22 = Rob[qg,Robl[Q,e2]];

Li=l11"e11; L2=I12%e12; R3= L1 + L2;

(* Triangulo *)

e17 = Rob[v,Rob[V,e1]];
e27 = Rob[v,Rob[V,e2]];
218 = Rob{m,e17];

e28 = Rob[m,e27];

e19 = Rob[n,e17];

e29 = Rob[n,e27];

Lpot=Ipot*e17; L36=136"e18; L39=139"e19;

(* Pata No.2 ™)

e13 = Rob[r,Rob[R,e1]];

e23 = Rob|[r,Rob[R,e2]];

e14 = Rob[s,Rob(S,e1]];

e24 = Rob[s,Rob[S,e2]];

L3=I13"e13; L4=|4"e14; R6= L3 + L4 + L14;

Definicion de complejos en la
configuracion deformada
sobre la plataforma.

Bases y vectores de posicion
no deformados y deformados
sobre la pata 1.

Bases y vectores de posicion
no deformados y deformados
sobre el triAngulo asociado
con la plataforma.

Bases y vectores de posicién
no deformados y deformados
sobre la pata 2.
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(* Pata No.3 *)

e15 = Rob[t,Rob[T,e1]]; .

e25 = Rob|[t,Rob[T,e2]};

e16 = Rob[u,Rob[U,e1]];

e26 = Rob[u,Rob[U,e2]];

L5=15"e15; L6=16"e16; R9= L5 + L6 +L17;

(* Vector al centroide *)
Rpot = L1+L2+Lpot;

Bases y vectores de posicion
no deformados y deformados
sobre la pata 3.

Vector de posicidn del punto
pot sobre la plataforma.

Solucién de ecuaciones para una recta
(* Definicion de HOME *)

HOME = {0.205595,195.087}:

S0={70,250};"
$1={70,150};

ClearAll[p0,p1.q0,q1,r0,r1,s0,s1,t0,t1,u0,u1,v0,v1,

solucion];

Cinematica inversa para el
problema de una recta.

Coordenadas del “home” del
robot (coordenadas del punto

pot).

Punto inicial y final de la recta
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i=1;

ipO=-Cos[Tetha1*Degree];ip1=Sin[Tetha1*Degree];
igO0=-Cos[Tetha2*Degree];ig1=Sin[Tetha2*Degree};
irO=-Cos[Tetha3*Degree]},ir1=Sin[Tetha3*Degree];
isO=-Cos[Tetha4"Degree];is1=Sin[Tetha4*Degree];
itO=-Cos[Tetha5*Degree];it1=Sin[Tetha5*Degree];
iu0=-Cos|[Tetha6*Degreel],iu1=Sin[Tetha6*Degree],

(* Ecuaciones de Lazo *)
fO = N[R3[[1]]L
f1 = N[R3[[2]]);
g0 = N[R6S[[1]]];
g1 = N[R6[[2]]];
hO = N[R9[[1]]]
h1 = N[R9[[2]]];

(* DESDE HOME A PUNTO INICIAL *)

nstep = 10;

inc=0; inct=1/nstep;

For[Theta = 0;t=0,t<=0.9,Theta += inc;t+=inct,

px= HOME[[1]]+(SO[[1]]-HOME[[1]])™t;
py= HOME[{2]]+(SO[{2]]-HOME[{2]])*t;
puntoplil={px,py, Theta};

v0 = -Cos[Theta Degree];

v1 = Sin[Theta Degree];

Valores iniciales.

Ecuaciones de lazo definidas
sobre los puntos de las
aristas de la plataforma.

Angulo de “0" grados de la

plataforma.

Punto en movimiento del
punto de la plataforma y
complejos sobre la
plataforma.
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p3x = N[ px - Lpot[[1]]L
P3y = N[ py - Lpot[[2]]];
p6x = N[ p3x + L36[[1]]];
pBy = N[ p3y + L36[[2]]];
pPSx = N[ p3x + L39[[111];
POy = N[ p3y + L39[[2]]];

solucion[t]=FindRoot[{ fO == p3x,

1 == p3y,
g0 == p6x,
91 == p6y,
hO == p9x,
h1 == pYy,

pOA2 + p1r2==1,

1,
- 1}' )

{P0,ip0}.{P1.iP1},
{q0.,iq0},{q1.ig1},
{r0,ir0},{r1,ir1},
{s0,is0},{s1,is1},
{t0,it0},{t1,it13},
{u0,iuo},{u1,iut},

Ecuaciones de lazo.

Solucion del problema
cinematico inverso completo;
es decir, todos los lazos en
una sola corrida. Modelo del
home al punto inicial.
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Maxliterations->15];

=p0/.solucion[t];
=p1/.solucion[t];
=q0/.solucion[t];
=q1/.solucion]t];
=r0/.solp¢i9n[t];";’ '

[t

=u1/.solucion(t];

J(*Cierra FindRoot™")

(* DE PUNTO INICIAL A PUNTO FINAL EN
LINEA RECTA *)

nstep = 20;
inc=0; inct=1/nstep;

For[Theta = 0;t=0,t<=1,Theta += inc;t+=inct,
px=S0[[1]]+(S1[[11]-SO[[1]D)"t;
pPy=80[[2]]+(S1[[2]}-S0[[2]DH"t;
puntopli]={px,py, Theta};
vO = -Cos[Theta Degree];

Solucién del problema
cinematico inverso completo;
es decir, todos los lazos en
una sola corrida. Modelo del
punto inicial al punto final.
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v1 = Sin[Theta Degree]:
p3x = N[ px - Lpot[[1]]];

p3y = N[ py - Lpot[[2]]];

p6x = N[ p3x + L.36[[1]]];
p6y = N[ p3y + L36[[2]]];
p9Ox = N[ p3x + L39[[111];
p9y = N[ p3y + L39[[2]]};

solucion1[il=FindRoot[{fO == p3x,
f1 == p3y,
pOr2 + p1r2==1,
q0N2 + q1/2==1},
{PO,iPOL{P1.iP1}
{90.iq0},{g1.ig1}, = -
Maxlter_atibns-’>50

IF[N[AbS[(fO-p3x/.solucic
Abs[(f1-p3y/.solucion

-5],
ipO=p0/.solucion1{i];ip1 sbl0§i6n1 [il;
ig0=q0/.solucion1{il;iq1

1/.solucion1(il,

Print["No se-encontré solucién1 para Theta =
", Theta]; o
ip0=.1;ip1=.8;iq0=.5;iq1=.1];

(*pata 2%)

solucion2[i]=FindRoot[{g0==p6x,
g1==pBy,
ror2+r1/2==1,
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s0M2+s1/2==1},

{r0,ir0}, {r1, |r1 }

{sO,lsO},{s1 s‘] }, i
Maxliterations->50]; = = = -

Abs[(g1 pGy/ solu
|r0—r0/.soluc10n2[’|]’,

Prlnt["No se encon para“Thetﬁa’;‘
(*pata.3%)

soIucionB[i}=FindPoot[{h0 pgx h1
t0r2 + t1 "2——1 uO'\

Print["No se ericohktroks_o\vllqcléns para Theta =

", Theta];
it0=.5;it1=.8;iu0=.5;iu1=.8];
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j++

Graficacion para visualizar la trayectoria

seleccionada

For[j=1,j<i,j++,solp[j]={p0,p1}/.solucion1[jl;
[1={90,q91}/.solucion1[jl;

solr[j]={rO,r1}/.solucion2[j];

[i1={s0,s1}/.solucion2[j; ’
[}={t0,t1}/.solucion3[]; .

-{u0,u1}/. solucion3[]l;

g2 = {}

nstep = 10;%
inc=0: inct=1 /hst_ép; :

For[Theta = Q§t=f'0;'t<=,9';‘ h‘éfa +=inc;t+=inct,

px= HOME([1 11+($0[[111-H0ME[[111)*t;
py= HOME[[2]]+(SO[[2]]-HOME[[2]])*t;

puntoplil={px.py. Theta};
vO ='-Cos[Theta Degree];
v1 = Sin[Theta Degree];
p3x = N[ px - Lpot[[1]I];
p3y = N[ py - Lpot{[2]]];
p6x = N[ p3x + L36[[11]L
pBy = N[ p3y + L36[[2]]];
pSx = N[ p3x + L39[[1]1]];
pSy = N[ p3y + L39[[2]]];

.| Bucle de graficacion de los

resultados.
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punto2=N[{L1[[1]],L1{[2]].0}). solumon[t], L

punto3=N[{R3{[1]], RS[[Z]] 0}]/ ‘solucmn[t], e
puntoa=N[{L14[[11}.L1 4[[2]] on ;-
punto5=N[{L14[[1]]+L3[[11]; :14[[2]]+
cion[t];
punto6=N[{R6[[1]],R6[[2]],0}]
punto7=N[{L17[[1]],L17{[2]
puntoS=N[{L1 7[[111+L5'[[1‘ il
cion[t];
punto3=N[{R9[[1]]. R9[[2]
puntoPOT—N[{Rs[[ﬂ]
-solucion[t]; -

g2={Graphics3D[{PointSize[0.01],
~ RGBColor[0,1,0B],92);

g3 = Graphics3D{

(* triangulo *)
{{AbsoluteThickness{2],RGBColor[0,0,1],
Line[{punto3,punto6}]},
{AbsoluteThickness[2],RGBColor{0,0, 1],
Line{{punto6, punto9}]},
{AbsoluteThickness[2],RGBColor[0,0,1],
Line[{punto3,punto9S}i},
{AbsoluteThickness[2],RGBColor[0,0,1],
Line[{punto3,puntoPOT}]},
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(T pata1 ™) .
{AbSqutéThicﬁkness[S], RGBColor[1,0,0],

Lme[{{O 0 0},punto2}]}, L :
{AbsoluteThlckne :[5] RGBColor[O 1 O],

{AbsoluteThlckness[S] RGBCoIor[‘l O 0] :

Llne[{punto4 puntoS}]}, i

{AbsoluteThlckness[S] RGBColor[O 1 0] .

Line[{punto5,puntoB}]}, - -

(*pata3 ™)

{AbsoluteThickness[5], R ’ BCoIor[1 0 O] Lme[{punto

7,punto8}l}, )
{AbsoluteThlckness[sj"RGBCoIor[O 1 0]
Line[{punto8, puntog}]}
B3N

Showi{g3, gz 7
>{{-400,400},{-200, 600} {0 0}}
>{0,0,4.778}]

1
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/ A Salida graficade la
configuracion no deformada

Salida grafica de la
configuracion deformada

para el punto extremo de la
linea recta.

Tabla B.1 Programacion y salida grafica del modelo del robot paralelo
usando una rotacion variante del algebra de complejos.
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