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deri~itl~ ¡~~1·cI'.tlj.'(~t~~~\tt~;~\~¡~f ~~~:f~~~~;11o~:;~tr~. P~i· .1,~::c¡u~~.s¡.i,••~;~~I~s~~.~~~n~ 
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~ .· .. : :::,~';";_<, i ,.: . ."; .. ,_., . . ' ' . ... . . " 

'" -\ ' , . ~ .:·: ; ,>, .< . . :.~ ,:: 



F(:i:, 11) = O. 

El c¡uo 1111a f;mcióu iist6 d~fluichi. de una: 1úmÍcra cixpÚ~it1í ~ iúipll~ita'1io car~ctciriza 

hi 111il;11mlo:m el~ l1~fm1ciÓii,~ NÍllO s~lc; J¡~ rui'llmiA1ci110 ~í.a' ~ic11c\1i~¿L .·' 
,, __ ,·,· 
'.,,· 

En:mg11id1\ im i~-iiu;10 hi i Ufm·1mciabiH1lml ele' lnf 1u1ciÓn 11 = · f (:1:) 'y. Hn ol >l;inuc y' de 

la cx)>rreiÓuF{
0

3:;y) 2~ ~¿;~d1:(~);;i~·~~I/;J~;~~~ li x. · .. ·. 
:·,,::-f;,,:::Y- . ;:,.~<'(, ·. ~;.;-.:,,¿:-: -· 

Vc1uuu~'.·11n cj~;11>l:b(.pú~l;d,Ór~t·;~,:bc~;i~ld;;:: 
. ·.·"" '· '·'· ·;.-:,·¡. '{;,,.:>· ~;-,: >.;~\·· 
-:>_:.:~:.(» "> - ·- ;-·:-: 

·: ·'. ~5~3~~ f'23:~. f X+ 5~';= 0.' 

:."·;:~ '':§;:''· .. ?;;; :.;U ·.: 

Est.a exprc.~lún c5i;~;pc;~ffa~:~¡¿¡:¡1~1~1¡>t~·~·i ent61;1iihios de :1:, porlo ii'ueasumirc-
. -~ !; ·.: :·/: : __ :'~-~,~?--:_·\;;.~;J;~·.:t;~~h~?~új~'.-~);\~+;~:-~!~c.f·' ,.:'.'.·~:.r:· ·:~·<<} .. ;·>.:·~_:_:. -_>:_ ... · .< · _<: -:: ', .· ; , ·· ; · .. 

mosque la ccmU:ióú'defo1:1úiiííi.':iuiplíCitli.111clÍté'U11a función difcrcnciáblc f :tal que 
.. · .. -_· \.:·:,;_·:::_;v:f:.~~\,>,~~2(:-~~:;·~:~E::}t~~,,~'.~-::;~\~~: -~:·{:_{;:,'·_,:';::·:;,:;'.·~:·.~ _:::: :~:·~ .. --·< ~:~:,~ __ :-- .':;:-- _-::'- · '"· -~ " · 

y = ¡(;;);.Así,'~ ¡>?sihlucscí·iÍ>fr l(~:v)t::..: 3 [/(:i:)]~ ...... 2i1:2 .. :::~ + 5, = o para cada x en 

el domiuio ci~.f: ... ; > ': ' ·:~r ' 
-__,~ ·,~ •. . ' 1.: -~~: : 

Para h1lU1~1; 1/'~dcci~~i~l<,J;.,~ 
0

Íi 11 como 1111 sCtuh~io q11~dc111Jl,n af{x), usr, derivando 

con n~pcct.ot~ ,;, iÍc t.i~1;c •. 

RCHolviiméló ¡mm y' obí:i'meii1os. 

····4:&+1· 
y'= ' 5114...;. Gy 

con l;aJ de que 5y4 -Gy f O 

---- ·---·- ---·---------------------------~--.. ··-·------·--



Asr; si y =f(.1;), 1;(;1w;110~ , 
:: . .'.< 



.- - . 
/\,;(, Hi 11iforn11ci1u11<>H.i111pÚdt.1Únm1t.n 1,. m:11nci(111 th•I círc11lo 1111iLm~(11 ,;n ohi;imtu 

1l ( .. . "): ·,1 "< 1) - ;¡;•+11· =·- . 
''"'' . d.:i: •. 

2:1: + 2111/ = o 
_.,. 

11'=~. 11;;,.o 
)/ . : 

, • .,. .. ,, /,<:iinl "" '"" <1..-1. r1111<:ioíu.,; 1lif,;rn11ciidíl<; i<11l>rn (-'" I, Í) "~l.ILll; .. ,. <liíorn11-

cim1<\o'/. E.~t.o l<U l"llHll<llVll ·l.01111L11<lo 1111 (lllltl.o (:;:11:Y11{mtit/1;<~ O~t;¡,;;ll h~ gi·1t!Ú:1\ iln la 
. •'. ····· . " .: ·",·· · ... , ... ' ··: .. ' - '. 



U1m dcmosl;i·1icl(;u(le; ~,;;ilq11ior ci~~el'ctcl l.normiu; ;In fm;;;¡.;;;·implí;:if.n <lH8ictupro 
: ., . - - ·--.. ·- ., . -- . --J·-. "_.; 

dffic:il por lu h~1'g1ty ll~i¡¡~··ac íÍüt.1i.Úa;; n11í1';111c '«~<¡ conipl~l:iuumil.ii "cleui~uLal ". La 

dcmosl.racieíÍÍ ·;lcl.:~~~~J;;;~,~~·~~l\ernl {sÍ~t.cuuu; · ciu funci~1~i~-; im¡1JlciÍ;i1s) i;s un. l;~ma 
'"-: .. \-;~~::>~ ;\;:!;~{;:. 2-·~· ·:_·,: ' - •· '. : ·:. • .·: '·. 

prnpimucul.ó {JóJ · 1íÚiilisis: · '.· ; : 
• ·''··.::;;.,·:--_ ·::-c;,:•J: • .:.~ .. -•. -> :·:>" ~::.-. '. . · .... 

~¡\;.¡,~~'\;;.;;,;e;~il.üti ele <ltÍl.n l.nÍ.lmjo ~,,;l.1Í.;1: (Íu Íd1e!11<h;i. 'nu 1.1m' ;JL<¡cu:,;ióu 
·-:, .... ·.:·- .:.~·· .. ~~:· ·-,:>;,~· ... i(_'..'·' 

sol ; .. o _In:·~ <io.1i~lidu'iit·~- c:w¡(,j¡,;,(~lifl :·V;tlidoH':,~''1c'JK t.(~1·1·c·~Í1ui':-i·.:~1·¡ .. -1. íu'i1if t·ÍÚ_~·, 1t!111111~l~t·a11,' Oll 
.· ·\~'·,'. -·~:}:;·· ··~\'.·'>>:>-_.;";<( ·'.:,'( :.::. ·. -, : . . ' .::_::· :· ~. :-:.''.~\.:: ;~:~,_-::·::·: '.,:·:"'· - _;:_:: ~~~ :_,:·-;: ' .. ·, '' '., :· ~' .: . : 

1iro110rc:ioun;· do111os~rl1cio11ü<¡ lo. uut-; dnrns Y.dcl.allachtpcisi hl<~ do. los •iúismos •y en 

""~'"': '"l'';;il·t~1j~~;¡~¡¡~~;i~;¡i~~~i~i~¿jt}~:,~ ,i .• ·. 
Pnsm11ÓH ;,11iii·1i"1í 11iéisl•rl\r:2 1lifor<ÚÍl.t;,íi:<Jú1.ei.xl;Í>ii"chi~11iíii' y~úliliÍ:ú.i:ic'ih'(lo lús l;ooru'um.~ 

do '" '''"~\';f ¡;~jllii~ff~¡;~~;¡i,lW~J~~1l%r•¡;¡¡"ítO,'ffüil:······· ·.·· .· 
E.o.;1.os ti)en'éíi1iL~·~1cii'c1U1i'úió ¡,va11:.1i~de)\¡;;Ílo11 u11a'ií1ií)()i:í.1l:li'(;¡¡{()x'i.'t;c1111L' i"\í11;0 cu lrn; 
-_ -· --_ ( :·:\>-(~~;/>:~:;;i~:}~~~~;1~:.;~.;i~!?~t~¡~1~{?~);~~~~~~~~~~.~:.~~~~~~1~:~-(~1:~;~i0!ff~t~Sif~.?~1~;J{~}0~r~r;;~~;:~? \·:-~':.: -_. · ;.; . ·.. ·. 

eJc.mrroJJrni .)r' l.é<:Í1ictÍ.~ifrol>ii~.:¡'¡JéJ c:1tJé!tiJc)'.(!01Üo'füi :oti:ú.~'clitÍCi( iJiiÚIS éJo. liL'iÍU<Ítc1111ttic<'l.~ 
~. ·".; ._ ·; ·;-'.~::-~. :_.: :>·~\'. i~~~; 1• )~~f~;::;1B:{~~+~~~-~~~:?I&f#:~:~}~~~~{~:~~:}1l;~;¡~~~i~::T1~~?!~~~z-~~t;·~:{~~;f.~1.}·'.;~;~ .. --·. ·. ~~.r) ~\;~ ... -· --'." ·.. ' 

COlll<l son iiJ llÍ1iíJiHiN .. lllÍÍIÍcricíl,' )¡~'(,e) >OhÍg(n: clifci·cuciÍÍ.J;: (j'( ge'iÓÍ1iel.i'fÍt iJiforonciaJ, l\(>l\l'l;c 

,. :,. . . . .1sc;~1f~l1~;,~>'';' ···•· 
o tijmupJo; · 1111 c:usci (,(¡1ico cíiÍo 0HcijirÜi;cÚl;Í\ 011 · JilS ccaiiicioue:,; 

· · -_ ::)~,'. .. »~~1f~\~;::!;~\t;_~ét~~?:.t~~~it ... :{~~fr\, ~/:·p~:·ti0~:;; .:~ ;,;~i~~·/~r.t~~.f; :_~;.;i~~r .. ~·t:Ii, :~ }~~\:-.-~·~::'.>·< -./ .. :~"-_ _:. -~: 
1Jifcrnnc:inJ&;,: ~I~ cc~11iéióÍ1:~+Ú+·i!"~,,~ Oi h(r;1iaJ e~-Í ~t.1ÍpelHÍh!c;<JeistlÍljm· pnrÍicuaJquicm 

110. tns v1u:i:i1~i,J?¡;;.~~1.~;;.~~;;.}~'{1:1f 1,~~'r:ii1<:i;\11~~'!i'1,Óieii;,s.~:Jf;:i1~'1tfi;i.1e(~·~;,1.,;,¡<'>•• ·,10 t1i·· 
. ·. ;-:- ·<.' ·:;.~:J:.i ~- ·.-~{->.. ,- "n., -~·-·.·:· --·, .;:)_:r. 

· ummc:ion ilifnrnúc:ii\l :·:. ··y: .. :··. ",;·, ··,:::. ·' ,.,. 
-·~>' ·:~t ./~·/. '~,';, J.:' 

.. ">,-<::.::~\-: "\': ~ [.";"' ._.· . ~::, <::i::, 

~· .. ' 

".o-:~' .. ·~·:~/:._-: 

como 1>11odo veii:ifü:ii1;sc .c1~iii1.in11d~ ¡¡' iucdiaul.c e lifomucinciú~{ im¡füci1;¡, a pm·tir de 

hi cc1mci<i¡1 diida y s1Í~l.i1.uyc;Ído la ~xpm-;ió11 pam y; mÍ l1~'céil1;{cióÍi'difcr~ncial. Pnrn 



quo 1~~1.o. pÍ·oc~di1;1io11l.o~l!1~ v;íli~IÓ doi)é Ltii;~1'1-múi1 c:1íg1i.1• qu~ii;, i:llÚLc:iÓu ,;;,.+y+c"V = O 

dobo 1lcfi11ií· lllÍIL .iifi1~ii'ÍIÍ•ii;1¡;i(~¡f;¡~:'iÍ •. ;;;,· f (:r:) oiila ~~l;¡I;~¡;¿, ;¡¡; ;lll'illl;lk>. (i;óluciúu 

::::;::::)1"it~~~~!(tJ iif~r¡:[~~~~tji~~1~A~~~~~~~:.::::::: 
(O,~l) ·1iÍlt.oi1i:C..rHó gai·iuít.ii1\·ijl1~,lii.'ft11ici<íi1·itúj1lícil.1t:11 ~.I(:i=l. 1hi!i11id1• pi>r la 1:01mciún 

·:._~, . : .-'. ">>. -.: .. ·;.~~f:.;:t {{~,,·~t~1~1~;1.:~:~;.~J'.~f{~,~~~~[1·~Y;~?;-¡fJ:(:~(};;'?:J:;\:::;;·:.~::.·.~k~~)·:· tdf ~·-·; -'~.~:~: < ~\ - • :·:. ,:;· ;::-~· ... · ., • 
clacln _C?::i .i-\Úl11~~Í~~¡·~-', pÚ.1;~L)<~:-.~~<-:t~~-ll:~(1Ú :<~iÍc'.l'~~1u::ia.l;'.:~.:.r~ ;/ ~~x :\· ;." ~ _;i~!;~-:.· -

..- '.:,;~i·' Y-~~>~y, (('. :.·.~~:~~: i:~ 
c1\rat:l«!L~~ 

. En. el 111útlii;1s co11i1>lq¡ol11wd111i~ vor:·nú11 ¡1rl>p11i: 1ldt:iií1ro11m .<lo.la fi111c11í11··111vcrsri.1 .. ·~. ·.· · -;. , ,;··:., ~f ·~.~~3~~~r~J,~;~.4;~~ri;·~x.; ,/:~:~·f.~'.~::,rtv·;; ;~~~;:;A::~;;\~~~:::·;:_h·;~x~~§{~~\;~:~:~~t~~~-~~:~;;.~~:~:l;.~\tr/~'.;~~~i:·:·.' .. ·:::::?'.x: ; ~_'.'.(-· · · · 
111iH1110 <J llll '1~'i.Íisi•<lü. Í>Íti·ií:. ciíbu1ÍÍ.'hti·; tli. l IÚt;i \~\.chi.· ifo' lli'. fii11i:i<jii:'(iÍi1Í{jÍloj1Í.' lC>g :Exisl.u tmu-

· .. ~ _ ... : ,~,~;~ ~----.-;:<;rv-.:~;y;\;~~tY ;'.~:~~J~~~~~~t ~;i{;;·~~:·.z;~:-~~~ -~~i;~~~i~~~~~:~i >·~::~~~~;r~~~~~i;~--1~~J.f::~}:~ff/~,~~t;;~t1~;~~-~if=~~:::~·,.·_¿~:t-:- _._: ·~;:: ;_ _ . 
bien otrnprncli1• parahi dcnvnda.dc h•'nusmn. [1mc1ú11 c¡111: lmcc .. UHO•.dc'lns ucuac10ncs 

::1;.J1;;~J¡~~~~~t:~~~~~~.~~t;~~~~;~~:~2~f ,¿¡~ ~'~'"" 
Unst.a' i:o11'cl1~~1;ii;:,ú·;iist.uÍi cfos njmul)los·pÍn·i• d1ú'Sci ¡¡¡,,. ié,lti1i'clu la itÍtfiórtm1cia do 

-, __ ;e.·.;:/.'~ ~:!.,.;;_; ,-'_"e~ ' ;, ··\·.~-.· •; 

los t.<'<.>t~m ni;H 1:;¿pú~~~l«iH: ;;1?!;Hf:I~ t•.!JHis; .· · 

-\...) 
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CAPITULO 1 

E11 este capítulo se clcmostmnt el primer caso del teorema de la fuución implféita el 

cual establéce la éxis~e1;Cia y uuicid~d de mía fu;1cióny =/(~) detenúiuada por u~1a 
·, . ·-· •.; <" . 1 • • • • ·-" ,._. -

.ecuación F (x, y) = o,)~j Il1i~;1i~ tlerÍ~lio s~ dant ~na regla par~ ~lJtene~ s~ de~Ívadá. 
:- "·"·--.·.~ .. ~~~·;:·.-.-,·.;·;~-'·:¡.: .... ;. > .. --- ,.<,..· .. :-.-. (;.'.': .·,, .; ··. '·.:·.,:;.: __ ... ,_- : . 

Las condiclm1~ requ~ri~l;~ que aseg¡Ír1i11 Ía condtisió11 o t~is d~ dicÍio t.corkma tiene1; 
º···· ; ,.' 

que ver'co1~la fu);ciÓ11 F: R 2 ;_:, Rcle IÍ1.5;variables iridepmidicint~ :i: e y: 
- - . . : ,, - , ; ..... - ~- . ' . ' ' 

Vcai;io~ :púes; ¡n;i;nero, ~ue sighific1i:1a .rel~~ión F (x, y); ~::o en s~1s sentidos 

analftico y geo1~füico. El lado izquierdo ~~ablece ~na:rclnción.eiitre la8 variables 

X e y a través de una expresión analítica, que hace USO tÍÚicamente de las fmi~ioi:J.es 

element.alcs. &; decir, esta éxprcsió1Í define una f~nción c~n don;i~i6'~¡ pl~Ílo ciu-'te-
- - , . . .. _,- - .-:·. .•. ,. . •.O;-'. ........... ·:~.,' ,~,- ;,, •• -·,'-·_",_~-."; _'_ .. :·' 

sia110 n2 y c~ntraclominio el conjÍmto R dé lds mí;1~éros i<lrues. A.~!; Sl~ ~ntitca~ u;1á 
--·:./'· :~;:; .• ;':··,.::»:~,- ., ~ .. 

superficie en el espacio tridimensional. El que la ~xpr~ióú se: igÍl~le 'ri: ~efi:; si~lifica 

geométricamente que In superficie se intercepta con e(p1~:1a·;z=.·6~t·plá11C,:xy. A tal 
' :' -... º·,_·._: ... ·,._·::.:.<·\~: _-_:;!;~./:'';:_:;.: -~ ::·./·.'.' ·-_::_ ;". ' 

intersección se le llama curva de nivel cero de la ft~nción F'y/sÜ gt:;tfién es u;1a curva 
. . . ' - • . : '.. ' . ,- ' . . . . ·~. -. ·. -¡.: - . . . . " . 

en el plano xy. Si denotamos po~ C0 esta in¡enieccló~i't~;{é~ci~ · 
. "··-·:· . 

. ªº = {(x, v) e n2 1·~(i)'úi'..;dr '.•> 

La gráfica ele ~~te conj1li1to,•;b Ji_~ii::
3

!útr:~~:k~r:: ia::~Aflca de la ecuación 
, , __ : .. :,,-.;_~: ~ . / ____ /: ~'.~·.)~;~>~:-~·:D.~:_~-,~~-~l~~-t:}'_~~J()~pg¡;~-i.~S\::,~t~Xf~::s:.;::,:~--~:-··?~ix~·::J:~:·-.:.:: '-'.; :::-::,>" ;> r;. -· =::·: ,:: _·_ . 

F (x, y) = O Pllede sermui co~plicada,Yt.:es! precisarnei1te co;: técnicas del· c1Uculo 

como 17 qu~.·~e~.~~++~0~:~1·,~~J",i.WFM~·~{~~tl;~:tit+~r.~;i~;;11p;~~~:11os.~iy~~~·a 
conocer más sol:ire dicl~a gráfica}'.como/,j.>or.ejemplo;'eÍ síl.bÉir que'ioéalmenté se'tiene 

. . ~,:_ .<·:-· .':~~:·:'.:: .. ,p-,}/·-);¡~::·; ... :<?.~'}Y?'.~;;.'._fL ~- ·:, -~'._'.:-r_~-.: f~~S<;,~:\: .... "'· . . . 
definida una funcióÍt y :iif (~) 6 x ;;,'9 (y)\ ···;e . · ··: ,.j ,:·:.; 

-'·:' ~ \'.·; ·,,;~: - ~/:\' ~.':"' ·_-:-·.-:::.·:. r·'.~.c~-
'·. {'::, .. ·~· ... - -::..:(:,-- ;'.;J:;~>·:: .. -, ;·- .. ' \:> 
'.·,:.:. ·_::._;~ ..:-,·:: .~ : ·/-

·;::¡·. ::'.:·. - ·.--.·º. ·:.:--;~·::' ·<:·:. ·, 
·~·-·,, ·+:'(· -.:; <·.~~-: .·:·.:.·:Í' ·.;::<,·.''.'.¡,• :.1 



2 

Un problema que surge inmediatamente es cuando la ecuación F (3:, y) =.o no es 

Ja mprcsentación implícita de'una función y =1 (x) o x = g (y). Esto ocurre cuando 
. , ·'. " . ·,.·.''' 

la gnífica de F no intei'ccpta af plano :ry/o si Jo i1itercepta; Jo hace en un conjunto 
• - . ,_ - -« • --- : ' ./ (~ . ' - . - • ' ·. -

de puntos cuya gr;l.fic~no.~ ~j~¡~ ~JrviÍ.~b~ti,;;~;,{'.' V~amos tÍl~OS ~Jemplos al respe¿to. 
,- '_:·_:-_\::_:~:> ',.,':·,::. : . ··, <'-'.-:~\~ .::'.:;.\_::;;~;' -:.-~· :~·:'· ~-:,:'_ '-:~' < :'. .,· --;·- -

si F cx, .. v) ·~ .x2'+~~\;.~:f J~1(~~:;;[/éi~b1u~i~~'·f~t~~\i:~~2;:~;~~2.~j,·~·D.'°.:~· .• 1ª •. 
satisface ningún puntO del"plario xy;· o; si :E(x, j¡) ;,,;.:x2::t y~ entonces ii.;Ia ecuación · 

x' + y' . ~ o ... ;;,, .. ~ •• ~ ~.~{~ ;_¡ "~~~~'.io .. r~;Jf. (~;¡):: ;,:Ji}s; 
11.J1ora·. F (x;.y)····· =. senx,i~++c<~~~~~~:~~¡~'B1tri~.i~~'.ItH.t0cif ~;.1~r~:;·s~cy. ~·· o 
consiste en uí1a infinidiid de. puntos' aislii.dcís;; Pará ver que lá grá.fii:á es a5í, obsérvffie 

. - , '<- -,• ~~ _,,____ ,_,.. . . - - .- ,> .• 

que isen.7:1. $ 1· . .¡¡iecy¡····~·. i~~~)6'.c¡{i~1i,~di;~¡ó'i'.~~·~~tl~f~c~:ri~~ri~~·se1i;'=1 y 
-. .. '..t~-;~.-.. ;·~~ .. -::.~:~ - ~~ -·:·.·: ; , .. ,-. ;.:; ·:::;_" -. 

SCC1f = -1 O CUitlldO sehx)~_:liy~~:e!J~:i'."(¡'.'~ •.•.<;';~ ;~~[U,C •e;;; ..... 

Así, con10,.pri1ne;;·~°'~1~(~i~~~;~ª~~{ ·1~'.: 11¡pÓ¡~{s ~~·:€~~~~§:·t~re~a,·. ;~que,r,ir,emos 
que a Ja ecuación:,F(:Í:·,;):·= 'a la satl~fag~-cua~cl~ ~eno;-'~n·;~nt~ (~~:v0). A un 

punto tal l~ 11~~1a:~;ii~~;~-¿~:~¿¡;ici~1; i~iC:i¿L · •,; ' ·. .·.:~: ~'f 'J;:t7 ::~ L // · . ·.· . 
·: .. :i. ~-·' - -,\·> ·:·:···:h-~/:::~x/ .:·:.·¡'~,. \J'.;·;<·: 

Ahora Ja idea será,eit~1~der est~ solucióti 'iúo~~ Ú~a'J~bi1fcl~cl(<lisco pequeño) 
.. -.-_. .:.,.- .. ·:;·:;·:·:>;_,.-~,,'~/, > ··: .. · .<: -: ::..:_,;,i.-~·.-·i::-~:-c".:·:r-r·:-i;.;'.:.· .-·-:::_ .·,.·. 

del puntcl. (xo,Yo),\cstc(es; queremos énco~trar. puntos.(~,~) en' Ja ve.cindad tal que 

F (.1:, y) ;: o,<~ ~dem~; Ys~ !meda réprcsent~ .como f~~~ió~ de• x o· x se pueda 
... -. 

exprcsar,colnci fÚnción .. de y. 

Veamos cC>ri · d~te~intlen.t~ ~Ú~l · deb~ ser el caracter .de la soli1ción. inicial que per

mita cstucüiu'.1íi. ~~ÚÍ.~aÍ~~~lment~; es d~cl~, ell'~~~ vécindad d~ l~:solución inicial, 

para. podei· b~~rl·~. ~t~rsió1~' 'correctamerÍte.;·El •qtie· sólo an~icem0s .·el ·COmpor~ 
' ,';'·.'· - '· . " .. • . ',• ;e·,··,.·· • '-. • .. 

tamiento l()cal. de. Úi. gráfica cerca de esta soÍudón inicial, tlerie lá.siguiente implicación. 
•. . ' , : . . .:-1 ·. ,_ .·. - .• ·.· ·: ··- .. ", 



3 

La propiedad que se esta describiendo se conserva sin: importar que tau pequeña sea 

la vecindad de esta solución inicial. Sin· embargo,· 1a propiedad ya. nO es V'álida si 

se escoge una vecindad suficicí_utemente grande o, si se ~coge, lllJ punt~' dife~ente sin 

itÍ1port.nr que tan cei;cano esté; 

Obsérvese la siguiente gnífica. 

La recta tangente a la gráfica en el punto' A es vértica:l por l~ 'c}ue en" una vecindad 
. - .·,·: . . ·< . . . •'. _,' .. 

pequeña del pmito A, podemos pens~ a x éo1noftinción de y, ~in eíil.bargo; én la: 
-~·-·;. ; "' - ' 

misma vecindad y no es función de x, dado que hi\}pu~tci~·~~y cJl.6a~os ~ xo: ~ los 

cuales les corresp~ndeda.~,wtlor;:~.[t·6Í: .. i~cr1r~~~~~k~t~~~~t~s~~ici !¿~al de 

la gráfica cerca del punto A dicien<lo'.Ciue x'es' f1úiCión;éle.iFí>ero que y;rio es función 
. . .. · .,~·. ::/ ... ~ :;;. ":~~-· _;'.~2:7~~ét st~;···i~1·¡;~:'{;1:~t:g;~:~:·: . ·.·. . · · · 

de X. Y esta afirmación es. falsa si: se' escoge •una:vedndad, sUflcientemente grande. 

. •..• }. ' '~~'._:~~l·: {r~i~t?Af~:(;~i~J¿'i~;}:{' .. ,. }1~;;!8~1 I > .•. · 
En el..pmito B Já· gí'áficá sil' intercei>ta'a s1 misma yj~n 'í:tiruqilier vecindad de él, y 

- . · /"~ ~--< ~--_92~: .. ::~:~~i~át1~:L~~.~-t21f~r.c~;} ·,:(~~r11_i ~~ti~F\~it~;;:_:;:~~~~·'.;~~;J:~ ;ü:~~-: :: ~:~;:·r ;.: -:-::::~'..: . ;-~ ·. 
110 sepuedé représentarcomo;ru:ción dex:rii i'se'puecle representar como función de 

·:::?~~!~fJf íJif t!í~iJ~~71E~Ij 
. "',~ :-:·::'{,\ ' .. ·.,_ .,_-.;. ,:. '( ,• ~··:· 

··>~~-···{· :_,~'· •·;< . 
.. ;> 

'~ ·.-·'.·: .\:.: '·, .··: ~- ~ -: 
'-------------------'-'--'---''-'----_,~_..;..,..;,-.;_-".;_.:._;.;;_ ___ '.:.~·-· ... ~~:"7''="'''CCC-'·--.--
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y también a: sépu~derépr~cntarcomofunci.ón de~: 
·"' 

PílSernos a á.nltlizár ·ii.hora ·otri{de I~ 'condiciones requeridas como hipótesis del 
.. -·- ·-··,_:.'_-~ .. ~}~--,~-;,.~r'.'.'·.1_.:·:?;~ - .. -,~" . _ .. _. ,~ 

teorema qÜe nos ód1pa:·; Con este fin; consideremosla ecimción del plano tangente a 
' ,,.-~~>;. . ... , - , {~. '' - ., :·... . .. . .. 

la gn\Jlca él~ j<';e;;;i~ ~~lt16J6~ iliÍdttl (;·~.·y~); SÍ~~oriieri<lo que Ja: función F es suave 
~. '.:·:_ .... _-:·,_:·~::" 'h:'':\1,i\;',. "\(,~'.·" ,; .. ,:-_::. '·"~···. ..,,_ .. _:;,,--~ -

tenemos: 

Si 1imbi~~·c1érimdas_parclale8 SOi; cero; entonces élplanotangente a la gráfica de 
- ~ ,·'· /· . . , ·.·- F e,:·., . . . · .. · . , ' , - : . . 

F e.n (x~.1/~)''e.S ~i ;1iiio z ~D. 
· Veamoo. qÜe situll(:iones pueden ocurrir:. 

Una ~-~~e l~ ~ártcií ~e F;int~r~~pte al ~llÍilo ;y ~n una cu~~ donde ~i se .pueda 
j. ·:. '-· . ;. -'.,,_ -' . ; .-. . .• ., - -,~'.~; ' -,~1-'·' -:.J '. 

extenderla ~,<:>l~ció~_hli.~ifl ·~;una ~~~indaCiX '.Ente1iéii.~~~~t:t esta ~I·t·i~~· que. en 

dicl:;:+;~~?~~¡t,~):tt);)~(y ~ ;>·:;ó,~~~;~i~&~~·#·~ 
(x, y) en R2 con x·=·y satisface la ecuación (y-::·xL.=-.0.'Aquf no tiene: caso hacer un 

, ... ' <:,.~·~_-:.-·:.·/ .. ::.:·>.· .·· ;:j' .. - ·: . ·. ,, .:--:·._ -~ .. ;l:_ ... t::i-~:.~~'!0;~~-\2~~:~·.-:~~~~?,/:-~~·:/~.·-~--
1

-_ --~---: ... 

ánalisis del comportamiento local de la _gr~fica en un punto que 'seh so.lución· inicial.· 

E Ry 
... ;¡ ,· 

<. · ... 
'Í '-~ • 

'·'
;\:. 

(x,y) -7 ,(Q;O).i:oino[illterscéción':coii•el.pláíi{í'iyJOti:o/ejeniplo que nos muestra 
--,> · \· ·:·· ·< ·:_·~~/!-·: _'.:i{'v ,, '::V· ,t/f -~~-<·:(.; .! : -~,~: ·• ·.Jr;.:. -~::;{:'.:-:·~:l::t~\}:1.:.t//.f.f:~;-:_:_:;_\·:-~{ .. ;; ... ;,_ .. 

la imposibilidád de' tina .t~I. extensión es cuando .. la. curva solución de la ecuación 
_·;~. : ./,,-),',, ··.\ ... 

·-·-.-:-:--------·-~---
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F (x, y)= O Re intercepta a i;i misma y la solnciÓ;1 inicial 'ésunode'tales pu~tos de 

interseccióll. Considérese· la silla de· mont~~ P(xi ~) O: ~2 ~ v7. co1/ia ~~lucfdnÍnié:ia; 

::~:.:~~.1.,~ftf1t~:·J:;~:t·:~z}:~~f ~1~r.~~~1:~ 
del origen, ¡;·J; i~i!~p:¿~:~iii·~í{~e'i~G~<li·5~;:~tá,·s~ ~11~~; r~i~~#~r¿~i.·J~"~.lif~~,s~l~ciÓn 

.:·';, ... :·;~ ; -, .t. '/:.'t' -.-• ~ • ·~e'.,~· -; .. ,· '·:.·, 

enlafonllav~/(i)o~';.;,;(v)> ·.,, ••. : ' /.~:: ··;.•;;;; 
',;.. . . ;•. '·: . ~::~'~{.}-! -.. ·.':·'. -,, .. _ ... ~~,¡ '" ,'~' \'.¡~ 'º-' . ~' .. ,. 

_::~·:::~~:::::::::~:·~t1~t~~:;~~,~1~1~fu: 
la tesis del teorema de la fullcióO:ii~~!í~Üa.· .. :~: '/ •• > ... ··••• 

• _1, : ~ 

:_ ' '" --·' ·. ·:·· .. , - . ·.:: . <-- . ·,:': -·~:---~ -'<:. ' ',-, - > 
Supongamos ahora qu~ al m~Ílos.íill~' de Íru; dcrivB:cl~ pa~cial~ de F no se .rumia 

en la solución inicial (xo, Yo) . Ei1 ¡a ~liscusión_ a~terioin~he;nos dad6 ·preferencia a 

ninguna variable sobre 10: otra, Ciado q1ic sólo estábamos interesados en saber si en 
. ·- ·.··· .: - .; ': '.:: 

una vecindád de la solución inicial u;1a variable se podía representar e11 t~r,1:ru~os de 

la otra, es dedr, si y= f(x) o x .= g (y) con (x, y) én unavecill?~d .. cÍe_(~~.1/0). ~I 
que cualquiera dé estas condiciones ocurra (podrían ocurrir!~ dos).depctiJe,<l~cuál · 

,~1votl. -"1w "º~-~ti_. j ~:·~\; ·. ;. ;< p:~~.;JH.~~{ji~mx . 
Así, s1 se tiene C()ll,1,º h~~~t.(]l31~. q1t~ :a (:J:.ó¡ 1J?);f cR• y, ~~~1.~,~?.(} l~ •. ~~1,1~11J~dád 

:l~::É~~tJ~iTJt:~~{,~~~~1~J~~u~:;: 
SI, poi •1.;.,;~;j:~;~~f ~it ~=i~~·'.~) r ~.y-'·*'h; '"'°t la con· 

tinuidad de F y - en (xo. y~) entÓÍlces la extensión áhora ·es' tal que X. es la que se . ... ,. .. :{)x··. . . . .. . .. .. ... . .... .. ... . . .. . . .. , . . 
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puede representar como función de y en una única forma. 

Obviamente, si ambas derivadas pnrch1les no se anulan entonces la extensión se 

puede hacer indistintamente. Como' cnsi. siempre se usa y para denotar a la variable 

dcpendiente''y :c,a lawll"liibli:J' iude¡:iendlc11te,enla demostración de nuestro teorema 

·• < .af <. suponclremosque 'f!Y (x°:~y~)f O. 

Haciendo uso ele la rn-opiedacl geométrica del gradié~te de F· de ser ortogonal a 

. las curvas de nivel ele F, sev~d~inmedi~toque si ~:(x()~yo)::== Oy ~: (~0, y0 ) f O~ 
esto es, si el vector '\lF (x0 , ilo) es paraleló al eje 'y,' entoncC!S ~ F (x0, y0 ) es ortogonal 

. ·.. ··,· " ,.·· ·.·,· . . 

a la rect.a tangente a la gráfica de la ecuació~ F (x, y) == O en elpudto (x0 , y0 ) •. Es 

decir, tal recta tangente es paralela al eje x. Así, localmente, y se puede representar 

como función ele X cerca de (xo, Yo) , pero X no se puede representár como función 
DF . DF ··. .. ·. · ... , ·,·, •.... ·. <: 

de y. Obviamente, si Dx (:i:0 , y0 ) f O y {)y (x0 ,yo) = O entonces, describiendo el 

comportamiento local de la gráfica cerca de (xo,Yo), x_:es repre5entable como función 

de y, pero no a hv inversa. 

Para el caso en que ambas derivadas parciales 'sean diferentes de cero, \J F (xo y0 ) 
' ' • ' . . . . 1 

no es paralelo a ninguno ele los ejes coorden~dos y s~ sigue que cualquier variable se 
' . 

puede reprnseiitar eÍ1 fu~ció11 de. In ofrn: ·. ~ 

Lle\rado a c~bo >un tlnaÜsis previo deJRii hipót~is; P!1Semos a enunciar nu,estro 
. . , . . - .·.. :· ·-.-.,·.~··-'';'\ :.-: ' - :,fi.'.;:-:< ,_·,, ":· 

teorema pm:a luego ciar alguna5 ideas pi~vi~·¡j_ ~ti d~fuós'tra¿ión~·. 
'. '._-.'.· -~. ' : - -- ' .. ·-.~ - ·_:,·~:;:f::,)1.-~ .. ~·:::··_l.i~'. .. ~--:·{·":. :.;,:,'.···.;;,.:~".\'.:' ... /:;.¡: ~:.,·_, ·' .:--. 

Dividtunos el eríuuciaclo completo eíí 3 '.bloq\ie8::,::ui1 'priiner 'bloque :en el que se 

enuncien Iiis hipótesis, un segund6 bl~~~~,iii~I·~~t'¡¡~·''.a'.fi,~hiÚ;;e,;{i~t-eri~i~ y unicidad 
·-- ... ; ·~ :·'" 

de In función implícita y un últil1io bloqÍ:ic (J~''ei ~[Üe ~e e~mlci~n !~ propiedades que 
' . . ' -·' ,;·_ 

cumple In función que se describe en el s'eguÍJclo. bloque, adein!Ú> ele estableéer la regla 
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pimt Ja diferenciación de esta Clnse de ft;nciones. 

Tem:ema. Smt F una función con dominio algún subconjunto abierto de R2 y con 

valores eÍl el conjunto R de los reales. 

(1) Su1;óngase c¡ueP tiene derivadas parciales continuas~ y {){)F en una vecindad 
' ' {);¡; y 

de un punto {xo,Yo) donde 

F(xo,Yo) =O 

8F 
-
8 

(xo,Yo) # O 
y 

(2) Entonces existe una única función implícita y = f (x) con dominio un intervalo 

I = (xo - h, x 0 + h) y con rango 'contenido e.n un intervalo J = (Yo - k, Yo+ k) tal 

c¡uo 

y 

f (xo) =Yo 

y, para toda x, en el intervalo J 

F(x,f(x)) =0 

8F ·· · 
. ay (x, f ~:¡;)) .f. O 

' '• , 

{3) Además, la f1mciÓn f cletermirúÍ.d~en .(2) ~. s'u derivada 1' son continuas en I, 

·ap . . ··. " 
: fJx (x;/(x)) 

y' = !' (x) = .. · 
· · 8F · ···· 

üy ,<:r;,f(x)) 
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En (1) 110 se hizo mcmciún explícita ele que F sea cout.inua, ya que esto se sigue 

de la contiuuiclad clcsüs. derivadas parciales. 

··· .....•• '.\ .: ···.•.·· . · ·· . 8F . . .. 
Prueba. ~it~ P,~rcli~a de. generalidad asumamos que. {)y (x0,¡¡0 ) >.O. pe otro modo, 

consi~léi·ese lit f~uidó·;; ~ F y repítase él argumento. Obsérvese tjue las ecuacione$. . - . --~,-,. ... - . . ' . . . ., . 

F (:1:, y) ;,, O ;.[~P] (~,y) ,;,, Ó poseeu las mismas solucionc~s. 
. ,. of.' •' > ···.·.. . . ·.· . . . . . . . . : \i •' 
Por. ~er. ay.• c'?nt:1nua en· una .vecmclad de (xa, y0 ) moste tm cmtdr~~? 8,\~entrado 

. · ...... ';>:· ·: • . •· .·, .. : " •· .. ·:aF .. · · . 
cu (xa,·va), y to~alme11tc contenido cu esta vecindad, en dond~ EJy (x, y) > O para 

toclo(x, y) crÍ s, 

Seas ={(i;y) eR2 l lx -xol < k y lv-ual < k} 

Yn+k 1 
Vo ¡. 3

) 
·-' 

. 
\_ 

l 

F(x,y)=o 

\'11.k 

.. ¡--+--·· 
Xo.k Xa Xo•k 

fJF 
En todo punto (x, y) que pertenece a S, -

8 
(x, y) > O. 

. y . . . . 

Nótese que para cada x eüel intervalo (x0 - k,x0 +k) lafunción ]<' (:i;y) considerada 

sólo como fundó~ de Y es hstrictm;1eute crccient~ en el ii1te~alo 

que su d~riv'.ida·.~:·.ci._Yf; o'. 

La idea Úci' la. clerllostr~ción es la siguiente . 
. :< ·:"·.:: __ ... ,;_ .. \¡·~· ~.:·:> -' ,·· ' ," . ' .. ' ' :_·;_,· .• 

Dada x fija·qu!l cumpla la; - xol < h con h <. k ,el Y.único que corresponda a esta 

x, y que nospermitinl clcli11ir la fuución y= J(x), '10 determinará la función F (x, y) 
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(sólo de la variable y) al aplic1trsele el teorema del valor inte~m~dio'. ,Este único y es 
' ' 

el tínico cero de la función é:i-eciente F (x, y) en el intervalo [yo - k', Yo+, k] . 

Iniciornos ~~n x0 ~ Tenemos ~u~ la fonción F (x0, y) es una funcióncredente eri 

[Yo - k, 1/o + k] y se, anula en 110 1 por lo que F (xo,110 - k) <O y F(xo, Yo+ k)> O 

y,. 

Vu.k i 

\ 
1 
\.., 

r-:-¡-~-r-- ~ 
1 j ~· ~ .... : 

,/; .... -· 

----l----~~--~~--· 
. Xo-k Xn Xu1k 

F(x,y)=O 

Consideremos ahora el par de funciones F (x, y0 - k) y F (x, y0 + k) definidas en el 

intervalo [xo - k, x0 +J.,] . Nótese que ambas son funciones tínicarnente de la variable 

X. 

La priniera función cumple que F (x0, Yo - k) < O y por ser continua en xo, es 

negativa en todó. ,unávecinda~ (xo :-- h~, x0 + h 1) de x0 , Ánalogll.IIlente; la segunda 

función cumple queF (xo; Yo+ k), :::> Oy, és contiriua ~n'xo, /por lo que és'p~siÜva'en, 

toda una' veci~da~·' (~o '~ !':t~·,rf (;,'~~i,: ~~:"xo\-~r-,i9·,···~< •• · './, '[),-, :,' . ,·,' ,· 

Sea h = min (hi;li2): Eiíto1ii:es para toda' :i;·¿t!i.I ·qúe lx...: iol'< h se tiene •., : ~ ' .· .. ;;· ; ;~<· -:_ :;'·'~:l/~: · .. ~'~;y~'.'l~-'.~;·_ '.' ·::,l·,:·/l' .• :~(';:.1>.:·~;·:::.·i: :_:;-.:. ! ,· •· •' ... • •.• 

p. (3!: t~·s~t:¿:~W'>·~:~·,~Ar~?t~~i k) ·r~ ' -'. 
li. ·- ._:~_,.,. ·o.:·:_:::",. ,J'.1- .•• ,~, >- "·. 

:;:;,; , :':'.'< : ._ ___ : :/:~- .... ,....' ' ·,:,;·.; ··: ".;~ • ..- .. 

Fijemos x en el 'inteJ:Val~ (~~·,::;·,;;~~'.t:Íi),y>ciJ'fisidererii¿s a F (x, y), sólo como 
' .,. :r~ • ' ' , • • ·.·.- -,"•) ' .. _.;: 

función ele y, s,obre [Yo,:::... k, yó { k] ; J?4lta, ful1cióÍÍ cuinple c¡ue 

T '•', ~ • 

:'.·;;.·,:· 
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F(:c,yo-k) <OyF(x,vo+k) >o. 

Entoüccs; d~ acurir¿lo al Lco~e~ia del valor h!terfuedio, cci:istri un ú'nicá y _en (Yo - k, Yo + · k) .• 

~:.~·:J~;~~,~~~~~~tl~Jt~~~~~~~lt1iJ~t47t;:~~::; 
Vemos plles;_que dentro del rectángulo'R ,,,;, {(x;y) É. R.2 1 l.i __; xol < h y IY _; Yol < k} 

> ••• ; ·';'::\-.' • -,.:· •• ::.~:::,)}~:.:·i ... '(~:::~::~~~~:.:.·;~\~~;/::»t:.:.~'.?,:;~,~);,: :.: .. '.~:.:~.:f<::.~~:~:,y .. ·:~:/":; ::·:\){< ~> ~· • .:,:·'. '. •• :·'.:_\-. - 1 ••• :.·:'.. • • , ' • - •• 

la partcdc la gr1Uicndé' l~ecuaci611 ~(x;;y),,;o es lagráfica de la función implícita 

y= l (x) '. ~~n~~~·ad~i~~. {(~o~;~y¡;)~~~~,tod~ x mi I, 
,;_:_··.·.· .•. ·;' .:\·_·:':"<·:, / <~_-_._::_·.·.:. -,-

--::,- _·-,'-. ' 

-·/:ap· .. · 
F (:Z:; {(x)j ;; ·Ó, ' > av>(x, .l (x))# O 

> .... ~~:::~: ___ :.-:_:_··. ' - ':: _:J;:. <. ', -~ ·.: ~-:. 

ContinumÍdo con J~ ~~fu¿,~:;~~[J~ ~a:~~~s ~ prob~ lo que se propone en el bioque 
...... ., ,, . ~- ... _ .. ·.' ·_:_, __ !. __ ;-__ · :-_ .. -~ ':' .. > .. '· : -.;;:,-; . >\.:~·> 

:-)_ -: .:-:¿;:-'- '/>!",; 
. >-,",-. ', .·• .... - .... · -~- < ,. . '.:_'-;:-~- « ;· ;~'.·_·-~ .. ,"< < 

ProbMe1~1~s·;~i10,;~!p;:~t1fü~~~,~j-'.6Ji;t~r~{,,~·G:~.f ;Tt~;f.º\~h~éª~i~~:~o ~er 
primero; que:·,~ _continua;én 1x0 y.;d~pués_" mostrarido:;cjue:,es continua .!?11: todo· x E 

1 
- {xo} •\\)r,'.·'i~é;:.:,Ii\r(!t~~i;'.!!~·,:·.c~: , ·:~~-{H.~.·.;'~-•' ;·'.>c·:;::-_.:~i'.~~'._.jjI'-_ };;;,:;1/<'.~'. :·:·•---~. · . 

Sea O,~ e <.J.::.pbsérvese que los valores que asilme lii. furición f. están re5tringidos 

por la ele~éiÓn¿d·~J'6~-~~t~; ;;·~i:-·-~.:f of ~a--ci~é§'.~n: ·~e·k'J~i¡·,~.;1·l~~in•cl~-·~orque 
debe la i:sernie~~?r qJcí ~: • .·. · ...• ! • _ . '_,~ _.... ··: · ,, 

Si rep~tim~- •• ~l_ •• Jr¡;cesb·· para .det~mh1ar. __ 1a_ .• r~11~ló1;'¡,,peio'a!10ra·~os_restrin~-

(3). 
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mi1111cla la f1111ció11 f, te11e111os que pa.ra.~uak¡uier O< e. <.k •. existe ó > O tal que para 

t.odo :i:, si l:i: - x0 1 < ó entonces I/ (x) - f (xo)I <e:. P()r tanto, fes cont.inua en Xo• 

( 
', 

Para proba~ que fes continua en I- {xo}, tó111~e cualquier punto xi en I -
'' .. :·.: 

{ :r.0 } y• un e: > O lo suficientemente pequefi°:. para ~~antiz~ que el cüadrado. U = 

~: :::r,:~·1f ~.~~~l~~t,t~~~~f~~{i\~~i~~~;ff~:; 
lx - xtl <e: se debe.tener éjtie,x é;J:.ASí; i:epitieridéíiel'.proceso.:iJara deterininár /, 

-. :" ·: -·_,~ -_ -. -) _: .. : ~~-i~.\~.1~i;_·~,_:.· ~-~-fi:·~>:~.;·~-~ < :~\\(~::;;~"~:::,:,::\~~-~~f;:~;~~( ~~~~:'t:~\:~;~~~~~<;~~~:}~t·~7~;~·~\~:: ~"::~:~:_~> ~ - .y . · .. ::_ 
ahora restringiénd~tÍ:os a: lnS :Í; qÚe éuhipleí~· ¡:;; :..::·x;r·< e;'eiic~i'.itr'a;{¡os'que eXiste una 

::- -... ' : ,• --.. __ \: -.. ~ :.·:_·"-~-<- ' __ .;:' ':'· :··_ ~-:·~::' .".·~-~;~-;:: '.._~-~<;_·~:~:~~--- .. --:~·~>-: ··<.:.\~J~~-:<':;;~-.::~~:;.:::~~'~::; ;\~~i::., :._::/. ...· ' . :. 
O< ó1 <:e tal que, para todo x, ~i lx.':" :¡;ti< ó1 entoncesJf (:¡;~ ..:.,'f.(xi)l<.e. Lo cual 

quiere dccirque f ~ ~011~lmi~ ~n x1. po~ Cionsiguient~, /es c~nti~t{a ~n l . 
.... 

1 

v •• k j· . ís ___ J '] F(x,y)=o 
,... l --·-;::¡. . . 

"· t·,~;. \_ ~L::J-· 
y,,.k L_ __ _ 

Xo•C X, X,+c 

---+---/ ~· X1 .. k Xo X1uk 

1 
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aF 
a;(x,y) 

Fiualmentc probmuos que /' es coutimm en I cmi derivnda /'(:e) := aF . 
'.· '': , .. · ' ay(x,y) 

Probaremos estn afirmación primern pnm Xo. y cles¡niés escogiendo cunlquicr X cu 

¡ - {:i:o} .. · 

Antes ele pÍ~a(n l~pr1:ebn',ru~;.e:¡on~mos.un·'resultado, conocido COI]10 lema.fun
-. ·.·<" -·<"<::~ ... 

clmncntnl de diferéüda:i:ióíi/ciue scr!t usndo en la misma. 
' . , .. _ ... ,~- . , ,. . . . . . ; 

·. ·.· ': ?~ ·' a'F aF .·· ··.. · . > < ·. . · 
Si las derivad~~ pa~·~ialT' ax y, ay son continuHS en (x0_, ¡¡0 ) m1tonce¡¡ se ti.eue que 

· ·, · :·· -·> • ... · ·. aF aF ·. ' 
P (xo + b.:i:, Yo~ b.ykP (:i:ó, Yo) = fu (xo, Yo)b.x+ ay (xo,yo)b.11+G1 (b.x, b.y)b. 

a.·+ G2 (b.x, b.y) !Sy d~nde 
. . ... ' : . . , . 

limc~~.Aul-C~.o) G1 (b.'x, b.y) = O y limcA.,,Au)-(O,o) G2 (b.x~ b.y) = O 

Iniciemos otra vez· con: :co. Sea xo· + b.x e· /, y. sea Yo +. b.y f (xo + b.x). 

ObsérvC'.sc que · 

Así, F (xo +b.x, y0 + b.y) ~P(x0,yo) ~OporloiC}ue,·s~gtin ~llell1afündamental 

"" ·¡~~;::~~:·+ ª·'tf~·D~r.~r~íj~Jt~f ~t~·)l
1

~{~ e · .. 
y adcmits, lhncA:r,Av):..¡ó,ó¡ G¡ (b.x,fiy) :c=E. Of liiri'Lí.~;¿;;;;¡:.:'¡ó,ó¡ G2 (b.x,'b.y) =O 

De la 1iltima igunld;~dse sii11~%u~f'fs:X:a~;:,:\~~\'.t·. , ". :'/>•·>;-:> • ·>• 

·. b.y · %4i~Jx~r~~~:tA~ff~~), .. 
b.x = ~ c~(J;J~í:f'p;(~'.~;~y) ' 
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Eu c,qla 1llti1~rn cxpresión lt;ubos denominadores son diferentes de cero. La cantidad 

lll.:cl set.mua lo suficientemc1¡tc pequeña para que se cumpla x0 +·.Ó.x E /.· 

Pero si óx;;pcqueñ~, t.m11l;i~~; J~i ~autÍdacl ~y= )~xo+ L:>~)-f (x0).espequeña, 

por lo ;¡no G~ (L:>x, b..y) se püedehacei· tan pequeña comci se clésóe.:. Así si b..x-+ o; 
.·::.··, 

también se Üciue. c¡Íle ;:ti.y :.:,_, O, puéS ya se probó quef és continua en x0 • 

Parlo. tn~to, 
0

cle l~ültimaigualdad se tie;1e que al tornar el límite, cuando L:>x -:--+ O, 

obtenmuo.~ 

!' (xo) = 

{)F 
-¡¡;; (xo, Yo) 

{)F 
{)y (xo, Yo) 

. La lllÍSllllt fónuula es válida si se escoge cualquier X E I - { Xo} y se aplica el 
.~ .- , 

argumeul.o anterior; .obteniéndose que 

f(x)= 

{)F Dx (x,y) 

8F -a <.x.y) y 

{)F -¡¡;; (x, f (x)) 

{)F 
-
8 

(x, f (x)) 
y 

para tocia x E I 

Finalmente;. se tiene.que el cociente del.lado derecho .és'..un cedente de funciones 
.. ,. .·. 

continuas. ele funcioiies continuas. Por lo tanto, .P es contiuÚaen l. Así, se tiene 

probad~ tocio lo 1~firmaclo en c,I bloque (3) . / ·. · ':· · · 

·Se ¡iuede ·hacer mía Hgera 1~odifi~aciÓn ~l e@nciado ~e,~1uesfro ~~cién · pr~baclo 
',{ ., .. 

teorema para éstnblcce(iü1. resultado' m1ls general qtÍé al .enuúciarse en. una forrna 
-·.-;- . :, ~:.~: : " 

complet~111ente i1ifon~1.al sería como sigue: 1n5 cunms de nivel de una función suave 
' : ,., _;.. . .. • ... ' ',. ··-· '. - .. · ' ¡ • : . - •. . . • - , 

son curvas s1üiv&C Fortliúfoluos cori 'rigor c111\I sería el enunciado que podría sústituir 
/ .· ·.¡_:· ·.-:,:: 

al ele· nucst~;o teb1:c1Ú~. 
-~,:·.--.. ·.:.-:;:"':. -

.. ':·-·'.','.~·> 
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S F f d . I . I DF éJF . . 
upóugn.~n r¡nc • C'.~ mm 11nci1\11 cnyns envac as ¡mrcm es -D y.-;:;- son co11t1m11L'l 

X uy 

cu una vcciudacl ele (.T0 , y 0 ) donde 

Entonces existe mm única fui1ción in1plícita y = f (x) con dominio un intervalo 

I = (x0 - h, :c0 + h) y con t:<mgo' corltenido eu un intervalo J := (Yo:.:.. k, Yo+ k) tal 

que· 

/(xo) =Yo 

y, para toda x cu el intervalo I 

F(x,f(x)) = F(xo,Yo) 

éJF . . 
-;:;- (x, f (x)) .¡,O 
uy 

.: - ~- ·. . 

Adcnuls f y su derivada f' son continurui en 1,: y 

~}x,j(x)) •• 
'·:¡' '(•') : 
·:.,;X '7'. 

::8K('~¡' ·(x)) .. ;;{' '')·. "''ª ,.,.' .. ·., .,. 
·'."·'·;(.:'> •. Y.,·,::.:.>: .· .. > ,,, 

Hemos enuncindoC'Ste.·: r~ultadci·''é11~ui1a •. ·r;rma'.,completm1:eute .ánaloga. a .nuestro 

-mm· sud;·~;ffi+;~a~:~@~~~ll~~·~¡~¡¡~;;~i: 
En esencia, nuestro teorema' afirm~. que I~ ec~aciónde la curvade.nivel F (x, y).= 

º q•• """• P,,,;;,;~?~~::i~ .L.,;~:;~c~$~;~~~~<f ~~~,íf~·~>; 
micntn;s que cs~o resultado ,áfiri1m· lo 'misnló, pero r~;;.~R..:~~ua~if:~·~e '·la curva ele 

· nivel F (:r., y) = k que pasa por (x0 , y0). Así, si F ~"~J~vo"liitt~ri~e5·1it ecuaciÓn de 
~-;~, ':, •;e>•;~ 
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. . . 

la curv1i de nivel F (x, y) = k que pasa por (x0 , y0 ) puede resolverse en la forma 

y= f (x) cerca do (1·0,yo) y ~onde y'~ 1' (x) escontin11~ en_u11,i11~ervalo aproph~do 
que cont.icno >~ Xo,' osta·~ftai'~urv~do'ni~~; e1.·~.~-~V~~1~~~·~1fc~b'.~Ó)·. • 

. ,,; : . ,,,. ;.-.• ~1:: 

Vnleula pena 11~a~·'co;;;ed~1:io#0 :1~t~.4~ ex~cn~e~ iúífs ;~j"en;~l~s~ .· 
. ... , ~-. . ;~_·:~~/ .. ~:!;{·~Lj~-:::\ :~L ··~.: ;.· .. / .. ~- · <;·::-.·. -.. >·:; .. /.:_~·: ~- :'· c~f ~~:;:; -.. {::.:,:::·._, .. ~~~~-:::\e:-.->::··;~ 

La prueba. de~nuestro te.orema' no;nos ·.proporciona .un~método" ·para éncontrar. 

la función pu;~i~li;Rr;J: ~é\~~(~a-com~ encont~ar·Ü~a;:~:~~i·ó:J:i11i~~~·(xo,Yo) de la 
' . ' •"\'··, .. ",,, •' ····.'· . , .· '. :··;. ' . - ' -- .- :·:· . -··~: ·-" '· . •., ·:. '·' 

ecuación F(x, y) :~·ci)Es decir, _nuestro teorema eS\lll te~r~nÍ~ ~e ekist'e~cia. 
::- ·. . ~ -

También/ éS purameiite local, en cuanto a que nada es de.terminado ácerca de que 

tanto pueclo 0Xtcnderso el dominio de f. Sin embargo, el resultado permanece cierto 

sin import:!lr q;ietan pequeño se escoja el rectángulo centrado en (x~.Yo). Lo mi~mo 
·. ' ., : . ' ._.,, 

puede afirmarse ~le la unicidad y regularidad de la soltición y= f (~) ' 
--_·, . . ·:·.. .-, . · .. 

Como puede apreciarse en el siguiente dibújo, ,10: recta x = x 0 pi.ledo interceptar 

la gráfica.'de la ecuación F (x, y)= O en varios punto~, yero sólo intercepta una vez a 

la parte de la gráfica que está dentro del rectángulo. 

' 
, .... ...-,;--- F(x,y)=O 
l. : 

Así, la parto de la gráfica de In ecuación F (x, u).= O que esut dentro del rectángulo 

so extiende a lo largo do un arco ele la forma y= f (~) con y'= f' (x) co11tinua. 



16 

Voa111ús 111cdiniit:e,11lguuii~ ejei,uplos, como usar n111l:lf.ro t.eorcnm parn obtener i11-

for111ncití11 sol;;.n h~ gráfic:n'<lb umi ec1l1\ció11 F (:e,¡¡)= D. 
',,· ',. ,,. .· ' 

Ejemplo , 1.- ¿n ~r;lfi~Íi <{~ J.i sigllidute · ec1mció;1 ( 1i · Í>rimera vista. podría parecer 
,·.·. ',. ,.·. 

muy. corn¡;liC:ndn.) 
·;·.-- .. :'.' ·.. ;·"': ·. 

',h3:, 71)2115 + 2x4y ~ xª+5u= O 
... ' .. . . .. ·!.:.' _,. . . 

es ]a.gnifica de luu~·f1mci6ii'.1ii'~t11íl,~t1Í:defi11ida.'1mra tocio x cu .los reales . 
. ' - ·' ' ·.-· ,..-'.• . -.·. ~ ' . ,•, ' : . ' ·. . , ' - . '. 

éJF'.·· > .;'.,', ,:,:.·· .. :' .. ,; .. ' .. ····· :.; , ... 
En ofodo;- = 5y4 {2:<+ 5"> O ímra'todo (x/y) i;imr lo cjue,'parn cada x fijo, ··. ª" ~ ',<>;'><':' <' ó( . . ,> > .·.· .. , ·'· ·. 

so tim10c¡ue1;' (:r, !!) ~ una.~1mcióncrec:ie11te ,de y .. Este he?ho;Jm.~to ~~nlas ,sigui~ntes 

:.::~:;t;t2lj¡f ~~~Fh4k~J"f~~f}~¡~fJ.t~~:f 
t1tl c¡1m·F.(x0.11r):l:'¿:·P~riolant~,pru1lci~if'¡;nplÍ~it1i}'c1e.teri;1iuac1a .por ·1a ccu11ción 

¡¡5,.+ 2.1-"11:Jxy~ ¿~~~J~~~;t,d~fl11i~~;;i,~~~oi~~11it~~.:~;¡r:i·e11ci~al1l~··sobre toda. la. recta 

real con 3'. ~mu~:y11~;lnbÍ~hidc1i~1~ciicii1ti/!:·· [ 
·:,,,:: > ' ~ ' ' ; ·.:·:~ ·,;'.,:''.> -':;" 

Ejmu11l~ 2.~La c~imiiÓ1~ ci~ '1ii: c'1ii:\,iiillaíhl;chi l~i1';uiscnta 
, . -- . r"'. ··.<:.;:'. •.' -.::.' .>.)_,. '~}' ;.,,_/,>.- ·-~· ~-··, 

·1\.; tj1c\,!:if k\l;\~i~~.fü::••'> ~,o 

·P·~::~~,~¡~~!~Sf 2il~l~¡~~~.1~:t:::~::'.:: 
siu'mlilmrgo~ ü:i: (O! O)·':" O 'Y: Ü!((~, O) - O;, y 'cin este m~o.; no se puedé ,obtener 
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conclusión algtÍna:· ; Obsérvese qné en t.odos los punt.os ele la curva donde y 7" O se 

puede obtenm: la deri~acla de y~ j (x) d~da por 

- . . . 

fJF 

y'== - fJ:¡; = 
. fJF 

fJy 

4:i: (x2 + ¡¡2) - 4a2x 

4y (x2 + y2) + 4a2y 

Investignenios ai1ora In.~ intersecciones con los ojos. 

Si y= O, ln~cnaci61is1freduce a:i:4 - 2a2 x 2 =O cuyas soluciones son x = O • .i· = 

./?.a y :i: ""'· -Aa. be lo cu:~I s~ obt.fone que 'i7 F ( V2a, o) = (4./2a3
, O); así, si a > O 

el gmdientc dei e;;· (V2~. O): ést1t sobre el eje x,apunta hacia la dereclmy ésorto~otml • 
a la curva en,ta¡'pui;tó.Sc tienenna ~itnaciÓn simétrica eu el otro p~nto.{--v'2a.'o). 

Si ahorn x :: o; l~ ecm1ción se 1'ed11ce a y4 + 2a2 y 2 .,,,.; ·O con ¡/~··O coIIÍo 1!l: Íiuka. 

solncióú .. De modo ·que la. gr1tfica tínicamente intercepta al eje v. cü él i:ii:igen. :. ·. · 

Para loc~l·izar. los. míi.xiuios '.!' mínimos local~·. de In curva.: hriceú10s. il = . O. Esto 

tíltimo o~nrre si 4x (;2 -1- ¡¡2) ...,.. 4a2x ~ O,· con las soluciones x = O o x~ + y 2 = a 2 • 

Determinando las soluciones ~imtíltaneas del par de ecuaciones, 

x2 + y2 = a2 
. . 

. ' . . 
·· · . · . . . . · ·. · . a a 

se obticuc 4a2y2 -a4 = Oy -4r12:c2,+3a4 =O cuyas soluciones son y=;' - y y= --
. ' . ' '' .. · ·. . ·.. 2 ' 2 

. ' v'3 .·' ' .' V3 . ' . ' ··. 
para Ja primera. ecuación y X = -a y X.= --. -a' para )a. segunda.· 

' '' 2 2 •. ," . ':. "" . 

Para. obtener más detalles de la gráfica dúmc8tra.'ccua~ió;1 exprosémosla en co-
• . ' .·,,--· ,":' -.oc,• 0 _,,, ,·;·;·., • 

ordenadas polan."l, resultando la. ecuación 

r 2 = 2a2 cos2B. 
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Esta expre5Íón Ücneséi~tid~ ~óí() s{Ó pert~nec~ a fos sigtíi~nt".8 hítervalos (ó, t7r), 

[~7r, 1í] ' [ 11, ~7r] y. (~11;?7r]_, N¿t~c qucie~ ·~!ldam1ode'Ft~, co~ 2~ ?. 9: 
Se siguo·~; q¿e • 1~·;á~U~tá.~nt;.¡/ ias

1 

~~~~~· ~~·¡~ • icciis' y :· ~ y y ;; "-x. 
,'- ,:.,_··:.···. 

" 
Cm~ esta inf~1:~mci6Í1 pucdé'daJ:se ya una déscripciÓn·c~Í~plet~ de la gráfica. 

1 

t• 

¡__ . ------~·---) ~------,,-- -~\;;-• .... \ ··-·--·-::¡-; ·, • • ./ 

-l ··--········· 

Ejemplo 3.- Considére5e la ecunción del círculo unitario F (x, y) =. x 2 + y2 -1 = O. 
' - ._ 

Aunque ya sabemos deantemano ~~e~· c~r~~lotÍÍ1itnr~~'.lo co.n[o.~~~ las gráfü:M de· 

las dos· fu11cionus·_ continuas •. v. =_--_vi;~- ~2_y.·y ~"~Jl -,x2 _ ~Ób~~-eÍ.'inte,rvalocerradÓ 

i-·~:~ (::& i[~~t1~~~!~~t~:~lit~~~iT1:.· 
Así, xfi.+ yfi =<1, además ten~mos'-. ;(xcl;i10)-~>2vo:~ .• o,:c.oitt,ál:de/cíüe'xri·#:±1:, .·· · . x~· .. ·:r_ .. -.. ;¡.• r: \ :c-~,r~~·'si··:ü;.',{~t;r;~~:,.~:;tfHt~~~i;:~0tis~;1~-·~~:~Pt~;:?\··•···- -.: .. 

Por consi~iente, dado·.~ualquier x0''eii(~l;· 1 )·,'111lffifr.o'tcorema:gárañtiza·1a exis~ .• 

ten~iade:11~afnica/m;:c'.J,i~;c+~tin~fri:r~~~~·~~~~~~il;J:~;i~f~i~i?:~r!~'tl f~;~b¡,~n~ 
vecmdad de x0 ·la cual :satisface la, ecuación ·•x~.;+ y2;,'T, :1:: ".':' \ o.:Y:•.cuya gráfica; pasa ·por . 

el pm••· {~~,S~;¡~;~~~~~~(~~fl~f ~i~t~~~J~7(il¿li~· 
toma la ot1;a solué:ión, vo ·.< O/Ctiri.nd9' xo':~::±1, .~(xó,'vó):~:,o y,nüe8tro ~eorema 

' . .·_ .. · .. t <·; <·.·' . ' ·.·.·· ,~.-::. '.: :'.'.,/'' ,:. ·~~:\'f;_.} ,:;é >· ,,!:(·/,' . >.· .· -_. 
falla en el sent.idode 'é¡ucrer ci¡)re~ia.r:a:y·ca1iié:l'r1ú1cióri de.x en alguna vecindad de 

>. ',··:.:'• •,,:',.,·::1<• ',«:'~,,'.·~· I ::;::• > ··:<'.:· .. , '/"/'''•'o~·, 

": ~. " 



,. 
- -- . ,·_· ., .:/. < -·'-"'-" :>_.····.·-.:'.'.'··--··- ··, .,•_'--·ap,·-

:1:0 = ±L Shi embargo, en Jos pn_ntos.v 10) ~- (-;~: º?? IB;_derivad:1~ p~;~Jal,,a;; ,no ~e 

anula y- ¡mdcmos en una vecindad dey0 ·=: O ~~r~1í~'i{:;f!~o~o-• funciÓ:1_de y, obt0-

11ic11<lo clos.sol;1cio~es·x T;{y-;~2;:~¿!;=}*'.~;;S;~:-'..~i6~~1c~+·'i1.':í:6·j-~t~Ó~c~o, 
las soluciones se· pueden· exten<leí·'. al hitervnlo 'abiért6 ( ;,-1;•1) ;-~ · 

Ejemplo 4: También :~l~i~l~z~;¡~;:~1~~L:~:ia~~:i~iÓii i~~lícita 1;~J(x) ha8ta un 
-; ... ~::·?;¿."' '•t· ··.:·t-·r<' ~ ;.;,~'- ·,_;T(º.", •• •. · .~ ':~ .•-.: , 

determinado ordeii cÍe;~á:do sl la ídn~iÓn F (x, y) poseederivadás ¡)nrciales continuas 
- . - - ; ., t .. ' ... - - ,;·:,, ~ '--:'. -,, '. _. - - - . . ' .- . . 

- - . . . ' - ' ·:• .' ; ~ ' 

hasta ese ~l'cl~n·. ;p ' '.' '' ( ' 
- : '," ·i·t -"~):·~- ::- ;.;· . :·; .. : : .. , 

Sup01i~~irih~ ~J;; yti ~~ 1~'a ~tábi~cido la existencia y diÍerenciabiÚdad de la función 
" ')i'••,/\-'-',.,-:.;;" .. - . ; .. <,'' - • - • - - ' • • • •• 

se puede tri'iubl~n:~ajl~r f'(x) al ~pli~nr la regla~~' 1~'ca~e1~~~ láúl~lnia ~cu~clón . 
En efecto;• . 

. ~. ,. . - -' ·. 

'~ .-

Si ahorn ~:' y'~:-'ti~n~:l ;<l'.~ri~<lni'.p~dnl~ ~()~~i~u~ y,,
0

6~mo_y~ se mostró; f 

tiene prÍm~r d~rlv11da'.~o~tirii1!l. ~iit~~~es f'\ieii~-cle~lw;_d¡.~()~tiÜua H l~ éu~ puede 

calcularse p()r · iii~dÍo. d~ J'B. r~gÍ¿ de la cade;;~ J -~p1i6ar1a· al anterior cociente. En 
1 • '··' ,.·•:- ; ' .---· :·.--· --·.. ·--. - _.,_ :· •• • 

efecto, 



¡/' = f"(x) = 
DF ·(·.D2F. D2 F',)·· ... DF (D2F fJ2 F ') - -+-- ·-- ·--+-! D11 . · D:c2.. DyDxj . . Dx · lJ.rlJ¡¡ .. lJy2 . 

(DF)~ lJy . 

aF ' 
sustituyendo por f' Í~ expresión,:-.:. lJ.r cl~rnrné11te se obtiene: 

. ·:·· . ,lJF , . . 

y"= 

{)y 

(
8F)

2 a2 F lJFBF 8 2 F ·. (ªF)
2

8 2 F 
Fu .· fh!i. - 2Dx7Jijaxay + Dx 75ij2 

( lJF).ª 
{)y 

20 
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CAPITULO 2 
- . . ' 

Co11tit11Íemos con nuestro estudi~.d~~troc~~ del teorema de la función implfcita, 
' . . --- ···:.-e--.;-.:' :·:...;·_,,-·:r::·, -'. ·-_; .' ·,• . ·, ". 

-~:" ., 

el c:naI <.."lf;ablecd lii eXist~n~iay.t;niÚdacÍ deiina r{ú1Ción z = J (x, y) determinada por 
~ ·::-.<,;:::.'::;.< .. ·- '"··.··_: :j;'":' 

mm ecuación· éii ta;es 'V1friíÍblcs F. (:i:; y';. k ¡·;;. O( el 'n1isnio úunbiéu establece como hailar 
' . , -··-.. -~ :·,:_;_: _<}~~~<--.-;·::{:;:;-,~::-:\y· .·:·:~'.\~~---.;:-f.~':.:;'::J'{:·,,~ '\~;-;:~:-~---< r\ ·, , .. 

11•~ deriwidas ¡>arcinl.~de'uruÍ'funcidiltal.'<',· .· ...•.. ·· . . . ·· 

La~ cou~~ci6:·i~~~~~t~;{¡rZ;'.1:&~~:¡~~i·ó1i de ~te teorema son ánalogas a1 caso 

y1i visfo, ·que c~~i1íJ ;J s~~Íó:Jj;¡¡~~I~';:~;~;h)1~i~t~~ ~:ln~i~~ fe : R3 ~ Rtle las variables 

inclepenc!Íeiites,.x,y,,~~· . 'i.' .~D~L :r:;:. ,, . : •·.·) .; 
- •• • :;· -r' .;..;., >-~>-·:" _:_~>-· <-~·e·.-, . ,-J.', - -· 

:::c:,].~;\~~~~~~~~¡~r¡~~f ~~i~~m~W~, 
el que 6sta cxprcs1ó11 se iguale. a cero. s1gmfica:q11e· se.'cleterinma nn :lugar geométnco 

- - · , ;: .. - " : . .;-::· :.·: .. >-.-" ~_:·.::~-'::~:--_:::.?i;,.~ ;··-:.'~~~::· i .... t¡~-~1i_ .. ;_,~:5/:w:·~:::'.t~.:: -~,-/'.·:·/ ... _~~?:_:::<<'.? '.;.-.-__ ,_._: __ < ...... : · _ .·.-
en el espacio tridltnen~io~~l R3 ~onoi:i<lé)~~irii:ii~"s1í~~;fi~i;'cÍ~ ;ii~ei ¿er~·de la f~ncióri - )(· -~>~- "!.~ •.,, '::{~;.~.,--~ •, ';-:;,_:'", .• •·' .. -

F. Si denotamos por So. tal sÜ~erfiéid ,t~ne~;?sf~: '!;·:: <: .·; .. ':-: 
'-..¡-.·,;. __ . ;>;";. :{·>:?: ·''.]•-,_, :'~:·/_, ·_ ;,_)~: ;:_<f\:._ ;;·--

. . ...... ;·~!'.~·J~i!l~~¡1\~~¡'~:1;~~1." .... . 
Podrfrunos tener; cioino ocurrió eii eJ:casó ya visto; qÚe Iá'ééuaCión F (x, y, z,) =O 

- · -~.;~~ -~ ·_;s~·;. ::·.~.'.~):_ >:;.:i~::·(:~~t,t::}~~;:~,:~~:~r:!t~;-,::t;~~~;;;~::~t;~:;:,:)~¡:~~~~-:~~:f~-:;·.~::':Y· :. -·-->~" ~ -· _ · · ~,., _-
no fuese In reprcsentación':.1mplfcita'.de:nirigúna'de·das;tresposibles :funciones: z = 

1 e, .• ;º :t i(~~il~;~~~}~\~~~ll:!f ~~~&t•·· .· . 
Veainos algiiúo5 ejmúplosqúc'clínii>la1i':léi'rec1 n' iifirmado. 

, · · - ·- ;. . >~ ':.'.~Z;'\/~J~1}·.:,:;,~.f'3'..:~~:{~-!:-~:l{~.i*.;:~:~~~f~(~:~!~~ti!:~~~;ú):/ ~{ -: ::;::.}·:. · :-:, .\ 
Se;i F(x,~,'i) - X2+..y~.+jz2 +ill'e.ritorié:es aJa·ceuacióri respeétiva x 2 + y2 + 

· ··_: :---~_)· ::'::.:~.- Y.<>~-<.\-i~/:·~<: .. ::~-:;:~~~\H~~~\r~Y~~:-::1iX·; __ ~i;1-~n:::·:>.r;Y<'.:,_:;·.;:. · ._. _, ·:_ · 
z2 + 1=O110Jitsati~fn,~c,i1iñgú1fr>pHtó;.~~.¿ti; §1 J~gii.rgeométrico correspondiente 

a ést.ii supdriicid de ·~i~cl ~~r?..~ié"}+~.¿{~~~;~;1iCJ ~~fo. sí ahora F se define coIIlo · 
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F (x, y, z) = :c2 + ¡J2 + z2 , tenemos c¡ue a la ecuación x 2 + y2 + z2 = O sólo la satisface 

el punto (O, O, O). 

Recordemos que una de las condiciones requeridas en el caso_ya visto, fue que se 

tuviese una solución inicial de la ecuación F (x, y) = O. Har_emos este _nüsmo requer-

imiento para el caso que nos ocupa. 

Así, rnquerin1os que el punt~ (xo yo, zo) sea una solu~ióii de.la ecuación F (x, y, z) = 
' - 1 --· ' - -· ·' . •,' ·: '. - • 

O y le !laniarcmos una sollÍción Í11iciat 
- - - ' ,.· .... ·; -,,, .. ·· - , . 

. -:·¡;'_:--

Lo que nos int~r~áráJhli~ra es extender ésta sol~ció1~ dentro de una vecindad 
•"•":;'e" ·, ';;:~~~~'.,'?{'~;: ~ ·_;;; :,·~ • :;\•: ' ' • • ' '.' 

de ella, en la' cJ~r la p~~~ de la siI¡}erfiCie de· nivel cero de F. ~té constituida por 

puntos c\:1~ sf\~i~!a~4~!,ia :~~~ación F ( x, y, z) = O y~ ~cinde,;,~de11.1ás; al menós una de 

las· variabl~\)1~eciir~presellt~r~e en función de ·l~ 6tr~S-<l6s. .Esto es, queremos que 

dcntrod~l~~~~i~1~~d:~ol:solu~iónini:~i:al';al3e;:~~~1j~;df \~.~\~1'.entes •. relaciones se 

cmnpla:·~ =Y(x;y) q Y.~9 (x, z) o x ~h(y,'z).y,don.c!e,¡Jarala(!~).quese c~¡pla 

~;:I'.tt~I~~~,~~~1D~!~~f ~~~f~}~~1J!~~~~:~%'.:º . 
Debe tenerse eii·éUentiúiúe-e5tó últiinó sólo ¡)cíéka éOriségüií'se 'a nivél local, puesto 

'.' .. -·:<: ·--: ::_ }/:(' . -~.''(:r .-;:?.\C:::'~:;X?: -~?.~~:-~: <{;_:~~~:~;;~~'.;;~~{;f~·1 ~~,;:.~:z:~:~~;~i;i~f~~~J~;!f ;1(~~::{¡-~~:-J;f.~-;;~~:7~t~:J?i~Y ... ~ y:.'.(;':_·_.:.;-~-.:·:· 
q11e _si ·se ~coge···_h1;ñ-vecind•~d_.1o··súiidentcn1er{te,~M'<le'o'~¡.·.Sé·~cogeotro.?ú~to ·sin 

.... ,:.::sit[~r2~2~~~r~~ii,~;~¡~~gc, ··· · 
:.:0~2.:~=~~~~:~f ~lf l~~~~~~~tlr::: 

/:··;·.-
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lllllcStra quo la c~1lc:Iu~iÓ¡i del ;nis;i'ío 1Ú:í se' cumpl~. 
. '. - '. ../' .. · - . '.. :' . ". :', -- . - ' 

P1~ra Jl\p~iIÍÍc1·~ s.i~;1a~~~n.:é?n~fíé1;#,e.~~ fm~ción F (x, y, z) =(y- x) 2
• La super~ 

ficie <l;; iii,~~I ~;h~6'.~~-~·~;;~r,;1~;~J;&~~~~b~f~ al:plano xy en' la re~ta x ~ y y adem1ls 

:.;~~iJf;~.~fü~i~"~~~~;tE'.t::~:!r:::~: 
F se ¡mílan):, iJ~~Í~i~·;;;i~~~d~/f~;sólu:ciJ~ i~icial a t~do el plano x = y (stíperficie 

._ ·. .-:,·- -: "~ .~\:;> :.<·~~-~--;-;·.·_·:r::'.~-'.;·:;¿·t~~:~t:f_~~-~;.~~-¡:\·(,~-:,:u '.·-:'. --;_~::_-. . 
de nivel cero de F) de· las,dós siguiente8 formas:. 

' '" : ! :',·.. . • . : : ~: >. ;-

·x ~~~;;'función de y y z (x = h (y,z) =y) y 
.; ,e;-··- .. -

y coinb función de X y Z (y= g (x, z) = x), 

Para la segunda situiu;ión'considérese la función F (x, y; z) = xj¡ y comb solución 

';;' ,,,.,; ''.' 

E11· cual~11.1ie~. ~e~i~t~~ei.;;:i~~~ :~%g1~#-~i~?j~~:~~;f~?~{t~r~~~j~;ti;~?nf'.ón· 
de las otr~ dos. La superficie de' nivel cero·.de ésta función ·sori: los planos,4:oordenados 

.. y" ' ~':i: :~t·~:;~};;tJ(!~!' ' 't~'! f~?:;~:~t . . 
Así, no es posible sacar. conclusión -il.lgiina' para 'el CaSÓ en que_las' derivadas par-

ciales d~ )se ~~1l1it~ ~~fa~i~~{t~i~0:;i[1~:~i~(~!fa~~~~}'.1~¿~~i!;'.~gJ:~~" ., .. ,'.~~yJ.j~)~' o.··.•. 
. ··.: , . · : .. ~- ><;.·:. ~<:;;_~.~-;·;::.~_;,/:~~J.~~;~,~:i:;;Si .. _;:(~;:::L~-f :~i~\~~ ~~~;:~(- ~~ ;~~{;·: __ ;.~;,:{)?i:~:-i{~~I~~Pi~D~j;~i~~~t;~,~~~~,~ ~ :;;~:: ·_,~ 
Sttpongamos, ·p1ie8(que. aJ·menos .una' dcJas:tres derivadas;parciales:~de·F no se 

- · ::~·-·\-: -: .:: ~:i ::.~ ·.-.~ -:- -~:~'-::-~~: -~>::/~?~:-;~·.\·:~~:.:;:Y. ~~.:~;:(·~_:}~\\~'.~ü; ·~::.~J.i~;-,;{;~~t~:;;·::: ~:N~~?~:~f·:'~~+~l~'.:·; :::·t:t~:;.~~~~: :- :-~: .. ;_: · :. 
anula en la solución lniciaJ.'.(ió';¡/01 i 0 )': La;Váriable7de,Ja; deiivaéiá paréiiíl de F que 

. : .<··-: ~'.-·\·~. :::? ·;·-. · >··-.:: -:·,:~'.':>~:·_/;X~,)~ :~/~!:~f~:.:~~:~~;~.;~"-~'.~:~)_2~;~:\~f~t,:.y-: ~71:>\~:-;·l·_-- .· :":-· 
no se anule en el punto: (xd,110 ; za),' 'yasml1ien<lp' 1.~~'cOnti~Úi~aCÍ,•de· F y la derivada 

parcial de.F aÚ1dida,~'la~¿11é:~e~o~~~ .. ~eJf~~li~~~~~f[1~~;iJ~:de';1~ ~tras dos. 
8F•·: ·: ... >X'· ... :.,·.,·,.::,·,,:, .. ::,·,;..,.:.,'.•/':< ·e;·{.' .... ·:·. · 

Así, si .. az •. (x0,y0~~~) ~ p; ~,~~Fie~~o las hipót'?'i~_de ~~útinuidad mencionadas, 

entoncc8 nilestro tcore;íia afirriiu>~t~~ Ia.soltÍció11 inicial ~e pu~de extender a una veciu-
·, :: ';', ; . ·, : ~. -· . . . , . . . ' 
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dad de·é..¡ta en la Júe .i:s~pu()d~ r~pi~~c:1tai· en'términosde :i: y y, esto es, z = f (x, y) - ,:.· : - ., . . . ... ., .. 

y F (x, y, j (x, y)) ~ O j~am (:e, y, z) :m;'hi. "'.eé:irl~I~dde (3:{¡', yci, ~o) . 

Se.sig1tcn~~·gi~111~;~~0~-A1ii:{1~r~:~al,ff~ni~~i~~~-:(1i.I;o1~'~;'0 ..• -~~ 110 so m1ulmi ·e11 

(x0 , yo, zo) y,',¡tdd;,;;1._~;;·se_'~1ifiiel1 ¡¡'¡_~ Í;il>ót~i;''de :cÓ1~Í.Ú1uidnd Í'C.<ipcétivns pm·a cada 

• ·<;_.:_{ ·~.<<f}"t'/'V'r':_,::.?~·!';;i·~·_Y·:'• ':,.','.~'~/''.\' ;-t . •···· . < . ·_.·_. 
caso. ,,. . ~:·'<< ·'·"" ... .. ~ .. ,. . -_,. __ 

';~ :, ;- ·-. ·.~.;~~~··_=:.· </ :.; _.' :: -~.-.;{ .. :.-\;:·' .: .. ~~:\_~·. ·, "' 

Se pllede ~~1· 'rit~illrientc; ii ¡m!tfr dc-1a:¡i~o1Iied~~Í d~n16tl·icadel' griuliente de_ F 

de ser ort~go1;~ ~'.jns ~ií~e;~ci~ d~ ~1i~cl ~e ~t;f; ei'~:~~~~c~l¿ \'a;i;~;¡ de la ~eri~~da 
parci1;J que no Se 'rumie se puede representar C~JTIO fl.Ji1ciÓi~-d~ ¡~·otras dbs. :-

.\::·:. .'·/~··:-

Así, si ~~- (xo, y0 , z0 ) =f O, entonces VF(xo; ifo,i~)n~-~!~e'.·~1~nJiªfa1~lalej~ z; de 
- - - ·."' ~<:-·."·-;; .. _:·;:::,.,:.·.-: ___ ... ~;:1· ___ : __ ,.~. :··--:~->.::.,:"~,-·:. '. .·.'·.:'. 

t;al forma que el plano tangente a la supcdicie de- nivel cero ele F- eii el ¡:íunto(xo;.y(¡, zo) 
'· --,::.. ·'.;~·.-· - ·.-'··1,· - • :·;:" :' ':--.:. ·:·;~\·-./ 

no es perpendicular al plano xy. 

De Ja idea de que el plano taúgent~~c'~parec~"aI~iupcJrfi¿i~cl~:~i~el ~~;o'deF 
' .J • • • • ·' • • • ,, • '. • :· -. _,. 

en las proximidadesd~l pt;nto (x0 , y0 , z0 ), no siendoáq;1cl paralei<J ai eje z, ~~~e que, . .-... · . . , __ - ' ' '· .. ·; .. , ... ·-

cu efecto, es posibl~ i:cipresentar a z como función de x y y dei1tro d~ i111a ve~indad 
\ . . . ¡~. . - ' ' . . - ' " . 

de (xo;yo; zo):. 

. . .·" ·' .. "<··.. . ·. " ' .. •. . ·. ·: .. ; '.' _· ' : 
En.el ci1so en que dos derivadas parciales o las tres derivadas parciiiles-de F no se 

au:1len. en, d ptmto, (x0·; y~; z0 ).;. y ~~1mi~mfo las. hipótesis de conthmi~ad de F y de 
. "" 

Jn.5 deri~di1s piircl~~lcs'de :F ad~cuadamente, la extensión se podría gkantiznr de dos 
-.· . .-,: . ··!;~:' /··' .. '.': ; .- .. - ., . . " " ' . . ' 

o tresma;1eril.~; ~fc~t1i~i~c1~ iÚ1~~1la (ácii;ellns) qti~ segtínconvmiga (convei1gan). 

Lafoniit1íri:6i6,Ú'~~ ii~~i;;:¡ t:eor~IT;á ~e harít e'n t6ril1ir{~ci~ la variable z, puesto que 
. . . " ' .• - - f· .,::: • . . . .... " '.. - . - .. . . '. ~ ' . '· . - '""-. . . . 

,i- ';,' 

usualmentcJ z cii lri. ~arl~blc dc¡;endierit~ y :C e 1J: las.-~i~bles independientes cuando 

se consicÍc;1~n.iun¿iÓ11~ ~¿1:dorniÍ1io.mi'h2.; C:¿i~tra~<J~lnioen ~. . 
' " .,.-_, ; . . ~ ' . ' : 

'..-
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,. ",·~>,>·"· ', ::·<·. _·:' ::.·,:_ '.:·>_:·:.:.:. -.~· ._:.~:.:.,- "·-. . 

Al. igual que en el. CnSO. a11teriÓt\~efemmciado de nuestro teorema lo dividiremos 
~~-,,,· 

-.-;-,>.-.· 

cm 3 bloqÚCl.'I, 

wtlorcs cu el coí1j 11Íito n'd<? losrealcs'. • . ·. . . . . . . ·, • . .. . . 

. (1) .St1póng~e.Jue'f ti~11c d~ri~d~ imrcial~ cóntinuM ::: ~:,'y ~;en una 

vcciudaddéun'i~uri'to (id.~o, zo)don¡le' . . .. , 
i::,, -

, )(Jo.~o;zo)~Ó· 
"°:::cfoO'to:~~~j'.'.~.'f.····:•·.'· 

(2) Ent.onccs existe u11a liriic!l f~~~i¿n. i~i~lf~}~~ ;~ ~ f ,( x; y) ·éon :doffiinio un rec

tángulo ce;1i.rado en.(~o.v~).Rdd.<~~:.:..;1,x~+''h.) x'<vo ~k.vo+k) y c6n rango 

'', .· 

, f(xo,yo) = zo 

; ,- . ,• 

y, para todo (x, y) en el rectállgulo R 

F(x,y,f(x,y)) =O 

8F. . 
··· . {}z (x, y, f(x, y)),¡, O 

(3) Ademlls, la ftmcióil f determit'.áda.~n ,(~)y su~ derivadas parciales~~ y ~~ 
son continuas cu R. y · 
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En (1) sé' omitió ,eÍ I.iish¿·. dd que P siiá c.o.nt.ií~ua en lll \'eéiudacl aludida puesto 

que esto se sigue dé·I~coÜ~il1t;ici;;:ci de:su~·~Íerli,acl~ parci~Jes .. · 

:::~!;:::.~~:~r~~;t~~~~~~l~f r~;t ·~·=~~. ~ 
(xo, Yo. zo) y .totáhiiente ·contenidó en éSta veciiidad é1{dcínde.- (x, y; z) > O para 
toclo(x,y,z)enP. , :' .. '.;Lt:'.•f;''','\'';;··· .. ,_az ,. 

Sea P = {(x, y,z) E R3 l I; - xül < l, 111-Yol < l, ¡;.e:. iol < I}. 

x ... 1 
X. 

x .. +1, •.. 

Obsérvese que para cada punto (x, 11) en el c~adrado (x0 - l.x0 + l)x(y0 - l, y0 + l) 

Ja función P (;,y, z) consid.erada úll.icamente como fun~ión de z es estrictamente ere-
·.·.•··• < ·-~·<•;L';S{.'.;( +. . .. ·. aF . .. 

ciente el\ el int,~rv,a}~ [zó, ".:'~l~.z~ :HJ puesto que su derivada {)z (x, y, z)> O. 

La: ide;{qu~'i{b~':p~~~iti~i.deflll.ir l~ función que se postula en (2) ~'la siguiente: 

para ~~·;Jntt~{1)t)';~j~'.·~:I quo'lx-xol < h y lv ~ Yol < kcon h <:t .y k < l, 
; '' • " . ,~;;··~·/ ... ':~'·"t.:"':.."'.· .. ~. <·. ': :··' ' 

el tínico z:qui(corresponda a éste punto (x,y); Jo determinaráia'. ftnÍdón:.F'.(x,y,z) 
.· '. ).~:,,>~ ·-~:,;\: .. :·-~~··.~·;.<.;:·: ' - .· .... · , . . . ·. ·. ·<·. :.:-::·::t>····. -- '-.--:~·,' . 

(sólo de 18:.Váriab!é':Z. ) .'a.1 aplicársele el tooréina de1'~1or·l~ti1:;n'eciio: Ést~fürición es 
' -- -~- ,, ., ••• -:: • - • • - - ·' • • - • - - ·, - > - - ' • - '"-· , • • • • - • • • .- • 
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Halle111os pri1ne~o ~Í ~'Í:~~~c8p~n~li~n~e·~l p~;1tó (x0 ,:~o). La. fun¿ióu'P (Ú, ~o. z) es 

111111 ft111ció1.i.'crncicnti~obi~·[io~-·l)z0Fl] yas~n1e.elf \or:cero.en.zo·d~·tal forma· que 

::::~*·¡~] !f f l&f if f ll~~~,,~·s:~~:·:: 
Consi<lcrcrnós/í1!Íora'i~el pa!'/de'fúncioúcs F (x,'y, z~--: 'l) y F. (x, y, Zo + 1) ambas 

: · -. <,.. .·-; ;.-::.:~~:·. -.~:.sl ~fp~·;~~·_c!X~i~:; ~;:;~~:f&~·.:r.: é?i~}::~~\·(, y;;·t·-<,.i~:~~~::'.~~/W/ . .i~~~·i;·;\-}?K't"-·-/)? I: \:~·:· -
defiuidas.para(x;'v)'.ciiielciiiidr,a<la:(:í:íi'~.1;xo'':l-·1).'x:(Y~'.+'1, va+ 1): ... 

,-· '. •• ~- - , J, .. : /~-~-f.Jfl?~}~.W:,~_:¡;_t~t~-~;;i~:;~-~~~~~:~~~,~·f:~l~·~-~; ;:::/;'._·-~·~/.::~:~·J,~if~SV~{i,--/~:~-~:-~~~;:~~: ,;·1i-,i ·:-·.:: ~ ~ ~~.:_ .,_ .. 
La pritnera fmición:satisfa.Ce ·.f (x0;'ycí; zo:,;:;.. l)C« .. O:.pór:lo.:que,':deb1do a su con-

tiuui<lad··~n. ct:~o{?!{¡~(;$":¡(f~¡~~~:j¡¡·~á;;~()~t~~~~~,~~~:~¿g¡g~:¡~;'.'J~"~¡~~o puntCJ. 

::.:::t:~[l~,\.'IT~¡~l:~f ,~!:~i~Yt.:·.~l~'J{[::~1:.:.'.· 
._ -::.'," 

-¡ ", :',·.;:-Y··~:.:~- ~. 

Se puede ~c()gc( un~ ~~cií'iclnd c01~iin cen'.t~acia'.~n (ir0)y¿y,~11 fo~ma de rectángulo 

de lados 2h y 2k 1;araleÚis a Jos ~jescoor<le~a<lo.s x,e i/Lüego ccihsid~re este rectángulo 

sobre las dos caras,- su pe~ior. e .infériOcr ~:,· d~l: e~~ 66: P.: -. ~~-: ·~ -~,., -~·- .- --
. . . h -· -,- . ·-- --,i~- ,7, 

AB!, •~ roMt"'1do "" p';"'cloP!podo .!.o,~i., q, definido ~ 

y ro:.:.~:·~::l~.$lt.f ~~J~r,~~W;¡~;~~';!,L:·::: :: ~·:·1 
· . -. ·_· .. --~~:> ~~ !_--/~-'.-;>·~¡<·:r~~;~~-~-(~--t?~'~f{'/:>;+~·.:·,(. ::.>~<>; ->~ -:, :~~ : ... :· :~->~ ~> ',J __ ::_ ... _ '_,~«,. ___ ~ . - ·. --- - -

o pam tocio punt() (x~y, zcif l)sobreia:carasuperior de Q ylafunción:F(x, y, Zo -1) < 

.~~::E~tt~J~~;{~·~1~1t~'.t~~~~~~~fJ:: 
:.> :t'·· .. ·- '. 

' F (:1:, y, Zo -l) <,o y F (x,y, io + l) > p por Jo que se ¡~ p~e<le aplii:~ el teorema del 
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valor intermedio, obteniéndose un único zen (z0 - (zo +l) 'éli doÜdeF (ai;y, z) =;O . 
. - .. ' . . ' ':·': .. - "- . ".· ·· .•. - " 

Queda, as(, estab.lccida la existencia y uriiCicÍ~d de lafunclói1';o:=·/(x, y) con do-
·''· .;· .. ,·.;.\·-- ·.··-

111i11io R = (;o ;h/~o '+h)~(Y~.:___ k,y~ + k) y'c6iiradko'c~;1tcii~Jdd~ri)~ {~ P~t; z[) -1- l). 

Por consigtÍicnt~, 'c1e~tr~ del p~~~i~lepípedb recttÍ;1gullÜ- d.'·;k.'Jfae· dii la griÍfica 
' . '·>_-·.;:_,· .. :: ;"- .... -··:.·:·.·. ·-·-:-.-..' .. : :·;,(_:·.,~:'-...: .<·~</ .:·~·-;,/?·_ '.\':_:;:~,f~0--/>~· C:-_~: ' 

do la ecuación· F (i; y, i) '==·a os ia gráfica de la fú11~ióri hnplféÍta•~ '='f'(x, y), doride, 

además, f (:~o. Yo) ==zo y par~ todo (x, y)E R, . . . '• 

aF' ·.··. ·.·.· · . 
8z (x, y, J (x, y)) #O. 

Continuemos con las pruebas.de lo que se afirma en el bloque tros. 

Para probar que fes~ontinua.cn el rectángulo R = (x0 :- h,x0.+h)x(y0 .- k,y0 + k) 

primero lo haremos ~~ra,el ~unto (xo, Yo) y después para cual~uier otr~ p~mto(xi. y 1) 

en R ~ {(xo,Yo)}; 
: . . »\.-'. --- ' . :: .'>:>"-)}'~---··;,,\:'¡~·-.,\:;:/-' ::;:·<.--,~-'!,-' ·. :f·~ __ ... . - . 

Sea o < i < ·t,.Nótose que .los.valoi·es que asume láfonéióí'iI están eri el intervalo 

c .. ~:.:sm~¿~:.ff drtr.~2:~lii~~~~ti~~~.:c '"bo P. 

definido como 

<hy 

·"'·.: 
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ci2 <A:, y cou mugo couteuido en el intervalo (z0 -e:,z0 +e:). Sea ó = min.{61,02}. 

Ent.ouces se cúmple ~uci 'par~ .O « e: < l existe ó > O tal que, ;ara todo (x, y),· 

si ll(x, y) - (:i:o, vo)ll ¿ ó ~;1tolice.~ lf (x, y) - J (xo, uii)I < e:. Por con~iguiente, 1 es 

coutimm cu (a;o, y~j : ' 

l\fostrnmos ahorn· que f es continu'.1-· en cualquier otro puntO' (x1·, Y1) é:Je R -

{ (:i:o, Yo)} 

(x, 11) E R. (Recuérdese que el re~tángulci R e:s ~l cl'oh;il~·io·á.ci l~:f~1~6ió;1 j luiH~dá en 
co-.' >, ,¡, --

(2)). Nótese también que F satisface en el punto (xi.~;; .Z;) lru:i ÍriisITl~iiÍ¡)Ót~is ~ue 
., .• - ,_ "i" ··- •. --- . -··· .' <· '. - ... . . · 

111.~ cst.ablecidru; en el teorema relativo al punto (xo; y~, z0 ) , •· 

Por lo que, si se repite el proceso pamdeterminar ¡,"p~~() a~bra1ino se r~t~inge a 

los puntos (x, y) en el cuadrado T .se encuc\1tra que eXiste ~~a rúrición g 'con dominio 

contenido eu el cuadrado Ty co~1 rangocont~ni~~ en eÍ.i11te;alo(z1 - e:, z1 +e:). 

E.~ta función no puecl~ ser. otra 1hás q~e. JO. mi~~~ fúllcÍótl'J hallada anteriormente 
~ . ''· . . } ' - ~· ' . . 

- ¡"~ . 

debido a su unicidad. s,a,Bré sú ~?eini.Z:dc.·c1efi~Í~.í~~;. 
Así, existem1a ó> o'tal q~~.M~rato~lo{x;y){si U(x,y)- (xi.villl < ó entonces 

I/ (x, y)·~/ (x;, ~:w~:e'.:~to"Ú./:~·~~6nhi~i~ ~~ (x1, 111). Por consiguiente, f es 

continua· ém.R. 

Por tíltimó, probamos (¡Ít~ r'es ~le claseC1 en R y que sus derivadas parciales estitn 

clnclns por las exprcsioucs en. (3). 
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Ante.~ de inicÍar fa·clei;iostrad~n mencÍonernos el tem:ema del valor medio para 

. . ... ·-.· -· :·--, ·._.····:·· . ., .. _, :·· .. · ·-,· ¡ _. ·. . 

Si F cs.diforéíidablc sobro un;abiertoU s;;;R2 que contiene el segmento rectilineo 
•:: - . ::.- -.·. . 

cerrado eÍ1tr6·d~~·'b¡;iitO!J ~y y d~l mÍsmo,'entonces existe 'un Ú1m~ro B É (O, 1) tal 
•' •,"<,'.\. •": • <'¡ : '.~• • ', • ;<, • ,. '•' • ' ,' '}', •' ', , ,' • :. • e • ' • 

que F (iJ).:.... F (x). '7·(~.l x) .'~F(x ~. B (ll-c: i)). ·. 

Expresemos de uril1.111aneracon~e~iente este 1nismo ;esult~é!O usando~oordenadas. 

Sean x= (a;b) yiJ =(a+h,b+ k), ~ntonces fen¿~()s .. , ·,· . ·-: . .. 

F(a +h,b.f. k) ~ F (;1, b) =(/1, k)·bF(a+oíi, b+ Bk) = . 

. · .. ·.. aP. . ' . •· < aF · .• .. · :. ' ·• ·. ·. 
h 8x (ci+~h,b+ Bk) ~.~ay (a~t,º/i_;b.-f-Bk). 

Probaremos únicamente la primerll. f6rmula~e(3)',:ltoes ••.. 
. aF ; . . . . . ·. .. . · 

a¡ - (x, y, f (x, y)) ·.· .. ·. ..• . . .·· . • . . . (ªf)· 
ax (:i:, y) = - g¡.. 1 y también la c_ontinuidad de _la tnisma. ax en a (x, y,f ( . .,;,y)) 

R, puesto que el ot1~0 caso es completamente similar. 

Sea (:r, y) en R y sea z = f (x, y). Consideremos a la ;arill.ble .ó.x tan pequeña 

para que el punto (x + .ó.x, y) también esté en R. 

Definamos ahora la cantidad .ó.z como 

.ó.z = f (x + .ó.x, y) C:. f (x, y) · 

. . . . . ' . ~ 

Considerando a F como función únic~111erite de x y z, tenemos que. porel teorema 

del valor medio, 

F(x+.ó.x,y,z+.ó.z)- F(x,y,z) (.ó.x,O,.ó.z)· DF(x+B~x,0,/+eb.~) 
aF . aF ·.; ·· ... ··.· .•.·,.· ·\ ·. ·· · ··•• 

.ó,3; ax (:e+ 96.x, y, z + O.ó.z) + .ó..z ()z (x + O.ó.x, y, z + O.ó.z) do~d~ o .. <:;~B < L 
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Pero F (x'+ Llx, y, z + Llz)~F (:i:, y, z) = F [:i: + Llx, y, f (:z: + Llx, y)]_..:F (x, y, f (:i:, y)]= 

O puesto que (x, y) y ,~:z: :i- Llx, y) estiln euel dominio de/. 

'• 

De esta forma, 

fJF . . ... ·.· .. ··. 
Nótese que f}z (x + Otlx, y, z + Otlz) ;ifO • 

De modo que· cuando 6x -> O, tambi~n -~; .¿ O cJebid~a la'.'~cíntii~{¡id~d cÍe f. 
. . . ·.. · ,< · · ·< ·; /<aF' •ap / · .. · . .· 

También se tiene que x + 06.x .->:x y z + 01:!.z '7 .z y como fJx•:y f}z "son continuas, 

coucluímos que: 
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Ejemplo-i. L;i: gntfica.de la: cc/mcióÚ F(x,y, z) = zª + (x2 +y2) z'+l = O es la 

griífica de mia f1lución z "." f (x, y) de~~ida ~ara tCJdo (~,y) mi R2 • 

. · ·. 8F ·.··.·.••• ··. ···.·····' < , ; /··.·· • >;:; . > .· •, ·· ' 
En efecto, az = 3z2 +_x2 + y2 ;:::: a·y conti~ua íiaia.todo (x;y;z) e:R3

, También 
. ··-,. -;·~· .. , ... ; ;-· 

puede verse del~ e~uacióll qu~ p~ra ~ll fljos,•la Íl\~ciÓ~ ª.~z) .7·.zr;; (x2 t y 2 )z + 1 

~ ::.'~~:::.:7:'.:Z±1'.~it'.:~~~~"~~~~~;~;~~;;1 ~,, ;.w.= 
ésti~ puede extendersé sobre todó el ; phiÍ10; i¡¡';. Por; é:on'sigÚient'é/ la ecúaciÓn. clefine 

·.·~· ~ , / -· · --·~.: ( ·:: .. ·,. ·: ~ ::.- ·--~ ·,\~'.<: >', :~<<r.;:;/.·:/~~;t~~·t;J~~::::Ar\,;·,·t~Y:·::: &"~.:~;/J;~ __ ,::. __ .~J \ ~ __ ·. 
una única fnnción .implfciti.í z:= J (i; y) con".domiriio. tc:idó•R2 •• AdeniáS;•'/ es. de clase 

·· ··•·.·. · : •. ·• j····.::: ';:• ·:.<·~·1·. :~:·:::"P·i~t:•;f;f./?'p '::>aF:.• .. ·.··· • ,·.· 
0 1 sobre. todo R2

, puesto; que las d~~iyitd!IS Par~¡.~~.; ax 2'7 2xz;Y,.ay =' 2yz .son 
-< ·::,/;.i --; ' -,-_, -,,~--

--:_( .·.:'-,.;-:-··: ._.,, -'-~/-~: :-· ·:·:/ .. ~·. 
; ~~· :~ .. < - ,_,.., 

dadas por 

lJz 2xz 
8:i: = 3z2+x2+y2 y 

donde V rep;·esenta el volumen; Tia tein'peratura,: P. la presión y a, by R son 
••• ·, •• ••• • •'> • ' 'i. ..• >•,, . . ' ' 

constantes. 
' . 

Si se considera _V como una función de T y· P, podemos representar a la fórmula 

anterior como 
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F (T;P,Y (T, P)) = O 

. \'_ ' . 

. Harmnos· caso oiúiso sobr~ laS hipÓte8is del teorema y supondremos que únicamente 
' .· .. ·<'· ,. ,;i .. > • .- •• ·'• ,, • • r • 

estamos i11terniíados¡eni1aJlar ¡A. de;:i~áda p~Cinlde V con re8pecto de T. 

... > : i . }.. · , · · ··.. av . 
Así, nsümiendo, que 11odemos calcular. DT tenemos, 

. a 
DE 

D\I = _.fJI-;,,,_ 
ar aF . av · 

PW-b)eRT\I (n~~)-n '-. >llT(~)-n. 
-P-(l-'--b-)~-R_,,; .... v_(_n_~,_a""T~2~)=-+-PL.e-R~;--v-.. - - RT( R~~T) +V n_: b 

a 
R+TV 
RT a .· 

\f-/J-V2 

Ejemplo 3. Con~idére8e la ec~ación deJa ~fer.a' dc .. ~a~ici ~. d,!lliª por la expresión 

F(x,y,z) =a·~'.-;v~~z2 .-,f2,;;·o. .·.~ '{?~~::<·-\!. '."1." ".':.:•~·;;;;•.··.·. 

l'·~ 

p, 

:·e~···:·: Ci.>'' 

Verifiqumi1iis có1í'nué5troteoiemaque'lílla de'éStas ftini::iones esJa'que se obtendría, 
: , -; ? ... -. ... -·_:::'~:: f"':\~\'~ :i~~~.:~f.~·t~-~~~?~~-~~~~~tJ~~fJ~;i~/~~ft.~.;_~;j~l~tfi~~-:JJ~:)(·;~~~~-;~~:;·.;~~~~~:~-(~:z·:i~~\:·-.);::,:~/'.:-;,~):~: :. :·-~.:-~: -~: :·: :\;-~:·. Y-·__ .· 

aquella quése obtenga:_dependerá de· si. la 'solución imcial. (xo;· y0; 'z0). está en el hem1sfe-
.· .-. .'f.: :j: ·:-~~-\f >iK.~5._~:- };~~~;}')~:~¡s~~:;?:~~E~/ t~~·~tt~~{~:~~;ii1~~r-~;~~~:;f ::.·~~ .. ~~~<~'~ .. ~. ·~:~;?:I :.<Y/_·,}~;·,~)·:<,:_;::,~:: _-~(~:;-·; .: ,. ·:·-"":. . _ ': .· 

ria superior(z0'~,0}o si;está en el)m!nisf,crioinferio~(io;< O).:·Si el.punto (xó,y0,·z0 ) 

está e11.·e1·.~1-'ni~~~~~&~<~::~);~~"~~~i~l~;r~f l1ib~:y;tj~.~;t•~~·.(xo,~~i;;)~ =·-~) •. •.En . 

un punl;o del ecundo1: el, plano tangc.n_te 1( la:·supcrficie es paralelo al eje z. 
'"." - ., ... _--(_,---.. ~---~·"·" ¡>,,•.-·:---:·:,_:~-.:·,::.:-- º"'• ~ ... :- .:·· .... · .. 

Sea; ptíe5; ~:r.o• y~,z~).~¡:¡~ s~lt~cióni~ici~l con z0 -1' O. 
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DF · · .. . . . • .. ·. ·• · - ·····. : - - · ·· - . ·· •_ -· 
Así, {)z (xo,Yo,zo)·'f O, por lo'que exi~te t~1mv,ecindady d_~ .. (x0 ,yo) doi1de se 

puede definir tma función impHcita: z .. = f (i, ~) ; q~e cbnte¡~gn;~l pm;tb (xo;Yo; z0 ) 

cu 811 l,'1.">lflcii .. · Si Zo . >·.o e1itoíi.Cl18 ll~ i?;r1l.1ic~ de 10: ft;~iciói{ ~~ ··~·· h~. ;) ser~' ~nll.. pai:te 
. . , . ·•·' '. -: • .. ·. , __ · .• ,·. ,--_ 'r." -··:.-·'·._".,·< .. ,..',··::.,, __ :····. ·-. 

de la ¡,rntfica dél l1eniisferio sup~rior, por lo' que su ~egla de'co1~:e5poi1¡l;il1cla estiu·á 
. ,. . . - '· -. . . .· ; ·. "1. . - ·' ' ·, . :.~·:' 

dada por f (x, y) = g (x, y) par~(;;, y) en la vecind~ V. Ed~f~ cruih; ~I t6i1~ll1io V 

se puede extender a todo el disco de radio ti centrado en ·(a, O) • 
' . 

De manera ánaloga; si zo <: O entonces la gráfica de la función z ~ f (x, y) se 

puede ~t~nder d(J manera que coincida completamente con el hemisferio inferior, en 

este caso; l~ gráfica de l~ fundon h. 

Ejemplo 4. Es posible tlUllb.iénque se desee hallar derivadas parcil\les de más alto. 

orden de lafunciÓri-;z ::¡ (x, y) ,to cual es factible siempre y cuando la función F. sea 
. - .·e, . .· ;.,. ;~, •. . , . . - . , • ' . 

~uman1oi, · •. pú#i~ ~ue se ·.·tiene: estábl~~ida la'. ~istenciii. 'y/di:cii,en_~iabilicláé:l. ele. 

la funci_ó~~i ~-·,f :/I5;yi~q#'.s{'.~~rf~ll,·•.1~.ei~:~;~?F. ~r ~~-~K;;i-}f ;~~:;-~s;..·;~e~~~iº;.~que 
F (x, y, f (x, y)) = O es una identidad en x y y., , ",' , "- - .. : ,,' ., ,_ ·: , · , . · •. 

;~~'.· :,.,~·~·:.·.c.i· .-};.~\~c·-(;?--)'.:;f'.._7.~~:--'.~~~:~:- f::~~:,?.':'.."t:::_:·/. ;{~-~~ .. :;l.k~::··.~--,·~-i~~-:._\:.~;J;?.i;:·?:~~~~.~¡:t\:.~!': ~-~:;~_-e .:.~.:·Y··;<:·: -~ - '· .. -· 
Obsérves~ que{también:poclemos calcularUas.',deriváda5''Pªrciales'cle. la función 

. _ , -·-. ,_. -~ :.<»'.:~-:1;J-~:-:>;.~~~¡-~~-·~-~~-f~~;\~:~1~::~; ,,·:_:r~;~ -:·];~i!,;-~----\~·?> ~t;:.~~y~: .. ~:~r;".:º;~,~ó\~·~:~~.,;.: ;::~:~:~::. '.~~~:.i:.·. /-~~\.:.._. --_- _ ... 
z = J (x, y) niccliantc)a. reglá: d1dá 'éaclel1a~ : : Para' tal · efei:ta;·· consideré' la· función .. 

~ -/; >-( ::,.·: ~:-·: ~:-~-~:;: .· .:·~'?:-/_):~. :.>/:~_:<._ -~~~!!~::·:>·;,:H·~·:;~: 1 -~:-~·:I",,:-;~--:,·;~~~-'.:+·~-)/· -:./;<·>.·_· .. -~::·. ,-'.~;··:<:;~::}._·~< __ ; -·~:~>- ,. <: _ . 
compuesta ele x; y: G (x; y)·;,,,; F(x; y;f(x; y)) ;fAplicanclo:lareglade la.éáclena ·ª· G 

' ." .. , .. - ' ' ' ! ·~. -:.):·, 

dos veces,· .tmíemos· 

DG 8FD;; DF ay JJFaz .. aF· aF D~ -=--+-. --+----'-=-·+--· Dx Dx Dx . Dy ax · · Dz ax ~ .. 8:c : , 8z Dx 
DG. 8F8x .. DFay. DFDz· ,.aF.' aFDz. -=--+--+--.=.-+·.--
{)y Dx Dy Dy ay az.811, ·ay· 8z Dy 



Como G (:i:, ;y) = O, tmnbién ~~. = ~~ 
aF 

az 
- O. Por. consiguiente, ax 

Dz .!!JL . 
1 

d ·.aF. .J. ·, : • : ·. 

-:-=--aF con ta }que-,o.,•<.: .. ··• .- .. 
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fJF 

-ffr y 

Tz 

8y 8z • ;o ·,;~~ -). \ ; .. ·· - .·. ' 
Las derivadas parciales_ dé~F.deb.euser evaluadas con:z_ =-f (x, y), por lo que 

\ : ,,, .,., '; :; ' ' ·.~ ' 
,). ''•",.::,-:«,·.· 

en los nuinerad01:es y deri6niiil~drir'eS' dri · fos ~nteririres cocieut~ teriemos funciones 

compuestas de x_ e y nue~nfélite. ~J(~: t~mbién ~u~ ~/y f sori continuas si las 

dedvadns parciales de F lo so~. -· x . y 

Calculemos ahoi:a una derivada parcial de segundo orden de la función z = f (x, y), 

l. . 1 1 . · 1 -· . 1 . a2z . 1 1 aF aF 8F. e 1gamos a e envac a pnrcm mixta -a a , para o cua supongamos que -a , -a y -
8 . - y :r: X y Z 

tienen· derivadas parciales continuas 
8F a2 F a2 F az 

Así _a_2_z_ = _ az _a_y_a_x +-a-z-a-xay -
' 8y8x (~~) 

aF 
Al "t · {)z .!!1L - b · sust1 Ulr ay pqr -w_se o tiene 

- - . az . 

aF 
ax 

a2F a2 Faz --+---ayaz a2z 8y 

Para terrninnr -~~~ ca~ítulo, por referencia estableceremos el caso general del tecr 

rema de la ftinclÓ1í .in;¡)Hcita peró omitiremos su prueba. Esta está basada en las 

mismas ideas y proceclilll.ieutos que se usaron .en la prueba que se incluyó en este ' ., . ' . ,· 

capítulo. 

Teorema. Sea F una ftuición con dominio algún subconjunto abierto en el espacio 

R"+1 y con valores en el .con.iurito de los re111cs. 
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(1) Supóngase que F tiene derivadas parciales continuas en una vecindad de un 

punto (cq, a.2 ,, .. .', o,,,b) donde 

F (a¡, a2, ... , a,.,b) = O 

8F 
-8-- (ci¡, ª2•···• ci,.,b) f O 

Xn+l 

(2)' Eútonces existe una tínica función implícita z = J (x1, x2, ... , Xn) con dominio 

una caja centrada en (Íi¡, et2, ••• ,a,,) , 

I = {(xi. X2, ••• ,xn) l lx1 -ad .< h1; lx2 ~ a2l<h2, ... ,· jx,, - anl < h,,} 
.. "·;,,' - " . ' 

' <'. ". ·· . . :> ·.:····· . . 
y con mugo contenido en un: int.erv~lo J = ( b - l, b + l) tal que 

'• ·' .. - ·' 

'·;¡ (ai.n2 , ••• ,a,;}= b 

' ' ' 

y, para todo (x1,'x2; ... , x,.) <en l. · 

·,F(xi.:i2, ... , x,,, f (xi.;2, ... ,x,,)) =O 

~aF . '· '· , .· 
,-
8
-- (xi. x2, ... , x ... f (x1, x2, ... , x,,).) #O 
Xn+l • , ·: 

(3) Además, In función f determinada en (2) y sus ,dedvadas parciales son con-

tinuas cu/, y pnm tocio i = 1,2, ... ,n 

a¡ 
-
8 

(x1,x2, •.. ,x,.) = 
Xi 

donde z = f (x1, x2, ... , x,,). 

8F ( ,·' , ) 
-
8
--,- :Z:t ~ X2 1··, •• ; Xm Z 
Xn+l 
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CAP IT U.L Ü 3 

En CHte cap!tulo se:abo;:dará el teor~nm de.la fuúclón inversa parn funciones de. 

valores real~ ele mia ~olayari!tble real.' Se ¡)rctendricon él que sirva como motirnción 

y 1111 bumÍ piu1to':d~ ;,a;.:tidÓ:' ~nní ¡;~ cliscüsióny deilarollo de otros teoremas de la 
. _;. . " ·' -;.¿'·; '/.·) 

L1i cÍeniC>~t1°iu:ÍÓ'í{ ·el~!. teorelll~ 'de In fuiición inversa para este caso. (funciones. de R 
•••. ·,. -· -',' -·- ., ' . ,• c ... ,., ··''·; ;' ....• : '. 

·.·:··· ··~ 

en· R) ~ent se;1~i110. :~~ebido: a. que é~i ~Ii0., ~cf'¡)i1~de11 aplicar resultados del cálcufo de 
~-_,· 

t;na V'~·iablci :1~ ~1~i~ ii~~,~~;.a. dii'~cth:. . ?;t.íi i~s '6tr~· cn:;,o~ ~to no es posible puesto 
'. ' . ., ·, ~- - . ,,. .• ' ·(,' ,. : ':, .. '."-·;. " (, . . ' ·< i . - . ·•• .(. • :· ' - - . ~ -

que 110 6s rácn gen6r~li~~ri6~ i~1~Ít~~16~ a~fbá.icii1i¿ de una ~iable qiie s~usan en l~ 
,º;.; '! "~'.:~:·;':/-- <.'; .-~--~-· ',.·· '"'·~--

demostrnéión'.cladá en .esté ~apit'u1iF'. · · · ' . 

u;,ª nizón 11~1~'.I~~{·¡:~b'1~i;.(Jte ~~ci del teoreina 
_.· •• ! <-',': ·.--~~>:'.: ;.:·.;-;~:~-- ,~·:·:,· 

puede ser emulci1\dó' ei[ la íriisilm fonúa 'en que se formular!Úi· lós oti'os casos con la . . -· ..... - .. ,. ·.. . . . . ..... :. 

quco: 

Exactameí1to en oln1is1ho sentido como lo es el teo'rema de la funcÍó~-implícita, el 
' ·,-.'.:.·,.,-:-. ·_,.'!_'· ': .. ·.: :'• .: ·._': _· .• '.e,·.- .. "..'.: - -,:- , 

.-- . .":/~;·-· \l'· 

teorema el<? la filnción in~craa talllbién tendrá un cáracter locru. l'vlás adel~nte harélllos 
·"·· .': ·-~ ·;· :r" .,. . . .:: ,.: ,: 

unos comentarios' ~l respecto tina .vez que hayam0s demostrado erca.5~ que aquí nos 

::~::: .. p~J~~)~~l\º,~~;:,;:wf ~:~;:~;l~~:j,:q~:,,: 
inversa y eltercero:~ara las'propie~acles. · <· ... '.¿~;,(/ .'. ¡•'.• . ;. 

. Tcore1Ji~J{i1;f,;~;2:#~1~~;íl~1is~bre ~~:-~bÍ~~~~··'J~~.·~f V~~¡{ fi·;;.~Á'.; .· 
. ( 1 ). S1l1>611g1•~e'que'f.tienc. cleriw1daco11tin,u~.~·qieJi: (xo) ~o.:;· .. >··;····.•. 

(2) .Ent:~c~·~Í,~t~·~1~,ií1t~;'.~~lo~:;;bi~Jto'}~~~~·.:c~~i;'~~~·i[;~Jhto ;~,·y •• 11ii i11tervalo 
.-·-· ' - ' 
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0
_ _ 

abierto Jque contienesu imagen j (x0 ), tal que la función f: l -+ J es uno a ~o y 

Rohrc; 
' . . 

(3) Adeuüls, la fuúción invcrsa/- 1 : J.-+ I también tiene derivada continua, y 

pam un punto.y E J, si x en les tal que f (x) =y, entonces 

u-1 )'(y) = !' ~x) 

Prueba. Sin pérdida .de generalidad supóngase q~é f' (x~) > O. Se tiene, por 

hipótesis, que /' es conti~iia ~obre el abi~rto Ai 'd~ ma~era q~e al ~tar xc) eO: .A y " - ' -. . -~ ; . 

~~"~ :~r~~~~'~.J¡;j~l·~~~~~l~,~¡~~~:,=:E· 
[x0 - h, i 0 + h] cy y~doil.de'f'.. (xor:::;»;o para.todo"'x/eii''el'iriter\'.aló [xo:":- h; xcí + h] . 

•' • ' '' . ' ..• : . ; ). '.: }: :1:1f 'ii2:::1~~;~:.~ ~z;;. ·{~f j::¡;~~7;c;~{.t,'>Il~i1Ef t~s;.;1;!~;;.~<;:~1!L~ ' ; ¡ ' ,. 
De esto último se· concluye que f és estnctamente creciente'. y, a· su vez uno a uno 

robrn ol d~'in~ci ,; ".~~;.;~~l~1ilt~~~~;i¡f t~&~.~l~);; .·· ....•. · ... 
Para ver ahora que I es sobre/considere liduiageri del iútervalo' [ió;:,:; h; Xo + h]. 

_ · _.,., _ .. " __ ·: -· . · ... -- ·.- . :~~~ -> ~_'._'.·~~:~:<:~-~-:: ¡-_1i;¡; :~~~:~·,:·:~_:-~st;~-~?~~~-;~~-- ~;\~~;):_¡;;~:~!~:::~·:,._·{~,~~r: .. :::;;.:t.r ~~:-~~-· :- . -. 
Su imagen es el iiltervalo cerrado [f(~~ 7 li) iJ(x~+,'h)] pue8~oqiie.f;~·contim1~ 

Así, si y es cualquier punto enc1;~ih~~~1?J:~ii'K1~f:~~t~~\~{ih'.~~;Js;:·x:en el 

intervalo (xo - h, xo + h) ·.~Rl .Ciµe :J.(x):·.~~-iJ,~':~::.-. u:/~~·"·¡.·):·:}:~/:,.:;~~~:.":' ~;.,-·, · ~~z.'. 

Si llamamos I ál intervalo (xo-;- h;x~ ~ ;ifYJ.¡li~~:~l;;'tJ'txo:~h) ;¡ (xá + h)) 
' . ... . ··~ ... . \!·,·. ;'.'.·.·:'. -.~·';·\ :':¿". '\··:t~:-: .. _:::':··:.,/:;'<': .. · .. >·:.·,_·~ <-··:·. . . : . . ' 

entonces se tiene que/:'/:,.. Je;; unó' a üno §'sobre: ' 
.,._::.: 

. ,,. 
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y=f(x) 

Í(X.) 

X. 
·-~ 

1 

Hemos obtenido de esta .forma que localmente la función f. tiene una inversa 

¡-1: J __,l. 

Probl\Il1os a11c)r1~ que ¡-1 ·es dif~renciable ~n 'to de) pÚÍ~~d Ai:. J: Prime~o lo haremos 

para Yo = f (x0 ) y luego para cualquier otro Y. E J ~bri y f ~ii.' · 
' • < - ··~,:_ •• !; -~.";· ·.;·.-. 

Formemos el cociente eligiendo y en J y y l yij'.:: ·' ···~ · '' 
. ·. 1 .· ... ·· .... : ·: ·.<> 

¡-1 (y)··- ¡-t (yo) 1J="Yo .::.-;~~:· :':~~:~-:-:,: i~::; . 
Y - Yo ¡-i (y) - f-: 1 (yo)~- f(f;:.1 (y)) ._;.¡.(f-1 (yo)) 

f;-: 1 (y) -1-1 (yo) 

Si hacemos que y tie~da a y0 tanlbién S()ti~~e'q~e .f/M tiende a ¡-1 (yo) dado 

que ¡-1 es contiri~a en y0 , hecho, q1;e sé sigue de ia· éóntiiiuldad de J en xo. Así, el 

denominador del ~ltimo ~~~iente tiene como lími
0

te al número!' (x~) cuand~ y tiende . . .· . . . . ., . 

a Yo. esto es, 

lim :... ; f(j-1 (y)) - f u-1 (Yo)) = f' u-1 (y)} ~ f' (x ) 
u . Uo J-:1 (y) _ ¡-1 (Yo) . . . o . ~ . 

por d~fini~iÓn de derivada de f en x 0 = ¡-1 (y0 ) • 

Por consiguiente, 

-1 ' . . .. · ¡-1 (y) - ¡-1 (yo) . .L . .. . { 
(! ) (110) = hmu:...vo y - Yo e= f' (xo) .= f' (f-1 (yo)) 

Así, J~ 1 es' difcrenciable en Yo y además (f-i)' es continua en Yo puesto que en 



40 

el cleuominador. del :·último coC:i.ei1te aparece la composición 1' <> f._ 1 que restÍlta ser 

continua en Yo· 
~ - ," ' ; . :- . - ·. -

Paraver ahora q;Jé ¡-1 c8 difcrcnciable en cu~lquier otro punto deJ difererite de 

y0 , ti:nn~ y E J con y f.11~ y sea x en1 tal que f (x) = y.Obsé;·v~e que J' (x) > O. 

Tenemosp{ÍÓS ~¿e se'cmn~len !ns hipótesis de nuestro teorema con referencia al x 
. . -·.;,,',".:. 

anterior.;. Así, apÚcando el argumento anterior que se efectuó con yo, se puede obtener .. . . .. •, 

q1ic ¡-i es'.~ifcÍr~ncill.blo en y, que su derivada es continua en. el mismo punto y que· 

~e cumpÍe I~ mls1na regla para su derivada. 
::· <.".·: ·.<'"·;·.. ·«. 

· La prueba rocié~ duda es una prueba de existencia, está~, 1~0 ii~s prop6rci~i:t~ 

algún método para hallar Ja función inversa ¡-1 d~/\.fambié~hi~ist¿~6i¡·.~~-j~-{:es 
.· purmn~nte Ioci~l,.ya.que no se .afirma nad~. ~cr~~;d~W~u~~~H~[~~~M~~~~~df ~~Zu 
dominio sin. embágo, el resultado sigue siendo)álido si. se'.escogé a.lgiím(otrá veciiidad 

- -~ ~'~> --.--i;,.·Í"'"--,·~i"':¡'-·-··7_._-,¡;-. .,__,~~:·\.,.}'.~; '" • 

W de x
0 

con W e V. . ;':'' ~i •' ·.'5"N>~~/ '.:'' }'''. · 2:· > "; -

..... ·-. . . . -~·'" ; , <i: '.:,,.· {i;;·W:"YJ~.>r~ :.: <:. 
Ejemplo . l. • Podemos tainbién obtener' Ja· tesiS 'dél: toorerifa de' la función, inversa 

como una aplicnció{i' d~lt~i~II1a~~e.Já· ~u:~i~n·i~plf~ii'a qÚ~'{J~pú~d _én el capítulo 
.;·.--

l. 

Sea y 

Así 
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Considere ahora COIÚO solución inidalel punto (xo: Yo) donde Yo = J (xo) . Tenemos 

que 

F(xo;yci) =O 
EJP···.. . . . . 

Y EJ:i: (:i:o, Yo) = - !' (xo) -# O 

'. . - >.· ... ·. '" .·.· _> . ' : : . . .... ' 

De manera que se cumplen las hipótesis del Teorema de la furici61dmplícit.a. Luego 

entonces cerca del puntó (i0, y0) l;¡,··~riable x .puede representarse en términos de la '•. ·• ' '>•· , . ·'·e_,· '"· .. -.: . • ":,. ·. •. ·.· • . 

variable y. Esto exí;;.~a<l6roi·111~1IllJnt~~os dice que'C>Ciste UllR única función i~plícita .. 

x = g (y) cm; doniil1ic}''.~h'iliter~loÍ ~.(Yo _:'k,y0 ~ k) y con rango contenido en un 
'.¡: 

g(yo) = Xo 

y, para toda ¡¡, en el intervalo J 
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vez es uno a uno. También es inmediato que/ es suprayectiva en· el c01itmdoini,nio 

R. 
. : .·. . •.,_ 

Coucluíri1os. así que !~ inver~a dé /e.'ltá d~finida sobre toda Ja rec.ta real y que su 
. -· . . . -··.· ' 

gnlfica es decreciente: Sin émbargo, 110 se ·puede obtener Ja regla de correspondencia 

parn: ll)- inversa, 'éóiü,o ~~~e ~iri>k d~ Já siguiente observación. Si y = -x5 -x entonces 
-:,·:,';'O ..:~,~·- < > - •V '-. 

x 5 + x +u= O y:·d~:&it~;:ú1Üina íÓnnula ;10 se ve como despejar x en términos de y. 
. «,· ... , , •. "_·.-.-:;·.'.""·''-;;:,., ,· ... . -:-. . - ' 

Sin emb~;iJ, pb'd;1ii6ii'6¿idu1~ ~u dei~ivada. Sea y cualquier número real y supón-
.,- .- ' ··~,., ',· •·· . . -v~r· , <}· , •· 

gase qJc:x•·.~.~~"~J~·f~};(y~,= x.Asf, 

u-l)'(ú) ~;f1 i;!1'¡y;) = f'~x) ·= ~5x/+1 · 
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CAPITULO 4 

Est.e capítulo estit dedicado a demostrar el teorema de la función inversa para el 

ca.~o ele una función con dominio algún subconjunto de R2 y con imagen en R 2 • 

La éle1uostración que ciamos aquí hará uso, de una manera fundamental, d~l teo-
. . . 

renm ele.la función implícita expuesto en el capítulo 2. El otro concepto dave del cual 
. . . 

se haní uso también es el de el determinante Jacobiano de una transformació~-de R2 

en R2.Después de una breve discusión sobre el concepto ele transformación inversa 

definiremos el JacobiaÍ10. 

Considere el par ele fundo_nes 

ti :=f (x, y), v = g(x,y) 

.' •• :, ' < '. '··, • 

Estas definen una ley de correspondencia por medio_ del~ -cuala·un pu~to del 

plano xy se le {;ilgn~u11°¡llmto d~l plauó uv. 
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Vean1os que sitüaéiónes sé p~eseiÍtim cuiindo se trata de lmllar In h~veúm de una 

t.i·nusfonn~~i~n .·~aci~\ie::k~·'.··~~ · ~~ ~ ~ ./:~.'.::: >:< :- f ,~~'. .. 
', ~(~: .' 'i" ,. 

1•o:::~~~~JJ~,~Wº~t.~t.t~gj~;,t:z:t:;:• m«llMW·I"'~" 
Smi ia t;·;iú~ár~~¡cj'~ d~'{f~ ¡;~r}~P 1'; <ii ' . ,' · · 

V= 2.v+5y. 

Entonces la transfo~m~i~~ inversa ~tádada ¡>or 

~ = ~5tt+3vl , .·.•.· .. Y·~ 2tt - v. 

En otros casos puede_result~ q1Íe las fun~,io~es f Y'G.de las ecuaciones(**) sean 
,'-.:.::, ,,,, 

exprcsablcs en ténitlnos de las füncioncs''eleiuentalcs familiares .. 

Considere el siguiente·~}e~pÍ6. :~iaº < · >)·;''. { > 
:,~ \r:: ·. :: ··::~: .:_> .. -~"-. .. ¡ .. 

,·:·"·, :.:,};.~.~-~:;'.:;/ ',; . "<P - . 

u:-x;_+2' '"t\ ' ::t ;?>2-ºi 
... ,, 

::·;.·:'/} .. ~· ·:: .. ;··:_ .. ' ~·:.''·;)/• 
,:·. ,,.,·:;p'.:· i?: ... 

Es claro que ésta transfo•r~Ü,ciÓri'nJes.•ÜJo,a~no si to(l<jsl~s puntos del plano 

xy son considerados: Lás:~c~~;¡i~~\:~~¡·~~J~J~\~~l~~~ ~k~ ~2 ~·~2;'~btm{ieildo 
x2 =u+ v, y 2 =u-::- v?'.• :''' "'' :\;~~:.'·,;.• };> ··"· ¡ ·· '.': {\ • · · •, 

::.:_\';·'··'-',·.·,·.:.:;-_·. ~·,.._;¡ :·,• .. ' -, -·~~·--.· .•• · .. ' ,,., ' - '.[.; "·.' . , .. ' ··:·: - . . ·;:J .. ,-,~ 

Si a la tmnsfo~rriaci~i 16·.~ii.~dii~ib~ ~Ígi:ir;~: ~~t~icC:iÓ~, c6Jio ~o~ ej~~plo; que ~ x 
>-:: :.-,.~ ·- .-.··>.:; . 

e y nunca se les asigneri'~Iores Úegativos entonce$ teri&íamos qüe la transformación 
'.: -" . . -~.. ; - ". . - -. ~: :" -_· ' ' . : . - .· . . ' ' 

inversa estaría dada po~ 

X= ',/11+V, ¡¡=,/u - v. 



.45 
-,, .,- -_ -.- - -. -:· -. :·: ., .-.- --.,, ,---, -··-'· -_ - ;~ .-· . 

Este c,jemplo inncst.ra t.ambién r¡nc si. a In transfcirmació1i dadii. se le miado otra 

rcst.ricción diferéiite, cámo por· éjeinplo, r¡tm,a x e y n\1'i1ca se:l~ asignen valores 

posit.ivos entonces Iti: transfonnaciólÍÍÚver~a est1Írfa~!lh01:ll. dada por 

La concl~1sión qtm se pu~4c obtener ~Je ÓsteejCÍmplÓ es que cmu:;do se está tratando 

dedetermiliiir hi invci:sad~ una ~,:~11~fÓr1riación d~~a, una delas cosas que a menudo 
' . . . . . . ' - . -/. .-.;·~·. . . . -. ' ·~ ,• _: - ': " ·. - ·... " 

hay r¡ue hácer es determitiiil- una región en el dominio de Jll. transformación donde ésta 

sen uno. a uno; Así,· uüa transfciruÍaeión inversa. existirá y depenclerá de ésta región 
•.·;; .'· 

del dominiÓ <l?i'~~.,iii t.~~;1sfornrnción ciada es uno a uno. 

El ie<Jrenia 'ij1ie ¡:it~e~tnremos más adelante s~rá todavía nÍás restricti~o eii Jo que 
' ;· '·' • ' ~i· 

se rcfim·e' nin 'Cieter!l1iriación. dé una región donde una trnnsform'oció~1 ·.dada seá uno 
' • • .• '. • . .• · ••• .. :--· •• --·=.· __ •• , ____ ,_'--'--:--.. ·--·:·.·"·_- .,_,._ 

a uno .. Cmúo todos los teoremas expucstós en este trabajó, tendrá .un ~arllcter local . . - . . . . _- ·- --,;_, · ... ·" ___ ., ..... . 

:_,.,·."":: . :' 
y también será de ÍDcistencia. Esto es, nada se concÚiye ~ii c'uii:ritb a: Ja eitensión de 

, " . . . "· .. ~ -.~\:/ _;¡~{/:·~· .. ¡.>·.- <i'- \;'.:::~ _- -. . . . . 

la región en. donde se deterri1i11a In invertibilidad de Ja transforiñ~~iÓ~ dadá, Ni.tam-
• ,' " r. . ' ·-.,1;" 

poc~ d;.. un método para det~rmi11ar ¡~ re~)~ clci c'~~~~ÍJriJ~d6'ii~ci l~'~f~i~io~~~ción 

invm~a. . .· ..••. • •. ·'. ; ;}/f::~~~:%~··~~;,:J.J/~r{.":t~:}·~~j,:;;.f i'.,)!J./tc3.> ... 
Sin embargo, el teorema e5tablcce· cómo calc:úlar Ja'defiVádá de la; transforníaCión 

'"-"· .,, oomu •~nbi;, 4,:~~K~f ~~~r;~~~it~~~~~~ ]~X@ .. 
Como se. mencionó nntés, ;, el detcir'níiírnnte · J acobinnó' jüega ·.un• papel'· fundamen-

-- " .. ·:·"·. ,,.·:~-~)~~<~-'·<~' .'~~~:··~;\': fh~:)·j;~~(i{~t:l; ~-~)~;;~;:}:;.~~('.:~i:~:~1"~ -.:/~~~:.:>._;:r-~: _:." _·, ~ . 
taJ en )a clemostrncióné¡Ué Se cXpÓÍldrá"n1óS'füleJaÍJtc:é;DefinimóiJ'aJlÓra'.Jnismo este 

oouooptu. •.. . •.. •.• •.• • :,u'..' ..•. ·;~ ['i1 {\~t~}'~·.v~J;1:;:~· ·. . . 
Sea T una transformiiciÓn de R 2. en'.R2 . defiiiiclii'por dos:fuÍ1Ciones difcrenciables . .-. .. ,· ·-.. _ ... : --~!. /'._.· ·: .· -- .· .. - ... ,.,• ... · .. t.' .. :.'·.'~-"·· ';'","<''·ti'.':·; .. ,~_::./.:~"···-,'.', . : . 

·:.':,·::.·: .. ·,(·" 
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co111po11entcs, esto es, T (x, y) = (J (x;y); g (i, y)):=o (u; v). 

El determinante Jacobiano de Ia,tr.~~~tor8~ió11T,'ques~ denota ~ g: ~~ o tam-

biím ~~~:~~·se define como . ;;,t : < ,· 

·· · a<1.,~>:L, ~xi'~, ,,:;:i1;'~i:3,'8f au , .. 
8:(x,y) .s, -ºfi''iili ;[;.¿~fe .• ~~ 7;av 8~; ·· 
. "~::>'· '.' ·:~·'.:::.,:?,~~~~~,-~ ·,·~st?:., e'~'-> ., '.f.:~. -

:::::::::.
1

~?ª
1

;~tª2;1tr::t~2f1~[:~t;;!<x1.~:> ~(tt,v) =U(x.v> .u <x. v>> 
sobre el abierto A;.~~~;(:ro,';M,~ A

1

';~1tj~~~¿::=~J (~~
1

,Yo~Y Vo ~. g (x~, Yo). 
. . ., ' ' . ;,··•: ,.,,, •:.¡'.1·.,· .. :>' ? .. '·,•;,;>,:' ·,' ' ':1 .. 8J fJg ;, fJf f)g 

(1) Supóngase que 'r. es de ,c1,~.~g,1 ,.r,:Ci~f~I:J:aco~i1?-Í10 D.~ ax fJy j fJy ax no se 
z - -· • . ~ •• (;' ' . . - - . - . : ' - . • . . -:. « ' . ' 

anula cu (x~'OYo). 
.., 

(2) Entonces· meistc~~ ~41~~rci p~~lti_~~s'li '! tm~ ·que para'. cadá punto ( tt, v) · 

que sntisfaceJ11 ,... 1tol <;I; y:fv ~·;~I '< /i existe ~n y sÓio uii. pünfo (x, y) tales que 

Si deliotl\lnos éSta'. t,r'aiisf~~rnllCtón ii~versa por 

(3) Entonces las funciones F} ~ ~~~ ~orl~Í~~j y tienen derivadas parciales con-. ·, ~.·. . ' - ' -~ -·-· . " ·.. -.. . . ·' ., .· - . 



47 

1111a expresión el~ Ja varinbl¿ Ú,tlnica11'1c¡1to."Estii tlltiiii~;~xpr~iÓilse r~oive~tt para y 

obteniendo 11.~í m;~ ele.In.~ fm1,~io{i~ l11~er~~; ·i~i ~~ra f~!1éÍó~.!~'.~e~·~i~s~-tt~nclr1t el~ 

'" :::·:;.~~.'.::~~J~t:~.~rtt~:1t1~;.JiJIM;±LLa.,M 
derivadilS p~~¿¡~;~ ·<l~ ;! no·es ~ero en (;0 , bri). ·~;ri~~rdld~~~~~;¡~L'iiif~~l su~ongamos 

. DJ . . .:' '.. .. . . . . . ·:,. . ·'···. .:.:-.. ·-~" .. , 
que oa: (xo; Yo) # O. 

Considere ahorn la ecuación fil (tt, x, y) = tt-'- f (x, y):;;,; 8-~·~ou1e a (u0 , xo, Yo) 
'. <' ,., ,. ' 

como solución inicial para aplicar el teorema de la. funció11',implícita. 

Veamos que efectivamente se cumplen las hipótesis:: ~c,:ést~.: 

La función Al y sus derivadas pm·cialcs son continuas,.en' ~tia vecindacl ele ( tt0 , xo, Yo) . 

M (üo, xó, va) = uo .:..1c;~: v~)~ o· 

. ~:.~uo;~º·~~)+~~~~·C~~:,y~{f.:o. 
Por co11siguie11tc;. exis~c· u11iül1Íc¡f~11Jl¿ni~''f((~:Y;··~o11.domi11io u11 rectángulo 

"· ~·c.. 7." .. -~t.!H~~r.~bl~~(~~~~~i·~~~~¡~¡,,,~~ ·~ ... '."·~··d· 
en el intervalo J. =:.(x0 ~.h3 , ió +:113),tal.ciue' K¡(u0,y0)= xéí y/para tocio (u,y) en R 1 

.. , -. ''<·· ~-::-.~:·.<>" ;-', .~;.'. ';·;. ' - -,f..'::::·;~:~., -- . ·- ' 1 

Además, 

.. ~r1(+J("~~·~{,·~.~;~~.J1Fz.~;~;f~,,~x~~)::: º·· . 
. . , ax ;(~t, f((u;,~).;y) =,~ax (I((u,y) ;y) f O 

{)[( 
-{},;(u, y)= 

{)[( 
-{). (u,y) = 
' y 

áú '< ; ', 
·-¡¡¡;:.(u, K(11, 11), y) i 
8M · ·, .. ··' 8/ 
O.v (tt, I< (u, y)' y) - 8x (I< (tt, y)' y) 

8M ( ¡ · ( ·. ) ) 8 f (l< ( ) ) -
0 

u, e n,y ,y --
8 

tt,y ,y 
!J •' - 11 

fJM · - . _,,8~f,..,,. -.. ---
fJx (11,[((11,y),y) -,

0
x (I<(u_,y),y) 
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Escri hiendo en· forma conveniente Ins ~ni.criares·. expresiones, obtenemos, 

a¡•·· .. · · . ·.•··. a1< 
. ax (/(Cu_!¡¡)' y)~ au (u, y) o= 1 

a¡ ·· • aK >, • af 
éJ:cY{<~;y), y)~ ay. (~i;y)+ Dy(i( (11., y)' y) =o 

Supongamos ahora ·c;t¿ ¡¡;:i,¿gi1st~i;t¿gh2 ·~ l13 ;•son t~pcq~ieñns que el rcctán-
.... , .. --. •<. :." :,_ .. ;•·;'- - , __ .. · ·, "'' . ·. ",·· . _; ! •• 

gula R2 =. ( Xo - ha.;,~¿ 1:~/13I/~ (i~':~)i2, ~o ~ ~'.2) :e'lté éo~teniclb. eú el d~IUÍnio de )ns 

funciones f. y Y· ..•. , ... · ··· · •'.': ···; YX / '·.· ··: ... ·.·. ·• ··•. '· .·.·.·· ·· •.:;•: ' y/ '.:/ 
.'_'.~,-~;·:_~,:~-~i.:,,_;,.-,· ._. "'·;." ·, .... ·>;, ,'.··:· .,,: .. ;:,:!,. ··"···· :•· 

sustiti1ym110~;~a,~~P~~i~K3f·~¡ i}~~::~.~~·· .• ;>11:Xa.:.rfJ~~~füf;~~:.vf:,_;ªrª .. ºi1t~ner Ia 

función compue5t!l. g (K.(111 y) ;y)".".' fI (11; y)'), ,;· · , '": , }: 

ObsÓrvc5cq11c el do;;illici de·f~1 Íu1i6Íó1i ¡j•()S'~¡ ~i~n~~ q1;J el 
1
de Iá. túndón I<; a 

saber,elrnct1~11g~:I~R1 .·<'' . . ./ '.:o,···:·~; ·. ,· 
·,. . . .'. .·.' .·. ,,···,- ·:·-.',.·:·.··<;:·: i- ,',:' _1:.·. ·· L_._:.'- · . , 

Los siguientes dos hechos serán usados ni aplicar el tcorcma'dé la función implícita 
-· '· • - ' ' .,. • .• - • '--: •• ·C '·. /· ,: ' ~" . ' •.· . • • '• • . ' ., 

a hi ecunción.N (11,v,y) C:,v H.(t~1 y)=,OcC1j(~Ji~~{1/o)·_~o~i1~~~lucl6i1inicial . 
.• :._(.·_~: ., ,,,. >' :.<' . ... ";.· . 

... · .. ,.::·::· 

Por. co11siguicnt¿,cxistc·.:uria:1ir1icn".rmi~iÓri 0•.==-d:(1L; v)· c~11 .• doiÚni~.cl. rectángulo 

Ra = (110 - h1, ;,~:~/14)::~;C~ci{~;,~,Íi~}/,s) ~ ~Jri r:~g~-~m\t~1;:~~0 ,cn>~l·inten~lo 
<T· 

(Yo - ha,?Jo-+: ho)it;,iI_tjü~ Ó(:{io1 110 ) =.yo; , 
¡, ·1;·:::· 

y parn to<lo:'(t1.;t>;'e11 R3. 
' .... ' . . ... ' .. ,• .• . ~ 

.: ... ··.;,' 
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N (11, V, G (u: ti))::, /-.~(u, G (1i,'v)) =o, 

.o;:·(it, v, ?.~.~ .. ;v))·=·~;~~~(~.-G~·;t,v)) .. f= o: 

Asumamos q{i\i h~ $.:/1í yÚ11 $'112: 
'<'(~:.::~: : ;:-:::·;,;:-:- ·'.·¡:-::~~ ~-. . ~.·-: . ·' 

ia · eíép~esióri x 
··,· ·_:, ~ · .. '. ' : . - ' '" , -

':.\.--·'. .: ; 

J( (11, y) para obtener x 

- ; ·: ~ '\ 

.·., ··;; >-~ .•; ·--

I ( F'.( u; ti), q.(ti;ti)) i=,9 (J( (ti; G.@11)r.G.(u¡y)) i;= u púeátó é¡ue f(K (u,y), y) = 

u, ;·ª <F~;t~,~i.·.~(~t;~~>)~f Jt,~}P~'~·i5é~~:·~§\.~)~'.·f >{~·~~~.q <~:·.·~ >)·~·v. 
ptieSto ·q\ié---~f c1<~"Cú,'y)~-yr-'.~\i>;: .. '..\:-_:··.:·~,\:_. \~'.. -:. 1 - • 

De m~n~~a d~~; ~¡ h~~~m~~ Kl ·.;nin { h~; /15} , t~n~n~os qúe las· fu¡1clo11es F ( 11, v) 
- -·, -·· . • • .··c.:: . • . . • ...,_,' . . . ·- •• ~- - . • 

y G (ti, v) tiellencémÍo d¿niiúió cl"cuadrado ceiitrádo en (u0 , v0) de.lado 2h. 

Ahomsil1acemo~l ~mi{1{hD111}~ecumplequc IF (u,v) - xol < ky id(u,v)·~ Yol< 
·- _,._-,; ,• ·:. ' . - . •, -· .. 

h3 y 1 G (u; v) - vol•• <'h0>J\sr, la \ransfórrn~ión inversa, definlcin6or ·las funden~ F 

y G, '1mm ·~,1~~~¡~1~;ii~:t'•d•t:;':·:'~'C~i~l~~~ '~ .•. 
Para 1úostrar. lá liiiieiditd de Ja5 furicioiíes inversas. R. y; G ;' supóti'ga:(¡úe' X; y, ti; V soli 

wd:•::::1~1~~~~(~;~f ~tií1~~~];~;~1~f[~!~~;~;~,~~I 
teorema ele lii fmicióli iin¡}lícitá: son' úÍiiéas'ci1 su doniir;,io de definición. Así, se tiene 

1 - - ••••• •• ··/>:>··-·' ~·-'·· ,_ :::.~·-:.,.--·~·;· -. - · .... 

la 1111icidnd ~le G. Para la unicidad deF,'Óbséi:VÜse cÍue x = I< (u, G (11, v)) = F (u, v). 
' ·.~ '. .~_,,' · ...... <·: ·.-. 

Por lo tanto, las fuucio'íi~ ·Fy G 'son únicils. . O S A y "E . ····· . ' .. ·. · . .ZSTA TESIS r"'¡ .n..;w.' 

DE lA BIBLIOTEC_.\ 
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De In misÚ1a a¡jÍicaciÓr1 .·ele!. teó1;c~a ele· 1a.funciÓ11 implícitii se<o1)Üéne qu'e K y 
, ; ,_, .· . ' ';. ,. '. ,,. · .. ·-.- .·- ... :-,,_ -.---.--; ... ·--, 

G i;m; de.clrum·aí, A~ii~e~!:~·t~m~~éri.~·<l~ci~e:¿.1/~i~to'·q~;~ ~··u~~:función 
c:ornpnosta cl~:K:./.é/.· • ,:,? '• < '.i. ·' 'e <:' ,I;:;: ·;:·_-:f ''Y~·.·;1,.: 

-- t~:.'..:_~_:., :~; _ ._.-·;·~: I'.'..:._;,_-: ·::"~~\·- .,,"·<:~;:·->'.'L: ·:·.)·,. 
: . ·:-.:_;'.'. /~: '·t'; 1:;;;;,.(;~·-)_,_-.-; __ ~~-/-'\.·_:'.;_.: ,1_~_:.- -;~ ::...: '.;>:_:.--,':''.'~-:::_; ·_:;7.~\-->~\ ~ · ... :~ ':';' .. >'"!{:~:' ·-,,:~;:_ ".'., -'.:.· - .... 

Encoi1traii1os 'ahóra las .dériViidas' parciales· de· las ftÍncióúes ií1versas · F y e . 
. . -._'. : . ":_-\:·::/\~it, f~;;¡,5'.;~~~i~?.;:;;1~;;_~~:;~t·. ·:_:::~~t~;~:;-~f;I:~~J::lf·'.~'/')·i~?i::~ié;~~~;;i;; ~ -:/i:;;;:_,, );~{::é ~ -.>, ,~- . · ·. · 

Tenoíríos é¡úe'.s61í~Válidás)ruí ec'tii\é:ioncs' (identidadé.'i) .''' ,'..(>>: · 

.. :,.:. ::;Y::;J~f !\,~~~~:~_::~1;:\; f:~.'-~:~:,:~~~l'.·'.· ;~>f~Y~:~'.:'.·T 1i~t'. <? .. e 

,f (F (u; v) ,'p (u, v)) ~u, ' ·. '•g (F;' (u, v), G (u, v)) =v. 
' , ·'~\ , · .r~.;\:,~-'?3.If; ~'+~:'..~.~ ~:\r·.:, ~:,_·t·: ::;.,.-·.,. ·;·'I..:·~. · ':'.:-~;:. ;·:~',J; . ,, ·: " ' 
'.' ::·,:;,.::· ., ,- . .'.·-:;:·.•:':·::,,> '".-•'. J. ::.:·.-· 

sobre. ~1.~ria~~idif ~t~;~,~~f j~:~F·~ (~~~;1i;,~~.+ /i).·. 
Difererici~11Íos ciiidii. ~;ri¡{ de l~ f~¡~~ÍOI;~ ~(¡~lp~¡est~ anteriores CQn respecto a U y 

a¡ aF +a¡ ac = 1 ax au ay au ' 

agaF + agaG = 0 ax au ay au ' 

a¡aF + a¡ac = 
0 ax av {)y au 

agoF + ogaG = 
1 ax av {)y av 

E 1 · · 1 · 6 · aF ac R 1 · d 1 · b. n e pruuer s1stenm as me g¡utas son au y au . eso vien o e sistema o ten-

emos: . . . ; . 

~.~'~. )fa~~.s~~v 
.·.' .... _r; ,.... . ,:,;·~> .. ;,., <+;. .··:," 

Por su parte las irii:ógnit;u; .d~1 · :~eg.u!id<:i '~i~t¿iJ'.ia:·~.oii .• ~:· y ~~. ·Al resolver el 
'-·~\ :' _; . ".'! ',•-. ;.::-:J·,: ·'::\~'-

sistema, obtenemos 

a¡ 
aF au: 
. av = --¡¡· 

-. _, .: .- ~ " 
-·:_~.- ; .. 

aj 
aG.~ _ax . 
av · .. D 
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Qnccht MÍ prolmdo fa~to:!ci ari~riiiiclo Cll el teorema. 

' ~ ' . ·' ' 

Veamos altor~ ~Jci~1plos 'i;obrc' como 1~plica.r nuestro teorema. 

Ejemplo l. CorlsiJó[~.ri~~ ~11iew\mer1t.e la trnüsforn~ación .que se usó para discutir 

el concepto de' transfof~~cló1i ,invérsa ni inicio dÓ este c~pftt1lo, esto es, sea 

. x2+v2 
u=---.. 2 •· (*) 

rante x 2!: O e 

, . . . . . . . . . 

y 2!: O sé 'tien~ cju~ la. ~ransformaé:ión es u~10 a uno, por lo que su 

inversn. estit ciada por 

:e = J11 + V1, y = J11 -. V (**) 

Para hallar 131 ,doniinioclé ésta tr~nsforrnación obsérvese que x 2 + y2 /2 ~ O por 

lo que el rang~ ele)~ tr~1sf~-rtÍmciÓn (*) ~lebe estar contenido en el seiuiplano u 2!: O. 
- -'<'' ~ •• ;'' 

Nótese tambié11 (¡i.u:i' la.{ ftr~clÓnes que definen la inversa están bien definidas si u+v ;:;:: O 
.: .. ~--~«~'.~:<::,\;:("~.~:.,;.~,:;?<~.~~- ·~·.'· .. ···>>"·'.- .. _ _:,, '.---- ' ... - -. . 

y u - v ~ O, cstb es; si. lvl ~\ti; pe módoé¡ué el dominio de. la trru1sformación (**) es 

el :tdS:,~f ~'.f~1f~t~:~i~:i~~~)~~:::~ ~ ~,., 
Puede· verse •. fáciln1e~te~;c¡~m;:f.u~dri'.j:Ó~.·\~~1f Y~;',~~~~~·· de •. la•' forro.a (~,O).· o de· la 

forma (O, y). en unavecindad de cualqui~ra dé estos•pnntosla transformación (*)no 

es uno a uno. ·Dernodo,qúecua~do_:~~~w·~\~i:JXcefJa¿obifü10 en .este' caso.es cero) 

n~ podemos 1~~·li,carin1~t~~1.i~Í~~~;r:',',;t¡;::;2F > :,: .. ·.·· .. ,·. · ·.•··.·. . •. ·· . · .· 

Corisid;mt11do, b1~~>¿<Ju1~ 'c\~111Íii.io d~. 10. transformación (*) 0. todo. el. pla:no xy, 
,-,-. ·.· -,·,·, 

se dcclucc que sobre los éJcs'n~ se. jJu'é'd~ definir localmerite la inversa.· 
, . '~: • ' '. _., • . ' ' • • . . • • • ' . ! 

-·----- - ·-----~--~---- -·---- ____ , ___ .... __ _ 
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Sin emb1u:g~; c~í1sidera1id~ lll. transforlnación'(~) ~est~in~ida al primer cuadrante, 

tenemos qüe pru~a evitár puntos domÍe ~I Jacobiano'se3.,cero, se debe permruiecer 

enteramente ~n el prin;~r cuádrruite. 

Veamos como deben escogerse los cuadrados centrlli!~s en puntos esp~cfficos. donde 

se cumpla lo que se afirma en el teorema. 

Sea Xo = 1, Yo= 3 entonces uo = 5, vo = .,--4. 

'"'. .. , ._ '/ ' '• . :- •' 

En el plru10 xy no se debe tocar las rectas x =·O o y = O. Esto ~i~ific3. que en el 
.: <-:<. ~;:.»· ·'~;_;<; . 

plano úv lio ~é d~be:~¡,¿~ l;;s rei!t'as u+ V .i: o y ~ - V = o. De modo que el cuadrado 
·.::.--¿';;.', º:'r·.·.- <.><:,, 

Scci1ti-adó e'nélpÍÍIÍ.tÓ (s/.:..4y debe estar arriba de la recta u+ v = o y debajo de Ja 
' • ,· ,{·'·": !, ';,::. '.·.~";:' 

recta u -: 1J•,,,; ÍJ;:··ri;i~;;tras qÚe el cuadrado R centrado en el punto (1, 3) debe estar 
' ' ' . . - --.'.• .·- ~~(·. _··. ·'·· '.· :: 

en el pri,Íne(ctiRdrante. 

Estos requerimientos significan que en este caso, las construites positivas h y k 

debeii satisfácer las desigualdades h < 1 y k < ~-

>/· ,. ";· .. -, ' 
Por tílti~i6; ;{ót~é que el tan1añó de S dépende ele ~i d~ R¡ si R se escoge con 

.... ;:-.' ""·. 1/:·· ··.'..· . . " ............. _.·•_._,¡, .. ___ .. ,,; -··-; ··.· ,. -

dimension~'~e<íu~firiS,~I~s dimcinsiÓ~~ d~S:táJdrák:q~€· ser I~ ·suficientemente pe-

querias de íy;an:ri q~e la. trliii:~fo~miu:ión, inve~sa ;nanteridrá (x, y) en R cuando (u, v) 

ést1t en S. 

'---------------~ .. =-·-=--~-=. -=--=-""--=--=--=cc·-=-=--:c .. ,--,_ -,--~-,,-----,----,------.;;.··---·-·----•-·"- .... ·-·-
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Ejemplo 2. Nuestro recién pro~ado ·teorema nos: ~%'llra ·que én ·un punto. del 
'· ·." . . . ' ' - . ·-···· '' ... · ; ·-· 

situaciones. 

Sen Ja tra~sformac;i¿;¡ 

·' · .. . ,. 

U=x3,·. v=y 

la cual es Uno a uno en .todo el plm~o xy. Por consiguiente, la trm1sformación 

inversa, definida en todo el plano uv, está dada por 

X= .rti,_ u=v 
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Sin embargo, el .Jacobiano est¿í dado por {){)((u, v)) = 3:c2,el cual se anula en todo 
x,y 

punto del eje y. 

De modo que en cualquier punto de este eje, se puede establecer la invertibi!idád 

de la transformación dada sobre cualquier vecindad sin cumplirse la hipotcsis de que 

en tales puntos el .Jacobiano no se anule. 

Para la otra situación considere la transformación 

1t = :r2 , v=y 

la cúnl (J'videntemente no es uno a uno en todo el plano xy.De forma semejante 

a la situadÓniuitedor, el .Jacobiano de ésta transformación, el cual .es ~ ((;, v)) = 2x, 
.. . ,y 

se anula en todopuntodel eje y: Sip embargo, en este caso, no se puede obtener la 

invertlbiliclad de la tr~nsfor~nción sobre ninguna veeindad de un punto de Ja forma . ~·- . - . -

(o,y) . 

.. . Ejemplo 3; Considere.la tr~foriuación C 1 .dad~ por. 

/ · .. ?f' =i2'-: ~2, v.~ 2xy 

la cual está definida ell' to~o el pl~llo. '~y: E5 evidellt~ que Ja trallsfo~ación 
110 es. uno a UllO si. se con~ider~ todoel ;p!Rllo ~:xy;co~o su <l()11li~¿,, Calculalldo. ei 

:::::·~:::::•:~.~.zf J.~~~~,~~~~~~~1::•·· 
puede establecer localmente. lninvertibiliclnd•de.'nuestra franáforma(Jión: r '-,; 

Así, exist~, .par~ éualq~;er p~~~~:(;o~~J~)º:~J~·~~k~;~d~,~~~f ;:~~t~~~i ;_;~~ ~t~rado '. 
centrado en Sil imagell { tto, ~óL <l611<l; ilt~;~nsf~r~i~ióri ;!ad~ ~· uu'o: a_:uno y sobre. 

"':,·. 
'·'' 

Denotemos. por . M y f.¡ éstos C:uádr~dbs. · 
... ,., - ··- .-
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Si csc1'ibimos a la transformación inversa como 

x=F(11;v), y= G(u,v) 

. ·.' ' .· 
nuestro teore1im asegura que ésta ciorre5pondencia cou dominio N y rango kf es 

do clase 0 1 .así co~m también ~tls ddriVacl!lf; parciales. 
·/""' . 

Si hac~ino!l ( uo; vo) =" (~~ -' ~J.úo'l/o) entm1ces tenernos .· - ~ . ' . . '" -~ ' . -

aF ·. 1 av Xo 
8u (uo, vo) = 75 {)y (xo, Yo) = 2 (xfi +y~) 
8F . -18u Yo 
ov (uo, vo) = D {)y (xo, Yo) = 2 (x~ + yfi) 

ªª 1 av -yo 
au (1to, vo) = -75 8x (xo,vo) = 2 (xfi + yfi) 
8G 1 Bu xa 
{)v (uo, va) = 75 ox (xo, Yo) = 2 (x~ + yfi) 

Finalmente, en el origen, donde el Jacobiano se anula; n~estro teorema falla, como 

puede verse si observarnos que en cualquier vecindad del origenhay puntos (x, y) y 

(-:i·, -y) donde la transformación les asigna el. mismo punto (u, v.). De modo que no 

es uno a uno. 
' - . - . . . ' . 

Ejemplo 4. Analicemos desde la perspectiva de n,uestro teorema la transformación 

de coordenadas polares a rectan~¡axc;;:y su transformación inversa, de rectangÚlares 

a polares. 

Dado ün punta P J~ cb~rd~~lléik\~;~);~~'~j. plan~ ·xy . (~istema. de. coordenadas 
· '..·· .,_., \;·_· .<\;;_:·. --~~:·~\·,_::_ ·-'.::}_:~r,~~-1\.~~::::{.::¿~:)··:~:~-\ ,:.::'-~CX>'·'._::.<.<-. ;: ,. _:.,. .-: .. ..,. _,- ~. . .. - :·.'. 

rectangulares) Jo ¡iodéíi:ícis';ub_icar .. tarnbién cori el par (r, O), sus coordenadas polares, 
. . -:· '·:"·~ -~: ·.· :-:~~:>---~\~'.-~i~:·)t;.;-~-1~~;,~t~(S~(m·~~~};~~-~'.~~~~~:-:~::~, i/\ . _ ~---- . ,_ ·" ... ·. ~.-- :, . -_ . · ( . 

con. r ~·O y O $:::8. <::-;27ri~La· res~ricc1ón;sobre O. al mterválo ·[O, 27r) es para que 
<!._ . "' ·~;; ,_,..:.; h~'·:.-~~;r::_\~~::·.··.:·~·'.::·-,-, ~,:, ·_·_-. >-··"~---· . '·. . ·'.. - , 

Ja dcscripcJÓ;1 ~~ii iihídli': Ef par (r;'o +21rk) con k entero serviría igualmente para 

Jc8cri bi¡ el mismop~nt~. ·. 

-------~---
-- -~-~-~----
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Lns coordennd!ls i·ect~11gul~e5 :J; e ~ del. pm:to ; csttín d'.ldns en tér:uin~s de ;. y 

0 mediante h~ fói:~ulns (t~U:risforl~1riciÓ;1) X=' r cos 0, ¡j = 1;senO •. 
' ... ., ·' ,· ..... , .... ,., ;,·· .. ·. ' 

o~ ,,.·.~ '.~'.;.-';,·~ 'i<. ~··. ·. ·_; .. ;, 

con · r .· 2: .. [J y'.,?· :5 O .;;·;~~i~f:~~~ ·~¡;;~~~/ni~. de}_~ tr~nsf~rmilcióif _ ~1'.(~~~i~f ;. ~~- cmnple 

que éSta :tran'.sror;n~ign iéis ~1.1r>r~yecüvíi cit ¿¡ p1a:;;º :~y. si, a<le11;·ás/~i .. 9ainiúio ie 
; '::.·. \;·, ·.···. <> .'.',:/~: ~.:~-.'.~· .. ~<!-'«?.:·:-:f~:.~~:~~:-~~~::\:/.-:\\:.:,;_:>:~ -')<·.(. ):.:_: ·.~ .. ·:·-~·;(.'.:.-'_(/::1:;~·t\i_:·:-;.:.:~-)'.< ~:;_~-'.··_'.-.,:~ - - ._·! 

excl;1ímos el s~g1Í1Íinto'<l~i6s' punto~ (rtii) cr;,; . .,:.· :::. b y ci~<: o.·<:·2;;.: ¿1lt'onces sobre ést.e 
• '. . ~.'. ' ' '.l ,'·< .. " .. ,,., :. ;.,-'.' : . ~·;:;;;co-;'.',\ ·_<.,:'· _, .-;.,: -·: .. .. :. :':'·.· - ·-:."'. --: :, :·.~ '_: ':, ;:: _'::·- '·· _l;_:_ ·.':' .. •·;·. -·-·.': :. .. ' -

nuevo. do1;ti1Úo la trari~r orhiadí~~; ~ ~l~o ~·~~n~ (sé co¡1~klera ~¡ pui1t6 ?= 'o y· o.= . 0 
-:. > .. :,'.·.<·.>··->:-··:_~-}:·~·:_:;;~~~:r~;~'.~~-\0.:'.I;:·~_:}S_;_.:·~.·:":·~';·~·,:.~-··.·.'. ;~_;_.. ., . ·?.-.--.,. 

en el dominio para·cjue Iá'suprayéctividad úo cámbie): " 

Hecho {Ji1e' ~e. pu~de ·~~~~f~~~~ ~nl~~iána:~~l :3 aeobi:110 J~ l~, ti!~~sfomiación, 
• •• "\·' • ' •• ·,. ._, ..... ·-~' l ... _ .• ' ec;;··y) · . ..:· ;· .. ·:::_:·-,··- ,__--.. ,-- :_!>.' •..;·. . '--;,. ,. 

--'--= r; .,, .. :_:_·r-~ • :,,·:":· · · 'i·r· -~~· 
8(r,~)->_,, .. f. ·-.·· -.. ' .,._, ~º- · ----;·.;.:·· 

cstablecei: localmente la invertibilidatl. de. l~ fransf~ri:Ímcióú 'x .;;,,· r co~ o,> y = rsenO . 
... _, :·: .. ··_J-¡• .. ,-,, .. 

Se puede establecer la regla de cÓn'espÓÍldencia de la' tr~nsform~biÓri'iil"érsi, est'o 
· .-----·>-: ·. ~: : · ·: .- · .; __ · :· .>",·:·0:-.'>~.'.·::·r:·.::.··-.:)~:,-.'.·:. ~1;: ::··-~;. 

es, se puede exprffiar ar yO en t6nniÚos de x e y, aunq~e in un~ for:!\~go,especial, 

·p~::o~:::: :::: p:t:r:::~~~~:~~;f i:~~t:. 
':.' :·" :·::~.-~-·. : ,, --::,,.. ·\:'.-·:·_.:> :• '··; 

dada por 

. . . ·(y)· O,;,, arci:an - · 
... X 

O= arct.~n .(f)·. ¡ 21r· , \~.id:> .. pe y <:O; 
. , .,,,· .. ,._·, X :.:·;>,· .·•: 

donde arctan(~}cst¿;~~i~f~~.~;~·~R~f1~~:°,;ff:'o0,·o,,,:j p~ra y> Oy o= 
3
; 

para y <O.Y elórigen del pláno:xj¡'se erívía al·origen del' plano rO . 
. ~; ,·;·.·(_;~<-.::>:;.. ~<· ~~~- ~~\. >'.·. '.:-:..-;.'..'·. : 

'.O!;.· ~.:."'".:_' .·; '-~-- :_,, ~" •, .~,, ":-· _";/',., 
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Así, por ~jomplo, ~¡ ~e c¡uim·~ ~t.~blo~o:: h~ trh11sfo~1uacióu··inve'r~a sb~re alguná 

::::~.~;»;.r:~~d(¡l3~:t~~)r¡~~~~~~~ªp~J~,"= 
Para concluir.· este·caj>ítuki. enunciaí·emos. el :caso general del teorema de la función 

inversa. 

(1) S~¡>~!~g~~'.\~;:f'.'~fr·~l~e q1 
y que el Jacobian? D = !~::~:: ::::~:)) no 

se mmla.en x(i.·':<•: .. · .. · '"<..,, ...... ,. •:· ..... . : 
·:~·.:: . ·.'.:;. ·~ {~-.·:/ . _;~ 

(2) •Ent6~1cffi·ex.i~te.uri~vefind~du· de•.~1-~uii~ó ~o -~ •.• una vecindnd .. V •. desu i1nagen 

~:~::S~íllt·~i1Jll&f 1t~:~:t.1:c~~·,··>·· ~ 
cual T (fi:) ~·jj, ~nto€c~}:. (' ' .•·· . ,:;};'.~; ':';-: ¡'• f' 

··.· ···."r~.f.-N~)_.~.-~.·-·•~.\~f·~~;1:H ... 
' .. ·-" :, :.:~~- /.~;·.:· 

[DT (x) 1-~I es 1~,rn:t~ff J1i~[i~f~~~~}ji~~:f Y~\~#(~~:>,! .. 
Regresemos !rus· fórmul!lS 'paraJasMerivadas'. pardales de' las funciones x 

·::~ :;·'.. '.~ ~::~5::·}r;Y~-~.~~~.~~xt:1~~(::~-:t~ ~:~ :~:f0;:/~:'~;~~-:.:·~·~ .i.~·~> .:.;~i.:;:·:, _._ .. : · ..... 
F (u, v), y= G (u, v)lpara: e8tablecerlás"c_ri ÜotaCión'matrié:ial..: ' , 

Dr-1. -(······.· •. ~ ,•{é~:,~y(•.i'ti,_ .. t;_~~i{~:'('.<!~:; : .. ~U ) . = [DT cxw1 
- ~7. ~7.}? ~ t °)· .~ n -~ ~ 

. . ' .. . 





'J'n.1111>-iúu c:-t do dlo:;l,;tcnt·. q1;0 ¡--ln~Y ';,--l··~~H-~~l;~·~:~·~l.c-~i~í.it ~-1~~.-~ü:;c¡,-i(.,_.:;-e l<-;J.<ul<~H·.l~JK\n.1.uúc<i:ticlo:i

do los f,coreum.-; aquí expuOHf.oH, c¡1-Ít; f,iei10 com~ efccl.o el "ele dai· m1i~m· -cl;irkÍa<l. u. I>i. 
"' . : •; . ·. ' 
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