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Introduccion

Casi cualquier joven en secundaria sabe factorizar un polinomio cuadrético con
coeficientes reales usando el famoso chicharronero (la férmula para resolver
ecuaciones de segundo grado). En esta tesis tratamos algo un poquito distinto:
factorizar un polinomio con coeficientes enteros en un producto de polinomios
lineales con coeficientes enteros algebraicos. Mientras que el chicharronero
tiene afios, la nuestra es mucho mis joven. El chicharonero no requiere mucha
dlgebra, mientras que nosotros estamos suponiendo que el lector tiene como
minimo nivel de dlgebra la teoria de Galois.

Para una breve historia del problema hay que leer el articulo de Arturo
Magidin y David McKinnon [M-M], del cual mucho del capitulo 3 estd tomado.
Arturo, quien fue mi maestro de teoria de los niimeros cldsica, me planteé el
problema citado arriba.

La parte realmente bonita del problema es la mezcla de dlgebra que usamos
en encontrar el algoritmo: Grupos, anillos, teoria de Galois, teoria de niimeros
cldsica, teoria de niimeros algebraicos y un poco de combinatoria.

La tesis estd organizada en forma tal que si uno no sabe nada de teoria de
los mimeros y tiene una buena idea de la teoria de Galois, se pueda learla sin
mucha dificultad.

En el primer capitulo empezamos con algunas definiciones, por ejemplo, las
de entero algebraico y campo cuadritico, y construimos las herramientas badsicas
como la norma, la traza y el discriminante, culminando en corolario 1.17 que
dice que cada anillo numérico visto como grupo aditivo es un grupo abeliano



libre. La mayona del capitulo uno viene del Marcus [Mar].

En el segundo capitulo definimos dominio de Dedekind. Primero demos-
tramos quc si I es un ideal no cero en un anillo numérico I2, entonces R/I es de
orden finito, lo cual permite la demostracién de que todo anillo numérico sobre
Qes un‘anillo de Dedekind. Después definimos una relacién de equivalencia
y desarrollamos el dlgebra de esta clase. Terminamos el capitulo dos con los

. tcoremas 2.17 y 2.18, los cuales nos permiten demostrar, en el capitulo tres, que
bajo esta relacién, las clases forman un grupo finito. Igual que en el primer
capitulo, la mayor parte viene del Marcus [Mar].

El tercer capitulo estd dedicado a demostrar que dado cualquier polinomio
(no constante) con coeficientes enteros algebraicos es posible factorizarlo en un
producto de factores lineales, cada uno con coeficientes enteros algebraicos. La
mayor parte viene de Arturo Magidin y David McKinnon, “Gauss’s Lemma for
number fields” [M-M], que se encuentra en proceso de arbitraje en este mo-
mento. Se puede conseguir en
http://www.math.umt.edu/"magidin/preprints/gauss.pdf

El capitulo cuatro es el algoritmo que estabamos buscando desde el princi-
pio. Aquf es donde los teoremas demuestran su poder. El algoritmo es original
con esta tesis, aunque usamos muy fuertemente algunas técnicas del libro Algo-
rithmic Algebraic Number Theory [P-Z] de M. Pohst y H. Zassenhaus.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos -




Capitulo 1

Herramientas basicas

1.1 Nociones bdsicas

Definicién 1.1. Un campo numérico es un subcampo de C que es una extension
Sinita de Q.

Definicion 1.2. Un mimero complejo es un niimero algebraico si es una raiz
de un polinomio con coeficientes en Z. Vamos a denotar el campo de niimeros
algebraicos como Q, que es un campo es un resultado de teoria de Galois, ver

por ejemplo [Fra].
Definicién 1.3. Un niimero complejo es un entero algebraico si es una raiz

de un polinomio mdnico con coeficientes en Z. Vamos a denotar el anillo de
enteros algebraicos como A que es anillio es resultado de corolario 1.6.

Definicién 1.4. Uncampo cuadrdtico es un campo de la forma Q(\/m ), donde
™ es un entero libre de cuadrados. Un campo cuadrdtico es una extension de

grado dos sobre Q.

Notacién: Cuando decimos encaje nos estamos referiendo a un Q-mono-

morfismo.



des '{ls grande que 1, entonces m no es mmlmo, 2 seria un entero positivo
menor que m, con ¢ € Z[z] una contradiccién). (Hacemos lo mismo para
n) Supongamos que 7nn_>.1 y tomamos cualquier primo p que divida a mn.
- Consideramos la ecuacién mnf = (mg)(nh.) Reduciendo mod p, obtenemos
= (77G) (nh). Entonces 0 = 72g o bien 0 = k. Esto implica que p divide

a todos los coeficientes de mg o de nh; lo cual es una contradiccién. Entonces
tenemosquem =n =1y que g, h € Z[:z]. O

Teorema 1.2. Sea o mz entero algebraico y sea f un polinomio ménico sobre
Z de grado minimo que uene a a como rafz. Entonces f es irreducible sobre Q.

Demostracién. Si J no es irreducible, entonces f = gh donde g y & son poli-
nomios no constantes en Q[z]. Sin perdida de generalidad podemos suponer que
gy h son ménicos. Entonces por el lema 1.1, g, h € Z[z]. Pero « es una raiz de
g ode h y los dos tienen grado menor que f, lo cual es una contradiccién. [

Corolario 1.3. Los tinicos enteros algebraicos en Q son los enteros usuales.

Demostracion. Directamente del teorema ya que el polinomio minimo de cual-
quier entero algebraico es irreducible sobre Q. 0O

Corolario 1.4. Sea m un entero libre de cuadrados. El conjunto de los enteros
algebraicos en el campo cuadrdtico Q(v/m ) coincide con:

{a+bym:a,beZ}sim=2o03(mod4)

{‘“”"/_ a,b€eZ,a= b(mod2)}s1 m =1 (mod4).

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos -



1.1. Nociones bisicas 4l

Demostracion. Si a-.€ Q(\/m ),a = 1.4+ sy/mdonde r,s € Q, ie. a =
“_“”bﬂ donde a, b, ¢ | ’_Z,"'(a 0,c):=:1. Q(v/m ) es un extensién de grado dos

sobre Q con. base' ‘,_Entonces el polinomio minimo de « es de grado
dos, aes un entero alge mco ‘sii su polinomio irreducible estd en Z[z], i.c.

Z[:L] Tenemos esto sii 22 "—“"22——'" € Z.

0 (mod 4) no es posible ya que m es libre de

es a y b son impares, lo cual implica a = b (mod 2),
4)'y b2 = 1 (mod 4). Finalmente mb? = 1 (mod 4) lo cual
: implica que e =1 (mod 4).

.:Ahorasim = 1 (mod 4) yc= 2entonces 2 ¢ Z.Como a, b son |mparesy

=1 (mod 4) tenemos a? — mb? = 0 (mod 4) lo cual implica que £ '"” €
Z. a

Teorema 1.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para o« € C:

(1) a es un entero algebraico;

(2) El grupo aditivo del anillo Z[q] es finitamente generado;

(3) o es miembro de algiin subanillo de C que tiene grupo aditivo finita-
mente generado;

(4) A C A para algiin subgrupo A C C finitamente generado.

Demostracion. (1)=>(2): Si a es una raiz de un polinomio ménico sobre Z de
grado n, entonces el grupo aditivo de Z[a] estd generado por 1, e, ..., a™ L.
(2)=(3)=>(4) trivialmente.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos



erramientas bésicas

(4)=>(1):+Sea “al‘,'.:.- L ap-un conjumo de generadores de A /,Expresnndo
-~ cada aa1 como combmacuén lineal de al, A a,, ‘con coeﬁcnentes en Z obtene- .

mos .-

dondé M es un matriz n X n'sobre Z, i.e,

ay 0
(ef=M)| : | =
an 0

donde I es la matriz identidad n X n. Como no todos los a; son cero, se sigue
que al — M tiene determinante 0. Expresando este determinante en términos
de las n2 coordenadas de o — M, oblenemos o™ + términos de grado menor.

Entonces hemos producido un polinomio ménico sobre Z que tiene a o

como raiz. ]

Corolario 1.6. Si av y 3 son enteros algebraicos, también lo son a + By af.

Demostracion. Sabemos que Z[a] y Z[3] tienen grupos aditivos finitamente
generados. Entonces también Z[a, 8] (si ay, . . . , &, generan Z{a]y B1,-..,6n
generan Z[f)], entonces los mn productos «;8; generan Z[c, £]). Finalmente,
Z[c, B] contiene a + B y af. Por (3) del teorema 1.5, esto implica que son

enteros algebraicos. (]

1.2 Campos ciclotomicos

Recordamos que si L es una extensién del campo K y @ € L es algebraico
sobre K entonces 3 es un conjugado de « sii es raiz del polinomio irreducible

de o sobre K.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos




1.2. Campos ciclotémicos 13

Sea w = e%i, donde n € N. Decimos que Q(w) es el m-ésimo campo
ciclotémico. Los dos primeros campos ciclotémicos son Q@ ya que w es igual
Saly —1 respecllvamente Mids aiin, el tercer campo ciclotémico es igual al
. sexto: ‘sea w = e%", entonces w = —w! = —(w?)?, lo cual muestra que
CQw). = Q(w2) En geneml para m impar, el m-ésimo campo cnclotomlco es
: k[lgual al 2 ésnmo campo ciclotémico ya que siempre es verdad que si w = e ,

“con ‘m mpar. entonces Q(oﬂ) (o Q(w) Para la otra conlencufm basta notar que

ostrar que para cada 6 =w* y para cada primo
}ju‘gado de'yo ‘Sea 0 = wk y sea p un primo que

. > 1™ 1, la cual es m:z:"‘"l Comopf m, ™ # 0; entonces h(z) es
,un monomlo, pero esto contradice el hecho de que hlz™ —1. O

: Corolarlo 1. 8 Q(wl nene grado w(m), donde p(m) es la p de Euler, sobre Q.

Demo.uraczon w tien tp(m) conJugados, entonces el polinomio irreducible de

Factorizacion en polinomios con coeficientes enteros algebraicos




‘14 : Cilbitﬁlb 1. Herramientas b4sicas

1.3 Latrazay la norma

Sea K un campo numérico. Definimos dos ﬁmc:ones Ty N (latraza y la
norma) en /', como sigue: sean oy,. ,a'*'l encajes de K en C, donde
n=[K:Q Paracada a € K, deﬁmmos

la defmcxon obtenem
para toda @, B € K
Cuando hay mas delu
confusién. =~ LR T :

En lo que sigue supong;imos que 'abtien'e‘grzido d sobre Q. Denotamos t(c)
y n{e) la suma y producto, reépectivamente, de los d conjugados de « sobre Q.
Entonces tenemos

vamos a escnblr TX y NK para evitar

Teorema 1.9.

o ,

T(@) = i) M) = (n(a)?

donde n = [K : Q). thd‘nfzq'sk que% e; un entero: de hecho, es el grado de
[ : Q(e)]. Sl
Demostracion. t(a) y n(a)son la'traza y la norma de a sobre Q. Cada encaje
de Q(a) en C se extiende a exactamente 3 encajes de K en C. (m]
Corolario 1.10. Pard tado d € K, T(a) y N(a) son racionales.

Demostracicn. Es suﬁc:ente demostrar que t(a) y n(e) son racionales. Pero
esto es obvio ya que’ —t(a) es el coeficiente del 271, si [Q(a) : Q] = x del
polinomio mgducnble‘de e sobre Q y =n(c) es el término constante. (]

Factorizacién en’ polinomios con coeficientes enteros algebraicos



1.3. La traza y la norma 15

Si o es un entero algebraico, entonces su polinomio ménico irreducible so-
bre QQ tiene coeficientes en Z ; entonces

Corolario 1.11. Si « es un entero algebraico, entonces T(a) y N(a) son en-

teros.

Demostracion. Directamente de los comentarios previos. O

Ejemplo:
Para el campo cuadritico Q( /™ ), tenemos

T(a+b/771)=2a

N(a +,b§/‘7nj )= a® — mb®

pwraa,b € Q Sia =a.+b ™. con'a, b'€ Q, b # 0, entonces el polinomio
ménico irreducible sobre @ que tiene a o como raiz es

mb?

z” = 2az +
Entonces « es un entero algebraico sii 2a y a?> — mb? son enteros. Entonces
a + b/m es entero algebraico sii la traza y norma son enteros.

Ejemplo:

Supongamos que queremos determinar las unidades en el anillo Ok de en-
teros algebraicos de K, K un campo numérico. Notamos que para a € K,
N(a) = 0sii @« = 0. También, ya que la norma es multiplicativa, tenemos
N(a) = N(1-a) = N(1)N(a) por lo tanto N(1) = 1. Si « es unidad, existe
o~ tal que o - @~! = 1. Porel corolario 1.11 tenemos que N(a) = 1. Si a
es un entero algebraico que tiene norma %1, entonces por el teorema 1.9, ;l; es

. un entero algebraico, ya que n(a) = 1. Esto muestra que las unidades en O
son los elementos con norma 1.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos




16 - © " Capitulo 1. Herramientas bsicas

Ejemplo: :
Consideramos el campo cuadrallco Q(
—5. Afirmamos que las unlcas umdade

es unidad, tenemos que a*
tenemos que a,be Z oa:
que a?

. son {£1,+i} y'c
Ejemplo:
Como arriba pero con'm = 2. Consnderamos la ecuacién a? — 2b% = +1.

1+ /2 es unidad en Z[v2 ] (con inverso —14+/2) y no es raiz de uno. Entonces

hay un mimero infinito de unidades en OQ(\/,,: , lo cual implica que hay un
niimero infinito de soluciones enteros a la ecuacién a? — 26% = +1.

1.4 Discriminante

Notacién: vamos a escribir [e;;] para denotar la matriz que tiene a;; en el i-
ésimo renglén y j-ésima columna y |a;;| para denotar su determinante.

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q. Sean o1,..., oy los n enca-
jes de K en C. Para cualquier n-ada de elementos ay,..., o, € K, definimos
el discriminante de o, ..., a, como:

. 2
disc(ay,. .., an) = |oi(a;)]

i.e., el cuadrado del determinante de la matriz que tiene o;(c;) en el i-ésimo

renglén y j-ésima columna.
Notamos que el cuadrado hace que el discriminante sea independiente del

orden de los o; y de los a;.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos




1.4. Discriminante 17

Teorema 1.12. disc(ay:'

Demostracion.

Esto se si

Demostraczén. Dlrectamente el teorema ya que si «; y o  son enteros alge-
braicos sabemos, olano 1.6, que a;a; es un entero algebraico, lo cual
lmphca que T(a aJ) St en Z y.un determinante de enteros es entero. a

. Teorema 1.14. dzsc(al, e ,a,,) = 0 sii «1,...,cn son linealmente dependi-

eme.s sobre Q-

De(rxas{racidrl;. Si los «; son linealmente dependientes sobre Q, entonces tam-
bién ld'soﬁ‘lﬁ‘é'coltimnas de lo matriz [o;(c;)]; por lo tanto el discriminante es

-Ahora, si dise(ay, ..., an) = 0, entonces los renglones R; de la matriz
[T'(a; ;)] son linealmente dependientes. Supongamos que aj,.. . , &y, son lin-
ealmente independientes sobre Q. Fijando nimeros racionales a;,...,a, (no
. todos cero) tales que a1 R; + --+ + anR,, = 0 (vector), consideramos a =
ayaq + -+ + ap . Necesariamente o # 0 (yaque a4, - . . , @y son linealmente
independientes sobre QQ y al menos un ¢; # 0). Considerando la j-ésima co-
ordenada de cada renglén, obtenemos que T'(aa;) = 0 para cada j. Como los
«; son linealmente independientes sobre (@, forman una base de K sobre (Q; se
sigue (ya que o 7 0) que lo mismo es verdad de los aer;. Pero esto implica que
T(B) = 0 paratodo B € K, ya que (aa,...,aay,) es base de K sobre Q y
que T es aditivo. Esto es una contradiccién ya que 7(1) = n. [}

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos



18 Capitulo 1. Herramientas bdsicas

1.5 Estructura aditiva de un anillo numérico

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q y sca Oy el anillo de enteros
algebraicos en K, es decir, AN K = Og.

Un grupo abeliano libre de rango finito n. es cualquier grupo que es la suma
directa de n subgrupos, cada uno isomorfo a Z. Sabemos de la teoria de grupos
que cada subgrupo de un grupo abeliano libre de rango n es también un grupo
abeliano libre de rango < n. De esto se sigue que si un grupo esta entre dos
grupos que son abelianos libres del mismo rango, el grupo también es abeliano

libre del mismo rango.
Lema 1.15. Existe una base de K sobre Q formada por enteros algebraicos.

Demostracién. Para ver esto es suficiente ver que dado o« € K existe m €
Z, m # 0, tal que ma es un entero algebraico. Si « es raiz del polinomio
flz) = apz™ + an 1:5""‘ 4ot a - ao, a; € Z, entonces el polinomio
=l + +a"_2$+ala lag =z +2?=1 an—iail—lxn—i
' a

tiene rafz a; c.

Teorema 1.16. Sea {a,.. ., a,,} un base de K sobre Q formada por enteros
=" disc(a;

algebraicos y sea d
expresar en la forma




_es el determinante loi(es)| y v;
umna por o;{c). Es claro que v; y
=_d. Entonces dzj = §v;, lo cual
demuestra que el niimero racnonal da:_, es u» entero algebmnco lo cual implica

que dz; € Z. Seadx; = mj. Por tanto, —dL_‘ d:z: d(-i—) = ;2. O

Usando la regla de Cramer, .’1:,
se obtiene de & remplazando la ]

Entonces: ‘
Corolario 1.17. Oy es un grupo abeliano libre de.rango n.
Demostracion. Directamente de arriba. - SO O

Equivalentemente, Oy tiene base sobre Z: existen 81,...,8, € Ok tales
que cada o € O tiene representacién dnica de la forma

miBy 4+ +mpfPn,m; €Z
(B1,- -+ Ba) se llama base entera sobre Oy.

Ejemplo:

Consideramos el campo cuadritico Q(v/7 ). Sim = 203 (mod 4) en-
tonces {1, /m } es base entera de O/ )» 8racias a corolario 1.4. Notamos
en cualquier caso que el discriminate es igual a 4m. Si m = 1 (mod 4) en-
tonces una base entera de Ogy, /77 ) s {1, 14"'2@}

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Proposicién 1.18. El campo de fracciones de Oy es K.

Demostracion. Es sufic dém&_jétrar que K C campo de fracciones de O,
ya que Oy C K implica’que el campo de fracciones de O estd contenido en
K. Sia € K, és{ su iente demostrar que existe b € O, no cero, tal que
ab € Ok. Pérdﬁlt:bhi 'K, a es un nimero algebraico, entonces existe
b€ Z,no ceré;“tzil‘;Quqaly)‘ e_é un entero algebraico y claramente b € Oy (]

Notamos ddc;_ic;‘s’td _fmplica que cualquier base entera de O es una base de
K sobre Q. e

Teorema 1.19. Sean(ﬁl, 2 Bn)y (71, .., Tn) dos bases enteras de O;. En-
tonces disc(By; S ,B,,) » ifdisc‘('yl‘, e Tn)

Demostracién. Escribiendo B; en términos de 1os -y;, tenemos

Tn

donde M es una matriz n X n sobre Z.
Aplicando cada o; acada una de las n ecuaciones, llegamos a que [0(8;)] =
M{oj(v:)]. Tomando el cuadrado de los determinantes, obtenemos

disc(By,...,Bn) = |M|*disc(11,. .., 7n)-

Claramente |M| € Z, lo cual implica que disc{v,...,7n) es un divisor de
disc(Br,. .., Fn) ¥ que los dos tienen el mismo signo. Un argumento similar
demustra que disc(B1, . . ., fn) divide a disc(vy,.. ., Tn)- O

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Primos

Definicion 2.1. Decimos que un anillo R es enteramente cerrado en su campo
de fracciones K, si cualquier v € K que sea rafz de un polinomio ménico sobre
R, pertenece a R.

Definicion 2.2. Un Dominio de Dedekind es un dominio entero R tal que:
(1) Cada ideal es finitamente generado;
(2) Cada ideal primo no cero es maximal;
(3) R es enteramente cerrado en su campo de fracciones

K = {§le, B €R, B # 0}

Recordamos que un anillo que satisface la condicién (1) se llama un anillo
Noeteriano y que la condicién (1) es equivalente a:

(1") Cada cadena ascendente de ideales se estaciona.

(1"") Cada conjunto no vacio S de ideales tiene un elemento maximal.

Proposicion 2.1. Si I es cualquier ideal no cero en el anillo numérico Oy,
entonces Oy [ I es finito.

Demostracion. Sea « un elemento no cero en I y sea m = N*(a). Sabemos
quem € Zy que m # 0. De hecho m € I: de la definicién de la norma
tenemos que m = af3, donde S es el producto de los conjugados de « distintos

21



Capitulo 2. Primos

- de . Estos conjugados no tienen por qué estar en Oy, pero 3 esta porque B =
Be K. Ademas 8 € A ya que cada conjugado es un entero algebraico y ya
hemos visto que el producto de dos enteros algebraicos es un entero algebraico.
Entonces m € I. Obviamente O /(m) es finito, ya que es O /(mOy) que
tiene orden m™, esto de un resultado de grupos que dice que si G es un grupo
abeliano libre de rango n entonces para m € Z, G/mG es la suma directa de n
grupos ciclicos de orden 7n. Como mQy¢ C I sabemos que Ok /I es finito. O

Teorema 2.2. Cada anillo numérico es un dominio de Dedekind.

Demostracion. Sea Oy el anillo numérico correspondiente a la extensién K/Q.
Ya hemos visto que cada anillo numérico es un grupo (aditivamente) abeliano li-
bre de rango finito; un ideal es un subgrupo (aditivamente), entonces es abeliano
libre de rango finito también y, por tanto, es finitamente generado.

Para demostrar que cada ideal primo P no cero es maximal, es suficiente
demostrar que el dominio entero Oy /PP es un campo, para lo cual es suficiente
demostrar que O /P es finito, lo cual tcnemos de la proposicién 2.1.

Finalmente observemos que Oy es enteramente cerradoen K: Sia € K
es raiz de un polinomio ménico sobre Oy, i.e si

o +ap_10" lcajatag =0

con a; € O, entonces Z[ag, - -+ ,an—1,a] es finitamente generado como grupo
-aditivo. : Para ver esto consideramos los productos af*®al* ---aj"7'a™ y no-

tamos que solamente un niimero finito de valores para los 72; son necesarios ya

que,
a = —(an1a" - a1 + ag),

entonces podemos generar cualquier potencia de « con esto. Para los demas
es suficiente aplicar el teorema 1.5 ya que los a; son enteros algebraicos. Esto
implica « es entero algebraico, lo cual implica que o € Oy O

NOTA: En lo que sigue, ideal siempre significa ideal no cero.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Ejemplo: Lk
Consideramos el campo cuadrﬁtlco Q( \/

).‘“C“o'mo -3 = 1 mod 4,

EZ:a_ b(mod 2)}

lo cual es un dominio de Dedekind. .Kﬁﬁnamos que Z[v/=3] no lo es. Esto

es ficil de ver si consideramos I = (2, 1 ++/=3). Obviamente I # (2)
ny. 12 ='2], entonces no tenemos factorizacion tnica en ideales primos. (Ver
;’lteoremn 2. lO m ds adelante.)

] Teorema 2. 3 Sea I un ideal en un dominio de Dedekind R. Entonces existe un
: :deal J tal que IJ es prmc:pal

“‘Demqstracxon Sea e cualquler elemento no cerode Iy sea

J {ﬁ € RIBI C (a)}.

- ,,Enlonces ' J y J es un ideal ya que es trivialmente un grupo aditivo y cerrado
L ;bajo multlpllcamén Sia € Jyb € R, entonces al C (a) entonces, como ()
“.es un ideal, bal C (a). Ademas, IJ C (a).
.- Para demostrar igualdad necesitamos dos lemas:

Lema 2.4. En un dominio de Dedekind, cada ideal (no cero) contiene un pro-
ducto de ideales primos (no cero).

Demostracion. Supongamos que no; entonces el conjunto de los ideales que no
contienen tales productos es no vacio, y por la condicién (1) tiene un miembro
maximal M. M no es primo, entonces existen r,s € R — M tales que rs € M.
Los ideales M + (r) y M + (s) contienen propiamente a M y por lo tanto
contienen un producto de primos; pero entonces el producto (M + (r))(M +
(s)) € M y contiene un producto de primos. O

i . Lema 2.5. Sea A un ideal propio en un dominio de Dedekind R con campo de
fracmones K. Entonces existe un elemento v € K — R tal que yA C R.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Demostracion. - Fuarriqé cualquier elemento @ € A no cero. Por el lema 2.4,
existen primos Py, Ps, ..., P, tales que Pi P, ... P, C (a) y podemos suponer
qué r es minimo con esta propiedad. Cada ideal propio estd contenido en un
ideal maximal (por el lema de Zom) y sabemos que todo ideal maximal es
primo; entonces A C P para algiin ideal primo P. Entonces P contiene el pro-
ducto PP, ... P, . Se sigue que P contiene algiin F; (si esto no fuera verdad,
entonces fijamos elementos a; € P; — P; P contiene el producto a a3 ... a,,
entonces PP contiene uno de los a;, lo cual es una contradiccién). Sin pérdida
de generalidad supongamos que Py C P. Por la condicién (2) de dominios
de Dedekind, tenemos que P, = P. Finalmente, como («) no contiene un
producto con menos de 7 primos; existe b € (P, P3...FP.) — (a). Entonces
v = % € K — Ry+vA C R. Para ver esto, si v € R, entonces multiplicando
por « tenemos b € aR lo cual es una contradiccién. Ahora %A C gl’l y como
P1P2 ’P,. C (), entonces £P; C R. O

. Contmuando con la desmostracién del teorema 2.3, consideramos el conjunto
y 1IJ Esto estd contenido en R, ya que IJ C (a). También A es un
!l"“ya que IJloesy A C R. Si A = Rentonces IJ = (a) y ya hemos
terminado; si no, A es un ideal propio y por el lema 2.5 existe v € K — R tal
qixe vA C R. Buscamos una contradiccién. Como R es enteramente cerrado en
iKb , es suficiente demostrar que -y es raiz de un polinomio ménico sobre R.

Comoacl, A= ;i—IJ contiene J, entonces vJ C A C R. Se sigue que
vJ C J;yaque ayJ C vJI C (a).

Finalmente, fijamos un conjunto de generadores (ay, - .., a4, ) para el ideal
J y usamos la relacién «yJ C J para obtener la ecuacién

a) )
Tl =M
Qp Qn

donde M es una matriz m X m sobre R. Como en la demostracién del teorema
1.5, obtenemos un polinomio ménico sobre R que tiene a v como raiz. O

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos




I Jcmplo 1 :
Consnderamos el amllo numérico R Z[\/_] No es un anlllo de factor-
izucién dnica (2% 3= §e + V=5)(1=V=5). El ideal (2,1 +v=5) =
es maxlmal y [ (2) Pnra ver. esto, observamos qite |R/(2)| = 4, entonces
“R/(2 1+ ’\/——o) ticne orden que dIV ."Tiene que ser 2 ya que contienc
. (2) propmme‘te y ue:si

' como aA s prin
“que A = (d). Seaa’
- tenemos que aa
que A = (d).

‘Entonces aa = br para algin » € R. Entonces
s un dominio entero a = dr, lo cual implica
- O

Corolario 2.7. Las ¢ ses de ideales en un dominio de Dedekind forman un

grupo.

Demostracion. Definimos la multiplicacién de dos representantes en forma nat-
ural, i.e. si f;, 2 son dos ideales su producto es I; I,. Hay que demostrar que
la multiplicacién entre clases estd bien definida. Si I} ~ Iy y J1 ~ Ja, existen
ay,a2,b;,b2 € Rtales que a1l = axls y b1 J, = byJ2. Multiplicando las dos
igualdades tenemos a)b, I, J) = a2bal2J; lo cual muestra que la multiplacién
estd bien definida, ya que I} J; ~ I2Jp. Gracias al teorema 2.3 y la proposicién
2.6 tenemos inversos y la clase de los ideales principales es unidad. 0

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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ales en un: dominio de
B =JAC,.

. De ex:s?é untdeal c
tal que B = AC. Notaci
Corolario 2.9. Si Ay BA:.Sjon”ideales, en un dominio de Dedckind R, entonces
A|Bsii B C A.

Demostracion. = Trivial.

< Si B C A, fijamos J tal que AJ es principal, AJ = («a). El conjunto
C =L1JBesunidealde Ry AC = Byaque AC = LAJB = laRB =
RB = B. O

Teorema 2.10. Cada ideal en un dominio de Dedekind R tienc una tinica rep-
resentacion como un producto de ideales primos.

Demostracion. Supongamos que el conjunto de ideales propios que no tienen
representacion como producto de ideales primos es no vacio. Entonces por la
condicién (1'"), tiene un elemento maximal M, M # Ry M C P para algtin
ideal primo (maximal) P. Entonces M = PI para algiin ideal 7. Entonces
M C I propiamente ya que si M = I entonces &£ = P, una contradiccién.
Entonces I es un producto de ideales primos, pero entonces M también lo es,
lo cual es una contradiccién.

Falta demostrar unicidad. Si P\Ps... P, = Q1Q2...Q,, donde P; y Q;
son primos. Entonces Q;1Q2...Qs C P y hemos visto que esto implica que
Qi C P, para algin i. Cambiando la numeracién si es necesario, podemos
suponer que tenemos que 1 C P,;. Pero como todo ideal primo es maximal,
@1 = P. Por la ley de cancelacién tenemos que P, ... P, = @Q5...Q;. En-

tonces vemos que 7 = s y reenumerando, si es necesario, que P; = Q. 0O

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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» De esto observamos que cada ldeal en un anillo numérico se factoriza de
manera tinica en ideales prlmos .

~ ‘También; gracias al teorema 2.10, es posible definir, para dos ideales [ y

' J en 01(, el méxlmo comun divisor'y el minimo comin multiplo (lo cual de-

notamos como med(l,J) y mem({, J) respectivamente). Por el corolario 2.9

E vemos quecel mcd(I J) es realmente el ideal mis pequeiio que contiene Iy J,

y que el mcm(I J) es el ideal més grande contenido en ambos 7 y J. Entonces,

" tenemos;

med(l,J) =1+ J

mem(I,J)=1TNJ.

' Dosvidez‘ilés Iy'J deun anillo R se llaman coprimos sii  +J = R.

Proﬁosicion 21 1.58i v

es.coprimo con cada uno de Ju,...,J, entonces I es
coprimo ém_: ﬂ'- i

Demostraczdn . Para cada’¢ escnblmos ai+b; =1lconag; € I'yb; € J;.
Mulnphcando las ecuacnones vemos que 1 = a + b1by...bp, dondea € I'y
bibs.. <bn ﬂ 1 J, .También notamos que si / y J son coprimos, entonces
IJ =1 ﬂ J; a que la contencién de la izquierda es trivial y siz € TN J
y si escnblmos 1 =i+ jconi € I, j € J, multiplicando por z tenemos
=2 +z1 locual esta enlJ. O

Teorema 2.12.’1 Teorma Chino.
Sean I,.., I, ideales coprimos dos a dos en un anillo R. Entonces la

Suncion candnica

R/ﬂ[ —= R/ x - x R/ I,

priz=l

es un isomorfismo.

~.Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos




28 7 Capitulo 2. Primos

Demostracion. Es suhc:entc demostrar el cason = 2 ya que el caso general se
desprende de éste porque I es coppmda Nio L

Supongamos que n = 2."E nicleo del mapeo es obviamente trivial, por
lo cual la funcién es myectlva Pam ver:que es sobre, fijamos r; y 72 € R.

Queremos encontrar 7 € R tal que’;

".T‘l(mobd )

: 7; '—Ef‘gv(mod ;).

r=are + azr;.
de arriba.

Teorema 2.13. Se'd"l

Demostracion. Es suﬁcnente demostmr que existe # € R tal que
I =med((a), (8)),

ya que esto implicaque 8 € I.

Sea P P}2.... P la descomposicién de I en producto de primos, donde
‘los P; son distintos. Como () C I, (o) C P} para cada i, i.e. P]"|(a)
' ‘para cada ¢. Sean @,...,Q; los otros primos, si los hay, que dividen a (a).
~." . Tenemos que construir 3 tal que ningin Q; divida a (B) y para cada i, P sea
*..- la potencia exacta de P; que divide (8). i.e.

Be(FX =P )n (R~ Q).
i=1 j=1

- Usamos el teorema Chino: . fijamos 8; € P¥ — P["*!, que existe por factor-
: lzaclén umca y sea ﬂ tal que satisface las congruencnas

B ,B, (mod P""“) i=1,.

- Factorizaci6n en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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: ; campo numérico, P es cualquier ideal primo en el anillo nu-
'v’héﬁcd:Ok y"sn L es un campo numérico que contiene a K, consideramos la
: descorhbosiéién del ideal generado por P en el anillo numérico O,,. Dicho ideal
es POy,
En lo que sigue, K y L son campos numéricoscon K C Ly O = ANK,
O, = AN L. El término prime se refire a ideal primo no cero.

Teorema 2.14. Sean P un primo de O y @ un primo de Op. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1)QIPOL

(2)POL CQ

3)PC@

(4)QNOy =P

> (2) se deduce del corolario 2.9. (2)=>(3) Como 1 €
)"Sji‘m'ulliplicamos P C Q por Oy, obtenemos (ya que
0Op) POy, C Q. (4)=(3) Trivial. (4) <= (5) Es claro que
N(KNA) = QN K yaque @ C A Finalmente, para
emoslrar,(3)=>(4),‘observamos que Q@ N Ok contiene a P y es obviamente un
01( como P es primo, es maximal y tenemos que QN O = P 6

OK "Sl Q n OK Op, entonces 1 € Q, que es un contradiccién ya que Q es
O

primo.

Cunn&o los condiciones (1) a (5) se cumplen, decimos que ( esta sobre P,
o P estd bajo Q.
Teorema 2.15. Cada prtmo Q de ,OL estd sobre un iinico primo P de Og;
cada primo P de Ok estd bajo al menos un prxmo Qde Oy,

Factorizacién enteros algebraicos
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posncnon en prunos de’ PO,, Las potencias en que ocurren son llamadas indices

de mmlﬁc.l 6n. Esto es, si Q¢ es la potencia exacta de Q que divide a PO,

B entonm.s v esel fndice de ramificacién de Q sobre P, denotado por e(Q|P).

: Hay otro nilimero importante asociado con un par de primos P y @, con @

sobre P. Sabemos que los anillos Og /Py Oy, /Q son campos ya que Py Q son
maximales. Podemos ver Oy /P como subcampo de Or, /Q: la inclusién O C

“@¢ induce un morfismo de anillos Oy — O.,/Q con niicleo O NQ = P.
Entonces tenemos un encaje O /P — O /Q. Estos son llamados los campes
residuales asociados con Py Q. Sabemos que son campos finitos gracias a la
proposicién 2.1. Por lo cual O/Q es una extensién finita de Oy /P; sea f el
grado de esta extensién. Entonces f se llama el grado de inercia de Q sobre P
y lo denotamos por f(Q|P).

Lema 2.16. Sean A y B dos ideales en un dominio de Dedekind R, con B C A
vy #R Enmm‘cs existe vy € K tal que yB C R, yB ¢ A.

Demostracion. Por el teorema 2.3 existe un ideal C no cero tal que BC es
principal. dlLdlllOS que BC = («). Entonces BC' ¢ aA: fijamos B € C tal que

' Factoriziicién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Teorema 2.17. Sean el grado de L soIJre K y sean Ql, Qr Ié;s"primos de
Oy, sobre el ideal primo P de Q. Sean e),...,e; y fi,..., frlos ndices de
ramificacion y los grados de inercia, respectivmnente. Entonces:

T
Zeifi =n.
i=1

Vamos a demostrar este teorema simultaneamente con otro. Para un Og-
ideal I escribimos

|l I]| para denotar |Og /1.

Teorema 2.18. Sean O, 01, K y L como antes yn = [L : K).
(a) Para ideales I'y J en Oy,

NN = (-
(b) Sea I un ideal en Og. Para el Of-ideal IOy,
Wowl = .
(c) Sea o € O, a # 0. Para el ideal principal ().
()l = IN¥(a)|-

Demostracion. Demostracién de teorema 2.18 (a)
Primero lo hacemos cuando I y J son coprimos y después demostraremos
que ||P™|| = ||P]|™ para todo primo P. Entonces esto va a implicar que

1P Bl = ([P ™ e P

factorizando I y J en primos y aplicando la formula de arriba obtenemos 2.18

(a).

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Suponga‘mos, pués. que I y J son-coprimos. -Entonces [ + J = O e
nJ = I.J. Por el teorema Chino hay un isomorfismo

Ox/1J = Ox/I x Ok [J,
lo que implica : '
1= (LTI 1.

Ahora consideramos || P™|, P unldealpnmo Tenemos una cadena descen-

dente de ideales O D P D P25 .. '> P™, Entonces seria suficiente
demostrar que, para cada k,

Pl = |P* /PR
donde los P* son considerados como grupos aditivos. Afirmamos que hay un
isomorfismo de grupos
Ok /P — PF/pPrH,
Primero, fijando o € P* — P“"“1 ‘tenemos el isomorfismo canénico
: OK/P - aOl(/aP
Ahora; la mclus:én aOK c P" mduce el morfismo

do}( = pk/pk+l

- con nucle (aOk) r]P""l e imagen ((a@g) + P**1)/P*+1. Para demostrar
" ']lo que qu emos (por el primer teorema de isomorfismo) hay que demostrar que

_ pm. Pcl 1 J propiamente donde J = aOxNPk+L, Pero
’P es maxlma] entonces J OK, i.e J = (a), pero esto es una contradiccién
‘ameme el med(a®y, PX+1) es un potencia de P,
omo a € P¥, P¥laOk. Simed(aOy, Pkt!) =
k+1 entonces @ € P¥*1 una contradiccién. ]

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Demostracion. Caso especial del teorema 2.17:
El caso cuando KX = Q. Entonces P = pZ para algtin primo p € Z.

Tenemos
r
pZOL = pO., = [] @F,
i=1
entonces
r r
lpol = Qi = [T ).
. o i=1 i=l1
Ya que Z /pZ = Z,, 'que tiene p elementos y el grado de la extensién es f;.

También sabemos que [[pOL|| = p", ya que la extensién es de grado n. Por
lo tanto tenemos el caso especial. O

ibenio_stiaci&n. del teorema 2.18 (b):

Usando la parte (a), es suficiente demostrar el caso cuando I es un primo P;

el caso general se sigue factorizando I en primos.

~ Notamos que Oy, /POy, es un anillo que contiene O /P yaque O C Oy,
Entonces existe un morfismo Og — Or/PQy con niicleo Ox N POy, pero
Ok NPOL =Pyaque PC Oy P C POy y por el teorema 2.14 para
cualquier primo Q que divida a POy, POy C @, entonces Ox N POy C
O N Q = P finalmente, Ox N POy, = P. Afirmamos que la dimensién de
O /POy, sobre Ok /P es n.

Primero demostramos que a los mds es 7n. Es suficiente demostrar que cual-
quier 2 +4- 1 elementos son linealmente dependientes. Fijamos a,...,an41 €
O y demostramos que los elementos correspondientes en Oy, / POy, son lineal-
mente dependientes sobre Oy /P. Sabemos que ay,. .., an4+1 son linealmente
dependientes sobre K (extensién de grado n), entonces son linealmente depen-
dientes sobre Of. Entonces tenemos B1a; + - - - + 4141 = 0 para algunos
Bis...yBnt1 € Ok, no todos 0. Si existe i tal que §; ¢ P ya terminamos,
en caso contrario aplicamos el lema 2.16con A = Py B = (B1,...,Pn+1)-
Entonces ~f8; cumplen.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Para tener igualdad, sea P NZ = pZ y consideramos todos los primos
P; de O que estin sobre pZ. Sabemos que O /POy, es espacio vectorial
sobre Oy / P; de dimensioén n; < n; demostramos que son iguales para cada
i, en particular cuando P; = P. Sea e; = e(F;|p) y fi = f(Pi|p). Entonces
> eifi = m,donde m es el grado de K sobre @ por el caso especial. Tenemos
pOx = [[ P, entonces pOyr, = [[(£;Or)¢. Usando (a), obtenemos

IpoLll = [T IR0l = [T IRI™e = [[5 )™«

Sabemos también por el caso especial que |[pOp|| = p™7, entonces mn =

3" finie;. Comotodo n; < ny Y e;ifi = m, se sigue que n; = n para todo

T. 0

Demostracion. Caso general del teorema 2.17
Tenemos POy, = [] QF, entonces

1POLN = [T @il = [T 1PN/

por (a) y la definicién de f;. Por (b) sabemos que ||[PO|| = ||P||". Entonces
n=3efi (]

. Demostracion. Parte (c)

Extendemos K a un extensién normal M de Q y sea Opr = AN M. Para
cada encaje o de K en C, tenemos

llo(@)Onrll = laOm |I;

ya que extendemos o a un automorfismo de M y observamos que o(QOypr) =
Oy1. Sea N = N¥ (o). Entonces por (a) tenemos

INOM| = T lo()Oarll = llaOl™
[~

Como |[NOr|| = |[N|*™, donde m = [M : K]y por (b) |[aOr| = ||aOk||™,
obetenemos [|aOk|| = |N|. o

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Clases de ideales

Teorema 3.1. Sean K un campo numéricoy AN K = Og. Entonces existe un
niimero real positivo A (que depende de K ) tal que cada ideal no cero I de Ok
contiene un elemento no cero o con

INE(@)] < Al

Demost}'acién. ‘Fijamos una base entera oy, ...,a, para O y sean 0q,...,0n
los encajes de K en C. Afirmamos que podemos tomar A como

n n
H E loiaj.
i=1 j=1
Para cualquier ideal I, sea m el Ginico natural tal que

m® < ||| < (m+1)"

y consideramos los (. + 1)™ elementos de O

- n
B ijaj,mj €Z,0<mj; <m.
i=1

35
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Dos de esto$ deben ser congruentes - mod I yn que hay mis de III” de ellos;
tomando la diferencia de estos dos elementos obtenemos un elemento no cero

de I que tiene la forma

a= ija_,,m_, €Z, ImJI < m.
J=1

Fmalmente, tenemos

|N“ <a>| - Hlmal < II '

sllos < mPA <7

Corolario 3. 2. Cada clase,de deales de.O
A como en el teorema 3

ideal J con | J|| < A,

Demostracion. Dada un Clase d consideramnos la clase inversa C~1
y fijamos cualquier ideal I € C s o€ I como en el teorema 3.1.
I contiene el ideal principal (a), i.e. I|(a entonces () = I.J para algiin ideal
J € C. Finalmente usando teorema 2. 18 tenemos que

I = ll(@)]l = IN® ()] < 112

Corolario 3.3. Hay un niimero fininto de clases de ideales.

Demostracion. Solamente hay un nimero finito de ideales J que satisfacen
IIZll < A porque la disigualdad restringe a un nimero finito de posibles divi-
sores primos de J y sus potencias. (Si J = [T P/, entonces ||J|| = [T | 2]™:.)

O

Lema 3.4. Unideal I no cero de Oy es principal, sii existe un elemento o € I,
no cero tal que |N(a)| = Ok /1| = ||l

Factorizacién en poli con coeficientes enteros algebraicos
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Demostraéibh ‘Sea a €
 nocero J tal” que IJ '

O

Tcorema 3.5. Sean K un car “T'un'ideal en Oy:. Entonces existe
un natural k tal que I* es pri

las clases forman un grupo finito. |

Demostracion. Directamente de q

Proposicion 3.6. Dado un anillo numérico Ok, siempre existe una extension
Sinita L de K donde todos los ideales de Oy son principales.

Demostracion. Es suficiente demostrar que subiendo un ideal principal lleg-
amos a un ideal principal, que si dos ideales estin relacionados en Oy, estin
relacionados en Oy, y que para un ideal J en Og existe una extensién finita
K C Ltal que IO es principal. Si al = J entonces subiendolos afQy, =
BJO,,. Si I es principal, digamos I = (a) entonces 10, = (a)Oy, el cual es
principal. Sea m € N tal que I = aQf. Afirmamos que K(a#) funciona.
(IOL)™ = IO, = aOkrOL = a0, = (amOL)™ y tenemos la tltima
parte. a
Proposicién 3.7. Sea (a,b) un ideal en Ok, entonces (a,b) es principal sii
existen z,y € Ok, tales que § =£ y (z,y) = Ok.

Demostracion. Sea (a, b) - '(d) 'y a = dz, b = dy y supongamos que (z,y) #
Og . Entonces hay un primo P que divide a (z, y), i.e P|(z) y P|(y). Entonces
(d)P|(dz) y (d)P|(dy), lo cual implica que (d)P|(a) + (b) = (a,b) = (d)
entonces P|(1) lo cual es una contradiccién, ya que P era primo.

Si para el ideal (a,b) existen z,y € Ok tales que § = £y (z,y) = Ok
entonces excribimos 1 = zr) + yr2 y afirmamos que (a,b) = (ar; + bra).
. vSabemos que bz =.ayy a = azry + ayry entonces a = azxr; + brre =
:z:(an + b7‘2) y b =.bzr, + byrs entonces b = ayr; + byry = y(ary + bro)
emonces a; b € (ar1 + brg) y trivialmente (ar, + br2) C (a,b). O

""" Factorizacién ‘en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Definicién 3.1. Decimos que un polinomio f (z) € Q[z] esta definido sobre K
sii todos los coeficientes de f(z) estan en K.

Definicion 3.2. Sea f(xz) € Alz] y sea K un campo numérico sobre el cual
f(z) estd definido. Sea Oy el anillo de enteros de K. Definimos el contenido
de f(z) en K como el ideal generado en Oy por los coeficientes de f(x).
Decimos que f(x) es primitivo en K si el contenido de f(x) es Op.

El contenido de un polinomio obviamente depende de K, puesto que es un
ideal del anillo de enteros de K; sin embargo, la propiedad de ser primitivo no
depende de K:

Lema 3.8. Sea f(z) € Alz] y sean K y K' dos campos numéricos sobre los

cuales f(z) estd definido. Entonces f(z) es primitivo en K sii es primitivo en

K’

Demostracién. Fijando en el compositum de K y K’ es suficiente demostrarlo

cuando K C'K’. -

Si f(=) hp es primitivo en K, entonces hay un ideal primo P de Oy tal que

“cada coeficiente de f(z) estd en P; para ver esto, sea I el contenido de f(z) y

lo factorizamos en primos

o I=P.. P,

Entonces cualquier P; contiene a I. Sea @ un primo de Ok que estd sobre
P. Entonces cada coeficiente de f(z), cuando f(z) es considerado como poli-
nomio en Ok [z], estd en @Q, entonces el contenido de f(z) en K’ no es Ok,
ya que @ lo divide.

Si f(z) no es primitivo en K', entonces hay un ideal primo Q de Oy tal
que cada coeficiente de f(z) estien Q. Sea P = Q N K. Como f(z) estd
definido sobre K, los coeficientes de f(z) estin en P, entonces f(z) no es
primitivo. O

Por el lema 3.8 simplemente decimos que f(x) es primitivo para decir que
estd en Alz] y es primitivo en cualquier campo numérico K en el cual estd
definido.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Teorema 3.9. Lema de Gauss .
El producto_de dos polinomios prmutlvos es prmzmvo

Demostracion. Sean f(x), g(z) € A[:r:] dos polmomlos primitivos y sea K
cualquier campo numénco sobre el cual estan deﬁmdos Escribimos

)= Zazw,gm—zbﬁ j(z)g(m =3 azt.

Supongamos que todos los ¢ estdn en un primo P de Ox. Como f(z) es
primitivo, »hay un.indice 7 tal que a; ¢ P; y un j con b; ¢ P. Sea i, el primer
indicé talcjue'a,-,‘, ¢ Py sea j, el primer indice tal que b;, ¢ P. Consideramos
&is+jo- Tenemos que ¢, +j, es:

Aobigtj, + 00+ 8ig—1bjo41 F+ 03 bj, + @ig 1051 + 20+ @iy, bo.

Todos los términos en el lado derecho, excepto por a;, b;,, estin en P, ignal que
Cio+j.- Esta contradiccién demuestra que f(z)g(z) es primitivo también. O

Teorema 3.10. Sea f(x) € Q[x] un polinomio no cero y sea K un campo
numérico sobre el cual f(z) estd definido. Entonces existe una extension finita
L de K tal que

f(z) =crf*(x)

donde cy es una constante de L'y f*(z) es un polinomio primitivo con coefi-
cientes en L. Mds aiin, ¢y y f*(x) son inicos salvo unidades de Oy,.

Demostracion. Escribimos f(z) como:

=% _n Go
f(a:)—-bn:z: + +bo

con cada a;,b; € Opg. Para cada 7, tomamos una extensién finita K; de K
si es necesario, para que el ideal (a;i, b;) sea principal, generado por un entero
algebraico c;. Entonces existen enteros algebraicos r;, s; tales que a; = ¢;ry,

Factorizaci6n en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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EI contenldo de g(m) es un ideal de Oy ; entonces existe un extensién

ﬁmta L 'd K' (entonces L es una extensién finita de K), donde el contenido de

vg(.'z:) es prmctpnl generado por algiin entero algebraico ¢’. Ahora sea f*(z) =
; —rg(:c) "f‘ es pnmmvo. con coeficientes en (Jr,. Ahora tenemos

[(z) = cg(z) = (cc')}f* ().

Si deﬁmmo ‘¢f = cc’ ya tenemos existencia.

Aqux notamos que si f(z) € Alz], entonces ¢ = 1 y en consecuencia ¢y €
' Para demostrar unicidad salvo unidades en O, es suficiente demostrar que
f (z) es tnico salvo unidades en Or. Entonces supongamos que f* (.z;)
.cg*(z), donde ¢ € Ly g*(x) € O[z] es primitivo. Escribimos ¢ = ¥ con
u,v € Of; tomando una extension finita de L si es necesario, supongamos
que u, v son coprimos. Entonces ug*(z) = v f*(z); si « no es unidad, entonces
existe un idea primo P que contiene a u, entonces contiene todos los coeficientes
de ug*(z); pero como u,v son coprimos y cada coeficiente de vf*(z) esta en
P (ya que los contenidos son iguales), se sigue que cada coeficiente de f*(z)
estd en P, entonces f*(z) no es primitivo, una contradiccién. Una argumento
simétrico demuestra que v es unidad en la extensién. Entonces c¢ es unidad en
A. Pero % estd en L, entonces % estd en Oy, entonces es unidad en Oy, O

Teorema 3.11. Sea K un campo numérico y sean f(z),g(z) € Oklz]. En-
tonces el contenido de f(z)g(x) en K es el producto de los contenidos de f(z)
en Kyg(z)en K.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos



Demostracuin

: -escnblr f(:z:) =.cr
: produclos es c}cgf‘(z)g (:1;) y por el lema de Gauss, f* (z)g (z) es prlmmvo.

' enlonces el contenido de f(.c)g(:z:) en K’ es el ideal (creg). Como (cy) es el
contenido de f(@)y (cg) (Cf,Cg € A) es el contenido de g(z) en K', tenemos
en K, que el conténido: del producto es el producto de los contenidos. Ahora
intersectando los |deales con OK nos da el resultado en K. 0

Teorema 3.12, Sea K un ampo numérico y sea f () € Oklz]. Sies posible
Jactorizar f(z) en un praduclo de polmormos con coef cientes en K, entonces
existe una extensior 'ﬁn
ducto de 'polino‘
coeficientes en @

Demostracion.

’. er = "égC)z; fH(z) = vg* (z)h* (z)

donde u, y v son unidades en Of. En particular, coc, € Or. Entonces f(z)
" est4 escrito como producto de dos polinomios con coeficientes enteros alge-
braicos, a saber cgcn9*(z) y h*(x), que son de los mismos grados que g(z) y
h(z)respectivamente. (]

Corolario 3.13. Cada polinomio no constante f(x) € Alz] se puede factorizar
en un producto de factores lineales(no necesariamente ménicos), cada uno con
coeficientes enteros algebraicos.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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"Dé;lio;sj)((lcidn ‘Sea ¥ (z) € Alz). Sea K el campo de descomposicién de f(z).
"+ Entonces en K, f () se puede escribir como producto de términos lineales, cada
(i_noiéon"c‘oéﬁcientes en K. Como f(x) tiene coeficientes enteros algebraicos,
«f"'apliéhﬁ‘ds el teorema 3.12 a esta descomposici6n, para obtener una extensién
finita L de K donde es posible escribir a f(z) como producto de polinomios de
grado 1, cada uno con coeficientes enteros algebraicos. |

Corolario 3.14. Cada polinomio f(z) € Z[z] se puede factorizar en un pro-
ducto de factores lineales (no necesariamente monicos), cada uno con coefi-

cientes enteros algebraicos.

Demostracion. Directamente del corolario 3.13. . O

Lema 3.15. Sea Az? +Bz 4 C con A,B,C € Zy si factorizamos esto en
su campo de (IescompoSiéiéyt‘erz'A(z =r)(z ~r2) con'ry, 13 las raices, v, =
_—_13_-!;3%-4_72' yrii= ;{L—g{f“m. Si tenemos (B? — 4AC,2A) principal

¥ quitamos los denominadores, los polinomios que queden son primitivos y el

constante es unidad.
Demostracion. Directamente del corolario 3.14, el teorema 3.10 y la proposi-
cién 3.7 yaque (A4, B,C) = 1. O
Teorema 3.16. Sea f(x) € Alz] un polinomio primitivo. Si

f(z) =g1(z) ... gn(z) = h1(z) ... hn(z),

donde cada g;(z), hj(z) € Alx] es un polinomio de grado 1, entonces, salvo
un reordenamiento de los hj(x), existen unidades w1, ..., un € A tales que
[Mu: = 1 y uihi(z) = gi(z). En particular, cada u; es unidad de Ok para
cualquier campo numérico K que lo contiene.

Demos?rdc"ié)g.f *Sea K un campo numérico sobre el cual cada g;(z) y cada h;(z)
estd definido.

Factorizaci6n en polinomios con coeficientes enteros algebraicos




Como 'el p
f('r) sc sigue

an el |denl trivial Og.
S raiz de ambos gi (:z:) y h; (:z:) se sngue que existe un elemento

, j"ambos (a, b) y (e d) son ‘el ldeal trivial y (w,) y (v,) son copnmos por fnctor—
~ izacion tinica Ios dos son el |deal trivial, entonces w;, v; son enteros algebraicos,

on coeficientes enteros algebraicos,

donde cada g,(
’ existen enteros algebraicos cy,...,cn

salvo un reord
mles que
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Dehzoﬂmgi&n.l ‘Supongamos que tenemos
e f(z) = ai(z)- . gu(z).

Pf)jnemos en correspondencia cada g;(z) con un /i;(z) (después de reordenar los
hi(x) si es necesario) tal que gi(z) y hi(z) tienen la misma raiz, como en el
teorema 3.16 . Hay un entero algebraico ¢;, tal que g;(z) = ¢;k;(z). Entonces

crf(@) = g1(z). .. gn(=) = ([[ c)a(@). . . hn(=)
i=1

y como los /; son primitivos, el contenido del lado derecho es generado por
I1ci. Entonces, ¢ y I ¢; son asociados. O

Factorizacién en polinomios con coeficientes-enteros algebraicos
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Un algoritmo

El problema, que me planteé Arturo Magidin es:
Problema:
Dado un polinomio f(z) € Z[z]tal que f(z) = Az*+Bz+C, (A, B,C) =
1, A > 1, da un algoritmo para factorizar f(z) en un producto de dos poli-

nomios lineales con coeficientes enteros algebraicos.

Notamos que tal factorizacién existe gracias al corolario 3.14.

Tenemos:
Az? + Bz + C = (ayz + By ) (aaz + B2)

y esto implica que:
A=aaz, B=oafa+afy, C=pifs

Tenemos los casos especiales:

Casol: B=0
Tenemos Az? + C' = 0, entonces a;

B2 = —/-C.

Caso2: C =0

.45

a é,ﬁ’yﬂl =\/—_C'-y
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: Tenér'nlos' (a:) (A&::—!-,'B) =0,entonces )y =1l,ap=A, B, =0y fB=8B

Sm erdida’de enemlldad supongamos que C =1 Emonces tenemos
I Ilegamos a

n riﬁmeros enteros algebralcos Sean r), 79 las raices de
=5 +L8+A4=(L-r)(L-rs) entonces

e ,C‘+ D\/ar + Er? =0. Entonces
X + Mr + £, llegamos a que:

s ie.. que 3/—_ esra:zde:z: +L\/6:z:+A Sabemos que si Z € Zy VZ €

;_Q entonces \/— € Z. SivC € Q, entonces VC € Z y en consecuencia
S : \/rﬁ € A Por lo tanto supongamos que vC ¢ Q. Ahora multiplicamos z2 +

kv/Cz -+ A por un polinomio ménico z? + Fz + G con coeficientes en Q(vC )
y supongamos que los coeficientes estin en Z, i.e que

F+kVC =2,
A+ G+ kFVC = 2,
AF +kGVC =2,

AG=Zi

- . -Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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AF+kGVC = AF k\/——Ai entonces \/‘(—gf—
nemos que_\/_ € Q que es una contradiccién.
hora como par Z1 k\/—tenemos Zy =2A+

" donde Z; £z Z Abora ‘Z3l
1) = Zp-5t.8i(%4-1) #
Entonces Z4 A2 yG

k\/—(Zl lc\/— ufnento similar demuestra que Z; = 0. Obtenemos
L R= —I.,\/— ‘P 'que z? + F:z: + G =22 — kv/Cr + A. Multiplicando

-[r—ées un

. llegamos : rafz de zt 4 (2A k20)z + A?, es decir,
: entero algebr co;:Co o : E

re

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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esto gracias el lema 3.15.°

Sig'uen‘ zilgunos lemas que usamos para justificar el algoritmo:

Lema 4. l Sea K = Q(\/j donde . es un entero libre de cuadrados y
sea OQ(\/—) su anillo numérico con base entera {1, M} (sea ¢ = —£ )
donde t =102 Seal = (z,y) un ideal en Oqy /i ), escribimos ma,y,ya
como combinacion lineal de la base entera {1, —"3@ } y escribimos la matriz
carespondlente M. Reducimos M a su forma hermmana H. Si hacemos las
mismas operaciones a la matriz identidad que hicimos para obtener H de M
llegamos a una matriz U tal que H = MU. Esto actua como cambio de base
(ver demostracion de lema 4.3) y nos da (ver lema 4.2) ||I|.

Demostracion. Esto es posible gracias el teorema 2.6, pagina 179 de Algorith-
mic Algebraic Number Theory [P-Z]. ]

Abhora vemos un ejemplo que ilustra el cambio de base descrito arriba.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Ejemplo: o : - -

Consideramos Ogq(/=37) que tiene base entera {1, l_+2£3f_} Sea a =
L3 Sea I = (10, -3 + +/=31 ), queremos calcular una base entera de I.

Multiplicamos 10 y —3 + +/—=31 por la base de Ogy, /=37 ) ¥ escribimos los
resuitados como combinacién lineal de la base de Ogy /=37 y:

10:1=10-14+0 -«

10-a=0x1+10-a .

(=3+vV=31)-1=—-4-1+2-a

. ‘ (—3+ ,——_31) f a _16 k .1 PN

Tomando los coeﬁcieﬁtes 'l,ltl:gan{os a la matriz: -
10 0 -4 -16
M= ( 0 10 2 -2 )
A M la reducimos a su forma hermitiana:
2 0 00
H =
(4 10 O O)

Entonces una base entera de I es {2 + 4, —10a}. Esto ademds nos da ||I|| =
20, ya que el determinante de:

2.0\ .

4.10)-

es 20.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Siala mamz ldenudad (4” x4} hacemos las mismas operaciénes que le
hicimos a M para obtener a H llegamos a la matriz invertible:

10 2 0
01 -1 1
20 5 -4
00 0 1

tal que H = MU. Esm es una matriz de cambio de base en el sentido de
que nos da una base entera de 1. Por ejemplo para escibir 2 + 4c, que tiene
coeficientes (1,0,0,0) ='v en términos del base de Ogqy=31 ) multiplicamos
Uv y obtenemos el vector w = (1,0, 2,0). Para ver esto en detalle, ver pigina

398 [P-Z].

Lemad.2, Sil = {ozl,'. ..y} esun ideal de O y después llegamos a
- .0 00 ...
b.c 00 ..

la matriz hermitiana corespondiente, entonces || I|| = ac.
; R R

Demostracion. Dos elementos .,

estoes siz = d+e(EE) ey =d'
ycl(e—e')— (d d’z ] i

OQ(ﬁ)‘iérstan relacionados siiz —y € I,
! '(1—"'—3@) estan relacionados sii a|{d—d')
. O

Lemad3. z € OQ(\/—) est ='d +e(l—'btﬁ) de € Z,ald y

cl(e - ).

‘:{aA+ b—3C c—£} donde t =

é(—ﬁ)conde € Z.x € Isii

) éc)(%c). esto implica que
K

Demostracion. Un'av' b
162 Seaz € 0@(5
existen enteros zl, 2‘2
zia=dy que '

Lemad.4. P_ar_d m 11 de Oqyw) es principal.

Factorizacién en poli entes enteros algebraicos



‘51

Gracias’ dl’:lemd 34 y al lema 4.2, Sn T € Ogmy-con T =
= (& + %) - g =2y N(z) =
= 1 - Esto pone restriciones si uno esta en I, por
tenemos N (z) = (d + €)? — me? = ac. Esto
lmplnca que d? < ac y que e < 7= entonces el niimero de elementos que
,pueden satisfacer las desngualdes es finito y también tienen que satisfacer las

condiciones del parrafo antenor O

Demostracion

Algoritmo (con B2 = 4AC < 0)

1) Tomamos f(.z:) = Az +B:1: +C € Z[z)].

i 5) I" es pnncnpal para alguna k € N, gracias al teorema 3.5.

6) Sea k € Nul que I* = A Op. Extendemos a K (A, X), donde X" es el
conjugado de A,

7) Factorizamos f(z) en producto de dos polinomios lineales con coeficien-

tes enteros algebraicos, f(x) = (2" LB#Z) (37\41 - LB_:T;Q)

donde ,’I\—E‘; es unidad en Ogqa) gracias al lema 3.15.

Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Ejemplo:

Consideramos el polmomlo 5:1, +3z
—31 = 1 (mod 4) sabemos
{1,430 sea s = (10 =

Calculamos la masz e e
(100 —4 -16)
M= (o 10 2 —2)

y reduciendolo a su forma hermitiana tenemos:

2 0 0O
4 10 0 O

entonces una base entera para I es {2 + 4( 1+‘§:’T), 10( H“fgm)} y [lIl] = 20.
Hay que buscar si existe un elemento en / con norma 20.  Esto es si existe
= d + ea donde o = 1—*’@ Entonces [d| < 4y |le|] < 1y también
necesitamos que 2|d y que 10|{e — d2) lo cual no hay aparte del nulo. Entonces
I no es principal.
Ahora 12 = (100, —30 + 10+/=31, —22 — 64/—31) entonces tenemos:

(100 0 —-40 —160 —16 96)

0 100 20 -20 -~-12 -28

y reduciendolo a su forma heritiana tenemos:
4 0 00 O00O0
28 100 0 0 0 O
entonce una base entera de 12 es {4-+-28(124=31) 100(14=3L)} y [|7]| = 400.

Y resulta que 72 no es principal.
Finalmente I? = (2 + da, 10a)(4 + 28a, 100a) donde o = 1£Y=3T Ep.

tonces la matriz reducida es:

ficientes enteros algebraicos

Factorizacién en polinomios con'c




entonces I3 tiene base
‘buscar todos
estos pertenecen a I3
de algunos cilculos)

(a*+ bo) = 8000 y luego ver si
a'+ £)% + 3Lb? llegamos (después

:L"l—vii—'2 =

s )) (- (225T))

En todo lo que S|gué B2 = 4AC > 0. Esta parte también es mds informal
en el sentido que citamos muchos teoremas sin demostrarlos. Para el lector
interesado citamos donde puede encontrarlos en [P-Z].

Cuando B? — 4AC > 0 el algoritmo usado arriba es casi igual, la gran
diferencia es en el paso para determinar si el ideal dado es principal; este caso
es mucho més complicado.

Teorema 4.5. Dado un anillo numérico Oy , existe solemente un niimero finito
de elementos no asociados de norma acotada.

Demostracion. Dado ¢ € N, definimos I = c¢Ox. Sabemos que [|I|| = c"
donde [K : Q] = n. Tomamos a,8 € Ok tales que « = S {(modl) y
|N(a)| = |N(B)| = c. Esto implica que @ — 8 = ~yc para alguna v € Ox. Esto
es, @ = f -+ cvy. Dividiendo por 8 obtenemos g=1% %ﬁl'y en K. Como
v€OKky %‘Q € Ok tenemos que § € Ox . Un arguemto similar demuestra

= que £.€ O. Entonces e, # son asociados. O

En la pagina 334 de [P-Z] hay un teorema de Dirichlet que para nuestro caso
dice:

Teorema 4.6. El grupo de unidades, U(Ox:), de Ox es Zy x {(n)} donde (n)
es isomorfo a Z 'y 1) es el generador. A 7 se le llama una unidad fundamental.

Demostracion. Pégina 334 de [P-Z) O

‘polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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Teorema 4.7. Dado lemente un-niimero finito de elementos

no-asociados o

vamente.

Demostracid

La base dual es { L m, m}

Entonces siun. ldeal I es principal, existe ¢ = z; + z2a¢ € I, con 1 =

T(:z:d') y g = T'(zy), que satlsfacen las siguentes cotas:
1) |z1] < 81]6] + S2|8] =
2) |z2l < Sulul + Solf| = ,

donde &, 7 son los conjugados de 6 ‘4 Tespectivamente y

1S = ezp(zlloylnll +. —"l”—”)

2) S2 = cap Hltogl| + 2241
con 7] el conjugado de 7.

Teorema 4.8. Para calcular la unidad fundamental es suficiente encontrar el
natural miimo y tal que:

1)sim= 2 o 3(mod4),x1 + my? es un cuadrado.

2)sim= 1(mod4),=+4 + my? es un cuadrado.

Demostracion. La primer parte de Capitulo 5 de [P-Z]. Buscamos un elemento
de la forma z + y+/™ con norma %1 entonces tenemos:
I)simm = 2 o 3 (mod4) tenemos 22 — my? = %1

-..... Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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“2){1, a} tiene base dual { m,
3) Calculamos la unidad fundamental v
‘4) Calculamos Sl, Sz como arr

I:Ell <Ty -
|.’l72[ <71y
si no hay nmgun elemento (

Ejemplo:
Consideramos el polmomlo f(z) T2+ 6:c — 3 que tiene raices r =
=2 Como 42 = 2 (mod 4 ). teneni , na base entera {1, 42} con base
dual {3, %4:} (ésta se calcula como antes pero obtenemos una base dual dife-
1lamos la unidad fundamen-

1, -—3+\/ 2). Entonces

rente pues comenzamos con otra base entera) Calc
tal (usdando Maple) n = 13 + 2v/42 Tenemos T
calculamos su matriz corespondiente:

11 0 -3 42\
0 11 1 =3

que tiene forma hermitiana:

lo cual nos dice que ||7]| = 11.
Ahora calculamos 8, Ss:

Sl=c:1:p( Ilog[13+2\/ ||+l"9211) <17

Factorizaci6n en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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‘Sz'=crz>p( IZOJIIJ 2\/—|

y con esto calculamos 1‘1, Tg

que 1 no es prinéipzii
Como I= (11

\/ ¥ 11\/ )tenemos I? = (2059 +

de los cual solamente:1

Factorizacién en polinomios con’ coeficientes enteros algebraicos
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y finalmente tenemos
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11:1:2+6:1:—3=11<:z— —3“42)(z—:"—ﬁ@2)' -

lo cual es:

=3 4 —3-Vaz
11(:1; 217— )( _ 17+2\/_>
Vir-2viz Vit+avaz

(\/17-2\/6\/17-»2\/4—2).
T1

Entonces

Collz? 46z -3 =

 —3+\/_)( 11 ‘; —3—\/5)

(\/17 2va2 . /17 - 2v/42 \/17+2\/E‘m—’\/17’+‘2\/§

11 z ~3+4 42 —3—¥42
V17-2v42 17-2V/42 -\;17+2 Va2 17-+2V42

Factorizacién en polinomios con‘coeficientes enteros algebraicos
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Factorizacién en polinomios con coeficientes enteros algebraicos
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