
PACULTAP 111: ':rt!NC'l.A.9 
Uf'o'Al\.1 

aJ3Z'-/ 
~ 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

FACTORIZACION EN POLINOMIOS CON 

COEFICIENTES EN~!=B2.§. ~n~,9~~,~~!QQ$ 
.,1,:. 3 !Jif1indir en form;!tc .:!lectrl')n1co e 1mpresJ ~! 

T E 

,, 11 renir1o -te 1n1 11:'lh\~ 1 recepc1nn~I 

-'OMi:•'' 0 , b . .\..U~~e_c.......__. __ 
~-Ls.~f..--.--=--::-;:-~~~-

PARA OBTENER EL TITULO DE 

M A T E M A T e o 
P R E S E N T A 

JOHN L WALKER HART JR. 
~ t:>HIBl8:5' f',p, 

<i\) i'?~" ------~ ~·J"''"' ~ 
DIRECTOR D~SIS: ,¡~~~rsco\RMOLEJO RIVAS 

1Jj;~ 
FACULTAD DE CIE~N ·' 

SECCION ESCO 
=2990•. . 

-·--' 
A 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



... : i ·'d .... : ...... 
;'•;···.::. 1: 
'.' 1 I: . 

DRA. MARÍA DE LOURDES ESTEVA PERALTA 
Jefa de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito: 
Factorización en polinomio5 con coeficientes enteros algebraicos 

re<ilizHdo por .John l/alker Hart Jr. 

con número de cuenta 09Q77002-4' . , quien cubrió los créditos de la carrera de:matem!iticas 
",,;~/' " . ~ -:.'.~.· ' .• 7'-- "'\ .. <-·[<,,,-;. 

Dicho tra~1aJ;o¡c~e°c.l,~·;:~:~~~)5;~q.~oto aprobatorio. 

·~~:· \; ~< · 11At'e n tam ente 
·i·i>:~Y -::'::·.;··· ~·.' 

Dk~t~r de i~i~ 
Propietario 

· Pr6piétario 

Propietario 

Suplente 

Suplente 

= r, .. , .. , 

,¿/~ 

•.·:.··:::·:¡:;::~:::.'::::~~:::i::v::sales ~ 
Dr.; •. Ma.·'.,d~·~:'.~ac·.r,.maer·.,nr·_:.:1 .•. ~Gl6l"ino,eHzo;yl:oalÍCeeargvaantes~~:::-~ 
M.C. A~gel:M. _ 

Dr. Adálberto Garcla Maynez 

ca: 
''•tcu11 •. - . 



FACTORIZACIÓN EN POLINOMIOS CON 
COEFICIENTES ENTEROS ALGEBRAICOS 



2 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



Contenido 

Agradeciementos 

l ntrod ucción 

Herramientas básicas 
l. l Nociones básicas 
1.2 Campos ciclotómicos 
l.3 La traza y la norma . 
1.4 Discriminante . . . . 

1.5 Estructura aditiva de un anillo numérico 

2 Primos 

3 Clases de ideales 

4 Un algoritmo 

3 

5 

7 

9 
9 

12 
14 
16 
18 

21 

35 

45 



4 Contenido 

Factorización .en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



Agradeciementos 

Gracias, me parace que ni siquiera empieza a decir ni describir la gratitud que 
siento con mis amigos y profesores (los cuales considero amigos también). Pero 
aquí está, gracias ..... 

El siguiente conjunto es bien ordenado (más 6 menos por tiempo). 
A mi mejor amiga Liliana Danea: GRACIAS, gracias por todo. Gracias por 

ayudarme cuando 1 was broke, gracias por apoyarme cuando empezaba a estu­
diar, cuando estaba enojado, triste, feliz, enamorado siempre estabas conmigo, 
gracias. How about a game of connect four? 

Al Queso: gracias Rodrigo por darme chamba y después el GMAT que 
nunca funcionó pero me permitió llegar hasta aquí. Dominos? 

Gene: the loans, the beer, more beer. Cheers. Thanks man. More cheers. 
Nacho: Gracias por toda tu ayuda. Go GreenBay. 
Tere: Gracias por todo, en especial la comida. 
Alex, Laura, Laurita, y Francisca: Gracias por dejarme ser pane de la fa-

milia. 
Tio Carlos y Tia Ana: Gracias por cuidar a Lili y por el dominó. 
Juan R.: Gracias por tu ayuda. 
Cesar G.: por todo tu ayuda cuando entre aqui. 
A mi maestra Carmen Gómez, gracias más que nada por tu paciencia con 

todas mis preguntas locas. 
Lisa: Thanks for being such a great sis. 
Tim: Let's go skiing bro. 

5 



6 Agradeciementos 

Olmo: gracias por tu ayuda. 
Leo: por ser un chingón ayudante de álgebra. 
Rolando: por tu ayuda en álgebra. ¿Qué tal un Cohiba? 
Tito: también ·por tu ayuda en álgebra.· 
José Luis: también por tu ayuda en álgebra. Docs anyone see a pattern here? 
Algebra: pcir ser tan buena o~da. 
Ami maestro Angel Carillo. Gracias por tu paciencia y por hacer el análisis 

más interesante. Y gracias a mandarme con Díaz Barriga. 
Eric: por ser un chingón ayudante de análisis. 
Parmi: ORE, Subject test. ... blah, blah. Thanks for being my friend. 
Alex: por ser tan buen pedo. Gracias por todo. 
Julio: también por ser buen pedo. 
Pablo: por ser el único actuario en análisis tres, y por ser buen pedo. 
A mi maestro Adalberto García Maynez, gracias por todo topo. (También 

paciencia, you thought 1 was going to forget, didn't you?) 
Ferran: gracias por tu ayuda en topo l. 
Adela: por ser una chingona ayudante de topo. 
Artico: por ser un buen amigo, por fumar puros y pipa, y las chelas. 
A Díaz Barriga: gracias por tu ayuda al principio y por mandarme con 

Quico ... 
Manny: gracias por tu entusiasmo en análisis. ¿Luna llena? 
Sandino: también por tu entusiasmo en análisis. 
Quico: you thought 1 had forgotten you eh... Gracias por tanto trabajo y 

paciencia. It tumed out pretty good. Gracias. 

Factorización en polinomios con coefici~ntes .enteros algebraicos 



Introducción 

Casi cualquier joven en secundaria sabe factorizar un polinomio cuadrático con 
coeficientes reales usando el famoso chicharronero (la fórmula para resolver 
ecuaciones de segundo grado). En esta tesis tratamos algo un poquito distinto: 
factorizar un polinomio con coeficientes enteros en un producto de polinomios 
lineales con coeficientes enteros algebraicos. Mientras que el chicharronero 
tiene años, la nuestra es mucho más joven. El chicharonero no requiere mucha 
álgebra, mientras que nosotros estamos suponiendo que el lector tiene como 
mínimo nivel de álgebra la teoría de Galois. 

Para una breve historia del problema hay que leer el artículo de Arturo 
Magidin y David McKinnon [M-M]. del cual mucho del capítulo 3 está tomado. 
Arturo, quien fue mi maestro de teoría de los números clásica, me planteó el 
problema citado arriba. 

La parte realmente bonita del problema es la mezcla de álgebra que usamos 
en encontrar el algoritmo: Grupos, anillos, teoría de Galois, teoría de números 
clásica, teoría de números algebraicos y un poco de combinatoria. 

La tesis está organizada en forma tal que si uno no sabe nada de teoría de 
los números y tiene una buena idea de la teoría de Galois, se pueda Icaria sin 
mucha dificultad. 

En el primer capítulo empezamos con algunas definiciones, por ejemplo, las 
de entero algebraico y campo cuadrático, y construimos las herramientas básicas 
como la norma, la traza y el discriminante, culminando en corolario 1.17 que 
dice que cada anillo numérico visto como grupo aditivo es un grupo abeliano 
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8 Introducción 

libre. La mayoría del capítulo uno viene del Marcus [Mar]. 
En el segundo capítulo definimos dominio de Dcdckind. Primero demos­

tramos q~e si J es un ideal no cero en un anillo numérico R. entonces R/ I es de 
orden finito, lo cual permite la demostración de que todo anillo numérico sobre 
<Q es un anillo de Dcdckind. Después definimos una relación de equivalencia 
y desarrollamos el álgebra de esta clase. Terminamos el capítulo dos con los 
teoremas 2.17 y 2.18, los cuales nos permiten demostrar, en el capítulo tres, que 
bajo esta relación, las clases forman un grupo finito. Igual que en el primer 
capítulo, la mayor parte viene del Marcus [Mar). 

El tercer capítulo está dedicado a demostrar que dado cualquier polinomio 
(no constante) con coeficientes enteros algebraicos es posible factorizarlo en un 
producto de factores lineales, cada uno con coeficientes enteros algebraicos. La 
mayor parte viene de Arturo Magidin y David McKinnon, "Gauss's Lemma for 
number fields" [M-M], que se encuentra en proceso de arbitraje en este mo­
mento. Se puede conseguir en 
http://www.math.umt.edu/-magidin/preprints/gauss.pdf 

El capítulo cuatro es el algoritmo que estabamos buscando desde el princi­
pio. Aquí es donde los teoremas demuestran su poder. El algoritmo es original 
con esta tesis, aunque usamos muy fuertemente algunas técnicas del libro Algo­
rithmic Algcbraic Numbcr Thcory [P-Z] de M. Pohst y H. Zassenhaus. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



Capítulo 1 

Herramientas básicas 

1.1 Nociones básicas 

Definición 1.1. Un campo m11nérico es un subcampo de C que es una extensi6n 
finita de IQ. 

Definición 1.2. Un mímero complejo es un mímero algebraico si es una raíz 
de un polinomio con coeficiellles en Z. Vamos a denotar el campo de mímeros 
algebraicos como Q, que es un campo es un resultado de teorfa de Ga/ois, ver 
por ejemplo [Fra]. 

Definición 1.3. Un mímero complejo es un entero algebraico si es una raíz 
de un polinomio m6nico con coeficientes en Z. Vamos a denotar el anillo de 
enteros algebraicos como A que es anillio es resultado de corolario 1.6. 

Definición 1.4. Un campo cuadrático es un campo de lafonna Q( ,¡m ). donde 
m es 1111 entero libre de cuadrados. Un campo cuadrático es una extensi6n de 
grado dos sobre Q. 

Notación: Cuando decimos encaje nos estamos referiendo a un Q-mono­
morfismo. 

9 
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10 Capítuiéú :· Herr~~i~Üt~s'básicás 

Lema 1.1. Sea'.J:11ii polinomio ,;1ó11lc:o concoejici(J/ues~.11 ~·ysi:·poJiga;;;os q11e 
f = gh·¡/01rde iJ)lli·~·o1lpoli110111ios mdnicos co1~c~fici~11tes eií.Q .. E11to11ces g 
y h rea/n1en~elfe11encoefici~11t~s en z: ·· .... < · ,•'. ,:;/,;;~ . ·· 

Demost;~cid!J.~ ~~a·~ 61 míni~o ~~t~ro p~~itivi;·t~I que mg tiene coeficientes 
en Z (n~l ~Íín.imÓ entero positivó tal que nh Úene coeficientes en Z). Entonces 
los coeficien'te~ ~e mg tienen máximo fa~tor·cofuún 1 (ya que si el factor común 
d es iriá~ gra.Ítde: que 1, entonces m no es mí~imo, 1{f sería un entero positivo 
menor que m, con 7 E Z[x] una contradicción). (Hacemos lo mismo para 
n). Supongamos que mn > .1 y tom.amos cualquier primo p que divida a rnn. 
Consideramos la ecuación mnf = (mg)(nh). Reduciendo mod p, obtenemos 
O= (mg)(nh). Entonces O= mg o bien O= nh. Esto implica que p divide 
a todos los coeficientes de mg o de nh; lo cual es una contradicción. Entonces 
tenemos que m = n = 1 y que g, h E Z[x]. O 

Teorema 1.2'. Sea a un entero algebraico y sea f w1 polinomio m6nico sobre 
Z de grado mínimo que tiene a a como raíz. Entonces f es irred11cible sobre <Q. 

Demostración. Si f no es irreducible, entonces f = gh donde g y h son poli­
nomios no constantes en Q[x]. Sin perdida de generalidad podemos suponer que 
g y h son mónicos. Entonces por el lema 1.1, g, h E Z[x]. Pero a es una raíz de 
g o de h y los dos tienen grado menor que/, lo cual es una contradicción. O 

Corolario 1.3. Los IÍnicos enteros algebraicos en CQ son los enteros usuales. 

Demostración. Directamente del teorema ya que el polinomio mínimo de cual­
quier entero algebraico es irreducible sobre Q. O 

Corolario 1.4. Sea m un ellfero libre de cuadrados. El conjunto de los enteros 
algebraicos en el campo cuadrático Q( vm ) coincide con: 

{a+ bvm: a,b E Z} sim = 2o3 (mod4) 

{
a+b,fiñ } . 

2 
: a,b E Z,a = b (mod2) si m = 1 (mod4). 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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l. l. Nociones básicas 11 

Demostración. Si a E IQ( fo), a = 1· + s..¡m donde r, s E IQ, i.e. a = 
a+~y§ donde a, b,cE z;(a;b,c) = l. IQ( fo) es un extensión de grado dos 
sobre IQ con base {l;,Jm:};' Entonces el polinomio mínimo de a es de grado 
dos. a es un enteré> algebrai~o:sii su polinomio irreducible está en Z(x]. i.e. 

(:i: ~}r~b~'3;J,)r:,(,~.fa;r~~?'f))e Z(x]. Tenemos esto sii ~' ª2 ~~2m E z. 
· ... Nota: ,Sabe.nos que. ni = O "(mod 4) no es posible ya que m es libre de 
cuád~ridos'> •: ;,.:.· }'!, ; : .•. ·, 

" 
Si e =;: 'inohay 'nada que 'demostrar. 
SupongamJs qJ;ii:·>~ú si'i/e~· ún primo tal que ple y pla entonces, como 

c2 1(a2 :-C.ffib2 ),i~~el~o~p~f(íi~.~~b~fycomo p¡a,p2 la2 . Por lo tanto p 2 lmb2 y 
como m esÚbre de~Ú~dradÍ:>'splb,lÓ cual contradice (a, b,c) = l. Esto implica 
que (a,c) == i';;>·'.;.:<·:S':< .·· ·· 

Entoni:es coÍll'~:·(á/~). := 1 y cl2a tenemos que c!2. Ya que e > 1 te­
nemos' q~~'.'é ,;,; ·2;:, CÓITlo (á:,c) = 1, a es impar. Si bes par, entonces, 
com~ '41 (á.2 ....! ~b2) t;;r1eriios que 4la2 • lo cual es una contradicción ya que 
e~tonce~ 2'¡á'.. Eritbn.cés a y b son impares, lo cual implica a = b (mod 2), 
á.2 = 1'(1íibd4) y é = 1 (mod 4). Finalmente mb2 = 1 (mod 4) lo cual 

. implica que m = 1 (mod 4). 
Ahora si m = 1 (mod 4) y e= 2 entonces 2

2ª E Z. Como a, b son impares y 
m = 1 (mod 4) tenemos a2 - mb2 =O (mod 4) lo cual implica que a'-;nb• E 
z. o 

Teorema 1.5. Las siguiellles ajimiaciones son equivalellles para a E IC: 
( 1) a es un elllero algebraico; 
(2) El grupo aditivo del anillo Z(a:J esfinitameme generado; 
( 3) a es miembro de alglin subanil/o de IC que tiene grupo aditivo finita­

mente generado; 
(4) aA e A para afg!Ín subgrupo A e Cjinitamente generado. 

Demostración. ( 1)=>(2): Si a es una raíz de un polinomio mónico sobre Z de 
grado n, entonces el grupo aditivo de Z(a] está generado por 1, o, ... , an-1 • 

(2)=>(3)=>(4) trivialmente. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



12 óipítülci L Herramientas liásiéas 

. .·. .·· . . . ·.·· ... · .··. ' . • . 
(4)=>(1): 'Sea·a¡,·.;. ,'a,. .. un conjunto. de·generadores de A:''. Expresando 

cada aa; como combinación. lineal de <{1,;. ~; a 11 con coefi~ientes enZ, óbte~e-
mos .. • 

donde Mes un matriz n x n sobre Z, i.e, 

donde I es la matriz identidad n x n. Como no todos los a¡ son cero, se sigue 
que cd - M tiene determinante O. Expresando este determinante en términos 
de las n 2 coordenadas de al - M. obtenemos a"+ términos de grado menor. 

Entonces hemos producido un polinomio mónico sobre Z que tiene a a 
como raíz. O 

Corolario 1.6. Si a y (3 son ellferos algebraicos, también lo son a + (3 y a(3. 

Demostración. Sabemos que Z(a] y Z[(3] tienen grupos aditivos finitamente 
generados. Entonces también Z(a, (3] (si a¡, ... , am generan Z(a] y (3¡, ... , f3n 
generan Z((3], entonces los mn productos a;(3i generan Z(a, (3]). Finalmente, 
Z[a,(3] contiene a+ (3 y a(3. Por (3) del teorema l.5, esto implica que son 
enteros algebraicos. O 

1.2 Campos ciclotómicos 

Recordamos que si L es una extensión del campo I< y a E L es algebraico 
sobre K entonces (3 es un conjugado de a sii es raíz del polinomio irreducible 
de a sobre K. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



l .2. Campos ciclotómicos 13 

Sea w = e 
2
.;.•, donde m E N. Decimos que IQl( w) es el m-ésimo campo 

ciclotómico. Los dos primeros campos ciclotómicos son Q ya que w es igual 
a 1 y -1 respectivamente. Más aún, el tercer campo ciclotómico es igual al 
sexto: sea w = e 

2~ 1 • ·entonces w = -w4 = -(w2 ) 2, lo cual muestra que 
IQl(w) = 1Ql(w2 ). En general, para m impar, el m-ésimo campo ciclotómico es 
igUal á1 2rn:ésimo campo ciclotómico ya que siempre es verdad que si w = e~:,;, 
con.m'impa~ ~ntmices Q(w2 ) e IQl(w). Para la otra contención basta notar que 
w = ...,.i.Jm.+t 'ÉQ(w2), ya quemes impar. 

Cacla cÓnjugádo de w es también una raíz m-ésima de 1 y no es una raíz n-

ésima d~ f paran< m'. Se sigue que los únicoscandidatos para los conjugados 

'son_wk do~~e·1'.?::,~'.,~fJ?~ti·8~~#~iJ~fr!Tfii\,:;;: . • · ... 

Teorema 1.7. ,Todo;w~;,1 ?:'k ~ '[li;~(k, mf == 1, es conjugado de w. 

Demostración.' EJ'i~~;~1¡á'~ib~~~~~ltra~'qu~'pa~~ e~~~ o = wk y para cada primo 
p que no di vid.e a 1/J.;OfJ~ es ~ri cÍ>njugado de O. Sea O = wk y sea p un primo que 
no divide a rn;. Se~>/fü'~cilino;nio mónicci irreducible de O sobre IQl. Entonces 
xm .;:_ 1 ~ ··f(:fjj¡(~)'p~rá'algcin polinomio mónico g E IQl(x] y por el lema l. l 
sabemos quef,'g •e Z[x]. Obviamente (}P es raíz de xm - 1, entonces (}Pes 
raíz de f og; tenenjos que mostrar que (}P es raíz de f. Supongamos que no, 
entoncés !J(OP,j'·== O. Entonces O es una raíz del polinomio g(xP). Se sigue 
queg(xP,) es";;fi~isible por J (x) en IQl[x]. Aplicando el lema otra vez, tenemos 
que g(:Í:?')es'di~Ísible por j(x) en Z[x]. Ahora reducimos mod p y obtenemos 
que.iJ(xP,) ~~'diii~ible por f (x) en Zp[x]. Pero mod p. g(xP) = g(x)P y Zp[x] 
esu1l"dominio de factorizacion única, entonces 7 y g tienen un factor común, 
h(x) ,e')::;¡;c¡.: Entonces h2 jfg = xm - l. Esto implica que h divide a la 
deriv~d~ de xm i- i, la cual es mxm- 1• Como p f m, m 1- O; entonces h(x) es 
u~ mcinomio; pero esto contradice el hecho de que hlxm - l. O 

Corolario 1.8. Q(w) tiene grado rp(m), donde rp(m) es la \O de Euler; sobre IQl. 

Demostración. c:i. ¡ie~~-~-( m) conjugados, entonces el polinomio irreducible de 
w sobre Q tiene gradb rp(m). D 

-- .o ·~' ,_ . '; ·, ' 

Factorizac_ión en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



14 Capítulo L Herramientas básicas 

1.3 La traza y la norma 

Sea J( un campo numérico. Definimos dos.fünciones T y N (la traza y la 
norma) en IC como sigue: sean a¡, ... , Un Jos encajes de ]( en C, donde 
n = [K : QJ. Para cada a E K, definimos 

~ .·:.; ;{~~·:-.; < :<.:.\'. :~; ·?~~L ·~-~:s .. ~~-_/¿-... '.;· i: 
· N(a) =;: uí(a)q2(a)·:;:·.;u~(a): 

' '. -~:-:::~:~:./~~~~;~~t1~~-~i:,~;~~~:_;~k~~~i::~!\i[~~~~:i·~·}_\·~d~ ~:~;~-:.- ,· ,_ ; 
Es obvio qu~ T(a) y N(~) depen~en·tanto de¡campo K como de a. De 

la definición obtenemós:;f(& +i{f)':f~1 '.fü~j·:t:·'.l'cf3)'y'N(a.B) = N(a)N(.B) 
para toda a,,B E Kf Tambié~/~i a'E Q, entrinces T(a) =na y N(a) = an. 
Cuando hay más de, un ~~illpó enjúegovamos ~.escribir TK y NK para evitar 
confusión. ' <,' ' 

En lo que sigue supongamos que a tiene grado d sobre Q. Denotamos t(a) 
y n(a) la suma y producto, respectivamente, de los d conjugados de a sobre Q. 
Entonces tenemos 

Teorema 1.9. 

n 
T(a) = ;¡,t(a), N(a) = (n(a))~ 

donde n = [K : QJ. Nota1~1os ~11~'. ¡} es un entero: de hecho, es el grado de 
[K: Q(a)). 

Demostración. t(a) y n(a) son la traza y la norma de a sobre Q. Cada encaje 
de Q(a) en e se extiend,e a exactamente~ encajes de/(' en e o 
Corolario 1.10. Para todo a E/(', T(a) y N(a) son racionales. 

Demostración Es suficiente demostrar que t(a) y n(a) son racionales. Pero 
esto es obvio ya que·..::t(a) es el coeficiente del xn- 1 , si [Q(a) : Q] = 1>< del 
polinomio irreduCible.de a sobre Q y ±n(a) es el término constante. O 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



1.3. La traza y la nonna 15 

Si a es un entero algebraico, entonces su polinomio mónico irreducible so­
bre Q tiene coeficientes en Z ; entonces 

Corolario 1.11. Si a es un entero algebraico, entonces T(a) y N(a) son en­
teros. 

Demostración. Directamente de los comentarios previos. o 

Ejemplo: 
Para el campo cuadrático Q( ..,/m ), tenemos 

T(a + bVrñ) = 2a 

N(a +bVm) = a2 
- mb2 

para a, b E Q. Si a = a -i- 'IJvrn.'c:ona, b E Q, b =F 0, entonces el polinomio 
mónico irreducible sobre Q qu¡;\ie~~ a ~ como raíz es 

~. ~, . 

é- ~ 2~~ ~~2 - mb2 

Entonces a es un entero algebraico sii 2a y a2 - mb2 son enteros. Entonces 
a + b.,¡m es entero algebraico sii la traza y norma son enteros. 

Ejemplo: 
Supongamos que queremos determinar las unidades en el anillo OK de en­

teros algebraicos de K, K un campo numérico. Notamos que para a E K, 
N(a) = O sii a = O. También, ya que la norma es multiplicativa, tenemos 
N(a) = N(l ·a) = N(l)N(a) por lo tanto N(I) = l. Si a es unidad, existe 
a- 1 tal que a· a- 1 =l. Por el corolario 1.11 tenemos que N(a) = ±1. Si a 
es un entero algebraico que tiene norma ±1, entonces por el teorema 1.9, i es 
un entero algebraico, ya que n(a) = ±l. Esto muestra que las unidades en OK 
son los elementos con norma ±1. 

Faclodzación en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Ejemplo: . . .... ·· .. •· , ·;DJ;'.r,'.t-i:);J /·· ....... ···.·.·. · ..... ·. 
Consideramos el campo cuadrático. Q( vm) ·per9; ccm:·fa;r'es~~iéción m · $ 

-5. Afirmamos que las únicas_ uni?ade~ e~,<?Q(vrrÍ}.~~~'.'.#J(~?~~;~,gQ(/m )• 
i.e n = a+ b..¡m con a,b E. Q. N(~+'bvm)'=Ja~,-c-'b2m,,entonces, si·ª 
es unidad, tenemos que a 2 - b2m: ~:±Ú'l'f~mbién/gr~cias,l11 ~C>~olariC> iA, 
tenemos que a., b E Z o a = ~; bi~. ~ Sº~~c;i.t)~tíÚ Si a;;b e'z; és i~posÍble 
que a.2 -b2m = -1 por loquea2 ...:;:b2;,i='l.Sib#O entonces a 2 -b2m ~ 5, 

entonces b = ?·.P?r,l~qu.e~~;~2 ·;.1{2 E~_eI~tr~.c~sotene~10s ~ - d~in .= 
±1. Otra vez e,s,1mp~s1ble 1q~e,:.!!¡-(--::c1 t':= -1, entonces T - d 4m = 1, 1.e 
c2 -d2.fn = 4. Si d.l= Cfc2 f:d2~ ~·5.,lo cu.al implica que d =O y que c = ±2. 
Otra vez a~. ±l~ Eii"Íáci(v~rifl~arq~~ l~s u~idades en el caso en que m = -1 
son {±1, ±i} y·i:'u~ricicí';ri. 1 ;;•~·35c;~ ±i; ±w, ±w2 donde w =e~ . 

. ,, ... -. '':-:; r 

Ejemplo: 
Como arriba pero c~n m ='= 2. Consideramos la ecuación a 2 - 2b2 = ±1. 

l+V2 es unidad en Z[V2 J (con inverso -1+\1'2) y no es raíz de uno. Entonces 
hay un número infinito de unidades en OQ(v¡;;), lo cual implica que hay un 
número infinito de soluciones enteros a la ecuación a 2 - 2b2 = ±1. 

1.4 Discriminante 

Notación: vamos a escribir [aij] para denotar la matriz que tiene a;j en el i­
ésimo renglón y j-ésima columna y la;il para denotar su determinante. 

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q. Sean a 1 , •.• , an los n enca­
jes de K en C. Para cualquier n-ada de elementos a¡, ... , ll'n E K, definimos 
el discriminante de a 1 , ••• , a 11 como: 

disc(a¡, ... , a,.) = la;(aj)l 2 

i.e., el cuadrado del determinante de la matriz que tiene a¡(aj) en el i-ésimo 
renglón y j-ésima columna. 

Notamos que el cuadrado hace que el discriminante sea independiente del 
orden de los a; y de los a¡. 

Factorización en p.olinómios con coeficientes enteros algebraicos 
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Teorema 1.12. disc(a¡,·;' .. }án}:::,IT,(~i~j)I. 

o 

i' .-:;<~.-1~;:~\\',:·.t,.;:t?::_:. -.··.·<1 ::-;( 
Demostració11. Directamente'dél teorema ya que si a; y ªi son enteros alge-
braicos sabemos,':p~rki ~~roiario 1.6, que a;ai es un entero algebraico, lo cual 
implica queT(ti;¿j) ~~tá·enZ y un determinante de enteros es entero. O 

··:' ,>, .· .. 

Teorema' i.14: di';c·( a¡, ... , an) = O sii a¡, ... , Cl!n so11 linealmente dependi­

ente~: sobre Q' 

De!11ostració11: Si los ªi son linealmente dependientes sobre Q, entonces tam­
bién lo son 'las columnas de lo matriz (u;( aj)]; por lo tanto el discriminante es 
o. 

Ahora, si disc(ai, ... , an) = O, entonces los renglones ll; de la matriz 
[T(a;aj)] son linealmente dependientes. Supongamos que a 1, ••• , a 11 son lin­
ealmente independientes sobre Q. Fijando números racionales a 1, ... , an (no 
todos cero) tales que a1R1 + · · · + a 11 Rn = O (vector), consideramos a = 
a 1 a 1 + · · · + a11 an. Necesariamente a f= O (ya que a 1 , ..• , 0 11 son linealmente 
independientes sobre <Q y al menos un a; f= 0). Considerando la j-ésima co­
ordenada de cada renglón, obtenemos que T( ªªi) = O para cada j. Como los 
a; son linealmente independientes sobre Q, forman una base de K sobre Q; se 
sigue (ya que a# 0) que lo mismo es verdad de los ªªi· Pero esto implica que 
T((J) = O para todo (3 E K, ya que ( cm1 , ••. , aan) es base de K sobre Q y 
que Tes aditivo. Esto es una contradicción ya que T(l) = n. O 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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1.5 Estructura aditiva de un anillo numérico 

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q y sea Og el anillo de enteros 
algebraicos en K, es decir, A n K = O 1<. 

Un grupo abeliano libre de rango finito n es cualquier grupo que es la suma 
directa den subgrupos, cada uno isomorfo a Z. Sabemos de la teoría de grupos 
que cada subgrupo de un grupo abeliano libre de rango n es también un grupo 
abeliano libre de rango $ n. De esto se sigue que si un grupo está entre dos 
grupos que son abelianos libres del mismo rango, el grupo también es abeliano 
libre del mismo rango. 

Lema 1.15. Existe 1111a base de IC sobre <Qformada por e/lferos algebraicos. 

Demostraci6n. Para ver esto es suficiente ver que dado a E K existe m E 
z. m =/= O, tal que ma es un entero algebraico. Si a es raíz del polinomio 
J(x) = anxn + an,_1xn-I + · · · + a1x + ao, a; E Z, entonces el polinomio 
g(x) = xn+a~_;x~..:.1 +-'· ·+a~-2x+a1a~-1ao = xn+ E?=I ªn-ill~-lxn-i 
tiene raíz ana~ ',:; ;,,, . O 

Fijando t~l·!~~s~/{~~'.; '.,a~} C O K de K sobre CQ, 
abeliano Íib~e· dd ran1go :,;_ de~trÓ de 0 K;. a. s~ber 

el cual se puede ser expresado como: 

tenemos un grupo 

Teorema 1.16. Sea {a¡, . .. , an} una base de K sobre Qfon11ada por e11teros 
algebraicos y sea d = disc(ai·,: .. , án)· E11to11ces cada a E Og se puede 
expresar en la forma .,·.· 

--, _; 

. A16:r+·.~; + m,.a,. 

.d 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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co11 toclo/,{~smi E Zytocios ~';i~)¡;~~~ib!ef~ird. . .• . . 
Notaníós qúe d #.O porque !Os d;'.foni1alÍ 1111a!base ycl E Z porque los a; 

::.1~tt0J$~:§?j¡~~0f 21~!~~1f t~¡~w¡,;.11~,z~;¡_'u;, .. "· ••• 
encajes de/( en C. Si aplicamos ciida·o-;, aa'obtenerríos .. · 

·. . . · ·. a;(~) = ~~a~(~1}';H~:3~!~'.~~Í(an); 
Usando la regla de Cramer, Xj .d·~ ~~11~~~§; ;s ~¡determinante Ja;{aj) 1 y 'Yi 

se obtiene de ó remplazando la j~ésimí(cc>lumna por a;(a). Es claro que 'Yi y 
ó son enteros algebraicos y, de hecho,"ó2 C::: d. Entonces clxj = Ó/i• lo cual 
demuestra que el número racional dx/e~ iin·entero algebraico, lo cual implica 

... ,_, ,, . •'2 '. 2 

que dxi E Z. Sea dxi =mi. Por t~nto; ~ = dx'j = d(~) = 'Yi 2 • D 

El teorema 1.16 muestra qt.i~ Ok está contenido en el grupo abeliano libre 

lA ;a.1· ·. ªn 
d = Z7E9 .,. EBZ-;¡--

Entonces: 

Corolario 1.17. Og es un grupo abeliano libre de rango n. 

Demostración. Directamente de arriba. D 

Equivalentemente, Og tiene base sobre Z: existen /31 , •.• , f3n E OK tales 
que cada a E O K tiene representación única de la forma 

m1/31 + · · · + mnf3n, m; E Z 

(/31, ... , /3n) se llama base entera sobre O K. 

Ejemplo: 
Consideramos el campo cuadrático Q( ..;m. ). Si m = 2 o 3 {mod 4) en­

tonces {1, ,¡m} es base entera de OQ(v'm )•gracias a corolario 1.4. Notamos 
en cualquier caso que el discriminate es igual a 4m. Si m = 1 {mod 4) en-
tonces una base entera de OQ(v'm) es {1, 1+p}. , 

Factorización en polin~miC>s con coeficientes enteros algebraicos 
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Proposición 1.18. El campo defrac'ciones de OK es K. 

Demostración. Es sufici~~A;;{clémostrar que K C campo de fracciones de O K, 

ya que OK e K impli~~'.qll~,el campo de fracciones de OK está contenido en 
K. Si a E K, es súft~iente demostrar que existe b E OK, no cero, tal que 
ab E OK. Pero,coin'ó:)i'.e K, a es un número algebraico, entonces existe 
b E Z, no cero,· tal 'qu~ áb es un entero algebraico y claramente b E O K. O 

• _, > ·.' t'- ,· 

Notamos qu~.~~to:implica que cualquier base entera de OK es una base de 
K sobre!Q. , 

Teorema 1.19. Sean (/31, '. .. , fln) y (-y¡, ... , "Yn) dos bases enteras de OK. En­
tonces disc(/31, . .. , f:J,¡.) = disc("Y1, •.. , "Yn)· 

Demostración. Escribiendo /3; en términos de los "YJ· tenemos 

donde M es una matriz n x n sobre z. 
Aplicando cada ªJa cada una de las n ecuaciones, llegamos a que [aj(/3;)] = 

M[aJ("Y;)]. Tomando el cuadrado de los determinantes, obtenemos 

disc(/3¡, ... , fln) = IMl2disc(71, ... , "Yn)· 

Claramente IMI E Z, lo cual implica que disc(71, ... , "Yn) es un divisor de 
disc(/31, ... , fln) y que los dos tienen el mismo signo. Un argumento similar 
demustra que disc(/3¡, ... , /3n) divide a disc("Y1, ... , "Yn)· O 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



Capítulo 2 

Primos 

Definición 2.1. Decimos que un anillo Res enteramente cerrado en su campo 
de fracciones I<. si cualquier 'Y E K que sea rafz de un polinomio mónico sobre 
R. pertenece a R. 

Definición 2.2. Un Dominio de Dedekind es un dominio entero R tal que: 
( I) Cada ideal es finitame/l/e generado; 
(2) Cada ideal primo 110 cero es ma.ximal; 
(3) Res ellleramente cerrado en su campo de fracciones 

K = {~la,,B ER,(J =f O}. 

Recordamos que un anillo que satisface la condición (1) se llama un anillo 
Noeteriano y que la condición (1) es equivalente a: 

(l ')Cada cadena ascendente de ideales se estaciona. 
(l ") Cada conjunto no vacío S de ideales tiene un elemento maximal. 

Proposición 2.1. Si I es cualquier ideal no cero en el anillo numérico OK, 
entonces O K / I es finito. 

Demostración. Sea a un elemento no cero en I y sea m = NK (a). Sabemos 
que m E Z y que m =f O. De hecho m E I: de la definición de la norma 
tenemos que m = a(J, donde (J es el producto de los conjugados de a distintos 

21 
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de a. Estos conjugados no tienen por qué estar en O K, pero /3 está porque f3 = 
1;; E K. Ademas /3 E A ya que cada conjugado es un entero algebraico y ya 
hemos visto que el producto de dos enteros algebraicos es un entero algebraico. 
Entonces m E /. Obviamente Og /(m) es finito, ya que es OK/(mOg) que 
tiene orden mn, esto de un resultado de grupos que dice que si Ges un grupo 
abeliano libre de rango n entonces para m E Z, G /mG es la suma directa den 
grupos cíclicos de orden m. Como mO g C I sabemos que O K / I es finito. O 

Teorema 2.2. Cada anillo numérico es 1111 dominio de Dedekind. 

Demostración. Sea Og el anillo numérico correspondiente a la extensión I</Q. 
Ya hemos visto que cada anillo numérico es un grupo (aditivamente) abeliano li­
bre de rango finito; un ideal es un subgrupo (aditivamente), entonces es abeliano 
libre de rango finito también y, por tanto, es finitamente generado. 

Para demostrar que cada ideal primo P no cero es maximal, es suficiente 
demostrar que el dominio entero O K /Pes un campo. para lo cual es suficiente 
demostrar que O g /Pes finito, lo cual tenemos de la proposición 2.1. 

Finalmente observemos que Og es enteramente cerrado en K: Si a E K 
es raíz de un polinomio mónico sobre Og, i.e si 

con ai E OK, entonces Z[ao, · · · , a 71-i, a] es finitamente generado como grupo 
aditivo. Para ver esto consideramos los productos a~ºa7'' ···a~.'.'.¡' am y no­
tamos que solamente un número finito de valores para los m; son necesarios ya 
que, 

entonces podemos generar cualquier potencia de a con esto. Para los demás 
es suficiente aplicar el teorema 1.5 ya que los a; son enteros algebraicos. Esto 
implica a es entero algebraico, lo cual implica que a E O K. O 

NOTA: En lo que sigue, ideal siempre significa ideal no cero. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Ejemplo: 
Consideramos el campo cuadrático Q(V ...,-3). Como -3 = 1 mod 4, 

· .. a'.+-b/TTi '·t••: ·. 
OQJ(./-3) = { . 2 ·• : a;?~ Z; a= b (mod 2) }· 

lo cual es un dominio de Dedekind. Afirmamos que Z[v'=3] no lo es. Esto 
es fácil de ver si consideramos l = (2, 1 + r-J ). Obviamente I i= (2) 
y ! 2 · = · 21, entonces no tenemos factorizacion única en ideales primos. (Ver 
te~rerna 2; l O m ás adelante.) 

Tco.icma 2.3. Sea I un ideal en 11n dominio de Dedekind R. Entonces existe 11n 
ideal. J tal q11e I J es principal . . 

Demostración. Sea a cualquier elemento no cero de I y sea 

J = {/3 E Rl/31 e (a)}. 

Ent~nces a.E J,y J es un ideal ya que es trivialmente un grupo aditivo y cerrado 
baj~·~uiltipli~a~ión. Si a E J y b E R, entonces al C (a) entonces, como (a) 
es un ideal, bale (a). Ademas, IJ e (a) . 

. Para demostrar igualdad necesitamos dos lemas: 

Lema 2.4. En un dominio de Dedekind, cada ideal (no cero) contiene 11n pro­
ducto de ideales primos (no cero). 

Demostración. Supongamos que no; entonces el conjunto de los ideales que no 
contienen tales productos es no vacío, y por la condición ( l ") tiene un miembro 
maximal M. M no es primo, entonces existen r,s E R- M tales que rs E M. 
Los ideales M + (r) y M + (s) contienen propiamente a M y por lo tanto 
contienen un producto de primos; pero entonces el producto (M + (r))(M + 
(s)) CM y contiene un producto de primos. D 

· Leína 2.5. Sea A 1111 ideal propio en 1111 dominio de Dedekind R con campo de 
frac~iones K. Entonces existe 1111 elememo 'Y E I< - R tal q11e -yA C R. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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De111ostraci611. Fijamos cualquier elemento a E A no cero. Por el lema 2.4. 
existen primos P1, P2, ... , Pr tales que P1P2 ... Pr C (a) y podemos suponer 
que r es mínimo con esta propiedad. Cada ideal propio está contenido en un 
ideal maximal (por el lema de Zom) y sabemos que todo ideal maximal es 
primo; entonces A C P para algún ideal primo P. Entonces P contiene el pro­
ducto P 1P2 ••• Pr. Se sigue que P contiene algún P; (si esto no fuera verdad, 
entonces fijamos elementos a¡ E P; - P; P contiene el producto a 1a2 ... ar. 
entonces P contiene uno de los a¡, lo cual es una contradicción). Sin pérdida 
de generalidad supongamos que P1 e P. Por la condición (2) de dominios 
de Dedekind, tenemos que P 1 = P. Finalmente, como (a) no contiene un 
producto con menos de r primos; existe b E (P2 P3 ••• Pr) - (a). Entonces 
'Y = ~ E J( - R y -yA C R. Para ver esto, si 'Y E R, entonces multiplicando 
por a tenemos b E aR lo cual es una contradicción. Ahora ~A e ~P1 y como 
P1P2 ... Pre (a), entonces ~P1 e R. O 

Continuando con la desmostración del teorema 2.3, consideramos el conjunto 
A,=;,,~IJ;' Esto está contenido en R. ya que IJ e (a). También A es un 
idear:· ya que I J lo es y A e R. Si A = R entonces I J = (a) y ya hemos 
tenT1inado; si no, A es un ideal propio y por el lema 2.5 existe 'Y E K - R tal 

·que -yA e R. Buscamos una contradicción. Como Res enteramente cerrado en 
J(, es suficiente demostrar que 'Y es raíz de un polinomio mónico sobre R. 

Como a E I, A= ~IJ contiene J. entonces -yJ e -yA e R. Se sigue que 
-yJ e J; ya que a-yJ e -yJI e (a). 

Finalmente, fijamos un conjunto de generadores (a1, ..• , am) para el ideal 
J y usamos la relación -yJ C J para obtener la ecuación 

donde M es una matriz m x m sobre R. Como en la demostración del teorema 
1.5, obtenemos un polinomio mónico sobre R que tiene a 'Y como raíz. O 

Factorización en polinomios con coeficient~s.enteros algebraicos 
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Ejemplo: '. .· .· -. , . · • 
Consideramos el ~nillo numérico R = Z[yC5 J. No es un anillo de factor­

ización única (2 x 3 = (1 + v'-5 )(1-, v'-5 )). Elideal (2, 1 + yC5) = I 
es rnaximal 'y'12 -~ (2).' Para ver esto, observa~1os que IR/(2)1 = 4. entonces 
R/(2~ 1 + v'=5°) tfone orden''que divide a 4> Tiene que ser 2 ya que contiene 
(2) propi~mente y nÓ es'.R, ya que;si fuer; R. entonces 12 = R. Entonces 
(2, L+ \/=5): = .. Je~ 'fua~iinal c6mo s~bgrupo aditivo, i.e. maximal como 
ideal, y por lo tan_to; pri..;:;o. , · · . . · · · 

Proposición 2.'6}oeJ;11i;l1(}i/1/la:'i-elaciónpara los ideales de 1111 domi11io elltero 
R, como sigue: par//J; j Ú~<~Íes dé R. J. ~ J sii existe11 a, b E R - {O} 
tales que al~ bJ. :E/1u:Jí1c~.:;.;_; esimarelación de equivalencia y los ideales 
principales JOiincui 11(;a ~~la"'~lase: • ·: 

.. ' - ... ·_:".:·!~,.,·-~:'",,l.;.(·.:·.~.<::':~{{".·'.•c1::.:'1,i' 

. Deinostració;1.'/;É:s'diri~o c{Üé:~ es un relación de equivalencia. Ahora, si A es 
u~ ideal e~ R y si aÁ ~~'¡:Íri~c.ip~l para algún a E R. demostraremos que A es 
principal, lo cual i~plic~'q~eJosideales principales forman una clase. Ahora, 
comcl'áA es p.riritip~i{~¡;-~·s¿~·,);,;·(b); Sea d E A tal que ad = b. Afirmamos 
que A = (d). Sea~· e Á; ,EniÓnccs aa = br para algún r e R. Entonces 
tenemos que aa = a~lr Y:FC>rri{?R:es, un dominio entero a= dr, lo cual implica 
que A= (el). ·•.:. ·!"'n',· ····· ··.. O 

Corolario 2. 7. Las clases de ideales en un dominio de Dedeki11d fonnan un 
grupo. 

Demostración. Definimos la multiplicación de dos representantes en forma nat­
ural, i.e. si [¡, 12 son dos ideales su producto es Ii h. Hay que demostrar que 
la multiplicación entre clases está bien definida. Si li ~ 12 y Ji ~ J2. existen 
a¡, a2, bi, b2 E R tales que a¡ 11 = a2l2 y bi Ji = biJ2. Multiplicando las dos 
igualdades tenemos a 1bil1Ji = a2b2I2J2 lo cual muestra que la multiplación 
está bien definida, ya que l1J1 "'I2J2. Gracias al teorema 2.3 y la proposición 
2.6 tenemos inversos y la clase de los ideales principales es unidad. O 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Corolario 2.8. (Ley d~ cancefo~it11í};Si.;A;iJ;c:so~i'.idé~les en un·dominio de 

oedekindy AB_= ~.~-.1~'.~:t@~&-~.~{j;,·&i'fil;~'.~_¡¡;_;)t¡;~~1I~~\ºi*;:;;;;-L_'._· .. ·· · · .. 
Demos/ ración. . Ex ist(! ~n)deal ._ ;.14¡¡(quei'A!i~~: ( C!) :~Eri,t9rices/ AB = .· J AC, 

i.e. aRB = aRq, i.~;;·~;~1:~;tfüiJ~~~1:1~};t~:~'j\;t,;~L~~ft\t) ' ; .. ' ,'. ', ' o 
Definición 2.3. Decimos.'que.el ideal.A 'divide .ªl. ideal B. si existe 11n ideal C 
tal que B =AG. Not~1cl6;1: A.TnT '' ,, · ·"' ' . ·. · ' 

Corolario 2.9. Si A y B. son ideales en 1111 dominio de Dedekind R, elllonces 
AIB sii Be A. 

Demostraci6n. => Trivial. 
<= Si B C A, fijamos J tal que AJ es principal, AJ = (a). El conjunto 

C = ~JB es un ideal de R y AC = B ya que AC = ~AJE= ~aRB 
RB=B. O 

Teorema 2.10. Cada ideal en un dominio de Dedekind R tiene una 1ínica rep­
resentación como un producto de ideales primos. 

Demostración. Supongamos que el conjunto de ideales propios que no tienen 
representación como producto de ideales primos es no vacío. Entonces por la 
condición (l"), tiene un elemento maximal M, M =f R y M e P para algún 
ideal primo (maximal) P. Entonces M = PI para algún ideal /. Entonces 
M C I propiamente ya que si M = I entonces R = P, una contradicción. 
Entonces I es un producto de ideales primos, pero entonces M también lo es, 
lo cual es una contradicción. 

Falta demostrar unicidad. Si P1P2 ... Pr = Q¡ Q2 ... Q 5 , donde P; y Q; 
son primos. Entonces Q 1 Q2 ... Qs e P 1 y hemos visto que esto implica que 
Q; C P1 para algún i. Cambiando la numeración si es necesario, podemos 
suponer que tenemos que Q¡ C P¡. Pero como todo ideal primo es maximal, 
Q1 = P 1• Por la ley de cancelación tenemos que P2 ... Pr = Q2 ••• Q •. En­
tonces vemos que r = s y reenumerando, si es necesario, que P¡ = Q;. O 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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De esto observamos que cada ideal en un anillo numérico se factoriza de 
manera única en ideales primos. 

También; gracias al teorema 2.10, es posible definir, para dos ideales I y 
J en 01(, el máximo comiín divisor y el mínimo común multiplo (lo cual de­
notamos como mcd(I, J) y mcm(I, J) respectivamente). Por el corolario 2.9 
vemos que el méd(I, J) es realmente el ideal más pequeño que contiene I y J, 
y que el mcm(I, J) es el ideal más grande contenido en ambos I y J. Entonces, 
tenemos; 

mcd(I, J) = I + J 

mcm(I, J) = In J. 

Dos ideales I y J de un anillo R se llaman coprimos sii I + J = R. 

Proposición 2.11.·: Si I es coprimo COll cada 11110 de J¡' . .. , Jn e/lfonces I es 
coprimo coníli~iJi.4.f . 

Demostraci611 .. Pa;J:~~~a i escribimos a; + b; = 1 con a; E I y b; E J;. 
Multiplica~do las ecuaciones, vemos que 1 = a + b1 b2 ... bn, donde a E l y 
b1b2 ..• b.n E.Qf=t·/i· También notamos que si I y J son coprimos, entonces 
I J ,= I n ,J, ya que la contención de la izquierda es trivial y si x E I n J 
y si escribimos i = i + j con i E f, j E J, multiplicando por x tenemos 

_,_ .. _, '·-. 

x =xi+ xj~}o cual está en I J. O 

Teorema 2.12. Teonna Chino. 
Sean [¡, .. ~',In ideales coprimos dos a dos en 1111 anillo R. E111011ces la 

.f1111ció11 can~nica 

" 
R/ n l; ~ R/ l¡ x · · · x R/ In 

i=I 

es 1111 isomoif¡smo. 

Factorización .en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Demostración. Es suficienlc-~~lll~strar eFtaso n = 2, ya que el caso general se 
desprende de éste porque/~ cis coprimó a ni~2 /; 

Supongamos que n = 2. Elnúcleo del mapeo es obviamente trivial, por 
lo cual la función es inyectiva. Para ver. que es sobre, fijamos r 1 y r 2 E R. 
Queremos encontrar r E R tal que' 

- r = r2(mod /2). 

Como/¡ es coprimo con h exii;t_en,ii1.E /¡y a2 E /2 tales que a¡ +a2 = l. Sea 
r = a 1 r 2 + a2 r 1 • Un simpÍe <:'álé:uló demuestra que r satisface las condiciones 

,_ '-"-• ,.·.: !'. 

de arriba. ,,,:~}:··1;· \:;;, D 

Teorema 2.13. Sea I un ¡~J-:ij~~~;,~;~,dominio de Dedekind R y sea a 1111 ele­
melllo 110 cero de l. E;,;~¡¡~~'Y:l_N~'"tp':e /.tal que I = (a, (3). 

Demostración. Es suficiente demostrar que existe f3 E R tal que 

I = mcd((a), (/3)), 

ya que esto implica que f3 E /. 
Sea P{' 1 P!j2 

••• P;'• la descomposición de I en producto de primos, donde 
los P; son distintos. Como (a) e I, (a) e Pt' para cada i, i.e. Pt'l(a) 

·para cada i. Sean Q1, ... , Q s los otros primos, si los hay, que dividen a (a). 
Tenemos que construir f3 tal que ningún Qi .divida a ((3) y para cada i, Pt' sea 
la potencia exacta de P; que divide (/3). i.e. 

r 

/3 E n(Pt' - Pti+') n n (R - Qi)· 
i=I j=l 

Usamos el teorema Chino: . fijamos /3; E Pt' - P¡"'+i, que existe por factor­
ización única y sea f3 tal que satisface las congruencias 

f3 = /3;(mod Pti+'),i = 1, ... ,r 

Factorización en poliriomios·c~n .c~eficientes enteros algebraicos 



29 

J3= 1 (mod Q;),j = 1, ... ,s. 

Tal f3 existe'porqu~ fos'poié'ncias de P; y los Q; son coprimos dos a dos, puesto 
quesJ ~cél'es'(i');'í.'e>R. O 

• . i ~' ' ~' · .• 

, Si 1( es un campo numérico, P es cualquier ideal primo en el anillo nu­
mérico OK y si Les un campo numérico que contiene a K. consideramos la 
descomposición del ideal generado por P en el anillo numérico OL. Dicho ideal 
esPOL. 

En lo que sigue, K y L son campos numéricos con K e L y O K = A n K, 
0 1, =A n L. El término primo se retire a ideal primo no cero. 

Teorema 2.14. Sean P un primo de OK y Q un primo de OL. E111011ces las 
siguiellles afirmaciones son equivalentes: 

(JJQIPOL 
(2)POL C Q 
(3) Pe Q 
(4)QnOK =P 
(5)QnK =P. 

Demostraci6f1., (l)i'7: (2) se deduce del corolario 2.9. (2)=>(3) Como 1 E 
Oi',Pc~b¡:33)~(2) Si multiplicamos pe Q por OL obtenemos (ya que 
Q es u~ id~~¡ ~fi'o~j PCh e Q. (4)=>(3) Trivial. (4) <===? (5) Es claro que 
,f:;, Q l)CÚ,\~,Q n (K n A) = Q n K ya que Q e A Finalmente, para 
ciérri'ostra((3)~(4),'observamos que Q n OK contiene a P y es obviamente un 

·· .. ideal de' o,,; ;'como Pes primo, es maximal y tenemos que Q n OK = P ó 
, . O/~ ... si Q n i:JK = OK, entonces 1 E Q, que es un contradicción ya que Q es 
~~'' o 

Cuando los condiciones (1) a (5) se cumplen, decimos que Q está sobre P, 
o P está bajo Q. 

Teorema 2.15. Cada primo, Q de OL está sobre 1111 1í11ico primo P de OK; 
cada primo P de O K está b~f;;'~i~i1e11os 1111 primo Q de O L· 

••• .., ,_. -, '' J -~-;. ; ~ .-.- •-' ••• '"'' 

Factorizadón :~n'jioli~(ifrii!>S C!>'il c;oefü:ientes enteros algebraicos 
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Dc·111osrre1cicí11'.·Yu~.i-lií prin1era purÍe. es suficiente demostrar que Q n Og es 
primo en 01~~ Q nóKes.obviamente un ideal en Og ya que Q es ideal en O¿. 

, r ;. , . _. -l ~ ~·;• .. '•···.,: ,- ,( , -. , ·,1 -· , " '· 

Si áliE q n'Oí{:coi1á, be O¡{ eí1tonces uno de los elementos a, b (digamos 
11) est:í en q; pciro:~o~o ~ E o,,. a E Q n ºK· Como 1 <J. Q tenemos que 
1 <J. qno1,:;enioi1ces.Qn 0 1, es maximal, si no es (0). Como Q es maximal, 
Q 96 (óf;. p(){f~ co1ídi~ión (5) es suficiente demostrar que K n Q f= (O). Sea 
n E Q-,- (9): ei1tdnces N(a) E Z,N(a) :/=O, y como Z e Q, N(a) E Q. 
Como z ·e K. N(o:) E K n Q . 

.. Para la segunda parte, los primos sobre P son los divisores primos de PO¿; 
entonces tc~1emos qúe demóstra~;que PO¿ f= O¿, para que tenga al menos 
undivis~rprimo. Ei; suflcicllte demostrarque 1 <J. PO¿. Usando el lema 2.5 
existe 1-' E K...l·o,/iát'que 7P e o/(: Entonces -yPO¿ e 0f(0L = O¿. Si 
1 E P01,. ei1tonces~ E 0 1,; pero entonces 'Y E Og, una contradicción. O 

Los:Jri11:·os s~b;e un .primodado P son aquellos que están en la descom­
posición en primos dePO¡,. Las potencias en que ocurren son llamadas índices 
de ramificaci6n., Esto es. si Qc es la potencia exacta de Q que divide a PO¿, 
entonces'C! efet índice de ramificación de Q sobre P. denotado por e(QIP). 

. Hay ot'ro número importante asociado con un par de primos P y Q. con Q 
sobr~ P. Sabemos que los anillos 01</P y OL/Q son campos ya que P y Q son 
maximales. Podemos ver o,,/ P como subcampo de OL/Q: la inclusión OK e 
O¿ induce un morfismo de anillos Og --> OL/Q con núcleo OK n Q = P. 
Entonces tenemos un encaje Og/P--> O¿/Q. Estos son llamados los campos 
residuales asociados con P y Q. Sabemos que son campos finitos gracias a la 
proposición 2.1. Por lo cual O ¿/Q es una extensión finita de O K / P; sea f el 
grado de esta extensión. Entonces f se llama el grado de inercia de Q sobre P 
y lo denotamos por f(QIP). 

Lema 2.16. Sl•an A y B dos ideales en 1111 dominio de Dedekind R. con B C A 
."A :/= R. E111011ces existe 'Y E [(tal que -yB e R. -yB % A. 

Demostración. Por el· teorema 2.3 existe un ideal C no cero tal que BC es 
principal. digamos é¡11~BC = (a). Entonces BC !6 aA: fijamos (3 E C tal que 

';~ . .'.\. :' 

Füctoriz:ición é11 ¡:iolinóniios con coeficientes enteros algebraicos 
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(JB Í aA y sea "Y = ~" o 

Teorema 2.17. Sean el grado de L sob;e K y ~em1 Qb .. '., Qr los primos de 
C:h sobre el ideal primo P de 01(. Sean e¡, ..• , e~ y Ji, ... , Ir los índices de 
ramificación y los grados de inercia, respectivamente. Emonces: 

r 

L:e;f¡ =n. 
i=l 

Vamos a demostrar este teorema simultaneamente con otro. Para un 01(­
ideal I escribimos 

llill para denotar 101( /JI. 

Teorema 2.18. Sean 01(,0L.K y L como antes y n = [L: K). 
(a) Para ideales I y J en O f(, 

. llIJll = llillllJll. 

(b) Sea I un ideal en 01(. Para el OL-ideal IOL. 

(c) Sea a E 01(, a i= O. Para el ideal principal (a). 

Demostración. Demostración de teorema 2.18 (a) 
Primero lo hacemos cuando l y J son coprimos y después demostraremos 

que llPmll = llPll"' para todo primo P. Entonces esto va a implicar que 

factorizando I y J en primos y aplicando la formula de arriba obtenemos 2.18 
(a). 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Supongamos, pues, que I y J son coprimos. Entonces I + J 
In J = I J. Por el teorema Chino hay un isomorfismo 

OK/IJ -t OK/l X OK/J, 

lo que implica 
' ' 

llIJll..; llillllJll. 
' ' ' 

Ahora consideramos llPmll, P unjdeal primo. Tenemos una cadena descen­
dente de ideales O K ::::> P ::::> ''P2 ::::::> ; • • ::::> pm. Entonces sería suficiente 
demostrar que, para cada k, 

llPll = jPk/pk+I¡ 

donde los pk son considerados como grupos aditivos. Afirmamos que hay un 
isomorfismo de grupos 

Primero, fijando a E pk - pk+I, tenemos el isomorfismo canónico 

,OK/P -t etOK/etP. 

Ahora, la inclusión etOK cPk induce el morfismo 

, ,; : aOK -t pk¡pk+l 

con núcle~'(abiiílPk~I e imagen ((etOK) + pk+I )/ pk+i. Para demostrar 
· lo que queremos (líor ~I primer teorema de isomorfismo) hay que demostrar que 

( aO K') (1pk4:} ~ .O'~, y ( aO K) + pk+ 1 = pk. Para esto usamos el mcd y 
m~m. Tenc!'m:o~'q~~'ri'j> e aOK y aP e pk+I entonces aP e aOK n pk+I, 
si ta. conte~ciÓ~ es p~~pla, P e 1-J propiamente donde J = aO K n pk+ 1 • Pero 

. ·.; ".:.··.-. o 
Pes maximal, éntonces !;J = O K, i.e J = (a), pero esto es una contradicción 
ya.que a ~ pk-j-~/~Obviámente el mcd(etOK, pk+I) es un potencia de P, 
notamos qll~ pkjJ=;>.kf:~:y como a E pk, pkjaOK. Si mcd(aOK, pk+I) 
pk+l entone~~ (aCJ;¡)'i:: pk'f: 1 entonces a E pk+l una contradicción. O 

-\ .. :;-"··.· . "<.··:' 
'.·'/ <··,: ','. 

-~'·::O":: -'. .~-:.:: ~'.::;. 
::·_·:-.::~,;; ! ~· r;• • 

Factorización en polincirriiOs con coeficientes enteros algebraicos 
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Demostraci611. Caso especial del teorema 2.17: 
El caso cuando J( Q. Entonces P = p'l!.. para algún primo p E 'l!... 

Tenemos 
r 

p'l!..OL = pOL = II Q~·' 
i=l 

entonces 
r r 

llPOLll = n llQ;ile; = IJ(pl•)e'. 
i=l i=I 

Ya que Z/p'l!.. :== Ílp que tiene p elementos y el grado de la extensión es f;. 
También sabemÓs que llpO L 11 = p", ya que la extensión es de grado n. Por 

lo tanto tenemos el caso.especial. D 

Demostraci611. del teorema 2.18 (b): 
Usando la parte (a), es suficiente demostrar el caso cuando I es un primo P; 

el caso general se sigue factorizando I en primos. 
Notamos que OL/ POL es un anillo que contiene 01</ P ya que 01( C OL. 

Entonces existe un morfismo 0[(--+ OL/POL con núcleo OK n POL. pero 
OK n POL = P ya que P C Og y P C POL y por el teorema 2.14 para 
cualquier primo Q que divida a POL, POL e Q, entonces OK n POL e 
Og n Q = P finalmente, Og n POL = P. Afirmamos que la dimensión de 
O L/ PO L sobre O K / P es n. 

Primero demostramos que a los más es n. Es suficiente demostrar que cual­
quier n + 1 elementos son linealmente dependientes. Fijamos 01, ... , On+I E 
OL y demostramos que los elementos correspondientes en OL/ POL son lineal­
mente dependientes sobre Og/ P. Sabemos que o¡, ... , c:tn+I son linealmente 
dependientes sobre K (extensión de grado n), entonces son linealmente depen­
dientes sobre OK. Entonces tenemos /3101 + · · · +.B,.+1011 +1 =O para algunos 
/31, ... , /3n+1 E O g, no todos O. Si existe i tal que ,B; </:; P ya terminamos, 
en caso contrario aplicamos el lema 2.16 con A = P y B = (/31, ... ,/3n+1). 
Entonces ¡/3; cumplen. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Para tener igualdad, sea P n Z = p.Z y consideramos todos los primos 
P; de OK que están sobre p.Z. Sabemos que OL/P;OL es espacio vectorial 
sobre OK/P; de dimensioón n; ::; n; demostramos que son iguales para cada 
i, en particular cuando P; = P. Sea e; = e(P;lp) y f; = f(P;lp). Entonces 
¿; e;f; = m, donde m es el grado de J( sobre Q por el caso especial. Tenemos 
pOK = fI P¡°'. entonces pOL = fl(P;OL)e;. Usando (a), obtenemos 

Sabemos también por el caso especial que llPOLll = pmn, entonces mn 
¿; f;n;e¡. Como todo n; ::; n y ¿; e;f; = m, se sigue que n; = n para todo 
t o 

Demostración. Caso general del teorema 2.17 
Tenemos POL = fl Qfi, entonces 

llPOL!I = Il llQ;lle' = Il llPll 1'º' 

por (a) y la definición de f;. P~r (b) sabemos que llPOLll = llPll"· Entonces 
n = "E,e¡f;. O 

Demostración. Parte (c) 
Extendemos K a un extensión normal M de Q y sea O M = A n M. Para 

cada encaje u de K en C. tenemos 

ya que extendemos u a un automorfismo de M y observamos que u(O.o1J) 
OM. Sea N = NK(a). Entonces por (a) tenemos 

u 

Como llNOrll = INl"111
, donde m = [M: K] y por (b) llaOrll = llaOKll 111

• 

obetenemos llaOKll = INI. O 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Clases de ideales 

Teorema 3.1. Sean K 1111 campo numérico y A n /( = O K· Elllonces existe 11n 
nlÍmero real positivo ,\ ( q11e depende de K) tal q11e cada ideal 110 cero I de O K 

contiene un elemellfo no cero a con 

Demostración. Fijamos una base entera a1, ... , an para O K y sean a1, ... , Un 

los encajes de K en C. Afirmamos que podemos tomar ,\ como 

n n 

ITL:la;a1I· 
i=l j=l 

Para cualquier ideal /, sea m el único natural tal que 

mn :::; 11111 < (m + 1)" 

y consideramos los (m + l)n elementos de OK 

n 

Em1a1,m1 E Z,O:::; mi:::; m. 
j=l 

35 
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Dos de estos deben ser congruentes mod I ya que hay más de 11111 de ellos; 
tomando la diferencia de estos dos elem.entos, obtenemos un elemento no cero 
de I que tiene la forma 

Finalmente, tenemos 

n 

a= ¿m;a;,mjE Z,lm;I $ m. 
j=t 

n n · -n . 

INK(a}I = llluial $IT.blm./lluia}I s~n~ $ llillA. 
i=t .. ··i=l i=l . 

. :<,,,: ..... ::: ...• , ....... ·,,· o 

~:::.•: !;:.~~~~i~~¡~~j¡d¡~~~~f f ! f~'.iil,~1 J con llJll ~ ~ 
Demostración. Dada un clase de'ideales';6J'fonslderamos la clase inversa c-t 
y fijamos cualquier ideal I E.67.1 /~obicf~~g{g.~'{~ e/ como en el teorema 3.1. 
I contiene el ideal principal (~}. i.~~ JI(~}. ~~tonces (a) = I J para algún ideal 
JE C. Finalmente usando teorema 2.18 tenemos que 

o 

Corolario 3.3. Hay 1111 mímero fin in to de clases de ideales. 

Demostración. Solamente hay un número finito de ideales J que satisfacen 
llJll $ A porque la disigualdad restringe a un número finito de posibles divi­
sores primos de J y sus potencias. (Si J = 11 P¡';. entonces llJll = fI 11.P.;ll"; .) 

o 

Lema 3.4. Un ideal I 110 cero de O K es principal, sii existe 1111 elemento a E l. 

110 cero tal que ¡N(a}I = IOK/ll = llill. 

Factorización en polin()mi()S con coeficientes enteros algebraicos 
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' '..~;~ ~· 

Demostraciói1. Sea a E Nno;cer~:~:,Entorices aO/c el y existe un ideal 
no cero J tal que IJ ~ (a); ~Atio~Ü;¡C:if(ji¡ :=:'IOK/(a)I es equivalente a 

IOK /JI = 1, lo cual p~s'.1. sHp;:~~~~!{~,;~\:f\\';;,; -. O 
>. « j '.'-:·:·-~~f::-' _,\·:;)(:~~~\;~~-; ~<.:-~ -·"' 

Teorema 3.5. Sean J( u~ caÍiipoJ.ÍÍ!nfé,rico)if un ideal en 01(. E111011ces existe 

un natural k tal que ¡k es'prf1Í~(P'!J!,·::'.~·¡!J'f'.)~f,;{ 

Demostración. Directamente de ~j:e,¡a.sclases forman un grupo finito. O 

Proposición 3.6. Dado un anillo numérico OK. siempre existe 1111a extension 
finita L de ](donde todos los ideales de O K son principales. 

Demostración. Es suficiente demostrar que subiendo un ideal principal lleg­
amos a un ideal principal, que si dos ideales están relacionados en O K, están 
relacionados en OL, y que para un ideal I en OK existe una extensión finita 
/( C L tal que IOL es principal. Si al = (3J entonces subiendolos alOL = 
(3JOL. Si I es principal, digamos I = (a) entonces IOL = (a)OL el cual es 
principal. Sea m E N tal que / 111 = 0tOK. Afirmamos que K(a;k) funciona. 
(IOL)m = ¡mol, = aOKOL = aOL = (a;koL) 111 y tenemos la última 
parte. O 

Proposición 3.7. Sea (a, b) un ideal en OK, entonces (a, b) es principal sii 

existen x, y E OK, tales que f = ~y (x, y) = OK. 

Demostraci611. Sea (a, b) ~ (d) y a= dx, b = dy y supongamos que (x, y) =F 
O K· Entonces hay un primo P que divide a (x, y), i.e Pj(x) y Pj(y). Entonces 
(d)Pj(dx) y (d)Pj(dy), lo cual implica que (d)Pj(a) + (b) = (a, b) = (d) 
entonces Pj(I) lo cual es una contradicción, ya que Pera primo. 

Si para el ideal (a,b) existen x,y E OK tales que f =~y (x,y) = OK 
entonces excribimos 1 = xr1 + yr2 y afirmamos que (a, b) = {ar1 + br2). 
Sabemos que bx = ay y a = axr1 + ayr2 entonces a = axr¡ + bxr2 = 
x(a17¡+-br~).y b = bxr¡ + byr2 entonces b = ay1·¡ + byr2 = y(ar¡ + br2) 
entonces a; b E (ar¡+ br2) y trivialmente {ar1 + br2) C (a, b). O 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 



38 Capítulo 3. Clases de ideales 

Definición 3.1. Decimos que 11n polinomio f (x) E Q(x] está definido sobre/( 
sii todos los coeficientes de J(x) están en·K. 

Definición 3.2. Sea f (x) E A(x] y sea K 1111 campo n11111érico sobre el cual 
J(x) está definido. Sea 01( el anillo de ell/eros de I~. Definimos el contenido 
de f (x) en /( como el ideal generado en 01( por los coeficientes de f (x). 
Decimos que J(x) es primitivo en K si el contenido de f (x) es 01(. 

El contenido de un polinomio obviamente depende de K, puesto que es un 
ideal del anillo de enteros de K; sin embargo, la propiedad de ser primitivo no 
depende de K: 

Lema 3.8. Sea J(x) E A(x] y sean K y K' dos campos numéricos sobre los 
cuales f(x) está definido. Entonces f(x) es primitivo en K sii es primitivo en 
K'. 

Demostraci6n. Fijando en el compositum de K y K', es suficiente demostrarlo 
cuando K e K'. 

Si f(x) no es primitivo en K, entonces hay un ideal primo P de 01( tal que 
cada coefldénte def{x) está en P; para ver esto, sea I el contenido de f(x) y 
lo factorizámos en primos 

I= P¡ ... Pn· 

Entonces cualquier P; contiene a /. Sea Q un primo de O K' que está sobre 
P. Entonces cada coeficiente de f(x), cuando f(x) es considerado como poli­
nomio en OK' [x], está en Q, entonces el contenido de f(x) en K' no es OIC', 
ya que Q lo divide. 

Si f(x) no es primitivo en K', entonces hay un ideal primo Q de OK' tal 
que cada coeficiente de J(x) está en Q. Sea P = Q n K. Como f(x) está 
definido sobre K, los coeficientes de f(x) están en P, entonces f(x) no es 
primitivo. o 

Por el lema 3.8 simplemente decimos que f(:¡;) es primitivo para decir que 
está en A(x] y es primitivo en cualquier campo numérico K en el cual está 
definido. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Teorema 3.9. Lema de Gauss 
El producto de dos poli11omios primitivos es primitivo. 

Demostración. Sean f(x), g(x) E A(x) dos polinomios primitivos y sea K 
cualquier campo numérico sobre el cuál están definidos. Escribimos 

Supongamos que todos los Ck están en un primo P de OK. Como f (x) es 
primitivo, hay un índice i tal que a; <f. P; y un j con bj <f. P. Sea i 0 el primer 
índice tal que a;

0 
<f. P y sea j 0 el primer índice tal que bj

0 
<f. P. Consideramos 

C;
0
+}0 • Tenemos que c;0 +;0 es: 

Todos los términos en el lado derecho, excepto por a;
0

bj
0

• están en P, igual que 
c;.+ia· Esta contradicción demuestra que f (x)g(x) es primitivo también. O 

Teorema 3.10. Sea f(x) E Q(x] 1111 polinomio no cero y sea I< 1111 campo 
1111111érico sobre el cual f ( x) está definido. Entonces existe una extensión finita 
Lde K tal que 

f(x) = c¡j*(x) 

donde e¡ es una constante de L y f*(x) es un polinomio primitivo co11 coefi­
cientes en L. Más mín, e¡ y f*(x) son únicos salvo unidades de OL. 

Demostració11. Escribimos f(x) como: 

f (x) = ªn xn + · · · + ªº 
bn b0 

con cada a;, b; E OK. Para cada i, tomamos una extensión finita K¡ de K 
si es necesario, para que el ideal (a;, b;) sea principal, generado por un entero 
algebraico e;. Entonces existen enteros algebraicos r;, s; tales que a; = c;r;, 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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b; = e¡s;;,con (r;,'s¡),;¿~ql<;'. Haé:iendo esto para cada i y lomando el com­
positum de tOclo i<i; ÓbÍen~·mos una extensión finita K' de K, donde podemos 

- '' - .: ,. ' '• '' .·'·"- ' ~- . . , . 

e.oribi' ';I:'~iJ}~i'[~f ;§¡;¡ ~· :: x" + ... + :: ' 

con r;,si EJ.,¡(::.:y:(ri';.si)'= OK· para cada i. 
s. ea e ~ª,· .. ' .. ¡:''· ·.;,.·Entonces• existe un polinomio g(x) E O K' [x] tal que 

·. · ~ ,·.. 081 ... sn 
f (x) :::: cg(x). · 

El·contenido de g(x) es un ideal de OK'; entonces existe un extensión 
finita L dcÍK1(e~tonces Les una extensión finita de K), donde el contenido de 
g(x),es principal, generado por algún entero algebraico e'. Ahora sea f*(x) = 

. frg(x).j• es primitivo, con coeficientes en Oi. Ahora tenemos 

f(x) = cg(x) = (cc')f*(x). 

Si definim~s e¡·= ce' ya tenemos existencia. 
Aquíllotamos que si f(x) E A[x], entonces e= 1 y en consecuencia e¡ E 

Para demostrar unicidad salvo unidades en OL, es suficiente demostrar que 
f*(x) es único salvo unidades en ÜL· Entonces supongamos que f*(x) = 
cg*(x), donde e EL y g*(x) E OL[x] es primitivo. Escribimos e= ~con 
u, v E OL; tomando una extensión finita de L si es necesario, supongamos 
que u, v son coprimos. Entonces ug*(x) = vf*(x); si u no es unidad, entonces 
existe un idea primo P que contiene a u, entonces contiene todos los coeficientes 
de ug*(x); pero como u,v son coprimos y cada coeficiente de vf*(x) está en 
P (ya que los contenidos son iguales), se sigue que cada coeficiente de f*(x) 
está en P. entonces f*(x) no es primitivo, una contradicción. Una argumento 
simétrico demuestra que v es unidad en la extensión. Entonces e es unidad en 
A. Pero~ está en L, entonces !; está en Oi. entonces es unidad en OL O 

Teorema 3.U. Sea K 1111 campo numérico y sean J(x),g(x) E OK[x]. En­
tonces el contenido de f(x)g(x) en K es el producto de Los contenidos de J(x) 
en K y g(x) en K. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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. Demost;ái:ióli:; e<Jr,~l t~~i~ma3.IO, hay una extensión K' de K donde podemos 
escribirf(x) =,cjf•(i) y;g(x) ,,,;, c9 g*(x), con f*(x) y g•(x) primitivos. Su 
productos es c¡c9f*(x)g~(x) y por el lema de Gauss, f*(x)g*(x) es primitivo; 
ento.nces el contenido de /(x)g(x) en K' es el ideal (c¡c9 ). Como (e¡) es el 
contenido de f(x) y (c9 ), (~¡,c9 E A) es el contenido de g(x) en K', tenemos 
en K', que el conténidodel producto es el producto de los contenidos. Ahora 
intersectando los ideales con O K nos da el resultado en K. O 

_,'··.J. 

Teorema 3.12. Sea ICun-campo 111m1érico y sea f(x) E OK[x]. Si es posible 
factorizar f(x) en 1111 p~odt¡~Ío de polinomios concoejicientes en J(. e111011ces 
existe 1111a exte11sió11jinÚ'afi)t1~::K.ytalq11ef(x) sepuedefactorizar e11 1111 pro­
ducto de poli11ol11ió~;-~úi ~¡¡¡;,i,:;J!gr~dó'J::onio 'e'Ti}éi/;ici~rizacio11 original, co11 

coejlcie11tes,j~.,~t;~~'··;_~~-:,;tf;¡[~#J,!:¡fK,'.,!~~L,y;:i,/,};¡. :.,,· 
Demostraéióí1 .. ~Escnbimos{f(x)~g(x)h(:i:}Véon g(x),h(x) e K[x]. Porteo-"· · -- ···, .. ,,,_~z~ ·:·.:"1~~:.~>·~i,,j~:·.:;-::>;h;i,·.~~ ·J::.~, :; : ·,:.:. ,_'..~~~--· t./' _ -:..°'[· . ·« _,, __ ~:;: )'·'· , : 
rema el 3.IO;éxiste una''éxteñsión finifa'.J;' déK·donde podemos escribir 

.•. ;'),1~':1~f t~\~\~J1~1~~~~J§(~;c,h•(x), 
~o.n;~1;p9;ct;i!f:,tL;:tf;,Cf;)(9,t,@};M(x,,).,,e. OL[x] primitivos. Por la lema de 
pauss; g~(x)h*(x)es pnmitivo'fambién'..Por unicidad de la descomposición en 
Primos ··/tert~.ri<J"S :,., -·-,.,_ ... -'.:- -~· · · 

- .. ·· ·,::-;. 

~¡ = uc9 ch;J*(x) = vg*(x)h*(x) 

donde u, y v son unidades en OL· En particular, c9 ch E OL. Entonces f(x) 
está escrito como producto de dos polinomios con coeficientes enteros alge­
braicos, a saber c9 chg*(x) y h*(x), que son de los mismos grados que g(x) y 
h{x)respectivamente. O 

Corolario 3.13. Cada poli110111io 110 co11sta11te f(x) E A(x] se puedefactorizar 
en 1111 producto de factores li11eales(110 11ecesariamente 111ó11icos), cada 11110 con 
coeficientes enteros algebraicos. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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De11Íos1raci~nT'i,eil 0j(~}E A[x]. Sea K el campo de descomposición de f(x). 

·Entonces en K; J(x) se puede escribir como producto de términos lineales, cada 
uno con coeficientes en K. Como f(x) tiene coeficientes enteros algebraicos, 

aplicamos el teorema 3.12 a esta descomposición, para obtener una extensión 
finita L de K donde es posible escribir a /(x) como producto de polinomios de 
grado 1, cada uno con coeficientes enteros algebraicos. O 

Corolario 3.14. Cada polinomio J(x) E Z(x] se puede factorizar en un pro­
ducto de factores lineales (no necesariamente m6nicos), cada uno con coefi­
cientes enteros algebraicos. 

Demostraci611. Directamente del corolario 3.13. o 

Lema 3.15. Sea Ax2 + Bx + C con A, B, C E Z y si factorizamos esto en 
su campo de descomposici611 en A(x - r¡)(x -'-- r2) con ·ri, r2 las rafees, r1 = 
-B+-q~~-4Ac y ri = -B-Vf;-4Ac. Si tenemos (B2 - 4AC, 2A) principal 

y quitamos los denominadores, los polinomios que queden son primitivos y el 
constante es unidad. 

Demostraci6n. Directamente del corolario 3.14, el teorema 3.10 y la proposi­
ción 3.7 ya que (A,B,C) =l. O 

Teorema 3.16. Sea f (x) E A(x] un polinomio primitivo. Si 

f(x) = 91(x) ... 911(x) = h1 (x) ... h11 (x), 

donde cada g;(x), hj(x) E A[x] es 11n polinomio de grado 1, entonces, salvo 
un reordenamiento de los hj(x), existen 1111idades u1, ... ,un E A tales que 
f1 u¡ = 1 y u¡h¡(x) = g¡(x). En particular. cada u¡ es unidad de CJK para 
cualquier campo numérico K que lo contiene. 

Demostraci6n. ~·Sea K un campo numérico sobre el cual cada g;(x) y cada hj(x) 
está definido. 

Factorización en polinómios con coeficientes enteros algebraicos 
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Como elprociJ~to d~loscon't~nidos de los g;(x) es igual al contenido de 
j(x), se sigue quécad~ g;{x) es primitivo. El mismo argumento funciona para 

cada !¿j(:r): .x· 2:· >L: ·····. . · 
. Sean:r1·;·:·;''• ,r;,'<E',Q los raíces dej(x), contando multiplicidad, tomados 
~ -· .· "".- Y:·"•·. ; ; t :~ -· 1 --. -~:, " • .: · · • ;;. ,,, ,.;_ ·: .: , : 

.• enún c_>rderifijo.)süpm1gamos que los g;(x) y hj(x) son ordenados de tal forma 
que\·i.es l~'~nica'r~íz'cle g;(x) y de h;(x) para cada i. 1 $ i $ n. 
· ·~'F'¡jtiiíi·¿'~'··~~'indlce i. Escribimos g;(x) · = ax+ b, h;(x) = ex+ d, con 
á., b, e,' d,' e·, O~(; ~e{ ~ O. Como cada uno es primitivo, se sigue que los ideales 
(a, b) y (e; d) son el ideal trivial o [(. . 
• c~illo ri es raÍz de ambos g;(x) y h;(x). se sigue que existe un elemento 
'U;,E. ·K ta(que•g¡(x) = u;h;(x). Tomandouna extensión de K si es nece­
sario; poden:ios.escribir u; = i!f, con .,;i y w; enteros algebraicos y (v;, w;) el 
ideal triviai .. Entonces, w;g;(x) ~ v;h;(x); entonces w¡(a, b) = v;(c, d). Como 
ambos (ci, b) y (e, d) son el ideal trivial y (w;) y (vi) son coprimos, por factor­
izacion única los dos SOO el ideal trivial, entonces W;, V¡ son enteros algebraicos, 
entonces también lo es iti. 

Una substitución y can~elació~ clelTluestra que n U¡ = l. o 
Teorema 3.17. Sea j(x) EA[x]unfoli11omio primitivo y sea 

··· ... /c~):~''.)i1(3:) •.•. :;.hn(x) 

una factorizaci6n lineal d~lÍc~)~·\iJ't~;,~;c~a }actor tiene coeficientes ellleros 

a/gcbro;ros .. Entan~iffeí~1~f !~~í~(x), 
donde cada g;(x)es 1m'.polinof1íit'J}iiieal con coeficientes e111eros algebraicos, 

salvo '"' reord~~¿,;,i~~¡}ó d~_%1fitRx );: 'existen ellleros algebraicos C¡' ... 'Cn 
tales que: ., ._... .. .• . . 

g;(~) '= c;h;(x), 

y 

(e¡)= en e¡). 

Factorización. en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Demostraci611. Supongamos que tenemos 

c¡f(x) =g¡(x) ... gn(x). 

Ponemos en correspondencia cada g;(x) con un h;(x) (después de reordenar los 
h;(x) si es necesario) tal que g;(x) y h;(x) tienen la misma raíz, como en el 
teorema 3.16. Hay un entero algebraico e;. tal que g;(x) = c;h;(x). Entonces 

n 

c¡f(x) = 91(x) ... 9n(x) =en c;)h¡ (x) ... hn(x) 
i=l 

y como los h; son primitivos, el contenido del lado derecho es generado por 
fl Ci· Entonces, e¡ y fl e; son asociados. O 

Factorización en polinomios con coeficientes·enteros algebraicos 
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Un algoritmo 

El problema, que me planteó Arturo Magidin es: 

Problema: 

Dado un polinomio f(x) E Z(x] tal que f(x) = Ax2+Bx+C, (A, B, C) = 
1, A > 1, da un algoritmo para factorizar f (x) en un producto de dos poli­
nomios lineales con coeficientes enteros algebraicos. 

Notamos que tal factorización existe gracias al corolario 3.14. 
Tenemos: 

y esto implica que: 

Tenemos los casos especiales: 

Caso 1: B =O 
Tenemos Ax2 + C 

f32 =-Fe. 

Caso 2: C =O 

O, entonces 01 

45 

VA'. y f31 FCy 
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Tenemos (x)(Ax+ B) =O, entonces a¡ = 1, a2 =A, !31 =O y f32 = B 

Caso 3: C .;;; i:1 
Sin percÍÍd~ a'tgeneralidad, supongamos que C = l. Entonces tenemos 

Ax2 +B~~-f;1;',~\ó,haciendo un cambio de variable, y = ~.llegamos a 

{fa + ~ + ,l'::,,g."~·~.f flYf y 2 = O, el cual es un polinomio mónico con raíces 
en A, i.e. sus raícesso·n números enteros algebraicos. Sean r¡, r2 las raíces de 
A-!-By+j}~~,A~c)t~'A+.By+y2 =~+~+A=(~ -r¡)(~ -r2). entonces 
1 +Bx ·:fAx~:: (1 -.rix)(l - r2x). 

caso.4:1c¡~· 
.Teri~ino~)(x) = Áx2 + Bx + C = Ax2 + kCx + C para algún k E Z 

tal queB = kC~ Afirmamos que sir es raíz de f (x), entonces 4 es un entero 

~lgebraico. ESto es porque si sup6némos:que ~ es raíz de x 2 + Dx +E, 

ent~nces tene~os ~ + D~ -f; Ji,= o:i.é:'c + Dv'Cr + Er2 = O. Entonces 

como tenemos que r2 + k ~1'. +5 =:=:' o =:= r2 + ºíºr + ~. llegamos a que: 

·'E= AyD = kVC 

i.e. que. :ip- e~ raíz de x 2 + kv'Cx + A. Sabemos que si Z E Z y VZ E 
Q entonces VZ E Z. Si v'C E Q, entonces v'C E Z y en consecuencia 
·~ ·E A Por lo tanto supongamos que v'C </:. Q. Ahora multiplicamos x 2 + 
kv'Cx +A por un polinomio mónico x2 + Fx + G con coeficientes en Q( v'C ) 
y supongamos que los coeficientes están en Z, i.e que 

F+kv'?J = Z1 

A + G + kFVC = Z2 

AF + kGVC = Z3 

Factorización en polinomios con coefü:iéntes enteros algebraicos 
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donde Z;. E z. Ahor; Z3 .·.;== Ai!'cf J.qVc: = ;ie.-t·.k·vo~ entonces ve ( *-
1) = ~-i1-. Si (*-i) ,t:Otenemos que y'Ce Qque es una contradicción. 
Entonces Z4 =A2 yG =:; A>Ahora como P;= z1 ~.k;/Ctenemos Z2 = 2A+ 
k./C(Z1~ kv'(}) yÚn arguín~nio similar demuestra que Z1 = O. Obtenemos 
F = -kVC. · Por.16.que x2 + Fx + G = x2 - kVCx + A. Multiplicando 
llegamos a que ~.é~ raíz de x 4 + (2A e- k 2C)x2 + A 2, es decir, 42- es un 
entero algeb~aico; ccinió:º . . 

.·•.· ·. iAx2, + Bx + C = ( a1 x.+ .81 )( a2x + .82) 

""'"'~'' ~~y,.¡ '= '*·L~)í~,)~' ~ *.y o, ~ ~· S~o 
.81 · = -.;/G = . .82} a1 = .~f? :;:,;~2~)ito~~~:~on enteros algebraicos. Entonces 

Az':.::.:,ª ~.JIW~~~l\fr~~~~J' . 
Lo que sigue es un·ejernplc>'d()ítcte)legilirios a factorizar el polinomio en un 

paso (ver algoritmo) Úá~i;~:a'~~~zJ.[§((~J1~'tJ2I. 10) es principal. 

Coo<id~;;\I~~,t~;~~~(~t-::~ Vfill 
Ahora (-11+ W, 10) ~(-:-;f.+'.·@"); De hecho 

. . .... i;l~;~;'(~~vft) ~ 10 

(-1 +ffr)(~ ._ ~) = -11 + v'21 

y 

-1+ ffl= 1·.(-1L+V2!) + L· 10 

Factorización en pc:ilin()iriios .con coeficientes enteros algebraicos 
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Además (-1L-V2T, 10)= ('-1..::.;&i)cciil{ ·· 

'-· ~<§i~Kf tf "~) ~ 10 

·.,,.:-., -', ·) Lf::: . . \~: ... '·,.',::· 

(l'+Vil)c~~~\'.f ,;~·:) ~ 2¡1 ~ V21 

la factorización es: 

[~{~+··.·~··y;'.(~~ v;;)] . 
. : . [x(~~+ v;1)-( -~- ~)] 

esto gracias el lema 3.15. 

Siguen algunos lemas que usamos para justificar el algoritmo: 

Lema 4.1. Sea 1( = Q( y1ñ), donde m es un entero libre de cuadrados y 
sea OQ( Vm ) su anillo numérico con base entera { 1, 1 +¡01} (sea a = t+p) 
donde t = 1 o 2. Sea I = ( x, y) un ideal en OQ( .¡m ¡. escribimos x, xa, y, ya 

como combinación lineal de la base entera {l, 1+¡0i} y escribimos la matriz 
corespondiente M. Reducimos M a su fom1a hermüiana H. Si hacemos las 
mismas operaciones a la matriz identidad que hicimos para obtener H de M 
/legamos a una matriz U tal que H = MU. Esto act11a como cambio de base 
(ver demostración de lema 4.3) y nos da (ver lema 4.2) llill. 

Demostración. Esto es posible gracias el teorema 2.6, pagina 179 de Algorith­
mic Algebraic Number Thcory [P-Z]. O 

Ahora vemos un ejemplo que ilustra el cambio de base descrito arriba. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Ejemplo: 
Consideramos O<Q(v'-31) que tiene base entera {l, 1+f31" }. Sea a = 

1+{3IT. Sea I = (10, -3 + .;=3T ), queremos calcular una base entera de/. 
Multiplicamos 10 y -3 + .;=3T por la base de O<Q( v'-31) y escribimos los 

resultados como combinación lineal de la base de O<Q(v'-31 ¡: 

lO·l=lO·l+O·a 

lO·a=Oxl+lO·a 

( -3 + v'-31) · 1 = -4 · 1 + 2 · a 

( ...:3 + v'=3T) · ~ ;= 7 16 · 1 - 2 ·a 

Tomando los coeficientes llegamos a la matriz: 

M = (10 O -4 -16) 
o 10 2 -2 

A M la reducimos a su forma hennitiana: 

H = (2 O O oº) 4 10 o 

Entonces una base entera de I es {2 + 4a, -lOa}. Esto además nos da 11111 = 
20, ya que el determinante de: 

es 20. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Si a la matriz ide~tidad(4 .~ 4) hacemos las mismas operaciónes que le 
hicimos a M para obtener alf, llégamos a la matriz invertible: 

; ' ~ : .. 

u= (~ ~ _:1 ~) 
2 o 5 -4 
o o o 1 

tal que H "."' MU. Esta es una matriz de cambio de base en el sentido de 
que nos da una base entera de I. Por ejemplo para escibir 2 + 4a, que tiene 
coeficientes (1, O, O, O) = ven términos del base de OIQ(v-Jl) multiplicamos 
Uv y obtenemos el vector w = (1, O, 2, O). Para ver esto en detalle, ver página 
398 [P-Z]. 

Lema 4.2. Sil = { a1, ••• , Cl'r} es 1m ideal de O K y después llegamos a 

H = (ª O O O ... ) 
. b e O O ••• 

la matriz hermitiana corespondiente, entonces llill = ac. 

Demostración. Dos elementos x, j/E:~~;);;i) estan relacionados sii X -y E I, 

esto es si x = d+e( t+(ffi) e Y.'== <;i',+~'.(1+t') estan relacionados sii aj(d-d') 

'( 
') b(d-d1

) ' • : ' o ye e-e - a • · · ·. 

Lema 4.3. x E OIQ( Vm) está en !' ;;; ~ = d + e( t+ffil) d, e E Z, ald y 
cl(e - ~). 

Demostración. Una base·e~t~~;~:t~J es{ a+ bi+fi',ct+fi'} donde t = 

162. Seax E OQ(~·-t~(~~~.;:é,;:~/'éi-fi::c1+.fm)cond,e E Z. x E Isii 

existen enteros z1 ,z2 1.a,1~s.:9,~~;~·;~¿.~!g:}t:~f.1.b,fZ.2c) (1+ym ), esto implica que 
z1 a = d y que z1b +:z2c·,=·en:e qüe'éíjdiy.'cl(e:'.:.,;'.,.!1!!), •· ··•· · O 

«m• 4.4. Pa2~,~~f t&J~tr.~~~l~~f l1f 1!Ide º«'"" ''"''"dpa1 
. ·~·· ·-.~:" ::· .\;,'_: ;·~ ·:; ,_ ~;.Nt~):'.:~ >;:</: 

Factorización en polinomios ·con 'coeficientes enteros algebraicos 
' . . ' . ' ·:·-."~··,.,:>\·, .;'.·'· . 



De111óstraciá11:,9r~cias al.l~m~ 3.4 y al lema 4.2. Si x E OIQ(v'ffi) con x = 
d+ c( 1.+y'"í) ~.11tonces:~(x) = (d2 + ~)2 - "'.¡e' cuando t = 2 y N(x) = 
(d,+.c)2 ,..:: mc2 cuandC:d = l. Esto pone restriciones si uno esta en /, por 
ej~mplo si t .;,,_ f y;; E 'J tene~os N(x) = (d + e)2 - me2 = ac. Esto 
impHcd·que d 2 S ac y q~e.e2 s· 1 '.'._~ entonces el número de elementos que 
pueden satisfacer las desigualdes es finito y también tienen que satisfacer las 
condiciones del párrafo anterior. D 

Algoritmo (con B 2 - 4AC < 0) 

l) Tomamos J(x) ,,;.~Ax2 + Bx +CE Z(x]. 
' ;·' 

2) Calculamos quién ~s·~;-(debe ser libre de cuadrados), esto es, escribimos 

V B2 - ~1R:'.f'~~~t· . ' . 
3) Fijamos·ll".:l.\b~seJe~.t~~a:para OQ(.¡m )· Tomamos {1, a} donde a 

l+~::,~~~~~~~i!¡fü(rít~~f~~~O' l :4 . 
4) Deteriniiíamos:'siiél'.ideál (2.A; .,-E + 6) = I es principal (donde c5 = 

s.fiñ.:=:;, V::f!,¡;1~8·;~'.,'!11- es. libre de cuadrados), esto es posible gracias al 
lema 4A: • Si'I .. es' principal, vas a 6 con k = l. Si I no es principal vas a 
5. :·• '.·' ·•{}.r·.~:1.'•>."·.·:·•;.;r.: · " 

:.-··:·.-..: 
., .. I::;.:-·:. 

5) Jk es pÍindp~l para alguna k E N, gracias al teorema 3.5. 
. . k 

6) Sea k E N tal que /k = >..kOK. Extendemos a K(>.., 'X), donde X es el 
conjugado de >..k. 

7) Factorizamos f (x) en producto de dos polinomios lineales con coeficien­

tes enteros algebraicos, f(x) = ~ ( 2).
1x - ~) ( 2:x - CB-; 6

)) 

donde~~ es unidad en OIQ(>.) gracias al lema 3.15. 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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.. ~- ; .\", : ... :.:.:.:':··'··.· .. \. ·"- :.~~y_;·:~:.'!':'., - --'' . -
Ejemplo: ... · ....... , .. o:·.•:·.· ...... · .... ,,. ···.·:• . 
Consideramos el polinomio 5x2+ 3x;'.:r 2. Lli~ raic~~'.'sofr;~a:l:;'f31. Como 

-31 = 1 (mod 4) sabemosAüe :el a~_f11~{ff~'1~~i~~,'i{~~;~ 1\'til!ne base entera 

{1, 1+f31 }. Sea I = (10, :....3 +Al )::~quer~fucísve~ si les principal. 
Calculamos la matriz M: '._,_· -- . ·,- ·_ \·'',.,.L. - ~ 

M ~ ci 1~ -;4 -=-1:) 
y reduciendolo a su forma hermitiana tenemos: 

(
2 o o º) 
4 10 o o 

entonces una base entera para I es {2+4(1+'f31),10(t+'{3IT)} y 11111=20. 
Hay que buscar si existe un elemento en I con norma 20. Esto es si existe 
x = d +ea donde a = t+'f31. Entonces jdj $· 4 y !el $ 1 y también 
necesitamos que 2ld y que 10l(e - d2) lo cual no hay aparte del nulo. Entonces 
I no es principal. 

Ahora 12 = (100, -30 + 10V'=31, -22 - 6v'=31) entonces tenemos: 

(
100 o -40 -160 -16 96) 
o 100 20 -20 -12 -28 

y reduciendolo a su forma heritiana tenemos: 

(
4 o o o o º) 
28 100 o o o o 

entonce una base entera de 12 es { 4+28( t+{3IT), 100( t+'f31)} y 11111 = 400. 
Y resulta que 12 no es principal. 

Finalmente 13 = (2+4a,10a)(4 + 28a, lOOa) donde a= t+fJI. En-
tonces la matriz reducida es: · · · 

(6:6 b1boÓ 6 ~) 

Factorización en polinémiios con' co.eficientes enteros algebraicos 
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'- •'' -,-,·._. - , __ , 

entonces / 3 .. Úene;bise~ntcirá;{8-f-'.656ci{loooci} yJIIll = 8000. Debemos 
buscar todos 1~r~16mentos d:tb~'taie;·qu(! . .z\i(á:+ ba) = 8000 y luego ver si 
estos pe~ene¿e~ ~·.f3.:C::o~~;1Y(tt.k~)'~.(~ + ~)2 + ~b2 llegamos (después 
de algunos cálculos) a qu'é''.e;.~, c¿24.~(~2ii). 

Si definemos·,83 ~·;'.i'24~:f;'~2&"Y!:Y3 igJata la conjugado de (33 entonces: 

.. ····•·.;?Y':~-,g~~~'.}¿x + 2 = 

5/3¡ (IQ.· .. ~'f~'~;'.~'.~)) (10 (-3 - v=:rr )) 
100. f3<~r.-:~V:,;ti\'NJ · . -::¡x - , 

En todo lo que sigue B 2 - 4AC > O. Esta parte también es más informal 
en el sentido que citamos muchos teoremas sin demostrarlos. Para el lector 
interesado citamos donde puede encontrarlos en [P-Z]. 

Cuando B 2 - 4AC > O el algoritmo usado arriba es casi igual, la gran 
diferencia es en el paso para determinar si el ideal dado es principal; este caso 
es mucho más complicado. 

Teorema 4.5. Dado 1111 anillo numérico OK., existe solememe un ntímero finito 
de elememos 110 asociados de norma acotada. 

Demostració11. Dado e E N, definimos I = cOK.. Sabemos que 11111 = en 
donde [K : !Ql) = n. Tomamos a, f3 E OK. tales que a = f3 ( mod I) y 
IN(a)I = IN(/3)1 =c. Esto implica que a - f3 =¡e para alguna¡ E OK,. Esto 
es, a = f3 +e¡. Dividiendo por f3 obtenemos ~ = 1 ± N}f)¡ en[(. Como 

'Y E 01e y Nlf) E OK. tenemos que ~ E OK.. Un arguemto similar demuestra 

. que ~ .E OK.. Entonces a, f3 son asociados. O 

En la página 334 de [P-Z] hay un teorema de Dirichlet que para nuestro caso 
dice: 

Teorema 4.6. El grupo de unidades, U(OK.). de OK. es Z 2 x { (r¡)} do11de (r¡) 
es isomorfo a .Z y r¡ es el ge11erador. A r¡ se le llama 1111a unidad fundamental. 

Demostración. Página 334 de [P-Z] o 

Fact()riz~~ión ~n polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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Teorema 4.7. Dcu/o ~ EcNi~ist~11':ioléme'i1te 1111 mímero finito de elementos 
no-asociados a E e:/;¿':taÍ~s qii~ N( ci) '.',;,, a;· és1osp11de11 ser calculados efecti-

vamellle. · ·;:,':;,''[~:·;f~~:'B~;;-.;ti¡]; '? ·. · ... 
Demostraci6n'.; La,priJ!iéraparte es gracias a teorema 4.5. La segunda parte está 

on '::::~;;;j~~¡~~JI :~; ~n d teoremo 4.7 e< noee<ario '"""'"' la ba: 
dual d~.{l';':&}i~~~de'.'~::; I+p. (Ver pagina 336-337 de [P-Z)). Entonces la 
base dual de•{l~,·(iifes la solución {ó, µ} al sistema de ecuaciones: 

·~;··~~!·~'.~~'.'''. 
3)T(~8) ,;/Q 

. 4) T(ap.).=' l. 

La base. dual esU - 2},;¡, 2Jm }· 
Entonces si un ideal I es principal, existe x = x 1 + x2a E /,con x¡ 

T(xó) y x 2 = T(xµ), que satisfacen las siguentes cotas: 

1) lxtl S Stlól + S2fJ¡ = T1 
2) lx2I S StlµI + S2li7I = T2 

donde J, µ;son los conjugadosde 8, µ respectivamente y 

1') 81 = exp( ~jlogl11ll + 1~9f11 ). 

2') 82 = exp( ~llogl1711 + '°9kl 1 ll) 
con 1¡ el conjugado de 17. 

Teorema 4.8. Para calcular la 1111idad fu11damental es s11.ficie11te e11co11trar el 

11a111ral mínimo y tal que: 

1) si m = 2 o 3 ( mod4), ±1 + my2 es 1111 cuadrado. 

2) si m = 1 (mod4), ±4 + my2 es 1111 cuadrado. 

Demostración. La primer parte de Capítulo 5 de [P-Z]. Buscamos un elemento 
de la forma x + YVm con norma ±1 entonces tenemos: 

1) si m = 2 o 3 ( mod4) tenemos x 2 - my2 = ±1 

Factorización en polinomios con coeficientes enteros algebraicos 
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. - <:--· - .·· .<·, ': <" "~_: -:· ' 

2) si m= 1 (mod4} t~nenios ~2 ·.~· 'ITLY~::,, ±4 o 
Recapitulando: , . . .. 
OQ(y'm} tiene base {l,a}donde:a~ H¡liñ. 

'} . { 1 1 . t .. · 2) {l, a tiene base dual 2 - .. 2Ji;;. 2;¡m } .. 
3) Calculamos la unidad fundamental r(" ·· 
4) Calculamos Si, S2 como arrlb~ : 
5) Calculamos cotas para solución de i::.:: x1 + x 2a 
lx1f :5 Ti .···,:;.,._.·- ,, __ ".'.::-,,·-

,. 
lx2I::; T2 . .. . . ... >) ··.· . 

si no hay ningún elemento que satisfüceJas ~otas, el ideal no es principal. 
Entonces para el ds() 6'üarÍCÍti:~:>,~p~i~mos elmismo algoritmo que en el 

caso m <O, excepto p:Í~á ~~'r-:~'¡~'1 id~aí'.~s'bri~'éipal. 
:·.";_ ~-; ( ~-~~:;~:~·::.:~:- _;:'.~_ /' i \.,.,-,_ .. -' '·.-<· 

Ejemplo: , · (.~ .;~, . 1, ·• 

Consideramos el polinomiof(!v)·~.'ti:l':2 + 6x - 3 que tiene raices r 
-

3tf2. Como 42 = 2 (mod 4) tenenii:is ~na base entera. {l, 012} con base 

dual {~,~}(ésta se calcula como antes pero.~bt~nemos una base dual dife­
rente pues comenzamos con otra base entera): Calculamos la unidad fundamen­
tal (usdando Maplc) r¡ = 13 + 2\1'42. Tenemos/ :::2 (U, _;3 + vf.42). Entonces 
calculamos su matriz corespondiente: 

que tiene forma hermitiana: 

lo cual nos dice que llill = 11. 
Ahora calculamos 81, 82: 

(~ 

o 
11 

Factorización en polinomios con coeficientes e.nteros algebraicos 
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y con esto calculamos T¡, T2 

' ' ... -. 

T2·· .. ·~.·~(~~8~·$'.2. 
•r' -. '._', 

Entonces tenemos quelxil.:5·~9.y lx~I :5;:2::\ ,,;. •.;•···.> ·•. 

Con es.tas restricciones,no hay;sbJúdori~s ~ x~ ·~ 42x~ = 11, lo cual implica 
que I no es principal. .. · · •··• ·,ÚiJ~fr •;;J,4:~~:.";{:'. e', 

Como I = {11, ~3.+.~):~:(Y'.fi~; ll\142) ténemos 12 = {2059 + 
14 ./42, 3234 + 11 ./42, S082).c.sü matriz correspondiente es: 

. . :'-,-·: :_' .. :~·::· -_</:>>> .. > .-.~~ .. ::~:_ ... ) ~>:·~<: :-~~- ·.\~ ,• >;: ::··:-- .·:·:~: ~ 

.(· 20··· 59·· .. ·.·.···.5 .. 8.·.8··.· : 32~4 · .. ~62: 5082 o ·) 
• 14· •. • .••. 2059 •. /~ ii~·C 3234. o-.. 5082 

que tiene forma hermitiána:'. 

12 tiene base entera {1:+ 7~; 12fj;ci}. Calculamos otra vez las cotas y 
encontramos que los pos lb les ;ca~élidá'tos ~on: 

' . ·';ú,t'~t4i.~~~17+ 2ff2 
¡, 

de los cual solamenteYiA2~:~rt~riece a 12 • Por lo tanto 
... , :.~.;·?;"}.: 

·· · .. •' ·'.'.[3.~fox-·2v'42). 

Extendemos Q(J;i2)
5a Q(~j.~~7.'f 2y'42, Vl 7 + 2\!'42) en donde: 

-- -~. < ._>_" '> ~;/:·~·!:\!g:_::;\~· 
:.::,~~'{::, .. ·:~, ·; ,-.-... 

::L: ;•·, '.''-' • '"c.•;<~¡:\· ~.'.",·: :. • 

FactorizaCión en pólinomiós éon coefidentes'enteros algebraicos . . . . . ' . , "'•" . ,· . . ... ~--;·:.~- . '.;\-:;· -



57 

llx2 + 6x - 3 = 11 ( x - -·1tf2) ( x - - 3¡fil) 
lo cual es: 

11 (x - ¡;~~¡;;,,) (:r. - fi~t~) 
v' 11-2 v:r; -,v,..11""+.:..2 "'42"'•""2 

y finalmente tenemos: 

( ~(17+2"'42)-

( v'11~12v'42x - --r====="""' 
Entonces 

llx2 + 6x -3 = 

( 
11 -3 + v'42 ) ( 11 _;3 - v'42 ) 

v'11- 2\1'42x - v'l7- 2V42° v'11+2V42°x- Vl7 +2V42° . 

FactoriZación en polinomios con·cC>eficientes enteros algebraicos 
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Factoriza.ción en polinomios .con coeficientes, enteros algebraicos 
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