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Capitulo 1

Introduccion

En los inicios del siglo pasado fue desarrollada una teorfa que determiné de
manera importante la evolucion de la Fisica Contemporinea, me refiero a la Teorie
de la Relativided General. Esta teorfa, desarrollada por Albert Einstein, le da
aracteristicas peculiares a la geometrfa del espacio-tiempo, es por esto que la
Relatividad General se puede entender como una teoria geométrica de la Gravitacion
(Geometrodinamica).  Asi, la Relatividad General implica una gran variedad de
fenémenos fisicos que a pesar de que fueron planteados desde tiempos muy remotos,
ann nos resultan dificiles de entender. El Colapso Gravitacional de una cstrella
representa uno de cllos.  El estudio termodinamico de los constituyentes de nna
estrella ha permitido, hasta cierto punto, conocer los “limites” que deben tener ciertas
variables termodinamicas (presion, densidad, temperatura, ete.) para mantener a
una estrella como tal. Asi, es natural preguntarse sobre las consccuencias de que las
variables termodinamicas en cuestion pasen los “limites” gque permiten a la estrella
mantenerse bajo una configuracion estable. Es entonces que nos encontramos con
el estudio termodindmico de un objeto que empieza a colapsarse. Teoricamente sc
ha encontrado que, dependiendo de las caracteristicas particulares del objeto estelar
en cuestion y de la evolucién del mismo, el fenémeno deserito puede dar lugar a la
formacion de distintos tipos de objetos compactos: estrellas de neutrones o Agujeros
Negros, siendo estos altimos los mas probables de ocurrir.  Asi, en el capitulo 2
estudiamos tanto ¢l Colapso gravitacional de una estrella, como las soluciones
esféricamente simétrica (Agujero de Schwarzschild) y de simétria axial (Agujero de
[Cerr-Newman) a las ecuaciones de Einstein.

Desde el punto de vista del formalismo matematico, los Agujeros Negros se pre-
sentan como soluciones particulares a las ccuaciones de campo de Einstein. Es asi.
como s¢ “entiende” a la Geometria Diferencial, como la herramienta matematica na-
tural para describir a los Agujeros Negros. Con base en esto, se ha encontrado que
los principales parametros que caracterizan la descripeion matemitica de los Agujeros
Negros son la masa (M), la carga (Q), el momnento angular (J) y el drea del horizonte




del Agujero Negro. El estudio de dichos parametros ha tenido como resultado funda-
mental la formulacion de las Leyes de la Mecdnice de Agujeros Negros. La primera
de ellas establece la mancra en que los pardmetros caracteristicos del Agujero Negro
pueden variar al pasar de una situacion inicial a otra. Matematicamente esta dada
por :
dM = Ertc'.‘m + Qudd + BoydQ.

Esta es la Primera Ley para un Agujero Negro de Kerr-Newman. Los términos &, Sy y
@y, representan funciones caracterfsticas del Horizonte. La Segunda Ley nos dice que
el area del horizonte de un Agujero Negro nunca decrece en el tiempo, no importando
¢l fenémeno fisico al que se vea sometido el mismo. Se expresa matemdaticamente por

AA >0,

Estas leyes, planteadas en primera instancia por Bardeen, Carter y Hawking|1],
determinan de manera importante la manera en la que pueden evolucionar los
Agujeros Negros bajo distintas circunstancias fisicas. Originalinente su deseripeion
matemdtica necesitaba del Formnalismo ADM (Arnowitt, Deser, Misner, 1962).
La motivacion del mismo tiene que ver con el poder plantear una formulacion
Hamiltoniana de la Relatividad General, lo cual ademis de mostrarnos de una
manera un poco miais clara el contenido dindmico de las cenaciones de Einstein, nos
permite ver ¢l como es que las cantidades conservadas se expresan en infinito. Sin
cmbargo, el Formalisino ADM nos introduce a la vez un problema, que tiene que ver
con la incapacidad de poder definir pardmetros caracteristicos del Agujero Negro de
manera que concuerden, tanto como sea posible, con la interpretacion clisica que
tenemos de ellos. Lo anterior surge del hecho de que para definir & un Agujero Negro
en Lerminos de este formalisino, necesitamos conocer la totalidad del desarrollo
futuro de un espacio-tiempo dado. Con el proposito de salvar estos problemas, s
que Ashitekar y un grupo de colaboradores, han desarrollado un formalismo alterno.
el de los Horizontes Aislados. Este formalismo permite definiv de una manera
mas satisfactoria -sin necesidad de recurrir a la estructura de campos de Killing-.
cantidades como la masa, la carga y ¢l momento angular de un Agujero Negro. NMas
atin, se han podido plantear las Leyes de la Mecanica de Agujeros Negros. Bl tercer
capitulo de este trabajo cubre el analisis de las Leyes de la Mecianica de Agujeros
Negros en ambos formalisinos.

Cliisicamente, podemos entender a un Agujero Negro como un objeto que absorbe
toda la energia que le llega y, sin embargo, “no emite nada”.  Asidesde ol punto
de vista de la Termodindunica, la temperatura de éste en la Relatividad General
Clasiea es cero. Signiendo con el andlisis termodindmico de los Agujeras Negros os
fiacil ver que, al menos en sus expresiones matemiticas, oxiste una gran analogia
entre las Leyes de la Mecianica de Agujeros Negros v las Leyves Ordinarias de o
‘Termodinamica. Lo anterior se ve de manera clara, en ol gran parecido entre I




Ley del Incremento del drea para Agujeros Negros, “...el drea de la superficie de un
Agujero Negro nunca decrece...” y la Ley del Incremento de la Entropia para sistemas
termodinamicos, *...el cambio en la eniropia de un sistema siempre es mayor o
igual que cero...”, esta analogia parcce indicar que S ~ A y & ~ T, pero existe
una aparente paradoja con el hecho de que clasicamente Ty = 0. Fué gracias al
descubrimicnto de Hawking que mostro que efectos cudnticos en las vecindades de un
Agujero Negro resulta en la emision de particulas con un espectro caracteristico de
cuerpo negro, con una temperatura T = gi-;, aunado a lo anterior, se ha identificado
una cantidad asociada con los Agujeros Negros -conocida como A/4 en la Relatividad
General, con A representando el area de la superficie del Agujero Negro- que juega el
papel matematico de Ia entropia. Esto se trata con mayor profundidad en el capitulo
cuatro del presente trabajo.

En el contexto de la Gravedad semi-cldsica, donde los efectos de la gravitacion
son tratados por las ccuaciones de campo de Einstein, pero los campos de materia
son tratados como campos cudnticos propagiandose en el espacio-tiempo descrito por
la Relatividad General, se identifica a la cantidad £/4 con la entropia fisica de un
Agujero Negro, siempre ¥ cuando reconozeamos que existe una conexién fisica entre
las leyes de la mecanica de Agujeros Negros y las leyes de la Termodinamica. Sin
embargo, se ha encontrado (Bekenstein) que tal definicion de entropia implicaria la
invalidez de la Segunda Ley de la termodinamica de Agujeros Negros para ciertos
experimentos pensados. Es asi, que se ha propuesto (Bekenstein) una formulacion
alternativa para dicha ley, conocida como la Segunda Ley Generalizada de Agujeros
Negros (SLG): la entropia total, dada por

S =5+ Ay fd

donde S y Ay /4 representan lu entropia de la materia en el exterior de Agujero Negro
y la entropia del Agujero Negro respectivamente, nunca decrece en el tiempo.

A partir de csto, ha surgido una amplia discusion sobre la necesidad de imponer
cotas a la entropia, como requisito para la validez de la SLG -Bekenstein, entre
otros- o sino cs necesarin dicha condicion -Wald-. En el capftulo 5 se discute sobre
las posibles condiciones y especificaciones que se espera sean requeridas para que,
habiendo definido la entropia del sistema fisico descrito anteriormente, pudiera
demostrarse la validez de la SLG.

El objetive de este trabajo. es el de presentar una revision al dia de los temas aqui
tratados, de tal forma que el lector encuentre en este, una exposicion clara y concisa
que e introduzea al estudio de la Termodindmica de Agujeros Negros.




Capitulo 2

Formaciéon de Agujeros Negros

2.1 Colapso Gravitacional

Los fenémenos relacionados con la presencia de objetos estelares en el Universo,
han sido ampliamente. estudindos desde mucho tiempo atris.  En particular, sc
han planteado varios modelos que tratan de explicar el edmo una estrella logra
mantenerse ¢n una cierta configuracion estable.  Ahora sabemos que todos estos
modelos estelares, por distintos que parezcan, tienen algo en comin, es la conclusion
de que, para estrellas cuyo radio sea menor a 9/4 de su masa, se¢ necesitan presiones
infinitas al interior de la misma para mantenerla en un estado de equilibrio, en
este caso estamos suponiendo la utilizacion de unidades geomeétricas, en las cuales
e =G = h =1y donde la expresion que relaciona masa y longitud es tal que
R~ g2(£)2 BEsto cs conocido camo ¢l Teorema de Buchdahl{2]. Es decir, si
se construyera una estrella con densidad constante y radio B = 9/470/, y después
s¢ le comprimiera un poco, esta no tendria otra opcion mas que colapsarse.  Se-
gin los astroffsicos, es factible que lo mencionado anteriormente pueda ocurrir; la
justificacién fisica se encuentra dentro de las teorias que existen de la evolucion estelar.

De¢ manera gencrica, podemos definir a una estrella, cmno un cuerpo que se
encuentra acotado por su propia gravedad, y que ademas radia encrgfa suministrada
por una fuente interna. La fuente de radiacion ¢s generalmente cenergia nuclear
cedida por reacciones de fusion que tienen lugar en el interior de la estrella. Por
lo tanto, al haber una pérdida paunlatina de la energin producida internamente,
necesariamente ocurriran cambios en su estructura interna o composicion, o ambos;
es decir, 1a estrella se encuentra en constante evolucion. Asi, en algiin momento de
dicha evolucion, cuando las reservas originales de hidrogeno contenidas en el micleo
de la estrella han sido ya convertidas en helio, su fuente de energia se agota, hasta
que se alcanzan energias tan altas que se empiczan a generar elementos mas pesados,
con la cosccuente disminucion de cnergia y la pordida de estabilidad en si misma.
Es coando la evolucion de la estrella depende de manera importante, pero no tnica.
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de su masa. Si una estrella pierde suficiente masa, su subsecuente evolucién deberd
de ser lenta, como la esperada para nuestro Sol. Pero es de esperarse que no todas
las cstrellas sigan esta ruta. En algin punto en el Ciclo Nuclear pueden pasar una
de dos cosas: la estrella evoluciona de una manera no-explosiva, y lo que queda del
micleo, luego de que la estrella se ha expandido para formar una nebulosa planctaria,
resulta ser una enana blanca; ecsto ocurre para estrellas de hasta 1.4Mg. Por otra
parte, las estrellas de neutrones nacen en enormes explosiones de Supernova, las
cuales ocurren en los tltimos momentos en la evolucion de estrellas cuyas masas van
desde 1M hasta 3.7Mg aproximadamente. Sélo si la estrella en cuestion excede la
masa limite para estrellas de neutrones, ¢s que se obtiene lo que conocemos como
Agujero Negro.

Dentro del analisis que se hace del Colapso Gravitacional, una de las sutilezas a
estudiar es el hecho de que un objeto estelar pierda su estabilidad hidrostatica. Este
punto puede ser atacado aplicando los fundamentos bésicos de In Mecinica Cudntica
a los constituyentes del objeto en cuestion. A continuacion discutiremos de una
manera clemental, pero no por cllo poco ilustrativa, las implicaciones que tiene el
considerar aspectos cudinticos, con una aproximacion no-relativista, en un sistema
astrofisico como el que nos ocupa.,

Consideremos a una estrella como una bola de gas de dtomos de hidrogeno sopor-
tada por una presion P. Ademas, asumamos que ésta se encuentra en ¢l instante de
su evolucion en el que ya ha agotado sus reservas de hidrogeno. En este momento,
la estrella se colapsa debido a que la presion del gas ya no es la suficiente como pa-
ra soportar el empuje de la gravedad; lo que resulta entonces, ¢s una estrella enana
blanca. Asi, los atomos que forman el gas estan completamente ionizados, y ahora la
presion que resiste a la gravedad es debida a los clectrones; éstos forman un gas de
fermiones que se encuentra altamente degenerado . Considerando una aproximacion
no-relativista para la velocidad del electron, podemos tomar el limite en el cual se
tiene una degeneracion extrema de la presion

Ty = 2ksT =T RTY o
PT) = @) /!;slu(l+(. ) &k
2 ke 2
B -(2—7r‘?‘-47r-/0. (E,.‘ - E(’-’)) Kk2dk
(2mep)®?

2y2/3,
A 10mn? 1()1n (3 ) Y

donde n representa la densidad de miimero, m la masa del clectrén, y definimos a kg

'Decimos que un gas de clectrones esta degenerado si la temperatura es tan baja y la densidad
tan alta, que los efectos cuanticos, en particular ¢l principio de exclusion de Pauli, legan a ser
fundamentales para 1a deseripeion del sistema fisico en cuestion. En este caso, el potencial quimico
11 se identifica como la enerygia de Fermi (ep).
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por gp = ,TF

Por otra parte, sabemos que las est‘.rLths enanas I)lnnc:\s (.-,l.nn formadas principal-
mente de helio, el cual libera dos electrones cunndo esta (.ompletamentc 101114.1(10, por
lo cual tenemos que la densidad p es

p= (my, + m,,)n 21:&,,11.'

Podemos entonces reescribir. la ecuncu‘)u 2 1 (lc lu su,mcntc manera’ como P = Ap3,
An2)2/ 5/3
donde A = M2EE (—'- .

10m, 2m,
Pero p también se pucde expresar como-

(2.3)

e Pms«.on

(2.4)
con ot =47G (&) 2, I-'Iacién‘d‘o‘» el cambio de variable
2.5)
1a ccuacion 2.2 queda: C@il‘]O g
S 2du 4
S =, 2.6
dv? + vdw " 0 . ‘( i)

Lia ecuacion dntcuor es (.onoudu como la ecuacién de Lane-Emden con indice 3/2; osta
s¢ resuelve ntimericamente, encontrando valores constantes para vly=o ¥ —"_Z,f'.ﬂ--:n
(3.6 y 2.7 respectivamente). - e : :
Por otra parte, en la supuhcu, de la estrella (r = Ry), la [uerza gravitacional esta
dada por : :

GaM,m : . -
my = -~ = == : 2.7
4 1] d,_lr Ha . (2.7)

que en tériinos de:las variables u.y v, se expresa commo

1, Sdu
M o= — g [ 2 : 2.8
g ‘Ga’d) L — =8
ademas, de 2.5 l.(:xncilios qué
1

Tv],mn. (2.9)




Asf, a partir de 2.7y 2.8, cs facil ver que
MR®=cte. . o (2.10)

Por lo tanto, jel radio de la estrella enana blanca decrece cuando aumenta su masal;
resultado que se observa esquematicamente en la figura 2.1.

Si ahora tomamos la expresién relativista

e(k) = /(hke)? + (mc?)?, (2.11)

y realizamos un andlisis similar al anterior, obtenemos que existe una masa
limite?Me, tal que, si una estrella logra tener una masa superior n Mg para un
radio R, fijo, la presion debida a los electrones que se encuentran en un estado
altamente degencrado, ya no podra resistir a la gravedad, y por lo tanto, continuara
colapsandose. Entonces se formara lo que se conoce como una estrella de neutrones,
la cual logra mantener un cierto estado de equilibrio debido a la presiéon que ejercen
los neutrones que también se encuentran en un cstado de degeneracion. De igual
manera, existe una masa lfmite a radio constante, para la cual una estrella de
neutrones puede seguir manteniéndose bajo una configuracion estable. Dicho limite
no esta bien definido, pero se cree que corresponde a aproximadamente 3 masas
solares. Estrellas con masas superiores a este lfimite continuarin colapsindose hasta
formar lo que conocemos como un Agujero Negro.

En la actualidad, existe un consenso general en torno a la existencia de Agujeros
Negros en la Naturaleza. Hasta ahora, el mejor candidato para un Agujero Negro
estelar, es probablemente la supernova de rayos X V404 Cygni, la cual se cree tiene
una masa A > GMg; a la vez, el mejor candidato a Agujero Negro supermasivo
os el que se encuentra en el centro de la Via Lactea, cuya masa es de alrededor de
2.6 x 10A{[3).

2Este resultado fue obtenido por Chandrasekhar. La masa critlea corresponde, aproximadamente,
a 144 masas solares,




. . Ecu. 2.10 (no-relativista)

Figura 2.1: Gréﬁcn que reIacxonu la masa’ y. mdxo de mm est.re la enana’ blanca
La npm\lmacn()n no-relatstta esta’ representada por; la‘curva: dmcontmua‘ la curva
continua nos mucatm el resultado ol)temdo pm‘ Chaudmseklmr ; :
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2.2 Solucién:de -Kerr-Newman
2.2.1. - ‘Métrica de Kerr-Newman

Dada la discusion planteada en la seccién anterior, es evidente que si queremos
lograr.una descripeiéon mas realista de los objetos estelares compactos, tenemos que
tomar en cuenta los aspectos relativistas del sistema en estudio. Es asi, como de
mancra natural, ln Teoria de la Relatividad General (RG) se muestra como la opcion

mdas viable para la descripeion de los fendmenos concernientes a la presencia de
objetos estelares compactos -en particular los Agujeros Negros, (AN)-, en el Universo.

La Relatividad General es una Teoria eminentemente geometrica de la gravedad.
Es decir, es una teoria que describe matemiaticamente, via la Geometria Diferencial, a
todos los fen6menos fisicos en los cuales la interaccion gravitacional se manifiesta de
manera importante. La RG se sintetiza en un sistema de 10 ecuaciones diferenciales
-ccuaciones de campo de Einstein-,

R — %y"”R = 8T, (2.12)

de las cuales s6lo 6 son independientes, esto debido a la libertad intrinseca que
se tiene para elegir ¢l sistema de coordenadas. En cste sentido, para un cierto
tipo de materia, representada por ¢l tensor de energfa-momento T la solucion a
estas ccuaciones viene dada por la métrica g™, la cual describe a la geometria del
espaciotiempo del sistema fisico en cuestion.

Una solucién particular a las ecuaciones de campo corresponde a aquella que des-
cribe el espaciotiempo en torno a un AN de simetrin axial y con rotacion. Dicha
solucion fue planteada en primera instancia por Roy Kerr en 1963[4]. En cste ca-
so ¢n particular, los parametros que caracterizan al AN son: su masa total M, y
su momento angular total J. Si ademas consideramos que la fuente de campo gra-
vitacional esta caracterizada por una carga e, obtenemos lo que se conoce como la
solucion de Kerr-Newman (IKN)[5]; ¢sta se expresa matematicamente, en coordenadas
de Boyer-Lindquist (¢, 7,0. @), por

(A — «?sin?0)
=

ds? = dt? — 2u5in*0

{r? + a®)? — Aa’sin?0] , ,
+ = sin

o

2 2 _
('_+‘Lr__A_),,l(,¢

.

=, . ,
0de* + Zdrz + Zd6?, (2.13)

donde £ = r+a?cos? 0, A = 1! —2Mr+a*+e? y o = . Mientrasque e = Q%+ P,
donde Q y P son lIa carga cléctrica y magnética respectivamnente; con el potencial de
Maxwell dado por S L
| = Qr(dt — asin? 0dg) — P cosOfadt - (r* + a®)dg] .

p

S(2.14)
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De la ccuacion (2. 18) se pu(-dcn inferir las sngment.es consxdemcnom_s con reqpecto
a la solucion de KN: . Shel

e La métrica de KN no dcpcn(lt. cxplfcntmnente (le Ins (.oorden.xda.s i y d), por lo:
cual modela un cspacxotlempo cstncnonano -q tlco y de’ suncl.rm .1x1ul

e Eldoble can{bi‘o"ae, gno ¢ wna isometrn.
- Daie
" genera al gr )

cmnpos dc i

= (3)" + Qu(aos)" ' (2 10)

“elcunl es tmlgcnte al Horizonte del AN de KN. La lmcrprcmcn(m (lc Q" como
Lla veloc1dad angular del Horizonte seri discutida mas d(l(.luntc

e El espaciotiempo de KN es asintéticamente plano. Clmndo la“coordenada v
es muy grande, podemos pensar que ésta representa la dlsmnua al AN, Bsta
interpretacién se obtiene al observar que cuando 7= oo ln mu.nc.\ (2 13) se
convierte en una métrica Minkowskiana. g i

e Sie=0, entonces A =0, y obtenemos la’‘métrica de Kerr.:

e Cuando a = 0, obtenemos la solucién (lc:l?.cissilcl‘4Nrv)r(‘lst.rom,

donde dQ? =
simétrica,

e Sihacemos a uz}\ciréhs(2.l3)k sc i"cducé a }ai m'étrbi_cv:i de Sdiy&mméchil&
- figura (2.2), . : :

1;;—, M)dl‘ '(l ’M,)+, a2 (207)

qu(- (l(, mnnun smulau nl cas wer-Nardstroni, mpluscnm una soluciéon

c<on snnetrfu 09[’(.[‘1021

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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£ constante <2M -

r constanic > 2M

Singularidad en r=0

Figura 2.2: Diagrama de Penrose para ¢l espaciotiecmpo de Schwarzschild en’coorde-
nadas'de Kruskal, : B ' )

En la Teoria de Einstcin-Maxwell, los Agujeros Negros estacionarios (el estado
final asintético después del colapso) estin caracterizados unicamente por 3 parime-
tros: la masa (M), el momento angular (1), y la carga eléctrica (¢). Todos los otros
grados de libertad (“multipolos”) son radiados durante el colapso -cologuialmente se
dice que los Agujeros Negros no tienen pelo-. Desde el punto de vista de la astrofisica,
no se espera que los Agujeros Negros cargados jueguen un papel prepouderante, ya
que cllos riapidamente atraerian cargas opuestas y se descargarian.  Sin embargo,
la consideracion de la carga nos permite modelar, en un dambito mas general, los
fenomenos que involucran a los Agujeros Negros.

Podemos deflinir burdamente a un Agujero Negro como una reyidn del espacio-
tiempo de la cual nada puede escapar hacia ¢l infinito. Sin embargo, el infinito no
es parte del espaciotiempo; pero por otra parte, su estructura causal nos permite
“pegarle” “el infinito” al espaciotiempo conforme. Una manera ilustrativa de entender
osto es usando un diagrama de Penrose para el caso de un objeto con simetria esférica,
asf, para una estrella colapsandose, la parte relevante del diagrama de Penrose en
coordenadas de Kruskal es aquella que es exterior a la extrella, figura 2.3(3). En este
caso, 79 representa el infinito espacial, iy el infinito temporal pasado y futuro, $~ ¢l
infinito nulo pasado, y Q% ol infinito nulo futuro. iy representan singularidades, las
cuales brevemente discutiremos mds adelante. $%, son hipersuperficies nulas. Cada
punto en la figura representa una 2-esfera, excepto r = (), u, ¥ bi. Esto nos define a
grandes rasgos la estructura caunsal del espaciotiempo, en términos de la enal decimos

TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN
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que el Horizonte de eventos H del AN esta dado por H = j=(S), es decir, es la
frontera de la clausura del pasado causal de S, y representa una hipersuperficie
nula. En cste sentido, la singularidad r = 0 alcanzada por ¢l colapso gravitacional se
muestra “oculta”, en cl sentido de que §* no tiene “pistas” de ella. En la figura 2.3(ii)
vemos otra representacion del colapso gravitacional. Aquf cada circulo muestra al
cuerpo colapsandose, que corresponde a la superficie de una 2-csfera (superficie del
cuerpo, considerando sélo 2 dimensiones espaciales), en un instante de tiempo dado,
los conos de luz, que en espacio vacio estaban representados por lineas a 45°, se ven
modificados conforme cruzamos la superficie r = 2M.

Asi, ¢l Agujero Negro sera aquella region del espaciotiempo cuya frontera es H. En-

. Singutaridad

r=0 (singwlaridad)

r=2M

r=infinito

Espacio Vacio

——

[{}) Giy

r=infinito

Supetficie de la
1 estretla

Figura 2.3: i) Diagrama de Penrose que representa’ el Colapso de una ostrella de.
simetria esfarica; ii) Representacion (en 2 dimensiones espaciales) del Colapso Gravi-
tacional de una estrella libre de presion,

tonces, podemos asumir que un AN gueda determinado por su Horizonte de Eventos
H. Hay que notar que, de acuerdo con la figura 2.3 y lo expuesto anteriormente,
para localizar al Horizonte de Eventos nccesitamos conocer la evolucion completa
del espaciotiempo. Como se diseutira en el signiente capitulo, esto causa problemas
al momento de tratar de deseribir en forma adecuada la mecinica de Agujeros Ncgiios.
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Para la solucién d(, KN, 'H es uquclla superﬁce pdm lo. ‘cual A = 0 es decir,’

ri—M:!:(M’ a?— 2)'/2

(2.18)

En realidad, la expresiéon anterlor nos (lcﬁnc 2 hlpcrsupcrﬁcws, YT 3

en cfect.o, T4
nos define ’H con’ érca dada por

_J2];

asf, la regién del espaciotiempo que se encuentra entre el lfmite estdtico y el Horizonte
de Eventos M nos define lo que se conoce como la ergoesfera, figura 2.4. Aqui, las"
particulas pueden escapar a infinito de la regién I, pero no de la region II. Mientras
que la region 11T contiene a la singularidad de anillo. Lo anterior es una c.xracteﬂsuca T
particular de las soluciones que representan a AN con rotacién.

(2.19)

Dado lo anterior, sc define a Q = ﬁ como la velocidad angular coordenndn,
en ‘H (para KN) es

i

Qu = 54—.
* 1++a2

mtcllor d(,l Horizonte d(. L\'('ntos BEsta region cs (,onomda como la crgocsfcra, quc :
como ya mencionamos, esta caracterizada por

re <7< M4+ V(M) = a?cos?l — e - ) (2.21)

Como el campo de Killing £ genera traslaciones temporales en el infinito asintoti-
co, su naturaleza tipo-espacio en la ergoesfera significa que un observador ahi, tendria
que viajar con una velocidad mayor que la de la luz para seguir una orbita de §*; por
lo tanto, éste no podria mantenerse cn una situacion estitica y estara forzado a rotar
con ¢l Agujero Negro. Considerando la ecuacion (2.15) y lo seialado anteriormente,
al parametro Q3 lo podemos entender como aquel que nos dice con que velocidad
rota el AN,



w— Eje de simetria

QO "

/ Limile estatico

Singularidad

Plano Ecuatorial

™ Ergocsfera

Horizonte de Eventos

=r,

Figura 2.4: BEstructura del Horizonte de Eventos H y la crgoesfera via el colapso
gravitacional de un objeto con rotacién.

2.2.2  Proceso de Penrose

Como vimos en la seccién anterior, la descripcién de AN con rotacion resulta en la
existencia de la region que llamamos ergoesfera. La presencia de esta, sugirié a Pen-
rose [6] proponer un mecauismo, conocido como proceso de Penrose, mediante el cual
se podria extraer energfa de un AN. El proceso consiste en lo siguiente: Supongamos
que una particula se aproxima a un Agujero Negro a lo largo de una geodésica. Sip
es su 4-momento, podemos identificar la constante de movimiento

E=-p-€ (2.22)

como su energia, ya que E = p® en infinito, esto se tratara con mayor detalle en
la seccion 3.2, utilizando el formalisio de Horizontes de Killing. Ahora supongamos
que la particula decac en otras dos particulas, una de las cuales cae al interior del
Agujero Negro, mientras la otra escapa a infinito. figura 2.5. Por conservacion de
energin £y = E — Ey, pero Ey = —p, - £, que no necesariamente os positivo en la
cergoregion, ya que ahi € debe ser tipo-espacio. Por lo tanto, si ¢l decaimiento tiene
lugar en la ergoregion, debemos de tener que £, > E. Lo anterior nos proporcions




un verdadero proceso de extraccion de energia de un AN.

Rrguesters

N

)

Figura -2.5: ¢ “Proceso de extraccion de  energfa de un AN mediante ¢l
Proceso de Penrose

Sin embargo, ¢l proceso descrito anteriormente tiene un limite fisico para la ex-
traccion de energfa, ¢l cual esta determinado por el parametro J del AN, ya que la
existencia de momento angular es la que da origen a la ergoesfera, que os el lugar
donde se lleva a cabo parte importante del proceso de Penrose. Por lo tanto, dicho
proceso s6lo se puede realizar hasta el momento en que J = 0, que es cuando desa-
parcce la ergoesfera. Otra forina de marcar ¢l limite para la extraceion de energia
es usando ¢l hecho de que la variacién del area de un AN es siempre no-negativa,
AA 2 0, que como veremos en ¢l siguiente capitulo, no es mas que la 2a. Ley de la
Mecanica de Agujeros Negros.

2.2.3 Conjetura de la Censura Césmica

Por 1ltimo, discutiremos brevemente una caracteristica . propia de los AN. esta
ticne que ver con el hecho de que la formacién de ANs via el Colapso Gravitacional,
lleva consigo, de manera natural, la formacion de singularidades [7, 8|, donde
por: singularidades nos referimos a aquellos lugares del espacioticmpo donde no
sabemos nada de la fisica que aplica ahi. Matematicamente, las entendemos como
aquellos lugares donde el escalar de Kretschmann diverge. Asi, para la solucion de
Schwarzchild, ecuacion (2.17), la superficie r = 2M y r = 0 representan posibles
singularidades.

Sin embargo, es facil ver que » = 2M no representa una singularidad fisica
real, sino una singularidad de coordenadas, llamada asi porque es debida a una
mala eleccion de coordenadas. La solucién de Schwarzehild esta representada
en el dingrama de Penrose de la figura 2.2, En este, cada punto representa
una 2-esfera, excepto los: puntos r = ), 79 y 4. Las trayectorias nulas se muc-
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ven a 45° de §~ através de 7 = 0y después salen a F, 9% son hipersuperficies nulas.

Hasta aqui hemos mencionado que si un AN sc forma, entonces necesariamente
se forma una singularidad. Pero el hiecho de que existan singularidades fisicas reales,
nos hace suponer que estas pudieran existir sin la presencia de un horizonte que
nos impida verlas, tales singularidades son conocidas como singularidades desnudas.
Cabe seiialar que la existencia de cstas se relaciona de manera natural con el estado
final del colapso gravitacional, y dado que no conocemos las carateristicas genericas
del colapso, no tenemos herramientas suficientes para poder analizar con detalle la
formacion de estas singularidades. Por otra parte, la sola fortnacion de singularidades
desnudas, implicarfa la produccion de radiacion de intensidad infinita, que tendria
consccuencias catastroficas para el Universo, Penrose y Hawking, (1970)[9].

Dado que ¢l problema en particular esta lejos de ser resuelto, se han pro-

puesto varias conjeturas que tienen que ver con ¢l colapso gravitacional. La
mis aceptada hasta el momento es la propuesta por Penrose [6], conocida como
Conjetura de lo Censura Césmica. Esta plantea que las singularidades del espacio-
tiempo estin encerradas por un horizonte de eventos y no pueden ser vistas por
observadores externos, es decir, que no existen singularidades desnudas.
Sin embargo, para ciertos modelos de materia, tales como fluidos perfectos, se han
encontrado soluciones a las ccuaciones de campo que permiten la existencia de singu-
laridades desnudas. A pesar de esto, v de no haber sido probada hasta ¢l momento
la Conjetura de la Censura Césmica, esta sigue siendo muy aceptada, ya que se cree
que los posibles contragjemplos que se han encontrado, no corresponderian a modelos
fisicamente realistas que resulten de un Colapso Gravitacional. Asf, la validez de
dicha conjetura se basa mas en un requerimiento de la fisica, que en una rigurosa
demostracion matemitica. Este ¢s uno de los problemas abiertos de la Relatividad
Matematica, (para una revision ver [10}). !
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Capitulo 3

Leyes de la Mecanica de Agujeros
Negros

3.1 Antecedentes

Hasta ahora, se ha planteado de manera breve, la justificacion fisica de la

existencia de AN, y la descripcion matematica de la solucion de Kerr-Newman. El
siguiente paso ¢s el de discutir los aspectos relacionados con la Mecinica de Agujeros
Negros. Esto se concreta en la formulacién de tres resultados conocidos como las
Leyes de la Mecdnica de Agujeros Negros. Estas fueron descritas por Bardeen, Carter
y Hawking |1}- alrededor de los aos 70.
La formulacion de las leyes de la mecanica de AN puede realizarse via dos formalismos
distintes: el primero lo reconoceremos como Formalismo de Horizontes de Killing
(HIC), ef cual supone que el Horizonte es de Killing y hace uso de la representacion
Hamiltoniana de la RG, el segundo es el planteado por la escuela de A. Ashtekar en
|11], el cual denominaremos por Formalismo de Horizontes Aislados (HA).

Mas que en la utilizacion de distintas herramientas matematicas, la principal di-
ferencia se encuentra en los coneeptos basicos -definicion de parametros del AN como
Ia masa M, el momento angular J, cte.- a partir de los cuales se trata de lograr una
adecuada deseripeion del AN, Esto quedara de manifiesto una vez que hayan sido des-
critos ambos formalismos, lo cual es ¢l objetivo del presente capitulo; basta senalar
por ¢l momento, que el formalismo de HA, a diferencia del HK, trata y logra describir
situaciones mas realistas, con respecto a lo que se espera desde el punto de vista de
la fisica, de los Agujeros Negros.
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3.2 Formalismo de Horizontes de Killing

El formalismo ADM (R. Arnowit, S. Deser, C.W. Misner) no es nada mas_que
una formulacién de la Relatividad general que nos permite ver de manera clara cl
contenido dinamico de esta. Dentro de este contexto, se pueden definir cada uno
de los parametros caraterfsticos de un AN (M, J, Q), y apartir de esto, derivar las
Leyes de la Mecdnica de Agujeros Negros. Antes de esto, presentaremos brevemente
la estructura matematica en la cual se basa la forinulacion de dichas leyes, que es la
de los campos de Killing.

Decimos que €" es un campo vectorial de Killing, si para ¢ : M. — M, que
representa un grupo uniparamdétrico de simetrias, ¢f g, = g, £ genera ¢y, Es decir,
&" sera un campo vectorial de Killing, si este es tal que . ‘

Legu = 0. (3.1)

' BEs facil identificar los campos de Killing asociados con una solucion particular de
las ccuaciones de Einstein, para esto notemos que, dado cualquier campo vectorial £,
sc pueden encontrar coordenadas locales tales que € = %. donde « representa a cada
una de las coordenadas. Asi, en dicho sistema coordenado la derivada de Lie serd

DY
oo’

Por lo tanto, de la definicion (3.1), vemos que para el sistema coordenado en
cuestion € representard un campo vectorial de Killing si la métrica correspondiente
Y ¢s independiente de a. .

Lebpw = S (32)

Una propiedad importante de los campos de Killing esta relacionada con las lineas
mundo de particulas en el espacioticmpo. Sabemos que en la Relatividad General
estas (ltimas se mueven sobre geodésicas; asi tenemos que, para una geodésica ~y con
tangente v*, y un campo vectorial de killing £, la cantidad £,0" es constante a lo
largo de . Recordemos también que la definicion (3.1) nos dice que el campo de
Killing &* esta asociado con una simetria de la métrica g, la cual ademis, da lugar
a4 una cantidad conservada para las particulas gque se mueven sobre geodésicas en ¢l
espacioticmpo. Entonces, de acuerdo con lo mencionado en la seccion 2.2.1, para la
solucion de KN, los campos 9, y 8, son cjemplos de campos de Killing.

Finalmente, presentaremos a los Horizontes de Killing. Dado un campo vectorial
de Killing &, una hipersuperficie nula IX sera un Horizonte de Killing si, en K, £ os
normal a K. Las estructuras geométricas que hemos definido hasta ahora, estan re-
lacionadas de manera directa con las propiedades de las cenaciones de campo de la
Relatividad General, en particular, con las soluciones que dan lngar a AN y sus res-
pectivos Horizontes de Eventos. Dicha relacion esta basada en un resultacdo obtenido
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por- Hawking [8], el cual nos dice que en la RG, el Horizonte de Eventos de cual-
quicr AN estacionario debe ser un Horizonte de Killing. Recordemos que un Agujero
Negro es estacionario si existe un grupo uniparamétrico de simetrias -definidas en el
espaciotiempo asintéticamente plano (M, g,..)- generadas por un campo de Killing £*
tipo-tiempo y unitario en el infinito. La forma mas general para este tipo de solucién
os

ds® = goo(F)di? + 2g0;(F)dtda’ + gi;(F)datdz?. (3.3)

Por cjemplo, ¢l campo de Killing &, para el AN de Schwarzschild debe ser normal

al HE. Para el AN de Kerr-Newmann, existe un campo de Killing dado por la. cclm.mén

(2.14), tal que cs normal a su HE. ‘

3.2.1 Ley Cero de La Mecénica de Agujeros Negl;bs:

Sea §” cl campo de Killing normal asociado con un Horizonte de Killi g K, cnton-.k;
ces, como VY(€°€,) también cs normal a I, tenemos que £ y V#(£°€,)" (leben (l(, ser:

proporcnonz\lcs entrc si, por lo cual, existe una funcién & (lchmdn cn K tal quc

V(g &) = —2rE".

(3 4)

Dicha fuuuén £ ¢s conocida como la gravedad superficial ; (lc K Pmtlcndo (l(_
esta definicion mostraremos que, para un espacioticmpo con mut.crm. ‘que satisface la
condicion de energin dominante, Tou€%€" > 0, & debe de ser conatante, 1 (,ualqm(.r
Horizonte de. Killing. Primero notemos que por ser {“ un campo de: Killing, entonccb
la ecuacion (3.4) se puede reescribir comno ;

Ky = {’Vb&u :

Alora, si & esta ecuacion le aplicamos E[,,V,] y utlllzmno
VaVye~ Vi Vo€, tendremos que

fuf[.lvc]h‘: -+ '{E[dvc]fn = (E[dvrlfb)(vben)

Pero como £ es normal al Horizonte del Agujero Ncgro y por cl 'lcorem

sabemos que la condicion necesaria y suficiente para’que €2 'sea una’ lupcrsupexhuc o

ortoj,onz\l es (|u(. £ Vg = 0, entonces se pue(l(. ver:que en el Horuonte

&Va&y = _2§[qvb]£c' - T : (37) o

cntonees

(E{:Ivl:]fb) ( \ )

o
- 5 anvllfc
REaVeba: (3.8)
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Por lo cual, la ecuacion (3;6) queda como
fuf(dvc:]E = E”Rnb[c cflllfc‘ v . (39)

Entoces, de aplnc.\r Ve ala ‘ccnacion (3.7), y utilizando lu ccuacxén (3. 9) podemos
obtener, dcspu(.q (Ic ah,unoq p.u,o-; algebraicos, que

EuV gk = —&ultg & . : (3.}10) v

Por otra parte, tenemos que para un Hbrizoute de Iv(illiingkl( 56 Clvllrl.plc <'1ucf

I ?nhf f

; (311) ‘

(3'.1‘2) ‘

yi quc s¢ pucde demostmr quc pm' :
—()h,.l, + G‘,l, +wa =0y «b\
(IL energia (lomnmnte se su,ue q ue

con 1‘,.;, (.l Tcnsm dc ener(._,m nom
Einstein Lcucmoq )

s[,,R,_., /E/ =0, . (3.14)

Por lo L.mlo. (lc Ia ccu-\cmn ('3 10) l]q,mnos a
EuVar =0, (3.15)

lo cual nos dice que £ ¢s constante en el Horizonte, Es asi que podemos formular lo
que se conoce como la Ley Cero de lu Mecdnica de Agujeros Negros |1):

“Para cualquier solucion de AN estacionario a las cenaciones de Einstein. que
satisfaga la condicion de energia dominante, Ia gravedad superficial & debe de ser
constante sobre su Horizonte de Eventos™

Cabe mencionar que la eenacion (3.3) nos define a la gravedad superficial & de
un Agujero Negro, solo para cuando este es estacionario y su Horizonte de Eventos
es un Horizonte de Killing. Asi, la ley cero es vilida tnicamente para soluciones
estacionarias a las ccuaciones de Einstein. Es eutoces que se considera que muy cerca
del Agujero Negro, ol estado final de un colapso gravitacional sera muy parecido a un
espacioticimpo estacionario.
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3.2.2 Primera Ley de la Mecanica de Agujeros Negros

La Primera Ley de la Mecdnica de Agujeros Negros estd plantcada por una
expresién que nos muestra la manera en que se relacionan los parametros del AN

(M, J, Q), cuando este s¢ ve perturbado de alguna forma. Para ver como es dicha -

relacién, necesitamos primero definir los parametros involucrados en esta ley.

Para situaciones cstacionarias, la energfa total E en un espaciotiempo a.sml.étlca-

mente plano, la podemos definir como una integral de superficie en el infinito, yn que
@, es un campo de Killing global en dicho espaciotiempo,

1
D Mo = — e AV
Boo = Moo = ~g— f o LAY

donde ¥ representa una hipersuperficie tipo-espacio, 9L un elt,xnclito"dc area en.
5, €” un campo de Killing y ¥, la derivada covariante definida en el espacnotlcmpo
en cuestién. En esta misma ecuncion hemos usado el hecho de quela energia en el
infinito corrcqponde con la masa M. Esta se conoce conio lﬂ. masa de Komar::

Asi, consideremos una lupereupcrhcm tipo-espacio X:en el (.xtenor de un AN '
estacionario, con l'rontcms en H, cl Horizonte de Eventos, y otra l'ronLcm en g, ver..

figura (3.1).

Figura 3.1: La superficie H os una 2- u‘fem que. puede ser ('0n~.|(lcmd.\ como la “fron-
tera” del Agujero Negro.
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Aplicando la Ley de Gauss a la ecuacion (3.16) obtenernos
Meo = _L / AS, R 0 — —— 7{ 48, V" e} (3.17)

Si usamos el hecho de que x* representa un campo de Killing para la solucién de
KN tal que

x=€+Qup, L (3.18)
: ddcm’\s (lc quc Cv',,., = 87rGT,.,,, entonces :

;‘R/‘ &= 2T T, (3.19)

por lo cual .7 =

-l

Mo = [ dS,(~ or" ,’,E"+T£") o 7( dS,,.,(V"x ~ Q")
= /:IS,,( 2T",,£ T Wcﬁds,,.,(v'k,\-

—5 f;{ dS,,,,(V"dJ"). , (320

Si ahora consideramos que 7, cs tal que COIIe‘-pOIKlL al tensor (I(_ csfum‘?os del

campo clcctromdgnttlco F, entonces, gt "T,,,,(]—‘) T(.7~') =0,y

Moo = =2 / dS,T" (F)&" — ) (lS,,.,V"x" % (IS,,,,(V":/»" (3 21) o

pero de manera andloga a como se definid la energia total (M) en iufinit.o, la carga
total y el momento angular total -medidos en el infinito- estan dados por

=-5 / dS,T" ,(F)€* o 32y
con ¢ = f'A,., y.. Ay el potencial - elécirico en. el. hormonte, I.nl que
Fuo = OpAy, — QALY R ERRE
N Wy : B .
‘I" = lG el ) (IS,,.,V . (3723)

Usando las defiuiciones (3.22) y (3.23) cn la ecuacion (3.21) obtenemos

l It (s -
Mg = 0y + 2] — fu dS,, V. (3.24)

'Se puede demostrar que, dado un caunpo de Killing £, ¥, V.8 = 1,,.£".
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Por otra. parte, se pucde d(.mosl.rar que, si .- x = —1, entonces
A8, = (Xp1 — x,,n,,)rlA en H. Asi . o

o Vo = ¢
. fi dSWIix = ~ 53 G b Al Vx) T

=i G ‘7{ dA x1) v
— -k i® i 5
= A (3.25)

~ donde A rcprcsenm el zirea del horuonu. y usainos el lu.cho (le quc (x V)‘)" = KX

Pox lo t.anto .

My = —Au +2Q7¢J + (I)-HQ‘ e (3 26)3

Que lo podemo: 5 ldentlﬁcur facilinente con la f()rmula de Smurr|12} Pt u'la musnf

M = 2T Ay + 20 + (I)-HQ, (3 27)_ :
donde T-H, Qu y P4, son constantes en ¢l lloruonte pnm cuulqnmr Ag,u]em Ncyo ’
estacionario de simetria axial. :

" Asf, dada la expresion anterior, podemos formular la Przmcra LeJ de la Mecdnicn
de Agujeros Negros:

Para un AN estacionario de masa M, carga @, momento angular J, y tal que su
horizonte de eventos estd caracterizado por una gravedad superficial k, un potencial
eléctrico Py y una velocidad angular Qyy, al ser perturbado, de manera que alcance
un nuevo estado de equilibrio, este cambiard de tal forma que

dM = &:m + Quudd + Byd. (3.28)

Nuevamente, al igual que para la Ley cero, la primera Ley es vilida sblo para
Agujeros Negros estacionarios, v por lo tanto, depende de la definicién de campos de
Killing globales.

3.2.3 Segunda Ley de la Mecanica de Agujeros Negros

51 area del Horizonte de Eventos Ay ¢s uno de los parametros relevantes que
intervienen en el estudio de la dinamica de Apgujeros Negros. Su importancia se
muestra al considerar el cambio de estado estacionario de un AN, Para mostrar como
se relaciona el Ay con la dinamica del AN, consideremos la ccuacion de Raychaudhuri
para tna congruencia de geodésicas nulas, paramnetrizadas por A,

-~ = __02 = Ua ab o Y egd 20
(1,\ 3 Tup 0™’ 4 wWypw Reak€ (3.29)
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donde , g4y ¥ wap miden la expansion, la distorsion y la rotacién de las geodésicas
en la congruencia, 2cq representa el tensor de Ricei y £€° el generador de la congruencia.

Si tomamos a £° como el generador del Horizonte de eventos, entonces, como £°
¢s normal a'la hipersuperficie nula, por el Teorema de Frobenius 2: £:V,&y = 0, pero

'Elcva&] = f[cBlm]

E[cwlm] ='_(§cwbn + Enwcb + fbwac)
0.

como TRt
- —-02 = 70 + Rey E“E" ST, (3.30)

Asumiendo que las ecuaciones d(, Einstein con materm que satisface la condicion
de energia dominante (Teus®x? > 0 para todo x¢ nulo), observamos que el lado derecho
de la ecuacion (3.30) serd no negativo. Asf

g§+bl<0 ‘ (3.31)

y por lo tanto
1 1 + A= Ao
™ e T3
De la relacion anterior se¢ puede ver que si #(Ap) fuera negativa en el horizonte
de eventos, entonces podriamos encontrar alguna A para la cual 6(\) — —oo.
Este hecho implicarfa In existencia de singularidades desnudas, lo cual estamos
descartando de antemano al asumir como vilida la Conjetura de la Censura Cosmica.
Entonces, la expansion del horizonte tiene que ser no negativa cuando este evoluciona
de un estado inicial con 0(Ag) a un estado final estacionario con (A).

. (3.32)

Pero por otra parte, sabemos que la expansion de la congruencia de geodésicas
estd relacionada con cl drea A que generan estas por

a4 = 0A (3.33)
dA
lo cual implica que
A = Agel(r=2o), . (3.34)

2Teovema de Frobenius: La condicién necesaria y suficlente para que x® sea unia hipersupérticie
ortoponal es que v, Viaxe = 0. ' -

" lo cual nos muestra que wy, = = 0. Enton(,es la (,cuaclon (3 29) se puede u.('scnblr
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Por lo tanto, como 0 es siempre no negativo en el horizonte, entonces A > Aoy
asf podemos concluir que
AA >0, (3.35)

es decir, que el cambio en el area del Horizonte de Eventos que evoluciona a un
estado final estacionario serd no negativo, siempre y cuando se satisfaga la hipotesis
de la Censura Césmica y la condicién de energia dominante para T),,. Lo anterior se
conoce como la Segunda Ley de la Mecdnica de Agujeros Negros.

Finalmente, cabe mencionar que la solucién de Kerr-Newman es la solucion
mas general de acuerdo con los Teoremas de Unicidad [8] para AN. Esta solucion
caracteriza a un AN via 3 parametros: la masa M, el momento angular J, y la carga
Q. La decfinicién de dichos parametros debe ser tal que nos represente de la mejor
manera posible al AN como tal.

Un problema fundamental con el Formalisimo de Horizontes de Killing es que este,
al medir la masa, la carga y el momento angular, no sélo toma en cuenta las canti-
dades intrinsecas del AN, sino que al medir en el infinito estas cantidades, considera
también contribuciones del medio que lo rodea, cu contraste, los otros parametros
que aparccen en la Primera Ley -Qyy, &, Ay y Py- si representan cantidades propias
del Horizonte. En este caso, podemos decir que el Formalisino de Horizontes de Ki-
lling nos proporciona una definicion poco precisa de los parametros caracteristicos del
AN. Lo anterior tiene su origen en ¢l hecho de que se supone la existencia global del
formalismo de Horizontes de Killing.
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3.3 Formalismo de Horizontes Aislados

El principal objetivo en la formulacion de enalquier ley de la naturaleza es ¢l de
tratar de representar de la manera mds objetiva posible a un cierto fenémeno [isico
en estudio. En particular, la formulacién de las Leyes de la Mecanica de Agujoros
Negros, deberfa ser tal que nos represente hasta cierto punto, una descripeion lo mas
realista posible de la manera como evolucionan los AN en ¢l tiempo. En este sentido,
un punto importante a considerar en el estudio de los Agujeros Negros, es el de su
propia formacion y la manera en que se le describe. Es ampliamente aceptado qgue,
luego del proceso de formacion de un AN via el Colapso Gravitacional, lo que resulta
es un AN en estado de equilibrio. El tratar de describir una situacion de equilibrio
parcciera ser algo muy basico, mas sin embargo, dentro del campo de estudio de los
AN, esta situacion siempre se relaciono con el tomar soluciones estacionarias.

Al pedir que una solucion sea estacionaria -en el Formalismo de Horizontes de
Killing-, estamos pidiendo que todo el espaciotiempo lo sea también. Esta condicion
para tratar situaciones en cquilibrio es sin duda muy restricitiva.  No olvidemos
que nuestro sistema en estudio son los Agujeros Negros y la manera en que estos
evolucionan de acuerdo con su propia naturaleza y tal vez, la del medio cercano
que lo rodea.  Asi, parcce logico el solo pedir que el Agujero Negro se encuentre
en equilibrio, permitiendo que el entorno, y el resto del espaciotiempo en geueral,
admita una situacion distinta.

Dado lo anterior, consideraremos que un Agujero Negro en equilibrio es aguel
cuyo [lijo de materia o radiacion es nulo a traves de su Horizonte. Aunque parczea
trivial, esta manera de describir las situaciones de equilibrio de AN, os fundamental
en el estudio de las Leyes de la Mecaniea de AN, su formulacion matematica es lo
que llamamos Formalismo de Horizontes Aislados, el cual fué presentado por A.
Ashitekar y colaboradores en aflos recientes, (para una revision ver |13, 14, 15, 16|).
121 este sentido, y de manera contrastante con ¢l Formalismo de [orizontes de Killing,
presentado en la seccion anterior, se estudia al Horizonte aislado. reemplazando este
la nocion que teniamos de un Horizonte de Eventos; y a la vez, nos deshaceamnos de
It estrucutura de campos de Killing, cuyo uso en la desceripeion del Horizonte de
Eventos nos imponia soluciones globalmente estacionarias,

A continuacion presentaremos de manera breve, la estructura de Horizontes Ais-
lados ¥ Ia manera en que apartir de esta, se generan las leyes cero v primera de la
mecinica de Agujeros Negros.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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3.3.1 Horizontes Aislados

Basicarnente, un Horizonte Aislado A es una 3-superficie nula, con la topologia de
52 x R; en la cual se cumplen ciertas propiedades que se especifican en la siguiente
definicion: :

Una subvaricdad A de un espaciotiempo (M,g,,) es un Horizonte Aislado si:‘

(i) Esta es topologicamente como S? % R, nula; con distorsién o y expansion 0 nulas.

(ii) Dada una clase de cqui\jale‘r‘l»cia:‘de‘:l"os,vcctores normales nulos’ [6%] en A la
coneccién definida’en el espacioticinpo’ tiene una simetrfa en [£7] de tal forma
que o TR : i : : :

: C [ Le, Va] P20 el (3.36)
yel pochncial“d(.; Maxwell es tal que . ) ) ‘
Ledy =0 B (3.37)

para cualquicr € € [(?].

(iii) Se satisfacen las ccuaciones de campo en A,

Antes que nada, notemos que todas las condiciones son locales para A. La condi-
cion lopolégica en (i) restringe al Horizonte a tener la topologfa que se espera surja
del .Colapso Gravitacional. El hecho de que la expansion 0 sea nula implica que el
drea de A es constante en ¢l tiempo, aqui el drea del horizonte a es tal que ..

ap =47 RL, (3.38)

lo anterior le proporciona a A la nocion de aislado; ademas, (i) y (ii) implican que
la métrica intrinscea y la coneccion son independientes del tiempo en A; asf, recupe-
ramos la nocién de un Horizonte en “equilibrio” sin recurrir a los campos de Killing.
La condicion (iii) simplemente nos especifica que podemos aproximar cualquier solu-
cidn a las ccuaciones de Einstein en el horizonte. En este momento no abundaremos
mas sobre esta definicion. Todo lo que gire en torno a esta y que necesitemos para la
presentacion de las leyes de la mecanica de AN, sera discutido mas adelante.

3.3.2 Ley Cero y Primera Ley de la Mecanica de Agujeros
Negros

El formalismo de Horvizontes Aislados nos proporciona un marco adecuado para
describir lo que sucede en el entorno cercano de Agujeros Negros formados por Colapso
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Gravitacional. Después de un cierto tiempo, el espaciotiempo contendra un Horizonte
Aislado A, esto se ve esquemdticamente cn la figura (3.2). Para formular las Leyes
de la Mecanica de AN, primero necesitamos definir los parametros que intervienen en
dichas Leyes: la gravedad superficial ka, ln energia E4 y el momento angular Ja.

OGNNSR

ARSI

Figura 3.2: Para ticmpos muy grandes, la porcion A del Horizonte esti Aislada. El
espaciotiempo por estudiar esta representado por la region acotada por A, I, y una
superficie de Cauchy M,

Tratando de ser consccuentes con lo presentado hasta ahora, nos limitaremos al
caso de Agujeros Negros cou simetria axial y con horizontes no-extremos. En este
caso los campos asociados con simetrias son de la forma £4=B(* + Q¢*, donde B
y Q son constantes y ¢* es el vector de Killing asociado con rotaciones en el Horizonte.

Ahora, recordemos gue la Ley Cero de la Mecanica de AN nos plantea que la
gravedad superficial £ debe de ser constante. Sin embargo, para un Horizonte sin
expansion, como es nuestro caso, la gravedad superficial £ no serit constante, ya que
podemos escalar la normal nula £ por una funcion positiva ¢ para obtener una nueva
normal nula € = cf; y por lo tauto, tendriamos que kp = cre + L, lo cual no es
necesariamente constante,

Asi, para definir a la gravedad superficial, deberfamos de tener una unica clase de
equivalencia [€¢] en A, Pero esta “condicion” ya fue tomada en cuenta en la definicion
de Horizonte Aislado al requerir que w,,v,.]c"éo. Ahora si tenemos la posibilidad
de definir de manera adecuada a la gravedad superficial & como la aceleraciéon de €°
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normalizada de manera correcta; es decir, en A
b .pb .. :
V0 = g0, . . o (3-39)

Como £* € [€%] ¢s normal a A, entonces no sélo se tendra expansion y distorsion
nulas, sino que también serd libre de rotacién, lo cual lmphcu la e‘ustencm de una’
1-forma wj, intrinseca a A, que satisface:

Vol 2w, . . (3.40)

Esta 1-forma es independiente de la eleccion de € € [€*] y su contraccion con & da
lugar a la gravedad superficial x.

Dada la definicién para x, ecuacién (3.39), de manera aniloga al Formalismo d(,
Horizontes de Killing, se puede demostrar que & toma el mismo valor en todas las
curvas integrales de €. Por lo tanto k es constante en cualquier Horizonte Aislado.
Retomando, ahora dentro del Formalismo de Horizontes Aislados, la Ley Cero de la
Meednica de Agujeros Negros.

Recordemos que para un espaciotiempo asintéticamente plano, se obliene expre-
siones para la masa ADM A/, y momento angular Jo, usando un formalismo ha-
miltoniano. El mismo procedimiento puede ser usado para definir los parametros en
cuestion. Entonces, dadas las condiciones que debe de satisfacer A, el hamiltoniano
ahora sera la suma de dos térininos superficiales, uno en infinito ¥ otro en A, estos
altimos son los que nos permitiran interpretar la masa y el momento angular del Ho-
rizonte Aislado. Por lo tanto, para formular la primera ley, debemos de introducir de
inicio la nocion de Energias y momento angular en ¢l Horizonte Aislado. Entonces,
dentro de este formalismo, el momento angular esta dado por

SWG_% o w, — Sncf-((ﬁ we + 20° 1) + Je (3.41)

donde J. representa términos que se pueden eliminar al imponer constricciones en
la frontera; entonces podemos considerar que J = Jo — Ja, ¥ por lo tanto, tenemos
una forma de definir al momento angular caracterfstico del Horizonte Aislado Ja.
En el caso en que el espaciotiempo es vacio y ¢* es el vector de Killing asociado a
rotaciones, entonces Ja = JKomar = J_

Por otra parte, para definir la energfa asociada al Horizonte Aislado, consideremos
la simetria E4=B0* + Q¢°, la cual genera la evolucion temporal en el Horizonte. A
partir de esto, se puede generar un campo vectorial G -asociado con la simetria en
cuestion- ¢ue represente una solucion a las ecuaciones de campo para cada punto del
espacio fase. Se puede ver que existe un hamiltoniano que genera la evolucion a lo
largo de Ge. Entonces, sabemos que existe una estructura simpléctica  en el espacio
fase que permite generar un isomorfisno entre ¢l espacio vectorial Gy una l-forma
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del ‘espacio cot,nn[,cntc. Resulta ser que la 1- formd &SOLI«KL\ con cl cmnpo vectonal
Gg esta (hda por

X)) = Q(‘5 G¢) = 6Eapm — [-—G-JaA + QJJA + (MQA]

Donde Q es la estructura simpléctica en ¢l espacio fnsc, 6 una'vnrmm
vista como un vector tangente en-cl espacio fase y X:lail-form

estructura simpléctica. Pero para que la evolucion a lo largodel'c npo ectonal G‘ 3

sea hamiltoniana, el segundo término de la ecuacién anterior tendr{x ‘que rcpresentar
una diferencial exacta; esto ocurre siempre y cuando

87 G

donde E4 representa una funcion definida en el espacio fase, la cual reconocemos
como la energfa del Horizonte Aislado correspondiente a la simetria £ Por lo tanto,
el uso de una representacion hamiltoniana, nos permite obtener la Primera Ley de
le Mecdnice de Agujeros Negros que se expresa mateméiticamente por la ecuacion
(3.43). En este caso la funcién Eg representara a la masa del AN medida en cl
Horizonte Aislado sicinpre y cuando € sea canénica; asi, AMa se obtiene al integrar la
ccuacion (3.43). Para ¢l AN de Kerr-Newman se tiene que

(2 + GQRE + 4G J%
I\IA =

3G Ra

6Ba = ——dan +Q6Ja + P6Qp. S (3.43)

. (3.44)

Hasta aquf el Formalismo de Horizontes Aislados ha probado ser exitoso al
deseribir situaciones de equilibrio de Agujeros Negros, permitiéndonos. formular
la Ley Cero y la Primera Ley de la Mecanica de AN. Sin embargo, la propia
construccion del formalismo nos impide, dentro del mismo, formular la Segunda Ley,
ya que al definir al Horizonte, con el objetivo de que fuera aislado, excluimos el flujo
de materia o radiacion a través de ¢él. En este sentido, esta manera de estudiar a los
AN es parcialmente efectiva si lo que se busea es forinular las Leyes de la Mecanica
de AN mediante un mismo formalismo.

Tratando de superar las limitaciones de los Horizontes Aislados, recientemente,
Ashtekar y Krishnan han propuesto [16] un nuevo mecanismo para estudiar a los
Agujeros Negros v su evolucton temporal, esto es mediante la definicién de Horizontes
Dindinicos: estos son Horizontes que permiten el flujo de radiacion a través del mismo
v por lo tanto podria conseguir formular la segunda ley de una mejor manera.
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Capitulo 4

Termodinamica de Agujeros Negros

En ¢l presente trabajo hemos visto como las soluciones a las ccuaciones de
Einstein permiten la existencia de Agujeros Negros. Por otra parte, hemos visto en
el capitulo anterior, ¢l como su caracterizacién esta determinada por lo que se conoce
como las Leyes de la Mecanica de Agujeros Negros. El siguiente paso es analizar una
de las arcas de investigacion que s¢ han venido desarrollando en los #ltimos afios, la
Termodindmice de Agujeros Negros. El estudio del comportamiento termodindmico
de los Agujeros Negros fue planteado por Bekenstein a principios de los aiios 70[17].
Esle tiene su origen en la increible analogfa que existe entre las Leyes de la Mecanica
de Agujeros Negros y las Leves de la Termodinamica. Motivado por esto, Bekenstein
sugirio que las Leyes de la Mecanica de Agujeros Negros presentadas hasta ahora,
deberian de ser las Leyes de la termodinamica aplicadas a un “sistema” que contiene
a un Agujero Negro.

Lo anterior ha tenido como resultado que, apartir de entonces y hasta la fecha,
la Termodinamica de Agujeros Negros haya surgido como un prometedor campo de
investigacion, no solo por ¢l hecho de tratar de entender de mejor manera la naturaleza
de los Agujeros Negros, sino porque en la medida en que se avanza en este sentido,
se podra también conocer, hasta cierto punto, la manera en que se relacionan la
Termodinamica y la Gravitacion. En este capitulo, revisamos brevemente los aspectos
basicos de las Leyes de la Termodinamica, la manera en como estas se relacionan con
las respectivas Leyes para la Mecanica de Agujeros Negros y el porqué, el proceso
de Radiacion de Hawking nos permite pensar que la analogia es algo mas que una
curiosodad matematica, dando pie al estudio en si de la Termodinamica de Agujeros
Negros.

" TESS COW
FALLA DE ORIGEN
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4.1 - Leyes de la Termodinamica

El estudio termodinamico de la materia tiene su origen siglos atras. Este ha
‘tenido como resultado una teorfa muy consolidada que ha dado lugar a grandes
avances en la Ciencia en general. Esta teoria se fundamenta en ideas aparentemente
-sencillas, que se plasman en la formulacién de las Leyes de la Termodinamica. La
relevancia de dichas leyes se manifiesta en el hecho de que la forma basica de estas,
no depende del estado microscopico de un sistema en particular, y por lo tanto, para
una gran variedad de sistemas fisicos, estas leyes tienen validez Universal. En este
sentido, la descripcion del sistema en cuestion, se realiza mediante la determinacion
de ciertas variables termodindumicas macroscépicas, las cuales son suceptibles de ser
medidas mediante algin proceso fisico. El estudio de la termodinamica como tal es
por demas extenso, aqui s6lo revisaremos las ideas que nos son necesarias para el
planteamiento de las Leyes de la Termodinamica de Agujeros Negros.

La descripciéon termodinimica de un cierto fenémeno fisico requiere antes que
nada, de la precisa definicion del Sistema que caracteriza al fendmeno en cuestion.
Esto necesariamente conlleva la separacion del espacio en dos distintas regiones,
la del sistema fisico en si, y por otra parte, la del resto del Universo. Tal sistemna
puede mantenerse total o parcialmente aislado, permitiendo que exista algun tipo de
interacciéon con el medio que lo rodea, actuando este como fuente de intercammbio de
energia, particulas, cte.

Una vez definido ¢l sistema por estudiar, especificamos los pardinetros termo-
dindamicos que caracterizan tanto al sistema, como al medio que lo rodea. Aqui
es donde las sutilezas de la teorfa se manifiestan de manera importante; ya que
esta nos permite describir termodinamicamente al sistema por medio de unos pocos
pardmetros macroscopicos, que como tales, representan las contribuciones de los
multiples subsistemnas de que puede estar formado el sistema. Aqui distinguimos
las variables termodindmicas extensivas como la Energia, de las intensivas como la
Temperatura. Las primeras son del orden de magnitud del volumen del sistema y
se relacionan entre si por medio de leyes de conservacion, mientras que las segundas
son independientes del tamaiio del sistema.

Formalmente, la validez de la Termodinamica esta restringida por un proceso
donde las densidades son definidas como la razon de propicdades extensivas v el
volumen 6 niimero de particulas , en el limite cuando cualesquiera de estos Gltimos
tiende a infinito; la base de esto es que todas las cantidades extensivas escalen con
el tamanio del sistema. Tal proceso es conocido como ol limite termodindmnico. Lo
anterior es un condicionamiento natural, ya que para un sistema finito, no se esperaria
tener infinitos en la descripeion del mismo; y como consccuencia de esto, los resul-
tados de la Termodinamica solamente estan bien definidos en el limite termodinamico.
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Por otra parte, desde antes de que la Termodindamica lograra consolidarse como
una teorfa “completa”, s¢ reconoci6 que esta se basaba de manera importante en dos
conceptos, energia y entropie, que como variables termodinamicas extensivas, carac-
terizan a cualquier sistema fisico de manera tal, que siguen los siguientes principios:

(a) la entropia de cualquier sistemna aislado tiende a un méaximo,
(b) la energia de cualquicr sistema aislado permancce constantc;

donde la entropfa termodinamica del sistema esta definida por
S =In[Vol(Zg))] 4.1)

con Vol(Eg) representando el volumen de la hipersuperficie en el espacio de cs-
tados definido por la ecuacion H = E = cte. Asi, la entropfa del sistema se puede
entender como una funcién en el espacio termodiniamico de estados, el cual también
esta comprendido por la energia total E del sistema. En este sentido, la entropfa no
es sino una medida del niimero de microestados aceesibles al sistema en dicho espa-
cio. La temperatura ¢s otro parametro de estado y esta definido en términos de los
pardmctros ya mencionados por
1_os
T~ 9E
Lo senalado anteriormente implica que la manera en que cambian los distintos
‘parametros termodinamicos del sistema, debe de estar sujeta a los requerimicntos
planteados por (a) y (b). Esto se concreta cn lo que se conoce como las Leyes de
la termodinamica. La condicion (a) es conocida como la segunda ley de la termo-
dinamica, la cual nos dice que la evolucién de un sistema termodinamico es tal que
existe una variable que lo caracteriza, llamada entropia, la cual nunca decrece con el
tiempo,

(1.2)

AS > 0. (4.3)

La Ley Cero de la Termodinamica nos plantea la manera en que debemos de
caracterizar ¢l equilibrio termodindmico. Notemos que de acuerdo con la ecuacion
(4.2), dos sistemas se encontraran en equilibrio térmico siempre y cuando S alcance
un maximo. Asi, la Ley Cero de la Termodinamica aparece como uina consccuencia
de que si dos sistemas Ay B se encuentran a diferentes temperaturas y se les
pone en contacto, entonces para que S se incremente y alcance un maximo, de
acuerdo con la ecuacion (1.2), tiene que haber una transferencia de energia del
cuerpo de mayor temperatura al de menor temperatura,  Entonces, para que dos
sistemas se encuentren en equilibrio téermico es condicién necesaria y suficiente que
la temperatura sea constante:  Ley Cero de la Termodindmica. Y por lo tanto,
podemos caracterizar a los estados de equilibrio termodinimico como aquellos para
los cuales Ia entropia aleanza un maximo.  Ahora, se puede definir el equilibrio
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termodinamico sujeto a varias constricciones: constricciones extensivas, energia
fija, entropia, volumen, mimero de particulas, ectc.; constricciones intensivas,
temperatura {ija, presion, potencial qufmico, etc. En la mecdnice estadistica las
correspondientes cantidades asociadas con estas constricciones dan lugar al plantea-
miento de distintos ensambles estadfsticos (microcanénico, canénico y gran canonico).

La condicion (b) es conocida como la Primera Ley de la Termodinamica. El ori-
gen de esta ley se puede entender de la siguiente manera. Como hemnos seialado, la
entropfa S es una funcion en el espacio termodinamico de estados, donde también
estan definidos la energfa y demas parametros de estado del sistema. Por lo cual, en
principio, la diferencial de la funcién S estarda dada en términos de la mejor aproxi-
macién lineal en los cambios del resto de los parametros de estado; matematicamente
esto se ve como

dS = —dE+ Z,\ idoy; o)

con S, E, y a; parametros de cstado y de igual forma a como se deﬁmé T
X; = 85/0ej. La ccuacién (4.4) corresponde, al igual que la condicién (b) seiialada
con anterioridad, a un principio de conservacién de la energia.

La Tercera Ley de la Termodinamica ha sido formulada de diferentes maneras,
aqui solo nos referiremos a las que son usadas en mayor medida. La primera cs la
conocida como ¢l Principio de Nernst: un cierto sistema termodinamico no puede
alcanzar temperatura cero en un niimero finito de procesos fisicos. La segunda, de-
bida a Planck, nos dice que cuando T — 0, la entropfa del sistema tiende a una
constante absoluta, que puede ser tomada como cero. Sin embargo, la versién debida
a Planck, parece no tener el sentido de universalidad que si tienen las otras leyes de
la Termodinamica, ya que ain en el régimen de la Termodinamica clasica, se han
encontrado cjemplos fisicos! en los que dicha versién de la tercera ley no es vélida
[18]. Sin embargo, existe controversia en torno a la mayoria de los contracjemplos
presentados contra la Tercera Ley en la version de Planck; ademas, el hecho de que
se halla probado su validez para todos los sistemas estudiados en el laboratorio, nos
da evidencia de que la Tercera Ley es vilida para todos los sistemas “fisicamente
razonables™.

'En [18] R. Wald estudia el caso de un sistemma compuesto por particulas con spin cuyo “estado
base es altatnente degenerado. ¥ muestra que este sistema \'ml.l la tcrccm lcy en la formulacisn de
Planck. : .
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4.2 Termodinamica de Agujeros Negros

Como se plantes en el capitulo anterior, la caracterizacion de los Agujeros Negros
estd determinada por lo que se conoce como las Leyes de la Mecanica de Agujeros
Negros. De igual manera, como recordamos en la scccion anterior, el cstudio
termodinamico de los sistemas fisicos es descrito por las Leyes de la Termodindmica.
Ambos conjuntos de leyes, son de naturaleza completamente distinta, mientras que
las leyes de la termodinamica tienen un origen totalmente empirico, al surgir como
una necesidad de explicar experimentos [isicos realistas; las leyes de la Mecanica de
Agujeros Negros son el resultado del desarrollo de la geometrfa difercncial aplicada
al estudio de Agujeros Negros, lo cual, en principio, no implica que esto tenga una
significacion fisica. A pesar de csto, al comparar la manera en que se expresan
matematicamente ambos conjuntos de leyes, se distingue de forina evidente una clara
analogia entre dichas leyes. Esto fue senalado en primera instancia por Bekenstein
en 1973 [17|. Analicemos con mas detalle la forma en la que se relacionan las Leyes
de la termodinamica y las respectivas para la mecanica de Agujeros Negros.

La Ley Cero de la Termodinamica plantea que si las partes de un cierto sistema se
encuentran cn equilibrio térmico, entonces existe una variable intensiva que nombra-
mos como temperatura, que perinanece constante. Por otra parte la Ley cero de la
Mecanica de AN nos dice que para AN estacionarios, existe una cantidad, conocida
como la gravedad superficial &, que permanece constante. En este sentido, parcce
natural identificar de “alguna manera” a la temperatura con la gravedad superficial

T — k. (4.5)

Dejemos por un momento el analisis de lo que entendemos por “alguna manera” y
enfoquemonos en los aspectos que estan detras de amnbas leyes; basta por el momento
seiialar que al hacer la comparaciéon para la solucion de Schwarzschild, y asumien-
do la universalidad de las leyes, la relacién deberia de ser de proporcionalidad, T « x.

Primero notemos que el identificar a & con T no cs suficiente para que ambos
conjuntos de leyes puedan ser interpretadas como una misma ley. Para que esto
pueda ser asi, necesitamos definir lo que entendemos por que un Agujero Negro se
encuentre en equilibrio térmico. En el ambito de la Relatividad General clisica en su
formalismo ADM, el equilibrio térmico del sistema, puede ser recuperado pidiendo
que el AN represente una solucion estacionaria a las ecuaciones de Einstein.  Asi,
en ambos casos, estamos considerado que el estado final de un sistema -el Agujero
Negro- en evolucion, seria tal que este ultimo alcance un estado con T 6 & constante.
Y por lo tanto, podemos decir, que en este caso, la gravedad superficial & representa
de *alguna manera” a la temperatura del Agujero Negro.
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Recordemos de la seccién anterior, que el equilibrio térmico esta definido commo
aquel estado para el cual el sisteina alcanzaba un maximo en su cntropia. Esto nos
lleva a relacionar la Segunda Ley de la Termodindmica con la respectiva para Agujeros
Negros. En ambos casos, existe una variable extensiva que en ningun proceso fisico
decrece en el tiempo. Entonces, las cantidades por relacionar, si queremos suponer
que ambas leyes no son sino la misma,

AS >0 — AA,\N =0, (116)

son la entropia del sistema termodinamico S y el drea de la superficie del AN A n.

Por otra parte, como para todo sistema fisico, esperamos que la evolucion del
mismo sea tal que la energia total del sistema se conserve. Asf, el relacionar la primera
Ley de la Termodinamica con la primera Ley de la Mecanica de AN, conlleva el hecho
de pedir que se cumpla el principio de conservacion de la energia. En este caso, el
formalismo ADM para las leyes de la mecianica de AN nos permite identificar a la
energia total del sistema E con la masa M del AN medida en el infinito. Con lo cual, al
relacionar las ecuaciones (3.27) y (4.4) tencmos que la primera ley de la termodinamica
de AN se expresa matemiticamente, para la solucién de Kerr-Newmann, por

dM = 5";(15,‘ N+ Qandd + G andQ (4.7)

donde QndJ y PandQ representan los términos debido al trabajo sobre el
sistema.

Hasta aqui, parcce haber una gran analogfa matematica entre las Leyes de la
Termodinamica para situaciones de equilibrio térnico, con las Leyes de la Mecanica
de Agujeros Negros estacionarios. Sin embargo, dicha analogia parcce quedar sélo
cen una simple coincidencia al no existir en la mecanica de AN una Tercera Ley
que pueda relacionarse con el principio de Planck (version para la tercera Ley de la
Termodindumnica), ya que existen soluciones extremas para un AN en las cuales K = 0
-representaria el cero absoluto de temperatura-, mientras que ¢l Horizonte de eventos
tiene areca diferente de cero , es decir, tiene entropia diferente de cero, ni tampoco
tiende a una cosntante, de hecho, la entropia para este tipo de soluciones tiene una
dependencia funcional del momento angular. Pero por otra parte, la version de Nerst
para la tercera ley parece si tener un anddogo en la mecinica de Agujeros Negros
[19]. Por lo tanto, esta ambigiicdad entre la correspondencia o no de la tercera ley
de 1a termodinamica con la respectiva para AN, nos hace suponer, no que las leyes
de la mecanica de Agujeros Negros no sean las leyes de la termodiniamica aplicadas
a un AN, sino que existe un problema en cuanto a fa aplicabilidad en un ambito
Universal, de lo que conocemos como la tercera Ley de 1a Termodinamica.

EEn concreto, podemos ver que la relacion entre ambos conjuntos de Leyes se basa
en:
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(i) Los Teoremas de Unicidad para AN establecen que las soluciones estacionarias
-AN en equilibrio- estan caracterizados por un niimero pequeio de parametros,
andlogos a los parametros de estado de la termodindmica clasica.

(ii) La forma matematica en la que se expresan las respectivas leyes es idéntica, si
se relacionan adecuadamente los distintos parametros involucrados: £ — M, -
T — K, § — Aun.

(iii) El hecho de que la energia E del sistema termodinamico y la masa del Agujero
Negro M, representen la misma cantidad fisica, lo cual parcce indicar mas que
una analogia matematica, una verdadera identificacion de la fisica involucrada
en ¢l sistema,

A pesar de todo esto, existe un grave problema para poder cousiderar que en esta
analogia hay mas que matematicas, cs el hecho de que en la Relatividad General Cla-
sica, la temperatura del AN, al ser este un absorbedor perfecto, deberia de ser siempre
nula, independientemente del valor que pudiera tener la gravedad superficial para una
cierta solucién de AN. Por lo tanto, fisicamente, en el ambito de la Relatividad Ge-
neral, no tiene por que existir una relacion fisica entre las leyes de la termodinamica
y las respecetivas para AN. Sin embargo, cl descubrimiento de S. W. Hawking en
1975|20] de que los Agujeros Negros radian, nos permitira seguir estudiando, pero
con bases mas firmes, la Termodinamica de Agujeros Negros.
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4.3  Radiacion de Hawking

"Como hemos visto, un Agujero Negro es un objeto astronomico que no emite
nada, esto es un resultado de la Relatividad General, la teorfa que como en ecste
caso, describe los fenémenos donde la gravedad es la interaccidén predominante.
Sin embargo, si consideramos ciertos aspectos cudnticos dentro del estudio delos
Agujeros Negros, encontraremos que en realidad, estos objetos no son del todo
negros, ya que cmiten cierto tipo de radiacién, la cual es caracteristica de un cuerpo
negro, Hawking, 1975{20]. La idea basica del proceso que da lugar a la ra(lmczdn de
Hawking se puede entender de la siguiente manera.,

Tomemos la solucién de Schwarzchild y consideremos ademas un fotén de mm‘nel'xto
angular ccro, moviéndose radialmente hacia el Horizonte dc Evcntos. ‘En este caso,
como la ccuacion para las orbitas es ‘

N\, aM\ L2 v
(&) =&~ (1- T) w0 s
si L = 0, tenemos que £ = +p". Entonces . ‘
Lo oM -4
-P.U=- (—;— - 1) ])r. (‘1.9)

En consecuencia, a pesar de que el fotén este cayendo hacia el Horizonte de Eventos
del AN, p" < 0, la ccuacién (4.9) no impone ninguna restriccion en el signo de E. En
este caso, si las “fluctuaciones del vacio” en ¢l entorno del Agujero Negro producen un
par de fotones con energia E y -E respectivainente, entonces existe la posibilidad de
que en un tiempo no mayor que i/ E, cl fotén de energia negativa cruce el Horizonte,
y dado que no hay restricciones para el tipo de energia que puede propagarse sobre
geodésicas en ¢l interior del AN, ¢l fotén de energia positiva podria, en principio,
escapar al infinito. Asi, en el infinito, observariamos la radiacién emitida por-el
Agunjero Negro. Es facil ver que para este caso, la energia que se mide en infinito
cuando el foton llega es

__h
T dn M
donde M representa la masa del AN de Schwarzschild medida también en
infinito. Hay que notar que la ecuacién (4.10) no muestra ninguna depeundencia
de las caracterfsticas del proceso que origind al par de fotones; lo cual nos dice,
que independientemente del proceso, la energia que s¢ mide en infinito es una
energia caracteristica del Agujero Negro. Asi, un observador en infinito vera que
el Agujero Negro se eucuentra radiando con una energia caracteristica dada por (4:10).

(4.10)
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Lo planteado aquf csta muy lejos de pretender ser una demostracion, sélo repre-
senta una manera sencilla de entender el ¢omo se manifiesta el Proceso de Radiacion
de Hawking. En la derivacion original de dicho proceso, Hawking usé el formalismo
para calcular la creacion de particulas en un espaciotiempo curvado, y encontrd co-
mo resultado que el Agujero Negro emite radiacion con energfa caracteristica de un
clierpo negro con temperatura

h
T = co—m—— 4.11)
87!’&[]0“11\’1, ( :
dond(. n,;,,u, es la constante de Boltmmn. Esto corresponde, para el caso de la.
cnergia trpncn de.un fotén, a

S R
L ‘ E= 'CuauzT -y y SR (4.12)
Entonces,,ahk'orn podemos suponer que
» ‘ kh
T= 5 (4.13)

representa verdaderamente a la temperatura (en unidades donde ¢ = £y, = 1);
y por lo tanto, adquicre sentido fisico el decir que, las Leyes de la Mecanica de
Agujeros Negros no son sino las Leyes de la Termodinamica aplicadas a un Agujero
Negro. Hay que recordar que en la expresion para la temperatura, ecuaciéon (4.13),
aparece de manera explicita la constante de Planck, caracteristica de los fen6menos
cudnticos, mostrindonos asf la manera en que se manifiestan aspectos cudnticos en la
descripcién de un fenémeno gravitacional?, notando que la temperatura del Agujero
Negro es siempre cero en el limite clasico donde i — 0. Es importante el darnos
cuenta que la temperatura dada por la ecuacion (4.13) representa la temperatura
medida por un obsevador en ¢l infinito. Para cualquier observador que siga una érbita

del campo de Killing £¢, normal al Horizonte, la temperatura medida localmente es
Tt (4.14)

27{(_5“&!)5

Es decir, la temperatura medida localmente a la radiacion de Hawking sigue la
Ley de Tolman. Y por lo tanto, la expresion presentada arriba *...la temperatura del”
sistema termodinamico v la gravedad superficial del AN se relacionan de alguna ma-

n

nera...”, se clarifica al ver que dicha relacion no'es arbitraria, ya que esta determinada

ICuando ¢ = 1, (GMMV? = £p = 1.616 x 1073 m ¢s la longitud de Planck. Como este niunero
involucra a las constantes fundamentales de la Relatividad, Gravitacion y Teorfa Cuantica, se cree
que esta magnitud podria jugar un papel importante en una Teoria Cuantica de la Gravedad
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por la ecuacién (4.14), Finalmente, usando la ccuacion (4.13) para la temperatura
del ‘Agujero Negro, e integrando en’la primera Ley, ecuacion (4.17), sckpucdc ver quck

An
. AGn’
lo cual nos’ mdlcn que, pnru que la identificacién del area del Hon/ontc con’ la

entropfa del 'AN tcngu sentido, tenemos que tomar en cuenta los aspect.os cmintxcos
"quc mﬂuyen cn ]a evolumén del:Agujero Negro. OIS :

E San = @ 15)
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4.4 Discusion

Si bien se ha logrado analizar aspectos termodindmicos de Agujeros Negros,
faltan algunos problemas conceptualmente importantes por aclarar. Por ejemplo,
para estudiar la termodinamica de un Agujero Negro, primero tenemos que definir
al AN como tal, con parametros que no representen contribuciones superficiales en
infinito, sino que se limite a definir dichos parametros en ¢l Horizonte, de manera
que podamos distinguir sin problemas tanto al Agujero Negro, como al medio que lo
roded, el cual podrfa en principio, tener caracterfsticas muy distintas a las del AN.
En este sentido, el Formalismo de Horizontes de Killing presentado en el capitulo
anterior deja de ser efectivo y es necesario adoptar el Formalismo de Horizontes
Aislados, para asi poder especificar de manera correcta al AN,

Sin embargo, una vez que se logra definir a nuestro sistema, ¢ imponer las
debidas constricciones sobre el mismo, es necesario, para poder desarrollar un andlisis
termodinéamico, llevar a cabo los cileulos que nos permitan describir la evolucion del
Agujero Negro de acuerdo con la interaccién que, dado ¢l proceso de radiacion de
Hawking, se espera tenga con el medio que lo rodea. Asi, ¢l formalismo de Horizontes
Aislados se ve limitado para describir a tales procesos fisicos. Y por lo tanto, es claro
que hay mucho por investigar al respecto.

Otro problema tiene que ver con la manera en que definimos a la entropia de un
Agujero Negro. No es facil el interpretar y justificar ¢l como una variable termodi-
namica, que desde el punto de vista de la Mecanica Estadistica, cuantifica el ntimero
de microestados accesibles a un cierto estado macroscdpico, puede relacionarse con
el area del Horizonte, una cantidad de naturaleza netamente geométrica.  Porque
entonces, podriamos preguntarnos: ;Como delinir ¥ qué ensambles estadisticos
pueden ser definidos?, y ;bajo que circunstancias se puede realizar esto? |21, 22].
Estas son preguntas naturales en el ambito de la Mecanica Estadistica que sin
embargo, parecen no serlo en el ambito clasico de los Agujeros Negros. Desde algunos
afios atrds s¢ han cstado desarrollando dos formalismos que pretende explicar la
naturaleza de la entropia. Para esto aislan los grados de libertad microscopicos y
calculan la respectiva entropia. Estos calculos estan hechos dentro de la Teorfa de
Cuerdas|23| y Loop Quantum Gravity|24]. Asi, en principio, se podria aplicar la
Mecinica Estadistica al estudio de Agujeros Negros.

Finalmente. existe un problema con la validez de la Segunda Ley de Ia Termodi-
namica de Agujeros Negros como fue planteada en el presente capitulo. Para ver csto,
consideremos un AN estacionario; dejemos caer materia a éste caracterizada por una
cierta entropia Ser.. Entonces, para un obsevador externo al AN, dicha entropfa se
perderia y por lo tanto, ¢l mediria un decremento de la entropia del Universo. Lo cual
osta en contradiceion con el propio planteamiento de dicha ley. Este iiltimo problema
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fue resuelto por Bekenstein al proponer una nueva versioén para la segunda ley, la cual
se conoce como la Segunda Ley Generalizada para Agujeros Negros. Esta reprcscnh
¢l tema por estudiar en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Segunda Ley Generalizada de
Agujeros Negros

5.1 Antecedentes

El identificar a las leyes de la Mcecanica de Agujeros Negros como las leyes de la
Termodinamica aplicadas a un Agujero Negro nos permite avanzar en el conocimiento
de este tipo de objetos, pero al mismo tiempo, estudiar el régimen de aplicabilidad
de la Termodinamica como tal. Sin embargo, existen varios problemas por resolver
en esta drea de investigacion. En particular, la precisa formulacion de una Segunda
Ley de la Termodinamica de Agujeros Negros es un aspecto ain por resolver. Esto
debido a que dicha ley, como fue planteada en el capitulo anterior, deja de ser valida
para ciertos experimentos pensados, en los cuales se lanzaba hacia el Agujero Negro
algiin objeto caracterizado por una entropia S, de mancra que al cruzar el Horizonte
de Eventos, un obsevador externo al AN, media un decremento en una cantidad S
de la entropia del Universo. Lo anterior debido a que, atn cuando la interaccién
de la materia con el Agujero Negro resulta en un cambio en los parametros de
este nltimo, no es facil ver el como estos cambios se llevan a cabo de una manera anica.

El objetivo del presente capitulo es el de presentar y analizar la Segunda Ley
Generalizada, ya que si bien su vilidez nos permite recuperar el sentido fisico que
tiene estudiar a los Agujeros Negros desde la teorfa Termodinamica, su régimen de
validez es atn cuestionable; ya que hasta ahora no se ha podido definir, sf, la validez
de la SLG requiere, o no, de una cota para la entropfa de la materia que interacciona
con el Agujero Negro.
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5.2 Formulacién

Recordemos que otro de los puntos importantes por definir es ¢l como y cuando
asignar una cierta entropia a un Agujero Negro, [21].. Dado ¢l proceso ffsico de
interaccion de materia con ¢l Agujero Negro, el tratar de responderse el c6mo ocurre
esto, fue lo que permitié a Bekenstein encontrar que la entropia por asignar a un -
Agujero Negro deberfa de ser proporcional al drea del mismo. La constante de
proporcionalidad estd dada por las constantes universales ¢, G, y i, de acuerdo con
la ecuacion (4.15), lo cual, recordemos, nos muestra como la entropia del Agujero
Negro es de naturaleza cuantica.

Con la entropia para un Agujero Negro asf definida, y considerando la entropfa
total que interviene en el proceso fisico en cuestion -la del AN y la materia que
interacciona con ¢l-, Bekenstein reformulé la Segunda Ley de tal manera que que
esta nueva expresion pudiera de inicio, resolver los problemas de vilidez de dicha
Ley en sistemas méas generales; asi, propusé lo que conocemos como la Segunda Ley
Generalizada, (SLG),

“La suma de la entropie de un Agujero Negro y la entropia ordinaria en el exterior
del mnismo,

Stret = Sezt. + San, )

nunca deerece en el tiempo.” Entonces, podemos reescribir la analogia cntrc las
Leyes de la I‘crmodm'\nnca y las Leyes de la Mecinica de Agujeros Ncgros como se R
muestra en la tabla 5 . [

Termodindmica L’lCCi‘\l’l_iC‘il‘ de AV NS

Ley Cero: Equilibrio Térmico = T = cte.

Primera Ley: dS = dE + Zj daj

Segunda Ley: AS >0

Tabla 5.1: Analogia entre las Leyes de ld Tcrmodumnnc«l y las’ Le\'t.s ‘de lz\
Mecanica de Agujeros Negros
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Analicemos con detenimiento la SLG. Primero noteinos que la Segunda Ley
Generalizada asi formulada, lleva implicita la suposicién de que, dentro del forma-
lismo matematico usado para la deseripeién del proceso fisico planteado, se puede
medir de manera precisa, tanto la entropfa del AN, como la de la materia externa
al mismo. Entonces, si quercmos creer que la SLG representa en realidad una Ley
para la Termodinamica de Agujeros Negros, tenemos que enfrentarnos al problema
de como cuantificar de mancra correcta la entropia por asignar a un Agujero Negro,
de manera que un observador en el infinito, pueda distinguir a la entropfa del AN
de la del medio que lo rodea. Esto implica que, dada la identificacion que hemos
hecho de la entropia de un Agujero Negro con el area de su Horizonte, segin la
ccuacion (4.15), lo que tenemos que lograr en 1iltima instancia es medir de “mancra
correcta” el area del Horizonte del AN. Donde, por "mancra correcta”, entendemaos
al hecho de que el area del Horizonte represente una cantidad intrinseca del AN,
y no sume contribuciones del medio que lo rodea. Afortunadamente, esto no tienc
mayor dificultad, ya que como vimos en cl capitulo antcrior, independientemente
del formalismo usado para describir la Termodinamica de Agujeros Negros, ¢l drea
siempre representd un parametro medido en el Horizonte y no en el infinito.

Aqui, ¢l punto por aclarar es ¢l de bajo que circunstancias obtenemos una
relacion drca-entropfa.  Ya que en principio, esto nos permite definir el régimen
de aplicabilidad de la SLG, especificando si se trata de una Ley para soluciones
estticas, estacionarias, con o sin rotacién, etc., o para soluciones dindamicas que
incluyan a todas las anteriores. Es entonees que tenemos que ser muy cuidadosos al
momento de elegir ¢l formalismo matemaitico que usaremos para describir la forma
en que evoluciona ¢l AN.

La estructura de Horizontes de Killing ha sido durante mucho tiempo, el forma-
listmo estindar utilizado en el estudio de Agujeros Negros. Dentro del ambito de la
Relatividad General, esta ha permitido formular las Leyes de la Mecanica de Agujeros
Negros estacionarios, logrando asi entender en mayor medida la naturaleza de estos.
Sin embargo, dentro del campo de estudio de la Tertnodinamica de Agujeros Negros,
y en particular en la SLG, todavia nos encontramos con varios problemas. Dentro de
estos, el que nos limita para poder precisar la SLG, es el de la imposibilidad de poder
definir a los parametros del Agujero Negro como cantidades que solo representen
contribuciones del Horizonte; y por lo tanto, no podemos separar nuestro sistema en
las dos partes que lo compouen, el Agujero Negro y su exterior. Este simiple hecho
es demasiado restrictivo desde el punto de vista de la fisica, ya que el pedir que el
espaciotiempo sea globalmente estacionario, nos excluye situaciones en las que existe
radiacion u otro tipo de materia en cualquier parte del mismo: deberia ser suficiente
ol pedir que la geometria propia del Agujero Negro fuera estacionaria, permitiendo
que en el exterior al Agujero Negro Miera dinamica. Otro inconveniente que se nos
presenta es ¢l hecho de que, para poder determinar a un Apgujero Negro, tenemos
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que conocer la historia completa del espaciotiempo, ya que por su propia definicion,
cl Horizonte s6lo puede ser construido retroactivamente, después de conocer la
evolucién completa del espaciotiempo; esto también representa una manera poco
priclica de cstudiar el fen6meno fisico en cuestion. Lo anterior nos muestra cl
motivo por el cual tenemos que ser muy cuidadosos al elegir algin formalismo que
nos describa la mecanica de Agujeros Negros; por cjemplo, dicho formalismo tendria
que permitirnos plantear claramente situaciones de Agujeros Negros en equilibrio,
algo basico en cualquier andlisis Termodinamico de todo proceso fisico.

El especificar- de manera clara las cantidades que representan tanto al Agujero
Negro como a su entorno, nos da la pauta para poder describir situaciones de
equilibrio. El Formalismo de Horizontes Aislados propuesto por A. Ashtekar cumple
con cste objelivo; ya que nos caracteriza de manera correcta al Agujero Negro,
sustituyendo los Horizontes de Killing por Horizontes Aislados, que en su descripeion
permiten la cxistencia y determinacién de materia y/o radiacién en su exterior.
Asl, tomando como base este formalismo, podemos definir muy bien a la entropfa
total del proceso fisico envuelto en la Segunda Ley Generalizada, como la suma
de la entropia del AN y la de su exterior. Sin embargo, otro problema surge
cuando una vez que han sido determinadas Seq. y Sawn, ¥y por cende, la entropia
total, permitimos que la materia externa al Agujero Negro interaccione con éste.
Ya que en este caso, es claro que, partiendo de la propia definicion de Horizonte
Aislado, carcce de sentido el hablar de materia que interacciona con el Agujero Negro.

Ahora parcce obvio ¢l camino por seguir para poder formular de manera correcta
la SLG. Necesitamos de un formalisino matematico en el que de inicio podamos
distinguir entre la entropia de Agujero Negro y la del medio exterior a éste. Es
decir, aislar en cierta medida al Horizonte, permitiendo asi la posible existencia de
materia en su exterior. Pero también, requerimos que dicho formalistno nos describa
situaciones en las que existe un flujo de materia o radiacion a través del Horizonte.
En este sentido, nuestro Horizonte podria representar sitnaciones de equilibrio,
que al ser perturbado de alguna manera, permitiria describir la forma en que sus
parametros caracteristicos cambian con el tiempo, es decir, tendriamos un Horizonte
Dindmico |16). Asi, en principio, podriamos entender de mejor manera como las
Leyes de la Termodinamica se aplican a un Agujero Negro, en particular, la SLG,
que os la que nos ocupa en el presente capitulo.

Es importante sefalar que aunque lograramos resolver los problemas menciona-
dos anteriormente, estarfamos todavia idealizando ¢l problema real del sistema que
contiene a un Agujero Negro, ya que debido al proceso de radiacion de Hawking,
un Agujero Negro siempre esta radiando, lo cual no permite que este aleance un
estado de equilibrio. Pero la SLG lleva implicito el que dada una perturbacion
al AN, ¢ste aleance un estado de entropia mixima después de un cierto tiempo
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finito; y por lo tanlo, un estado de cquilibrio, contradiciendo el resultado obtenido
por Hawking. Sin embargo, dicho proceso se justifica dentro del ambito de estudio
de campos cuanticos que cvolucionan en un espaciotiempo curvado, es decir, su
descripeién sale del campo de la Relatividad General Clasica. Esto nos indica, como
lo sefialamos anteriormente, la naturaleza cudntica de la entropia del Agujero Negro.
Entonces, es natural suponer que, el formalismo buscado debera estar enmarcado
en el ambito de una Teoria Cuantica de la Gravedad, con la cual no contamos atin;
pero csto nos indica que el estudio de la Termodinamica de Agujeros Negros puede
estar, en cierto sentido, orientado al desarrollo de una Teoria Cudntica de la Gravedad.

Asi, parece ser que regresamos al problema basico de inicio, que es el de poder
definir de manera correcta a la funcién entropfa que nos caracterizara al Agujero
Negro. Cuando decidimos cstudiar un cierto fenémeno fisico a partir de la entropfa
que lo caracteriza, tenemos dos opciones de inicio, atacar el problema desde la
Termodinamica Clasica, o a partir de la Mecénica Estadistica. Una de las caracteris-
ticas mas importantes de la MecAnica Estadistica es la elegancia de su formalismo,
demostrada al describir problemas aparentemente complicados, cuyo resultado
manifiesta tener un gran sentido fisico real, al estar de acuerdo casi siempre con la
parte experimental del mismo. Por otra parte, la gran variedad de problemas fisicos,
v no [isicos, en los que se aplica su formalismo nos da una idea de la fortaleza del
mismo. Sin duda lo mas importante para nuestro caso, es ¢l hecho de que la funcién
entropia cstadistica esta definida para una mayor cantidad de situaciones fisicas de
las que la entropia termodinamica nos podria describir; asi, esperando obtener leyes
lo mas generales posibles, nos conduce a adoptar a la Mecanica Estadistca como
formalismo para cstudiar la dinamica de Agujeros Negros.

s importate recalcar que, desde el enfoque estadfstico, la entropia es una funcién
que mide en cierta forma el nfimero de microestados accesibles al sistema; y dada la
identificacion que hemos hecho en el capitulo anterior de la entropfa con el drea del
Horizonte
San A, (5.2)

.

para definir Syn necesitamos conocer el namero de estados cudnticos a que
puede acceder el sistema para una energia dada Exny (Man); ademas tenemos que
preguntarnos por el ntunero de grados de libertad asociados con el arca del AN. Esto
nos lleva nuevamente a considerar una teorfa cuantica de la gravedad. Por lo tanto,
si aceptamos a la Relatividad General como una teoria vilida que nos describe la
gravedad, y siendo esta una teorfa de naturaleza netamente geometrica, tiene cierto
sentido el que una cantidad geométrica como lo es el darea del Horizonte, represente
la funcion entropia que necesitamos para formular la SLG. Pero dejando de lado ¢l
punto anterior, caso particular en la fisica, tendra sentido el plantcamiento de una
geometria cuantica?. Si es asi, jeundles seran sus fundamentos basicos ¥y que implica-
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ciones Lendria en la fisica en general?, jserfan consccucntes dichas implicaciones con
Ia fisica cuya vilidez es ampliamente aceptada?. El encontrar posibles respuestas a
esta preguntas nos sugiere nuevas lfneas de investigacién, cuyo desarrollo nos llevara
a comprender de mejor manera la dindmica de Agujeros Negros, en particular, la
Scgunda Ley Generalizada.

Por otra parte, ¢l adoptar un enfoque termodinamico para cstudiar la dindmica
de AN, nos limita, irénicamente, a situaciones estacionarias o cuasicstacionarias.
Desde este punto de vista, la entropia que es una funcion de estado, definida sélo
para estados de equilibrio, tiene un cardcter macroscépico, que si bien representa a
los multiples estados microscopicos, estos tltimos no son observables para un agente
externo al sisteina. Dentro de este contexto, la entropia Termodinamica y la entropfa
del agujero Negro tiene ciertas similitudes importantes:

e ambas son funciones extensivas, escalan con cl tamaiio del sistema, mientras
la entropia termodinamica del espacio fase caracterizado por una energia E,
ccuacion (4.1), la entropia del Agujero Negro cs dll‘(‘(.tdlllcntc proporcmnal al
drea de la superficic que acota el volumen del AN. : - .

e los procesos fisicos descritos por dichas ﬁmcmnes,

son Lalcs quc cqta.s mmca
decrecen en el tiempo. ‘

observador externo pucdc tencr |nform
la funcion genérica S.! :

smmuoncs L‘&tﬂ(.lollﬂll'ls, para ser la que aparezca en Ia SLG cuac'én (5.1), siendo
consientes de la limitacion que nos impone el seguir: 1dedhzan(lo al” Ag,mero Negro -
como un objeto que puede aleanzar estados de equilibrio.

'Desde el punto de vista estadistico, este argumento podria reescribirse diciendo que ambas en-
tropias representan el niniero de estados microscopicos indistinguibles del sistema, donde la entropfa
del AN mide el mimero de estados causalmente conectados con un observador externo, es decir, aque-
llos que estan asociados al arca del Horizonte]23), ya que independientemente del enfoque estadistico
o termodinimico, poco o nada sabemos de los grados de libertad asociados al interior del Agujero
Negro.
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5.3 Cotas a la Entropia

Desde que fué propuesta en los 70 °s por Bekenstein, la Segunda Ley Generali-
zada se ha puesto a prueba para una gran variedad de experimentos pensados. En
particular, su régimen de vilidez ha sido motivo de controversia. Principalmente, la
discusion la han llevado dos escuclas de pensamiento, las cuales estan representadas
de mancra importante por R, Wald y J. Bekenstein. La discusion ha girado en torno
a si se debe de condicionar o no, la vilidez de la SLG, a la existencia de una cota a la
entropfa de la materia externa al Agujero Negro que interacciona con ¢ste de acuerdo
con 2

SAN S ;ER’! (5.3)

El desarrollo de esta linea de investigacion ha sido orientado por el andlisis que
se ha hecho de la aplicacion de la SLG a un experimento pensado en particular,
en el cual, la vilidez de dicha ley es cuestionada; el proceso fisico en cuestion es cl
siguiente: toma una caja, llenala con materia caracterizada por una entropia S,
bajala lentamente hacia el Agujero Negro mediante un cierto disposilivo previamente
diseitado para finalmente liberar la materia, de tal manera que esta caiga al Agujero
Negro. A pesar de ser este un proceso bastante simple, la fisica en este ha sido lo
suficientemente jlustrativa como para orientarnos sobre ¢l significado fisico que hay
detras de la SLG.

Aqui hay varios aspectos por analizar, Primero recordemos que el objetivo es el
de poner a prucba la SLG; entonces la cantidad gque nos interesa medir es el cambio
en la entropia, cuando el sistema pasa de un cierto estado inicial a otro final, que cs
el resultado de que el proceso sefialado haya ocnrrido. Por otra parte, es importante
¢l considerar que el hecho de que el Agujero Negro se encuentre radiando energia
con una temperatura dada por la ecunacion (4.13), resulta en la existencia de una
atmosfera térmica, que lejos del Agujero Negro puede ser interpretada como aquella
debida a la radiacion de Hawking real saliendo del AN; no olvidemos que este es
un fendmeno puramente cudntico. ¥ es el resultado tanto del estado cuantico del
campo cercano al Horizonte. como del estado de aceleracion de las particulas que
se uneven en torno a ¢l Entonces, nuestro sistema esta definido por el Agujero
Negro, la atmoslera térmica, ¢l dispositivo formado por la cuerda y la caja, y la
materia que esta dltima conticne.  1a sido ampliamante justificado |26, 27| el que
los elementos que forman el dispositivo del experimento -la cuerda y la caja-, no
contribuyen de manera iimportante en la medicion final del cambio de entropia. En
principio, podriamos suponer gue bajamos lentamente la caja hasta cierto punto de
retorno, suficientenmiente cercano al Horizonte, donde abrimos la parte inferior de la
caja, permiticndo que Lumateria gue se encuentra en sninterior sea capturada por
¢l Agujero Negro, para despucs jalar nuevamente la caja, v asi, ol gunbio neto en
cntropia v energia en ¢l proceso serin nulo. Por lo tanto, la entropia total del sistema
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ol = SAN + Sawm + SMIr - L (BA)

A p.u-mr de aquf

e(,c ﬁiul el vulhcar Ia SLG 5610 L('n(.mos que (letu‘mnmr la
folum. en que

.unbxm dc. un ucrto es 'Ldo a otlo en la ccuacion (5 tl)

SMIJ < 27I’DR

con E'la cncrbfa conscrvada de la matcrm cxt(,rna, y R
hon/ontc en l.\ clml se deja caer la materia nl AN

re 88
R= / (9r+) '/zrlr

con’; gir .= (1 + a?cos?0)/A, y A = (1‘ -7 )(7' — 74.)- Centrémonos: por- ¢l
momento en la arguinentacion: dada por B(-k(.nstem para suponer la L\lstenc L (l(-
cotas a la (‘ll(.l‘Ol)fd. de la materia externa al Agujero Negro. . '

Para Bekenstein, la cota a la entropia, cenacion (5.6), es una wudlu(m necesaria
para la vilidez de la Segunda Ley Generalizada. En particular, para el experimento
pensado que hemos sefialado, &l considera que el balance en la entropia en ¢l proceso,
s0lo se deben de incluir las contribuciones a la entropia de Ia materia contenida en la
caja y la propia del Agujero Negro,

Sra=San +Sae. : (7.8)

En este caso, se considera que ni la cuerda, ni la caja. ni la radiacion térmica
en torno al Agujero Negro [27], ni la dindamica del proceso de acercamiento de la
caja desde el infinito hasta el Horizonte, contribuyen con el cambio en la entropia
que ha de ser considerada en ln SLG. Esto debido a que Ia energia necesaria para
acercar “lentamente” la caja sostenida por la cuerda, se compensa con la energia que
se requiere para poder retirar la caja y la cuerda, luego de que se ha liberado ol
contenido de la misma hacia el Agnjero Negro. Por lo que respecta a la atmdsfera
termica, la entropia que la caracteriza influiria de manera importante, por medio de
unn cantidad representada por la entropia de la radiacion desplazada por la caja.
siempre y cuando ésta cumpla con la siguiente relacion

Sume < Sn, (5.9)

donde Sayps representa a la entropia contenida en un sistema acotado (eaja) de
energia B, ¥ volumen Vi micntras que- Sp os L entropia asignada a la radiacion
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térmica no confinada,que ocupa un volumen V. Sin embargo, resulta ser que la
designaldad (5.9) no se cumple para la situacion particular en la que las dimensiones
de la caja difieren por un orden de magnitud o mis; por ¢jemplo, para una caja
delgada. Entonces, sv(,un Bekenstein, aunque parece 16gico el asumir como vilida
la desigualdad (5.9), la existencia de un contragjemplo, y ¢l que no haya una
demostracion que la respalde, nos muestra que la contribucion que la entropia
de la atmosfera térmica pudiera tener en el balance total de la entropfa no serd
significativo, y por lo tanto, no es necesario ¢l considerarla en ¢l proceso fisico que
estamos usando para poner a prueba la Segunda Ley Generalizada.

Aqui e¢s importante sefalar que, aunque no existe una demostraciéon completa
que nos asegure la vilidez de la designaldad (5.9), si se ha podido demostrar|28| que
dicha desigualdad, aplicada a un sistema completo -la caja mis su contenido-, no
puede ser violada sin que se viole también la SLG. Por lo tanto, si quercmos creer
que la SLG es una verdadera ley, la mencionada desigualdad tendrd que ser vilida
para un sistema completo. Y como consecuencia de esto, ¢l cambio en la entropia
de la atmoésfera térmica si tiene que ser considerado en una posible demostracion
de la SLG. Esto no quicre decir que la atmosfera térmica por si misma favorezea o
1o la suposicion de cotas a la entropia]29]; solo estamos seiialando que la atmésfera
térmica deberd jugar un papel importante en el analisis de la entropia de un sistema
completo. Recordemos que a la atiésfera térmica la entendemos como la radiacion
medida por observadores estiticos en torno al Horizonte, y que para alguien cn
¢l infinito, esta sera el resultado de la Radiacion de Hawking. Dicha radiacion es
un indicativo de la manera en como el sistema, Agujero Negro mas su entorno,
se encuentra en un estado de no-equilibrio; y por lo tanto, es plausible el que la
atmosfera termica tenga algian tipo de influencia en el analisis que estamos realizando.

En cuanto a la dinamica en el proceso de acercamiento, ya se menciond que si-
guiendo un proceso adiabatico, acercando la caja lentamente, no habra cinbios en
fos parametros involuerados en el sistema, de tal forma que se pudiera producir un
cambio en la entropia. Asi, dado que para Bekenstein la entropia total del sistema
estd dada por la e u.\uon (5.8). el cambio en dicha entropia, cuando el proceso ya se
ha llevado a cabo, se¢

ASror = ASay — ASare. (5-10)

Si esto es asf, entonces para que la Segunda Ley Generalizada sea valida, se tiene
que camplir que
Sume £ ASan, (5~11)

es decir, existe un_limite superior para la entropia de la caja, el ¢ual esta-determi-
nn(lo por el eambio en la entropia del Agujero Negro., Lo que encuentra Bekenstein
es e dicho e unbio os solo funcion de los pardmetros caracteristicos de.li i
exterua; segin la designaldad (5.6); y no depende en ningan sentido de los pardame-




tros propios del Agujero Negro. Esto lo lleva a concluir que (5.6) representa una cota
universal para la entropia de cualguier sistema termodiniamico, contenga o no éste a
un Agujero Negro. Esto no solo ha sido estudiado a partiv de Agujeros Negros de
Schwarzschild, sino también usando sistemas que incluyen rotacién(30|, obteniendo

que
2 )2 — 52
7 (RE)? ~ s
Seat < Iy (RE) ~ 2 7 , (5.12)
donde E representa la encrgia de una particula con espin s y entropia Sz, que
interacciona con ¢l Agujero Negro cuando este se encuentra a una distancia propia

R+ §(R) del AN.

Aquf vale la pena detenernos a analizar un poco lo planteado por Bekenstein.
Primero recordemos que en su analisis, ¢ desprecia la contribucion que pudiera
tener la atmésfera térmica. Representa asi, una estudio incompleto en su propio
planteamincto. Por lo que se refiere al cileulo explicito que ha realizado Hod para
obtener la ecuacion (5.12), se ha asumido, al igual que en los cilceulos hechos por
Bekenstein para llegar a la designaldad (5.6), que la interaccion de la caja o particula,
con el Agujero Negro es tal que los cambios en la masa y momento angular de éste,
son tales que dM = £,y dL =.J, con E y I la energia y momento angular conservada
de la particula. A partir de esto, sustituyen en la primera Ley, de manera que puedan
encontrar ¢l cambio minimo en el area del Horizonte que les permita saber lo gque
acota a Sere. Sin embargo, aunque dentro del contexto en ue se maneja, parecen
ser correctas fas desigualdades propuestas por ¢llos misimos, estas fallan por el hecho
de que M y J son cantidades medidas en infinito, y por consiguiente cargan con
las dificultades planteadas en ¢l capitulo 3. El que en la cota para la entropia sélo
aparczea h como manifestacion directa de la iimportancia de los aspectos cuinticos
que intervienen en el proceso, es otro de los puntos importantes por senalar, ya
que pareceria logico el que G apareciera en ¢l mismo sentido en que lo hace hi. Se
esperaria esto porque en el proceso deserito nos encontramos en el régimen de escalas
en el que la gravedad es la interaccion dominante,

Por otra parte, considerando el mismo proceso [isico, en sus mismas ctapas,
del acercamiento de la caja ¥ aquella en la que se deja caer la materia al Agujero
Negro, R. Wald y S. Gao prachan parcialinente 26| la Segunda Ley Generalizada
sin asumir ningn tipo de cota a la entropia externa del Agnjero Negro. Por lo que
respecta a la etapa de acercamiento cuasi-estiatico, a diferencia de Bekenstein y Hod,
clos si consideran en su cileulo a {a entropia de la atmésfera térmica. Asumiendo
solamente ¢l que ésta se encuentra en equilibrio térmico consigo misma, prueban
la vilidez de fa SLG sin hacer referencia a cotas a la entropia. Sin embargo, en ol
fondo esti suponiendo que Tn eaja Hega un punto en ol cual “Hota™ el lugar donde la
temperatura de la materia en la caja v la temperatura de la aundsfera térmica son
iguales, por lo que no existe una “fuerza de Hotacion™ que empuje a la caja. En este
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sentido, D. Marolf y R. Sorkin[29], analizando este proceso desde un punto de vista
inercial, llegan a las mismas conclusiones sin asumir que la caja “flota”. Sin cinbargo,
para cllos, ademas de la atmosfera térmica, la caja en si, adquiere un papel relevante
en el balance final de entropias.

En cuanto a la otra ctapa, interacciéon directa entre la caja y el Agujero Negro,
Wald “conjetura” que la SLG es vilida siempre y cuando la atmosfera térmica se
encuentre en equilibrio con el Agujero Negro, es decir, que no pucda existir un
incremento de la entropfa del sistema Agujero Negro/atmosfera térmica. Esta es
la razén que nos lleva a plantear que su demostracion de la SLG es incompleta, ya
que si bien es natural el que, al transcurrir del tiempo, dos sistemas en contacto
permanente alcancen un equilibrio térmico, en su argumentiacion parecen conchiir lo
que cllos mismos se plantecaban como suposicion, que el estado final del sistema sera
aquel que maximize la entropia. En el fondo de su argumentacion se encuentra la
suposicién de que Ia presencia de materia externa, en el momeunto en que se le suelta,
ya forma parte del sistema en cuestion, y por lo tanto, al encontrarse en equilibrio
térmico (suposicion), no habra cambios en la energia, momento angular y carga
totales del sistema.

Resumiendo, tencmos un mismo proceso fisico, estudiado desde puntos de vista
distintos. Decimos que son distintos porque, mientras Bekenstein y Hod dejan de
lado la contribucion de la atmosfera térmica, y comno consecuencia no realizan una
detallada descripeion de la etapa de acercamiento de la caja o particula al Horizonte,
Wald si lo hace. Y por el contrario, mientras Bekenstein y Hod consideran que
la presencia de materia en las cercanias del Horizonte si resulta en un cambio no
trivial de los parametros del Agujero Negro, dando como resultado una cota para
la entropia, ecuacion (5.12), Wald solo conjetura al respecto ¥ concluye que no es
necesario impouner ningin tipo de cota a la entropia para que la SLG sea valida.

Esto nos muestra que, si bien parece plausible el asumir la vilidez de la SLG, la
argumentacion que le da sustento a ¢ésta s aun incompleta. Un andlisis estadistico
del problema podria orientarnos en los pasos a seguir para obtener una posible demos-
tracion de la SLG, que a la vez nos permitiria definir de manera correcta el sentido
fisico (que tiene el relacionar temperatura con gravedad superficial, entropia con irea,
asi como aclarar la manera en que se pueden asumir sitnaciones de equilibrio que nos
permitan formular las Leves de la Termodiniamica de Agujeros Negros.



Capitulo 6

Discusion Final

En ¢l presente trabajo hemos discutido la estrecha analogia que existe, entre
las Leyes de la Termodindmica Ordinaria'y las® Leyes de la Mecanica de-Agujeros
Negros. Entonces, nos dimos cuenta de como lo que parecia ser una simple analogia
en ¢l ambito de la Relatividad General Clasica, adquirfo un verdadero sentido {fsico
al considerar aspectos cudnticos (radiacion de Hawking) en la dinamica del Agujero
Negro. Asi, un primer punto por recalear, es el que “Las Leyes de la Mecanica de
Agujeros Negros no son sino las Leyes de la Termodinamica aplicadas a un Agujero
Negro™.

Sin embargo, aunque en general tenga sentide hablar de Termodinamica de
-Agujeros Negros, en lo particular existen todavia algunos problemas que no han
podido definirse con certeza. Dentro de estos, de acuerdo con lo discutido en este
trabajo, podemos identificar como los mais relevantes los siguientes: la falta de un
adecuado formalisio matemiitico, el cual nos describa la dindmica de Agujeros
Negros bajo distintas sitnaciones fisicas; el identificar lo que significara la entropia
dentro de este contexto: v el elarificar ¢l “status” de posibles cotas a la entropia.

Formalismo: Vimos como, tanto ¢l formalismo de Horizontes de Killing como
el de Horizontes Aislados, no logran describir de manera adecuada la dinamica de
Agunjeros Negros, En este sentido, vale la pena mencionar que, con el afan de extender
la validez de las Leves de la Mecanica de Agujeros Negros a la mas amplia clase de
modelos, R. Wald ha mostrado que la primera fey aplica a teorias arbitrarias de la
Gravedad que pueden ser derivadas de un lagrangiano covariante.  Mas ann, dicha
derivacion de la primera ley hia permitido darle una mieva interpretacion a la entropia
a resulbta ser la carga de Noether gue esta asociada
con la simetria generada por el Horizonte de Killing [38, 39, Sin embargo, el principal
andidato parcce ser ol formnlismo de Hortzontes Dinamicos mencionado al final del
capitulo 3, ya que este tiene ln vemtaja de no depender de la estructura de campos de
Killing, permitiendo el Hujo de materia o radiacion a través del “Horizonte Dinamico™

de un Agujero Negro. De hecho, ¢
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Entropia: Es claro que si queremos deseribir las s diversas situaciones fisicas
en las que intervengan Apgujeros Negros, la entropfa estadistica tiene que ser la
que describa la Termodinamica de estos.  Sin embargo, dentro del contexto de
este trabajo, s6lo ticne sentido el hablar de entropfa termodiniamica. Aquif nos
encontramos con ¢l problema de especificar lo que entenderemos por entropfa. Ya
que para poder hablar de entropia cstadistica, necesitaunos conocer los microestados
accesibles (grados de libertad) del sistema, es decir, del Agujero Negro. Sin
embargo poco o nada sabemos de estos, aunque posibles respuestas las podemos en-
contrar en la Teoria de Cuerdas, o en teorias cuanticas de lazo (loop quantum gravity).

Cotas a la Entropia: Este problema surge del poner a prucba la Segunda Ley
Generalizada con ciertos experimentos pensados. Aunque ¢l punto por definir no es la
vilidez de ésta, ya que es ampliamente nccpt.ada Lo que no es claro es st se necesita
|mpmler o no, una cota a la entropia para que la SLG sea valida. Vimos en el capftulo

5 como ambos andlisis describian “adecuadamente” un mismo experimento pensado;
y sorpresivamente, concluian de manera diferente.  Mientras Bekenstein apela por
las cotas a la entropia, Wald dice que estas no son necesarias para argumentar la
validez de la SLG. Esta aparente contradiceion tiene su origen en el hecho de que, si
bien ambos parecen describir *adecnadamente” el mismo proceso fisico, en realidad
s6lo lo hacen parcialmente, ya que como se mencioné anteriormente, lo que terminan
describiendo correctamente es la fase del proceso que ¢l otro no justifica. Es decir,
hasta aliora no existe, cuando menos para este experimento pensado, una descripeion
completa que nos permita asegurar si las cotas a la entropia son necesarias o no para
justificar la vilidez de la SLG. Sin embargo, de acuerdo con el analisis planteado por
Bekenstein, Hod, et. al., parece plausible el que bajo ciertas circunstancias, al menos
las especificas del experimento como clios lo plantean, existan cotas a la entropia
de la materia externa que interacciona con ¢l Agujero Negro. Lo cual, esta lejos de
representar una Ley Universal para la entropia de cualquier sistema [isico, como lo
han planteado. Lo que dice dicha cota, es s6lo como los cambios (la evolucion) en
los parametros de la materia externa, se ven limitados por el respectivo cambio en la
entropia del sistema en que evolucionan.

Recientemente, Bousso ha propuesto[40] que la entropia total observable esta
acotada por el inverso de la constante cosmologica:
Puara cualquier Universo con constunte costoldgica positiva A, la Lntmpm obser-
vable S estd acotede -en unidades de Planck- por
i . L :
S = . S (6.)
A : .

Aqui, S incluye tanto a la entropia del Horizonte Cosmologico, como la respectiva




de la materia del Universo; y se puede ver que S corresponde a la entropia de Bekens-
tein para el espacio de deSitter vacio. Sin embargo, Bousso también demuestral41]
que existen contracjemplos para este tipo de cotas cuando D > 4. Esto muestra que
la mera especificacion de una Counstante Cosmologica positiva no es suficiente para
garantizar entropia observable finita. Nuevamente, ¢l poner a prucha la SLG con
respecto de una mayor variedad de experiinentos pensados, nos permitira entender
el punto en cuestion.

De lo que podemos estar seguros, es de que nos falta mucho por investigar en
cuanto a la Termodindmica de Agujeros Negros se refiere.  Asi, los esfuerzos por
aclarar los puntos antes seiialados, parccen estar orientados al conocimiento de una
Teoria Cuintica de la Gravedad. Esta nos permitira entender de mejor manera la
Termodinamica de Agujeros Negros. A la vez, ¢l avance en el conocimiento de la
mecanica de AN y las leyes que la gobiernan, nos orientara sin lugar a dudas, en cl
planteamicnto de una Teorfa Cudantica de la Gravedad.
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