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Introducción 

Hoy en día, las teorías que describen las cuatro fuerzas conocidas en 
la naturaleza se conforman 111cdiantc dos partes principales. La primera es 
el campo en sí que puede tener un carácter escalar, vectorial, etc. y sirve 
para representar las fuerzas y sus posibles interacciones entre sí. En esta 
parte las fuentes de las fuerzas no aparecen en ningún lugar y por lo común 
cuando se intenta analizarlas en este contexto aparecen singularidades o "re­
giones críticas" en las que las teorías ya no son aplicables. Para remediar 
este problema se introduce la segunda componente importante que es la ma­
teria. Esta última se postula como una magnitud externa, ajena al campo, 
y no existe proccdin1icnto alguno para derivarla en base a razonamientos 
fuoda.nientales. Cada una de estas componentes se representa mediante una 
acción estacionaria, de donde se derivan las ecuaciones de moviIDiento cor­
respondientes. Este esquema de descripción de las fuerzas de la naturaleza 
ha tenido un gran éxito y ha dado como resultado el Modelo Cosmológico 
Estándar, que describe nuestro Universo a nivel macroscópico~ y el Mode­
lo Estándar de Partículas Elementales, que describe el mundo microscópico. 
Ambos modelos han logrado explicar y predecir con gran exactitud Jos datos 
provenientes de observaciones y experimentos. 

A pesar de este éxito, Ja pregunta funda111ental sobre Ja descripción del 
origen de la materia permanece sin respuesta. El proble111& de la transición 
campo-partícula se puede considerar como un primer paso hacia la construc­
ción de una teoría de campos hipotética en Ja que la materia no aparecería 
como una magnitud externa, sino que sería una consecuencia. de la teoría .. 
Los calllpos serían considerados como fuentes de materia y las partículas 
como configuraciones especiales de Jos campos. Históricamente esta idea ha 
sido planteada por diversos autores, por ejemplo, en 1876 W. K. Clifford, 
creador de los números de Clifford, escribe[l): "De hecho sostengo (1) Que 
pequeñas porciones del espacio de hecho son de naturaleza análoga a la de 
pequeñ.as colinas en una superficie que en promedio es plana; es decir, que 
las leyes ordinarias de la geometría no son válidas para estas porciones. (2) 
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IV INTRODUCCIÓN 

Que esta propiedad de estar curvada o distorcionada pasa continuamente 
de una porción del espacio a otra a manera de onda. (3) Que esta variación 
de la curvatura del espacio es lo que cu realidad pasa en ese fenómeno que 
nosotros llamamos el movimiento de materia, ya sea pragmático o cterco. (4) 
Que en el mundo físico sólo esta variación tiene lugar, sujeta (posiblemente) 
a la ley de r'"lntinuidad." Otros ejemplos de autores que han hablado al re­
specto son Lorcntz, Hciscnbcrg, Klcin, Einstein, cte. y para una referencia 
histórica puede verse [2]. 

Explícitamente por ejemplo, la pregunta central del artículo de Einstein 
y Rosen de 1935 [3] es: ¡Es concebible una teoría atomista de la materia 
y la electricidad que, aún excluyendo singularidades en los campos, no use 
más variables que aquellas del campo gravitacional (g,,,.,) y las del campo 
electromagnético en el sentido dado por Maxwell (potenciales vectoriales, 
A,.)? La consideración de un ejemplo los hace modificar ligeramente las 
ecuaciones gravitacionalcs, que entonces admiten soluciones estáticas, con 
simetría esférica y libres de singularidades. Estas soluciones involucran la de­
scripción matemática del espacio físico por un espacio de dos hojas idénticas, 
donde una partícula se representa como un puente conectando ambas hojas, 
y Jos sistemas de muchas partículas se representan por muchos puentes de 
este tipo entre las dos hojas. El estudio de sistemas de muchas partículas 
nunca lo llevaron a cabo. 

Mientras impartía el curso de relatividad en la primavera de 1953, J. A. 
Whceler, pensando en términos· de que la luz es afectada por la gravedad 
y al mismo tiempo es fuente de ella, se planteó la pregunta de qué tanta 
luz se requeriría concentrar para que ésta se DJantuviera junta por su acción 
de autogravitación [4]. Sus ideas lo condujeron a formular el concepto de 
geón, donde g se refiere al carácter gravitacional, la e al electromagnético 
y la terminación on, a la palabra raíz para partícula. Como su nombre lo 
indica, un geón es una forma de modelar una partícula por medio de un cam­
po electromagnético autogravitante. En 1955 publicó un articulo [5] donde 
exploró las primeras alternativas de geooes que le hacían pensar en un uni­
verso sin partículas, sólo conformado por campos. Al discutir sus ideas con 
Einstein, él le indicó que era probable que los geones fueran inestables, y 
de hecho poco tiempo después lo confirmó él mismo Wheeler. Sin embar­
go le siguió pareciendo fascinante la idea de tener masa sin masa, ea decir 
partículas por medio de campos. No solamente le atraía la idea de la masa 
sin masa, sino que también le interesaba la carga sin carga. En la teoría 
del electromagnetismo, las líneas de campo eléctrico se visualizan empezan­
do y terminando en partículas puntuales, pero esto sólo es una idealización 
matemática, porque desde luego que una partícula puntual nos llevaría al 
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problema de una densidad infinita. En un espacio tic1npo plano el pensar en 
carga sin carga no es posible, pero en un espacio curvo sí lo cs. Supongarnos 
que tenemos una hoja. donde dos círculos se recortan en puntos remotos de 
ella y después estos círculos se unen por inedia de una 1nanija, es decir un 
tubo de forma aproximadarnentc cilíndrica que conecta los pcrÍJnctros de los 
círculos que se recortaron. En este caso, las líneas de campo podrían desa­
parecer en un extremo de la manija y aparecer en el otro, de esta manera, 
si los círculos son muy pequeños, las líneas de campo parecerían terminar 
en un objeto casi puntual, o iniciar en un objeto del n1isrno tipo. A cSta 
configuración Misner y Whccler le llamaron, en 1957, agujero de gusano, 
y le consideraron una forma de tener carga sin carga, es decir, la configu­
ración de campo de una partícula sin la necesidad de una fuente puntual. Los 
problemas de una teoría de agujeros de gusano no son pocos, pero han sido 
objeto de investigación desde entonces por sus características topológicas no 
triviales. 

En 1976, R. Sorkin [6] analiza el problema que puede presentar el hecho 
de que en un agujero de gusano, los extremos de la manija están inevitable­
mente correlacionados. Esto podría tener consecuencias muy importantes 
sobre todo respecto a la indistinguibilidad de las partículas. Para ·resolver 
este problema, las características topológicas del espacio empiezan a cobrar 
importancia, en este caso, la oi-ientabilidad. La propuesta es acercar las bo­
cas del agujero de gusano, pero dado que éstas aparentan cargas opuestas, 
el sistema deja de parecerse a una partícula cargada. Al construir una agu­
jero de gusano de tal manera que el espacio-tiempo resulte no orientable, 
es posible que ambas bocas aparenten ser fuentes (o sumideros) del C811lpo, 
logrando con esto que la configuraci6n simule poseer una carga neta. 

A partir de este trabajo, Sorkin realizó muchos estudios [7, 8] sobre lo 
que llamó geones topológicos, que son objetos de topología no trivial co­
mo los agujeros de gusano, donde trató probleDlas del tipo de la estadística 
de geoncs, es decir como se comportan ante el intercambio, etc. También 
analizó como se comportan ante rotaciones. Ambas circunstancias son im­
portantes, puesto que son características esenciales del comportamiento de 
las partículas elementales. 

Más autores han trabajado en la relación espín-estadística [9, 10], el 
comportamiento cuántico de los geones [11, 12, 13], e incluso en la aparición 
misma de espín fraccionario dentro de la teoría clásica de la relatividad [14]. 

Dentro del contexto del problema de la transición campo-partícula, la 
pregunta central de la presente tesis es si es posible y en qué circunstan­
cias, observar indicios de comportamiento cuántico en sistemas clásicos. En 
particular vcrcrnos configuraciones gravitacionalcs que podrían de alguna 
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for1na estar relaciona.das con la teoría de gconcs y contar con una topología 
no trivial. 

El tipo específico de características cuánticas que hemos buscado, es la 
discretización de las propiedades de los sistemas, y vale la pena insistir en que 
cuando hablemos de cuantización o de comportamiento cuántico a lo largo 
del presente trabajo, nos referiremos en particular a este carácter discreto. 
La razón por la que esto nos parece importante es que los parámetros en las 
configuraciones de campos clásicos en general, toman valores en un espectro 
continuo (como es el caso de los parámetros M, e y a de la métrica de Kerr­
Newman), mientras que las partículas tienen parámetros discretos, como sus 
masas, cargas, etc. Esto es parte del problema conocido como el de los modos 
cero (15]. Incluso, la reinterpretación que implicaría la discretización de los 
parámetros podría ayudar a hacer estables sistemas que no lo serian de tener 
parámetros continuos, que es otra motivación para el presente análisis. 

Esta cuantización la buscaremos como una analogia con el monopolo 
magnético de Dirac [16] donde por medio de un argumento que puede ser 
establecido en términos de intensidad de Caillpo (curvatura asociada al po­
tencial electromagnético) (17] o en términos topológicos [18], se logra la 
cuantización (discretización) del producto gq, con g la carga magnética y q 
la carga eléctrica. Ambos planteamientos del análisis del monopolo se verán 
con cierto detalle más adelante en esta tesis. 

En el primer capítulo realizaremos un análisis de la curvatura del espacio­
ticmpo por medio de la definición de un objeto tipo fase. Esto nos permite 
determinar que cualquier configuración gravitacional, está restringida a com­
portarse como un fermión o como un bosón ante rotaciones. A partir de este 
mismo objeto podemos deducir la existencia de condiciones de cuantización 
similares a las obtenidas por Dirac, para una gama nmy aillplia de configu­
raciones gravitacionales. 

En el capítulo segundo, definirnos lo que consideraIJlos cuantización topológi­
ca y la dividimos en intrínseca e inducida dependiendo de si la configuración 
que se analiza en particular, se cuantiza (en el sentido que se ha discuti­
do) por efectos de la métrica misma, o si requiere de un campo de norma 
extrínseco a la métrica para cuantizarse. Para &01bos casos encontramos 
ejemplos en los que se presenta la cuantización de ciertos parámetros. 

En el tercer capítulo iniciamos la investigación del principio holográfico 
con la intención de ampliar las posibilidades de aplicación de los métodos 
desarrollados en los dos primeros capítulos. Esto es porque en algunos call08 

no es claro el significado de nuestro procedimiento en un sistema. particu­
lar, pero por medio del principio holográfico podernos buscar algún sistema 
relacionado con éste, en el que el sentido de nuestro método sea más claro. 
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En el presente trabajo no fue posible establecer tal correspondencia., sin cn1-

bargo hubo resultados interesantes para el ejemplo analizado., en concreto 
definimos la entropía de modelos gravitacionales dependientes del tiempo y 
analizamos la validez de la fórmula de Cardy-Verlinde para estos modelos. 
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Capítulo 1 

La fase de Dirac en 
configuraciones 
gravitacionales 

En este capítulo, intentaremos establecer la analogía con el monopolo 
de Dirac por medio del análisis de la curvatura del espacio-tiempo. Esto lo 
haremos definiendo un objeto tipo fase, que nos permitirá determinar ciertas 
relaciones de carácter discreto entre los parámetros de la métrica del espacio­
tiempo. La definición de este objeto tipo fase requiere de la evaluación de 
integrales de dos-formas con componentes endomórficas1 • La manera de re­
alizar esta integral no es clara, por lo que las primeras secciones de este 
capítulo se dedican a los resultados que se pueden establecer independien­
temente de la forma explícita de tal integral. Motivados por la obtención de 
resultados interesantes inherentes al objeto tipo fase, dedicarnos el final del 
capítulo a la definición de la integral mencionada, llegando a una propuesta 
concreta, que a manera de prueba se utiliza para realizar un análisis de la 
métrica de Kerr-Newman. La definición de la integral aún no es satisfactoria, 
por lo que más trabajo es necesario en este sentido. 

Hay que aclarar que la existencia de un tipo similar de fase cuántica, 
pero que es inducida por un campo magnético real, ha sido demostrada a 
través del efecto Aharonov-Bohm [19]. Más aún, la generalización de este 
efecto para campos de norma en general ha sido realizada por Aharonov 
y Anandan [20] quienes consideran una fase en términos de potenciales de 
Yang-Milis y los generadores del álgebra de Lie del grupo de norma. 

1 La descripción de forma.<J diferenciales con componentes cndomórficos se da en el 
apéndice A, véase ta.mbién (17]. 
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2 CAPÍTULO l. LA FASE DE DIRAC 

En todos estos casos se supone que el potencial de norma existe en todos 
los puntos donde la. intensidad de catnpo está bien definida. En este con­
texto se puede interpretar que la fase cuántica es inducida por un potencial 
de norma. bien definido. Pero las fases cuánticas también pueden ser induci­
das por la presencia. rlc un campo externo (aun si el can1po no se puede 
derivar de un potencial, corno es el caso del sistema que consiste de una 
carga eléctrica y un 1nonopolo magnético). Desde el punto de vista de las 
aplicaciones experimentales, es interesante analizar el ca.so cuando el cam­
po externo es el campo gravitacional. Muchos autores han investigado las 
consecuencias físicas de una fase cuántica inducida por gravedad [21], y la 
primera prueba experimental directa de su existencia se obtuvo en el renom­
brado experimento de COW (Collela, Overhauser, y Werner) [22] donde se 
usó intcrferomctría de neutrones. 

El objeto tipo fase que introdiciremos aquí está totalmente determinado 
por el campo gravitacional, y como ya dijimos, veremos que haciendo uso de 
este objeto, es posible extraer información de las propiedades de la fuente de 
gravedad correspondiente. Sin embargo, su naturaleza física. es diferente a la 
de las fases cuánticas estudiadas con anterioridad. Detrás de la postulación 
de este objeto tipo fase, está la suposición de que existe un haz librado sobre 
el cual podemos describir la teoría de la gravitación, y que las propiedades 
topológicas de este haz librado se pueden analizar por medio del objeto tipo 
fase. En este sentido, la. diferencia con las fases cuánticas es que nuestro 
objeto tipo fase es una entidad topológica, y no depende de las interacciones 
cuánticas que pueda tener el campo con un sistema cuántico de prueba, las 
cuales son fundamentales para la descripción de la fase cuántica usual. 

Por otro lado, la razón para llamarle objeto tipo fase y no simplemente 
fase es que no conocemos explicita.JDente el :mntido en que éste representa 
una fase. No obstante este objeto tiene dos características importantes que 
sugieren su caracter de fase y motivan el estudio realizado en el presente 
capítulo. El primero de estos hechos es que, como veremos más adelante, 
este objeto asocia a cada trayectoria cerrada -y basada en el punto p, un 
endomorfismo para el espacio tangente Tp, que es justalllente lo que hace 
una fase. Por otro lado, para el cálculo de este endomorfismo se utiliza una 
superficie de integración S que debe de tener a -y por frontera, y en este 
sentido, el segundo hecho importante es que el resultado de tal cálculo es el 
mismo para todas las superficies que pertenecen a la misma clase homotópi­
ca. Esto hace pensar que el objeto que estamos calculando es propio de la 
curva -y, y no de la. superficie de integración, como debe de ser una fase. 
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1.1. MONOPOLO MAGNÉTICO 3 

1.1. Monopolo magnético 

Corno inicio y motivación del presente capítulo, haremos un breve repaso 
del argumento expuesto por Dirac [16] para la cuantización del rnonopolo 
magnético,. que será precisamente la idea que trataremos de generalizar al 
caso de la gravitación. 

Dirac analizó la fase cuántica adquirida por una partícula cargada al 
ser arrastrada a lo largo de una trayectoria cerrada en la presencia de un 
monopolo magnético. En general la fase que adquiere una. partícula cargada. 
que describe una trayectoria 'Y inmersa en un campo magnético B está dada 
por 

«f> = eiqf.., A' (1.1) 

donde q es la carga de la partícula y A es el potencial vectorial del campo 
B, es decir dA =B. 

Cuando -y es una. trayectoria. cerrada es posible usar el teorema. de Stokes 
para reescribir la fase como 

(1.2) 

con s una superficie cuya frontera sea "f, i.c. as= "Y· 
El campo rna.gnético de un monopolo de carga. magnética. g en coorde­

nadas esféricas está. da.do por B = gsen6d6 /\ dtj>. Lo que ha.ce interesante 
el análisis de este campo es que no existe un potencial vectorial A del cual 
provenga y que esté bien definido en todo punto donde B lo esté[l 7). Desde 
luego, por ejemplo B = dA para A = - ! cos 6dtj>, pero en particular este 
potencial vectorial es singular en los puntos 8 = O, w, por lo que no pode­
mos usarlo como potencial vectorial. Este problema lo presentará. cualquier 
potencial vectorial que se use para. B. Esto se puede demostrar de man­
era general en geometría algebraica, notando que el grupo de cohomología. 
nn- l, de la variedad n-dimensional donde se encuentra. definido el campo 
magnético B, es diferente de cero. Viendo esto es claro que si queremos 
calcular la. fase adquirida. por una. partícula. que se mueve sobre el plano 
ecuatorial describiendo un círculo al rededor del origen, no podemos usar la. 
expresión (1.1), puesto que ca.recemos de un potencial A bien definido. 

Si querernos calcular la fase para la trayectoria descrita en el párrafo 
anterior, nos vemos obligados a. utilizar la. expresión (1.2), donde notamos 
que podemos elegir distintas superficies pa.ra hacer el cálculo, en pa.rticula.r 
podernos usar cualquiera de los dos hemisferios que tiene a --y como frontera. 
El signo de la integral sobre un be1nisferio debe de ser el opuesto al que 
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4 CAPÍTULO l. LA FASE DE DIRAC 

se elija para el otro, ya que las orientaciones de las superficies deben de 
ser consistentes con la de la trayectoria -y. De esta 1nancra obtenernos '1• = 
exp(-igq/2) para uno de los hemisferios y <f> = exp(igq/2) para el otro. 
La razón por la cual el valor de la integral en (1.2) no es independiente 
de la elección de superficie, es que Jos dos hc1nisfcrios no son superficies 
homotópicas, lo cual es posible[l 7] gracias a que el espacio que estamos 
considerando es JR.3 - O que no es simplemente conexo. El origen del sistema 
de coordenadas se debe de remover por que el campo magnético no está. bien 
definido en ese punto por tener una singularidad que no cun1plc con las leyes 
de Maxwell. 

Estamos en un punto del análisis de la fase en que tenemos resultados 
distintos para el mismo cálculo, pero tenemos un argumento para fijar este 
resultado, ya que la fase cuántica por ser una cantidad física debe de ser la 
misma independientemente de la forma en que se haya calculado, por lo que 
requerimos que los dos resultados anteriores sean iguales. Vemos que la única 
forma de que esta igualdad se satisfaga es que la cantidad qg sea un múltiplo 
entero de 2-n-, i.e. qg = 2-n-n para un número entero n obteniendo así lo 
que a lo largo del presente trabajo llamaremos "condición de cuantización" 
y trataremos de obtener expresiones de este tipo para otros sistemas en 
diferentes teorías. Dirac concluyó a partir de esto que la existencia de un 
monopolo magnético implicaría la cuantización de la carga eléctrica q = 
2Trn/g. 

1.2. Fase en términos de curvatura 

Lo primero que debemos notar es que la integral en la ecuación (1.2) es 
de hecho la integral del tensor electromagnético sobre una superficie específi­
ca. En el caso del monopolo magnético, la única entrada diferente de cero 
del tensor electromagnético es la correspondiente a d(J /\ dtf> en coordenadas 
esféricas, por eso se integra sobre una superficie en d(Jdtf>. Por otro lado, desde 
la perspectiva geométrica de la teoría de campos, el tensor electromagnético 
no es otra cosa que la curvatura asociada a la conexión electromagnética. 

Consideremos ahora. una variedad semiRiema.nniana (M, g 1..,), donde g,.., 
(µ, v = O, 1, 2, 3) es la métrica subyacente. En este caso podemos introducir 
un objeto tipo fase descrito por 

<l>=efn, {1.3) 

donde R es la curvatura asociada a la métrica, es decir, el tensor de Riemann, 
que es una dos-forma con valores endomórficos (véase el apéndice A o por 



1.2. FASE EN TÉRMINOS DE CURVATURA 5 

ejemplo (17)). Para establecer una definición exacta de este objeto tipo fase 
sería necesario el uso de una exponencial con orden de trayectoria y un 
factor constante antes de la integral en (1.3) dependiendo de la elección 
de coordenadas, pero por el mon1cnto estamos interesados solau1cnte en la 
estructura general de cI>. 

La integral en (1.3) se debe ele realizar sobre el carácter de dos-forma 
del tensor de Ricrnann, y el resultado es un cndornorfisrno, a.._o;¡í que el objeto 
tipo fase el> siendo la exponencial de un cndornorfisrno, será a su vez otro 
endomorfismo. 

Las componentes del tensor de Ricmann son cndomorfismos, y por lo 
tanto para cada punto de la variedad viven en un espacio vectorial distinto 
que puede ser asociado con el producto cartesiano del espacio tangente y el 
espacio cotangente [17]. Si realizamos la integral en (1.3) tal como aparece, 
estaremos sumando objetos que viven en espacios distintos, lo cual no es 
justificable. Lo que necesitamos es realizar un transporte paralelo del cndo­
morfismo desde el punto de evaluación hasta un punto fijo, donde diremos 
que la integral esta basada. Este transporte paralelo sólo debe de ser apli­
cado sobre el carácter endomórfico del tensor de Riemann, ya que la parte 
de dos-forma se maneja a través de la retracción (pull-back) de la manera 
usual. Así que en lugar de (1.3) debemos de usar 

<I> = ef n• = ef n-•nn, (1.4) 

donde hemos definido R' = H- 1 RH siendo H la holonomla que resulta 
del transporte paralelo, y depende expllcitaniente del punto de evaluación. 
Desde luego existen un cantidad infinita de trayectorias a lo largo de las que 
se puede realizar el transporte paralelo, por lo que la forma explicita de H se 
tendrá que fijar usando argumentos del tipo que se discutirán en la quinta 
sección de este capítulo. Por el momento el punto importante es que se 
puede llegar a ciertas conclusiones independientemente de la forma explícita 
de H, única.niente suponiendo que esta holonomía preserva algunas de las 
simetrías fundamentales del tensor de Rie1nann. Esto no es un requerimiento 
fuera de contexto, dado que H está directamente relacionada con la métrica 
y por consiguiente con sus simetrías. Si este comporta.miento no apareciera 
de manera espontánea para H, se podría imponer por construcción. 

Una vez definido nuestro objeto tipo fase, rCcordc1nos que el punto clave 
para el argun1ento de Dirac es que el espacio base no es simplemente conexo. 
Por tal motivo las configuraciones gravitacionalcs en que esperamos que 
nuestro análisis sea relevante son aquellas en que el espacio-tiempo no es 
simplemente conexo. Ejc1nplos de esto son soluciones a las ecuaciones de 
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Einstein que presenten singularidades de curvatura localizadas, en cuyo caso 
el punto singular debe ser removido del espacio-tiempo, lo que evita que sea 
simplemente conexo. 

1.3. Fase y simetrías 

Para poder analizar el objeto tipo fase descrito en la sección anterior 
de manera general, consideraremos el tensor de curvatura en términos de 
una base scrniortonormal. Vale la pena aclarar de antemano que todos los 
resultados de esta sección y la siguiente, son independientes de la forma 
explícita de la H involucrada en la definición (1.4). 

En todo momento debemos de entender al tensor de curvatura como una 
dos-forma de componentes endornórficas, así que cuando hablemos de una 
componente, nos referiremos al cndornorfismo asociado a la correspondiente 
entrada de la dos-forma. Vemos asf que cada una de estas componentes 
mapea un espacio de dimensión cuatro en sí mismo, por lo que debe de 
tener cuatro valores propios, que como veremos en la sección siguiente, son 
las cantidades relevantes para el análisis del objeto tipo fase (1.4). 

Cuando las componentes del tensor de curvatura. ee expresan en térmi­
nos de tetradas, es decir, de una base semiortonormal (vease el apéndice 
A), estas pertenecen al álgebra de Lie so(3,1) del grupo S0(3,1), asf que 
explícitamente la componente asociada con la dos-forma dx"' /\ dx" se puede 
escribir de forma general como 

Rª = ( a~v 
bµv bµv 

Cµv 

e,_.,, ) e,.., ,_ ' 
o 

(1.5) 

con aµ,,,, bµv, Cµv 1 dµ.,, eµv y f µv funciones reales de las coordenadas del 
espacio-tiempo. 

Si llamamos )l,_.v;(i = 1, 2, 3, 4) a los valores propios de la correspondiente 
componente del tensor de curvatura, vemos que dada. la forma. de (1.5) estos 
valores cumplen con la relación de simetrfa 

(1.6) 

Desde luego estos valores propios son función de las coordenadas del 
espacio-tiempo, pero lo importante es que cuniplen con la relación (1.6) en 
cada punto. 
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El cálculo explícito del objeto tipo fase {1.4) involucra la holonomía H, 
pero esta es un rnapco de so(3,l) en sí 1nismo, por lo que los valores propios 
del endomorfismo resultante R~,.. = n-1RµvH están obligados a satisfacer 
de igual forma la relación de simetría (1.6). 

La definición del objeto tipo fase implica también la integración del en­
domorfismo R' sobre la superficie S. Dado que S es una subvariedad del 
espacio-tiempo, podemos introducir coordenadas xµ tales que, por ejemplo 
x 1 y x 2 describan la superficie de integración S cuando x 0 y x 3 se fijan a 
ciertas constantes específicas, con lo cual la expresión (1.4) se escribe de 
manera explícita como el»' = cxp I donde I está dada por 

(1.7) 

con xº y x 3 fijos en los valores correspondientes .. 
Es importante notar que la relación de simetría (1.6) es inherente al 

carácter so(3,l) que tiene el tensor de curvatura cuando sus componentes se 
expresan en términos de tétradas, por lo tanto es independiente de la elección 
de las uno-formas coordenadas dx". En particular los valores propios >.12;(i = 
1, 2, 3, 4) del integrando en (1.7) cumplen con la relación (1.6) en cada punto 
del dominio de integración, lo que implica que los valores propios >.; del 
endomorfismo I también satisfacen la simetría (1.6) independientemente de 
la superficie S. Esto también se puede afirmar dado que so(3,l) es un álgebra, 
y como tal, la suma de sus elementos también está en so(3,l), lo que implica 
que el resultado de la integral (1.7) pertenece de igual forma a so(3,1), 
y consecuentemente sus valores propios satisfacen (1.6). La inva.riancia de 
la relación (1.6) se puede demostrar haciendo un análisis en términos de 
clasificaciones de Petrov, para los detalles de este análisis, véase [23]. 

Dados los argumentos anteriores podemos garantizar que los valores pro­
pios >.; del endomorfismo I resultado de la integración que aparece en la 
definición del objeto tipo fase (1.4), satisfacen (1.6) independientemente de 
la forma explícita de H y de la superficie de integración que se tome. 

Describamos ahora el tipo de superficies de integración que consider­
areIDos. Podemos construir una superficie cerrada simétrica respecto a un 
eje, digamos z, e intersectarla con un plano que contenga a tal eje y que 
divida a la superficie original en dos superficies que comparten la misma 
frontera. Si el espacio-tiernpo está descrito por una métrica semiRiemanni­
ana con una singularidad de curvatura localizada que se encuentra entre las 
dos superficies, entonces éstas dos superficies no serán homotópicas. Para 
continuar la descripción introduzcamos coordenadas esféricas. Supongamos 
que la métrica del espacio-tiempo es simétrica respecto al cambio de co-
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8 CAPÍTULO l. LA FASE DE DIRAC 

ordenadas <P ~ </> + 7r (clara1ncntc esta condición la. cu111plcn una arnplia 
clase de configuraciones gravitacionnlcs, por cjc1nplo todas las soluciones 
con simetría axial). En consecuencia de ésta sitnctría, la integral del tensor 
de Riemann sobre las dos superficies descritas solo puede diferir por un sig­
no, que se debe al hecho ele que cuando la métrica posee sin1ctría. ante alguna 
transformación, el tensor de Riemann no esta limitado a ser simétrico, sino 
que puede ser también antisimétrico ante tal transformación. Denotemos las 
integrales correspondientes a las dos superficies como I1 e I2, y a las cor­
respondientes fases corno «1>1 = exp{±Ii) y «1>2 = cxp(::¡=I2), donde el signo 
debe de ser elegido de acuerdo a la orientación de la frontera común. 

1.4. Comportamiento bosónico y fermiónico 

Siguiendo el argumento de Dirac exigiremos que el objeto tipo fase {1.4) 
tenga el mismo valor para las dos superficies, i.c. «1>1 = cl>2. Si las integrales 
I1 e I2 tienen signos opuestos, entonces los objetos tipo fase «1> 1 y «1>2 que 
se obtienen a partir de ellos son iguales, dado que la consistencia con la 
orientación de la frontera implica que una de las integrales debe de cambiar 
de signo antes de ser exponenciada. En esta situación el requisito ~i = «1>2 
se satisface trivialmente, así que no se obtienen nuevas condiciones de este 
análisis. 

Por otro lado, si I1 = I2, el cambio de signo requerido en una de las 
integrales, diga.tnos en -h antes de ser exponenciada hace que «1> 1 y «1>2 sean 
diferentes, por lo que ha.ce falta un mayor análisis. En este caso los valores 
propios de I1 son el negativo de los de I2, y ahora vemos la importancia 
de la relación de simetría {1.6), ya que gracias a ella podemos estar seguros 
de que ambo .. ~ juegos de valores propios coinciden, y que la única diferencia 
es el intercambio de los vectores propios asociados con cada uno de ellos. 
Ahora debernos de cxponenciar las integrales 11,2, que están representadas 
por matrices 4 x 4, ya que son el resultado de integrar componentes como 
las descritas por {1.5). 

U na forma simple de calcular la exponencial de una matriz, digamos M, 
es por medio de diagonalizarla primero y luego obtener la exponencial como 

exp{M) = Texp{D)T-1, (1.8} 

donde D es la matriz diagonal que tiene los valores propios de M como 
componentes, y la matriz T representa el cambio de base que diagonaliza a 
M y se construye explícitamente colocando los vectores propios de M como 
columnas en el misn10 orden en que los valores propios asociados aparecen 
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en D. Para aplicar este procedhnicnto a 4» 1 y cl>2, podemos usar el hecho 
de que I1 e I 2 tienen Jos mismos valores propio:; y que éstos satisfacen Ja 
relación de simetría (1.6) para definir una matriz 

( Á1 
o o o 

) ( ef 
o o o 

)· A= exp g -A1 o o e-..\1 o o 
o Aa o o e"• o 
o o -A3 o o e-..\3 

(1.9) 

que nos permite escribir a los objetos tipo fase como 

'1>1 = T1AT1-
1 y '1>2 = T2AT2-1, (1.10) 

usando la misma matriz A para ambos, de tal manera que la única diferencia 
entre el cálculo de 4>1 y '1>2 radica en las matrices T1 y T 2 • 

Usando las ecuaciones (1.10) vernos que 

4>1 = 4>2 = T1AT1-
1 = T2AT2-

1 <=- AT1-
1 = T1-

1T2AT2-
1 

= AT1-
1T2 = T 1-

1T2A - [A, T 1-
1T2] =O, 

(1.11) 

donde los paréntesis cuadrados se refieren al conmutador de las matrices 
correspondientes. Con esto vernos que cualquier implicación que tenga el 
requerimiento '1>1 = 4>2 se puede obtener de manera muy sencilla de la 
imposición de que el conmutador [A, r 1-

1 T2] se haga cero. 
Para analizar este conmutador debemos de notar que las matrices T11 

y T2 sólo difieren entre sí por el orden de sus colUDlnas, ya que los vectores 
propios de I1 e I2 son los mismos habiendo única.mente un intercambio de 
Jos valores propios asociados con ellos. A partir de ésto vemos que de manera 
general 

1 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
1 !)· (1.12) 

Dada esta expresión de la matriz T 1-
1 T2 y usando la definición (1.9) de 

A, vemos que el conmutador [A, T 1-
1T2] se hace cero si y sólo si 

(1.13) 
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que nos lleva a las condiciones de cuantización 

(1.14) 

donde n1 y n2 son enteros arbitrarios. 
Recordando que los valores propios ..:\¡ son funciones de los parámetros de 

la métrica, vernos que las condiciones (1.14) son análogas a las condiciones 
de cuantización encontradas por Dirac. 

Algo de precupaci6n puede surgir por el carácter imaginario de los val­
ores propios impuesto por las condiciones {1.14), pero esto no debe de ser 
factor de importancia ya que al realizar los cálculos concretos resulta que los 
valores de ...\¡ aparecen en términos de raíces cuadradas de números que son 
positivos en algunos casos, pero negativos en otros, dando lugar a valores 
reales e imaginarios para estas ...\'s. Cuando un valor propio es real, Ja única 
posibilidad admisible para la n asociada es cero, pero cuando el valor propio 
es imaginario, entonces n puede tomar cualquier valor entero, dando lugar 
a un conjunto infinito de soluciones discretas. 

La forma explícita de las condiciones (1.14) dependerá de la configuración 
en particular que se esté considerando [24], así corno de Jos detalles de Ja 
definición del objeto tipo fase (1.4), pero Ja aparición de estas condiciones es 
inherente al análisis realizado. A continuación veremos más conclusiones a 
las que se puede llegar de manera general, independientemente de Jos detalles 
de la definición (1.4) del objeto tipo fase. 

Consideremos ahora el caso en que las condiciones de cuantizaci6n no se 
satisfacen de forma trivial, i.e. n1, n2 # O. Usando (1.14) en (1.9) obtenemos 
para A cuatro posibilidades diCerentes 

A1 =e~ o ) c-n -n ,Aa = o º) e-· n 0A4= O -°·)' 
(1.15) 

donde Il es Ja matriz unidad 2 x 2. Dado que ya hemos impuesto Ja condición 
<1>1 = <1>2 podemos usar indistintamente T1 o T2 para Jos cálculos siguientes, 
así que insertando las distintas opciones dadas por (1.15) en (1.10) obten­
emos diferentes objetos tipo fase. Para el caso de A1 el objeto tipo fase es 
igual a Ja identidad 

(1.16) 

Para los casos A.,(k = 2, 3, 4) obtenemos objetos tipo fase que difieren 
de la identidad 
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(1.17) 

pero son raíces cuadradas de esta, es decir que al elevarlos al cuadrado 
resultan en la identidad 

(1.18) 

donde hemos usado el hecho de que A¡ = Il 4 x4, con10 se puede verificar 
fácilmente de (1.15). 

Este resultado muestra. que las configuraciones gravitacionales que ten­
gan simetría axial o sean invariantes ante la transformación ef> -.. tP + 71", y 
que lleven a condiciones de cuantización no triviales se pueden dividir en 
dos clases. La primera está caracterizada por una curvatura cuyo objeto 
tipo fase asociado, llan1cmoslc <I»r es sin1plerncntc Ja identidad. La. segunda 
clase está constituida. por las soluciones con fase, digamos 4-'s y!:. D.4x4 que 
cumplen con citi = ll 4 x4· Este es exactamente el comportamiento que se 
esperaría para una fase que distinga entre entidades bosónicas (<l>r = ll.4 x4) 
o ferrniónicas (el>~= n4 x4) cuando se someten a rotaciones por un ángulo de 
27T. 

Muchos intentos se han hecho para modelar a las partículas elementales 
por medio de soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein[7, 8, 3, 25, 10]. 
Si adoptamos esa perspectiva y consideramos al objeto tipo fase 4> como la 
representación del efecto de una rotación de 21r, concluimos que una partícu­
la descrita por una métrica que satisfaga las simetrías expuestas sólo puede 
comportarse ante rotaciones en dos posibles maneras, como un bosón (cuan­
do cf> = 4>r) o como un fermión (cuando 4> = <l>s ). Vale la pena resaltar 
que el tipo de simetrías que hemos requerido no son descabelladas para una 
métrica que represente una partícula elemental. 

La búsqueda de este tipo de comportamientos en modelos de partículas 
elementales no ha sido poca(26, 8], y vemos que los resultados que hemos 
obtenido aquí por medio de una perspectiva muy simple, son una indicación 
de tal comportamiento en configuraciones gravitaciona)es. 

1.5. Integración de dos-formas endomórflcas 

En las secciones anteriores hemos conseguido establecer resultados pre­
cisos sobre el objeto fase (1.4) sin necesidad de conocer su definición exacta. 
El objetivo de la presente sección es discutir las dificultades que presenta tal 
definición y hacer una propuesta para ésta, aplicándola a casos concretos en 
los que las predicciones que se obtengan puedan ser,,...,,.n.,a'°'I"'i"'z"ad=ru,.s,,,. ________ -. 
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Corno ya se había hecho notar, toda arbitrariedad de la definición (1.4) 
radica en la manera de integrar dos-formas cuyas co1nponcntcs sean cndo­
morfismos, por lo tanto es a este problema al que nos enfocaremos a con­
tinuación. Desde luego la manera que propongamos para realizar integrales 
de este tipo debe de ser consistente con la integración usual de dos-formas 
cuyos componentes son ntírncros reales. 

1.5.1. Requisitos para la integral 

Un hecho que conocemos a partir del teorema de Stokes, es que el resul­
tado de integrar una dos-forma w con componentes reales, sobre distintas 
superficies homotópicas entre sf, es el mismo en tanto w sea cerrada, es decir, 
que su derivada exterior sea cero dw = O [17]. 

Este es un elemento clave para el argumento de Dirac, por lo tanto, 
aunque lo rnodificarernos ligeramente, será lo primero que exigiremos a la 
definición de integral que estarnos buscando. La modificación radica en que 
pediremos que las dos-formas involucradas en la integración, satisfagan la 
identidad de Bianchi en lugar de ser cerradas. Esto lo hacernos por que 
la dos-forma con componentes endornórficos que nos interesa es el tensor 
de curvatura, que no es cerrado, es decir su derivada exterior no es cero, 
dR ~ O, sin embargo R satisface la identidad de Bianchi, es decir que su 
derivada exterior covariante sí se anula, dvR = O. Para el caso de formas 
diferenciales con componentes reales, esta modificación no cambia nada, ya 
que en ese caso la derivada exterior es igual a la derivada exterior covariante. 

Para verificar que el valor de la integral sea el mismo para diferentes 
superficies homotópicas, tenemos que confirmar que la variación de esta 
integral con respecto a la superficie de integración se anule siempre que la 
variación de la superficie sea homotópica a la original. 

Si realizamos la integral de la dos-forma, entrada por entrada del eodo­
rnorfismo, por medio de la retracción2 es fácil ver que el teorema de Stokes 
implica que la variación de la que hablamos es proporcional a la derivada 
exterior de la dos-forma. 

El otro requisito que pediremos a la definición de integral que buscamos, 
es que se reduzca a la integral usual cuando se consideren formas diferenciales 
con componentes reales. 

2 El procedimiento usual por medio de Ja retracción (pull-back) de la dos-forma está ex­
plicado en [27] 
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1.5.2. Mediante un ansatz para la bolonornía 

En Ja definición del objeto tipo fase (1.4) la integración de Ja dos-forma 
R se justifica por medio de la introducción de H, que es una holonornía que 
permite, en principio, surnar clcrncntos de espacios vectoriales difercntes3 • 

Veamos ahora con10 debe de ser esta holonomía si queremos que la integral 
en (1.4) cumpla con los requisitos expuestos en la sección anterior. 

Escribiendo de manera explícita los índices en el cálculo de R' tenemos 

(1.19) 

donde en princ1p10 Hf: es arbitraria en tanto no sea degenerada, y como 
se dijo en Ja sección (1.2) debe fijarse por medio de Jos argumentos que se 
expondrán a continuación. 

Ya se ha dicho que la variación de la integral de una dos-forma, respecto 
a superficies hon1otópicas, es proporcional a su derivada exterior. El primer 
requisito de la sección anterior implica que esta variación se debe de anular 
para R' cuando la derivada exterior covariante de R sea cero, por lo que 
debemos de encontrar una holonomfa H tal que 

dR' oc dvR. 

Para encontrar la H que satisfaga (1.20) notamos que 

8ó(R')gµ., = [8ó(H-1 )~]R:iµ.,H;;'+ 

(H-1 )~(86R'jµ.,)H¡;' + (H-1 )~R'¡¡µ.,(86H¡;') 

(1.20) 

(1.21) 

Dado que H es no-degenerada, siempre es posible calcular e~, una UD<r 

forma con componentes cndomórficos dada por 

C1ó = (aóHC)(H- 1
)}, 

con lo que podamos escribir 

8óHC = G~6Hg y 86(H- 1 )~ = -(H- 1 )!;C~. 

Usando (1.23) en (1.21) obtenemos 

aó(R)l:;,., = [-(H- 1 )::c:.iJn:iµvHt+ 

cn- 1 )~(éJ6R'f,,..,)Hg + (H- 1 )~R:iµ.,(C~6HC> 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 

3 Para una discusión n1ás detallada de la introducción de H véase la sección (1.2) 
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o renombrando índices mudos 

(1.25) 

En esta última expresión vemos que la cantidad entre paréntesis cuadra­
dos sería justamente la derivada covariante de ng,"' si cg6 dada por (1.22) 
cumpliera con 

(1.26) 

donde wgµ es la conexión de Lcvi-Civita con sus componentes escritos en 
términos de tetradas. A la conexión escrita de esta forma también se le 
llama conexión de espín[18]. 

El satisfacer la condición (1.26) garantiza el cumplimiento del requisito 
(1.20), con lo que reducimos el problema de la definición de Ha resolver el 
sistema de ecuaciones diferenciales parciales dadas por 

(1.27) 

Desafortunadamente las condiciones de integrabilidad de las ecuaciones 
(1.27) son 

(1.28) 

donde M,,. significa derivada parcial respecto a x". 
Dado que· H es no degenerado, las condiciones de integrabilidad (1.28) 

serán satisfechas únicamente si la cantidad entre paréntesis, que es la cur­
vatura misma, se anula. 

La conclusión a la que llegamos, es que la única situación en la que se 
puede encontrar una holonomía H solución a (1.27) es cuando el espacio­
tiempo es globalmente plano. Esto no implica que no sea posible encontrar 
una H tal que R' satisfaga la condición (1.20), ya que en el análisis anterior 
establecimos la proporcionalidad entre dR' y doR pidiendo que la cantidad 
entre paréntesis cuadrados en la ecuación (1.25) fuera igual a la derivada 
covariante de R. Dado que esta no es la manera más general de satisfacer 
(1.20) debemos de buscar formas alternativas de hacerlo. 

1.5.3. Mediante una superficie de referencia 

En la última sección nos dimos cuenta de que debemos de tornar un 
punto de vista más general para que la definición de Ja integral cumpla 
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con los requisitos que hemos impuesto. Ton1ando otra perspectiva, podc1nos 
usar el teore1na de Stokes, por el cual sabemos que para toda dos-forma n 
se cumple la relación [28] 

r n- r n = r d!l, 
ls 1 ls lv (1.29) 

donde S y S' son superficies homotópicas, y V es cualquier volumen que ten­
ga la superficie S'US como frontera•, i.e. 8V = S'LJS. Debemos aclarar 
que O es una dos-forma con componentes endomórficos, sin embargo hemos 
suprimido todos sus índices, tanto los internos, que indican el carácter en­
domórfico, corno los externos que indican su carácter de forma diferencial. 
Esto lo hemos hecho para simplificar las expresiones siguientes; un manejo 
sistemático de esta notación se puede encontrar en [18]. 

Para cada clase de superficies homotópicas podemos elegir una super­
ficie de referencia Sref y definir la integral sobre cualquier superficie S 
perteneciente a la misma clase como 

J:n= Jsn- fv(w/\0-01\w), (1.30) 

donde es V cualquier volumen cuya frontera sea SU Sref y w es la conexión 
de espín con todos los índices suprimidos. Hay que notar que en la expre­
sión (1.30), la superficie de referencia no aparece explícitamente, sino que 
está. implícita en la definición de V. Por otro lado debernos de hacer incapie 
en que esta expresión define al objeto que está al lado izquierdo de (1.30), 
por eso lo denotamos con un apóstrofe sobre el signo de integral. 

La razón para introducir esta definición es que para !l arbitraria, el 
valor de la integral definida en (1.30) sobre distintas superficies homotópicas 
será distinto y el único caso en que esta integral tendrá el mismo valor para 
toda superficie homotópica será cuando !l satisfaga la identidad de Biancbi. 
Lo anterior lo podernos ver a partir de que sólo en este caso se cumple que 
(w /\ n - n /\ w) = -d!l, igualdad que al ser insertada en (1.30) garantiza, 
vía el teorema de Stokes (1.29), que el valor de la integral así definida será el 
mismo para toda superficie homotópica. En general (w /\ !l - O/\ w) ""' -d!l, 
por lo que la integral dada por (1.30) variará de una superficie a otra aunque 
éstas sean homotópicas. 

Un hecho importante es que tanto V como Sref en (1.30) se pueden elegir 
de manera conveniente para los cálculos específicos. 

4 Decimos cualquier volumen porque en dimensiones superiores a tres, V no será único, 
pero dado que d(díl) = O el valor de la integral en el lado derecho de (1.29) será indepen­
diente de la clt.">Cción de l' en tanto S' U S sea su frontera. 
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Esta puede ser uua. propuesta. ingenua, pero satisface los dos rcqucritn­
ientos que se rncncionaron en (1.5.1). Usando (1.29) vernos que cfcctivarncnte 
el valor de esta integral es el mismo para todas las superficies en la clase de 
equivalencia homotópica, si y sólo si O satisface Ja identidad de Bianchi, o 
equivalentemente (w /\ n - n /\ w) = -d!l. 

Con respecto al otro requisito, vemos que para el ca.so de forn1as difer­
enciales con componentes reales, el conmutador [w, f!] es cero, así que esta 
definición se reduce a la usual. 

Desde luego esta definición tiene el problema de necesitar una superficie 
de referencia para cada clase homotópica, pero para nuestro análisis en par­
ticular, ésto no será importante, puesto que nosotros estarnos interesados en 
diferencias entre las integrales, y tales diferencias son independientes de la 
superficie de referencia que se use, como se puede ver fácilmente restando el 
valor que toma (1.30) para diferentes superficies homotópicas. 

La dos-forma en la que estamos interesados es el tensor de curvatura, 
cuyos componentes, al ser expresados en términos de tétrada.s, son elemen­
tos del álgebra de Lie so(3,l). La conexión de espln es una uno-forma cuyos 
componentes también están en so(3,1)[18]. Por Jo tanto para el caso del 
tensor de curvatura, ambos integrandos en el lado derecho de (1.30) son 
elementos del álgebra so(3,l) y consecuentemente el resultado de su inte­
gración será también un elemento de esta álgebra. Por Jo tanto Jos valores 
propios de la integral de Ja curvatura al ser realizada como se define en (1.30) 
cumplirán con Ja relación de simetrla (1.6), que es todo lo que fue necesario 
para la obtención de los resultados de las secciones (1.3) y (1.4), asl que 
estos resultados se recuperan al usar esta definición de integración. 

1.5.4. La métrica de Kerr-Newman 

Ahora que hemos propuesto una definición para la integral de dos-formas 
con componentes endom6rficos, podemos utilizarla para realizar algún cálcu­
lo concreto para alguna métrica solución a las ecuaciones de Einstein en la 
cual nuestro análisis pueda ser relevante. Con este fin elegimos la métrica 
de Kerr-Newrnan que está dada por el elemento de linea [29] 

ds2 = -(.ó.-"'2 1fn2 (8»dt2 _ 2"""'n2 (8)<¡;2 +B2 -Aldtd</>+ 

[<•'+"''>'-,f"''sen'(B!) scn2(8)d</>2 + ~dr2 + Ed82, 

y el potencial clcctro1nagnético 
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er 2 A= -E[dt - asen (O)dtj>], (1.32) 

donde 

E= r 2 + a 2 cos2 (0), 
~ = r 2 + a 2 + e 2 - 2Mr. 

(1.33) 

Elegirnos esta métrica ya que es axisimétrica y tiene una singularidad 
localizada en (r =O, O= 7r/2) en las coordenadas de Boyer-Linquist (30]. En 
este caso podernos tomar corno superficies no homotópicas las dos mitades 
de una esfera centrada en el origen del sistema de coordenadas. 

Antes de continuar con el cálculo, debemos de aclarar que, los valores 
propios de un cndornorfismo son independientes de Ja base en la que éste 
se escriba. Por esta razón, la relación (1.6) se satisface sin importar en que 
base estén escritas la..c;; entradas de los componentes del tensor de Ricrnann5 , 

puede ser en tétradas R'I,µ..., o en la base coordenada dxº, Rp,,.,,, . Los cálculos 
explícitos para la presente sección se hicieron usando la base coordenada, 
pero las conclusiones de secciones anteriores siguen siendo validas en este 
análisis. 

Prosigamos con el cálculo, usando la definición de la sección anterior 
escribirnos 

{1.34) 

y requeriremos 4>1 = 4t2. 
Una elección conveniente para la superficie de referencia es usar para 

esta alguno de los hemisferios, digamos h1. Si lo hacemos así obtenemos 

'1>1 = efh1 Rp9flidOl\d4J; cll2 = efh2 R8t1flid81\dtP-fv<w:PR6P,...,-~,...,w~P)dzP/\dz""Ad:r"' 

(1.35) 
donde V se puede elegir como la bola sólida dentro de h1 U h2 a un tiempo 
dado. 

En este caso sabemos que Il.p,.,, cumple con la identidad de Bianchi, por 
lo que podemos reescribir (wl,,R~,... - m,.,,wip) = -8pRp,..., y obtener 

5 Para detalles del uso de índices véase el apéndice J. 

(1.36) 
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Usando el teorema de Stokes (1.29) podernos reescribir 

( Rpo.¡,d9/\d<f>+ ( 8pR{J,,.,dxPf\dx"Adx"=( Rpo.¡,d9/\d<f>- ( Rpo.¡,d9/\d<f>, 111.2 lv Jh1 lsp 
(1.37) 

donde Sp es una esfera centrada en el origen y para obtener la igualdad 
anterior se debe de tomar el límite cuando su radio tiende a cero. 

Usando los dos resultados anteriores «l.»2 se puede escribir como 

(1.38) 

donde Sp es una esfera centrada en el origen y para obtener el valor de 4>2 
se debe de tornar el límite cuando su radio tiende a cero. 

En términos de esta última expresión, la condición <1>1 = <1>2 se puede 
reescribir como 

(1.39) 

La integral fh, R se hace cero en el límite en que el radio de h1 se hace 
infinito, y a partir de este punto supondremos que estarnos trabajando en 
este límite, suposición que justificaremos más adelante. 

En este límite (1.39) se reescribe como 

(1.40) 

Al introducir la componente R<p8 q, del tensor de curvatura asociado a la 
métrica de Kerr-Ncwman, que se muestra en el apéndice B, en la integral 
que aparece en (1.40) e integrar sobre 9 y</>, vemos que el resultado, también 
expuesto en el apéndice B, depende del valor del radio de Sp. Como hablarnos 
dicho con anterioridad, el valor de esta integral se debe tomar en el límite 
en que el radio de Sp va a cero, el problema es que en este límite el valor de 
la integral se hace infinito. 

Parecería ser necesaria la introducción de un radio de corte, que podría 
ser alguno de los horizontes de la métrica de Kerr-Newman, pero no es obvio 
cual debería de ser, ni si su imposición ésta justificada. 
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Partícula Radio Clásico (cm.) Radio 1 (cm.) Radio 2 (cm.) Radio 3 (cm.) 
Electrón 2,817 X 10 ·I~ 2,814 X 10 ··~ 9,380 X 10 .,. 7,071 X 10 
Leptón r 8,100 X 10 .. 8,092 X 10 ·'7 2,697 X 10 ·U 2,033 X 10 
Leptón µ 1,362 X 10 .. u 1,361 X 10 u 4,537 X 10 "' 3,420 X 10 

Mesones tr+! 1,031 X 10 ·W 1,030 X 10 ·W 3,434 X 10 ·w 5,176 X 10 
Protón 1,534 X 10 '° 1,533 X 10 . , .. 5,108 X 10 .. 3,851 X 10 

Neutrón 1,1 X 10 ·H> 3,881 X 10 .. 
Cuadro 1.1: Comparación entre los radios clásicos y los predichos para difer­
entes partículas. R.adio 1 es, en la mayoría de los casos muy cercano al radio 
cla.sico r = ~ [31]. En el ca.so del neutrón s61o existe una raíz real y su valor 
es aproximada1nentc un tercio del valor cxpcrhncntal [32]. 

Por otro lado, si los parámetros m, e y a de la métrica de Kcrr-New111an 
se fijaran de alguna forma, las entradas de la integral que aparece en (1.40) 
serían función solamente del radio rsp de la esfera Sp, por lo que las condi­
ciones de cuantización impuestas precisamente por la relación (1.40) se tra­
ducirían en condiciones para este radio. 

El intento que se hizo fue basado en que el objetivo final es el modelar 
algún tipo de partículas por medio de esta geometría, así que aún sabi­
endo que el utilizar los valores de masa, carga y espín del electrón hacen 
que aparezca una singularidad desnuda, sustituirnos estos valores para los 
parámetros Tn, e y rn x a. Al hacer esto, las condiciones de cuantización se 
tradujeron en las ecuaciones polinómicas para rsp que se 1nuestran en el 
apéndice B, y al resolverlas se encontraron muchas soluciones, pero casi to­
das resultaron negativas o complejas, y por lo tanto carentes de sentido físico. 
Sólo tres de ellas fueron reales y positivas, y en particular una de éstas coinci­
dió aproximadamente con el radio clásico del electrón 2,87 x 10-13cm. Dado 
este valor de rsp, vemos que un radio rh1 del orden de 10-8 para h 1 , hace que 
la integral J,,, R'J,0 q,d0 /\ def> sea muy pequeña en comparación con la integral 
para rsp. justificando la suposición que hicimos sobre fh, R'J,oq,dO /\ def>--+ O. 

Dado el resultado anterior decidimos probar el procedimiento para los 
parámetros de otras partículas, incluso no elementales y encontra.nios para 
varias partículas cargadas una muy buena concordancia entre los radios 
clásicos dados por~ y las soluciones a las condiciones dadas por (1.40). En 
el cuadro (1.1) presentamos estos resultados. 

Es importante mencionar que la cantidad (rsp - ~) no se factoriza de los 
polinomios para rsp, así que el radio clásico no es una raíz exacta de estas 
funciones, y de hecho por experimentación numérica hemos verificado que 
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20 CAPÍTULO l. LA FASE DE DIRAC 

las soluciones para rs1, dependen, aunque n1uy sutilmente, del par::imctro a 
de la métrica.. 

1.6. Conclusiones del capítulo primero 

En este primer capítulo hemos visto que es posible extender al caso de 
la gravitación el argumento de cuantización propuesto por Dirac para el 
monopolo magnético. Esto lo vimos por medio de proponer un objeto tipo 
fase (1.4), cuya definición precisa aún no es clara, pero a pesar de esta 
vaguedad, pudimos en las secciones 1.3 y 1.4 establecer resultados concretos 
independientes de la definición específica. 

Uno de los resultados principales es la deducción de la existencia de las 
condiciones de cuantiza.ción {1.14), para la cual se partió de las característi­
cas del objeto tipo fa..'ic (1.4} inherentes a su construcción, e independientes 
de su planteamiento concreto. Desde luego se hizo ver que para que estas 
condiciones de cuantización aparezcan en el análisis de una configuración 
gravitacional específica, ésta debe de cumplir con ciertas características, 
en concreto debe de tener singularidades localizadas de curvatura y poseer 
algún tipo de simetría, ya sea axial, ante una rotación por un ángulo 7r, 

simetría especular respecto a un plano, cte. Desde luego la forma explícita 
de estas condiciones de cuantización dependerán de la definición exacta que 
se dé al objeto tipo fase. 

Otro resultado que se obtuvo partiendo de las mismas características 
generales del objeto tipo fase, fué que su comportamiento es reminiscente 
del comportamiento de bosones y fermiones. De partida es interesante ver 
que configuraciones gravitacionalcs presenten este tipo de comportamiento, 
incluso a nivel clásico, y aún mas notable es la predicción de que para con­
figuraciones gravitacionalcs clásicas no haya ningún otro comportamiento 
permitido. 

Estos resultados son un indicativo de que la propuesta de la existencia de 
tal objeto tipo fase es viable y puede ayudar a hacer un análisis interesante 
de los modelos de geones propuestos con anterioridad en algunas configura­
ciones gravitacionales. 

Desde luego hasta este punto sólo hemos analizado el comportamiento 
de las configuraciones gravitacionales ante rotaciones, que es únicamente 
una de las características de los bosones y los fermiones. Para establecer 
un símil mejor fundamentado es necesario analizar el comportamiento ante 
intercambio de partículas y la verificación del teorema espín estadística. Aun 
así es interesante ver que una. de estas características sea correctamente 
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predicha por el análisis hecho en este capítulo. 
Propusimos también una forma de realizar integrales de dos-formas con 

componentes cndornórficas, de tal manera. que esta forma de integrar cumpli­
era con algunos rcquerin1icntos básicos. A pesar de haber logrado cubrir los 
requerimientos fundarncntales, esta definición atín no es satisfactoria, más 
trabajo es necesario en este sentido, ya que la propuesta aún no parece ten­
er un carácter definitivo por requerir de una superficie de referencia para 
cada clase de superficies hon1otópicas. En esta aspecto los resultados son 
solamente parciales. 

Los resultados que se alcanzaron con el uso de esta integral para el análi­
sis de la métrica de Kerr-Ncwman son objeto de duda. en muchos sentidos. 
Por un lado están los cuestionarnicntos intrínsecos a la definición de la in­
tegral, pero má..~ allá de eso, la aparición de tres posibles radios clásicos con 
valores reales y positivos no es una conclusión que parezca tener mucho sen­
tido. Incluso se debería de analizar la aparición de soluciones negativas y 
complejas a las condiciones de cuantización. 

A partir de este punto se postula la pregunta de si hay alguna otra 
forma sistemática de extender el análisis realizado, y a dar respuesta a. esta 
pregunta a lo que se dedica el siguiente capítulo, rehaciendo el planteamiento 
desde la perspectiva de haces librados principales y teorías de norma. 
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Capítulo 2 

Cuantización topológica 

En este capítulo obtendremos condiciones de cuantización, del tipo que 
hemos discutido hasta el momento, por medio de un análisis topológico al que 
llamaremos cuantización topológica. Justamente empezaremos por definir lo 
que consideramos cuantización topológica y la dividiremos en intrínseca e 
inducida dependiendo de si la configuración que se analiza en particular, 
se cuantiza por efectos de la geometría misma, o si requiere de un campo 
de norma extrínseco a Ja métrica para cuantizarse. Después analizaremos 
dos ejemplos de cuantización topológica intrínseca, donde encontraremos la 
cuantización de algunos pará.JD.etros, de los que analizaremos el sentido físico. 
Se expondrán también ejemplos de cuantización inducida donde el campo 
de norma extrínseco es el campo electromagnético de Einstein-Maxwell y es­
tableceremos condiciones de cuantización, a las que daremos sentido fisico. 
Finalizarnos el capítulo discutiendo otros ejemplos de campos de norma ex­
trínsecos que podrían dar resultado a condiciones de cuantización no triv­
iales. 

2.1. ¿Qué es cuantización topológica? 

Lo primero que debemos de aclarar respecto a la cuantización topológica 
es que no es (por el momento) un método para cuantizar una teoría completa, 
sino que dentro de una teoría da.da, es un método que se usa para analizar 
configuraciones de ca1npo específicas que sean una solución particular a las 
ecuaciones de campo. Para que a una configuración de campo se le pueda 
aJ>licar el método, es necesario que tenga dos características esenciales que 
discutiu1os a continuación. 

En prirncr lugar Ja configuración por analizar debe de pertenecer a una 
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teoría que se pueda describir por 1ncdio de un haz librado principal. En el 
apéndice A hacemos un recordatorio de los elementos que constituyen a un 
haz fibrado, para mayores detalles véase (33]. En una teoría que admita esta 
descripción, el potencial vectorial debe ser una uno-forma A definida sobre 
el espacio base B del haz librado, cuyos componentes A,i tomen valores en 
el álgebra de Lie g del grupo G del haz fibrado, es decir que el potencial 
vectorial será una conexión para el espacio base B [18]. En este caso, la in­
tensidad del campo estará descrita por la curvatura F asociada a la conexión 
dada por el potencial vectorial. Por ser un haz fibrado principal, la fibra F 
es isomórfica al grupo G, así que este grupo actúa de fortna transitiva so­
bre F. Si hablarnos de una teoría de norma, las ecuaciones de c&111po son 
invariantes ante una transformación de nor1na g aplicada sobre los campos. 
La asociación del espacio base B con el espacia.tiempo es usual, y también 
le elección de la fibra corno alguno de los grupos U(l), SU(2), etc. que son 
los grupos asociados a distintas teorías de campos. 

Por otro lado, para que se obtengan condiciones de cuantización por 
medio del método de cuantización topológica, la configuración del haz fibra­
do asociada a la solución particular que se analice, debe de ser no trivial, es 
decir que el espacio total no sea equivalente a B x F. 

Estas son las condiciones de aplicabilidad del método. La primera es 
conocida. para muchas teorías. La segunda es propia. de algunas soluciones 
particulares y para verificar que se satisfaga en cada caso y completar la 
cuantización, podemos utilizar dos procedimientos diferentes. El primero es 
por medio de la. conexión A dada. por la configuración de campo y la segunda 
hace uso de los invariantes topológicos. 

En el análisis por medio de la conexión, hay que demostrar que no existe 
una conexión global bien definida. Para ésto se buscan puntos de la. base 
B en la que el potencial vectorial A, es decir la conexión, diverja o no sea 
univaluada. Una vez hecho ésto, debernos de verificar que no sea posible 
modificar A por medio de una transformación de norma de tal manera que 
la conexión resultante esté bien definida en todo punto, ya que si éste fuera 
el caso, habría. una conexión global bien definida que representaría la. misma 
solución a las ecuaciones de campo, y el haz fibrado sería trivial. 

Para. completar el método de cuantización, una vez que se determinó que 
el haz es no trivial, hay que encontrar un conjunto de conexiones locales 
Ai, que estén respectivamente bien definidas sobre conjuntos abiertos U¡. 
Los conjuntos U; deben de cubrir todo el espacio donde esté definida. la 
configuración de campo, i.e. B E U; U;. La transformación de norma que 
relaciona. las conexiones locales A; y A¡ define la función de transición '"Yi-+i 
entre los conjuntos Ui y Uj· Las posibles condiciones de cuantización surgen 
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al imponer que las funciones de transición -Yi-+j cumplan con las simetrías 
del sistema, que cu 111uchos ca.sos, co1no se verá en la sección siguiente, se 
reducen a exigir periodicidad en una dirección compacta. 

El procedimiento en térn1inos de invariantes topológicos consiste en cal­
cular el invariante corrcspondicutc al grupo de norma G para verificar que no 
sea trivial. En este proceso, el valor del invariante queda escrito en términos 
de los parámetros de la métrica y de los campos. Las condiciones de cuanti­
zación aparecen ya. que los invariantes topológicos deben de adoptar valores 
discretos. 

A continuación veremos varios ejemplos de éste tipo de cuantización, 
pero antes queremos recalcar que los resultados que se obtengan por medio 
del análisis de la conexión deben de ser equivalentes a los que se obtenga 
por medio de invariantes topológicos cuando sean aplicables a la misma 
configuración de can1pos. 

2.2. Monopolo magnético 

Como primer ejemplo concreto de lo que hemos descrito como cuanti­
zación topológica, expondremos al monopolo magnético, pero en esta ocasión 
lo describiremos como un haz fibrado principal. 

Al analizar el haz fibrado U(l) del monopolo magnético es claro que 
la condición de cuantización aparece como consecuencia de un requisito de 
regularidad en la conexión sobre el haz (18]. Veamos esto con algún detalle. 

El campo electromagnético de un monopolo puede ser descrito, modulo 
una transformación de norma, por el potencial 

A.,.= ~ig(-l - cosO)d,P, (2.1) 

donde se han usado coordenadas esféricas. Con anterioridad se dijo que 
no existía un potencial vectorial que describiera el ca.tnpo de un monopolo 
magnético, dado que cualquier potencial que se propusiera, sería singular 
en algún punto donde el campo electromagnético estuviera bien definido y 
justamente esta será la base para el argumento en términos de haces fibrados. 
En particular el potencial (2.1) es singular en 8 =O, como se puede ver al 
reescribirlo en términos de tétradas 

1. e"' 
A,,, = 2ig( -1 - cos 8) rsen(B), (2.2) 

donde se uso la expresión para q, en términos de la uno-forma unitaria e4' 
d,P = c4'/rsen(8). 
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Este potencial puede ser modificado por medio de una transformación de 
norma. Para esto recordemos que el grupo de norma del electromagnetismo 
es U(l), que se puede representar por e•º con a un número real. Obviamente 
el potencial (2.2} está en la representación inducida del álgebra de Lie u(l). 
Dado que U(l} es abcliano, una transformación de norma actúa sobre un 
potencial de norma de acuerdo a 

A,. -> A;. = Aµ + -y-•a,.-y. (2.3} 

Por lo que si elegirnos 

"'Y=eiotP, (2.4} 

y actuamos sobre (2.1) el potencial resultante es 

A~= ~ig(l - cosO)d,P = ~ig(l - cosO) rs::(O), (2.5) 

que es singular en 8 = 1r, pero regular en 8 = O. 
El punto clave del argumento es que para que la transformación de norma 

(2.4) esté bien definida, es decir, sea univaluada sobre el espacio-tiempo, es 
necesario que el número g sea un entero. Asf que para decir que es posible 
remover la singularidad del potencial (2.2) por medio de una transformación 
de norma, es necesario que g, la intensidad del monopolo, sea un número 
entero, lo cual se interpreta nuevamente como la cuaotizaci6n de la carga 
magnética del monopolo1 • 

Lo que se está haciendo en realidad en el presente análisis es cubrir todo 
el haz fibrado, dado por JR.3 - O como base y el grupo U(l} como fibra, con 
una conexión bien definida. El potencial vectorial es la proyección de tal 
conexión, siendo en sí mismo, una conexión para el espacio base. Así que 
los potenciales dados por (2.2) y (2.5} son diferentes proyecciones del mismo 
objeto, una de ellas está bien definida para todo punto menos el semieje 
positivo z+ y la otra para todo punto salvo el semieje negativo z_ .. 

Pensando en esto de forma inversa, vemos que para describir propiamente 
al haz fibrado del monopolo magnético son necesarias dos conexiones, WfJ+ y 
wp_ dadas respectivamente por (2.2) y (2.5), c&da una de ellas está definida. 
sobre un conjunto abierto distinto, para la primera tenemos al conjunto 
U_ = JR.3 - z+ y para la segunda al conjunto U+= IR3 - z_. Los conjuntos 

1 En el argumento original la carga eléctrica aparece en la condición de cuantización, 
pero aquí la carga eléctrica se ha fijado como la unidad al elegir la representación que se 
usó para el grupo U(l). 
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U_ y U+ son una cobertura del espacio base del haz fibrado, que es JR.3 - O. 
Si queremos que wp+ y wp_ sean las respectivas proyecciones 7r + y 7r _ de una 
conexión bien definida en el haz fibrado, es necesario que en Ja intersección de 
los conjuntos u_ y U+ estas conexiones estén rclacionada...c.; por una función 
de transición de norrna, que en este ca.so esta dada por 'Y+-+- = eiYrP. Ahora 
podemos ver que para que esta función de transición esté bien definida, la 
condición de cuantización g E ~ debe de ser satisfecha. 

El argumento expuesto en el p¿Í.rrafo anterior es un ca.so particular de 
lo que se describió en general como cuantización topológica en la sección 
{2.1), constituyendo así el primer ejcn1plo concreto de la aplicación de este 
método. 

2.3. Cuantización topológica intrínseca 

En esta sección daremos ejemplos de cuantización topológica intrínse­
ca. El carácter de intrínseco se refiere a que al campo de norma que se le 
aplicará el procedimiento de cuantización topológica, es Ja conexión asoci­
ada a la curvatura. Para que esta sea una conexión de norma, es necesario 
escribir sus componentes en términos de tétradas semiortonormales [18], es 
decir que usaremos la conexión de espín. La razón para llamarle intrínseca 
es que, en este caso, lo que da lugar a la cuantización de los parámetros de 
la métrica es la geometría misma que ésta induce sobre el espacio-tiempo 
a través de la conexión de espín. Este tipo de cuantización debe de con­
trastarse con Jos ejemplos que se expondrán en Ja sección (2.4), en Jos que 
la presencia de otros campos de norma, además de la conexión de espín, es 
necesaria para obtener las condiciones de cuantización. 

2.3.1. Teoría linealizada de Einstein 

A continuación mostraremos que en el límite lineal de la teoría de la 
gravitación, el monopolo gravitomagnético se cuantiza en Ja misma forma 
que el monopolo magnético en la teoría del electromagnetismo. 

Recordemos que en el límite linealizado de la relatividad general el ele­
mento de línea se puede escribir como [29] 

ds2 = -(1 - 2<p)dt2 + (1 + 2<p)dx2 + (1 + 2<p)dy2 + (1 + 2<p)dz2 

+2x,,dtdx + 2xudtdy + 2x=dtdz, 
(2.6) 
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donde suponen1os que tanto <p como Xi son muy pequeñas corr1paradas 
con la unidad, y hemos utilizado la norma de Lorcntz. 

Escritas en este límite, las ecuaciones de Einstein se reducen a expre­
siones idénticas a las ecuaciones de Maxwell 

8"8µAv = -47rJv, 

para el potencial vectorial dado por 

1 
A= -;¡(4rpdt + x,,,dx + x 71dy + x,dz), 

y la. cuadricorricntc 

(2.7) 

{2.8) 

(2.9) 

donde Tµv son las componentes del tensor de energía momento en el límite 
lineal. 

Al considerar el movimiento de una partícula de prueba inmersa en es­
ta métrica, vemos que a primer orden en su velocidad, las ecuaciones de 
geodésicas implican 

a= -E-4v x B, (2.10) 

donde E y B se obtienen a partir de A en la misma forma en que se hace 
en el caso electromagnético, y a= cPx/dt2 • 

Como ya habíamos dicho, cuando en la gravitación los componentes de 
la curvatura y de la conexión se escriben en términos de tétradas, este teor(a 
presenta una libertad de norma 80(3,1) [18], pero para poder escribir las 
ecuaciones de Einstein en la forma (2.7), la norma se fija parcialmente como 
la norma de Lorentz, dejando sólo una libertad de norma remanente que 
equivale a U(l). Así que en este sentido, la teoría linealizada de la gravedad 
se vuelve una teoría de norma U(l), es decir que las ecuaciones de Einstein 
en el límite lineal son invariantes ante una transf"ormación de norma U(l) al 
igual que el caso electromagnético. 

Para poder escribir la teoría linealizada de la gravedad en términos de 
haces librados, debemos de arreglar un par de cosas. Primero debemos de 
multiplicar el potencial vectorial (2.8) por un factor i, dado que el álgebra de 
Lie u(l) es JI. También necesitamos elegir una representación de U(l), que 
estará dada por e~ , con s la única coordenada del grupo, y por supuesto, 
para que está sea una representación, el número lf, que aquí se considera 
sólo un parán1ctro, debe de ser un entero, que fijaremos a la unidad para el 
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resto del presente análisis. En este contexto, una transformación de norma 
-y :espacio-tiempo-U{l), actúa sobre el potencial (2.8) de acuerdo a 

(2.11) 

Ahora bien, dada la equivalencia de las ecuaciones (2. 7) con las ecua­
ciones de Maxwell, cualquier solución en la teoría. clectro1nagnética, será una 
solución a estas ecuaciones también. En particular podcn1os tornar el poten­
cial en coordenadas esféricas 

i 
A= (;¡)(4ipdt + xq,d</>), conxq, = 2g{-l - cosB) (2.12) 

que en tanto <p no dependa del tiempo, representa, en la teoría electro­
magnética, un monopolo magnético superpuesto a una fuente de campo 
eléctrico E = -Vcp. La interpretación de esta solución en el caso de la 
teoría linealizada de la gravedad será dada más adelante, por lo pronto bas­
ta con decir que para mantener el análisis dentro del Urnitc lineal, basta 
con que cp y g sean muy pequeños comparados con la unidad, siendo estos 
mismos los parámetros de la expansión. A partir de este potencial, vernos 
que el elemento de línea 

ds2 = -(1 - 2ip)dt2 + (1 + 2ip)dr2 + r 2 {1 + 2ip)d82 + 

r 2 sen2 8{1+2ip)d</>2 +4g{-l - cos8)dtd</> 

es solución a las ecuaciones de Einstein linealizadas con Tµv = O. 

(2.13) 

El argumento de cuantización es una copia idéntica al de la sección an­
terior. Notamos que el potencial (2.12) es divergente en 8 = 7r, dado que en 
ese punto la uno forma d</J se hace infinita. Arreglamos la divergencia en ese 
punto por medio de una transformación de norma (2.11) tomando -y dado 
por 

(2.14) 

El potencial resultante es 

i ig 
A= (;¡ip)dt + 2 c1 - cosB)d</>, (2.15) 

que está bien definido en O= Tr, pero es divergente en O= O. 
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Por medio de los dos potenciales (2.12) y (2.15) podemos cubrir todo 
el cspacio-ticmpo2 m.4 -Línea de mundo del origen, con una conexión bien 
definida, usando la primera para todo punto menos el semieje z_ y el segundo 
para todo punto menos el semieje z+. La. función de transición en este caso 
está dada por "Y+-+- = cig<J>, que para ser uní valuada en cp requiere que g sea 
un entero. Con lo cual llegamos a la condición de cuantización 

g = n E .:iZ. (2.16) 

Como vernos, el argumento de cuantización se puede aplicar al caso lin­
ealizado de Ja gravedad casi sin diferencia, pero ahora corresponde analizar 
qué carácter físico tiene desde el punto de vista gravitacional el factor g que 
aparece en la componente dtd,P del elemento de línea. Para ésto podemos 
calcular los momentos multipolares gravitacionales[34] del elemento de línea 
(2.6). Al hacer esto encontramos que el multipolo gravitomagnético de orden 
rn es proporcional a 

9 na+l 
(2.17) 

(7n + 1)!
0 

Dado que para mantenernos dentro del límite lineal, solo debemos de 
considerar el término lineal en g, vemos que todo polo de orden mayor a cero 
debe de ser despreciado, así que la interpretación correcta del parámetro g 
es como la intensidad del monopolo gravitomagnético. Por otra parte, los 
momentos multipolares asociados con la masa resultan estar dados mediante 
derivadas de <p y X</> con respecto a la coordenada radial r. Una vez más, 
debido a que <p, X.¡, << 1 en el límite lineal, el único término que sobrevive 
corresponde al primer término en el desarrollo del potencial <p, o sea el 
monopolo de masa. 

Analicemos ahora el resultado obtenido. La condición de cuantización 
(2.16) muestra que g puede tomar solamente valores discretos, independi­
entemente del valor de 'P· Esto se debe a que en el límite Newtoniano esta­
cionario en vacío que estamos analizando, las componentes de la métrica 
(2.6) están desacopladas, es decir, satisfacen independientemente las ecua­
ciones '>;72 <p = O y '172 X; = O. Esto nos ha permitido escoger el potencial 
(2.12) de forma tal que la condición de cuantización se aplica solamente 
sobre Xi· Sin embargo, en la interpretación del parámetro hemos aplicado 

2 La linea de rnundo del origen la hemos quitado del espacio-tiempo ya que es ahí donde 
se encuentra la fuente del campo F = dA 7 y por lo tanto F es singular a lo largo de esta 
linea, haciendo necesario removerla del espacio-tiempo. 
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el nlétodo de morncntos multipolares según el cual, el rnonopolo gravito­
magnético es proporcional a g. Para hallar el factor de proporcionalidad es 
necesario dar una solución particular para el potencial Newtoniano <p. Si 
toinamos cp = ~' donde Tn es el n1onopolo de masa, entonces el monopolo 
gravitomagnético resulta ser igual a nig. Esto significa que g representa el 
rnonopolo gravitomagnético por unidad de masa. La condición de cuanti­
zación {2.16) implica entonces que el monopolo gravitomagnético específico 
es una cantidad que puede tornar sólo valores discretos. 

2.3.2. Energía-e 

Como un segundo ejemplo de cuantización topológica intrínseca, apli­
caremos el procedimiento a Ja familia de métricas con simetría cilíndrica 
descritas por el elemento de línea (35) 

(2.18) 

donde se han usado coordenadas canónicas de Weyl y tanto .P como rp son 
funciones de p y t únicamente. Este elemento de línea es conocido como 
métrica de Einstein-Rosen. 

A partir de esta métrica podemos obtener Jos símbolos de Christoffel 
rpµ- Para obtener a partir de éstos Ja conexión de espín w;:,.. necesitamos 
hacer la transformación 

(2.19) 

donde e~ son las componentes de las uno-formas semiortonormales eª dadas 
por eª= e~dxº, que se describen, junto con Ja métrica local y la conotaci6n 
de sus índices, en el apéndice A. Encontremos e::, para Ja métrica (2.18). En 
este caso las tétradas son las cuatro uno-formas 

así que e~ está dada por 

e!:,dxª = e<v>-.P>dt, 

e!.dxª = e<v>-.P)dp, 

e!dxª = e1/Jdz, 
e;!dxª = pe-.Pdq,, 

(2.20) 

{2.21) 

(2.22) 

{2.23) 
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o 
o 

e"' 
o 

(2.24) 

Una vez obtenida e~ continuemos con el análisis usando (2.23) para 
expresar a dr/> en términos de las tétradas, con lo que obtenemos dr/> = 
(e>P / p)e3 , así que dr/> es divergente en p = O. Abora necesitamos analizar el 
comportamiento de wg-

1
" en este valor de p. 

La conexión de espín es la uno-forma de componentes cndomórficos dada 
por 

w = w/:,ea ® édt + w/:pea ® ebdp + w/:,ea ® ebdz + wg<f>ea ® ebdq,, (2.25) 

así que para que ésta sea regular es necesario que todas las entradas de todos 
los componentes sean regulares y aún más, las entradas de la componente 
wgq, deben eliminar la divergencia de drf>. 

Después de bacer los cálculos resulta que en efecto todas las entradas de 
todos Jos componentes son finitos en p =O, pero wgq, está dado por 

donde .(¡,= ~ y ..P' = ~ 

o 
o 
o 

-e-"'(-1 + rl') 

o 
o 
o 
o 

pe-'P;¡, 
e-"'(-1 + rl') 

o 
o 

(2.26) 

Si suponemos que .,¡, no diverge cuando p --+ O, tenemos que para p = O 

o 
o 
o 
o 

(2.27) 

Por lo que en general la conexión será divergente en p = O en consecuen­
cia de la divergencia de dt/>. 

Está es precisamente la divergencia que descar(a.111os eliminar por medio 
de una transformación de norina, que en este caso, dado que el grupo de 
norma es 80(3,1) actuará sobre wg,. como 
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con -y¡: : M--+ 80(3, 1), siendo M el espacio-tiempo . 
. Dado que t.p sólo es función de p y de t, vemos que independientemente de 

su· fOrma explícita y su -valor en p = O, podemos realizar una transformación 
de .norma de acuerdo a (2.28) usando 

(2.29) 

. con S el elemento del álgebra de Lie so(3,l) dado por 

s-( g - o 
o 

o 
o 
o 
1 

o 
o 
o 
o 

~l) o ' 
o 

y con ello eliminar Jos componentes de wgq, en p =O. 

(2.30) 

Vemos ahora que S es precisamente uno de los generadores del grupo 
80(3,1), así que en particular Ja transformación de norma -y dada por (2.29) 
será univaluada en <P si y sólo si e-cp)p=o es un número entero independiente3 

de t. 
A continuación listaremos todos Jos elementos distintos de cero para cada 

componente de Ja conexión w' que resulta de haber realizado Ja transforma­
ción de norma (2.29)4 

w'?, = cos(e-"'º.PH..P' - cp'); w'g, = sen(e-"'º4')(..P' - cp') 

w'?P = cos(e-"'º.PH..P - cp); w'gp = scn(e-"'º.PH..P - cp); w'gz = -e2.P-v>tÍJ 

w'?q, = -e-"'..Psen(e-"'º4'); w'gq, =e-V'.¡, cos(c-"'º4') 

w' ~q, = e-V' ( -1 + e-'Po e"' + ,,.P'), 

donde 'Po se refiere a cp)p=O· 
(2.31) 

3 El pedir la independencia en t es fundamental, y podría parecer demasiado restrictiva, 
pero se pueden encontrar soluciones a las ecuaciones de Einstein que cumplan tal requisito, 
por ejemplo el caso en que 'P es independiente de t. en todo punto. 

4 Las componentes endomórficas de la conexión se pueden reconstruir a partir de sus 
elementos comparando por ejemplo con la componente de w dada en (2.26), para detalles 
ver el apéndice A. 
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Así vemos que con esta transfonnación hemos logrado que las entradas 
wCq, se anulen en p = O, pero para que la conexión w' esté bien definida es 
necesario que las entradas de sus componentes no dependan de </> en p = O, 
por lo que nos limitaremos a las soluciones a las ecuaciones de Einstein para 
la métrica (2.18) que cumplan con (7/1' -<p')lp=O = (.,P- <j>)lp=O = 7/1'lp=O = Ü. 
Por otro lado, para que w' sea univaluada en </J, es necesario que e-cplP=0 

sea un número entero independiente de t, con lo que podemos establecer Ja 
condición de cuantización 

(2.32) 

Al hacer lo anterior hemos encontrado una conexión bien definida glob­
almente, por lo que no es necesaria ninguna función de transición, ya que 
con una sóla conexión cubrirnos todo el espacio-tiempo. Por esto la trans­
formación de norma que nos llevó a tal conexión es irrelevante y no implica 
ninguna condición de cuantización. Sin embargo hay que notar que por ser 
80(3,1) un grupo no abeliano, la conexión w' heredó ciertas características 
de la transformación de norma, permitiendo as( establecer la condición de 
cuantización (2.32). 

Para interpretar físicamente la condición de cuantización que hemos 
obtenido, haremos referencia al trabajo de Thorne[35] donde introduce el 
concepto de "energía cilíndrica", o cnergfa-C, que se refiere a la energía 
contenida en una configuración gravitacional que pueda ser descrita por un 
elemento de línea de la forma (2.18). 

En su artículo Thorne introduce también la cantidad E, que representa 
la energía-e por unidad de longitud a lo largo del eje z a un tiempo dado. 
Lo que encuentra es que E = cp, donde cp es precisamente la función que 
aparece en el elemento de línea y en nuestra condición de cuantización. Por 
lo que vemos que (2.32) se puede interpretar como la. cuantización de E dada. 
por 

E= -logn. {2.33) 

La condición de cuantización (2.33) indica que E es negativa, pero en su 
artículo original Thorne argumenta que éste podría ser el caso para. algunos 
sistemas físicos, haciendo a la energía-e un candidato poco proba.ble para. 
representar a una energía clásica. Sin embargo también hace notar que aún 
para estos casos, la energía-O sigue siendo una herramienta útil para el 
análisis dinámico del sistema. Menciona que en su tesis doctoral considera 
otra definición de energía-e dada por E = 1 - e-2 cp, en cuyos términos la 
condición de cuantización (2.32) se reescribe como 
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E= 1- n 2 • (2.34) 

Independientemente de la definición que se tome debemos de notar que 
la cantidad E es solamente una densidad, por lo que la cuantización de la 
energía total se conseguirá hasta que se especifiquen las dimensiones del 
sistema. 

Thorne introdujo 1nuchos sistemas diferentes e interesantes que presentan 
este tipo de simetría, y argumenta que la energía-e sí se comporta propia­
mente como energía en el sentido de que se reduce a la energía Newtoniana 
o a la n1asa propia en Ja..q adecuadas situaciones límite. 

Uno de los sistemas que n1cnciona es un cilindro estático, para el cual 
Thorne encuentra explícitamente, que su masa por unidad de longitud es 
prccisarncnte la densidad de cncrgía-C que se obtiene a partir de la métrica 
que induce el cilindro mismo. Después propone que es posible doblar el 
cilindro hasta formar un toro, y que el análisis no cambiará en tanto el radio 
del cilindro sea mucho más pequeño que el de la línea guía del toro. 

Este caso es interesante para nosotros, puesto que por ser estático, el 
radio de la línea guía está fijo, con lo que nuestro resultado (2.33) implica la 
cuantización de la cnergía-C total, que es equivalente a la cuantización de 
la masa del toro. También hay que notar que en este ejemplo, las funciones 
métricas no dependen de z, por lo que en particular 'Plp=O no dependerá de 
z. 

Si pensamos en un toro del tamaño aproximado de una partícula elemen­
tal en el contexto de la teoría de gcones, nuestro resultado es equivalente a 
Ja cuantización de la masa de la partícula descrita por el sistema. 

'Tratando de ir más lejos con la analogía anterior, vale la pena mencionar 
que en electro-vacío existe la posibilidad de obtener soluciones del tipo de­
scrito, sin necesidad del toro masivo(35]. El problema para estas soluciones 
es que no permiten la existencia de un ca.nipa eléctrico radial, que sería 
necesario para la descripción de una partícula cargada. Esta fue la principal 
motivación para estudiar una familia de métricas más general. 

Un elemento de línea que permite la existencia de un C&IDpo eléctrico 
radial está dado por 

(2.35) 

con .,¡.,, cp y a funciones solo del p. 

Las soluciones a las ecuacióncs de Einstein-Max¡.;w.;.e=ll;..s.;.o=n:..... _________ "T 
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1 di 1 2 log(o) - 2 -¡:;_dp + Ci. 

e j ~dp+C2, 
e-2(.P-'Pl 
b----

°' 
con a solución a la ecuación diferencial 

(o' - d)2 - co' + 4oa" = O, 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

donde (b, e, d, C1, 0 2 ) son constantes, o/ denota la derivada de a respecto a 
p y Ep es la componente del campo eléctrico en la dirección p. 

Si elegimos la tétracla dacia por 

(2.40) 

los únicos elementos de la conexión de espín distintos de cero son 

(2.41) 

Podemos expresar d,P en términos del elemento de la tétrada e 3 como 
d,P = (e.P /o)e3 , con lo que vemos que d,P es singular en"'= O, que es donde 
haremos el análisis de la conexión. 

A partir de (2.37) vemos que para que cp' no diverja en "' = O, es necesario 
que e sea cero, por lo que <p será una constante. De la ecuación diferencial 
para a (2.39) vemos que una vez fijando e = O 

De (2.36) obtenemos 

( -' - d) 2 1 
" 'I d o.A = -2aor => et or=O = · 

..P' = ..!...(o' - d). 
2o 

(2.42) 

(2.43) 

Usando (2.42) en (2.43) vemos que ..P'la=O =O, y con estos resultados pode­
rnos establecer 
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o 
o 
o 
o 

(2.44) 

Vemos que Ja conexión w es singular en a = O ya que d</> lo es y la 
componente wCq,la=O es distinta de cero. Esta singularidad se puede remover 
por medio de Ja transformación de norma 

(2.45) 

con S dada por (2.30). 
Las componentes distintas de cero de la conexión w' que resulta de la 

transformación de norma (2.45) son 

w'~<t> = e-"'(-ol + de-"'ºe"' + a..P'), 

con 'f'o = 'f'lo=O· 

(2.46) 

Dado que 1/J'lo=O = tp1 = O y usando el resultado {2.42) vemos que la 
conexión w' está bien definida en a = O, pero para ser univaluada cuando 
a -:F. O, es necesario que el número e-'-"la=od sea un entero, obteniendo así la 
condición de cuantización 

(2.47} 

donde debernos de recordar que 'Plo=O es una constante y que corno de 
costumbren E ~. 

Hay que destacar que la ecuación diferencial (2.39) tiene solución cuando 
se fija c = O en tanto d > O, pero para nuestros propósitos no fue necesario 
encontrarla, dado que para obtener la condición de cuantización (2.47) sólo 
necesitamos saber el valor que toma al cuando o =O. 

Para la métrica (2.35), la definición de la energía-e que Thornc menciona 
que está en su tesis es E = 1 - (a'2)e-2 1P, en términos de la cual la condición 
de cuantización (2.47) toma la forma 

E= 1 - n 2 • (2.48) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEW 



38 CAPÍTULO 2. CUANTIZACIÓN TOPOLÓGICA 

Así que la cantidad que se ha cuantizado con este procedimiento, es pre­
cisamente la cnergía-C de este sistema más general. Pensando en térn1inos 
del toro que se discutió con anterioridad, esta solución permitiría la descrip­
ción de una partícula cargada, cuyo campo eléctrico está dado por (2.38) y 
su energía-C total está cuantizada por (2.48). 

2.4. Cuantización topológica inducida 

La presente sección la dedicaremos a dar ejemplos de lo que hemos lla­
mado cuantización topológica inducida. En este caso la cuantización de los 
parámetros de la métrica se presenta al requerir que alguna conexión de 
norma, extrínseca a la geometría, esté bien definida sobre el espacio-tiempo. 
Los sistemas que analizaremos deben ser soluciones a las ecuaciones de Ein­
stein con el tensor de energía-momento generado por el campo de norma 
extrínseco, que a su vez debe de cumplir con las ecuaciones de norma propias 
a su descripción4 Por ejemplo, al considerar al electromagnetismo como una 
teoría de norma sobre un espacio curvo, las ecuaciones que debe:rnos de re­
solver son las de Einstein-Maxwell. 

2.4.1. Reissner-Nordstrorn 

Como primer ejemplo dentro de Ja teoría de Einstein-Maxwell, consider­
emos la solución de Rcissner-Nordstrom dada por el elemento de línea 

2M e 2 2M e 2 
ds2 = -(1 - -;:- + r 2 )dt2 + (1 - -;:- + r 2 >-'dr2 + r 2 d82 + r 2 sen2 (8)d.p2

, 

(2.49) 
y el potencial vectorial electromagnético 

A = ~e dt4 (2450) 

La razón para considerar esta configuración es que tiene como elemento 
clave al potencial vectorial (2.50), que es una conexión para un haz librado 
U(l) con el espacio-tiempo como base. 

Iniciaremos el procedimiento intentando detectar los lugares donde Ja 
conexión (2.50) es singular, para lo que Ja escribimos en términos de una 
base semiortonormal de uno-formas, 
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donde e 0 es uno de los elementos de la tétrada, cuya rcln.ci6n con dt esta 
dada por e 0 = (1 - 2 :-1 + ~) 1 12 dt, expresión donde es fácil de ver que e 0 

está propiamente normalizado. 
Al escribir la conexión A en la forma. (2.51) se hace evidente que es 

singular en los dos lugares gcoruétricos dados por las esferas centradas en 
el origen y de radios r± = M ± V M2 - c 2 • Claramente esta conexión es 
singular también en el origen, pero en ese punto existe una singularidad de 
curvatura, pór lo que esta no se considerará. parte del espacio-tiempo. 

Lo siguiente que debernos de hacer es realizar una transformación de 
norma para obtener una conexión que sea regular en T±· La transformación 
de norma dada por -y1 = e-itc/r+ pasa de la conexión (2.50)(multiplicada 
por un factor i por las razones expuestas en la sección (2.3.1)) a 

o en términos de e 0 

A'= i(-e + ~)dt, 
r r+ 

A' .(-e+ e) 1 o =•r- r+ (1-2:~+~)1/2e. 

(2.52) 

(2.53) 

No es difícil ver que A' es regular en todo punto del espacio-tiempo, 
excepto en r _, así que hemos obtenido una conexión bien definida en un 
lugar donde la conexión original no lo estaba. Ahora debemos de realizar 
otra transformación de norma para obtener una conexión que sea regular en 
r_, para lo que usamos "Y2 = e-ite/r- y lo aplicamos sobre A, resultando 

A"= i(-e + ~)dt, 
r r_ 

o una vez más en términos de e 0 

(2.54) 

A"=i(==+~) 1 eº 
r r_ (1 _ 2:r + ~ )1/2 · 

(2.55) 

Ahora vemos que A" es regular en todo punto menos en r+, consc­
cuentcrncntc podernos cubrir la variedad que representa al espacio-tiempo 
por medio de A' y A", y no necesitamos de la A original, así que lo único 
que falta es encontrar la transformación de norma que relaciona a A' con 
A". Desde luego ésta se encuentra haciendo la composición del inverso de -r1 
con "Y2 para transformar A' en A" o el inverso para pasar de A" a A'. 

Expresando todo en términos de la notaci6n usada al definir cuantización 
topológica en la sección (2.1), podernos renombrar A' corno A 1 , A" como A2 
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y definir U1 con10 l~ parte del cspaci~tiempo descrita por oo > r > r _ y U 2 
como la parte con r + > r > O~ Es fácil ver que U1 y U2 sori Una cobertura 
del espacio-tiempo. La función de transición en la. intersección U1 n U2 esta 
dada por 

(2.56) 

Ahora que hemos completado el procedimiento, analizamos la transición 
de fase, y vemos que está bien definida en la intersección U, n U2 independi­
entemente de los valores que tomen M y e, así que no obtenemos condiciones 
de cuantización. Sin embargo, no hemos considerado el hecho de que la in­
tersección U1 n U2 corresponde exactamente a la región dentro del horizonte 
donde las coordenadas t y r pierden su sentido temporal y espacial. De he­
cho dentro del horizonte t se convierte en una coordenada espacial y r en 
tcn1poral. Una manera. de hacer frente a este problema es rcinterpretando 
al espacio-tiempo dentro del horizonte, para lo cual intercambiamos t por r 
[36, 37) y tomarnos 

t = M - v(M2 - e2) cos2(e ..-5 para 
t = M + v(M2 - e2) cos2(e ..-5 para 

y 

r =ó, 

- lo(1r) :5 T :5 - ln(1r/2), 
- lo(1r/2) :5 T :5 00 

(2.57) 
con lo que el elemento de línea (2.49) se transforma en 

ds2 = e-"12 e.,.12 (-e_2 .,. d-r2 + d92 ) + Lscn(e-.,.)(eP d62 + e-P sen2 (9)d<f>2 ), 

(2.58) 

con L 2 = e 2 - M 2 , ep = ty'-(1 - 2 z-' +¡;.)y e-Jt./2 = t 2 e--r/2 • En todas 
estas expresiones t debe de ser entendido como una función biyectiva y 
creciente de la nueva coordenada -r, como puede ser visto a partir de su 
definición (2.57). 

El elemento de linea (2.58) con O :5 6 :5 211" puede ser interpretados 
corno un modelo cosmológico de Gowdy[38) del tipo S 1 x S 2 , donde la com­
pactificación de la coordenada t está irnpllcita por su asociación con 6. Esta 

5 Esta interpretación es justificada posteriormente por el hecho de que al repetir el 
cálculo con invariantes topológicos se recupera el misrno resultado. 
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métriCa cs .. uná. Solución a Ja..._c; ecuaciones de Einstein-Maxwell con el potencial 
electromagnético 

-e 
A=A=--¡-dó, (2.59) 

o en términos de la uno-forma de la base scrniortonorrnal e 1 = (-1 + 2 :-' -

¡;.p12 dó, 

A= -e t 

t(-1 + 2~ - ¡;.p12e 
(2.60) 

Todo el análisis hecho para este potencial en el caso de Rcissner-Nordstrom 
procede de fgual para esta nueva solución, en tanto nos limitemos a la región 
entre los horizontes, que ahora están descritos por las: hipcrsupcrficies dadas 
por -r = - log(7r) y -r = ex>. U 1 ahora es el espacio-tiempo descrito por..,., ó, O 
y t/J, con el lugar geométrico T = - ln(7r) removido. Equivalentemente, para 
U2 quitamos el lugar r = oo. 

Las conexiones (multiplicadas por un factor i por las razones expuestas 
en Ja sección (2.3.1)) son 

. -e e 1 1 
A1 = .C--¡- + t+) (-1 + 2~ - ¡;_p;2e , (2.61) 

. -e e 1 1 
A2 = .C--¡- + t_) (-1 + 2~ - ¡;_p12e ' (2.62) 

con t± = M ::!:: .,/M2 - e2. 
La función de transición (2.56) se escribe 

(2.63) 

En este nuevo contexto, vernos que debido a la periodicidad en ó, para que 
la función de transición "Yl-+2 sea univaluacla en tal coordenada, la cantidad 
2~ debe ser un entero, lo que nos lleva a la. condición 

2v'M2-e2 ~ 
e = n => M = ley 4 + 11, (2.64) 

con n un número entero, siendo justamente el tipo de relación con valores 
discretos al que hemos llamado condición de cuantización. 

Debemos mencionar que Ja condición de cuantización (2.64) se pudo 
haber obtenido también a partir de invariantes topológicos. La forma de 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



42 CAPÍTULO 2. CUANTIZACIÓN TOPOLÓGICA 

Chcrn para esta conexión es c 1 = ~dt /\ dr, así que el invariante topológico 
cstn dado por6 

1r+ i,2 " e 1 1 2v'M2 - c 2 
- 2 dt A dr = 47rc(- - -) = 471" , 

r- o r r+ r_ e 
(2.65) 

que debe de ser un múltiplo entero de 47r, así que recuperarnos la condición 
de cuantización (2.64). Esto justifica el método usado arriba para analizar 
la función de transición "dentro del horizonte" mediante el cambio de t 
por r. La manera de proceder usando invariantes topológicos no es siempre 
clara para otras situaciones, por ejemplo cuan.do se trabaj~ con variedades 
no compactas. A pesar de que la cuantización por medio de la definición 
correcta de la conexión puede ser más complicada en algunos casos, siempre 
es claro como llevarla a cabo. 

La condición de cuantización (2.64) o (2.65) indica que cierta combi­
nación de los parámetros M y e puede tomar solamente valores discretos. 
Para el agujero negro de Rcissner-Nordstrom se puede calcular el área A del 
horizonte que resulta ser (39) 

(2.66) 

expresión que podernos reescribir en términos de la condición de cuantización 
(2.64) como 

(2.67) 

De esta n1ancra vemos que el área del horizonte está completamente 
determinada por el número entero n. Existen otros métodos mediante los 
cuales se ha llegado a expresiones cuantizaclas para el area del horizonte. 
Por ejemplo, Bekenstein [40] llegan a la conclusión de que A = 47r(n + 
~ ), (n = O, 1, ... ), mientras que aplicando la teoría cuántica de lazos se obtiene 
A= 47ryfj(j + 1) [41]. La ecuación (2.67) puede ser considerada como una 
expresión más que refleja el carácter cuántico del área del horizonte. 

Para el caso de Rcissner-Nordstrom, pudimos haber usado una sóla 
transforn1ación de norma dada por -y = e-ite/r, que hubiera resultado en 
la conexión 

0 Estarnos usando las coordenadas viejas porque la expresión es mú simple, y como esta 
forma diferencial va a ser integrada, lo único relevant.e serán los lfrnites de integración, 
pero el resultado es independiente de las coordenadas que se elijan. 
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A'" = ite/r2 dr, 

o en térininos de Ja uno-forma de la base serniortonorinal c 1 

S>-112dr 

43 

(2.68) 

(1 - 2~ + 

A"'= it{c/r2 )(1 -
2

M + e
2

) 112e 1 , (2.69) 
r r 2 

que está bien definida en todo el espacio-tiempo excepto por el problema 
de la coordenada t dentro del horizonte, con lo que hubiéramos llegado a 
la misma conclusión, es decir, que no habían condiciones de cuantización 
fuera del horizonte. Al intentar usar esta transformación de norma dentro 
del horizonte {modelo cosmológico de Gowdy) el problema es que la conexión 
resultante 

(2.70) 

no es univaluada en la coordenada 6, haciéndola inaceptable, lo cual nos 
obligaría a recurrir al análicis que se hizo con anterioridad. 

Nuestro resultado de cuantización {2.64) no es válido en el límite e -+ O. 
Esto desde luego ocurre por que la cuantización está siendo inducida por el 
campo de norma electromagnético (2.50), que para e = O desaparece y deja 
de inducir tal cuantización. 

2.4.2. Kerr-New-man 

Como otro ejemplo, podemos tomar la solución de Kerr-Newman, que 
está dada por el elemento de línea [29] 

ds2 = -(6-a2;;en2(0))dt2 _ 2asen2(0)~:Z+a2-6)dtdc/J+ 

[<r
2
+a2 J2-fa2scn2

(0)J sen2(0)d</>2 + ~dr2 + Ed62, 

y el potencial electromagnético 

er 2 A= -E(dt - asen (O)dt/>], 

donde 

E= r 2 + a 2 cos2 (6), 
A= r 2 + a 2 + c2 - 2Mr. 

(2.71) 

(2.72) 

(2. 73) 
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Como primer paso, cscribirc111os la concxióu en tériniuos de la base 
semiortonorinal 

e 1 = J'fdr, 

e 2 = .,/EdO, 

e3 = scnoy' c:,.-~~s~n2od<P, 
con la que obtenernos 

(2.74) 

(2.75) 

En esta expresión es claro que la conexión diverge, aparte de en la 
singularidad física de anillo, en los cuatro lugares geométricos dados por 
r± = M ± '\/M2 - e2 - a2 y re± = M ± '\/M2 - e2 - a2cos2(8). Usando 

únicamente la transformación de norma "'Y= ee2 :.!~~r obtenemos la conexión 
(multiplicada por un factor i por las razones expuestas en la sección (2.3.1)) 

A'= -i(e2~;Afr + ~)dt-

i((e22r-;n;;,tr)2 + c::Z-e~Mr)dr + iaers'ij12(0)dcf>, 

o en términos de la base scmiortonorrnal 

• e3tc:,.1/2 1 
"(e2-2.i\fr)2E17:i e ' 

(2.76) 

(2.77) 

que es regular en todo punto del espacio-tiempo, excepto en la hipersuperficie 
descrita por r = ~-

En este caso podemos cubrir el espacio-tiempo con tres conjuntos abier­
tos; U1 siendo la región descrita por oo > r > fu-, U2 la región entre los 
horizontes r+ > r > r_, y Ua la región con & > r > O, excluyendo en 
ésta última la singularidad física de anillo en r = O, O = 1T /2. Las conexiones 
A1 y A 3 están dadas por (2.77), mientras que A2 está dada por la conexión 
original (2. 72). Las· funciones de transición son 
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'1'1-+2 = el\' 2-~~:.:;.r y 72-+3 = ce2 !..!i~,.. (2. 78) 

Corno en el caso de Rcissncr-Nordstrom 1 vernos que la transformaciones 
de norma (2. 78) están bien definidas independientemente de los valores de 
los parámetros de la métrica., por Jo que no se obtienen condiciones de cuanti­
zación. Pero nuevamente tenernos el problema de que r no es una coordenada 
espacial en la región U2. Para arreglar este problema procedemos como en 
la sección anterior. Los detalles de las transformaciones correspondientes al 
ca.so e = O se pueden consultar en (36], las diferencias con el ca.so presente 
son mínin1as. 

El elemento clave es una vez más, el intercambio t por r, y Ja identi­
ficación del nuevo r con 6. Para reescribir A' notamos que la tétrada en 
estas coordenadas se obtiene de la tétrada (2.74) intercambiando t por r y 
para que e 0 y e 1 conserven su carácter temporal y espacial respectivamente 
intercambiarnos e 0 <f-+ e 1 • De nuevo entendiendo a t como una función de r, 
podemos ver que la conexión A' ahora dada por 

(2.79) 

no es aceptable, dado que no es periódica en ó, por lo que no podemos 
usarla7 • 

Notemos sin embargo que la conexión (2. 72) en estas nuevas coordenadas 
se escribe como 

. et 2 A= -E(dt5 - asen (O)dt{>), (2.80) 

~ 
y si le aplicamos la transformación dada por "Ya = e ª + 1+ , con t::e = 
M ± V Af2 - e2 - a2, y pasamos a una base semiortonormal, obtenemos 
la conexión (multiplicada por un factor i por las razones expuestas en la 
sección (2.3.1)) 

7 Los cru:nbios de signo se deben al cambio de signo de las cantidades dentro de las raíces 
cundrada.~. 
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(2.81) 

+i( (e•-2Mt+) 
ae3 t -t sen O e3. 

(t2+a2 cos2(0))(a2+e2-2Mt+t2)(a2 cos2(8)+e2-2Mt+t2) 

Esta conexión está bien definida en todo punto excepto por el Jugar 
geométrico dado por t(-r} = t_, que es uno de Jos extremos del modelo 

c& .. t_ 

cosmol6gico. Usando ahora la transformación '1'4 = e - ª
2

+t:!_ aplicada sobre 
(2.80} y transformando a tétradas, obtenernos 

(2.82} 

+i( (e'-2Mt-) 
ae3 t_ -t sen O e3 

(t2+a2 c082(8))(a2+e2-2Mt+t2 )(a2 cos2(0)+e2-2Mt+t:z) • 

conexión que está bien definida en todo lugar menos en t(-r} = t+, que es 
otro de Jos extremos del modelo. Ahora vemos que podemos cubrir todo el 
espacio-tiempo con U1 obtenido por medio de remover el Jugar t(-r) = t- y 
U2 haciendo Jo equivalente para t(-r} = t+- Las conexiones A1 y A2 son A" y 
A"' respectivamente, y Ja función de transición entre Jos conjuntos está dada 
por 

i6(~- et_) 
"'Yl-+2 = e a +t+ a2+i~ 

(2.83) 

Para que esta función de transición sea univaluada en ó es necesario que 
el número 2e3e\;(!~:2A.:2ª2 sea un entero, lo que nos lleva a la condición de 
cuantización 

con n un entero. 

2e3 v'M2 - e2 - a2 
e•+ 4a2 M 2 =n, (2.84) 

Esta condición relaciona todos los parámetros que determinan el agujero 
negro de Kerr-Newn1an, y en el caso a = O coincide con el agujero negro de 
Reissncr-Nordstro111. El lítnitc e = O no está permitido debido nuevamente 
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a que este pará1nctro dctcrn1ina. la conexión que nos lleva a la cuantización 
inducida. 

Es interesante n1cncionar que eu el caso de un agujero negro extremo 
(M2 = c 2 + a 2 ), el único valor permitido para n es cero, obteniendo así un 
caso de cuantización degenerada, es decir, ausencia de cuantización. 

Aunque sería posible utilizar la condición de cuantización (2.84) para ex­
presar el área del horizonte en términos del parámetro n y de los parámetros 
M, e y a, esta expresión tiene una forma más con1plicada que en el caso de 
Reissner-Nordtrom {1.9) y no es de gran ayuda para interpretar el resultado. 

Nuevamente en este caso, la simetría en la variable 6 fue Ja causa de 
la condición de cuantizacióu. Al tratar de obtener para esta configuración 
condiciones de cuantización a partir de los invariantes topológico, nos en­
contrau1os con que las integrales que hay que resolver no son sencillas, sin 
embargo, el resultado que se obtuviera de ese procedimiento no podría diferir 
del que hen1os obtenido analizando la conexión. 

Antes de pasar al siguiente ejemplo, hay algo que querríamos discutir. 
¿Qué hubiera pasado si el factor en alguna de las funciones de transición 
hubiera dependido de alguna de las coordenadas? ¿Nos llevaría ésto a condi­
ciones de cuantización dependientes de las coordenadas? 

Desde luego esto no es aceptable, y de hecho no puede ser el caso. 
Supongamos que la coordenada x 1 es periódica, y que los parámetros en 

alguna función de transición -y no se pueden arreglar para que la periodi­
cidad de ésta sea garantizada independientemente del valor de alguna otra 
coordenada x 2 • Esto implicaría que la función éJ.,2-y no es periódica en x 1• 
Partiendo de que la componente A.,2 de la conexión original era periódica 
en x 1 , vemos que la nueva componente A~2 = Az2 + "YéJz2"Y-1 no lo puede 
ser a causa del segundo término. Con lo que vemos que la conexión que 
resultaría de la aplicación de una transformación de norma de este tipo, no 
sería aceptable por no cumplir con las simetrías del sistema. De tal manera 
que no es factible que aparezcan éste tipo de transformaciones en nuestro 
análisis. 

2.4.3. Modelo sigma SL(2,.IR)/S0(2) 

Otra manera de conferir una conexión de norma a un espacio-tiempo 
curvo es por medio de modelos sigma no lineales, para todos los detalles del 
modelo sigma, véase el apéndice C. En particular, con el modelo sigma no 
lineal SL{2,Dl)/S0(2) se puede conferir una conexión de norma S0(2) a los 
cspacio-tie111pos axisimétricos estacionarios[42], cuyo elemento de línea en 
coordenadas canónicas de Wcyl está dado por 
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(2.85) 

donde 1/J, --y y w son funciones de p y z únicamente. 
La conexión que se confiere al espacio-tiempo es 

e•"' - 2.p Wz 

o ) dp+ ( _e•~ 
2p Wp 

e•"' ) 2p Wp d o z, (2.86) 

donde wµ. = ~-
Esta conexión es singular en cualquier punto donde e'Y = O es decir 

-r-+ -oo, ya que en tales lugares geométricos., las uno-formas dp y dz son 
singulares. Este tipo de singularidades se pueden regularizar por medio de 
transformaciones de norn1a y por lo tanto podcn1os aplicar el método de 
cuantización topológica. 

Un intento que se podría hacer, sería analizar la métrica de Kerr, ya 
que ésta se puede escribir corno un elemento de linea de la forma (2.85), 
sin embargo, antes de hacer ningún tipo de cálculo, notamos que el grupo 
80(2), que es el grupo de norma de la conexión (2.86), es abeliano, y las 
transformaciones que se usen para regularizar la conexión en sus posibles sin­
gularidades, serán transformaciones que sólo dependan de las coordenadas 
p y z. Ninguna de estas coordenadas es compacta, por lo que cualquiera que 
sea la transformación de norma que se requiera para regularizar la conexión, 
será univaluada en p y z, por lo que no obtendremos condiciones de cuanti­
zación a partir del modelo SL(2,JR)/S0(2). No obstante también se podría 
argumentar que para obtener condiciones de cuantización es necesario que 
las coordenas p y z sean compactas (y periódicas). En configuraciones ax­
isimétrica.s estacionarias este no es el caso, puesto que p y z son coordenadas 
espaciales claramente definidas. En las secciones anteriores vimos que estas 
coordenadas dentro del horizonte el agujero negro pierden su carácter espa­
cial y permiten ser rcintcrpretadas corno compactas. Por otra parte recorde­
mos que por medio del modelo sigma SL(2,.lR)/S0(2) se puede describir 
cualquier campo gravitacional con dos vectores de Killing. Por lo tanto se 
pueden encontrar configuraciones en las cuales las coordenadas que entran 
en el modelo sigma SL(2,JR)/S0(2) sean compactas. Esto llevaría inmedi­
atamente a la aparición de condiciones de cuantización. 

Lo que se afirma en el párrafo anterior respecto a que no aparecerán 
condiciones de cuantización, es claro basados en la argumentación que se 
da, sin en1bargo, a 1nancra de confirn1ació11, hicimos los cálculos explícitos 
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y regularizamos la conexión sin que esto ilnplicara ninguna condición de 
cuantización. 

A pesar de no obtener condiciones de cuantización usando dircctan1entc 
el modelo sigma no lineal SL(2,m)/S0(2), la. razón para exponerlo aquí, es 
hacer mención de que es factible aplicar el procedimiento para otros modelos 
sigma no lineales, posiblemente con grupos de norma no abelianos, en los que 
la conexión conferida al cspacicrtiernpo tenga componentes en alguna direc­
ción compacta, ya que como vimos en los ejemplos de las secciones (2.4.1) y 
(2.4.2) éstos son Jos casos en que aparecen condiciones de cuantización. En 
este sentido más investigación es necesaria. 

2.4.4. Un ejemplo no-aheliano 

En todos los ejemplos con grupos de norma no abclianos a los que in­
tentarnos aplicar nuestro procedimiento, nos topamos con la necesidad de 
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales altamente acopladas, 
por lo que no obtuvimos ninguna solución concreta. El no tener un ejem­
plo real para exponer en esta tesis nos llevó a pensar en hacer un ejemplo 
ficticio en el sentido de que no es una solución particular a una teorfa de 
norma, sino que lo construimos explícitamente para ejemplificar el caso no 
abeliano. Consideramos necesaria su inclusión para ilustrar la manera en 
que se debe de aplicar el procedimiento de cuantización topológica induci­
da cuando el grupo de norma no es abeliano. Para construir este ejemplo, 
partamos de una conexión para la cual la aplicación del método sea muy 
sencilla. Por ejemplo, tornemos la dos-esfera unitaria con elemento de lfnea 
ds 2 = d02 + sen2 (0)d</>2 como espacio base y al grupo S0(3) como fibra y 
grupo de norma. Usemos ahora la conexión dada por 

( O ~(l -cos9) O) 
A= -W-(1 ~ cosO) g g d<f>, (2.87) 

donde 7n es simplemente un parámetro. Esta conexión es equivalente a la del 
monopolo magnetice, y a pesar de ser irregular en 8 = 11", podemos arreglar 
esto por medio de la transformación de norma dada por 

7 = em4'S, 

con S dada por 

(2.88) 
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8= ( 
o 

-1 
o 

1 
o 
o 

La conexión que resulta de aplicar esta transformación es 

( 

O '?(-1 - cos9) O ) 
A= -!f(-1

0
- cos9) g g dq,, 

(2.89) 

(2.90) 

que está bien definida en 6 = 7r, pero diverge en O = O. A partir de estas 
conexiones que co1nplctan nuestro procedimiento, podc1nos construir una 
conexión para hacer un ejemplo más general. 

Actuemos sobre la conexión (2.87) de acuerdo a 

A~= -yAµ-y- 1 + -y(8µ-y- 1 ), 

usando alguna transformación de norma arbitraria, por ejemplo 

'Y = eC5ct>+B2 S2), 

con 82 dada por 

82 = ( ~1 g g ) dq,. 

La conexión que obtenemos es 

A'= ( 
o o 

29 ) o o g d9+ 
-29 o 

( o h1 5 

) d</" -hi o h2 

-5 -h2 o 

(2.91) 

(2.92) 

(2.93) 

(2.94) 

con h1 = ~(l - cos(9)) cos(5<P + 9 2 ) y h 2 = '?(1 - cos(9))sen(54> + 9 2 ). 

Esta conexión en una base ortonormal sólo cambia por un factor 1/sen9 
en la componente asociada a d<P, por lo que podemos ver que esta conexión 
diverge en los puntos O= O, rr. 
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Supongamos ahora para hacer el cjc1nplo 1 que en realidad nuestro pun­
to de partida es la conexión (2.94), y que querernos aplicar sobre ella el 
procedimiento de cuantización topológica. 

Empecemos por escribir la transfortnación de norrna S0(3} rnás general 
posible sobre Ja esfera, para lo que podernos usar la descripción de 80(3) 
en términos de los ángulos de Eulcr y dcter1ninarlos como funciones de las 
coordenadas O y ,P, de tal manera que la transformación se obtiene por medio 
de la multiplicación de las tres matrices dada por 

( cos{f1 ) -sen(f¡) g) ( cosáh) 
o -sen(h) ) -Y= sen¿f¡) cos(f¡) 1 o 

o 1 sen(h) o cos{f1 ) 

{2.95) 

( cos{f3) -sen(/3) 

~)' sen{f3) cos(/3) 
o o 

con fi(i = 1, 2, 3) funciones generales de (J y q,. 
Esta es la expresión de -y que debernos de usar en (2.91) para transformar 

la conexión (2.94). 
La expresión general que se encuentra para la nueva conexión A" es un 

tanto larga, así que haremos el análisis entrada por entrada. Para estudiar 
las divergencias debemos de notar, como se dijo antes, que la conexión en 
términos de tétradas cambia solamente por un factor se;(I) en la componente 
dr/J. 

Para que la conexión A' sea regular y bien definida en los puntos 6 = O, 7r, 

cada entrada de sus componentes debe de ser no singular. Para lograr que 
éste sea el caso, podemos establecer una serie de ecuaciones diferenciales 
para las funciones f1, /2 y f3. 

Por ejemplo, la entrada (1,2) de la componente drfJ de A' 

(A"H., = ['f{l - cos{O)) cos(5</> + 0 2 ) cos{h)+ 

'?{l - cos(O))sen{5r/J + 0 2 ) cos(f3 )]sen(/2) 

-5sen(h)sen(fa) +a.,¡. + cos(h)éJ.¡,fa, 

(2.96) 

debe ser tal que en (J = O elimine la singularidad proveniente de d</> = 
scn

1(0) c 2 • Para lograr esto podemos en particular escribir una ecuación difer­
encial donde la entrada (2.96) se iguale a cero. En este caso la ecuación 
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diferencial es muy_ sencilla, y podemos resolverla fijando fa =O y 8q,ft =O. 
Desptiés .de ésto ha'.y_·q~c verificar que las ecuaciones resultantes de las detnás· 
cntrá.daS dé a1nbOs co1nponentcs, acepten estos valores. Vernos que la entrada 

· (Á")!q, ~ . .¿s ~os(f¡ Í ;,,os{í a)-

(~ {1 - cos(B}>sen(5</> + 0 2 ) cos(h) cos(Ja)scn(J1) 

+~{l - cos{O)) cos(5</> + 0 2 )sen{f1)sen(h)_:_ 

(~{1 - cos{O))sen{5</> + 0 2 ) cos{fi)scn(Ja) 

5cos{h)sen{f1)sen{fa) + cos(J1 )8q,h + sen{f¡ )sen{f2)8q,fa, 

(2.97) 

acepta los valores establecidos para fa y 8q,f1, e incluso, si hacernos f 1 = 
fa = O y f2 = 5</> podernos fijar esta componente a cero también. Una 
vez más, tenernos que verificar la compatibilidad de estos valores con las 
demás ecuaciones diferenciales. La última entrada que podría representar 
problemas es 

(A")~q, = (~{1 - cos(O))sen{5</> + 0 2 ) cos{f1) cos(Ji) cos{fa)-

5 cos{fa)sen{f1) - ~ {1 - cos(8)) cos(5</> + 8 2 ) cos(fi)sen{h)-

5 cos{f1) cos{h)sen{fa) - ( ~{l - cos(8))sen(5</> + 8 2 )sen(J1)sen(Ja)+ 

sen{f1)8q,h - cos{fi)sen{h)8q,fa, 
(2.98} 

pero vemos que la elección de funciones que hemos hecho, eliminan esta 
componente también. 

Todas las entradas de la componente As son proporcionales a O, por Jo 
que se hacen cero en O = O, que de hecho es más de lo necesario, pues basta 
con que estas entradas sean independientes de q, en ese punto. 

Concluirnos entonces que la transformación de norma -y1 dada por (2.95) 
con f1 = fa = O y f2 = 5</> hace que A" esté bien definida en 8 = O. 

De manera análoga, al requerir que las entradas (2.96), (2.97) y (2.98} 
se hagan cero en (J = 7r obtenemos una serie de ecuaciones diferenciales con 
solución f1 = -.-n..p, /2 = 5</> + 8 2 y fa = O. Estas funciones, vía la ecuación 
(2.95) definen otra transíormación de norma 72, que transforman la conexión 
en una. A'" bien dcfiuida en (J = 7r. 
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Así que por n1edio de éstas dos transformaciones de norma, obtenemos 
dos conexiones que cubren todo el espacio base, y la función de transición 
entre ellas está dada por "Yl-+2 = 1'2(71)-1, que en términos de la ecuación 
(2.95) se representa por /¡ = -rrup, /2 = 0 2 y fa = o. 

Esta "Y1-.2 es la transfor1nación que debernos de analizar, y de hecho 
es fácil de ver que para que ésta sea univaluada en la coordenada </J, el 
parámetro Tn debe de ser un entero, ya que las funciones que aparecen en 
(2.95) son trigonométricas con argumento/¡. 

Desde luego éste fue un ejemplo explícitamente construido, pero el pro­
cedimiento expuesto aquí es el mismo en todos los casos, así que hagamos 
un resumen de los pasos. 

Una conexión para el espacio base está dada por una uno-forma A cuyos 
componentes Aµ son ele1ncntos del álgebra de Líe g correspondiente al grupo 
de norma G. Una transformación de norma "Y es un rnapeo del espacio base 
al grupo G, i.e. "Y: B _,,. G, que actúa sobre los componentes de la conexión 
de acuerdo a 

(2.99) 

Desde luego, las Aµ son las componentes de la uno-forma A en la base 
dx" que usualmente no es (semi)ortonormal, así que para detectar los lugares 
en que la conexión falla a ser finita o bien definida, debemos de expresar A 
en una base (semi)ortonormal de uno-formas e". 

Una vez detectadas las singularidades de la conexión nos damos a la tarea 
de regularizarlas por medio de transformaciones de norma. Para esto usamos 
el hecho de que un grupo de Líe es una variedad, y por lo tanto podemos 
introducir, al menos localmente, funciones coordenadas 11ª para describir 
al grupo. A continuación, escribimos estas coordenadas como función de las 
coordenadas del espacio base xµ, asociando un elemento específico del grupo 
con cada punto del espacio base, con Jo que se obtiene la transformación de 
norma más general posible -y[y"(x")]. Una vez que -y(x") se ha escrito en 
esta forma, la podemos introducir en (2.99) para obtener las co01ponentes 
A~ de la conexión A'. Estas componentes estarán escritas en términos de 
funciones explícitas8 de las coordenadas x" y de funciones indeter01inadas 
yº(xµ) junto con sus derivadas respecto a las coordenadas x". Gracias a ésto, 
podemos expresar las condiciones de definición y regularidad de la conexión, 
en forma de ecuaciones diferenciales para las funciones yº(x"). 

8 Estas funciones provienen de las entradas de la conexión original A y del tensor de 
transformación a la base (sc111i)ortonorn1al. 
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Al resolver estas ecuaciones diferenciales, encontrainos transformaciones 
de norma fi que dan lugar a conexiones Ai bien definidas en ciertos con­
juntos abiertos Ut. Debemos dar una cobertura del espacio base eligiendo 
algunos de estos Uú y determinar las funciones de transición entre ellos. Co­
mo último pa..<io después ele haber obtenido las funciones de transición, ésta...;; 
deben de ser analizadas para detectar la posible aparición de condiciones de 
cuantización. 

El proccdimient.o descrito es justarncntc 1111 cjcn1plo de cuantización 
topológica. 

2.5. Conclusiones del capítulo segundo 

Hemos iniciado el presente capítulo definiendo el procedimiento de cuan­
tización topológica que, enunciado como fue, es aplicable a una gama muy 
amplia de teorías. Con ésto hemos conseguido que el argumento de cuanti­
zación de Dirac, se generalice a un análisis que debe de ser realizado para 
cualquier teoría en que exista un campo de norma de carácter físico. Des­
de esta perspectiva, podernos pensar que el carácter discreto que presentan 
muchos sistemas en la naturaleza, podría ser una consecuencia de que los 
distintos campos de norma acoplados a la gravedad, definidos en el espacio­
tiempo, deben de cumplir con los requisitos que hemos mencionado aquf. La 
forma de hacer este análisis ha sido expuesta con detalle. 

Para hacer ver la aplicabilidad del método, hemos expuesto varios ejem­
plos para los que hemos obtenido condiciones de cuantizacióo similares a la 
que obtuvo Dirac, algunas de ellas con sentido físico claro y otras no. 

Con nuestro procedimiento podemos considerar como campo de norma, 
incluso a la conexión de Levi-Civita. Cuando se obtienen condiciones de 
cuantización de este campo de norma, hablamos de cuantización topológica 
intrínseca, ya que la geometría es la responsable de su propia discretización. 
Ejemplo de esto fué el análisis realizado para la teoría linealizada de la 
gravedad, donde vimos que en efecto, los parámetros involucrados en la 
métrica resultaron discretos, en particular, el rnonopolo de momento angular. 
La pregunta a partir de este caso, es si esta. cuantización es propia de la 
teoría completa, o si sólo es una propiedad del límite lineal, consecuencia de 
su analogía con la electrodinámica. Lo que hay que notar para responder a 
esto, es que las analogías entre la teoría linealizada y el electromagnetismo, 
necesarias para que se repita el argumento de cuantización, son únicamente 
los puntos en común que tienen todas las teorías de norma, por lo que si la 
gravitación en su fonna exacta se considera una teoría de norma, ésta sería 
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susceptible de cuantización topológica. 
Para ver un caso al cual aplica el 1nétodo., y que es solución exacta a la 

teoría de Einstein, vimos la cuantización de sistctnas con simetría cilíndrica, 
donde obtuvimos condiciones de cuantización de la energía-e definida por 
Thornc. La interpretación de esta energía no es clara, de hecho hay más 
discución al respecto en la Jitcratura(43], pero su cuantización como canti­
dad dinámica es interesante por si misma, y ejernplifica la aplicabilidad del 
método en soluciones exactas, que tienen un grupo no abeliano como grupo 
de norma. 

El carácter físico de la. conexión de Lcvi-Civita puede ser cuestionado, 
pero la cuantización intrínseca es interesante en casos más generales que 
la gravitación, por eje1nplo en modelos de Kaluza-Klein, donde la conexión 
métrica se considera con10 ta.l, un ca1npo de norn1a. Ta1nbién podemos pensar 
en modelos de dimensiones 1nás bajas, corno d=l+l o d=2+1. La aplicación 
del método para estos ca.sos no se ha realizado, pero es un tema interesante 
para trabajo posterior. 

Los ejemplos que hemos dado de cuantización inducida, también re­
quieren un poco de discusión. Es interesante notar que en estos ejemp­
los, las cantidades que aparecen en las condiciones de cuantización, no son 
únicamente las que están directamente relacionadas con el ca111po de nor­
ma objeto del procedimiento. Por ejemplo, en el caso del agujero negro de 
Kcrr-Ncwman, el parámetro directamente relacionado con el ca111po electro­
magnético es e, pero al aplicar el procedimiento sobre la conexión electro­
magnética, las condiciones de cuantización obtenidas involucran también a 
los parámetros de la métrica M y a, por esto es que le llamamos inducida, 
puesto que no solo se cuantiza el campo proveniente del potencial de norma, 
sino que éste induce una discretización sobre la geometría del espacio. 

Desde luego, para realizar el análisis completo de un sistema, debemos de 
considerar todos los campos de norma involucrados y acoplados a gravedad, 
obteniendo las condiciones de cuantización que impongan cada uno de ellos 
sobre la geon1etría y entre si 1nisrnos, para después verificar que todas estas 
condiciones sean con1patibles y lleven a resultados concretos. Esta fue la 
razón para incluir un ejemplo de grupo de norma no abeliano, ya que era 
necesario demostrar la aplicabilidad del método para tales casos, que existen 
en otras teorías de norma en la naturaleza. 

Cabe mencionar que el procedimiento de cuantización inducida se puede 
aplicar a teorías de campos no sólo en la gravitación Einsteniana, por ejem­
plo, la teoría de cuerdas cuenta con campos de norma más allá del modelo 
estándar, que pueden ser objeto de nuestro procedimiento. 
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Capítulo 3 

El principio holográfico 

El presente capítulo es co111plerncntario a los primeros dos, ya que cstudi­
arcn1os el principio holográfico con la intención de ampliar las posibilidades 
de aplicación de los métodos que hemos desarrollado. En algunos casos no 
es claro el significado de nuestro procedimiento en un sistema particular, 
pero por medio del principio holográfico podemos buscar algún sistema rela­
cionado con éste, en el que el sentido de nuestro método sea más claro. Ha 
habido una serie de trabajos relacionando métricas de agujeros negros en 
gravitación, con modelos de mµndos-brana, en los cuales sería interesante 
ver corno se transfieren las condiciones de cuantización de una teoría a la 
otra. En el presente trabajo no fue posible establecer tal correspondencia, 
sin embargo hubieron resultados interesantes para el ejemplo analizado, en 
concreto definimos la entropía de modelos gravitacionales dependientes del 
tiempo y analizamos la validez de la fórmula de Cardy-Verlinde para estos 
modelos. 

3.1. ¿Qué es el principio holográfico? 

El origen conceptual del principio holográfico fue establecido en la déca­
da de los setenta por Bekenstein[44] y Hawking[45], quienes formularon re­
spectivamente, la segunda ley de la termodinámica para agujeros negros y 
el proceso de creación de partículas por agujeros negros. Estas ideas fueron 
implementadas en el contexto de la teoría cuántica de campos, en particular, 
en gravedad cuántica y en cosmología por 'tHooft[46] y Susskind[47]. 

El principio holográfico es una afirmación acerca del conteo de estados 
cuánticos de un sistema físico. Empecemos hablando de algunas ideas in­
tuitivas que deben aclarar el sentido de esta afirrnacl!·,..·..,..~...,WiÍd4'1RilA1""' ..... a...__ __ ...,. 
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región B de espacio. Ninguna condición se hnponc sobre la. topología. ni 
sobre la geometría de la región B, pero por Hitnplicidad podc1nos empezar 
identificando a B con una esfera y tomar V corno su volumen. Supongatnos 
que colocamos en el interior de B a un sistc1na físico arbitrario, de tal rnan­
cra que la región exterior a B está vacía. Considcrcrnos a.hora el espacio 'H.. 
de estados que describe al sistema físico dentro de B. Ahora nos podernos 
preguntar por la dimcnsionalidad del espacio 11.. Obviamente la respuesta 
dependerá de las características físicas del sistema. Supongamos que se trata 
de una red de espines con espaciamiento d. Si la red llena por completo la 
región B, el máxin10 número de espines contenido en ésta es V/d3 • Dado que 
cada espín puede encontrarse en dos estados diferentes, el número total de 
estados ortogonales es 2V/d

3 
y también es la dimensionalidad del espacio de 

estados 71.. Este número también determina la máxima entropía Smax que 
puede tener el sistema, definida como el logaritmo del número total de es­
tados, Smax =In Neatadoa = lndirn(H). Así que en este ejemplo tenemos que 
S.,.= = (V In 2) / d 3 • Este proceso de conteo y su relación con la máxima en­
tropía de una sistema es lo que el principio holográfico pretende determinar 
de manera general. En nuestro ejemplo no se puede extraer más inforrna­
ci6n porque el sistema con el que estamos tratando tiene un número finito 
de grados de libertad, y por lo tanto la dimensionalidad de 11. (el espacio de 
Hilbert) es finita. 

Los casos de interés son aquellos en los que el número de grados de 
libertad es infinito, como en la teoría de campos. Para manejar este caso, 
debernos definir la densidad de entropía s corno función de la densidad de 
energía p del campo. Así Srn= = s(p,,.az)V y el número total de estados es 
Neatadmt = exp(Srnaz)- Ahora supongamos que en la región B tenemos un 
conjunto de fuentes de distintos campos, incluso gravedad. Sea A el área de 
la frontera 8B. La masa máxima del sistema contenido por la frontera 8B 
no puede exceder la masa de un agujero negro con un horizonte de área A. 
Este es un punto crucial, de acuerdo con nuestro entendimiento de las teorías 
de campos, no sabemos de ningún sistema que, estando contenidO en una 
región dada, tenga más masa que un agujero negro cuyo horizonte tenga un 
área igual a la de la frontera de dicha región. En otras palabras, los agujeros 
negros son los objetos más masivos que hay en la naturaleza. Ahora, a partir 
de la segunda ley de la termodinámica, sabemos que la máxima entropía de 
un agujero negro de área A está dada por Srn= = A/4 (donde hemos usado 
unidades de Planck con c = G =fr.= 1). Consecuentemente el número total 
de estados tiene la cota máxima Ne .. adoa = exp(A/4). Éste es el enunciado 
del principio holográfico para este caso en particular. Ésta simple relación 
tiene implicaciones profundas, establece una conexión entre una cantidad 
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en el volumen (Nestados), con una cantidad diferente en la frontera (A). Por 
el otro lado predice una cota superior para Ja dimensionalidad del espacio 
de estados 11.. Hay que notar que no se impuso condición alguna para la 
distribución de campos y materia contenidos en B, por lo que podrían ser 
de naturaleza clásica o cuántica. Ambos casos han sido analizados en la 
literatura. 

En la descripción anterior no especificamos la región B e "insertamos" 
libremente campos en ella. Como sea, es sabido que campos relativistas 
afectan la topología y la geometría del espacio en que viven. Por lo tanto, 
uno de los principales retos al desarrollar ejemplos específicos, es definir la 
región B de tal manera que sea consistente con la existencia de los cam­
pos. En el caso de modelos cosmológicos, ésto se ha hecho para el espacio­
tiempo de Fricdmann-Robertson-Walker (FRW)[48] y algunas generaliza­
ciones clá.sicas[49]. Se ha encontrado que la dinámica del espacio-tiempo de 
FRW "en el volumen" est.á gobernada por una relación de entropía "en la 
frontera". Este resultado se ha generalizado para incluir diferentes tipos de 
correcciones cuánticas(50]. 

Desde la perspectiva de interés del presente trabajo, debemos decir que 
el problema de la transición campo partícula es de alguna forma, un caso del 
principio holográfico. Las propiedades internas del campo (en el volumen) 
deben de ser representadas por propiedades externas de la partícula (en la 
frontera). Supongamos que <po es una configuración específica de un campo, 
o sea que es solución a una teoría clásica, y que representa el espín de una 
partícula. El número total de estados es Ne••odo• = 2. Si ahora llenamos 
la región donde vive la partícula con un agujero negro, de acuerdo con la 
discusión anterior, el "área" de la partícula es A = 4 ln 2. Hasta este punto, 
nada especial parece pasar, pero al analizar la dinámica del sistema, el prob­
lema de los modos cero se hace presente[l5]. Las fluctuaciones del campo 
<po + Ó<po llevan a configuraciones del campo para la partícula que son inesta­
bles. Esto contradice el hecho de que las partículas elementales son estables 
ante perturbaciones infinitesimales. El problema del análisis es que las per­
turbaciones ocurren en el campo, que tiene un número infinito de grados de 
libertad, y afectan a la partícula, que tiene un número finito de grados de 
libertad. Para manejar este problema propiam.ente dentro del concepto del 
principio holográfico, hay que llevar a cabo los siguientes pasos: (i) Elegir 
el campo c.p, junto con su teoría subyacente, y una configuración específica 
<po del campo que describa el espín de la partícula; (ii) Definir la región B 
en concordancia con la geometría de <po; (iii) Encontrar la teoría en 8B y 
la configuración de campo ,Po que son la contraparte de la teoría en B y el 
campo <po respectivamente; (iv) Realizar una perturbación sobre la nueva 
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configuración tPo + ó<Po· Si el procedhnicnto entero funciona correctamente, 
se podría esperar que la configuración en la frontera, <Po, fuera estable (51]. 
Hasta. el n101ncnto, todo lo anterior es cspoculación, pero corno vimos en la 
sección (1.4), en el marco de la teoría de la gravedad de Einstein, se en­
cuentran una gran clase de configuraciones que presentan comporta1nicnto 
espinorial. 

3.2. El mapeo holográfico 

Las ideas presentad.as en la sección anterior han tenido muchas aplica­
ciones en diferentes áreas de la física teórica, especialmente en el contexto 
de teorías de cuerdas y teorías conformes de campos. En casi todos los casos 
la búsqueda de la frontera 8B sobre la cual se debe "proyectar"la teoría 
existente en el volun1en definido por la región del espacio B, ha sido un 
punto crucial. Sin embargo, dada la complejidad del problema y el hecho de 
que aún no se entiende completamente lo que debe significar el "principio 
holográfico", los casos tratados en la literatura. manejan "fronteras" que no 
son fronteras en el sentido topológico (como es el caso del "límite cerca del 
horizonte"de agujeros negros en dimensiones superiores a 4), "fronteras"de 
variedades que por su construcción geométrica no pueden tener fronteras 
topológicas (como es el caso de modelos cosmológicos), "entropias"que no 
son entropías en el sentido termodinámico y IllUchos otros conceptos que 
dejarían perplejo a cualquier físico teórico que esté convencido que un prob­
lema fisico debe estar bien formulado desde el punto de vista matemático 
[52]. No obstante, Ja investigación continúa sin prestar mayor atención a este 
problema (en Jos últimos diez años se han publicado más de 500 artículos 
con aplicaciones del principio holográfico). 

En esta sección presentaremos una formulación más estricta de lo que 
hemos llamado mapeo holográfico con el objetivo de que sirva de herrainienta 
para entender mejor el "principio holográfico". 

Sea M una variedad diferencial de dimensión Tn. En M existen los cam­
pos «1>1= mediante los cuales se construye la acción 

(3.1) 

donde V es el operador de derivada en M. La acción (3.1) satisface el prin­
cipio de acción mínima que conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales 
de segundo orden que denotaremos por 

¡--;:;:;-:=:7:::-::--::---_..,;F( 4>", V<I>", V
2 4>") = O . 

TESIS CON 
(3.2) 

FALLA DE ORIGEN 



3.2. EL MAPEO HOLOGRÁFICO 61 

En general, este sistema de ecuaciones puede depender explícitamente de las 
coordenadas XA (A = 1, 2, ... , Tn) en M, pero omitiremos esta dependencia 
para simplificar la notación. De la misma manera, supongamos que en una 
variedad N de dimensión n existen los campos <Pº cuya acción 

(3.3) 

implica el sistema de ecuaciones diferenciales 

(3.4) 

Sea <I>lr(XA) una solución particular del sistema de ecuaciones (3.2) y .Pt;(xª) 
(a= 1, 2, ... n), una solución del sistema (3.4). Decirnos que la teoría definida 
en N es la representación holográfica de la teoría definida en M si existe un 
rnapeo h: M-> N tal que Vef>~(xª) EN existe por lo menos un <I>lr(XA) E 
M. Al mapeo h le llamaremos rnapeo holográfico. 

Nótese que no hemos impuesto ningún tipo de condición sobre el mapeo 
holográfico. Más bien estamos imponiendo condiciones de existencia de con­
figuraciones particulares (soluciones exactas) en cada una de las teorías. 
De esta manera, cualquier tipo de mapeo entre dos variedades diferen­
ciales puede ser utilizado como posible candidato a ser un mapeo holográfi­
co. Por ejemplo, podemos utilizar el mapeo de "encajamiento"(embedding) 
h: XA -Jo> xª cuando Tn < n, o éste mismo como mapeo diferenciable 1 - 1 
cuando Tn = n, o el mapeo proyectivo si N = lJM (n = Tn - 1), etc. Las 
posibilidades de selección serían prácticamente infinitas y dependerían sola­
mente del tipo de teorías que se esté analizando en cada caso particular. 

Nótese además que la condición de existencia a nivel de configuraciones 
de campo está dada en la dirección N-> M. Esto implica que en M pueden 
existir varias configuraciones de campo que corresponden a una misma con­
figuración en N. De esta 1nancra se podrían entender los diferentes tipos de 
simetrías (tales como dualidad, supcrsimctría, etc.) que se han encontrado 
en diversas teorías de ca.ntpo. 

Sin embargo, nuestra definición de mapeo holográfico es tan amplia, 
y a la vez tan restrictiva con respecto a la existencia de configuraciones 
particulares de campo, que en este momento podemos afirmar que no se 
conoce en la literatura ninguna teoría que sea la representación holográfica 
de otra. Solamente podemos afirmar que esta definición permitiría verificar 
exactamente si una teoría es equivalente a otra en el sentido holográfico. 

Todos los casos tratados en la literatura se pueden sintetizar de la sigu­
iente rnanera: En algunas teorías se ha visto que existen configuraciones de 
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campo [<I>~(XA) EM] para las cuales se ha encontrado algún mapeo holo­
gráfico particular h ! XA ->- :rª que las relaciona con configuraciones de 
campo [t/>~(xª) EN]. Uno de los ejemplos más conocidos es el que dio lugar 
a la conjetura AdS/CFT de Maldacena [53]. En este caso M = AdSs ® Ss 
que es una variedad de 10 dimensiones donde la configuracion de campo 
el>~ es una métrica. de curvatura constante (anti de Sittcr con una esfera 
5-dirncnsional) que es solución a una teoría de cuerdas. Además N = 8AdSs 
es la "frontcra"dcl espacio de anti de Sitter, "18 es una solución particular 
de una teoría de Super Yang-Milis en 4 dimensiones y el mapeo holográfico 
es del tipo h: Xª -t xª, definido como el "límite cerca del horizonte"de la 
métrica de anti de Sitter. En todas las generalizaciones que se han hecho de 
este caso la variedad M está determinada por una solución de tipo agujero 
negro con constante cosmológica. La característica común de todos ellos es 
que la métrica que determina M depende únicamente de las coordenadas 
espaciales. 

Otro caso específico que dio lugar a la llamada "fórmula de Cardy­
Verlinde"es el siguiente [54]. M es una variedad de n + 2 dimensiones y 
la teoría. en ella es la del campo gravitacional con constante cosmológica 
que satisface las ecuaciones de Einstein correspondientes. La configuración 
particular que se toma es la solución de Schwarzschild con constante cos­
mológica. El mapeo holográfico está dado mediante una proyección (definida 
mediante una ecuación diferencial [55]) sobre una brana de dimensión n + 1, 
la cual define la variedad N. Al proyectar la solución de Schwarzschild sobre 
la brana, ésta se transforma en la métrica de Friedman-Robertson-Walker 
(FRW). En este caso tenemos entonces un mapeo entre las variedades que 
permite pasar de una configuración en M a una configuración en N. ¿Cuál 
sería entonces la teoría en la variedad N? Se podría pensar inmediatamente 
en la teoría. de Einstein en n + 1 dimensiones. Sin embargo, para cumplir con 
los requisitos mencionados arriba en (3.4), además de la métrica de FRW 
es necesario introducir la materia como un Ouido perfecto de forma tal que 
sea derivable de un principio variacional; es decir, se necesita introducir una 
aci:-i6n en la brana cuyas ecuaciones de ca.I11po coincidan con las ecuaciones 
de FRW. Sin embargo, como es sabido, no existe en general una acción ra­
zona.ble de la cual se pueda derivar el tensor energía-momento de un fluido 
perfecto. Por lo tanto, en N no se cuenta con una teoría de campos deriv­
able de un principio variacional. No obstante, la forma en que se construye 
la brana en N permite determinar que cualquier acción sobre ella debe ser 
invariante con respecto a transformaciones conformes. Esto llevó a Verlinde 
[56) a pensar en la alternativa de comparar las ecuaciones de campo de 
FRW con resultados conocidos de teorías conf"ormes de campo. La solución 
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se prcscutó a través de la fórmula de Cardy que es una expresión para la 
entropía que se deriva con todo rigor en teorías conformes. Como resultado 
se obtuvo que las ecuaciones de campo para el modelo de FRW se pueden 
expresar como la fónnula de Cardy, una vez se rcintcrprctan los parárnetros 
(factor de escala, densidad de energía y presión) que determinan el modelo 
de FRW. Este resultado ha sido generalizado a casos en Jos que las configu­
raciones en M corresponden a agujeros negros de Rcissner-NordstrOm y de 
Kerr-Ncwman con constante cosmológica (57). En todos ellos se ha visto que 
Ja métrica proyectada sobre la brana corresponde a modelos cosmológicos 
homogcncos e isotrópicos con diferentes tipos de ecuaciones de estado. 

Nuestro objetivo original de aplicar el principio holográfico al problema 
de la transición carnpo partícula se ve truncado debido a que aún no se 
cuenta con las hcrrarnicntas suficientes para aplicarlo. Lo ideal sería tener 
en M una configuración de can1po clásica y aplicando el mapeo holográfico 
encontrar en N una configuración con propiedades cuánticas. En los ejemplos 
mencionados arriba se ha visto que agujeros negros se proyectan en modelos 
cosmológicos isotrópicos y homogeneos en N, 1Dientras que para el problema 
de la transición campo partícula en N esperari1UJ1os una configuración que 
dependa de las coordenadas espaciales. Es por eso que nos dimos a la tarea 
de explorar la posibilidad de obtener en N configuraciones más generales que 
el modelo de FRW. El caso más sencillo a nuestra disposición es el modelo 
de Bianchi IX que presenta tan solo anisotropfas. Veremos que realmente es 
posible analizar este modelo en el contexto del principio holográfico mediante 
el método de Cardy-Verlinde. 

3.3. Entropía y el principio holográfico 

Nuestro objetivo en esta sección es derivar un ejemplo concreto de apli­
cación del principio holográfico. Puesto que este tipo de aplicación ha servi­
dor principalmente para introducir el concepto de entropía en modelos cos­
mológicos, comenzaremos con un breve comentario al respecto. 

El concepto de entropía para modelos cosmológicos tiene muchas su­
tilezas. Usualmente se empieza por exigir que para el modelo con depen­
dencia temporal que describe al sistema, se cumpla la primera ley de la 
termodiuárnica. Después se considera una ecuación de estado específica y se 
impone Ja compatibilidad entre las ecuaciones de campo y la primera ley de 
Ja termodinámica. De aquí resultan usualmente expresiones explícitas para 
las variables tern1odinámicas (entropía y temperatura) del modelo. 

En un paso posterior se cuestiona la relevancia física de las variables de 
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estado, la ecuación de estado que las vincula y de las variables tcnnodinárni­
cas. En el caso sencillo de un universo FRW, este procedimiento se puede 
realizar exitosamcntc[58], obteniendo variables termodinámicas y de estado, 
físicamente razonables. 

Rccicntcmentc, una nueva perspectiva ha sido propuesta por Vcrlindc[56] 
quien notó una relación formal entre las ecuaciones de campo para la cos­
mología de FRW y las fórmulas termodinámicas de la teoría de campos 
conforme (TCC). A pesar de que en un principio ésto parecía sólo una no­
table coincidencia, un análisis mas profundo parece ligar estos resultados 
con las ideas del principio holográfico. 

La relación con este principio se plantea porque recientemente la fórmula 
de Cardy(59J, que permite el conteo de estados cuánticos en la TCC en 
dos dimensiones, ha sido generalizada por Verlinde(56] para incluir espacio­
tiernpos de dimensión arbitraria y determinar la densidad de estados. 

A este resultado se le conoce ahora corno la fórmula de Cardy-Vcrlinde. 
Verlinde propuso también que un universo cerrado tiene una contribución de 
tipo Casimir a su energía y a su entropía, y que la contribución de la energía 
de Casimir tiene como cota superior la energía de Bekenstein-Hawking. Solo 
para el caso dominado por radiación, este límite lleva a la unificación de 
los límites para la entropía de Bekenstein y Hubble, para universos débil y 
fuertemente autogravitantcs, respectivamente. 

Más aún, resulta que la fórmula de Cardy-Verlinde coincide con las ecua­
ciones de Friedman en el momento en que la cota de la energía de Casimir se 
satura. Este resultado hace natural preguntar si esta función de la formula de 
Friedman, la entropía de Cardy y el principio holográfico es solamente una 
coincidencia notable, o si es la manifestación de una propiedad física profun­
da de los modelos dependientes del tiempo, TCC y el principio holográfico. 
Para responder esta pregunta resulta natural tratar de generalizar estos con­
ceptos fundamentales a ca.sos más generales de configuraciones físicas. En 
este contexto, Wang et al. (60] han generalizado la fórmula de Cardy-Verlinde 
para el ca.so de universos con constante cosmológica, Nojiri et al.(50) han en­
contrado cotas para esas fórmulas, Youm (61] ha generalizado la fórmula de 
entropía para incluir fluidos perfectos con ecuaciones de estado barotrópicas 
en general, Brevik y Odintsov (62, 63] han considerado generalizaciones con 
una viscosidad constante en el volumen, cte. Un listado más extensivo de 
trabajos recientes se puede encontrar en (61]. 

La pregunta que nosotros quisimos responder fue si los resultados previos 
pueden ser generalizados para casos de dhncnsionalidad arbitraria con varios 
componentes de la métrica que dependan del tiempo. 

A continuación analizaremos en particular el n1odelo cosmológico de 
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Bianchi tipo IX con un fluido perfecto como fuente. Con10 es bien sabido, 
este modelo se reduce al modelo cerrado de FRW en el lín1itc isotrópico. · 

3.3.1. El modelo de Bianchi tipo IX 

Como caso particular de 1nodelos dependientes del tiempo, consideremos 
el elemento de linea general para el modelo cosmológico Bianchi tipo IX[64) 

donde !l, X, y Y son funciones del tiempo t solamente y 

w 1 = ~(-senx3dx 1 + senx 1 cosx3 dx2
) , 

1 
w2 = 2 (cos x 3dx 1 + senx1 senx3 dx2

) , 

w 3 = !.(cosx1dx2 + dx3 ) , 
2 

donde (x1,x2,x3) son los ángulos de Euler para S0(3). 

(3.5) 

(3.6) 

{3.7) 

(3.8) 

Para escribir las ecuaciones de ca.mpo en una forma que facilite el análisis, 
introducimos los factores de escala 

(3.9) 

con sus parámetros de Hubble correspondientes H; = á;/a; (i = 1, 2, 3). 
Usando entonces las relaciónes H1 +H2+H3 = -30, H1 +H2-2H3 = 6X, 

y H1 - H2 = 2Y, podernos escribir la constricción Hamiltoniana como 

con 

8 = ;f"Gp, (3.10) 

e2 = 1 - a~ - 2 (1 - ª~) - a~ (1 - ai) 2 • 
a~ a~ a~ a~ 

(3.11) 

Y más aún, las ecuaciones dinámicas restantes se pueden escribir como 
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H1 +.Ha+H~+H!f +H1Ha+ 

~ - 3~ + ~ + 2-:r - 2~ + 2~ = -BrrGp, 
23 13 12 l 2 3 

3~ + ~ + ~ - 2cf.r + 2~ + 2~ = -87TGp, 
23 13 12 l 2 3 

(3.12) 

~ + ~ - 3~ + 2c!-r + 2;lrr - 2~ = -8-rrGp, 
23 13 12 l 2 3 

donde p es la densidad de materia, p su presión, y G denota la constante 
gravitacional de Newton. Un punto sobre una función denota la derivada 
respecto al tiempo t. 

A partir de las ecuaciones dinámicas de campo {3.12) obtenemos la ley 
de conservación de energía-momento, que en este caso está. dada por 

¡, - 3ñ(p + p) =o. 
Para una ecuación de estado barotrópica p 

puede ser integrada y resulta en 

p = poc3(1+w)n , 

donde Po es una constante. 

(3.13) 

wp la ecuación anterior 

(3.14) 

3.3.2. La entropía a partir de la primera ley de la termodinámi­
ca 

Supongamos ahora que el modelo tipo IX de Bianchi satisface la primera 
ley de la termodinámica, TdS = dE + pdV, donde T es la temperatura 
del universo y S la entropía contenida en el volumen V. Para un elemento 
de volumen cornovil de volumen coordenado unitario y volumen físico v, 
obtenernos a partir de la primera ley de la termodinámica que 

{3.15) 

dondes es la densidad de entropía por volumen comovil. Una forma razon­
able de definir el volumen físico es con10 v = a1a2 a 3 = c-3l\ expresión que 
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coincide con el volu111cn físico del universo de FRW dada Ja forina. especial 
de tratar la anisotropía en el modelo tipo IX de Bianchi. Esta suposición se 
sustenta también en el hecho de que el volun1cn total del universo resulta 
ser V = J ~d3x = ke-3 fl J senx1 d 3 x, donde h es el determinante de la 
parte espacial del elemento de linea (3.5). 

Por lo tanto podc1nos escribir V = ,..;v = K.e-30 , donde K. es una constante 
que resulta de la integral anterior. A partir de Eq.(3.15) y de la conservación 
de energía-momento (3.13) se sigue que la densidad de entropía permanece 
invariante (S =O) a lo largo de la evolución i.e., la expansión es adiabática. 
Más aún, la primera ley de la termodinámica puede ser integrada para s y 
resulta en(58] 

c-an 
s = -;y;-(p+p) +so' (3.16) 

donde so es una constante aditiva. 
Siguiendo la perspectiva de Verlinde[56] representamos la energía total 

E = pV como la suma de una energía extensiva EE(S, V) y una energía 
sub-extensiva Ec(S, V) 

(3.17) 

donde Ec es la energía de Casimir que se define como la violación de la 
identidad de Euler: 

Ec = 3(E+pV-TS). (3.18) 

Ante una transformación de escala S -+ >.S y V -+ >.V las componentes 
de la energía se comportan como EE(>.S, >.V) = >.EE(S, V) y Ec(>.S, >.V) = 
>. 113 Ec(S, V). 

Introduciendo la expresión para la entropía (3.16) en Eq.(3.18) obten­
emos 

o 

Ec = -3~(p + p)V , 
s - so 

Ec = -31< soPO (1 + w)e"'"'fl , 
s- so 

(3.19) 

(3.20) 

para un universo satisfaciendo una ecuación barotrópica de estado. Por lo 
tanto, el comportamiento de la energía de Casimir a lo largo de la evolución 
en el ticn1po está dada por Ec -.- e:1wn. Por otro lado ve1nos que a partir 

.-~~~~'.'.'::"-::--::::-::::-:;-:--~ 
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de (3.14) la energía total del sistema est.á dada por E = t<pue3wn y conse­
cuentemente la energía total se comporta de manera sin1ilar, EE,...,, e 3wn. 

La entropía total S del universo debe de estar relacionada con la energía 
de· tal manera que la condición de adiabaticidad que derivamos anterior­
mente, se mantenga. Por lo ta.nto, si a.socian1os la entropía SE y Se a la 
energía. extensiva. y de Casimir rcspcctivatncnte, dado el comportamiento 
de la energía que bernos establecido, concluirnos que únicamente las expre­
siones SE ,...,, EEc-awn y Se ,_ Ece-awo. satisfacen esta condición. Más aún, 
considerando el comportamiento de las energías ante una transformación de 
escala, podernos derivar su dependencia en términos de la entropía. Estas 
expresiones se pueden escribir de manera conveniente como 

Ee = .!!..-e3w!l51+w ' Ec = .f!_e:iwn51/3+w 
4rr 2rr ' 

(3.21) 

donde o y f3 son constantes arbitrarias (En TCC se tiene que .../O'P = 3 corno 
consecuencia de la correspondencia AdS/CFT). Así vemos que la entropía 
total se relaciona con la energía como[61] 

-"-
s [ 27T -3wn ~E E]'+""' = .,/QPc V ¿.z:,Ez:,C • (3.22) 

Esta expresión para S representa la generalización al caso anisotr6pico 
del modelo Bianchi IX, de la fórmula original de Cardy-Verlinde, y se reduce 
a ésta sólo en el caso de un univ.;rso dominado por radiación, en concordancia 
con los resultados en [56]. 

La ecuación (3.22) define la entropía total de un universo descrito por 
un modelo tipo IX de Biancbi. Ésta recuerda a la entropía de un universo 
FRW. Cabría preguntar de que forma están presentes en esta expresión, los 
factores de escala que dependen del tiempo, pero de hecho no lo están. La 
razón es que en el análisis basado en la primera ley de la termodinámica, la 
forma explícita del volumen total V y del volumen físico v son cruciales y, 
como hemos visto, estos no dependen explícitamente de las funciones X y 
Y que son las que determinan las tres distintas tasas de expansión. 

Hay que notar que para un valor fijo de E y w positiva, la entropía (3.22) 
tiene un valor máximo, así que la cota dada por 

-"-
s 5' [~Ee-3wn]'+"'"' , (3.23) 

se respeta. Ésta se vuelve la cota de Bekenstein, S .S Ss con Ss = ~Ee-0 
para un universo dominado por radiación con w = 1/3 y factor de normal­
ización .../O'P = 3. 
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Parecería por lo tanto apropiada la introducción de 

3 

S plt [27rE -3wn] = (3.24) IJ = 3 e , 

como la entropía de Bekcnstein que acota a la entropía total del modelo cos­
mológico de Bianchi tipo IX. El super índice "pltreprcsenta que esta expre­
sión para la entropía se obtuvo usando la primera ley de la termodinámica, 
y será útil al compararla con distinta.e¡ expresiones que se derivarán en la 
siguiente sección. Si insertamos en la ecuación (3.24) la expresión para la 
energía total, encontramos que s~t permanece constante durante la evolu­
ción cosmológica. Por lo tanto la entropía de Bckcnstcin representa una cota 
constante para la entropía del sistema. 

3.3.3. La entropía a partir de TCC 

La validez universal de la fórmula de Cardy para la entropía 

(3.25) 

para TCC ha sido propuesta en [56) usando una definición de la carga cen­
tral c en términos de la energía·de Casimir. Intencionalmente hemos usado 
aquí la notación Se para la entropía de Cardy con el fin de distinguirla de 
la entropía S derivada en la sección anterior por medio de la primera ley de 
la termodinámica. Supongamos ahora que esta fórmula para la entropía es 
valida para el modelo tipo IX de Bianchi. Entonces, independientemente de 
Ja ecuación de estado que gobierne la evolución de modelo cosmológico, se 
puede ver fácilmente que la constricción Hamiltoniana (3.10) coincide con 
la ecuación (3.25) si el valor própio Lo del operador de Virasoro y la carga 
central e se eligen corno 

(3.26) 

Más aún, la entropía de Cardy está relacionada con los parámetros de 
Hubblecomo 

(3.27) 

Nótese que los valores explícitos dados en las Eqs.(3.26)-(3.27) pueden 
ser formalmente obtenidos aplicando la transformación 

___ F_AL_I~~s~i~ co~~-;} 
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(3.28) 

sobre el parámetro de Hubble .f/ y el factor de escala a del espacio-tiempo 
isotrópico de FRW. Escrita en esta forma, esta transformación parecería 
indicar la presencia de una dirección preferencial determinada por la homo­
geneidad en a 1. Sin c1nbargo, expresiones similares pueden ser escritas para 
a 2 y a 3 (con los cambios correspondientes en la definición de E2 ) así que 
cualquiera de las direcciones podría haber sido elegida. La dirección específi­
ca elegida para hacer la transforn1ación (3.28) es solo cuestión de convención. 

Ta1nbién debe de ser 1ncncionado que una vez que se ba. supuesto que 
la fórmula de Cardy (3.25) es válida para el modelo tipo IX de Bianchi, y 
hemos exigido que ésta represente la ecuación de campo (3.10), entonces la 
identificación de Lo y e dada en (3.26) es única (modulo la convención ya 
mencionada). 

De forma shnilar, la constricción Harniltoniana (3.10) puede ser reescrita 
como la fórmula de Verlinde 

Si, - 2Sa11Sa + S"j,11 =O , (3.29) 

donde la entropía de Bekenstein, Ss, Hubble, 811, y Bekenstein-Hawking, 
Ss11, están dadas por 

Su= 

S _ 211" Ea, 
B - 3 y'l + E2/3 

Ss11 = 2~:. J1 + E2/3, 

1 
2 ../3Gv'H1H2 + H1Ha + H 2H 3 V 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

Entonces, por analogía con otros trabajos (véase [61] para una lista 
de referencias) en los cuales la relación entre la fórrnula de Cardy y las 
ecuaciones de campo han sido investigadas, proponemos a las expresiones 
(3.30)-(3.32) corno las definiciones de las entropías para el modelo tipo IX de 
Bianchi. En le límite isotrópico (E2 = O) recuperamos las correspondientes 
entropías para el modelo FRW. 

La ecuación (3.29) tiene la misma forma Pitagórica que la encontrada 
para el modelo FRW [56]. Ésto nos permite representar la evolución dinámi­
ca de las entropías con10 un círculo de radio S 8 que, en contraste con el 
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caso de FRW, no es constante, sino que cambia con cJ tiempo. Co1no con­
secuencia, la evolución dinámica de las entropías definidas en (3.30)-(3.32), 
que está gobernada por las ecuacionc~s de campo {3.12), ya no queda de­
terminada por la.o;; demás entropías, sino que depende de las característiclL'i 
específicas del Huido. Por ejemplo, de las ecuaciones (3.30) y (3.31), usando 
las ecuaciones de campo (3.12) en la forma (3.13) se puede mostrar que 

d . 
dt (SnSnu) = 3(w - l)O.SnSn11 (3.33) 

Y por otro lado, de (3.29) obtenernos 

· Sn11 · · Su = Su [3(w - 1)0.Sn - Snu] (3.34) 

Éstas dos últirnas ecuaciones determinan el comportamiento dinámico de 
las entropías que dependerá del valor específico de w. El caso w = 1 puede 
ser fácilmente resuelto, pero no es particular interés para este trabajo. 

Para obtener algo de intuición respecto a la estructura de estas entropías, 
se puede calcular la contrubución para el caso especial en que se tienen sólo 
dos diferentes componentes de la métrica que dependan del tiempo. 

Ésto se puede hacer considerando X infinitesimal (X << 1) y Y = O. 
Entonces tenernos 

sy, = si, ( 1 + ~x2) , 

Sf..u = Sh11 (1 - ~x2) , 

a_i( X2
) S11 - 811 1 - 2n2 ' 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

donde Jos super índices a e i denotan las cantidades "anisotr6picas" e "isotr6pi­
cas" respectivamente. 

Lo primero que se puede notar es que, debido a las anisotropías, la en­
tropía de Bekenstein dada en la ecuación (3.30) no permanece constante a 
lo largo de la evolución temporal [cf. también en (3.35)]. 

Esto difiere del resultado obtenido en la sección pasada para la entropía 
de Bekenstein S'íJ' que era una constante que sólo dependía de el tipo de 
Huido (i.e., depende de w). Sin embargo, ambas entropías (3.24) y (3.30) se 
reducen en el ca.so límite X = O, Y = O, w = 1/3 a la entropía de Bekenstcin 
para. un universo de FRW don1inado por radiación. 
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En términos de la entropía de Hubble 811, y de la energía de Bekenstein-
Hawking, Enu.? qu~.S.<:: dcfiúcn'. cOmO · , · ' 

3 V ( 2 / Eou = 4.,,.Ga~ 1 +e 3), {3.38) 

la ecuación -(3.25) para el modelo tipo IX de Bianchi, puede ser identificada 
con la fórmula. cosmológica de Cardy 

27r a1 J 811 = -
3 

Eo11(2E - Eou) . 
v'l + e 2 /3 

(3.39) 

En un universo FRW dominado por radiación, la fórmula de Cardy­
Verlinde (3.22) coincide con la fórmula cosmológica de Cardy (3.39), con 
Eou tomando el papel de la energía de Casimir Ec. Esto no es cierto en 
nuestro caso general. Mientras la dependencia funcional en la fórmula cos­
mológica de Cardy (3.39) está dictada por la raíz cuadrada de las energías, 
independientemente de la ecuación de estado, esta dependencia funcional 
en la fórmula de Ca.rdy-Verlinde {3.22) es diferente para cada ecuación de 
estado y se hace una raíz cuadrada sólo para el caso w = 1/3. 

Consideremos por lo tanto sólo el caso dominado por radiación del uni­
verso Bianchi IX, para el cual la fórmula de Cardy-Verlinde (3.22) se expresa 
(tomando v"Q/J = 3 y usando la relación EE = (2E - Ec)/2) 

2.,,. -n.¡ 8 = 3 eEc(2E-Ec), {3.40) 

Y para este caso investiguemos el límite cosmológico de la energía de 
Casimir 

Ec :5 Eo11 (3.41) 

postulado por Verlinde [56). De la ecuación (3.20) vemos que Ec - en 
mientras que la entropía de Bckcnstein-Hawking se comporta de acuerdo a 
E 811 - c-n-2x-2 Y (1 + , 2 /3), según la ecuación (3.38). 

Por lo tanto, la cota de Verlinde a la energía (3.41) se puede satisfacer 
pero aparece una diferencia en la saturación. Consideremos por ejemplo el 
caso aproximado (Y= O, X<< 1). Usando la expresión aproximada (3.36) 
obtenemos E'811 = (3/47rG)e-0 (1 - 8X2 ) = E'811 (1 - 8X2 ) < E'811 • Por 
otro lado, de acuerdo con la ecuación (3.20) ~ = E'c. Dado que la cota 
Eh :5 EÍJn se mantiene y es saturada para un tamaño específico de un 
universo q"le se expande, entonces la cota EC ~ .EB11 será la generalización 
al caso isot~¡~?: "' 
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Con10 sea, dado E'fl11 = Eb 11 (I - BX2 ), la relación anterior para el caso 
anisotrópico hnplica que la dcsigualc..lad se saturani para un tarnaño mayor, 
con1parado con el caso isotrópico, el universo en expansión. 

En el punto de saturación EC = Ei.J 11 , sin embargo, la fórmula de Cardy­
Verlinde (3.40) no coincide con la fórmula. cosmológica. de Cardy (3.39), dada 
la. presencia de varios factores de escala en la última formula. De hecho, para 
el caso aproximado obtuvimos que Su = S(l + 5/2X2

), y la coincidencia 
falla. 

3.4. Conclusiones del capítulo tercero 

La importancia del principio holográfico en el problema de ·la transición 
campo partícula se ha expuesto en el presente capítulo, y fue la motivación 
para iniciar el estudio del ejemplo que se describe en la sección (3.3). El 
objetivo concreto de encontrar la teoría en la. frontera a la que se le pudiera 
aplicar el procedimiento de cuantización topológica no se alcanzó. Más in­
vestigación es necesaria en este sentido, quizás con otros ejemplos u otras 
teorías donde sea más clara la aplicación de principio holográfico. 

Sin embargo, el estudio del modelo tipo IX de Bianchi tuvo algunos 
resultados interesantes por si mismos. 

Nuestra intención se centraba en entender cuales eran las teorías entre 
las que estableceríamos una equivalencia por niedio del principio holográfico. 
Nuestro primer paso en ese sentido fue definir las entropías asociadas con 
configuraciones gravitacionales dependientes del tiempo, empezamos por es­
to ya que en la literatura ya había trabajo previo sobre temas relacionados. 
A lo largo de nuestro trabajo encontramos tales entropías para el modelo 
tipo IX de Bianchi. Dado que este modelo se considera la generalización 
anisotrópica del modelo de FRW cerrado, estás entropías deben de ser la 
modificación adecuada por la presencia de varias componentes de la métrica 
que dependen del tiempo. 

Primero supusimos que este modelo satisfacía la primera ley de la ter­
modinámica, y obtuvimos la expresión para la entropía, que generaliza la 
fórmula de Cardy-Verlinde a estos modelos. Es notable que esta entropía se 
mantiene constante en la evolución dada la ley de conservación de la energla 
y la 1nis1na primera ley de la termodinámica. 

Después supusimos la validez universal de la fórmula de Cardy para la 
entropía y mostramos que coincide con la constricción Hamiltoniana de las 
ecuaciones de campo. Lo que nos permitió considerar la fórmula cosmológica 
de Ca.rdy (3.39) y definir las entropías de Bekenstein, · · 
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y Hubblc. La primera consecuencia fue que esta...~ entropías dependen de las 
diferentes cornponcntcs de la. n1étrica. 

Una generalización automática para el caso anisotrópico dominado por 
radiación de la cota de Verlindc para la energía, (E(j ~ Ef311 ), indica que 
la saturación ocurre para un universo más grande que para el ca.so isotrópi­
co. También hemos rnostrado que la fórmula de Cardy-Verlinde (3.40) y la 
fórmula cosmológica de Cardy (3.39) no coinciden cuando la desigualdad se 
satura en (Eé', = E'f,11 ). 

Por otro lado, nosotros sólo hemos analizado el rnodclo tipo IX de Bianchi. 
Parece razonable esperar que los resultados obtenidos aquí puedan ser gen­
eralizados para incluir otros modelos tipo A de Bianchi [65]. Más aún, los 
resultados presentados en este capítulo pueden, en principio, ser general­
izados para cualquier número de dimensiones con varios componentes de 
la métrica que dependan del tiempo. Aún así, las expresiones para la en­
tropía (3.22) y (3.24) se reducen a la fórmula original de Cardy-Verlindc 
sólo para universos dominados por radiación. Un paso siguiente sería tratar 
de extender los resultados que aquí se obtuvieron para varios componentes 
gravitacionales dependientes del tiempo, a su estudio en relación con can1pos 
materiales más generales (66, 61, 62, 63). Esto permitiría el estudio de otros 
sistemas físicos interesantes, como SD-branas (67], que son el tipo de objetos 
que se construyen por medio de métricas con componentes dependientes del 
tiempo y que aparecen de forma natural en la teoría de cuerdas. 

En un futuro tendremos que continuar con nuestra intención de aplicar 
el procedimiento de cuantización topológica entre teorías equivalentes. Sabe­
mos que una elegante propuesta se ha hecho para establecer una correspon­
dencia AdS/CFT (54] (véase también (68] para una revisión) en la cual se 
empieza con una métrica de Schwarzschild AdS5 y por medio de especificar 
la localización de una brana en su forma paramétrica, se puede inducir sobre 
ésta la métrica de un universo FRW dominado por radiación. En (69] y [70] 
esto se ha generalizado para incluir agujeros negros cargados asintóticamente 
planos o AdS. Los modelos con vários factores de escala han sido menos 
explorados. Sin embargo, una descripción geométrica de mundo-brana del 
modelo Bianchi Vl_ 1 fue obtenida en (71] a partir de otras soluciones a las 
ecuaciones de Einstein en el vacío con constante cosmológica negativa en 
cinco ditncnsiones. Aún así, la búsqueda de métricas estáticas en mayores 
dirnensiones por medio de las que se pueda obtener el modelo IX de Biancbi 
en la brana es cuestión de trabajo futuro. 
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Capítulo 4 

Concl u.siones generales 

La. couclusión principal de esta. tesis es que sí se pueden observar indicios 
de co111porta.u1icnto cuántico dentro del marco de teorías clásicas. En par­
ticular, la discrctización de algunos parámetros involucrados en soluciones 
clásicas, es un paso muy importante en el problema. de la transición cantpo 
partícula, ya que en las configuraciones de campo, los pará.llletros que de­
berían estar asociados con las características básicas de una partícula, como 
masa, carga, etc., tornan valores en un continuo, mientras que para el caso 
de la partícula, sólo adoptan valores discretos. 

La forina de abordar este problema propuesta aquí, fue por medio del 
análisis topológico y geométrico de los sistemas clásicos a ser considera­
dos. Con este objetivo, dos métodos fueron expuestos, y cada uno de ellos 
aportó algún elemento de interés para el estudio. 

El análisis de fases realizado en el primer capítulo hizo posible concluir 
que aún las configuraciones gravitacionales clásicas pueden comportarse, 
ante rotaciones, sola1ncnte corno bosones o como fcrmiones. Con éste mismo 
procedirniento, pudi1nos establecer la existencia genérica de condiciones de 
cuantización para uua a.111plia ga1na de métricas y configuraciones que sat­
isfacen algunos requisitos de si1netría. En el contexto de la teoría de geones, 
ya sean topológicos o gravitoclcctromagnéticos, este es un resultado impor­
tante, ya que estas características son necesarias en la construcción de un 
n1odelo adecuado de partículas elementales. 

Para dctern1inar de 1nanera exacta este método aún hace falta la defini­
ción de la integral de dos-forinas con componentes endomórfi.cos, que es 
un problema interesante en sí mismo. Para la obtención explicita de las 
condiciones de cuantización, es necesaria tal definición, pero el resultado del 
co111porta111icnto fcnniónico y bosónico, es independiente de los detalles de 
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t?st.a. 
En este sentido, la ventaja qnc presenta. el plantcarnicnto del segundo 

capítulo, es que su definición es precisa. y ticuc una amplia ga1na de apli­
cación. Por inedia de este segundo enfoque, nos hc1nos dado cuenta de que 
la. discrctización de las configuraciones chL'iicas puede ser consecuencia del 
acoplamiento que tengan estas configuraciones, con los campos de norma 
asociados a diversas teorías. Nucvan1cnt.c, en el contexto de gconcs., esto es 
itnporta.nt.c, ya que cualquiera que sea. la naturaleza y constitución de los 
geoncs que representen partículas clcrncntalcs, estos intcractua.r<i.n con dis­
tintos campos de norn1a, y en consecuencia, deben de ser fuentes de tales 
ca1npos tan1bién. Lo que podríamos esperar a partir de esto, es que las car­
act.críst.ica.s discretas que prcscnt.an }¡Lo.; pa.rt.ícula..o.; elcrncnt.alcs, f11cran cor­
rccta1ncnt.c reproducidas por modelos <le gconcs al ser sujct.os al a.nálisis del 
segundo capítulo. 

Complerncntario a los dos pri111cros, el tercer capítulo discute el princi­
pio holográfico con el fin de buscar co111porta1nientos cuánticos en sistcn1as 
clásicos inducidos por una teoría que los represente en un espacio de config­
uraciones en el que el co1nporta1niento cuántico sea. inherente. En términos 
de lo que hemos desarrollado nosotros, podríamos aplicar cualquiera de los 
dos métodos descritos en esta tesis, a la teoría en la frontera éJB, obten­
er resultados de cuantización para esta teoría, y después transferirlos a la 
teoría en el volu1ncn B por medio del principio holográfico. Desde luego el 
proceso ta1nbién podría ir en el sentido inverso. Esto nos permite un poco 
más de libertad, ya que hay situaciones en las que no es claro que los méto­
dos que hemos descrito, impongan condiciones de cuantización útiles en un 
sistc1na, así que para estos casos, podríamos investigar si alguna teoría ascr 
ciada por medio del principio holográfico es susceptible de la aplicación de 
nuestro método. Si es así, podernos obtener las condiciones de cuantización 
para la configuración ijJ asociada a nuestra configuración original c.p, y veri­
ficar si las condiciones de cuantizacióu que se inducen sobre nuestro sisten1a 
original son 111.á.s transparentes o están más claramente relacionadas con las 
característicms discretas que éste debería de presentar para ser un modelo 
de alguna entidad física. 

Qué tanto del co1nportamiento cuántico de la naturaleza se puede re­
cuperar a partir de estas consideraciones topológicas y geométricas, es algo 
que a.tín no queda claro, pero la investigación en este sentido se ve motivada 
por los prhneros resultados obtenidos en esta tesis. Es necesario consider­
ar sistemas 1nás generales para aplicar el método, donde con seguridad, al 
implementarlo, se verán necesidades nuevas para el análisis, que se refle­
jarán en resultados 1n¿i..c.; rea.lista.o;;, quizás aproxin1ándonos a una descripción 
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geométrica del co1nportan1icnto c11<.íutico de la .... o; parUcula ..... clctncntalcs. 
En l'Csumcn los resultados obtenidos en este trabajo son los siguientes: 
1)Se introdujo un objeto tipo fase en térn1inos de la. curvatura del cspa­

cioticn1po, mediante el cual dcn1ostra.rnos que pueden existir configuraciones 
gravitacionales con parátnctros que tornan solan1cnt.c va.lores discretos. LéL"ii 
configuraciones gravitacionalcs presentan sola.mente dos tipos de compor­
tamiento ante rotaciones: bosónico o fcrrnionico. Aunque no fue posible dar 
una definición exacta de la integral de una dos-forn1a. cndornórfica para cal­
cular explícitamente el objeto tipo fase, se presentaron dos diferentes alter­
nativas, una de las cuales llevó de forrna inesperada. a valores relacionados 
con el radio clásico de partículas clemcutalcs. Sería. interesante continuar 
este trabajo para ver si es posible construir de esta. manera. un "1nodclo 
gravitacional del radio chísico de la..o.; partículw.; clcn1cntalcs". Una parte de 
los resultados obtenidos en este cont.ext.o se publicaron en los siguientes 
artículos: 

- Bosonic and ferrnionic behavior in gravitational configum.tions (L. 
Patiño and H. Quevedo), Modcrn Physics Letters Al8 1331 (2003). 

- Quantum effects from. topological conditions in solutions to Einstein 
equation (L. Patiño), Proceedings of tbe IV Workshop on Gravitation and 
Matbernatical Physics, Revista Mexicana de Física (2003), en prensa. 

2) Se introdujo el método de cuantización topológica de manera gen­
eral y se aplicó al caso del campo ·de un monopolo gravitomagnético en la 
teoría linearizada de Einstein, a la energía C de cspaciotiempos con simetría 
cilíndrica y a los agujeros negros de Reissncr-NordstrOm y Kerr-Newman. 
En cada uno de estos casos se obtuvieron condiciones de cuantización que 
discretizan los posibles valores de los parámetros que dcterininan cada una 
de las métricas. Los resultados de esta investigación se encuentran en pro­
ceso de redacción, aunque algunas ideas al respecto fueron sintetizadas en 
el artículo: 

- The field-to-particle transition proble7n (J. Cortez, L. Patiño and H. 
Quevedo), in Procccdings of the First Mcxican School on Experimental and 
Theoretical Physics, Eds. A. Macias et. al., (Kluwer Publishers, 2002). 

3) Se introdujo el concepto de rnapco holográfico que permite clasificar 
los ejemplos conocidos donde se ha aplicado el principio holográfico. Apli­
camos el principio holográfico, expresado rncdiante la fórmula de Cardy­
Vcrlindc, al caso del modelo cosrnológico Bianchi tipo IX y propusbnos ex­
presiones para .las entropías de Bckcnstein, Bekcnstein-Hawking y Hubble. 
Estos resultados han sido publicados parcialmente en el artículo: 

- Towards the entropy of gravity tirne-dependent model.<J via the Cardy­
Verlinde formula (O. Obregón, L. Patiiio and H. Quevedo), Physical Review 
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O (2003), en prensa. 
Por tUthno quisiera 1ncncionar que en cada uno de los t.crna~ abordados en 

este trabajo han quedado muchas preguntas sin resolver y al tnisrno tiempo 
se han propuesto proyectos de investigación que habrán de ser desarrollados 
en el futuro próximo. Nuestros resultados han aportado nuevos métodos de 
análisis del problema de la transición campo partícula. 
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Apéndice matemático 

Rccordcn1os que una forrua diferencial con cornponcntes cndornórficos1 

es una fortua diferencial 

(A.l) 

donde dxµ es una base del espacio de formas diferenciales, y cada una de las 
componentes wµ es un cndomorfisrno. Un cndomorfismo es un mapeo lineal 
de un espacio vectorial V en sí mismo, así que cada componente de la forma 
diferencial n es un mapeo de este estilo. Estos 1napeos se pueden represen­
tar de distintas maneras, es usual representarlos por matrices, en cuyo caso 
cada componente wµ será una matriz representada por sus entradas corre­
spondientes, wpµ, con a y /3 tomando valores desde uno hasta la dimensión 
de V, yµ desde uno hasta Ja dimensión del espacio de unoformas1 • 

Debemos de mencionar que las formas diferenciales con componentes 
endomórfica.s se pueden escribir también corno matrices cuyas entradas son 
forrnas diferenciales. Desde luego el resultado de cualquier cálculo es inde­
pendiente <le la n1ancra en que se escriban estos objetos. En esta tesis nos 
apcgarctnos al estilo que describianos prhucro. 

Uu cjen1plo de fortna difrcncial con con1ponentes endornórficas es el ten­
sor de Rictnann Rf3

1
w, que en particular es una dos-forma. Los índicesµ y v 

son externos (aquellos que denotan en carácter de dos-forma), por otro lado 
a y f3 son internos (se refieren al carácter endomórfico). En este caso el espa­
cio de formas diferenciales es el de las dos-forn1as 1 para el cual pode1nos usar 
la base dxµ. /\ dx", y el espacio V sobre el que actuau los endomorfismos es el 
espacio tangente a la variedad Tp en cada punto p, por lo que una base para 

1 En relatividad es usunl que los indice corrau dt_-sdc cero hasta dirn-1. 
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los cudornorfisn1os es 80 ® dxfl [17]. Con esto vcruos c¡11c los cornponentes 
Rf1

1
".., representan la dos-forma con co1nponcnt.cs cndornórficas R dada. por 

(A.2) 

Cuando el prhner índice se ha.ce covariantc el ca.r<ict.cr cndomorfico se 
pierde. Nuestra convcnci6n será que al hacer esto, el índice originalmente 
contravariantc se coloca a la extrcn1a. izquierda. 

Recordemos que una tétrada es una ba_o;;c scn1iortonor1nal de uno-formas 
eª éo"n (a = O, 1, 2, 3}. Cada una de éstas cuatro uno-formas se escribe en 
términos de las uno-formas coordenadas co1no eª = e~dxµ, y sus compo­
nentes cumplen con la relación de sirniort.onorrnalidad 

(A.3) 

introduciendo así la métrica local 1/ab =diag(-1,+l+l+l). 
Visto como un arreglo e:! describe el tensor del ca1nbio de la base de 

vectores coordenados 8µ, a la base de vectores semiortonormalcs ea, que se 
escriben en términos de la base coordenada como c 4 = e~8µ, y sus compo­
nentes cumplen con la relación 

(A.4) 

De manera análoga a e:, el arreglo e!: describe el tcrisor del cambio de la 
base de uno-formas coordenadas dx" a la base serniortonormal eª. De (A.3) 
y (A.4) se sigue que e~e!: = ó~. 

Cuando hablamos de los tensores de cambio de base, nos referimos a que 
un vector V se escribe en términos de las distintas bases con10 

V = Vµ8µ = Vªea = Vªe~8µ, 
es decir que las componentes están relacionadas por 

Vµ= c~Vª ocquivalcntementc Vª= c~Vµ. 

Para las componentes de las uno-formas se cumplen las relaciones 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

En esta tesis se usan índices latinos, a, b, e, cte. para denotar componentes 
respecto a la tétrada, e índices griegosµ, v, a, etc. para los componentes re­
specto a la base coordenada. Así por ejemplo, para el tensor de Ricmann 
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escrito coruo Rl,Jl.v' los índices internos están en términos de .la tétrada mien­
tras que los externos cu térntinos de la base coordenada. de dos-forrnas, i. e. 

R = Ri,1..,(e,. ® c 1')(dx" /\ dx"). (A.8) 

Después de ver esta expresión vale la pena notar que, como se pone de 
manifiesto en ella, es posible utilizar bases distintas para el espacio V sobre 
el que actua.n los cndornorfis111os y el espacio de formas diferenciales, a pesar 
de que V y el espacio base del álgebra exterior sean el 1uis1no. 

Rccordctnos ahora que un haz librado está constituido por los elcrncntos 
(E, B, F, II, G), donde 

i. E es el espacio total, 
ii. Bes el espacio base, con un proyector JI: E-.+ B, 
iii. F es la fibra cstandar y 
iv. Ges un grupo que actua sobre la. fibra. 
Un puuto IJ en el espacio total E esta representado por el par (b, /) con 

b un punto en el espacio base y f un punto en la fibra. Si el espacio total 
E es hotnomórfico al espacio dado por el producto cartesiano de B y F, 
B ® F, entonces se trata de un haz fibrado trivial. Menos restrictiva que 
esta característica es la de trivialidad local, que consiste en que el espacio 
base B tenga una cobertura de conjuntos abiertos Ua tales que la fracción 
de E dacia por los puntos que cumplan con II(p) e U; sea homornorfica al 
espacio Ua ®F. Los espacios que nos interesan en esta tesis son triviales 
localmente pero no globalmente. Para hacer las identificaciones pertinentes 
entre los puntos de U1 ® F y U; ® F se definen funciones de transición 
-y;~i : U; n Ui --> G que asocian a cada punto de U; n Uj un elemento del 
grupo G que mapca la fibra en si ntisrna, identificando el punto (b, /) en 
U;® F con el punto (b,-y;~j(b)f). 
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Apéndice B 

La curvatura de la métrica 
de Kerr-Newman 

A continuación listamos las componentes del tensor de Riemann distintas 
de c~ro que se usaron en la. sección 1.5.4. 
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R~oq, = (o.(-!Ja6 .l\1"- a 4 e 2 M - 40a4 e 2 r-:: .su2 e•r+ 2c.<4tn2 r.+43a4 Mr2+ 

28a2 e 2Mr2 - 72a2e 2r 3 - 24a2M2r3 +10ria2,Mr•:i.:;2~2;~:+ 4SMr6
-'-

::::~::·::z::::::j~'.'~~2:t~!l?~1;~~;0Í/ 
''._.·'•:.'\.'' ')_ '->·: '~ ·.·<.'~ •"-:/:·:~' 

R~oq, = -(4a(a2 + r2)(r2 (2e2 . ..:. 3mr) + a 2 (-4e2 + !Jrnr) cos2 8)sen28)/ 

4E3 , 

R[oq, = a.0..(-5a2 - 4r2 + a 2 cos 28)(a2 M + 4e2r - 6Mr2 + a 2rn cos 28) x 

sen28/8E4 , 

R4.oq, = (24a2 (a2 + r2).0..cos8(a2M + 4e2r - 6Mr2 + a 2 Mcos28)sen38)/ 

16E4 , 

Rroq, = (a(a4 (4e2 - 9Mr) + a 2 (e4 - 5e2Mr + 3M(2M - r)r2) - 2r2(e4 + 

M(2M - 3r)r2 +e2r(-3M + 2r)) + a 2 (e4 + 3M(2M - 3r)r2 + e2r(-5M+ 

4r) + a 2 (4e2 - 9Mr)) cos 28)sen28)/2E4 , 

R:oq, = (-13a6 e2 - a 4 e4 + 27a6 Mr + 5a4 e 2Mr - 13a4 e 2r 2+ 

4a2e4 r 2 - 6a4 M 2r 2 + 3la4 Mr3 - 12a2e 2Mr3 + 8a2e 2 r 4 + 8a2M 2r 4
-

r2(e"' + /v/(2.1\f - 7r)r2 + c 2r(-3Ilf + 4r)))cos20 + u:1 (c2 - 3.l\f1·).0..cos40)x 

l FAI.l~8Ái ~~~GRN 1 



R'/:o,¡, = -(a2 (3a2 + e 2 + r(-2M + 3r))(a2 M + 4e2r - 6Mr2+ ,· . . . 

Rtoq,';,,;:·(13'a_4 ;;2 '-'- 27a4 Mr - 4a2Mr3 - 8e2r4 + 16Mr5 + 4a2 (r2 (4e2 -

. iM,:;) +' 3'Q.2 (e~ - 2Mr)) cos 28 - a4{e2 - 3Mr) cos48)/8E3 • 
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Algunas de estas entradas se anulan al ser integradas sobre 8 y </>, las 
distintas de cero son 

f(f" fo" R?oq,dBd</> = (a7r2 (3a6 (e2 - Mr) + 4r4(e4 + M(2M - 3r)r2 + e 2r(-3M + 

2r)) + a 4 (2e4 + 2M(M -6r)r2 + e 2r(-5M + llr)) + a 2r 2 (5e4 + 3M(2M-

7r)r2 + e 2r(-13M + 16r))))/4r5(a2 + r2)5/2, 

f:f" flf R'/¡,oq,dBd</> = (~(4r6 (e2 - 2Mr) + 3a6 (e2 - Mr) + a 4 (2e4 + 2M(M-

6r)r2 + e 2r(-5M + 9r)) + a2r2(3e4 + M(6M - I 7r)r2 + e 2r(-9M + IOr))))/ 

f:f" fo" Rt0q,d8d</> = -(7r2 (8a6 e 2r 2 - 3a8 (e2 - 3Mr) + 16a2r 6 (2e2 - 3Mr)+ 

32r8 (e2 - 2Mr) + 8a4 r 4 (e2 + 2Mr)))/(16r5 (a2 + r 2)5/2). 

Al calcular los valores propios de este arreglo obtenemos Ái = O, A2 = 
O, Á3 = -A4 y Á4 dado por 
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.>- 4 = (7r4 ((Saºe2r 2 - 3a8 (e2 - 3Mr) + 1Ga2r6 (2e~ - 3Mr) + 32r8 (e2 .,- 2Mr)+ 

Sa4r4 (e2 + 2Mr))(4r6 (é~ - 2.1\fr) -f3a~{t?2 ~''.Mr;;¡i,:4(;~~.:+:d~(Jw:.::. GR)r2 + 
.. : .. ·-· _ _',._, '.· · -;·-:=· ··;..:,:" --~:>->::·~·-·_;_;':'/ t~;.~'-·_1>\<~(y-~--.. ,~.:/.:~-~~-, ·"'.-~Y,~i~·~:~~\\Ji,~~~:-~v-;::~c~~S!'.h\;~_:~_ \ . 

e 2r(-5M + 9r)) +a27"2(aé-l-M(GM ~·Í7r)r2 fe2r(~9M+:1or)).)-t. 

:~~:?ilf f =~~~~l:~~:::;:~~:[~~~~;:1~it~;:+ 
Al, ~ustituii los v3..lorcs de masa, carga y espín .. ci'~··¡~ ·Ji'~fi5~t-~ pa~~i~ulas, 

y usar estos valores de .>-3 y .>-4 en las condiciones de cúantización (1.14) con 
n =O, se obtienen los radios del cuadro (1.1). · .. 
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Apéndice C 

In.trod ucción. a los modelos 
mapeos armónicos sigma y 

Los modelos sigma no lineales (MSNL) son un importante laboratorio 
teórico en el contexto de la teoría de campos, en particular, para aque­
llas definidas sobre espacios (scmi)Ricmannianos simétricos, ya que éstos 
cumplen con las condiciones de integrabilidad de la teoría clásica[72](admiten 
un nún1cro infinito de leyes de conservación y son ejemplos de teorías de 
campo totalmente integrables). Los MSNL están, en muchos sentidos, es­
trechamente relacionado con teorías de Yang-Milis y tienen puntos en común 
con QCD[73](en espacio-tiempos 1+1, algunos de estos modelos tienen liber­
tad asintótica[74] e instantones[75]). Las ecuaciones de Einstein para algunos 
campos gravitacionalcs, por ejemplo, los axisirnéti-icos estacionarios, ondas 
gravitacionalcs de Einstein-Rosen, modelos cosmológicos de Gowdy T 3 y 
S 1 x S 2 , cte., están relacionadas con las ecuaciones de MSNL en espacio­
tiempos 1+1[76]. Los MSNL también aparecen en teoría de cuerdas y las 
similitudes entre los campos gravitacionales y los campos de MSNL son su­
ficientes para hacerlos 1nodclos de juguete interesantes para gravedad cuánti­
ca. 

A grandes rasgos, un MSNL es una teoría de ca1npos de mapeos entre 
variedades que cumple con las siguientes propiedades: (a) los campos están 
sujetos a constricciones no-lineales y (b) la densidad Lagrangiana y las con­
stricciones son invariantes ante la acción de un grupo {de Lie) G de simetría 
global. Más prccisamcnte[72, 77], las configuraciones de ca1npo clásicas en 
esos modelos son n1apcos t/> : B -+ M, donde B es un espacio base dado y 
M un espacio objetivo dado. El calificativo no-lineal se reserva para aque­
llos n1odclos en los que los ca1npos físicos to1uan, para todo punto p en B, 
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valores en una variedad (Ricn1anniana.) Jvl que no es un espacio lineal. Esta. 
restricción es pa.ra garantizar que la energía sea positiva. en los MSNL. Da.do 
que cualquier variedad Ricnuu1niana se puede encajar iso1nétrican1cnt.c cu 
un espacio vcct.oria.1 Euclídeo E, la densidad Lagrangiana del 1nodelo (es­
crita en tér1niuos de campos con valores en E) debe de ser co1nplc1ncnt.ada. 
con las constricciones que indiquen que los catnpos con valores en E deben 
de restringirse a la subvaricdad dada. por el encaje de M. En la mayoría de 
estos modelos el grupo de shnctría. global G actí1a de rnancra transitiva en 
M, y de hecho supondremos que éste es el caso {de tal n1ancra que Mes un 
espacio Riemanniano para G). Si Hes el grupo de estabilidad de el punto 
Tn E M, entonces M se puede idcntific.."1.r con el espacio cociente G/H (i.e. 
M=gH,gEG). 

Existen métodos generales para construir Lagra.ngianos para estas teorías, 
la idea es si1nplc1ncntc representar las confignracioucs de can1po del modelo, 
no por n1apcos r/>: B-+ lt.'1 sino por tnapcos 9: B-+ G, con r/>(x) = g(x)H. 
Ahora bien, el Lagrangiano en cualquier tuodclo no lineal es una función de 
g y de 8,_.g, r. = L.(g, 8,_.g), que es invariante ante una transformación de 
norma 

g(x) --> h(x)g(x), h(x) EH, (C.1) 

así que los campos invariantes de norma toma valores en G / H y la densidad 
Lagrangiana puede ser considerada una función de los campos en G /H. 

La construcción de C. es corno sigue. Tomemos G una representación legit­
ima de (el grupo de simetría global) un grupo de Líe compacto y sernisirnple, 
y {b(p)} una base del álgebra de Líe g del grupo G con la propiedad sigu­
iente: Tr(b(p)b(u)) = Óp,a(p,u = 1, ... , (G) := dimG). Para a :5 (H] := dimH, 
los generadores b(a) se eligen tales que generen el álgebra de Lie h del grupo 
H, y los denotaremos por t(a). Los demás generadores los llamarnos s(i) con 
(H) + 1 :5 i :5 (G]. Así que las relaciones de conmutación son 

(t(a), t(,B)) = i f 0 p-,t('"Y), 

(t(a), s(i)) = i fo;js(j), 

[s(i), s(j)] = i(f0 ;1t(o:) + /k;js(k)). 

(C.2) 

Llamemos w a la uno-forma definida en B con con1ponentes w,_.(g(x)) = 
g- 1 (x)8,.g(x), sobre la cual una transformación de norma de la forma (C.1), 
actúa como 
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w,,(gh) = hw,,h- 1 + héJµh-1• (C.3) 

No es difícil ver que podcn1os escribir w1,, como la sun1a de dos términos, 
que de he~~ son las proyecciones de wµ sobre el álgebra h y su complemento 
ortogonal,·, · · · · 

(C.4) 

con A,,(g) = t(a)Tr(t(a)w,,(g)) y Bµ(g) = s(i)Tr(s(i)w,,(g)). Una transfor­
mación de norma actúa sobre estas componentes de acuerdo con 

Aµ(gh) = hA,,h- 1 + hoµh- 1 , B 1,(gh) = hB,,1&- 1 • (C.5) 

Vale la pena notar que tenernos la estructura de un haz librado principal 
con espacio total E= G, espacio base B = G/H, fibra F ~ H, grupo de 
estructura G = H y proyector n : G ~ G/H,g t-+ (y]. Por construcción 
todos los campos tiene valores en G y los campos físicos en G /H. Dada 
esta estructura, la uno-forma A con componentes Aµ se transforma como un 
potencial de norma para el grupo H, y por lo tanto actúa como una conexión. 
Este A, definido sobre el espacio base ya que explícitamente es A[g(x)], es 
precisamente el campo de norma que utilizamos en la sección (2.4.3). A 
partir de esta conexión, podernos definir la dos-forma de curvatura F, sobre 
la cual una transformación de norma del tipo (C.1) actúa corno F' = 1&-1 Fh. 

Los objetos descritos nos permiten escribir diferentes funciones que sat­
isfacen los requisitos para ser una densidad Lagrangiana de un MSNL, por 
ejemplo 

.C. = ..,r-=gg""Tr(B,,B.,), (C.6) 

y 

(C.7) 

donde gµ" son las componentes de la métrica sobre B tomando coordenadas 
locales xµ, y y es su determinante. Hay que notar que, como se hizo en la 
sección (2.4.3), podría tomarse al espacio B como el espacio-tiempo. 

Si un campo es invariante de norma, entonces se puede escribir corno 

(C.8) 
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. 9c¿ t<o>>u""' 1 ;== ¿ lppb(p), (C.9) 
p 

dond~_~ós .. 4'~:. Soll.' ... C~_~PO~ ~~-i~os. 
Dada '(C.9) '·y'que los generadores de g están normalizados, se puede 

rnostrar que se cumple Ja relación 

L Tr(t(a)t(o)) = L </>~Tr(b(p)b(p)). (C.10) 
p 

De la ecuación (C.10) se sigue que los campos </>p están sujetos a con­
stricciones no lineales y que sólo hay [G)-1 campos físicos independientes. 
La variedad M en que los campos pueden tomar valores, está definida por la. 
ecuación (C.10), y dado el carácter no lineal de la relación, no es un espacio 
vectorial. 

Como habíamos dicho antes, un aspecto interesante de los n1odclos sign1a 
es que en algunos casos se puede hacer que las ecuaciones de Euler-Lagrangc 
para (C.6) o (C.7) sean equivalentes a las ecuaciones de otras teorías, por 
ejemplo a las ecuaciones de Einstein para familias de métricas con dos vec­
tores de Killing[76]. En estos caso es posible que el n1odelo sigma correspon­
diente tenga una relación con Ja teoría que representa más allá de una mera 
equivalencia entre las ecuaciones, de hecho se ha probado que existe incluso 
equivalencia a nivel de la densidad Lagrangiana[42]. Pensando en esta equiv­
alencia es que en el segundo capítulo se pensó en introducir la conexión dada 
por el modelo sigma. 

Esta característica de equivalencia entre ecuaciones es un caso particular 
de lo que se conoce como mapcos armónicos. Para definir lo que es un mapco 
armónico supongamos que tenemos una variedad M con coordenadas x" y 
elemento de línea ds2 = 9µ.vdx"dx" y otra variedad N, con coordenadas zA y 
elemento de línea dS2 = G AndZAdzn. Establecernos un mapeo Z : M --+ N 
por n1cdio de expresar zA(x"'). Definirnos la acción dada por 

I = f v=!id"'xg""Z,~Z.~GAn[Z(x)), (C.11) 

con Tn la dimesión de M. 
Al mapeo representado por zA(x") se le llama armónico si las ecua­

ciones de Euler-Lagrange que resultan de anular la variación de (C.11) son 
ecuaciones de geodésicas funcionales en N, es decir si se escriben como 

}=g<v=!iu"" Z~),., + rí1cZ!Z'i:u"" =O, 

r--r=E~s=1s:-::c:-:-::oc-:N-----. -g • • • 

(C.12) 
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donde r~0 son los símbolos de Christoffcl asociados a. la rnétdca GAB· 

!-la.y que notar que esta definición es para 9iu~ y G An arbitrarias~ 
A través de éste tipo de rnapeos se pueden buscar equivalencias entre 

diferentes teorí1L~, por ejemplo, al to1nar M corno el espacio tietnpo, la anu­
lación de la acción de Hilber-Einstcin 

IuE= j d"x(v=!iR+Crnatl 

define las ecuaciones de Einstein en M 

(C.13) 

(C.14) 

Ahora podemos preguntarnos si existe una n1étrica GAn en N tal que 
las ecuaciones (C.12) sean equivalentes a (C.13). En general esta pregunta 
se analiza para familias específicas de 1nétricas en M, y los 1nétodos de 
construcción de G AB son muy diversos. 

Cuando se encuentra tal GAn, se dice que las ecuaciones de Einstein se 
reescriben corno geodésicas funcionales en el espacio N [78]. 
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