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Introduccion

Hoy en dia, las tecorias que describen las cuatro fuerzas conocidas en
la naturaleza se conforman mediante dos partes principales. La primera es
el campo en si que puede tener un cardcter escalar, vectorial, etc. y sirve
para representar las fuerzas y sus posibles interacciones entre si. En esta
parte las fuentes de las fuerzas no aparecen en ningin lugar y por lo comiin
cuando sec intenta analizarlas en este contexto aparecen singularidades o “re-
giones criticas” en las que las teorias ya no son aplicables. Para remediar
este problema se introduce la segunda componente importante que es la ma-
teria. Esta iltima se postula como una magnitud externa, ajena al campo,
¥y no existe procedimiento alguno para derivarla en base a razonamientos
fundamentales. Cada una de estas componentes se representa mediante una
accién estacionaria, de donde se derivan las ecuaciones de movimiento cor-
respondientes. Este esquema de descripcién de las fuerzas de la naturaleza
ha tenido un gran éxito y ha dado como resultado el Modelo Cosmolégico
Estindar, que describe nuestro Universo a mnivel macroscépico, y el Mode-
lo Estandar de Particulas Elementales, que describe el mundo microscépico.
Ambos modelos han logrado explicar y predecir con gran exactitud los datos
provenientes de observaciones y experimentos.

A pesar de este éxito, la pregunta fundamental sobre la descripcién del
origen de la materia permanece sin respuesta. El problema de la transicién
campo-particula se puede considerar como un primer paso hacia la construc-
cién de una teoria de campos hipotética en la que la materia no aparecerfa
como una magnitud externa, sino que seria una consecuencia de la teorfa.
Los campos serian considerados como fuentes de materia y las particulas
como configuraciones especiales de los campos. Histéricamente esta idea ha
sido planteada por diversos autores, por ejemplo, en 1876 W. K. Clifford,
creador de ios nimeros de Clifford, escribe[l]: “De hecho sostengo (1) Que
pequeiias porciones del espacio de hecho son de naturaleza andloga a la de
pequenas colinas en una superficie que en promedio plana; es decir, que
las leyes ordinarias de la geometria no son vilidas para estas porciones. (2)
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v INTRODUCCION

Que esta propiedad de estar curvada o distorcionada pasa continuamente
de una porcién del espacio a otra a manecra de onda. (3) Que esta variaciéon
de la curvatura del cspacio es lo que en realidad pasa en ese fenémeno que
nosotros llamamos el movimiento de materia, ya sea pragmatico o etereo. (4)
Que en el mundo fisico sélo esta variacién tienc lugar, sujeta (posiblemente)
a la ley de cHontinuidad.” Otros e¢jemplos de autores que han hablado al re-
specto son Lorentz, Heisenberg, Klein, Einstein, ctc. y para una referencia
histérica puede verse [2).

Explicitamente por ejemplo, la pregunta central del articulo de Einstein
y Rosen de 1935 [3] es: {Es concebible una teoria atomista de la materia
y la electricidad que, atun excluyendo singularidades en los campos, no use
mis variables que aquellas del campo gravitacional (g,,) y las del campo
clectromagnético en el sentido dado por Maxwell (potenciales vectoriales,
A,)? La consideracién de un ejemplo los hace modificar ligeramente las
ecuaciones gravitacionales, que entonces admiten soluciones estaticas, con
simetria esférica y libres de singularidades. Estas soluciones involucran la de-
scripcién matemdtica del espacio fisico por un espacio de dos hojas idénticas,
donde una particula se representa como un puente conectando ambas hojas,
¥y los sistemas de muchas particulas se repr tan por hos p de
este tipo entre las dos hojas. El estudio de sisternas de muchas particulas
nunca lo llevaron a cabo.

Mientras impartia el curso de relatividad en la primavera de 1953, J. A.
Wheeler, pensando en términos de que la luz es afectada por la gravedad
y al mismo tiempo es fuente de ella, se plantes la pregunta de qué tanta
luz se requeriria concentrar para que ésta se mantuviera junta por su accién
de autogravitacién [4]. Sus ideas lo condujeron a formular el concepto de
geén, donde g se refiere al caricter gravitacional, la e al electromagnético
¥ la terminacién on, a la palabra raiz para particula. Como su nombre lo
indica, un gedén es una forma de modelar una particula por medio de un cam-
po electromagnético autogravitante. En 1955 publicé un articulo [5] donde
exploré las primeras alternativas de geones que le hacian pensar en un uni-
verso sin particulas, sélo conformado por campas. Al discutir sus ideas con
Einstein, él le indicé que era probable que los geones fueran inestables, y
de hecho poco tiempo después lo confirmé él mismo Wheeler. Sin embar-
go le siguié pareciendo fascinante la idea de tener masa sin masa, es decir
particulas por medio de campos. No solamente le atraia la idea de 1a masa
sin masa, sino que también le interesaba la carga sin carga. En la teoria
del electromagnetismo, las lineas de campo eléctrico se vi lizan emp
do y terminando en particulas puntuales, pero esto sélo es una idealizacién
matematica, porque desde luego que una particula puntual nos llevaria al
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problema de una densidad infinita. En un espacio tiempo plano el pensar en
carga sin carga no es posible, pero en un espacio curvo si lo es. Supongamos
que tenemos una hoja donde dos circulos se recortan en puntos remotos de
ella y después estos circulos se unen por medio de una manija, es decir un
tubo de forma aproximadamente cilindrica que conecta los perimetros de los
circulos que se recortaron. En este caso, las lineas de campo podrian desa-
parecer en un extremo de la manija y aparecer en el otro, de esta manera,
si los circulos son muy pequeiios, las lineas de campo parecerian terminar
en un objeto casi puntual, o iniciar en un objeto del mismo tipo. A esta
configuracién Misner y Wheeler le llamaron, en 1957, agujero de gusano,
y le consideraron una forma de tener carga sin carga, es decir, la configu-
racién de campo de una particula sin la necesidad de una fuente puntual. Los
problemas de una teoria de agujeros de gusano no son pocos, pero han sido
objeto de investigacién desde entonces por sus caracteristicas topolégicas no
triviales.

En 1976, R. Sorkin [6] analiza el problema que puede presentar el hecho
de que en un agujero de gusano, los extremos de la manija estdin inevitable-
mente correlacionados. Esto podria tener consecuencias muy importantes
sobre todo respecto a la indistinguibilidad de las particulas. Para resolver
este problema, las caracteristicas topolégicas del espacio empiezan a cobrar
importancia, en este caso, la orientabilidad. La propuesta es acercar las bo-
cas del agujero de gusano, pero dado que éstas aparentan cargas opuestas,
el sistema deja de parecerse a una particula cargada. Al construir una agu-
jero de gusano de tal manera que el espacio-tiempo resulte no orientable,
es posible que ambas bocas aparenten ser fuentes (o sumideros) del campo,
logrando con esto que la configuracién simule poseer una carga neta.

A partir de este trabajo, Sorkin realiz6 muchos estudios [7, 8] sobre lo
que llamé geones topoldgicos, que son objetos de topologia no trivial co-
mo los agujeros de gusano, donde traté problemas del tipo de la estadistica
de geones, es decir como se comportan ante el intercambio, etc. También
analizd como se comportan ante rotaciones. Ambas circunstancias son im-
portantes, puesto que son caracteristicas esenciales del comportamiento de
las particulas elementales.

Maids autores han trabajado en la relacién espin-estadistica [9, 10], el
comportamiento cuintico de los geones {11, 12, 13}, e incluso en la aparicién
misma de espin fraccionario dentro de la teoria clasica de la relatividad [14].

Dentro del contexto del problema de la transicién campo-particula, la
pregunta central de la presente tesis es si es posible y en qué circunstan-
cias, observar indicios de comportamiento cuidntico en sistemas clisicos. En
particular veremos configuraciones gravitacionales que podrian de alguna
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Vi ' INTRODUCCION

forma estar relacionadas con la teoria de geones y contar con una topologia
no trivial.

El tipo especifico de caracteristicas cudnticas que hemos buscado, es la
discretizacién de las propiedades de los sistemas, y vale la pena insistir en que
cuando hablemos de cuantizacién o de comportamiento cudntico a lo largo
del presente trabajo, nos referiremos en particular a este caricter discreto.
La razén por la que esto nos parece importante es que los pardmetros en las
configuraciones de campos cldsicos en general, toman valores en un espectro
continuo (como es el caso de los pardmetros M, e y a de la métrica de Kerr-
Newman), mientras que las particulas tienen pardmetros discretos, como sus
masas, cargas, etc. Esto es parte del problema conocido como el de los modos
ccro {15]. Incluso, la reinterpretacién que implicaria la discretizacion de los
parimetros podrfa ayudar a hacer estables sistemas que no lo serian de tener
parametros continuos, que es otra motivacién para el presente analisis.

Esta cuantizacién la buscaremos como una analogia con el monopolo
magnético de Dirac [16] donde por medio de un argumento que puede ser
establecido en términos de intensidad de campo (curvatura asociada al po-
tencial electromagnético) [17] o en términos topolégicos [18], se logra la
cuantizacién (discretizacién) del producto gq, con g 1a carga magnética y g
la carga eléctrica. Ambos planteamientos del andlisis del monopolo se verdn
con cierto detalle méds adelante en esta tesis.

En el primer capitulo realizaremos un andlisis de la curvatura del espacio-
tiempo por medio de la definicién de un objeto tipo fase. Esto nos permite
determinar que cualquier configuracién gravitacional, est4 restringida a com-
portarse como un fermién o como un bosén ante rotaciones. A partir de este
mismo objeto podemos deducir la existencia de condiciones de cuantizacién
similares a las obtenidas por Dirac, para una gama muy amplia de configu-
raciones gravitacionales.

En el capitulo segundo, definimos lo que consideramos cuantizacién topolégi-
ca y la dividimos en intrinseca e inducida dependiendo de si la configuracién
que se analiza en particular, se cuantiza (en el sentido que se ha discuti-
do) por efectos de la métrica misma, o si requiere de un campo de norma
extrinseco a la métrica para cuantizarse. Para ambos casos encontramos
ejemplos en los que se presenta la cuantizacién de ciertos pardmetros.

En el tercer capitulo iniciamos la investigacién del principio hologrdfico
con la intencién de ampliar las posibilidades de aplicacién de los métodos
desarrollados en los dos primeros capitulos. Esto es porque en algunos casos
no es claro el significado de nuestro procedimiento en un sistema particu-
lar, pero por medio del principio holografico podemos buscar algin sistema
relacionado con éste, en el que el sentido de nuestro método sea mds claro.
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En el presente trabajo no fuc posible establecer tal correspondencia, sin em-
bargo hubo resultados interesantes para el ejemplo analizado, en concreto
definimos la entropia de modelos gravitacionales dependientes del tiempo y
analizamos la validez de la férmula de Cardy-Verlinde para estos modelos.
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Capitulo 1

La fase de Dirac en
configuraciones
gravitacionales

En este capitulo, intentaremos establecer la analogia con el monopolo
de Dirac por medio del anilisis de la curvatura del espacio-tiempo. Esto lo
haremos definiendo un objeto tipo fase, que nos permitirda determinar ciertas
relaciones de cardcter discreto entre los pardmetros de la métrica del espacio-
tiempo. La definicién de este objeto tipo fase requiere de la evaluacién de
integrales de dos-formas con componentes endomérficas!. La manera de re-
alizar esta integral no es clara, por lo que las primeras secciones de este
capitulo se dedican a los resultados que se pueden establecer independien-
temente de la forma explicita de tal integral. Motivados por la obtencién de
resultados interesantes inherentes al objeto tipo fase, dedicamos el final del
capitulo a la definicién de la integral mencionada, llegando a una propuesta
concreta, que a manera de prueba se utiliza para realizar un anilisis de la
métrica de Kerr-Newman. La definicién de la integral atin no es satisfactoria,
por lo que mas trabajo es necesario en este sentido.

Hay que aclarar que la existencia de un tipo similar de fase cuintica,
pero que es inducida por un campo magnético real, ha sido demostrada a
través del efecto Aharonov-Bohm [19]. M4s ain, la generalizacién de este
efecto para campos de norma en general ha sido realizada por Aharonov
¥ Anandan [20] quienes consideran una fase en términos de potenciales de
Yang-Mills y los generadores del dlgebra de Lie del grupo de norma.

!La descripcién de formas difer iales con comp endomérficos se da en el

apéndice A, véase también {17].
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2 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

En todos estos casos se supone que ¢l potencial de norma existe en todos
los puntos donde la intensidad de campo esti bien definida. En este con-
texto se puede interpretar que la fase cuantica es inducida por un potencial
de norma bien definido. Pero las fases cudnticas también pueden ser induci-
das por la presencia de un campo externo (aun si ¢l campo no se puede
derivar de un potencial, como es el caso del sistema que consiste de una
carga eléctrica y un monopolo magnético). Desde el punto de vista de las
aplicaciones experimentales, es intercsante analizar el caso cuando el cam-
po cxterno es el campo gravitacional. Muchos autores han investigado las
consecuencias fisicas de una fase cudntica inducida por gravedad [21], y la
primera prueba experimental directa de su existencia se obtuvo en el renom-
brado experimento de COW (Collela, Overhauser, y Werner) [22] donde se
usé interferometria de neutrones.

El objeto tipo fase que introdiciremos aqui esta totalmente determinado
por ¢l campo gravitacional, y como ya dijimos, veremos que haciendo uso de
este objeto, es posible extraer informacién de las propiedades de la fuente de
gravedad correspondiente. Sin embargo, su naturaleza fisica es diferente a la
de las fases cudnticas estudiadas con anterioridad. Detrds de la postulacién
de este objeto tipo fase, esta la suposicién de que existe un haz fibrado sobre
el cual podemos describir la teoria de la gravitacién, y que las propiedades
topoldgicas de este haz fibrado se pueden analizar por medio del objeto tipo
fase. En este sentido, la diferencia con las fases cudnticas es que nuestro
objeto tipo fase es una entidad topolégica, y no depende de las interacciones
cuinticas que pueda tener el campo con un sistema cudntico de prueba, las
cuales son fundamentales para la descripcién de la fase cudntica usual.

Por otro lado, la razén para llamarle objeto tipo fase y no simplemente
fase es que no conocemos explicitamente el sentido en que éste representa
una fase. No obstante este objeto tiene dos caracteristicas importantes que
sugieren su caracter de fase y motivan el estudio realizado en el presente
capitulo. El primmero de estos hechos es que, como veremos més adelante,
este objeto asocia a cada trayectoria cerrada v basada en el punto p, un
endomorfismo para el espacio tangente Tp, que es justamente lo que hace
una fase. Por otro lado, para el cdlculo de este endomorfismo se utiliza una
superficie de integracién § que debe de tener a -y por frontera, y en este
sentido, el segundo hecho importante es que el resultado de tal cdlculo es el
mismo para todas las superficies que pertenecen a la misma clase homotépi-
ca. Esto hace pensar que el objeto que estamos calculando es propio de la
curva -y, y no de la superficie de integracién, como debe de ser una fase.
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1.1. MONOPOLO MAGNETICO 3

1.1. Monopolo magnético

Como inicio y motivacién del presente capitulo, haremos un breve repaso
del argumento expuesto por Dirac [16] para la cuantizacién del monopolo
magnético, que seria precisamente la idea que trataremos de generalizar al
caso de la gravitaciéon.

Dirac analizé la fase cudntica adquirida por una particula cargada al
ser arrastrada a lo largo de una trayectoria cerrada en la presencia de un
monopolo magnético. En general la fase que adquiere una particula cargada
que describe una trayectoria -y inmersa en un campo magnético B esta dada
por

o =e91, (1.1)

donde ¢ es la carga de la particula y A es el potencial vectorial del campo
B, es decir dA = B.

Cuando 7 es una trayectoria cerrada es posible usar el teorema de Stokes
para reescribir la fase como

@ =e9Js 8, 1.2)

con S una superficie cuya frontera sea -y, i.e. 9S8 = 7.

El campo magnético de un monopolo de carga magnética g en coorde-
nadas esféricas estA dado por B = gsen@df A d¢. Lo que hace interesante
el anilisis de este campo es que no existe un potencial vectorial 4 del cual
provenga y que esté bien definido en todo punto donde B lo esté[17]. Desde
luego, por ejemplo B = dA para A = —§ cos8d¢, pero en particular este
potencial vectorial es singular en los puntos € = 0,7, por lo que no pode-
mos usarlo como potencial vectorial. Este problema lo presentard cualquier
potencial vectorial que se use para B. Esto se puede demostrar de man-
era general en geometria algebraica, notando que el grupo de cohomologia
H"—1, de la variedad n-dimensional donde se encuentra definido el campo
magnético B, es diferente de cero. Viendo esto es claro que si queremos
calcular la fase adquirida por una particula que se mueve sobre el plano
ecuatorial describiendo un circulo al rededor del origen, no podemos usar la
expresién (1.1), puesto que carecemos de un potencial A bien definido.

Si queremos calcular la fase para la trayectoria descrita en el parrafo
anterior, nos vemos obligados a utilizar la expresién (1.2), donde notamos
que podemos elegir distintas superficies para hacer el cdlculo, en particular
podemos usar cualquiera de los dos hemisferios que tiene a -y como frontera.
El signo de la integral sobre un hemisferio debe de ser el opuesto al que
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4 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

se elija para el otro, ya quc las orientaciones de las superficies deben de
ser consistentes con la de la trayectoria ~y. De esta manera obtenemos € =
exp(—igq/2) para uno de los hemisferios y € = exp(igq/2) para el otro.
La razén por la cual el valor de la integral en (1.2) no es independiente
de la eleccién de superficie, es que los dos hemisferios no son superficies
homotdépicas, lo cual es posible[17] gracias a que el espacio que estamos
considerando es IR® — 0 que no es simplemente conexo. El origen del sistema
de coordenadas se debe de remover por que el campo magnético no esti bicn
definido en ese punto por tener una singularidad que no cumple con las leyes
de Maxwell.

Estamos en un punto del andlisis de la fase en que tenemos resultados
distintos para el mismo calculo, pero tenemos un argumento para fijar este
resultado, ya que la fase cudntica por ser una cantidad fisica debe de ser la
misma independientemente de la forma en que se haya calculado, por lo que
requerimos que los dos resultados anteriores sean iguales. Vemos que la inica
forma de que esta igualdad se satisfaga es que la cantidad gg sea un mailtiplo
entero de 2n, i.e. gg = 27n para un ndimero entero n obteniendo asi lo
que a lo largo del presente trabajo llamaremos “condicién de cuantizacién”
y trataremos de obtener expresiones de este tipo para otros sistemas en
diferentes teorias. Dirac concluyé a partir de esto que la existencia de un
monopolo magnético implicaria la cuantizacién de la carga eléctrica g =
2nn/g. .

1.2. Fase en términos de curvatura

Lo primero que debemos notar es que la integral en la ecuacién (1.2) es
de hecho la integral del tensor electromagnético sobre una superficie especifi-
ca. En el caso del monopolo magnético, la dnica entrada diferente de cero
del tensor electromagnético es la correspondiente a df A d¢ en coordenadas
esféricas, por eso se integra sobre una superficie en déd¢. Por otro lado, desde
la perspectiva geométrica de la teoria de campos, €l tensor electromagnético
no es otra cosa que la curvatura asociada a la conexién electromagnética.

Consideremos ahora una variedad semiRiemanniana (M, g,..), donde g,
(p, v = 0,1,2,3) es la métrica subyacente. En este caso podemos introducir
un objeto tipo fase descrito por

@ =el R, (1.3)

donde R es la curvatura asociada a la métrica, es decir, el tensor de Riemann,
que es una dos-forma con valores endomorficos (véase el apéndice A o por
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1.2. FASE EN TERMINOS DE CURVATURA 5

ejemplo [17]). Para establecer una definicién exacta de este objeto tipo fase
serfa necesario el uso de una exponencial con orden de trayectoria y un
factor constante antes de la integral cn (1.3) dependiendo de la eleccién
de coordenadas, pero por ¢l momento estamos interesados solamente en la
estructura gencral de ¢.

La integral en (1.3) se debe de realizar sobre el caricter de dos-forma
del tensor de Riemann, y el resultado es un endomorfismo, asi que el objeto
tipo fase ¢ siendo la exponencial de un endomorfismo, serd a su vez otro
endomorfismo.

Las componentes del tensor de Riemann son endomorfismos, y por lo
tanto para cada punto de la variedad viven en un espacio vectorial distinto
que puede ser asociado con el producto cartesiano del espacio tangente y el
espacio cotangente [17]. Si realizamos la integral en (1.3) tal como aparece,
estaremos sumando objetos que viven en espacios distintos, lo cual no es
justificable. Lo que necesitamos es realizar un transporte paralelo del endo-
morfismo desde el punto de evaluacién hasta un punto fijo, donde diremos
que la integral esta basada. Este transporte paralelo sélo debe de ser apli-
cado sobre el cardcter endomorfico del tensor de Riemann, ya que la parte
de dos-forma se maneja a través de la retraccién (pull-back) de la manera
usual. Asi que en lugar de (1.3) debemos de usar

p=el” = ef"“ln”, (1.4)

donde hemos definido R’ = H-!'RH siendo H la holonomia que resulta
del transporte paralelo, y depende explicitamente del punto de evaluacién.
Desde luego existen un cantidad infinita de trayectorias a lo largo de las que
se puede realizar el transporte paralelo, por lo que la forma explicita de H se
tendra que fijar usando argumentos del tipo que se discutirdn en la quinta
seccién de este capitulo. Por el momento el punto importante es que se
puede llegar a ciertas conclusiones independientemente de la forma explicita
de H, dnicammente suponiendo que esta holonomia preserva algunas de las
simetrias fundamentales del tensor de Riemann. Esto no es un requerimiento
fuera de contexto, dado que H esti directamente relacionada con la métrica
¥y por consiguiente con sus simetrias. Si este comportamiento no apareciera
de manera espontinea para H, se podria imponer por construccién.

Una vez definido nuestro objeto tipo fase, recordemos que el punto clave
para el argumento de Dirac es que el espacio base no es simplemente conexo.
Por tal motivo las configuraciones gravitacionales en que esperamos que
nuestro andlisis sea relevante son aquellas en que el espacio-tiempo no es
simplemente conexo. Ejemplos de esto son soluciones a las ecuaciones de
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6 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

Einstein que presenten singularidades de curvatura localizadas, en cuyo caso
el punto singular debe ser removido del espacio-tiempo, lo que evita que sea
simplemente conexo.

1.3. Fase y simetrias

Para podecr analizar el objeto tipo fase descrito en la seccién anterior
de manera general, consideraremos el tensor de curvatura en términos de
una base semiortonormal. Vale la pena aclarar de antemano que todos los
resultados de esta seccién y la siguiente, son independientes de la forma
explicita de la H involucrada en la definicién (1.4).

En todo momento debemos de entender al tensor de curvatura como una
dos-forma de componentes endomérficas, asi que cuando hablemos de una
componente, nos referiremos al endomorfismo asociado a la correspondiente
entrada de la dos-forma. Vemos asi que cada una de estas componentes
mapea un espacio de dimensién cuatro en si mismo, por lo que debe de
tener cuatro valores propios, que como veremos en la seccién siguiente, son
las cantidades relevantes para el anilisis del objeto tipo fase (1.4).

Cuando las componentes del tensor de curvatura se expresan en térmi-
nos de tetradas, es decir, de una base semiortonormal (vease el apéndice
A), estas pertenecen al dlgebra de Lie s0(3,1) del grupo SO(3,1), asf que
explicitamente la componente asociada con la dos-forma dz#* A dz¥ se puede
escribir de forma general como

1} au by Cpr
a — G o duv €hnr
Ry =| g 2, % 7|, .5)
Curvy —€uy — J g o

con auu, buu, Cuv s duvs€ur Yy fuv funciones reales de las coordenadas del
espacio-tiempo.

Si lamamos A\,.i(i = 1,2, 3,4) a los valores propios de la correspondiente
componente del tensor de curvatura, vemos que dada la forma de (1.5) estos
valores cumplen con la relacién de simetria

Apvl == —Auu2 Y Aupa = —Auva- (1.6)

Desde luego estos valores propios son funcién de las coordenadas del
espacio-tiempo, pero lo importante es que cumplen con la relacién (1.6) en
cada punto.
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1.3. FASE Y SIMETRIAS 7

El cidlculo explicito del objeto tipo fase (1.4) involucra la holonomia H,
pero esta es un mapeo de 80(3,1) en sf mismo, por lo que los valores propios
del endomorfismo resultante R;,, = H~ 1R, H estin obligados a satisfacer
de igual forma la relacién de simetria (1.6).

La definicién del objeto tipo fase implica también la integracién del en-
domorfismo R’ sobre la superficie S. Dado que S es una subvariedad del
espacio-tiempo, podemos introducir coordenadas z# tales que, por ejemplo
z! y 2 describan la superficie de integracién S cuando z° y z3 se fijan a
ciertas constantes especificas, con lo cual la expresién (1.4) se escribe de
manera explicita como ¥ = exp I donde I esta dada por

I= /R’lzdzl A dz?, @mn

con z% y 23 fijos en los valores correspondicntes.

Es importante notar que la relacién de simetria (1.6) es inherente al
caricter 80(3,1) que tiene el tensor de curvatura cuando sus componentes se
expresan en términos de tétradas, por lo tanto es independiente de la eleccién
de las uno-formas coordenadas dz#*. En particular los valores propios A\2i(t =
1,2, 3,4) del integrando en (1.7) cumplen con la relacién (1.6) en cada punto
del dominio de integracién, lo que implica que los valores propios A; del
endomorfismo I también satisfacen la simetria (1.6) independientemente de
la superficie S. Esto también se puede afirmar dado que s0(3,1) es un dlgebra,
y como tal, la suma de sus elementos también esta en 80(3,1), lo que implica
que el resultado de la integral (1.7) pertenece de igual forma a so(3,1),
y consecuentemente sus valores propios satisfacen (1.6). La invariancia de
la relacién (1.6) se puede demostrar haciendo un andlisis en términos de
clasificaciones de Petrov, para los detalles de este anilisis, véase [23].

Dados los argumentos anteriores podemos garantizar que los valores pro-
pios A; de! endomorfismo I resultado de la integracién que aparece en la
definicién del objeto tipo fase (1.4), satisfacen (1.6) independientemente de
la forma explicita de H y de la superficie de integracién que se tome.

Describamos ahora el tipo de superficies de integracién que consider-
aremos. Podemos construir una superficie cerrada simétrica respecto a un
eje, digamos z, e intersectarla con un plano que contenga a tal eje y que
divida a la superficie original en dos superficies que comparten la misma
frontera. Si el espacio-tiempo estd descrito por una métrica semiRiemanni-
ana con una singularidad de curvatura localizada que se encuentra entre las
dos superficies, entonces éstas dos superficies no serdn homotépicas. Para
continuar la descripcién introduzcamos coordenadas esféricas. Supongamos
que la métrica del espacio-tiempo es simétrica respecto al cambio de co-
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8 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

ordenadas ¢ — ¢ + 7 (claramente esta condicién la cumplen una amplia
clase de configuraciones gravitacionales, por cjemplo todas las soluciones
con simetria axial). En consecuencia de ésta simetria, la integral del tensor
de Riemann sobre las dos superficies descritas solo puede diferir por un sig-
no, que se debe al hecho de que cuando la métrica posece simetria ante alguna
transformacién, el tensor de Riemann no esta limitado a ser simétrico, sino
que puede ser también antisimétrico ante tal transformacién. Denotemos las
integrales correspondientes a las dos superficies como I e Iz, y a las cor-
respondientes fases como ¥, = exp(t[l;) y ®2 = exp(FI2), donde el signo
debe de ser elegido de acuerdo a la orientacién de la frontera comin.

1.4. Comportamiento bosénico y fermiénico

Siguiendo el argumento de Dirac exigiremos que el objeto tipo fase (1.4)
tenga el mismo valor para las dos superficies, i.c. ®; = $2. Si las integrales
I, e I, tienen signos opuestos, entonces los objetos tipo fase ®©, y ®2 que
se obtienen a partir de ellos son iguales, dado que la consistencia con la
orientacién de la frontera implica que una de las integrales debe de cambiar
de signo antes de ser exponenciada. En esta situacién el requisito &} = &2
se satisface trivialmente, asi que no se obtienen nuevas condiciones de este
andlisis.

Por otro lado, si I}, = Iz, el cambio de signo requerido en una de las
integrales, digamos en —J2 antes de ser exponenciada hace que ®; y ¥, sean
diferentes, por lo que hace falta un mayor anilisis. En este caso los valores
propios de I, son el negativo de los de Iz, y ahora vemos la importancia
de la relacién de simetria (1.6), ya que gracias a ella podemos estar seguros
de que ambo. juegos de valores propios coinciden, y que la unica diferencia
es el intercambio de los vectores propios asociados con cada uno de ellos.
Ahora debemos de exponenciar las integrales I 2, que estin representadas
por matrices 4 X 4, ya que son el resultado de integrar componentes como
las descritas por (1.5).

Una forma simple de calcular la exponencial de una matriz, digamos M,
es por medio de diagonalizarla primero y luego obtener la exponencial como

exp(M) = T exp(D)T?, (1.8)

donde D es la matriz diagonal que tiene los valores propios de M como
componentes, y la matriz T representa el cambio de base que diagonaliza a
M y se construye explicitamente colocando los vectores propios de M como
columnas en el mismo orden en que los valores propios asociados aparecen
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1.4, COMPORTAMIENTO BOSONICO Y FERMIONICO 9

en D. Para aplicar este procedimicnto a ¥, y ®2, podemos usar el hecho
de que I e Iz tienen los mismos valores propius y que éstos satisfacen la
relacién de simetria (1.6) para definir una matriz

A O [} o eM o 0o 0
T - A Y B Bl S RO
0o 0 0 —Xs 0o 4] 0 es
que nos permite escribir a los objetos tipo fase como
B, = TVAT 'y ®2 = TLATS?, (1.10)

usando la misma matriz A para ambos, de tal manera que la iinica diferencia
entre el cdlculo de ®; y ¥2 radica en las matrices T} y 7%.
Usando las ecuaciones (1.10) vemos que

D) = Py <> TVATT ! = TR AT ! <= ATV = T\ TR AT !
(1.11)

< AT\ = TU T2 A & (A, TV IT2) =0,

donde los paréntesis cuadrados se refieren al conmutador de las matrices
correspondientes. Con esto vemos que cualquier implicacién que tenga el
requerimiento ¥; = P, se puede obtener de manera muy sencilla de la
imposicién de que el conmutador [A,Tl_'Tg] se haga cero.

Para analizar este conmutador debemos de notar que las matrices 77!
y 2% sélo difieren entre si por el orden de sus columnas, ya que los vectores
propios de I, e I son los mismos habiendo tvnicamente un intercambio de
los valores propios asociados con ellos. A partir de ésto vemos que de manera

general

T\, = (1.12)

=Q0Q0
SR -N -]

1
(1]
o
(o]

CO=0O

Dada esta expresién de la matriz Ty Ty y usando la definicién (1.9) de
A, vemos que el conmutador [A,Tl“Tz] se hace cero si y sélo si

Az

M = e~ y et = e~23, (1.13)
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10 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

quc nos lleva a las condiciones de cuantizacién
Al =iy Az = ingm, (1.14)

donde mn; y n2 son enteros arbitrarios.

Recordando que los valores propios A; son funciones de los parimetros de
la métrica, vemos que las condiciones (1.14) son andlogas a las condiciones
de cuantizacién encontradas por Dirac.

Algo de precupacién puede surgir por el cardcter imaginario de los val-
ores propios impuesto por las condiciones (1.14), pero esto no debe de ser
factor de importancia ya que al realizar los cdlculos concretos resulta que los
valores de \; aparccen en términos de raices cuadradas de nimeros que son
positivos en algunos casos, pero negativos en otros, dando lugar a valores
reales ¢ imaginarios para estas A’s. Cuando un valor propio es real, la tinica
posibilidad admisible para la n asociada es cero, pero cuando el valor propio
es imaginario, entonces n puede tomar cualquier valor entero, dando lugar
a un conjunto infinito de soluciones discretas.

La forma explicita de las condiciones (1.14) dependeré de la configuracién
en particular que se esté considerando [24], asi como de los detalles de la
definicién del objeto tipo fase (1.4), pero la aparicién de estas condiciones es
inherente al andlisis realizado. A continuacién veremos mds conclusiones a
las que se puede llegar de manera general, independientemente de los detalles
de la definicién (1.4) del objeto tipo fase.

Consideremos ahora el caso en que las condiciones de cuantizacién no se
satisfacen de forma trivial, i.e. 1, n2 % 0. Usando (1.14) en (1.9) obtenemos
para A cuatro posibilidades diferentes

ae (3 2)aem (3 5) = 2) onem (3 5).
(1.15)

donde 11 es la matriz unidad 2 x 2. Dado que ya hemos impuesto la condicién
&P = P, podemos usar indistintamente T} o 7% para los cdlculos siguientes,
asi que insertando las distintas opciones dadas por (1.15) en (1.10) obten-
emos diferentes objetos tipo fase. Para el caso de A; el objeto tipo fase es
igual a la identidad

& =TAT ! = Ngxa. (1.16)

Para los casos Ax(k = 2,3, 4) obtenemos objetos tipo fase que difieren
de la identidad

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




1.5. INTEGRACION DE DOS-FORMAS ENDOMORFICAS 11

o R B =TAT', (1.17)
pero son.raices cuadradas de esta, es decir que al clevarlos al cuadrado
resultan en la identidad

2 = TAT ' TAT ' = Laxa, (1.18)
donde hemos usado el hecho de que A? = ll;x4, como se puede verificar
facilmente de (1.15).

Este resultado muestra que las configuraciones gravitacionales que ten-
gan simetria axial o sean invariantes ante la transformacién ¢ —» ¢ + 7, y
que lleven a condiciones de cuantizacién no triviales se pueden dividir en
dos clases. La primera estd caracterizada por una curvatura cuyo objeto
tipo fase asociado, llamemosle 7 es simplemente la identidad. La segunda
clase estd constituida por las soluciones con fase, digamos ¥g5 # 0444 que
cumplen con ®2 = 1l,;.4. Este es exactamente el comportamiento que se
esperaria para una fase que distinga entre entidades bosénicas (7 = lN4x4)
o fermiénicas (®2 = l4<4) cuando se someten a rotaciones por un dngulo de
27,
Muchos intentos se han hecho para modelar a las particulas elementales
por medio de soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein[7, 8, 3, 25, 10].
Si adoptamos esa perspectiva y consideramos al objeto tipo fase ¥ como la
representacién del efecto de una rotacién de 27, concluimos que una particu-
la descrita por una métrica que satisfaga las simetrias expuestas sélo puede
comportarse ante rotaciones en dos posibles maneras, como un bosén (cuan-
do & = ¥r) o como un fermién (cuando & = Ps ). Vale la pena resaltar
que el tipo de simetrias que hemos requerido no son descabelladas para una
meétrica que represente una particula elemental.

La busqueda de este tipo de comportamientos en modelos de particulas
elementales no ha sido poca[26, 8], y vemos que los resultados que hemos
obtenido aqui por medio de una perspectiva muy simple, son una indicacién
de tal comportamiento en configuraciones gravitacionales.

1.5. Integraciéon de dos-formas endomérficas

En las secciones anteriores hemos conseguido establecer resultados pre-
cisos sobre el objeto fase (1.4) sin necesidad de conocer su definicién exacta.
El objetivo de la presente seccidn es discutir las dificultades que presenta tal
definicién y hacer una propuesta para ésta, aplicindola a casos concretos en

los que las predicciones que se obtengan puedan ser_analizadas.
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12 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

Como ya se habia hecho notar, toda arbitrariedad de la definicién (1.4)
radica en la manera dec integrar dos-formas cuyas componentes sean endo-
morfismos, por lo tanto cs a este problema al que nos enfocaremos a con-
tinuacién. Desde luego la manera que propongamos para realizar integrales
de este tipo debe de ser consistente con la integraciéon usual de dos-formas
cuyos componentes son niimeros reales.

1.5.1. Requisitos para la integral

Un hecho que conocemos a partir del tecorema de Stokes, es que el resul-
tado de integrar una dos-forma w con componentes reales, sobre distintas
superficies homotépicas entre si, es el mismo en tanto w sea cerrada, es decir,
que su derivada exterior sea cero dw = 0 [17].

Este es un elemento clave para el argumento de Dirac, por lo tanto,
aunque lo modificaremos ligeramente, serd lo primero que exigiremos a la
definicién de integral que estamos buscando. La modificacién radica en que
pediremos que las dos-formas involucradas en la integracién, satisfagan la
identidad de Bianchi en lugar de ser cerradas. Esto lo hacemos por que
la dos-forma con componentes endomérficos que nos interesa es el tensor
de curvatura, que no es cerrado, es decir su derivada exterior no es cero,
dR # 0, sin embargo R satisface la identidad de Bianchi, es decir que su
derivada exterior covariante si se anula, dp/R = 0. Para el caso de formas
diferenciales con componentes reales, esta modificacién no cambia nada, ya
que en ese caso la derivada exterior es igual a la derivada exterior covariante.

Para verificar que el valor de la integral sea el mismo para diferentes
superficies homotépicas, tenemos que confirmar que la variacién de esta
integral con respecto a la superficie de integracién se anule siempre que la
variacién de la superficie sea homotépica a la original.

Si realizamos la integral de la dos-forma, entrada por entrada del endo-
morfismo, por medio de la retraccién? es ficil ver que el teorema de Stokes
implica que la variacién de la que hablamos es proporcional a la derivada
exterior de la dos-forma.

El otro requisito que pediremos a la definicién de integral que buscamos,
es que se reduzca a la integral usual cuando se consideren formas diferenciales

con componentes reales.

2EI procedimiento usual por medio de la retraccién (pull-back) de la das-forma ests ex-
plicado en [27]
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1.5. INTEGRACION DE DOS-FORMAS ENDOMORFICAS 13

1.5.2. Mediante un ansatz para la holonomia

En la definicién del objeto tipo fase (1.4) la integracién de la dos-forma
R se justifica por medio de la introduccién de H, que es una holonomia que
permite, en principio, sumar clementos de espacios vectoriales diferentes3.
Veamos ahora como debe de ser esta holonomia si queremos que la integral
en (1.4) cumpla con los requisitos expuestos en la seccién anterior.

Escribiendo de mancra explicita los indices en el cdlculo de R’ tenemos

()% = (H™')2RG,HY, (1.19)
donde en principio Hf es arbitraria en tanto no sea degenerada, y como
se dijo en la seccién (1.2) debe fijarse por medio de los argumentos que se

cxpondrdan a continuacién.
Ya se ha dicho que la variacién de la integral de una dos-forma, respecto

a superficies homotdpicas, es proporcional a su derivada exterior. El primer
requisito de la seccién anterior implica que esta variacién se debe de anular
para R’ cuando la derivada exterior covariante de R sea cero, por lo que
debemos de encontrar una holonomia H tal que

dR’' < dpR. (1.20)

Para encontrar la H que satisfaga (1.20) notamos que
B5(R)g,, = [Os(H1)2)RG,, HE+
(H~1)2(0s R4, )HE + (H V)2 RS, (s HE)

Dado que H es no-degenerada, siempre es posible calcular ng, una uno-
forma con componentes endomorficos dada por

(1.21)

Cis = (BsHE(H M), (1.22)

con lo que podamos escribir

OsH{ = CLGHE y Os(H™")2 = —(H)3C4. (1.23)
Usando (1.23) en (1.21) obtenemos
B5(R),, = [—(H~"):CHIR,, Hi+
(1.24)

(H~1)2(9s R5,, Y HE + (H')2RS,,, (CHHE)

di ién mas d liada de la introd ion de H véase la seccién (1.2)

3Para una
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14 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

o renombrando indices mudos

O5(R)hy = (H™1)2[(85RGp) + RECls — Cos RV HE- (1.25)

En esta ultima expresién vemos que la cantidad entre paréntesis cuadra-
dos seria justamente la derivada covariante de R}, si C4 dada por (1.22)
cumpliera con

CE, = Wiy, (1.26)
donde wj,, es la conexién de Levi-Civita con sus componentes escritos en
términos de tetradas. A la conexién escrita de esta forma también se le
llama conexién de espin[18].

El satisfacer la condicién (1.26) garantiza el cumplimiento del requisito
(1.20), con lo que reducimos el problema de la definicién de H a resolver el
sistema de ecuaciones diferenciales parciales dadas por

OsHE = wisHE. (1.27)

Desafortunadamente las condiciones de integrabilidad de las ecuaciones
(1.27) son

(Wi — Wo 4 + wWhwd, — wiwi)HE =0, (1.28)

donde M, significa derivada parcial respecto a .

Dado que H es no degenerado, las condiciones de integrabilidad (1.28)
seran satisfechas iinicamente si la cantidad entre paréntesis, que es la cur-
vatura misma, se anula.

La conclusién a la que llegamos, es que la Unica situacién en la que se
puede encontrar una holonomia H solucién a (1.27) es cuando el espacio-
tiempo es globalmente plano. Esto no implica que no sea posible encontrar
una H tal que R’ satisfaga la condicién (1.20), ya que en el andlisis anterior
establecimos la proporcionalidad entre dR' y dp R pidiendo que la cantidad
entre paréntesis cuadrados en la ecuacién (1.25) fuera igual a la derivada
covariante de R. Dado que esta no es la manera mas general de satisfacer
(1.20) debemos de buscar formas alternativas de hacerlo.

1.5.3. Mediante una superficie de referencia

En la tltima seccién nos dimos cuenta de que debemos de tomar un
punto de vista mas gencral para que la definicién de la integral cumpla
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1.5. INTEGRACION DE DOS-FORMAS ENDOMORFICAS 15

con los requisitos que hemos impuecsto. Tomando otra perspectiva, podemos
usar el teorema de Stokes, por el cual sabemos que para toda dos-forma 2

se cumple la relacién [28]
/ n-/n:/dn, (1.29)
g 5 v

donde S y S’ son superficies homotdépicas, y V es cualquier volumen que ten-
ga la superficic S’ |J S como frontera?, i.e. 3V = S’'|JS. Debemos aclarar
que © es una dos-forma con componentes endomérficos, sin embargo hemos
suprimido todos sus indices, tanto los internos, que indican el caricter en-
domérfico, como los externos que indican su caricter de forma diferencial.
Esto lo hemos hecho para simplificar las expresiones siguientes; un manejo
sistemadtico de esta notacién se puede encontrar en [18].

Para cada clase de superficies homotépicas podemos elegir una super-
ficie de referencia S,.sy y definir la integral sobre cualquier superficie $
pertencciente a la misma clase como

fs'9=fsn—/v(w/\n—n/\w), (1.30)

donde es V' cualquier volumen cuya frontera sea S| Srey y w es la conexién
de espin con todos los indices suprimidos. Hay que notar que en la expre-
sién (1.30), la superficie de referencia no aparece explicitamente, sino que
esta implicita en la definicién de V. Por otro lado debemos de hacer incapie
en que esta expresién define al objeto que estd al lado izquierdo de (1.30),
por eso lo denotamos con un apéstrofe sobre el signo de integral.

La razén para introducir esta definicién es que para 2 arbitraria, el
valor de la integral definida en (1.30) sobre distintas superficies homotépicas
sera distinto y el tinico caso en que esta integral tendra el mismo valor para
toda superficie homotépica serd cuando §2 satisfaga la identidad de Bianchi.
Lo anterior lo podemos ver a partir de que sélo en este caso se cumple que
(wA—DAwW) = —dR, igualdad que al ser insertada en (1.30) garantiza,
via el teorema de Stokes (1.29), que el valor de la integral asi definida sera el
mismo para toda superficie homotépica. En general (wAQ — QA w) # —dS2,
por lo que la integral dada por (1.30) variarad de una superficie a otra aunque
éstas sean homotépicas.

Un hecho importante es que tanto V como Sy.s en (1.30) se pueden elegir
de manera conveniente para los cdlculos especificos.

‘Deci tqui 1 porque en dimensiones superiores a tres, V no ser& tnico,
pero dado que d(dSY) = 0 el valor de la integral en el lado derccho de (1.29) serd indepen-

diente de la cleccién de V' en tanto S’ | J S sea su frontera.
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Esta puede ser una propuecsta ingenua, pero satisface los dos reguerim-
ientos que se mencionaron en (1.5.1). Usando (1.29) vemos que efectivamente
cl valor de esta integral es ¢l mismo para todas las superficics en la clase de
equivalencia hormnotépica, si y sélo si € satisface la identidad de Bianchi, o
equivalentemnente (w A 2 — 2 A w) = —dQ.

Con respecto al otro requisito, vemos que para ¢l caso de formas difer-
enciales con componentes reales, el conmutador [w, 2] es cero, asi que esta
definicién se reduce a la usual.

Desde lucgo esta definicién tiene el problema de necesitar una superficie
de referencia para cada clase homotépica, pero para nuestro anilisis en par-
ticular, €sto no serd importante, puesto que nosotros estamos interesados en
diferencias entre las integrales, y tales diferencias son independientes de la
superficie de referencia que se use, como se puede ver ficilmente restando el
valor que toma (1.30) para diferentes superficies homotépicas.

La dos-forma en la que estamos interesados es el tensor de curvatura,
cuyos componentes, al ser expresados en términos de tétradas, son elemen-
tos del dlgebra de Lie s0(3,1). La conexién de espin es una uno-forma cuyos
componentes también estin en s0(3,1)[18]. Por lo tanto para el caso del
tensor de curvatura, ambos integrandos en el lado derecho de (1.30) son
elementos del dlgebra so(3,1) y consecuentemente el resultado de su inte-
gracién serid también un elemento de esta dlgebra. Por lo tanto los valores
propios de la integral de la curvatura al ser realizada como se define en (1.30)
cumplirdn con la relacién de simetria (1.6), que es todo lo que fue necesario
para la obtencién de los resultados de las secciones (1.3) y (1.4), asi que
estos resultados se recuperan al usar esta definicién de integracion.

1.5.4. La métrica de Kerr-Newman

Ahora que hemos propuesto una definicién para la integral de dos-formas
con componentes endomoérficos, podemos utilizarla para realizar algin cdlcu-
lo concreto para alguna métrica solucién a las ecuaciones de Einstein en la
cual nuestro andlisis pueda ser relevante. Con este fin elegimos la métrica
de Kerr-Newman que estd dada por el elemento de linea [29]

ds? — _(A—a’unzsal)dtz _ 2mn’!8!17’+a3—A!dtd¢+ .
[(tatl=pateen®(0)] gen2(@)dg? + Edr? + £d6?,

y el potencial electromagnético

(1.31)
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.

= —%[dt — asen?(8)d¢), (1.32)

donde
£ = r2 + a? cos?(4),
A =17r2+4 a2+ e"’( —) 2Mr. (1.33)

Elegimos esta métrica ya que es axisimétrica y tiene una singularidad
localizada en (» = 0,8 = 7/2) en las coordenadas de Boyer-Linquist [30]. En
este caso podemos tomar como superficies no homotépicas las dos mitades
de una esfera centrada en el origen del sistema de coordenadas.

Antes de continuar con el cdlculo, debemos de aclarar que, los valores
propios de un endomorfismo son independientes de la base en la que éste
se escriba. Por csta razén, la relacién (1.6) se satisface sin importar en que
base estén escritas las entradas de los componentes del tensor de Riemann®,
puede ser cn tétradas K%, o en la base coordenada dz®, R%,,,, - Los cdlculos
explicitos para la presente seccién se hicieron usando la base coordenada,
pero las conclusiones de secciones anteriores siguen siendo validas en este
andlisis. .

Prosigamos con el cdlculo, usando la definicién de la seccién anterior

escribimos
&, = efr., R‘an“’\d@’; Dy = efr., R‘EOO"”"‘“” (1.34)

¥ requeriremos ¥; = P,.
Una eleccién conveniente para la superficie de referencia es usar para

esta alguno de los hemisferios, digamos A;. Si lo hacemos asf obtenemos

RS

Bus—RG

FurWhp)dz? Adzh Az

(1.35)
donde V se puede elegir como la bola sélida dentro de h; |J A2 a un tiempo

dado.
En este caso sabemos que R%,, cumple con la identidad de Bianchi, por

lo que podemos reescribir (w§,RY,,, — RS, wj,) = —9,R3,,., y obtener

R 5, dON RS o, dONdDP— "y
&, = efny Bhos 9 B, — efha Bos L O

Jny BRB9pd0 Ndp — fv(wf;’pR%“, - R‘}“"wgp)dzp AdzH A dz p )
1.36

= fny RS0pd0 A do + fi, B, RS, dz° A dzh Adzv.

éndi I.

SPara detalles del uso de indi véase el af
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Usando el teorema de Stokes (1.29) podemos reescribir

A Ropd0 ndp-+ [, 80 Ry dar ndzt naz = RBopddnds— L R30,d0ndd,
(1.37)
donde Sp es una esfera centrada en el origen y para obtener la igualdad
anterior se debe de tomar ¢l limite cuando su radio tiende a cecro.
Usando los dos resultados anteriores ®2 se puede escribir como

5
Py = ej;nz Rpepdondd— [, WG, Ry, — RY,, wh,)dzr Adzh Adzv

(1.38)
— ef"l R‘;,“do/\d‘»—fs” n%,,odo/\d.p,

donde Sp es una esfera centrada en el origen y para obtener el valor de ®»
se debe de tomar el limite cuando su radio tiende a cero.

En términos de esta iltima expresion, la condicién $, = P se puede
reescribir como

B) = B3 = e Fros®0NIt _ o, Fhogdonde—[g, Rpopdinds (1.39)

La integral f),, R se hace cero en el limite en que el radio de hi se hace
infinito, y a partir de este punto supondremos que estamos trabajando en
este limite, suposicién que justificaremos mas adelante.

En este limite (1.39) se reescribe como

D) = By = I = o Jsp Thesd0ndP _y [s, Rpopdonds _ g (1.40)
Al introducir la componente R3,, del tensor de curvatura asociado a la
métrica de Kerr-Newman, que se muestra en el apéndice B, en la integral
que aparece en (1.40) e integrar sobre 6 y ¢, vemos que el resultado, también
expuesto en el apéndice B, depende del valor del radio de Sp. Como habiamos
dicho con anterioridad, el valor de esta integral se debe tomar en el limite
en que el radio de Sp va a cero, ¢l problema es que en este limite el valor de
1a integral se hace infinito.
Pareceria ser necesaria la introduccién de un radio de corte, que podria
ser alguno de los horizontes de la métrica de Kerr-Newman, pero no es obvio
cual deberia de ser, ni si su imposicion ésta justificada.
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Particula Radio Clasico (cm.) | Radio 1 (cm.) | Radio 2 (cm.) | Radio 3 (cm.)
Electrén 2,817 x 10~ 13 2,814 x 10~ 13 | 9,380 x 10~ 17 | 7,071 x 10~1!
Leptén T 8,100 x 10~17 8,092 x 1017 | 2,697 x 10~ 17 | 2,033 x 10— 4
Leptdén o 1,362 x 10~ 15 1,361 x 10~ 1% | 4,537 < 10~1° | 3,420 x 10~ 13

Mesones 7w/~ 1,031 x 10~1% 1,030 x 10~ | 3,434 x 10716 ] 5,176 x 1013
Protén 1,534 x 10~ 1% 1,533 x 10— [ 5,108 x 10~17 | 3,851 x 10~ ¥
Neutrén 1,1 x 1015 3,881 < 101

Cuadro 1.1: Comparacién entre los radios cldsicos y los predichos para difer-
entes particulas. Radio 1 es, en la mayoria de los casos muy cercano al radio
e

clasico r = % [31]. En el caso del neutrén sélo existe una raiz real y su valor

es aproximadamente un tercio del valor experimental [32].

Por otro lado, si los parametros m, e y a de la métrica de Kerr-Newman
se fijaran de alguna forma, las entradas de la integral que aparece en (1.40)
serfan funcién solamente del radio rs, de la esfera Sp, por lo que las condi-
ciones de cuantizacién impuestas precisamente por la relacién (1.40) se tra-
ducirian en condiciones para este radio.

El intento que se hizo fue basado en que el objetivo final es el modelar
algin tipo de partfculas por medio de esta geometrfa, asi que ain sabi-
endo que el utilizar los valores de masa, carga y espin del electrén hacen
que aparezca una singularidad desnuda, sustituimos estos valores para los
parametros m,e y m X a. Al hacer esto, las condiciones de cuantizacién se
tradujeron en las ecuaciones polinémicas para rsp que se muestran en el
apéndice B, y al resolverlas se encontraron muchas soluciones, pero casi to-
das resultaron negativas o complejas, y por lo tanto carentes de sentido fisico.
Sélo tres de ellas fueron reales y positivas, y en particular una de éstas coinci-
dié aproximadamente con el radio cldsico del electrén 2,87 x 10~ 13¢m. Dado
este valor de rsp, vemos que un radio ry,, del orden de 1078 para h;, hace que
la integral [, R%4,d0 A d¢ sea muy pequeiia en comparacién con la integral
para rsp, justificando la suposicién que hicimos sobre f,,‘ RPppd0 Ndgp — 0.

Dado el resultado anterior decidimos probar el procedimiento para los
parimetros de otras particulas, incluso no elementales y encontramos para
varias particulas canrgada.s una muy buena concordancia entre los radios

e

clisicos dados por £; y las soluciones a las condiciones dadas por (1.40). En

el cuadro (1.1) presentamos estos resultados.

Es importante mencionar que la cantidad (rsp — %) no se factoriza de los
polinomios para rsp, asi que ¢l radio cldsico no es una raiz exacta de estas
funciones, y de hecho por experimentacién numérica hemos verificado que
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20 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

las soluciones para rg, dependen, aunque muy sutilmente, del pariametro a
de la métrica.

1.6. Conclusiones del capitulo primero

En este primer capitulo hemos visto que es posible extender al caso de
la gravitacién ¢l argumento de cuantizacién propuesto por Dirac para el
monopolo magnético. Esto lo vimos por medio de proponer un objeto tipo
fase (1.4), cuya definicién precisa aiin no es clara, pero a pesar de esta
vaguedad, pudimos en las secciones 1.3 y 1.4 establecer resultados concretos
independicntes de la definicién especifica.

Uno de los resultados principales es la deduccién de la existencia de las
condiciones de cuantizacién (1.14), para la cual se partié de las caracteristi-
cas del objeto tipo fase (1.4) inherentes a su construccidn, ¢ independientes
de su planteamiento concreto. Desde luego se hizo ver que para que estas
condiciones de cuantizacién aparezcan en el andlisis de una configuracién
gravitacional especifica, ésta debe de cumplir con ciertas caracteristicas,
en concreto debe de tener singularidades localizadas de curvatura y poseer
algin tipo de simetria, ya sea axial, ante una rotacién por un dngulo =,
simetria especular respecto a un plano, etc. Desde luego la forma explicita
de estas condiciones de cuantizacién dependerian de la definicién exacta que
se dé al objeto tipo fase.

Otro resultado que se obtuvo partiendo de las mismas caracteristicas
generales del objeto tipo fase, fué que su comportamiento es reminiscente
del comportamiento de bosones y fermiones. De partida es interesante ver
que configuraciones gravitacionales presenten este tipo de comportamiento,
incluso a nivel cldsico, y aiin mas notable es la prediccién de que para con-
figuraciones gravitacionales cldsicas no haya ningin otro comportamiento
permitido.

Estos resultados son un indicativo de que la propuesta de la existencia de
tal objeto tipo fase es viable y puede ayudar a hacer un andlisis interesante
de los modelos de geones propuestos con anterioridad en algunas configura-
ciones gravitacionales.

Desde luego hasta este punto sélo hemos analizado el comportamiento
de las configuraciones gravitacionales ante rotaciones, que es iinicamente
una de las caracteristicas de los bosones y los fermiones. Para establecer
un simil mejor fundamentado es necesario analizar el comportamiento ante
intercambio de particulas y la verificacién del teorema espin estadistica. Aun
asi es interesante ver que una de estas caracteristicas sea correctamente
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predicha por el andlisis hecho en este capitulo.

Propusimos también una forma de realizar integrales de dos-formas con
componentes endomédrficas, de tal manera que esta forma de integrar cumpli-
era con algunos requerimicntos basicos. A pesar de haber logrado cubrir los
requerimientos fundamecntales, esta definicién ain no es satisfactoria, mas
trabajo es necesario en este sentido, ya que la propuesta ailin no parece ten-
er un caracter definitivo por requerir de una superficie de referencia para
cada clase de superficies homotépicas. En esta aspecto los resultados son
solamente parciales.

Los resultados que se alcanzaron con el uso de esta integral para el anili-
sis de la métrica de Kerr-Newman son objeto de duda en muchos sentidos.
Por un lado estin los cuestionamientos intrinsecos a la definicién de la in-
tegral, pero mais alld de eso, la aparicién de tres posibles radios cldsicos con
valores reales y positivos no es una conclusién que parezca tener mucho sen-
tido. Incluso s¢ deberia de analizar la aparicién de soluciones negativas y
complejas a las condiciones de cuantizacién.

A partir de este punto se postula la pregunta de si hay alguna otra
forma sistemditica de extender el andlisis realizado, y a dar respuesta a esta
pregunta a lo que se dedica el siguiente capftulo, rehaciendo el plantéeamiento
desde la perspectiva de haces fibrados principales y teorias de norma.

TESIS CON
- FALLA DE ORIGEN




22 CAPITULO 1. LA FASE DE DIRAC

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Capitulo 2

Cuantizacion topologica

En este capitulo obtendremos condiciones de cuantizacién, del tipo que
hemos discutido hasta el momento, por medio de un andlisis topolégico al que
lamaremos cuantizacién topolégica. Justamente empezaremos por definir lo
que consideramos cuantizacién topolégica y la dividiremos en intrinseca e
inducida dependiendo de si la configuracién que se analiza en particular,
se cuantiza por efectos de la geometrfa misma, o si requiere de un campo
de norma extrinseco a la métrica para cuantizarse. Después analizaremos
dos ejemplos de cuantizacién topolégica intrinseca, donde encontraremos la
cuantizacién de algunos parametros, de los que analizaremos el sentido fisico.
Se expondrin también ejemplos de cuantizacién inducida donde el campo
de norma extrinseco es el campo electromagnético de Einstein-Maxwell y es-
tableceremos condiciones de cuantizacién, a las que daremos sentido fisico.
Finalizamos el capitulo discutiendo otros ejemplos de campos de norma ex-
trinsecos que podrian dar resultado a condiciones de cuantizacién no triv-

iales.

2.1. ;Qué es cuantizacién topolégica?

Lo primero que debemos de aclarar respecto a la cuantizacién topolégica
es que no es (por el momento) un método para cuantizar una teoria completa,
sino que dentro de una teoria dada, es un método que se usa para analizar
configuraciones de campo especificas que sean una solucién particular a las
ecuaciones de campo. Para que a una configuracién de campo se le pueda
aplicar el método, es necesario que tenga dos caracteristicas esenciales que
discutimos a continuacién.

En primer lugar la configuracién por analizar debe de pertenecer a una
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teoria. que se pueda describir por medio de un haz fibrado principal. En cl
apéndice A hacemos un recordatorio de los elementos que constituyen a un
haz fibrado, para mayores detalles véase [33]. En una teoria que admita esta
descripcién, el potencial vectorial debe ser una uno-forma A definida sobre
el espacio basc B del haz fibrado, cuyos componentes A,, tomen valores en
el dlgebra de Lie g del grupo G del haz fibrado, es decir que el potencial
vectorial serd una conexién para el espacio base B [18]. En este caso, la in-
tensidad del campo estard descrita por la curvatura F asociada a la conexion
dada por el potencial vectorial. Por ser un haz fibrado principal, la fibra F
es isomdrfica al grupo G, asi que este grupo actiia de forma transitiva so-
bre F. Si hablamos de una teoria de norma, las ecuaciones de campo son
invariantes ante una transformacién de norma g aplicada sobre los campos.
La asociacién del espacio base B con el espacio-tiempo es usual, y también
le eleccién de la fibra como alguno de los grupos U(1), SU(2), etc. que son
los grupos asociados a distintas teorias de campos.

Por otro lado, para que se obtengan condiciones de cuantizacién por
medio del método de cuantizacién topolégica, la configuracién del haz fibra-
do asociada a la solucién particular que se analice, debe de ser no tnv:al es
decir que el espacio total no sea equivalente a B x F.

Estas son las condiciones de aplicabilidad del método. La primera es
conocida para muchas teorias. La segunda es propia de algunas soluciones
particulares y para verificar que se satisfaga en cada caso y completar la
cuantizacién, podemos utilizar dos procedimientos diferentes. El primero es
por medio de la conexién A dada por la configuracién de campo y la segunda
hace uso de los invariantes topolégicos.

En el anilisis por medio de la conexién, hay que demostrar que no existe
una conexién global bien definida. Para ésto se buscan puntos de la base
B en la que el potencial vectorial A, es decir la conexién, diverja o no sea
univaluada. Una vez hecho ésto, debemos de verificar que no sea posible
modificar A por medio de una transformacién de norma de tal manera que
la conexién resultante esté bien definida en todo punto, ya que si éste fuera
el caso, habria una conexién global bien definida que representaria la misma
solucién a las ecuaciones de campo, y el haz fibrado seria trivial.

Para completar el método de cuantizacién, una vez que se determiné que
el haz es no trivial, hay que encontrar un conjunto de conexiones locales
A;, que estén respectivamente bien definidas sobre conjuntos abiertos Uj;.
Los conjuntos U; deben de cubrir todo el espacio donde esté definida la
configuracién de campo, i.e. B € [J; U;. La transformacién de norma que
relaciona las conexiones locales A; y A; define la funcién de transicién y;_,;
entre los conjuntos U; y U;. Las posibles condiciones de cuantizacién surgen
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al imponer que las funciones de transicién -~;.,; cumplan con las simetrias
del sistema, que en muchos casos, como se verd en la scccién siguiente, se
reducen a exigir periodicidad en una direccién compacta.

El procedimiento en términos de invariantes topolégicos consiste en cal-
cular el invariante correspondiente al grupo de norma G para verificar que no
sea trivial. En este proceso, ¢l valor del invariante queda escrito en términos
de los parimetros de la métrica y de los campos. Las condiciones de cuanti-
zacién aparecen ya que los invariantes topolégicos deben de adoptar valores
discretos.

A continuacién veremos varios ejemplos de éste tipo de cuantizacién,
pero antes queremos recalcar que los resultados que se obtengan por medio
del andlisis de la conexién deben de ser equivalentes a los que se obtenga
por medio de invariantes topoldgicos cuando sean aplicables a la misma
configuracién de campos.

2.2. Monopolo magnético

Como primer ejemplo concreto de lo que hemos descrito como cuanti-
zacién topolégica, expondremos al monopolo magnético, pero en esta ocasién
lo describiremos como un haz fibrado principal.

Al analizar el haz fibrado U(1) del monopolo magnético es claro que
la condicién de cuantizacién aparece como consecuencia de un requisito de
regularidad en la conexién sobre el haz [18]. Veamos esto con algiin detalle.

El campo electromagnético de un monopolo puede ser descrito, modulo
una transformacién de norma, por el potencial

Am = %iy(-—l — cos 8)d, @1
donde se han usado coordenadas esféricas. Con anterioridad se dijo que
no existia un potencial vectorial que describiera el campo de un monopolo
magnético, dado que cualquier potencial que se propusiera, seria singular
en algin punto donde el campo electromagnético estuviera bien definido y
justamente esta serd la base para el argumento en términos de haces fibrados.
En particular el potencial (2.1) es singular en 8 = 0, como se puede ver al
reescribirlo en términos de tétradas

e®
rsen(9)’
donde se uso la expresién para ¢ c¢n términos de la uno-forma unitaria e®

Ay = %ig(—l — cos 9) 2.2)

d¢ = e® /rsen(0).
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Este potencial puede ser modificado por medio de una transformacién de
norma. Para esto recordemos que cl grupo de norma del electromagnetismo
es U(1), que se pucde representar por €'® con o un nimero real. Obviamente
el potencial (2.2) estid en la representacién inducida del dlgebra de Lie u(1).
Dado que U(1) es abeliano, una transformacién de norma actia sobre un
potencial de norma de acuerdo a

Ay > A=A, +7 19, (2.3)
Por lo que si elegimos
v =e'9?, (2.4)

¥ actuamos sobre (2.1) el potencial resultante es

e?
Al = —1g(1 — cos @)d¢ = —:g(l — cos8 @) ———— reon(8)’ (2.5)
que es singular en 6§ = 7, pero regular en € = 0.

El punto clave del argumento €8 que para que la transformacién de norma
(2.4) esté bien definida, es decir, sea univaluada sobre el espacio-tiempo, es
necesario que el niimero g sea un entero. Asf que para decir que es posible
remover la singularidad del potencial (2.2) por medio de una transformacién
de norma, es necesario que g, la intensidad del monopolo, sea un numero
entero, lo cual se interpreta nuevamente como la cuantizacién de la carga
magnética del monopolo!.

Lo que se estid haciendo en realidad en el presente anAlisis es cubrir todo
el haz fibrado, dado por IR?® — O como base y el grupo U(1) como fibra, con
una conexién bien definida. El potencial vectorial es la proyeccién de tal
conexién, siendo en si mismo, una conexién para el espacio base. Asi que
los potenciales dados por (2.2) y (2.5) son diferentes proyecciones del mismo
objeto, una de ellas estia bien definida para todo punto menos el semieje
positivo z y la otra para todo punto salvo el semieje negativo z_.

Pensando en esto de forma inversa, vemos que para describir propiamente
al haz fibrado del monopolo magnético son necesarias dos conexiones, wg, y
wg_ dadas respectivamente por (2.2) y (2.5), cada una de ellas est4 definida
sobre un conjunto abierto distinto, para la primera tenemos al conjunto
U_ = IR® — z, y para la segunda al conjunto U4 = MR3 — z_. Los conjuntos

!En el argumento original la carga eléctrica aparece en la dicién de i i6
pero aqui ia carga eléctrica se ha fijado como la unidad al elegir la representacién que se

usé para el grupo U(1).
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U_ y U, son una cobertura del espacio base del haz fibrado, que es IR® — 0.
Si queremos que wg, y wg_ scan las respectivas proyecciones 74 y m— de una
conexidén bien definida en el haz fibrado, es necesario que en la interseccién de
los conjuntos U_ y U, estas conexiones cstén relacionadas por una funcién
de transicién de norma, que en cste caso esta dada por v, _,_ = e'9%. Ahora
podemos ver que para que csta funcién de transicién esté bien definida, la
condicién de cuantizacién g € Z debe de ser satisfecha.

El argumento expuesto en ¢l pdarrafo anterior es un caso particular de
lo que se¢ describié en general como cuantizacién topolégica en la seccién
(2.1), constituyendo asi el primer ¢jemplo concreto de la aplicacién de este
método.

2.3. Cuantizacion topolégica intrinseca

En esta seccién daremos ejemplos de cuantizacién topolégica intrinse-
ca. El cardcter de intrinseco se refiere a que al campo de norma que se le
aplicara el procedimiento de cuantizacién topoldgica, es la conexién asoci-
ada a la curvatura. Para que esta sea una conexién de norma, es necesario
escribir sus componentes en términos de tétradas semiortonormales [18], es
decir que usaremos la conexién de espin. La razén para llamarle intrinseca
es que, en este caso, lo que da lugar a la cuantizacién de los pardmetros de
la métrica es la geometria misma que ésta induce sobre el espacio-tiempo
a través de la conexidn de espin. Este tipo de cuantizacién debe de con-
trastarse con los ejemplos que se expondran en la seccién (2.4), en los que
la presencia de otros campos de norma, ademds de la conexién de espin, es
necesaria para obtener las condiciones de cuantizacién.

2.3.1. Teoria linealizada de Einstein

A continuacién mostraremos que en el limite lineal de la teoria de la
gravitacién, el monopolo gravitomagnético se cuantiza en la misma forma
que el monopolo magnético en la teoria del electromagnetismo.

Recordemos que en el limite linealizado de la relatividad general el ele-
mento de linea se puede escribir como (29]

ds? = —(1 — 2p)dt2 + (1 + 2p)dz? + (1 + 2p)dy? + (1 + 2¢)d=?
(2.6)

+2xdtdr + 2x,dtdy + 2x:dtdz,
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donde suponemos que tanto ¢ como X; son muy pequeias comparadas
con la unidad, y hemos utilizado 1a norma de Lorentz.

Escritas en este limite, las ecuaciones de Einstein sc reducen a expre-
siones idénticas a las ccuaciones de Maxwell

9, A, = —Axd,, (2.7)

para el potencial vectorial dado por

1
A = —Z(‘hpdt + Xzdz + xydy + x:dz), (2.8)

¥ la cuadricorriente

J = —Ty,dz", (2.9)

donde Ty, son las componentes del tensor de energia momento en el limite
lineal.

Al considerar €l movimicento de una particula de prueba inmersa en es-
ta métrica, vemos que a primer orden en su velocidad, las ecuaciones de
geodésicas implican

a=—E—4v x B, (2.10)

donde E y B se obtienen a partir de A en la misma forma en que se hace
en el caso electromagnético, y a = d?x/dt?.

Como ya habiamos dicho, cuando en la gravitacién los componentes de
la curvatura y de la conexién se escriben en términos de tétradas, este teoria
presenta una libertad de norma SO(3,1) [18], pero para poder escribir las
ecuaciones de Einstein en la forma (2.7), la norma se fija parcialmente como
la norma de Lorentz, dejando sélo una libertad de norma remanente que
equivale a U(1). Asi que en este sentido, la teoria linealizada de la gravedad
se vuelve una teoria de norma U(1), es decir que las ecuaciones de Einstein
en el limite lineal son invariantes ante una transformacién de norma U(1) al
igual que el caso electromagnético.

Para poder escribir la teoria linealizada de la gravedad en términos de
haces fibrados, debemos de arreglar un par de cosas. Primero debemos de
multiplicar el potencial vectorial (2.8) por un factor i, dado que el dlgebra de
Lie u(l) es I. También necesitamos elegir una representacién de U(1), que
estara dada por eLﬁ_ con s la unica coordenada del grupo, y por supuesto,
para que esti sea una representacién, el nimero —,;—, que aqui se considera
sélo un parametro, debe de ser un entero, que fijaremos a la unidad para el
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resto del presente andlisis. En este contexto, una transformacién de norma
v :espacio-tiempo—U(1), actia sobre el potencial (2.8) de acuerdo a

Ay — Al = Ay + v ( By ). (2.11)

Ahora bien, dada la equivalencia de las ecuaciones (2.7) con las ecua-
ciones de Maxwell, cualquier solucién en la teoria clectromagnética, serd una
solucién a estas ecuaciones también. En particular podemos tomar el poten-
cial en coordenadas esféricas

- A = ()(4pdt + xpd4), con xs = 29(—1 — cos6) (2.12)

que en tanto ¢ no dependa del tiempo, representa, en la teoria electro-
magnética, un monopolo magnético superpuesto a una fuente de campo
eléctrico E = —Vyp. La interpretacién de esta solucién en el caso de la
teoria linealizada de la gravedad serd4 dada mas adelante, por lo pronto bas-
ta con decir que para mantener el andlisis dentro del limite lineal, basta
con que @ y g sean muy pequeiios comparados con la unidad, siendo estos
mismos los pardametros de la expansién. A partir de este potencial, vemos
que el elemento de linea

ds? = —(1 — 2p)dt? + (1 + 2p)dr? + r?(1 + 2¢)d6%+
, (2.13)

r2sen?6(1 + 2p)d¢? + 4g(—1 — cos 8)dtdp

es solucién a las ecuaciones de Einstein linealizadas con T, = 0.

El argumento de cuantizacién es una copia idéntica al de la seccién an-
terior. Notamos que el potencial (2.12) es divergente en 8 = 7, dado que en
ese punto la uno forma d¢ sec hace infinita. Arreglamos la divergencia en ese
punto por medio de una transformacién de norma (2.11) tomando -y dado

por
v = e'9?, (2.14)
El potencial resultante es
i ig
A= (4—zp)dt + ?(1 — cos 8)dd¢, (2.15)

que esti bien definido en @ = w, pero es divergente en 8 = 0.
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Por mecdio de los dos potenciales (2.12) y (2.15) podemos cubrir todo
el espacio-tiempo? IRY—Linea de mundo del origen, con una conexién bien
definida, usando la primera para todo punto menos el semigje z_ y el segundo
para todo punto menos el semieje z4.. La funcién de transicién en este caso
estd dada por y4._,.. = €'9%, que para ser univaluada en ¢ requiere que g sea
un entero. Con lo cual llegamos a la condicién de cuantizacién

g=mn€ZZ. (2.16)

Como vemos, el argumento de cuantizacién se puede aplicar al caso lin-
ealizado de la gravedad casi sin diferencia, pero ahora corresponde analizar
qué caricter fisico tiene desde el punto de vista gravitacional el factor g que
aparcce en la componente dtd¢ del elemento de linea. Para ésto podemos
calcular los momentos multipolares gravitacionales[34] del elemento de linea
(2.6). Al hacer esto encontramos que el multipolo gravitomagnético de orden
7 es proporcional a

gm+l
(D

Dado que para mantenernos dentro del limite lineal, solo debemos de
considerar el término lineal en g, vemaos que todo polo de orden mayor a cero
debe de ser despreciado, asf{ que la interpretacién correcta del pardametro g
es como la intensidad del monopolo gravitomagnético. Por otra parte, los
momentos multipolares asociados con la masa resultan estar dados mediante
derivadas de ¢ y Xx¢ con respecto a la coordenada radial r. Una vez més,
debido a que p, xy << 1 en el limite lineal, el \inico término que sobrevive
corresponde al primer término en el desarrollo del potencial ¢, o sea el
monopolo de masa.

Analicemos ahora el resultado obtenido. La condicién de cuantizacién
(2.16) muestra que g puede tomar solamente valores discretos, independi-
entemente del valor de . Esto se debe a que en el limite Newtoniano esta-
cionario en vacio que estamos analizando, las componentes de la métrica
(2.6) estin desacopladas, es decir, satisfacen independientemente las ecua-
ciones T2p = 0 y ¥2Zx; = 0. Esto nos ha permitido escoger el potencial
(2.12) de forma tal que la condicién de cuantizacién se aplica solamente
sobre x;. Sin embargo, en la interpretaciéon del pardametro hemos aplicado

(2.17)

2La linea de do del origen la h itado del io-tiempo ya que es ahi donde
se encuentra la fuente del campo F = dA, y por lo tanto F cs singular a lo largo de esta
Iinea, haciendo necesario removerla del espacio-ticmpo.
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el método de momentos multipolares segun cl cual, el monopolo gravito-
magnético es proporcional a g. Para hallar el factor de proporcionalidad es
necesario dar una solucién particular para el potencial Newtoniano ¢. Si
tomamos @ = 2, donde m es el monopolo de masa, entonces el monopolo
gravitomagnético resulta ser igual a mg. Esto significa que g representa el
monopolo gravitomagnético por unidad de masa. La condicién de cuanti-
zacién (2.16) implica entonces que el monopolo gravitomagnético especifico
es una cantidad que puede tomar sélo valores discretos.

2.3.2. Energia-C

Como un segundo ejemplo de cuantizacién topolégica intrinseca, apli-
caremos el procedimiento a la familia de métricas con simetria cilindrica
descritas por el elemento de linea [35]

ds? = e2(P~¥)(—dt? + dp?) + €2¥d2? + pe—2Vd¢?, (2.18)

donde se han usado coordenadas canénicas de Weyl y tanto 3 como  son
funciones de p y t dnicamente. Este elemento de linea es conocido como
métrica de Einstein-Rosen.

A partir de esta métrica podemos obtener los simbolos de Christoffel
I'g,. Para obtener a partir de éstos la conexién de espin wj,, necesitamos
hacer la transformacién

wg, = €33, (e ") + 3 (e "), (2.19)

donde e§ son las componentes de las uno-formas semiortonormales e? dadas
por e? = e3dx®, que se describen, junto con la métrica local y la conotacién
de sus indices, en el apéndice A. Encontremos e3 para la métrica (2.18). En
este caso las tétradas son las cuatro uno-formas

e® = eldz® = e¥ Ve, (2.20)
el = eldz® =¥ ¥dp, (2.21)
e? = e2dz® = eVdz, ) (2.22)
e3 = e3dz™ = pe~Vdy, (2.23)

asi que e3 estia dada por
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ele—v) 0 0 o
0 (e—¥) 0o 0
€2 = o € o & o (2-24)
0 0 0 pe¥

Una vez obtenida €2 continuemos con el anilisis usando (2.23) para
expresar a d¢ en términos de las tétradas, con lo que obtenemos d¢ =
(e¥/p)e3, asi que d¢ es divergente cn p = 0. Ahora necesitamos analizar el
comportamiento de wj, en este valor de p.

La conexién de espin es la uno-forma de componentes endomérficos dada
por

w = wiea ® ebdt + wi,eq ® ebdp + wi.ea @ e¥dz + whse. ® ePdp, (2.25)

asi que para que ésta sea regular es necesario que todas las entradas de todos
los componentes sean regulares y aiin mas, las entradas de la componente
wpy deben eliminar la divergencia de d¢.

Después de hacer los cdlculos resulta que en efecto todas las entradas de
todos los componentes son finitos en p = 0, pero w§, estd dado por

o 0 0 pe—* P
a _ 0 (1] 0 e % (—1+py')
Yoo = o o o o (2-26)
pe=® P —e~P(—1-+pyP) O o

donde =92 y o' = 3%

Si suponemos que ¥ no diverge cuando p — 0, tenemos que para p =0

0 0 0 ]
0 (] 0 —e ¥le=o

whglo=o = | 4 P o o . (2.27)
0 e ¥le=o 0 0

Por lo que en general la conexién sera divergente en p = 0 en consecuen-
cia de la divergencia de d¢.

Estd es precisamente la divergencia que deseariamos eliminar por medio
de una transformacion de norma, que en este caso, dado que el grupo de
norma es SO(3,1) actuara sobre wj, como

wg, = wif = Yewh, (v + 128 (v, (2.28)
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_econyg M — SO(3, 1), siendo M el espacio-tiempo.

:Dado que ¢ sélo es funcién de p y de ¢, vemos que independientemente de
su forma explicita y su valor en p = 0, podemos realizar una transformacién
de norma de acuerdo a (2.28) usando

oy = et P=0eS, (2.29)

con § el elemento del dlgebra de Lie s0(3,1) dado por

000 O
000 —1

S5=1900 o |’ (2.30)
010 o0

y con ello eliminar los componentes de w§, en p = 0.

Vemos ahora que S es precisamente uno de los generadores del grupo
S0O(3,1), asi que en particular la transformacién de norma -« dada por (2.29)
serd univaluada en ¢ 8i y sélo si e—¥ls=0 es un nimero entero independiente®
de t.

A continuacién listaremos todos los elementos distintos de cero para cada
componente de la conexién w’ que resulta de haber realizado la transforma-
cién de norma (2.29)*

w'ie = cos(e™¥0B) (¥’ — ¢'); w3 =sen(e PP} (Y ~ &)

w'ip = cos(e™“$) (¥ — ) ; w3, = sen(e” V) (P — @) ; W3, = —e?V VY
w'he = —*V =y cos(e™¥0g) ; Wi, = —e?V"Py'sen(e %)

w'fs = —e"¥ysen(eT¥0¢) ; w'ly = e~¥Y cos(e™ o)

w’;lw = e~ ¥P(—1 + e~ ¥%ec¥ + py'),

(2.31)
donde g se refiere a @|o—0-
3El pedlr la independ i en t es fund 1, y podria parecer demasiado restrlctlvn,
pero se [ ar sol alas i de Ei in que plan tal
por cjcmplo ¢l caso en que ¢ es independiente de ¢ en todo punto.
“Las componentes endomérﬁcas de 1a ién se d re uir a partir de sus
elementos comparando por ¢jemplo con la P de w dada en (2.26), para detalles

ver el apéndice A.
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Asi vemos que con esta transformacién hemos logrado que las entradas
wgy se anulen en p = 0, pero para que la conexién w' esté bien definida es
necesario que las entradas de sus componentes no dependan de ¢ en p = 0,
por lo que nos limitaremos a las soluciones a las ecuaciones de Einstein para
la métrica (2.18) que cumplan con (' — @')|p=0 = (Y — &) |p=0 = ¥'|p=0 = 0.
Por otro lado, para que w’ sea univaluada en ¢, es necesario que e ¥?le=o
sea un nimero entero independiente de ¢, con lo que podemos establecer la
condicién de cuantizacién

e~ ¥|pm0 = n. (2.32)

Al hacer lo anterior hemos encontrado una conexién bien definida glob-
almente, por lo que no es necesaria ninguna funcién de transicién, ya que
con una séla conexién cubrimos todo el espacio-tiempo. Por esto la trans-
formacién de norma que nos llevé a tal conexién es irrelevante y no implica
ninguna condicién de cuantizaciéon. Sin embargo hay que notar que por ser
S0O(3,1) un grupo no abeliano, la conexién w’ heredé ciertas caracteristicas
de la transformacién de norma, permitiendo asf establecer la condicién de
cuantizacién (2.32).

Para interpretar fisicamente la condicién de cuantizacién que hemos
obtenido, haremos referencia al trabajo de Thorne[35] donde introduce el
concepto de “energia cilindrica”, o energia-C, que se refiere a la energia
contenida en una configuracién gravitacional que pueda ser descrita por un
elemento de linea de la forma (2.18).

En su articulo Thorne introduce también la cantidad F, que representa
la energia-C por unidad de longitud a lo largo del eje z a un tiempo dado.
Lo que encuentra es que E = ¢, donde ¢ es precisamente la funcién que
aparece en cl elemento de linea y en nuestra condicién de cuantizacién. Por
lo que vemos que (2.32) se puede interpretar como la cuantizacién de F dada
por

E = —logn. (2.33)

La condicién de cuantizacién (2.33) indica que F es negativa, pero en su
articulo original Thorne argumenta que éste podria ser €l caso para algunos
sistemas fisicos, haciendo a la energia-C un candidato poco probable para
representar a una energia cliasica. Sin embargo también hace notar que avin
para estos casos, la energia-C sigue siendo una herramienta itil para el
andlisis dindmico del sistema. Menciona que en su tesis doctoral considera
otra definicién de energia-C dada por E = 1 — e~ 2%, en cuyos términos la
condicién de cuantizacién (2.32) se reescribe como
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E =1—n2 (2.34)

. Independientemente de la definicién que se tome debemos de notar que
la cantidad FE es solamente una densidad, por lo que la cuantizacién de la
energia total se conseguiri hasta que se especifiquen las dimensiones del
sistema.

Thorne introdujo muchos sistemas diferentes e interesantes que presentan
este tipo de simetria, y argumenta que la energia-C si se comporta propia-
mente como energia en cl sentido de que se reduce a la energia Newtoniana
o a la masa propia en las adecuadas situaciones limite.

Uno de los sistemas que menciona es un cilindro estitico, para el cual
Thorne cncuentra explicitamente, que su masa por unidad de longitud es
precisamente la densidad de energia-C que se obtiene a partir de la métrica
que induce el cilindro mismo. Después propone que es posible doblar el
cilindro hasta formar un toro, y que el andlisis no cambiaré en tanto el radio
del cilindro sea mucho mds pequeiio que el de la linea guia del toro.

Este caso es interesante para nosotros, puesto que por ser estitico, el
radio de la linea guia esta fijo, con lo que nuestro resultado (2.33) implica la
cuantizacién de la energia-C total, que es equivalente a la cuantizacién de
la masa del toro. También hay que notar que en este ejemplo, las funciones
métricas no dependen de z, por lo que en particular ¢|,—0 no dependera de
z.

Si pensamos en un toro del tamaiio aproximado de una particula elemen-
tal en cl contexto de la teoria de geones, nuestro resultado es equivalente a
la cuantizacién de la masa de la particula descrita por el sistema.

Tratando de ir mds lejos con la analogia anterior, vale la pena mencionar
que en clectro-vacio existe la posibilidad de obtener soluciones del tipo de-
scrito, sin necesidad del toro masivo[35]. El problema para estas soluciones
es que no permiten la existencia de un campo eléctrico radial, que seria
necesario para la descripcién de una particula cargada. Esta fue la principal
motivacién para estudiar una familia de métricas mds general.

Un elemento de linea que permite la existencia de un campo eléctrico

radial estd dado por
ds? = —2(P~¥)(dt? — dp?) + €2¥dz? + ale~Vdy?, (2.35)

con ¥, y « funciones solo del p.
Las soluciones a las ecuaciénes de Einstein-Maxwell son
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1 d [1
= loge) - 5 / Zdp + C, (2.36)
@ = c/édp+02, (2.37)
—2(¥—w)
E, = bf——a—, (2.38)

con « solucién a la ecuacién diferencial

(a' — d)? — ca’ + %aa" =0, (2.39)
donde (b, ¢, d, C1,Cs2 ) son constantes, o’ denota la derivada de a respecto a

py E, es la componente del campo eléctrico en la direccién p.
Si eclegimos la tétrada dada por

e® = el*¥dt, e! =¥ Vdp, €% =e¥dz, & =aeVdg, (2.40)

los dnicos elementos de la conexién de espin distintos de cero son

W = -, wi = —e@¥ )y, Wi, =e P(ay’ —a). (2.41)

Podemos expresar d¢ en términos del elemento de la tétrada €® como
d¢ = (e¥/a)e?, con lo que vemos que d¢ es singular en a = 0, que es donde
haremos el andlisis de la conexién.

A partir de (2.37) vemos que para que ¢’ no diverja en o = 0, es necesario
que c sea cero, por lo que ¢ serid una constante. De la ecuacién diferencial
para a (2.39) vemos que una vez fijando ¢ =0

(of —a)? = —%aa" = ala=o = d. (2.42)

De (2.36) obtenemos

R TPV
¥ =zola —d). (2.43)

Usando (2.42) en (2.43) vemos que 9'|,—0 = 0, ¥ con estos resultados pode-
mos establecer
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0] 1) (¢] (1]
(0] o 0 —e ¥la=og
wiglamo=1 0 o o o . (2.44)
(o] e—wla=od 0 0
Vemos que la conexién w es singular en o« = 0 ya que d¢ lo es y la

componente wfyla=0 es distinta de cero. Esta singularidad se puede remover
por medio de la transformacién de norma

oy = et V0SS (2.45)

con S dada por (2.30).
Las componentes distintas de cero de la conexién w’ que resulta de la
transformacién de norma (2.45) son

cos(de=¥o @) (¢’ — ') ; w'5, = sen(de” ¥ @) (¥ — &')

0
Wie =

W'y, = —e?¥—¥yY cos(de ¥0p) ; w's, = —e?¥—Py’sen(de~¥o ) (2.46)

w'§¢ = e~ ¥(—a’ + de~¥%e? + ayl’),
con @y = Pla=0-

Dado que ¢¥'|a=0 = ¢’ = 0 y usando el resultado (2.42) vemos que la
conexién w’' esti bien definida en o = 0, pero para ser univaluada cuando
a # 0, es necesario que el nimero e~ ¥|4-0d Sea un entero, obteniendo asf la
condicién de cuantizacién

€ C|amod = 1. (2.47)

donde debemos de recordar que @la=0 €S una constante y que como de

costumbre n € ZZ.
Hay que destacar que la ecuacién diferencial (2.39) tiene solucién cuando

se fija ¢ = O en tanto d > 0, pero para nuestros propdsitos no fue necesario
encontrarla, dado que para obtener la condicién de cuantizacién (2.47) sélo
necesitamos saber el valor que toma o’ cuando a = 0.

Para la métrica (2.35), la definicién de la energia-C que Thorne menciona
que estd en su tesis es £ = 1 — (a?)e™2¥, en términos de la cual la condicién

de cuantizacién (2.47) toma la forma

E=1-—n2% (2.48)
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Asi que la cantidad que se ha cuantizado con este procedimiento, ¢s pre-
cisamente la energia-C de este sistema mais general. Pensando en términos
del toro que se discutié con anterioridad, esta solucién permitiria la descrip-
c¢ién de una particula cargada, cuyo campo eléctrico esti dado por (2.38) y
su energia-C total estd cuantizada por (2.48).

2.4. Cuantizacién topoldégica inducida

La presente seccién la dedicaremos a dar ejemplos de lo que hemos lla-
mado cuantizacién topolégica inducida. En este caso la cuantizacién de los
parametros de la métrica se presenta al requerir que alguna conexién de
norma, extrinseca a la geometria, esté bien definida sobre el espacio-tiempo.
Los sistemas que analizaremos deben ser soluciones a las ecuaciones de Ein-
stein con el tensor de energia-momento generado por el campo de norma
extrinseco, que a su vez debe de cumplir con las ecuaciones de norma propias
a su descripcién. Por ejemplo, al considerar al electromagnetismo como una
teoria de norma sobre un espacio curvo, las ecuaciones que debemos de re-
solver son las de Einstein-Maxwell.

2.4.1. Reissner-Nordstrom

Como primer ejemplo dentro de la teoria de Einstein-Maxwell, consider-
emos la solucién de Reissner-Nordstrom dada por el elemento de linea

2 2
ds? = —(1 - 2M L S ya2 4+ (1 — 2M 4 £ ) 1dr? 4 12d6? + r2sen?(9)de?,
T r2 r r?
(2.49)
y el potencial vectorial electromagnético
A= —_r—edz. (2.50)

La razén para considerar esta configuracién es que tiene como elemento
clave al potencial vectorial (2.50), que es una conexién para un haz fibrado
U(1) con el espacio-tiempo como base.

Iniciaremos el procedimiento intentando detectar los lugares donde la
conexién (2.50) es singular, para lo que la escribimos en términos de una
base semiortonormal de uno-formas,

—e

—_ 0
AT E AT 25
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donde € es uno de los elementos de la tétrada, cuya relacién con dt esta
dada por e® = (1 — 2AL ¢ —:f;)l/zdl, expresiéon donde es ficil de ver que e?
cstd propiamente normalizado.

Al cscribir la conexién A en la forma (2.51) se hace evidente que es
singular en los dos lugares geométricos dados por las esferas centradas en
el origen y de radios ry = M + VM2 — ¢2. Claramentc esta conexién es
singular también en el origen, pero en ese punto existe una singularidad de
curvatura, por lo que esta no se considerara parte del espacio-tiempo.

Lo siguiente que debemos de hacer es realizar una transformacién de
norma para obtener una conexién que sea regular en r4. La transformacion
de norma dada por y; = e~i¢/"+ pasa de la conexién (2.50)(multiplicada
por un factor z por las razones expuestas en la seccién (2.3.1)) a

;e e
A= i(F 4 e, (2.52)
o en términos de e°
' —€ e 1 0
= i(— —) ——————————e". 2.53
A=A D T T ey (2:53)

No es Qdificil ver que A’ es regular en todo punto del espacio-tiempo,
excepto en r_, asi que hemos obtenido una conexién bien definida en un
lugar donde la conexién original no lo estaba. Ahora debemos de realizar
otra transformacién de norma para obtener una conexién que sea regular en
r—, para lo que usamos vy2; = e~ #¢/7- y lo aplicamos sobre A, resultando

A" = z(_'T‘E + %)d!, (2.54)

o una vez mds en términos de €°

1
- gye”

Ahora vemos que A” es regular en todo punto menos en r,, conse-
cuentemente podemos cubrir la variedad que representa al espacio-tiempo
por medio de A’ y A”, y no necesitamos de la A original, asi que lo \dnico
que falta es encontrar la transformacién de norma que relaciona a A’ con
A". Desde luego ésta se encuentra haciendo la composicién del inverso de 7
con -y2 para transformar A’ en A” o el inverso para pasar de A" a A’.

Expresando todo en términos de la notacién usada al definir cuantizacién
topolégica en la seccién (2.1), podemos renombrar A’ como A4,, A” como Az

v _ (28 & 0
A =i+ 5 . (2.55)
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y definir U; como la parte del espacio-tiempo descrita poroco > r > 7r_ y Uz
como la parte con vy > 7 > 0. Es ficil ver que Uy y Uz son una cobertura-
del ecspacio-tiempo. La funcién de transicién en la interseccién Uy U, esta
dada por

ite( 1 - he )
Yis2 =€ MAVMI—e? AM—/MI—eZ! (2.56)

Ahora que hemos completado el procedimiento, analizamos la transicién
de fase, y vernos que esti bien definida en la interseccién U M Uz independi-
entemente de los valores que tomen M y e, asi que no obtenemos condiciones
de cuantizacién. Sin embargo, no hemos considerado el hecho de que la in-
terseccién Uy M Uz corresponde exactamente a la regién dentro del horizonte
donde las coordenadas t y r pierden su sentido temporal y espacial. De he-
cho dentro del horizontc t se convierte en una coordenada espacial y r en
temporal. Una manera de hacer frente a este problema es reinterpretando
al espacio-tiempo dentro del horizonte, para lo cual intercambiamos t por r
[36, 37} y tomamos

t=M — /(MZ—=eZ)cos?(e=") para —In(xw) <7 < —In(n/2),
t=M 4 /(MZ —e?2)cos?(e—") para —Iln(n/2)<7T < oo
Y
r =34,
(2.57)

con lo que el elemento de linea (2.49) se transforma en

ds? = e~*2e7/2(—e~27d7? 4- d82) + Lsen(e~")(e" d82 + e~ Fsen?(0)d¢?),
(2.58)
con L2 =2 — M?, ¢ = 1,/-(1 —2M 4 £7) y e=*/2 = t2e~7/2_ En todas
cstas expresiones ¢ debe de ser entcndldo como una funcién biyectiva y
creciente de la nueva coordenada 7, como puede ser visto a partir de su
definicién (2.57).
El elemento de linea (2.58) con 0 < § < 2m puede ser interpretado®
como un modelo cosmolégico de Gowdy[38] del tipo S! x S2, donde la com-
pactificacién de la coordenada t esti implicita por su asociacién con 6. Esta

SEsta interpretacién es justificada pc i por el hecho de que al repetir el
cilculo con invariantes topoldgicos se recupera el mismo resultado.
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métrica es una solucién a las ecuaciones de Einstcin-Maxwell con el potencial
electromagnético

A=A= ‘T“ds, (2.59)

o en términos de la uno-forma de la base semiortonormal e! = (—1 + % -
e2y1/2
sr)1/2ds,
A= =< el. 2.60
-1+ 2 22)1/2 (260)

Todo el anilisis hecho para este potencial en el caso de Reissner-Nordstrom
procede de igual para esta nueva solucién, en tanto nos limitemos a la regién
entre los horizontes, que ahora estan descritos por las hipersuperficies dadas
por T = — log(w) y T = oo. U; ahora es el espacio-tiempo descrito por 7,4,0
y ¢, con el lugar geométrico v = — In(xr) removido. Equivalentemente, para
U, quitamos el lugar 7 = oo.

Las conexiones (multiplicadas por un factor i por las razones expuestas
en la seccién (2.3.1)) son

., —e e 1 1
Ay = i(— + — e 2.61
1 ( t t+)(—1+¥_%;)1/2 ) ( )
—e e 1
Ar = i(— + — e! (2.62)
T T g
con ty = M £ V/M?Z — e2.
La funcién de transicién (2.56) se escribe
ide(-— -1 . o
sz = BT ) _ isn AT (2.63)

En este nuevo contexto, vemos que debido a la periodicidad en §, para que
la funcién de transicién -y;_,2 sea univaluada en tal coordenada, la cantidad
2—\@ debe ser un entero, lo que nos lleva a la condicién

—_ 2
2vMZE — et Me e =n=>M=|e‘/nT+1|, (2.64)

con n un nimero entero, siendo justamente el tipo de relacién con valores
discretos al que hemos llamado condicién de cuantizacién.

Debemos mencionar que la condicién de cuantizacién (2.64) se pudo
haber obtenido también a partir de invariantes topolégicos. La forma de
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Chern para esta conexién es ¢; = T£dt Adr, asi que el invariante topolégico
esta dado por®

o —_—3
/r+ fz" — Lt ndr = dme(2 — L) = anZYM =2 (2.65)
- Jo r T4 r— e

que debe de ser un miltiplo entero de 47, asi que recuperamos la condicién
de cuantizacién (2.64). Esto justifica el método usado arriba para analizar
la. funcién de transicién “dentro del horizonte” mediante el cambio de t
por r. La manera de proceder usando invariantes topolégicos no es siempre
clara para otras situaciones, por ejemplo cuando se trabaja con varicdades
no compactas. A pesar de que la cuantizacién por medio de la definicién
correcta de la conexién puede ser mas complicada en algunos casos, siempre
es claro como llevarla a cabo.

La condicién de cuantizacién (2.64) o (2.65) indica que cierta combi-
nacién de los parametros M y e puede tomar solamente valores discretos.
Para el agujero negro de Reissner-Nordstrom se puede calcular el drea A del
horizonte que resulta ser {39]

A= 4an[2M? — &2 + 2M(M?2 — e?)V/?], (2.66)

expresion que podemos reescribir en términos de la condicién de cuantizacién
(2.64) como

2
A= 4n32[§ +y/1+ 0 (2.67)
De esta manera vemos que el drea del horizonte esti completamente
determinada por el niimero entero n. Existen otros métodos mediante los
cuales se ha llegado a expresiones cuantizadas para el area del horizonte.
Por ejemplo, Bekenstein [40] llegan a la conclusién de que A = 4n(n +
%), (n = 0,1,...), mientras que aplicando la teoria cudntica de lazos se obtiene
A = 47+/7(F + 1) [41]. La ecuacién (2.67) puede ser considerada como una
expresion mis que refleja el caracter cuintico del drea del horizonte.
Para el caso de Reissner-Nordstrom, pudimos haber usado una séla
transformacién de norma dada por v = e~ %¢/", que hubiera resultado en
la conexion

<.

SEstamos do las coord das viejas porque la es mas si le, y como esta
forma diferencial va a ser integrada, lo dnico relevante serdn los limites de integracién,
pero el resultado es independiente de las coordenadas que se elijan.
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A" = ite/r2dr, (2.68)
o en términos de la uno-forma de la base semiortonormal ¢! = (1 — % -+
"2)_1/2(17‘
7
2
A" = it(e/r?)(1 — 2:'1 + i_Z)l/zel, (2.69)

que esti bien definida en todo el espacio-tiempo excepto por el problema
de la coordenada ¢ dentro del horizonte, con lo que hubiéramos legado a
la misma conclusién, es decir, que no habian condiciones de cuantizacién
fuera del horizonte. Al intentar usar esta transformacién de norma dentro
del horizonte (modelo cosmolégico de Gowdy) el problema es que la conexién
resultante
2

A" = i8(e/2)(—1 + 2L 4 S y1/200, (2.70)
no es univaluada en la coordenada &, haciéndola inaceptable, lo cual nos
obligaria a recurrir al anilicis que se hizo con anterioridad.

Nuestro resultado de cuantizacién (2.64) no es vdlido en el limite € — 0.
Esto desde luego ocurre por que la cuantizacién esti siendo inducida por el
campo de norma electromagnético (2.50), que para e = 0 desaparece y deja
de inducir tal cuantizacién.

2.4.2. Kerr-Newman
Como otro e¢jemplo, podemos tomar la solucién de Kerr-Newman, que
estd dada por el elemento de linea [29]

ds? = _(A—uzicnzgﬂ))dzg _ 2asen2(92(£3+a=—Azdtd¢+

2 2y2 2, 2 (2'71)
[(Ereliiopeteen®(0)] sen?(0)d¢? + Kdr? + £d6?,
y el potencial electromagnético
A= -—;—r(dt — asen?(0)d¢)], (2.72)
donde
= = 12 4 a2 cos?(0), (2.73)

A =724 a% e — 2Mr.
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Como primer paso, escribiremos la conexién cn términos de la base
semiortonormal

0 — ,/A—aZsen?o asen29(r?+a2—A
- = dt + e R aiseniay 4P
el =/ Zdr,

(2.74)
e? = VXdo,
e® = senb /520555 dd,
con la que obtenemos
A = gl e + K897, (2.75)

En esta expresién es claro que la conexién diverge, aparte de en la
singularidad fisica de anillo, en los cuatro lugares geométricos dados por
=M=EzVMZ_eZ—a%y Tex = M = \/M_z —eZ — a2 cos2(8). Usando
unicamente la transformacién de norma = e<*-2Mr obtenemos la conexién
(multiplicada por un factor ¢ por las razones expuestas en la seccién (2.3.1))

A = —i(g=5m; + E)dt—

(2.76)
2
BBy + e )r + 22 O g,
o en términos de la base semiortonormal
r  ser(A—a?sen?0)1/2 o
A =i e
(2.77)

i

que es regular en todo punto del espacio-tiempo, excepto en la hipersuperficie
descrita por r = ﬁ

En este caso podemos cubrir el espacio-tiempo con tres conjuntos abier-
tos; Uy siendo la regién descrita por co > r > 537, U2 la regién entre los
horizontes vy > r > r_, y U3 la regién con é% > r > 0, excluyendo en
ésta dltima la singularidad fisica de anillo en r = 0,60 = 7 /2. Las conexiones
A; y A3z estan dadas por (2.77), mientras que Az esti dada por la conexién
original (2.72). Las funciones de transicién son

Lol
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—ite
Yz = eTi=aAT Y Y23 = ee’—:Mr (2.78)

Como en el caso de Reissner-Nordstrom, vemos que la transformaciones
de norma (2.78) estin bien definidas independientemente de los valores de
los paradmetros de la métrica, por lo que no se obtienen condiciones de cuanti-
zacién. Pero nuevamente tenemos el problema de que 7 no es una coordenada
espacial en la regién U,. Para arreglar este problema procedemos como en
la seccién anterior. Los detalles de las transformaciones correspondientes al
caso e = 0 se pueden consultar en [36], las diferencias con el caso presente
son minimas.

El elemento clave es una vez mis, el intercambio ¢ por r, y la identi-
ficacién del nuevo r con 6. Para reescribir A’ notamos que la tétrada en
estas coordenadas se obtiene de la tétrada (2.74) intercambiando ¢ por r y
para que e y e! conserven su cardcter temporal y espacial respectivamente
intercambiamos €° <+ e!. De nuevo entendiendo a ¢ como una funcién de 7,
podemos ver que la conexién A’ ahora dada por

. e/~ (aZ+eT—2A1t+13) €04

L
A (=?—2Ml)2 t2+aZ cos?(0)

(2.79)

; 20/ —(a? cos? (@) 1-e? _2ME+E7) 1
(—e’+2Mt)\/t-’+a’ coa?(8)

no es aceptable, dado que no es periédica en §, por lo que no podemos

usarla?.
Notemos sin embargo que la conexién (2.72) en estas nuevas coordenadas

se escribe como

= —%(dﬁ — asen?(0)dg), (2.80)

idet
y si le aplicamos la transformacién dada por 73 = e *"*'%+, con ty =
M =+ VM?Z " e? — a2, y pasamos a una base semiortonormal, obtenemos
la conexién (multiplicada por un factor i por las razones expuestas en la

seccién (2.3.1))

7 Los cambios de signo se deben al cambio de signo de las cantidades dentro de las raices
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VT o O eralorraay — T8

[ —
A =1 A/ —(a? cos? (0)+e2 —2M t+12)

(2.81)

+1:( ae3(t4 —t)sen(0 -3
(e2—2Mt..)+/(t2+a? cos?(0))(a? +e2 —2Mt+t2){a? cos2(8)+e?2 —2Mt412)

Esta conexién cstd bien definida en todo punto excepto por el lugar

geométrico dado por (1) = t_, que es uno de los extremos del modelo
iSet _
cosmolégico. Usando ahora la transformacién v4 = ¢ ° *'-~ aplicada sobre

(2.80) y transformando a tétradas, obtenemos

i V(2 +a? cos? () ez ,,5_,,,! )

Alll p— 1
v/ — (a2 cos2(0)+e? —2Aft+t2) (2 82)
+i ( ae3(t_ —t)sen(d
(e2—2Mt_)+/(t?+a? cos?(0))(a?+e? —2Mt+t?)(a? cos?(6)+e? —2Mt+12)
conexién que esti bien definida en todo lugar menos en £(7) = t4, que es

otro de los extremos del modelo. Ahora vemos que podemos cubrir todo el
espacio-tiempo con U; obtenido por medio de remover el lugar t(7) = t_ y
U> haciendo lo equivalente para £(7) = t4. Las conexiones 4; y Az son A" y
A’ respectivamente, y la funcién de transicién entre los conjuntos esta dada
por

. et -t _

yiorz = & TR THRD

. (2.83)
= e—'.&k € f.a_fu_“

Para que esta funcién de transicién sea univaluada cn 6 es necesario que
1 na 2e3V/ATI—¢?=q t 1 11 1 dici d
€l numero e T+ aal AT sca un entero, 1o que nos eva a la condicién 1:3

cuantizacién

2e3vVM?2 —eZ —a
et + 4a2M?2 =m (289
con = un entero.
Esta condicién relaciona todos los paridmetros que determinan el agujero
negro de Kerr-Newman, y en el caso a = 0 coincide con el agujero negro de
Reissner-Nordstrom. El limite e = 0 no estd permitido debido nuevamente
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a que este paramecetro determina la conexién que nos lleva a la cuantizacién
inducida.

Es interesante mencionar que en el caso de un agujero negro extremo
(M? = e2 + a?), el Gnico valor permitido para n es cero, obteniendo asi un
caso de cuantizacién degenerada, es decir, ausencia de cuantizacién.

Aunque seria posible utilizar la condicién de cuantizacién (2.84) para ex-
presar el drea del horizonte en términos del parametro n y de los parametros
M,e y a, esta expresién tiene una forma mids complicada que en el caso de
Reissner-Nordtrom (1.9) y no es de gran ayuda para interpretar el resultado.

Nuevamente en este caso, la simetria en la variable § fue la causa de
la condicién de cuantizacién. Al tratar de obtener para esta configuracién
condiciones de cuantizacién a partir de los invariantes topolégico, nos en-
contramos con que las integrales que hay que resolver no son sencillas, sin
embargo, ¢l resultado que se obtuviera de ese procedimiento no podria diferir
del que hemos obtenido analizando la conexion.

Antes de pasar al siguiente ejemplo, hay algo que querriamos discutir.
& Qué hubicra pasado si el factor en alguna de las funciones de transicién
hubiera dependido de alguna de las coordenadas? ;Nos llevaria ésto a condi-
ciones de cuantizacién dependientes de las coordenadas?

Desde luego esto no es aceptable, y de hecho no puede ser el caso.

Supongamos que la coordenada x! es periédica, y que los pardmetros en
alguna funcién de transicién v no se pueden arreglar para que la periodi-
cidad de ésta sea garantizada independientemente del valor de alguna otra
coordenada x2. Esto implicaria que la funcién 8,2y no es periédica en z!.
Partiendo de que la componente Az de la conexién original era periédica
en z!, vemos que la nueva componente AL, = Az2 + ¥9z27v~1 no lo puede
ser a causa del segundo término. Con lo que vemos que la conexién que
resultaria de la aplicacién de una transformacién de norma de este tipo, no
seria aceptable por no cumplir con las simetrias del sistema. De tal manera
que no es factible que aparezcan éste tipo de transformaciones en nuestro

andlisis.

2.4.3. Modelo sigma SL(2,/)/S0(2)

Otra manera de conferir una conexién de norma a un espacio-tiempo
curvo es por medio de modelos sigma no lineales, para todos los detalles del
modelo sigma, véase el apéndice C. En particular, con el modelo sigma no
lineal SL(2,IR)/SO(2) se puede conferir una conexién de norma SO(2) a los
espacio-tiempos axisimétricos estacionarios[42], cuyo elemento de linea en

coordenadas canénicas de Weyl esti dado por
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ds? = e?¥(dt — wde)? — BT (dp? 4 d2?) — e~ 2V pRd¢?, (2.85)

donde ¥, v y w son funciones de p y z tinicamente.
La conexién que se confiere al espacio-tiempo cs

0 —£*, 0 2w
A= L 20 % Vdp+ pav 25 <P ) dz, (2.86)
S wz 0 — Sy wp o
donde wy, = 2.
Esta conexién es singular en cualquier punto donde € = 0 es decir

¥ — —o0, ya que en tales lugares geométricos, las uno-formas dp y dz son
singulares. Este tipo de singularidades se pueden regularizar por medio de
transformaciones de norma y por lo tanto podemos aplicar el método de
cuantizacién topoldgica.

Un intento que se podria hacer, seria analizar la métrica de Kerr, ya
que ésta se puede escribir como un elemento de linea de la forma (2.85),
sin embargo, antes de hacer ningin tipo de cdlculo, notamos que el grupo
SO(2), que es el grupo de norma de la conexién (2.86), es abeliano, y las
transformaciones que se usen para regularizar la conexién en sus posibles sin-
gularidades, serdn transformaciones que sé6lo dependan de las coordenadas
p y z. Ninguna de estas coordenadas es compacta, por lo que cualquiera que
sea la transformacién de norma que se requiera para regularizar la conexién,
serd univaluada en p y z, por lo que no obtendremos condiciones de cuanti-
zacién a partir del modelo SL(2,MIR)/SO(2). No obstante también se podria
argumentar que para obtener condiciones de cuantizacién es necesario que
las coordenas p y z sean compactas (y periédicas). En configuraciones ax-
isimétricas estacionarias este no es el caso, puesto que p y z son coordenadas
espaciales claramente definidas. En las secciones anteriores vimos que estas
coordenadas dentro del horizonte el agujero negro pierden su caricter espa-
cial y permiten ser reinterpretadas como compactas. Por otra parte recorde-
mos que por medio del modelo sigma SL(2,2R)/SO(2) se puede describir
cualquier campo gravitacional con dos vectores de Killing. Por lo tanto se
pueden encontrar configuraciones en las cuales las coordenadas que entran
en el modelo sigma SL(2,IR)/SO(2) sean compactas. Esto llevaria inmedi-
atamente a la aparicién de condiciones de cuantizacién.

Lo que se afirma en el parrafo anterior respecto a que no aparecerdn
condiciones de cuantizacién, es claro basados en la argumentacién que se
da, sin embargo, a manera de confirmacién, hicimos los cdlculos explicitos
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Yy regularizamos la conexidén sin que esto implicara ninguna condicién de
cuantizacién.

A pesar de no obtener condiciones de cuantizacién usando directamente
el modelo sigma no lineal SL(2,/R)/S0O(2), la razén para exponerlo aqui, es
hacer mencién de que es factible aplicar el procedimiento para otros modelos
sigma no lineales, posiblemente con grupos de norma no abelianos, en los que
la conexién conferida al espacio-tiempo tenga componentes ¢n alguna direc-
cién compacta, ya que como vimos en los ejemplos de las secciones (2.4.1) y
(2.4.2) éstos son los casos en que aparecen condiciones de cuantizacién. En
este sentido mads investigacién es necesaria.

2.4.4. Un ejemplo no-abeliano

En todos los ¢jemplos con grupos de norma no abelianos a los que in-
tentamos aplicar nuestro procedimiento, nos topamos con la necesidad de
resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales altamente acopladas,
por lo que no obtuvimos ninguna solucién concreta. El no tener un ejem-
plo real para exponer en esta tesis nos llevé a pensar en hacer un ejemplo
ficticio en el sentido de que no es una solucién particular a una teoria de
norma, sino que lo construimos explicitamente para ejemplificar el caso no
abeliano. Consideramos necesaria su inclusién para ilustrar la manera en
que se debe de aplicar el procedimiento de cuantizacién topolégica induci-
da cuando el grupo de norma no es abeliano. Para construir este ejemplo,
partamos de una conexién para la cual la aplicacién del método sea muy
sencilla. Por ejemplo, tomemos la dos-esfera unitaria con elemento de linea
ds? = d6? + sen?(8)d¢? como espacio base y al grupo SO(3) como fibra y
grupo de norma. Usemos ahora la conexién dada por

o (1 —cosf) O
A= —~2(1 — cos 6) [1] 0 dep, (2.87)
0 o [}

donde m es simplemente un parimetro. Esta conexién es equivalente a la del
monopolo magnetico, ¥y a pesar de ser irregular en @ = 7, podemos arreglar
esto por medio de la transformacién de norma dada por

oy = e™®S, (2.88)

con S dada por
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0O 1 0
S = -1 0 O dd. (2.89)
0 o0 0
La conexién que resulta de aplicar esta transformacién es
(] Z2(-1—cos8) 0
A= —2(—1—cos9) 0 0 |dg, (2.90)
1] 1] 0
que estid bicn definida en @ = =, pero diverge en @ = 0. A partir de estas

conexiones que completan nuestro procedimiento, podemos construir una
conexién para hacer un ejemplo mis general.
Actuemos sobre la conexién (2.87) de acuerdo a

Al = vAuy T 4+ (B, (2.91)
usando alguna transformacién de norma arbitraria, por ejemplo
v = e(59+6252) (2.92)
con Sz dada por
[} o1
Sz = 0o 0 O de. (2.93)
-1 0

La conexién que obtenemos es

4] o 20
A = 1] 0O o dé+
—-20 0 O

(2.94)
o hy 5
—hy (1] ha de,
—5 —ho 1]

con by = Z(1 — cos(0)) cos(5¢ + 62) y hy = 3 (1 — cos(6))sen(5¢ + 62).

Esta conexién en una base ortonormal sélo cambia por un factor 1/sen@
en la componente asociada a d¢, por lo que podemos ver que esta conexién
diverge en los puntos 8 = 0, 7.
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Supongamos ahora para hacer el cjemplo, que en realidad nuestro pun-
to de partida es la conexién (2.94), y que queremos aplicar sobre ella el

procedimiento de cuantizacién topolégica.
Empecemos por escribir la transformacién de norma SO{3) mds general

posible sobre la esfera, para lo que podemos usar la descripcién de SO(3)
en términos de los dngulos de Euler y determinarlos como funciones de las
coordenadas @ y ¢, de tal manera que la transformacién se obtiene por medio
de la multiplicacién de las tres matrices dada por

cos(f1) —sen(/f1)

cos(f2) O —sen(fz2)
v=| sen(f1) cos(f1) 0 1 o
o] o

Lol ==

sen(f2) O cos(f1)
(2.95)

cos(f3) —sen(fz) O
sen(fa) cos(fz) O |,
1] o 1

con fi(i = 1,2,3) funciones generales de 6 y ¢.

Esta es la expresién de -y que debemos de usar en (2.91) para transformar
la conexién (2.94).

La expresién general que se encuentra para la nueva conexién A” es un
tanto larga, asi que haremos el andlisis entrada por entrada. Para estudiar
las divergencias debemos de notar, como se dijo antes, que la conexién en
términos de tétradas cambia solamente por un factor Fn‘(l)' en la componente

de.

Para que la conexion A’ sea regular y bien definida en los puntos @ = 0, w,
cada entrada de sus componentes debe de ser no singular. Para lograr que
éste sea el caso, podemos establecer una serie de ecuaciones diferenciales
para las funciones f;, fo y f3-

Por ejemplo, la entrada (1,2) de la componente d¢ de A’

(A")3e = [3 (1 — cos(9)) cos(5¢ + 67) cos(f2)+
Z(1 — cos(9))sen(5¢ + 6%) cos(f3)]sen(S2) (2.96)

—5sen(f2)sen(fa) + Iy f1 + cos(f2)0s f3,

debe ser tal que en & = O elimine la singularidad proveniente de d¢ =
1 ~e?. Para lograr esto podemos en particular escribir una ecuacién difer-

scniai
encial donde la entrada (2.96) se iguale a cero. En este caso la ecuacién

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




52 CAPfTULO 2. CUANTIZACION TOPOLOGICA

diferencial es muy’ scncxlla, y podemos resolverla fijando f3 = 0 y 941 = 0.
Después dc ésto hay que verificar quc las ecuaciones resultantes de las demds-
entradas de ambos componentcs, acepten cstos valores. Vemos que la entrada

v '(A")s.,, = s COS(f1)COS(f3)—
o (1 - cos(e))sen(5¢ + 62) cos(f2) cos(fa)sen(f1)

+l"i‘(1 - cos(a)) cos(o¢ + 02)sen(fl)sen(f2)— (2.97)

(%(1 — cos(8))sen(5¢ + 62) cos(f1)sen(f3)

5 cos(f2)sen(fi)sen(fa) -+ cos(f1)3e f2 + sen(f1)sen(f2)3s f3,

acepta los valores establecidos para f3 y 941, e incluso, si hacemos f; =
fza = 0y f2 = 5¢ podemos fijar esta componente a cero también. Una
vez mads, tenemos que verificar la compatibilidad de estos valores con las
demads ecuaciones diferenciales. La dltima entrada que podria representar
problemas es

(A")§¢ = (Z(1 — cos(8))sen(5¢ + 62) cos(f;) cos(f1) cos(fa)—
5 cos(fa)sen(f1) — B (1 — cos(8)) cos(5¢ -+ 62) cos(f1)sen(f2)—
5 cos(f1) cos(f2)sen(f3) — (F(1 — cos(8))sen(5¢ + 6%)sen(f)sen(f3)+

sen(f1)8¢f2 — cos(f1)sen(f2)3s f3,

(2.98)
pero vemos que la cleccién de funciones que hemos hecho, eliminan esta
componente también.

Todas las entradas de la componente Ag son proporcionales a 6, por lo
que se hacen cero en @ = 0, que de hecho es mis de lo necesario, pues basta
con que estas cntradas sean independientes de ¢ en ese punto.

Concluimos entonces que la transformacién de norma «y; dada por (2.95)
con f1 = fa =0y f2 = 5¢ hace que A" esté bien definida en 6 = 0.

De manera andloga, al requerir que las entradas (2.96), (2.97) y (2.98)
se hagan cero en @ = 7 obtenemos una serie de ecuaciones diferenciales con
solucién f1 = —m¢, f2 = 5¢ + 62 y fa = 0. Estas funciones, via la ecuacién
(2.95) definen otra transformacién de norma -y2, que transforman la conexién
en una A’ bicn definida en @ = .
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Asfi que por medio de éstas dos transformaciones de norma, obtenemos
dos conexiones que cubren todo el espacio base, y la funcién de transicién
entre ellas estd dada por v142 = v2(71)~!, que en términos de la ecuacién
(2.95) se representa por f; = —m¢, fo =02y fa = 0.

Esta -y;_,2 es la transformacién que debemos de analizar, y de hecho
es facil de ver que para que ésta sea univaluada en la coordenada ¢, el
parametro m debe de ser un entero, ya que las funciones que aparecen en
(2.95) son trigonométricas con argumento fi.

Desde luego éste fue un ejemplo explicitamente construido, pero el pro-
cedimiento expuesto aqui es el mismo en todos los casos, asi que hagamos
un resumen de los pasos.

Una conexién para el espacio base estd dada por una uno-forma A cuyos
componentes A, son elementos del dlgebra de Lie g correspondiente al grupo
de norma G. Una transformacién de norma -y es un mapeo del espacio base
al grupo G, i.e. v : B — G, que actiia sobre los componentes de la conexién

de acuerdo a
A, = yAuy " + 7(Fpr ) (2.99)

Desde luego, las A, son las componentes de la uno-forma A en la base
dr# que usualmente no es (semi)ortonormal, asi que para detectar los lugares
en que la conexién falla a ser finita o bien definida, debemos de expresar A
en una base (semi)ortonormal de uno-formas e®.

Una vez detectadas las singularidades de la conexién nos damos a la tarea
de regularizarlas por medio de transformaciones de norma. Para esto usamos
el hecho de que un grupo de Lie es una variedad, y por lo tanto podemos
introducir, al menos localmente, funciones coordenadas y® para describir
al grupo. A continuacién, escribimos estas coordenadas como funcién de las
coordenadas del espacio base z#, asociando un elemento especifico del grupo
con cada punto del espacio base, con 10 que se obtiene la transformacién de
norma mas general posible y[y®(z#)]. Una vez que ~y(z#) se ha escrito en
esta forma, la podemos introducir en (2.99) para obtener las componentes
Al de la conexién A’. Estas componentes estardn escritas en términos de
funciones explicitas® de las coordenadas z# y de funciones indeterminadas
¥*(x#) junto con sus derivadas respecto a las coordenadas z#. Gracias a ésto,
podemos expresar las condiciones de definicién y regularidad de la conexién,
en forma de ecuaciones diferenciales para las funciones y=(x#).

®Estas funciones provicnen de las entradas de la conexién original A y del tensor de

transformacion a la base (semi)ortonormal.
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Al resolver estas ecuaciones diferenciales, encontramos transformaciones
de norma ~; que dan lugar a conexiones A; bien definidas en ciertos con-
juntos abiertos U;. Debemos dar una cobertura del espacio basec eligiendo
algunos de estos U;, y determinar las funciones de transicién entre cllos. Co-
mo 1ltimo paso después de haber obtenido las funciones de transicién, éstas
deben de ser analizadas para detectar la posible aparicién de condiciones de
cuantizacién.

El procedimiento descrito es justamente un g¢jemplo de cuantizacién
topolégica.

2.5. Conclusiones del capitulo segundo

Hemos iniciado el presente capitulo definiendo el procedimiento de cuan-
tizacién topoldgica que, enunciado como fue, e¢s aplicable a una gama muy
amplia de teorias. Con ésto hemos conseguido que el argumento de cuanti-
zacién de Dirac, se generalice a un andlisis que debe de ser realizado para
cualquier teoria en que exista un campo de norma de caricter fisico. Des-
de esta perspectiva, podemos pensar que el caricter discreto que presentan
muchos sistemas en la naturaleza, podria ser una consecuencia de que los
distintos campos de norma acoplados a la gravedad, definidos en el espacio-
tiempo, deben de cumplir con los requisitos que hemos mencionado aquf. La
forma de hacer este andlisis ha sido expuesta con detalle.

Para hacer ver la aplicabilidad del método, hemos expuesto varios ejem-
plos para los que hemos obtenido condiciones de cuantizacién similares a la
que obtuvo Dirac, algunas de ellas con sentido fisico claro y otras no.

Con nuestro procedimiento podemos considerar como campo de norma,
incluso a la conexién de Levi-Civita. Cuando se obtienen condiciones de
cuantizacién de este campo de norma, hablamos de cuantizacién topolégica
intrinseca, ya que la geometria es la responsable de su propia discretizaciéon.
Ejemplo de esto fué el andlisis realizado para la teoria linealizada de la
gravedad, donde vimos que en efecto, los parametros involucrados en la
métrica resultaron discretos, en particular, el monopolo de momento angular.
La pregunta a partir de este caso, es si esta cuantizacién es propia de la
teoria completa, o si s6lo es una propiedad del limite lineal, consecuencia de
su analogia con la electrodindmica. Lo que hay que notar para responder a
esto, es que las analogias entre la teoria linealizada y el electromagnetismo,
necesarias para que se repita el argumento de cuantizacién, son inicamente
los puntos en comin que ticnen todas las teorias de norma, por lo que si la
gravitacién en su forma exacta se considera una teorfa de norma, ésta seria
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susceptible de cuantizacién topolégica.

Para ver un caso al cual aplica el método, y que es solucién exacta a la
teoria de Einstein, vimos la cuantizacién de sistemas con simetria cilindrica,
donde obtuvimos condiciones de cuantizacién de la energia-C definida por
Thorne. La interpretaciéon de esta energia no es clara, de hecho hay mads
discucién al respecto en la literatura[43], pero su cuantizacién como canti-
dad dindmica es interesante por si misma, y ejemplifica la aplicabilidad del
método en soluciones exactas, que tienen un grupo no abeliano como grupo
de norma.

El cardcter fisico de la conexién de Levi-Civita puede ser cuestionado,
pero la cuantizacién intrinseca es interesante en casos mdas gencrales que
la gravitacién, por ejemplo en modelos de Kaluza-Klein, donde la conexién
métrica se considera como tal, un campo de norma. También podemos pensar
en modelos de dimensiones mas bajas, como d=1+1 o0 d=2+1. La aplicacién
del método para estos casos no sc¢ ha realizado, pero es un tema interesante
para trabajo posterior.

Los ejemplos que hemos dado de cuantizacién inducida, también re-
quieren un poco de discusién. Es interesante notar que en estos ejemp-
los, las cantidades que aparecen en las condiciones de cuantizacién, no son
unicamente las que estin directamente relacionadas con el campo de nor-
ma objeto del procedimiento. Por ejemplo, en el caso del agujero negro de
Kerr-Newman, el parimetro directamente relacionado con el campo electro-
magnético es e, pero al aplicar el procedimiento sobre la conexién electro-
magnética, las condiciones de cuantizacién obtenidas involucran también a
los pariametros de la métrica M y a, por esto es que le llamamos inducida,
puesto que no solo se cuantiza el campo proveniente del potencial de norma,
sino que éste induce una discretizacién sobre la geometria del espacio.

Desde luego, para realizar el andlisis completo de un sistema, debemos de
considerar todos los campos de norma involucrados y acoplados a gravedad,
obteniendo las condiciones de cuantizacién que impongan cada uno de ellos
sobre la geometria y entre si mismos, para después verificar que todas estas
condiciones sean compatibles y lleven a resultados concretos. Esta fue la
razén para incluir un ejemplo de grupo de norma no abeliano, ya que era
necesario demostrar la aplicabilidad del método para tales casos, que existen
en otras teorias de norma en la naturaleza.

Cabe mencionar que el procedimiento de cuantizacién inducida se puede
aplicar a teorias de campos no sélo en la gravitacién Einsteniana, por ej
plo, la teoria de cuerdas cuenta con campos de norma més all4 del modelo

estiandar, que pueden ser objeto de nuestro procedimiento.
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Capitulo 3

El principio holografico

El presente capitulo es complementario a los primeros dos, ya que estudi-
aremos el principio hologrdfico con la intencién de ampliar las posibilidades
de aplicacién de los métodos que hemos desarrollado. En algunos casos no
es claro el significado de nuestro procedimiento en un sistema particular,
pero por medio del principio hologréifico podemos buscar algiin sistema rela-
cionado con éste, en el que el sentido de nuestro método sea mds claro. Ha
habido una serie de trabajos relacionando métricas de agujeros negros en
gravitacién, con modelos de mundos-brana, en los cuales seria interesante
ver como se transfieren las condiciones de cuantizacién de una teoria a la
otra. En el presente trabajo no fue posible establecer tal correspondencia,
sin embargo hubieron resultados interesantes para el ejemplo analizado, en
concreto definimos la entropia de modelos gravitacionales dependientes del
tiempo y analizamos la validez de la férmula de Cardy-Verlinde para estos

modelos.

3.1. ;Qué es el principio hologri&ifico?

El origen conceptual del principio hologrifico fue establecido en la déca-
da de los setenta por Bekenstein[44] y Hawking{45], quienes formularon re-
spectivamente, la segunda ley de la termodindmica para agujeros negros y
el proceso de creacién de particulas por agujeros negros. Estas ideas fueron
implementadas en ¢l contexto de la teoria cudntica de campos, en particular,
en gravedad cudntica y en cosmologia por 'tHooft[46] y Susskind[47).

El principio holografico una afirmacién acerca del conteo de estados
cudnticos de un sistema fisico. Empecemos hablando de algunas ideas in-

tuitivas que deben aclarar el sentido de esta afirmacie una
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regién B de espacio. Ninguna condicién se itmpone sobre la topologia ni
sobre la geometria de la regién B, pero por simplicidad podemos empezar
identificando a B con una esfera y tomar V como su volumen. Supongamos
que colocamos en el interior de B a un sistema fisico arbitrario, de tal man-
cera que la regién exterior a B esta vacia. Considercmos ahora el espacio H
de estados que describe al sistema fisico dentro de B. Ahora nos podemos
preguntar por la dimensionalidad del espacio 7. Obviamente la respuesta
dependera de las caracteristicas fisicas del sistema. Supongamos que se trata
de una red dec espines con espaciamiento d. Si la red llena por completo la
regién B, el midximo nmimero de espines contenido en ésta es V/d3. Dado que
cada espin puede encontrarse en dos estados diferentes, el niimero total de
estados ortogonales es 2Y/4° y también es la dimensionalidad del espacio de
estados H. Este nimero también determina la maxima entropia Symaz que
puede tener el sistema, definida como el logaritmo del niimero total de es-
tados, Spar = In Negtados = Indim(H). Asi que en este ejemplo tenemos que
Smaez = (V In2)/d®. Este proceso de conteo y su relacién con la méxima en-
tropia de una sistema es lo que el principio hologréifico pretende determinar
de manera general. En nuestro ejemplo no se puede extraer mas informa-
cién porque el sistema con el que estamos tratando tiene un nimero finito
de grados de libertad, y por lo tanto la dimensionalidad de # (el espacio de
Hilbert) es finita.

Los casos de interés son aquellos en los que el mimero de grados de
libertad es infinito, como en la teoria de campos. Para manejar este caso,
debemos definir la densidad de entropia s como funcién de la densidad de
cnergia p del campo. Asf Spmaz = $(Pmaz)V ¥y €l namero total de estados es
Nestados = €xp(Smaz)- Ahora supongamos que en la regién B tenemos un
conjunto de fuentes de distintos campos, incluso gravedad. Sea A el drea de
la frontera @B. La masa méaxima del sistema contenido por la frontera B
no puede exceder la masa de un agujero negro con un horizonte de drea A.
Este es un punto crucial, de acuerdo con nuestro entendimiento de las teorias
de campos, no sabemos de ningin sistema que, estando contenido en una
regién dada, tenga mas masa que un agujero negro cuyo horizonte tenga un
area igual a la de la frontera de dicha regién. En otras palabras, los agujeros
negros son los objetos mais masivos que hay en la naturaleza. Ahora, a partir
de la segunda ley de la termodindmica, sabemos que la méaxima entropia de
un agujero negro de drea A estia dada por Spar = A/4 (donde hemos usado
unidades de Planck con ¢ = G = i = 1). Consecuentemente el nimero total
de estados tiene la cota maxima N ados = exp(A/4). Este es el enunciado
del principio hologrifico para este caso en particular. Esta simple relacién
tiecne implicaciones profundas, establece una conexién entre una cantidad
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en el volumen (WNgstados), con una cantidad diferente en la frontera (A). Por
el otro lado predice una cota superior para la dimensionalidad del espacio
de estados 4. Hay que notar que no se impuso condicién alguna para la
distribucién de campos y materia contenidos en B, por lo que podrian ser
de naturalcza cldsica o cudntica. Ambos casos han sido analizados en la
literatura.

En la descripcién anterior no especificamos la regién B ¢ “insertamos”
libremente campos en ella. Como sea, es sabido que campos relativistas
afectan la topologia y la geometria del espacio en que viven. Por lo tanto,
uno de los principales retos al desarrollar ejemplos especificos, es definir la
regién B de tal manera que sea consistente con la existencia de los cam-
pos. En el caso de modelos cosmolégicos, ésto se ha hecho para el espacio-
tiempo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)[48] y algunas generaliza-
ciones cldsicas[49]. Se ha encontrado que la dindmica del espacio-tiempo de
FRW “en el volumen” estd gobernada por una relacién de entropia “en la
frontera”. Este resultado se ha generalizado para incluir diferentes tipos de
correcciones cuanticas[50].

Desde la perspectiva de interés del presente trabajo, debemos decir que
el problema de la transicién campo particula es de alguna forma, un caso del
principio holografico. Las propiedades internas del campo (en el volumen)
deben de ser representadas por propiedades externas de la particula (en la
frontera). Supongamos que g es una configuracién especifica de un campo,
o sea que es solucién a una teoria clasica, y que representa el espin de una
particula. El nidmero total de estados es Nggados = 2. Si ahora llenamos
la regién donde vive la particula con un agujero negro, de acuerdo con la
discusién anterior, el “drea” de la particula es A = 41In 2. Hasta este punto,
nada especial parece pasar, pero al analizar la dindmica del sistema, el prob-
lema de los modos cero se hace presente[15]. Las fluctuaciones del campo
wo + &g lievan a configuraciones del campo para la particula que son inesta-
bles. Esto contradice el hecho de que las particulas elementales son estables
ante perturbaciones infinitesimales. El problema del andlisis es que las per-
turbaciones ocurren en el campo, que tiene un nimero infinito de grados de
libertad, y afectan a la particula, que tiene un nimero finito de grados de
libertad. Para manejar este problema propiamente dentro del concepto del
principio hologrdfico, hay que llevar a cabo los siguientes pasos: (i) Elegir
el campo ¢, junto con su teoria subyacente, y una configuracién especifica
o del campo que describa el espin de la particula; (ii) Definir la regién B
en concordancia con la geometria de ¢yp; (iii) Encontrar la teoria en 8B y
la configuracién de campo g que son la contraparte de la teoria en B y el
campo g respectivamente; (iv) Realizar una perturbacién sobre la nueva
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configuracién @g + d@g. Si el procedimiento entero funciona correctamente,

se podria esperar que la configuracién en la frontera, o, fuera estable [51]. -
Hasta el momento, todo lo anterior es especulacién, pero como vimos en la

seccién (1.4), en cl marco de la teoria de la gravedad de Einstein, se en-

cuentran una gran clase de configuraciones que presentan comportamiento

espinorial.

3.2. El mapeo hologrifico

Las ideas presentadas en la seccién anterior han tenido muchas aplica-
ciones en diferentes dreas de la fisica tedrica, especialmente en el contexto
de teorias de cuerdas y teorias conformes de campos. En casi todos los casos
la bisqueda de la frontera B sobre la cual se debe “proyectar”la teoria
existente en el volumen definido por la regién del espacio B, ha sido un
punto crucial. Sin embargo, dada la complejidad del problema y el hecho de
que adin no se entiende completamente lo que debe significar el “principio
hologrifico”, los casos tratados en la literatura manejan “fronteras”que no
son fronteras en el sentido topolégico (como es el caso del “limite cerca del
horizonte”de agujeros negros en dimensiones superiores a 4), “fronteras”de
variedades que por su construccién geométrica no pueden tener fronteras
topolégicas (como es el caso de modelos cosmolégicos), “entropias”que no
son entropias en el sentido termodindmico y muchos otros conceptos que
dejarian perplejo a cualquier fisico teérico que esté convencido que un prob-
lema fisico debe estar bien formulado desde el punto de vista matemdatico
[52]. No obstante, la investigacién continiia sin prestar mayor atencién a este
problema (en los 1ltimos diez afos se han publicado mas de 500 articulos
con aplicaciones del principio hologrifico).

En esta seccién presentaremos una formulacién mds estricta de lo que
hemos llamado mapeo hologrdfico con el objetivo de que sirva de herramienta
para entender mejor el “principio holografico”.

Sea M una variedad diferencial de dimensién m. En M existen los cam-
pos ®F mediante los cuales se construye la accién

Sar = /c(q>5,v¢>2)d'"v , (3.1)

donde V es el operador de derivada en M. La accién (3.1) satisface el prin-
cipio de accién minima que conduce a un sistema de ecuaciones diferenciales
de segundo orden que denotaremos por

F(®T, VT, v2eT) =0 . 3.2)
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En gencral, este sistema de ecuaciones puede depender explicitamente de las
coordenadas X4 (A = 1,2,...,7m) en M, pero omitiremos esta dependencia
para simplificar la notacién. De la misma mancra, supongamos que ¢n una
variedad IV de dimensién n existen los campos ¢< cuya accién

Sy = /c(¢°,Dq>°)d"u , (3.3)

implica el sistema de ecuaciones diferenciales
f(¢°, D¢, D) = 0. (3.4)

Sea ®F (X “) una solucién particular del sistema de ecuaciones (3.2) y ¢§(z®)
(a = 1,2,...n), una solucién del sistema (3.4). Decimos que la teoria definida
en N es la representacion hologrdfica de la teoria definida en M si existe un
mapeo h : M — N tal que V¢g(z?) € N eziste por lo menos un dF(X1) €
M. Al mapeo A le llamaremos mapeo hologrdfico. :
Nétese que no hemos impuesto ningiin tipo de condicién sobre el mapeo
holografico. Més bien estamos imponiendo condiciones de existencia de con-
figuraciones particulares (soluciones exactas) en cada una de las teorias.
De esta manera, cualquier tipo de mapeo entre dos variedades diferen-
ciales puede ser utilizado como posible candidato a ser un mapeo holografi-
co. Por ejemplo, podemos utilizar el mapeo de “encajamiento” (embedding)
h: XA 5 z2 cuando m < n, 0 éste mismo como mapeo diferenciable 1 — 1
cuando m = n, o el mapeo proyectivo si N = 8M (n = m — 1), etc. Las
posibilidades de seleccién serian priacticamente infinitas y dependerfan sola-
mente del tipo de teorias que se esté analizando en cada caso particular.
Nétese ademads que la condicién de existencia a nivel de configuraciones
de campo estid dada en la direccién N — M. Esto implica que en M pueden
existir varias configuraciones de campo que corresponden a una misma con-
figuracién en N. De esta manera se podrian entender los diferentes tipos de
simetrias (tales como dualidad, supersimetria, etc.) que se han encontrado
en diversas teorias de campo.
Sin embargo, nuestra definicién de mapeo hologrdfico es tan amplia,
y a la vez tan restrictiva con respecto a la existencia de configuraciones
particulares de campo, que en este momento podemos afirmar que no se
conoce en la literatura ninguna teoria que sea la representacién hologréifica
de otra. Solamente podemos afirmar que esta definicién permitiria verificar
exactamente si una teoria es equivalente a otra en el sentido holografico.
Todos los casos tratados en la literatura se pueden sintetizar de la sigu-
iente manera: En algunas teorias se ha visto que existen configuraciones de
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campo [®F(X4) €M] para las cuales sc ha encontrado algiin mapeo holo-
grafico particular 2 : X/ — % quec las relaciona con configuraciones de
campo [¢§(xz?) €N]. Uno de los ejemplos méas conocidos es el que dio lugar
a la conjetura AdS/CFT de Maldacena [53). En este caso M = AdS; ® S5
que es una variedad de 10 dimensiones donde la configuracion de campo
®F es una métrica de curvatura constante (anti de Sitter con una esfera
5-dimensional) que es solucién a una teoria de cuerdas. Ademas N = 9AdSs
es la “frontera”del espacio de anti de Sitter, ¢$§ es una solucién particular
de una teoria de Super Yang-Mills en 4 dimensiones y el mapeo holografico
cs del tipo h : X2 — z%, definido como ¢l “limite cerca del horizonte”de la
métrica de anti de Sitter. En todas las generalizaciones que se han hecho de
cste caso la variedad M estid determinada por una solucién de tipo agujero
negro con constante cosmolégica. La caracteristica comin de todos ellos es
que la métrica que determina M depende Ginicamente de las coordenadas
cspaciales.

Otro caso especifico que dio lugar a la llamada “férmula de Cardy-
Verlinde”es el signiente [54]. M es una variedad de n + 2 dimensiones y
la teoria en eclla es la del campo gravitacional con constante cosmolégica
que satisface las ecuaciones de Einstein correspondientes. La configuracién
particular que se toma es la solucién de Schwarzschild con constante cos-
molégica. El mapeo hologrifico estd dado mediante una proyeccién (definida
mediante una ecuacién diferencial [55]) sobre una brana de dimensién n + 1,
la cual define la variedad N. Al proyectar la solucién de Schwarzschild sobre
la brana, ésta se transforma en la métrica de Friedman-Robertson-Walker
(FRW). En este caso tenemos entonces un mapeo entre las variedades que
permite pasar de una configuracién en M a una configuracién en N. ;Cuél
seria entonces la teoria en la variedad N7 Se podria pensar inmediatamente
en la teoria de Einstein en n+ 1 dimensiones. Sin embargo, para cumplir con
los requisitos mencionados arriba en (3.4), ademds de la métrica de FRW
es necesario introducir la materia como un fluido perfecto de forma tal que
sea derivable de un principio variacional; es decir, se necesita introducir una
accién en la brana cuyas ecuaciones de campo coincidan con las ecuaciones
de FRW. Sin embargo, como es sabido, no existe en general una accién ra-
zonable de la cual se pueda derivar el tensor energia-momento de un fluido
perfecto. Por lo tanto, en N no se cuenta con una teoria de campos deriv-
able de un principio variacional. No obstante, la forma en que se construye
la brana en N permite determinar que cualquier accién sobre ella debe ser
invariante con respecto a transformaciones conformes. Esto llevé a Verlinde
[56] a pensar en la alternativa de comparar las ecuaciones de campo de
FRW con resultados conocidos de teorias conformes de campo. La solucién
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se presenté a través de la férmula de Cardy que es una expresién para la
entropia que se deriva con todo rigor en teorias conformes. Como resultado
se obtuvo que las ccuaciones de campo para el modelo de FRW se pucden
expresar como la férmula de Cardy, una vez se recinterpretan los parametros
(factor de escala, densidad de energia y presién) que determinan el modelo
de FRW. Este resultado ha sido generalizado a casos en los que las configu-
raciones en M corresponden a agujeros negros de Reissner-Nordstrém y de
Kerr-Newman con constante cosmoldgica [57]. En todos ellos se ha visto que
la métrica proyectada sobre la brana corresponde a modelos cosmolégicos
homogeneos e isotrépicos con diferentes tipos de ecuaciones de estado.

Nuestro objetivo original de aplicar el principio hologrdfico al problema
de la transicién campo particula se ve truncado debido a que ain no se
cuenta con las herramientas suficientes para aplicarlo. Lo ideal seria tener
en M una configuracién de campo cldsica y aplicando el mapeo hologrifico
encontrar en /N una configuracién con propiedades cuanticas. En los e¢jemplos
mencionados arriba se ha visto que agujeros negros se proyectan en modelos
cosmolégicos isotrépicos y homogeneos en IV, mientras que para el problema
de la transicién campo particula en N esperariamos una configuracién que
dependa de las coordenadas espaciales. Es por eso que nos dimos a la tarea
de explorar la posibilidad de obtener en N configuraciones mas generales que
el modelo de FRW. El caso mas sencillo a nuestra disposicién es el modelo
de Bianchi IX que presenta tan solo anisotropfas. Veremos que realmente es
posible analizar este modelo en ¢l contexto del principio hologrifico mediante
el método de Cardy-Verlinde.

3.3. Entropia y el principio holografico

Nuestro objetivo en esta seccién es derivar un ejemplo concreto de apli-
cacién del principio hologrifico. Puesto que este tipo de aplicacién ha servi-
dor principalmente para introducir el concepto de entropia en modelos cos-
molégicos, comenzaremos con un breve comentario al respecto.

El concepto de entropia para modelos cosmolégicos tiene muchas su-
tilezas. Usualmente se¢ empieza por exigir que para el modelo con depen-
dencia temporal que describe al sistema, se cumpla la primera ley de la
termodinamica. Despusés se considera una ecuacién de estado especifica y se
impone la compatibilidad entre las ecuaciones de campo y la primera ley de
la termodindmica. De aquf resultan usualmente expresiones explicitas para
las variables termodinamicas (entropia y temperatura) del modelo.

En un paso posterior se cuestiona la relevancia fisica de las variables de
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estado, la ecuacién de estado que las vincula y de las variables termodinimi-
cas. En el caso sencillo de un universo FRW, este procedimiento se puede
realizar exitosamentec[58], obteniendo variables termodinimicas y de estado,
fisicamente razonables.

Recientemente, una nueva perspectiva ha sido propucesta por Verlinde[56]
quien noté una relacién formal entre las ecuaciones de campo para la cos-
mologia de FRW y las férmulas termodinimicas de la teoria de campos
conforme (TCC). A pesar de que en un principio ésto parccia s6lo una no-
table coincidencia, un anilisis mas profundo parece ligar estos resultados
con las ideas del principio holografico.

La relacién con este principio se plantea porque recientemente la fé6rmula
de Cardy[59], que permite el conteo de ecstados cudnticos en la TCC en
dos dimensiones, ha sido generalizada por Verlinde[56] para incluir espacio-
tiempos de dimensién arbitraria y determinar la densidad de estados.

A cste resultado se le conoce ahora como la férmula de Cardy-Verlinde.
Verlinde propuso también que un universo cerrado tiene una contribucién de
tipo Casimir a su energia y a su entropia, y que la contribucién de la energia
de Casimir tiene como cota superior la energia de Bekenstein-Hawking. Solo
para el caso dominado por radiacién, este limite lleva a la unificacién de
los limites para la entropia de Bekenstein y Hubble, para universos débil y
fuertemente autogravitantes, respectivamente.

Mads ain, resulta que la férmula de Cardy-Verlinde coincide con las ecua-
ciones de Friedman en ¢l momento en que la cota de la energia de Casimir se
satura. Este resultado hace natural preguntar si esta funcién de la formula de
Friedman, la entropia de Cardy y el principio hologrifico es solamente una
coincidencia notable, o si es 1a manifestacién de una propiedad fisica profun-
da de los modelos dependientes del tiempo, TCC y el principio holografico.
Para responder esta pregunta resulta natural tratar de generalizar estos con-
ceptos fundamentales a casos mds generales de configuraciones fisicas. En
este contexto, Wang et al. [60] han generalizado la férmula de Cardy-Verlinde
para el caso de universos con constante cosmolégica, Nojiri et al.[50] han en-
contrado cotas para esas férmulas, Youm [61] ha generalizado la férmula de
entropia para incluir fluidos perfectos con ecuaciones de estado barotrépicas
en general, Brevik y Odintsov [62, 63] han considerado generalizaciones con
una viscosidad constante en el volumen, etc. Un listado mdas extensivo de
trabajos recientes se puede encontrar en [61].

La pregunta que nosotros quisimos responder fue si los resultados previos
pueden ser generalizados para casos de dimensionalidad arbitraria con varios
componentes de la métrica que dependan del tiempo.

A continuacién analizaremos en particular el modelo cosmolégico de
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Bianchi tipo IX con un fluido perfecto como fuente. Como es bien sabido,
este modelo se reduce al modeclo cerrado de FRW en el limite isotrépico.

3.3.1. EIl modelo de Bianchi tipo IX

Como caso particular de modelos dependientes del tiempo, consideremos
el elemento de linea general para el modelo cosmolégico Bianchi tipo IX[64]

ds? = dt2? — ¢—20 [22x+2)'(w1)2 + e2X 2V (,2)2 ¢ e—-ax(wa)z] ) (3.5)

donde €2, X, y Y son funciones del tiempo t solamente y

w! = —;—(—senz"’da:l + senz! cos z3dz?) , (3.6)
w? = %(cos z3dx! + senz'senz’dz?) , 3.7
wd = %(coszldzz +dz3) , (3.8)

donde (x!, 22, z3) son los dngulos de Euler para SO(3).
Para escribir las ecuaciones de campo en una forma que facilite el andlisis,
introducimos los factores de escala
ay = e~ PHXAY | g0 e XY g 02X (3.9)
con sus parimetros de Hubble correspondientes H; = ai/a; (i = 1,2, 3).
Usando entonces las relaciénes H+Ho+Hz = —3Q, H\+Ho—2H3 = 6X,
y H; — Hs = 2Y, podemos escribir la constriccién Hamiltoniana como

8
—(Hle + H\Hs + HoH3) + o (1 +31 ) =3rGp, (3.10)
con
2 2 2 2
—1_ 9% _ _af)y_a2(, _di
=1-22-2 ( o =0-2) - 3.11)

Y mads an, las ecuaciones dinidmicas restantes se pueden escribir como
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_H] +H3+H12+H§+H1H3+

Sy —a g + g 2k — 2% + 24 = -87Gp,
aza;3 ajaz ajaz ay az a3
Ho + H3 + HZ + HZ +- HaHz—
2 2 o2 , . , (3.12)
3;3-:3-4-;?%3‘4-:{;‘;—2;?-6-2;3-}-2;3‘: —8nGp,

Hy + Ho + HZ +~ H2 + H\Ha+

o2 38 2L 428 — 20 = —8rG
aza3 afai “l“2+ af a3 ai — TP,

donde p es la densidad de materia, p su presién, y G denota la constante
gravitacional de Newton. Un punto sobre una funcién denota la derivada
respecto al tiempo t.

A partir de las ecuaciones dindmicas de campo (3.12) obtenemos la ley
de conservacién de energia-mormento, que en este caso esti dada por

p—3p+p)=0. (3.13)

Para una ecuacién de estado barotrépica p = wp la ecuacién anterior
puede ser integrada y resulta en

p = ppedi+w)n (3.14)

donde pp es una constante.

3.3.2. La entropia a partir de la primera ley de 1a termodinami-
ca
Supongamos ahora que ¢l modelo tipo IX de Bianchi satisface la primera
ley de la termodinamica, 7'"dS = dFE + pdV, donde T es la temperatura
del universo y S la entropia contenida en el volumen V. Para un elemento
de volumen comovil de volumen coordenado unitario y volumen fisico v,
obtencmos a partir de la primera ley de la termodinamica que

T
donde s es la densidad de entropia por volumen comovil. Una forma razon-
able de definir el volumen fisico es como v = ajazaz = e~ 39, expresién que
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coincide con el volumen f{isico del universo de FRW dada la forma espccial
de tratar la anisotropia en el modelo tipo IX de Bianchi. Esta suposicién se
sustenta también en el hecho de que €l volumen total del universo resulta
ser V = [/=hd3z = }e3? [senz, d’z, donde h es el determinante de la
parte espacial del elemento de linea (3.5).

Por lo tanto podemos escribir V = xv = xe— 3%, donde k es una constante
que resulta de la integral anterior. A partir de Eq.(3.15) y de la conservacién
de energia-momento (3.13) se sigue que la densidad de entropia permanece
invariante (3 = 0) a lo largo de la evolucién i.e., la expansién es adiabdtica.
Maids ain, la primera ley de la termodindmica puede ser integrada para s y
resulta en[58]

—30

T

donde sp es una constante aditiva.
Siguiendo la perspectiva de Verlinde[56] representamos la energia total
= pV como la suma de una energia extensiva Eg(S,V) y una energia

sub-extensiva Feo(S,V)

(P +p) + s0 , (3.16)

s =

E=Eg+3Fc, (3.17)

donde E¢c es la energia de Casimir que se define como la violacién de la
identidad de Euler:

Fec =3(F +pV ~TS) . (3.18)
Ante una transformacién de escala § —+ AS y V — AV las componentes
de la energia se comportan como EFg(AS,AV) = AEg(S,V) y Ec(AS,AV) =

A3 Eo(S, V).
Introduciendo la expresién para la entropia (3.16) en Eq.(3.18) obten-

emos

—_ So
Ec = 33_80(p+p)V , (3.19)
o
Ec = —3x-2220_ (] 4 w)e®? | (3.20)
8 — sgo

para un universo satisfaciendo una ecuacién barotrépica de estado. Por lo
tanto, el comportamiento de la energia de Casimir a lo largo de la evolucién
en el tiempo estd dada por Ec ~ €39, Por otro lado vemos que a partir
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de (3.14) la cnergia total del sistema cstd dada por E = kpoe®? y conse-
cuentemente la energia total se comporta de manera similar, Ep ~ 3,
La entropia total S del universo debe de estar relacionada con la energia
- de tal manera que la condicién de adiabaticidad que derivamos anterior-
mente, se mantenga. Por lo tanto, si asociamos la entropia Sg y Sc a la
encrgia extensiva y de Casimir respectivamente, dado el comportamiento
de la energia que hemos establecido, concluimos que inicamente las expre-
siones Sg ~ Epe=3“? y S- ~ Ece 3% satisfacen esta condicién. Mds aun,
considerando ¢l comportamiento de las energias ante una transformacién de
escala, podemos derivar su dependencia en términos de la entropia. Estas
expresiones se pueden escribir de manera conveniente como

o X 3w oldw =£ 3w o1/34-w
FPg = y P S , Ec 2:€ S R (3.21)

donde a y 8 son constantes arbitrarias (En TCC se tiene que vaf = 3 como
consecuencia de la correspondencia AdS/CFT). Asi vemos que la entropia
total se relaciona con la energia como[61]

—a
s= [_2‘/:;'_?3—3‘"“\/23515'0] A (3.22)

Esta expresién para S representa la generalizacién al caso anisotrépico
del modelo Bianchi IX, de la férmula original de Cardy-Verlinde, y se reduce
a ésta sélo en el caso de un universo dominado por radiacién, en concordancia
con los resultados en [56].

La ecuacion (3.22) define la entropia total de un universo descrito por
un modelo tipo IX de Bianchi. Esta recuerda a la entropia de un universo
FRW. Cabria preguntar de que forma estdn presentes en esta expresién, los
factores de escala que dependen del tiempo, pero de hecho no lo estan. La
razén es que en el andlisis basado en la primera ley de la termodinidmica, la
forma explicita del volumen total V y del volumen fisico v son cruciales y,
como hemos visto, estos no dependen explicitamente de las funciones X y
Y que son las que determinan las tres distintas tasas de expansién.

Hay que notar que para un valor fijo de F y w positiva, la entropia (3.22)
tiene un valor madximo, asi que la cota dada por

2T —3we2 2_-0?5
s < [Zgee| ™ (329
se respeta. Esta se vuelve la cota dc Bekenstein, S < Sp con S = L Ee™ ¢
para un universo dominado por radiacién con w = 1/3 y factor de normal-
izacién aB = 3.
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Parcceria por lo tanto apropiada la introduccién de

(3.24)

2w bz
Suit = [_S_E.e—aun] ,
como la entropia de Bekenstein que acota a la entropia total del modelo cos-
molégico de Bianchi tipo IX. El super indice “pltrepresenta que esta expre-
sién para la entropia se obtuvo usando la primera ley de la termodinamica,
y sera til al compararla con distintas expresiones que se derivarin en la
siguiente seccién. Si insertamos en la ecuacién (3.24) la expresién para la
energia total, encontramos que Sf,“ permanece constante durante la evolu-
cién cosmolégica. Por lo tanto la entropia de Bekenstein representa una cota
constante para la entropia del sistema.

3.3.3. La entropia a partir de TCC

La validez universal de la férmula de Cardy para la entropia

[+ c
Sc =2n[% (Lo - ﬂ) , (3.25)

para TCC ha sido propuesta en [56] usando una definicién de la carga cen-
tral c en términos de la energia-de Casimir. Intencionalmente hemos usado
aqui la notacién S¢ para la entropia de Cardy con el fin de distinguirla de
la entropia S derivada en la seccién anterior por medio de la primera ley de
la termodindmica. Supongamos ahora que esta férmula para la entropfa es
valida para el modelo tipo IX de Bianchi. Entonces, independientemente de
la ecuacién de estado que gobierne la evolucién de modelo cosmolégico, se
puede ver fiacilmente que la constriccién Hamiltoniana (3.10) coincide con
la ecuacién (3.25) si el valor prépio Lg del operador de Virasoro y la carga
central ¢ se eligen como

=1lp _a -3V 2
Lo—aEm, c—"Gal‘/1+e /3, (3.26)

Mais aiin, la entropia de Cardy estd relacionada con los pardmetros de
Hubble como

1

S¢c = —=— H\H3 + HH3 V . .27

c 2‘/§G\/H1H2+ 1H3 + Hz2H3 (3.27)

Nétese que los valores explicitos dados en las Eqs.(3.26)-(3.27) pueden
ser formalmente obtenidos aplicando la transformacién
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H — %\/Hlﬂg FHiHz + HzHs, a— ’T-TTE . (3.28)
sobre el parametro de Hubble H y el factor de escala a del espacio-tiempo
isotrépico de FRW. Escrita en esta forma, esta transformacién pareceria
indicar la presencia de una direccién preferencial determinada por la homo-
gencidad en a;. Sin embargo, cxpresiones similares pueden ser escritas para
as y a3 (con los cambios correspondientes en la definicién de €¢?) asi que
cualquiera de las direcciones podria haber sido elegida. La direccién especifi-
ca elegida para hacer la transformacién (3.28) es solo cuestién de convencion.

También debe de ser mencionado que una vez que se ha supuesto que
la férmula de Cardy (3.25) es vilida para el modelo tipo IX de Bianchi, y
hemos exigido que ésta represente la ecuacién de campo (3.10), entonces la
identificacién de Lg y ¢ dada en (3.26) es itinica (modulo la convencién ya
mencionada).

De forma similar, la constriccién Hamiltoniana (3.10) puede ser reescrita
como la férmula de Verlinde

S?, — 2SSy + S%” =0, (3.29)

donde la entropfa de Bekenstein, Sz, Hubble, Sy, y Bekenstein-Hawking,
SpH, estin dadas por

2 Fa
3 AT (3.30)

—_— 1 v 2 B
SeH = 2Ga—,/l +e2/3 , (3.31)

1

Sp =

1
= ————/H H: H\H. H. . .
Su 2\/§G\/ 1H2 +~ HiH3 + H2H3 V (3.32)

Entonces, por analogia con otros trabajos (véase [61] para una lista
de referencias) en los cuales la relacién entre la férmula de Cardy y las
ecuaciones de campo han sido investigadas, proponemos a las expresiones
(3.30)-(3.32) como las definiciones de las entropias para el modelo tipo IX de
Bianchi. En le limite isotr6pico (€2 = 0) recuperamos las correspondientes
entropias para el modelo FRW.

La ecuacién (3.29) tiene la misma forma Pitagérica que la encontrada
para el modelo FRW [56]. Esto nos permite representar la evolucién dindmi-
ca de las entropias como un circulo de radio Sg que, en contraste con el
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caso de FRW, no ¢s constante, sino quc cambia con el tiempo. Como con-
secuencia, la evolucién dindmica de las entropfas definidas en (3.30)-(3.32),
que cstd gobernada por las ecuaciones de campo (3.12), ya no queda de-
terminada por las demads entropias, sino que depende de las caracteristicas
especificas del fluido. Por ejemplo, de las ccuaciones (3.30) y (3.31), usando
las ecuaciones de campo (3.12) en la forma (3.13) se puede mostrar que

d .
2 (SBSsr) = 3(w — 1)QSBSpn - (3.33)
Y por otro lado, de (3.29) obtenemos
. S, . .
Sy = ;::’ [3(w — 1)2Sp — Sas) - (3.34)

Estas dos tGltimas ecuaciones determinan el comportamiento dindmico de
las entropias que dependera del valor especifico de w. El caso w = 1 puede
ser facilmente resuelto, pero no es particular interés para este trabajo.

Para obtener algo de intuicién respecto a la estructura de estas entropias,
se puede calcular la contrubucién para el caso especial en que se tienen sélo
dos diferentes componentes de la métrica que dependan del tiempo.

Esto se puede hacer considerando X infinitesimal (X << 1) y ¥ = 0.
Entonces tenemos

53 = Sh (1 + gxz) , (3.35)
. 5

B = S (1-2X7) (3.36)
) X2

S = Sy (1 - —2,,2) s (3.37)

donde los super indices a ¢ ¢ denotan las cantidades “anisotrépicas” e “isotrépi-
cas” respectivamente.

Lo primero que se puede notar es que, debido a las anisotropias, la en-
tropia de Bekenstein dada en la ecuacién (3.30) no permanece constante a
lo largo de la evolucién temporal [cf. también en (3.35)].

Esto difiere del resultado obtenido en la seccién pasada para la entropia
de Bekenstein S’b“ que era una constante que sélo dependfa de el tipo de
fluido (i.e., depende de w). Sin embargo, ambas entropias (3.24) y (3.30) se
reducen en el caso limite X =0, ¥ =0, w = 1/3 a la entropia de Bekenstein
para un universo de FRW dominado por radiacién. P
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72 . /CAPITULO 3. EL PRINCIPIO HOLOGRAFICO

En términos de la gxytfopia,‘dq Hubble S",_y_d'c la energia de Bekenstein-
Hawking, Epu, que se definen como

. 3 Vv .
Eppy = m;?(l +€2/3) , (3.38)

la écuabiéh'7(3.25) para el modelo tipo IX de Bianchi, puede ser identificada
con la férmula cosmolégica de Cardy

27 ay
Sy = ———xu=—\/F 2F — E, . 3.39
" 3 Vit o3 VEBu( B ) ( )

En un universo FRW dominado por radiacién, la férmula de Cardy-
Verlinde (3.22) coincide con la fé6rmula cosmolSgica de Cardy (3.39), con
FEp;r tomando el papel de la energia de Casimir Fc. Esto no es cierto en
nuestro caso gencral. Mientras la dependencia funcional en la férmula cos-
molégica de Cardy (3.39) esta dictada por la raiz cuadrada dec las cnergias,
independientemente de la ecuacién de estado, esta dependencia funcional
en la férmula de Cardy-Verlinde (3.22) es diferente para cada ecuacién de
estado y se hace una raiz cuadrada sélo para el caso w = 1/3.

Consideremos por lo tanto sélo el caso dominado por radiacién del uni-
verso Bianchi IX, para el cual 1a férmula de Cardy-Verlinde (3.22) se expresa
(tomando v/af = 3 y usando la relacién Eg = (2FE — E¢)/2)

s= %”e-“,/zc(zs “Eo), (3.40)

Y para este caso investiguemos el limite cosmolégico de la energia de
Casimir

Ec < Epu (3.41)

postulado por Verlinde [56]. De la ecuacién (3.20) vemos que Eg ~ o
mientras que la entropia de Bekenstein-Hawking se comporta de acuerdo a
Epy ~ e~ 2X—2Y (1 4 ¢2/3), segiin la ecuacién (3.38).

Por lo tanto, la cota de Verlinde a la energia (3.41) se puede satisfacer
pero aparcece una diferencia en la saturacién. Consideremos por ejemplo el
caso aproximado (Y = 0, X << 1). Usando la expresién aproximada (3.36)
obtenemos Egy, = (3/4nG)e % (1 — 8X2) = ERp,y(1 — 8X?) < Ehy. Por
otro lado, de acuerdo con la ecuacién (3.20) F2 = E}L. Dado que la cota
EL < E§y se mantienc y cs saturada para un tamaiio especifico de un
universo gue se expande, entonces la cota Eg < Eg, serai la generalizacién

al caso isot™\&Rico. R
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3.4. CONCLUSIONES DEL CAPITULO TERCERO 73

Como sea, dado E$,;; = E,;;(1 — 8X?2), la relacién anterior para el caso
anisotrépico implica que la desigualdad se saturard para un tarnafio mayor,
comparado con el caso isotrépico, el universo en expansién.

En el punto de saturaciéon Eg = Efy, sin embargo, la férmula de Cardy-
Verlinde (3.40) no coincide con la férmula cosmolégica de Cardy (3.39), dada
la presencia de varios factores de escala en la tltima formula. De hecho, para
el caso aproximado obtuvimos que Sy = S(1 + 5/2X2), y la coincidencia
falla.

3.4. Conclusiones del capitulo tercero

La importancia del principio hologrifico en el problema de la transicién
campo particula se ha expuesto en el presente capitulo, y fue la motivacién
para iniciar el estudio del ejemplo que se describe en la seccién (3.3). El
objetivo concreto de encontrar la teoria en la frontera a la que se le pudiera
aplicar el procedimiento de cuantizacién topoldgica no se alcanzé. M4s in-
vestigacién es necesaria en este sentido, quizds con otros ejemplos u otras
teorfas donde sea mas clara la aplicacién de principio hologrifico.

Sin embargo, el estudio del modelo tipo IX de Bianchi tuvo algunos
resultados interesantes por si mismos.

Nuestra intencién se centraba en entender cuales eran las teorfas entre
las que estableceriamos una equivalencia por medio del principio hologrdfico.
Nuestro primer paso en ese sentido fue definir las entropfas asociadas con
configuraciones gravitacionales dependientes del tiempo, empezamos por es-
to ya que e¢n la literatura ya habia trabajo previo sobre temas relacionados.
A lo largo de nuestro trabajo encontramos tales entropias para el modelo
tipo IX de Bianchi. Dado que este modelo se considera la generalizacién
anisotrépica del modelo de FRW cerrado, estis entropias deben de ser la
modificacién adecuada por la presencia de varias componentes de la métrica
que dependen del tiempo.

Primero supusimos que este modelo satisfacia la primera ley de la ter-
modindmica, y obtuvimos la expresién para la entropia, que generaliza la
férmula de Cardy-Verlinde a estos modelos. Es notable que esta entropia se
mantiene constante en la evolucién dada la ley de conservacién de la energia
y la misma primera ley de la termodindmica.

Después supusimos la validez universal de la férmula de Cardy para la
entropia y mostramos que coincide con la constriccién Hamiltoniana de las
cecuaciones de campo. Lo que nos permitié considerar la férmula cosmologlca

de Cardy (3.39) y definir las entropias de Bekenstein,
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74 CAPITULO 3. EL PRINCIPIO HOLOGRAFICO

y Hubble. La primera consccuencia fue que estas entropias dependen de las
diferentes componentes de la métrica.

Una generalizacion automdtica para el caso anisotrépico dominado por
radiacién de la cota de Verlinde para la cnergia, (Eg& < E%;), indica que
la saturacién ocurre para un universo mais grande que para el caso isotrépi-
co. También hemos mostrado que la fé6rmula de Cardy-Verlinde (3.40) y la
férmula cosmolégica de Cardy (3.39) no coinciden cuando la desigualdad se
satura cn (Eg& = Efy,;/).

Por otro lado, nosotros sélo hemos analizado el modelo tipo IX de Bianchi.
Parece razonable esperar que los resultados obtenidos aqui puedan ser gen-
eralizados para incluir otros modelos tipo A de Bianchi [65]. M4ds adn, los
resultados presentados en este capitulo pueden, en principio, ser general-
izados para cualquier ndimero de dimensiones con varios componentes de
la métrica que dependan del tiempo. Axin asi, las expresiones para la en-
tropia (3.22) y (3.24) se reducen a la férmula original de Cardy-Verlinde
sélo para universos dominados por radiacién. Un paso siguiente seria tratar
de extender los resultados que aqui se obtuvieron para varios componentes
gravitacionales dependientes del tiempo, a su estudio en relacién con campos
materiales mis generales [66, 61, 62, 63]. Esto permitiria el estudio de otros
sistemas fisicos interesantes, como SD-branas [67], que son el tipo de objetos
que se construyen por medio de métricas con componentes dependientes del
tiempo y que aparecen de forma natural en la teoria de cuerdas.

En un futuro tendremos que continuar con nuestra intencién de aplicar
el procedimiento de cuantizacién topoldgica entre teorias equivalentes. Sabe-
mos que una elegante propuesta se ha hecho para establecer una correspon-
dencia AdS/CFT [54] (véase también [68] para una revisién) en la cual se
empieza con una métrica de Schwarzschild AdSs y por medio de especificar
la localizacién de una brana en su forma paramétrica, se puede inducir sobre
ésta la métrica de un universo FRW dominado por radiacién. En {69] y [70]
esto se ha generalizado para incluir agujeros negros cargados asintéticamente
planos o AdS. Los modeclos con varios factores de escala han sido menos
explorados. Sin embargo, una descripcién geométrica de mundo-brana del
modelo Bianchi VI_; fue obtenida en [71] a partir de otras soluciones a las
ecuaciones de Einstein en el vacio con constante cosmolégica negativa en
cinco dimensiones. Aun asi, la bisqueda de métricas estidticas en mayores
dimensiones por medio de las que se pueda obtencr ¢l modelo IX de Bianchi
en la brana es cuestién de trabajo futuro.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Capitulo 4

Conclusiones generales

La conclusién principal de esta tesis es que si se pueden observar indicios
de comportamicento cuantico dentro del marco de teorias cldsicas. En par-
ticular, la discretizacién de algunos parametros involucrados en soluciones
cldsicas, es un paso muy importante en el problema de la transicién campo
particula, ya que en las configuraciones de campo, los parimetros que de-
berian estar asociados con las caracteristicas bdsicas de una particula, como
masa, carga, ctc., toman valores en un continuo, mientras que para el caso
de la particula, sélo adoptan valores discretos.

La forma de abordar este problema propuesta aqui, fue por medio del
andlisis topolégico y geométrico de los sistemas clasicos a ser considera-
dos. Con este objetivo, dos métodos fueron expuestos, y cada uno de ellos
aporté algiin elemento de interés para el estudio.

El andlisis de fases realizado en el primer capitulo hizo posible concluir
que aiin las configuraciones gravitacionales cldsicas pueden comportarse,
ante rotaciones, solamente como bosones o como fermiones. Con éste mismo
procedimiento, pudimos establecer la existencia genérica de condiciones de
cuantizacién para una amplia gama de métricas y configuraciones que sat-
isfacen algunos requisitos de simetria. En el contexto de la teoria de geones,
ya sean topolégicos o gravitoelectromagnéticos, este es un resultado impor-
tante, ya que estas caracteristicas son necesarias en la construccién de un
modelo adecuado de particulas elementales.

Para determinar de manera exacta este método aidn hace falta la defini-
cién de la integral de dos-formas con componentes endomdrficos, que es
un problema interesante en si mismo. Para la obtencién explicita de las
condiciones de cuantizacién, es necesaria tal definicién, pero el resultado del
comportamiento fermidnico y bosénico, es independiente de los detalles de

” TESIS CON
: FALLA DE ORIGEN




76 CAPITULO 4. CONCLUSIONES GENERALES

asta.

En este sentido, la ventaja que presenta el plantcamiento del segundo
capitulo, es que su definicién es precisa y tiene una amplia gama de apli-
cacién. Por medio de este segundo enfoque, nos hemos dado cuenta de que
la discretizacion de las configuraciones cldsicas puede ser consccuencia del
acoplamiento que tengan cstas configuraciones, con los campos de norma
asociados a diversas tcorias. Nuevamente, cn el contexto de geones, csto cs
importante, ya que cualquicra que sea la naturaleza y constitucién de los
geones que representen particulas elementales, estos interactuarin con dis-
tintos campos de norma, y en consecuencia, deben dec ser fuentes de tales
campos también. Lo que podriamos csperar a partir de esto, es que las car-
acteristicas discretas que presentan las particulas elementales, fueran cor-
rectamente reproducidas por modclos de geones al ser sujetos al andlisis del
segundo capitulo.

Complementario a los dos primeros, ¢l tercer capitulo discute el princi-
pio hologrifico con el fin de buscar comportamientos cuinticos en sistemas
cldsicos inducidos por una teoria que los represente en un espacio de config-
uraciones ¢n el que el comportamiento cudntico sea inherente. En términos
de lo que hemos desarrollado nosotros, podriamos aplicar cualquiera de los
dos métodos descritos en esta tesis, a la teoria en la frontera 8, obten-
er resultados de cuantizacién para esta tcoria, y después transferirlos a la
teoria en el volumen B por medio del principio holografico. Desde luego el
proceso también podria ir en el sentido inverso. Esto nos permite un poco
mas de libertad, ya que hay situaciones en las que no es claro que los méto-
dos que hemos descrito, impongan condiciones de cuantizacién itiles en un
sistema, asi que para estos casos, podriamos investigar si alguna teoria aso-
ciada por medio del principio hologrifico es susceptible de la aplicacién de
nuestro método. Si es asi, podemos obtener las condiciones de cuantizacién
para la configuracién ¢ asociada a nuestra configuracién original ¢, y veri-
ficar si las condiciones de cuantizacién que se inducen sobre nuestro sistema
original son mds transparentes o estin mads claramente relacionadas con las
caracteristicas discretas que éste deberia de presentar para ser un modelo
de alguna entidad fisica.

Qué tanto del comportamiento cuintico de la naturaleza se puede re-
cuperar a partir de estas consideraciones topolégicas y geomeétricas, es algo
que atin no queda claro, pero la investigaciéon en este sentido se ve motivada
por los primcros resultados obtenidos en esta tesis. Es necesario consider-
ar sistemas mas generales para aplicar el método, donde con seguridad, al
implementarlo, se verin necesidades nuevas para el andlisis, que se refle-
jardn cn resultados mds realistas, quizdas aproximindonos a una descripcién
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geométrica del comportamiento cuintico de las particulas elemcentales.

En resumen los resultados obtenidos en este trabajo son los siguientes:

1)Se introdujo un objecto tipo fase en términos de la curvatura del espa-
ciotiempo, mediante el cual demostramos que pueden existir configuraciones
gravitacionales con pardmetros que toman solamente valores discretos. Las
configuraciones gravitacionales presentan solamente dos tipos de compor-
tamiento ante rotaciones: bosdnico o fermionico. Aunque no fue posible dar
una definiciéon exacta de la integral de una dos-forma endomérfica para cal-
cular explicitamente el objeto tipo fase, se presentaron dos diferentes alter-
nativas, una dec las cuales llevé de forma inesperada a valores relacionados
con el radio cldsico de particulas clementales. Seria interesante continuar
este trabajo para ver si es posible construir de esta manera un “modelo
gravitacional del radio cldsico de las particulas clementales”. Una parte de
los resultados obtenidos en este contexto se publicaron en los siguientes
articulos:

— Bosonic and fermionic behavior in gravitational configurations (L.
Patifio and H. Quevedo), Modern Physics Letters A18 1331 (2003).

— Quantum cffects from topological conditions in solutions to Einstein
equation (L. Patino), Proceedings of the IV Workshop on Gravitation and
Mathematical Physics, Revista Mexicana de Fisica (2003), en prensa.

2) Se introdujo el método de cuantizacién topolégica de manera gen-
eral y se aplicé al caso del campo 'de un monopolo gravitomagnético en la
teoria linearizada de Einstcin, a la energia C de espaciotiempos con simetria
cilindrica y a los agujeros negros de Reissner-Nordstrém y Kerr-Newman.
En cada uno de estos casos se obtuvieron condiciones de cuantizacién que
discretizan los posibles valores de los parametros que determinan cada una
de las métricas. Los resultados de esta investigacién se encuentran en pro-
ceso de redaccién, aunque algunas ideas al respecto fucron sintetizadas en
el articulo:

— The field-to-particle transition problesn (J. Cortez, L. Patiiio and H.
Quevedo), in Proceedings of the First Mexican School on Experimental and
Theoretical Physics, Eds. A. Macias et. al., (Kluwer Publishers, 2002).

3) Se introdujo el concepto de mapeo hologrifico que permite clasificar
los ejemplos conocidos donde se ha aplicado el principio hologrdfico. Apli-
camos el principio hologrifico, expresado mediante la férmula de Cardy-
Verlinde, al caso del modelo cosmolégico Bianchi tipo IX y propusimos ex-
presiones para las entropias de Bekenstein, Bekenstein-Hawking y Hubble.
Estos resultados han sido publicados parcialmente en el articulo:

— Towards the entropy of gravity timne-dependent models via the Cardy-
Verlinde formula (0. Obregén, L. Patiiio and H. Quevedo), Physical Review
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D (2003), en prensa.

Por 1dltimo quisiera mencionar que en cada uno de los temas abordados en
este trabajo han quedado muchas preguntas sin resolver y al mismo tiempo
se han propuesto proyectos de investigacién que habran de scr desarrollados
en el futuro préximo. Nuestros resultados han aportado nuevos métodos de
andlisis del problema de la transicién campo particula.
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Apéndice A
Apéndice matematico

Recordemos que una forma diferencial con componentes endomérficos,
cs una forma diferencial

0 = w,dz®, (A.1)

donde dz* es una base del espacio de formas diferenciales, y cada una de las
componentes w,, es un endomorfismo. Un endomorfismo es un mapeo lineal
de un espacio vectorial V' en si mismo, asi que cada componente de la forma
diferencial £2 es un mapeo de este estilo. Estos mapeos se pueden represen-
tar de distintas maneras, es usual representarlos por matrices, en cuyo caso
cada componente w, serd una matriz representada por sus entradas corre-
spondientes, wg,,, con a y § tomando valores desde uno hasta la dimensién
de V, y 1 desde uno hasta la dimensién del espacio de unoformas!.

Dcbemos de mencionar que las formas diferenciales con componentes
endomodrficas se pueden escribir también como matrices cuyas entradas son
formas diferenciales. Desde luego el resultado de cualquier cdlculo es inde-
pendicnte de la manera en que se escriban estos objetos. En esta tesis nos
apegaremos al estilo que describimos primero.

Un ejemplo de forma difrencial con componentes endomérficas es el ten-
sor de Riemann RY,,, que en particular es una dos-forma. Los indices 1 y v
son externos (aquellos que denotan en cardcter de dos-forma), por otro lado
a y 3 son internos (se refieren al caracter endomérfico). En este caso el espa-
cio de formas diferenciales es el de las dos-formas, para el cual podemos usar
la base dz# Adz¥, y el espacio V sobre el que actuan los endomorfismos es el
espacio tangente a la variedad T, en cada punto p, por lo que una base para

PEn relatividad es usual que los indice corran desde cero hasta dim-1.
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80 APENDICE A. APENDICE MATEMATICO

los endomorfismos es 9, ® dz? [17]. Con csto vemos que los componentes
1%, representan la dos-forma con componentes endomérficas R dada por

R = R}, (9a @ dzP)(dz" A d*). (A.2)

Cuando el primer indice se hace covariante el caricter endomorfico se
pierde. Nuestra convencién serd que al hacer esto, el indice originalmente
contravariante se coloca a la extrema izquicrda.

' Recordemos que una tétrada es una basc semiortonormal de uno-formas
e con (a = 0,1,2,3). Cada una de éstas cuatro uno-formas se¢ escribe en
términos de las uno-formas coordenadas como e® = ejdz#, y sus compo-
nentes cumplen con la relacién de simiortonormalidad

ezg“"e’,j = 1)“”, (A.3)

introduciendo asi la métrica local 755, =diag(-1,+1+1+1).

Visto como un arreglo e, describe el tensor del cambio de la base de
vectores coordenados d,, a la basc de vectores semiortonormales e, que se
escriben en términos de la base coordenada como e, = e§dy, y sus compo-
nentes cumplen con la relacién

egguue;: = Tlab- (A.4)
De manera andloga a ef;, el arreglo €4 describe el tensor del cambio de la
base de uno-formas coordenadas dx* a la base semiortonormal e®. De (A.3)
¥y (A.4) se sigue que ejef = 5}.
Cuando hablamos de los tensores de cambio de base, nos referimos a que
un vector V se escribe en términos de las distintas bases como
V = VH9, = V%, = V%e4d,, (A.5)

es decir que las componentes estin reclacionadas por
V# = efV? oequivalentemente V® = e[ VH. (A.6)
Para las componentes de las uno-formas se cumplen las relaciones
Wy =€epwa Y Wa = efwy,. (A.7)
En esta tesis se usan indices latinos, a, b, ¢, etc. para denotar componentes

respecto a la tétrada, e indices griegos u, v, a, etc. para los componentes re-
specto a la base coordenada. Asi por ejemplo, para cl tensor de Riemann
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cserito como R los indices internos estan en términos de la tétrada mien-
tras que los externos en términos de la base coordenada de dos-formas, i.e.

R = R}, (ea ® c®)(dz# A dz). (A.8)

Después de ver esta expresién vale la pena notar que, como se pone de
manifiesto en clla, es posible utilizar bases distintas para el espacio V sobre
el que actuan los endomorfismos y el espacio de formas diferenciales, a pesar
de que V y el espacio base del dlgebra exterior sean el mismo.

Recordemos ahora que un haz fibrado estd constituido por los elementos
(&, B, F\,I1, G), donde

i. £ es el espacio total,

ii. B es el espacio base, con un proyector Il : £ — B,

iii. F es la fibra estandar y

iv. G ¢s un grupo que actua sobre la fibra.

Un punto p en el espacio total £ esta representado por el par (b, f) con
b un punto cn el espacio base y f un punto en la fibra. Si el espacio total
FE es homomérfico al espacio dado por el producto cartesiano de B y F,
B ® F, entonces se trata de un haz fibrado trivial. Menos restrictiva que
esta caracteristica es la de trivialidad local, que consiste en que el espacio
base B tenga una cobertura de conjuntos abiertos U; tales que la fraccién
de E dada por los puntos que cumplan con II(p) € U; sea homomorfica al
espacio U; ® F. Los espacios que nos interesan en ecsta tesis son triviales
localmente pero no globalmente. Para hacer las identificaciones pertinentes
entre los puntos de U; ® F y U; ® F sec definen funciones de transicién
vi—ji 2 Ui U; — G que asocian a cada punto de U; N U; un elemento del
grupo G que mapea la fibra en si misma, identificando el punto (b, f) en

U; @ F con el punto (b, vi—;(b)f).
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Apéndice B

La curvatura de la métrica
de Kerr-Newman

A continuacién listamos las componentes del tensor de Riemann distintas
de cero que se usaron en la seccién 1.5.4.
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84 APENDICE B. KERR-NEWMAN

Rty = (a(—9aSM = a1e?M — 40atc?r — BaZe'r + 2aimr + 43at M7+

28a2e M 12 — 72a%e?r

4:'12(26.4M:+ a?r(—2e? +7mr) +r(

40)sen20)/ :

»Ré),:d,' = - (flla.(a"’;+ r2)(r2 (2@2:;_3mr) + a?(—4e? + 9mr) cos? 0)Vsen2v0’)/‘

453,

Ry = aA(—5a% —4r2 + a2 cos 20) (a2 M + 4e’r — 6 M 12 + a?m cos 20) x

sen26/8%4,

n0s = (24a%(a? + 12)A cos 6(a’ M + 4e?r — 6 M2 + a2 M cos 20)sen®6) /

1624,

Ry = (a(a®(4€? — OMT) + a?(et — 5e2Mr + 3M(2M — r)r?) — 2r2(e'+
M(2M — 8r)r? + e2r(—3M + 2r)) + a?(e* + 3M(2M — 3r)r? + e*r(—5M+

4r) + a2(4e? — 9MT)) cos 26)sen?8) /251,

Raﬂd’ = (—13a%2 — a%e? + 27aS M1 + 5ale2Mr — 13ate?r24-
4a2e’r? — 6adM2r2 4 31at M3 — 12a%e2 M3 + 8a?e?r? 4 8a2M2ri—
12a2M715 + 8e27% — 16 M7 — 4a2(a?r2(7e? — 13M7r) + 3a*(c® — 2M )+

r2(et + M (2M — 7r)r2 + c2r(—3M + 47))) cos 20 + a’ (e — M 1) A cos 40) %
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REy, = —(a?(8a? + €2+ r(—2M + 37))(a® M + 4e?r — 6 M7+
a2 M Cos 20)sen26 /4AS3,

RE,

162 2 2700 M+ — 40?2 M3 — 8c2r1 + 16 M 15 + 4a?(r2(4e?—

7Mr)+ 3a2(c2 — 2MT)) cos 260 — a*(e2 — 3Mr) cos 46) /853,

Algun‘ns de estas entradas sc anulan al ser integradas sobrec € y ¢, las
distintas de cero son

& I3 RbpgdOdd = =STE St GMT),

< Rfp,d0d¢ = (an?(3a®(e? — Mr) + 4ri(e! + M(2M — 3r)r? + e*r(—3M+
27)) + a?(2e? + 2M (M — 67)r2 + e2r(—5M +- 117)) + a?r2(5et + IM(2M —
7r)r? + e2r(—13M +161)))) /4r5 (a? + r?)5/2,

ST JT RoppdBdp = (n2(4rS(e? — 2Mr) + 3a8(e? — Mr) + a(2e? + 2M (M —
67)r2 + e2r(—5M <+ 9r)) + a?r2(3et + M(6M — 17r)r2 4 €2r(—9M + 10r))))/
4r5(a? + r2)3/2,

ST ST RYppdfde = —(n?(8a%e?r? — 3aB(e? — 3M7) + 16a2r5(2e2 — 3Mr)+
32r8(e? — 2M7) + 8a'ri(e? + 2M7)))/ (1675 (a2 + 72)5/2),

Al calcular los valores propios de este arreglo obtenemos Ay = 0,\2 =

0,23 = —4 y Ay dado por
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Al sustxtuu‘ los valores de masa, carga y espin de las distintas pnrticula:.,
y usar estos valores de Az ¥ A4 en las condiciones de: cuantzuncxén (1.14) con
n = 0, se obtlenen los radios del cuadro (1.1). v
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Apéndice C

Introduccion a los modelos
sigma y mapeos armonicos

Los modelos sigma no linecales (MSNL) son un importante laboratorio
tedrico en el contexto de la teoria de campos, en particular, para aque-
llas definidas sobre espacios (semi)Riemannianos simétricos, ya que éstos
cumplen con las condiciones de integrabilidad de la teoria cldsica[72](admiten
un ntimero infinito de leyes de conservacién y son ejemplos de teorias de
campo totalmente integrables). Los MSNL estin, en muchos sentidos, es-
trechamente relacionado con teorias de Yang-Mills y tienen puntos en comin
con QCD[73](en espacio-tiempos 1+1, algunos de estos modelos tienen liber-
tad asintética[74] e instantones[75]). Las ecuaciones de Einstein para algunos
campos gravitacionales, por ejemplo, los axisimétricos estacionarios, ondas
gravitacionales de Einstein-Rosen, modelos cosmolégicos de Gowdy T3 y
8! x 82, etec., estin relacionadas con las ecuaciones de MSNL en espacio-
tiempos 1+1{76]. Los MSNL también aparecen en teoria de cuerdas y las
similitudes entre los campos gravitacionales y los campos de MSNL son su-
ficientes para hacerlos modelos de juguete interesantes para gravedad cudnti-
ca.

A grandes rasgos, un MSNL es una teoria de campos de mapeos entre
variedades que cumple con las siguientes propiedades: (a) los campos estin
sujetos a constricciones no-lineales y (b) la densidad Lagrangiana y las con-
stricciones son invariantes ante la accién de un grupo (de Lie) G de simetria
global. Mds precisamente[72, 77], las configuraciones de campo cldsicas en
esos modelos son mapeos ¢ : B —+ M, donde B es un espacio base dado y
M un espacio objetivo dado. El calificativo no-lineal se reserva para aque-
llos modeclos en los que los campos fisicos toman, para todo punto p en B,
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valores en una variedad (Ricmanniana) M que no es un espacio lincal. Esta
restriccidon es para garantizar que la encergia sea positiva en los MSNL. Dado
que cualquicr varicdad Ricmanniana se puede encajar isométricamente en
un espacio vectorial Euclideo F, la densidad Lagrangiana del modelo (es-
crita en términos de campos con valores en £2) debe de ser comnplementada
con las constricciones que indiquen que los campos con valores en E deben
de restringirse a la subvariedad dada por el encaje de M. En la mayoria de
estos modelos el grupo de simetria global G actiia de manera traunsitiva en
M, y de hecho supondremos que éste cs ¢l caso (de tal manera que M es un
espacio Riemanniano para G). Si H es ¢l grupo dec estabilidad de el punto
m € M, entonces M se puede identificar con cl espacio cociente G/H (i.e.
M =gH,g € G).

Existen métodos generales para construir Lagrangianos para estas teorias,
la idea es simplemente representar las configuraciones de campo del modelo,
no por mapecos ¢ : B — M sino por mapcos g : B — G, con ¢(x) = g(x)H.
Ahora bien, cl Lagrangiano en cualquier modelo no lincal es una funcién de
g y de 8.9, L = L(g,3,9), que cs invariante ante una transformacién de
norma

g(xz) = h(z)g(z), h(x) € H, (C.1)

asi que los campos invariantes de norma toma valores en G/H y la densidad
Lagrangiana puede ser considerada una funcién de los campos en G/H.

La construccién de L es como sigue. Tomemos G una representacion legit-
ima de (el grupo de simetria global) un grupo de Lie compacto y semisimple,
y {6(p)} una base del dlgebra de Lie g del grupo G con la propiedad sigu-
iente: Tr(b(p)b(c)) = d,0(p, 0 = 1,...,[G] := dimG). Para a < [H] := dimH,
los generadores b(ar) se eligen tales que generen ¢l dlgebra de Lie h del grupo
H, y los denotaremos por t(«). Los demads gencradores los llamamos s(i) con
[H] +1 < i < [G]. Asi que las rclaciones de conmutacion son

[t(@), t(B)] = i fapat(V),
[t(a), 3(i)] = i Faijs(i), (Cc.2)
[5(3), s(3)] = i(faist(a) + frijs(k)).

Llamemos w a la uno-forma definida en B con componentes w,(g(z)) =

g~ (x)8ug(x), sobre la cual una transformacién de norma de la forma (C.1),
actia como
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wulgh) = hwh=! + ot L (C.3)

No es dificil ver que podemos escribir w,, como la suma de dos términos,

que. de hccho son las proyecciones de w,, sobre el algebra. hysu complemento
ortogonal,’”

= A, + By, (C.4)

con A“(g) = t(a)'D:(t(a)w“(g)) y Bu(g) = s(i}Tr(s(i)w,(g)). Una transfor-
macién de norma actia sobre estas componentes de acuerdo con

Au(gh) = hA ™! + hE, k™Y, B,u(gh) = hB, k1. (C.5)

Vale la pena notar que tenemos la estructura de un haz fibrado principal
con ecspacio total E = G, espacio base B = G/H, fibra F ~ H, grupo de
estructura G = H y proycctor Il : G —» G/H,g — [g]. Por construccién
todos los campos tiene valores en G y los campos fisicos en G/H. Dada
esta estructura, la uno-forma A con componentes A, se transforma como un
potencial de norma para el grupo H, y por lo tanto actia como una conexién.
Este A, definido sobre el espacio base ya que explicitamente es A[g(z)], es
precisamente el campo de norma que utilizamos en la seccién (2.4.3). A
partir de esta conexién, podemos definir la dos-forma de curvatura F', sobre
la cual una transformacién de norma del tipo (C.1) actiia como F' = h—1Fh.
Los objetos descritos nos permiten escribir diferentes funciones que sat-
isfacen los requisitos para ser una densidad Lagrangiana de un MSNL, por

ejemplo

= V—gg"*Tx(B.B.), (C.6)
y
= V=g9"" ¢"* Tx(Fp.o. Frp), (c.7)

donde g#¥ son las componentes de la métrica sobre B tomando coordenadas
locales =¥, y g es su determinante. Hay que notar que, como se hizo en la
seccién (2.4.3), podria tomarse al espacio B como el espacio-tiempo.

Si un campo es invariante de norma, entonces se puede escribir como

& =g(3 t(a))g™’. (C.8)

Dado que cl lado derecho de (C.8) estd cen el dlgebra de Lie g, se puede

expresar como una combinacién de clementos de la ba
TESIS CON

FALLA DE ORIGEN




20 ‘APENDICE C. MODELOS SIGMA Y MAPEOS ARMONICOS

g(Z t(a))g

“Ziﬁp‘b‘(ﬁ), L e
p s ‘

donde los ¢ ‘son_campos f‘sxcos
“Dada (C 9) 'y que los gcneradores de g estan normahzados, se puede
mostrar gue se ‘eumple la relacién

D Tr(t{a)t(@) = X 2Tr(b(p)b(p))- (C.10)
o »

De la ecuacién (C.10) se sigue que los campos ¢, estin sujetos a con-
stricciones no lineales y que sélo hay [G]-1 campos fisicos independientes.
La variedad M en que los campos pueden tomar valores, esta definida por la
ecuacién (C.10), y dado el cardcter no lineal de la relacién, no es un espacio
vectorial.

Como habiamos dicho antes, un aspecto interesante de los modelos sigma
es que en algunos casos se puede hacer que las ecuaciones de Euler-Lagrange
para (C.6) o (C.7) sean equivalentes a las ecuaciones de otras teorfas, por
ejemplo a las ecuaciones de Einstein para familias de métricas con dos vec-
tores de Killing[76]. En estos caso es posible que el modelo sigma correspon-
diente tenga una relacién con la teoria que representa mads alld de una mera
equivalencia entre las ecuaciones, de hecho se ha probado que existe incluso
equivalencia a nivel de la densidad Lagrangiana[42]. Pensando en esta equiv-
alencia es que en el segundo capitulo se pensé en introducir la conexién dada
por el modelo sigma.

Esta caracteristica de equivalencia entre ecuaciones es un caso particular
de lo que se conoce como mapeos arménicos. Para definir lo que es un mapeo
armdénico supongamos que tenemos una variedad M con coordenadas x# y
elemento de linea ds? = gy, dr*dz" y otra variedad N, con coordenadas Z4 y
clemento de linea dS2 = G oApdZ4dZB. Establecemos un mapeo Z : M — N
por medio de expresar Z4(z#). Definimos la accién dada por

1= [ v=gdrzgm 2328 Gap(Z (), (C.11)

con i la dimesién de M.

Al mapeo representado por Z4(z#) se le llama arménico si las ecua-
ciones de Euler-Lagrange que resultan de anular la variacién de (C.11) son
ecuaciones de geodésicas funcionales en N, es decir si se escriben como

\/__(\/_g'“'z Yo +T3c282Cq4 = (C-12)
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donde '} son los simbolos de Christoffel asociados a la métrica Gag.
Hay que notar que csta definicién os para g,., y Gap arbitrarias.

A través de éste tipo de mapeos se pueden buscar equivalencias entre
diferentes teorias, por ejemplo, al tomar M como el espacio tiempo, la anu-
lacién de la accién de Hilber-Einstein

Ing = [ d'=(V=GR + Linar) (C.13)

define las ecuaciones de Einstein en Af

1
Ruv = =0uv = 87Ty, (C.14)

Ahora podemos preguntarnos si existe una métrica Gap en N tal que
las ecuaciones (C.12) sean equivalentes a (C.13). En gencral esta pregunta
se analiza para familias especificas de métricas en M, y los métodos de
construccién de Gap son muy diversos.

Cuando se encuentra tal Gag, se dice que las ecuaciones de Einstein se
reescriben como geodésicas funcionales en ¢l espacio IV [78].
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