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/""‘\\\MJ‘
¢Es posible estudiar las coénicas a partir de propiedades relacionadas con la geometria
euclidiana? No fue la pregunta que dio origen a este trabajo, sin embargo, es aquella que de
una u otra manera teje y entreteje las ideas que nos llevaron a plantear problemas que

dieran origen a las cénicas.

Al encontrar que ciertas construcciones realizadas con regla y compas, generaban alguna
conica, nos dimos cuenta que el uso de estos instrumentos tendrian que ser revalorados,
aunque ahora se trataba de una regla y un compas virtuales dados por el programa de
computadora Cabri Geometre, que permiten realizar trazos con una precisién que no se
logra con los instrumentos cldsicos; asimismo, esos “instrumentos™ posibilitan, segiin las
necesidades del problema, realizar la misma construccién las veces que se considere

necesario.

Si este reconocimiento fue importante para este trabajo, el hecho de demostrar mediante
argumentos de geometria euclidiana, que una cierta curva generada a partir de una
construccion llevada a cabo con “regla y compas”, era una conica, nos alentod a la busqueda
de construcciones similares. No siempre fue posible lograr este propdsito: la demostracién
de que las curvas generadas en el problema 11 del segundo capitulo, corresponden a las
cénicas, tiene su fundamento en resultados de geometria analitica. Lo hemos incluido
porque fue el primer problema que al dar movimiento a un cierto punto de la construcciéon

nos llevé a generar todas las cénicas.

El hecho de buscar que la demostracion de la “conicidad™ de una curva estuviera centrada
en resultados de geometria euclidiana nos llevé a funcionalizar algunos de los resultados de
esta geometria. Digamos que para nosotros cobraron sentido teoremas como: Las tangentes
trazadas desde un punto exterior a una circunferencia son iguales o la mediatriz de un

segmento es el conjunto de puntos que equidistan de sus extremos, etcétera.




Sl las ideas expuestas anteriormente fueron determmantes para proponernos el trabajo que
: "aqui se consigna, la 51gu1ente cuestlon ﬁxe v1tal a-nuestro interés: jcuantas veces habiamos

' utlllzado las definiciones de las conicas para resolver algiin problema relacionado con estas

. curvas?, con segurldad fueron muchas, el hecho fue que los problemas que resolvimos nos

‘Laclararon el porque la defmlclon de cémca, es una buena defimc16n' esto es, como el lugar

£ En el prlmer capltulo h cemo un. breve recorrido por los comandos béasicos del programa

‘Cabrl Geometre, que perrmta aglhzar la lectura de los dos capitulos siguientes.

En el segundo capltulo' el ﬁmdamental para nuestro trabajo, exponemos once problemas

que generan las comcas Son dos tipos de problemas que abordamos: problemas en los que
la construccién esta su1eta a ciertas condiciones y, problemas en que la construccién esta

dada. Si bien el ult1mo" apitulo contiene una serie de problemas para que un futuro lector

los resuelva, hemos con51derado pertmente incorporar en este capitulo algunos de estos

problemas, que se der an de los once que aqui se discuten.

j Como seﬁalamos en el'parrafo anterlor el altimo capitulo esta constituido por problemas
no los hemos resuelto o que hemos resuelto pero

‘consideramos seran de interés para un lector de este trabajo.




Declavracionw de principios

Ey importante lo idea; pero ey masy
importante lo- que se puede hacer conw
lov idea




encia que se desea trazar puede tener cualquier inclinacién
mento ‘AB). De esta manera, tracé varias rectas y en cada una
unferencia de mayor o menor didmetro que la primera, que

del pfoblema.

| resuitado era vilido aun cuando la recta / fuera paralela a
, el radlo de la circunferencia es infinito. En la figura que
cunfercncm de radio infinito estd representada por la linea

cjué pds"a_ff)_oyxj los :puntos ‘A BV.WE‘l,punto C es un punto a partir dcl cual se trazan las
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distintas rectas en las que tienen su centro las circunferencias que satisfacen las condiciones

del problema.

\
\
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El problema fue resuelto utilizando el programa de manera estitica, es decir, como si
tuviese una regla, un compds y una hoja en blanco en la cual realizar los trazos; aunque sin

la precision que ofrece el programa.

<4 Problema 2. Dadas dos rectas | y m paralelas y un punto A entre ellas, construir una

circunferencia tangente a las dos rectas que pase por el punto A.

La construccioén que plantea el problema me llevé a utilizar el movimiento. A continuacién

expongo como utilicé esta posibilidad que ofrece el programa.

En primer lugar, el centro de la circunferencia a trazar tiene que estar en una paralela que
equidiste de las rectas / y m. Con esta idea, elegi un punto Q en / y tracé en ese punto una
perpendicular a /. Llamaré Q' el punto en que la perpendicular intersecta a la recta m. La

paralela (77) que equidista de / y m es la mediatriz de QQ'.

TESES CON
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En segundo lugar, el radio de la circunferencia buscada debe ser igual a la mitad del
segmento QQ'. Asf, con ese radio y centro O (punto medio de QQ'), tracé una

circunferencia, como se observa en la siguiente figura.

Como el punto Q se puede desplazar

Q' m sobre la recta /, al mover este punto, la

\ . A circunferencia de centro O mantiene la
0 n -

condicion de ser tangente (por
\ / i construccién) a las rectas [ y m. De

Q modo que al desplazar Q, en algiin

punto O" de la recta », la circunferencia con ese centro tocara al punto A. En la figura que
se muestra a continuacién, se activé el comando “traza™ para la circunferencia de manera
que al desplazar el punto Q, la circunferencia va dejando su huella, es decir, un conjunto de

circunferencias tangentes a / y m.

A Cabi-géomelie Il - [Tigina NPT

€} Archivo Eicidn Dpciones  Yantans  Asuda x|

M J-e] laded 2= T

G NNNY .
AN WA ._,

o -

{Puntero

Nal

Como se dijo antes, alguna de esas circunferencias pasara por el punto A. Al realizar el
desplazamiento hasta que a “o0jo” la circunferencia quede sobre A, parece que se obtiene la

solucién del problema, sin embargo, al activar el comando “pertenece”, esto es, se pregunta
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S jestuwera sobre la circunferencia, la

o ‘ distancia OA debe ser la misma que

si el punto A”csrtvé. s()btc la circunferencia, el programa indica que no, como se muestra en

" “seguida.” "
Este punto ng esta sobre el objeto

Sin cmbargd' sta sxtuac1on me

'perrmtxo’,trazar'la cucunferenma que /.5

\.ﬁ
St ?se plde De acuerdo a la figura, si A \ / ;
Q

N

. ‘la distancia OQ. En consecuencia para resolver el problema, tracé mediante el comando
“compds” una circunferencia de centro A y radio OQ. El punto O", en que dicha
circunferencia corta a la recta », (en realidad la corta en dos puntos) es el centro de la
circunferencia solucién del problema. En la figura que se muestra abajo aparece s6lo una

de las circunferencias que son tangentes a / y m que pasa por el punto A.

Como he mostrado, la

posibilidad de mover el

Q' LT T, m
/ \ 7 A punto Q sobre la recta /
1
O / t \ J n fue la clave para que me
[ ]
\ / Q' y,/ ; percatase de como

Q construir la circunferencia

que el problema plantea.

& Problema 3. Dada una recta | y un punto F fuera de la recta, construir una

circunferencia tangente a la recta que pase por el punto F.

Para realizar la construccion, de manera
analoga al problema 2, construi una
P .F circunferencia que fuera tangente a la
recta en un punto Q, como la que se

/ muestra en la figura.

TESIS CON !
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A continuacién desplacé el
punto Q hasta que a “0jo™ la
circunferencia tocara el punto
F. En la figura siguiente se
observa la circunferencia de
centro P en una posicién tal

que parece satisfacer las

condiciones del problema.

La observacién de esta figura me llevé a la construccién: dado que Q y F deben estar sobre
la circunferencia, entonces P debe equidistar de ambos puntos. Es decir, P debe ser la
interseccién de la mediatriz de QF y la perpendicular a / levantada en Q. Asi, el problema
se resuelve al trazar la mediatriz del segmento QF. El punto P, interseccién de la mediatriz
y la perpendicular a / levantada en Q, es el centro de la circunferencia tangente a / que pasa

por el punto F, su radio es PQ = PF.

Una vez que encontré la
solucién al problema, me di
cuenta que habia mas de una
solucién: Para cada punto Q
de la recta / se puede realizar
la  comstruccion  indicada
anteriormente. En la siguiente

figura se muestran algunas de

estas circunferencias.

TESIS CON
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Cuando observé la disposicién de

los centros de las circunferencias
me parecié que estaban sobre una
parabola. Al activar el comando
“traza” para el punto P y mover
Q sobre la recta I, observé la

huella que describe lo que parece

ser el de una pardbola, como se

bl
Puntery

I, observa en la figura.

Al activar el comando “lugar geométrico” para el punto P, la parabola apareci6 en la
pantalla. Como se muestra a continuacion.

La figura evidencia que el foco
de la pardbolaes el punto F y la
recta / su directriz. Para
verificar empiricamente que la
apreciacion era correcta, utilicé

el comando “distancia

longitud” que permite medir
entre otros objetos
geomeétricos, un segmento o la
distancia entre dos puntos. En

la figura siguiente se observa

que la medida de las distancias

de los centros de las

circunferencias a la recta / y al

punto F es igual para cada par

de medidas.




Naturalmente 10 anterior [H . . 1)

:

ol |

no es una demostracion,
pero es una buena razén
para suponer que la curva
es una pardbola. El
programa  proporciona Eate pardbels
otras evidencias: al trazar

la curva mediante el

comando  “cénica” 'y

sefialarla con el puntero,

el programa escribe el Prtmo 7T

nombre de la conica de que se trata. Ver la figura de arriba.

Por otra parte, al activar el comando “ecuacién y coordenadas™ el programa proporciona la
ecuacién de la curva. La ecuacion depende del sistema cartesiano definido por el programa.
Este sistema puede ser modificado y en consecuencia la ecuacién. En la siguiente figura el

origen del sistema cartesiano se llevé de manera que coincida con el vértice de la pardbola.

m ¥

331 -0y +0,13=0

Q N
Pero las evidencias del programa no constituyen una prueba, ésta se construye con
argumentos l6gicos, Una de las primeras ideas que tuve para la demostracion fue utilizar un

sistema cartesiano y obtener la ecuacion, tal y como se mostraba en la pantalla. Abandoné

esta idea cuando me di cuenta que la prueba era directa: s6lo se requiere aplicar la




definicién de pardbola y utilizar resultados de geometria euclidiana, como se muestra a

continuacion:

Por construccién, PQ = PF (P esta en la mediatriz de QF) y dado que PQ es perpendicular a
{ en el punto Q, se satisface la definicion de una parabola de foco el punto F y directriz la
recta /. Este resultado muestra que el lugar geométrico de P, centro de la circunferencia que

es tangente a la recta / que pasa por el punto F, es una pardbola cuando Q varia en la recta /.

La sencillez de esta demostracién y el procedimiento que me llevé a encontrarla, me
motivé a buscar otros problemas que llevaran a determinar alguna cénica como lugar
geométrico de algiin punto, cuya demostracion fuera de la misma naturaleza que la anterior.
En principio no tenia idea de cudles podrian ser. Me propuse regresar con otra Optica a los
problemas que habia resuelto.

La situaciéon anterior me planteé el problema de dar movimiento a las construcciones. Asi
en el problema: Trazar una circunferencia que pase por dos puntos fijos A y B tal que su
centro pertenezca a una recta l. Al observar la configuracién de las circunferencias que ta 'y
que satisfacen las condiciones del problema, noté que los puntos extremos de los didmetros
perpendiculares a la mediatriz de AB de las circunferencias que pasan por los puntos A y B,

se iban alejando simétricamente respecto a la mediatriz del segmento AB.

’
/
74 .7 . Al trazar los didmetros y marcar sus
14

puntos extremos, no tuve duda de

que los puntos debian estar sobre

una hipérbola. Es importante sefialar

que mi observacion fue producto de

una mera intuicion, en el caso de

este problema resulté cierta; no

. siempre fue asi. Quizds sea

[}
1
: \,
¢

. lamentable no dejar en este trabajo

las mas de mis equivocaciones. En la figura anterior se puede observar mi apreciacion.
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Al “tomar” con el ratén una de las rectas en las cuales estd uno de los centros de las
circunferencias que pasan por los puntos dados y, al activar el comando “traza “ para los
puntos que son extremos del didametro de la circunferencia y mover la recta, la huella de

esos puntos parecen corresponderse a la de una hipérbola, como se muestra a continuacién

g rchvu_ Edoitn Ouciores Yertaw  Avde E1]
BT ST Tl 21 ——
Sin embargo, no me era posible |Ht-.. . [ YT

utilizar el comando “lugar

eométrico”. Este comando
g

requiere de dos puntos: el que se

mueve con la construccion y

describe la curva y el que hace que

la construccion se mueva.

La solucién la encontré construyendo una circunferencia auxiliar de centro C y radio
arbitrario, de manera que la recta / esté definida a partir del punto C y de un punto Q que se
tome sobre la circunferencia de centro C. Al hacer que Q recorra la circunferencia en la

cual fue definida, la recta asi trazada gira alrededor del punto C.

0% Calni yéombtin | {C AT atatliugu pact (3 pragen s 11 1]
{f) dectwo Edoxin  Cpoones  Yerdee  Ande

S — —_— s
DR ‘lﬂ] Una vez trazada la

circunferencia que satisface las
condiciones del problema, al
mover Q, se van generando
, todas las circunferencias que

pasan por los puntos A y B tal

que cada una tiene su centro una

f&,‘{b recta, como se muestra en la
"v%é‘"' \':'"l-. T .
R it ; . figura.
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En ¢sta Situacién, me fue posible utilizar el comando “lugar geométrico” que permite que el
'prdgrama'm'uestre la curva que describen los puntos P y P’(extremos del didmetro de una
de las circunferencias que pasa por los puntos A y B) cuando Q recorre la circunferencia de

centro C, como se muestra en la siguiente figura.

Como en el caso del problema que dio lugar a la parabola, utilicé los comandos “cénica” y
“ecuaciéon y coordenadas™, en cada caso, el programa indicaba que se trataba de una
hipérbola, ademas equilatera (el programa asi lo seiiala), pero ;ddnde se hallan los focos?
No hubo otra que ir a los libros y leer o preguntar a otros. Un hecho sali6 a la luz: si se

conocen los vértices A y B de una hipérbola equilatera, al trazar:

@ La circunferencia de centro M y radio MA, donde M es punto medio del segmento
AB.,

® Una paralela (1) a la mediatriz de AB, levantada en uno de los vértices de la
hipérbala, por ejemplo el vértice A.

@ La perpendicular (m) a la recta | trazada en uno de los puntos (R) en que la
circunferencia de centro M y radio MA corta a la mediatriz de AB y

Q@ La circunferencia de centro M y radio MS, donde S es punto de interseccion de las

rectas | y m respectivamente.

TESIS CON
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Se localizan los focos (F y \

F") de la hipérbola. Estos

puntos corresponden a la.

interseccion de la

circunferencia de centro M

y radio MS, con la recta

AB, como se muestra en la

figura:

La construcciéon anterior me permitié utilizar el comando “distancia y longitud” para
verificar empiricamente que la diferencia de las distancias a los focos a por ejemplo, el
punto P es constante. En efecto, al mover el punto Q en la circunferencia de centro C, la

diferencia de las distancias es la misma para cualquier posicion de Q en la circunferencia.

En la figura que se muestra a continuacién, se trazaron varios segmentos que unen a los
focos de la hipérbola con distintos puntos de la misma. Se puede ver que para cada par de

medidas la diferencia es la misma, en este caso, igual a 2.59.

Resultado: 2,59 cm




; Las evidencias eran contundentes, pero habia que establecer la demostracién. Pasé buen
tiempo antes de que diera con la prueba. Esta se derivé de un resultado de geometria
euclidiana: Si de un punto exterior a una circunferencia se trazan a ella una secante y una
tangente, la tangente es media proporcional entre la secante y su parte externa. En la
siguiente figura la recta PR es tangente en P a la circunferencia y la recta AB es secante a la

circunferencia de centro O

o - ~. S La siguiente observacion

RN y - me permitié escribir la

N - v demostracion: al desplazar
P ~
0 T~e . .
ANN sl e , Q sobre la circunferencia de
A \ N centro C, la secante AB se
. <

mantiene fija y las
distancias PR, RA y RB

varian. Entonces, al

i establecer un sistemna
cartesiano, tal que el eje Y coincida con la mediatriz de AB y el eje X con la recta AB, la
~ relacién que se deriva del resultado enunciado anteriormente, se puede escribir en términos

d‘e>x yy ‘Al hacer que:

PR =ypy; MR =—x y AB = 2a obtenemos: MA=a=MB; RA=(—x-a)y
RB = (a ~ x) y dado que PR/RA = RB/PR entonces: PR* = (RA) (RB) = (—x — a) (a — x) que

representa la ecuacién de una hipérbola equilatera.

Si bien tuve necesidad de utilizar un sistema cartesiano, la demostraciéon tiene su
fundamento en un resultado de geometria euclidiana, que de alguna manera correspondia al

tipo de demostracion que habia encontrado para el caso de la parabola.

Otra idea que utilicé para encontrar problemas que dieran lugar a conicas, fue resolver un
mismo problema utilizando distintos procedimientos. En el segundo capitulo de este

trabajo, se discute ampliamente un problema que resolvi de varias maneras tal que una de

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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las construcciones da lugar a varias parabolas. Para ilustrar, mostraré como al resolver

mediante otro procedimiento el problema:

< Dadas dos rectas paralelas y un punto A entre las dos reclas, construir una

circunferencia tangente a las dos rectas y que pase por el punio A, se generé una

pardbola.

Al observar la construccion
auxiliar que me habia servido para
resolver el problema,

Me percaté que si trazaba una
circunferencia que tuviera su
centro P en la recta QQ
(perpendicular en Q a la recta /),

como la que se muestra.

Al desplazar el punto Q sobr}
la recta /; en cierto momento
la circunferencia de centro P
toca el punto A, como se

muestra a continuacion.

_/

La configuracion anterior me recordé el problema: Dada una recta l y un punto A fuera de

la recta, construir una circunferencia tangente a la recta pase por el punto A, en que el

lugar geométrico del punto P, centro de la circunferencia que es solucién del problema

describe una parabola.

Asi, en el caso del problema que me ocupa, al trazar la pardbola, ésta intersecta a la recta n

en dos puntos O' y O" y, dado que cada punto de la parabola equidista de la recta / y del
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punto A, entonces, por ejemplo, la circunferencia de centro O'y radio O'A es solucién del

problema, como se muestra en la siguiente figura,

m

~
-~

/’
-

A\

!

Q

\

La solucién anterior no es posible llevarla a cabo utilizando regla y compas, la construccién

puede realizarse, como he mostrado, mediante un Programa como Cabri.

Para finalizar esta Declaracion de principios, quiero sefialar una idea que me ayudé a

descubrir si en una construccion algin punto de ella generaba una cénica. El secreto:

activar para un punto de la construccion el comando “lugar geométrico” y ver si aparece

alguna coénica. La idea parece muy simple, sin embargo, hay que decir que cada vez la

intuicion para visualizar si un punto dado generaba una cénica es asunto que poco o poco

fui desarrollando. Un ejemplo:

En la construccion del problema:

4 Trazar una circunferencia que
pase por dos puntos fijos Ay B
Y que lenga su cenlro en una

recta l.

~—
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al trazar la blsectnz del éngulo POS ésta corta a la circunferencia de centro O en los
puntos R yR' ‘Al activar el comando “lugar geométrico™ para esos puntos, se observa que
 los puntos de referencia describen una hipérbola, como se muestra en la figura de la pagina

anterior

El problema ahora es demostrar que la curva que se observa es efectivamente una

hipérbola, y lo proponemos al lector.

Finalmente, cabe dec1r que las construcciones y demostraciones de la “conicidad” de las
curvas que se con51deran en esta tesis, tienen tras de si un traba_]o similar al que en estas

lineas he mtentado descrlbn'
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Capitulo-I

Los comandos de C

Euclides estnba evv reposo; hoy
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En este breve capitulo mostraremos algunas propiedades del programa Cabri que nos
permitieron generar las cénicas; no seremos exhaustivos, ya que no se trata de presentar un
manual para utilizarlo. La cuestion es dejar en claro aquellos comandos que permitan hacer

una lectura agil a los dos capitulos siguientes, que por otro lado, son la parte sustantiva de

este trabajo.

4% Cabirgsomatre AL LFwuis N1 R - [T
(3 Archivo Edicién (pciones  Ventana  Apyda _do] x|
NP REEERE ]

2l

Punto
Punto sabre objeto
Puntofs) de Intersccclbn

Comandos: “punto™ y

"punto sobre objeto"

)

4 ) .

[Punto 05 B D i 5

El primer comando permite marcar puntos en cualquier parte de la pantalla. Mediante los
dos comandos podemos marcar puntos sobre algiin objeto geométrico: rectas, segmentos,

poligonos, etc.

o 11 1 ppers W)

[13Y oty Dpcirws _ Yertane  Apude
[ I=ie] alAxd =] wiia]

=]
En este caso, en la pantalla
aparece una pregunta acerca
del lugar en el cual deseamos
marcar ¢l punto, por ejemplo, -
. . Em eats cicuniereacie
En esta circunferencia, como
se muestra en Ia figura.
& . S— -
Mhtaicie| | 5120 3 [f gownir - |[ERC 2 B)soeer -] MG RE EEin
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El segundo comando es particularmente itil cuando en algin proceso de construccion en la
pantalla tenemos varios objetos geométricos y, queremos marcar un punto en alguno de

ellos.

El hecho de que algin punto se haya definido en un objeto geométrico mediante alguno de
los dos comandos, permite que el punto se pueda desplazar sobre ese objeto, este hecho nos

permitira dar movimiento a las construcciones, como lo mostraremos mas adelante.

Comando “Punto(s) de interseccion”. Resulta conveniente utilizarlo si queremos marcar un
punto en el que se cortan dos figuras geométricas que se encuentran entre otras y no es facil
indicar con el puntero el lugar de la interseccién. Por otra parte, si utilizamos este comando,
automiticamente se marcan todos los puntos en los cuales se intersectan dos objetos
geométricos Los puntos R y R’, interseccion de las dos circunferencias que muestra la

figura de arriba fueron marcados con este comando.

4% Lot gouemdtia IF +{iigua NY3}

(k3 Archivo_Edatn Dpcionet Yertane Md-

RS TR w,u
Y [ S S R

Recta =]
Segmento
Semimecta
Vector
Trikngulo
Pofigono
Poligono regular

Del siguiente \

conjunto s6lo nos

referiremos a los

: —_— comandos: "recta”,
—————————— =
A " "
segmento”,
0 ¢ “tridngulo" y
'poligono”. /
<1 [} rf:j

Comando "recta". Permite trazar lineas rectas a partir de dos procedimientos que

llarmaremos: Recta punto direcciéon y Recta punto punto.

Recta punto direccién: Se requiere de un punto (no es necesario haberlo marcado antes) y
una direcciéon. Para trazar la recta, activamos el comando “recta” y en cualquier lugar de la
pantalla o sobre algiin objeto geométrico marcamos un punto, de esta manera aparecera en

la pantalla un punto y una parte de una linea, requerimos ahora definir una direccion, ésta
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. “sea: reconocid

se. elxge mov1endo 'el ratén, ~Enr la figura de arriba, la recta / fue trazada a partir del punto A

Y ehglendo como hemos

dlcado, una cierta direccién.

‘Una recta com 3y fésié comando, es tal que si movemos el punto A, la

recta se desplaza en para é;la diréccién establecida inicialmente. Si deseamos

- modificar la direccién de’ la recta, _ :“tomarla (para ello es necesario desactivar el

comando que estemos utlhzando) y.con el raton desplazarla a una nueva direccion.

Recta punto-punto. Para trazar la recta mediante este procedimiento necesitamos dos
puntos. De manera analoga que en el caso anterior, también podemos desplazar la recta de
manera que se mantiene la direccion de la recta original. Para modificar la direccién de la

recta es necesario mover alguno de los dos puntos, al hacerlo la recta gira en torno al otro

punto.

Es importante sefialar que en un programa como Cabri, la recta se puede considerar como

-una circunferencia de radio infinito.

Comahdo segmenlo 'Un segmento puede trazarse en cualquier parte de la pantalla; sobre

una recta sobre otro:s

‘ento o sobre el lado de algtn poligono. Se necesitan dos puntos,

y de trazar el segmento.

; Comandos ‘tridngu igono". En este programa, si por ejemplo se trazan tres rectas

;{que se mtersecten‘dos a’dos, los puntos de interseccion definen un tridngulo, sin embargo,

- "_"el prog_rama se “t_riéngulo como un objeto geométrico. Para que este objeto
e _requiere trazar el tridngulo mediante cualquiera de los
7 “poligono”, en cualquier caso para trazar el poligono hay que

. actlvar el comando Y. senalar cada uno de los vértices del poligono, en el caso del comando

: pohgono s se reqmere marcar dos veces el primer punto.
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DREEEEFEREEE

Chomirrencla
Arco

Chnlca

Del siguiente grupo de
comandos sélo nos
referiremos a dos de ellos:
“Circunferencia” y

“Conica™

Comando "Circunferencia". Como sabemos, para trazar una circunferencia necesitamos de
un punto y un radio, sin embargo, si trazamos una mediante este comando, no requerimos
previamente establecer el punto y el radio. Al activar el comando, elegimos en la pantalla o
en algin objeto geométrico, el punto que serd el centro y, con el ratén al desplazarlo,

establecemos el radio.

Una circunferencia asi trazada, si desplazamos su centro, la circunferencia se desplaza de
manera que su radio es constante. El radio de una circunferencia construida mediante este
procedimiento, podemos modificarlo si “tomamos™ con el ratén la circunferencia y la

desplazamos hasta la distancia que convenga a nuestro interés, en este caso el centro de la

circunferencia permanece fijo.

Comando "cénica". Permite trazar hipérbolas, elipses, circunferencias y parabolas. Al
activar el comando, el trazo se realiza al marcar uno a uno los cinco puntos que definen a
una coénica. En este trabajo, una vez que hemos construido una cierta conica, utilizamos

este comando sé6lo para tener una mejor definicién de la curva.

N W . ']
. . () Achho_Edicién _Opciones __Yerena _ Avude _ aleix
Del  siguiente  grupo de  comandos (2l _locd Elal iz il
comentaremos el funcionamiento de algunos de Pasrodarirn
Mediatriz
ellos y nos detendremos para hacer algunas S o vactores
. . Compés
precisiones a los comandos  "lugar Transterencia de medidas =
L. Lugar geométrico
geoméltrico", "traza" y "animacion" que hemos Redefinkr objeto
incluido en este grupo.
2
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Comandos "Perpendzcular y "Paralela" “El trazo de una: perpendlcular o una paralela

requiere de un punto y na> recta o un seg mente Para trazar, por ejemplo una perpendicular,

necesitamos marcar pnmero el punto yhdespués la recta a la que se quiere trazar, También

podemos proceder

dos puntos que se hayan deﬁmdo prev1amente para localizar el punto medio o la mediatriz,
’ lo podemos hacer de dos formaS' senalar el segmento, el lado del poligono o marcar cada

uno de los dos puntos entre los que se qulere localizar el punto medio o la mediatriz.

Comando "Bisectriz". Si:deseamos trazar la bisectriz de un 4ngulo AOB necesitamos

marcar los tres puntos,

‘de manera que el segundo punto que se marque sea precisamente el
vértice del dngulo. =
Comando "Cb nando es ‘muy til cuando se trata de trazar una circunferencia

de la: cual se:conoce l‘radxo y su centro. Para trazarla, necesitamos marcar el segmento

se trazado previamente) que representa la medida del radio y después

.-el’punto‘que.va a'ser su centro. También podemos proceder de manera inversa. Si no se ha

ftrazado ’el egmento, para trazar la circunferencia podemos marcar los puntos que son

"extremos de la distancia que corresponde al radio y después sefialamos el punto que sera el

’cen@ro_ de la circunferencia.

',:Cdmandos "Lugar geométrico", "traza" y "animacion". Aunque los dos Gltimos comandos
no aparecen en este grupo, los vamos a considerar ya que estos comandos permiten conocer
la trayectoria que describen un punto, una recta, una circunferencia o un segmento. Dada la
importancia que para este trabajo revisten estos comandos, ilustraremos la forma en que los
hemos utilizado para resolver ciertos problemas. Cabe decir que en este capitulo haremos
un uso empirico de los comandos, de manera que no daremos demostracion alguna de

que las curvas que se muestran realmente representan lo que se dice.
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4 Problema: Inscribir en un rombo dado, un cuadrado cuyos lados sean paralelos a

las diagonales del rombo. (Levy S. Shively, Ph. D.)

Construccion

)

G

CICINC

- Trazar una recta ly en ella elegir un punto fijo O.
- Trazar en O una perpendicular a la recta l.

- Elegir un punto A distinto de O en la recta | 'y un punto C distinto de O en la

perpendicular a la recta l trazada en O.

- Localizar A' simétrico de A respecto de O, asimismo, localizar C' simétrico de C

respecto de O.

» Trazar el cuadrildtero AC'A'C que corresponde al rombo en el cual se inscribird el

cuadrado.
c
P - \ 14
el . !
A\ o/' ~
o
- Trazar el segmento AC.

- En el segmento AC elegir un punto D que recorra el segmento (punto sobre el objeto).

Podriamos haber elegido D sobre el lado AC del rombo, en este caso, el punto se

podria mover sobre su perimetro.

- Trazar en D una paralela a la recta 1. La paralela cortara al lado A'C en un punto E.
- Trazar en E y en D rectas perpendiculares a la recta l.

- Trazar una circunferencia con centro en E y radio ED, ésta cortard a la perpendicular

a la recta |l trazada en D en dos puntos. Llamar F al punto que esté mds cercano al
punto C',
Trazar en F una paralela a la recta l. Esta paralela intersectard en un punto G a la

perpendicular | trazada en D.
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----- -.\ Los puntos D, E, F y G definen,
]
: nor construccion, un cuadrado,

cumo se muestra en la figura.

(o]

‘E/

P

Hemos elegido el punto D de manera que se puede mover a lo largo del segmento AC. El
movimiento lo podemos realizar de dos formas: tomando con el ratén el punto D y moverlo
'sobre el segmento o activando para el punto D el comando "animacion"; esta segunda

opcion hace que D se desplace continuamente sobre el segmento.

Para cualquier posicién que ocupe D en el segmento AC, se tendra un cuadrado tal que sus
lados son paralelos a las diagonales del rombo. Algunos de estos cuadrados se muestran en

la siguiente figura:

C
D oV E
o |
. !/
AN (o) A
~. G F -
~ e
! yd
SN P
c'

Podemos observar que necesariamente habra un cuadrado que tiene todos sus vértices sobre
el perimetro del rombo. En esta situacion, si activamos para los puntos F y G el comando

"traza” y movemos el punto D sobre el segmento en el cual fue definido, mediante el
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comando "animacidn", los puntos anteriores dejaran su "huella”, tal y como se muestra en

la siguiente figura:

d% Cabri-gtomatre (- [Fiqura Nt

€} Archivo  Edicibn  QOpciones  Ventana  Ayyda NT-TR]

O _T=0E Moe] 2=] 12 |
' =

"

{Puntero ™

El resultado que
se observa en la
figura nos hace
ver que parece
que cada uno de
los puntos F y G
se mueven sobre
una recta. Para
observar la
curva activamos

para los puntos

F y G el comando "lugar geométrico". En la pantalla observaremos los segmentos sobre los

que se mueven los puntos F y G respectivamente.

Como se observa, para resolver el problema necesitamos localizar los puntos (R y S)

interseccion del lugar geométrico de F y G con los segmentos AC' y C'A'. Para localizar

estos puntos necesitamos trazar las rectas CG y CF. Es importante seflalar que no es posible

trazar los puntos de interseccioén de los segmentos que representan el lugar geométrico de F




y G con el perimetro del rombo; el programa no los considera como objetos geométricos. El

“cuadrado requerido es el de lado RS. En la siguiente figura se muestra la construccion.

[
!
I
1
I
!
[
l
1
I
X
_—_._—__.—_.—-—‘J————_—_
T

Veamos cémo a partir de una construccién que proponemos, los comandos "traza", "lugar
geoméltrico" y "animacidén" nos permiten conjeturar que una cierta linea es la envolvente de
una hipérbola y, que un cierto punto de la construccion es el lugar geométrico de una curva

llamada: Lemniscata de Bernoulli.
Construccion:

@ Trazar una circunferencia de centro O y radio r y, considerar un punto A que esté fuera
del circulo.

@ Elegir un punto Q que recorra la circunferencia.

@ Trazar la recta AQ: Esta cortard a la circunferencia en un punto R.

@ Trazar en Ry Q perpendiculares a la recta AQ. Cada una de estas perpendiculares
cortard a la circunferencia en los puntos S y T respectivamente.

@ Trazar la recta ST.

@

- Trazar los puntos P y P', puntos medios de los segmentos RS y QT respectivamente.
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La figura muestra la
construccién

.r n

Si activamos para el punto Q el comando "animacion" y, el comando "fraza" para la recta

QT, observaremos que al recorrer el punto Q la circunferencia, la "huella" de la recta QT va

delineando la “envoltura” de una hipérbola, como se muestra en la siguiente figura.

Al

comando "lugar

activar el

geométrico" para

la recta QT, en la
pantalla

aparecera una
hipérbola.
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Es de mencionar que en este caso sobre la hipérbola no es posible marcar algiin punto; para

que esto sea posible Se requiere que la curva sea generada por un punto.

Por otra parte, podremos
observér.que al gctivar el
"cornvlaliabi'f”f e "Lugar
geomélrico;‘ ?ara el Punto
P o P aparecerd la
Lemniscata de Bernoulli,

como se muestra;

En el capitulo siguiente tendremos ocasion para valorar estos comandos.




Capitulo-II
Loy once problemas

Aquel que desdesia la Geomelria
de tuclides; es como- el hombre
que; al regresar de tiervas
extranay, menospreciv sw propia
casa

#. G. Forder.




onstruccion estd dada y se pide hallar el lugar geométrico de un

a construccion.

exposxclén con los problemas del primer tipo, para ello discutiremos un

problema el cual lo resolvxmos utilizando varios procedimientos, que por otro lado, tenian

que “l[evarse:a,cabyo;utlllzando los instrumentos clasicos griegos: la regla y el compas. En

este'{:ésdﬁ una reglay un compas dado por el programa Cabri. El problema es el siguiente:

b Dada una recta" y un punto C fuera de ella, construir una recta paralela a l que
pase por C
La forma de ifpfoblenia nos hizo ver que teniamos una concepcion de una

geometrla estatxca ‘es, el problema lo considerdbamos resuelto cuando la figura que se

:trazaba en la panta]la satlsfama las condiciones establecidas. El programa lo utilizibamos

=de: manera ' similar al:'trazo"que se efectua con lapiz y papel en el que las figuras no pueden

"modlf carse ‘Pr‘ nt os dlmos cuenta que un Programa dindmico como Cabri ofrece la
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posibilidad de descubrir otros resultados que no estaban presentes en la construccion.

Veamos cinco construcciones que permiten resolver el problema en cuestion.

Primera construccion

Si C es el punto fuera de la recta /, el procedimiento que utilizamos es el clasico, esto es:
@ Trazar desde C una perpendicular a la recta l que llamaremos m.

'@" En C trazar una perpendicular a la recta m que llamaremos n.

/-'

n La recta n es la paralela que se deseaba

construir como se observa en la figura.

Y
N,

La figura muestra todos los trazos con regla y compas necesarios para construir la paralela.

En las siguientes construcciones sélo mostraremos los trazos convenientes para los fines

que perseguimos.

Segunda construccion
En este caso, la idea que seguimos fue construir un triangulo rectdngulo ABD de manera

que C fuera punto medio de la hipotenusa, y el cateto AB del tridngulo esté sobre la recta /.

@- Elegir en [ un punto A cualquiera y trazar la recta AC.

@’Trazar una circunferencia de centro C y radio CA. Esta circunferencia cortard a la

recta l en un punto By, a larecta AC en un punto D.
@f Unir AB y BD, el triangulo ABD es un triangulo rectdngulo.

@ Localizar el punto medio del lado BD, llamarlo My trazar la recta CM.
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La recta CM es la

paralela a / que se queria

construir. La figura

C
\/ 1
A

muestra la construccion.

Como se puede observar, el que la recta CM sea paralela a la recta /, es una consecuencia
del inverso del Teorema de Thales aplicado al tridngulo ABD; sélo tenemos que considerar

que C es punto medio de AD y que M lo es de BD.

Tercera construccion
En este caso, la construccion que proponemos es trazar un tridngulo isésceles ABC tal que

los vértices A y B estén sobre la recta / y los d4ngulos en A y B sean congruentes.

@f Elegir en | un punto A cualquiera y trazar la recta AC.

"@"Trazar una circunferencia con centro en C y radio CA, esta circunferencia cortard a

la recta l en un punto By a la recta AC en un punto D.

@" Unir BC.

El tridngulo
ABC asi

construido es

el que se

deseaba trazar.

Si aceptamos como un hecho que en cualquier tridngulo isésceles ABC (donde los angulos
en A y B son congruentes), la bisectriz externa del 4ngulo en C es paralela al lado AB del
tridngulo, entonces la bisectriz del dngulo DCB es la paralela a la recta / que pasa por el

punto C.
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“Una vez que realizamos la construccion anterior, observamos que el punto A lo podiamos
desplazar a lo largo de / y que de esta manera obteniamos un conjunto infinito de
tridngulos isésceles; tal que uno de esos tridangulos correspondia a un tridngulo equilatero.
Entonces una pregunta que nos hicimos fue la siguiente: (En qué punto A de la recta / se

obtiene ese triangulo ABC equilatero?

Los tridngulos isésceles y el equilatero que se muestran en la siguiente figura son
resultado de desplazar el punto A; en cada caso trazamos las rectas correspondientes que

definen los respectivos triangulos.

Fue asi que a partir de la tercera construccién propusimos la cuarta construccion: Trazar un
triangulo equildtero ABC tal que los vértices A y B estén sobre la recta 1. El trazo de la
paralela a la recta /, se realiza mediante el mismo procedimiento que seguimos en la tercera

construccién.
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Cuarta construccion

@ Trazar desde C una perpendicular a la recta l. La perpendicular cortard a la recta en

un punto H.
IKQ’Trazar el triangulo equildtero CHD que tenga a CH como lado.
@"' Trazar la bisectriz del dngulo DCH. La bisectriz cortard a la recta l en un punto B.

@"Localizar A, simétrico de B respecto de H.

@" Unir CA.

(En el trigngulo ABC\_

es el triéhgﬁlb que

- queriamos construir,  ——

‘como se muestra en

 la figura.
N

La recta m es bisectriz exterior del 4ngulo en C del tridngulo ABC y por tanto paralela a /.

Las cuatro construcciones precedentes implican un conocimiento apriori de lo que
deseabamos construir, de manera que directamente realizamos la construccion que se
querja. Este uso del programa es bastante limitado para las posibilidades de movimiento

que ofrece un programa como Cabri.

Ya la tercera construccién nos permitié dar movimiento a la figura y nos lievé a proponer
una que no habiamos considerado. Enseguida mostraremos el quinto procedimiento para
trazar la paralela, con éste, iniciamos la exposicién del tipo de problemas de construccion
sujetas a condiciones dadas, a partir de las cuales se generan las cénicas. Los resultados los

enunciaremos como teoremas (de los cuales daremos prueba), pero estos teoremas, como se
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vera mas adelante, son el resultado de un proceso de descubrimiento propiciado por la

posibilidad que ofrece el Programa para mover ciertos puntos claves en la construccion.

Quinta construccion. Problema 1

Al igual que la cuarta construccion, se trata de construir un tridngulo equilatero ABC tal
que los vértices A y B estén sobre la recta /. En este caso, la idea es construir un triangulo
equilatero auxiliar CQP de lado CQ, (el vértice Q de este triangulo esta sobre la recta / y
puede moverse a lo largo de ella). El asunto es aprovechar la posibilidad de mover el punto
Q y que el tridngulo CQP sera siempre equildtero. Veamos cémo se puede llevar a cabo la

construccion.

@ Elegir en la recta | un punto Q que la recorra (punto sobre el objeto).

@- ‘Construir un triangulo equildtero COP de manera que el segmento CQ sea un lado de

ese triangulo.

La figura muestra el
resultado de la

construccion.

El tridngulo equilatero CQP se construyé como se indica a continuacion:

@r' Trazar la mediatriz del segmento CQ (en este caso utilizamos el comando “mediatriz”

del programa)

'@»’ Trazar una circunferencia con centro en Cy radio CQ, esta circunferencia cortard a

la mediatriz de CQ en dos puntos Py P’.
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Los pilntos C, Q y P determinan el triangulo equildtero (los puntos C, Q y P’ también

“definen otro trisngulo equiltero). Consideraremos el tridngulo CQP.

| ”:D;do que Q lo hemos elegido de

manera que es un punto cualquiera

" de la recta I, resultard que no

necesariamente el vértice P del
tridngulo equilatero CQP estara
sobre la recta /. Ahora bien, al
hacer que Q recorra la recta,
notaremos que el tridngulo se

transforma en otros tridngulos que

también son equiléteros cuyos lados son mayores o menores que el segmento inicial CQ,

como los que se muestran en la figura:

Al trazar desde C la altura de
cada uno de los tridngulos,
observaremos que cuando el
pie de la altura, trazada del
punto C al lado QP de cada
uno de los tridngulos, se
aproxima al pie (H) de la
perpendicular a la recta /
trazada en C, el vértice P de

algin tridngulo CQP se

acerca a la recta /. Entonces en cierto momento, algin punto B de la recta / coincidira con el

punto P, de manera que el triingulo ABC seri el que se quiere trazar. A es el simétrico de B

respecto de H, como se observa en la siguiente figura.
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Nﬁ

El problema se centra en conocer el
punto B de la recta / con el cual
coincidira el punto P. Asi el
tridngulo  equildatero se podra
construir si localizamos la
interseccion de la recta / con la
curva que describe el lugar
geométrico del punto P cuando Q
recorre la recta. Observemos la

figura de la izquierda.

Notemos que los puntos P de los triangulos CQP parece que estdn alineados. Al activar para

el punto P el comando" Traza" y hacer que Q recorra la recta /, se visualizard que la

"huella" que deja el punto P parece ser una recta. Al activar para el mismo punto el

comando "lugar geométrico", en la pantalla aparecerai la recta. Ver las figuras siguientes:

&then [ Upames Yewuwm Aywia
(DR R RE |

o e {//
/

JE

X

El resultado da lugar al siguiente:

@ Teorema 1.1 Dada una recta | y C un punto fijo que no estd en ella , el lugar

geométrico de los puntos P tales que el tridngulo COP es equildtero, cuando Q varia

en larecta l, es una recta.
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Demostracion
De acuerdo a la cuarta construccién, podemos

¢ construir un tridngulo equilatero, tal que dos de
/\ , sus vértices estén sobre la recta / y C sea su
D E tercer vértice. Llamemos D y E a tales vértices,

como se muestra en la figura.
c E'
Rotemos los .segmentos CD y CE un
“angulo -igual a 60° respecto de C,

llamemos D' y E' a los puntos que {

corresponden en la rotacién a los puntos D oy
D y E. Observemos que los puntos D' E'y C definen uno de los tridngulos equilateros tales
que tienen un vértice en la recta /; el triangulo DEC también es otro de esos triangulos,

como se muestra en la siguiente figura.

Por otra parte, los puntos D'y E' definen una recta que se corresponderia con el resultado

de rotar la recta / un dngulo de 60° respecto al punto C.

Ahora bien, consideremos un punto Qde larectaly
rotémoslo un 4ngulo de 60° respecto el punto C. Si
llamamos P al punto que le corresponde a Q en la
rotacion, es claro que P estard en la recta D'E”, la

! misma que /' y, el tridngulo QPC es equilatero para

cualquier punto Q de la recta /; es decir, el lugar
geométrico de P, es precisamente la recta /', que es lo que se queria demostrar. La figura

muestra el resultado.
La construccién descrita anteriormente la llevamos a cabo considerando al punto P para

construir el tridngulo equilitero CQP. Recordemos que la mediatriz de CQ y la

circunferencia de centro C se intersectan en los puntos P y P' (Ver figura de la pagina 37).
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Si hubiésemos considerado P’ habriamos definido el triangulo equildtero CQP'. Un analisis

similar a la demostracion del teorema anterior nos permite establecer el siguiente:

@ Teorema 1.2 Dada la rectal y un punto C que no estd sobre I, el lugar geométrico de P’
(P' vértice del triangulo equildtero CQP') cuando Q varia en la recta |, es otra recta
(") que corta a |l en un punto A. La recta I" es el resultado de rotar I en sentido

negativo un dngulo de 60° respecto al punto C.

La figura muestra los resultados
establecidos en los teoremas 1.1 y
1.2, Las lineas punteadas

representan el lugar geométrico de

P y P' respectivamente.

En el proceso de construccion del lugar geométrico de P y P' notamos que cuando haciamos
que Q recorriera la recta /, la mediatriz de CQ se "inclinaba", es decir, cuando el segmento
CQ es perpendicular a /, la mediatriz es paralela a esa recta. Cuando CQ esta a la derecha
de C la mediatriz, con relacién a la recta /, se “inclina” hacia arriba; lo mismo sucede
cuando el segmento CQ esta a la izquierda de C. Si activamos para la mediatriz el comando
"traza", y movemos el punto Q sobre la recta /, en la pantalla observaremos que se “dibuja”
la ““envoltura™ de una parabola, como la que se muestra enseguida.

% Calii-géumdtin b - [Tiguea pata el groblema higl
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Al activar para la mediatriz de CQ el
* comando" lugar geométrico" en la pantalla

aparecera delineada una paribola.

Dado que la parabola ha sido generada por una recta en movimiento, no es posible marcar
puntos en ella, podemos decir que la curva es "virtual”, el programa no la considera como
un objeto geométrico, por lo que no podemos seiialar puntos en la curva. Para que ello sea
posible es necesario que la curva sea generada por un punto. A continuacién mostraremos

como determinar ese punto.

@-‘ Trazar en Q una perpendicular a la recta l. La perpendicular cortard a la recta PP’ en
un punto P". Este punto es el que genera la parabola. El resultado lo enunciamos como

el siguiente:

@ Teorema 1.3. Dada la recta I, C un punto fuera de ella y un punto Q cualquiera de la
recta, el lugar geométrico de P (interseccién de la mediatriz de CQ y la perpendicular
a ! levantada en Q) cuando Q varia en la recta I, es una pardbola de foco el punto C y

directriz la recta l.




Demostracion
P" esta en la mediatriz de CQ, por tanto equidista de C y de Q. Por construccién, la recta
QP" es perpendicular a /. Es decir, se satisface la definicién de una pardbola de foco C y

directriz la recta /.

Por otra parte, observemos que para cualquier punto Q en /, los angulos P'P"C y QP"P' son
congruentes, esto es la mediatriz satisface la propiedad que tienen las tangentes a una
pardbola, es decir: el segmento CP" y la perpendicular bajada desde P" a la directriz /
forman angulos iguales con la mediatriz en el punto P". Este resultado muestra que
efectivamente la mediatriz de CQ es la envolvente de la pardbola de foco el punto C y

directriz la recta /.

Si en la construccién: anterior
trazamos la medlatrlz de CP como o

se muestra enla ﬁgura

;ﬁj Demuestre que la mediatriz del lado CP es la envolvente de la parabola que se obtiene

al rotar la pardbola generada por el punto P", un 4ngulo igual a 60° respecto al punto C.

Los resultados anteriores nos llevaron a conjeturar que la recta PQ podria generar otra
paradbola. Es el caso, aunque es necesario que determinemos el punto que describe la

pardbola. En la figura siguiente se muestra la construccién para determinar tal punto:
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Enla ﬁgura: B

& Mes punto medio de la cuerda PQ.
& Hes interseccién de la recta I y la perpendicular a / trazada desde el punto C.
& V es el vértice de la parabola. Es la interseccion del lado BC del triangulo equilatero
"ABC solucién del problema 1.con la recta HM.
V' es simétrico de V respecto de M.

C" es interseccion de la paralela a HM por C', con la perpendicular a HM por V'.

PRPRp

La recta V'C" es perpendicular a la recta HM (fue trazada levantando en V' una
perpendicular a la recta HM)

C' es simétrico de C respecto de V.

La recta C'C" es paralela a la recta HM.
4 C" es simétrico de C" respecto de V',

&4 P" (punto que genera la pardbola) es interseccion de la recta C"V' y la recta PQ.

Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 1.4. Dada la recta l, C un punto fuera de ella y un punto Q cualquiera de I, el
lugar geométrico de P", cuando Q varia en la recta I, es una pardbola de foco el punto

C y directriz la recta C'C".
Demostracion

Los tridngulos CVM y V'MC”' son congruentes: por construcciéon VM = MV'; los dngulos
C"V'M y CVM son rectos (también por construccién) y los angulos CMV y V'MC" son
iguales (son opuestos al vértice M). Al aplicar el criterio de congruencia ALA se obtiene el

resultado sefialado.

De acuerdo a la construccion, el cuadrilatero CC'C"C™ es un rectangulo en el que M (por

construccién) es su centro de simetria, en consecuencia el segmento CC" es una de las




diagonales de ese rectdngulo, por tanto M es punto medio del segmento CC"™, es decir los

puntos C, M y C" estén alineados.

Por otra parte, afirmamos que CC" es perpendicular a la recta QP: Sabemos que QP es
cuerda de la circunferencia de centro C y M es su punto medio. Entonces CC" pasa por M.
Dado que toda recta que pase por el centro de una circunferencia que bisecta a una cuerda

es perpendicular a esa cuerda; entonces la recta CC" es perpendicular a QP.

Los resultados anteriores nos muestran que CM = MC"; concluimos que QP es mediatriz
de CC" y, si recordamos que P™ esta sobre la recta QP, deducimos que el triangulo CC"P"™
es isésceles, de donde P"'C es igual a P"'C".

Los hechos mostrados anteriormente muestran que se satisface la definicién de una

parabola de foco el punto C y directriz la recta C'C".

De acuerdo a lo anterior, los &ngulos C'P"M y C"P"'M' son congruentes, esto es la
mediatriz satisface la propiedad que tienen las tangentes a una parabola, por lo que la recta
QP es tangente a la pardbola y en consecuencia es su envolvente. La figura siguiente

muestra la traza de la recta QP cuando Q varia sobre larecta /.
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El siguiente problema lo resolveremos de dos formas, la primera es una solucion estatica en
la que el programa se utiliza como si se tuviera una regla y compas usual. La segunda

solucién pone en juego el movimiento.

4 Problema 2. Dado el tridngulo
ABC, encontrar el pie de la altura

H que corresponde al vértice C, sin

utilizar la construccion de la

perpendicular al lado AB.
Primera solucién
®  Trazar M, punto medio de AC.
& Trazar una circunferencia con centro en My radio MC. La circunferencia cortard

al lado AB en un punto H,

El punto H es el pie de la altura del punto C al lado AB, como se muestra en la primera

figura,

A\’/H B

En la segunda figura, se ha trazado con lineas punteadas el triangulo AHC. Este es un

triangulo rectangulo.

Dado que la perpendicular a una recta trazada de un punto fuera de ella es Gnica,

necesariamente H es el pie de la perpendicular que se queria encontrar.
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Segunda construccion
El procedimiento que seguimos es esencialmente el mismo que se utilizd antes, en este
caso, la idea es trazar una recta / en la cual se pueda mover un punto. Esta construccién

permite obtener una recta y una hipérbola como el lugar geométrico de ciertos puntos.

Construccion
@' Trazar la recta que pase por Ay B. Llamar [ a dicha recta.
@: Elegir en la recta 1 un punto Q distinto de A y de B que la recorra y trazar el
segmento QOC.
- Localizar P, punto medio de QC.

@
@ Trazar una ciréiihﬁi:ehéi' ‘de centro P y radio PQ = PC. Esta circunferencia

cortard alarectal. punto H.

Afirmamos aue H es el pie de la altura. Observemos la siguiente figura.

El argumento para afirmar que H es el pie
de Ia perpendicular es esencialmente el

mismo que se dio cn la primera

construccion.

Dado que elegimos Q de
manera que recorra la recta /,
podemos preguntarnos sobre

lo que sucede con H si

hacemos que Q se aproxime o

se aleje de, por ejemplo, el
punto A. Al hacer que Q recorra la recta /, observaremos que el punto H es fijo; esto es, las
circunferencias que tengan como didmetro un segmento CQ con Q en la recta /, tienen en
comin a los puntos C y H respectivamente. La figura de arriba muestra seis de esas

circunferencias.
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Observemos que parece que los centros de las circunferencias estan alineados. En efecto, el

resultado lo enunciamos como:
@ Teorema 2.1. Dada una recta
I, un punto C fuera de ly un c
punto Q sobre 1, el lugar /\\
=)
geométrico de P (punto medio V M / \
!

del segmento QC) cuando Q o\ A . B

varia en la recta l, es la recta

paralela a l que pasa por P.
Demostracién.

Sea M punto medio de AC, dado que P es punto medio de QC, entonces el Teorema de

Thales, aplicado al triAngulo ACQ nos garantiza que la recta PM es paralela a la recta /.

Ahora bien, observemos que al hacer que Q recorra la recta /, los puntos C y H permanecen
fijos, de manera que se tiene un conjunto infinito de circunferencias que pasan por C y H
que tienen su centro en la recta PM, asimismo, podemos observar que los puntos P' y P" de
diametros perpendiculares a / se alejan o se acercan simétricamente respecto a esta recta,

como se muestra a continuacion.

=l
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N -;\‘ La disposicion de los

/,\_,_\ /,// puntos P' y P" nos hace
/2 /‘ S C,/<‘ ™ conjeturar que estan sobre
= N . una hipérbola. Al activar

A=A y
= N N - ; el comando lugar
\\\J?%|K ﬂ geométrico para los

e ‘\P’

e

puntos P y P' se observa

S \—~ lo que parece ser una

hipérbola como la que se muestra. La observacioén es correcta, pero ademas el programa

indica que se trata de una hipérbola equilitera. Enunciamos el signiente:

@ Teorema 2.2. Dada una recta l, un

punto Q cualquiera de la recta, un

-H, pie de Ia perpendzcular a l

‘trazada en eI p nto 'C; el lugar

-
punto fijo C que no estd en larecta y \/
0\

:geometrxco de P (extremo del
didmetro perpendzcular a [ de la circunferencia de centro P, punto medio de CQ y radio
PO = PC) cuando Q varia en la recta l, es una rama de una hipérbola equildtera. P" (el

otro extremo del didmetro) describe la otra rama. Observe la figura de arriba.

Hemos introducido un sistema cartesiano de manera que el eje Y coincida con la
perpendicular a / levantada en el punto H y, el eje X coincida con la recta que es el lugar
geométrico de P cuando Q recorre la recta /. En la figura también se observa que en P’ se ha
trazado una perpendicular al didmetro P'P", ésta corta al eje Y en un punto R. Con estos

datos damos la siguiente:




Demostracién.

Por construccién P'R es tangente a la circunferencia en el punto P'. Por geometria sabemos
que si de un punto exterior a una circunferencia se traza a ella una secante y una tangente,
la tangente es media proporcional entre la secante y su parte externa. Al aplicar el resultado
anterior tendremos: P'R?= (RH) (RC).

Si hacemos PR = x; OR =y, y CH = 2a, al sustituir estas relaciones en la expresién anterior
obtenemos: PR? = (RH) (RC) = x*= (y + a)(y - a) = ) + a’, expresiéon que representa la

ecuacién de una hipérbola equilétera.

/ //En la figura se puede
N observar una forma

N para localizar los focos

~

N 8 de la hipérbola:

\_ A
,/", P
/

Vale la pena sefialar que la construccioén del pie de la altura del tridngulo ABC desde el

vértice C, que dio origen a los dos resultados anteriores, nos permitié establecer el punto H
el cual resulta fijo y que junto con el punto C permite definir la construccién que genera la
recta y la hipérbola.

En la construccién que dio lugar a los resultados anteriores realicemos la siguiente

construccion:

@ En P (punto medio de QC) trazar una perpendicular al lado AC del triéngulo ABC.
Llamar P' y P" a los puntos en los que la perpendicular intersecta a la

circunferencia.

\ > *Demuestre que cuando Q varia en la
- A
o

recta /, el lugar geométrico de P’ es una

rama de hipérbola. P"describe la otra

a A 7 \ rama de la hipérbola.
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El sigujente problema nos permitir4 mostrar como al dar movimiento a una construccién

‘estatica nos permite generar hipérbolas, elipses, circunferencias y una recta.

% Problema 3. Dada una r
~circunferencia de centro F y
radio r y un punto F' en el
plano, construir una F'
circunferencia que pase por F'y

sea tangente a la circunferencia dada.

Consideremos F' exterior al circulo.

Solucion estitica

2 Elegir un punto Q en la circunferencia y trazar la recta FQ.

!\;.:

2 Trazar en Q la perpendicular (m) a la recta FQ
@ Trazar el segmento F'Q y su mediatriz. La mediatriz cortard a la recta FQ en un
punto P.

@ Trazar la circunferencia de centro Py radio PO.

- /
La circunferencia dc centro P y
N " radio PF' = PQ e Ila que
satisface las condiciones del
N,
F

_— problema. La figura muestra Ia

construccion.

\.\\_)\
La validez de la construccién es inmediata: P equidista de F' y de Q por estar en su
mediatriz. Por otra parte, por construccion la recta m es perpendicular en Q a la recta FQ.,y

dado que P esté en la recta FQ, entonces necesariamente la circunferencia de centro P es

tangente en Q a la de centro F.
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Construccién dindmica

La construccién anterior nos permite dar movimiento a la misma. Asi, el punto Q es tal que
se ha tomado en la circunferencia (punto sobre objeto). Esto posibilita que podamos mover
el punto Q. Al poner en movimiento ese punto, via el comando “animacién”, observaremos
que la construccion seguira siendo vilida, de manera que se obtiene un conjunto infinito de
circunferencias tangentes a la de centro F que pasan por F', como las que se muestran a

continuacion.

N,

Observemos que unas circunferencias tangentes, las trazadas con linea punteada, son tales
que la circunferencia de centro F es interior a ellas y en otras, es el caso de las

circunferencias trazadas en linea continua, es exterior.

Por otra parte, podemos observar que los centros de las circunferencias tangentes a la de
centro F, parece que estan sobre una hipérbola. La observacion es correcta, si activamos

para el punto P el comando “lugar geométrico”, en la pantalla aparecera la hipérbola. El

resultado lo enunciamos como:
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czrculo‘ eI lugar geometrzco
de P (cenlro de la
czrcunferencm tangente a la

de centro F), cuando Q

varia en la circunferencia
dada, es wuna hipérbola

cuyos focos son Fy F",

Demostracion

P estd en la mediatriz del segmento F'Q por tanto equidista de sus extremos,

Analicemos la siguiente diferencia: IPF -PF|.

Dado que PF' = PQ y que PF = PQ + QF, la diferencia anterior la podemos escribir como
sigue: |PF - PF'|=|(®Q + QF)—PF'|=|(PQ + QF) -PQ|=|QF |=r.

Pero r es constante, es el radio de la circunferencia dada, entonces se satisface la definicién

de una hipérbola de focos Fy F'.

El punto F' fue elegido en el plano con la condicién de que no esté dentro del circulo de
centro F. Si desplazamos F' de manera que satisfaga la condicién anterior, observaremos
que la hipérbola se transformara en otra hipérbola y en otra hipérbola y asi sucesivamente.
Es decir, obtendremos un conjunto infinito de hipérbolas que tienen a F como foco comiin.
En todos los casos la diferencia: | PF—PF'| es igual al radio de la circunferencia de centro

el punto F.
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Con la finalidad de controlar el movimiento

del punto F', podemos definirlo en una recta,

ésta la podemos trazar de la siguiente

manera: En la circunferencia de centro F

elegimos un punto Q' (punto sobre objeto),

por tanto Q' podra desplazarse sobre ella.

Trazamos la recta FQ', en esta recta
podemos ahora elegir el punto F'. La figura
muestra la construccién de la hipérbola.

Al desplazar F' sobre la recta FQ' de manera que siempre quede fuera del circulo de centro
F, como lo hemos seiialado anteriormente, observaremos cé6mo la hipérbola se transforma

en otra hipérbola y en otra. La siguiente figura muestra cuatro de ellas.

e

Analicemos Ia trayectoria que

sigue el punto P al describir la

hipérbola.  Observemos la

figura:
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Al desplazar e] punto Q en el sentido de las manecillas del reloj, P recorre la parte superior
izquierda de la rama de la hipérbola; cuando la recta FQ es paralela a la mediatriz de F'Q ,
el punto P “coincidird” con el punto del infinito en la direccién de la recta FQ; al seguir
desplazando el punto Q, la interseccién de las recta FQ y la mediatriz de F'Q (el punto P)
aparecera en la parte inferior de la rama derecha de la hipérbola. Esto es, cuando la
mediatriz de F'Q y la recta FQ son paralelas, la mediatriz de F'Q es una de las asintotas de
la hipérbola. Existe otra posicion en la que las rectas anteriores también son paralelas, como
en el caso anterior, la mediatriz de F'Q, es la otra asintota. En las figuras se muestran los

dos casos.

En los casos anteriores, los centros de las circunferencias tangentes a la circunferencia de
centro F coinciden con el punto del infinito en la direccién de la recta FQ', por esta razén
las circunferencias tangentes en Q son rectas. Los puntos de tangencia los localizamos al
trazar las tangentes del punto F' a la circunferencia de centro F. Si llamamos R y R’ a tales
puntos, las paralelas trazadas en el punto M (punto medio de F’F) a las rectas FR y FR'

corresponden a las asintotas de la hipérbola, como se muestra a continuacién.
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La construccién de la circunferencia que es solucién del problema, pasé por tomar un punto

Q en la circunferencia de centro F y un punto F' en la recta FQ', asi como trazar el

\ p

segmento FQ y su mediatriz.

# Demuestre que cuando
F' varia en la recta /7, la
mediatriz del segmento Q

QF es la envolvente de

una parabola de foco Q F* Q' F

y directriz la recta FQ'.

En relacién a las cuatro hipérbolas mostradas en la pdgina 54, algunos puntos F' estan a la
derecha de la circunferencia de centro F y otros a su izquierda. De manera natural surge la
siguiente pregunta: ;Qué sucede si F' esta dentro del circulo de centro F? Un Programa
dinamico como el que utilizamos es tal que si movemos el punto F’ hasta que esté dentro
del circulo de centro F, la construccion seguira siendo valida, es decir, las condiciones del
problema 3 se seguiran cumpliendo, s6lo que la circunferencia de centro P es ahora

tangente interiormente a la de centro F. Ver la siguiente figura.

Por otra parte, \

observaremos que la
hipérbola se habra
transformado en una

elipse. Resultado que

enunciamos

mediante el

siguiente: /

56




@ Teo}r‘e‘miz;r 3.2, Dada una circunferencia
“de centro F ‘Y-un punto F' interior al
c;’fculo de centro F, el lugar geométrico

de P (centro de la circunferencia

tangente a la circunferencia dada)

cuando Q varia en la circunferencia de

centro F, es una elipse de focos F y F'.

Demostracién
P estd en la mediatriz del segmento F'Q, por tanto equidista de sus extremos. Analicemos la

siguiente suma PF' + PF.

Dado que PF' = PQ y que PF = FQ — PQ: La suma anterior la podemos escribir como sigue:
PF' + PF = PF' + (FQ — PQ) = PQ + (FQ —~ PQ) = FQ =r. Como r es constante (es el radio

de Ia circunferencia dada), se satisface la definicién de una elipse de focos Fy F'.

Ahora bien, ¢qué sucedera si movemos F' de manera que permanezca dentro del circulo de
centro F pero sin coincidir con F? Observaremos que la elipse se transforma en otra elipse y
en otra y asi sucesivamente, esto es, se obtendra un conjunto infinito de elipses que tienen a
F como uno de sus focos. En cada caso, la suma F'P + FP es constante e igual al radio de ia

circunferencia de centro F. La figura siguiente muestra algunas de estas elipses.
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' ehpse se transformarat en . una]

i cnrcunferencxa de centro F=Fy

la SIguxente f gu

‘ ellpse de focos F y F' donde los

puntos estan muy préxxmos uno

del otro.

Es claro que cuando el punto F' esta fuera del circulo de centro F, al mover el punto F' hacia
- el'punto F, en algin momento coincidird con el punto Q', en este caso el segmento F'Q se

- transforma en una cuerda de la circunferencia de centro F, de manera que su mediatriz

“. necesariamente pasa por el punto F. Observemos que este punto de interseccion se

corresponde con el punto P, por lo que el lugar geométrico de P, cuando Q varia en la
circunferencia de centro F, es precisamente el punto F, como se muestra en la siguiente

figura:

[
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Finalmente, hay un caso que necesitamos analizar, cuando F' “coincide” con el punto del

infinito en la direccién de la recta FQ'. Observemos la siguiente figura.

Las rectas FR y F'R' son tangentes a la circunferencia de centro F en los puntos R y R’

respectivamente; las rectas s y t son las asintotas de la hipérbola.

Cuando F' “coincide™ con el punto del infinito en la direccidén de FQ', las rectas FR y F'R’
serdn paralelas y los puntos R y R' estaran ubicados en la perpendicular a la recta F'F
levantada en el punto F. Si llamamos u la perpendicular indicada anteriormente, las rectas

FR'y FR coincidir4 con la recta .
Dado que las asintotas de la hipérbola son paralelas a las rectas FR' y FR cuando éstas

coincidiran con la recta u, las asintotas se transformarin en una recta paralela a esta recta,

de manera que la hipérbola se transformara en dos rectas paralelas.
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Recordemos que Q' fue definido en la
circunferencia de centro F, esta
situacion nos permite moverlo sobre
ella. Al mover Q', la recta FQ' también
se movera. Dado que F' lo hemos
elegido de manecra que esté sobre la
recta FQ', entonces F' se puede mover
sobre esa recta y gira con clla.
Consideremos el caso en que F' estd

fuera del circulo de centro F. Por otro

lado, la mediatriz del segmento F'Q corta a la recta FQ' en un punto P'. obsérvese la figura

de arriba:

Si activamos para P' el comando “sraza™ y hacemos, mediante el comando "animacion" que

Q' recorra la circunferencia de centro F, observaremos que P' describe una elipse. El

resultado lo enunciamos como:

@ ‘Teorema 3.3. Dadas wuna
circunferencia de centro F, una
recta FQ' (Q' punto de la
circunferencia de centro F) y
un punto F' (F' sobre la recta
FQ' pero fuera del circulo de
centro F); el lugar geométrico
de P’ (interseccion de la recta
FQ'y la mediatriz de FQ) es
una elipse de focos Q y F

cuando Q' varia en la circunferencia de centro F.
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Demostracién.

Analicemos la suma P'Q + P'F. Observemos que P’Q = P'F', P’ est4 en la mediatriz de F'Q,
entonces podemos escribir la suma anterior como sigue:

P'F + P'F' = FP'+ P'F' = FF' el cual es constante porque F y F' son fijos en cada direccién.

Por lo que se satisface la definicién de una elipse de focos Q y F.

El resultado anterior -
también sera valido si Q
ocupa otra posicién en la
circunferencia de centro

F, por lo que podemos

asegurar que los puntos
de la circunferencia de

centro F corresponden a

uno de los focos de
elipses congruentes a la elipse de focos F y Q. La figura muestra cuatro de esas elipses.

Podemos preguntarnos lo que sucede con la elipse de focos F y Q si desplazamos el punto
F' sobre la recta FQ'. Al mover el punto en cuestién, observaremos que si F' esta fuera del
circulo de centro F, se obtiene un conjunto infinito de elipses homofocales (Q y F), como

las que se muestran en la siguiente figura.
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Cuando F' coincide con Q', el punto P’
coincide con F, ya que el segmento F'Q se
transforma en una cuerda de la
circunferencia de centro F, de manera que
su mediatriz necesariamente pasa por el
punto F. Este punto se corresponde con el
punto P, por lo que el lugar geométrico de

P, para cualquier punto Q' en la

circunferencia de centro F, es precisamente el punto F, como se muestra en la siguiente

figura

Si F' estd dentro del circulo de centro F la elipse se transforma en una hipérbola, lo cual

expresamos mediante el siguiente:

@

Teorema 3.4. Dadas wuna
circunferencia de centro F,
una recta FQ' (Q' en la

circunferencia de centro F) y

un punto F' (F' sobre la recta

FQ' pero dentro del circulo de

centro F); el lugar geométrico

de P’ (interseccion de la recta

FQ'y la mediatriz de FQ) es

una hipérbola de focos Q y F, cuando Q' varia en la circunferencia de centro F.

Demostracién.

Consideremos la diferencia: |P'F — P'Q |. Dado que P'Q = P'F* (P’ esta en la mediatriz de

F'Q) y que P'F = P'F + FF', podemos escribir la diferencia anterior como sigue:

|PF-PQl=|PF +FF - PQl=|P'Q + FF' — P'Q|=|FF'| pero FF' es constante, es el
radio de la circunferencia de centro F'. Por tanto se satisface la definicion de una hipérbola
de focos Fy Q.
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Si hacemos que F' recorra la recta FQ' de
manera que permanezca dentro de la
circunferencia de centro F, notaremos que

se obtiene un conjunto infinito de

hipérbolas homofocales (Q y F). La figura

siguiente muestra algunas de ellas.

La figura muestra
las asintotas de la
hipérbola.

T

Veamos lo que sucede cuando F'
coincide con F. En este caso la
mediatriz de F'Q se transforma en la
mediatriz de FQ, entonces la

hipérbola se transforma en una

recta, precisamente aquella que es
tangente a la circunferencia de
centro F y radio la mitad de r, (r es

el radio de la circunferencia de

centro F).
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El siguiente problema resulta de interés ya que permite observar c6mo, al dar movimiento a
un cierto punto de la construccién, una cénica se transforma de una hipérbola, a una elipse,
de ésta a una circunferencia, de esta circunferencia a una elipse, de esta curva a una

pardbola, para transformarse a continuacion en una hipérbola y finalmente en una recta.

4 Problema 4. Dada la
base AB de un tridngulo
ABP y la circunferencia
de centro O, tangente en -0

Q a la base, construir el

triéngulo ,d‘? ‘tql forma ‘-‘A - p B
que la circunferencia de

centro O le sea inscrita.

La determinacién de las conicas estd ligada a la forma en que llevemos a cabo la
construcciéon. La idea es proponer una construccién en la cual se pueda hacer variar la
medida de la base del tridngulo; para ello se requiere, por ejemplo, que el vértice A cambie
de posicion respecto de B. Esta posibilidad se hace efectiva si elegimos en una recta los
puntos A y B de manera que estos puntos se puedan mover en ella. Veamos una forma de

resolver el problema.

Construccién

@ Trazar unarectaly en ella elegir dos puntos Ay B distintos que recorran la recta.

@ En la misma recta, pero entre A y B, elegir un punto Q. En Q levantar una
perpendicular a l.

@ En la perpendicular a I levantada en Q, elegir un punto O que recorra esa recta y,
trazar una circunferencia con centro Oy radio OQ.

@ Trazar dos circunferencias: una con centro A y radio AQ y otra con centro B y
radio BQ. Estas circunferencias cortardn respectivamente a la circunferencia de
centro O, enlospuntos Ty T

@ Trazar las rectas AT y BT" Las rectas se cortardn en un punto P.




Los puntos A, B y P son los
vértices del tridngulo buscado y

la circunferencia de centro O es

su circunferencia inscrita. La

figura muestra la construccion.

L.a demostracién de la validez de la construccién, se sigue de la propiedad de igualdad que
tienen las tangentes a una circunferencia trazadas por un punto exterior a ella: AQ es
tangente a la circunferencia de centro O (por construccién) y dado que AQ = AT (por
construccion) entonces la recta AT es tangente a la misma circunferencia. Analogamente, la

recta BT’ es tangente a la circunferencia de centro O.

De acuerdo a la construccién, hemos definido a O de manera que podemos hacer que
recorra la recta perpendicular a / levantada en Q. Al mover O sobre esa recta, obtendremos
tridngulos ABPs de mayor o menor perimetro que el inicial y cada uno tendri su
circunferencia inscrita de centro O. Lo anterior también sera cierto si O se encuentra en el

semiplano inferior respecto a /. La siguiente figura muestra algunos de esos tridngulos .

En la figura anterior se puede observar que los vértices P de los triangulos ABP estan sobre

una hipérbola, resultado que enunciamos mediante el siguiente:
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@ Teorema 4.1, El ' lugar

geomélrico de P (tercer vértice

T
del tridgngulo ABP que tiene al
segmento AB como basey a O

. como centro de la A

circunferencia inscrita),

cuando O varia en la recta que

es perpendicular a I en el punto

Q, (O punto de la recta l), es una hipérbola de focos A y B.

¥ Demostracion

TA = AQ; T'B = BQ y PT = PT'. (Igualdad de las tangentes a una circunferencia trazadas
por un punto exterior a ella). Analicemos la siguiente diferencia: iPB-PAI.
Observemos que PA = PT + TA y PB = PT' + T'B, podemos entonces escribir la diferencia

como sigue:

[PB-PA |=|PT'+TB - @PT +TA) |=|PT'+ TB - (T + TA) |=ITB-TA |=
= |BQ — AQI, esta ultima diferencia es constante: representa la diferencia de los
segmentos BQ y AQ y, dado que estos segmentos son constantes, la diferencia también lo

es. En consecuencia se satisface la definicién de una hipérbola de focos A y B.

Un analisis similar al que hicimos
en el problema 3, nos permite
construir las asintotas de la

hipérbola. La figura muestra los

trazos necesarios.
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La construccién fue hecha de manera que es posible modificar la longitud de la base AB del
“tridngulo ABP. Esto lo podemos hacer ya que hemos elegido a los puntos A y B de manera
que recorran la recta /. Si movemos por ejemplo el punto A de tal forma que se aproxime al
punto Q, la hipérbola se transformara en otra hipérbola y en otra y asi sucesivamente. Esto
es, se obtendrd un conjunto infinito de hipérbolas que tienen a B como foco comin. La

siguiente figura muestra algunas de estas curvas.

Podemos preguntarnos: ;qué sucede con la curva que representa el lugar geométrico de P
cuando A esté a la derecha de Q? o {qué sucede si A coincide con B? Al hacer que A esté a
la derecha de Q, observaremos que la hipérbola se habra transformado en una elipse. En
este caso la circunferencia de centro O no es inscrita al triAngulo ABP; es tangente a la

prolongacién a los lados del triangulo. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 4.2. El lugar geométrico de \
P (vértice del triangulo ABP, que T
tiene a la circunferencia de centro O G
como tangente a las rectas |, AP y
BP) y O un punto de la recta |, !
Q /A B ,

cuando O varia en la recta

perpendicular a I, es una elipse de

Jocos Ay B. /
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3% Demostracion

Analicemos la suma: PA + PB. Observemos que PA=PT + TA y que PB = T'B — T'P, por
lo que podemos escribir la suma anterior como: PA + PB = PT + TA + (T'B - T'P), dado

que PT =PT, la suma la escribimos de la siguiente manera:

PA+PB=PT'+TA +(TB —-PT) =TA + TB. Como TA =QA y T'B = QB tenemos que

PA + PB = QA + QB. Esta suma es constante, representa la suma de dos segmentos

constantes, por lo que se satisface la definicion de una elipse de focos A y B.

Es claro que cuando A coincide con B la

elipse tiene un solo foco, por lo que se

transformard en una circunferencia de

centro B y radio BT' = AT. En la figura, A

y B estan proximos uno del otro y se

observa como la elipse es muy "parecida”

a la circunferencia de centro B.

En este caso el tridngulo ABP se transforma en un triangulo de area cero igual al segmento

BT

Se habra notado que si A no
coincide con B, al desplazar
el punto A sobre la recta / de
manera que permanezca a la
derecha de Q, obtendremos
un conjunto infinito de
elipses de foco comin el
punto B, como las que se

muestran en la figura:
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“de 1, la recta AT : tlende a‘ : ser

paralela a la recta I, y la
circunferencia de centro A y radio

AQ tiende a convertirse en la recta

QO, como se muestra en la figura

Cuando A "coincide" con el punto del infinito en la direccion de la recta /, la recta AT serd
paralela a /, la circunferencia de centro A coincidira con la recta OQ y, el lugar geométrico

de P parece transformarse en una parabola. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 4.3. El lugar geométrico de
P (en este caso el vértice A del R P
“tridngulo” ABP es el punto del

infi nn‘o)

cxrcunﬂzrencxa de centro 'O como

tangente a las rectas 1, AP y BP) B!
cuando O en la recta OQ, es una

parabola de foco B, cuya directriz es

la perpendicular a I levantada en el

punto B' (B' simétrico de B respecto de ().

En la figura:
% Q' es interseccion de la circunferencia de centro O y la perpendicular a / levantada en Q.

4 QP es tangente en Q' a la circunferencia de centro O (corresponde a la recta AT).
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%% Demostracion

PB = PT'+ TB y PR = PQ' + Q'R, Por otra parte, PQ' = PT' y (tangente trazada a la
circunferencia de centro B desde un punto exterior); Q'R = QB' = QB (por construcciéon) y
T'B = BQ (son radios de la misma circunferencia). De acuerdo a lo anterior se tiene que:

PB =PT'+T'B = PQ' + QB y PR = PQ' + QR =PQ' + QB' = PQ' + QR = PQ'. + QB

Lo que muestra que PB = PR, por tanto se satisface la definicion de una pardbola de foco B

y directriz la recta B'R.

En la construccién, el punto A lo desplazamos de izquierda a derecha respecto el punto Q,
de manera que cuando la hipérbola se transforma en elipse, el punto A esté a la derecha de
Q. Si activamos el comando animacion para el punto A y hacemos que recorra la recta /
como hemos indicado, después de que el punto A “coincide” con el punto el infinito en la
direccion de /, notaremos que la curvatura de la circunferencia de centro A habra

cambiado, como se muestra en la siguiente figura.

Lo anterior se debe a que el punto A se encuentra ahora a la izquierda del punto Q. Por otra
parle, observaremos que la parabola se habra transformado en una hipérbola; resultado que
hemos considerado en el reorema 4.1. Cuando el punto A coincide con B', (simétrico de B
respecto de Q), notaremos que el lugar geométrico de P es una recta. El resultado se

enuncia como:
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@ Teorema 4. 4 Si A 's i étrtco

de B respecto de

geometrzco de P (vé

tridngulo ABP que tiene a 51a'*

crrcunferencza ,de centro o
“como'inscrita), cuando O varia
- en la recta OQ, es una recta (la

mediatriz del segmento AB).

¥ Demostracion

Dado que A coincide con B' (simétrico de B respecto de Q), el tridngulo ABP tiene que ser

isésceles, por tanto P debe estar en la mediatriz de AB,

La construccion del tridngulo que
tiene a la circunferencia de centro O
como inscrita, se llevd a cabo
trazando primero una recta/ y en ella
se ubicaron los puntos A, Q y B de
manera que recorren la recta /. Por
otra parte, demostramos que,
dependiendo de la posicion de A en

la recta /, el lugar geométrico de P es

una hipérbola, una elipse, una circunferencia, una recta o una pardbola

4 Demuestre que, cuando O varia en la recta OQ y, dependiendo de la posicién de Q en la

recta /, el lugar geométrico de P es: una elipse, una hipérbola o una recta.




El siguiente problema es interesante ya que, con un poco de “experimentacion”, se obtienen

elipses, hipérbolas, pardbolas y circulos.

& Problema 5. Dada una circunferencia Q
de radio r y centro O asi como un
punto A en el plano, construir un
tridngulo equildtero ASS’ tal que los
vértices Sy S’ se encuentren sobre la

circunferencia.

Consideremos el punto A interior al circulo. La solucién del problema la daremos a partir
de construir un tridngulo equilatero APQ auxiliar, cuyo lado mida el segmento AQ y Q sea

un punto cualquiera de la circunferencia.
Construccion del triangulo equilatero auxiliar.

@ Elegir un punto Q sobre la circunferencia.
@ Trazar el segmento AQ y su mediatriz.
@ Trazar la circunferencia de centro Q y radio QA. La mediatriz y la

circunferencia se cortardn en dos puntos Py P’

Los puntos A, Q y P definen
los vértices del triangulo
equilitero auxiliar, los puntos
A, Qy P' definen otro triangulo
equildtero, para el caso del
problema, consideraremos el

primer tridngulo.
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Al mover Q en la circunferencia obtendremos
un conjunto infinito de triAngulos equildteros

En la figura se muestran algunos:

Necesariamente, habra un punto Q' en la circunferencia tal que el vértice P de algin
triangulo equilatero APQ' intersectara a la circunferencia. El asunto es determinar ese
punto. Como se observa en la figura de arriba, los puntos Ps (vértices de los triangulos
cquildteros) parece que estdn sobre una circunferencia, de manera que el punto que
requerimos, es aquel que es interseccién de la curva que describe P con la circunferencia de

centro O. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 5.1 Dada la circunferencia de
centro O y radio r, un punto Q de la
circunferehcia y un punto A dentro del
‘circu(o‘; el ‘.Iiug‘arjv geométrico de P (vértice
de{ "’b"}"dhg"'i)fo“:équivldtero APQ de lado AQ)
'éi(ﬁﬁt{q Q yﬁh’a en la circunferencia, es

una circunferencia de centro O'y radio r.
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¥ Demostracién. El resultado requiere de probar los siguientes lemas.

Q

- Lema 1. Dada una circunferencia
de centro Oy radio r y Q, punto de la
circunferencia, asi como un punto A
interior al é}'rculo,' el lugar geométrico
de Q' (punto medio de AQ), cuando Q
vai't'd en la circunferencia de centro O,

-es una circunferencia de radio igual la -

mitad de r y centro O' (punto medio

del segmento AO)

% Demostraciéon

Para cualquier posicion de Q en la circunferencia de centro O, Q' es punto medio del
segmento AQ. Notemos que la razén AQYAQ es constante (igual a 1 /2), por otra parte, A
es un punto fijo. Entonces la circunferencia de centro O' (punto medio de AO) es el
resultado de aplicar a la circunferencia de centro O una homotecia de razén 1 /2 y centro de
homotecia el punto A. Lo anterior muestra que el lugar geométrico de Q' es precisamente la
circunferencia que tiene como centro O'. El que O' sea centro de la circunferencia

homotética a la de centro O, se sigue de la definicién de homotecia.

“  Lema2: Dado  un tridgngulo
equildtero AQP y la mediatriz del lado
AQ. Consideremos un punto R en esa
mediatriz. Sea R’ el resultado de rotar
R un dngulo igual a —60° respecto al
punto A. Afirmamos que R’ esta sobre

la mediatriz de AP.
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En la figura:

4 R est4 en la mediatriz de AQ.

4 EI segmento AR' es el resultado de rotar el segmento AR un angulo igual a —60°
respecto al punto A.

% Q'es punto medio de AQ.

4 Q" es punto medio de AP

€ AP es resultado de rotar el segmento AP un dngulo igual a —60° respecto al punto A

Probaremos que R’ esta sobre la mediatriz de AP

¥ Demostracion

Es claro que si rotamos la mediatriz del segmento AQ un angulo igual a —60° respecto al
punto A, obtendremos una recta /, que por el momento, desconocemos la posicidon que

tendra respecto al segmento AP.

Consideremos los puntos R', Q" y P!, estos puntos deben estar sobre la mediatriz de AP en

razén de que los puntos R, Q' y P estdn sobre la mediatriz de AQ. Veamos:

En primer lugar, al rotar el segmento AQ', un angulo igual a —60° con respecto al punto A,
este segmento coincidird con AQ'": el Angulo Q'AQ" es de 60°. Dado que el tridngulo APQ

es equilatero, a Q' le corresponde en la rotacion el punto Q".

En segundo lugar, el ssgmento AP, que resulta de rotar el segmento AP un angulo igual a
—60° respecto al punto A, y el segmento AP mismo, definen el triangulo equilatero APP,

que tiene a AP y AP’ como lados. Asi a P le corresponde en la rotacion el punto P'.

En tercer lugar, los puntos Q' y P definen una recta y dado que estos puntos estan sobre la
mediatriz de AQ, al rotar esta mediatriz un angulo igual a —60° respecto el punto A,

entonces los puntos Q" y P' que le corresponden en la rotaciéon definen una recta. Ahora
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bien, notemos que el cuadrildtero AQPP' es un rombo en el que la recta P'Q" es su mediatriz

(también mediatriz del tridngulo APQ). De acuerdo a lo anterior, la recta P'Q" debe

coincidir con la recta que es mediatriz del segmento AP.

Dado que R esta sobre la mediatriz de AQ, entonces R' debe estar sobre la mediatriz de AP,

que era lo que se deseaba demostrar.

% Demostracion del teorema |

Observemos que el punto Q' satisface las
condiciones del lema 1: A punto fijo, la
razon AQ/AQ' es igual a 1/2, para Q en la
circunfernferencia de centro O; en
consecuencia, el lugar geométrico de Q'
cuando Q varia en la circunferencia de
centro O, es la circunferencia de centro O'

y radio r/2.

De acuerdo al lema 2, al punto Q' le corresponde el punto Q" al rotar la mediatriz de AQ un

angulo de —60° respecto al punto A. Dado que Q' describe una circunferencia, entonces el

punto Q" describird también una circunferencia de centro O" y radio O"A, que resulta de

rotar la circunferencia de centro O' un angulo igual a —60° respecto el punto A.

Por otra parte, observemos que cuando Q" varfa en la circunferencia de centro O", la razén

AP/AQ" es constante e igual a 2 y, dado que A es un punto fijo, podemos concluir que P

describe una curva homotética de razén 2 a la circunferencia de centro O", con centro de

homotecia el punto A; es decir, una circunferencia de centro O™ y radio r, lo que demuestra

el teorema.
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Las circunferencias de centro O y
centro O" se intersectan en los puntos
R y S' respectivamente; en particular
estos puntos son vértices de tridngulos
equildteros que tienen dos de sus
vértices en la circunferencia de centro
O. La soluciéon al problema 5 se
.gonsigue al trazar los triangulos

equilateros ASS' y ARR' como se

muestran en la figura.

Al hacer que Q recorra la circunferencia de centro O notaremos que la mediatriz de AQ se
"inclina". Asi al activar para esa recta el comando "lugar geométrico”, observaremos en la

pantalla una elipse. La figura siguiente muestra el resultado.

o La elipse se ha generado con la mediatriz de AQ, por

] 4 lo que es necesario que localicemos el punto P' que la
genera. Es relativamente sencillo localizar ese punto,

para ello podemos remitirnos al problema 3, en el
cual se trataba de construir una circunferencia
langente a otra dada y que pase por un punto interior
al circulo, (ver pagina 57). En el caso de este
problema, P' es el centro de la circunferencia que es

tangente en Q a la de centro O y pasa por A. El resultado lo enunciamos de la siguiente

manera:

77




@ "Teorema 5.2 Dada una’ circunferencia

de centro O y radio ry.un punto Q de la

circunferencia, asi c'b'i‘n'c‘)r un punto A
interior al c:'rculo," el lugar geométrico
" de P (interseccién de la recta OQ con la
mediatriz del lado A Q) cuando Q varia

en la circunferencia de centro O, es una

elipse de focos A y O.

En la figura

&% El punto P’ es interseccion de la mediatriz de AQ y la recta OQ.
& El punto S es interseccion de la recta AP’ con la circunferencia.

4> Los puntos R y R’ son interseccion de la mediatriz de AQ con la circunferencia.
¥ Demostracion

Analicemos la suma P'A + P'O. Como P' equidista de A y de Q (P’ est4 en la mediatriz de
AQ) tendremos que P'A = P'Q. La suma anterior la escribiremos como:
P'A + P'O = P'Q + P'O = 0Q. Como OQ es constante (es el radio de la circunferencia de

centro O), se satisface la definicién de una elipse de focos A 'y O.

Por otra parte, los angulos AP'R y SPP son iguales (son opuestos por el vértice).
Anilogamente los angulos RP'Q y OP'P son iguales. Por otro lado, los dngulos QP'R y
AP'R son iguales (la recta RR' es mediatriz de AQ). De acuerdo a estos resultados, cuando
Q varia en la circunferencia de centro O los angulos AP'R y OP'P son iguales, por lo que
satisface la propiedad que tienen las tangentes a una elipse (los segmentos que unen un

punto P' de una elipse con sus focos forman dngulos iguales con la tangente a la elipse
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trazada en el punto P'). Por tanto la recta RR' que corresponde a la mediatriz de AQ es

tangente a la elipse para cualquier punto P'. Hemos demostrado el siguiente:

@ Teorema 5.3 Dada una circunferencia de centro O y radio r y un punto Q de la
circunferencia, asi como un punto A interior al circulo, la mediatriz del lado AQ del
tridngulo equildtero APQ, cuando Q varia en la circunferencia de centro O, es la

envolvente de la elipse de focos Ay O.

En la siguiente figura se han trazado las rectas P'P" y OO’

#al Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico
de P (se obtiene al reflejar el punto A sobre la recta P'P"), es una elipse de focos A

y A', (A' se obtiene al reflejar el punto A sobre la recta 0QO').

‘ml Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico

de M (punto medio de PQ), es otra circunferencia.

# *En la figura anterior los puntos A, P, P" y P" definen un rombo de angulos agudos
de 60°. Demuestre que si S es un punto del perimetro del rombo, el lugar
geométrico de S, cuando Q varia en la circunferencia de centro O, es una elipse que

tiene al punto A como uno de sus focos. Ver la figura siguiente.

79




-60

N

El resultado del teorema 5.3 nos llevo a
conjeturar que la mediatriz del lado AP
también generaba otra elipse. Si activamos el
comando "traza" para la recta y el comando
"animacion" para el punto Q, aparecerd
delineada la elipse de focos A y O' (O' es el
centro de la circunferencia que es lugar

geométrico del punto P) donde la mediatriz de

AP es su envolvente. La figura siguiente muestra el hecho anterior.

#% Cabi-gdamélie 1) - [igura N*T)
€3 Archivo  Edicién * (Ipciones ~ Vendana  Ayyda

Necesitamos \

localizar el punto
que genera la
elipse. En el
enunciado del
siguiente teorema
indicamos cémo

hallar este punto.

@ Teorema 5.4 Dada una circunferencia de
centro O de radio r y un punto Q punito de
la circunferencia, asi como un punto A
interior al circulo. El lugar geométrico de
P" (punto que resulta de rotar P’
interseccion de la mediatriz de AQ con la
recta OQ, un dngulo igual a -60° respecto
al punto A), es una elipse de focos Ay O',




M Demostracion del Teorema

Sabemos que P' es un punto que estd en la mediatriz de AQ, por tanto al ser rotado un
angulo igual a —60° respecto al punto A, de acuerdo al lema 2, se correspondera con un

punto P" que se encuentra sobre la mediatriz de AP.

Por otra parte, sabemos que P' describe una elipse para cualquier punto Q de la
circunferencia de centro O, por lo que P"” también describira otra elipse, ésta se obtiene al
rotar la elipse generada por P’ un angulo igual a —60° respecto al punto A. Los focos de la
elipse generada por P" son A y O' (O' es el centro de la circunferencia que es el lugar

geométrico de P).

Para trazar triAngulo ASS' solucién del problema construimos el tridngulo equilitero APQ
auxiliar, la misma construccion permite definir el triangulo equilitero AQP' como se

muestra en la siguiente figura:

i® Demuestre que:
<P Cuando Q varia en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico de P' es una
circunferencia de centro O" (se obtiene al rotar el punto O un angulo igual a 60°
respecto al punto A) y radio igual a la de centro O.
<+ Cuando Q varia en la circunferencia de centro O, la recta QP' es la envolvente de
una clipse de focos A y A". La elipse se obtiene al rotar la elipse de focos A y A' un

angulo igual a —60° respecto al punto A.
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€ Cuando Q varia en la circunferencia de centro O, cuando Q varia en la

circunferencia de centro O la mediatriz del segmento AP’ es la envolvente de la

elipse de focos A y O".

La figura muestra la
construccién que sirviéo
para ilustrar la
demostracién del lema 2.

En Ia figura

4 R esun punto de la mediatriz de AQ
<> La recta m es mediatriz al segmento AR' (necesariamente pasa por R)
<B P" es interseccion de la recta m y la perpendicular a la mediatriz ¢ AP levantada en

el punto R".

Si activamos el comando "animacion" para el punto R (el cual fue definido en la mediatriz
de AQ y el comando "traza" para el punto P, observaremos que este punto describe una

parabola. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 5.5. Dadas las condiciones
de la construccion anterior, el lugar
geométrico de P' (interseccion de la
recta m y la perpendicular a la
mediatriz de AR’ levantada en el
punto R)) cuando R varia la
mediatriz de AQ', es una pardbola de

Joco A y directriz la mediatriz de AP.
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3 Demostracion.

El tridAngulo AR'P" es isGsceles en razén de que: P"A = P"R' (P" estd en la mediatriz de
AR'"). Dado que por construccién, R'P" es perpendicular a la mediatriz de AR', se satisface
la definicién de una parabola de foco A y directriz la mediatriz de AP,

Hemos considerado el caso en que el punto A estd
dentro de la circunferencia de centro O. Si el punto
A esta en la circunferencia entonces el problema 5
se reduce a construir un tridngulo equilatero inscrito
en la circunferencia en que el punto Q es uno de sus

vértices. Como se muestra en la figura:

Si el punto A esta fuera del circulo, la solucion del problema 5 depende de la existencia de
la interseccion de las circunferencias de centro O y O': La construccién que da solucion al
problema cuando A esta fuera, es similar a la realizada cuando el punto A esta dentro del
circulo. Con el uso del Programa, basta con tomar con el ratén el punto A y llevarlo hasta
que el punto quede fuera; al realizar el procedimiento anterior, notaremos que la elipse se

habra transformado en una hipérbola. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 5.6. Dada una circunferencia
de centro O y radio r, un punto Q de la
circunferencia y un punto A fuera del
circulo dado, el lugar geométrico de P’
(interseccion de la recta OQ con la
mediatriz del lado AQ) cuando Q varia

en la circunferencia de centro O, es

una hipérbola de focos Ay O.
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¥ Demostracion )
Analicemos la diferencia: | P'A - P'O |
Como P'A = P'Q (P’ esta en la mediatriz de AQ) y P'O = P'Q — OQ, la diferencia la

escribimos de la siguiente manera:

IPA - POI=IPQ - PQ - OQ)I=] 0Q] = 0Q. Como OQ es el radio de la
circunferencia dada, la diferencia es constante, por lo que se satisface la definicion de una

hipérbola de focos A y O.

Un analisis similar al que hicimos en el problema 3 nos permite concluir que las asintotas

de la hipérbola se localizan al trazar:

@ Las tangentes, desde A, a la circunferencia de centro O.

@ Sillamamos Ty T" a los puntos de tangencia, las rectas que unen el punto O con los
puntos Ty Ty,

@ Las paralelas en el punto M (punto medio del segmento AO) a las rectas FT y FT’

respectivamente.

La siguiente figura muestra el resultado de los trazos indicados anteriormente.
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4 Problema 6. D wdas” dos . : L

circunferencias - de-~igual radio,”

cuyos centros Oy O estdn sbb»re'

una recta 'l construir una

circunferencia tangente a las dos

dadas.

La solucién del problema que daremos es general, es decir, no importa si los radios de las
circunferencias son iguales o diferentes. Si aceptamos el teorema que dice: si una
circunferencia tiene su centro en el eje radical de dos circunferencias de centro O y Q' y
corta a una de las dos circunferencias ortogonalmente, entonces necesariamente cortara a la
otra también ortogonalmente. Entonces la construccion que daremos pasa por trazar €l eje
radical de las circunferencias dadas. El problema general: Dadas dos circunferencias de
diferente radio, cuyos centros Oy O' estdn sobre una recta I, construir una circunferencia

tangente a las dos dadas, lo proponemos para ser resuelto.

Consideremos el caso en el que las circunferencias no se intersectan y tienen el mismo

radio. El eje radical coincide con la mediatriz de OO'.

Construccién

@ Elegir dos puntos Oy O’ en la recta I, con centros en Oy O' mediante el comando
compds trazar dos circunferencias de radio r.

@ Trazar la mediatriz de O'O.

@ En una de las circunferencias, por ejemplo la de centro O, elegir un punto Q (si
trazdramos en O wuna perpendicular a ! el punto Q no debe estar sobre dicha
perpendicular) y trazar la recta OQ; ésta corta a la circunferencia de centro O en
R

@ Reflejar los puntos Q y R sobre la mediatriz de OO'. Llamar Q' y R' a los puntos
resullados de la reflexion. Estos puntos estardn sobre la circunferencia de centro

0.

85




@ En oy veri R ‘trazar perpendiculares a la recta OQ, estas rectas cortarén a la
' m'edia"tfiz" de O'O en O" y 0" respectivamente.

@ Trazar dos circunferencias, una con centro en O"y radio Q"Q y otra con centro en
' O'f"y'rddio O""R. La primera circunferencia cortard a la de centro O en el punto T.
@ Reflejar sobre la mediatriz de OO’ el punto T. Llamar T’ a tal punto el cual estard
" en la circunferencia de centro O'.

@ Trazar las rectas O'Q’, OT, OT'. Las rectas O'Q'y OT se cortarén en un punto P'.

Las rectas OQ y O'T’ se cortardn en un punto P".
@' Trazar las circunferencias de centro P y radios PQ y PR. Asimismo, trazar las

circunferencias de centros P'y P" y radios P'Q' y P''Q respectivamente.
¥y y

Las circunferencias de centros P, P' y P" son los tres tipos de circunferencias que satisfacen

las condiciones del problema, como se muestra en la siguiente figura,

La validez de la construccion resulta de las siguientes consideraciones: Por construccion,
los centros de las circunferencias de centro O" y O™ estdan sobre el eje radical de las
circunferencias de centro O y O', dado que también por construccién la circunferencia de
centro O" corta a la de centro O ortogonalmente; de acuerdo al teorema que enunciamos en

los comentarios previos, también cortara ortogonalmente a la de centro O'. Los resultados
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anteriores nos permiten concluir que las rectas OT y O'T’, son tangentes a la circunferencia
de centro O y la recta O'Q' es tangente a la circunferencia de centro O'. De igual manera las

rectas O"R' y O"'R son tangentes a las circunferencias de centros O y O'.

Los resultados anteriores y la propiedad que tienen las tangentes a una circunferencia
trazadas desde un punto exterior, nos permiten concluir que: PQ = PQ', PR = PR'. Lo
anterior muestra que la circunferencia de centro P y radio PQ es tangente en Q y Q' a las de
centro O y O'; asimismo, la de centro P y radio OR es tangente en R y R' a las
circunferencias de centro O y O'. De igual manera las circunferencias de centro P' y P" son

tangentes en T y T' a las circunferencias de centro O y O'.

En la construccion tomamos el punto Q de manera que no estuviese sobre la perpendicular
a la recta / levantada en O. Esta condicion no es necesaria. En el caso de que Q esté sobre la
perpendicular a la recta /, las circunferencias de centro P son tales que P es el punto al
infinito en la direccion de /, de manera que dichas circunferencias son rectas. Asi la
circunferencia de radio PQ = PQ' es tangente en Q y Q' a las de centro O y O' y Ia
circunferencia de radio PR = PR’ es tangente en R y R’ a las mismas circunferencias, como

se muestra a continuacién.
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Como lo mostramos en las figuras de arriba, son tres tipos de circunferencias tangentes a
las circunferencias de centros O y O'. Unas son tangentes exteriores, otras son tangentes

tales que las circunferencias dadas le son interiores y, otras son tales que una de las
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circunferencias de centros O y O' esta dentro a la circunferencia que le es tangente y otra de
las circunferencias es tangente externamente. De esta manera, cuando Q recorre la
circunferencia de centro O, los puntos P, P' y P" no sélo recorren la mediatriz de OO';

también describen otra curva, a saber, una hipérbola.

@ Teorema 6.1 Dadas dos circunferencias de radio r que no se intersectan, cuyos
centros O y O' estdn sobre una recta 1, el lugar geométrico de los centros de las

circunferencias tangentes a las dos circunferencias dadas, cuando Q varia en la

circunferencia de centro O. son una recta (la mediatriz de OO') y una hipérbola de
Jocos Oy O'.

~

Demostracién (hipérbola)

La diferencia | PO — P'O' | es constante: P'O' = PR' + R'O' y P'O= P'T +TO; R'O'=0'T;
P'Q'=PTyP'Q=PR +R'O'+ 0'Q'; asi la diferencia la podemos escribir como se muestra

a continuacién:
PO — P'O'| =| (P'T +TO) — (PR' + RO | =| (PR’ + R'O' + O'Q' + TO) — (PR’ + R'O"| =
= 0'Q'+ TO | = 2r; que representa la suma de los radios de las circunferencias dadas, por lo

que se satisface la definicién de una hipérbola de focos Oy O'.
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Notemos que cuando el

 enel caso delproblema :.'?,vcuando por ejemplo, el punto O' tiende al

ri.'lé d e'péién" de :vyla;‘i'efv(’:_tall,‘ la hipérbola se transforma en dos rectas

Un anélisis similar al
que hicimos en el
problema 3, nos lleva
a determinar las
asintotas de la
hipérbola, como se

muestra en la figura.

El problema se plante6 de manera que las circunferencias de centro O y O' no se

intersectan. Consideremos ¢l caso en el que se intersectan. Si hacemos que, por ejemplo, la

circunferencia de centro O se desplace hasta que corte a la de centro O', notaremos que la

hipérbola se transforma en una elipse. Resultado que enunciamos como:
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@ Teareih’a 62 Dadas

dos’ circunferencias de | =

radio  r - que: .

\ntersectan v cuyos
: ceynvtfo.sjk Oy 0’,“estdnf e
sobre una recta 1, el

lugar geométrico - de -

los  centros de las

circunferencias

tangentes a las dos circunferencias dadas,cuando Q varia en la circunferencia de

centro O, es una recta (la mediatriz de OO') y una elipse de focos Oy O'

Demostracién

Analicemos la siguiente suma: P'O' + P'O. Por un lado Tenemos que:
P'O'=R'Q'-P'Q'-OR'y P'O =P'T'+ T'O, por otro, P'T' =P'Q'y T'O = O'R". Entonces la

suma la podemos escribir como sigue:

Plol + Plo = R'Q! — PIQI —_— OVRI + PI’I" + TIO - R'Ql — PIQI _QTRI + PIQI + QfR' = RIQ’ — 21.

que representa el doble del radio de las circunferencias de centros O y O'. Es decir, la suma

es constante, por lo que se satisface la definicién de una elipse de focos O y O'.

Si los centros de las dos
circunferencias coinciden, la elipse
se transforma en una circunferencia
de centro O = Q' y radio r. Como se

muestra.
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Analicemos el caso en que
las circunferencias de centros

O y O' son tangentes.

Observemos la  siguiente

figura.

Como se observa, las circunferencias de centros P' y P" coinciden con las de centros O y O'
respectivamente y, el lugar geométrico de P es la mediatriz de OO’ y el lugar geométrico de

P’ y P" son los puntos O y O', cuando Q varia en la circunferencia de centro O.

Enseguida planteamos para ser resueltos los siguientes problemas:

#t Dadas dos circunferencias de
diferente radio que no se
intersectan, cuyos centros O y
O' estdn sobre una recta /.

Demuestre que el lugar

geométrico de los centros de
las circunferencias tangentes a

las dos circunferencias dadas,

son dos hipérbolas que tienen
como focos a los puntos O y
O

Sugerencia:
@ Trace una recta l y en ella elija dos puntos O y O' que la recorran y trace las
circunferencias con esos centros.
@ Trace el gje radical de las circunferencias y utilice las ideas que establecimos en

los teoremas del problema 6.
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‘ml Demuestre que dadas dos
circunferencias de diferente
radio que se intersectan, cuyos
centros O y O' estdn sobre una
recta /; el lugar geométrico de

los centros de las

circunferencias tangentes a las
dos circunferencias dadas, es
una hipérbola y una elipse que
tienen como focos a los puntos
OyO.

Sugerencia:
@ Utilice la construccién sugerida en el problema anterior y mueva, por ejemplo, el

punto O de manera que la circunferencia de ese centro intersecte a la de centro O'

i Demuestre que dadas dos circunferencias de
diferente radio, una contenida en otra, cuyos
centros O y O' estdn sobre una recta /; el lugar

geométrico de los centros de las

circunferencias tangentes a las dos
circunferencias dadas, son dos elipses que

tienen como focos a los puntos O y O'.

Sugerencia:
@ Utilice la construccion sugerida y mueva, por ejemplo, el punto O hasta que la

circunferencia de ese centro quede contenida en la de centro O'.
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Los problemas que desarrollaremos a continuacién corresponden a aquellos en que la
construccion estd dada y, posteriormente se pide hallar el lugar geométrico de un cierto punto de
la misma. Estos problemas fueron desarrollados tomando como base los problemas anteriores. El
punto central es que la construccion sea tal que al mover un cierto punto de la misma, algunas de
sus propiedades se mantengan. En este caso, los verdaderos problemas se establecen en el
planteamiento de los teoremas; por esta raz6n, nos referimos como construcciéon a las
indicaciones que dan. Cabe sefialar que hemos continuado con la numeraciéon que dimos a los

problemas.

«+ Construccion 7. Dados los

segmentos distintos AB'y CD A B Ap © D

(AB < CD) fijos, realizar la construccion:
@& Trazar la circunferencia de centro A y radio CD.
@ Trazar la circunferencia de centro By radio CD.
@ En la circunferencia de centro A elegir un punto Q (punto sobre el objeto) que la recorra

Y trazar una circunferencia de centro Q y radio AB. Esta circunferencia cortard en dos

puntos a la de centro B, considerar. Llamar E y F a tales puntos.

‘@ Trazar los segmentos AE, BQ, BE, EQ y AQ. Asimismo, Trazar los segmentos AF, OF,
BF.

La construccion nos lleva a
obtener dos tipos de
cuadrildteros: el de vértices
ABQE y el de vértices
ABFQ el cual es un-

paralelogramo.

Las diagonales de los

cuadrilateros se intersectan

en P y P' respectivamente.
Dada la construccion, los lados AE , BQ del primer cuadrilatero asi como las diagonales AF y
BQ del segundo no son constantes, de manera que cuando Q se encuentra en el semiplano

superior, respecto al segmento AB, las intersecciones de los cuadrilateros existen.
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Cuando Q se encuentra en el semiplano inferior,

o el cuadrllétero” ABQE ubicado en ese mismo

: semlplano se ‘transforma en un paralelogramo
2 "‘_,congruente al definido en ese semiplano.

e Asumsmo, el paralelogramo ABFQ sc transforma

"i:uadrilétero ABQE ubicado en el semiplano
erlor como se muestra en la figura:

: Como se observa, P" es intersecciéon de los

segmentos AQ y BF.
Este punto se corresponde con el punto P’ que es interseccion de las diagonales del cuadrilatero
ABQE. El punto P" es interseccion de los segmentos AE y BQ del cuadrilitero ABEQ ubicado

en el semiplano inferior. Este punto se corresponde con P'.

De acuerdo a la construccion, el cuadrilatero ABQE (ubicado en el semiplano superior) es tal que
AB = QE y AQ = BE. Asimismo, en el cuadrilitero ABQF (ubicado en el semiplano inferior) se
tiene que los segmentos AB = QF y AQ = BF. Por otra parte, notaremos que al mover el punto Q
sobre la circunferencia de centro A, el punto P describe la mitad superior (respecto al segmento
AB) de una elipse y el punto P" describe la mitad inferior (respecto al segmento AB) de la misma

elipse. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 7.1 Dados los cuadrildtero
ABQE (definido en el semiplano
superior respecto al segmento AB) y
ABQF (definido en el semiplano
inferior respecto al segmento AB) se
tiene AB = QFE, AQ = BE; AB = QF
y AQ = BF; el lugar geométrico de P

(interseccion de los segmentos AQ y

BF) cuando Q varia en la circunferencia de centro A, es una elipse de focos Ay B (N. B.

Vasiliev, V. L. Gutenmajer).
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Demostracion

Consideremos el punto P de la primera figura. Los tridngulos EBQ y AQB son congruentes
(LLL), por tanto sus angulos son iguales, en particular ZQAB = ZQEB son iguales. De la
igualdad anterior tenemos que ZPAB = ZQEP.

Los tridngulos EPQ y BPA son congruentes: De acuerdo al resultado anterior ZPAB =2 QEP,
por otra parte, ZAPB = ZQPE (son opuestos por ¢l vértice), por tanto el ZPQE =« ABP Dado
que AB = QE, el criterio de congruencia ALA nos permite concluir que los tridngulos EPQ y
BPA son congruentes.

Consideremos AP + PB. Como PB = PQ entonces AP + PB = AP + PQ = AQ = r, (por

construccion). Dado que r es constante, se satisface la definicion de una elipse de focos A y B.

La demostracion de que P" describe la otra mitad de la elipse es semejante a la demostracién

anterior.

Dadas las condiciones de la Construccion 7.

# Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia de centro A, el lugar geométrico de P' y

P" es una circunferencia de centro M (punto medio de AB) y radio MP".
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Dadas la condiciones de Ia Coh&trﬁéczon].i Realizar la siguiente construccién:

@& Ti'azék"uﬁqi éfrci)n_}”erencia de centro A y radio r menor que AP. La circunferencia cortard
ol segmento ABenun punto S.
: @ 'fTr;dzar: en S una paralela al segmento AQ (ubicado en el semiplano superior respecto al
‘segmento AB). La paralela cortaré al segmento BP en un punto R.
@ Trazar en S una paralela al segmento AQ (ubicado en el semiplano inferior respecto al

segmento AB). La paralela cortarad al segmento P"'B en un punto R".

& Demuestre que cuando Q varfa en la circunferencia de centro A y radio AQ, el lugar

geométrico de R y R', es una elipse de focos Sy B.

4 Construccion 8. Dada una recta | y una circunferencia de radio r cuyo centro O estd

sobre la recta I, realizar la siguiente construccion:

@ Sean A y A’ los puntos de interseccion de la recta l y la circunferencia de centro

o.

@ Elegir en la circunferencia un punto Q (punto sobre el objeto) que la recorra y

trazar la recta AQ.
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@ En A’ levantar una perpendicular a la recta l. La perpendicular intersectard a la
‘recta AQ en un punto R.
En R trazar una perpendicular a AQ.

Obtener A", simétrico de A respecto de R.

e ee

. Por A" trazar una paralela a la recta A'R. La paralela intersectard en un punto P
a la perpendicular a la recta AQ levantada en R.
. @ Trazar en A" una paralela a larecta A'R.

Al mover el punto Q sobre la circunferencia, el punto P describe una parébola.

@ Teorema 8.1. Dada una recta | y una . p

circunferencia de radio r cuyo centro O estd N A"
sobre la recta l. Sean: A y A’ los puntos de
interseccion de la recta | y la circunferencia R
de _centro O; R interseccion de la Q
pei'pehdicular a l levantada en A' y la recta A A \ P

AQ asi como A" simétrico de A respecto de R. 0 \ '

El lugar geométrico de P,(interseccion de la

perpendicular a la recta AQ, levantada en R y

la perpendicular a la recta A' R, levantada en

A'), cuando Q varia en la circunferencia de

centro O, es una pardbola de foco A y directriz la paralela a la recta A'R trazada en A"

Demostracion.

A" es simétrico de A respecto de R. Como la recta RP es perpendicular a la recta AQ (por
construccion) entonces la recta RP es mediatriz del segmento AA". En consecuencia el tridngulo
AA"P es un tridngulo isdsceles; por tanto PA = PA".

Dado que la recta A"P es perpendicular a la recta A'R (por construccién), entonces se satisface la
definicién de una pardbola de foco A y directriz la paralela a la recta A'R trazada en el punto A".

" TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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N Cohstrﬁcciéﬁ 9 Dada una recta |l y O un punto en l que la recorre (punto sobre el

" objeto), realizar la siguiente construccion:

@ En 0 lev htdfﬂuna perpendicular
_ (m) ‘q larectal

i @ Eleg; 1 un punto A (punto sobre

: el ébjéib) distinto de O que la

‘De  igual  manera

: e consxderar en - m un punio C
iy dzstmloe O que la recorra.
@ ObtenerA’ simétrico de A respecto
w0
@ Trazar las rectas AC yA'C.

A

Los puntos A, A' y C, para cualquier posicién de A en la recta / y de C en la recta m definen un

triangulo isésceles. Si trazamos la mediatriz de A'C y en C trazamos una perpendicular a la recta

m, la perpendicular cortard a la mediatriz de A'C en un punto P. Al recorrer C la recta / (los

puntos A, O y A' permanecen fijos), el punto P describe una pardbola.

© Teorema 9.1 Dado el tridngulo AA'C

trazado como se indico en la construccion

9. El lugar geométrico de P (interseccion

de la mediatriz de A'C

con la

Dperpendicular a la recta m trazada en C),

cuando C varia en la recta m, es una

pardbola de foco A’y directriz la recta m.

Demostracion.

»

Dado que P esta sobre la mediatriz de A'C; PA' = PC y como CP es perpendicular a m, entonces

se satisface la definicion de una pardbola de foco A' y directriz la recta m.

TESIS CON

FALLA DE ng}zn

98



En el tridngulo AA'C sus mediatrices de intersectan en un punto P', este punto describe una

parabola cuando O recorre la recta /. En este caso el punto A permanece fijo.

@ Teorema 9.2. En las

condiciones de la

construccion 9, las
mediatrices - del  tridngulo
AA'C se cortan en un punto

P'. El lugar geométrico P’

cuando O varia en la recta |,

es una pardbola de foco A 'y

directriz la recta CP.

Demostraciéon.
P' es interseccion de las mediatrices del triangulo AA'C, en consecuencia P'A = P'C. Por otra
parte, por construcciéon, la recta CP es perpendicular a la recta m, por lo que se satisface la

definicién de una paribola de foco A y directriz la recta CP.

Si en el tridngulo AA'C, trazamos la altura al lado AC y en O' (simétrico de O respecto de A")
trazamos una perpendicular a /, esta perpendicular cortard a la altura trazada al lado AC, en un
punto P. Al hacer que el punto A recorra la recta /, el punto P describird una pardbola. En este

caso permanecen fijos los puntos O y C.

@ Teorema 9.3. En las condiciones de la
construccion 9. El lugar geométrico de

P, tal que P es interseccion de la

altura trazada al lado AC y la

perpendicular a la recta I, trazada en

O' (O' simétrico de O respecto de A'),
cuando A varia en la recta I, es una
pardbola de foco C'y directriz la recta
CE.
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En la figura:

¢ O es simétrico de O respecto de A'.

& D es interseccién de la recta A'C y la perpendicular a / trazada en O'.
C' es simétrico de C respecto de O.
La recta CE es paralela a /. (en C trazamos una perpendicular a m).

D' es interseccién de la recta C'D con la recta AC.

L

D" es interseccidn de la perpendicular a / trazada en O' y la recta AC.

Demostracion

Los tridngulos OA'C y O'A'D son congruentes: Por un lado, £ OA'C = 2 O'A'D (son opuestos
por el vértice) y dado que los dngulos A'OC y A'O'D son rectos (por construccion), tendremos
que £ A'CO = L£ADO'. Por otro lado, como O'A = A'O’ (por construccion). El criterio de
congruencia ALA nos permite concluir que los tridngulos OA'C y O'A'D son congruentes; en
particular se tendra DO' = OC.

Dado que por construccién, C'O = OC (C' es simétrico C respecto de O) se tiene que; DO' = C'O

y como las rectas CC' y O'D son perpendiculares a /, entonces la recta C'D es paralela a /.

El triangulo D'DC es is6sceles: los tridngulos D'DC y AA'C tienen un angulo comun (ZA'CA ) y
D'D es paralelo a /, entonces los tridngulos son semejantes, dado que la recta m es mediatriz del
segmento AA', también lo ser4 del triangulo D'DC, es decir, el triangulo D'DC es isdsceles, en

consecuencia D'C' = C'D.

Dado que por construccion, las CC' y DO' son paralelas, es sencillo probar que los segmentos CC'
y ED" son congruentes. Por lo anterior, E es punto medio del segmento DD" (DE = C'C = ED").
Dado que C' es punto medio del segmento D'D, se tendra que, de acuerdo al inverso del teorema
de Thales aplicado al tridngulo D'DD", el segmento C'E es paralelo a la recta AC, como se

muestra en la siguiente figura.
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Como la recta A'P es perpendicular a la recta AC, también lo sera al segmento C'E. Es decir, la

recta A'P es mediatriz del segmento C'E. Por otra parte, es sencillo probar que: C'A' = A'E.

Los resultados anteriores nos permiten concluir que el tridngulo C'PE es isésceles, por tanto los
segmentos C'P y EP son iguales y dado que EP es perpendicular a la recta /, se satisface la

definicion de una parabola de foco C' y directriz la recta CE.

Si en la construccion 9 trazamos las alturas del triangulo AA'C, éstas se intersectan en un punto

P. Al hacer que O recorra la recta /, el punto P describird una parabola. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 9.4 En las
condiciones de la
construccion 9. Las
alturas - del tridangulo

AA'C -se intersectan

en un punio P, el

- lugar geométrico de

P, ortocentro del

trigdngulo AA'C

cuando O varia en

la recta I, es una pardbola de foco el punto Fy directriz la recta q.
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En la figura:

M es punto medio del segmento OC.

M es punto medio de MO.

M" es simétrico de M’ respecto de M.

M" es simétrico de M' respecto de O.

La recta p se trazé perpendicular a la recta m en el punto M'.
La recta g se trazd perpendicular a la recta m en el punto M"'.

F es interseccion de la recta p con la perpendicular a /, levantada en el punto A.

2P ¢ 2P EF S

F' es interseccion de la recta ¢ con la perpendicular a /, levantada en el punto A

La demostracion del teorema requiere de la siguiente construccion y demostracién del lema que

se deriva de ella.

Construccion:
Consideremos tres rectas paralelas I, p 'y q tal que p y q estdn a la misma distancia de l. Bajo

estas condiciones realizar la siguiente construccion.

@ Considerar en la recta l dos puntos: A fijo y O tal que recorra la recta.

@ Levantar respectivamente en el punto A y en el punto O perpendiculares a la recta l. La
perpendicular en el punto O cortard a la recta p en un punto M’y a la recta q en el punto
M. La perpendicular trazada en A, cortard a la rectap en un punto F y a la recta q en
un punto F".

@ Trazar larecta FM"'

@ Reflejar la recta FF sobre la recta FM'™. La recta n resultado de la reflexion, cortard en

un punto P a la recta m.
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Al hacer que O recorra la recta /, el punto P describe una parabola.

" Lema: Dada la construccion m V n
A, el lugar geométrico del punto
P (interseccion de la
perpendicular a la recta |
levantada en O y la recta n,
resultado de la reflexion de la

recta FF’ respecto a la recta F M*

FM'" cuando O varia en la recta 0 !

I, es una pardbola de foco F y VG M 9

directriz la recta q.

Demostracion.

El £ M"'FF' = £ PFM™ (por construccién). Dado que £ PM"F = £ M"FF' (son dngulos alternos
internos) entonces £ M"FP = £ PM"F, en consecuencia el triangulo M"'FP es isdsceles, por lo
que PF = PM™. Por construccion PO es perpendicular a la recta /, entonces se satisface la

definicién de una parabola cuya directriz es la recta g y foco el punto F.

A continuacién mostraremos que la construccion anterior nos permite definir el tridngulo AA'C a
que hace alusion el teorema 9.4 y, que el punto P de la misma construccioén se corresponde con el

ortocentro del tridngulo AA'C definido en la construccion 9.

Dadas las condiciones iniciales de la construccion A, realizar los siguientes trazos:
@ Localizar A’ simétrico de A respecto de O.
@ Llamar M’ a la interseccion de la recta m con la recta p.
@ Localizar: M simétrico de O respecto de M'; M"” simétrico de M respecto de M'y C
simétrico de M respecto de M"'.
@ Trazar las rectas ACy A'C
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Enla sriguvienté‘ﬁéimjafse observa el resultado.

Demostracién del teorema. £~

Observemos que IA
puntos A, A'y C definen

un tridngulo isosceles.
Por otro lado, notemos
que el punto C se ha
localizado de manera
que OC = 40M'. Las
caracteristicas de este
tridngulo corresponden a
las del tridngulo AA'C

generado en la

construccion 9. /

Demostraremos que el punto P,

interseccion de la recta m y la recta \

n, resultado de reflejar la recta FF'
respecto a la recta FM'™, también
es el ortocentro del tridngulo
AA'C.

F

G

L

’
S F
’

En la figura:

M

- El punto E es interseccidn de la altura trazada desde A’ al lado AC con la recta FF'.

& L es interseccién de la recta p y la perpendicular a / levantada en A'.

&% El punto D es interseccién de la altura trazada desde A al lado A'C con la recta A’L.
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4 El punto H es interseccion de la recta n, resultado de reflejar la recta FF' sobre la recta
"FM™ y de la perpendicular a la recta / levantada en A",

& En H se trazé una paralela a /. El punto K es interseccion de esta paralela con la recta AF.

4+ 1 es interseccion de la recta n, resultado de reflejar la recta FF' sobre la recta FM™ con la
recta ED.

& Jes interseccion de la recta ED con la recta m.

¢+ El punto G es interseccion de la recta n, resultado de reflejar la recta FF' sobre la recta
FM'™, con la recta /.

Vamos a suponer que la recta n, resultado de reflejar 1a recta FF' sobre la recta FM™, intersecta a
la recta m en un punto P'. Demostraremos que P’ coincide con el punto P, ortocentro del triangulo
AA'C.

Es sencillo probar que los triAngulos ADA y A'EA son congruentes, por lo que AE es igual A'D.
Podemos entonces afirmar que la recta ED es paralela a la recta /. Los resultados anteriores nos
permiten concluir que el cuadrildtero AA'DE es un rectdangulo en el que P es su centro de
simetria. A partir del resultado anterior, es sencillo probar que los tridngulos GOP y JPI también

son congruentes.

Demostraremos que los tridngulos GAF y DIH son congruentes. Es ficil demostrar que son

semejantes. Veamos por qué son congruentes:

Dado que los triangulos GOP y JPI son congruentes, entonces los lados JI y GO son iguales. Pero
JI=JD+DIyGO=GA+ AO, y como AO = JD entonces GA = DI. Este resultado nos conduce
a la congruencia de los triangulos GAF y DIH, Por lo que FA = DH. Dado que cuando O recorre
la recta /, FA se mantiene constante, también DH se mantendra constante, es decir los segmentos

FA y DH son constantes para cualquier posiciéon de O en la recta /.
Como consecuencia del resultado anterior y de que por construccion HK es paralelo a 1a recta /,

tendremos que FA = LA' = DH = EK, entonces el cuadrilatero FLHK es un rectingulo en el que

la recta FH es una de sus diagonales.
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Sabemos que AA'DE es un rectangulo que tiene a P como centro de simetria, y dada la forma en
que se obtuvo el rectangulo FLHK, necesariamente este rectangulo tendra a P como centro de

simetria, es decir P' coincide con P. De acuerdo al lema, P describe una pardbola de foco F y

directriz la recta q.

En la construccion del problema 9, al trazar las alturas a los lados AC y A'C del tridngulo AA'C,
interceptaran a las rectas AC y A'C enP y P' respectivamente. Al mover el punto C sobre la recta

m, los puntos P y P' describiran un circulo, lo que da lugar al siguiente:

©@ Teorema 9.5 En  las
condiciones de la
construccion del problema 9.
Las alturas de los lados AC y
A'C  del tridngulo AA'C
intersectan a las rectas AC y
A'C en P y P’

respectivamente, el lugar

geométrico de P y P', cuando
C varia en la recta m, es una
circunferencia de centro O y
radio OA = OA".

Demostracién

Los puntos A y A’ son fijos y, para cualquier posicion de C en la recta m, los 4ngulos APA y
A'P'A son rectos. En consecuencia, P y P' estan sobre la circunferencia de centro O y radio OA.

Dado el tridngulo AA'C trazado como se indicé en la construccién 9. Realizar la siguiente

construccion:
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@ Trazar en A la perpendicular al lado A'C. La perpendicular cortard a la recta A ‘Cen

“un' punto P,

LY

@& Demuestre que cuando O varia en la recta /, el lugar geométrico de P es una circunferencia.

Dado el triangulo AA'C trazado como se indicé en la construccion 9. Realizar la siguiente

construccion:

@ Trazar en O la perpendicular al lado

A'C. La perpendicular cortard a la

R /
S A'\\ ~recta AC en un punto P.

‘B Demuestre que cuando C varia en la recta /, el lugar geométrico de P es una hipérbola.

Dado el triangulo AA'C trazado como se indicé en la en la construccion 9. Realice los siguientes

trazos:

@ Localice A" simétrico de A respecto de A",

@ Trace en A" una perpendicular a la recta l.
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@ Trace la altura al lado AC del tridngulo AA'C. La altura intersectard a la

iperpendicular a l levantada en A" en un punto P,

F

‘Bl Demuestre que cuando O varia en la recta /, el lugar geométrico de P es una pardbola de foco
F' (simétrico de B respecto de A, donde B es la interseccién de la perpendicular a  levantada

en A y larecta A'C) y directriz la paralela a / trazada en F.

Dado el tridngulo AA'C trazado como se indicé en la en la construccion 9, realice la siguiente

construccion.

@ Localice M punto medio del lado A'C y
trace la mediana que pasa por ese

punto.
@ Trace la altura al lado AC del

tricngulo AA'C. La altura intersectard

a la mediana que pasa por M en un

punto P.

‘mi *Demuestre que cuando C varia en la recta OC, el lugar geométrico de P es una elipse.
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Si en la construcciéon del tridngulo isésceles AA'C del problema 9, trazamos en O una

“perpendicular al lado A'C, la perpendicular corta a la recta AC en un punto P. Al mover el punto

O sobre la recta /, el punto P describe una hipérbola. Enunciamos el siguiente:

@ Teorema 9.6. En las condiciones de
la construccion del problema 9. La
perpendicular al lado A'C levantada
en el punto O, intersectard a la recta

- AC en un punto P, el lugar
geométrico de P, cuando A varia en

la recta I, es una hipérbola.

/q

La demostracién la daremos a partir de realizar la siguiente construccion y considerar el resultado

del problema que se encuentra en la pdgina 4 de este trabajo.

4 Construccion. Dados A y B dos puntos fijos, construir el tridngulo ABP seudorectangulo,
esto es, un tridngulo ABP tal que: £PAB = ZABP + 90°. (Luciano Olabarrieta S. 1.)

Construccion.

@ Trazar una recta 1y, elegir en ella dos
puntos distintos A y B,

@ Construir la mediatriz de AB.

@ Elegir en la mediatriz un punto O que
la recorra.

@ Trazar una circunferencia con centro
en Oy radio OA = OB.

@ Trazar en O una paralela a

la recta l. Esta paralela cortard a la circunferencia en dos puntos Py P’. El segmento PP’ es

didmetro de la circunferencia de centro O.

@ Trazarel triangulo ABP. Este es el tridngulo seudorectdngulo que se deseaba construir.
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~ También el triAngulo ABP' satisface las condiciones del problema, como se muestra en la figura.

/—4

.y 1 []
El triAngulo ABP es seudorectangulo en razén de NN
los siguientes hechos: )
N
: \*\\ /
En la figura: HE A 8

¢ En P se traz6 una perpendicular a la recta /. En consecuencia es tangente en P a la
circunferencia.

¢ H es interseccioén de la tangente trazada en P y la recta /. La recta PH es perpendicular a
la recta /.

& En A se traz6 una perpendicular a /.

& Jes la interseccion de la perpendicular a / levantada en A y la recta OP.

Dado que PH es tangente en P a la circunferencia y HB es una secante entonces se¢ tendra que:
PH? = PA x PB, es decir, los triangulos HBP y HAP son semejantes, en consecuencia los angulos
ABP y APH son iguales.

Por otra parte, el cuadrilaitero HAJP por construccién es un rectangulo, de manera que los

angulos: APH y PAJ son iguales. En consecuencia los angulos PAJ y ABP son iguales.

Por otra lado, ZPAB = 90°+ZPAJ = /PAB = 90° + ZABP. Concluimos que el tridngulo ABP
es seudorectangulo.
' 1

El problema: trazar una circunferencia que pase por

dos puntos fijos A y B cuyo centro O esté sobre una

recta l. (Francisco Zubieta Russi) que se encuentra en

<

-/1'
1/1"
A
2
A —\

i
-, J

la pdgina 4 de este trabajo nos llevé a encontrar que el

lugar geométrico de P, cuando Q varia en Ja mediatriz

L

[ FE.

de AB, es una hipérbola equilitera, como se muestra en

>

la figura:
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Demostracion del Teorema 9.6

Consideremos la figura anterior. Sea Q el punto dc interseccién de la recta A'C con la
perpendicular a esta recta lcvantada en O. Dado que el dngulo OQC es recto (por construccion),
es sencillo probar que el lugar geométrico de Q, cuando A varia en la recta /, es Ia circunferencia

de centro O' (punto medio de CO).

Trazar en Q una paralela a £, ésta cortara a la recta AC cn un punto ', y a la recta m cn un punto
F. Los puntos Q', Q y C definen un tridngulo semejante al tridngulo AA'C: comparten el dngulo
A'CA y de acuerdo al teorema de Thalcs los tridngulos Q'QC y AA'C son semejantes.

Si consideramos que la recta m es mediatriz del tridngulo AA'C, también o sera del tridangulo
Q'QC. Por tanto el punto F es punto medio dcl segmento Q'Q. De acuerdo al resultado anterior
tendremos Q'F=FQ y CQ = CQ".

Por otra parte. los tridngulos OCQ' y OCQ son congruentes: Los dngulos OCQ' y OCQ son
iguales; ademas CQ'= CQ y CO = CO. Al aplicar el criterio de congruencia LAL, obtendremos
el resultado; por tanto el dngulo CQ'O es recto. En consecuencia Q' debe también estar sobre la

circunferencia de centro O'.
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Es cléro rcrlue:elré‘inguilyo Q'FC es recto. Ahora bien, £ FCP =Z£ QFC + £ CQ'Fyaque £ FCPes
it eitéridr del triéiiguio CQ'F. Por tanto podemos concluir que: £ FCP = 90°+4£ CQ'F. Por otro

- lado, £ CQF = £ COQ (abarcan el mismo arco) entonces £ FCP =90° + £ COQ o lo que es lo
mismo £ OCP = 90° + £COQ.

Los resultados muestran que el tridngulo PCO es seudorectangulo tal que los vértices C y O son

fijos. De acuerdo al resultado del problema al que hemos hecho referencia, P describe una
hipérbola equilatera.

4 Construccion 10. Dada una recta 1 y un punto C que no esté en la recta, realizar la

siguiente construccion:

@ Elegir en l un punto cualquiera A (punto sobre el objeto) y trazar en ese punto
una perpendicular a .

@ Trazar la recta AC.

@ Trazar en C una perpendicular a la recta AC. Esta perpendicular cortard en un

punto B a la perpendicular a | levantada en A.

B |/

Los puntos A, B y C
definen wun triangulo

rectangulo:
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El punto A se tomé de manera que podemos moverlo sobre la recta /, en cada posicién de A en la
recta, se tiene un tridngulo rectdngulo ACB distinto. Consideremos M, punto medio de AB. Al

mover A sobre la recta I, M describe una parabola, lo que nos permite formular el siguiente:

@ Teorema 10.1. Dado un tricgngulo
recténgulo ACB tal que A es un
punto de la recta I, AB es
perpendicular al y C es un punto
fijo que no estd en la recta; el
lugar geométrico de M (punto
medio del lado BC) cuando A C
varia en la recta I, es una
pardbola cuyo foco es C y ‘ = g
directriz la recta 1l: (Luciano / A '
Olabarrieta S. 1.)

En la figura,

¢ M es punto medio de AB.
€ CM es mediana del triangulo ACB.

Demostraciéon
Como CM es mediana del tridngulo rectangulo ABC, entonces MA = MC = MB. Estas
igualdades se mantienen para cualquier punto A de la recta 1y, dado que AB es perpendicular a /,

se satisface la definicién de una parabola cuyo foco es C y directriz la recta /.

Por otra parte, al mover el punto A sobre la recta / notaremos que el punto B también describe

una parabola.
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@ Teorema 10.2. Dado un tridngulo
rectangulo ACB tal que A es un punto
cualquiera de la recta I, AB es
perpendicular a l 'y C es un punto fijo
que no estd en la recta; el lugar
geométrico de B cuando A varia en la
recta I, es una pardbola.(Luciano
Olabarrieta S. I.).

Demostracion

La demostracion la daremos a partir de considerar el resultado del rteorema 9.4. Analicemos los

trazos realizados a partir de la construccién que dio origen a este problema:
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En la figura: o

€ El triangulo ABC es aqhél'que dio lugar al problema

¢ En C se traz6 una paralela a la recta /. Esta paralela corta a la recta AB en un punto D.

€ El punto C' es simétrico de C respecto de D. Asimismo, el punto A’ es simétrico e A
respecto de D.

& El punto M es punto medio de DA, de igual forma el punto N es punto medio de MD.

& El punto N' es simétrico de N respecto del punto D.

€ En N se trazd una paralela a la recta /. Esta paralela corta a la perpendicular a /
levantada en B en el punto F.

€ Se trazaron las rectas CA, C'A'y C'B

Observemos que, por construccion, el cuadrilatero de vértices C, A, C' y A' es un rombo, por lo
que las rectas AC y A'C' son paralelas. Dado que la recta CB es perpendicular a la recta AC,
entonces la recta A'C' es perpendicular a la recta CB. Podemos concluir que la recta CB es una de

las alturas del tridngulo CC'A’.

Por construccion el tridngulo CC'A’ es is6sceles y por otra parte, la recta AB es perpendicular a la
recta CC', en consecuencia es altura de este tridngulo: De acuerdo al resultado anterior, B es el
ortocentro del tridngulo CC'A'.

De acuerdo a los resultados anteriores la recta C'B es la otra altura del triangulo CC'B.
Observemos que los puntos M, N, D, N' y F satisfacen las condiciones de la construccion del
teorema 9.4. En consecuencia cuando A varia en la recta /, el lugar geométrico del punto B es una

parabola de foco el punto F y directriz la recta F'N'.

Dadas las condiciones de 1la
Construccién 10, trazar el triangulo
ACB. Considere un punto P sobre

su perimetro.




% *Demuestre que cuando A varia en la recta /, si P estd sobre el segmento AB o BC, el lugar
geométrico de P, es una pardbola.
‘= *Demuestre que cuando A varia en la recta /, si P' esta sobre el lado AC, el lugar geométrico

de P, es una recta paralelaa /.

4 Construccion 11. Dada una circunferencia de radio r que tiene su centro O sobre
una recta l, realizar la siguiente construccion:

@ Llamar Sy S’a la interseccion de la recta l y la circunferencia.

@ Considerar en | un punto A, distinto de O que recorra la recta 'y considerar un
punto Q en la circunferencia de centro O que la recorra.

@ Reflejar Q sobre la recta | para obtener el punto Q"

@ Trazar las rectas AQ y Q'O. Estas rectas se intersectardn en un punto P.
Cuando Q recorre la circunferencia de centro O y, dependiendo de la posicién de A, respecto de
O, en la recta /, el punto P describira: una elipse, una hipérbola, una pardbola, una recta o una

circunferencia. A continuacién daremos la demostracidn del caso de la parébola.

@ Teorema 11.1. Dada una

circunferencia de radio r que tiene
su centro O sobre una recta l. Sean
S y S’ las intersecciones de la
circunferencia y la recta; A el
simétrico de O respecto de S;

cuando Q varia en la circunferencia

de centro O, el lugar geométrico de
P, interseccion de las rectas AQ y

Q'0, es una pardbola de foco Oy

directriz la recta SS"'.
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En la figura:
¢ EnP se trazoé una paralela a larecta /, y en S se trazé una perpendicular a la recta /.
4 S" es interseccion de la paralela a la recta / trazada en el punto P y la perpendicular a
la recta /, levantada en S.
& Q" es interseccion de la recta Q'O con la circunferencia.
¢ R es interseccion de la perpendicular a / levantada en el punto O con la recta PS".

# R' es interseccién de la perpendicular a / levantada en el punto O con el segmento

QQ".

Demostracion:

Afirmamos que el segmento QQ" es paralelo a/ y R' es su punto medio: El tridngulo Q"QQ' es un
tridngulo rectingulo (Q'Q" es un didmetro y Q estd en la circunferencia); como QQ' es
perpendicular a / (por construccién) entonces QQ" es paralela a /. Por otro lado, QQ" es una
cuerda y la recta OR es perpendicular a / (por construccién) y pasa por el centro de la

circunferencia; necesariamente bisecta a QQ" en R".

Los tridngulos AOP y QQ’P son semejantes: QQ" es paralelo a AO. y tienen un dngulo comun (el
4dngulo OPA); el teorema de Thales nos lleva al resultado sefialado. Por otra parte, el segmento
PS es mediana del triangulo AOP; dada la conclusién anterior, PS debe cortar en R' a QQ"; de

manera que S, R’ y P estén alineados.
Los resultados anteriores nos permiten afirmar que los trisingulos SOP y R'Q"P son semejantes.

Observemos también que los tridngulos PRO y Q"R'O son semejantes: el angulo ROP es comtin y
los angulos PRO y Q"R'O son rectos; entonces los dngulos OPR y OQ"R’ son iguales.

Los dos uitimos resultados nos permiten establecer las siguientes proporciones:

SO/PO =R'Q"/PQ" PR/PO = Q"R/Q"O. Como Q"O = SO (son radios de la misma
circunferencia se tiene PR/PO = Q"R'/SO de donde:
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SO x PQ" = PO x RQ" y PR x SO = PO x R'Q".

De estas igualdades concluimos que: SO x PQ" = PR x SO. De esta igualdad se deduce que los
segmentos PQ" y PR son iguales . Al agregar SO a cada miembro de esta igualdad se obtiene:
PQ"+SO=PR + SO =PQ"+Q"O=PR + S"R = PO =PS".

Dado que PS" es perpendicular a la recta SS", se satisface la definicion de una pardbola de foco O

y directriz la recta SS".

De manera aniloga se puede probar que si A
es simétrico de O respecto de S', al realizar
una construccion similar a la propuesta en el

! teorema 12.1 se obtiene otra pardbola como

la que se muestra en la figura:

Q°

Finalizaremos este capitulo dando una demostraciéon de los resultados sefialados en la
construccion 11, que es distinta a las que hemos desarrollado hasta ahora. Daremos una
demostracién centrada en consideraciones propias de la geometria analitica clisica, que nos fue

proporcionada por el profesor uruguayo Bernardo Camou.

@ Teorema 11.2. En un sistema cartesiano, sea un punio A de coordenadas (a, o) que recorre el
efe X y una circunferencia de centro en el origen y radio uno. Si Q es un punto cualquiera de
la circunferencia, el lugar geométrico de P (punto de interseccion de la recta AQ con la recta

OQ' (Q' se obtiene al reflejar Q sobre el eje X ) cuando Q varia en la circunferencia es una:
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# Pardbola, si A tiene coordenadas (2,0) o (-2,0)

¥ Elipse, si A estd en alguno de los intervalos abiertos (—2, —co) 0 (2, o)

% Hipérbola, si A si A estd en alguno de los intervalos abiertos (=2, 0) 0(0,.2).
% Circunferencia, precisamente la de centro O sil al > »

% Recta, aquella que es perpendicular al en el punto O, sil al = 0.

Dcmostmcién.\ q (& 8)

Caso de la
pariabola. J 1 2.0

AN "BN

En la figura:
& Q tiene coordenadas (o, B) y es un punto que esta en la circunferencia.
4 Q' (resultado de reflejar Q sobre el eje X) también esta en la circunferencia. Tiene
coordenadas (a,—B).

# A es simétrico de (0,0) con respecto a (1,0). Tiene coordenadas (2,0).
La circunferencia tiene su centro en el origen del sistema cartesiano y el radio es uno, por lo que
su ecuacion es: x* + y2 = 1. De acuerdo a las coordenadas de los puntos A, Q y Q', las ecuaciones

de las rectas AQ y Q'O seran respectivamente: y= 3 (x— 2) (o -2) yy = -px/a

Al resolver este sistema de ecuaciones respecto a . y 3 obtendremos:

a=x/x-1)yp=y/(1-x).
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Como Q pertenece a la circunferencia de centro O, se debe verificar que: o + B2 = lAl $ustituir ‘
en esta expresion el valor de a y B hallados antes, obtendremos: (x/(x ~ 1))2+(y/(1'—':' x))? "—“'_1. Al

desarrollar encontraremos que:

O/ - x))H/(x — 1))P=1 = x+y=x2-2x+1 =y?=2x+1

= x = —?/2 + 1/2. Est4 tltima expresion corresponde a la ecuacién de una parabola.
Demostraciéon para todas las conicas

Consideremos el caso en que A es un punto cualquiera de la recta /. Las coordenadas de dicho
punto seran: (a,0). Al realizar el mismo procedimiento que seguimos para el caso de la parébola,
esto es, obtener las ecuaciones de las rectas OQ y AQ y resolver el sistema de ecuaciones

respecto a o y B, se tendrd que: o = ax/(2x —~a) y B = ay/(a — 2x)

Al sustituir estos valores en o> + B?= 1 y desarrollar la expresion se concluye que:
(@ — 4)x*+ a*y* + 4ax — a* = 0. Esta expresion representa la ecuacién de una de las conicas. La

ecuacion de la conica respectiva depende de los valores que tome a, asi:
Sia*~4>0=a* >4 = a>2 oa<— 2, entonces, en este caso, los coeficientes de x* y )* son

positivos por lo que (a® — 4)x* + a*” + 4ax — a* = 0 representa la ecuaciéon de una elipse. La

siguiente figura muestra algunas de estas curvas.

1,70 +5,92y*-10x-592=0

1.97x‘+6.0870 -6.08=0 (e
: )

(a—B)
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‘Sia#0yd-4<0=>d<4=
54=0

|aj < 2= ~ 2 <a <2, entonces el
coeficiente de x* es negativo y
el de »* es positivo, por lo que 4,88x2-3,12y%-

@D+ dy +dax ~a*=0

representa la ecuacion de una

hipérbola, como las que se

muestran en la figura.

yvH2x-1=0

qQ (&8 Siga= -2 oa =2y como lo habiamos

20 mostrado:

(@ — HX*+ a* + 4ax — a* = 0 representa
a\[o -8 la ecuacion de una pardbola. La figura

muestra el casoenquea =2

Sia = 0y a — o entonces en la diferencia a 2> — 4 podemos considerar sélo a > de manera que la

expresion (a*— 4)x* + a®? + 4a x — a*= 0 queda aproximada por: @®x*+ a®?+ 4ax —a 2=0

Al dividir entre o la expresion a*x® + a*? + 4ax — a* se obtiene x*+ )*+ (4x)/a — 1 =0.
Si a— «© entonces (4x)/a — 0 de

manera que se obtiene la expresion

x? + 3* — 1= 0 que representa la p 'y a (8
ecuacién de una circunferencia de %
centro en el origen y radio uno. En 1

la figura se muestra una elipse muy K\

parecida a la circunferencia de NG
centro O.
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Si a— 0 entonces (&* — 4)x* + a®)? + dax
—ad=0sereducea—4=0=>x=0

que representa la ecuacion de la recta

xque coincide con el eje Y, como se

muestra en la figura.
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En este capitulo proponemos una serie de problemas que llevan a generar las cénicas. Cabe decir
que la mayoria de los que hemos incluido en este capitulo, s6lo permiten generar una de las

coOnicas.

En el planteamiento de ciertos problemas damos alguna sugerencia para ser desarrollados, es el
caso de aquellos que sabemos cémo realizar la construccion o la demostracion. De aquellos que
no tienen sugerencia, unos porque consideramos no son dificiles de probar o construir y otros
porque desconocemos la demostracion y nos gustaria que se nos haga llegar alguna. Estos
ultimos problemas estan sefialados con un asterisco. En principio, estamos interesados en conocer
demostraciones cuyos argumentos sean de geometria euclidiana; pero seré decisién de quien los

aborde hacer caso a nuestro interés o seguir su propio camino.

Los problemas van acompaiiados de alguna figura que los ilustra, sin embargo, aquellos (son los
menos) que se proponen para realizar una construccion se han ocultado los trazos que llevan a

realizarla.

Problemas

%! Dada una recta / y una
circunferencia de centro
O y radio r que no
intersecta a la recta,
construir una
circunferencia que sea

tangente tanto a la recta

como a la circunferencia
dada.

Sugerencia:

% Considere un punto Q que recorra la circunferencia de centro O y en ese punto

construya una circunferencia que satisfaga las condiciones planteadas.
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m Demuestre que el lugar geométrico de P
y P' centros de las circunferencias
tangentes a la circunferencia y a la recta
dada, son dos parabolas tales que el

foco de ambas es O (centro de la

circunferencia dada) y, la directriz de

cada una es paralela a la recta /.

@t Demuestre que si la

circunferencia corta a la recta / el

\/\ / lugar geométrico de P y P,
e — ! centros de las circunferencias
P

tangentes a la circunferencia y a

o la recta dada, son dos parabolas
tal que, con respecto a la recta /,
una se abre hacia arriba y otra

hacia abajo-

i Dadas dos rectas [ y m que se intersectan en un punto O, trazar una circunferencia que sea

tangente a las dos rectas dadas.

Sugerencia:

% Trazar una circunferencia de centro O y radio OQ tal que Q recorra la recta /.

=i Demuestre que dadas dos
rectas /| y m que se
intersectan en un punto O,
cuando Q varia en la recta /,
el lugar geométrico de P,

centro la circunferencia

tangente a / y m, son las

bisectrices de los angulos que forman las rectas/ y m.
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®  Dado el vértice V de un rectingulo y M, punto medio del lado no contiguo al vértice dado
del rectangulo, construir el rectidngulo. De todos los rectingulos que cumplen con las

condiciones del problema, encuentre el de area mixima.

Sugerencia:
% Trace una circunferencia con centro en
Vyradior. a
% Elija un punto Q que recorra la
circunferenciay trace la recta VQ.
#  Trace el rectdngulo. e M
# Haga que Q recorra la circunferencia, observe los vértices del rectangulo, jqué

describen?

! Dado el vértice V de un cuadrado y el punto medio M del lado no contiguo al vértice dado,

construir el cuadrado.

Sugerencia:

Trace el segmento VM y localice O, punto medio de este segmento.

Trace la circunferencia de centro Oy radio OV = OM.

Elija en la circunferencia de radio OV un punto A que la recorra y trace la recta VA.
Trace las rectas MA y VA.

En V, trace la perpendicular a la recta VA y lldmela n.

Trace la circunferencia de centro A y radio VA, ésta perpendicular cortard C a n.
En C, trace la perpendicular a la recta n, estd cortard en B a la recta MA.

Trace el cuadrado VABC.

Localice 4, simétrico de A respecto de M.

¢ E R e TR

# Haga que A recorrah

circunferencia de centro
V y radio OA, observe
los vértices del cuadrado
y el punto A, ;qué

describen?

o _/
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i Cuél es lugar geométrico de los vértices B y D de un cuadrado de vértices Q, B, Ry D,
cuando Q varia en larecta / y, R es un vértice fijo que no esti en la recta? (N.B Vasiliev, V.

L. Gutenmijer).

# Considere el caso en que
Q y R son vértices

opuestos del cuadrado.

Sugerencia:
# El cuadrildtero Q'S'RS es uno de los cuadrados que cumple con las condiciones. Observe que
S' es punto fijo, ;por qué?

#  ¢Qué sucedera si rota la recta / un angulo igual a —45° respecto al punto S'?

‘wi Demuestre que cuando Q varfa en la recta /, la recta TT' es la envolvente de una paribola

cuyo foco es el punto R y directriz la recta /.
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Sugerencia;

% Localice el punto P que describe la pardbola.

# Considere
el caso en
que Q y R
son  vértices

contiguos
del

cnadrado.

‘w Demuestre que cuando Q varia en /, larecta QT es la envolvente de una parsbola de foco Ry
directriz la recta paralela a / trazada en R'; donde R’ es simétrico de R respecto de V y V es

interseccion de la recta / y la perpendicular a esta recta trazada en el punto R.

128




Sugerencia:
4 Si el segmento RQ es rotado un angulo igual —90° respecto al punto R (Qué posicion,

respecto de la posicién original del mismo segmento, tendrd el resultado del segmento

rotado?

m} Demuestre que cuando Q
varia en la recta /, la recta
TS es la envolvente de una
parabola que es resultado
de rotar la parabola, cuya
envolvente es la recta TQ,
un angulo igual a -90°

respecto al punto R.

Ml Dada la base AB de un triangulo

c D ) ABP y un segmento CD que
representa la suma de los otros

dos lados del triangulo, construir

el triangulo.

Sugerencia:
% Trace el segmento CD y considere en él un punto Q que lo recorra.
# Trace los segmentos CQ y QD.
# Trace el segmento AB.
% A partir de los segmentos AB, CQ, y OB, construya el triangulo ABP
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%l Demuestre que cuando Q varia en el segmento CD (excepto C y D), el lugar geométrico de P

es una elipse de focos A y B.

el Dada la diagonal AC de un rectdnguio ABCD y su perimetro, construir el rectingulo.

Sugerencia:

£

4 Analice cuando tiene solucion el problema y utilice el problema anterior.

Dada una circunferencia de
radio r que tiene su centro O en
una recta /, y un punto A
cualquiera de la recta /, que se
encuentra fuera del circulo de
centro O; localizar en la
circunferencia un punto Q que
sea punto medio del segmento
AP y, P
circunferencia. (H. S. M.
Coxeter, S. L. Greitzer).

est¢t en Ila

Sugerencia:

# Considere en la circunferencia un punto Q

que la recorray trace la recta AQ

# Localice A' simétrico de A respecto de Q.

Sugerencia:

A"

# Dada las condiciones del problema

anterior, demuestre que cuando Q
varia en la circunferencia, Ila
perpendicular a la recta AQ levantada
en Q, es la envolvente de una
hipérbola de focos A y A", donde A"

es simétrico de A respecto de O.

representa A" del lugar geométrico de A'?

# Cuando Q varia en la circunferencia, jcuil es el lugar geométrico de A'?, ;qué
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o:enel que A se encuentra

dentro delj‘éirculo de centro O y demuestre
que j:uahdo Q varia en la circunferencia, la
perpendicular a la recta AQ trazada en Q, es

- la envolvente de una elipse de focos Ay A"

# En la construccion del problema anterior, cuando A se encuentra fuera del circulo,

@ Trace la recta A"A’ m

realice la siguiente construccién:

intersectara

perpendicular a la recta AQ

trazada en Q, en un punto P.
@ Refleje la recta A"A’ sobre la

recta I, la recta resultante

cortardg a la recta AP en un

punto P',

a

la

_/

‘& PDemuestre que cuando Q varia en la circunferencia, el lugar geométrico de P' es una elipse de

focos Ay A".

il Analice el caso en que A se encuentra dentro del circulo y demuestre que cuando Q varia en

la circunferencia, el lugar geométrico de P’ (interseccion de la recta AP y la recta resultado de

reflejar la recta A'A" sobre la recta /, es una hipérbola de focos Ay A'.
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Dada la construccién inicial de los problemas anteriores realice los siguientes trazos:
@ Ti'azar en A una perpendicular a la recta l. La perpendicular intersectard a la perpendicular
o ala }‘ecta AQ levantada en Q, en un punto P.

N p

™ Demuestre que cuando A varia en la recta /, el lugar geométrico de P es una paribola.

Dada una circunferencia de centro O y radio r, realice la siguiente construccién:
@ Elija en la circunferencia un punto fijo S’y un punto Q que la recorra.
@ Trace en Q una tangente a la circunferencia.
@ Trace la recta SQ.
@ Trace en O una perpendicular a la recta SQ. La perpendicular intersectard a la
recta SQ en un punto P'y a la tangente a la circunferencia trazada en Q, en un

punto P.
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% Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico de P es
una recta, precisamente la tangente en S a la circunferencia.
# Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia, el lugar geométrico de P' es otra

circunferencia.

= Dados tres puntos medios A, B y D de los lados de un paralelogramo, construir el

paralelogramo. (Levi S. Shively, Ph. D.).

A

*0O

Sugerencia:
# Localice el punto medio de BD y llémelo O.
% Encuentre el cuarto punto medio del paralelogramo y llamelo C.
% Localice los puntos medios M y M’ de AB y AD respectivamente.
% Trace las rectas OMy OM".
4 En la recta MO elija un punto Q que la recorra y localice Q' simétrico de Q

respecto de C.

% SiQ varia en la recta OM, ;cuil es el lugar geométrico de Q'?

% Use el resultado anterior para localizar los vértices del paralelogramo.

4 Dada la base AB y la longitud (CD) de la mediana de un triangulo ABP construir el triangulo.

Considere los dos casos posibles. En cada caso encuentre el tridngulo de mayor area.
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Realice la siguiente construccién:

@ Trace una recta l

@ Trace una circunferencia de centro O tal que O esté sobre la recta I. La

circunferencia intersectard a la recta en dos puntos. Llamelos Sy S'.

@ En la circunferencia elija un punto Q que la recorra y trace la recta SQ.

@ Trace en Q una perpendicular al. La perpendicular cortard a l en un punto M.

@ Trace en M una perpendicular a la recta SQ.

@ Trace en Q una paralela a l. La paralela cortard a la perpendicular a la recta

SQ levantada en M, en un punto P.

ml *Demuestre que cuando Q
varia en la circunferencia, el
lugar geométrico de P es una
elipse cuyo eje mayor es dos
veces el didmetro de la
circunferencia y, el eje menor
mide el didmetro de la misma

circunferencia.

Sugerencia:

también vértice del mismo.

4 Dada una circunferencia de centro O y radio r y un punto A
dentro del circulo, construir un cuadrado tal que tenga dos

de sus vértices contiguos en la circunferencia y A sea

% Considere en la circunferencia un punto Q que la recorra y trace la recta AQ,

ésta cortard a la circunferencia en un punto Q'

% Localice el punto M, punto medio de AQ'y trace la mediairiz de AQ', estd

cortard a la circunferencia en dos puntos Py P’.

TESIS COX
FALLA DE G

—
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% Construya un cuadrado de lado AP.

Haga que Q

recorra la
circunferencia
de centro O.

Observe los

vértices del
cuadrado,
iqué
describen?

-8l Demuestre que:
# Cuando Q varia en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico de P es una
circunferencia.
# Cuando Q varfa en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico de P" es otra
circunferencia.
# Cuando Q varia en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico de M es una

circunferencia.

m! Dadas las condiciones de la construccion anterior demuestre que:
# Cuando Q varia en la circunferencia, la mediatriz de AQ' es la envolvente de una
elipse.
# Cuando Q varia en la circunferencia, la recta PQ' es la envolvente de una elipse.

# Cuando Q varia en la circunferencia la recta P'Q’ es la envolvente de una elipse
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‘® *Dadas las condiciones del problema anterior, analice el caso en que el punto A se encuentra

fuera del circulo y demuestre que si existe solucién al problema:

#% Cuando Q varia en la circunferencia, la mediatriz de AQ es la envolvente de una
hipérbola.

# Cuando Q varia en la circunferencia, la recta PQ’ es la envolvente de una
hipérbola.

# Cuando Q varia en la circunferencia la recta P’Q’ es la envolvente de una

hipérbola.

Realice la siguiente construccion:
1 @: Trace un segmento CD.

@ Trace una recta l. Elija en ella un punto A fijo y un punto Q que la recorra.

@ En Q levante una perpendicular a la recta I.

@ En la perpendicular a l levantada en Q elija un punto fijo O y trace en ese punto
una paralela a larecta l.

@ Trace una circunferencia de centro O y radio CD. La circunferencia cortard a la
paralela a |l trazada en O en dos puntos elija el punto que esta préximo al punto
Ay lidmelo R.

@: Trace la recta AR. La recta intersectard a la perpendicular a la recta | trazada

en Q en un punto P.
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W *Demuestre que cuando Q varfa en la recta /, el lugar geométrico de P es una hipérbola.

Realice la siguiente construcciéon:

@& Trace una circunferencia de centro Oy radio r.

@ Elija un punto Q en la circunferencia que la recorray trace la recta OQ.

@ En Q trace una tangente a la circunferencia.

@ Trace una recta a partir del punto Q y una direccion, tal que al desplazar el punto
Q sobre la circunferencia, la recta se desplace en paralelo respecto a su posicién
original. La recta cortard a la circunferencia en un punto Q"

@ Trace la recta OQ', ésta intersectard a la tangente a la circunferencia trazada en
el punto Q, en el punto P.

@ Trace en Q' una tangente a la circunferencia, estd intersectard a la recta OQ en

un punto P'.
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‘@l *Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia, el lugar geométrico de P y P' son

cuatro ramas de hipérbolas (las exteriores a la circunferencia).

Realice la siguiente construccion:
@ Trace dos rectas | y m perpendiculares en un punto A. Las rectas dividen el plano
en cuatro cuadrantes.
®@ En uno de los cuadrantes, por ejemplo en el I, trace una circunferencia de
centro O y radio r tal que no intersecte a las dos rectas [ y m.
@ En la circunferencia elija un punto Q que la recorra y trace la recta QO, ésta
cortard a la recta m en un punto Ry a la recta l en un punto R'.

@ Obtenga P, punto medio del segmento RR'.

</
>4

m [\

@ *Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia, el lugar geométrico de P es una

hipérbola.

Realice la siguiente construccion:
@ Trace una circunferencia de centro O y radio r.
@ Elija en la circunferencia dos puntos fijos distintos Sy S'y trace la recta SS'.
@ Trace la mediatriz de SS'
@ Elija en la circunferencia un punto Q que la recorra y trace la recta SQ,
esta recta intersectard a la mediatriz de SS’en un punto R.

@ Trace la recta S'R y obtenga S"” simétrico de S' respecto de S.
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@ Trace en S" una perpendicular a la recta SQ. La perpendicular intersectard

a la recta SR en un punto P.

-2

P

=]
[>]

ml *Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia, el lugar geométrico de P es una
hipérbola.

Dado un tridngulo ABP y una circunferencia de centro O y radio r. La siguiente
construccién permite, mediante el uso de un programa dindmico como Cabri, inscribir en la

circunferencia un tridngulo A"B"P"semejante al tridngulo ABP.

@ Elifja en la circunferencia un
punto A' que recorra la
circunferencia y Irace en A’
una paralela al lado AB tal que
al desplazar el punto A' sobre

la circunferencia, la paralela

mantenga la misma direccion
que la del lado AB . La paralela cortard a la circunferencia en un punto B'

@ Trace en A’ una paralela al lado AP.

@ Trace en B' una paralela al lado BP. Esta paralela cortard a la paralela al lado AP

trazada en A', en un punto P'.
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il *Demuestre que cuando A' varia en en la circunferencia de centro O, el lugar

geomeétrico de P' es una elipse.

Realice la siguiente construccién:

@ Trace una circunferencia de centro O y radio r.

@ Elija un punto A que recorra la circunferencia y trace una recta 1 definida por el punto
A y una direccién, tal que cuando A se desplace sobre la circunferencia, la recta | se
mueva en paralelo respecto a su posicion original. La recta asi trazada cortard a la
circunferencia en un punto A'.

- Localice O' (punto medio de AA’) y trace la circunferencia de centro O'y radio O'A.

® ®

- Elija un punto P en la circunferencia de centro O.

@ *Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia de centro O, el lugar geométrico

de P es una elipse.
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- Realice la siguiente construccion:

@ Trace una recta l.

@' Trace una circunferencia de radio r que tenga su centro O en la recta l.

@ Elija en la circunferencia un punto Q que la recorra y trace una recta m (no
paralela a ) definida por el punto Q y una direccidn, de manera que si Q recorre la
circunferencyia', la recta m se desplace en paralelo respecto a su posicion originall.
La reétah%‘cbrjdrd alarectal en un punto Q". '

@ Obtenga P (punto medio de Q0.

[,
— _

m! *Demuestre que cuando Q varia en la circunferencia, el lugar geométrico de P (punto medio

del segmento QQ') es una elipse.
Realice la siguiente construccion:

@ Trace dos rectas l y m paralelas.

@ En elija un punto A fijo y en m un punto Q que larecorra.

@ Trace en Ay en Q perpendiculares ala recta l.

@ Trace la recta AQ y obtenga A’ simétrico de A respecto de Q.

@ Trace en A' una perpendicular a la recta AQ. La perpendicular cortard a la
perpendicular a la recta | levantada en Q en un punto Py, a la perpendicular a la

recta l levantada en A en un punto B.
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@ Trace en B una perpendicular a la recta A'P. La perpendicular cortard a la

perpendicular a la recta AQ levantada en O, en un punto P'.

= *Demuestre que cuando Q varia en la recta m, el lugar geométrico de P, es una parabola.

Wi *Demuestre que cuando Q varia en la recta m, el lugar geométrico de P' es una parabola.

Realice la siguiente construccion.
@ Trace dos rectas 1 y m que sean paralelas.
@ En larectal elija dos puntos A y B que la recorran 'y en la recta m un punto C que
la recorra. Los puntos A, B, C definen un tricingulo
@ Trace las rectas ACy BC.

@ Trace las alturas del tridngulo ABC. Las alturas se intersectardn en un punto P.
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! *Demuestre que cuando C varia en la recta m, el lugar geométrico de P es una parabola.

el En la construccién anterior, la
altura trazada desde el punto B \ c%
corta a la recta AC en un punto W
Q. Demuestre que cuando C /
A B, ‘

varia en la recta m, el lugar
geométrico del punto Q es una

circunferencia.

‘ # En la construccién anterior la
\ C m ) altura trazada desde el punto B,

Q corta a la recta AC en un punto

Q. Demuestre que cuando A varia

en la recta /, el lugar geométrico

5 de Q es una circunferencia.

{a! *En la construccién anterior trazar la mediatriz de AB, ésta corta a la recta AC en un punto R.

Demuestre que cuando A varia en la recta /, el lugar geométrico de R es una hipérbola.

c M
/' !

—~ A B/\
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7 E,‘“ Scé un sistema cartesiano, un punto A cualquiera del eje Y de coordenadas (0,y) y, una
~parabola de vértice en el origen y foco el punto F de coordenadas (0,1). Si Q es un punto
cualquiera de la pardbola. Demuestre que el lugar geométrico de P (punto de interseccion de
la recta AQ con la recta Q'F (Q' se obtiene al reflejar Q sobre el eje Y), cuando Q ;/aria enla

pardbola, es, dependiendo de la posicion de A en el eje Y: (Manuel Santos Trigo, Hugo

Espinosa Pérez)
44 Una recta. 4t Una circunferencia.
{% Una elipse. % Una hipérbola.

%' Una parabola.

/
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Conclusiones:

Este trabajo representa el encuentro y desarrollo de una idea: estudiar las cénicas
a partir de resultados de la geometria de Euclides. La mayoria de los problemas
que hemos presentado (atn el problema 11), nos permiten concluir que valié la pena

caminar por los teoremas Euclidianos.

En este caminar, el Programa dindmico Cabri Geometre jugé un papel importante;
por un lado, nos proporcioné una "regla” y un “compds”, cuya precisién para el trazo
nos llevé a conjeturar algunos de los resultados que contiene este trabajo.
Asimismo, nos doté una suerte de laboratorio en e! cual “experimentar” con los
objetos geométricos. Pero sobre todo, nos posibilité descubrir y proponer

resultados que antes no se habfan considerado.

Sin embargo, hay un aspecto fundamental en matemdticas que el Programa Cabri no
proporciona (ni tiene por qué hacerlo): la demostracién. La demostracién es el reto
que se ofrece a quien, como nosotros, de pronto en la pantalla de la computadora,
se nos aparecia alguna cénica. La demostracién, como el punto que culmina un
descubrimiento, cobré sentido. Las evidencias proporcionadas por el Programa, no
son argumentos |égicos. Los matemdticos y nosotros como aprendices,
necesitdbamos de resultados ajenos a los ojos, a los sentidos; requeriamos de
razones sustentadas en hechos considerados por la comunidad matemética como

vélidos. Nosotros, como hemos dicho, elegimos basarnos en los Euclidianos.

Esperamos que este trabajo guarde el suefio de algin aprendiz de matemdtico, y no
el suefio de los justos. Si este deseo fuera, invitamos a este aprendiz a usar un
programa de geometria dindmica y, caminar al encuentro y blsqueda de otros
resultados. Por nuestra parte decimos: seguro que no hemos agotado, seguro que

se mostrard sorprendido de lo que encuentre.
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