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Introducción. 

El resultado de cstn tesis es una descripción combi1111toria y geométrica com
plel.11 de la C:nL~s1111111ianna de planos en IR1 (G(2, 2)). Mediante el estudio del 
orden parcial combinatorio del espacio de conligurnciones de cinco puntos en 
el plano afín A; llegamos a subdividir a G{2, 2) en doce celdas de dimensión 
,1 correspondientes a cada uua de las 12 coloraciones cíclicas de cinco puntos, 
ÜRia.,;; so iutcrsccl.au en un objeto ele diinensión tres si cumplen cicrt.n. rela
ción entre sus ordenes c:fclicos, proporcionando a.~í un mapa completo de su 
gcotnctrfa. 

El l'$tudiu de los ns¡mcios de conliguracio11cs ha sido fructífero en di
versos aspectos, tal vez el mil<; rcmarcablc sea el dr.'tirrollo de la teoría de 
scparoides.¡:i] Esl.a teoría es una extensi6n muy natural del concepto de sepa
raci<in cut.re c.:oujuutus convexos. Los scpariodcs y el tcorrnnn de Radon, que 
estudiamos con mns profundidad en el capítulo dos, nos han proporcionado 
léLc,; lwrra111icnt.as ¡>ara. cara.eterizar cmnl>i11atoriainm1tc 111uchos de los espacios 
de configuraciones de puntos en el espacio afín. Sin embargo un problema 
no del todo resuelto es la geometrÍll de A:l+:I• el espacio de d + 3 puntos en 
A"dcl cual H<\lo se conoce una <lcseripción combinat.oria.¡11] Por otm parte 
se tienen resultados defi11it.i\'os para espacios de configuraciones de puntos en 
espacios proyectivos ~~ y líneas en espacios afíncs 1 A~!. 

Los primeros mpítulos de esta tesis cstau)ecen los cimientos sobre los cua
les se constrnycn los espacios de conflguraciones.EI capítulo mio estudia las 
principales características de los espacios affnes, por ser este espacio sobre 
el que se cnc11e11tm 11uestro objeto de estudio. El capítulo dos es un breve 
rcpa.50 a las propiedades y teoremas importantes en coujuntos convexos, que 

vii 



viii CAPITULO 1 INTRODUCCIÓN 

estan profundamente rcalnciouados con la descripción final. También remar
camos definiciones fuudmucutalcs en In temía de politopos, que sólo se usan 
como referencia ¡mrn motivar el estudio politopal de la estructura de A~, 
mismo que creemos puede resultar interesante. y finalmente se introduce la 
teorla de separoicles y algunos de stL~ teoremas fundanwntalcs. En el tercer 
capítulo se define 1111est.ro objeto de estudio y se resumen los resultados ob
tenidos en configuraciones de puntos en el afín.[10] Adcnul~ en este capítulo 
describin1os a grandes rasgos el espado ele configuraciones de cinco puntos en 
el plano proyectivo, el cual jugará un papel fundamental en nuestro caso. Y 
demostramos el teorema que asocia los espacios de configuraciones de puntos 
con la.o;; grass1na1111hum .. -;; y que nos cmmiia las características topológica...1.1 <le 
estos espacios. 

Por tíltimo, cu el cupft.ulo final de esta tesis es dornle se desarrolla con 
cuidado la descripción combinatoria y geométrica de A~ que, por el descono
cimiento del caso general, esperamos contri huya a dcsemm·añar la madeja do 
los espacios de configuraciones. 



Capítulo 1 

Espacios Afines 

La noción cln un espacio de configuraciones esta fnLimamemente ligada con 
las propiedacks de los espacios afínes. En este capítulo estudiamos algunos 
resultados conocidos de álgebra línea! y geometría afín los cuales resultarán 
importantes en los capítulos posteriores. [7] Esta teoría es nmiloga a la de los 
espacios vectoriales y en la mayoría ele los casos indistinguible. 

1.1 Conjuntos afines 

Definición 1.1.1 Una línea por x 1 y x2 E Ill!d es el conjunto: 

Definición 1.1.2 Un conjunto A e IR.d es un subes¡iacio affn si siempre que 
contiene 2 puntos, también contiene la línea entre ellos. Si además ii E A, le 
llmnamos subcspacio lineal. 

Ya que los subespacios afines juegan un papel importante en el desarrollo 
ele la teoría ele conjuntos convexos, necesitarnos analizar algunos resultados 
en cBte respecto que posteriormente también garantizarán In congruencia del 
concepto de los espacios de configuraciones. 

Teorema 1.1.3 La tmslaci6n A+u ele un subespacio afín A, es un subespacio 
afín. 

Demostmci6n. Sean x, y E A + u y ,\ + µ = -1 entonces exis
ten a,b E A tales que x = a+u y y= b+u por-lo cual 
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,\(a+ u) + µ(b +u) = ,\x +µy = ,\a+ µb +u E A+ u entonces 
.4 + u es un subespacio afín. • 

Teore1na 1.1.4 Sean x¡, ... ., x,.. E A e !Rd m puntos en un subespncio afín 
A y ,\1 + ... + .\,. = l. Entonces A¡X¡ + .... + AmXm E A. 

Demostmción. Sea a E A, eütmiccs los puntos 
x 1 O a, ... .,x.,. O a E A O a que es un subespacio lineal de !R'1, 

por tanto 

,\¡ (x¡ O a)+ .... + A2(x,,. O a) = ,\¡x¡ + ... + ,\mXm O a E A [] ª· 
si ,\1 + .... + ,\,,. = 1, entonces ..\1x1 + ... + ,\,,.x.,. E A.• 

Este 11ltimo teorema motiva tilla caracterización de los puntos de un sub
espacio afín. 

Definición 1.1.5 Un punto x P$ combinación. afín. de x 1 , •••• , x,,. E IR" si 
existen escalares ,\, + .... + ,\,,. = 1 tales que :r = A1X1 + .... + ,\,,.x,,.. 

Definición 1.1.6 Sea P C IR", el genemdo afin aff(P) es el conjunto de todas 
las combinaciones affnes de puntos en P. De hecho aff(P) es el subcspacio 
afín 111ás pequeño que contiene a P. 

Observación 1.1.7 Si P l!S sub"'Pªcio afín entonces aff(P) =P. 
Definición 1.1.8 Un conjunto P e IR" es aj(nmente dependiente si existe 
x E ·p tal que x E aff('P"-:1:). Un conjunto ·p es af(11me11te inde¡iewliente si 
110 es a.ffnmentc dependiente. 

Teorema 1.1.0 'P C IR" es afí11mente dependiente si y sólo si existen 
x 1, •••• , x,., E P puntos distintos y ,\ 1 , ••.. , ,\,,. no todos cero tales que: ,\1x 1 + 
.... + ,\,,.x,,. = O y ,\¡ + .... + ,\,,. =O. 

Demostmciún. Supongamos que 'P es afínmente dependiente, en
tonces sin pérdida de genrnlidad supongamos que existe X¡ E 'P 
tal que x 1 E aff{'P"-xt). Por tm1to, existen distintos puntos 
E 'P'.x1 y escalares 1t2 , ••. , µ.., tales que x 1 = µ 2x2 + ... + µ,..x,,., 
/'2 + ... + 11,,. = J. Si ..\1 = U 1, ..\2 = µ 2, .. ., ,\,,. = µ,,, tenemos que 
,\¡, ... , ,\"' no son todos cero y ...\1.1::1 + .... + ,\mXm =O 

Ahora supongamos que existen puntos distintos xi, .... , x.,. E P 
y ,\1, •.•• , ,\,,. no todos cero tales que: ,\1x 1 + .... + ,\.,.x.,. = O y 
,\1 + .... +,\,,. = O. Sin pérdida de generalidad supongamos que,\¡ # 
O entonces P,(,\2x2+ .... +..\,,.x.,.) = x 1 y P, (..\2+ .... +,\m) = 1, por 
lo cual x 1 es combinación afín de x 2, .... ,x.,. y :e¡ E aff{'P".x1). • 
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Corolario 1.1.10 Sea {xi. .... , Xm} un conjunto affnmente independiente 
entonces para todo x E. aff({x¡, .... ,xm}) existen escalares .>.1, .... ,.>.m 111úcos 
t.nles que A1X1 + .... + ..\mxm =X y A¡ + .... + .>..., = l. 

Dcm.ostraci611. Lo 11uico que hay que demostrar es la unicidad de 
los coeficientes, sean .>.¡, .. ., ..\.., y ..\\, .. ., ..\;.,, tales c¡ue ..\1x 1 + .... + 
AmXm = x Y A;x1 + .... + ,\~11 Xrn = x, entonces (>.1 O>.;) + ... + 
(.>.m O..\;.,) = O y (..\1 [J .>.'1)x1 + .... + (.>.,,, [I ..\:,,)xm =O. llamamos 
a (.>., O ..\:J = /L;, para Lodo i = 1, .. ., m.. Si /~; i O para algún i, 
por el tcorenm anterior {.1: 1, .... , x.,.u} es afín1nentc dependiente, lo 
cual es una contradicción por tanto ¡1., = O parn todo i, lo que 
implica que los coeficieul.es son iguales • 

Definición 1.1.11 Una base rLfín para un subespacio afín en JRú es cualquier 
conjunto affnmcul.c indep1mdiente cuyo generarlo nffn sea tal subcspacio. 

De fonua nwíloga a los '"Jlltcios vecl.oriales un conjunto afínmente in
depenrlieut.e de IR" no puede contener nuls <le d + 1 elementos linealmente 
indepmulie11t.Ps, de In misma forma se puede demostrar que todas las bases 
l.iencu la n1isma cardinalidad. Las dos nunlogías motivan In defirúción de 
dimensión de un espacio afín. 

Definición 1.1.12 Definimos para un subcspacio afín 'P C IR" la dimcrisi6n 
como la cardinalidad de mm bnse ele 'P. 

Ahora es momento de introducir ot.ro concepto que por ahora no se uti
liza.ni 1wro qttc 11ceesitarc1110:; 1rnis adelante. 

Definición 1.1.13 Sea 'P = {3:1, ... , x,,,} e IR"un conjunto de m puntos 
distintos, decirnos que 'P est.1í en posición ge11cral si todo subconjunto de n 
lo m1ís d + l puntos es afínmenle imlependienle. . 

Es f1kil ver que posición general es uua condición stúiciente pnrn c¡ue el 
conjunto genere afí11mcnlc el espacio. 

'l"eorenm 1.1.14 Sea P e IR" entonces 'P contiene una base afin para aff('P). 

Demostración. Consideramos la familia no vacía de todos los sub
conjuntos afínmente inclcpenclienlcs ele aff('P) que contienen n 'P. 
Como ninglin conjunto afínmente independiente ele JRd contiene 
nuís de d+ 1 puntos, existe un miembro C de In fomilin que no está 
propiamente contenido en ningún otro miembro ele ella. Como C 
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es un subconjunto de nff('P), tenemos que nff(C) e uff('P). Pero 
uff(C) = uff('P) por que, como nff('P) es el conjunto más pequeño 
que contiene a 'P, no es posible que 'P ~ aff(C), por lo cual existe 
un punto de 'P que 110 "~ti\ cont.enido en aff('P), pero entonces 
e uª' pertenece ll la familia y contiene propiamente lle, lo cual 
es una contradicción. • 

Definición 1.1.15 Sea {x 1, ••• ,x,,.} 1uui base para un subespacio afín A e 
'P, por el corolario anterior todo punto x en A puede ser expresado de manern 
1\nica como ..X1x1 + .... + ..X,..x,.. = x, con ..\1 + .... + Am = 1, a los escalares 
(..\ 1, .... , ..\,..) se les llama coordenadas bmicéntricas de x. 

1.2 Transformaciones afines 

Para definir las clases de equivalencia de n [J adas de puntos en JR.d en la 
constrncción de un espacio de conligurncioncs, se usn fuertemente el concepto 
de trnnsformaciom" afines y de In existencia de trn1L~formaciones adecuadas 
entre distintos conjuntos de ¡mntos. 

Definición 1.2.l Un mapeo T : IR" _, IR"' es llamado un ma¡ico afin si 
T(,\x +¡<y) = ..\T(:r) + ¡1T(y) para todo x, y E IR" con ..X+ /1• =l. 

Antes de pasar al siguiente teorema vale la pena mencionar que un mapco 
afín "saca esculm·es" para cualquier suma finita de puntos. Omitiremos la 
prueba (inducción). 

Teorema 1.2.2 Sea T : IR" _, IR" una transformación afín, y sea P cIR". 
Entonces T(aff(P)) = nff(T('P)). Si 'Pes un subcspacio afin entonces T(P) 
también lo cs. 

Demostración. Un punto x está en T(aff('P)) si y sólo si cxis
lenx¡, .... , x. E 'Py..\¡, .... ,..\, talcsc¡ue..\1+ .... +..\,, = 1 lascualcs 
cumplen que x = T(..\ 1x 1 + .... +..\,x,) = ..\1T(x1) + .... + ..\,T(x,). 
Esto sucede si y sólo si x E uff(T(P)). Finalmente si P es un 
subespacio afin, entonces affT(P) = T(alf(P))"' T('P). • 

Es importante observar que si (..Xi. .... , ..X,..), son lns coordenadas baricén
tricns de x con respecto al conjunto {xi. .... , x,..}, entonces también son las 
coordenadas baricéntricns de T(x) con respecto a {T(xi), .... , T(x.,.)}. 
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Teore1na 1.2.3 Sean {a:1 , .... ,.'!:,..}y {y1 , .... , y.,} {m :5 n) nn par de conjuntos 
distintos affnmentc independient.es en IR'1• Entonces existe una transforma
ción T : IR" -+ IR" tal que T(:c;) = y; para todo 1 :5 i :::; rn 

Dernostraci6n. Podemos extender los conjuntos {x¡, ... ., Xm} y 
{y1 , .... , y.,} respectivamente a bases afines{ xi, .... , Xd} y {y¡, ... ., Yd}. 
Entonces cada x se puede escribir de numera única como x = 
.\1x1 + .... + >."'"" con ,\1 + .... + .\,¡ = 1, definimos el mapeo 
T(x) = ,\1y1 + .... + >.dy,,, este mapeo es biyectivo y afin. • 

1.2.1 El plano afín 

Finalmente, como el resultado de está tesis tiene que ver con puntos en el 
plano remarcaremos las propiedades de esta sección y algunas nuevas, no 
exch1siv>L• a él. A partir de las definiciones y teoremas anteriores podemos 
deducir los siguientes resultados en el c1L~o de planos. 

l. Si nna transfmnación afín deja fijos dos puntos distintos, entonces 
deja fijo todo punto en sn línea. 

2. Si nna transformación afín deja fijos tres puntos no colineales, 
entonces debe ser la identidad. 

3. DadtL• dos ternas de puntos a:, y, z y x', y', z' affnrnente indepen
dientes existe una 1h1ica transformación afín tal que T(x) = x', 
T(¡¡) = ¡¡', y T(z) = z'. 
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Capítulo 2 

Conjuntos Convexos 

A pc.~ar de que el estudio de los conjuntos convexos no había adquirido forma
lidad sino hasta mediados del siglo veinte, implfcitmneute siempre han tenido 
presencia en el clcsnrrnllo de la matemática, por supuesto la combinatoria y 
en particular los r.spncios de con!igurnciones no son la excepción. 

2.1 Convexidad 

En c.~ta sección aparecen llLq nociones usuales de convexidad[BJ, seguidas de 
la relación que guardan con los espacios de coufigurnciones, en particular con 
la teoría de separoides. 

Definición 2.1.1 Un conjunto C es co1we:co si para todo par de puntos 
x, y E C, el segmento {,\x +µy [ ,\ + Jl = 1, ,\, µ 2: O} está contenido en el 
conjunto. 

Definición 2.1.2 Un punto x es una combinación convexa de los puntos 
X1, .... xm si pertenece al conjunto: 

P•1X1 + ... + >..,,x.,. 1 ,\¡ + ... + >..,. = 1, ,\¡, ... , ,\rn 2: O}. 

Teorema 2.1.3 Sean X¡, ... , x.,. E C convexo contenido en JRd Sean 
>.i, ... , ,\m 2: O con,\¡+ .•. + ,\m = 1, entonces >.1x1 + ... + AmXm E C. 

Dcmostmción. {Por inducción sobre m). El caso m = 1 es tri
vial, supongamos que el teorema se cumple para un entero posi
tivo k. Sea X = >.1x1 + ... + ,\k+tXk+t. donde X¡, ... , Xk+1 E e y 

7 
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..\1, ... , ..\k+I 2:: O con ..\1 + ... +..\k+J = 1, al menos un ,\¡ < 1 <ligarnos 
que i = k + l. Consideramos entonces x' = ~x1 , ••• , 1f xk, donde 
..\ = ..\1 + ... + ,\k = 1 O ,\k+t > O, por hipótesis de induc
ción x' E c. Como e es convexo x' y Xk+I E e tenemos que 
x = ..\x' + ..\k+1Xk+1 E C. • 

Te01·e1ua 2.1.4 Sean C, B e IR:d convexos, entonces o:C y B + C son conve
xos. 

Demostmci6n. Sean ..\, µ 2:: O tales que ,\ + /' = 1, como B 
y C son convexos ..\B + µB !; B y ..\C + ¡tC !; C,por tanto 
B+C 2 (..\B+¡,B)+(AC+¡;C) = ..\(B+C)+¡l(B+C) ydeaqu!se 
sigue que B + C es convexo. Por otra parte 
..\(o:C) + p(aC) = o:(..\C + ¡iC) !; a C. • 

Teoren1a 2.1.5 Sea T una transformación afín y Ce IR" convexo, entonces 
T(C) es convexo. 

Demostmci6n. Sean ..\, ¡, 2: O tales que ,\ + ¡t = l. Si x y y E T( C) 
tenernos que a: = T(x') y y = T(y') para x' y y' E C, por ser 
este último conjunto convexo ..\:e' + ¡1.y' E C, como T es afín 
T(..\x' + py') = ..\T(x') + /'T(y') = ,\x + l'Y E T(C) • 

Definición 2.1.6 El casco convexo ele un conjunto C, (C) es el conjunto de 
tocias las combinaciones convexas de puntos de C. 

Teorema 2.1. 7 (Rndon) Semi x 1,. . .,Xm E R" puntos (m 2: n + 2), entonces 
el conjunto {1, ... ,m} se puede partir en dos subconjuntos l,J tales que 
({x¡ 1 i E!}) n ({Xj 1 j E J}) f 0. 

Demostmci6n. Consideramos el caso no trivial cuando x 1, ••• ,x.,. 
son distintos, por tanto existen escalares ..\¡, ... , ..\,.., no todos cero 
tales que ..\ 1x 1 + ... + ..\..,x,.. = O y ,\1 + ... + ..\,.. = O. Algunas 
de las ..\¡ son positivas y otras negativns. Sea I = {'i / ,\¡ 2:: O} y 
J = {j / ..\1 -(O} entonces 

de ello x es una combinación convexa de {x; 1 i E J} y {xi/ j E J}, 
por lo cual x E ({x; 1 i E!}) n ({xi /j E J}). • 
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2.2 Poli topos 

Los poli topos fueron de hecho de los primeros conjuntos convexos c.<;tudiados, 
!ns propiedades de puntos, lineas, polígonos y poliedros fueron profundmnente 
discuLidas en los elementos de Euclides que datan del siglo 3008 c. Además 
estos objetos no dejan dn tener in1porta.ncin. en Arcas co1no In. gcmnctrin. 
combinatoria. En esta tesis tienen una utilidml básica pues nuestro principal 
propósito es describir en términos simpl"~ 0A~, sin embargo dentro de este 
ujc111plo existen mín 11111d1as prcg1u1tas abiertas qtw involucran <lirectmncnte 
los conceptos que exhibimos. 

Un ¡mlitopo convexo es el casco convexo de un mímero finito de puntos. 
Bajo c.~tn definición la dimc11sión r de 1111 ¡wlitopo convc:ro es la dimensión 
del espacio afin generado por los puntos que lo definen. Se llmnn r-politopo a 
nn politopo de dimensión I'. Un r-simplcjo es el cn.,co convexo de un conjunto 
de 1· + 1 puntos nffnment.e indcpc!lldicntes al cual denot.amos .ó.'. 

Unn forma equivalente o dual de ver un politopo es considerarlo como 
la intersección compncfo de una familia finita de semicspacios cerrados, de 
1nancrn. que, una cara de 1111 conjunto convexo en JR" es la intersección de 
éste con algunos de los hipcrplnnos que lo definen. Todo poli topo en JRd tiene 
solamente un mímcro finito de caras y cada una de estas caras es un poli topo. 

Si en IR" tenemos una colección finita ele politopos convexos de diversas 
dintcnsioncs los cuales se int.crsect.au siempre en caras cmnuncs obtcnc1nos 
un complejo ¡wlito¡ml. 

'lbda.~ esta.<> dl\'>cripciones son producto de una manera chlsica y p11rn-
111entc convexa ele ver 1• los politopos. Sin embargo McMullen y Schulte han 
introclucido una definición abstracta ele la noción de comp!ejo politopal o 
politopo abstracto que incluye a las anteriorcs.[6] 

Varias ele las poliedrizacióncs de las configuraciones que manejaremos en 
el C11pitulo 4 no son cmilplcjos politopales bajo In visión clásica, pero si bajo 
In de l\lcM111len-Sclrnlte. En esta l"<>is por razones de brevedad y ya que sólo 
se mencionan como motivación para un futuro estudio del objeto tratado, no 
estudiaremos detenidmnente este tema. 
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2.3 Separoides 

El siguiente teorema de separación entro conjuntos es de los m¡lq básicos en 
convexidad. La definición de sepnroide, que fue motivada por el estudio de los 
espacios de conligurncionC'B y generaliza el concepto de separación, constituye 
el eslabón entre la convexidad, la gL'Omet.rla y did10s espacios. 

Definición 2.3.1 Un conjunto se sepam de otro por un hiperplano H si 
cada uno de estos est1t contenido en tmo de los dos distintos semicspacios 
definidos por H. 

Teorema 2.3.2 Dos conjuntos convexos en IR'1 se separan si y sólo si sus 
cascos convexos no se interscctnn. 

Definición 2.3.3 Un se¡J11roide es una relación J en la frunilia de subconjuntos 
de un conjunto. dado C, que cumple las sib'ltientcs propiedades: 

OAJIJ=:-IJJA 

oAIB::.AnIJ=0 

U A J B y A' ~ A =:- A' J B 

Cuando dos subconjuntos están relacionados se dice que se separan, a las 
separaciones del conjunto vaclo se les llama triviales. Un separoide es acfclico 
si el conjunto vacío se se(JIU'lt del total. 

El complemento de las separaciones son las 110 separaciones, que denota
mos A f /J. Es importante notar que un separoide se puede caracterizar ya 
sea por sus separaciones 11u1.xir11alcs o por sus no separaciones n1inin1ales. 

2.4 Separoides de puntos 

A partir de !ns definiciones precedentes un conjunto de puntos P tiene una 
estructura de separación natural como sigue[ll]: 

Dado C = {3: 1, ... ,xn} e lRd, decimos que dos subconjuntos A, B e P se, . 
separan (.4 J B) si (A) y (IJ) se separan como conjuntos. A partir de 2.3.2 y 
2.3.3 podemos concluir la siguiente observación. · · · 

Observación 2.4.1 A f I3 si (A) n (B) = 0 
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La siguiente definición introduce notación útil para los rcsitltados poste
riores. 

Definición 2.4.2 Cuando tenemos que un subconjunto de r-+: 1 puntos con 
r;::: k genera un subcspacio afín de dimensión k, llamamós a este.arreglo de 
puntos una k-aglomcmci6n de 1· + 1 ¡mntos.[10] · 

Para visualizar lo ültimo estudiemos el separoidc de 3 puntos distintos en 
JR2 • En el plano 3 puntos pueden adoptar !ns siguientes posiciones: 

p, P2 

o---• 
Damos sus separoidcs en términos ele los subíndices. 

l. O-aglomeración de 3 puntos. Ningun punto se separa de ningún otro. 
1 f 2, 2 f 3, 3 f 1 

2. Posición general. Cacla punto se separa _de cualquier pareja restante, y 
por tanto de cualquier otro. ''.;/'.' '"·" 

3. 0-nglorneración de 2 puntos. 
311 

Hay do~ qtm nunca se septiran.lf 2, 2 I 3, 
- ·: ·:;;~:·'~·~;·.:.,; .. - '!.}:: -; ·:.) 

... 
4. 1-aglomeración de tres puntos. El de en medio .nunca se separa de la 

pareja restante, los otros dos si. 1 1 2', 2 I 3/2 f1_3 .. · · 
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El siguiente teorema proporciona un primer nexo entre los separoides y 
la teoría desarrollada hasta ahora. 

Teorema 2.4.3 Un conjunto de puntos G e JRd es afüunente independiente 
si y sólo si todo subconjunto propio de G se separa de su complemento. 

Demostmción. Sea C = {x1, ... ,xn} un conjunto afinmente inde
pendiente y sea C' = {x1, .. .,x..,} la extensión de G a una base affn 
de IR'1• Sea A e G (no vacio), definimos a r.p : JRd --> IR como la 
extensión lineal do: 

{ 

1 si"'' E A } 
r.p(x;) = 01 .si x; E~ rJ A 

o SI Xi E e [Je 

por linealidad r.pº 1 (O) es un subcs¡mcio de !Rd y r¡uc separa a A de 
su complemento. 

Inversamente, supongamos que todo subconjunto propio A e C 
es un subconjnnt.o que so separa do Ac y que Ces afinmente inde
pendiente. Entonces (A) n (Ac) = 0 parn todo subconjunto de C 
por el teorema 2.1.7, lo c1ml contradice el Teorema do Rndon. • 

En términos de separoides si P es un conjunto de puntos y S(P) es su 
separoido asociado, P genera afinmentc IR" si y sólo si la cardinalidad del 
11111.ximo subconjunto ele puntos afinmente independientes en él es d + l. Por 
otrn parte el Teorema de Iladon tiene 111111 vúrsion mils fuerte, 11til para la 
camcterización posterior de los espacios de configuraciones. 

Teorema 2.2.3 (Radon F\mrte) Para todo conjunto de d + 2 puntos en 
IR" que generan afimncnte existen dos subconjuntos disjuntos y tinicos tales 
que sus cascos convexos sn ititcrscctnn en un tlnico punto en su interior. 

Dcmostmció11. Sean x 1,. . .,x,1+2 distintos, por tanto existen escala
res ,\1 , ... , Ad+2• no tocios cero tales c¡uo ,\1x 1 + ... + ,\1+2Xd+2 = O 
y ,\1 + .. ." + Ad+2 = O. 

Algunas ele las ..\¡ son positivas y otras negativas. Definimos los 
siguientes conjuntos 
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;1 = {i j>.; >O}, B = {i 1 >.; <O} y C = {i 1 >.;=O} entonces 
d+2 E .\¡:r¡ E O.\¡.:r¡ 

E-Aixr= L: .,\¡:e¡+ E ..\¡x¡+·E A¡xi =O, ~~:2 = ¡~!2 = x 
i=l iEA iEll iEC E .\¡ E O.\¡ 

i=l •=I 
=> 3; es una combinación convexa de {x; 1 i E B} y {x; 1 i E A}, 
por lo cual 

x E (C}({x; 1iEA})n(C)({x;1 i E B}) 

Para ver que los conjuntos son llnicos supongamos sin pérdi
da de generalidad que x 1, ... ,xd+t generan afinmcnte Rd, entonces 

d+l d+l d+l 
x,1+2 = E ¡i,x; con l:: Ji; = 1, y por otra parte x,1+2 = ¿ '¡~;"'' 

i=l i=I i=l .t+2 

=> por Ja uniddnd de coordenadas baricéntricns µ, = ~ enton
ces los conjuntos A, B y C son tínicos. • 

13 
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Capítulo 3 

Espacios de Configuraciones 

Entramos en materia. En este capítulo ya rstucliarnos los fundamentos <le los 
espacios de configuraciones y desarrollamos con cuidado algunos <le los cnsos 
<~~peciales que sirven como introducción n la drncripción de A;. 

Definición 3.0.1 Tonwmos un conjunto den puntos coloreados u ordenados 
en IR" y supongamos que c.st.os punt.os generan afinmente el r..spacio, llama
rnos a este conjunto una co11fi9uraci ón. Decimos que 2 configuraciones .wn 
afinmcnte equivalentes si existe una trairnfonuación afín T : IR" -+ IR" tal que 
la primera es la imagen de la segunda preservando su coloración (u orden). 

Esta asociación c..s una relación de equi~'alcncia entre las configuraciones 
de puntos, consecuencia de las propiedades de las transformaciones afines que 
est.udiamos previamente. De este momento en adelante sólo consideraremos 
transformaciones afines que preserven la coloración. 

Definición 3.0.2 Llamamos es¡incio de cor1fi911mciones de n puntos en IR", 
al conjunto de todas las configuraciones den puntos en dicho espacio, módulo 
afinidades y lo denotamos A~. 

Por ejemplo consideremos las siguientes configuraciones en la recta donde 
puntos con el mismo subíndice tienen el mismo color:· .. , 

15 
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At A2 Al 82 

• • o ••t---•---o 
Dt 

••t--@---___,o 

L1L~ configuraciones A, B y D tienen scparoide marcado por sus sublndices 
1 2, 1 1 3, 2 1 3, 2 f 13, sin embargo la configuración C tiene separoide l 1 2, 
1 3, 3 1 2, 1 f 23 lo cual hace que cualquier transformación afln que mande 

la conllguracióu T(A¡) en C 1 y T(1b) en G:i deja al punto T(A2 ) entre G1 

y G3, como consecuencia de la preservación de coordenadas b1\ricentricas 
derivada del Teorema 2.2.2 esto implica c¡ne A y C un pueden ser aflmnente 
equivalentes. Por esto 11lis1110, COillO la .. ~ co11liguracio11es .4 y n thmen al 1nu1to 
cou suhindko 2 cu su punto uiedio, la iniagcn bajo cualquier trausfonnnción 
de ellas vn a couservar el puuto 2 a la mitiul, lo cual las haco afinn1cnte 
equivalentes entre cHas y di8tiut.as a la coufiguración D. 

De este ejemplo podemos inferir que dos configuraciones pertenecen a una 
clase de cquh1ilcncia afin distinta si la.s posiciones relativas de sus puutos con 
respecto a puntos coloreados de igual forma son distintas, es decir si tienen 
coordenadas b,u·icéutricas distiutas con rc.,pecto a puntos de una base de los 
1nisrnos colores equivalente bajo una LratL'iÍOnnación nffn. 

Ahora estudiaremos algunos ejemplos que senln de utilidncl para In des
cripción de nuestro objeto de interés. 

3.1 Configuraciones de 4 puntos en el plano 
(A~) 

Consideremos ]ns configuraciones de <l puntos coloreados distintas en térmi
nos de su separoide y en posición general. !JO] 



3.1 CONFIGURACIONES DE 4 PUNTOS EN EL PLANO (A¡)17 

Xt X2 

X• X• 

B A 

O A tiene a la no-seimración minimal 124 t 3, entonces de acuerdo con las 
distintas posiciones relativas que puede guardar el punto interior con 
la misma terna exterior tenemos el conjunto 

donde cada punto representa la configuración para Ja cual el punto 
interior tiene coordenadas lmricentricns relativas a los tres restantes 
{..\¡, ..\2, .>.3). Entonces para cada una de las 4 distintas combinaciones 
de colores de los puntos en el exterior tenemos !L~ociado un t::..2 • 

O B este caso tiene no separaciones con subíndices 13 f 24, por el teorema 
de Radon l~terte si tommnos !ns parejas { x 1 , a:3 } y { x., X4} existen 
coordenadas ünicns (,\¡,,\a) y (>.2, ..\.1), con >.1 + ,\3 = 1, -'2 + ,\4 = 1 
y -'1, ..\3, -'2, ,\.1 2: O tales que A1x 1 + .>.3x3 = >.2x2 + >..ix4, entonces si a 
cada coufiguraciún con intersección x = x 1x3 n x 2.1:,1 le asocian1os lns 
coordenadas del punto x (..\ 1, A:i), (..\2 , ,\4 ), puesto que 

tenemos que cada una de hL~ tres combinaciones distintas de puntos de 
colores en el cuadrillítero pammetriznn ti 1 x ti 1• 

Sin embargo esta información no proporciona una descripción completa de 
(A:f) pues las características que conocemos las hemos obtenido como unida
des independientes; parn saber su relación estudiamos ahora sus interseccio
nes. 
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Si en A y en 13 tomamos los subconjuntos con 
,\¡=O {x 1 x = ,\2x2 +,\3x3,,\2 +,\a= l,>.2,>.a;::: O}= b.1 
tenemos los sibrtlientes tipos de configuracione:f:J 

B A 

Ambas paramentrizan el mismo b. 1, por lo que cada configuración cuadrán
gulnr comparte un lado con una configuración triángular e inversmnente cada 
triángulo se intersecta con tres cuadrados en una arista lo que junto resulta 
el siguiente plano proyectivo: 
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3.2 El caso general A~+2 
Si G es una configuración en A~+2 por el teorema de Radon Fuerte existen 
conjuntos disjuntos de puntos A y De C tales que (A) n (D) = {x}. 

Definición 3.2.1 Definimos el orden varcial ele Raclon de rango n como R,, = 
{(A, B) 1 A, Be G, A n B = 0,A f D f 0} donde A y B son subconjuntos 
de {O, 1, ... , n} en este conjunto idcutifieamos la pareja (A, D) con la (B, A) 
y lo ordenamos por la relación (A', B') :5 (A, D) si A'~ A y B' ~ B. A cada 
clase de R,. le corresponde uua (mic1t pareja (A, 13) correspondiente a su no 
se¡1arnci6n de Raclon. 

Si a = #A, b = iAB, entonces se puede ver que cada clase ele R,. con 
separación de Radon (A,B) pararuetriza la celd1t 6."111 x ilbnI, como en el 
caso A¡ pcgmnos esta.o.; "celdas máxi111ns" por sus iutersccciónes pnra. fonnar 
el objeto correspondiente a A~+2 .[10Jlllj 

3.3 Configuraciones de 4 puntos en la línea 
AA 

Dentro del estudio de los espacios ele configuraciones este es el primer ejemplo 
ele! tipo A~+a y del tínico que se conoce por completo su combinatoria y 
gcornetría. En t.énninos de su scparoidc de configuraciones existen cuatro 
ti pos generales: 

e -•--o A 

B D 

O En el caso A cualquier configuración con una O-aglomeración ele 3 pun
tos y uno libre es equivalente a otra con la misma coloración. Por lo que 
cada configuració11 coloreaela de este tipo parametriza un sólo punto. 

O En el caso B como en A~ las distintas configuraciones coloreadas ele 
este tipo parametrizan segmentos. 
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O El caso C es amtlogo al A, salvo que son dos O-aglomeraciones de 2 
puntos. 

O El ultimo caso, D, es en el que los puntos se encuentran en posición 
general, y es el 1ínico de dimensión dos, contiene dos degeneraciones 
del tipo A y una del tipo C. Pru·a ver que objeto parametrizan ob
servamos que si llamamos x¡.T2x3X4, consecutivamente a los puntos 

• • O ® tenemos x 2 = ,\1x 1 + ..\41".1, a:3 = ¡t1x 1 + /L.¡X-t con 
,\¡ + >..1 = l'i + /t-1 = 1 y ..\1 2'. p 1, ..\-1 :S ¡t4 asociandole entonces a 
cada configuración la pareja (..\ 1, ..\o1) x (p 1 ,¡t,1) tenemos que el conjunto 
do estas parejos pammotrbm la mitad inferior del cuadrihítero: 

(0.1) (1.1) 

~ 
(O.O) (1,0) 

Poniendo junta esta información pan• ti., distinta.' coloraciones de los tres 
tipos anteriores de ccldru; obtenemos: 

-------·--------- -------------- ·--------------- -
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3.4 Cinco puntos en el plano proyectivo (JP>~) 

Como se mencionó en la introducción, dentro del estudio de los espacios de 
configuraciones de puntos llevados a cabo recientemente no sólamento se han 
mmlizado los casos en el plano afín, y uno de los espacios obvio para ser 
estudiado por sor "primo" del afín es el proyectivo. Sin introducir teoría 
procederemos a dar un~ descripción intuitiva de IP'~, debido a c¡ue tiene una 
rc~ociación directa al c!h~o que nos ataño.[41[0] 

Para. tener una configuración de puntos cu ? 2 ncccsitmuos que cst.én en 
posición general y, co1110 en el caso afín, los tonuucn1os 1nóclulo proycctivi
dades, por ullo al menos tres puntos deben sor distintos. Entonces podemos 
pensar que tres do los puntos están fijos y los otros dos movióndoso en IP'1 esto 
C?s, te11ou1os dos graclos de libertacl lo que implica que lo que generen debe ser 
de di111e11:..;ifm rlos. Por otra parte se sabe que si 5 puntos estAn en posición ge
ueral en el plauo proyectivo, e11to11ces existe una. tlnica cónica que pa .. ~a. por los 
dnco.f5J Debido a. esto considcra111os como cclda.H 111axirualcs a los distintos 
<Jrdenes cíclicos de 1i puntos. Adenu\s como la reflcxicín es una proyectividnd, 
tenemos 12 distinta., cl'ldiL, de diuwnsióu dos que corresponden a los distin
tos órdenes cíclicos. Tomctnos el orden cíclico [12341i] = • e @ O © 
y consideremos el CIL,o cuando ni pnnto 3 se mueve hacia la línea 24 (como 
se muestra en la figura). La configuración con 2, 3 y 4 alineados es una de
generación do la configuración con [12345] 1m posicicón general y tmnbión 
de [14321i], por lo cual estas dos configuraciones se pegan por '"ta celda do 
dimensión 1. 

Cada. orden cíclico c9n todos sus puntos distintos tiene cinco distintas de
generaciones de este tipo, como en el plano proyectivo siempre existe una. 

--------------------'-------------·---·---·----------- -
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transformación entre <los curu·tetas distintas de puntos en posición gene
ral, tenemos un grado ele li bert.a<l para el tercero <le los puntos alineados 
esto es, IJ.';tllS celda." son <le dimensión uno. Lo que nos lleva a concluir 
que cada orden cíclico ¡mrnmetriza un peutiígono. Por otra parte <los or
dcues cfclicos se peg•m si difieren por una permut.ación (en el caso visto 
[12345] = (24) [12345] = [14325] = (15) [12345]). El resultado de pegar esto 
se dibuja eu el plano proyectivo con 4 agujeros que se identifican antipoclal-
1nentc con10 sigue: 

3.5 Grassmannianas 

A pesar del poco conocimiento geométrico y combinatorio que tenemos ele 
los espacios de configuraciones, su nsociacion con las grnssmannianas nos 
aparata un enorme conocimiento de su estructura algebráica y topológica.[1] 
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Definición 3.5.1 Una 91ussrna11niana es el conjunto de subespacios de di
mensión k de JRd la cuni denotmnos G(k, n). 

Ya que a cada subespncio V de dimensión k le podemos o.~ociar biunivo
cmnent.e su ortogonnl V .L, esta nsocinción es de hecho un isomorfismo entre 
G(k, n) y G(n O k, n). 

Teorema 3.5.2 A::+l ,,,, G(n O d, n). 

Demostmci6n. Sea C = {x0 , •• .,x,,} una configuración en A~+l• 
sin pérdidn de genemlidnd podemos suponer que Xo está en el ori
gen, por que si no podemos t.i·o.5ladar por Dxo toda In configura
ción sin que modifique sus propiedades (ca.seo convexo generado, 
posición relativa ele sus puntos, et.e.) 

Sen Fe : IR:." -> IR" la extensión lineal de Fe(c;) = X; para lodo 
i = 1, .. ., 11 entonces definimos r : A:~+I -> G(n O el, n) como 
r(C) = ker Fe, resta bien definida por la linealidad ele Fe, como 
e genera a.fftuncutc A~+ l, entonces {:r1, ... ,Xr1} gcncnm lincaltncnte 
IR", por tanto Fe es suprnycctiva => dim(ker Fe)= n LJ el. 

Ahora qucrc1nos dc111ostrnr que r CH iso1norlis1110. 

l. P.D. r es suprnycctiva. Sea V E G(n Ll d, n) y consideremos Vl.. cuya 
dimensión es d, definimos la proyección ortogonal única 11v: IR"= V© 
y.L-> y.L y observamos que puesto que nv es suprayectiva el conjunto 
{0, 11v(c1),. . ., 11\'(c,,)} genera V.L, por lo cual es una configuración. 
Ahora sea T : \/"J.. -> JRd, cualc¡nier isomorfismo lineal entre estos dos 
espacios. De nu111era c¡uc la imagen bajo T de cualquier conligurnción 
en \/l., scní una config;urnción en IR". 

Afirmación: si {O,T(11v(c1)),. . .,T(H"(c,,))} = C" entonces r(CI') = 
V, pero por rleliuición (CI') = kcrFc,. con Fc,.(c;) = T(11(c;)), => 
ker Fe,. = { 11 E lR" l 111,(u) =O} =V. l' es suprayectiva. 

2. P.D. res inycctivi~. Sean C = {x0 , .. .,x,,} y C' = {x~,. . .,x~} dos confi
guraciones en A::+i • tales que r(C) = r(C') sin pérdida de generalidad 
podemos tomar x 0 = O = :r:ó y considerar que los primeros d puntos de 
ambas configuraciones son una base lineal de IR''· Sea g : n:td -> Rd una 
transformación affn tal que g(x;) = x: para todo i = 1, .. ., d., lo que 
falta ver es que g(xj) = xj con j 2". d +l. 
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,¡ 
Sean ,\11 : .• 1,\,¡ tales é¡ue· x; ·'." 2:; ,\;xi para algún.j ;::::; el+ 1 por la 

i=J 
d d 

definición de P.,, P.,( e;) = L: ,\¡F., (e;), entonces F.,( e;) O L; ,\;F., (e;) = 
i=l i=l 

O de. d01~de P., (e; O ~,\;e;) = O lo que implica que e; O ~,\;e; E 
,¡ 

ker F.,= r(C) = r(C') = ker P¿ => F¿(e;) o L A;P¿ (e;) =o y xj = 
i=l 

,~ >.,x: = ~ ,\;g(x;) =ge~ ,\¡x;) = g(x;)· Entonces C y C' cst1in en 

la misma clase de equivalencia afín, por lo que res inyectiva. • 

Del teorema anterior y lru; propiedades de las grassmmmianas se sigue que 
A~~t ""'G(d, 11) ""'G(nLJd, n) ""'A~+l resultado que habla de umi importante 
dualidml entre estos espacios. 

Sin embargo como ya habíamos mencionado el propósito de esta tesis es 
estudiar m¡l_q a fomclo !ns propiedades combinatorias y geométricas de los 
espacios de configurnciones, para ello tomamos uno de los ejemplos 11111.q pe
qucíios del ca$o A~+J• puesto que en estos capítulos previos se ha desarrollado 
con cuidado Ja hcrrainieuta necesaria para hacer dcniostracioncs rigurosas en 
rcspect.o a la gcomctrflt de los espacios de configuraciones, el desarrollo ele 
la descripción ele A~ seni nuis informal, sobre todo con el fm de no agotar 
la atención en la notación y por que de hacerlo detenidamente llenaría más 
espacio del disponible. 

--- ________ . ._ _____ _ 



Capítulo 4 

Cinco Puntos en el Plano 

Fiuahuc11tc, en este capítulo, cstudimnos d objeto con1binnlorio que nos 
intcrc:.;a. A~ es decir, el C'.spacio de configuracioucs de 5 puntos que generan 
al plano afín, de este objeto sabemos por el Teorema 3.5.2 que es isomorfo a 
la grnss1nania11a. de planos en Ilt1, cotno consecuencia de ello es de ditncnsión 
4. Pero el objeto de esta t.r.sis, como ya hablamos mencionado es dar una 
descripción tanto combinatoria[l 1[ como geométrica nuís detaJlada de él; para 
lo anterior daremos saltos entre lo combinatorio y lo geométrico a través de 
su orden parcial. Empezamos por las celdas de dimensión 1111\s a.Ita. 

4.1 Celdas de dimensión 4 

4.1.1 ¿Cómo se pintan 5 puntos en el plano? 

Anteriormente ya habiamos hablado de pintlU" una colección de puntos en 
el plano, y llegado a la conclusión de que para nuestros propósitos nos son 
suficientes las 5-adas de puntos que se encuentran en posición general, de 
manera que tenernos las tres siguientes configuraciones distintas: 

25 
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Ahora, al dar nombres (en este caso colores) a cada uno de los 5 puntos 
podemos tener distint¡1s configuraciones del mismo tipo. De la configuración 
con casco convexo pentagonal, la cual llamamos Tipo O, dependienta del 
orden cíclico no-orientado de la coloración que demos a este arreglo, tenemos 
12 distintas. Awílogamcnte de Tipo 1 tenemos 60 coloraciones distintas 
dependiendo dd color del punto que queda dentro del casco convexo, el orden 
cíclico del cuadrado exterior y el "cuadrante" en el que so oncuentra dicho 
punto. De Tipo 2 tainbiéu tenemos 60 distintas opcioues correspondientes 
a las distiutas formas en que se pueden poner un par de puntos de manera 
paralela a los lados del triiíngulo exterior. Haciendo cuentas descubrimos que 
hay un total de 132 ccldiL' de dimensión 4 a considerar. 

Ya que sal>cn1os ctuinta.., son pasen1os a ver cón10 son, cnfocandonos en el 
am.'i.lisis de sus cele.las ele clitncusi<ln lrC',s subyacentes, pero para esto priincro 
ncccsi tnn1os saber cuáles son csta.'i celdas. 

4.1.2 Tipo O 

Esta celda tiene una degeneración general a una celda de dimensión 3 con
sistente en alinear uno de los puntos del casco convexo con sus adyacentes. 
Llamamos a esta nueva celda tipo L. 

L 

------- ------------. -- ---- --··· 
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4.1.3 Tipo 1 

Existen tres diferentes degeneraciones de este tipo de celda, dos corresponden 
a las dos distintas formas de alinear el punto interior al cuadrado con pares 
de puntos en la frontera sin crunbiar de "cuadrante", (una de ellas es la ya 
conocida celda tipo L) a la otra la llamamos tipo X. La tercera degeneración 
corresponde a que el casco convexo se haga triangular y la llamamos tipo 
Y. 

-~···· ...... " .. 

,. 

~ . 

" 

4.1.4 Tipo 2 

De este tipo ele celda de dimensión cuatro hay dos degeneraciones en celdas 
de dimensión 3 conforme a las opciones para alinear 1 ptmto con el segmento 
interior al triángulo. La primera es In. ya conocida tipo Y y a la segunda la 
llmmunos tipo T. 
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T 
4.2 Celdas de dimensión 3 (Combinatoria) 

Como vimos en la sección precedente tenemos 4 tipos ele celdn.~ ele dimensión 
3 (L,X, Y y T) cuya característica comtín es tener una sola alineación ele tres 
puntos, éstas tienen sus degenemciones rcspectiv-.is, las cuales traducidas a 
la geometría y pegadas resultan el objeto geométrico al que están asociadas. 

Entonces, si las anteriores celdas fueron originadas ocasionando una sola 
degeneración, podemos seguir de la misma forma moviendo los puntos de 
las configuraciones hasta ocasionar un acomodo con nuevas alineaciones o 
aglomeraciones de puntos, las alineaciones se pueden hacer de dos fonnas: 
ya sea alineando 4 puntos o causando dos alineaciones de 3 puntos. 
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4.2.1 tipo L 

Cabe mencionar que esta notación es un poco ambigua porque según la de
finición los siguientes arreglos son iguales, sin embargo puesto que uno se 
puede deformar en el otro sin cambiar de celda de dimensión tres, es decir 
están en la 1nis1na clase de equivalcncin, los consideramos el n1is1110. 

Tenemos seis degeneraciones de cst¡1 celda de acuerdo con h~~ posibilidades 
a11teriorcs. 

o ® 

DO 
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O Dos 1-aglomeraciones dobles de tres puntos. Cada una de ellas repre
senta Ull cuadrilátero (ti. 1 X ti. 1), debido 11 que en In construcción de 
0 A¡ vimos que la 1-nglomerución de 3 puntos representa un segmento 
(tJ.l ). 

[] Dos 1-nglomeraciones de 4 puntos. La 1-nglomeración de 4 ptmtos 
parmnetriza un triángulo (ti. 2 ) como se vió en la sección 3.3. 

O Dos 0-nglomernciones de 2 puntos que, como vimos en la construcción 
de 0 A¡, representan un cuadrilátero. · 

4.2.2 tipo Y 

En este caso hay cuatro distintas degeneraciones; dos 1-aglomeracioncs dobles 
de tres puntos; una 1-aglmneración de cuatro puntos y una O-aglomeración 
de dos puntos. 

O Ln 1-aglomeracióu de cuatro puntos, ti.2 • 

O La O-aglomeración de 2 puntos· de este caso, como vimos en ·In cons-
trucción de 0 A¡, pnrmnetriza un triángulo (ti2). · 

O Cuda una de !ns 1-nglomeracioncs de tres puntos de csta5 celdas. pn
rametrizan un segmento (ti. 1). de mnhera qÚe para' ciidá. una de las ·. 
1-nglomeracioncs doblesde tres puntos tenemos un cundrilátero(ti.1 x 
tJ.I). . . . 

------·-··.--. ---------
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4.2.3 tipo X 

Pnrn este tipo sus celdas de dimensión dos son: dos 1-nglomernciones dobles 
de tres puntos, dos 1-nglomeracioncs de cuatro puntos y unn 0-aglomernción 
de dos puntos. 

O Las 1-aglomernciones de cuatro puntos parm~etrizan trill.ngulos (.Ó.2 ) •. 

O Como en el caso anterior las 1-aglomeracioncs dobles de tres pw1tos 
parametrizan cuadriláteros(.ó.1 x .ó. 1 ). 

O La O-aglomeración de 2 puntos de este caso representa un cuadrilátero 
(ó_l X .ó,1). 
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//. 
)</.X 

D 
4.2.4 tipo T 

Y por 11ltimo,.Ia celda' tipo T tiene las si&ruientcs degeneraciones: dos l
aglomeracione8 de cuatro puntos, una 1-aglomeración doble de tres puntos y 
dos 0-aglomeracióne8 de dos puntos. 

··•·. 
- -

o Lns dos l~aglomcracio~es ele 4 puntos son t:.2• 

O La 1-aglomeración doble de tres, puntos es t:. 1• 

O Y las dos 0-aglomerac~ones de 2 puntos son t:;. 2 • 
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o • 

T 

4.3 Celdas de dimensión 3 (Geometría) 

Para saber a qué objetos geométricos de dimensión tres corresponden las cel
das tipo L, Y, X y T, procedemos a pegarlas de re¡,<reso. ¿Cómo lo hacemos? 
es una pregunta con varias respuestas, pero nosotros hemos preferido usar 
como guías de pegado los vértices de cada una de las celdas. Vamos por 
partes. 

O Para la O-aglomeración con casco convexo cuadrangular tenemos el cua
drado etiquetado: 
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D 
[J Para los tres distintos tipos de 1-aglomemciones dobles ele tres puntos 

tenemos las siguientes listas de vértices, junto con su correspondiente 
geométrico. 

X 

L 
O El único tipo de 1-nglomeración de cuatro puntos tiene los siguientes 

vértices, que nsociúndolos a In geometría resultan en: 
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íJ Finalmente, para los dos tipos generales de O-aglomerncio11cs de dos 
puntos con casco convexo triangular, tenemos los triilnb'lllos etiqueta
dos: 

Armando el rompecabezas obtenemos para cada celda de ·dhnensión tres 
distintos poliedros etiquetados: , 
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4.3.1 Geometría de la celda tipo L 

Una observación im¡mrtnntc en respecto a la geometría de este tipo de 
celdas es derivada de que ni aglomerru· dos de ellns correspondientes n In mis
ma celda Tipo O se pegan en dos caras, como se puede observar en el siguiente 
esquema, donde las 1ireM sombreadas corresponden a caras compartidas. 

o ¿:s-. 

o 
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De forma que cada uno de estos cubos truncados en realidad juega como 
un tetraedro (~2 ) con tres vértices falsos junto con las dos aristas entre ellos. 

Geometría de la celda Tipo O 

Al proceder con el pegado de las celdas tipo L ele manera consecutiva {aplican
do sucesivamente el orden cíclico cOITC'.spondicnte a la coloración) obtenemos 
un ~·I con 5 vért.ices extra y el delo entre ellos (resultado del pegado de 5 
~3 ), que es el objeto asociado a la celda Tipo O. 

4.3.2 Geometría de la celda tipo Y 

Analogamente tomamos las caras de dimensión dos correspondientes a la 
celda tipo Y, que pegadas son: 
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Aquf cnbe mencionar que este objelo 110 es un complejo poliedml, pues 
dos de sus caros 110 son poli topos, pero por lo pronto lo dibujaremos convexo, 
lo cunl nos obliga a alinear 3 de sus pnntos. 

4.3.3 Geometría de la celda tipo X 

Al pegar !ns 5 cnms ¡1erte11ccientcs a In celcln de.tipo X tenemos: 

A 
í 
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4.3;4 Geom(!tríá. de la celda tipo T 

39 

Finalmente, el objeto geométrico asociado a la celda tipo T, de acuerdo con 
sus caras de dimensión 2 es: 

/ 
7 

Geometría de las celdas Tipo 1 y 2. 

Al pegar las celdas correspondientes, para obtener los objetos geométricos 
asociados a las celdas de dimctL~ión 4 de Tipos 1 y 2 obtenemos: 
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En el primer caso In celda Tipo 1 está asociada nuevamente a un ó. 5 , pero 
esta vez el simplejo solo tiene 3 vértices extra y la "trayectoria entre ellos", 
sin embargo la segunda ni estar formada por cosas que no son complejos 
polieclrales, no es un complejo poliedral. En la figura ésta tíltima tiene la 
arista verde en su interior. 

4.4 Nueces 

Hasta ahora hemos hablado do las celdas O, 1, y 2, como unidades separa
das, sin embargo, como os de suponerse hay muchas relaciones entre ellas, 
empezaremos por las 1ml~ manejables que son sus caras comunes de dimen
sión 3. En el rumlfsis particular de cada una de estas celdas ya nos hemos 
podido percatar de ciertas afinidades por ejemplo, entre las celdas Tipos O y 
1 hay celclns tipo L comunes, y entre las ccldns Tipo 1 y 2 hay celdas tipo Y, 
vcmnos c61uo nos ayudan n. In. descripción estas relaciones. 

l. Tommnos la celda Tipo O con el orden cfclico IJ234éi]= e e ® O ®, 
sus celdas tipo L con10 son 

cada una de estas también corresponde de forma única a una celda Tipo 
l. Esta correspondencia es fácilmente observada en In "pelfcula" de 
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transformación de la configuración Tipo O n In Tipo 1, de ella podemos 
inferir que los ordenes cíclicos de los puntos en el casco convexo de las 
celdas Tipo 1 asociadas una celda Tipo O son todos distintos, es decir 
cada celda Tipo O esta asociruln de forma biunívoca con 5 celdas Tipo 
l. 

Figura 11.l 

Aplicando sucesivarnente In permutación (12345) a esta información 
dibujamos el siguiente esquema: 

Figura 4.2 
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2. Considerando una celda Tipo 1 y una de sus celdas tipo Y, que a su 
vez se asocia con una celda Tipo 2, la cual tiene una segunda celda 
tipo Y que tiene o.~ociada una celda Tipo 1, de manera que si aplica
mos sucesivamente la permutación (12345) sobre In unión de !ns celdas 
mostradas a continuación, 

obtenemos un.· "ciclo" con 5 u~idadcs .. de este tipo, que nos permite 
completar In figum. 4.2 asi: · 

* 
Figura 4.3 
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Donde el orden cíclico de la celda Tipo O asociada está ahora determi
nado por la gráfica (no por el orden "convexo"). Como antes, degenerar 
la celda Tipo O a una Tipo 2 es igual a empujar 2 puntos ele la siguiente 
fortna: 

Figura 4.4 

Entonces las celclns Tipo 2 nsociaclns a este orden cíclico siempre tienen 
mm triada distinta en el exterior. 

A esta ci;truct.urn cuyo comzón es una celda Tipo O, y cuya cáscara es 
la unión consecutiva ele 10 celd1L5 ele Tipo 1 y 2 le llamamos nuez. Puesto 
que una nuez esta completamente dcterminacla por el orden cíclico ele su 
corazón, el problema de analizar la estructura ele 132 celdas de dimensión 4 
i11dependie11tes se reduce a estudiar 12 nueces equivalentes. 

4.5 Geometría de la frontera de la nuez. 

Una vez que hemos agrupado ll celdas combinntoriamcnte queremos ver n 
qué objeto geométrico cstan asociadas como nuez. Ya sabemos que el co
razón de la nuez es un ti.·1, pero lo que necesitamos es la geometría ele lo 
que esta "alreclcclor" del corazón, a esto es a lo que llamamos la frontero. 
La primera simplificación de cst.a descripción consiste en dcscm·tnr las ca
ras de dimeusión t.rcs que ya han sido pegadas dcntrn de In nuez, esto es, 
las tipo Y y L, ni hacer esto nos quedan 5 celdas tipo X y 5 celdas tipo 
T. Para cstucliarhL5 nos es suficiente considerar un frn¡,rrnento de la forma 
(Tipo 1)-(tipo Y)-(Tipo 2)-(Tipo 2)-(tipo Y)-(Tipo 1) (marcado con asteris
cos en la figum 4.3) como sigue: 

-------- --~- -~ --



44 CAPITULO 4 CINCO PUNTOS EN EL PLANO 

~-A A-~ 

/:~rT·~ 

~+~+~+~ 
Fib'llnt 4.5 

Al pegar estas celdas por todas sus caras de dimensión 2 comunes, obte
nemos hi 3-bola que llamarnos diamante. Este dianuu1te tiene como exterior 
a !ns dos siguientes mitndes de una esfera cuya forntera se identifica por tras
lnción, más cuatro caras interiores (por donde se pegó) que 110 se muestrru1 
en el dibujo. 

Fib'llra 4.6 

Al aplicar una vez la permutación (12345) obtenmnos el diamruit~:: 
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cuya parte sombreada es igual a la cara sombreada del mismo color del 
diamante anterior. Ahora aplicamos (12345) 2 , para obtener un diamante con 
5 caras iguales a las del diamante ele la figura 4. 6. 

· j X !· 

Por simetría se puede ver que el pegado del diamante al· resultante de 
aplicar la permutación (12345)-1 es como el primero y, el resultante de aplicar 
(12345)-2 es como el segundo. · · · 

'lomando en cuenta los pegados resulta que se puede pensar ni diamante 
como el siguiente simplejo falso, donde las caras sombreadas corresponden a· 
la frontera del mismo diamante de In figura 4.6: · 
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Entonces si cada uno de los cinco diamantes resultantes es representado 
por uno de estos simplejos, y cada uno se pega a otro en exactamente 1 cara, 
la nuez resulta ser nuevamente un Ll. 4 , con vértices, aristas y cu.ras extra. 

Cada uno de los diamautes de nueve vértices tiene siete O-aglomeraciones 
de tres puntos, de los cuales 3 juegan como vértices falsos y cuatro mils como 
generadores del simplcjo, como se muestra en In siguiente figura. 

Figura 4.7 

Pero no hay una razón combinatoria para esta distinción, lo que sucede 
es que esta estrnctum simplicial es artificial y depende de la nuez en la que 
estamos. Es decir al cambiar de nuez el papel falso o verdadero que juegan 
!ns O-aglomeraciones de tres puntos también varia. Por ejemplo en Ja nuez 
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con corazón con orden cíclico 
tres puntos se posicionan nsi: 

e e @ O ® lns O-aglomeraciones de 

Donde sus vértices no-falsos corresponden a lns distintas O-aglomeraciones 
posibles lomando tres puntos del ciclo negro co11ectados por u.ristns negras 
cu la figura y los falsos correspondc11 a tomar puntos conectados por aristas 
grises. 

Sin embargo para Ja nuez con corazón e ® @ e 0 tenernos el 
siguiente esquema para el cual los papeles de los vértices se invierten: 
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4.6 Las celdas de dim.ensión 3 restantes. 

Una vez que el problema geométrico estií resuelto pam las nueces necesitamos 
una guía para jJegarlns de manera que podamos terminar la descripción. En 
este punto no nos qnecla más que volver atnls a descubrir las relaciones entre 
!ns piezas que dejamos sueltas, que son las que tienen que ver con la frontera 
de la nuez: las celdas tipo X y tipo T. Como en todo lo anterior la respuesta 
es simple: se pegari\n las que tienen el mismo orden cíclico en el exterior. 

4.6.1 Collar de a 4. 

Para las celdas Tipo 1 tener el mismo orden cíclico en el exterior digamos 
[2345) = e @ O ® y ser distintas significa que el punto interior se encuen
tra en distintos cuadrantes, pero sólo hay cuatro maneras de colocar este 
punto obtenidas aplicando a la configuración itúcial la permutación (2345), 

----------
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de manera que tenemos una concatenación por celdas de Tipo X de cuatro 
celdas de dimensión trc5. A esta concatenación es a lo que llamamos collar 
de a 4 y lo ilustramos en la figura siguiente: 

Adenuls sabernos que el paso de Ju celda Tipo 1 n Tipo O es empujar 
el punto interior al cuadrado por In arista exterior del cuadrante donde se 
encuentra (como en la figttm 4.1), de manera que este collar pega las nue
ces con corazones con ordenes cíclicos [12345], (21345], (23145] y (23415]. 
Equivalentemente puesto que (2345)(12345] = (12)(12345], (2345)2 (12345] = 
(12)(13)(123,15], (23·15)3(12345] = (12)(13)(14)(12345] y {2345) 4 (12345] = 
(12)(13)(14)(15)(12345] podemos obtener estos ciclos aplicando consccuti
mmente n (12345] la' permutaciones (12), (13), (14), (15). Hay 15 collares de 
Tipo l. Si a cada nuez le asociamos In cara del dodecaedro hiperbólico con 
vert.iccs coloreados de In misma forma que el orden cfclico de su nuez, un 
collar de a 4 toma la< celdas nmrcndns en el dibujo de In ¡»íginn siguiente. 

De forma que los collares de n 4 corresponden n los vértices del dodecaedro 
hiperbólico, en este ca5o el vértice 1, debido a las permutaciones que se tienen 
que aplicar. 
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¡ _ ___:__ ____________________ --------------·- -
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4.6.2 Collar de a 6. 

En el caso de !ns celdas Tipo 2, la relación arroja 6 distintas celdas de di
mensión tres con el mismo orden clclico exterior, dependiento del lado y la 
orientación con la c¡ue el segmento formado por los dos puntos interiores es 
"paralelo" a uno de los lados. 

Para obtenerlos aplicamos las distintas combinaciones de potencias del tri
ciclo (134) con la permutación (25), en el orden siguiente: (134)(25), (134)2 , 

(25), (134), (134)2 (25). Si "jalamos" los puntos interiores del primero como 
en la figuro 4 .4 para obtener el corazón ele la nuez en la cual se encuentra este 
Tipo 2 obtenernos el ciclo (12345), a éste le podemos aplicar las operaciones 
anteriores para obtener las nueces c¡11c se pegan en este collar 

(134)(25)[12345] = (23)[12345], (134)2 [12345] = (23)(15)[12345] 
(25)(12345)[12345] = (23)(15)(24)[12345], 

(134)[12345] = (23)(15)(24)(53)[12345] 
y (134)2 (25)[12345] = (23)(15)(24)(53)(12)[12345]. 

Hay 10 collares ele a 4. Haciendo la misma asociación al dodecaedro 
hiperbólico, tenemos las celdas marcadas: 
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Asf que si pegnmos los corazones de las nueces segtín los distintos collares 
en los que se encuentran por medio de lns aristas con las permutaciones 
nclecundas obtenemos el dodecaedro hipérbolico con vértices coloreados que 
está asociado a IP'~. En él los péntngonos cuyos Indos estiln en una misma 
lfnea, estáu en 'un mismo collnr de a 4, y los 4 péntagonos que comparten un 
mismo vértice, están en un collnr de a (). 

4.7 Intersección de las nueces. 

Pnra que este resulte un instructivo adecuado de pegado necesitamos co
nocer las características de la intersección de 2 nueces, para ello tenemos 
que ver si lns 2 celdns tipo X y las celdns tipo T que comparten 2 nueces 
se intersectan en carns. Si tomamos lns nueces adyacentes con coloraciones 
cfclicns e e @ O @) y e e @ ® O tienen 4 celdns de dimensión 
tres comunes, pegndns entre si como sigue: 
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)<-O-)< 
+ + 

T T 
t t 

T-v--T 
A partir de ello sabemos que la intersección es conexa, admmls las 4 celdas 

de dimensión tres tienen una arista en cmmín, lo cual elimina la posibilidad de 
que huya hoyos en la intersección. Pero este pegado ya lo habíamos estudiado 
en la sección 4.4 (figura 4.5), resulta un tl.3 fnlso. 
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4.8 

CAPITULO. 4 CINCO _PUNTOS .EN EL PLANO 

Conclusión 

De la estructura geométrica ele las nueces podemos decir que internamente 
la frontera de una nuez es un D. 4 con subdivisiones adicionales en sus caras, 
formado por cinco tetraedros correspondientes a sus intersecciones con otras 
nueces (Sección ,f.5). Sin embru·go Ja est.ructurn tetrnédrica ele una de estas 
intersecciones depende de la nuez do referencia es decir, no podemos afirmar 
formalmente que las intersecciones tengan estructura de tetraedro globalmen
te. Por ejemplo las nueces con ordenes cíclicos [12345) = e e ® O ® 
y [12354) = e e @ @ O tinnen la intersección de la figuro ,f. 7, pero 
su estrnct.ura es distinta como se puede olmervar en las siguientes figuras: 

( 
~ 
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En C'stos t.etraedros los vértices 2 = 3 = 4 y 1 = 4 = 5 intercambian 
papel con 1 = 2 = 4 y 2 = 3 = 5. Por ello reprC'sentamos este tetmedro falso 
como el siguiente poliedro con 4 caras cuadrangulares y dos triangulares, que 
llamamos he:rnilrita, donde los vértices verdes y sus aristns incidentes estan 
en la misma cara pues en la intersección siempre se pcgnn juntas. 
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De manera que el poli topo de dimensión 4 asociado a cadn. nuez con orden 
cíclico fijo, el cual lln.nmmos ¡ientoide cst1í formado por 5 hexaclri tas. 

Lo que podemos decir de la estructura combinatoria ele la grasmanimrn. 
de planos en JR4 es que tiene una subdivisión natural en 12 pentoidcs de di
mensión 4 correspondientes a Jos distintos órdenes cíclicos de 5 elementos, 
que se intersectan en un hexadrita si sus ordenes cíclicos difieren por una 
transposición. Es importante recalcar que en esta descomposición no se pue
den reducir los hexadritns a tetraedros y los pentoides a pentaedros por el 
papel cambiante que juegan los vértices en nueces clistinta.q. 
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