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Introduccion.

El resultado de esta tesis es una descripceién combinatoria y geométrica con-
pleta de la Grassmanianna de planos en R* (G(2, 2)). Mediante ¢l estudio del
orden parcial combinatorio del espacio de configuraciones de cinco puntos en
el plano affn A2 llegamos a subdividir a G(2,2) en doce celdas de dimensién
4 correspondientes a cada una de las 12 coloraciones ciclicas de cinco puntos,
ostas s¢ intersectan en un objeto de dimensién tres si cumplen cierta rela-
cién entre sus ordenes cfclicos, proporcionando asf un mapa completo de su
geometria.

El estudio de los espacios de configuraciones ha sido fructifero en di- .

versos aspectos, tal vez el nuis remarcable sea el desarrollo de la teorfa de
separoides.[3] Esta tcorfa es una extension muy natural del concepto de sepa-
racion entre conjuntos convexos. Los separiodes y ¢l teorema de Radon, que
estudiamos con mas profundidad en el eapftulo dos, nos han proporcionado
las herramientas para caracterizar combinatoriamente muchos de los espacios
de configuraciones de puntos en el espacio affn. Sin embargo un problema
no del todo resuelto es la geometrfa de Ay, el espacio de d + 3 puntos en
Addel cual sélo se conoce una descripeién combinatoria.[11] Por otra parte
se tienen resultados definitivos para espacios de configuraciones de puntos en
espacios proyectivos B4 y lfneas en espacios affnes A4,

Los primeros capftulos de esta tesis establecen los cimientos sobre los cua-
les se construyen los espacios de configuraciones. Bl capitulo uno estudia las
principales caracterfsticas de los espacios affnes, por ser cste espacio sobre
el que se encuentra muestro objeto de estudio. El capftulo dos es un breve
repaso a las propiedades y teoremas importantes en conjuntos convexos, que

vii




viii CAP{TULO 1 INTRODUCCION

estan profundamente realacionados con la descripeién final. También remar-
camos definiciones fundamentales en Ia teorfa de politopos, que sélo se usan
como referencia para motivar ¢l estudio politopal de la estructura de A%,
mistno que creeinos puede resultar interesante. Y finalinente se introduce la
teorfa de separoides y algunos de sus teoremas fundamentales. En el tercer
capftulo se define nuestro objeto de estudio y se resumen los resultados ob-
tenidos en configuraciones de puntos en el affu.[10] Ademis en este eapftulo
describimos a grandes rasgos el espacio de configuraciones de cinco puntos en
el plano proyectivo, el cual jugard un papel fundamental en nuestro caso. Y
demostramos el teorema que asocia los espacios de configuraciones de puntos
con las grassmannianas y que nos cnseiia las caracterfsticas topolégicas de
eslos espacios.

Por qiltimo, en el capitulo final de esta tesis es donde se desarrolla con
cuidado la descripcién combinatoria y geométrica de A2 que, por el descono-
cimiento del caso general, esperamos contribuya a desemaraifiar la madeja de
los espacios de configuraciones.




Capitulo 1

Espacios Afines

La nocién de un espacio de configuraciones esta fntimamemente ligada con
las propiedades de los espacios affnes. En este capftulo estudiamos algunos
resultados conocidos de dlgebra lineal y geometrfa affn los cuales resultardn
importantes en los capftulos posteriores.[7] Esta tcorfa es andloga a la de los
espacios vectoriales y en la mayorfa de los casos indistinguible.

1.1 Conjuntos afines
Definicién 1.1.1 Una lfnea por z; y zo € R es el conjunto:

{Azr 4+ deza : A+ A =1}

* Definicién 1.1.2 Un conjunto A C R es un subespacio afn si siempre que

contiene 2 puntos, también contiene la linea entre cllos. Si ademas 0 € A4, le
lamnamos subespacio lineal. .

Ya que los subespacios afines juegan un papel importante en el desarrollo
de la teorfa de conjuntos convexos, necesitamos analizar algunos resultados
en este respecto que posteriormente también garantizardn la congruencia del
conceepto de los espacios de configuraciones.

Teorema 1.1.3 La truslacién A+u de un subespacio affn A, es un subespacio
affn. o e

Demostracion. Secan z,y € A4+uy A+ p=:1 cntoirices' exis- -
ten a,b € A tales que © = a+u y.y = b+ u por-lo. cual

1



2 , CAPITULO 15EsPAcios kAFINES
Mat+w)+plb+u) =z +puy = ,\a+,ub+u € A+u entonces

A + u es un subespacio affn, M

Teorema 1.1.4 Sean Ty, ..., 2, € A . R m pﬁntbs en un subespacio afin
Ay A ...+ A = 1. Entonces Mg + ouo. + A € A

Demostracion. Sea a [ A, entonces los . puntos
zy0a,..,Tm D a € A Oa que es un subespacio lineal de R4,
por tanto

A Qa)+ oo+ AT Oa) =z + ...+ AnZm Da € Alla
si Ap 4+ ... + Ay = 1, entonces \jzy 4+ ...+ AT, € A H

Este tltimo teorema motiva una caracterizacién de los puntos de un sub-

espacio affn.
Definicién 1.1.5 Un punto z cs combinacion afin de xy,....,2,, € RY si
oxisten escalares Ay + ... + Ay = 1 tales que & = Mz + ... 4+ A\nZp.
Definicién 1.1.6 Sea P C R", ¢l generado afin aff(P) es el conjunto de todas
las combinaciones affues de puntos en P. De hecho aff(P) es cl subespacio
affn mads pequeiio que contiene a P.
Observacién 1.1.7 Si P es subespacio affn entonces aff (P) = P
Definicién 1.1.8 Un conjunto P C R" es aftnmente dependiente si existe
x € P tal que z € aff(P\x). Un conjunto P cs aftnmente independiente si
1no es afinmente dependiente.
Teorema 1.1.9 P C R" es affmmente dependiente si y sélo si existen
LYy ey Xy € P puntos distintos y A, ..., A,y no todos cero tales que: Az +

v F AT =0y A+ Ay =0.

Demostracion. Supongamos que P cs affnmente dependiente, en-
tonces sin pérdida de genralidad supongamos que existe x; € P
tal que 2, € afl(P\z1). Por tanto, existen distintos puntos
€ P\, y escalares piy, ..., i, tales que 21 = paxa + ... 4+ lyy Ty,
Ho + oo+ phyy = 181 Ay = U1, Adg = g, ..., Ay = 1, tenemos que
Al e Ay DO sON todos cero y \xy + v 4+ ApZTin =0

Ahora supongamos que cxisten puntos distintos zy,....,z,, € P
¥ Alyeeeey A 1o todos cero tales quer Ay e F Ay =0y
A+ A = 0. Sin pérdida de generalidad supongamos que A\ #
0 entonces & Azt Autm) = 21y E' (A2+-eeetdm) = 1, por
lo cual x; cs ' combinacién affn de T2y ey Loy ¥ 1 € aff (P\z1). B




1.1 CONJUNTOS AFINES 3

Corolario 1.1.10 Sea {Z1,.c..; T} un conjunto affnmente independiente
entonces para todo z € aff ({z;, ...,z }) existen escalares Ay, ...., Ay, tinicos
tales que \zy + oo F AT =T Y M A oo+ Ay = L.

Demostracidn. Lo tinico que liay que demostrar es la unicidad de
los coeficientes, sean Aq, ..., Ay ¥ Ay, .oy Ay, tales que Mz + ..o+
AT = T Y MZ1 + .o + AT = x, entonces (A O AN]) + ... +
(M O AL) =0y (A U ADz) + oovs o+ (A O XNz, = 0. llamamos
a (A O A)) =y, para todo © = 1,...,m. Si pz; # 0 para algtn i,
por el teorema anterior {zy, ...., Ty} ¢s affnmente dependiente, lo
cunl es una contradiccidn por tanto p; = 0 para todo i, lo que
implica que los coeficientes son iguales ®

Definicién 1.1.11 Una base afin para un subespacio affn en RY es cualquier
conjunto affnmente independiente cuyo generado affn sea tal subespacio.

De forma andloga o los espacios vectoriales un conjunto affnmente in-
dependiente de RY no puede contener mds de d + 1 elementos linealinente
independientes, de la misma forma se puede demostrar que todas las bases
tienen la misma cardinalidad. Las dos analogfas motivan la definicién de
ditnension de un espacio afin.

Definicién 1.1.12 Definimos para un subespacio affn P ¢ R la dimensicn
como la cardinalidad de una base de P. ]

Ahora es momento de introducir otro concepto que por ahora no se utx-‘
lizard pero que necesitaremos mids adelante.
Definicién 1.1.13 Sea P = {zy,...,Z;,} C R*un conjunto de m puntos
distintos, decimos que P estit en posicion general si todo subcon_)unto dea
lo mads d + 1 puntos es affunente independiente.

Es fiicil ver que posicién general es una condicién suficiente para que el
conjunto genere afinmente el espacio.

Teorema 1.1.14 Sea P C R entonces P conticne una base afin para aff(P).

Demostracion. Consideramos la familia no vacfa de todos los sub-
conjuntos affnmente independicntes de aff(P) que contienen a P.
Como ninglin conjunto afinmente independiente de R contiene
mis de d+1 puntos, existe un miembro C de la familia que no estd
propiamente contenido en ninglin otro miembro de ella. Como C




4 . CAPITULO 1 ESPACIOS AFINES

cs un subeonjunto de aff(P), tenemos que aff(C) C aff(P). Pero
alf(C) = aff(P) por que, como alf(P) es el conjunto mds pequefio
que contiene a P, no es posible que P € aff (C), por lo cual existe
un punto de P que no esld contenido en aff(P), pero entonces
C Uz pertenece a la familin y contiene propiamente a C, lo cual
es una contradiccién. B

Definicién 1.1.15 Sea {z,,...,z,} una base para un subespacio affn A C
P, por el corolario anterior todo punto z en A puede ser expresado de manera
tinica como Az + ... + Ay = 2, cont Ay + ... + A = 1, a los escalares
(A1) ooy Am) se les llama coordenadas baricéntricas de x.

1.2 Transformaciones afines

Para definir las clases de equivalencin de n ) adas de puntos en RY en la
construccién de un espacio de configuraciones, se usa fuertemente el concepto
de transformaciones afines y de la existencia de transformaciones adecuadas
entre distintos conjuntos de puntos.

Definicién 1.2.1 Un mapeo T : RY — R™ es llamado un mapeo afin si
T(Ax + juy) = XT(x) + 1T (y) para todo 2,y € R con A+ = 1.

Antes de pasar al siguiente teorema vale la pena mencionar que un mapeo
affn “saca cscalares” para cualquier suma finita de puntos. Omitiremos la
prueba (induccién).

Teorema 1.2.2 Sca T : RY — RY una transformacién affn, y sea P CRY.
Entonces T'(aff(P)) = all(T°(P)). Si P es un subespacio afin entonces T(P)
también lo es.

Demostracion. Un punto z estd en T'(aff(P)) si y sélo si exis-
teny, ..., s € Py Ay, ..o Ay tales que Ay ++....+ A, =1 las cuales
cumplen que 2 = T(A ) + oo + AsZy) = M Tz} + oo+ AT(5).
Esto sucede si y sélo si x € aff(T(P)). Finalmente si P es un
subespacio afin, entonces aff T(P) = T'(aff(P)) = T(P). &

Es importante observar que si (\y,...., Ay,), son las coordenadas baricén-
tricas de z con respecto al conjunto {zi,...., T, }, entonces también son las
coordenndas baricéntricas de T'(x) con respecto a {T(Z1), oo, T(@m)} -
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Teorema 1.2.3 Sean {xy, ....,¥m} ¥y {#1, .., Un} (7 < n) un par de conjuntos
distintos affnmente independientes en RY. Entonces existe una transforma-
cién T: RY — R tal que T'(x;) = y; paratodo 1 < i < m

Demostracién. Podemos extender los conjuntos {z1,....,2m} ¥
{¥1, ey Yn } vespectivamente n bases afines{z1, ..., za} y {¥1s+ees Y} -
Entonces cada z se puede escribir de manera 1inica conio z =
My 4 e+ Agitg con Ap + .. + Ay = 1, definimos el mapeo
T(z) = My + .. + Mgy, este mapeo es biyectivo y afin. B

1.2.1 El plano afin

Finalmente, como el resultado de estd tesis tiene que ver con puntos en el
plano remarcaremos las propiedades de esta seccién y algunas nuevas, no
exclusivas a ¢l. A partir de las definiciones y teoremas anteriores podemos
deducir los siguientes resultados en el caso de planos.

1. Siuna transfomacion affn deja fijos dos puntos distintos, entonces
deja fijo todo punto en su Hnea.

2. Si una trausformacién afin deja fijos tres puntos no colincales,
entonces debe ser la identidad. .

3. Dadas dos ternas de puntos z,y,z y ', 3, 2’ aflfnmente indepen-
dientes existe una inica transformacién afin tal que T(z) = =,
Tw) =y, yT(z)=2"






Capitulo 2

Conjuntos Convexos

A pesar de que el estudio de los conjuntes convexos no habfa adquirido forma-
lidad sino hasta mediados del siglo veinte, implfcitaimente siempre han tenido

presencia en el desarrollo de la matemstica, por supuesto la combinatoria y

en particular los espacios de configuraciones no son la excepcién.

2.1 Convexidad

En esta seccién aparecen las nociones usuales de convexidad(8], seguidas de
la relacién que guardan ‘con los espacios de configuraciones, en particular con
la teorfa de separoides.

Definicién 2.1.1 Un conjunto C' ¢s convero si para todo par de puntos

z,y € C, el scgmento {Ax+py | A+ =1,A pu 2= 0} estd contenido en el

conjunto.

Definicién 2.1.2 Un punto z es una combinacién convera de los puntos
Ty, Tm sl pertenece al conjunto:

poeor

{/\1.’121 + e AmTin | Mt o t+An= 1./\h--~1/\m > 0} .

Teorema 2.1.3 Sean zy,...,T,n € C convexo contenido en RY’. Sean
ALy Am = 0 con Ay + ... + A = 1, entonces Mz + ..o + AT € C.

Derostracién. (Por induccién sobre m). El caso mn = 1 es tri-
vial, supongamos que el teorema se cumple para un entero posi-
tivo k. Sea x = X1Zy + ... + M1 Tha1, donde zy,..., 254 €ECy

7




8 CAPITULO 2 ,CQVNJUNTOS CONV'EXOS

ALy s Ak 2 0 con A+ +Ager = 1,al menos un ;< 1 digamos
que i = k + 1. Consideramos entonces =’ '-—--'%\1:1‘,, ey %\k:vk, donde

= A+ ..M =10 My > 0, por hipétesis de induc-
cién z' € C. Como C es convexo 2’ y %441 € C tencmos que
x = )z’ + /\k—ka—{-l eC.m

Teorema 2.1.4 Sean C, B C R? convexos, entonces aC' y B+ C son conve-
X08.

Demeostracion. Sean A u > 0 tales que A + p = 1, como B
y C son convexos AB + pB C By A\C +uC C C\por tanto
B+C 2 (AB+pB)+(AC+uC) = N(B4+C)+1(B+C) y de aquf se
sigue que B + C ecs convexo. Por otra parte
MaC) + p(aC) = a(AC+pC) C aC. W

Teorema 2.1.5 Sea T una transformacién aff y C C R* convexo, entonces
T(C) es convexo.

Demaostrucidn. Sean A, pp > Otales que A+p= 1.Sizyy € T(C)
tenemos que * = T(2') y y = T(y') para 2’ y v/ € C, por ser
este 1iltimo conjunto convexo Az’ + py’ € C, como T cs aflfn
T(Az' + py') = AT(2') + uT(W') = Az + py € T(C)m

Definicién 2.1.6 El casco convero de un conjunto C, (C) es el conjunto de
todas las combinaciones convexas de puntos de C.

Teorema 2,1.7 (Radon) Sean . Tm € RY puntos (m > n+ 2), entonces
el conjunto {1,...,m} se puede partir en dos subconjuntes 7,J tales que

Hziliehn({z; 1)) #0.

Demostracion. Consideramos el caso no trivial cuando ). Tm
son distintos, por tanto existen escalares Ay, ..., A, no todos cero
tales que T + oo F AT = 0y Ap + oo + Apy, = O. Algunas
de las \; son positivas y otras negativas. Sea J = {i | A; > 0} y
J = {j| A\j <0} entonces

Tierdixi _ Lies 0Nz

éiel AT i,’e.} 03y =T
deello z és una combinacion convexade {z; [i € [}y {z; | j € J},
porlocual z € ({z; |[ieI})N{{z; |jeJ}).®
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2.2 Politopos

Los politopos fucron de hecho de los primeros conjuntos convexos estudiados,
las propiedades de puntos, lineas, poligonos y poliedros fucron profundanente
discutidas en los elementos de Euclides que datan del siglo 300p¢. Ademds
estos objetos no dejan de tener importancin en dreas como la geometrin
combinatoria. En esta tesis tienen una ulilidad basica pues nuestro principal
propésito es describir en términos simples A2, sin embargo dentro de este
gjemplo existen aiin muchas preguntas abiertas que involucran directamente
los conceptos que exhibimos,

Un politope convexo es cl casco convexo de un mimero finito de puntos.
Bajo esta definicién la dimension r de un politopo convero es la dimensién
del espacio afin generado por los puntos que lo definen. Se llama rpolitopo a
un politopo de ditnension r. Un r-simplejo es el casco convexo de un conjunto
de r+ 1 puntos affnmente independientes al cual denotamos A",

Una forma equivalente o dual de ver un politopo cs considerarlo como
la interseccién compacta de una familia finita de semiespacios cerrados, de
manera que, una cara de un conjunto convexo en R4 es la interseccion de
¢ste con algunos de los hiperplanos que lo definen. Todo politopo en RY tiene
solamente un mimero finito de caras y cada una de estas caras es un politopo.

Si en RY tenemos una coleccién Anita de politopos convexos de diversas
dimensiones los cuales se intersectan siempre en caras comunes obtenemos
un complejo politopal.

Todas estas descripciones son producto de una manera cldsica y pura-
mente convexa de ver a los politopos. Sin embargo McMullen y Schulte han
introducido una definicién abstracta de la nocién de complejo politopal o
politopo abstracto que incluye a las anteriores.[6)

Varias de las poliedrizaciénes de las configuraciones que manejareinos en
¢l Capitulo 4 no son complejos politopales bajo la vision cldsica, pero si bajo
la de McMullen-Schulte. Eu esta tesis por razones de brevedad y ya que sélo
se mencionan como motivacién para un futuro estudio del objeto tratndo, no
estudiaremos detenidamente este tema. .
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2.3 Separoides

El siguiente tecorema de separacién entre conjuntos es de los mds bésicos en
convexidad. La definicién de separoide, que fue motivada por el estudio de los
espacios de configuraciones y generaliza el concepto de separacion, constituye
el eslabén entre la convexidad, la geometrfa y dichos espacios.

Definicién 2.3.1 Un conjunto se separa de otro por un hiperplano H si
cada uno de estos estid contenido en uno de los dos distintos semiespacios
definidos por .

Teorema 2.3.2 Dos conjuntos convexos en RY se separan si y sélo si sus
cascos convexos no sc intersectan.

Definicién 2.3.3 Un separoide es unarelacién | en la [aunilia de subconjuntos
de un conjunto dado C, que cumple las siguientes propicdades:

OA|B=B|A
OA|B= ANB=o
HDA|ByACA=A|B

Cuando dos subconjuntos estdn relacionados se dice que se separan, a las
separaciones del conjunto vacfo se les llama triviales. Un separoide es aciclico
si el conjunto vacio se separa del total.

El complemento de las separaciones son las no separaciones, que denota-
mos A t B. Es importante notar que un separoide se puede caracterizar ya
sea por sus separaciones maximales o por sus no separaciones minimales.

2.4 Separoides de puntos

A partir de las definiciones precedentes un conjunto de puntos P tiene una
estructura de separacién natural como sigue(11]:

Dado C = {11 Zn} C R, decimos que dos subconjuntos A, B'c 'P sez"
separan (4 | B) si (A) y (B) sc separan como conjuntos. A partir de 23.2y .
2.3.3 podemos concluir la siguiente observacion.

Observacién 2.4.1 A Bsi (A)N(B) =92
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La siguiente definicién introduce notacién vitil para los resultados poste—
riores. .

Definicién 2.4.2 Cuando tenemos que un subcon_]unto der +1 puntos con’
r > k genera un subespacio affn de dimensién &, l]unmmos a este arreglo de

puntos una k-aglomeracion de » + 1 puntos.[10)

Para visualizar lo tltimo estudiemos el separoide de 3 puntos dxstmtos en
R2. En cl plano 3 puntos pueden adoptar las siguientes posiciones:

Py P2
1=P2=P3
Pa
P1 P2 Ps P1=P2 P3

Damos sus separoides en términos de los subfndices.

-1

. O-aglomeracién de 2 puntos Hay do

O-Ag,lomeracxén de 3 puntos. ng'un punto se.separa de ningiin otro.
112,213,341

. Posicién general. Cada punto se s¢ ara, dc cunl mer p'xreJn rwtante, y

por tanto de cualquicr otro .

301

. l-aglomeracién de tres puntos.; Dl dc ‘en.medio nunca‘se scpara de la

pareja restante, los otros dos si. 1 | 2, 2 | 3; 2{ 13
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El siguiente teorema proporciona un primer nexo entre los separoides y
la teorfa desarrollada hasta ahora,

Teorema 2.4.3 Un conjunto de puntos C C R? es afirunente independiente
si y s6lo si todo subconjunto propio de C' se separa de su complemento.

Dermostracion. Sea C = {z;,. zn} un conjunto afinmente inde-
pendiente y sea €' = {z;,.,zm} la extensién de C a una base affn
de R*% Sea A € C (no vacio), definimos a ¢ : R* — R como la
extensién lincal de:

1siz; € A
pole)=< Olsiz;e CA
OsimyecCc’'nC

por linealidad ©%1(0) es un subespacio de R® y que separa a A de
su complemento.

Inversamente, supongamos que todo subconjunto propio A <€ C
es un subconjunto que se separa de A€y que C es afinmente inde-
pendiente. Entonces (A) N (A°) = @ para todo subconjunto de C
por ¢l teorema 2.1.7, lo cual contradice el Teorema de Radon. m

En términos de separoides si P es un conjunto de puntos y S(P) es su
separoide asociado, P genera afinmente RY si y sélo si la cardinalidad del
miiximo subconjunto de puntos afinmente independientes en él es d + 1, Por
otra parte ¢l Teorema de Radon tiene una vérsion mds fuerte, 1itil para la
caracterizacién posterior de los espacios de configuraciones.

Teorema 2.2.3 (Radon Fuerte) Para todo conjunto de d + 2 puntos en
R? que generan afinmente existen dos subconjuntos disjuntos y iinicos tales
que sus cascos convexos se intersectan en un tinico punto en su interior.

Demostracion. Sean z;,.. zq2 distintos, por tanto existen escala-
res Ay, .. Ad2, NO todos cero tales que Ayzy + ...+ AgpoTag2 =0
¥ AL+ Agge =0,
Algunas de las \; son positivas y otras negativas. Definimos los
siguientes conjuntos
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SR {zlA >O}, ={i|Nx<0lyC= {1[/\ =0} entonces
e .d+2 3 Aix ,2 [sPYEN
'_:~E/\.z:, Z/\E.+z/\$,+2/\z‘—0,‘i:2 =& =z
o= PRl El 04;
= x cs una combinacién convexa de {z;|i € B} y {z;|ie€ A},
" por lo cual

z€(C)({zilie AYN(C)({z: | i€ B})

Para ver que los conjuntos son tinicos supongamos sin pérdi-

da de generalidad que Ty,..Te+1 generan afinmente R, entonces
d+1 41 d+1

Taps = E ;T con E i; =1, y por otra parte Typp = Z S wP
i=

= por la umudnd de coor(lmmdz\a baricéntricas y; = l"‘; enton-
ces los conjuntos A, B y C son tinicos. #




| 4



Capitulo 3

Espacios de Configuraciones

Tntramos en materia. En este capitulo ya estudiamos los fundamentos de los
espacios de configuraciones y desarrollamos con cuidado algunos de los casos
especiales que sirven como introduccién a la descripeion de AZ.

Definicién 3.0.1 Tomemos un conjunto de n puntos coloreados u ordenados
en RY y supongamos que estos puntos generan afinmente ¢l espacio, llama-
mos a este conjunto una configuracién. Decimos que 2 configuraciones son
afinmente cquivalentes si existe una transformacion afin 7' : RY — R tal que
la primera es la imagen de la segunda preservando su coloracién (u orden).

Esta asociacién es una relacién de vqmv alencia entre las configuraciones
de puntos, consecuencia de las propiedades de las transformaciones afines que
estudiamos previamente. De este momento en adelante sélo consideraremos
transformaciones afines que preserven la coloracién.

Definicién 3.0.2 Llamamos espacio de configuraciones de n puntos en R4,
al conjunto de todas las configuraciones de n puntos en dicho espacio, médulo
afinidades y lo dcnot;mnos Ad,

Por cjemplo consideremos las siguientes conﬁguracxones en ln recta (londe
puntos con el mismo subfndice tienen el mismo color' :

15
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At A2 A3 B1 Bz . Bs

*—®—O o— ®- O .

Cz2 Ci Ci D1 D2 D3

e—O—@ ® ® O

Las configuraciones A, B y D tienen separoide marcado por sus subfndices
112,113, 2]3, 213, sin embargo la configuracién C tiene separoide 1 | 2,
113,3]2,1¢%23lo cual hace que cualquicr transformacion afin que mande
la configuracion 7'(Aq) en Cy y T(Az) en Cs deja al punto T(Az) entre Cy
y Cjs, como conscctiencia de la preservacién de coordenadas bdricentricas
derivada del Teorema 2.2.2 esto implica que 4 y C no pueden ser affnmente
equivalentes. Por esto misino, como las configuraciones A y B tienen al punto
con subindice 2 en su punto medio, la imagen bajo cualquier transformacién
de ellas va a conservar ¢l punto 2 a la mitad, lo cual las hace afinmente
equivalentes entre ellas y distintas a la configuracion D.

De este cjemplo podemos inferir qie dos configuraciones pertenecen a una
clase de equivalencia afin distinta si las posiciones relativas de sus puntos con
respecto a puntos coloreados de igual forma son distintas, es decir si tienen
coordenadas baricéntricas distintas con respecto a puntos de una base de los
mismos colores equivalente bajo una transformacion afin.

Ahora estudiaremos algunos cjemplos que serdn de utilidad para la des-
cripcién de nuestro objeto de interés.

3.1 Configuraciones de 4 puntos en el plano

(AD

Consideremos las configuraciones de 4 puntos coloreados distintas en térmi-
nos de su separoide y en posicién gencral. [10)



S Xt
®
X3
)
Xa X2 Xa
B A

U A tiene a la no-separacién minimal 124 { 3, entonces de acuerdo con las
distintas posiciones relativas que puede guardar el punto interior con
la misma terna exterior tenemos el conjunto

{.’L‘ l £ = MNTy+ Aoy + ATy, A F Ao+ Az =1, A, Ag, Ag 2 0} = A?

donde cada punto representa la configuracién para la cual el punio
interior tiene coordenadas baricentricas relativas a los tres restantes
(A1, A2, Ag). Entonces para cada una de las 4 distintas combinaciones
de colores de los puntos en el exterior tenemos asociado un A2,

[0 B este caso tiene no separaciones con subfndices 13 § 24, por ¢l teorema
de Radon Fuerte si tomamos las parcjas {zy, 23} y {z2,24} existen
coordenadas dnicas (A, \z) y (Mg, Aa), con A+ XA =1, A+ M =1
¥ AL Az, A Ay 2 0 tales que Az + Mgz = Maxe + Mazy, entonces sia
cada configuracion con interscccion x = F1xg N Taxq le asociamos las
coordenadas del punto = (A1, As), (A2, A4), puesto que

{(AAs) [ A4+ A3 =1, A, A3 2 0} = A

tenemos que cada una de las tres combinaciones distintas de puntos de
colores en ¢l cuadrilitero parametrizan A! x A,

Sin embargo esta informacién no proporciona una descripcién completa de .
(A3) pues las caracterfsticas que conocemos las hemos obtenido como unida-
des independientes; para saber su relacién estudiamos aliora sus interseccio-
nes. . :
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Sien A'y en B tomamos los subconjuntos con .
M =0 {.‘l‘ l T= doTa +A3T3, Az + Ay = 1, A2, A3 > 0} = Al
tenemos los siguientes tipos de configuracione

>N

B A

Ambas paramentrizan el mismo A!, por lo que cada configuracién cuadrdn-
gular comparte un lado con una configuracién tridngular e inversamente cada
tridngulo sc intersecta con tres cuadrados en una arista lo que junto resulta

el siguiente plano proycctivo:
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3.2 El caso general AY,,

Si C es una configuracién en A4,, por el tecorema de Radon Fuerte existen
conjuntos disjuntos de puntos A y B C C tales que (A) N {(B) = {z}.

Definicién 3.2.1 Definimos el orden parcial de Radon de rango n. como R, =
{(A,BY| A, BCC,ANB=0,A+# B # @} donde A y B son subconjuntos
de {0,1,...,n} en este conjunto identificamos la pareja (A, B) con la (B, A)
y lo ordenamos por la relacién (A, B') < (A,B)si A’ C Ay B'C B. Acada
clase de I, le corresponde una tinicn pareja (A, B) correspondiente a su no
separacion de Radon.

Sia = ##A4, b = #B, entonces se puede ver que cada clase de R, con
separacion de Radon (A, B) parametriza la celda A®P! x A1) como en el
caso A2 pegnmos estas “celdas maximas” por sus intersecciones para formar
cl objeto correspondiente a A%, ,.[10]{11]

3.3 Configuraciones de 4 puntos en la linea
1
Ad
Dentro del estudio de los espacios de configuraciones este es el primer cjemnplo
del tipo A +a ¥ del unico que se conoce por completo su combinatoria y
geometrfa. En términos de su separoide de configuraciones existen cuatro
tipos generales:

c @—O A O—e

E @—O@ P OO O@

0 En el caso A cualquier configuracién con una 0-aglomeracién de 3 pun-
tos y uno libre es equivalente a otra con la misma coloracién. Por lo que
cada configuracién coloreada de este tipo parametriza un sélo punto.

0 En el caso B como en A? las distintas configuraciones coloreadss de
este tipo parametrizan scginentos.
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0 El caso C es andlogo al A, salvo quec son dos 0-aglomeraciones de 2
puntos.

O El ultimo caso, D, es en cl que los puntos se encuentran en posicién
general, y es el tnico de dimensién dos, contiene dos degeneraciones
del tipo A y una del tipo C. Para ver que objeto parametrizan ob-
servamos que si llamamos z1z9737,, consecutivamente a los puntos
® ® O ® tencimos Ta = A1) + Agxq, Ty = e + jL4Tq cOn
Al A=y 4y =1y A 2 gy, A < 4 asociandole entonces a
cada configuracién la pareja (A, Aq) X (44, 444) tenemos que el conjunto
de estas parejas parametriza la mitad inferior del cuadrildtero:

[CA)] {1y

(0.0) BT

Poniendo junta esta informacion para las distintas coloraciones de los tres
tipos anteriores de celdas obtencemos:
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3.4 Cinco puntos en el plano proyectivo (lP’g)

Como se mencioné en la introduccién, dentro del estudio de los espacios de
configuraciones de puntos llevados a cabo recientemente no sélamente se han
analizado los casos en el plano affn, y uno de los espacios obvio para ser
estudiado por ser “primo” del affn es el proyectivo. Sin introducir teorfa
procederemos a dar una descripcién intuitiva de P2, debido a que tiene una
asociacién directa al caso que nos ataiie.[4)[9)

Para tener una configuracién de puntos en P? necesitamos que estén en
posicién general y, como en ¢l caso affn, los tomaremos médulo proyectivi-
dades, por cllo al menos tres puntos deben ser distintos. Entonces podemos
pensar que tres de los puntos estdn fijos y los otros dos moviéndose en P! esto
es, tenemos dos grados de libertad lo que implica que lo que generen debe ser
de dilmensién dos. Por otra parte se sabe que si 5 puntos estdn en posicién ge-
neral en el plano proyectivo, entonces existe una inica eénica que pasa por los
cinco.l5] Debido a esto consideramos como celdas maximales a los distintos
érdenes cfclicos de b puntos. Adenids como la reflexion es una proyectividad,
tenemos 12 distintas celdas de dimension dos que corresponden a los distin-
tos 6rdenes ciclicos. Tomemos el orden ciclico [12345) = L N NONON)
y consideremos ¢l caso cnando el punto 3 se mueve hacia la Iea 24 (como
se muestra en la figura). La configuracion con 2,3 y 4 alineados es una de-
generacion de la configuracion con [12345] en posicicén general y también
de [14325], por lo cual estas dos configuraciones se pegan por esta celda de
dimensién 1.

~. - * -

Cada orden cfclico con todos sus puntos distintos tiene cinco distintas de-
generaciones de este tipo, como en el plano proyectivo sicmpre existe una
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transformacién entre dos cuartetas distintas de puntos en posicién gene-
ral, tenemos un grado de libertad para el tercero de los puntos alineados
cslo es, estas celdas son de dimensién uno. Lo que nos lleva a concluir
que cada orden cfclico parametriza un pentigono. Por otra parte dos or-
denes cfclicos se pegan si difieren por una permutacién (en el caso visto
[12345] = (24) {12345] = [14325] = (15) [12345]). El resultado de pegar esto
se dibuja en el plano proyectivo con 4 agujeros que se identifican antipodal-
mente como sigue:

3.5  Grassmannianas

A pesar del poco conocimiento geométrico y combinatorio que tenemos de
los espacios de configuraciones, su asociacion con las grassmannianas nos
aporata un enorme conocimiento de su estructura algebrdica y topoldgica.[1)
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Definicién 3.5.1 Una grussrnanniana es el conjunto de subespacios de di-’
mensién k de R? la cual denotamos G(k, n).

Ya que a cada subespacio V de dimensién & le podemos asociar biunivo-
camente su ortogonal V1, esta asociacién es de hecho un isomorfismo entre
Glk,n) y G(n O k,n).

Teorema 3.5.2 A, | = G(n 0d,n).

Demostracién. Sea C = {xzq,...,T,} una configuracién en Ad,,,
sin pérdida de gencralidad podemos suponer que zp estd en el ori-
gen, por que si no podemos trasladar por Oz toda la configura-
cién sin que modifique sus propiedades (casco convexo generado,
posicién relativa de sus puntos, cte.)

Sea F; : R"® — R la extension lineal de F.(e;) = x; para todo
i = 1,..,n entonces definimos I" : A%, — G(n [0 d,n) como
I'(C) = ker F¢, T" esta bien definida por 1a linealidad de F;, como
C genera affumente A%, entonees {x,_xn} generan linealmente
RY, por tanto F, es suprayectiva = dim(ker Fy) = n. 0 d.

Ahora queremos demostrar que I' es isomorfismo.

P.D. I’ es supraycctiva. Sea V € G(n 0 d,n) y consideremos V+ cuya
dimensién es d, definimos la proyeccién ortogonal tinica [Ty : R" = V@
VL — V1 y observamos que pucsto que Iy es supraycctiva el conjunto
{0, ITv(e1), ... [Tv-(e,)} genera VL, por lo cual es una configuracion.
Ahora sen 7 : V1 — R?, cualquier isomorfisino lineal entre estos dos
espacios. De manera que la imagen bajo T de cualquier configuracién
en V4, sers una configuracion en R,

Afirmacién: si {0,7(ITv(e1)), ..., T(Ily(e,))} = Cy entonces I'NCy) =
V, pero por definicién (Cy) = ker Fg,, con Fg.(e;) = T(II{e;)), =
ker Fo,, = {u e R* |y, (u) =0} = V. I es suprayectiva.

.PD.I"es inycctivﬁ. Sean C = {zg, .., 2.} y C' = {z}, ..., x4} dos confi-

guraciones en AY |, tales que I(C) = I'(C") sin pérdida de generalidad
podemos tomar zg = 0 = zj y considerar que los primeros d puntos de
ambas configuraciones son una base lineal de RY. Sea g : RY — R4 ma
transformacion affn tal que g(x;) = z} para todo i = 1,...,d., lo que
falta ver es que g(z;) =z con j =2 d+ 1.
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Sean Aryi.., Ag tales que’z; ‘=3 '\;x; para algiin.j > d + 1.por la
g ’ o R PREEST

, Sy s ; 4
definicién de F, Fy(e;) =3 AiFe (e;) y entonces Fe(e;) O 3 AiFe (e:)
S . = ; i=1

m

RN d d
0 de donde F, (ej 0 Zz\ie;) = 0 lo que implica que e; 0 3" Aie;
: i=1 =

. d
ker Fy = I'(C) = I(C") = ker Fy = Fu(e;) O3, MiFv(e:) =0y )
=

E Az} = 2 Aig(zi) =g (z Ay | = g(x;). Entonces C' y C’ estiin en

h misma clnse de equivalencia affn, por lo que I' es inyectiva, &

Del teorema anterior y las pr Opi(_(lll(l(,b de las grassmannianas se sigue que
AN =~ G(d,n) = G(nOd, n) =~ Ad,, resultado que habla de una importante
dualidad entre estos espacios.

Sin embargo como ya habfamos mencionado el propdsito de csta tesis es
estudiar mds a forndo las propicdades combinatorias y geométricas de los
espacios de configuraciones, para cllo tomamos uno de los ejemplos mds pe-
queiios del caso Ay, puesto qite en cstos capftulos previos se ha desarrollado
con cuidado la herramienta necesaria para hacer demostraciones rigurosas en
respecto a la geometrfn de los espacios de configuraciones, el desarrollo de
la descripcién de A2 serd més informal, sobre todo con el fin de no agotar
la atencién en la notacién y por que de hacerlo detenidamente llenarfa mas
espacio del disponible,




Capitulo 4

Cinco Puntos en el Plano

Finahnente, en este capftulo, estudiamos el objeto combinatorio que nos
interesa A?—) es decir, el espacio de configuraciones de 5 puntos que generan
al plano affn, de este objeto sabemos por el Teorema 3.5.2 que es isomorfo a
la grassmaniana de planos en R?, como consecuencia de ello es de dimensién
4. Pero ¢l objeto de esta tesis, como ya habfamos mencionado es dar una
descripcién tanto combinatoria[11] como geométrica mds detallada de él; para
lo anterior daremos saltos entre lo combinatorio y lo geométrico a través de
su orden parcinl. Empezamos por las celdas de dimension mis alta.

4.1 Celdas de dimensién 4

4.1.1 ;Cdémo se pintan 5 puntos en el plano?

Anteriormente ya habiamos hablado de pintar una coleccién de puntos en
el plano, y llegado a la conclusién de que para nuestros propésitos nos son
suficientes las §-adas de puntos que se encuentran en posicién gencral, de
manera que tencmos las tres siguientes configuraciones distintas:




26 CAPITULO 4 CINCO PUNTOS EN EL PLANO

Alora, al dar nombres (¢n este caso colores) a cada uno de los 5 puntos
podemos tener distintas configuraciones del mismo tipo. De la configuracién
con casco convexo pentagonal, la cual lamamos T%ipo 0, dependiento del
orden ciclico no-oricntado de la coloracién que demos a este arreglo, tenemos
12 distintas. Andlogamente de Tipo I tenemos 60 coloraciones distintas
dependiendo dél color del punto que queda dentro del casco convexo, el orden
cfclico del cuadrado exterior y el “cuadrante” en el que se encuentra dicho
punto. De Tipo 2 también tenemos 60 distintas opciones correspondientes
a las distintas formas en que se pueden poner un par de puntos de manera
paralela a los lados del tridngulo exterior. Haciendo cuentas descubrimos que
hay un total de 132 celdas de dimension 4 a considerar.

Ya que sabemos cudntas son pasemos a ver c6mo sot, enfocandonos en el
andlisis de sus celdas de dimension tres subyacentes, pero para esto primero
necesitamos saber cudles son estas celdas.

4.1.2 Tipo O

Esta celda tiene una degeneracién general a una celda de dimensién 3 con-
sistente en alinear uno de los puntos del casco convexo con sus adyacentes.
Llamamos a esta nueva celda tipo L.
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4.1.3 Tipo 1

Existen tres diferentes degeneraciones de este tipo de celda, dos corresponden
a las dos distintas formas de alinear el punto interior al cuadrado con pares
de puntos en la frontera sin cambiar de “cuadrante”, (una de ellas es la ya
conocida celda tipo L) a la otra la llamamos téipo X. La tercera degeneracién
corresponde a que el casco convexo se haga triangular y la llamamos tipo

4.1.4 Tipo 2

De este tipo de celda de dimensién cuatro hay dos degeneraciones en celdas
de dimensién 3 conforme a las opciones para alinear 1 punto con el segmento
interior al tridngulo. La primera es la ya conocida tipo Y y a la segunda la
llamamos tipo T.
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4.2 Celdas de dimensién 3 (Combinatoria)

Como vimos en la seccién precedente tenemos 4 tipos de celdas de dimension
3 (L, X,Y y T) cuya caracterfstica comtin ¢s tener una sola alineacién de tres
puntos, éstas tienen sus degenceraciones respectivas, las cuales traducidas a
la geometria y pegadas resultan el objeto geométrico al que estdn asociadas.

Entonces, si las anteriores celdas fueron originadas ocasionando una sola
degeneracién, podemos seguir de la misma forma moviendo los puntos de
las configuraciones hasta ocasionar un acomodo con nucvas alineaciones o
aglomeraciones de puntos, las alincaciones se pueden hacer de dos formas:
ya sea alineando 4 puntos o causando dos alineaciones de 3 puntos.
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4.2,.1 tipoLL

Cabe mencionar que esta notacién es un poco ambigua porque segiin la de-
finicién los siguientes arreglos son iguales, sin embargo pucsto que uno se
puede deformar en cl otro sin cambiar de celda de dimensién tres, es decir
estdn en la misma clase de equivalencia, los consideramos el mismo.

Gt

Tenemos seis degenceraciones de esta celda de acuerdo con las posibilidades

anteriores.

——O——O
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(1 Dos l-aglomeraciones dobles de tres plintps. Cad}i una de ellas repre-
senta un cuadrildtero (A! x A!), debido a que ¢n la construccién de
0A2 vimos que la l-aglomeracién de 3 puntos representa. un segmento
(al). i ~

01 Dos l-aglomeraciones de 4 puntos. La l-aglomeracién de 4 puntos
paramectriza un tridngulo (A2) como se vié en la seccion 3.3.

O Dos 0-aglomeraciones de 2 puntos que, como vinios en la const1 uccxén
de gAZ, representan un cuadrildtero.

4,2.2 tipoY

IEn este caso hay cuatro distintas degeneraciones; dos 1-aglomeraciones dobles
de tres puntos, una l-aglomeracién de cuatro puntos y una O-aglomeracién
de dos puntos.

O La l-aglomeracién de cuatro puntos, A%

cons-

0 La O-aglomeracién de 2 puntos'de este caso, como vunos en:
truccién de pA3, pm‘nmctn?a un trigngulo (A2%).

0 Cada una de las 1- ng,lomeraclones de trcs puntos de’ cstas celdas pa— :

rametrizan un segmento (A'), de- manera que ‘para cada’ uni de las -

l-aglomeraciones dobles de tres puntos tcnemos un cuadrllzitero (A‘
Al). s : : S
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(\'/ .

Para este tipo sus celdas de dimensién dos son: dos 1-aglomeraciones dobles
de tres puntos, dos 1-aglomeraciones de cuatro puntos y una 0-aglomeracién
de dos puntos.

4.2.3 tipo X

O Las 1-aglomeracioncs de cuatro puntos parametrizan tritixvmgul‘os (A%). v

0 Como en el caso anterior las 1-nglomcracmncs dobles de tres puntos i

parametrizan cua,drllxit;eros(A1 A‘)

D La O-aglomemcuin de 2 puntos de cst(, caso reprcsentn un cumlnlaitero
(Al x Al). »
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4.2.4 tipo T

Y por iiltimo, ‘,li" ‘celdé." tipo T tienc las siguientes degeneraciones: . dos 1-
aglomeraciones de cuatro puntos, una l-aglomeracién doblec de tres puntos y
dos O-aglomeraciénes de dos puntos.

O Las dos 1-aglomicraciones dé 4 phntds son A2,

O La 1-agloineracién kcl‘okblé’de ktr}es'v pdr_xtds es Al,

OY las dos O-ve'\glolﬁerqciqhqs de 2 punios son A?,
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v

4.3 Celdas de dimensién 3 (Geometria)

Para saber a qué objetos geométricos de dimensién tres corresponden las cel-
das tipo L, Y, X y T, procedemos a pegarlas de regreso. ;Céimo lo hacemos?
es una pregunta con varias respuestas, pero nosotros hemos preferido usar
como gufas de pegado los vértices de cada una de las celdas. Vamos por
partes.

0 Para la 0-aglomeracién con casco convexo cundmngular tcnemos el cua—
drado etiquetado:
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1 Para los tres distintos tipos de 1-aglomeraciones dobles de tres puntos
tenemos las siguientes listas de vértices, junto con su correspondiente
geomeétrico.

0 El rinico tipo de l-aglomeracién de cuatro puntos tiene los siguientes
vértices, que asocidndolos a la geometrfa resultan en: :
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{1 Finalmente, para los dos tipos gencrales de O-aglomeraciones de dos
puntos con casco convexo triangular, tenemos los tridgngulos etiqueta-
dos:

Armando ¢l rompecabezas obtenemos para cndu celda dc dlmcxlslén tres
distintos poliedros ctiquetados: -
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4.3.1 -Geometria de la celda tipo L

Una observacién importante en respecto a la geometria de este tipo de
celdas es derivada de que al aglomerar dos de cllas correspondientes a la mis-
ma celda Tipo 0 se pegan en dos caras, como se puede observar en ¢l siguiente
esquema, donde las dreas sombreadas corresponden a caras compartidas.

L L
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De forma que cada uno de estos cubos truncados en realidad juega como
un tetraedro (A2) con tres vértices falsos junto con las dos aristas entre ellos.

Geometria de la celda Tipo 0

Al proceder con el pegado de las celdas tipo L de manera consecutiva (aplican-
do sucesivamente ¢l orden cfclico correspondiente a la coloracién) obtenemos
un A? con 5 vértices extra y el cfclo entre ellos (resultado del pegado de 5
A3), que es el objeto asociado a la eelda Tipo 0.

4.3.2 Geometria de la celda tipo Y

Analogamente tomamos las caras de dimensién dos correspondientes a la
celda tipo Y, que pegadas son: g

-
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Aquf cabe mencionar que este objeto no es un complejo poliedral, pues

dos de sus caras no son politopos, pero por lo pronto lo dibujaremos convexo,
lo cual nos obliga a alinear 3 de sus puntos. Lo :

4.3.3 . Geometrfa de la celda tipo X

Al pegar las 5 caras perienceientes a la celda de.tipo X tenemos:
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4.3:4 '_Gevqmq'{;r'l"éiﬁ‘de ia celda tipo T

Finalmente, el obj'eio geométriCo asociado a la celda tipo T, de acuerdo con

sus caras de dimensién 2 es: -

o
@g/j =g

Geometria de las celdas Tipo 1.y 2.

Al pegar las celdas correspondientes, para obtener los objetos geométricos
asociados a las celdas de dimension 4 de Tipos 1 y 2 obtenemos:
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En el primer caso la celda Tipo 1 est4 asociada nuevamente a un A3, pero
esta vez cl simplejo solo tiene 3 vértices extra y la “traycctoria entre ellos”,
sin embargo la segunda al estar formada por cosas que no son complcjos
poliedrales, no ¢s un complejo poliedral. En la figura ésta tiltima tienc la
arista verde en su interior.

4.4 Nueces

Hasta ahora hemos hablado de las celdas 0, 1, y 2, como unidades separa~
das, sin embargo, como es de suponerse hay muchas relaciones entre ellas,
empezareinos por las mds manejables que son sus caras comunes de dimen-
sién 3. En el analfsis particular de cada una de estas celdas ya nos hemos
podido percatar de ciertas afinidades por ejemplo, entre las celdas Tipos 0y
1 hay celdas tipo L comunes, y entre las celdas Tipo 1 y 2 hay celdas tipo Y,
veamos como nos ayudan a la descripcion estas relaciones.

1. Tomenos la celda Tipo 0 con el orden ciclico [12345)= @ @ @ O ©,
sus celdas tipo L como son

cada una de estas también corresponde de forma tinica a una celda Tipo
1. Esta correspondencia es ficilmente observada en la “pelfcula” de



4.4 NUECES 41

transformacién de la configuracién Tipo 0 a la Tipo 1, de ella podemos.
inferir que los ordenes cfclicos de los puntos en el casco convexo de las -
celdas Tipo 1 asociadas una celda Tipo 0 son todos distintos, es decir
cada celda Tipo 0 esta asociada de forma biunfvoca con § celdas Tipo
1.

—o—o0

Figura 4.1

i Aplicando sucesivamente la permutacién (12340) a estu mfommcxén
dibujamos el siguiente esquema: Lo .

. Figl’ll‘t\f‘l.z_ ’
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2. Considerando una celda Tipo 1 y una de sus celdas tipo Y, que a su
vez se asocia con una celdn Tipo 2, la cual ticne una segunda celda
tipo Y que tiene asociada una celda Tipo 1, de manera que si aplica-
mos sucesivamente la permutacién (12345) sobre la unién de las celdas
mostradas a continuacién, e

G

obtenemos un: “cicle” con 5 unidades de cste tipo, que nos permite
completar la figura 4.2 asi: N T ;
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Donde el orden cfclico de la celda Tipo O asociada estd ahora determi-
nado por la grdfica (no por el orden “convexo”). Como antes, degenerar
la celda Tipo 0 a una Tipo 2 es igual a empujar 2 puntos de la siguiente
formna: . .

Figura 4.4

Entonces las celdas Tipo 2 asociadas a este orden cfclico siempre tienen
una triada distinta en el exterior.

A esla estructura cuyo comzon es una celda Tipo 0, y cuya cdscara es
la unién consecutiva de 10 celdas de Tipo 1 y 2 le llanamos nuez. Puesto
que una nuez esta completamente determinada por el orden cfclico de su
cornzdn, el problema de analizar la estructura de 132 celdas de dimensién 4
independientes se reduce a estudiar 12 nucces equivalentes.

4.5 Geometrfa de la frontera de la nuez.

Una vez que hemos agrupado 11 celdas combinatoriamente queremos ver a
qué objeto geométrico estan asociadas como nuez. Ya sabemos que el co-
razén de la nuez es un A, pero lo que necesitamos es la geometrfa de lo
que esta “alrededor” del corazén, a esto es a lo que llamamos la frontera.
La primera simplificacién de esta descripcion consiste en descartar las ca-
ras de dimension tres que ya han sido pegadas dentro de la nuez, csto es,
las tipo Y y L, al hacer esto nos quedan 5 celdas tipo X y 5 celdas tipo
T. Para cstudiarlas nos ecs suficiente considerar un fragmento de la forma
(Tipo 1)-(tipo Y)-(Tipo 2)-(Tipo 2)-(tipo Y)-(Tipo 1) (marcado con asteris-
cos en la figura 4.8) como sigue:
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ol N B
+%§+%>+

Figura 4.5

Al pegar estas celdas por todas sus caras de dimensién 2 comunes, obte-
nemos la 3-bola que llamamos diamante. Este diamante ticne como exterior
a Ias dos siguientes mitades de una esfera cuya forntera se identifica por tras-
lacién, mds cuatro caras interiores (por donde se pegd) que 10 se muestran
en el dibujo.
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cuya parte sombreada es igual a la cara sombreada del mismo color del.

diamante anterior. Alora aplicamos (12345)2, para obtener un diamante con
5 caras iguales a las del diamante de la figura 4.6.

T

~—

Por simetria se pucd.e ver que cl pegado del diamante al resultante de
aplicar la permutacién (12345)~! es como el primero y, el 1csultnnte de aphcar
(12345)~2 es como el segundo.

Tomando en cuenta los pegados resulta que se- puede pénshr hl ’diamante :
como el mguncnte simplejo falso, donde las caras sombreadns corresponden a -

la frontera del mismo diamante de la figura 4.6:

RONTERA/DE LANUEZ. . 45
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Entonces si cada uno de los cinco diamantes resultantes es representado
por uno de estos simplejos, y cada uno se pega a otro en exactamente 1 cara,
la nuez resulta ser nuevamente un A4, con vértices, aristas y caras cxtra.

Cada uno de los diamantes de nueve vértices tienc siete 0-aglomeraciones
de tres puntos, de los cuales 3 juegan como vértices falsos y cuatro mds como
generadores del simplejo, como s¢ muestra en la siguiente figura.

Figura 4.7

Pero no hay una razén combinatoria para esta distincién, lo que sucede
es que esta estructura simplicial es artificial y depende de la nuez en la que
estamos. Es decir al cambiar de nuez el papel falso o verdadero que juegan
las O-nglomeraciones de tres puntos también varia. Por ¢jemplo en la nuez
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con corazén con-orden ciclico ® ® ® O ® las 0-aglomeraciones de
tres puntos se posicionan asi:

Donde sus vértices no-falsos corresponden a las distintas 0-aglomeraciones
posibles tomando tres puntos del ciclo negro conectados por aristas negras
en la figura y los falsos corresponden a tomar puntos conectados por aristas
grises.

Sin embargo para la nuez con corazén ® ®® @ O tenemos el
siguiente esquema para el cual los papeles de los vértices se invierten:
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4.6 Las celdas de dimensién 3 restantes.

Una vez que el problema geométrico esta resuelto para las nueces necesitamos
una gufa para pegarlas de manera que podamos terminar la descripcién. En
este punto no nos queda mds que volver atrds a descubrir las relaciones entre
las piczas que dejamos sueltas, que son las que tienen que ver con la frontera
de la nuez: las celdas tipo X y tipo T. Como en todo lo anterior la respuesta
es simple: se pegardn las que ticnen el mismo orden cfclico en ¢l exterior.

4.6.1 Collar de a 4.

Para las celdas Tipo 1 tener el mismo orden cfclico en el exterior digamos
[2345] = ® ®@ O B y ser distintas significa que el punto interior se encuen-
tra en distintos cuadrantes, pero sélo hay cuatro maneras de colocar este
punto obtenidas aplicando a la configuracién inicial la permutacién (2345),
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de manera que tenemos una concatenacién por celdas de Tipo X de cuatro
celdas de dimensidn tres.” A esta concatenacién es a lo que llamamos collar
de a 4 y lo ilustrameos en la figura siguiente:

Adenuis sabemos que el paso de la celda Tipo 1 a Tipo 0 es empujar
el punto interior al cuadrado por la arista exterior del cuadrante donde se
encuentra (como en la figura 4.1), de manera que este collar pega las nue-
ces con corazones con ordenes cfclicos [12345], {21345), [23145] y [23415).
Equivalentemente puesto que (2345)[12345] = (12)[12345), (2345)2(12345) =
(12)(13)[12345), (2345)%[12345] = (12)(13)(14)[12345] y (2345)1[12345] =
(12)(13)(14)(15)(12345) podemos obtener cstos ciclos aplicando consecuti-
vamente a [12345] las permutaciones (12), (13), (14), (15). Hay 15 collares de
Tipo 1. Si a cada nuez le asociamos Ia cara del dodecacdro hiperbélico con
vertices coloreados de la misma forma que el orden ciclico de su nuez, un
collar de a 4 toma las celdas marcadas en el dibujo de la pdgina siguiente.

De forma que los collares de a 4 corresponden a los vértices del dodecaedro
hiperbélico, en este caso el vértice 1, debido a las permutaciones que se tienen
que aplicar.

i~ 4 e
ESTA TESR

CoA T Y

PR
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4.6.2 Collar de a 6.
En el caso de las celdas Tipo 2, la relacién arroja 6 distintas celdas de di-
mensién tres con el mismo orden cfclico exterior, dependiento del lado y la

orientacién con la que ¢l segmento formado por los dos puntos interiores es
“paralelo” a uno de los lados.

, VANIAN

Para obtenerlos aplicamos las distintas combinaciones de potencias del tri-
ciclo (134) con la permutacién (25), en el orden siguiente: (134)(25), (134)32,
(25), (134), (134)%(25). Si “jalamos” los puntos interiores del primero como
en la figura 4.4 para obtener cl corazén de la nucz en la cual se encuentra cste -
Tipo 2 obtenemos el ciclo (12345), a éste le podemos aplicar las operaciones
anteriores para obtener las nueces que se pegan en este collar

(134)(25)(12345] = (23)[12345), (134)2[12345] = (23)(15)[12345]
(25)(12345){12345] = (23)(15)(24){12345],
(134){12345) = (23)(15)(24)(53)[12345]

y (134)2(25)(12345] = (23)(15)(24)(53)(12)[12345].

Hay 10 collares de a 4. Haciendo la misma asociacién al dodecaedro
hiperbélico, tenemos las celdas marcadas: ’




Asf que si pegatnos los corazones de las nueces segtin los distintos collares
en los que se cncuentran por medio de las aristas con las permutaciones
adecuadas obtenemos el dodecaedro hipérbolico con vértices coloreados que
estd asociado a P2, En él los péntagonos cuyos lados estdn en una misma
Ifnea, estdn en un mismo collar de a 4, y los 4 péntagonos que comparten un
mismo vértice, estdn en un collar de a G.

4.7 Interseccién de las nueces.

Para que este resulte un instructivo adecuado de pegado necesitamos co-
nocer las caracterfsticas de la interseccién de 2 nueces, para ello tenemos
que ver si las 2 celdas tipo X y las celdas tipo T que comparten 2 nueces
se intersectan en caras. Si tomamos las nueces adyacentes con coloraciones
ciclicas 00 ®0OB, ® ® @ ® O ticnen 4 celdas de dimensién
tres comunes, pegadas entre si como sigte:
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ot

A partir de cllo sabemos que la interseccidn cs conexa, ademds las 4 celdas
de dimensién tres tienen una arista en commin, lo cual elimina la posibilidad de
que haya hoyos en la interseccién. Pero este pegado ya lo habfamos estudiado
cn la seccién 4.4 (figura 4.5), resulta un A? falso.
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4.8 ’Cyonclus’ién :

De la estructura geométrica de las nueces podemos decir que internamente
la frontera de una nuez cs un A* con subdivisiones adicionales en sus caras,
formado por cinco tetracdros correspondientes a sus intersecciones con otras
nueces (Seccidn 4.5). Sin embargo la estructura tetraédrica de una de estas
intersceciones depende de la nuez de referencia cs decir, no podemos afirmar
formalmente que las intersecciones tengan estructura de tetracdro globalmen-
te. Por ejemplo las nucces con ordenes ciclicos [12345] = ®

v [12354] = ©® ® @ ® O tienen In interseccidn de la figura 4.7, pero
su estructura es distinta como se puede observar en las siguicntes figuras:

a A
A KA

B
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En cstos tetraedros los vértices 2 = 3 =4 y 1 = 4 = § intercambian
papel con 1 =2 =4y 2 =3 = 5. Por ello representamos este tetraedro falso
como el siguiente poliedro con 4 caras cuadrangulares y dos triangulares, que
llamamos hezadrita, donde los vértices verdes y sus aristas incidentes estan
en la misma cara pues en la interseccion sicmpre se pegan juntas,
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De manera que el politopo de dimensién 4 asociado a cada nuez con orden
ciclico fijo, el cual llamamos pentoide cstd formado por 5 hexadritas.

Lo que podemos decir de la estructura combinatoria de la grasmaniana
de planos en R* es que tiene una subdivisién natural en 12 pentoides de di-
mensién 4 correspondientes a los distintos érdenes cfclicos de 5 elementos,
que se intersectan en un hexadrita si sus ordencs ciclicos difieren por una
transposicién. Es importante recalear que cn esta descomposicién no se puc-
den reducir los hexadritas a tetracdros y los pentoides a pentacdros por el
papel cambiante que juegan los vértices en nucces distintas.
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