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INTRODUCCION

. cste cdll‘ icio [la Alhambrn] podria conscrvnrsc ain

como laj Joya de la nacién, y atracria a los curiosos ¢
mlchgcmcs de lodos los paises’ largas g iones,"
\Wnshmglon‘lrrving'; 829

Las artisticas decoraciones de palacios y templos del mundo isldmico que al
parecer responden mds a mitos religiosos que a otra cosa, dificilmente tendrdn un
espectador indiferente, un espectador que no quede impresionado ante la belleza de éstas.
Seguramente cada visitante, ya sea propio o extrafio, de alguno de los edificios del
mundo isldmico, al ver la decoracion o el mosaico de: una pared, un techo, una fachada,
una fuente o cualquier otra parte del inmueble, ha quedado convencido que esta ante una
de las mas grandes manifestaciones de la belleza arquitectonica que ha hecho el hombre
hasta ahora. Unos mds curiosos seguramente se¢ han preguntado jeémo le hicieron?, sen
qué se basaron los arquitectos del antiguo mundo islamico para hacer tales edificios, para
hacer tales mosaicos, para hacer tales techos?, ;qué instrumentos usaron?, hay que saber
sobre geometria para hacer algo asi?, ¢qué tanto hay que saber?, y algunas otras preguntas
mas, pretendiendo descubrir las reglas de la armonia y la regularidad de tales prodigios
arquitectonicos, en particular la de sus mosaicos. Uno de los visitantes mds curiosos que
ha tenido la Alhambra, uno de los palacios del mundo islamico, fue el holandés Maurits
Cornelis Escher que la visito en el afio de 1926 y, diez afios mas tarde, en 1936. La
Alhambra es uno de los palacios musulmanes que ain hoy en din nos permite vivir el
esplendor de la arquitectura islimica, su construccion se prolongd desde fines del siglo
XIII hasta el XV de nuestra era.

M. C. Escher hizo sus propios disefios de teselas — lo que serian los azulejos o
baldosas para el recubrimiento de paredes y pisos - con formas predominantes de objetos
de la naturaleza: humanos, perros, caballos, chinos, lagartijas, mariposas, etc., motivos
muy diferentes a los que ¢l encontré en la Alhambra.

El estudio geométrico que realicé, durante la licenciatura, en los seminarios de
geometria [ y I, estuvo ejemplificado con mosaicos de la Alhambra y estampas y dibujos
de M. C. Escher; y mis propios descubrimientos, en la naturaleza, sobre las teselas y las
teselaciones (0 mosaicos) - por ejemplo: en los cristales, los virus, la sal de mesa, el panal
de abejas, y muchos otros; donde claramente podemos distinguir formas hexagonales,
ctibicas, triangulares, rectangulares y de paralelogramos - me convencié que la ensefianza
y el aprendizaje de los poligonos y las isometrias del plano y sus propiedades pueden
tener excelentes motivadores en el arte (la Alhambra y M. C. Escher) y la naturaleza por
que creo, como ya lo expresd Comenius, "El conocimiento debe, necesariamente,
empezar a través de los sentidos — si es verdad que nada puede ser objeto de comprension
si no ha sido primero objeto de sensacion. ¢Por qué entonces empezar la ensefianza con

' Irvin (1996), pagina 45
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“"una exposicion verbal de las cosas y no con una observacién real de ellas? Solamente .
cuando esta observacidn de la cosa haya sido hecha, la palabra podrd intervenir para
explicarla con eficiencia,"?

El propésito de este proyecto es acercar a las personas, que estdn terminando la
secundaria, o ya la han concluido, y a otros interesados, al estudio de algunas de las
caracteristicas de los poligonos regulares y de las isometrias del plano que sirven de base
para la creacion de la teselaciones regulares como las que decoran edificios piblicos en la
Haya hechas por el holandés M.C. Escher o las que decoran los muros del palacio
musulmin la Alhambra, que se encuentra en Granada.

Este trabajo consta de dos partes, La primera es un cuento con dos personajes
principales: una nifia llamada Elena, quien ha concluido sus estudios de secundaria, y un
hada llamada Dafne; el cuento comienza cuando Elena recibe de sus dos amigos postales
de los lugares mencionados arriba y se entusiasma con la idea de decorar las paredes de su
habitacion de manera semejante. El hada se aparece ante Llena, se ofrece a ayudarla en
el cumplimiento de su deseo, y le hace ver que para crear sus propios mosaicos es
necesario que estudie (o repase) y conozca algunas cosas sobre teselaciones, poligonos
(en particular sobre poligonos regulures) e isometrias. La segunda parte, “Las
matematicas del cuento”, no esta planeada para todo piiblico, en ella se incluye conceptos
y resultados relacionados con las teselaciones regulares.

En un principio se penso ilustrar el cuento, a manera de historieta, pero se tuvo
que dejar de lado esa idea, asi que bien se puede completar este trabajo ilustrindolo como
una historieta.

2 Castelnuovo, (2001), pagina 17




CASA |
Por las mafianas de viernes llegaba el correo a casa de Elena. Sus amigos Fidel y
Rosaura prometieron escribirle, asl que sali6é corriendo, aquella mafana de verano, en busca del
cartero y recibié, con gran emocion y sorpresa, no cartas sino postales. Entré a la casa se, sent6
a la mesa y repaso rapidamente las postales, después se dio a la tarea de mirarlas con calma y
leer el contenido de cada una; mientras los padres preparaban el desayuno.

P- Te enviaron postales — Dijo el papa, asomandose por encima del hombro de Elena - ;/De
dénde son? ¢ Estédn lindas?

M- ;Nos puedes compartir su contenido? ;O es so6lo entre amigos?

IE- Estas las envid Fidel, ¢l estd en Granada de vacaciones — dijo Elena mostrandoles las
postales — L.¢s voy a leer de acuerdo al orden que él mismo les ha dado, la primera dice:
"Elenaza: ¢Sabias que el sur de Espafia estuvo bajo el poder musulmdn
durante casi ocho siglos? De 711 a 1492 de nuestra era (iEl afio en que Colén
llegé a Américal) Aqui en Granada estd uno de los palacios més hermosos que

existen en el mundo, la Alhambra".

Palacio de la Alhambra, Granada
E- iSi que es hermoso! Va la segunda: "La Alhambra es un palacio musulmén que
empezd a construirse en el reinado de Muhammad ben Yusuf, en 1238; sus
sucesores hicieron del lugar el mayor centro politico y artistico del
occidente. Los reyes Yusuf I (1333-1359) y Muhamemmed V (1354-1359,
1362-1369) fueron los que pusieron su granito de arena para darle el aspecto
que tiene hoy el palacio. ¢ Te imaginas que ahora se tardaran mds de 100 afios
en construir un palacio?".



Baiio de Comares

E- Tereera y ultima, "Lo mds interesante
es que para la decoracién del palacio,
al igual que para los edificios
religiosos del Islam, no utilizaron
imdgenes de personas. Dicen que los
geémetras estdn maravillados por los
conocimientos con que contaban los
musulmanes y hay por acd algunos
matemdticos estudiando no sé que
tantas cosas de geometria sobre el
palacio. Espero que algunas vacaciones
nos la pasemos juntos por acd. Te
quiere Fidel".

Detalle de una pared del bailo de Comares

Los padres de Elena poco a poco fueron rodeandola, se olvidaron de sus quehaceres
porque quedaron totalmente prendidos de las postales de la Alhambra; y casi sin exagerar,
podriamos decir que se las arrebataron para verlas mas de cerca.
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P- Se nota inmediatamente que eran tan buenos en geometrfa, como yo cuando era
cstudiante. Mira nada mas qué cosas tan chulas hicieron, -
M- Si eras tan bueno, dime ¢qué figuras identificas? — Ret6 la mama al papa -
P- Esté facil; unos cuadrados — Dijo el papa al observar la postal del Bafio de Comares.
M- No, esa no; me refiero a la imagen del fondo.
P--O a la postal del detalle que ticne ¢l mismo mosaico. Bueno pucs eso es como...
€Omo... parece que es... ¢s casi como un tridngulo.
M- Yo tengo la misma impresion.

Elena mientras tanto se dedicé a mirar las postales que le habla enviado Rox. La madre
de Elena coded a su marido para que volteara a ver. Y como Elena ya habia detenido su lectura
le preguntd.

P- ¢Esas no nos las vas a leer?, ;podemos verlas por lo menos?.
E- Se nota que son amigos - Continué Elena - Rox también numerd sus postales. Va la

primera: "Eleniya, |Al fin encontré mi vocacion! quiero ser artista grdfico como
el holandés Maurits Cornelis Escher (M.C.E.) Aqui en la Haya algunos lugares
fueron decorados por él, por ejemplo la Central de Correos de la Haya. Se ve
super ¢no crees? <te imaginas mis trabajos exhibidos en las oficinas de
correos?".

D 4'1"0‘. S
‘ ' ”‘
BN

1%

VLrswn alary; d.l de Metamorfosis 11 en la central de Correos de la Haya®,

*Ernest (1992) p. 60




E- La segunda: "Este sefior si que me
ha fascinado, me refiero a su
trabajo y a su vida; Me encantaria
seguirle sus pasos porque era un
viajero, conocié muchos lugares de
Europa, y entre ellos visité la
Alhambra. Sé que Fidel te hablard
de ese lugar".

. b ]
‘T'res pilares disefados por M.C. Escher para
Johanna en Hague, Ilolanda

¢l colegio

E- Tercera y ultima: "¢ T4 crees que serd
muy complicado hacer algo asi? Te
imaginas que nos dejaran en la escuela
hacer nuestros propios mosaicos como
Escher lo hizo en el liceo de la Haya.
Tu amiga que te quiere Rox".

o

Detalle de 1a primera columna®

La familia tuvo que recalentar el desayuno, mientras siguieron intercambiando sus
impresiones sobre las postales. Al finalizar el desayuno Elena lavo los trastes, como siempre, y

después se fue a su habitacién. Ahi, se dijo a sf misma, que su habitacién era su pequefio
palacio y que tal vez en estas vacaciones tendria tiempo para decorarlo.

4 H. S. M. Coxcter (1988) p.98
3 H. S. M. Coxeter (1988) p.100







PARQUE 1

Por la mafiana del dia siguiente, camino al parque, Elena encontré a una vendedora de
miel la cual llevaba una vitrina que mostraba un corte transversal de un panal para demostrar ia
legitimidad de su producto; mas adelante, estaba un vendedor de elotes y esquites despachando
un elote; pasé por otros puestos mas, y por ultimo, antes de entrar al parque, se acercé un
momento a un puesto de piedras de diferentes colores, formas y tamatfios.

Una vez en el parque buscé la sombra de un arbol, se acomodé debajo y sacéd las
postales del morral que su padre compré a un indigena de la sierra de Querétaro. Las observo
una vez mas; estaba en ello cuando ruidosamente se acercod a ella un hada, pequefia, con alas
grades, vestia un huipil que tenla estampado el grabado “Cielo y Agua” de M.C. Escher.

iﬂ

A

AU
). (YIS |

Cu:lo y Agua®

El hada arrastraba un pizarron que la superaba por mucho en sus dimensiones; lo
acomodo junto al arbol y vol6 hasta quedar enfrente de Elena.

D- Por fin estds aqui. ¢ T'e fijaste en los productos que ofrecfan los puestos alla afucra?
E- {Eh! {4 Qué?! — Elena no daba crédito a lo que vela, se tallé los ojos, se pellizco, respird
profundo.

Mientras, el hada buscaba la manera de acomodarse en una de las rodillas de Elena;
pero cuando ésta se dio cuenta, traté de matar al hada como a un bicho. Entonces el hada volé
muy cerca de la nariz de Elena y le dijo.

D- Mira querida, solamente he venido a ayudarte pero como estis tan agresiva mejor me
voy. Ahf (i veras como te las arrcglas para la decoracion de tu habitacion,

Elena recordé que, efectivamente, en eso habla estado pensado la tarde de ayer asi que
con gran esfuerzo, y sin ella misma dar crédito a sus palabras le dijo al hada.

E- {No! jEspera! No te vayas, disctilpame. Es tan sélo que...

D- Es obvio, nunca habias visto un hada. Estas disculpada. Ahora regresando a lo nuestro
veo que tracs las postales.

E- Mmm, ¢h, ¢éstas? -Elena le mostré las postales que le habian enviado sus amigos.

- Esas meras. A ver Elena, hagamos primero un repaso por los puestos, jqué
encontraste?

E- ¢Tenia que cncontrar algo? -¢Quién o qué es esta cosa? Ahora ademas me interroga
¢{Que le pasa?, penst Elena.

D- Dafne ignorando el rostro de sorpresa de Elena, dijo - Tus postales estan relacionadas con
los puestos de: clotes, miel, picdras y de algunas plantas.

S H. S. M. Coxcter (1988) p.166




E- En una extrafia conexion. jQue solumente ti debes de conocer!

D- - Cuando cncuentres la rclacion dards un paso hacia tu propésito de decorar tu
habitacién. ~ Dijo el hada ignorando el tono de burla en las palabras de Eiena.

E- Tal vez seria mas facil entender lo que me quicres decir si tuviera un clote o un panal
de abejas o una piedra o una planta en mis manos. — Elena movié sus manos de manera que
el hada le pudo colocar en ellas unos vegetales como el siguiente.

Un vegetal
E- ¢ De donde salieron? Ti no tenias...

D- Elena yo soy un hada. Y aprovecharé ¢l momento para presentarme. Soy cl hada
Dafne, quien se puede permitir ciertas cosas. Ademas las preguntas aqui las hago yo, por
lo menos por ahora.

E- Has dicho por ahora, ya tendré mi oportumdud .
D- Fijate Elena ¢en ¢l vegetal, y observa como cn la naturaleza pcqueﬁas umdadcs dan -

forma a cosas mas grandes.

E- ¢'Te reficres a los granos del vegetal que juntos forman todo el vegetal?
D- Si.

E- Otro cjemplo scrian las células animales y vegetales que forman hojas y musculos. -se !

animo a decir Elena. .
D- Entre las células y los granos de este vegetal, hay diferencias, por ejemplo, los grunos

del vegetal los podemos ver como pequefias unidades agrupadas alrededor:de- una
estructura, su agrupamiento es de un orden y organizacion casi perfectos.

E- Si!; las células quc he visto en ¢l microscopio estin todas como... sin forma muy
definida que digamos; y también estin todas regadas por acd y por alld al contrario de los
granos de este vegetal que hasta parece que cstan todos formaditos.

D- jExacto! No todas las pequefias unidades en la naturaleza estan agrupadas y ordenadas
"perfectamente”.

E- jYa entendi! Esto también tiene que ver con el clote y el panal de abejas...

Elena apenas y pudo decir su frase, quedd muda, pues al hablar del panal de abejas, aparecio
en sus manos un plato con un trozo de éste y desparecio el vegetal.

Panal
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D- A ver cuéntame lo que entendiste
E- Mira, los pedazos de panal estan formados por pequeiias celdas, asi como dICCS, y aquf
también las pequeiias celdas estan agrupadas y ordenadas; y todas tienen la misma forma,
ticnen forma de hexagono. Pero y el puesto de las piedras, con eso no hay conexién O,

si?
D)- Algunas dc las piedras, como la pirita y la selenita.

Cuando Dafne comenzd a hablar, Elena rapidamente buscé un lugar al lado y coloco el
plato para esperar con las manos abiertas las piedras que seguramente Dafne le proporcionaria,

asl fue.

Pirita Selenita

C- jQué piedras tan bonitas! Y tan chistosas. ¢ Por qué las venden pulidas?
D- jQué pulidas! {Ni que nada! Asémate al interior y observa que...

Dafne empequefiecié tanto, pero tanto, a Elena que la pudo colocar en el interior de uno
los minerales. Y le sigui6 diciendo.

D- Ahora que estds en el interior del mineral, fijate Elena como sus dtomos estdn tan
perfectamente ordenados y agrupados que cllo permite que tome la forma que ticnen, una
forma perfectamente bien definida.

E- ¢Con el cuarzo, pasa lo mismo? ~ Inmediatamente después de que Elena formuls su
pregunta, estaba en su posicion original, y tan asombrada y maravillada que le costd un poco de
trabajo atender a lo que iba diciendo Dafne.

D- Si, sus dtomos estdn ordenados de manera que hacen que el cuarzo. tenga esa forma
hexagonal. Ahora que llegues a tu casa observa granos dc sal y maﬁana ‘mc cucntas quc
forma tienen.

E- ;La primer tarca?

D- Digamos la primer actividad. :

E- Y aparte del vegetal, ¢l panal de abejas, las piedras ¢lHay otras cosas cn la naturalcza
que estén formadas por pequefias unidades? . :

D- Pues tenemos al virus A.

E- ;£Qué?! Esos ni se te ocurra ponerlos en mis manos.

D- No, no lo haré, de nada servirfa, porque son tan, pero tan, pequeiios, que no los verias.
E- {Tampoco plances hacerme al tamaiio del virus Al

DD- Esta bien tracremos un microscopio clectrénico, de los mds potentes, modelo portatil,
s6lo para hadas. Con €| obtendremos una foto del virus, que lo agrandard, para que lo
pucdas ver porque cs dicz mil veees més chiquito que un milimetro. — Dafne le entreg6 a
Elena las siguientes fotos que arrojé el microscopio.




corte trunsversal de lu protacabeza del bacteridfago A

Bacteriofago A

E- jEste virus tiene la cabeza en forma de hexdgono! — Dijo Elena al observar la foto de la
izquierda.

D- En realidad su cabeza tiene la forma de un icosaedro.

E- ¢De un qué?

1>- ¢Sabes cuiles son los cubos?

E- Si, son como esta pirita.

D- Cada uno de los cuadrados que forma la pirita son sus caras.

E- jAh! Y son seis- Contesté rapidamente Elena después de contarlas,

[>- Pues en un icosacdro sus caras ticnen forma de tridngulos cquilateros y son 20.

E- Y esto qué es?

D- Es un corte transversal de la protocabeza del bacteriéfago A, en distintas ctapas de
formacion,

E~ Pues todo esto estd muy interesante pero gy qué tiene que ver con mi propésito de... ?
D= Por cjemplo en csta postal los “renacuajitos” serian las pequeilas unidades que forman
el gran mosaico...

D-... Y sc podria decir que la geometria detras del panal de abejas’ y la de algunos
microorganismos es la misma que...
E- ¢iQué la dc mis postales!?

* 7 La simetria hexagonal es la que aparcce con mayor frecucncia cn la naturaleza. Sin embargo en
el desarrollo de plantas y animales esta presente la simetrfa pentagonal. Tomado de G1.
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D- jExacto! Vamos a ver un’poco de la geometria que hay en las imdgenes de tus
postalcs Comencemos con las de la Alhambra, pucs las formas geométricas sc distinguen
mas facilmente.

E- §i, mi papa dijo que esto cs casi un lrléngulo decla Elena mientras sefialaba en una de
las postales.

D- Permiteme - El hada hizo que Elena extendlera su mano y coloct en ella una figura idéntica
a uno de los azulejos de la postal pero mas grande y de cartén - Si, recortemos por aqui y
pegucmos por acd... lo hacemos dos veces mas.- Le decla el hada a Elena, al tiempo que le
iba sefalando las partes de la figura y, éstas magicamente, se desprendian de un lado y se
acomodaban en otro, como se aprecia en el siguiente dibujo.

N

LW

I
Kt eanenesscayoansncones.

.,

E-jAh!, jun tridngulo! . . ;A poco puedes hacer lo mismo con cada una de las figuras de
las otras postales?- inmediatamente, Elena buscé en sus postales y eligié la tercer postal que le
habla enviado Rox - A ver, dime estos patos ¢En qué figura geométrica se convierten?

D- jInténtalo ti! Y me cucntas mafiana- desafié Dafne, antes de desaparecer y dejarle a
Elena un pato como los que se podian apreciar en la postal, pero de cartén y mas grandes.

E- ¢A qué hora nos vemos? — Se pregunté Elena a si misma, porque Dafne ya habla
desaparecido.

Actividades para el lector
Investigue si los granos de sal ticnen alguna forma conocida o no.
- Investigue en qué poligono se transforma el azulejo de los patos.
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PARQUE2 ° . O
Liegs Elena a la cita con su problema resuelto, supuso que serla a la misma hora y bajo
el mismo arbol. : S e
D-¢Fuc dificil lo del pato?
E- Me entretuve un rato en resolverlo.
D- De cso se trata. ¢ Tracs tus postales? . .
E- Si, aquf estin — Elena le mostré sus postales a Dafne, mientras Dafne se iba acomodando

en un hombro de Elena.
D- Observa con atencion como, tanlo cn las postales de la Alhambra, como cn las de

Escher, la funcion de los mosaicos es cubrir completamente las paredes o las columnas.
E- Y también pucdo obscrvar que estos mosaicos son mdas bonitos que los que tiene mi tia
Chofi, en su cocina, su bafio y su fachada. Y que tanto presume.

D- Como pucdces ver, muchas personas, al igual que tu tia, usan los mosaicos para decorar
las paredes, y de paso, para que no se vean los ladrillos, que son mas feos.

E- Yo también quicro decorar mi habitacién con un mosaico para que sc vea mas bonita y
sea la envidia de todos mis amigos. Dafne, ¢(No te parece que los mosaicos son como
rompcecabcezas?

D- ¢ Por qué?

E- Pucs sc forman de pequefias unidades, que scrian como las piczas del rompecabezas.
D- Esas pequeiias unidades se conocen como azulejos, en el mundo de la construccion; y
como teselas® en ¢l mundo de las matemiticas. jNotaste alguna otra similitud o
diferencia entre los mosaicos y los rompecabezas? .

E- Pues que todas las piczas junias, o sca las tesclas como ta dices, cstdn bien pegaditas
unas con otras. .

1D- Sin que queden huccos entre cllas y sin que quede una encima de otra. L
E- jEso mismo es otra cosa que vi! Yo creo que la diferencia entre el rompecubezas y el
mosaico cs quc en ¢l mosaico todas las piczas son iguales y en ¢l rompecabezas no. :
D- Pues no siempre, mir esta feselacion®, o mosaico si prefieres.

Dafne le mostré a Elena el siguiente dibujo.

E-iEsta es de cstrellas y cuadrados! Entonces, ijliay mosaicos quc tengan mds de una
tesela!

" ® para la definicién de tesela consultar las matcmdticas del cuento.
*? Para la definicién de tesclacién consultar las matematicas del cuento.
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D- Asf es.

E- Yo que ya cstaba creyendo que todos los mosaicos cstaban fonnados con puros
tridngulos, cuadrados, rectangulos o hexagonos. L
D- ¢ Por qué? ;

E- Porque las teselas de mis postales se transformaron en tridngulos o cuadrados, los
granos del vegetal y las celdas del panal de abgjas ticnen forma de hexdgono, y los granos
del elote tienen forma de rectingulos.

D- Déjame decirte que no hemos revisado en qué se transforman todas las teselas de tus
postales. También, debo felicitarte por tus observaciones pues como has notado los
poligonos'® son los que estan detras de todo este asunto.

E- jAh! j¢No me digas que con cada poligono se puede hacer un mosaico diferente?!

it Todos los poligonos se pucdcn deformar cn una tesela mis artistica?! ;Dénde me haran
los azulejos para decorar mi habitacion?, ¢mis padres lo querran pagar?. ..

D- jMomento! ¢No crees que son muchas preguntas a la vez? - dijo Dafne interrumpiendo a
Elena - Primero comencemos por conocer algunas de las curnc(erfsticas de los poligonos,
y después tit misma me diras si todos los poligonos pucden ser una tesela o no.  Scgundo,
no hay necesidad de mandar a hacer ningin azulejo, eso seria muy costoso, lo que se
pucde hacer es marcar las tesclas cn las paredes y despuds pintarlas.

E- jMe tranquilizas! — Elena suspiré y continud — Aunque te diré que no creo que con todos
los poligonos sc pueda hacer un mosaico, porque hay unos poligonos muy fcos, que
dejarian huequitos al ponerlos unos junto a otros, o tal vez se encimarian.

D- Porcjemplo ...

Mientras Elena pensaba en alguno, Dafne hizo aparecer su pizarrén y plumones de
diferentes colores. Elena los tomo e hizo sus trazos.

E- Estos:

D- Tus poligonos si que estan fcos.

E- Pues los hice asi porque creo que éstos no se pueden utilizar para formar un mosaico.
D- Para saber si con poligonos como los que dibujaste sc puede formar un mosaico o una
teselacién, tun bonita como las de tus postales, hay que conocer algunas de sus
caracteristicas.

E- Dafne, ;Una teselacion es lo mismo que un mosaico?

D- Para fines practicos, digamos que si.

E- ¢Qué vamos a hacer con los poligonos que dibujé?

' Para la definicién de poligone consultar las mateméticas del cuento.




D- Primero hay que ponerle nombre a los vértices del polfgono.

E- lAh' A las "esquinas" de los poligonos.
D- A ésas mismas. Lo mas usual es usar letras'! mayusculas ‘del abeceduno, nombrur

cada esquina scguida dc la anterior y hacerlo de izquicerda a derecha.’
E- A ver, déjame intentarlo — Elena le puso nombre a los vémces del primer poligono, y éste

quedo asl.

D- Asi. Pero esta figura no es-un poligon' c los que nos interesan porque sus lados se

cortan entre ellos, L
E- Pero éstos dos si, porque sus lados o cortan entre ¢llos — mientras Elena decla esto
iba escribiendo una letra dlferente sobre cada Uno de los vértices de los otros dos pollgonos.

. ‘Pa‘l’i:gum; do
la derecha

Poligono de
la izquierda

D- Entre estos dos poligonos hay una diferencia muy notoria ¢ Cudl es?

E- El de la izquierda tiene la esquina C "hacia adentro del mismo" y el otro tiene todas
sus csquinas "hacia fucra".

D- jExacto! La diferencia estd en como son los dngulos interiores’ de un poligono y
como son del otro. En este poligono - Dafne marcd los angulos interiores del poligono como
se ve a continuacion - el dngulo en C es mayor a 180°

' Por convencién a los puntos se Ic nombra con letras mayusculas.
2 parg la definicién de dngulo interior de un poligono consultar las matemdticas del cuento.




E- Y sus otros dngulos interiores son menores a 180°.

D- Ahora dime, ¢Cuales y como son los éngulos interiores del otro poligono?

E- Primero los voy a marcar — Elena marco los angulos interiores del poligono de la derecha, y
cuando terminé dijo - En este poligono no hay ninglin dngulo como ¢l angulo en C del otro
poligono, en este poligono todos los dngulos son menores de 180° - dijo Elena sefalando la

figura de la derecha.
D- Eso mismo que acabas de decir, es la difercncia entre ambos. El dc la izquierda es un

poligono cdncavo y el de la derecha es un poligono convexo.  Bueno, es hora de
desaparecer. Toma cste paquete — Dafne le entregd a Elena un paquete de papel de estraza —
en €l encontrards dos paquetes: uno de palitos de madera, todos del mismo tamaiio, y otro
con tachuclas. Tienes que formar todos los poligonos diferentes que puedas usando desde
tres hasta... seis palitos. Piensa que cada palito es como el lado'? de un poligono.

E- Y las tachuclas ¢para qué son?

D- Para que unas los palitos por sus extremos.

E- Esta bucno, pucs.
Camino a su casa Elena penso que la cosa seria bastante sencilla y que acabarfa pronto

pues todos los palitos eran del mismo tamario.

 para la dcﬁni;iéh de Iado de un poligono consultar las dticas del
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CASA 2
Cuando los padres de Elena llegaron a la casa; ella se encontraba en la mesa de la
cocina trabajando con sus palitos. Los papas encontraron una mesa cubierta con poligonos
diferentes y a su hija muy concentrada; ello no les sorprendié pues sabian que su hija estaba
aprendiendo cosas sobre mosaicos con una “"amiga”, y que se estarla reuniendo algunas tardes
con ella en el parque.

P- ¢ Qué haces? - pregunto el papa.
E- Poligonos. Estos son sus lados - dijo Elena al papa mientras le mostraba unos palitos -
Tengo que hacer todos los poligonos diferentes que pueda, desde los que tienen tres lados
hasta los que tienen seis.

M- ;Y cémo vas?

E- Pues con el triangulo, fue ficil solamente se puede hacer uno; pero tuve que encontrar
la suparacnon adccuada entre dos palitos para. podcr acomodar cl tcrccr palno. e

P- ;Qué quieres decir? el )
E- Pues cs que si la separacion entre dos palllos cs mcnor dc
del tercer palito. Asi

'obm un cachllo

'cachito del terccr_'ba!ihf I

M- Ahi ya csta formado un tridgngulo ;no?
E- Si, pero las esquinas de los palitos no coinciden. Tengo que ir separando estos pnhtos
con cuidado...

palitos mis
separados de lo
' necesario

P- Porque si la separacion entre ‘dos palltos es mayor de, lo necesano se necesita un palito -
mds grandc. — Dijo el papé de Elena mlentras separaba los palltos dejéndolos como se ilustra :
arriba. - :
E- jExacto! Pero una vez, encontmdn ]a sepamcxén ndecuada entre los palltos se puede

hacer un tridngulo con tres pahlos lgualcs. “
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E- En cambio con cuatro pulitos . se” pueden'formar muqhos polfgonos dlferentes. Por
cjemplo - si Jnlamos cncstas’ ‘dos csquinas,’ es un_poligon i’los pong,o
derechnos todos se puede fo ar u cuadmd

M- jAh! {Pues todos estos son rombos'?! Porque tienen sus cuatro lados iguales.
E- Yo crei que iba a acabar ripido con esto, pero con el pentagono y el hexidgono hasta
poligonos céncavos me salen, X '

Elena explicd a sus padres qué queria decir que un poligono fuera cdncavo o que fuera
convexo.

E- Daline me pidié que hicicra (odos los poligonos difcrentes que pudicra y parcce que no
voy a terminar. Porque muevo tantito los palitos y el poligono ya no es el mismo, aunque
sea por poquito, pero cambia. Lo Gnico bueno es que Dafne nada mas me pidié poligonos
de hasta seis lados. )
P- ¢ Probamos? - Dijo el papa al momento que miraba a su mujer retadoramente.

M- Probamos - Contesto ella aceptando el reto.

P- Elena, ¢, podemos usar mas de un palito para hacer el lado de un poligono?

E- Pues... Dafne me dijo "... cada palito cs como el lado de un poligono".

P- Entonces si no lo prohibid, yo me doy permiso

M- (En qué cstds pensando? - Preguntd la mama, a la vez que trataba de adivinar en qué
pensaba su marido.

Elena introdujo su mano dentro de la bolsa para sacar los palitos que iba a dar a sus
papas y se encontré con palitos del doble, triple y cuadruple del tamafio de los originales, se
sorprendi6, pero disimulé. Sabia que Dafne estaba detras de todo ello, y aunque era un gran lio
supo como salir adelante.

E- .Ay' olvide que lo que Dalhne realmente dijo fue que trabajara primero con los palitos
" del mismo tamaiio y por eso no habia usado éstos que son de tamafios diferentes. Tomen
R Elena dio a cada cual su tanto de tachuelas y de palitos.

e Los papas no tenfan que decir mucho, ambaos sabian que el reto a vencer era construir
- pollgonos diferentes a los que Elena ya habla hecho, y a los que el otro hiciera. Pasado un rato,
- que Elena consideré prudente, se acerco a su mama, y le pregunto.

E- 4Cémo vas?

" Para la definicién de rombo y de otros cuadriléiteros consultar las matematicas del cuento.




M- Fijate, para poder hacer un tridangulo diferente al tuyo, lo intenté con dos palltos de los

_ mas chicos y uno del doblc de tamaiio, pero no pude hacer nada.”Sin’ cmbargo, conun
palito de los chicos y dos del doble de tamafio - La mama sefialé el’ lado del tnangulo' :
formado por el palito chico — sf se forma un tridngulo. A :

IE- Ya veo.

Dos palitos chicos
y uno doble.

Palito cldu')

Palitos del doble.

"Elena y la mama se miraron interrogativamente al notar, de"reojo“ o mo el papa
deshacla su triangulo. Y

M- Con ¢l poligono de 4 lados iguales, no hay mucho que decir cs'como nos contaste
siempre un rombo. Y con los poligonos de 5 y 6 lados, -pues también es_como nos
contaste, hay céncavos y convexos. Sl

Algunos ejemplos de los poligonos de 5§y 6 lados que hlZO Ia mama de Elena son los
siguientes. PR,

Elena mientras se dirigia a donde estaba su papa Ie pregunto
CE- &Y th como vas?
P- Pues mira, para poder hacer un tridangulo que no se parezca ni al tuyo ni al de tu mam4.
- Hice varios intentos. Trabajando con un palito de los chicos, uno del doble y uno del
triple no puede hacer un tridngulo, algo asi le paso a ti mama ¢No? — Elena afirmé con la
~cabeza.
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Palito del
doble

Palito chico

“Palito del lriplé-

El papa continud con su relato

P- Trabajando con tres palnos dc tam ﬁo doble sc, l'orma un lrlénl,ulo como el luyo, pero
mads grande.

'fnénguln de'tres }nﬂm{s ‘lgutydei.

" cada uno del doble del palito’ més
S clu:n :

P- Asi que probé con dos pulllos deI doble y uno del triple del mas chlco, pero se forma
un tridngulo parccido al quc hizo lu mamfl ’

Palito del triple

Palito del doble

. Palito del dable
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E- Parece que esta vez no podris ser original. - Dijo Elena.

P- Pues te cquivocas, porque finalmente enconiré una solucion, basindome en este ultimo
triangulo. Un palito de tamaiio dos lo cambié por uno de tamafio cuatro. Queddndome un
tridangulo dc un lado formado por...

E- Un palito del doble, uno del triple y uno del cuidruplo del palito mas chico. j{No te
dcjas vencer!

P- jNop!

" un palito del doble, uno del tripley
uno del cuadruple del pallln mas
. chlcu

Al final, todos estaban hambrientos y querfan cenar, pero habia toda una exposicion de
paligonos en la casa de la familia, en el piso de la sala se encontraban los de los papas y en la
mesa de la cocina, como ya se sabe, los de Elena. Después de presumlrse unos a otros sus
poligonos; Elena se dio a la tarea de levantarlos. ;

E- Bueno, hay que guardurlos. Mamd, ;me prestas una bolsa para llevirmelos?

P- Yo te ayudo a recogerlos - Al momento de levantar los pentagonos y los hexagonos, estos
perdieron, faciimente, la forma que cada cual les habla dado.

M- Mcjor haz un dibujo dc cada uno, y asi se los enscilas a Dafne.

E- Si, ¢verdad?

Actividad
¢ Como scleccionar los palitos apropiados para hacer un triingulo?
¢ Cuil es el tipo de cada uno de los tridngulos formados en esta parte?
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PARQUE 3

- Una vez en el parque, Elena le mostré a Dafne los dibujos de los poligonos que hizo su
familia y al mismo tiempo le narrd lo sucedido; le platicd de las dificultades que surgieron al
_construir los poligonos.

D- {Si que trabajaron duro! Pero bueno, cra dc esperarsc que tuvicran esos problemas
que me has contado, porque te di palitos del mismo tamaiio; y lo hice asi porque las
tesclas que vicnen cn tus postales derivan de poligonos cuyos lados son del mismo
tamaiio. .

E- O sca que todos los lados de esos poligonos son iguales.

D- Asi es. Ahora centrémonos en los problemas con los tridngulos.

E- Si, ésos que lata dicron, si no hubicra sido por los palitos que aparccicron..., mas bien,
que colocaste, después en la bolsa; nadie habria podido construir triangulos diferentes al
primero que hice.

D- Con sdlo escucharte estoy segura que facilmente me contestards algunas preguntillas.
Empecemos con ésta ¢De qué medida tienen que ser los palitos para ascgurar que sc
puede construir un tridngulo? — Mientras Elena estaba entre recordando y pensando, Dafne
aparecié un cuaderno sobre las piernas de Elena, en el extremo superior derecho de él estaban
dibujados tres segmentos'® de diferentes tamarios — Sup6n Elena, que con estos tres lados
tiencs que hacer un tridngulo ;cémo sabes si lo vas a poder hacer o no?

A 8

E- Lo voy a poder hacer si los lados mas pequciios, que dibujaste, juntos...

A B.

C

dlbujO como el de arriba. ;
l) Y también ucnc que pasar que los dos pnmcros lados, Junlos, scan ,més‘quc cl tcrccro. i

ulumo paluo_]untos son més que cl del medio.
D- Asi es. Si pasan las tres cosas al mismo tlempo, ,seguro

tnanz,ulo

juntos cran lo mismo quc ¢l mas grandc i :
D- Con eso queda resuelto el problema de que si tienes. tres: p‘h 0s-zcomo-saber si
pucdes hacer, 0 no, un trianguio con ¢llos? Ahora ticnes- quc haccr cl lnéngulo con cstos
lados- dijo Dafne sefialando el dibujo anterior.

'* Para la definicién de segmento Itar las dticas del cuent
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E- Pero ;Como le voy a hacer? Ya no puedo mampular los ladm como con los palitos; a
los palitos los podla poner cn dénde yo queria.

D- Yo te voy a guiar en la construccion de un trmn&,ulo con reglu Y. compae Extiende tu
mano - Elena al extender su mano vio aparecer en ella un compas, una regla y un lapiz.

E- jEste compis es de los que me gusta! Solamente tlenes que jalarles las patitas para
abrirlos o cerrarlos.

D- Por eso es que lo apareci. Primero coloca la punta de tu compis en el extremo de uno
de los lados. : :

E-Osea(EnA,B,C,D,E,0F?

D- El que quicras.

E-En A,

ID- Ahora abre ¢l compds hasta que colncnda con ¢l otro extremo del lado, o sca con B, -
Elena hizo lo que se le pidi6 - Bien, ahora sin abrir ni cerrar el compis, coloca la punta en
alguna olm parte del cuaderno y traza una circunferencia. De preferencia  hazlo en cl
centro'® del cuaderno,

D- Une el centro del circulo con algin punto de la cucunferencm.
E- Ya .Y ahora?
D- A los extremos del lado que acabas de hacer némbralos’A' B para identificar al lado
A'B' como la copia del lado AB. Ahora coloca lu punta dcl co! pﬁs en ¢l extremo de uno
de los dos lados restantes. S

~ En C. Y abro ¢l compds hasta D Yeer luc;,o

*para que al hacer los trazos restantes queden dcnirb de la hoja de papel
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D- Con esa abertura y centro en A', traza otro circulo. ) :
13- Entonces van a ser ¢l mismo punto A'y C' — Dijo Elena refiriéndose al centro de Ia
circunferencia que acababa de trazar y al centro de la circunferencia que estaba trazando.

D- Mas bien diremos que A'y C' estiin en el mismo lugar.

E- llago lo mismo que cn la otra circunferencia ¢no? Elijo un punto sobrc la
circunferencia y le pongo D'.

- No. Porque I)' va a ser un punto cspecial. Para encontrarlo, antes ticnes que trazar una,
Gltima circunferencia,

E- jYa sé cudl! Fijate coloco la punta del compas en E, y lo abro hasta F, con ésla
abertura pero con centro en B' marco la Gltima circunferencia. - Al terminar Elena los trazos
encontro que la ultima circunferencia cortaba, a las primeras que hizo, dos veces - Y supongo
que ahora D'y F' coinciden, para que se pueda cerrar el tridngulo, pero ;Dénde?

A' y C o
comclden

-~ colnciden

D- Donde sc cortan las tiltimas circunferencias que trazaste.

E- Voy a borrar la primera circunferencia que ya no me sirve.

D- Cuando termines de borrar, traza un lado de A' hasta donde se cortan las
circunferencias que quedan.

E- {Y cl otro lado del triangulo va dc B' hasta donde sc cortan las circunferencias! —
Siguio diciendo Elena mientras, borraba, cuando termind de borrar se dio cuenta que los circulos
que quedaban se cortaban dos veces y por eso pregunté - /Por arriba o por debajo de A'B',
hago eso que acabas de decir?
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D'YF
cpln_ciden

Ay C' T
‘colnciden‘

i,VB' y'E'J
cainciden

D- Por ambos lados. S s
E- Pecro asi me quedan dos tndng,ulos. (Cuil'es el bucno? porguc son iguales, ¢no?’
- D- Los dos son buenos, porque los dos tnun;,ulos son’ lguales como ya'dijiste. Ademds

porque cl tridngulo una vez que lo haccs no se pucdc dc[‘ormar cn olro lrlxingulo, cosa que
sf sucede con los otros poligonos.'® ) ;

coincnde

B‘.y E
coinciden

Y Se usa “igualdad" como sustituta de congruencia en geometria,

'® No sc olvide que Elena ysu I'nmllm. en CASA 2, obscrvaron que todos los polfgonos se podfan
. dcf‘onnar menos Ios tr|tingulos. Iy .
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palllos para poder colocar cl tercer pahlo. :
G- jAh! Te refieres a la abertura entre los palitos LVerdad? Da e
‘Tuve que cncontrar qué tan scparados tenian que estar. los*pahl
embonar el tercero. ‘
I>- Ahora vamos a investigar ¢cudntos triangulos dlfercnles se’pueden haccr con un
ingulo y la medida exacta de los lados de ese angulo?
E- ¢ Podemos hacer un dibujo como hace rato? :
D- Voy a dibujar un angulo y a marcar sus lados, que también van’ ‘a ser los lados del
triangulo que andamos buscando. S ;

mo, con la cabeza -
para poder haccr

E- Imagino quec ahora voy a hacer una copm del zin;,ulo (,No?

D- Asi es, o N :

E- ¢El éngulo no lo pucdo cambiar?

D- ¢ Cémo cambiarlo? :

E- Hacerlo mas grande o mas chico. ; :

D- No, el dngulo y sus lados forman parte del (nungulo que se buscn, por eso se quedan
asi como cstan.

E- Pues entonces nada mis hay de una o de una. Uno A con B y ya se formo el tnangulo.
13- Muy bicn, entonces no hay nada mas que hacer. R :
E- De todos modos, dime cémo se hace la copia del ungulo, qué tul
soluciones como hace rato. ;
D- Es lo bueno de ser el hada de nifias tan cunosas = Murmuro D fne y ontmuo Con,f
centro en O abre tu compds hasta B. :
E- Y en el centro del cuaderno coloco la punta del comp
circunferencia. -

ue encuentro dos

. an 1a abertura OB, tmzo una

las dticas del cuento.,

' Para Ia definici6n de dngulo
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o'

o Dibujo en el centro del
cuaderno

D- Bien, muy bien.
E- Este va a ser O' — dijo Elena mientras, sefialaba el centro de la circunferencia que acababa

de trazar — y elijo cualquier punto sobre la circunferencia y lo bautizo como B'.
D- Eso es. Ahora con centro en O, abre tu compds sin que alcances ni a A y ni a B2, traza
una circunferencia, y después traza otra circunferencia con la misma abertura de compzis

pero con centro en O'.

A

E- &Y lucgo? L . :
D- Llamemos X al punto de interseccion de la primera circunferencia con el lado OA,y -
Y a la interseccion con OB,

E- Entonces Y' va a ser el punto de interseccion de la segunda circunferencia con O'B'

D- Ahora centra la punta de tu compas en Y y dbrelo hasta X. Y traza una mrcunfcrcncm
con la misma abertura pero con centro en Y’ traza otra circunferencia,

E- Y asi encuentro X'. - Una vez que Elena termind de hacerlo dijo - ,Olra vez dos

soluciones!

* Es decir un radio menor a OA y lambién a OB.
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D- ¢Por qué?

E- Porque cstas circunferencias sc intersecan en dos puntos — dI]O Elena mientas senalaba
las circunferencias concentroen O'y Y'.

D- ¢ Y dénde estd A'?

E- Pues uno O' con los puntos donde se cortan las circunferencias.

D- Con eso encontrarias X'. Dibuja O'X' un poco mas largo

E- Para quc alcance a poner A ;No?

D- Si. Por ultimo centra tu compas en O y dbrelo hasta A, después con centro en O'y la
misma abertura traza una circunferencia. La interscccidn de esta circunferencia con...

E- El alargamiento de O'X', es A'.

- Y como suponfas resultaron dos tridngulos, (,Cémo le harfas para vcrlﬁcar que son
iguales? . : .

E- En primera sé que son iguales porque todo lo que hice, lo hice igualito para ambos
lados de O'B', y en segunda si doblo la hoja por O'B' - Elena, arrancé la hoja del cuaderno e
hizo el dobles para mostrarle a Dafne - coinciden totalmente ;ves?




A

E- Los lados de los dangulos, que no son AB, 4Son fijos?

D- No

E- La pregunta es... ;Cuantos tridingulos diferentes se pueden formar? .
D- Esa precisamente es la pregunta que espero que maiiana me contestes Junto con: los -
trazos correspondientes. .
E- Antes de poner fi fin al dia de hoy, aclirame si los tridngulos siempre son convexos

D- Eso querria decir que en un triangulo cada uno de sus angulos es menor de...

E- 180°,

D- En este momento de lo que estoy segura es de que tendrds una mveqtu,ucnon mds que

hacer.

E- Pero me vas a dar pista, ¢ verdad?

[J- Esa es mi labor, ayudarte en tu proyecto. Toma cste tridngulo — En cuanto Elena

escucho la instruccion sabla que podia esperar cualquier cosa, asl que colocd las palmas de sus

manos hacia arriba y en una de ellas aparecio el mencionado triangulo, era de carton, pero facil

de recortar - Dibuja un punto en el interior del tridngulo y desde los tres lados del

tridngulo corta hacia ¢l punto que dibujaste.

A

E- Tijeras — Tan pronto pidi6 Elena elbmat_erial‘. éste apareci6 sobre una de sus piernas.

" D~ Los tres pedazos que quedan, los vas a colocar "uno pegadito al otro”, de modo que

‘las"esquinas del tridngulo coincidan, sin que qucdcn empalmadas. Sus lados también
.- deben de coincidir.

. Dafne extrajo, sin tocar, de las manos de Elena los tres pedazos. Unio las piezas
.. recortadas como se ve a continuaciéon y las mantuvo suspendidas enfrente de Elena para que
* “viera como es que las debla colocar.
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AByC:
coinciden

E- ¢Lista es la pista?

D- Esto nos va a servir para averiguar cuanto vale la suma de los dngulos interiores de un
tridngulo.

E- Pero lo que yo quicro saber es si los triangulos siempre son convexos.

D- Para alld vamos. Dime, vistos asi ¢gcudnto suman los angulos interiores de este
tridngulo?

E- £ 180°2

D- Ni mds ni menos. -
E- jAh! Entonces cada uno de los dngulos interiores del tridingulo es menor a 180" 'Y si

eso pasa con todos los tridngulos, ningan tridngulo cs céncavo. o
D- Una torma en que podrias comprobarlo es recortando de manera parecxdu todos los, B
tridngulos que tracs dibujados, y observar qué pasa. : e
E- ¢ Todos? .
D- No te quejes que no son tantos. Es mds, también averigua cudnto vale la suma de los
dngulos interiores de cada uno de los poligonos que trajiste dibujados. Hasta mafiana —
Dijo Dafne al esfumarse en el aire.

E- j¢Quél?

Actividades
1. Observe cl siguicnte dibujo. ;Cudntos tridngulos diferentes se pueden formar

considerando que ¢l lado AB y los dngulos a y B son fijos; es decir, que no se pueden
modificar?

A

2. Hacer una copia de los tridngulos hechos hasta ahora, recortarlos y volverlos a
pegar como instruyé Dafne a Elena ;Qué observa?
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CASA 3
Por segunda ocasion los padres de Elena la hallaron en la cocina, esta vez con un
montén de hojas con dibujos y cosas escritas sobre los dibujos; se miraron uno al otro, y
después de una corta conversacion, el papa propuso comprar a Elena un pizarrédn, pues gastaba
mucho papel en sus pruebas y ensayos; la mama estuvo de acuerdo. Procedieron, entonces,
con el interrogatorio habitual al llegar a casa por las tardes después de trabajar; aunque ahora
maés interesados que en otras ocasiones.

P- Hola preciosa, ¢,como te ha ido hoy con Dafne?.

E- Hola pa, hola ma.

M- ¢ Coémo te va hija? ;Podemos saber en qué te ocupas ahora?

E- T'engo que averiguar una cosa de los poligonos.

M- ¢ Qué cosa?

E- ¢Cudnto valc la suma de los angulos interiores de los poligonos que formamos ayer?
P- Los angulos interiores de un poligono son: ¢los qué se forman en el centro del
poligono?

E- Nop. Los éngulos interiores de un poligono son los que se forman con dos lados que
estén juntos. Por cjemplo éslos. - Elena tenia los siguientes dibujos, donde estaban marcados
algunos de los angulos interiores de los poligonos. o

P- jAh! Si, si, ya me acordé.

E- Pues qué bien porque necesito que me ayudes. Hasta ahora sé que la suma de los
dngulos interiores de un tridngulo es 180°,

M- Momento que esto es lento. ;Por qué, cémo esta la cosa?

E- Recortemos éste tridngulo en tres pedazos — Elena dibujé un triangulo, lo recorto y lo pego,
como ya habla hecho con todos los trigngulos que habla dibujado la tarde de ayer, seglin las
indicaciones de Dafne — Asi. y ahora peguemos sus tres esquinas una juntito a la otra. ;Qué
notan?
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(1]

P- Pues que...

E- Los tres angulos juntos suman., . .

M- jAy, si! que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°. Y aqui se nota
re-bien.

P- Y es cierto para cualquier triangulo, si no recuerdo mal.

E- Ambos recucrdan muy bicn.

M- Superado el tridngulo trabajemos con un poligono de cuatro lados, que supongo no
neccesariamente liene que ser un cuadrado o un rectangulo, porque en cualquicra de ellos
cada uno de sus angulos interiores es de 90°. Y como cada uno tiene cuatro dngulos
interiores, pucs cs claro que la suma sca 360°, en cada caso.

1 -

E- ¢ Pero, 4 ver, cémo le hacen para calcular la suma de los dngulos interiores de éstos?

- 'Elena 'dibujé tres cuadrilateros en una hoja de papel, e inmediatamente que terminé de
dibujarlos, 'su papa tomé la hoja y dibujé una de las dos diagonales de cada cuadrilatero, como
-se puede ver a continuacién.
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M- iClaro! Trazando una linca de mancra que sc formen dos tridngulos, la-suma dc los
an&,ulos interiores de un cuadrildtero es: 180° de los dngulos mterlores de un tnnngulo
mas 180° de los angulos del otro triangulo da 360°.

P- Y con este método podemos saber cudnto vale la suma de sus’ angulos interiores de
cualquicr poligono sin neceesidad de saber cuanto vale cada dngulo interior, Dicho lo cual
podemos pasar a la cena; he resuelto todo. ‘ .

Elena y su mama se miraron mutuamente de manera interrogativa, a ellas no les parecia
que todo estuviera resuelto. Entonces Elena dijo.

K- Pucs si ya descubriste ¢l enigma gpor qué no nos cuentas? antes dc cenar,

P- Pon atencion. En cada poligono, si nos fijamos en una de sus esquinas en particular,
esa esquina ticne dos esquinas vecinas?'. Con la esquina fija y las dos vecinas se forman
dos lados del poligono.

esquina vecina de la
esquina fija

esquina fija

esquina vecina de
la esquina fija

E- En cl tridngulo para cada esquina fija las otras dos son vecinas.

M- En el cuadrado, cada esquina solamente tiene una esquina no vecina.
E- Y al unir la esquina fija y la no-vecina se forman dos triangulos.

M- Si, eso es muy claro en el dibujo que acabamos de hacer.

P- Lo interesante cs que para tener todos los lrlangulos posxblcs dentro de un polf;,ono, .
hay que unir una esquina fija con todas sus esquinas no vecinas.

M- ;Y teniendo todos los tridngulos posibles dentro de un poligono, podcmos saber
cuanto suman los dngulos interiores de ese poligono!

2! Matemdticamente se conocen como vértices consccutivos.




squina no vecina de |
squina fif;

vecina de la

csquina lija

ENEEE N\, esquina no vecina de
la esqulnn fija <5

esquina

fija :
esquina
vecina de 1a
esquina fija

M- ¢Ya sc dieron cuenta?, lo que csta pasando del tnéngulo, al cuadrado, al pcnlégono.
Que conforme aumenta en uno el nimero de lados y esquinas de un po“gono... o

P- Aumenta en uno el nimero de esquinas no vecinas de una esquina fija'y aumenta en .
uno el nimero de tridngulos que se forman dentro del poh’gono Voy: a_dibujar-un
poligono de: 5, 6 y 7 lados para verificarlo. . A

"5 lados - :
2 esquinas no vecinas g lados . 7 '"d“, X
de una esquina fija de un no 4 noe

-3 triéngules e una esquina tija de una esquina fija
Suma dc los angulos 4 tiéngulos 5 tridngulos
interlores suma de los dngulos suma de los Angulos
3(180°) = 540° interiores interiores

4f180°) = 720* 5{180°%) = 900"

M- Pucs yo he hecho una tabla. En la que cscribi los datos de varios poligonos ¢qué les
parece?
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Numero de Numero Ntmero Valor de la suma

- lados de de de los dngulos
del poligono | esquinas | tridingulos interiores de un
no poligono
vecinas

3 0 1 180°

4 | 2 360°

5 2 3 540°

6 3 4 720°

P- Tu tabla me ha dado una idea. Podemos hacer una férmula para saber cudntas esquinas
no vecinas ticne cada poligono.

M- Tomando como referencia una esquina en particular de cada poligono - puntualizé Ia
mama. .

E- {Suéltala pues dc tu ronco pecho!

P- Para determinar ¢l niimero de esquinas no vecinas en cada poligono, huy que restar 3
al nimero total de csqumas del poligono. El tres seguramente se dcbc ala csquma fijaya
sus dos esquinas vecinas.

M- ;Yo tengo otra! Para determinar ¢l nimero de tridngulos que se forman en un
poligono hay que restar dos al nimero de lados de un poligono. Y supongo que es porque
junto a cada vértice fijo hay dos lados del poligono.

E- ;Yo tengo la ultima! Y debo decirla yo precisamente, porque es lo que Dafne me
pidié quc averiguara. Para cncontrar cl valor de la suma dc los dngulos interiores de un
poligono hay que multiplicar 180° por el nimero de tridngulos que se forma en cada
poligono.

P- Punto final. Y vamos a cenar.

Actividad para el lector
Algunos de los poligonos que hizo Ia mams de Elena en casa 2 son los siguientes:

AN

¢Como triangularia los dos de la izquierda para encontrar el valor de la suma de sus
dngulos interiores? ;Cusdnto vale esa suma?
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PARQUE4, = - " , :
Al verse de lejos Elena y Dafne se saludaron con un gesto. Y al acercarse Elena, Dafne
le pregunto. i : IR R R

D- (Cémo te fue con lo de la suma de los dngulos interiores de los poligonos? ™. % -
E- Yo creo que rebién, fljalc que mis papas ahora si se-lucicron, porque . . - Elena le
conté detalladamente a Dafne las observaciones que habia hecho la familla'y las conclusiones a
las que hablan llegado. B
D- i{Que trabajadores han resultado todos! . S o AR
E- Asi somos cn mi familia. ¢ Entonces lo qué hicimos estd bien? ¢l.a suma de los dangulos
interiores de un tridangulo siempre es 180°? T s
D-Si, Elena. Tus obscrvaciones, en unos pocos triangulos, 1
que se cumple en todos los triangulos. CEEA AR
E- Supongo que todo cstd relacionado con las tesclas‘y espero que ahora
porque, como ya te diste cuenta, he trabajado duro la tard yer.
D- Veamos que tc parece esto. T
E- jQue se levante el telon!

Dafne Tenla una cortina sobre su plzarrén, y 13 corrlo; entonces Elena pudo ver cuatro
teselaciones, dibujadas en el pizarron. Y dirigiéndose a Elena le dijo:
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- D- Fijate, que cada una de las teselaciones tiene un punto marcado. -
:E- Y también vco que hay una “P” junto a cada punto.

D-Es el nombre del punto.

E- Me imagino que cs para que podamos hablar de ¢l

D- Exacto, ahora, fijate en las cuatro teselaciones y dime, cuédnto vale la suma de los
angulos interiores de los poligonos que estin alrededor de P. ’

E- ¢No te parece que esa pregunta es un poco dificil? Porque no sé cuanto vale el angulo
interior de cada poligono.

D- Vamos Elena, selecciona una de las teselaciones — Elena rapidamente ellglo la pnmera
porque estaba formada con cuadrados. Y de los cuadrados recordaba bien que cada uno de los
angulos Interiores era de 90° - Ahora di 4Cudnto valc la suma de los angulos interiores, de
esos cuatro cuadrados?

E- Pues... 360°, porque los cuatro son de 90°, ya tc conté que mi mama lo recordé ayer, -

(Bu]
(R4}

D- Ahora fijate en otra teselacion y averigua lo mismo...

E- En todas va a pasar como cn la primera jLa suma dc los dngulos interiores dc los
poligonos al rededor del punto P es 360°!

D- jExacto! Como puedcs ver en estos cuatro cjemplos, no importa si los poligonos son:
concavos, convexos, cuadrados, triangulos, paralelogramos, o de cualquier otra forma, lo
quc importa ¢s que la suma de los angulos interiores de los poligonos alrededor de P...

E- Sea 360°. Pero, entonces, ;como saber si un poligono te sirve de tesela o no?

D- Creo que con ¢l ¢jemplo que he preparado, ti misma podras hallar la respucsta. -
Dafne le entregé a Elena, algunos paralelogramos como el siguiente, sabiendo que podia ser
una buena tesela. Los paralelogramos tenian un adhesivo en la parte trasera para poderios fijar

en el pizarrén.
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D- Trata de ucomodar alg,unus de estas eselas alrededor de un: punto, de modo que
tesclen, - N - .

E- jAhesta tesela es un paralelogramo'
D- Asi cs. Ahora manos a la obra.

El primer intento de Elena quédd ésl., :

E- Lo hice bien ¢No te parece?

D- ¢Esa cs toda ti tesclacion?

E- Yo creo que no es necesario que siga poniendo mas paralelogramos — Dafne puso tal
cara de pregunta que Elena buscod explicarle — Pucs las voy a scguir acomodando de la
misma manera, para arriba, para abajo, para un lado y para el otro.

D- Esta bien, tc la voy a dar por bucna. Puces, como dices, basta con scguir acomodando
el poligono de la misma forma para conseguir una teselacion completa.

E- Pero ain no pucdo decir si todos los poligonos sirven para tesclar.

D- Intenta alguna otra forma de acomodar la tesela, y veamos que pasa.

Elena no contestd, se lanzé a probar. Ya acomodaba las teselas de una forma, ya las
acomodaba de otra, pareclfa no creer lo que a sus ojos se mostraba, pues encontré solamente
otras dos formas de acomodar las teselas y sin embargo no se cumplia la condicién de una

teselacion.

Figusa 2

Flgura 1




E- jNo se puede teselar! ;Qué extraiio, no? Con el mismo polig,ono acomodado de unuz

mancra s¢ puede tesclar pero en estos dos intentos no pude. l’orquc o falla tin pcdacnlo de .

tesela o queda encimada una tesela sobre otra.

D- Buen punto. Ya casi resolvemos ¢l cnigma.
E- Yo creo que si necesito saber cuanto vale el angulo mtenor del poh'[,ono pura poder

decidir cdmo acomodar la tescla sin que me queden hLICqullOS... osc cncnmcn lus lcsclas

D- Analicemos tu primer intento. :
- Es que ve ¢l paralelogramo, ticne dos éngulos’ chlquuos lgualcs y dos zingulos

L.rundmcs tumbién iguales

angulo chico (agudo)

angulo graﬁde (obtﬁso)

D- Esos dngulos que llamas chiquitos, son agudos y csos quc llamas grandotes son

obtusos.

E- Pucs bucno, si acomodo las tesclas de mancra que quede allcmado un angulo a[,udo
con un dngulo obtuso se puede teselar.

D- ¢ Qué pasa si acomodas las tesclas de manera que no quede allcmado un éngulo agudo
con un angulo obtuso pero que queden juntos los cuatro dngulos? ~ Elena rapldamente se
dio a la tarea de acomodar las teselas como se muestra a conunuaCIén B ) PRI

NN
VIVN

E- jTambién se consnguc una lcsclacxénl

D- Asf es. ]
E- Pcro cn los otros dos mtcnlo coloqué a- lcscla dc mancra que qucdaron todos los

. dngulos agudOSJuntoq o todos los usos_lumos. O seaque.
D- £ Qué, quc" :
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E- Sl Ja suma de todos Ios éngulos dg,udos Juntos, o la suma de todos los angulos obtusos :
' juntos,” dicra ‘exactamente 360° ‘hubicra podido colocar ‘un niimero. cxaclo dc tesclas
alrededor de un punto, como en el primer intento. :

< D-Stel éngulo agudo dc este poligono fucra de 60° 4 Te funcnonarfa?

Elena mentaimente caleuld la division de 360 entre 60, y entonces contesté

E- ;Si! Por que asi puedo poner exactamente 6 teselas alrededdr de un punto.
" D- Curiosamente aqui traigo unos paralelogramos, quc ucnc sus angulos agudos de 60°.
Muéstrame coémo los colocarias.

. Elena tomo algunos de los poligonos y los acomodo de la siguiente manera

D- Estaras dc acucrdo quc es lmporlanlc sabcr cuanto vale cl éng,ulo mlcnor de un
polxgono para saber si el poligono servird como teseln, ono.' -

~ Parcce que si, pero... : :
D- ¢ Pero qué?. i i '
E- La tescla tiene éstos dos lados chxcos 'y éslos dos Iudos mzis grandcs.

Lado mh nrunde )

D- ¢Cuil esel problema con eso?
E- Pues que hay que tener cuidado con que lados Iargos coincidan con Iados largos, y
lados chicos coincidan con lados chicos. Ve: . .

Elena agregd mas teselas sobre el titimo arreglo que habia hecho. .
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espacio
inconveniente

E- I'e quedan espacios donde ya no pucdes colocar otro de estos mismos poligonos — Dijo
Elena, mientras sefialaba uno de los poligonos del dibujo.

D- ;Y si las acomodas de manera que no te queden esos espacios? — Elena hizo cambios en
las dltimas teselas que acomod6, Como Dafne sabia que Elena necesitaria mas teselas, se las
fue proporcionando hasta que Elena form6 un mosaico como el siguiente.

/\/\

13- jMuy bonito tu mosaico!

E- El de mi habitacion quedara mejor.

- ‘Tienes razén. Ahora, como la mayorm de las teselas:de tus® postalcs prowcncn de
poligonos equiliteros ¢ Recuerdas qué quiere decir que un ‘poligono sea eqmlatero?

E- Que ticne todos sus lados iguales. :

D- Pues con ese tipo de poligonos vamos a traba_)ur, en tu proy‘ to
EE- Ay quc bucno que me dices cso, ya cstaba |maglnando que enia que nvcnguar cudnto
valia el dngulo interior de muchos poligonos, . (y lo peOr es que estuvieran todos feos), y

hasta flojerita me cstaba dando.
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D- Elena toma estos poligonos regulares, - Dafne le entregd una bolsa que contenia,
triangulos, cuadrados, pentagonos, hexagonos, heptagonos y octagonos regulares. — Los llamo
asi por que ademds de ser equiliteros, es decir que tienen todos sus lados iguales, tienen...
E- Todos sus dngulos iguales® ;No? Digo, siguiendo la idea de lo que acabas de decir,

D- Espero que mafiana me puedas decir jcudnto vale el dngulo interior de cada poligono
regular? Y con cuales de cllos se pucde hacer una teselacién de un sélo tipo de tescla.

E- Sip, y hasta mafiana.

Actividad para el lector

Averiguar cl valor de los dngulos interiores cn cada una de las tesclas de las tres
primeras teselaciones.

Intenta otras mancras de acomodar el iiltimo paralclogramo, que usé Elena, de
manera que sc logre teselar

Si ¢l angulo agudo de un cuadrilitero paralclogramo es de 60°, ;jcudinto vale cl
obtuso? ;Qué pasa al colocar alrededor de un vértice un poligono de este tipo, de
mancra que los dngulos obtusos queden juntos?

- Qué poligono es equidangulo pero no equilitero?

& Qué poligono ¢s equilitero pero no equiingulo?

22 También conocidos como equiangularcs.
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CASA4
Los papas de Elena se sorprendieron un poco al entrar a la casa y no encontrarla en la cocina,
pero pronto se dieron cuenta que estaba en la sala. Con los poligonos que le habla dado Dafne’

esparcidos por la alfombra.

P- ¢Ahora en qué nos ocuparemos?- Funciond, pensé Elena, sabla que su’ papa estarla
gustosisimo en colaborar nuevamente en su proyecto, y también sabia que. la mama vendrIa
igualmente dispuesta.

E- Hola p4, hola mé

M- Hola hija ¢qué tal tu dia?

E- Pues es un dia con tareas. Debo averiguar dos cosas.
M- Una por una para que no nos hagamos bolas.

E- La primera, creo que es facil. A diferencia de ayer LRecuerdun que’: tuwmos que:
encontrar cuénto valia la suma dc los angulos interiores de un poligono convexo? Pucs
ahora, tengo que averiguar cuidnto vale el dngulo mtenor de cada polfz,ono de estos.

poligonos.

P- Estos poligonos... Sc llaman... {Cémo sc llaman?...
E- jAy! Pd. Ni te acuerdas. Se llaman regulares porque sus lados son lguales Yoo
M- iSus angulos también! Yo si me acucrdo.
P- ;Pues ya estd! Usemos la tabla que hicimos ayer

- iClaro! Solamente hay que dividir ¢l valor de la suma de los dngulos intcriores de
cada poligono entre el nimero de dngulos, porque en cada uno de estos poligonos los

dangulos son iguales.
C- Hasta podemos hacer otra tabla como la que tu hiciste, ma.

ta mama ni tarda ni perezosa, de donde pudo se hizo de papel y tres lapices, a cada
quién le dio su papel y lapiz para que hicieran a mano las divisiones necesarias para llenar la
nueva tabla. Hizo la tabla con tres columnas: una para el nombre del poligono, otra para el valor
de la suma de los angulos interiores, y otra para escribir el valor del angulo interior de cada
poligono. Le pidi6 a Elena el resultado de sus divisiones y las comparé con las del papa.
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Poligono regular | Valor de la suma valor de un dngulo

tridngulo 180° 180°/3 =60°
cuadrado 360° 360°/4 =90°
pentagono 540° 540°/5 =108°
hexdgono 720° 720°/6 = 120°
heptigono 900° 900°/7 = 128.57°
octdgono 1080° 1080°/8=135°

P- jUy! Las divisiones no son todas exactas. jlmporta eso?
E- No sé. Pcro supongo que no importa porque, por alguna razén, Dafne solamente me
dio poligonos de hasta 8 lados.

AVEGAGA
o0

M- Bueno, nos dijiste que habia dos cosas por resolver. Ahora dmos LCunl es la se;,undu?
E- ¢Cual poligono regular sirve como tescla y cual no? : :

M- Mis despacio, que no hay prisa. oy 5
E- Pucs una tescla es... un azulejo como los de la cocina, o como Ios dcl baﬁo, o como los
del piso de las habltacmnes -
P- jAh! Como los azulcjos de la casa de mi hermana Chofi, qué bomtos son (,No?
M- ‘El mosaico de la cocinal Es el que mis me gusta. TR

P- ¢ Tiene que ver esto con tus poslalcs?
E- jQue olvidadizo eres para mis cosas! Ya te habia contado que qulero decorar mi
habitacién con un mosaico nunca antes visto. Mas bonito que los que hay cn la Alhambra
y en la Haya.

P- Y para cllo tenemos entonces que averiguar jcudles de estos poh'gonos sirven para
hacer un mosaico? - Elena afirmé con la cabeza — Hagidmoslo de la siguiente manera, me
das a mi algunas piezas, a tu md otras y t t¢ quedas con otras; y cada cual sc va a su
rincon a trabajar con sus piezas y a ver quién termina primero.

M- Elena gpodemos usar piczas combinadas?

E- No, solamente podemos usar piezas de un mismo tipo a la vez.

- Entonces hagamoslo juntos. Ni hay tantos poligonos “difercntes como para que
trabajemos separados. Empecemos con el tridngulo - Se separaron los triangulos de las otras
piezas, eran unos 10. La mama decidié empezar primero y nadie objeto.
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M- Hagdmoslo sobre la mesa de centro de la sala - y comenzé, una vez que terminé, inquieta
la mama drjo - No veo cudl ¢s la dificultad, sc nota que se¢ pueden ir acomodando
trlangulos2 , sobre toda la mesa, aunque para que quede bien cubierta la mesa habria que
cortar algunos tridngulos cuando sc alcancen las orillas; seguramente con los otros
poligonos sucede lo mismo. Ahora ;nos podemos ir a cenar? jMuero de hambre!- El
trabajo de la mama tenia el siguiente aspecto.

E- Con calma mami nada mas falta que averigliemos qué sucede con los otros cuatro
poligonos. .

P- jFijense! Sicmpre van a quedar 6 triangulos juntos.

E- ;Y 6 por 60° (el ém,ulo interior de un trigngulo) es 360°!

M- Por cso cn cada esquina hay scis poligonos. :
E- Porque la suma de los dngulos interiores de los pollk,onos debe ‘ser exuctamente 360°
para quc cn las esquinas los poligonos queden juntitos sin dejar huecos.’ L
P- Podemos saltarnos al cuadrado, hemos visto cientos de baifios y cocmas que tlenen sue'
paredes cubiertas por mosaicos de cuadrados. : i
M- ;Si! Estan todos bien "acomodaditos” siempre he visto cuatro cuadrados_|untos. T
P- Pues claro segiin nuestra tabla el dngulo interior dc un cuadrado cs 90° asl quc con -
cuatro cuadrados juntos se tienen los 360° R

Mientras los papas discutian, Elena se entretuvo colocando Ios cuadrados quedando su
arreglo con el aspecto siguiente. q :

2 equilateros




46

".P- jMe toca acomodar los pentdgonos! — Ya lo intentaba el pap@ de una forma, ya de otra, .
parecia que aigo no estaba bien, pasados unos segundos djjo ~ No se puede. con:un
pentagono regular. L SR
M- j¢Cémo?! LR e
P- Pucs fijate hace falta un poligono con un dngulo interior mas Pequefio, para que quepa
en estos huecos. - el papa sefalé los siguientes "huecos" def dibujo, : - SR

M- jEs verdad! No se puede hacer un mosaico con pui'os
P- ¢ Cudnto vale el angulo interior de un pentagono?. i+

E- 108. Beo St SR
M- iClaro! Si poncs tres pentagonos juntos, son lO8°+108f’+108° Que es 324°, hace falta

un poligono con un dngulo de 36°, para los huecos, - = 700
P- Y si quisi¢ramos colocar cuatro pentigonos;-la suma seria 108°+108°+108°+108° que

es 432°, eso ya es mas de 360°. [ER
M- Mec toca probar con los hexdgonos, - La mama tomd sus hex@30onos y rapidamente los

acomodo, asi.

P- Siempre van a quedar 3 hexdgonos juntos. Porque el dngulo ‘inte!; ior de un hexdgono es
120, y con tres hexdgonos juntos (120°+ 120°+120°) se alcanzan [0S 360°, ‘
E- Ni mds, ni menos. : R




1!1,ual qucdan huccos'

encontro que...

E- Y con los oclagonos- Elena acomodo los octdgonos sobre Ia mesa de la sala de la siguiente
manera.

P- Estos huecos son claramente identificables, json cuadrados!
M- Vaya, uno podria creer que con cualquier poligono se puede hucer un mosaico. - :
E- En realidad, todos los poligonos como cstos® que me dio Dafnc, sirven parn haccr un
mosaico pero por lo visto algunos necesitan piezas extras,
P- jLo encontré!

M- ;Qué?

P- Por qué algunos poligonos no necesitan piczas extras y otros sl Los quc
pxezas extras es porque su ungulo interior divide exuctamente a 360°

* rcgulares
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Poligono Valor del angulo interior 360°/dngulo interior
triangulo 60° 360°%/60° = 6
cuadrado 90° 360°/90°=4
pentigono 108° 360°/108° = no es exacta
hexdgono 120° 360°/120°=3
heptagono 128.57° 360°/128.57° = no cs exacta
octdgono 135° 360°/135°= no es exacta

E- El nmero que resulla de la divisién de 360° entre 60°, 90°, 120°, 218.57° 0 135° ¢s el
nimero de poligonos que estin juntos en un vértice a la hora de teselar. Seis en el caso
del triangulo, cuatro cn ¢l caso del cuadrado y tres en el caso del hexagono.

P- Pues yo ya me di cuenta de algo en lo que ti ni siquiera te has fijado.

E- ¢Qué? :
P- Conforme aumenta el nimero de lados de un poligono el valor de su dngulo interior -
también va aumentando. Asi que seguro ya no vamos ha encontrar un polfgono regular
que sirva ¢l solito para hacer un mosaico. )

M- Parece que ticnes razén. Y no hay nada mas que hacer por hoy. {Vamos a cenar me
muero de hambre!

Actividad para el lector.

&Se puede hacer un mosaico donde las esquinas de los poligonos no coincidan?
&Cuilles son las caracteristicas de la “tesela hueco™ para una tesclacién que utiliza
pentigonos regulares?

&Se puede hacer una teselacion enicamente con octiigonos regulares?

¢Cuiinto vale cada uno de los angulos interiores de la tesela “hucco” para las
teselacién que hace Ia familia con heptigonos regulares?
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PARQUE 5
Elena sabe que falta poco para el gran momento de la decoracion de su habitacion. Y
ha estado pensando en lo latoso y tardado que sera ir colocando y marcando una por una las
teselas, hasta que queden cubiertas completamente las paredes de su habitacion y... ¢ Por qué

no?, el techo.
Pobre Elena, pareciera que la tarea a realizar es bastante pesada; por suerte Dafne hoy

le hablara de coémo se puede aligerar esa carga.

Al entrar Elena al parque ve desde lejos a Dafne, ambas se reconocen y se saludan, ya
de cerca el saludo lo concretan con un abrazo (Esto lo pueden hacer porque a veces Dafne usa
sus dimensiones de “adulto normal”, sélo por variar) Inmediatamente Dafne ofrece a Elena una
postal con la teselacion, hecha por M.C. Escher, "Angeles y Demonios".

Y le pide a Elena:

.D- Encuentra el espejo.
E- ¢iMmm!? — Elena pone tal cara de admiracién y piensa, ¢Cémo que el espejo?.

: Inmediatamente Dafne reconoce que ha sido un poco brusca y buscando que Elena no
se desanime, intenta de nuevo, con la sigulente pregunta:

D- ¢Qué ves en un espejo?

E- Mmm. .. El reflejo.

D- ¢ Dec qué?

E- jHay pues de lo que esté frente al espejo!

D- Justo ticnes que buscar en la tarjeta una linca que funcione como espejo, una linca que
al doblar la tarjeta sobre ella...

E- jAh! Lo que quicres que busque cs el ¢je de simetria de la tarjeta - Se apuro a decir

Elena.
D- Pero en un sentido mis amplio del e¢je de simetria entre las partes de una misma

figura. El ¢je de simetria de la tarjeta, o el de una tesclacion, involucra varias figuras ( las
teselas) al mismo tiempo.

E- ¢Y cntonces?

D- Parate frente a este espejo.




Elena observaba su reflejo en el pizarron, el cual Dafne habla convertido en'un espe]o
E! espejo se encontraba parado muy derechito sobre el piso, sln que nada Io sostuvnera I

E- Pero... tu no tc ves,

D- No, porque las hadas podemos hacer aparecer o desparecer nuestro reerJo.

E- jAh! .

D- Elena, ;Quién esti mas lejos del espejo, ti o tu reﬂeJo'7

E- {Ay que pregunta! Yo cstoy tan lcjos del espejo como mi reflejo.

D- ¢Cémo lo compruebas? L

E- {Cémo?

D- Imagina que pudieras pasar al otro lado del espejo — De pronto Elena estaba del otro lado
del espejo; notd que todo era idéntico, tal y como lo esperaba, y que, ademas, ahora podla ver
cosas que estaban en el lado original y que antes no vela en el reflejo.

E- Hola reflgjo.- El reflejo de Elena, ahora junto a Dafne, siguié comportandose como tal. —
Hola Dafne.

- ¢Qué tal se esta de aquel lado?

E- No notaria la diferencia, si también hubiera un reflejo tuyo de este lado. Y ahora estoy
mas convencida de que mi reflcjo y yo estamos igual de lcjos del espejo.

D- Les tomaré una foto a tu reflejo, al espejo y a ti. — Elena pos6 para la foto mirando
fijamente a su reflejo, y se dio cuenta ya que estaba en su lugar original porque Dafne le hablé y
estaba junto a elfa - ;Qué te parece la folo?

E- Mala, ni mi reflejo ni yo salimos completas, no veo el espejo y la foto esté chueca.

>- ;Como le harias para ubicar al espejo en esta foto “incompleta™?

E- Tendria que doblar la foto de maners que mis pies y mis manos coincidieran
totalmente con los de mi reficjo.

D- jExacto!

E- ¢Puedo cntonces doblar csta postal como yo quicra?

D- Mis bien como convenga. Y mejor toma esta hoja, porque te serd mas fiicil que doblar

la postal.
Dafne le entregé a Elena una hoja totalmente cubierta con la teselacion “Angeles y

Demonios" Elena, después de mirar unos momentos la hoja, decidié buscar el “espejo”,
apartada y bajo la sombra de un arbol.

A lo lejos se le vela manipulando la hoja, ya la doblaba por un lado, ya la doblaba por
olro; hasta que decidid regresar a donde estaba Dafne, y le dijo:




E-"Mira, sf doblo aqui, s6lo coinciden unos "pedacitos” de la tesclacién,
D- Es como con la foto. Solamente esta una parte del dibujo de uno y otro lado, respecto

al espejo.

E- jLo hice bien!
D- Claro, porque la teselacion la debes imaginar grande, grande, grande, tan grande que...

De pronto Elena estaba en un lugar extrafio flotando, y vio debajo de sus pies un gran
tapete grabado igual a la postal, miré en todas las direcciones y entonces supo como completar
la frase de Dafne.

E- No sé puede decir donde empieza y tampoco donde acaba.

[D-Esc "espejo" que encontraste, aunque parczea increible, hace que coincida toda la
teselacidn consigo misma.

E- Entonces cncontré muchos cspecjos. Porque con cstas lincas- Lo que mostréd Elena a
Dafne tenia el siguiente aspecto.

E- como dices, aunquce sca tan sélo un pedazo de teselacion del lado derecho del “espcjo”
coincide con un pedazo del izquierdo.

D- Como ves cen una teselacion no hay uno sino varios espejos.

P- Pero esos no son todos, encontré... otros, mira.
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Elena marco, sobre la misma fotocopia el segundo grupo de espejos.

D- Con ruzén te tardaste, encontraste todos los espejos de la teselacion.

E- Que chistoso ¢No? Unos espcjos son horizontales y otros verticales. Por eso forman -
cuadrados.

D- Muy bicn pero... jAtencién! No siempre pasa asi,

E- ¢ O sea que los espejos pueden ser... como? :

D- En estd tesclacién de estrellas y cuadrados- Dafne pasé suavemente su mano por el
pizarrén y aparecié la reflejo - Encuentra uno de sus espejos que no sea horizontal, ni
vertical. v e T A

Elena se acercé al pizarrén y después de analizar un momento la imagen trazé una linea
que atravesaba el dibujo. . .-

- E-'Estces un cspcjo;"élni;aincnlc se ve, que si pudiera doblar sobre la linca una parte de lo
de arriba, coincidirfa con otra parte de lo de abajo. ‘

.

D- Ahi hay un espejo ¢Habra otros?

E- Déjame que lo intente en casa ¢Si? Porque necesito hacerte unas preguntas que me
preocupun.

D- 4 Cudlcs?

E- ;Cudndo voy a iniciar mi decoracion y cudndo voy a acabarla?
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D- Bueno, si disciias una tesclacién que tenga “espejos verticales™: basta “conque

identifiques dos espejos para que la parte de la teselacion que hay entre ellos, " sea
_estampada cn un rollo de papel tapiz, y en una tiecnda dec hadas te lo fabricaran

simplemente pidiéndolo como un deseo. .

E- ¢ Por qué mejor no usas tu magia para decorar toda mi habitacion?

D- Porque asi no sabe. Cuando hay sudor las cosas se disfrutan mds.

E- ¢A poco las hadas sudan? - Dafne comenzo6 a reir, y conforme se rela el cielo se obscurecia

gradualmente, hasta que comenzd a sentirse una brizna.

D- Ese es el sudor de las hadas. - Elena convencida de que tenla que trabajar, pregunto:

E- Pero ¢entre qué espejos clegir para que no sc desperdicic mucho papel tapiz?

D- ¢ Cémo que entre qué espejos?

E- Fijate cn ¢l “espejo™ que pasa por cste demonio y en el que pasa por estc éngel — Elena

marcé un dngel y un demonio en la teselacion como se aprecia a continuacion.

D- Ademds de que no hay otro espejo ente ellos ;En qué quieres que me fije?

E- Si doblo por ¢l espejo que pasa por el demonio, cl dngel marcado sc empalma con ¢l
angel que estd a la izquierda del demonio.

D- De acuerdo.

E- Y si doblo por el espejo que pasa por el dngel, él se empalma consigo mismo.

D- También dc acuerdo.

E- Pues creo que si el papal tapiz abarcara la parte de la teselacion que queda entre esos
espejos, sc desperdiciaria mucho papel tapiz.

D- ¢ Por qué?

Elena corto la teselacién por los “espejos” donde marco al demonio y al angel, cuando
terminé tenia varias franjas idénticas, no era de sorprenderse teniendo un hada al lado. Empezo
a acomodar las franjas, y encontrd, que respecto a una franja, otras dos tenlan que ser
desplazadas, una hacia arriba (izquierda) y otra hacla abajo (derecha), faltando y sobrando un
pedazo por abajo y un pedazo por arriba, para emparejarse con la franja del medio, tal y como
habla previsto.

El arreglo que hizo Elena tenia el siguiente aspecto.
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E- Porque si esto pasa aqui, imaginate cuinto papel tapiz se desperdiciaria al uphcarlo
sobre las parcdes de mi habitacion.

D- Slempre habrd sobrantes de papal tapiz, sobre todo cuando lo colocas en las dreas que '
estan junto a ventanas y pucrtas. Pero en ¢l mundo de las hadas sabemos cémo rcuuluar
esos sobrantes y afiadirselos a otros rollos que tengan el mismo estampado. :

E- Siendo asi parcce que no hay de qué preocuparse. Y crco que ticnes razon, ¢s més
divertido “con sudor”.

D- Pues por hoy es todo, cn estas dos tesclaciones, sicales copia cn acctatos y busca sus
espejos. Hasta mafiana — Dijo Dafne mientras se desvanecia en el aire.

Las hojas que Dafne le entrega a Elena tienen impresas las siguientes teselaciones.

W // :q-_“ ’“hy";’:?j‘{\\

E- Sale pucs, nos vemos maiiana.

Actividades para ¢l lector.
Encuentre todas los espejos de la teselacion de cuadrados vy estrellas,

TESIS CCM
FALLA DE Gi. 28R
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PARQUE 6 . ;

Dafne desde lo lejos nota a Elena un poco cabizbaja; decide acer‘(:arseisigilosamente -
pero Elena la descubre y sin saludaria le dice. S e D S

E- Aqui estan los acetatos, nada mas que hubo un probléma mi papd ‘agujerd este acetato
y también la copia. Me acompafi6 a la papeleria para sacar las copias 'y de regreso sc la
paso sobreponiendo el acetato en la hoja y ddndole vueltas a una y a otra. Al llegar a la
casa sc fue dercchito en busca del costurero, sac6 un alfiler y sin mds atravesé cl acetato
y la hoja juntos. ) i :

- ¢Por qué hizo cso?

E- Eso mismo le pregunté. Me mostré cémo, dejando el dibujo fijo y, girando el acetato;
el dibujo y ¢l acetato volvian a coincidir aunque no fuera totalmente. Asi mira.

A la izquierda se muestra el lugar donde se encajé el alfiler; A la derecha se muestra el acetato
girado y encimado sobre el dibujo.

Y F N
Acetato y dibujo cmpalmados.

7

SN

Primer giro del acetato,

D- ¢ Para qué necesito el alfiler?

E- Para que el acetato no se moviera.

D- Pero tG me acabas de decir que gird el acetato ¢ Eso no ¢s moverlo?

E- Si no ponia el alfiler antes de girar el acetato todo se movia sin control. Y se necesita
que aqui, donde coinciden las patitas de las lagartijas, quede fijo.

D- ;Elena muy bien! Felicita a tu papid. Ahora sabes que ademis de espejos las
teselacionces ticnen giros. Y justamente ¢l se dio cuenta que para hacer un giro se nccesita
tener un punto fijo. :

E- Entonces deja que te cuente que pasé después — En el rostro de Elena se pudo ver el
entusiasmo de saber que su papa habia actuado adecuadamente - Dejando el alfiler clavado
cn ¢l mismo lugar, mi papa volvié a girar ¢l acctato. Y aunque, como verds, las lagartijas
siguen sin coincidir en el color, una parte del dibujo coincide muy bien con el acetato.

D-Y si giras otpa-vez QU Pasa? < -
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En el siguiente dibujo a la izquierda se muestra el segundo giro que hizo el papa de
Elena, y en el de la derecha se muestra como en el tercer giro el acetato y la teselacion vuelven

a coincidir.

T

- N A
Elacetato y el dibujo se empalman nuevamente.

St g
Segundo giro del acetato.

E- jQueda todo como al principio! jTambién hay coincidencia en el color! Que chistoso
tres giros y ¢l acetato y la teselacion vuelven a coincidir.
D- Asi es, para dar una vuelta completa, en otras palabras para hacer un giro de 360° y
quc las cosas queden como estaban, se tuvo que girar tres veces. Pero ademas esos giros,
son iguales, del mismo valor. Entonces, dime querida ¢ De cudntos grados fue cada giro?
E- De 360° entre tres, de... 120°.
D- jPerfectamente bien contestado! Ahora fijate en el "cachetito" de esta lagartija — Dafne
escribié un “Uno” sobre una lagartija.
E- Tiene que coincidir con el "chachetito” de esta otra — Elena escribié un “Dos” sobre otra
lagartija.
En el dibujo estan marcadas las laganiijas a las que se refieren Dafne y Elena, “Uno" y
“Dos”, y el angulo que hay que girar para que una caiga sobre la otra.
NS \’:l‘(;’,»? ‘4
NN\

" TESIS CON
FALLA DE i,
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D- Y para que coincidan los “cachetitos” se ncccsnln quc el acclalo glre... :
E- 120°, eso ya lo dijimos.
D-Bien. Ahora dime ¢lPodrias colocar cl alﬁlcr cn otra parlc para hnccr gxros?
E- Pues no sé, tendria que ser como el primero. ;755

D- ¢ Cémo tendria que ser? i
EE- Pues que hubiera las tres mismas cosas de las lagartuas, Por ejemplo donde clavé mi
papé cl alfilcr estaban tres patitas. jYa vi otro que puede servir! Este, donde estan sus
tres rodillas.

' Au.lalo y dlbUJOS empalmados.

S I
Primer giro del acudlo

D- Efectivamente ahi hay otro g,iro
E- Y ¢s como cl anterior, giras tres veces y vuclven a coineidir completamente las

lng,nm_)d%z - A conlinuacién se muestran el segundo y tercer giro del acetato sobre el dibujo.

Tercer giro del acetato.
El acetato y el dibujo nuevamente empaimados,

T )
S f:_.-r‘:\‘.s.- T
Segundo giro del acetato.

28 > N . . .
* Es decir no'solamente en forma sino también en color,
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E- iA aqui hay otro! Y cs como los anlcnorcs‘-’ a'mientras sefialaba un punto
donde coincidian tres “cachetitos”. : ¥
D- Eso parece.
E- Supongo que no sicmpre haces tres giros y lodo vue
D Probemos con otra teselacién ¢ Te acuerdas de la teselacio 6nde angeles y demonlos?
- Pues claro que si, es con la que trabajamos aycr. 1Y sé' Q
son sus glros Claro, st es que tiene. :
D- ¢Por qué lo dices? SR
C- Porque las teselaciones que me diste ayer, de los blchltos y:las lagartijas,'no tienen
espcjos; porque no hay por dénde dobles de mancra que una parle del 'doblez coincida
con la otra parte del doblez — Elena se refiere a los dos dibujos que'le entregé Dafne en
PARQUE 5.
D- ¢ Te esforzaste mucho en buscar lo que no habia?
- Mds o menos.
D- Bueno, continuemos con los giros. Toma esta otra teselacion, el acetato y el alfiler
&Dénde encajarias cl alfiler, para despudés girar ¢l acclato?

Tesclacién y acetalos empalmados. Tesclacién con lagartijas marcadas.

E- Aqui, donde estin los rabos de las lagartijas blancas ~ Véase en el dibujo de la derecha,
las lagartijas a las que se refiere Elena.
[>- Marquémoslas conun "1" y un "2", Ahora gira.

Elena realiz6 un primer giro, e inmediatamente hizo un segundo giro, los cuales se
muestran a continuacion.

TESIS CON
EALLA DE ORIGEN




60

Sngndu giro del acetato.

Primer giro del acctato.

E- jAh! Basta con dos giros para que todo quede como antes.

D- Como fucron necesarios dos giros para hacer una vuclta completa. Podras decir
fiicilmente de cuanto es cada giro.

E- De 360° entre dos, de... 180°,

D- ¢Serd que en todos los lugares donde puedas encajar el alfiler en esta teselacion, basta
con dos giros para que las cosas queden como ¢n un principio?

E- Yo creo que... no. Fijate aqui, si hacemos caso omiso de los colores de las lagartijas,
ya que todas lagartijas son iguales, y las numecramos del 1 al 6, giro tantito y la 6 cae
sobre la 1, giro un poco mas y la seis cae sobre la dos, y asi hasta que la seis cae otra vez

sobre la scis.

En el dibujo de la derecha esta indicado donde va a encajar Elena el alfiler. Los otros
dibujos son los giros que realizo para que el acetato y el dibujo se empalmaran nuevamente.

Primer giro.




61

Qlumo LII’O

Cuarnto giro.

D- Como has girado 6 veces el acetato para que quede en su lugar original. Se tiene que
cada giro fuc de...

[:- 360° entre 6 rotaciones da 60°, o sea que para ir de una lagartija a otra solamente se
ticne que girar 60°.

D- ¢ Y para ir de una a otra lagartija blanca?

E- Pucs sc hacen tres giros de 60°, o un solo glro dc 180°. -

D- Perfectamente bien contestado. .

E- Quc tesclacion tan extraia.

D- ¢Por qué lo dices?

E- Pucs porque cn la primer tesclacién todos los giros fueron de 120° y cn ésta hay giros
de 60° y 180°.
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D- Primero, cn csta tesclacién también hay giros de 120°, {Qué te parece si pones a tus
papds a buscarlas? — Elena, con un movimiento de cabeza, mostré su acuerdo- Segundo,
habria que cstar scguro de que todos los giros, que sc pueden hacer, en la primera
teselacion son de 120°, ; Te parece si también lo investigas con la familia? Y tercero, has
de saber que, los giros que sc pueden hacer ticnen que ver con ¢l poligono que se utilizo
para hacer la tesela, o sea la lagartijn. Pero esto Gitimo sera contado en otro verano.
E- jAh! jEntonces, en la tesclacion que estd hecha de tesclas que son tridngulos
deformados, lo que me mostraste el dia que nos conocimos, puedo encontrar giros que
tienen relacién con el triagngulo?
D- Exactamente,
E- Estoy pensando que si yo clijo una teselacién, para decorar mi hab:tacnén, en la que
haya yros el papel tapiz podria venir en... como "rebanadas de pizza". . )
D- Pucs si tu quieres un papel tapiz asi, la cmpresa tapicera del mundo de las hadas te lo
podria fabricar. :
E- ¢Creces que scria facil trabajar con un papel tapiz asi?
D- Piénsalo y mafiana me cuentas.
E- IMasta mafiana entonces.

Actividad para ¢l lector:

1. En ol dibujo en que ¢l papi de Elena encontrdé los giros ;Hay otro punto donde se
pueda encajar el alfiler y girar ¢l acetato de manera que se consiga un efecto similar
al que Elena le mostré a Dafne?

2. En la segunda teselaciéon que trabajaron, en este parque, Elena y Dafne ;Hay
lugares donde sc pucda clavar cl alfiler y hacer giros difercates de 60° y de 180°?

¢ Cuiiles?
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: "PARQUE 7 : :
Elena y Dafne se encontraban debajo de la sombra de su arbol favorito, se les vela
entusiasmadas. Estaban deleitandose con la siguiente teselacion y Dafne preguntd a Elena:

D- ¢ Qué te parcce?

E- jAy, caballos! A mi me gustan los caballos. jMec encantaria usar tesclas de caballos
para decorar mi habitacion! He montado a caballo pocas veces, una de ellas en el parque
de la Marquesa... - Elena no terminé su frase porque mientras, también trataba de descubrir un
"espejo” © un giro en la teselacion.

D- ¢Qué pasa Elena?

E- ¢ Es lo que yo me pregunto?

D- ¢Dc qué hablas? Digo tal vez si me dices a qué te refieres pueda entender algo.

E- Esta postal que me diste estd como que muy rara jno?

D- ¢Qué quiere decir que una postal esté rara?

E- ¢ La pucdo doblar?

D- Adelante.

Elena ya doblaba por aqui ya doblaba por alld. La postal le quedd con muchos dobleces.
Y Elena quedo con una expresion en el rostro mggﬂtabunda.

- ¢Qué pasa, querida?

E- Pasa que no le encuentro los "espejos" y, ademds, ya te la dejé toda maltratada.

D- Por lo maltratada ni te preocupes aqui traigo algunas postales mas para que trabajemos
hoy. En cuanto a los espcjos, asi cs, algunas tesclaciones, como ésta, no tienen,

::)- LT’;:ZSS:() tiene rotéciones! TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN
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E- Bucno si hubicra una rotacién de 180° se tendrian caballos y jinctes patas para arriba.
L Cémo te lo mostraré?... ¢ Traerds un acetato de esta teselacién?
- Estas de sucrte jEh! — Dafne le entregé a Elena ambas cosas.
E- Asi mira...

A la izquierda se muestra la teselacion de jinetes y caballos en su posicion original y A la
derecha el acetato girado 180°.

ey

TAND L&
?‘.

teselacién “Jlnucs g Acclam glrado 180°,

E- Y sc nota inmediatamentc que al empalmar — la teselacion de la izquierda y el acetato de
la derecha — no hay ningtin "pedazo” ¢n que la teselacién y el acetato coincidan.
D- ¢ Y qué me dices de otros giros?
E- No hay otros giros.
D- Entonces si que sc trata de una "tesclacion rara”, como decias.
E- jAh! Pero tiene un movimiento que también tienen la otras teselaciones. Es un
movimicnto del cual te he querido preguntar pero siempre se me pasa - Dafne hizo una
expresién de sorpresa e Interrogaclén y pregunto.
D- £Si? ;Me puedes mostrar como es?
E - Primero empalmo cl acctato y la hoja. Ahora f'Jalc quc al mover ¢l acetato hacia
arriba quedan empalmados caballos y jinetes, gris con gris, blanco con blanco‘
I>- De acuerdo. )
E- Moviendo el acetato hacia abajo vuelven a quedar empulmados teselacxon y acetato,
aunque sca cn un pedacito.
D- asi es ¢l acetato se puede recorrer hacia arriba y hacia aba_lo, de manera que se
empalme nuevamente con la tesclacion.
E- También hay empalme del acetato con la teselacion, si recorro el acetato hacia
adclante o hacia atrés.

Al momento que Elena hablaba mostraba cada uno de los movimientos del acetato. A
continuacion se muestran los empalmes que hizo Elena entre el acetato y la postal.
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Acemto hacm delante. Acetato hucia atrds.
D- {Muy bicn! Ahora fijate que si deslizas cl acetato hacia la derecha y después hacia
arriba, esos dos movimientos se pueden hacer en uno solo.
E- Secria deslizar ¢l acctato de mancra que ¢l caballo uno — Elena marcé un sobre un
caballo del acetato - se encimara en el caballo dos — Elena marcé un "2" sobre un caballo, en
el mismo acetato.

acia arriba, respecto a

""TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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D- jAja! Ahora sabes, quc ademids de cspejos y giros, las tesclaciones pueden tener
desplazamientos. :
E- Pero hay algo mas mislerioso en ésta (eselacién. — Dijo Elena en voz Baja - jFijate! Los ‘
caballos blancos estdn, en contraposicion a los grises y hasta pareceria, de primera
impresioén, que hay un espejo, que reflgja "desviado" y hace coincidir a los caballos
blancos con los grises, y viceversa. : o LT
D- “Espejo que rcﬂcja desviado™.

E- jAy! Si yo sé que ti sabes a qué me refiero, pero no me quieres ayudar a resolver este
enredo. ¢Cicrto o no? Hay una manera de manipular un acctato, como hemos hecho anlcs,'
de forma que se empalmen el jinete uno con el dos. ’

Los jinetes a los que se refiere Elena estan marcados a continuacion.

D- De hecho si, y te voy a echar la mano aunque me hayas gritado. Traza una linea que
vaya del hombro del jinete uno al hombro del jinete dos.

E- ¢ Asi?

- Exacto. Ahora fijémonos cn cste otro par de jinctcs, a cste blanco le ponemos “3"y a
este gris *4”, Trazaré una linea como has hecho ta.

Las marcas que hicleron Elena y Dafne son las siguientes.

w- 3 g_,gﬂg ‘.@"‘1@ 5?}2

e

D- Dobla la hoja de manera que los extremos de cada una de las lineas coincidan.

Se le vela batallar a Elena, pues no parecia que fuera posible que con un sélo doblez de
..1a hoja sobre sf misma los extremos de la primer marca coincidieran entre si, y al mismo tiempo
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“los extremos “de la’ seglinda coincidieran entre si. Entonces Dafne le sugirid que primero se
= ocupara de los extremos de una marca Yy después de los de la otra, asl Elena pudo terminar.

CE- A4 ahora'7
“D- Sobre cida linea vaa quednr una marca.
T E- S(Juslo a la mitad de cada linca,
' D-Eso mero. Traza una linea mds, que pase por esas dos marcas.

Elena traz6 la linea que indicoé Dafne, y aunque Elena solamente pensé en empalmar un

~acetato sobre la hoja, Dafne aparecio el acetato sobre la hoja.
Hoja marcada y acetato empalmados tenian el siguiente aspecto.

- (,Puedo cortar el acetato?

- Si, si es necesario adelante - Dafne hace aparecer unas tijeras en las manos de Elena -
Toma estas tijeras y cuéntame ¢por qué lo quieres cortar?

E- Sobre esta marca cortaré ¢l acclato, —sobre el acetato, Elena marco, "el espejo raro" que
acababa de encontrar, y por la misma lo corté — quito este pedazo que no me sirve - entonces
retird el pedazo de acetato que quedo del lado derecho de la marca.
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Marca por la que Elena cort6 el acetato. ’ Acctato cortado.

E- Y por ultimo lo paso asi — Elena paso de un lado a otro el pedazo de acetato, como si le

diera la vueita a la hoja de un libro.
ID- Parece que no funciond, pues no sc empalman caballos y jinetes.

R IS PP PO I AN E
Acctato deslizado hacia arriba.

E- jAh! Es que me falta mover el acetato hacia arriba.
D- iBravo!
E- Ya coinciden caballos y jinetes, aunque sean de diferente color.
DD- Elena, ahora sabes que ademas de espejos, giros y desplazamientos, las tesclacioncs
pueden tener reflexiones-deslizamientos.
E- Esto de reflexiones-deslizamicntos no ¢s muy comun gverdad? No me parcce haberlo
visto en mis postales.
ID- Pucs cn csta postal- Dafne hizo aparecer la teselacion angeles y demonios en las manos de
Elena - ni te imaginas donde pucdes localizar una reflexidn-deslizamiento.

Bastaron unos instantes para que Elena exclamara.
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E- jAqui hay un espcjo raro!

Elena marcé el espejo al que se referia.

D- ¢ Cémo lo compruebas?

E- Ay pues... empalmo un acctato a csta tesclacion y le marco ¢l mismo espejo raro —
aparecié el acetato empalmado y marcado — corto por la marca, retird este pedazo — Elena
retiro la parte del acetato que queda del lado derecho de la marca - hago como si lc dicra la
vuelta a la hoja de un libro- Elena, se refiere a la parte del acetato que queda del lado
izquierdo de la marca — Y muevo ¢l acetato hacia arriba. Mira Dafne, jhacia abajo también

se puede!

¥
Uno. Teselacion y acetato empalmados, con espejo Dos. Teselacion y, mitad izquierda de acetato
“raro” marcado en ambos. cortado,

iy Py

,'

Tres. Pedazo de acetato, pasado de derecha a » ~.,$ v VoS
izquicrda como la hoja de un libro. Cuatro. Acetato deslizado hacia arriba respecto a la
teselacion.

TESIS CON 7
FALLA DE QRIGEN |
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[D- Obscrva aqui Elcna - Dafne marcéd sobre la teselacion otro espejo rar
reflexion-deslizamiento. R
E- ¢No estaris confundida?, yo no veo nada.

D- ¢Por qué no sigues tu método para comprobarlo?

E- Estd bicn; lo har¢ con cste pedacito de acetato, para no desperdiciar mas acctatos.

Elena repitid el procedimiento que ya habla experimentado con los dos espejos “raros”
anteriores como se ilustra a continuacién.

Tres. Acetato pasado como una hoja, rcspr.c(o al Cuatro. Acetato desplaudo
espejo “raro” oblicuo.

E-¢Cémo té quedo cl 0jo?
D- Lo que me queda claro es que tu método es efectivo.
E- Pucs lo que yo tengo claro es que ya quicro trabajar sobre mi disciio de tesela.

D- Empecemos a hablar entonces de disefios.
E- ¢Qué tc parcce si me invitas un helado y hablamos en el camino? Me lo merezco ¢no?

D- ¢ Qué tal si nos tomamos el helado en la Alhambra?
5~ jScria fantastico!
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Apenas termind’ Elena su frase cuando ya se encontraban saboreando su helado por los
‘jardines de la‘Alhambra.’ Para este paseo Dafne habla tomado su forma de adulto, para no andar
: espantando gente como ella decla B

Al despedlrse.k Elena le recordo a Dafne que al siguiente dia sus padres la esperaban a
la hora de la comida.

Actividad para el lector.

¢Es verdad lo que dice Elena, que no hay giros en la teselacion de “Jinctes”, por
cjemplo de 60°, de 90° y de 120°?

¢Existe otro movimiento del acetato, que no sea hacia adelante, hacia atris, hacia
arriba o hacia abajo, pero que también haga coincidir Ia teselacién (en Ia copia) con
Ia del acetato?

oHay otros "espcjos raros' en la teselacién de “Jinetes™?

TESIS CCN
FALLA DE QRIGEN |
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AT ASA 5 ) :
.. .. Los papas de Elena, han preparado un festejo para celebrar el encuentro con Dafne.
Ppara este dia, ellos han venido preparando una sorpresa, casi desde el momento en que Elena
empezd a pasarse largos ratos con Dafne.

Elena se ha ofrecido a preparar la mesa, sabe que es mejor mantenerse lejos de la
cocina, pues el arte culinario en casa lo domina el papa, lo que convierte a la cocina en territorio
. prohibido para los demas.

Al sonar el timbre la mama acude a abrir; al abrir la puerta y ver a Dafne en su forma de
hada, se desmaya. Dafne ayuda a Elena a atender a su mama; cuando la mama vuelve en sl
Dafne ya esta en su forma de adulto, entonces Dafne muestra a la mama una figurilla idéntica a
ella, pero con alas, seguidamente le sopla para que la mama vea que es tan ligera que se puede
mantener suspendida, como una pluma. Y se la obsequia, asl la mama queda convencida de
que la figurilla fue lo que vio al abrir la puerta.

El papa en la cocina no se entera del incidente.

Una vez pasada la alegria y el entusiasmo por haberse encontrado dan paso a la comida
y, después, al tema que los ha reunido "la decoracién de la habitacion de Elena” es en este
momento que llega a la mesa la sorpresa preparada por los padres de Elena; ellos estuvieron
visitando una y otra libreria y asf fueron adquiriendo cuanto libro se les atravest sobre mosaicos

artisticos.
La mama toma la delantera y abre uno de los libros donde se encuentra una de las

teselas que mas le han gustado.

M- Mira Elena estas lagartijas estan hermosas, son de lo que mas me ha gustado, aunque

he de confesar que estas mariposas de colores me parecen més apropiadas para decorar tu
. . 26

habitacién™.

E- Si, la teselacion de las mariposas a mi también me gusta mas. Aunque tal vez con
otros colores, para las mariposas; o mds bicn sin csos circulos como ojos que ticnen ¢n las
alas; dan escalofrios verlos.

- Elena, csa cs una arma de las mariposas para cngaiiar a sus cnemigos.

*Coxeter (1988)




T

Mientras se discutla la propuesta de la mama; el papakbus:{:aba"_ enotro |ibré alguna
imagen que les querfa mostrar. Al fin la encontré y de la manera mas escurridiza' se colocd entre
Elena y la mama de modo que ésta tuvo que cerrar su libro. . -

P- Pero no pucden negar la clegancia de los mosaicos en pisos, paredes y techos en los

templos y palacios del mundo islamico. Por ejemplo
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Alcoba lateral del Patio de la Alberea, zdécalo norte.

P- ¢No te parece Elena que el arte mudéjar es mids elegante y delicado?

M- Considerando que a Elena le gusta (anto la naturaleza podria escoger alguna de las
teselaciones de M.C. Escher, que estin llenas de motivos de animales o personas, pero
sobre todo, de animales. -Intervino la mama entes de que Elena pudiera contestar.

P- Permiteme insistir amor, pero la decoracion en la habitacién de Elena luciria como
cualquier otra, si utiliza como tesela la imagen dc un animal u objeto de la naturaleza; y
sin embargo sé que lucini elegante y tinica al usar alguna de las teselas que los grandes
geometras de la arquitectura islamica disefiaron. Por ¢jemplo, ésta. - El papa rapidamente
les mostré una imagen en un segundo libro que tenia listo debajo del primero.

7 pérez (1995)
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Madraza de Qalaun, El Cairo.”

E- Papa ticnes razén las tesclaciones que nos has mostrado son hermosas pero... ;Crees
qué mi habitacion lucird tan Gnica, como dices, si utilizo algo que fue disefindo por
otros?

P- Tampoco creo que si utilizas un mosaico escheriano, seas muy original.

E- Pero que tal sies un pcrsonajc de fantasia, inventado por mi.

M- En ese caso jqué y como lo disefiarias?

E- No sé muy bicn, tengo algunos personajes en mente. Pero para cl como...‘ :

Inevitablemente todos voltearon a ver a Dafne, quien dijo:

D- Esa es otra "historia" y ya estd contada en otro lugar. 2° J
E- Pucs cuéntame aunque sca un poquito, ni modo que no tenga mi propxo discfio.
D- Pero necesitamos papel y ldpiz —E| papa fue a conseguirlos.:

Elena pensd que Dafne se la estaba pasando: mal al no. poder aparecer lo que
necesitaba pero la misma Dafne, de alguna manera, se Ias lngenio para hacerle saber que no
era asl. L R

D- Si tomamos cualquier poligono. que sirva de’ tesel X Lo' podemos deformar de
diferentes maneras, y scguird sirviendo como tescla.” Lies ;voy a mostrar dos de csas
maneras. :

La familia estaba muy atenta a lo due Dafne les Iba diciendo.

D- Por cjemplo un tridngulo.
P- 3 Cualquier triangulo? i
- Si. Por cjemplo en cste lrléngulo, marcamos un punlo ensu interior, Y dcsdc cse
punto trazamos I(neas hacia los vemces del trmngulo Asi: .

" MYJenestrosa (1998) -
“®Acufa (1990)

¥
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M- Pero ahi el lnangulo aiin no csta deformado.

D- Para “deformarlo™ imaginemos que cada lado del trigngulo es un espejo.
I’- ¢ Entonces estas curvitas sc van a reflejar con respeclo a este cspejo?

D- Sl Muéstrenos como quedaria el reflejo.

Los trazos de papa quedaron asl.

La curva que s¢ va a reflejar estd marcada mis &

gruesa que el “espejo” en el que se va a reflejar, Figura despuds de que reflejo el papa.

D- Perfecto.

M- Ahora deja que lo intente yo — dijo la mama mientras jalaba hacia ella el cuaderno. — Pura
mi, ¢l espcjo va a ser este lado del tridangulo.

Espejo que eligio la mamai. @

Figura después de que reflejd la mama.
P- Elena te toca.

Elena tomo el cuaderno, reflejo respecto al lado del triangulo que sobraba, y le pasé el
cuaderno a Dafne, quien dijo:

TESIS
FALLA DE OHIGEN
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Figura que queda al borrar el (rmnbulo y los trazos
de su interior.

Figura despuds de que reflejé Elena.
D- Fijémonos nada més... — Dafne borr6 el tridngulo, los trazos que habia en su interior y dejo
el resto de los trazos, como se muestra arriba a la derecha - en esta fi gum, |tenemos una
tescla!
C- Ten;,o un plan, puesto que ya sé que va a ser mi tesela y creo que este metodo me vaa
servir; dejemos esto aqui. Yo me voy a hacer mi tesela y que mis papas avcngﬂcn cémo
con la tesela que acabamos de hacer se forma un mosaico.
D- Casi estoy de acuerdo contigo. Sé que cstas inspirada pero (podrias cspcrar a quc 1c
muestre otra manera para disefar teselas? . ; .
E- Esta bicn.

Los papds ni protestaron por la sugerencia que habla hecho Elena y. que Ios involucraba,'
pues también esperaban con curiosidad conocer el segundo método prometldo por Dafne,’ i

D- Este método es de *“lo que le hace a un lado se lo haces al de enfrente ,l”or eJemplo en
un cuadrado (o cualquicr paralelogramo). i o

D- Dibujo una curvita en esta mitad, y en Iu otra mnud “la dlbU_]O hacia adentro del
cuadrado”. ’
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D- Hago lo mismo cn cl lado opucsto. Asi. -

- En los otros dos lados proccdcmos dc manera semc_mnlc Fs decir dcfomlamos un lado
yel lado opuesto de 1L,udl manera. Por eJemplo nsf

P-4 con esta figura se puede formar un mosaico!?
D-Si sc refiere a esto — Dafne borré el cuadrado dejando lo siguiente ~ la respucsta es si.

E- I’or favor tcmuncmos aqui /i
M- Espera Elena quiero saber algo, Dufn
hacia afucra y’ha

esn necesnno, que ]dS curvas, que se dibujan
adentro de un mlsmo lado, comcldan cnel punlo medio del lado?
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D-'Lo que ¢s necesario cs que las curvas que sc dibujan cn lados contiguos no se crucen.
Por ejemplo, con estas deformaciones — Dafne dibujé un paralelogramo y dos curvas sobre
lados contiguos que se cortaban, como se muestra enseguida.

U T S Ty aqui se cortan

las curvas
2

»
.
.
I3
I
.

P- Porque las lineas se cortan, la pieza que resulte ¢no serviria para hacer un mosaico? —
El papd tom6 el cuademo, deformé los otros dos lados del paralelogramo y borré el
paralelogramo, entonces la mama sefald sobre el cuaderno la misma regién que esta marcada
en el siguiente dibujo, y pregunto...

\ iPor dénde -

cortar, para
‘" obtener la
tescla?

M- Y aqui ¢por cudl orilla cortar?: - o BN
D- Como ven, trazos como €sos generan’ confusién, Pero, si sobre lados adyacentes
hacemos trazos de modo que no se corten unos con otros, por cjemplo...

A continuacién se muestran los trazos que hizo Dafne sobre lados adyacentes, sin que
se corten los trazos entre sl. ' :
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/

Curvas que no se cortan, trazadas sobre tados

adyacentes de un paralelogramo, Lados opucstos con trazos dc curvas idénticos sobre

cllos.
M- Ahora si, no hay confusién por dénde hay que cortar. — dijo ia mama mientras borraba ef
paralelogramo, y obtenia lo siguiente.

E- 4 Todas sus dudas ya han sido aclaradas?

P- Si.

M- Si.

D- g'T'e parece Dafne que nos veamos maﬂana cn cl mismo luparyala misma hora?

Una vez que Elena y Dafne acordaron ‘su cita, Elena se fue corriendo a su habitacién y
sus papas despidieron al hada

Actividad para el lector.
Construya por lo menos una tesclacion con las tesclas que la familia de Elena ha
construido.
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PARQUE 8
Elena llegd a la cita de lo mas puntual, mientras esperaba a Dafne, que se estaba
tardando mas de lo usual, decidio sacar sus disefios y hojearlos con calma. Mientras, Dafne
estaba suspendida detrds de ella, sin hacer nada de ruido a pesar de que estaba
sorprendidisima y maravillada de ver los disefios de Elena, que a continuacién se muestran.

En cuanto Dafne noté que Elena se comenzaba a desesperar por la espera, hizo que se
desvaneciera el disefio de la hoja y lo sustituyé con una teselacién, usando de base el disefio
desvanecido. Elena, entendi® muy bien que Dafne habia estado todo el tiempo ahi detras, y se
dedico a ver cémo, con sus disenos, se tendria una teselacion. A continuacion las teselaciones

que vio Elena.
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LAS MATEMATICAS DEL CUENTO

"En csta partc, pensada para profesores de nivel medio y medio supcnor,
lrutaremos ulg,unns cuestiones sobre geometria ¢lemental que han sido mencmnados alo
: larz,o del cuento.
l’rlmeramcntc, dcf‘ inircmos algunos elementos  de - los pdligbnos, despuds,
cnuncmrcmos propicdades y tcoremas de los poligonos (lnéngulos y cuadriliteros) que sc
utilizaron pum este trabajo. No todos los teoremas que enunciemos los demostraremos,
sin embargo, el lector interesado en Jas demostraciones que se omiten puede consultar la
bibliografia que se proporciona al final.
Los primcros tcorcmas que s¢ cnunciardn son sobre tridngulos, porque son
fundamentales para el estudio de los otros poligonos. Continuaremos con teoremas sobre
" cuadrildteros convexos., ‘ g
Después, sobre transformaciones del - plano--en - si »mismb, prcscntarcmos.

definiciones, construcciones, y las dcmoslracloncs que conservan éngulos y longltudcs

Finalmente presentaremos algunas de las def' n|c1ones sobre. teselnq Y. teselacxones ;

para poder acotar el término de teselnc on regulnr. Y conclunremos con el annllsns de una

tesclacién correspondicnte a un mosaico dc la Alhambra.
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, POLfGONOS
“"Una_curva cermdu sxmplc que oonsnste en: la unién-de. seg,mentos se llama

poligono® .slmple"“ (comunmcnlc pom,ono). I:Jcmplos dc poligonos son los snguncnlcs

Algunos de los clementos de un poligono se muestran en la siguicnte figura.
) lado AB del pol one ’

véstice E

A los segmentos que forman ¢l poligono los Ilamarcmos Iadm del pollgono. Enla )
f‘g,ura de arriba los lados del poligono son AB, BC, CD, DEy EI' ) : i

Observemos que al tomar dos puntos X'y ¥ en eI mterlor de un. pohz,ono, puede

succdcr que ¢l segmento rectilinco XY esté lolalmcmc cn su’ mtcnor, dcclmos cnlonccs "
‘que sc.trata de un poligono convexo; o bien. puedc succdc ‘
segmento XY no estén en el interior del pollg,ono, dl(cmos ent

poligono céncavo.

‘ pr{/léarnu“cm exo o fujlga_n

' Comienm y tcrmin en el mismo punto sin que ninguno de los, ! que la’ forman se
corten SRR L . )
2 NCTM (I986)
2 Velasco (1983)




Puesto que u lo Iurs del cue olamente ‘se uce referencld u polzgonos

i-convexos 'y su relaénon con. las teselacnones en:adelante umcamente nos efenremos a

lalcs polfgonos. o

Dccnmos quc dos vemce.s son consecutivos si:son: los: puntos_extremos ‘de un

.. mismo lado y son dlferenu.s.

Dos lados son consecutivos st gqiﬁ'pancn'un vértice, es decir dohdcvtc"é‘nﬁin;{"un -
" lado comienza el otro. k S ’ A .
Por ejemplo ¢l lado EF es consecuuvo con el F G porque comp
Cada uno de los dngulos dctcnnmados cn cl mlcrlor dec'un polfgono por dos Iados

consccutivos lo llamamos dngulo interior.

En el siguiente poligono sus ungulos mtermres son AEAB AABC ABCD
LCDE y £DEA . ; :




Cada uno de los un[,ulos mlcnores de un pol(g,ono convexo mide menos de 180°

Para enwntrar los angulo extenores de los poligonos convexos, en uno ‘de. sus

vértices, prolom,amos uno dc los lados del polfz,ono cn esc véruce como sc mucslra a.

continuacion

angulo :xtcrio)’
8 enel vértice A B
. i
’
A7
Pas
s 8
I'd

. Angulo exterior D
‘ en el vértice A !

Enecl chmplo anterior para cncontrar ¢l ﬁngulo cxtcno ‘en cl vérucc A no importd

si se prolongé ¢l lado AB o el lado £4, pues sx prolongamos ambos lados al mismo

tiempo encontriremos que esos angulos son opuestos por el vértice, es decir iguales. Para
encontrar los otros dngulos exteriores del poligono hay que prolongar todos los lados en

la misma dircccion como ilustramos a continuacion.

Dos dngulos son consecutivos si tienen un lado en comtn.

Se puede ver que el dngulo £DEF es consecutivo con el ZEFG porque tienen en

comun al lado EF.
A




86

TRlANGULOS
Los tnan{,ulos podemos claqnt' (.arlos\ por la relamon entre las longnudes de sus

de sus lados B

dos laclos ngua!cs
lAB| = BCL o :

Escaleno, ros lados difercntes
|AB|, [BC|y CD) diferentes

‘Eqmtcr. o tres lados igv::ilu
|AB|= [BC| = [CA|

Clasificacitn de triangulos por sus angulos

8
B i)
. c
A c c ) A
Obmd:mléng;dr:, ponl:quu en A Acutingulo, po}que cada |
uno de sus vértices el uno de sus tres &ngulos es
ngulo es mayor a un recto. l;e:téng:l:l; z:;%“: o7 meneraunrecto . ! .
" sus vértices enua : -
recto. 8
c
A .
. Equidngulo, porque
los tres éngulos son
iguales entre si

* Usaremos 48| para referimos a Ia magnitud del scgmento A8,




-Dos lnan&ulos ‘que tie

lados correspondlemes on;,ruemes e llaman tr congruenle_

Las partes correspondxentes entre trmngulo' on facnles de 1dent1f' icar; el contexto
da la pauta, ya sca porque cstdn marcadas en.un csqucma (o dlbUJo), [} porquc dcnlro dc
un enunciado estin especificadas. : S

En el dibujo anterior, por las marcas en los vemces de los tnangulos congruentes :

¥ las de los dngulos interiores, podemos suponer que las partes correspondientes son:

Lados Angulos
correspondientes correspondicntes
ABcon A'B’ £LCABcon £ C'A'B
BC con B'C’ £ABC con zA4' B'C
CAconC'4’ £BCA con £« BC'A’

Los tcoremas de¢ congrucncia para tridngulos proporcionan clementos para saber
con precision si, una vez identificadas las partes correspondientes entre dos tridngulos,
estos son o no triingulos congruentes, sin tener que utilizar aprecmcnones de figuras. Para

; demostrur dichos teoremas contamos con el axioma de congruencia para tridngulos que
: cnuncna Hilbert en The Fundation of Geometry,®
. Axioma (Congruencia de triangulos). Si dos lados y eI angulo comprendido de un
tridngulo son congruentes, respectivamente, a los lados y el dngulo comprendido de otro
-tridngulo, entonces cada uno de los dngulos restantes del primer tridngulo “es congruente *

con cada uno de los angulos correspondicntes 'dcl segundo.

* Smart (1994) -+
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e =[c*

4| =451

XCAB=<«C'A'B' : pdfﬁue ACAB es congruente con £C'A'B'

* congruencs.

“Este teorema lo identificaremos con LAl

® Se usard el simbolo <€AOB para referimos a la medida del dngulo ZAOBR~




89

Teorému Dos lriz’mgulos ‘q'on ’c'dngruemes si tienen dog iihguloe correspondientes
congruentes y el lddO gue compurten esds ahgulos tamblen congruente.
I)cmoslrnclén R L :
Scan ABCy A ‘B'C! dos lnan;,ulos (

Ios quc por hlpélcms

<ABC = «A’ Bc i ‘,porque éAb’C es congruente con £A4'B'C"
LBCA=<«<B'C'A* . - ki pqrque ABCA es congruente con Z8'C' A"

BCl=|pc| - © . porque BC es congriente con B'C!
|5C|=|B'C’| porq

A [

(cncmos que IABI—IA B] y como <ABC <A B C' y |BC|=|B'C'|, ‘

lnangulos AI:‘Cy A'B'C'son congrucnles :

Fstc lcorcmu lo ldcnm‘ carcmos con ALA. : .
Anu.s de demostrur el ‘tercer ‘teorema ~de congruencia’ para ~ tridngulos

enunciaremos otro teorema;
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Tedrem nu condxclon necesaria y sufi cxente puru gue un tnunpulo sen isésceles
es que dos de sus angulos udyacentes sean congruentes o

lcorcma : )os lrmngulos son congrucntcs si ue nen _tres lados corrcspondxcnlc
congruentes. :
Demostracion.

Scan ABCy A'B'C’ dos tnéngulos tales que:

|aB)=|4" 8 porque AR cs congruente con A'B' por hipélési‘s.'

|BC|=|B'C porque BC cs congruente con B’C"pqx: h'ibévlcsis. -
[ca|=]c 4] porque CA s congruente con C' A' por hipdtesis, -
, .
¢
»
o 1
c

Escojamos cualquier par de lados congruentes, por ejemplo BC y '‘B'C’ tales que los
véruccs C y C' scan opucstos a rcspccuvos lados congrucmcs En Ia rcglén del plano
ch mda por la semirrecta que inicia en C y pasa por B donde no csté A podcmos trazar
una semirrecta que inicia en C y pasa por un punto P, 'de manera que el angulo formado

por tales semirrectas sea congruente al ZB'C'A4".

Sobre Ia Scmirrcclzi quc i'nicia cn C y pasa por P existc un tnico punto )I" tal que A"C
cs con&rucnlc con. C A' Ahora,vcomo |IJC|—|B CI por lupélcs:s y, LZB'C'A" s

congruentc a éA"CBy C A' cs congrucntc a A“C por ¢l lcorcma LAL Ios tridgngulos
A'B'C' y A"BC“so

i on;,ru nlcs Fnlonccs sus lados y sus an[,ulos correspondicntes




tumbién son con[,ruenles, en particular A" B es’ congruente a A B' y como,A B' eq'

que XBA"C =«CAB' cntonces ABA"C cs conz,rucnlc :
] CO’rcvnji;, de

BA'C oy BaC

_lhmBién son

Teorema. Deslgualdad del ma I lo La suma de las longitudes de cualesquiera
dos lados dc un lnéngulo cs mayor que la longnud del tercer lado.

" Eslc tecorema nos dice que entre los tres lados de un triangulo necesariamente sucede que:

:'91‘_‘




i Por o tanto la suposicién |BC|=|CA|+]|48)] cs lalsa.
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 J4B|<|BCl+CA|
|I)C| <|CA|+|AB|
[C4) <|AB|+|BC|
Demostracion.

Supongamos que 0 < |AB| < [CAI < IBCI sin perdlda de generalldad

Demostremos una de las Ircs dcsngualdadcs an(cnorcs, por chmplo quc |I3C| |CA|+|AB]

Que la chIgualdad no

arcwrta qucrna ‘dccn; ;,quc |I)C] |(,A|+|AI3| o que
|5c|> |CA|+|A/3|.. :

Supongamos, pnmcro, quc /

[

Existe un punto A‘ en CB tal que 4B es congruente con BA y como

|CA|+|AB] |BC| IBA |+|A'C| entonces A'C es congruente c con CA o

: ~Dc lo anlcnor lcncmos que 1) ¢l tridngulo  A84" és |séscelcs y sus angulos LA'AB y’

: : ZBA A son congrucnlcs, y 2) cl tridgngulo 4' CA tamblén cs lséscclcs y sus éngulos

AAA'C y ACAA son congruecntes. Eso quicre dccnr quc E
<zBA A+<AAC «A'AB+<«xCAAa'. :

: Pcro <BA" A+<xAA'C =180° porque B, A' y Cson colmcalcs y

4:/1 AB+<CAN' = <CAB <180° porque ZCABcs un éngulo mlcnor dcl lrléngulo AIJC

Supon;,umos ahora que |BC|>|CA|+|A4B|. Existen puntos A y A" cn BC lalcs quc ABes

s con&,rucnte con BA' y A"C es congruente con CA.
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A' y A" no pueden ser los mismos puntbs pordﬁé cu_g‘ar»lkamos en el caso anterior.
Tenemos entonces que los tridngulos A"CA y ABA"" son isosceles,  entonces
CAA"C =«4CAA" y «A'AB=<xBA'A . ’

Observemos que €BA4'A+<CAA4' 4"+ <«A4' A"A+<AA"C 360°.

Usando las dos igualdades anteriores <A’ AB¥ ¢:AA'A "+ xA4'A"A +<|:CAA "=360°.
Como LA'A" A, ZA"AA' y LAA'A" son los éngulos interiores del lmingulo AA A",
entonces <d' AB+<cCAA"+(180°— (A"AA) 360" de aqul que

(A AB+«CAA"- 4:A"AA'—180° o .
Pero <A’ AB+ XCAA"-<«A"AA' < <BAC < 1 80° lo cunl no tiene sentido.

Por lo tanto [BC| <(CA|+|AB| y Ia suposn 16n cs falsa '

Probemos ahora que ]ABl < |BC|+|CA| :

Demostracmn : : Lo
Como |4B|<|BC], se tiene |AB|+|CA| BC|+|CA| porque <’|c,'4'|:;’~vf »
(48] <|BC|<|aB|+|C4|< [BC|+]CA| porque se acaba de demostrar |Bc| [CA|+|AB|
Por lo tanto |413| <|BC|+ +lca]. R e

De igual manera se prueba quev |CA|<|BC|+|AB
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CUADRILATEROS ,
En el su,ulente esquema presemamos una (.lusnf' cuc:on pdru cuadnlateros hecha
de mancra que cada cuadnlz’ncro no cumpla las caraclcrfsucas dc g,rupos diferentes de

cuadrildteros al mismo llcmpo

Cu‘ad:iliteros’ ;

Trapezoide l

) Paralelogramo :

No parul_ﬂqy’@? Ll

e Ron'!boide: E

"“Rombos no
cuadrados

Rect&ng\ﬂ“” lo: ‘/C“d"d%”k o
“'ne cuadrados : )
T

Trapecio
Isésceles

La definicién para cada uno de los cuadrildteros, cs la siguikcnlc:

Trupezoide, cuadrililcro convexo que no tiene lados paralelos,

Trapecio, cuadrilitero convexo que tiene (al menos) un par de lados opuestos
paralelos.

Trapecio no-paralelogramo, trapecio con exactamente un par de.lados opucstos

paraiclos.

Trapucm Isosceles, trapecio con exnctumente un pur de ludos opuestos pamlelos y

el otro par de lados iguales.

Paralelogramo, lrapCClO con Ios lados o cstos paralclo

Reclangulo.\ no cuadr adm paralclogra no cqulldlero, con us" cualro éngulos

rectos.

7 Tomuda ‘de un articulo ain no publicudo, escrito bor Dr. Otilio B. Mederos Anoceto y el
candidato a doctor Aldo M. Ruiz Péree, cl titulo del artfculo es "Aplicacién de In operacién de conceptos al
estudio de los cuadrildteros®,




l‘CClO. .

_Como esta claslf acién para cuadrllnleros ‘considera tanto a los lados como a los

angulos, dcl poligono, n sc‘darzin dos clasificaciones:(una por:los: Iados Y. otra por los

. angulos) como con cn cl caso dc los lrléngulos

Ahoru presenmremos lo. teoremns qobre cuadrlluteroe que fueron refendos alo

largo del cuento.

Teorema,. Sien un cuadrilitéro los 'ctlialro lados son cbngmcnlcs, el cuadrildtero
es® convexo. ‘ : D

- Demostracion,

Scael cuadrllélcro de Iados congrucnlcs AB IJC Cl) y I)A

* Un rombo " -
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Fijémonos en el tridngulo 48D, tenemos que 2a; + 0 = I80° porquc la suma dc”los

dngulos interiores de un tridngulo es 180°,
Asi quec 2a < 180°y 0< 180°, porque a y O son dlfcrcmcs dc cero 24 cada uno dc cllos

es necesariamente menor que 180°. :
Por lo tanto para cualquicr cuadrildtero cqunlélcro sus angulos mtenorcs son menores a

180°, ¢s decir es convexo.

Teorema. En un Qaralelogramo garee de dngulos ‘consecutivos son suplementarios.

Demostracién.
Sca cl paralclogramo u’ABCD s cnlonccsf ]os pax‘d dc.lado's'opukcstoks son paralclos.

_Veamos cuanto es <ABC +<BCD.

k Ohservemos que XABC =<«ABD + «<DBC.Y también observemos que

<«ABC = «<CDB +<DBC porque al trazar la dmgonal BDse tnene que ACDB y. AABD

son pares de dngulos alternos internos congruentes ya que AB es paralelo a DC por

 hipotesis, y DB es una transversal a ambos. )
Asf que €ABC + XBCD = «xCDB + <:DIJC+ q:BCD

dngulos los angulos intcriores de un tridngulo.

Por lo tanto, los dngulos consccuuvos dc un cuadnlé(cro paralclogramo son

suplementarios.
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Teorema. “Si en un cuadrildtero los lados_opuestos son iguales. el cuadrildtero es
un paralelogramo. SR y :

Demostracién. )
“Sca el cuadrildtero ABCD.

Al trazar la’ dm[,onul BD se formun los tnun;,ulos ABD;y_.CDB‘ 'Af'mmmos que son.

: cong,nxcq(cs, porquc IAIII—ICD] y |I)A[—|I)C| en’ ambos casos la lgualdad se cumplc'

\ parlc |bl)| -|/3/)| por xdcnll ad

en un mismo plano que forman con una 1mnsversal angulo
paralclas.? Por lo tanto los scgmentos DA y BC son paralclos. .
De mancra similar se prucba que los sc;,mcntos AB y CI) son paralclos, cnlonccs cl

cuadrilitero ABCD es un paralelogramo.

? Wentworth (1983)
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4 por los puntos medios de los lados opuestos de un

pa ralelogrumo es paralelu a los otros dos ludos opuestos.
g I)cmostrnclén. Gl

Teorema La fnea ra

Sca cl paralclogramo A IJ'CI)

‘ puntos medlos de lados opuestos en un pamlelogramo Entonces, po ‘
: congrucncla para tridngulos LAL los tridngulos ANM y ANB son cong iente
‘Eso quicre decir que <ANM = <«BAN por ser corrcspondlcnlcs ’ :
Por lo tanto AB es paralela a MN  ya que son dos rectas cortndas p : nsvcrsal AN o
con la que forman dngulos alternos internos iguales, como ZB pnrulela a DC por’

transitividad DC es paralela a MN.
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ISOMETRIAS

s .0l . RSN 10 N
- En "esta. seccion . presentaremos las - definiciones™ - de- las . transformaciones

isométricas que sc mostraron en la parte {inal del cuento.
Las transformaciones isométricas de un plano § en si mismo, son mapeos (o
transformaciones), que llevan cada punto P del plano S, cn otro punto del mismo plano,
éstas se caracterizan porque conservan longitudes y medidas de dngulos; es decir que si a

un poligono ABCDEF le aplicamos una transformacion isométrica, ésta lo enviard en otro

poligono 4°B’C'D'E’[F’ congruente a él.

transformacién, o mediante una succsné llamarcmos

composicion de transformaciones. El pnmer ‘momento ue odamos aprccmr lo que es

una composicion de lransl’ommcxoncs_sc csenicmos Ia ‘transformacién

deslizamiento-reflexion y el segundo momemo erd durante el unﬁlisisfde una teselacion,
la cual esta al final del trabajo. : .

Otra caracteristica lmponume de lus tmnsformacmnes, (= que envian cada punto A

del plano S a un unico punlo A dcl mlsmo plano S e mnncra gue si Lconocemos quicn cs

A’, pero no necesamumente A, y mmblen conocemos lu trunsformnclon que le fue aplicada

a A, aplicando la Iramf )rmau

' Para tal 'élfécto Sé';:pnshllo Eves (1969).
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TRASLACION.

El siguiente dibujo podemos decir que estd compuesto de duendes idénticos en
forma, a aunque no cn color; fijémonos en un par de ducndes que scan’idénticos tanto én

el color gris como en la posicién en el dxbuJo e identifiquemos con P y P’ las pumus de,

sus sombreros, nos fijamos cn cstos punlos por ser puntos corrcspondxcnlcs.

igual magnitud, cs decir |48]= |I’I’ |, y por otro lado, encontramos quc cl rccomdo dc I’ avi

P’es el mismo que de 4 a B. De la misma manera, todos los puntos Q del duende de la P,

scrin llevados a los puntos correspondicentes (0, del duende de la £,

P

Entendemos por trastacion T(AB) la transformacién de S sobre si mismo qﬂe .
transporta cada punto 7 del plano al punto /”, del mismo plano, tal que 7P sca dc la
misma magnitud y, del mismo sentido, y paralelo a AB. El vector AD se llama vector de

traslacion.

"' Es decir un segmento que inicia en A y termina en B (sentide), que nos indica hacia dénde
(direccion) y cudnto (magnitud) hay que mover un punto /.
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Trazos para haccr una traslaclén. punlo a punlo. :

i fPuesto que pum hacer una trasldcmn se nec.esnun vectores puralelos,:miciurcmos con ¢l

tra70 dc reclas paralelas.

Trazar la recta paralela a una recta dada | por un punto P fuera de ella.

Con centro en /? trazar un arco |.
quecoricalen Ay B,

Con centro cn B y- lu mlsmu e
aberturu ]PB[ se, truzu unare
del Iado de Idonde estd

Con centro en P y radio IABI

trazamos un arco que corte al
anterior en Q.

La recta que pasa por Py Q es
la recta buscada, porque en el
cuadrilitero A BQP tenemos que
|PA)=|BQ| y |4B|=|PQ| por
construccion, que ademas son
parcs de lados opucstos
entonces (enemos un
paralclogramo.




£ buscudo.

2102

“Trazar un segmento paralelo a un segmento AB.

| Trazar una recta m .paralela a la recta
que pasa por el segmento AB.

Sobre cualqulcr punlo I’ de nt lral,ar un :
arco en la sentido -de 4a B con radno

jas).

) Sea @ el punto de lnterseccmn ‘dé i con |
el arco. S :

| EL.- segmento I’Q és f;'él ‘segmento

‘Q,

*Se cucnta ahora con los elementos para hacer

Con estos trizos se klleva"él punto 2 al pun

en base al kv‘eccvt()rv' AB.

t_raélééié d04 un 'polf_go'nc;.
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Sea tin poligono ABCDE, y él vector de fraslacio’h FG . Hacer la traslacion del 'p()lignm)

conrespecto al vector.

los teoremas de congruencia para triingulos.

Una mancra de triangular ¢l poligono cs, desde B lra‘;/.ér I

poligono quedara asi:

diagonales, entonces el -

Traslademos cada uno de los triingulos generados, por ejemplo el EAB.

1.

Se hacen copias del vector 7¢. De manera
que cada copia inicie en cada uno de los

vértices del tridngulo.
Se identifican los puntos finales de los

 vectores que comienzanen £, Ay B’ con Tns

letras £', A', y B' respectivamente.

Se unen los puntos E’, A'y B'. Y se obtiene|"
asf el tridngulo E‘'A’ B' que es la traslacién
del tridingulo £AB.




£’A’B’ son congruentes.
Observemos el cuadrilitero AA 'B 'B si logmmos ver -que se. tmta de un pamlelo;,ramo o

tendriamos que los segmentos AB y A B! son congrucnlcs.,

Teorema, El cuadrilitero A4’'B 'B esun Qamlelogmmb. :

Demostracion
|44’ = |FG|
|BB'| = |F ¢] en ambos casos por construccion.

AA ' es paralelo a BB', porque AA'y BB'son paralelos a FG.

Por lo tanto AA'BB’ es un paralelogramo, porque Si_en un_cuadrildtero un par de lados
opuestos son iguales y paralelos, el cuadrilitero es un paralelogramo. De aqui se
concluye que A8 es paralelo y congruente a 4 °B”. )
De la misma manera se puede demostrar que los cuadriliteros A4 'E'E y EE’B’'B son
paralelogramos y entonces: AL es paralelo y congruente a A'E’, y EB es paralelo-y
congruente a £'B’. De donde inmediatamente se concluye el siguiente teorema.

Teorema, Si_el triangulo £'A '3’ ¢s el tridnpulo trasladado del £48 bajo ¢l vector de

traslacién FG, los tridangulos son congrucntes.

Como los tridngulos EAB y E'A’B’ son congruentes también lo son sus dngulos
correspondientes. Entonces podemos decir que la transformacién traslaciones isométrica,

La traslacion del poligono tendria el siguiente aspecto:
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ROTACION,

En el snguncnte dlbu_;o hemos identificados dos blchos m.gros, y ln puma de'la cola
"dc cada’ uno la. hcmos identifi cado con unn I’ y una Py obscrvcmos quc mcdlzmlc una

.-traslucmn no puede ser llevado un blcho en otro, pero veamos como sx medmnte una

; rolaclén.

Diremos que cada bicho es llevudo en el otro’ SI pam cuda par de puntos
'corrcspondlcnlcs Qy @’ cl dngulo £Q0Q!, dondc o es el punlo ‘donde coinciden las
cabezas de bichos blancos y negros, es de la misma magnitud, tiene el mismo sentido yel

mismo vérticc que ¢l dngulo ZPOP', y ademds si la distancia de O a Q cs la misma que

de O a Q', es decirsi |0Q'|=|0Q)|.

P

Fnlcﬁdcmos povr rotacién R(0O,0) la transformacién de S sobre si mismo que lleva
cada punlo P del plano al punlo P’ dcl mismo, tal que JOPY = 0P| y «POP'=0, dondc
'O es un punlo fijo del plano y 6 un determinado dngulo con sentido'?. El punto O se’.

llama centro dc la rotacién, y Ocs cl angulo de la rotacién.

2 por convencion, si cl dngulo_sc generd al girar, uno dc sus lados, cn sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj, entonces éste es positivo, si no cs negativo,
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Tra/os para haccr una rotacuén, punto a punto.

Ratar un punlo P un ungulo <XAOB y centro de rotacion cl vértice del angulo. g

Truzar una’ semlrrecta que mlcxe 0 y pase i
porP - : iy

s lrzuar Aun arco’de circunferencia con centro [+
. cn O quc corte a OA; OBy OP.en'X, )’yX’ L

5 luna con cemro en Xy ld otra con centro en T

- " A" ,k
- Sea ¥ el punto de mterseccxén de ln
‘| segunda circunferericia con el arco,

| Trazar una semirrecta por O que pase por
Y. Por 1ltimo, trazar un arco con centro en
O y radio |OP|, de modo que cortc a la

semirrecta en un punto P’. Los triangulos
XOY y X'OY' son congruenies porque
por construccion sus lados correspondientes
son iguales, entonces los dngulos
LAOB = ZXOY y £X'OY' son iguales. Y
como por construccion |[OP|=|or.

punto 2’ es el rotado de .
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Rb/uf el palig(;no ABCD_E, un a’hgulb fgua( a «<FBG y centro de rotacién el vértice B del -

/)allgono. -

Aprovechando la triimgulu,ciékn deliy pkolll'gonoy,khechu para la traslacion. Rotemos el
triangulo EAB. : : L : ‘

Apliquemos los trazos, antes descritos, para la rotacién de 4 y E: sobre B no
podemos aplicar la rotacién porque cs el centro de la rotacién. Oblecnemos asi cl

triangulo rotado £'4'B.

D
La rotacion de los otros trigngulos que forman el poligono, se hace de maneara

semejante.
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. Para verificar que la rotacién cs una transformacién de un plano 'S en'si niismo que -

conserva medidas de segmentos y dngulos, debemos demostrar que los tridngulos E4B y :
E'A’3 son congruentes. Porque si los tridngulos ABE 'y A'BE' son congruentcs, también lo

son sus lados y dngulos correspondientes.

Teorema. Los tridgngulos ABE y A'BE' son congruentes.

Demostracion,
[B4] = |54 ' '
|BE| = [B'EY| por construccién de la rotacién

Obscrvemos que
LABE =<« ABA'- <« [EBA'
Pero como

<ABA' = <EBE"' por ser congruentes £ABA' y ZEBE" al éﬁgulo’dc folacion
Entonces = s : R Lo :
CABE = «<EBE'-<<EBA'

=<A'BE' )
Por lo tanto, por ¢l tcorcma dc congrucncm para lrnéngulos LAL los m{mgulos ABE y'
A'BE" son congrucntes. -

Como los - triangulos ABE y A’I)F n-icong 'cnlcs \lamblcn,lo son sus anl,ulos

correspondientes, Entonces podemos ecir que la tmnsformucnon rotucxon es |sometnca

La rotacion del pblfgono tendﬁn el sigm
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REFLEXION.
: Fijémonos en los puntos 7 y P’ marcados en el dibujo siguiente, ellos determinan

"¢l scgmento PP, tracemos la recta /, perpendicular al segmento por el punto medio del

misn_m, es decir la mediatriz del segmento PP, Si para cualquier punto Q de la flor que

éoyniiycncb'al punto P, existe un tnico punto en la flor que conticne al punto 2, de mancra

“que la recta / también sea mediatriz del segmento QQ". Entonces diremos que Q° es el
Vrcﬂcr:jo de O réspcclo al. k

En general si Q es cualquier punto del mismo lado donde esta P respecto a la recta

1, existe un Gnico punto @, del lado contrario donde estd 7 respecto a /, de manera quc la

recta / también sea la mediatriz de QQ°, diremos entonces que Q' es el reflejo de @

respectoa /.

e
: .: :’::":‘ ‘:; : :‘“:3
. (R} . . . vy

IOP| = |OP| lo" .o ". ..‘"’.-

y o 0, ,8W P )
: PP’ perpendicular a J .:“I &® :'.";3

S s rat i
" - ot o
.l a -y

Entendemos por reflexion R(l) en la recta fija 1, a la transformacién de S sobre sf
mismo que lleva cada punto /7 del plano S al £’ del mismo plano, de mancra que / sca la

mediatriz de PP’. La recta / se llama eje de la reflexion.
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* Trazos para hacer una reflexién, punto a punto.

Trazar la recta perpendicular a una recta dada | por un punto P fuera de ella...

Con centro en P trazamos un arco que corlc a /
en dos puntos A y 3.

Con centro en 4, y lucgo cn B, y con radio|
IAI’, trazar dos arcos, del lado contrario a P

respecto 1 AB. Sea Q el punto donde se cortan
los arcos.

‘Trazamos la recta que pasa por I’y Q.
Obscrvemos que los tridngulos B0 y APQ
son congruentes porgue por construceion, sus
lados correspondicntes son igualcs, entonces
también sus dangulos correspondicntes son
iguales, cn particular </’QA =<«<POB.
Fijémonos ahora cn quc ¢! tridngulo B4 cs
isosceles porque por construccion |4Q|=|08|,
entonces tenemos que XBAQ = x(QBA, de las
tres igualdades anteriores tenemos que por el
teorema de congruencia para tridngulos ALA |
los tridngulos HAQ y BHQ son congruentes,
entonces también los son sus dngulos
correspondientes, de aqui que

AQHA = <BHQ=90°.y PQ sea
perpendicular a 4B .
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- Hacer la reflexion de un punto P respecio a una recta I,

Tracemos una perpendicular a / desde P.
Sea' O el punto de interseccion de /con la|
recta perpendicular.

Ahora tracemos un arco dc circunferencia
con centro en O y radio ]OP], del lado
contrario a donde esta P respecto a la recta
{, de manera que corte a la recta
perpendicular & / en un punto que
llamaremos P°.

P’ es el punto reflejado de P respecto a /.

Para verificar que la construccion anterior cumple con la definicién de reflexion,

demostraremos cl siguicnle tcorema, sobre la construccién.

Teorema. La recta / es [a mediatriz del segmento PP’
Demostracion,
Sea H cualquier punto sobre la recta /

Como -|OP|=]0P"| por construccion y |oAH|= IOHI por ldentldud :
- ademds los dngulos «<POH = «<P'OH =90°, porque PP’ es perpendnculdru l por 0 por

. construccion.
Por lo tanto, por ¢! tcorema de congruencia para tridngulos LLAL, los triangulos HOP y
HOP' son congruentes. Y también 1o son sus lados correspondientes, cn particular

|PH|=|HPY y [PO|=|P 0.
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Delo anlcrlor se desprende que siendo H, cualquner pum dcl c is‘l‘zi;‘de P ‘y‘ P
por lo tanto lesla mcdlatn/ de I’I" , ; ‘

i quc sc
dxo en un prmuplo estamos ya en condlcxones para hncer la reﬂcxmn de un poli’bono

Sea un poligono ABCDE, y la recta m. IHacer Ia reﬂexlon del pa/lgona con re.speclo ala

recta m.

Para vcrlllcar que Ia rcﬂcxné ' lransl’ormaclon dc un plano S en si mismo
que conserva las propledades met cas de: Ios polf;,onos, “debemos demostrar que los

tridngulos £EAB y E'A'B " son cong,rucntcs. Para lo cuul se ncccsna demostrar antes que los

tridngulos APQ y A' I’Q son com,ruentes, I’); Q son puntos sobre la recta de reflexion.




I

Tcorema. SiA'es el reflcjode 4 _respecloalarectam, y £y O son dos gunlos de

m, entonces los tridngulos A’Q y A4°Q son congruentes,

Demostracion.
Scan A y A’ un punto y su rellejo respecto a la recta m, y scan I’ yQ@ dos puntos sobrc m.

[Pa|=|P4] ~ por estar P sobre. 1.1 medxutnz de AA
loA|=|oA]| - porestar Q sobrc la mcdmtn/ de AA e
|PQ|=|PQ| por identidud. T
Por lo tanto, los tridngulos APQ y A PQ son congruentes, y entonces Im angulo
LAPQ y £ZA' PQ también son congruentes:: ™ ; Ea :

Ahora vamos a demostrar que los segmentos AE y 4 'E’ son congruentes.

Teorema. Si_con respecto a la recta m, A' y E’ son el ‘reflejo de 4 v £
respectivamente, v 2 es un punto dc m, entonces los tridnpulos APE y A'PE’ son
congruentes,

Demostracion.
Scalarcctam,y A'y E'c¢l reflejo de 4 y E respectivamente. Y scan /2y /1 puntos es m
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|Pa|=|P4| por estar P sobre la mediatriz dedd’.

[PE|=|PE] por estar £ en la mediatriz de ££°
LAl =xA' P se tiene del teorema anterior, -
<EPI = E'PII se ticne del teorema anterior.

Entonces «AP’l] —<<EPIl = <A' PH —<<E'PIT .

Dec aqui que <«xAPE=<A'PE",

Por lo tanto por ¢l teorema de LAL, los tridngulos APE y - A'PE’ son congrucntcs y sus
lados correspondicntes también, cn particular AE y A'E':

Por altimo demostremos el siguiente teorema.

Teorema. §i con respecto a la recta m el tridngulo  £'4°B’ es el reflejo del tridngulo
£AB entonces los tridngulos son congruentes.

Demostracion.
|EA|=|E* A
|48|=]4" B U
|BE|=|B'E| en todos los casos como consccucncna del teorema anterior,

Por lo tanto, por ¢l tcorema de congruencia para lrléns,ulos LLL, los tridngulos EAB y
E’A’B’ son congrucntes, y lo mismo sus lados COrres, ondlcnlcs

La reflexion del poligono tendria cl sxguncnlc aspccl
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SEMIGIRO.

En el dibujo siguiente, hemos marcado sobre el lomo de una lagartija un punto
con una P, y ¢l punto correspondicnte dc otra lagartija igualita con /°, podemos llevar cl
punto P en el punto P’ mediante una rotaciéon de 180°, sin importar si el dngulo es
positivo o ncgativo, ¢l centro de rotacion debe ser ¢l punto medio de /7', que como se
puede apreciar en el dibujo es el punto marcado con O, donde coinciden los codos de
cuatro lagartijas. ‘

Si trazamos los segmentos que unen los puntos correspondientes de las lagartijas,
a las que nos referidos, cncontrariamos que todos tienen a @ como su punto medio.

. ‘ Los trazos para realizar un semigiro, que es una rotacion de 180°, son mis
sencillos que los que hay que hacer para una rotacién comtin, como veremos mas

adelante,

P

Entendemos pb\rjfrcﬂexi(in (o semigiro) R(O) en el (respecto al) punto fijo O, del
plano S, la lransformaciéh de S sobre st mismo que lleva cada punto £ del plano al /' del

- mismo pluno,iiul qué Oééu el punto medio de PP". O se llama centro de la reflexion.
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Trazos para hacer un semigiro (o rcﬂcxi('m'rcsp’ccvto a un punto), punto a punto.

‘Hacer la reflexion del punto P respecto al})’uhl\o 0.

Trazar una semirrecta que inicie en P en la
.| direccién de O. B
L [o]

Trazar un arco de circunferencia de radio
IOPI con centro en O, del lado contrario
donde esta P.

Sea P’ el punto de interseccion del arco con

la semirrecta.
P’es el reflejo de P respecto a 0

Sean el poll'gano A b‘CI)E, y eI ' pu ‘o O; F'I'_Iacef el semigiro del pbl(’gono con respecto

al punto O

c

Como se ha vemdo haciendo se semn{.,xrurn, respecto ul punto 0, l'micameme el

mangulo EAB. De acuerdo a los lr'vos anlcs dCSCl'IlOS la rolacxén qucda, como sc¢ aprccm

enla sxf,unente t'z,uru
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Al demostmr que loq lados correspondlentes jde los trlnngulos

40y EAOsén

conz,ruemes, esmrfamos en p05|b|l|dud d(. demostmr que \dxchos tnum,ulos son
com,rucmcs por cI tcorema_ de congrucncxa para lndngulos LLL Adcmzis, basln con
demoetrur que un par de ludos correspondlemes son con&,ruentes, por eJemplo EA y E A’

porquc la dcmoslraclén para la congrucncia cntre los olros parcs de lnéngulos scrd lgual

Teorema. Si con respecto al punto @ el segmento E'A es el rcﬂem del eegmento
LA, entonces los segmentos EA y E'A ' son congruentes. i

Demostracion.
Sean los segmentos LA y E' A’ reflejados respecto al punto 0.

i
A '.__,--—' '_— K |
/.-- ""‘
Ef-*”
Tenemos que
|AO| = IOA '] por dehmclon de l'tEﬂC_l()
6 dc rcﬂcjo. r

|[EO|=|OE] también por dcl'm

por ser opucslos por =

Por lo tanto, por ¢l tcorema dc conz,rucncm ‘ AL los tnén[,ulos FAO y:
E'A'O son congruentes, entonces sus-lados orrespondlentes EA y E 'A tambxen son

congruentes, es decir IEAI IE AI
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Teorema, Si con respecto al punto O ¢l tridnpulo £'4'B’ es ¢l i—cﬂcio del tridnpulo

£48B entoncees los tridngulos son congrucntes,

Demostracién, ' :
Seaclpunto 0,y ¢l triangulo £'4'B' ¢l reficjo del trigngulo EAB, rcépcclo a0,.

Se tiene que ,EA,:,E’A’,, ,AB,=|B'A', y ,BE’=,B'E', en los tres casos, como
consecuencia del teorema anterior, S ; R

Por lo tanto, por el teorema de congruencia para tridngulos LLL, los triingulos £4B y -
L£°A’B’ son congruentes. . L e
Lareflexion del poligono respecto a un punto O tendria el siguiente d.f;pe_{;‘:tq.,' o
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DESLIZAMIENTO-REFLEXION, _
' Claramente en el dlbu_]() de la derecha, cada jinete y su caballo, ya sean de color
claro ) ;,ns los podemos llevar en otro jincle y caballo del mismo color mcdlanlc una
- traslacién. Pero para llevar un jinete y su caballo de color claro en uno dg colorvgryls,
viceversa, cs necesario hacer una traslacién, porque los jinctes claros y grises. cstan -
kdesfnsudos, pero con la traslacién no basta porque cada punto P del jiheie élnm sera
llevado a un punto '’ que no cs ¢l correspondiente de P, también cs niecesario hacer una

reflexion, para asi cambiar el sentido *hacia donde avanza™ cada jinete con su caballo.

r- P
. B .
P .

¢ A

l:nlcndcmos por dmIlzamlenlo-reﬂexmn G(l, AB) la transformacion de§ sobrc sf
mismo que transportu cadu punto P del plano al punto P’ del mismo plano, de munera que-
si 'l es cl punlo lruslndado dc r respecto al vecetor AB, P'escl punlo rcflcjado dc I”' :

respecto auna recta t' _|a 1 paralelu adAB. La transformucnon G(I AB) se puede ver como :

la compostcnén R(I)T(AB) quc a cada punto I’ dc un plano S lc a51gna un punlo l dclk

mismo pluno, d(, la mdmra ante descntu' La recta 1 se lluma e_| X el desllzamlento-‘

rcﬂc\lén y AB veclar dcl dcsh/nmlcnlo rcﬂcxxén.
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“'l‘rxuos paru hacer un desluamlenlo-reﬂexmn, pun(o a punto.r -
to 1’ re: ‘pecto nl vector AB y l.x rectu {

Hacer el de#hz‘muemo reflexion del 'p

.quepasa pordy B.

A

Como se puede apreciar en la siguiente pagina, el resultado esel mlsmo si pnmero
sc hace el deslizamiento de un punto £ cen un plano S y lucgo la rcﬂcxlén, o viceversa.

Haremos primero la reflexion.

Reflgjar ¢l punto £ respecto a la recta que : R ““’ RS B
pasaporAy 5. : N T
Sca I’ el reflcjo de 7 : ) SN e
. Q'
,,/"’ ;)
'P’"—’ .
A

Se traslada el punto P’ con el vector' AB
Sea P'’ el punto trasladado de P°. k

El punto P’ es el deslizamiento- reflexién
de P respecto a AB y la recta que pasa por
AyB.




u.mmlo como veclur de Iraslaclon el F G

Después de que le aplicamos los trazos antes descritos a cada uno de los vértices

del poligono ABCDE obtcnemos cl poligono A'B'C'DE’. : _
Unicamente falta demostrar que el deslizamiento-reflcjo de-un lriénguié; cs -otro
tridngulo congruente al primero. Y con ello habremos probado qhe las trﬁnsformaciones,
antes caracterizadas, de un plano S sobre si mismo, conscrvan las propicdades métricas de

triangulos y por extension de los poligonos.

‘Feorema. Si con respecto a un vector FG el trianpulo E''A ”B" cscl dcsllmmlcnlo-
reflejo del triangulo EAB entonces los trisngulos son congruentes.
Demostracion. :
Sca cl tridngulo £'A'B* cl trasladado del tridngulo £A42, respecto al vcclor' G
Entonces los tridngulos son congruentes.
Sea el triangulo E"A"B" el reflejo del tridangulo £'A"’ B' respecto a lu recta’ que pnsa por -
FyG. o
Entonces los tridngulos son congruentes. sl
Por lo tanto, por la transitividad de la cong,ruencm los tridingulc
congruentes. S :

Con los trazos dc ad ] Aransfonnacné aphcados vvgunus I'guras planas,

podemos crear un mmmt.o, dé estos hdy una gran.; varledad dlversxdud u contmuncmn

veremos las caraclcnsllca dc vlg, nos de cllos.
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. TESELACIONES
Una teselacién es un ensamblaje de piezas que cubren el plano sin sobre

posicioncs y sin dejar huccos, A las picvzas del cnsamblaje sc les llama reselas.

Ny . \
N NTATAST
FAIAR \ /A X

) L__-/.'~&-\ Y N\
wd N S\ / ,—-,(HX A N\ ><

Obscrvemos que la teselacién anterior estd compuesta por tres tesclas diferentes

que tienen forma: hexdgono, triangulo y trapecio isosceles. Por ello la identificamos como
tesclacion triliédrica;

Si una teselacion estd compuesta por una sola tesela se le lama monohédria, y en
general, si estd compuesta por n tesclas diferentes de llama n-hédrica. La tesclacion
siguiente es un e¢jemplo de monohédrica, aunque la tesela que la forma esté iluminada en

diferentes grises.




En una tesclacién, dadas’dos teselas; ‘encontraremos que sil interseccion’plicde ser:

vacia, o puede consistir-en‘un’ conjunto~de puntos ‘de manera’ que-formen-una’ linea o -

“un’ conjunto de’ puntos aislados.’ Los  puntos’aislados los

segmento, o pucde consistir
identificaremos como vértices de la teselacion y los segmentos o lineas como aristas de

la teselacion. .

La tesclacién anterior, cs una tesclacion dihédrica, compucsta por hexdgonos
equiliteros y cuadrados. En la teselacion encontramos dos tipos de aristas, uno tipo de
arista'es donde sc encuentran un hexdagono y un cuadrado, y cl otro donde se encuentran
do$ hexdgonos. Ademds encontramos dos tipos de vértices, uno donde segncuéntr&n unf;

: cuadr;ado y dos hexdgonos, y otro dondc se cncuentran tres hcxégbnos.: Los iyérticcs; ,‘llosA'

aristas y las teselas son los elementos de la teselacion.'

En la tesclacién anterior los lados de los poligonos coincide

teselacion, pero esto no necesarinmente es asi en todas las tampoco
necesariamente cada’ vértice de la teselacion coincide con:cada vértice de las tesclas;
como veremos a continuacién.'® Observemos, en la teselacion de la pagina siguiente, que

los puntos aislados que resultan de-la inerseccion de la tesela ‘T con las teselas que la

13 Grinbaum (1987)

”Gr(lnballl‘n(l‘)87) TESIS Cpi?
FALLA DE Ci..dN
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rodean son: A, C, D, E y G, éstos son vérlﬁcAc(s“ dela lcsc':vquxén;‘mbi,cfmras que: los vértices
de Tson A, B, C, E, Fy G. Ahora obscrquq% que'los segmgnt’bé que forman la tesela T
son: AB, BC, CE, EF, FG y GA, pero l'os\ilr}'isl'& de'la 'leselt‘;biéhgalrcdgdovr de la tescla T
son: AC, CD, DE, EG y GA. o : S

‘ '/'\ 1-'\ p 7 ™
r sl NS N A
LN k] aA

Si a una teselacion le podemos aplicar alguna de las transformaciones isométricas

entonces dircmos quc: sc trata dc una teselacion simétrica. A alguna de las tres

teselaciones hasta ahora presentadas se le puede aplicar alguna de las transformaciones

¢eudl?,
" En algunas teselaciones como la siguiente:

solamente le podemos aplicar la transformacion identidad, es decir la transformacion que
cnvia cada punto, cada arista y cada tescla en cllos mismos. Obscrvemos que ecn la

teselacion anterior cada una de sus teselas es un poligono diferente a los otros que la




.\componcn. JPodria usted hacer una tesclacién compuesta_dc, nbili' o pocas  tesclas

diferentes pero que solamente admita la trnnsformaclén ldemldud?
En algunas tesclaciones, como las siguientes's, solamente sc pucdc aphcar una de

‘las transformaciones isométricas.

En la tesclacién i solamentc se admiten rotaciones con un édngulo 0, cn la
teselacion ii solamente se admite una reflexioén y una rotacion de 120°, y en ]a teselécién B
iii la inica isometria quc sc admitc cs una traslacion. : e
Sl una teselacnon simétrica admite al menos dos traslaciones no puralelas entoncesv
: la teselacion scrﬁ llamada permdxca, cada tesclacion periddica ticne asociada una latice.
Los puntos de la latice. Son los vértices de una teselacién formada por teselas en forma de

paralclogramo, cn,;la~cu§1IA los’ erértlccsv de la latice coinciden con los vértices de los

.sdm‘.;huum:(;f)sn’ TESIS Cni\]
| o FALLA DE (:GEN
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paralclogramos -y los - aristas dc la tesclacién coinciden con' los lados dc los

paralelogramos. Observemos la siguiente tesclaci()n"’

Estd formada por hexdgonos y paralelogramos congruentes, y algunos
paralclogramos cstdn marcados por un punto. Se puedc apreciar cémo mediante las dos
transformaciones de traslacion no paralelas que también estin marcadas, se puede llevar

- cualquier paralelogramo marcado cn cualquicr otro que también esté marcado dejando a
“la teselacion tal como estd. : ’
Para marcar la laticc de la teselacion anterior uniremos mediante segmentos

punteados los puntos que se distinguen dentro de los paralelogramos.
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Ahora penscmos cn una teselacion compucsla dc poligonos dondc se cumplan las

s15u|entes restricciones: ;
(1) todos los poligonos en son congrucntcs: :
(2) todos los poligonos son regulares.
(3) todos los vértices son congrucntes. ) .
Respecto a la condicién (1) consideremos™ solamente  aquellas teselaciones
simétricas donde con alguna de sus trasformaciones s¢ puede llevar cualquicr tescla cn
cualquier otra, a este tipo de teselaciones se le conoce como isohédrica. Podemos
observar que cada una de la tres teselaciones de dos paginas atrds cstd formada por uha
sola tesela, -
" Respecto al punto (2) observamos que la teselacién iii cumple con éuc ;Qdas :su's .

teselus, ademds de ser congruentes, son poligonos regulares.

En cuanto al punto (3) observemos que cn la tesclacién i hay lrcs upos dc vértlccs :

“uno ‘donde coinciden cuatro poligonos, otro donde comclden tres y tro don e comcnden

»scns, por cllo sus vértices no son congrucnlcs El punlo (3), lamblé s¢ pucdc cntcndcr dc o

las transformaciones que son aplicables en ella, entonces lu tesel
isogonal (o isotoxal, en ¢l caso de los aristas). o

Recordemos que los elementos de una teselacion son sus vertlce V), urlsms (E) y.

tesclas (1) que simplemente se pucde eseribir como la tcma (V b l') llamada lamblén

bandera de una teselacion; si en cada bandera de una teseln 6n umplen’ las tres-kf

restricciones anteriorces, tenemos una tesclacion regular.
Si en una bandera concurren n aristas y poligonos congrﬁente I'éngulo interior,

de cada uno sc csos poligonos serd 360°/n, cnionces para tcncr una tes lacién cgular n:

solamente puede tomar los valores 3,4 y 6.- Lo cual se demuestra en el siguiente teorema.
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Teorema. l.os Unicos poliponos que pucden formar una lcsclacnén repular son cl
trigngulo, ¢l cuadrado y los hexipono rcgulares.

Demostracién. . -
Recordemos que wna teselacion regular esta formada po le.sela.s (pollgano.s)
congruentes (iguales) entre si. . .

Sca X cl valor del éngulo interior de un poligono regular - -
entonces X 2 60° :

Y sca n el nimero dc tesclas que se deben colocar alrcdcdor dc un vérllcc cn una

teselacion,
Sc ticne entonces que 11X = 360°
luego n60° £ nX=360°
n60° < 360°
Dc csta mancra n=1,2,3,4,566.

Pcro n# no pucde ser 1, 2 o 5 porque no existe un poligono rcg,ulnr cuyo éngulo
interior (X)sca 360°, 180° o 72°, RN
Entonces n solamente pucde tomar los valores dc 3 4 o 6 y X los dc 120° 90°
60°, respectivamente.

Por lo tanto los poligonos regularcs con los quc sc pucdc haccr una lcscla rcgular
son: ¢l tridngulo, ¢l cuadrado y cl hcxabono. R o
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. ANALISIS DE UNA TESELACION
La sigqig’r}‘t_e ‘t'(;rse;lz_;(":ib‘nrl‘? (xzqunerdd)la podemos encontrar como motivo decorativo

-en la Alhambra (derccha); en el paso de comunicacion entre el Mexuar y ¢l pértico anterior

a la sala del Cuarto Dorado,

La teselacion es monohédricu porque se compone de una sola tesela; en ella

encontramos (ue sus aristas son congruentes, pero no sus vértices.

Marcado con linea gruesa, se mu
se compone de dos scgmentos, uno “pequefio”:

" “cuatro segmentos “largos”; mientras que en el vérti

"7 Fye hecha en Cabri .
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das “las . trasformaciones ~ quc

para ‘cllo; tomaremos’ como referencia tescla-fija 1;y
mostraremos 4, qué. tesela ués-de aplicarle alguna transformacién. Por

0

ejemplo, para enviar a

marcado, 'y que e

mediante composicién de otras transformaciones, cudles? Para cnviar 1, cn 1.

de . diferente - direccién, que -el usado para- T, en ,,z'gdelame,gpidemiﬁcuremos la

lrusluciénT,(LM )simplemente»cokmo 7y:..Dado qu’eis admiten; las dos traslaciones no

paralclas, 7, y 7, encontramos que se trata d¢ una tesclacion periédica.
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Marquemos un punto en cualquier parte de una tesela -y trasladémoslo, usando 7, y
T,, hagamos lo mismo con sus puntos trasladados, después unamos con segmentos

punteados cada punto con sus trasladados para forma la latice de esta teselacion.

En el dibujo de arriba, hemos marcado los vectores de traslacién de 7, y. Ty . Como

s¢ pucde apreeiar los scgmentos que unen a los puntos con sus trasladados son paralclos a

los vectores de traslacion. ;
Identifiquemos sobre la tesela ¢, vértices del tipo v Y ¥y pr;mqrq;,i(camds ’¢‘:|uc kalk

rotar la tesela ¢, en el vértice , un dngulo de 180° es llevada a una tesela ¢~ .

Esta rotacién la identificaremos como Ryfv, 780°. Y ahora apliquemos una

rotacién dec 90°, cn sentido contrario a las manccillas del reloj, en ¢l vértice 1, a la tescla

1,,» COMoO vemos a continuacion cs enviada a una tescla 7,

mn?
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A csta rotz_xc‘:ién‘lzi identificaremos como R(v; 90%. Observemos que al rotar 7, dos

veces' en -, un dngulo de:180%,.y. cuatro en ., un angulo de 90°, la tescla vuelve a su
p-unan Y2

posicién original, mas aun, toda la teselacion vuelve a quedar como estaba originalmente.

Para enviar £, eén (;; usando una sola trasformacion, usaremos una reflexion.

La reflexion la hicimos sobre la recta marcada con una linea continua, esta
transformacioén la identificaremos con R(@). Mcdiante la sucesién de otras trasformacioncs

.se.puede enviar ¢, en £, jcuidles?

"“Para, hacer notar que ‘cada una de las.transforn nostrando
“envia t,; a una t, diferente ala que la’ : cedentes, hemos

aunque no: las

-~ mantenido ~marcadus " las “teselas 7y |

_mantuvimos * identificadas. *Sin. embargo * para’; -déslizamiento-reflexion
~preferimos no -mantenerlas ‘marcadas. con ‘cl’fin’ dcbuscar ‘claridad .en- fos’ trazos. Esta

R R




tesclacién cuenta con dos deslizamiento-reflexion diferentes, ¢l mas sencillo de ver, cs el

que cnvia £, cn £, .

Al reflcjar ¢, respecto a la linca punteada que pasa por A4 y B (izquierda), cs enviada

a t',, que no cs una tesela de la tesclacion, entonces cs necesario trasladar /', uscmos
como vector de traslacion AR, éste la enviard a £,. A cste deslizamiento-reflexién lo

identificaremos con G,(/, 4B) . El otro deslizamiento-reflexién, envia 1, en ’.

Al reficjar «, respecto a la linca puntcada que pasa por Cy D (iZCv]lliéqua), cs.
cnviada a /7, que no cs una tesela de la (esclacién, entonces cs neeesario ’imslé&#r 'l",;,,
con CD como vector serd enviada a f, A,vcsle dcs‘l,izamicnlq-rcﬂcxiéh;’l‘ov iac‘: ﬁéﬁrcﬁos

‘cmi GZ(I,C—'_D'). : - ‘ -

“Cada una de las transformaciones ‘que

los ‘veetores, los vértices 'y la:

teselns £, a las que fue enviada 1, las mostrunios a continuacion.

P ——
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Sobre el pedazo de teselaci6n que mostramos ul principio de este andlisis,
_marquemos, con una linea continua, todas las rectas donde se pueda llevar a cabo la

reflexidn R(), con lineas punteadas suaves identificaremos las rectas donde se puede llevar
a cabo el deslizamiento-reflexion G,(I,'/ﬁ?) y. con lineas punteadas gruesas, las rectas

donde se puede llevar a cabo el deslizamiento reflexion GZ(I.CTD'), entonces la teselacion

tomara el siguiente aspecto:

e duxl.

N

\

L
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Obscrvemos que: - ) -

1) Los puntos de interseccidn de las lineas coritinuas también son los \k/értices,dc;_l
tipo v, ’ ' e ' o ’

b) Los puntos dc interscecidn de las lincas puﬁleadas gruesas soh los vértices de lax
tesclacion donde sc pucde llevar a cabo las rolacloncs R'r(Vz, 90°) i .

¢) Se han perdido algunos de los Iddo% de las teselus porque hun quedado debajo de’
las rectas donde sc pucde llevara cabo cl dcslmamlcnlo rcﬂcxlén G (I AB) :

En la segunda parte de este tmahsxs, rnostraremos algunos ejemp]os de Ia‘

composicion de transformaciones, cada ejemplo conslstxra en aphcar prlmero T sabre una

tescla fija ¢, 'y, sobrc la tescla ¢ ‘resullante, aplicarcmos alguna de las otras

m

transformaciones. Para ilustrar los cjemplos mostraremos dos csquemas contiguos, ¢n ¢l de
la izquierda encontraremos: primero, de manera explicita las transformaciones aplicadas, un
dibujo del aspecto de la composicion, y una notacidon para expresar la composicion; en el
esquema de la derecha, encontraremos cémo se pucde conscguir, ¢l mismo resultado de la
izquicrda, mediante una o dos transformaciones.

Antes de comenzar, es importante que tengamos presente que: las rotaciones
también se pueden llevar acabo en el sentido que avanzan las manecillas del reloj, en los
vértices v, también se pueden realizar rotaciones de 180° y 270°, y que cualquiera de los

vectores de traslacion (incluidos los de G, y G,) también los podemos aplicar cn cl sentido

contrario al que sc ha ilustrado.
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Traslacion 7;, seguida de rotacion R, (v, 180°)

@) =t", R|(‘.,2,]809),m ="

R (v,,180°%", =",

(R|(" .]80°)07;),m =’"m

Traslacion 7;, seguida de rotacién R, (v,,90°)

nu,)=t", - _Rz(v'z;903)l
Ry (vy,90%) ", =t", ’ Ay !

(Rz(";,90°)o'l;)1m =t
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Traslacion 7;, seguida del deslizulniento?rét]éxiéﬁ G,H(I,‘._IT{’) S

T,y =1" s LR =1,
G, JII)" =, e 14 es'lu'rclctn continua

{, linca punteada, cs la recta que pasa por .Iy H

SRR

AL

|
Ve e ~
/\ -
Traslacion 7;, seguida del deslizamiento-reflexion GZ(I,_DTC) .
nwy=1', G,(,DC, =1",
Gz(1,7TC)I L=t 1, linca punteada, cs la recta que pasa por Py @

(G2 (/.DC)eT, ),m =" Observemos que ef reflejo de £, con respecto a Ies :

L
cl mismo del esquema dc al lado.
el reflejo de ', respecto a la recta punteada, es el

A

marcado con llneas | tenucs.

TESIS ¢rw
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Traslacion 7}, seguida de Ja reflexion R()
Tt) =t B
RN, =1",

(RWYT; )1, =17,

/ s la linca que cn dibujo parece horizontal.

G, 1, =t",
{ cs la linca que pasa por f y J

Traslacion 7;, scguida de la traslacién 7;

KD =1,
T(tn')=1"

(TyeT )1, =1",

R (v, 180%),, =1,
R(v", 180°),=¢",




‘Para terminar- esta parte de composicién de transformacionc

cjemplo lo gue sucede al aplicar tres transformaciones seguidas a'

con las transformaciones 7,, R(!) y G,(/,4B), la cohpqsicién de éstus la podemos esé;ibif o

1) Fijémonos en la tescla ¢,

3) apliquemos R(!) a ¢,

R, =1,

Recordemos que habiamos se consigue ¢l

al aplicar G, (l,m) a f, {Serd cierto que (

TS O
FALLA DE (..uEN |




G, (I,ﬁi)lm =1,

Con‘ lo cual, moslramos quc ‘la rcspucsla e al' rmauva"cl rcsultado dc csta

composxcnon lo podcmos ‘reseribir como st(,uc
(G, (1 AI))uR(I) 'l,)r _( (1 AB)oG, (I 1//)) =

donde G, (1 H/):", _(R(/)or): =1,

I‘uemonos, como es que aphcar primero R({) a 1,y despues G (1 AB) (lzquxerdn),

se puede sustituir por una transformucnon directa (derecha).
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RN, =1, R (v;,180°) 1, =1
G (1, AB), =1, : S

(G, 4By RD)1, =

Entonces, tenemos qUe L : . L
((G,(/ AB)oR(I))"I;)I _(R (,,"180)”‘) L

,180°)l para - ) 7

esto ¢s, una vez que sc obuenc 1 (/,,,) =1,, snnplcmcmc aplxcamos R (v

obtener /. Con cI c3cmplo anlcnor, hcmos moslrado la proplcdad lransmva para

lransformacxoncs, cs dccnr

((GioRW)oT )t = (G,},( R‘ii)vo%‘)v)?mér.

Las dos siguientes propiedudes, que se cumplen para lus transformaciones, tienen
que ver con la identidad. Diremos cn que consiste la primera, y la scgunda la ilustraremos
contres cjemplos: uno sobre traslacion, otro sobre rotacién y cl ultimo, un deslizamiento-
reflexion.

Aplicar la transformaci6n identidad / a la tescla ¢, no es notorio por que cada pun'lo; :
es enviado asi mismo; tampoco es notorio cuando aplicamos /, después de haber dpliéado
cualquicra otra trasformacién a £, y viceversa; estd_propiedad df;l _lasru‘-anrsiformacioncs la
podemos escribir de la siguiente manera /o7 =To /. - '

Ahora veamos cémo las transformaciones qué hemos ilustrado al principio de esta

seccion, “aplicadas al revés” sobre la correspondiente ¢, , la envian de vueltaa la 1,

TESIS Ccon
FALLA DE (:uGEN
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Sabemos que T el{Vfa 4

se uso para T le cumbmmos el senndo ‘

que cnvnaré a h dc rcgrcso at, a ésla la ldcnu[‘carcmos

me !

ldcnllrcarcmos como; R2 .




Aplicar: G, (/,@) “al revés™ sobre t,, significa reflejar ¢, respcctb ala v‘ll'ne’ub -

puntcada, y- cl reflcjo, que no cs una tescla de la lcsyclacién(izq‘uic‘rda),' tmslzi_‘daflc& con

un vector como el CD pero de sentido contrario, es decir. DC:

También podemos interpretar “aplicar G, 1,CD) al revés sobre 1,7, como
p 7

trasladar ¢; con ¢l vector nc (l/qulcrda), y la tcscla rcsullanlc, quc o cs una tcscla de

" la tesclacién, rcﬂc_jarla rcspuclo a la ana punu.ada (dcrccha)

'5':-\(' (1 (7,»\}..

FALLA Ly . il
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Sin importar si primero reflcjamos 'y despuds trasladamos, ' o - viccversa,
contamos con una trasformacioén quc énvia t, de regreso aft,,aésta la identificarcmos

como G2 . Que al igual ‘que -en la traslucxon, y . la reflexion 'se cumple que

G;' oG, G,oG2 =7.

Recordemos que hemos clegido esta tesclacion. porque cdyh clla podiamos
ilustrar las wransformaciones isométricas, después dc haccrlo - hemos: mostrado la
composicion de transformaciones; Ahora, si nos fijamos nada mds en el conjunto de las
transformaciones, hemos visto que 1) una composicién de transformaciones puede ser
sustituida por otra transformacion, 2) la composicion de tres {ransformacioncs se realiza
aplicando las dos primeras transformacioncs y lucgo la tercera, o bicn la priincr
transformacion y luego las dos siguientes, 3) la composicién de una trahsformuci(’)n con
I/, no cambia en nada aplicar simplemente la transformacmn, 4) “para’cada
én de ambas es lo

transformacion existe otra transformacién de mancra que la composi

mismo que aplicar la transformacién identidad.

El primer punto se¢ conoce como propiedudrde‘ ée

operacion es la composncnén) se cumplcn lalcs propxcdadcs se d|ce quc cs un grupo'.

! Smurt (1994 )
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