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Introducción 
Este trabajo es un intento por recopilar información sobre grupos manejables y no manejables 

y la relación que éstos guardan con el espectro de una gráfica infinita. 

La pritncra 1notivación para considerar el espectro de un operador proviene del caso finito, es 

decir, cuando V es un k-cspacio vectorial de dhncnsión finita, y A : V -+ V una transformación lineal. 

Una condición ncccs¿,u·ia y suficiente para que el operador A no sea invertible C8 que su dctcrminatc 

se anule, un concepto que no tiene generalización a espacios de dimensión infinita. En el caso de 

dhncusión fiuita, el <lctcr1niuantc de A-..\I (...\ E k) es un polinomio en....\, cuyas raíces son exactamente 

los valores propios ele A. Por lo tanto, en el caso de dimensión finita, el espectro de un operador lineal 

es cxactan1cntc el conjunto de sus valores propios. 

Sin embargo, el concepto de valor propio no necesita definirse en términos del determinante. 

De acuerdo con la definición geomótrica, un número complejo A es un valor propio de una transfor­

mación lineal A : V - V (V un espacio con producto interno) si existe un vector x # O tal que 

Ax = J\x. Equivalentemente: )\ es valor propio de A si existe un vector unitario x (llxll = 1) tal que 

llAx - J\xll =O. 

En el caso general, diremos que el espectro de la transformación lineal A, Spec(A), es el 

conjunto ele todos Jos números complejos )\ tales que A - J\I no es invertible. Y )\ es un valor propio 

aproxirnaclo de A si para tocio E: > O existe un vector x '# O tal que llAx - J\xll < E: llxll, al conjunto 

de todos los valores propios aproximados de A lo denotamos II(A). 

Nos interesa sobre todo, el espectro de una transformación lineal asociada a una gráfica ~ 

con conjunto de vértices Ao, y cuyo conjunto de aristas es At ~ Ao x Ao. A las gráficas infinitas 

A con deg(u) < oo para cada u E Ao (donde deg(u) es el número de aristas que terminan en u), 

las llmnaremos gráficas localmente finitas. A cada gráfica localmente finita A podemos asociarle una 

rnatriz infinita AA = (auv). llainada matriz de adyacencia de A, donde auv (u # v) es el número de 

e:u·istns entre el vértice u y el vértice v, y au.u es dos veces el número de lazos en tt. 

Si 

Jl'.IA := sup{deg(u)Ju e .Ao} < oo, 

entonces podemos ver a AA corno una transformación lineal acotada (existe Jl'.I E N tal que llAAxll :5 
l'vI llxll para todo x), definida en el espacio l 2 de todas las sucesiones complejas (x,.),,eN tales que 

f?; lx;l 2 < oc. Siempre supondremos que, l'vIA < oo. 
1=1 

Obviamente definimos el espectro de una gráfica A. Spec(A) como el espectro de la transfor-

TESIS CON 
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mación lineal ALl., algunas de las propiedades del operador AL!I. y del Spec(A) son tratadas ampliamente 

en [PT, rvn, !\'12, MW, Mu, MO, BM, Ta]. 

Nos interesa calcular el radio cspectral,p(A.<l.) := sup{l.>.I : .>. ESpec(ALl.)} de operadores 

asociados a gráficas infinitas A. 

Uno <le los primeros resultados sobre d rad_io espectral de, una gráfica, es el siguiente (ver 

por cjcrnplo (2]): ,. -. 

El operador adyacencia ÁLl. -de ,un~ ~áfiea::A es acotado_ (existe NI E N tal que llA6xll $ 

l'vI llxll para todo x) si y sólo si lVILl. <'oo;:En''estc-caso 

ficas. 

Sean F1,F2, ... subgráficas·d~ una'gráfi~a~;'ci~eilli;J5'.quc:la sucesión F1,F2 , ... converge a 

A, F,. -+ A(n-+ oo), si para cada arist;;: e E -Ai: pode~~s ;c~mccintrar un número N = N(e) tal que 
'· . -· .. · .. ,. ' : ·>- . 

e E (F,,)i~:::::au:a~s:~:~~n Fi, F2 , ••• de s\l~gráficas de·l que corivergen a A; el radio espectral 

de A está dado por 

(ver [Ta, 1V12]). 

Sea A una gráfica, con conjunto de vértices A 0 y conjunto <le 'aristas 'A1, y un subconjunto 

)\de Ao, definimos ax como el subconjunto de aristas <le A que terminan exactamente en un vértice 

de .Y. Definhnos la constante isoperimétrica i(A), como 

i(A) = inf { lf ..:;1 : X subconjunto finito de Ao} 

Para gráficas A con deg(x)= k, para toda x E Ao, es decir, gráficas con valencia k existe 

un resultado importante para nosotros: Si A es una gráfica infinita, ·conexa con valencia k, entonces 

p(A) = k si y sólo si i(A) =O (ver [I\'12, Ml, MW]). 

Sea A una gráfica y G un grupo de automorfismos de A actuando libremente sobre A, es 

decir, si para algún x E Ao se tiene gx = x (ó para algún°' E A1 se tiene ga =a), entonces g = l. 

Deci111os que un morfismo suprayectivo 7r : A -+ A' es una cubierta de Galois definida por G si: 

('i) trg = .,.. para cada g E G. 

_ TESTS CON 
pt,¡ 1 i, ,,..,, 
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(i'i) Para cada x E Ao (a E Ai) tenemos tr- 1tr(x) = Gx y ?r-ltr(a) = Ga. 

Si G es un grupo finitamentc generado y S es un conjunto finito de generadores tal que 1 ~ S. 

Definimos la gráfica de Caylcy A= A(G, S) como la gráfica cuyos vértices son Ao = G, y cuyas aristas 

son de la forma g--ª-- sg para cada g E G y s E S. As!, Ges un grupo de automorfismos actuando 

librentcntc sobre A. 

Un grupo G con una gráfica de Cayley r se llama manejable si i(r) = O. 

Sea tr : A - A' una cubierta de Galois definida por un grupo G de automorfismos de A y 

supongainos que A' es finita. Si el grupo G es manejable, entonces p(A) = p(A'). Este es el resultado 

más importante en este trabajo, la demostración puede consultarse en (PT, Ta]. 

Para poder entender y desarrollar este último resultado necesitaremos de muchos más concep­

tos y resultados de los anteriormente mencionados. As! este trabajo se desarrolla en cuatro capítulos, 

cuyo contenido dcscribirc1nos a continuación. 

En el capítulo I, introducirnos la mayor parte de los conceptos y las herramientas bclsica .. 'i. 

Dnnl.os algunas nociones clc1ncntalcs de espacios 1n6tricos y espacios de Hilbcrt, como convergencia~ 

y transformaciones lineales acotatadas sobre espacios de HilbcrL Y lo más importante, desarrollamos 

algunas propiedades del espectro de las transformaciones lineales acotadas sobre espacios de Hilbert. 

Esto nos proporciona la herramienta necesaria para definir y obtener nuestros pritncros re­

sultados sobre operadores asociados a gráficas infinitas. 

En un espacio de Hilbcrt H, podemos calcular el radio espectral p(A) de una transformación 

lineal acotada A: H - 1-I, como la norma de la transformación lineal A, llAll := sup{llAxll : llxll :S 1}. 

l'vlás alin, la transforrnación lineal asociada a un gráfica infinita será acotada si y sólo si l'via < oo. 

Para tratar de entender el concepto de cubierta (ver [Ta]), en el capítulo 11 damos algunos 

conceptos básicos sobre cubiertas y algunas de sus propiedades fundamentales. 

Una vez desarrollados tocios estos conceptos, entramos a la parte central de este trabajo. 

En el capítulo III damos una breve introducción a los grupos manejables incluyendo las 

condiciones de Folner (ver (P, Pi]): 

Sea G un grupo localmente compacto y consideremos la medida de Haar dada por la cardi­

nalidad y denotada por 1-1 ·Sean U, V~ G denotaremos con UAV = (U\V) U (V\U) a la diferencia 

si1nétrica. 

Considcrctnos las siguientes propiedades que caracterizan a.los grupos manejables: 

(F) (resp.F•] Para todo subconjunto compacto 1-. [i:csp. subconjunto finito S J de G y para 

todo E: > O, existe un subconjunto medible U en G tal que O < (Uf < oo y 1ªí'8¡UI < E: (donde 

aUAU = (aU\AU) U (U\aU) es la diferencia simétrica) para cada a E K (resp. cada a ES]. 

Tt;'('Tci r.01\ .. 
1:.Jul,,) V J.·~ 
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(WF) Para todo subconjunto compacto I< de G y para todo e > O, existen subconjuntos 

mediblcs U y Nen G tales que O <·¡u¡ < oo, INI < oo, y 1ª~Jt' <e para cada a e K\N. 

(SF) [resp. (SF•)J Para·todo subconjunto compacto I< [resp. subconjunto finito S J de G y 

para todo e > O, existe un subconjunto medible U en G tal que O < IUI .<: oo y IKf'utU! < ¡;; [rcsp. 

~<e]. 
Después relacionamos gn.lp;;s finitamente generados con gr.áficas por medio de la gráficas de 

Cayley. 

Cotuo una consecuencia de las condiciones. de F0lner y· 1a' definición de la constante isoperi-

n1étrica tenemos que: . . 

Dado un grupo G finitamente generado do'tad~.con·1S: .. topologfa.discreta y S un conjunto 

finito de generadores. Decimos que el grupo G e~'~.i:riejablc'~i y sólo',si la constante isoperimétrica de .. , - ·.,.:· - ,. -
su gráfica ele Cayley es cero. 

Para finalizar, en el capítulo IV se'. incl'!y{l.a caracterización de grupos no manejables: Un 

grupo G es no manejable si y sólo si G adinfte una é:icscomposidóú paradójica, es decir, si existe una 

partición {.41, ... , A,n, B1, ... , B,.,.} de G y _c'Í~ni~-ri.~~~;~·i-, .:~-~ ~;~~-,.y1, ... ,'y.;, de G tales que 

.. -:.·· ,-· . 
0

{x1Ai, ... ,x.~Á,.,.¡}y{y1B1, .. ;,y,.:B,.} 

son particiones de G. La referencias. princl~~l~ para est~',capftulo son [P, Pi]. 

FALLA DE ORIGEN 
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Capítulo 1 

Gráficas y Operadores 

En este capítulo, van1os a introducir el material necesario para definir el espectro de un 

operador liueal. 

Nos interesa sobre todo estudiar el espectro del operador lineal definido por la· matriz de 

adyacencia A asociada n una gráfica ~ infinita. Toda la teoría de operadores lineales y su espectro 

cstii basada principalmente en las referencias [H, T]. 

1.1. Espacios métricos y topológicos 

Definición 1 (a) Una colección r de subconjuntos de un conjunto .Y, se dice que es una topología en 

..-Y si r tiene las siguientes propiedades: 

(i) 0 E T y Jy E r. 

(ii) Si v¡ E T para i = 1, ... , n, entonces Vi n V2 n ... n v.. e -r. 

(Ui) Si rv~J es una colección arbitraria de miembros de T, entonces LJV., E -r. 
o 

(b) Si r es una topología en .Y, entonces (X, -r) es llamado un espacio topológico. y los 

1nieutbros de T son llaniados conjuntos abiertos en X. 

(e} Si (X, -r1) y (Y,r2) son espacios topológicos y f es una función de X en Y, entonces 

decimos que f es continua si ¡- 1 (V) e TI para todo V e -r2. 

Definición 2 (a) Una colección !J.1? de subconjuntos de un conjunto X es llamada una u-álgebra en 

.Y si !:>Jl tiene las siguientes propiedades: 

(i) X E !::>Jl. 

(ii) Si A E !J.1?, entonces Ac e !J.1?, donde Ac es el compleTTiento de A relativo a X. 

TESIS CON 
FALLi~ DE ORlGEN 



(iii) Si A = Ü A,. y si A,. E !JJl paran= 1, 2, ... , entonces A E !Jn. 
n=l 

6 

(b) Si !JJl es una u-álgebra en X, entonces (X,!JR) es llamado un espacio medible, los 

rrt-iembros de !Jn son llamados conjllntos medibles en X. 

(c) Si )>C es un espacio medible, Y es un espacio topológico y f es una función de Jy: en Y, 

entonces f se dice ·medible si f- 1 (V) es un conjunto medible. en x: para ,;ad;,, V conjunto abierto en 

Y: 

Recordemos que un espacio métrico (X, d) está formado por un conjunto X y una función 

d ::¿Y x .,,,y - IR, con las siguientes propiedades: 

(a) O :5 d(x, y) < oo para todo x, y E X. 

(b) d(x, y) = O si y sólo si ;, = y. 

(c) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y E X. 

(d) d(x, y) :5 d(x, z) + d(z, y) para todo x, y E X. 

Si Jy: es u11 lk:-espacio vectorial (lk: = IR, C),..y· 11·11 : :X. - JR+ (donde JR+ denota el conjunto 

de los reales no negativos) una función, a (X, 11.ll)'se leBa~a un.espacio normado si: 

(a) llx + vll :5 llxll + IJylJ para todo x, y E X. 
(b) IJaxll = !al llxll para toda x E X y et E lk:'._-

(c) IJxll = O implica que x = O. ·.· 
Dada una sucesión {x.,,} en un espacio' 'mét.:déo (Xfd) decimos que {x,.} converge a x, con 

'" E .Y si y sólo si para cada e > O existe un no E N ·fa1 Cí.uc ·, .. ·. 

Sea {x,.} una sucesión en un espacio métrico :(X; d);. Se dice que {x,.} es una sucesión de 

Cauchy, si para cada e> O existe un n 0 EN talquc::pa~;;:··tod.; ri,,;;, ;::::na, tenemos que 

. 'J;·. ~;., .; •, :· ~~;-· :· 

Decimos que el espacio métrico (X, d) -~ cómpl~to' s_i ~.o.da sucesión de Cauchy converge en 

X. ':¡- -.·: 
Un espacio con producto interno c5tá form'aa~:i>or un lk-esp.acio vectorial H (lk = IR, C) y 

una función (,) : H x H - lk: tal que: 

(a) (x, y) = (y, x). (La barra denota. conjugación compleja). 

(b) (x + y,z) = (x,z) + (y,z) si x,y,z E H. 

TH'Qir cnJ\• l ,,_,,, ,) U .. i 
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(e) {ox, y}= o (x, y} si x, y EH y o E lk. 

(d) {x, x} ~O para todo x E H. 

(e) {x,x} =O si y sólo si x =O. 

7 

Si (H, {,}) es un espacio con producto interno podemos definir una norma sobre H definida 

llxll 2 = {x,x} 

y una 1n6trica definida por la norina 

d(x,y) = llx -yll. 

Así H es ta111bi6n un espacio m6trico. 

Definición 3 Un espacio con producto interno (H, (,}) se dice que es un espacio ele Hilbert si H es 

completo corno espacio métrico. 

1.2. El Espectro de 'I'ransf'ormaciones Lineales Acotadas 

Sean X un espacio de Hilbert. A Jo largo de esta sección cuando escribamos la palabra 

••operador" nos referiremos a una tranformación lineal A : X - 4'Y, que es acotada (3 o> O tal que 

llAxll :S n llxll, para todo x E,"\'."). Recordemos que una transformación lineal es continua si y sólo si 

A es acotada. 

tal que: 

1.2.1. 

Un forma lineal sobre un espacio vectorial complejo X, es una función lineal f: X - IC. 

Un forma hermitiana sobre un espacio vectorial complejo ·,y; es_ u_na función f·: .Y x .Y: - IC 

(i) Si fijamos y E X, f(ox1 +/3x2,y) = of(x1,y) +,Bf(x2,-~);kat0do xi,x2 E X, o,/3 E IC. 

(ii) Si fijarnos x e X, f(x, oy1 +/3y2) = af(x, Y1) +Pf(~,yHpwatodo Y1,Y2 e X, o,/3 E IC. 

Operadores adjuntos y normales 

Si ,y es un espacio de Hilbert y A: X-+ X un operador, denotamos por 

llAll = sup{IJAxll : llxfl = l}, 

a Ja nonna de A. 

Teorema 4 Sea,"\'." un espacio de Hilbert, A: X-+ X un operador y <p: .YxX-+ IC, ip(x, y)= {Ax, y). 

TESIS CON 
FALL_t_ DE ORIGEN 
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(a) Si A : X - X es un operador y cp(x, y)= {Ax, y) para todo x, y E,'{, entonces cp es un<L 

for-rna herrnitianci. __ acot<tda y 

JlcpJI = sup{l(Ax, y}I : JlxJI = 1, Jlyll = 1} = JIAll 

(donde l{Ax, y)¡ ·denota el-modulo del complejo {Ax, y)). 

{b) si,,a ¡p 'una f,;,rrna hermitiana acotada sobre X; ~nt~n.;es _exist~ un tlnfoo operador A tal - ,•· -.. - -- . 
que cp(x, y) = {Ax, y) para todo x, y E X 

Demostración. (a) Si A: X -+X es un operador y cp(x, y) = {Ax, y), entonces 

lip(x, Y)I 5 llAll llxll llYll 

por lo tanto ll'Pll 5 llAll. La otra desigualdad se demostrará en la prueba del inciso (b). 

(b) Si <pes un forma hermitiana acotada sobre X, para cada x tenemos que 'Px(Y) = cp(x, y) 

es una forma lineal acotada y por el teorema de representación de Riesz (ver por ejemplo (H]), para 

cada x E .Y existe un tínico vector xo tal que 'Px(Y) = (xo, y) para todo y E .Y. Definirnos A: X-+ X, 

Ax = xo. La unicidad de A es obvia. 

Ahora con10 

llAxll 2 = {Ax, Ax) = cp(x, Ax) :5 ll'PJl Jlxll llAxll 

tenemos que JIAxll :5 ll'Pll Jlxll para todo x E X. Entonces JIAll :5 Jl'Pll · • 

Teorema 5 Si A es un operador sobre un espacio de Hilbert ..,,y, entonces existe un único operador 

A• : ,'{ -+ ,Y, llamado el operador adjunto de A, tal que- {Ax, y) = (:r., A *y) para todo x, y E ,'{; A• es 

tal que JIA• JI = llAJI. 

Demostración. Escribamos cp(:r., y)= {Ax, y) y .,P(x,y) = cp(y, x) para toda x,y E X. Por el 

tcorctna anterior, tp es una. for1na hcrrnitiana acotada, y esto implica que ·l./.J es un forma lineal acotada 

con 11-.Pll = ll<Pll = llAJI. Entonces por (b) del teorema anterior tenernos que existe un único operador 

A• tal que .,P(x,y) = (A"x,y) para todo x,y E X y es tal que JIA*JI = 11-.Pll = llAll. Y finalmente 

tcnc111os: 

• 
{Ax, y) = cp(x, y) = -.,l>(x, y) = (A•y, x) = {x, A "y) . 

Sean A, B : .Y -+ X operadores sobre un espacio de Hilbert X, entonces: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



(i) A .. = A, 

(ii) (aA)" = aA•, 
(iii) (A+ E)"= A•+ E•, 

(iv) (AE)" =, B• A·; 

Definición. 6 D.e~irnos que ttn. Óperador A es normal si AA• = A• A y es hermitiano si A• = A. 

Proposición 7 Un· operador A: ·x--+ X es normal si y sólo si llAxll = JIA•xll para toda x e ¿Y, 

'Demostración. Como 

llAxll 2 =(Ax, Ax)= (A•Ax,x) 

y, 

llA•xll2 = (A•x, A•x) = {AA•x, x). 

Si A es normal entonces llAxll = llA•xll para todo x E X. 

Ahora, si llAxll = llA•xll para toda x E X, tenemos que: 

((A.A -AA.)x,x} =O 

para todo x E ¿'(. 

'lomando E = A• A - AA•, tenemos 

(B(x+y),x+y) =O 

para toda x, y E¿'\{, de donde obtenemos que: 

(Bx,y) +(Ex, y)= O. 

para toda x,y E X. 

Afirmamos que (Ex, y) = O para toda x, y e.)( .. 

9 

En efecto, si suponemos que existen x,y.e X\{O}, x 7'= y, tales que (Bx,y) '#O. Entonces 

O 7'= (Bx, iy) E IR, y como 

(Bx, iy) + (Ex, iy) = O. 

Obtenemos (Ex, y) = O, una contradicción. 

Por lo tanto A es normal. • 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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1.2.2. El espectro de un operador 

Definición 8 Un operador A : .'L -+ X es un operador invertible si existe un operador B : ,'{ - ,'{ 

tal que AB = BA = lx. 

Si A es invertible, entonces A* es invertible y·(A*)-1 = (A-1)•. 

Teoren1a 9 ((Hj pág. 38) Para un operador A : X - X- la.S siguientes afirmaciones son equivalentes: 

tal que 

a) A es invertible. 

b} La imagen de A es de~a en x_· (co'T}-_. lf!~:no~a.,:~oéiada a X) y existe un número et> O 

llAxll ~ e> llxll para toda x E X. 

Definición 10 El espectro Spec(A), de un ope.rador A : X-+ X, es el conjunto de todos los n1lmeros 

cornplejos ...\ para los cttales >.I - A no es invertible. 

Definición 11 Sea.,'{ un espacio de Hilbert y A: X-+ X un opemdor. 

a) Decirnos que un ntírnero cornplejo ...\ es un · valor propio aproximado del operador A si 

para cada E > O existe un vector tinitario x (]lxll = 1) tal qué.llAx - ...\xll < E. Es fácil verificar 

que este requeri-rnicnto es equivalente a decir que para cada E .> O existe ·un vector x # O tal que 

llA:.r: - ...\:i:ll < E llxll · 
b) El espectro aproximado II(A),· de ·un operador.A , es el" conjunto de todos los valores 

propios aproxirnados de A. 

Teorema 12 Si A es un operador, 'entonces ]]'.(A) S:Spec(A). 

Demostración. Si ...\ <t. Spec(A), entonces ":>..I - A· es invertible y tenernos 

llxll llC>.I - A)-'1 (...\I - A)xll 

$ llC>.I - A)-1 li ll(>.Ix - Ax)ll 

para cada vector x. Esto implica que 11 (...\x - Ax) 11 ~ E llxll , con E = 11(.>./ 1-A¡-1 ¡¡. p•u-a cada vector x. 

Así para cada >. <t.Spec(A) tenernos que ...\ <t. II(A). • 

Teorerna 13 Si A: X - X es un operador normal, entonces II(A) =Spec{A). 

Demostración. Por el teorema anterior basta probar que Spec(A) S: II(A). Si >. ~ IT(A), 

entonces existe E > O tal que 11...\y - Ayll ~ E llYll para cada vector Y E X. Ahora corno 

(...\I - A)* ='XI - A* 

ljlr:i('r0 co11 T 
- 1.'.!:.h;J J.~ 

rf'üJJ:. DE ORIGEN 
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(X es el conjugado complejo de .>.. ) y A es normal entonces >..I - A es operador normal. Sabemos que 

un operador A es normal si y sólo si llAxll = llA*xli" p~a t.;do ;; E X; e~-particular como .>..I - A es 

un operador normal entonces: 

11:\y - A*yll = 11.Ay :-- Aylf?: ellyll p~a cada y E X. 

Ahora para probar que .>.. ~Spec(A), es dc'cfr; quÓ_XI'"- A·:.:,~ i~vertible, por el Teorema 9 sólo 

nos resta probar que la imagen de .>..I - A es dénsa en'_ :X ~:·¡o .q\,.:,··cs· equivalente que el complemento 

ortogonal de Im(>.J - A)sea cero. Para esto, sea y E X tal q~ri y-e~-un elemento del complemento 

ortogonal de Im(.>..I - A), entonces O= {(>.I - A)x,y) = ('x/(XI'.-: A-*)y) para toda x E X, de aquf 

que :\y - A*y =O. Y como 11.Ay - Ayll?: e llYll se deduce que y= O: Por Jo tanto, Im(.>..I -A) es densa 

en ~Y. • 

1.2.3. 'I'ransformaciones del Espectro 

Es interesante observar el comportamiento del espectro de un operador cuando l!ste es sujeto 

a wu-ins transformaciones elementales. 

En esta sección cxan1inai·cn1os el comportaillicnto del csp~ctro con . respecto a la formación 

de polino1nios, inversos, y adjuntas. 

Teorema 14 Si A es un operador y p es un polinomio, entonces 

Spec(p(A)) = p(Spec(A)) = {p(>.) : >.. E Spec(A)}. 

Den1ostración. Para cada número complejo . .>..o existe un polinomio q tal que 

p(.Ao) - p(.>..) = (.>..o - >.)q(>..) 

icléntican1ente en .>... Se sigue que. 

p(>.o) - p(A) = (.Ao - A)q(A). 

Afirmamos que si .>..0 eSpec(A), entonces B = (.>..0 - A)q(A) no es invertible. Si B fuera invertible, 

entonces 

(.>..oI - A)q(A)B-1 BB-1 =1 

B- 1 B = B- 1 q(A)(>.oI - A), 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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es decir, (>.oI - A) tambión sería invertible. Esto significa que p(>.o)- p(A) no es invertible, es decir, 

p( >.0) e Spec(p( A))· por 10 ·tanto 

p(Spec(A)) ~ Spec(p(A)). 

Ahora suponga~os 'que >.o ESp~c(p.(A)), y sean >.1, ... , An las rafees de la ecuación p(>.) = >.0 • 

Así que 

>.oI ...,- p(A) == a(>.1I - A) ... (>.,.I-'- A) 

con o un número complejo distinto de cero, y como >.0 ·ESpec(p(A)) , es decir, >.0 I - p(A) no es 

invertible entonces, al menos para un j, 1 ::::; j ::::; n, >..3I- .A no es invertible, es decir, >..j E Spec(A) 

y p(>..J) =>.o, así que >.o e p(Spec(A)) y por lo tanto Spec(p(A)) ~ p(Spec(A)). • 

Teorerna 15 Si un operador A es invertible, entonce~·· 

Spec(A- 1) = (Spec(A))-,1 ==: {>..- 1 : >.E Spec(A)} 

Dernostración. Observemos quc·cl~cl:.,... qi.ft:i¡·cs invertible es lo mismo que decir que 

o ~ Spec(A), 

así el símbolo (Spec(A))- 1 tiene sentido. 

La igualdad 

muestra que si >.. ~Spec(A), es decir, >.I - A es invertible,. entonces. >.-1 I - A-1 es invertible, asf que 

>..- 1 ~Spec(A- 1 ). En otras palabras Spec(A- 1 ) ~ (Spec(A))~1_'. Par>Í. demostrar la contención inversa 

va.1nos usar la contención que ya conocemos, 

• 

Spec(A- 1 ) ~ (Spec(A)):-:,1 ~ . 
" , .. '·" 

Ahora si ponemos A en lugar de A-1 tencmo~Sp_e~(A:) ~.(Spec(A- 1 ))- 1 y así 

(Spec(A))- 1 ~Spec(A-1) • 

Teorema 16 Si A es un operador, entonces Spec(A*) = (Spec(A))* = {X:>. E Spec(A)}. 

Demostración. Si>..~ Spec(A), es decir >.I -A es invertible, entonces XI -A* es invertible, 

y por lo tanto X~ Sp~c(A"). Esto prueba que Spec(A*) ~ (Spec(A))•. La otra contención como antes 

se obtiene sustituyendo A* por A. • 

TESIS CON 
FALLA DE OHIGEN 
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1.3. El espectro de un operador hermitiano 

Si nplicamoS cr,Tcorcma~6, __ a un operador hcrmitiano, éste nos dice que el espectro de un 

operador herrnitiano.;,, sirn6trico·con'rc~pccto al eje real. En realidad la situación es rnucho más simple. 

Teorema ·17 Si·A 

n1lTneros reales~ 

es• un· o},~rfi.~oi:kei-Tnitiano, entonces Spéc(A) 
• i.". -·,,,," ;. ·- "" 

• 'v"• .::: ::: ~~"!:? 
:._·-.(<" 

· ...... _' :-:·-.' . , 

<;;; lR, donde lR el conjunto de los 

Demostración~ s~.ª >. E Spec(A). Si .>. <t JR, entonces ' para cada X E X, X =F o, 

o< i-' -Xi llxll~,=J~(XI-A)x,x) - ((.\I-A)x,x)i 
'= J((>.I - A)x,x} - (x, (.>.I - A)x)J 

$ 211.>.x - Axll llxlJ ; 

Aho1·a de acuerdo con el .Teorema13 tenernos que II(A) .=· Spec(A), y por lo tanto para 

cada e > O, existe un x =F O tal que IJAx - >.xll <e llxll. Si tomamos e < i.>. - Xi /2 obtenemos una 

contradicción. • 
- . - . . 

Teorema 18 Si 1m operador A es tal que 111.X.-All <·1,;entd1Íce~.A es'invertible. 

Demostración. Si escribimos lllx .,..- All ,:,;;,•;i·:.:,:¡;;:tal.<quc. O:< 0•$ 1,>entonces 
:·..e-,';···-

llAxll 11;,, ~·c;,,?:A:i:>ll ,;; 

... ~- :¡j¡::;f_J:[:~~;~~~-;ª 11:i:n 

para cada x e X. Se sigue dcl Teoren:.i.. 9'qJ~;:,f!~ri~l~i~~ ~~s:t2ar que la imagen de A es densa en X, 
··: . - ~:·:.,.··::;J• ·-,<':,::._-,é-~~<-:«;;-;;, .. _,i:.=-'.\ - .•. :,;._, _,:.,·· _: 

para demostrar que A es invertible.·Establecércmi:isJa dcrúiidád :de la .imagen de A probando que si 
y es un elemento árbitrar~~-·-dc~.·~~'.i ·y-:·[~ ::. -'~~~-- -7~::-:--- ~~).:,_ ·~: __ '': ;~~>- "·~--,.:-- '" .. 

;-,._;,-:-:, . ,:· ,·. ·' -:.-',:::'.,'._;,._.·,,~·:_ --~:=~-

: · º~:~ ~~f~'f.}i~1íi:\Pf:~1c~<1>}. 
entonces Óy =o. Supongamos qu;, Óy.>:Ó'. si'.~C:k~.';".1;;,l1fcinc;,s A= lx. Si a =F 1, tomamos X E Im(A) 

. . . • ; .. · 
6 

.. ,.· '; •.'. • ./: ; ,,;;·'Y"':,•'' o·,;;···•;; ;,: 
tal que llY - xll < Óy +e; con i < ¡ 1 :'..~¡ i;A.i;;(tcneinos'quq '\ . · · . 

. ·.• '·- . ·--- .··: .• :>•,. ·-,:•(;~':·'.:~·-;~1-·;·· '. 

(l '- ~)UY-~11 < (Í '..:c"~)ciu+e) 
< (1- a)(óy +/':..ªa>= Óy· 

TESIS CON 
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Pero con10 x, A(y - x) E Im(A), tenemos que x + A(y - x) e Im(A), entonces 

Lo cual es una contradicción. • 

Óy $ Jl(y-x)-A(y.-:-x)ll 

$ fllx - Afl ll(y - x)ll 

(1 - a) JI (y'- x)ll < Óy. 

14 

Teoren1a 19 Si A es un operador, .entóncesBpec(Á) es un subconjunto compacto del plano complejo; 

si >. E Spec(A), entonces 1>-1 .$ llAll. · .· 

Dernostración. Si >.o~ Spec(A), es decir, >.oI - A es invertible, entonces 

lllx - (>.oI - A)-1 (>.I - A)ll llC>-oI -A)- 1 [(>.ol -A) - (AJ - A)Jll 

:5 11<>-ol - A)-1 ll l>-o - >-1 

y así lllx - (>.oI - A)-1 (>.I - A)ll < 1 cuando l>-o - >-1 es suficientemente pequeño. Ahora por el 

'lcorcmnlS sabemos que (>.ol - A)- 1 (>.J - A) es invertible y por Jo tanto que (>.I - A) es invertible 

cuando l>-o - >-1 es suficientemente pequeño. Ahora recordemos que un conjunto Sen el plano complejo 

es abierto si y sólo si para cada x ES, existe una bola B~(x) ~ S. As!, lo que acabiunos de probru· es 

que el complemento de Spec(A) es un conjunto abierto en el plano complejo; por Jo que Spec(A) es 

un conjunto cerrado en el plano complejo. Ahora sólo falta ver que Spec(A) es un conjunto acotado. 

Si l>-1 > llAll, entonces ll:l.:All < 1 y nuevamente por el Teorema 18 lx - :l.:A es invertible, es decir. 

,\ 1' Spec(A). Por lo tanto si >. E Spec(A), entonces l>-1 :5 llAll. • 

El siguiente resultado nos permite calcular la norma de un operador hcrmitiano por medio 

del espectro del operador. 

Teore1na 20 Si A es 11.n operador herrnitiano, entonces 

llAll = sup {l>-1 : >.E Spec(A)} = p(A), llamado el radio espectral de A. 

Den1ostración. Sabemos por el Teorema 19 que p(A)_':S:llAll.:: .Por ,otra parte si mostramos 

que llA2 11 e Spec(A2 ); entonces de acuerdo con los Tcorcm..,;; ~3· y. 14 tcncriu::is que ± llAll E Spec(A). 

Ahora probaremos que llA2 ll E Spec(A2 ). 

llA2x - >.2xll2 = llA2xll2 - 2>.2 f1Axll2 + ,>.4 llxll2 

TESIS CON. 
FALLA DE OHIGEN 
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para todo >. E IR, x E Jy (ya que A es un operador hermitiano). Si {x,.} es una sucesión de vectores 

unitarios tal que 

llAx,.11 --+ llAll, 

y si >. = lfAlf, entonces tenemos 

JIA2 x,. - >.2 x,.JI ::5 (llAll lfAx,.11)2 - 2>.2 llAx,.112 + ..\4 

>.4 - >.2 llAx,.112 - O 

y de aquí que en efecto llA2 ll E Spec(A2 ). • 

1.4. El operador adyacencia de una gráfica infinita y su espectro. 

Sea A = (Ao, A 1) una gráfica localmente finita con 

Ao=N 

(N el conjunto de números naturales). Entonces la matriz de adyacencia (infinita) asociada a Á, 

A= A(A) = (uu). puede definirse tal que su entrada (i,j) con i '6 j, a¡; es igual al mímero de aristas 

entre los vértices i , j (i,j EN), y a;; es dos veces el número de lazos en i. 

Para cada vértice i E Áo definimos deg(i) como el ntímero de aristas que terminan en i. 

Sic1npre supondrcrnos que dcg(i) < oo, más aún sólo consideraremos gráficas con 

Mt:;. = sup{deg(i) : i E .ó.o} < oo. 

Definición 21 Sea A una gráfica infinita, decimos que A es una gráfica acotada si 

Mt:;.<oo. 

Sea l 2 el espacio de Hilbert de todas las sucesiones (x;)ieN de números complejos tales que 

¿:: lx;l2 converge, con el producto interno 
•EN 

{x, y) = L x;Y; 
iEN 

donde x = (x;);eN Y Y= (y;);eN· 

Cuando A es una gráfica acotada, podemos considerar A:= At:;. como el operador (recordemos 

que para nosotros operador significa transformación lineal acotada) sobre l 2 definido por (Ae;, e;) = a;1 • 

TESIS CON 
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Teorema 22 El operador adyacencia A de una gráfica .ó. es acotado (y as{ definido en todas partes y 

hermitiario sobre l2 ) si y s6lo si Mt:>.<oo. En este caso, llAll ::5 Nit:>., y Spec(A) <;;;;. [-.IVÍt:>., .IVIt:>.]· 

Demostración. Supongamos que A es un operador acotado, es decir,·existc M e IR con 

l'd < oo tal que llAll ::5 ./VI y como llAe;ll;::::: dcg(v;), entonces dcg(v;) ::5 ./Vf.. Ahora supongamos que .ó. 

es acotada, entonces por el teorema de .Schur([T], pág; 328} 

llAll ::5 Mt:>.. 

Finalmente sabemos que Spec(A)<;; IR, ya que. A· es hermitiáno y definido en todas partes 

sobre l 2 y como p(A) = UAll ::5 JVIL>. entonces Spec(A)~ [--'.1VI6 ·, M 6 ]. • 

1.4.1. El espectro de una gráfica A~. 
,·>,' ',,· 

El espectro Spec(.ó.) de la ·gráfica .ó. cstá'dcfinido'C:omo el espectro del operador adyacencia 
A=At:>.. • ." ··:·. \,•: 

Siendo A un operador, su espcctro'Spec(.ÍÍ)° <»Í. el siguient;, 

Spec(A) ={.A E C: .AI -A es un operador no invertible}, 

donde I denota el operador identidad en l 2 • 

Como A es un operador hermitiano, sabemos que Spec(A) <;;;; IR y que Spec(A) coincide con 

el conjunto de valores propios aproximados IT(A) (ver Tcorcmas·13, 17 ), es decir, 

Spec(A) = . 
{ 

.A E IR : existe una sucesión (xm)meN en l 2 
} 

con llxll = 1, tal que ,,!!Too llA(xm) - .A(x,,.)11 =O 

El radio espectral p(.ó.) de . .ó. está definido como el radio espectral de A, es decir, p(.ó.) .-

p(A) = sup{l..\I /.A eSpec(A)}. 

Sea .ó. una gráfica acotada. Entonces: . 

(a) p(.ó.) eSpec(A). . 

(b) p(.ó.) = llAt:>.ll = sup{f (At:>.(x).:i;)I (:i; E l 2
, IJxll = l}. 

(e) Spec(.ó.) ~ [-ML>,, 1\1"1:>.]: .. . .· 

Definición 23 Sea F1, F2, Fa, .•. , una. ~;,,;,;i6n de subgrú.ficas de .ó.. 

Decimos que esta sucesión ~~:;.¡,~;rY~ ·~ ~' en stmbolos lím F,, = .ó., si para cada arista et E .ó.1 ' ,. ,,_00 
existe JV = N(et) tal que et E (F,.)i. para cada n ·;;:: N(et). 

TESTC: CQ1\1 · lu , f,. 

FA T l A r·f' l"nTGTi'N __ .uw- _ LJ.w un. .c..1. 
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Teoren1a 24 Sean .ó.. una gráfica acotada y F1, F2, F3, ... una s11.cesión de subgráficas de .ó.. tales qne 

71~i_.~ F;l = ~- Denotamos por An: = A¡;;,, y A = A.a. los correspondientes operadores de adyacencia. 

Entonces los operadores An convergen fuertemente a A, es decir, para cada x E l 2 , lím A 0 x = 
· n-oo 

Ax. 

Demostración. Denota.xnos las entradas de la matriz de adyacencia de Fm por "'•J; tnás 

precisamente 

{ 
(A.,.e;,ej) 

Tnij = o 
si i, j e (F,,.)o 

si no 

Por teorema 22, llAll $.'MAY llAmll $ lvIA para todo 71t E N. Sean x 

arbitrarios, definamos xCm) = (xf'':'»;;;N,,cl;,,nde, 

'.~.~;i:~H:v. ··•~~. · si:\:;. = 

(x;);eN y e > O 

Escojamos un l .E 1~{s'~116Íci'rit6~e;¡te grande tal que llxCllJI < ~- Como Jru; gráficas F,. 

convergen a .ó.; entonces póddlnci.i;6ricóií't_rai'.'ím número L e N tal que Tnij = a;; para toda m ;;:: L y 

cada i $ l. Entonces para ,.n: ~· L\ se':cu~ple lo siguiente: 

llAx ...::. A;j,xJI llAxCll - A.,.xC1> 11 

:5 llAxCllll + llAmxCl>ll 

:5 MA llx(I) 11 + MA llx(I) 11 

Por lo tanto tenemos, lím A.,x =Ax• ,.,-oc 

Teoren1a 25 Sean .ó. una gráfica acotada y F1, F2, F3, ... , úna sucesión de subgráficas qtte convergen 

a .6... Entonces 
(1) 

Demostración. Como 6 es acotada. Por la proposición anterior {A,.} converge fuerternente 

a A y por lo tanto, para cada x e.l2 con.llxlJ = i, . . 

lím (A.,x, x} = (Ax, x} . 
rt-oo 

TESI~) CON 
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Podemos escoger ax tal que j(Áx,x)l.esté arbitrariamente cerca de llAll, donde 

llAll = sup{j(Ax,x)I: llxll = 1}. 

Entonces de (2) y de que p(.ó.) == llAll, obtenernos 

· p(A)~UÁll·:Siim i~f llAnll'S límsupp(F,.). 
.. _n-oo , -·u.-oo 

(3) 

Ahora se demostrará que p(A) ?:. · p(F) para cualquier subgráfica finita F de Á. Sea F' la 

gnifica inducida de A tal que tiene como conjunto de vértices Fó = Fo. Sabemos que p(F) $ p(F'), 

ya que a.n1bas gráficas son finitas. Sea x'· un vector propio de norma uno, el cual corresponde al valor 

propio >. = p(F') de F', y sea x la inclusión de x' en l2 . Entonces, como las matrices de adyacencia 

::;on no negativas, 

p(.ó.) = llAll?:. llAxll?:. llAp•x'll = p(F') ?:. p(F). 

Si todas las gráficas F 1 , F2, ... son finitas obtenemos 

p(A) ?:. sup{p(Fn)/n E N} ?:. l~~~fp(F,,). (4) 

Esto nos dice que llAll = Ji_:n;!., inf llA,.11 . Más aún, 

p(.ó.) = sup{p(F) : F es subgráfica finita de A}, (5) 

pues sietnpre podemos escoger subgráficas finitas que convergen a Á. 

Ahora, co1no cualquier subgráfica de F,. es también subgráfica de Á, concluimos por (5) que 

p(F,.) :::; p(Á) también para subgráficas infinitas F,. de A. Por lo tanto (4) es cierto en el caso general. 

Por (3) y (4), se tiene el resultado. • 

Corolario 26 Sea Á una gráfica acotada entonces: 

(a) 

p(A) sup{p(F)/ F es subgrú.fica finita de A} 

· sup{p(F)/F es subgrú.fica deA}. 

(b) Sean .ó.1 ~ Á gráficas (no necesariamente finitas}, entonces p(A') :5 p(Á). 

TESIS CON 
FAr.L.t., ·riF 0Pf,...L'1i'N L ... U .. J _\._ fl!tL 



19 

Sea A una gráfica conexa y acotada. 

Recordcn1os que u·n camino (no orientado) de longitud m de u a v es una sucesión 

con Zi-t~Zi tal que zo = u y Zrn = v. Para cada camino -y definiremos formalmente -y-1 corno 

;-1 = (z,n.,/311,,zn1.-lt···;z1,/31,zo) (es decir, recorremos -y en sentido contrariO). 

Otra manera de verlo es la siguiente: 

Sea A una gráfica. Una orientación (s, e) de .ó., es una pareja de funciones s, e: .ó.1 - Ao tal 

que para cada arista i~j tenemos que {i,j}= {s(a), e(a)}. Si e(a) = s(a), entonces a es uri lazo. 

Un carcaj (o gráfica dirigida) es una pareja (.ó., (s, e)), donde .ó. es una gráfica y (s, e) es una 

orientación de .ó.. Denotamos este carcaj por A y llamamos a .ó. la gráfica subyacente de A. 
Sea tJ: = (.ó., (s, e)) un carcaj . Recordemos que la orientación de .ó. está determinada por 

las funciones s, e : A1 - .ó.o. 

Dndn uua arista i-'-' -j con s(a) = i y e(a) = j, definimos formalmente a-1 con· s(a-1 ) = j 

y e(a- 1 ) = i. Un camino (no orientado) de longitud n de u a v es una sucesión -y= (,81 , ••• ,8,.) tál que 

/3; = a; ó a¡' para alguna arista a; y u = s(,81 ), e(,81 ) = s(,82 ), ••• , e(f3,.) = v. D~fi~i~os s(-y) = u y 

e(-y) =v. 

Si A denota la rnatriz de adyacencia de .ó., las matric~s:pOtCDCi~ ':A.~.:.··~ ·-c;~f:~>_); están bien 

definidas paran EN, a$;~> es el mímcro de caminos de longit;ud.:n de. ~'~.:v'{-: : '·. 
Teorema 27 Sea .ó. una gráfica conexa y acotada. Entonce~;;,_;.;,, ~~~~:~.~~~·'.6..0,cit~d~up ~ existe 
y es igual a p(.ó.), el radio espectral de a. . ._,,~:·.~~<:.:=~~:.~~--::~";:: :·.·,--· - ·-.! .. -;:-,oo 

cada. F.,, 

-> ·, . . -:-.~; :· -:'::·· :·::;:.:··. ·:·--)-,. >--".' 

Demostración. Sea (F,,) una sucesión de subgráficas ,fin.it~;clc ~. tal que A== ,f_!..I1JoF,., con 

conexa y F,. e;;; F,.+1 • Entonces sabemos que (ver Teorcm.;.25) :'p(.ó.) ,,;,:slip p(F,.).· 

Sea AF .. = (a(F,,);j)· Sea e> O y n EN tal que 

O :5 p(.ó.) - p(F,.) <c. 

Sabemos del caso finito que (ver [Ta)) 

Ton10mos m E N con 

v· (k) p(F,.) = sup .a(Fn);j · 
k .. 
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< (p(L:l,.)--': p(F)) + (p(F) - yla(Fn)~_7l) 
< 2e. 

20 

Por lo tanto, p(.ó.) :5 límsu~~;.La otra desigualdad se sigue de que en general a;j :5 p(L:l,.) 1 

1 

(pues al;> = a(F.n)I;> para rn suficientemente grande). • 
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Capítulo 2 

LA CUBIERTA DE GALOIS DE UNA 

GRÁFICA. 

En este capítulo estudiaremos las cubiertas de Galois de gráficas y sus principales propiedades, 

el material que clesarrollarc1nos aquí nos permitirá establecer las bases para estudiar más propiedades 

cspcctralc.-.; de 111ntriccs de adyacencia de gráficas finitas e infinitas. 

Este capítulo se basa principalmente en [PT, Ta]. 

Definición 28 Un morfismo <p : A - A de gráficas es una función ip : Ao - Ao y <p : A1 - A1 tal 

que <p(i--"--j) = <p(i)~<p(j). 

Sea 7T: A - 6 un n1orfismo de gráficas, diremos que 7r es sobre si para cada arista a E ~t~ 

existe fJ E A1 tal qnc rr(fJ) = <:>. 

Sea G un grupo de automorfismos de Ja gráfica A actuando. libremente en A, es decir, si para 

algún g E G, existe x E Ao (resp. o E A1) tal que g(x) = x (rcsp. g(a) =o), entonces g = l. 

Definición 29 Un morfismo sobre, 7r: A - A, es una cubierta de Galois definida por el grupo G, si 

G act1ía libremente sobre A y se cumplen las siguientes dos propiedades: 

(i) rrg = rr para cada g E G. 

(ii) Para cada x E Ao (resp. a E A1) rr- 1 rr(x) = Gx (resp . .,,-- 1 rr(<>) = Ga). 

Len~a 30 Sea rr: A - A una cubierta de Galois definida por la acción de un grupo G. Supongarnos 

que A es una gráfica finita. Entonces 

(a) A es una gráfica acotada (ver Definici6n21}. 

(b) G es un grupo finitamente generado. 

TESIS CON 
FALLA DE OEIGEN 



22 

Demostración. (a) Bru;ta observar que si i E Ao, entonces de~(i) = deg6 (7r(i)) < CX>. 

(b) La siguiente construcción sigue a (GoMc, B]. Denotemos Jru; órbitas de G en 6 0 por 

ni, ... , n, .. donde n = IAol- Veremos que existe una subgráfica conexa y plena IV de A tal que 

lvV n ni¡ = 1, para 1 :5 i :5 n. 

Por inducción construiremos subgráfica.s conexas 1Vi de A., de forma que VVi tiene i vértices, 

i :5 n y la intersección vV; n ni tiene a lo más 1 vórtice para toda j = 1, ... , n. Entonces W = H~, sent 

la gnillca que buscamos. 

Sea u 0 E A, vV1 := {-u0 } y supongamos definida W;, (i < n). Tenemos que 7r(IV;) es una 

subgráfica conexa ele A con i puntos.,'Lucgo>cxistcn' u{ E A 0 \(7r(W;))o y una arista O?; tales que 

u;~x = 1l"(x;) con x; E (W;)a. Ent~ncc5. e~iste un~arista Ui~X; de forma que 7r(a;) =O?;. La 

subgráfica plena y conexa Hl";+1 doLS: c¿;n v<¡rt,i~cs' (W;)o U {u;} intcrsecta cada órbita n1 en a lo más 

1 vórtice. 

Entonces llVal = n; vVong(Wo) = 0 si g =F I; Ao = U g(vVo) (pues IWa n n;¡ = 1, 1 :5 i :5 n. 
gEG 

y G define a 11"). 

Sea S el conjunto de todos Jos elementos 1 =F g E G tales que las subgráficas disjuntas ¡,¡; y 

g(1'V) son adyacentes en A (esto es; tales que existe una arista u~ con u E W y v E g(1'1')). En 

este cru;o escribimos g(W)---1'V. Como 2S: es acotada (por (a)) y W es finita, entonces Ses finito. 

llilás aún, A conexa implica que S genera a G, ya que 7r- 17r(a) = Go, o E 61; 7r- 17r(x) = Gx, x E Ao; 

y g(\V)---g'(vV) si y sólo si g- 1g' e S. 

Por lo tanto, G es un grupo finitamcnte generado. • 

Le1ua 31 Sea 7r : 6 - A una cubierta de Galois definida por la acción del gritpo G. Sea (s, e) una 

or-ientació1i en 6. Entonces existe una orientación (s,e) de A que satisface: 

(i) 1l"S = s1l" y 7r'C = e7r; 

(ii) sg = gs y 7Jg =ge, para toda g e G. 

De1uostración. Para cada arista. o .·e .ó.1, escogemos una arista i_E_j en A¡ tal que 

7r(O') = a. Definamos :s(a) y e(Ci') con ·¡as siguientes propiedades: 7r('S(u)) = s(o) y 1l"(e(C'i?)) = e(o), 

{:s(a), e(O?)}={i,j}. 

Para cada ge G, tenemos s(g(a)) = g(s(a)) y e(g(a)) = g(e(a)). 

Están bien definidas por construcción y por que si g(a) = a entonces g = l. • 

Sea 1l" : A - A una cubierta de Galois definida por Ja acción del grupo G. Fijemos (s. e) 

una orientación de A y (s,e) una orientación de A que satisface las propiedades (i) y (ii) del lema 

anterior. 
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Para cada arista a E ..ó., definamos 7r(a- 1 ) = 7r(a)-1 • Para un camino de longitud m, -y = 

(zo, /31, z1; ... ; z,,,_1, /3,.., z,,.) en A, definirnos 7r(-y) = (;,:(zoY, 7r(/31), rr(z1); ... ; ;(z,..-1 ), 7r(/3m), 7r(z,,.)) un 

can1ino ele longitud rn en ~. 

Proposición 32 7r tiene la propiedad del levaiiiamieritO· U1iiC<? de .caminos, esto es .. para cada caTnino 

ó en A y cada vértice i e Ao con 7r(i) = s(ó), .,;;;,~t~ ;;;;,;·,J,n,icó;c~;;,in~ ;¡' en A que satisface 8(°6) = i y 

7r(6) = ó. . .. 

Demostración. Por inducción es suficiénte demostrar· Ja propiedad del levantamiento ímico 

para caminos de longitud 1 (es decir, para aristas); 

Existencia: Sea u--
0
-v E A1 .tal que s(a) ='u y e(a) =v. Sea i e Ao, rr('l) =u. Como rr es 

sobre, existe una arista a---,-b e A1 con 7r(a) = u, por Jo tanto, existe g E G, con g(a) = i. Entonces 

i 9
(-r) g(b) es una arista en A con 7r(g(-y)) =a. Denotemos /3 := g(-y) y j := g(b). 

Si i = s(/3), entonces ponemos a= /3. Si i = e(/3), entonces 7r(j) = v = e(a) = 7r(e(/3)) 

7r(i), por Jo tanto existe h E G tal que h(j) = i. Entonces a= h(/3) satisface s(a) = h(s(/3)) = i. 

Unicidad: Si o/ e A 1 es otra arista que satisface s(a') = i y rr(a') = a, entonces g(a) = o' 

para algún g e G. Así obtenemos i = s(o') = s(g(a)) = g(s(a)) = g(i), y corno G actúa libremente 

sobre ..ó., g = l. • 

Corolario 33 Sea.,.. A --> A un~ cubierta de Galois definida por el grupo G. Sean A= A¡:s-(Üij) 

(resp. A= A~ = (a;j)} la matriz de adyacencia de A (resp . ..ó.}. Para cada i,j E Ao y m ~ 1 tenemos 

y 

~ (m)_ (m) 
L... ªti - ª>r(i)w(j)" 

t:>r(t)=.w(i) 

Donde A"' =(a~~·>) es la matriz potencia de A. Recordemos que a~'::) es el número de caminos 

de longitud Tn de u a ven A. 

Den:1ostración. Sean ,i,j e Ao. Denotemos por w¡;:Jl (resp. 1-vg;(l).>r(j))) el conjunto de 

tocios los caminos de longitud m de i aj en A (rcsp. de 7r(i) a 7r(j) en A). La Proposición 32 da una 

biyccción 
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por el levantamiento único de caminos. Y como las matrices potencia :;.rn = (agn>)_y _A"'l = (a!j"'>) 

están bien definidas {es decir, ugri), a~jn) < oo ), a~jn> es el número de cruninos de longitud m de i aj 

y ]as gráficas que consideramos siempre son acotadas. 

Así tenemos que 

L af;ri) = a~(i~10U) 
n(t)=Tr(j) 

La otra igualdad es similar. • 

Ejen>plo 34 a) Sea A una g·ráfica y G un grupo de autornorfisrnos de A actuando librerriente sobre 

A. Definamos la gráfica cociente A/G corno la gráfica cuyos vértices son las órbitas Gx, x E Ao y 

cuyas aristas son órbitas de la forma Ga: Gx--Gy para cada arista :c-'!_-y de A. Claramente el 

rnorfisrrw de gráficas.,,.: A - A/G, a>-+ Ga, es una cubierta de Galois definida por la acción de G. 

(b) Sea G un grupo finitarnente generado. Sea S un conjunto finito de generadores, tal que 

1 <le S. La gráfica de Cayley A= (G, S) tiene como conjunto de vértices Ao = G y para cada ge G 

y s E S 9 una arista g-~-gs. Entonces G es un grupo de autornorfisrnos de .ó. que actúa libremente 

sobre A. La gráfica cociente A/G es un bouquet de ISI lazos. Observemos que A es gráfica regular (es 

decir, el grado de todos los vértices es el mismo). 

Las siguientes proposiciones son versiones para gráficas de resultados bien conocidos en 

'lbpologfa Algebraica (ver por ejen1plo [!Vla, Pe]). 

Proposición 35 Consideremos. el diagrama conmutativo (ver fig.2.1} de cubiertas de Galois. donde .,,. 

está definido por la acción de un grupo G. Entonces, 

t!J.' ---~.,.----+ 

Figura 2.1: 

(i) G = {f E Aut(A); .,,.¡ = 7r}; 

(ii) Existe N <l G tal que N define a 7fy G/N define a.,,.'. 

Recíprocrunentc, 
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Proposición 36 Sea tr : .ó. .ó. una cubierta de Galois definida por la acción de un gntpo G. 

Entonces si N es 1tn subgrupo normal de G, existe un diagrama coñ:mutativo de c·Ltbiertas de Galois 

como en la figura2. J donde N define a 7f y G / N define a tr1
• 

Demostración. Sea A' la gráfica cociente A/N (ver Ejemplo34(a)), entonces G/N act(1a 

libremente sobre A'. En efecto, si g E G/N y Nx E .ó.f¡ (resp. No. E A;) son tales que Nx = g(Nx) := 

Ny(x) (resp. Na = g(N0t) := Ng(o.)) entonces existe h EN tal que g(x) = h(x) (rcsp. g(a) = h(o)), 

luego, como G actúa librmnente en A, g =T. Definimos 7f: .ó. - A' como en (Ejemplo34(a). 

Construiremos.,..,: .ó.' - A cubierta de Galois definida por la acción de G/N. Sea Nx E A~ 

(resp. Na E A'1), definamos 7r
1(Nx) = 7r(x) (resp. tr'(Na) = ?r(a)). tr' está bien definida y satisface 

7r
1g = ?r

1
, y E G/N, .,,.'- 1 7r'(Nx) = G/N(Nx) (resp. 7r

1
-

17r'(Na) = G/N(Na)), pues 7r es cubierta de 

Galois. • 

Definición 37 Un grupo G es residualmente finito si y sólo si para cada x E G, x # 1 existe un 

subgrupo n017nal Nx de indice finito en G con x ~ N,,,. 

Ejemplo 38 Corno ejemplos de grupos residualrnente finitos tenemos a los grupos libres, los grupos 

finitos. entre otros, ver [A12, Pe}. 

Definición 39 Sea 7r : K - A una cubierta de Galois definida por la acción de un grupo G. Una 

facto·riza.ción (finita) de 7r, es una cubierta de Galois 7r1 
: .ó.' - A (con A' gráfica finita) de forma 

que existe un diagrama con-rnutativo de cub1'.ertas de Galois corno en la Figura 2.1. 

Proposición 40 Sea 7r : .ó. - A una cubierta de Gala.is definida por la acción . de un gntpo G 

residual1nente finito donde .ó. es una gráfica finita. 

Entonces, dada A' s;; A un;, subgráfica finita de A, existe una factori.zación·fi;,,Úa de~= tr''ñ', 

de fornia que 7fl : A' - A es inyectiva. Corno en la Figura2.2. 

JVIás a1ín, si A' f; .ó. es una subgráfica plena, entonces podemos encó;.tra~ di~ha factorización 

finita de tal forma que 7f(A') f; A es sttbgráfica plena de A. 

Demostración. a) Sea S := {g E G;g # l,g(A') n A'# 0}, demostrarem:os que Ses un 

conjunto finito. Supongamos que S es infinito, como .ó.' es finita, existe x E .ó.f¡ y (g,,.)meN sucesión de 

elementos distintos en S y (Ym)meN en .ó.b tales que g,,.(y,,.) = x, otra vez como A' es finita mdstcn 

y E Af¡ y una subsucesión (y,,.1)1eN de (Ym)meN tales que Yml =y, para toda l. 

Ton1emos l # 11
, por lo anterior g,,.¡(y) = um1.(y). 
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·~ 
8---rr:---·8 

Figura 2.2: 

Cotno G act(1a. libremente sobre~' tenemos que g,,,,1 = 9m.l', una contradicción. Por lo tanto~ 

S es un conjunto finito. Por Dcfinición37, existe N <J G subgrupo normal de índice finito tal que 

N n S = 0. Por proposición (36), obtenemos un diagrama conmutativo de cubiertas de Galois (como 

el la Fig.2.1) con 7f (resp. 11"
1

) definida por N (resp. G/N). 

b) Falta dcmostru que 7fJ : A' - A es inyectiva. En efecto, si x # y E Ab son tales que 

7f(x) = 1f(y) entonces y E Na: y existe h EN tal que y= h(x), luego he N n S = 0, contradicción. 

c) Ahora, si A' ~ A es una subgráfica plena, escojamos A" ~ A la subgráfica plena de A 

cuyo conjunto de vértices es A~ U {x E Ao; 3y E Ab, y--x }. Entonces A' ~ .ó." es una gráfica finita 

(pues A' lo es y A es acotada), y por lo anterior, existe una factorización finita de 71", de tal forma que 

7fJ : A" - A es inyectiva; por lo tanto, 7fJ : A' - A tarnbi6n lo cs. 

Adeu1ás, 7f(A') es subgráfica plena de A: pues supongamos que x-"'-y E LS", x, y E (7f(A'))o. 

To1ne111os x, y E A~ tales que 7f(x) = x y "'if(y) = y. Por la propiedad del levantamiento único de 

can1inos (en x), existe ;;;_E.._.::: en A (de hecho, en A") tal que 7r(Ci') =a, entonces 1f(z) =y= 1f(y), 

pero 7f es inyectiva en L:l.", por lo tanto y= z, y como ~' es plena en .ói., entonces U E ~~' esto es 

a E 7f(A'). • 

Definición 41 Decirnos que una cubierta de Galois 71" : 2S. - A definida por un grupo G es cubierta 

universal de A, si cualquier otra cubierta de Galois 71"' : LS" - A es una factorización de 71". Es decir, 

existe una cubierta de Galois 7f : 2S. - A con 71"
11f = 71". AdeTTtás, si x e .ZS.o y y E Ao son tales que 

7r(x) = 7r1(y), entonces exi.ste una única 1f, con 'ñ'(x) =y. 

Observcrnos que una cubierta universal de A es única hasta isomorffa. 

Sea L:l. una gráfica acotada, fijemos una orientación "25: para ~. Para cada arista x~ en 

L:l. con orientación X ~ y en LS:' llamamos X e y a la flecha de orientación contraria. Un camino en 
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~ de x a y es una sucesión 

ele for1na que . .B;. es a: o a:- 1 p~a.alguna Hecha a: en ~ y el final ele .B; es el principio ele .Bo+i • con 

x el principio ele .81 . y y el final de:·.a,;.. E~te camino tiene longitud m. Definimos el producto de dos 

caminos -Y1 = (xl.81, .82, ... ,.BmJy), 72 ;,;;,; (zl.Bí, Í3~, ... , .B:nlw), como 
" . ,· <> .... ·- ..... " -

-Y27¡ ;,,\cfi:i,a¡; :.,,,a;,,, .Bí, ... , .a:nlw) si z =y. 

Sea X E Ao. Tomemos c;,,''61'6~nj~nto de todos los caminos (no orientados) -y ele X a x, es 

decir -y= (xl.BJ>.82 , ... ,,B.,._¡,,a,;;l~)l '~ .. · · 

Denotamos por ........ ·1a .r~ia~ió~;-.· d~ Cqúivalcncia en C:r ·inducida por. las siguientes relaciones 

cle1ncntalcs: 

(a) Si -y E C.,, entonces -y-y-1 ._.... Tx y -y- 1 -y - T.,, donde Tx es el camino trivial en x (es decir, 

Tx = (xllx)). 

(b) Si u ........ v, entonces tv'uw ........ w'v1u. 

La relación - se llama .homotopía. 

Esta relación y el producto de caminos son compatibles en el siguiente sentido: 

Si uo ......... 'l.tt y Vo ........ vi, entonces uovo ........ u1v1. 

Clararnente, el conjunto ele las clases de equivalencia de todos los caminos ele x ax forma un 

grupo libre. Este grupo se llama el grupo fundamental de A (con base x) y se denota por Il(A, x). 

Si A es conexa, si x, y E Ao, entonces II(A, x) es isomorfo a IT(L!.., y). 

Definamos el grupo fundamental de A, II1(A) = II(A,x) para cualquier x E Ao. 

Así de lo anterior tenemos que: 

Teorema 42 El grupo fundamental de una gráfica conexa A es un grupo libre. {En particular, es 

residualmente finito ver ejemplo 38) 

Co1no referencia sobre grupos fundamentales ver por ejemplo [!Vla]. 
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Capítulo 3 

RADIO ESPECTRAL Y CUBIERTAS 

DE GALOIS 

E:-;tc capítulo vcrcn1os el tema pricipal de este trabajo. Vamos a ver cótno la cubierta de 

Galois, 7í : A - A definida por el grupo G, se relaciona con el radio espectral de !ns gráficas LS" y A, 

y el in1portantc papel que juega el grupo G. 

Lns referencias de este capítulo son [PT, Ta, MO, BM). 

Empezarernos dando algunos ejemplos de cubiertas de Galois y sus radios cspcctrrucs. 

Ejen1plo 43 (a) Sea A la grúfica de la fig.3.1. 

Sean E N, consideremos las grú.ficas de la fig.3.2. Existen únicos morfismos que son cttbiertas 

de Galois 7í,. : A,. - A definidos por Z,., y 11'00 : .C.00 - A definido por z. 
Es conocido que Spec(A) = {2}, Spec(.Ó.n) = {2cos ';-;' j;j = 1, .. ., n}, ver /CDS}(2.1). 

Como veremos después p(A) = p(A,.) = p(A00 ) = 2. 

(b) Consideremos el morfismo de gráficas de la fig.3.3. Donde los puntos indicados por 1 

{r·esp. 2) son enviados a a (rcsp. a b}. Por tanto, 11' : A --+ t:!..' es ttna cubierta de Galois definida por 

·O 
Figura 3.1: 
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A,: 3 

A.: ••• ·---·---·--- .•. 

Figura 3.2: 

C·-8 

Figura 3.3: 

la acción de Z x Z.El radio espectral de A es la raíz rnaxi1nal del polinomio x 2 - 6x + 7, entonces 

p(A') = 3 + V2, y corno verernos despues p(A) = 3 + ~-
(c) Sea G el grupo libre en dos generadores a, b. Sea A la gráfica de Cayléy A(G, {a, b}) (ver 

fig.3.4) . Por el ejemplo (a)) de la pág.24, tenernos que 7r: A - A' es una cubierta de Galois. 

Entonces p(A') = 4 y Spec(A) = [-2-&'3°, 2-&'3°] (ver {MWJ). En particular p(A) < p(A'). 

Proposición 44 Sea 7r : A - A una cubierta de Galois. En_tonces 

p(A) ::5 p(A) ::5 p(A)2 • 

Demostración. (a) Sean u e A 0 e i E '25:0 tales que Tr(i) =u. Por Corolario 33, u~;·> ::5 a!;'},. 
Ahora por Teorema 27, tenemos 

p(A) = límsup '~::5lí~sup '.~ = p(A). 
· 1rt ' ·' .· Tn· .. , ~ · .... · · 

(b) Sean u e i -como antes. Con la misma nótació~ dc--ia dern:ostración del Corolario33, defin-

W Cml w<2m) p ( I"' "' - 1 ) w:<ml itnos la función <.p : (u,u) - (i,i) . ara¡= xo ,.., 1 , ••• , ,..,Tn X"n E (u,u) tomarnos un levantamiento 
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... ·-~~f.·· .. 

A•: 

-C·8 

-¡-

Figura 3.4: 

de -y en A, 

'Y= (xolP1, ... ,p.,.¡x.,.) e w~~'.'.Ji-

Escribimos "Y=: (P1 , ••. , /3m) si no hay confusión. 

• 

Definimos cp(-y) = (P1 , ••• ,fi.,.,73;;,1 , ••• ,p~1 ). 
Clru·amente cp es inyectiva. Entonces por Teorema 27, 

p(A) lí~~up ·~ 
::; límsup~ 

"' 
l . 2·:¡j-<2m) < ( ")2 
l~r~up ªii· - p ~ . 

30 

Proposición 45 Sea.7r: A - A una cubierta de Galois definida por el grupo G. Si A es una gráfica 

finüa. entonces 

(a) Spec(L!>.) s;;; Spec(A). Más aún, el polinomio det(.>.I - A.c.) divide a dct(.>.I - A:¡;¡-). 

(b) p(A) = p(A). 

Den~ostración. (a) Sean A= A;o: = (a;3) y A = A.c. = (a;;) las respectivas matrices de 

adyacencia. Observemos que A finita implica que A es finita. Para probar el resultado es suficiente 

construir una base de cc3'0 donde la matriz A tome la siguiente forma 

[ ~ : ] 
Para cada s E Ao definimos el vector v<s> E CA0 tal que 
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v)•l := 1 si 7r{j) = s y O de en otro caso. Claramente, los vectores vC•) (s E A 0 ) son lincalrr1cnlc 

independientes. Más atín, por Corolario 33, 

(Av(s)).f = L Ü:jkvf.•l = L ªik = ª"U)s· 
kEAo · · 7r(k)=s 

Por lo tanto, Av<•l == .;[;. a 8 ,vC•l, ·es dcci~;"los ·vectores v<•> (s E A 0 ) son una base de un subespacio 
. tEAo ·: .··.··' ·~. -.. - -

de c3:o invariante bajo A, ·así obtenemós (a). 

(b) Es consecii'élicia de la,Proposición 44. • 

Proposición· 46. Se~~ : ~ : __ ,'~ ~~a c~bierta de Galois definida por la acción 

Donde A no necesaria;T1~n'te ei,· una gráfica finita. Entonces p(A) = p(A). 

de un grupo finito G. 

Demostración. Séa (Fm)meN una sucesión de subgráficas finitas y plenas de A tal que 

.. ~~00 F,,. = A. Sea F;,. = 7r(F,,.) la subgráfica finita de A obtenida como la imagen de F.,.. Entonces 

n~~oo F:n = A. 

Considcrc1nos F.,,,., la subgi-áfica inducida de A cuyo conjunto de vértices es G(F7n)o. F.,.n es 
/\ 

finita, pues F.,,,, es finita y el grupo G es finito. La restricción 7rJ : Fm. - F:n es una cubierta de Galois 

definida por G. Entonces por Teorema 25 y Proposición 44, se tiene que 

p(A) = lím p(~.,.) = lím p(P,,.) = p(A). 
Tn.-oo Tn-oo 

• 
3.1. La constante isoperimétrica y el crecimiento de grupos 

Definición 47 (a) Sea A una gráfica y X: ~ Ao, la frontera éJJY de ;'\{ es el conjunto de aristas en 

~ que tienen un vértice en X y el otro en Ao\X. 

(b) La constante isoperirnétrica i(A) de A es una medida de la expansión de la gráfica. Se 

define corno 

i(A) = inf { lf ..:;1 : X ~ Ao, X es un subconjunto finito de Ao} , 

si A es una gráfica infinita. Si A es finita, 

. •·{ léJXI 1 } ~(A) = mín IXI : X ~ Ao, IXI ::; 2 l~ol . 
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1 
.. T---·· -·· -t-r--f- ¡· _L -•-

_¡_l_.__J_L 

'-f--1 -f-' -+-·-·-.... 1 __ , •• .. 
-¡-

Figura 3.5: 

Ejemplo 48 (a) Sea Ll.,. : 1--2--3-- · · · --n, n E N, entonces 

.}~~i(Ll.,.) = o. 
(b) Sea .Ó. como en la figS.5. De [MI} sabemos que 

"(.Ó.) > 4 2 (4 - 2~) 
i - 4 2 - 4 - (4 - 2~) > l. 

Si F es una subgráfica de· Ll., denotamos por int(F) al conjunto de puntos interiores de F. 

Esto es, sea i E Fo, i E int(F) si y sólo si para cada arista i--j en Ll., j E Fo. 

Sea Ll. una gráfica k-rcgular, (es decir, deg(x) = k, '<lx E Ll.o). Sabemos de (!VIl] que: i(Ll.) =O 

si y sólo si p(Ll.) = k. Es por esto que estamos interesados en estudiar gráficas Ll., con i(Ll.) = O. 

E,; por esto que nos interesa la siguiente clasificación de grupos manejables G (ver (P, Pi]). 

Sea G un grupo finitamente generado, le asociarnos la topología discreta, as! G es un grupo 

localn1ente compacto. Ade1nás denotemos por 1 , 1 la medida dada por la cardinalidad. 

Un grupo localmente compacto G es llamado grupo manejable si este admite una media 

invariante sobre Loc(G) (ver (Pi]). Pero como esto no nos brinda la información que estamos buscando, 

no cntrarc1nos cu detalles. 

Sean U. V conjuntos. definirnos la diferencia sirnétrica de conjuntos, U Ll. V = (U\ V) LJ(V\U), 

donde U\ V= {x E U : x \1' V}. 

Las condiciones de F0lner (ver (Pi]): 

Sea G un grupo localmente compacto. Lo siguiente es equivalente: 

(i) G es manejable. 

TE ,.,,_~ ,...ON 
i;!;;::,10 t_, 
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(ii) Para cada subconjunto finito S de G y para todo e > O, existe un subconjunto U <;; G 

medible tal que O< IUI < oo y 1ªj8¡UI <e para cada a E S. 

('iii) Pru·a cada subconjunto finito S de G y para cada e > O, existe un subconjunto U <;; G 

medible tal que O< IUI < oo y rs¡~ur <e. 

Proposición 49 Sea G un grupo finitamente generado, localmente compacto con la topolog(a discreta, 

S un conjunto finito de generadores y r = (G, S) la gráfica de Cayley de G y (ver EjemploS4, pág24) 

S. Entonces G es 11ianejable si y s6lo si i(r) = O. 

Demostración. Supongamos que el grupo G es manejable. 

Para cada subconjunto finito U de G tenemos jélUI :5 2 jS0 U\Uj, donde So = S LJ s-1. 

Así ~ :5 2 '8 "(b}UI, ahora por el inciso (ii) de las condiciones de F01ner, para todo e > O existe un 

subconjunto medible U de G tal que: 

O < IUI < oo y 18º¡~}UI < !· Por lo tanto existe U finito tal que, para todo e > O tenemos 

que ~<e, es decir, i(r) =O. 

Ahora supongamos que i(r) =O, es decir, para todo e> O existe un subconjunto finito U de 

G tal que ~ <e. Por el inciso (i) de las condiciones de las condiciones de Folner, basta demostrar 

que para cada a E G y pru·a todo e > O, existe un subconjunto U <;; G medible tal que O < IUI < oo y 

~<~ ----wr -· 
Ahora canto Ges finitamcntc generado y S = {s1, ... ,su} es un conjunto finito de generadores, 

para cada a e G, a = sí1 
••• sr:--. 

Afirmamos que jaU\UI :5 f: ri lsiU\Uj. Esta afirmación se demuestra fácilmente por induc­
i=l 

ción, observando que: 

a,,U <;; (a..U\U) U U 

ªn- 1 a,.U ~ a,._, (a,.U\U) U a..-1U 

~ a,,_¡(a,,U\U) u (a,._,u\U) u u 

y así sucesivamente obtenemos 

a 1 ... a,.U <;; a¡ ... a,.-1(a,.U\U) U ..• U a1(a2U\U) U a1U. 

Por lo tanto tenemos 

a¡ ••. a,.U\U ~ a,¡ ... a,.-1(a,,U\U) U ... u a1(a2U\U) u a1U\U, 
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y como f: b(a,.U\U) --+ (a,.U\U), ba,.u 1-+ a,,u es una función inyectiva tenemos que 

la1 ... a,.U\UI :5 :f: la;U\UI. Por lo tanto laU\UI :5 :f: r; ls;U\UI. 
i=l i=l 
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Tomando una U conveniente y observando que ISoU\UI :5 léJUI, podemos concluir que 

'ªYu'lu' < E/2. Sólo nos falta probar que 1 ~)!;¡U! < E/2, para esto basta observar que la siguiente es 

una función inyectiva, g: U\aU--+ a-1u\U, u,_. a-1u. • 

Considermnos la cubierta 1r : 3" --+ A, con A finita. Recordemos que A es una gráfica acotada, 

G un gTupo finitrunente generado (ver Lema30 ). Tambien recordemos que: 

.IVI.t:>. = sup{deg(x) : x E Ao} < oo. . . . . . 

Denotemos las órbitas de G en A? por.; ni:,~ .. ; n,.~:P~r la derno~tración del Lema30, existe 

una subgráfica conexa y plena IV de A tal:q1.ic·.11-l{'r)'n;¡,;.; 1'¡;plll"a 1 :5 i :5 ·t, con IWoJ =: t; además si 

S es el conjunto de todos los elementos L~ g. e:',c:"l',iícs\qi.,_e l.:,. s~bgráÍicas disjuntas W y g(W) son 

adyacentes en ..ó., (esto es, existen v E ttr0 ; ú:';::e:·(g(W))~ y v~ en A, e~criblmos 'IV---g(W)), 

entonces Ses finito y genera a G. , ·~·~:"S_-: 

Lema 50 Con la notaci6n anterior, i(A) ::s;'Mai(r). 

Demostración. Sea F una subgráfica inducida finita de r. Consideremos la subgráfica in­

ducida L de A tal que tiene como vértices 'Lo= U g(lVo). Entonces tenemos que ILoJ ~ t JFol · 
gEFo 

Ahora consideremos la función tp : Lo\int(L) --+ Fo\int(F), a >--+ ªª' tal que a E Ba(IVo). 

Esta función está bien definida: si a E Lo\int(L), existe una arista a--b con b ~ Lo. Por lo tanto 

g,-; 1gú E S, y tenernos una arista.ua--Bú en r. Y como b ~ Lo, entonces Bb ~Fo. 

Claramente cp- 1 (g) ~ g(Wo). Por lo tanto ILo\int()LI :5 t IFo\int(F)I. Tenemos 

léJLI :5 Me>. ILo\int(L)I :5 11-fe>.t IFo\int(F)I :5 lvie>.t léJFI . 

• 
En particular, si i(r) =O entonces i(A) =O y podemos encontrar una sucesión de subgráficas 

finitas (L,.),.eN de A tal que lím L,. =A, lím lfl¡I =O. 
'f1.-oo n-oo "' 

Teorema 51 Sea A una gráfica conexa, finita· y 1r : A --+ A una cubierta de Galois definida por un 

grupo manejable G, entonces: 

(a) Spec(A) ~ Spec(A) 

(b) p(..ó.) = p(A'). 
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Demostración. Sean A= AA= (U.j), A= ALI.= (a;j), y t = IL!.ol. 

(a) Sea ..\ E Spec(A). Demostraremos que ..\ E Spec(lS.). Para este propósito .construiremos 

una sucesión (y<"l),.EN en l 2 con llv(n)ll = 1 y tal que Ji_rn
00 

llAy(n) - r'y('"ll =O. 

Corno G es manejable, por Lerna50, y Proposición49, i(A) = O, entonces sea (L,.)neN una 

sucesión de subgráficas plenas y finitas de A tal que lírn 1ff·¡ 1 =O y la función 
n-oo "1 

Ao - N, s ,_. ¡7r-1 (s) n (L,.)ol (1) 

es constante para cada n E N, ver demostración de Lema.SO y la notacion anterior a este. 

Como .A es una gráfica finita, podernos encontrar un vector x >>O ((xi >O) Vi) que satisface 

Ax = ..\x y llxll = l. Para cada n E N, definirnos x<n) E l 2 tal que xl") = x,,.(i) si i E (L,.)o y xl"l = O 

de otra forma. Entonces yCul = IJ;:::: li E l 2 y liv<nl 11 = l. Para i E int(L,.) tenernos que "ü;j = O para 

cada j !¡! (L,.)o. Así, 

L. Ü;jXJn) = L ( L Uij) Xs 
je(L ... )o seao 1T(.;)=s 

L a .. ,,.(i)Xs = (Ax),,.(i) = .>.xi"). 
ae.C.o 

Si (Ax<")); ~ .>.xl"l, entonces i E (L,.)o\int(L,.) ó i !¡! (L,.)o pero existe j E (L,.)o\int(Ln) 

tal que "üj;x]'" ~ O, (pues si i !¡! (L,.)o, xi' = O; pero A(x<")); ~ O). En ambos casos 

(2) 

En efecto, si i E (L,.)o\int(L,.), entonces (Ax<")); - .>.xl"l - ¿; ( L: Üij) x •. El otro caso es 

similar. 

Por lo tanto, 

sE~o ?T(j)=s 
<;!(L,.)o 

2 ¿; IA(x<">); - .>.xl") ¡2 
i~int(L.,,) 

:5 tM-;s:v"'l .,..(L~,~. ,,...~,..·n-t....,(""'L-,.7),...)0....,I 
(2) 

tM"AV2 l8(L,.)ol· 

Por (1), como Hxll = 1, tenernos quellx(n) 11 2 = !(L;lo! L: lx .. 12 = l<L;,>0 !. Entonces obtenernos 
aE.C.o 

llAy<"> - ,\y(n) 11 :5 v/2ML1.ti J11~:)!1 · 
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Por lo tanto,>. E Spec(ZS:.). 

(b) En particular, p(A) e Spec(ZS:.) y por Proposición44, tenemos que p(A) = p(A). • 

Como veremos en el capítulo cuatro, el grupo libre en ,2 generadores no es manejable. Sin 

embargo podemos calcular explicitamente el radio espectral .de su gráfiéa de Cayley. Como veremos a 

conlinuación p(A) = 2.v3°. 

3.2. Divisores Frontales 

Tocio el material que se desarrolla a continuación, acerca de .divisores frontales está basado 

Cll [J'vJQ]. 

Sea A una gráfica localmente finita conexa, y. sea·"D·."=' (d;3) una matriz con coeficientes 

enteros. Decimos que Des un divisor frontal de A si e;oste una 'p~tición de ~o en clases Vi, \12, Va, ... 

tales que 

( 1) Para cada par i, j y cada v E Vi existen exactamente d(; ·vértices en Vj que son adyacentes 

con -v, y 

(2) Para.cada i, el conjunto Vi es finito. 

Sea A una gráfica fi.;_ita,O = {Ci, C2, ... ,C.} una partición de Ao {l, 2, ... , n}. Definimos 

. {lsixECj In matriz caracterfst1ca P de O, por Pxj = . . 
· O si x ~ C3 

En el caso·en que la gráfiea A es finita tenemos el siguiente resultado: 

Proposición 52 Sea A una gráfica finita. Si A tiene un divisor frontal D (D asociado a la partición 

O) entonces: 

(a) Si A es la matriz de adyacencia de A, entonces AP. = PD. 

(b) El polinomio característico de A, 'PD:es divisor de 'PA• ;,s decir, el espectro de A contiene 

al espectro de D. 

Den1ostraci6n. (a) (AP)xj 

x,y son adyacentes en A);' 

Ahora con10 D es un divisor frontal, 

E A"'ll (donde (x, y)E Ai significa que 
x,yec, 
(x,y)e~1-

(AP)xj = (AP)yj 'Vx, y E C;. 

Finalmente cómo, (P D)xj = "Í:, PxkDkj = D;3 = E Axu· 
k=l x.yec, 

(x,y)E~t· 
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(b) Notemos que pi, ... ,pk las columnas de P, son linealmente independientes en JRn. Sea 

p¡, ... ,pk,Pk+J, ... ,pn. una base de JRn. 

es 

Como AP = PD, tenemos Ap; = L:;Dj;p;. Asf la matriz A en la base p 1 , ••. ,pk, Pk+i •... ,p,. 

Por lo tanto 'PA(l) = det(tI - A)=" dct(f.K..:.. D)d~t(tI,.-k - X). • 

Para gráficas infinitas existe un resultado 'simnfil.: 

Teorema 53 {ver [MO}} Sea A una gráfica aco:j~a'.·:::;. un divisor frontal de A, n- la matriz 

determinada por (D- };; = jW;D;j, donde nk ~s;z(/, ci.,rdinalidad del conjunto Vk. y k = 1, 2, 3 ... 

Entonces Spec(D-Jt;;, Spec(A). 

Recordcinos que una gráfica A es regular por distancia si para cada i, j, k E N y para cada par 

de vértices x, y E Ao que están a distancia i, el número de vértices z E Ao para los cuales d(x, z) = j 

y d(:::, y) = k (des la distancia en ,A) es independiente de x, y. Denotamos este número por p~k· 

Sea ~ una gráfica regular por distancia, sin lazos ni aristas n1.ult.iplcs, con parámetros p~k 

descritos antcrionncntc. Dcnotcn1os por ni el número de vértices que están a distancia i de un vértice 

fijo x E Aa. Notese que n; es independiente de x. 

Supongrunos que los vértices de A están numerados, Ao = {v1 ,v2, V3, ... }.Definamos matl"iccs 

de ceros y unos Ao, Ai, A2, ... por (Ak);; = 1 si d(v;,vj) = k, y O de otra forma. Como A no tiene lazos 

ni aristas 1nultiples. A1 es la 1natriz de adyacencia de A. 

Ahora definamos matrices infinitas Po, P,, P2, ... con entradas (Pk)ij = P)k y matrices P 0 , 
PJ, P.¡--, ... con entradas (Pk)=(~)~P~k· 

Tornemos la siguiente ¡,rráfica A (k), tiene como vértices los vértices' de A y unirnos dos vértices 

X, y E A&k) con una arista si d(x,y) = k en A. Consideremos a Ak como iá matriz de adyacencia de A(k). 

Fijemos un vértice arbitrario X E A&k)' y para cada i = o', 1, 2, ... séa .v. el conjunto de vértices que están 

a distancia ·i de x en A. Es fácil verificar que la matriz Pk es un divisor frontal de A(k) correspondiente 

a la partición .iC>.bkJ = Vo U V1 U V2 U .... Entonces por Teorema 53 vemos que Spec(Pk")t;;, Spec(Ak)· 

!Vlás atín: 

Teorema 54 {Teorema 2.6 de {MO}) Sea A una gráfica regular por distancia, localmente finita. En­

tonces para cada k, se tiene que Spec{Pk")=Spec(Ak). 
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Ahora vamos a usar este teorema para determinar el espectro de ciertas gráficas regulare.; 

por distancia. 

Sea T un •l.rbol con las siguentcs características: 

Los vértices de T se dividen en dos conjuntos: 

(a) Tv1 el conjunto de vértices de T que tienen valencia s + l. 
(b) T.,, el conjunto de vértices que tienen valencia ¡;:. 
(e) Si x, y E Tv¡, i = 1, 2, entonces x, y no son adyacentes. 

Para cada par de números naturales r, s tal que s divide ar, construimos la gráfica T(r, .s). 

La gráfica T(r, s) se obtiene del árbol T corno sigue: 

El conjunto de vértices de T(r, s) es Tv2 , y unimos a dos vértices x, y E T(r, s) si x, y están 

a distru1cia dos en T. 

Ejemplo: Así T(4, 1) es la gráfica de la fig.3.5 y se obtiene del árbol de la fig3.6. 

Es fácil ver que no= 1, y para cada i >O, ni= r(r-s)i-l. Como P¡ = (s-l)I+(r-s)tR, 

donde I es la 1natriz identidad y 

R~ l t5 p o º'' o o o 

] . p o 1 º- O. o - o 
o 1 o 1 o o o 
o o 1 o 1 o 
o o o 

donde p = f¡r.'.:.s¡Jt y t5 = -(J::._;;)11~,. 
Sea..\ un valor propio de R, x = (x1;x2 , •• ;)-_e.l2 ·cl correspondiente vector propio. Es fácil 

probar que :xk = a¡Lk- 1 , k ;::::: 2, para algún µ tal que ¡µ¡ < 1 y..\ = µ + fi· Las primeras dos fllas de 

R dan lugar a las siguientes igurudadcs xi = ¡; y (p2 - 1)µ2 + óµ - 1 =O. Esta ecuación cuadrática 

T1.1c:'-c-' '"'ON !.1_,,_,10 e 1 -
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siempre tiene rafees reales, una de ellas tiene valor absoluto menor que 1 si y sólo si s(s + l)>r. En 

este caso µ = ....:. Cr-:-:>!. Así el espectro de T(r, s) es igU:al aluint;;r~o 

l 'i. 
(-2(r - s)> + s - 1, 2(r - s)• + s-: l], 

con un punto adicional aislado >.o=-:; si y sólo si k := ~ <:.s +1. 
Y finalmente como la gráfica generada por el grup<'>.!ih~é F2 en dos generadores coincide con 

Ja gr{Ülca T(4,l), entonces .el espectro de .ó. en este caso es ¡_:2v::( 2._/3]. 

-. --~---------. 
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Capitulo 4 

GRUPOS NO MANEJABLES Y 

DESCOMPOSICIÓN PARADÓJICA 

4.1. Breve Introducción a los Espacios Topológicos y Medibles. 

Definición 55 Sea. .¿'y un espac1:0 topológico. 

(a) Un conjunto E ~ .Y es cerrado si su complemento Ec es abierto. (Asf 0 y )•( son cerrados, 

unión finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, e intersección de conjuntos cerrados es 

cerrado.) 

(b) La cerradura E de un conjunto E ~ X es el conjunto cerrado más pequeño en .Y 

que contiene a E. (El siguiente argumento prueba la existencia de E: La colección n de todos los 

subconjuntos cerrados de )( que contienen a E es no vacía, ya que X, e íl; sea E la intersección de 

todos los miembros de n.) 

(c) Un conjunto I< ~ X es compacto si cada cubierta abierta de I< contiene una subcubierta 

finita. lVlás explfcitamentc, I-< es compacto si dada {V0 } una colección de conjuntos abiertos cuya 

unión contiene a J;;, entonces existe.una subcolección finita de {V0 } que tambi6n contiene a I-<. 
(d) Una vecindad V de un punto p E X es un subcunjunto abierto de,'( que contiene a p. 

(e) ,y es un espacio de Haussclorf si ciados p, q E X, con p ~ q, existen U, V vecindades ele p 

y <¡ respectivamente ta.les que Un V = 0. 

(f) ,y es localmente compacto si cada punto de X tiene una vecindad cuya cerradura es un 

co1npacto. 

Obviatncntc, cada espacio cotnpacto es localmente compacto. 

TEci¡i:: ,....ON u_u V •. 
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Una frunilia !JJt de subconjuntos de un conjunto X es una u-álgebra si satisface las siguientes 

condiciones: 

(i) 0, X E !JJt. 

('ii) Si A E !JJt entonces Ac e.!JJt. 

(iii) Si {An} es una sucesión. de elementos en !D?, entonces 

00 

LJ A,. E !D?. 
n=l 

Una tnedida µ es: 

(a) aditiva contable si ·dada una colección {Ai} contable, disjunta, de elementos de !JJt , 

entonces 

µ CQ Á.),= ··ft µ (Ai). 

(b) aditiva finita si dada una colección. {Ai}tSiSn finita, disjunta, de elementos de !JJt , en-

tone es 

µ CQA·) = ~µ(Ai). 
Un espacio medible es un ·par (X,!JJt), donde X es un conjunto y !Dt es una u-álgebra. Los 

elementos ele !Dt son llamados conjuntos medibles. 

Definición 56 (a) una medida positiva es una funci6n aditiva contableµ !Dt - (O, oo), donde !)Jt 

es una u-álgebra . 

Suponemos· que µ(A)·< oo para al menos un A e !Dt. 

{b} Un espacio con medida es un espacio medible el cual tiene 1tna medida positiva definida 

sobre la u- álgebra de sus conjuntos medibles. 

(c) Una medida compleja· es. una funci6n µ !D? - C aditiva contable, definida sobre una 

u-álgebra v.n. 

Teoren1a 57 Sea /L una 1n,;difia posÚ.iva sobre una u-álgebra !ln. entonces: 

(a) µ(0) =O. 

(b) ·µ (Á~ U ... .'.u An) ~ E·µ(A;) si A~, ... , An son elementos de !D? disjuntos por pares. 
. " . '., :. i=1 

(e) A s;B.impHca µ(A) :5 µ(E) si A E !Dt,j! E !D?. 

(d) µ (An) ·:...... µ(A) cuando n - oo si A = U A,., A,. E !JJt, 
n=l 
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(e) ¡.t (A,.) ->µ(A) cuando n-. oo si A= n Á,., A,. E 9.Jt, 
n=l 

yµ (A1) es finito. 

4.2. Los espacios LP(X,·µ). 

Sea Jy un conjunto y A e; X, XA denotará la función característica de A, 

( ) _ ·{1 si x E A 
XA X -

.. . O si x~ A 
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Sea Jy un espacio localmente compacto. Denotamos por M (X) al espacio de todas las 

medidas complejas sobre JY, por M 1 (X) al espacio de todas las medidas complejas acotadas sobre JY. 

M.1,.(X) denotará el subespacio de M 1 (X) de todas las medidas positivas. Denotamos por Jl./ 1 (X) 

al conjunto convexo forrnado por las medidas de probabilidad sobre¿'{, es decir, todas las µ<M.1,.(-:\'") 

para la.s cuales ¡.t(JY) = l. La medida de Dirac Óa E ./V/1 (X) en a E X es definida por 6,,(A) = XA (a) 

para cada A e; _:\'" medible. Dcnotanios por D 1 (X) al conjunto de las medidas de Dirac sobre JY. 

Supongan1os que µ<M.1,.(X). Escribimos C.(X,µ) para denotar al espacio de todas las funciones 

con valores complejos que son µ-mediblcs sobre X. 

Considcre1nos ahora al espacio C.00 (X,µ) de todas las funciones f con valores complejos y 

¡.t-rncdiblcs sobre_:\'" (es decir, funciones J: X-> C talcs_quc ¡-1 (U) es medible para todo.U e; C 

abierto), para las cuales lfl es acotada µ-casi en todas p_art'?S (es decir, existe A e; X tal_ que µ(A)= O 

y lf(x)I :Sr< oo, '<lx E X\A). ,.. ,c. 

L 00 (X, ¡.t) es el conjunto de dases,dc ·;;qui·va.foncÍa ch .C°':'(X0µ); dC!nd~;-1;;f2" _.C'."'(X, µ) 

son identificadas si 1f1 - hl = O µ-casi ..;[l ~ad~ p~~;,s. k,{ ·L00(x;;,,) cs. equi~adó con la norma 

Jlfll
00 

= sup lfl, ft:.L00 (X, µ). :>~~-º· .-:"(, 
Para p<(l, oo), C.P(X, µ) es el cspaciOcl..; tod;;,;lasru~6ioncs con valores complcjbs, µ-rncdiblcs 

sobre Jy tales que: 

(Ver por ejemplo [Pi]) 

< oo. 
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V'(X, µ) es el conjunto de clases de equivalencia e11 .CP(X, µ),_ donde uno identifica a ft, 
heV'(X, µ) si: 

. _,_ ·- . 
,--- ' 

Así D'(X;µ) 

[ 1~1, ~~hl~ = J) !,~1 <:;?-;h(~)I". dµ(x) =o 
es equip~o con;I~ ":~:rma defiriida·por: 

:, '. ··:;/: '; ;:_· .:; : ::. :i. : 
~f11,,:d]_(Jl.lf<x,Yl~dµ<:r,>) · ;feI[(X, µ). 

Si p E (1, oo),definimosp' e'(1'; oo) t~l que:.!+~:~ i; tambión ponemos p' = oo si p = l. Si 
: ' .... '. '->··, ·: ' ·-: : ··:'·-'. -.,'. ·:- .: __ . p , ...... _ - :. - ·. ~ . 

1 ::::; p < oo, LP(X)' = v•' (X); lá dualidad está,dada por la~relación · 

. <J,9) =t1(x)9(;)di(x) 

para f E D'(X), 9 E v" (X). En el casó 1 ::::; p < .<= •. j E uéx)' y 9. E L,P' (X), ponemos 

Ul9) = (J,g}. 
Si 1 ::::; p < oo, definimos P''(X, µ) = { )" E Ú;. (X,µ) : llfllp = 1} . 

Definición 58 Un conjunto G con una operaCi6n binaria.* y una familia de subconjuntos de G se 

llurn.a grupo topológico si 

1) (G, *) es un grupo; 

2) (G, T) es un espacio topol6gico; 

3) Las funciones 91 : (G, r) x (G, r) - (G, r) y 92 : (G, r) - (G, r) dadas por gl (x, y) = x *y 

y g2(x) = x- 1 son continuas, donde x- 1 es el inverso de x. 

Un grupo localmente compacto G es un grupo top6logico (G,r) que es localmente compacto 

con respecto a la topolog(a r. 

Considere1nos como antes al espacio .C)ii'(X, µ) de todas las funciones f : X - IR µ-mediblcs 

sobre X para las cuales lfl es acotada µ-casi en todas partes. 

L)ii'(.Y,µ) es el conjunto de clases de equivalencia en .C)ii'(X, µ). 

Definición 59 Sea G un grupo localmente compacto, X un subespacio real (Xa denotará un sube­

spacio real} de L)ii'(G) con Xa E X (xa es la funci6n característica en G ). Un funcional lineal real M 

sobre ~Y es llamado una media sobre X si la siguiente propiedad se cumple: 

(i) '</ f E XJR inf f S lvI(f) S sup f. 

----~- ..,,~--- . 
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Sea G un grupo localmente compacto y sea X un subcspacio de L 00 (G). Decimos que ;y es 

invariante por izquierda si af E X (af(g) = j(ag)) cuando JE X y a E G. 

Si Ges un grupo localmente compacto, X un silbcspacio real de Llif(G) con Xa.E X que es 

invariante por izquierda. Una media JVI sobre X es llamada una media invariante por izquierda si 

\;/f E X y \:/a E G JVI(uf) = M(J). 

Definición 60 Un grupo localmente compacto G. es llamado grupo manejable si este admite 1tna 

media invariante sobre L 00 (G). 

Proposición 61 Si el grupo G admite estructura'..{¡é·ÍJr:upo lcJCialménte compacto para dos topologras 

T 1 y T 2 tales que T¡ es más fina que r 2 , enton:ce; .ia>rrian.ejabilidád d"e (G, Tt) implica la manejabilidad 

de (G, T 2 ). En particular, un grupo G localrriBnt~·/co:,;ipa;;to, et" cual es manejable con la topología 

discreta, es manejables (ver [Pi}). 

En el Capítulo 3 estudiamos la situación de una cubierta de Galois 7f" : ~ -> ~' definida 

por el grupo G, con ~'finita. Si el'grupo Ges manejable, entonces p(~) = p(~'). En este capítulo 

vcren1os algunas propiedades de los grupos no ntancjables. Nos interesa sobre todo la caracterización 

de grupos 110 manejables por la existencia de una descomposición paradójica. 

4.3. G-Conjuntos y Descomposición Paradójica 

Definición 62 Un conjunto A es llamado un G-conjunto izquierdo si para cada x E G tenemos una 

transformación fx : A~ A, a,__ xa, tal que y(xa) = (yx)a para toda a E A, x, y E G. 

Definición 63 Sean G un gr1tpo, X un e-conjunto izquierdo con ex= X para tado X·E X, y A e;;;'\{ • 

Una. medida invariante para {G, X, A} es una rnedida aditiva finitaµ : IP(X)->[O; oo) tal que µ(xB) = 
µ(B) \:/x E G, BE IP(X) y µ(A)= l. 

Definición 64 Un conjunto A admite una descomposición paradójica si existe una partición 

{Ai,:··• A,,.., B,, ... ,En} 

de A y elernentos xi, ... xn,., Y1, ... , Yn _<!-e ·G· ialeS.que 

son particiones de .4. 
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Observación 65 Si tal descomposición existe, entonces no existe una medida invariante para (0, JY:, A). 

Si µ fuera tal medida, entonces 

1 = µ(A) = f; µ(A;) + f:: µ(B;) 
i=l ·3=1 

= f; µ(x;A;) + .f:: µ(y;B;) 
i=l j=l 

= µ( LJ x;A;) + µ( Ü Y;B;) 
i=l j=1 

= µ(A) +µ(A) = 2. 

Una contradicción. 

Esta es la implicación fácil del Teorema de Tarski: 

'Teorema de Tarski: Existe una medidaµ invariante para (O, X, A) si y sólo si A no admite 

una clcscomposición paradójica. 

La implicación conversa es mucho más difícil y la probaremos, desarrollando todo lo que 

ncccsita1nos para esta prueba en las secciones posteriores. 

4.4. Conjuntos Equivalentes por partes. 

Definición 66 Sea. O un grupo y X un O-conjunto izquierdo con ex = x, 'l:r. E X. Decimos que 

dos .•ubconjuntos A y B de J'( son O-equivalentes por partes si existen particiones {Ai. ... ,A,..) 

y {B1, ... ,B.,,i} de A y B respectivamente y elernentos s¡, ... ,s1n de G, tales que siA 1 = B;, para 

1 ::;: i ::;: rn. Si A y B son equivalentes por partes, entonces escribirnos A ~B. Deci·mos que A ;:j B si 

A :o;; C ¡>ara algttn subconjunto C de B. 

Proposición 67 (i) ::;;; es una relación de equivalencia. 

(ii) Sean A y B E JP'(X) (IP'(X) es el conjunto potencia de X)tales que A ;;5 B y B ~ A. 

Entonces A::;;; B. 

Den1ostración. La demostración del inciso (i) es clara. 

La demostración del inciso (ii) está basada en la demostración del Teorema de Cantor­

Bernstein (sobre cardinalidad) y la presentanlos a continuación: 

Suponganlos que {JY:i, ... ,X,,.}, {Yi, ... ,Y,,} son particiones de X,Y respectivamente, tales que 

existen f 1, ... , fm, y g 1, ... ,g,., con {f1X1, ... ,f.,.Xm}, {gY1, ... ,gY,,} particiones de Xo, Yo respectiva­

mente; donde Yo s;;; Y, y Xo s;;; X. 
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Definimos 

f X-Yo 

X f;x, xeX; 

g Y-Xo 

y 1-+ g¡y, Y e Y;. 

Para E s;;; X, definimos E' s;;; X por 

E' = X\g(Y\f(E)) ((1)) 

Claramente, 

((2)) 

Sea V= {E: Es;;; X,E s;;;_E'}; 0_°Ev::s¿:l'l.,'n .. ~'.uv, la.unión_ de todos los conjuntos que 

están en V. Para cada E e V, E' s;;; D'. i>'.or:;(2)';;fu.i:i_E;,_~:L>'~ rió donde D <;;;, D' y nuevamente por (2) 
-· -, .· ..• -. ;·~ .-'1-;"_ .. ·:'i:- ;--.~:-'> ,··_f'''--,>,~ .. ,.;,..,,.:· -~; .. ,;·:_ .. .,,~--- ~ 

D' s;;; (D')', por lo tanto D' E V; és dech'; .O~~s;;;,9. X::c{)~clu_imo~ quci _D' =D. 
Por (1) ·•:. .• ·)'- ::•.··> · 

D 1 = D ~-X\ucY.:v(n));X\D:~ g(Y\f(D)). 

Claramente, X\D s;;; Xo. Ahorl'l.'ci~fii,.~~~~.p~;a 1 ::;'j S n, y 1 Si S rri, 

A;= D n X;, A,.+i = g;(Y;\¡(D));'·hd~ fj, h..;+;== g¡- 1
• 

Así 

JA¡, ... ,A.,} 

es partición de D, 

{A,.1.+l1 ... , An+m} 

es partición de X\D, 

{h1Ai. ... , h,.A,.} 

es partición de f(D), y 

{'1..ra.+tAn+I, ... , h., .. +.,nAn+rn.} 

es partición de Y\f(D). Por lo tanto X si Y. • 
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4.5. El Teorema de Konig y el Teorema de la División. 

Esta sección la dividirnos en tres partes, para tratar de facilitar el desarrollo de las dcmostra-

cioncs. 

Sean G y ¿'( corno antes. El siguiente resultado será llamado el Teorema de la División (para 

conjuntos equivalentes por partes), ya que es la versión de equivalencia por partes del siguiente hecho 

ru·itrnético: Si a,b E JR, r E N\{O}, y ra = rb, entonces a= b. 

Primera parte. 

Teorema 68 {El Teore?na de la División). Sean Ai, ... ,Ar, B1, ... , Br E IP'(JY) tales que: 

(a) A; n Aj = 0 = B; n Bj -cuando i '# j; 
(b) A; 5;! At y B; 5;! B1 'tli; 

(e) ( Ú A;)a;!( Ú B;) 
i=l i=l 

Entonces Ai 5;! B1. 

Este resultado fue probado por Banach y Tarski en el caso cuando r es una potencia de 2. 

El en.so general depende del Teorcrnn. de K6nig y la daremos en la tercera parte de esta sección. 

Para facilitar la exposición es conveniente expresar el Teorema de K6nig en tórrninos de teoría 

de gráficas. 

Una gráfica bipartita A consta de dos conjuntos de vértices¿'(, Y y un conjunto de aristas E 

tales que: 

(i) XnY = 0. 
(ii) E ~ J-y: x Y. Por lo tanto podernos denotar a A =(X, Y, E). 

Definición 69 Sea {X, y·, E) una gráfica bipartita, un empate _entre dos subconjuntos A ~ J'( y 

B ~ Y es un subconjunto F de E, tal que cada a E A fb E B J es un punto =tremo de =actamente 

un f E F y los puntos extremos de cada f E F están en A U B. 

Segunda parte. 

Teo1·en1a 70 (El Teore?na de Konig) Sea (X, Y, E) una gráfica bipartita k-regular. Entonces 

existe un empate entre X y Y. 
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Demostración. Sea Ll.o = X U Y. Para S s;; Ll.o, sea N(S) el conjunto de vértices en .ó.0 

unidos por una arista a un punto de S. Consideremos dos casos: 

Caso 1: La gráfica LI. es finita. Por la k-rcgularidad, k IXI = IEI = k IYI as! que IXI ==; IYI = n 

para algún n E N. 

(a) Afirmamos que IN(S)I ;::: ISI para todas~ X. El número de arista.8 qi.tc unen vértices 

en S con vértices cu N(S) es k ISI. As! L: n, = k ISI, donde n, es el mliilc~~ de arista.:. que unen a 
tEN(S) .- ::·,,-,:-:-,· '.'"·:-·_:. 

t E N(S) con miembros de S. Si IN(S)I < ISI, entonces n, > k para algún t, lo"cual es imposible. 

(b) Ahora probaremos que existe un empate entre )•C, Y.-Scan:A;-B subconjuntos de 

.Y, Y que admiten un empate F con IFI la máxima posible. Supong~os -quc··:A #X. y sea x E X\A. 

Consideremos el conjunto Z de puntos z E LI. para los cuales c..-..::istc un·can:iino (e¡, ... ,e,.) con las 

siguientes propiedades: 

(1) El camino une ax con z, 

(2) Si la arista e; E F entonces e;+1 ~ F y e;+2 E F. Y si e; E E\F entonces e;+1 ~ E\F 

y e;+2 E E\F. 

Si x = ao, a 1 , ••• , ª" = z son los vértices asociados con tal camino, entonces todos los vértices 

de .Y. a2, a,¡, ... , están en A (excepto x) y todos los vértices de Y, a¡, a3, ... están en B c.xcepto posiblc-

1ncnte z. Supongan1os que z E Y. Mostraremos por la maximalidad de F que el vértice z está en B. En 

efecto n = 2k + 1 es impar, y si z ~ B y tomamos F' = (F\{e2, e4, ... , e2k}) U {e1, e3, ... ,e,.} entonces 

F' es un empate de A U {x} con BU {z} y IF'I = IFI + 1 > IFI, contradiciendo la maximalidad de 

F. Así T = Z n Y s;; B. Sea S = Z n X. Es fácil checar que T = N(S) y que ITI = ISI - l. Entonces 

IN(S)I < ISI, contradiciendo la afirmación (a). 

Así A = X, B = Y como queríamos. 

Caso2: La gráfica ~ es infinita. Definamos la siguiente relación en ~' si x, y E ~ decimos que 

x cst<i relacionado con y, xlly, si existe un camino que une a x con y. Est.a relación R es una relación 

de equivalencia en A, y por la k-rcgularidad, cada clase de equivalencia es una gráfica contable, 

k-rcgular bipartita. Por lo tanto podemos encontrar un empate para cada clase, entonces podemos 

encontrar un empate para A. As! podemos suponer que LI. es numerable y que cada par de vértices 

está conectado por un camino. 

Sea (x, y)E .Y: x Y y dcfinanios los subconjuntos Z; de LI. por Z 1 = {x,y}UN({x,y}), Z;+1 = 
00 

f\'(Z;). Claran1cntc, por conc.xidad, LI. = U Z;. Sea X;= XnZ;, V.= YnZ;. Notemos que Z; ~ Z;+1, 
i=l 

así que ¿'\{¡ ~ ¿Yi+t, Y; ~ l'i+t · Sea j ;:::: l. Adicionando nuevos v6rtices a Xj, lj y nuevas aristas, 

obtcnc1nos una gráfica finita bipartita k-rcgular (Xj, YJ, Ej). 

'TJ,7C:TS· roN 
'- W?J.._~ V -
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Por el ca.so 1, existe un empate entre Xj y YJ. Para i < j, este cn1patc induce un empate de 

)<.¡ con un subconjunto de}'. 

Un i-c1npatc es un empate entre Xi y un subconjunto de Y. Lo anterior muestra que existe un 

i-cn>patc para toda i. Si i < j, 11'1; es un j-cmpatc, entonces M; induce un i-cmpatc M;Jx,. Como el 

conjunto de l-c1npatcs es finito, existen r-cmpatcs lvI); (r ;:::: 1) tal que l'vI); Jx, = J\·I,1. Sea lvI1 = 111l. 

Similarmente existen r-crnpatcs M~(r;::: 2) tal que MiJx, = lvI1 y M,?Jx, = .J\Ji. Sea l'vh = Aii. Un 

obvio argumento de inducción produce una sucesión {M;} de i-cmpatcs con .lvI;+> Jx, = l'vI;. Entonces 

J\I = Ü JIJ; es un empate para X y· Y. • 
i=l 

Tercera parte 
Demostración. (Prueba del Teorema de la División). Sea G un grupo y ¿'( un O-conjunto 

con ex = x para toda x E X. Sean r,A;,B; como en (i) .. Sean ti>; : A; - Ai, l/J; : B; - B1, y 

cjJ: Ü A; - Ü B; las biyecccioncs de equivalencia por partcii asociadas con (b) y (c) de (i). Tomemos 
i=l 1=1 

cp1, ·t/J1 como los mapeos identidad. Definamos una gráfica bipartita r-rcgular (Xi. Yi, E1) como sigue. 

Sea JYt = A1 x {O}, Yt = B1 x {l}. (La razón de incluir los "x {O}" y "x {l}" es para asegurar que 

x·, y Y 1 sean disjuntos). Trazamos una arista que une a (a, O) E X 1 con (b, 1) e Y1 pru·a cada par 

·i,j tal que 4'<t>;- 1(a) E B; y l/J;c/J<lii 1 (a) = b. Por el Teorema de Konig, existe un empate l'vI para .'.'1 

y Y¡. Pm·a a E Ai, sea o{a) E B1 tal que (o(a),l) es el otro punto extremo ele la arista en Al que 

contiene a (a, O). Entonces a(a) = tPjtP<Pi 1 (a) para algún par i,j. Ya que l/J;, cp y cp¡ 1 cstan dados por 

G-traslacioncs, o(a.) es de la forma Yj,mSkx¡Ja. Solo hay un número finito ele posibilidades para los 

YJ,n1.-, sk y x;,l en G, y obtenemos una partición I<1, ... , I<q de At y elementos Zp, cada uno de la forma 

YJ.mskx¡}, tales que {z1I<1, ..• ,z,,I\q} es una partición de B1. Así A1 ::=: Bt • 

4.6. Descomposición Paradójica. 

Sea (G, X, A) como antes. 

El tcormna ele T.u·ski nos dice que: 

Existe una 1ncdida µ. invariante para (G, X, A) si y sólo si A no admite una descomposición 

paradójica. 

Sea V= {B ~X :existen n EN y s1, ... ,s,. E G tales que B ~ Ü s;A}. Los elementos de V 
i=l 

son llaniaclos acotados. Sabemos que existe una medida invariante sobre (G, X, A) si y sólo si existe 

una medida v sobre V, aditiva finita, G-invariante positiva, con v(A) =l. 

TESIS Ct)J\1 
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En Ja descomposición paradójica de A, mostraremos que tres particiones de A están in­

volucradas. Por esto, es conveniente tener varias copias disjuntas de A disponibles. Por esta razón, 

introducimos Y= X x N•, donde X está identificado con X x {1} y N• = N\{O}. Sea 7r(N•) el grupo 

de permutaciones de N• (es decir, el grupo de mapcos biyectivos de N•). Sea H = G x 7r(N•), entonces 

H actúa sobre Y por medio de Ja fórmula: 

(s,p)(x,n)=(sx,p(n)), (s,-p)E H, (x,n)E Y. 

Sea I la permutación identidad sobre N•. Entonces (e, I) es la idcnidad de H y (e, I)y = y 

para toda y E Y. Sea 

N ={GE l?(Y): G ~ B x F para algún BE 'D, FE .:F(N•)}, 

donde .:F(N•) = {N~ N• :. N. es finito}. 

Claramente, N es H -invariante y es una u-álgebra de subconjuntos de Y. 

Ahora . asociaremos . la existencia de una medida invariante para ( G, X, A) con una descom­

posición paradójica para A. Para esto desarrollaremos las equivalencias necesarias para demostrar el 

Teorema de Tar.ski. La referencia principal en este capítulo y en esta sección es [Pi]. 

Proposición )'.1 Existe una medida invariante para (G, X, A) si y s6lo si existe una medida v fini­

tamente aditiva, positiva, y H -invariante sobre N con v(A) = l. 

Demostración. Cada N E N puede ser escrito de forma única 

r u Gi X {ji} 
i=l . 

donde 1 ::5 J1 < J2 < ... < Jr, G; E 'D y cada G, # 0. Nótese que si (S,p)E H, entonces 

(s, p)(N) ==; Ú sC; x {k;} 
i=l. 

donde los k; son distintos. Cada medida invariante v para V da.lugar a una medida invariante ~ sobre 

N,dondc 

~(N) = 'f: v(Ci). 
i=l 

Ahora probaremos el converso. Dada.una med.ida invariante~. sobre N, obtenemos una 

medida invariante v sobre 'D ~ N por rcstrición y por'id6'ntificación de cadas E G con (s, I)e H . 

• 
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Escribin10:; Ni ::;;; N2 en N cuando Ni y N2 son H -cqui~alentes por partes. Sabemos que ""' 

es una relación de equivalencia sobre N. 
. . 

Sea E= N/ ;:;;;, y T: N ->E la sobreyección canónica. Sea.a,,;, 7-(A), damos estructura de 

semigrupo abeliano a E como sigue. Sean Ni y N 2 e :W; cirito1lécs é,.:istc 1i'e-H tal que h(Ni) nN2 = 0. 
Definimos N1 +,. N2 = h(N1) U N2. _;'::._,· .. •·.;~:\l'.:: ' 

N, +,. N2 "" ~7::u;~~ ~:e::u~::: :~;.J';igi¿~d&;¡it;tr~1tlJ~t~~rtt\1n~; Tr0
: ~t:~~: 

igualándolo con el elemento r(Ni +1, N~)~'hi:s\r.icil.;,;~~;ifi.J~ c¡;;i:;;/quc' ~ ·6;i s6~ii'rupo abeliano bajo 

el mapeo (u, T) ,_. (a + r). Í' jjl~\:'10'.t: :~~C :;t'.,º·'~ i+ - -·::. . . 
El próxhno resultado reduce el problema de medida para (G, X, A) a la existencia de cierto 

:

0

r::::i:::

0

7 : ~::[:~:~7Ji!JiZ~~~i~i~ftIK;~.~;A) si y sólo si existe un homomorfismo 

f : E_, [O, oo) tal que f(a) = 1. 

Demostración. Supongamos que existe ·una medida invariante v para (H, Y, A). De que 

v(N1) = v(N2) si N 1 ::;;; N 2 en N, se sigue que podemos definir un mapeo f : E _, [O, oo) dado por 

f(T(N)) = v(N), N EN. 
Si N,, N2 EN con Ni n N2 = 0, entonces v(N1 U N2) = v(Ni) + v(N2). 

Respecto a la definición de adición en E, vemos que fes un homomorfismo con f(a) =l. 

Ahora supongan1os que g : E _, [O, oo) es un homomorfismo con g(a) = l. Para N E N, 
definimos t;.(N) = g(T(N)). Entonces t;.(A) = 1 y t;(hN) = t;(N) para toda h E H y N E N, ya que 

N ::;;; hN. Si N 1 , N 2 E )\( con N 1 n N 2 = 0, entonces r(N1 U N 2) = T(Ni) + r(N2), obtenempos por 

lo t.anto que t;.(N1 U N2) = t;(Ni) + t;(N2). Obviamente t;(0) =O, así que t; es una medida finitamente 

aditiva, positiva H -invariante sobre )\( con t;(A) = l. Finalmente usamos la Proposición 71 para 

con1plcuu· la prueba. • 

Sea S un semigrupo abeliano. Decimos que s :5 t en S para s, t E S, si s = t ó si existe 

w E S tal que s + w = t. 

Proposición 73 (uer [Pi]) Sea T un subsemigrupo del semigrupo abeliano S y F : T _, [O, oo) un 

homomorfismo (es decir una .función aditiva). Sea e ET tal que F(e) = 1 y para cadas, t E S, existe 

n E N* tal que s :5 nt. Entonces existe un homomorfismo g: S _, [O, oo) con g(t) = F(t) V't ET si y 

sólo si F(s) :5 F(t) cuando s, t ET y s :5 t en S. 

Ahora conlinuen1os con la prueba del teorema de Tarski. 
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Proposición 74 Existe una medida invariante para {G, X, A) si y sólo si ka =¡fla, cuando k, l e N• 

con k =F -l. 

Demostración. Supongamos que cXisteuna medida.invariante pará (G; X, A). J='or' (ii) existe 

un homomorfismo f : E -+ [O, oo) tal que f(a) = l. Si k, l E N• con k =F. l, entonces f(ko) = k, 

f(la) = l, asf que k0t =F la. 

Inversamente, supongamos ka =F lo cuando k,l EN• con k =F l. Sea T = {n0t: n EN"}. 

Entonces T es un subsemigrupo de E. Si /3 E T, entonces existe exactamente un n E N• con /3 = na. 

Definirnos F: T - [O, oo) por F(/3) = n. Obviamente Fes un homomorfismo y F(o) = l. Ahora 

n1ostr~irc1nos que las hipótesis de la porposición anterior se satisfacen reemplazando S, e con E, o. 

Sea -y E E. Debemos probar que existe ó E ~ y r E N• tal que -y+ ó = ra. Para demostralo, 

sea c EN tal que r(C) =-y. Podemos escribir a c como unión disjunta finita de conjuntos B,,. X {m}, 

donde B.,. E V y como r(C) = :L; r(B,,.), podemos suponer que CE V. As!, C ~ Ú s;A para algunos 

Si E G. Escribiendo a c como unión disjunta 
i=l 

r 

LJC,, 
i=l 

con c; ~ s;A siempre podemos encontrar h; E H tal que h;(s;A) n h1(s;A) = 0 si i =F j. Sea 

Bi= h;(s;A)\ h;(Ci) y E'= UBj. Entonces -y +r(B') = ra y podemos tomar ó = r(B'). 

Ahora mostraren1os que sis, t ET con s ::5 ten E, entonces F(s) :5 F(t). Supongamos que 

s =na: y t = ma con s ::5 ten~; sin ::5 m no hay nada que probar. Supongamos que n > m; sea 

C,., Cm e N con r(C,.) =no, r(C,,.) = ma. De que na= mo + (n - m)a, se sigue que Cm :::$C.,. 

De que s ::5 t, podemos encontrar /3 E E con na+ /3 = ma, y se deduce que C,. ~ Cm. 

Por la segunda parte de esta sección, tenemos C., si Crn y n0t = mo. Pero por hipótesis, na =F 
uzo ya que n # Tn. As!, n ::5 m y F(s) ::5 F(t). Aplicando la Proposición73, existe un homomorfismo 

g: E - [O, oo), con g(a) = 1 que extiende a F. Por lo tanto la Propisición72 implica que existe una 

medida invariante para (G, X, A). • 

Proposición 75 Existe una medida invariante para (G, X, A) si y sólo si o =¡f .20t. 
·,·. : 

Demostración. Por la proposición anterior, sól;,nec'6sit8.nios demostrar que si o =F 2o ===> 

ka # lo cuando k =F l en N*. Supongamos entonces _q~c .. a ,.!;· 2o y que existen k, l E N• con k =F l, 

tal que ka = la. Sin pérdida de generalidad podemos.sU:poner que k < l. Sea l = k + r con r ~ 1, 

cnlouccs 

ka= (k + r)o, (k + r)a = (k + 2r)a,• 
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y obtenemos ka= (k+pr)a, '<lp;::: l. Tomando p = k, ka= k((l +r)a]. Por el Teorema de 

Ja División, a = (1 + r)a. Si r = 1 en.tonces a = 2a Jo cual es una contradicción. Si r > 1, sumamos 

(r - l)a a ambos lados de Ja igualdad y entonces a = (1 + r)a,es decir, r(a) = r(2a) y nuevamente 

aplicando el Teoren1a de Ja División obt"Cmemos a = 2a Jo que es también una contradicción. • 

Teorema 76 (Teorema de Tarsl..-i ). Existe una medida invarj.ante para (G, X, A) si y sólo si A no 

admite una descomposición paradójica {con respecto a G). 

Demostración. Si existe una medida invariante para ·(G;.)l, A), ~:mtonces por observación 

65, A no admite una descomposición paradójica. 
--·:.·._' ,· ·. -· 

Ahora, supongamos que G no admite una descomposición paradójica. Por (v), es suficiente 

demostrar que a ;.f 2<:>. Supongamos lo contrario, que a: :i :ÍÓ<. ·:Entc>ricris A ~ A U (A x {2}) en N 
- - ,--· . - ' . 

con respecto a H (recordando que· se identifica A con A. x {1}).,:Pór: Jo tanto, existe una partición 

Ai, .. . , A 77,., B1, ... , B,,.,, de A y elementos 

de H tales que p¡(l) = 1, q;(l) = 2 y 

{(si; P1)A1, ... , (s.,;,p,,.)A,n; (ti, qi)Bi, . , . , (tn; q,;)Bn} 

es una partición de A U (Ax {2}). Por Jo ~4t~{s1~l•·' .;~m4m} y {t1Bi. ... , tnB,.} son particiones 

de A y A admite ,un~ descc)~posiciÓ~ Parªd~jl6a: :¿() cÜaL~ u~acontradicción. • 

El teorema de TarskiaplicadO'~(ora::C>·~n 1l1i.U:'C1e:(a,x, A) da la siguiente caracterización 

de grupos manejables. ;·-;,\' -{;;-" 

,j .;L L_~;~·.: 
~ .·;_-:.;,--. :' -~· 

Corolario 77 El grupo G es no mánéjáble ';;i Y.sólo si:=.iste 1.tna partición 

{A1, 

de G y elementos xi, .. ,xm,Yi. ... , Yn de G tales. que {x1A1, ..• ,xmAm} y {y1Bi, ... ,y,.B .. }son parti­

ciones de G. 

Den~ostración. Supongamos que G no admite una descomposición paradójica. Entonces 

por el teorema de Tarski existe una medida invarianteµ: IP(G) _, (O, oo] para (G, G, G). 

Sea XE la fución característica de E\;;;; G. Definamos m(xe) =µ(E) para cada E\;;;; G. 
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Más generalmente podemos definir 7n sobre el espacio V generado por 

. . 

7n (~ °'iXEI) = ~ a;µ(XE1) (a; E <C, E; !:;;;; G). 

Ahora como 7n es continua en V y V es denso en L 00 (G), podemos extender 7n a todo L 00 (G). 

Por lo tanto mes una media invariante sobre L 00 (G). Por lo tanto G es rnanejable. • 

Algunos grupos no manejables 

Definición 78 Una función f sobre un espacio medible X cuyo rango consiste sólo de un núrnero 

finito de puntos distintos en <C, es llamada una función simple. 

Seaµ una medida no negativa sobre X. Denotamos po!" ((X,µ) al.espacio de todas funciones 

simples µ-rnedibles con valores complejos sobre X. 

El siguiente Teorema es una de las caracterizaciones, para grupos manejables que se encuen­

tran en [Pi]. 

Teorema 79 Un grupo G localmente compacto, es manejable si y sólo si 

n 

sup ¿ui - .. , f;)?: o 
i=l 

cuando f1, f2, •.. , f,. E ((X,µ), y a¡, ... , a,. E G. 

Proposición 80, El grupo discreto _{con la topol;g(a discreta) F2 en dos generadores a y b no es 

manejable. 

Demostración. Supongamos que M·cs :una_ media invariant_c por izquierda sobre L 00 (F2). 

Sea A el subconjunto de todos los clemeritos en,F~·.que ; 'l!sc.:itos:como palabras reducidas, admiten 

un primer factor de la forma a"(n E Z\{O}). •É;;t.;ric~.A,.bA," b2 A son conjuntos disjuntos y 
"~ : : . . . . .. 

3M(XA) = M(XA) ..¡.'. M(~~A)f.M(X&•A) :S lvI(XF,) = 1 

de aquí que JVI(xA) :S :}. 
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Por otra parte, A U aA = F2 y por lo tanto 

entonces ../\1(XA) ;:::: t. Tenemos una: conti;ElrlÍ.<:~ióJ:l: i 111 
También podemos dar una dcscociposi6ióri ~,¡;adÓj.ica de: F 2 • Para 

sea E,. el conjunto de clcmcnti~ .;;,•Fdfc~'y,:,.' ré>r~a reducida inicia con u. Sea 
~ '7 .,/~~-.'.~";'.~[;, TC:t -('~~~ 

c:.~J ... 1'. ~·;ú~2 •• :;} ;·--. 

y obtenemos la siguiente dcscomposiciÓn::p.,;;adÓjica'.; 

Proposición 81 Sea G el grupo libremente generci.do por elementos a¡, ... , a,. con (n ~ 2} de orden 

p, (i = 1, ... , n). Entonces G es no manejable (con la topolog(a discreta) excepto paran = 2 y p¡ = 
2,p2 = 2. 

Demostración. Para i = 1, ... , n, sea A; el subconjunto de G que consiste de e y todos los 

clcn1entos que se escriben como palabras reducidas que no inician con af (k = 1, ... ,p; - 1). 

(a) Supongamos que n;:::: 3 y sea h = f:C-x;1- +a,-• XA;). Entonces 
i=l • • 

y 

Si x "'e, 

" 
LXA;(e) = n,L(a¡-•XA;(e)) =O 
i=1 i=l 

7' 

L(-XA; +a¡-' XA.)(e) = -n. 
i=l 

7' 

LXA;(x) = n -1 y L(a¡-'XA.(x)) :5 1 
i=l . i=1 
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entonces 
n 

L(-XAi +a¡-' XA;)(x) $.-n+2 $ -1. 
i=l 

(b) Supongamos que n = 2 y ay ~ e. Sea 

h = 3(-XAi +,,,. XA,) + 2(-XA1 +,.,. XA.) + 4(-xA, +a;¡-' XA.}-

56 

Tenemos así que h(e) = -3 - 2 - .4 = -9, h(ay) = 3 - 4 = -1, h(ay) = 2 - 4 = -2, 

h(a2) = -3 - 2 + 4 = -1. Si una palabra reducida x en G inicia con a~1 (2 < k1 < pi), tenemos que 

h(x) = -4; si x inicia con a~2 (1 < k2 < p 2 ), tenemos h(x) = -3 - 2 = -5. De aquí que h $ -xc· 
En an~bos casos la no manejabilidad se sigue de la Teorema79 • 

Corolario 82 Sea G el grupo compacto (manejable} de rotaciones S0(3, IR) de la esfera unitaria en 

IR3 • Entonces Gd (el grupo G con la topología discreta )es no manejable. 

Demostración. Considerémos las .rotaciones· 

l~ 7.U ;i~ .·~ l [" 1 o 
a= ·.1 

" 
o o 

,O o -;,.1 

y sea H el subgrupo de Ggen;;;,,:ác, iici~ d'j',;o'cT;,Iieriios a2 = b3 =e y también 
' .· . . , ··':.<-' :,,~··, ,, ;<,. -

oo~~¡-~}filJli~~l~[~ ~ ~]· 
Se puede verificar fáci!~"~):~ .J'c~1'..iiiC:i1ic'ci~~, el~~~ ~:ira toda k E N\{O} y n1, ... , nk E {1, 2}, el 

clcn1cnto b7'1ab712 ••• ab""'a cn . .-H--_tiCn:é.~IB:!'f~r , ,..-~;;. "-~ ~'-···- -. 

· :~'.~1r1~~··~~ ~~ i 
donde p¡,p2,p3,p4, y Ps son',eI'lter;J~.parcs,y. q¡,q2,q3 y q4 son enteros impares. De aquí que este 

elemento difiere de e y a;' no .. cXiste un'a. relación de la forma aC•b"1 ab'" ... b""'aC• = e con k E N\{O}, 

n 1 , ••• , nk e {1, 2},ei,e2 E {O,l}>Así·H es no manejable por Proposición 81. 

Ahora como cada subgrupo cerrado H de un grupo manejable Ges manejable, ver por ejemplo 

[Pi]. Entonces Ges no manejable. • 
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