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Introduccion

Estc trabajo cs un intento por recopilar informacién sobre grupos mancjables y no mancjables
y la rclacién que éstos guardan con cl espectro de una grafica infinita.

La primera motivacién para considerar cl espectro de un operador provicne del caso finito, cs
decir, cuando V' es un k—espacio vectorial de dimensién finita, y A : V — V una transformacisn lincal.
Una condicién necesaria y suficiente para que ¢l operador A no sca invertible cs que su determinate
se anule, un concepto que no tienc generalizacién a cspacios de dimensién infinita. En ¢l caso de
dimensién finita, el determinante de A—AJ (A € k) cs un polinomio en A, cuyas rafces son exactamente
los valores propios de A. Por lo tanto, en cl caso de dimensién finita, ¢l cspectro de un operador lincal
cs exactamente cl conjunto de sus valores propios.

Sin cmbargo, cl concepto de valor propio no nccesita definirse en términos del determinante.
Dec acucrdo con la definicién gecométrica, un nimero complejo A es un valor propio de una transfor-
macién lincal A : V — V (V un cspacio con producto interno) si existe un vector x # 0 tal que
Arxr = Az. Equivalentemente: A es valor propio de A si existe un vector unitario = (J|z]|] = 1) tal que
|Ax — Az = 0.

En cl caso genceral, diremos que cl cspectro de la transformacién linecal A, Spec(A), cs cl
conjunto de todos los mimeros complcjos A tales que A — A no cs invertible. Y A ¢s un valor propio
aproximado de A si para todo £ > 0 existc un vector z # 0 tal que ||Axz — Az|| < £||z]], al conjunto
de todos los valores propios aproximados de A lo denotamos ITI(A).

Nos interesa sobre todo, cl cspectro de una transformacion lincal asociada a una grdfica A
con conjunto de vértices Ag, y cuyo conjunto dc aristas ¢cs A3 © Ag x Ag. A las grdficas infinitas
A con deg(u) < oo para cada u € Ag (donde deg(u) es cl mimero de aristas que terminan en u),
las llamarcmos gréaficas localmente finitas. A cada grédfica localinente finita A podemos asociarlc una
matriz infinita Aa = (@uv), llainada matriz dc adyaccncia de A, donde auy (u 7 v) es ¢l mimero de
aristas entre cl vértice u y el vértice v, y auw ¢s dos veces ¢l mimero de lazos cen .

Si

Ma = sup{deg(u)|u € Ap} < oo,
centonees podemos ver a Aa como una transformacién lincal acotada (existe M € N tal que ||Aaz|] <
1‘\! |lz]] para todo x), definida en cl espacio 12 dc todas las sucesionces complejas (Zn)nen tales que
Z 12;|2 < co. Siecmpre supondremos que, Ma < co.

=

Obviamentce definimos ¢l cspectro de una grédfica A, Spec(A) como cl espectro de la transfor-
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macion lincal Aa, algunas dc las propiedades del opcrador AA y dcl Spec(A) son Lratadas amphamcntc
en [PT, M1, M2, MW, Mu, MO, BM, Ta]. = S
Nos intcresa calcular el radlo cspcctra.l p(AA)"

asociados a grédficas infinitas A.

Otro resultado immportante, os .G

ficas.

chn B, Fy, ... subgréﬁcvas"dc:) .'succsmn FFy, Fy, ... converge a
, Fy — A(n — o0), si para cada arist
e € (1’,.)1 para cada n = N(e). i

Asf, dada una sucesién Fl, Fz, el dc subgréﬁcas dc A que convcrgcn a A; cl radio espectral

‘e-Ayr. podemos cncontrar un ntimero N = N{(e) tal que

de A estd dado por

p(A) = p(As) ='uli-"«3§”.(£‘") i
(ver [Ta, M2)). S R o
Sca A una gréfica, con conjunto dec vért;lccs Aoy con_)unto dc anst.as ‘A1, ¥y un subconjunto
X de Ag, definimos X como ¢l subeconjunto de amstas de A 'que- t;crrmnan ecxactamente en un vértice

de¢ X. Definimos la constante isoperimétrica i(A), como

aX|
1X1

Para grificas A con deg(x)= k, para toda x € Ap, cs dccir, grificas con valencia k& cxiste
un resultado importante para nosotros: Si A cs una grédfica infinita, fconcxé. con valencia &, entonces
p(A) = k si y sélo si i(A) = 0 (ver [M2, M1, MW]). :

Sca A una grdfica y G un grupo dc automorfismos de A actuando libremente sobre 4, cs

i(A) = 1nf{| : X subconjunto finito de Ag}

decir, si para algiin z € Ag sc ticne gz = x (6 para algin a € A; sc ticne ga = «), entonces g = 1.
Deccimos que un morfismo supraycctivo = : A — A’ ¢s una cubicrta dec Galois definida por G si:

(i) mg = 7 para cada g € G.




(i¢) Para cada = € Ag (o € A,) tenemos 7 r(x) = Gz y 7 tn(a) = Ger.

Si'G cs un grupo finitamente gencrado y S es un conjunto finito de genecradores tal que 1 ‘¢7 S.
Definimos la grédfica de Cayley A = A(G, S) como la grafica cuyos vértices son Ag = G, y cuyas aristas
son de la forma g—>— sg paracadage Gy s € S. Asf, G ¢s un grupo de automorfismos actuando
librecmente sobre A.

Un grupo G con una gréfica de Caylcy T' sc llama manejable si i(T") = 0.

Sca 7 : A — A’ una cubicrta de Galois definida por un grupo G dec automorfismos de A y
supongamos quc A’ e¢s finita. Si el grupo G cs mancjable, entonces p(A) = p(A’). Este cs ¢l resultado
mds importante cn cste trabajo, la demostracién puecde consultarse en [PT, Taj.

Para poder entender y desarrollar cste tiltimo resultado necesitaremos de muchos mas concep-
tos y resultados de los anteriormente mencionados. Asf cste trabajo sc desarrolla en cuatro capftulos,
cuyo contenido describiremos a continuacién.

En cl capftulo I, introducimos la mayor parte dec los conceptos y las herramicntas bdsicas.
Damos algunas nociones clementales de espacios métricos y espacios de Hilbert, como convergencia,
y transformaciones lincalcs acotatadas sobre cspacios de Hilbert. Y lo mds importante, desarrollamos
algunas propicdadces del ecspectro de las transformaciones lincales acotadas sobre espacios de Hilbert.

Esto nos proporciona la herramicnta necesaria para definir y obtener nuestros primeros re-
sultados sobre opcradores asociados a grdficas infinitas.

En un espacio de Hilbert A, podemos calcular ¢l radio espectral p(A) de una transformacion
lincal acotada A : H — H, como la norma dc la transformacién lincal A, [|A]] := sup{|[4=]|| : ||=| < 1}.
Msds aiin, la transformacion lineal asociada a un gridfica infinita scra acotada si y sélo si Ma < oo.

Para tratar de entender el concepto de cubierta (ver [Ta]), cn cl capftulo II damos algunos
conceptos bisicos sobre cubicrtas y algunas de sus propicdades fundamecentales.

Una vez desarrollados todos estos conceptos, cntramos a la parte central de este trabajo.

En cl capitulo III damos una breve introduccién a los g‘rupos mancjables . incluyendo las
condiciones de Felner (ver [P, Pi]):

Sca G un grupo localmente compacto y consideremos la medida dc Haar dada por la cardi-
nalidad y denotada por [.|. Scan U,V € G denotaremos con UAV % (U\V) ] (V\U) a la diferencia

simétrica.
Consideremos las siguicntes propicdadcs que ca.ract;cnzan a. los grupos mancjables:
(F) [resp.F~] Para todo subconjunto compacto K [rcsp. subcon_]unto finito S } de G y para
todo & > 0, cxiste un subconjunto medible U en G tal que 0:< U] < co ¥y J"—L['m—l < £ (donde
aUAU = (aU\AU) U (U\aU) cs la diferencia simétrica) para cada a € K [resp. cada a € S].
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(WF') Para todo subconjunto compacto K de G y para todo € > 0, cxisten subconjuntos
medibles U y N en G tales que O <|U| < oo, |N| < o0, y J“—UrD-Arﬂ < & para cada a € K\N.
(SF) [resp. (SFT)] Para’todo subconjunto compacto K [resp. subconjunto finito S | de G y
KUAuU
U

para todo & > 0, cx:stc un subcon_]unto mcdlblc U cn G tal quc 0 < |U| < oo y < £ [resp.

FUAU
LA <l

Después rclacmnaxnos g'rupos ﬁnltamcntc gcncrados con gré.ﬁcas pot mcd:o dc la grdficas dc

Cayley. ;
Como una consccuencia dc las condxcxoncs dc F(alncr y la dcﬁmcxén de la constante isoperi-

meétrica tenemos que: o A .

Dado un grupo G ﬁmta.mcntc gcncrado dot.ado con l . ‘,topologfa dlscrcta Yy S un conjunto
finito de generadorcs. Decimos que ¢l grupo G s ma.nc.]ablc siy sélo‘sx la constantc isoperimétrica de
su grdafica de Cayley es ccro. J W

Para finalizar, cn ¢l capftulo IV sc:incluyc:la aractcnzacxdn dc grupos no mancjables: Un

grupo G c¢s no mancjable si y sélo si G admlt;c unaﬁdcscompos:ctén paradé_)lca, cs dccxr, si existc una

son particiones de G. La rcfcrcncxas prlncxpalcs pa.ra cste ’capft;ulo son [P Pi).

e p‘f}m‘x
FALLA DE ORI

EN

i
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Capitulo 1
Graficas y Operadores

En cste capftulo, vamos a introducir ¢l material necesario para definir el cspectro de un
operador lincal. o R

Nos interesa sobre todo estudiar cl cspectro del opcerador. lincal: definido” por la matriz de
adyaccncia A asociada a una grdfica A infinita. Toda la tcorfa de opéradofes lincales y su espectro

estd basada principalmente en las referencias [H, T).

1.1. Espacios métricos y topoldégicos

Definicién 1 (a) Una coleccidn T de subconjuntos de un conjunto X, se dice que es una topologta en
X si T tiene las siguientes propiedades:

(YPerTy XerT.

(ii) SiV; € 7 para i = 1,...,n, entonces V1 Va...V;, € 7.

(iti) Si {Va} es una coleccion arbitraria de miembros de T, entonces | JV, € T.

(b) Si T es una topologta en X, entonces (X,T) es llamado un es;;acio topoldgico, y los
miembros de T son llamados conjuntos abiertos en X.

(c) Si (X,71) y (Y, 72) son espacios topoldgicos y f es una funcidon de X en Y, entonces

decimos que f es continua si f~(V) € 71 para todo V € T2.

Definicién 2 (a) Una coleccion 9N de subconjuntos de un conjunto X es llamada una o—dlgebra en
X st 9N tiene las siguientes propiedades:

() X € o,

(ii) Si A € 9, entonces A° € 9N, donde A° es el complemento de A relativo a X.

TESIS
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(zn) SiA= U A, y st Ay, € 9 paran = 1,2,..., entonces A € M.
(b). Si 90T es una :—dlgebm en X, entonces (X,9) es llamado un"espacio medible, . los
ﬂuembu)s de 9 son llamados conjuntos medibles en X. FEEORE ’
(c) Si X es un espacio medible, Y es un espacio topoldgzco v f es una funczdn de X enY,
entonce.s f se dice medible si f~Y(V) es un conjunto medzble en X pam cada, v can]unto abzerto en

Y.

Reccordemos que un espacio métrico (X, d) csté. formado por un conjunto X 'y una [uncién
d XN %X — R, con las siguicntes propicdadecs:

(a) 0 < d(=z,y) < oo para todo =,y € X«

(b) d(z, ) =0 si y sélo si ¢ = .

(c) d(=z,v) = d(y, x) para todo z,y € X.

(d) d(=z,v) < d(z, =) + d(z,y) para todo T,y & X,

Si X eos un k—ecspacio vectorial (k. = R,C),y' || Il X — Rt (dondc R+ denota cl conjunto
de los reales no negativos ) una funcién , a (X, | ||) sc lc llama, un_cspacio normado si:

(@) llz + yll < ll=ll + [lyll para todo =,y € X =7

) llezx|l = | [|z}] para toda z € X'y o e\’

(c) lzll =0 implica que z = 0.

X

Un ecspacio con producto interno cs'ca'fqrrﬁ gii un:k—ecspacio vectorial H (k = R,C) y
una funcién (,) : H x H — k tal que: : - s

(a) {z,y) = (y,xy. (La barra dcnoté.céhjugagidq complcja).

) (x+y,2)=(x,z) +(y,2) siz,y,z € H. ‘




(¢) (az,y) =a(z,y)siz,2yEe Hy ack.

(d) (z,xz) = 0 para todo = € H.

(e) (x,x) = 0 siy sélo siz=0.

Si (H,{,)) es un espacio con producto interno podemos definir una norma sobre # definida
como o
lzll® = (=, =),
¥y una métrica definida por la norma

d(z,y) = llz — yll .

Asf H cs también un cspacio métrico.

Definicién 3 Un espacio con producto interno (H,(,)) se dice que es un espacio de Hilbert si H es

completo como espacio métrico.

1.2. El Espectro de Transformaciones Lineales Acotadas

Scan X un cspacio de Hilbert. A lo largo de csta scccién cuando cscribamos la palabra
“operador” nos referircmos a una tranformacién lineal A : X — X, quce cs acotada (3 o > 0 tal que
Azl < o |||, para todo x € X). Recordemos que una transformacién lincal cs continua si y sélo si
A cs acotada.

Un forma lineal sobre un espacio vectorial complc_)o Xics una funcién lincal f X —C.

Un forma hermitiana sobre un espacio vcctona] complc_lo ‘X, e cs-una funcxén f : 4\( x X —-C

tal que: . : s ; :
(¢) Si fijamos y € X, f(am + Bxz2,y) = af(why) +,ﬁf\($z; y)»PémfFodo xi;zz €EX,a,pBeC.
(i) Si fijamos x € X, f(=z, ay1 + Byz) = Ef(z, y1) +BS(z,¥2) paratodoyi,y2 € X, o, B € C.

1.2.1. Operadores adjuntos y normales

Si X c¢s un cspacio de Hilbert y A : X — X un opcrador, _dcnot.amos por

Al = sup{|lA=|| : lel = 1},
a la norma dec A.

Teorema 4 Sea X un espacio de Hilbert, A: X — X un‘okper’ador yp: XxX — C, p(x,y) = (Az, y).




(a) SiA: X — X es un operador y p(z,y) = (Azx,y) para todo z,y € X, entonces ¢ es una
forma /).cwnitiahd;g,cdrtad&. -'1' ) ' :

II‘PII =sup{l(Az, )| : llzll = 1, llyll = 1} = llAll

(donde I(A:c, y)| denota el: modulc del complejo (Ax, y)) :
(b} Sea <p una forma hermitiana acotada sobre X .en ;nces ez'zste un, tinico operador A tal

que <p(:z, y) (Am y) pam todo z,y € X

Demostracnén. (a)SiA: X — X ecsun opcrador y cp(:z:, J) (Ax, y) , entonces

le(z, ) < NAllll=ll vl

por.lo tanto ||}l < [|4]]. La otra desigualdad sc demostrard cn la prucba del inciso (b).

(b) Si ¢ cs un forma hermitiana acotada sobre X, para cada = tenemos que D.(y) = @(x, ¥)
cs una forma lincal acotada y por cl tcorema de representacion de Riesz (ver por cjemplo [H]), para
cada z € X existe un tinico vector zg tal que B.(y) = (zo, ) para todo y € X. Definimos A : X — X,
Ax = xg. La unicidad de A cs obvia.

Ahora como

llAz([? = (A=z, Az) = vz, Az) < ol |zl | A=)

tenemos que [|Az]| < |lo| llz]l para todo 2z € X. Entonces ][AH <lloll- =

Teorema 5 Si A es un operador sabre un espaczo de Hzlbert X, entonces existe un unico operador
A*: X — X, llamado el operador adjunto de A, tal que (Ax,y) = (&, A*Y) para todo z,y € X; A" es
tal que A" = ||All.

Demostracién. Escribamos p(x, ¥) = (Ax,y) y v(z,v) = ¢(¥, x) para toda z,y € X. Por cl
Lteorema anterior, ¢ es una forma hermitiana acotada, y csto implica que ¥ cs un forma lincal acotada

con ||| = [l¢o]l = Il 4]] . Entonces por (b) dcl tcorema anterior tencmos que existe un unico operador
A* tal que ¥ (xz,y) = (A*x,y) para todo z,y € X y cs tal quec [|A%|] = ([¢]] = |[|All. Y finalmente
tenemos:

(Az,y) = p(z,y) = P(z,y) =(A~y,z) = (z, A"y).

Scan A, B : X — X opcradores sobre un espacio de Hilbert X, entonces:
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() A™ = A4,

(ii) (aA)* = aA’

(i) (A B) = AT + B,
@iv) (AB)-“= B‘A';

Deﬁnlcxén 6: Deczmos que un operador Aes normal si AA” = A*A y es hcrmxtxano st A* = A,

Proposncnén 7 Un,operador A X — X es normal si y solo si ]|Az]| |A*z|| para toda = € X.
Demostracxén. Como
lAz||? = (Az, Az) = (A* Az, x)

Yy

fA~z)? = (A*z, A*z) = (AA"z, x) .
Si A cs normal entonces ||Az|| = ||A*z|| para todo = € X.
Ahora, si J|Az|| = [|A*z|] para toda = € X, tenemos que:

((A"A — AA")z,z) =0

para todo x € X.
Tomando B = A*A — AA*, tcnecmos

(B(z+vy),z+y)=0-"
para toda x,¥ € X, dec donde obtencemos 'quc:F
(Bz,y) +(Bz,y) = 0.

para toda xz,y € X.

Afirmamos que {(Bxz,y) = 0 para toda :c;'y € -X.
En cfecto, si suponemos quc cmatcn R E X\{O}, x % y, tales que (Bxz,y) # 0. Entoncca
0 # (Bx,iy) € R, y como
(Bx, iy) + (B:g:, iy):'= 0.
Obtenemos (Bx,y) = 0, una contradiccién.

Por lo tanto A c¢s normal. &
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1.2.2. El espectro de un operador

Definicién 8 Un operadar A: X — X es un opcrador 1nvcrt1blc sz eziste un operador B : X — X

tal que AB = BA = 1.

Si A cs invertible, entonces A* cs 1nvcrt1blc v (A')_ ‘7—> (A-—l)‘.

Teorema 9 ([H] pig. 38 ) Para un apemdor A X — X I, szguzentes afirmaciones son equivalentes:

a) A es invertible. .
b) La imagen de A es densa. en X (can 4 norma’ asoczada. a X ) y existe un numero o > 0

tal que ||Az|| 2 o ||z|| para toda = € X.

Definicién 10 El cspectro Spec(A), de un, éj;e:rakdvorf}l $X.— X, es el conjunto de todos los niimeros

complejos N para los cuales N\I — A no es zn‘uertzble, k

Definicién 11 Sea X un espacio de Hzlbert y A "X — 4\ un operador.

a) Decimos que un nimero complejo A es. un-va.lror.proplo _aproximédo del operador A si
para cada £ > 0 existe un vector unitario x (]]:c[l =1) tal'qué ||Az—Am|] < &. FEs féacil verificar
que cste requerimiento es equivalente a decir que _para cada £- > 0 ea:zste un . vector & # 0 tal que
Az — Az|]| < g |j=z]] . - . : S L

b) El cspcctro aproximado H(A), de. ‘un; opemdor A - es el con;;unto de todos los valores

propios aproximados de A.

Teorema 12 Si A es un opera.dor, entonces l'I(A) CSpec(A)

Demostracién. Si A ¢ Spec(A), cntonecs AI —‘A es 1nvcrtxblc ¥ tenemos

=l = [l(A7— )"(AI A)a:ll
< (I = A (A= — Azl
para cada vector x. Esto implica que [[(Az — Ax)]| = < ||=||, con £ =‘TRVT7+/'|F"VH" para cada vector x.

Asf para cada A €Spec(A) tenemos que A€ II(A). &
Teorema 13 Si A : X — X es un operador normal, entonces II(A) =Spec(A).

Demostracién. Por. cl tecorcma anterior basta probar que Spec(A) © II(A). Si A & TI(A),
cntonces existe € > 0 tal que || Ay — Ay|| = €||ly|| para cada vector y € X. Ahora como

(M — A)* =3I — A°
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(X cs el conjugado complejo de A ) ¥y A es normal cntonees - /\I A cs opcxador normal. Sabemos que
un operador A cs normal si y s6lo si ||A:c|| IIA":z:II pa.ra todo @ E X cn pm-tlcular como AL — A os

un opcrador normal entonces:

Ry — Ayl = w _aylze llyll para cada y € X.

Ahora para probar que A ¢Spec(A), es’¢ ecxr quc AT ‘es nvcrtlblc, por cl Tecorcma 9 sélo

nos resta probar que la imagen de AJ — A cs densa cn )\ o‘lo que es’ cqulvalcntc que ¢l complemento

ortogonal de Im(AI — A)sca ccro. Para csto, sca y € X tal quc y cs’un clemento del complemento
ortogonal de Im(AJ — A); entonces 0 = (A — A)z,7) = (z: ()\I V,A )y) para toda € X, dec aquf
que Ay — Ay = 0. Y como ||A\y — Ay|l = £ ||y|| sc deduce quc y= O Por lo tanto, Im(Al — A) es densa

en X, @

1.2.3. Transformaciones del Espectro

Es interesante obscrvar cl comportamicnto del espectro de un opcrador cuando &ste ¢s sujcto

a varias Lranaformacxoncb clementales.
En csta scccién examinarcmos ¢l comportamiento dcl cspectro con . respecto a la formacion

de polinomios, inversos, y adjuntas.
Teorema 14 Si A es un operador y p es un polinamio, enionces
Spec(p(A)) —p(SpeC(A)) {p(,\) A e SPEC(A)}
Demostracién. Para ¢ada puxycro compcho.{\o cxlste un pohnomlov q tal que

P = p(A) = (o= Ne(A)

idénticamente en A. Se sigue qpcf .
P(20) — p(A) = (Ao — A)g(A).

Afirmamos que si Ao GSpec(A),‘éntonccs B = (Ao — A)q(A) no cs invertible. Si B fucra invertible,
cntonces :

BB '=1
= B7'B=B"'q(A)(A] — A),

1

(Aol — A)g(A) B!

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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os decir, (Ao — A) también serfa lnvcrt;xblc. Esto sxgnlﬁca quc p(Ao)— p(A) no cs invertible, es decir,
P(Xo) eSpec(p(A)) por lo tanto : .
P(SpeC(A)) SPeC(p(A))

Ahora supongamos quc Ao’ ESpec(p(A)) y scan ALy ooy An las rafces de la ccuacién p(A) = Ag.

Asf que

Aol = p(A) = a(AlI - A)...(,\,,J A)

con o un nimero. Comp]CJO dxstmto de cero, 'y como Ao ~§Spec(p(A)) , es decir, Aol — p(A) no es
inver t:blc cntoncces, al menos, pax‘a un 7,1 <7 <'n, oAl — A no os invertible, es decir, A; € Spec(A)
y P(Aj) = Ao, asf que Ao € p(Spec(A)) y por lo tanto Spec(p(A)) C p(Spec(A)). =

Teorema 15 Si un operador A es zn'uertzble, entonces

Spec(A—l) (Spec(A))“

Demostracién. Obscrvcmos quc dccxr que. A s 1nvcrt1blc cs lo mismo que deceir que

. 0 95 SPGC(A).
asf ¢l simbolo (Spec(A))~? ticne sentido. -
La igualdad ‘
ATH —A™ = —(A = A))\‘lA“‘ _ ,
muestra que si A €Spec(A), es decir, Al — A es invertible,: cntonccs ,\'11 — A_ cs lnvcx'tlblc, asf quec
A~! £Spec(A~'). En otras palabras Spec(A“) c (Spec(A))_

vamos usar la contencién que ya conocemaos,

'Para dcmostra.r la contcncién inversa

‘ Spec(A~ 1) (Spec(A)
Ahora si ponemos A cn lugar de ATL tcncm ST )’C (Spec(A 1))_ y asf
(Spec(A))—? C:Spec(A -1, :

=
Teorema 16 'Si A.es un operador, entonces Spec(A*) = (Spec(A))” = {X: A € Spec(A)}.

Demostracién. Si A € Spec(A), cs decir AJ — A cs invertible, entonces XJ — A* cs invertible,
y por lo tanto'A & Spec(A*). Esto prucba que Spec(A*) € (Spec(A))*. La otra contencién como antes

sc obticne sustituycndo A” por A. @

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN
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1.3. El espectro de un operador hermitiano

Si apllcamos el TcorcmalG ”un opcrador hermitiano, éste nos dice que cl espectro de un

oper ador hermitiano cs sxmétrlco con respcct;o al cJQ real. En realidad la situacién cs mucho mé.s simple.

Teorema 17 Sz A es'u ,ztzano, entonces Spec(A) R, donde R el con]unto de los

mimeros reales

] )\ [ Spec(A) Sl A ¢ R, entonces |, para cada x € X, z % O
|((,\1 A)z z) — (A — Az, z)| '
=N — Az, z) — (z, (AT - A)-’D)l
< 2|z — Az|l fl=l ; :
Ahora dc acucrdo con ‘el Teoremal3 tencmos que I'I(A) o=
cada £ > 0, existc un z 3 0 'tal quc || Az — Az" <& ||:z:|| Si Loma:nos e< I)\ AI /2 obtcncmos una

contradiccién. @

Demostz}aéib
0 < [A=X|=|%

: Spéc(A),ﬁ y por lo tanto para

<1y ‘dntonqcs .

entonces 8y = 0. Supongamos qu Syl 1x.Si o # 1, tomnamos z € Im(A)

tal que|ly —z||-< dy
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Pecro como z, A(y — x) € Im(A), tcncmos quc T+ A(y - z) € Im(A), cntonces

Oy =< Il(zl =) —A(y—m)ll

Lo cual cs una contradiccién.: '@ .

Teorema 19 Si A es un operador,: entonces Spec(A) es un subconjunto compacto del plano complejo;
si A € Spec(A), entonces |A| ||A|| RN

Dernostracidn. Si 2o € ‘Spec(A), es decir, Aol —' A cs invertible, entonces

Jl(xod — A)~! [(Aal — A) — (AT — A)]]|
(x0T — A)=]| (A0 — Al

I

iy = (Aol — A)TI(AT — A)||

A

y asf |[Jix — (Ao — A)"HAT — A)]] < 1 cuando |Ao — A| os suficientemente pequeiio. Ahora por cl
Teoremal8 sabemos que (Mg — A)~1(AJ — A) cs invertible y por lo tanto que (A — A) cs invertible
cuando |Ag — A| es suficientemente pequeiio. Ahora recordemos que un conjunto S cn ¢l plano complcjo
cs abierto si y sélo si para cada o € S, existe una bola B.(z) € S. Asf, lo quec acabamos de probar cs
que cl complemento de Spec(A) es un conjunto abicrto cn cl plano complcjo; por lo que Spec(A) cs
un conjunto cerrado cn ¢l plano complcjo. Ahora sélo falta ver que Spec(A) cs un conjunto acotado.
Si [A| > |A|l, entonces ||+ A]| < 1 y nucvamente por el Tcorema 18 1x — %4 cs invertible, es decir.
A ¢ Spec(A). Por lo tanto si A € Spec(A), entonces |A| < ||A]] .

El siguiente resultado nos permite calcular la norma de un opcrador hermitiano por medio

del espectro del operador.

Teorema 20 Si A es un operador hermitiano, entonces
Al = sup {|A] : A € Spec(A)} = p(A), llamado el radio espeqtml de A.

Por 'tra. partc si mostramos

Demostracién. Sabemos por cl Tcorcma'19 qixc ",(A)" <A
14 tcncmoa quc x||A|| € Spec(A).

que [|A2]] € Spec(A?); entonces de acuerdo con los Tcorcmas 3

Ahora probaremos que |[|A2%[| € Spec(A32).

||A2z—A2m[| = ]|A2:z:|| 2)\2||A:z||2 A |l
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para todo A € R, z € X (ya quc A cs un opcrador hermitiano). Si {z,} cs una sucesién de vectores
unitarios tal que ’ . - : I
Azl — (141,

¥ si' A= || A}l ; entonces tenemos

A%z, — X2z, | < (Al lAZA])? — 242 [[Az,,||% + A*
A% — A | Az, (|2 — O

A

y de aquf quc en cfecto ||A?|| € Spec(A2). =

1.4. El operador adyacencia de una grédfica infinita y su espectro.

Sca A = (Ag, Ay) una gréifica localmente finita con

Ap =N

(N el conjunto de mntimeros naturales). Entonces la matriz de adyacencia (infinita) asociada a A,
A = A(A) = (uaij), puede definirse tal que su entrada (2, 7) con ¢ # 7, ai; cs igual al nimero de aristas
entre los vértices € , 7 (4,7 € N), y a;; os dos veces ¢l nimero de lazos cn 4.

Para cada vértice ¢ € Ao definimos deg(i) como el mimcro de aristas que terminan en <.

Sicinpre supondremos que deg(i) < oo, méds aln s6lo consideraremos gréificas con

Ma =sup{dcg(i) : i € Ag} < oo.
Definicién 21 Sea A wuna grdfica infinita, decimos que A es una gréfica acotada si
Ma < co.

Sca 2 cl espacio de Hilbert de todas las sucecsiones (xi)ien dc niimeros complcjos tales que

S |=i|? converge, con cl producto interno
i€N .

(@)= =
. ) ieN
dondc x = (x;)ieN ¥V = (y.)leN
Cuando Alcs'una grdfica acotada, podemos considerar A := Aa como el operador (recordemos

quc para nosotros opcrador signiﬁéa transformacién lincal acotada) sobre {2 definido por (Ae;, ;) = aij.
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Teorema 22 Fl operador adJacencza A de una gréifica A es acotado (J ast deﬁnzdo en todas partes v
hermitiano sobre 12) si y solo si Ma<<oco. En este caso, ||A| < JVIA, y Spec(A) c [ IVIA, JVIA]

Demostracu.’)n. Supongamos quec A cs un opcrador acot;ado, cs dccxr, cxxsl.c M e R con
M < oo tal que lA4]l < M y como |[Ae;|| = deg(v;), entonces dcg(u,) = J\/I‘ Ahora supongamoa que A
cs acot'\da, cntonces por cl tcorema de Schur([T], pag. 328) ; : :

Al < Ma.

Finalmente sabemos quc Spec(A)C IR, ya que, A' cs. hcrmlt‘.lano y dcﬁmdo cn . todas partes
sobrei? y como p(A) ||A|| AIA cntonccs Spec(A)C [= JVIA, MA] g

1.4.1. El espectro de una gréﬁca A

El cspcctro:Spec(A) dc la gré.ﬁca. Acst ; ;comolv'c‘l cspectro del operador adyaccncia
A= AA. , . ) - B :' o )
Siendo A un opcrador, su cspectro ?Spéé(ﬂ)cS;d sighiéntié S

Spec(A) = {X e C: I — ‘A cs un’ opcrador no 1nvcrtxblc},

dondc I denota cl operador identidad cn 12: .
Como A cs un opcrador hermitiano, sabcmos quc Spec(A) R y quec Spec(A) coincide con

¢l conjunto de valores propios aproximados IT(A) (ver Tcorcmas' 13, 17'), cs decir,

A € R: cxiste una sucesion (Zyn)men cn {2
con ||z|| =1, tal Quc Jlim A(Zwm) — AMEm)l =0

Spec(A) = {

El radio cspectral p(A) de A caté, dcﬁmdo como. al radio cspectral de A, cs decir, p(A)
p(A) = sup{|A| /X €Spec(A)}.
Sca A una gréfica acotada. Entonccs o
(a) p(A) eSpec(A).
) p(A) = |l Aall = SUP{I(AA(m)’x)l /z € 2, ll=ll = 1}
(c) Spec(A) C [—Ma, I\IA]

Definicion 23 Sea Fy, Fa, F3,...," una sucesion de subgrdﬁcas de A.
Decimos que esta sucesion. .converge.a A en stmbolos lu'n F,. = A, si para cada arista o« € Ay

existe N = N(a) tal que o € (F")l, para cada n = N(a).

TESIS CON
FALLA DF ORIGEN
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Teorema 24 Sean A una gréfica acotada y Fy, F2, F3,... una sucesion de subgrédficas de A tales que
"lxm F,, = A. Denotamos por A,, = Ap, y A = Aa los correspondientes operadores de adyacencia.
Entonces los operadores A,, convergen fuertemente a A, es decir, para cada x € {2, "hm Apr =
" ——00

Az,

Demostracién. Denotamos las cntradas de la matriz de adyacencia de Fy, por m,;; més

precisamente

KOS (Amei, 6j> sii,j € (Frn)ﬂ
NG 0 SO si no
JVIA para todo m € N. Sean = = (x;)ien y € > 0

Escojamos un [ € ¢ grande tal que [|z?|| < z5z: Como las gréficas F,

convergen a Aj cntonccs po af_f;‘\un:intiincro L € N tal que m;; == a;; para todam > L'y

cada i < l. Entonces para m S L

= [[4=® — A
[[4z| + [[4mz]]

s o] = [0

I

IA

£ 53
< —_ L — .
S Maggr+Maggz==
Por lo tanto tencmos, "l_l’_.n;aA,,a: = Az @
Teoren1a725 S_éan A una grdfica acotada y Fy, Fa, Fi,..., una sucesion de subgrdficas que convergen
a A. Entonces 3
. — 1t 1
p(A) ,_‘lg_ngop(E.). (1)

Demostracnén. Como A cs acota.da. Por la proposlcxén anterior {4, } converge fuertemente

aAy por lo Lanto pax‘a cada, z €, 12 con ||:n| 3

Ifm (A"z, :c) = (Az, x) . 2
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Podemos cscoger a = tal quc |(Am z)[ csté a:bxtra.namcntc cerca de lA]l, dondc

||A|| —‘sup{lmz,z) %f?umu }

Entonces de (2) y de que p(A) = IIA”, Obtcnc

U 00,

p(A)' |A|' <’lminf- ||An|| < hmsupp(F‘") ‘ 3)

Ahora sc demostrard que p(A) zp(F) ‘para cualquier subgrdfica finita F dec A. Sca £’ la
grifica inducida de A tal que ticne como cdnjunto de vértices Fjj = Fp. Sabemos que p(F) < p(F'),
ya que ambas grdaficas son finitas. Sea /- un vector propio de norma uno, cl cual corresponde al valor
propio A = p(F’) de F', y sca x la inclusién de =’ en I2. Entonces, como las matrices de adyacencia

son no ncgativas, ]
p(A) = A = ||Az|| = ||Apz'|| = p(F') = p(F).

Si todas las grdficas F, Fb, ... son finitas obtcnemos
P(A) = sup{p(Fn)/n € N} = liminfp(Fy). )
Esto nos dicc que ||A“ ="lin;° infllA,.]l . M4s ain,
p(A) = sup{p(F) : F cs subgrifica finita de A}, (5)

pucs siempre podemos cscoger subgrdficas finitas que convergen a A[ .
Ahora, como cualquicr subgrifica de F;, cs también subgrédfica de A, concluimos por (5) que
p(Fn) < p(A) también para subgréficas infinitas F}, de A. Por lo tanto (4) cs cicrto cn cl caso gencral.

Por (3) y (4), sc ticne cl resultado. =@
Corolario 26 Sea A una grdfica acotada entonces:

(a)

p(A) = sup{p(F)/F es subgrdfica finita de A}
"sup{p(F)/F es subgrdfica deA}.

(b) Sean A’ € A grdficas (no necesariamente finitas), entonces p(A’') < p(A).

TESIS CON
FALLA D& ORIGEN |
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Sca A una gréfica conexa y acotada.

Recordemos que un camino (no orientado) de longitud m de v a v cs una succsién
¥ = (20 B1: 215 o Zin—11 By Zmm)

con a;—l‘—g‘"’; tal que 20 = u y 2zn = v. Para cada camino '~y dcﬁmrcmos formalmcm.c +~! como
™Y = (2, Bins Zrn—1; <3 21, B1, 20) (cs decir, recorremos ~ cn scntxdo com;rano)
Otra mancra dc verlo cs la siguicnte:
Sca A una guiﬁca Una orientacién (s, e) de A, cs una parcja de funciones s, e : A1 — Ap tal
que para cada arista 4 7 tenemos que {7, j}= {s(a), e(a)}. Si e(a) = s(a), entonces & cs un lazo.
Un carcaj (o gréfica dirigida) es una parcja (A, (s, e)), donde A cs una grdafica y (s,e) cs una
- oricntacién de A. Dcenotamos cste carcaj por iy y llamamos a A la grifica subyacente de A.

Sca A = (A, (s,€)) un carcaj . Rccordemos que la orientacién de A estd determinada por
las funciones s,e : A; — Ag. ' )

Dada una arista i

7 con s(a) =1 y e(a) = j, definimos formalmente a“l'con' s(a™!) =3
y e(a™!) = i. Un camino (no oricntado) de longitud 72 de z a v ¢s una succsxén 'y = (,31, . Bn) tal que
Bi = @i 6 o' para alguna arista o ¥ u = (81), e(B1) = s(B2), ..f,e(ﬁ.,)"'
e(v) =

v, Dcﬁn mos s('y) uy

Si A denota la matriz de adyacencia de A, las matmccsf ot

)

definidas para n € N, a&$ es cl nimero de caminos dc longlt;ud n de U

Teorema 27 Sea A una grifica conera y acotada. Entonce,s‘ ¥l

y es igual a p(A), el radio espectral de A.

Demostracién. Sca (F;,) una sucesién de subgté.ﬁcasvﬁn ]

“1fm Fm con
cada F}, conexa y F, € F,+1. Entonces sabemos que (ver Tcorcma25) (A) sup p(F,,) :

Sca Ap, = (a(F)ij). Sca e >0 y n € N tal que

0< (D) —p(F)<e.

Sabemos del caso finito que (ver [Ta)) e ey
P(Fn) = sup . a(F")(") : :
0 < p(F) — '\"/a(F,.)g"’ <e.

Tomemos m € N con
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Como a.g-") > a(E,)S}") . Entonces

0 < ay- VP
< (B(A) = P(FY) + (p(F) — F/aF§?)

A

Por lo tanto, p(A) < lim Suﬁ a, aotra desigualdad se siguc de que en general a;; < p(A)?
it

)

(pucs a;;’ = a(F‘.,.A)S;.) para. m suﬁcicﬁtchcntc grandc). ®
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Capitulo 2

LA CUBIERTA DE GALOIS DE UNA
GRAFICA.

En cste capftulo estudiarcmos las cubiertas de Galois de graficas y sus principales propicdades,
cl material que desarrollarcinos aquf nos permitird establecer las bases para estudiar més propiedadcs
espectrales de matrices de adyacencia de grdficas finitas ¢ infinitas.

Este capftulo se basa principalmente en [PT, Ta).

Definicién 28 Un morfismo ¢ : A — A de grificas es una funcidn o : Bp — Ag vy @ : 81 — Ay tal
que w(i—2—j) = (i) —HDei(j).

Sca 7 : & — A un miorfismo de gréficas, diremos que 7 cs sobre si.para cada arista o € A,
existe 8 € A1 tal que 7(8) = a. B
Sea G un grupo de automorfismos de la grafica A actuando libremente cn &, cs decir, si para

algiin g € G, existe = € Ag (resp. o € Ay) tal que g(x) = = (resp. g_(d) = a), cntonces g = 1.

Definicién 29 Un morfismo sobre, m: A — A, es una cubicrta dc Galois definida por el grupo G, si
G actiia libremente sobre X y se cuhplen las siguientes dos propiedades:

(i) wg = 7 para cada g € G.

(ii) Para cada z € By (resp. a € A1) m~ w(x) = Gz (resp. w~'n(a) = Ga).
Lema 30 Sea 7 : A — A una cubierta de Galois definida por la accion de un grupo G. Supongamos
que A es una grifica finita. Entonces

(a) X es una grdafica acotada (ver Definicion21).

(b) G es un grupo finitamente generado.




Demostracién. (a) Basta obscrvar que si 1 € &p, entonces degx (i) = dega(w(2)) < oo.

(b) La siguicntc construccién sigue a [GoMec, B]. Denotemos las érbitas de G en Ap por
€1,..:4§2,, donde n = |Ag|. Veremos que cxistc una subgrdfica concxa y plena W de A tal que
IWnNyl =1, paral <i<n.

Por induccién construircmos subgrédficas conexas W; de A, de forma quc W; ticene ¢ vértices,
i< ny la interscccién W; M2, tiene a lo mds 1 vértice para. toda 7 = 1, ...,n. Entonces W = W/, scra
la grifica que buscamos. : .

Seca ug € &, Wy := {ug} y supongamos dcﬁmda Wi, (i < n). Tenemos que w(W;) es una

subgrdfica conexa de A con i puntos.: Lucg cxxst:cn u., (] Ao\(1r(W))o ¥ una arista @ tales que

a,

k7 = w(x;) con x=; € (Wi)o. Ent;onccs existe. una. ansta Ui x; de forma que 7o) = @;. La

subgrdfica plena y conexa Wi,y dc K con vértfccs (‘/V,)o u {u,} intersecta cada 6rbita £2; cn a lo mas

1 vértice.
Entonces |{Ws| = n; l/Voﬁg(Wo) = 0 si g ;é 1; 4 = U g(Wp) (pues [WoN§=1,1<i<n,
¥y G definc a 7).
Sca S cl conjunto de todos los clementos 1 # g € G talcs quc las subgrédficas disjuntas W y

g(VW) son adyaccntes cn A (csto cs; tales que oxiste una arista u—2veconuecWywve g(W)).En

cste caso escribimos g(W) W. Como A cs acotada (por (a)) y W cs finita, cntonces S cs finito.
Mads atin, A concxa implica que S genera a G, ya que 7~ 1n(a) = Go, « € &y - lw(z) = G, © € Aoy;

y g(V) g’ (W) siy s6losi g—lg' € S.

Por lo tanto, G cs un grupo finitamente gcncrado., -

Lema 31 Sea 7 : A — A una cubierta de Galois deﬁnzda por la accion del grupo G. Sea (s,e) una
orientacion en A. Entonces existe una orzentaczdn ,e) de A que satzsfa.ce-
(i) °5 = smw Yy wE = e, : :

(ii) Sg = 45 y €9 = g€, para tada.gEG

Demostracién. Para cada ansta a E Al, cscogcmos una a.nst;av,i j en A} tal que
#(@) = o. Definamos (@) y €(&) con las mgulcnt.cs propicdades: 7(3(&)) = s(a) y #(8(&)) = e(a),
{z@), e(@)}={i, 5}. .

Para cada g € G, tenemos s(g(a)) = g(3(®)) y e(g(&®)) = g(e(a))-

Est4n bicn definidas por construccién y por que si g(@) =@ cntonces g=1. @

Scam: A — A uha cubicrta de Galois definida por la accién del grupo G. Fijemos (s.e)
una orientacién de A y (5,€) una oricntacién de A que satisface las propicdades (i) y (2i) del lema

anterior.
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Para cada arista o € A, definamos w(a™1) = -rr(a')—1 Para un camino dc longitud m, v =
(20, B1+ 215 i Zme1, Byny Twn) €0 B, definimos 7r('7) = (W(ZO),W(Bl),ﬂ'(zl), 7r(zm—1),7r(3m) (2m)) un

camino de longitud m en A,

Proposicién 32 « tiene la propiedad del lébaiiia.mic )

5 en A y cada vértice i € Ay con w(i) = s(J), e.'mst
=(3) = 4.

Demostracion. Por induccién cs suﬁcxcntc dcmostra.r la proplcdad del levantamiento tinico

para caminos de longitud 1 (cs decir, para, a.rxstas)

Existencia: Sca u v € A tal quc s(a) =u y e(a) = v. Sca i € Dy, 7(¢) = u. Como 7 cs

sobre, existe una arista a b € Ay con 7(a) = u, por lo tanto, cxistc g € G, con g(a) = i. Entonces

Jh)g(b) cs una arista en & con w(g(7v)) = o. Dcnotcmos B:=g(v)y j:=g().
Si i = 5(8), entonces ponemos @ = 8. Sii— €(8), entonces w(JF) = v = e(e) = #w(€(B)) =
7(i), por lo tanto cxistc h € G tal que A(j) = 7. Entonces @ = h(B) satisface 5(&) = h(3(8)) = <.
Unicidad: Si o’ € A; cs otra arista quec satisface F(a’) = 7 y 7(a’) = «, entonces g(@) = o
para alglin g € G. Asf obtenemos i = S(a’) = 5(g(@)) = g(3(@@)) = g(i), y como G actiia libremente
scbre &, g=1. =

’

Corolario 33 Sea w : & — A wuna cubierta de Galois definida por el grupo G. Sean A = Ax(@ij)
(resp. A = Aa = (aij)) la matriz de adyacencia de & (resp. A). Para cada i,j € Do y m. > 1 tenemos

3 eV =altd.m

Lt (ty==n(F)
y
en(mt) s
Donde A™ = (@) esla matnz potcncm dc A Rccordcmos que a7 cs el mimero de caminos

de longitud 7 de v a v en A. P . : .
Demostraciéon. Scan Z,5 € Ao. Dcnotcmos por WE‘_J) (rcsp DV((;?‘)) ﬂ,(_7))) cl conjunte de
todos los caminos de longitud m dc iajenA (resp. de #(Z) a w(j) en A). La ProposlcuSn 32 da una

biycccidén
(1) {m)
WED — WEheun
tw(ty=n{J)
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por cl levantamiento unico de caminos. Y como las matrices potencia 7771"" = (Eg»"))ry A= V(ag"))
cstdn bien definidas (es decir, Eg-"), 5;")

¥ las grdficas quc consideramos sicmpre son acotadas.

a,(;") <o00), a es ¢l mimero de caminos de longitud m. de ¢ a 7

Asf tenemos que

() )
> alM =ali.
w(t)=m(7)
La otra igualdad cs similar. @

Ejemplo 34 a) Sea A una grifica y G un grupo de automorfismos de A actuando libremente sobre
A. Definamos la gréfica cocicnte A/G como la grdfica cuyos vértices son las orbitas Gx, r € Do y
cuyas aristas son drbitas de la forma Go : Gx——Gy para cada arista z—>——y de &. Claramente el
morfismo de grdificas w: A — A/G, o Ga, es una cubierta de Galois definida por la accidn de G.

(b)) Sea G un grupo finitamente generado. Sea S un conjunto finito de generadores, tal que
1 & S. La grifica de Caylecy A = (G, S) tiene como conjunto de vértices Ao = G y para cada g € G
y s € S, una arista g—>——gs. Entonces G es un grupo de automorfismos de A que actia libremente
sobre A. La grifica cociente A/G es un bouguet de |S| lazos. Observemos que A es grdfica regular (es

decir, ¢l grado de todos los vértices es el mismo).

Las siguicntes proposiciones son versiones para gréaficas de resultados bien conocidos ¢n

Topologfa Algebraica (ver por cjemplo [Ma, Pc]).

Proposicién 35 Consideremos.el diagrama conmutativo (ver fig-2.1) de pubiertaé de Galois donde m

|

A—a—" 2

estd definido por la accidon de un grupo G. Entonces,

~ Figura 2.1:

(3) G = {f € Aut(B);nf =7};
(ii) Eriste N « G tal que N define a 7y G/N.define a ='.

Recfprocamente,
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Proposicién 36 Sea 7 : A — A una cubierta de Galois deﬁnida por la accion de un grupo G.
Entonces si N es un subgrupo normal de G, eriste un diagrama conmutatzva de cubzerta.s de Galois
como en la figura2.1! donde N define a T y G/N define a n'. S

Demostracién. Sca A’ la grdafica cociente &A/N. (ver Ejcmplo34(a)), entonces G/N actia
libremente sobre A’. En cfecto, 51 g € G/N y Nz € A (resp. Na € A4) son tales que Ny = G(N) :=
Ng(x) (resp. No = g(Na) := Ng(a)) cntonces cxiste h € IV tal que g(z) = h(x) (resp. g(e) = h(a)),
lucgo, como G actiia librementeen A, g =T. Definimos 7 : & — A’ como en (Ejemplo34(a).

Counstruiremos 7 : A’ — A cubicrta de Galois definida por la accién de G/N. Sca Nz € A}
(resp. Na € A%), definamos 7/(Nx) = 7w (x) (resp. 7/(Na) = w(a)). 7’ cstd bicn definida y satisface

TG =7, € G/N, 7'~ n'(Nz) = G/N(N=z) (resp. 7r'_ 7' (Na) = G/N(Na)), pues w ¢s cubicrta de
Galois. =

Definicién 37 Un grupo G es residualmentce finito si y sdlo si para cada © € G, =z % 1 eziste un

subgrupo normal N, de fndice finito en G conx & Ny.

Ejemplo 38 Como ejermnplos de grupos residualmente finitos tenemos a los grupos libres, los grupos
finitos, entre otros, ver [M2, Pe]. '

Definicién 39 Sea w : & — A una cubierta de Galois definida por la accidén de un grupo G. Una
factorizacion (finita ) de w, es una cubierta de Galois 7' : A’ — A (con A’ grifica ﬁnzta) de forma

que existe un diagrama conmutativo de cubiertas de Galois como en la F'zgu‘ra 2.1.

Proposicién 40 Sea 7 : A — A una cubierta de Galois definida por la acczdn de un grupo G
residualinente finito donde A es una grdafica finita. ; .
Fntonces, dada A C A una subgrdfica finita de A, existe una factorzzaczdn ﬁnzta de 7= 7',

de forma que 7| : A’ — A es inyectiva. Como en la Figura2.2.

Mads aiin, si A' € A es una subgréfica plena, entonces podemos encontr ‘1- dzcha. factonzaczdn
finita de tal forma que T(A’)Y € A es subgrdfica plena de A. ! b

Demostracién. a) Sca S := {g € G;g # 1,g(A) N A # 0}, dcmostrﬁrérnbs quec.. S cs un
conjunto finito. Supongamos que S cs infinito, como A’ cs finita, cxiste z € Af ¥ (gr)meN Sucesién de
clementos distintos en Sy (¥m)menN cn Af tales que gm(ym) = =z, otra vez como A’ c¢s finita existen
y € A} y una subsucesién (Y, )ien de (¥m)men tales que y,ny = ¥, para toda .

Tomemos I 3% l’, por lo anterior gmt(¥) = Gme (v).-
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1

Figura 2.2:

Como G actia libremente sobre f, tenemos que g, = gmir, una contradiccién. Por lo tanto,
S es un conjunto finito. Por Definicién37, cxiste NV < G subgrupo normal de fndice finito tal que
N NS = 0. Por proposicién (36), obtenemos un diagrama conmutativo de cubiertas de Galois (como
cl la Fig.2.1) con 7 (resp. #n') definida por N (resp. G/INV).

b) Falta demostra que 7| : A’ — A cs inyectiva. En cfecto, si & 7 y € A}f son tales quc
7(x) = 7(y) cntonces ¥y € Na y oxiste 4 € N tal que y = h(x), lucgo A € NN S = 0, contradiccién.

c) Ahora, si A’ C A os una subgréfica plena, cscojamos A7 C© A la subgréfica plena de A

cuyo conjunto de vértices cs AL U {z € fo; Iy € Ay, vy z}. Entonces A’ € A” cs una gréfica finita
(pucs A’ lo es y & c¢s acotada), y por lo antcrior, existe una factorizacién finita de =, de tal forma que

7| : A” — A os inycctiva; por lo tanto, 7| : A’ — A también lo cs.
o

y € &, =,y € (F(A))o-

Tomemos T, T € A tales que T(EF) = x y 7(¥) = y. Por la propicdad decl levantamiento tnico de

Adcmads, T(A’) cs subgréfica plena de A: pucs supongamos que x

caminos (cn T), existe T zcn A (de hecho, en A”) tal que 7(&) = «, entonces 7(z) = y = F(7).

cro 7 os inycctiva en A”, por lo tanto ¥ = =z, y como A’ c¢s plena en A, cntonces @ € Aj, csto cs
P y 7 y _ 1
a €TA) & :

Definicién 41 Decimos que una cubierta de Galois 7z A A deﬁnz‘da por un grupo G es cubicrta
universal de A, si cualquier otra cubierta de Galois ' T A Ales una factorizacion de w. Es decir,
eriste una cubierta de Galois 7 : A — & con n'% = . Ademds, si x € Ag Yy € KXo son tales que

w(x) = #'(y), entonces existe una unica T, con T(x) = y.

Observemos que una cubicrta universal de A es unica hasta isomorffa.
. . . o~ . o
Sca A una grdfica acotada, fijernos una oricntacién A para A. Para cada arista x¥———y cn

- -1 . . 0l .
A con orientacién r — y en A, llamamos = & v a la flecha de oricntacién contraria. Un camino en




[M]
=~

A de z a y ¢s una sucesidn
TR - (151, Bz, .. Bl

de forma que; B cs a o a_1 pa.ra alguna ﬂccha acen A ¥ cl final dc Bl cs el pnncxplo de 8,41, con

Estc camino ticne longxtud m. Dcﬁmmos cl producto de dos

(=165, 85, -

x.cl prmcxplo de Bi'y y cl ﬁnal de
B.,.lw), como

caminos vy = (2161, Bz, - Bunlt)s

‘171751:"-“6";'1”) siz=y.

decir v = (2|84, B2, --- yﬁnl—l'BruIz : :
Dcnotamos por - Ia rcl c16 dc cquwalcncm. en Cy’ mducxda por- Ia.s sxguxcnt.cs rclaciones

clementales:
(a) Siv e Ca, cntonccs —y'y"l
= (zf|x)).

() Si u « v, entonces w'uw «— wvw.

A 72y ¥~ 'y« 7, donde 72 cs el camino trivial en x (cs decir,

La reclacién « sc llama homotopfta.

Esta rclacién y cl producto de caminos son compatibles cn cl siguicnte sentido:

Si ug ~ wy y vo — v, entonces uQUg UV .

Claramente, ¢l conjunto dec las clases de cquivalencia de todos los caminos dec z a  forma un
grupo libre. Este grupo sc llama cl grupo fundamental de A (con base ) y sc denota por IT(A,x).

Si A cs conexa, si x,y € Ag, cntonces II(A, x) cs isomorfo a: I'I(:A,y)'

Dcfinamos cl grupo fundamental de A, IT1 (A) = II(A, z) para cualquxcr x € Ap.

Asf de lo anterior tenemos que:

Teorema 42 El grupo fundamental de una grdfica conexa A es un ‘grupo libre. (En particular, es

residualmente finito ver ejemplo ‘38)

Como referencia, sobre 'grupos fundamentales ver por cjemplo [Ma].




Capitulo 3

RADIO ESPECTRAL Y CUBIERTAS
DE GALOIS

Este capftulo veremos cl tema pricipal de este trabajo. Vamos a ver cémo la cubicrta de
Galois, 7 : A — A definida por cl grupo G, se relaciona con cl radio cspectral dc las grdaficas A y A,
y ¢l importante papcl que juega cl grupo G.

Las referencias de este capftulo son [PT, Ta, MO, BM].

Empezarcmos dando afgunos cjemplos de cubicrtas de Galois y sus radios espectrales.

Ejemplo 43 (a) Sea A la grifica de la fig.3.1.

Sea n € N, consideremos las grificas de la fig.3.2. Existen unicos morfismos que son cubiertas
de Galois 1, : &, — A definidos por Z,,, Y 7Teo : Doo — A definido por Z.

FEs conocido que Spec(A) = {2}, Spec(An) = {2cos 2 Zyi=1,...,n}, ver /CDS](!?.J)

Como veremos después p(A) = p(A.,) = p(Ac) = 2.

(b) Consideremos el morfismo de grdficas de la fig.3.3. Donde los puntos: zndzcados por 1

(resp. 2) son enviados a a (resp. a b). Por tanto, w: A — A’ es una cubierta de Galois definida por
L )
Figura 3.1:
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Figura 3.2:
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Figura 3.3:

la accion de Z < Z.E!l radio espectral de A es la ratz mazimal del polinomio z2 —~ 6x + 7 entonces
p(A") = 3 + ¥2, y como veremos despues p(A) = 3+ 2.
(c) Sea G el grupo libre en dos generadores a,b. Sea A la grdﬁca de CayleJ A(G, {a b}) (ver
£ig.-3.4) . Por el ejemplo (a)) de la pdg.24, tenemos que 7 : A — A’ es una cubierta de Galois.
Entonces p(A') =4 y Spec(A) = [—2¥3,2¥3] (ver [MW]) ‘En"partiéuIQQ-, P(A) < p(AT).

Proposicién 44 Sea 7 : A — A una cubierta de Galois.'E‘ntonées

o(B) < p(A) = p(A)"’

Denlost.racnén. (a) Scan v € Ao cd € Ko tales quc 7'r(1.) =u. Por Corolario 33, "(") < a{.

Ahora por Tcorcma 27; tcncmos ) :
p(A) = lfmsup ) sxblim éﬁp '\"/ ¢ .(.':‘ = p(A)

(L) Sca.n wed como antcs. Con la mxsma notacndn dé. la. dcmostracxén del Corolario33, defin-

WE?':)‘) Para v = (:z:olﬁl, ;..,Bmlmm) [ W("‘)) tomamos un levantamicento

imos la funcién ¢ : W((:L"z)
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Figura 3.4:

de ¥ en A,
7 = (Zo IEI 3 ~--:—B-1nlivu) (=3 Wg"?).

Escribimos ¥ =: (By, ..., B,,) si no hay confusién.
: —=—1

. — = =1
Dcfinimos @(7) = (B1s+ees Brns Bon 50181 )-
Claramentce ¢ cs inycctiva. Entonces por Tcorema 27,

p(A)y = limsup '\"/ a{m)
"
m sup "‘\/'&',(-?'")

m

= limsup 2'\"/65-?"‘) < p(&)2.

A

"
a
Proposicién 45 Seanw : A — A una cubierta de Galois definida por el grupo G. Si &A es una grifica

finita, entonces o . . . . . .
(a) Spec(A) C Spee(B). Mds aiin, el polinomio det(A — Ap) divide a-det(M — Ax).

(&) p(A) = p(B).
Demostracién. (a) Scan A = Ax = (Tij) y A = AA = (ai;) las rcspcct;iva.é matrices de
adyacencia. Observemos que A finita implica que A es finita. Para probar cl resultado cs suficiente

construir una base de €20 dondc la matriz A tome la siguicnte forma

[2:] ?

Para cada s € Ap definimos ¢l vector v() € C3e tal que
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(’) =1 si 7r(_7) =sy 0 de cn otro caso. Cla.rnmcntc, los vectores v(‘) (s € Ap) son lincalmente

1ndcpcndmntc&. Mis aun, por Corola.rlo 33

'(Z’.",” )= Z Zipvf) = 30 Tk = angiys-

kEAo ERRT w(k)=s

2 a._gtv(‘)
tEAQ L

de CBo 1nva.nanLc ba_]o A ‘as{ obtcncmos (a)
(b) Es consccucncxa dc la Proposxcnén 44. @

Por lo tanto,: 71'1:(")“": fdccu‘, los vcctorcs v{%) (s & Ap) son una basc dc un subcapac:o

Proposncnén 46 Sea i A "un‘a. cubiertn. de Galois definida por la accidn de un grupo finito G.

Donde A no necesana7ne‘nte es ‘u.ncrzrg'nﬁ,ﬁca finita. Entonces p(&) = p(A)

Demostracnén. Sca (Fvn)rnEN una succsién de subgrdficas finitas y plenas de A tal que
lim Fm =7&. Sca Fm = 7r(F',,,) la subgrdfica finita dec A obtcnida como la imagen de F'm Entonces

TrH—
hm F!, = A.

TIH— OO0 m
A — VA
Considercmeos F,,, la subgrdfica inducida de A cuyo conjunto de vértices es G(Fy,)o. Fn ©S
N
finita, pucs 5, cs finita y cl grupo G cs finito. La restriccién «| : #,, — F},, es una cubicrta dec Galois

definida por G. Entonces por Tecorcma 25 y Proposicién 44, sc tienc que

A
p(A) = "P'_!'nmp(Fru) = "}l'_l’noop(F',',,) = p(A).

3.1. La constante isoperimétrica y el crecimiento de grupos

Definicién 47 (a) Sea A una gréfica y X © Ao, la frontera OX de X es el conjunto de aristas en
A que tienen un vértice en X y el otro en Do\ X .
(b) La constante zsoperzrnétnca i(A) de A es una medida de la expansion de la grifica. Se

define cormo

i(A) = inf { Ilaj{{ll : X € Ag, X es un subconjunto finito de Ao} R

si A es una grdfica infinita. Si A es ﬁnita,

IaXI

1
B x € a0, 1X1= 51801}

i(A) = mfn
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Figura 3.5:
Ejemplo 48 (a) Sea A, : 1—2——3— ...~ _pn - n'e N, entonces
lun L(A,,) = 0.
(b) S'ea A como en la fig8.5. De [M1] sabemos que
X 42(4—-2¥3) -
Ay —————— ———— > 1.
RS Dy gy 7 ¥ 7

Si F cs una subgrédfica de' A, denotamos por int(F) al conjunto de puntos interiores de F
Esto cs, sea ¢ € Fp, i € int(F') si y sélo si para cada arista i—3j cn A, j € Fp.

Sca A una grafica A—regular, (es decir, deg(z) = k, YV € Ag). Sabemos de [M1] que: i(A) =0
si y s6lo si p(A) = k. Es por csto quec cstamos interesados cn cstudiar grdaficas A, con i(A) = 0.

Es por csto que nos interesa la siguiente clasificacién de grupos mancjables G (ver [P, Pi}).

Sca G un grupo finitamente generado, le asociamos la topologfa discreta, asf G es un grupo
localmente compacto. Ademdds denotemos por |, | la medida dada por la cardinalidad.

Un grupo localmente compacto G cs llamado grupo manejable si cstc admite una media
invariante sobre L%(G) (ver [Pi]). Pcro como esto no nos brinda la informacién que cstamos‘bus‘cando,
no cntrarcmos cn detalles.

Scan U, V' conjuntos, definimos la diferencia simétrica de conjuntos, UAV = (U\V) UI(V\U),
donde U\V={zeceU:x¢& V}

Las condiciones de Folner (ver [Pi]):

Sca G un grupo localmente compacto. Lo siguicente es equivalente:
(i) G cs mancjable.
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N
Q

(ii) Para cada subconjunto finito § de G y para todo £ > 0, cxxst;c un subcon_]unto U c
medible tal que 0 < U] < co y Ja_lFUA'g[ < € para cada a € S.

(iii) Para cada subconjunto finito S de G y para cada € > 0, C‘(lStc un subcon_]unto UcaG
medible tal que 0 < [U]l < co y SUAU < E. : :
Proposicién 49 Sea G un grupo finitamente generado, localmente cbhipacto cori‘ la topologta discreta,
S un' conjunto finito de generadores y I' = (G, S) la grdfica de C’dyley de G y (ver Ejemplo34, pdg24)
5. Entonces G es manejable si y solo si i(T) = 0. ‘

Demostracién. Supongar;mos que el grupo G cs vma.ncj‘able.

Para cada subconjunto finito U dec G tenemos |8U| < 2|SoU\U|, dondc So = S|ys-
Asi I'ZI')U'UI'l < 2@%}1[, ahora por cl inciso (i¢) de las condiciones de Folner, para todo € > 0 existe un
subconjunto medible U de G tal que:

0 < |U| < oo y 5etRd
que BI%I < €, cs decir, i(IT") = 0.

Ahora supongamos que Z2(I") = 0, cs dccir, para todo € > 0 existe un subconjunto finito U de

< §. Por lo tanto existe U finito tal que, para todo € > 0 tencmos

G tal que %rl < g. Por el inciso (Z) de las condiciones de las condiciones de Folner, basta demostrar

quc para cada a € G y para todo € > 0, existe un subconjunto U € G medible tal que 0 < [U] < oo ¥
aUAU

T < e
Ahora como G es finitamente generado y S = {81,..., S, } ¢s un conjunto finito de generadores,
para cada a € G, a = s{'...s*.

n
Afirmamos que |[aU\U| € 3= r; |siU\U|. Esta afirmacién s¢ demuestra fdcilmente por induc-
i=1
cién, observando que: E

a U (anU\UYLVU
ajn—lauU: = au—l (e, U\U) U an—-1U
toe 'va'"—l‘v(aﬂU\U) U (an1U\D) LU

JIncEn

y asf succsivamentc obtencmos
al...d,.U [ gz;...a,._‘i(a,.U\U) U..Uai(aU\UYV a1 U.
Por lo tanto tencmos

ai...a,U\U € a1...an—1(a, U\U) U ...Ua1(a2U\U) U a1U\U,
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y como [ : bla,U\U) — (a,.U\U), banpu — a,u cs una funcién 1nyccuv'1 tcnemos que

lay...a, U\U| < Z la;U\U| . Por lo tanto [aU\U| < Z i |s;U\UI.

Tomando una U convcnlcntc y obscrvando quc ISolU\UI < |8U|, podcmos conclmr quc
E'A]._l < &/2. S6lo nos falta probar quc J—‘-’ﬁﬂ < &/2, para csto basta obscrvar quec la. sxgulcntc cs

una funcién inycctiva, g : U\aU — a7 'U\U, u+r a " lu. @
Consideremnos la cubierta 7 : A — A, con A finita. Recordemos que A ¢s una gré.ﬁca acotada,

G un grupo finitamente gencrado (ver Lema30 ). Tambien recordemos que:

Map = sup{dcg(z) z €; Ao} < 0! !‘.: R

Dcnotemos las érbitas de G cn‘i:Korpo Ql Qn. Por la dcmostrncxén dcl Lcma30 existe
una subgrédfica conexa y plena W de A ta pa.ra T<ig t, con |Wo| =: t; ademsds si

las’ subgréﬁcas dls_]untas W vy g(W) son
g(W)),

S cs ¢l conjunto de todos los clementos

adyacentes en A, (cesto cs, existen v E“D‘V g(W))o y v—=—u en &, cscribimos W

cntonces S cs finito y genera a G

Lema 50 Con la notacién anterior, z‘('A')' Mai(T).

Demostracién. Sca F una subéféﬁéainducida finita dc I'. Consideremos la subgréfica in-
ducida L de A tal que ticne como vértices Lo ‘= U g{(Wh). Entonces tenemos que |[Lo| = t|Fol -

Ahora consideremos.la funcién ¢ : Lo\znt(L) — Fo\int(F), a —> g, tal quec a € g,(Wo).
Esta funcién cstd bien definida: si @ € Lo\int(L), cxistc una arista a—>b con' b ¢ Lg. Por lo tanto
g7l9, € S, y tencmos una arista go——g, cn I'. Y como b & Lg, cntonces g, € Fp.

Claramente ¢~ 1(g) © g(Wo). Por lo tanto [Lo\int()L]| < t |Fp\int(F)|. Tencmos

|OL| < Ma |Lo\int(L)| < Mat |Fo\int(F)| < Mat|dF]|.

En particular, si #(I") = 0 ecntonces i(A) =0y podemos cncontrar una spccsién de subgrdficas

finitas (Lu)uen de A tal que lim L, = A, lim_ oL=l = 0.

Teorema 51 Sea A una grdfica coneza, finita y 7 : A — A itna cubierta de Galois definida por un
grupo manejable G, entonces: ’

(a) Spec(D) C Spec(A)

() p(A) = p(A).




35

Demostracién. Scan A = Ax = (@ij), A = Aa = (aij), y ¢ = |Ao].

(a) Sca A € Spec(A). Demostrarcmos que A € Spec(A). Para cste propésito: construiremos
una sucesion (¥?)uen cn 12 con ||y =1 y tal que Jim | Ay — 4y = 0.

Como G cs mancjable, por Lema50, y Proposiciénd9, i(&) = 0, entonces sca (L,l),,em una

sucesién de subgrdficas plenas y finitas de A tal que llm ll%'rl =0y la funczén R
Ao — N, s+ |77 1(s) N (Ln)o| R f 1)

cs constantc para cada n € N, ver demostracién de Lema50 y la notacion anterior a cste.

Como A cs una gréfica finita, podemos cncontrar un vector & >> 0 ((x; > 0) Vi) que satisface

Az = Az y |lz|| = 1. Para cada n € N, dcfinimos z(™ & 2 tal quec z{™ = Ty 811 € (Ln)oy :z:(") =0
dec otra forma. Entonces y(™ = 'ﬂ;:+:ﬂ' € 12 y ||y™]] = 1. Para i € int(L,) tenemos que @;; = O para

cada j € (Lyn)o. Asf,

@Azt = 3 wmpEM =3 | 3T @ ) =
JFE(Ln)o s€Ap w(j)=s
= Z Qan(i)Ts = (AT)piy = Az,

E1-7-%))

Si (Ax(™); 5= ,\.7_-("‘), cntonces i € (Lu)o\int(Ln) 6 i & (Ln)o pero cxiste j € (Ln)o\znt(L,.)
tal que u._,,m( *) # 0, (pucs sii & (L,,)o, z? = 0; pcro A(z(™); # 0). En ambos casos

@Az"); — Axi™| < thdx : &)
En cfccto, sii € (Ln)o\int(Ly,); entonces (Az0); — Azi™ = — > 3~ @ij | =s. El otro caso ¢s
. SED (7)=
* \selLnrn
similar. ;
- Por lo tanto,
“zz(n) _ ,\m(n)” = 2 | A(zt); — Azl I
. thnt(Ln

(% tMKV I(L"\‘Lnt(Ln))ol
tl\/fx\/2 |&(Lxn)ol.

Por (1), como ||z||'= 1, tcnémos quc”z(")”2 = ltadol = |, |? = Udel, Entonces obtenemos
s€AQAp

Ay — gt || < vEniatk /5L

IA
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Por lo tanto, A € Spec(A). .
(b) En particular, p(A) € Spec(A) y pdr Propoéici6h44, tcncmos quc p(A)=p(BD). =

Como vercemos cn cl capftulo cuatro, cl grupo. llbrc cn 2 gcncradorcs no cs mancjable. Sin
cembargo podemos calcular explicitamente el radio cspcct;ral dc su gréﬁca dec Caylcy. Como veremos a
continuacién p(A) = 2¥3. : :

3.2. Divisores Frontales

Todo ¢l material que se desarrolla a continuacién, faccrca.' ‘de divisores frontalcs cstd basado

en [MOJ.

Sca A una grédfica localmente finita concxa, y sc (di;) una matriz con cocficientes

enteros. Decimos que D cs un divisor frontal de A si cxxstc una psu't;lcxén dc Ao cn clases Vi, Vo, V3, ...

tales que ) . ; ; :
(1) Para cada par 7,5 y cadav €'V c:&istcxi cxéctaﬁjéhté d{]'-’vét:ticcs cﬂ V5 que son adyacentes
con v, y . : . . : .

(2) Para.cada i, cl conjunto V- cs finito.

Scn A una gré.ﬁca ﬁnlta, 0= {Cl, Ca, - Cs} una pa.rticién de Ao = {1,2,...,n}. Definimos
v 4 1siz €Cj
Osiz ¢ Cy
En cl caso’cn que: la gré.ﬁca A s finita tenemos cl sngulcntc rcsultado'

la matriz caractcrfstlca P de 9, por P,_.j =

Proposicién 52 Sea A una grdﬁca. ﬁnita. Si A tiene un di-uisor frantal‘D (D asociado a la particicn
0) entonces: . ‘ ' ) - o o

(a) Si A es s la matriz de adJacencm. de A, entonces AP PD.

(b) El polznomzo caracteristzco de A, (,aD es dzmsor de sz, es decir, el espectro de A contiene

al espectro de D.

Demostraciéon. (a) (AP),:_, = 2,;4;,1,1’,“- = 3=  Asy (donde (z,y)€ A, significa que
€A . z,yeC;
o (zy)ED).
=,y son adyacentes cn A) .
Ahora como IJ ecs:un lelSO!‘ frontal (AP)z; = (AP)y; Vx,y € Ci.

Finalmente como, (PD) = 2 PopDyj =Dy = 3= Agy.
z,y€C;
(z,y)eAs.
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(b) Notemos que pi,...,Px las columnas dc P son- hncalmcntc mdcpcndlcnt.c:. cn R™. Sca
Pls ves Phes Dhet 15 -y P Una basc de IR™. L T
Como AP = PD, tenecmos Ap;'="3 D;;pi. Asj’ la matriz A cn la base p1, ..., Dk, Prtls-es P

[

Por lo tanto w4(t) = det(¢f — A) = dct(tIL )dct(tln—k -X) =
Para grédficas infinitas existc un rcsult;ado similar

Teorema 53 (ver [MO]) Sea A una grdﬁca acotada. “un_divisor frontal de A, D™~ la matriz
determinada por (D~ );; = /::J D;j, donde 'n.k es'la cardznalzdad del conjunto Vi, y k = 1,2,3...

Entonces Spec (D™~ )& Spec(A).

Recordemnos que una grafica A cs regular por distancia si para cada i, j,k € N y para cada par
de vértices x,y € Ag que cstdn a distancia £, el nimecero de vértices 2 € Ag para los cuales d(x, z) = F
v d(=,y) = Kk (d cs la distancia cn A) cs independiente de x, . Denotamos cste niimicro por ka

Sca A una grdfica recgular por distancia, sin lazos ni aristas multiples, con pardmectros P;'k
descritos anteriormente. Denotemos por 7n2; ¢l nimero de vértices que estdn a distancia 2 de un vértice
fijo « € Ap. Notese que n; ¢s independicente de z.

Supongamos quc los vértices dec A estdn numecrados, &g = {v1,v2, v3, ...}. Definamos matrices
de ceros y unos Ag, Aj, Az, ... por (Ag)i; = 1 si d(vi,v;) = &, ¥y 0 dec otra forma. Como Arno ticnce lazos
ni aristas multiples. A; cs la matriz de adyacencia de A.

Ahora dcfinamos matrices infinitas Fo, P, P2, ... con cntradas (Pr)i; = p}k y matrices Pg-,
Py, P35, ... con entradas (PJ)= ('—‘L)szL. . :

Tomemos la siguiente grafica AR, tienc como vért;lccs los vértlccs dc A ¥ unirmos dos vértices
xr,y € Al() ") con una arista si d(x,y) = kcn A. Consideremos a Ap comq lra matx_'lz dc adyacencia de A(%) |
Fijemos un vértice arbitrario z € A‘()k), y paracadai=0,1,2, ... sca Vi el conjunto de vértices que cstan
a distancia ¢ de x en A. Es [4cil verificar que la matriz Py cs un divisor frontal dc A) correspondiente
a la particién Agk) = VouU Vi UVa U .... Entonces por Teorema 53 vemos que Spee(FPg)S Spec(Ax).
Mads alin:

Teorema 54 (Teorema 2.6 de [MOJ]) Sea A una grdfica regular por distancia, localmente finita. En-
tonces para cada k, se tiene que Spec(Py’)=Spec(Ag)-
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& r—t—pmp—p

* Figura 3.6:

Ahora vamos a usar cstc tcorcma para défcrmina;r cl cspectro de cicrtas gréﬁcés regularcs
por distancia. .

Sca T un :rbol con las sigucntes caracterfsticas:

Los vértices de T se dividen cn dos conjuntos:

(a) T, cl conjunto de vértices de T° que tienen valencia s + 1.

(b) Ty cl conjunto de vértices que tienen valencia Z.

(c) Siz,y € T,,i = 1,2, entonces x, y no son adyacentcs.

Para cada par de nimeros naturales 7, s tal que s divide a r, construimos la grafica T(r, s).
La gréafica 7T°(7, s) sc obticne del darbol T como siguc:

El conjunto dc vértices de T'(r, s) es Ty,, y unimos a dos vértices &,y € T(r, s) si x,y cstdn
a distancia dos en T, 7

Ejemplo: Asf 7°(4,1) cs la grédfica dc la fig.3.5 y sc obticne del drbol de la fig3.6.

Es fdcil ver que no = 1, y paracadai > 0, n; = f(r—s)"l. Como P~ = (s—1)I+(r—s)iR,

dondce 7 cs la matriz identidad y

)]

I
‘o0 0% &
loroik o %

dondc p = [T;:—:J]% y § = ——%:)1,)75-.

Sca A un valor propio de R, x= (yzvl,‘:zz,r

Eg:lz'él ;g:':oxv‘rcspondicntc vector propio. Es fdcil
probar que zx = ap~1, k > 2, para-algiin #{‘3?“1 'Clﬁuc., el <1 ya = ‘-’-‘- Las primcras dos filas de
R dan lugar a las siguicntes igualdades x; = 3y (p2.— 1)p2? 4+ 6u — 1 = 0. Esta ccuacién cuadrética

e

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




39

siempre tienc rafces rcalcs una de cllas ticne valor absoluto menor que 1 ::1 4 sélo si s(s + 1)>r. En
cste caso p'= ;M Asr cl cspcctro ‘de T(r,s) cs xgual al' mt;crva]o .

[—2(r—s)2+s—1 2(7'——8)2 +s-—1],

con un punt.o adxcxona.l alslado z\o = _—— 51 Yy s6lo si k:
Y- ﬁnalmcm.c como la gré.ﬁca gcncrada por cl grupo 'brc Fz cn dos gcncradorcs coincidec con
la grafica T(4, 1), cntonccs cl cspcctro ‘de A cn cste’ caso cs [—-2\/— 2\/_]
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Capitulo 4

GRUPOS NO MANEJABLES Y
DESCOMPOSICION PARADOJICA

4.1. Breve Introduccién a los Espacios Topoldgicos y Medibles.
Definicién 55 Sea X un espacio topoldgico.

(a) Un conjunto E € X cs cerrado si su complemento E€ c¢s abierto. (Asf @ y X son cerrados,
unién finita de conjuntos cerrados cs un conjunto cerrado, ¢ interscccién de conjuntos cerrados es
cerrado.)

(b) La ccerradura E de un conjunto E € X .cs cl conjunto ccrrado mds pequeiio cn X
que contiene a- &. (El siguicnte argumento prucba la cxisten'ciav de E: La coleccién © de todos los
subconjuntos cerrados de X que conticnen a £ cs no vaéfa, ‘ya que X € €; sca E la interscccién de
todos los miembros de €2.) ) . ’ ‘

(c) Un conjunto i € X cs compacto si cada cubicrta abicrta de K& conticne una subcubicrta
finita. Mds cxplfcitamente, X cs compacto si dada {V,} una coleccién de conjuntos abicrtos cuya
unién conticne a /<, entonces existe una subcoleccién finita de {V,,} que también conticne a K.

(d) Una vecindad V' de un punto p € X es un subcunjunto abicrto de X quc conticne a p.

(¢) X es un espacio de Haussdorf si dados p,q € X, con p # q, cxisten U, V vecindades de p
¥ g respectivamente tales que UNV = 0.

(f) X cs localmente compacto si cada punto de X tienc una vecindad cuya cerradura ¢s un
compacto.

Obviamente, cada cspacio compacto cs localmente compacto.
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Una familia 9t de subcon_]untos dc un con_]unto X cs una o'—dlgebra si satisfacc las siguicntes
condiciones: )

(i) 0, X € on.

(i) Si A e M entoncos A< € 932

(ii%) Si {An} es una succsxén dc clcmcntos en’ ED‘I _cntonces

UA,‘GQR

g n=1 -

Una medida # es: g :
(a) aditiva contable si dada una colcc ‘6n {A } contablc, dxsjunta, de élementos de 99T,

cntonces

) aditiva finita si dada una colcccxén {A }1<‘<n ﬁnlta, ~disjunta, dec clementos de 9 , cn-

u(u:f,n-) Socad

i=1 =1

toncces

Un espacio :medible cs un ‘par (X,901), donde. X es.un conjunto y 99t es una o—4dlgebra. Los

clementos de 9 son llamado:. con_'/untos medibles.

Definicién 56 (a.) una mcdlda positiva es una funczdn aditiva contable ©: 931 — [0, oo) donde O
es una o'—-tilgebra . .

Suponemos: que p (A) < 0o para al menos un A € M.

(b) Un cspacio con medida es un espaczo medzble el cual tiene una medida positiva definida
sobre la o—dlgebra de sus conjuntos medzbles. . :

(c) Una mcdlda comple_]a es. una. funczdn u, M — C aditiva contable, definida sobre una
o—dlgebra M. s

Teorema 57 Sea it una medida asitiva éobfé una o— dlgebra ON. entonces:

(@) 1(@) = 0. L
1, Z‘p.(A ) si Aa,..., An son clementos de 91 disjuntos por parcs.

(<) ACmephca,u.(A)<u(B) si A €M, BGSDT
‘ (d) p.(A,.) —-»p.(A) cuandon—-»oosx A= U A, A, €N,

n=1

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Al S A T Az .l

L Oy \ i
(e) 12 (A,) — 1 (A) cuando n — oo si A = n Apn, A, €901,
i n=1". :

A1 2 A2 2 A3 D ...,

y 1 (A7) es finito.

4.2. Los espacios LP(X,u):

Seca X un conjunto y A € X, x4 denotard }é funcién caracterfstica de A,

‘ _'. 1":sdi7:z:eA
XA@ =3 osizga
Sca X un ecspacio localmente cbmpacﬁo.’ Denotamos por AM(X) al cspacio dec todas las
medidas complejas sobre X, por M (X) al espacio dc todas las mcdidas complcjas acotadas sobre X.
1 (X) denotara cl subespacio de AM1(X) de todas las medidas positivas. Denotamos por A!(X)
al conjunto convexo formado por las medidas de probabilidad sobre X, cs decir, todas las peAl (X))
para las cuales u(X) = 1. La medida de Dirac 6§, € M (X) en a € X cs definida por §,(A) = x4 (a)
para cada A € X medible. Denotamos por D! (X) al conjunto de las medidas de Dirac sobre X.

Supongamos quc ueM} (X). Escribimos £(X ,u) para denotar al espacio de todas las funciones
con valores complcjos que son p—medibles sobre X,

Consideremos ahora al espacio £2°(X, u) de todas las funciones f con valores complcjos y
p—medibles sobre X (cs decir, funciones . f ¢ X — C talcs ‘que f_l(U) cs medible para todo UV € C
abicrto), para las cuales | f| cs mcotada, ,u.—casx cn todas pa.rtcs (cs dccu:, existe A < X tal quec u(A) = 0
y |f(.c)|<r<oo V:teX\A) :

son identificadas si |f1 — f2| =
IS lloe = sup Lf], feL>®(X, p).

sobre X tales que:

(Ver por cjemplo [Pi])
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[}’(A 1) cs cl conJunto dc clascs dc cquxvalcncxa en C”(X [_L), dondc uno identifica a' fi,
J2eLP(X, u) ‘si: . )

Si 1 < p < oo, definimos PP(X, p,) {j (= Lf,’_(X, ,u.) ||j'l|p = 1}

Definicién 58 Un conjunto G con una opéraczdn bznarza * Y una famzlza. de subconguntos de G se
llama grupo topoldégico si :

1) (G, *) es un grupo;

2) (G,7r) es un espacio topoldgico; - S : :

8) Las funciones gh : (G,7)*x (G,7) — (G, 7) y gz : (G, T) — (G, +) dadas por g\ (x,y) = c*y
v g2(x) = z—! son continuas, donde z~! es el inverso de x.:

Un grupo localmentc compacto G es un grupo topdlogico (G,T) que es localmente compacto

con respecto a la topologfa T.

Consideremos como antes al espacio L (X, 1) de todas las funciones [ : X — R u—medibles
sobre X para las cuales |f] es acotada p—casi cn todas partes.
L (X, ) es cl conjunto de clases de equivalencia en L (X, p).

Definicién 59 Sea G un grupo localmente compacto, X un subespacio real (Xr denotard un sube-
spacio real) de LP(G) con xc € X (X es la funcidn caracteristica en G ). Un funcional lineal real M
sobre X es llamado una media sobre X si la siguiente propiedad se cumple:

(i) Vf & Xrinff < M) <sup/.

LJJ 4;
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Sca G un grupo localmente compacto y sca X un subcspacno de L=(G). Dccxmo:: que X cs
invariante por izquierda si of € X (of(9) = f(ag)) cuando feXyacG. :

Si G cs un grupo localmente compacto, X un subcspacxo rcal de L (G) con xc € X quc cs
invariante por izquicrda. Una media M sobre X cs llamada una. media invariante por izquicrda. si

VfeXyVae G Mf) = M(). : wo : R

Definicién 60 Un grupo localmente compacto G' es’ llamado grupo mnnc_]ablc si este admzte una

media invariante sobre L°°(G).

Proposicién 61 5i el grupo G admite estruct ra po localmente campacto para. dos topologtas

71 y T2 tales que Ty es mds fina que T2, entonces: ane]abzlzdad de (G 1'1) implica la manejabilidad

de (G, 72). En particular, un grupo G - localmente compacto,_/ el;cual,es manejable con la topoloyta

discreta, es manejables (ver [Pif).

En cl Capiftulo 3 cstudiamos la situacién dec una’ cubicrta de Galois 7 : A — A’ dcfinida
por cl grupo G, con A’ finita. Si cl'grupo G cs mancjable, cntonces p(A) = p(A’). En este capftulo
veremos algunas propicdades de los grupos no mancjables. Nos interesa sobre todo la caracterizacion

de grupos no mancjables por la existencia de una descomposicién paraddjica.
4.3. G-Conjuntos y Descomposiciéon Paraddéjica

Definicién 62 Un conjunto A es llamado un G-conjunto izquicrdo si para cada x € G tenemos una

transformacion fp : A — A, a — xa, tal que y(xza) = (yr)a para toda a € A, =,y € G

Definicién 63 Sean G un grupo, X un G-conjunto izquierdo con ex = x para tado @ e X y A cX.
Una medida invariante para (G, X, A) es una medida aditiva finita 1 : ]P(A’)—»[O oo) ta[ que y,(.'z:B)
n(BYvz e G, Be P(X) y u(A) =1. : oo

Definicién 64 Un conjunto A admite una dcscomposicidn paradéjica si e."z:istgé una particion

{Al, A,,,, B;, w2 B }

de A y elementos X1,y ...Typy Y1y ey Yn: de G;tales que L

{a:lAl, BN a:mAm} y {lel, vees UnBn}

son particiones de A.
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Observacién 65 Si tal descomposicidn existe, entonces no existe una medida invariante para (G, X, A).

Si p fuera tal medida, entonces
Tr. T
1= pu(A)= Z:I"‘(Ai) + ;1 n(Bi)
. ‘_"L = n
= Z u(z:iAi) +-Z #(iji)

= p( U x: A;) + p( U v; Bi)
= #(A) + pn(A) = 2.
Una contradiccion.
Esta cs la implicacién fdcil del Teorema de Tarsk!.
Teorema de Tarski: Existc una medida u invariante para (G, X, A) si y s6lo si A no admite
una descomposicién paraddjica.
La implicacién conversa cs mucho mas diffcil y la probaremos, desarrollando todo lo quc

necesitamos para csta prucba cn las scccionecs posteriores.

4.4. Conjuntos Equivalentes por partes.

Definicién 66 Sea G un grupo y X un G—conjunto izquierdo con ex = x,Vo € X. Decimos que
dos subconjuntos A y B de X son G—equivalentes por partes si eristen particiones {Ai,..., A, }
v {(B1,..., B} de A y B respectivamente y elementos si,...,S;n de G, tales que s;A; = B;, para

1 <i<m. SiAyB son equivalentes por partes, entonces escribirnos A = B. Decimos que A X B si

A = C para algin subconjunto C de B.
Proposicién 67 (i) = es una relacion de equivalencia.

(ii) Scan A y B € P(X) (P(X) cs cl conjunto potencia de X)tales que A X B y B 2 A.
Entonces A = B.

Demostracién. La demostracién del inciso (i) cs clara.

La demostracién del inciso (ii) cstd basada cn la dcmostracxdn dcl Teorema de Cantor-
Bernstein (sobre cardinalidad) y la prcscntamos a continuacién:

Supongamos quc {X), ..., X}, {¥1, ..., ¥7,} son particiones de X,V rcspcct.xvamcnt:c, tales que
existen f1, .o Siny Y Gy eees Gny con {1 X1, ety SinXon }s {gY;,...,gY,.} part.mlcmc:: de Xy, Yp respectiva-
mente; donde Yo € Y, y Xo C© X.
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Dcfinimos
S X —Yo
x o fixm, e X;
g Y — X
Y ‘gkrityk,‘y"é Y.

Para F € X, definimos B/ C X por

X\g(Y\f(E)); ' (¢9))

Cl‘mamcntc,
(&)

D?la.‘ unién dc'tkodos los conjuntos quec

ScaD {E‘ ECXE E'

A' =D h,\,, Ayx-(—t
Asf i

cs particién de D,

: {Arl-Fiv weey An+vn}

cs particién de X\D,i
{h1 Ay, ..., ke A}
cs particién de f(D), y
» {Ant1Ant1;s oo AngpmAntm}
cs particién de Y\ f(D). Por lo tanto X=Y =
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4.5. EIl Teorema de Konig y el Teorema de la Division.

Esta scecidn la dividimos cn tres partes, para tratar de facilitar cl desarrollo de las demostra-
ciones.

Scan G y X como antes. El siguiente resultado serd llamado cl Teorema de la Division (para
conjuntos cquivalentes por partes), ya que cs la versién de equivalencia por partes del siguiente hecho
aritmético: Si a,b € R, » € N\{0}, y ra = b, entonces a = b.

Primera parte.

Teorema 68 (El Teorema de la Division). Sean A,,..., A,, By, ..., By € P(X) tales que:

(a) AiNA; =0 = B; N Bj-cuando © 3 J;

(&) AirE Avy Bi = By Vi

(e) (iL=J1 z‘li)E(iE_-J1 B;)

Entonces A, = 5.

Este resultado fuc probado por Banach y Tarski en cl caso cuando r ¢s una potencia de 2.
El caso general depende del Teorema de K8nig y la daremos en la tercera parte de csta scccién.

Para facilitar la exposicién cs conveniente expresar cl Teorema de Kdnig en términos de tecorfa
de gréaficas.

Una grifica bipartita A consta de dos conjuntos de vértices X, Y y un conjunto dc aristas E
tales que:

() XNy =0.

(i2) £ € X x Y. Por lo tanto podemos dcnotar aA =(X,Y, E).

Definicién 69 Sea (X,Y,E) una gréfica bipartita, un cmpato ‘ehtre dos.-subconjuntos- A Q’f{ v
B C Y es un subconjunto F de E, tal que cada a € A [b € Bj es ‘yn puntb e:z:._‘,re‘mo' dq’éza.clamente

un f € F y los puntos extremnos de cada f € F estdn en AU B.’

Segunda parte.

Teorema 70 (FEl Teorema de Kénig) Sea (X,Y,E) una grdfica bipartita k—regular. Entonces

existe un empate entre X y Y.
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Demostracién. Sca Ap = X UY. Para § © Ay, sca IV(S) cl conjunto de vértices en Ap
unidos por una arista a un punto dec S. Considercmos dos casos: K : . : o o :

Casg 1: La griafica A cs finita. Por la k—regularidad, & [X| = | E| = ‘Ic’ |Y| asf quc IXI =|Y|=n
para algin n € N. s

(a) Afirmamos que |N(S)| = |S| para toda S € X. El nimcro dOVAé.i:iSta.SA'(.l‘llc uxicxi'\}érticcs

en S con vértices en N(S) es k& |S|. Asf Z n¢ = k|S|, donde n. es cl nimere do arlsta.s que unen a

t € N(S) con micmbros de S. Si IN(S)| < [SI, cntonces ne > k para a.lgtin ¢ lo cual es 1mposxblc

(b) Ahora probarcmos que existe un cmpatc centre X, Y.is ‘AB. subcomuntos de

X,Y que admiten un empate F con |F'| la méxima posiblc. Supongamos qu A ;é X y sca z € X\A.
Consideremos ¢l conjunto Z de puntos z € A para los cuales existe un’ camxno (el, «.yen) con las
siguientes propicdades: .

(1) El camino unc a x con z, - . :

(2) Sila arista e; € F cntonces €41 & F y eiq2 € F. Y si e; € E\F cntonces e € E\F
Yy eiv2 € E\F.

Si « = ag,ay,-..-, a, = = son los vértices asociados con tal camino, cntonces todos los vértices
de X, aa, aq, ..., cstdn cn A (excepto x2) y todos los vértices de Y, a;,ag, ... cstdn en 3 cxcepto posible-
mente =. Supongamos que z € Y. Mostrarcmos por la maximalidad de F que el vértice z estéd en B. En
cfecto 7 = 2k + 1 cs impar, y si = ¢ B y tomamos F’' = (F\{ez2,€e4,...,ea2:}) U {e1,es,...,e,} cntonces
F’ es un cmpate de AU {x} con BU {z} y |F’| = |F| + 1 > |F|, contradiciecndo la maximalidad dc
F.AsiT =Z2ZNY € B. Sea § = Z NX. Es facil checar que T" = N(S) y que {T| = |S| — 1. Entonces
|IV(S) < |S|, contradiciendo la afirmacién (a).

Asf A= X,B =Y como thrfamos.

Caso2: La grafica A cs infinita. Definamos la siguicnte relacién en A, si x,y € A decimos que
x estd relacionado con y, Ry, si existe un camino que unc a = con y. Esta rclacién R ¢s una rclacién
de cquivalencia en A, y por la k—regularidad, cada clasc dc cquivalencia cs una grafica contable,
k—rcgular bipartita. Por lo tanto podemos cncontrar un cmpatc para cada clase, entonces podcemos
cncontrar un cmpatc para A, Asf podemos suponer quc A es numerable y que cada par de vértices
estd conectado por un camino.

Sca (z,y)e X xY y definamos Ios subconjuntos Z; de A por 21 = {z,y}UN{=z,y}), Zit1 =
N(Z;). Claramentce, por conexidad, A = U Zi.Sea X; =XNZ;,Y: =YNZ;. Notemos que Z; € Zi+,
asf que X; € Xiv1,Y: © Yz+1- Sca i > 1 Adicionando nucvos vértices a Xj;,Y; y nucvas aristas,

obtenemos una gréfica finita bipartita k—regular (X7, Y], E}).
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Por cl caso 1, existe un empate entre X_; y Yj'. Para ¢ < j, cstc cmpate ipducc un empate de
X con un subconjunto dec Y.

Un i-cmpate ¢s un cmpate entre X; y un subconjunto de Y. Lo anterior muestra que existe un
i—cmpate para toda . Si ¢ < j, Mj ¢s un j—cmpatc, entonces Mj; induce un i—cmpate M;| ;. Como cl
conjunto de 1—cmpates cs finito, existen r—empates AL} (r = 1) tal que M} x, = Af}. Sca M, = AL}
Similarmente existen r—cmpates M2 (r = 2) tal que M3|x, = My y M2|x, = MZ2. Sca My = AMZ. Un
obvio argumento de induccién produce una sucesion {M;} de i—empates con M1 |x; = M;. Entonces
M = _fjl M; cs un ecmpatc para X y' Y. &

=

Tercera parte :

Demostracién. (Prucba del Tcorcma de:la Divisién).-Sea G un grupo y X un G-conjunto
con e:r: = x pmn toda z € X. Scan r, A;, B; como cn’ (i). Scan ¢; : A; — Ay, Y; : B; — By, y
& : U Aj U B; las biycccciones de cquivalencia por partcs asociadas con (b) y (c) de (i). Tomemos
D1, u, como lo> mapcos identidad. Definamos una gréfica bipartita r-regular (X, Y3, £1) como sigue.
Seca X = A1 x {0}, Y1 = B; x {1}. (La razén dec incluir los ” x{0}” y "x{1}” cs para ascgurar quc
X1 ¥ Y7 scan disjuntos). Trazamos una arista que une a (a,0) € X1 con (b,1) € Y| para cada par
i,J tal que o (a) € B, ¥y ;087 (a) = b. Por cl Tecorcma de Konig, existe un cmpate M para X,
y ¥1. Para a € A,, sca a(a) € B tal que (a(a),1) cs cl otro punto extremo de la arista en AL que
conticne a (a, 0). Entonces a(a) = wj¢¢v,-_l(a) para algin par 4,j. Ya quec ¥;,¢ y ¢|-_1 cstan dados por
G —traslaciones, a{a) es dc la forma yj',,.ska:i__,la.. Solo hay un nuimero finito de posibilidades para los
Yjms Sk Y iy en G, y obtencmos una particién K, ..., K; de Ay y elementos z,, cada uno de la forma

Yianskxiy, tales que {z1XK7, ..., 24/} cs una particién de By. Asf A =53, ®

4.6. Descomposicién Paraddéjica.

Sea (G, X, A) como antcs.
El tcorema de Tarski nos dice que:
Existe una medida g invariante para (G, X, A) si y s6lo si A no admite una descomposicién
paraddjica. '
Sca D= {B C X iexistenn € Ny s1,...,8n € G talcs que B & U 5:A}. Los clementos de D
son llamados acotados. Sabemos quec existe una medida invariante sobrc (G X, A) si y s6lo si existe

una mecdida ~ sobre D, aditiva finita, G—invariante positiva, con v(A) =
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En la descomposicién paradéjica de A, mostraremos que tres particiones de A cestdn in-
volucradas. Por esto, cs conveniente tcener varias copias disjuntas de A disboniblcs. Por csta razén,
introducimos ¥ = X x N*, dondec X cstd identificado con X x {1} y N* = N\ {0}. Sca #(N") el grupo
de permutaciones de N* (s decir, ¢l grupo de mapcos biycctivos de N*). Sca H = G x w(N*), cntonces
H actia sobre ¥ por medio de la férmula:

(s, p)(=, n)=(sz, p(n)), (s,p)€ H, (z,n)EY.

Sca I la permutacién identidad sobre N*. Entonces (e, I) es la idenidad de H y (e, Ny =y
para toda y € Y. Sca

N ={CePY):CC BxF para algtin B € D, F € F(N")},

dondc F(N*) = {NC N* : Ncs finito}.
) Claramcntc, N cs H—xnvarlantc ¥ cs una o—4algcbra de subcon_)untos de Y.

Ahora'asociaremos la cxistencia de una medida invariante para (G, X, A) con una descom-
posicién paradé_]lca para A. Para csto decsarrollaremos las cquivalencias necesarias para demostrar el

Teorcmia de Ta:skl La rcfcrcncxa principal cn cste capftulo y en esta scccién es [Pi].

Propos:cnén 71 E‘.mste una medida invariante para (G,X,A) si y sdlo si existe una medida v fini-

tamente adztwa., posztzva, ] H —invariante sobre N con v(A) = 1.

- Demostracién. Cada N € NV pucde scr escrito de forma. inica

U cl >< {JI}

i=1

donde 1'< 51 < j2 < ...'< jr, Ci € Dy cada Cisé 0.1N6t;csc que:si (S, p)e H, cntonces

(S p)(N)

daonde los k; son distintos. Cada mcdlda 1nvanant;c v para D da lugar a una mcdlda invariantc £ sobre
N, donde ’ | :

E(N ) Z v(Ci). o . :

Ahora probarcmos cl convcrso. Dada una mcdxda lnvarla.nt:c &, sobrc N s obtcncmos una

tificacion de cada s € G con (s, 7)e H.

medida invariante v sobre D C N por: rcstnclén ¥ por 1d'
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Escribimos Ny = N2 en N cuando NV ¥ Nz son H—cquxva,lcntcs por. pnrtcs Sabcmos que =
cs una relacién de cquivalencia sobre A, . :

Sca =N/, y1: N - la bobrcycccxén" an: Anlca Sc o T(A), damés 6§tr1ictui‘a de

Definimos N+, N2 = A(MN) U N2-

Uno pucdc cheear que si N1

Proposicién 72 Eriste una;medzd

A) si.y solosi existe un homomorfismo
S — [0,00) tal que f(a) ='1'."-" i ) :

invariante: para (G,

Demostracion. Supongamos quc oxiste ‘una. mcdlda invariantc v para (H,Y,;A). Dc que

(V1) = v(N3) si Ny &2 Na en A, sc siguc que podcmos definir un mapco f: ¥ — [0, co) dado por

S(T(N)) = v(N), N e N.

Si N1, N2 € M con N1 M Nz = @, entonces v(Ny U Naz) = v(Ny) + v(N2).

Respecto a la definicién de adicién en £, vemos que f ¢s un homomorfismo con f(d) = 1.

Abora supongamos quc g : & — [0,00) es un homomorfismo con g(a) = 1. Para N € N,
definimos (V) = g(7(IV)). Entonces £€(A) = 1y £E(AN) = &(N) para toda h' € H y N € N, ya que
N = hN. Si N1, N2 € N con N; N Nz = 0, entonces 7(Vy U Nz) = 7(IV1) + 7(NV2), obtenempos por
lo tanto quc £(N} U No) = £(N1) + £(IV2). Obviamente £(0) = 0, asf que £ cs una medida finitamente
aditiva, positiva H —invariantc sobre A con £(A) = 1. Finalmente usamos la Proposicién 71 para
complctar la prucba. @

Sca S un scmigrupo abceliano. Decimos que s € t en S para.s,t € S, si s = L 6 si cxiste

w € S tal que s +w = t. : '

Proposicién 73 (ver [Pi]) Sea T un subsemigrupo del semigrupo abeliano S y F : T — [0,00) un
homomorfismo (es decir una funcidn aditiva). Sea e € T tal que F(e) =1 y para cada"s;t € S, eriste
n € N* tal que s < nt. Entonces eriste un homomorfismo g : S — [0,00) con g(t) = Fi)yvteT siy
sdlo si F(s) < F(t) cuandos,t €T ys<tensS.

Ahora continuemos con la prucba decl tcorecma de Tarski.
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Proposicién 74 Eziste una medzda znvanante para (G X A) sz v sdlo St kcv -,-é la, cuando Ic l € N~
con k # 1. ‘ :

Demostracién. Supongamos quc cxxstc una. mcdlda 1nvanant,c pa.ra (G X A) Por (u) cxlstc
un homomorfismo f : & — [0,00) tal que f(a) 1; 81 Ic l e N‘ ‘con k # l cntonccs f(lca) =k,
Sla) =1, asf quec ko # la. B R .

Inversamente, supongamos ko 7 loe cuando k le N‘ con k ;é l.Sca T = {na :n € N*}.
Entonces 7 cs un subscmigrupo de . Si 8 € T, cntonces existe cxactamente un n € N* con B = na.
Decfinimos F : T — [0,00) por F(8) = n. Obviamente . F ¢s un homomorfismo y F(a) = 1. Ahora
mostraremos quc las hipétesis de la porposicién anterior sc satisfacen reemplazando S, e con I, a.

Sca v € £. Dcbemos probar que existe § € X y » € N* tal que -y + § = ra. Para demostralo,
sca C € N tal que 7(C) = ~y. Podemos cseribir a € como unién disjunta finita de conjuntos B,, x {mn},
donde B,,, € Py como 7(C) = 3 7(B;), podemos suponer que C € D. Asf, C & LrJ s$; A para algunos
si € G. Escribiecndo a € como unién disjunta =t

-

Uc.

i=1 )
con C" < siA siemprec podemos cncontrar: hi € A tal que hi(siA) M hji(s;A) =0 si ¢ % j. Sca
B!= hi(s:iA)\ hi(C!) y B’ = uUBj}. Entonccs v + 7(B’) = ra y podemos tomar § = 7(B’).

Ahora mostrarcmos quc si s, € T con s < t cn T, cntonces F(s) < F(t). Supongamos quc
s=nay t=ma cons <tcn3;sin < mno hay nada quc probar. Supongamos que n > m; sca
ChyCin € NN con 7(Chp) = na, 7(Ch,) = ma. De que na = ma + (n — m)a, sc sigue que Cpy 2 Ch.
Dc que s < t, podemos cncontrar 8 € £ con na 4+ 8 = ma, y sc¢ deduce que C;, 5 Cin.

Por la scgunda partc de csta seceién, tenemos C,, = C,, ¥ na = ma. Pero por hipé6tesis, na #
ma ya que n # m. Asf, n < m y F(s) € F(t). Aplicando la Proposicién73, existc un homomorfismo

g:E — [0,00), con g(a) = 1 que cxticndec a F. Por lo tanto la ProplSlC16n72 1mplxca que existe una

medida invariante para (G, X, A). &

Proposicién 75 FEzriste una medida invariante para (G, X, A) sty sdlo si o # 2c.

Demostracién. Por la proposicién a.nt;cnor, sélo ncccsxta.tnos dcmostra.r que si o # 20 =
ka # loe cuando &k 7% I en N*. Supongamos cntonc«s quc‘ o 9é 20 y quc-cxisten k&, € N* con & # [,
tal que ka = la. Sin pérdida de genceralidad podcmos uponcr que kA< !l.Scal=k+7rconr =1,

cntonces
ka = (k+ 7)o, (k+ r)a = (k +2r)a, @
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y obtenemos ka = (k +p‘r)a, Vp = 1. Toxnando p=k, ka=Kk[(1+7)al. Por cl Tecorecma de
la Divisién, ¢ = (1 4+ r)a. Sir =1 cntonccs &' = 2 lo cual es una contradiccién. Si 7 > 1, sumamos
(r — 1) a ambos lados de la xgualdad v cm:onccs o= (1+ r)a cs decir, 7(a) = 7(2a) y nucvamente

aphcando cl Tcorema de la’ va1sxén obt;cncmos o= 2a lo quc cs también una contxadlcczén ‘-

Teorema 76 Teorema. de Tarsl\n ). Emzste una medzda znva.rzante para (G X, A) si y'sdlo si A no

admite una descamposzczdn paraddjica (con respecto a G)

Demostracién. Si existc una mcdlda xnvarm.ntc para (G X A), cntonccs por ‘observacién

65, A no admite una descomposicién paradéjica. prEy
"~ -Ahora, supongamos que G no admite una dcscomposxcxén paradéjxca Por (v); cs suficiente
toncq A= AU ‘(Aj x {2}) en N/

rilo tanto, existe una particién

dcmostrar que a # 2a. Supongamos lo contrario, quc o
con respecto a A (recordando que’ sc identifica A con A x ,{;}'

Ay ooy Ay B1, ...y By de A y clementos
{(sl,m),...,(sm,pm) (tl,ql),. o (Enyan)}

de H (‘.ﬂ](.‘,b que p‘(l) =1, q,(l) =2y

de G y elementos T1, .., Tys Y1y -0y Yn de G tales que {mlAl, cevsZTmAm} ¥y {nBr,. .., ynBn}son parti-

ciones de G.

Demostracién. Supongamos que G no admite una descomposicién paradéjica. Entonces
por cl tcorecma de Tarski .cxistc una medida invariante p : P(G) — [0, oc] para (G, G, G).
Sca x g la fucién caracterfstica de E € G. Definamos m(xg) = u(E) para cada E € G.
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Maés gcncralmcntc podcmos dcﬁmr m sobrc cl cspacxo V gcncrado por

{xE Ec G}v e

) n B ik .
m S - xRy E ) &:#(Xm) (a, € C E; CG).
= i= v

Aliora como m ¢s continuacn V' y.V cs denso cn L (G) , podemos extender m a todo L= (G).

Por lo tanto m cs una media invariante sobre L°(G). Por lo tanto G ¢s mancjable. @

4.7. Algunos grupos no manejables

Definicién 78 Una funcion f sobre un espacio medible X cuyo rango consiste sdlo de un nirmnero

finito de puntos distintos en C, es llamada una funcidén simple.

Sca z una medida no negativa sobre X. Denotamos por C(X ) al cspaclo de todas funciones

simples g—medibles con valores complcjos sobre X.
El siguicnte Teorema cs una de las caracterizacionces, para grupos manCJablcs que sc encucn-

tran cn [Pi].

Teorema 79 Un grupo G localmente compacto, es manejable st y’ solo si

supZ(f‘ —a:i fi) 2 o

i=1

cuando f1, fz, ...y fu € C(XC, 1), Yy @i, ...,an € G.

Proposicién SO El grupo discreto (con-la: topologz’a dzscreta.) Fz ‘en, dos generadores a yb no es

manejable.

Demostracién. Supongaxnos quc M cs una mcd.la 1nvarla.ntc por izquicrda sobre L™ (F3).

Sca A cl subcomunto de todos los clcmcntos cn - quc . cscntos como palabras reducidas, admiten

ntonccs A bA ‘ybzA son- conjuntos disjuntos y

un primer factor dc la forma a™(n € Z\{O})

3M(xa) = M(x,;) +M(x:,A) + M(x:.u) < M(sz) =1

de aquf que A (x4) 5 3.
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Por otra parte, AUaA =F, y pdr lo tanto

1= M(xp) < M(xXa)+ M(xXaa) = 2M(x0)

cntonces M (x4) = 3. Tcn(?xz)qé ‘ur"xa

También podemos dar ung"dcééofﬁbbs

sca E, cl conjunto de clemen

y obtencmos la siguiente descomposicién:

Ay = Ea, Aj = Bo;

: D TS s i -1
Ty =a ", za=e, y1=>b"", y2=¢e, y3 =b"".

Proposicién 81 Sea G el grupo libreniente géﬁeMdo por elemenios a1, .-r @y con (m = 2) de orden

pi i = 1,...,n). Entonces G es no manej’able (con la top'ologfa discreta) excepto paran = 2 y p1 =
2,p2 = 2.
Demostracién. Para i = 1,...,n, sca A; cl subconjunto de G quc consiste de e y todos los

clementos que se escriben como palabras reducidas que no inician con af (k=1,...,p;i —1).

n
(a) Supongamos que 2 = 3 y seca h = 3" (—xa, +,-1 Xa,). Entonces
i=1 i

7

S o xale)=m, Z(Q;IXAi (e))=0

= i=1
y
D (—xa: Fart Xa)(€) = —n.
i=1 ‘
Sizx#Fe,

Soxa@=n—1y 3 (ixa@) <1

i=1 i=1
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cntonces " . )
D (=Xa; Harr Xa)@) S —n+2< -1
i=1 P ’ 3

(b) Supongamos que n = 2y a? # e Sca. L

h =3(—=xa, *arr Xa,) + 2(—'xA,;+a,—= Xa,) +4(—Xa; +az1 Xa2)-

Tencmos asf que he) = —3 —2/— 4 =29, h(a?) = 3—4 = —1, h(a2) = 2 — 4 = —2,
h(a2) = —3 — 2+ 4 = —1. Si una palabra rcduclda z-en G inicia con af1(2 < k1 < p1), tenemos que
I(x) = —4; si z inicia con a¥?(1 < ks < p2), tencmos A(z) = —3 —2 = —5. De aquf que A < —xg-

En ambos casos la no mancjabilidad sc siguc dc la Tcorcma79 =

Corolario 82 Sea G el grupo compacto (manejable) de rotaciones SO(3,R) de la esfera unitaria en

R3. Entonces Gu (el grupo G con la topologta discreta )es no manejable.

Demostracién. Consideremos las rotaciones-

Sk € {1,2}, el

ara toda k'€ N\{0} y m1,..

donde pi1, p2,P3,P4, y p5 so a.rcs y ql,qg,qa ¥y g4 son cntcros imparcs. De aquf quc cste
clemento dificre de € y a, no;cxxst una rclacxén de la forma afib*tab™...b™*a? = e con k € N\{0},
11,5 ey i € {1 2},51,52 E {O 1}u Asi- H cs no mancjable por Proposicién 81.

Ahora como cada subgrupo ‘cerrado H de un grupo mancjable G ¢s mancjable, ver por cjemplo

[Pi]. Entonces G cs no mancjable. ®
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