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Prefacio

Recientemente se ha estudiado la dualidad de Hodge en formas diferenciales co-
mo una transformacién canénica [1, 2, 31}; en particular se conoce el generador de
la transformacién canénica que reproduce la dualidad electromagnética; ademas esta
transformacién se puede ver como una redefinicién de campos. Observamos que en
[1], se trabaja con la accién electromagnética de segundo orden, en donde la vari-
able fundamental A, no tiene un mapeo directo ante la transformacion de dualidad,
debido a que no puede ser depejada algebriicamente. Es bien sabido que la duali-
dad electromagnética se implementa sobre la 2-forma diferencial F,,, de tal forma
que si sabemos como transforma 9, A4,, pero no como transforma A,. En este senti-
do la transformacién de dualidad es no local. Uno de los objetivos de esta Tesis es
poder hacer el an4lisis cano6nico local entre las variables A, y sus momentos candnicos
conjugados P*, y extender estas ideas a la Teorfa de Cuerdas.

Para abordar este problema, se construird una accién de primer orden para la
teorfa electromagnética. Con esta accién de primer orden, que ticne como campo
auxiliar a F,,, y multiplicador de Lagrange a A, se aumenta la dimensién del espacio
configuracion de la teorfa, arreglando el problema de la no localidad de la transfor-
macién de dualidad. Con la accién de primer orden, y la transformacion de dualidad
estdndar, se obtiene la acciébn de primer orden de la teoria electromagnética dual.
Por transformacién de dualidad entendemos un mapeo o redefinicién de campos a
nivel de la accién de primer orden. En estas acciones se hace el analisis de constric-
ciones hamiltonianas, donde sc obtienen todas las constricciones de ambas teorfas.
Estas constricciones son separadas en constricciones de primera y segunda clase; esta
separacién me permite construir el paréntesis de Dirac. Con el paréntesis de Dirac
de ambas teorfas se estudiara como se deforma la superficie de constriccion debido a
la transformacion de dualidad, encontrando que la transformacién de dualidad cam-
bia la superficie de constriccién. Deducimos de este hecho, que la transformacién de
duliadad es no canénica respecto al paréntesis de Dirac. La canonicidad de la trans-
formaci6n de dualidad se refleja inicamente en la estructura de Poisson estdndar.
Encontramos también la funcién generadora F, que reproduce la transformacién de
Dualidad canoénica y mapea una superficie de constriccién en la otra.

En esta tesis obtenemos la transformacion de dualidad en el espacio fase comple-
to, y al resolver las constricciones primarias obtenemos cl espacio fase reducido. Al
hacer esto, uno encuentra que el paréntesis de Dirac se ve reducido a la estructura
simpléctica de Poisson. Ademas la funcién generadora F, también se ve reducida a
una funcién generadora del tipo Fj. Esta funciéon generadora reducida, implementa
la transformacién canénica conocida en la literatura |1, 31].

La dualidad en teoria de cuerdas es otro asunto, se han desarrollado varias du-



alidades en esta teoria entre ellas estan la duliadad S, T y U, que no estudiaremos
en detalle en esta tesis. La dualidad en la teoria de cuerdas se ha estudiado también
como una transformacién canénica [2, 24, 25]. Otro objetivo de esta tesis consiste en
extender estas ideas usando una accién de primer orden para la cuerda bosoénica,
y determinar por medio de las constricciones hamiltonianas si la transformacién de
dualidad es canénica. Inspirados en la teoria electromagnética, construimos la accion
de primer orden para la cuerda bosonica de Polyakov. En esta accién también se
ve aumentado el espacio configuracién con el fin de climinar la no localidad de la
transformacion de dualidad, encontrando finalmente que no se puede eliminar. Como
veremos la transformacién de dualidad en Teoria de Cuerdas cs diferente a la estu-
diada en el caso electromagnético. La transformacion implementada aqui refleja la
simetrfa del grupo O(d, d,R) [17, 22|, en donde el hamiltoniano es invariante ante
la rotaciéon de las variables (', p). Al obtener la accién de primer orden dual, en-
contramos que se reduce correctamente a la accién de Polyakov. Encontraremos las
constricciones de primera y segunda clase para la teorfa y su dual, con las de segunda
clase construiremos el paréntesis de Dirac para cada teorfa. A este nivel observare-
mos que los paréntesis de Dirac son diferentes entre sf; es decir, la trasnformacién de
dualiadd cambia la superficie de constriccion. De este hecho se deduce que la transfor-
macién de dualidad es NO canoénica respecto al paréntesis de Dirac. Por otro lado, al
imponer la norma conforme sobre nuestros resultados, las constricciones de segunda
clase se ven reducidas, y de igual forma el paréntesis de Dirac. Identificando las vari-
ables relevantes de cada tcoria V' y U, observamos que el paréntesis de Dirac de z#
con estas variables llevan a resultados distintos en ambas tcorias. Pero al igualar las
variables relevantes con sus respectivas constricciones obtenemos que los paréntesis
de Dirac se ven reducidos a la estructura simpléctica de Poisson para cada teoria. Por
lo tanto, deducimos que la transformacién de Dualidad es canénica para la estructura
simpléctica de Poisson.

Se estudiara con detalle como la transformacién de dualidad implementada por
la rotacion de las variables (', p) es una simetria del grupo O(d,d,R), y como csta
simetrfa se compara con la transformacién canénica.

Pasemos ahora a ver la organizacion de la tesis, haciendo enfésis en los resultados
mas importates que se encuentran en cada capitulo .

Con el fin de hacer esta Tesis autocontenida. se dard en el Capftulo 1 una visién
general sobre las dualidades en la Fisica y en la Matematica, explicando de forma
breve la dualidad del modelo de Ising, la dualidad clectromagnéctica usual, y las du-
alidades S y T en Teoria de Cuerdas. En ¢l Capitulo 2 se hard una breve exposicién
de los formalismos lagrangiano y hamiltoniano, que nos levara a definir lo que es
una transformacion canénica en mecanica clasica. Una vez expuestos los formalismos
que rigen la mecanica, se presentara una herramienta matematica muy poderosa en
mecénica clasica: “la Teoria de Dirac” de constricciones hamiltonianas. Aqui definire-
mos que es una constricciéon primaria. secundaria, terciaria, etc. y como se obtiene
cada una de ellas, también explicarcmos que es una constriccién de primera y segunda



clase y como se obtiene esta separacién de las constricciones. Como se puede ver en
esta exposicién de la teorfa de Dirac, el paréntesis de Dirac se construye con las con-
stricciones de segunda clase de la teoria; por tanto estas constricciones determinan le
estructura simpléctica de Dirac, y por tanto nos ayudara a determinar en que espacio
la transformacion de dualidad ¢s una transformacién canénica .

El Capitulo 3 es una exposicion gencral de la Cuerda Boso6nica de Polyakov,
en donde se explica las simetrias que tiene, ademas se obtendran sus ecuaciones
de movimiento y su formalismo hamiltoniano. En este formalismo se hara evidente
la simetria que tiene el hamiltoniano ante la rotacién de las variables (z/, p). Esta
simetria es la motivacion de implementar una transformaci6n de dualidad que repro-
duzca la rotaci6én de (z',p) y ademds sea canénica.

En el Capitulo 4 construiremos la accion de primer orden de la teoria electro-
magnética. En primer lugar se pueba la equivalencia que ticne la accién de primer
orden con la accion de Maxwell usual. Posteriormente se obtienen sus ecuaciones de
movimiento y su formalismo hamiltoniano, de donde obtenemos las constricciones pri-
marias de la teoria, que son estabilizadas con el hamiltoniano total. Esta cstabilizacion
me conduce a las constricciones secundarias. Después separamos las constricciones de
la teoria en primera y scgunda clase, y con las ultimas construimos el paréntesis de
Dirac de la teoria. En este punto encontramos las variables que dan paréntesis de
Dirac diferente de cero, e identificamos los momentos canénicos de la teoria. Por ul-
timo calculamos los grados de libertad de la teoria con la informacién que tenemos
sobre las constricciones de primera y segunda clase. Encontramos que los grados de
libertad reproducen los grados de libertad del fotén.

En el Capitulo 5 trabajamos con la accién de primer orden de la teoria electromag-
nética dual, y hacemos los mismos cilculos que se hicicron para la accién de primer
orden original.

El Capitulo 6 es uno de los mas importantes de esta tesis, ya que aquf se estudia
con detalle la transformacion de dualidad que mapea una superficie de constriccién
en la otra. La transformacién de dualidad sobre la accion de primer orden me lleva
a paréntesis de Dirac diferentes entre si, por lo tanto la transformacion de dualidad
es NO canénica respecto al paréntesis de Dirac. Por otra parte esta transformacién
tiene una funcion generadora F,(q, P), que implementa la transformacién de dualidad
canoénica respecto al paréntesis de Poisson estandar. Este es un resultado curioso, ya
que la transformacion de dualidad en el espacio fase completo es NO canénica respec-
to al paréntesis de Dirac, y es canonica respecto al paréntesis de Poisson. Obtenemos
el espacio fase reducido al resolver las constricciones primarias de ambas teorias. Al
hacer esto uno encuentra dos caminos para reducir el espacio; uno en que reduces el
espacio a nivel de las acciones de primer orden, y otro donde reduces hasta llegar a
la accion de Maxwell usual. En la primer reduccién uno encuentra que los paréntesis
de Dirac reducidos que son no nulos, son diferentes entre sf; por lo tanto a este nivel
la transformacién de dualidad es no canénica respecto al paréntesis de Poisson. Al
reducir el espacio a nivel de las acciones de segundo orden de Maxwell, encontramos



que la funcién generadora F, se reduce a una funcién generadora del tipo F(q, Q),
esta nueva funcién generadora, implementa la transformacién de dualidad canénica
- en el espacio reducido. El resultado mas importante de esta Tesis es que hemos encon-
trado una transformacién de dualidad que es local en las variables canénicas. Nuestro
analisis general en el espacio fase completo, se reduce correctamente, ya que la funcién
generadora F; es la que se conoce en la literatura [1], como la funcién generadora que
implementa la transformaci6n de dualidad canénica en la teoria electromagnética.

El Capitulo 7 esta dividido en tres secciones, las dos primeras estin enfocadas a
estudiar las acciones de primer orden para la teorfa de cuerdas y su dual. En la tercera
seccién se analizara la transformacion de dualidad implementada, donde se hard un
analisis similar al que se hace en la teorfa electromagnética de primer orden. Aquf se
implementa la dualidad de una forma diferente. La dualidad a estudiar es una dualidad
T en teorfa de cuerdas. Al obtener las constricciones de primera y segunda clase de
ambas teorfas, uno obtiene a partir de estas el paréntesis de Dirac de cada teorfa. En
este punto encontramos las variables (z#, V;,) en la teorfa original y (z#,U,,) en la
teorfa dual que entre ellas dan un paréntesis de Dirac diferente de cero, y al mismo
tiempo dan informacién acerca de la estructura simpléctica de Dirac reducida a la
estructura simpléctica de Poisson, donde la transformacién es canénica respecto al
paréntesis de Poisson. La transformacién de dualidad implementada es una rotacion
de las variables (z™,p,) que deja al hamiltoniano invariante. Encontramos ademas
que no se puede obtener la transformacién de dualidad local, debido a que no sabemos
como transforma la variable z#. En la norma conforme encontramos una forma de
escribir las constricciones, donde se hace evidente la transformacién de dualidad como
una rotaci6on del grupo O(d,d,R), que implementa una transformacién de simetrfa
para el hamiltoniano. Cabe seiialar que la dualidad se hace en el espacio completo sin
imponer ninguna norma. Encontrando que hay una relacién entre la transformacién
de simetria implementada por el grupo O(d,d,R) y la transformacién canénica.

Por iltimo, en el capftulo 8 presentamos los resultados mas importantes que se
obtuvicron a lo largo de esta tesis. Se comentan los resultados obtenidos para la du-
alidad electromagnética y para la dualidad en la cuerda bosénica de primer orden.
Tambien se comentan las similitudes que tienen cstas transformaciones de dualidad,
debido a que, tanto en la dualidad electromagnética como en la dualidad-T en la cuer-
da bosoénica se presenta el fenémeno de la transformaciéon de dualidad NO canénica
respecto a la estructura de Dirac, y si canénica respecto a la estructura de Poisson,
donde en ambas teorfas se puede construir la funcién generadora que implementa la
transformacion de dualidad canénica.
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Capitulo 1
Dualidades

Este capitulo esta diseiiado para dar al lector una visién general de las dualidades
en la fisica. Las dualidades son en general transformaciones que llevan de una teorfa
a otra distinta, pero en el fondo ambas teorfas contienen la misma informacion fisica.
Aqui presentaremos de forma breve la dualidad del modelo de Ising en 2 dimensiones,
la dualidad de la transformada de Fourier, y por tiltimo se presentara la dualidad en
electromagnetismo y la dualidad S y T en teoria de cuerdas.

1.1. El modelo de Ising en 2D

El modelo de Ising fue formulado en 1930 para dar una descripcién de una red
de particulas que tienen espin arriba o abajo distribuidas estadisticamente y que s6lo
tienen interaccién con los primeros vecinos [4].

Lo primero que tenemos en el modelo de Ising en 2 dimensiones, que es el arreglo
de los espines para una red cuadrada, en esta red, los espines estan colocados en los
vértices y s6lo pueden interactuar con sus primeros vecinos por medio del hamiltoniano

=-J Z 8iSj (1

<ij>

donde s; es el espin de cada particula, y pude ser +1 arriba o —1 abajo, J es una
cantidad que tiene unidades de energia, ademaés de que la red debe de tener condiciones
de frontera periodicas en ambos ejes.

Ahora pasamos a la parte intercsante, la red dual a la original se construye colo-
cando un espin en el centro de cada bloque de la red original; entonces cada bloque
de la red dual encierra un sitio ocupado por un espin de la red original e intersecta
las cuatro lfneas que unen dichos puntos como se muestra en la figura 1.1.

De la mecénica estadfstica de este modelo se obtiene

senh(2))senh(2M*) = 1, (1.2)
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Figura 1.1: La red original con espines cuadrados se encuantra mas marcada y tiene
temperatura T, y como sc comenta la red dual cspines redondos encierra espines
cuadrados y tiene temperatura T* = 1/T.

donde A esta definido como J

kT’
en donde & es la constante de Boltzmann y T es la temperatura del sistema, y A* es el

A=8J= (1.3)

‘inverso multiplicativo de A. Lo cual define la transformacién entre acoplamiento débil

y fuerte o equivalentemente Altas y Bajas temperaturas, es decir, si a la red original
estadfsticamente le corresponde una temperatura 7', a la red dual le corresponde una
temperatura T* = 1/T', que me relaciona un modelo de altas temperaturas a partir
de la transformacién de dualidad con un modelo de bajas temperaturas, existiendo
una temperatura critica en que la red original y la dual tienen la misma temperatura
T =T

1.2. La transformada de Fourier

La transformada de Fourier es otro ejemplo de dualidad, pero ésta es mas bien
una dualidad matématica mis que una dualidad fisica. La transformada de Fourier
es una herramienta para resolver ecuaciones diferenciales, ya que ésta dualidad trans-
forma una ccuacién diferencial en una ecuacién algebriica, y debido a que es més
facil resolver una ecuacién algebraica ésta dualidad representa una herramienta muy
poderosa en la resolucién de ecuaciones diferenciales. La transformacién de Fourier
también es utilizada en la mecanica cuantica, ya que cuando uno quiere cambiar de la
representacién en el espacio de configuracion de la funcién de onda a la representacion

|
i



en el espacio de momentos lo que se tlene que hacer es una transformacxén de Fourler
w(p) = / w(w)e? dz, e

y como ambas representaciones son equivalentes, la transformada de Fourier es una
dualidad para describir un mismo fenémeno fisico en respresentaciones diferentes; Esto.
representa una gran ayuda, ya que si un problema es muy complicado de resolver en
una representacion, su representacién dual puede facilitar a encontrar la soluc16n del
problema.

1.3. Dualidad teoria electromagnética

La dualidad en electromagnetismo ¢s una dualidad S, acoplamiento débil fuerte, en
este sentido es interesante de estudiar. Esta transformacion intercambia los campos de
tal forma que si en una teoria el campo E; es fuerte y B, es débil, en su dual el campo E;
es débil y B, es fuerte. Ademas esta transformacién de dualidad es una simetria de las
ecuaciones de Maxwell en el vacio, esta simetria sigue presente en presencia de cargas
y corricntes, pero uno ticne que agregar ademas de cargas eléctricas cargas magnéticas
(monopolos magnéticos de Dirac). Para un acoplamicnto débil, las cargas eléctricas
aparecen como cuantos elementales, obtenida de una cuantizacién de campos. La
carga cléctrica ¢ de cualquier particula es de la forma ¢ = ne para algin entero
n. En contraste, los monopolos magnéticos surgen de acoplamientos débiles como
excitaciones colectivas de particulas elementales; tales excitaciones colectivas aparecen
en el limite de acoplamiento débil, como solitones, es decir, como soluciones extendidas
de ecuaciones de campo clasico no lineales.

El concepto mas importante de la dualidad es que dada una teoria su dual rep-
resenta la misma teoria fisica, de tal forma que si uno no puede obtener facilmente
un resultado en la teoria original tal vez en la teoria dual el calculo sea trivial. En el
caso de la teoria electromagnética la dualidad se presenta como una invariacia de las
ccuaciones de Maxwell en el vacio, que depués generaliza Dirac al caso con fuentes p
y J, en donde para obtencr esta simetria es necesario introducir cargas magnéticas
{monopolo de Dirac), y al cuantizar la teoria se obtiene la cuantizacion de la carga
eléctrica y magnética, y se pueden estudiar muchos fen6menos interesantes que aquf
no aborddremos.

Las ecuaciones de Maxwell escritas en forma covariante permiten implementar la
transformacion de dualidad clectromagnética como una dualidad entre formas difer-
enciales. El campo fundamental de la teoria es A,(X), y la accién de esta teorfa esta
escrita en términos de la derivada de los campos A,

Fl‘u(") = auAu - auA/n ' (1.5)

donde F},, es un tensor de rango 2 antisimétrico.
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Entonces la dualidad cn la teorfa electromagnética se puede ver como una dualidad
de Hodge en formas diferenciales, y dado el tensor F, su dual se escribe como .’ ~

e = %el-waﬁFms, , )
desarrollando estos tensores en sus cbmponentes : e B
0 B E B\ {0 —Ey —By —Es
F. = —E, 0 —B;y B, 'V R : FI-U’ o Ey 05 =By '»"'Bz :
w —Ey B3 0 —-B . }Ez‘,i "By 0 - By
—Ey =B, By .. 0 ) Ey —By By .0
y desarrollando el tekxv}‘sor'kk’a al de F,“,y F# obtenemos: - Dol i
0 B By By ~ 0 =B, -By, -Bs
oo | By 0 By =By o= | Bt O E; —EBE
R g —B; —E3 0 E, By —E3 0 E
-B; E, —-E 0 By E;, -E 0

podemos ver que la transformacién de dualidad se refleja en el cambio de los vectores
E; por B; y de B; por —E;, que son los observables fisicos, pero en este trabajo
vamos a enfocar la dualidad S desde otra perspectiva, ya que nos interesa probar
si la transformacion de dualidad S es una transformacién canénica o no. Para esto
construiré las acciones de primer orden de la teoria electromagnética que aumentan
cl espacio de configuracion, y usando el formalismo de constricciones hamiltonianas
de Dirac obtendré la superficie de constriccion de la teorfa y su dual. A partir de ellas
sabremos si la transformacion es canénica (capitulo 6).

1.4. Dualidades S y T en teoria de cuerdas.

Antes de hablar de dualidades, veamos que es una cuerda. Una cuerda es un objeto
extendido. Al estudiar mecanica cuintica o mecanica cuantica relativista uno estudia
las particulas como objetos puntuales sin estructura. En cuerdas lo que se propone es
un objeto extendido unidimensional cuya evolucién espacio-temporal determina una
membrana. Pero jporqué se proponen las cuerdas?, en primer lugar las cuerdas no
viven en un espacio-ticmpo de 4 dimensiones sino en un espacio tiempo de 11 dimen-
siones, y la longitud de estas cuerdas es del orden de la longitud de Plank {p & 10-33
cm., que es la dimensién mas pequefia del universo. Una forma de visualizar la lon-
gitud de Plank es por medio de energias, si unc quisiera estudiar fenéinenos fisicos a
la escala de Plank deberia poder manipular energias tan grandes como las que habia
en la gran explosién, y eso ni el acelerador de particulas mas grande del mundo lo
puede alcanzar. La teoria de cuerdas es actualmente un candidato para unificar to-
das las fuerzas de la naturaleza (electromagnetismo, fuerza nuclear débil y fuerte y
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gravedad), estas fuerzas estdn descritas por los siguientes modelos teéricos “el modelo
estandard de particulas elementales” y “la relatividad general”. Uno de los grandes
problemas teéricos es encontrar una teorfa de la gravedad cuantica, actualmente se
tienen varios modelos, pero ninguno definitivo. La teorfa de cuerdas trata de obtener
una teoria de la gravedad cuantica, pero al mismo tiempo esta teoria contiene mucha
informaci6n (supersimetrfa, D-branas, teorfa conforme, dualidades, etc.) es una teoria
muy completa y complicada. La teoria de cuerdas tiene 5 tipos de cuerdas TA, ITA,
IIB y las cuerdas heteréticas SO(32) ® SO(32) y Ez ® Ei, de las cuales se ha en-
tretejido una red de dualidades S y T que conecta a todas las cuerdas. A todo este
entretejido de cuerdas y dualidades se le conoce como Teoria M, y se supone que de
esta teorfa se puede derivar toda la fisica. Bueno ahora pasemos al tema de esta tesis
las dualidades.

Las dualidades son transformaciones que llevan de una teoria a otra, donde ambas
continen la misma informacién fisica, pero al mismo tiempo pueden cambiar la in-
tensidad de la interaccion o también pueden facilitar la visualizacién de un problema
que permita extraer informacion relevante a la que se le pueda dar una interpretacién
fisica. La primera dualidad que se descubrié en teoria de cuerdas fue la dualidad-T.
Si empezamos con una teorfa en 10 dimensiones que se compactifica sobre un circulo
S, los modos de Kaluza-Klein son cuantizados y ticnen el momento:p = n/R para
un circulo de radio R y espin entero.

1.4.1. Dualidad T.

El caso mas sencillo de compactificacion es aquel en que una sola dimensién es-
t4 curvada formando un circulo microscépico de radio R. Si R es suficientemente
pequefio, no notaremos la existencia de esta dimension. Consideremos ahora, por
ejemplo, una de las cuerdas cerradas con esta dimensién compactada. Se puede ver
que los posibles valores de los cuadrados de las energias E de las excitaciones de la
cuerda en esta situacion tendran la forma:

o2
E B

+m2T?R? 1.7)
que es equivalente al espectro de masa M?, donde n y m pueden tomar cualquier valor
entero n,n = 0, %1, £2 etc. y R es el radio del circulo en el que esta compactada la
dimensiéon extra, T es la tensién de la cuerda.

En esta férmula el primer término (proporcional a 1/R?) no se obtiene Gnicamente
de la teoria de cuerdas, sino que se puede obtener también de la mecénica cuantica,
que nos ensena que la energia de las particulas, cuando viven en un espacio de tamafio
finito, son muiiltiplos enteros del inverso del tamaiio (R) de dicho espacio finito. Esto
es andlogo a las frecuencias de vibracién de las cuerdas de un violin, que guardan
también relacion con la longitud de las cuerdas.
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El segundo término (proporcional a R?) si se obtiene de la teorfa de cuerdas, como
revela el hecho de que aparezca la tension de la cuerda T'. Representa la posibilidad de
que la cuerda cerrada esté enrollada m veces alrededor del circulo de radio R en que se
halla curvada la dimensién extra. A mayor radio R, la cuerda enrollada mostrarfa a su
vez una cmergia creciente, que es lo que muestra la ecuacién. Es como si tuviéramos
enrollada una goma elastica alrededor de un cilindro cuyo radio aumentara: la goma
sufrirfa una tensién progresiva sin romper la goma (representa el aumento de energfa).

La ecuacién (1.7) presenta una curiosa propiedad de simetria observada por K.
Kikkawa y M. Yamanaka en 1984; para simplificar las cosas tomemos unidades de
energia en las que se tenga T" = 1, y sabiendo que la tension de la cuerda es

1
= ora’ (1.8)

tenemos que o = 1/27. La ecuacién (1.7) sigue teniendo el mismo aspecto si se hace
el siguiente intercambio

o 1
R«—r =R : (1.9)

Para cuerdas, se tienen modos adicionales, correspondientes a una cuerda cerrada
enrollada m veces a si misma alrededor de S, donde se encuentra que cl momento P
tiene quiralidad izquierda (L) y derecha (R):

(Pw, Pp) = (§’LR +mR, % —~ mR) (1.10)
donde n, representa la excitacion de los estados de Kaluza - Klein sobre el circulo,
pero m etiqueta el mimero de veces que la cuerda se enrolla alrededor del circulo.

De esto se sigue que cl espectro de masa para M? es invariante bajo la simetrfa
(1.9) cuando uno intercambia n ¢ m.

Esto significa que una teorfa de cuerdas definida sobre una compactificacion de
radio R. es perturbativamente indistinguible de su teorfa dual compactificada sobre
un radio 1/2R. A diferencia de la teoria de campo para particulas puntuales, las
cuerdas no pueden diferenciar entre estas dos regiones; teniendo como resultado que
esta simetria dual, que intercambia modos de enrollamiento con los modos de Kaluza
- Klein, es estrictamente un resultado de la geometria de la teorfa de cuerdas ya que
estos modos de enrollamiento no aparccen en particulas puntuales.

Los modos de Kaluza - Klein p = % sc obtienen de suponer una funcién de onda
periddica, con periodo 27 R:

¥(z) = ¥(z +27R) (1.11)

para un hamiltoniano de particula libre H = p?/2m, donde p es ¢l momento y m la
masa de la partfcula. De la mecanica cudntica escribimos la ccuacién de Schrédinger
independiente del tiempo: .

H¥(z) = E¥(z) (1.12)
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donde H es el operador hamiltoniano, ¥ E es la onergxa, que son los elgenvalores del

operador H con P el operador momento 7 —.—iV; dejando la ecuacnén de Schrodmger

como una ecuacién diferencial: P - : ey
V2U(z) + 2mE¥(z) =0 . (113)

con la convencién & = ¢ = 1,y observando’ que solo se esta trabajando con_.una .
dimensién espacial se encuentra que las soluciones a esta ecuacién son:

< U(z) = AetVImET (1.14)

entonces como hemos pcdido qhe P(z) sea peri6dica tenerhds 'qué'd'éfl')‘,e béiimplrlr;(vjﬁe:‘

Aet z‘_ Aen/2mE(z+21rR) _Aei\/z_—Ez :\/ZmE21rR ) 'f ' '(1?15) .
‘ : 1=¢

2""/—'*7 e (1ae)

donde la ultlma 1gualdad S cumple si : . -
‘ . \/ 27rR 21rn =

con 1 un numero entero,:de dpnde obtenemos que la energia es

i (1ﬁ1?/)

s

quees el espectro de energia para una cuerda libre donde solo tenemos la parte ‘dela
nergia cmétlca ‘Dela cuantnzacxén obtenemos los modos de Kaluza Klem :

1 (n
“om " 2mRz_ 2m'R

por lo tanto se obtiene la cuantizacién del momento representado por los modos de
Kaluza - Klein:

2 . (119)‘

n

p="% (1.20)

que nos da el espectro de energia.

Desde un punto de vista matematico, esto es una curiosidad, pero desde un punto
de vista fisico, la invariancia de la ecuacién (1.7) y (1.10) ante la simetria (1.9) indica
que las energfas de las excitaciones de una cuerda, cuando hay una dimensién extra
de radio R, es la misma que la de una cuerda cuando el radio es 1/R; y no solo las

" energfias, sino todas las propiedades fisicas de ambos sistemas, uno con una dimensién
extra de radio R y otra con radio 1/R son exactamente las mismas. Como se pucde
ver también de de los momentos derechos e izquierdos (1.10), estos son indistinguibles
entre la teorfa con dimensién R y con dimensién 1/R. Una equivalencia que llama
la atencién, pues cuando R aumenta 1/R disminuye; parece, en efecto, contradecir
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‘la 'experiencia de la vida diaria, que nos dice que las cosas pequeias son diferentes a
“las grandes, pero para una cuerda esto no es asf; la simetria en cuestién constituye el
caso més sencillo de lo que actualmente llamamos dualidad-T en teorfa de cuerdas.

Si reescribimos esta transformacién dual en un lenguaje de teorfa de campo con-
forme, esta transformacién es equivalente a hacer la substitucion:

X - 08X (1.21)
8X — -8x (1.22)

" no6tese el cambio de signo péré un éonjunto de variables. Cuando se aplica la misma
dualidad a la teorfa de supercuerdas se encuentra que:
¥ -9 e,
Ty — v — i (1 24),

pero esta transformacién para el noveno modo de oscilacién 1zqu1erdo tamblén cambla.
el signo de los operadores quirales de modos izquierdos en 10 dlmensxones, 165 quc se
construyen de los modos cero fermidnicos:

T =¥eivlel v - -y, . : (1.25)

De lo que podemos concluir que la dualidad-T cambia la quiralidad de los modos
izquierdos y derechos de las cuerdas. También se puede mostrar que esta simetrfa
persiste a todos los ordenes de teoria de perturbacion. Este es el caso de la cuerda no
quiral Tipo ITA compactificada sobre un circulo de radio R es indistinguible pertur-
bativamente de la cuerda quiral Tipo IIB compactificada sobre un circulo de radio
1/2R; denotando esto como una dualidad-T en las cuerdas Tipo IIA y I1IB.

T:IIA IIB (1.26)

en otras palabras, las cuerdas IIA y IIB representan en realidad la misma teoria.

Otra parte de la dualidad-T tiene que ver con la evolucién de cuerdas cerradas
dentro de un cilindro, ya que estas cuerdas tienen estados de enrollamiento carac-
terizado por un numero entero n como se muestra en la figura 1.2, el problema de
la dindmica de las cuerdas en estos estados de enrrollamiento se puede resolver con
Teorfa de Campo Conforme (CFT). Como se muestra en la figura (1.2 a) se pueden
ver varios estados de la cuerdan = —1,n=0y n = 1, como podemos ver la direccién
que lleva la cuerda es importante para determinar los estados de enrollamiento. En
la figura (1.2 b) podemos ver como una cuerda con estado de enrollamiento n = 0 se
divide en dos cuerdas con estdo de enrollaminto n = —1 y n = 1, con lo que podemos
ver que el nimero n determina bien la evolucién topolégica de la cuerda.
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Figura 1.2: Estados de enrollamiento para una cuerda cerrada. a) Para cuerdas con
diferente estado de enrollamiento n = —1 a n = 0 a n = 1. b) Para una cuerda con
estado de enrollamiento n = 0 que se divide en dos cuerdas con estados n = 1 y
n=-1.

1.4.2. Dualidad S.

Ya se analiz6 la dualidad-T en teoria de cuerdas, la cual es perturbativa en las
constantes de acoplamiento de cuerdas; mas interesante es la dualidad-S, la cual liga
la region de acoplamiento débil de una teorfa con la regién de acoplamiento fuerte de
otra.

En teorfa de cuerdas la intensidad de las interacciones no viene dada por con-
stantes numeéricas, sino por un campo continuo denominada campo dilatén ¢. Se
pueden estudiar las ecuaciones y las interacciones de una supercuerda (por ejemplo,
la heter6tica) con las seis dimensiones extras compactadas en cfrculos de radio R muy
pequeiios. Nos encontramos entonces con que R y ¢ aparcen de forma muy analoga en
las ecuaciones. Ello pareceria indicar algiin parentesco entre R y ¢. Sin embargo, no
sc ve a primera vista qué analogfa pueda darse entre una cantidad R que mide el radio
de una dimensién extra, y una cantidad ¢ que mide la intensidad de las interacciones.
Una posibilidad es que hubiera siete dimensiones extra, en vez de seis. En este caso
la teoria en total tendria 7+3+1=11 dimensiones espaciotemporales.

En tal situacién el dilatén aparece como el radio R;; de la dimensién extra afiadida.
En ese marco cabria entender la similitud entre los valores de R y el dilatén ¢, este
iltimo serfa otro radio R;; mads. Si la analogia entre R y el dilatén ¢ fuese cierta,
deberfamos admitir la existencia de una simetrfa en la que ¢ — 1/¢, como ocurre
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en dualidad-T. Sin embargo, esta nueva hipo6tesis parece tener bastante més alcance
que la dualidad-T. En efecto, si la teoria es invariante bajo el intercambio de ¢ y
1/¢, quiere decir que la teoria en interaccién débil (¢ pequefio) es equivalente a la
teorfa en interaccion fuerte, ya que ahora 1/¢ seria grande, que refleja una simetria
sorprendente para interacciones débiles y fuertes (poco intensas y muy intensas), las
que pueden ayudar a encontrar un camino a la unificaciéon de la gravedad con las
otras interacciones.

En 1975 Claus Montonen y David Olive, del CERN, consideraron la posibilidad
de una simetria aniloga, aunque no fue en tecorfa de cuerdas. Ellos estudiaron un
tipo de teoria de campos en la que habia particulas con carga eléctrica g, normales
(un clectrén, por ejemplo) y particulas compuestas con carga magnética clemental
gm (monopolos magnéticos). Ellos sugirieron que la fisica de cargas eléctricas con
constante de acoplamiento grande era equivalente a la fisica de monopolos magnéticos
con constante de acoplamiento pequefio.

Las analogfas con dualidad-T y la existencia de una generalizacién al modelo con
supersimetrfa parecfa dar fuerza a la hipétesis de dualidad-S. Las analogfas llegaban
mas lejos. En esas teorfas con cargas eléctricas y magnéticas hay un tipo de particulas
estables cuyas masas vienen expresadas por:

2
M?=q2 + %’" (1.27)

donde ¢, y gm son las cargas eléctrica y magnética de la particula, respectivamente,
y a representa la constante de acoplamiento que da la intensidad de la interaccién.
En la ecuacién (1.27) el primer término a la derecha corresponde a las partfculas con
carga eléctrica no nula y el segundo a las particulas con carga magnética no nula.
Salta a la vista el parecido entre esta férmula y la observada para la dualidad-T. En
teorfa de supercuerdas, en vez de a, se tiene el dilaton ¢, y los valores de g, ¥ g, son
nimeros enteros.

Como la dualidad-S es inherentemente no perturbativa, esperamos encontrar
nuevos resultados. El campo dilatéon es central en esta discusi6bn de los efectos no
perturbativos, porque su valor de expectacion esta relacionado con las constantes de
acoplamiento en teoria de cuerdas que nos permiten tener una simetria en las inter-
acciones fuerte y débil. La lagrangiana de la cuerda cuantizada contiene no solo el
término usual que describe el drea de la hoja mundo sino también el acoplamiento al
escalar de Ricci en la hoja mundo dado por:

£ = v=5(970. X" 05X, + $R®) (1.28) -

usaremos el hecho de que la constante de Euler para una superﬁcne de R.lemann
bxdlmensnonal de genero g esta dado por:

X = Z;r-/dza\/—gR(z) = 2_29,, S fot ) (129)
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Ademés si hacemos la substitucién ¢ - d) + (¢) la integral de trayectoria Euclid-
iana e~5 gana un nuevo termmo

e~s _, e—Se(o")(?y-Z) = e~ Se-(¢)2-29) (1.30)

donde (@) es el valor esperado del campo dilatén y S es la accién para una tra.yectona. )
Euclidiana, y en-general las amplitudes estan multiplicadas por el factor g29-2+%,
donde n es el niimero de cuerdas externas. Si colocamos ef®) en cada vértice de la
superficie de Riemann, podemos reabsorber este factor de tal forma que la constante
de acoplamiento g, se puede definir como:

g, = e (1.31)

entonces, la constate de acoplamiento esta relacionada con el valor esperado del vacio
del campo dilatén; el punto clave de la dualidad-S consiste en intercambiar {(¢) por
—{¢), entonces esta dualidad conecta las regiones de acoplamiento fuerte con las de
acoplamiento débil, y nos permite obtener una tcoria equivalente para interaccion
fuerte y débil. La dualidad-S esta relacionada con la topologia de las superficies de
Riemann, debido a que las series perturbativas permiten hacer mas juego; estas su-
perficies pueden ser esferas, toros o espacios proyectivos, donde se pueden tener sumas
conexas de dichas superficies, y la constante de Euler x esta relaciona con el género g
de una superficie como en (1.29) solo para superficies orientables en dos dimensiones
como la esfera o el toro.
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Capitulo 2

Teoria de Dirac.

2.1. Los formalismos y la transformaciéon canénica.

2.1.1. El formalismo lagrangiano.

El formalismo Lagrangiano fue desarrollado por J.L. Lagrange y en parte por L.
Euler en el siglo XVIII, con el fin de tener una forma covariante de las leyes de Newton,
y tener una descripcion del sistema fisico sin importar el sistema de coordenadas que
se este utilizando.

Lagrange utiliz6 coordenadas generalizadas para describir un sistema ffsico, y us-
ando principios variacionales lleg6 a la conclusion de que las ecuaciones de movimiento
para cualquier sistema fisico que se quiera estudiar en coordenadas generalizadas se
puede derivar a partir de una funcién (La funcién lagrangiana). En la mecéanica clasica
generalmente se estudian sistemas de particulas, o en su caso se pueden estudiar sis-
temas de muchas particulas que estdn restringidas a moverse de determinada manera
debido a constricciones holénomicas del sistema, el cual facilita los calculos para la
solucion del problema como en el caso de los cuerpos rigidos. Pero hay otros sistemas,
como los cuerpos deformables que entran dentro de la mecanica de medios continuos,
en donde, en lugar de tener una funcién lagrangiana se ticne una densidad lagrangina
que, en lugar de depender de las coordenadas y velocidades generalizadas, depende de
un campo (en gencral un campo tensorial de rango k) y de las derivadas respecto al
espacio y tiempo del mismo campo, por lo tanto la accién clasica es la integral sobre
todo ¢l espacio de la densidad lagrangiana.

Primero para ir sentando las bases de mi trabajo, realicemos una breve introduc-
cién a la mecéanica analitica haciendo todos los cilculos para una funcién lagrangiana
que depenede de las coordenadas y velocidades generalizadas, donde definimos la
accién clasica como:

Sle', 4", 8] = / L(g*,¢*, t)dt, (21)

a partir del principio variacional sobre esta accién, y pidiendo que la variacién de la
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accién sea un extremal; es decir que esta funcién tenga un maximo o un mfmmo, se
llega ala conclus:()n de que la variaci6n de la accién es un extremal cuando se cumple'

ddL OL

) : (2.2)
: dtd¢t  oq* .

- que es la ecuacién de Euler-Lagrange, que me lleva a las ccuaciones de movimiento
del sistema fisico para cada una de las coordenadas ¢'.

Ahora si uno entra en los detalles matematicos de esta teorfa, uno encuentra que
hay una relacién intrinseca entre la geometria y la fisica, por lo cual si uno desea
estudiar un determinado sistema fisico uno debe colocar un sistema coordenado para
determinar la posicién de la particula a cada tiempo. Es por eso que el espacio fisico
o de configuracién forma una variedad diferencial donde se mueve csta particula.

Si denotamos las coordenadas por (¢!, 4°...,q"), que en realidad es un sistema
local de coordenadas en la variedad diferencial M, y las velocidades generalizadas
por (¢',4%...,4") este espacio genera una variedad diferencial de 2n dimensiones, y
decimos que dos curvas son tangentes en una variedad diferencial, si al proyectar por
medio de una carta sus curvas son tangentes en R". El espacio vectorial generado
por las rectas tangentes en las curvas sobre la variedad diferencial sc llama espacio
tangente T M, que tiene como base natural a:

g a
o7 o
entonces cualquier vector que se quiera escribir en términos de esta base se eacrlblra
como
d

(2.3)

A=d— ) (2.4)

aq*
donde a' son las componentes del vector.

Ahora queda claro que el formalismo lagrangiano genera un espacio natural dado
por el sistema local de coordenadas (¢, ¢*) conocido como el haz tangente 7'M que
es una variedad diferencial de 2n dimensiones.

Estas deducciones las hago, ya que después pasaremos al formalismo hamiltoniano,
que genera un cspacio de la misma dimensién que el espacio lagrangiano, pero que
es completamente diferente, dado que el espacio Hamiltoniano es el espacio “dual” al
espacio lagrangiano, esta dualidad es la generada entre espacios vectoriales covariantes
y contravariantes.

2.1.2. El formalismo Hamiltoniano.

El formalismo hamiltoniano se obtiene a partir de el formalismo lagrangiano medi-
ante una transformacion de Legendre de las variables canénicas conjugadas. Definimos
la cantidad

i - OL
I(q",pit) = (I'a—q-; - L, (2.5)

s
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que es la transforma.cnén de Legendre que me cambia el formahsmo Lagranglano por
el formahsmo Hamlltomano y se escrlbe como:; .

Hia.p,t) = ip - L(q, g, t), B ~ (28
identificando los momentos genexahzados como v

.. 9L(a.4)
S (2.7)

donde ¢' es la coordenada generalizada y p; su variable canénica conjugada; las ven-
tajas de trabajar con el formalismo Hamiltoniano, es que ya no tenemos el término
cinético ¢, ademas de que vemos que el vector ¢* es covariante y p; es contravariante,
esto quiere decir que ¢* transforma covariantemente con la base de vectores y p; trans-
forma contravariantemente con la base, y en consecuencia sus reglas de transformacion
son diferentes.

Partiendo del lagrangiano y de la transformacién de Legendre con la que sc obtiene
el hamiltoniano, podemos obtener la forma diferencial del hamiltoniano como

BH oH
- dH(q,p) = dq + 5—dp., (2.8)

y obtener la forma diferencial del lagrangiano

i, ) 0L, 0L o B
dL((Iv q) Dq qu + aq,d ) | L ‘* (29)
y ahora 1gualando con la transformacion de Legendre (2. 6) obtenemos que : o
OH. . 8H aL aL L
5}1—qu /"'-a—“dlh = g'dp; — 3 ,dq + (Pu —~T)dq N L (2-10)

que nos da como resultado la 1dentldad del momento generahzadow y utlllzando las' )
ecuaciones de Euler-Lagrange : B .

encontrdmols"ﬁué', ,-’ . i Gl . . T
‘ ; ’ 3q;d‘l + = ot -—qdp; Py’ R ; '(2.12):
llevan direct‘:_xmé’xitye{ a las ecuaciones de Hamilton
iy OH . o o
G = — pi = _8H : (2.13)

Op; oqt’
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que dan lugar a una representacién equivalente de las ecuaciones de movimiento en
el formalismo hamiltoniano. En el formalismo lagrangiano lo que teniamos eran n
ecuaciones de segundo orden, y en el formalismo hamiltoniano tenemos 2n ecuaciones
de primer orden. En consecuencia el formalismo hamiltoniano reduce el orden de las
ecuaciones de movimiento, pero al mismo tiempo aumenta el nimero de ecuaciones
que tenemos que resolver. Por otro lado podemos derivar la funcién hamiltoniana
H(q, p) respecto al tiempo con lo que obtenemos

dH(q,p) _ BH H
dt - Bq aP:
_ O0HOH _oHOH 214

dq¢' 8p;  Op; Og*'

por lo que ahora podemos usar este resultado para obtener la evolucion del txempo

de cualqulor vanable dmamlca F(q,p)

dF(q,p) _OFOH OF 0H (2.15)

dt. ~ 9¢'dp;  0pi B¢’
y con lo cual ‘deﬁnim'ps el pa'réhtesis de Poisson como
‘ P dADB OAOB
. 2.1
{A(q,p), B(g,p)} = 3(]' 3p api aq (2.16) :

El formalismo hamiltoniano ademas de ser el espacio dual al formalismo’ la-
grangiano por el cambio de §* por p;, tiene otras caracteristicas muy importantes: -

‘En primer lugar define el espacio fase (¢, p;) que es una variedad diferencial de
2n dimensiones, y donde cada punto de este espacio determina un estado mecéanico
del sistema.

En segundo lugar define una dos forma diferencial natural

o =dp; Adg* . (2.17)

conocida como estructura simpléctica, esta es una dos forma diferencial antisimétrica,
y serd muy importante a la hora de hacer transformaciones de coordenadas canénicas.

En tercer lugar el formalismo hamiltoniano define un sistema local de coordenadas
(¢, p;) que es conocido como un sistema canénico de coordenadas.

En cuarto lugar pero no menos importante, ¢l formalismo hamiltoniano permite
hacer la cuantizacién canénica al cambiar las variables dinamicas por operadores y
el paréntesis de Poisson por conmutadores entre los operadores, que dan lugar al
principio de incertidumbre introduciendo la constante h.

Entonces hemos visto que el formalismo hamiltoniano es completamente diferente
al formalismo lagrangiano, encontrando que el formalismo hamiltoniano es mas rico
en informacion y permite tener otro punto de vista de la mecanica, ademas de que
con este formalismo se hace la cuantizacién canénica de manera directa.



23

Y el formalismo hamiltoniano es coinpleta.mente diferente al lagrangiano en que
uno es el haz cotangente a la variedad de configuracion y el otro el haz tangente a la
variedad de configuracién.

2 1 3. Las transformaciones canénicas.

Las transformaciones candnicas son redefiniciones de las variables canénicas ¢* y
pi en términos de otras variables Q*(¢',p:) v Pi(q*,p:); como ya vimos el formalis-
mo hamiltoniano forma el espacio cotangente que es el dual al espacio tangente del
formalismo lagrangiano, y en este espacio cotangente se puede definir el espacio fase
del sistema fisico como aquel espacio de 2n dimensiones que forman las coordenadas
generalizadas ¢' y los impulsos generalizados p;, ademas de que definiendo el producto
exterior se puede construir la dos forma diferencial

oi; = dpi A dq* (2.18)

conocida como forma simmpléctica, esta forma es antisimétrica, y ademas tiene la
propiedad de que al hacer una transformacién canénica la estructura simpléctica
queda invariante, es decir que una trasformacion canénica Q' y P; cumple que

dp; A dg* = dP; A dQ', ‘ (2. 19)

la estructura simpléctica queda invariante ante la transformacioén, y a esto ‘es lo que
se llama una transformacién canénica.

Otra forma de ver que una transformacién es canénica es probando si en. las
nuevas coordenadas las ecuaciones de Hamilton preservan la misma forma, es decir, si
en un sistema tengo las coordenadas (q*, p;) con hamiltoniano H(q,p) las ecuacnones
de Hamilton son

OH aH SRR
= —— ) = ——— 2.20
1= p B (2.20)
y si hacemos una transformacién de las coordenadas viejas a las nuevas Q‘(q ,p,) y
P;(q', pi}), con Hamiltoniano H'(g(Q. P), p(@, P)), y se cumple que - ..
aH' . oH' S
= P=—-—"—= " o 2.21
Q or aqQ’ e » ( )

entonces la transformacién de coordenadas es canénica.

El formahsmo de constnccmnes hamlltomanas fue desarrollado por ‘primera vez .
por Dirac’ [6], yexphcado mucho mﬁs lar n'su hbro [5], pero la sxgmente e‘cposwxén
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El punto de partlda ser4 el principio de minima acci6on en forma Lagrangiana.

‘La exprcsxén mas general posible de las ecuaciones de movimiento de un sistema
mecéanico viene dado por el principio de minima accién. Este se basa en el hecho de
que cada sistema mecéanico esta caracterizado por la funcién lagrangiana

L = L(g*(), (1), (1)) i=1,.,N, (2.22)

o : ‘dondc Ias q y gt representan las coordenadas y velocidades generalizadas del sistema.

;Esta funcién  puede no ser unica como en el caso de los lagrangianos equivalentes,
los'cuales a pesar de ser diferentes funciones y dar lugar a diferentes ecuaciones de
“ movimiento describen fisicamente la misma dinamica.
‘Con esta funcion lagrangiana, se define la accién funcinal S;, como

tl
Su=[ La®.d0, @) (2.23)
31

El principio de minima accién seiiala que las ecuaciones de movimiento del sistema
mecanico en consideracion, son aquqllas que se obtienen al hacer que la accién Sy, sea
estacionaria bajo variaciones de 8¢'(t), cuando dichas variaciones se anulan en los

extremos t,t2 ) '
8¢ (t1) = d¢'(t2) = 0. (2.24)

Deduzcamos pues, las ecuaciones que se obtienen al aplicar el principio de minima
accién a la funcional S;.

Aqui tenemos el conjunto de las /V funciones para las cuales Sy, tiene un valor esta-
cionario. Esto significa que el valor de S, cambiara. si las funciones g* se substituyen
por cualiquiera NV funciones de la forma

¢ +éq'. ' . : (2.25)

La variacién de Sy, cuando se hace este remplazo de funiciones es” ;"

{2 e . :
sp-Su= [ [L+ed, a0 - L(q*',q", @p]ae = (226)
4 : Ll o R

y. notamos que no se esta variando respecto al tlempo

Haciendo un desarrollo en serie de la diferencia bajo el sxgno de mtegral en poten—
cias de 6¢* y 8¢, y tomando en cuenta que la condxmén de’ que SL sea estacxonarm s6lo-
impone restricciones sobre la primera potencxa del ‘desaj ; e,el prmcxpxo .
de mfnima accién pude expresarse como : :

oL, oL el
L—Sp~85= [ oL S
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si se toma en cuenta que &¢° = -‘%Jq"kdado que no existe variacién temporal, y se
integra por partes la expresién anterior, se obtiene

(0L _ 4oL
55 = —aq| / o Sqidt. (2.28)
4 Tdt agt ]

En virtud de las condiciones (2.24) el término (8L/84%)ég* se anula, quedando ast sélo
el término que contiene a la integral. Este altimo término debe anularse para toda
oq° y esto sucede ninicamente si ¢! integrando es idénticamente nulo, es decir, si

d 0L L
—(a—_. J9L (2.29)
o¢'/ ¢

Estas son las condiciones que hacen a la acci6én estacionaria y por lo tanto constituyen
las ecuaciones de movimiento del sistema, y son conocidas como ecuaciones de Euler-
Lagrange. :
Escribiendo en una forma més explicita estas ecuaciones para una lagrangnana que

no depende explicitamente del tiempo tenecmos . :
o*L ., 0oL 8L

un tiempo dado, estan unicamente determinadas por las posiciones y las
a ese tiempo, si y s6lo si la matriz W;; = (02L/9¢*0¢") puede ser. mvertlda,
de otra manera, si y s6lo si el determinante .

det(Wi;) _det(aa‘a ) #0. o (2 31)

Si por otro lado el det(W,,) = 0, se tiene que no todas las aceleraciones pueden ser
determinadas por las posiciones y las velocidades, y la solucién de las ecuaciones de
movimiento pueden entonces contener funciones arbitrarias del tiempo.

El punto de partida para pasar al formalismo hamiltoniano a partir del formahs—
mo lagrangiano, es definir las variables canénicas conjugadas p;, llamadas momentos .
CHHOHICOS

aL

= a—q;
En la teoria dindmica estandar se considera el caso en el cual las velocidades pueden
escribirse como funciones que dependen exclusivamente de las coordenada.s y los mo-
mentos, sin embargo se sigue de la definicion (2.32) que
ap,' _ 62L
34 ~ giog

(2.3‘2)

(2.33)
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y por lo tanto, si permitimos que det(}¥;;) = 0 se tiene que la consideracién usual
ya no es vilida, debido a que esta relacién es precisamente la condicién de no in-
vertibilidad de las velocidades como funciones de las coordenadas y los momentos.
En otras palabras, si el lagangiano de nuestro sistema es singular, entonces los mo-
mentos canénicos no son todos independientes entre si, y por lo tanto existen ciertas
relaciones entre ellos, estas relaciones son del tipo

émlq',pi) =0 m=1,..,M, (2.34)

las cuales se siguen de la definicién (2.32) del momento canénico.

Cuando los momentos p; son reemplazados por su definicién en términos de las
coordenadas g' y las velocidades ¢' en las relaciones (2.34), éstas se reducen a una
identidad. Estas ecuaciones son llamadas constricciones primarias para enfatizar que
las ecuaciones de movimiento no son usadas para obtencrlas y que ellas no implican
restricciones sobre las coordenadas ¢ y sus velocidades ¢'.

De aquf en adelante supondremos por simplicidad,(i) que el rango de la matriz
W;; es constante en todo cl espacio (g¢',4¢*), (i) que las coustricciones (2.34) son
independientes entre sf y (iii) que estas definen una subvariedad suave embebida en
el espacio fase. Esta subvariedad es conocida como la superficic de constricciones
primarias.

La extension al caso de constricciones dependientes {caso reducible) es directa y
sigue la misma linea, esta extensién puede encontarse en (Henneaux and Teitelboim
{1992)).

Si el rango de W,; es R, entonces existiran N — R = M relaciones independientes
¢m(g’,p:) = 0 y la superficie de constriccién sera una subvariedad del espacio fase de
dimension 2N — M.

Visto de forma maés intuitiva, lo que se tiene es un mapco del espacio (¢, ¢*) que
constituye una subvariedad de dimensién 2N, a una subvariedad del espacio fase, de
dimensién 2V — M mediante la identidad (2.32). Asf entonces dado un punto (g%, p;)
que satisface las constricciones (2.34), se tiene que su “imagen inversa” (¢*, ¢*) que sat-
isface la definicién (2.32) no es tnica, por lo que la imagen inversa de un punto dado
de (2.34) forma una variedad de dimensién Af. Por consiguiente, para hacer que las
tranformaciones del espacio (¢, ') al espacio fase (g%, p;) sean univaluadas, es nece-
sario introducir al menos M parametros extras en la teorfa que indiquen la ubicaciéon
de las velocidades ¢* en la variedad inversa. Como veremos después, estos paramet-
ros aparecen como rmultiplicadores de Lagrange cuando definamos el hamiltoniano y
estudiemos sus propiedades.

2.2.2. El hamiltoniano canénico.

El préximo paso en el andlisis, es introducir el hamiltoniano canénico H, el cual
se define como una transformada de Legendre de la variables canénicas conjugadas

H=¢p-L. (2.35)
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Bajo esta definicion se tiene que H es una funcién de las coordeqadas y los momentos.
No obstante, si hacemos una variacién de "H en las variables (¢* y ¢*) el resultado es

) BL
8!1
8L . ;
¢'op; — B —dq". (2.36)

SH ‘5p‘+(60)p; g: L

Se obtiene asf que esta variacion sobre H contiene Ginicamente las variaciones de las
coordenadas y los momentos. Las variaciones en las velocidades se anulan debido a la
definicién que hemos hecho del momento en términos de la funcién lagrangiana, ésta
es la caracteristica que hace interesante a la funcién hamiltoniana. Aquf la variacién
de los momentos no es una variacion independiante, ya que puede ser vista como una
combinacién lineal de la variacién de las coordenadas y la variacién de las veloci-
dades, pero dado que en (2.36) la variacién de las velocidades aparece tinicamente en
combinaciones lineales precisas y no de otra manera, se puede concluir que la funcién
hamiltoniana es una funcién que depende sélo de las coordenadas ¢* y los momentos
pi.

Sin embargo, el hamiltoniano canoénico definido en (2.35) no esta inicamente de-
terminado como una funcién de las coordenadas y los momentos, ¢sto se entiende al
darnos cuenta de que las variaciones de los momentos en (2.36) no son todas inde-
pendientes, ya que estan restringidas a preservar las constricciones primarias ¢,, = 0.

Esto nos lleva a la conclusion de que el hamiltoniano candnico esta bien definido
s6lo sobre la subvariedad determinada por las constricciones primarias y por lo tanto
puede ser extendido arbitraramente fuera de dicha subvariedad, de ésto se sigue que
el formalismo permanece sin cambios si se remplaza al hamiltoniano canénico, por
este mismo més alguna combinacién lineal de las constricciones

H* = H+c™q', Pi)bm, (2.37)

y veremos que éste es ¢l caso a considerar.

Dado que el hamiltoniano H puede considerarse como una funcién que depende
tnicamente de las coordenadas ¢' y de los momentos p;, la variacién de H se puede
expresar en términos de estas variables como

oH _, OH. .
SH = 6_11'6 o+ o ,JP-'; DT (2:38)

con ayuda de esta ecuacién, se puede reescribir . la ec. (2 36) como

AN R P
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de lo cual uno infierc que

y 8H bm
1 — m
it = (2.40)
oL | (’)H 4 9%m
—ag i = gt (2.41)

La primera de vstas ecuaciones es part.icularmcnte importante porque nos muestra que
las velocidades ¢* pueden ser recobradas del conocimiento de los momentos p; sujetos
a las constricciones (2.34) y de los M parametros extras u™. Asi podemos tomar como
nuestras variables dindmicas basicas, las coordenadas, los momentos y los pardmetros
u™, en lugar de las coordenadas y las velocidades. Estos parametros extras u™ pueden
ser considerados como coordenadas sobre la superficie de las imagenes de una ¢* dada.

Dado que estamos considerando a las constricciones como independientes, los vec-
tores —-@—— son también independientes sobre la superficie de constriccién debido a las
condlcnones de regularidad . Asf dos diferentes conjuntos de u™ no pueden llevarnos
a las mismas velocidades en (2.40). Esto significa que las u™ pueden, en principio,
ser expresadas como funciones de las coordenadas y las velocidades si se resuelven las
ecuaciones

i = 220,000, 0) + w0, ) 2 000 ) (242)

Si definimos la transformacién de Legendre del espacio (g, ¢*) a la superficie ¢,,. =0
del espacio (¢', pi, u™) por medio de :

¢ = d, : , : L

o= O S ‘
Com= aq"(qfq)’ e 4(2.43)
Coum = u™(g,d), :

vemos . que esta transformacnén entre espacios de la_misma. dimensionalidad 2N es
invertible, dado que uno tiene = -y R T S )

¢ = ¢, .

o OH . 0¢m.

t m

e i (2.44)

¢m(qivpl’) =0

Asi, las ecs. (2.43) implican las (2.44) y viceversa. El anélisis que se ha hecho, muestra
claramente que si se quierc que las transformaciones de Legendre sean invertibles
cuando det{8?L/9¢'d¢7) = 0, se tienen que introducir variables extras.

Se debe mencionar que la discusién precedente tiene validez s6lo a nivel local.
A partir de este punto, asumiremos que las transformaciones (2.43) y (2.44) son de

!Las condiciones de regularidad se pueden estudiar en [3].
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validez global esto 1mphca en partlcular, que el hamlltomano H pucde ser globalmente
definido como una func16n de Ia.s coordenadas Y. los momentos por medno de (2. 35) y

2.2.3.‘ Ecuacio‘n‘eé d‘e'movix'n'i'ent‘o en'forma hamiltoniana.

(2.46)

: ¢m(a'pi) =0 (2.47)
Que las ecuaciones (2.45) se siguen de (2.29), es una consecuecia directa de (2.42)

y de la definicion del '‘momento en términos de las velocidades. )
Es conveniente para el desarrollo siguiente de la teoria expresar las ecuaciones de

movimiento en forma hamiltoniana en términos del paréntesis de Poisson, el cual esta

definido como (.Gl = _6_FE _ EBG (2 48)
! 8q'8p;  Op; 6q'' SRS

donde F' y G son funciones que dependen de las posiciones y de los momentos. Este

paréntesis cumple ciertas propicdades que son consecuencia de su definicion.

El paréntesis es antisimétricoen F y G v
{F,G}= —{G,_F}, , L (249)
es lineal en ambos mlembros i Lo

y satisface a ley.del producto (regla se Lelbmta) : S Ll
{Flpz,c} F{FG)+ {FI,G}FZ S e
Entre el paréntesxs de Ponsson formado por tres funcxones, e\nste la relacnén

L

(2.53)
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Si se substituyen en esta ecuaci6n las ecuaciones de movimiento (2 45) tencinos

- Odmy\  OF ;) ,a¢m
o DR Ty S )

{FH}+ u"‘(F, ¢,,,}. (2.54)
Asi tenemos que et - ;
Pn = {PuH} + ‘u,"‘{pn ¢m} ‘ lf = {qi H} + um{qi’qu} @. 55)

son las ecuaciones de movimiento hamlltomanas escritas en términos del formalismo
del paréntesns de Poisson.

2.2.4. Hamiltoniano total.

La ecuacién (2.54) puede escribirse de una forma mas concisa si extendemos un
poco la nocién de paréntesis de Poisson. De la definicion (2.48) se sigue que los
paréntesis estan definidos tinicamente para funciones que dependen de las coordenadas
y los momentos. Si se tiene una funcién mas general tal como una velocidad, la cual
no puede ser expresable en términos de las coordenadas y los momentos, entonces
esta velocidad no puede tener un paréntesis de Poisson con ninguna cantidad. Si
extendemos la noci6n de paréntesis de Poisson y suponemos que éstos existen para
cualesquiera dos cantidades y, también suponemos que los paréntesis conservan su
estructura y las propiedades (2.49), pero que no pucdan ser determinados cuando
las funciones no dependen de los momentos y las coordenadas, entonces podemos
reescribir la ecuacion (2.54) de la siguiente manera

F={F,H+u"¢n} (2.56)

En esta expresion los coeficientes u™ aparecen dentro del paréntesis de Poisson,
pero como se vié anteriormente, estos cocficientes en general son funciones de las
coordenadas y las velocidades, y no de las coordenadas y los momentos. Esto implica
que no podemos usar la definicién (2.48) para calcular el paréntesis de Poisson de la
ecuacion (2.56).

Sin embargo, gracias a la extensién que hemos hecho del concepto de paréntesis
de Poisson tenemos

F {F,H +u"¢n} = {F,H} + {F,u"™¢n} _
{Fv H} +u™{F, ¢m} + {F» um}¢my (2.57)

el paréntesis {F, u™} en la expresién anterior, no estd bien definido, pero dado que
estdé multiplicado por algo que se anula en la superficie de constriccién, entonces el
término {F,u™}¢,, se anula, quedando

F={F,H+u"¢n} = {F,H} +u™{F,¢n}, (2.58)

il



31

lo cual muestra la equvalecna entre (2 54) y: (2 56) La funcxén o
HT—H+u"'¢,,. o (2.59)

es llamada hamzltomana total notemos que los coeﬁcnentes um dparecen ahora como
multiplicadores de Lagrange. En termmos ‘de este hamlltomano total, las ecuaciones
de movimiento se expresan de manera’ 51mple . : S

2.2.5. Ecuaciones débiles y fuertes.

Hay un punto en el que tenemos que ser cuidadosos cuando trabajamos dentro del
formalismo de los paréntesis de Poisson.

Nosotros tenemos las ecuaciones de constriccion (2.34), pero éstas no deben ser
utilizadas antes de trabajar con el paréntesis de Poisson, dado que si hicieramos esto,
entonces el término {F, ¢} seria siempre igual a cero. Asf entonces, tomaremos como
una regla que los paréntesis de Poisson deben ser evaluados antes de hacer uso de las
constricciones y, para recordar esta regla en el formalismo, introduciremos el simbolo
" 2" (el cual leeremos como: debilmente igual) para las ecuaciones de constriccion.
Con este simbolo ellas son escritas de la siguiente manera

ém = 0, (2.61)

esta notacion enfatiza el hecho de que la cantidad ¢,, es numéricamente restringida
a ser cero, pero que no es idénticamente nula en todo el espacio fase.

En una manera mas general, si tenemos dos funciones F y G que coinciden en la
subvariedad definida por las constricciones ¢, == 0, se dice que las dos funciones son
débilmente iguales entre si, F = G. Por otro lado, si una ccuacién es valida en todo
el espacio fase y no s6lo sobre la subvariedad ¢,, =~ 0, deciinos que esta ccuacién es
fuerte y el simbolo usual de igualdad " =" es utilizado, cntonces

Fx=G+— F—-G=c(q,p)bm. (2.62)

Con csta nueva notacién que hemos introducido, la expresién para la ecuacién
(2.60) es: .
F = {F, Hr}. - (2.63)

2.2.6. Constricciones secundarias.

Exammemos ahora una de las consecuecias de las ccuaciones de movimiento (2. 54)
Un requerimiento de consistencia basico en la teoria, ‘es que’las constricciones pri-
marias ¢,, sean preservadas en el tiempo. Podemos tomar las ecuaciones (2.54) o
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(2.63) y poner a G como una de las constricciones ¢, entonces por, consnstenma,
tendreinos que ®m = 0, lo que nos lleva a la siguiente ecuacion - :

¢m’ = {¢m’y H} + um{¢m'y ¢m} ~0 ’ ”(2.64)

El nimero de condiciones de consistencia aquf es M, estas ecuaciones pueden dar
tres resultados de distinto tipo. :

Un tipo de ecuaciones se reduce a 0 = 0, es decir, bt =2 0 s satisface idéntica-
mente con la ayuda de las constricciones primarias.

Un segundo tipo de ecuaciones son aquellas que se reducen a las relaciones entre
las coorden:udas y los momentos, y son independientes de los multiplicadores u™, estas
ecuaciones deben ser independientes de las constricciones primarias, ya que si ésto no
fuera asf, se reducirian a una ecuacién de las del tipo anterior.

Finalmente, un tercer tipo de estas ecuaciones son aquellas que no se reducen
a ninguno de los dos casos anteriores, entonces éstas imponen condiciones sobre los
multiplicadores de Lagrange u™

Del primer tipo de ecuaciones, ya no hablaremos mas. Por otro lado, cada ecuacién
de las de segundo tipo significa que tenemos otra constriccién entre las coorenadas
y los momentos. Estas constricciones son llamadas constricciones secundarias. Las
constricciones primarias difieren de las secundarias, en el sentido de que las primeras,
son consccuencia exclusivamente de la definicion del momento, mientras que en las
segundas, también hacemos uso de las ecuaciones de movimiento para obtenerlas.

Si en nuestra teoria aparecen constricciones secundarias x(q,p) = 0, entonces
debemos imponer nuevas condiciones de consistencia sobre estas constricciones, cs
decir, debemos pedir que estas constricciones secundarias se preserven en el tiempo

{xms H} + u™{xm', ¢m} = 0. (2.65)

Estas ecuaciones tienen que ser tratadas de igual manera que las ecs. (2.64). Debemos
checar de cual de los tres tipos de ecuaciones antes mencionadas, es cada una de las
ecuaciones (2.65). Si éstas resultan ser del segundo tipo, entonces debemos repetir
el proceso una vez mas debido a que tenemos nuevas constricciones secundarias, el
proceso termina cuando las condiciones de consistencia no dan como resultado nuevas
constricciones. El resultado final de estos procesos, sera la obtencién de un cierto
nitmero de constricciones secundarias x(g,p), junto con un nimero de condiciones
sobre los coeficintes u™ del tipo (2.64). El conjunto de constricciones secundarias sera
denotado por

¢ =0, I=M+1,.,M+L, (2.66)

donde L es el nimero total de constricciones secundarias. La razén para la notacién:
(2.66),es que la distincion entre constricciones primarias y secundarias sera de poca
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importancia en la forma final de la teorfa, y es iitil poder denotar todas las constric-
ciones primarias y secundarias en forma tunica como

é1 =0, I=1,2,..M+L (2.67)

Nosotros aplicamos las mismas condiciones de regularidad sobre el conjunto com-
pleto de constricciones ¢; al igual que lo hicimos con las constricciones primarias.
Es decir, no supondremos solamente que las constricciones (2.67) definen una sub-
variedad suave, sino que también asumiremos que las funciones de constriccion ¢,
obedecen condiciones de regularidad. En lo subsiguiente supondremos que el rango

de la matriz de los paréntesis {¢r, ¢} es constante en toda la superficie (2. 67) donde - -

las constricciones son vilidas.

2.2.7. Restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange. -

Analicemos ahora con mayor detenimiento las ecuaciones que imponen restric-
ciones sobre los multiplicadores de Lagrange u™. Como ya hemos mencmnado, estas
ecuaciones son del tipo

{¢lt”}+um{¢ly¢m} zo) . (2 68)
donde m es sumado de 1 a M e I puede tomar cualquicra de los valoresde 1 a M+ L.

Podemos considerar que las ecuaciones (2.68) constituyen un conjunto de M + L
ecuaciones lineales no homogéneas en las M incégnitas u™, con coeficientes que son
funciones de las coordenadas y los momentos. Estas ecauciones deben tener solucién ya
que de otra manera, las ecuaciones de movimiento lagrangianas serian 1ncon515tentes

La soluci6n mas general de (2.68) es dc la forma

u™ = U™(q,p) + V™(q,p), T (2.69)

donde U™(p,q) es una solucién particular de la ecuacién inhomogénea (2 68) y
V™(q,p) es la solucién mas general del sistema homogéneo asociado L h

V™(q,p){¢1, ém} = 0. . (270)

Que V™(q,p) sea la solucién mas general de (2.70) significa que V™ es una combi-
nacion lineal de soluciones linealmente independientes V", a = 1, ..., A, del sistema
homogéneo. El nimero A de soluciones independientes V/® es el mismo para to-
da (g*, p:) sobre la superficie de constriccién, porque hemos supuesto que la matriz
{#i, #m} es de rango constante en dicha superficie. Tenemos asf que la solucién general
de (2.68) es

u" = U™+ vV, (2.71)

en términos de los coeficientes v°, los cuales son totalmente arbitrarios, podemos
notar que en esta iltima expresién hemos separado la parte de 4™ que permanece
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arbitraria,de aquella que esta4 fija nediante las condiciones de requerimiento 1mpuestas
sobre las constricciones.
Si se substituye esta cxpresién de ©v™ en la expresion del hamiltoniano total (2.59)

se obtiene
Hr = Ho + U™$m + vV, . (2.72)

Definiendo las cantidades H' y. ¢, como .
' H o+ U"‘¢ . , ' (2.73)
! o ' o (2.74)

se tiene que el hamtltomano tota.l puede eSCl'lblI‘SC de la siguiente manera’

HT =H+ " . : . (2.75)

2.2.8. Funciones de primera clase y segunda clase.

Hemos mencionado anteriormente que la distincién entre constricciones primarias
y secundarias, es de poca importancia para la forma final de la formulaciéon hamil-
toniana. En contraste, una clasificacién diferente de las constricciones (y en forma
mas general, de funciones definidas sobre el espacio fase) juega un papel central en la
teorfa. Este es el concepto de funciones de primera clase y segunda clase.

Se dice que una funcién F(g', p;) es de primera clase, si su paréntesis de Poisson
con todas las constricciones se anula débilmente,

{F, ¢} ~0, I=1,..M+1L (2.76)

Una funcién de las variables canénonicas que no sca de primara clase, es llamada
de segunda clase. Es decir, F(g',p;) es de segunda clase si hay alguna constriccién ¢
para la cual se tenga

{F,¢1} #0. (2.77)

Si F es de primera clase, entonces { F, ¢,} tienc que ser fuertemente igual a alguna
funcién lineal de las constricciones ¢, ya que las constricciones ¢; son por definiciéon
las tnicas cantidades independientes que son débilmente cero.

Una caracteristica importante de la propiedad “primera clase”, es que ésta e¢s
preservada bajo la operacién de paréntesis de Poisson. En otras palabras, el parénte-
sis de Poisson de dos funciones de primera clase, es de primera clase. Probemos esta :
propiedad: si F y G son de primera clase, entonces '

{F.¢1} = f/ "¢, {G,¢1} = !]:ld’l', B o ‘.(2.78);
y utilizando la indentidad de Jacobi obtenemos k SRR

{{F.G}, &} {F, {G é1}} ~{G. {F, ¢1}} = {F 91 ¢l'} - {G I ¢l'} '
{F.g'Yor + gf £ 0 — (G, f]'}bur —.f; ‘!Ir' "G ~0...(2.79) -
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Como una primera aplicacién del concepto de primera clase, observamos que las
funciones H' y ¢, que hemos definido en (2.73) y (2.74) son de primera clase. Si
formamos el paréntesis de Poisson de ¢, con ¢;, obtenemos de la definicién de ¢,
el termino V™(¢y,, ¢1) mas otros que se anulan débilmente. Dado que los V" son
definidos para satisfacer (2.70), ¢, es de primera clase. Similarmente {H',¢;} = 0
debido a la definicién de H' y a (2.68). Mas aun, las ¢, constituyen un conjunto
completo de constricciones primarias de primera clase, esto es, cualquier constricciéon
primaria de primera clase es una combinacion lincal de las ¢, (con coeficientes que son
funciones de las coordenadas ¢*, los momentos p; y médulo cuadrados de constricciones
de segunda clase). Esto es asf porque v*V" ¢s la solucién mas general de (2.70) sobre
la superficie ¢; = 0.

La introduccién de esta nueva division de constricciones, nos permite concluir que
el hamiltoniano total (2.75) es la suma del hamiltoniano de primera clase H' y las
constricciones primarias de primera clase ¢, multiplicadas por coeficientes arbitrarios
v%. Debemos mencionar que la divisiéon de Hp en H' y v%¢, no es inica, porque la
U™ que aparcce en la definicion (2.73) puede ser cualquier solucién de la ccuacion
inhomogénea (2.68). Esto significa que por el renombramiento de las funciones v*,
podemos admitir dentro de H' en (2.75) cualquier combinacién de las ¢, sin cambiar
el hamiltoniano total.

2.3. El paréntesis de Dirac.

2.3.1. Separacion en constricciones de primera y segunda
clase.

En la seccién anterior se estudiaron las principales caracteristicas de las constric-
ciones de primera clase, estudiemos ahora las caracteristicas de las constricciones de
segunda clase.

Consideramos el caso en el que la matriz Crpr = {&;,¢;/} no se anula sobre la
superficie de constriccién. Aqui estamos suponiendo que las constricciones son irre-
ducibles y que el rango de la matriz C;pr de los paréntesis de todas las constricciones,
es constante sobre toda la superficic de constriccién.

Teorema: Si el detCp = 0, entonces existe (al menos) una constriccién de primera
clase entre las constricciones ¢;.

Prucba. Si detCy; = 0, puede encontrarse una solucién no trivial Y de A/Cyyr = 0.
La constriccion Al ¢, es entonces ficilmente vista como de primera clase, lo cual prueba
el teorema. ’

Si se redefinen las constricciones como ¢; — a{'dw mediante una apropiada ma-
triz invertible a}’, la constriccién A'¢;, puede scr usada como la primera constriccién.
En esta nueva representacion se tiene Cy; = —Cyy = 0.

Aplicando varias veces el teorema, es posible construir una representacién equiva-
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lente de la superficie de constriccién en términos de las constricciones v, =2 0, xo = 0,
cuya matriz de paréntesis de Poisson se lee débilmente

{x.x} = (3 C(,),,,)‘

donde C,p es una matriz invertible sobre toda la superficie de constriccién.

En esta nueva representacion, las constricciones estan completamente divididas
en constricciones de primera y segunda clase, es decir, ninguna combinacién lineal de
las xq tiene como resultado una constriccién de primera clase, y las constricciones v,
agotan todas las constricciones de primera clasc. Es importante notar que el niimero
de constricciones de segunda clase debr ser par, de lo contrario la matriz antisimétrica
Cap tendria determinante cero, entonces no todas las x. serfan de segunda clase.

Nétese que la separacién (2.3.1) no es tnica, debido a que ésta es preservada por
las redefiniciones

Yo — a7, Xa — agxg +aty, (2.80)

con deta® # 0, deta? # 0. También uno puede sumar cuadrados de constricciones de
segunda clase a 7, sin cambiar la propiedad de primera clase, v, — ¥a + 13 XaXs.
Asumiremos que las funciones de segunda clase x, son tales que det C,g # 0 sobre
toda la superficic xo = 0 y no solo sobre 7, = 0. Esto es necesario para manejar
apropiadamente las constricciones de segunda clase.

2.3.2. Tratamiento de las constricciones de segunda clase: un
ejemplo.

A diferencia de las constricciones de primera clase, las constricciones de segunda
clase no pueden ser interpretadas como generadoras de transformaciones de norma,
o méas generalmente, como generadoras de transformaciones con significado fisico. La
razéon es que por definicioén, la trasformacién de contacto generada por una constric-
cién de segunda clase x no preserva todas las constricciones ¢ = 0

6xa = {Xar€’Xxs} = €’Cas # 0, (2.81)

y asf mapea un estado permitido sobre un estado no permitido.
Para entender como deben ser tratadas las constricciones de segunda clase, analice-

mos el ejemplo mas simple posible de una teorfa con constricciones de segunda clasc. .

Supongamos que tenemos N pares de coordenadas canénicas y que el primer par.
(g¢',p1) esta sujeto a las constricciones

x2=p =0 o (282)
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Estas constriéciones son de ségunda clase porque
{x1,x2} =1#0. (2.83)

En este simple caso, la forma en que deben ser tratadas las constricciones dL
segunda clase es casi directa. Las ecuaciones (2.82) nos dice que las variables 'y
p1 no son de interés y por consecuencia, que el primer grado de libertad no es de
importacia relevante en la teorfa. Tenemos asf que las variables canénicas @t ym
pueden ser descartadas y por lo tanto cs posible trabajar sélo con los otros grados de
libertad. Esto significa que podemos trabajar con un peréntesis de Poisson modificado
y definido de la siguiente manera

{F,G}* = (2.84)

_3~(2h0G _sc o)
dq'dp;  Oq' Op;
Este paréntesis debe ser suficiente porque considera todas las variables dindmicas que
son de interés fisico.
Notemos que el parentésis modificado (2.84) de cualquiera de las dos constricciones
(2.82) con una variable dinamica arbitraria es idénticamente cero

{F.xa}' = {F,x2} =0. (2.85)

Esto significa que cuando trabajamos con (2.84), podemos poner las x, como iguales
a cero antes de evaluar el paréntesis. Asf, si en este ejemplo utilizamos la definicion
del paréntesis estrella (2.84) en vez de la del paréntesis de Poisson (2.48), podemos
poner las constricciones de segunda clase fuertemente igual a cero

x1=x2=0. (2.86)

También es claro que las ecuaciones de movimiento para los otros (n > 2) grados
de libertad, permanecen de la misma forma si remplazamos el paréntesis de Poisson
original por el paréntesis modificado. M4s aiin, el paréntesis (2.84) satisface las mismas
propiedades (2.49) que el paréntesis de Poisson.

2.3.3. Paréntesis de Dirac.

La generalizacién de (2.84) para un conjunto arbitrario de constricciones dec se-
gunda clase fue hecha por Dirac |5, 6, 7], y expuecsto de forma més clara. en [9| y
|3]: Esbozaremos aqui, como llegar a esta generalizacion. :

Dado que el determinante de la matriz Cyg es distinto de cero, entonces esta matrlz
es mvertlble .

C8Cy, = a7.

Una propiedad que debe de cumplir el paréntesis que generaiiza.,_ (2;84) es "éué,’k
cualquier variable dindmica tenga un paréntesis general nulo con las constricciones
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de segunda clase. Si F' es una funcién arbitraria del espacio fase podemos definir otra
funcién F* que sca igual a F sobre la superficie de constricciones de segunda clase
Xa = 0, como

= F + v%Xq, (2.88)
~con la pidpiéd;id
, PRI AF", Xa} = 0. . (2.89)
: Por célculo dlrecto puede obtenerse la expresnén explicita para F* en funcién de ces
S F = {Fxe}C%x5. o)

‘Ahora sxmplemente postulamos que el paréntesis de Poisson de dos cantldades FyG
debc ser remplazado por.el. paréntesxs de Poisson de sus variables estrellas FyG*

{F, G} ——) {F*, G‘}

de
propledades que el paréntesns de Ponsson

{F,G} = —{G F} ;
{FI+F21G}.""
{FIF21G} 5 '
ur G}, H} + {{G H F}‘ + {{H F} G} =0 (2.94)

ademas de estas propledades se tlene que

o {xm F} =0 - para cualquier F' (2.95)
{F, G} {F G} “con G de primera clase y F arbitrario (2.96)
{F‘ {G,H}'}' = {F {G,H}'}" -con'G y H de primera clase y F arbitrario (2.97)

Se sigue de (2.95) que las constricciones de segunda clase pueden ser puestas
iguales a cero, antes o después de evaluar el paréntesis de Dirac. M4s atin, dado que
el hamiltoniano extendido
‘ Hg = H' +u%y, (2.98)
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es de pnmera cla.se, se deducc de (2.96) que Hg continua gencrando las ecuaciones
de movimiento correctns en térmmos del paréntesis de Dlrac .

F {F H;.;} =~ {F,Hg}", para toda F, 7 R (2.99)7

En particular, el éfecto de una transformacién de norma puede también ser eval-
uado mediante el paréntesis de Dirac

{Fy7.} = {F, 7}, para toda F. (2.100)

Asi, en lo sucesivo, todas las ecuaciones de la teoria son formuladas en términos
del paréntesis de Dirac, y las constricciones de segunda clase son identidades que
expresan algunas variables canénicas en términos de otras (ecuaciones fuertes).

Con toda la herramienta matematica antes presentada es posible trabajar con
cualquier teoria, y obtener sus constricciones. En cada teoria se pueden presentar
dificultades para encontrar una separacién en constricciones de primera y segunda
clase.
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Capitulo 3

La cuerda bdsonica

En este capitulo presentaré una introduccién a la teoria de cuerdas, en particular
quicro enfocarme en la cuerda bosonica y realizar el andlisis canénico de esta teorfa.

La cuerda bosonica es el modelo mas simple de la cuerda relativista; historicamente
la accién para una teoria de cuerda fue formulada por primera vez por Nambu y Goto
a principios de los afios 70, generalizando la idea de la teorfa relativista para una
particula puntual. Supongamos que una particula libre relativista, en su evolucién en
el espacio tiempo D-dimensional, describe una trayectoria parametrizada en términos
de una sola variable ##(7) llamada linea mundo. De forma analoga para la cuerda, un
objeto extendiado en una dimensién espacial, cuyo movimiento en el espacio-tiempo
D-dimensional describe una superficie de universo parametrizada por las variables
7 y o, donde 7 puede ser considerada como la coordenada temporal y o como la
coordenada espacial, y convencionalmente se escoge o € [0, 7]. Cuando la hoja mundo
de la cuerda esta descrita por la posicion X#(7,0) para todo valor de 7 y 0. También
aquf se considera que la cuerda vive en un espacio-tiempo de Minkowski M de D
dimensiones, con métrica 7,, = diag(—1,1,...,1), donde la coordenada de la cuerda
X#(€) se mapea

X#:8 — M, p=0,.,D-1, (3.1)

donde S es el parametro del espacio bidimensional € = (7,0) € S.
La accién de Nambu-Goto es de la forma siguiente

S = —57% /dA =T /M (- ne) firdo (3.2)

donde vemos que es proporcinal al elemento de Area invariante dA de la superficie
formada por la cuerda y donde M denota la superficie de la hoja mundo, de igual
forma que se hace con la partfcula libre relativista. En (3.2) k(&) = det hg(£), donde
hap €s la métrica inducida dada por

hnb = 7],‘,,6“4\’“054\’". (33)
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La accién de Nambu-Goto se puede escribir de diferentes maneras que son cléasica-
mente equivalentes, considerando la métrica hg, como un multiplicador de Lagrange,
la accion resultante es

SplXH, o] = —% / (=€) 1 hapdrdor (3.4)
M

esta es la accién de Polyakov, aunque fue formulada por Brink, Di Vecchia, Howe,
Deser y Zumino. La accion (3.4), es muy simple, conveniente para la cuantizacién, y
cumple con las siguientes simetrias:

1.- Es globalmente invariante ante transformaciones de Poincaré

X* = APX, +a¥, (3.5)

6’7“1, = 0, (3.6)
donde A#” cs una matriz antisimétrica de la representacion del grupo pseudo ortogonal
SO(1,D-1) y a* es un vector constante. Esta invariancia refleja la simetria del espacxo
de Minkowski en ¢l cual se propaga la cuerda.

2.- Es localmente invariante sobre:
A) Difeomorfismos (o reparametrizaciones) de la hoja mundo .

CoXt, (37)
aCb+VbCav o o (3 8)

3. ¢a
67&6

i

independientes de la eleccion de coordenadas &2, de hecho’ el elemento de érea m-"
variante, introduce el término cinético e invariante gracias a.la contraccion.total de.’
los fndices tensoriales; y debido a csto, la accién (3. 4) descnbe D campos escalares.
acoplados a la gravedad en dos dimensiones. Hae ‘f

B) Transformacién de Weyl, sobre rescalamiento local de la métnca de la ho;a ’
mundo .

0 (3.9)
26(€)Yab- (3.10)

donde el término ¢(€) es llamado factor conforme.

Ahora lo que sigue es obtener las ecuaciones de movimiento de la cuerda bésonica a
partir del principio variacional sobre la accion, al hacer variaciones sobre el campo de
la cuerda X# y de la métrica ¥°? en la accién (3.4) obtenemos las siguientes ecuaciones
de movimiento

sXH
67«.[}

il

45
aXn

con términos de frontera que no se estin considerando, y los cuales determinan la
distincion entre la cuerda bésonica abierta o cerrada. Y ahora utilizando las siguientes

=0 <= Gu(V=1r?8,X") =0, (3.11)
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relaciones ) .
VET = SV Y, (3.12)
6,an, = v_,yac,YM‘s,ch’ ; : (3.13)

obtenemos la siguiente ecuapién de movimiento ;
35 o - 'I’,/—'— (l ed b _ e '"')a Ma,, (3 14)

que esta’ relacxona.da con el tensor de energfa—momento Por otra parte, el tensor de
energia-momento bxdlmensxonal T, ab esta deﬁmdo como

2. 71% 88

. Tab T \/—67“"’ (3.15)
yla ecuacxén de campo (3. 14) es equlvalentc ala relacxfm ]
Ty = BuXP0p X, — %q,,,yc"acx#a,,x =0 - (316)

Es facil demostrar que Ty, tiene las siguientes propiedades

1.-Es simétrico Ty = Tha-

2.-Es conservado 8°T,, =

3.-Tiene traza nila 4Ty, = 0

Una teoria de campo se caracteriza por tener un tensor de energfa-momento
simétrico, conservado y de traza nula es en general invariante conforme.

La soluci6én de las ecuaciones de movimiento del campo de la cuerda (3.11) con
la relacién (3.14) se reserva la eleccion de una norma adecuada. La invarianza de la
accién ante difeomorfismos, consiste, al menos localmente, en introducir un sistema
de coordenadas tal que deje la métrica invariante, de tal forma que

7ab(£) = e2¢(€)770b| (317)

esta es conocida cowmo norma conforme.
En la norma conforme la accion de Polyakov, la relacién (3.16) y la ecuacion de
movimiento (3.11) toman respectivamente las siguientes expresiones

s=-% / 198, X8, X udrdor = — / [(8:X)? = (8, X)2drds ~ (3.18)
2 Ju 2 Jar W

donde convencionalmente 7 y o vienen dados en los intervalos

T € (~oc, 00) o el0,m]. S (819)
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" De la ecuacién (3.18) se deduce que en la norma conforme la accnén (3.4) screduce a
la. accién de D campos libres X*#, de donde’

Too',f= X2y X?= T,, = 0, - (3.20)
Tm = XXI_Tm:O S (321)
donde L L k
s 9XH i
4\ _— o A = 3 (3.22)
v la ecuacién de movimiento (3.11) se reduce a®
' gIxXH | PXH :
oy FXEFXE
80X = =T = 5 =0, (3.23)

que es la ecuacién de onda para la cuerda bosénica libre.

Ahora pasemos a estudiar el formalismo hamiltoniano de la accién de Polyakov.
Aqui encontraremos la trasnformacién de dualidad que es simetria para el hamiltoni-
ano de la teorfa.

3.1. El formalismo hamiltoniano de la cuerda boséni-
ca.

Para obtener el hamiltoniano de Polyakov parmmos dela acc16n de Polyakov (3.4)
donde conocemos la lagranglana

' ”—( '7)”""ha A (3.24)

que utilizarernos para obtener lo momentos canémcos que serdn sustltuldos en la
‘transformada de Legendre : R

HP—A"P +7°"Hua—£p e (3.28)

que de igual forma como se hlZO con:la Lagrangiana de 1 ambu-Goto deﬁmmos los
momentos canénico conjugados P, y 145 como: :

aLp

w = ' (3.26)
s
o Mapg = —a.-,n';-, (3.27)

Para ser mas cxplicitos desarrollamos la Lagrangiana (3.24) en cada uno de sus tér-
minos, para derivar respecto a X# entonccs la lagrangiana des'u'rollada es:

‘CP — __(_,_/) [,.r'r\r2+27'rul\' 4’, +,yna '12] (328)
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que COmo vemos no t.xene denvadas temporales de la métrlca de la hoja - mundo
entonces : RRE Y o :
- 0£p

naﬂ = a7nﬂ = Sy
de'le lagrangiana (3 28) obtenemos el momento canémco con_)ugado P,, y a partlr de
la definicién (3.26) llegamos a: :

(3 29) |

By = =Ty Xy + 77 X)),

donde podemos despejar explicitamente a X en termmos de la.s otras
Ademas con la acciéon de Polyakov podemos escrlbu' el hamlltomano en ‘tér
las constricciones de primera clase H y #; como :

Hp = NH + NH,,

donde N y N, son multiplicadores de Lagrange, conocndos como la fun016n laps y la
funcion schift respectivamente. . .
Al despejar

-_1 Pu - q7e 1
e |
y substntuxr]o en la definicién de la transformada de- Legendre (3 25) obtenemos el =
hamlltomano de la a.cmén de Polyakov como sxgue' Lo s i ‘

:  1 [ ‘P“ :
Crlrmi

donde al substltuu‘ la cantxdad X Hen el Hamlltomano y desarrollando para despejar
los térmmos P2 X'2 X"‘P tenemos que el Hamxltomano es: i

( */)*[
2777 U= ’Y)T

donde se puede ver: que a partxr de este célculo se. han obtemdo expl(c1t.amente los
mult.lphcadores de Lagrange_ Ny N que son: R i

e ‘32) -

.l. + "")\"‘] P,, :_(_7)§[,Y'rrx2+2,yrvx,‘xl +,yaaxm]" (3_33) B

;H,, +( 7)Tx'2]+“’ P,,X"‘ (334)

(=mi o o 8
N=-2L N, S (335).

que est{m en térmmos de las componentes de la métrxca de la. ho_]a mundo Ademés
las constricciones de primera clase # y ¥, son :

H —2-((_7)T+(7)TX) e )
Hy = PX", o (3.37)
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y obedecen el algebra conforme

{H(o), H(o')}

[4(6) + Ha(0)] 80 = &)
(M), M@} = [Me) +H("]5(0 - o) (3.38)
{Ha(0), Ha(0)} = [Halo) +Ha(0)]6'e — o),

también conocida como el algebra de la cuerda. Para conocer con méas detalle el
formalismo hamiltoniano de la cuerda de Polyakov a nivel clasico ver {18, 19).

Lo que podemos ver del hamiltoniano de Polyakov (3.34), es que este presenta
una simetrfa al intercambiar las variables TX'# por P#, Esta transformacién es con-
veniente estudiarla como una transformacién de dualidad, y desde este punto de vista
determinar que simetria guarda esta transformacion.

Como se mostro la acciéon de Polyakov tiene una transformacién de simetrfa que
deja invariante el hamiltoniano (3.34) ante el inetercambio

TX'" ¢ P, (3.39)

pero aparte tenemos que saber como se transforma la estructura simpléctica ante este
transformacién, sabemos que esta teoria ticne paréntesis de Poisson

{X*¥(r,0), P*(1,0")} = n"*é(0 — o') (3.40)
y queremos saber si la dualidad (3.39) sobre el hamiltoniano (3.34) es una transfor-
macién canénica que preserva el paréntesis de Poisson; para realizar este célculo es
conveniente trabajar en el formalismo ADAM que veremos en el capitulo 7. Pero antes

quiero dar una idea acerca de como esta transformacién de dualidad es canénica.
Primero el paréntesis de Poisson entre las variables X'* y P, es

{X"(0), P(0")} = 8,6,(0 — &'), (3.41)

donde al hacer el cambio de la transformacién de dualidad implementada por (3.39)
obtengo

{P*(0), X, (")} = —648.. (0 — o'}, (3.42)
el cual parece diferente al anterior debido a que cambia un signo a la estructura
simpléctica. Pero al usar las propiedades de la funcién delta de Dirac, sobre todo la
que dice que la derivada de la funcion delta de Dirac es antisimétrica

6i(0 —a') = —bg. (0 — o), (3.43)
obtenemos que la estructura simpléctica queda invariante ante el intercambio de las
variables, por lo que podemos decir que la transformacién es canénica respecto al
paréntesis de Poisson.

En el capitulo 7 se estudiara la transformacién de dualidad aqui presentada usan-
do acciones de primer orden. Estas acciones de primer orden permiten mayor man-
iobrabilidad en los campos, permitiendo determinar si la transformacién de dualidad
implementada es canénica respecto a la estructura simpléctica de Dirac.
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Capitulo 4

Teoria electromagnética de primer
orden

La dualidad en teoria electromagnética ha sido estudiada dc diversas maneras
tanto a nivel clasico como a nivel cuantico {14, 21, 30]. Se puede ver como una trans-
formacion de autodualidad {13, 15, 16}, 0 como una rotacién [28, 29]. Pero hay otra
forma de estudiarla a nivel de las constricciones de la teorfa, y es formulando una
accion de primer orden para la teoria electromagnética.

Las acciones de primer orden se han usado para estudiar diversos modelos, como
sistemas gravitacionales, cuerdas y membranas [12]. Estas acciones también se han
construido con el fin de estudiar transformaciones de dualidad en p-formas diferen-
ciales, de hecho la dualidad se genera a partir de acciones madre (acciones de primer
orden) de donde se derivan acciones hijas que son duales entre si [11]. Esta formu-
lacién hecha con acciones de primer orden enriquece el estudio de la teoria, debido a
que al aumentar el espacio configuracion con los camnpos auxiliares, uno aumenta las
simetrias.

Como se vié en el capitulo 1 la teoria clectromagnética tiene una simetria que al
mismo tiempo es una dualidad que intercambia los campos eléctricos por magnéticos
y vice versa; ahora lo que haremos es una generalizacion de la accién de la teorfa
clectromagnética a una accion de primer orden, que aumenta el nimero de variables
introduciendo campos auxiliares.

Como se dijo en la introduccién, la teoria de primer orden tiene dos propiedades
que seran relevantes en el analisis de la transformacion de dualidad que proponemos.
La primera es que para esta accion la transformacion de dualidad es una redefinicion
de campos local, a diferencia de la transformacion no local en la teoria electromag-
nética usual. La segunda propiedad, nos permite realizar el analisis canénico completo
en un espacio fase que revela con transparencia la estructura simpléctica subyacente
en la teoria de primer orden. Esta estructura jugara un papel rclevante en el analisis
de las propiedades de la transformacion de dualidad.

Los resultados de este capitulo son generalizables a teorfas de p-formas. Analizare-
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mos en detalle el caso electromagnético correspondiente a una teorfa de una 1-forma.

En este capftulo nuestro objetivo es presentar una accién de primer orden para la
teoria electromagnética y mostrar que ésta es equivalente a la accién electromagnéti-
ca ya conocida. Ademaés se obtienen las ecuaciones de movimiento de esta accién de
primer orden, observando que reproducen la dinamica de Maxwell. Se obtiene el hamil-
toniano de esta teorfa, en donde calculamos a partir de la definicién de los momentos
las constricciones primarias. Con estas constricciones se construye el hamiltoniano
total, con el cual se estabilizaran las constricciones primarias. Esta estabilizacién nos
lleva a las constricciones secundarias de la teoria. Cerrando con esto el algebra de
constricciones, es decir, ya no hay nuevas constricciones. Con todas las constricciones
de la teoria, procedemos a la separacion en constricciones de primera y segunda clase.
Con las constricciones de segunda clase se construye el paréntesis de Dirac, que es
la estructura simpléctica en el espacio fase completo. Este paréntesis de Dirac sera
comparado con su correspondiente paréntesis de Dirac dual (capitulo 6). Probaremos
que el paréntesis de Dirac obtenido es el correcto, al obtener que las constricciones
de segunda clase de la tcoria son funciones de Casimir para el paréntesis de Dirac.
Ademas se hace la identificacion del momento P*, que es el momento canénico en el
espacio reducido. Por ultimo se procede al conteo de grados de libertad usando la
informacién que tenemos de constricciones de primera y segunda clase.

Ahora pascmos a estudiar la accién de primer orden para la teoria electromag-
nética.

La accién de primer orden propuesta para la teorfa electromagnética es

g g
SutlFur A) = / (Z—F,,‘,F“” + 3A[,,3,,]F"“)d“z, o (41)

g% i '2 SR
=7 ,,,,F’“’ '——A[,,a.,‘F,""

que- utlhzaremos pa.ra. construlr el formallsmo hamxltonmno correspondlente a esl:a
teorfa, pero antes veamos como:la accién de primer orden (4. 1) contiene:la.misma
informacién que la acci6én electromagnétxca a nivel de la acci6n. : o
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Partimos de la accién (4.1) de la cual obtenemos las ecuaciones de movimiento
(4.2) y. (4.3). Observamos que de la ecuacion de movimiento (4.3) se pueden despejar
algebriicamente los campos F£,,. Cuando una variable puede despejarse algebraica-
mente usando su propia ecuacién de movimiento se dice que la variable es auriliar.
Las variables auxiliares tienen la propiedad de que pueden sustituirse directamente
en la acci6n sin alterar el contenido dindmico de la teorfa. En nuestro caso Fj,, es un
campo auxiliar. Utilizando (4.3) y sustituyendo en la accién (4.1) obtenemos

2 2
S[A,] = / (Lauanomar - Lo, 4,04 47 d's (4.5)
M
de donde se deduce la accién clectromagnética
2
SlAu =~ / (LouAnoar)dtz (4.6)
M

que. ¢s una accién de segundo orden, y t.ienefcomo variable a A,.

4.1. Formahsmo ‘de Dlrac para la accién de primer
orden de la teorla el ctro agnetlca

Para obt.ener el hamlltomano de’ lu ‘teorfa: electromagnémca separamos el tensor
F,‘., en su parte temporal y espacnal i

(4 9)

donde ’H es la densxdad hamlltoman quc se obnene de la transformacnén de Legendre
del formallsmo lagrangmno como s : : ]

T ac aF,,,, o ac ea, '

’H c’)(ﬂ“‘—) ot +3(§§f) TR Lo (4.10)

que podemos rescrlblr como

Hpa = PPOyF,y + POy Ay — Lra , (4.11)
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y desarrollando en sus cnmponentes obtenemos

HF‘A T= 2Po.601“° + 1-".,601’" + P"avo + PigyA* ) o
. filte 2 e . K .
":e‘“EJ”+2ﬂJm%— pwf“+AaFﬂ+A%Fﬂ (a12)

donde los moment.os son constncclones pnmanas de la teorta, y se obtxenen a partlr

de la deﬁmcxon del momento como
| | : Poi =
Py =
P =
P =

El hamiltoniano es:

HhA;/(—gLTFW—g[mﬂF +A6Fﬂ)d£f

Lra _

a(ﬂ‘m)
OLrA
a(%t)

ALp A

(%)

acFA
%y

v las constrlccxones primarias de la teoria son:

. 2
Pog - %—A, [

P
PO =
Ptz

0

0
0
0

(4.13)

que estan igualadas débilmente, y después estabilizaremos estas constricciones con el
hamiltoniano total para encontrar las constricciones secundarias, y finalmente sepa-
rar en constricciones de primera y segunda clase utilizando el formalismo de Dirac
revisado en el capitulo 3. El hamiltoniano total es

m:/(-%amW—fpﬁﬁhq@ﬂq

XU (Py; + 92A4;) + A PP + A PO + AP d'z
]

(4.14)

donde /\._,,/\ ', Ao, A: son multiplicadores de Lagrange asocnados a las consmcclones

primarias.
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Definimos el paréntesis de Poisson en teoria de campo clasico de igual forma que
se hace en la mecanica clasica, a partir de las variables conjugadas de la teorfa. En
general el paréntesis de Poisson en teorfa de campos se escribe como:

= JA(z) 6B(y)  6A(z) 6B(y)
{A(z), By)} = /(JF“.,(Z) (SPIW(z)_JPW(Z)‘SF#V(Z))d:’Z

SA(z) 8B(y) SA(z) 6B\ a.
+ / 6A,(2) 6Pl‘(z)—6Pu(z)5A”(z))d3~y (4.15)

y a partir-de esta definicién del paréntesis de Poisson, escribimos explfcitamente cl
paréntesis de Poisson de cada una de las variables con sus variables conjugadas, B
obteniendo

{Ao(=), P°(y)}
{Ai(=), PA(1)}

6z — y) {Fj(=), PP ()} = 5(',‘ 6(1‘ - y)
88z —y), {Foi(z), P¥(y)} = 6{5(? -y), - (4.16)

donde 6‘"‘6 ] esta dcﬁmdo cbmorl

6 nhy = O~ BNl (4.17)
Ol T OmOn T 9nm

Ahora p'oder,rjos‘,utiliznrk est:a mformucnén para cstabxllzar las constnccxones prlmarlas
con el -hamiltonian si aparccen nuevas constrncmones

4.2. Estabilizacién de las constricciones primarias

Las constricciones primarias deben ser estabilizadas con el hamiltoniano total
(4.14) con el fin de saber si no hay nuevas constricciones en la teorfa; las constricciones
que lleguen a salir de las estabilizaciones se llaman constricciones secundarias. Las
estabilizaciones con las constricciones Py — %Ay y P; no dan ninguna constriccion
nueva, de hecho despejan los multiplicadores de Lagrange X, A%, Las estabilizaciones
de las contricciones P° y PY son

{P° Hr} = —g?d; FP{P°, Ay} = g°B:F" =~ 0 (4.18)
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(P Hr} = —g—Z{P,;;~EjF"f}‘—gZA-{P,,,a'-F""'}
= ] [E]{Pr.nFJ} _g2aA {Pr.nF I}]
| é‘f*——[&(—-«s )+g’*’aA(-—6[, D]

= < [F,, + (6161 - 61604

= ;%2 [F,r.; +,(0s_Avr - a,A,)]

respectivamente. Por tanto, las constricciones secundarias obtenidas son’
: Fiim = OpAmy = 0 Ct e o (4.20)
FoAF =0 o L (a21)

Al establhzar cstas constricciones secundarias usando el haml]tomano total (4 14) no
obtencmos nueva informacién sobre la superficie de constriccion: ; :

4.3. Separacién en constricciones de primera y se-
gunda clase.

Con las constricciones secundarias obtenidas en la seccién anterior, completamos
todo el conjunto de constricciones que tiene esta teorfa. Para separar en primera y se-
gunda clase el conjunto total de constricciones obtenidas observamos que es necesario
redefinir las constricciones secundarias (4.20) y (4.21) de tal forma que las constric-
ciones de primera clase son

& = P°=0
¢2 = g*GF%+28,P =0, (4.22)
y las constricciones de segunda clase son:
xi = Pix0
N Xme: = Fmp f,%a[npnm] =0
X = Pw~o

S g
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Estas constricciones deﬁnén la Supérﬁcie de constriiccién de'la teorfa.

4.4. El parente51s de Dlrac

La construccnén del paréntesxs de Dlrac se hace usando las constnccnones de se-
gunda clase

—-6[,, bz =) Oxtm (@), X400} = 26054002 = 1)

2
{xi(@), X0 (0)} —w(r—y) - {xas(@) b ()} = L 836(z - y)(4.24)

La matriz que se obtiene al hacer el paréntesis de Poisson entre las constricciones de
segunda clase Cab (ver capitulo 3) ¥ su inversa C* se calculan como sigue

{x¥ (=), inm(y)}

v 0 —16{,87,6(z,y) 0 0

e 15 69 §(z;y) - 0 0 0 .
Can(x,y) = [ 2 In mi ™ ol
"(’f U 0o - o - - .0 L5i6(z, y)

' 0 0 S =Lsis(z,y) - 0

utxhzando como notacxén simplificada de la dc]ta de Dlrac 6(.1: - J) = 6(.1:, y) La
- matriz inversa C® asociada es : :

0 66 a(z y) o o
Ny —Lgnme(z,y) 8 0 e 0
ab - 25(r"s) T , ST R
0 o a8y o

-Ahora construimos el paréntesis de Dxrac {A B} el cual se deﬁmé en el cap{tulo
3 como

(4@), B = {A(), B} - [ / {A(r),x.,(z')}c""(x,y)m(y) B(y)}dz’m

con las constricciones obtenidas tenemos que el paréntesis de Dlrac de la teorfa elec-
tromagnética de primer orden es: §

{4, B} = {A@), Bw)} B
[ [ 4@, PN Goregst ) Fum - 220 Py, Blu)Ylz'dy’

[ [1A@, P = 200 Pani@) G878 ¥ IPY W), B}y

+

[ [ta@), Py ZSatse v iay - S ae, B
[ [146@). 7 - Lase Ssis P W), B)dstay (426



56

4.5. Consistencia del paréntesis de Dirac
El paréntesis de Dirac conmuta con todas las constricciones de segunda clase por

construccién. Probemos esto con el paréntesis que hemos obtenido.
Comenzamos con la constriceién de segunda clase P™* =0

. rs rs 2 1 n ij
{P”|B} = {P ,B}—}-{P tan“Talnpml}(iélidﬁ){Pij}

{P" }_ —6[n6:n]( 6[: J]){Pij!B}

{P",B} - —6[, 2 {PY, B}
= {P" B} - {P™,B} =0, (4.26)

donde hemos omitido todas las integrales funcionles que actian sobre las variables
de la’teorfa para ahorrar espacio y hacer mas claros los calculos, tomando en consid-
eracion que las: mtegrales fun(:lonales ya estan hechas en cada paréntesis.

El mlsmo calculo con la constncuén Fry ~ —73[, 0s) = 0 resulta

A = { Ys—i la[r as]rB}
o 2 ij 1 7 Em :
= {Fra - 26(" u!]! B} {F"-' - _2.3["P"’]’PJ}(§6 6 ){F'"" B[an],B}
‘=,v {F” e 26[,}’,,,],3} {FN,P'J}( 5(’;‘ ){an 26[11 ,,,,,],B}

L= "{Fra" ga(r o:]:B} -6[.- ( [1 ;T){an" 26[1; om]:B}

‘= {Fu—— Pns]rB}_—a';-(s]{an__. 26[11 om],B}
. 27 '
= .{Fri - 26[r a.!]l B} {F'ra - —E (2 aa]y } =0 . (4.27)

- lo que muestra que el parentesns construxdo es con51stente
Para la consmccnén P' = 0 tenemos

e B} Ij,','_B}& P2y S AN-ZDIP, B}

{P", B} +{P", A;{P!, B} |
={P",B} =& {P,B} =0 . (4.28)

que satisface ,’tambAiéiji la propiedad requerida. Por ultimo usando-la constriccién - de
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segunda clase Po, — ”;A, =0

B

! 2
{Por = g—A,,B}'

2_"‘1‘_ T g
{P()r— —AF) B} {POr -, Arn P‘}("‘J!){P()j'— —2'AJ|B}
= {POr - —An B} {Ar: Pl}{Pm - ‘_An B}
= (Pr-L 4.8} - (Pr - L4, B} =0, (4.29)

Con esto hemos mostrado que el paréntesis de Dirac construido satisface la propiedad
de que las constricciones de segunda clase son funciones de Casimir de este paréntesis.
Esta propiedad es muy importante debido a que gracias a ella podemos resolver las
constricciones de segunda clase y la estructura simpléctica de la teoria no se altera.

Ya que probamos que el paréntesis de Dirac conmuta con todas las constricciones
de segunda clase, calcularemos ahora los paréntesis de Dirac de las variables relevantes
para uso posterior

{Ao2), P°(3)}*
{Ax), PP(»)}
el cual nos da informacion sobre la estructura simpléctica de la teoria, proyectada

sobre la superficie de constriccién. Ahora el paréntesis de Dirac entre las varmbles
dinamicas A; y F% es .

8(z,y), {Fi(z), P"™(y)}* =0
0, {Foi(z), PY(y)}* = 6lé(z,y), (4.30)

{A-,F°’} ——6 ' (431)

que es de gran importancia, ya que me dxce que la. accion de primer orden de la teoria
electromagnética tiene como estructura snmplécmca de Dirac a

;,{A.,pJ} —51 = (432)'

donde hemos 1dentlﬁcando la. varlable Pj = ’-FOJ, que nos serd de gran ayuda :
para determinar la canonicidad de la transformamén de dualidad cuando hagamos los ~
mismos calculos para la accion de primer. orden dual '

El conteo de los grados de. hbertad S

ob e‘he'de las cbn’stricéiones de primera 'y
segunda clase de la teorfa como sngue B R R

(ef)—2(10)—(26) i (4.33)
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donde (g.l.) significa grado de libertad, e. f. espacio fase, 1.c. constricciones de pnmera
clase y 2.c. constricciones de segunda clase.

Ahora la teorfa electromagnética de primer orden tiene 20 dimensiones en cl es-
pacio fase, son 2 constricciones de primera clase y 12 constricciones de scgunda clase,

por lo tanto los grados de libertad son
gl-—20—2(2)-—-12—-4 ' (4.34)

. Esto implica 2 grados de libertad en el espacio de conﬁguramén, que corresponden a
los grados de libertad del fotén. ;



Capitulo 5

Teoria electromagnética dual de
primer orden

En este capitulo construiremos la acciéon dual asociada a la accién de primer
orden construida y analizada usando el formalismo de Dirac en el capftulo anterior.
El método que usaremos para construirla es un tanto inusual. A diferencia de la
vision usual de la dualidad como una transformacion cuyo efecto es intercambiar las
ecuaciones de movimiento con las identidades de Bianchi asociadas, nuestra propuesta
consiste en considerar la transformacion de dualidad como una simple redefinicién de
campos. Esto quiere decir que al espacio de configuracion de la accién de primer orden
(4.1) le asociaremos un nuevo espacio configuracién “dual” cuyas variables seran *F
y A. La nueva accién asi obtenida seré la accion de primer orden dual. Es importante
sefialar que esta definicion de la acciéon dual coincide, al reducir el espacio fase de
manera apropiada, con la definicion de la accion dual en el formalismo de Maxwell
usual. La demostracion detallada de esta afirmacién sera el tema de este capitulo.

Las ecuaciones de movimiento de la teoria dual asi construida son equivalentes a las
ecuaciones de movimiento de la teoria original. De hecho, resultan ser combinaciones
lineales de las ecuaciones de movimiento de la teoria original en el espacio definido
por las variables F' y 1. Sin embargo, al reducir los campos auxiliares F y obtener asf
las ecuaciones de Maxwell las dos teorias tienen exactamente las mismas ecuaciones
de movimiento. Esto quicre decir que la diferencia entre la teorfa original y su dual
es debida a su distinto contenido de campos auxiliares.

Desde el punto de vista de la teoria cuintica de campos estas acciones tienen
propiedades sorprendentes, como el hecho de que el régimen de acoplamiento fuerte
en un caso sea el régimen de acoplamiento débil en el otro. Nosotros no analizaremos
las interesanes propiedades cuénticas de la transformacion de dualidad.

Entre los resultados obtenidos en este capitulo podemos destacar: a) la construc-
cion sistematica de la superficie de constriccion dual b) La obtencién del paréntesis
de Dirac dual. ¢) Consistencia en el niimero de grados de libertad para la accién dual.
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5.1. Formulacién de las acciones de prlmer orden
para la teoria electromagnetlca y su ‘dualidad.

La dualidad S en la teoria electromagnctnca es una duahdad de Hodge entre 2-
formas diferenciales F,,, en que un tensor_es transformado a otro por medio de

1 A
fuuuﬁF (51)

.F'f" = 2!

donde €,.qs €s cl tensor totglmenge antisimétrico de Levi-Civita de rango cuatro

—1 si es permutacion impar de 0123

{1 si es permutacion par de 0123
ehval —
0 si se repite un indice,

y el simbolo * senala la operacion de dualidad. Esta operacion es muy curiosa, ya que
al aplicarla dos veces al mismo tensor regresamos el mismo tensor pero con'el signo
opuesto ’ - .

Y e 1.
FMU =ﬁvi5uuaﬂFOB

21 1
5 el“*“ﬂﬁ euﬁﬂﬂ Fp,

;‘2, 2,( 2)6“6"]F‘ =—F,, (5.2)

donde ‘6‘;6“;] = —(6“6" - 6")
Como se ha’ VlStO la duahdad electromngnétlca cambia el campo eléctrico por el
magnétnco v v1ce versa como se puede ver claramente del tensor F,, y su dual *F},,

0 —FE -E;, -E
E, 0 -B; By

Rt e P g
Fuw F B: —Es O . B .

que muestra  dualidad de una fg;mé muy clara.
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5.2. Las accién de primer orden y su dual como una
redeﬁmcnon de campos.

Lo que haremos en esta seccion es transformar la accion de primer orden (4 1) en

su respectiva accién de primer orden dual, para obtenerla utilizaremos la dua.lldad i

antes mencionada como la siguiente redefinicion de campos
G* = g F*™ ‘Guv = ~g*F (5 3)

de donde obtendremos la accién electromagnética de primer orden dual con la sxmple )

sustitucion de la redefinicion de campos (5.3).
Ademds hay que tomar en cuenta como transforma el multiplicador de lagrange
Ay, la transformacion de dualidad que me lleva de 4, a A, es

Ay e—g A,‘,

que nos permitira obtener la accién de primer orden dual. :
Ahora veamos cual es la accién de primer orden dual al sustltuu‘ la redeﬁmcxén
de campos (5.3) en la accion de primer orden (4.1)

SmlFuvs 4y = / ( 1 F,,.,F‘“' —A[,,a‘,]F"“)d“z
M

/;U (g (_ .Guv)(__.cuu)+9 A[M u]( .Guu))

492
‘por lo tanto la accién de primer orden dual de la accion (4.1) es

. 1 1 1
SmlGuo, Ay) = —/ ( 12 G G* 4 Té—e"“""l\b‘&,}c‘,g) d“z, v

- / (_—1-G,wG"" e "A[,LB.,]G ‘s)d“:z: L (54)
M 2922 SR d

. /(5.5)

y si aplico la transformacion de dualidad a la accién (5.5) vuelvo a Ia accion (411)' :
como se esperaba. La transformacién de dualidad queda asi 1mplementada a tra.vés -

de una redefinicién de campos.

La accién de primer orden dual para la teorfa electromagnética que hemos obtemdoy

(5.5) tiene asociadas las ecuaciones de Euler-Lagrange

A, O,G¥ =0 .
6G,, : GH = Eie“""éa[aAg) (57)
La lagrangiana de la teorfa dual L : ‘
Lga = --( Gqu“ + 52—6"“ A[,.au]an) (5 8)

serd utilizada para obtener el formahsmo hamlltomano de la teorfa. Veamos prlmem
la equivalencia que hay entre esta acctén y la acclén electromagnétxca usual

56




62

5.3. Equivalencia de la accién de primer orden dual.

Primero partimos de la accion dual (5.5) de la cual obtengo las ecuaciones de
movimiento (5.6) y (5.7), donde observamos que de la ecuacién de movimiento (5.7) se
puede despejar algebraicamente a G,,,. Por tanto es un campo auxiliar. Sustituyendo
(5.7) en la accién (5.5) obtenemos

. 1 11 sy s ‘
Sm(Guoi Mu] = —/;'(4—92G,“,G“"+2—g2-aéu“ BA[,,B‘,]GQH)d"}t
1
= - [ (GGt (Geossd A"l)———e"""”a[oAm( ewa‘wl))d‘
— 11(2);111 o A o) 1(2) v ‘[p’a]k4“
= /M (4g22, el oeA — s o) alpa,,a[,‘ ,a A ))d
= ./ (-5 30uh ulal“\”’+—0{u ,,,ab‘A"l))d%,, 69
. el e

de donde se deduce que la accion se reduce a _
" 1 L e
= — —_ T GAVL
SnlAu] = /A ' ( TgE0AOVA )d*z, (5.10)

’ 'que como vemnos es la misma accién electromagnética (4.6) que se obtuvo en el capitulo
“anterior si identificamos

Ay — 0P A, : (5.11)

como la transformacién de dualidad para el campo A,. Esta transformacién inter-
cambia la constante de acoplamiento por su inverso, de tal forma que la dualidad
intercambia una teorfa de interaccién fuerte, por una de interaccién débil.

Con esto hemos probado que la accién de primer orden dual reducida, después
de eliminar G,, como campo auxiliar, es la misma que la accién de primer orden
reducida original.

5.4. El Hamiltoniano de la accién de primer orden
dual. ‘

Para obtener el Hamiltoniano de esta teorfa procedemos de la mlsma manera queﬁ
en el caso de la accién original (4. 1) separando el tensor G“,, en sus componentcs
temporales y espaciales :

GG = 2GoGY GG o (s.12)
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Por otra parte, desarrollando la densndad lagranglana (5 8) en sus componentes espa-‘
ciales y temporales tenemos : :

"‘

Loa = (ZGO‘GO +GyGY ) 2| 42( Oijf.’,\“a"’c’:"--u o (519)

+ e°'-’"A06 Gji — €% 70, Go,,) (5.14)

donde es mas facil \er cuales son las “velocxdades” de esta teorfa; Y. podemos obtener;
el Hamlltomano, que esta definido por . :

- f{a,g_= / (4—§;G,,.,G’“"+, 5;;21, (5.15)
que escrito en sus con;'pbneﬁétes espaciales ytemporales es"
fon = [ (753(2CuG" + G GY)
o7 (P ADGe + IN,0,G0)) L, (5.16)

Esta densidad hamiltoniana también se puede escribir en términos de su definicién
como transformacion de Legendre del espacio de configuracion al espacio fase, que
me define las variables canénicas de la teoria. Los momentos asociados a la funcién
lagrangiana (5.13) son

n% = —=t =9

m = e i\ )

n0= »

n = =0 , , (5.17)

.
de donde obtenemos las constricciones primarias de la teoria dual de primer orden.
Las constricciones primarias son:

rIOi ~ 0 N
4 e = 0
m =~ 0 (5.18)
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Las constricciones secundarias se obtienen cstablllzando estas. constricciones con el
Hamlltomdno total. El hamiltoniano total es

He = -—(200.0 Lt Gi,»G"')‘

I
- 2lg'z( o., Aﬂa GJ" + e'Jnkl\zatc'(!k)

i ,\o %+ ,\‘,(I'I" 4 -l—e""Ak) + XolT® + ALY (5.19)

Definimos el pdrentesns de Poxsson de 1gual forma que en el caso de la teorfa ongmal

/( 5-4(1) 5B(y) _ 0A(z) 4B(y) )daz
_ 8Gu(2) 0TI (2)  OTI#(2) 6G L (2)

6A(z) 6B(y)  SA(z) 5B(y)
/ (JA,,(z) IMin(z)  3T(z) 6A,‘(z))daz‘ (5.20)

(A=), B)

de »t..al forma que ¢l paréntesis de Poisson entre las variables conjugadas es

8(z,v), {Gis(@), "™ (1)} = 357556(z,v)
&18(z,u), {Goi(z), 1% (y)} = 6]5(z,y), (5.21)

{Ao(@), P}
(A=), ()}

entonces ahora podembs utilizar esta informacién para estabilizar las constricciones
I1° y 1% con ayuda del Hamiltoniano total (5.19).

5.5. Estabilizaciéon de las constricciones primarias.

Las constricciones primarias deben ser estabilizadas con el Hamiltoniano total con
el fin de saber si no hay nuevas constricciones en la teorfa. Las estabilizaciones con
° y % son

1
2|2

{N% Hyp} = —?G"*‘—a,-n‘f. (5.22)

{Ho, Hr} ———likg; G]k + 51Tt

Las estabilizaciones del resto de constricciones primarias no da nueva informacién
sobre la superficie de constriccién (algunas permiten el despeje de multiplicadores
de Lagrange y otras simplemente no dan nueva informacién). La estabilizacién de
las constricciones secundarias (5.22) no da nueva informacién sobre la superficie de
constriccién. Por tanto las constricciones de la teoria son (5.18) y (5.22).
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Ahora procedemos a dividir las constricciones en’primera’y segunda clase. Para
ello es necesario, como en lc caso de la accu‘m orlgmal redefinir la constricciones
(5.22). La redefinicién propuesta es

b = MP=~0 ,
&= 21°'J'=a.a,k+an ~0 N CE )

que son las constr1cc10nes de prlmera clase La constnccxones restantes son de segunda'
clase 9 L

R =
: Xai =
B X.; Bl Go; +gzakntl: =0, E (5.24)

con las que se construye el paréntesns de Dlrac

5.6. El ‘paréntesis de Dirac de la teoria dual.";_

Para construir el paréntesis de Dirac, calculamos la matriz C,, a partir de la.
construccion hecha en el capftulo 3 con las constricciones de segunda clase.
Para ello debemos calcular los paréntesis de Poisson entre todas las constrlcclones"] .
de segunda clase. Los que resultan distintos de cero son :

FE@E ) = g ), {?mxwyuﬁﬂwww
—68{6(z, y), {Z(2), %)} = 8(z,0), . .. (5 20)!

que son los elementos de la matriz de la matriz dlrecta que se usara para obtencr el
paréntesis de Dirac. Esta matriz es

{%ai(z), %a(¥)}

. °""(J)'6 "iTlgTe“’;f&(?,y) R B ,g-u;
Cune,y) = | 7o o‘(z"y)‘ o 'g —6k3(z,y)’
- . : . n *

0 o0 656z, y) - 0 -

y su matnz inversa ‘es C’“" dada por o

gf f)“"—y 601:15(1 y) 00 :
Fab Sy g fohj T,y : F0 Qe :
L=l o 0 gy 6%
0 . . "0 —opd(z,y) 0
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que es la que utilizaremos para construlr el paréntesxs d_e. Dxrac
" El paréntesis de Dirac {4, B}* esta defmldo por:’

{A(2), B} = {A(=), B} - / /i {A(z»xa(z)}cwx o) Bm}dz'dy

' donde la matriz C% esta dada por (5 26) De manera expliuta este paréntesxs es

A=), B} {A(x) B(y)}

[ [ 4@, na@tsw G + o), BNy

= [ [1AG)6" + gt @) -5 T, B es's (527

Hemos checado que este paréntesis de Dirac cumple correctamentc con;;:la;
propiedad de que las constricciones de segunda clase son_funciones de Ca51m1r de
este paréntesis. :

El paréntesis de Du'nc entre las vanables Ay G,k es el sxgulente

{Ai(2), Gie(W)} = —g*coijud(z = y) e (5.28)
que podemos arreglar como C ) o ) o
1 .
{Ail(=), —;ank(y)}' = e0ijed (T ~ y), ' (5:29)

el cual me da informacién de la estructura simpléctica dual. Al compararlo con el
resultado del capitulo anterior (4.32) encontramos que la estructura simpléctica en el
paréntesis de Dirac no se conserva, ya que me cambia una & por una €y, y por lo
tanto la transformacion de dualidad es no canénica respecto al paréntesis de Dirac.

En el siguiente capftulo abordaremos con mas detalle este problema, y analizare-
mos como se comporta la transformacion de dualidad con las acciones de primer orden
a nivel del paréntesis de Dirac, y posteriormente reduciremos el espacio resolviendo las
constricciones primarias y eliminando los momentos, encontrando que en este espacio
reducido la transformacién es canénica.

5.7. Conteo de los grados de libertad

Como en el caso anterior el conteo de los grados de libertad se obtiene de las
cosntricciones de primera y segunda clase de la teorfa como sigue

=(ef)-2(le) - (2e)  (5.30)

[{A@ I @ et y)){nv z ige‘"“w(y') B)ay

[/ (A=), nu——ge"*m( )} (oP€asb(z ,y)){n'm B(y)}dz'dv
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donde (g.l.) significa grado de libertad, e. f. espacio fase, 1.c. cosntriccines de primera
clase y 2.c. constricciones de segunda clase. .

Ahora la teoria electromagnética dual de primer orden tiene 20 dlmcnsxones en el
espacio fase, 2 constricciones de primera clase y 12 constricciones de segunda clase,
por lo tanto los grados de libertad son .

gl.=20-2(2)—12=4 , (5.31)

que corresponden a 2 grados de libertad en el espacio de configuraciéon. Como vemos
son los grados de libertad del fotéon. Por tanto la teoria original y su dual contienene
la misma fisica, ya que ambas me reproducen la accién electromagnética y ambas dan
los grados de libertad correctos para la descripcion del foton.
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Capitulo 6

Comparaciéon entre la Teoria original
y la Teoria Dual

En los dos capitulos precedentes hemos analizado en detalle la teoria electromag-
nética en su versién de primer orden y la teoria dual asociada. En particular hemos
encontrado, usando el formalismo de Dirac revisado en el capitulo 3, la superficie de
constriccion asociada a la teorfa original y la superficie de constriccion dual asociada
a la accién dual. La primera observacion que salta a la vista es que las superficies de
constriccion son diferentes (como superficie geométrica en el espacio fase respectivo).
Esto tiene como consecuencia que los paréntesis de Dirac sean distintos. Por otro lado,
hemos mostrado que tanto la teoria electromagnética original como su dual describen
la dinamica del fotén (dos grados de libertad fisicos). En este capitulo estudiaremos
la relacién entre la teoria original y su dual, obteniendo como se mapea una superficie
de constriccion en otra a partir de una transformacién canénica.

Analizaremos la transformacién de dualidad en el espacio fase completo. Es cono-
cido que toda transformacién puntual en el espacio de configuracién puede extenderse
como una transformacién canénica en el espacio fase correspondiente [8]. Desde es-
ta perspectiva la transformacion de dualidad asi extendida cs una transformacion
candnica respecto a la estructura simpléctica original del espacio fase. Este modo
de extender la transformacién puntual (6.2) en el espacio configuracién es natural
en el sentido de que los momentos de la teoria original y la dual estan relacionados
precisamente a través de esta transformacién canénica.

La observacién crucial es que esta transformaciéon canénica, NO es canonica re-
specto al paréntesis de Dirac ya que éste se modifica debido a que la superficie de
constriciéon cambia ante la transformacién canénica, pero si lo es respecto a la estruc-
tura simpléctica del paréntesis de Poisson.

Existen al menos dos caminos para reducir la teorfa, y caer dentro del esquema de
la teorfa de Maxwell usual. Uno es eliminar todos los momentos y regresar a la accién
de primer orden. Esta eliminacion se realiza usando las ecuaciones de movimiento para
los momentos y despejando algebraicamente los momentos. Estos momentos pueden
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sustituirse nuevamente en la lagrangiana para obtener la lagrangiana reducida. Ante
esta reduccion los paréntesis de Dirac reducidos respectivos son distintos como se
esperaba del argumento general esbozado en el parrafo anterior. Tenemos entonces
un claro ejemplo de que la transformacion de dualidad es no canénica (altera la
estructura simpléctica).

Otra forma de reducir la teorfa es eliminar la variable auxiliar F,,, y su momento
conjugado de modo que queda la teorfa hamiltoniana de la accién de Maxwell usual.
Aterrizamos asf en terreno conocido. Es bien conocido que la transformacion de dual-
idad en la teoria hamiltoniana de Maxwell es una transformacién canénica no local.
Estos resultados estan de acuerdo con los resultados obtenidos en esta tesis como
mostraremos en este capitulo.

En este capftulo construiremos la transformacién canénica que relaciona la teoria
original y dual a nivel del espacio fase completo. En una segunda instancia reducire-
mos la teoria original y su dual eliminando todos los momentos y regresando asi a
la descripcion de primer orden expuesta en los capitulos 4 y 5. Mostraremos que los
parénetesis de Dirac asociados sufren un cambio al reducir el espacio, que es con-
sistente con la estructura simpléctica que puede deducirse de las acciones de primer
orden respctivas. Por altimo eliminado F y sus momentos asociados, haremos contacto
con la literatura actual sobre transformaciones de dualidad vistas como transforma-
ciones candnicas. Con el objeto de hacer esta tesis autocontenida presentaremos un
resumen del trabajo [1] donde se muestra con claridad como se construye la trans-
formaci6n canonica a partir de la transformacién de dualidad de Hodge, y a partir de
esta dualidad sc obtiene una funcién generadora de la transformacién canénica. En
esta tesis se obtuvo una generalizacion de la transformacion de dualidad a acciones de
primer orden que contienen campos auxiliares, de tal forma que al reducir el espacio
de la teorfa de primer orden, regresamos al espacio reducido que hace contacto con
el trabajo [1] para acciones de segundo orden. Resaltaremos que esta transformacion
canénica no local debe construirse en el espacio de las “variables fisicas” asociadas a
la teoria de Maxwell. Es s6lo en este espacio donde tiene sentido hablar de la transfor-
macién de dualidad como transformacion canoénica. Este espacio esta descrito por las
componentes transversales del campo cléctrico y magnético. Es importante mencionar
que para obtenerlo es necesario resolver la ley de Gauss.

6.1. La transformacion de dualidad estudiada.
Las relaciones entre la teoria original y su dual estan dadas por )
G =g"F" = 'Gu=-¢*Fu, RCAV

donde Fuy es el f'enéor de Maxwell asociado a la teorfa original y Gu es'él correspon-
‘diente tensor de:Maxwell dual.- Como vimos en los cnp(tulos anteriores el paréntesus
de Dxrac de la teorla. ongmal (4 25) y su dual (5. 27) son dlstmtos

!
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Ohservamos ahora que es posible construir un mapeo cntre la variables originales
P,, A#,F# P,, y la variables que definen a la teorfa dual IT,, A#,G#*,I1,,. Este
mapeo, por definicién, transforma la accién original en la correspondiente dual. En
particular mapea una superficie de constriccion en la otra y mapea los correspondi-
entes paréntesis de Dirac. Este mapeo esta dado por

GY -‘g—feo‘"m F, .,
g’Z I‘Ii — P'l ,
A —r g,
g2 Hin — ffom.i7,P0~m)
/g § PYREY —€okij P 4,
¢ s Lamop,, (6.2)

y se construye usando la transformacién de dualidad (6.1) y extendiendo la transfor-
macion a los momentos de manera consistente, es decir, de manera que transforme
la accién original en el espacio fase a la accién dual en su correspondiente espacio
fase. Es interesante notar que este mapeo transforma una teoria con constante de

acoplamiento g2 a una teoria dual con constante de acoplamiento ;l;.

Vamos a probar que el mapeo arriba mencionado funciona correctamente al trans-
formar la superficie de constriccion de segunda clase en la correspondiente dual.

Tomemos las constricciones de la teorfa dual y usemos el mapeo para obtener las
constricciones de la teorfa original, entonces tenemos para la constriccién xj de la
teoria electromagnética dual

¥ o= G¥+g9n* =0
2
. 1 :
= (%!_EOlan"m) + 926"( — E"_,enm‘mpnm)
9% o 2
%!_cmmn(pnm — Fa[npmn])

= Fum— g'—za[nPOm] =0, ’ e (6.3)

que es la constriccién xz de la teorfa electromagnética de primer orden, Ahora con la
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constriceién %Y. tenemos

2'21 = Hsg+2lg kaJAk~0

1, 1 i
= __‘g mePom §i¢5mm;,Am
__i Omij ' — 5_73
= gze ‘ (P : o) Am)
= Pom'— -A,,, = 0 ' : (6.4)

que es la constriccién x4 de la teoria elcctrom'}gnétlca de pnmer orden. Con la con-
striccién X! tenemos 4 L

constncctén Xai Lenemos R

= €grij PV

|
T
]

e

(6.6)

que es la constricciébn X, de la teorfa electromagnética de primer orden.

Como vemos la dualidad mapea las constricciones de segunda clase de la teorfa a su
dual, encontrando que el mapeo lleva las constricciones de segunda clase de la teorfa
original a constricciones de segunda clase de la teorfa dual; y por lo tanto mapca
a los correspondientes paréntesis de Dirac. Observamos entonces que la estructura
simpléctica del paréntesis de Dirac no queda invariante ante esta transformacién.

Sin embargo, el mapeo (6.2) es canénico respecto a la estructura simpléctica es-
tandar. La funcién generadora de esta transformacion es

2
F2(F;wv A;u n/.n H;w) = / (%Tn“ueuuapl;‘ap + gzn“Au) da-’B (67)

Con esto hemos probado que el mapeo (6.2) es canénico respecto al paréntesis de
Poisson, debido a que con la funcién generadora (6 T) se obtiene la transformaci6n de
dualidad escrita como el mapeo (6.2).

Es facil probar que la funcién generadora (6.7) reproduce el mapeo (6.2); sélo
debemos aplicar las relaciones obtenidas del formalismo hamiltoniano para la funcién
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generadora de la transformacién éanén:ica'Fz [8], obteniendb

l‘ﬁlr"‘”‘(z’)’ = ;JF{:Z;_ g| P, (z)
6%@) = P o L)
PHz) = Ei = gTHG)
Ml@) = P2 = g*Au(@), (6.8)

que reproduce, en primer lugar la transformacion de dualidad que hemos definido
desde el principio (6.1), y ademas nos dice como se transforman los momentos P, I1 y
las variables A, A. Esta funcién generadora implementa la transformacién de dualidad
como transformacién canénica en todo el espacio fase. Probando con esto que la
transformacion de dualidad es candnica respecto a la estructura de Poisson.

6.2. El espacio reducido de la teoria electromagnéti-
ca.
Para obtener el espacio reducido de manera consistente hay que despejar los cam-

pos auxiliares. Esto'implica rcsolver algunas constrlccxones Nuestro punto de partlda
es la acclén total ) : :

(69)

(6.10)

(s.ii)
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Primer despejaremos todos lus momentos de esta teorfa para regresar a la accion de
primer orden (4.1). Los momentos son en conjunto con los multiplicadores de Lagrange
de las constricciones primarias, campos auxiliares. Las ecuaciones de movimiento
asociadas a P,, y P, respectivamente son

FO 2% = (6.12)
- A =0 (6.13)
A= N =0 (6.14)
A= X=0 (6.15)

Las ecuaciones de movimento asocmda.s a los multlpllcadores de Lagrange son las
constricciones primarias : S . N :

Pi-La=0 ' (6.16)
U Pi=0 , - (6.17)
P°=0 (6.18)
Pi=0 (6.19)

De estas relaciones es posible despejar P,, y P, mientras que de las ecuaciones de
movimiento asociadas a los momentos es posible despejar los respectivos multipli-
cadores de Lagrange. Esto define a los momentos y a los multiplicadores de Lagrange
como campos auxiliares. Sustituyendo ecstos despejes en la accién total (6.9) obten-
emos

2 . 2 2 . ..
Sgp= / (- %—F°‘A,~ - [— ‘%F,,.,F“" - %(Aoa,-F"’ + A.-B,-F")])d“:z: (6.20)

que concide precisamente con la accién de primer orden (4.1). El paréntesis de Dirac
reducido es:

{(Fulz), A ()} = —f;aza(z.y), ' (6.21)

¢l resto de los paréntesis de Dirac reducidos son cero. Esto concide con la estructura
simpéctica que puede leerse directamente de la acci6én de primer orden (4.1).

Ahora pasemos a realizar la otra reduccién que nos lleva de la accién completa en el
espacio fase a la accién electromagnética en el espacio fase con ¢l objeto de comparar
nuestros resultados con los resultados obtenidos en literatura reciente sobre el tema
[1], [32]. Para realizar esta reduccién usaremos las constricciones de segunda clase.
Esto implica reducir P!, P, P%, F}; que son también campos auxiliares. E1 paréntesis
de Dirac reducido coincidira con el paréntesis de Poisson del espacio fase reducido ya
que habremos eliminadoe todas las constricciones de segunda clase. Es importante
seilalar que las constricciones de primera clase restantes son Py = 0, §;F% = 0 como
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se desprende de k(4.22). La acci6n total (6.9) queda reducida a
Ly gRn s A gt gt v g? . 3

Sp=[ (- L F¥Ai— [~ LFuF® - LR - (A0, O+ A0, FF) +XP°])d's.

gl AT T T 2
Sumando la dvivel‘gen»cia 920“(.4¢F“‘) a e’stakacéién e identificando

' o o = —gi
e 1
- Fyo=geoyB,

donde E¥ cs el campo eléctrico y Biesel campo magnético, la acciéon reducida puede
escribirse como

- g% i 'S 2 2 g i 0) 4
Sp = S E'Ai— —(—E* - B*) - =AeO:E' + Ao P ) (6.22)
: 2 2 2
Esta acci6n reducida coincide con la accién de Maxwell en el espacio fase (4;,%),

identificando (P* = 923E"). Notese que Ap y Ap son multiplicadores de Lagrange aso-
ciados a esta accion. En particilar Ag implementa la ley de Gauss.

El paréntesis de Dirac reducido es ahora el paréntesis de Poisson estindar., Por

tanto la transformacién generada por F; es ahora una transformacion canénica com-
pleta ya que el paréntesis de Dirac coincide con el de Poisson. Para mostrar esto
aplicaremos la reduccién antes mencionada a la teoria dual.

6.3. El espacio reducido de la teoria electromagnéti-
ca dual.

Lo que haremos en esta seccién es aplicar las mismas ideas de reduccién usadas
en seccion anterior a la teorfa dual. La accién total de la teorfa dual es

5 = / (MG + A
[#(200,00" +GyGY) — 2—:;]—2(50”"1\06;ij +EIUNOGN)
+ AglI% 4 (19 + éTig_z"HjA") + )‘01.10 + z\.-l'lf'] )d“z (623)
La teoria electromagnética dual, tiene las constricciones dt'z primera clase 4

& = n°=~o0
¢ = Wc?"kaicjk+,,ainfzo, R (6.24)
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y las constricciones de segunda clase -
o= e,

W= é']:qgeokijl\k ~0,

Xz -
‘i:vX::" = Ho'i:;ﬁ“ 0, - o

UL R = GY 4 P9Ik & 0 (6.25)
Ahora, .para obtéhbe‘r'lva’ z;Céléh'reducxda. vamos a resolver las constricciones de

segunda clase (6. 25) Esto 1mpl|ca. climinar I, 1I%, 1%, G%, de donde obtenemos la
accion reducida. - L :

- 1" “orii 4
Sp = /(WGOkJAkGij o B ;

1 1, 1 gk iy ‘
[(Q—g;akma",\l + 324G ) - Aodk( 7 G ) + Am?])f;(cze)

Nuestras variables canénicas son ahora Gij, Au. Ao y Ao, que son’multiplicadores de
Lagrange. El primero es responsable de implementar la ley de Guass dual-

6‘-(51?60‘1'"0_,-,‘)=0, L (6.27)

es comin en la literatura actual resolver esta constriccion de manera formal usuando la
dualidad de Hodge. Esto implica que G;; es el rotacional (espacial) de algin vector. Al
sustituir esta solucion se obtiene la accién de Maxwell dual. El camino que seguiremos
aquf es distinto.

Hemos construido la transformacién de dualidad en el espacio fase completo y la
hemos identificado con una transformacién canonica respecto al paréntesis de Poisson.
Esta transformacion esta generada por la funcién generadora F, (6.7). Al reducir esta
transformacién queda

Ay — FPA, (6.28)
GF% %e"*"ic,-,» (6-29)
P +— gl (6.30)

Esta es la proyeccion de la transformacién canénica en la teoria reducida, pero este
mapeo da informacién redundante, de tal forma que.la transformacion de dualidad
en el espacio reducido se puede escribir sxmplemente como

G %—e"""Fko (6.31)

‘tomando la transformacxén en ambos sentldos Esta transformacién relaciona, por
construcc:fm, la t.eorfa de- Ma.xwell en: le espacxo fase con la teorfa de \'Iaxwell dual
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en su espacio fase respectivo. El obJétlvb de la siguiente secciéon es analizar en que
sentido esta transformacion pmede mterpretarse como una transformacion canénica.
Identificando de las constrlccxoneq de prlmera clase a

’_1;6?'? ij,c, ; S (6.32)

y sustituyendokenk la:accién de primcr ofden dual (6.26), obtenemos
& kA 1 i A ) g | i o}\ p
Sp= / (A - [(ﬁalilxj,aw +2.GyGY) = MBI + XoIT°) )d'z, (6.33)

que es la accién de primer orden dual reducida, que coincide con la accién de Maxwell
dual en el espacio fase, en esta accién las cantidades Ag y Mg son multiplicadores
de Lagrange, y en particular Ay implementa la ley de Gauss en la accién de primer
orden dual reducida. Su paréntesis de Dirac reducido es ahora el paréntesis de Poisson
estandar.

Ahora pasaremos a analizar como se comporta la transformacién de dualidad en
el espacio reducido que hemos obtenido en las secciones anteriores.

6.4. Transformacién canénica y de Dualidad en el
espacio reducido.
Partimos de las acciones reducidas de la teorfa orlgmal y.su dual escritas. en

términos de los momentos P* y IIf respectlvamente, la‘accién reducida de la teorfa
original es S

= [ (= (e -

fid T Fy F‘J] + Aua Pit A0P°)¢z“ ;

que depende de A;, Ag, P*, P° y Ap, dondc las varlables Ag y Ag.son multlphcadores'
de Lagrange. Esta accién al ser reducxda, nos lleva a obtener el parénte51s de Dlrac
reducido ‘

(A (z),——F“’(y)} = 6’6(z—y) o f N

que cs la estructura sxmplectxca de la accu‘m de prlmer orden (4 1), en donde hemos
1dentlﬁcado la vanable canbmca como ) :

L (638)

Ahora pasamos a analizar la accién de primer orden dual reducida.
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La accnbn de pnmer orden dual reducxda es
' ,§R="/ (n*A; —[ 2a[. ,]al'AJl+ —n rp] +A06 n' >,\.,r1°)d4z, . (6.36)

que depende de A.. Ao, l'I Ao y 1'I° donde las varmbles Ao y Ao son multlphcadores de
Lagrange de la teor(a Esta acctén reduc:da txene como paréntesis ‘de Dirac reducido
a

{A (x), ——sz(y)} = fouktf (=~ . (6.:37)

donde hémos identificado a 1

I = k@

2| ko (638)

como una variable canénica; primero observamos que al climinar los momentos y
obtener las acciones reducidas también obtenemos los paréntesis de Dirac reducidos
(6.34) y (6.37), que dan informacién acerca de la estructura simpléctica de las acciones
de primer orden. Vemos que a partir de la transformacién de dualidad S entre las
acciones de primer orden (4.1) y (5.5) los paréntesis de Dirac asociados a estas acciones
son diferentes entre sf, por lo tanto esta transformacién es no canénica respecto al
paréntesis de Dirac. Al reducir estas acciones de primer orden obtenemos los paréntesis
de Dirac reducidos (6.34) y (6.37), que también son diferentes entre si, por lo que se
concluye que la transformacién de dualidad es no canénica respecto al paréntesis de
Dirac reducido.
Por otra parte decimos que (6.38) es una variable canénica de A; debido a que

{A,‘(.’L‘), Hj(y)}. {A (.’1:), ___GOJmnG n(y)}.

= -—-21—5"-’"'"{1\ i(), == Gmn(n)}

1
—EEOJmncoimn‘s(z - y)

= 6oz —v), . (6.39)

preserva la estructura simpléctica de Poisson en el espacio reducido, donde la trans-
formacién de dualidad S es canénica.

Ahora pasamos a obtener el espacio reducido de la funcién generadora Fy (6.7),
esta nueva funciéon generadora reducida implementara una transformacién canénica
en el espacio reducido, y es conveniente obtenerla, ya que a partir de ella obtendremos
la transformacién de dualidad canénica ya conocida en la literatura [1], [32}. '

Para obtener la funcién generadora reducida, eliminamos los momentos (I1#, I1%)
que son constricciones de la teoria, de igual forma que se hizé con la obtencién de las
acciones reducidas.
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La funcién generadom dcsarrolla.da en sus componentes espaciales y temporales

es la siguiente . » ool T

(2n“e,,mf oy 2r1°"eok., F’J) + g"’H"Ao +g?ITi A, ‘ '(6;40)

que al eliminar los momentos antes- mencmnados, obtenemos la- siguiente - funcxén
generadora reducxda i

ﬂnk‘euo Fo . o e (641)

Usando la siguiente constnccxén‘de segunda clase

e°""Ak, o (6.42)

'—?,!92 .

.

y tomando en cuenta que el dual del campo eléctnco E*, es el campo magnetxco B.,
identificamos la siguiente relacién. :

2Fy = ejocF%, : '(6.43)

donde el campo magnético esta escrito en las componentes del tensor original Fy;(A).
Sustituyendo las relaciones (6.42) y (6.43) en (6.41) obtenemos la funcién generadora
reducida

Fi(A,A) = — / Ok N F(A) e, (6.44)

que como vemnos es una funcién generadora del tipo 1, que solo depende de las co-
ordenadas canénicas A y A. Es curioso como al reducir el espacio de las acciones de
primer orden, la funcién generadora de la transformacion del tipo F3 se reduce a una
funcion generadora del tipo F. Esta funcién generadora (6.44) es la que se conoce en
la literatura como la transformacion de dualidad canénica.

La funcion generadora en el espacio reducido (6.44), genera una transformacion
diferente al mapeo completo obtenido para las acciones de primer orden (6.2). Las
funciones generadoras F; y Fy tienen algo en comiin; implementan la transformacién
de dualidad canoénica respecto a la estructura de Poisson en espacios diferentes,

La funcion generadora (6.44) implementa la transformaciéon de dualidad canénica
en el espacio reducido

pr= 8B g,
= —% = ¢9%g; 4. ' (6.45)

Como hemos visto, en el espacio reducido se identifican los momentos (6.35) y (6.38)
que dejan la estructura simpléctica invariante junto con sus variables canénico conju-
gadas A; y A; respectivamente. Ademas hemos encontrado que al reducir el espacio de

. +
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las acciones de primer orden, e identificar los momentos (6.35) y (6.38) como variables
canénicas, los paréntesis de Dirac reducidos que se obtienen hasta el espacio fase de
la teorfa de Maxwell usual son

{Adz), P@)}Y = (A=), P'(y)} = &,6(z — )
(M), )} = {Mi(2), TP(9)} = &, 6(z — ) (6.46)

indicandonos que las variables canénicas (A;, P¥) se transforman a las variables
canénicas (A, IT*), que dejan la estructura simpléctica invariante

0 =dA; AdP* = dA; A dITF = &, (6.47)

concluyendo que la transformacion de dualidad que se hizd, es canénica.

Para ver la equivalencia entre los resultados que se han obtenido en esta tesis y
los que se conocen en la literatura, presentaremos un resumén del trabajo [1}. En la
siguiente seccidon analizaremos cual es la funcion generadora que se presenta en di-
cho trabajo. Veremos la equivalencia que tiene esa funcion generadora con la funcién
generadora obtenida en el espacio reducido de las acciones de primer orden (6.44).
También se estudiara como se deforma la transformacion de dualidad en una trans-
formacion de dualidad no local al caer dentro del espacio reducido. Esta deformacién
no permite despejar algebraicamente las variables A, A en términos de los momentos
P, 11, debido a que la transformacion de dualidad es no local.

6.5. La transformacion de dualidad canénica en el
espacio configuracion.

En el trabajo 1] se muestra como una dualidad S en la teorfa electromagnética
es una transformacion canénica. Aqui se explica como una redefinicién del campo
eléctrico ¥ magnético en términos de los momentos IT¢, I1¢ genera una transformacién
de dualidad canénica. Podemos ver que se trabaja desde un principio con las variables
fisicas E; y B, o en otras palabras, hacen la transformacién de dualidad en el espa-
cio reducido. Al trabajar en este espacio, la accion electromagnética es de segundo
orden, y las variables A, no se pueden despejar algebraicamente en términos de los
momentos, esto trac como consecuencia que la transformacién sea no invertible en
términos de los operadores diferenciales aplicados a A,,, entonces en este espacio la
transformacién de dualidad es no local como veremos adelante.

En la teoria electromagnética de Maxwell la dualidad S se muestra a partir de la
definicion de dualidad de formas diferenciales, o dualidad de Hodge

. 1
P = el Fop (6.48)
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que cambia los vectores eléctrico y magnético de una teorfa a su dual de la sxguxente
manera £ — B, y B - —n con cstos cambios obtenemos la teoria dual electro-
magnética de Maxwell que ddemas cambia la constante de interaccién por su inverso.
Ahora veamos que hacen para mostrar que esta transformacion es canénica. ;. .. -
Partimos de la acci6én electromagnética, definida como o

1
L = (ﬁF#”F“")

__l_(E‘.‘z _ B‘z)’ . ‘ X (6 49)

donde la definicién de los campos electrlco 'y magnetxco en térmmos de’ F,,,, est.a. dada
por

(6;,,50)
- (6:51)

por

(6.52)

o (6is3)
v el hamiltoniano qué se obtieﬁe es 7_—; o
S O . } i ,

La constriccién -primaria I'Io = 0 nos conduce a la constriccién secundarn 6 ﬂ' =0
(Ley de Gauss), de igual forma que se hizo en capitulo 3. :
Entonces se define en 1}, la transformacién de dualidad como -

i 1 i ‘ L
m = 27rB : - (6:59)
= EB , (6.56)

donde F' = dA, es decir, el intercambiv entre los grados de libertad eléctrico y mag-
nético, nos lleva al hamiltoniano S-dual con constante de acoplamiento §2 = 1/g%.
La funcién generadora de esta transformacioén est4 dada por:
1

- 1 .. I
G=--1 / dANdA = -L [ (4B + ABYPs  (6.57)
27 JpyjaDi=as 47w St
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donde D4 es una variedad de cuatro dimensiones cuya frontera es una subvariedad de
tres dimensiones Mj. Con el fin de mostrar la equivalencia completa entre el hamilto-
niano de la teorfa y su dual tenemos que probar que estan definidos y restringidos en
el mismo espacio fase. Esto implica que las cantidades duales &1l = 0y 1, vienen di-
rectamente de la funcién generadora antes mostrada que no tiene dependencia en Aqg.
La constriceién secundaria G;ITF = 0 de la teorfa original nos lleva a las componentes
de la identidad de Bianchi 8; F% = 0 en la teorfa dual.

La misma idea puede ser generalizada a teorfas de norma abelianas de r-formas
en d dimensiones.

Antes de discutir estos resultados, aclararemos que en el trabajo [1} las variables
Ai, A;, TE, TT* son equivalentes a las variables 4;, A;, PP, ITF que se usaron a lo largo de
los capitulos relacionados con la accién de primer ordcn electromagnética y su dual,
y en las secciones de este capitulo donde obtenemos el espacio reducido de ambas
teorfas.

Pasemos a discutir la equivalencia entre ¢l trabajo (1], y los resultados de esta
tesis. En primer lugar una transformacién es canénica cuando uno puede construir
la funcién generadora de dicha transformacién. En [1] nos dan la funcién generadora
(6.57), que podemos rescribir en términos de (4;, A;) como

G(A, A) = _51; (A0, A, (6.58)

que es la funci6én generadora Fy que se obtuvo en la secci6n anterior, y que lmplement'x
- la transformacién canénica en el espacio reducido.
La funcnén gcncmdora (6.58) implementa la transformacion

ni = g;lq_ = _EﬂukajAk,
i = _g% = kg4, (6.59)
43

“donde no se puede depejar algebraicamente A; como funci6n de 1, y tampoco se puede
despejar algebraicamente A; como funcién de IT'. Esto me dice que la transformacién
de dualidad es no invertible en esas variables, por lo tanto no se puede obtener la
accion original a partir de la dual con esta transformacion de variables. Esto se puede
analizar con las acciones hamiltonianas de la tcoria.

Las acciones hamiltonianas de esta teoria y su dual son

L= / (A 1 — Hp)d'z, (6.60)
L= [l - B, (6.61)

donde observamos que al pasar de la accion original (6.60) a la accién dual (6.61)
con la transformacion (6.59) obtenemos una inconsistencia debido a la no localidad
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de la transformacion. Para arreglar esto, definimos la transformacién en términos de
operadores diferenciales O% = eo“JDL

P! =04 B
= 0" A;, : ... (6.62)
de tal forma que puedo definir la transformacién inversa como
| | ' As = (0;)"' P*
: Aj= (Oji)_ln'. - (6.63)
Los obcradqué an'_t;es f\fiéri‘ci.onados cumplen con la siguiente propiedad '

(0**)"(2)Op(y) = 86(z — p). N (6.64)

Como hemos probado, la transformacién de dualidad S en el espacio reducido es

canoénica’ respecto al la estructura de Poisson. También se ha visto que esta trans-

formacion es no es invertible en esas variables; debido a que la accxén es de seguudo
- orden.

Los resultados mas importantes de este capftulo se pueden enumerar dela siguiente
forma

1.- Se construyé la funcién generadora F, de la transformacién canénica en el
espacio fase completo.

2.- Se probé que esta funcion gencradora reproduce bien el mapeo que nos lleva
de una superficie de constriccion a su dual.

3.- Se obtuvieron los espacios reducidos de la accion de primer orden y su dual, y
también los correspondicentes paréntesis de Dirac reducidos.

4.- Se obtuvo la funcién generadora reducida Fy a partir de la funcién F.

5.- Se hiz6 un andlisis de los resultados obtenidos en esta tesis con los obtenidos
en la literatura.

Como podemos ver la teoria que se ha desarrollado en esta tesis es completamente
gencral. Se encontré que a partir de acciones de primer orden equivalentes se podia
implementar la transformacion de dualidad de Hodge. Con la accién de primer orden
y su dual se hizo el andlisis de constricciones desarrollado por Dirac. A partir de esto,
encontramos que la superficie de constriccion y su dual son diferentes entre si. En
consecuencia la transformacion de dualidad es NO canoénica respecto al paréntesis
de Dirac; pero también encontramos un mapeo que nos lleva de una superficie de
constriccion a otra. Este mapeo es canénico respecto al paréntesis de Poisson debido
a que este mapeo queda definido por la funcién gencradora de la transformacion
canonica F3. Por otra parte se obtuvieron las acciones reducidas de la teorfa original y
su dual, en donde se identificaron los momentos P!y IT' como los momentos canénicos
de la teorfa reducida. De igual forma se obtuvo la funcion generadora reducida F,
que implementa la transformacion de dualidad canénica en el espacio reducido. Se
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encontré que esta funcién generadora reducida es equivalente a la que se conoce en
la literatura [1].

Como hemos visto el método de constricciones desarrollado por Dirac, es una her-
ramienta muy poderosa en la investigacion. Con este método se obtuvo la superficie
de constriccion de la teorfa original y su dual. encontrando un mapeo canoénico que
lleva de una superficie a la otra. La transformaciéon de dualidad S en teoria electro-
magnética es una transformacion canénica como se ha demostrado en las secciones
anteriores. De hecho hemos probado que ésta transformacion es canonica en el espacio
fase completo obtenido de las acciones de primer orden. De éste resultado también se
deduce la transformacion de dualidad canonica obtenida en la literatura. El espacio
fase reducido se obtuvo al resolver las constricciones de la teorfa, encontrado de esta
reduccién las variables candnicas que dejan la estructura simpléctica invariante

o =dA; AdP' = dA; A dIT* = G, (6.65)

deduciendo de este hecho que la transformacion de dualidad es canénica.

Otro aspecto que presenta la transformacién de dualidad electromagnética, es que
las constricciones de primera clase sobreviven en ambas teorias, las cuales permiten
hacer transformaciones de norma que dejan invariante la teorfa.
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Capitulo 7

Dualidad en Teoria de Cuerdas con
acciones de primer orden.

Sc han encontrado resultados acerca de la transformacion de dualidad canénica
en la teoria de cuerdas |2, 24, 25, 26, 27, 20|. Pero en todos estos trabajos se ha usado
la accién de segundo orden de la cuerda de Polyakov, donde la transformacion de
dualidad es no local.

En este capitulo se construira una accién de primer orden para la cuerda bésonica
de Polyakov. Como se vi6 en el capitulo 3, la accién de Polyakov tiene varias simetrias.
Estas simetrias pueden extenderse a la accién de primer orden que construiremos en
este capitulo. Trabajarcmos esta accién sin imponer ninguna norma, de tal forma que
al final de nuestro analisis podemos elegir la norma que mas nos convenga.

En la primera seccion de este capitulo se construira la accién de primer orden para
la cuerda de Polyakov. Con esta accion se obtendran las ecuaciones de movimiento a
que da resultado. Esta accién de primer orden es equivalente a la accién de segundo
orden de Polyakov, en el sentido de que tienen las mismas ecuaciones de movimiento,
y se reduce a la accién de Polyakov original al sustituir el campo auxiliar en la accién
de primer orden. Veremos las simetrias que tienen esta accion de primer orden, y
posteriormente escribiremos esta accion en variables ADM.

Una vez que se ha obtenido la accion de primer orden en variables ADM, se hace
el andlisis de constricciones de ésta teoria. Encontrando las constricciones primarias
y secundarias de la teoria se procede a la separacién de constricciones en primera
y segunda clase. Veremos que esta separacién no es facil de obtener. Para hacer la
separacidon, primero obtenemos la matriz que tiene como elementos los parénteisis
de Poisson entre todas las constricciones de la teoria. De ésta obtendremos matrices
equivalentes, hasta llegar a una donde los elementos diferentes de cero ya no se pueden
eliminar. A este nivel, las constricciones quedan redefinidas, y al mismo tiempo esta
redefinicion hace la separacién en constricciones de primera y segunda clase. Una
vez que se tiene esta separacion, las constricciones de segunda clase nos permitiran
construir el parénetsis de Dirac de la teorfa. Este paréntesis tiene una estructura

T Ly T Ay
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simpléctica definida por todas las variables de la teorfa. Posteriormente se encuentran
las variables relevantes de la teorfa que determinan cuales son las variables canénicas
usuales de la tcoria. Ademas este paréntesis de Dirac sera analizado junto con el
paréntesis de Dirac de la teoria dual.

En la segunda scccién procedemos a construir la accién de primer orden dual.
Para obtener la acciéon dual uno sustituye las variables originales por sus duales, de
acuerdo con la transformacién de dualidad. Usando este método, al igual que se hizé
con la teorfa electromagnética se obtendra la acci6n de primer orden dual para la
teoria de cuerdas. Con esta accién se obtendran las constricciones primarias de la
teorfa usando el mismo formalismo de los momentos generalizados. Para obtener las
otras constricciones de la tecorfa dual utilizaremos la separacion de constricciones de
la teoria original. Esto es posible debido a que las constricciones de segunda clase
siguen siendo constricciones de segunda clase al aplicarles una redefinicién de campos
consistente con la teoria. La redefinicion de campos que tenemos es la transformacion
de dualidad implementada para la teoria de cuerdas; cabe seifialar que esta transfor-
macion es diferente a la transformacion de dualidad electromagnética. Como sabemos,
la transformacion de dualidad define un mapeo entre las variables de la teorfa original
y su dual. Al aplicar este mapeo a las constricciones de segunda clase de la teoria
original, uno obtienc las constricciones de segunda clase de la teoria dual. Con estas
constricciones se construira el paréntesis de Dirac para la teoria dual, y se encontraran
las variables relevantes de dicha teorifa.

En la tercera secciéon de este capitulo se analizara en detalle la transformacién de
dualidad implementada. Esta transformacion es una rotacion de las variables (z'#, p,.),
donde z" = J,z* y p, es la variable canénica conjugada de z*, y o es uno de los
parametros de la hoja mundo. En cste sentido la transformacién de dualidad no se
realiza en el espacio fase (z*,p,), aunque deja la estructura simpléctica invariante.
Esto es un fen6meno curioso y al mismo tiempo interesante que estudiaremos en
detalle en esta seccion. Presentaremos el mapeo de todas las variables entre sf. Se
probard que este mapeco es candnico por construccion, y se presentard la funcién
generadora de la transformacién canénica en el espacio (z'#,p,). Haremos también
un breve analisis de la relacién que tiene una transformacion canénica con el grupo
de simetria O(d, d, R). Este analisis aclarara la transformacion entre las variables en
el espacio fase (x*#, p,). Por ultimo se analizara la rotacién entre las variables (z'#, p,.)
como una transformacién de simetria, y se explicard como al mismo tiempo es una
transformacioén canénica en el espacio (z'#,p,).

7.1. La accién de primer orden para la teoria de cuer-
das.

En el capitulo 4 se presenté la accion de Polyakov, la cual es invariante ante
el grupo de Poincaré, ante difeomorfismos y ante reescalamiento de Weyl. En esta



89

secci6n, construiremos una accién de primer orden para la cuerda bésonica, que como
veremos conduce a las mismas ecuaciones de movimiento que la accién de Polyakov.
En esta secciéon haremos un cambio de notacién, y las variables de la teoria original
se escribiran con minmisculas z* y p,, y las de la teoria dual con mayisculas X*# y
P,; aqui mismo, se dara una introduccién al formalisino ADM, con el fin de escrlblr
la teorfa de cuerdas en términos de las variables N y NV}, que en la teoria original
denotaremos por n y n,.
Partimos de la accién de Polyakov para la cuerda bésonica

Selet, ) = =5 [ (=1 hosdrdo (7.1)

donde hap = 9,3 dyz, es la métrica inducida de Polyakov, z# es la coordenada espacio
tiempo en D dimensiones % es la métrica de la hoja mundo en 2 dimensiones y T es
la tensién de la cuerda.

Ahora, inspirados en el caso electromagnético construimos la accién de primer
orden de la cuerda bésonica, donde concluimos que la acci6n para la cuerda bosénica
de primer orden es

S,z Vi) = %A(—v)*'v“"haodrda. (12)

con la diferencia de que métrica indﬁcida has €8
. 3 .
hap = —TV"“V"“ + VO zy. (7.3)

La acci6én (7.1) tiene la misma estructura que la (7.2), con la diferencia de que
la métrica inducida kg, es distinta. La accién (7.2) depende de las variables V,,,
Zu y 7%, donde V., son 2D campos auxiliares, Esto significa que pueden despejarse
algebraicamente usando sus propias ecuaciones de movimiento, y al sustituir estos
campos en la accién de primer orden recuperamos la accién original de Polyakov.

Primero hagamos las variaciones correspondientes a cada variable obteniendo las
siguientes ecuaciones de movimiento

4S5

=0 = AWV =0, (7.4)
ahora las variaciones respecto a V* son
65
VF = 0 :, /—,yab(f- TV,,‘, + 8,,:::,.) =0. . (7.5)

Las vanacxones respecto a 'y"" nos lle

‘aique “Yab €8 proporcnonal a ha,,

—v“w"")v'% =0." - (16)
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De la ecuaci6on (7 5) podemos despejar V.,,‘ obteniendo

Como este cal 'o s puede despe_]ar algebn’ucamente de sus’ ptoplas ecuaciones de
;monmxeht' es.un'campo’ auxlhar, y podemos sustxtuu‘lo en la accién de pnmer orden
< (7.2) sin alterar'la’dinamica de la teorfa.

De la ecuac n de movumento (7. 6) obtenemos como solucnén general

Yab = Bhay (7.8)

donde 8 ;és ‘una factor conforme arbitrario. Este resultado es idéntico al obtenido
*.-usando:la accién de Polyakov. La invariancia de Weyl en esta accién genera una
“redefinici6bn’de la métrica interna «,, que no afecta a la métrica inducida k.
" " Ahora pasemos a probar que la accxén de primer orden es equivalente a la accién
de Polya.kov

ﬁ 7.'1.1. Equivalencia entre la accién de primer orden y la de
: Polyakov.

Veamos que pasa al sustituir el 'Campo auxiliar V,, definido en (7.7) en la accién

(7.2). Partiendo de la acci6én de primer orden y sustituyendo la variable aumhar Vi
usando la ecuacién de movimiento (7.5) obtenemos lo siguiente A

S['Yabr Ty, ‘/a“]

1 / (=) by haad?C
= /( '7)l ab _—V”pr ab)zu)dzgk,‘ : ‘

- / (- 'y)l'y“"a,.z“a,,z,,drda

]

Donde la Gltima 1gualdad es exactamente la accxén de Polyakov 7 1) cuya métncav

mducnda es

hnb aaz“abz[n ;‘;

.con Io que probamos que la accnén de pnmer orden (7 2) es eqmvalente a ]a accxén de
Polyakov clésmamente‘:f SRt G

7 1 2. Las snmetriasjde la accnén de: pruner orden.

‘La accnbn de primer orden’ hereda todas las snmetrias de la acclén de Po]yakov, la,

invariacia de Poincaré, la i invariancia ante dlfeomorﬁsmos (reparametrlzacmnes), yla
invariancia de Weyl

| ('7..9):

(110 |
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La invariancia de Poincaré representa una simetria global y dice que se pueden
hacer transformaciones de Lorentz méis translaciones constantes

Sz¢ = Abz¥ +ab - (7.11)
iyt = 0, SRR (7.12)
donde A,, = n,u,A] es antisimétrico y n,, es la métrlca de Mmkowskl y ademés

tenemos que A“., y a* son constantes.
La invariancia de Weyl, es la que hace un reescalamlento conforme y deja invariante

la accién
; 67 = ﬂv"" . (7.13)
Y la invariancia ante reparametnzacmnes en dos dlmenswnes (dnfeomorﬁsmos)
' St = S (7.14)
Vou = u+favm RO ~ (7.15)
ey =@ f")’YCb (3 E")"r“ ' (7.16)
5(\/_ ) (717)

ab. entonces
la métrica mduc1da para la accnén de prlmer orden te'difeo-
morﬁsmos : e

By = EDuhay — (D) hes — (B €Yhee. (7.19)

Y- todas las simetrias antes mencionadas las cumple ln accu’)n de primer orden,
debido a que la métrica inducida hap

. A S
hap = _TV;‘V,,,, + V(:ab)z’“, (7.20)
tiene una estructura en la que solo aparecen derivadas de la coordenada espacio-
tiempo z,, por lo que la accién de primer orden cumple con la invariancia de Poincaré,
la invariancia de Weyl y la invariancia ante difeomorfismos (reparametrizaciones de
la hoja mundo).

7.1.3. La acci6n de primer orden en ADM.

El tratamiento unificado del espacio ¥ tiempo es una piedra angular en la rela-
tividad general. De forma practica, y més 1til es reintroducir de forma explicita una
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division del espacio-tiempo en sus componentes epacial y temporal, tal division esta
descrita por el formalismo (ADM).

El formalismo ADM fue desarrollado por Arnowitt, Deser y Misner en los afios
60 con el fin de separar las variables de espacio-tiempo en sus direcciones espacial y
temporal, con las variable N conocida como funcién laps y N, conocido como vector
schift.

La descomposicion ADM del espacio-tiempo es una eleccién natural para el prob-
lema de valor inicial, y nos lleva a la geometrodinamica de Wheeler en la relatividad
general clasica, como la dindmica que envuelve la geometria espacial, esto nos lleva a
la versién hamiltoniana de la gravedad clasica y sugiere un acercamiento més til a
la cuantizacién canoénica.

Ademas cl formalismo ADM simplifica la determinacién de cantidades cunservadas
en el espacio, los analogos gravitacionales del momento total y momento angular.

Esta separacién en variables ADM tiene una explicacién puramente geométrica
ademds de que esta relacionada con la topologia, comencemos con la topologia [0,1]x £
donde ¥ es una superficie bidimensional abierta o cerrada; tal espacio-tiempo repre-
senta un segmento de un universo entre una superficie inicial {0} x £, la cual se toma
como espacial; y una superficie final {1} x £ que también es espacial.

El formalismo ADM de la cuerda es similar al que se estudia en relatividad gener-
al, y tiene el mismo concepto geométrico. Para empezar tomemos un espacio tiempo
de (2+1) dimensiones con una rebanada de la variedad A del espacio tiempo den-
tro de la superficie £, de tiempo constante, cada una provista con un sistema de
coordenadas {z;} y métrica inducida g;;(¢,z'). Para obtener toda la geometria tridi-
mensional debemos describir el camino mas corto entre las rebanadas de tiempo I,
¥y Zipae juntas.

Para hacer esto, comenzamos en un punto sobre £, que tienc coordenadas z¥,
y desplazamos infinitesimalinente en la direccién normal a ;. El resultado de cste
cambio en el tiempo propio puede ser escrito como

dr = N(t,z')dt (7.21)

donde N(t,z') es llamada la funcién de lapso, sin embargo, en el sistema genérico de
coordenadas, tal desplazamiento no serd un corrimiento en la cordenada del tiempo,
sino que sera s6lo un corrimiento alterno a las coordenadas espaciales, para hacer esto
posible escribimos

' (t + dt) = z*(t) — Nidt _ - (7.22)

donde N¥(t,z') es llamado el vector de coorrimiento schift, entonces la version
Lorentziana del tecorema de Pitagoras con el intervalo entre los puntos (t, a:‘) y
(t + dt, z* + dz*) es . . .

ds? = —~N2d#? + gij(dz’ + N"dt)(d:r:j +Nidt) o (7.23)
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y esta ecuaci6n representa la forma ADM de la métrica, estas ecuaciones estén repre-
sentadas esquematicamente en la figura 7.1, donde podemos ver como se separén las
variables espaciales de las temporales con ayuda de las funciones N y N°®.

A T T £

Figura 7.1: La separacién de las componentes espaciales y temporales con ayuda. de
las funciones N y N* esquematizados en los cortes temporales .

Para hacer una distinguir entre las variables originales y duales denotaremos las
variables originales con minisculas, y las duales con mayisculas.

Ahora la separacién en variables ADM de la métrica de la hoja mundo de la cuerda
estdn dadas por: :

Yoo = (nf ~ n®)n
Yor = M7 =" R : (7 24)

donde obiamente la métrica de la hoja mundo define una superﬁcne en 2 dlmenswnes
por lo que la funcién lapses n y cl vector schift es n; que solo tiene una componente
espacial.

Ahora obtenemos la inversa de la matriz de 7,5 en términos de Ia varla.bles ‘ADM:

b = l( M1 .- 701
SN Yo Yeo /)
y el determinante con las variables ADM es

Y = Yo = T ‘
["!’11("1 —n )'Yll —’Yunl] =-n? '711

= '7)* = N (1)

Ahora pamendo de h accién de primer orden
S[’)’ah,zmvl = /( ,), 3abhbd2c'."

/ (-t [°°hoo+27°'hm+7“Im]dzc, (7.26)
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y substituyendo los resultados (7.24) y (7.25) llegamos al siguiente resultado

> T
Sy, z,, VH = -3 5y n’y [’)’uhou - 2711’)’11’101 *m(nd - 2)’111]1{24
1
= ,—.—/‘ [hoo - 2n1h01 +(nr} - le)’hl] d’¢ (1.27)
que es una “accion que depenede de las V“ y de las vanables ADMnyn
1
Sl m 2, VI = — /A i lhon — 2nuhoy + (nF = ). (7.28)

Notemos que ninguna componente de v, aparece en el resultado final, y esto se debhe
a la invariancia de Weyl. Esta accion en términos de las variables ADM nos permitira
construir el hamiltoniano y las constricciones de manera eficiente y directa.

Las ecuaciones de movimiento de las variables n y n; son

on: -}l[’loo - 2711’1.01 + (TL? -+ nz)h”] = 0 (729)
6nkl : ) ’ —(2n1h|1 - 2’101) = 0. (7.30)
Estas relaciones se pun_den reescnbxr en la forma

hm = Tl-]hn : (Tl - nl)hn -+ hoo =0. V (731)

7.1.4. El. formallsmo canémco de la acc16n de prlmer orden
con el formallsmo ADM g Tl
En esta seccion obtendremos las consmccmnes primarias de la cuerda en el for-
malismo ADM, ademaés de que obtendremos el ‘hamiltoniano canémco en vanables
ADM.
De la accién (7.28) en ADM obtenemos los momentos canémcos con]ugados de la
teorfa. Estas son constncmones pnmnrlas de'la teorfa

: "7|'"‘~ 0, ) 7I',“~0

e 0 o g +;(Vo" -mV¥) =0. (7.32)

El hamiltoniano canémco es

Hc =1 m.n + 7r..,n1 + puit + p A7 o (7. 33)
elnmnando las velocxdades y reescrlblendo la e*cpresnén del lugranglano obtenemos

”»G;%i[ Vo *2"1(

Tv“v.u V! ) +(n? = 2)hu]. (7.34)
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Con el hamiltoniano canénico construimos ahora el hamiltoniano de Dirac (o total)
que es la extension fuera de la superﬁcxe de constnccu’)n pnmarla del hamxltomano
canonico, . . :

m). (7.35)

‘ [ TVo + 2711 (TVO ‘/‘" V"J: ) -+ (nl — n )hn]
3 R 2n2hu +2/\,‘(‘/‘, —mV“)—O
{7,'-"17‘1101}'_"7

= Tl[h.n—/\ ‘1“—0
'{pg.’Hb} = ——\ +n|(TV|,,—:c’)+A ‘ !
{vh Ho} = [T%ﬁ(nl—nz)(—fmw)]_, =0

1 .
{pu + ;{(Vo" -m V), Hp}

o (v, - D) +

An A :
- ?(%l‘ — W) —- —;lvl#'= 0

Aoy
n

donde las dos ultimas estabilizaciones despejan los multiplicadores de Lagrange, (Ao,
0 M) ¥ Ay, y de las otras estabilizaciones obtenemos la constriccién secundaria y las
otras estabilizaciones nos conducen a la siguiente constriccién secundaria

1
7, — Vi = 0. (7.36)
El despeje del multiplicador de Lagrange

=

Vou, e ;"'(7.37) V

nos servira para reescribir las constnccxones para poder]as separar en COnStI‘lCCIOﬂEb
de primera y segunda clase. ; :

La superficie de constncclén queda dcﬁmda en el eSpacw fase completo por las ’
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constricciones .
7 =0, 7r;,, =~ 0, P, =0,

Put (V= mVE) =0,

: A %Vl,, = 0,
2 Vl ‘_’_ Vo2 2n1

—"1) T

(n vo,,v“ TV'a,) ~ 0,

".\r\

La separacion de las constrlccm s p mera y scgunda clase sera una labor com-
plicada como Veremos en: los sigl entes cilculos, B
" La superficie de consmccuﬁn puede’ reescnbxrse de la sngmcnte manera.

n~0

(7.39)

Antes de hacer la separacién en constricciones de primera y segunda clase, obten-
dremos los parentesis de Poisson entre cada una de las variables del espacio configu-
racién y sus respectivas variables canénicas conjugadas. Entonces para las variables
ADM tenemos

{nvﬂ'n} = 1, {nl17|'n|} =1,
{"r"rm} = {n,m}={n, nl} = {7Tm 7"111} =0,

ahora para los campos auxiliarcs de la teorfa tenemos

{Vou(0), P> (a")} = 88(0 — oY), {Viu(0), 8" (0")} = 8:6(c — o')
{(Voul(e), p"(0')} = {Viu(0).p™(d")} =0

{Voul(@), Viu(e)} = {Viu(o), Vi(0')} = {Vou(o), Vau(o')} = 0

{Pou(@), P(0)} = {Pw(o),pu(c’)} = {Po,.(o'),po.,(ﬂ )} =0,

y finalmente para las variables de espacio-tiempo tenemos

{z"(0),p.(c")} (o —a'),
{x’“(q),pk(a")} - 5#6",(0’ - G")‘. ‘

n1h1| - '_VO Vl,, ~0. i (7 38)
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. Con estas reglas ya podemos calcular el paréntesns de Ponsson entre cada una de las

constricciones.
‘Ahora realizaremos el analisis del z’xlgebra. de constrlcmones para separarlas en

- ‘priinera y segunda clase.
Primero denotaremos todas las constncmones como snguc

T :
j

e TESIS CON |

FALLA DE CPiGEN|
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-8'(c—d')
~T?z}8' (0~ 0") -
pud'(c = 0’)
pud'(a —o') -

T 6’(0 o) ,
[h(a) + h(a’)] ACEES
G RO ACEED

M : '[hl(a) +hi(0")] 8 (o - o).

X asEam

La matriz cuyos elementos son los antes mencionados, se puede reducir al hacer
operaciones de equivalencia sobre ella (multiplicar por una funcién un renglén, sumar
o restar renglones).

Lo que deseamos hacer es obtener el mayor niimero de ceros en la matriz G, para
asf obtener la redefinicién de constricciones que hace la separacién entre constricciones
de primera clase y segunda clase.

Empezamos con las mas faciles. Si multiplicamos por V},, al renglén que tiene el
elemento C y se lo sumamos al rengén que tiene el elemento B obtenemos un cero, que
es equivalente a multiplicar la constriceion (7.42) por V,,, y sumarsela a la constriccién
(7.41), obteniendo la redefinicion de la constriccion (7.41) como

Vi, + T, = 0,

ahora si multiplicamos por —(Vo,, —nV,) al elemnto C y se lo sumamos al elemento
A obtenemos otro cero, que es equna.lente a redeﬁmr la constriccién (7.40) como

1
'—P “(Vou - nlvlu) + T = 0,
por este mismo método obtenemos la redeﬁmcnén de la constrlccn()n (7 -43) como
oy nxp°“ +p¥ 0. :

Finalmente al hacer estos X élc 05 Ilega.mos a una matrlz equivalente a la :mtenor G.,b
que tiene la snguxente forma : i

o) -
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de donde se obtuvo la redefinicién para ]as const.ncclones (7 40) (7 41) y (7 43) como

1 L
T+ 0"(Vou——m‘ “),“Q:‘" , (7 48)
? Tny +p “‘ ‘ z vi (7'49)

L ,P.‘ﬁ+, m”f‘.. ~ 0,

(7.50)

D

respectxvamente

ciones:
;11
" (T
H, : p:n" (7 52) )
= (), ) = ‘[Hl'(a)+H.(o')]a:,(a—'a') s
B={H(©), Hi(@"} = [H(o)+H(&"]6\(c ") (7.54)
a={H(0), Hi(e)} = [H(0)+ Hi(c)]6,(c - ), (7.55)

los cuales resultan ser el 4lgebra de la cuerda que ya conocemos del capitulo 4, donde
ademas sabemos que H y H, son constricciones de primera clase, es decir, el paréntesis
de estas constricciones con cualquier otra es cero, o es igual a una constriccién ya
conocida !. Entonces con las redefiniciones de las constricciones la matriz se simplifica
a la siguiente:

00 o 0 00
00 0 0 00
00 0 0 00
W, n_| 00 0 0 00
Galo o) =1 ¢ 15(0,0") 0 00
00 0 -% 0.0
00 o0 0 0o
0o o0 0 0.0

50

donde G¥, es una matriz equivalente a Ggp,:1a ventaja de GZ,, es. que tenemos clara— .
mente idetificadas cuales son constricciones de pnmera cla.se Yy cuales son constnc-
ciones de segunda clase 2 . :

1Esta afirmacién puede verse en cl apéndice. S : : : -
2en esta ultima matriz los nuevos ceros que aparecen son ceros quc vlenen de constnccxénes, vlene
demostrado en el apéndice. . g
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- Por lo tanto las constricciones de primera. clase son H ¥ H1 obtemdas anterior-
mente, y las constricciones de scgunda clase son: :

xi = °‘f ~0 - o *(7.56)

xs = p+ nlpo" = 0 o (7.57)

X3 = Du +;(‘0M_nl‘/1ﬂ)z0 (7.58)
1

Antes de calcular el paréntesis de Dirac, veamos una forma equivalente de obtener
los paréntesis de Poisson entre las constricciones ya redefinidas. Si densitizamos las
constricciones con un parametro £(o) podemos calcular el 4lgebra de constricciones,
teniendo control sobre cada uno de los pasos algebraicos.

Para empezar definimos la densitizacién de una constricciéon como

rlel = [ €@)RG@p), (7.60)
con la que podemos expresar
* [R(0) + R(@"A, (0 — o) (7.61)

como Ia sngulente expresnén densitizada

i / (6164 — €162 R(z, ) = RIEE) — EL62]. (7.62)

. Esto 'pérrﬁixt:e‘may_bf claridad al hacer los célculos. Aquf presentaré sélo los resultados
‘de cada paréntesis de Poisson 3, emipezamos viendo los resultados de los parietesis
de Poisson entre las constricciones densitizadas H y H,

{H[a], Hig]} = Hil6& —§&) _ . (7.63)
{Hl&) Hil&2]} = HG& — &6 (7.64).
{H[&), Hi[&]} = Hi[6& — €& . :.(7.65)

También el paréntesis de Poisson entre las constricciones (H,H)) y las constric-
ciones de segunda clase x3 y x4 nos da como resultado constricciones. Primero hace-
mos H con las constricciones x3 ¥ xa

(HelolE) = Tuleg, (766)
{Hlghxale]} = %Xe[flfél. S - (7.67)

dpara ver con més detalle los calculos del paréntesis de Po:sson entre las constncmoncs densm-
‘zadas ver el apéndice.
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y ahora hacemos H, con las constricciones x3 y x4

{H\[&1] xal&]} xal€185], (7.68)
{H\[41], xal&:]} xal6163) (7.69)

que representa un resultado curioso, ya que como podemos ver el paréntesis de Poisson
de H con x3 y X4 nos regresa a las constricciones x3 y x4 rotadas y con el factor T
por 1/T. Mientras que el paréntesis de Poisson de H, con x3 y x4 nos regresa a las
mismas constricciones, como si fuecra una identidad. Por ultimo hacemos lo mismo
pero para las constricciones x; y x2- Entonces H con x, y x2 nos da

{Hl&] xif&2]} = (Gox2)l&i&a), (7.70)
{Hl&), x2l&2]} = (Gexa)Ea&als (7.71)

y ahora H, con x; y x» tenemos

-3 x1{6162), (7.72)
=05 x2[61€2), (7.73)

{H\[&]. x1l&]}
{H1[61]: xe[&2]}

que da nuevamente un resultado curioso. Lo importante aqui es que las constricciones
H y H, son constricciones de primera clase, y las constricciones x1, X2, X3 ¥ X4 son
constricciones de segunda clase.

Ahora calculamos el paréntesis de Dirac. Primero obtenemos la matriz Cy de los
paréntesis de Poisson entre las constricciones de segunda clase; la matriz directa es

0 0 —1688(0 — o) 0 :
oL 0 0 0 F6Ld(o ~ o')
Cavl0 =) = | 15500 - o) 0 0 Z58t,(0 = ')
0 ~%68d(a —o') 88! (0 — o) 0
Yy su matriz inversa cs: k
0 nTé1é!, (a, o'). n6“6( ) 0
abi - _ | —nTs,(0,0") , 0 S -0 ~T6468(a,0')
Co-a) = _Lses.q) 0 o 0
0 . T&“J (a, a ) 0

0
“de dondc el paréntesns de Du-ac queda dado por : :

{A@),B@) = (A@.BEYY . |
- [ [uo, xa(a")}C“b(d U”'){Xa(a”’),B(a)}da"da’('7 ),
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donde introduciendo las constricciones'obt‘engmosr .
{A(e), B(c")}* = {A(o), B(ﬂ')}
‘ - / / {A(a),po,,(a")}nTag,,, (a" - a’"){nlpo" +pl8, B(a’)}da”da’"

i —vmxa") B(a')}da" i

/ (A(), (b, + (vou - nmp))(a")}n{p%") B(o")}do"

- T/ {A0), (=}, - TVlu)}{(mp"“ +p'*), B(o")}do". (7.75)

que es el paréntesis de Dirac completo de la cuerda bosénica sin imponer ninguna
norma. Como veremos después, al imponerle la norma conforme n = 1y n; =0,
obtendremos una simplificacion en el paréntesis de Dirac.

Ademas se ha checado que el paréntesis de Dirac obtenido anteriormente, cumple
con la propiedad de que las constricciones de segunda clase de la teorfa son funciones
de Casimir de este paréntesis.

El paréntesis de Dirac entre las variables z, y Vo, es el siguiente

{z#(0), Vou(0')}" = —ndjé(o -- o). (7.76)

La norma conforme nos ayudara a simplificar las constricciones, y al mismo tiempo
nos ayuda a ver las simetrias de la transformacion de dualidad con mucho mayor
facilidad. Al introducir la norma conforme n = 1 y ny = 0 a las constricciones (7.38)
obtenemos las siguientes constricciones:

=0 (7.77)

P+ W =0 (7.78)

Ty, - %Vm =0 (7.79)

' l(Vo2 +V3) =0 (7.80)
—V., Vie =0, (7.81)

v observamos que en estas constnccxones ya no aparecen las constricciones Tn = Oy
=0
Al imponer esta norma, el paréntesxs de Dirac también se ve reducxdo, Yy a este
nivel se puede hacer una comparacién con el paréntesis de Dirac dual asociado a este.
: Este analisis se har4 en la seccién 3 de este capftulo.
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7.1.5. Conteo de los grados de libertad para la acci6n de
* primer orden. o

Los grados de libertad de la cuerda bosénica de Polyakov en el espacio fase son
2(D — 2) grados de libertad.
Ahora el conteo de los grados de libertad de la cuerda bésonica es facil, ya que
con todas las variables de espacio tiempo z, = D y sus momentos conjugados p* = D
los campos auxiliares V} = 2D y sus momentos conjugados pj, = 2D las variables
"ny n, con sus momentos conjugados 7, y 7, dandonos en total en el espacio fase
6D + 4 dimensiones las constricciones de segunda clase son 4D y las constricciones
de primera clase son 4

gl.=6D+4—4D—8=2D—~4=2(D~2) (7.82)

que cs consistente con los grados de libertad de la cuerda bosénica en el espacio fase.

7.2. La accion de Polyakov dual de primer orden.

A diferencia del caso electromagnético, que hemos estudiado en detalle en capi-
tulos anteriores, la cuerda bosénica presenta ciertas peculiaridades que impiden la
construccién de un generador canénico local de la transformacién de Dualidad. Por
transformacién de dualidad para la cuerda bosénica entendemos aqui la transforma-
cion P +» X'’ que en el espacio fase original P, X resultara claramente no local.

Esta transformacion de dualidad es la base de la dualidad T que es ahora de
importancia fundamental para entender ciertas caracterfsticas no perturbativas de la
teoria de cuerdas.

La construccion que presentamos se realizara como sigue: partiendo de la acciéon
de Polyakov original (7.1) definiremos la transformacion de dualidad a nivel del es-
pacio de configuracion z, 4. Mostraremos que esta transformaciéon de dualidad es una
transformacion de simetria para la funcion lagrangiana de la cuerda bosoénica. El la-
grangiano permanecce invariante ante esta transformacion. Es interesante notar que la-
transformacion de dualidad mencionada es una transformacion dinamica, en el sen-
tido de que involucra coordenadas y sus derivadas respecto al espacio y al tiempo
cn la hoja de mundo de la cuerda. Esto complica el analisis de la construccién del
generador canénico asociado a esta transformacion.

El siguiente paso consiste en definir la accion de primer orden dual. Para ello ex-
tenderemos de manera simple la transformacion de dualidad mencionada al espacio
de configuracion que conticne ahora a las variables V#. Tal extension es una trans-
formacién de escala. El factor de escala es la tension de la cuerda.

Para realizar el correspondiente analisis can6nico procedermos a construir la ac-
cién candnica asociada a la accién dual en el espacio fase definido por las variables
ADM N, My, Ny, [y, y las variables de espacio tiempo X'*, P, U,,., P*. Escribiremos
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la transformacion de dualidad en el espacio fasec e identificaremos las constricciones
de esta teorfa mapeando las constricciones de la teorfa original en las nuevas con-
stricciones duales. Identificando las constricciones de segunda clase, construiremos el
paréntesis de Dirac Dual y lo compararemos con el paréntesis de Dirac de la teoria
original.

Por construccién la transformacién de dualidad es una transformacién canénica
no local en el espacio fase. Para eliminar esta no localidad intrinseca realizaremos
el analisis en el espacio X', P. En este espacio la transformacion de dualidad es una
transformacion del grupo O(d,d,R) (donde d es la dimension del espacio tiempo)
definido por las matrices M de 2d x 2d que satisfacen la condicion

M'QM =

Q= (? (1)) (7.83)

s la maétrica del grupo O(d, d, R). Esta transformacion es una simetria de la densidad
hamiltoniana de la citerda cerrada. No consideraremos en csta tesis el caso de la cuerda
abierta [23]. Ante la cuantizacion, esta simetria se convierte en la simetria O(d, d, 2
|22, 34, 35] y es una simetria del espectro de la cuerda bosénica.

La transformacion gencrada por este grupo es también la transformacion canénica
no local en el espacio X/, P. Mostraremos que el generador de esta transformacion es
de tipo 1 y se puede escribir como TX, z#.

Estas ideas pueden generalizarse al caso en que existe una maétrica no trivial en el
espacio tiempo y un tensor antisimétrico NS-NS B, (32, 33|.

La transformacién de dualidad antes mencionada, es la que uno desea implementar
en las acciones de primer orden. Debido a que el hamiltoniano de la teoria presenta
una simetria ante la transformacion

donde

pu — TX,

1
z, — =P, ©(7.84)

s T

es conveniente implementar la dualidad como una rotacién de estas variables (17], [35]."
Una vez que se tengan todos los elementos de esta transformacion, veremos como se

mapea el parentcsls de Dlrac de la Teorfa original a su dual.

7 2 1 La accxén de prlmer orden dual

an poder obtener la accién de primer orden dual, es necesario conocer la tranfor- -

kmacu‘m de duahdad ‘Como se menciono anteriormente, la transformacu’m de dualldafl

£ que qc |mplem(.nt.aré SOblC las variables de la teorfa ougmal consxste en; unu rotacnénf'



105

de las variables =’ y p. Esta transformacién aplicada a la accién de primer orden puede
construirse observando que

A, TE = O XN, - (7.85)
es una transformacién de simetria para el lagrangiano de Polyakov * 1. Esto es facil de

probar, si uno multiplica por 8z, del lado derecho de la ecuacién antenor Al hacer
esto obtenemos

\/—77""0,,.7:"0,,.1,‘ = 5"“6,;1\"‘8;,1:”, S (7.86)
e identificando a- 1 J
Oy = ﬁe“macx,‘ e (7.87)

y-al sustituirlo en la ecuacion (7.86) obtenemos ; .
V0,54 0,z = V-TT*3,X48,X,, (7.88)

por lo cual, la transformacion de dualidad (7.85), es una simetria de la lagrangmna
de Polyakov.

Al hacer esta transformacion, y encontrar que es una simetria de la lagrangiana
de Polyakov, encontramos que la métrica de la hoja mundo no sufre cambios por la
transformacién; entonces, la transformacion de dualidad de todos los campos se ve
reflejada por las siguientes relaciones

\/__77ab8n1:l‘ = ebcacX“ s

Yab = Lo,
V# = TU, (7.89)

donde los campos auxiliares 1V pasan directamente a los campos auxiliares U duales,
donde el factor T tiene dimensiones de inverso de drea. Ademas la geometria intrfnseca
~Yap de la teoria original y su dual 'y, es la misma, por lo tanto en las siguientes
secciones ya no se hara referencia a este sector de la transformacion.

Partimos de la accion de primer orden original (7.1), con la métrica inducida hgp.
Al aplicar la transformacién de dualidad (7.89) a csta accién obtenemos

§=_T / (%\/——wﬂbugu,,,, — Upuc0,X") 2, (7.90)

que cs la accién de primer orden dual, que tiene una dependencia funcional de.y%,
Usu y X*H. A partir de esta accién obtenemos las ccuaciones de movimiento para cada =
variable. Primero hagamos las variaciones correspondientes a la variable X#

45
aX#

4eap s el tensor de Levi-Civita en la hoja mundo curva, ver apéndice para convenciones. ~* -

=0 <= Gu(e®Upy) =0, oo (1.91)
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ahora las variaciones respecto a U,, son

J‘Z,S =0 = . V=97%U, — X, =07 (7.92)
ap
Las variaciones respecto a 4 nos llevan a que 7, €s proporcional a kg,

ss _— T 1 cd, ab ac, bd 1 —

Ty = 0 <= E\/_7(§7 ¥ — %y )U,,Uo“ =0. (7.93)

Estas ecuaciones de movimiento, pueden ser comparadas con las que se obtuvieron con
la accién de primer orden. Como vemos la ecuacién de movimiento correspondiente a
la variable v no sufrio cambios. Sin embargo (7.91) y (7.92) se ven alteradas por la
transformacion de dualidad. En particular (7.91) es una identidad de Bianchi para la
teorfa original, y la ecuacién de movimiento generada por la teoria original 3*V,, =
0 es una identidad de Bianchi en las variables U,,. Por tanto esta transformacién
intercambia ecuaciones de movimiento por identidades de Bianchi como la dualidad
electromagnética. Ademas de la ecuacién de movimiento (7.92) podemos despejar
algebraicamente la variable U,, que nos da como resultado

Ut = \/1_‘7,,1,e°°6cX“. (7.94)

Como se ha mencionado varias veces en esta tesis, cuando un campo se puede despejar
algebriicamente de sus ecuaciones de movimiento, esta variable se puede sustituir en
la acci6n sin alterar el contenido dinamico de la teoria.

Entonces al sustituir (7.94) en la accién de primer orden dual, e identificando
como transforma 9, X* en términos de la transformacién de dualidad, uno regresa a
la accién de Polyakov original. Probando con esto que la accién de primer orden dual
contiene la informacién dindmica de la cuerda clasicamente.

En esta seccion se utilizara la transformacion de dualidad (7.89), y la separacién de
constricciones de la teorfa original. Entonces el mapeo generado por la transformaci6n
de dualidad, llevara todas las constricciones de segunda clase de la teorfa original
a las constricciones de segunda clase de la teoria dual. Una vez que se tienen las
constricciones de segunda clase, se construye el paréntesis de Dirac de la teoria dual.

Antes de hacerlo, veamos las constricciones primarias que genera la accién de
primer orden dual. Para esto se hace uso de la definicién de los momentos generaliza-
dos, obteniendo como resultado las siguientes constricciones primarias

P# —TU} = (7.95)
P =0, (7.96).

Para identificar el mapeo que genera la transformacién de dualidad, es necesario
desarrollar la transformacién (7.85) en sus componentes espaciales y temporales. De
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la accién ongmal sabemos que el momento se escribe como
. p“ _v\/_~,°°v“ = /=7 (0" -+ v°z) (7.97)

en donde todos los valores de 7% estan dados en términos de las variables ADM que
se vxeron en la secci6n anterlor De la ecuacion (7.85) se sigue la siguiente relacién
\/ 7708, z* = %P X", (7.98)

y sustltuyendo ’momento (7 97) en la ecuacién anterior, encontramos que la trans-
formacién de’ duahdad 1mplementa la transformaci6n

-T—p“ = X" (7.99)

Por otra parte, tenemos la constriccién primaria (7.95) y las variables Up,, las
cuales nos dicen como transforma z'# en términos del momento P#. En primer lugar
la variable X H esta escrita en términos de la transformacion de duahdad por

. \/'_7(7‘"3“+—y” :p) - —X“.

Del despeje algebr{uco (7 94), obtenemos el valor de U" en: térmmos de X“ y Xm
como

@ 100)

ut =,¢—=7(~/10A'“ - 7uX") o (7 101)
la cual es sustituida en la constriccién de segunda clase P* — TU! = 0 ‘pa'r thener '
X“ en- térmmosde P“yX"‘ como SR R O

\r“ = _Nv77 v Pp o N0 yrrp

: T m
Ahora tenemos todos los elementos para encontrar la transformacxén de,la vanable
z'#, Despejamos * de la ecuacién (7.97), y sustituimos este despeje en (7 100), de lo
que obtenemos

pﬁl .szm

VA (g - )+ e = -

T'# ]

\/_[T'y‘m\/— + (rM™ = (1%)? e fP“ + 77::113“)
(’Y ’ho)P“ +

+
7 T T

(7.103)

y usando las relaciones que tlenen 'y y 7,,,,
la variable z'# es

m__ " ki’: ;
TP | (7.104)




108

" completando con esto la transformacion de dualidad de cada una de las variables, que
me permitira obtener las constricciones de segunda clase duales.
La transformacién de dualidad esta implementada por el siguiente mapeo

n «— N,

n N] s

Tp HN,
T, HNn
Pt — PO,

VE «— TUY,

" %P“,

Pt — TX'™, (7.105)

que nos lleva de las variables en la teorfa original a las variables de la teorfa dual.
Con el mapeo obtenido anteriormente, transformamos las constricciones de se-
gunda clase de la teoria original (7.56), (7.57), (7.58) y (7.59) a las constricciones de
segunda clase de la teoria dual.
La constriccion (7.56) se transforma a la constriccion dual

P = 0, (7.106)
la constriccion (7.57) se transforma a la constriccién dual
N P™ + Pl a0, ’ (7.107)

estas constricciones. se obtienen directamente de la teorfa dual como constricciones
primarias de la teoria. La constriccion (7.58) se transforma a la constriccion dual

T
TX'" + N(Uo" bt NIU“,) =~ 0, ) (7108)

_'que es-una constriccion secundaria, que se obtiene de la estabilizaciéon de las con-
. stricciones primarias con el hamiltoniano total. Por ultimo la constnccxén (7.59) se
transforma a la constricciéon dual .

FP— Um0 @09

: 'El mapeo. que sc aplicé a las constricciones de segunda clase'en’la tédrfa original,

“‘preservacl cardcter de constriceién de segunda clase; por lo tanto’las conqtrlcmonesk B

'obtemdas anteriormente para la teorfa dual son constricciones de scgunda clase
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" De las constricciones (le_segunda clase de la teorfa dual
X o= PM =0, (7.110)
U Re.=. NpP% 4 PlrxQ, (z.a11)
Rai= TX, + %(Uo,‘ - NUy,) =0, (7.112)
%4 = %pu_[jmzo (7113) »

construimos el paréntesis de Dirac. Para hacerlo, primero calculamos la. matriz dlrecta" .
de las constricciones de segunda clase

0 0 f%aga(a—a') o ;
= n_ 0 S A 0 dus(oc —a') | -
Can(o —0') = Z6u5(0 ~ o) 0 0 6fés(cf' —da')

\ 0 o fﬁl‘:&(a —a') =8 (o—0o') .00
v su matriz inversa es: o )
S ',) HeEe-o) sy ',,';5‘(" 5
caby oy ,l g—-a [T FRRRR s SR et g =0
C*®(g—0o') = M‘J"J(a—a") 0 ) o s (
L 6"6(0—0) 00 T e 06

de donde el paréntesis de Dirac dual queda dado por
{A(0), B(a’)} {A(o), B(U’)}

/ f {4(e), Po,.(q'?)} o

que es el paréntesns de Dirac completo de la cuerdn bosbmca dual sin 1mponer mngu-
na norma Comof-veremos en la siguiente seccion, al 1mponerle la’ norma conforme..
N=1y N1 =0 obtendremos una snmphﬁcacnén en el paréntesis. de Dlrac y en las
constrlccxones : .
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El paréntesis de Dirac entre las variables X, y U, es el siguiente
{(X*(0), Ui (o)} = mbidlo — '), S (r.115)

que es el tinico elemento del paréntesis de Dirac dual que tiene estructura simpléctica
de Poisson al dar como resultado 8. Este resultado ser4 comparado con el obtenido .
para la teoria original. Encontrando respecto a que estructura simpléctica la trans-
formacion de dualidad es canénica.

7.2.2. Conteo de los grados de libertad

Los grados de libertad de 1a cuerda dual son iguales a los grados de libertad de la
cuerda 2(D — 2).

Ahora el conteo de los grados de libertad de la cuerda bésonica dual es facil de
obtener, ya que son todas las variables del espacio fase estan involucradas: X, = Dy
sus momentos conjugados I = D, los campos auxiliares U} = 20 y sus momentos
conjugados P = 2D las variables NV y N, con sus momcntos conjugados [Ty y Iy,
nos dan en total en el espacio fase 6D + 4 dimensiones las constricciones de segunda
clase son 4D y las constricciones de primera clase son 4

gl.=6D-+4—-4D—-8=2D—-4=2(D—-2) . (7.116).
que es congrucnte, ya que la transformacion de dualidad no debe camblar los grados
“de libertad de la teoria.
~7.3. Comparacién entre la accién original y la accién
dual de la cuerda bosénica.

En las dos secciones anteriorcs se ha analizado en detalle la accién de primer

~orden para la cuerda bosénica y su dual. Hemos encontrado, usando el formalismo

de Dirac (capitulo 3), la superficie de constriccién asociada a la teoria original de
primer orden y su dual. Observamos que las superficies de constriccién de la teoria
original y su dual son diferentes entre si (como superficie gecométrica en le espacio fase
respectivo). Esto tiene como consecuencia que los paréntesis de Dirac scan distintos
uno del otro. También se ha mostrado que la teoria de cuerdas de primer orden y su
dual describen la dinamica de la cuerda bosénica con (D —2) grados de libertad. Como
se vié en la secién anterior, la lagrangiana es invariante ante la transformacién de
dualidad. De aqui concluimos que la transformacion de dualidad que implementamos
es una transformaciéon de simetrfa para la teoria de cuerdas. Sin embargo, hemos
encontrado al ignal que en la teorfa electromagnética, que desde el punto de vista del
formalismo de Dirac las dos teorfas tienen constricciones de segunda clase distintas, y
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en consecuencia un paréntesis de Dirac distinto. Es objetivo de esta seccién estudiar
este fenémeno.

Veremos como la transformacién de dualidad esta implementada en un espacio
fase diferente al que se conoce usualmente. En este espacio la variable z'* = 9,z#
juega el papel de la variable z#, es decir, la dualidad esta implementada como una
rotaci6n en las variables (z'#,p,), y no en las variables (z*,p,). En este sentido la
transformacion de dualidad es una transformacién de simetrfa del grupo O(d, 4, R),
y al mismo tiempo es una transformacion canénica de las variables (z#, p,).

Analizaremos en detalle la transformacion de dualidad en el espacio (z'#, p,), ¥
aclararemos como esta transformacion también es una transformacién canénica no
local en el espacio (z*,p,). Como se mencioné en la teoria electromagnética, toda
transformaciéon puntual en el espacio de configuracién puede extenderse como una
transformacién canénica en el espacio fase correspondiente. Desde esta perspectiva la
transformaci6on de dualidad asi extendida es una transformacién canénica respecto a
la estructura simpléctica original del “espacio fase”. A diferencia del caso electromag-
nético, la transformacién de dualidad (7.105) no es puntual. Sin embargo es posible
construir ¢l generador de la transformacion canénica respecto al espacio (2%, p,,.).

Aqui encontramos que la transformacion de dualidad asf implementada es NO
canénica respecto al paréntesis de Dirac, va que éste se modifica debido a que la
superficie de constriccion cambia ante la transformacion de dualidad. La dinamica
a este nivel esta dada por el paréntesis de Dirac, y no por el paréntesis de Poisson
estandar. Por lo que la estructura simpléctica relevante es el paréntesis de Dirac.
Concluimos que la transformacion de dualidad en el espacio fase completo es NO
canénica respecto al paréntesis de Dirac.

A diferencia de la teoria electromagnética, aqui reducimos cl espacio de una forma
diferente. Imponemos la norma conformen = N = 1y n; = N; = 0, e identificando de
las constricciones de segunda clase los momentos p,, encontramos que los paréntesis
de Dirac se ven reducidos a la estructura simpléctica de Poisson estdndar. Concluimos
de este hecho que la transformacion de dualidad es canénica respecto el paréntesis de
Poisson.

7.3.1. Analisis de la transformacion de dualidad.

Las relaciones entre la teorfa original de primer orden y su dual estén dadas p6r

V=A70,zh = 9. X",
Ve =TU",

7.117)

donde z,, es la variable espacio-tiempo y V,, son los campos auxiliares.

Observamos ‘que es posible construir un mapeo entre las  variables originales
Ty, p*, Vau, p?* y las variables que definen a la teorfa dual X, P*, Uy, P, Este mapeo
transforma la-accion original en la correspondiente dual, y por definicién, este mapeo
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es canoénico respecto a la estructura de Poisson. En particular mapea una superficie de
constriccion en la otra y mapea los correspondientes paréntesis de Dirac. Este mapeo
esta dado por (7.105), y se construye usando la transformacion de dualidad (7.117) y
extendiendo la transformaciéon a los momentos de manera consistente.

Como se vi6 en la seccién anterior, las constricciones de segunda clase de la teorfa
original se mapean a las constricciones de segunda clase de la teoria dual por medio
de la transformacion (7.117), y por tanto el paréntesis de Dirac se mapea a su corre-
spondiente paréntesis de Dirac dual. Estos paréntesis de Dirac contienen informacién
de la estructura simpléctica a nivel del espacio fase completo, entonces hay variables
de la teoria que nos dicen si la transformacion es canénica en el espacio fase completo.
El paréntesis de Dirac entre las variables rclevantes de la teoria original es

{z*(o), Vou(o')}' = —néLé(o — &'), (7.118)

y entre_las variables relevantes de la teorfa dual es
(X"(0), Un(0")}* = lfs"a(a — "), (.119)

observando'que son dlferentes entre si. En consecuencia la transformacién de dualldad
-es NO canénica respecto al paréntesis de Dirac. Pero al resolver las constnccnones, y

sustituir las variables Vou'y Uiy por sus respectivos momentos encontramos que ‘los

parénteis de Dirac’ reducxdos son T

{:c“(a), —np,,(a')} = —n6“5(a - o) S (7.7120)
y el de la teorfa dual es
1 1
u e 3 !
{X#(0o), —TP.,(U W} = T—&,,J(a - d'), (7.121)

observando que cada uno por su cuenta preserva la estructura simpléctica de Poisson.
De hecho, al hacer el paréntesis de Dirac entre las variables {z'#,p.}* en la teoria
original y {X'#, P,}* en la teoria dual, uno encuentra que la estructura simpléctica de
Dirac que sobrevive es la estructura simpléctica de Poisson estandar. De este analisis se
concluye que la transformacién de dualidad es una transformacién canénica respecto
al paréntesis de Poisson estandar.

Ademsis a partir de este resultado uno puede construir una funcién generadora F,
que implementa la transformacion de dualidad canénica. Esta funcién generadora es
similar a la que se encontr6 en el espacio reducido de la teoria Plectromagnétlca La
funcién generadora de la transformacién canénica es

A, X,) =T / X' do. ‘_ o (r122)
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La funcién gex;eradofa. (7.122), implementa la transformacion de dualidad -

pu(0) = 6%"—;'((7"))- =TX!(o) (7.123)
Pho) = —%:Tr’“(a), (7.124)

que es la transformacién de dualidad que se ha obtenido para las acciones de primer
orden. Por lo tanto hemos aprendido que la transformacién de dualidad en teorfa de
cuerdas que genera una rotaciéon entre las variables (z'*,p,) y (7~’—,P“,TX'“) es.una
transformacién canénica no local respecto a la estructura simpléctica de Poisson.

7.3.2. La transformaciéon de dualidad lmpomendo la. norma
conforme. : LR R
En primer lugar las constricciones en la norma conforme quedan- fedui:ldés deu't‘:alkf
forma, que es mas facil analizar la transformacién de duahdad Las constnccxones de
segunda clase de la teorfa original se ven reducndas L : ;

xi = p™=0,
X2 =" p"‘ ~0,
Xs = pu+Vou=0
1
’ ’ : x4,=“}.zl{n_‘Tsz0, i
y las constricciones de segunda clase de la teoria dual se ven reducidas "ab'.f : L
X1 .= P%=0, o (1129)
X2 = P"=0, o (1a80)
S Xs = TX, +TUy, =~ 0, S x '(7131)
1 . e
X4 = TP“ U, =0. o B v(7132): )

Estas constricciones se pueden escribir de forma compacta, 1dent1ﬁcando el vector )

zau=(p;n$“)1 . o (7.133)
ysudual e

Z = (P X') T ras
Entonces la tra.nsformacxén de dualldad que estamos estudiado -

Cm e TXp
G PR 1

2l e T'P,,, S  (7.135)
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se puede ver.como una rotacxén mtrodumendo la sxguxente notacnén

que se puede escrxblr de form compacta como

=GuZ? ' (7.137)

donde la ma.t_'{ljiz qué hace lia.“ro“tlzva.cibn es un e]emcnto del grupo de simetria 0(d,d, R},
adema4s esta matriz tiene como inverso a ella misma

T ) .
Gap = (E 0) =G\ (7.138)
T

Como esta matriz implementa la rotacién de los campos (z'#,p,) a los campos
($P*,TX,), donde el fndice u corre de 0 a d — 1, tenemos que la transformacion
de dualldad se implementa en 2d campos, por lo que la matriz G4 es una matriz de
2d x 2d, y todas las matrices en {ndices ab son matrices de 2d x 2d.

Los paréntesis dc Poisson entre estas nuevas variables 24, y Z,, pucden escribirse
en términos de la métrica del grupo O(d, d,R) Q, como

{zan(0), 25 (6"} = 6,Q08,6(0 — o'), (7.139)
{Zau(0), Zy(0")} = 6,Qu8,8{0 — &), (7.140)
observando que la transformacién de dualidad deja invariante la estructura simpléc-

tica en términos de la métrica del grupo de simetrfa O(d, d,R), en este sentido el
grupo O(d, d, R) implementa la transformacién de dualidad canénica en las variables

(z,“vp#)'
Las constricciones (7.127) y (7.128) de la teorfa original en norma conforme se

pueden escribir como
01 Pui 0 -1 Vou Y _
@ o) @) +G o)) -0 (7141

que se puede escribir como B :
Q.,,,z“ + e,,bv = 0 (7.142)

donde el vector v“ esta deﬁmdo por

(1143)

Con ¢l fin de obtener la relaclén para la.s constricciones de segunda clase de la teorfa
dual (7.131) y (7.132) cn términos de las vnnables Z,,,., introducimos apropiadamente
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una unidad en la ecuacnén . 142) y hacemos-uso dela relaci6n: (7 136) de la: que
obtenemoq

anG "Gd,,z,‘ + e..;,v“ =0, (7.144)
de donde '

. ; Qabi Zd,‘ -+ e,,;,u =0, (7 145)
que es Ia relacién correspondxente para las constricciones de segunda clase de la teoria
dual. U

a ). 7.146
i ( U ) ( )

Como podemos ver de las relaciones anteriores, nos damos cuenta de que Qg4 juega
un papel analogo al de la estructura simpléctica estandar en ¢l espacio fase (z*,p,),
para la variable z,,. Esto es una consecuencia importante, ya que nos dicen que el
correspondiente sector del paréntesis de Dirac es invariante O(d, d, R) en los indices
a, b ante la transformacién de dualidad. Esta invariancia del paréntesis de Dirac solo
se refleja en los elementos que tienen 8,6(c — o'). Se puede ver directamente del
paréntesis de Dirac original (7.75) y su dual (7.114), que los términos en donde aparece
la derivada de la funcién delta de Dirac permanecen invariantes ante la transformacién
de dualidad. Aunque parece que estos clementos de la matriz no son antisimétricos,
resulta que si lo son en las variables o y o', por lo que no tenemos que preocuparnos
por la antisimetria de la matriz C* (o — o').

Continuando con nuestro analisis de la transformacion de dualidad como transfor-
macién candnica encontramos mas ideas sobre el tema. La transformacién de duali-
dad es canénica por construccién, y en las variables (z'#, p,) resulta invariante ante
el grupo de simetrfa O(d, d, R).

Otra forma de probar la canonicidad de la transformacién de dualidad, es usando
la accion escrita en su forma hamiltoniana

Sp = /([)#i“ bl HD)dZC, (7147)

en donde al implementar la transformacién de dualidad en las variables (z'*, p,),
uno tiene que hacer uso de un operador inverso O~! = 8!, el cual nos permitira
implementar la no localidad de la transformacién de dualidad, y asi poder despejar
la variable z# en términos del momento P*. De la transformacion de dualidad

T, = %P,,, (7.148)
obtenemos el despeje de la variable ) como
z, = ;' P, (7.149)

al sustituir en la accién obtenemos

Sp = / (0:X,87' P* — Hp)d¢, (7.150)
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haciendo una integral por partes sobre la variable X ,, obtencmaos

Sp = / (—=X,.8,9;' P — Hp)d?¢, (7.151)

observando que el operador diférencial 0, multiplicado por su inverso 97! es la unidad,
y’'hacer una‘integral por partes en la variable P# obtenemos la siguiente accién en

variables X#, P,

Gp = / (PHX* — fp)d, (7.152)

donde observamos que el término cinético es el mismo que tiene la teoria original, com-
probando con esto que la transformacién de dualidad es canénica para la estructura
de Poisson.

La dualidad que se ha realizado sobre la accién de primer orden para la cuerda
bosénica, esta dentro de una teorfa puramente clasica. Como se sabe la teoria de
cuerdas, es una teorfa que trata de describir los fenémenos fisicos de energias muy
grandes. En este sentido esta teoria es mucho mas rica al cuantizarla. La dualidad que
se ha estudiado aqui es una simetria del grupo O(d, d, R), debido a que la rotacién de
las variables (z'#,p,) deja invariante al hamiltoniano clasico. Al ser cuantizada esta
teorfa se pasa al grupo de simetria O(d, d, Z) que deja invariante el espectro de la
teoria [35].

Al analizar esta transformacién de simetria a nivel clasico, uno encuentra una
funcion generadora de la transformacion canénica (7.122), que es idéntica a la funcion
gencradora de la transformacion canodnica que es encontrada en {34, 35]. Concluyendo
que nuestro andlisis de la transformacién de dualidad con acciones de primer orden
se reduce correctamente a la literatura ya existente sobre el tema.

Los resultados obtenidos en este capitulo son generalizables al caso en que tenemos
una métrica en el espacio tiempo Gy, no trivial y un campo antisimétrico (NS-NS)
B, constante. La correspondiente transformaci6én de dualidad puede implementarse
como una dualidad en modelos sigma que contiene la métrica del espacio tiempo de
manera no trivial, relacionando modelos con distinto contenido topolégico {32, 33].
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Capitulo 8
Conclusiones Generales.

A lo largo de esta tesis hemos aprendido varios aspectos de la transformacién de
dualidad entre acciones de primer orden para la teoria electromagnética y la cuerda
bosonica de Polyakov.

En primer lugar se estudi6 en detalle la accion de primer orden de la teoria electro-
mageética y su dual. Aqui aprendimos que la transformacion de dualidad deforma la
superficie de constriccién en el espacio fase completo. Encontrando un mapeo canéni-
co que transforma una superficic de constriccion en su dual. Este mapeo no preserva
la estructura simpléctica de Dirac, de lo que se concluye que la transformacion de
dualidad es NO canoénica respecto al paréntesis de Dirac. Al conocer la transforma-
cién de dualidad en el espacio fase completo se construyé la funcion generadora de
la transformacién candnica F;, que reproduce exactamente el mapeo canénico entre
las superficies de constriccion. Con esta funcién generadora, uno determina que la
transformacion de dualidad que reproduce es una transformaciéon canénica respecto
a la estructura de Poisson estandar. A este nivel uno puede reducir el espacio fase
completo, al espacio basico de Maxwell, donde la variable relevante es A,. Se obtuvo
la accion reducida de la teoria original v su dual, donde se identificaron los momentos
canoénicos de cada teorfa. Al reducir el espacio fase, también se vié reducido el parén-
tesis de Dirac de la teoria y su dual, encontrando que la estructura simpléctuca de
Dirac que sobrevive es la estructura de Poisson. Al reducir la funcién generadora F5,
esta sufre una transformacion peculiar, convirtiendose en una funcién generadora del
tipo Fj ver (8]. Esta funcién generadora reducida, es la que implementa la transfor-
macién de dualidad canénica en el espacio fase reducido. Este espacio fase reducido
es ¢l que coincide con la el espacio generado por la accién de Maxwell usual, donde
la transformaci6én de dualidad se vuelve no local. Esta transformacién de dualidad
canénica es la que se conoce en la literatura [1, 31}, esta tesis se ha obtenido esta
transformacién a partir de una teorfa mas general.

Por otra parte, también se estudi6 en detalle la cuerda bosénica de primer orden y
su dual, encontrando que la separacién de constriccion en primera y segunda clase fue
muy laboriosa. La dualidad implementada en esta accién es la dualidad T que refleja
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una simetria del hamiltoniano. Al obtener la superficie de constriccion de la teoria de
Polyakov y su dual encontramos que estas son diferentes entre si, ¥ se ven deformadas
por la transformacién de dualidad. Esto nos lleva a decir que la transformacion de
dualidad T es no canénica respecto al paréntesis de Dirac. Al imponer la norma
conforme .V = 1 vy N; = 0, obtenemos una simplificacién en las constricciones de
segunda clase y en el paréntesis de Dirac de ambas teorfas. Aqui encontramos los
momentos canonicos que reducen el paréntesis de Dirac a la estructura simpléctica de
Poisson, donde la transformacion es canénica. Al mismo tiempo, encontramos que las
variables (z'#, p*) se pueden escribir como un vector z¥. La transformacion de dualidad
puede ser estudiada como una transformacion de simetria del grupo O(d, d, R), este
grupo ticne la propiedad de que implementa la rotacion de las variables (z'#,p,) v
deja invariante al hamiltoniano. Ademas como se vié en el capitulo 7 ésta simetria
que presenta el hamiltoniano ante el grupo O(d, d, R) es una transformaciéon canénica
respecto a la estructura de Poisson, y tiene como funcién generadora a Fy que depende
de z# y X,, que es la funcién que genera la transformacién de dualidad canénica. De
hecho esta funcién generadora tiene gran parecido con la funcién generadora obtenida
para la teoria electromagnética, va que ambas funciones dependen de la variable de
la teoria original y la derivada de la variable dual; es decir, ya en el espacio reducido
la funcion generadora de la teoria electromagnética depenede de A; y de §;A; y en
la cuerda bosonica depende de ## y de 9,X,. De csto podemos concluir que hay una
generalidad en las transformaciones de dualidad como transformaciones canénicas.
Observamos que las funciones generadoras de la transformacion de dualidad canénica
para ambas teorias (electromagnética y cuerda bosoénica) tiene la misma forma. Pero
solo tienen esta forma en cl espacio reducido donde la transformacién de dualidad
es no local. De hecho parece que en la cuerda bosoénica no se puede implementar la
transformacién de dualidad canénica local. Pero si hemos regresado correctamente a
los resultados que se conocen en la literatura sobre este tipo de transformacién [34] y
135].

Por ultimo estos resultados se pueden aplicar a muchas otras teorias de interés, y
tal vez puedan resolver algunos de los problemas que se presentan en el estudio de este
tipo de teorias. Por ejemplo la no conmutatividad de las variables X#, Dp-branas, la
accion de Einstein-Hilbert, teorfas con indices mixtos (simétricos y antisimétricos), y
muchas otras. ’

Y aunque no se estudié en esta tesis las propiedades de estas teorfas ante transfor-
maciones de norma, sabemos que todas las teorfas de norma tienen importanciaen la
fisica debido a que a partir de ellas se obtiene informacién fisica como lo es en el caso
del electromagnetismo, las interacciones nucleares débiles, las interacciones nucleares
fuertas (QCD), y la gravitacion; todas ellas son teorfas de norma. En donde se puede
tener alguna aplicacién de los resultados aqui obtenidos a la interaccién nuclear débil
oala QCD.

J
1
i
i
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FAILA l!. URIGEN

Apéndice A

Convenciones y relaciones
matematicas.

En todos los calculos relacionados con la teoria electromagnétlca se utlllzé la
métrica de Minkowski

e ""c,\,", i= :—116 6"6” e

yen algunos calculos se utlllzb la separaclén de las componentes espacxales y tempo-
rales de los’ fndices del tensor de Levi-Civita, de las relaciones antenores se denvan .
los tensores: de’ Levn-vanta en componenetes espacxales y temporales como RTAE

P e = —4!
Goijkfo.'jk = -3
Ok cojx = —216
€ .jkeo( k= ——1'6(‘6‘1

de donde podemos obtener algunas relaciones para los tensores antlSlmétncos que se
usan en la teorm electromagnétlca, por ejemplo ¢ - :

6[,6 Fi=prm, (A
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otra es obtener la trasnformacién de dualidad entre algunos tensores antisimétricos.
En el cap(tulof’B ‘relacionado con la cuerda bo$onica de primer orden, se usa el
tensor de Levi-CiVita sobre'la hoja mundo €,,, usando la definici6n

€ = —1
€f=-1 €10 =1, . (A2)

que al implementar la transformacién de cumple con las siguientes propiedades

V=7

de donde se obtiene -

: egcb

(A.4)

Ademas en este cap[tulo se utlllza la funcxén delt& de Du'ac, que es una funcxbn
simétrica : :

—a)}— 6(0’ —o), ST (A5)
y su derivada es antisimétrica '; '

9,6(0 — 0') = —8,8(0 — o) ) (A.6)

por lo que la matriz C® (o - 0') es completamente antisimétrica, una parte por los
indices a, b, y otra por la dependencia funcional en (o~ o).

Para aclarar la parte en donde se hizo la separacion de constricciones en primera y
segunda clase para la cuerda bosénica de primer orden, utilizaremos la densitizacion
de constricciones definida como .

Rle} = /, §R(z,p), (A7)

con la que podemos realizar los calculos hechos en el capftulo 8, ademas de que esta
desitizacion tiene la siguiente equivalencia con las deltas de Dirac, si tenemos un
resultado como

[ @& - eieare) = Rles - €a), (A8)

este es equivalente a

con lo que podemos hacer los calculos con las constrlccnones densmzadas 'y ‘hacer
conexioén con el dlgebra de la cuerda. G

Ahora podemos calcular el paréntesis de Poxsson de las constrxccxones de pnmera

clase redefinidas (7.51) y (7.52), y probar que efectl\amente esta redeﬁmmén asf

e“‘e"“').m—s/—w"‘. R -

[R(o) + R(c"))8! (0 — o), ot (A9)
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planteada nos lleva al dgebra de la cuerda, y conmuta con todas las constricciones de
segunda clase. Primero veamos que pasa con el paréntesis de Poisson entre H y H !

gLl = [ [ a@eae)iHe), 1))

/ /, &1(0)E2(0") [{%(%P2 +Tz'?), -;—(%pz + Tz'?)}

(Ve (0™ Vi) Voulp™) + Vi @™)'}]
= [ [ 68| - pule)z(@)5u(o o) + pule ) (0)e1 (0 = ')
= Vaulo) (PP (@) (0 = o) + Viule')(PY ()60 (0 = ) |
o Vaulo) (P (@)6(e = o) = V(@) (PHY (@)oo o] (A10)

ahora hacemos la integral en o' obteniendo

JHCACERTY R AGED IS

B (60 Vou) (B%) €2 — Bs (E2 Vi) (04) s

B (£2Vou) (™Y €1 + 8, (€1V2) (P62

[ lagwi - gieapia

E1EVau (™) — EEVau(™)’

& Vour™) + E&Vau(e™)]. (A11)

{H[&]; H[&)}

+

+

que nos da como resultado ﬁnal -

il H[&]} / elsz alfz)(p#m" Vi) = VoY), (A12)

y es la. constrlccxén Hl densmzada en dos punt.os dlferentes de la- hOJa. mundo, que
podemos reescnblr como o :

(e, M)

que es el resultado (7.53) del capiiﬁlo
mos como opera una constriccion’ dcnsn

(A 13)

ensitizada.: Una vez que sabe-
os obtener esto para todas las

!Para facilitar los calculos usamos la. norm re las co str clones, y ‘aunque todos
los calculos estan hechos para la norma conforme. tamblén son v.’zlldos para las constricciones (7.51)
y (7.52) del capitulo 8. ; ;
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consmccxones, obtemendo

/ (66 — £162) (pu™ - vm(p‘“) Vo <p°"))

[ -6 5 (30 +72) + ™y + Vs,

[ @& - (pue” — Vil = 1au6™Y), (A1)

{H[&), H|&)}

(HI&), Hi[&)}
{H\[6) Hile])

-que finalmente nos dan el agebra de la cuerda que t.enem'osbexpr'esada en el capitulo
.8 en términos de &' por (7.53), (7.54) y (7.55), y que podemos reescribir como

{H[&], H[E]) H\[6:& — €&,
{H[&], Hi[&]} H[£1& - &1&), .
{H\[&1]), H\[€2]} Hy[&:& — £1&) (A.15)

Ahora veamos que las constricciones densitizadas H'y H, conmutan con las con-
stnccnonos de segunda clase en la norma conforme

Xa = pu-+ ‘ o = 0
Xo = Lo
Entonces tencmos B ‘ : S
{H[&1), xsl€a]} = // &1(0)&2(a") [TIFI.(Q) - VI;A(U)] 8 (o ~a')
= -7 [, (&(0) [51() - Viul0)])a(o)
= Txal&:€2] - (A16)
que es la constriccion x4 por T. Ahora con x3 tenemos - ) '

7 €@ [pe) + Vou(o)]

= %Xa[Elfé]v S - o (A.l?)

{H[& ] xa[&2]}

que es la constriccion y3 por 1/T; como vemos el paréntesis de Poisson ¢on la constric-
cién densitizada H y las constricciones de segunda clase Ya y x4 nos da las mismas
_constricciones de segunda clase pero rotadas. S

Ahora con la constriccién densitizada H, tenemos

uialaled = [ [ el(am(a')[pu(a)+m(a>]a' <a—a>
xal&163], ; St (A 18)
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que es la constriccion xa. Ahora con la constriccion x4 tenemos lo siguiente

phlglxlal = [ 685 - 3]
xal€1€3], (A.19)

que es la constriccién x4; ahora vemos una resultado diferente al obtenido con la con-
striccion densitizada H, ya que el paréntesis de Poisson con la constriccién densitizada
H) y las cosntricciones de segunda clase x3 ¥ x4 nos da las mismas constricciones de
segunda clase sin rotarlas.

Ahora con las constricciones de segunda clase x; y x2 obtenemos derivada de con-
stricciones con H y Hj, por lo tanto hemos obtenido que las constricciones corregidas
H y H, son constricciones de primera clase que me dan el Algebra de la cuerda.

f S aamed B
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