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Prefacio 

Recientemente se ha estudiado la dualidad de Hodge en formas diferenciales co­
mo una transformación canónica [1, 2, 31]; en particular se conoce el generador de 
la transformación canónica que reproduce la dualidad electromagnética; además esta 
transformación se puede ver como una redefinición de campos. Observamos que en 
[1], se trabaja con la acción electromagnética de segundo orden, en donde la vari­
able fundamental A,. no tiene un mapeo directo ante la transformación de dualidad, 
debido a cjue no puede ser depejada algebráicamente. Es bien sabido que la duali­
dad electromagnética se implementa sobre la 2-forma diferencial F,..,, de tal forma 
que sí sabemos como transforma 8,.A.,, pero no como transforma A,.. En este senti­
do la transformación de dualidad es no local. Uno de los objetivos de esta Tesis es 
poder hacer el análisis canónico local entre las variables A,. y sus momentos canónicos 
conjugados P", y extender estas ideas a la Teoría de Cuerdas. 

Para abordar este problema, se construirá una acción de primer orden para la 
teoría electromagnética. Con esta acción ele primer orden, que tiene como campo 
auxiliar a F,.., y multiplicador ele Lagrange a A,., se aumenta la dimensión del espacio 
configuración de la teorfa, arreglando el problema ele la no localidad ele la transfor­
mación ele dualidad. Con la acción ele primer orden, y la transformación ele dualidad 
estándar, se obtiene la acción ele primer orden ele la teoría electromagnética dual. 
Por transformación de clualiclacl entendf'mos un mapeo o redefinición de campos a 
nivel de la acción ele primer orden. En estas acciones se hace el análisis de constric­
ciones hamiltonianas, donde se obtienen tocias las constricciones de ambas teorfas. 
Estas constricciones son separadas en constricciones de primera y segunda clase; esta 
separación me permite construir el paréntesis de Dirac. Con el paréntesis de Dirac 
de ambas teorfas se estudiará como se deforma la superficie ele constricción debido a 
la transformación de dualidad, encontrando que la transformación de dualidad cam­
bia la superficie de constricción. Deducimos ele este hecho, que la transformación de 
duliadad es no canónica respecto al paréntesis de Dirac. La canonicidad de la trans­
formación de dualidad se refleja únicamente en la estructura de Poisson estándar. 
Encontramos también la función generadora F2 que reproduce la transformación de 
Dualidad canónica y mapea una superficie ele constricción en la otra. 

En esta tesis obtenemos la transformación de dualidad en el espacio fase comple­
to, y al resolver las constricciones primarias obtenemos el espacio fase reducido. Al 
hacer esto, uno encuentra que el paréntesis de Dirac se ve reducido a la estructura 
simpléctica de Poisson. Además la función generadora F 2 también se ve reducida a 
una función generadora del tipo F1• Esta función generadora reducida, implementa 
la transformación canónica conocida en la literatura [l, 31]. 

La dualidad en teorfa de cuerdas es otro asunto, se han desarrollado varias du-
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alidades en esta teoría entre ella.~ están la duliadad S, T y U, que no estudiaremos 
en detalle en esta tesis. La dualidad en Ja teoría de cuerdas se ha estudiado también 
como una transformación canónica [2, 24, 25[. Otro objetivo de esta tesis consiste en 
extender estas ideas usando una acción dr primer orden para la cuerda bosoónica, 
y determinar por medio de lao constricciones hamiltonianas si la transformación de 
dualidad es canónica. Inspirados en la teoría electromagnética, construimos la acción 
de primer orden para la cuerda bosónica de Polyakov. En esta acción también se 
ve aumentado el espacio configuración con el fin de eliminar la no localidad de la 
transformación de dualidad, encontrando finalmente que no se puede eliminar. Como 
veremos la transformación de dualidad en Teor!a de Cuerdas es diferente a la estu­
diada en l'! caso electromagnético. La transformadón implementada aquí refleja la 
simetr!a del grupo O(d, d, R) [17, 22j, en donde el hamiltoniano es invariante ante 
la rotación de las variables (x', p). Al obtener Ja acción de primer orden dual, en­
contramos que se reduce correctamrnte a Ja acción de Polyakov. Encontraremos las 
constricciones de primera y segunda clase para la teor!a y su dual, con las de segunda 
clase construiremos el paréntesis de Dirac para cada teoría. A este nivel observare­
mos que los paréntesis de Dirac son diferentes entre sí; es decir, la tra.~nformación de 
dualiadd cambia la superficie ele constricción. De este hecho se deduce que la transfor­
mación ele dualidad es NO canónica respecto al paréntesis de Dirac. Por otro lado, al 
imponer la norma conforme sobre nuestros resultados, las constricciones de segunda 
clase se ven reducida.~, y de igual forma el paréntesis de Dirac. Identificando las vari­
ables relevantes de cada teoría \! y U, observamos que el paréntesis de Dirac de xµ. 
con estas variables llevan a resultados distintos en ambas teorías. Pero al igualar las 
variables relevantes con sus respectivas constricciones obtenemos que Jos paréntesis 
ele Dirac se ven reducidos a Ja estructura simpléctica ele Poisson para cada teoría. Por 
lo tanto, deducirnos que la transformación ele Dualidad es canónica para la estructura 
simpléctica de Poisson. 

Se estudiará con detalle como la transformación de dualidad implementada por 
la rotación de las variables (x', p) es una simetría ele! grupo O(d, d, R), y como esta 
simetría se compara con la transformación canónica. 

Pasemos ahora a ver la organización de la tesis, haciendo enfásis en los resultados 
más importates que se encuentran en cada capítulo . 

Con el fin de hacer esta Tesis autocontenida. se dará en el Capítulo 1 una visión 
general sobre las dualidades en la Física y en la Matemática, explicando de forma 
breve la dualidad del modelo de Ising, la dualidad elcctromagnéctica usual, y las du­
alidades S y T en Teoría de Cuerdas. En el Capítulo 2 se hará una breve exposición 
de los formalismos lagrangiano y hamil toniano, que nos llevará a definir lo que es 
una transformación canónica en mecánica cliisica. Una vez expuestos los formalismos 
que rigen la mecánica, se presentará una herramienta matemática muy poderosa en 
mecánica clásica: "la Teoría de Dirac" de constricciones hamiltonianas. Aquí definire­
mos que rs una constricción primaria. secundaria, terciaria, cte. y como se obtiene 
cada una de ellas, también explicaremos que es una constricción de primera y segunda 
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clase y como se obtiene esta separación de las constricciones. Como se puede ver en 
esta exposición de la teoría de Dirac, el paréntesis de Dirac se construye con las con­
stricciones de segunda clase de la teoría; por tanto estas constricciones determinan le 
estructura simpléctica de Dirac, y por tanto nos ayudará a determinar en que espacio 
la transformación de dualidad es una transformación canónica . 

El Capítulo 3 es una exposición general de la Cuerda Bosónica de Polyakov, 
en donde se explica las simetrías que tiene, además se obtendrán sus ecuaciones 
de movimiento y su formalismo hamiltoniano. En este formalismo se hará evidente 
la simetría que tiene el hamiltoniano ante la rotación de las variables (x', p). Esta 
simetría es la motivación de implementar una transformación de dualidad que repro­
duzca la rotación de (x', p) y además sea canónica. 

En el Capítulo 4 construiremos la acción de primer orden de la teoría electro­
magnética. En primer lugar se pueba la equivalencia que tiene la acción de primer 
orden con la acción de Maxwell usual. Posteriormente se obtienen sus ecuaciones de 
movimiento y su formalismo hamiltoniano, de donde obtenemos las constricciones pri­
marias de la teoría, que son estabilizadas con el hamiltoniano total. Esta estabilización 
me conduce a las constricciones secundarias. Después separamos las constricciones de 
la teoría en primera y segunda clase, y con las ultimas construirnos el paréntesis de 
Dirac de la teoría. En este punto encontramos las variables que dan paréntesis de 
Dirac diferente de cero, e identificamos los momentos canónicos de la teoría. Por ul­
timo calculamos los grados de libertad de la teoría con la información que tenemos 
sobre las constricciones de primera y segunda clase. Encontramos que los grados de 
libertad reproducen los grados de libertad del fotón. 

En el Capítulo 5 trabajamos con la acción de primer orden de la teoría electromag­
nética dual, y hacemos los mismos cálculos que se hicieron para la acción de primer 
orden original. 

El Capítulo 6 es uno de los más importantes de esta tesis, ya que aquí se estudia 
con detalle la transformación de dualidad que mapea una superficie de constricción 
en la otra. La transformación de dualidad sobre la acción de primer orden me lleva 
a paréntesis de Dirac diferentes entre sí, por lo tanto la transformación de dualidad 
es NO canónica respecto al paréntesis de Dirac. Por otra parte esta transformación 
tiene una función generadora F2 (q, P), que implementa la transformación de dualidad 
canónica respecto al paréntesis de Poisson estándar. Este es un resultado curioso, ya 
que la transformación de dualidad en el espacio fase completo es NO canónica respec­
to al paréntesis de Dirac, y es canónica respecto al paréntesis de Poisson. Obtenemos 
el espacio fase reducido al resolver las constricciones primarias de ambas teorías. Al 
hacer esto uno encuentra dos caminos para reducir el espacio; uno en que reduces el 
espacio a nivel de las acciones de primer orden, y otro donde reduces hasta llegar a 
la acción de Maxwell usual. En la primer reducción uno encuentra que los paréntesis 
de Dime reducidos que son 110 nulos, son diferentes entre sí; por lo tanto a este nivel 
la transformación de dualidad es no canónica respecto al paréntesis de Poisson. Al 
reducir el espacio a nivel de las acciones de segundo orden de l\fa .. 'Cwell, encontramos 
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que la función generadora F2 se reduce a una función generadora del tipo F1 (q, Q), 
esta nueva función generadora, implementa la transformación de dualidad canónica 
en el espacio reducido. El resultado más importante de esta Tesis es que hemos encon­
trado una transformación de dualidad que es local en las variables canónicas. Nuestro 
análisis general en el espacio fase completo, se reduce correctamente, ya que la función 
generadora F 1 es la que se conoce en la literatura [1], como la función generadora que 
implementa la transformación de dualidad canónica en la teoría electromagnética. 

El Capítulo 7 está dividido en tres secciones, las dos primeras están enfocadas a 
estudiar las acciones de primer orden para la teoría de cuerdas y su dual. En la tercera 
sección se analizará la transformación de dualidad implementada, donde se hará un 
análisis similar al que se hace en la teoría electromagnética de primer orden. Aquí se 
implementa la dualidad de una forma diferente. La dualidad a estudiar es una dualidad 
T en teoría de cuerdas. Al obtener las constricciones de primera y segunda clase de 
ambas teorías, uno obtiene a partir de estas el paréntesis de Dirac de cada teoría. En 
este punto encontramos las variables (x", Vo,.) en la teoría original y (x", U1,.) en la 
teoría dual que entre ellas dan un paréntesis de Dirac diferente de cero, y al mismo 
tiempo dan información acerca de la estructura simpléctica de Dirac reducida a la 
estructura simpléctica de Poisson, donde la transformación es canónica respecto al 
paréntesis de Poisson. La transformación de dualidad implementada es una rotación 
de las variables (x'",p,.) que deja al hamiltoniano invariante. Encontramos además 
que no se puede obtener la transformación de dualidad local, debido a que no sabemos 
como transforma la variable x". En la norma conforme encontramos una forma de 
escribir las constricciones, donde se hace evidente la transformación de dualidad como 
una rotación del grupo O( d, d, R), que implementa una transformación de simetría 
para el hamiltoniano. Cabe señalar que la dualidad se hace en el espacio completo sin 
imponer ninguna norma. Encontrando que hay una relación entre la transformación 
de simetría implementada por el grupo O(d, d, R) y la transformación canónica. 

Por último, en el capitulo 8 presentamos los resultados más importantes que se 
obtuvieron a lo largo de esta tesis. Se comentan los resultados obtenidos para la du­
alidad electromagnética y para la dualidad en la cuerda bosónica de primer orden. 
Tamblen se comentan las similitudes que tienen estas transformaciones de dualidad, 
debido a que, tanto en la dualidad electromagnética como en la dualidad-T en la cuer­
da bosónica se presenta el fenómeno de la transformación de dualidad NO canónica 
respecto a la estructura de Dirac, y si canónica respecto a la estructura de Poisson, 
donde en ambas teorías se puede construir la función generadora que implementa la 
transformación de dualidad canónica. 
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Introducción 
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Capítulo 1 

Dualidades 

Este capítulo esta diseñado para dar al lector una visión general de las dualidades 
en la física. Las dualidades son en general transformaciones que llevan de una teoría 
a otra distinta, pero en el fondo ambas teorías contienen la misma información física. 
Aqui presentaremos de forma breve la dualidad del modelo de Ising en 2 dimensiones, 
la dualidad de la transformada de Fourier, y por último se presentará la dualidad en 
electromagnetismo y la dualidad S y T en teoría de cuerdas. 

1.1. El modelo de Ising en 2D 

El modelo de Ising fue formulado en 1930 para dar una descripción de una red 
de particulas que tienen espin arriba o abajo distribuidas estadisticamente y que sólo 
tienen interacción con los primeros vecinos 141. 

Lo primero que tenemos en el modelo de Ising en 2 dimensiones, que es el arreglo 
de los espines para una red cuadrada, en esta red, los espines estan colocados en los 
vértices y sólo pueden interactuar con sus primeros vecinos por medio del hamiltoniano 

H = -J L S¡Sj 

<ii> 

{1.1) 

donde s¡ es el espin de cada particula, y pude ser +1 arriba o -1 abajo, J es una 
cantidad que tiene unidades de energía, además de que la red debe de tener condiciones 
de frontera periodicas en ambos ejes. 

Ahora pasamos a la parte interesante, la red dual a la original se construye colo­
cando un espín en el centro de cada bloque de la red original; entonces cada bloque 
de la red dual encierra un sitio ocupado por un espín de la red original e intersecta 
las cuatro líneas que unen dichos puntos como se muestra en la figura 1.1. 

De la mecánica estadistica de este modelo se obtiene 

senh(2>.)senh(2,\•) = 1, {1.2) 
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Re•OricbW 

IWDul 

Figura 1.1: La red original con espines cuadrados se encuantra más marcada y tiene 
temperatura T, y como se comenta la red clual espines redondos encierra espines 
cuadrados y tiene temperatura T' = 1/T. 

donde ,\ esta definido como 
J 

,\ = {3J = kT' (1.3) 

en donde k es la constante de Boltzmann y Tes la temperatura del sistema, y,\' es el 
inverso multiplicativo de ,\, Lo cual define la transformación entre acoplamiento débil 
y fuerte o equivalentemente Altns y Bajas temperaturas, es clecir, si a la red original 
estadísticamente le corresponde una temperatura T, a la red dual le corresponde una 
temperatura T' = 1/T, que me relaciona un modelo de altas temperaturas a partir 
de la transformación de dualidad con un modelo de bajas temperaturas, existiendo 
una temperatura crítica en que la red original y la dual tienen la misma temperatura 
T; =Te-

1.2. La transformada de Fourier 

La transformada de Fourier es otro ejemplo de dualidad, pero ésta es más bien 
una dualidad matématica más que una dualidad física. La transformada de Fourier 
es una herramienta para resolver ecuaciones diferenciales, ya que ésta dualidad trans­
forma una ecuación diferencial en una ecuación algebráica, y debido a que es más 
fácil resolver una ecuación algebraica ésta dualidad representa una herramienta muy 
poderosa en la resolución de ecuaciones diferenciales. La transformación de Fourier 
también es utilizada en la mecánica cuántica, ya que cuando uno quiere cambiar de la 
representación en el espacio de configuración de la función de onda a la representación 
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en el espacio de momentos lo que se tiene que hacer es una transformación de Fourier 

(1.4) 

y como ambas representaciones son equivalentes, la transformada de Fourier es una 
dualidad para describir un mismo fenómeno físico en rcspresentaciones diferentes. Esto 
representa una gran ayuda, ya que si un problema es muy complicado de resolver en 
una representación, su representación dual puede facilitar a encontrar la solución del 
problema. · 

1.3. Dualidad teoría electromagnética 

La dualidad en electromagnetismo es una dualidad S, acoplamiento débil fuerte, en 
este sentido es interesante de estudiar. Ésta transformación intercambia los campos de 
tal forma que si en una teoría el campo Ei es fuerte y B, es débil, en su dual el campo Ei 
es débil y B; es fuerte. Además esta transformación de dualidad es una simetría de las 
ecuaciones de Maxwell en el vacío, esta simetría sigue presente en presencia de cargas 
y corrientes, pero uno tiene que agregar además de cargas eléctricas cargas magnéticas 
(monopolos magnéticos de Dirac). Para un acoplamiento débil, las cargas eléctricas 
aparecen como cuantos elementales, obtenida de una cuantización de campos. La 
carga eléctrica q de cualquier partícula es de la forma q = ne para algún entero 
n. En contraste, los monopolos magnéticos surgen de acoplamientos débiles como 
excitaciones colectivas de partículas elementales; tales excitaciones colectivas aparecen 
en el límite de acoplamiento débil, corno solitones, es decir, como soluciones extendidas 
de ecuaciones de campo clásico no lineales. 

El concepto más importante de la dualidad es que dada una teoría su dual rep­
resenta la misma teoría física, de tal forma que si uno no puede obtener facilmente 
un resultado en la teoría original tal vez en la teoría dual el cálculo sea trivial. En el 
caso de la teoría electromagnética la dualidad se presenta como una invariacia de las 
ecuaciones de Maxwell en el vacío, que depués generaliza Dirac al caso con fuentes p 
y J, en donde para obtener esta simetría es necesario introducir cargas magnéticas 
(monopolo de Dirac), y al cuantizar la teoría se obtiene la cuantización de la carga 
eléctrica y magnética, y se pueden estudiar muchos fenómenos interesantes que aquí 
no abordaremos. 

Las ecuaciones de Maxwell escritas en forma covariante permiten implementar la 
transformación de dualidad electromagnética como una dualidad entre formas difer­
enciales. El campo fundamental de la teoría es A,,(X), y la acción de esta teoría esta 
escrita en términos de la derivada de los campos A1, 

F,,.,(A) = 8,,A., - 8.,A1., 

donde F,,., es un tensor de rango 2 antisimétrico. 

(1.5) 
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Entonces la dualidad en la teoría electromagnética se puede ver como una dualidad 
de Hodge en formas diferenciales, y dado el tensor Fµv su dual se escribe cómo ' 

F"" - ..!_fµvo¡l F. - 21 a¡l1 (1.6) 

desarrollando estos tensores en sus componentes 

( o 
E1 E2 

E, ) ·~~ ( ~ -Ej -E2 ~.,) -E1 o -Ba B2 o -'Ba:. B2 
F,,.,= -Ei Ba o -:¡ Ba o -B1 

-Ea -B2 B1 Ea -B2 B1 o 
y desarrollando el tensor du~ de Fµ., y F"" obtenemos: 

( o 
B1. B2 

B, ) ··~~ ( 2. 
-B1 -B2 -B,) -B1 o Ea -E2 o Ea -E2 

•Fµv = -B2 -Ea o E1 B2 -Ea o E1 
· -Ba E2 -E1 o Ba E2 -E1 o 

podemos ver que la transformación de dualidad se refleja en el cambio <le los vectores 
E; por B¡ y de B; por -E;, que son los observables f!sicos, pero en este trabajo 
vamos a enfocar la dualidad S desde otra perspectiva, ya que nos interesa probar 
si la transformación de dualidad S es una transformación canónica o no. Para esto 
construiré las acciones de primer orden de la teoría electromagnética que aumentan 
el espacio de configuración, y usando el formalismo de constricciones hamiltonianas 
de Dirac obtendré la superficie de constricción de la teoría y su dual. A partir de ellas 
sabremos si la transformación es canónica (capitulo 6). 

1.4. Dualidades S y T en teoría de cuerdas. 

Antes de hablar de dualidades, veamos que es una cuerda. U na cuerda es un objeto 
extendido. Al estudiar mecánica cuántica o mecánica cuántica relativista uno estudia 
las partículas como objetos puntuales sin estructura. En cuerdas lo que se propone es 
un objeto extendido unidimensional cuya evolución espacio-temporal determina una 
membrana. Pero i.Porqué se proponen las cuerdas?, en primer lugar las cuerdas no 
viven en un espacio-tiempo ele 4 dimensiones sino en un espacio tiempo de 11 dimen­
siones, y la longitud de estas cuerdas es del orden de la longitud de Plank lp ~ 10-33 

cm., que es la dimensión más pequeña del universo. Una forma de visualizar la lon­
gitud de Plank es por medio de energías, si uno quisiera estudiar fenómenos f!sicos a 
la escala de Plank deberla poder manipular energías tan grandes como las que habla 
en la gran explosión, y eso ni el acelerador de partículas más grande dl'I mundo lo 
puede alcanzar. La teoría de cuerdas es actualmente un candidato para unificar to­
das las fnerzas de la naturaleza (electromagnetismo, fuerza nuclear débil y fuerte y 
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gravedad), estas fuerzas están descrita.~ por los siguientes modelos teóricos "el modelo 
estándard de partículas elementales" y "la relatividad general". Uno de los grandes 
problemas teóricos es encontrar una teoría de la gravedad cuántica, actualmente se 
tienen varios modelos, pero ninguno definitivo. La teoría de cuerdas trata de obtener 
una teoría de la gravedad cuántica, pero al mismo tiempo esta teoría contiene mucha 
información (supersimetría, D-branas, teoría conforme, dualidades, etc.) es una teoría 
muy completa y complicada. La teoría de cuerdas tiene 5 tipos de cuerdas I A, I I A, 
JI B y las cuerdas heteróticas S0(32) ® S0(32) y E8 ® E8 , de las cuales se ha en­
tretejido una red de dualidades S y T que conecta a toda.~ las cuerdas. A todo este 
entretejido de cuerdas y dualidades se le conoce como Teoría M, y se supone que de 
esta teoría se puede derivar toda la física. Bueno ahora pasemos al tema de esta tesis 
las dualidades. 

Las dualidades son transformaciones que llevan de una teoría a otra, donde ambas 
continen la misma información física, pero al mismo tiempo pueden cambiar la in­
tensidad de la interacción o también pueden facilitar la visualización de un problema 
que permita extraer información relevante a la que se le pueda dar una interpretación 
física. La primera dualidad que se descubrió en teoría de cuerdas fue la dualidad-T. 
Si empezamos con una teoría en 10 dimensiones que se compactifica sobre un círculo 
S 11 los modos de Kaluza-Klcin son cuantizados y tienen el momento:p = n/ R para 
un círculo de radio R y espín entero. 

1.4.1. Dualidad T. 

El caso más sencillo de compactificación es aquel en que una sola dimensión es­
tá curvada formando un círculo microscópico de radio R. Si R es suficientemente 
pequeño, no notaremos la existencia de esta dimensión. Consideremos ahora, por 
ejemplo, una de las cuerdas cerradas con esta dimensión compactada. Se puede ver 
que los posibles valores de los cuadrados de las energías E de las excitaciones de la 
cuerda en esta situación tendrán la forma: 

(1. 7) 

que es equivalente al espectro de masa A12 , donde n y m pueden tomar cualquier valor 
entero n, m = O, ±1, ±2, etc. y R es el radio del círculo en el que está compactada Ja 
dimensión extra, T es la tensión de la cuerda. 

En esta fórmula el primer término (proporcional a 1/ R 2 ) no se obtiene únicamente 
de la teoría de cuerdas, sino que se puede obtener también de la mecánica cuántica, 
que nos enseña que Ja energía de las partículas, cuando viven en un espacio de tamaño 
finito, son múltiplos enteros del inverso del tamaño (R) de dicho espacio finito. Esto 
es análogo a las frecuencias de vibración de las cuerdas de un violín, que guardan 
también relación con la longitud de las cuerdas. 
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El segundo término (proporcional a R2 ) si se obtiene de la teoría de cuerdas, como 
revela el hecho de que aparezca la tensión de la cuerda T. Representa la posibilidad de 
que la cuerda cerrada esté enrollada m veces alrededor del círculo de radio R en que se 
halla curvada la dimensión !'xtra. A mayor radio R, la cuerda enrollada mostrarla a su 
vez una emergía creciente, que es lo que muestra la ecuación. Es como si tuviéramos 
enrollada una goma elástica alrededor de un cilindro cuyo radio aumentara: la goma 
sufrirla una tensión progresiva sin romper la goma (representa el aumento de energía). 

La ecuación (1.7) presenta una curiosa propiedad de simetría obsen·ada por I<. 
Kikkawa y M. Yamanaka en 1984; para simplificar las cosas tomemos unidades e.le 
energía en las que se tenga T = 1, y sabiendo que la tensión de la cuerda es 

T=-1-, 
27rc:>' 

(1.8) 

tenemos que a'= 1/2rr. La ecuación (1.7) sigue teniendo el mismo aspecto si se hace 
el siguiente intercambio 

a' 1 
R~ R = 27íR 0 (1.9) 

Para cuerdas, se tienen modos adicionales, correspondientes a una cuerda cerrada 
enrollada m veces a si misma alrededor de Si. donde se encuentra que el momento P 
tiene quiralidad izquierda (L) y derecha (R): 

n n 
(PL, Pn) = ( 2R + mR, 2R - mR) (1.10) 

donde n, representa la excitación de los estados de Kaluza - Klein sobre el círculo, 
pero m etiqueta el número de veces que la cuerda se enrolla alrededor del circulo. 

De esto se sigue que el espectro de masa para lv/2 es invariante bajo la simetría 
(1.9) cuando uno intercambian H m. 

Esto significa que una teoría de cuerdas definida sobre una compactificación de 
radio R. es perturbativamente indistinguible de su teoría dual compactificada sobre 
un radio 1/2R. A diferencia de la teoría de campo para partículas puntuales, las 
cuerdas no pueden diferenciar entre estas dos regiones; teniendo como resultado que 
esta simetría dual, que intercambia modos de enrollamiento con los modos de Kaluza 
- Klc>in, es estrictamente un resultado de la geometría de la teoría de cuerdas ya que 
estos modos de enrollamiento no aparecen en partículas puntuales. 

Los modos de Kaluza - Klein p = ~ se obtienen de suponer una función de onda 
periódica, con periodo 27í R: 

w(x) = w(x + 27íR) (1.11) 

para un hamiltoniano de partícula libre JI = p2 /2m, donde p es el momento y m la 
masa de la partícula. De la mecánica cuántica escribimos la ecuación de Schrodinger 
independiente del tiempo: 

HW(x) = E>V(x) (1.12) 
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donde Íi es el operador hamiltoniano, y E es la energía; que son los eigenvalores del 
operador Íi con pel operador momento p :-t -i'i7; dejando la ecuación de Schrodingcr 
como una ecuación diferencial: 

'i72 '1t(x) + 2mEllt(x) = O (1.13) 

con la convención ti = e = 1, y observando que solo se esta trabajando con una 
dimensión espacial se encuentra que las soluciones a esta ecuación son: 

.. (1.14) 

entonces como hemos pedido que llt(x) sea periódica tenemos que debe ~umplir'que: 
Aeiv'2rñ'Ez = Aeiv'2ñi'E(z+2 .. n) = Aeiv'2rñ'Ezeiv'2rñ'E2"R 

1 = e2"i v'2ñiE R 

donde la úl.tima.igu~Jd~d ~~;-curitple si 

./2mE27í R = 21ín, 

con n un número enter~, de ·do.nde obten~m~s que la energía es 

. n2 

E= 2mR2 ' 

(1.15) 

(1.16) 

(1:17) 

(1.18) 

que es el espectro de energía para una cuerda libre donde solo tenemos la parte de la 
energía cinética:· De la cuantización obtenemos los modos de Kaluza· ~ Klein: · 

p 2 n2 1 n 
E= 2m = 2mR2 = 2m(R)

2 (1.19) 

por lo tanto se obtiene la cuantización del momento representado por los modos de 
Kaluza - Klein: 

que nos da el espectro de energía. 

n 
p=-

R 
(1.20) 

Desde un punto de vista matemático, esto es una curiosidad, pero desde un punto 
de vista físico, la invariancia de la ecuación (1.7) y (1.10) ante la simetría (1.9) indica 
que las energías de las excitaciones de una cuerda, cuando hay una dimensión extra 
de radio R, es la misma que la de una cuerda cuando el radio es 1 / R; y no solo las 
energías, sino todas las propiedades físicas de ambos sistemas, uno con una dimensión 
extra de radio R y otra con radio 1/ R son exactamente las mismas. Como se puede 
ver también de de los momentos derechos e izquierdos (1.10), estos son indistinguibles 
entre la teoría con dimensión R y con dimensión 1/ R. Una equivalencia que llama 
la atención, pues cuando R aumenta 1/ R disminuye; parece, en efecto, contradecir 
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Ja experiencia de Ja vida diaria, que nos dice que las cosas pequeñas son diferentes a 
las grandes, pero para una cuerda esto no es así; la simetría en cuestión constituye el 
caso más sencillo de Jo que actualmente llamamos dualidad-T en teoría de cuerdas. 

Si reescribimos esta transformación dual en un lenguaje de teoría de campo con­
forme, esta transformación es equivalente a hacer Ja substitución: 

ax~ax 

ax~ -ax 
(1.21) 
(1.22) 

nótese el cambio de signo para un conjunto de variables. Cuando se aplica Ja misma 
dualidad a Ja teoría de supercuerdas se encuentra que: 

(1.23) 
(1.24) 

pero esta transformación para el noveno modo de oscilación izquierdo también.c11:mbia 
el signo de los operadores quirales de modos izquierdos en 10 dimensiones, Jós que se 
construyen de Jos modos cero fermiónicos: 

(1.25) 

De lo que podemos concluir que Ja dunlidad-T cambia la quiralidad de Jos modos 
izquierdos y derechos de las cuerdas. También se puede mostrar que esta simetría 
persiste a todos Jos ordenes de teoría de perturbación. Este es el caso de Ja cuerda no 
quiral Tipo IIA compactificada sobre un circulo de radio R es indistinguible pertur­
bativamente de la cuerda quiral Tipo IIB compactificada sobre un círculo de radio 
1/2R; denotando esto como una dualidad-Ten las cuerdas Tipo IIA y IIB. 

T:IIA++IIB (1.26) 

en otras palabras, las cuerdas IIA y IIB representan en realidad la misma teoría. 
Otra parte de Ja dualidad-T tiene que ver con la evolución de cuerdas cerradas 

dentro de un cilindro, ya que estas cuerdas tienen estados de enrollamiento carac­
terizado por un número entero n como se muestra en la figura 1.2, el problema de 
Ja dinámica de las cuerdas en estos estados de enrrollamicnto se puede resolver con 
Teoría de Campo Conforme (CFT). Como se muestra en la figura (1.2 a) se pueden 
ver varios estados de Ja cuerda n = -1, n = O y n = 1, como podemos ver Ja dirección 
que lleva la cuerda es importante para determinar los estados de enrollamiento. En 
Ja figura (1.2 b) podemos ver como una cuerda con estado de enrollamil'nto n = O se 
divide en dos cuerdas con estdo de enrollaminto n = -1yn=1, con Jo que podemos 
ver que el número n determina bien Ja evolución topológica de Ja cuerda. 
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Figura 1.2: Estados de eurollamiento para una cuerda cerrada. a) Para cuerdas con 
diferente estado de enrollamiento n = -1 a n =O a n = l. b) Para una cuerda con 
estado de enrollamiento n = O que se divide en dos cuerdas con estados n = 1 y 
n= -1. 

1.4.2. Dualidad S. 

Ya se analizó la dualidad-T en teoría de cuerdas, la cual es perturbativa en las 
constantes de acoplamiento de cuerdas; más interesante es la dualidad-S, la cual liga 
la región de acoplamiento débil de una teorla con la región de acoplamiento fuerte de 
otra. 

En teorla de cuerdas la intensidad de las interacciones no viene dada por con­
stantes numéricas, sino por un campo continuo denominada campo dilatón ,P. Se 
pueden estudiar las ecuaciones y las interacciones de una supercuerda (por ejemplo, 
la heterótica) con las seis dimensiones extras compactadas en cfrcu!os de radio R muy 
pequeños. Nos encontramos entonces con que R y ,P apareen de forma muy análoga en 
las ecuaciones. Ello parecería indicar algún parentesco entre R y ,P. Sin embargo, no 
se ve a primera vista qué analogía pueda darse entre una cantidad R que mide el radio 
de una dimensión extra, y una cantidad </>que mide la intensidad de las interacciones. 
Una posibilidad es que hubiera siete dimensiones extra, en vez de seis. En este caso 
la teorla en total tendrla 7+3+1=11 dimensiones espaciotcmporales. 

En tal situación el dilatón aparece como el radio R 11 de la dimensión extra añadida. 
En ese marco cabria entender la similitud entre los valores de R y el dilatón ,P, este 
último serla otro radio Ru más. Si la analogía entre R y el dilatón ,P fuese cierta, 
deberlamos admitir la existencia de una simetrla en la que ,P --t l/,P, como ocurre 



16 ... · 

en dualidad-T. Sin embargo, esta nueva hipótesis parece tener bastante más alcance 
que la dualidad-T. En efecto, si la teoría es invariante bajo el intercambio de <P y 
1/</J, quiere decir que la teoría en interacción débil (<P pequeño) es rquivalent.e a la 
teoría en interacción fuerte, ya que ahora l/</J sería grande, que refleja una simetría 
sorprendente para interacciones débiles y fuertes (poco intensas y muy intensas), las 
que pueden ayudar a enc-ontrar un camino a la unificación de la gravedad con las 
otras interacciones. 

En 1975 Claus Montonrn y David Olive, del CERN, consideraron la posibilidad 
de una simetría análoga, aunque no fue en teoría de cuerdas. Ellos estudiaron un 
tipo de teoría de campos en la que había partículas con carga eléctrica q. normales 
(un electrón, por ejemplo) y partículas compuestas con carga magnética elemental 
Qm (monopolos magnéticos). Ellos sugirieron que la física de cargas eléctricas con 
constante de acoplamiento grande era equivalente a la física de monopolos magnéticos 
con constante de acoplamiento pequeño. 

Las analogías con dualidad-T y la existencia de una generalización al modelo con 
supersimetría parecía dar fuerza a la hipótesis de dualidad-S. Las analogías llegaban 
más lejos. En esas teorías con cargas eléctricas y magnéticas hay un tipo de partfculas 
estables cuyas masas vienen expresadas por: 

(1.27) 

donde q. y Qm son las cargas eléctrica y magnética de la partícula, respectivamente, 
y a representa la constante de acoplamiento que da la intensidad de la interacción. 
En la ecuación (1.27) el primer término a la derecha corresponde a las partículas con 
carga eléctrica no nula y el segundo a las partículas con carga magnética no nula. 
Salta a la vista el parecido entre esta fórmula y la observada para la dualidad-T. En 
teoría de supercuerdas, en vez de a, se tiene el dilatón </J, y los valores de q. y Qm son 
números enteros. 

Como la dualidad-S es inherentemente no perturbativa, esperamos encontrar 
nuevos resultados. El campo dilatón es central en esta discusión de los efectos no 
perturbativos, porque su valor de expectación esta relacionado con las constantes de 
acoplamiento en teoría de cuerdas que nos permiten tener una simetría en las inter­
acciones fuerte y débil. La lagrangiana de la cuerda cuantizada contiene no solo el 
término usual que describe el área de la hoja mundo sino también el acoplamiento al 
escalar de Ricci en la hoja mundo dado por: 

{1.28) 

usaremos el hecho de que la constante de Euler para una superficie de Riemann 
bidimensional de genero g esta dado por: 

X= _!__ J d2a..¡=gR<2> = 2 - 2g 
471" • 

{1.29) 
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Además si hacemos la substitución t/> -t t/> + (t/>), la integral de trayectoria Euclid­
iana e-5 gana un nuevo término: 

{1.30) 

donde (</>) es el valor esperado del campo dilatón y Ses la acción para una trayectoria 
Euclidiana, y en general las amplitudes están multiplicadas por el factor g;o-2+n, 
donde n es el número de cuerdas externas. Si colocamos e<<P> en cada vértice de la 
superficie de Riemann, podemos reabsorber este factor de tal forma que la constante 
de acoplamiento g. se puede definir como: 

g. = e<<P> {1.31) 

entonces, la constate de acoplamiento esta relacionada con el valor esperado del vacío 
del campo dilatón; el punto clave de la dualidad-S consiste en intercambiar (</>) por 
-(q,;., entonces esta dualidad conecta las regiones de acoplamiento fuerte con las de 
acoplamiento débil, y nos permite obt!mer una teoría equivalente para interacción 
fuerte y débil. La dualidad-S esta relacionada con la topología de las superficies de 
Riemann, debido a que las series perturbativas permiten hacer mas juego; estas su­
perficies pueden ser esferas, toros o espacios proyectivos, donde se pueden tener sumas 
conexas de dichas superficies, y la constante ele Euler x está relaciona con el género g 
de una superficie como en {1.29) solo para superficies orientables en dos dimensiones 
como la esfera o el toro. 
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Capítulo 2 

Teoría de Dirac. 

2.1. Los formalismos y la transformación canónica. 

2.1.1. El formalismo lagrangiano. 

El formalismo Lagrangiano fue desarrollado por J.L. Lagrange y en parte por L. 
Euler en el siglo XVIII, con el fin de tenl'r una forma covariante de las leyes de Newton, 
y tener una descripción del sistema físico sin importar el sistema de coordenadas que 
se este utilizando. 

Lagrange utilizó coordenadas generalizadas para describir un sistema físico, y us­
ando principios variacionalcs llegó a la conclusión de que las ecuaciones de movimiento 
para cualquier sistema físico que se quiera f'sturliar en coordenadas generalizadas se 
puede derivar a partir de una función (La función lagrangiana). En la mecánica clásica 
generalmente se estudian sistemas dl' partículas, o en su caso se pueden estudiar sis­
temas de muchas partículas que están restringidas a moverse de determinada manera 
debido a constricciones holónomicas del sistema, el cual facilita los cálculos para la 
solución del problema como en el caso de los cuerpos rígidos. Pero hay otros sistemas, 
como los cuerpos deformables que entran dentro de la mecánica de medios continuos, 
en donde, en lugar de tener una función lagrangiana se tiene una densidad lagrangina 
que, en lugar de depender de las coordenadas y velocidades generalizadas, depende de 
un campo (en general un campo tensorial de rango k) y de las derivadas respecto al 
espacio y tiempo del mismo campo, por lo tanto la acción clásica es la integral sobre 
todo el espacio de la densidad lngrangiana. 

Primero para ir sentando las bases de mi trabajo, realicemos una breve introduc­
ción a la mecánica analítica haciendo todos los cálculos para una función lagrangiana 
que depenede de las coordenadas y velocidades generalizadas, donde definimos la 
acción clásica como: 

S[qi, t/, t] = f L(q', qi, t)dt, (2.1) 

a partir del principio variacional sobre esta acción, y pidiendo que la variación de la 
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acción sea un extrema!, es decir que esta función tenga un máximo o un mínimo, se 
llega a la conclusión de que la variación de la acción es un extrema! cuando se cumple: 

!!:_ 8L _ 8L = O (2•2) 
dt 8qi 8qi ' 

que es la ecuación de Euler-La~range, que me lleva a las ecuaciones de movimiento 
del sistema físico para cada una de las coordenadas qi. 

Ahora si uno entra en los detalles mat<'máticos de esta teoría, uno encuentra que 
hay una relación intrínseca entre la geometría y la física, por lo cual si uno desea 
estudiar un determinado sistema físico uno debe colocar un sistema coordenado para 
determinar la posición de la partícula a cada tiempo. Es por eso que el espacio físico 
o de configuración forma una variedad diferencial donde se mueve esta partícula. 

Si denotamos las coordenadas por (q 1 , q2 .. ., q"), que en realidad es un sistema 
local de coordenadas en la variedad diferencial M, y las velocidades generalizadas 
por (tj 1, tj2 , .. ., q") este espacio genera una variedad diferencial de 2n dimensiones, y 
decimos que dos curvas son tangentes en una variedad diferencial, si al proyectar por 
medio de una carta sus curvas son tangentes en R". El espacio vectorial generado 
por las rectas tangentes en las curvas sobre la variedad diferencial se llama espacio 
tangente TzM, que tiene como base natural a: 

a a a 
( 8q1 • 8q2' .. ., 8q3). (2.3) 

entonces cualquier vector que se quiera escribir en términos de esta base se escribirá 
como 

(2.4) 

donde ai son las componentes del vector. 
Ahora queda claro que el formalismo lagrnngiano genera un espacio natural dado 

por el sistema local de coordenadas (qi, qi) conocido como el haz tangente T M que 
es una variedad diferencial de 2n dimensiones. 

Estas deducciones las hago, ya que después pasaremos al formalismo hamiltoniano, 
que genera un espacio de la misma dimensión que el espacio lagrangiano, pero que 
es completamente diferente, dado que el espacio Hamiltoniano es el espacio "dual" al 
espacio lagrangiano, esta dualidad es la generada entre espacios vectoriales covariantes 
y contravariantes. 

2.1.2. El formalismo Hamiltoniano. 

El formalismo hamiltoniano se obtiene a partir de el formalismo lagrangiano medi­
ante una transformación de Legendre de las variables canónicas conjugadas. Definimos 
la cantidad 

. · 8L 
J(q', p;, t) = qi~ - L, 

8q• 
(2.5) 
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que es la transformación de Legendre que me cambia el formalismo Lagrangiano por 
el formalismo Hamiltoniano y se escribe como:. . 

H(q, p, t) = tiP - L(q, 4, t), 

identificando los momentos generalizados como 

DL(q,q) 
p¡ =---¡¡;¡¡--

(2.6) 

(2. 7) 

donde qi es la coordenada generalizada y p¡ su variable canónica conjugada; las ven­
tajas de trabajar con el formalismo Hamiltoniano, es que ya no tenemos el término 
cinético q, además de que vemos que el vector qi es covariante y Pi es contravariante, 
esto quiere decir que qi transforma covariantemente con la base de vectores y p¡ trans­
forma contravariantemente con la base, y en consecuencia sus reglas de transformación 
son diferentes. 

Partiendo del lagrangiano y de Ja transformación de Lcgendre con la que se obtiene 
el hamiltoniano, podemos obtener Ja forma diferencial del hamiltoniano como 

8H ¡ 8H 
dH(q,p) = -

8 
.dq +-

8 
dp¡, 

q' Pi 

y obtener la forma diferencial del lagrangiano 

- -·'dL( º) 8Ld i 8Ld.¡ q,q =-a· q +-a·· q, q• q• 

y ahora igualando con la transformación de Legendrc (2.6) obtenemos que 

8Hd; 8Hd _ ·id 8Ld i · ( 8L).d:; -a · q + -a Pi - q Pi - -a · q + Pi - -a·· . q ' . q', Pi q' q• 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

que nos da ~o~~ iesultacib la identidad del momento generaÚz~do, y utilizando las 
ecuaciones de Euler-Lagrange · · · · · 

d 8L 8L . 
dt 8qi = 8qi = p¡, 

encontramos que· 
. 8Hd ¡ 8Hd .¡d . d. ¡ 

8qi q + 8pi p¡=q p¡-p¡ q 

llevan directamente a las ecuaciones de Hamilton 

.¡ 8H 
q = 8pi 

. 8H 
p¡ = - 8qi' 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
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que dan lugar a una representación equivalente de las ecuaciones de movimiento en 
el formalismo hamiltoniano. En el formalismo lagrangiano lo que teníamos eran n 
ecuaciones de segundo orden, y en el formalismo hamiltoniano tenemos 2n ecuaciones 
de primer orden. En consecuencia el formalismo hamiltoniano reduce el orden de las 
ecuaciones de movimiento, pero al mismo tiempo aumenta el número de ecuaciones 
que tenemos que resolver. Por otro lado podemos derivar la función hamiltoniana 
H(q,p) respecto al tiempo con lo que obtenemos 

dH(q,p) 
_d_t_ aH ·i aH. 

8qiq + 8p;Pi 

8H8H aHaH 
8qi 8p; - 8p; 8qi 1 (2.14) 

por lo que ahora podemos usar este resultado para obtener la evolución del tiempo 
de cualquier variable dinámica F(q,p) 

dF(q,p) aF aH aF 8H 
__ d_t_ = 8qi 8p; - 8p; 8qi 1 

y con lo cual defininíos el pá..réntesis de Poisson como 

aAaB 8A8B 
{A(q,p), B(q,p)} =-a . a- - a-a-...,.. q• p¡ p¡ q• 

(2.15) 

(2.16) 

El formalismo hamiltoniano además de ser el espacio dual al formalismo. la­
grangiano por el cambio de tji por p;, tiene otras características muy importantes: 

En primer lugar define el espacio fase (qi 1 p;) que es una variedad diferencial de 
2n dimensiones, y donde cada punto de este espacio determina un estado mecánico 
del sistema. 

En segundo lugar define una dos forma diferencial natural 

(T = dp¡ /\ dqi (2.17) 

conocida como estructura simpléctica, esta es una dos forma diferencial antisimétrica, 
y será muy importante a la hora de hacer transformaciones de coordenadas canónicas. 

En tercer lugar el formalismo hamiltoniano define un sistema local de coordenadas 
(qi, p;) que es conocido como un sistema canónico de coordenadas. 

En cuarto lugar pero no menos importante, el formalismo hamiltoniano permite 
hacer la cuantización canónica al cambiar las variablPs dinámicas por operadores y 
el paréntesis de Poisson por conmutadores entre los operadores, que dan lugar al 
µrincipio de incertidumbre introduciendo la constante ii. 

Entonces hemos visto que el formalismo hamiltoniano es completamente diferente 
al formalismo lagrangiano, encontrando que el formalismo hamiltoniano es más rico 
en información y permite tener otro punto de vista de la mecánica, además de que 
con este formalismo se hace la cuantización canónica de manera directa. 
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Y el formalismo hamiltoniano es completamente diferente al lagrangiano en que 
uno es el haz cotangente a la variedad de configuración y el otro el haz tangente a la 
variedad de configuración. 

2.1.3. Las transformaciones canónicas. 

Las transformaciones canónicas son redefiniciones de las variables canónicas qi y 
p¡ en términos de otras variables Qi(qi,p¡) y P;(qi,p¡); como ya vimos el formalis­
mo hamiltoniano forma el espacio cotangente que es el dual al espacio tangente del 
formalismo lagrangiano, y en este espacio cotangente se puede definir el espacio fase 
del sistema físico como aquel espacio de 2n dimensiones que forman las coordenadas 
generalizadas qi y los impulsos generalizados p¡, además di' que definiendo el producto 
exterior se puede construir la dos forma diferencial 

(2.18) 

conocida como forma simpléctica, esta forma es antisimétrica, y ademas tiene la 
propiedad de que al hacer una transformación canónica la estructura simpléctica 
queda invariante, es decir que una trasformación canónica Qi y P; cumple que 

(2.19) 

la estructura simpléctica queda invariante ante la transformación, y a esto es lo que 
se llama una transformación canónica. 

Otra forma de ver que una transformación es canónica es probando si en las 
nuevas coordenadas las ecuaciones de Hamilton preservan la misma forma, es decir, si 
en un sistema tengo las coordenadas (qi, p¡) con hnmiltoniano H(q, p) las ecuaciones 
de Hamilton son 

. 8H 
q=-

8p 
(2.20) 

y si hacemos una transformación de las coordenadas viejas a las nuevas Qi(qi, p¡) y 
P;(qi,p;), con Hamiltoniano H'(q(Q. P),p(Q, P)), y se cumple que 

· 8H' . 8H' 
Q = 8P p = - 8Q • (2.21) 

entonces la transformación de coordenadas es canónica. 

2.2.... ConstdccióÍ:ies. Hamilt01~ianas. 

2.2~1~ c~~~tritcib~~s. primarias:' . 

El formalis~o de cons~ricci~nes ilainil¡onianas fue desarrollado por primera vez 
por Dirac (61, y exp~icado riiuchbmáS claro.en su libro 151, pero la siguiente exposición 
está basada principalmente en'l3l. · 
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El punto de partida será el principio de mínima acción en forma Lagrangiana. 
La expresión más general posible de las ecuaciones de movimiento de un sistema 

mecánico viene dado por el principio de mínima acción. Éste se basa en el hecho de 
que cada sistema mecánico esta caracterizado por la función lagrangiana 

L = L(q1(t), q1(t), (t)) i = 1, ... ,N, (2.22) 

donde las q1 y q1 representan las coordenadas y velocidades generalizadas del sistema. 
Ésta función puede no ser única como en el caso de los lagrangianos equivalentes, 
los cuales a pesar de ser diferentes funciones y dar lugar a diferentes ecuaciones de 
movimiento describen fisicamente la misma dinámica. 

·con esta función lagrangiana, se define la acción funcinal Sr, como 

Sr,= r 2 

L(q1(t), q1(t), (t))dt. 
},, 

(2.23) 

El principio de mínima acción señala que las ecuaciones de movimiento del sistema 
mecánico en consideración, son aquellas que se obtienen al hacer que la acción Sr, sea 
estacionaria bajo variaciones ele óqi(t), cuando dichas variaciones se anulan en los 
extremos ti.t2 

(2.24) 

Deduzcamos pues, las ecuaciones que se obtienen al aplicar el principio de mínima 
acción a la funcional Sr,. 

Aquí tenemos el conjunto de las N funciones para las cuales Sr, tiene un valor esta­
cionario. Esto significa que el valor de Sr, cambiará. si las funciones q1 se substituyen 
por cualiquiera N funciones de la forma 

(2.25) 

La variación ele Sr, cuando se hace este remplazo de funciones es·· 

(2.26) 

y notamos que no se está variando respecto al tiempo. 
Haciendo un desarrollo en serie de la diferencia bajo. el signo de integral en poten­

cias de óq; y óq', y tomando en cuerita que la condición de que Si.' sea estaé:ionarill. sólo 
impone restricciones sobre la primera potencia del desarrollo, de donde.el principfo 
de mínima acción pude expresarse como . · ' ' - · -- · . · · · 

S I S rn ¡· 12 [8Lr i '8Lr·i]d' ' •,, 
[, - [, ::;,. u~ = -a . vq + -a .. uq t = º· 

I¡ q' q' ·.•· 
(2.27) 
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si se toma en cuenta que .Sqi = f,.Sqi dado que no exist,e variación temporal, y se 
integra por partes Ja expresión anterior, se obtiene 

8L i¡tz (
2 

[8L d 8L], id 
.SS= 8qi.Sq ta + J1, 8qi - dt 8qi oq t. (2.28) 

En virtud de las condiciones (2.24) el término (8L/8qi),Sqi se anula, quedando así sólo 
el término que contiene a la integral. Éste último término debe anularse para toda 
.Sqi y esto sucede únicamente si el integrando es idénticamente nulo, es decir, si 

(2.29) 

Éstas son las condiciones que hacen a la acción estacionaria y por lo tanto constituyen 
las ecuaciones de movimiento del sistema, y son conocidas como ecuaciones de Euler­
Lagrange. 

Escribiendo en una forma más explícita estas ecuaciones para una lagrangiana que' 
no depende explícitamente del tiempo tenemos 

(2.30) 

De ésta ecuación se desprende como consecuencia inmediata que las aceleracim1:es ';¡i 'a 
un tiempo dado, están únicamente determinadas por las posiciones y las"iclocidades 
a ese tiempo, si y sólo si la matriz W;; = (82 L/8qi8qi) puede ser invertida, o'dicho 
de otra manera, si y sólo si el determinante · , 

82 L 
det(W;;) = det( 8qiDqi) =/:O. (2.31) 

Si por otro lado el det(W;;) = O, se tiene que no todas las aceleraciones pueden ser 
determinadas por las posiciones y las velocidades, y la solución de las ecuaciones de 
movimiento pueden entonces contener funciones arbitrarias del tiempo. 

El punto de partida para pasar al formalismo hamiltoniano a partir del formalis­
mo lagrangiano, es definir las variables canónicas conjugadas p;, llamadas momentos 
canónicos 

8L 
p; = 8qi' (2.32) 

En la teoría dinámica estándar se considera el caso en el cual las velocidades pueden 
escribirse como funciones que dependen exclusivamente de las coordenadas y los mo­
mentos, sin embargo se sigue de la definición (2.32) que 

8p; 82 L 
8qi = 8qiiJqi' (2.33) 
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y por lo tanto, si permitimos que det(H';;) = O se tiene que la consideración usual 
ya no es válida, debido a que esta relación es precisamente la condición de no in­
vertibilidad de las velocidades como funciones de las coordenadas y los momentos. 
En otras palabras, si el lagangiano de nuestro sistema es singular, entonces los mo­
mentos canónicos no son todos independientes entre sí, y por Jo tanto existen ciertas 
relaciones entre ellos, estas relaciones son del tipo 

</!m(qi,p;) =O m = 1, .. .,lvf, (2.34) 

las cuales se siguen de la definición (2.32) del momento canónico. 
Cuando Jos momentos p¡ son reemplazados por su definición en términos de las 

coordenadas qi y las velocidades qi en las relaciones (2.34), éstas se reducen a una 
identidad. Estas ecuaciones son llamadas constricciones primarias para enfatizar que 
las ecuaciones de movimiento no son usadas para obtenerlas y que ellas no implican 
restricciones sobre las coordenadas qi y sus velocidades qi. 

De aquí en adelante supondremos por simplicidad,(i) que el rango de Ja matriz 
W;; es constante en todo el espacio (qi, qi), (ii) que las coustricciones (2.34) son 
independientes entre sí y (iii) que estas definen una subvariedad suave embebida en 
el espacio fase. Esta subvarierlad es conocida como la superficie de constricciones 
primarias. 

La extensión al caso de constricciones dependientes (caso reducible) es directa y 
sigue la misma linea, esta extensión puede encantarse eu (Henneaux and Teitelboim 
[19921). 

Si el rango de 1Vi; es R, entonces existirán N - R = lvf relaciones independientes 
</!rn(qi,p,) =O y la superficie de constricción será una subvariedad del espacio fase de 
dimensión 2N - M. 

\'isto de forma más intuitiva, lo que se tiene es un mapco del espacio (qi, qi) que 
constituye una subvariedad de dimensión 2N, a una subvariedad del espacio fase, de 
dimensión 2N - M mediante la identidad (2.32). Así entonces dado un punto (qi, p¡) 
que satisface las constricciones (2.34), se tiene que su "imagen inversa" (q', qi) que sat­
isface la definición (2.32) no es única, por lo que la imagen inversa de un punto dado 
de (2.34) forma una variedad de dimensión J\f. Por consiguiente, para hacer que las 
tranformaciones del espacio (qi, qi) al espacio fase (qi, p;) sean univaluadas, es nece­
sario introducir al menos Af parámetros extras en la teoría que indiquen la ubicación 
de las velocidades qi en la variedad inversa. Como veremos después, estos parámet­
ros aparecen como multiplicadores de Lagrangc cuando definamos el hamiltoniano y 
estudiemos sus propiedades. 

2.2.2. El hamiltoniano canónico. 

El próximo paso en el análisis, es introducir el hamiltoniano canónico H, el cual 
se define como una transformada de Legendre de la variables canónicas conjugadás 

H =: q¡p¡ - L. (2.35) 
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Bajo esta definición se tiene que H es una función de las coordenadas y los momentos. 
No obstante, si hacemos una variación de H en las variables (qi y qi) el resultado es 

óH = .¡~ (»i) 8Ló ¡ 8L •. ¡ 
q up¡ + uq p¡ - 8qi q - 8qi óq 

·i~ 8L ~ ¡ q up¡ - -a .uq. 
q• 

(2.36) 

Se obtiene as! que esta variación sobre H contiene únicamente las variaciones de las 
coordenadas y los momentos. Las variaciones en las velocidades se anulan debido a la 
definición que hemos hecho del mom<mto en términos de la función lagrangiana, ésta 
es la característica que hace interesante a la función hamiltoniana. Aquí la variación 
de los momentos no es una variación independiante, ya que puede ser vista como una 
combinación lineal de la variación de las coordenadas y la variación de las veloci­
dades, pero dado que en (2.36) la variación de las velocidades aparece únicamente en 
combinaciones lineales precisas y no de otra manera, se puede concluir que la función 
hamiltoniana es una función que depende sólo de las coordenadas qi y los momentos 
p¡. 

Sin embargo, el hamiltoniano canónico definido en (2.35) no está únicamente de­
terminado como una función de las coordenadas y los momentos, ésto se entiende al 
darnos cuenta de que las variaciones de los momentos en (2.36) no son todas inde­
pendientes, ya que están restringidas a preservar la.~ constricciones primarias <Pm =O. 

Esto nos lleva a la conclusión de que el hamiltoniano canónico está bien definido 
sólo sobre la subvariedad determinada por las constricciones primarias y por lo tanto 
puede ser extendido arbitraramente fuera de dicha subvariedad, de ésto se sigue que 
el formalismo permanece sin cambios si se remplaza al hamiltoniano canónico, por 
este mismo más alguna combinación lineal de las constricciones 

(2.37) 

y veremos que éste es el caso a considerar. 
Dado que el hamiltoniano H puede considerarse como una función que depende 

únicamente de las coordenadas q; y de los momentos p;, la variación de H se puede 
expresar en términos de estas variables como 

8H ¡ 8H 
óH = -

8 
.óq +-

8 
óp¡, q• . p¡ 

con ayuda de esta ecuación, se puede reescribir la ec.(2.36) corno 

( 8H 8L) ¡ (8H ·i) -
8qi + 8qi óq + 8p¡ - q Óp¡ = o, 

(2.38) 

(2.39) 
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de lo cual uno infierr que 

8H +um8rf>m 
8p; 8p, 

{2.40) 

8HI m8rf>m 
-a-p+u-a·· q• q• 

{2.41) 

La primera de estas ecuaciones es particularmente importante porque nos muestra que 
las velocidades 1¡i pueden ser recobradas del conocimiento de los momentos p¡ sujetos 
a las constriccioneti (2.34) y de los M parámetros extras um. Así podemos tomar como 
nuestras variables dinámicas básicas, las coordenadas, los momentos y los parámetros 
um, en lugar de las coordenadas y las velocidades. Estos parámetros extras um pueden 
ser considerados como coordenadas sobre la superficie de las imagenes de una 1t dada. 

Dado r¡ne estamos considerando a las constricciones como independientes, los vec­
tores ~ son también independientes sobre la superficie de constricción debido a las 
condiciones de regularidad 1. Así dos diferentes conjuntos de u'" no pueden llevarnos 
a las mismas velocidades en (2.40). Esto significa que las um pueden, en principio, 
ser expresadas como funciones de las coordenadas y las velocidades si se resuelven las 
ecuaciones 

ti;= 88H (q, p(q, ti))+ um(q, ti) ªarl>m (q, p(q, ti)) 
p¡ p¡ 

(2.42) 

Si definimos la transformación de Legendre del espacio (qi, qi) a la superficie r/Jm = O 
del espacio ( q;, p¡, um) por medio de 

qi qi, 

p¡ 8L ( .) 
8qi q,q' {2.43) 

um = um(q, q), 

vemos que esta transformación entre espacios de la. misma dimensionalidad 2N es 
invertible, dado que uno tiene · 

{2.44) 

As!, las ces. (2.43) implican las (2.44) y viceversa. El análisis que se ha hecho, muestra 
claramente que si se quiere que las transformaciones de Legendrc sean invertibles 
cuando det{82 L/8tj;8qi) =O, se tienen que introducir variables extras. 

Se debe mencionar que la discusión precedente tiene validez sólo a nivel local. 
A partir de este punto, asumiremos que las transformaciones (2.43) y (2.44) son de 

1 Las condiciones de regularidad se pueden estudiar en 131. 
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validez global, esto implica enparticulár, que el hamiltoniano H puede ser globalmente 
definido como una función <le Ia.S coordenadas y los momentós por medio de (2.35) y 
no es multivaluado;•- · · - · --. 

. . . ' 

2.2.3. Ecuaciones de ~oviniienfo en forma ham~Uonill.na; 
Las ecuaciÓnes (2.~0) / (;~'41 )~~s 'n~~~n ~ e~cri~i~ -las ecuaciones de Euler­

Lagrange (2.29) _én su foriná. hamiltoriiána equivalente . 

'.i aii ¡,, a~m . 
q=aPi+u 8p; 

_-. DH m8</Jm 
p¡ = - 8qi - u 8qi 

rPm(qi,p¡) =O 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

Que las_ ecuaciones (2.45) se siguen de (2.29), es una consecuecia directa de (2.42) 
y de la definición del momento en términos de las velocidades. 

Es conveniente para el desarrollo siguiente de la teoría expresar las ecuaciones de 
movimiento en forma hamiltoniana en términos del paréntesis de Poisson, el cual esta 
definido como 

8F8G 8F8G 
{F,G} =-a --a - -a -a·· q• Pi Pi q• 

(2.48) 

donde F y G son funciones que dependen de las posiciones y de los momentos. Este 
paréntesis cumple ciertas propiedades que son consecuencia de su definición. 

El paréntesis es antisimétrico en F y G 

{F,G} = -{G,F}, (2.49) 

es lineal en ambos miembros 

(2.50) 

y satisface a ley del producto (regla se Leibnitz) 

{F1F2,G} e= F¡{F2,G} + {F1 1 G}F2. . (2.51) 

Entre el paréntesis ~e Poi~on fornla<lo por tres funciones, existe la relación 

-_ {i.{a,:Íil r+{a, á-1, F}} +{H,{F,G}} =o, 
" '-., '." ., -: ~ -,-· .. '. - --. ·' . ' . . 

(2.52) 

llamada identidad-de Jacobi. 
Para cualquier función F que depende de las coórdenadas y los mo'mentos, se tiene 

F
. 8F .¡ 8F. 
=-a .q +:-a Pi· q• Pi 

(2.53) 
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Si se substituyen en esta ecuación las ecuaciones de movimiento (2.45) tenemos 

Así tenemos que 

8F(8H m8</Jm) 8F( 8H . m8</Jm) - --+u -- +- ---u --
8qi 8p; 8p; 8p; 8qi 8qi 
{F, H} + um{F, </Jm}• 

Pi ={p;,H} + um{p;,</Jm} y 

(2.54) 

(2.55) 

son las ecuaciones de movimiento hamiltonianas escritas en términos del formalismo 
del paréntesis de Poisson. 

2.2.4. Hamiltoniano total. 

La ecuación (2.54) puede escribirse de una forma más concisa si extendemos un 
poco la noción de paréntesis de Poisson. De la definición (2.48) se sigue que Jos 
paréntesis están definidos únicamente para funciones que dependen de las coordenadas 
y los momentos. Si se tiene una función más general tal como una velocidad, la cual 
no puede ser expresable en términos de las coordenadas y los momentos, entonces 
esta velocidad no puede tener un paréntesis de Poisson con ninguna r.antidad. Si 
extendemos Ja noción de paréntesis de Poisson y suponemos que éstos existen para 
cualesquiera dos cantidades y, también suponemos que Jos paréntesis conservan su 
estructura y las propiedades (2.49), pero que no puedan ser determinados cuando 
las funciones no dependen de Jos momentos y las coordenadas, entonces podemos 
reescribir la ecuación (2.54) de Ja biguiente manera 

F = {F, H + um.Prn}· (2.56) 

En esta expresión los coeficientes um aparecen dentro del paréntesis de Poisson, 
pero como se vió anteriormente, estos coeficientes en general son funciones de las 
coordenadas y las velocidades, y no de la.o; coordenadas y Jos momentos. Esto implica 
que no podemos usar Ja definición (2.48) para calcular el paréntesis de Poisson de la 
ecuación (2.56). 

Sin embargo, gracias a la extensión que hemos hecho del concepto de paréntesis 
de Poisson tenemos 

{F, H + um</Jm} = {F, H} + {F, Um<Í'm} 
{F,H} +um{F,</Jm} + {F,um}</Jm, (2.57) 

el paréntesis {F, um} en Ja expresión anterior, no está bien definido, pero dado que 
está multiplicado por algo que se anula en Ja superficie de constricción, entonces el 
término { F, um }</Jm se anula, quedando 

(2.58) 
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lo cual muestra la equvalecia entre (2.54) y (2.56). La función 

(2.59) 

es llamada hamiltoniano total, notemos que .los crieficientes um aparecen ahora como 
multiplicadores de Lagrange. En términos '.de este hamiltoniano total, las ecuaciones 
de movimiento se expresan de inanen:i simple 

F= {F,Hr}. (2.60) 

2.2.5. ~cuaciones débiles y fuertes. 

Hay un punto en el que tenemos que ser cuidadosos cuando trabajamos dentro del 
formalismo de los paréntesis de Poisson. 

Nosotros tenemos las ecuaciones de constricción (2.34), pero éstas no deben ser 
utilizadas antes de trabajar con el paréntesis de Poisson, dado que si hicieramos esto, 
entonces el término {F, 4>m} sería siempre igual a cero. As! entonces, tomaremos como 
una regla que los paréntesis de Poisson deben ser evaluados antes de hacer uso de las 
constricciones y, para recordar esta regla en el formalismo, introduciremos el símbolo 
11 

::::.
11 (el cual leeremos como: debilmente igual) para las ecuaciones de constricción. 

Con este símbolo ellas son escritas de la siguiente manera 

4>m::::. O, (2.61) 

esta notación enfatiza el hecho de que la cantidad 4>rn es numéricamente restringida 
a ser cero, pero que no es idénticamente nula en lodo el espacio fase. 

En una manera más general, si tenemos dos funciones F y G que coinciden en la 
subvariedad definida por las constricciones 4>m :::::: O, se dice que las dos funciones son 
débilmente iguales entre sí, F :::: G. Por otro lado, si una ecuación es válida en todo 
el espacio fase y no sólo sobre la subvariedad ql,.. ::::. O, decimos que esta ecuación es 
fuerte y el símbolo usual de igualdad /1 =" es utilizado, !'ntonces 

(2.62) 

Con esta nueva notación que hemos introducido, la expresión para la ecuación 
(2.60) es: 

F::::.{F,Hr}. (2.63) 

2.2.6. Constricciones secundarias. 

Examinemos ahora una de las consecuecias de las ecuaciones de movimiento (2.54). 
Un requerimiento de consistencia básico en la teoría, es que 'las constricciones pri­
marias 4>rn sean preservadas en el tiempo. Podemos tomar las ecuaciones (2.54) o 
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{2.63) y poner a G como una de las constricciones t/Jm, entonces por consistencia, 
tendremos que ,P,,; :::: O. lo que nos lleva a la siguiente ecuación 

{2.64) 

El número de condiciones de consistencia aquí es Jv/, estas ecuaciones pueden dar 
tres resultados de distinto tipo. 

Un tipo ele ecuaciones se reduce a O :::: O, es decir, tPm• :::: O se satisface idéntica­
mente con la ayuda ele las constricciones primarias. 

Un segundo tipo de ecuaciones son aquellas qur. se reducen a las relaciones entre 
las coorclenatlas y los momentos, y son independientes de los multiplicadores um, estas 
ecuaciones deben ser independientes de las constricciones primarias, ya que si ésto no 
fuera as!, se reclucirian a una ecuación de las del tipo anterior. 

Finalmente, un tercer tipo de estas ecuaciones son aquellas que no se reducen 
a ninguno de los dos casos anteriores, entonces éstas imponen condiciones sobre los 
multiplicadores de Lngrange um. 

Del primer tipo ele ecuaciones, ya no hablaremos más. Por otro lado, cada rcuación 
de las de segundo tipo significa que tenemos otra constricción entre las coorenadas 
y los momentos. Estas constricciones son llamadas constriccionrs secundarias. Las 
constricciones primarias difieren de las secundarias, en el hentido de que las primeras, 
son consecuencia exclusivamente de la definición del momento, mientras que en las 
segundas, también hacemos uso de las ecuaciones de movimiento para obtenerlas. 

Si en nuestra tC'oría aparecen constricciones secundarias x(q,p) :::. O, entonces 
debemos imponer nuevas condiciones de consistencia sobre estas constricciones, es 
decir, debemos pedir que estas constricciones secundarias se preserven en el tiempo 

{Xm'• H} + u"'{Xm" tPm} ""O. {2.65) 

Estas ecuaciones tienen qur ser tratadas de igual manera que las ecs. (2.64). Debemos 
checar de cual de los tres tipos de ecuaciones antes mencionadas, es cada una de las 
ecuaciones (2.65). Si éstas resultan ser del segundo tipo, entonces debemos repetir 
el proceso una vez más debido a que tenemos nuevas constricciones secundarias, el 
proceso termina cuando las condiciones de consistencia no clan como resultado nuevas 
constricciones. El resultado final de estos procesos, será la obtención de un cierto 
número de constricciones secundarias x(q, p), junto con un número de condiciones 
sobre los coeficintes um del tipo {2.64). El conjunto de constricciones secundarias será 
denotado por 

tPl"" o, 1=/1.1+1, ... ,/l./+ L, (2.66) 

donde L es el número total de constricciones secundarias. La razón para la notación, 
(2.66),es que la distinción entre constricciones primarias y secundarias será de poca 
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importancia en la forma final de la teoría, y es útil poder denotar todas las constric­
ciones primarias y secundarias en forma única como 

4'1 ~O, l= I,2, .. .,M+L (2.67) 

Nosotros aplicamos las mismas condiciones de regularidad sobre el conjunto com­
pleto de constricciones ,P1 al igual que lo hicimos con las constricciones primarias. 
Es decir, no supondremos solamente que las constricciones (2.67) definen una sub­
variedad suave, sino que también asumiremos que las funciones de constricción <P1 
obedecen condiciones de regularidad. En lo subsiguiente supondremos que el rango 
de la matriz de los paréntesis { q,,,, ,P1 } es constante en toda la superficie (2.67) donde 
las constricciones son válidas. 

2.2. 7. Restricciones sobre los multiplicadores de Lagrange. 

Analicemos ahora con mayor detenimiento las ecuaciones que imponen restric­
ciones sobre los multiplicadores de Lagrange um. Como ya hemos mencionado, estas 
ecuaciones son del tipo 

(2.68) 

donde m es sumado de 1 a M e I puede tomar cualquiera de los valores de 1 a M + L. 
Podemos considerar que las ecuaciones (2.68) constituyen un conjunto de M +.L 

ecuacioues lineales no homogéneas en las M incógnitas um, con coeficientes que son 
funciones de las coordenadas y los momentos. Estas ecauciones deben tener solución ya 
que de otra manera, las ecuaciones de movimiento lagrangianas serían inconsistentes. 

La solución más general de (2.68) es de la forma 

(2.69) 

donde um(p, q) es una solución particular de la ecuación inhomogénea (2.68) y 
vm(q,p) es la solución más general del sistema homogéneo asociado 

(2.70) 

Que vm(q,p) sea la solución más general de (2.70) significa que vm es una combi­
nación lineal de soluciones linealmente independientes vªm, a = 1, ... ,A, del sistema 
homogéneo. El número A de soluciones independientes vªm es el mismo para to­
da (qi, p¡) sobre la superficie de constricción, porque hemos supuesto que la matriz 
{ </J¡, <Pm} es de rango constante en dicha superficie. Tenemos así que la solución general 
de (2.68) es 

(2.71) 

en términos de los coeficientes vª, los cuales son totalmente arbitrarios, podemos 
notar que en esta última expresión hemos separado la parte de um que permanece 
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arhitraria,de aquella que está fija mediante las condiciones de requerimiento impuestas 
sobre las constricciones. 

Si se substituye esta expresión de um en la expresión del hamiltoniano total {2.59) 
se obtiene 

Hr = He+ umq,m + vªV.m.Pm· 

Definiendo las cantidades H' y <P. como 

H'::H+Urn<Pm 
;.: J~ ~Y • .n<Pm,' 

se tiene que el hamiltoniano totál puede escribirse de la siguiente manera 

Hr = H' +vª,P •. 

2.2.8. Funciones de primera clase y segunda clase. 

(2.72) 

(2.73) 
(2.74) 

(2. 75) 

Hemos mencionado anteriormente que la distinción entre constricciones primarias 
y secundarias, es de poca importancia para la forma final de la formulación hamil­
toniana. En contraste, una clasificación diferente de las constricciones (y en forma 
más general, de funciones definidas sobre el espacio fase) juega un papel central en la 
teoría. Este es el concepto de funciones de prim!'ra clase y segunda clase. 

Se dice que una función F(qi,p¡) es de primern dase, si su paréntesis de Poisson 
con todas las constriccion!'s se anula débilmente, 

{F,c,'>¡}R<O, I = 1, ... , A1 + L (2.76) 

Uua función de las variables canónonicas que no sea de primara clase, es llamada 
de segunda clase. Es decir, F(qi,p¡) es de segunda clase si hay alguna constricción r/J¡ 
para la cual se tenga 

{F,,P¡}-#0. (2.77) 

Si Fes de primera clase, entonces { F, <Pi} tiene que ser fuertemente igual a alguna 
funció!l lineal de las constricciones </J, ya que las constriccionrs ,P1 son por definición 
las únicas cantidades independientes que son débilmente cero. 

Una característica importante de la propiedad "primera clase", es que ésta es 
preservada bajo la operación de paréntesis de Poisson. En otras palabras, el parénte­
sis de Poisson de dos funciones de primera clase, es ele primera clase. Probemos esta 
propiedad: si F y G son de primera clase, entonces 

{F,</J1} = jf',p,,, {G,</J1} =gf'q,,., .(2.78) 

y utilizando la indentidad de Jacobi obtenemos 

{{F, G}, r/J¡} {F, {G, (11,}} - {G, {F, <Pi}}= {F, gf',P!'} - {G, jf' <Pi•} 
= {F,gf'}r/J1• + gf'j¡:'q,1,, - {G,¡f'}q,1,...,. jf'g:;•q,1,,:;:,. O.·' (2.79) 
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Como una primera aplicación del concepto de primera clase, observamos que las 
funciones H' y </Ja que hemos definirlo en (2.73) y (2.74) son de primera clase. Si 
formamos el paréntesis de Poisson de <Pn con r/J1, obtenemos de la definición de e/Ja, 
el término vªm(r/Jm, rjJ1) más otros que se anulan débilmente. Dado que los v.m son 
definidos para satisfacer (2.70), </Ja es de primera clase. Similarmente {H',</11}::::::: O 
debido a Ja definición de JI' y a (2.68). Más aún, las <P. constituyen un conjunto 
completo de constricciones primarias <le primera clase, esto es, cualquier constricción 
primaria de primera clase es una combinación lineal de las e/Ja (con coeficientes que son 
funciones de las coordenadas qi, los momentos p¡ y módulo cuadrados de constricciones 
de segunda clase). Esto es asf porque vªVa'" es la solución más general de (2.70) sobre 
la superficie </11 ::::::: O. 

La introducción de esta nueva división de constricciones, nos permite concluir que 
el hamiltoniano total (2.75) es la suma dPl hamiltoniano de primera clase H' y las 
constricciones primarias de primera clase r/J,. multiplicadas por coeficientes arbitrarios 
vª. Debemos mencionar que la división de Hr en H' y vªr/Ja no es única, porque la 
um que aparece en la definición (2.73) puede ser cualquier solución de la ecuación 
inhomogénea (2.68). Esto significa que por el renombramiento de las funciones uª, 
podemos admitir dentro de JI' en (2.75) cualquier combinación de las e/Ja sin cambiar 
el hamiltoniano total. 

2.3. El paréntesis de Dirac. 

2.3.1. Separación en constricciones de primera y segunda 
clase. 

En la sección anterior se estudiaron las principales características de las constric­
ciones de primera clase, estudiemos ahora las características de las constricciones de 
segunda clase. 

Consideramos el caso en el que la matriz C 11• = { d> 1 , cf>i•} no se anula sobre la 
superficie <le constricción. Aquí estamos suponiendo que las constricciones son irre­
ducibles y que el rango de la matriz C 11' de los paréntesis de todas las constricciones, 
es constante sobre toda la superficie de constricción. 

Teorema: Si el detC11· ::::::: O, entonces existe (al menos) una constricción de primera 
clase entre las constricciones rjJ 1 • 

Prueba. Si <letC11'::::::: O, puede encontrarse una solución no trivial >..1 de >..1C11 ,::::::: O. 
La constricción >.J r/J1 es entonces fácilmente vista como de primera clase, lo cual prueba 
el teorema. 

Si se redefinen las constricciones como r/J1 ~ ar e/Ji• mediante una apropiada ma­
triz invertible ar' la constricción >.' r/J1. puede ser usada como la primera constricción. 
En esta nueva representación se tiene Cli = -C11 ::::::: O. 

Aplicando varias veces el teorema, es posible construir una representación equiva-
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lente de la superficie de constricción en términos de las constricciones "Ya ~ O, Xo ~ O, 
cuya matriz de paréntesis de Poisson se lee débilmente 

donde C0 p es una matriz invertible sobre toda la superficie de constricción. 
En esta nueva representación, las constricciones están completamente divididas 

en constricciones de primera y segunda clase, es decir, ninguna combinación lineal de 
las Xa tiene como resultado una constricción de primera clase, y las constricciones 'Ya 
agotan toda.~ las constricciones de primera clase. Es importante notar que el número 
de constricciones de segunda clase debr ser par, de lo contrario la matriz antisimétrica 
C 0 p tendría determinante cero, entonces no todas las Xn serian de segunda clase. 

Nótese que la separación (2.3.1) no es única, debido a que ésta es preservada por 
las redefiniciones 

(2.80) 

con deta: ~ O, deta~ ~ O. También uno puede sumar cuadrados de constricciones de 
segunda clase a 'Ya sin cambiar la propiedad de primera clase, "Ya -> "Ya+ t~PXoXfJ· 
Asumiremos que las funciones de segunda clase Xo son tales que det C 0 p ~ O sobre 
toda la superficie Xa = O y no solo sobre "Ya = O. Esto es necesario para manejar 
apropiadamente las constricciones de segunda clase. 

2.3.2. Tratamiento de las constricciones de segunda clase: un 
ejemplo. 

A diferencia de las constricciones de primera clase, las constricciones de segunda 
clase no pueden ser interpretadas como generadoras de transformaciones de norma, 
o más generalmente, como generadoras de transformaciones con significado físico. La 
razón es que por definición, la trasformación de contacto generada por una constric­
ción de segunda clase x no preserva todas las constricciones <P ~ O 

(2.81) 

y así mapea un estado permitido sobre un estado no permitido. 
Para entender como deben ser tratadas las constricciones de segunda clase, analfce­

mos el ejemplo más simple posible de una teoría con constricciones de segunda clase .. 
Supongamos que tenemos N pares de coordenadas canónicas y que el primer par 
(q 1, p 1) está sujeto a las constricciones · 

Xi= q1 ~O 

X2 =Pi~ O (2.82) 
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Estas constricciones son de segunda clase porque 

(2.83) 

En este simple caso, la forma en que deben ser tratadas las constricciones de 
segunda clase es casi directa. Las ecuaciones (2.82) nos dice que las variables q1 Y 
p1 no son de interés y por consecuencia, que el primer grado de libertad no es de 
importacia relevante en la teoría. Tenemos as! que las variables canónicas q1 y p¡ 
pueden ser descartadas y por lo tanto es posible trabajar sólo con los otros grados de 
libertad. Esto significa qu<' podemos trabajar con un peréntesis de Poisson modificado 
y definido de la siguiente manera 

{F,G}' = ~(8F8G _ 8G8F). 
{;;;. éJq• élp¡ éJq• élp¡ 

(2.84) 

Este paréntesis debe ser suficiente porque considera todas las variables dinámicas que 
son de interés físico. 

Notemos que el parentésis modificado (2.84) ele cualquiera ele las dos constricciones 
(2.82) con una variable dinámica arbitraria es idénticamente cero 

{F.xi}' = {F,x2} =o. (2.85) 

Esto significa que cuando trabajamos con (2.84), podemos poner las Xa como iguales 
a cero antes de evaluar el paréntesis. As!, si en este ejemplo utilizamos la definición 
del paréntesis estrella (2.84) en vez ele la del paréntesis de Poisson (2.48), podemos 
poner las constricciones de segunda clase fuertemente igual 11 cero 

Xt = X2 =O. (2.86) 

También es claro que las ecuaciones ele movimiento para los otros (n :;:: 2) grados 
de libertad, permanecen de la misma forma si remplazamos el paréntesis de Poisson 
original por el paréntesis modificado. l\lás aún, el paréntesis (2.84} satisface las mismas 
propiedades (2.49) que el paréntesis ele Poisson. 

2.3.3. Paréntesis de Dirac. 

La generalización de (2.84) para un conjunto arbitrario de constricciones de se­
gunda clase fue hecha por Dirac [5, 6, 7[, y expuesto de forma más clara. en [9[ y 
[3[. Esbozaremos aquí, como llegar a esta generalización. · ' ·· 

Dado que el determinante de la matriz Cap es distinto de cero, entonces esta matriz 
es invertible · · ,,. 

CªPC137 = ó,!. (2:87} 

Una propiedad que debe de cumplir el paréntesis que generaliza (2 .. 84·)·: ~s que, 
cualquier variable dinámica tenga un paréntesis general nulo cou las constricciones 
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de segunda clase. Si F es una función arbitraria del espacio fase podemos definir otra 
función F' qne sea igual a F sobre la superficie de constricciones de segunda clase 
Xo ~O, como 

(2.88) 

con la propiedad 
{F', Xo} ~O. (2.89) 

Por cálculo directo puede obtenerse la expresión explícita para F' en función de CºP 

(2.90) 

Ahora simplemente postulamos que el paréntesis de Poisson de dos cantidades F y G 
debe ser remplazado por erparéntesis de Poisson de sus variables estrellas F' y G' 

Y'''{F,G}-'-+ {F',G'}. (2.91) 

No tesé que ·a p~a; 'éle que 'F ~· F' y G ~ G'; el paréntesis de Poisson { F', G'} no 
es débilemente igua\á.' { F, G} • 

~i·:b·r~ {F, G} ~{F, x~}C"{j{X¡¡, G}.' (2~92) 
. , ;_ -·' '· 

El paréntesis de.Dirac esta defi~iéio'c~mo 
. - ; ···.;.; •e_; ... ·, \ '• - , .c~·tJ ·,··.;· ' 
{F,p} .';". {f,G}- {}',xo.}C .,.{xp'.G} .. (2.93) 

y constituy" la generalización de (2.84). Este pareiitésis satisface las mismas 
propiedades que el paréntesis de Poi'ssóri · · ' · · 

{F,G}' 
{F1 + FúG}' 

{F1F2;G}' ., . 

{{F, G}< H}~ + 

~{G,F}', 

{F1 , G}' +{F2 , G}', 
F1{F2;G}' :{{F1;G}'F2, 
{{G,.H};, F}~ +ÜH,Ff, G}' =o 

además de estas propiedades se tiene que 

(2.94) 

. {X~, F}' =O para cualquier F (2.95) 
{F;G}' ~ {F, G} con G de primera clase y F arbitrario (2.96) 

{F, {G, H}'}' ~ {F, {G, H}'}' con G y H de primera clase y F arbitrario (2.97) 

Se sigue de (2.95) que las constricciones de segunda clase pueden ser puestas 
iguales a cero, antes o después de evaluar el paréntesis de Dirac. Más aún, dado que 
el hamiltoniano extendido 

(2.98) 
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es de primera clase, se deduce de (2.96) que He continua generando las ecuaciones 
de movimiento correctas en términos del paréntesis de Dirac 

F';::j {F,He} ';::j {F,He}', para toda F. (2.99) 

En particular, el efecto de una transformación de norma puede también ser eval­
uado mediante el paréntesis de Dirac 

{F,f'a} ';::j {F,70 }" 1 para toda F. (2.100) 

Así, en lo sucesivo, todas las ecuaciones de la teoría son formuladas en términos 
del paréntesis de Dirac, y las constricciones de segunda clase son identidades que 
expresan algunas variables canónicas en términos de otras (ecuaciones fuertes). 

Con toda la herramienta matemática antes presentada es posible trabajar con 
cualquier teoría, y obtener sus constricciones. En cada teoría se pueden presentar 
dificultades para encontrar una separación en constricciones de primera y segunda 
clase. 
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Capítulo 3 

La cuerda bósonica 

En este capítulo presentaré una introducción a la teoría de cuerdas, en particular 
quiero enfocarme en la cuerda bósonica y realizar el análisis canónico de esta teoría. 

La cuerda bósonica es el modelo má~ simple de la cuerda relativista; historicamente 
la acción para una teoría de cuerda fue formulada por primera vez por Nambu y Gato 
a principios de los años 70, generalizando la idea de la teoría relativista para una 
partícula puntual. Supongamos que una partícula libre relativista, en su evolución en 
el espacio tiempo O-dimensional, describe una trayectoria parametrizada en términos 
de una sola variable x''(r) llamada linea mundo. De forma análoga para la cuerda, un 
objeto extendiado en una dimeusión espacial, cuyo movimiento en el espacio-tiempo 
O-dimensional describe una superficie de universo parametrizada por las variables 
r y a, donde T puede ser considerada como la coordenada temporal y a como la 
coordenada espacial, y convencionalmente se escoge a E [O, rr]. Cuando la hoja mundo 
de la cuerda esta descrita por la posición X"(r, a) para todo valor de r y a. También 
aquí se considera que la cuerda vive en un espacio-tiempo de Minkowski M de D 
dimensiones, con métrica r¡,.., = diag(-1, 1, ... , l), donde la coordenada de la cuerda 
X''(() se mapea 

X": 8--+ M, µ= O, ... ,D-1, (3.1) 

donde Ses el parámetro del espacio bidimensional~= (r,a) E S. 
La acción de Nambu-Goto es de la forma siguiente 

1 J 1 ! SNa = ---, dA = -T ( - h(~l) 'drda 
2rra M 

(3.2) 

donde vemos que es proporcinal al elemento de área invariante dA de la superficie 
formada por la cuerda y donde l'v! denota la suprrficie de la hoja mundo, de igual 
forma que se hace con la partícula libre relativista. En (3.2) h(~) = det hab(~), donde 

. hab es la métrica inducida dada por 

(3.3) 
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La acción <le Nambu-Goto se puede escribir de diferentes maneras que son clásica­
mente equivalentes, considerando la métrica hab como un multiplicador de Lagrange, 
la acción resultante es 

(3.4) 

esta es la acción de Polyakov, aunque fue formulada por Brink, Di Vecchia, Howe, 
Deser y Zumino. La acción (3.4), es muy simple, conveniente para la cuantización, y 
cumple con las siguientes simetrías: 

1.- Es globalmente invariante ante transformaciones de Poincare 

N"'X.,+a", 
o, 

(3.5) 
(3.6) 

donde A"" es una matriz antisimétrica de la representación del grupo pseudo ortogonal 
SO(l,D-1) y a" es un vector constante. Esta invariancia refleja la simetría del espacio 
de Minkowski en el cual se propaga la cuerda. 

2.- Es localmente invariante sobre: 
A) Difeomorfismos (o rcparametrizaciones) de la hoja mundo 

(,ªéJ.X", 
'V a(b + 'Vb(a 

(3.7) 
(3.8) 

independientes de la elección <le coordenadas ~·. de hecho. el elemento <le ·área in-­
variante, introduce el término cinético e invariante gracias a la contracción total <le 
los índices tensoriales; y debido a esto, la acción (3.4) describe. D campos escalares 
acoplados a la gravedad en dos dimensiones. 

B) Transformación de Weyl, sobre rescalamiento local de la métrica de la hoja 
mundo 

donde el término <f>(~) es llamado factor conforme. 

(3.9) 
(3.10) 

Ahora lo que sigue es obtener las ecuaciones de movimiento de la cuerda bósonica a 
partir del principio variacional sobre la acción, al hacer variaciones sobre el campo de 
la cuerda X" y de la métrica -yªb en la acción (3.4) obtenemos las siguientes ecuaciones 
de movimiento 

(3.11) 

con términos <le frontera que no se están considerando, y los cuales determinan la 
distinción entre la cuerda bósonica abierta o cerrada. Y ahora utilizando las siguientes 
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obtenemos la siguiente ecuación de movimiento 
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(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

que esta relacionada con el tensor de energía-momento. Por otra parte, el tensor de 
energía-momento bidimensional Tab esta definido como 

2 i: óS 
Tab = T ./4 Ó-yªb' 

y la ecuación de campo (3.14) es equivalente a la relación 

Tab = 8aX1'8bXµ - ~"Yab"Ycd8cX"8dXµ :=; O. 

Es fácil demostrar que Tab tiene las siguientes propiedades 
1.-Es simétrico Tab = Tba· 
2.-Es conservado B4Tab = O 
3.-Tiene traza núla -¡"bTab = O 

(3.15) 

(3.16) 

Una teoría de campo se caracteriza por tener un tensor de energía-momento 
simétrico, conservado y de traza nula es en general invariante conforme. 

La solución de las ecuaciones de movimiento del campo de la cuerda (3.11) con 
la relación (3.14) se reserva la elección de una norma adecuada. La invarianza de la 
acción ante difeomorfismos, consiste, al menos localmente, en introducir un sistema 
de coordenadas tal que deje la métrica invariante, ele tal forma que 

(3.17) 

esta es conocida como norma conforme. 
En la norma conforme la acción de Polyakov, la relación (3.16) y la ecuación de 

movimiento (3.11) toman respectivamente las siguientes expresiones 

(3.18) 

donde convencionalmente r y a vienen dados en los intervalos 

r E (-oc,oo) a E [0,7!']. (3.19) 
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De la ecuación (3.18) se deduce que en la norma ronforme la acción (3.4) se reduce a 
la acción de D campos libres X", de donde 

donde 

Too 
T10 

· 8X" X=-
8r 

.\'
2 + X'2 = Tu = O, 

XX' =.To1= o. 

.X'= EJX" 

. . . EJu 

y la ecuación de movimiento (3.11) se reducP. a 
a~x,. a2 x,. 

8a8" X" = 8r2 - 8u2 = O, 

que es la ecuación de onda para la cuerda bosónica libre. 

(3.20) 
(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

Ahora pasemos a estudiar el formalismo hamiltoniano de la acción de Polyakov. 
Aquí encontraremos la trasnformación de dualidad que es simetría para el hamiltoni­
ano de la teoría. 

3.1. El formalismo hamiltoniano de la cuerda bosóni­
ca. 

Para obtener el hamiltoniano de Polyakov, partimos de la acción de Polyakov (3.4) 
donde conocemos la lagrangiana: 

(3.24) 

que utilizaremos para obtener los momentos canónicos que serán sustituidos en la 
transformada de Legendre · · · 

(3.25) 

que de igual forma como se hizo con la Lagrangiana de Nambu-Goto, definimos los 
momentos canónico conjugados P,. y' TI 0 p como: 

(3.26) 

(3.27) 

Para ser más explícitos desarrollamos la Lagrangiana (3.24) en cada uno de sus tér­
minos, para derivar respecto a ,'(µ entonces la lagrangiana desarrollada es: 

(3.28) 
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que como vemos no tiene derivadas temporales de Ja:- métrica de la hoja mundo, 
entonces ···•·.. ai;p .... · 

IloR = -.- = o, 
•·. " 8-yo.11 

(3.29} 

de la lagrangiana (3.28} .obtenemos el momento canónico conjugarlo Pµ. y a partir de 
la definición (3.26} llegamos a:· · · · · 

.(i3o) 
,,,,, .·:.-,·. 

donde podemos despejar explícitamente a Xµ. en términos de ia.S. otras yariables. 
Además con la acción de Polyakov podemos escribir el hamiltoniano. en té';minos de 
las constricciones de primera clase 1l y 1l1 como · ·· · · · · · · · .. , .. ,.-. 

(3.31} 

donde N y N1 son multiplicadores de Lagrange, conocidos como la función laps y la 
función schift respectivamente. 

Al despejar 
X - 1 [ Pµ. . TU X'] 

µ. - 'YTT - T(--y)! - 'Y. µ. '(3.32). 

y substituirlo. en la definición de la transformada de Legendre. (3.25) obtenemos el 
hamiltoniano de la acción de Polyakov como sigue: · 

1lp = ...:._1_·[·.·~ +.-rT. "x;"]P. +!c.:..:.-r>!l-r. T~.x2+2~T~.x."x'.+'"'""xi21 (3.3 .. 3> 
'YTT T(-:--r)! ·: ." 2 . . . . µ.. ' .. ' 

donde al substituir. la cantidad X" e1i el Hamiltoniano, y desarrollando para despejar 
los términos P 2 , X 12 y X'" Pµ. tenemos .que el Hamiltoniano es: 

1l = -.(--r)! [ P
2 

+ c...:-r>T.x12] + -rT" P. X'" 
·. p .. 2-yTT (--y)T .. . 'YTT µ. ' 

(3.34) 
. . .· .. .· 

donde se puede ~er que a partir de este cálculo se han obtenido explícitamente los 
multiplicadores de Lagrange N y N1 que son: 

N=-(--y)! 
'YTT . (3.35) 

que están en términos de las componentes de la métrica de la hoJ~ m~ndo. Ad~más 
las constricciones de primera clase 1l y 1l1 son . .. · · · 

1l 
1 p2 ' '. 
2((--y)T + (--y)TX12) . (3.36} 

Pµ.X'", . (3.37) 
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y obedecen el álgebra conforme 

{1l(a), 1l(u')} 

{1l(a), 1l1 (u')} 

{1l1(u), 1l1(u')} 

[1l1(a) + 1l1(a')]ó'(u - u') 

[1l(u) + 1l(u')] ó'(u - a') 

[1l1(a) + 1l1(a')]ó'(u - 17
1
), 

(3.38) 

también conocida como el álgebra de la cuerda. Para conocer con más detalle el 
formalismo hamiltoniano de Ja cuerda de Polyakov a nivel clásico ver [18, 19j. 

Lo que podemos ver del hamiltoniano de Polyakov (3.34), es que este presenta 
una simetría al intercambiar las variables T X'" por pµ. Esta transformación es con­
veniente estudiarla como una transformación de dualidad, y desde este punto de vista 
determinar que simetría guarda esta transformación. 

Como se mostro la acción de Polyakov tiene una transformación de simetría que 
deja invariante el hamiltoniano (3.34) ante el inetercambio 

TX'1'~P", (3.39) 

pero aparte tenemos que saber como se transforma la estructura simpléctica ante este 
transformación, sabemos que esta teoría tiene paréntesis de Poisson 

{X"(r, a), P"(r, u')} = r¡""ó(a - u') (3.40) 

y queremos saber si la dualidad (3.39) sobre el hamiltoniano (3.34) es una transfor­
mación canónica que preserva el paréntesis de Poisson; para realizar este cálculo es 
conveniente trabajar en el formalismo AD/11 que veremos en el capítulo 7. Pero antes 
quiero dar una idea acerca de como esta transformación de dualidad es canónica. 

Primero el paréntesis de Poisson entre las variables X'" y P11 es 

{X'1'(a), P.,(a')} = ó~ó~(u - u'), (3.41) 

donde al hacer el cambio de la transformación de dualidad implementada por (3.39) 
obtengo 

{P"(u), X~(a')} = -ó~ó~.(u - a'), (3.42) 

el cual parece diferente al anterior debido a que cambia un signo a la estructura 
simpléctica. Pero al usar las propiedades de la función delta de Dirac, sobre todo la 
que dice que la derivada de la función delta de Dirac es antisimétrica 

ó~(a - u') = -ó~.(u - a'), (3.43) 

obtenemos que la estructura simpléctica queda invariante ante el intercambio de las 
variables, por lo que podemos decir que la transformación es canónica respecto al 
paréntesis de Poisson. 

En el capítulo 7 se estudiará la transformación de dualidad aquí presentada usan­
do acciones de primer orden. Estas acciones de primer orden permiten mayor man­
iobrabilirlad en los campos, permitiendo determinar si la transformación de dualidad 
implementada es canónica respecto a la estructura simpléctica de Dirac. 
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La dualidad en teoría electromagnética ha sido estudiada de diversas maneras 
tanto a nivel clásico como a nivel cuántico 114, 21, 30]. Se puede ver como una trans­
formación de autodualidad 113, 15, 161, o como una rotación (28, 29]. Pero hay otra 
forma de estudiarla a nivel de las constricciones de la teoría, y es formulando una 
acción de primer orden para la teoría electromagnética. 

Las acciones de primer orden se han usado para estudiar diversos modelos, como 
sistemas gravitacionales, cuerdas y membranas 1121. Estas acciones también se han 
construido con el fin de estudiar transformaciones de dualidad en ¡>-formas diferen­
ciales, de hecho la dualidad se genera a partir de acciones madre (acciones de primer 
orden) de donde se derivan accionf's hijas que son duales entre sí 111]. Esta formu­
lación hecha con acciones de primer orden enriquece el estudio de la teoría, debido a 
que al aumentar el espacio configuración con los campos auxiliares, uno aumenta las 
simetrías. 

Como Sf' vió en el capítulo J la teoría electromagnética tiene una simetría que al 
mismo tiempo es una dualidad que intercambia los campos eléctricos por magnéticos 
y vice versa; ahora lo que haremos es una generalización de la acción de la teoría 
electromagnética a una acción rle primer orden, que aumenta el número de variables 
introduciendo campos auxiliares. 

Como se dijo en la introducción, la teoría de primer orden tiene dos propiedacles 
que serán relevantes en el análisis de la transformación de dualidad que proponemos. 
La primera es que para esta acción la transformación de dualidad es una redefinición 
de campos local, a diferencia de la transformación no local en la teoría electromag­
nética usual. La segunda propiedad, nos permite realizar el análisis canónico completo 
en un espacio fase que revela con transparencia la estructura simpléctica subyacente 
en la teoría de primer orden. Esta estructura jugará un papel relevante en el análisis 
de las propiedades de la transformación de dualidad. 

Los resultados de este capítulo son generalizables a teorías ele p-formas. Analizare-
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mas en detalle el caso electromagnético correspondiente a una teoría de una 1-forma. 
En este capítulo nuestro objetivo es presentar una acción de primer orden para la 

teoría electromagnética y mostrar que ésta es equivalente a la acción electromagnéti­
ca ya conocida. Además se obtienen las ecuaciones de movimiento de esta acción de 
primer orden, observando que reproducen la dinámica de Maxwell. Se obtiene el hamil­
toniano de esta teoría, en donde cálculamos a partir de la definición de los momentos 
las constricciones primarias. Con estas constricciones se construye el hamiltoniano 
total, con el cual se estabilizarán las constricciones primarias. Esta estabilización nos 
llrva a las constricciones secundarias de la teoría. Cerrando con esto el álgebra de 
constricciones, es decir, ya no hay nuevas con~tricciones. Con tocias las constricciones 
de la teoría, procedemos a la separación en constricciones ele primera y segunda cla.se. 
Con las constricciones ele segunda clase se construye el paréntesis de Dirac, que es 
la estructura simpléctica en el espacio fase completo. Este paréntesis ele Dirac será 
comparado con su correspondiPnte paréntesis ele Dirac dual (capitulo 6). Probaremos 
que el paréntesis de Dirac obtenido es el correcto, al obtener que las constricciones 
de segunda clase de la teoría son funciones de Casimir para el paréntesis de Dirac. 
Además sc> hace la identificación del momento pi, que es el momento canónico en el 
espacio reducido. Por último se procede al conteo de grados ele libertad usando la 
información que tenemos de constricciones de primera y segunda clase. 

Ahora pasemos a estudiar la acción ele primer orden para la teoría electromag­
nética. 

La acción de primer orden propuesta para la teoría electromagnética es 

SM[Fµv,Aµ] = L (~ FµvF"v + ~A¡µ8v1Fvµ)d4x, (4.1) 

donde el espacio configuración esta definido en términos delas'vari!lblesF,.. y·A,. 
como variables independientes. Las ecuaciones de movimiento que ésta acción gen.~ra 
son 

·' .. ···· 

óA~_.;:} ·,·.·,_~_-_",.:f_-.~-·-·.·.~ .•. ·8¡'=_; ,.'_oA'_· 1 .. --.· .. · .. -.o., 
óF'~r·;·=·"' ,., • • 

(4;2) 
'(4.3) 

donde (µv] = ¡w- vµ es la nota6ió~ ;ar~ Índices ~ntisimélricos; Sustituyendo' (4.3) ~n 
( 4.2) obtenemos como résu,ltado lás ~cuadone~ dé M11xweU ya éonocidás. La densidad 
lagrangiana de esta teoría e_s · >: ;' ··· · ' · · · '· 

·'.'>· ·'-Y··2· ,.: · .. · · 2 
CF,A ,,;,, ,~ FµvF/w + 9

2 
A¡µ8v¡F"" 

que utilizaremos para construir el formalismo hamiltoniano correspondieU:te a. esta 
teoría, pero antes veamos como la acción de primer orden (4.1) coritiene la misma 
información que la acción electromagnética a nivel de la acción. 
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Partimos de la acción (4.1) de la cual obtenemos las ecuaciones de movimiento 
(4.2) y (4.3). Observamos que de la ecuación de movimiento (4.3) se pueden despejar 
algebráicamente Jos campos F,,.,. Cuando una variable puede despejarse algebráica­
mente usando su propia ecuación de movimiento se dice que la variable es auxiliar. 
Las variables auxiliares tienen la propiedad de que pueden sustituirse directamente 
en la acción sin alterar el contenido dinámico de la teoría. En nuestro caso F,,., es un 
campo auxiliar. Utilizando (4.3) y sustituyendo en la acción (4.1) obtenemos 

S[A,,] = !., (~8¡,,A.,¡a'"A"I - ~a,,..A.,¡81"A"i)d4x 
de <lande se deduce la acción Plectromagnética 

S[A,,] = -!. (~a,,,A.,¡8'"A"i)d4x 
M 

que es una acción <le segundo orden, y tiene· como variable a A,... 

(4.5) 

(4.6) 

4.1. Formalismo de Dirac para la acción de primer 
orden .de la teoría electroniagnética 

Para obtener el hamiltoniano de Í~teorfa el:ct~o~agnética separamos el tensor 
F,w en su parte temporal y espácial · 

(4.7) 

desarrollando de igÜaUorma la lagrarigiauá.(4.'4) en ~us componentes espaciales y 
temporales tenemos · - · · · · · 

.... ·2: ··.- ... .. . • :- . - . . -. - : 
CF,Á = ~ (F';;F;\+2Ji'o;F~i)+ g2 [AoD;Fio + A;8jFii + A;80 FOi]. (4.8) 

El liamiltO~'¡a~o~.e~ti-· defi_n.ido ·por: ··:, -
• ,· ' ' . " •.• -':'.'--~) • ' .. - .. ~. 1 ;, _: . . . • ' 

·:,;:lf~ f11.(F, A)d3x (4.9) 

donde 'H. eida densi<ladhamiltoniana que se obtiene <le la transformación de Legendre 
<le! formalismolagrangiano como 

1-l = .___!!!:___ aF,,., + ~ aA,, _ e 
8(~) 8t 8(~) nt 

(4.10) 

que podemos rescribir como 

(4.11) 
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y desarrollando en sus componentes obtenemos 

'H.F,A 2PoiéJoF°; + P;;8oF;1 + P 0 8oAo + P;80 Ai 
' 2. ' 

=¡.(F;1F;; + 2Fo;F°i) - g2 [Ao8;F;o + A;8;F;; + A;80 Fº;] (4.12) 

- ... '·''-' 

donde los momentos son constricciones primarias de la teoría, y se.obtienen a partir 
de la définición del momento como 

. Po; 

pij 

Pº 

pi 

El hamiltoniano es: 

8C.F,A _ g 2 A¡ 
8(~) - 2 

8f.F,A _ Q 

8(~) -
8f.F,A 

8(~) =O 

8f.F,A 

8(~) =0 

HF,A ~ J ( -~
2 

F,.,,F'"' - g2 [Ao8;F;o + A;8;Fii])d3x 

y las constricciones primarias de la teoría son: 

g2 
Po;- 2A¡ :::::O 

pii::::: o 
Pº::::: O 
pi:::,:Q 

(4.13) 

que están igualadas débilmente, y después estabilizaremos estas constricciones con el 
hamiltoniano total para encontrar las constricciones secundarias, y finalmente sepa­
rar eu constricciones de primera y segunda clase utilizando el formalismo de Dirac 
revisado en el capítulo 3. El hamiltoniano total es 

! ( 9
2 

2( 'O "] HT = - 4F,ivF'"' - g Ao8;F' + A;8;F1' 

+.\º¡(Po;+ g2A;) + >.;3Pii + >.oPº + >.;P¡)d3x (4.14) 

donde >.;;,>.Di, ,\0 , >.; son multiplicadores de Lagrange asociados a las constricciones 
primarias. 
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Definimos el paréntesis de Poisson en teoría de campo clásico de igual forma que 
se hace en la mecánica clásica, a partir de las variables conjugadas de la teoría. En 
general el paréntesis de Poisson en teoría de campos se escribe como: 

} J ( óA(x) óB(y) óA(x) óB(y) )d3 
{A(x), B(y) óFµv(z) óPllv(z) - óPiw(z) óFµv(z) z 

+ ¡ ( óA(x) óB(y) _ óA(x) óB(y) )d3z 
óA1,(z) óPll(z) óP"(z) óAµ(z) ' 

( 4.15) 

y a partir-de esta definición del paréntesis de Poisson, escribimos explícitamente el 
paréntesis de Poisson de cada una de las variables con sus variables conjugadas, 
obteniendo · 

{Ao(x), Pº(y)} 

{A;(x), Pi(y)} 

ó(x - y), 

ó{ó(x -y), 

donde otn.s~1 esta definido como 

{F;;(x), pnm(y)} = ~ó~ój)ó(x - y) 

{F0;(x), Pº'(y)} = ó{ó(x - y), (4.16) 

(4.17) 

Ahora podemos.utilizar esta informaci6n para estabilizar las constricciones primarias 
con el hamiltonia.no:fotaly~cr·si apareéen nuevas constricciones. 

4.2. Estabilización de las constricciones primarias 

Las constricciones primarias deben ser estabilizadas con el hamiltoniano total 
(4.14) con el fin de saber si no hay nuevas constricciones en la teoría; las constricciones 
que lleguen a salir de las estabilizaciones se llaman constricciones secundarias. Las 
estabilizaciones con las constricciones P0 ; - s;A; y P; no dan ninguna constricción 
nueva, de hecho despejan los multiplicadores de Lagrange )l.i, >..º'. Las estabilizaciones 
de las contricciones Pº y p•i son 

(4.18) 
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y 

{P..,Hr} 
2 

-~{P.,, F;;Fii} - g 2 A;{P.., 8;Fii} 

g2 [ . . 2 . .. ] -2 F;;{P.., F''} - g 8;A;{P.., F''} 

g2 [ . . 1 . . . 2 1 . : .j ] 
-2 F;;(-2óiró~l) + g 8;A;(-2óiró,1) 

';

2 

[F .. + (ó~ó! - ótó!)D;A;] 

;

2 

[Frs + (D,Ar - 8rA,)] 

';

2 

[F .. - 8¡rA•1] :::::: O 

respectivamente. Por tanto, las constricciones secundarias obtenidas son 

F.1m - D¡nAml "'=' O 

y 

.· (4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

Al estabilizar estas constricciones secundarias usando el hamiltoniano total (4.14) no 
obtenemos nueva información sobre la superficie de constriCción~ · · 

4.3. Separación en constricciones de primera y se­
gunda clase. 

Con las constricciones secundarias obtenidas en la sección anterior, completamos 
todo el conjunto ele constricciones que tiene esta teoría. Para separar en primera y se­
gunda clase el conjunto total de constricciones obtenidas observamos que es necesario 
redefinir las constricciones secundarias (4.20) y (4.21) de tal forma que las constric­
ciones de primera clase son 

</11 Pº:::::: O 

( 4.22) 

y las constricciones de segunda clase son: 

X2nm 

X4i (4.23) 
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Estas constricciones definen Ja superficie de constricción de· Ja teorlá. 

4.4. El paréntesis de Dirac 
7 ' ' ' 

La construcción del paréntesis de Dirac se hace usando las constricciones de se-
gunda clase 

{x\i(x), X2nm(y)} 

{x;(x), X4i(Y)} 

La matriz ·que se obtiene al hacer el paréntesis de Poisson entre las constricciones de 
segunda clase Cab (ver capítulo 3) y su inversa Cªb se calculan como sigue 

(·.·~ó{nó~~~ó(x;y)' -Mnó~ló(x,y) ~ ~ J 
O O fójó(x,y) 
O -fójó(x,y) O 

utilizando como notación simplificada de la delta de Dirac ó(x - y) = ó(x, y). La 
matriz inversa cab asociada es 

( 

O ~ó~ó~ó(x, y) O · O ) 
. -~ó1~ó;"1 ó(x,y) O ' O · . O . 

Cªb(x, y) = O O ' . . . 
. O . --Jróf ó(x, y) · 

O O -Jróf ó(x, y) .·. O · 

Ahora construimos el paréntesis de Dirac {A, B}' el cualse deflnió en.el capitulo 
3 como · " · · ,. ·'<· ' ' 

{A(x), B(y)}° = {A(x), B(y)} - f f {A(x), xa(x')}Cªb(x'; y')Ü'.b~~'),,B(y)}dx'dy' 
con las constricciones obtenidas tenemos que el paréntesis de Dirac de la teoría elec-
tromagnética de primer orden es: · · 

{A(x), B(y)}° {A(x), B(y)} 

f f {A(x), pii(x')}(~ó~ó7J'ó(x', y')){Fnm - ~8¡;.PornJ(Y'), B(y)}dx'dy' 

+ f f {A(x), Fnm - ~8¡nPornJ(x')}(~ó~ó7J'ó(x', y')){pii(y'), B(y)}dx'dy' 

J J {A(x), pi(x')}(-~cif ó(x', y')){P0i - ~Ai(y'), B(y)}dx'dy' 

f J {A(x),Poj - ~Ai(x')}(:2 ó{ó(x',y')){Pi(y'),B(y)}dx'dy' (4.25) 
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4.5. Consistencia del paréntesis de Dirac 

El paréntesis de Dirac conmuta con todns las constricciones de segunda clase por 
construcción. Probemos esto con el paréntesis que hemos obtenido. 

Comenzamos con la constricción de segunda clase P" = O 

{P", B}* {P", B} + {P", Fnm - ~8¡nPom1H~ó~ófi){Pij, B} 

{P" B} - !_ór ó' (!_ónóm){P'í B} ' 2 [n m] 2 [• J) • 

{P" B} - !_ó'.ó~ {Pii B} 
' 2 l• J) ' 

{P",B}-{P",B}=O, (4.26) 

donde hemos omitido todas las integrales funcionles que actúan sobre las variables 
de Ja teorla para ahorrar espacio y hacer más claros los cálculos, tomando en consid­
eración que las integrales funcionales ya estan hechas en cada paréntesis. 

A 

El mismo cálculo con la constricción Fr. - :5-8¡,Po•J = O resulta 
. . . . g 

2 .· 
{F .. - 28irPo;J,B}~ 

9 

{F .. - ~8¡.P~•l• B} - {F .. -
2
ArPo•]• pij}(~ó~ófi){Fnm - ~8¡nPom]1 B} 

g . g g 

{F., -:/J¡.Pa•l•~B}- {F.., pii}(~óaójj'){Fnm - : 2 8¡nPom;, B} 

{F .. - :A.Po•]• B} :_ ~ól.ó~J(~ó~ófi){Fnm - ~8¡~Pam]• B} 

{F .. -; 8¡.P •• 1; B} - ~ó~ó;¡'{Fnm 7 ~8¡nPom]1 B} . 

. 2 . } . 2 } 
{Fr.f - 28¡;.P •• 1,-B -·{Fra- 28irPaaJ• B =O g . g 

lo que muestra que el paréntesis construido es consistente. 
Para la constricción'pr =O tenemos 

., ,., . ', 

{P•;B}* - {f'.•,B}+{P•,Po;- 9: A;}(-:2 ó{){Pi1 B} 

{P', B} + {Pr, A;}{Pi, B} 
{Pr, B} - ój{Pi, B} =O 

(4.27) 

(4.28) 

que satisface también la propiedad requerida. Por último usando la constricción de 
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segunda clase Por - s;Ar = O 

B 
g2 

{Por - 2A" B}' . 
g2 g2 . l . g2 . 

{Por - 2A" B} - {Por - 2A" P'}( 92 óf){Poi - 2Ai, B} 

g2 . g2 
{Por - 2A" B} - {A., P'}{Po; - 2A;, B} 

g2 g2 
{Por - 2A" B} - {Por - 2A" B} =O. (4.29) 

Con esto hemos mostrado que el paréntesis de Dirac construido satisface la propiedad 
de que las constricciones <le segunda clase son funciones de Casimir de este paréntesis. 
Esta propiedad es muy importante debido a que gracias a ella podemos resolver las 
constricciones de segunda clase y la estructura simpléctica <le la teoría no se altera. 

Ya que probamos que el paréntesis <le Dirac conmuta con todas las constricciones 
<le segunda clase, calcularemos ahora los paréntesis de Dirac de las variables relevantes 
para uso posterior 

{F;i(x), pnm(y)}" =O {Ao(x), Pº(y)}' 
{A;(x), pi(y)}' 

ó(x,y), 
o, {Fo;(x),Pºi(y)}' = ó{ó(x,y), (4.30) 

el cual nos da información sobre la estructura simpléctica <le la teoría, proyectada 
sobre la superficie de constricción. Ahora el paréntesis de Dirac entre las variables 
dinámicas A; y Fºi es 

{A· Fºi}• - -~oi ., ' - g2 it (4.31) 

que es <le gran importancia, ya que me dice que la acción de primer orden de la teoría 
electromagnética tiene como estruc_tura simpléctica de Dirac a 

(4.32) 

donde hemos identificando la variable . . Pi = ·;_a; Fºi, que nos será de gran ayuda 
para determinar la canonicidad de la transformación de dualidad cuando hagamos los 
mismos cálculos para la acción de.primer orden dual. · 

4.6. Conteo de losi grados ele IibeJ.'tad. 
El conteo de los grad~~ de'!ib~rt~d,~e'obtl'¡ne de lás ~onstricéiones de primera y 

segunda clase de la teoría como sigue· · · 

g.l. = (e./.) - 2(1~c.) ~.(2.c.) (4.33) 
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donde (g.l.) significa grado de libertad, c.f. espacio fase, l.c. constricciones de primera 
clase y 2.c. constricciones de segunda clase. 

Ahora la teoría electromagnética de primer orden tiene 20 dimensiones en el es­
pacio fase, son 2 constricciones de primera clase y 12 constricciones de segunda clase, 
por Jo tanto los grados de libertad son 

g.l. = 20-2(2)-12 = 4 (4.34) 

Esto implica 2 grados de libertad en el espacio de configuración, que corresponden a 
Jos grados de libertad del fotón. 
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Teoría electromagnética dual de 
primer orden 
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En este capítulo construiremos la acción dual asociada a la acción de primer 
orden construida y analizada usando el formalismo de Dirac en el capítulo anterior. 
El método que usaremos para construirla es un tanto inusual. A diferencia de la 
visión usual de la dualidad como una transformación cuyo efecto es intercambiar las 
ecuaciones de movimiento con las identidades de Bianchi asociadas, nuestra propuesta 
consiste en considerar la transformación de dualidad como una simple redefinición de 
campos. Esto quiere decir que al espacio de configuración de la acción de primer orden 
{4.1) le asociaremos un 11ue,·o espacio configuración "dual" cuyas variables serán • F 
y A. La nueva acción asi obtenida será la acción de primer orden dual. Es importante 
señalar que esta definición de la acción dual coincide, al reducir el espacio fase de 
manera apropiada, con la definición de la acción dual en el formalismo de Maxwell 
usual. La demostración detallada de esta afirmación será el tema de este capítulo. 

Las ecuaciones de movimiento de la teoría dual así construida son equivalentes a las 
ecuaciones de movimiento de la teoría original. De hecho, resultan ser combinaciones 
lineales de las ecuaciones de movimiento de la teoría original en el espacio definido 
por las variables F y A. Sin embargo, al reducir los campos auxiliares F y obtener así 
las ecuaciones de Maxwell las dos teoría.~ tie11en exactamente las mismas ecuaciones 
de movimiento. Esto quiere decir que la diferencia entre la teoría original y su dual 
es debida a su distinto contenido de campos auxiliares. 

Desde el punto de vista de la teoría cuántica de campos estas acciones tienen 
propiedades sorprendentes, como el hecho de que el régimen de acoplamiento fuerte 
en un caso sea el régimen de acoplamiento débil en l!! otro. Nosotros no analizaremos 
las interesanes propiedades cuánticas de la transformación de dualidad. 

Entre los resultados obtenidos en este capítulo podemos destacar: a) la construc­
ción sistemática de la superficie de constricción dual b) La obtención del paréntesis 
de Dime dual. e) Consistencia en el número de grados de libertad para la acción dual. 
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5.1. Formulación de las acciones de primer orden 
para la teoría electromagnética y su dualidad. 

La dualidad S en la teoría electromagnética es una dualidad de Hodge entre 2-
formas diferenciales F,..,, en que un tensor es transformado a otro por medio de 

(5.1) 

donde fµvo/J es el tensor ~ot~lmen~e antisimétrico de Levi-Civita de rango cuatro 

{ 

1 si es permutación par de 0123 
f¡wo/J = -1 si es permutación impar de 0123 

O si se repite un índice, 

y el símholo • señala la operación ele dualidad. Esta operación es muy curiosa, ya que 
al aplicarla dos veces al mismo tensor regresamos el mismo tensor pero con el signo 
opuesto 

(5.2) 

d d l <I' W _ l(<µ<~-· <~-W) . ' 
On e 2U[pua) ·-:-" 2 ~pUa - .uaup ., . • . · 

Como se ha visto la dualidad electromagnética cambia el campo eléctrico por el 
magnético y vice versa como se puede ver claramente del tensor F,.., y su dual • F,.., 

(' 
E1' ~ ~) ( ~. -E1 -E2 -E3 

) -E1 
... o ·-B3: B2 _ o -B3 B2 F,..,= F"" = 

-E2 B3 O· -B1 E2 B3 o -B1 
-E3 :.:...s2 B1 O E3 -B2 B1 o 

y desarrollando el t_ensor dual de F,.., y F"" obtenemos: 

Cº' B1 B2 -
B, ) 

ºF'" = ( ~' 
-Bi --B2 -Ba 

} 'F,.., = 
. -B1 .. o Ea -E2 · o Ea -:-E2 

-B2 -E3- o E1 · . B2 ·-Ea o E1 
-B3,- E2 -Ei o ' . . -BJ ~E2 -E1 o 

que muestra la dualidad de u~a forma muy clara. 
:·. . .·· - ·i ·. .. .. ·~ ,. - _. . - . ·. <.. . . ' . '. 
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Las acción de primer orden y su dual como una 
redefinición de campos. 

Lo que haremos en esta sección es transformar la acción de primer orden (4.1) en 
su respectiva acción de primer orden dual, para obtenerla utilizaremos la dualidad 
antes mencionada corno la siguiente redefinición de campos 

G'w = g2 ' F"v 'Gµv = -g2 Fµv (5.3) 

de donde obtendremos la acción electromagnética de primer orden dual con la simple 
sustitución de la redefiniciún ele campos (5.3). _ 

Además hay que tomar en cuenta como transforma el multiplicador dé lagrange 
A1,, la transformación de dualidad que me lleva de A1, a Aµ es ' 

A,,~ g2A,,, 
que nos permitirá obtener la acción de primer orden dual. . 

Ahora veamos cual es la acción de primer orden dual al sustituir la redefinición 
de campos (5.3) en la acción de primer orden (4.1) 

r 2 2 
SM[Fµv,Aµ] = }M (~FµvF"v+~A¡1,8vlFv")d4x 

{ (fC(_.!:..•a v)(-..!_'G"v) + t_A¡,,8vl( _ _!_.Gv"))d4x 
j M 4 g2 µ g2 2 g2 g2 

{ ( 1 G aiw 1 1 vµn/J/\.- a G"P)-,. - , }M - 4g2 ¡w - 2922!€ {µ v] a-x (5.4) 

por lo tanto la acción ele primer orden dual de la acción (4.1) es 

SM[Gµv 1 Aµ]= -1
1 
{.¡~2 GµvGµv + 2~2 ~fvµn¡J A¡µ8v]G0 p )d4x; (5.5) 

y si aplico la transformación de dualidad a la acción (5.5) vuelvo a la acción (4.1) 
como se esperaba. La transformación de dualidad queda asi implementada através 
de una redefinición de campos. -

La acción de primer orden dual para la teoría electromagnética que hemos obtenido 
(5.5) tiene asociadas las ecuaciones de Euler-Lagrange 

c5A,, éJ~Gvµ = O - ; (5.6) 

cSGµv Gµv = ~fµvn/JqnA/JJ (5.7) 

La lagrangiana de la teoría dual 

e - ( 1 G G"V 1 -1 vµo{J/\.. a G . ·)- - ( ) 
G,fl. - - ¡2 µv + 2221€ - •_ {µ v] n{J -, 5.8 

g g - - -- ' -- ' -- -
será utilizada para obtener el formalismo.hamiltoniano de la teor!a. Veamos primero 
la equivalencia que hay entre esta acción y la_ acción electromagnética usual. 
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5.3. Equivalencia de la acción de primer orden dual. 

Primero partimos de la acción dual (5.5) de Ja cual obtengo las ecuaciones de 
movimiento (5.6) y (5. 7), donde observamos que de la ecuación de movimiento (5. 7) se 
puede despejar algebráicamente a G,..,. Por tanto es uu campo auxiliar. Sustituyendo 
(5.7) en la acción (5.5) obtenemos 

SM(G,..,, A,.] = - l ( 4~2 G1..,G"" + 2~2 ~Evµo/3 t\¡~8.,1G0p )d4x 

de donde se deduce que la acción se reduce a 

(5.10) 

que como vemos es la misma acción electromagnética (4.6) que se obtuvo en el capítulo 
anterior si identificamos 

(5.11) 

como la transformación de dualidad para el campo A1,. Esta transformación inter­
cambia la constante de acoplamiento por su inverso, de tal forma que la dualidad 
intercambia una teoría de interacción fuerte, por una de interacción débil. 

Con esto hemos probado que la acción de primer orden dual reducida, después 
de eliminar G1.., como campo auxiliar, es Ja misma que Ja acción de primer orden 
reducida original. 

5.4. El Hamiltoniano de la acción de primer orden 
dual. 

Para obtener el Hamiltoniano de esta teoría procedemos de la misma ~íüi'nc.ra que 
en el caso de Ja acción original (4.1) separando. el tensor G,.., en sus componentes 
temporales y espaciales 
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Por otra parte, desarrollando la densidad lagrangiana (5.8) en sus componentes espa-
ciales y temporales tenemos · -

Ca,A _ _2_ (2Go·Gº; + G .. G1i) - 2._ (t.ºíikA-8oG :k 
.Jg2 1 t) 2!g2 ... ' J 

+ eºiikA.o8;G¡k -eiJOkA.¡D,Gok), - . 

(5.13) 

(5.14) 

donde es más fácil ver cuales son las "velocidades" de e~ta' teoría; y podemos obtener 
el Hamiltoniano, que esta definido por 

H- J ( 1 G G"v 1 1 Í¡JQ/JA. a·a )d; G,A = 492 µv + 292 2fE . ll[µ i) Q/J • X 

que escrito en sus componenetes espaciales y temporáles es 

Ha,A J C~2 (2Go;GOi + G;¡G;j) 

1 ( o;1k. 8 a + ijok. 8 .a >) d3 
2

!g2 f llQ i jk E llj 1 Ok X, 

(5.15) 

(5.16) 

Esta densidad hamiltoniana también se puede escribir en términos de su definición 
como transformación ele Legendre del espacio de configuración al espacio fase, que 
me define las variables canónicas de la teoría. Los momentos asociados a la función 
lagrangiana (5.13) son 

8Ca,A _O 
8(~)-

8Ca,A ___ l_fokij!\ 

8(~) - 2!g2 . k 

8Ca,A =O 
8(~) 
8Ca,A =O 
8(%f) 

(5.17) 

de donde obtenemos las constricciones primarias de la teoría dual de primer orden. 
Las constricciones primarias son: 

rrº1 ~ o 
Ilij + _l_fokij¡\ 

2!g2 k 
~ o 

rrº ~ ·o 
Ili ~ o. (5.18) 
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Las constricciones secundarias se obtienen estabilizando estas constricciones con el 
Hamiltoniano total. El hamiltoniano total es 

(5.19) 

Definimos el paréntesis de Poisson de igual forma que en el caso <le la teoría original 

{ ( ) ( )} J ( óA(x) óB(y) óA(x) óB(y) ) d3 
A X 'B y óGµv(z) ÓTil'v(z) - óTIµv(z) óG,.v(z) z 

J ( óA(x) óB(y) óA(x) óB(y) )d3 

+ óA,.(z) óTI1•(z) - ÓTI"(z) óA1,(z) z, 
(5.20) 

de .t'al forma que el paréntesis de Poisson entre las variables conjugadas es 

{Ao(x), TIº(y)} 

{A¡(x), Tii(y)} 

ó(x, y), 

óf ó(x, ¡¡), 

{G;;(x), n"m(y)} = ~ó~ój¡'ó(x, y) 

{G0¡(x), nºi(y)} = ó{ó(x, y), (5.21) 

entonces ahora podemos utilizar esta información para estabilizar las constricciones 
TIº y no; con ayuda del Hamiltoniano total (5.19). 

5.5. Estabilización de las constricciones primarias. 

Las constricciones primarias deben ser estabilizadas con el Hamiltoniano total con 
el fin de saber si no hay nuevas constricciones en la teoría. Las estabilizaciones con 
TIº y no; son 

{TIº, 1lr} 

{TIOi, 1lr} (5.22) 

Las estabilizaciones del resto ele constricciones primarias no da nueva información 
sobre la superficie de constricción (algunas permiten el despeje ele multiplicadores 
de Lagrange y otras simplemente no dan nueva información). La estabilización de 
las constricciones secundarias (5.22) no da nueva información sobre la superficie de 
constricción. Por tanto las constricciones de la teorla son (5.18) y (5.22). 



65 

Ahora procedemos a dividir las constricciones en primera y segunda clase. Para 
ello es necesario, como en le caso de la acción original, redefinir la constricciones 
{5.22). La redefinición propuesta es 

;¡,1 nº""' o 
(5.23) 

que son las constricciones de primera clase,. La .constricciones restantes son de segunda 
el~ . ' ' ' 

x\ n¡~·ó 

fIÍj ~ OkijA ~o 
'' •. +'•2!g2~' .•. k .• ~ 
Ilo¡ ~·a 
Gºi + g2aknik ""'o, (5.24) 

con las que se construye el paréntesis de Dirac. 

5.6. El paréntesis de Dirac de la teoría dual., 

Para construir el paréntesis de Dirac, calculamos la matriz c.b a partir de la 
construcción hecha en el capítulo 3 con las constricciones de segunda clase. . .. 

Para ello debemos calcular los paréntesis de Poisson entre todas las constricciones'· 
de segunda clase. Los que resultan distintos de cero son 

{x\ (x), x~m(y)} 

{;\'.a¡(x), x~(y)} 

1 Oilmr{ ) --21 2 E u x,y, 
.g 

-óló(x, y), 

{ -lm{ ) -i ( )} 1 Oilmó( ) 
X2 X ' X1 y = -2, 2 f x, y ' .g 

{x~(x), xa¡(y)} = óló(x, y), (5.25) 

que son los elementos de la matriz de la matriz directa que se usará para obtener el 
paréntesis de Dirac. Esta matriz es · 

- ( 1 Oki~Ó( ) Cab(x,y) = ~f ~ x,y 

-$Eokiio(x, y) 
o 
o 
o 

y su matriz inversa es e~¡, d~d~ 0po~ ·.• e;' ' 

-g2Eo1;jó(x, y) 
o 
o 

o 
o 
o 

ó~ó(x,y) 

o 
o 
o 

o .'...a¡'ó(x, y) 

(5.26) 
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que es la que utilizaremos para construir el paréntesis de Dirac. 
El paréntesis de Dirac {A, B}* esta définid? por: · · 

{A(x), B(y)}* = {A(x), B(y)} - Jj {A(x), x.(x')}Cºb(x', y'){xb(Y'), B(y)}d~'dy' 

donde la matriz c•b esta dada por (5.26). De manera explicita este paréntesis es 

{A(x), B(y)}* 
.--1; 

{A(x), B(y)} 

J J {A(x);n1 (~1 )}(-:-g2 ~ó1uó(x'; y')){ITii- 2,;2 eokiJ J\A;(y'),.B(y)}.~X,'dy' 

f J {A(x), nii - 2!;~EOkij Ak(x')}(g2Eolijó(x'; y')){n1(y'), B(y)}dx'dy' 

j j {A(x), n 01 (x')}(ó!ó(x', y')){GOi + g28knik(y'), B(y)}dx'dy' 

j j {A(x), Gºi + g28kIIik(x')}(-ó!ó(~', y')){IT0¡(y'), B(y)}dx'dy',(5.27) 

Hemos checado que este paréntesis de Dirac cumple . correctamente . con., la 
propiedad de que las constricciones ele segunda clase son funciones de Casimir de 
este paréntesis. 

El paréntesis de Dirac entre las variables A;. y Gjk: es el siguiente'• 

que podemos arreglar como 

{J\;(x), -
1
2 G;k(y)}• = Eoijkó(x - y), 

g 

(5.28) 

(5.29) 

el cual me da información de la estructura simpléctica dual. Al compararlo con el 
resultado del capitulo anterior (4.32) encontramos que la estructura simpléctica en el 
paréntesis de Dirac no se conserva, ya que me cambia una ó? por una fo;;1 1 y por lo 
tanto la transformación de dualidad es no canónica respecto al paréntesis de Dirac. 

En el siguiente capitulo abordaremos con más detalle este problema, y analizare­
mos cómo se comporta la transformación de dualidad con las acciones de primer orden 
a nivel del paréntesis de Dirac, y posteriormente reduciremos el espado resolviendo las 
constricciones primarias y eliminando los momentos, encontrando que en este espacio 
reducido la transformación es canónica. 

5.7. Conteo de los grados de libertad 

Como en el caso anterior el conteo ele los grados de libertad se obtiene de las 
cosntricciones de primera y segunda clase de la teoría como sigue 

g.l. = (e.j.) - 2(1.c.) - (2.c.) (5.30) 
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donde (g.l.) significa grado de libertad, e./. espacio fase, 1.c. cosntriccines de primera 
clase y 2.c. constricciones de segunda clase. 

Ahora la teoría electromagnética dual de primer orden tiene 20 dimensiones en el 
espacio fase, 2 constricciones de primera clase y 12 constricciones de segunda clase, 
por lo tanto los grados de libertad son 

g.l. = 20 - 2(2) - 12 = 4 (5.31) 

que corresponden a 2 grados de libertad en el espacio de configuración. Como vemos 
son los grados de libertad del fotón. Por tanto la teoría original y su dual contienene 
la misma física, ya que ambas me reproducen la acción electromagnética y ambas dan 
los grados de libertad correctos para la descripción del fotón. 

,-!, 

·• 
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Capítulo 6 

Comparación entre la Teoría original 
y la Teoría Dual 
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En los dos capitulas precedentes hemos analizado en detalle la teoría electromag­
nética en su versión de primer orden y la teoría dual asociada. En particular hemos 
encontrado, usando el formalismo de Dirac revisado en el capitulo 3, la superficie de 
constricción asociada a la teorla original y la superficie de constricción dual asociada 
a la acción dual. La primera observación que salta a la vista es que las superficies de 
constricción son diferentes (como superficie geométrica en el espacio fase respectivo). 
Esto tiene como consecuencia que los paréntesis de Dirac sean distintos. Por otro lado, 
hemos mostrado que tanto la teoría electromagnética original como su dual describen 
la dinámica del fotón (dos grados de libertad físicos). En este capitulo estudiaremos 
la relación entre la teoría original y su dual, obteniendo como se mapea una superficie 
de constricción en otra a partir de una transformación canónica. 

Analizaremos la transformación de dualidad en el espacio fase completo. Es cono­
cido que toda transformación puntual en el espacio de configuración puede extenderse 
corno una transformación canónica en el espacio fase correspondiente [8]. Desde es­
ta perspectiva la transformación de dualidad así extendida es una transformación 
canónica respecto a la estructura simpléctica original del espacio fase. Este modo 
de extender la transformación puntual (6.2) en el espacio configuración es natural 
en el sentido de que los momentos de la teoría original y la dual estan relacionados 
precisamente a través de esta transformación canónica. 

La observación crucial es que esta transformación canónica, NO es canónica re­
specto al paréntesis de Dirac ya que éste se modifica debido a que la superficie de 
constrición cambia ante la transformación canónica, pero si lo es respecto a la estruc­
tura simpléctica del paréntesis de Poisson. 

Existen al menos dos caminos para reducir la teoría, y caer dentro del esquema de 
la teoría de Maxwell usual. Uno es eliminar todos los momentos y regresar a la acción 
de primer orden. Esta eliminación se realiza usando las ecuaciones de movimiento para 
los momentos y despejando algebráicamente los momentos. Estos momentos pueden 
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sustituirse nuevamente e11 la lagrangiana para obtener la lagrangiana reducida. Ante 
esta reducción los paréntesis de Dirac reducidos respectivos son distintos como se 
esperaba del argumento general esbozado en el parrafo anterior. Tenemos entonces 
un claro ejemplo de que la transformación de dualidad es no canónica (altera la 
estructura simpléctica). 

Otra forma de reducir la teoría es eliminar la variable auxiliar F,.,, y su momento 
conjugado de modo que queda Ja teorfa hamiltoniana de Ja acción de Maxwell usuaL 
Aterrizamos así en terreno conocido. Es bien conocido que la transformación de dual­
idad en la teorfa hamiltoniana de Maxwell es una transformación canónica no local. 
Estos resultados estan de acuerdo con los resultados obtenidos en esta tesis como 
mostraremos en este capítulo. 

En este capítulo construiremos la transformación canónica que relaciona la teoría 
original y dual a nivel del espacio fase completo. En una segunda instancia reducire­
mos la teoría original y su dual eliminando todos Jos momentos y regresando así a 
la descripción de primer orden expuesta en los capitulas 4 y 5. Mostraremos que los 
parénetcsis de Dirac asociados sufren un cambio al reducir el espacio, que es con­
sistente con la estructura simpléctica que puede deducirse de las acciones de primer 
orden respctivas. Por último eliminado F y sus momentos asociados, haremos contacto 
con Ja literatura actual sobre transformaciones de dualidad vistas como transforma­
ciones canónicas. Con el objeto de hucr>r esta tesis autocontenida presentaremos un 
resumen del trabajo [l] donde se muestra con claridad como se construye la trans­
formación canónica a partir de la transformación de dualidad de Hodge, y a partir de 
esta dualidad se obtiene una función generadora de la transformación canónica. En 
esta tesis se obtuvo una generalización de Ja transformación de dualidad a acciones de 
primer orden que contienen campos auxiliares, de tal forma que al reducir el espacio 
de la teoría de primer orden, regresamos al espacio reducido que hace contacto con 
el trabajo lll para acciones de segundo orden. Resaltaremos que esta transformación 
canónica no local debe construirse en el espacio de las "variables física.~" asociadas a 
la teoría de Maxwell. Es sólo en este espacio donde tiene sentido hablar de la transfor­
mación de dualidad como transformación canónica. Este espacio esta descrito por las 
componentes transversales del campo eléctrico y magnético. Es importante mencionar 
que para obtenerlo es necesario resolver Ja ley de Gauss. 

6.1. La transformación de dualidad estudiada. 

Las relaciones entre la teoría original y su dual estan dadas por 

(6.1) 

donde F,.,, es el tensor de Maxwell asociado a, la teoría original y G 1,,, es· el correspon­
diente tensor de Maxwell dual. Como vimos en Jos capítulos anteriores el paréntesis 
de Dirac de In teoría original ,(4:25) y su dual (5.27) son distintos. · 
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Observamos ahora quC' es posible construir un mapeo entre la variables originales 
Pµ,Aµ,Fµ",Pµ,, y la variables que definen a la teoría dual flµ,Aµ,Gµ",CTµv· Este 
mapeo, por definición, transforma la acción original en la correspondiente dual. En 
particular mapea una superficie de constricción en la otra y mapea los correspondi­
entes paréntesis de Dirac. Este mapeo esta dado por 

Gº¡ ~ Y
2 

Oinm 
2!f Fnm• 

9
2 0 ¡ 
~ pi, 

/l.k ~ g
2
Ak, 

9
20 in 
~ -EOmin Po'm, 

g2 CTok ~ -Eokijpii, 

Gii ~ 9
2 

ijkO 

2! E Fko, (6.2) 

y se construye usando la transformación de dualidad (6.1) y extendiendo la transfor­
mación a Jos momentos de manera consistente, es decir, de manera que transforme 
Ja acción original en el espacio fase a Ja acción dual en su correspondiente espacio 
fase. Es interesante notar que este mapeo transforma una teoría con constante de 
acoplamiento g2 a una teoría dual con constante de acoplamiento 'ir· 

Vamos a probar que el mapeo arriba mencionado funciona correctamente al trans­
formar la superficie de constricción de segunda ria.se en la correspondiente dual. 

Tomemos las constricciones de la teoría dual y usemos el mapeo para obtener las 
constricciones de la teoría original, entonces tenemos para la constricción xi de Ja 
teoría electromagnética dual 

(6.3) 

que es la constricción X2 cÍe la teoría electromagnética de primer orden. Ahora c~n Ja 
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constricción xi.! tenemos 

llii + _l_Eok;j A ~ O 
2!g2 k 

_ _!_Eomijp. + !_EumiJA 
92 Om 21 m 

_ _!_Eomij (Ro - ~A ) 
g2 m 2 m 

g2 . . 
Pom-2Am ~O, (6.4) 

que es la constricción x4 de la teoría electromagnética de primer orden. Con la con-
stricción xt tenemos . 

xi = g2ni ·~ ci' 

=·:pi~O,' (6.5) 

que es la constricción x3 de la teoría electromagnética de primer orden. Y con la 
constricción i_3¡ tenemos -\.: . . ·':.: . 

2'· . ' .· .. 
g llok. ~O 

Eokijpii 
pii ~o. 

que es la constricción Xi de la teoría electromagnética de primer orden. 

(6.6) 

Como vemos la dualidad mapea las constricciones de segunda clase de la teoría a su 
dual, encontrando que el mapeo lleva las constricciones de segunda clase de la teoría 
original a constricciones de segunda clase de la tl'oría dual; y por lo tanto mapea 
a los correspondientes paréntesis de Dirac. Observamos entonces que la estructura 
simpléctica del paréntesis de Dirac no queda invariante ante esta transformación. 

Sin embargo, el mapeo (6.2) es canónico respecto a la estructura simpléctica es­
tándar. La función generadora ele esta transformación es 

Con esto hemos probado que el mapeo (6.2) es canónico respecto al paréntesis de 
Poisson, debido a que con la función generadora (6. 7) se obtiene la transformación de 
dualidad escrita como el mapeo (6.2). 

Es fácil probar que la función generadora (6.7) reproduce el mapeo (6.2); sólo 
debemos aplicar las relaciones obtenidas del formalismo hamiltoniano para la función 



generadora de la transforrn~ción canónica F2 IBJ, obteniendo 

'óF2 _ g2 
ofJiwn ( ). 

óF
0

p - 2f€ ¡w X 

Pµ.(x) 

Aµ.(x) 

óF2 = i_Eo{Jµ.v F. (x) 
Óilo/I 2! µ.v 

óF2 = g2Ilµ.(x) 
óAµ. 

óF2 2A ( ) óllµ. = g µ.X 1 

73 

(6.8) 

que reproduce, en primer lugar la transformación de dualidad que hemos definido 
desde el principio (6.1), y además nos dice corno se transforman los momentos P, Il y 
las variables A, A. Ésta función generadora implementa la transformación de dualidad 
corno transformación canónica en todo el espacio fase. Probando con esto que la 
transformación de dualidad es canónica respecto a In estructura de Poisson. 

6.2. El espacio reducido de la teoría electromagnéti­
ca. 

Para obtener el espacio reducido de manera consistente hay que despejar los cam­
pos auxiliares. Esto implica resolver algunas constricciones. Nuestro punto de partida 
es la acción total · 

Sr= f (Pµ.~~µ.v +Pµ.Aµ. ~,[ _:. ~Fµ.~F,µ.vSg2 (,A0.a¡Fiº+A,aiFi') 
· +~~(Po;+.Y~j\¡) .\-A•i~;! ,:f-, >.~f'.º +.>.;E'.;]) ~4x 

. . ' .. ··- ·; - <.' --
Las constricciones de primera clase asoci~dás á est~ acció~ son 

' .. -. ~ .. . " 

y las constricciones de segunda cl~e,~on:. . . . · ·- ' •.: .- .;·· 

-·~r, .·"i 

X2nm'. 1 = 

X4i 

. g2 ·•. 
Poi - 2Ai ~O. 

{6.9) 

(6.10) 

(6.11) 
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Primer rlespejarnmos todos Jus momentos de esta teoría para regresar a la acción de 
primer orden (·l. l). Los momentos son en conjunto con Jos multiplicadores de Lagrange 
de las constricciones primarias, campos auxiliares. Las ecuaciones de movimiento 
asociadas 11 P,.v y P,. respectivamente son 

poi_>..º¡= 0 
pii - )..ii =o 
Aº - >..º=o 
k->.¡=0 

(6.12) 
(6.13) 
(6.14) 

(6.15) 

Las ecuaciones de movimento asociadas a Jos multiplicadores de Lagrange son las 
constricciones primarias 

2 ., • 

Po¡- ~A¡ =0 
2 

pii =o 
Pº =O 
pi =0 

(6.16) 

(6.17) 
(6.18) 

(6.19) 

De estas relaciones es posible despejar P,.v y P,. mientras que de las ecuaciones de 
movimiento asociadas a Jos momentos es posible despejar Jos respectivos multipli­
cadores de Lagrange. Esto define a los momentos y a los multiplicadores de Lagrange 
como campos auxiliares. Sustituyendo estos despejes en Ja acción total (6.9) obten­
emos 

! ( g2 o. • [ g2 g2 ·o .. ] ) 1 Sn = - -F 'A· - - -F. F"v - -(Ao8·F' + k8.P1') d' x 2 ' 4 ¡w 2 ' ' 1 
(6.20) 

que concide precisamente con la acción de primer orden (4.1). El paréntesis de Dirac 
reducido es: 

. 2 . 
{Fo;(x), A1(y)Y = -:¡óf ó(x, y), 

g 
(6.21) 

el resto de los paréntesis de Dirac reducidos son cero. Esto concide con Ja estructura 
simpéctica que puede leerse directamente de la acción de primer orden (4.1). 

Ahora pasemos a realizar Ja otra reducción que nos lleva de Ja acción completa en el 
espacio fase a la acción electromagnética en el espacio fase con el objeto de comparar 
nuestros resultados con Jos resultados obtenidos en literatura reciente sobre el tema 
[lj, [32j. Para realizar esta reducción usaremos las constricciones de segunda clase. 
Esto implica reducir pi, pii, Pºi, F;; que son también campos auxiliares. El paréntesis 
de Dirac reducido coincidirá con el paréntesis de Poisson del espacio fase reducido ya 
que habremos eliminado todas las constricciones de segunda clase. Es importante 
señalar que las constricciones de primera clase restantes son Po = O, Ü;Fºi = O como 
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se desprende de (4.22). La acción total (6.9) queda reducida 11 

! ( 92 o. . - [ 92 o. 92 . . . 92 ·o .. º] ) 4 
S¡¡ = --;¡-F 'A;- - 2 F0;F '--;¡F;;F''-2(A0 8;F' +A;8;F'')+.-\oP d x. 

. . 

Sumando la divergencia g28µ(.4;F"i) a esta acción e itlentificando 

donde Ei es el campo eléctrico y Bi es el campo magnético, la acción reducida puede 
escribirse i:omo 

! (92 . . g2 2 2 g2 . º) 
Sn = -;¡-E'A; - 2 (-E - B ) ·- -;¡-A0 8;E' + .-\oP d"x (6.22) 

Esta acción reducida coincide con la acción de Maxwell en el espacio fase (A;,Pi), 
identificando (Pi = ~Ei). Notese que Ao y ;\0 son multiplicadores de Lagrange aso­
ciados a esta acción. En particilar A0 implementa Ja ley de Gauss. 

El paréntesis de Dirac reducido es ahora el paréntesis de Poisson estándar. Por 
tanto Ja transformación generada por F2 es ahora una transformación canónica com­
pleta ya que el paréntesis de Dirac coincide con el de Poissou. Para mostrar esto 
aplicaremos Ja reducción antes mencionada a la teoría dual. 

6.3. El espacio reducido de la teoría electromagnéti­
ca dual. 

Lo que haremos en esta sección es aplicar las mismas ideas de reducción usadas 
en sección anterior a la teoría dual. La acción total de Ja teoría dual es 

La teoría electromagnética dual, tiene las constricciones de primera clase 

1 Oi 'k i 

2
,
92

E.' 8;G;k +._8;II. ~O, (6.24) 
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y las constricciom~s de segunda clase 

- ·x~i:· 

X{ 

rri ::>::o, 
··. rrii + _._1_fokij A - o 

21 2 k - • • g 
IlOi ::>:: O, 

Gºi :+ g28kITik ::>:: o. (6.25) 

Ahora, para obtener· la acción reducida vamos a resolvPr la8 constricciones de 
segunda clase (6.25). Esto implica eliminar ITi, rr0i, ITii, G 0i, de donde obtenemos la 
acción reducida · 

Sn j ( 21~2 fokii¡\kGii 
[ ( 1 ru, ¡ 1 i ') ( 1 Oijk •) º]) 4 ( ) 

292
8kA1a A. + 

492
G;;G 1 - AoéJ; 

2192
f G;k + ..\oil d x. G.26 

Nuestras variables canónicas son ahora G;;, Aw A0 y ..\0 , que son multiplicadores de 
Lagrange. El primero es responsable de implementar la ley de Guass dual 

(6.27) 

es común en la literatura actual resolver esta constricción de manera formal usuando la 
dualidad de Hodge. Esto implica que G;; es el rotacional (espacial) de algún vector. Al 
sustituir esta solución se obtiene la acción de Maxwell dual. El camino que seguiremos 
aquí es distinto. 

Hemos construido la transformación de dualidad en el espacio fase completo y la 
hemos identificado con una transformación canónica respecto al paréntesis de Poisson. 
Esta transformación esta generada por la función generadora F2 (6.7). Al reducir esta 
transformación queda 

Aµ ~ g2Aµ (6.28) 

9
2Fok ~ ..!_fokiiG .. 

2! ., (6.29) 

Po ~ g2rro (6.30) 

Esta es la proyección de la transformación canónica en la teoría reducida, pero este 
mapeo da información redundante, de tal forma que. la transformación de dualidad 
en el espacio reducido se puede escribir simplemente como 

(6.31) 

tomando la transformación en ambos sentidos. Esta transformación relaciona, por 
construcción, la teoría.de Maxwell en lcéipacio fase con la teoría de Maxwell dual 
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en su espacio fase respectivo. El objetivo de Ja siguiente sección es analizar en que 
sentido esta transformación p¡uedc interpretarse .como una transformación canónica. 

Identificando de las constricciones de prirriera clase a 

(6.32) 

y sustituyendo en Ja acción de primer orden dual (6.26), obtenemos 

(6.33) 

que es la acción de primer orden dual reducida, que coincide con Ja acción de Maxwell 
dual en el espacio fase, en esta acción las cantidades /\.0 y ..\0 son multiplicadores 
de Lagrange, y en particular /\.0 implementa Ja ley de Gauss en Ja acción de primer 
orden dual reducida. Su paréntesis de Dirac reducido es ahora el paréntesis de Poisson 
estándar. 

Ahora pasaremos a analizar como se comporta la transformación de dualidad en 
el espacio reducido que hemos obtenido en las secciones anteriores. 

6.4. Transformación canónica y de Dualidad en el 
espacio reducido. 

Partimos de las acciones reducidas de Ja teoría original y su dual escritas en 
términos de los momentos P' y n• respectivamente, la acción reducida de la teoría 
original es 

J ( . . [ 1 i Y
2 

.· i •] i º) 1 Sn = P'A; -
292 

P;P -;--,4F;;F 1 + A08;P + ..\0 P d: x, 

que depende de A;, Ao, pi, Pº y ,\o, donde las variables Ao y ..\0 son multiplicadores 
de Lagrange. Ésta acción al ser reducida, nos lleva a obtener el paréntesis dé Dirac 
reducido · · · · · · · · · · · 

{A;(x), ;_Y; F~i(y)}' = óf ó(~ - y); (6.34) 

que es la estructura slmpléctica de la acciÓn de primen>rden (4.1), en donde hemos 
identificado Ja variable canónica cómo ' - . - ·. ' e ·• • 

• 2 · ... ' 
pi= _[!_Fo; .. . 

2 
(6,35) 

Ahora pasamos a analizar la acción de primer orden dual reducida. 
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La acción de primer orden dual reducida es 

(6.36) 

que depende de A;, Ao, TI¡, Ao y TIº, donde las variables Ao y Ao s~n multiplicadores de 
Lagrange de la teoría. Esta acción reducida tiene como paréntesis de Dirac reducido 
a 

(6.37) 

donde hemos identificado a 

(6.38) 

como una variable canónica¡ primero observamos que al eliminar los momentos y 
obtener las acciones reducidas también obtenemos los paréntesis de Dirac reducidos 
(6.34) y (6.37), que dan información acerca de la estructura simpléctica de las acciones 
de primer orden. Vemos que a partir de la transformación de dualidad S entre las 
acciones de primer orden (4.1) y (5.5) los paréntesis de Dirac asociados a estas acciones 
son diferentes entre sf, por lo tanto esta transformación es no canónica respecto al 
paréntesis de Dirac. Al reducir estas acciones de primer orden obtenemos los paréntesis 
de Dirac reducidos (6.34) y (6.37), que también son diferentes entre sf, por lo que se 
concluye que la transformación de dualidad es no canónica respecto al paréntesis de 
Dirac reducido. 

Por otra parte decimos que (6.38) es una variable canónica de A; debido a que 

{A;(x), 211 2EOjmnGmn{Y)}• 
.g 

--
2
\Eojmn{A;(x), -~Gmn(Y)V 
. g 

1 Ojmn r( ) -2ff Eoimn" X - Y 

óf ó(x - y), (6.39) 

preserva la estructura simpléctica de Poisson en el espacio reducido, donde la trans­
formación de dualidad S es canónica. 

Ahora pasamos a obtener el espacio reducido de la función generadora F2 (6.7), 
esta nueva función generadora reducida implementará una transformación canónica 
en el espacio reducido, y es conveniente obtenerla, ya que a partir de ella obtendremos 
la transformación de dualidad canónica ya conocida en la literatura [11, [32]. · 

Para obtener la función generadora reducida, eliminamos los momentos (TI'', TIºi) 
que son constricciones de la teoría, de igual forma que se hizó con la obtención de las 
acciones reducidas. 
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La función generadora desarrollada en sus componentes esp_aciales y temporales 
es la siguiente . · . · 

2 . . 

F2 = tic2nk1ekm;Fº; + 2nºke~kiiFii) + 9211º Ao + g2n; A;, 
.,-~ - .. - . 

(6.40) 

que al eliminar los momentos· antes. mencionados, obtenemos la siguiente función 
generadora reducida · 

F2R = g2ITk1Ek1DiF0i. • (6.41) 

Usando la siguiente constricción de· segunda clase 

!1li = __ ._l_eokiiA 
'.!!g2 k1 

(6.42) 

y tomando en cuenta que el dual del campo eléctrico Ei, es el campo magnético B;, 
identificamos la siguiente relación 

(6.43) 

donde el campo magnético esta escrito en las componentes del tensor original F;j(A). 
Sustituyendo las relaciones (6.42) y (6.43) en (6.41) obtenemos la función generadora 
reducida 

(6.44) 

que como vemos es una función generadora del tipo 1, que solo depende de las co­
ordenadas canónicas A y A. Es curioso como al reducir el espacio de las acciones de 
primer orden, la función generadora de la transformación del tipo F2 se reduce a una 
función generadora del tipo F1• Esta función generadora (6.44) es la que se conoce en 
la literatura como la transformación de dualidad canónica. 

La función generadora en el espacio reducido (6.44), genera una transformación 
diferente al mapeo completo obtenido para las acciones de primer orden (6.2). Las 
funciones generadoras F2 y F1 tienen algo en común; implementan la transformación 
de dualidad canónica respecto a la estructura de Poisson en espacios diferentes. 

La función generadora (6.44) implementa la transformación de dualidad canónica 
en el espacio reducido 

P i - óF1 - Oijk8 \ - óA; - -e í' k, 

ni - - óF1 - Oijka. 4 
- f¡,\¡ - f J" k• (6.45) 

Como hemos visto, en el espacio reducido se identifican los momentos (G.35) y (6.38) 
que dejan la estructura simpléctica invariante junto con sus mriables canónico conju­
gadas A; y A; respectivamente. Además hemos encontrado que al reducir el espacio de 
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las acciones de primer orden, e identificar los momentos (6.35) y (6.38) como variables 
eanónicas, los paréntesis de Dirac reducidos que se obtienen hasta el espacio fase de 
la teoría de Maxwell usual son 

{A¡(x), Pi(y)}" = {A;(x), pi(y)} = ó{, ó(x - y) 

{A;(x), fii(y)}" = {A;(x), fii(y)} = óf, ó(x - y) (6.46) 

indicandonos que las variables canónicas (Ai, Pi) se transforman a las variables 
canónicas (Ai, ni), que dejan la estructura simpléctica invariante 

a= dA; /\ dP; =di\;/\ df1i =a, (6.47) 

concluyendo que la transformación de dualidad que se hizó, es canónica. 
Para ver la equivalencia entre los resultados que se han obtenido en esta tesis y 

los que se ronceen en la literatura, presentaremos un resumén del trabajo (11. En la 
siguiente sección analizaremos cual es la función generadora que se presenta en di­
cho trabajo. Veremos la equivalencia que tiene esa función generadora con la función 
generadora obtenida Pn el espacio reducido de las acciones de primer orden (6.44). 
También se estudiará como se deforma la transformación de dualidad en una trans­
formación de dualidad no local al caer dentro del espacio reducido. Esta deformación 
no permite despejar algebraicamente las variables A,¡\ en términos de los momentos 
P, f1, debido a que la transformación de dualidad es no local. 

6.5. La transformación de dualidad canónica en el 
espacio configuración. 

En el trabajo lll se muestra como una dualidad S en la teoría electromagnética 
es una transformación canónica. Aquí se explica como una rcdefinición del campo 
eléctrico y magnético en términos de los momentos rJi, ñi genera una transformación 
de dualidad canónica. Podemos ver que se trabaja desde un principio con las variables 
físicas E; y Bi, o en otras palabras, hacen la transformación de dualidad en el espa­
cio reducido. Al trabajar en este espacio, la acción electromagnética es de segundo 
orden, y las variables A,, no se pueden despejar algebraicamente en términos de los 
momentos, esto trae como consecuencia que la transformación sea no invertible en 
términos de los operadores diferenciales aplicados a A,., entonces en este espacio la 
transformación de dualidad es no local como veremos adelante. 

En la teoría electromagnética de Maxwell la dualidad S se muestra a partir de la 
definición de dualidad dP formas diferenciales, o dualidad de Hodge 

(6.48) 
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que cambia los vectores eléctrico y magnético de una teoría a su dual de la siguiente 
manera E --4 B, y B -t -E, con estos cambios obtenemos la teoría.dual electro­
magnética de Maxwell que además cambia la constante de interacción por su inverso. 
Ahora veamos que hacen para mostrar que esta transformación es canónica. 

Partimos de la acción electromagnética, definida como 

L (2~i FµvF'w) 

_ _!_(E2 _ g2) 
g2 ' 

(6.49) 

donde la definición de los campos eléctrico. y m~gnético en términos de .Fµv 'esta dada 
por 

(6.50) 

. (6'.51) 

definido en un espacio-tiempo CÍ~ :Ylink~\vski._Los ~oment~s canónico~ están dadcis 
por 

Ilo 

Il; 

y el hamiltoniano que se obtiene es . 

(
9

2 -2 1 -2) . H = - 4I1 + 92 B + I1'8;A0 • 

(6.52) 

(6:53) 

(6.54) 

La constricción primaria I10 = O nos conduce a la constricción secundaria 8;I1i = O 
(Ley de Gauss), de igual forma que se hizo en capítulo 3. · 

Entonces se define en [1), la transformación de dualidad como 

(6.55) 

(6.56) 

donde F = dA, es decir, el intercambio entre los grados de libertad eléctrico y mag­
nético, nos lleva al hamiltoniano S-dual con constante de acoplamiento [¡2 = 1/g2 • 

La función generadora de esta transformación está dada por: 

G = -- dA /\ dA = -- (A;B' + A;B')d X 1 1 - 1 1 - . -· 3 

2ir D4/8D4=,\fa 4;; /lfa 
(6.57) 
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donde D4 es una variedad de C'uatro dimensiones cuya frontera es una subvaricdad de 
tres dimensiones M 3 • Con el fin de mostrar la equivalencia completa entre el hamilto­
niano de la teoría y su dual tenemos que probar que estan definidos y restringidos en 
el mismo espacio fase. Esto implica que las cantidades duales D;ñ; =O y ñ 0 vienen di­
rectamente de la función generadora antes mostrada que no tiene dependencia en A0 • 

La constrittión secundaria aini = O de la teoría original nos lleva a las componentes 
de la identidad de Bianchi 8¡' po; = O en la teoría dual. 

La misma idea puede ser generalizada a teorías ele norma abelianas de r-formas 
en d dimensiones. 

Antes de discutir estos resultados, aclararemos que en el trabajo lll las variables 
Ai, A;, ni, ñi son equivalentes a las variables A;, /\i, pi, ni que se usaron a lo largo de 
los capítulos relacionados con la acción de primer orden electromagnética y su dual, 
y en las secciones de este capítulo donde obtenemos el espacio reducido de ambas 
teorías. 

Pasemos a discutir la equivalencia entre el trabajo ¡1¡, y los resultados ele esta 
tesis. En primer lugar una transformación es canónica cuando uno puede construir 
la función generadora de dicha transformación. En p 1 nos clan la función generadora 
(6.57), que podemos rescribir en términos de (A;, Ai) como 

G(A, A)= --2
1 r (A;EOijkDjAk)d3x, (6.58) 
11" }M, 

que es la función generadora F 1 que se obtuvo en la sección anterior, y que implementa 
la transformación canónica en el espacio reducido. 

La función generadora (6.58) implementa la transformación 

ni _ óG _ _ ,oiikD·A-
- óAi - " i k> 

- óG o··k ni= ---- =E •J DjAk, 
óA; 

{6.59) 

donde no se puede depejar algebráicamente .Ai como función den, y tampoco se puede 
despejar algebráicamente A; como función de ñi. Esto me dice que la transformación 
de dualidad es no invertible en esas variables, por lo tanto no se puede obtener la 
acción original a partir ele la dual con esta transformación de variables. Esto se puede 
analizar con las acciones hamiltonianas de la teoría. 

Las acciones hamiltonianas ele esta teoría y su dual son 

L = j(A.µnµ - Hr)d4x, 

I = f (;-i,.(ñ)nµ(..4) - Hr )d4x, 

(6.60) 

(6.61) 

donde observamos que al pasar de la acción original {6.60) a la acción dual (6.61) 
con la transformación (6.59) obtenemos una inconsistencia debido a la no localidad 
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de la transformación. Para arreglar esto, definimos la transformación en términos de 
operadores diferenciales Qii = loikiak 

pi= QiiÍl.j 

n; = QiiAi, 

de tal forma que puedo definir la transformación inversa como 

Ai = (Oj;)-1 pi 

A;= (Oj;)- 1n;. 

Los operadores arites mencionados cumplen con la siguiente propiedad 

(6.62} 

(6.63} 

(6.64) 

Como hemos probado, la transformación de dualidad S en el espacio reducido es 
canónica· respecto al la estructura de Poisson. También se ha visto que esta trans­
formación es no es invertible en esas variables; debido a que la acción es de seguudo 
orden. 

Los resultados más importantes de este capitulo se pueden enumer.ar de la siguiente 
forma 

1.- Se construyó la función generadora F2 de la transformación canónica en el 
espacio fase completo. 

2.- Se probó que esta función generadora reproduce bien el mapeo que nos lleva 
de una superficie de constriccióu a su dual. 

3.- Se obtuvieron los espacios reducidos de la acción de primer orden y su dual, y 
también los correspondientes paréntesis de Dirac reducidos. 

4.- Se obtuvo la función generadora reducida F 1 a partir de la función F2 • 

5.- Se hizó un análisis de los resultados obtenidos en esta tesis con los obtenidos 
en la literatura. 

Como podemos ver la teoría que se ha desarrollado en esta tesis es completamente 
general. Se encontró que a partir de acciones de primer ordPn equivalentes se podía 
implementar la transformación de dualidad cli• Hodge. Con la acción de primer orden 
y su dual se hizó el auálisis de constricciones desarrollado por Dirac. A partir de esto, 
encontramos que la superficie ele constricción y su dual sou diferentes entre si. En 
consecuencia la transformación de dualidad es NO canónica respecto al paréntesis 
de Dirac; pero también encoutramos un mapeo que nos lleva de una superficie de 
constricción a otra. Este mapeo es canónico respecto al paréntesis de Poisson debido 
a que este mapeo queda definido por la fnnción generadora de la transformación 
canónica F2. Por otra parte se obtuvieron las acciones reducidas de la teoría original y 
su dual, en donde se identificaron los momentos pi y n• como los momentos canónicos 
de la teoría reducida. De igual forma se obtuvo la función generadora reducida Fi. 
que implementa la transformación de dualidad canónica en el espacio reducido. Se 
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encontró que esta función generadora rf'ducida es equivalente a la que se conoce en 
la literatura llj. 

Como hemos visto el método de constricciones desarrollado por Dirac, es una her­
ramienta muy poderosa cu la investigación. Con este método se obtuvo la superficie 
de constricción de la teoría original y su dual. encontrando un mapeo canónico que 
lleva de una superficie a la otra. La transformación de dualidad S en teoría electro­
magnética es una transformación canónica como se ha demostrado en las secciones 
anteriores. De hecho hemos probado que ésta transformación es canónica en el espacio 
fase completo obtenido de las acciones <le primer orden. De éste resultado también se 
rleduce la transformación de dualidad canónica obtenida en la literatura. El espacio 
fase reducido se obtuvo al resolver las constricciones de la teoría, encontrado de esta 
reducción las variables canónicas que dejan la estructura simpléctica invariante 

u= dA; /\ dP; = dA; /\ dfr =a, (6.65) 

deduciendo de este hecho que la transformación de dualidad es canónica. 
Otro aspecto que presenta la transformación de dualidad electromagnética, es que 

las constricciones de primera clase sobreviven en ambas teorías, !ns cuales permiten 
hacrr transformaciones de norma que dejan invariante la teoría. 
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Se han e11contrado resultados acerca de la transformación de dualidad canónica 
en la teoría de cuerdas ¡2, 24, 25, 26, 27, 20¡. Pero en todos estos trabajos se ha usado 
la acción de segu11do orden de la cuerda de Polyakov, donde la transformación de 
dualidad es no local. 

En este capítulo se construirá una acción de primer orden para la cuerda bósonica 
ele Polyakov. Como se vió en el capítulo 3, la acción de Polyakov tiene varias simetrías. 
Estas simetrías pueden extenderse a la acción de primer orden que construiremos en 
este capítulo. Trabajaremos esta acdón sin imponer ninguna norma, de tal forma que 
al final de nuestro análisis podemos elegir la norma que más nos convenga. 

En la primera sección de este capítulo se construirá la acción de primer orden para 
la cuerda de Polyakov. Con esta acción se obtendrán las ecuaciones de movimiento a 
que da resultado. Esta acció11 de primer orden es equivalente a la acción de segundo 
orden de Polyakov, en el sentido de que tienen las mismas ecuaciones de movimiento, 
y se reduce a la acción de Polyakov original al sustituir el campo auxiliar en la acción 
de primer orden. Veremos las simetrías que tienen esta acción de primer orden, y 
posteriormente escribiremos esta acción en variables ADl\L 

Una vez que se ha obtenido la acción de primer orden en variables ADM, se hace 
el análisis de constricciones de ésta teoría. Encontrando las constricciones primarias 
y secundarias de la teoría se procecle a la separación de constricciones en primera 
y segunda clase. Veremos que esta separación no es fácil de obtener. Para hacer la 
separación, primero obtenemos la matriz que tiene como elementos los parénteisis 
de Poisson entre todas las constricciones de la teoría. De ésta obtendremos matrices 
equivalentes, hasta llegar a una donde los elementos difcrentrs de cero ya no se pueden 
eliminar. A este nivel, las constricciones quedan redefinidas, y al mismo tiempo esta 
redefinición hace la separación en constricciones de primera y segunda clase. Una 
vez que se tiene esta separación, las constricciones de segunda clase nos permitiran 
construir el parénetsis de Dirac de la teoría. Este paréntesis tiene una estructura 

.j 
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simpléctica definida por todas las variables de la teoría. Post!!riormente se encuentran 
las variables relevantes ele la teoría que determinan cuales son las variables canónicas 
usuales ele la teoría. Además este paréntesis de Dirac será analizado junto con el 
pal'éntesis de Dirac de la teoría dual. 

En la segunda sección procedemos a construir la acción de primer orden dual. 
Para obtener la acción dual uno sustituye las variables originales por sus duales, ele 
acuerdo con la transformación ele dualidad. Usando rste método, al igual que se hizó 
con la teoría electromagnética se obtendrá la acción ele primer orden dual para la 
teoría de cuerdas. Con esta acción se obtendrán las constricciones primarias de la 
teoría usando el mismo formalismo de Jos momentos generalizados. Para obtener .las 
otras constricciones de la teoría dual utilizaremos la separación de constricciones de 
la teoría original. Esto es posible debido a que las constricciones ele segunda clase 
siguen siendo constricciones de segunda clase al aplicarles una redefinición de campos 
consistente con la teoría. La redefinición de campos que tenemos es la transformación 
de d11alidad implementada para la teoría de cuerdas; cabe señalar que esta transfor­
mación es diferente a la transformación ele dualidad electromagnética. Como sabemos, 
la transformación ele dualidad define un mapeo entre las variables de la teoría original 
y su dual. Al aplicar este mapeo a las constricciones de seg11nda clase de la teorla 
original, 11no obtiene las constricciones ele segunda clase de la teoría dual. Con estas 
constricciones se construirá el paréntesis de Dirac para la teoría dual, y se encontrarán 
las variables relevantes de dicha teoría. 

En Ja tercera sección de este capít.nlo se analizará en detalle la transformación de 
dualidad implementada. Esta transformación es una rotación de las variables (x'µ 0 p1,), 

donde x'µ = 8,,xµ y Pµ es la variable canónica conjugada de xµ, y a es uno de Jos 
parámetros de la hoja mundo. En este sentido la transformación de dualidad no se 
realiza en el espacio fase (x", Pµ), aunque deja la estructura simpléctica invariante. 
Esto es un fenómeno curioso y al mismo tiempo interesante que estudiaremos en 
detalle en esta sección. Presentaremos el mapeo de todas las variables entre sí. Se 
probará que este mapeo es canónico por construcción, y se presentará la función 
generadora de la transformación canónica en el espacio (x''', p1,). Haremos también 
un breve análisis de la relación que tiene una transformación canónica con el grupo 
de simetría O(d, d, R). Este análisis aclarará la transformación entre las variables en 
el espacio fase (x'',p,,). Por último se analizará la rotación entre las variables (x'µ,p 1,) 

como una transformación de simetría, y se explicará como al mismo tiempo es una 
transformación canónica en el espacio (x'µ, Pµ). 

7.1. La acción de primer orden para la teoría de cuer­
das. 

En el capitulo 4 se presentó la acción de Polyakov, la cual es invariante ante 
el grupo de Poincaré, ante clifeomorfismos y ante reescalamiento de \Neyl. En esta 



89 

sección, construiremos una acción de primer orden para la cuerda bósonica, que como 
veremos conduce a las mismas ecuaciones de movimiento que la acción de Polyakov. 
En esta sección haremos un cambio de notación, y las variables de la teoría original 
se escribiran con minúsculas x" y p,., y las de la teoría dual con mayúsculas X 1' y 
P,.; aquí mismo, se dará una introducción al formalismo ADM, con el fin de escribir 
la teoría de cuerdas en términos de las variables N y N 1, que en la teoría original 
denotaremos por n y n 1 • 

Partimos de la acción de Polyakov para la cuerda bósonica 

(7.1) 

donde hab = 80 x''8bxµ es la métrica inducida de Polyakov, x" es la coordenada espacio 
tiempo en D dimensiones "Yªb es la métrica de la hoja mundo en 2 dimensiones y Tes 
la tensión de la cuerda. 

Ahora, inspirados en el caso electromagnético construimos la acción de primer 
orden de la cuerda bósonica, donde concluimos que la acción para la cuerda bosónica 
de primer orden es 

S["Yªb,x1., V.f) = ~ /)-"Y)!"Y•bh.wdrda, 

con la diferencia de que métrica inducida hab es 

(7.2) 

(7.3) 

La acción (7.1) tiene la misma estructura que la (7.2), con la diferencia de que 
la métrica inducida hab es distinta. La acción (7.2) depende de las variables v.,., 
x,. y "Yªb, donde v.,. son 20 campos auxiliares. Esto significa que pueden despejarse 
algebráicamente usando sus propias ecuaciones de movimiento, y al sustituir estos 
campos en la acción de primer orden recuperamos la acción original de Polyakov. 

Primero hagamos las variaciones correspondientes a cada variable obteniendo las 
siguientes ecuaciones de movimiento 

(7.4) 

ahora las variaciones respecto a V,f' son 

(7.5) 

Las variaciones. respecto a "Yªb nos llevan 'a:que ·70 ¡, es proporcional a hab 
",, . . . . 

Ó~~b = O ~ ~FY( ~"Ycd"Yab ~ "Yªc'Yi::i) ~~'Vbµ = O. (7.6) 
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De la ecuación (7.5) podemos despejar Va1, obteniendo 

Vi.,,=: T8bx,.. (7.7) 

Como este ·campo se' puede despejar algebráicamente de sus propias ecuaciones de 
.movimientó;'es Ün campci'auxiliar, y podemos sustituirlo en la acción de primer orden 
(7;2) sin alterar la'dináÍÍiica de la teoría. 

De la ecuación de. m~vimiento (7.6) obtenemos como solución general 

'Yab = /3hab (7.8) 

donde /3; es uná factor conforme arbitrario. Este resultado es idéntico al obtenido 
usando .la acción de Polyakov. La invariancia de Weyl en esta acción genera una 
redefinición de la métrica interna 'Yab que no afecta a la métrica inducida hab· 

Ahora pasemos a probar que la acción de primer orden es equivalente a la acción 
de Polyakov. 

7.1.1. Equivalencia entre la acción de primer orden y la de 
Polyakov. 

Veamos que pasa al sustituir el campo auxiliar V..,. definido en (7. 7) en la acción 
(7.2). Partiendo de la acción de primer orden y sustituyendo la variable aux.H.iar V,. 
usando la ecuación de movimiento (7.5) obtenemos lo siguiente 

~ Lc-'Y)t'Yªbhabd2' ... 

~ L(-'Y)t'Yab( - ~V.,"Vi,µ + V(a8b)Xµ)d2( 

-~ r (-'Y)Í'Y•baax1'8bxµdrda. 
jM . ; 

(7.9) 

Donde la última igualdad es exactamente la acción de Poly~kov (Ú) cuy~ métrica 
inducida es · · · ... · · 

(7.10) 

con lo que probarnos que la acción de pri~er orden (7.2) es equi~alente a la acción de 
Polyakov clásicamente .. 

7;1.2; Las simetrr~'d~.·i~'acciÓh'cÍ~'pri~~r o~cÍ~~.,· 
La acción de primer orden hereda todas las simetrías de la acción de Polyakov¡ la 

iuvariacia de Poincaré, la invarÍancia anté difeomorfismos (reparametrizaciones), y la 
invariancia de Weyl. 
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La invariancia de Poincaré representa una simetría global y dice que se· pueden 
hacer transformaciones de Lorentz más translaciones constantes 

(7.11) 
(7.12) 

donde Aµv = T/µuA~ es antisimétrico y T/µv es la n:iétrica •de Minkowski y además 
tenemos que Aµv y a" son constantes. . 

La invariancia de Weyl, es la que hace un reescalamiento conforme y deja invariante 
la acción 

Ó"fªb = /3'Y~b . ' (7.13) 

Y la i~variancia ante rcparametrizaciones en dos dimensiones (difeomorfismos) 

óx" 
r5Vaµ 
Ó"fªb 

. r5(v':::y) 

f,ª8aXµ. s. 

( 8af.b) V,,µ + f,b 8a V,,µ 

€º8c'Yªb ~'(8cf.ª)'Yºb - (8cf.b)'Yac 
8a(~ªv=:Y}' , . 

(7.14) 
(7.15) 
(7.16) 
(7.17) 

entonces también· 1a al:ción 'de· pdrner ~·rdén es .invariante ante estas simetrías, ya que 
la métrica inducida es·proporcioriaJa·la niétrica'de la·hoja'mund6como sigue' 

(7.18) 

esta relación se obtiene .al hacer vari~ciones sobre la acción, respect~ a.,Y•b, entonces 
la métrica inducida para la acción de primer orden tambiér(~s invariárite ante'difeo-
morfismos .. " · · · · · · .. · .•.:<· · ··· '• ·" · · · · 

(7.19) 

Y todas las simetrías antes mencionadas las cumple la acción de primer orden, 
debido a que la métrica inducida hab 

hab = -~ v:v,,,, + "c:8b)Xµ 1 (7.20) 

tiene una estructura en la que solo aparecen derivadas de la coordenada espacio­
tiempo x,,, por lo que la acción de primer orden cumple con la invariancia de Poincaré, 
la invariancia de Weyl y la invariancia ante difeomorfismos (reparametrizaciones de 
la hoja mundo). 

7.1.3. La acción de primer orden en ADM. 

El tratamiento unificado del espacio y tiempo es una piedra angular en la rela­
tividad general. De forma practica, y más útil es reintroducir de forma explícita una 
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división del espacio-tiempo en sus componentP~ epacial y temporal, tal división esta 
descrita por el formalismo (ADM). 

El formalismo ADM fue desarrollado por Arnowitt, Deser y Misner en los años 
60 con el fin de separar las variables de espacio-tiempo en sus direcciones espacial y 
temporal, con las variable N conocida como función lap.• y N, conocido como vector 
schift. 

La descomposición ADM del espacio-tiempo es una elección natural para el prob­
lema de valor inicial, y nos lleva a la geometrodinámica de Wheeler en la relatividad 
general clásica, como la dinámica que envuelve la geometría espacial, esto nos lleva a 
la versión hamiltoniana de la gravedad clásica y sugiere un acercamiento más útil a 
la cuantización canónica. 

Además el formalismo ADM simplifica la determinación de cantidades conservadas 
en el espacio, los análogos gravitacionales del momento total y momento angular. 

Esta separación en variables ADM tiene una explicación puramente geométrica 
además de que esta relacionada con la topología, comencemos con la topología [0,11 x E 
donde E es una superficie bidimensional abierta o cerrada; tal espacio-tiempo repre­
senta un segmento de un universo entre una superficie inicial {O} x E, la cual se toma 
como espacial; y una superficie final {1} x E que también es espacial. 

El formalismo ADM de la cuerda es similar al que se estudia en relatividad gener­
al, y tiene el mismo concepto geométrico. Para empezar tomemos un espacio tiempo 
de (2+1) dimensiones con una rebanada de la variedad 1\1 del espacio tiempo den­
tro de la superficie E, de tiempo constante, cada una provista con un sistema de 
coordenadas {x;} y métrica inducida g;1 (t,xi), Para obtener toda la geometría tridi­
mensional debemos describir el camino más corto entre las rebanadas de tiempo E, 
y Ei+d< juntas. 

Para hacer esto, comenzamos en un punto sobre E, que tiene coordenadas xi, 
y desplazamos infinitesimalmente en la dirección normal a E,. El resultado de este 
cambio en el tiempo propio puede ser escrito como 

(7.21) 

donde N(t, xi) es llamada la función de lapso, sin embargo, en el sistema genérico de 
coordenadas, tal desplazamiento no será un corrimiento en la cordenada del tiempo, 
sino que será sólo un corrimiento alterno a las coordenadas espaciales, para hacer esto 
posible escribimos 

(7.22) 

donde Ni(t,xi) es llamado el vector de coorrimiento schift, entonces la versión 
Lorentziana del teorema de Pitagoras con el intervalo entre los puntos (t,xi) y 
(t + dt, xi+ dxi) es 

(7.23) 
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y esta ecuación representa la forma AD:\I de la métrica, estas ecuaciones están repre­
sentadas esquematicamente en la figura 7.1, donde podemos ver como se separán las 
variables espaciales de las temporales con ayuda de las funciones N y Ni. 

Figura 7.1: La separación de las componentes espaciales y temporales éon ayÚda de 
las funciones N y Ni esquematizados en los cortes temporales r:. 

Para hacer una distinguir entre las variables originales y duales denotaremos las 
variables originales con minúsculas, y las duales con mayí1sculas. 

Ahora la separación en variables ADM de la métrica de la hoja mundo de la cuerda 
están dadas por: 

'Yo1 = n1'Y11 'Y11 = /11 (7.24) 

donde obiamente la métrica de la hoja mundo define una superficie ~n 2 dimensiones 
por lo que la función laps es n y el vector schift es n1 que solo tiene una cÓmponente 
espacial. 

Ahora obtenemos la inversa de la matriz de 'Yab en términos de la variables ADM: 

ah · 1 ( /11 -'Yo1 ) , 'Y = -
: 'Y -'Yo1 'Yoo 

y el determinante con las variables ADM es 

'Y /11 'Yoo - 'Y~1 

[ ( 2 2) 2 2) 2 . 2 'Y11 n 1 - n 'Yll - 'Yu n 1 = -n 'Yn 

Ahora partiendo de la acción de primer orden: 

S['Yªb,x,.,V}J. ~ 1 (-'Y)!'..j-•bh~bd2( 
. M . 

~ l/0

-'Y) ! [ 'Yººhoo + 27°1 ho1 + 7 11 hu) d2(, 

(7.25) 

(7.26) 
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~ ;_·~· ..... \ .. 
y substituyendo los resultados (7.2-1) y (7.25) llegamos al siguiente resultado 

--2
1 r -1

-[")'uhoo - 2nn11ho1 +711(n~ -n2)hu]d2
( 

ÍM n")'11 . 

-~ JM ~[hoo - 2n1ho1 + (n~ - n
2
)hu]d

2
( (7.27) 

que es una· acción que depenede de las V.f'y de las variables ADM n y n 1 

(í".28) 

Notemos que ninguna componente de "YafJ aparece en el resultado final, y esto se debe 
a la invariancia de Weyl. Esta acción en términos de las variables ADM nos permitirá 
construir el hamiltoniano y las constricciones de manera eficiente y directa. 

Las ecuaciones de movimiento de las variables n y n 1 son 

ón: ~ [ hoo - 2n1ho1 + (n~ + n 2 )h1 1] =O, 

1 
ñ(2n1h11 - 2h01 ) =O. 

Estas relacion.es se pueden reescribir en la forma· 

<ri2 
- nnhu + hoo = o. 

(7.29) 

(7.30) 

(7.31) 

7.1.4. El formalismo éallóriico de la acción de primer orden 
con el formalismo 'ADM. 

En esta sección obtendremos las.constricciones primarias de la cuerda en el for­
malismo ADM, además de c¡ue obtendremos el hamiltoniano canónico en variables 
ADM. . 

De la acción (7.28) en ADM obtenemos los momentos canónicos conjugados de la 
teoría. Estas son constricciones primarias de la teoría 

íTn ~ 01. 

p:::::: o, 

El hamiltoniano canónico es 

7rn 1 ~O, 

1 
Pµ + -(V'6' - n¡ V{') ~ O. 
.. n 

-· :~,--~--'- .---- :- - • - • 11. - a • µ 
He =,.7rnn.+ 7l"n1 n1 + PµX + Pµ Va - L, 

(7.32) 

(7.33) 

eliminando las velocidades y reescribiendo la expresión del lagrangiano obtenemos 
"-~ - l 

(7.34) 
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Con el hamiltoniano canónico construimos ahora el hamiltoniano <le Dirac .(o total) 
que es la extensión fuera de la superficie ele constricción µrimaria del hamiltoniano 
canónico, · · · 

(7.35) 
,_ - . / ~ .. 

donde.>.~, >-n y >.;,,sonmultlplic~dores d~ La~iange; 
Ahora obteneiTios 'las ~onstricci6n~s' secundarias estabilizando las constricciones 

primarias(7.32) c~n el ha"mi!toriiano de Dime 

'{7r;,\Hu} - [- ~V0~ + 2n1 (~Vcl'Vi,.+ Vcl'x~) ~ (n~ - n 2 )hn] 

+ 2n2 hu + 2>.,.(Vri - n1 V{')= O 

{7rn 1 ~Ho} 
{p~,Ho} 

n1hn - >-"Vi,, = O 

-:~Vo,.+n1(~v1,.-x~) +>.,.=O 

{p!,Ho} 

{p,. + .!_(Vo"- n1 Vi), Ho} 

[';! Vo,. + (n~ - n
2

) ( - ~Vi,.+~~)]-- n 1 >.,. =O 

n ( n~ - n 2 n1 ) >-o,. n, 
8,, ---Vi,. - -Vo,. +- - -,\¡µ 

n n n n 
An (Vr ) An1 2 o,. - n1 Vi,. - -Vi,. = O n n 

donde las dos ultimas estabilizaciones despejan los multiplicadores de Lagrange, (>-o,, 
o ,\1,.) y>.,., y de las otras estabilizaciones obtenemos la constricción secundaria y las 
otras estabilizaciones nos conducen a la siguiente constricción secundaria 

1 1 v. x,.-;¡; 1,.:::::0. (7.36) 

El despeje del multiplicador de Lagrange 

. . 1 
>.,, = ;¡;Vo,., . (7.37) 

nos servirá para reescribir las constricciones p·ara poderlas separar en constricciones 
de primera y segunda clase. · 

La superficie de constricción queda definida en el espacio fase completo por las 
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constricciones 

'Trn:::::: O, 7rn 1 ~O, p: ~O, 
Pµ + .!.cvt - n1 vn""' o, n 

1 . 
X~ - ;¡;\líµ "'=' 0, 

(n2 - nn V12 + Vo2 - 2n1 (Voµ Vf - TVJ'x~) ""'O, 
T .. T ...• T. . l 

n1h11 - ;¡;Voµ\lí 1, "'='O. . (7.38) 

La separación de la8 ,coristric¿ioí1es erÍ p'~iriier~ y segunda clase será una labor com-
plicada como veremos erÍ los· sigui~ntes cálculos. . . . 

La superficie de Í:onsfricciÓn puede.· reescribirse .de la siguiente manera. 

7r,J·~· ~ ~' . ·'.p:.7 o, 
, T · .. ' .· , 
Pi• +ñ(Vt.:..; n1 Vf) ""'o;· 

1 '. x;, - ;¡;Viµ"'=' O, 

1 1 
2(Tp2 + Txri) "'='O, 

p1,x'1' :::::=O. (7.39) 

Antes de hacer la separación en constricciones de primera y segunda clase, obten­
dremos los parentesis de Poisson entre cada una de las variables del espacio configu­
ración y sus respectivas variables canónicas conjugadas. Entonces para las variables 
ADM tenemos 

{n,-rr,.} = 1, {n1,7r,. 1 }=1, 
{n,7r,.1 } = {n1,7r11} = {n,n1} = {7r,.,7rn1 } =O, 

ahora para los campos auxiliares de la teoría tenemos 

{Voµ(u),pºv(u')} 

{Voµ(u), plv(u')} 

{Voµ(u), Viv(u')} 

{Po1,(u), P1v(u')} 

ó~ó(u - u'), {Vi 1.(u),p1v(u')} = ó~ó(u - u') 

{Viµ(u),pºv(u')} =O 
{V¡µ(u), Viv(u')} = {Voµ(u), Vov(a')} =O, 
{P1µ(u),P1v(u')} = {Poµ(u),Pov(a')} =O, 

y finalmente para las variables de espacio-tiempo tenemos 

{x1'(u),pv(a')} ó~ó(u - u'), 

{x'µ(u),pv(a')} = ó~ó~(u - u'). 

¡ 

1 
! 

1 

1 
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Con estas reglas ya podemos calcular el paréntesis de Poisson entre cada una de las 
constricciones. _ _. · 

Ahora realizaremos el análisis del álgebra 'de· constricciones para separarlas en 
primera y segunda clase. · 

Primero denotaremos todas las constricciones como sigue: 

C1 
.. 

~ o (7.40) ; 1ín 

C2 : 1riu ~ o (7.41) 

Ca : . Poµ ~ o (7.42) 

1 C4;: ~/11,, ~ o (7.43) 

Cs 
.. o (7.44) ; Pµ + -(\lo,,~ ni V1µ)' ~ 

·n •· "' .. " '··':' 1 . 
(7.45) Cs : x'µ - -Vi . ~ o 

-· T µ: 

C1: 
.l · l.•; . . . 12 '. o (7.46) 2(Tp.+Tx ) ~ 

Cs: PµX'µ. ~ o (Ú'Í) 

al hacer el paréntesis de Poisson entre estas.constricciones, usando este orden obten-
emos la siguiente matriz .. · 

o 
O· 
o 
o 

-:A 
o 
o 
o 

O O O . A. O O O 
O O· O B. O. O O 

.o .. 'º;· º"<.•'c ... o,·· .• o· .::o .. 
O O O D."· E .O O 

-oB •-oc.=~ )LºF. ·· ~· ·~ .--~ 

··.-~ . ~·-··_ g --~~;·2:}.Lt -._ .• •:;• 
cuyas entradas son {C¡;C;}, donde tcné!TlClsque c~da clein~nto esta dado por 

. . ·:, " . ··. ·.··. . .· ".i.,. _."· '• . 

A 

B 

e 
D 

E 

n 
n1 

n 
1 

r 

..... ~~~~~~-·-~-¡ 

TESIS CON l 
FALLA DE C"'~~r~ºN 'J ··~.-:~ 
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F -ó'(u - u') 
G -T2x~ó'(u - u') 
H pµó'(u--: u') 
J p~ó'(l:T - u') 
J. x~ó'(u - u') 

K [/i(u) + h(u')] ó~(u - u') 

L [h1(u) + h1(u')]ó~(u - u') 

M [h1(u) + h1(u')]ó~(u - u'). 

La matriz cuyos elementos son los antes mencionados, se puede reducir al hacer 
operaciones de equivalencia sobrl) ella (multiplicar por una función un renglón, sumar 
o restar renglones). 

Lo que deseamos hacer es obtener el mayor número de ceros en la matriz Gab, para 
así obtener la redcfiuición de constricciones que hace la separación entre constricciones 
de primera clase y segunda clase. 

Empezamos con las más fáciles. Si multiplicamos por Vj 1, al renglón que tiene el 
elemento C y se lo sumamos al rengón que tiene el elemento B obtenemos un cero, que 
es equivalente a multiplicar la constricción (7.42) por Vj 1, y sumarsela a la constricción 
(7.41), obteniendo la redefinición de la constricción (7.41) como 

Pº''Vi1-1+1ín1 "'O, 

ahora si multiplicamos por HVo,. - n 1 Vj1,) ni elemnto C y se lo sumamos al elemento 
A obtenemos otro cero, que es equivalente a redefinir la constricción (7.40) como 

..!.pº"(\ló,, - n1 Viµ)+ 7rn "'O, 
n 

por este mismo método obtenemos_ la redcfinición de la constricción (7.43) como 

n1Pº" + p1" "' O. 

Finalmente al hacer estos i,:álculos llegamos a una matriz equivalente a la anterior Gab 
que tiene la siguienteJorina · · · - - - - -

o o º-,_ - 0;' 
._ ... ~ o o o 

·º o o O• o o o 
o o o o _1 ·-º o o 

o -
_-_- n ~ 

~ --1·--

G~b = o o o o :T o o 
o -o .1 .. :. -0''-'• o ;_ó~ -T2x~ó~ PµÓ~ 

_:_o,:o'".'o _ _!_ 
ó~ o PµÓ~ x~ó'(u - u') T 

o Q· O .. o T2x~ó~ -pµÓ~ j\.[ K 
io o o.·' o -pµÓ~ -x~ó~ -K ·L 
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de donde se obtuvo la redefinición para las cons~ricciones (7.40), (7.41) y (7.43) como 

7l'n + ~Pº"(Voµ - n¡ \!iµ) ~ o, (7.48) 
n . ·. 

• 7l'n1 +.pº"Vij. ~. o,., (7.49) 

p1"+n1pº". ~ o, (7.50) 

respectivamente. . ,· . ,·. 
De igual forma, esta matriz se puede;re~ucir más si hacemos las redefiniciones 

de las constricciones (7.46) y (7.47), obteniendo la siguiente redefinición de constric-
... - ' _.,, .;. ·'. . . 

ciones: 

H 

y sus paréntesis de Poisscin critre sí son: 

a= {H(u), H(u')} 

(3 = {H(u), H 1(u')} 

a= {H1(u),H1(u1
)} 

[H1(a) + H1 (u')]ó~(u - u') 

[H(a) + H(u')]ó~(u - u') 

[Hi(a) + H1(u')]ó~(u - a'), 

(7.53) 

(7.54) 

(7.55) 

los cuales resultan ser el álgebra de la cuerda qne ya conocemos del capítulo 4, donde 
además sabemos que H y H 1 son constricciones de primera clase, es decir, el paréntesis 
de estas constricciones con cualquier otra es cero, o es igual a una constricción ya 
conocida 1 • Entonces con las r<'definiciones de las constricciones la matriz se simplifica 
a la siguiente: 

o o o o o o o o 
o ü o o o o o o 
o o o o -~ó(u, a') o o o 

G:b(u, u') = 
o o o o o ~ó(u, a') o o 
o o ~ó(a, u') o o -ó~.(a,a') o o 
o o o -~ó(u,a') ó~(u, u') o o o 
o o o o o ·º ' <· 

o o 
o o o o o o ; º··o .1·· 

donde G~b es una matriz equivalente a Gab, la ventaja de G~b-csqué tenemo~ clara-
mente idetificadas cuales son constricciones de primera clase .y cuales son constric-
ciones de segunda clase 2 • 

1 Esta afirmación puede verse en el apéndice. · . . , . . • . 
2en esta última matriz los nuevos ceros que aparecen soÍl ceros q·uc ·viCricli: de' conSlriccióncS, viene 

demostrado en el apéndice. · ' ' ' · 
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Por lo tanto las constricciones <le primera clase son H y _H1 obtenidas anterior­
mente, y las constricciones de segunda clase son: 

X1 Pº" ~O (7.56) 

X2 p 1" + n 1pº" ::::: O (7.57) 

x:i 
1 

Pµ. + ñ(Vo,,. - ni Vi,,)::::: O {7.58) 

x~, 
1 

(7.59) X4 - 'TVi,,::::: o. 

Antes de calcular el paréntesis de Dirac, veamos una forma equivalente de obtener 
los paréntesis de Poisson entre las constricciones ya redefinidas. Si densitizarnos las 
constricciones con un parámetro ({a) podernos calcular el álgebra de constricciones, 
teniendo control sobre cada uno de los pasos algebraicos. 

Para empezar definimos la densitización de una constricción corno 

R[(] = 1 ((a)R(x,p), (7.60) 

con la que podernos expresar 

[R(a) + R(a')]n~ (a - a') (7.61) 

corno la siguiente expresión densitizada 

~{<{1(~ -.;;.;2)R(x,p) = R[(1(~ -.;;t;2]. (7.62) 

Esto permite mayo~ claridad al hacer los cálculos. Aquf presentaré sólo los resultados 
de cada paréntesis de Poisson 3 , empezarnos viendo los resultados de los parñetesis 
de Poisson_ entre las constricciones rlensitizadas H y H1 

{H[(i], H[(2]} 
{H[(i], Hi[6]} 

{Hi[(i], Hi[{2]} 

Hi[(it;~ -(;(2] 

H[(i(~ - .;;.;2] 
Hi[(1(~ - .;;(2]. 

(7.63) 

(7.64) 
(7.65) 

También el paréntesis de Poisson entre las constricciones (H,H1 ) y las constric­
ciones de segunda clase XJ y X4 nos da como resultado constricciones. Primero hace­
rnos H con las constricciones XJ y x4 

{H[6J.x3[{2]} 

{H[(¡], X4[(2]} 

Tx4[{1(~], 

~X3[{1(~], 
. (i:66) 

(7.67) 

3 para ver con más detalle los cálculos del paréntesis de Poisson entre las constricciÓncs densiti-
zadas ver el apéndice. · 



y ahora hacemos H 1 con las constricciones X3 y X4 

{Hi[{i}. X3[{2]} 

{Hi[{i}, X4[{2]} 

X3[{1{~], 

X4[{1{~], 
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(7.68) 
(7.69) 

que representa un resultado curioso, ya que como podemos ver el paréntesis de Poisson 
de H con x3 y x4 nos regresa a las constricciones X3 y x4 rotadas y con el factor T 
por 1/T. Mientras que el paréntesis de Poisson de H 1 con x3 y X4 nos regresa a las 
mismas constricciones, como si fuera una identidad. Por último hacemos Jo mismo 
pero para las constricciones x 1 y x2 • Entonces H con Xi y x2 nos da 

{ H[{i], X1 [6]} 
{ H[{i], X2[6]} 

y ahora H1 con X1 y x 2 tenemos 

{Hi[{i],x1[6]} 
{Hi[{i], x2[{2]} 

(D.,x2)[{16J. 
(D.,x1 )[{1{2], 

-D.,x1[{1{2], 
-D.,x2[{16], 

(7. 70) 
(7.71) 

(7.72) 
. (7.73) 

que da nuevamente un resultado curioso. Lo importante aquí es que las constricciones 
H y H1 son constricciones de primera clase, y las constricciones Xi, x2, X3 y X4 son 
constricciones de segunda clase. 

Ahora calculamos el paréntesis de Dirac. Primero obtenemos Ja matriz C,,b de los 
paréntesis de Poisson entre las constricciones de segunda clase; Ja matriz directa es 

y su matriz inversa es: 

o 
o 
o 

-~ó::ó(a - a') 

-~ó::cS(a - a') 
o 
o 

ó::ó~(a- a') 

nTo::cS~. (a, a') nóf:c5(a, a') 
o o . 

o 
To::ó(a, a'.) 

o 
o 

de donde el paréntesis de Dirac queda dado p~~ 

{ A(a), B(a')}' {.4(~), B(a1)} : ..... • •• .· •. · 

J j {A(a), Xa(.a")}Cªb(a", a"'){xb(a"'), B(a')}da"da'(7.74) 
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donde introduciendo las constricciones obtenemos 

{A(u), B(u')}' {A(u), B(u')} 

f f {A(~),¡;oµ(u")}nTó'.,,.'.(u"- u"'){n1pº" + p1P, B(u')}du"du"' 

. J{A(u),p~~S'?")}n{pµ ~,~(~oµ - ~1 Víµ),~(u')}d~'' 
+ //{A(~),n,1~~~,tp1fJnTó~u·(u":;- u"'){P,o~(u"'), B(~')}du"du"' 
+ TJ{A('u), (~1P~~+ ;¡~)(u"iÚ(x~ ,- fV¡~)(;;,), B(u')}du" 

+ f {A(u), (pµ +. ~(Voµ - n 1 \líµ))(u")}n{pº"(u"), B(u')}du" 

T f {A(u), (x~ - ~;V1µ)}{(n1 pº" + p 1P),B(u')}du". (7.75) 

que es el paréntesis de Dirac completo de la cuerda bosónica sin imponer ninguna 
norma. Como veremos después, al imponerle la norma conforme n = 1 y n 1 = O, 
obtendremos una simplificación en el paréntesis de Dirac. 

Además SP. ha checado que el paréntesis de Dirac obtenido anteriormente, cumple 
con la propiedad de que las constricciones de segunda clase de la teoría son funciones 
de Casimir de este paréntesis. 

El paréntesis de Dirac entre las variables Xµ y VÓµ es c>I siguiente 

{x"(u), V0.,(u')}" = -nó~ó(u -- u'). (7.76) 

La norma conforme nos ayudara a simplificar las constricciones, y al mismo tiempo 
nos ayuda a ver las simetrías de la transformación de dualidad con mucho mayor 
facilidad. Al introducir la norma conforme n = 1 y n 1 = O a las constricciones (7.38) 
obtenemos las siguientes constricciones: 

(7.77) 
(7.78) 

(7.79) 

(7.80) 

(7.81) 

y observamos que en estas constricciones ya no aparecen las constricciones 'lín =O y 
'líno =O. 

Al imponer esta norma, el paréntesis de Dirac también se ve reducido, y a este 
nivel se puede hacer una comparación con el paréntesis de Dirac dual asociado a este. 
Este análisis se hará en l'.'1 sección 3 de este capítulo. 
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Conteo de los grados de libertad para la acción de 
primer orden. 

Los grados de libertad de la cuerda bosónica de Polyakov en el espacio fase son 
2(D - 2) grados de libertad. 

Ahora el conteo de los grados de libertad de la cuerda bósonica es fácil, ya que 
con todas las variables de espacio tif'mpo x,,. = D y sus momentos conjugados pv = D 
los campos auxiliares VJ' = 2D y sus momentos conjugados p~ = 2D las variables 

- n y n 1 con sus momentos conjugados -ir,. y 7rn 1 dandonos en total en el espacio fase 
6D + 4 dimensiones las constricciones de segunda clase son 4D y las constricciones 
de primera clase son 4 

g.l. = 6D + 4 - 4D - 8 = 2D - 4 = 2(D - 2) (7.82} 

que es consistente con los grados de libertad de la cuerda bosónica en el espacio fase. 

7.2. La acción de Polyakov dual de primer orden. 

A diferencia del caso electromagnético, que hemos estudiado en detalle en capí­
tulos anteriores, la cuerda bosónica presenta ciertas peculiaridades que impiden la 
construcción de un generador canónico local de la transformación de Dualidad. Por 
transformación dP. dualidad para la cuerda bosónica entendemos aquí la transforma­
ción P +-+ X' que en el espacio fase original P, X resultará claramente no local. 

Esta transformación de dualidad es la base de la dualidad T que es ahora de 
importancia fundamental para entender ciertas características no perturbativas de la 
teoría de cuerdas. 

La construcción que presentamos se realizará como sigue: partiendo de la acción 
de Polyakov original (7.1) definiremos la transformación de dualidad a nivel del es­
pacio de configuración x, -,. Mostraremos que esta transformación de dualidad es una 
transformación ele simetría para la función lagrangiana de la cuerda bosónica. El la­
grangiano permanece invariante ante esta transformación. Es interesante notar que la 
transformación ele dualidad mencionada es una transformación dinámica, en el sen­
tido de que involucra coordenadas y sus derivadas respecto al espacio y al tiempo 
en la hoja de mundo de la cuerda. Esto complica el análisis de la construcción del 
generador canónico asociado a esta transformación. 

El siguiente paso consiste en definir la acción de primer orden dual. Para ello ex­
tenderemos de manera simple la transformación de dualidad mencionada al espacio 
de configuración que contiene ahora a las variables 1'~'. Tal extensión es una trans­
formación de escala. El factor de escala es la tensión de la cuerda. 

Para realizar el correspondiente análisis canónico procedermos a construir la ac­
ción canónica asociada a la acción dual en el espacio fase definido por las variables 
ADM N, nN, Ni, nN, y las variables de espacio tiempo X 1', P,,., Uaµ.• Pª"'· Escribiremos 
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la transformación de dualidad en el espacio fase e identificaremos las constricciones 
de esta teoría mapeando las constricciones de la teoría original en las nuevas con­
stricciones duales. Identificando las constricciones de segunda clase, construiremos el 
paréntesis de Dirac Dual y lo compararemos con el paréntesis de Dirac de la teoría 
original. 

Por construcción la transformación de dualidad es una transformación canónica 
no local en el espacio fase. Para eliminar esta no localidad intrínseca realizaremos 
el análisis en el espacio X', P. En este espacio la transformadón de dualidad es una 
transformación del grupo O(d, d, R) (donde d es la dimensión del espacio tiempo) 
definido por las matrices !vi de 2d x 2ú que satisfacen la condición 

M'rl.M=rl. 

donde 

rl. = (~ ~) (7.83) 

es la métrica del grupo O(d, d, R). Esta transformación es una simetría de la densidad 
hamilt.oniana de In cuerda cerrada. No consideraremos en esta tesis el caso de la cuerda 
abierta 1231. Ante la cuantización, esta simetría se convierte en la simetría O(d, d, Z 
122, 34, 351 y es una simetría del espectro de la cuerda bosónica. 

La transformación generada por este grupo es también la transformación canónica 
no local en el espacio X', P. Mostraremos que el generador de esta transformación es 
de tipo 1 y se puede escribir como rx;,x". 

Estas ideas pueden generalizarse al caso en que existe una métrica no trivial en el 
espacio tiempo y un tensor antisimétrico NS-:'\S B1w 132, 331. 

La trausformación de dualidad antes mencionada, es la que uno desea implementar 
en las acciones de primer orden. Debido a que el hamiltoniano de la teoría presenta 
una simetría ante la transformación 

(7.84) 

es conveniente implementar la dualidad como una rotación de estas variables (171, (351. 
Una vez que se tengan todos los elementos de esta transformación, veremos como.se 
mapea el paréntesis de Dirac de la Teoría original a su dual. · 

7.2,1. La acción de primer orden dual 

Para poder obtener la acción de primer orden dual, es necesario conoc.er '1a tranfor­
mación dé dualidad. Como se menciono anteriormente, In transformación 'de dualidarl 
qu~ se implérnentará sobre las variables de la teoría original, consiste en.unarcitadón 
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de las variables x' y p. Esta transformación aplicada a la acción de primer orden puede 
construirse observando que 

(7.85) 

es una transformación de si111etría para el lagrangiano de Polyakov ·1• Esto es fácil de 
probar, si uno multiplica por fJbxµ del lado derecho de la ecuarió'n anterior. Al hacer 
esto obtenemos 

(7.86) 

e identificando a 
a 1 de ax 

bXµ = .,/4f /db e µ (7.87) 

y al sustituirlo en la ecuación (7.86) obtenemos 

(7.88) 

por lo cual, la transformación de dualidad (7.85), es una simetría de la lagrangiana 
de Polyakov. 

Al hacer esta transformación, y encontrar que es una simetría de la lagrangiana 
de Polyakov, encontrarnos qne la métrica de la hoja mundo no sufre cambios por la 
transformación; entonces, la transformación de dualidad de todos los campos se ve 
reflejada por las siguientes relaciones 

.,/4"'1ªbfJ0 x 1' = écDcX1', 

/ab = r.b, 
V~'= TU!', (7.89) 

donde los campos auxiliares F pasan directamente a los campos auxiliares U duales, 
donde el factor T tiene dimensiones de inverso de área. Además la geometría intrínseca 
/ab de la teoría original y su dual r.b es la misma, por lo tanto en las siguientes 
secciones ya no se hará referencia a este sector de la trausformación. 

Partimos de la acción de primer orden original (7.1), con la métrica inducida hab· 
Al aplicar la transformación de dualidad (7.89) a esta acción obtenemos 

S = -T j G-..r=:r'Y•bu:ub,, - UbµfbcDcX'')d 2
(, (7.90) 

que es la acción de primer orden dual, que tiene una dependencia funcional de ¡ªb, 
Uaµ y X". A partir de esta acción obtenemos las ecuaciones de movimiento para cada ·· 
variable. Primero hagamos las variaciones correspondientes a la variable X'' ·· 

ó~~. =O <==> Da(fªbUb1,) =O, 

4fab .es el tensor de Lcvi-Civita en la hoja mundo cur\'a 1 ver apéndice para convenciOncs. 
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ahora las variaciones respecto a u.,. son 

óS =O 
óU.,. 

Las variaciones respecto a ')'ª6 nos llevan a que 1'ab es proporcional a hab 

(7.92) 

(7.93) 

Estas ecuaciones de movimiento, pueden ser C'omparadas con las que se obtuvieron con 
la acción de primer orden. Como vemos la ecuación de movimiento correspondiente a 
la variable 1'ª6 no sufrio cambios. Sin embargo (7.91) y (7.92) se ven alteradas por la 
transformación de dualidad. En particular (7.91) es una identidad de Bianchi para la 
teoría original, y la ecuación de movimiento generada por la teoría original a•v.,. = 
O es una identidad de Bianchi en las variables U0 ,.. Por tanto esta transformación 
intercambia ecuaciones de movimiento por identidades de Bianchi como la dualidad 
electromagnética. Además de la ecuación de movimiento (7.92) podemos despejar 
algebráicamentc la variable U,., que nos da como resultado 

1 
U" = ---y t 6ºéJ X 1' a v=:;:¡ab e • (7.94) 

Como se ha mencionado varias veces en esta tesis, cuando un campo se puede despejar 
algebráicamente de sus ecuaciones de movimiento, esta variable se puede sustituir en 
la acción sin alterar el contenido dinámico de la teoría. 

Entonces al sustituir (7.94) en la acción de primer orden dual, e identificando 
como transforma éJ0 X" en términos de la transformación de dualidad, uno regresa a 
la acción de Polyakov original. Probando con esto que la acción de primer orden dual 
contiene la información dinámica de la cuerda clásicamente. 

En esta sección se utilizará la transformación de dualidad (7.89), y la separación de 
constricciones de la teoría original. Entonces el mapeo generado por la transformación 
de dualidad, llevará todas las constricciones de segunda clase de la teoría original 
a las constricciones de segunda clase de la teoría dual. Una vez que se tienen las 
constricciones de segunda clase, se construye el paréntesis de Dirac de la teoría dual. 

Antes de hacerlo, veamos las constricciones primarias que genera la acción de 
primer orden dual. Para esto se hace uso de la definición de los momentos generaliza­
dos, obteniendo como resultado las siguientes constricciones primarias 

P"-TUr =O 

Pª" =O. 

(7.95) 

(7.96) 

Para identificar el mapeo que genera la transformación de dualidad, es necesario 
desarrollar la transformación (7.85) en sus componentes espaciales y temporales. De 
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Ja acción original sabemos que el momento se escribe como 

¡f' ~, .J=;r,•0 v:,,;, rv'-7( -rººx" + 7 1ºx'") (7.97) 

en donde tódos Jos valores de 7•b estan dados en términos de las variables ADM que 
se vieron en Ja _séccióÍI anterior. De Ja ecuación (7.85) se sigue la siguiente relación 

(7.98) 

y sustituyendó el momento (7.97) en la ecuación anterior, encontramos que la trans­
formación de duálidad implementa Ja transformación 

(7.99) 

Por otra parte, tenemos Ja constricción primaria (7.95) y las variables U0 ,,, las 
cuales nos dicen como transforma x'" en términos del momento pµ. En primer lugar 
la variable X" esta escrita en términos de Ja transformación de dualidad por 

(7.100) 

Del despeje algebráico (7:94), obtenemos el valor de Ul' en térnílnos d~ Xµ y X'" 
como 

(7.101) 

la cual es sustituida en Ja constricción de segunda clase P" - TUf'= O pará.obtener 
X" en .términos de pµ y X'" como · · 

,yµ= - ./4 P" + 1'10 X'"· 
T711 1'11 

(7,102) 

Ahora tene~os t¿dos Jos elementos para encontrar Ja transforma~iÓn"d~,l~yariable 
x'."· .Despejamos :i;" de Ja ecuación (7.97), y sustituimos este despeje eri (7;100); de lo 
que obtenemos · .. 

y usando las relaciones que tienen .-y•b, y "Yo~,' se ~btie'ne ele que Ja transformación de 
Ja variable x'" es · · . '1 . 

x'µ = -P", (7.104) 
T 
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completando con r.sto la transformación de dualidad de carla una de las variables, que 
me permitirá obtener las constricciones de segunda clase duales. 

La transformación de dualidad esta implementada por el siguiente mapeo 

n ~ N, 

n1 ~ N¡, 

1l"n ~ IJN, 

1l"n1 ~ TIN,, 
p•µ ~ p•I• . 
Vµ . ~ TUk', 

x'µ ~ ]_pi• 
T , 

~ ~ T.)(''', (7.105) 

que nos lleva de las variables en la teoría original a las variables de la teoría dual. 
Con el mapeo obtenido anteriormente, transformamos las constricciones de se­

gunda clase de la teoría original (7.56), (7.57), (7.58) y (7.59) a las constricciones de 
segunda clase de la teoría dual. 

La constricción (7.56) se transforma a la constricción dual 

pDµ <:::< Ü, (7.106) 

la constricción (7.57) sr transforma a la constricción dual 

(7.107) 

estas constricciones. se obtienen directamente de la teoría dual como constricciones 
primarias de la teoría. La constricción (7.58) se transforma a la constricción dual 

(7.108) 

que es una constricción secundaria, que se obtiene de la estabilización de las con­
stricciones primarias con el hamiltoniano total. Por ultimo la constricción (7.59) se 
transforma a la constricción dual 

(7.109) 

El mapeo que se aplicó a las constricciones de segunda clase en la teoría. original; 
preserva el carácter de constricr.ión de segunda clase,· por lo tariti) 'Ías" .. constdccion·es 
obtenidas anteriormente para la teoría dual son constricciones de segunda Clase: 



De las constrkcioties de.segunda clase ele la t"oría dual 

pOµ ""0, 

.\'¡ I'"" + piµ ""o, 
TX~ + ~(Uoµ - N1U1µ) ""O, 

f PI' - U1µ ""O, 
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(7.110) 
(7.111) 

(7.112) 

(7.113) 

construimos el paréntesis de Dirac. Para hacerlo, primero calculamos la matriz directa·· 
de las constricciones de segunda clasP 

- 1 o 
( 

o 

Cah(a - a)= ~or,o(~ _a') 

y su matriz inversa es: 

o 
o 
o 

-or.o(a - a') 

:...~or.o~(a - a') 
o 
o 

or.o(a .,.. a') 

de donde el paréntesis de Dirac dual queda dado por 

Jf&r.o(a - Ú') 
o 
o 
o 

-or..o(~ - a') ) 

. o 

{A(a), B(a')}º {A(a), B(a')} .. . . . , .. . . .. 

j J {A(a), P01~(a,".JlC;; ~o~:'..(a\.,- a'."l) {J'l1 poµ +'piµ'. B(a') }da" da"' 

J {A(a), Pºll(a"J}.J\'{X~? k(Uoµ . .,- ~1U1µ), B,(a')}da" 

j I{A(a); N 1P 0•,+ P11'}(~o:m(~'.'~•a"'.}) {Po;(a"'),; B(a;)}da11da 111 

+ ~J {..\(~), (1V1Pºµ + P1.•)(<711 \}ÚPµ .,-TU1~.)(~11 ): B(a1).}d;'.' .· 

+ /{A(<7), (.Y~,+ N(Uoµ - N1U1µ))(~;,)}N {EºI'(;'(), B(a1)}d"a11 

~/{A(al: éPµ e: TU¡µ)}{(N1Pºµ +: P 11'), B(a')}da;'. · (7.114) 

que es el paréntesi~de.Dira~ completo de la cuerda bosónica dual sin imponer.ningu-
na norma. CcÍmo .,veremos .. én la siguiente sección, al imponerle la norma conformé .. 
N = 1 y N1 ;,, O, obtendremos un'a simplificación .en el paréntesis de Dirac y en las 
constricciones: · · · · 
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El paréntesis de Dirac entre las variables X,, y U1,, es el siguiente 

{X''(a), U1.,(a')}' = ~ó~ó(a - a'), (7.115) 

que es el único elemento del paréntesis de Dirac dual que tiene estructura simpléctica 
de Poisson al dar como resultado ót. Este resultado será comparado con el obtenido 
para la teoría original. Encontrando respecto a que estructura simpléctiea la trans­
formación de dualidad es canónica. 

7.2.2. Conteo de los grados de libertad 

Los grados de libertad de la cuerda dual son iguales a los grados de libertad de la 
cuerda 2(D - 2). 

Ahora el conteo de los grados de libertad de la cuerda bósonica dual es fácil de 
obtener, ya que son todas las variables del espacio fase estan involucradas: X,, = D y 
sus momentos conjugados TI" = D, los campos auxiliares U,~ = 2D y sus momentos 
conjugados P!: = 2D las variables N y N1 con sus momentos conjugados nN y nN, 
nos dan en total en el espacio fase 6D + 4 dimensiones las constricciones de segunda 
clase son 4D y las constricciones de primera clase son 4 

g.l. = 6D + 4 - 4D - 8 = 2D - 4 = 2(D - 2) (7.116)· 

que es congruente, ya que la transformación de dualidad no debe cambiar los grados 
de libertad de la teoría. 

7.3. Comparación entre la acción original y la acción 
dual de la cuerda bosónica. 

En las dos secciones anteriores se ha analizado en detalle la acción de primer 
orden para la cuerda bosónica y su dual. Hemos encontrado, usando el formalismo 
de Dirac (capítulo 3), la superficie de constricción asociada a la teoría original de 
primer orden y su dual. Observamos que las superficies de constricción de la teoría 
original y su dual son diferentes entre sí (como superficie geométrica en le espacio fase 
respectivo). Esto tiene como consecuencia que los paréntesis de Dirac sean distintos 
uno del otro. También se ha mostrado que la teoría de cuerdas de primer orden y su 
dual describen la dinámica de la cuerda bosónica con (D-2) grados de libertad. Como 
se vió en la seción anterior, la lagrangiana es invariante ante la transformación de 
dualidad. De aquí concluimos que la transformación de dualidad que implementamos 
es una transformación de simetría para la teoría de cuerdas. Sin embargo, hemos 
encontrado al igual que en la teoría electromagnética, que desde el punto de vista del 
formalismo de Dime las dos teorías tienen constricciones de segunda clase distintas, y 

.~ 

'!•.;.· 

1 

l. 

l 
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en consecuencia un paréntesis de Dirac distinto. Es objetivo de esta sección estudiar 
este fenómeno. 

Veremos como la transformación de dualidad esta implementada en un espacio 
fase diferente al que se conoce usualmente. En este espacio la variable x 11' = OaXµ 
juega el papel de la variable x'', es decir, la dualidad esta implementada como una 
rotación en las variables (x'1',pµ), y no en las variables (xµ,pµ)· En este sentido la 
transformación de dualidad es una transformación de simetría del grupo O(d, d, R), 
y al mismo tiempo es una transformación canónica de las variables (xµ,Pµ)· 

Analizaremos en detalle la transformación de dualidad en el espacio (x'µ,pµ), y 
aclararemos como esta transformación también es una transformación canónica no 
local en el espacio (x'',pµ)· Corno se mencionó en la teoría electromagnética, toda 
transformación puntual en el espacio de configuración puede extenderse como una 
transformación canónica en el espacio fase correspondiente. Desde esta perspectiva la 
transformación de dualidad así extendida es una transformación canónica respecto a 
la estructura simpléctica original del "espacio fase". A diferencia del caso electromag­
nético, la transformación de dualidad (7.105) no es puntual. Sin embargo es posible 
construir el generador de la transformación canónica respecto al espacio (x'µ, Pµ)· 

Aquí encontramos que la transformación de dualidad ¡Lqf implemrntada es NO 
canónica respecto al paréntesis de Dirac, ya que éste se modifica debido a que la 
superficie de constricción cambia ante la transformación de dualidad. La dinámica 
a este nivel esta dada por el paréntesis de Dirac, y no por el paréntesis de Poisson 
estándar. Por lo que la estructura simpléctica relevante es el paréntesis de Dirac. 
Concluimos que la transformación de dualidad en el espacio fase completo es NO 
canónica respecto al paréntesis de Dirac. 

A diferencia de la teoría electromagnética, aquí reducimos el espacio de una forma 
diferente. Imponemos la norma conformen = N = 1 y n 1 = N1 = O, e identificando de 
las constricciones de segunda clase los momentos p1,, encontramos que los paréntesis 
de Dirac se ven reducidos a la estructura simpléctica de Poisson estándar. Concluimos 
de este hecho que la transformación de dualidad es canónica respecto el paréntesis de 
Poisson. 

7.3.1. Análisis de la transformación de dualidad. 

Las relaciones entre la teoría original de primer orden y su dual están dada.S p~r 

.¡=;:¡"labaaxµ = fbcEJcX'', 
'; ,· 

\/,i =TU~', (7,117) 

donde x1, es l~ v.ariable espacio-ticn1po y l'aµ son los campos auxili~~~'. :' . .. · ~ 
Observamos que es posible construir un mapeo entre las· ·v~iáb!Cs·· originales 

Xµ, pµ, V.µ, pªµ y las variables que definen a la teoría dual Xµ, pµ, Uaµ, Pª''· Este mapeo 
transforma la acción original en la correspondiente dual, y por definició.n, este mapeo 
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es canónico respecto a la estructura de Poisson. En particular mapea una superficie de 
constricción en la otra y mapea los correspondientes paréntesis de Dirac. Este mapeo 
esta dado por (7.105), y se construye usando la transformación de dualidad (7.117) y 
extendiendo la transformación a los momentos ele manera consistente. 

Como se vió en la sección anterior, las constricciones ele segunda clase de la teoría 
original se mapean a las constricciones de segunda clase de la teoría dual por medio 
ele la transformación (7.117), y por tanto el parl'ntesis de Dirac se mapea a su corre­
spondiente paréntesis de Dirac dual. Estos paréntesis de Dirac contienen información 
de la estructura simpléctica a nivel del espacio fase completo, entonces hay variables 
de la teoría que nos dicen si la transformación es canónica en el espacio fase completo. 
El paréntesis de Dirac entre las variables relevantes de la teoría original es 

{x"(a), Vov(a')}' = -nó1:ó(a - a'), (7.118) 

y entre las variables relevantes de la teoría dual es 

{X''(a), U1v(a1
)}' = ~ó1:ó(a - a'), {7.119) 

observando que son diferentes entre sí. En consecuencia la transformación'de dualidad 
es NO canónica respecto al paréntesis de Dirac. Pero al resolver las constricciones, y 
sustituir las variables Vo,.. y U1,.. por sus respectivos momentos encontramos que los 
parénteis de Dirac reducidos son 

{x"(a), -npv(a')} • = -nó1:ó(a - a'), (7.120) 

y el de la teoría dual es 

1 1 
{X"(a), TPv(a')}' = Tó1:ó(a - a'), (7.121) 

observando que cada uno por su cuenta preserva la estructura simpléctica de Poisson. 
De hecho, al hacer el paréntesis de Dirac entre las variables { x'", Pv} • en la teoría 
original y {X'", Pv} • en la teoría dual, uno encuentra que la estructura simpléctica de 
Dirac que sobrevive es la estructura simplécticade Poisson estándar. De este análisis se 
concluye que la transformación de rlualidad es una transformación canónica respecto 
al paréntesis de Poisson estándar. 

Además a partir de este resultado uno puede construir una función generadora F1 , 

que implementa la transformación de dualidad canónica. Esta función generadora es 
similar a la que se encontró en el espacio reducido de la teoría electromagnética. La 
función generadora de la transformación canónica es 

(7.122) 
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La función generadora (7.122), implementa la transformación de dualidad 

Pµ(a) óF1(a) = TX'(a) 
óxµ(a') µ 

_ óF1(a) _ T '"'( ) 
óXµ(a') - x ª ' 

(7.123) 

(7.124) 

que es la transformación de dualidad que se ha obtenido para las acciones de primer 
orden. Por lo tanto hemos aprendido que la transformación de dualidad en teoría de 
cuerdas que genera una rotación entre las variables (x'µ,p 1,) y (~Pµ,TX'µ) es una 
transformación canónica no local respecto a la estructura simpléctica de Poisson. 

7.3.2. La transformación de dualidad imponiendo la norma 
conforme. 

En primer lugar las constricciones en la norma conforme quedan reducidas,de tal 
forma, que es más fácil analizar la transformación de dualidad .. Las constricciones de 
segunda clase de la teoría original se ven reducidas a , 

XI 

X2 

X3 

X4 

POµ:::;¡ 0, 
piµ:::;¡ o, 
Pµ + \!óµ ~O, 

X 1µ - ~V,I :::;¡ Q 
T µ ' 

y las constricciones de segunda clase de la teoría dual se ven reducidas a. 

X1 

X2 

X3 

pOµ :::;¡ Q, 

ptµ ::::iO, 

TX~ + TUoµ ::::i O, 
1 
TPµ-Utµ ::::iO. 

'(i.125) 
(7.126) 
(7.127) 

.. (7.1~8) 

(7.129) 
(7.130) 

. (7.Í31) 

(7.132) 

Estas constricciones se pueden escribir de forma compacta, identificando el .vector 

(7.133) 

y su dual 
Za1, = (Pµ,X~). (7.134) 

Entonces la transformación de dualidad que estamos estudiado 

p¡, ~ TX' . µ 

x' 
1 .· 

µ ~ TPµ, (7.135) 
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se puede ver como una rotación introduciendo la siguiente notación 

· (P").= (º T) ·(Pi·) 
.· .• X~ .. · .. .J. O X~ ' 

{7.136) 

que se puede escribir de. forma compacta como 
;:'';.,' 

(7.137) 

donde la matriz que hace la rotación es un elemento del grupo dr. simetría O(d, d, R), 
además esta matriz tiene como inverso a ella misma 

Gab = (i ~) = a;;b1. (7.138) 

Como esta matriz implementa la rotación de los campos (x''',p,,) a los campos 
(.J.P", TX~), donde el índice µ corre de O a d - 1, tenemos que la transformación 
de dualidad se implementa en 2d campos, por lo que la matriz Gab es una matriz de 
2d x 2d, y todas 111s matrices en índices ab son matrices de 2d x 2d. 

Los paréntesis de Poisson entre estas nuevas variables z01, y z.,, pueden escribirse 
en términos de la métrica del grupo O(d, d, R) n.b como 

{z0 ,,(a), zb(a')} = ór,n.b8aó(a - a'), 
{Z0 ,,(a), Zi:(a')} = ór,n.baaó(a - a'), 

(7.139) 
(7.140) 

observando que la transformación de dualidad deja invariante la estructura simpléc­
tica en términos de la métrica del grupo de simetría O(d, el, R), en este sentido el 
grupo O(d, d, R) implementa la transformación de dualidad canónica en las variables 
(x'",p,,). 

Las constricciones (7.127) y (7.128) de la teoría original en norma conforme se 
pueden escribir como 

(~ ~) (~~) + (~ -~n (:~J 
que se puede escribir como 

n.bz: + fabv: = o, 
donde el vector v: esta definido por 

' ~ ' .( Vo,, ) 
v,, = . ,J.Viµ ¿ 

=0, (7.141) 

{7.142) 

(7.143) 

Con el fin de obtener la relación para las constricciones de segunda clase de la teoría 
dual (7.131) y (7.132) en términos de las variables z.,,, introducimos apropiadamente 
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una unidad en la ecuación (7.142) y hacemos uso de la relación (7.136) de la.que 
obtenemos 

(7.144) 

de donde 
(7.145) 

que es la relación correspondiente para las constricciones de segunda clase de la teoría 
dual. 

a_ (TUo1,) 
Uµ - Ui,. . (7.146) 

Como podemos ver de las relaciones anteriores, nos damos cuenta de que Oab juega 
un papel análogo al de la estructura simpléctica estándar en el espacio fase (xµ, Pµ), 
para la variable Zaµ- Esto es una consecuencia importante, ya que nos dicen que el 
correspondiente sector del paréntesis de Diruc es invariante O(d, d, R) en los índices 
a, b ante la transformación de dualidad. Esta invariancia del paréntesis de Dirac solo 
se refleja en los elementos que tienen D.,ó(a - a'). Se puede ver directamente del 
paréntesis de Dirac original (7.75) y su dual (7.114), que los términos en donde aparece 
la derivada de la función delta de Dirac permanecen invariantes ante la transformación 
de dualidad. Aunque parece que estos elementos de la rnatri:l no son antisimétricos, 
resulta que si lo son en las variables a y a', por lo que no tenemos que preocuparnos 
por la antisimetrla ele la matri:l Cªb(a - a'). 

Continuando con nuestro análisis de la transformación de dualidad como transfor­
mación canónica encontramos rná.~ ideas sobre el tema. La transformación de duali­
dad es canónica por construcción, y en las variables (x''', Pµ) resulta invariante ante 
el grupo de simetría O(d, d, R). 

Otra forma de probar la canonicidad de la transformación de dualidad, es usando 
la acción escrita en su forma hamiltoniana 

(7.147) 

en donde al implementar la transformación ele dualidad en las variables (x'µ, Pµ), 
uno tiene que hacer uso ele un operador inverso 0- 1 = 8;; 1 , el cual nos permitirá 
implementar la no localidad de la transformación de dualidad, y así poder despejar 
la variable xµ en términos del momento Pµ. De la transformación ele clualiclacl 

¡ 1 
XII= y.P,,, (7.148) 

obtenemos el despeje de la variable x;, como 

xµ = a;; 1 Pµ, (7.149) 

al sustituir en la acción obtenemos 

Sp = J(a.,xµa; 1P•• - Ño)d2
(, (7.150) 



116 

haciendo una integral por partes sobre la variable X~ ohtenemos 

-' ! 1 • - 2 Sp = · (-X"'a,,a;; P"' - Hv)d (, (7.151) 

observando que el operador diferencial a,, multiplicado por su inverso a;; 1 es la unidad, 
y hacer una integral por partes en la.variable Í'"' obtenemos la siguiente acción en 
variables X"', Pµ. 

(7.152) 

donde observamos que el término cinético es el mismo que tiene la teoría original, com­
probando con esto que la transformación de dualidad es canónica para la estructura 
de Poisson. 

La dualidad que se ha realizado sobre la acción de primer orden para la cuerda 
bosónica, esta dentro de una teoría puramente clásica. Como se sabe la teoría de 
cuerdas, es una teoría que trata de describir los fenómenos físicos de energías muy 
grandes. En este sentido esta teoría es mucho más rica al cuantizarla. La dualidad que 
se ha estudiado aquí es una simetría del grupo O(d, d, R), drbido a que la rotación de 
las variables (x'"', pµ) deja invariante al hamiltoniano clásico. Al ser cuantizada esta 
teoría se pasa al grupo de simetría O(d, d, Z) que deja invariante el espectro de la 
teoría 135]. 

Al analizar esta transformación de simetría a nivel clásico, uno encuentra una 
función generadora de la transformación canónica (7.122), que es idéntica a la función 
generadora de la transformación canónica que es encontrada en 134, 35]. Concluyendo 
que nuestro análisis de la transformación de dualidad con acciones de primer orden 
se reduce correctamente a la literatura ya existente sobre el terna. 

Los resultados obtenidos en este capítulo son generalizables al caso en que tenemos 
una métrica en el espacio tiempo Gµv no trivial y un campo antisimétrico (NS-NS) 
Bµv constante. La correspondiente transformación de dualidad puede implementarse 
corno una dualidad en modelos sigma que contiene la métrica del espacio tiempo de 
manera no trivial, relacionando modelos con distinto contenido topológico 132, 33). 
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Parte IV 

Con el usiones 

· .. . •.' 
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Capítulo 8 

Conclusiones Generales. 

A lo largo de esta tesis hemos aprendido varios aspectos de la transformación de 
dualidad entre acciones de primer orden para la teoría electromagnética y la cuerda 
bosónica de Polyakov. 

En primer lugar se estudió en detalle la acción de primer orden de la teoría electro­
magética y su dual. Aquí aprendimos que la transformación de dualidad deforma la 
superficie de constricción en el espacio fase completo. Encontrando un mapeo canóni­
co que transforma una superficie de constricción en su dual. Este mapeo no preserva 
la estructura simpléctica de Dirac, de lo que se concluye que la transformación de 
dualidad es NO canónica respecto al paréntesis de Dirac. Al conocer la transforma­
ción de dualidad en el espacio fase completo se construyó la función generadora de 
la transformación canónica F2 , que reproduce exactamente el mapeo canónico entre 
las superficies de constricción. Con esta función generadora, uno determina que la 
transformación de dualidad que reproduce es una transformación canónica respecto 
a la estructura de Poisson estándar. A este nivel uno puede reducir el espacio fase 
completo, al espacio básico de Maxwell, donde la variable relevante es Aµ- Se obtuvo 
la acción reducida de la teoría original y su dual, donde se identificaron los momentos 
canónicos de cada teoría. Al reducir el espacio fase, también se vió reducido el parén­
tesis de Dirac de la teoría y su dual, encontrando que la estructura simpléctuca de 
Dirac que sobrevive es la estructura de Poisson. Al reducir la función generadora F2 , 

esta sufre una transformación peculiar, convirtiendose en una función generadora del 
tipo F 1 \'er [8[. Esta función generadora reducida, es la que implementa la transfor­
mación de dualidad canónica en el espacio fase reducido. Este espacio fase reducido 
es el que coincide con la el espacio generado por la acción de Maxwell usual, donde 
la transformación de dualidad se vuelve no local. Esta transformación de dualidad 
canónica es la que se conoce en la literatura [1, 31[, esta tesis se ha obtenido esta 
transformación a partir de una teoría más general. 

Por otra parte, también se estudió en detalle la cuerda bosónica de primer orden y 
su dual, encontrando que la separación de constricción en primera y segunda clase fue 
muy laboriosa. La dualidad implementada en esta acción es la dualidad T que refleja 
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una simetría del hamiltoniano. Al obtener la superficie de constricción de la teoría de 
Polyakov y su dual encontramos que estas son dif Prentes entre sí, y se \'en deformadas 
por la transformación de dualidad. Esto nos lleva a decir que la transformación de 
dualidad T es no canónica respecto al paréntesis de Dirac. Al imponer la norma 
conforme ,V = 1 y N 1 = O, obtenernos uua simplificación en las constricciones de 
segunda clase y en el paréutcsis de Dirac de ambas teorías. Aquí encontramos los 
mornPntos canónicos que reduc·"n el paréntesis de Dirac a la estructura simpléctica de 
Poisson, donde la transformación es canónica. Al mismo tiempo, encontrarnos que las 
variables (x'µ, pi') se pueden escribir corno un vector z1'. La transformación de dualidad 
puede ser estudiada como una transformación de simetría del grupo O(d, d, R), este 
grupo tiene la propiedad de que implementa la rotación de las variables (x'µ, l'µ) y 
deja invariante al hamiltoniano. Además como se vió en el capítulo 7 ésta simetría 
que presenta el hamiltoniauo ante el grupo O(d, d, R) es una transformación canónica 
respecto a la estructura de Poisson, y tiene como función generadora a F1 que depende 
de Xµ y x~. que l'S la función que genera la transformación de dualiclacl canónica. De 
hrr:ho esta función generadora tiene gran parecido con la función generadora obtenida 
para la teoría electromagnética. ya qu<' ambas funciones deprndrn de la \'ariable de 
la teoría original y la derivada de la variable dual; es decir, ya en el espacio reducido 
la función genrradora de la teoría electromagnética depencde de A; y dr o;A1 y en 
la cu<'rda bosónica depende de r'' y de o.,Xw De esto podemos concluir que hay una 
generalidad en las transformaciones de dualidad como transformaciones canónicas. 
Observamos que las funciones generadoras de la transformación de dualidad canónica 
para ambas teorías (electromagnética y cuerda bosónica) tiene la misma forma. Pero 
sólo tienen esta forma en el espacio reducido donde la transformación dr dualidad 
es no local. De hecho parece que en la cuerda bosónica no se puede implementar la 
transformación de dualidad canónica local. Pero si hemos regresado correctamente a 
los resultados que se conocen en la literatura sobre este tipo de transformación 1341 y 

1351. 
Por último estos resultados se pueden aplicar a muchas otras teorías de interés, y 

tal vez puedan resolver algunos de los problemas que se presentan en el estudio de este 
tipo de teorías. Por ejemplo la no conmutat.ividad de las variables X 1', Dp-branas, la 
acción de Einstein-Hilbert., teorías con indices mixtos (simétricos y antisimétricos), y 
muchas otras. • 

Y aunque no se estudió en esta tesis las propiedades de estas teorías ante transfor­
maciones de norma, sabemos que todas las teorías de norma tienen importancia en la 
física debido a que a partir de ellas se obtinne información física como lo es en el caso 
del electromagnetismo, las intcracdones nucleares débiles, las interacciones nucleares 
fucrtas (QCD), y la gravitación; todas ellas son teorías de norma. En donde se puede 
tener alguna aplicación de los resultados aquí obtenidos a la interatción nuclear débil 
oa la QCD. 

1 

1 
1 



121 

Parte V 

Apéndices 

' • . ..,,,,. 



TESIS CON 
FALLA DE OPJGEN 



: !'~' "':; ('· .. , 1"; '..' • i FALLA···~E. UfüGEN i 
Apéndice A 

Convenciones y relaciones 
matemáticas. 

123 

En todos los cálculos relacionados con la teoría electromagnética se utilizó la 
métrica de Minkowski 

o 1 o o . 
(

-1 o o o) 
1/µv = • O .· O 1 O • .. 
. .. ··º· o·º 1; ,.·· 

además en D = 4 el tensor totalmente anÜsiID:etrico de Levi-Civita f¡wafJ con definición 
fo12a = 1 cumple con las sigÚientés'.relacioné~' · · . . . 

·-- (.µ11~ fµ11pa 

f"v"". f).vptT 

(.µ11pa f>..t<pa. 

(.µ11paf,\1tTO' 

=-~: 

;; . :::.3i5~ · 
· -2Íó11 óv · • [). 1<) 

. - -l!ó~ó~ó:1 

y en algunos cálculos se utilizó fo. separación de las componentes 'espaciales y tempo­
rales de Icis Indices del tensor de Levi-Civita, de la5 relaciones anteriores se derivan 
los tensores de Levi-Civita en componenetes espaciales y temporales colllo · 

(.J.lllpa f.µ11pa 

fOijkfOijk 

fOijkfOljk 

foijkfolnk 

-4! 

-3! 

-2!óf 
-l!ó/,ó~Ji 

de donde podemos obtener algunas relaciones para los tensores antisimétricos que se 
usan en la teorla electromagnética, por ejemplo · · 

(A.1) 
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otra es obtener la trasnformación de dualidad entre algunos tensores antisimétricos. 
En el capltuloÍS 'rehi.donado con la cuerda bosonica de primer orden, se usa el 

tensor de Levi-CivTfa sofüeºla hoja mundo lab, usando la definición 

c01 = -1 

c10 = 1, (A.2) 

que al implementar la transformación de cumple con las siguientes propiedades 

(A.3) 

de donde se obtiene 
(A.4) 

Ademas en este capitulo se utiliza la función delta de Dirac, que es una función 
simétrica ·· · " ·· ··::"' · · 

ó(;,: - a') = ó(a' - a), (A:s) 

y su derivada es antisimétrica 

(A.6) 

por lo que la matriz c•b(a - a') es completamente antisimétrica, una parte por los 
Indices a,b, y otra por la dependencia funcional en (a - a'). 

Para aclarar la parte en donde se hizo la separación de constricciones en primera y 
segunda clase para la cuerda bosónica de primer orden, utilizaremos la densitización 
de constricciones definida como 

R[~) = [ ~R(x,p), (A.7) 

con la que podemos realizar los cálculos hechos en el capítulo 8, además de que esta 
desitización tiene la siguiente equivalencia con las deltas de Dirac, si tenemos un 
resultado como 

(A.8) 

este es equivalente a 
[R(a) + R(a'))ó~(a - a'), (A.9) 

con lo que podemos hacer los cálculos con las constricciones densitizadas y hacer 
conexión con el álgebra de la cuerda. . . . .. . . . . . 

Ahora podemos calcular el paréntesis de Poisson de las constricciones de primera 
clase redefinidas (7.51) y (7.52), y probar que efectimmente esta redefinición asf 
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planteada nos lleva al ágebra de la cuerda, y conmuta con todas las constricciones de 
segunda clase. Primero veamos que pasa con el paréntPsis de Poisson entre H y H 1 

{H[{i], H[6]} 1 L {1 (a){2 (a'){H(a), H(a')} 

1 L {1 (a)~2 (a') [ {~( ~p2 + Tx'2
), ~(~p2 + Tx'2

)} 

+ {Vo,,(P1
")' + \liµ(Pº")', Vo,,(p1

")' + Vi,,(pº")'}] 

{ 1 ~¡ (a){2(a1
) [ - Pµ(a)x'"(a')ó~.(a - a')+ p,,(a')x'"(a)ó~(a - a') 

Ía a' 
Vo,.(a)(Pº")'(a')ó~(a - a')+ Viµ(a')(P 1")'(a)ó~. (a-:- a') 

+ Vo,.(a')(Pº")'(a)ó~.(a - a') - Vi,.(a)(P1")'(a')ó~(a - a')] (A.10) 

ahora hacemos la in'tegral en a' obteniendo 

{H[{i], H[~2]} 1 [aa({2x'"){1Pµ - 8a({1x'"){2Pµ 

+ 8.,.({1 Vo¡,)(pº")'6 - 8a(fr\liµ)(p 11')'{1 

8a({2 Vo,.)(Pº")'{1 + 8a({1 Vi,.)(p1")'6] 

1 [{1{~p,.x1" - {\{2p,.x'" 

+ {\{2Vo,,(Pº")' - {1{~\/i,,(p 1 ")' 

{¡{~Vo,,(P0")' + {\{2\/i,,(p1"l']. 
que nos da como resultado final 

(A.11) 

(A.12) 

y es Ja constric~ión H 1 clensitizada .en dos puntos diferentes de Ja hoja mundo, que 
podemos reescribir como ' ' ' ' 

(A.13) 

que es el resultado (7.53) del capítulo á e'rli f~rm~ densitizada: Una vez que sabe­
mos como opera una constricción densitizada,.podf!mos obtener esto para todas !ns 

1 Para facilitar los cA!culos usamos la norm'~é~~:r¿rin~' sbbrn;~ cbnstri~cio~cs, y aunque todos 
los cA!culos cstAn hechos para la norma conforme,,támbiéri son vá.lidos para las constricciones (7.51} 
y (7.52) del capitulo 8. 
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constricciones, obteniendo 

1 ({1{~ - ~;{2) (p,.x'" - V.,.(p1")' - Vo,.(pº"l'), {H[{i], H[{2]} 

{ H[{i], H1 [{2]} 

{H1[{i), H1(6]} 

1 ({.{~ -{;{2) [H ~P2 + Tx12
) + Voµ(P 1

")' + V.,.(pº"l'], 

1 ({1{~ - {;{2) (p,.x'µ - V.,,(p1µ)' - \1aµ(pº"l'), (A.14) 

que finalmente nos dan el ágebra de la cuerda que tenemos expresada en el capitulo 
8 en términos de ó' por (7.53), (7.54) y (i.55), y que podemos reescribir como 

{H[{¡), H[{2]} H.[{1~~ - {;{2], 
{H[{i), H.[{2]} = H[{1{~ - {;{2], 

{Hi[{i], H.[{2]} = H1[{1{~-'- {\{2]. (A.15) 

Ahora veamos que las constricciones densitizadas H y H1 conmutan con las con-
striccionc>s de segunda clase en la norma conforme · 

Xa Pµ + \'áµ ~ O 
1 

X4 X~ - T Vi,, ~ o. 

Entonces tenemos 

{H[{i], xa[{2]} 11. {1 (a){2(a1) [rx;,(a) - V.1,(a)] ó~(a - a') 

- ~T 1 a" ( {1(a) [x~(a) - ~V.,.(a)]){2 (a) 
Tx4[{!{~] (A.16) 

que es la constricción X4 por T . .-\hora con xa tenemos 

~ 1 ({¡{~) [p,,(a) + Vo1,(a)] 

~xa[{1{~], (A.17) 

que es la constricción \'.a por l/T; como vemos el paréntesis de Poissori eón la constric~ 
ción densitizada H y las constricciones de segunda clase x 3 y x4 nos da las mismas 
constricciones de segunda clase pero rotadas. 

Ahora con la constricción densitizada H 1 tenemos 

1 L {. (a){2(a') rp,,(a) +Vo~(a) 1 ó~(ª ~ ª'' 
xa[{1{~]. · (A.18) 
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que es la constricción x 3 • Ahora con la constricción x4 tenemos lo siguiente 

1 ~.~~[<(a) - ~Viµ(a)] 
X4[~.~~], (A.19) 

que es la constricción x4 ; ahora vemos una resultado diferente al obtenido con la con­
stricción densiLizada //,ya que el paréntesis de Poisson con la constricción densitizada 
H 1 y las cosntricciones de segunda clase x3 y x4 nos da las mismas constricciones de 
segunda clase sin rotarlas. 

Ahora con las constricciones de segunda clase x1 y x2 obtenemos derivada de con­
stricciones con H y //1 , por lo tanto hemos obtenido que las constricciones corregidas 
H y //1 son constricciones de primera clase que me dan el álgebra de la cuerda . 

• 1 t ,,_-, J 

:""J;"f ·\ / 1 L,· •. 
. ¡, 
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