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Introducción 

Emana el manantial una gota viva, breve como la chispa, breve como la fogata. 
Emana el manantial gotas humanas, se forma el arroyo, corre el río, la humanidad 
corre, se precipita con sed hacia el océano. El océano se mira a sí mismo a través 
de los ojos del hombre. Se desparrama la humanidad, impelida por la curiosidad; 
comprender al mundo para comprenderse a sí mismo, para entenderse como parte 
de un todo, el eterno retorno, al paraíso del que fuimos arrojados, la madre. 

El pie humano ha trazado muchísimos caminos, por algunos de ellos se ha 
avanzado poco, en otros se ha llegado más lejos, algunos se han olvidado y otros 
son muy transitados. Algunos caminos se han internado en las profundidades de 
Ja cordillera del conocimiento, y allí encontramos las inmensas exploraciones ma­
temáticas. Me parece que Jos andares por las matemáticas llevan al caminante a 
lugares plenos de inusitada belleza, tierras colmadas de deliciosos alimentos para 
el alma. 

Por su profundidad y por su belleza fuí hechizado. 
De entre los diversos caminos que uno puede tomar en la maraña de las ra­

mas, mis pasos me fueron llevando por Ja Geometría Algebraica; que por cierto 
lleva bastante tiempo creciendo. Los textos modernos de Geometría Algebraica 
inevitablemente remiten al fundamentalísimo trabajo de Jean Pierre Serre, Fais­
ceaux Algébriques Cohérentes, esto es, Gavillas Algebraicas Coherentes; y fue de 
esta manera que me interesé en consultarlo. 

O. 1 Un 'POCO de historia 

La teoría de gavillas surge como el lenguaje que permitía expresar lo que los 
matemáticos de la época estaban pensando, me refiero a Jos matemáticos a quienes 
les interesaba la Topología Algebraica. El estudio de homología y cohomología se 
hallaba muy difundido y era harto fructífero, Jo tradicional era tomar un grupo 
fijo como grupo de coeficientes, pero algunos estudiosos se interesaron por espacios 
donde el grupo variaba con cada punto, de manera que se satisfaciesen ciertas 
condiciones difíciles de explicar. Usualmente se dice que la teoría de gavillas vió su 
origen en los trabajos de Leray, yo seguiré esa tradición, pues es en un trabajo suyo 
donde por primera vez es empleado el término gavilla (faisceau) con un significado 
matemático que a continuación enunciamos: una gavilla B (de módulos) sobre 

ix 
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un espacio topológico E se define como una función que asigna a cada conjunto 
cerrado F C E un módulo BF, tal que 80 = O junto con un homomorfismo 
de BF en B¡ siempre que f e F, que a bF E BF asocia bF · f en B¡ de tal 
suerte que si f' e f e F entonces (bF · f) · !' = bF · f'. La motivación de 
Leray era relacionar la cohomología de dos espacios topológicos a partir de una 
función continua entre ellos, tomando imágenes inversas ele puntos, por eso el 
necesitaba relacionar objetos a conjuntos cerrados, pensando que los puntos lo 
eran. Así fué que definió gavillas, mismas que en un principio mostraban su valor 
en la medida que se acompaiiaban del uso de sucesiones espectrales, pues dicha 
combinación permitía resolver en muchos casos el problema mencionado. Esta 
definición aparece en un artículo de H.MG, pero el artículo que marca la pauta 
es de 1945, donde las gavillas aparecían implícitamente. l\Iuy pocos años después 
Cartan se familiariza con la idea y la usa en su propio trabajo dentro del Análisis 
Complejo, definiendo gavilla a partir de los abiertos. 

En 1883, Poincaré provó que una función en dos variables complejas que es 
cociente de dos funciones holomorfas sobre una vecindad suficientemente pequeña 
para cada punto de CJ, es de hecho, un cociente de dos funciones holomorfas en 
el espacio total CJ. A este tipo de problemas se les conoce como "pasar de propie­
dades locales a propiedades globales". En 1895, Cousin generalizó el teorema de 
Poincaré a algunos tipos de subconjuntos abiertos de <C", y de esta manera intro­
dujo nuevos problemas del paso de propiedades locales a globales. Estos problemas 
son más complicados que aquel trivial donde se define una función por medio de 
sus restricciones sobre los abiertos de una cubierta, ahora los objetos a ser defini­
dos globalmente son clases de funciones, por ejemplo, clases del tipo f + H, donde 
f es una función meromorfa y H es el conjunto de todas las funciones holomorfas 
en un conjunto abierto dado. 

Después de 1934, el trabajo de Cartan y Oka sobre funciones de varias va­
riables complejas, estuvo centrado en tales problemas, mismos que habían perma­
necido descuidados después de Cousin. Justo en 1945, Cartan provó problemas 
típicos de pasar de lo local a lo global para grupos de homología, ello lo llevó a 
interesarse en las nuevas nociones que Leray proponía, pero adaptandola a su ne­
cesidad de asociar módulos a abiertos y no a cerrados, a saber, U t-+ Hq(U; T). 
Después Lazard describe a las gavillas como espacio étale y lo sugiere en uno de los 
celebres seminarios de Cartan de la decada ele los cincuenta (donde participaron 
algunos de sus alumnos de la talla de Koszul y Serre, entre otros), descripción con 
la que Cartan continúa su trabajo. F\Jeron las necesidades de Grothendieck las que 
pusieron de nuevo en boga la definición por abiertos. 

Al estudiar gavillas, Cartan y su grupo, pronto se interesaron en gavillas 
coherentes. La idea de una familia coherente de ideales fue introducida por Cartan 
en 1944, y en 1950 él mismo la tradujo al lenguaje de gavillas. La razón para 
estudiar coherencia es que si ciertas propiedades se tienen en un punto, entonces las 
mismas propiedades se tienen en toda una vecindad del mismo, y así, para probar 
teoremas basta hacerlo en un punto. Un estudio sistemático de gavillas coherentes 
fue emprendido en el Seminario de Cartan de 1951-1952. Allí, uno encuentra los 
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dos teoremas fundamentales que conciernen a una gavilla coherente § sobre una 
variedad de Stein X (variedades complejas que admiten encajes biholomorfos en 
algún C"), los cuales jugaron un papel importante por varios años. 

Teorema A Los tallos de § son generados por secciones globales. 

Teorema B Hq(,'r:, §) =O para q 2: O. 

Este segundo resultado implica que el primer problema de Cousin tiene solu­
ción sobre una variedad de Stein, esto es que siempre hay una función meromorfa 
con partes principales dadas. Serre encontró más aplicaciones, entre ellas que las 
variedades de Stein están caracterizadas por los Teoremas A y B, y que el segundo 
problema de Cousin (la existencia de una función meromorfa con un divisor dado) 
está clasificado por H 2 (;1:',Z). 

0.2 Faiscea:u:x Atgébriques Cohérentes 

l\Iejor conocido como FAC, el artículo de Serre introdujo los métodos del álge­
bra homológica en geometría algebraica, los métodos cohomológicos. En 1949, 
André Weil notó que la topología de Zariski puede ser definida sobre sus varieda­
des abstractas y con ayuda de ella define la noción de espacio fibrado en geometría 
algebraica. En 1954, Serre generaliza la noción de gavilla en la misma forma que 
fue generalizada la noción de espacio fibrado, es decir, usando la topología de 
Zariski. 

La necesidad de una teoría de cohomología para variedades algebraicas "abs­
tractas", fue enfatizada por primera vez por Weil, ya que necesitaba de ello para 
poder dar un significado preciso a sus celebres conjeturas en Geometría Diofanti­
na. Serre se da cuenta que con el lenguaje de gavillas se puede y es más cómodo 
presentar la noción de variedad abstracta, ocupando la noción general de espacio 
anillado desarrollada por Cartan. La ventaja de esta estructura es que se com­
porta bien en lo que se refiere a pegado a lo largo de subconjuntos abiertos, la 
verificación de las condiciones de pegado se convierte en algo usualmente trivial. 
A diferencia de los tiempos pasados, fija de una vez por todas el campo base, un 
campo k algebraicamente cerrado, así, sus piezas básicas para pegar son abiertos 
de variedades afines sobre k. El objetivo principal de Serre es extender a sus va­
riedades, en la medida de lo posible, los resultados sobre cohomología con valores 
en una gavilla conocidos en el caso clásico k = C. Para poder utilizar la sucesión 
exacta de cohomología se limita a las gavillas coherentes de módulos. 

La idea general de Serre ha sido que la topología de Zariski de una variedad es 
adecuada para aplicar los métodos de la topología algebraica. Los intentos de Serre 
fueron buenos pero no resolvían el problema de \Veil, sin embargo arrojan mucha 
información acerca de las variedades. A pesar de que la teoría de cohomología 
de gavillas algebraicas coherentes no era adecuada para los propósitos de Weil, 
fue fuente de nuevos métodos y nuevas nociones, y dió lugar a resultados que no 
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se esperaba estuviesen relacionados con gavillas tales como el teorema de Zariski 
sobre funciones holomorfas y su teorema principal. Curiosamente la cohomología 
de \Veil, es decir, la cohomología que buscaba Weil fue definida por un enfoque 
distinto pero inspirado en los trabajos de Serre. 

Originalmente mi intención era estudiar"' FAC íntegramente y presentar co­
mo trabajo de tesis una explicación de los resultados de dicho artículo. Resultó un 
objetivo ambicioso en la medida eu q1w el FAC es un artículo muy extenso. 

El objetivo del FAC es, como ya se dijo, introducir los métodos de la topología 
algebraica y del álgebra homológica en geometría algebraica. La cohomología que 
se estudia es del tipo Ccck y el principal resultado que se incluye en el presente 
trabajo es que una sucesión exacta corta de gavillas sobre una variedad algebraica, 
O --; § --> </J --; X--> O, donde § es una gavilla algebraica coherente, induce una 
sucesión exacta larga <'n cohomología. 

En el Capítulo 1 se define la noción de gavilla desde el punto de vista de los 
puntos, es decir, como espacio étale. Dada una pregavilla se construye una gavilla, 
y surge el punto de vista de los abiertos del espacio donde esté definida. Así, la 
noción de secciones emerge como puente entre ambos puntos de vista. Finalmente, 
se define lo que es un morfismo de gavillas, y cuándo es inyectivo y suprayectivo, 
observando las diferencias segün el punto de vista adoptado. 

En el Capítulo 2 se estudia como construir gavillas apartir de otras gavillas, 
me refiero a la suma directa, el tensor, entre otras, además de definir subgavillas, 
cocientes, extensiones y restricciones. 

En el Capítulo 3 se define la noción de gavillas coherentes, que tiene sentido 
para gavillas de módulos, y se incluye uno de los resultados importantes de este 
trabajo, a saber, si en una sucesión exacta corta de gavillas, dos de ellas son 
coherentes, entonces la tercera también lo es (Teorema 1). Dicho resultado, nos 
permite decir que la suma directa de gavillas coherentes es coherente, así como 
el núcleo, imagen y conücleo de un modismo de gavillas coherentes. De hecho, 
se estudia el comportamiento de las nociones definidas en general para gavillas, 
cuando adem1ís son coherentes, por ejemplo como influye en Ham,,.-(§,~) (gavilla 
de gérmenes de morfismos entre las gavilla.~ .:J: y <//), el que .:J: sea coherente y 
el que ambas § y '!/ sean coherentes, en este ültimo caso H am,,.- ($, ~) resulta 
coherente. Se nota como se simplifican las cosas cuando la gavilla de anillos .W es 
coherente. Por último, se presenta la relación entre cambiar de anillos cuando esto 
es posible y para extensión y restricción. 

En el Capítulo 4, al estilo de Ceck se definen grupos de cohomología de una 
cubierta de un espacio topológico ,1:' con valores en una gavilla, Hq(U, §), para 
definir Hq(X, §) como el límite directo de los Hq(U, §), corriendo sobre clases 
de cubiertas. Se demuestra que cuando ,{' es paracompacto entonces una sucesión 
exacta corta de gavillas da lugar a una sucesión exacta larga en cohomología. Todo 
lo anterior requiere de trabajo, para ver que ciertas nociones tienen sentido. 

En el Capítulo 5 se dan condiciones a una cubierta U de un espacio topológico 
X para que dada una gavilla§ sobre X tengamos Hq(U,§) :::! Hq(X,§). 

En el Capítulo 6, se define la noción de variedad algebraica. 
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En el Capítulo 7 se hace notar que la gavilla tJ de anillos locales de una varie­
dad algebraica es coherente. Se define gavilla algebraica como aquella que es gavilla 
de ó'-módulos gavillas de variedades y se estudian algunas de sus propiedades. 

Finalmente, el Capítulo 8 es un cúmulo de resultados importantes. Primera­
mente, el Teorema 8 que dice que si .:>" es una gavilla algebraica coherente sobre 
una variedad afín ,y, entonces los tallos .!?z son generados por las secciones glo­
bales de§ (nótese la similitud con el Teorema A). Segundo, el Teorema 9, el cual 
implica que para una variedad afín ;r y una gavilla algebraica coherente .:>" se 
tiene Hq(ct',.!?) =O para q >O (compárese con el Teorema B). Por último, el 
Teorema 12 que dice que una sucesión exacta corta de gavillas sobre una variedad 
algebraica, O -+ .:>" -+ "# -+ ./ff' -+ O, donde !J' es una gavilla algebraica coherente, 
induce una sucesión exacta larga en cohomología. 

0.3 Después del FAC 

Variedades y esquemas 

El artículo de Serre es una fuente y no una culminación. Los objetos originales 
de la geometría algebraica son los conjuntos de ceros de sistemas finitos de po­
linomios, es decir, variedades afines, lo que Serre propone es tomar objetos que 
localmente se vean como dichas variedaddes afines. Este punto de vista está muy 
ligado al ..\Jgebra Conmutativa, pues a cada variedad afín irreducible sobre un 
campo k, le corresponde una k-álgebra finitamente generada y libre de nilpotentes 
(estamos pensando a k algebraicamente cerrado). Sin embargo, había la necesidad 
de generalizar el objeto que estudiaba la Geometría Algebraica. Hartshorne plati­
ca acerca de tres razones, mismas que aquí mencionaré. Primero, se había notado 
que era necesario trabajar sobre campos que no fuesen algebraicamante cerrados, 
pues llegaba a suceder que el anillo local de un punto de una subvariedad sobre 
una variedad tenia un campo de residuos que no era algebraicamente cerrado, y en 
ocasiones se deseaba dar un mismo tratamiento a la variedad y al punto. Otro as­
pecto que se quería generalizar era el considerar variedades que no necesariemente 
estuviesen encajadas en un espacio afín o en uno proyectivo (desafortunadamen­
te en el presente trabajo no estudiamos el caso proyectivo) ya que en ocasiones 
se construían variedades sólo con datos locales, de hecho las variedades de Serre 
si cubren esta necesidad. Usualmente se pedía que la variedad fuése irreducible 
pero en ocasiones era necesario considerarlas reducibles y de varias componenetes, 
ya Serre había superado está condición en su definición. Grothendieck propone 
un objeto que cubre dichas necesidades. Habíamos dicho que a una variedad afín 
irreducible sobre un campo k, le corresponde una k-álgebra finitamente generada 
y libre de nilpotentes, es decir, a un objeto geométrico se le asocia un objeto alge­
braico, Grothendieck adopta la postura contraria, preguntándose cómo asociar un 
objeto geométrico a un objeto algebraico, específicamente a un anillo conmutati­
vo con unidad (y ya no solamente a k-álgebras finitamente generadas y libres de 
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nilpotentes). Dicho objeto propuesto es el esquema afín, denotadcl"SpecA, donde 
A es un anillo conmutativo con unidad, , 

Spec A:= {PIP es un ideal primo de A}, 

a dicho conjunto se le dota de una topología y de una gavilla, ambas íntimamente 
ligadas al anillo mismo, de suerte que los puntos cerrados son los ideales ma.ximales 
y el anillo de las secciones globales es isomorfo a A. 

Los puntos de una variedad afín corresponden a los ideales maximales de su 
anillo asociado, de donde el esquema afín de una k-álgebra finitamente generada 
y libre de nilpotentes tiene más puntos que la varir.dad afín irreducible asociada. 
Dichos puntos extras corespondcn a subvariedades ele la variedad, por lo que al 
adoptar como objetos a los esquemas afines se gana mucho en información. 

Grothendieck va un poco más lejos definiendo esquema como un objeto que 
localmente se ve como un esquema afín. Los resultados conocidos previamente para 
variedades se traducen a este nue\'O lenguaje, aunque no tocios siguen valiendo dacia 
la generalidad de los esquemas. 

Desde mi punto de vista, uno de los grandes logros de la teoría de esquemas 
fue convertirse en un lenguaje común para distintos matemáticos, por ejemplo, 
entre aquellos interesados en la aritmética y aquellos interesados en los métodos 
analíticos. 

La categoría de esquemas es una ampliación de la categoría ele variedades. 
En ocasiones el trabajar con un objeto más general ayuda a la mejor compresión 
de lo que uno está estudiando, en otras ocasiones es mejor quedarse con el objeto 
tradicional, parece ser que este el caso cuando se trata de variedades algebraicas 
sobre los complejos, pues en ese caso se suma la potencia ele los métodos analíticos. 
Jean Pierre Serre estudió la relación entre las variedades algebraicas complejas con 
la topología tradicional y con la topología de Zariski, y en 1956 publicó su artículo 
Géométrie algébrique et géométrie analytique donde demuestra que da lo mismo 
tomar los grupos de cohomología con valores en una gavilla ya sea con su estructura 
analítica ya sea con su estructura algebraica. 

Tomemos como ejemplo el Programa del l\loclelo Mínimo o Programa de 
Mari, trabajo que busca encontrar un representante especial en cada clase de 
equivalencia birracional de variedades algebraicas complejas. Ya la escuela italiana 
de principios del siglo pasado había llegado a buen puerto en lo que se refiere a 
dimensión uno, es decir, curvas. Mari culminó victoriosamente el trabajo para 
superficies en la decada de los ochenta y actualmente mucha gente en el mundo 
estudia el caso ele mayores dimensiones. El punto es que la clasificación que se 
busca es de las variacledades algebraicas tradicionales pero gran parte del trabajo 
en superficies no necesita del tonelaje y la fuerza de la teoría de esquemas, sin 
embargo, su uso sí ayuda en mucho y por momentos es indispensable. 
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Cohomologia 

Tan sólo unos pocos años después de haber sido publicado el FAC, Grothendieck 
publicó su celebre "Sur quelques points d' algebre homologique", artículo donde 
prueba que la categoría de gavillas sobre un espacio topológico X, tiene suficientes 
objetos inyectivos, y así, a toda gavilla~ se le asocia una resolución inyectiva dan­
do lugar a un complejo con el cuál se definen los grupos de cohomología Hq(rY,.9'-'), 
y estos no dependen de la resolución. 

El estudio de cohomología que propone Grothendieck resultó muy eficiente 
para proh:ir cosas de caracter teórico pero muy dificil de calcular, en cambio, a 
pesar de ser menos potente, la cohomología que propone Serre es más sencilla de 
calcular. 

Aún tomando como objeto de estudio a los esquemas, es más fácil calcular 
cohomología como lo hace Serre en FAC que siguiendo a Grothendieck. Por ello 
y por Ja forma y elegancia con que Serre escribe, FAC continua siendo una lectu­
ra sugerida, alegremente los autores de textos modernos de geometría algebraica 
invitan a consultarle. 
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Capítulo 1 

Gavillas 

El lenguaje de gavillas es muy expresivo cuando hablamos de relaciones entre 
lo global y lo local, las propiedades que se tienen en un punto y las que son 
compartidas por muchos de ellos, tantos como quizá todo el espacio donde nos 
encontremos. Se puede decir que la teoría de gavillas es la parte de la geometría que 
concierne a pasar de propiedades locales a propiedades globales. Es un lenguaje que 
ha sido útil en ramas como la topología algebraica, geometría analítica, geometría 
diferencial y ecuaciones diferenciales, entre otras. Nuestra intención es abordar 
el estudio de variedades algebraicas ayudados con dicha teoría, para ello damos 
cuenta de la misma a lo largo de este capítulo. 

Tomar una gavilla sobre un espacio topológico es asociar información sobre 
cada punto del espacio, de manera tal que al movernos de un punto a otro tengamos 
cierto control en el variar de la información. A cada punto lo cargamos con una 
mochila llena de datos y a puntos vecinos les damos datos parecidos. Esta idea 
debe cumplir ciertas propiedades, para que sea cómodo trabajar con ella. 

1.1 Definición de una. ga.'Uitta. 

Definición l. Sea X un espacio topológico. Una gavilla de grupos abelianos sobre 
;I:' esta formada por: , , 

(a) Una asociación que a cada x E ,1:' asigna un grupo abeliano $,,, llamado 
tallo. , 

(b) Una topología sobre el conjunto $ = II§,,, unión disjunta de los conjuntos 
§~. 

Lo anterior debe cumplir dos propiedades pero antes de enunciarlas haremos 
unas precisiones. Definimos la función proyección rr : $ ~ X como rr(J) = x si 
f E§,,; al subconjunto de !F x §cuyos elementos son las parejas (f,g) tales que 
rr(f) = rr(g) lo denotaremos g: + !F. Completando nuestra definición, pedimos 
que sean satisfechas las siguientes propiedades. 
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(I) La función proyección rr es homeomorfismo local. Dicho de otra manera, para 
todo f E § existe una vecindad V de f y una vecindad U de rr(J) tales que 
la restricción de rr en U es un homeomorfismo de V sobre U. 

(II) La operación de grupo y de inverso son continuas. Es decir, la aplicación 
f >-t -! es continua de§ en §, y la aplicación (!, g) i-+ f + g es continua 
de § + .:;; en §. 

La definición anterior tradicionalmente se conoce como de espacio eta/e. Si 
pedimos solamente que los tallos sean conjuntos y olvidando la segunda condición, 
decimos que tenemos una gavilla de conjuntos. 

Dotando de diversas estructuras, por ejemplo algebraicas, a los tallos ob­
tenemos diversas gavillas; así, una gavilla de anillos .W es un gavilla de grupos 
abelianos .<Y,, x E ,\', donde cada tallo tiene estructura de anillo y tal que la 
aplicación (f, g) i-+ f · g es continua de .W + d en .W (nosotros considemremos 
sólo anillos con unidad, pidiendo que dicho elemento varíe continuamente con x ). 
Si .r:Y es una gavilla de anillos, decimos que § es una gavilla de .W -módulos si 
cada§,, es un .Wx-módulo variando continuamente con x. Precisando, si d + § 
es el subconjunto de .W x .7 de las parejas (a, g) tales que rr(a) = rr(g) entonces 
.<Y'+ .7 -t .7 definida como {a, g) >-ta· g debe ser continua. 

Es de mayor interes para nosotros estudiar gavillas cuyos tallos gocen de 
estructura algebraica pues en variedades algebraicas es el pan de diario. 

En lo sucesivo, la palabra gavilla significará gavilla de grupos abelianos sin 
mención adicional. Los resultados que vayamos enunciando serán demostrados sólo 
para la estructura de grupo abeliano pues para anillos y módulos las pruebas son 
similares. 

Ejemplo l. Sean G un grupo abeliano con la topología discreta y ,y un espacio 
topológico, definimos .7z = G para toda x E X, entonces § = ,y x G dotado 
con la topología producto es una gavilla de grupos abelianos pues como G tiene 
la topología discreta entonces las propiedades (I) y (II) son satisfechas. Lo mis­
mo sucede si en lugar de un grupo abeliano hubieramos tomado un anillo o un 
módulo. La gavilla anterior es conocida como gavilla constante isomorfa a G y nos 
referiremos a ella como gavilla G. 

Ejemplo 2. Sea§= {(x,y) E 1R2 lx2 + y 2 = l,x < l} U {(l,n) E IR2 ln E Z} 
con la topología inducida de IR.2 tomando como vecindades de (1, n) los conjuntos 
Ga(n) = {(x,y)lx2 +y2 = l, a < x < l} U {(1, n)}. Y sea X= {(x, y)lx2 +y2 ;::: 1}. 
Definimos rr : $ --t X como : 

rr(x, y) 

7r(l,n) 
= (x,y) 

= (1,0) 
si x 2 + y 2 

=;= .1 ~' x < 11 

si nez •.. ,;:'. )':.' 

entonces 11'- 1(1, O) ~ Z y para los otr~s puritd~~de·x tenein6~'~..:.t (x, y) ,,;, (x,y). 
Entonces $ es una gavilla de grupos abelianos ,qüe ·á todos los puntos de X asocia . . .·.: ·. · .. ~.; ." . .· .... " . . 
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el grupo trivial O salvo al punto (1, O) al cual asocia Z, efectivamente es gavilla 
pues tiene la topología inducida. El espacio ,y es abierto en § y es compacto pero 
no es cerrado por definición de los G 0 (0). Concluimos que§ no es Hausdorff a 
pesar de que X sí lo es. 
Moraleja: aún cuando X es Hausdorff, una gavilla§ sobre~· no tiene por qué serlo. 

Como todo grupo abeliano es un Z-módulo entonces toda gavilla de grupos 
abelianos sobre ,y puede ser considerada como gavilla de Z-módulos, puesto que 
la acción de Z se define con la suma en cada grupo abeliano y por ser gavilla ésta 
varía continuamente sobre ,y. 

1. 2 Secciones de 'Uno. go.uiHo. 

Sea g: una gavilla sobre el espacio X, y sea U un subconjunto abierto de X. 
Llamamos sección de § sobre U a una función continua u : U --+ § tal que 
rr o u = Idu. De esta forma u(x) E !F., para cada x E U, se sigue que u es 
inyectiva, y así, es un homeomorfismo en su imagen cuya inversa es 11". El conjunto 
de secciones de § sobre u se denota rcu' $) y recupera la estructura de los 
tallos ya que hemos pedido que las operaciones varíen continuamente; así, si § 
es una gavilla de grupos abelianos por la Propiedad (II) r(U, §) es un grupo 
abeliano, donde (s + u)(x) = s(x) + u(x) para s y u E r(U, §). Si la gavilla 
Jil es de anillos entonces r(U, .01') es un anillo, etc. (si s y u E r(U, .id) definirnos 
(s·u)(x) = s(x)·u(x), si además~ E r(U, 'i§) donde'(§ es una gavilla de $'-módulos, 
entonces definimos (u·O(x) = u(x)·~(x), es decir, r(U,!1) es un r(U,Jil) módulo; 
lo anterior está bien definido por la condición de continuidad sobre las operaciones 
en los tallos). 

Si U e;;; V y u es una sección sobre V, la restricción de u a U es una sección 
sobre U; de donde tenemos un rnorfismo de grupos ul; : r(V, !F) --+ r(U, §). (En 
su caso lo es de anillos, de módulos, etc.) 

Para todo elemento de un tallo existe una sección que lo representa. Es 
decir, si f E !F., entonces existen U vecindad de x y u : U--+§ continua tal que 
u(x) =f. Con el lenguaje de la Propiedad (I), u= (7rlv)- 1 • 

Supongamos que tenemos dos secciones, s¡ : U1 --+ § y s2 : U2 --+ §, 
digamos que V¡ = s;(U;) con i = 1,2. Si s¡(x) = s 2 (x) = f E §.,,entonces 
rr o sdu,nu2 = rr o s2lu,nu2 y como ;r es inyectiva sobre V¡ n V2 (de hecho sobre 
cada V;) tenemos que s1lu,nu2 = s2lu,nu2 • Es decir, si dos seccionés son iguales 
en un punto lo son en una vecindad del mismo. 

Dicho de otra manera, §z es el límite directo de los r(U, §) siguiendo el 
orden filtrante de las vecindades de x. 

Para convencernos de lo anterior estudiemos ~zeu r(U, §). La construcción 
de límite directo que incluirnos en el Apéndice A se hace cuando tenemos estructura 
de módulos, lo cual es el caso, un grupo abeliano es un Z-rnódulo. 
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Primero dotarnos de un orden a la familia de I'(U, $') usando como familia de 
índices a los subconjuntos de X que contienen ax fijo, así, I'(V,$') :5 I'(U,Sf:) si 
y sólo si U~ V. Dados r(U1,.fi:) y I'(U2 ,.fl:), entonces r(U¡,$') :5 r(U1 nU2 ,§) 
(y aún x E U1 nU2 ) y los morfismos el: por ser restricciones cumplen ell' = etoelJ' 
cuando U~ V~ W. Entonces se cumplen las condiciones para construir el límite 
directo (ej. Apéndice A): 

!!.!:!;! r(U, $) := E!lf'(U,.:F) / -

zeú 
(1.1) 

donde sv - ei:(sv) para sv E r(V,$) y U i;; V, esta relación dice que dos seccio­
nes definidas en x son equivalentes si son iguales en una vecindad de x contenida 
en la intersección de los abiertos donde están definidas las secciones en cuestión. 

Ahora, queda claro que 1.1 es el tallo §, (cuando x E U) puesto que para 
todo f E !>,, existen U ~ .Y abierto y una sección s de .f1: sobre U tal que 
s(x) = f y cualesquiera dos secciones con esa propiedad pertenecen a la misma 
clase de equivalencia pues coinciden en su intersección. Además, diremos que (s,U) 
es un representante de f. 

La construcción anterior fue para gavillas de grupos abelianos, pero funciona 
aún para gavillas de anillos y de módulos, la idea es la misma y se desarrolla con 
mayor detalle en el Apéndice A. 

1. 3 Construcción de gauiUas 

Decimos que <p : § ---; '§ es un morfismo de gavillas si es una función continua 
inducida por una familia de morfismos de grupos 'Pz : .fi:z ---; '§,, (de anillos, de 
módulos). En breve estudiaremos m1ís a fondo dichos morfismos. 

Sean dados para cada abierto U ~ ;1:• un grupo abeliano .fi:u, y, para cada 
par de abiertos U i;; V un modismo 'Pt : !>v --+ .fl:u, tales que la condición de 
transitividad 'PÍ: o <pty = ip"lJ sea verificada cada vez que U~ V~ W y~ = Iu. 
Llamaremos pregavilla a la colección {!>u, 'Pi:}. La pregavilla {5u, 'PÍ:} permite 
construir una gavilla de la manera siguiente: 

(a) Definimos 5z = ~ 5u (el límite directo de los 5u siguiendo el orden 
filtrante de las vecindades U de x). Si x pertenece al abierto U se tiene un 
morfismo canónico r¡l1: !Jru ---; !>,,,,el que manda a un elemento de .9'iten 
su clase. 

(b) Sea t E .fi:u, designamos por [t,U] el conjunto de los r¡l1(t) E .fl:z,corriendo 
x E U; se tiene que [t,U] ~ $, y se dota a § con la topología generadá 
por todos los [t, U]. Veamos que la intersección de dos conjuntos [s, U] n [t, V] 
contiene algún miembro de dicha familia. Si Un V = 0 entonces [s,U]n[t, V] = 
0; si Un V i' 0 nos fijamos en s' = 'P~nv(s) y t' :;=. ~nv(t), entonces 
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sucede una de dos cosas: cp;'nv(s') f. .¡;nv(t') para todo x E Un V, en 
cuyo caso [s,UJ n [t, V] = 0, ó cp'.,'nv(s') = ,p;nv(t') para algún x e Un V, 
en cuyo caso existe W e Un V tal que ,,f'iJ1V(s') = cpWV(t'), por lo que 
[s,U] n [t, V] = [cp~(s), W] = [cp~(t), W]. Es claro que cubren a §. Por 
lo que hemos puntualizado concluímos que la familia de los conjuntos [t,U] 
genera una topología de la cual es base. Además, un elemento g E $., admite 
como base de vecindades en$ los conjuntos [t,U] donde x E U y g = cp;'(t). 

La manera en que fue construida la topología verifica las Propiedades (1) y 
(11), por lo que tenemos una gavilla, la asociada al sistema {.9'u,cp~}, veamos: 

Si JE /.fo" tomamos un representante t E §u, es decir, cp'.,'(t) = f, y definimos 
u: U----+ .9' como u(x) = i¡f¡(t), que es un homeomorfismo tal que 11" o u= Id.u. 

Para la Propiedad (11), si g: .:F----+ §, g(f) =-!entonces g- 1([t,U)} = 
[-t,U], similarmente la suma. 

Si t E .'.fo"u, la aplicación x >-t cp;'(t) es una sección de$ sobre U de donde 
tenemos un morfismo canónico iu : .:Fu ---t r(U, §). En las dos siguientes pro­
posiciones veremos condiciones necesarias y suficientes para que iu sea inyectiva 
y biyectiva. 

Proposición l. Una condición necesaria y suficiente para que IU : §u ---t r(U, §) 
sea inyectiva es la siguiente: 

Si t E .'.fo"u es tal que existe una cubierta abierta {U;} de U con cpjj;(t) = O 
para toda i entonces t = O. 

Demostración. Veamos que iu es inyectiva cuando se cumple la anterior propiedad. 
Supongamos que iu(t) =O, entonces i¡f¡(t) =O para toda x E U, entonces local­
mente es cero y así, generamos una cubierta abierta {U;} de U donde 'l'lj.(t) = O 
para toda i por lo que t = O. 

Veamos que si es inyectiva entonces se cumple la condición. Supongamos 
que existe una cubierta abierta {U;} de U con cp~; (t) = O para toda i entonces 
O = cp;'; o cp~. (t) = cp'.,' (t) = iu(t)(x), por lo tanto t = O. O 

Proposición 2. Sea u un abierto de ,"\:'' y supóngase que IV : §v ----+ rcv' §) 
sea inyectiva para todo abierto V ~ U. La aplicación iu : §u ----+ r(U;§) es 
suprayectiva si y sólo si para toda cubierta abierta {U;} de U, y todo sistema.{t;}, 
I¡ E 9"uu tales que cpt:nu;(t;) = cp~:nu;Cti) para toda pareja (i,j), existe t E §u 
tal que cp¡j; ( t) = t; para toda i. 

Demostración. Sea iu suprayectiva. Definimos u : U ---t .:F como u(x) = <11' (t;) 
si x E U¡, como cpt;nu¡ (t¡} = cp~:nu1 (ti) entonces u esta bien definida y por 
construcción se tiene que O" E r(U, §)¡como IU es suprayectiva entonces existe t E 
.9'u tal que iu(t) =u. Como ulu; = iu.('Plj,(t)) y ulu, = iu,(t;), por inyectividad 
de iu; tenemos rpjj; ( t) = t;. 
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Ahora veamos que iu es suprayectiva. Sea u E r(U, §). Para cada x E U 
existe un abierto U, y t" E Si"u, tal que a(x) = iplj• (t") (podemos suponer que 
ulu. = iu. (t"), pues dos secciones que coinciden en un punto coinciden localmente 
y entonces podemos adecuar el abierto asociado U,); hemos construído una cubier­
ta {U,,} y un sistema {t"'} tal que <pt:nu, (t"') = <p~:nu,(t1') puesto que coinciden 
cada una con ulu.nu,, entonces existe t E Si"u tal que 'P~. (t) = t", por Jo tanto, 
1u(t) =u. O 

Si g es una gavilla sobre ;r, tiene asociada de manera natural la pregavilla 
(r(U, §), gf¡) (donde los morfismos gl: son la restricción usual), que inmedia­
tamente cumple con las condiciones de las Proposiciones 1 y 2, por Jo que i es 
isomorfismo. Lo anterior induce una función continua entre la gavilla asociada a 
Ja pregavilla y Ja gavilla § que sobre Jos tallos es isomorfismo. Es decir, hemos 
probado el siguiente resultado. 

Proposición 3. Si J es una gavilla sobre ,y entonces la gavilla asociada al sistema 
(r(U, §), gf¡) es canónicamente isomorfa a§. 

o 
Por lo que hemos visto, podemos definir gavilla como una pregavilla que 

cumple con el Axioma de gavilla, esto es, con las condiciones requeridas para' que 
1 sea isomorfismo. , , "" " 

Axioma de gavilla Sea (§u, 'Pi:) una pregavilla. Para toda cubierta abierta {U;} 
de U, y todo sistema {t;}, t; E Ju., tales que <pt:nu; (t;) = \O~:nu; (t1), existe 
un único t E §u tal que tp~, (t) = t; para toda i. 

Si una pregavilla cumple con el axioma anterior diremos que es una gavilla y 
esto no crea ambiguedad con nuestra definición original. El axioma Jo que expresa 
es que si tenemos una familia de secciones que se comporta bien en las intersec­
ciones de sus dominios entonces hay una sección de la que provienen en Ja unión y 
es única. El puente que une las anteriores definiciones se construye con Ja noción 
de sección. La definición que usa Serre (como espacio etale) ocupa como pieza 
clave al tallo, dando con ello énfasis en el carácter puntual (que se comporta bien 
localmente) de la gavilla. El otro estilo tiene énfasis en información más gruesa, 
pues se da en términos de los abiertos y otorga mucha importancia a la colección 
de morfismos. 

Ahora podemos dar algunos ejemplos más. 

Ejemplo 3. Sea ,'\:' una variedad topológica, definimos §u como el conjunto de 
funciones continuas de U en IR (o analíticas u holomorfas en C) y como sistema de 
morfismos, las restricciones. El conjunto §u es un anillo puesto que recupera dicha 
estructura de IR (o de IC). La gavilla asociada a dicho sistema es conocida como 
gavilla de funciones continuas (analíticas u lwlomorfas} y la denotamos como '(J'. 
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Ejemplo 4. Sea V un haz vectorial sobre un espacio topológico X. La gavilla 
definida por las secciones de V es una gavilla de módulos sobre la gavilla de 
funciones continuas en ,Y. Notemos que V tiene estructura vectorial sobre un 
campo IK dotado de alguna topología. Veamos que ..9", el sistema de secciones de V 
es pregavilla, sea U s;; V, entonces l!l; : Yu -+ Yv está definida como l!l;(a) = alv, 
por ser restricciones se cumple que si U s;; V s;; W entonces l!~ o l!\r = t!n'. De 
hecho, esta pregavilla cumple el Axioma de gavilla pues para la existencia basta 
pegar las secciones definidas por la cubierta dada, y para la unicidad, sabemos 
que las secciones están definidas por sus valores en los puntos. Cada Yu es un 
'Cu-módulo, la acción es puntual, es decir si f E 't'u y a E Yu, entonces f ·a(x) = 
f(x)a(x) (aquí usamos que f(x) es escalar y actua en a(x) por la estructura de 
espacio vectorial) que de nuevo es una sección por la continuidad de f y por 
cumplir rr o fa = l. Por lo tanto, ..9" es una gavilla de módulos sobre la gavilla de 
funciones continuas '6'. 

1.4 Morjl.smos de ga:uiUa.s 

Hemos descrito dos ideas para hablar de gavillas, una la de la definición, que dota 
a los puntos con su paquete de información, y la otra que dota a los abiertos 
con el paquete, ambas nociones comunicadas por el puente de las secciones son 
equivalentes. Estudiemos los morfismos de gavillas y sus relaciones a la luz de las 
anteriores ideas. Supongamos que tenemos dos gavillas g; y <§ cuyas gavillas de 
secciones son { g;u, {!~} y { 'á'u, l!l;}. Agreguemos una colección de morfismos de 
grupos abelianos <pu : g;u ~ f1u tal que cuando U s;; V el siguiente diagrama 
conmuta: 

g;v~'á'v (1.2) 

el:! ! el: 
g;u~'á'u 

entonces, como los mapeos el: inducen un morfismo tf1, también conmuta el día-
grama: 

. "'U .. ··-"· . 
g;u ---,--; 'á'u .···: (1.3) 

.... · ei:f :>.Y .. ;DF~.· 
~" ~- ;<§,,'~ 

así, la colección de morfismos\o~ ~ar •Jfov~nil'~,de' los morfismos' .p~ induce una 
funcióncontinuacp:.ff:~<§. :;· ,::::-·:•}''. 1,':',.,,,.,,, '. •· ... ·, , .. ,,.,,. · 

Por otro lado, un rrio~fismo de'g~~iíiias\á :'.9° ~· '(§ i~duc~ una familia de 
morfismos <pu : g;u -+ f1u, domle sl u E ;9'U° ent¿ri~es cpu(u)(x) "= cp,, ~ ~ (a)(x); 

·.·,.:: 
•"' .-'---------------------'--'-----------------------



8 Capitulo l. Gavillas 

el sistema inducido cumple lit o cpv = cpu o lit, compárese con el diagrama 1.2 y 
con Ja cuenta siguiente: · 

ut o cpv(u)(x) ll]j(cp,, o ll;')(a)(x) 

cp,, o ll!'(a)(x) 

cp,, o ll1: o llt(a)(x) 

cpu o ll]j(a)(x). 

Como consecuencia de lo anterior tenemos el siguiente resultado. 

Proposición 4. Si $ y <fl son dos gavillas sobre ,\' cuyas pregavillas de secciones 
son {§u, ll]j} y {<flu, lit}, entonces una colección de morfismos de gn1pos abelianos 
<pu : §u -t <flu, tal que lit o cpv = cpu o lit cuando U i;;; V, induce un morfismo 
de gavillas y todo morfismo de gavillas es de esta forma. 

o 
Decimos que cp: § ~ '.§,un morfismo de gavillas, es inyectivo o suprayectivo 

si cp, es inyectiva o suprayectiva para todo x E ,[', Como podemos dar un morfismo 
de gavillas ya sea a partir de los tallos o de los grupos de secciones, pero hemos 
definido inyectividad y suprayectividad sólo en términos de los primeros, sería 
deseable poder recuperar dichas propiedades en términos de los segundos. 

Sin embargo sólo tenemos el siguiente resultado. 

Proposición 5. Si cp : § ~ <fl es un morfismo de gavillas, entonces 'PU es inyec­
tiva (respectivamente biyectivC1) para todos los abiertos U i;;; ,y si y sólo si cp,, es 
inyectit!CI (respectivamente biyectiva) pC1ra todo x E ,y. 

Demostmción. 

{=[) Sea tz E .:Fz y supongamos 'Pz(t,,) = O. Tomamos (t, V) representante de 

t,, en .:Fv. Entonces cpv(t) = s es representante de O E <//,, en <flv {ya que 
<p,,(t,) =O). De donde, para U i;;; V abierto, ut(s) =O. Y como cpu(ut(t)) = 
ut(s) entonces ut(t) = O (cpu es inyectiva), de donde (z =O. Por Jo tanto, 
'Pz es inyectiva. 

{ <;=l Sea t E .:Fu y supongamos s = cpu(t) = O. Se sigue que Sz = O, para toda 

x E U. Peros,, = cp,,(t,,) (ya que cp,,(g1¡(t)) = ll1¡(cpu(t)) = s,,, como en 
el diagrama 1.3), entonces t., = O, para toda x E U. Por Jo tanto, t = O 
(Axioma de gavilla) y cpu es inyectiva. 

{ 7) Debemos suponer que 'Pz es inyectiva para toda x E ,\' pues de lo contrario 

por Ja prueba anterior tendríamos que alguna <pu no es inyectiva. Sea s., E 
<fl,,, tomamos (s,U) representante en <flu. Existe un único t E $u tal que 
cpu(t) =s. Sea t,, = {!1¡(t). Tenemos s.,= {!1¡(cpu(t)) = cp,,({!1¡(t)) = rp,,(t,,). 
Por lo tanto, cp,, es suprayectiva. 
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C-f) De nuevo debemos suponer que <pu es inyectiva para todo U !;; X abierto. 

Sean s E ~u y s,, = rf:(s). Existe un único t,, E §, tal que cp,,(t,,) = s,,, 
tomamos (t"', V,,) representante en §v. de t, (s.p.g. V, ~ U). Ahora, <pv. (t"') 
es representante des,, (ya que, e;'•(cpv.(t"')) = cp,,(e;'•(t"')) = cp,,(t,,) = s,,). 
Tenemos una cubierta {V,} de U. Apliquemos el Axioma de gavilla al sistema 
de {t"'} para construir el elemento buscado en !Fu, checando antes que se 
cumplen las condiciones requeridas. Sean t• E !Fv. y 111 E $v,. Supongamos 
que V, n V11 f= 0. 

'Pv.nv. ( e~:nv. (t"')) 

<pv.nv. ( e~:nv. (t 11
)) 

e~:nv, (cpv. (t"')) 

e~: nv, ( 'Pv. (tY)) 

además~. (s) = <pv. (t"') y 01{,.(s) = <pv, (t11), por ser representantes des,, y 
s 11 respectivamente. Entonces, · ·· ' 

e~:nv. (ol{,.(s)) · 

l!~.nv,(s) 

'Pv.nv, ( o~:nv. (tU)) 

Como 'Pv.nv, es inyectiva, entonces e~:nv, (t"') = o~:nv, (tY). Por lo tanto, 
por el Axioma de gavilla, existe un único t E §u tal que ~. (t) = t"'. Por 
otro lado, como {V,,} es cubierta de U y para la colección de secciones de 
la forma <pv. (tZ), tenemos que <pu(t) y s cumplen ~. (cpu(t)) = 'Pv. (t"') = 
01{,. (s). Entonces, por el Axioma de gavillas = <pu(t). Por lo tanto, <pu es 
suprayectiva. 

o 
Surge de manera natural la pregunta ¿será posible probar lo anterior si en lu­

gar de la inyectividad se tiene la suprayectividad? Veamos con un ejemplo concreto 
que no es el caso. 

Ejemplo 5. Sea X el espacio topológico C- {O}, sea !J' = <§ la gavilla de funciones 
complejovaluadas, continuas y nunca nulas, y' sea cp: el mapeo que manda una 
función f en /2. . . ·. 
Es un resultado conocido (por ejemplo eri Complex .A na/ysis de Lars Valerian 
Ahlfors) que para definir una rama de 'fZ es necesario considerar como dominio a 
C menos un rayo, llamémoslo n. Entonces para un abierto no contenido en alguno 
<le la forman, la función /(z) = z nó tiene preimágen. Por otro lado, a nivel tallo 
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el mapeo inducido si es suprayectivo, pues siempre existe un abierto.en el que el 
representante tiene raíz cuadrada. · · 

•;, 

Lo que sí se puede demostrar es que cp : .:;: --+ f§ es suprayectiva si localmente 
es suprayectiva, es decir, si para cada g,, E <§,, existe una vecindad U de x, f E 
r(U, $) y g E f(U, <§) tales que í!':: (g) = g,, y cpu (J) = g, la prueba de ello 
está implicita en la prueba de la Proposición 5. 

Las nociones de inyectividacl y suprayectividad que hemos definido coinciden 
con la.~ nociones categóricas de monomorfismo y epimorfismo debido a que los 
morfismos a nivel tallo lo cumplen. 



Capítulo 2 

Operaciones sobre las gavillas 

Veremos cómo construir gavillas a partir ele otras gavillas, que es a lo que nos 
referimos con operaciones sobre las gavillas. 

2.1 Subga:uitta. 'Y ga:uitta. cociente 

Sea PI una gavilla de anillos sobre X. Una su.bgavilla '# de una gavilla § de 
d'-módulos es un subconjunto abierto de $ tal que'#,, es $,,-submódulo de .;¡;,, 
La proyección rrl<:§' es homeomorfismo local pues rr lo es y '§ es abierto, por esto 
último las operaciones son continuas, concluimos que '# es una gavilla de .fl'l­
módulos sobre ;t'. Se desprende que r(U, 0') es ['(U, $')-submódulo de f(U, .;¡;), 
El cociente .X' = .;¡; /0' es un espacio topológico que como conjunto es el agregado 
de los tallos .;r:,, = §,/<§,,. Por tener la topología cociente, las operaciones son 
continuas y la proyección es homeomorfismo local. Entonces .X' es una gavilla 
conocida como gavilla cociente y se denota .;¡; /0'. También podemos definirla 
como la gavilla asociada al sistema {.Jt'ú, <P.in donde .Jt'ú = ['(U, .;¡;)/f(U, <§) y cpf:: 
es el inducido por gfj : f{V, §) ---> f{ll, $). Ambas gavillas son isomorfas pues 
io son sus tallos. 

Si e; es una sección de .X' sobre U vecindad de x, existe una sección t de.;¡; 
sobre V <;; U tal que t(y) = c;(y) módulo '#y para toda y E V, pero no podemos 
garantizar que V = U pues de la suprayectividad en los tallos no se sigue la supra­
yectividad en los abiertos, como ya vimos en el Ejemplo 5. Por la Proposición 5, 
la siguiente sucesión es exacta (corriendo x): 

o -+ '#,, ~ §,, - .;r:,, -+ º· 
de la anterior sucesión se sigue que la siguiente es exacta: 

O-+ ['(U,'#)~ f(U, §) -+ f(U, &) 

para esta sucesión no podemos garantizar la suprayectividad del último rnorfismo. 
La inyección de una subgavilla es un morfismo inyectivo ·de gavillas, la proyección 
de una gavilla en una gavilla cociente es un morfismo suprayectivo. 

11 
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Si <p : .;¡; --+ 'i§ es un morfismo de gavillas de .c:Y-módulos, definimos ~z como 
la imagen de 'Pz y a .~ como el núcleo de cpz, entonces los agregados naturales 
~ y ./V son subgavillas de 'i§ y .;¡; respectivamente. Por ser imágenes y núcleos 
Jos tallos definidos son submódulos, debemos mostrar que ~ es abierto de <§ y .,v 
es abierto de §. Sea !J E ~ entonces !J E ~z. de donde existe f E .?z tal que 
cpz(/) =!J. Sea<; una sección de§ sobre U tal que .;(x) = f, entonces <po.;(x) = g 
y por lo tanto, cp o .;(U) es un abierto que contiene a !J y queda contenido en !J. 
Concluimos que <;)' es subgavilla de (//. Ahora, veamos que ./V es abierto en §. 

Sean f E Ai, y a una sección de .:7 sobre U tal que a(x) = f, como cp(J) = O 
entonces Jocalrnente, digamos sobre un abierto V, Ja sección cp o a es la constante 
cero, entonces el abierto a(V) esta contenido en JV y contiene a /. Concluimos 
que JV es subgavilla de §. 

A la gavilla ./V Ja llamamos núcleo de <p y a la gavilla ~ la llamamos imagen 
de .,,; la gavilla r.!I /~ la llamamos conúc/eo de cp y sus tallos justamente son Jos 
conúcleos de los morfismos 'Pz· Cuando sea necesario hacer énfasis en el morfismo 
que define a las anteriores gavillas, J¡~~ denotaremos Ker(<p), lm(cp) y Coker(<p) 
respectivamente. 

Si Ker('r') = O entonces <pes un morfismo inyectivo pues claramente cada 
morfismo 'Pz es inyectivo, similarmente.,, es suprayevtivo si Coker(cp) =O. Como 
hemos definido el concepto de núcleo y conúcleo de morfismos de gavillas podemos 
hablar de sucesiones exactas. Naturalmente decimos que una sucesión de morfismos 
de gavillas es exacta si la imagen es igual al núcleo de dos morfismos consecutivos, 
por ejemplo, dado un morfismo de gavillas <p : .;¡; --+ r.!I las siguientes sucesiones 
son exactas. 

O - Ker(cp)'---- .;¡; - Im(<p) - O 

O - Im(cp)~ .;¡; -- Coker(cp) - O 

2.2 Reensambla.do de gauillas 

Si$ es una gavilla sobre X y U un subconjunto de X, entonces'11'-1 (U) = llzeu.9"z 
con Ja topología inducida es una gavilla sobre U, llamada gávi/la inducida por§ 
en U y denotada como $(U). 

Por Jo apuntado, podemos romper una gavilla en piezas que siguen siendo 
gavillas y nos preguntamos si podemos recuperar una gavilla a partir de sus piezas 
inducidas. 

Proposición 6. Sea {U;hef una cubierta abierta de X, y para cada i E I sea $¡ 
una gavilla sobre U;; para toda (i,j) sea fJ;j : §j(U; n U1) --> §;(U; n U1) un 
isomorfismo y supongamos que fJ;1 o fJik = fJ;k sobre U; nU; n Uk, para toda tercia 
(i,j, k). 

Entonces, existe una gavilla § sobre ,1:' y para cada i E l un isomorfismo 
r¡; : §(U;) --> $¡ tal que fJ;; = r¡; o ~j 1 en U; nU1. Más aún, § y las r¡; son 
únicas salvo isomorfismo. 
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Demostración. Supongamos que {U;} es una cubierta abierta de ,l:' y que para cada 
U; tenemos una gavilla .'7; de tal forma que coinciden en las intersecciones, es decir, 
tenemos una familia de isomorfismos V¡¡ : §j(U¡ n U¡) --t §¡(U; n U¡) para toda 
pareja (i,j) que cumple con la propiedad de transitividad t3;k =dij o {)ik (Nota: 
el isomorfismo 1J;i es una familia de i.rnmorfismos ya sea V,j,U : .:7j,U -¡. §¡,u o 
{)ij,z: .'7j,z -¡..~¡,,).Con esta información podernos construir una pregavilla. 
Si U es un abierto de .Y definimos .'l'u como el conjunto de las familias {s;}, 
donde cada.•; es una sección de .'7¡ sobre Un U; tal que t3;j,unu,nu1(sj) = s;. 
Definiendo {s¡} + {a;} = {s¡ +a¡} (está bien definida pues s; +a¡ E §;unu, y 
Oij(S¡ +a¡) = U;j(SJ) + O;j(O'j) = s¡ +a,) dotamos a .'l'u con estructura de grupo 
abeliano ya que hereda la estructura de cada .'7;(U n U;). 

Si { 'PY.u} es la familia de mapeos restricción de§¡ definimos 1/JÍ: : §v --t $u 
para U~ V como 1/JÍ:({s;}) = {ipY,[)~u.(s;)}. Para ver que dicho mapeo está bien 

definido debemos checar que iJ;j,unu1 (<p~r¡:,.J,¡1 (sJ)) = ipY,I]~, (s;), pero ello sucede 
ya que el siguiente diagrama conmuta: 

{2.1)' 

y iJ;¡,v(s¡) = s¡. La propiedad de transitividad 1/l'{l = 1/J'l:; 01/J'{J' se sigue de iJ¡k 
iJ;¡ o iJik· Entonces$ la gavilla asociada a la pregavilla construida es Ja·gavilla 
buscada. O 

2.3 Extensión 'Y restricción de ga:uilla.s 

Sean ,1;' un espacio topológico, Y un subespacio cerrado de rl:' y § una gavilla 
sobre ,1;', entonces queda inducida una gavilla sobre Y a la que denotamos §(Y),: 
donde .9'(Y) 11 = .'711 para todo y E Y. Decimos que § está concentrada en Y o 
que es nula fuera de Y si §z = O para todo x E X - Y. 

Proposición 7. Si la gavilla§ esta concentrada en Y, el siguiente morfismo res­
tricción es biyectivo: 

u§: r(X,9") - f(Y,§(Y)). 

Demostración. Veamos que es inyectiva, sea a una sección de §sobre X n'ula 
sobre y, es decir, u~(u) =O, entonces es nula sobre todo ,y pues 9";, =·o fué~a"de 
~ ' ... 

Veamos que es suprayectiva, sea e; una sección de §(Y) s~bre y; Extendemos 
por cero a e;, es decir, definimos u(x) = O si x '!. Y y a(x) = c;(x) si 'ií: ·e ·y, es 
inmediato que u§(u) =e; y que rr.º u= Idx, chequemos que u es continua. Para 
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cada y E Y existen abiertos VY y UY, vecindades de c;(y) y de y respectivamente, 
junto con secciones sY E r(UY, $) tal que la restricción de e; en UY ny es igual a la 
restricción de sY (compare con los argumentos de la página 3), además, sY(x) =O 
si x </. Y pues §, = O. De lo anterior, concluimos que u restringida a los abiertos 
UY es igual a sY. Por lo tanto, u en UY, ,l' - Y y Y es continua, y así, u es continua 
en ,l'. O 

Una gavilla$ sobre X concentrada en un subespacio cerrado Y queda com­
pletamente determinada por la gavilla inducida $(Y). Es decir, si<§ es una gavilla 
sobre Y, y definimos !!-' = U!l-'.r donde ~ .. = '#.r si x E Y y .9".r = O si x </. Y 
entonces existe una única estructura de gavilla para $ tal que §(Y) = <§. Para 
mostrar que existe, construiremos una pregavilla cuya gavilla asociada es la bus­
cada. Si U es un abierto de ,l' definimos Y:u como el conjunto de las secciones de 
<§ sobre Y n U extendidas por cero, y por esto último, estos conjuntos preservan 
la estructura de grupo abeliano de los f(Y n U, 0'). Como familia de morfismos 
tomamos la de restricciones, obteniendo una pregavilla cuya gavilla asociada co­
rresponde como conjunto con $. Por construcción, §u ~ f(U, $) ~ f(U, <§) si 
U ~ Y, por lo tanto §(Y) ~ '!/. La unicidad es por la proposición anterior, pues 
si tenemos dos gavillas concentradas en Y que coinciden con <§ entonces coinciden 
entre si por transitividad. Hemos probado la siguiente proposición. 

Proposición 8. Sean ,l' un espacio topológico, Y un subespacio cerrado y <§ es una 
gavilla sobre Y. Si definimos$ = U§, donde$, = '!!, si x E Y y§,, = O si 
x </. Y entonces existe una única estructura de gavilla para$ tal que §(Y) = <§. 

o 

Se dice que la gavilla § se obtuvo prolongando por cero a '!! fuera de Y y se 
le denota '#'-r. 

Observación l. En literatura más moderna, existen nociones más generales que 
recuperan la idea de extensión y restricción. Incluiremos las definiciones en el 
lenguaje de pregavillas. 

Sea f : ,y - Y una función continua y $ una gavilla sobre X, definimos 
la gavilla imagen directa f.$ sobre Y como (J • .9")v = Y:¡-1cv¡ para cualquier 
subconjunto abierto de Y. Como la pregavilla {Y:u, cp~} es gavilla, entonces la defi­
nición anterior efectivamente es gavilla. Tomando la función inclusión recuperamos 
la idea de prolongación de una gavilla por cero. 

Sea f: X - Y y<§ una gavilla sobre y, definimos la gavilla imagen inversa 
¡-1<§ sobre X como la gavilla asociada a la pregavilla que a cada abierto U de X 
asocia limv:::>/(U) <§(V). Tomando la función inclusión, i- 1 §coincide con la gavilla 
restricción pues son isomorfas en cada tallo. 
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S'ltma directa de gauiltas 

Si§ y'§ son dos gavillas de .o'-módulos sobre X definimos su suma directa como 
el agregado de las sumas directas de los tallos, es decir, § $ '§ es el subconjunto 
de § x '§ formado por las parejas (/, 9) tales que p(f) = q(9), donde p y q son 
las proyecciones sobre ,1:' de .5J' y '!/ respectivamente. De esta forma (§' !:fl 'd)z = 
!J'z EB'!/z la suma directa de .<>',-módulos. El conjunto § ffi'!/ dotado con la topología 
inducida por §'x'!/ es una gavilla. Las propiedades (I) y (II) requeridas, enunciadas 
en la Sección 1.1, se cumplen pues son inducidas por.'}';' y '.1. Las pruebas son 
típicas por lo cual nosotros sólo mostraremos que la proyección 7f : .5J' EB '!/ ~ X 
es homeomorfismo local. 

Si f E §'z y 9 E <§,, es decir (/, 9) E .5J' $ <§, entonces existen abiertos U1 

de § y U2 de '!/ y V abierto de ,y tales que Plu1 : U1 ~ V y qju, : U2 ~ V 
son homeomorfismos, donde f E U1, 9 E U2 y x E V. Denotamos U1 EB U2 al 
abierto de (§e'!/) n (U1 x U2) y proponemos que 7fju1<Pu, : U1 EB U2 - V es 
homeomorfismo. Si y E V, tomamos a E U 1 y b E l/2 tales que p(a) =y = q(b), 
entonces (a, b) E l/1 tti U2 es tal que rr(a, b) = y; la proyección rr es inyectiva en 
U1 e U2 pues p y r¡ lo son en U1 y U2 , entonces dado y E V sólo existe un único 
a E U 1 tal que p(a) = y y análogamente con r¡, por lo tanto Tí es biyectiva. Si W es 
un abierto de V entonces rr- 1(W) = p- 1 (W) e q- 1 (W) que es abierto, entonces 7f 
es continua. Si ahora vV es un abierto de U 1 eU2 entonces es de la forma V1 $ V2 , 

donde V; e; U;, y así, rr(W) = p(V¡) = q(V2) es abierto, por lo tanto, 7fju1E!JU2 es 
homeomorfismo. Se checa que la operación suma es continua. 

Veamos otro ejemplo de un morfismo de gavillas suprayectivo pero tal que en 
su sistema de morfismos entre los anillos ele secciones hay alguno que no lo es. Nos 
esperamos hasta ahora para dar dicho ejemplo porque necesitamos la definición 
de suma directa. 

Ejemplo 6. Tomamos la esfera de Riemann CIF1 = CU { oo} dotada con la gavilla de 
funciones analíticas '§. Sea § 0 sobre CIF1 la gavilla de las funciones analíticas que 
se anulan en cero, sus anillos de secciones §ºu son el anillo de funciones analíticas 
que se anulan en cero si O E U, o, el conjunto de todas las funciones analíticas en U 
si O rt, U. Similarmente, sea $ 00 la gavilla de las funciones analíticas que se anulan 
en oo. Tomamos la gavilla .9'0 EB§00 y el morfismo ele gavillas <p: § 0 a;.9' 00 ~ '!/ 
el mapeo adición. 
Tomando como abierto a Cll'1 mismo, tenemos que las funciones constantes no 
nulas no tienen preimagen bajo <PCP 1. No sucede así con los tallos, ya que para 
cada '§, donde z 'I: {O, oo }, el morfismo cp, es la identidad y si z = O, para 
90 E '§o tomo un representante de 90 sobre un abierto que no contenga a oo, 
digamos (g,U), si 9(0) =O, 9 ffi O E (.9'0 $ .9'00 )u es preimagen, si 9(0) ,PO tomo 
O 9 g E(§º$ $ 00 )u. Análogamente para oo. 
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2.5 Producto tensorial de ga:uitla.s 

Sean$ y<§ dos gavillas de .<3"'-móduios, definimos~ = $,, ®d. <§z y tomamos 
.Yt' = ilze,Y ~. Queremos dotar al conjunto .Yt' de una topología que lo convierta 
en gavilla. Para ello definimos ./ri,¡ = !J:u ®du Wu y como el límite directo conmuta 
con tensorizar (véase el Apéndice A) entonces~.)([,¡ = ~. Tomamos el sistema 
dirigido {ffu, cpt01/J2j} y procedemos con la construcción de la Sección 1.3, así re­
cuperamos al conjunto Jt' pero ahora dotado de una topología que lo convierte en 
gavilla. Lo apuntado da lugar a la siguiente proposición. 

Proposición 9. Existe para el conjunto .Yt' una única estructura de gavilla tal que 
si s y t son seccione.s de .5" y !1 sobre U, re.spectivamente, entonces la aplicación 
x >-+ s(x) 0 t(x) E ~ corriendo x E U es una sección de .Yt' sobre U. 

Demostración. Como ya vimos, justo antes de enunciar la proposición, la estruc­
tura existe, la unicidad se sigue de que la construimos como en la Sección 1.31 • O 

La gavilla así definida la llamamos producto tensorial de $ y !1, y la deno­
tamos§ 0.,.. !1. Si los anillos .<3"',, son conmutativos entonces$ ©d !1 es gavilla 
de .o'-módulos. 

Si <p : $ --; §' y 1/J : !1 --+ !1' son .!d morfismos, entonces cp,, 01/J,, es un 
morfismo de grupos abelianos de !J:z 0 W., en §~ 0 w: que define un morfismo de 
gavillas al que denotamos cp 01/J. 

Las propiedades usuales del producto tensorial de módulos se heredan al 
tensor de gavillas. Supongamos que tenemos una sucesión exacta: 

,:¡: --+ §' --t §" --t o 

entonces a nivel tallo tenemos: 

Ahora, si'§ es una gavilla de .<3"'-módulos entonces: 

$., ®...-. '§,, --+ §~ ®...-. '§,,--+ .9";1 0 .... '§,,--+o 

es exacta,. por propiedad~s de módulos. Concluimos que: 

·''§. 0.d '§ --+ §' ®d '§ --+ §" 0.,.. <§ --t o 
es exacta. Análogamente, tenemos: 

.9" 0.,.. (<§1 e <§2) ~ ,:¡: 0.,, !11 e g; 0.,, ff2 
§®.,, .<3"'~ .;¡; 

1 Dados los tallos para ver que el agregado de ellos puede tener estructura de gavilla basta 
dar la pregavilla, la unicidad se sigue de los tallos, pues dos gavillas son' isomorfas si lo son cada 
uno de sus tallos, como se vió con la Proposición 5. 
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y si además, los Pl.r son conmutativos: 

§ ·®"" <§ e! '§ ®""' § 

§ ®..,.. ('d ®w .n") ~ (§ ®,.,, 'd) ®"" .n". 

2.6 Ga:uitta de gérmenes de morjl.smos 

Sean.!# una gavilla de anillos y§ y'§ gavillas de .<Y-módulos. Si U es un abierto 
de ,\', sea .Ytú el grupo de morl'ismos de §u en '!lu (dicho de manera distinta, 
modismos de § en'# sobre U). Mediante las restricciones de los morfismos queda 
bien definido un modismo cp}; : .Jí"v --+ .Yfú. Siguiendo la Sección 1.3 llamamos 
gavilla ele gérmenes de morfismos a la gavilla definida por el sistema { .Ytú, cp};} y la 
denotamos como Hom..,..(§, '!/). Además, si los.!# son conmutativos Hom..,..(§, '!/) 
es una gavilla de .W-módulos. 

Un elemento f de (Hom..,..(.9','!/))z, es el germen de un morfismo de § 
en '!! sobre una vecindad U de x, digamos f : §u ---+ '!lu, entonces fz E 
Hom..,..,(§ .. ,'# .. ), con lo que hemos definido un morfismo: 

Dicho morfismo está bien definido pues se trata de gérmenes, los cuáles sobre 
x definen el mismo morfismo por lo cuál ( no depende del representante. Nota: el 
morfismo ( no es biyección. 

Sean <p : §' --+ § y 1/J : <§ --+ '!!' dos .!# morfismos de gavilla8. Si 'Y : 
§ --+ '!! es un morfismo de .0"'-gavillas, le asociamos el morfismo de §' en '!!' 
definido por: , 

§~'# 

~¡ ! ~ 
§' <§' 

Tenemos un morfismo natural, 

Hom..,,(cp,t/J): Hom..,..($,'!/)--+ Hom,...(§1 ,<§1
). 

Además, la sucesión exacta: 

o -+ <§ -+ '§' ~ <§" 

da lugar, por argumentos similares a los d~.dós. ~l'I el tensor, a la sucesión exacta: 
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También: 

Capítulo 2. Operaciones sobre las gavillas 

Hom,..(.0", f1) S! .0" 

Hom,..(.9',f11 Ellf12) S! Hom,..(.9',f11) fB Homw(.9',f12) 
Hom,..(§1 Ell .9'2,f1) ~ Hom,..(.9'1,f1) $ Homw(.9'2,f1). 



Capítulo 3 

Gavillas coherentes de módulos 

A lo largo de esta sección las gavillas a las que nos referimos son gavillas de .Jd­
módulos sobre el espacio topológico X. La gavilla .Id es de anillos conmutativos 
con unidad, misma que varía continuamente. 

3 .1 Definiciones 

Decimos que una gavilla § es de tipo finito si localmente es generada por un 
número finito de secciones, es decir, para cada x E ,\' existe un abierto U que lo 
contiene y una familia finita c;1 , ••• , c;p de secciones de § sobre U tales que § 11 es 
generado por c;1 (y), ... , c;p(y) como .<>'11-módulo para toda y E U. Lo anterior es lo 
mismo que decir que el morfismo de gavillas <p(U) : .WP(U) - §(U) definido en 
cada tallo como cp(U) 11 (f1, ... , fvl = ¿f=1 f;c;;(y) es suprayectivo. 

Nota: Es claro que si una gavilla es de tipo finito cada tallo es finitamente 
generado como módulo, una inquietud sería saber si toda gavilla cuyos tallos son 
finitamente generados es de tipo finito. Sirvan los Ejemplos 5 y 6 para ver que 
no es el caso. De la definición de ser de tipo finito y siguiendo su notación no se 
sigue que .!f:u sea finitamcnte generado sobre .Wu como módulo, pues no podemos 
garantizar la suprayectividad de un morfismo .<YJ - .!f:u a pesar de que .WJ' ~ 
§,, sea suprayectivo para todo x E U (compárese con el comentario siguiente a la 
Proposición 5). 

Proposición 10. Si una gavilla§ es de tipo finito y c;1 (x),. .. , c;p(x) genera al tallo 
§,, entonces c;1 (y), ... , <;p(y) genera al tallo § 11 para cada y en alguna vecindad de 
x. 

Demostración. Como .!f: es de tipo finito existe una vecindad V de x tal que § 11 
es generado por u¡ (y), •. ., u q (y) para toda y E V donde u 1 , ••• , u q son secciones de 
.9" sobre V. Por otro lado, e;¡ (x), ••• , c;p(x) genera al tallo§., entonces, 

u;(x) = a¡¡(x)c;1 (x) + · · · + ap¡(x)c;p(x), 

por lo que localmente, digamos sobre el abierto V;, tenemos la igualdad siguiente: 

u; = a¡;<;¡ + · · · + ap;c;p. 

19 
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Concluimos que c;1(y), ... ,c;p(Y) genera a .!J:y para toda y E nf=1 V;. o 

Como ya hemos mencionado, si tenemos una gavilla¿¡; y una familia finita de 
secciones c;1 , ••• , <;p de .!F sobre U podemos asociar un morfismo de gavillas cp(U) : 
J<YP(U) ---+ §(U) definido en cada tallo como cp(U)y(/1, .. ., fp) = ¿f=1 f;c;¡(y), a 
cp le llamaremos morfismo asociado a e;¡, .. ., c;P. Definimos Ja gavilla de relaciones 
de c;1 , ... , c;P como el núcleo Ker(cp). 

Definición 2. Decimos que una gavilla de .<Y-módulos§ es coherente si: 

a) § es de tipo finito. 

b) Si para todo abierto U y cualquier familia finita de secciones de ¿¡; sobre U 
su gavilla de relaciones es de tipo finito. · 

Lo dicho en Jos incisos anteriores implica el siguiente resultado. 

Proposición 11. Localmente, una gavilla coherente ¿¡; es isomorfa al conúcleo de 
tm morfismo de gavillas cp : .r;Yq ---+ .<YP. 

Demostración. Si x E ,y existe un abierto U que Jo contiene y tal que !/J : 
.JlfP(U) ---+ §(U) es suprayectivo, ya que ¿¡; es de tipo finito, y por ser cohe­
rente el núcleo Ker(l/l) es ele tipo finito por Jo que obtenemos la siguiente sucesión 
exacta: 

La anterior sucesión nos dice que § es isomorfo localmente al conúcleo de cp. O 

Para que una subgavilla <§ de una gavilla coherente § también sea coherente 
basta con que sea de tipo finito pues cualquier familia finita ele secciones de<§ sobre 
un abierto U también lo es ele ¿¡; sobre U y así su gavilla de relaciones es de tipo 
finito. Por Jo dicho enunciamos como ya probada Ja siguiente proposición. 

Proposición 12. Toda sv.bgavilla de tipo finito de una gavilla coherente es coherente. 

o 

3.2 Propieda.des de ga.uiHa.s coherentes de módulos 

El siguiente resultado es sumamente .útil ·y en Jo personal me gusta mucho. 

Teorema l.,. Si e71'uii: s~~~~ión ~,;;acÚ i:orla de gá~illas dos de ellas son coherentes 
entonces también lo e~: lá tercera: . . . . . . 

Demostra~ión: Trabajeri;~s c~h la si~Í;~nt~· sucesión exact~: 
,.,, , • • • > .. • 

.·· .. ~·•,¡,._· ... 
. ·o ----+:-.$. . <§ ~ ;yt' - o. 
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Probemos que .)ff' es coherente cuando $ y 'ti son coherentes. 
Para ver que .Yt' es de tipo finito sea x E X y U un abierto que lo contiene 

tal que 'tlu es generado por <71 (y), .. ., <7m (y) para toda y E U donde u 1 ,. • ., O"m son 
secciones de 'ti sobre U. Si llamamos<;¡ a 1/Ju(<7¡} Ja familia c;1 , .. .,c;m es una familia 
de secciones de .Yt' sobre U tal que c;1 (y), .. ., c;,,.(y) genera Jffy para toda y E U ya 
que 1/J es suprayectiva. · 

Hemos probado que .J'f' es de tipo finito, ahora veamos que cumple la condi­
ción b) de la definición de gavilla coherente. 

Sean c;1 , .. ., c;r secciones de .Yt' sobre el abierto U y r¡ : .ctr (U) ~ .Jff'(U) el 
morfismo asociado a dichas secciones. Sea x E U, podemos encontrar una vecin­
dad V i;:; U de x tal que existan u 1 , ... , <7r secciones de 'ti sobre V que cumplen 
1/•v(<7;) = <;¡ (pensado sobre V). Dicha vecindad existe ya que 1/J es suprayectiva, 
procederíamos encontrando una vecindad para cada sección tomando después Ja 
intersección que, por ser finita, es de nuevo una vecindad abierta de x. Tomando 
ó : .wr(V) ~ 'tl(V) como el morfismo asociado a <7 1 , •• ., O"r hacemos conmutativo 
el siguiente diagrama. 

.wr(V) 

l ~ ó .Jff'(V) 

fi(V)~ 
Para recabar información acerca de Ker(71) pondremos nuestra atención en su 
imagen bajo 6, así, ó(Ker(r¡)) i;:; Ker(¡/J) = Im(rp) ~ $, todo restringido sobre 
V. Como .!F es coherente, y también cualquier restricción, existe un abierto (que 
asumiremos es el mismo V pues basta tomar Ja intersección) junto con secciones 
s 1 ,. • ., Sp de$ sobre V tal que .fi:u es generado por s 1 (y),. . ., sp(Y) para todo y E V. 
Si llamamos (!¡ a rpv(s¡) entonces (!¡(y), •• ., (!p(Y) genera a (Ker(l/l))y para toda 
y E V, en particular tenemos: 

b1<7(y) + · · · + brur(Y) = a1(!1(Y) + · · • + Op(!p(y) 

para todo (b1,. .. ,b.) E .WJ y para todo y E V, donde (a1,. . .,ap) E .lll/. Sea (el 
morfismo asociado a las secciones (!1, .. ., (!p, <71, .. ., <7 •• puesto que '§ es coherente Ja 
gavilla Ker(() es de tipo finito. Podemos expresar todo Jo anterior diciendo que el 
siguiente diagrama conmuta y que es exacto en su columna central y en su renglón 
base. 
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En el diagrama -y es el morfismo natural por ser Ker(() de tipo finito. El morfismo 
rr es la proyección sobre las últimas r coordenadas y sólo hace conmutar el dia­
grama cuando las primeras p coordenadas pertenecen a la gavilla de relaciones de 
u1 , ••• , (lp, por eso lo hemos dibujado punteado. Vamos a demostrar qúe la imagen 
de Kcr(() bajo rr es igual a Ker(77). 

Supongamos que (a 1 , ••. , ap, b1 , ••• , br) E J<YP+r(V) es tal que bajo (va a cero, 
es decir, a¡(l¡ + ···+ap(lp+b1u1 +···+br<Tr =O entonces rr(a¡, .•• ,ap,b¡, ..• ,br) E 
Ker 11 ya que: 

1/(b¡, ... ,br) 
t/J o ó(b¡, .•• , br) 

t/J(b¡<T¡ + • • • + brur) 

-t/J(a1u1 + ... + ªp!lp) 

-t/J o ip(a 1 , ••• , ap) 

o. 
En consecuencia, la gavilla de relaciones de (l¡, .•• , (lp, u¡, •.. , <Tr bajo rr queda con­
tenida en la gavilla de relaciones de c;1 , ••• , c;r, es decir, rr(Ker(()) .;;;; Ker{77). Como 
ya hemos visto, si (b 1, ... ,br) E Ker(77) existen (a¡, ... ,ap) tal queb1u+· · ·+br<Tr = 
a 1u1 + · · · + ap{lp por lo que (-a1 , ••• , -ap, b1, ... , br) E Ker((), por lo tanto, 
Ker(11) .;;;; rr(Ker{()). Concluimos que Ker(77), la gavilla de relaciones de e;¡, ... , c;r, 
es de tipo finito pues Ker( () lo es. Por lo tanto, .J't' es una gavilla coherente. 

Supongamos que !F y .Jff' son coherentes. 
Veamos que <§ es de tipo finito. Para ello sean x E X y c;1 , ••• ,e;. secciones 

de .Jff' sobre U, vecindad abierta de x, que generan cada tallo sobre U. Por un 
argumento recientemente usado, podemos hablar de secciones CT¡, ••• , CTr de<§ sobre 
V .;;;; U tales que t/Jv(u;) = e;¡. Por otro lado, existen secciones s1, .•• , Bp de .fF 
digamos sobre el mismo V tal que generan cada tallo !Fu corriendo y E V. La 
familia de secciones ele <§ sobre V, <pv ( s ¡), ... , <pv ( s P). u 1, ••• , u r genera cada tallo 
'i/Jy corriendo y E V debido a la exactitud de la sucesión a nivel tallo. Por lo tanto 
'11 es ele tipo finito. 

Ahora, sean u 1 , ••• ,u m secciones sobre un abierto U y ó su morfismo asociado. 
Queremos ver que la gavilla de relaciones de CT1, ••• , <Tm, Ker(cS), es de tipo finito. 
Sea 1/ el morfismo asociado a t/Ju(u1 ). ••• , t/Ju{um)· Por definición de los morfismos 
el siguiente diagrama conmuta: 

Como .J"t' es coherente, la gavilla de .relaciones de t/Ju(u1). ... , t/Ju {um) es de tipo 
finito, entonces.existen secciones ¡ 1 ,.:.,/~ ele la gavilla Ker(77) digamos sobre el 
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mismo U tales que /1 (y), ... , f"(y) genera el tallo (Ker(77))y para toda y E U, donde 
Ji= ut .... ,//,.).Ahora, llamamos U¡ a rJ(Ji), es decir, ll¡ = Jfcr¡ + ... + 1:..cr .... Es 
inmediato de la definición que l/J(u;) =O. Restringiendo nuestro abierto (cosa que 
en la notación seguiremos sin hacerlo) podemos decir que u; E Im 'PU. La gavilla 
de relaciones de u 1 , ..• ,u,. es de tipo finito vía la coherencia de 5. Llamemos 'Y al 
morfismo asociado a u 1, ••• , "n· 

Podemos resumir lo desarrollado hasta ahora diciendo que el siguiente dia­
grama conmuta: 

.<:tn(U) 

~-'m(U) 
~~l~ 

$(U) ~ ';fl(U) --¡- .Jff'(U) 

donde a(a1, ... , an) = a¡/ 1 + · · · + a,.¡n. Sea (/1, ... , /m) E .o'm(U) tal que bajo r5 
cae en cero, es decir, ftrr1 + · · · + frnum = O, entonces (/1, ... , /m) es una sección 
de Ker(17) sobre U (una vez más el abierto se debe tomar más pequeño pero 
no lo reflejaremos en la notación) por lo que existe (g1, ... , Yn) E .<:lú' tal que 
au(g1 , ••• ,g,.) = (/1 , ... , /,,.), además por construcción, (g1, ... , Yn) E Ker(-y) que es 
de tipo finito. Resumimos diciendo que a¡ : Ker('Y) ----+ Ker(ó) es suprayectiva y la 
gavilla I<er("Y) es de tipo finito. Por lo tanto, la gavilla de relaciones de u 1 , ••• , um, 
Ker(ó), es de tipo finito y así,<§ es coherente. 

Caso en que ';f/ y .Jt" son coherentes. La mecánica de la demostración es muy 
parecida a lo que ya hemos hecho, entonces incluyo la prueba elegantísima que 
ofrece Serre. 

Supongamos<§ y X coherentes. Localmente existe un modismo suprayectivo 
¡ : J:YP --> <§; sea J1' el núcleo de ljJ o ¡; como .Jf!' es coherente, .f es 
de tipo finito (condición b), entonces ¡(Jl') es una gavilla de tipo finito, y 
así coherente por la Proposición 12; como I' es un isomorfismo sobre ¡(.f), 
concluimos que $ es coherente. 

o 
Corolario l. La suma directa de una familia finita de gavillas coherentes es una 
gavilla coherente. 

Demostración. Consideremos la siguiente sucesión exacta. 

o '--+- $c...:...___§ .E!:l <§ -- r¿¡ --- o. 
o 

Corolario 2. Sean fF: y.W d~~·;ubg~vil/as c~herentes de una gavilla coeherente .Yt'. 
Las gavillas § + f§. y !F n ';f/. son coherentes. 
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Demostmci6n. La subgavilla § + <§ es de tipo finito ~ues .. 9' y ~ i6 sci~, entonces 
por la Proposición· 12;' es. coherente. Ahora,' consideremos la siguiente sucesión 
exacta. · ' · · · · · ' · 

o·~·$h.-!§ ~-g:·ffi':ÍI·~ ~ +·w\i~ ó' ·--:->:(. 

Entonces por el Te~rema lla subgavilla § n <§ ~scohere~té. '. o 

Teorema 2. Sea cp : $ --t <§ un morfismo de g'avillas coherentes: El núcleo, 
conúcleo e imagen de cp son gavillas coherentes. . , 

Demostración. Como !F es de tipo finito, también lo.es Im(cp), entonces por la 
Proposición 12 es coherente. Aplicando el Teorema 1 a lasigúiente sucesión exacta 
obtenemos que Ker(cp) es coherente. · · · , 

O --t Ker(cp) --t !F --t Im(cp) ~·6:, 

La gavilla Coker(cp) es coherente por el Teorema'J,pu~s :lisi~iellt~ s~cesióu' .es 
exacta. · · '·"' ...... · •· · · 

O---+ Im(cp) --t <§ ---+ Coker(cpf:..'..-+ g· '', 
o 

3. 3 Operaciones sobre la.s ga.'Uitla.s cohe~e'Tl,t~s 

Veremos que tomar las construcciones Hom y de producto tensorial de dos gavillas 
coherentes nos da de nuevo una gavilla coherente. 

Proposición 13. Si § y <§ son dos gavillas coherentes, entonces g: ®"" <§ es cohe­
rente. 

Demostración. Localmente $ es isomorfa al conúcleo de un morfismo cp : .!llq ---+ 
,r:YP, entonces localmente §0,.,<§ es isomorfa al conúcleo de cp©Id: .!llq0,.,<§---+ 
.o'P0.,,<§; la gavilla d'q®,,.<§ es isomorfa a <§q, que es coherente, entonces 9'0,,.'ff 
localmente es isomorfa al conúcleo de un modismo '§q ---+ '§P. Por el Teorema 2 
concluimos que $ 0,,. '§ es coherente. O 

Proposición 14. Sean $ y <§ dos gavillas de las cuales § es coherente. Paro todo 
x E X el m6dulo (Hom..,,,(!f:,'§))z es isomorfo al módulo Hom...-.(!f::z:,f1z). 

Demostmci6n. Trabajemos con el morfismo 

definido en la Sección 2.6. 
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Primero veamos que ( es inyectivo. Supongamos que tenemos cp y i¡j en 
(Hom..,..(.9','#))z tal que((<,?) = ((i¡i). Tomemos representantes de cp y i¡j diga­
mos sobre el abierto U<;;; ,t': 

cp: §(U) --; '#(U) 

t/J : .~(U) -->'#(U). 

Sabemos que 'Px = t/Jz y queremos probar cp = t/J en alguna vecindad de x. Como 
§ es de tipo finito existe un abierto V vecindad de x y secciones c;1 , ••• , <;p de § 
sobre U que generan cada tallo sobre V. Por hipótesis (cp - t/l),,(c;;) =O por lo que 
las secciones cp( e;¡) y l/J( e;¡) coinciden sobre el tallo'§,, entonces lo hacen localmente, 
digamos sobre V;. Como c;1, ... , c;p son generadores cp y t/J coinciden en nf=1 V;. Por 
lo tanto (es inyectiva. (Lo que pesó en la prueba fue que.!}: es de tipo finito pues 
aún no usamos que es coherente.) 

Veamos que ( es suprayectiva. Tomemos un morfismo -y : .!J',, --; '§,,, 

queremos extender 1 sobre una vecindad de x, es decir, construir un morfismo 
t/J : § --; '§ definido sobre una vecindad de x y tal que t/Jz = -y. 

Sea U una vecindad abierta de x y c;1 , ••• , <;p secciones de § sobre U tales que 
generen cada tallo .!l'y corriendo y en U. Para -y(c;;(x)) tomamos una sección u; de 
'§ sobre V; que lo represente, es decir, a;(x) = -y(.;;(x)). Como §es coherente, la 
gavilla de relaciones de c;1 , ..• ,(pes de tipo finito, digamos que sobre V= nf=1 V; hay 
secciones f 1 , ••• , fq tales que para toda y E V tenemos que f 1 (y), ... , fq(y) generan 
al tallo sobre y de la gavilla de relaciones de c;1 , .•• , c;p; formalmente Ji = (ff, ... , ¡¿) 
para j = 1, ... , q. Llamemos Pi a Jf u1 + · · · + ftap. Como Jí pertenece a la gavilla 
de relaciones de c;1 , ••• , c;p, tenemos !f <;1 + · · · + ftc;P = O para alguna vecindad de x, 
digamos rVí; entonces Pi = O en }Vi. Sea 'VV =V n~=l Wi. De todo lo anterior se 
sigue que para toda y E rV si a 1c;1 (y)+···+ apc;p(Y) =O, donde a¡ E dy, entonces 
a 1u 1(y) + · · · + apup(Y) =O. Definimos 1ÍJ: §(W)--; '#(W) en cada tallo como 
tby(a 1 c;1 (y) + ··· + ap<,·p(y)) = a1u1(y) + · · · + apup(y). Por construcción 1/J es un 
morfismo de gavillas tal que t/Jz ='Y· 

Es fundamental que § sea coherente en nuestra prueba de la suprayectividad 
de(. Si a 1c;1 (y)+···+ ap<;p(y) =O en alguna vecindad U de x entonces a 1u¡(x) + 
· · · + apup(x) = O, por lo que a 1u 1 (y) + · · · + apup(y) = O en alguna vecindad 
de x que depende de a 1 , ... , ap; en principio tenemos una infinidad de abiertos y 
posiblemente su intersección ya no lo sea perdiendo sentido nuestro morfismo 1/J. 
Pero como § es coherente basta tomarse los abiertos que definen los generadores, 
que son un número finito, así U es un abierto y 1ÍJ queda bien definida. O 

En la Sección 2.6 confesamos que no podíamos decir que ( fuése biyectivo, 
ahora hemos dado condiciones suficientes. Con tan sólo pedir que .!}: fuera cohe­
rente pudimos asegurar el isomorfismo anteror, si también pedimos que '§ sea 
coherente podemos garantizar que Hom,,.(§, 0') sea una gavilla coherente, que es 
justo lo que veremos en la siguiente proposición. 
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Proposición 15. Si.¿!; y 'i§ son gavillas coherentes, entonces Hom,...(~, f/) es una 
gavilla coherente... · 

Demostración. Sea x E X y sea U una vecindad abierta donde ~l renglón del 
siguiente diagrama es exacto (existe pues ¿¡;es coherente): 

s:Yq(U) - s:;'P(U) - ¿i;(U) - O 

~! 
'd(U) 

Por composiciones, naturalmente queda inducida una sucesión, la siguiente: 

O--+ Hom,,..cu¡(.9'(U),'tl(U))--+ Hom,,..cu¡(.0"P(U),ff{U)) 
~ Hom,,.cu¡(.0-'q(U),f!{U)) {3.1) 

que a nivel tallo es exacta y entonces por la Proposición 14 es exacta a nivel gavilla. 
Como Hom,...(dP,'tJ) es isomorfa a 'tJP entonces por la sucesión exacta 3.1 y por 
el Teorema 2 concluimos que Hom,,.(§, f/) es coherente. O 

3.4 Ga'Uitlas coherentes de anillos 

Una gavilla de anillos s:I a su vez es una gavilla de s:l-módulos de tipo finito, 
pues basta tomarse la sección constante l. Entonces para que .W sea una gavilla 
coherente basta pedir que la gavilla de relaciones de un número finito de secciones 
sea de tipo finito ambas sobre U. 

Cuando s:I es una gavilla coherente de anillos y aplicando lo anterior, tenemos 
los siguientes resultados: 

Proposición 16. Sean s:I una gavilla de anillos coherente y ¿¡; una gavilla de .rzl­
módulos. Para que $ sea coherente, es necesario y suficiente que localmente sea 
el conúcleo de un morfismo wq --+ dP. 

Demostración. De hecho, la proposición sólo recapitula lo ya dicho en la Proposi­
ción 11 y en el Teorema 2, tomando en cuenta que dr es coherente para cualquier 
r EN. . O 

Proposición 17. Sea d una gavilla de anillos coherente. Para qu.e ~na subgavilla 
de dP sea coherente, es necesario y suficiente que sea de tipo finito;' 
~ ' . 

Demostración. Se sigue de,~plkar)a Proposición 12. o 

ccirolari.:, 3. · La iJ~vill~ de ;~l~ci;;nes de 'lt[I número finito de secciones de una 
gavilla coherente es_ coherente~ '· · ·. · · 
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Demostraci6n. Dicha gavilla de relaciones es de tipo finito, entonces por la Pro­
posición anterior es coherente. O 

Proposición 18. Sean .e/ una gavilla de anillos coherente y $ una gavilla de .W­
m6dulos. Para cada x E ,t' sea Jz el ideal de JYz formado por todos los a E p/ tal 
que a · f = O para toda f E $,,. Los ideales ..JI',, forman una gavilla coherente ele 
icleales (conocida como anuladora de$). 

Demostraci6n. Otra manera de pensar J .. es como el núcleo del rnorfismo natural 
JZ/z ~ Hom,.,,,(§z,$,,), entonces la gavilla J de los ideales Jz es isomorfa al 
núcleo del morfismo de gavillas s.Y ~ Hom,.y(§, !F) por las Propiedades 14 y 15. 
Concluimos que J es coherente siguiendo al Teorema 2. O 

3.5 Cambiando anillos 

Las nociones de gavilla de tipo finito y de gavilla coherente dependen de la gavilla 
de anillos .<Y con que se esté tratando. Cuando hablemos de distintas gavillas de 
anillos especificaremos diciendo "de tipo finito sobre Jli'" o "."1'-coherente" para no 
caer en ambiguedades. 

Teorema 3. Sean ."1' una gavilla coherente de anillos e J una gavilla de ideales de 
JZI. Sea $ una gavilla de J.Y' / J-m6dulos. Para que $ sea .rzl /.?-coherente es 
necesario y suficiente que sea s.Y -coherente. En particular, .e// J es una gavilla 
coherente de anillos. · 

Demostración. Supongamos que § es .rzl / J-coherente, entonces localmente te­
nemos la siguiente sucesión exacta: 

(.e:// ..Jl')q ~ (.<i/ / J)P ~ ,:_¡; ~ 0. 

Como .<Y e J son gavillas .<Y-coherentes, entonces también lo es ."1' / J en virtud 
del Teorema l. Como .'}" es isomorfo al conúcleo de un morfismo entre gavillas 
a-coherentes, entonces por el Teorema 2 es .<Y-coherente. 

Ahora, supongamos que$ es .<1'-coherente. La gavilla$ por ser de .rzl / .;;. 
módulos se ve obligada a ser de tipo finito sobre p/ / J ya que es de tipo finito 
como gavilla de &-módulos. Sean a 1 , •• ., ar secciones de § sobre U, entonces su 
gavilla de relaciones es de tipo finito sobre .<Y. Queremos llegar a que la gavilla de 
relaciones es de tipo finito sobre .W / J, es decir, buscamos <p tal que el siguiente 
diagrama conmute y que sus renglones sean exactos: 

,<1'q ,¡, p/P $ - Ü 

¡ ~ ¡ 11 

(.01' / J)q ......... > (9// J)P -- $ - 0. 

Como las verticales son proyecciones <p queda bien inducida por 1/J. Por lo 
tanto, § es Jli' / J -coherente. O 
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3.6 Extensión 'Y restricción de una, ga,ui,la. 
coherente 

Retomando la Subsección 2.3 cabe preguntarse a cerca de la 'propiedad de ser 
coherente. · ·· · 

Proposición 19. Sea Y v.11 subespacio cerrado de X y sea $ 1ma gavilla de .rd­
módv.los sobre Y. Para qv.e .'.}' sea de tipo finito sobre .rd es necesario y suficiente 
que g:x sea de tipo finito sobre .fdX. 

Demostración. Sea U un abierto de ,'t', y V =Un Y. Todo morfismo <p : .fdP(V) --+ 
§(V) define un modismo <px : .r;:1X (U) --+ §X (U) y recíprocamente; el morfismo 
<p es suprayectivo si y sólo si <px es suprayectivo. Lo anterior implica que !F es de 
tipo finito sobre d si y sólo si g:x es de tipo finito sobre JZ!X. O 

Análogamente se demuestra la siguiente proposición. 

Proposición 20. § es .fll-cohere11te si y sólo si _9;X es .fllX -coherente. 

o 
Corolario 4. Para qv.e .fll sea v.na gavilla coherente de anillos es necesario y sv.fi­
cie11te que .wx lo sea. 

o 



Capítulo 4 

Cohomología con valores en una gavilla 

A Jo largo de esta sección Serre alude a una serie de conceptos y resultados propios 
de Ja topología algebraica, por lo cual introduciremos un poco de ese lenguaje. El 
procedimiento que usaremos para construir Jos grupos de cohomología es el de 
éeck. · 

Un complejo simplicial K consiste de un conjunto de vértices { v f y 'ú'll .cón­
junto {s} de subconjuntos finitos no vacíos de {v} llamados simplejos, tales que: 

(a) Cualquier conjunto consistente de exactamente un vértice es un simplejo. 

(b) Cualquier subconjunto no vacío de un simplejo es de nuevo un simplejo. 

Un simplejo s que contiene exactamente q + 1 vértices es llamado q-simplejo. 
En este caso decimos que Ja dimensión de s es q, denotándolo como dim s = q. 
Si s' C s decimos que s' es cara <le s (una cara propia si s f. s'), y si s' es un 
p-simplejo Jo llamamos p-cara de s. Si s es un q-simplejo, s es su única q-cara y 
una cara s' de s es propia si y sólo si dim s' < q. Es claro que cualquier simplejo 
tiene sólo un número finito de caras. Los simplejos admiten un orden parcial, a 
saber, s' < s si s' es cara de s. De la condición (a) se sigue que Jos 0-simplejos 
de K se corresponden biyectivamente con los vértices y por la condición (b) todo 
simplejo queda determinado por sus vértices. Por lo tanto un complejo K puede 
ser visto como el conjunto de sus simplejos. 

4.1 Coca.dena.s de una. cubierta. 

Al hablar de cubiertas nos referiremos siempre a cubiertas abiertas sin mencionarlo 
explícitamente. 

Sea U= {U¡}¡er una cubierta de X. Nos interesan las intersecciones finitas 
de elementos de U, por lo que recibirán notación, así si s = {i0 , ••• , ip) llamamos 
U, a Ja intersección U¡0 n · · · n U¡,. 

Ahora, sea§ una gavilla de grupos abelianos sobre ;\;', Si p ~ O llamamos 
p-cocadena de U con valores en $ a Jas funciones f : /P+l ·~ n,E/P+l §u, que 
a cada s = (i0 , .. ., ip) asocian una sección de $sobre U, a Ja que llamaremos /, 
ó f¡0 ... ¡ .. Con otras palabras, una p-cocadena de U es una familia de secciones, 
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una por cada abierto de la forma U;0 n .. · n U;". Al conjunto de p-cocadenas de 
U con valores en § lo denotamos como CP(U, §) quien resulta grupo abeliano al 
dotarlo con la operación puntual (f + g)(s) = J.+ g., aprovechando la estructura 
algebraica del codominio. A la familia de los grupos CP(U,§) corriendo p por 
O, 1, 2, 3, ... la denotamos como C(U, §). 

4. 2 Operaciones simplicio.les 

Trabajemos un momento con el conjunto de índices J. Sea S(I) el conjunto de todos 
los subconjuntos finitos ordenados de I, es decir, sus p-simplejos son de la forma 
s = (io, ... , ip). donde estamos pensando i 0 < · · · < ip, de esta forma, (i0 , i 1) es 
distinto de (i1, i 0) cuando io ,P i 1. Sea Kp(/) el grupo abeliano libre generado por 
los p-simplejos de S(I) y finalmente sea K(I) = ffip;::_oKp(/). Cuando no interese 
el orden ele los elementos de s, lo haremos notar agregando dos barras: jsj. Una 
aplicación h : Kp(I) ---+ Kq(/) doncle q ::; p se llama endomorfismo simplicial si: 

(i) h es morfismo de grupos abelianos; 

(ii) para todo simplejo s de dimensión p de S(I) tenemos, 

h(s) = L c!' · s' .. 
donde c!' .E Z y Ía suma corre'. sobre,todo~ los simplejos s' de S(I) de dimensión 
q. tales que js'i· e jsj.Ahora, seanh uri endomorfis.mo simplicial y fe Cq(ll,.9') . 

. Para todo.simplejo de.dimensión p; ponemos:,;;. · 

.. 
donde u:'. es la restricción de .9'u.. en !Fu,,. restríéción que\tien~ sentido pues 
ls'I clsl y entonces u. e u ... 

La aplicación s >-+ (thf), es una p-cocadena denotada 1h/ .. Así, la aplicación 
1h : Cq(ll, §) ---+ CP(U, .9') definida como 1h(f) = 1hf es un niorfismo de grupos. 
Además, · 

t(g + h) 
1(h¡ o h2) 

t1 

tg+ IJ¡ 

IJi2'0 IJ¡¡ 

l. 
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La última igualdad es clara, para checar las demás, digamos que g(s) =La• df ·s' 
y' h(s) = Ls• e:' · s', entonces, 

t(g+h)(f). 

Ahora, sean: 

donde p > q > r, y así, 

.. 
~ . '( ~ •. ··e > ~ d: · l.': fs•) + ~e, · º•. J.• .. .. 

h1(u)= í:bt ·s' 
•' 

h1(:L?:;· ~)· 
' CT -·.···, .. , 

'·:Ec:; h1(0:)' 

i:c:~.(~bt ·.s')· 
(T .. ,.· ' ·11 - -

·~.,t~E-~:,.~: .. ·b~:- .. ~~, 
',·u .;.11 1.· 

. .~ ~ -.: .. · 

de donde para f E Cr(U, $") ten~mos lo;siguiente! 

- -t:E ~(b~,. ~!'cJ •. > 
:\'·:/~,.-~\(~: \;~/:.·~~-'.-,_::~_,_: __ · ........ ,.:( i~._<·. - ·' -

:L~: (¿b~ ·(J:b~U.·>) 

·~ :~'iJ~,(ib.i'et ;;,·>). 
((1h2 º ;h¡)J)cr ::;~-~:~~·(¡::~1A.). ·. :. · · 

; .. -:;~> '•.>a ,->;~~:··;J~>.'.:"·º_-:_::'; . -· 

. . .... _; .. -;-:.¡f.'i:·'~·<. '-. ·' '· 
Llamaremos construcción t ·a: la descrita en esta sección, que a un endomor­

fismo simplicial .de cadenas h asocia un endomorfismo simplicial de cocadenas 1h. 
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Complejos de cocade:nas . 
. ,·· . '- ·'· <·. :.'-,·.· .::..· , 

Apliquemos la construcción tal endo~orfismo 8p:1 : [(p~1ci) s_;Kp(l), definido 
como: 

p+I 

ll(io, ... ,ip+1) = L(-l)i(ia, ... ,'i';, 
i=O 

donde el sombrero sobre ii significa omitir dicho índfoe. . , 
De esta forma obtenemos un morfismo d = 18 (donde dp = 18p+1), el cual 

por definición es el que sigue: 

, p+I 

d(f)io, .... ip+l = L::(-l)jgj(/ÍO•••·•~i•••·•iP+I), 
j=O 

donde f E CP(U, §) y {!j es la restricción de §u , sobre .:J:u; ...... ; 
1

• 
10•···•'j•···•'11+l P+ 

Como ll o 8 = O entonces do d = O, por lo que hemos dotado a C(.U, .:J:) con un 
operador cofrontera, es decir un operador que lo hace complejo de cocadenas. De­
finimos el q-ésimo grupo de cohomología del complejo C(U, §) como Ker d/ Im d, 
donde Imd e Kerd e Cq(U,§), y lo denotamos como Hq(U,§). 

Si f E Cº(U, §) entonces f; es una sección de § sobre U;. Sabemos que 
8 : K 1 (/) --; K 0 (/) está definida como 8(i, j) = j - i entonces induce d(f);j = 
(!~~ (fj) - (!~'. {f;). Así, si f E Kerd entonces por el Axioma de gavilla existe 
un~ única se~ción global J tal que (!J. = f; para toda i E /. De lo anterior 
concluimos que existe un morfismo inyectivo Hº(U, §) ~ r(,l', $). De hecho no 
sólo es inyectivo sino también suprayectivo pues con cada sección global g podemos 
definir una 0-cocadena g como ¡j(i) =(!J. (g) que por ser sección global pertenece 
al núcleo Kerd = Hº(U,.:J:). Hemos probado la siguiente proposición. 

Proposición 21. El grupo de cohomología Hº(U,§) es isomorfo a r(X,§). 

o 
El grupo de cohomología Hº(.U,.:J:) no depende de la cubierta .U como aca~. 

bamos de ver en la proposición anterior, desafortunadamente éste.no es el caso 
general, no necesariamente sucede para q > O. 

4.4 Cocadenas alternantes 'Y algunos de'~liJ\.J:~os 
.,, ''t.·· 

Decimos que una p-cocadena es alternante si f; 0 ••• ;p = O cuando.do~ 'de losfridic(lS 
io; ... , ip son iguales, y, h.co¡,··· ,i.¡p¡ = fu/io···ip, donde u es una p'erinutación del 
conjunto {O, ... ,p} y Eu es el signo de u. ..; .'' . · :: · < · · 

El conjunto de las p-cocadenas alternantes es cerrado bajo. la. suma por lo 
que forma un subgrupo de CP(U,§) y lo denotamos C'P(U,.:J:')~ A la familia de 
los C'P(.U,§) la denotamos C'(U,§). · · 
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Una 0-cocadena f de U con valores en .9" es una familia de secciones, una 
por cada abierto U;, es decir, f = {f¡);E/ donde f; E U;. A este nivel todas las 
cocadenas se ven obligadas a ser alternantes. Si f E G 1 (U, .9") le podemos asociar 
una 0-cocadena al evaluarla sólo en las parejas (i, i). Podemos pensar que hemos 
afinado nuestra percepción y donde a nivel cero veíamos Ja misma familia ahora 
distinguimos muchas distintas. Una 1-cocadena alternante es aquella que se olvida 
de su parte de 0-cocadena, que pone atención sólo en Ja información nueva. La 
anterior idea se extiende a todos Jos niveles, así, una p-cocadena es aquella que se 
olvida de su parte de p - 1-cocadena, no redunda en lo ya sabido centrandose sólo 
en la información nueva. 

Proposición 22. Si f es alternante también lo es d(f). 

Demostración. Probemos que df(i0 , .. ., ip+1) = O cuando io = i 1 (el caso general 
es similar salvo que necesitaríamos una engorrosa notación): 

df(io, .. ., ip+i) u,,,, ....• +, (f ) u,.,, ..... +, (f ) 
Ou,0 ... ,P+i ~·:··.·ip+t - Ou,0 ... ¡P+I ioi:i···ip:f"l . 

o 
lo anterior por ser f alternante y tener io = i¡, entonces casi todos los sumandos 
se anulan en la primera igualdad. Ahora veamos como se comporta df con las 
permutaciones. 

P+l 

L(-I)ÍI? (fi.o'"~•j"'"P+i) 
j=O . 

"~º (-l)Í u,(~uiÍ¡ •.. :~i.;·:·i~~.) 
p+1' . " .. 

L (-l)ÍEujl? (1¡
0 

.. ,1.~.i .. ;,+;) 
aj=O . · · J 

p+l " .. · .. · . 

'" ( l)h· . (1 ) L,_, - lt;CT(}, fo ... -1-~ .. ~•Íp+l 
aj=O ' 

p+I 

e,, L(-l)Ju (t; .... 1; .. ·i,+.) 
J=O 

Dado que omitimos uno de los índices no sabemos cual pueda ser el signo de la 
permutación que te regresa, mismo que hemos denotado como Ea;, sin embar­
go, se cumple la igualdad (-l)h;e,, = Eu¡(-l)J para toda j con hj = u(j). Las 
cuentas anteriores nos muestran que d manda cocadenas alternantes en cocadenas 
alternantes. O 
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Lo que dice la Proposición 22 es que d deja estable C' (U,§") que entonces 
forma un subcomplejo de C(U, g"). Los grupos de cohomología de C'(U, g") los 
denotaremos H'q(U,g"). Las cocadenas alternantes resultan muy útiles, muestra 
de ello es el siguiente Teorema y su Corolario. 

Teorema 4. La inclusión de C'(U, §) en C(U, §) define un isomorfismo de grupos 
de H'q(U,g") sobre Hq(U,§) para todo q;::: O. 

La prueba del Teorema 4 requiere de cierto lenguaje que no hemos introduci­
do. Sean K y K' dos complejos de cadenas y f, g : l( --+ l(' dos morfismos entre 
ellos. Decimos que una sucesión de morfismos D = { Dq : Cq (K) --+ Cq+I (K')} 
es una liornotopía de cadenas si Dq+I o Dq + D 9_ 1 o D9 = gq - fq· Similarmente si 
J( y J{' son complejos ele cocadenas y f, g : K --+ K' dos morfismos entre ellos, 
decimos que una sucesión ele morfismos D = {Dq: Cq(K)--+ C9- 1(K')} es una 
hornotopfa ele cocadenas si dq-I o Dq + D 9+1 o d9 = g9 - fq· Denotamos lo anterior 
como D : f ::! g diciendo que f y g son cadeno-homotópicos ó cocadeno-homotópi­
cos. 

Lema l. Si f, g : K --+ K' son cocadeno-hornotópicos, entonces sus morfismos 
inducidos coinciden: f" = g• : H9(J() --+ Hq(K'). 

(Análogamente, si son cadeno-homotópicos tenemos que f. = g. : Hq(K) ----+ 
H 9 (K').) 

Demostración. Sea D : f '=!! g y z E Ker(d9 : /(9 --+ J(q+I ), entonces, 

dq-1 o Dq(::) + Dq+I o dq(z) = g9 (z) - fq(::) 
dq-1 o D 9 (z) = 9q(z) - fq(z); 

por lo que, gq(z) - f 9 (z) E Im dq-I · Concluimos que f(z) y g(z) definen la misma 
clase en Hq(K'), por lo tanto j" = gº. ~ O 

Demostración del Teorema 4. Primero, al conjunto I de índices lo dotamos de un 
orden total y definimos un endomorfismo simplicial h : K 9 (I) ----+ Kq(I) de la 
siguiente manera: 

h ((i0 , ••• , iq)) =O, si entre los índices i 0 , ••• , i 9 dos son iguales; 

h ((i0 , ••• , iq)) = f.,(i.,o, .. ., iuq), si todos los índices io 1 ••• , iq son distintos, 
donde fu denota el signo de la permutación a que oredena al simplejo, es 
decir, i.,o < ... < i.,9 • 

En efecto, h es simplicial pues li.,0 , ••• , i.,9 1 C lio, ... , i9 I, de hecho como conjuntos 
tenemos la igualdad. 

El endornorfisrno h hace conmutativo el siguiente diagrama:, 

Kp+i(l) ~ Kp+1(I) 

8 ! ! 8 

Kp(I) ------¡;-- Kp(/) 
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ya que, tomando (io, i 1 , ••• , ip+I) e I<p+I (I) tenemos: 

h o 8(i0 , i1 1 ••• , ip+1) h(I:(-l)Í(i~, ... , ~i• ... , ip+¡)) 
J=O , 

·p+I 
2:C-1)ih(io, .. :;~i• , .. , ip+i) 
j=O , ... , ·. : .·, . 

, p+I ""' ·' :,:,,,· .·, ' 
~(~l~i Ú~i (i~o~ ·:·• ~a(r;)• ···• iu(p+IJ)) 
;=O , , ,, 

8 o h(io, •.. , ip+1) 

donde (,;_l)ieu¡'',;;, ~'...C-',l)r;,, y a(ri) = j 
p+I" ·:. ,:' .·, ·. ,;:, : ... · ... · .. :' . 
L:C-l)ri E~(Íuo 1 '."'~~(r/J, ... , iu(p+IJ) 
j=O. ~\ . 
, p+I .. . ., '. 

Eu Í::(-'-l)i(~~o; "'.• ~,,'.;, , .. ; Íu(p+IJ) 
• j".'!º ,/-,:, <r. ·'\ : · 
8(e~(iuó; ... , i~c~+iJ));' 

_ . .:, "~ ·-i- '--o.:.:. 

Proponemos que 1 y h son cadenó-h'ofuo~Ópi~áS; B~scambSD tal que: 

19 i·~q ~ 8q+1 (r)q ;[);2{0 ªq· 

Dibujem~s un diagrama de ap~yci~ piira Ubicar .en donde nos movemos. 

Analizando el caso q =O junto con q = 1 se ocurre cómo definir D, presen­
tamos la definición en general. Para lo cual tomamos l E I un índice fijo. 

Sea Dq: I<q(I) ---+ Kq+1(I) definida de la siguiente manera: 

D9 ((io 1 ii 1 ... 1 i 9 )) = (t,io,i1 1 ..• ,iq)-Eu(l,Íuo1 i.,.1 ... 1iuq)1 

donde a es la permutación que ordena:. Chequemos que D cumple: 
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Para ello, sea (i0 , i 1 , •• ., iq) E Kq(I), entonces: 

Por otro lado, 

8q+l ((t, io, ... , Íq) - Eu (t, i.,o, ... , Íuq)) 
. q 

(io, .. :,iq) + 2:C-I)'+l(t,io, ... , ';'r, ... ,iq) -
r=O 

. q 

fu(iuo, ... ,i.,,¡) -e., E<-1r+1 (i,iuo, ... ,1"r'"''i.,q) 
r=O 

(io, ~ ... Íq) - e.,(i17o, ... , i.,q) + 
q . 

2:<-1r+1 
( (i, io, : .. , ';'r, ... , iq) - fu(L, iuo, ... , 1.,r, ... , iuq)) 

r=O -

Dq-1 o 8q(io, ... , iq) Dq~l (~(~l)r(io, ... , 1r, ... ,iq)) 

q . . . 

2::(-I)r Dq'-1 (ió, ... , 1r, .. ;, Íq) 
r=O . . _ 

q . 

>2: (-1( ( (t, io: ... , ';' r, ... , Íq) - Eu. (t, Íuo, "'.'';'uro ... , Íuq)) 
r=O - ·: . -., ·- -- -

donde.(-l)"eu. = fu(-1r, .con s = a(r) 
q • . • . . 

2:(-1)" ( (~, io, ... , 1., ... , Íq) - Eu (t, i.;.o, ... , 1"" .,., iuq)) 
a=O . :: -- º-- _·; , _:-._. -- , 

Por lo tanto, 

(8q+i o Dq + Dq...:1 o 8~)(io, ... , i,¡) (ió, ;;.; iq) -:2: íi~(iuo • ... , iuq) 
. - ~ qq :-:,hq)(io,; .. ,iq) 

Aplicando la construcción t de la Seccióri.4.:2 ~bt~ne~os lá siguiente igualdad: 

gram~odemos ·. e,scribir-Ib~: ~?r.~.~s~~ :~~;J~ ii~a1~N'.an!~tM.,i~-~!.\s.ig\¡i~?te dia-

--, ; <> '·;:·;:_,, ;':\'.-· ,,; _ _, 
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donde Dq = tDq-l y, como ya habíamos apuntado, 18q+1 = dq. 
En este momento podemos concluir diciendo que l" = h" : H" (ll, .9') --¡. 

H"(ll, .9") pero lo que nos interesa es probar que H'" {U, .9') E!! H• (U,§) vía el 
morfismo inducido por la inclusión i : C' (U,§) --t C(ll, .9'). 

Lo que afirmamos es Irn( th) e C'(U, .9"). La contención anterior nos permite 
decir th: C{U,.9") --t C'{ll,.9') y como hemos porbado que 1 y th son cocadeno 
homotópicas entonces Jos pares io th y le, y, 1hoi y le• son cocadeno-homotópicos. 
Concluimos por el Lema 1 que (i o 1h)" = l" y ( 1h o i)" = l". Por lo tanto i" es 
isomorfismo. 

Comprobemos la afirmación. Sea J E Cq {ll, .9') y apliquémosle t h. Al evaluar 
s = (i0 , i 1 , ... , iq) donde dos índices son iguales da cero por como se definió h, en 
símbolos tenemos: ( 1hf), = O. Supongamos que ninguno de los índices en s se 
repite, tenemos ( 1hf);0 ; .... ;. = Euf;.0 ;. 1 ... ; •• , donde a es la permutación tal que 
iuo < i.,. 1 < · · · < i.,.q. Ahora, sea puna permutación cualquiera de {O, 1, ... , q}, 
entonces ( 1 hf),,0 ;,, ... ;,. = e~f;,_0 ¡"' 1 ... ¡"'•, donde 1J es una permutación tal que 
i~po < i~pl < · · · < i,1pq· Se sigue que T/P =a por Jo que Er¡fp =fu. Por Jo tanto, 
suceden las siguientes igualdades: 

f.,,fi.,poi.,,pl "'i'1P<l 

e,,Ji.,oi"1···i.,., 

e,,epf.pfi.,oir11 ·'"icrq 

fpEcr /i.,0 i.,. 1 ···i.,.q 

Ep( 
1
hf}ioi1•••iq 

Hemos probado Ja afirmación con Jo cual terminamos Ja prueba del teorema. O 

Corolario 5. Hq(U, .9") =O para q 2: dim(ll). 

Recordemos que dimll es la dimensión de complejo simplicial d~('U:ervio 
que define Ja cubierta ll, es decir, el complejo simplicial donde los vértices son 
los elementos de la cubierta U y los p-simplejos son familias {Uio, ••. ,U;,}. donde 
U;0 ... ;, =fa 0; entonces Ja dimensión es el máximo p 2: O tal que existe un p-simplejo, 
si no existe dicho maximo decimos que la dimensión es oo. · 

Demostración. Por definición de dimU, U;0 ••• ;. = 0 para q?: dimll si Jos índices 
i 0 , ••• , iq son distintos. Entonces C'(ll, .9") =O de donde H'q(U, .9") =O por lo que 
Hq(U,.9") =O. . ...•. ·.· ·., ... .. O 

4.5 Cubiertas. miis finci.S. 
Decimos que una cubierta U= {U;};e/ es másflria ~ue una ~ubiert~.'U = {Vj}JeJ 
si cada U; e Vi para alguna j E J, es. decir, si existe una aplicación T : I --¡. J 
tal que U; C V,¡ para toda i E l. 
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Si tomamos una q-cocadena f de !J" sobre 'lJ podemos asociarle una q­
cocadena de$ sobre U vía el modismo r, a saber, (r f)¡0 .•• ;. = f!'fl.(J,¡ 0 •.. ,¡.) donde 
g'fl. es la restricción de .9"v,,

0 
••.••• sobre !J"u,

0 
...••• Hemos construido un morfismo 

de Cq('lJ, §) en Cq(ll, $). 
Por definición de T j y transitividad de las restricciones tenemos que la res­

tricción de la sección T f; .... 1;···i· del abierto U¡
0 

... 1; .. ·i• al abierto U;0 ... ¡j".;, es 
igual a la restricción de la sección frio···f•;-"ri• del abierto V,¡

0 
... ;,; .. ·ri· al abierto 

U;0 ... i;-··i·. En símbolos, hemos dicho lo siguiente: 

Es decir, no importa tanto desde donde hacemos la restricción, al final queda lo 
mismo, y usamos este hecho para ver que T conmuta con el operador cofrontera: 

g'fl. (df)riO"'Tiq 

'll (~(-l)Í v ...... t-.j""''•u >) 
f!u L..J f!v,;0 ••• .;; "º"• ri0 000 t•r··ri• 

J=O 

q+l V. " .. 
·"'°(-l)Í "º"'";'""• ( ) ~ . Ou,0 ... i;o·•iq. frio···-P'1r·•riq 
j=O 

q.f.l : . u " 
"'°( l)Í 1

0'" 'F"
1
• (( ). ) ~ - (}u•o···'r··i., rf io···~¡···i., · 

.·.-.:.j=O . . 

Por lo anterior queda bien definido un morfismo r• : Hq(<JJ,§:) -~ Hq(l.l;.9") 
donde. A nivel cocadenas nos. estamos moviendo en el siguiente diagrárna: 

- - ... ',. ' . ,,.· .·' 

-~;· : , >.-d'll ._ - ·drv : - : --- __ ,,· -

cq,.-~ cm; §) ~ cq (m, .:J") ___,.!.- cq+i cm; §) 

·,_ ···qr .. ·du· ·. Jr ··· .é ... )·:¡,·.,.-:>· 
cq::;Uu; §) -~ Cq(U, !J") -~ p~~~ (11,~). j. 
•., ____ '"'·:. ,. "· - ; -.- ! . , . .',••;··""·;··o..· 

Veremos qtie ~l''lll6i:fi5'illo T 0 
: Hq(!U,.f) 4 Hq(u,i') no. dep,ende de 7-, 

para ellodrunos _el siguiente lema: . i'.· ·.~:·· < :).: '1 .: ·· · 
-; . ; ~--"" 

Lema 2. Si T, T
1 son dos aplicaciones de I en'J iales;liúeü; e V,; y U¡ e V,•¡ (es 

decir, ambaa hacen a il más fina que '1J) entóiíces'.r'. y t'/sori cocadeno~homot6picas. 
- - . . ,' - .-, \ - .-

De11lostrdci6rí: La prueba: consiste en hacer íinlargci'cá!Culo,'desiifortunadamente 
no enccintré"oti:a forma merios tediosa de probario.·' :j·)> J ,, "'~. 
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Sea f E Cq(!U,.9"), definimos: 

q-1 

(kf)ioi 1 ·:'.;9 _ 1 = L(-1)1'Uli (/riori1·•·TiH'i,r'i•+i···r'i
9
-1) 

. . h=O 

donde Uh. es la restricción de 9"v!10 ;.;;,,,,,i.:.;~¡._ 1 ; ?n.9"u,0 ••• 19 _
1

• Queremos mostrar 
dk + kd = r' ..c. r. Dibujemos un diagrama de apoyo . 

. . . -'- Ó::-l(QJ §) d•-• C~(QJ $) .. ~ Cq+l(QJ .9") - · · · 

T!!;·/7 ~!l(;>¿ TU;· 
... - cq-1.(u, ~) d "'"' 'c,q(U, Si°L--;t7" cq+I (U, .9") - ... 

'. '· <·. - . q ' ~ 

Tomemos I E Cq.(QJ,$) e (io, .::, iq) un siniplejo de índices y evaluemos: 
:. - . '.- -· .. -- ·- ... ' -,·;.· . -. ' '• 

donde: 

q' ' '• 

I:(-l)hg/; (dfr;0 :.:~;~'rji•·;•r'i9 ) 

t,, ~ ii• ., (~e,, iG,u... ;,, ... ,;,, .... l 
+ t<-i)i+luj(!r;~.L;,r•L.L;;j: .. r'i.)) 
/=h ' h.:-_' _:.' ' ' : ' '"; ' ' 

~(-l)h (~(t)~º~º'j ((;;.,,,;¡jº"Tih T'ih;,.T,J 

+t<-.1)i+1k~~í;·(i ¡.,.;\;.:· .. ·· · "· .·))·. 
· i=:h -';_~ .;:~--.:·: -~-:-: .. J __ :--·_rio~-~·ri"_~'11,·•·r'i¡···r'i4 , 

Uh es la restdcción d~,f~~'ºº'.'''~'('i.'·;•:'~ 

ui es.la restricéi6n1 <l.~·'-,si{J,i:.tt: .. ;',,)~ ... ;~,::eri $v::0:\;,~ •• ~ ••• ~~,.; y, 

uj es la restri~ciÓ~ de~vL .. :.:,; •• ~.::,t;; .. ,.~:~ en $v:.~:::~·~··i,.::; .. ~-
' . . ' -·· .. · .. ' ,· ·. ·.·.- . 

Las composicion~s llh o Ui y Uh ouj está~ bien d~finida.S~Jasde~otaremos como Pi 
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y pj, respectivamente. De esta fórma nos quéda: . 

(kdf); •... ¡. 

Por otro lado: 
q 

(dkf)¡ •... ¡. 'E<-1)"u.((kfl; •... ~ •... ;. > 
.t=O 

( 
q ) (-1)0 1?0 (-l)r-lºr(/,., . . . . ) 'E T•oT•t " 0 Tt,.T 1&r•"T1&q 

r=l 

q-1 [•-1 ( . ) + (-1)'º• (-1)'º~ f. , .. A, • L L · r1o·~·r1,.r't,.••·r'1.···r'1q 
s=l r=O 

en la segunda igualdad, el primer. reglón corresponde as = O, el segundo y el tercer 
renglón corresponden a;l_::;; s·::;; q-: 1 y el cuarto renglón corresponde as = q. En 
este caso: · • · · 

ºª es la restricción de !Fu A en .!Fu; ... ; ; 
, . : ' .. •o· .. ,,, ... ,. o q 

º~ es .la restricción de !Fv .. A en .!Fu A . ; y, 
·· ,.,0 ... .,.,,.,.,,,., .. T",, •... .,.1¡-i 'o···•····•4 
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(]r es la restricción de §v • · en §u • 
- -rio···r1•·:·.,..¡,..,.1¡,. ..... .,.'iq io .. ·•····iq 

Además, las composiciones tienen sentido y de hecho si s. = j tenemos f!s o f!r = p, 
y (]8 o (]~ = p~ según la notación que hemos dado. Ahora;. tenemos: 

Ya evaluamos, ahora sumemos: 

(dkf + kdf)io···Íq. 

Queremos reducir la anterior suma que luce hosca, poco amigable. Podemos espe­
rar que sí haya cancelaciones pues ciertos términos se repiten pero con potencias 
de (-1) corridas. Resumimos en el Cuadro 4.1 cómo los índices s van condicio­
nando a los índices r en dkf y cómo los índices r condicionan a los índices s en 
kdf. 
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p' p 
s=O r= 1, ... , q 
s= 1 r=O r = 2, ... ,q 
s=2 r =O, 1 r = 3, ... ,q 
s = 3 r=0,1,2 1' = 4, ... ,q 

s=q- 1 r =O, ... , q - 2 r=q- 1,q 
s=q r =O, ... , r¡ - 1 

r=O s = 0,1, ... ,r¡ s=O 
r= 1 s= 1, ... ,q s =o, 1 
r=2 s = 2, ... ,q s=0,1,2 
r=3 s= 3, ... ,q s =O, 1, 2,3 

r=q s = q s =o, ... ,q 

Tabla 4.1: Relación de los índices 

Los sumandos se cancelaran cuando la pareja (s, r) aparezca en la parte 
superior e inferior de la tabla tanto de p1 como de p. Por lo que (dkf +kdf);0 .:.;. 

se reduce sustancialmente a la expresión siguiente: · 

+ (-l)q (<-1>q pq (l,:¡~ .. ·Tiq~I T~.,.J +:(-l)q+lp~ (lrio"·Tiq-1 riqT:¡)} 
Como 

y en general, 
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entonces todos los sumandbs excepto l~s extremos se cancelan. Hemos reducido 
nuestra suma a lo· siguiente: · 

Po. (f,~cir'io···r'i") 
(T

1f - Tf)io• 00 Íq 

Por lo tanto, la afirmación dk + kd = T
1 

- r queda probada y así r y r' son 
cocadeno-homotópicas. O 

Teorema 5. El morfismo r• : Hq ('lJ, .9') ~ Hq (1.1, §') no depende de r. 

Demostración. Sean T, T
1 dos aplicaciones de I en J tales que U¡ e V,¡ y U¡ e V,•¡j 

como T y r' son cocadeno-homotópicos según vimos en el Lema 2 entonces por el 
Lema 1 resulta r• = r 1

•• O 

De esta manera, si 1.1 es una cubierta más fina que 'lJ,· para todo. entero 
q?: O existe un morfismo canónico de Hq('lJ, $) en Hq(U, §')al que denotaremos 
a(U, 'lJ). . 

4. 6 Grupos de co homología. de un espo.cio X con 
110.lores en una. ga.uitla. .9' 

Decimos que U ::; 'lJ si U es más fino que 'lJ con lo cuál tenemos un orden parcial 
para la familia de cubiertas de X. Más aún, si U= {U;};e/ y 'lJ = {VibeJ son dos 
cubiertas de .-l:' entonces 2lJ = {U; n Vi}(i,j)E/xJ es una cubierta de X más fina 
que 1.1 y que 'lJ. 

No podemos garantizar que la familia de todas las cubiertas sea un conjunto 
pues no tenemos ninguna restricción que nos de control sobre todos los posibles 
conjuntos de índices. Para ello definimos una relación, decimos que dos cubiertas 
U y 'lJ son equivalentes si U :5 'lJ y 'lJ ::; U. Resulta que la colección de clases de 
cubiertas bajo esta relación sí es conjunto pues en cada clase podemos encontrar un 
representante cuyo conjunto de índices viva en el conjunto potencia del conjunto 
potencia del espacio en cuestión, es decir de P(P(X)), el cual sabemos que sí es 
conjunto. Guardemos nuestra atención en las clases de cubiertas definidas por 
la equivalencia descrita, tomándolas como conjunto de índices para formar un 
sistema { Hq (U,§'), a(U, 'U)} el cuál resulta ser un conjunto dirigido pues a(U, U) 
es la identidad y a(U, 'l!J) = a(U, 'lJ) o a('lJ, 'l!J). Por esto último, Hq(U, .9') es 
isomorfo a Hq('U, §) cuando 1.1 y 'lJ son equivalentes. Ahora podemos enunciar 
sin ambiguedad la siguiente definición. 

Definición 3. Llamamos q-ésimo grupo de cohomo/ogía de X con valores en §' al 
límite directo del sistema {Hq(U, §), a(U, 'lJ)}, al que denotamos Hq(X, §). 
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Con otras palabras, un elemento de Hq(/1:, §) es una pareja {U, x), donde x 
vive en Hq(U, §), bajo la relación donde dos parejas (U, x) y (QJ, y) son equiva­
lentes si existe una cubierta 2lJ más fina que ambas U y QJ tal que u(mJ,U)(x) = 
u(mJ, 'lJ)(y) en Hq('lIJ, §). 

De la construcción de límite directo (e/. Apéndice A) tenemos un morflsmo 
canónico Hq(U, $) --+ Hq(;'(, §) para toda cubierta de X. 

Proposición 23. Hº(/(, $) = r(,1:', §). 

Demostración. Es inmediato de la Proposición 21. o 

4.7 Morftsmos de ga'Uitla.s 

Sea <p : § --+ '.§ un morfismo de gavillas. Si U es un cubierta de X: definimos 
cp: Cq(U,§) --+ C9(U,'#) que a.todo! E C9(U,§) asocia el elemento ipf E 
Cq(U, W) definido por la fórmula (<pf) 8 = ip(/,). Tenemos la siguiente, cadena de 
igualdades: · · 

(.¡;o d$ ){f)(io, ..• , iq+i) 

Por lo anterior queda bien deflnido un fo'orfi~mo'cp~ :: · H9(U,§) --+ Hq(U,'#) 
como <pº (/) = <pf; Si U= {U;} es más fino que'll:J ~ {Vj }jeJ podemos fijarnos en 
el siguiente diagrama: · 

H9('JJ ~) . "'•' H;,(ll'.1 i1) 
"·:(u.~J) ! '.. .. ' . < ·! ;.,(~.mJ 

H9(U,§)--:--;- H9(ll:J, W). 
·. ' 'I' 

(4.1) 
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De la definición de <p. dicho diagrama conmuta, para mostrar ello sea 7 E Hq (QJ, $) 
y r : I --+ J una función que define a cr J y CI'§. Tenemos el siguiente desarrollo: 

cp·cry(f)(i0 , .. ., iq) 

tpfrio·••Tiq 

a'§(c.pf)(io, .. ., iq) 

a'§ o cpº(f)(i0 , .. .,iq). 

Por lo anterior, el diagrama conmuta y así, pasando al límite directo, tenemos 
un morfismo tpº : Hq(rY,$) --+ Hq(,Y,'d). Cuando q = O, <pº coincide con el 
morfisrno asociado a <p: r(.:t', .9') --t r(X, W) por definición de ip•. 

Los morfismos ip• gozan de las siguientes propiedades: 

cpº +!/J. = (cp + ¡/J)" ya que, 
(cp+¡/J)"(/) = cp + ¡/J)(f) 

= ip(f) + ¡/J(f) 

= ip(f) + ¡/J(f) 

= ip• (f) +!/J. (f). 
ip• o !/J. = (ip o ¡/J)" ya que, 

(ip o,¡,)"(/) = (cp o !/J)(f) 

= tp(¡/J(J)) 

= cp'(!/J(f)) 
=ip·o!/Jº(/) 

1 • = 1 ya que, 
1 ·(/) =7 

Además si $ = '.11 EB ~2 y rr; : $ --+ ~. donde i = 1, 2 es la proyección, 
entonces (rr1 e rr2)• : Hq(X, $) --+ Hq(X, 'd1) e Hq(X, ~2) es un isomorfismo. 

Sea $ una gavilla de .!#-módulos. Toda sección de .Id sobre X define un 
endomorfismo de$ y así de Hq(X, $) por lo que Hq(X, $) tiene estructura de 
módulo sobre el anillo de secciones globales de .rd. 

Sucesión exacta. de ga.'UiUa.s . 

Sea O -+ $ ~ '.! .!+. ~ -+ O una sucesión exacta de gavmai que i~d~c~: ds.iguiente 
sucesión exacta: ·::e· 

O __:._. C(U, $) ___:=_ C(U, ~.) ~ C(U;Jto); 
,, : ·: :- . . . .. ' ' ,~ '~\. . " 

donde !/J no es suprayectivaen general. (ej. Proposición 5 y el ejemplo que le sigue.) 
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Sea Co(U, .?ff'} la imagen de !/J, que es un subcornplejo de C(U, .?ff'}, llamemos 
H 0 (U, .?ff') a la cohornología asociada a C0 (U, .?ff'). Ahora; tenemos una sucesión 
exacta: 

O - C(U, !F) - C(U, ~) ____._ Co(U, &) - O. 

Proposición 24. La sucesión anterior da lugar a una sucesión exacta de cohomo­
/09ía: 

"'. d > > > > > .,,. > 

· · · - Hq(U, ~) - H8(U, .?ff') ~ W+,1J!-1•!'.) ~ H~+l (11, ff) - · .. 

Demostración. Veamos como definir d. P~tiriio~ de'Í;:¡, s~~esiÓ~ e~acta: 
, ~ ;. • >,"·- <J {' • :." )'.:-• • '' .,'._,t,,0·.";,~;;',-·i·\::.-.\,.·'.J~~~'..,;;',,:.'! ~,;:,, 

o~ c(u,§) ., '. ~d<ü;w{ ·' Cci(ii,':Jior ''·.o·•· 

que a nivel q, se ve '~0~6'~1~i~l~Ítt~ai~~a;¡¡;¡ c~rinÍ~f~fi~6/}l, 
: '., •'· '.; ~ ;,'.::.-..~ • • h • - ., ~ 

o .· "~11~1 ~ ·;~ '~jf ¡~t, ,; ,;)º1;~1~) ~o 
o-cq+i(~,§) ~cq+i(ü,ii) ,.¡;;+• óg+,~(1.1,&)-o 

d•+> ! 6•+ 1l , · a•+>! . 
cpq+2 ,¡,q+2 

o - cq+2(U, $) - Cq+2(U, 'if) - cg+2 (U, .?ff'} - o 

Tornarnos h E C8 (U, .Jff) tal que 8h = O, es decir, tiene sentido h E H8 (U, .Jff). 
Corno !/J es suprayectiva existe 9 E Cq(U,W) tal que !/1(9) =.h. Tenernos que 
ó(9) E KeriJ>q+l ya que O = 8(h) = a o 1/.>(9) = !/Jo ó(9)¡ .por exactitud existe un 
único f E Cq+l (U,$) tal que cp(f) = ó(9). 

Queremos que d(f) sea nulo y así tenga sentido decir 7 E Hq+l(U,§). Esto 
último en efecto sucede pues cpq+2(dq+l(J)) = óq+1(cpq+ 1 (J)) = óq+t oóq(o) =O y 
sabemos que cp es inyectiva. 

Nuestra intención es definir d(h} corno 7, para ello debemos notar que dicha 
asociación no depende ni de o ni de h. Veamos que no depende de 9, el caso de 
hes análogo y no lo incluiremos, supongamos que 91 y 92 viven en Cq(U, ~) con 
1/1(9¡} = !/1(92) = h, entonces 01 - 92 E Ker iJ> por lo que existe f' E Cq (U,$) tal 
que cp(f) = 91 - 02; por otro lado, 6(01), ó(92) y 6(01 - 02) E Ker!/Jq+l entonces 
existen /t y Í2 en Cq+1(U,$) tales que cp(f1) = ó(9¡} y cp(/2) = ó(92}, y por 
inyectividad de cp, d(f') = f¡ - h pues cp(d(f')) = cp(f1) - cp(/2) = ó(o1 - 02), de 
donde !1 - h E Imd por lo que 71 = 72 E Hq+1 (U,$). Por lo tanto, d está bien 
definida. 

Ahora que hemos definido d veamos que la sucesión de cohornología es exacta. 
Corno !/Jº o cp• = (!/Jo cp}º entonces Imcp• e Ker!/J•. Veamos que Ker'ljJº 

está contenido en Imcp•. Sea g E Hq(U,~} tal que !/J•(g) =O, es decir, !/J(g) vive 
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en Im aq-t e C8 (U, .JI!'). Entonces existe h E cr 1 (U, .JI!') tal que aq-t (h) = ,P(g) 
y a su vez existe g' E cq-t (U, \4) tal que ,¡,q-t (g') = h pues ¡jJ•- 1 es suprayectiva. 
Ahora, g -c5(g') E Kerl/J, pues l/J(g) - 1¡.(c5(g1)) = ¡jJ(g) -1/J(g) =O y por exactitud 
existe f E C•(U, .~) tal que .p(f) = g - c5(g'). Además tiene sentido 7 E Hq(U, $), 
ya que .p o i/{f) = ó o .p(f) = ó(g - ó(g'}) = O, pues ó(g) = O y c52 = O, y cp es 
inyectiva. Por otro lado. <.p{f) = g - J(a') implica que cp(f) = [j. Por lo tanto, 
Ker lf,•º = Im 9·. 

Veamos que Im ,¡;• = Ker d. 
Sea Ti E Hq(U,':9'), entonces cl(l/J'([j)) = d(,P(g)). Con la notación usada en 

la construcción de el vemos que g sirve corno representante en la preirnagen de ,Pg 
y corno g E Ker ó entonces cl(f) = O. Por lo tanto, Im ,¡,• e Ker d. Veamos ahora 
que Ker d e hu l/•º. Para ello sea h E C8 (U, .JI!') tal que 8(h) = O y d(h) = O. Si 
g E C•(U.(1) es tal que 1/J(g) = h tenemos que ó(g) =O ya que d(H) =O. Corno 
g E Ker J tiene sentido ,¡,· ([j), y este tiltirno no es otro que h mismo, por lo que 
Kerd e Im w'. 

Veamos que Im d = Ker <p". 
Sea h E C8 (U, .JI!') tal que 8(h) = O. Sean g E Cq(U, ':§) tal que ,P(g) = h 

y f E c•+ 1 (U,5') tal que 9(f) = c5(g) entonces cl(h) = f y <p"(f) = c5g =O 
pues J(g) E Irn c5. Ahora, sea f E cq+t (U,§) tal que d(f) = O y cp"(f) = O, 
es decir, cp(f) E Im ó, por esto tiltirno existe g E e• (U,!#) tal que c5(g) = cp(f) 
y así 1/J(g) E C8(U,.JI!') y corno a o ¡/J(g) = ,¡,o c5(g) = ,¡,o cp(g) = O entonces 
,P(g) E H8(U,X) y así d(l/J(g)). 

Con esto tiltimo terminamos la demostración. O 

Sean U= {U¡};er y 'lJ = {Vj}jeJ dos cubiertas abiertas y r: J--+ J un 
modismo tal que U; e Vr;, es decir, U es un refinamiento de 'lJ. Entonces con la 
notación de la proposición anterior, el siguiente diagrama conmuta: 

Veamos porqué conmuta. Sea f E C•(!l:J, $)entonces rocp(f)(io, ... , ip) = 'PÍrio; .. ,;, 
que a su vez es igual a cp(/r;0 ... r;.) = cpor(io, ... , ip)· Esto demuestra que el primer 
cuadrado conmuta y el segundo también lo hace por razones análogas. Se sigue 
que r( C8 ('lJ, X)) e C8 (U, .JI!') entonces queda definido: 

r*: H8('!1,..Jt")--+ H8(U,X) 

De esta forma obtenemos morfismos canónicos u(U, !l:J) = H8('J1, .Yt') --+ 
H8 (U, .Yt'). Por todo lo anterior, podemos definir H8 (,1', .n') como el límite directo 
del sistema (H8(U, X), u(U, QJ)). 

Como se puede ver en el Apéndice A, el límite directo de sucesiones exactas 
es una sucesión exacta, y así, tenemos probada la siguiente proposición. 
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Proposición 25. La sucesión, 

es exacta. 

o 

La inclusión Có (U, .Yt') ~ Cq (U, Jff) induce un morfisrno i~ : H8 (,Y, .Yt') ~ 
Hq(r'.:,.Yt'). , .. , . 

Proposición 26. El morfismo Hg(,Y,Jff) ~ Hq(X,~) esbil/ecti~o c~ando q =O 
y es inyectivo cuando q =l. · · .·.-·'.:o~'': ': •.. -.<:·., .:· 

;~. ·~: .. ,,,!·:: > - " 

Antes estudiemos un lema previo. ·· · <·:_;., · ; ; ,, .. 

Lema 3. Sea 'lJ = {Vj}jeJ una cubierta de X. Para cada h.E C0 (iU,.7t') eiiste 
una cubierta U= {U;};e/ más fina que 'l1 (digamos r: I '--:-+ J donde U¡ C VT;) 
tal que rh E C8 (U, Jff). · 

Demostración. Sea h E Cº (23, .Yt'). Sabemos que 1" es suprayectivo como morfismo 
de gavillas; dicha propiedad se hereda a los morfismos en los tallos pero no nece­
sariamente a nivel secciones, he aquí la dificultad para que h viva en C8(<:0, Jff). 
Como 1" es suprayectiva en cada tallo, entonces para toda x E V;, para cada V¡ E 'l:J, 
existe una vecindad llx,i tal que existe g¡ E r(U,,,;, Jff) que cumple !/Ju; (g;) = h; 
sobre U,,,;. Tomemos la cubierta U= {U,,,;nVi }(z,i,jJeXxJxJ y r: X x J x J --:-+ J 
la proyección en la última coordenada, este rnorfismo hace a U más fino que !U 
pues claramente U,,,;nVi e Vi. Entonces por construcción rh E C8(U, Jff), ya que 
las secciones que define trabajan sobre abiertos donde las secciones de h tienen 
preimagen bajo !/J. O 

Demostración de la Proposición 26. Primero el caso q = l. Sea 7 E HJ(X,X) 
tal que i" (7) = O, esto es, existe una cubierta U, una cocadena f E C 1 (X, .Yt') y 
g E Cº(,Y,.Yt') tal que festa en la clase de 7 y 8(9) =f. A dicha g E Cº(X,X) 
le aplicamos el lema anterior, y así obtenernos una cubierta !U más fina que U, 
digamos mediante una función r, tal que rg E C8(!U, Jff). Entonces, 8(rg) = 
r(8g) = r(f). Como rf también vive en la clase f, acabamos de probar que 
7 = O. Por lo tanto, iº es inyectiva para q = l. 

Veamos que H8(X,.Yt') ~ Hº(X,.Yt') es biyectivo. Sea h. E Hº(X,.Yt') y 
h E C°(Ur,.Yt') representante de h, por el Lema 3 existe 'lJJ una cubierta y un 
morfismo r : J --:-+ I que hace a !UJ más fina que U¡ tal que rh E C8('lJJ, .Yt'), 
tenemos que h y rh viven en la misma clase 7i, entonces rh E H8(X, Jff) es 
preimagen de h. Por lo tanto, ¡• es sobreyectiva para q = O. 

Sea h E H8(X, Jff) tal que ¡• (h) = O, entonces es la sección global cero. Por 
lo tanto, i" es biyectiva para q = O. O 
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Como el núcleo de la composición H 1(:1:',fi) ~ HJ (,1.', .n") ~ Hl(,1.',.n") 
es Ker ,µ• pues i' es inyectiva, entonces tenemos el siguiente resultado. 

Corolario 6. La sucesión, 

es exacta. 

Demostración. Se sigue de las PÍ-op¿sició~es 25 y 26. 

Corolario 1. Si H 1(,Y, $)=~entonces r(X,!1) --tT(X,.Jí") es suprayectiva. 

Demostración. Por el corolario anterior y la Proposición 21. 

4. 9 Sucesión exacta de go:uiltas cuando X es 
paro.compacto 

o 

o 

Recordemos que un espacio topológico Hausdorff es paracompacto si para cada 
cubierta existe una cubierta más fina que localmente sea finita, es decir, dado un 
punto x E X sólo un número finito de abiertos del refinamiento cubren a x.1 

Proposición 27. Cuando X es paracompacto el morfismo canónico HJ(X,.n') --t 
Hq(,1.', $) es biyectivo para toda q;::: O. 

La prueba se sigue del siguiente lema, análogo al Lema 3: 

Lema 4. Sea 'lJ = {Vi }jeJ una cubierta y sea f E Cq('lJ, .n"). Existe una cubierta 
U= {U¡};ef y una aplicación T: I---t J tal que U; C Vr; y que Tf E CJ(U,.Jí"). 

Demostración. Como X es paracompacto podemos asumir que 'lJ es localmente 
finita . .-\demás, usando que ,y es normal, existe una cubierta 2lJ = {Wj }jeJ tal 
que Wi e Vi. (Tomamos x E X, existe sólo un número finito de elementos de 'lJ 
que lo cubren, digamos V,,,¡, .. ., Vx,n• para los cerrados {x} y v;,i existen abiertos 
U,,,; y W,,,; tal que Vi,; CU,,,;, x E W,,,; y U,,,; n W,,,; = 0, de donde U,, n W,, = 0. 
Definimos W,, = nW,,,¡, que es una intersección finita, y así queda construida 
una tal cubierta 2lJ salvo por el conjunto de índices que tomando refinamientos se 
arregla.) 

Para todo x E X, escogemos una vecindad abierta U,, de x tal que: 
1 .Algunos autores prefieren definir paracompacto solamente con la propiedad del refinamiento 

localmente finito, sin pedir la propiedad de ser Hausdorff. 
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(a) Si X E Vj (resp. X E Wj), se tiene U., e Vj (resp. U., e Wj). 

(b) Si U., n Wj t= o, se tiene U., e Vi. 

(e) Si x E Vio .. ·i, existe una sección g de'§ sobre U., tal que 1/J(g) = fj0 ... j~ sobre 
u •. 
La cubierta 2lJ cumple con los incisos (a) y (b) pero no necesariamente con 

el inciso (c), dicho inciso (c) es el que más incumbe a nuestra Proposición 27. El 
morfismo !/! es suprayectivo, lo cual quiere decir que t/Jz el morfismo inducido a 
nivel tallo es suprayectivo de donde existen una vecindad. A. de x E Vio···i. y 
g E r(A,, 11) tal que l/J.,1, (g) = Íio···i, sobre A,,. Entonces tomando U., = W., nA., 
obtenemos una cubierta U= {U, }ze.\' que cumple con los tres incisos. 

Ahora, para todo x E ,y escogemos TX E J tal que x E Un, de manera que 
tenemos un morfismo T : X ._ J. 

Afirmamos que T f E e;: (U, .Jt'). 
Recordemos que (T f), 0 ... ., = oUrro···rr,) donde u: .Jt"v .. 0 ...... ._ .Jffl.t.0 ...... 

Si U,, 0 ••. ._ = 0 entonces T fe C;f (U, .Jlf'). En otro caso U.,0 nu.,. f= 0 para O!': k $.q. 
Por construcción U,,. e vV,,, .. entonces U, 0 n Wn, f= 0 por lo que U,,0 C Vrx•; Por 
el inciso (b} del Lema 4 concluimos que U,, 0 e V,,, 0 n· · ·nVrx,, y así xo .E Vrzo···rz, 
y por (c) del Lema 4 existe g E C•(U, .Jt") tal que 1/l(g) = frzo···rz, en U.,0 , con 
mayor razón sobre U,, 0 .•• .,,. O 

Demostración de la Proposición 27. Es similar a la demostración de la Proposi­
ción 26, pues de hecho el problema era encontrar un resultado análogo al Lema 3 
cuando q;::: 1, la paracompacidad nos lo permitió. O 

Corolario 8. Si ,y es paracompacto, se tiene una sucesión exacta.: 

El operador d definido como la composición de la inversa del isornórfis.mo . de 
H:J (X, .Jt") en H 0 (X, .JI:") y el operador d · antiguo. 

o 
A la sucesión anterior se llama sucesión exacta de cohomología definida por 

la sucesión exacta de gavillas O -¡. .!F ~ <§ ~ .Jt" -¡. O dada. 
Hemos pedido que X sea paracompacto, con más generalidad la sucesión 

exacta de cohomología vale en cada ocasión que podamos probar un isomorfismo 
de Hó(X,.Jt") en H•(X,.Jt"). 2 

2 A. Grothendieck mostró que la categoría de gavillas tiene suficientes objetos inyectivos, lo 
cual pennite definir los grupos de cohomología como funtores derivados. Debido a dicho trabajo 
ya no hay necesidad de utilizar el procedimiento de Ceck, que sin ser el más general es el más 
cómodo. 
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4.10 Cohomología de un subespacio cerrado 

Sea§ una gavilla sobre el espacio X. Dado un subespacio Y de X definimos en 
la sección 2.2 §(Y) la gavilla inducida por § en Y. 

Si U = {U¡} iE/ es una cubierta de ,y entonces U' = {U;nY};e1 es una cubierta 
de Y, llamamos u: = U¡nY; si f¡0 ... ., es una sección de$ sobre U;0 ••• ¡., entonces su 
restricción 1:0 ••• ¡, en U/0 ••• ¡, = U/0 n · · · nu;. es una sección de §(Y) sobre Uj

0 
••• ¡.· 

Lo que acabamos de describir es un morfismo u: C(U,§)--+ C(U',§(Y)) que 
conmuta con d. Verifiquemos esto último, dibujemos el diagrama: 

Veamos que el diagrama conmuta: 

fl (I:(-I)if!J (!, 0 ••• ~r·· i•+•}) 
J=O 

q+l 

L::(-l)Í ej (1,o···~r·· '•+l) 
}=O 

I:(-l)Í (!J (1:0•··~¡-·• iq+I) 
J=O 

d (1:0···~;-·· •• +I) 
d (u (/io···i,+1)) 
d 0 uUlio···•.+• 

Entonces queda bien definido u·: Hq(U,§) --t Hq(U',§(Y)). Si U< 'lJ 
entonces U' < 'lJ' y además u· o u(U, 'lJ) = a(U', 'U') o u· por lo que pasando al 
límite queda definido un morfismo u·: Hq(X,$)--+ Hq(Y,§(Y)). 

Proposición 28. Supongamos que Y es cerrado en X y que§ es nula fuera de Y. 
Entonces u•: Hq(X,§) --t Hq(Y,§(Y)) es biyectiva para toda q;:::: O. 

Demostración. Toda cubierta 2lJ = {W¡}¡e1 de Y es de la forma U' donde U es 
una cubierta de,\'. (Por ejemplo, U¡= W¡ u (X - Y).) 

Para toda cubierta U de ,y tenemos una biyección Cq (U,$) --t Cq (U', Ji"(Y)) 
aplicando la Proposición i a U¡0 ••• ¡., Uj

0 
••• ¡ y la gavilla$. Lo anterior es suficiente 

para que g• sea biyectivo. • O 
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Aplicando la proposición anterior a una gavilla 'll sobre Y junto con r¿¡x 
su prolongación a;\:' por cero, tenemos Hq(Y,<.ff) = Hq(;'<,'llx) para toda q;:::: O. 
Dicho de otra manera identificar 'll y 'llx es compatible con la asociación de grupos 
de cohomología. 



Capítulo 5 

Comparación de grupos de cohomología 
de cubiertas diferentes 

En este capítulo se intenta dar una respuesta a la pregunta ¿qué condiciones hay 
que pedir a una cubierta U de un espacio topológico X para que dada una gavilla 
.:;; sobre,[' tengamos H"{U, .9") = H"(;l', §) para toda n ;::: O? 

Para ello necesitamos comparar los grupos de cohomología definidos por cu­
biertas distintas, en especial cuando una es más fina que la otra. 

Necesitamos de complejos dobles. 

5.1 Comptejos dobtes 

Un complejo doble es un grupo abeliano bigraduado, 

K =·L::J(P·q, 

p~O 
q~o· 

dotado con dos endociorfismos,' ~í éiperador 'ho~izontal d' q\le mapea KM en 
[(P+l,q' y' el operador~ verUciil d"'que mapea /(M eri [(M+·~. Pedimos que di-
chos operadores satisfagan:1< i/•"••,•1: .. ;,.. \' ": :, . • • 

.. ~.(- '. ··,· . -

d';~ ~I ;fo'.d'!o'd".= O é o d" + d" o d' =O. 
- - • ;. '-·' l- --- ~--- :-:_-· ' - . --- ~ - - --- ' -- - - -

.-~- ::-.;:;1-';\··-~--',' ~: ,. ·:~ · :; 

Podemos,di~uJarial }prr!i'ilejo.K,;~n :.el siguiente diagrama, que no estamos 
-- '.;~ ~~:·~~ ;;,., ,_,, . ":J;·. ~ "2\_;_ .!/ ~ ¡ 

53 
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_- -. ·:, ,,··,:·· .- . ·: ', ;·: :. : 

pidiendo sea conmutati~o, sino que co~~uta sal~o el signo: . 
' »••:' • • l :<, > 'r'l!~ ¡ .: 1-'<,', ,. , • '_. ~ : • ', -•,~ "''"' :''"" •:'." • :• r• '<., ~- <' ' , , ' ,· ' •' • 

... ¡. ;~. ; .. ¡)' ~. ;~F'',' ;.¡ , 
Kº•ª ~ [(1,3. - [(2,3 ~ [(3,3 - ... 

d"l · d; \ ,d"l : ,¡} ~":l · J d"t . d' ··. . 
'/(0,2 - J(l,2 ._[(2,2 -·[(3,2 - ... 

d.;¡ ·· d' d'; 1 · d' . d.i l . . 5'.' dq ~. 
[(0,1 - [(1,1 - !(2,1 '---:-+ [(3,1 - •.. 

et" t d'.' i ( t . > d'' t 
. 1 d' d' .· .1 ·e·; d'-J. .I d' 

Kº:º - J(l,O - [(2,0-:-:- [(3,0 - ••• 

A un elemento de KM le decimos bihomogeneo de bigrado (p, q) con grado 
total p+ q. Definimos d = d' + d", con el cu'al obtenemos: 

Kº·º ..!!t Kº·I EB J(l,O ~ ... ~ EB J(M ~ ••. 

p+q=n 

que cumple do d = O, se sigue de las propiedades de d' y d". Tenemos un complejo 
de cadenas al considerar en cada nivel n el grupo libre abeliano generado por los 
elementos con grado total n junto con el operador d. Denotamos los grupos de 
cohomología asociados a (K, d) como Hn(I(), n denotando el grado total. 

Como d' es compatible con la bigraduación de K, podemos tomar los grupos 
de cohomología de (K, d') (para cada q corriendo p en las componentes [(P·q) a 
los que denotamos como Hr·q (K). Por ejemplo, tenemos el complejo (KP• 1 , d'): 

Análogamente se define Hf¡q(K), ahora con d". 
Denotamos como KJ1 al subgrupo de Kº·q formado por los elementos x tales 

que d'(x) =O y ponemos K11 = $'if°=0 KJ1. De igual forma, denotam.os como Kr al 
subgrupo de KP·º formado por aquellos elementos donde d" se anula, y ponemos 
K1 = $~0Kr, Por definición, tenemos: 

KJ1 = H?•q(K) 

Kf = Hf¡º(K} 

Tenemos que Ku es un subcomplejo de'K,' el operador d coincide con d" 
sobre Ku, pues si x E K11 entonces d(x) =O+ d"(x}. Similarmente, K1 es un 
subcomplejo de K y el operador d coincide con d', sobre K1. 
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Proposición 29. Si Hf'q(K) = O para p > O y q ~ O, entonces la inclusión i : 
Ku ~ K define una biyección de Hn(K11) sobre Hn(K) para todo n ~O. 

Demostración. Sea x E K11 tal que d"(x) =O, es decir, x es un q-cociclo de K11, 
entonces d(x) = d'(x) + d"(x) =O+ O, de donde x es un q-cociclo de K que tiene 
grado total q + O. Entonces queda bien definido un morfismo i• : Hq (!< 11 ) ~ 
Hq(K). 

Veamos que es inyectivo. 
Sea x E K11 tal que d"(x) =O. Supongamos que i•(x) =O, entonces existe 

y en las componentes de K de grado total q - 1 tal que d(y) = x, es decir, 
d'(y) + d"(y) = x. Como x E Kº·q entonces necesariamente d'(y) = O, por lo que 
y E Kf/ 1 y así x =O en Hq(Ku). Por lo tanto, iº es inyectiva. 

Veamos que es suprayectiva. . 
Sea y= (yo,y 1, ... ,yn) E Kº·n $ K 1·n-l $ ... $ Kn,o tal que d(y) ='0, es 

decir y E Hn(J(). Como d(y) = O entonces d'(Yn) = O y así, Yn es un cocido del 
complejo: · 

I<º·1 ~ Ki,1 ~ K2,1 ~ /(3,t ~: • • , 

como por hipótesis H;'•º(J<) =O entonces existe Xn E Kn-l,O tal que d'(xn). = Yn· 
Consideramos Yn-l - d"(xn), quien cumple: 

d'(Yn-1 - d"(xn)) 
··" ' 

d'(Yn-1) - d'(d''(xn)) 

d'(Yn-d + d"(d'(x~)) 
d'(Yn-1) + d"(!Ín) 
o 

pues d"+d"od' =O y d(y) =O. Entonces Yn- 1-d"(xn) es un cocido de K"• 1 y como 
por hipótesis H;'- 1

'
1(K) =O existe Xn-1 E K"-2•1 tal que d'(xn-1) = Yn-1 -

d"(xn). Ahora consideramos Yn-1 - d"(xn-i) quien de nuevo es un cociclo, en el 
complejo horizontal correspondiente. Continuamos de esta manera, construyendo 
una familia X = (x¡. X2' ... , Xn-1 • Xn) E J(O,n-1 $ [(l,n-2 $ ... $ Kn-2,I Ell Kn-1,0 

tal que d'(x;) =y; - d"(xi+¡) para i < n y d'(xn) = Yn· Entonces, 

y - d(x) (yo,y¡, ... ,yn) -d(x1,X2, ... ,Xn-1,Xn) 

(yo, y¡, ... , Yn) 

-(d11 (x1 ), d'(x¡) + d11 (x2), ... ,d'(x,,_¡) + d"(x,,), d'(xn)) 

(yo, YI, .. ., Yn) 
-(d"(x¡), y¡ - d11 (x2) + d11 (x2), ... , Yn-1 - d"(xn) +;d"(xn), y,,) 
(Yo -d"(xi),O, ... ,O). ~' ,·· 

Lo anterior nos dice que (yo,.,., ~n) y (y~ ".; ,d"(x1); o; '·;iO~ ~on coli~;¿lo~os.~Yor 
otro lado, Yo - d"(x¡} es un coc1clo de Kupue~ d'(Yo\7 d'.:(x¡)) =:=:,O•y.d"(yo -
d"(x1)) =O, entonces i(yo - d"(x¡)) = (Yo:.... d"(x1),0, ... ,0) es la preimagen 
buscada. Por lo tanto, i" es suprayectiva. · · D 
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5.2 Complejo doble deftnido por dos cubiertas 

Sean U= {U;};ei y 'l'.1 = {Vj}jEJ dos cubiertas de X. Si s es un p-simplejo de 
S(I) y s' es un q-simplejo de S(J), denotamos por m. a la cubierta de U, formada 
por los abiertos U, n Vi, corriendo j E J; y denotamos por u •. a la cubierta de v •. 
formada por los abiertos U; n V,., corriendo i en l. 

Si $es una gavilla sobre ,Y, definimos el complejo doble C(U, 'l'.J; $) como 
ffip,qCp,q(U, 'lJ; §)donde Cp,q(U, 'lJ; §) = fl r(U, nv •. , §),el producto corriendo 
sobre todas las parejas (s, s') dondes es un p-simplejo de S(I) y s' es un q-simplejo 
de S(J). 

Un elemento f E CP·q(U, 'l'.1; §) es un sistema(! •.•• ) de secciones de§ sobre 
los u. n v •.. 

Por definición de U,• y de CP(U,., §) podemos identificar Cp,q(U, 'l'.1; .9') con 
TI •. CP(U,•, §), el producto sobre los q-simplejos de S(J). Entonces para definir 
un operador cofrontera de Cp,q(U, 'lJ; $) en CP+l,q(U, 'l'.1; $) basta dar un opera­
dor frontera en cada pata, lo cuál es el caso, para cada s' tenemos un operador 
cofrontera d: C''(U,•,.9°) - CP+ 1 (U,.,§), a saber, el que construimos en la 
Sección 4.3; entonces se tiene un morfismo: 

definido como: 

p+I 

(du/);o .. ·i,+1,jo .. ·i• = L(-l)k BkU¡0 ... ,'!, ••. ¡,+1,io•"i•) 
k=O 

donde Bk es el morfismo restricción definido por la inclusión de U;0 ... ;,+i n Vio···i. 
en U;

0 
... ,";, ... ;,+,nv, .... ; •. Análogamente, se tiene: 

definido como: 

Es claro que du o du = 0,d<JJ o d<JJ = O y du o d<JJ = d<JJ o du pues dichos 
morfismos en cada pata satisfacen lo anterior.( Cf. Sección 4.3.) 

Dotamos a C(U, 'l'.1; .9') de una estructura de complejo doble poniendo como 
operador horizontal a du y como operador vértical a (-l)Pd'lJ. Aplicamos lo hecho 
y dicho en la sección anterior a C(U, 'l'.1; $). Ahora denotamos por Hn(U, 'l'.1; $), 
Hf'q {ll, 'l'.J; §), Hf¡q (ll, 'lJ; $)' e I (U, !21; $) y e[/ (U, !U;$) a lo que corresponde 
a Hn(K), Hf'q, Hf¡q(K), K¡ y K11 respectivamente. 

Como se dijo, CP·q(ll, 'l'.1; $) = n .. CP(U,·' $) y así tenemos el siguiente 
resultado. 
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Proposición 30. El grupo Hf'9 (U,'lJ;§) es isomorfo a IJ., HP(U.•,.9°), el pro­
ducto corriendo entre los q-simplejos s' de S(J). En particular, CJ1(U, 'lJ; §) = 
H~'q(U, 'lJ; $) es isomorfo a fl,, Hº(U.,, .9") = C9('lJ, §). . . 

,O 

Denotamos por i" al isomorfismo canónico C('lJ, _91;) ~ C(U,!U; §) definido 
como: 

(i" flio.jo .. ·i. = Uio Uio···i.) 

donde {}¡0 es la restricción definida por la inclusión de U;0 n Vio···i~. : ··. ' 
Análogamente, Hf¡q (U, 'lJ; _91;) e! IJ. H 9 (V,,§) corriendo s ím los p-simplejos 

de S(I). Y se tiene un morfismo i' : C(U, $) ~ Cr(U, 'lJ; $) definido comO: 

(i' fl¡o .. ·ip,jo = {!jo (f;o .. •ip) 

donde {!jo es la restricción definida por la inclusión de U;0 ... ;p n V;0 en U;0 ... ¡ •. 

5.3 Aplica.cion.es 

Mantenemos la notación de la sección anterior. 

Proposición 31. Supongamos que HP(U,;, §) = O para todo s' y todo p > ·o. 
Entonces el morfismo Hn('lJ, .9") ~ Hn(U, 'lJ; _91;) definido por i 11 es biyectivo 
paran;::: O. 

Demostración. Por la Proposición 30 Hf•q (U, 'lJ; $) = O para p > O y q ;::: O, -
entonces el resultado buscado se sigue de la Proposición 29. O 

La anterior proposición dice que si HP(U,., _91;) = O entonces la información 
cohomológica que aporta U a Hn(u, 'lJ; $) ya está contenida en la información 
que aporta 'lJ. Se antoja que si 'lJ es más fina que U entonces U no aporte más 
información de la que aporte 'lJ. 

Proposición 32. Supongamos que la cubierta 'lJ es más fina que la cubierta U. 
Entonces i" : Hn('lJ, _91;) ~ H"(U, 'lJ; §) es biyectivo paran ;::: O. 

Antes de dar la prueba veamos un lema que necesitaremos. 

Lema 5. Sea 2lJ = {W¡};er una cubierta de un espacio Y, y sea $ una gavilla 
sobre Y. Si existe i E I tal que W; = Y, entonces HP(2lJ, _91;) = O para p > O. 

Demostración. Sea 2!1' = {Y} la cubierta de Y que consiste sólo de Y, entonces W 
es más fina que }V' y por la hipótesis hecha sobre W, también W' es más fina que 
W. Por lo tanto, HP('lJJ, _91;) = HP(2lJ', _91;), pero esta última es cero para p > O 
por lo dicho en el Corolario 5. O 
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Demostración de la Proposición 32. Aplicando el Lema 5 a 2lJ = u •. y Y = v •. 
(V,. es cubierto por 2lJ ya que 'lJ < U), tenemos HP(U,•,.9°) =O para p > O, 
entonces por la Proposición 31, el modismo i": H"('JJ,.9')--+ H"(U,'lJ;.9') es 
biyectivo para n ;:::: O. O 

Proposición 33. Afás 111in, para la proposición anterior el morfismo (i'')- 1 o i' : 
H"(U,.9') --+ H"('lJ,.9') no es otra que a('l'.1,11), definido al final de la Sec­
ción 4.5. 

Demostración. Para comprobar que lo dicho sucede sea r : J --+ I tal que 
Vi e Ur i (es decir, r hace más fina a 'lJ respecto a U). Como por la Proposi­
ción 32 el morfismo i" es biycctivo, basta probar que los cociclos i'(f) e i"(r !) 
son cohomólogos en C(U, 'lJ; .;}r), donde f es un cociclo. 

Para todo entero p, O :S p :S n - 1, definimos gP E CP,n-p-l(U, 'lJ;.9') me­
diante la fórmula: 

gfo ... ;,,.jo"•in-p-1 = flp(fío···i,,rjo••.•rj"_,,_,) 

donde {]pes el morfismo restricción definido por la inclusión de U;0 ... ;, nVj0 ... i•-•-• 
en Uio···i,,rjo···Tin-p-1' 

Calculemos d"(gº), digamos evaluando (io,io · · · in-1): 

(d" (gº)) io,jo .. ·i·-• ((-l)ºdm(gº)) io 0.io·"in.:.1 

(-1)º(dm(uº))¡
0

,;0 .. ,1._1 
· 

recuérdese que: 

n 

(-1)0 EC-l)hgh(9? . A • ) 
h=O •o.Jo .. •Jta ... Jn 

n 

(-l)º L(-l)hfJh(fJoU¡o,rio"·T3h"'Tin )), 
h=O 

iJh:: 9'U¡~nvio··;i~.· .. Jn ·~ ~U¡·0-~VJo··:!n 
(Jo: .:F'u . A --t .:F'u; nv. A • • 

. ~ ··~ i" · io,do··,:.~1.1a·::-rJn ° IO"''"'.''Jn 

Llamamos IJ~ a IJ~ o {]o; Entonces: 

(d". o )' .-. : . 
(g ) .io.Jo·"in-1 

Como I es.un n-cociclo enlences: 

Q (du(f))¡ÓTJ~ ... ;j •. 
, -· - , n·,; 

=; (}~(/rjo·;•rj.) +•¿(:...1)h+11JhCJ. '. ~ . ) 
. h=O- - .', JoTJo···T)h''"TJn 
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por lo que: 

y así: 

te: 

uoUrio···rin) 

!!o{(T f);o .. ·in) 

(i"(r/))¡o.io···in · 

Por lo tanto, d" (gº) = i" ( T !) . i\Iediante calculos análogos tenemos lo siguien-

d"(gº) = i"(rf), ... ,d"(gP) = d'(gP-1), ... ,d'(gn-l) = (-l)ni'(f) 

de donde d(gº - g 1 + · · · + (-l)n-lgn-l) = i"(r !) -i'(J), por lo que i"(r !) e i'(f) 
son cohomólogos. O 

Proposición 34. Supongamos que Q'.J es más fino que .U y que Hq('!J., §) = O para 
todos y todo q >O. Entonces, el morfismo u(QJ,.U): Hn(.U,§) ~ Hn(Q'.1,§) es 
biyectivo para toda n 2: O. 

Demostración. Aplicamos la Proposición 31 intercambiando .U por '!J, de donde 
i': Hn(<JJ,§) ~ H"(.U,'13;5') es biyectivo. Entoncesi por la Proposición 33 
(i")- 1 o i' = u(<JJ,U) es biyectivo. O 

Teorema 6. Sea X un espacio topológico, .U = {U;}¡e1 una cubierta de X y§ una 
gavilla sobre ,\'. Supongamos que existe una familia '13°, a E A, de cubiertas de 
X que cumplen: 

1. Para toda cubierta 2lJ de ,y, existe un a E A tal que Q'.1° es más fina que 2ll. 
{Es decir, una familia de cubiertas arbitrariamente finas.) 

2. Para cada a E A y todo simplejo s de S(l) se tiene Hq('1J':, .9') =o; donde 
q > O. (En la Sección 5.2 definimos Q'.1': = {U, n V;IU, E U, V; E '!Jº} que es 
una cubierta de U;.) · · 

Entonces u(.U): Hn(.U,§) ~ Hn(X,5') es biyectivo para todo n;::: O. 

Observación 2. Este resultado no nos caracteriza a las cubiertas .U tales que u(.U) : 
H"(.U,§) ~ H"(X,.9") es biyectivo. Necesitamos un poco más, necesitamos la 
familia '!Jº que esté íntimamente relacionada con la cubierta .U, esta relación es la 
que se expresa en el inciso 2. 

Demostración del Teorema 6. Podemos suponer que cada Q'.1° es más fina que .U 
por la condición del inciso l. Entonces por la Proposición 34 el morfismo u('1J0

, .U) : 
Hn(U,§) ~ Hn('!Jº,.9") es biyectivo para toda n;::: O. Como las cubiertas Q'.1° 
son arbitrariamente finas entonces H"(X, 5') es el límite directo de Hn(Q'.1°, §). 
Entonces u(U) es biyección, pues es el límite directo de los u('lJº, .U). O 
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Capítulo 6 

Variedades algebraicas 

Ahora verteremos la teoría de gavillas en el estudio de variedades algebraicas. 
Durante lo que resta de este escrito, k denota un campo algebraicamente cerrado de 
cualquier característica. Se supone que el lector está familiarizado con el concepto 
de localización de anillos y módulos, así como sus propiedades más importantes. 
Para consultar a cerca de éste tema se sugiere el excelente texto de Matsumura 
([Mat89]). 

6 .1 Espa.cios noetheria.nos 

Decimos que un espacio topológico ,l' es de Noether o noetheriano si toda sucesión 
decreciente de subespacios cerrados de ,{' se estaciona. Es decir, si tomamos C 1 :::> 
C 2 :::> ···,donde C; es cerrado en,"\:', entonces existe un natural n tal que Cn =Cm 
para toda rn ;:: n. Una manera de decir lo anterior es que el conjunto de todos los 
subespacios cerrados de ,y verifica la condición minimal. 

Decimos que un espacio topológico es casicompacto 1 si toda cubierta U de ,l' 
tiene una subcubierta finita. 

Proposición 35. 

(a) Si ,\' es noetheriano entonces es casicompacto. 

(b) Si,\' es noetheriano entonces todo subespacio de X también lo es. 

(e) Si ,y es la unión finita de subespacios noetherianos Y;, entonces X mismo 
es de Noether. 

Demostroción. 

(a) Si tenemos una cubierta de ,y podemos formar una cadenaU;0 e Uio UU;, e 
· · ·U;0 U U;, U··· U U;. e · · • con los elementos de la cubierta, tomando 
los complementos obtenemos una cadena de cerrados que por hipótesis se 
estaciona, a saber, Ufo e (U;0 u U; 1 )º e · · · (U;0 u U,, u··· U U;.) 0 e · · ·. Por 
ser cubierta, tenemos 0 = (UU;)º de donde en la cadena de cerrados existe un 

1 El énfasis que se da con casi es porque no pedimos que el espacio sea Hausdorff. 

61 
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eslabón a partir del cual todos los eslabones son el conjunto vacío, digamos 
(U;0 UU; 1 U··· UU;.)c = 0. Por lo tanto, U;0 UU; 1 U··· UU;• = ,1:' y así ,1:' es 
casicompacto. 

(b) Sea Y un subespacio de ,1:' y C1 :::> C2 :::> C3 :::> ···,donde C; es cerrado en Y, 
entonces tenemos una cadena e¡ :::> c~ :::> c~ :::> ••• ' donde c: es cerrado en 
,y y C; = e¡ n Y; como X es de Noether entonces dicha cadena se estaciona 
en ,1:' lo cual hace que se estacione en Y. 

(c) Sea C 1 :::> C 2 :::> C3 :::> • • ·, donde C, es cerrado en ,1:', entonr.es tenemos las 
cadenas inducidas C 1 n Y; :::> C2 n Y; :::> C3 n Y; :::> • • ·, donde Ci n Y; es 
cerrado en Y;, entonces por hipótesis se estaciona digamos en n;, como son 
un número finito podemos tomar n el má.ximo de las n 1 y así, la cadena 
original se estaciona a partir de esta n. 

o 
Un espacio topológico ,y se dice irreducible si cada vez que X= YUZ donde 

Y y Z son subespacios cerrados de,[', entonces Y= ,y ó Z = ,['. Lo anterior es 
equivalente a que la intersección de dos abiertos no nulos es no vacía. 

Proposición 36. Cualquier subconjunto cerrado de un espacio topo/6gico de Noether 
puede ser escrito como unión de un número finito de cerrados irreducibles. 

Demostración. Sea F = {VIV es cerrado y no se expresa como unión finita de irreducibles}. 
Si F # 0, existe elemento mínimo W (puesto que nuestro espacio es de Noether, 
y aplicando Zorn). Entonces vV es reducible, W = V¡ u V2 , donde V¡ e;; W y cerra-
dos; V; <l. F para no contradecir la minimalidad de vV, por lo tanto V¡ se expresa 
como unión finita de irreducibles, y así vV también (contradicción). Concluimos 
que F= 0. O 

Si suponemos que los cerrados irreducibles no se repiten entonces el conjun­
to de los cerrados irreducibles en que se descompone el espacio topológico queda 
determinado de manera única. En este caso les llamamos las componentes irredu­
cibles del espacio topológico en cuestión. 

Proposición 37. Sea X un espacio topológico tal que X = U[=1 V; donde cada 
V; C X es un abierto no vacío. Entonces, X es irreducible si y sólo si cada V; es 
irreducible y V; n Vi# 0 para todo par (i,j). 

Demostración. Si X es irreducible la intersección de abiertos no nulos es no vacía 
y todo abierto es irreducible, pues de lo contrario es fácil dar una descomposición 
de X que lo hace reducible, llegando a contradicción. . 

Ahora, veamos que si X cumple la condición de la proposición entonces es 
irreducible. Sea X =Y U Z, donde Y y Z son cerrados, entonces V; = (V; n Y) U 
{V; n Z), y así cada V; está contenido o en Y o en Z, debido a su irreducibilidad. 
Supongamos que tanto Z como Y son cerrados propios de X, entonces existen 
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índices i y j tales que V; r/,. Y y Vi r/,. Z por lo que Vi e Y y V; e Z. Sea 
T = Vi - V; n Z, es cerrado en Vi y además Vi =TU (Z n V1}· Entonces V1 = T 
o v1 = Z n v1 por irreducibilidad. Si v1 = T, entonces V; n V1 = 0, lo cual no 
puede suceder. Si v1 = Z n Vi entonces Vi e Z, que tampoco puede suceder. Por 
lo tanto, Y y Z no pueden ser ambos propios. O 

6. 2 El espacio a.fin 

Definimos el espacio afín A¡; de dimensión r sobre el campo k como el conjunto 
de r-adas de k. Un polinomio p del anillo k[x1, ... , x,] define una función de AJ; en 
k que a cada a E AJ; asocia p(a) E k. Nos podemos fijar en el conjunto donde se 
anula, en general, si Te k[x1 , ... , x,] definimos el conjunto de ceros de T como: 

Z(T) :={(a) E AJ; 1 p(a) =O 'lp ET}. 

Sea a el ideal generado por Ten k[x¡, ... , x,], como este último es anillo noet­
heriano entonces a= (f¡, ... , fn)- Tenemos Z(T) = Z(a} = Z(f1, ... , fn)· Llamamos 
conjunto algebraico a. todo subconjunto de A¡; que sea el conjunto cero de algún 
Te k[x 1 , ... ,x,]. 

Dichos conjuntos definen una topología al tomarlos como cerrados, conocida 
como topología de Zariski. Tiene sentido pues Z(a1)UZ(a2} = Z(a1a2}, ílZ(a¡} = 
Z(U a;}, A¡; = Z(O) y 0 = Z(l). Dotamos a A¡; con dicha topología. 

Como k[x 1 , ... , xr] es noetheriano cualquier cadena ascendente de ideales se 
estaciona, lo cual implica que toda cadena descendente de conjuntos cerrados de 
A¡; también se estaciona, de donde AJ; es noetheriano como espacio topológico. 
Además, si A¡: = Z(a¡) U Z(a2) entonces A¡: = Z(a1a2) y así necesariamente 
a 1a2 =O, por lo que a 1 =O ó a2 =O, pues estamos sobre un dominio entero. Por 
lo tanto, A¡; es irreducible. 

Ya apuntamos que un polinomio p E k[x 1 , ... , x,] define una función de AJ; en 
k. Dotando a k con la topología de Zariski, la función pes continua. Los cerrados 
de k son sus subconjuntos finitos y k mismo, para ver que p es continua basta 
mostrar que la imagen inversa de un punto es cerrada en Aj;. Sea a E K entonces 
p- 1 (a) es el conjunto de ceros del polinomio p(x 1 , .... xr) - a por lo que es cerrado. 
Por lo tanto p es continua. 

Queremos asociar una gavilla de anillos al espacio AJ;, y lo vamos a hacer a 
partir del anillo K[x 1 , ... , xr] pues la topología de AJ; está íntimamente ligada a 
dicho anillo. 

Sea a = (a¡, ... , ar) un punto de A¡;, el ideal (x1 - a¡, ... , Xr - ar) '=', ma es 
maximal en k[x1, ... , Xr ]. Definimos el anillo local de u como k[x¡' .•. , Xr]m.' esto es, 
la localización de k[x 1 , .. ., xr] con respecto al complemento de ma, y lo denotamos 
como tla. Sus elementos son de la forma~· donde p,q E K[x1 ,. •• ,xr] yq(a)'.!¡6 O, 
esdecir,q~ma. ",,,,."·;:·. , 

Por otro lado, una función ~ (con p, q E K[x1, .• ., Xr]} se dice regular' en 
a si q(a) f- O. De esta forma, tla es el anillo cuyos elementos son los cocientes 
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de polinomios que como funciones son regulares en a. Además, ~ se dice regular 
en V si es regular en a para toda a E V. Un cociente /!. define una función del 
subconjunto de A¡: donde es regular, en k. Dicho domi~io es abierto pues es el 
complemento de Z({q}) y así~ es continua cuando dotamos a k =AL con la 
topología de Zariski. 

/ 

Por lo anterior, dado un abierto U de .1:', si ~ es regular en U entonces es 
continua. Llamemos tfu al subanillo de '6ú que consiste de funciones regulares en 
ll de la forma ~. Conforme a lo dicho en la Sección 1.3 obtenemos una gavilla (j 
a partir de los tfu que por construcción es subgavilla de 'ti', la gavilla de funciones 
continuas. 

6.3 Subespa.cios localmente cerra.dos de A7k 
Decimos que un subconjunto de A¡: es un .mbespacio localmente cerrado en A¡; si 
es la intersección de un conjunto abierto y un conjunto cerrado en A¡;. Queremos 
inducir una estructura de gavilla sobre los espacios localmente cerrados a partir de 
la gavilla (j ya que dichos espacios son las piezas básicas para hablar de variedades 
algebraicas. 

Sea Y un subespacio localmente cerrado y '6'(Y) la gavilla de gérmenes de 
funciones continuas en Y con valores en k. Si a E Y tenemos un morfismo canónico, 
vía la restricción, a saber: 

Denotamos como tfy.a a la imagen de tfa bajo "ª' Llamamos la atención al 
hecho de que tfy,a es subanillo de §(Y) •. Los anillos tly,a forman una subgavilla 
tfy de 'C(Y) a la que llamamos gavilla de anillos locales de Y. 

Así, una sección de tYy sobre un abierto V de Y es por definición una función 
continua f : V --> k, que localmente se ve como la restricción en V de una función 
e, es decir, para cada a E V vemos a f como la restricción en V de una función 1!. 

~egular en a; decimos que f es una función regular sobre V. Una función regula~ 
sobre V es continua dotando a V con la topología inducida por A¡: y a k con la 
topología de Zariski. 

El conjunto de funciones regulares en todo punto de V forma un anillo deno­
tado como r(V, ó'y). Es claro que si f E r(V, U) y si f(a) i: O para todo a E V, 
entonces 1/f E f(V, tYy). 

Proposición 38. Sean U un subespacio abierto de A¡; y :F uno cerrado, nos fijamos 
en Y= Un :F. Sea i(:F) el ideal de k[x 1 , •• .,xr] formado por los polinomios nulos 
sobre :F. Si a E Y, el núcleo de la suprayección Ea: ó'a -t tly,a es iguala/ ideal 
i(:F) · tla de ó'a. 

Demostración. Todos los polinomios de i(:F) se anulan.en tla, donde a E Y, en­
tonces allí localmente son cero, por lo tanto es claro que i(:F) · ó'a está contenido 
en el núcleo de Ea. 
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Ahora, sea a E V = A n :F y O E ó'y,a (donde A es abierto de. A¡;) tal que 
existe r = p/q definida sobre A que cumple {}"(j(p/q) = O, entonces p(a) = O y 
así p(y) = O para toda y E ·w un abierto de A¡;. Tomamos p¡ un polinomio que 
se anule en el cerrado wc n :F y que no se anule en a, existe pues wc n :F es 
cerrado y a <l. }Ven :F. Entonces pp1 E i(F) y como r = p/q = pp¡/qp1 tenemos 
r E i(:F) · ó'a. O 

Corolario 9. Sea a= (a 1 , ••• ,ar)· El anillo ó'y,a es isomorfo al anillo de fracciones 
de k(x¡, .. ., Xr )/i(:F) relativo al ideal maximal definido por el punto a, 
Demostración. Por la proposición tenemos: 

ó'y,a ~ k(x¡, .. ., Xr]m./i(:F)k(x¡, ... , Xr)m. 

donde ma = (x1 - a¡, .. ., Xr - ar) el ideal maximal definido por a.: Locá.Iizar un 
anillo conmuta con tomar cociente, entonces: 

ó'y,a ~ (k[x¡, .. .,xr]/i(:F))¡¡;;;-, 

donde ma es la imagen del complemento de ma en k[x1, ... , Xr]/i(:F). o 

Si a los elementos de da, fracciones racionales regulares en· a,, los podemos 
pensar como funciones continuas de una vecindad de a. en k, los 'elementos de 
tfy,a los podemos pensar como clases de dichas funciones. Esto es lo que en cierto 
sentido dice el corolario anterior. 

6.4 Aptica.ciones regula.res 

Sean U y V subespacios localmente cerrados de A¡; y A1, respectivamente. Decimos 
que una aplicación continua cp : U - V es regular sobre U si para cada a E U 
y f E ó'v,.,ral tenemos que fo cp E tJu,a· Digamos que U= A n :F y V= B n Q, 
donde A y B son abiertos y, :F y Q son cerrados. Entonces, 

f E (K[x¡, .. .,x,)/i(Q))m., 

y la condición que pedimos es: 

fo cp E (K[x¡, ... ,xr]/i(F))m •. 

Otra manera de decir lo anterior es que cp : U - V es regular si induce una 
función de gavillas tJv - ó'u donde a f E ó'v,..,(a) le asocia fo cp E tJu,a· 

Denotamos como cp¡(a) a la i-ésima coordenada de cp(a). 

Proposición 39. Para que cp : U --t V sea regular sobre U, es necesario y suficien~e 
que las cp¡ : U - k = Al sean regulares sobre U para 1 $ i $ s. 
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Demostración. La condición es necesaria. Como <p es continua se sigue que sus 
coordenadas lo son. Tomamos f E ó'v; ·"'•'ª" donde V; es la proyección de V en la 
i-ésima coordenada. El anillo ó'v.,,,,(a) se incluye de manera natural en ó'v,,,,(a)> 
entonces podemos decir J E ó'v.,,;(a), y así, por hipótesis, Jo <p E ó'u,a· 

La condición es suficiente. Supongamos que tenemos <p : U --; V y que 
cada función coordenada <p¡ es regular en U. Para ver que <p es continua basta 
ver que <p- 1(Z(p) n V) es cerrado, donde p E /\"(x1 , ..• ,x,J. Tenemos .,,- 1 (Z(p) n 
V)= {a E A¡;jp(<p(a)) =O}; como p(<p) = p(<,?1 •..• ,cp,) E r(ll, ó'(U)), pues cada 
<p; E r(U, ó'(U)), entonces p(<p) es continua, y así, cp- 1 (Z(p) n V) es cerrado, por 
lo que <p e8 continua. 

Ahora, sean a E U y f E ó'v,,,(a)· Por definición f se puede escribir localmente 
como la restricción de ~, donde p y q viven en k[x 1 , ••• , x .• J y q(cp(a)) f. O. Entonces 
la función f º'Pes igual a Pº'P/ qocp en una vecindad de a. Como ya apuntamos Pº'P 
y q o <p viven en f(U, ó'(U)), de donde son regulares en una vecindad de a y como 
q o <p(a) f. O entonces fo <pes regular en una vecindad de a y así fo <p E ó'u,a· O 

Sean 'P : U --t V y t/J : V --t W funciones regulares sobre U y V res­
pectivamente entonces i/J o <p es continua. Si a E U y f E ó'w.wo,,(a) entonces 
fo i/J E ó'v,,,(•l y así fo i/J o <p E ó'u.a· Por lo tanto la composición de funciones 
regulares es regular. 

Una biyección cp : U --t V se llama isomorfismo biTTegular (o simplemente 
isomorfismo) si <p y cp- 1 son regulares, en este caso decimos también que cp es un 
homeomorfismo de U sobre V que transforma ó'u en tlv. 

6.5 Productos 

S( r y r' son dos enteros mayores o iguales que O identificamos al espacio afín A¡;+•' 
con A¡; x AJ;' como conjuntos. La topología de Zariski para Az+•' es más fina que 
la topología producto de las topologías de Zariski de A¡; y A¡;'. 

Por lo anterior, si U y U' son subespacios localmente cerrados de AJ; y AJ;', 
respectivamente, entonces U x U' es un subespacio localmente cerrado de A~+r' ·y 
la gavilla ó'uxu• está bien definida. 

Por otro lado, sea W un subespacio localmente cerrado de At, y sean <p : 

W --t U y cp' : W --t U' aplicaciones. Con este lenguaje tenemos el siguiente 
corolario a la Proposición 39. 

Corolario 10. Para que la aplicación x >--> (cp(x), cp' (x)) sea regular en W, es ne­
cesario y suficiente que cp y <p1 sean regulares. 

o 
Si V y V' son dos subespaciós no'vácfos l~cillménte c~J:r~dos'Cie At y Af y si 

l/J : U --t V y l/J' : U' --t V'. son dos aplicai:icinesientonces por la Proposición 39 
y el Corolario 10 tenemos los sigÜi~!l.t~ ~!l~~l~a.Cl~s;. •'.:; ' 



6.6 . . Variedades algebraicas 67 

Corolario 11' (La aplidación ip_ x ip_' : U x U' --+V x V' es regular si y sólo si ip_ y 
1/J' lo'son. - · · 

o 
Corol~io 12~. Par;. que 1/J x 1/J' sea un isomorfismo biregular, es necesario y sufi­
ciente que lf] y ip_'. sean isomorfismos biregulares: -

6. 6 -Definición de ta_e,st'l'1.L§titTa, ci~.'ua:r~edad· 
atgebrciicd ,:;:. , 

Se llama variedad algebraica sobre ka unconj~ntg,l'_~ot~~-º de: 

l. Una topología; 

o 

2. Una subgavilla (Jx de la gavilla §(X),de gérmen:es.de funciones definidas 
en ,1:' con valores en k. · 

tal que se cumplen los Axiomas VAr y VA11 que enunciaremos. Dados X y Y 
dotados con la estructura descrita, un isomorfismo de X en Y es un homeomorfismo 
de X sobre Y que transforma (Jx en (Jy. Además, si ,1:'' es un abierto de X, 
podemos dotar a ,1:'' con la topología inducida y la gavilla inducida, es decir, 
podemos inducir la estructura en abiertos. 

(VA 1 ) Existe una cubierta abierta y finita '.lJ = {V¡ };er de X tal que cada V; dota­
do con la estructura inducida por X es isomorfo a un subespacio localmente 
cerrado U; de un espacio afín con su gavilla Ou,. 

Simplificando el lenguaje, llamamos variedad prealgebraica a tocio espacio 
topológico dotado con una gavilla (J que satisface el Axioma V Ar. Un isomorfismo 
ip¡ : V; --+U; será llamado carta de V¡. El Axioma VA 1 significa que es posible 
cubrir a X con un número finito de abiertos que poseen cartas. Se sigue de la 
Proposición 37 que X es casicompacto. 

Llamaremos topología de Zariski de X a su topología, a su vez, la gavilla Ox 
será llamada gavilla de anillos locales de X. 

Aplica ahora un resultado típico de ensamblado a variedades prealgebraicas. 

Proposición 40. Sea X un conjunto, igual a la u_nión de una familia finita de 
subconjuntos X;, digamos j E J. Supongamos que cada Xj esta dotado con una 
estructura de variedad prealgebraica y que dichas estructuras son compatibles, es 
decir: 

J. X; n ,1:'; es abierto en X; para cualesquiera i,j E J; 

2. las estructuras inducidas por X; y ·,yi 'en ,l:'; nX; ·coinciden para todo i, j E J. 
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Entonces, existe una unica estructura de variedad prealgebraica para X tal 
que los X; son abiertos y la estructura inducida sobre cada X; coincide con la 
estructura dada. 

Demostración. La existencia y unicidad de la gavilla y la topología es algo que 
vimos en la Proposición 6. Chequemos que cumple el Axioma VA1 , ello se sigue 
de que la cubierta es finita y cada ;t'; cumple el Axioma VA 1 • O 

Corolario 13. Sean ,y y .Y' v11riedades prealgebraicas. Existe sobre el conjunto 
,y x X' una 1ínica estructura de variedad prealgebraica tal que si cp : V ---+ U y 
cp' : V' - U' son cm·tcis (donde V es abierto de ;y y V' de ,y') entonces V x V' 
es abierto en ,y x ,Y' y cp x <p1 

: V x V' --; U x U' es una carta. 

Demostración. Cubrimos a X con un nümero finito de abiertos V; que posean 
carta digamos cp¡ : V; --; U;, y sea ( Vj, Uj, 'Pj) un sistema análogo sobre X'. El 
conjunto X x ,['' es unión de los conjuntos V; x Vj; dotamos a cada V; x Vj de la 
estructura de variedad prealgebraica inducida por <pj 1 x cp-:- 1 • 

Aplicando la proposición anterior a la familia {V; x Vj} obtenemos la estruc­
tura deseada (lo podemos hacer debido al corolario anterior). O 

Observación 3. Dadas dos variedades prealgebraicas ,[' y ,['', es muy distinto dotar 
al conjunto ,y x ,Y' con la topología producto y la gavilla suma directa que con la 
topología y Ja gavilla del corolario anterior. Por ejemplo, A1 x Al con Ja topología 
producto sus cerrados sólo son familias finitas de puntos y el espacio completo, en 
tanto con la topología que le corresponde según el corolario anterior, coincide con 
A~. 

Aplicando el corolario cuando .Y = ,Y' dotamos a ,y x X con estructura de 
variedad prealgebraica. Ahora, enunciamos el segundo a..xioma: 

(VA.11) La diagonal il de X x ,y es cerrada en ,y x X. (Con la topología de 
variedad prealgebraica.) 

Este axioma es análogo a la condición de espacios topológicos para ser Haus­
dorff. Por otro lado, el Axioma VA.r no implica al Axioma VA11, como veremos 
con ayuda del siguiente ejemplo. Tomamos X1 = X2 = Al y los pegamos a lo largo 
de Al - {O}, tenemos X definido por ,1'1 y ,1:'2 como en Ja Proposición 40, entonces 
,y es variedad prealgebraica pero no cumple el Axioma V A.11. 

Supongamos que ,y es una variedad obtenida como en Ja Proposición 40. El 
Axioma VA11 es satisfecho si y sólo si X;j = iln (X; x Xj) es cerrado en X; x Xj. 
Si il es cerrado en X x ,y entonces il n (,Y, x ,t'j) es cerrado en X; x X; que es 
un abierto de X x ,y, Como ser cerrado es una propiedad local entonces si ,Y;; es 
cerrado en el abierto X; x ,Y; se sigue que il es cerrado en ,y x X. Digamos que 
cp¡ : X; - U; es carta para cada i, sea Íii = (ip; x 'Pi)('t'ij); podemos describir 
a Í;; como el conjunto de las parejas (cp;(x),cpj(x)), con x E X; n Xi. Con este 
lenguaje y Ja equivalencia vista podemos enunciar el Axioma V A11 como sigue: 

(\'Aí1 ) Para toda pareja i,j, el conjunto Íii es cerrado en U; x U;. 
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6.'1 Aptico.ciones regula.res, estructura.s inducidas, 
productos 

Como localmente una variedad algebraica es como un subespacio localmente ce­
rrado de un espacio afín, podemos construir objetos análogos a los que teníamos 
para subespacios localmente cerrados. Sean ,y y Y dos variedades algebraicas y 
cp : X ---+ y, Decimos que cp es regular si es continua y si a E ,[', y f E ó'y,,.(a)> 
entonces fo cp E ó',t·,a· 

La composición de dos aplicaciones regulares es regular y una biyección cp : 
X ---+ Y es isomorfismo si cp y cp- 1 son regulares. La prueba de lo anterior es como 
en la Sección 6.4. 

Sean ,y una variedad algebraica y ,Y' un subconjunto localmente cerrado de 
X. Dotamos a ,['' con la topología y las gavillas inducidas. (La gavilla inducida 
es aquella cuyos tallos ó';r,z son la imagen de ó'x,z bajo el morfismo canónico 
§(X)z ---+ .:J"(.1''),,.) Si cp¡ : V; ---+ ll; es un sistema de cartas tal que X= UV¡ 
ponemos V! =V, n;r' y U! = cp;(Vi), entonces cpj = 'Pdv• : V! ---+U! es un sistema 
de cartas pues U! es localmente cerrado tal que X' = uv; de donde ,Y' es variedad 
prealgebraica. Como la topología de ,l'' x .Y' es la inducida de ,y x X entonces la 
diagonal de ..:l'' x X' es cerrada. Entonces X' tiene estructura de variedad algebraica 
inducida por la de ,[', En este caso decimos que X' es subvariedad de X. 

La inclusión t : X' ---+ X es continua y si x E ,['' y f E ó'x,., entonces 
fo l E ó'x.,.,, por Jo que es regular. 

Proposición 41. La aplicación cp : Y --+ ,['' es regular si y sólo si t o cp : Y ---+ X 
es regular. 

Demostración. Composición de funciones regulares es regular por. lo que si cp es 
regular entonces lo cp lo es. Tienen los mismos valores tanto cp como to cp entonces 
cp es continua y si y E Y y f E ó',y"º"'(y) entonces fo tcp E ó'y,v· De donde si 
f E ó'x,,.(y) entonces f E ó'x,,o,.(y) concluimos que cp es regular. D 

Sean X y X' dos variedades algebraicas, entonces en virtud de Ja Sección 6.5, 
,y x X' hereda de X y X' una estructura de variedad prealgebraica. De hecho, 
,y x X' es variedad algebraica y la llamamos variedad producto. Veamos que la 
estructura de variedad prealgebraica heredada cumple el Axioma VA¡1 , siguiendo 
su notación. Si cp; : V¡ ---+ U; y cp:. : v;. ---+ u;. son sistemas de cartas donde 
X = UV; y X' = uv¡.' entonces T;j X T¡! j' es cerrado en U¡ X Uj X u;. X u;. ya que 
T;i es cerrado en U; x Uj y T¡! i' es cerrado en u¡, x u; .. Por lo tanto, se cumple el 
Axioma VA¡1 . 

Son aplicables sin modificación los Corolarios 10 y 11 a las variedades alge­
braicas. 

Si cp : X --+ Y es una aplicación regular, la gráfica <Jt de cp es cerrada en 
,1:' x Y ya que <Jt = (cp x 1)-1 (.ó.y) donde cp x 1 : X x Y --+ y x Y. Además, 
l/J : ,y ---+ <Jt definida como t/J(x) = (x,cp(x)) es un isomorfismo, puesto que 
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¡jJ y 1/J- 1 son regulares, esta última lo es por ser la restricción'C!e·la proyección 
,l' x Y -t ,"\:',que es regular. 

6.8 Campo de funciones'ra.cionoles sobre uno. 
ua.rieda.d irreducible 

Los siguientes resultados reflejan propiedades topológicas del espacio base en la 
gavilla. 

Lemn 6. Sea11 ;\' tm espacio co11exo, G un grupo abelia110 y 'd la gavilla co11sta11te 
sobre ,"\.', isomorfa a G. La aplicació11 ca11ó11ica G -t f( ,'\:', 'd) es biyectiva. 

Demostració11. Un elemento de f(,1:', ~) es una función continua de ;\' en 'd y 
como ,1:' es conexo y 'd viene con la topología discreta, entonces una tal función 
sólo puede ser constante, de lo que se sigue la biyección. O 

Decimos que una gavilla § sobre ,'\:' es localme11te co11sta11te si para cada 
x E .1:' existe un abierto U tal que x E U y §(U) es constante sobre U. 

Lemn 7. Toda gavilla § localmente co11sta11te sobre 1m espacio irreducible ,'\:' es 
co11sta11te. 

Demostració11. Llamamos :Fu a f{U, §). es suficiente mostrar que (lz : 9"u --t 
.7,, es biyectiva para toda x E ,l', pues es probar un isomorfismo de la gavilla 
constante definida por :Fu y la gavilla .7. Si f E §u, el lugar de los puntos 
x E ,\.' tal que f(x) =O es abierto pues§ es localmente constante y por la misma 
razón es cerrado, pues si f(x) =a =1- O entonces localmente f(x) =a. Como,\.' es 
irreducible, dicho lugar o es el vacío o es el total, de donde g,, es inyectivo, pues 
si Q,,(f) = O entonces f(x) = O y así f = O. Para ver que º" es suprayectiva sea 
m E§,, y sea e; una sección de § sobre un abierto U tal que c;(x) = m. Por otro 
lado, cubrimos a,'\:' con abiertos U; tales que .7(U;) es constante sobr·· U;. Como 
.-1:' es irreducible entonces Un U; ,¡. O, escogemos x; E Un U; entonces existe una 
sección s; de .7 sobre U; tal que s;(x;) = c;(x¡) (dicha sección existe para alguna 
vecindad, pero al ser §(U;) constante es que podemos tomar a U;), entonces s; y 
e; coinciden en una vecindad, de hecho, por ser constante .7(U;), coinciden en todo 
UnU;. Lo mismo sucede paras; y s1, coinciden en U;nU1. Entonces, por el Axioma 
de gavilla, existe una única sección a de .7 sobre:\' tal que Qz(a) = m. O 

Ahora, tomemos,'\:' una variedad algebraica irreducible. Si U es un abierto no 
vacío de X ponemos du = f(U, .W); supongamos que f, g E .o'u y f ·g = O, entonces 
f y g son aplicaciones regulares de U en k, sean :F y Q los conjuntos de las x E U 
tales que f(x) =O y g(x) =O, respectivamente, entonces U =:FU Q, como f y g 
son continuas entonces :F y Q son cerrados y como U es irreducible entonces :F = U 
o Q = U de donde f = O o g = O, concluimos que .Wu es dominio entero. Denotemos 
com fu el campo de fracciones de .<Yu. Si U e V el homorfismo º~ : .Wv --t du es 
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inyectivo pues U es denso en V por irreducibilidad y entonces tenemos un morfismo 
bien definido <;>l; : Xv --t X¡¡. El sistema { .Jtú, <Pl;} define una gavilla a Ja que 
llamamos gavilla de campos .% . Además, el tallo .;e;, es canónicamente isomorfo 
al campo de fracciones de ó',Y,.r:· 

Proposicióu 42. Para toda variedrid algebmica irreducible,"\:', la gavilla X es cons­
tante. 

Demostración. En virtud del Lema 7 basta probar la proposición cuando ,\' es 
subespacio localmente cerrado de un espacio afín A¡:. Tenemos ,"\:' =Un :F donde 
U es abierto y :F cerrado de A¡:. Sea i(.:F) el ideal de k[x1, .. ., xr] de los polinomios 
nulos en :F. Sea .-l = k[x 1 , ••• , Xr ]/i(.:F), que es dominio entero pues X es irreduci­
ble. Tomamos su campo de fracciones al que denotamos como k(.4). Entonces por 
el corolario a la Proposición 38 tenemos: 

ó'y.a ~ (k[x¡, .. .,x,]/i(:F))m;;-, 

de donde k(ó'.l',u) ~ K(.-1), y así, tenemos un isomorfismo entre Ja gavilla constante 
K(.-1.) y la gavilla X. O 

Por el Lema 6 las secciones globales de la gavilla X forman un campo, 
isomorfo a X para cualquier x E X, y Jo denotaremos K(X). Lo llamaremos 
campo de funciones racionales sobre,"\:', dicho campo es extensión de tipo finita del 
campo k, definirnos Ja dimensión de,"\:', dim ,\',como el grado de trascendencia de 
k(X) en k. Extendemos la definición a variedades algebraicas reducibles poniendo 
dim ,"\:' = sup dim y,, donde .l' = UY; y Y; es subvariedad cerrada e irreducible de 
X. Como O,Y,.r: e ~ ~ k(X), entonces podemos pensar a 0,y,z como subanillo 
de k(,l'). 

Sea .-l es un dominio entero con campo de fracciones L. Podemos considerar 
cada anillo de fracciones de .-l como subanillo de L. Entonces, con este sentido, 
.4 = nm.-lm, donde m corre cmtre todos los ideales maximales de .4. (Cf. [Mat89].) 

Por el resultado que hemos citado si U es un abierto de ,l' entonces r(U, ó',\') 
es la intersección en k(.l') de los anillos 0.>c.z corriendo x E U. 

Si Y es una subvariedad de ,l', tenemos dim Y :5 dim ,l' pues k(Y) es sub­
campo de k(.l'). Adem1is, si Y es cerrado y no contiene componentes irreducibles 
de .Y, entonces dim Y :5 dim ,l'. 
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Capítulo 7 

Gavillas algebraicas coherentes 
'·' 

7 .1 La ga.uitla. de anillos loca.les de u:rúi. 'lia.rieda.d 
algebraica. 

Veamos algunas propiedades de Ja gavilla tJ de anillos locales de Ak. 

Lema 8. La gavilla ó' es una gavilla coherente de anillos. 

Demostración. Sean a E rt', U vecindad de a, y f¡, .. ., fp secciones de ó' sobre U, 
es decir, / 1 , .. ., fp son funciones racionales regulares en todo punto de U. Queremos 
ver que la gavilla ele relaciones de / 1 , .. ., fp es de tipo finito, de donde ó' es coherente 
por Jo visto en Ja Sección 3..1. 

Podemos decir /; = p;/r¡;. donde q;(a) # O para toda a E U. Entonces 
sir¡= r¡1 • r¡2 • • ·qp tenemos que/; = v:., ... q,_;q .• , .... e es decir, podemos pensar 
f; = p;/r¡ donde r¡(a) #O para toda a E U . 

.-\hora, sea y E U y g; E ó'y tal que :Lf=1 g;f; = O en una vecindad de y. 
Podemos escribir g; = r;/s, donde r; y s son polinomios y s no se anula en y, 
entonces decir ¿:;= 1 g;f; =O es decir 2:::'= 1 r;p; =O en una vecindad de y. Ahora, 
aplicamos el álgebra. Como k[x 1 ,. ... xp] es noetheriano entonces k[x 1 ,. • ., xr)P es 
noetheriano y el módulo de relaciones de p 1 , .. ., pp es un submódulo de k[x 1 , .. ., xr)P 
de donde es finitamente generado, esto último induce que la gavilla de relaciones 
sea de tipo finito. O 

Tomemos V una subvariedad cerrada de Ak; para todo x E X, sea ..?",,(V) el 
ideal de ó' formado por los elementos f E ó',, cuya restricción en V es nula en una 
vecindad de x (ele esta forma ..?"..,(V) = dr si x r/. V), es decir, ..?"r(V) es el núcleo 
de E,,: ó',, ~ ó'v,z)· Los ideales fz(V) forman una subgavilla .?(V) de Ja gavilla 
ó'. 

Lema 9. Si V una subvariedad cerrada de Ak entonces la gavilla .?(V) es una 
gavilla coherente de ó'-módulos. 

Demostración. Sea i(V) el ideal de K(x1, .. ., xr] formado por los polinomios que se 
anulan en V. Por Ja Proposición 38 tenemos fz(V) = i(V) · ó'z para toda x E V, 

i3 
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de hecho para toda x E ,t' pues si x rf. V entonces J,,(V) = i(V) · U,, = ó'. 
Como K[x1, ... , xr) es noetheriano, el ideal i(V) es generado por un número finito 
de elementos de donde i(V) es de tipo finito y así coherente (en virtud de Ja 
Proposición 12). O 

Ahora, extendamos el resultado del Lema 8 a una variedad algebraica arbi­
traria. 

Proposición 43. Si V es una variedad algebraica, la gavilla ó'v es una gavilla 
coherente de anillos sobre V. 

Demostración. Corno coherencia es una propiedad local, podemos suponer que 
V es una subvariedad cerrada del espacio afín AA;. Entonces por el Lema 9, Ja 
gaviJla J(V) es una gavilla coherente de ideales, y así Ja gavilla tT / J(V) es una 
ga\•illa coherente de O'-módulos sobre V; siguiendo el Teorema 3, tT es una gavilla 
coherente como gaviila de anillos. 

Dicha gavilla de anillos es nula fuera de V pues J.,(V) = tT si x 1/. V, y, por 
otra parte, su restricción a V no es otra que tTv, entonces la gavilla O'v es una 
gavilla coherente de anillos en virtud del corolario a la Proposición 20. O 

Observación 4. En la prueba anterior no usamos el hecho de que V satisfaciese el 
Axioma VAu, por lo que es completamente válido para variedades prealgebraicas. 

7 .2 Ga.uittas algebraicas coherentes 

Si V es una variedad algebraica, digamos que tTv es su gavilla de anillos locales, 
entonces toda gavilla de ó'v-rnódulos será llamada gavilla algebraica sobre V. 

Si .;¡; y f§ son dos gavillas algebraicas, decimos que cp : .;¡; --t f§ es un 
morfismo algebraico si cada cp,, : $,, ---+ !'1,, es un morfisrno de Uv,,,-módulos y 
cp transforma las secciones locales de .;¡; en secciones locales de f§. ( Cf. con Ja 
Sección 1.4.) 

Si§ es una gaviJla algebraica sobre V, los grupos de cohomología Hq(V, $) 
son r(V, tTv )-módulos como ya vimos al final de la Sección 4. 7, en particular son k­
rnódulos pues I'(V, ó'v) es k-álgebra. Decimos que una gavilla algebraica$ sobre 
V es coherente si es una gavilla coherente de ó'v-rnódulos. Entonces $ es coherente 
si localmente es el conúcleo de un rnorlisrno algebraico cp : U~ --t ttt, siguiendo 
la Proposición 16. 

7.3 Ga1Jilla. de ideales definida por una. 
subuarieda.d· cerrada 

Generalizamos lo visto en Ja Sección 7.1; Sea W una.subvariedad cerrada de una 
variedad algebraica V. Para.tod() x EV, sea'..?'.,(~) ~l id~aJ de, Ov,z :formado por 



i.3. Subvariedad cerrada 75 

los elementos f E tfv,z que al restringirlos en W se anulan en una vecindad de x; 
sea J'(W) la subgavilla de tlv formada por los ..9",,(W). 

Proposición 44. La gavilla Ji'(}V) es una gavilla algebraica coherente. 

Demostración. Como coherencia es una propiedad local, podemos suponer que V 
(y así }V) es una subvariedad cerrada de Aí,:. Debido a la Proposición 12 para que 
f(}V) sea coherente basta que sea de tipo finito pues tlv es una gavilla coherente 
de anillos. Aplicando el Lema 9 a W {pensado en A¡;) obtenemos que la gavilla 
de ideales definida por }V es de tipo finito, entonces ~ (W) es de tipo finito vía el 
mapeo canónico d --t Ov. O 

Si tfw es la gavilla de anillos locales de }V, y orv Ja gavilla en V obtenida 
prolongando por cero a ó'w fuera de W. Entonces orv es canónicamente isomorfa 
a tfv/ Ji'(}V) ya que se tiene la sucesión exacta: 

O --t ..?'(W) --t ó'v --t urv --t O. 

Sea ahora .9' una gavilla algebraica sobre vV, y :¡ea §V la gavilla obtenida 
al prolongar .9' por cero fuera de }V. Podemos considerar a §Y como una gavilla 
de urv-rnódulos, y también como una gavilla de tfv-módulos donde la gavilla 
anuladora contiene a Jifw. ( Cf. la Proposición 18.) 

Proposición 45. Si .:J: es una gavilla algebraica coherente sobre W, .9'w es una 
gavilla coherente sobre V. Inversamente, si '!J es una gavilla algebraica coherente 
sobre V tal que la gavilla anuladora contiene a Ji'(}V), entonces la restricción de 
'!/ a }V es una gavilla algebraica coherente sobre W. 

Demostración. Si ¿¡; es una gavilla algebraica coherente sobre W, entonces por 
la Proposición 20 ¿¡;v es una gavillla algebraica urv-coherente, entonces es una 
gavilla algebraica tfv-coherente por el Teorema 3 y porque orv = ó'v/ ..?'(W). 

Inversamente, si '!J es una gavilla algebraica coherente sobre V, tal que su 
gavilla anuladora contiene a .?'(}V), entonces'!/ puede ser considerada como una 
gavilla de ó'v/ J'(vV)-módulos, y por el Teorema 3 es una gavilla ó'v/ ..?'(W)­
coherente; entonces la restricción de '!J a vV es una gavilla coherente de ó'w­
módulos por la Proposición 20. O 

Lo que la proposición anterior nos dice es que toda gavilla algebraica cohe­
rente sobre W puede ser identificada corno una gavilla algebraica coherente sobre 
V. Por la Proposición 28 ésta identificación no altera los grupos de cohornología. 

En particular, toda gavilla algebraica coherente sobre una subvariedad del 
espacio afín puede ser considerada como una gavilla algebraica coherente sobre el 
espacio afín. 
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Gavilla de ideales fraccionales 

La gavilla constante K (V) de funciones racionales, donde V es una variedad· alge­
braica irreducible es una gavilla algebraica que no es coherente cuando dim V > O. 

Si K(V) fuese coherente la siguiente sucesión localmente.sería exactai . ' 

o~ --> o~ --> K(V) --> O, 

por lo que a nivel tallo tendríamos: 

Entonces todo elemento de K,, ~ K(V) sería algebraico sobre K de donde 
dimV =O. 

Ahora, recordemos la definición de ideal fraccional. Si A es un dominio entero 
con campo de fracciones K, un ideal fracciona! I de A es un submódulo de K tal 
que J # O y al e A para algún a E K distinto de cero. Podemos llamar gavilla de 
ideales fraccionarios a toda subgavilla algebraica § de K(V) ya que cada S es 
un ideal fracciona! de Ov,z· En efecto,§ es un ó'v,,,-submódulo de K,,. Podemos 
pensar que V =Un :F es un subespacio localmente cerrado irreducible del espacio 
afín AJ;, llamamos p al ideal i(:F), y sea a E V entonces tenemos el siguiente 
diagrama conmutativo: 

ó'v,a'------K(p) 

Podemos encontrar la a requerida si k[x1 , ••• ,x.]p es finitamente generado como 
k(x1 , ••• ,xr]m.-módulo, ello se sigue de que k es algebraicamente cerrado. Como 
I<{p) es un ó'v,a-módulo noetheriano finitamente generado y tJv,a es un anillo 
noetheriano entonces todo submódulo de K(p) es finitamente generado, que es el 
caso de §, por lo tanto es fracciona!. 

Proposición 46. Para que una subgavilla algebraica § de K(V) sea coherente es 
necesario y suficiente que sea de tipo finito. 

Demostración. Si es coherente es de tipo finito. Para demostrar que es coherente 
cuando ya es de. tipo finito sólo hace falta mostrar que si !1, ... , fr son fracciones 
racionales de § entonces su gavilla de relaciones es de tipo finito. Si a E V 
podemos encontrar funciones g1 , ••• ,gr y h tales que f¡ =~.donde g¡; ••. ,gr y h 
son regulares en una vecindad U de a y h no se anula en U. Entonces la gavilla de 
relaciones de fi, ... ,fr es la misma que la gavilla de relaciones de g¡, ... , ar, pero 
esta última es de tipo finito pues ó'v es una gavilla coherente de anillos. O 
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7. 5 G a uilla as ociada a un haz uectoriul 

En la Sección 1.3 vimos en un ejemplo que un haz vectorial es una gavilla. Ahora, 
tomamos un haz vectorial .Yé' sobre una variedad algebraica V con fibra A¡;. Dado 
1111 abierto ll. en lugar de tomar todas las secciones de .Jt', nos restringimos a las 
secciones de .Jf' que sean regulares sobre U, denotamos a dicho conjunto como 
R11 • Al igual que en <•l Ejemplo .¡ definimos gf¡ : Rv ---+ Ru como g[;(a) = 
a¡u para U e V. El sistema {Ru, gfi} define una gavilla que denotamos R(.n'). 
Análogamente al Ejemplo ·I se ve que Ru es un f(U, ó'v )-módulo de donde R(.n') 
es una gavilla algebraica sobre V. 

Proposición 47. La grrnilla R(.Jf') es localmente isomorfa a ó'[,; en particular es 
una gavi/111 11lgebraicu coherente. 

Demostración. Se sigue de la trivialidad local, de que goza todo haz librado, junto 
con la observación ya hecha de que Ru es un f(U, ó'v )-módulo. O 

Inversamente, toda gavilla algebraica 9' sobre V, localmente isomorfa a ó'¡:,, 
es isomorfa a una gavilla R(.ff), donde .)f' es un haz vectorial sobre V. Se construye 
.ff inmediatamente a partir de 9'. 
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Capítulo 8 

Gavillas algebraicas coherentes sobre 
Variedades afines 

8.1 Va.riedades a.fines 

Una variedad algebraica se llama vaT"iedad afín si es isomorfa a una subvariedad 
cerrada de un espacio afín. Como el producto de subvariedades cerradas del espacio 
afín es subvariedad cerrada de un espacio afín, entonces el producto de variedades 
afines es afín; también es una variedad afín cualquier subvariedad cerrada de una 
variedad afín. ' 

8.1.1 Abiertos afines 

Un subconjunto abierto de una variedad algebraica se dice abierto afín si dotado 
con la estructura inducida de variedad algebraica es variedad afín. 

Proposición 48. La intersección de abiertos afines es afín. 

Demostración. Queremos mostrar que si U y V son abiertos afines de una variedad 
algebraica ,l' entonces U n V con la gavilla tlunv es isomorfa a una subvariedad 
cerrada de un espacio afín. Para ello consideramos el morfismo diagonal il : X ---t 

,l' x X que a cada x asocia (x,x); por un resultado visto en la Sección 6.7, il es 
un isomorfismo biregular de ,y en su imagen. La restricción de il a U n V es 
un isomorfismo biregular de Un V en il(X) n U x V. Podemos pensar a U y V 
como variedades afines pues son abiertos afines, entonces U x V es variedad afín 
y así il(,l') n U x V es variedad afín, ya que il(,l') n U x V es cerrado en U x V 
por el Axioma (VAu) que dice que .ó.(X) es cerrado en ,y x ,\'. Concluimos que 
Un V :!! .ó.(,l') n U x V es un abierto afín. 

o 
Sea V una variedad algebraica y f : V ---t k una función regular sobre V, 

consideramos el subconjunto de V cuyos elementos son los puntos x E V tales 
que f(x) i' O, por definición de función regular, dicho conjunto es abierto, es el 
complemento del cerrado f- 1 (O). Denotemos como V¡ al subconjunto abierto de 
los puntos de V donde f no se anula. 

¡g 
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Proposición 49. Si V es una variedad afín y f es una función regular sobre V, 
entonces el abierto V 1 es afín. 

Demostración. Consideremos la variedad afín V x k y el subconjunto W cuyos 
elementos son las parejas (x, ,\) tales que ,\ · f(x) = l. Se tiene que W es cerrado 
pues es imágen inversa de 1 bajo el morfismo continuo que a (x, ,\) asocia,\· f(x). 
Por ser cerrado en variedad afín, W es variedad afín. 

Definimos tr : W -t V como rr(x, ,\) = x. Por definición de W, rr(W) e V¡; 
además 7r es regular ya que si (x0 , ,\) y (x0 , µ) viven en 1'V entonces ,\ = µ y tr 
es proyección en la primera coordenada. Por otro lado, definimos w : V¡ --+ W 
como w(x) = (x, 1i_,, ), es aplicación regular debido a lo dicho en la Sección 6.7 
considerando la aplicación regular 1i,,. Es claro que trow = 1ywo7r=1, entonces 
W y V¡ son isomorfos. Por lo tanto, V¡ es afín. O 

Proposición 50. Sean V una subvaricdad cerrada de un espacio afín A¡; y :F un 
subconjunto cerrado de V y llamamos U = V - :F. Los abiertos·V~ formári una 
base para la topología de U, corriendo p sobre el conjunto de los ·polinomios qúe se 
anulan en :F, es decir, p E i(.1"). · •• :.~ ,7 · 
Demostración. Tomamos un abierto de U, digamos U' ,;,, v~:¡:r; Í:onj:''.,uncerrádo 
que contiene a :F. Sea x E U', deseamos encontrar un polinomio p' E: i{F) tal que 
Vp e U' y x E Vp, es decir, p(x) ,¡,O y p(y) =O para toda y E FiDicho polinomio 
debe existir pues F' es cerrado y x </. :F'. · · ' · O 

Teorema 1. Los abiertos afines de una variedad algebraica X. forman una base de 
la topología de X. · 

Demostración. Basta probarlo de manera local, entonces podemos suponer que X 
es una subvariedad localmente cerrada de un espacio afín, digamos X = U n .r, 
donde U es abierto y :F es cerrado, entonces X es un abierto de la variedad cerrada 
.r, de donde una base para la topología de X la forman los abiertos afines de X 
de la forma Vp con pe i(F), que es lo que vimos en la Proposición 50. O 

Corolario 14. Las cubiertas de X formadas por abiertos afin~s ~on arbitrariamente 
finas. 

Demostración. Se sigue de que los abiertos afines forman una base de la topología.· 
·.· ... ·.. . • .'í. o 

··;,' t -J.',. -; ,, ;·,~;. 

Observación 5. Si U = {U1 } 1e~ es uha.'6~bi~~t~:d~~bfé~i()éafi~~s, ent~~cés los 
abiertos U;0 ... ;, son afines en virtud de la f'.~¡:>g~s~ció~ 48: · · · 
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8. 2 Algunas propiedades de uo.riedo.des irreducibles 

Sea V una subvariedad cerrada de A¡; y sea i(V) el ideal formado por los polino­
mios de k(x 1 , ... , xr) que se anulan en V. Llamemos A al anillo k[xi. ... , Xr }/i{V), 
recordando que si x E V entonces tlv,z =A.m. tenemos un modismo canónico: 

i : A --t r(V, ó'v ). 

Si a E .-1, i(a) es la sección que a cada x E V asocia la clase de a en Am •. Si 
i(a) es la sección constante cero entonces a es tal que en todas las localizaciones 
de A sobre ideales maximales de A. es cero, por lo que a = O. Lo dicho obedece 
a un resultado más general que en libro de Matsumura ([i\!at89]) aparece como 
Teorema 4.6. Por lo dicho, L es inyectiva. 

Proposición 51. Si V es una variedad algebraica irreducible, L: A --t f{V, tlv) es 
biyectiva. 

Demostración. Como habíamos mencionado en la Sección 6.8, A es dominio en.­
tero y así f(V. tlv) = nzEv-·lm., como k es algebraicamente cerrado los ideale~ 
maximales de A. son los m,, y sólo ellos, entonces A = n.,evAm,. Por lo tanto, 
A. e! r(V, t!v) bajo i. O 

Proposición 52. Sean X una variedud algebraica irreducible, q una función regular 
sobre ,l' y p una función 1·egular sobre Xq. Entonces para toda n suficientemente 
grande, la función rncional q"p es l'egular sobre X. 

Demostración. Habíamos dicho que las variedades prealgebraicas son casicompac­
tas entonces .l lo es. Podemos hacer la prueba de manera local, encontrando 
naturales n para cada abierto, después usando la casicompacidad obtendríamos 
unan global. 

Corno los abiertos afines de ,l' forman una base de su topología (Teorema 7) 
podemos suponer que X es una subvariedad cerrada de AJ;. 

Por la Proposición 51, q E A = k[x 1 , ... , xr]/i(.l'). Por otro lado, para todo 
x E .l'q, tenemos p = !i;. donde p,,, qz E .4 y qz(x) # O, pues p es regular en 
,l'q. Sea a el ideal generado por los q,, como el conjunto de ceros que define a 
está contenido en el que define q, podemos aplicar el Nullstellensatz de Hilbert 
(:\latsurnura (Mat89], Teorema 5.4) y así obtenemos n E N tal que q" E a, es 
decir, qn = L: r,, · q., de donde q"p = L: r,, ·p.,, con r., E .4 y así, q"p es regular 
en,\', O 

Un poco más general tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 53. Sean X una variedad algebraica irreducible, g una función regular 
en ,\', ,g; una gavilla algebraica coherente sobre ,l' y s una sección global de .:F, 
cuya restricción en ,\'9 es nula. 

Entonces para toda n suficientemente grande, la sección g"s es nula sobre X. 
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Demostración. De nuevo, basta probarlo de manera local. Entonces podemos su­
poner que ,\' es subvariedad cerrada de Ak, que !F es isomorfa al conúcleo de un 
morfismo <p: O~ ~ ó'_t. y que ses imagen de una sección u de 01. 

Sea A= r(X, Ox) =A= k[xi, ... ,xr]/i(,l'). La sección u puede ser identi­
ficada con un sistema de q elementos de A pues a E 01. 

Sean: 

t1 = ip(l, O, ... , O) 

tp = ip(O, •.• ,O, 1). 

Los t;, 1 ::; i ::; p, son secciones de ó'~ sobre ,\', por definición de <p, entonces, 
también pueden ser identificadas a sistemas de q elementos de A. 

Comos es nulo sobre ,\'q entonces para todo x E Xq, tenemos que u(x) vive 
en cp( ó'~,z) que es decir que u se puede escribir como L:f=o h;t;, con h; E Ox,z 
(ello se debe a que $ es el conúcleo de ip). Tomando los denominadores de cada 
h; y multiplicándolos obtenemos un 9z E A. tal que g,,(x) .¡,O y g,, ·u= L:f=o r;t;, 
pero ahora r¡ E A. 

Siguiendo la misma historia de la Proposición 52 encontramos g y n suficien­
temente grande tales que gn pertenece al ideal generado por los g,, y gn ·u(x) vive 
en cp(ó'~,,,) para toda x E X, por lo que q" · s =O sobre X (pues§ es conúcleo 
de cp). O 

Proposición 54. Tome usted una variedad afín irreducible X, g; una familia finita 
de funciones regulares sobre ,\' que no se anulen simultaneamente, y U, la cubierta 
de X cuyos abiertos son los Xq; = U;. 

Si § es una subgavil/a algebraica de O~, entonces Hq (U,$) = O para todo 
q >o. 

Demostración. Primero observemos que la familia de abiertos U; sí forma una 
cubierta de X pues las funciones regulares g; no se anulan simultaneamente. Po­
demos suponer que ninguna de las funciones g; es identicamente nula, pues nos es 
irrelevante X9 ; = 0. 

Sea J un q-cociclo de U con valores en $. Vamos a construir una cocadena 
tt tal que f = d1t, de donde Bq = zq y así Hq(U,!F) =O. 

Cada /;0 ••• ¡9 
es una sección de$ sobre el respectivo U;0 ... ;., podemos iden­

tificar a /¡0 ••• ;. con un sistema de p funciones regulares sobre U;0 ... ; 9
• La Pro­

posición 52 nos daba condiciones para extender funciones regulares, aplicamos 
dicho resultado al producto g¡0 g¡1 • • • g¡

9
, pues es regular en todo X, obtenemos 

Gio···i• = (g;0 g;, · · · g¡9 )n /;0 ... ; 9
, un sistema de p funciones regulares de ó'x sobre 

X completo. 
Quisieramos que G;0 ... ;. fuese una función regular de$ sobre X, sin embargo 

sólo podemos decir que es función regular de O~.sobre X. 
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Como la familia de las g¡ es finita, podemos escoger n lo suficientemente 
grande para que funcione al ir variando los índices i0 , .. ., Íq· 

Considert•mos la imagen de G;0 .•. ,,1 en la gavilla cociente ó'~/ .91'"; es una 
sección nula al restringirla en U;0 ... ;, por definición. Aplicando la Proposición 53 
tenemos que existe m lo suficientemente grande tal que {g;0 []¡ 1 • • • f]i,)mG¡0 ••• ;, es 
una sección de .91'" sobre . l' (<le Jllte\'o tomamos m que funcione para todos los 
índices i0 , ... , i(1). 

Toma1nos una sección h,0 ... 1,,, representante de (g¡0 g¡ 1 • • • 9iq)mG,0 ••. ¡.,, pen­
sado en ó'~/ .91'". Entonces h;0 .•• ;, coincide con (g¡0 [}¡ 1 • • • [];, )"' f; 0 ... ;, sobre U;0 ... ;,, 

donde N = 11 + m. 
Corno las[}¡ no se anulan simultaneamente tampoco lo hacen las gf' de donde 

existen funciones r; E r(.Y, tl) tales que L:. rs[]s = l. 
Definimos la cocadena,.. en (i0 , ... , Íq-l) como: 

Del lado derecho están involucrados tres tipos de funciones cuales son regu­
lares globalmente, tomar el cociente sólo hace sentido sobre U;0 ••• ;,_ 1 por lo que 
está bien definido t>; 0 ••• ;,_,. Con mayor precisión deberí.amos denotar la restricción 
de las secciones globales involucradas, pero para simplificar la notación lo evita­
remos. Quede presente que el codorninio ele las restricciones que no anotaremos 
sien1pre es .!>u¡

0 
... ,q_ 1. 

Veamos que f = dK, para ello sea i 0 , ... , Íq y evaluemos: 

', ·"'' . ·'' -. 

Por otra parte, f es cocido,'entcmces: 

O= (df)sio· 00 i,. = (t(~lJ¡~;~~f.~0 ; 1 ... 0 ... ¡,))·. + PsUio,. . .,;,) 
J=O' ... -. .· , 

' •.,· 
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donde. Pi : 9'u.; .... i) ... ;. ~ 9'u.;0 .. '.'• y p, : 9'u10 ••• 1• ~ 9'u.;0 :.:;,. Despejando de 
In última ecuación obtenemos: · 

Regresando, 'tenemos: 
;-.e ,., . 

q ... ·/: ' ' .,,· ' ,. ' ' 

EE<;~ljuj (r. ·:gr¡ 1,io¡, ... :-; ... J 
~.{:~:~: .. ~·:,· .. :.~,:-"·~· :·-~: ,! ···-:· ·/, _· - - : , 

'.lJE·r~:.·gt;'(..:.:yu; (l,;
0
;,: ... ~ ••• J 

_j~O. ~ -. ·- ,. 

ya que $ es algebrniéa. Contin~~lld~i 
- .. ' . 

· ,¡ -»·: · · . .<1 · ... - '.->-~ . ir> .. ~ · - . 

{dtt)¡o,"i• .·· ';'.' ~ 2.; r; :Jit;'E(-l)i l!i .(f,.;
0

;
1 
.... ~ ... 1.) 

-~':.;::.- ·'.·.~~'-. /?; __ __ r-~·-~=~~· _-_ 
. " ;;;;¡ .• 'E r/ .. gt;'(p,{f¡ •... ·¡.)) 

,8 

Restringiendonos hast~ U = n;U1 ;6 0 corriendo por todas las i, que es un 
conjunto finito (no.se olvide!) entonces tenemos: 

{dK.)io .. ·i.¡u = (L rs · gt¡' {!; .... ;.))¡u= Íio···i•IU 
8 

Con lo cual terminamos, pues de ello se sigue que coinciden en todo U¡0 ••• 1• 

pues se trata de sistemas de p funciones racionales sobre todo ,t' y U .¡, 0. Por lo 
tanto, Hq (U,$) = O para todo q > O. El caso q = O no funciona pues construimos 
una q - 1 cocadena. O 

Corolario 15. Hq(X, $) = O para q > O. 

Demostración. Por la Proposición 50 las cubiertas cuyos abiertos son de la forma 
Xq son arbitrariamente finas ( cf. Corolario 14) de donde Hq (X,$) = O para q > O, 
por la proposición anterior. O 

Corolario 16. El morfismo r(X, ó'!{.) 4,r(,t', O!{./$) es suprayectivo. • 
', -.· ._, i 

Demostración. Por el Corolario 6 tene~Ós lasig"ui!'!nte sucesión exacta: 

Hº(,t', ó'~) ~ j.¡ó(x, ó'!{./$) ~ H 1(,t',$) 
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que no es otra que la siguiente: 

r{X,ó'~)-; r(,l',ó'~/.9')--; O 

de donde tenemos la suprayectividad. o 
El siguiente resultado generaliza a la Proposición 51. 

Corolario 17. Sea V una .rnbvariedad cerrada de AJ; y A.= k[x1, ... ,xr]/i(V). 
Entonces, el morfismo i : A --; r{V, ó'v) es biycctivo. 

Demostración. La gavilla (I / Jf(V) restringida a V no es otra que ó'y, como se 
mencionó en la demostración de la Proposición 43, entonces todo elemento de 
r(V, ó'v) es restricción de una sección de ó' sobre AJ;, es decir de un polinomio, 
ya que por la Proposición 51, r(A¡:' ó') es isomorfo a K[x1' ... , Xr], al palicar dicho 
resultado a A¡:. Se sigue que i es suprayectiva y como ya sabíamos que era inyectiva 
tenemos la biyección. O 

8.3 Secciones de una ga:uilta. a.tgebra.ica coherente 
sobre una. uariedad afín 

Veremos que los tallos de una gavilla algebraica coherente .9' sobre una variedad 
afín ,\' son generados por secciones globales de §. Como X es afín podemos 
suponer que es una subvariedad cerrada de un espacio afín, A¡:. Prolongando $ 
por cero fuera de ,\', obtenemos una gavilla algebraica coherente sobre A¡: ( Cf. 
Sección 7.3). Si demostramos que los tallos de g:x son generados por las secciones 
globales de g::t:, entonces habremos pobrado que los tallos de .9' son generados 
por las secciones globales de $. 

Teorema 8. Sea ,:¡; una gavilla algebraica coherente sobre una variedad afín X. 
Para todo x E X, el ó'.Y . .r·módulo g;.r es generado por las secciones globales de$. 

Demostración. Por lo comentado antes de enunciar el teorema, podemos suponer 
que ,l' =A¡;. Por los resultados vistos en la Sección 8.1 sabemos que los abiertos 
afines Xq forman una base de la topología de ,\' = A¡;, el cual es casicompac­
to, entonces podemos tornar una familia finita de polinomios que no se anulen 
simultáneamente (como se dijo en la Proposición 54) y tales que los abiertos afi­
nes que definen forman una cubierta de ,\'. Por definición de gavilla coherente, 
,:¡; es localmente isomorfa a un cociente de la gavilla ó'P. Combinando los ante­
riores resultados podemos suponer que tenemos una familia finita de polinomios 
q1 , ••• , Qm que no se anulan simultáneamente y tales que los abiertos U; = Xq; for­
man una cubierta de ,\' y que sobre cada U; tenemos un morfismo suprayectivo 
'Pi : (j'P; --; §. 

Para demostrar que los tallos son generados por las secciones globales toma­
mos x E ,\', entonces x E U; para algún i, digamos i = 1, entonces, por hipótesis, 
§(U¡) es un cociente de la gavilla ó'P• de donde § esta generado por r(U1 , §). 
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En el siguiente lema, vamos a probar que las secciones de $ sobre U se 
pueden extender de manera única a secciones globales, con lo cuál se concluye la 
prueba. O 

Lema 10. Si s 1 es una sección de !.f: sobre U1 , existe un entero N y una sección 
global s de § tales que s = qf' s1 sobre U1. 

Demostración. Como dijimos hace un momento, en la prueba del teorema, exis­
ten morfismos suprayectivos <p¡ : tJP; ~ §, corriendo i de 1 a m. Sabemos 
que los U; son abiertos afines (Proposición 49) entonces U1 n U¡ es afín (Propo­
sición 48) y así podemos pensar en U1 n Ui como variedad afín, es fácil ver que 
es irreducible sobre todo recordando que un espacio es irreducible si la intersec­
ción de cualesquiera dos abiertos no nulos es no vacía. Como 'Pi es suprayectiva 
entonces !.f: ~ tJP• / Ker 'Pi sobre U;, y así del Corolario 16, tenemos la siguiente 
suprayección: 

Por lo tanto, existe ali una sección de tJP• sobre U1 nUi tal que <p¡(uu) = s 1 sobre 
U1 nU;. Por otro lado, U1 nU; es el lugar de los puntos de Ui donde Q1 no se anula, 
es decir, (Ui )q1 = U1 n U;. Además, au es un sistema de Pi secciones de tJ sobre 
U 1 nU;, podemos aplicar la Proposición 52 a cada una de ellas tomando la variedad 
algebraica irreducible U;, q1 la función regular sobre U; y a¡¡ la función regular 
sobre U; nU1 , obtenemos que existe n; suficientemente grande tal que q"' O'¡¡ es una 
sección de tJP; sobre U;. Ahora tomamos otro máximo, a saber, sea n elentero más 
grande entre las n¡ corriendo i de 1 a m. Llamamos s: a ip¡(q"o1;), dicha sección 
coincide con q"s 1 sobre U1 nU;, de lo cual se sigue que sj = sj sobre U1 nU; nU1. 
La sección s; - sj está definida sobre tocio U; n U¡ y se anula en U1 n U; n U¡, 
entonces por la Proposición 53 existe un entero n;i tal que q;"; s: - sj está definida 
sobre todo U; nU¡. Sea N el máximo de entre los n;i y n. Por el Axioma de Gavilla 
existe una sección global s de § que sobre cada U; coincide con qN s:. Además, s 
restringida a U0 coincide con qN s 1 , pues se tenía que s¡ = q"s1 sobre U;. O 

Corolario 18. La gavilla !.f: es isomorfa a una gavilla cociente de la gavilla tJK-. 

Demostración. Como § es coherente, §,, es un tlx,,,-módulo de tipo finito. Se 
sigue del Teorema 8 que §,, está generado por un número finito de secciones 
globales de §. Por la Proposición 10 estás secciones generan !.f:y para toda y en 
una vecindad de x. Como X es casicompacto, podemos obtener un juego finito de 
secciones globales de § que generan a cada tallo, digamos las secciones s1, .. ., Sp. 

Se sigue que hay un morfismo suprayectivo <p : ó'~ ~ §, por lo que § es 
isomorfa a la gavilla cociente ó'K-/ Ker cp. O 

Corolario 19. Sea $ ~ <§ ~ .Yt' una sucesión exacta de gavillas algebrai­

cas coherentes sobre una variedad afín X. Entonces, la sucesión r(X, §) ~ 
r(,1', <§) .!!:.:.,,, r(X, .Yt') es exacta. 
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Demostración. Podemos suponer que ,\:' es el espacio afín AJ;, como se hizo en el 
Teorema 8. Seas E q,\:', .7) y le aplicamos l/J" ocp•, tenemos l/;"ocpº(s) = 1/Jocpos = 
O, pues ¡jJ o <p =O. (En caso de duda con la notación l/Jº véase la Sección 4.7.) 

Por el corolario anterior se tiene un morfismo suprayectivo rr : ó'J\. ~ .9" de 
donde .7 ~ t1}\./ Ker rr. Por el Corolario 16 tenemos la suprayección: 

rr·: r(:l', {1~) ~ r(.l',.7) 

por lo que <p" o rr• es suprayectiva: 

q,l', 6}\.) ~ q,l', lmcp). 

Entonces cp• es forzosamente suprayectiva, y como Im cp = Ker 1/J tenemos: 

"'. r(X,.9") ~ r(,'t',Ker!/J), 

de donde, para toda sección global a tal que!/; o a= O existes E r(X,$) que 
cumple cpº(s) =a. 

Por lo tanto, la sucesión inducida en secciones globales es exacta. · O 

s.4 Grupos de cohomología. de 'U'r.1,0. ua.rieda.d a.fín 
con ua.lores en una. ga.uilla. a.lgebra.ica. coherente 

Generalizando la Proposición 54 que además pedía que X fuése irreducible y .9" 
fu ése subgavilla de tt:Y, tenemos es siguiente teorema. 

Teorema 9. Sea ,\:' una variedad afín, q; una familia finita de funciones regulares 
sobre ,y, que no se anulan simultáneamente, y U la cubierta abierta de X formada 
por los ,l',,, = U;. Si .7 es una gavilla algebraica coherente sobre X, tenemos 
Hq(U,.9") =O para todo q >O. 

Demostración. Primero mostremos el resultado cuando ,y es irreducible. Por el 
Corolario 18, tenemos un morfismo suprayectivo !/; : ó'J\. ~ .9" de donde la 
siguiente sucesión es exacta: 

O~ Ker!/J ~ ó'~ ~ .9" ~O. 

En general, una sucesión exacta de gavillas no induce sucesiones exactas de com­
plejos de cocadenas, pero en este caso la sucesión inducida es exacta: 

O~ C(U,Ker1/J) ~ C(U, ó'~) ~ C(U,$) ~O. 

Por lo dicho en la Sección 4.8, sólo falta checar que 1/J es suprayectiva. Como U¡0 ••• ;. 

es variedad irreducible podemos aplicar el Corolario 16 que dice que el siguiente 
morfismo es suprayectivo: 

r(Uio···iq•ó'~(U¡o .. ·iq)) ~ r(U¡o .. ·i••$(U¡o•·•iq)), 
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se sigue que Cq(U, tl~(U;0 ... ;.) --+ Cq(U, 9') es suprayectivo. Por lo tanto, la 
sucesión en complejos es exacta. · 

La sucesión inducida, a su vez, induce una sucesión exacta larga en cohomo­
logía: 

· · · --+ Hq (U, (}~) ~ Hq (U, .9") --t Hq+I (U, Kert/1) --t · · · 

Como Hq(l.l, tl~) =O y Hq+I (U, Ker,P) =O para q > O entonces Hq(U, .9") =O 
para q >O. 

Ahora, probemos el caso general. 
Como X es afín podemos suponer que es una subvariedad cerrada del es­

pacio afín A¡;. Por el Corolario 17 tenemos que K[x 1 , ••• ,xr]/i(X) es isomorfo a 
r(;I:', tl), de donde las funciones q; viene inducidas por polinomios, digamos p¡ res­
pectivamente. Por otro lado, sea ri un sistema finito de generadores del ideal i(X) 
(recuérdese que K[x 1 , .. ., xr] es noetheriano). Como q¡ no se anulan simultánea­
mente, entonces forzosamente p;, ri no se anulan simultáneamente sobre A¡;, de 
donde inducen una cubierta U' de A¡;. 

Tomemos §AZ la gavilla que se obtiene prolongando por cero a § fuera 
de ,1'. Tenemos un caso particular del que ya demostramos al principio de esta 
prueba, a saber, A¡; es la variedad afín irreducible, p¡, ri es la familia finita y §AZ 
la gavilla algebraica coherente. Entonces Hq(l.11,§AZ) =O para q >O. Además, 
el complejo C((U',~AZ) es isomorfo a C(U,9') pues·§AZ es cero fuera de X, 
entonces Hq(U', ¿FAZ)= Hq(U, §),con lo cual terminamos la prueba. O 

Corolario 20. Si ,y es una variedad afín y § es una gavilla algebraica coherente 
,9obre ,1', entonces Hq(,1', §) =O para q > O. 

Demostración. Por la Proposición 50 las cubiertas cuyos abiertos son de la forma 
,Yq son arbitrariamente finas (cf. Corolario 14) de donde Hq(,1',§) =O para q >O, 
por el teorema anterior. ·· O 

Corolario 21. Sea O --t .9" ~ <§ ~ .Yt' --t O una sucesión exact~':de gav.iÚas 
sobre una variedad afín X. Si la gavilla § es algebraica. y cohenmte, entonces· el 
morfismo r(X, '#) ~ r(,1', .Yt') es suprayectivo. · : · .: •;,: '. ; '.\' ./ ' . · 

Demostración. Por el corolario anterior H 1 (,y, .9") ~ O, ~n~~~j~~: ~Ó; eJ'.~6~~larÍo 6 
la siguiente sucesión es exacta: · · :·· •,. :.°.·• 

Hº(X,'d)--+ Hº(,Y,.fff~'o. 
que es decir que r(X, !f) --t r(X, .Yt') e~ supraye~~iv~:: 

8.5 Cubiertas de uariedades atg'ebrci.icas por 
abiertos afi.nes 

o 

Proposición 55. Sea X una variedad afín y sea U= {U¡}¡er una cubierta finita de 
,1:' por abiertos afines. 
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Si § es una gavilla algebraica coherente sobre X, se tiene Hq (U, .'F) = O 
para todo q > O. 

Demostración. Por la Proposición 50 existen funciones regulares Pj sobre X tales 
que la cubierta '!J = {Xp,} es más fina que U. 

Para cada (io, ... , ip) la cubierta '!J;0 ... ;, inducida por '!J sobre U;0 ••• ;, está de­
finida por las restricciones de los Pi en U;0 ••• ¡,. Como U;0 ••• ;, es variedad afín, 
según la Proposición 48, entonces Hq('!J;0 ••• ;_..'F(U;0 ... ;.)) =O para q >O, por el 
Teorema 9. 

Aplicamos la Proposición 34 y obtenemos Hq ('U,$) = Hq (U, .'F) y como 
Hq('!J, $) =O para q >O entonces ya terminamos. O 

Teorema 10. Sean ;r una variedad algebraica, § una gavilla algebraica coherente 
sobre X y U= {U;};e1 una cubierta finita de X por abiertos afines. 

El morfismo a(U): H"(U,.9') --t H"(:t',§) es biyectivo para todo n ~O. 

Demostración. Vamos a aplicar el Teorema 6, veamos que se cumplen las condi­
ciones para poder hacerlo. 

Tome usted la familia '!Jª de cubiertas finitas que consisten de abiertos afines. 
Por el Corolario 14 esta familia cumple con la condición 1 del Teorema 6, es decir, 
tiene elementos arbitrariamente finos. 

Para cada (i0 , .•• , ip) las cubiertas '!Jl:,, ... ,;, inducidas por '!J"' sobre Ufo, ... ,;, 
son cubiertas de abiertos afines (Proposición 48 y así, por la Proposición 55 
Hq('!J?o .... ,;, • .9') =O paraq >O. 

Ahora, apliquemos el Teorema 6 de donde u(U) es biyectivo para n ~ O. O 

Teorema 11. Sean X una variedad algebraica y U= {U;};e1 una cubierta finita de 
,y por abiertos afines. 

Sea O --t $ ...!'..+ '§ ~ .Yt!' --t O una sucesión exacta de gavillas sobre X, 
donde la gavilla $ es algebraica y coherente. 

Entonces el morfismo canónico Hó (U, .Yt!') --+ Hq (U, .Yt!') es biyectivo para 
todo q ~O. 

Demostración. Es suficiente mostrar que Co(U, .Yt!') = C(U, .Yt!') por definición de 
C0 la igualdad significa que para toda sección de .Yt' sobre U;0 ... ;. es imagen de 
una sección de'§ sobre U;0 ... ¡ •• Lo anterior se sigue del Corolario 21. O 

Corolario 22. Sea ,y una variedad algebraica y sea O --+ $ ...!'..+ '.§ ...!...¡. .Yt' ·--+ 
O una sucesión exacta de gavillas sobre ,y, donde la gavilla § es algebraica ¡j 
coherente. . · 

Entonces el morfismo canónico Hó(;l:',.Yt')--+ Hq(X,.Yt') es biyectivo ·para 
todo q ~O. .. · · · .· 

Demostración. Por la Proposición 50 las cubiertas cuyos abiertos·~ori'aflrie~· son 
arbitrariamente finas (c/. Corolario 14) de donde Hó(X, .Yt!') .-+ Hq(X, . .Yt') es 
biyectivo para todo q ;::: O por el teorema anterior.· · · · · O 
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Teorema 12. Sea X una variedad algebraica y sea O ~ § . .3:.-+ '#·~:Y!.+-~ ~· 
O una sucesión exacta de gavillas sobre X, donde la gavilla ·§ es'·álgebraica y 
coherente. Entonces la siguiente sucesión es exacta.: 

e(', 

Demostración. Se sigue del corolario anterior. ( Cf. con el co~e~t~i~. ~iglliente al 
Corolario 8.) . ., O 

8. 6 Palabras finales 

Por lo que hemos visto, en geometría algebraica existe una buena teoría de coho­
mología en el sentido de que hemos obtenido una sucesión exacta larga en coho­
mología inducida por una sucesión exacta corta de gavillas donde la primera es 
algebraica y coherente. 

Tomando como campo base a C se tienen dos teorías de cohomología sobre 
las variedades, la algebraica y la analítica, una tomando la topología de Zariski 
y otra con la topología usual, que son bien distintas, con la primera, las varie­
dades no son Hausdorff y con la segunda sí. En un 'trabajo posterior de Serre 
se demuestra que hay una biyección entre las gavillas algebraicas y las gavillas 
analíticas definidas sobre una variedad compleja, dada por § >-4 § ® t7, donde $ 
es una gavilla algebraica y tJ es la gavilla de funciones holomorfas, además las dos 
teorías coinciden. De esta forma, una aplicación de lo desarrollado en esta tesis es 
la solución al primer problema de Cousin, tomando la gavilla constante z. 

FINIS OPERA 



Apéndice A 

Límite directo 

En la elaboración de este apéndice se siguen a MacDonalcl y Atiyah quienes intro­
ducen este concepto en su sección de ejercicios del capítulo 2 de (AM69J. 

Veamos la construcción algebraica, las propiedades como conmutar con la su­
ma directa y con el tensor, Hom en límites dierectos y límites directos de módulos 
finitamente generados. 

Decimos que un conjunto parcialmente ordenado I es dirigido si para todo 
par i,j E I existe k E I tal que i :5 k y j :5 k. 

Una familia {Al;} de A-módulos indexada por un conjunto dirigido se llama 
sistema dirigido si esta provista por una familia de morfismos µ;J : .Al; --t Ñlj, 
uno por cada par i :5 j de I tal que /L¡¡ = /d,\t, para toda i E/ y µ;k = µjk o µ;j 
para toda tercia i :5 j :5 k. Denotamos a este sistema dirigido como {.Al;,µ¡J}· 

Dado un sistema dirigido {M;,µ, 1 } de A-módulos existe un A-módulo A/ 
junto con una familia de morfismos /L¡ : ,\!¡ --t AJ para cada i E /, tal que 
µ; = /LJ o µ;1. Para construir JI consideremos la suma directa IJJ;erAI; y la familia 
de inclusiones {!¡ : ;\!¡ --t 9Af;. Llamemos E al submódulo generado por los 
elementos de la forma {!¡(x;) - {!J(µ;1(x,)) donde X¡ E ,\[¡ e i y j corren por 
todo l. Proponemos Al = e;J;\l¡/ E, por ser cociente existe un morfismo natural 
rr : tf!;\f; --t Al, llamamos µ; a r. o{!;, la familia de morfismos así construida 
cumple con las condiciones requeridas. veamos: 

donde la igualdad 1 sucede ya que por construcción de E, {!;(x;) y {!J(µ;J(X;)) van 
a dar a lo mismo bajo rr. 

Si N es un A-módulo con propiedades similares a las de Al, es decir, está pro­
visto de una familia de morfismos v; : ,\!; --t N tal que v; = v1 o µiJ entonces 
existe un único morfismo cp : Al --t N tal que v; = cp oµ; para toda i E I (a 
esta propiedad la llamamos propiedad de factorización). Para verificar lo anterior 
sea (x;);er en IJJM;, definimos r,b: 9M; --t N como ·r,b((x;)) = I:;eI v;(x;), que 
es una suma finita pues las x; son cero salvo un número finito. Tenemos que r,b es 
un morfismo de A-módulos pues fue definido en términos de los 11¡. Tomemos un 
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generador de E, g¡(x¡) - !!i(µ;j(x¡)), y veamos a donde llega bajo 1/J, 

1/J ({!¡(x¡) - {!j(µ¡j(X¡))) = V¡(x¡) - Vj(-µij(X¡)) = V¡(x¡) - v¡(X¡) = ó. 
Concluimos que E ~ Ker'l/J por lo que 1/J es compatible con rr induciendo un 
morf1smo cp: M---+ N definido como cp(rr((x;))) = 1/J((x;)). 

El morfismo cp es único. Antes probemos el siguiente Lema. 

Lema 11. Todo elemento de J\l puede ser escrito de la forma µ¡(x¡) para algún 
X¡ E Al;. 

Demostración. Sean rn E ,\/y (x;);er E el\/¡ tal que rr((x;)) = m. Sabemos que a 
lo más un número finito ele las entradas de x; es distinto de cero, supongamos que 
son dos, a saber, x,,. y Xn. Para el par (m, n) existe k E I tal que m ::; k y n :5 k. Sea 
(y¡) E EFJM¡ tal que Yn = Xn, Yk = /tmdxm) y que en todas las demás entradas es 
cero, entonces (y¡)-(x¡) = l!m(Xm)-gk(µ,,.k(xrn)), por lo que rr((y¡)) = rr((x;)) = 
m. Sea ahora {z;) E ffJl\f¡ es tal que todas sus entradas son nulas salvo en el lugar 
k donde Zk = µmk(x,,.) + µnk(Xn), tenemos que {z¡) - {y¡) = l;/n(Xn) -gk (µnk(Xn)), 
y así rr((z¡)) = rr((y¡)) = m. Concluimos que m = rr o l'k(µmk(Xm) + µnk(Xn)). El 
caso general, no asumiendo que sólo dos entradas no son nulas, se resuelve con el 
mismo procedimiento, pues cada vez que se aplica disminuye el número de estas 
entradas. 

o 
l\Iostremos que el morfismo cp es único. Para ello sea 1/J : M ---+ N tal 

que v¡ = 1/J oµ¡. Sea m E l'd existe X¡ E J\/¡ tal que µ¡(x;) = m, entonces 
r/l(m) = 1/l(µ;(x;)) = v¡(x;) = cp(µ;(x¡)) = cp(m). Concluimos que cp es única. Como 
cp es único entonces podemos probar que A/ es único salvo isomorfismo. Para probar 
lo anterior supongamos que N provisto de los morfismos v; : Af¡ --+ N cumple 
con la propiedad de factorización. Como tanto !Y! como N tienen la propiedad de 
factorización tenemos que existen cp : A! ---+ N y 1/J : N --+ A/ tales que v; = cpoµ¡ 
y ¡t¡ = 1/J o V¡ por lo que µ¡ = !/J o cp o ¡t¡, entonces 1/J o cp = Id, por unicidad, pues 
ambos morfismos cumplen la propiedad de factorización, análogamente cpo'l/J =Id. 
Concluimos que A! y N son isomorfos. Por todo lo que hemos dicho, hemos probado 
el siguiene Teorema. 

Teorema 13. Dado un sistema dirigido {Al;, µ¡i} de A -módulos existe un único 
A-módulo ,\[junto con una familia de morfismos µ¡ : Al; ---+ M para cada i El, 
tal que µ¡ = µi o µ¡i. Además si N es un A-módulo provisto de una familia de 
morfismos V¡ : A/; ---+ N tal que V¡ = Vj o µ;i entonces existe un único morfismo 
cp: lvf --+ N tal que v; = cp oµ¡ para toda i E /. 

o 
A JI.! junto con los morfismos µ¡ lo llamamos. Úmite directo del sistema 

{Al¡, µ;j} y se denota como !!!!?ier M;, adermí.s a la·l:lfºPiedad de factorización 
la llamaremos propiedad universal del límite directO'.· · ::· · · 

Veamos algunos resultados tradicionales a cerca de límites directos. 
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Proposición 56. Sea (,\/;);er una familia de submódulos ele un A-módulo, donde 
para todo par de índices i, j en I existe k E I tal que M; +Mi ~ Ah. Definimos 
i ::::; j si M; ~ Ali 11 sea l'ii : M; -t l\1i la inclusión ele M; en Ali. Entonces 
~ .\/¡ = L: A/; = U1\l¡, con i con'iendo en J. 

Demostración. Llamemos {!i : Al; -t 2:: Al; a las inclusiones naturales, como 
l'ii es inclusión, tenemos g¡ = l!i o µii· Probaremos que 2:: J\l¡ cumple la propie­
dad universal del límite directo. Sea N un A-módulo provisto de una familia de 
morfismos 11¡ : ;\[¡ -t N tal que V¡ = vi o µ¡i. Si m E L: JH¡ podemos asumir 
que m E M,. para algún 11 E I ya que para todo par i, j en I existe k E I tal 
que .\!;+Mi ~ i\h, entonces definimos <p : ¿ M¡ ---+ N como cp(m) = Vn(m). 
El morfismo cp no depende del índice n (que varía para cada m E :L: Al;) pues 
los morfismos son inclusiones. Por lo tanto, ¿ M; es el límite directo del sistema 
{i\l¡,µ;j }. 

El argumento para probar que U;\/; es el límite directo es análogo. O 

El anterior resultado nos dice que cualquier A-módulo es el límite directo de 
sus submódulos finitamente generados. 

Dados dos sistemas dirigidos sobre el mismo conjunto dirigido, { .M;, µ¡i} y 
{ 1V¡, v;i} de A-módulos, definimos un morfismo entre ellos como una familia de 
morfismos de A-módulos, cp;: .\/¡ ---+ N;, tal que el siguiente diagrama conmuta. 

1\l;~N; 

µ¡; ! ! V¡¡ 

Proposición 57. La familia {cp¡} define un único morfismo rp ~iEI 1'.l¡ ---+ 
~iE/ N¡ tal que el siguiente diagrama conmuta. 

J\!; --"'-' --N1 

µ¡; ! !••; 
~iEl JV/¡ ~ ~iE/ M¡ 

Demostración. Sea m E ~iEI J\l¡, que además por lo ya dicho tiene la forma 
µ;(x;) = m para algún X¡ E M¡. Definimos rp(m) = v¡(cp;(x;)). Para ver que rp 
está bien definida basta comprobar que si Xj = µ¡i(x;) entonces v;(cpj(x;)) = 
vi('Pj(Xj)), es decir, que cualquier representante del cero va al cero vía los gene­
radores. Tenemos µi(µ¡i(x 1)) = µ;(x;) de donde <p está bien definida y cumple 
<p o µ¡ = V¡ o <p¡. 0 

Decimos que una sucesión de sistemas directos y homomorfismos, 

(i'vl¡,µ;j) ~ (N¡,v¡j) ~ (P;,rr¡j) 
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es exacta si la sucesión, 

es exacta para cada i e J. 

Proposición 58. Dada una sucesión exacta de sistemas dirigidos, 

(Al;, µ¡j) -.!.+ (N;, v¡j) ...:!'.+ (P;, rr;j), 

lá sucesión inducida en los límites directos es exacta. 

Demostración. Digamos que la sucesión inducida es la siguiente: 

li!!f M; --.'.4 li!!f N; ...!4 li!!f P; 
iEI iE/ iE/ 

Veamos que Im(cp) ~ Ker(,P). Sea m E li!!f;er l\l¡ entonces m = µ;(x;) y así cp(m) = 
v;(cp;(x;)), entonces ,P(v¡(cp;(x;))) = rr¡(rp¡(ip;(x;))) = O. Para ver que Ker(t,/J) ~ 
Im(cp) sea n = v;(y¡) E li!!f;er N; tal que t,/J(n) = O, es decir, rr;(t,/J¡(y;)) = O. Lla­
memos z; a rp¡(y;), como rr;(z;) = O entonces existe j E I tal que 71'¡j(Z;) = O. 
Recordemos que el siguiente diagrama conmuta. 

Sea Yi = Vij(y¡) por lo anterior y por el diagrama tenemos t,/Ji(Yil = rr;;(z1) =.O. 
Por exactitud existe xi E Mi tal que 'Pi(xi) = Yi· Concluimos que µj(Xj) quien 
vive en li!!f¡er M; es tal que cp(µj(Xj)) = n. O 

Sea N un A-módulo y M el límite directo del sistema { M;, µ;i} de A-módulos; 
sin necesidad de prueba { M; 0 N, l'ii 0 Id} es un sistema dirigido y como tal existe 
su límite directo al que llamaremos P. El i-ésimo morfismo asociado al límite 
directo M, µ; : Al; - Al, induce al morfismo µ¡ 0 Id : i'vl; 0 N - 1\I 0 N y así, 
por la propiedad universal de P existe l/J: P - 1\I ® N. 

Proposición 59. El morfismo 1/1 de las anteriores líneas es un isomorfismo. 

Demostración. Para ver que l/J es inyectivo, sea x 0 n E P tal que t,/J(x 0 n) = O, 
supongamos que 'll"¡(x 0 n) = x 0 n donde x 0 n E Al; 0 N entonces tenemos las 
siguientes igualdades: 

O= t,/J(x®n) l/J o rr;(x 0 n) 

µ; ®ld(x©n) 

µ;(x) ®n. 
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De lo anterior deducimos que ó µ¡(x) = ay con a E A y y E /i.,f tal que an = O; 
ó, n = azcona E A y z E N tal que aµ,(x) =µ¡(ax) =O, es decir, existe j E l 
cumpliendo /tij(ax) =O. En cualquiera de los dos casos resulta x 0 n =O. Por lo 
tanto t/J es inyectiva. 

Veamos que t/J es suprayectiva. Sea µ¡(x)®n E M®N, donde x E /v/¡ entonces 
rr¡(x 0 n) bajo 1jJ cae en µ¡(x) 0 n. Concluimos que t/J es isomorfismo. O 

Lo que acabamos de hacer es mostrar que el límite directo y tensorizar con­
mutan, es decir: 

~(M¡0N) ~ (~M¡) l<JN. 

Sea (A;);e/ una familia de anillos indexada por un conjunto dirigido!, y para 
cada par i S j en I sea O¡j : A¡ -.; Ai un morfismo de anillos que satisface las 
condiciones o¡¡ = ld,1; y de transitividad: o¡k = Ojk o ªii· Considerando cada A; 
como Z-módulo tenemos un sistema dirigido al que podemos construir su límite 
directo.{=~ A¡. 

Proposición 60. El Z-módulo A es 1m anillo y los morfismos o¡ : A; -.; A aso­
ciados al límite directo .{ son morfismos de anillos. 

Demostración. Sólo debemos definir el producto en .:t, para ello sean á, b E A 
y supongamos que a¡{a) = ii y Oj(b) = b donde a E .4; y b E .{í· Por ser l 
un conjunto dirigido existe k E l tal que i S k y j S k; definimos á • b como 
ok (o¡k(a) · ºJdb)). Al primer vistazo no queda claro que la definición sea inde­
pendiente de los índices i,j y k; veamos tan sólo que no depende de la elección 
de k pues para los otros índices el razonamiento es análogo. Sea p E I tal que 
i S p y j S p y a su vez, sea q E I tal que k S q y p S q. Queremos probar 
que Ok (o;k{a¡) · oik(aj)) = Op (o¡p(a¡) · Ojp(aj)), por la elección de los índices 
Ok = oq o Okq y Op =o,, o Opq, entonces basta mostrar: 

o,, o Ok,1 (a;k(a;) • Ojk(aj)) - Oq o etpq (a¡p(a¡) · Ojp(aj)) b O. 

Asociando y usando que los morfismos etrs son de anillos tenemos la siguien{e 
igualdad: 

aq o etkq (o¡,.(a¡) · Ctj1<(aj)) - etq o etpq (et¡p(a¡) · etjp(aj)) 

Ctq (a;q(a¡) • etjq(aj)) - aq (o;q(a¡) · etjq(aj)) .- , ·o.' 

Por lo tanto la definición del producto no depende del índice k\ c~n~·luíll1os'que . 
A es un anillo y su' éstructura multiplicativa convierte en ínorfismb's'de. aiiilJÓs al 
familia {a¡}. · :·,; · ':'.;· O 

Al anillo A lo llamamos el límite directo del sistem~ (A{:c;;¡j};' SÍA ;,, O 
necesariamente algún A; = O pues en caso contrario para todos· los anillos A; 
tendríamos O -11 y así la clase del 1 sería distinta de cero en A. · · 
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Proposición 61. Sean {.-l¡,O¡J) un sistema dirigido de anillos y T/i el ni/radical de 
.-l¡. Pruebe que~ T/i es el ni/radical rle ~A; =A. 

Demostración. Sea r¡ el nilradical de A. Veamos que r¡ ~ ~ r¡¡, para ello sea x E r¡ 
tal que x" = O para algún n E N; supongamos que hay una a¡ E A¡ tal que 
o;(a¡) = x, entonces o;{a~) =O. Por lo anterior existe j E I tal que O;j(ar) =O 
de donde Oij(a;) E 'IJ· Por lo tanto r¡ = ~r¡,. 

Como nilpotentes bajo morf1smos de anillos van en nilpotentes, tenemos 
~rn=~ o 
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