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Introduccion

Emana el manantial una gota viva, breve como la chispa, breve cotno la fogata.
Emana el manantial gotas humanas, se forma. el arroyo, corre el rio, la humanidad
corre, se precipita con sed hacia el océano. El océano se mira a s{ mismo a través
de los ojos del hombre. Se desparrama la humanidad, impelida por la curiosidad;
comprender al mundo para comprenderse a si mismo, para entenderse como parte
de un todo, el eterno retorno, al paraiso del que fuimos arrojados, la madre.

El pie humano ha trazado muchisimos caminos, por algunos de ellos se ha
avanzado poco, en otros se ha llegado mas lejos, algunos se han olvidado y otros
son muy transitados. Algunos caminos se han internado en las profundidades de
la cordillera del conocimiento, y alli encontramos las inmensas exploraciones ma-
temdticas. Me parece que los andares por las matermadticas llevan al caminante a
lugares plenos de inusitada belleza, tierras colmadas de deliciosos alimentos para
el alma.

Por su profundidad y por su belleza fui hechizado.

De entre los diversos caminos que uno puede tomar en la maraifia de las ra-
mas, mis pasos me fueron llevando por la Geometria Algebraica; que por cierto
lleva bastante tiempo creciendo. Los textos modernos de Geometria Algebraica
inevitablemente remiten al fundamentalisimo trabajo de Jean Pierre Serre, Fais-
ceaur Algébriques Cohérentes, esto es, Gavillas Algebraicas Coherentes, y fue de
esta manera que me interesé en consultarlo.

0.1 Un poco de historia

La teoria de gavillas surge como el lenguaje que permitia expresar lo que los
matemaéticos de la época estaban pensando, me refiero a los matematicos a quienes
les interesaba la Topologia Algebraica. El estudio de homologia y cohomologia se
hallaba muy difundido y era harto fructifero, lo tradicional era tomar un grupo
fijo como grupo de coeficientes, pero algunos estudiosos se interesaron por espacios
donde el grupo variaba con cada punto, de manera que se satisfaciesen ciertas
condiciones dificiles de explicar. Usualmente se dice que la teoria de gavillas vié su
origen en los trabajos de Leray, yo seguiré esa tradicién, pues es en un trabajo suyo
donde por primera vez es empleado el término gavilla (faisceau) con un significado
matematico que a continuacién enunciamos: una gavilla B (de médulos) sobre
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un espacio topolégico E se define como una funcién que asigna a cada conjunto
cerrado FF € F un médulo Bpf, tal que By = 0 junto con un homomorfismo
de Br en By siempre que f C F, que a by € Br asocia bp - f en By de tal
suerte que si f' C f C F entonces (bp - f)+ f' = b - f'. La motivacién de
Leray era relacionar la cohomologia de dos espacios topoldgicos a partir de una
funcién continua entre ellos, tomando imdgenes inversas de puntos, por eso el
necesitaba relacionar objetos a conjuntos cerrados, pensando que los puntos lo
eran. Asi fué que definié gavillas, mismas que en un principio mostraban su valor
en la medida que se acompanaban del uso de sucesiones espectrales, pues dicha
combinacién permitia resolver en muchos casos el problema mencionado. Esta
definicién aparece en un articulo de 1946, pero el articulo que marca la pauta
es de 1945, donde las gavillas aparecian implicitamente. Muy pocos afios después
Cartan se familiariza con la idea y la usa en su propio trabajo dentro del Andlisis
Complejo, definiendo gavilla a partir de los abiertos.

En 1883, Poincaré prové que una funcién en dos variables complejas que es
cociente de dos funciones holomorfas sobre una vecindad suficientemente pequeiia
para cada punto de C?, es de hecho, un cociente de dos funciones holomorfas en
el espacio total C*. A este tipo de problemas se les conoce como “pasar de propie-
dades locales a propiedades globales”. En 1895, Cousin generalizé el teorema de
Poincaré a algunos tipos de subconjuntos abiertos de C*, y de esta manera intro-
dujo nuevos problemas del paso de propiedades locales a globales. Estos problemas
son mas complicados que aquel trivial donde se define una funcién por medio de
sus restricciones sobre los abiertos de una cubierta, ahora los objetos a ser defini-
dos globalmente son clases de funciones, por ejemplo, clases del tipo f+ H, donde
f es una funcién meromorfa y H es el conjunto de todas las funciones holomorfas
en un conjunto abierto dado.

Después de 1934, el trabajo de Cartan y Oka sobre funciones de varias va-
riables complejas, estuvo centrado en tales problemas, mismos que habian perma-
necido descuidados después de Cousin. Justo en 1945, Cartan prové problemas
tipicos de pasar de lo local a lo global para grupos de homologia, ello lo llevé a
interesarse en las nuevas nociones que Leray proponia, pero adaptandola a su ne-
cesidad de asociar médulos a abiertos y no a cerrados, a saber, U — H (U;T).
Después Lazard describe a las gavillas como espacio étale y lo sugiere en uno de los
celebres seminarios de Cartan de la decada de los cincuenta (donde participaron
algunos de sus alumnos de la talla de Koszul y Serre, entre otros), descripcién con
la que Cartan continua su trabajo. Fueron las necesidades de Grothendieck las que
pusieron de nuevo en boga la definicién por abiertos.

Al estudiar gavillas, Cartan y su grupo, pronto se interesaron en gavillas
coherentes. La idea de una familia coherente de ideales fue introducida por Cartan
en 1944, y en 1950 él mismo la tradujo al lenguaje de gavillas. La razdn para
estudiar coherencia es que si ciertas propiedades se tienen en un punto, entonces las
mismas propiedades se tienen en toda una vecindad del mismo, y asi, para probar
teoremas basta hacerlo en un punto. Un estudio sistematico de gavillas coherentes
fue emprendido en el Seminario de Cartan de 1951-1952. Alli, uno encuentra los
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dos teoremas fundamentales que conciernen a una gavilla coherente & sobre una
variedad de Stein X’ (variedades complejas que admiten encajes biholomorfos en
algidn C*), los cuales jugaron un papel importante por varios afios.

Teorema A Los tallos de & son generados por secciones globales.
Teorema B HI(X, #) =0 para g > 0.

Este segundo resultado implica que el primer problema de Cousin tiene solu-
cién sobre una variedad de Stein, esto es que siempre hay una funcién meromorfa
con partes principales dadas. Serre encontré mads aplicaciones, entre ellas que las
variedades de Stein estdn caracterizadas por los Teoremas A y B, y que el segundo
problema de Cousin (la existencia de una funcién meromorfa con un divisor dado)
estd clasificado por H?(X,Z).

0.2 Faisceaux Algébriques Cohérentes

Mejor conocido como FAC, el articulo de Serre introdujo los métodos del Alge-
bra homoldgica en geometria algebraica, los métodos cohomoldgicos. En 1949,
André Weil noté que la topologia de Zariski puede ser definida sobre sus varieda-
des abstractas y con ayuda de ella define la nocién de espacio fibrado en geometria
algebraica. En 1954, Serre generaliza la nocién de gavilla en la misma forma que
fue generalizada la nocién de espacio fibrado, es decir, usando la topologia de
Zariski.

La necesidad de una teoria de cohomologia para variedades algebraicas “abs-
tractas”, fue enfatizada por primera vez por Weil, ya que necesitaba de ello para
poder dar un significado preciso a sus celebres conjeturas en Geometria Diofanti-
na. Serre se da cuenta que con el lenguaje de gavillas se puede y es mas cé6modo
presentar la nocién de variedad abstracta, ocupando la nocién general de espacio
anillado desarrollada por Cartan. La ventaja de esta estructura es que se com-
porta bien en lo que se refiere a pegado a lo largo de subconjuntos abiertos, la
verificacién de las condiciones de pegado se convierte en algo usualmente trivial.
A diferencia de los tiempos pasados, fija de una vez por todas el campo base, un
campo k algebraicamente cerrado, asi, sus piezas bdsicas para pegar son abiertos
de variedades afines sobre k. El objetivo principal de Serre es extender a sus va-
riedades, en la medida de lo posible, los resultados sobre cohomologia con valores
en una gavilla conocidos en el caso clasico k = C. Para poder utilizar la sucesién
exacta de cohomologia se limita a las gavillas coherentes de mddulos.

La idea general de Serre ha sido que la topologia de Zariski de una variedad es
adecuada para aplicar los métodos de la topologia algebraica. Los intentos de Serre
fueron buenos pero no resolvian el problema de Weil, sin embargo arrojan mucha
informacién acerca de las variedades. A pesar de que la teoria de cohomologia
de gavillas algebraicas coherentes no era adecuada para los propdsitos de Weil,
fue fuente de nuevos métodos y nuevas nociones, y dié lugar a resultados que no
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se esperaba estuviesen relacionados con gavillas tales como el teorema de Zariski
sobre funciones holomorfas y su teorema principal. Curiosamente la cohomologia
de Weil, es decir, la cohomologia que buscaba Weil fue definida por un enfoque
distinto pero inspirado en los trabajos de Serre.

Originalmente mi intencién era estudiar ¢l FAC integramente y presentar co-
mo trabajo de tesis una explicacién de los resultados de dicho articulo. Resulté un
objetivo ambicioso en la medida en que el FAC es un articulo muy extenso.

El objetivo del FAC es, como ya se dijo, introducir los métodos de la topologia
algebraica y del dlgebra homoldgica en geometria algebraica. La cohomologia que
se estudia es del tipo Ceck y el principal resultado que se incluye en el presente
trabajo es que una sucesion exacta corta de gavillas sobre una variedad algebraica,
0 &F =¥ — # — 0, donde .F cs una gavilla algebraica coherente, induce una
sucesion exacta larga en cohomologia.

En el Capitulo 1 se define la nocién de gavilla desde el punto de vista de los
puntos, es decir, como espacio étale. Dada una pregavilla se construye una gavilla,
v surge el punto de vista de los abiertos del espacio donde esté definida. Asi, la
nocién de secciones emerge como puente entre ambos puntos de vista. Finalmente,
se define lo que es un mortismo de gavillas, y cudndo es inyectivo y suprayectivo,
observando las diferencias segiin el punto de vista adoptado.

En el Capitulo 2 se estudia como construir gavillas apartir de otras gavillas,
me refiero a la suma directa, el tensor, entre otras, ademds de definir subgavillas,
cocientes, extensiones y restricciones.

En el Capitulo 3 se define la nocidn de gavillas coherentes, que tiene sentido
para gavillas de mdédulos, y se incluye uno de los resultados importantes de este
trabajo, a saber, si en una sucesidn exacta corta de gavillas, dos de ellas son
coherentes, entonces la tercera también lo es (Teorema 1). Dicho resultado, nos
permite decir que la suma directa de gavillas coherentes es coherente, asi como
el nicleo, imagen y coniicleo de un morfismo de gavillas coherentes. De hecho,
se estudia el comportamiento de las nociones definidas en general para gavillas,
cuando ademas son coherentes, por ejemplo como influye en Hom o (F,¥) (gavilla
de gérmenes de morfismos entre las gavillas & y ¢), el que & sea coherente y
el que ambas & y ¥ sean coherentes, en este tltimo caso Homy (F,%) resulta
coherente. Se nota como se simplifican las cosas cuando la gavilla de anillos o es
coherente. Por ltimo, se presenta la relacién entre cambiar de anillos cuando esto
es posible y para extensioén y restriccién.

En el Capitulo 4, al estilo de Ceck se definen grupos de cohomologia de una
cubierta de un espacio topoldgico X con valores en una gavilla, H(, &), para
definir H9(X,.#) como el limite directo de los H9(4, &), corriendo sobre clases
de cubiertas. Se demuestra que cuando X es paracompacto entonces una sucesién
exacta corta de gavillas da lugar a una sucesién exacta larga en cohomologia. Todo
1o anterior requiere de trabajo, para ver que ciertas nociones tienen sentido.

En el Capitulo 5 se dan condiciones a una cubierta 4! de un espacio topolégico
& para que dada una gavilla & sobre X tengamos H9(U, F) = HI(X, F).

En el Capitulo 6, se define la nocién de variedad algebraica.
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En el Capitulo 7 se hace notar que la gavilla & de anillos locales de una varie-
dad algebraica es coherente. Se define gavilla algebraica como aquella que es gavilla
de #-mdédulos gavillas de variedades y se estudian algunas de sus propiedades.

Finalmente, el Capitulo 8 es un cimulo de resultados importantes. Primera-
mente, ¢l Teorema 8 que dice que si % es una gavilla algebraica coherente sobre
una variedad afin /X', entonces los tallos £, son generados por las secciones glo-
bales de & (ndtese la similitud con el Teorema A). Segundo, el Teorema 9, el cual
implica que para una variedad afin A" y una gavilla algebraica coherente # se
tiene HI(.Y,#) = 0 para ¢ > 0 (compdrese con el Teorema B). Por tltimo, el
Teorema 12 que dice que una sucesién exacta corta de gavillas sobre una variedad
algebraica, 0 = F — ¥ = J# = 0, donde ¥ es una gavilla algebraica coherente,
induce una sucesién exacta larga en cohomologia.

0.3 Después del FAC

Variedades y esquemas

El articulo de Serre es una fuente y no una culminacién. Los objetos originales
de la geometria algebraica son los conjuntos de ceros de sistemas finitos de po-
linomios, es decir, variedades afines, lo que Serre propone es tomar objetos que
localmente se vean como dichas variedaddes afines. Este punto de vista estd muy
ligado al Algebra Conmutativa, pues a cada variedad afin irreducible sobre un
campo k, le corresponde una k-dlgebra finitamente generada y libre de nilpotentes
(estamos pensando a k algebraicamente cerrado). Sin embargo, habia la necesidad
de generalizar el objeto que estudiaba la Geometria Algebraica. Hartshorne plati-
ca acerca de tres razones, mismas que aqui mencionaré. Primero, se habia notado
que era necesario trabajar sobre campos que no fuesen algebraicamante cerrados,
pues llegaba a suceder que el anillo local de un punto de una subvariedad sobre
una variedad tenia un campo de residuos que no era algebraicamente cerrado, y en
ocasjones se deseaba dar un mismo tratamiento a la variedad y al punto. Otro as-
pecto que se queria generalizar era el considerar variedades que no necesariemente
estuviesen encajadas en un espacio afin o en uno proyectivo (desafortunadamen-
te en el presente trabajo no estudiamos el caso proyectivo) ya que en ocasiones
se construfan variedades sélo con datos locales, de hecho las variedades de Serre
si cubren esta necesidad. Usualmente se pedia que la variedad fuése irreducible
pero en ocasiones era necesario considerarlas reducibles y de varias componenetes,
ya Serre habia superado estda condicién en su definicion. Grothendieck propone
un objeto que cubre dichas necesidades. Habiamos dicho que a una variedad afin
irreducible sobre un campo k, le corresponde una k-algebra finitamente generada
y libre de nilpotentes, es decir, a un objeto geométrico se le asocia un objeto alge-
braico, Grothendieck adopta la postura contraria, preguntandose cémo asociar un
objeto geométrico a un objeto algebraico, especificamente a un anillo conmutati-
vo con unidad (y ya no solamente a k-dlgebras finitamente generadas y libres de




xiv B : INDICE GENERAL

mlpotentes) Dicho objeto propuesto es el esquema afin, denotado SpecA donde
E A es un amllo conmutativo con unidad, : ;

Spec A := {p|p es un ideal primo de A},

a dicho conjunto se le dota de una topologia y de una gavilla, ambas intimamente
ligadas al anillo mismo, de suerte que los puntos cerrados son los ideales maximales
y el anillo de las secciones globales es isomorfo a A.

Los puntos de una variedad afin corresponden a los ideales maximales de su
anillo asociado, de donde el esquema afin de una k-dlgebra finitamente generada
y libre de nilpotentes tiene mas puntos que la variedad afin irreducible asociada.
Dichos puntos extras coresponden a subvariedades de la variedad, por lo que al
adoptar como objetos a los esquemas afines se gana mucho en informacion.

Grothendieck va un poco mds lejos definiendo esquerna como un objeto que
localmente se ve como un esquerna afin. Los resuitados conocidos previamente para
variedades se traducen a este nuevo lenguaje, aunque no todos siguen valiendo dada
la generalidad de los esquemas.

Desde mi punto de vista, uno de los grandes logros de la teorfa de esquemas
fue convertirse en un lenguaje comuin para distintos matemdticos, por ejemplo,
entre aquellos interesados en la aritmética y aquellos interesados en los métodos
analiticos.

La categoria de esquemas es una ampliacién de la categoria de variedades.
En ocasiones el trabajar con un objeto mads general ayuda a la mejor compresién
de lo que uno estd estudiando, en otras ocasiones es mejor quedarse con el objeto
tradicional, parece ser que este el caso cuando se trata de variedades algebraicas
sobre los complejos, pues en ese caso se sumna la potencia de los métodos analiticos.
Jean Pierre Serre estudié la relacién entre las variedades algebraicas complejas con
la topologia tradicional y con la topologia de Zariski, y en 1956 publicé su articulo
Géométrie algébrique et géométrie analytique donde demuestra que da lo mismo
tomar los grupos de cohormnologia con valores en una gavilla ya sea con su estructura
analitica ya sea con su estructura algebraica.

Tomemos como ejemplo el Programa del Modelo Minimo o Programa de
Mori, trabajo que busca encontrar un representante especial en cada clase de
equivalencia birracional de variedades algebraicas complejas. Ya la escuela italiana
de principios del siglo pasado habia llegado a buen puerto en lo que se refiere a
dimensién uno, es decir, curvas. Mori culmind victoriosamente el trabajo para
superficies en la decada de los ochenta y actualmente mucha gente en el mundo
estudia el caso de mayores dimensiones. El punto es que la clasificacién que se
busca es de las variadedades algebraicas tradicionales pero gran parte del trabajo
en superficies no necesita del tonelaje y la fuerza de la teoria de esquemas, sin
embargo, su uso si ayuda en mucho y por momentos es indispensable.
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Cohomologia

Tan sélo unos pocos aiios después de haber sido publicado el FAC, Grothendieck
publicé su celebre “Sur quelques points d’ algébre homologique”, articulo donde
prueba que la categoria de gavillas sobre un espacio topolégico X, tiene suficientes
objetos inyectivos, y asi, a toda gavilla & se le asocia una resolucién inyectiva dan-
do lugar a un complejo con el cuil se definen los grupos de cohomologia H?(X, F),
y estos no dependen de la resolucién.

El estudio de cohomologia que propone Grothendieck resulté muy eficiente
para probar cosas de caracter tedrico pero muy dificil de calcular, en cambio, a
pesar de ser menos potente, la cohomologia que propone Serre es mds sencilla de
calcular.

Aiin tomando como objeto de estudio a los esquemas, es mds facil calcular
cohomologia como lo hace Serre en FAC que siguiendo a Grothendieck. Por ello
y por la forma y elegancia con que Serre escribe, FAC continua siendo una lectu-
ra sugerida, alegremente los autores de textos modernos de geometria algebraica
invitan a consultarle.
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Capitulo 1

Gavillas

El lenguaje de gavillas es muy expresivo cuando hablamos de relaciones entre
lo global y lo local, las propiedades que se tienen en un punto y las que son
compartidas por muchos de ellos, tantos como quizd todo el espacio donde nos
encontremos. Se puede decir que la teoria de gavillas es la parte de la geometria que
concierne a pasar de propiedades locales a propiedades globales. Es un lenguaje que
ha sido 1itil en ramas como la topologia algebraica, geometria analitica, geometria
diferencial y ecuaciones diferenciales, entre otras. Nuestra intencién es abordar
el estudio de variedades algebraicas ayudados con dicha teoria, para ello damos
cuenta de la misma a lo largo de este capitulo.

Tomar una gavilla sobre un espacio topolégico es asociar informacién sobre
cada punto del espacio, de manera tal que al movernos de un punto a otro tengamos
cierto control en el variar de la informacién. A cada punto lo cargamos con una
mochila llena de datos y a puntos vecinos les damos datos parecidos. Esta idea
debe cumplir ciertas propiedades, para que sea cémodo trabajar con ella.

1.1 Definicién de una gavilla

Definicién 1. Sea X un espacio topolégxco Una gavilla de grupos abehanos sobre
X esta formada por

(a) Una a.socxacxon que a cada T e (1’ as:gna un grupo abellano .9',,, lla.mado
. tallo e . L

(b) 'Una topolog)‘é sobre el conjunto & = I1.%;, unién disjunta de los conjfxﬁtbs

£

Lo anterior debe cumplir dos propiedades pero antes de enunciarlas haremos
unas precisiones. Definimos la funcién proyeccién = : & — X como = (f) = z si
f € &,; al subconjunto de & x F cuyos elementos son las parejas (f, g) tales que
n(f) = w(g) lo denotaremos & + #. Completando nuestra definicién, pedimos
que sean satisfechas las siguientes propiedades.

1
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(I) La funcién proyeccién = es homeomorfismo local. Dicho de otra manera, para
todo f € & existe una vecindad V de f y una vecindad ¥ de x(f) tales que
la restriccién de 7 en &/ cs un homeomorfismo de V sobre U.

(IT) La operacién de grupo y de inverso son continuas. Es decir, la aplicacién
f > ~f es continua de F en #, y la aplicacién (f,g)— f+g es contmua
de &+ .F en &

La definicién anterior tradicionalmente se conoce como de espacio etale. Si
pedimos solamente que los tallos sean conjuntos y olvidando la segunda condicién,
decimos que tenemos una gavilla de conjuntos.

Dotando de diversas estructuras, por ejemplo algebraicas, a los tallos ob-
tenemos diversas gavillas; asi, una gavilla de anillos «/ es un gavilla de grupos
abelianos @,, z € X, donde cada tallo tiene estructura de anillo y tal que la
aplicacién (f,g) — f g es continua de @ + & en & (nosotros consideraremos
solo anillos con unidad, pidiendo que dicho elemento varie continuamente con z).
Si & es una gavilla de anillos, decimos que F es una gavilla de @/ -mddulos si
cada £, es un ©%-mdédulo variando continuamente con z. Precisando, si & 4+ &
es el subconjunto de & x F de las parejas (a, g) tales que w(a) = w(g) entonces
&/ +F — F definida como (a,g) — a - g debe ser continua.

Es de mayor interes para nosotros estudiar gavillas cuyos tallos gocen de
estructura algebraica pues en variedades algebraicas es el pan de diario.

En lo sucesivo, la palabra gavilla significard gavilla de grupos abelianos sin
mencién adicional. Los resultados que vayamos enunciando serin demostrados sélo
para la estructura de grupo abeliano pues para anillos y mddulos las pruebas son
similares.

Ejemplo 1. Sean G un grupo abeliano con la topologia discreta y /X' un espacio
topoldgico, definimos #, = G para toda x € X, entonces & = X x G dotado
con la topologia producto es una gavilla de grupos abelianos pues como G tiene
la topologia discreta entonces las propiedades (I) y (II) son satisfechas. Lo mis-
mo sucede si en lugar de un grupo abeliano hubieramos tomado un anillo o un
modulo. La gavilla anterior es conocida como gavilla constante isomorfa a G y nos
referiremos a ella como gavilla G.

Ejemplo 2. Sea & = {(z,y) € BP|z? + y* = 1,z < 1} U {(1,n) € R®|n € Z}
con la topologfa inducida de R* tomando como vecindades de (1,n) los con_luntos
Ga(n) = {(z,y)|z* +¥*® = l,a <z < 1}U{(], n)} Ysea X = {(z,y)la: +y = 1}
Definimos n : & — X como : : T

w(z,y) =(z,y) siz®+;
w(1,n) =(10).sin;e'

entonces 7w~'(1,0) = Z y para los otros 'puntos e X tenemos 7" l(:r:,y) = (z,y).
Entonces & es una gavilla de grupos abehanos »que a todos los puntos de X' asocia
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el grupo trivial 0 salvo al punto (1,0) al cual asocia Z, efectivamente es gavilla
pues tiene la topologia inducida. El espacio X’ es abierto en # y es compacto pero
no es cerrado por definicién de los G,4(0). Concluimos que &# no es Hausdorff a
pesar de que A’ si lo es.

Moraleja: alin cuando X es Hausdorff, una gavilla & sobre &’ no tiene por qué serlo.

Como todo grupo abeliano es un Z-mdédulo entonces toda gavilla de grupos
abelianos sobre /X' puede ser considerada como gavilla de Z-mddulos, puesto que
la accidn de Z se define con la suma en cada grupo abeliano y por ser gavilla ésta
varia continuamente sobre X’.

1.2 Secciones de una gavilla

Sea £ una gavilla sobre el espacio X, y sea i un subconjuntc abierto de X.
Llamamos seccidn de F sobre U a una funcién continua o : 4 — F tal que
7 oo = Idy. De esta forma o(z) € &, para cada =z € U, se sigue que o es
inyectiva, y asi, es un homeomorfismo en su imagen cuya inversa es w. El conjunto
de secciones de F# sobre U se denota ['(U, F) y recupera la estructura de los
tallos ya que hemos pedido que las operaciones varien continuamente; asfi, si &
es una gavilla de grupos abelianos por la Propiedad (II) ['(U/, #) es un grupo
abeliano, donde (s + o)(z) = s(x) + o(x) para s y o € T'(U, £F). Si la gavilla
o es de anillos entonces ['(4, &) es un anillo, etc. (si s y o € I'(U, &) definimos
(s-o)(z) = s(z)-o(x), si ademds £ € ['(U,¥) donde ¥ es una gavilla de &/-médulos,
entonces definimos (o-€)(z) = o(x) -&{(z), es decir, (U, ¥) es un ['(U, &) médulo;
lo anterior estd bien definido por la condicién de continuidad sobre las operaciones
en los tallos).

Si U C V y o es una seccién sobre V, la restriccién de ¢ a U es una seccién
sobre U; de donde tenemos un morfismo de grupos g}; : T(V, F) — T'(U, F). (En
su caso lo es de anillos, de médulos, etc.)

Para todo elemento de un tallo existe una seccién que lo representa. Es
decir, si f € 5; entonces existen &/ vecindaddezy o : Y — F contmua tal que
o(z) = f. Con el lenguaje de la Propiedad (I), o = (w|y)~1.

Supongamos que tenemos dos secciones, 8; : Uy — F y 82 1 U — F,
digamos que V; = g;(U;) con i = 1,2. Si s1(z) = s2(z) = f € £, entonces
T o S1luyrity = T o S2luyru, Y cOMoO 7 es inyectiva sobre Vi N Vs (de hecho sobre
cada V;) tenemos que 31|uyrnuy = S2|unus. Es decir, si dos seccxones son iguales
en un punto lo son en una vecindad del mismo.

Dicho de otra manera, % es el limite directo de los I'(U, F) siguiendo el
orden filtrante de las vecindades de z.

Para convencernos de lo anterior estudiemos li l_x§ eu I‘(U &). La construccién
de limite directo que incluimos en el Apéndice A se hace cuando tenemos estructura
de mddulos, lo cual es el caso, un grupo abeliano es un Z-médulo.
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Primero dotamos de un orden a la familia de '(i{,.#) usando como familia de
indices a los subconjuntos de X' que contienen a z fijo, asi, O(V, &) < (U, F) si
y sélo si ¥ C V. Dados T'(Lh, F) y ['(Ua, &), entonces T'(U;, F) < T Nz, F)
(y atin z € U1 NL2) y los morfismos )7 por ser restricciones cumplen oY = gxogb"
cuando & € V € W. Entonces se cumplen las condiciones para construir el lfmite
directo (cf. Apéndice A):

u%r(u,f) = STUF) o | (1.1)
TE€

donde sy ~ g} (sy) para sy € I(V, &) y U C V, esta relacién dice que dos seccio-
nes definidas en z son equivalentes si son iguales en una vecindad de x contenida
en la interseccién de los abiertos donde estdn definidas las secciones en cuestién.

Ahora, queda claro que 1.1 es el tallo &#; (cuando z € U) puesto que para
todo f € £ existen {{ C .U abierto y una seccién s de & sobre U tal que
s(z) = f y cualesquiera dos secciones con esa propiedad pertenecen a la misma
clase de equivalencia pues coinciden en su interseccién. Ademads, diremos que (s,4)
es un representante de f.

La construccién anterior fue para gavillas de grupos abelianos, pero funciona
ain para gavillas de anillos y de mddulos, la idea es la misma y se desarrolla con
mayor detalle en el Apéndice A.

1.3 Construccién de gavillas

Decimos que ¢ : & — ¢ es un morfismo de gavillas si es una funcién continua
inducida por una familia de morfismos de grupos ¢, : F; — ¥, (de anillos, de
mdédulos). En breve estudiaremos mids a fondo dichos morfismos.

Sean dados para cada abierto &/ C /X un grupo abeliano %y, y, para cada
par de abiertos &/ € V un morfismo ¢}, : Fyv — Fy, tales que la condicién de
transitividad @} o p¥ = ]} sea verificada cada vez que U CV C Wy ¥ = 1y.
Llamaremos pregavilla a la coleccién {Fy, ¢} }. La pregavilla { &y, @}}} permite
construir una gavilla de la manera siguiente:

(a) Definimos & = lim Fy (el limite directo de los Fy siguiendo el orden:
filtrante de las vecindades ¢/ de z). Si xz pertenece al abierto U/ se:tiene un
morfismo canénico ¥ : Fy — F;, el que manda a un elemento de Fyen”
su clase. Ve '

(b) Sea t € Fy, designamos por [t,U] el conjunto de los () € &, .corriendo
z € U; se tiene que [t,U] C F, y se dota a & con la topologia generada.
por todos los [t, &/]. Veamos que la interseccién de dos conjuntos s, U] N [t, V)"
contiene algin miembro de dicha familia. Si&/NV = 0 entonces {3, U]N[¢, V] =
9; sildNV # O nos fijamos en &' = Hp(s) v ' = Hny(t), entonces
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sucede una de dos cosas: ¥V (s') # ¥V (i') para todo x € YNV, en
cuyo caso [s, U] N [t, V] = 0, 6 G4V (s') = ¥OV(¢') para algin z € U NV,
en cuyo caso existe W C U NV tal que @5V (s") = G4V (¢'), por lo que
[s,U] N [t,V] = [P (s}, W] = [ (t), W]. Es claro que cubren a . Por
lo que hemos puntualizado concluimos que la familia de los conjuntos [t, U]
genera una topologia de la cual es base. Ademas, un elemento g € &, admite
como base de vecindades en & los conjuntos {t, /] donde x € U y g = ¥ (t).

La manera en que fue construida la topologia verifica las Propiedades (I) y
(IT), por lo que tenemos una gavilla, la asociada al sistema {Fu, Y}, veamos:

Si f € & tomamos un representante t € Fy, es decir, ¥ (t) = f, y definimos
o:U — F como o(z) = Y¥(t), que es un homeomorfismo tal que 7 o o = Idy.

Para la Propiedad (II), si g : & — &, g(f) = —f entonces g~!([t,U]) =
[—t, U], similarmente la suma.

Si t € Py, la aplicacién  — ¥ (t) es una seccién de & sobre U de donde
tenemos un morfismo canédnico 1y : Fy — LU, F). En las dos siguientes pro-
posiciones veremos condiciones necesarias y suficientes para que 1y sea inyectiva
y biyectiva.

Proposicién 1. Una condicidn necesaria y suficiente para que s : Fy — DU, F)
sea inyectiva es la siguiente:

Sit € Fu es tal que existe una cubierta abierta {4} de U con gl (t) = 0
para toda i entoncest = 0.

Demostracion. Veamos que 1y es inyectiva cuando se cumple la anterior propiedad.
Supongamos que 124(t) = 0, entonces ¢%(t) = 0 para toda z € U, entonces local-
mente es cero y asi, generamos una cubierta abierta {U;} de &/ donde <p’d‘(t) =0
para toda ¢ por lo que ¢t = 0.

Veamos que si es inyectiva entonces se cumple la condicién. Supongamos
que existe una cubierta abierta {i4;} de U con f (t) = 0 para toda i entonces
0 = 4 ol (t) = ¥ (t) = w(t)(z), por lo tanto t = 0. L ]

Proposicién 2. Sea U un abierto de X, y supdngase que 1y :+ Fy — T'(V, F)
sea inyectiva para todo abierto V C U. La aplicacion y: Fy — LU, F) es
suprayectiva si y sdlo si para toda cubierta abierts {U;} de U, y todo sistema {t;},
t; € Fu,, tales que ‘Pg:nu,-(‘i) = ‘sznu,- (t;) para toda pareja (i,7), eziste t € Fu
tal que f (t) = t; para toda i. ‘

Demostracidn. Sea 1 suprayectiva. Definimos o : & — & como o(z) = @& (¢;)
si z € U;, como ‘Pz:nu,(ti) = ‘sznu, (t;) entonces o esta bien definida y por
construccién se tiene que o € I'(/, #); como 34 es suprayectiva entonces existe ¢ €
Fu tal que w(t) = 0. Como olu, = 1w, (@, (t)) ¥ olu, = w;(t:), por inyectividad
de 1y, tenemos glf () = t;.
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Ahora veamos que 3, es suprayectiva. Sea ¢ € I'(/, F). Para cada z € U
existe un abierto U, y t* € Fy, tal que o(z) = ¢¥=(t*) (podemos suponer que
olu, =, (t*), pues dos secciones que coinciden en un punto coinciden localmente
y entonces podemos adecuar el abierto asociado U, }; hemos construido una cubier-
ta {Uz} y un sistema {¢*} tal que «pﬁ:nuy (t*) = ‘?’Z:nu,(ty) puesto que coinciden
cada una con oly,ny,, entonces existe t € Fy tal que gaﬂ: (t) = t*, por lo tanto,
w(t) =o. a

Si & es una gavilla sobre X, tiene asociada de manera natural la pregavilla
(T, F),0Y) (donde los morfismos g}, son la restriccién usual), que inmedia-
tamente cumple con las condiciones de las Proposiciones 1 y 2, por lo que 1 es
isomorfismo. Lo anterior induce una funcién continua entre la gavilla asociada a
la pregavilla y la gavilla & que sobre los tallos es isomorfismo. Es decir, hemos
probado el siguiente resultado.

Proposicién 3. Si F es una gavilla sobre X' entonces la gavilla asociada al sistema
(TU, F),0}) es candnicamente isomorfa a &.

]

Por lo que hemos visto, podemos definir gavilla como una pregavilla que

cumple con el Azioma de gavilla, esto es, con las condiciones requerxdas pa.ra que
2 sea isomorfismo. .

Axioma de gavilla Sea (Fy,};) una pregavilla. Para toda cubierta Abierta. {Ui}
de U/, y todo sistema {t;}, t; € Fy,, tales que ‘Pu.nu, (t:) = ‘Pu‘nu, (t;), existe
un tnico ¢t € Fy tal que ¥ (t) = t; para toda i.

Si una pregavilla cumple con el axioma anterior diremos que es una gavilla y
esto no crea ambiguedad con nuestra definicién original. El axioma lo que expresa
es que si tenemos una familia de secciones que se comporta bien en las intersec-~
ciones de sus dominios entonces hay una seccién de la que provienen en la unién y
es tnica. El puente que une las anteriores definiciones se construye con la nocién
de seccién. La definicién que usa Serre (como espacio etale) ocupa como pieza
clave al tallo, dando con ello énfasis en el cardcter puntual (que se comporta bien
localmente) de la gavilla. El otro estilo tiene énfasis en informacién mads gruesa,
pues se da en términos de los abiertos y otorga mucha importancia a la coleccién
de morfismos.

Ahora podemos dar algunos ejemplos mas.

Ejemplo 3. Sea .t una variedad topoldgica, definimos Fy como el conjunto de
funciones continuas de &/ en R (o analiticas u holomorfas en C) y como sistema de
morfismos, las restricciones. El conjunto &y es un anillo puesto que recupera dicha
estructura de R (o de C). La gavilla asociada a dicho sistema es conocida como
gavilla de funciones continuas (analiticas u holomorfas) y la denotamos como %.
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Ejemplo 4. Sea V un haz vectorial sobre un espacio topolégico X. La gavilla
definida por las secciones de V es una gavilla de médulos sobre la gavilla de
funciones continuas en Y. Notemos que V tiene estructura vectorial sobre un
campo K dotado de alguna topologia. Veamos que 5, el sistema de secciones de V'
es pregavilla, sea & C V, entonces g}, : Fu — S estd definida como o}j(o) = olv,
por ser restricciones se cumple que si { € V C W entonces g} o )Y = g}f. De
hecho, esta pregavilla cumple el Axioma de gavilla pues para la existencia basta
pegar las secciones definidas por la cubierta dada, y para la unicidad, sabemos
que las secciones estdn definidas por sus valores en los puntos. Cada s es un
%1 —mébdulo, la accidn es puntual, es decir si f € 6 y 0 € Yy, entonces f-o(z) =
f(z)o(z) (aqui usamos que f(x) es escalar y actua en o(z) por la estructura de
espacio vectorial) que de nuevo es una seccién por la continuidad de f y por
cumplir 7 o fo = 1. Por lo tanto, .% es una gavilla de médulos sobre la gavilla de
funciones continuas €.

1.4, Morfismos de gavillas

Hemos descrito dos ideas para hablar de gavillas, una la de la definicién, que dota
a los puntos con su paquete de informacién, y la otra que dota a los abiertos
con el paquete, ambas nociones comunicadas por el puente de las secciones son
equivalentes. Estudiemos los morfismos de gavillas y sus relaciones a la luz de las
anteriores ideas. Supongamos que tenemos dos gavillas F y ¢ cuyas gavillas de
secciones son {Fu, 08} ¥ {%u,0}. Agreguemos una coleccién de morfismos de
grupos abelianos wy @ Fu — %y tal que cuando U C V el siguiente diagrama
conmuta:

Fy 29, (1.2)

vb’l lm‘i

-?u = Yu

entonces, como los mapeos gu mducen un morﬁsmo g“ también conmuta el dia-
grama: [ "

(1.3)°

asf, la coleccién de morﬁsmos
funcién continua ¢ : & ——+'¢%. ; :

Por otro lado, un’ morﬁsmo f—y g induce una famxlm de
morfismos gy : Py — E?u, donde si o' eﬁu entonces wu (o) (x) = pz o X (0)(x);
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el sistema inducide cumple g} ° wv = vy © g}}, comparese con el dlag'ra.ma 1 2y
con la cuenta siguiente:

ol (pz © 0¥)(o)(z)
= pzo 9; Y(oNz)
= @z 00¥ ogf(o)()
= wuogj(o)(z).

o ° vv(a)(z)

Como consecuencia de lo anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4. Si F y ¥ son dos gavillas sobre X cuyas pregavillas de secciones
son {Fu, 00} v {%u, 0}}}, entonces una coleccién de morfismos de grupos abelianos
wu + Fu —> Gy, tal que g}] o py = py © g} cuando U C V, induce un morfismo
de gavillas y todo morfismo de gavillas es de esta forma.

(]

Decimos que ¢ : & — ¢, un morfismo de gavillas, es inyectivo o suprayectivo
si @, es inyectiva o suprayectiva para todo z € .X¥. Como podemos dar un morfismo
de gavillas ya sea a partir de los tallos o de los grupos de secciones, pero hemos
definido inyectividad y suprayectividad sélo en términos de los primeros, seria
deseable poder recuperar dichas propiedades en términos de los segundos.

Sin embargo sélo tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5. Si ¢ : F — ¢ es un morfismo de gavillas, entonces py es inyec-
tiva (respectivamente biyectiva) para todos los abiertos U C X si y sdlo si p, es
inyectiva (respectivamente biyectiva) para todo xz € Y.

Demostracion.

(=1>) Sea t; € #,; y supongamos ¢.(t;) = 0. Tomamos (¢, V) representante de
t: en Fy. Entonces py(t) = s es representante de 0 € 4, en % (ya. que
<,a,,(t,) = 0). De donde, para & C V abierto, g};(s) = 0. Y como pyu(of(t)) =
0})(s) entonces p}j(t) = 0 (wu es inyectiva), de donde ¢, = 0. Por lo tanto,
=z es inyectiva.

(sih_) Sea t € Fy y supongamos s = py(t) = 0. Se sigue que s; = 0, para toda

z € U. Pero s; = p:(tz) (ya que 9z (0%(t)) = o (pu(t)) = s, como en
el diagrama 1.3), entonces ¢, = 0, para toda r € . Por lo tanto, t = 0
(Axioma de gavilla) y ¢y es inyectiva.

(=) Debemos suponer que ; es inyectiva para toda z € X pues de lo contrario

por la prueba anterior tendriamos que alguna ¢y no es inyectiva. Sea s, €
4., tomamos (s,U) representante en ¥. Existe un tnico ¢ € $Hy tal que
wu(t) = s. Sea t; = g4 (t). Tenemos s; = g% (pu(t)) = w(H (1)) = v=(tz).
Por lo tanto, ¢, es suprayectiva.
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(<2=) De nuevo debemos suponer que yy es inyectiva para todo ¥ € X abierto.

Sean s € Yy y s, = o¥(s). Existe un dnico t; € & tal que w.(t;) = sz,
tomamos (t%, V;) representante en &y, det; (s.p.g. V: € U). Ahora, oy, (%)
es representante de s, (ya que, g% (py, (t2)) = vz (0Y* (t*)) = wz(tz) = s2).
Tenemos una cubierta {V;} de U. Apliquemos el Axioma de gavilla al sistema
de {t*} para construir el elemento buscado en #y, checando antes que se
cumplen las condiciones requeridas. Sean t* € Fy, y t¥ € Fy,. Supongamos
que V: NV, # 6.

ev.ow, (eVzaw, (6)) Wz, (v, (%))

I

ev.w, (e, () = ellny, (on, ()

ademds g{f_(s) = ¢y, (t*) y gv (s) = v, (t¥), por ser representantes de s y
sy respectivamente. Entonces, IR B i .

" Qv,nv,,*_(gv. (3))
Qv.nv., (8):

Pv.ny, (Qv,nv, (tv ))

BV.av, (ex‘jlnv,, (‘2)) o

Como ¢v,nv, es inyectiva, entonces Qv av, (t5) = g&nvv(t”). Por lo tanto,
por el Axioma de gavilla, existe un dnico t € Fy tal que g _(t) = ¢°. Por
otro lado, como {V,} es cubierta de & y para la coleccién de secciones de
la forma wy, (t¥), tenemos que py(t) y s cumplen g” (tu(t)) = v, (%) =
&%, (s). Entonces, por el Axioma de gavilla s = <pu(t) Por lo tanto, Pu es
suprayectiva.

]

Surge de manera natural la pregunta jsera posible probar lo anterior si en lu-
gar de la inyectividad se tiene la suprayectividad? Veamos con un ejemplo concreto
que no es el caso.

Ejemplo 5. Sea X el espacio topoléglco C—{0},sea &F = g la gavilla de funciones
complejovaluadas, continuas y nunca nulas, sea <p ‘el . mapeo que manda una
funcién f en f2. ;
Es un resultado conocido (por e_]emplo el Comp e:z: Analysis de Lars Valerian
Ahlfors) que para definir una rama de \/z es necesario considerar como dominio a
€ menos un rayo, llamémoslo Q. Entonces’ para un abierto no contenido en alguno
de la forma Q, la funcién f (z) =z no tlene prexmagen Por otro lado, a nivel tallo
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el mapeo inducido si es suprayectivo, pues siempre existe un abxerto .en el que el
representante tiene raiz cuadrada. 3

Lo que si se puede demostrares quep : & — ¥ es suprayeétiva si localmente
es suprayectiva, es decir, si para cada g € ¥, existe una vecindad U de z, f €
T, F)y g € DU,Z) tales que g¥(9) = 9. ¥y vulf) = g, la prueba de ello
estd mlplxcna en la prueba de la Proposicién 5.

Las nociones de inyectividad y suprayectividad que hemos deﬁmdo coinciden
con las nociones categéricas de monomorfismo y epimorfismo debido a que los
morfismos a nivel tallo lo cumplen.




Capitulo 2

Operaciones sobre las gavillas

Veremos cémo construir gavﬂlas a par’cu' de otras gavnllas, que es a'lo que nos
. referimos con aperaczanes sobre. Ias gavzllas oo

2.1  Swubgavilla y gavilla cociente

Sea o una gavilla de anillos sobre X'. Una subgavilla ¥ de una gavilla & de
«/-mddulos es un subconjunto abierto de & tal que ¥, es &,-submdédulo de &;.
La proyeccidn ]y es homeomorfismo local pues = lo es y & es abierto, por esto
tltimo las operaciones son continuas, concluimos que ¥ es una gavilla de &/-
médulos sobre X. Se desprende que I['(¢/,¥) es ['(U, o )-submddulo de ['(U, F).
El cociente J# = F /¥ es un espacio topoldgico que como conjunto es el agregado
de los tallos J# = %./¥.. Por tener la topologia cociente, las operaciones son
continuas y la proyeccién es homeomorfismo local. Entonces J# es una gavilla
conocida como gavilla cociente y se denota & /9. También podemos deﬁmrla
como la gavilla asocmda. al sistema {J#, o}, } donde )8, = T(U, F)/TU,9) ¥ o}
es el inducido por g} : T(V, F) — (U, F). Ambas gavillas son isomorfas pues
io son sus tallos.

Si ¢ es una seccién de J# sobre ¢{ vecindad de , existe una seccién ¢ de &
sobre V C U tal que t(y) = <(y) médulo &, para toda y € V, pero no podemos
garantizar que V = U pues de la suprayectividad en los tallos no se sigue la supra-
yectividad en los abiertos, como ya vimos en el Ejemplo 5. Por la Proposicién 5,
la siguiente sucesién es exacta (corriendo x):

00 & = F — =0,
de la anterior sucesién se sigue que la siguiente es exacta:
0= TWU,F) o TU, F) — LU, #)
para esta sucesién no podemos ga.rantlzar la suprayectzvxdad del tltimo morfismo.

La inyeccién de una subgavilla es un morfismo inyectivo de gavillas, la proyeccién
de una gavilla en una gavilla cociente es un morfismo suprayectivo.

11
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Sip : F — ¢ es un morfismo de gavillas de ./-médulos, definimos &, como
la imagen de ¢; y a .4, como el nticleo de ., entonces los agregados naturales
QI y A son subgavillas de ¥ y F respectivamente. Por ser imdgenes y niicleos
los tallos definidos son submddulos, debemos mostrar que S es abiertode 4 y
es abierto de F. Sea g € Q entonces g € I, de donde existe f € F, tal que
@z (f) = g. Sea una seccién de F sobre U tal que ¢(z) = f, entonces po¢(z) =g
y por lo tanto, ¢ o ¢(Z{) es un abierto que contiene a g y queda contenido en S.
Concluimos que $ es subgavilla de 4. Ahora, veamos que .4 es abierto en #.
Sean f € .4; y o una seccién de F sobre U tal que o(z) = f, como @(f) =
entonces localmente digamos sobre un abierto V, la seccién ¢» o o es la constante
cero, entonces el abierto o(V) esta contenido en ¥ y contiene a f. Concluimos
que ¥ es subgavilla de F.

A la gavilla A4 la llamamos nicleo de p y a la gavilla Q la llarnamos imagen
de ¢; la gavilla /9 la llammamos conicleo de ¢ y sus tallos justamente son los
contcleos de los morfismos .. Cuando sea necesario hacer énfasis en el morfismo
que define a las anteriores gavillas, las denotaremos Ker(yp), Im(w) y Coker(yp)
respectivamente.

Si Ker(y) = 0 entonces @ es un morfismo inyectivo pues claramente cada
morfismo - es inyectivo, similarmente ¢ es suprayevtivo si Coker(y) = 0. Como
hemos definido el concepto de niicleo y comicleo de morfismos de gavillas podemos
hablar de sucesiones exactas. Naturalmente decimos que una sucesién de morfismos
de gavillas es exacta si la imagen es igual al niicleo de dos morfismos consecutivos,
por ejemplo, dado un morfismo de gavillas ¢ : & — ¢ las siguientes sucesiones
son exactas.

0 Ker(¢p)© F Im(p) — 0
0 Im(¢p)C F Coker(yp) —=0

2.2 Reensamblado de gavillas . l

Si & es una gavilla scbre X' y U/ un subconjunto de X, entonces 7=! () = L,cy F:
con la topologia inducida es una gavilla sobre U, llamada gavtlla inducida por &
en U y denotada como F(U).

Por lo apuntado, podemos romper una gavilla en piezas que siguen siendo
gavillas y nos preguntamos si podemos recuperar una gavilla a partir de sus piezas
inducidas.’

Proposicion 6. Sea {Ui}ier una cubierta abierta de X, y para cada i € I sea F;
una gauilla sobre U;; para toda (i,7) sea 9;; + Fi([U; N U;) — Fi(li N U;) un
isomorfismo y supongamos que ¥ 0 03 = Iy sobre U; nu, N U, para toda tercia
(¢, 7, k).
Entonces, eriste una gavilla & sobre X y para cada i € I un isomorfismo
P FU) — Fi tal que 95 = i ° r]_, en LI. ﬂL(J ‘Mds ain, & y las n; son
umcas salvo isomorfismo. : )
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Demostracién. Supongamos que {U;} es una cubierta abierta de X y que para cada
U; tenemnos una gavilla .#; de tal forma que coinciden en las intersecciones, es decir,
tenemos una familia de isomorfismos v;; : &;(U; N U;) — F(U; N U;) para toda
pareja (i,j) que cumple con la propiedad de transitividad i = 9;; 0 9, (Nota:
el isomorfismo 1;; es una familia de isomorfisros ya sea Viju : Fju — Fiu o0
Vijz + Fjr — Fiz). Con esta informacién podemos construir una pregavilla.

Si ¢ es un abierto de .V definimos %, como el conjunto de las familias {s;},
donde cada s; es una seccién de .#; sobre U N tal que Vijunumu;(s;) = i
Definiendo {s;} + {o:} = {si + 0.} (estd bien definida pues s; + 0y € Fiyru, ¥
Vij(s; + oj) = Vij(s;) + ¥ij(0;) = si+ ;) dotamos a Fy, con estructura de grupo
abeliano ya que hereda la estructura de cada F;(i{ NU;).

Si {Lp}fu} es la familia de mapeos restriccidn de F; definimos ¥ : Fv — Fy

parald € V como ¥ ({si}) = {gp,"{),‘:;, (s;)}. Para ver que dicho mapeo est4 bien

definido debemos checar que 9;j;uru, (v, Z“nu, (s;)) = 9’:)2(;\'}1‘ (si), pero ello sucede

ya que el siguiente diagrama conmuta:

ﬁj.vij—"—)* iV C(2.1)

v}’,ul 1v.".u

F; Fi
Ju _0—.,-; iU

¥ Uij,v(s;) = si. La propiedad de transitividad ¢} = 4 o ¥} se sigué de Yix =

Dij 0 Vjk. Entonces % la gavilla asociada a la pregavilla construida es la* gavxlla.‘
buscada. o

2.3 Extensiém y restricecidén de gavillas

Sean A un espacio topolégico, Y un subespacio cerrado de X' y & una gavilla
sobre /X, entonces queda inducida una gavilla sobre ) a la que denotamos F(Y),,
donde #(Y), = &, para todo y € Y. Decimos que & estd concentrada en’ y o
que es nula fuera de YVsi F =0paratodoz e X - ).

Proposicién 7. Si la gavilla & esta concentrada en Y, el siguiente: morﬁsma res-
triccion es biyectivo: :

: DX, F) — T, FQ).

Demostracidn. Veamos que es inyectiva, sea o una seccién de F ,sobre
sobre YV, es decxr, o3 (a) = 0 entonces es nula sobre todo X pues 5‘
Y. :

- Veamos que es suprayectxva, sea ¢ una seccién de & (y) sobre Vi Extendemos :
por cero a¢;.es decxr, deﬁmmos a'(z) =0siz ¢y o-(z),— <(:r:) si'z ‘€'Y, es
mmedlato que g_v( Sy que Too = Id,v. chequemos que o es continua. Para
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cada y € Y existen abiertos VY y UY, vecindades de ¢(y) y de y respectivamente,
junto con secciones s¥ € I'(U¥, #) tal que la restriccién de cen U¥N)Y es igual a la
restriccion de s¥ (compare con los argumentos de la pagina 3), ademds, s¥(z) =0
siz ¢ YV pues Z; = 0. De lo anterior, concluimos que o restringida a los abiertos
UY es igual a s¥. Por lo tanto, c en WY, X — ) y YV es continua, y asi, o es continua
en . a

Una gavilla & sobre X' concentrada en un subespacio cerrado Y queda com-
pletamente determinada por la gavilla inducida .#(}). Es decir, si ¢ es una gavilla
sobre Y, y definimos F = IIL¥, donde F; = ¥, siz € Yy Fr =0siz ¢ Y
entonces existe una tnica estructura de gavilla para & tal que F()) = ¥. Para
mostrar que existe, construiremos una pregavilla cuya gavilla asociada es la bus-
cada. Si U/ es un abierto de X definimos &y como el conjunto de las secciones de
4 sobre Y NU extendidas por cero, y por esto iltimo, estos conjuntos preservan
la estructura de grupo abeliano de los I'(Y N U, ¥). Como familia de morfismos
tomamos la de restricciones, obteniendo una pregavilla cuya gavilla asociada co-
rresponde como conjunto con .#. Por construccion, Sy = LU, F) = T(U,Y) si
U C Y, por lo tanto F(YV) = ¥. La unicidad es por la proposicién anterior, pues
si tenemos dos gavillas concentradas en )V que coinciden con & entonces coinciden
entre si por transitividad. Hemos probado la siguiente proposicién.

Proposicién 8. Sean X un espacio topoldgico, Y un subespacio cerrado y ¥ es una
gavilla sobre Y. Si definimos F = UF; donde F, =4, siz €Y y F, =0 si
z ¢ Y entonces eriste una unica estructura de gavilla para F tal que F(YV) =Y.

O

Se dice que la gavilla # se obtuvo prolongando por cero a ¢ fuera de YV y se
le denota ¥.

Observacién 1. En literatura mds moderna, existen nociones mas generales que
recuperan la idea de extensidn y restriccién. Incluiremos las definiciones en el
lenguaje de pregavillas.

Sea f: X — Y una funcién continua y ¥ una gavilla sobre X, definimos
la gavilla imagen directa f.# sobre J como (f.F)y = Ff-1(v) para cualquier
subconjunto abierto de Y. Como la pregavilla {Fu, ¥4} es gavilla, entonces la defi-
nicién anterior efectivamente es gavilla. Tomando la funcidn inclusién recuperamos
la idea de prolongacién de una gavilla por cero.

Sea f: X — Y y ¥ una gavilla sobre ), definimos la gavilla imagen inversa
f~19 sobre X como la gavilla asociada a la pregavilla que a cada abierto U/ de X
asocia limys gy ¢ (V). Tomando la funcién inclusién, i ! & coincide con la gavilla
restriccién pues son isomorfas en cada tallo.
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2.4 Suma directa de gavillas

Si & y ¢ son dos gavillas de &/-mddulos sobre X definimos su suma directa como
el agregado de las sumas directas de los tallos, es decir, & & ¥ es el subconjunto
de & x ¥ formado por las parejas (f, g) tales que p(f) = ¢q(g), donde p y q son
las proyecciones sobre X' de & y ¢ respectivamente. De esta forma (F & ¥), =
F. DY, la suma directa de «,-mddulos. El conjunto F @¥ dotado con la topologia
inducida por # x¥ es una gavilla. Las propiedades (I) y (II) requeridas, enunciadas
en la Seccién 1.1, se cumplen pues son inducidas por & y ¢. Las pruebas son
tipicas por lo cual nosotros sélo mostraremos que la proyeccién v : F ¥4 —r X
es homeomorfismo local.

Si feF,yg € Y, esdecir (f,g) € F & Y, entonces existen abiertos U
de & y Uz de ¥ y V abierto de X' tales que plu, : Uy —> Vy qlus : U — V
son homeomorfismos, donde f € Uy, g € Ua y z € V. Denotamos U; & Uz al
abierto de (F @ ¥¢) N (L x Us) y proponemos que 7|y, pu, : Uy ®Uzs — V es
homeomorfismo. Si y € V, tomamos a € U y b € U tales que p(a) =y = q(b),
entonces (a,b) € U, B U2 es tal que 7w(a,b) = y; la proyeccién 7 es inyectiva en
Uy & Us pues py q lo son en Uy y Ua, entonces dado y € V sélo existe un tinico
a € U, tal que p(a) = y y andlogamente con ¢, por lo tanto 7 es biyectiva. Si W es
un abierto de V entonces 7' (W) = p~ (W) ® ¢~ (W) que es abierto, entonces 7
es continua. Si ahora W es un abierto de U, & U/> entonces es de la forma V, & Vs,
donde V; C U4, y asi, m(W) = p(V1) = ¢(V=) es abierto, por lo tanto, 7y, gu, €s
homeomorfismo. Se checa que la operacion suma es continua.

Veamos otro ejemplo de un morfismo de gavillas suprayectivo pero tal que en
su sistema de morfismos entre los anillos de secciones hay alguno que no lo es. Nos
esperamos hasta ahora para dar dicho ejemplo porque necesitamos la definicién
de suma directa.

Ejemplo 6. Tomamos la esfera de Riemann CP! = CU{co} dotada con la gavilla de
funciones analiticas ¢. Sea #° sobre CP! la gavilla de las funciones analiticas que
se anulan en cero, sus anillos de secciones #%y son el anillo de funciones analiticas
que se anulan en cero si 0 € U{, o, el conjunto de todas las funciones analiticas en U/
si 0 ¢ Y. Similarmente, sea F° la gavilla de las funciones analiticas que se anulan
en co. Tomamos la gavilla F0® . F > y el morfismo de gavillas v : OB F>® — &
el mapeo adicién.

Tomando como abierto a CPP! mismo, tenemos que las funciones constantes no
nulas no tienen preimagen bajo wep1. No sucede asi con los tallos, ya que para
cada ¢, donde = ¢ {0,c0}, el morfismo . es la identidad y si z = 0, para
go € % tomo un representante de gy sobre un abierto que no contenga a oo,
digamos (g,U), si g(0) =0, g&® 0 € (F* & F~)y, es preimagen, si g(0) # 0 tomo
09 g € (F° @ F°)y. Andlogamente para oo.
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2.5 Producto tensorial de gavillas

Sean & y ¢ dos gavillas de «o/-mddulos, definimos Jt% = F; @, ¥: y tomamos
J = ]].ex H- Queremos dotar al conjunto J# de una topologia que lo convierta
en gavilla. Para ello definimos J%; = £y @y, % y como el limite directo conmuta
con tensorizar (véase el Apéndice A) entonces lim H = J%,. Tomamos el sistema
dirigido {J#%,, 99“@1/;“} y procedemos con la construccién de la Seccién 1.3, asi re-
cuperamos al conjunto J# pero ahora dotado de una topologia que lo convierte en
gavilla. Lo apuntado da lugar a la siguiente proposicién.

Proposicion 9. Eziste para el conjunto J¢ una inica estructura de gavilla tal que
si s y t son secciones de F y ¥ sobre U, respectivamente, entonces la aplicacién
x — s(z) ® t(z) € S corriendo x € U es una seccion de J& sobre U.

Demostracion. Como ya vimos, justo antes de enunciar la proposicién, la estruc-
tura existe, la unicidad se sigue de que la construimos como en la Seccién 1.3, O

La gavilla asi definida la llamamos producto tensorial de & y ¥, y la deno-
tamos F @, ¥. Si los anillos &7, son conmutativos entonces & Q. ¥ es gavilla
de &/-mddulos.

Sip: F — F'yp: ¥ — ¢ son & morfismos, entonces p; & Y, €s un
morfismo de grupos abelianos de #; ® ¥: en F. ® ¢! que define un morfismo de

gavillas al que denotamos ¢ ® 1.
Las propiedades usuales del producto tensorial de médulos se heredan al
tensor de gavillas. Supongamos que tenemos una sucesion exacta:

F— F — F'"—0
entonces a nivel tallo tenemos:
Py — FL — F — 0.
Ahora, si 4 es una gavilla de &/-mdédulos entonces:
e @, U — FL Out, B — FL Out, G — 0

es exacta, por_propxeda.des de médulos. Concluimos que:

’ y@g?—k?'@g%—)f"@y‘y—)O
es exacta. Anéloga.mente, tenemos:

.7@;1(@1@92)“‘.}@5/@\@.?@592
F Qe = F

. 1Dados los tallos para ver que el agregado de ellos puede tener estrucmra de gavllla basta
v darla pregavilla, la unicidad se sigue de los tallos, pues dos gavnllas son 1somorfas si lo son cada
. uno de sus tallos, como se vié con la Proposicién 5.
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y si ademis, los &% son conmutativos~

o fx’@dgmg@g.?
ﬂ@y(g®d.}i’) (F @ ¥) Qv .

2.6 Gavilla de gérmenes de morfismos

Sean &7 una gavilla de anillos y &% y ¢ gavillas de »/-médulos. Si U es un abierto
de /X, sea J#, el grupo de morfismos de Fy en ¥y (dicho de manera distinta,
morfismos de & en & sobre U). Mediante las restricciones de los morfismos queda
bien definido un morfismo @}, : &, — J#,. Siguiendo la Seccién 1.3 llamamos
gavilla de gérmenes de morfismos a la gavilla definida por el sistema {J#,, )} v la
denotamos como Hom (%, ¥). Ademads, si los & son conmutativos Homy (F,¥)
es una gavilla de &/-mddulos.

Un elemento f de (Homy(F,%)):, es el germen de un morfismo de &
en & sobre una vecindad U de z, digamos f : Fy — Yy, entonces f; €
Homgy, (&F:,9:), con lo que hemos definido un morfismo:

¢: (Homy(F,9)), — Homu, (Fz,¥:).

Dicho morfismo estd bien definido pues se trata de gérmenes, los cudles sobre
x definen el mismo morfismo por lo cudl ¢ no depende del representante Nota el
morfismo ¢ no es biyeccién.

Seanp : F' — Fyp: ¥ — ¢ dos & morﬁsmos de gavnlla.s Sl L728
F — ¢ es un morfismo de o/-gavillas, le asociamos el morﬁsmo de Flend
definido por: L

.g_’,g
i
g

Tenemos un morﬁsmo natura.l
Hom,—y(zp, ) Homd(ﬁ' g) —) Homg(.?' 9‘)

_Ademis, la sucesién exacta:

0———)9‘—»(4

da lugar, por argumentos sxmllares alos dados en el tensor, a la sucesién exacta:

0 — Homy(F,¥) f) Homy(.?,ff ) SN Homg(.?,g”).
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También:

Homy(e/,9) = of
Homy (F, % & %) = Hom,y(.?,%) ® Homd(.?,%')
Homy (& & Fa, ) = Homd(fl,g) (22] Homy(fz,g).




Capitulo 3

‘Gavillas coherentes de mddulos

A lo largo de esta seccién las gavillas a las que nos referimos son gavillas de o7-
mddulos sobre el espacio topolégico X'. La gavilla & es de anillos conmutativos
con unidad, misma que varia continuamente.

3.1 Definiciones

Decimos que una gavilla & es de tipo finito si localmente es generada por un
mimero finito de secciones, es decir, para cada z € X’ existe un abierto I/ que lo
contiene y una familia finita ¢, ...,5, de secciones de & sobre U tales que &, es
generado por ¢(y), ....<p(y) como &}-mdédulo para toda y € U/. Lo anterior es lo
mismo que decir que el morfismo de gavillas (Uf) : FP(U) — F(U) definido en
cada tallo como @(U),(f1, ..., fp) = 25—, fici(y) es suprayectivo.

Nota: Es claro que si una gavilla es de tipo finito cada tallo es finitamente
generado como mdédulo, una inquietud seria saber si toda gavilla cuyos tallos son
finitamente generados es de tipo finito. Sirvan los Ejemplos 5 y 6 para ver que
no es el caso. De la definicién de ser de tipo finito y siguiendo su notacién no se
sigue que Fy sea finitamente generado sobre o4, como médulo, pues no podemos
garantizar la suprayectividad de un morfismo &7 — Fy a pesar de que &/ —»
& sea suprayectivo para todo T € U (compirese con el comentario siguiente a la
Proposicidén 5).

Proposicién 10. Si una gavilla &F es de tipo finito y <1(z), ...,sp(x) genera al tallo
F: entonces ¢1(Y),-..,sp(y) genera al tallo F, para cada y en alguna vecindad de
I.

Demostracion. Como # es de tipo finito existe una vecindad V de z tal que &,
es generado por 01(¥),...,04(y) para toda y € V donde g4, ...,04 son secciones de
& sobre V. Por otro lado, §1(z), ...,sp(x) genera al tallo &, entonces,

oi(z) = ayi(@)a(z) + - + apix)sp(z),
por lo que localmente, digamos sobre el abierto V;, tenemos la igualdad siguiente:

oi = a1i§1 + -+ + apiSp.

19




20 Capitulo 3. Gavillas coherentes de mddulos”

- Concluimos que <i(y), ..., 5p(y) genera a F, para toda y € ne_ Vi w}

Como ya hemos mencionado, si tenemos una gavilla & y una familia finita de
secciones ¢, ...,§p de F sobre { podemos asociar un morfismo de gavillas (i) :
&P(U) — F(U) definido en cada tallo como w(U)y(f1,-., fp) = 30, fisi(y), a
¢ le llamaremos morfismo asociado a <, ...,$p. Definimos la gavilla de relaciones
de ¢y, ...,Sp como el niicleo Ker(y).

Definicién 2. Decimos que una gavilla de «&/-mddulos & es coherente si:
a) & es de tipo finito. k

b) Si para todo abierto U y cualquier familia finita de seccxones de F sobre U
su gavilla de relaciones es de tipo finito.

Lo dicho en los incisos anteriores implica el siguiente resultado.

Proposicién 11. Localmente, una gavilla coherente & es isomorfa al conicleo de
un morfismo de gavillas ¢ : /9 — &P,

Demostracidn. Si x € A existe un abierto &/ que lo contiene y tal que ¥ :
&/P(U) — F(U) es suprayectivo, ya que F es de tipo finito, y por ser cohe-
rente el nicleo Ker(y) es de tipo finito por lo que obtenemos la siguiente sucesién
exacta:

2 UYL F W) 0

La anterior sucesién nos dice que & es isomorfo localmente al coniicleo de . O

&7 (U)

Para que una subgavilla ¢4 de una gavilla coherente & también sea coherente
basta con que sea de tipo finito pues cualquier familia finita de secciones de ¥ sobre
un abierto &{ también lo es de & sobre U y asi su gavilla de relaciones es de tipo
finito. Por lo dicho enunciamos como ya probada la siguiente proposicién.

Proposicion 12. Toda subgavilla de tipo finito de una gavilla coherente es coherente.

g

8 2 Propzedades de go.mllas coherentes de modulos |

e El sxgmente resultado es ' ma.ment utxl y en lo personal me gusta. mucho
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Probemos que J# es coherente cuando & y ¢ son coherentes.

Para ver que J# es de tipo finito sea ¢ € X' y U un abierto que lo contiene
tal que ¥, es generado por o1(y),...,0m(y) para toda y € U donde oy, ...,0m son
secciones de ¢ sobre ¥/. Si llamamos ¢; a ¥y (o;) la familia ¢, ...,¢, es una familia
de secciones de J# sobre U tal que <1 (¥),...,<m(y) genera J# para today € U ya
que 1 es suprayectiva. .

Hemos probado que J# es de tipo finito, ahora veamos que cumple la condi-
cién b) de la definicion de gavilla coherente.

Sean ¢y, ..., s~ secciones de J# sobre el abierto U y n: &/ "(U) — H#U) el
morfismo asociado a dichas secciones. Sea £ € U, podemos encontrar una vecin-
dad ¥V C Y de x tal que existan oy,...,0, secciones de ¢ sobre V que cumplen
Yv(oi) = ¢ (pensado sobre V). Dicha vecindad existe ya que ¥ es suprayectiva,
procederiamos encontrando una vecindad para cada seccién tomando después la
interseccidén que, por ser finita, es de nuevo una vecindad abierta de z. Tomando
6 : (V) — ¥ (V) como el morfismo asociado a oy, ..., 0. hacemos conmutativo
el siguiente diagrama.

o/T(V)

5 H(V)

g ¥

Para recabar informacién acerca de Ker(n) pondremos nuestra atencién en su
imagen bajo 4, asi, 6(Ker(r)) € Ker(y) = Im(p) & &, todo restringido sobre
V. Como & es coherente, y también cualquier restriccién, existe un abierto (que
asumiremos es el mismo V pues basta tomar la interseccién) junto con secciones
S1,...,8p de F sobre V tal que F, es generado por s,(y), ..., 95(y) paratodo y € V.
Si llamamos g; a wv(s;) entonces py(y),...,0p(y) genera a (Ker()), para toda
¥ € V, en particular tenemos:

bho(y) + - +bo(y) =a101(y) + -+ + apop(y)

para todo (b1,...,br) € & y para todo y € V, donde (ai,...,ap) € . Sea ¢ el
morfismo asociado a las secciones gy, ..., 8p, 01, .., Oy, puesto que ¥ es coherente la
gavilla Ker(() es de tipo finito. Podemos expresar todo lo anterior diciendo que el
siguiente diagrama conmuta y que es exacto en su columna central y en su renglén
base.

(V)

|

FPE(V) T T (V)

|

0 FV) —2 9(1)) Y2V 0




22 Capitulo 3. Gavillas coherentes de mddulos

En el diagrama « es el morfismo natural por ser Ker(¢) de tipo finito. El morfismo
7 es la proyeccién sobre las tltimas r coordenadas y sélo hace conmutar el dia-
grama cuando las primeras p coordenadas pertenecen a la gavilla de relaciones de
01, +y 0p, POT €50 lo hemos dibujado punteado. Vamos a demostrar que la imagen
de Ker(¢) bajo n es igual a Ker(n).

Supongamos que {a,, ..., ap, by, ..., br) € &P+7(V) es tal que bajo ¢ va a cero,
es decir, @101 + + -+ +apop +broy + - - + bror = O entonces w(ay, ..., ap, b1, ..., by) €
Kern ya que:

nom{ar,...,p b1,y s be) = (b1, by)
Ppod(by,....,br)

P(bray + -+ + broy)
—Y(a101 + -+ apE’p)
= —¢ o w(al, seey ap)

= 0.

- En consecuencia, la gavilla de relaciones de gy, ..., gp, 01,-.., 0+ bajo m queda con-
tenida en la gavilla de relaciones de <y, ..., $r, €s decir, 7(Ker(¢)) € Ker(n). Como
ya hemos visto, si (b1, ..., br) € Ker(n) existen (ai,...,ap) tal que byo+-- -+ bro, =
ai101 + -+ + apop por lo que (—ay,..,—ap by,...,b,) € Ker(¢), por lo tanto,
Ker(n) € m(Ker(¢)). Concluimos que Ker(n), la gavilla de relaciones de ¢, ...,$r,
es de tipo finito pues Ker(({) lo es. Por lo tanto, J# es una gavilla coherente.

Supongamos que & y J# son coherentes.

Veamos que ¥ es de tipo finito. Para ello sean z € X y ¢1,...,5- secciones .
de J# sobre U{, vecindad abierta de z, que generan cada tallo sobre /. Por un
argumento recientemente usado, podemos hablar de secciones oy, ...,0r de & sobre
V C U tales que Yy(oi) = . Por otro lado, existen secciones sy,...,8, de F
digamos sobre el mismo V tal que generan cada tallo &, corriendo y € V. La
familia de secciones de & sobre V, @u(s1),...,0v(3p),01,...,0, genera cada tallo
¢, corriendo y € V debido a la exactitud de la sucesién a nivel tallo. Por lo tanto
“ es de tipo finito. .

Ahora, sean oy, ..., o0m secciones sobre un abierto { y § su morfismo asociado.
Queremos ver que la gavilla de relaciones de oy, ...,o0m, Ker(d), es de tipo finito.
Sea 7 el morfismo asociado a Yu(o1), ..., Yu{om). Por definicién de los morfismos

- el siguiente diagrama conmuta:

™ (U)

) N

GU) — HWU).

Como 2 es coherente, la gavilla de relaciones de ¢y(01),...,¥u(om) es de tipo
finito, entonces existen secciones f!,...; f* de la gavilla Ker(s) digamos sobre el
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mismo i tales que f1(y), ..., f"(y) generael tallo (Ker(n)), para today € U, donde
Fi=(ff ..., fi). Ahora, llamamos u; a 6(f%), es decir, ui = fioy 4+ + fiom. Es
inmediato de la definicién que ¥ (u;) = 0. Restringiendo nuestro abierto (cosa que
en la notacién seguiremos sin hacerlo) podemos decir que u; € Im . La gavilla
de relaciones de uy, ..., u, es de tipo finito via la coherencia de & . Llamemos ~y al
morfismo asociado a uy, ..., un.

Podemos resumir lo desarrollado hasta ahora diciendo que el siguiente dia-
grama conmuta:

S (U)
N &™)
5 n
FU) = G U) ” I U)

donde a(ai1,....an) = aj f! +--- +an f™ Sea (fi,..., fm) € &™(U) tal que bajo §
cae en cero, es decir, fio) + -+ + finom = 0, entonces (fi,..., fm) €s una seccién
de Ker(n) sobre &/ (una vez mads el abierto se debe tomar mds pequeiio pero
no lo reflejaremos en la notacién) por lo que existe (g1,...,9n) € &4} tal que
ay(giy - gn) = (f1, ..., fm), ademds por construccidn, (gi,...,gn) € Ker(y) que es
de tipo finito. Resumimos diciendo que ) : Ker(y) — Ker(4) es suprayectiva y la
gavilla Ker(v) es de tipo finito. Por lo tanto, la gavilla de relaciones de o1, ...,0m,
Ker(48), es de tipo finito y asi, ¥ es coherente.

Caso en que ¥ y J# son coherentes. La mecdnica de la demostracién es muy
parecida a lo que ya hemos hecho, entonces incluyo la prueba elegantisima que
ofrece Serre.

Supongamos ¥ y J¥ coherentes. Localmente existe un morfismo suprayectivo

v : &P — ¥; sea # el nicleo de ¥ o v; como J# es coherente, & es

de tipo finito (condicién b), entonces v(.#) es una gavilla de tipo finito, y

asi coherente por la Proposicién 12; como  es un isomorfismo sobre (%),

concluimos que # es coherente.

u]

Corolario 1. La suma directa de una familia finita de gavillas coherentes es una
gavilla coherente.

Demostracidn. Consideremos la siguiente sucesién exacta.

0— F—>FBF ——F —0.

Corolario 2. Sean .9" y.9 dos subgaml!as coherentes de una gamlla coeherente J¥.
Las gamllas .9 + g y .ﬁ'ng son caherentes . .
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Demostracion. La subgavilla- F +9 es de tlpo ﬁnxto pues Fy ¥dlo son entonces
por la Proposlclon 12, es coherente ‘Ahora; id gulente sucesxén
exacta.

0——).909——).?$9'

Entonces por el Teorema 1 la subgavxlla F n g es coherent

Teorema 2. Sea @ : .? — 4 un morﬁsmo de gaml!as coherentes E‘l nucleo,
conicleo e imagen de ¢ son gavillas coherentes. : :

Demostracién. Como & es de tipo finito, también lo es” Im((p), entonces por la'.’ ‘
Proposicién 12 es coherente. Aplicando el Teorema 1 a la’'siguiente sucesxén exacta :
obtenemos que Ker(y) es coherente. . :

0 — Ker(p) — F — I‘m(‘tp) :

La gavilla Coker(y) es coherente por el Teorema
exacta.

pues:la siguiente sucesion’es

3.3 Operaciones sobre lus gu.'mllo,s cohe’rentesv

Veremos que tomar las construcciones Hom y de producto tensonal de dos ga.vxllas
coherentes nos da de nuevo una gavilla coherente. ol C L

Proposicién 13. Si F y & son dos gavillas coherentes, entonces F @~ ¥ es cohe-
rente. ‘

Demostracion. Localmente & es isomorfa al conticleo de un morfismo ¢ : &7 —»
&P, entonces localmente F ® ¥ es isomorfa al conticleo de p@Id: Q¥ —
PRy Y 1a gavilla 7@y ¥ es isomorfa a 7, que es coherente, entonces F @y ¥4
localmente es isomorfa al conticleo de un morfismo ¥9 — ¥?. Por el Teorema 2
concluimos que & ® ¢ es coherente. [m}

Proposicién 14. Sean F y ¥ dos gavillas de las cuales F es coherente. Para todo
T € X el médulo (Homy (F,¥)). es isomorfo al médulo Hom gy, (Fz,9:)-

Demostracion. Trabajemos con el morfismo
¢ : (Homy (F,¥9)): — Homgy, (Fr,%:) .

definido en la Seccién 2.6.




3.3." Tensor y Hom .- 25

Primero veamos que { es inyectivo. Supongamos que tenemos @ y ¥ en
(Homy (F,¥9)): tal que ((@) = ¢(¥). Tomemos representantes de @ y ¢ diga-
mos sobre el abjerto i C X:

@ FU) — G U)
W FU) — G U).

Sabemos que ¢, = ¥ y queremos probar ¢ = 1 en alguna vecindad de z. Como
Z es de tipo finito existe un abierto V vecindad de z y secciones ¢, ...,5p de F
sobre ¢ que generan cada tallo sobre V. Por hipétesis (¢ — ¢)2(si) = 0 por lo que
las secciones (<) y ¥(<;) coinciden sobre el tallo ¢, entonces lo hacen localmente,
digamos sobre V;. Como ¢, ...,5p son generadores p y 3 coinciden en nf=,v,-. Por
lo tanto ¢ es inyectiva. (Lo que pesé en la prueba fue que # es de tipo finito pues
ain no usamos que es coherente.)

Veamos que ( es suprayectiva. Tomemos un morfismo v : &£, — %,
queremos extender v sobre una vecindad de &, es decir, construir un morfismo
¥ F — ¥ definido sobre una vecindad de z y tal que ¥, = 7.

Sea U una vecindad abierta de  y <, ..., ¢p secciones de & sobre U tales que
generen cada tallo £, corriendo y en Y. Para ¥(5;(x)) tomamos una seccién o; de
& sobre V; que lo represente, es decir, oi(z) = v(si(z)). Como F es coherente, la
gavilla de relaciones de ¢y, ..., 5p s de tipo finito, digamos que sobre V = Nf{_, V; hay
secciones f!, ..., f9 tales que para toda y € V tenemos que f!(y), ..., f(y) generan
al tallo sobre y de la gavilla de relaciones de <y, ..., p; formalmente fi= (j{, o f,{)
paraj =1,...,q. Llamemos p; a f{o1 + + fjo,. Como fJ pertenece a la gavilla
de relaciones de ¢y, ..., <p, tenemos f{¢ +-- -+f,{c,, = ( para alguna vecindad de z,
digamos ;; entonces p; = 0 en W;. Sea W =V ?_, W;. De todo lo anterior se
sigue que para toda y € W si a161(y) + - + ap6p{y) = 0, donde a; € o, entonces
ay01(y) + -+ + apop(y) = 0. Definimos ¥ : F(W) — ¥ (W) en cada tallo como
Wylarsi(y) + - + apsp(y)) = a101(¥) + -+ + apo,(y). Por construccién 1 es un
morfismo de gavillas tal que ¥, = .

Es fundamental que & sea coherente en nuestra prueba de la suprayectividad
de ¢. Si a151 (y) + - - - + apsp(y) = 0 en alguna vecindad U/ de z entonces a,01(z) +
<o+ apop(x) = 0, por lo que aro1(y) + -+ + apop(y) = 0 en alguna vecindad
de z que depende de a,,...,ap; en principio tenemos una infinidad de abiertos y
posiblemente su interseccién ya no lo sea perdiendo sentido nuestro morfismo .
Pero como & es coherente basta tomarse los abiertos que definen los generadores,
que son un numero finito, asi U/ es un abierto y ¥ queda bien definida. a

En la Seccién 2.6 confesamos que no podiamos decir que { fuése biyectivo,
ahora hemos dado condiciones suficientes. Con tan sdlo pedir que & fuera cohe-
rente pudimos asegurar el isomorfismo anteror, si también pedimos que ¥ sea
coherente podemos garantizar que Homy (F,¥) sea una gavilla coherente, que es
justo lo que veremos en la siguiente proposicién.
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Proposicién 15. Sl Fy g son gam!las coherentes, entances Homd(ﬁ' {?) es una
.. gavilla coherente . . ; e

Demostracion. Sea z E & y sea L( una vecindad abierta donde el renglon del
sxguxente diagrama es exacto (existe pues & es coherente):.

(U) FP(U) — -?(U) -0
é(u) '

- Por composiciones, naturalmente queda inducida una sucesidn, la siguiente:

0 —» Hom oy (FU), 9 () — Homwa) (/PU), 4 WU)) .
— Homd(u)(ﬂ"(L().g(L()) (3.1)

que a nivel tallo es exacta y entonces por la Proposicién 14 es exacta a nivel gavilla.
Como Homy (&7?,%) es isomorfa a 4P entonces por la sucesién exacta 3.1 y por
* el Teorema 2 concluimos que Homy (%, %) es coherente. (m}

3.4 Gavillas coherentes de anillos

Una gavilla de anillos & a su vez es una gavilla de &/-mdédulos de tipo finito,
pues basta tomarse la seccién constante 1. Entonces para que & sea una gavilla
coherente basta pedir que la gavilla de relaciones de un nimero finito de secciones
sea de tipo finito ambas sobre /.

Cuando & es una gavilla coherente de anillos y aplicando lo anterior, tenemos
los siguientes resultados:

Proposicién 16. Sean & una gavilla de anillos coherente y & una gavilla de o/-
mddulos. Para que & sea coherente, es necesario y suficiente que localmente sea
el coniicleo de un morfismo &9 — /P :

Demostracidn. De hecho, la proposicién sélo recapitula lo ya dicho en la: Propos:-» B
cién 11 y en el Teorema 2, tomando en cuenta que @/ es coherente para cualquler
T €N = i :

- Proposicion 17. Sea & una gavilla de amllos caherente Para que una ‘subgamlla
de P sea coherente, es necesario y suﬁczente que sea de t:po ﬁmto.

5 Demastmcufn Se sxgue de aphcar la Proposxcxon 12

s Corolano 3. La gamlla numero ﬁmto de seccwnes de una

’Jamlla coherente es coherent

-a -
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Demostracién. Dicha gavilla de relaciones es de tipe finito, entonces por la Pro-
posicién anterior es coherente. ]

Proposicién 18. Sean &/ una gavilla de anillos coherente y F una gavilla de o -
mddulos. Pare cada x € X sea S, el ideal de o/, formado por todos los a € & tal
que a- f = 0 para toda f € F.. Los idenles #. forman una gavilla coherente de
ideales (conocida como anuladora de & ).

Demostracién. Otra manera de pensar %, es como el niicleo del morfismo natural
o, — Homgy, (F, . F:), entonces la gavilla # de los ideales .#; es isomorfa al
micleo del morfismo de gavillas &/ — Hom(#, &) por las Propiedades 14 y 15.
Concluimos que # es coherente siguiendo al Teorema. 2. [m]

3.5 Cambiando anillos

Las nociones de gavilla de tipo finito y de gavilla coherente dependen de la gavilla
de anillos @’ con que se esté tratando. Cuando hablemos de distintas gavillas de
anillos especificaremos diciendo “de tipo finito sobre @/” o “.o/-coherente” para no
caer en ambiguedades.

Teorema 3. Sean & una gavilla coherente de anillos e & una gavilla de ideales. de
. Sea F una gavilla de </ .#-mddulos. Para que & sea ﬂ/.ﬂ' coherente es
necesario y suficiente que sea o/ -coherente. En particular, o//.# es una gamlla
coherente de anillos.

Demostracion. Supongamos que F es &/ .#-coherente, entonces localmente te-
nemos la siguiente sucesion exacta:

(LS IV —r ()PP —s F — 0.

Como & e # son gavillas o/-coherentes, entonces también lo es &/ /& en virtud
del Teorema 1. Como # es isomorfo al conticleo de un morfismo entre gavillas
&/-coherentes, entonces por el Teorema 2 es «/-coherente.

Ahora, supongamos que ¥ es o/-coherente. La gavilla & por ser de &/ #-
médulos se ve obligada a ser de tipo finito sobre &/ .# ya que es de tipo finito
como gavilla de &/-mddulos. Sean oy, ...,0, secciones de & sobre U, entonces su
gavilla de relaciones es de tipo finito sobre .&/. Queremos llegar a que la gavilla de
relaciones es de tipo finito sobre & /., es decir, buscamos ¢ tal que el siguiente
diagrama conmute y que sus renglones sean exactos:

o9 id “T " 0
(o 7 F)9 - E >(ﬂ/.p')p_>y-__¢.o

Como las verticales son proyecciones ¢ queda bien inducida por 3. Por lo
tanto, & es & /. F-coherente.
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3.6 Emtensmon Y restmccmon de uno. go,mlla :
coherente

Retomando la Subsecc1on ‘2.3 cabe preguntarse a cerca de Ia propxedad de ser
coherente. :

Proposicién 19. Sea Y un subespacio cerrado de X y sea F una ghuilla idé -
. mddulos sobre Y. Para que F sea de lipo finito sobre &/ es necesario y suﬁczente
que F¥ sea de tipo finito sobre /Y.

Demostracidn. Seal{ un abierto de X', y V = UNY. Todo morfismo ¢ : &/?(V) —
F(V) define un morfismo ¢* : &¥¥(U) — F¥(U) y reciprocamente; el morfismo
© es suprayectivo si y s6lo si * es suprayectivo. Lo anterior implica que & es de
tipo finito sobre & si y s6lo si F ¥ es de tipo finito sobre &%, (m]

Andlogamente se demuestra la siguiente proposicién.
Proposicién 20. F es o -coherente si y sdlo si F¥ es o/¥ -coherente.
a

Corolario 4. Para que &/ ses una gavtlla coherente de amIIos es necesario y sufi-
ciente que &/~ lo sea.

(]




Capitulo 4

Cohomologia con valores en una gavilla

A lo largo de esta seccién Serre alude a una serie de conceptos y resultados propios
de la topologia algebraica, por lo cual introduciremos un poco de ese lenguaje. El
procedimiento que usaremos para construir los grupos de cohomologfa es el -de
Ceck. o o
Un complejo simplicial K consiste de un conjunto de vértices {v} y. un'con-. -
junto {s} de subconjuntos finitos no vacios de {v} llamados simplejos, tales que:

(a) Cualquier conjunto consistente de exactamente un vértice es un simplejo.
(b) Cualquier subconjunto no vacio de un simplejo es de nuevo un simplejo.

Un simplejo 8 que contiene exactamente q + 1 vértices es llamado g-simplejo.
En este caso decimos que la dimensién de s es q, denotindolo como dims = q.
Si s’ € s decimos que s’ es cara de s (una cara propia si 3 # s'), y si 8’ es un
p-simplejo lo llamamos p-cara de s. Si s es un g-simplejo, s es su tinica g-cara y
una cara s' de s es propia si y solo si dim s’ < q. Es claro que cualquier simplejo
tiene sélo un nimero finito de caras. Los simplejos admiten un orden parcial, a
saber, s’ < s si 8’ es cara de s. De la condicién (a) se sigue que los O-simplejos
de K se corresponden biyectivamente con los vértices y por la condicién (b) todo
simplejo queda determinado por sus vértices. Por lo tanto un complejo K puede
ser visto como el conjunto de sus simplejos.

4.1  Cocadenas de una cubierta

Al hablar de cubiertas nos referiremos siempre a cubiertas abiertas sin mencionarlo
explicitamente. )

Sea U4 = {U;}ies una cubierta de X'. Nos interesan las intersecciones finitas
de elementos de U, por lo que recibirdn notacidn, asf si s = (ig,...,ip) llamamos
U, a la interseccién U, N+~ - NU;,.

Ahora, sea & una gavilla de grupos abelianos sobre /X. Si p > 0 llamamos
p-cocadena de 4 con valores en F a las funciones f: IP*! '—3 T ;o401 Pu, que
a cada s = (ig, ...,%p) asocian una seccién de # sobre U, a la que llamaremos f,
6 fig---ip- Con otras palabras, una p-cocadena de il es una familia de secciones,

29
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una por cada abierto de la forma Uy N---N U,. Al conjunto de p-cocadenas de
il con valores en & lo denotamos como C?(4, %) quien resulta grupo abeliano al
dotarlo con la operacién puntual (f + g)(s) = fs + gs, aprovechando la estructura
algebraica del codominio. A la familia de los grupos C?(4,.#) corriendo p por
0,1,2,3,... la denotamos como C(i, F).

4.2  Operaciones simpliciales

Trabajemos un momento con el conjunto de indices /. Sea S(/) el conjunto de todos
los subconjuntos finitos ordenados de I, es decir, sus p-simplejos son de la forma
s = (ioy....1p), donde estamos pensando ip < --- < ip, de esta forma, (ig,i1) es
distinto de (%1, o) cuando ip # i,. Sea Kp([I) el grupo abeliano libre generado por
los p-simplejos de S(I) y finalmente sea K(I) = ®p»0Kp(I). Cuando no interese
el orden de los elementos de s, lo haremos notar agregando dos barras: |s|. Una
aplicacion h : K(I) — Ky(I) donde ¢q < p se llama endomorfismo simplicial si:

(i) h es morfismo de grupos abelianos;

(ii) para todo simplejo s de dimensién p de S(I) tenemos,

h(s) Zc -8

donde c, E Z y la suma corre sobr 4 s los sxmplejos s’ de S(I) de dlmen516n '
.. g.tales que’[s'|-C|s].} Ahora., sean h us kendomorﬁsmo simplicial y f € C"(Ll 3’)
s Para. t.odo sxmpleJo de Cdi

: donde g; es la. restrxccxon de ﬁu , en 914,, rest.r i1 1ene "sentldo pues .

‘La aplicacién s — (*hf), es una p—cocadena denotada thf. Asi, la aphcacxén i

th: C1(U, F) — CP(U, &) definida como ‘h(f) = ‘hf es.un morﬁsmo de grupos

Ho+h) =
Hh © ha) f——_
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La dltima 1gua.lda.d es clara, para checar las demds, digamos que g(s) Z,, d’
¥ h(s) > ed + &, entonces,

Hg + (s

Z(d’ +el)of (fo)
Zd’ " 0% (fa') +ze Qa (fa
_g(f), + (e ‘

Ahora, sean:
byt Ko(I) — Ke(D); - hi(g)=D_b% -5

ha Ko (T) —> Ko(I); ha(s) = 3 cg <0,

donde p >qg>ry asi,

hi o ha(s)

((‘hz o ‘hl)f)

Lla.maremos constmccwnk a escn a en esta sec 1on, que aun endomor-
fismo simplicial de cadenas h asocxa un endomorfismo simplicial de cocadenas th.




32

1,3

'Aplxquemos la construccxén t al endomorﬁsmo 8,,+1
como: .

Cpt
B(io, - ,z,,+1) => (- 1)1(10,
. Jj=0.
-donde el sombrero sobre i; significa omitir dicho mdlce EE
‘De esta forma obtenemos un morfismo d = .t9 (donde d,, = ‘6,,+1), el cual
por definicién es el que sigue:

p+t

A Yigmnsipas = Z( 1e;(f,

A -
L YTy PRI PR

donde f € CP(U,F) y o; es la restriccién de .?u y sobre Fy,,

Como 8o 8 = 0 entonces d o d = 0, por lo que hemos dotado a C(Y, F) con un
operador cofrontera, es decir un operador que lo hace complejo de cocadenas. De-
finimos el g-ésimo grupo de cohomologia del complejo C (i, F) como Kerd,” Imd,
donde Imd C Kerd C C7(4, .#), y lo denotamos como HI(U, F).

Si f € C°Y, F) entonces f; es una seccién de F sobre If;. Sabemos que
8 Ky (I) — Ko([I) estd definida como 8(i,j) = j — i entonces induce d(f)i; =
L’u., (fi) - gZ:jJ(fi). Asi, si f € Kerd entonces por el Axioma de gavilla existe
una tinica seccién global f tal que g;}: = fi para toda i € I. De lo anterior
concluimos que existe un morfismo inyectivo H°(U, &) — I'(X, F). De hecho no
s6lo es inyectivo sino también supra.yecuvo pues con cada seccién global g podemos
definir una O-cocadena § como j(i) = gu (g) que por ser seccién g]obal pertenece
al niicleo Kerd = H%(i, &). Hemos probado la siguiente proposicién.

Proposicién 21. El grupo de cohomologia HO(Y, F) es isomorfo a T(X,F).
‘ o
El grupo de cohomologia H°({,.#) no depende de la cubierta 4l cofnc} acas 7

bamos de ver en la proposicién anterior, desafortunadamente éste noes el caso
general, no necesariamente sucede para g > 0.

4.4 Cocadenas alternantes y algunos”de Sus US0S

Decmos que una p-cocadena es alternante si fi,...;,-=.0.cu L
ig, -y ip SOM iguales, ¥, fi ), iapy = €oSigrip) donde a' es Una ermutacxén del .
" conjunto {0,...,p} y €. es el signo de o. :

El conjunto de las p-cocadenas alternantes es cerrado ajo It suma por lo
que forma un subgrupo de C?(U,&F) y lo denotamos C"’ (Ll .9‘") A ]a familia de
los C'"(U, F) la denotamos C' (4, 5’) )
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Una 0-cocadena f de U con valores en & es una familia de secciones, una
por cada abierto U, es decir, f = (fi)icr donde f; € U;. A este nivel todas las
cocadenas se ven obligadas a ser alternantes. Si f € C'(U,.¥) le podemos asociar
una 0-cocadena al evaluarla sélo en las parejas (i,1). Podemos pensar que hemos
afinado nuestra percepcién y donde a nivel cero veiamos la misma familia ahora
distinguimos muchas distintas. Una 1l-cocadena alternante es aquella que se olvida
de su parte de O-cocadena, que pone atencién sélo en la informacién nueva. La
anterior idea se extiende a todos los niveles, asi, una p-cocadena es aquella que se
olvida de su parte de p — 1-cocadena, no redunda en lo ya sabido centrandose sélo
en la informacién nueva.

Proposicién 22. Si f es alternante también lo es d(f).
Demostracion. Probemos que df (ip,...;ip+1) = 0 cuando ip = #; (el caso general
es similar salvo que necesitariamos una engorrosa notacién): .

. . Uiy
df(io, .o ip+1) = au‘;’

. Uigi
i (fu l,.+x) gu,z 2o (fl'oir"l'n-ﬁ-l)v
0 ) . ,

in+1 siptt

lo anterior por ser f alternante y tener ip = iy, entonces casi todos los sumandos
se anulan en la primera lgualdad Ahora veamos como se comporta df con las
permutaciones. :

P+l

(df)"'ﬂ""".“‘*;‘ : . Z( l)Jg( igatr t,, dp+1> e |

p+1
= Z( 1)1 (falf
gm0 ‘
pl R i
= Z ( 1)"5012 (
‘ U]—D j: o
P+l j .
= S e (f
oj=0
p+1

= Z( I)J ( A lp+l)

j=0

Dado que omitimos uno de los indices no sabemos cual pueda ser el signo de la
permutacién que te regresa, mismo que hemos denotado como ¢,;, sin embar-
go, se cumple la igualdad (—1)%¢, = €s,(—1)’ para toda j con h; = o(j). Las
cuentas anteriores nos muestran que d manda cocadenas alternantes en cocadenas
alternantes. ]
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Lo que dice la Proposicién 22 es que d deja estable C'(4l, &) que entonces
forma un subcomplejo de C(Y, #). Los grupos de cohomologia de C'(, %) los
denotaremos H'9(4l, &). Las cocadenas alternantes resultan muy titiles, muestra
de ello es el siguiente Teorema y su Corolario.

Teoremad. La inclusidn de C'(U, F) en C(U, F) define un isomorfismo de grupos
de H'9(U, F) sobre H1(U, F) para todo q > 0.

La prueba del Teorema 4 requiere de cierto lenguaje que no hemos introduci-
do. Sean K y K’ dos complejos de cadenas y f,g: KX — K’ dos morfismos entre
ellos. Decimos que una sucesién de morfismos D = {Dg : Cy(K) — Coy(K')}
es una homotopia de cadenas si Jgqy 0 Dy + Dy_y 09y = g, — f4. Similarmente si
K y K' son complejos de cocadenas ¥ f,g: K — K' dos morfismos entre ellos,
decimos que una sucesion de morfismos D = {D9 : C7(K) — C7~'(K')} es una
homotopia de cocadenas si dqg—y © Dy + Dgyy 0dg = gg — fy. Denotamos lo anterior
como D : f = g diciendo que f y g son cadeno-homotdpicos 6 cocadeno-homotdpi-
cos.

Lema 1. Si f,g : K — K' son cocadeno-homotdpicos, entonces sus morfismos
inducidos coinciden: f* =g~ : HY(K) — H(K').
(Andlogamente, si son cadeno-homotdpicos tenemos que f. = g. : Hy(K) —
Ho(K").)
Demostracion. Sea D : f2 gy z € Ker(dy : K7 — K"‘H), entonces,
dg-1 0 Dy(z) + Dgy1 0 dg(z) = gq(2) — fo(z ) ‘
dg—1 0 Dy(z) = gy(=) — fq(Z), Sl .
por lo que, gq(2) — fq(z) € Imd,-;. Concluimos que f(x)y g(z) deﬁnen la misma
clase en HY(K'), por lo tanto f* = g*. ! e a

Demostracion del Teorema 4. Primero, al conjunto I dé indices lo dotamos de un
orden total y definimos un endomorfismo simplicial h : I(q(I) — Kq(I) de la
siguiente manera:

h ((ig, -..,iq)) = 0, si entre los indices i, ...,iq dos son 1guales,

R ((ins-vr2q)) = €o(ign,.ericq), si todos los mdlces io, .- ,1,, son . dxstmtos,
donde ¢, denota el signo de la permutacnén o que oredena al sxmpleJo, es
decir, i50 < ... < igq. . : .

En efecto, h es stmphcxal pues |isg, .. i.,.,l C lioy -« ,iql, de hecho como conjuntos
tenemos la igualdad. )
El endomorfismo % hace conmutativo el sxgulente dlagra.ma,

KpH(I)‘—“". KPH(D.;»
Kp(T) - Kp(z)
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ya que, tomando (io,1; ., ips1) € K,,.H(I) ftehempé:

h°0(101111 11P+l)
Jj=0

pt1 SN N
(Z( ‘1)?("0: 'lJY »1P+l)> :

__’p+l

80 h(ig,.s iptt)

Dibujemos un.diagrama de apoyo, para ubicar en donde nos movemos.

e Ky (1) 2 () =2 K () —

o2 el

o K (1) WK.,(I) TK,,_((I)—» e

- Analizando el caso q= 0 junto con ¢ = 1 se ocurre cémo definir D, presen-
tamos la deﬁmcxén en general. Para lo cual tomamos ¢ € I un indice fijo.
Sea D,, K,(I) — K441(I) definida de la siguiente manera:
Dv ((‘io,il, ...,i,,)) = (L, io,il,..., iq) - §,(L, igo', i,x...,i,q), .

donde ¢ es la permutacién que ordena. Cheqﬁemos qug‘D cumple:

lg—he= 8441 0 D, +7"D,,_1 © 8,
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Para ello, sea (10,11, i iq) €. K,(I), entonces: -

aq-H © Dq(io; .ueiq)

Por otro lado, .

Doy © 84(iv, - iq)

Por lo tanto,

41 ((‘110’ viq) ~ €g (L1005 laq))

(101 ﬂq) + z( 1)r+1(1- 101 o ’L,-, xlq) -

r=0

; 5«(1001 ’zvq)—fa Z( 1)r+l(l‘ Taly »7'471" »lvq)

r=0
(le ceey lq) - fﬂ(laOn . qu) +

E( 1)"-'-l ((L 101 .y er lzq) - 50(‘ 190y +oe lar' 17-1711))

. r—D

Dq— (Z( 1) (101‘ ,Z,-, y’q))

’lry eoe 110)

LY, A .
weey lr» 117) e 60,.(L, 1007 o 1qr1 easy Zcq))

donde ( 1)"5,,'— e.,( 1)', con g = cr(r)

Z( 1) (uo,

qu) = Ey(‘y}dOv weey lvn -g-;iwq))
5_0 L e e L B P

O, F) g T F) — - O, F) —
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donde D? = 'D,_, y, como ya habfamos apuntado, !9¢4+1 = d,. )

En este momento podemos concluir diciendo que 1* = h* : H*(U4,F) —
H*(U, F) pero lo que nos interesa es probar que H'"({{, &F) = H*(U, F) via el
morfismo inducido por la inclusién i : C' (Y, F) — CY, F).

Lo que afirmamos es Im( th) < C'(U, F). La contencién anterior nos permite
decir th : C (U, F) — C'(U,F) y como hemos porbado que 1 y ¢h son cocadeno
homotdSpicas entonces los paresio thy 1¢, v, thoi y 1¢» son cocadeno-homotdpicos.
Concluimos por el Lema 1 que (io th)* =1* y { thoi)* = 1*. Por lo tanto i* es
isomorfismo.

Comprobemos la afirmacidn. Sea f € C?(4, #) y apliquémosle *h. Al evaluar
¢ = ({o,11,....1q) donde dos indices son iguales da cero por como se definié A, en
simbolos tenemos: ( *hf), = 0. Supongamos que ninguno de los indices en s se
repite, tenemos { ‘1 f)igiy...iy = €0 figior-isqr dOnde o es la permutacién tal que
isa < ig1 < -++ < igq. Ahora, sea p una permutacién cualquiera de {0,1,...,q},
entonces ( *Af)ipig ipe = €nfinpainp1 -insqr dOnde 7 es una permutacién tal que
inpo < inpy < -++ < iypq. Se sigue que n7p = o por lo que €,¢, = €. Por lo tanto,
suceden las siguientes igualdades:

(*hf)is0ip1-wipq

Enfi,,,oiq“ inpg

= €nficoior-ieq

€n€p€pfivaior-iag
EPeﬂ'fiooial"".'q
= € 'hf);o;,...iq

Hemos probado la afirmacién con lo cual terminamos la prueba del teorema. [

Corolario 5. HY(U, F) = 0 para q > dim(4l).

Recordemos que dimil es la dimensién de complejo simplicial del nervio-
que define la cubierta U, es decir, el complejo simplicial donde los vértices son
los elementos de la cubierta i y los p-simplejos son familias {U;,,...,U;, } donde -
L(.,, i # 0; entonces la dimensién es el maximo p > 0 tal que existe un p-snmple_]o, :
si no exxste dicho maximo decimos que la dimensién es co. :

Demostracion. Por definicién de dim 4, U;,...;, = @ para q > dimu;‘s'i los fﬁdicés
ig, ..., iq son distintos. Entonces C'(4, %) =0 de donde H'9(il, &) .= 0 por lo que
HiU,F)=0. L -

4.5 Cubmertas mo) 'ﬁn

Decimos que una cubierta i = {U;}ics es mds ﬁna que una cubierta’ m {v } ,EJ
si cada U; C V; para alguna j € J, es, decxr, si E‘qste una aplicacién 7: I —J
tal que U; C V;; paratodai€ I. .
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Si tomamos una g-cocadena f de & sobre B podemos asociarle una g-
cocadena de & sobre Y viael morfismo 7, asaber, (7 f)ig...ig = 08 (frip..ri,) donde
oF es la restriccién de FYpiginig S0bTE Pty .. Hemos construido un morfismo
de C(B, F) en C7(U, F).

Por definicién de = f y transitividad de las restricciones tenemos que la res-
triccion de la seccién rf ’.__'. del abierto L{ S-S al abierto Ujq...s joiy €S

igual a la restriccidn de la seccion f N del abierto V S al ablerto
” Pigeerig

Uig...ij---iq- En simbolos, hemos dlChO lo SIgu1ente

Tig

ui -»-- . v( l i
U (i) = e T

rio- ©Tig

).

Es decir, no importa tanto desde donde hacemos la restriccién, al final queda lo
mismo, y usamos este hecho para ver que 7 conmuta con el operador cofrontera:

QS (df)rionq'i,,
q+1

= of [ D (- Doy,

j=0

(T 0 dT)(f)igmiq

,(,di;l °.‘T)(f)"°;""',, ;

Por lo anterior queda blen eﬁmdo un’ morﬁsmo ™ H v(m ﬁ ) — H"(Ll F)
donde A nn el cocadenas nos estamos movxendo en el sxgulente dxagrama

. “8iT, 7' son dos aphcac:ones de I
i dectr, ambas hacen a Ll mas ﬁna que SU) ento
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Sea'f € cq(m,".?),' dgﬁnimo‘szr e

‘h—O

(kdf )j"‘f.f"‘°

donde:

Las composxcxones g,. o g, y‘gh [} gj ‘estdn’ blen definidas, las ‘dexiotéremos como p;




Por otro lado: * : e

. R k Lo )
(dkf)ig--iq Z(—l)'Qs((kf)in...';,...,-q)

: =0
S= (-1)%p (Z( 1r-? Qr(fﬂor'; ‘ﬁﬁ,i'mr,i ))
r=1 i
+Z(—1)’g’ [i( 1) rxo n”r'; r 4 ' )
= " ‘ SRS iq
+ Z ( l)r— ( :
r=s+1 .

q—1

+(_1)ng.(2(,« s

: ;(:"{-1)”’" (Z( 1)';.,9,. ( 3 ))

r=0

“en la seguuda 1gualdad el prlmer‘ reglén corresponde a s =0, el segundo y el tercer
renglén corresponden a: 1 <<s < q-= -1 y el cuarto renglén corresponde a s = ¢. En

este CaSO

2 g, es la. restnccxén de fu AL, €0 Ptigenig’
crlyeeeig

v es Ia. resmccxon de Fy en ﬁu‘ A D

A
Crigeirimetipeertigenrtiy 0 iq
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oresla réstriccién de .?v A en fu N
riow i i it ig CERA

Ademas, las composxcxones txenen sentido y de hecho si s =.j tenemos g, o g, = Ps
Y 0s 0 0 =p), segun la notacmn que hemos da.do Ahora, tenemos:

+< 1)@ (Z( 0 p.,
. r=0

Ya e\aluamos, ahora sumemos

(dkf~+ k»df)iq’-“iv'\ (Z( l)r— po(fn oTiye: Tlr‘l'"lv- r"‘v)>.‘

+Z( ‘1)’[Z< 1) p’»(frx‘ nk’ri-, r‘f‘.".,"...’rfa'q)

s=1 r=0

+ Z (- 1)"k

r...a+l

Z( i,
+Z( I

( -DT

r=0 . e

a+1 | . ) :
+§( 1) r:o TipTlipe T"‘i."~f'iq))
Queremos reducir la anterior suma que luce hosca, poco amigable. Podemos espe-
rar que sf haya cancelaciones pues ciertos términos se repiten pero con potencias
de (—1) corridas. Resumimos en el Cuadro 4.1 cémo los indices s van condicio-
nando a los indices r en dkf y c¢6mo los indices r condicionan a los {ndices s en

kdf.
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4 P

s=0 - r=1,....¢q
s=1 r=20 r=2,..,9q
g=2 r=20,1 r=3,...,¢q
s=3 r=4a0,1,2 r=4,..,q9
§=q—1|r=0,.,9q~-2|r=q~1,q
s=gq r=0.,q—-11-
r= s=0,1,...,q s=0
r= =1,.,9 s=0,1
r= s=2,..,q s=0,1,2

=3 s=3,.,q $8=0,1,2,3
r=q s=4q $=0,..,q

Tabla 4.1: Relacién de los indices

Los sumandos se cancelaran cuando la pareja (s,r) aparezca en la parte :
superior e inferior de la tabla tanto de p' como de p. Por lo que, (dkf + chf),o “iq
_se reduce sustancialmente a la expresién siguiente: . :

(1) r‘-..,>~)f

+ (-1 ((—1) A (fr,,ﬁ

+ (= 1)2(( 1)2P2 .f

q q+1 ‘ \
+ (- 1)'1 (( 1) Pq f"o n,_m,,r's,)”'( 1) fm r.,_,r.,r'.,))-‘
Como S ' S . ot

(- 1)°( 1)l o (/..

rm-r’to

,,‘)+( DH-Da f ) =0
yen general

(—1)=1 (= 1)<vp,,_ (f ri;_”,i:_lr,iq)4-(—1’)4(’;1)‘1[)(,’ F ity adioni)
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entonces todos los sumandos e‘«:epto los extremos se cancelan Hemos reducxdo
nuestra suma alo SIgunente : S

(ks + kP Yiowt, = po(Fn ) = (.

by )
Tigriig-. Tig rl.,..;r:',r'i,,

(r'f—- Tf)-'un-i,, :

Por lo tanto, la afirmacién dk + kd = 7''— 7 queda probada y asi T y 7’ son
cocadeno-homotépicas. [m]

1l

Teorema 5. El morfismo v* : H9(0, &) — HI(U, F) no depende de 7.

Demostracion. Sean 7, 7' dos aplicaciones de I en J tales que l; C Vy; y U; C Vyrig
como Ty 7' son cocadeno-homotépicos segiin vimos en el Lema 2 entonces por el
Lema 1 resulta 7* = 7'". ..o

De esta manera, si il es una cubierta mas fina que U, para todo entero’
q > 0 existe un morfismo canénico de H(3, #) en H 9u, F)al que denotaremos
o(i, V).

4.6 Grupos de cohomologic de un espacio X con
valores en una gavilla &

Decimos que Y < U si Ul es mds fino que T con lo cudl tenemos un orden parcial
para la familia de cubiertas de A". Mds ain, si U = {Ui}ier y U = {V;}jecs son dos
cubiertas de X' entonces 20 = {U; N V;}(; jjerxs €5 una cubierta de X' mas fina
que Ly que V.

No podemos garantizar que la familia de todas las cubiertas sea un conjunto
pues no tenemos ninguna restriccién que nos de control sobre todos los posibles
conjuntos de indices. Para ello definimos una relacién, decimos que dos cubiertas
Ly U son equivalentes si 4 < WV y WV < Y. Resulta que la coleccidn de clases de
cubiertas bajo esta relacion si es conjunto pues en cada clase podemos encontrar un
representante cuyo conjunto de indices viva en el conjunto potencia del conjunto
potencia del espacio en cuestidn, es decir de P(P(X)), el cual sabemos que si es
conjunto. Guardemos nuestra atencién en las clases de cubiertas definidas por
la equivalencia descrita, tomandolas como conjunto de indices para formar un
sistema {H(U, &), o(i, D)} el cuil resulta ser un conjunto dirigido pues o (i, i)
es la identidad y a(Ll W) = o(Y, V) o o(V,W). Por esto iiltimo, HI(U, F) es
isomorfo a H7(W, %) cuando i y U son equivalentes. Ahora podemos enunciar
sin ambiguedad la siguiente definicién.

Definicién 3. Llamamos q-ésimo grupo de cohomologia de X con valores en & al
limite directo del sistema {H9(4, &), o(, V)}, al que denotamos HI(X, F).
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Con otras palabras, un elemento de H9(Y, &) es una pareja (U, z), donde z
vive en H9(U, #F), bajo la relacién donde dos parejas (i, z) y (U, y) son equiva-
lentes si existe una cubierta 20 mds fina que ambas { y U tal que o(20,U)(z) =
o(23, V)(y) en HY (W, F).

De la construccién de limite directo (¢f. Apéndice A) tenemos un morfismo
canénico HY(U, F) — HI(X,F) para toda cubierta de X.

Proposicién 23. HO(Y, #) = [(X, F).

Demostracidn. Es inmediato de la Proposicién 21. a

4 T Morﬁsmos de gamllas '

kSea. p: F — %un morﬁsmo ‘de gavillas. .Si Ll es un cublerta de X deﬁmmos,

: CUU, F) — CUU,¥) que atodof. €. CI(Y, F). asocia el ‘elemento’ wf e
C"(Ll &) definido por Ia férmula (tp f), = (,a(f,) Tenemos la mguxente cadena de
igualdades:

}

(@ 0 dg)(f) (o iger) =

Por lo anterlor queda bxen deﬁmdo un: morﬁsm
como ¢*(fy=pf.Si'l= {L(.} es mas ﬁno que
el siguiente dlagrama.. L :

[ (4.1)
0:(11 ‘3)1 1Uv(ﬁ a)

; H"(U. y) —>Hv(m ).
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De la definicién de »* dicho diagrama conmuta, para mostrar ellosea f € H7(U, F)
y 7. I-— J una funcién que define a 0.5 y ow. Tenemos el siguiente desarrollo:

0 05 (N(iosrie) = @ (Frigriy)
= oy (@), ig)
= 0w 0" (flio, .rrig):
Por lo anterior, el diagrama conmuta y asf, pasando al limite directo, tenemos
un morfismo * : HI(X,#F) — HY(X,¥). Cuando ¢ = 0, ¢" coincide con el

morfismo asociado a ¢ : (X, F) — ['(X,¥) por definicién de *.
Los morfismos ¢* gozan de las siguientes propiedades:

P Yt =(p+ ) ya que,
+u) () =+
= o(f) + (/)
=o(f) +¥(H)
' =" (f}+ " (f)-
Proyt =(poy)" " yaque '
(poy) (H) =(po¥)(/)
=)
=" (¥(f))
=g oy (¥)
1" =1 ya que,
@ =7 o
. Ademds si F =4 @A ymi : F — ¥ dondei = 1,2es la prbyeccién,
entonces (1 & m2)" : HI(X, F) — HU(X, %) & HI(X,¥4) es un isomorfismo. .
Sea # una gavilla de @-médulos. Toda seccién de &/ sobre A define un ~

endomorfismo de & y asi de HY(X, F) por lo que HI(X, F) txene estructura de ‘:
mddulo sobre el anillo de secciones globales de . :

4.8 Sucesiém exacta de ga.’uill»a‘s;

. Sea 0 — .9‘ Ly -—r %= 0 una sucesidn exacta de gavxllas que mdu >'1a’s
sucesion exacta: :

e O, ) - - Cl1,9) =

donde 1/1 noes suprayectxva en general ( cf Proposxcxén 5 yel ejemplo que le sigue.)
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Sea Co(U, 5#) la imagen de v, que es un subcomplejol de C(U, 2#), lamemos
Ho(44,7¢) a la cohomologfa asociada a Co(il,.#°). Ahora, tenemos una sucesién

Cexacta: . :

Proposicion 24. La sucesidn anterior da lugar a una sucesion ezacta de cohomo-
logia: B : e

—»ng)———m(wf’) Ho(1, %)~ e HoH (3,9) — ..

. %
0 — CIH(Y, &) ;— Ca+t (o,

dc-ﬂl & 5q+11 ' g

0 — o2y, &) 20 curr(y, 9)- LA C"“ (, %’) —0

Tomamos h € CJ(4l, J) tal que Oh = 0, es decir, tiene sentido h e Hi(U,.#).
Como ¢ es suprayectiva existe g € C9(4,¥4) .tal que ¥(g) = h. Tenemos que
8(g) € Keryp?*! ya que 0 = 8(h) = 8o 1(g) = ¥ o é(g); por exactitud existe un
tinico f € C¥*+1 (4, F) tal que (f) = d(g).

Queremos que d(f) sea nulo y asi tenga sentido decir f € H9*+1(4l, ). Esto
iltimo en efecto sucede pues @9+2(d9+1(f)) = 691 (91 (f)) = 69+ 0 69(g) =
sabemos que ¢ es inyectiva,

Nuestra intencién es definir d(h) como f, para ello debemos notar que dicha
asociacién no depende ni de g ni de h. Veamos que no depende de g, el caso de
h es andlogo y no lo incluiremos, supongamos que g; y g2 viven en C?(4,¥) con
¥(g1) = ¥(g2) = h, entonces g1 — g2 € Kery por lo que existe f' € C7(U, F) tal
que ©(f) = g1 — g2; por otro lado, 8(g1), 6(g2) y 6(g1 — g2) € Kery?+! entonces
existen f1 y f2 en C9*1(U, ) tales que w(f1) = 8(e1) ¥ w(f2) = &(gz), ¥ por
inyectividad de @, d(f') = fi — f2 pues p(d(f')) = (/1) — p(f2) = 3(g1 — g2), de
donde f; — f2 € Imd por lo que f, = f, € H7+1(4, #). Por lo tanto, d est4 bien
definida.

Ahora que hemos definido d veamos que la sucesién de cohomologia es exacta.

Como ¢* o ® = (3 o ¢)* entonces Imp* C Kery*. Veamos que Kery*
estd contenido en Imp*. Sea g € HI(4,¥) tal que ¥*(7) = 0, es decir, P(g) vive
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en Imd=! ¢ C¢(Y, J#). Entonces existe h € Cd ™' (U, #°) tal que 89~ (k) = ¥(g)
y a su vez existe g’ € CY71(U, %) tal que w9~ !(g') = h pues ¥?~! es suprayectiva.
Ahora, g - 8(g') € Kery, pues ¢(g) — ¥(d(g")) = v(g) — ¥(g) = 0 y por exactitud
existe f € C7{(4, .F) tal que »(f) = g — 6(g'). Ademds tiene sentido f € H(iL, F),
yaque pod(f) =do0p(f) =d8(g—5(g") =0, pues 6(g) =0y d2 =0,y pes
inyectiva. Por otro lado, ¢(f) = g — d(¢') implica que ¢(f) = 7. Por lo tanto,
Ker ¢ = Immp*.

Veamos que Imy* = Kerd. .

Sea 7 € HY(L,¥), entonces d(¥~ (7)) = d(¥(g)). Con la notacién usada en
la construccién de d vemos que g sirve como representante en la preimagen de ¥g
y como g € Keré entonces d(f) = 0. Por lo tanto, Im¥* C Kerd. Veamos ahora
que Kerd C Iin¥". Para ello sea h € C§(U, /#) tal que 9(h) = 0y d(R) = 0. Si
g € C1(L, %) es tal que ¥(g) = h tenemos que 6(g) = 0 ya que d(H) = 0. Como
g € Kerd tiene sentido ¥*(7), y este tiltimo no es otro que A mismo, por lo que
Kerd C Imw*.

Veamos que Imd = Kerp~.

Sea h € C§(4, ) tal que d(h) = 0. Sean g € CI(U,¥) tal que YP(g) =
v f € CrtUy, F) tal que o(f) = 8(g) entonces d(R) = F y ©*(f) = 6g =
pues 6(g) € Imé. Ahora, sea f € CI9+Y(LL, F) tal que d(f) = 0y ¢~ (f) = 0,
es decir, o(f) € Imd, por esto iltimo existe g € C'(U,¥) tal que 8(g) = @(f)

y asi ¥(g) € C§(U, ) y como do P(g) = ¥ od(g) = ¥ o w(g) = 0 entonces
¥(g) € H{(L,5#) y asi d(¥(g))-
Con esto ltimo terminamos la demostracién. [m]

Sean Y = {li}ier ¥y B = {V;}jes dos cubiertas abiertas y 7 : I — J un
morfismo tal que U; C Vry, es decir, 4l es un refinamiento de 2. Entonces con la
notacién de la proposicién anterior, el siguiente diagrama conmuta:

0 —= CU(DV, F) —2= C1(V,¥) —2> CU(T, )
0 — C9(Y, F) —2 = CUU, &) —2m CIU, 52).

Veamos porqué conmuta. Sea f € C?(0, &) entonces 7o (f)(io, ..., ip) = Pfrigiori,
que a su vez es igual a @(frig...ri,) = @wo7(ig, ..., ip). Esto demuestra que el primer

cuadrado conmuta y el segundo también lo hace por razones andlogas. Se sigue .

que T(C (B, ) C CJ(U, J) entonces queda definido:
7% H (0, 5¢) — H{(U, )

De esta forma obtenemos morfismos canénicos o (L, V) = HI(Y,H) —> .
H{ (s, 5#). Por todo lo anterior, podemos definir H§(X, J£) como el limite dxrecto )
del sistema (Hg (W, 5#), o (U, )). :
Como se puede ver en el Apéndice A, el limite directo de sucesiones exactas

es una sucesién exacta, y asi, tenemos probada la siguiente proposicién.
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Proposicién 25. La sucesidn, ..

e H(X, F) o B2, ) L HY(X, ) —s B (X, Z) — -

es ezxacla.
: Lo (m}
La inclusién C§ (4, 5¢) < e (18 .}f) mduce un morﬁsmo 9 7.??) —
HYX, ). 5

Proposicién 26. El morfismo H (X, ) £, H"(A’ .}f) es btyectwo cuando g= 0
y es inyectivo cuando g = 1. o

Antes estudiemos un lema previo.

Lema 3. Sea U = {V;}jecs una cubierta de X. Para cada h E.C’O(EU Jf’) e:mste
una cubierta L = {Ui}ie; mds fina que D (digamos T I — J: dzmde Ui CVri)
tal que Th € C3 (U, H¥).

Demostracion. Sea h € C°(%, J#). Sabemos que ¥ es suprayectivo como morfismo
de gavillas; dicha propiedad se hereda a los morfismos en los tallos pero no nece-
sariamente a nivel secciones, he aqui la dificultad para que h viva en C3(0, 7).
Como ¥ es suprayectiva en cada tallo, entonces para toda z € V;, para cada V; € 3,
existe una vecindad U/ tal que existe g; € ['(¢,,;, 7#) que cumple ¥y, (9:) = hi
sobre Uz,;. Tomemos la cubierta U = {8z, iNVj}zijlexxaxs YT XXIxJ — J
la proyeccién en la iltima coordenada, este morfismo hace a {{ mds fino que U
pues claramente Uz ;NV; C V;. Entonces por construccién vh € C8 (U, 5€), ya que
las secciones que define trabajan sobre abiertos donde las secciones de A tienen
preimagen bajo ¥. a

Demostracion de la Proposicion 26. Primero el caso ¢ = 1. Sea f € H} (X, #°)
tal que i*(f) = 0, esto es, existe una cubierta 4, una cocadena f € C! (X, %) y
g € C°(X, %) tal que f estaen la clase de f y 8(g) = f. A dicha g € C°(X, )
le aplicamos el lema anterior, y asi obtenemos una cubierta 0 mds fina que 4,
digamos mediante una funcién 7, tal que rg € C§(3,s#). Entonces, d(rg) =
7(89) = 7(f). Como 7f también vive en la clase f, acabamos de probar que
¥ = 0. Por lo tanto, i* es myectxva para g = 1.

Veamos que HJ(X, ) LA HO(X,#) es biyectivo. Sea & € HOY(X,5#) y
h € C°(Y;, ) representante de &, por el Lema 3 existe U, una cubierta y un
morfismo 7 : J — I que hace a U, mds fina que &, tal que 7h € Co (D, %),
tenemos que A y Th viven en la misma clase %, entonces Th € H§(X, .)i") es
preimagen de h. Por lo tanto, i* es sobreyectiva para g = 0.

Sea it € H(X, 7#) tal que i* () = 0, entonces es la seccién global cero. Por
lo tanto, i* es biyectiva para ¢ = 0. a
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Como el nticleo de la composicién H'(X,9) <o HA (X, ) 2= HI(X, )
es Kery® pues i* es inyectiva, entonces tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6. Lu sucesion,.

0 —— HO(X, F) —Zm HOX,9) —> HO(X, )

Lewr H‘(A’ g) <——H1(A‘ .9?)

H Wy, Jf)
es exacta. e
Demostracion. Se sigue de las Proposxcxones 25 y 26 . ,v ' . a
Corolario 7. Si H‘(A’ F)= 0 entonces [‘(X g) —-) I‘(X Jt‘) es suprayechua

Demostracion. Por el corolano anterlor y la Proposncxén 21, ) ... g

4.9 Sucesién exacta de gavillas cuando X es
paracompacto

Recordemos que un espacio topolégico Hausdorff es paracompacto si para cada
cubierta existe una cubierta mds fina que localmente sea finita, es decir, dado un
punto z € X sélo un nimero finito de abiertos del refinamiento cubren a z.!

Proposicién 27. Cuando X es paracompacto el morfismo candnico H{(X, ) —
HYX,#) es biyectivo para toda q > 0.

La prueba se sigue del siguiente lema, andlogo al Lema 3:

Lema 4. Sea U = {V;};es una cubierta y sea f € C(Y, ). Eriste una cubierta
U= {Us}ier y una aplicacion 7 : I — J tal que U; C Vi y que Tf € C§(Y,5¢).

Demostracion. Como /X es paracompacto podemos asumir que U es localmente
finita. Ademads, usando que X es normal, existe una cubierta 20 = {W;};es tal
que W; C V;. (Tomamos z € X, existe s6lo un nimero finito de elementos de U
que lo cubren, digamos Vz,1, ..., Vz,n, para los cerrados {z} y V; ; existen abiertos
Uziy Waitalque VS, C Uz, € We i y Uz i MW, = 0, de donde U NW; = 0.
Definimos W, = NW; ;, que es una interseccién finita, y asi queda construida
una tal cubierta 29 salvo por el conjunto de indices que tomando refinamientos se
arregla.) -

Para todo z € X, escogemos una vecindad abierta U/, de z tal que:

! Algunos autores prefieren definir paracompacto solamente con la propiedad del refinamiento
localmente finito, sin pedir 1a propiedad de ser HausdorfT.
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(a.) Sl T € V, (resp. z € W_,), se tlene Uz C V, (resp L(z C W )

(b) St U; N W; # 0, se tiene U, c Vj.

(c) Sizx € V..., existe una seccién g de & sobre U tal que ¢(g) = f,-g...,-; sobre

.

La cubierta 20 cumple con los incisos (a) y (b) pero no necesariamente con
el inciso (c), dicho inciso (c) es el que mds incumbe a nuestra Proposicién 27. El
morfismo ¥ es suprayectivo, lo cual quiere decir que ¥, el morfismo inducido a
nivel tallo es suprayectivo de donde existen una vecindad A; de x € Vj,..;, ¥
9 € T(A;,¥) tal que ¥, (9) = fj,-..j, SObre A;. Entonces tomando Uy = W, N Az
obtenemos una cubierta &t = {U/, }zc.v que cumple con los tres incisos.

Ahora, para todo ¢ € &’ escogemos 7z € J tal que x € U,,, de manera que
tenemos un morfismo 7: A’ — J.

Afirmamos que 7f € C (Y, J/&). :

Recordemos que (7f)zo-..z, = 0(frzg...rz,) donde g: I8, ... — M, ...,
SiUzy...x, = @ entonces 7f € CJ(u, ). En otro caso Uz,Nlz, # para0 < k < g0
Por construcc:ou Uz, C Wiz, entonces Uz, MW, # 0 por lo que Uz, C V;;,: Por
el inciso (b) del Lema 4 concluimos que Uzy C VrzoM++ -NVrz,, ¥ asi £0.€ Vrzgeorz,
y por (c) del Lema 4 existe g € C(4, J2°) tal que ¥(g) = frzg.rzy €N Uz, con'
mayor razén sobre Uzg...z, . o [(m

Demostracidn de la Proposicidn 27. Es similar a la demostracién de la Proposi-
cién 26, pues de hecho el problema era encontrar un resultado analogo al. Lema 3
cuando ¢ > 1, la paracompacidad nos lo permitié. GO

Corolario 8. Si X' es paracompacto, se tiene una sucesidn: ezacta R

= HY(X,9) -5 HY(X, o) — H‘H"(X f) 2 H‘”“(X g)

Bl operador d deﬁmdo como la composicidn de la inversa del womorﬁsmo de "
Ho (X, %) en HY (X, %) y el operador d- antiguo. : i

o

A la sucesién anterior se llama sucesidn ezacta de cohomologia definida por

la sucesién exacta de gavillas 0 - F 3 @ % 5 - 0 dada.

Hemos pedido que A’ sea paracompacto, con mas generalidad la sucesién
exacta de cohomologia vale en cada ocasién que podamos probar un isomorfismo
de HJ(X,#) en HI(X,0). 2

2A. Grothendieck mostré que la categoria de gavillas tiene suficientes objetos inyectivos, lo
cual permite definir los grupos de cohomologfa como funtores derivados. Debido a dicho trabajo

ya no hay necesidad de utilizar el procedimiento de Ceck, que sin ser el mds general es el mds
cémodo.
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~4.10- Cohomologta de un subespacio cerrado

Sea % una gavilla sobre el espacio X. Dado un subespacio YV de X definimos en
la seccién 2.2 #(Y) la gavilla inducida por & en Y.

Sill = {U;}icr es una cubierta de X entonces ' = {L;NY};es es una cubierta
de Y, llamamos U] = UiNY; si fiy.. .q es una seccién de F sobre Uj,...;,, entonces su
restriccién f{,..; en ..., = U], N---OU] es una seccién de F (V) sobre U],..;, .
Lo que acabamos de descnblr es un morﬁsmo o: C(L,&F) — CW,F())) que
conmuta con d. Verifiquemos esto 1iltimo, dibujemos el diagrama:

CY, F)

CcItl(Y, F)
) °

CIW, F(I)) —p CTHH U, F (V)

Veamos que el diagrama conmuta:

a1 5 j,.
god(f);u....'”, = (Z( 1)’9}( dgere u - 'q“)‘)'

Jj=0
q+1 7
= Z( 1)19_1 (.f '... ,“_‘)
q+l i , '
= >y (f'.om/‘\j,_, )

= d (f:o,_,’,\j... i,,+|)

40 fiminsr))
= doo(figerigm

Entonces queda bien definido ¢* : HI(U, &) — HYW,F()). Sid <V
entonces ' < V' y ademds p° o o(UU, V) = o(W, V') o p* por lo que pasando al
limite queda definido un morfismo p* : HI(X, %) — HI(Y,F(V)).

Proposicidon 28. Supongamos que Y es cerrado en X y que F es nula fuera de y
Entonces o* : HI(X,F) — HY(Y,F(Y)) es biyectiva para toda q > 0.

Demostracidn. Toda cubierta 20 = {W;};e; de Y es de la forma &' donde i es_ ‘
una cubierta de /X. (Por ejemplo, U; = W; U (X = )).) .
Para toda cubierta 4 de /X’ tenemos una biyeccién C”(u F) —» C'"(u' FQ)) .
aplicando la Proposicién 7 a Uig...i,, U], ,Y1a gavilla #. Lo anterior es suficiente
para que g* sea biyectivo. .
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Aplicando la proposicién anterior a una gavilla ¢ sobre ¥ junto con ¥~
su prolongacién a X por cero, tenemos HY(Y,¥) = HY(X,¥¥) para toda q = 0.
Dicho de otra manera identificar & y ¢4 es compatible con la asociacién de grupos
de cohomologia.




Capitulo 5

Comparacion de grupos de cohomologia
de cubiertas diferentes

En este capitulo se intenta dar una respuesta a la pregunta ;qué condiciones hay
que pedir a una cubierta U de un espacio topolégico A’ para que dada una gavilla
F sobre X tengamos H*(U, F) = H*(XY, F) para toda n > 0?

Para ello necesitamos comparar los grupos de cohomologia definidos por cu-
biertas distintas, en especial cuando una es mads fina que la otra.

Necesitamos de complejos dobles.

5.1 Complejos dobles

Un complejo doble es un grupo abeliano bigraduadd, .

K ZK’"

vhorlzontal d "que mapea. K”"’ en
S KPP en;K Pkl Pedimos que di-

0,dod! +d"ed =0.

|_siguiente diagrama, que no estamos

! Algunos autores prefieren pedir &’ o d' ='d" od'. -

53
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pidiendo sea conmu

o2

FER N

K91

p T

KO0

A un elemento de KP9 le decimos bihomogeneo de bigrado (p, ¢) con grado
total p+ ¢. Definimos d = d' + d", con el cual obtenemos:

K00 _ﬁ_‘) Ko @I(l.o _") j) @ KPa _“) v
ptq=n

que cumple dod = 0, se sigue de las propiedades de d' y d”. Tenemos un complejo
de cadenas al considerar en cada nivel n el grupo libre abeliano generado por los
elementos con grado total n junto con el operador d. Denotamos los grupos de
cohomologia asociados a (K,d) como H"(K), n denotando el grado total.

Como d' es compatible con la bigraduacién de K, podemos tomar los grupos
de cohomologia de (K,d') (para cada g corriendo p en las componentes X79) a
los que denotamos como HY(K). Por ejemplo, tenemos el complejo (KP1,d'):

d’ d’ d’

1(3,1

KO.1 K11 K21

Andlogamente se define Hf(K), ahora con d".

Denotamos como K, al subgrupo de K7 formado por los elementos z tales
que d'(z) = 0 y ponemos K; = @520 K7,. De igual forma, denotamos como X7 al
subgrupo de K7 formado por aquellos elementos donde d” se anula, y ponemos
Ky = @24 K7}. Por definicién, tenemos: ) )

K9, = HP(K)
K? = HPP(K)
Tenemos que K5 es un subcomplejo de:K," el 'opérédor d coincide con d”

sobre Ky, pues si z € Ky entonces d(z) = 0 + d’(z). Similarmente, K es un
subcomplejo de K y el operador d coixncide,co‘r’i 'd!;sobre K.
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Proposicién 29. Si H"(K) = 0 parap >0yq >0, entonces la inclusidn i :
K — K define una biyeccidn de H"(K 1) sobre H™(K) para todo n > 0.

Demostracidn. Sea z € K}, tal que d’(z) =0, es decir, z es un g-cociclo de Ky,
entonces d(z) = d'(z) + d'"(z) = 0 4 0, de donde z es un g-cociclo de K que tiene
grado total ¢ + 0. Entonces queda bien definido un morfismo i* : HY(K;;) —
HI(K).
Veamos que es inyectivo. )
Sea z € K], tal que d"(z) = 0. Supongamos que i*(E) = 0, entonces existe

y en las componentes de K de grado total ¢ — 1 tal que d(y) = z, es decir,
d'(y) + d"(y) = z. Como = € K% entonces necesariamente d'(y) = 0, por lo que
ye Kj;" yasiT = 0en HY(K/). Por lo tanto, i* es inyectiva.

Veamos que es suprayectiva. AT

Sea y = (Y0,v1, 0 tn) € KO @ KU @ ... @ K™O tal que d(y) =0, es
decir 7 € H"(K). Como d(y) = 0 entonces d'(y,) = 0 y asi, y, es un cociclo del
complejo: e :
1(0.1 d’ Kl.l d@’ K2.l 4 1(3,1 d R
como por hipétesis H}*°(K) = 0 entonces existe z, € K""-o tal que d' (:z:,,)
Consideramos yn—1 — d”(:z:,,), quien cumple: SRR

&' (Yoot — d"(zn)) = d’(yn-l)—d'(d"(z)*'
= d(ynor) + (& (2n) -
= dl(yn—l)+dll(1}n)
= 0

pues d”+d"od' = 0y d(y) = 0. Entonces y,—1—d"”(x,) es un cociclode K*'''y como
por hipétesis H7 ™! (K) = 0 existe z,—; € K"~ tal que d'(ZTp—1) = Yn—1 —
d"(xn). Ahora consideramos y,—1 — d"(zn—1) quien de nuevo es un cociclo, en el
complejo horizontal correspondiente. Continuamos de esta manera, construyendo
una familia x = (£, 22, ..., Zn-1,ZTn) € KO~ @ KIn-2g...p Kn—2t g gn-1.0
tal que d'(z;) = yi — d"(zi41) parai < n y d'(z,) = yn. Entonces,

y — d(z)

(o, Y15 +1¥n) — d(z1, T2, ey Zn—1,Tn)
= (Yo,¥11+e1Un)
—(d"(z1),d'(z1) + d"(£2), o0, d' (Tn-1) +d" (n), d'(ﬂ-‘n))
= (Yo,¥1s 1 ¥n)
—(d"(z1),11 — d"(z2) +d" (2‘2): s Yt — d"(-"-'n)
= (yo —d"(21),0,..,0). Lt
Lo anterior nos dice que (Yo, ..o Yn) y (yo - d"(zl) 0
otro lado, yp — d"(z1) es un cociclo de K I pues d’(yo

d"(z1)) = 0, entonces l(yo ~d"(z1)) = (o = d"(z1),0,...,0) es"la prexmagen
buscada. Por lo tanto, i* es suprayectwa : a

:d"(xﬂ),yn) L
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5 2 Com’plego doble definido por dos cub'LeT*tas

. Sean U= {L(.-}.-El y U = {V;}jes dos cubiertas de X. Si s es un p-simplejo de
.. 8(I) y &' es un g-simplejo de S(J), denotamos por U, a la cubierta de U/, formada
“por los abiertos U, N V;, corriendo j € J; y denotamos por i, a la cubierta de Vy
formada por los abiertos U; N V,, corriendo ¢ en I.

Si & es una gavilla sobre X', definimos el complejo doble C (4, T; ) como
Bp,oCP (U, T; F) donde CPI(U, T, F) = [[T(U:NVy, F), el producto corriendo
sobre todas las parejas (s, s’) donde s es un p-simplejo de S(I) y s’ es un g-simplejo
de S(J).

Un elemento f € CP9(4,V; F) es un sistema (f,,.) de secciones de .F sobre
los Us N Vs

Por definicién de U, y de CP(U,, F) podemos identificar CP9(U, T; F) con
I1, CP(Us,F), el producto sobre los g-simplejos de S(J). Entonces para definir
un operador cofrontera de CP9(4, Y; F) en CPH19({, W; F) basta dar un opera-
dor frontera en cada pata, lo cudl es el caso, para cada s’ tenemos un operador
cofrontera d : C#{ily, F) — CP+ (4, F), a saber, el que construimos en la
Seccidn 4.3; entonces se tiene un morfismo:

dy : CP9(U, T; F) — CPHL(U, B, F)

definido como:
p+1

(duf):o Up+t.Jorda —E( l)kgk(_f

k=0

)

o> n. efpgt .J'o"'jn

donde g es el morfismo restriccién definido por la mcluSKSn de L(.o pa N Vigejg

en . Anilogamente, se tiene:
uto A ipp 1N Vigg & ! te

dy: Cp-v(u,m 9‘) — C""’*“(ﬂ sn .?)

definido como:
q+1

(dmf)io ipidorefott ‘-Z( 1)h9h(f

= io-erip, jo'“ﬁ."'.iq)'

Es claro que dy ody = 0, dgodyg = 0 y dyody = dy o dy pues dichos
morfismos en cada pata satisfacen lo anterior.(Cf. Seccién 4.3.)

Dotamos a C(i, D; %) de una estructura de complejo doble poniendo como
operador horizontal a dy y como operador vértical a (—1)Pdyg. Aplicamos lo hecho
y dicho en la seccién anterior a C(U,0; F). Ahora denotamos por H"(4,T; F),
HP(U,D; F), H”(u T; F), Cr (U, D; F) y Crr(U,0; F) alo que corresponde
a H™(K), H}, H]f(K), K; y K respectivamente.

Como se duo. CPIU, ;. #) = [], CP(Uy,F) y asi tenemos el siguiente
resultado.
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Proposicién 30. El grupo HP(WU,D; .9) es isomorfo a [, HP(Uy,F); el pro-

ducto corriendo entre los q-simplejos s’ de S(J). En particular, Ciy, ‘-'U f) =’

HY(U,D0; F) es isomorfo a [, H(Us, F) = CU(T, F). .
-0

como:

("' Fio. Joredq = io (fio- Jv)

donde gy, es la restriccién definida por la inclusién de L, N v,o A AN
Anédlogamente, H} (4, T; .?) I1, H(V,, &) corriendo sen'los p-sxmple_)os
de S(I). Y se tiene un morfismo i’ C(u F) — c,(u T; .9') deﬁmdo como:

@ Hige: dipdo = Qlo(flo ‘p)

donde gj, es la restriccién definida por la inclusién deyu.-o....-, n Vjo en Uig...i, '

5.3 Aphcaczones
Mantenemos la notacién de la secc16n a.nterxor

Proposicién 31. Supongamos que H”(Ll,- &F) =.0 para todo s y todo p > 0.
Entonces el morfismo H"(‘D F) — H™U,B; F) definido por i es biyectivo
paran 2> 0.

Demostracion. Por la Proposicién 30 H(4,0; F) = O parap >0y g > 0, "
a

entonces el resultado buscado se sigue de la Proposicién 29.

La anterior proposicién dice que si HP(Ll,,#) = 0 entonces la informacién
cohomoldgica que aporta Y a H™"(U,Y; F) ya estd contenida en la informacién
que aporta Y. Se antoja que si U es mads fina que il entonces il no aporte mds
informacion de la que aporte 3.

Proposicion 32. Supongamos que la cubierta B es mds fina que la cubierta il.
Entonces i : H*(,F) — H™(U,T; F) es biyectivo para n > 0.

Antes de dar la prueba veamos un lema que necesitaremos.

Lema 5. Sea 2 = {W,}ier una cubierta de un espacio J, y sea F una gavilla
sobre Y. Si eziste i € I tal que W; =Y, entonces HP(20, F) = 0 para p > 0.

Demostracion. Sea 20' = {V} la cubierta de Y que consiste sélo de )V, entonces W
es mds fina que W' y por la hipétesis hecha sobre W, también W' es més fina que
W. Por lo tanto, H?(20, %) = HP(20', F), pero esta tiltima es cero para p > 0
por lo dicho en el Corolario 5. [m}

Denotamos por i al isomorfismo canénicoe C(3, F) — C(Ll 2; .9' ) deﬁmdo
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Demostracion de la Proposicion 82. Aplicando el Lema 5 a 20 = Uy, y YV = Vyr
(Ve es cubierto por I ya que U < i), tenemos HP(Uy,.F) = 0 parap > 0,
entonces por la Proposicién 31, el morfismo i : H"(,.F) — H*(U,T; F) es
biyectivo para n > 0. a

Proposicién 33. AMds ain, para la proposicidn anterior el morfismo (i")~'o i :
H™»U,F) — H"(D,F) no es otro que o(V,U), definido al final de la Sec-
cion 4.5.
Demostracion. Para comprobar que lo dicho sucede sea v : J — I tal que
V; C Urj (es decir, 7 hace mds fina a U respecto a 4). Como por la Proposi-
cién 32 el morfismo i” es biyectivo, basta probar que los cociclos i'(f) e i"(7f)
son cohomdlogos en C(i, V; F), donde f es un cociclo.

Para todo entero p, 0 < p < n — 1, definimos gP € CP*—P-1(4, W; F) me-
diante la férmula:

g’-’...,»,'_,-u...jn_,_ = Qp(ﬁo"-i,rjun-rj,._p-t)

donde p, es el morfismo restriccién definido por la inclusion de Uig...i, M Vjgeejnopor

en Uiy iprjorrin-p
Calculemos d"(g"), digamos evaluando (10,10 cFn=1)t

CH ) PTIINEE (C l)od‘ﬂ(go))--f' 3
( 1)D(dm(‘q°))lodo fm-l b
= ( I)OZ( l)hoh(glom Jh‘ J..')A
= ( 1)D Z( 1)"9:.(20(!',0 PR D) 1%
=i
rekcuérdesequ'e‘:‘f'f S e ‘ '
o P, Pt
: e T W, o
Z( 1)"9 (f ),

0y .
fo, Tiose TJP-"'fJn

: +Z( 1)"*‘gh(f A

ior T T,
N pery Jore Jh In
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'por lo dueéi
00(frjoirin) hZCi( l)hl’h(fl 0T o TIhe T in
y asi:
(@8 g joiny - = 00(frionrsn)
o= 00((Tf)jo-rda)
= ("N igjorrin®

Por lo tanto, d'"(g%) = i" (v f). Medxante calculos anélogos tenemos lo siguien-

te:

d"(g%) =i"(1f)y...,d"(gP) = d'(g"‘,l),...,d’(g""l) = (=1)*'(f)
de donde d(g° — gt +- - -+ (—=1)""1gn—1) = (7 f) —i'(f), por lo que i’ (T f) e i'(f)
son cohomdlogos. ]

Proposicién 34. Supongamos que U es mds fino que i1 y que H"(EI,,.?) = 0 para
todo s y todo q > 0. Entonces, el morfismo a'(‘D w0 H"(il 5‘) — H"(‘D F)es
biyectivo para toda n > 0.

Demostracwn Aplicamos la Proposicién 31 mtercambxando Ll por U, de donde

: H "("U F) — H"(Y,D; F) es biyectivo. Entonces. por: la Proposicién 33
(1")‘ o i’ =a(U,U) es biyectivo. : o
Teorema 6. Sea X un espacio topoldgico, U {L(.}.el una cubterta de X y & una

gavilla sobre X. Supongamos que existe una familis V%, o € A, de cub:erlas de
X que cumplen: .

1. Para toda cubierta W de X, existe un a € A tal que V™ es mds ﬁna que EU
(Es decir, una familia de cubiertas arbitrariamente finas.) : =

2. Para cada a € A y todo simplejo s de S(I) se tiene H9(VT .9) = 0" donde' g
g > 0. (En la Seccion 5.2 definimos VS = {U, N V;|U, € U, v. € ‘Il“} que es'; £
una cubierta de U;.) :

Entonces a(i) : HM(U,F) — H™(X,F) es biyectivo para todo n > 0.

Observacion 2. Este resultado no nos caracteriza a las cubiertas i tales que g(t) :
H™(U,F) — H"(X,F) es biyectivo. Necesitamos un poco mas, necesitamos la
familia 20 que esté intimamente relacionada con la cubierta 4, esta relacién es la
que se expresa en el inciso 2.

Demostracidn del Teorema 6. Podemos suponer que cada 0% es mas fina que L
por la condicién del inciso 1. Entonces por la Proposicién 34 el morfismo o (3%, 4) :
H™(U, F) — H"(B*,F) es biyectivo para toda n > 0. Como las cubiertas T*
son arbitrariamente finas entonces H*(X, &) es el limite directo de H"(B*, F).
Entonces o{i) es biyeccidn, pues es el limite directo de los o (0%, U). ]}




60 . Capitulo 5.  Comparacion de grupos de cohomologia dq gubjértas;difex_'entes ,




Capitulo 6

Variedades algebraicas

Ahora verteremos la teoria de gavillas en el estudio de variedades algebraicas.
Durante lo que resta de este escrito, k denota un campo algebraicamente cerrado de
cualquier caracteristica. Se supone que el lector esta familiarizado con el concepto
de localizacidn de anillos y médulos, asi como sus propiedades mds importantes.
Para consultar a cerca de éste tema se sugiere el excelente texto de Matsumura
([Mat89]).

6.1 Espacios noetherianos

Decimos que un espacio topolégico X es de Noether o noetheriano si toda sucesién
decreciente de subespacios cerrados de &X' se estaciona. Es decir, si tomamos C; O
C3 D -+, donde C; es cerrado en .Y, entonces existe un natural n tal que Cpn = Cr
para toda . > n. Una manera de decir lo anterior es que el conjunto de todos los
subespacios cerrados de X verifica la condicién minimal.

Decimos que un espacio topolégico es casicompacto! si toda cubierta U de X
tiene una subcubierta finita.

Proposicién 35.
(a) Si X es noetheriano entonces es casicomnpacto. )
(b) Si X es noetheriano entonces todo subespacio de X también' lo es.:

(c) Si X es la union ﬁmta de subespacws noethenanos y,, entoncea X m:smo
es de Noether.

Demostracidn.

(a) Sitenemos una cubierta de X’ podemos formar una cadena U;; .C Uio Ul;, C
corllip WU U ---UU;, C -+: con los elementos de la cubierta, tomando
los complementos obtenemos una cadena de cerrados que por hipétesis se
estaciona, a saber, U, C (Ui, VUG, )  C - (Uig U, V-~ UU )  C -+ -, Por
ser cubierta, tenemos § = (Ul{;)¢ de donde en la cadena de cerrados existe un

!El énfasis que se da con casi es porque no pedimos que el espacio sea Hausdorff,
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eslabén a partir del cual todos los eslabones son el conjunto vacfo, digamos
(Uio WU, V- UU;,)® = 0. Por lo tanto, Ui, Ul;, U+ UU;, = X yasi X es
casicompacto

(b) Sea Y un subespaciode .Y y Cy D C2 D C3 D ---, donde C; es cerrado en ),
entonces tenemos una cadena Cy D C3 D C4 D -+ -, donde Cj es cerrado en
Xy Ci = C{NY; como X es de Noether entonces dicha cadena se estaciona
en /X lo cual hace que se estacione en ).

Sea C, D Cy D Cy O -+, donde C; es cerrado en /X, entonces tenemos las
cadenas inducidas Cy NY; D CaNY; D Cs3NY; O +«-, donde C; N Y; es
cerrado en Y, entonces por hipdtesis se estaciona digamos en n;, como son
un numero finito podemos tomar n el méximo de las n; y asi, la cadena
original se estaciona a partir de esta n.

(c

~

a

Un espacio topolégico X' se dice irreducible si cada vez que X = YUZ donde
Y y Z son subespacios cerrados de X, entonces Y = X 6 Z = X. Lo anterior es
equivalente a que la interseccién de dos abiertos no nulos es no vacia.

Proposicién 36. Cualquier subconjunto cerrado de un espacio topoldgico de Noether
puede ser escrito como unidn de un nimero finito de cerrados irreducibles.

Demostracion. Sea F = {VIV es cerrado y no se expresa como unién finita de irreducibles}.
Si F # 0, existe elemento minimo W (puesto que nuestro espacio es de Noether,
y aplicando Zorn). Entonces W es reducible, W = V; UV,, donde V; C W y cerra-
dos; V; ¢ F para no contradecir la minimalidad de W, por lo tanto V; se expresa
como unién finita de irreducibles, y asi W también (contradiccién). Concluimos
que F = 0. ) [m}

Si suponemos que los cerrados irreducibles no se repiten entonces el conjun-
to de los cerrados irreducibles en que se descompone el espacio topoldgico queda
determinado de manera iinica. En este caso les llamamos las componentes irredu-
cibles del espacio topoldgico en cuestién.

Proposicién 37. Sea X’ un espacio topoldgico tal que X = U_,V; donde cada
V; C X es un abierto no vacio. Entonces, X es irreducible si y sdlo si-cada V; es
irreducible y V; N'V; # O para todo par (i, 7).

Demostracion. Si X es irreducible la interseccién de abiertos no nulos es no vacia
y todo abierto es irreducible, pues de lo contrario es f4cil dar una descomposicién
de A que lo hace reducible, llegando a contradiccién.

Ahora, veamos que si X cumple la condicién de la proposmxén entonces es
irreducible. Sea X = YU Z, donde Y y Z son cerrados, entonces V; = (V; N )Y) U
(Vi N Z), y asi cada V; estd contenido o en Y o en Z, debido a su irreducibilidad.
Supongamos que tanto Z como Y son cerrados propios de A, entonces existen
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indices i y j talesque V; € Y y V; € Z por lo que V; C Y’y Vi C Z. Sea
T =V; -ViN Z,es cerrado en V; y ademds V; = TU (ZNV;). Entonces V; =T
o V; = ZnNVj por irreducibilidad. Si V; = T, entonces Vi N V; = §, lo cual no
puede suceder. Si V; = Z N V; entonces V; C Z, que tampoco puede suceder. Por
lo tanto, Y y Z no pueden ser ambos propios. ) . a

6.2 El espacio afin

Definimos el espacio afin A} de dimensién r sobre el campo k como el conjunto
de r-adas de k. Un polinomio p del anillo k[zy, ..., z,] define una funcién de A} en
k que a cada a € A}, asocia p(a) € k. Nos podemos fijar en el conjunto donde se
anula, en general, si T C k[z), ..., z,] definimos el conjunto de ceros de T como:

Z(T) :={(a) € AL | p(a) =0 V¥p & T}.

Sea a el ideal generado por T en k[zy, ..., ], como este \iltimo es anillo noet-
heriano entonces a = (fy, ..., fn). Tenemos Z(T) = Z(a) = Z(f1, ..., fn). Llamamos
conjunto algebraico a todo subconjunto de A} que sea el conjunto cero de algin
T C k[zy, .., )

Dichos conjuntos definen una topologia al tomarlos como cerrados, conocida
como topologia de Zariski. Tiene sentido pues Z(a,)U Z(az) = Z(aya2), N Z(a;) =
Z(Jai), A, = Z(0) y @ = Z(1). Dotamos a A}, con dicha topologia.

Como k[ry, ..., z,] es noetheriano cualquier cadena ascendente de ideales se
estaciona, lo cual implica que toda cadena descendente de conjuntos cerrados de

¢ también se estaciona, de donde A} es noetheriano como espacio topolégico.
Ademas, si A, = Z(a;) U Z(a2) entonces A} = Z(a)a:) y asi necesariamente
ayaz = 0, por lo que a; = 0 6 az = 0, pues estamos sobre un dominio entero. Por
lo tanto, A} es irreducible.

Ya apuntamos que un polinomio p € kfz,, ..., ] define una funcién de A} en
k. Dotando a & con la topologia de Zariski, la funcién p es continua. Los cerrados
de k son sus subconjuntos finitos y & mismo, para ver que p es continua basta
mostrar que la imagen inversa de un punto es cerrada en A}. Sea a € K entonces
p~(a) es el conjunto de ceros del polinomio p(z), ....z,) —a por lo que es cerrado.
Por lo tanto p es continua.

Queremos asociar una gavilla de anillos al espacio A}, y lo vamos a hacer a
partir del anillo K[zy,...,z.] pues la topologia de A} estd intimamente liga.da a
dicho anillo.

Sea a = (a1,...,a,) un punto de Af, el ideal (z, - ay,..,z, —a,.) = m,x es

maximal en k[z1, ..., T,). Definimos el anillo local de a como kfzy, ..., Tlm, , €st0 €8,
la localizacién de k[z,,..., z,] con respecto al complemento de m,, y lo denotamos
como &,. Sus elementos son de la forma £, donde p,q € K [1:1, ,z,] y ala)'s 0,.
es decir, q € mg. o

Por otro lado, una funcién 5 (con p,q € Kizy,...,z,]) se dlce regular en
a si g(a) # 0. De esta forma, &, es el anillo cuyos elementos son los cocientes
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de polinomios que como funciones son regulares en a. Ademas, 5 se dice regular
en V si es regular en a para toda a € V. Un cociente 2 define una funcién del
subconjunto de A} donde es regular, en k. Dicho dominio es abierto pues es el
complemento de Z({q}) y asi f’l es continua cuando dotamos a k = A} con la
topologia de Zariski.

Por lo anterior, dado un abierto ¢/ de X, si 5 es regular en U{ entonces es
continua. Llamemos &y, al subanillo de €4 que consiste de funciones regulares en
U/ de la forma 2. Conforme a lo dicho en la Seccién 1.3 obtenemos una gavilla &
a partir de los Jy que por construccidn es subgavilla de &, la gavilla de funciones
continuas.

6.3 Subespacios localmente cerrados de A]

Decimos que un subconjunto de A} es un subespacio localmente cerrado en A} si
es la interseccién de un conjunto abierto y un conjunto cerrado en A}. Queremos
inducir una estructura de gavilla sobre los espacios localmente cerrados a partir de
la gavilla € ya que dichos espacios son las piezas bdsicas para hablar de variedades
algebraicas.

Sea ) un subespacio localmente cerrado y €(Y) la gavilla de gérmenes de
funciones continuas en Y con valores en k. Si a € Y tenemos un morfismo candnico,
via la restriccion, a saber:

€q ! (K(A; )u — (g(y)a

Denotamos como &y, a la imagen de &, bajo €,. Llamamos la atencién al
hecho de que Oy, es subanillo de & (V),. Los anillos £y , forman una subgavilla
Oy de €()) a la que llamamos gavilla de anillos locales de Y.

Asi, una seccién de Oy sobre un abierto V de Y es por definicién una funcién
continua f : V — &, que localmente se ve como la restricciéon en V de una funcién
f;, es decir, para cada a € V vemos a f como la restriccién en V de una funcién 2
regular en a; decimos que f es una funcion regular sobre V. Una funcién regular
sobre V es continua dotando a V con la topologia inducida por A} y a k con la
topologia de Zariski.

El conjunto de funciones regulares en todo punto de V forma un anillo deno-
tado como ['(V,Oy). Es claro quesi f € I'(V,0) y si f(a) # 0 para todoa € V,
entonces 1/f € I'(V, Oy).

Proposicion 38. Sean U un subespacio abierto de A} y F uno cerrado, nos fijamos
en Y =UNF. Sea i(F) el ideal de k(z,,...,x,] formado por los polinomios nulos
sobre F. Sia € Y, el micleo de la suprayeccion ¢, : O — Oy o es igual al ideal
i(F) - Og de O,. )

Demostracion. Todos los polinomios de i(F) se anulan’en &,, dondeé a € y, en-

tonces allf localmente son cero, por lo tanto es claro que i(F) - &, estd contenido

en el nicleo de ¢,
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Ahora,seac e V=ANF y0€ Oya (donde A es abierto de AL ) tal que
existe r = p/q definida sobre A4 que cumple g{) S(p/q) = 0, entonces p(a) =0y
asi p(y) = 0 para toda y € W un abierto de A’ Tomamos p; un polinomio que
se anule en el cerrado W° N F y que no se anule en a, existe pues W N F es
cerrado y a ¢ W N F. Entonces pp, € i(F) y comor = p/q = ppl/qpl tenemos
r €i(F) - O,. [m]

Corolario 9. Sea a = (ay,...,ar). Bl anillo Oy 4 es isomorfo al amllo de fraccwnes
de k{zy, ...,z })/{(F) relativo al ideal mazimal definido por eI punto n. L

Demostracidn. Por la proposicién tenemos:
Oy,a 2 k[Tr, .oy Brlma [{F)E[T1) co0s Trlma

donde m, = (z\ — a1,...,,Zr — a,) el ideal maximal definido por a. Localizar-un
anillo conmuta con tomar cociente, entonces:

Oy, = (k21 o 2p ) I F Nz

donde ™, es la imagen del complemento de m, en k{zy,.. ,x,-]/t(F) : s

Si a los elementos de &,, fracciones racionales regulares en- a, los podemos
pensar como funciones continuas de una vecindad de a-en %k, los elementos de
Oy, los podemos pensar como clases de dichas funciones. Esto es lo que en cierto
sentido dice el corolario anterior.

6.4 Aplicactones regulares

Sean U y V subespacios localmente cerrados de A} y A}, respectivamente. Decimos
que una aplicacién continua ¢ : & — V es regular sobre U si paracadaa € Y
y f € Oy ;(q) tenemos que fop € Oy q. Digamos que f = ANF yV = Bng
donde .4 y B son abiertos y, F y G son cerrados. Entonces,

f e (K(z1, ..., T5)/UG) )iz
y la condicién que pedimos es:
fowp € (K[z1,nzr) /i(F))p, -

Otra manera de decir lo anterior es que ¢ : & — V es regular si induce una
funcién de gavillas &y — Oy donde a f € Oy ,(a) le asocia fop € ﬁu a-
Denotamos como ;(a) a la i-ésima coordenada de y(a).

Proposicion 39. Para que p : U —> V sea regular sobre U, es necesario y suﬁc:ente
que lus @; : U — k = A, sean regulares sobre U para1l <i < s.
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Demostracion. La condicién es necesaria. Como ¢ es continua se sigue que sus
coordenadas lo son. Tomamos f € Oy, (), donde V; es la proyeccién de V en la
i-ésima coordenada. El anillo Oy, ,,(a) se incluye de manera natural en &y ,,(a),
entonces podemos decir f € Oy ,,(q)» ¥ asi, por hipdtesis, fop € Oya.

La condicién es suficiente. Supongamos que tenemos ¢ : Y — V y que
cada funcién coordenada ; es regular en {{. Para ver que ¢ es continua basta
ver que ¢~ (Z(p) N V) es cerrado, donde p € K[ry, ..., ). Tenemos ¢~ (Z(p) N

= {a € Afip(p(a)) = 0}; como p() = p(p1,-..,9s) € DU, O(U)), pues cada
wi € T(U, O(U)), entonces p() es continua, y asi, o~ (Z(p) N V) es cerrado, por
lo que i es continua.

Ahora, seana € U y f € Oy ,(4)- Por definicidn f se puede escribir localmente
como la restriccién de ff, donde py q viven en k{zy,...,z,] ¥y q(¢(a)) # 0. Entonces
la funcién foyp esigual a poy,“qoyp en una vecindad de a. Como ya apuntamos poyp
y qo viven en I'(U, &(U)), de donde son regulares en una vecindad de a y como
gop(a) # 0 entonces f o es regular en una vecindad dea y asi fop € Oy .. O

Sean ¢ U — V y ¥ : V — W funciones regulares sobre &/ y V res-
pectivamente entonces ¢ o ¢ es continua. Si @ € U y f € Ow yopa) entonces
fow € Oy ;a) y asi f ooy € Ou,a- Por lo tanto la composicién de funciones
regulares es regular.

Una biyeccion ¢ : & — V se llama isomorfismo birregular (o simplemente
isomorfismo) st ¢ y ™! son regulares, en este caso decimos también que ¢ es un
homeomorfismo de U sobre V que transforma Oy en Oyp.

6.5 Productos

Si'r y r’ son dos enteros mayores o iguales que 0 identificamos al espacio afin A{"""
con A X A,';' como conjuntos. La topologia de Zariski para A;;"’" es mds fina que
la topologia producto de las topologias de Zariski de A} y Az'. .
Por lo anterior, si &/ y U’ son subespacios localmente cerrados de A} y Af; )
respectivamente, entonces U x U’ es un subespacio localmente cerrado de A,’;*f"' y
la gavilla &y xy estd bien definida. :
Por otro lado, sea W un subespacio localmente cerrado de A, y sean ¢ : .
W — Uy : W — U aplicaciones. Con este lenguaje tenemos el sxguxente -
corolario a la Proposwxén 39. : T

Corolario 10. Para que la apl:cac:dn z = (p(z), ' (z)) sea reyular en W es ne-
cesario y suficiente que @ y ' sean regulares

Si Vy V' son dos subespaéids ho a
iU — Vyy' U — V son do aplicacione:
y el Corolario 10 tenemos los sxguxw




Para que w X 1/;' sea un womorﬁsmo b:regular, es necesano y suﬁ-
1/1’ sean isomorfismos. btregulares FRagey

Se llama variedad algebraica sobre k au

i Una topologia;

2. Una subgavilla Oy de la gavilla & (X) de getmenes‘de funcxones definidas
en X' con valores en k.

tal que se cumplen los Axiomas V.A4; y Vd;; que enunciaremos. Dados Xy
dotados con la estructura descrita, un isomorfismo de X en ) es un homeomorfismo
de X sobre YV que transforma Oy en £y. Ademads, si X' es un abierto de X,
podemos dotar a X' con la topologia inducida y la gavilla inducida, es decir,
podemos inducir la estructura en abiertos.

(VA4,) Existe una cubierta abierta y finita U = {V;}ies de X tal que cada V; dota-
do con la estructura inducida por X’ es isomorfo a un subespacio localmente
cerrado U; de un espacio afin con su gavilla &y,

Simplificando el lenguaje, llamamos variedad prealgebraica a todo espacio
topoldgico dotado con una gavilla & que satisface el Axioma V.Ay. Un isomorfismo
@i : Vi — U; serd llamado carta de V;. El Axioma V.4, significa que es posible
cubrir a A con un numero finito de abiertos que poseen cartas. Se sigue de la
Proposicién 37 que A es casicompacto.

Llamaremos topologta de Zariski de X a su topologia, a su vez, la gavilla Ox
serd llamada gavilla de anillos locales de X'.

Aplica ahora un resultado tipico de ensamblado a variedades prealgebraicas.

Proposicion 40. Sea X' un conjunto, igual a la unidn de una familia finita de
subconjuntos X;, digamos j € J. Supongamos que. cada X;. esta dotado con una
estructura de variedad prealgebraica y que dwhas estructurﬂs son compatibles, es
decir: .

1. X;N X es abierto en X; para cualesquiera i,5 € J;

2. las estructuras inducidas por X;'y Xj'en XiNX; coinciden para todoi,j € J.
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Entonces, eriste una tnica estructura de variedad prealgebraica para X tal
que los X; son abiertos y la estructura inducida sobre cada X; coincide con la
estructura dada.

Demostracion. La existencia y unicidad de la gavilla y la topologia es algo que
vimos en la Proposicién 6. Chequemos que cumple el Axioma V Ay, ello se sigue
de que la cubierta es finita v cada /X; cumple el Axioma V 4;. (]

Corolario 13. Sean X y X' variedades prealgebraicas. Eriste sobre el conjunto
X x X' una tinica estructura de variedad prealgebraica tal que si ¢ : V — U y
@' V' — U son cartas (donde V es abierto de ¥ y V' de X') entonces V x V'
es abierto en ¥ x X' ypox o' : VXV — U xU' es una carta.

Demostracion. Cubrimos a /¥ con un mimero finito de abiertos V; que posean
carta digamos ; : V; — U;, y sea (V,U],+9}) un sistema andlogo sobre X', El
conjunto X x ¥’ es unién de los conjuntos V; x Vj; dotamos a cada V; x V} de la
estructura de variedad prealgebraica inducida por (,:,-'l x @7t

Aplicando la proposicién anterior a la familia {V; x VJ"S obtenemos la estruc-
tura deseada (lo podemos hacer debido al corolario anterior). a

Observacién 3. Dadas dos variedades prealgebraicas X y A, es muy distinto dotar
al conjunto ¥ x X’ con la topologia producto y la gavilla suma directa que con la
topologia y la gavilla del corolario anterior. Por ejemplo, A} x A} con la topologia
producto sus cerrados sélo son familias finitas de puntos y el espacio completo, en
tanto con la topologia que le corresponde segun el corolario anterior, coincide con
A%.

Aplicando el corolario cuando ¥ = X' dotamos a X’ x X' con estructura de
variedad prealgebraica. Ahora, enunciamos el segundo axioma:

(VArr) La diagonal A de X x X es cerrada en X x X. (Con la topologia de
variedad prealgebraica.)

Este axioma es andlogo a la condicién de espacios topolégicos para ser Haus-
dorff. Por otro lado, el Axioma V' 4; no implica al Axioma V' A;;, como veremos
con ayuda del siguiente ejemplo. Tomamos X, = Y> = Al y los pegamos a lo largo
de A} — {0}, tenemos X definido por ; y &> como en la Proposicién 40, entonces
A es variedad prealgebraica pero no cumple el Axioma V A;;.

Supongamos que A’ es una variedad obtenida como en la Proposicién 40. El
Axioma V A,y es satisfecho si y sélo si &y; = AN (A} x &) es cerrado en X; x &j.
Si A es cerrado en X' x X entonces AN (A; x X;) es cerrado en A X A; que es
un abierto de X x &'. Como ser cerrado es una propiedad local entonces si X;; es
cerrado en el abierto &; x X se sigue que A es cerrado en X' x X. Digamos que
@i : Xi — U; es carta para cada i, sea Ti; = (v; x ¢;)(Xi;); podemos describir
a 7;; como el conjunto de las parejas (@i(z),vj(z)), con z € &A; N X;. Con este
lenguaje y la equivalencia vista podemos enunciar el Axioma V 4y como sigue:

(V' A%};) Para toda pareja i, j, el conjunto 7;; es cerrado en U; x U;.
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6.7 “Aplicaciones 'r"egulramés,': estructuras inducidas,
productos

Como localmente una variedad algebraica es como un subespacio localmente ce-
rrado de un espacio afin, podemos construir objetos andlogos a los que teniamos
para subespacios localmente cerrados. Sean X y J dos variedades algebraicas y
w: X — V. Decimos que  es regular si es continuay sia € X,y f € Oy ,a)»
entonces fop € Ox 4.

La composicion de dos aplicaciones regulares es regular y una biyeccién ¢ :
X —— Y es isomorfismo si ¢ y ¢~ ! son regulares. La prueba de lo anterior es como
en la Seccién 6.4.

Sean X una variedad algebraica y X’ un subconjunto localmente cerrado de
X. Dotamos a X' con la topologia y las gavillas inducidas. (La gavilla inducida
es aquella cuyos tallos Oy ; son la imagen de Ox  bajo el morfismo candnico
F(X) — F(X").) Si i : Vi — U; es un sistema de cartas tal que X' = UV;
ponemos V] = ViNX' y U] = pi(V]), entonces v} = p;|v: : V] — U] es un sistema
de cartas pues U] es localmente cerrado tal que X’ = UV] de donde X"’ es variedad
prealgebraica. Como la topologia de X' x " es la inducida de ;¥ x X entonces la
diagonal de A x X'’ es cerrada. Entonces X tiene estructura de variedad algebraica
inducida por la de X'. En este caso decimos que X' es subvariedad de X.

La inclusién ¢ : X' — X es continua y si x € X' y f € Ox . entonces
f ot € Ox: 4, por lo que es regular.

Proposicién 41. La aplicacion p : Y — X' es regular si y sdlo si Lo : Y -—) X
es regular. [

Demostracion. Composicién de funciones regulares es regular por.lo que'si ¢ es
regular entonces to ¢ lo es. Tienen los mismos valores tanto ¢ como ¢ o entonces
pescontinuaysiy € Yy f € Ox.op(y) entonces fowp € Oy,y. De donde si
f € Ox (y) entonces f € Ox,0p(y) concluimos que ¢ es regular. [m]

Sean X y X’ dos variedades algebraicas, entonces en virtud de la Seccién 6.5,
X x X' hereda de X y X' una estructura de variedad prealgebraica. De hecho,
A x X' es variedad algebraica y la llamamos variedad producto. Veamos que la
estructura de variedad prea.lgebra.ica heredada cumple el Axioma V A}, siguiendo
su notacién. Si ¢; : Vi — Uy y ¢ ¢ Vi, — U], son sistemas de cartas donde
X =UV; y X' =UV}, entonces T;; X Tl ;. es cerrado en U; x U x Uy, x Uls ya que
Ti; es cerradoen U x Uj y Tl es cerrado en U;, x U},. Por lo tanto, se cumple el
Axioma VA%,

Son aphcables sin modificacién los Corolarios 10 y 11 a las vanedades alge-
braicas.

Si ¢ : X — Y es una aplicacién regular, la grifica & de ¢ es cerrada en
X xYyaque = (px1)"}(Ay)donde p x 1 : ¥ x Y — Y x V. Ademds,
¥ : X — @ definida como ¥(z) = (z,p(z)) es un isomorfismo, puesto que
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Y.y ¥-! son regulares, esta ultnma lo es. por ser la restrlccnonf"de la proyeccuin
A% Y — X, que es regular. . : ’ : .

6.8 Campo de f'tmcmones 'r'acmonoles sobre uncL
vamedad mm‘educmble

Los siguientes resultados reflejan propiedades topolégicas del espacio base en la
gavilla.

Lema 6. Sean A’ un espacio conezo, G un grupo abeliano y ¥ la gavilla constante
sobre X, isomorfa a G. La aplicacion candnica G — (X, ¥) es biyectiva.

Demostracidon. Un elemento de I'(.¥,¥) es una funcién continua de X en & y
como /X es conexo y ¥ viene con la topologia discreta, entonces una tal funcién
solo puede ser constante, de lo que se sigue la biyeccién. [m]

Decimos que una gavilla & sobre X' es localmente constante si para cada
x € .Y existe un abierto & tal que z € I{ y F(U) es constante sobre Y.

Lema 7. Toda gavilla & localmente constante sobre un espacio irreducible X es
constante.

Demostracion. Llamamos &y a [(U, F). es suficiente mostrar que g, : Fy —
Fr cs biyectiva para toda r € X, pues es probar un isomorfismo de la gavilla
constante definida por & y la gavilla &#. Si f € Fy, el lugar de los puntos
r € X tal que f(z) = 0 es abierto pues # es localmente constante y por la misma
razon es cerrado, pues si f(z) = a # 0 entonces localmente f(z) = a. Como X es
irreducible, dicho lugar o es el vacio o es el total, de donde g, es inyectivo, pues
si 0.(f) = 0 entonces f(z) = 0 y asi f = 0. Para ver que g, es suprayectiva sea
m € Fr y sea ¢ una seccion de F sobre un abierto ¢/ tal que ¢(z) = m. Por otro
lado, cubrimos a .Y’ con abiertos U; tales que SF (U;) es constante sobr+ {{;. Como
&Y es irreducible entonces &/ NU; # 0, escogemos z; € L{ N U; entonces existe una
seccién s; de F sobre U; tal que s;(z;) = ¢(x:) (dicha seccién existe para alguna
vecindad, pero al ser & (U;) constante es que podemos tomar a I4;), entonces s; y
¢ coinciden en una vecindad, de hecho, por ser constante & (I;), coinciden en todo
UNU;. Lo mismo sucede para s; y sj, coinciden en Y;NU;. Entonces, por el Axioma
de gavilla, existe una tinica seccién o de & sobre /X tal que g,(o) = m. [m}

Ahora, tomemos X' una variedad algebraica irreducible. Si ¢/ es un abierto no
vacio de X’ ponemos &4 = ['(U, &/); supongamos que f,g € 9y f-g = 0, entonces
f y g son aplicaciones regulares de Uf en k, sean F y G los conjuntos de las x € U/
tales que f(z) =0y g(z) = 0, respectivamente, entonces Y = F UG, como fy g
son continuas entonces F y G son cerrados y como U es irreducible entonces F = U
0G =U dedonde f = 00 g = 0, concluimos que &} es dominio entero. Denotemos
com . el campo de fracciones de @4,. Si i C V el homorfismo o} : &4 —+ i es
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inyectivo pues &/ es denso en V por irreducibilidad y entonces tenemos un morfismo
bien definido ¢} : &, — . El sistema {4, )} define una gavilla a la que
llamamos gaville de campos J . Ademds, el tallo J#; es candnicamente isomorfo
al campo de fracciones de Oy ;.

Proposicidn 42. Para toda variedad algebraica irreducible X, la gavilla ¥ es cons-
tante.

Dermnostracion. En virtud del Lema 7 basta probar la proposicién cuando X es
subespacio localmente cerrado de un espacio afin AL. Tenemos X =4 N F donde
U es abierto y F cerrado de A} . Sea i(F) el ideal de k[z,,..., 2] de los polinomios
nulos en F. Sea A = k[zy, ..., zr] /i(F)., que es dominio entero pues X es irreduci-
ble. Tomamos su campo de fracciones al que denotamos como k(.4). Entonces por
el corolario a la Proposicién 38 tenemos:

”y.n = (k[Il--nv -Er]/i(}-))ﬁr;y

de donde k(O o) = K (), y asi, tenemnos un isomorfismo entre la gavilla constante
K(A) y la gavilla ¢, [m]

Por el Lema 6 las secciones globales de la gavilla ¢ forman un campo,
isomorfo a J¢ para cualquier x € .Y, y lo denotaremos K(X’). Lo llamaremos
campo de funciones racionales sobre /X', dicho campo es extensién de tipo finita del
campo k, definimos la dimension de X', dim X', como el grado de trascendencia de
k(X’) en k. Extendemnos la definicién a variedades algebraicas reducibles poniendo
dim.V = supdim ), donde X' = U); ¥ V; es subvariedad cerrada e irreducible de
X. Como Oy, C ¥, = k(X), entonces podemos pensar a Oy, ; como subanillo
de k(V).

Sea .1 es un dominio entero con campo de fracciones L. Podemos considerar
cada anillo de fracciones de A como subanillo de L. Entonces, con este sentido,
A = Ny Am, donde m corre entre todos los ideales maximales de 4. (Cf. [Mat89].)

Por el resultado que hemos citado si { es un abierto de /X' entonces T(U, Ox)
es la interseccién en A(.Y) de los anillos O, corriendo z € U.

Si YV es una subvariedad de X, tenemos dimY < dim .YV pues k()) es sub-
campo de k(.V'). Ademds, si YV es cerrado y no contiene componentes irreducibles
de X, entonces dim ) < dim .
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Capitulo 7

Gavillas algebraicas coherentes |

F”I‘ La gamlla de anillos locales de 'una‘vofmeda.d.
SO IR algebrmca i ‘

Veamos algunas propiedades de la gavilla & de anillos locales de Af.
Lema 8. La gﬁvilla O es una gaville coherente de anillos.

Demostracidn. Sean a € X, Y vecindad de a, y fi,..., fp secciones de & sobre U,
es decir, f1,..., fp son funciones racionales regulares en todo punto de &/. Queremos
ver que la gavilla de relaciones de f1, ..., f, es de tipo finito, de donde & es coherente
por lo visto en la Seccién 3.4.

Podemos decir f; = p}/q., donde ¢;(a) # O para toda a € Y. Entonces
By dicifenn oy o decir, podemos pensar

siq=q g2+ qp tenemos que f; =
fi = pi/q donde g(a) # 0 para toda a € U.

Ahora, sea y € U ¥y gi € O, tal que Y4_, gifi = 0 en una vecindad de y.
Podemos escribir g; = r; /s, donde r; y s son polinomios y s no se anula en y,
entonces decir 3°7_, g; fi = 0 es decir 3_F_, rip; = 0 en una vecindad de y. Ahora,
aplicamos el dlgebra. Como k[zy,.... z,] es noetheriano entonces k[zi,...,z,]? es
noetheriano y el médulo de relaciones de py, ..., pp es un submddulo de kfzy, ..., z.]?
de donde es finitamente generado, esto ultimo induce que la gavilla de relaciones
sea de tipo finito. O

Tomemos V una subvariedad cerrada de AJ; para todo z € X, sea &, (V) el
ideal de € formado por los elementos f € &, cuya restriccidn en V es nula en una
vecindad de z (de esta forma £ (V) = &; si ¢ ¢ V), es decir, & (V) es el niicleo
de €z : Oz —> Oy ). Los ideales S (V) forman una subgavilla #(V) de la gavilla
.

Lema 9. Si V una subvariedad cerrada de A}, entonces la gavilla #(V) es una
gavilla coherente de &-mddulos.

Demostracidn. Sea i(V) el ideal de K{z,, ..., z,] formado por los polinomios que se
anulan en V. Por la Proposicién 38 tenemos £ (V) = i(V) : £, para toda'z € V,
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de hecho para toda = € X pues si z ¢ V entonces F(V) = (V) - O, = 0.
Como K(z1,...,z.] es noetheriano, el ideal i(V) es generado por un nimero finito
de elementos de donde i(V) es de tipo finito y asi coherente (en virtud de la
Proposicién 12). O

Ahora, extendamos el resultado del Lema 8 a una variedad algebraica arbi-
traria.

Proposicién 43. Si V es una variedad algebraica, la gavilla O\ es una gavilla
coherente de anillos sobre V.

Demostracidon. Como coherencia es una propiedad local, podemos suponer que
V es una subvariedad cerrada del espacio afin AL. Entonces por el Lema 9, la
gavilla #(V) es una gavilla coherente de ideales, y asi la gavilla €,/ (V) es una
gavilla coherente de £-mddulos sobre V; siguiendo el Teorema 3, & es una gavilla
coherente como gavilla de anillos.

Dicha gavilla de anillos es nula fuera de V pues £ (V) = O siz ¢ V, y, por
otra parte, su restricciéon a V no es otra que Oy, entonces la gavilla &y es una
gavilla coherente de anillos en virtud del corolario a la Proposicién 20. a

Observacion 4. En la prueba anterior no usamos el hecho de que V satisfaciese el
Axioma V Ay, por lo que es completamente vilido para variedades prealgebraicas.

7.2 Gavillas algebraicas coherentes

Si V es una variedad algebraica, digamos que &y es su gavilla de anillos locales,
entonces toda gavilla de Oy-mdédulos serd llamada gavilla algebraica sobre V.

Si & y ¢ son dos gavillas algebraicas, decimos que ¢ : & — ¥ es un
morfismno algebraico si cada @, : P, — % es un morfismo de Oy -mébdulos y
 transforma las secciones locales de & en secciones locales de ¥. (Cf. con la
Seccién 1.4.)

Si & es una gavilla algebraica sobre V, los grupos de cohomologia H¢(V, &)
son I'(V, Oy)-mdbdulos como ya vimos al final de la Seccién 4.7, en particular son k-
mdédulos pues I'(V, Oy) es k-dlgebra. Decimos que una gavilla algebraica 4 sobre
V es coherente si es una gavilla coherente de &y-mddulos. Entonces & es coherente
si localmente es el coniicleo de un morfismo algebraico ¢ : &), — 65, siguiendo
la Proposicién 16.

7.3 Gavilla de ideales definida por una.
subvamedad cermda :

Generalizamos lo vxsto en la Seccwn 7 L Sea. W una subvarledad cerrada. de una
: varxedad algebrmca V. Pam todo z € ‘v ‘sea’ s, (W) el xdeal de ﬁv z, formado por

]
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los elementos f € Oy . que al restringirlos en W se anulan en una vecindad de z;
sea (W) la subgavilla de £y formada por los #(W).

Pi‘oposicidn 44. La gavilla #(W) es una gavilla algebraica coherente.

Demostracion. Como coherencia es una propiedad local, podemos suponer que V
(y asi YV) es una subvariedad cerrada de A} . Debido a la Proposicién 12 para que
S (W) sea coherente basta que sea de tipo finito pues Oy es una gavilla coherente
de anillos. Aplicando el Lema 9 a W (pensado en A}) obtenemos que la gavilla
de ideales definida por YV es de tipo finito, entonces J(W) es de tipo finito via el
mapeo canénico & — Oy [m]

Si Oy es la gavilla de anillos locales de W, y &), la gavilla en V obtenida
prolongando por cero a &y fuera de W. Entonces &), es canénicamente 1somorfa
a Oy /# (W) ya que se tiene la sucesién exacta:

00— F(W) — Oy — OF, — 0.

Sea ahora & una gavilla algebraica sobre W, y sea FVY la gavilla obtenida
al prolongar F por cero fuera de W. Podemos considerar a #Y como una gavilla
de OY,-mddulos, y también como una gavilla de &y-médulos donde la gavilla
anuladora contiene a Syy. (Cf. la Proposicion 18.)

Proposicién 45. Si & es una gavilla algebraica coherente sobre W, FW es una
yavilla coherente sobre V. Inversamente, si 4 es una gavilla algebraica coherente
sobre V tal que la gaville anuladora contiene a S (W), entonces la restriccidn de
9 a VW es una gavilla algebraica coherente sobre W.

Demostracion. Si &F es una gavilla algebraica coherente sobre W, entonces por
la Proposicién 20 &Y es una gavillla algebraica &};,-coherente, entonces es una
gavilla algebraica £y-coherente por el Teorema 3 y porque &% = Oy, F(W).
Inversamente, si ¢ es una gavilla algebraica coherente sobre V, tal que su
gavilla anuladora contiene a # (W), entonces ¥ puede ser considerada como una
gavilla de &y, #(W)-mddulos, y por el Teorema 3 es una gavilla Oy /& (W)-
coherente; entonces la restriccién de ¥4 a W es una gavilla coherente de Oyy-
médulos por la Proposicién 20. [m]

Lo que la proposicién anterior nos dice es que toda gavilla algebraica cohe-
rente sobre W puede ser identificada como una gavilla algebraica coherente sobre
V. Por la Proposicion 28 ésta identificacién no altera los grupos de cohomologia.

En particular, toda gavilla algebraica coherente sobre una subvariedad del
espacio afin puede ser considerada como una gavilla algebraica coherente sobre el
espacio afin.
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’7 4 Gavilla de zd,eo,les fracczonales

La gavilla constante K (V) de funciones racionales, donde V. es una vanedad alge-
braica irreducible es una gavilla algebraica que no es coherente cuando dim V > 0
Si K'(V) fuese coherente la siguiente sucesién localmente seria exacta . !

oY — 0L — K(V) — 0,
por lo que a nivel tallo tendriamos: :
03 — 0 — K, — 0.

Entonces todo elemento de K; = K(V) seria algebraico sobre K de donde
dimV = 0.

Ahora, recordemos la definicién de ideal fraccional. Si A es un dominio enterc
con campo de fracciones K, un ideal fraccional I de 4 es un submédulo de K tal
que [ # 0y al C 4 para algin a € K distinto de cero. Podemos llamar gavilla de
ideales fraccionarios a toda subgavilla algebraica &# de K (V) ya que cada & es
un ideal fraccional de &y ;. En efecto, & es un Oy ;-submédulo de K. Podemos
pensar que V = 4 NF es un subespacio localmente cerrado irreducible del espacio
afin A, llamamos p al ideal i(F), y sea a € V entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

k(Z1,y .00 Tr]ma i, K[zy, e Telp

Oy o ——————— K(p)

Podemos encontrar la a requerida si k[z,...,z-]p es finitamente generado como
k[zy, ...y Tr]m,-mdbdulo, ello se sigue de que k es algebraicamente cerrado. Como
K(p) es un Oy ,-médulo noetheriano finitamente generado y &y, es un anillo
noetheriano entonces todo submddulo de K'(p) es finitamente generado, que es el
caso de &, por lo tanto es fraccional.

Proposicién 46. Para que una subgavilla algebraica & de K (V) sea coherente es
necesario y suficiente que sea de tipo finito.

Demostracién. Si es coherente es de tipo finito. Para demostrar que es cohere'nte";

cuando ya es de.tipo finito sélo hace falta mostrar que si fi, ..., fr son fracciones™. .-

racionales de & entonces su gavilla de relaciones es de tipo finito. Si'a €.V
podemos encontrar funciones gi,...,g» y h tales que f; = 4, donde gy, wory ht
son regulares en una vecindad & de a y A no se anula en /. Entonces la gavnlla de -
relaciones de f1, ..., fr es la misma que la gavilla de relaciones de g, ... 9 grs pero :
esta tltima es de tipo finito pues £y es una gavilla coherente de anillos.
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1.5 Gavilla asociada a un haz vectorial

En la Seccién 1.3 vimos en un ejemplo que un haz vectorial es una gavilla. Ahora,
tomamos un haz vectorial J# sobre una variedad algebraica V con fibra A}. Dado
un abierto ¢{, en lugar de tomar todas las secciones de J#, nos restringimos a las
secciones de J que sean regulares sobre U/, denotamos a dicho conjunto como
Ry Al igual que en el Ejemplo 4 definimos gl‘; : Ry — Ry como g}j(a) =
o para Y C V. El sistema {Ruy, o)} define una gavilla que denotamos R(J#).
Analogamente al Ejemplo 4 se ve que Ry es un ['(U, &y)-médulo de donde R(#)
es una gavilla algebraica sobre V.

Proposicién 47. La gavilla R(J€) es localmente isomorfa a O3;; en particular es
una gavilla algebraica coherente.

Demostracion. Se sigue de la trivialidad local, de que goza todo haz fibrado, junto
con la observacién ya hecha de que Ry es un (U, Oy )-médulo.

Inversamente, toda gavilla algebraica & sobre V, localmente isomorfa a 07,
es isomorfa a una gavilla R(J#), donde J# es un haz vectorial sobre V. Se construye .
J¥ inmediatamente a partir de #. :
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Capitulo 8

Gamllas algebmzcas coherentes sobre
vamedades afines

8.1 Variedades afines

Una variedad algebraica se llama variedad afin si es isomorfa a una subvariedad
cerrada de un espacio afin. Como el producto de subvariedades cerradas del espacio
afin es subvariedad cerrada de un espacio afin, entonces el producto de variedades
afines es afin; también es una variedad afin cualquier subvariedad cerrada de una
variedad afin. )

8.1.1 Abiertos afines

Un subconjunto abierto de una variedad algebraica se dice abierto afin si dotado
con la estructura inducida de variedad algebraica es variedad afin.

Proposicidn 48. La interseccidon de abiertos afines es afin.

Demostracién. Queremos mostrar que sil{ y V son abiertos afines de una variedad
algebraica A" entonces ¢ NV con la gavilla Oyny es isomorfa a una subvariedad
cerrada de un espacio afin. Para ello consideramos el morfismo diagonal A : X —»
A x X que a cada x asocia (x,z); por un resultado visto en la Seccién 6.7, A es
un isomorfismo biregular de /X en su imagen. La restriccion de A a & NV es
un isomorfismo biregular de Y NV en A(X) NU x V. Podemos pensar ald y V
cotno variedades afines pues son abiertos afines, entonces & x V es variedad afin
y asi A(X)NU x V es variedad afin, ya que A(X)NU x V es cerradoen U x V
por el Axioma (VA;s) que dice que A(X) es cerrado en X' x X. Concluimos que
UNV = A(X)NU x V es un abierto afin.

[m}

Sea V una variedad algebraica y f : V — k& una funcién regular sobre V,
consideramos el subconjunto de V cuyos elementos son los puntos £ € V tales
que f(x) # 0, por definicién de funcidén regular, dicho conjunto es abierto, es el
complemento del cerrado f~!(0). Denotemos como V; al subconjunto abierto de
los puntos de V donde f no se anula.
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Proposicién 49. Si V es una variedad afin y f es una funcion regular sobre V,
entonces el abierto V; es afin.

Demostracion. Consideremos la variedad afin V x k y el subconjunto W cuyos
elementos son las parejas (z,A) tales que A - f(z) = 1. Se tiene que W es cerrado
pues es imdgen inversa de 1 bajo el morfismo continuo que a (z,A) asocia A« f(z).
Por ser cerrado en variedad afin, W es variedad afin.

Definimos 7 : W —» V como n(z, A} = z. Por definicién de W, n(W) C Vy;
ademds 7 es regular ya que si (xg,A) ¥ (zo, ) viven en W entonces A = p y 7w
es proyeccién en la primera coordenada. Por otro lado, definimos w : Vy — W
como w(z) = (z, ”‘:)), es aplica(,ién regular debido a lo dicho en la Seccién 6.7
considerando la aplicacién regular j( .Esclaroquerow =1 yw07r =1, entonces
Wy V; son isomorfos. Por lo tanto, V, es afin. a

Proposicién 50. Sean V una subvariedad cerrada de un espacio afin A Y T un
subconjunto cerrado de V y llamamos U = V — F. Los abzerto.rvp /orman una'
base para la topologia de U, corriendo p sobre el conjunto de.los po
anulan en F, es decir, p € i(F).

Demostracion. Tomamos un abierto de ¢/, digamos Y’ = V—-
_que contiene a F. Sea z € U’, deseamos encontrar un polinomio
Vo CU'y T € Vp, es decir, p(z) # 0y p(y) = 0 para toda'y €
debe existir pues F' es cerrado y z ¢ F'.

Ei(F): tal que”
1cho polmomxo

Teorema 7. Los abiertos afines de una variedad aIgebra:ca X forman una base de
la topologia de X.

Demostracidn. Basta probarlo de manera local, entonces podemos suponer que X
es una subvariedad localmente cerrada de un espacio afin, digamos ¥ = U N F,
donde U es abierto y F es cerrado, entonces X es un abierto de la variedad cerrada
F, de donde una base para la topologia de A’ la forman los abiertos afines de X
de la forma V, con p € i(F), que es lo que vimos en la Proposicién 50. -0

Corolario 14. Las cubiertas de X formadas por. abtertos aﬁnes son arbltranamente n
finas. . S

Demostracidn. Se sigue de que los abiertos afines foriman una base de 1 topologfa.=-- -

Observacién 5. Si _"{U lb}i‘s entonces“los

abiertos U,...;, son aﬁnes en
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8.2  Algunas propiedades de variedades irreducibles

Sea V una subvariedad cerrada de A} y sea i(V) el ideal formado por los bolino—
mios.de k[zy,...,Zs] que se anulan en V. Llamemos A al anillo kfzy, ..., . ]/i(V),
recordando que si z € V entonces Oy, = A, tenemos un morfismo candnico:

t: 4 — TV, Ov).

Sia € A, i(a) es la seccién que a cada x € V asocia la clase de @ en Ay, . Si
t{a) es la seccién constante cero entonces a es tal que en todas las localizaciones
de 4 sobre ideales maximales de A es cero, por lo que a = 0. Lo dicho obedece
a un resultado mds general que en libro de Matsumura ([Mat89]) aparece como
Teorema 4.6. Por lo dicho, ¢ es inyectiva.

Proposicién 51. Si V es una variedad algebraica irreducible, ¢ : A — T(V, Oy) es
biyectiva.

Demostracién. Como habiamos mencionado en la Seccién 6.8, 4 es dominio en-
tero y asi [(V. Oy) = MNyevdAm,, como k es algebraicamente cerrado los ideales
maximales de - son los m; y sblo ellos, entonces A = N epdm, . Por lo tanto,
A =T(V, Ov) bajo ¢. : [m}

Proposicién 52. Sean X' una variedad algebraica irreducible, q una funcidn regular
sobre X' y p una funcidn regular sobre X,. Entonces para toda n suficientemente
grande, la funcidn racional ¢"p es regular sobre X'.

Demostracidn. Habiamos dicho que las variedades prealgebraicas son casicompac-
tas entonces .\’ lo es. Podemos hacer la prueba de manera local, encontrando
naturales n para cada abierto, después usando la casicompacidad obtendriamos
una n global.

Como los abiertos afines de V' forman una base de su topologia (Teorema 7)
podemos suponer que X' es una subvariedad cerrada de A}.

Por la Proposicién 51, ¢ € 4 = k{z,, ..., z.]/i(.X). Por otro lado, para todo
r € %Y,, tenemos p = L donde pz,q: € 4 y q:(z) # 0, pues p es regular en
Xy. Sea a el ideal genemdo por los gz, como el conjunto de ceros que define a
estd contenido en el que define g, podemos aplicar el Nullstellensatz de Hilbert
(Matsumura (Mat89], Teorema 5.4) y asi obtenemos n € N tal que ¢" € a, es
decir, g™ = 3 rz - q: de donde ¢"p = 3" r; - p;, con r; € Ay asi, g"p es regular
en Y. a

Un poco més general tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 53. Sean X una variedad algebraica irreducible, g una funcidn regular
en X, F una gavilla algebraica coherente sobre X y s una seccion global de F,
cuya restriccion en X, es nula.

Entonces para toda n suficientemente grande, la seccidn g™s es nula sobre X
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Demostracidn. De nuevo, basta probarlo de manera local. Entonces podemos su-
poner que X es subvariedad cerrada de A}, que % es isomorfa al conticleo de un
morfismo ¢ : 6% — 6% y que s es imagen de una seccién o de £%.

Sea A = ['(¥, Ox) = 4 = k[z1,...,x,),/1(X). La seccién o puede ser identi-
ficada con un sistema de g elementos de A pues o € 0%,

Sean:

t = ¢(1,0,...,0)

tp = ¢(0,...,0,1).

Los t;, 1 < i < p, son secciones de &% sobre X, por definicién de ® entonces,
también pueden ser identificadas a sxstemas de q elementos de A.

Como s es nulo sobre X, entonces para todo z € A}, tenemos que o(z) vive
en (0% .) que es decir que o se puede escribir como 3°7_ A;t, con hi € Ox 2
(ello se debe a que # es el conticleo de ). Tomando los denominadores de cada
hi y multiplicindolos obtenemos un g, € A tal que gz(z) #0y gz -0 = Y b_, miti,
pero ahora r; € 4.

Siguiendo la misma historia de la Proposicién 52 encontramos g y n suficien-
temente grande tales que g" pertenece al ideal generado por los gz y g™ -o(z) vive
en (0% ) para toda € &, por lo que ¢" - s = 0 sobre A’ (pues & es conticleo
de ). [m]

Proposicién 54. Tome usted una variedad afin irreducible X, g; una familia finita
de funciones regulares sobre X que no se anulen simultaneamente, y U, la cubzerta
de X cuyos abiertos son los Xy, =U;.

Si F es una subgavilla algebraica de 0%, entonces H(U, F) = 0 para todo
q> 0. )

Demostracidn. Primero observemos que la familia de abiertos I si forma una
cubierta de X pues las funciones regulares g; no se anulan simultaneamente. Po-
demos suponer que ninguna de las funciones g; es identicamente nula, pues nos es
irrelevante &), = 0.

Sea f un g-cociclo de Y con valores en . Vamos a construir una cocadena
s tal que f = dx, de donde B? = Z9 y asi HI(U, F) = 0.

Cada fi,...;, es una seccién de .# sobre el respectivo Uiy...iy, Podemos iden-
tificar a fi,...i; con un sistema de p funciones regulares sobre Uiy...iy. La Pro-
posicién 52 nos daba condiciones para extender funciones regulares, aplicamos
dicho resultado al producto g;,gi, - - - gi,, Pues es regular en todo &, obtenemos
Gigerig = (Gi0 i -"gi,)“fio...i,, un sistema de p funciones regulares de &y sobre
X completo.

Quisieramos que Gi,...;, fuese una funcién regular de & sobre X, sin embargo
sélo podemos decir que es funcién regular de &% sobre X.
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Como la familia de las g; es finita, podemos escoger n lo suficientemente
grande para que funcione al ir variando los indices ig, ..., 74-

Consideremos la imagen de Gi,..., en la gavilla cociente 0% _/; es una
seccién nula al restringirla en I4j,...;, por definicién. Aplicando la Proposicién 53
tenemos que existe m lo suficientemente grande tal que (g, gi, - - 91, )"Gig.i, €8
una seccién de & sobre .V (de nuevo tomamos m que funcione para todos los
indices ig, ..., ig).

Tomamos una seccién fiq...,,, representante de (gi,gi, - 9i,) ™ Glig.oni, » PEN-
sado en 0% /F. Entonces h;,...;, coincide con (gi,gi, - - '9:.,) figei, SObTE Uig.iys
donde N =n + m.

Como las g; no se anulan simultaneamente tampoco lo hacen las g{v de donde
existen funciones r; € ['(X, &) tales que 3~ rsg, = 1. ’

Definimos la cocadena & en (ig, ...,iz-1) como:

hslou dge1
Kig vigey = E ——————————
forte=t (glo(l'l © Giga I)‘

Del lado derecho estan involucrados tres tipos de funciones cuales son regu-
lares globalmente, tomar el cociente sdlo hace sentido sobre Ujq...i,., por lo que
estd bien definido Ki,...i,., - Con mayor precisién deberiamos denotar la restriccién
de las secciones globales involucradas, pero para simplificar la notacién lo evita-
remos. Quede presente que el codominio de las restricciones que no anotaremos
siempre es fuio___,q_l .

Veamos que f = dr, para ello sea ip, ..., {; ¥y evaluemos:

(dRYig iy = Z(—l)’oj(n,o...,

J-—O

S e (T ot i

J-—O ) (glo!]u "'gi,"“gi

..11

L O E : —
dondegj : Fu . : q,entonces h,, ,l....,....q

(9s9i0Gir -+ 9 ~-"!h.,) fa:ou"u

P iy iyt

+ Pe(fio,.iq)
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donde p; : Fy

g A ‘—_’yuno g YPL ﬁuq, g ——)ﬁun
la dltima ecuacxon obtenemos i DS LA

L Pa(fm, ,l.,

Regresando, tenemos

fnoh a, . -,)

_ Restring_ien’donors.hastafl,{,= hill.- # @ corriendo por todas las i, que es un
conjunto finito (no‘se olvide!) entonces tenemos:

(d")m “ia gy = (Z Ts * Gy (flo lq))'u —fxo g

Con Io cual terminamos, pues de ello se sigue que coinciden en todo Uy,...;
. pues se.trata de sistemas de p funciones racionales sobre todo X y U/ # 0. Por lo
. tanto, H9(4U, F) = 0 para todo ¢ > 0. El caso ¢ = 0 no funciona pues construimos
. una g — 1 cocadena. . } [m]

Corolario 15. H¥(X, ) = 0 para g > 0.

Demostracion. Por la Proposicién 50 las cubiertas cuyos abiertos son de la forma
A, son arbitrariamente finas (cf. Coro]arlo 14) de donde H q(A’ &F)=0paraq >0,
por la proposicién anterior. R ) m]

Corolario 18. El morfismo I'(X, 03{,)";;'.,[‘(;1*,"03{,/.9‘) "es sﬁbrayectir)o :

Demostracién. Por el Corolario 6 tenemos ‘ente sucesién exacta:

H(X,0%) ﬁ{HO(X ﬁf{,/f}“) — H! (X, &)
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que no es otra que la siguiente:
r&x,o%) — (X, 0% /F) — 0
de donde tenemos la suprayectividad. a
El siguiente resultado generaliza a la Proposicién 51.

Corolario 17. Sea V una subvariedad cerrada de A, y A = k[zy,..., 2z} /i{(V).
Entonces, el morfismo ¢ : A — T'(V, Oy) es biyectivo.

Demostracién. La gavilla ¢,/ (V) restringida a V no es otra que &y, como se
menciond en la demostracién de la Proposiciéon 43, entonces todo elemento de
['(V, Oy) es restriccién de una seccién de & sobre A}, es decir de un polinomio,
ya que por la Proposicién 51, ['(A}, &) es isomorfo a K|z, ..., ], al palicar dicho
resultado a A} . Se sigue que ¢ es suprayectiva y como ya sabiamos que era inyectiva
tenemos la biyeccién. [m]

8.3 Secciones de una gavilla algebraica coherente
sobre una variedad afin

Veremos que los tallos de una gavilla algebraica coherente & sobre una variedad
afin X son generados por secciones globales de #. Como X es afin podemos
suponer que es una subvariedad cerrada de un espacio afin, A}. Prolongando &
por cero fuera de X', obtenemos una gavilla algebraica coherente sobre A} (Cf.
Seccién 7.3). Si demostramos que los tallos de #* son generados por las secciones
globales de #-¥, entonces habremos pobrado que los tallos de # son generados
por las secciones globales de #.

Teorema 8. Sea F una gavilla algebraica coherente sobre una variedad afin X.
Para todo x € X, el Oy, -mddulo F, es generado por las secciones globales de F.

Demostracion. Por lo comentado antes de enunciar el teorema, podemos suponer
que ¥ = A7 . Por los resultados vistos en la Seccién 8.1 sabemos que los abiertos
afines X, forman una base de la topologia de X = AL, el cual es casicompac-
to, entonces podemos tomar una familia finita de polinomios que no se anulen
simultdneamente (como se dijo en la Proposicién 54) y tales que los abiertos afi-
nes que definen forman una cubierta de X'. Por definicién de gavilla coherente,
F es localmente isomorfa a un cociente de la gavilla £7. Combinando los ante-
riores resultados podemos suponer que tenemos una familia finita de polinomios
q1,...,gm que no se anulan simultdneamente y tales que los abiertos U; = X, for-
man una cubierta de X' y que sobre cada i; tenemos un morfismo suprayectivo
i OPi — F.

Para demostrar que los tallos son generados por las secciones globales toma-
mos ¢ € X, entonces z € UY; para algin i, digamos ¢ = 1, entonces, por hipétesis,
F(U,) es un cociente de la gavilla 7 de donde & esta generado por ['(L, F).
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En el siguiente lema, vamos a probar que las secciones de & sobre il se
pueden extender de manera unica a secciones globales, con lo cuil se concluye la
prueba. [m]

Lema 10. Si sy es una seccion de F sobre U, existe un entero N y una seccidn
global s de F tales que s = qf"sl sobre Uy .

Demostracidon. Como dijimos hace un momento, en la prueba del teorema, exis-
ten morfismos suprayectivos ¢; : 6P¢ — F, corriendo i de 1 a m. Sabemos
que los U; son abiertos afines (Proposicién 49) entonces U; NU; es afin (Propo-
sicién 48) y asi podemos pensar en U; NU; como variedad afin, es ficil ver que
es irreducible sobre todo recordando que un espacio es irreducible si la intersec-
cién de cualesquicra dos abiertos no nulos es no vacia. Como ¢; es suprayectiva
entonces F = OPi / Ker ¢; sobre U;, y asi del Corolario 16, tenemos la siguiente
suprayeccién:

L NUs, 6P (U NU;)) — DL O U, F (U NUG)).

Por lo tanto, existe oy; una seccién de &P sobre Uy NUY; tal que ;(o1;) = 3; sobre
U NU;. Por otro lado, U NUY; es el lugar de los puntos de /; donde ¢, no se anula,
es decir, (U;)q, = Uy NU;. Ademads, g); es un sistema de p; secciones de € sobre
Uy NU;, podemos aplicar la Proposicién 52 a cada una de ellas tomando la variedad
algebraica irreducible U;, q; la funcién regular sobre U/; y oy; la funcién regular
sobre U;NU, , obtenemos que existe n; suficientemente grande tal que g™ o1; es una
seccién de 0P sobre U{;. Ahora tomamos otro maximo, a saber, sea n elentero mas
grande entre las n; corriendo ¢ de 1 a m. Llamamos 3} a p;(g"01;), dicha seccién
coincide con ¢"s; sobre Uy N, de lo cual se sigue que s} = s'; sobre Uy NU;NU;.
La seccién s} — s} estd definida sobre todo U; NU; y se anula en U, NU; N U,
entonces por la Proposicién 53 existe un entero ng; tal que ¢y’ s} — s/ esta definida
sobre todo U; NU;. Sea N el maximo de entre los n;; y n. Por el Axioma de Gavilla
existe una seccién global s de & que sobre cada U; coincide con ¢*Vs!. Ademis, s
restringida a Up coincide con ¢%s,, pues se tenia que s} = q"s; sobre U;. [m]
Corolario 18. La gavilla & es isomorfa a una gavilla cociente de la gavilla 0%,.

Demostracién. Como Z es coherente, S, es un Oy -mdédulo de tipo finito. Se
sigue del Teorema 8 que . estd generado por un nimero finito de secciones
globales de .#. Por la Proposicién 10 estds secciones generan %, para toda y en
una vecindad de . Como X es casicompacto, podemos obtener un juego finito de
secciones globales de & que generan a cada tallo, digamos las secciones sy, ..., 5p.
Se sigue que hay un morfismo suprayectivo ¢ : 6% — &, por lo que & es
isomorfa a la gavilla cociente 6%, Ker . . o

Corolario 19. Sea & —2» @ - # una sucesidn ezacta de gavillas algebrai-
cas coherentes sobre una variedad afin X. Entonces, la sucestén X, %) ——)

Ly, W) — (X, %) es ezacta.
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Demostracion. Podemos suponer que /X’ es el espacio afin AL, como se hizo en el
Teorema 8.Sea s € I'(.\V, &) y le aplicamos ¢* 0", tenemos Y*op*(s) = oypos =
0, pues ¥ oy = 0. (En caso de duda con la notacién ¢* véase la Seccién 4.7.)

Por el corolario anterior se tiene un morfismo suprayectivo 7 : 6% — F de
donde F = 0%,/ Kerw. Por el Corolario 16 tenemos la suprayeccién:

7 T(X, O%) — T(X,F)
por lo que ¢* o T* es suprayectiva:
(X, 0%) — T(X,Imyp). ’ 7
Entonces ¢°* es forzosamente suprayectiva, y como Im ¢ = Kery tenemc;s:‘ o
[(X, &) £ T(X, Ker ), '

de donde, para toda seccién global o tal que oo = 0 existe s € [(X, %) que
cumple *(s) = o. o R
Por lo tanto, la sucesién inducida en secciones globales es exacta. e O

8.4, Grupos de cohomologia de una variedad afin

con valores en una gavilla algebraica coherente

Generalizando la Proposicién 34 que ademds pedia que X fuése irreducible y &
fuése subgavilla de 0%, tenemos es siguiente teorema.

Teorema 9. Sea X una variedad afin, q; una familia finita de funciones regulares
sobre X', que no se anulan simulténeamente, y W la cubierta abierta de X formada
por los X, = U;. Si F es una gavilla algebraica coherente sobre X, tenemos
H(4, ) =0 para todo ¢ > 0.

Demostracién. Primero mostremos el resultado cuando X' es irreducible. Por el
Corolario 18, tenemos un morfismo suprayectivo ¥ : 6% — % de donde la
siguiente sucesidn es exacta:

0 — Keryp -5 62 -2 & — 0.

En general, una sucesién exacta de gavillas no induce sucesiones exactas de com-
plejos de cocadenas, pero en este caso la sucesidn inducida es exacta:

0 — C(i, Ker ) - C(4, 68) % C(4, F) — 0.

Por lo dicho en la Seccién 4.8, sélo falta checar que 1 es suprayectiva. Como Uj,...;
es variedad irreducible podemos aplicar el Corolario 16 que dice que el sngmente
morfismo es suprayectivo:

C(Uiq-. lqvax(uio .)) — Tl vigr F (Ui ig))s
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se sigue que CU(U, O%(Uiy..iy) —> CI(U, F) es suprayectivo. Por lo tanto, la
sucesién en complejos es exacta

La sucesién inducida, a su vez, induce una sucesién exacta larga en cohomo-
logfa:

- — HI(U, 68) — HY (W, F) — HI (U, Kerp) — - --
Como HY(i, %) = 0 y H9+!' (U, Kery) = 0 para g > 0 entonces H7(Y, F) = 0
para q > 0.

Ahora, probemos el caso general.

Como X es afin podemos suponer que es una subvariedad cerrada del es-
pacio afin Af. Por el Corolario 17 tenemos que K[z,...,z.]/t(X’) es isomorfo a
r(x, 0), de donde las funciones g; viene inducidas por polinomios, digamos p; res-
pectivamente. Por otro lado, sea r; un sistema finito de generadores del ideal i(t)
(recuérdese que K[rxi,...,z,] es noetheriano). Como ¢; no se anulan simultanea-
mente, entonces forzosamente p;,r; no se anulan simultineamente sobre Aj, de
donde inducen una cubierta ' de Af.

Tomemos FA la gavilla que se obtiene prolongando por cero a & fuera
de X. Tenemos un caso particular del que ya demostramos al principio de esta
prueba, a saber, A} es la variedad afin irreducible, p;, r; es la familia finita y Fh
la gavilla algebraica coherente. Entonces HI(sl', FA:) = 0 para ¢ > 0. Ademds,
el complejo C((W, . FA) es isomorfo a C(U, F) pues FM es cero fuera de X,
entonces He({', FAv) = HYYU, F), con lo cual terminamos la prueba. [m]

Corolario 20. Si X es una variedad afin y & es una gavilla algebraica coherente
sobre X, entonces HI(X, F) = 0 para g > 0.

Demostracion. Por la Proposicién 50 las cubiertas cuyos abiertos son de la forma
A, son arbitrariamente finas (¢f. Corolario 14) de donde HI(¥, #) =0 para q >0,
por el teorema anterior. (m]

Corolario 21. Sea 0 — F 25 & 5 7 — 0 una sucesidn e:z:éi:la'? e 'ga'v“illas‘ :
sobre una variedad afin X. Si la gavilla F es algebrmca Y coherent entonces el‘ )
morfismo T'(X,¥) — ['(X,¢) es suprayectivo. . e

Demostracién. Por el corolario anterior H!(X, .? ) _
la siguiente sucesién es exacta: :

HYX,9) — H°(x };f) -0
que es decir que I‘(X G) — T(X,0¢) es supmyectxv

8 5 - Cubiertas de variedades’ algeb’rmcas poT
o abiertos aﬁnes’“‘ A

Proposm:lon 55. Sea X una variedad afin y sea U = {L{,}(El una cubierta finita de
&X' por abiertos afines.
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Si & es una gavilla algebraica coherente sobre X, se tiene HI(U, F) =
para todo q > 0.

Demostracion. Por la Proposicién 50 existen funciones regulares p; sobre X tales
que la cubierta U = {A}} es mas fina que 4.

Para cada (io, ..., ip) la cubierta Dy,...;, inducida por B sobre Uj,...;, estd de-
finida por las restricciones de los p; en Uj,...;,. Como U,...;, es variedad afin, .
segiin la Proposicién 48, entonces H9(D,...i,,, F(Uiy.-.i,)) = 0 para g > 0, por el
Teorema 9.

Aplicamos la Proposicidon 34 y obtenemos H(%0, #) = HY(U,F) y como
H(3, #) = 0 para q > 0 entonces ya terminamos. (]

Teorema 10. Sean A’ una variedad algebraica, F una gavilla algebraica coherente
sobre X y U = {Ui}ier una cubierta finita de X' por abiertos afines.
El morfismo o(y) : H* (U, F) — H*(X,F) es biyectivo para todo n > 0.

Demostracidn. Vamos a aplicar el Teorema 6, veamos que se cumplen las condi-
ciones para poder hacerlo.

Tome usted la familia 2 de cubiertas finitas que consisten de abiertos afines.
Por el Corolario 14 esta familia cumple con la condicién 1 del Teorema 6, es decir,
tiene elementos arbitrariamente finos. .

Para cada (do,...,ip) las cubiertas g i inducidas por B> sobre Uj,,...,i,
son cubiertas de abiertos afines (Proposncnon 48 y asi, por la Proposxmén 55
HY (DT, i, F)=0paraqg>0.

Ahora, apliquemos el Teorema 6 de donde g(4t) es biyectivo paran > 0. - O

Teorema 11. Sean X una variedad algebraica y 3 = {U;}ier una cubierta finita de
X por abiertos afines.

Sea 0 — F 2 & %5 2 — 0 una sucesidn ezacta de gavillas sobre X,
donde la gavilla F es algebraica y coherente.

Entonces el morfismo candnico H{ (U, #°) — HI(U, 5?°) es biyectivo para
todo g > 0.

Demostracion. Es suficiente mostrar que Co (4, /) = C'(U, 5#) por definicién de
C) la igualdad significa que para toda seccién de J# sobre Uj,...;, es imagen de
una seccién de & sobre Uj,...i,. Lo anterior se sigue del Corolario 21. 0

Corolario 22. Sea X una variedad algebraica y sea 0 — F — 9’ 2, . . ‘
0 una sucesion exacta de gavillas sobre X, donde la gavilla & s algebrmca Y
coherente. :

todo q > 0.

Demostracidn. Por la Proposicién 50 las cublertas cuyos abxertos -son-afines son .
arbitrariamente finas (¢f. Corolario 14) de donde: H"(A.’ ) ——»,H"(A:’ .)f) €es
biyectivo para todo g > 0 por el teorema antenor Ll .

Entonces el morfismo candnico H"(A’ ) — HI(X, .)2’) esrbzyectwo para  ~ =
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Teorema 12. Sea X una variedad algebraica y sea 0 —} F. ——) ; _—;Jf__;
0 una sucesidn ezacta de gavillas sobre X, donde la gavilla' & '

“coherente. Entonces la siguiente sucesion es eracta:

o HY(X, 4) S HU(X, ) — HOHL (X, ) i-» He

" Demostracidn. Se sigue del corolario anterior. (Cf. con eI comentarlo suguxente al®
Corolario 8.) ;

8.6 Palabras finales

Por lo que hemos visto, en geometria algebraica existe una buena teoria de coho-
mologfa en el sentido de que hemos obtenido una sucesién exacta larga en coho-
mologia inducida por una sucesién exacta corta de gavillas donde la primera es
algebraica y coherente.

Tomando como campo base a C se tienen dos teorias de cohomologia sobre
las variedades, la algebraica y la analitica, una tomando la topologia de Zariski
y otra con la topologia usual, que son bien distintas, con la primera, las varie-
dades no son Hausdorff y con la segunda si. En un trabajo posterior de Serre
se demuestra que hay una biyeccién entre las gavillas algebraicas y las gavillas
analiticas definidas sobre una variedad compleja, dada por & — £ ® &, donde &
es una gavilla algebraica y £ es la gavilla de funciones holomorfas, ademads las dos
teorias coinciden. De esta forma, una aplicacién de lo desarrollado en esta tesis es
la solucién al primer problema de Cousin, tomando la gavilla constante Z.

FINIS OPERA




Apéndice A

Limite directo

En la elaboracion de este apéndice se siguen a MacDonald y Atiyah quienes intro-
ducen este concepto en su seccidn de ejercicios del capitulo 2 de [AM69).

Veamos la construccién algebraica, las propiedades como conmutar con la su-
ma directa y con el tensor, Hom en limites dierectos y limites directos de modulos
finitamente generados.

Decimos que un conjunto parcialmente ordenado [ es dirigido si para todo
pari,j€ Texiste k€T talquei<ky j<k.

Una familia {M;} de A-mddulos indexada por un conjunto dirigido se llama
sistema dirigido si esta provista por una familia de morfismos u;; : M; — M;,
uno por cada par { < j de [ tal que p;; = [dpy, para todai € I'y pix = pje © pij
para toda tercia i < j < k. Denotamos a este sistema dirigido como {M;, p¢5}.

Dado un sistema dirigido {Ai, u;} de A-médulos existe un A-médulo M
junto con una familia de morfismos y; : M; — M para cada i € I, tal que
pi = pjo p;;. Para construir M consideremos la suma directa @/ M; y la familia
de inclusiones g; : M; — @M. Llamemos £ al submédulo generado por los
elementos de la forma g;(x;) — gj{(pij(xi)) donde xr; € M; e i y j corren por
todo I. Proponemos M = &M; /E, por ser cociente existe un morfismo natural
7 : ®M; — M, llamamos p; a 7 o p;, la familia de morfismos asi construida
cumple con las condiciones requeridas, veamos:

1
Hj O Hij = TOQ0; O [ij =700 = [4

donde la igualdad 1 sucede ya que por construccién de E, g;(z;) y o;(#ij(x:)) van
a dar a lo mismo bajo m.

Si N es un A-mddulo con propiedades similares a las de M, es decir, estd pro-
visto de una familia de morfismos v; : M; —— N tal que v; = v; o u;; entonces
existe un unico morfismo ¢ : M — N tal que v; = popu,; paratodai € I (a
esta propiedad la llamamos propiedad de factorizacion). Para verificar lo anterior
sea (zi)ies en &M;, definimos ¢ : ®A; — N como ¢¥((z;)) = >ier vilzi), que
es una suma finita pues las r; son cero salvo un nimero finito. Tenemos que ¥ es
un morfismo de .1-mddulos pues fue definido en términos de los v;. Tomemos un
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generador de E, p;(z;) — ¢j(1ij (zi)), y veamos a donde llega bajo ¥,
¥ (0i(@i) ~ 0 (14 (z))) = wil@i) — vi(—pij(xi)) = vix:s) = we(z:) =0.
Concluimos que E C Kery por lo que ¥ es compatible con m induciendo un

morfismo ¢ : A/ — N definido como (7 ((z;))) = ¥((zi)).
El morfismo ¢ es iinico. Antes probemos el siguiente Lema.

Lema 11. Todo elemento de M puede ser escrito de la forma p;(x;) para algin
z; € M.

Dermostracidn. Sean m € M y (zi)ie; € ®M; tal que w({x;)) = m. Sabemos que a
lo mds un nimero finito de las entradas de z; es distinto de cero, supongamos que
son dos, a saber, z,, y n. Parael par (m,n) existe k € I talquem < kyn < k. Sea
(y;) € ®M; tal que Yy, = Tn, Yk = tmi(Tm) ¥ que en todas las demds entradas es
cero, entonces (yi) — (i) = om(Tm) — ok (1mr(rm)), por lo que 7((y:)) = n((z:)) =
m. Sea ahora (z;) € @AM; es tal que todas sus entradas son nulas salvo en el lugar
k donde zx = pmi(zm) + pnk(zn), tenemos que (2;) — (¥i) = on(zn) — ok (nk(xn)),
y asi m((z:)) = n((ys)) = m. Concluimos que m = 7 0 o4 (imk(Tm) + Hnk(Tn)). El
caso general, no asumiendo que sélo dos entradas no son nulas, se resuelve con el
mismo procedimiento, pues cada vez que se aplica disminuye el nimero de estas

entradas.
O

Mostremos que el morfismo ¢ es tnico. Para ello sea ¢y : M — N tal
que v; = Yo pu;. Sea m € M existe z; € M; tal que p;(xz;) = m, entonces
Y(m) = Y(ui(z;)) = vi(zi) = p(ui(zi)) = p(m). Concluimos que ¢ es tinica. Como
© es 1inico entonces podemos probar que Af es tinico salvo isomorfismo. Para probar
lo anterior supongamos que V provisto de los morfismos v; : M; — N cumple
con la propiedad de factorizacion. Como tanto M como N tienen la propiedad de
factorizacion tenemos que existen ¢ : M — N yy : N — M tales que v; = popu;
v it; = P ow; por lo que u; = ¥ ooy, entonces ¥ o = Id, por unicidad, pues
ambos morfismos cumplen la propiedad de factorizacién, andlogamente wot = Id.
Concluimos que M y N son isomorfos. Por todo lo que hemos dicho, hemos probado
el siguiene Teorema.

Teorema 13. Dado un sistema dirigido {Mi, pij} de A-mddulos eziste un dnico
A-mddulo M junto con una familia de morfismos p; : M; — M para cada i € 1,
tal que p; = pj o pi;. Ademds si N es un A-mddulo provisto de una familia de
morfismos v; : M; — N tal que v; = v; o u;; entonces existe un inico morfismo
p: M —r N tal que v; = po u; para toda i € I.

a

A M junto con los morfismos y; lo llnmamos I:mzte dzrecto del sistema
{M;, nij} y se denota como llg. M adema.s axla” opledad de factorizacién
la llamaremos propiedad universal del lmute

Veamos algunos resultados tra ici nales a cerca de Ilmltes dxrectos
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Proposicién 56. Sea (M;)ic; una familia de submddulos de un A-mddulo, donde
para todo par de indices i,j en I existe k € I tal que M; + M; C M. Definimos
i < jsiM; CM;yseapj: My — M; la inclusion de M; en M;. Entonces
l_iLg M= M; =UM,;, coni corriendo en I.

Dermostracion. Llamemos g; : M; — 3 M; a las inclusiones naturales, como
ii; es inclusidn, tenemos g; = g; © pij. Probaremos que 3~ M; cumple la propie-
dad universal del limite directo. Sea N un 4-mdédulo provisto de una familia de
morfismos »; @ M; — N tal que vy = vjopu;. Sime > M; podemos asumir
que m € M, para algiin n € ] ya que para todo par i,j en I existe & € I tal
que M; + Af; C Ay, entonces definimos o : 3 M; — NV como p(m) = va(m).
El morfismo ¢ no depende del indice n (que varfa para cada m € 3, M;) pues
los morfismos son inclusiones. Por lo tanto, 3~ Af; es el limite directo del sistema
{MLi, pis}

El argumento para probar que UA/; es el limite directo es andlogo. a

El anterior resultado nos dice que cualquier 4-mddulo es el limite directo de
sus submédulos finitamente generados.
Dados dos sistemas dirigidos sobre el mismo conjunto dirigido, {A, uij} y

{Ni,vij} de A-médulos, definimos un morfismo entre ellos como una familia de
morfismos de A-médulos, ¢; : M; — NV, tal que el siguiente diagrama conmuta.

M; 2w N

| [

1\/]j-—;;—>Nj

Proposicién 57. La familia {p;} define un inico morfismo ¢ : li_n}‘,e' M, —
li_m’iel N; tal que el siguiente diagrama conmuta. ‘

AM; g N;

ui;l l"ii
lig,e, Mi ——lim, M,
Demostracidn. Sea m € l-ii?iel M;, que ademads por lo ya dicho tiene la forma
pui(zi) = m para algiin z; € M;. Definimos ¢(m) = v;i(w;i(z:)). Para ver que ¢
estd bien definida basta comprobar que si x; = p;;(z;) entonces vi(p;(z;)) =
v;(p;j(z;)), es decir, que cualquier representante del cero va al cero via los gene-
radores. Tenemos p;j(pi;(zi)) = pi(x;) de donde ¢ estd bien definida y cumple
PO [ = VYo . ]

Decimos que una sucesién de sistemas directos y homomorfismos,

(M i) 5> (Niyvig) =5 (Poymid)
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es exacta si la’'sucesién, o
X : ~M; &) N.' —w'-) P;
. es’'exacta para cada iel '

Proposmlon 58. Dada una sucesion exacta de ststemas dmgzdos,
. (‘Wnl‘lJ) - (i, vi4) = (Puﬂ'i.?)v
= Ia suceszon mduczda en los limites directos es exacta.

: Demostrncwn Digamos que la sucesién inducida es la sngulente

ling M; —2 lim NV; — limg P;

it ier iel
Veamos que Im(p) € Ker(y). Seam € liﬂiel M; entonces m = u;(z;) y asi p(m) =
vi(pi(xi)), entonces Y(vi(pi(xi))) = mi(¥i(wi(xzi))) = 0. Para ver que Ker(y) C
Im(yp) sea n = v;(y;) € “—"3.'51 N tal que ¥(n) = 0, es decir, m;(¥i(y:)) = 0. Lla-
memos % a ¥i(y:), como 7;(z;) = 0 entonces existe j € I tal que m;;(z;) = 0.
Recordemos que el siguiente diagrama conmuta.

A L P;

"iii lﬂ’i,'

le Tx—Pj
gl

Sea y; = vi;j(y:i) por lo anterior y por el diagrama tenemos ¥;(y;) = mij(z) =.0.
Por exactitud existe z; € M; tal que @;(z;) = y;. Concluimos que p;(x;) quien
vive en lﬂ AM; es tal que qa(p_,(a:_,)) =n. O

Sea NV un A-médulo y M el limite directo del sistema {Af;, u;;} de A-médulos;
sin necesidad de prueba {M;® N, p;; ® Id} es un sistema dirigido y como tal existe
su limite directo al que llamaremos P. El i-ésimo morfismo asociado al limite
directo M, p; : My —> M, induce al morfismo y; @ [d: M;® N — M ® N y asi,
por la propiedad universal de P existe ¢ : P — M ® V.

Proposicién 59. El morfismo i de las anteriores lineas es un isomorfismo.

Demostracion. Para ver que i es inyectivo, seaz®n € P tal que ¥(z®n) =0,
supongamos que 7;i{(z @ n) = £ ® n donde =z ® n € M; ® NV entonces tenemos las
siguientes igualdades:

O0=y¢(z®n) = yom(z®dn)
ui @ Id(z®n)
pi(z) @ n.
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De lo anterior deducimos que 6 pi(z) = ay cona € Ay y € M tal que'an = 0;
6,n=azcona € dyze N tal que aui(z) = p;(ax) = 0, es decir, existe j € T
cumpliendo p;;(az) = 0. En cualquiera de los dos casos resulta 2 ®n = 0. Por lo
tanto ¥ es inyectiva.

Veamos que i es suprayectiva. Sea u;(z)®n € M ®N, donde z € M; entonces
7i(z ® n) bajo ¥ cae en pu;(z) ® n. Concluimos que ¥ es isomorfismo. [m]

Lo que acabamos de hacer es mostrar que el limite directo y tensorizar con-
mutan, es decir:

li (M; ® N) = (h_n; M.-) @N.

Sea (4i)ies una familia de anillos indexada por un conjunto dirigido I, y para
cada par ¢ < j en [ sea a;; : 4; —> 4, un morfismo de anillos que satisface las
condiciones ay; = Id,y, y de transitividad: a;x = aji o «;j. Considerando cada A;
como Z-mddulo tenemos un sistema dirigido al que podemos construir su limite
directo A = 1_151' Ai

Proposicién 60. El Z-mddulo A es un anillo y los morfismos a; : 4; — A aso-
ciados al limite directo A son morfismos de anillos.

Demostracidn. Sélo debemos definir el producto en A, para ello sean abe A
y supongamos que ai{a) = d y a;(b) = bdondea € 4; y b € 4;. Por ser I
un conjunto dirigido existe k € I tal que i < ky j < k; definimos & - b como
ag (air(a) - aji(b)). Al primer vistazo no queda claro que la definicién sea inde-
pendiente de los indices ¢, y k; veamos tan sélo que no depende de la eleccién
de k pues para los otros indices el razonamiento es andlogo. Sea p € [ tal que
i<pyj<pyasuvez seaq¢€ ]talquek <qyp < q Queremos probar
que ax (air(a;) - ajr(a;)) = ap(aip(a;i) - ajpla;)), por la eleccién de los indices
Qp = Qg © Qgy ¥ Gp = (g © (pg, €Ntonces basta mostrar:

g © akg (Qir(a:) - ajk(a;)) = aq © apg (@ip(as) - ajpla;)) Z 0.

Asociando y usando que los morfismos a,s son de anillos tenemos la slgmente
igualdad:

g 0 kg (ik(ai) - ajn(a;)) — aq © apg (iplai) - a]P(aJ))
Qq (a,q(a,) ajq(a;)) — aq (aig(a:) - an(aJ)) .

familia {a.}

Al anillo 4 lo llamamos el limite directo del sxste‘ na (4 ij =0
necesariamente algin 4; = 0 pues en caso contrario’ pa.ra todos los a.mllos Ay
tendriamos 0 # 1 y asi la clase del 1 seria distinta de cero en 4.
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Proposicién 61. Sean (4, a;;) un sistema dirigido de anillos y n; el nilradiéal de
A;. Pruebe que l_igm es el nilradical de I_iEA,- = 4, . :

Demostracion. Sea 7 el nilradical de 4. Veamos que n C li_n;r].-, paraelloseaz €7
tal que " = 0 para algiin n € N; supongamos que hay una a; € A; tal que
a;(ai) = z, entonces a;(af’) = 0. Por lo anterior existe j € I tal que a;j{(aP) =0
de donde aij(a;) € n;. Por lo tanto n = liﬂn..

Como nilpotentes bajo morfismos de anillos van en nilpotentes, tenemos
lima = 7. . o
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