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Prólogo 

En esta tesis se exponen de forma accesible algunos de los resultados más conocidos 
sobre la teoría topológica del punto fijo, de manera que constituye una especie de 
monografía sobre el tema. 

El valor principal de la tesis estriba en explicar de forma más geométrica e intuitiva, 
ejemplos de espacios que tienen o no la propiedad del punto fijo. Así, en lugar de 
leer cosas como 

se explican con figuras e ideas más accesibles, los ejemplos de espacios y sus propie
dades, conservando la formalidad matemática. 

El nivel de conocimientos requerido para leer esta tesis es un curso básico de topología 
general. Existen aun teoremas muy importantes sobre la propiedad del punto fijo, 
como es el teorema de Lefscbetz, que usa técnicas de topología algebraica, los cuales 
no se incluyeron por falta de tiempo. 

En el capitulo 1 se da una pequeña reseña de la teoría básica, definiciones y algunos 
lemas que se usan a lo largo del trabajo. Esa parte es ampliamente conocida, por lo 
que se puede omitir si el lector está lo suficientemente iniciado en la matemática, y 
pasar directamente a la parte interesante que son los capítulos siguientes. 

En el capítulo 2 se exponen varios ejemplos de espacios con la propiedad del punto 
lijo, entre los cuales destacan por el ingenio en su demostración, el teorema de Brou
wer sobre la no-retractibilidad del disco en su frontera usando el lema de Sperner, 
los retractos absolutos, entre otros. 

En el capítulo 3 están los contraejemplos, espacios que cumplen cierta propiedad, 
y que no tienen la propiedad del punto fijo. Por ejemplo, se muestra que hay un 
espacio X con la propiedad del punto fijo tal que al pegarle un disco a lo largo de 
un intervalo, el espacio resultante no tiene la propiedad del punto fijo, y así por el 
estilo existen contraejemplos con propiedades más interesantes. 

Por último, se exponen varias preguntas abiertas. El autor estará agradecido con 
todo aquel que lea esta tesis. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Notación 

iFSIS CON 
FALLA DE OltlGEN 

La frontera de un subconjunto A de un espacio topológico se denota por éJA. 

El n-disco es el conjunto lll" = {x E R": llxll::;; 1}. 

La n-esfera es 5n = é)i!}"+l (frontera en an+I ). 

El cubo de lfilbert .Yt', se define corno el espacio JHo, con la métrica 

d( ) - ~ (x1 - y¡) 
x,y - LJ 2• ' 

i=l 

donde los números x¡ y y;, i <:: 1, son las coordenadas de los puntos x y y respecti
vamente. 

El diámetro de un subconjunto A de un espacio métrico se define por diám(A) = 
sup{d(x, y): x, y e A}, donde des la función distancia. 

1.2 Funciones continuas 

Punto Bjo. Se dice que x E X es un punto fijo de una función f : X ~ X si 
f(x) = x. Si la función f no tiene puntos fijos, se dice que es libre de ¡nmto11 Jijo11. 

Propiedad del punto Bjo. El espacio X tiene la propiedad del punto fijo (p.p./.), si 
cada función continua f : X --> X tiene un punto fijo. Sea 'tf una familia particular 
de funciones continuas. Se dice que X tiene la propiedad del punto fijo para 'ti' si 
cada función / E 'tf tiene un punto fijo. Usualmente se considera 'tf como la familia 
de horneomorfismos de X en X, la familia de deformaciones, etc., con lo que se dice 
que X tiene la propiedad del punto fijo para homeornorfismos, deformaciones, etc. 
Es interesante notar el siguiente 

Lema 1.1 Si/ es una función continua sin punto11 Jijo11 de un e11pacio métrico com
pacto X en 11í mismo, entonces eriste un número E > O tal que p(x, /(x)) > E, para 

1 



2 CAPITULO l. PRELIMINARES 

todo :z; E X, donde p denota la distancia en X. El número t depende de f pero no 
de :z:. 

Demostración. Suponga lo contrario, entonces, para cada n E N existe un punto 
:Z:n E X tal que p(:z:n, /(:z:n)) < ~· Por compacidad, la sucesión {zn}::"=o contiene 
una sub1mcesión :convergente. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 
lim, :Z:n :¡, )í,"1>ar:a;.a1guita a E X. Entonces lim /(:z:n) = a, dado que la distancia 
entre·",;,iy/(:z:n~ tiende a'éero. Por continuidad, a= f(a), es decir, a es un punto 
fljo: Esta-contradicción termina la prueba. 

E-función. Sean X y Y espacios métricos. Una t-función es una función continua 
f: X-> Y tal que diám(!-1(y)) 5 f para cada y E f(X). 

1.3 Continuos 

Continuo. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacío. 

Figura 1.1 Ejempl09 de continu09 

Continuo. Un arco es un continuo homeomoño al intervalo [O, lj. 

Lema 1.2 Si el espacio métrico X tiene la p.p./. entonces X es conexo. 

Demostración. Si X no es conexo, sea A U B una separación del espacio en 
abiertos ajenos no vacíos. Elegimos a E A y b E B; definamos la fünción f : X --. X 
como f(:z:) = b, si :z: E A y f(:z:) =a, si z E B. Esta función es continua y no tiene 
puntos fijos, esta contradicción prueba el lema. 

Continuo indescomponible. Se dice que un continuo X es deacomponible si existen 
dos subcontinu09 propios A y B tales que A U B =X. En otro caso el continuo X 
es indescomponible. 

Continuo unicoherente. Un continuo X es unicoberente si siempre que X = AUB, 
donde A y B son subcontinuos de X, se tiene que A n B es conexo. 

Propiedad hereditaria. Se dice que una propiedad P. del continuo X es hereditaria 
si cualquier subcontinuo Y de X posee la propiedad P. Por ejemplo, un continuo es 
hereditariamente indescomponible si cada subcontinuo es indescomponible, heredita
riamente unicoherente si cada subcontiouo es unicoberente, etc. 



1.3. CONTTNUOS 3 

Cubierta. A una familia de conjuntos A= {Aa}aez se le llama cubierta del conjunto 
X si X e Uaez A 0 • Se dice que la cubierta es abierta, si cada uno de sus elementos 
es un abierto. Cuando X es métrico se define el diámetro de la cubierta como 
diám(A) = sup{diám(Aa): o E :C}. 
Una cubierta 8 = {Ba}ae.1 es un refinamiento de la cubierta A= {A0 } 0 ez cuando 
para cada a E .:! existe un elemento a' E X tal que B0 e Aa•· Se dice que 8 es un 
refinamiento fuerte si la cerradura de cada elemento en B está contenido en algún 
elemento de .A. Se dice que 8 es un refinamiento estrella, cuando para cada punto 
p E X, existe un elemento de a E I tal que la estrella st(p) de p está contenida en 
Aa, donde 

st(p) = LJ(B: BE 8 y p E B} 

Figura 1.2 Refinamiento estrella 

Los siguientes lemas son básicos 

Lema 1.3 Sea {X1}~1 una sucesión de espacios métricos compactos encajados, es 
decir X1+i e X; para cada i E N. Sea 

Si U es un subconjunto abierto de X 1 tal que X e U entonces existe NE N tal que 
X1 e U paro toda i ;?: N. En particular, si X; f. 0 paro toda i E N, entonces X f. 0. 

Demostración. Ya que U es abierto en Xi, Xi - U es compacto. Además 
Xi - U e Xi - X = Xi - í\°:i X; = l.J:i(Xi - X;). Como cada Xi - X; es 
abierto en Xi, la familia {Xi - X1 : i E N} es una cubierta abierta de Xi - U. Por 
compacidad existen números i 1 < ii < ... < i,, tales que X 1 - U e (Xi - x,,) u 
(Xi -Xi.)U ... U(Xi -X;.)= X1-(X1 1 nX;2 n ... nX1.) =Xi -X¡ •. Por lo tanto 
X;. e U, y es posible elegir N = i,.. Esto prueba la primera parte de la proposición. 
El hecho de que X 1' 0, si cada X 1 f 0 sigue de la primera parte suponiendo que 
X = 0 y tomando U= 0 lo que nos daría XN = 0. Esto completa la prueba. 

Lema 1.4 Sea {X¡}~1 una sucesión de continuos encajados, y 

Tí.SIS CON 1 
FALi..A n: ORiGJi:N 

·-·-··-·-.. -

entonces X es un continuo. 



CAPÍTULO l. PREUMINARES 

Demostración. Por el lema anterior, se tiene que X es un espacio métrico compacto 
y no vacío. Para ver que X es conexo, supongamos que no lo cs. Sea X = A U B 
una separación de X donde A y B son cerrados ajenos y no vacíos. Como Xi es un 
espacio normal, existen abiertos ajenos V y W de X1 tales que A e V y B e lV. 
Sea U= V u iv. Por el lema anterior, Xn e U para alguna n, entonces 

Xn = (Xn n V) U (Xn n W) 

Como A u B = X e Xn y como A 1 0 y B 1 0, observamos que Xn n V y Xn n W 
son no vacíos. Se sigue entonces que Xn no es conexo, lo cual es una contradicción. 
Por lo tanto X es conexo. 

Cadena. A una cubierta finita de subconjuntos {U;}r=1 de un continuo X se le 
llama cadena cuando U; n Ui i- 0 si y sólo si li - il ~ l. 
Cadena Simple. A una cubierta finita de conjuntos {U1}r=1 se le llama cadena 
simple cuando U¡ n UH 1 i- 0, para toda i E { 1, 2, ... , n - 1 }. Tanto a los elementos 
de una cadena como de una cadena simple se les llama eslabones. 

•) b) 

Figura 1.3 Cadena y Cadena simple. 

Continuo Encadenable. Se dice que el continuo X es encadenable , si dado 
cualquier número ( > O, es posible encontrar una cadena con eslabones son abiertos 
de diámetro menor que (. 

··Ejemplos de Continuos encadenables. Sean p, q y r puntos distintos en el plano. 
Se dice que una cadena C con eslabones {Di. ... , Dm} empieza en p, pasa por q y 
acaba en r si p E Di, q E D• y r E Dm donde 1 < le < m. 
Para cada n EN sea C.. una cadena cuyos eslabones son discos planos (cerrados) de 
diámetro f.-. Si tales cadenas satisfacen 

l. C3n empieza en ao, pasa por a1 y acaba en 1J2, C:m.+1 empieza en a 11 pasa por 
ao y acaba en a 2, C3n+2 empieza en ai, pasa por a 3 y acaba en a0• 

2. Uoee>+, D e Uoec. D para toda le E N. 

Entonces el espacio X=: n;:'=1 (Uoec. D) es una intersección encajada de continuos, 
por lo tanto es _un_ continuo. Este es un ejemplo sencillo de un continuo encadenable. 
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Figura 1.4 Continuo encadenable 

Pseudo Arco. Un ejemplo adicional de continuo que se construye como intersec
ciones de cadenas encajadas, es el siguiente. Sean U = {U1, u~, ... , Um} y V = 
{Vi., V:i, ••• , V,.} cadenas simples abiertas de un espacio S. J,a cadena V se dice una 
subcadena de U si cada elemento de V es un elemento de U. Si V es una subcadena 
de U y {Vi., V,.}= {U;, U1}, se denota a V como U(i,j). Decimos que V está torcida 
en U, si V es un refinamiento de U y la siguiente condición se cumple. 

Siempre que V(i,j) es una subcadena de V con V; n Uh ~ 0 y Vj n u. ~ 0, donde 
lh - kl ;:::. 3, entonces existen r y s tales que 

V(i, j) = V(i, r) U V(r, s) U V(s, j) 

donde (s - r)(j - i) > O y V,. y V. son subconjuntos de eslabones de U(h, k) que 
interscctan a uh y u. respectivamente. 

Figura 1.5 Pseudo Arco 

Ahora podemos describir al continuo. Sean p y q dos puntos distintos en el plano. 
Existe una secuencia {l.1¡}~ 1 de cadenas simples que unen a p y q, cuyos eslabones 
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son conjuntos conexos y abiertos del plano, de forma que Zl;+1 refina fuertemente a 
U;, l.1;+1 está torcida en U; y cada eslabón de U; tiene diámetro menor que f, para 
cada i;::: l. 
Entonces al continuo X= n~1 (UU;) se le conoce como el pseudo-arco. Nótese que 
este continuo es encadenable por definición. También tiene otras propiedades, corno 
ser un continuo hereditariarnente indescomponible aplanable y homogéneo [Bi2]. 

Conexidad local. Un continuo X es localmente conexo en el punto p si dada 
cualquier vecindad U de p existe un abierto conexo C tal que x E C e U. Cuando 
X es localmente conexo en cada punto, se dice simplemente que X es un continuo 
localmente conexo. 

o... 113 1/2 

Figura 1.6 Conexidad local y no-conexidad local. 

Conexidad en pequeño. Sea X un continuo. Se dice que X es conexo en pequeño 
en el punto p E X si dada cualquier vecindad U de p, la componente conexa de p en 
el abierto U, contiene a p en su interior. Cuando X es conexo en pequeño en cada 
uno de sus puntos, se dice que X es conexo en pequeño. 

p 

Figura 1.7 Continuo conexo en pequeño pero no localmente conexo en p. 

Propiedad S. Un continuo X tiene la propiedad S, si para cada f > O, X es la 
unión de una colección finita de conexos abiertos {C;n=i de diámetro menor que f. 

Una caracterización elemental de los continuos localmente conexos es la siguiente. 

Teorema 1.5 Un continuo es localmente conexo si y sólo 6i tiene la propiedad S. 
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Demostración. Supongamos primero que el continuo X es localmente conexo. 
Sea {U .. : a E J} una cubierta abierta del continuo X de diámetro menor que E (por 
ejemplo se puede tomar la colección de todas las bolas de radio !). Para cada punto 
:z: E X, existe un a E J y un conexo abierto O,, tales que :z: E O,, e U0 • Entonces 
{O,, : :i: E X} es una colección de abiertos conexos que cubren a X. Como X es 
compacto, tal cubierta tiene una subcubierta finita {0.,.,0.,., ... ,0.,.}. Pero cada 
º"• tiene diámetro menor que e, así que X tiene la propiedad S. 
Ahora supongamos que X tiene la propiedad S. Tomemos un punto p y cualquier 
vecindad U de p. Sea 6 > O un número tal que la bola B de centro en p y radio 
6 está contenida totalmente en U. Ahora sea E = f. Por hipótesis X es la unión 
de una colección finita de abiertos conexos 0 1, O,,, ... , On de diámetro menor que c. 
Supongamos sin pérdida de generalidad que p E 01. Entonces O, e Be U, dado 
que si :i: E 0 1 - B entonces la distancia d(:z:,p) entre :z: y pes al menos <le, lo que 
contradice el hecho de que el diámetro de 0 1 es menor que E. Por lo tanto 0 1 es un 
abierto conexo contenido en U. Esto demuestra que X es localmente conexo. 

Continuo de Peano. A todo espacio que es la imagen continua del intervalo [O, 1), 
se le llama continuo de Peano. 

Lema 1.6 Si f : X -> Y es una identifu:ación 11uproyectiva, donde X ea localmente 
conexo, entances Y es localmente conexo. 

Demostración. Sea U un abierto en Y. Basta probar que las componentes conexas 
de U son abiertas ([Gul]). Sea K una componente de U. Por la continuidad de /, 
¡-1(U) es abierto en X. Sea x E ¡-1(K) e ¡-1 (U). Como X es localmente conexo, 
la componente conexa O., de x en ¡-1(U) es un abierto conexo. Entonces /(O.,) 
es un conexo en U que contiene a /(z) E K, por lo que /(O,,) e K. Entonces 
:z: E O,, C ¡-1(K). Esto prueba que para cada punto :z: E ¡-1(K), existe un abierto 
O., tal que :z: E C., e ¡-1(K). Es decir ¡-1(K) es abierto. Como la topología de Y es 
la de identificación, se tiene que K es abierto. Por lo tanto Y es localmente conexo 
como se quería probar. Si el lector gusta recordar la definición de identificación puede 
referirse a [Dul, pp.120]. 

Lema 1.7 Sean X y Y upacioa métricoa compactos y f : X -) Y una función 
continua 11 avproyecliva, entonllt!IJ f es una identificación avproyecliva. 

Demostración. Basta probar que f es cerrada y suprayectiw, dado que toda 
función continua cerrada y suprayectiva es una identificación (pp. 120]([Dul)). Si 
O E X es un cerrado, como X es compacto, O es compacto, y la imagen continua de 
un compacto es un compacto, así que /(O) es compacto. Pero Y es Hausdorff con lo 
que se tiene que todo compacto es cerrado, entonces /(C) es un cerrado en Y. Por 
lo tanto f es una función cerrada y suprayectiva, con lo que el lema queda probado. 
Como consecuencia inmediata, se tiene que la imagen continua y métrica de un con
tinuo localmente conexo es un continuo localmente conexo. Como el intervalo [O, 1] 
es un continuo localmente conexo se tiene que todo continuo de Peano es localmente 
conexo. Inversamente se caracteriza a todos los continuos de Peano en términos de 
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Ja conexidad local. El siguiente es un resultado importantísimo, su demostración se 
puede consultar en (Enl, pp. 283]. 

Teorema 1.8 (Hanh-Muurldewics) Todo continuo localmente conexo es un con
tinuo de Peano. 

Además, un continuo localmente conexo no solamente es de Peana, sino arco-conexo, 
Jo que significa que cada par de puntos se pueden unir por un arco. 

Teorema 1.9 Todo continuo de Peano es arco-cone:i:o. 

La demostración es un poco larga, y no se incluirá en el texto, pero se puede consultar 
en [Whl, pp.26]. Se usa el teorema de reducción de Brouwer. 

Punto de Separación y Punto Final. Sea X un continuo. Si x es un punto tal 
que X - {.x} no es conexo, entonces se dice que x es un punto de separación de X. 
Cuando el punto de separación p deja a los puntos a y b en distintas componentes 
conexas en X - {p}, se dice que p separa a los puntos a y ben X. El punto p de un 
continuo de Peana X es un punto final de X, si y sólo si no hay un arco que tenga a 
p como uno de sus puntos intermedios. 

Elemento cíclico. Siguiendo la notación en [Wb2], sea X un continuo de Pcano. Se 
dice que X es cíclicamente amexo si para cada dos puntos, existe una curva cerrada 
simple (ciclo) que los contiene. Un subcontinuo cíclicamente conexo O de X es un 
elemento cíclico ma:iimal si y sólo si C no es un subconjunto propio de cualquier otro 
subcontinuo cíclicamente conexo de X. 
Un subcontinuo E de X será llamado elemento cíclico de X cuando E cae en una 
de las siguientes categorías. 

I. E es un elemento cíclico maximal de X. 

II. E consta sólo de un punto de separación de X. 

¡ III. E consta sólo de un punto final de X . 

Nos referiremos a IOll elementos cíclicos, como pertenecientes a las clases (1), (11), y 
(III). Citaremos resultados basieos acerca de los elementos cíclicos de un continuo de 
Peaao, que se obtvieron de [Wb2]. 

l. Si E1 y ~ son dos elementos cíclicos distintos, entonces E1 n ~ es vacío o 
punto de separación. 

2. Si A1, A11 y A111 denotan a la colección de todos los elementos en las clases (1), 
(11), y (DI), respectivamente, entonces A1 n A11 es numerable, y A1 n A 111 = 
A11 n A111 = 0. 

3. A, es numerable. 
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Un punto p se llamará punto interior de una curva cíclica maximal C, si p no es un 
punto de separación de X. La notación /(O) se usará para designar el conjunto de 
todos los puntos internos de una curva cíclica maximal C. Es fácil ver que no hay 
dos curvas cíclicas maximales distintas que compartan un punto interior. 
Por un continuo acíclico, se entenderá un continuo que no contiene curvas cerradas 
simples. 

Espacio X V Y. Sean X y Y espacios ajenos. Identificando los puntos escogidos 
x E X y y E Y, se obtiene el espacio X V Y (nótese que X V Y depende de los puntos 
escogidos). 

Dendritas. Una dendrita es un continuo localmente conexo y acíclico. 

Figura 1.8 dendritas 

Dendroide. Un dendroide es un continuo arco-conexo y hereditariamente unicohe
rente. Una forma de imaginarse a los dendroides es considerarlos árboles con una 
infinidad de aristas. 

Figura 1.9 dendroide 

Un teorema conocido que relaciona las dendritas con dendroides es el siguiente. 

Teorema 1.10 Una dendrita ea un dendroide localmente cunexo. 

La demostración se puede consultar en [Tol, pp.33). 

Espacio Cubrieute Sea B un espacio topológico, al cual denominaremos como base. 
Sea E otro espacio, y sea 7r : E -> B una función continua de forma que para cada 
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b E By cada p E ¡-1(b) e E, hay vecindades U de by V de p que son homeomorfas 
a través de 'Ir, es decir 7r(V) =U y 11"1v es un bomeomorfismo entre U y V. Entonces 
se dice que el espacio E es un espacio cubriente de B bajo la función proyección 11". 

1.4 Teoría de Retractos 

r-función. Borsuk ha definido un tipo especial de funciones, las llamadas r-/unciones. 
A una función continua f : X -> Y se le llama r-función si exib"te una función conti
nua g: Y-> X tal que fo g: Y-> Y es la identidad [Bol). 

r-invariante. Una propiedad que se preserva bajo r-funciones se le llamar-invariante. 
Como ejemplo de propiedades r-invariaotes tenemos la conexidad local, la compa
cidad local, y la arco-conexidad local y como veremos la propiedad del punto fijo 
también es un r-invariaute.(las demostraciones de estos hechos se pueden ver en 
(Bol).) 

Retracto. Sea X un espacio, A e X. Una función continua f: X-> A que fija cada 
punto de A, se llama retracción. En tal caso, se dice que A es retracto de X. Cabe 
señalar que una retracción es un tipo especial de r-función, dado que la identidad es 
su inversa derecha. 

Espacios AR(.-K), y ANR(.-K). Considere alguna clase de espacios .,tf(. A un 
espacio X E L se le llamará retracto absoluto para la clase L abreviado AR(.L) 
por sus siglas en inglés, si para cada homeomorfismo h que manda X en un subes
pacio cerrado de Y E .L, el conjunto h(X) es un retracto de Y. Análogamente X 
es un retracto absoluto de vecindades para la clase L, (ANR(.-K)), si para cada 
homeomorfismo h que manda X en un subespacio cerrado de Y E L, el conjunto 
/1(X) es un retracto de alguna de sus vecindades en Y. 

·Considerando .,tf( como la clase de los espacios métricos compactos, es posible definir 
un retracto absoluto, (AR) como un AR(.,tf(), y un retracto absoluto de vecindades 
como un ANR(.-K). Tiene lugar el siguiente resultado. 

Teorema l.11 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces X es un AR {ANR) 
si y sólo si, para todo espacio métrico compacto Y 11 cualquier función continua 
f : A e Y -> X, donde A es un sube11pacio cerrado de Y, f admite u~ ufCflllión 
continua 7: Y -> X (1: U e Y -> X respectivamente, para algún abierto U de Y). 

Demostración. (=>)Supongamos que X es un espacio AR, sea A un subespacio 
cerrado del espacio topológico Y y sea f : A -+ X una función continua. Tómese 
el espacio de adjunción Z =Y u1 X definido como la unión ajena Y U X con la 
identificación :i: ~ /(:i:), para cada :i: E A. X resulta un subespacio cerrado de Z, 
dado que Z - X~ Y - A. Por definición de AR, existe una retracción r: Z-+ X. 
Entonces la función 7: Y-+ X definida por /(11) = r(11) si y E Y -A, y /(11) =/(y) 
si 11 E A, es continua y coincide con f en A. Por lo tanto es la extensión de f 
requerida. 
( <=) Ahora, supongamos que para cada función continua f : A -+ X donde A es un 
subespacio cerrado de un espacio métrico compacto Y, es posible extender la función 
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a todo Y. Ea particular, si h: X-> h(X) e Y es un homeomorfismo entre X y un 
subconjunto cerrado de Y, entonces existe una extensión continua h-1 a la función 
h-1 : h(X) -+ X. La función h o h-1 : Y -+ h(X), es una retracción de Y en h(X). 
Esto prueba que X es un espacio AR. La equivalencia está probada. 

Teorema 1.12 (Tietze) El inten>alo 1 ea un retracto absoluto. 

Demostración. El resultado es sólo una forma equivalente del conocido teorema 
de Tietze. Si A es un subconjunto cerrado de un espacio métrico X, toda función 
continua f : A -+ l se puede extender a una función continua 7 : X -+ l. [Mal, 
pp.272] 

Teorema 1.13 Si {X0 : a E J} ea una colección de espacios AR, entonces el eapacio 
producto Y = fi

0
e1 X 0 es un eapacio AR. 

Demostración. Basta probar que si X es un espacio métrico compacto y A 
un subcspacio cerrado de X, entonces cualquier función continua f : A -+ Y se 
puede extender a una función continua 7: X -+ Y. Como es sabido, para definir 
una función de un espacio a un producto, basta definirla coordenada a coordenada. 
De esta forma, como cada espacio X 0 es un AR, la función ir0 o f : A -+ X 0 , 

donde 'Ira : Y -+ X 0 es la a-proyección; se puede extender a una función continua 
/ 0 : X -> X 0 • Definiendo 7 : X -> Y como 

](z) = (/,.(z))aEJ 

Claramente 7 coincide con f en A, es decir, es una extensión de/. Por lo tanto el 
teorema queda probado. 
Como consecuencia inmediata, se tiene que tanto ¡n para toda n E N, como [Mo son 
espacios AR. 

De hecho, debido a los siguientes resultados es posible caracterizar a los espacios AR 
para la clase de los espacios métricos compactos. 

Lema 1.14 Todo espacio métrico separable ea homeornor/o a un subeapacio del cubo 
de Hilben. 

Delll.08tradón. Sea (X, p) un espacio separable con la métrica p. Sin pérdida 
de generalidad podemos suponer que diám(X) ~ l. Sea A = {ai,a3,a,, ... } un 
conjunto denso numerable. Definimos la función / : X -> [Me como sigue: 

/(z) = {p(z,a1),p(z,112),p(z,a,), ... } 

Esta función es oontinua porque cada función coordenada es continua. Para ver que 
f es un homeomorfismo en su imagen ba11ta probar que si {zn}:,1 es una sucesión 
de puntal de X tales que {/(.:r,,)}:=;1 converge a /(p) para cierto p E X entonces Zn 

converge a p. (Con lo que se prueba que /es inyectiva y que ¡-1 es ooatinua.) Sean 
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E> O un número real y a¡ UD punto de A tal que p(p, a¡) < .¡. Como lim..-.00 /(zn) = 
f(p) tenemos que lim,,......, 7r¡(/(zn)) = 7r¡(/(p)), donde 'Ir¡ : J"• -> 1 es la i-ésima 
proyección, y dado que las proyecciones son continuas, para cada i se tiene que 

De donde se deduce que existe un íodice k tal que p(zm a¡) :S p(p, a¡) + .¡ para toda 
n ~ k. Por la desigualdad del triángulo tenemos 

E 
p(zn,P) :S p(zn,a1) + p(a¡,p) :S 2p(a¡,p) + 3 :SE, 

Para toda n;:::: k. Esto prueba que lim Zn = p como se quería demostrar. 
Como consecuencia tenemos el siguiente. 

Teorema 1.15 Todo espacio métrico compacto se puede encajar como un subespacio 
cenudo del cubo de Hilbert. 

Demostración. En particular un métrico compacto es un espacio métrico separa
ble. Sea h : X --. h(X) UD homeomorfismo de X en un subespacio h(X) del cubo 
de Hilbert. Como X es compacto, h(X) también, entonces h(X) es un subespacio 
compacto de un espacio métrico, por lo tanto es cerrado. Esto prueba el resultado. 

Teorema 1.16 Todo AR es un retracto del cubo de llilbert. 

Demostración. Sea X UD AR. En particular X es un espacio métrico compacto, 
entonces se puede encajar en el cubo de Hilbert como subespacio cerrado. Por 
definición de espacio AR, X es retracto del cubo de Hilbert. 

En efecto, esto constituye una caracterización de los espacios AR. 

Teorema 1.17 Un espacio es AR si y sólo si es un retracto del cubo de Hübert. 

Demoetracióo. En vista del teorema anterior basta probar que todo retracto del 
cubo de Hilbert es un AR. Sea A un retracto del cubo de Hilbert. Sea X un espacio 
métrico compacto. Sea h : A -t h(A) e X uo homeomorfisrno de A en un subespacio 
cerrado de X. Sea h': X--. h'(X) e P. un encaje de X en un subespacio cerrado 
del cubo de Hilbert. &to es posible gracias al Teorema 1.15. Sea r: /Me --. h'(h(A)) 
una retracción. Entonces rlh'(X) : h'(X) -t h'(h(A)) es una retracción de h'(X) en 
h'(A). Por lo tanto A es UD retracto de cualquier espacio donde se pueda encajar 
como subespacio cerrado, es decir A es un retracto absoluto. 

Se tiene entonces: 

Teorema 1.18 Un retracto de un espacio AR es un espacio AR. 
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Demostración. Si X es un AR, existe una retracción r 1 : JHo -> X. Si r2 : X -> A 
es una retracción, entonces r2 o ri : ¡Me -> A es una retracción del cubo de Hilbert 
en A. Por lo tanto A es un espacio AR. 

Una forma de construir espacios AR es uniendo subespacios que también son espacios 
AR. 

Teorema 1.19 Si X y Y son upacios AR talu que X n Y es un AR, entonces 
XUY es un AR. 

Figura 1.10 Construcción de espacios AR. 

Demostración. Supongamos que X U Y está encajado como subespacio cerrado 
de Z, el cual es un espacio métrico compacto. Sean 

Zo = {z E Z: p(z,X) = p(z, Y)} 

Z 1 = {z E Z: p(z,X) < p(z,Y)} 

Z 2 = {z E Z: p(z,X) > p(z,Y)} 

Es claro que Z = Zo u Z 1 u Z:¡i. También X n Y e Z0 es un subespacio cerrado de 
Z0 , y como es AR, existe una retracción r : Zo -> X n Y. También cada conjunto 
X U Zo y Y U Zo es cerrado en Z1 U Zo y Z2 U Zo respectivamente. Por lo tanto 
la función fi : X U Zo -> X dada por /1(z) = z, si z E X, y / 1(z) = r(z), si 
z E Z0 se puede extender a una función f: Z 1 U Z0 -> X, la cual es una retracción. 
Análogamente, es posible encontrar una retracción g : Z2 n Z0 -> Y que extiende a 
r. Ambas retracciones coinciden con r en Z0 • Por lo tanto la función h : Z-> X U Y 
dada por h(z) = /(z), si z E Z 1 U Zo, y h(z) = g(z), si z E Z2 U Z0 es una retracción 
de Zen X U Y, como se quería demostrar. 

Como ejemplos importantes de espacios AR, se tienen: 

Teorema 1.20 (Boreuk) Laa dendrilaa aon eqacioa AR 
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Demostración. Por su extensión, la demostración original (Bo2) no se expondrá 
aquí, simplemente se delineará el argumento usado. 

En [Bo2, pp.133) primero se prueba que toda dendrita se puede encajar en el plano, 
así que se supone que X e R~. Se definen discos poligonales Dn, con vértices en X, 
tales que X e Dn, d(y,X) :5 ~ para todo y E Dn, para cada n E N. Se definen 
también retracciones rn: D -> Dn y se usa la conexidad local para demostrar que las 
longitudes de los lados tienden a cero. Esto implica que la sucesión de retracciones 
rn converge uniformemente a una retracción r: D ~X. Entonces X es un retracto 
de un 2-disco. Un 2-disco es bomeomorfo a /2 y todo retracto de un espacio AR es 
un AR. Por lo tanto X es un AR. 

1.5 Topología Combinatoria 

n-simplex. Sean v0 , vi. v~, ... , Vn vectores afínmente independientes en R"' (esto es, 
los vectores {vi -vo}r=1) son linealmente independientes). El n-simplex con vértices 
v0 , vi, v,., ... , Vn es la envolvente convexa del conjunto de vértices. Usualmente se 
denota con Á(v0, V¡,~ •... , vn)· FB decir 

n 

Á(vo,Vi.V:t,·-·•vn) = {.>.ovo+..\1v1+ ... +~vn E R": E.\;= 1, ..\; 2:: O para cada i} 
l=O 

6 4 
•) b) e) 

Figura 1.11 1-simplex, 2-simplex, 3-simplex 

Cada punto p = .>.oVo + ..\1 v1 + ... +~v .. del n-simplex se puede representar de forma 
única como (>.o,..\., ... ,~). Los números ,\¡, con i :5 n se denominan coordenadaa 
baricéntricm del punto p. El punto cuyas coordenadas baricéntricas son todas igua
les (,\¡ = ,.!_1 ) se denomina el baricentro. Dado cualquier subconjunto de vértices 
{vi.,v;., v1., •• • , v1.}, al simplex generado por tales vértices, Á(v1e,v1., v¡,, ... , v¡.) se 
le conoce como lado k-dimenaional ó k-lado del simplex S. 
Claramente, el simplex S contiene todos sus k-lados. Los vértices son los O-lados. A 
los (n - 1)-lados se les conoce como carw, y a los 1-lados como ariataa. Convendre
mos además en que el (-1 )-lado es el conjunto vacío, y es lado de cualquier simplex. 
De la definición es claro que el n-simplex es homeomoño al n-disco y que la frontera 
del n-simplex en R"' es la unión de sus caras. 

Subdlviaióo Baricéotrica. Considérese un n-simplex Á. Sea V el conjunto de 
vértices de Á, junto con los baricentros de cada k-lado de Á. Un k-simplex con 
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vértices vi, v,, ... , V• de V forma parte de la subdivisión baricéntrica B de .ó., si hay 
un k-lado .Ó.• de .ó., de forma que v1 es un vértice de A, v~ es el baricentro de un 
1-lado de .ó.1 que tiene a v1 como uno de sus vértices, ... , v¡ es el baricentro de un 
i-lado de .Ó.• que contiene al conjunto de los vértices {v1, ... , Vn-1} en uno de sus 
i - 1 lados. Entonces el conjunto de simplices de la subdivisión baricéntrica forma 
una partición de .ó. en pequeños k-simplices. 

Complejo Simpllclal. Una familia finita /C de simplices en R" se denomina com
plejo simplicial o simplemente complejo si se satisfacen las siguientes condiciones: 

i) La familia /C contiene todos los lados de cada simplex en /C. 

ii) Cuando un par de simpliccs en K:. se intersectan, lo hacen en todo un lado. 

La dimensión del complejo /C es la dimensión más grande de los simplices que lo 
conforman. El ejemplo más común de complejo simplicial es el de la familia de lados 
de un simplex A, denotado por Kl!l.. Otro ejemplo es una gráfica. Una gráfica es un 
complejo simplicial de dimensión no mayor a l. 

Figura 1.12 complejos 

A la unión de los simplices en un complejo dado se le llama la realwción geométrica 
del complejo y se le denota por l/CI. 

Subdivisión Simpllcial. Sean K' y K complejos simpliciales. Decimos que el 
complejo simplicial K' es una subdivisión simplicial del complejo K si 

1. IK'I = IKI 
2. para cualquier simplex A' E K', existe un simplex .A E K tal que A' E .A. 

Nótese en particular que una subdivisión baricéntrica es realmente una subdivisión 
simplicial. 

Función Simpllclal. Sean /C y C. complejos simpliciales cuyos conjuntos de vértices 
son K:' y C.0 respectivamente, donde /C = {ao,a1, ... a.}. A una correspondencia 
</>º: K:' 4 i:.0 se le llama función simplicial de los vértices, si para cada subconjunto 
{a¡,,,ao,,. •• ,a¡,,} que determina a un simplex .A(ao,,,a;,, ••. ,a.,.) en /C, los vértices 
{</>º(a;.), </>º(a;,), •.• , cP°(a;.)}, determinan un simplex .A(cf>º(a;,,), cf>º(ao,), ••• , c/>°(ao_)) 
en C.. Se sigue entonces que cualquier función simplicial de IOB vértices cf>º : K:' 4 
r.0 se extiende únicamente a una función e/> : /C 4 C. definida por la fórmula 
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Figura 1.13 subdivisión simplicial 

Figura 1.14 F\Jnción simplicial 

IP(Á(a1o 1 a;"" .. , a;.)) = Á(r/>º(a;.,), t/i'(a;,), .•. , IPº(a;.)). Las funciones de este ti
po se llaman aimplicialea. Si una función es simplicial, entonces dimlP(Á) ~ dimÁ 
para cualquier Á E /C. 

Poliedros. Sea IC un complejo simplicial. Cualquier subespacio X de R" horneo. 
morfo a l/CI se denomina poliedro. Se dice entonces que el par T = (IC, r) es una 
triangulación del poliedro X, o que el espacio X es triangulable, donde JC es un 
complejo y r : IC ~ X un homeomorfismo. 

e . 
: . 

-

Figura 1.15 Poliedros 

Sea K1 la subdivisión baricéntrica del complejo K. Existe un homeomorfismo n : 
IKd ~ IKI el cual se define de la siguiente forma. Sea v(u) un vértice de K1 donde 
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u= d{Vo, •.. ,vp} E K. Entonces 

p 1 
n(v(u)) =:E-+ 1 VJ 

j:O p 
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el cual se extiende linealmente en cada simplex u de K. Una iteración de tales 
bomeomorfismos 

IKrl ~ IKr-d ~ · ·· ~ IKd --2!._ IKI 
Produce el r-homeomorfismo baricéntrico Tr: IKrl ~ IKI. Si T = (K, r) es una trian
gulación del poliedro X, a la triangulación T,. = (K., rrr) se llama lar-triangulación 
del poliedro X. Se tiene 

Lema 1.21 Dado un espacio triangulado (X, T) y E > O, eriste un entero r tal que 
diám(Tr) < f, 

Aproximación Simplicial. Una función simplicial tP: IC ~Ces una aproximación 
simplicial de la función continua / : l•\:I ~ ICI si f(st(a)) e st(<P(a)) para cada 
vértice a del complejo IC. Aquí st(a) denota a la estrella del vértice a, es decir, la 
unión de todos los simplices .11 E IC que contienen a a como vértice. El siguiente re
sultado asegura que cualquier función continua entre espacios triangulables se puede 
aproximar por medio de funciones simpliciales. 

Teorema 1.22 (De la aprodmación simplicial). Paro cualquier función conti
nua / : X ~ Y entre poliedros 11 cualquier número real E > O, existen triangulacio
nea IC y C de los poliedros X 11 Y, respectivamente, 11 una aprvzimación simplicial 
tP: IC ~e de I tal que p(/(z), <P(z)) 5: E paro cada punto. 

DeDlOlltraclón. Véase [Enl, pp.104). 

Nervio de una Cubierta. 
Sea .A = {A1 }~0 una cubierta finita del conjunto X. Diremos que el complejo 
simplicial IC es el neniio de la cubierta .A si sus vértices se pueden arreglar en una 
sequencia finita a 0 , ai, ••• , ª"' tal que 

d(a¡,,, a¡,,. .. ' a¡,,) E IC <=> A1o n A¡, n ... A;,. ¡, 0 

Corno se expone en [Enl, pp.103), cualquier cubierta tiene un nervio, y el nervio no 
está únicamente determinado por la cubierta. 

~-similar. Sea 91' una familia de espacios métricos compactos, y X un espacio 
métrico compacto. Se dice que el continuo X es 91'-similar si para cada e > O, existe 
un elemento Y de F y una E-función X -> Y. 
En tal categoría podemos describir a las siguentes clases: un continuo X es arbolable, 
(tn:e-like en inglés) si para cada E> O existe una cubierta de X, con elementos de 
diámetro menor que E, tal que el nervio de la cubierta es un árbol. Análogamente, 
X es encadenable, si para cada E > O existe una cubierta de X, con elementos de 
diámetro menor que E, tal que el nervio de la cubierta es un árbol sin vértices de 
grado 2:: 3, es decir, una trayectoria. 
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Figura 1.16 Nervio 

1.6 Combinatoria 

Gráfica. Una gráfica es un conjunto de vértices V, junto con un conjunto de aridas 
A, que unen parejas de vértices distintos. Al número de aristas que salen del vértice 
v, se le llama el grudo de v, y se denota por gra(v). Usualmente se considera una 
gráfica como carente de topología y se usan solamente sus propiedades combinatorias. 

Figura 1.17 Gráficas. 

El ejemplo usual de gráfica es un árboL Un árbol es una gráfica sin ciclos. Por ciclo 
se entiende una sucesión de vértices distintos Vi, ~ •••• , v,. donde v1 y 111+1 están 
unidos por una arista, para i E {1, ... , n}. Se conviene en llamar lln+t al vértice v1• 

Por ejemplo 

Lema 1.23 En toda gráfica, el número de vértices de grudo impar es par. 

Demoetración. Si a es el número de aristas de la gráfica G y vi, ~ •••• , 11,. los 
vértices, tenemos 

n 

Enra(v¡) = 2a =O (mod 2) 
l=l 

Cada vértice de grado impar contribuye con un 1 a esta suma módulo 2, y cada 
vértice de grado par contribuye con un O. La suma total es O, entonces debe haber 
un número par de unos, es decir, un número par de vértices de grado impar. 

Lema de Sperner. Sea /C una subdivisión simplicial en n-simplices del n-simplex 
~ = ~("'°'vi,~ •••• , v,,). Los vértices de /C se colorean con n + 1 colores, de tal 
manera que se cumplan las siguientes condiciones 
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i) El vértice v; de Á de X se colorea del color i. 

ii) Para los vértices de /C que se encuentren en el lado Á ( v¡,, v1., ••• , v1.) se usan 
sólo los colores del conjunto {ii. i 2 , ••• , i.}. 

Entonces existe al menos un n-simplex S E /C cuyos vértices tienen todos sus colores 
distintos. 

1 

Figura 1.18 Lema de Sperner 

Demostración. De hecho demostraremos más, a saber, que el número de n
simplices cuyos vértices tienen todos sus colores distintos, es impar. 
Inductivamente, si n = O, se tiene una 1-coloración de un solo punto, donde clara
mente existe un subsimplex coloreado con todos los colores (1 color). Supongamos 
ahora que el lema se cumple para todos los (n-1)-simplices que cumplen tales con
diciones. 
Sean T1, Ti, ... , Tm los elementos de /C. Sea Áo el (n -1)-lado de Á cuyos vértices 
tienen los colores {O, 1, 2, ... , n -1 }. Convendremos en llamar r-lado al (n-1 )-lado 
de uno de los simplices T;, si sus vértices usan todos los colores {O, 1, 2, ... , n -1} y 
sólo ésos. 
Construyamos una gráfica G como sigue: 
Cada vértice a¡ de G representará al n-simplex T; de /C, y un vértice adicional u que 
representará a Áo. Las aristas de G se sitúan así. 

• Los vértices a¡ y a1 se unen por una arista si los correspondientes n-simplices 
T; y T; comparten un r-lado. 

• El vértice a¡ se une con el vértice u si hay todo un r-lado de 7i contenido en 
Ág. 

Notemos los siguientes hechos: 

• Cada vértice ª• de G tiene grado 0,1 ó 2. 
En efecto, si Tt tiene un r-lado, el vértice restante está coloreado del color n 
o de color i < n. En el primer caso sólo existe un r-lado en Tt, el cual puede 
compartir con a lo más un n-simplex T;, o bien estar contenido en ÁQ, entonces 
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Figura 1.19 Gráfica coloreada. 

a11 tiene grado~ 1. En el segundo caso hay exactamente dos (n-1)-lados de T 11 
que son r-lados (dos formas de elegir el vértice del único color que se repite), por 
lo que T¡ puede compartir a lo más dos r-lados, con otro T; ó con ~o. entonces 
el grado de a11 es :5 2. Si T11 no tiene ningún r-lado, claramente gra(a11) =O. 

• El vértice ª• tiene grado 1 si y sólo si T11 tiene todos sus vértices de colores 
distintos (se sigue del inciso anterior). 

• El vértice u de G tiene grado impar. 
Esto es consecuencia de la hipótesis de inducción. 

Usando el hecho de que en toda gráfica el número de vértices de grado impar es par, 
y considerando que u tiene grado impar, tenemos que 

El número de vértices de la forma 011 de grado 1 en G es impar 

es decir, el número de n-simplices 7i cuyos vértices tienen colores distintos es impar, 
que es precisamente lo que se quería demostrar. 



Capítulo 2 

Ejemplos 

2.1 Teorema de Brouwer 

Quizás el resultado más conocido acerca del punto fijo es el siguiente teorema, atri
buido a Brouwer. 

Teorema 2.1 D" tiene la prof1iedad del punto fijo. 

Para demostrar este teorema, basta probar que no existe una retracción del n-disco 
en su frontera. Dado que si f : D" ~ D" es una función continua sin puntos fijos, 
podemos definir una función r : lll" ~ sn-I proyectando el punto :¡; en la frontera 
S"-1, a través del punto /(z) para obtener el punto r(z), como se muestra en la 
figura 2.1. 

Figura 2.1 retracción del disco en su frontera. 

'Thl función está bien definida dado que:& l f(z). Además res continua porque/ 
lo es, y deja cada punto de la frontera fijo, es decir r(z) = z. Entonces res una 
retracción del disco en su frontera. 

21 
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Existen varias pruebas sobre la no-retractibilidad del disco en su frontera, entre ellas 
las siguentes. 

Demostración. (B. Knaster, C. KuratOW111d, S. Muurkiewica) 
El n-simplex es homeomoño a 11', asl que basta considerar funciones continuas del 
n-simplex en sí mismo. Sea / : ~ --) ~ una función continua libre de puntos 
fijos del n-simplex ~(Vo, vi. ... , vn) en sí mismo. Sean (,\1 (:r;), ,\3 (:r;), ... , ,\•(:r;)) las 
coordenadas baricéntricas del punto :r; en ~. Ahora coloreemos cada punto de !:!. con 
n + 1 colores de la siguiente forma: 

i) El vértice V; de S se colorea con el color i. 

ii) El punto :r; se colorea de color i si A.(:r;) < >.;(/(z)) (en cuyo caso decimos que 
la coordenada i disminuyó al aplicarle /). La elección del color es arbitraria 
cuando hay varias opciones. 

Sea c. una subdivisión simplicial de !:!., en pequeños n-simplex de diámetro no ma
yor a Í· Note que la coloración de los vértices de º• satisface el lema de Spemer, 
dado que si !:!.• = .ó.(v1" v¡., v1., ••• , vi.), es un k-lado de S, entonces ,\J(:r;) = O para 
j f. {i11 i 3 , ••• , i.}. Tales coordenadas no pueden disminuir al aplicarle/. 
Entonces en cada subdivisión c. de !:!., existe un subsimplex cuyos vértices están 
coloreados con los n + 1 colores. Cuando k --. oo tenemos una familia de n-simplex 
cuyo diámetro tiende a cero, tales que los vértices de cada uno de ellos están colorea
dos de distintos colores. Como S es compacto, existe una subsucesión convergente 
de vértices, uno en cada elemento de la familia. Para cada i, tal subsucesión se 
puede elegir de fonna que todos sean del color i. Sea z el punto de acumulación. En 
cada uno de ellos, la coordenada i-ésima disminuyó al aplicarle /. Por continuidad, 
>.;(z) :::; A.(l(z)). Como esto sucede para cada i, tenemos 

" n 

1 = EM:r;>:::; EAiucxn = 1 
t=O i;;:;O 

· Por-lo tanto ..\;(z) = >.;(/(z)) para cada i, es decir z = /(z). Esta contradicción 
prueb8 el resultado. 

· · · Demostración. (M. Hirsch) Usando el teorema de la aproximación simplicial, es 
suficiente probar que no existe una retracción de una subdivisión de un n-simplex S 

. en sil frontera as. 
Suponga que I : s --) as es una retracción simplicial. Sea a el baricentro de UD 

(n - 1)-simplex A e as. ¡-1(a) es una variedad compacta 1-dimensional cuya 
frontera está contenido en as. La componente de ¡-1 (a) es entonces un segmento de 
línea con un extremo en a, y cuyo otro extremo no existe. Si tal extremo existiera, 
deberla ser UD punto de 8S, distinto de a, que Se envía sobre a bajo /, contradiciendo 
la hipótesis de que ¡¡as es la identidad. 

Cualquier n-simplex B que se envía 11obre A tiene exactamente doe caras que se 
envían aobre A. Entonces B n ¡-1(a) es el segmento de línea que une los baricentros 
de las dos caras. Estos segmentos de linea forman una 1-variedad cuya frontera está 
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en as porque cada (n - 1)-simplex e de ses incidente con uno o dos n-simplex, 
siempre que O e as o no. El resultado está probado. 

2.2 Retractos 

Teorema 2.2 Si Y ea un retracto de X, y X tiene la propiedad del punto fijo, 
entoncea Y tiene la propiedad del punto fijo. 

De hecho se cumple más, a saber 

Teorema 2.3 La propiedad del punto fijo ea un r-in11ariante 

Demostración. Sea f : X --> Y una r-función, con inversa derecha continua 
g: Y-> X. Sea,¡,: Y-> Y cualquier función continua de Y en sí mismo. Como X 
tiene la p.p./. la función go,P o f: X-> X tiene un punto fijo z = g(t/>(/(z))). Pero 
g es la inversa derecha de /, entonces /(z) = t/>(/(z)), es decir /(z) es un punto fijo 
de ,P. Por lo tanto Y tiene la propiedad del punto fijo. En la figura 2.2 podemos 
apreciar ejemplos de retractos de D', que por lo tanto, tienen la p.p.f. 

Figura 2.2 retractos de D' 

2.3 El cubo de Hilbert y los retractos absolutos 

Es posible extender algunos de 108 teoremas en espaciOI de dimensión finita, a sus 
análogos de dimensión infinita, usando el siguiente lema de aproximación. 

Lema 2.4 (De la aproximación.) Sea X un eapacio mibico. Si pan¡ cada E> O 
eziste una función continua /, : X -> X tal que d(/1(z),z) $ e V:i: E X '11 cada 
conjunto f,(X) tiene la propiedad del punto fijo, mtonc:u X tiene la propiedad del 
punto fijo. 
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Demostración. Considere una función continua </> : X -> X, y un número 
E > O. Como /, o tf> manda /,(X) en sí mismo, existe un punto fijo z,. Entonces 
d(z., tf>(z,)) = d(/,(</>(z,)), </>(z,)) < E. Se elige una sucesión de números { En}~1 tal 
que lim.. ... ooEn = O. Entonces la sucesión de puntos {z,.}, tal que cada z,. es un 
punto fijo de/,. o</>, tiene una subsucesión convergente, dada la compacidad de X. 
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la subsucesión es Ja sucesión. Sea 
z = lim, .... 0z,

0
, entonces z = lim, • ...o</>(z,.) = </>(z). Es decir z es un punto fijo de 

tf>. Esto concluye la prueba. 

Figura 2.3 e-retracciones 

Teorema 2.6 El cubo de llilberl tiene la propiedad del punto fijo 

Demostración. Usando el lema de aproximación y las proyecciones /n: .Jt!'-> I", 
'dadas por 

fn(Z1,X2, ... ) = (x1,X2, ... ,Xn,O,O, ... ) 

Dada E > O, es posible elegir n suficientemente grande, tal que 
00 

cl(/n(z),x) = L ~ < E 

l=n+l 

Claramente, cada conjunto /n(~) = l" es homeomorfo al n-disco, el cual tiene la 
propiedad del punto fijo. Por lo tanto ~ tiene la propiedad del punto fijo. 

Teorema 2.8 Tocio eapacio AR tiene la propiedacl cid punto fijo. 

Demostración. Tudo espacio AR es la r-imagen del cubo de Hilbert .Jt!'. Como 
la propiedad del punto fijo es in-variante bajo r-funciones, el resultado se sigue. 

Una forma sencilla de construir espacios AR es empezar con el intervalo I el cual es 
un AR, y pegar sucesivamente intervalos por un punto. Entonces obtenernos 
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Teorema 2.7 Los árboles tienen la propiedad del punto fijo. 

De la misma fonna, considerando que las dendritas son espaci011 AR, se tiene 

Teorema 2.8 Las dendritas tienen la propiedad del punto fijo. 

2.4 Dendroides y Continuos de Peano 

Con respecto a los continuos localmente conexos, el siguiente lema nos dice que para 
la clase de los homeomorfismos, un continuo M tiene la propiedad del punto fijo si 
cada uno de sus element011 cíclicos tiene la propiedad del punto fijo. 

Teorema 2.9 (Ayres) Sea M un continuo de Peano y h(M) e M un homeomor
fismo de M en un subcontinuo de M. Entonces existe un elemento cíclico C tal que 
h(C) e C. 

La demostración es bastante larga y se puede consultar en (Ayl), usando la notación 
y resultadOll de (Wh2). 

Figura 2.4 Continuo de Peano ron la p.p.f. 

Efectivamente, si M es un continuo de Peano donde cada uno de sus elementOll 
cícliCOIJ tiene un punto fijo, y h : M -t M es un homeomorfismo de M en sí mismo, 
aplicando el lema, hay un elemento cíclico C tal que h(C) e C. Como C tiene la 
propiedad del punto fijo, existe un p E C tal que h(p) E 0, es decir, un punto fijo. 

Ahora enunciaremOll un resultado cuya demostración se puede encontrar en (Gul, 
pp.26] 
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Lema 2.10 Todo dendroide ea de11componible. 

Ahora podemos demostrar el resultado respectivo sobre dendroides. 

Teorema 2.11 (Bonuk) Loa dendroidell tienen la propiedad del punto fijo. 

Para probar este resultado, primero demostraremos los siguientes lemas. 

Lema 2.12 Todo 11ubcontinuo de un dendroide es un dendroide. 

Demolltracióu. Sean X un dendroide y A un subcootiouo de X. Sea B un sub
continuo de A. Claramente Bes un subcontinuo de X. Como X es hereditariamente 
unicoherente, tanto B como A son continuos unicoherentes. Esto significa que A es 
hereditariamente unicoherente. Para ver que A es arco-conexo, sean p y q dos puntos 
en A. Sea pq el arco en X que tiene a p y q como extremos. Como X es hereditaria
mente unicoherente la intersección pq n A es conexo. pq n A es un subcontinuo del 
arco pq que contiene a los extremos, entonces debe ser todo el arco. Esto significa 
que pq e A. Es decir A es arco-conexo. 

Lema 2.13 Sea A un wntinuo an:o-wnezo !/ hen:ditariamente unicoherente 11 sea 
,¡, : [O, oo) --. A una función continua !/ bi11ectitHJ. Entoncea la cerTOduro del conjunto 
P = .P([O, oc)), eir un arco. 

DemolltrllCión. Convendremos en decir que un punto a E A será un punto límite 
para,¡,, si existe una sucesión {z,,} e [O,oo) tal que lim Zn =oc y lim t/l(zn) =a. 
Aseguramos que no existe ningún punto lfmite ao para ,¡, contenido en P. De otra 
forma existiría UD Zo ~ o tal que ao = t,P(zo). El conjunto e = .P([zo, oc)) es 
unicoherente y arco-conexo, porque es un subcootinuo de A. Aún más, para cualquier 
Zt > Zo, 

e= t/l([z¡,oo)) u t/>([zo,z1]) 

Como Ces unicoherente, \P(Zo),t,P(z1) E ~[Z'i.oo)) n lf>([Z'o,zt)), y l/l([zo,zt)) es el 
único arco que une a t/l(zo) y l/l(z1), concluimoe que l/l([zo,z1)) e t,P([z1,oo)). Por lo 
tanto, 

• (1) Para cualquier .z-1 > zo el conjunto tf¡([zi. oc)) es denso en O, es decir 
e= ,P([Z'i.oo)). 

Como Ces descomponible (C es un subcontinuo de X), existen dos continuos 0 0 y 
C1 tales que 

• (2) O = Oo u O¡, C - Co 1' 0 i' O - 01. 

Dada z > zo, no es posible que lf>([z, oo)) e Oo pues de lo contrario, por (1), 
.P([z,oo)) e C0, lo cual contradice (2). 
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Similarmente, no existe x > xo tal que 4>([z,oo)) e C1. En particular, podemos 
elegir a 2! zo tal que ,P(a) <t C0 y por lo mismo podemos elegir b 2! a+ 1 tal que 
.P(b) </c. Ci, y también podemos elegir e 2! b+ 1 tal que ,P(c) 'Í- C 0 • Entonces 4>(a) E Ci, 
4>(b) E Coy 4>(c) E C1. Como el único arco que une a 4>(a) con 4>(c) es tf>([a, e]) y C 1 

es un dendroide, tenemos que 4>([a, e]) e 0 1• Esto es absurdo pues 

,P(b) E ,P((a, b]) - C1 

De esta forma hemos mostrado que no existe un punto límite de 4> que pertenezca 
a 4>([0, oo)). Como A es compacto, debe existir un punto límite a de la sucesión 
{4>(n)}. Entonces a E 4>([0,oo)) - tf>([O,oo)). Sea L el arco en A que une a los 
puntos a y </>(O). Como p([O,oo)) es un dendroide, L e tf>{[O,oo)). Dada x > O, 
4>([0,x]) U 4>([z,oo)) = 4>([0,oo)) y 4>([0,oo)) n 4>([z,oo)) = {,P(z)}. {Pues no hay 
puntos límite de 4>([x,oo)) en tf>([O,oo))). De manera que 

4>([0, oc)) - { 4>(x)} = ( 4>([0, oc)) - 4>([0, z])) U ( 4>([0, oc)) - 4>([x, oo))) 

es una disconexión de ,P([O, oc))-{tf>(x)}. Como el conjunto Les conexo e intersecta 
a ambos uniendos (en 4>(0) y a), se tiene que L no puede estar contenido en esta 
unión. Por lo tanto ,P(x) E L. Por lo tanto tf>([O,oo)) e L y consecuentemente 
ef>([O, oc)) es un subarco de L. Con esto se concluye la prueba. 

Demostración. (Teorema 2.11) Sea A un continuo arco-conexo, y hereditaria
mente unicoherente. Entonces, para cualesquiera dos puntos a y b en A (a # b), 
existe exactamente un arco cuyos extremos son a y b, denotado por ab. En el caso 
de que a= b se denota ab = {a}. Si :J !:: ::~ {e,!.-},;:~-:!:::::::;~ ü.,.,¡, que p "stá entre 
a y b, y escribiremos p E abº. 
Supongamos ahora que existe una función continua f : A -> A sin puntos fijos. 
Entonces existe e > O tal que p(p,f(p)) 2! e para todo p E A. Supondremos 
ahora que para algún número natural n, se ha construido un sistema de n puntos 
a¡, ai, .•. , a,, E A que satisfacen las siguientes condiciones: 

1,. p(a1, ai+1) = 4E para cualquier i < n. 

2,. Si p E a¡aj+t, entonces p(a¡,p) < 4E para cualquier natural i < n 

3,. a¡a,. = Uí':11 a¡ai+1 
4,, a,, E aif(a,.)º, para cada n > l. 

Evidentemente el sistema que contiene solamente un punto a 1 satisface para n = 1 
las condiciones 1,. -4,,. Aseguramos que cualquier sistema ai, ~ •••• , a,. que satisfaga 
tales condiciones se puede completar añadiendo un punto a..+i E A de forma que el 
sistema resultante a1i ~ •••. ,a,,, a..+1 satisfaga las mismas condiciones para n + 1, es 
decir ln+l - 4..+i· 
Como la distancia entre un punto y su imagen es > E, existe un punto a..+1 tal que 

5 a..+1 E a,./(a,,)º 
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6 p(a,., <ln+1) = 4E 

7 Si p E ªnª~+i entonces p(a,.,p) < ~e. 

Las condiciones l,.+1, 2,.+1 son consecuencia inmediata de las condiciones 1,., y 6, 2,. 
y 7 respectivamente. Para establecer la condición 3n+i. es suficiente molltrar que 

a1a.. n a..a..+1 = {a,.} 

De otra forma, existe b fa,. tal que b E a1an n a..a..+1· Entonces 

ª1"..+1 e a1bUba..+1 e a1a.. U a..a..+1 - {a,.} 

Pero a..+1 e a,./(a,.)ª implica que a,. V. a..+t/(a,.). Entonces el continuo a1a..+1 U 
a..+if(a,.) se encuentra en A - {a,.}. Se infiere que ai/(a,.) e A - {a,.}, en contra
dicción con 4,.. 
Por lo tanto a1a,. n a,.a..+1 = {a,.}, y tomando en cuenta 5, se tiene que a..+1 E 
aif(a,.)ª. De 7 se tiene que si p E a,.a..+1 entonces 

1 
p(a,.,f(p)) 2:: p(p,J(p)) - p(a,.,p) > 2E 

Pero /(a,.)/(a..+1) e f(a..a..+1). Se sigue de 6, que a..+1 V. f(a,,)f(a..+1). 
Supongamos ahora que 4..+1 no se cumple. Entonces On+i no se encuentra entre a1 
y /(a..+1). Pero a..+1 f /(a..+1) y On+i f a1 (como se vio anteriormente). 
Entonces concluimos que a..+1 V. ai/(0..+1). Se sigue que el continuo aif(a..+1) U 
/(a,.)/(a..+1) se encuentra en A - {a..+1}· Considerando que cualquier subcontinuo 
de un dendroide es arco-conexo se tiene que aif(a,.) e A - { a..+1}, en contradicción 
con una expresión anterior. 
Hemos mostrado que cualquier sistema ai, 03, ••• , a,. que satisface 1,. a 4,, se puede 
completar con otro punto a..+1 de forma que se satisfagan ln+1 a 4..+1· Entonces 
existe una sucesión infinita {°'}~ 1 que satisface 1,. a 4,. para cada n. 
Sea.;,. un homeomorfismo que envía el intervalo [n-1, n) sobre a..an+1 de tal manera 
que .;,.(n - 1) =a,. y .P,,(n) = a..+1· De 3,. se sigue que haciendo t,P(z) = t,P,.(z) para 
1 ~ z ~ n, obtenemos una función continua biyectiva del rayo (O, oo) en el conjunto 

00 

p = u a..a..+1 
l=I 

Por el lema, P es un arco, y por lo tanto, existe un homeomorfismo h que envía 
P en el intervalo (O, 1). Evidentemente la sucesión {h(a,,)} ea monótona, por lo 
tanto convergente. Consecuentemente, la sucesión a,, debe ser convergente, lo que 
contradice 1,.. 
El teorema queda probado. 

Teorema 2.14 Si X 1f Y aon continuoa con la propiedad del punto fijo, tambim 
X V Y, donde X V Y ea el eapacio que 11e obtiene de identificar un punto elegido de 
X cvn un punto elegido de Y. 
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Demostración. Sean Z =X V Y, a el punto donde X y Y están identificados, y 
f : Z -t Z una función continua sin puntos fijos. Sin pérdida de generalidad podemos 
suponer que /(a) e X - {a}. Claramente X es un retracto de Z, la retracción está 
dada por /(z) = z, si z E X y /(z) = a, si z e Y. Sea i la inclusión de X en Z. 
La función ro fo i : X -> X es una función continua que manda cada punto x E X 
en /(x), si /(x) e X, y en a, si /(x) E Y. Como X tiene la propiedad del punto 
fijo, entonces existe un x e X tal que x = r(/(x)). Tal punto es distinto de a, ya 
que a no es un punto fijo de/. Además observe que r(/(x)) = x E X - {a}, así que 
/(x) <le Y y entonces /(x) e X, y como la retracción no mueve los puntos de X, se 
tiene que x es también uo punto fijo de f. 

2.5 Continuos encadenables y 9i'-similares 

Teorema 2.15 (Hamiltoo) Cada continuo encadenable tiene la propiedad del pun
to fijo. 

DeD10Btracióo. Sea X un continuo encadenable. Suponga que f : X -t X es una 
función continua libre de puntos fijos. Como X es compacto, existe E > O tal que 
p(x,f(x)) > E para toda x e X. Sea {U1}~0 una cadena, cuyos elementos tienen 
diámetro menor que E. Es claro que x y /(x) no pueden estar simultáneamente en 
el mismo eslabón, de lo contrario el diámetro de tal eslabon sería al menos E. Sea 
x e U. y /(x) e U1. Si i < j se dirá que x < f(x), y x > f(x), si i > j. Coloreamos 
cada punto x de O 6 1, dependiendo de que x < f(x) ó x > /(x) respectivamente. 
Cada punto x e U0 está coloreado de O y cada punto en Un de l. Formalmente, sean 

A = {x e X : x < f(x)} 

B = {x e X : x > f(x)} 

El conjunto A es abierto, ya que dado x E U. y f(x) E U1 con i < j, es posible 
encontrar una vecindad V de /(x) y una vecindad U de x tal que U e U; yf(U) E 
V e U1• Es decir U e A. Análogamente Bes abierto. AUB =X dado que x y f(:z:) 
siempre están en eslabones distintos. Además A n B = 9, y Uo e A, Un e B. Como 
X es conexo, esto es una contradicción, con lo que se concluye la demostración. 

Considerando que el pseudo-arco es encadenable por construcción, tenemos 

Teorema 2.16 (Hamilton) El p11eudo-arco tiene la propiedad del punto fijo. 

Teorema 2.17 (Hamiltoo) Si T ea un continuo arbolable hereditariamente de11-
componible, T tiene la propiedad del punto fiio para fwmeomorjUmo11. 

En el artículo [Hal), se prueba el resultado para continuos hereditariamente descom
ponibles y hereditariamente unieoherentes, y el resultado se sigue dado que se cumple 
el siguiente lema. 
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Lema 2.18 Todo continuo arbolabk es hereditariamente unicoherente. 

Demostración. Sea X un continuo arbolable y sean A y B dos subcontinuos de X, 
tales que A n Bes disconexo. Para cada E> O existe una cubierta c. = {U;}r=i cuyo 
nervio es un árbol de fonna que diamU; ::::; E para cada i ::::; n. Dado un subconjunto 
K de X sea CK,• ={U; E c.: U;nK f. 0} lasubcubierta inducida de K. Los nervios 
respectivos de CA,• y Os,. son conexos, de lo contrario se podría fonnar una separación 
de A con los elementos de CA,•· Los nervios de CA,• y Os,. son a su vez subgráficas 
del nervio de O, es decir subárboles. A n B es cerrado y X es normal, entonces es 
posible elegir abiertos ajenos V, W que contienen a los respectivos miembros de una 
separación de A n B, y que son tales que V n W = 0. Elegimos :z: E V n A n B 
y y E W n A n B. También es posible hacer que C(:r},• e V y C[v},< e !!'.° para 
todo E suficientemente pequeño. Sea 6 la séptima parte de la distancia entre V y W. 
Supongamos que t! $ 6 es un número para el cual se cumplen las condiciones arriba 
mencionadas. Sea E < t!. Sean Ti y T2 los nervios respectivos de las cubiertas CA,• 
y Os,,. Sean p y q los elementos respectivos de C¡:r},• y DM,•· Sabemos que Ti y T2 

son árboles conexos y que ambos vértices p f. q están en Ti y T2 • En T1 , cualquier 
trayectoria que una a p y q (visto corno gráfica), se puede reducir a una trayectoria 
que no repita vértices, ya que Ti no contiene ciclos. Como T 1 y T2 son conexos, se 
pueden encontrar trayectorias t; E T¡, para i = 1, 2, que no repitan vértices y que 
tengan corno extremos a p y q. Pero T1 y T2 son subárboles del nervio de la cubierta, 
y en una gráfica de árbol, dados dos puntos existe una única trayectoria que los tenga 
corno extremos y no repita vértices (si existieran dos, el árbol contendría un ciclo). 
Por lo tanto ti= t2 • &!to significa que si C(vt) E c. es el elemento de la cubierta 
que tiene a v; E f¡ como representante, entonces C(v;) n A f. 0 y C(v;) n B f. 0. 
Corno E < 6, es posible elegir a V¡ de forma que C(v¡) n V = 0 y C(v¡) n w = 0. 
Es decir, para cada E < 6, existen a. E C(v;) e A - (V U W) y b. E C(v;) e 
B - (V U W) a distancia $ E. Eligiendo una sucesión conveniente {En} que se 
aproxime a O, se tienen sucesiones 0n E A - (V U W) y b,. E B - (V U W), tales que 
d(an,br.) < ~. Por compacidad se tiene una subsucesión convergente, que podemos 
suponer es ella misma. Entonces a= lim 0n = lim b,, E (A-(VUW))n(B-(VUW)). 
Esto es una contradicción dado que V y W cubren a A n B. Por lo tanto A n B es 
conexo, con lo que se prueba que X es hereditariamente unicoherente. 

2.6 Continuos Aplanables 

Teorema 2.19 Un dúco con una upirul que converge a au frrmlera tiene la propiedad 
del punto fijo (figura 2.5). 

Demostración. Sea M = D U S el continuo mencionado, donde D es el disco y S 
la espiral. Sea f una función continua de M en sí mismo. Como D es arco-conexo, 
la propiedad de ser arco-conexo se preserva bajo funciones continuas, y no hay un 
arco en M que una un punto de D con un punto de S, se tiene que /(D) e D o 
bien /(D) e S. Si f(D) e D, entonces hay un punto fijo en D, ya que el disco tiene 
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Figura 2.5 Disco con espiral. 

Ja propiedad del punto fijo. En el otro caso, elegimos un punto d en la frontera del 
disco D y elegimos una sucesión de puntos {8;}~ 1 de S que convergen al punto d. 
Entonces lim1-+oo f(s¡) = f(d) E S. Como Ses abierto en M, podemos suponer que 
f(s1) E S para toda i E N. Ningún punto s E S cae en D bajo /, de lo contrario el 
arco 88¡ cumplirla f(s) E D y f(8;) E S. Pero esto no es posible ya que no existen 
trayectorias entre D y S, por tanto /(S) e S, entonces f(D U S) e S. Como D U S 
es compacto, f(D U S) es un punto ó un arco en S. Ambos espacios, un punto y un 
intervalo tienen la propiedad del punto fijo, y J(f(DU S)) e /(DU S), por lo tanto 
f deja un punto fijo en f(D U S) e DU S. 

Teorema 2.20 El círculo de Varsovia tiene la propiedad del punto fijo. 

Demostración. El argumento para demostrar este teorema es ampliamente cono
cido. A continuación se expone. 
Sea M, el círculo de Varsovia, formado por una curva sen(~) y un arco pegado, como 
se muestra en la figura 2.6, y llCa / : M -. M una función continua. 
Suponga que el punto variable :z: representa a un perro mientras que /(:z:) representa 
a un conejo. El objetivo es que el perro alcance al conejo (z = /(:z:)), pero el conejo 
no debe dejarse atrapar, para que entonces la función no tenga puntos fijos. El hecho 
importante es que el continuo M es únicamente arco conexo, es decir que para cada 
dos puntos distintos existe un único arco que los tiene como extremos. Entonces 
hagamos que el perro empiece en el punto p, el extremo superior del intervalo límite, 
como se muestra en la figura. El conejo debe estar siempre por delante del perro, en 
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p 

a 

Figura 2.6 Círculo de Varsovia 

el sentido de que el punto z siempre está entre p y /(z). Cuando z recorre la curva, 
aproximandose al intervalo Hmitc, el conejo se aproxima también al intervalo límite 
siempre delante del perro. En particular, dado a E I y {z¡}~1 una sucesión de puntos 
en M -I tal que lim x¡ =a, donde I es el arco Hmite. Entonces lim¡_.00/(z¡) = /(a) 
por la continuidad de/. Dado que Z¡ siempre está entre p y /(z1), en la figura, /(:z;¡) 
siempre está entre X¡ y el arco l. Entonces /(a) = lim¡_,""/(z¡) E l. Esto muestra 
que f es una función continua que manda el intervalo I en sí mismo, por lo tanto 
tiene un punto fijo. Esta contradicción demuestra el teorema. 

Teorema 2.21 El continuo M e R3 deacrito a continuación, nene la propiedad del 
punto fiio, (figuro f!. 7}. 

Primero describamos la figura. M es la unión de tres segmentos [p¡,p4], [p4,p5], 

[p5,J19), dos curvas de sen(~), G1 y G2 y una espiral S, que tiene la propiedad de que 
Ses horneomorfa a [O,oc). S comienza en J19 y se aproxima a la unión de los arcos 
[pi,p4), [p4,p5), (p:¡,pg], a las curvas G1 y G2, como se muestra en la figura. 

Demolltrad6n. Supondremos que f : M -> M es una función continua libre 
de puotll8 fijos. Es posible aplicar el mismo argumento del perro cazando al conejo 
usado anteriormente, como sigue: 

El perro empieza en P:s· Si/~) E [p1,JJ:s], el perro caza al conejo a lo largo de [P:s,pi] 
y deja algún punto de [P:s,pi] fijo. Si /CJ>s) E G2, mueve al perro x a lo largo de G2 
detrú del conejo /(z). Notese que si x E G2- {P:s}, /(z) se encuentra adelante de z 
en el sentido de que z está en el arco de G2 entre P3 y /(:e). Un argumento análogo 
al usado para demostrar que el círculo de Varsovia tiene la propiedad del punto fijo, 
muelka que el arco [ps,p,) tiene un punto fijo. 

Si /(p,) j [pi,Pa)UG:i, se observa que después de que el perro deja PI, x se encuentra 
entre PI y /(z) en el arco en M de P:s a /(z). La caza continúa hasta que el perro 
llega a Jfa. El conejo se encuentra en ese momento en G1 o en SU [p9 , Pv]· Si está en 
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p1 

p2 

s 
(0,0) 

p7 

p3 

p6 

p4 

Figura 2.7 Continuo ,"f 

Gi, tenemos una situación similar a aquella en la cual f(p3) E G2 , lo que llevaría a 
un pu oto fijo para f, por lo que supondremos que /(ps) E SU (ps, ~]. 

Conforme :i; se mueve pasando Ps,p9 y entra en S, se observa que f(z) permanece al 
frente de :i; en el sentido de que:& se encuentra entre~ y f(z) sobre el arco en S de 
p9 a /(z). Como S converge a (pi,p3] UG2U [p5, Ps] UG1 si :&i.:&2 , ••• es una sucesión 
de puntos de S que convergen a p8 , entonces podemos suponer que /(z1), /(z2 ), ••• 

converge a un punto de [p11 p3) U G 2 U [Pis.Psi U G1, y entonces /(Ps) pertenece a 
[pi,PJ) UG2 U (p5,Ps) U G1. Esto contradice la suposición de que /(p8) ES U (pa,p11]. 
Con esto concluimos que M tiene la propiedad del punto fijo. 

Respecto a la investigación de cuáles continuos en el plano tienen la propiedad del 
punto fijo, se ha planteado la conjetura de que todo continuo aplanable que no separe 
al plano tiene la propiedad del punto fijo. Esta conjetura ha sido llamada el problema 
más interesante cuya solución ha sido la más prolongada en la geometría plana. Al 
respecto se han hecho numerosos avances, entre ellos citaremos los siguientes sin 

···~ ] 
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demostración, ya que éstas son muy largas y complicadas. En cambio se incluye la 
referencia para aquellas personas que estén interesadas. 

Teorema 2.22 (Hamilton) Si X u un conlinuo plano que no separo al plano, 
!/ cuya fronteru no contiene ningún continuo induc:omponible, entonce& X tiene la 
propiedad del punto fijo paro homeqmorfimws {llal ]. 

Teorema 2.23 (Carwright y Littlewood) Si h es un homeomorfiamo que preser
va la orientación del plano en sí mismo !/ X = h(X) es un continuo plano que no 
separo al plano, entonces e:&istt: un punto z E X tal que h(z) = z, {Cal/. 

Notemos que si la conjetura de los continuos que no separan al plano fuera cierta, 
el resultado nos daría otra demostración para el teorema de Brouwer en el caso de 2 
dimensiones, ya que el disco es un continuo aplanable que no separa al plano. 

Sobre continuos arco-conexos, Hagopian ha demostrado los siguientes resultados. 

Teorema 2.24 Cualquier continuo plano arco-cone:r:o que no 11eparo al plano tiene 
la propiedad del punto fijo {Hgl!/. 

Teorema 2.26 Cualquier continuo plano únicamente an:o-conezo tiene la propíedad 
del punto fijo {Hg3J. 



Capítulo 3 

Contraejemplos 

Teorema 3.1 Existe un continuo 1-dimensional M con la propiedad del punto fijo 
y un disco D tal que D n M es un an:o pero D U M no tiene la propiedad del punto 
fijo. 

p1 p10 

p2 

(0,0) s 

p7 
D2 

p3 

pll 

p4 11 

Figura 3.1 D U M 

Demostración. Sea M el continuo del teorema 2.21 y D el rectángulo con vértices 
Ps, P11, P10, P111 como en Ja figura 3.1. 

35 
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Notemos que MU D se retrae en el continuo 

M' = (MU éJD) - (ps, pg) 

Entonces para ver que MU D no tiene la propiedad del punto fijo, bastará mostrar 
que M' no la tiene. Para hacer esto, definiremos una función continua f: J.1' -> M'. 

Restringida a [pi,p3]UG2U(P8,ps)UG1, fes la reflexión a través del origen. También 
f envía de manera homeomorfa los intervalos [p3,p5) en (ps,pu]; (Ps,P6) en [p1i,pt]; 
(p5,p11] en [pu,ot]; [pu,ot) en (oi,ct], y cada (a¡ 1 a¡+i] en (e¡,e¡+iJ· La única pre
caución que se debe tomar para ver que f sea continua es ver que si un punto se 
mueve suficientemente lejos sobre la espiral, su imagen es muy cercana a su refle
xión a través del origen. En efecto, esto es posible porque cada e; es la reflexión del 
punto a¡ en el origen. Entonces en el límite, la función coincide con la rotación en 
(p¡,p3] U G2 U (p6,p8) U G1. Por tanto D U M no tiene la propiedad del punto fijo. 

Teorema 3.2 El continuo de Young no tiene la propiedad del punto fijo. 

El continuo de Young está formado por dos círculos de Varsovia en el plano que se 
pegan a través de un arco l. A partir del punto medio del arco l se levanta un arco 
hasta el punto o fuera del plano, después se unen los puntos o y q en la parte exterior 
de los círculos y a partir de q se toma una espiral que rodee las curvas de sen(~) 
aproximándose a ellas, figura (3.2). El punto q y la espiral se encuentran también en 
el plano. 

Figura 3.2 Continuo de Young 

La función f libre de puntos fijos es una rotación de 180º respecto al centro del 
círculo y en la espiral. Mas exactamente, en la espiral se toma /(z) como el punto al 
que se llega partiendo de x y recorriendo la espiral un ángulo de 180º. En el intervalo 
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I, sean p y JI dos puntos simétricos con respecto al centro c. El centro se envía en o, 
los puntos p y p' en c, el punto o en q. Los extremos del intervalo l se intercambian, 
y en los puntos intermedios la función se extiende linealmente. 

Para cada punto x del continuo en el plano, a excepción de los puntos del arco pp', 
el ángulo entre los segmentos ex y cf(x) es un ángulo de 180º, por lo que x I f(x). 
Cada uno de los puntos p, p', e, o y q no se queda fijo al aplicarle/, y cada intervalo 
abierto (p, e), (p', e), (e, o), (o, q), se envía fuera de él, respectivamente. Por lo tanto 
la función no tiene puntos fijos. 

Teorema 3.3 (Kinoshita) Existe un continuo con las siguientes propie.dades: es 
contro1'blc; no tiene la propie.dad del punto fijo !/ el cono sobre él tampoco tiene la 
propie.dad del punto fijo. 

Figura 3.3 El rollo 

Demostración. El continuo se construye como sigue: En ~ se toma una espiral 
S que parte del centro de un disco unitario D y que se aproxima a su circunferencia. 
Entonces X = DU (S x 1) e R3, es decir D U (S x 1) junto con los puntos del 
cilindro dado por los puntos (x,y,z) E R3 que satisfacen x 2 +y2 =1yzE[O,1], ver 
figura 3.3. 

El continuo es contraíble, porque se puede proyectar en la base D, y la base es 
contraíble. 

Sea D' un disco con el mismo centro que D y radio r < l. Sea K la espiral contenida 
en la base. Definiremos una función continua f : D - D' --. D que mande a (D -
D') n K en K y que no deje puntos fijos (figura 3.4). Veamos todo en el plano. 
Sea o' el punto de la frontera de D' donde corta la espiral. Sea So la parte infinita 
de la espiral que empieza en ú. Dado un punto x E 8 0 , se hace correr el punto x, 



e·. 

38 CAPÍTULO 3. CONTRAEJEMPLOS 

empezando en o' y siguiendo Ja espiral. El punto /(z) empieza en o y recorre la 
espiral de manera que el ángulo L/(z)oz sea constante = a. Tal constante se elige 
de forma que /(d) = o. 

Figura 3.4 F\Jnción en la base que preserva la espiral. 

Para los puntos en D- IY, el segmento que une el centro del círculo y un punto en 
la frontera, está dividido por la espiral en pequeños subintervalitos. En cada uno de 
tales intervalos se extiende linealmente Ja función tomando en cuenta los valores en 
los extremos, como se muestra en la figura 3.5. 

Figura 3.5 Extensión de f 

En el límite, es decir en la frontera del círculo, la función induce Ja rotación con 
ángulo a. Para encontrar una función del disco D en el espacio X, que no deje 
puntos fijos, dejando invariante lo que ya definimos, se extiende f al ~nterior de IY 
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como se muestra en la figura 3.6. Es decir, enviando D' en el arco po. Entonces se 
tiene una función continua que manda el disco en la unión del disco con el intervalo 
unido por el centro, que deja la espiral invariante y que no tiene puntos fijos. 

p 

Figura 3.6 El disco interior se envía en el intervalo po 

Enunciaremos ahora un resultado usual que nos será util más adelante. Su demos
tración puede hallarse en (Dul, pp. 123). 

Lema 3.4 Sea p : X ~ Y una identificación. Entonces para cada espacio Z y cada 
función g : Y -> Z, la continuidad de g o p implica la de g. 

Hay que definir ahora la función en S x l. 
Para ver mejor la función, se desdobla la hoja, para tener una tira infinita T = 
(0, oo) x [O, 1). 

p a 

G:----s-
o o' 

Figura 3. 7 Hoja extendida 

Sea Sel rayo horizontal a altura ~ que parte del punto interior q, como se muestra en 
la figura. Vamos a definir f en esta tira como composición de dos funciones f = goh, 
donde g y h van de T en T. 

Notemos que Tes homeomorfa a una tira infinita R = Rx [O, 41 bajo la identificación 
(x, ~) ~ (-x, ~), figura 3.8. 
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s 1 
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Figura 3.8 Homeomorfismo entre R y T. 

L 

1 

s 

o 

Sea 71' : R -> (R/ "') ~ T la proyección. Basta definir una función continua 7i : 
R -> R que preserve la identificación, esto es, a, b E R cumplen a "' b si y sólo si 
h(a) "'li(b). En tal caso podemos definir h: (R/ "') -> (R/ "'),dada por 

/1([x)) = [h(x )) 

Esta función está bien definida porque li preserva la identificación, y h ES continua 
por el Lema 3.4, y el hecho de que ho71' = 7roli es una función continua (composición 
de dos continuas, 71' y Ti.) 
En R podemos definir la función li que mueve todos los punt06 excepto los del borde 
superior. En la base de R se aplica una traslación que coincida con la f definida 
anteriormente en el rayo [o,oo) (que se aproxima a una traslación bajo el vector 
(-a, O) conforme se avanza lo suficiente a la derecha), y una traslación bajo el vector 
(-a,O) para los puntos del rayo (-oo,o). En particular envía o' en o y o en p. 
En el borde superior se deja cada punto fijo, y en un segmento que una un punto 
en el borde superior con un punto en la base, se extiende la función linealmente, 
de forma que la función empieza con una traslación en la base y la traslación varía 
continuamente sin anularse conforme crece la altura hasta que en el borde superior es 
la identidad, es decir, la traslación nula. Como esta función preserva la identificación 
(z, ~) "' (-x, U obtenemos una función continua h : T-> T que deja fijos los puntos 
de S y sólamente esos. El espacio R y la función h se ilustran en la figura 3.9. 
Notemos que cuando un punto r E T - S no se mueve bajo h hacia la izquierda o 
hacia la derecha, entonces lo hace hacia arriba, de tal suerte que la altura de h(r) es 
estrictamente mayor que la altura de r. 
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Figura 3.9 Función h. 

Además h envía d en o y o en p, y el intervalo do linealmente en el intervalo op, 
como se requería. 

La función g : T-) T es más simple, se define por la fórmula: 

h(u,t)={ (u,2t), 
(u, 1), 

si O::; t::; ~. 
si~::; t::; 1, 

Es decir, g alarga la mitad inferior de T para llenar a T con ella y comprime la mitad 
superior de T sobre el rayo de altura l. Note que cuando un punto r E T no está 
en el borde superior ni en la base, la altura del punto g(r) es estrictamente m~or 
que la de r, y g deja invariante la primera coordenada. L08 únic08 punt08 fij08 bajo 
g son los puntos de la base de T. 

Ahora sí, definimos / = g o h. Tenemos que mostrar que / no tiene puntos fijCl8. 
Tomemos un punto r E T y analicemos sus posibilidades. 

Si h traslada el punto r hacia la izquierda o a Ja derecha, la función g respeta esa 
traslación, dado que no cambia la primera coordenada. Por lo tanto ningún punto 
que se mueva hacia la izquierda o hacia la derecha bajo h es fijo bajo /. 

Si h no traslada el punto r, entonces aumenta su altura, y g aumenta la altura de 
h(r) siempre y cuando h(r) no esté en el borde superior o en Ja base de T. Cuando 
ninguno de esos casos sucede, la altura de /(r) es estrictamente mayor que la der. 

El punto h(r) está en la base o en el borde superior de T si y sólo si r está o bien en 
la base de T, en el arco op o en el borde superior de T. La única forma de que h no 
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cambie la primera coorde11ada de r es que r se encuentre en el i11tervalo op. Bajo h 
este intervalo se envía e11 el intervalo pa en el borde superior, y bajo g el intervalo pa 
se envía en él mismo. El único punto que podría ser fijo es el punto p, pero J(p) =a. 
Por lo tanto la función f no tiene puntos fijos en T. 

Ahora veamos que es posible extender la función f al cilindro límite de Kx l. Ba'ltará 
ver que g y h se pueden extender a dicho cilindro. Esto es fácil pues simplemente se 
hace lo que se ilustra en llL'l siguientes figuras. 

-----

r 

Figura 3.10 h y g en el cilindro. 

La función h rota cada circunferencia de altura constante dejando fija la de altura 
!, la función g estira la mitad inferior del cilindro y comprime la mitad superior 
en la circunferencia de altura l. Claramente f = g oh está bien definida, extiende 
continuamente a la f ya definida antes y no tiene puntos fijos. 

; Por lo tanto el continuo descrito no tiene la propiedad del punto fijo. 

Para ver que el cono sobre él tampoco la tiene, basta ver que X x I no la tiene. Un 
Lema de Knill (Lema 3.6) establece que cuando X es contraíble, el cono Cono(X) 
tiene la p.p.f. si y sólo si X x I la tiene. Ahora bien, X x I no tiene la p.p.f., ya que 
X es un retracto de X x I y X no la tiene. Por lo tanto el cono sobre X tampoco 
tiene la propiedad del punto fijo. 

Teorema 3.5 (Bing) &iate un continuo de dimensión B el cual es intersección de 
una sucesión decreciente de cubos topológicos y que admite un homeomorfismo libre 
de puntos fijos en n mismo. 

Considérense dos conos 01 y c.~ en R", con vértices o1 y 02. En cada uno de ellos 
sepárese el vértice, para tener entonces dos espacios homeomorfos a discos sin el 



43 

Figura 3.11 Conos pegados 

centro. Sean q1 y 'h puntos en las bases de C1 y 0 2, respectivarnent.e. Tornemos 
los segmentos o1q1 y o,q2 e identifiquemos el punto medio en ellos. Sea p el punto 
resultante. 

--
Figura 3.12 círculo sin centro 

El segmento JJ01 se enrolla sobre el cono C2, aproximándose a la base, corno se 
muestra en la figura 3.11. Análogamente el segmento J102 se enrolla sobre el cono 0 1• 

La parte común es entonces una espiral. Corno el punto 01 se le quitó al cono, es 
posible considerar tal espiral corno una espiral que se aprm:irna tanto a 01 corno al 
círculo en la frontera, figura 3.12. 

Corno resultado, obt.enemos el espacio X, que son dos conos agujerados y pegados a 
través de una espiral que se aproxima a ambas bases, figura 3.11. 

Nótese que el espacio es localmente conexo, entonces es imagen continua del intervalo, 
gracias al teorema de Hahn-Mazurkiewicz (1.8). 

Para ver que el espacio X es intersección de cubos, notemos que podernos encajar 
primero el espacio en un cubo. Después es posible ir cavando en cada uno de los 
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túneles interiores de los conos, digamos que el cubo B,, se adentre en cada túnel una 
distancia n y esté separado de sus paredes por una distancia *· En la parte externa, 
el disco B,, se puede retraer en las primeras n vueltas de cada túnel y cubrir los 
demás, figura 3.13. 

~-------/./ 

..,.-,,-'- ........ 
..... ;:. ...... "" 

"'• .... ;':. ... :, ..... 
,,'' ' ......... 

," ', . . 

Figura 3.13 discos encajados. 

La intersección de los discos B,. paran EN es el espacio X. 

Para demostrar que X no tiene la propiedad del punto fijo, podemos representar al 
. cono sin el centro, como un cilindro infinito de un lado. En efecto, si el centro se 

>·· ¡manda a altura -oc en ll3, mientras que el círculo en la frontera se manda a altura 
' 0,'..: ~ -1, cada cín:ulo de radio r se manda en el círculo a altura -;.1 • Entonces la espiral en 

: ... :. 

· la intersección se puede ver como una espiral superior en el cilindro, que tiene como 
Ún extremo el punto p, junto con la línea vertical que pasa por p, figura 3.14 . 

.......----... 
~ .. 

....... ___ ----

Figura 3.14 espiral común y cilindro 

En el cilindro se define una función continua sin puntos fijos, que deja invariante 
la espiral. Se rota el cfn:ulo superior un "1gulo a, y para IOll puntOll en la parte 
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superior del cilindro, (aquellos cuya altura es al menos la altura de p) cada punto se 
rota siguiendo la trayectoria espiral, un ángulo a, figura 3.14. Note que cada círculo 
de la sección transversal se rota primero y se traslada hacia abajo. Es posible hacer 
una rotación en sentido inverso a Ja función para que la imagen del punto p junto 
con el arco que se sale, caigan en el rayo vertical como se muestra en la figura (de 
cualquier modo se traslada hacia abajo). Ahora, para la parte inferior del cilindro, 
lo que se hace es trasladar hacia abajo cada punto, una distancia a. Entonces hemos 
encontrado una función continua del cilindro en sí mismo que no tiene puntos fijos y 
que deja invariante a la espiral. 

Observemos que al identificar los conos en la espiral, como Ja función es una traslación 
en cada túnel a partir de un momento, y el túnel se enreda aproximándose a la base 
del otro cono, esta función coincide con la rotación en la base del otro cono (en el 
límite). 

Figura 3.15 Función sin punto fijo. 

En particular, en la espiral donde ambos conos se cortan, la función es una traslación, 
y en las bases es una rotación en el mismo sentido. 

La función se construyó usando homeomor6smos en cada cono que coincidieron en 
la espiral. Por lo tanto Ja función resultante es un horneomorfismo. Fsto concluye Ja 
demostración. 

Ahora demostraremos un resultado útil para espacios contraíbles. 

Lema 3.6 (Knlll) Si X ea un eapacio compacto cordraíble, mtoncu el cono aobre 
X, Oono(X) tiene la propiedad del punto fijo a( JI aólo llÍ X x I tiene la propiedad 
del punto fijo. 
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Delll08traci6n. (~) Como X es contrafble, existe una función continua h : 
X x l -+ X y un punto e E X tal que h((x, l)) = e y h(x,O) = x, para todo 
x e X. Hagamos la identificación (x, 1) .... (v, l) para todas x, v E X en X x l. Por 
el Teorema de la transgresión [, pp. 123] es posible inducir una función continua 
g: Cono(X) -+ X. Elegimos una k E (O, 1). Notemos que X x 1 es homeomorfo a 
X x (O, k]. Ahora usaremos a g para retraer a Ce(!? en X x [O, k]. Definimos la 
función r(z, y)= (x, y), si y :5 k, y r(z, y) = (g(x, 6 L. +y), k), si 112:: k. Notemos 
que si y= 1, entonces r(z, y) = (g(x, 1), k). Por lo tanto si Cono(X) tiene la p.p. f. 
entonces X x 1 tiene la p.p.f. 

(<=) Sea p el vértice del cono. Inversamente, si Cono(X) no tiene la propiedad del 
punto fijo, y f : Cono(X) -> Cono(X) es libre de puntos fijos, entonces existe un 
t1 < 1 tal que /(p) = (xi, ti). Como X es compacto, existe un to E [ti, l] tal que 
f(x, t) E X x [O, to] para (z, t) E X x [t0 , 1). Sin pérdida de generalidad podemos 
suponer que t0 = k. Entonces definamos una función continua /' en X x 1 poniendo 
f'(x, 1) = J(p), f'(x, t) = f(x, t) para t E [k, 1] y /'(z, t) = r(/(x, t)) para t E [O, k], 
donde x E X. Entonces !' no tiene puntos fijos, dado que si t E [O, k), o bien 
f'(x, t) es /(x, k) o está en X x [O, k), y si k :5 t :5 1, f'(x, t) = J(z, t), y si t = 1 
J'(x, 1) = (z1, ti). Esto termina la prueba del lema. 

Teorema 3. 7 (KDill) El cono 11obre un círculo con una eapiral no tiene la prvpiedad 
del punto fijo. 

V 

o 

Figura 3.16 Cono 11abre el círculo con espiral. 
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Demostración. Sea X el espacio en cuestión. Definiremos una función continua 
sin puntos fijos f : X -> X. 

V 

o 

Figura 3.17 Triángulo en la sábana 

1 

.!. 
3 

.A 
3 

o 

Sea z E (O, 1) la altura. Se divide el continuo X en tres secciones, con respecto a la 
altura (O, k), [j, U. [f, l]. 
En la parte de la sábana, sepárese un triángulo T con vértices v, a y p, como se 
muestra en la figura 3.17. 

Ahora vamos a definir la función en X -T. En cada sección tranversal, la función se 
define como la composición de una rotación y un cambio de altura. Sea ª• el ángulo 
de rotación a altura z, y sea h(z) el cambio de altura. 

Para z = O, la sección se rota un ángulo aro = j en sentido contrario a las manecillas 
del reloj. Para z = l, la sección se rota un ángulo ªi =O, es decir no se rota. Para 
z = f se rota un ángulo ar• = =f y para z = 1 se rota un ángulo a 1 = O. En las 
secciones intermedias se exliende linealmente la rotación, de manera que las únicas 
secciones que no se rotan son z = i• y z = l. De este modo, las rotaciones hacen que 
el arco vap en la frontera del triángulo T, se envíe en el arco vp, como se muestra en 
la figura 3.18. 

Ahora definiremos la función h(z) en X - T. Para z E (1, 1) la función h manda 
cada sección transwrsal a altura z en el punto sobre el eegmento vo a altura 3 - 3z. 
En particular manda la 1111CCión de altura ~ en el vértice v y el vértice v al punto o. 
Cuando z E [O,~. la altura de cada sección transwrsal se cambia de acuerdo a la 
función h que manda [O, l] en O, y (l, IJ en (0, 1) linealmente. F.s decir, la sección 
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transversal a altura z se envía a la sección transversal a altura h(z). 

V V 

--
o'·· .......... -

o· 

Figura 3.18 Rotaciones 

V 

Figura 3.19 Función h(z) 

La función definida en X -T como la composición de las rotaciones mencionadas y 
el cambio de altura respecti'w, es la función/. Para puntualizar diremm que toda la 
sección que se encuentra entre las alturas ~ y 1 es envía al segmento vo en la falda de 
acuerdo a la fórmula 3 - 3z. Tal funcion no tiene puntos fijOB. En efecto, el vértice 
v se envía bajo / en el punto o, el punto o en r/, la imagen de o bajo la rotación a 0• 

Cada sección transversal de X ·-Ta altura z E (~, 1) se envía al arco vo- {v}, el 
cual no corta a tal sección tramversal. Entonces no h• puntOB fijOB para tales z. 
Para z E [O,~], cada seccion transversal se envía en una sección transversal a altura. 



49 

distinta, excepto para z =O y z = 4, pero en cada una de tales alturas la sección 
transversal se rotó un ánguloª• distinto de cero. Notemos que el segmento ap se 
envía linealmente en el arco vo, mandando a en t1 y p en o. También el arco av se 
envía en el arco vo, mandando a en t1 y v en p. 

Así que para definir completamente f en X basta ahora definirla en T. Simplemente 
se proyecta linealmente el triángulo t1ap en ap, identificando los lados at1 y ap, como 
se muestra en la figura 3.20; y enviando el segmento ap en t10, mandando a en t1 y p 
en o. Es fácil verificar que tal función coincide con la función en X - T previamente 
definida, en la frontera de T, y que no hay puntos fijos en T. Si hubiera puntos fijos, 
tales deberían estar en el segmento vp, pero tal segmento se envía bajo f en el punto 
o. 

V 

p 

-ª 
V=P 

Figura 3.20 F\Jnción en T. 

V 

a 

o 

Entonces hemos definido una función del espacio X en sí mismo, libre de puntos 
fijos. Esto demuestra que el espacio no tiene la propiedad del punto fijo. 

Teorema 3.8 Si D U S es un disco con una espirol enredándose en au frontera, el 
cono aobre D U S no tiene la propiedad del punto fijo. 

Demostración. Claramente el cono sobre el disco se puede retraer al cono sobre el 
círculo, por lo que existe una retracción del cono sobre DUS en el cono con falda del 
ejemplo anterior. Dado que las retracciones preservan la propiedad del punto fijo, y 
al cono con falda no tiene la p.p.f, podemos concluir que Cono(D U S) no tiene la 
propiedad del punto fijo. 

Teorema 3.9 (Knill) Si B ea la lata con falda entona:a B tiene la propiedad del 
punto fijo, B X (O, 1) no tiene la propiedad del punto fijo, 11 eziate un 3-disco 0 (a 
saber la lata 11ólida) tal que aun cuando B '!/ O tienen la propiedad del punto fijo 71 
B n C e11 un disco, BU C no tiene la propiedad dd punto fijo. 
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Figura 3.21 la Lata con falda 

Demostración. El continuo B llamado la lata con falda se describe a continuación. 
En la base se pone un disco D 1 y hay una espiral que se aproxima a su orilla, también 
tenemos un cilindro que se levanta sobre la orilla de D1 y, los puntos de la espiral se 
unen, por segmentos, con el borde superior del cilindro. 

Otra forma de representar a B se muestra en la figura 3.22. En la base se pone 
un disco D que corresponde a la unión del disco D 1 con el cilindro y la espiral de 
la base en la representación anterior se sustituye por la espiral que baja sobre la 
circunferencia que rodea al nuevo Di e D. 

Figura 3.22 la Lata con falda 

Lema 3.10 El ountinuo B ea ountru'6le. 
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Para mostrar esto, primero le ponemos nombres a algunas de las partes de B. A 
la espiral le llamamos E, al disco en el plano (figura 3.22) le llamamos D, al disco 
interior le llamamos D1. Suponemos que D tiene radio 2 y que D1 tiene radio l. 
Ambos están contenidos en el plano zy y están centrados en el origen (O, O, O). Sea C 
la frontera de D. Para cada punto e E E, sea p(e) el punto de C que le corresponde. 
Este punto p(e) se puede construir proyectando sobre el plano (nos daría un punto 
en la frontera de D 1) y al resultado lo multiplicamos por 2. Dada e E E, al segmento 
que une a e con p(e) lo denotamos or ep(e). Sea 

R = LJ{ep(e): e E E}. 

Entonces B = D U R y D n R = 8D. Ahora si, definimos h : B x [O, 1) -> B 
en la siguiente forma. Si un punto q pertenece a un segmento de la forma ep(e), 
h({q} x [O, l)) recorre linealmente al subsegmento de ep(e) que va de q a p(e) de 
manera que h(q,O) = q y h(q, 1) = p(e). En la fórmula 

h(q, t) = tp(e) + (1 - t)q 

Extendemos esta h definiéndola en el disco D por la fórmula h(q, t) = t(2q) + (1-t)q. 
Es decir h hace caminar al punto q hasta el punto 2q. Observemos que h es una 
función continua, h(q,O) = q para toda q E B, h(q, 1) E D para toda q E B y 
h((O, O, O), t) = (O, O, O) para toda t E [O, 1) (h no mueve al origen). 

Como la h lleva a todo B en D y D es contraíble, podemos completar a h para 
obtener una contracción del espacio B. 

Lema 3.11 El continuo B tiene la propiedad del punto fijo. 

Supongamos por el contrario que existe una función libre de puntos fijos / : B -> B. 
Hallaremos una contradicción construyendo un poliedro contrafble X y una función 
continua fi : X -> X que no tenga puntos fijos. Esto será contradictorio con el 
Teorema de Lefschetz que establece que tales poliedros tienen la propiedad del punto 
fijo ([Brol, pp.25)). Por supuesto, X y /t tienen que ser construidos usando la 
función/. 

Primero mostraremos que existe un subarco J de D que une un punto a 1 E 8D1 con 
un punto G.i E 8D y que satisface 

(i) JnD1 = {a1}, Jn8D= {a2}. 

(ii) Para cada a E J, a f/. h(/(a) x [O, 1)). 

_, 
::Po 
I~ -~ 
\=- ~ 

Donde h es la función que definimos en el lema anterior. La condición (ii), lo que 1 --t -

dice es que si desde a miramos hacia el origen, entonces no nos estorba /(a). : C""'1 en 
Para probar la existencia de J, primero consideramos el conjunto 

F ={a E B: a= h(l(a), t) para algún t E [O, 1]} 

1 

:o~ 
: ;:>d e::> 
. --·- :;z:: 
:~ 
\ ::z: 
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Notemos que h(q,t) =o para alguna t E [0,1] si y sólo si q =o. De modo que 
si ocurriera que o E F, entonces o = h(/(O), t), de modo que /(O) = o lo cual es 
absurdo pues f no tiene puntos fijos. FAito muestra que o f. F. 

Para ver que F es cerrado, supongamos que a E F, entonces existe una sucesión 
{a,,}~11 de puntos de F, tal que lima,.= a. Para cada n EN, existe un t,. E [O, 1) 
tal que a,,= h(f(a,,), t.,.). Como [O, I] es compacto, podemos suponer que limt.,. = t 
para alguna t E [O, 1]. Por la continuidad de /y h, tenemos que a= h(J(a), t). Por 
lo tanto a E F. Hemos probado que F es cerrado. 

Sea 'I!"; : R3 -> R3 la proyección en la í-ésima coordenada. Sea g : D -> R2 dada por 

{ 
f(q), si J(q) E D, 

g(q) = (7r3 (l(q)) + 2) 1\(;fflfvf::HmM~· si J(q) E R 

Si /(q) E D n R, entonces /(q) está en 8D, asi que J(q) = ('1r1(/(q), 11"2(/(q)), O) y 
ll(7r1(/(q),7r11(f(q)))ll = 2 y 11"3 =O. De modo que la segunda definición de g(q) es 
igual a (O+ 2).qf = f(q). F.ato muestra que g está bien definida. Ahora veremos 
que g es continua. Ya que ¡-1(B - D) es abierto y en esta parte la función está 
definida por una fórmula continua, g es continua en ¡-1(B - D). Ahora tomemos 
una sucesión {q,.}:='=t en D tal que limq,. = q, donde q E ¡-1 (D). Ya que f es 
continua y /11-•(D) = Yl1-•(D)> el caso interesante es cuando q,. t ¡-1 (D) para cada 
n. 

Dado que D es convexo, los segmentos qq,. están contenidos en D y sus diámetros 
convergen a cero. Como fes continua, /(qq,.) son subcontinuos de B cuyos diámetros 
convergen a cero. Como /(q), f(q,.) E f(qq,.), tenemos que /(q) y /(q,.) pertenecen a 
subcontinuos de B cuyo diámetro tiende a cero, f(q) E D y /(q,.) E B-D. Entonces 
los conexos que tienden a /(q) y a /(q,.) intersectan a lJD E R. Esto sólo es posible 
si /(q) E 8D e R. De manera que g(q,.) y g(q) se definen todos con la segunda 
definición, la cual está dada en términos continuos. Por tanto limg(q,.) = g(q). Por 
lo tanto g es continua. 

Ahom veamos que g no tiene puntos fijos. Si ocurriera que q = g(q), como / no 
tiene puntos fijos, tenemos que q #- f(q), de modo que g(q) está dada por la segunda 
definición. Notemos que q E D implica que llqll :5 2. Por otra parte, la norma de 
g(q) es igual a 7ra(/(q)) + 2 2: O. De modo que 2 = llqll = 'lr3(J(q) + 2). Es decir 
7r3(/(q)) = O y f(q) E R, asi que J(q) E 8D e D. De modo que q = g(q) = /(q), lo 
cual es absurdo. Por lo tanto g no tiene puntos fijos. 

Definimos k : (F n R") X [O, 1] -> R2 - {o} por 

k(q, t) = ( (1 - t) + llqll ~l~~(q)ll) (tq- g(tq)) 

Dada q E F, por la definición de F y de h, /(q) está en el l!ll!gmento que une a q con 
el origen y ademú q #- f(q). De modo que 11/(q)ll < llqll. De manera que k está 

·· · · bien definida. Como g no tiene puntos fij09, tq #- g(tq). Si ocurriera que 

tllqll -
(l - t) + llqll -11/(q)ll - O, 



entonces 
llqll -11/(q)ll - tllqll + tll/(q)ll + tllqll =o 

llqll -11/(q)ll 
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De modo que llqll = (1 - t)ll/(q)ll- Esto es imposible pues 11/(q)ll < llqll y O S 
1 - t S 1. Esto comprueba que k(q, t) f. o para todo (q, t) E (F n R3) x (0, 1). 

Dada q E F n R3 , q E D y /(q) está en el segmento que une a o con q, de modo que 
f(q) E D. Entonces 

q - g(q) q - /(q) 
llqll -11/(q)ll = llqll -11/(q)ll 

es un vector unitario en la dirección de q. De manera que 

- ( llqll ) -k(q, l) - llqfl -11/(q)ll (q - g(q)) - q 

Por lo tanto k(q, 1) = q para toda q E F n R3 • 

Notemos que k(q, O) = -g(O). 

Por lo tanto k es una contracción de FnR2 en el espacio R2 - {o}. En consecuencia, 
F n aa es un subespacio compacto de R2 - {o} que se puede contraer en R2 - {o}. 
Por tanto o está en la componente no acotada de R2 - (F n R 3

). De lo contrario 
F n R2 no seria contraible en R2 - {o}. 
Entonces existe un rayo infinito desde cero en R2 - (F n R2). Es decir, existe una 
función continua e inyectiva u: [O, oo) -t R2 -(FnR2 ) tal que u es un homeomorfismo 
en su imagen, u(O) =o, y u([O, oo)) no es acotado en R2. 

De aquí es fácil obtener el conjunto J que satisface las propiedades (i) y (ii) 

Figura 3.23 Arco J. 

Sea A el anillo {q E R2 
: 1 S flqll S 2}. 

J es un arco que une dos puntos en la frontera de A, uno en el circulo de radio 1 
Y otro en el de radio 2. F.s posible hallar un homeomorfismo de A en sí mismo, de 
fonna que J se envíe a un segmento de linea J' que une a dos puntos co? las mismas 
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características. En tal caso hay una retracción de A en J' U 8D, por lo tanto existe 
una retracción r : A -> JU OD. 

Extendamos la retracción al conjunto A U R haciendo 

r(q) = r(ir1(q), ?r:i(q), O) 

Dada ó E (O, 2], sea A, = {q E R3 : 2 - ó S ll(ir1(q), ir2(q), 0)11 ~ 2}. Ahora 
mostraremos que 

(iii) Para toda ó E (O, 2], existe x > O tal que 

f(OD) e D U A1 U (D x (x, oo)) 

Supongamos por el contrario que existe 6 E (O, 2) tal que para toda n E N, f(OD) no 
está contenido en DU A1U(D x [~, oo)). Entonces existe, para cada n E N, un punto 
a.. E OD tal que /(a,.) <l. D U A1 U (D x (~, oo)). Como 8D es compacto, podemos 
suponer que lima,.= a para alguna a E 8D. Entonces ll(ir1(/(a,,))), 11"2(/(a,.)), Oll < 
2 - 6 y 11'3(/(a)) = O. Entonces /(a) E D y 11/(a)ll < 2 - 6. Como 8D es una 
circunferencia, los diámetrOll de los subarcos aa,. de 8D que van de a a a,. tienden 
a cero, as( que los diámetros de IOll subcontinuos /(aa,.) también tienden a cero. 
Pero esto es imposible pues /(a,.), /(a) E /(aa,.), O < 11"3(/(a,.)), 11/(a)ll < 2 - 6 y 
/(a) E D. Esto termina la prueba de (iii). 
Ahora mostraremos 

(iv) Existe x >O tal que si q E OD y O< ?r3(/(q)) < x, entonces q </:. r(h({f(q)} x 
[O, 1])). 

Como f no tiene puntos fijos, existe e > O tal que llq - f ( q) 11 > e para todo q. Ya 
que la función r es continua, existe 6 > O tal que 6 < ¡, 6 ~ 2, y si llz - vll < ó, 
entonces llr(z) - r(v)ll < !· Sea x > O como en (iii) para~ y que cumpla x < ~. 
y sea q E 8D tal que O < 11"3(/(q)) < x. Entonces /(q) </. D. Por la elección de x 
concluimos que /(q) E Al. Entonces 

6 6 
2- 2 < l1(wi(J(q))1ir2(/(q)),O)ll < 2 

y 
6 o< 11"3(/(q)) < 2 

Así que existe w E OD tal que 11/(q) - wll < 6. 

Si existiera t E (O, 1) tal que q = r(hU(q), t)), como h va moviendo a IOll puntos hacia 
8D, tenemos que 

llh(f(q), t) - wll < 6, por la elección de ó 

y entonces 
llr(h(f(q), t)) - wll < ~ (r(w) = w) 



Así que 
llq-wll «~ 

2 
De modo que llq - /(q)ll <f. Esto contradice la elección de f y muestra que 

q f/; r(h({f (q)} X (0, 1])) 

Por lo tanto (iv) es cierto. Otra propiedad que necesitaremos es la siguiente. 
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(v) Existe un x >O tal que si q E R, (7r1(q),7r2(q),O) E J y 7r3(q) < x, entonces 
qEF. 

Para probar (v), sea x la distacia entre F y J. El número x es positivo pues J y 
F son compactos ajenos. Dada q E R tal que (7r1(q),7r2(q),O) E J y 7r3(q) < X· 
Entonces 

llq - (7r1(q), 7r2(q), O)I! < X 

Por la elección de x, tenemos que q </. F. 

Ahora levantamos a J sobre R. Es decir encontramos Jo E R tal que J = 7r(Jo), 
donde 11" : R3 ___. R2 está dada por 7r(X, y, z) = (x, y). Y además 'lf!Jo : J0 --+ J es un 
homeomorfismo. Esto puede hacerse considerando a R-D como un espacio cubriente 
de A- D, con la función cubriente 'll"IR-D· En los únicos puntos donde 1f no funciona 
como función cubriente es donde empieza la rampa R-D. Sin embargo, la técnica de 
espacios cubrieotes sigue funcionando. La idea del levantamiento finalmente consiste 
en que, para todo punto q E A - D, existe una vecindad V,, de q en A - D tal 
que todas las componentes de ?r-1 (\'v) n (R - D) tienen la propiedad de que ?r las 
envía homeomorfameote sobre V9 • Tomando las inversas de estos homeomorfismos 
se pueden levantar subarcos de J en una infinidad de maneras diferentes. El resto 
consiste en hacerlo de manera ordenada para levantar a J completo. 

De hecho existe una cantidad numerable de levantamientos de J. Por lo que podemos 
suponer que Jo e R2 x (O, x), donde x se toma de forma que se satisfagan (iv) y (v). 

Sea q : J ___. J0 la inversa de ?r!Jo : J 0 -> J. Observemos que J 0 parte a la rampa 
R - D en dos componentes, llamemllll K a la componente que contiene al principio 
de la rampa. Entonces K es homeomorfo a un disco. 

Sea X = K U D. Notemos que X es un poliedro contrafb\e. 

Como x satisface (v), J0 n F = 0. Como B es un espacio métrico existe una función 
continua d: B--+ (O, 1] tal que d-1(0) = F y d-1(1) = J0 • 

Finalmente definamos F : X --+ X por 

{ 
h(/(x), d(x)), 

F(x) = q(r(h(f(x), d(x)))), 
si h(l(x),d(x)) E X, 
si h(/(z), d(x)) </.X, 

Ahora veremos porqué la función F es continua. La función t/>: B --+ B x [O, 1) dada 
por b --+ (f(b), d(b)) es continua porque es continua coordenada a coordenada. La 
función h : B x [O, 1] --+ B es continua por definición, por lo tanto la composición 

.. C/:) 

1 L-=1 \ 

: o S? ~ 
~ ~o ..... 

\ G:i = '\ -~ 
\ :z: l ___ _ 
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/, o t/> : B -> B es continua. La primera parte de la definición de F es esta misma 
función restringida al cerrado (ho .p)-1(X). 

La composición q o r es una función continua de B en J 0 U éJD que es la identidad 
en J0 U 8D, por lo tanto es una retracción. En efecto, si b E Jo, r(b) = ir(b) y 
q(r(b)) = q(ir(b)) = b. Y si b E éJD, entonces r(b) = b = q(b). La compOBición 
q oro h o t/> es una función continua de B en J0 U lJD. 

Restringida a (ho,P)-1(J0 U(R-K) UéJD) = (hotf>)-1 (JoU (B- X) U8D), se tiene 
la función continua q oro h o ,P que coincide con ho tP en (h o ,P)-1(éJD U J 0). Esta 
última coincide con el segundo renglón en la definición de F. 

Si tomamOB una sucesión de puntos {z,.}:,,1 en X, talm que lim,.__,z,. = z, h(t/>(z,.)) e 
R- X y h(t/>(z)) e D, demostremos que h(t/l(z)) E 8D. 
Supongamos lo contrario, es decir que p = h(t/>(z)) es un punto interior de D. Sea 
V una vecindad de p en B, que no corte a 8D. El punto z está en X, ya que X es 
cerrado. Entonces pe h(t/>(X)). X es un continuo localmente conexo, entonces la 
imagen de X bajo la función h o ,P es un continuo localmente conexo. Por lo tanto 
para cualquier vecindad W de p en B tal que W e V se tiene que Wn h(,P(X)) 
contiene a un abierto conexo Un h(t/>(X)) de p en h(,P(X)), donde U es un abierto 
en B. Sin perdida de generalidad podemos suponer que U e W, de lo contrario 
elegimos unw en vez de u. Por hipótesis u contiene a una infinidad de puntOB de 
la forma h(t/>(z,.)) e (R-X) n h(,P(X)), lm cuales se pueden tomar en componentes 
conexas distintas en U, dado que B no es localmente conexo en p. En B un conexo 
que contenga a p y a un punto en R - D debe contener a un punto en la frontera 
éJD. Como U no corta a éJD, entonces Un h(,P(X)) no es conexo en h(,P(X)). Esto 
es una contradicción al hecho de que p estaba en el interior del disco. 

Entonces los úniCOB puntos límite donde el primero y segundo renglón de la definición 
de F coinciden, es cuando h(,P(z)) e éJD o h(,P(z)) E Jo. En tales puntos qoro ho,P 
coincide con h o ,P porque q o r es una retracción en J0 U éJD. Por lo tanto la función 
F así definida es continua. 

Veremos que la función no tiene puntos fijos. Supongamos que z = F(z). Si 
h(t/>(z)) e X, entonces z = h(/(z),d(z)) E X. Esto significa que z E F. Es 
decir, d(z) =O, por lo tanto z = h(/(z), d(z)) = h(/(z),O) = /(z), lo cual contra
dice que/ no tiene puntos fijos. Si h(.p(.:r:)) fl X entonces h(t/>(z)) E Jo, pero J0 no 
está en F debido a la elección de X y la propiedad (v). Por lo tanto z f. h(t/>(z)), 
esto contradice la eupOBición de que z era un punto fijo de F. HemOB probado que 
F es una función libre de puntos fijos del poliedro contrafble X en el mismo. Esto 
termina nuestra prueba. 

Lema 3.12 El cono aobre X '!/ el producto X x I no limen la propiedad tld punlo 
fijo. 

Demaetración. Note que X contiene como subespacio al disco con una espiral 
aproximúdose alrededor, llamémosle no. Entonces el cono Cono(X) contiene como 
eubespecio al cono sobre B°, que como sabemoe, no tiene la propiedad del punto fijo. 
Aún mú, demostraremos que Cono(BD) es un retracto de Cono(X), lo que implica 
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que Cono(X) no tiene la propiedad del punto fijo. De lo contrario, Cono(Bº) t.endr!a 
la propiedad del punto fijo, debido a que cada retracto de un espacio con la propiedad 
del punto fijo tiene la propiedad del punto fijo. 

V V 

w 

Figura 3.24 Cono(Bº) es un retracto de Gono(B) 

Para definir la retracción r : Cono(X) -t Cono(Bº), se identifican todos los puntos 
en el círculo inferior (figura 3.24) de X en un punto w. Entonces se tiene en la 
parte inferior un cono homeomoño a Cono(B°). Tal cono se refleja sobre Cono(B°), 
y para los puntos que unen v con un punto p de la parte inferior de X la función 
se extiende linealmente. La imagen de tal punto está en Cono(B°), dado que sus 
extremos lo están. La función así definida es continua porque es composición de 
una identificación, una reflexión y una extensión lineal. Cada punto en Cono(X) se 
envía en Cono(B°), y deja cada punto en Cono(Bº) fijo. Entonces es la retracción 
buscada. 

Debido a un lema de Knill anteriormente probado (Lema 3.6), se tiene que cuando X 
es un continuo contra!ble, X x I tiene la propiedad del punto fijo si y sólo si Cono( 
la tiene. Por lo tanto en ést.e caso ni X x l, ni Cono(X) tienen la propiedad 
punto fijo. 

Lema 3.13 Sea B como en el teorema 9.9. Entonces eziate un 9-dillco C de /omaa 
que BU C na tiene la propiedad dd punto fijo. 

Turnemos el continuo B dibujado en la figura 3.21. Sea C el disco tridimensional que 
se forma tomando el cilindro D x 1, con interior. Donde Des el circulo de la base. 
Notemos que el cilindro D x 1 se puede retraer en la tapa superio1· y la pared del 
cilindro. El centro de la tapa superior se traslada hacia arriba, obteniendo el espacio 
que se muestra en la siguiente figura. 

Para definir una función de B U C en sf mismo, libre de puntos fijos, 11!18mCll la 
función definida para mostrar que el cono sobre el círculo con espiral no tiene puntos 
fijos. Convengamos en que el vértice de B U D está a altura 2, la base a altura O, y 
el circulo superior Z (desde donde parte la 8'bana), está a altura l. Si identificamos 
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Figura 3.25 Identificación en B U O 

Figura 3.26 Función sin puntos fijos. 

toda la parte superior (el cono sobre el círculo Z) en un solo punto, (figura 3.26), 
obtenemos un cono sobre el círculo con espiral M, cuyo vértice está a altura l. En 

, · t.81 espacio aplicamos la función g : M --. M libre de puntos fijos que usamos en el 
;Teorema 3.7. 
Después de aplicar tal función, se proyectan los puntos en la tercera parte superior 
del continuo, sobre el cono del círculo y se expande la altura hasta coincidir con la 
altura original 2. Thdos los puotOB a altura z 2: 1 se enviaron en el punto p, en la 
base del cono. Excepto por un triángulo T, cada sección transversal a altura z " t 
se rotó un ángulo distinto de cero. Al apander M y pl'OJ'!Ctar la figura como se 
indicó, el ángulo de rotación se preserva. Entonces no hay puntos fijos, a excepción, 
quizú del triángulo T y la sección z = i. En el triángulo no hay puntos fijos, porque 
el lado de T donde coincide T con su imagen, se envía en el punto p, el cual queda 
invariante despum de la elrt.eosióo. La sección z = l se envía en la sección 2z, por 
lo cual no queda fijo ningún punto en tal sección. (Figura 3.26). 

De esta forma hemos encontrado una función libre de puntos fijos en BU O. 
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Ejemplos de espacios más sencillos que tengan propiedades similares a las anterior
mente descritas son los siguientes. Su demostración requiere de métodos de eohomo
logía. 

Teorema 3.14 (Ldpez) Eriate un poliedro X con la propiedad del punto fijo 11 un 
disco D tal que D n X es un arco pero D U X no tiene la propiedad del punto fijo. 
{Lo1j 

Teorema 3.15 (Ldpez) Eziste un poliedro X con la propiedad del punto fijo tal que 
el producto X x (O, 1) no tiene la propiedad del punto fijo. {Lolf 

Teorema 3.16 (Ldpez) La propiedad del punto fijo no es un invariante paro el tipo 
de homotop(a en la categoría de los poliedro11 finito11. {Lolf 
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Capítulo 4 

Preguntas 

Pregunta 4.0.1 ¡,Eziate un poliedro B-dimenaional con la propiedad del punto fijo 
con curacterútica de Euler par? 

Pregunta 4.0.2 ¡,Cada continuo arbolable tiene la propiedad del punto fijo'I 

Esta pregunta ha sido contestada negativamente por Bellamy (Bel]. 

El siguiente problema ha sido llamado el problema más interesante en topologla 
plana. Se sabe que cada continuo plano que no separa al plano es intersección de 
una secuencia decreciente de disclJ& en el plano. 

Pregunta 4.0.3 ¡,Cada continuo aplanable que no aeparu al plano tiene la propiedad 
del punto fijo ? 

Pregunta 4.0.4 ¡,Un diaco plano al cual ae le quila un canal tiene aiempre la pro
piedad del punto fijo. '1 

Pregunta 4.0.6 ¡,Acuao éada continuo planar arco-con~o que no contenga una cur
va cerrada aimple tiene la propiedad del punlo fijo'I 

Pregunta 4.0.8 ¡,Si X ea d continuo de la figuro 3.11, X x (O, 1] tiene la propiedad 
del punto fijo ? 

Pregunta 4.0.7 ¡,Si Cu un continuo plano con la propiedad del punto fijo 11 D ea 
un diloo que inleraeda a C en un arco, debe OUD tener la propiedad del punto fijo? 

Pregmda 4.0.8 ¡,Si un continuo 1-dimmaionol X tiene la propiedad del punlo fijo, 
lambiera X X (0, l) ? 

Pregunta 4.0.9 ¡,Si P 11 Q aon polierlroa ain puntoa aeparadorea loculea con la pro
pit:d4d del punto fijo, debe P X Q tener la ,,,.,,,,wdad del punlo fijo? 

61 
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Pregunta 4.0.10 ,sCada h~fiamo de un continuo c:ontnu'ble en a( miamo deja 
un punto fijo? 

Pregunta 4.0.11 Sea M el continuo plano que aeforma con un triodo 11 una eapiral 
que 11e apro:rima a él. Sea O(M) el cono sobre M. 6 O(M) tiene la propiedad del 
punto fijo? 

Figura 4.1 Cono sobre el triodo con espiral. 
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