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Prologo

En esta tesis se exponen de forma accesible algunos de los resultados més conocidos
sobre la teoria topolégica del punto fijo, de manera que constituye una especie de
monogralfa sobre el tema.

El valor principal de la tesis estriba en explicar de forina més geométrica e intuitiva,
ejemplos de espacios que tienen o no la propiedad del punto fijo. Asi, en lugar de
leer cosas como

J(z) = (7-2;tan"‘(¢— T+ 272),p— 7+ 2wz, 2+ %)

se explican con figuras e ideas méds accesibles, los ejemplos de espacios y sus propie-
dades, conservando la {formalidad matemaética.

El nivel de conocimientos requerido para leer esta tesis es un curso bésico de topologia
general. Existen aun teorernas muy importantes sobre la propiedad del punto fijo,
como es el teorema de Lefschetz, que usa técnicas de topologia algebraica, los cuales
no se incluyeron por falta de tiempo.

En el capitulo 1 se da una pequeiia reseiia de la teoria basica, definiciones y algunos
lemas que se usan a lo largo del trabajo. Esa parte es ampliamente conocida, por lo
que se puede omitir si el lector esta lo suficientemente iniciado en la matematica, y
pasar dircctamente a la parte interesante que son los capitulos siguientes.

En el capitulo 2 se exponen varios ejemplos de espacios con la propiedad del punto
fijo, entre los cuales destacan por el ingenio en su demostracién, el teorema de Brou-
wer sobre la no-retractibilidad del disco en su frontera usando el lema de Sperner,
los retractos absolutos, entre otros.

En el capitulo 3 estdn los contracjemplos, espacios que cumplen cierta propiedad,
¥ que no tienen la propiedad del punto fijo. Por ejemplo, se muestra que hay un
espacio X con la propiedad del punto fijo tal que al pegarle un disco a lo largo de
un intervalo, el espacio resultante no tiene la propiedad del punto fijo, y asf por el
estilo existen contraejemplos con propiedades mas interesantes.

Por iiltimo, se exponen varias preguntas abiertas. Ei autor estard agradecido con
todo aquel que lea esta tesis.
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Capitulo 1 TFSIS CON
FALLA DE ORIGEN |

Preliminares

1.1 Notacion

La frontera de un subconjunto A de un espacio topolégico se denota por JA.
El n-disco es ¢l conjunto D* = {z € R™: ||z|| < 1}.

La n-esfera es S® = D! (frontera en R*+!),

El cubo de Hilbert 52, se define corno el espacio I, con la métrica

N (26— w1)
d(z,y) = Z o
i=1
donde los nimeros z; y ¥, 1+ 2 1, son las coordenadas de los puntos x y y respecti-
vamente.

El didmeiro de un subconjunto A de un espacio métrico se define por diém(A) =
sup{d(z,y) : 7,y € A}, donde d es la funcién distancia.

1.2 Funciones continuas

Punto fijo. Se dice que z € X es un punto fijo de una funcién f : X - X si
f(z) =z. Sila funcién f no tiene puntos fijos, se dice que es libre de puntos fijos.
Propiedad del punto fijo. El espacio X tiene la propiedad del punto fijo (p.p.f.), si
cada funcién continua f : X — X tiene un punto fijo. Sea ¢ una familia particular
de funciones continuas. Se dice que X tiene la propiedad del punto fijo para € si
cada funcién f € € tiene un punto fijo. Usualmente se considera ¢ como la familia
de homeomorfismos de X en X, la familia de deformaciones, etc., con lo que se dice
que X tiene la propiedad del punto fijo para homeomorfismos, deformaciones, etc.
Es interesante notar el siguiente

Lema 1.1 Si f es una funcidn conlinua sin puntos fijos de un espacio métrico com-
pacto X en si mismo, enlonces existe un ndmero € > 0 tal que p(z, f(z)) > ¢, para

1




2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

todo z € X, donde p denota la distancia en X. El nimero € depende de [ pero no
de z.

Demostracién. Suponga lo contrario, entonces, para cada n € N existe un punto
Zn € X tal que p(zn, f(zn)) < 1. Por compacidad, la sucesién {z,}3%, contiene
una subsusesxén ‘convergente. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
lim, zn = g, para alguna a € X. Entonces lim f(z,) = a, dado que la distancia
entré z, y I {z.) tiende a’ ccro Por continuidad, @ = f(a), es decir, a es un punto
fijo: ‘Esta-contradiceién termina la prueba.

e-funcién. Sean X y Y espacios métricos. Una e-funcién es una funcién continua
f:X — Y tal que digm(f~'(y)) < ¢ para cada y € f(X).

1.3 Continuos

Continuo. Un continuo ¢s un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio.

Figura 1.1 Ejemplos de continuos

Continuo. Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo [0,1].

Lema 1.2 Si el espacio mélrico X tiene la p.p.f. entonces X es conezo.

- . Demostracién. Si X no es conexo, sea A U B una separacién del espacio en

abiertos ajenos no vacios. Elegimos a € A y b € B; definamos la funcién f: X — X
como f(z)=b,siz € Ay f(z) =a,siz € B. Esta funcién es continua y no tiene
puntos fijos, esta contradiccién prueba el lema.

Continuo indescomponible. Se dice que un continuo X es descomponible si existen
dos subcontinuos propios A y B tales que AU B = X. En otro caso el continuo X
es indescomponible.

Continuo unicoherente. Un continuo X es unicoberente si siempre que X = AUB,
donde A y B son subcontinuos de X, se tiecne que AN B es conexo.

Propiedad hereditaria. Se dice que una propiedad P. del continuo X es hereditaria
si cualquier subcontinuo Y de X posee la propiedad P. Por ejemplo, un continuo es
hereditariamente indescomponible si cada subcontinuo es sndescomponible, heredita-
riamente unicoherente si cada subcontinuo es unicoherente, etc.



1.3. CONTINUOS 3

Cubierta. A una familiade conjuntos A = {Aa}acz se le llama cubserta del conjunto
X si X € Uper Aa. Se dice que la cubierta es abserla, si cada uno de sus elementos
es un abierto. Cuando X es métrico se define el didmelro de la cubierta como
diém(A) = sup{didm(A,) : a € I}).

Una cubierta B = {Bg}acs €s un refinarniento de la cubierta A = {A,)aez cuando
para cada a € J existe un elemento a' € I tal que B, C Ayr. Se dice que B es un
refinamiento fuerte si la cerradura de cada elemento en B estd contenido en algin
elemento de A. Se dice que B es un refinamiento esirells, cuando para cada punto
p € X, existe un elemento de a € Z tal que la estrella si(p) de p esta contenida en
Ag, donde

stip) =\ J{(B: Be Bype B}

Figura 1.2 Refinamiento estrella

Los siguientes lernas son bésicos

Lema 1.3 Sea {X;}{2, una sucesidn de espacios métricos compactos encajados, es
decir X;, C X; pare cada i € N. Sea

o0
x:Qm

Si U es un subconjunto abierto de X, tal que X C U entonces esiste N € N tal que
X; C U pars toda i > N. En pariicular, si X; # @ paru toda i € N, entonces X # 0.

Demostracién. Ya que U es abierto en X, X; — U es compacto. Ademas
Xi—-vvcXi—X=X, - nt’;‘X.' = U“-:l(xl — X;). Como cada X, — X; es
abierto en X), la familia {X, — Xj : i € N} es una cubierta abierta de X — U. Por
compacidad existen mimeros i; < iz < ... < in tales que X, — U C (Xy — X;,) U
(Xl —Xi,)U...u(X, -X;)=X—-(X;,nX;;N...NX; ) = X, — X,,. Porlo tanto
X;. C U,y es posible elegir N = i,,. Esto prueba la primera parte de la proposicién.
El hecho de que X # @, si cada X; # @ sigue de la primera parte suponiendo que
X =@ y tomando U = 0 lo que nos darfa Xy = . Esto completa la prueba.

Lema 1.4 Sea {X;}2, una sucesion de continuos encajados, y

X = ﬁx, _
entonces X es un continuo. = Trs IS CON
FALLA IE OR/GEN
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Demostracién. Por el lema anterior, se tiene que X es un espacio métrico compacto
y no vacio. Para ver que X es conexo, supongamos que no loes. Sea X = AUB
una separacién de X donde A y B son cerrados ajenos y no vacios. Como X es un
espacio normal, existen abiertos ajenos Vy W de X talesque A CV yBcC W.
Sea U = V UW. Por el lema anterior, X,, C U para alguna n, entonces

Xo=(XanV)U(XanW)

Como AUB=XC X, ycomo A# @y B +#8, observamos que X, NV y X, NW
son no vacfos. Se sigue entonces que X, no es conexo, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto X es conexo.

Cadena. A una cubierta finita de subconjuntos {U;}7, de un continuo X se le
llama cadena cuando Uy NU; £ @ si y sélosi i —j] < 1.

Cadena Simple. A una cubierta finita de conjuntos {U;}}, se le llama cadena
simple cuando U; NU;,y # 0, para toda i € {1,2,...,n — 1}. Tanto a los elementos
de una cadena como de una cadena simple se les llama eslabones.

a) b)
Figura 1.3 Cadena y Cadena simple.

Continuo Encadenable. Se dice que el continuo X es encadenable , si dado
cualquier nimero € > 0, es posible encontrar una cadena con eslabones son abiertos
de didmetro menor que €.

“'Ejemplos de Continuos encadenables. Sean p, ¢ y r puntos distintos en el plano.
Se dice que una cadena C con eslabones {D,,...,Dn} empieza en p, pasa por q y
acabaenrsipe D,ge Dyyre€e Dydondel < k<m.

Para cada n € N sea C, una cadena cuyos eslabones son discos planos (cerrados) de

- didmetro 5%. Si tales cadenas satisfacen

1. Cy, empieza en ay, pasa por 6, y acaba en ag, C3,41 empieza en a,, pasa por
ap y acaba en az, Cy,42 cmpieza en a,, pasa por g y acaba en ap.

2. UDECH—l D CUpec, D para toda ke N

Entonces el espacio X =z, (Upec, D) €8 una interseccién encajada de continuos,
" por lo tanto es un continuo. Este es un ejemplo sencillo de un continuo encadenable.

v
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Figura 1.4 Continuo encadenable

Pseudo Arco. Un ejemplo adicional de continuo que se construye como intersec-
ciones de cadenas encajadas, es el siguiente. Sean U = {U1,Us,...,.Un} y V =
{V1, Va,-..,V,} cadenas simples abiertas de un espacio S. La cadena V se dice una
subcadena de U si cada elemento de V ¢s un elemento de Y. Si V es una subcadena
de U y {Vi,Va} = {U;, Uy}, se denota a V como U(3, 7). Decimos que V est4 torcida
en U, si V es un refinamiento de U y la siguiente condicién se cumple.

Siempre que V(i, j) es una subcadena de V con V; Uy # By V;NU, # @, donde
|h — k| = 3, entonces existen r y s tales que

Vi, 7) = V@,r) U V(r,s) U V(s, 5) N

donde (s —r)(j — i) > Oy V; y V, son subconjuntos de eslabones de U(h, k) que
intersectan a Uy, y Uy respectivamente.

C
=

A
COD l’.

1118 &

0y

LB AVOOY I
NGAD,

Figura 1.5 Pseudo Arco

Ahora podemos describir al continuo. Sean p y ¢ dos puntos distintos en el plano.
Exigte una secuencia {4}, de cadenas simples que unen a p y g, cuyos eslabones
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son conjuntos conexos y abiertos del plano, de forma que U4, refina fuertemente a
U;, Uy estd torcida en U; y cada eslabén de U; tiene didmetro menor que -}-, para
cadai > 1.

Entonces al continuo X = (2, (Ul4) se le conoce como el pseudo-arco. Nétese que
este continuo es encadenable por definicién. También tiene otras propiedades, como
ser un continuo hereditariamente indescomponible aplanable y homogéneo [Bi2].

Conexidad local. Un continuo X es localmente conexo en el punto p si dada
cualquier vecindad U de p existe un abierto conexo C tal que z € C C U. Cuando
X es localmente conexo en cada punto, se dice simplemente que X es un conlinuo
localmente conezo.

0see 13 12 14

Figura 1.6 Conexidad local y no-conexidad local.

Conexidad en pequefio. Sea X un continuo. Se dice que X es conezo en pequefio
en el punto p € X si dada cualquier vecindad U de p, la componente conexa de p en
el abierto U, contiene a p en su interior. Cuando X es conexo en pequefio en cada
uno de sus puntos, se dice que X es conezo en pequerio.

P

Figura 1.7 Continuo conexo en pequefio pero no localmente conexo en p.

Propiedad S. Un continuo X tiene la propiedad S, si para cadae¢ > 0, X es la
unién de una coleccién finita de conexos abiertos {C;i}}., de didmetro menor que e.

Una caracterizacién elemental de los continuos localmente conexos es la siguiente.

Teorema 1.5 Un continuo es localmente conezo 3i y solo si tiene la propiedad S.
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Demostracién. Supongamos primero que el continuo X es localmente conexo.
Sea {U, : « € J} una cubierta abierta del continuo X de didmetro menor que ¢ (por
ejemplo se puede tomar la coleccién de todas las bolas de radio §). Para cada punto
z € X, existe un & € J y un conexo abierto C; tales que z € C; C U,. Entonces
{C:z : £ € X} es una coleccién de abiertos conexos que cubren a X. Como X es
compacto, tal cubierta tiene una subcubierta finita {C;,,Cyy,...,Cr }. Pero cada
C;, tiene didmetro menor que ¢, asf que X tiene la propiedad S.

Ahora supongamos que X tiene la propiedad S. Tomemos un punto p y cualquier
vecindad U de p. Sca § > 0 un nimero tal que la bola B de centro en p y radio
& estd contenida totalmente en U. Ahora sea € = %. Por hipétesis X es la unién
de una coleccién finita de abiertos conexos Cy,Ch,. .., Cp de didmetro menor que e.
Supongamos sin pérdida de generalidad que p € C,. Entonces C) € B c U, dado
que si £ € C; — B entonces la distancia d(z,p) entre z y p es al menos 4¢, lo que
contradice el hecho de que el didmetro de C; es menor que ¢. Por lo tanto C; es un
abierto conexo contenido en U. Esto demuestra que X es localmente conexo.

Continuo de Peano. A todo espacio que es la imagen continua del intervalo [0, 1},
se le llama continuo de Peano.

Lema 1.6 Si f: X — Y es una identificacion suprayectiva, donde X es locals te
conezo, entonces Y es localmente conezo.

Demostracién. Sea U un abiertoen Y. Basta probar que las componentes conexas
de U son abiertas ((Gul]). Sea K una componente de U. Por la continuidad de f,
f~H(U) es abierto en X. Sea z € f~'(K) C f~'(U). Como X es localmente conexo,
la componente conexa C, de z en f~'(U) es un abierto conexo. Entonces f(C;)
es un conexo en U que contiene a f(z) € K, por lo que f(C.) ¢ K. Entonces
z € C; € f~Y(K). Esto prueba que para cada punto z € f~!(K), existe un abierto
C; talque z € C; C f~'(K). Esdecir f~*(K) es abierto. Como la topologiade Y es
la de identificacidn, se tiene que K es abierto. Por lo tanto Y es localmente conexo
como s¢ queria probar. Siel lector gusta recordar la definicitn de identificacién puede
referirse a {Dul, pp.120].

Lema 1.7 Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X - Y una funcion
continua y suprayective, cntonces f €3 una identificacion suprayectiva.

Demostracién. Basta probar que f es cerrada y suprayectiva, dado que toda
funcién continua cerrada y suprayectiva es una identificacién [pp. 120]([Dul]). Si
C € X es un cerrado, como X es compacto, C es compacto, y 1a imagen continua de
un compacto es un compacto, asi que f(C) es compacto. Pero Y es Hausdorff con lo
que se tiene que todo compacto es cerrado, entonces f(C) es un cerrado en Y. Por
lo tanto f es una funcién cerrada y suprayectiva, con lo que el lema queda probado.
Como consecuencia inmediata, se tiene que la imagen continua y métrica de un con-
tinuo localmente conexo es un continuo localmente conexo. Como el intervalo [0, 1]
es un continuo localmente conexo se tiene que todo continuo de Peano es localmente
conexo. Inversamente se caracteriza a todos los continuos de Peano en términos de
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la conexidad local. El siguiente es un resultado importantisiino, su demostracion se
puede consultar en [Enl, pp. 283].

Teorema 1.8 (Hanh-Masurkiewicz) Todo continuo localmente conezo es un con-
tinuo de Peano.

Ademds, un continuo localmente conexo no solamente es de Peano, sino arco-conexo,
lo que significa que cada par de puntos se pueden unir por un arco.

Teorema 1.9 Todo continuo de Peano es arco-conezo.

La demostracién es un poco larga, y no se incluird en el texto, pero se puede consultar
en [Whi, pp.26]. Se usa el teorema de reduccién de Brouwer.

Punto de Separacién y Punto Final. Sea X un continuo. Si z es un punto tal
que X — {z} no es conexo, entonces se dice que z es un punito de separacion de X.
Cuando el punto de separacién p deja a los puntos a y b en distintas componentes
conexas en X — {p}, se dice que p separa a los puntos a y b en X. El punto p de un
continuo de Peano X es un punio final de X, si y s6lo si no hay un arco que tenga a
p como uno de sus puntos intermedios.

Elemento ciclico. Siguiendo la notacién en [Wh2], sea _X un continuo de Peano. Se
dice que X es ciclicamnenie conezo si para cada dos puntos, existe una curva cerrada
simple (ciclo) que los contiene. Un subcontinuo ciclicamente conexo C de X es un
elemnento ciclico manimal si y s6lo si C no es un subconjunto propio de cualquier otro
subcontinuo ciclicamente conexo de X.

Un subcontinuo E de X ser4 llamado elemento ciclico de X cuando E cae en una
de las siguientes categorias.

" . L E es un elemento ciclico maximal de X.
. | 1L E consta sélo de un punto de separacién de X.
; - :_5 III. E consta sélo de un punto final de X.

: Nos referiremos a los elementos ciclicos, cono pertenecientes a las clases (I), (II), y
* (IM). Citaremos resultados basicos acerca de los elementos ciclicos de un continuo de
Peano, que se obtvieron de [Wh2].

1. Si E, y E; son dos elementos ciclicos distintos, entonces £ N F3 es vacio o
punto de separacién.

2. 8i Ay, Anr 'y Anrr denotan a la coleccién de todos los elementos en las clases (I),
(I), y (III), respectivamente, entonces A; N A;r es numerable, y Ay N Agiyr =
AnnAgr =0

3. A; es numerable.
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Un punto p se llamara punto interior de una curva ciclica mazimal C, si p no es un
punto de separacién de X. La notacién I(C) se usard para designar el conjunto de
todos los puntos internos de una curva ciclica maximal C. Es féicil ver que no hay
dos curvas ciclicas maximales distintas que compartan un punto interior.

Por un continuo aciclico, se entenders un continuo que no contiene curvas cerradas
simnples.

Espacio X VY. Scan X y Y espacios ajenos. Identificando los puntos escogidos
z€ X yy€ Y, se obtiene el espacio X VY (né6tese que X VY depende de los puntos
escogidos).

Dendritas. Una dendrita es un continuo localmente conexo y aciclico.

Figura 1.8 dendritas

Dendroide. Un dendroide es un continuo arco-conexo y hereditariamente unicohe-
rente. Una forma de imaginarse a los dendroides es considerarlos 4rboles con una
infinidad de aristas.

Figura 1.9 dendroide

Un teorema conocido que relaciona las dendritas con dendroides es el siguiente.
Teorema 1.10 Una dendrita es un dendroide localmente conezo.

La demostracién se puede consultar en [Tol, pp.33).

Espacio Cubriente Sea B un espacio topoldgico, al cual denominaremos como base.
Sea E otro espacio, y sea w : £ — B una funcién continua de forma que para cada
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be Bycadape€ f~'(b) C E, hay vecindades U de by V de p que son homeomorfas
a través de 7, es decir 7(V) = U y =]y es un homeomorfismo entre U y V. Entonces
se dice que el espacio E es un espacio cubriente de B bajo la funcién proyeccién .

1.4 Teoria de Retractos

r-funcién. Borsuk ha definido un tipo especial de funciones, las lamadas r-funciones.
A una funcién continua f : X — Y se le llama r-funcién si existe una funcién conti-
nuag:Y — X tal que fog:Y — Y ¢s la identidad [Bol].

r-invariante. Una propiedad que se preserva bajo r-funciones se le llama r-invariante.
Como ejemplo de propicdades r-invariantes tenemos la conexidad local, la compa-
cidad local, y la arco-conexidad local y como veremos la propiedad del punto fijo
también es un r-invariante.(las demostraciones de estos hechos se pueden ver en
[Bol].)

Retracto. Sea X un espacio, A C X. Una funcidn continua f : X — A que fija cada
punto de A, se llama retraccion. En tal caso, se dice que A es refracto de X. Cabe
sefialar que una retraccién es un tipo especial de r-funcién, dado que la identidad es
su inversa derecha.

Espacios AR(.#), y ANR(.#). Considere alguna clase de espacios .#. A un
espacio X €  se le lamard retracto absoluto pars la clase # abreviado AR(.«)
por sus siglas en inglés, si para cada homeomorfismo & que manda X en un subes-
pacio cerrado de Y € #, el conjunto h(X) es un retracto de Y. Andlogamente X
es un relracto absolulo de vecindades para la clase .#, (ANR(.#)), si para cada
homeomorfismo kA que manda X en un subespacio cerrado de Y & 4, el conjunto
h(X) es un retracto de alguna de sus vecindades en Y.

) " Considerando .# como la clase de los espacios métricos compactos, es posible definir
un relracto absoluto , (AR) como un AR(), y un retracto absoluto de vecindad
como un ANR(). Tiene lugar el siguiente resuitado.

Teorema 1.11 Sea X un espacio métrico compacto. Entonces X es un AR (ANR)
3i y sdlo si, para todo espacio méirico compacto Y y cualquier funcién continug
f:ACY - X, donde A es un subespacio cerrado de Y, [ admite una eziension
continua : Y = X (f : U C Y —» X respectivamente, para algun abierto U de Y').

Demostracién. (=>) Supongamos que X es un espacio AR, sea A un subespacio
cerrado del espacio topolégicoY y sea f : A — X una funcién continua. Témese
el espacio de adjuncién Z = Y Uy X definido como la unién ajena ¥ LI X con la
identificacién z ~ f(z), para cada z € A. X resulta un subespacio cerrado de Z,
dado que Z — X =Y — A. Por definicién de AR, existe una retraccién r: Z —» X.
Entonces la funcién f : ¥ — X definida por f(y) =r(y)siye Y — A,y F(v) = f(v)
st y € A, es continua y coincide con f en A. Por lo tanto es la extensién de f
requerida

(<=) Ahora, supongamos que para cada funcién continua f : A - X donde A es un
subespacio cerrado de un espacio métrico compacto Y, es posible extender la funcién
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atodo Y. En particular, si & : X = A(X) C Y es un homeomorfismo entre X y un
subconjunto cerrado de Y, entonces existe una extensién continua kT a la funcién
A~ : h(X) ~» X. La funcién Ao h=T : ¥ — A(X), es una retraccién de Y en A(X).
Esto prueba que X es un espacio AR. La equivalencia estd probada.

Teorema 1.12 (Tietze) El intervalo I es un retracto absoluto.

Demostracién. El resultado es sélo una forma equivalente del conocido teorema
de Tietze. Si A es un subconjunto cerrado de un espacio métrico X, toda funcién
continua f : A — I se puede extender a una funcién continua f : X -» I. [Mal,
pp.272]

Teorema 1.13 Si {X, : @ € J} es una coleccion de espacios AR, entonces el espacio
producto Y = [, s Xa €s un espacio AR.

Demostracién. Basta probar que si X es un espacio métrico compacto y A
un subespacio cerrado de X, entonces cualquier funcién continua f : A - Y se
puede extender a una funcién continua f : X —» Y. Como es sabido, para definir
una funcién de un espacio a un producto, basta definirla coordenada a coordenada.
De esta forma, como cada espacio X, es un AR, la funcién 7 0 f : A 5 X,,
donde 7, : Y — X, es la_a-proyeccidn; s¢ puede extender a una funcién continua
Ja: X = X,. Definiendo f: X — Y como

T(@) = (fal@))aes

Claramente f coincide con f en A, es decir, es una extensién de f. Por lo tanto el
teorema queda probado.

Como consecuencia inmediata, se tiene que tanto I™ para toda n € N, como I son
espacios AR.

De hecho, debido a los siguientes resultados es posible caracterizar a los espacios AR
para la clase de los espacios métricos compactos.

Lema 1.14 Todo espacio mélrico separable es homeomorfo a un subespacio del cubo
de Hilbert.

Demostracién. Sea (X, p) un espacio separable con la métrica p. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que didm(X) < 1. Sea A = {a;,a3,0s,...} un
conjunto denso numerable. Definimos la funcién f : X — I" como sigue:

f(z) = {P(zv al)’ P(zv a’l)! p(z: a‘-’)i .. -}

Esta funcién es continua porque cada funcién coordenada es continua. Para ver que
£ es un homeomorfismo en su imagen basta probar que si {z.)32, es una sucesién
de puntos de X tales que {f(zn)}32, converge a f(p) para cierto p € X entonces Zn
converge a p. (Con lo que se prueba que f es inyectiva y que f~! es continua.) Sean
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€ > 0 un nimero real! y a; un punto de A tal que p(p, a;) < §. Como limn—ao f(Tn) =
J(p) tenemos que liMmnroo 7i(f(2n)) = m(f(p)), donde 7; : I" — I es la i-ésima
proyeccién, y dado que las proyecciones son continuas, para cada i se tiene que

limp oo P(Tn,8:) = p(p, a;)

De donde se deduce que existe un indice k tal que p(zn, @} < p(p, a;) + § para toda
n 2> k. Por la desigualdad del tridngulo tenemos

€
P(Zn,p) < p(Tn, as) + plai, P) < 2p(ai, p) + 3<e

Para toda n > k. Esto prueba que lim z,, = p como se queria demostrar.
Cormo consecuencia tenemos el siguiente.

Teorema 1.15 Todo espacio méirico compacto se puede encajar como un subespacio
cerrado del cubo de Hilbert.

Demostracién. En particular un métrico compacte es un espacio métrico separa-
ble. Sea h: X — A(X) un homeomorfismo de X en un subespacio A(X) del cubo
de Hilbert. Como X es compacto, A(X) también, entonces A(X) es un subespacio
compacto de un espacio métrico, por lo tanto es cerrado. Esto prueba el resultado.

Teorema 1.16 Todo AR es un retracto del cubo de Hilbert.

Demostracién. Sea X un AR. En particular X es un espacio métrico compacto,
entonces se puede encajar en el cubo de Hilbert como subespacio cerrado. Por
definicién de espacio AR, X es retracto del cubo de Hilbert.

En efecto, esto constituye una caracterizacién de los espacios AR.
Teorema 1.17 Un espacio es AR si y solo si es un retracto del cubo de Hilbert.

Demostracién. En vista del teorema anterior basta probar que todo retracto del
cubo de Hilbert es un AR. Sea A un retracto del cubo de Hilbert. Sea X un espacio
métrico compacto. Sea h: A - h(A) C X un homeomorfismo de A en un subespacio
cerrado de X. Sea &' : X — A'(X) C I'™* un encaje de X en un subespacio cerrado
del cubo de Hilbert. Esto es posible gracias al Teorema 1.15. Sea r : I™ — K/(h(A4))
una retraccién. Entonces r]h’(X) : H(X) — A’(h(A)) es una retraccién de A'(X) en
h’(A). Por lo tanto A es un retracto de cualquier espacio donde se pueda encajar
como subespacio cerrado, es decir A es un retracto absoluto.

Se tiene entonces:

Teorema 1.18 Un retructo de un espacio AR es un espacio AR.
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Demostracién. Si X es un AR, existe una retracciénry : I 5 X. Sirg: X 25 A
s una retraccién, entonces rzo i : I™® — A es una retraccién del cubo de Hilbert
en A. Por lo tanto A es un espacio AR.

Una forma de construir espacios AR es uniendo subespacios que también son espacios
AR.

Teorema 1.19 St X y Y son espacios AR tales que X NY es un AR, entonces
XUY esun AR.

NN

Figura 1.10 Construccién de espacios AR.

Demostracién. Supongamos que X UY estd encajado como subespacio cerrado
de Z, ¢l cual es un espacio métrico compacto. Sean

Z={z€Z:p(zX)=p(Y)}

Zy={z€2Z:pzX) < p(2,Y)}
Zy={z€Z:p(z,X) > p(z,Y)}

Es claro que Z = Zy U Z, U Z;3. También X NY C Z) es un subespacio cerrado de
Zy, y como es AR, existe una retraccién r : Zg - X NY. También cada conjunto
XUZyyYUZpescerradoen 2, U2y y Za U Zy respectivamente. Por lo tanto
la funcién fi : XU Zp — X dada por fi(z) = z, si z € X, y fi(z) = r(z), si
z € Zy se puede extender a una funcién f: Z; U Z; — X, la cual es una retraccién.
Andlogarnente, es posible encontrar una retraccién g : Z; N Zy; — Y que extiende a
r. Ambas retracciones coinciden con r en Z,. Por lo tanto la funcién h: Z - X UY
dada por h(z) = f(2), 8i 2 € Z, U Zy, y h(2) = 9(2), 8i z € Z;U Z, es una retraccién
de Zen X UY, como se queria demostrar.

Como ejemplos importantes de espacios AR, se tienen:

Teorema 1.20 (Borsuk) Las dendritas son espacios AR
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Demostracién. Por su extensién, la demostracién original [Bo2] no se expondré
aqui, simplemente se delineard ¢l argumento usado.

En [Bo2, pp.133] primero se prueba que toda dendrita se puede encajar en el plano,
asf que se supone que X C R?. Se definen discos poligonales Dy, con vértices en X,
tales que X C D,, d(y,X) < i para todo y € D, para cada n € N. Se defiuen
también retracciones r, : D — Dy, y se usa la conexidad local para demostrar que las
longitudes de los lados tienden a cero. Esto implica que la sucesién de retracciones
r» converge uniformemente a una retraccién r : D — X. Entonces X es un retracto
de un 2-disco. Un 2-disco es homeomorfo a I? y todo retracto de un espacio AR es
un AR. Por lo tanto X es un AR.

1.5 Topologia Combinatoria

n-simplex. Sean vy, v, v3,. ..,y vectores afinmente independientes en R™ (esto es,
los vectores {v; —vp}l,) son linealmente independientes). El n-simplex con vértices
Vg, Vy,Va,-.., Y, €8 la envolvente convexa del conjunto de vértices. Usualmente se
denota con A{vg,vq,vg,.-.,v,). Es decir

A(vg, vy, V2y-- ., Un) = {Aovpt+Mv1H. . Ay, € R : Z,\‘ =1, )\ > 0 para cada i}

=0
a) b) ©)

Figura 1.11 1-simplex, 2-simplex, 3-simplex

Cada punto p = Agtp-+ A1v1 +. ..+ Antn del n-simplex se puede representar de forma
nica como (Ag, Ay, ..., A,). Los nidmeros \;, con i < n se denominan coordenadas
baricéntricas del punto p. El punto cuyas coordenadas baricéntricas son todas igua-
les (\; = 3i7) se denomina el baricentro. Dado cualquier subconjunto de vértices
{Yips Yi, s Vigs - - -, Ui, }, 8l simplex generado por tales vértices, A(vy, s, Uiy, - - -, V4, ) 8€
le conoce como lado k-dimensional 6 k-lado del simplex S.

Claramente, el simplex S contiene todos sus k-lados. Los vértices son los 0-lados. A
los (rn — 1)-lados se les conoce como caras, y a los 1-lados como aristas. Convendre-
mos ademds en que el (—1)-lado es el conjunto vacfo, y es lado de cualquier simplex.
De la definicién es claro que el n-simplex es homeomorfo al n-disco y que la frontera
del n-simplex en R™ es la unién de sus caras.

Subdivisién Baricéntrica. Considérese un n-simplex A. Sea V el conjunto de
vértices de A, junto con los baricentros de cada k-lado de A. Un k-simplex con
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vértices vy, va,...,vs de V forma parte de la subdivisidn baricéntrica B de A, si hay
un k-lado Ai de A, de forma que v; es un vértice de A, vy es el baricentro de un
1-lado de A; que tiene a v, como uno de sus vértices, ..., v; e8 el baricentro de un
i-lado de A que contiene al conjunto de los vértices {v1,...,vn-1} en uno de sus
i — 1 lados. Entonces el conjunto de simplices de la subdivisién baricéntrica forma
una particién de A en pequefios k-simplices.

Complejo Simplicial. Una familia finita X de simplices en R® se denomina com-
plejo symplicial o simplemente complejo si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) La familia X contiene todos los lados de cada simplex en K.

ii) Cuando un par de simplices en K se intersectan, lo hacen en todo un lado.

La dimension del complejo K es la dimensién m4s grande de los simplices que lo
conforman. El ¢jernplo mds comin de complejo simplicial es el de 1a familia de lados
de un simplex A, denotado por Ka. Otro ejemplo es una grifica. Una grdfica es un
complejo simplicial de dimensién no mayor a 1.

AN

Figura 1.12 complejos

A la unién de los simplices en un complejo dado se le llama la realizacion geoméirica
del complejo y se le denota por (K|

Subdivisién Simplicial. Sean K’ y K complejos simpliciales. Decimos que el
complejo simplicial K’ es una subdivisién simplicial del complejo K si

1. |K'| = |K|
2. para cualquier simplex A’ € K’, existe un simplex A € K tal que A’ € A.

Nétese en particular que una subdivisién baricéntrica es realmente una subdivisién
simplicial.

Funcién Simplicial. Sean X y £ complejos simpliciales cuyos conjuntos de vértices
son K° y L° respectivamente, donde X = {aq,61,---as}. A una correspondencia
¢%: K° —» L£° se le llama funcién simplicial de los vértices, si para cada subconjunto
{aiys @iy - - , G4 } que determina a un simplex A(aiy,Giy5-.-,04,) en K, los vértices
{¢°(a%), ¢°(ai.), - - -, ¢"(ai, )}, determinan un simplex A(¢%(as,), ¢! (aa.),---,v#"(aa.))
en L. Se sigue entonces que cualquier funcién simplicial de los vértices ¢° : K® -
L® se extiende tnicamente a una funcién ¢ : KX — £ definida por la férmula




16 : CAPITULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.13 subdivisién simplicial

Figura 1.14 Funci6én simplicial

A G-+ 101)) = A(@0), @) 9%(@i.)). Las funciones de este ti-
po se llaman simpliciales. Si una funcién es simplicial, entonces dim@(A) < dimA
para cualquier A € K.

Poliedros. Sea X un complejo simplicial. Cualquier subespacio X de R® homeo-
morfo a |K| se denomina poliedro. Se dice entonces que el par T = (K, 7) es una
triangulacion del poliedro X, o que el espacio X es triangulable, donde K es un
complejo y 7 : K — X un homeomorfismo.

Figura 1.15 Poliedros

Sea K, la subdivisién baricéntrica del complejo K. Existe un homeomorfismo 7, :
| K| = |K] el cual se define de la siguiente forma. Sea v(o) un vértice de K, donde
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o = A{vg,...,v} € K. Entonces
?

(@) = X g

3=0
el cual se extiende linealmente en cada simplex o de K. Una iteracién de tales
homeomorfismos
Ti 1

1K [ K] | K| | K}

Produce el r-homeomorfismo baricéntrico 7 : |K;| — [K|. Si T = (K, ) es una trian-
gulacién del poliedro X, a la triangulacién T, = (K, 77:) se llama la r-triangulacién
del poliedro X. Se tiene

T1 T

Lema 1.21 Dado un espacio lriangulado (X,T) y ¢ > 0, existe un entero r tal que
diégm(T;) <e.

Aproximacién Simplicial. Una funcién simplicial ¢ : X — £ es una aproximacién
simplicial de la funcién continua f : |[K| — |L| si f(st(a)) C st(¢(a)) para cada
vértice @ del complejo K. Aqui st(a) denota a la estrella del vértice a, es decir, la
unién de todos los simplices A € K que contienen a a como vértice. El siguiente re-
sultado asegura que cualquier funcién continua entre espacios triangulables se puede
aproximar por medio de funciones simpliciales.

Teorema 1.22 (De la apraximacién simplicial). Para cualguier funcidn conti-
nua f: X - Y entre poliedros y cualquier nimero real ¢ > 0, ezisten triangulacio-
nes K y L de los poliedros X y Y, respectivamente, y una aprozimacion simplicial
¢: K-> L de [ tal que p(f(z), #(z)) < € pors cada punto.

Demostracién. Véase (Enl, pp.104].

Nervio de una Cubierta.

Sea A = {A;}t, una cubierta finita del conjunto X. Diremos que el complejo
simplicial X es el nervio de la cubierta A si sus vértices se pueden arreglar en una
sequencia finita ao, a1,...,ax tal que

A(Gig18iyy---18i,) EX <= A NALN---A; #£0

Como se expone en [Enl, pp.103), cualquier cubierta tiene un nervio, y el nervio no
estd dnicamente determinado por la cubierta.

FP-similar. Sea F una familia de espacios métricos compactos, y X un espacio
métrico compacto. Se dice que el continuo X es F?-similar si para cada ¢ > 0, existe
un elemento Y de F y una e-funcién X - Y.

En tal categoria podemos describir a las siguentes clases: un continuo X es arbolable,
(tree-like en inglés) si para cada € > 0 existe una cubierta de X, con elementos de
didmetro menor que ¢, tal que el nervio de la cubierta es un drbol. Anslogamente,
X es encadenable, si para cada € > 0 existe una cubierta de X, con elementos de
didmetro menor que ¢, tal que el nervio de la cubierta es un 4rbol sin vértices de
grado > 3, es decir, una trayectoria.
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Figura 1.16 Nervio

1.6 Combinatoria

Gréfica. Una grdfica es un conjunto de vértices V, junto con un conjunto de aristas
A, que unen parejas de vértices distintos. Al nimero de aristas que salen del vértice
v, se le llama el grado de v, y se denota por gra(v). Usualmente se considera una
gréfica como carente de topologia y se usan solamente sus propiedades combinatorias.

A

Figura 1.17 Gréficas.

El ejemplo usual de gréfica es un drbol Un drbol es una gréfica sin ciclos. Por ciclo
se entiende una sucesién de vértices distintos v, va,..., v, donde v; y v estdn
unidos por una arista, para i € {1,...,n}. Se conviene en llamar v, al vértice v..

Por ejemplo
Lema 1.23 En toda grdfica, el nimero de vértices de grado smpar es par.

Demostracién. Si a es el nimero de aristas de la grifica G y v1,v3,...,v, los
vértices, tenemos

Zgra(vg) =23=0 (mod?2)

$=1
Cada vértice de grado impar contribuye con un 1 a esta suma mddulo 2, y cada
vértice de grado par contribuye con un 0. La suma total es 0, entonces debe haber
un nimero par de unos, es decir, un nimero par de vértices de grado impar.

Lema de Sperner. Sea K una subdivisi6n simplicial en n-simplices del n-simplex
A = A(v,v1,v3,...,u,). Los vértices de K se colorean con n + 1 colores, de tal
manera que se curmmplan las siguientes condiciones
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i) El vértice v; de A de X se colorea del color i.

ii) Para los vértices de X que se encuentren en el lado A(v;,v;,,...,,) Se usan
sélo los colores del conjunto {§y,43,...,ix}-

Entonces existe al menos un n-simplex S € K cuyos vértices tienen todos sus colores
distintos.

Figura 1.18 Lema de Sperner

Demostracién. De hecho demostraremos més, a saber, que el nimero de n-
simplices cuyos vértices tienen todos sus colores distintos, es impar.
Inductivamente, si n = 0, se tiene una 1-coloracién de un solo punto, donde clara-
mente existe un subsimplex coloreado con todos los colores (1 color). Supongamos
ahora que el lema se cumple para todos los (n — 1)-simplices que cumplen tales con-
diciones.

Sean Ty, Ty, ..., Tm los elementos de K. Sea Ap el (n —1)-1ado de A cuyos vértices

tienen los colores {0,1,2,...,n —1}. Convendremos en llamar r-lado al (n—1)-lado
de uno de los simplices T;, si sus vértices usan todos los colores {0,1,2,...,n—1} y
sélo ésos.

Construyamos una grédfica G como sigue:
Cada vértice a; de G representara al n-simplex T; de K, y un vértice adicional u que
representard a Ay. Las aristas de G se sitdan asi.

e Los vértices a; y a; se unen por una arista si los correspondientes n-simplices
T y T; comparten un r-lado.

o El vértice a; se une con el vértice u si hay todo un r-lado de T; contenido en
Ao.

Notemos los siguientes hechos:

o Cada vértice a) de G tiene grado 0,1 6 2.
En efecto, si Tx tiene un r-lado, el vértice restante estd coloreado del color n
o de color i < n. En el primer caso sélo existe un r-lado en Tj, el cual puede
compartir con a lo més un n-simplex Tj, o bien estar contenido en Ay, entonces



20 , ... . . CAPfTULO 1. PRELIMINARES

Figura 1.19 Gréfica coloreada.

ay, tiene grado < 1. En el segundo caso hay exactamente dos (n—1)-lados de T,
que son r-lados (dos formas de elegir el vértice del inico color que se repite), por
lo que T; puede compartir a lo més dos r-lados, con otro T; 6 con Ay, entonces
el grado de a; es < 2. Si T no tiene ningin r-lado, claramente gra{ax) = 0.

o El vértice ay tiene grado 1 si y sélo si Ty tiene todos sus vértices de colores
distintos (se sigue del inciso anterior).

o El vértice u de G tiene grado impar.
Esto es consecuencia de la hip6tesis de induccién.

Usando el hecho de que en toda gréfica el nimero de vértices de grado impar es par,
y considerando que u tiene grado impar, tenemos que
El niimero de vértices de la forma ax de grado 1 en G es impar

es decir, el nimero de n-simplices T; cuyos vértices tienen colores distintos es impar,
que es precisamente 1o que se queria demostrar.



Capitulo 2

Ejemplos

2.1 Teorema de Brouwer

Quiz4s el resultado mas conocido acerca del punto fijo es el siguiente teorema, atri-
buido a Brouwer.

Teorema 2.1 D" tiene la propiedad del punto fijo.

Para demostrar este tcorema, basta probar que no existe una retraccién del n-disco
en su frontera. Dado que si f : D® — D" es una funcién continua sin puntos fijos,
podemos definir una funcién r : B® — S™~! proyectando el punto z en la frontera
S~  a través del punto f(z) para obtener el punto r(z), como se muestra en la
figura 2.1.

r(x)

Figura 2.1 retraccién del disco en su frontera.

Tal funcién estd bien definida dado que z # f(z). Ademds r es continua porque f
lo es, y deja cada punto de la frontera fijo, es decir r(z) = z. Entonces r es una
retraccién del disco en su frontera.

21
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Existen varias pruebas sobre la no-retractibilidad del disco en su frontera, entre ellas
las siguentes.

Demostracién. (B. Knaster, C. Kuratowski, S. Mazurkiewicz)

El n-simplex es homeomorfo a I, asf que basta considerar funciones continuas del
n-simplex en sf mismo. Sea f : A — A una funcién continua libre de puntos
fijos del n-simplex A(vg,v1,-..,vs) €n sf mismo. Sean (A (x), Aa(z), ..., Mu(z)) las
coordenadas baricéntricas del punto £ en A. Ahora coloreemnos cada punto de A con
n+ 1 colores de la siguiente forma:

i) El vértice v; de S se colorea con el colori.

ii) El punto z se colorea de color i si A;(z) < X(f(z)) (en cuyo caso decimos que
la coordenada i disminuyé al aplicarle f). La eleccién del color es arbitraria
cuando hay varias opciones.

Sea Cy una subdivisién simplicial de A, en pequefios n-sitnplex de didmetro no ma-
yor a ;“- Note que la coloracién de loa vértices de Cy satisface el lema de Sperner,
dado que si Ay = A(v;,, iz, iy, - - - » Vi), €8 un k-lado de S, entonces Ay(z) = O para
J ¢ {i1,12,...,is}. Tales coordenadas no pueden disminuir al aplicarle f.

Entonces en cada subdivisién C, de A, existe un subsimplex cuyos vértices estdn
coloreados con los i + 1 colores. Cuando k& — oo tenemos una familia de n-simplex
cuyo didmetro tiende a cero, tales que los vértices de cada uno de ellos estdn colorea-
dos de distintos colores. Como S es compacto, existe una subsucesién convergente
de vértices, uno en cada elemento de la familia. Para cada i, tal subsucesién se
puede elegir de forma que todos sean del color . Sea z el punto de acumulacién. En
cada uno de ellos, la coordenada i-ésima disminuyé al aplicarle f. Por continuidad,
Ai(z) < Ai(f(z))- Como esto sucede para cada 3, tenemos

1=3 M) < AUE) =1

=0 =0

: Por-lo tanto Ai(z) = M(f(z)) para cada i, es decir z = f(z). Esta contradiccién

B prueba el resultado.

B Demostracién. (M. Hirasch) Usando el teorema de la aproximacién simplicial, es
- suficiente probar que no existe una retraccién de una subdivisién de un n-simplex S

€n su frontera 5.

Suponga que f : S — 3S es8 una retraccién simplicial. Sea a el baricentro de un

(n — 1)-simplex A C 8S. f~'(a) es una variedad compacta 1-dimensional cuya
frontera est4 contenido en 8S. La componente de f~!(a) es entonces un segmento de
I{nea con un extremno en a, y cuyo otro extremo no existe. Si tal extremo existiera,
deberfa ser un punto de 85, distinto de a, que se envia sobre a bajo f, contradiciendo
la hipétesis de que f|dS es la identidad.

Cualquier n-simplex B que ge envia sobre A tiene exactamente dos caras que se
envian sobre A. Entonces B f~'(a) es el segmento de linea que une los baricentros
de 1as dos caras. Estos segmentos de linea forman una l-variedad cuya frontera estd
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en 8S porque cada (n — 1)-simplex C de S es incidente con uno o dos n-simplex,
siempre que C C 8S o no. El resultado estd probado.

2.2 Retractos

Teorema 2.2 S§i Y es un retracto de X, y X tiene la propiedad del punto fijo,
entonces Y tiene la propiedad del punto fijo.

De hecho se cumple més, a saber
Teorema 2.3 La propiedad del punto fijo es un r-invariante

Demostracién. Sea f : X — Y una r-funcién, con inversa derecha continua
g:Y > X. Sea ¢ : Y 5 Y cualquier funcién continua de Y en si mismo. Como X
tiene la p.p.f. 1a funcién god o f : X — X tiene un punto fijo z = g(¢(f(z))). Pero
g es la inversa derecha de f, entonces f(z) = ¢(f(z)), es decir f(z) es un punto fijo
de ¢. Por lo tanto Y tiene la propiedad del punto fijo. En la figura 2.2 podemos
apreciar ¢jemplos de retractos de B, que por lo tanto, tienen la p.p.f.

N~ |

Figura 2.2 retractos de D*

-~

2.3 El cubo de Hilbert y los retractos absolutos

Es posible extender algunos de los teoremas en espacios de dimensién finita, a sus
andlogos de dimensién infinita, usando el siguiente lema de aproximacién.

Lema 2.4 (De la aproximacién.) Sea X un espacio métrico. Si para cada € > 0
eziste una funcion continug f, : X — X tal que d(f(2),5) < eVx € X y cada
congunto f.(X) tiene la propiedad del punto fiso, entonces X tiene la propiedad del
punto fijo.
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Demostracién. Considere una funcién continua ¢ : X — X, y un nimero
€ > 0. Como f. o ¢ manda f,(X) en s{ mismo, existe un punto fijo z.. Entonces
d(ze, d(ze)) = d(fe(d(ze)), d(ze)) < €. Se elige una sucesién de mimeros {€n}2, tal
que limy—y00€s = 0. Entonces la sucesién de puntos {z..}, tal que cada z., es un
punto fijo de f,, o ¢, tiene una subsucesién convergente, dada la compacidad de X.
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la subsucesién es la sucesién. Sea
z = lith,, 40T, entonces £ = lime,0$(Z.,) = ¢(z). Es decir = es un punto fijo de
¢- Esto concluye la prueba.

-

Figura 2.3 e-retracciones

Teorema 2.5 El cubo de Hilbert tiene la propiedad del punto fijo

Demostracién. Usando el lema de aproximacién y las proyecciones f, : J¥ — I®,
"dadas por

folzy,23,...) = (1,22, - - ., 20y 0,0,. .. .)
Dada € > 0, es posible elegir n suficientemente grande, tal que

dfa@ra)= I H<e

i=n+l
Claramente, cada conjunto f,(#°) = I" es homeomorfo al n-disco, el cual tiene la
propiedad del punto fijo. Por lo tanto # tiene la propiedad del punto fijo.
Teorema 2.8 Todo espacio AR tiene la propiedad del punto fijo.
Demostracién. Todo espacio AR es la r-imagen del cubo de Hilbert . Como
la propiedad del punto fijo es invariante bajo r-funciones, el resultado se sigue.

Una forma sencilla de construir espacios AR es cmpezar con el intervalo 7 el cual es
un AR, y pegar sucesivamente intervalos por un punto. Entonces obtenemos
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Teorema 2.7 Los drboles tienen la propiedad del punto fijo.
De la misma forma, considerando que las dendritas son espacios AR, se tiene

Teorema 2.8 Las dendritas tienen la propiedad del punto fijo.

2.4 Dendroides y Continuos de Peano

Con respecto a los continuos localmente conexos, el siguiente lema nos dice que para
la clase de los homeomorfismos, un continuo M tiene la propiedad del punto fijo si
cada uno de sus elementos ciclicos tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.9 (Ayres) Sea M un conlinuo de Peanio y k(M) C M un homeomor-
fismo de M en un subcontinuo de M. Entonces existe un elemento ciclico C tal que
h(C)ccC.

La demostracién es bastante larga y se puede consultar en [Ayl], usando la notacién
y resultados de [Wh2].

Figura 2.4 Continuo de Peano con la p.p.f.

Efectivamente, si M es un continuo de Peano donde cada uno de sus elementos
ciclicos tiene un punto fijo, y h: M —» M es un homeomorfismo de M en sf mismo,
aplicando el lema, hay un elemento ciclico C tal que A(C) c C. Como C tiene la
propiedad del punto fijo, existe un p € C tal que A(p) € C, es decir, un punto fijo.

Ahbora enunciaremos un resultado cuya demostracién se puede encontrar en [Gul,
pp.26]
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Lema 2.10 Todo dendroide es descomponible.

Ahora podemos demostrar el resultado respectivo sobre dendroides.
Teorema 2.11 (Borsuk) Los dendroides tienen la propiedad del punto fijo.

Para probar este resultado, primero demostraremos los siguientes lemas.
Lema 2.12 Todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide.

Demostracién. Sean X un dendroide y A un subcontinuo de X. Sea B un sub-
continuo de A. Claramente B es un subcontinuo de X. Como X es hereditariamente
unicoherente, tanto B como A son continuos unicoherentes. Esto significa que A es
hereditariamente unicoherente. Para ver que A es arco-conexo, sean p y ¢ dos puntos
en A. Sea pq el arco en X que tiene a p y ¢ como extremos. Como X es hereditaria-
mente unicoherente la interseccién pgM A es conexo. pgN A es un subcontinuo del
arco pg que contiene a los extremos, entonces debe ser todo el arco. Esto significa
que pg C A. Es decir A es arco-conexo.

Lema 2.13 Sea A un it arco y hereditariamente unicoherenie y sea
@ : [0,00) > A una funcion continua y biyectiva. Entonces la cerradura del conjunto
P = ¢([0,00)), es un arco.

Demostracién. Convendremos en decir que un punto a € A serd un punto lmite
para ¢, si existe una sucesién {z.} C [0,00) tal que lim £, = co y lim ¢(z,) = a.
Aseguramos que no existe ningin punto limite ap para ¢ contenido en P. De otra
forma existiria un zp > 0 tal que ap = ¢(zo). El conjunto C = ¢([zo,00)) es
unicoherente y arco-conexo, porque es un subcontinuo de A. Aun més, para cualquier
Iy > ZTo,

C = ¢([z1,00)) U ¢([z0, %))
Como C es unicoherente, ¢(Zo), $(z:) € mn #([z0, 21]), ¥ &([0, 2:]) s el

tinico arco que une a ¢(zo) y #(z1), concluimoe que ¢([zo,z1]) C #([z1,00)). Por lo
tanto,

e (1) Para cualquier z; > Zo el conjunto ¢({z1,00)) es denso en O, es decir
C = ¢([z1, 00)).

Como C es descomponible (C es un subcontinuo de X'}, existen dos continuos Co y
C, tales que

.(2)C=CQUCI,C—CQ¢0¢C—CI.

Dada z > zg, no es posible que ¢([z,00)) € Co pues de lo contrario, por (1),
#([z,00)) C Coy, lo cual contradice (2).
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Similarmente, no existe £ > 7o tal que ¢([z,00)) C C:. En particular, podemos
elegir @ > o tal que ¢(a) ¢ Co y por lo mismo podemos elegir b > a + 1 tal que
¢(b) ¢ C\, y también podemos elegir ¢ > b-+1 tal que ¢(c) ¢ Cy. Entonces ¢(a) € C,,
¢(b) € Co y ¢(c) € Ci. Como el iinico arco que une a ¢(a) con ¢(c) es ¢([a,c]) y O
es un dendroide, tenemos que ¢([a, c]) C C;. Esto es absurdo pues

#(b) € ¢(fa, ) — C,

De esta forma hernos mostrado que no existe un punto limite de ¢ que pertenezca
a ¢([0,00)). Como A es_compacto, debe existir un punto limite a de la sucesién
{#(n)}. Entonces a & ([0, 00)) — ¢([0,00)). Sea L el arco en A que une a los
puntos a y ¢(0). Como ¢([0,o0)) es un dendroide, L C #([0,00)). Dada z > 0,
#({0,z]) U ¢([z,00)) = ¢([0,00)) ¥ $({0,00)) N ¢([z,00)) = {¢(z)}. (Pues no hay
puntos limite de ¢([z, 00)) en ¢([0, 00))). De manera que

#(0,50)) — {#(2)} = (#(0, 50)) — #(10,2)) U (#0, 50N — ([, o))

es una disconexién de ¢([0, 00)) — {¢(z)}. Como el conjunto L es conexo e intersecta
a ambos uniendos (en ¢(0) y a), se tiene que L no puede estar contenido en esta
unién. Por lo tanto ¢(z) € L. Por lo tanto ¢([0,00)) C L y consecuentermnente
#(]0, 00)} es un subarco de L. Con esto se concluye la prueba.

Demostracién. (Teorema 2.11) Sea A un continuo arco-conexo, y hereditaria-
mente unicoherente. Entonces, para cualesquiera dos puntos a y b en A {a # b),
existe exactamente un arco cuyos extremos son a y b, denotado por ab. En el caso
de que a = b se denotaab= {a}. Sipc ct {2}, cod2cs dedir yue p est4 entre
a y b, y escribiremos p € ab°.

Supongamos ahora que existe una funcién continua f : A — A sin puntos fijos.
Entonces existe ¢ > 0 tal que p(p, f(p)) = ¢ para todo p € A. Supondremos
ahora que para algtin nimero natural n, se ha construido un sistema de n puntos
ay,as, - ..,a, € A que satisfacen las siguientes condiciones:

1n p(as, 6i+1) = L€ para cualquier i < n.

2s Si p € aiaf,,, entonces p(ai,p) < ie para cualquier natural i <
3n GG, = U?=—11 BiGiy

4, a, € a1 f(an)°, para cada n > 1.

Evidentemente el sistema que contiene solamente un punto a, satisface para n =1
las condiciones 1, —4,. Aseguramos que cualquier sistema a,, a3, .. ., Gy, que satisfaga
tales condiciones se puede completar afiadiendo un punto an,; € A de forma que el
sistena resultante a,,ag, .. ., G, Gn+1 Satisfaga las mismas condiciones para n-1, es
decir 1541 — 4p41-

Como la distancia entre un punto y su imagen es > ¢, existe un punto an.; tal que

5 ans1 € anf(an)
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6 plan, Bns1) = 3¢
7 Si p € aqal,, entonces plan,p) < Le.

Las condiciones 1n41, 2q+1 50D consecuencia inmediata de las condiciones 1,, y 6, 2,
¥ 7 respectivamente. Para establecer la condicién 3,41, es suficiente mostrar que

0180 N Andns1 = {aa)
De otra forma, existe b # ay, tal que b € a1a, N anGn+1. Entonces
G1Gny1 C G1D U BG4 C Q1B UnGnyy — {an}

Pero ani1 € 6nf(an)° implica que ay ¢ Gn41f(an). Entonces el continuo ayan1 U
Gn.1f(as) se encuentra en A — {a,}. Se infiere que a1f(an) C A — {6n}, en contra-
diceidn con 4y,

Por lo tanto a1ay N Guda+t = {Gn}, ¥ tomando en cuenta 5, se tiene que an+1 €
a1 f(an)°. De 7 se tiene que si p € anGy.1 entonces

plan, J9)) 2 05, I (7)) — ploms ) > 3¢

Pero f(an) f(an+1) € f(@ntn+1)- Se sigue de 6, que an+1 ¢ f(an)f(an+1)
Supongamos ahora que 4,41 no se cumple. Entonces any) no se encuentra entre a,
Y f(an+1). Pero ani1 # f(Gn+1) ¥ Gn+1 # a1 (como se vio anteriormente).

Entonces concluimos que a4y € 81 (an+1). Se sigue que el continuo ay f(an+1) U
f(an)f(an+1) se encuertra en A — {an4,}. Considerando que cualquier subecontinuo
de un dendroide es arco-conexo se tiene que a f(a,) C A— {an41}, en contradiceién
con una expresién anterior.

Hemos mostrado que cualquier sistema a;, a3, - ..,6n que satisface 1, a 4, se puede
completar con otro punto an4: de forma que se satisfagan 1441 & 4n41. Entonces
existe una sucesién infinita {a}§2, que satisface 1, a 4, para cada n.

Sea ¢, un homeomorfismo que envia el intervalo [n—1, ni] sobre @na@n+1 de tal manera
que ¢o(n — 1) = aq ¥ dn(n) = @n+1. De 3, se sigue que haciendo ¢(z) = ¢(z) para
1 € z < n, obtenemos una funcién continua biyectiva del rayo [0, c0) en el conjunto

o0
P= U OnOn+1
=1

Por el lema, P es un arco, y por lo tanto, existe un homeomorfismo & que envia
P en el intervalo [0,1). Evidentemente la sucesién {h{a,)} es monétona, por lo
tanto convergente. Consecuentemente, la sucesién a, debe ser convergente, lo que
contradice 1,.

El teorema queda probado.

Teorema 2.14 Si X y Y son continuos con la propiedad del punto fijo, tambien
X VY, donde X VY es el espacio que se obtiene de identificar un punto clegido de
X con un punto elegido de Y .
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Demostracién. Sean Z = X VY, a ¢l punto donde X y Y estdn identificados, y
f : Z = Z una funcién continua sin puntos fijos. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que f(a) € X — {a}. Claramente X es un retracto de Z, la retraccién estd
dada por f(z) = z,8iz2 € Xy f(z) =a,8i z € Y. Sea i la inclusién de X en Z.
La funcidn ro foi: X — X es una funcién continua que manda cada puntoz € X
en f(z), si f(z) € X,y ena,si f(z) € Y. Como X tieune la propiedad del punto
fijo, entonces existe un z € X tal que z = r(f(z)). Tal punto es distinto de a, ya
que a no es un punto fijo de f. Ademds observe que r(f(z)) = z € X — {a}, asi que
JF(z) ¢ Y y entonces f(z) € X, y como la retraccién no mueve los puntos de X, se
tiene que z es también un punto fijo de f.

2.5 Continuos encadenables y 4?-similares

Teorema 2.15 (Hamilton) Cada continuo encadenable tiene la propiedad del pun-
to fijo.

Demostracién. Sea X un continuo encadenable. Suponga que f: X — X s una
funcién continua libre de puntos fijos. Como X es compacto, existe ¢ > 0 tal que
p(z, f(z)) > € para toda z € X. Sea {U;}?, una cadena, cuyos elementos tienen
didmetro menor que ¢. Es claro que z y f(z) no pueden estar simultineamente en
el mismo eslabén, de lo contrario el didmetro de tal eslabon seria al menos ¢. Sea
ze Uy y f(z) € Us. Sii < jsedirf que z < f(z), y z > f(z), si i > j. Coloreamos
cada punto z de 0 ¢ 1, dependiendo de que z < f(z) 6 z > f(z) respectivamente.
Cada punto z € U estd coloreado de 0 y cada punto en U, de 1. Formalmente, sean

A={zeX:z < f(z)}
B={ze€X:z> f(z)}

El conjunto A es abierto, ya que dado z € U; y f(z) € U; con i < j, es posible
encontrar una vecindad V de f(z) y una vecindad U de z tal que U C U; yf(U) €
V C U;. Esdecir U C A. Anflogamente B es abierto. AUB = X dadoquez y f(z)
siempre estdn en eslabones distintos. Ademas ANB =0,y Uy C A, U, C B. Como
X es conexo, esto es una contradiccién, con lo que se concluye la demostracién.

Considerando que ¢l pseudo-arco es encadenable por construccién, tenemos
Teorema 2.16 (Hamilton) El pseudo-arco tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 2.17 (Hamilton) Si T es un continuo arbolable hereditariamente des-
componible, T tiene la propiedad del punto fijo para homeomorfismos.

En el articulo [Hal), se prueba el resultado para continuos hereditariamente descom-
ponibles y hereditariamente unicoherentes, y el resultado se sigue dado que se cumple
el siguiente lema.
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Lema 2.18 Todo continuo arbolable es hereditariamente unicoherente.

Demostracién. Sea X un continuo arbolable y sean A y B dos subcontinuos de X,
tales que AN B es disconexo. Para cada € > 0 existe una cubierta C, = {U;}2, cuyo
nervio es un drbol de forma que diamU; < ¢ para cada i < n. Dado un subconjunto
K de X sea Cx, = {U; € Ce : UyNK # @} la subeubierta inducida de K. Los nervios
respectivos de Ca ¢ y Cp, 80n conexos, de lo contrario se podria formar una separacién
de A con los elementos de Cy,. Los nervios de C4, ¥ Cp, son a su vez subgréficas
del nervio de C, es decir sub4rboles. A N B es cerrado y X es normal, entonces es
posible elegir abiertos ajenos V, W que contienen a los respectivos miembros de una
separacién de AN B, y que son tales que VAW = @. Elegimosz € VNANB
yy € WNANB. También es posible hacer que Cyy, € V' 'y Cpyy,e < W para
todo € suficientemente pequefio. Sea & la séptima parte de la distancia entre V y W.
Supongamos que ¢ < § es un nimero para el cual se cumplen las condiciones arriba
mencionadas. Sea ¢ < ¢. Sean T y T3 los nervios respectivos de las cubiertas Ca ¢
y Cp,- Sean p y q los elementos respectivos de Cz},e ¥ Uy}, Sabemos que Ty y T;
son drboles conexos y que ambos vértices p # ¢ estdn en T} y T;. En T3, cualquier
trayectoria que una a p y q (visto como grdfica), se puede reducir a una trayectoria
que no repita vértices, ya que T no contiene ciclos. Como T; y T, son conexos, se
pueden encontrar trayectorias ¢; € T;, para i = 1,2, que no repitan vértices y que
tengan como extremos a p y ¢. Pero T} y T3 son subdrboles del nervio de la cubierta,
y en una gréfica de drbol, dados dos puntos existe una tnica trayectoria que los tenga
como extremos y nto repita vértices (si existieran dos, el drbol contendrfa ua ciclo).
Por lo tanto £, = ¢3. Esto significa que si C(%;) € C¢ es el elemento de la cubierta
que tiene a v; € ¥; como representante, entonces C(v;)NA £ @y C(w)NB #£ 0.
Como € < 4, es posible elegir a v; de formaque C(v;) NV =0y C(v;) NW =@.
Es decir, para cada € < §, existen 6, € C(y;)) C A —-(VUW) y b € C(y) C
— (VU W) a distancia < e. Eligiendo una sucesién conveniente {e,} que se
aproxime a 0, se tienen sucesionesan, € A— (VUW) y b, € B — (VUW), tales que
d(@n,bn) < €q. Por compacidad se tiene una subsucesién convergente, que podemos
suponer es ella misma. Entonces ¢ = lim a,, = lim b, € (A—(VUW))N(B—(VUW)).
Esto es una contradiccién dado que V y W cubren a AN B. Por lo tanto AN B es
conexo, con lo que se prueba que X es hereditariamente unicoberente.

2.6 Continuos Aplanables

Teorema 2.19 Un disco con una espiral que converge a su frontera tiene la propiedad
del punto fijo (figura 2.5).

Demostracién. Sea M = DU S el continuo mencionado, donde D es el discoy S
la espiral. Sea f una funcién continua de M en sf mismo. Como D es arco-conexo,
la propiedad de ser arco-conexo se preserva bajo funciones continuas, y no hay un
arco en M que una un punto de D con un punto de S, se tiene que f(D) C Do
bien f(D) C S. Si f(D) C D, entonces hay un punto fijo en D, ya que el disco tiene
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Figura 2.5 Disco con espiral.

la propiedad del punto fijo. En el otro caso, elegimos un punto d en la frontera del
disco D y elegimos upa sucesién de puntos {s;}{2, de S que convergen al punto d.
Entonces lim;o f(8;) = f(d) € S. Como S es abierto en Af, podemos suponer que
f(si) € S para toda i € N. Ningin punto s € S cae en D bajo f, de lo contrario el
arco sg; cumplirfa f(s) € D y f(s;) € S. Pero esto no es posible ya que no existen
trayectorias entre D y S, por tanto f(S) C S, entonces f(DUS) C S. Como DU S
es compacto, f(DUS) es un punto 6 un arco en S. Ambos espacios, un punto y un
intervalo tienen la propiedad del punto fijo, y f(f(DUS)) < f(DUS), por lo tanto
f deja un punto fijoen f(DUS) Cc DUS.

Teorema 2.20 El circulo de Varsovia tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. El argumento para demostrar este teorema es ampliamente cono-
cido. A continuacién se expone.

Sea M, el circulo de Varsovia, formado por una curva sen(i) y un arco pegado, como
se muestra en la figura 2.6, y sea f : M — M una funcién continua.

Suponga que el punto variable z representa a un perro mientras que f(z) representa
a un conejo. El objetivo es que el perro alcance al conejo (z = f(z)), pero el conejo
no debe dejarse atrapar, para que entonces la funcién no tenga puntos fijos. El hecho
importante es que el continuo M es unicamente arco conexo, es decir que para cada
dos puntos distintos existe un tinico arco que los tiene como extremos. Ertonces
hagamos que el perro empiece en el punto p, el extremo superior del intervalo limite,
como se muestra en la figura. El conejo debe estar siempre por delante del perro, en
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Figura 2.6 Circulo de Varsovia

el sentido de que el punto z siempre est4 entre p y f(z). Cuando z recorre la curva,
aproximandose al intervalo limite, el conejo se aproxima también al intervalo limite
siempre delante del perro. En particular, dadoa € 'y {z;}{2, unasucesién de puntos
en M —I tal que lim z; = a, donde I es el arco lfmite. Entonces limy_,.f(z;) = f(a)
por la continuidad de f. Dado que z; siempre esté entre py f(z;), en la figura, f(z;)
siempre esté entre z; y el arco I. Entonces f(a) = limy_,oof(z;) € I. Esto muestra
que f es una funcién continua que manda el intervalo I en sf mismo, por lo tanto
tiene un punto fijo. Esta contradiccién demuestra el teorema.

Teorema 2.21 El continuo M C R® descrilo a continuacion, tiene la propiedad del
punto fijo, (figura 2.7).

Primero describamos la figura. M es la unién de tres segmentos [p1,pa], [p4,Ps],
{ps, o], dos curvas de sen(1), G1 y Gz y una espiral S, que tiene la propiedad de que
S es homeomorfa a [0,00). S comienza en py y se aproxima a la unién de los arcos
{p1,p4), [Pa,ps), [ps, ps), a 188 curvas G y Gj, como se muestra en la figura.

Demostracién. Supondremos que f : M — M es una funcién continua libre
de puntos fijos. Es posible aplicar el mismo argumento del perro cazando al conejo
usado anteriormente, como sigue:

El perro empieza en py. Si f(ps) € [p1, ps), €l perro caza al conejo a 1o largo de [py, pi]
y deja algiin punto de {ps,pi] fijo. Si f(ps) € Gz, mueve al perro = a lo largo de G,
detrés del conejo f(z). Notese que si z € G3— {ps}, f(z) se encuentra adelante de z
en el sentido de que x esté en el arco de G; entre p3 y f(z). Un argumento andlogo
al usado para demostrar que el circulo de Varsovia tiene la propiedad del punto fijo,
muestra que el arco [ps, pr] tiene un punto fijo.

Si f(p3) ¢ [p1, P3]UG3, se observa que después de que el perro deja py, z se encuentra

entre py y f(z) en el arco en M de ps a f(z). La caza continia hasta que el perro
llega a ps. Fl conejo se encuentra en ese momento en Gy o en SU [py, ps]. Si estd en
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Figura 2.7 Continuo M

G, tenemos una situacion similar a aquella en 1a cual f(p;) € Ga, lo que llevaria a
un punto fijo para f, por lo que supondremos que f(ps) € S U [ps, po).

Conforme z se mueve pasando pg, Py y entra en S, se observa que f(z) permanece al
frente de z en el sentido de que z se encuentra entre py y f(z) sobre el arco en S de
pe a f(z). Como S converge a [p1, p3}UG3 U [pe, ps] UG, si 71,23, . . . €8 una sucesién
de puntos de S que convergen a ps, entonces podemos suponer que f(z:), f(za),-..
converge a un punto de [p;,p3] U G2 U [ps, ps] U G1, y entonces f(ps) pertenece a
[p1,P3]UGa U [ps, ps] U G1. Esto contradice la suposicién de que f(ps) € SU [ps, pg)-
Con esto concluimos que M tiene la propiedad del punto fijo.

Respecto a la investigacién de cudles continuos en el plano tienen la propiedad del
punto fijo, se ha planteado la conjetura de que todo continuo aplanable que no separe
al plano tiene la propiedad del punto fijo. Esta conjetura ha sido 1lamada el problema
ma4s interesante cuya solucién ha sido la m4s prolongada en la geometria plana. Al
respecto se han hecho numerosos avances, entre ellos citaremos los siguientes sin




34 CAPfTULO 2. EJIEMPLOS

demostracién, ya que éstas son muy largas y complicadas. En cambio se incluye la
referencia para aquellas personas que estén interesadas.

Teorema 2.22 (Hamilton) Si X es un conlinuo plano que no separa al plano,
y cuya frontera no contiene ningin continuo ind ponible, entonces X tiene la
propiedad del punto fijo para homeomorfismos [Hal].

Teorema 2.23 (Carwright y Littlewood) Sih es un homeomorfismo que preser-
va la orientacion del plano en si mismo y X = h(X) es un continuo plano que no
separa al plano, entonces eziste un punto z € X tal que h(z) = z, [Cal].

Notemos que si la conjetura de los continuos que no separan al plano fuera cierta,
¢l resultado nos daria otra demostracién para el teorema de Brouwer en el caso de 2
dimensiones, ya que ¢l disco es un continuo aplanable que no separa al plano.

Sobre continuos arco-conexos, Hagopian ha demostrado les siguientes resultados.

Teorema 2.24 Cualguier continuo plano arco-conezo que no separs al plano tiene
la propiedad del punto fijo [Hg2)].

Teorema 2.25 Cualgquier conbinuo plano inicamente arco-conezo tiene la propiedad
del punto fijo [Hg3).



Capitulo 3

Contraejemplos

Teorema 3.1 Eziste un contlinuo 1-dimensional M con la propiedad del punto fijo
y un disco D tal que DN M ¢3 un arco pero DU M no tiene la propiedad del punto

fijo.

p p1o
p2

p3

pe pit

Figura3.1 DUM

Demostracién. Sea M el continuo del teorerna 2.21 y D el rectdngulo con vértices
Psy Po, Pros P11, COmo en la figura 3.1.

35
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Notemos yue M U D sc retrae en el continuo
M' = (MUOD) — (ps, po)

Entonces para ver que M U D no tiene la propiedad del punto fijo, bastard mostrar
que M’ no la tiene. Para hacer esto, definiremos una funcién continua f: M’ — M'.

Restringida a [p;, ps]UGaU[ps, ps]UGh, [ es la reflexién a través del origen. También
J envia de manera homeomorfa los intervalos {p3, ps} en [ps, puil; [Ps.pe] en [pu,prl;
[ps,pu1] en [pr1,a1]; [pu,ai] en a1, 1], y cada [a;,a541]) en [e, 6541]. La tnica pre-
caucién que se debe tomar para ver que [ sea continua es ver que si un punto se
mueve suficienternente lejos sobre la espiral, su imagen es muy cercana a su refle-
xién a través del origen. En efecto, esto es posible porque cada c; es la reflexién del
punto a; en el origen. Entonces en el limite, la funcién coincide con la rotacién en
{p1, P3] U Ga U [ps, ps] U G1. Por tanto DU M no tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 3.2 El continuo de Young no tiene la propiedad del punto fijo.

El continuo de Young estd formado por dos circulos de Varsovia en el plano que se
pegan a través de un arco I. A partir del punto medio del arco I se levanta un arco
hasta el punto o fuera del plano, después se unen los puntos 0 y ¢ en la parte exterior
de los circulos y a partir de ¢ se torna una espiral que rodee las curvas de sen(-;-)
aproximdndose a ellas, figura (3.2). El punto g y la espiral se encuentran también en
el plano.

0 q

Figura 3.2 Continuo de Young

La funcién f libre de puntos fijos es una rotacién de 180° respecto al centro del
circulo y en la espiral. Mas exactamente, en la espiral se toma f(z) como el punto al
que se llega partiendo de z y recorriendo la espiral un 4ngulo de 180°. En el intervalo



37

I, sean p y ¢/ dos puntos simétricos con respecto al centro ¢. El centro se envia en o,
los puntos p y p' en c, el punto o en q. Los extremos del intervalo I se intercambian,
y en los puntos intermedios la funcién se extiende linealmente.

Para cada punto z del continuo en el plano, a excepcién de los puntos del arco pp',
el 4ngulo entre los segmentos cz y ¢f () es un dngulo de 180°, por lo que z # f(x).
Cada uno de los puntos p, p', ¢, 0 y ¢ no se queda fijo al aplicarle f, y cada intervalo
abierto (p, ¢}, (¢, c), (¢, 0), (0, q), se envia fuera de él, respectivamente. Por lo tanto
la funcién no tiene puntos fijos.

Teorema 3.3 (Kinoshita) Eziste un continuo con las siguientes propiedades: es
contrasble; no tiene la propiedad del punio fijo y el cono sobre él tamnpoco tiene la
propiedad del punto fijo.

Figura 3.3 El rollo

Demostracién. E! continuo se construye como sigue: En R? se toma una espiral
S que parte del centro de un disco unitario D y que se aproxima a su circunferencia.
Entonces X = DU(S xI) € R, es decir D U (S x I) junto con los puntos del
cilindro dado por los puntos (z,y, z) € R® que satisfacen z? +y? =1y z € {0,1], ve
figura 3.3. :

El continuo es contraible, porque se puede proyectar en la base D, y la base es
contrafble.

Sea D’ un disco con el mismo centro que D y radior < 1. Sca K la espiral contenida
en la base. Definiremos una funcién continua f : D — I’ - D que mande a (D —
D’)N K en K y que no deje puntos fijos (figura 3.4). Veamos todo en el plano.
Sea o' el punto de la frontera de D’ donde corta la espiral. Sea Sy la parte infinita
de la espiral que empieza en ¢’. Dado un punto z € Sy, se hace correr el punto z,
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empezando en ¢ y siguiendo la espiral. El punto f(z) empieza en o y recorre la
espiral de manera que el dngulo Zf(z)oz sea constante = a. Tal constante se elige

de forma que f(0') = o.

Figura 3.4 Funcién en la base que preserva la espiral.

Para los puntos en D — D), el segmento que une el centro del circulo y un punto en
la frontera, estd dividido por la espiral en pequeiios subintervalitos. En cada uno de
tales intervalos se extiende linealmente la funcién tomando en cuenta los valores en
los extremos, como se muestra en la figura 3.5.

=

Figura 3.5 Extensién de f

En el lfmite, es decir en la frontera del circulo, la funcién induce la rotacién con
dngulo a. Para encontrar una funcién del disco D en el espacio X, que no deje
puntos fijos, dejando invariante lo que ya definimos, se extiende f al interior de I/
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como se muestra en la figura 3.6. Es decir, enviando D' en el arco po. Entonces se
tiene una funcién continua que manda el disco en la unién del disco con el intervalo

unido por el centro, que deja la espiral invariante y que no tiene puntos fijos.

p

Figura 3.6 El disco interior se envia en el intervalo po

Enunciaremos ahora un resultade usual que nos serd util més adelante. Su demos-

tracién puede hallarse en {Dul, pp. 123].

Lema 3.4 Sea p: X — Y una identificacion. Entonces para cada espacio Z y cada

Juncion g : Y — Z, la continuidad de g o p implica la de g.

Hay que definir ahora la funciénen S x I.

Para ver mejor la funcién, se desdobla la hoja, para tener ura tira infinita T =

[0, 00) x [0, 1].

P a

o o’
Figura 3.7 Hoja extendida

Sea S el rayo horizontal a altura % que parte del punto interior g, como se muestra en
la figura. Vamos a definir f en esta tira como composicién de dos funciones f = goh,

dondegy hvande Ten T.

Notemos que T es homeomorfa a una tira infinita R = Rx [0, 1] bajo la identificacién

(z, 1) ~ (==, 1), figura 3.8.
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Figura 3.8 Homeomorfismo entre Ry T.

Seaw : R — (R/ ~) = T la proyeccién. Basta definir una funcién continua # :
R — R que preserve la identificacién, esto ¢s, a,b € R cumplen a ~ b si y sélo si
h(a) ~ h(b). En tal caso podemos definir h : (R/ ~) — (R/ ~), dada por

h((z]) = [h(=)]

Esta funcién estd bien definida porque % preserva la identificacién, y A es continua
por ¢l Lema 3.4, y el hecho de que hom = woh es una funcién continua (composicién
de dos continuas, & y h.)

En R podemos definir la funcién k que mueve todos los puntos excepto los del borde
superior. En la base de R se aplica una traslacién que coincida con la f definida
anteriormente en el rayo [0,00) (que se aproxima a una traslacién bajo el vector
(—a, 0) conforme se avanza lo suficiente a la derecha), y una traslacién bajo el vector
(—a,0) para los puntos del rayo (—oo,0]. En particular envia o' en 0 y 0 en p.
En el borde superior se deja cada punto fijo, y en un segmento que una un punto
en el borde superior con un punto en la base, se extiende la funcién linealmente,
de forma que la funcién empieza con una traslacién en la base y la traslacién varfa
continuamente sin anularse conforme crece la altura hasta que en el borde superior es
la identidad, es decir, la traslacién nula. Como esta funcién preserva la identificacién
(z, 1) ~ (~z, ) obtenemos una funcién continua k : T — T que deja fijos los puntos
de S y s6lamente esos. El espacio R y la funcién h se ilustran en la figura 3.9.
Notemos que cuando un punto r € T — S no se mueve bajo h hacia la izquierda o
hacia la derecha, entonces lo hace hacia arriba, de tal suerte que la altura de h(r) es
estrictamente mayor que la altura de r.
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Figura 3.9 Funcién h.

Ademds h envia ¢ en 0y o en p, y el intervalo oo linealmente en el intervalo op,
como se requeria.

La funcién g : T — T es mds simple, se define por la {érmula:

_ f (u,20), sio<t <y,
"(“")"{ (u,1), sil<t<l,

Es decir, g alarga la mitad inferior de T para llenar a T con ella y comprime la mitad
superior de T sobre el rayo de altura 1. Note que cuando un punto r € T no esté
en el borde superior ni en la base, la altura del punto g(r) es estrictamente mayor
que la de r, y g deja invariante la primera coordenada. Los dnicos puntos fijos bajo
g son los puntos de ia base de T'.

Abhora si, definimos f = go h. Tenemos que mostrar que f no tiene puntos fijos.
Tomemos un punto r € T y analicemos sus posibilidades.

Si h traslada el punto r hacia la izquierda o a la derecha, la funcién g respeta esa
traslacién, dado que no cambia la primera coordenada. Por lo tanto ningin punto
que se mueva hacia la izquierda o hacia la derecha bajo 4 es fijo bajo f.

Si h no traslada el punto r, entonces aumenta su altura, y ¢ aumenta la altura de
h(r) siempre y cuando h(r) no esté en el borde superior o en la base de T. Cuando
ninguno de esos casos sucede, la altura de f(r) es estrictamente mayor que la de r.

El punto A(r) estd en la base o en el borde superior de T si y sélo si r esté o bien en
la base de T, en el arco op o en el borde superior de T. La tinica forma de que & no

53

N
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cambie la primera coordenada de r es que r se encuentre en el intervalo op. Bajo h
este intervalo se envia en el intervalo pa en el borde superior, y bajo g el intervalo pa
se envia en él mismo. El inico punto que podria ser fijo es el punto p, pero f(p) = a.
Por lo tanto la funcién f no tiene puntos fijos en T'.

Ahora veamos que es posible extender la funcién f al cilindro limite de K'xI. Bastard
ver que g y h se pueden extender a dicho cilindro. Esto es fécil pues simplemente se
hace lo que se ilustra en las siguientes figuras.

Figura 3.10 A y ¢ en el cilindro.

La funcién h rota cada circunferencia de altura constante dejando fija la de altura
1, la funcién g estira la mitad inferior del cilindro y comprime la mitad superior
en la circunferencia de altura 1. Claramente f = go h estd bien definida, extiende
continuamente a la f ya definida antes y no tiene puntos fijos.

Por lo tanto el continuo descrito no tiene la propiedad del punto fijo.

Para ver que el cono sobre ¢l tampoco la tiene, basta ver que X x I no la tiene. Un
Lema de Knill (Lema 3.6) establece que cuando X es contraible, el cono Cono(X)
tiene la p.p.f. si y s6lo si X x I la tiene. Ahora bien, X x I no tiene la p.p.f., ya que
X es un retracto de X X I y X no la tiene. Por lo tanto el cono sobre X tampoco
tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 3.5 (Bing) Eriste un continuo de dimension 2 el cual es interseccidn de

una ion decr te de cubos topoldgicos y que admste un homeomorfismo libre
de puntos fijos en si mismo.

Considérense dos conos C, y Cz en R3, con vértices 0, y 0a. En cada uno de ellos
sepdrese el vértice, para tener entonces dos espacios homeomorfos a discos sin el
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Figura 3.11 Conos pegados

centro. Sean g; y ¢ puntos en las bases de C; y Cj, respectivamente. Tomemos
los segmentos 0,q; y 03qg e identifiquemos el punto medio en ellos. Sea p el punto
resultante.

©-@

Figura 3.12 circulo sin centro

El segmento po, se enrolla sobre el cono Cj; aproximéndose a la base, como se
muestra en la figura 3.11. Anélogamente el segmento pos se enrolla sobre el cono C).
La parte comiin es entonces una espiral. Como el punto o, se le quité al cono, es
posible considerar tal espiral como una espiral que se apraxima tanto a o, como al
circulo en la frontera, figura 3.12.

Como resultado, obtenemos el espacio X, que son dos conos agujerados y pegados a
través de una espiral que se aproxima a ambas bases, figura 3.11.

Nbétese que el espacio es localmente conexo, entonces es imagen continua del intervalo,
gracias al teorema de Hahn-Mazurkiewicz (1.8).

Para ver que el espacio X es interseccién de cubos, notemos que podemos encajar
primero el espacio en un cubo. Después es posible ir cavando en cada uno de los



44 CAPITULO 3. CONTRAEJEMPLOS

tineles interiores de los conos, digamos que el cubo B, se adentre en cada tinel una
distancia n y esté separado de sus paredes por una distancia ;‘; En la parte externa,
el disco B, se puede retraer en las primeras n vueltas de cada tdinel y cubrir los
dems4s, figura 3.13.

Figura 3.13 discos encajados.

La interseccién de los discos B, para n € N es el espacio X.

Para demostrar que X no tiene la propiedad del punto fijo, podemos representar al
..cono sin el centro, como un cilindro infinito de un lado. En efecto, si el centro se
; manda a altura —oo en R®, mientras que el circulo en la fronuera se manda a altura
: —1 cada circulo de radio r se manda en el circulo a altura =:. Entonces la espiral en
iy la mterseeclén se puede ver como una espiral superior en el clhndm, que tiene como

"% un extremo el punto p, junto con la linea vertical que pasa por p, figura 3.14.

Figura 3.14 espiral comiin y cilindro

En el cilindro se define una funcién continua sin puntos fijos, que deja invariante
la espiral. Se rota el circulo superior un édngulo a, y para los puntos en la parte
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superior del cilindro, (aquellos cuya altura es al menos la altura de p) cada punto se
rota siguiendo la trayectoria espiral, un dngulo a, figura 3.14. Note que cada circulo
de la secci6n transversal se rota primero y se traslada hacia abajo. Es posible hacer
una rotacién en sentido inverso a la funcién para que la imagen del punto p junto
con el arco que se sale, caigan en el rayo vertical como se muestra en la figura (de
cualquier modo se traslada hacia abajo). Ahora, para la parte inferior del cilindro,
lo que se hace es trasladar hacia abajo cada punto, una distancia a. Entonces hemos
encontrado una funcién continua del cilindro en s{ mismo que no tiene puntos fijos y
que deja invariante a la espiral.

Observernos que al identificar los conos en la espiral, como la funcién es una traslacién
en cada tinel a partir de un momento, y ¢l tinel se enreda aproximdndose a la base
del otro cono, esta funcién coincide con la rotacién en la base del otro cono (en el
lfmite).

Figura 3.15 Funcién sin punto fijo.

En particular, en la espiral donde ambos conos se cortan, la funcién es una traslacion,
y en las bases es una rotacién en el mismo sentido.

La funcién se construyé usando homeomorfismos en cada cono que coincidieron en
la espiral. Por lo tanto la funcién resultante es un homeomorfismo. Esto concluye la
demostracién.

Ahora demostraremos un resultado itil para espacios contraibles.

Lema 3.6 (Knill) Si X es un espacio compacto contraible, entonces el cono sobre
X, Cono(X) tiene la propiedad del punto fijo s§ y silo 88 X x I tiene la propiedad
del punto fijo.
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Demostracién. (=>) Como X es contrafble, existe una funcién continua A :
X xI - X y un punto ¢ € X tal que A((z,1)) = c y h(z,0) = z, para todo
z € X. Hagamos la identificacién (z,1) ~ (y,1) para todas z,y € X en X x I. Por
el Teorema de la transgresién [, pp. 123] es posible inducir una funcién continua
g: Cono(X) — X. Elegimos una k € (0,1). Notemos que X x I es homeomorfo a
X x [0,k). Ahora usaremos a g para retraer a Cono(X .) en X x [0,k]. Definimos la
funcién r(z,y) = (z,¥), 81y < k, y r(z, v) = (g(=, .ll_. +y),k), siy > k. Notemos
que si y = 1, entonces r(z,y) = (g(z, 1}, k). Por lo tanto si Cono(X) tiene la p.p.f.
entonces X x I tiene la p.p.f.

(<) Sea p el vértice del cono. Inversamente, si Cono(X) no tiene la propiedad del
punto fijo, y f : Cono(X) — Cono(X) es libre de puntos fijos, entonces existe un
# < 1 tal que f(p) = (z1,t1). Como X es compacto, existe un #p € {ty,1] tal que
f(z,t) € X x [0,10] para (z,t) € X x [tp,1). Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que tp = k. Entonces definamos una funcién continua f’ en X x I poniendo
J'(z,1) = f(p), ['(z:t) = f(=z,t) para t € [k,1] y f'(z,t) = r(f(z,t)) para t € [0, k],
donde z € X. Entonces f’ no tiene puntos fijos, dado que si t € [0,k), o bien
fi(x,t) es f(z,k) oestden X x [0,k],ysik <t <1, f/(z,0) = f(z,t), ysit=1
J'(z,1) = (z1,¢t:). Esto termina la prueba del lema.

Teorema 3.7 (Knill) El cono sobre un circulo con una espiral no tiene la propiedad
del punto fijo.

Figura 3.16 Cono sobre el efrculo con espiral.
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Demostracién. Sea X el espacio en cuestién. Definiremos una funcién continua
sin puntos fijos f : X — X.

1
|}
W

L
+
win

Figura 3.17 Tridngulo en la sdbana

Sea z € [0, 1] la altura. Se divide el continuo X en tres secciones, con respecto a la
altura [0, 31, 13,31, (3,11

En la parte de la sdbana, sepdrese un tridngulo 7' con vértices v, ¢ y p, como se
muestra en la figura 3.17.

Ahora vamos a definir la funcién en X —T'. En cada seccién tranversal, la funcién se
define como la composicién de una rotacién y un cambio de altura. Sea a, el dngulo
de rotacién a altura z, y sea h(z) el cambio de altura.

Para z = 0, la secci6n se rota un dngulo ap = % en sentido contrario a las manecillas
del reloj. Para z = %, la seccién ge rota un dngulo a = 0, es decir no se rota. Para
z=§serotaunéuguloa;= 7} y para z = 1 se rota un 4ngulo ay = 0. En las
secciones intermedias se extiende linealmente la rotacién, de manera que las inicas
secciones que no se rotan son z = g, y z = 1. De este modo, las rotaciones hacen que
el arco vap en la frontera del tridngulo T, se envie en el arco vp, como se muestra en
la figura 3.18.

Abora definiremos la funcién A(z) en X — T. Para z € {3,1] la funcién & manda
cada seccién transversal a altura z en el punto sobre el segmento vo a altura 3 — 3z.
En particular manda la seccién de altura 2 en el vértice v y el vértice v al punto o.
Cuando z € [0,3], !a altura de cada seccién transversal se cambia de acuerdo a la
funcién h que manda [0,4] en 0, y {3, 3] en [0, 1] linealmente. Es decir, 1a seccién
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transversal a altura z se envia a la seccién transversal a altura h(z).

Figura 3.19 Funcién A(z)

La funcién definida en X — T como la composicién de las rotaciones mencionadas y
¢l cambio de altura respectivo, es la funcién f. Para puntualizar diremos que toda la
seccién que se encuentra entre las alturas g y 1 es envia al segmento voen la falda de
acuerdo a la férmula 3 — 3z. Tal funcion no tiene puntos fijos. En efecto, el vértice
v se envia bajo f en el punto o, el punto o en ¢, la imagen de o bajo la rotacién ap.
Cada seccién transversal de X — T a altura z € (3,1] se envia al arco vo — {v}, el
cual no corta a tal seccién transversal. Entonces no hay puntos fijos para tales z.
Para z € (D, 3], cada seccion transversal se envia en una seccién transversal a altura,
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distinta, excepto para z =0 y z = j, pero en cada una de tales alturas la seccién
transversal se roté un Angulo a, distinto de cero. Notemos que el segmento ap se
envia linealmente en el arco vo, mandando @ en v y p en 0. También el arco av se
envia en el arco vo, mandando aen vy v en p.

Asf que para definir completamente f en X basta ahora definirla en T. Simplemente
se proyecta linealmente el tridngulo vap en ap, identificando los lados av y ap, como
se muestra en la figura 3.20; y enviando el segmento ap en vo, mandandoaen vy p
en o. Es f4cil verificar que tal funcién coincide con la funcién en X — T previamente
definida, en la frontera de T', y que no hay puntos fijos en T'. Si hubiera puntos fijos,
tales deberfan estar en el segmento vp, pero tal segmento se envia bajo f en el punto
[

v v

=p
a a

Figura 3.20 Funcién en T.

Entonces hemos definido una funcién del espacio X en si mismo, libre de puntos
fijos. Esto demuestra que el espacio no tiene la propiedad del punto fijo.

Teorema 3.8 Si DU S es un disco con una espiral enredéndose en su frontera, el
cono sobre DU S no tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Claramente el cono sobre el disco se puede retraer al cono sobre el
circulo, por lo que existe una retraccién del cono sobre DUS en el cono con falda del
ejemplo anterior. Dado que 1as retracciones preservan la propiedad del punto fijo, y
al cono con falda no tiene la p.p.f, podemos concluir que Cono(D U S) no tiene la
propiedad de! punto fijo.

Teorema 3.9 (Knill) Si B es la lata con falda entonces B tiene la propiedad del
punto fijo, B x (0,1} no tiene la propiedad del punto fijo, y existe un 3-disco C (a
saber la lata sdlida) tal que aun cuando B y C tienen la propiedad del punto fijo y
BN C esun disco, BUC no tiene la propiedad del punto fijo.
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Figura 3.21 la Lata con falda

Demostracién. Elcontinuo B llamado la lata con falda se describe a continuacién.
En la base se pone un disco D, y hay una espiral que se aproximna a su orilla, también
tenemos un cilindro que se levanta sobre la orilla de D, y, los puntos de la espiral se
unen, por segmentos, con el borde superior del cilindro.

Otra forma de representar a B se muestra en la figura 3.22. En la base se pone
un disco D que corresponde a la unién del disco D, con el cilindro y la espiral de
la base en la representacién anterior se sustituye por la espiral que baja sobre la
circunferencia que rodea al nuevo Dy C D.

/ HB‘X

V" /Z///Z////// A

2.

-

D

-

Figura 3.22 la Lata con falda

Lema 3.10 EI continuo B s contraible.
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Para mostrar esto, primero le ponemos nombres a algunas de las partes de B. A
la espiral le lamamos E, al disco en el plano (figura 3.22) le llamamos D, al disco
interior le llamamos D). Suponemos que D tiene radio 2 y que D, tiene radio 1.
Ambos estédn contenidos en el plano zy y estdn centrados en el origen (0,0,0). Sea C
la frontera de D. Para cada punto e € E, sea p(e) el punto de C que le corresponde.
Este punto p(e) se puede construir proyectando sobre el plano (nos darfa un punto
en la frontera de D) y al resultado lo multiplicamos por 2. Dada e € E, al segmento
que une a e con p(e) lo denotamos or ep(e). Sea

R= U{ep(e) :e€ E}.

Entonces B = DURy DN R = 8D. Abora si, definimos A : B x {0,1] -» B
en la siguiente forma. Si un punto ¢ pertenece a un segmento de la forma ep(e),
h({q} x [0,1]) recorre linealmente al subsegmento de ep(e) que va de q a p(e) de
manera que h(g,0) =g y h(g, 1) = p(e). En la férmula

hig,t) = tple) + (1 — t)q

Extendemos esta h definiéndola en el disco D por la férmula h(g, t) = t(2q)+(1—t)q.
Es decir & hace caminar al punto ¢ hasta el punto 2¢9. Observemos que h es una
funcién continua, h(g,0) = ¢ para toda ¢ € B, h(q,1) € D paratodage€ By
h((0,0,0),¢) = (0, 0,0) para toda t € [0,1] (h no mueve al origen).

Como la h lleva a todo B en D y D e¢s contraible, podemos completar a & para
obtener una contraccién del espacio B.

Lema 3.11 F continuo B tiene la propiedad del punto fijo.

Supongamos por el contrario que existe una funcién libre de puntos fijos f : B — B.
Hallaremos una contradiecién construyendo un poliedro contraible X y una funcién
continua f; : X — X que no tenga puntos fijos. Esto serd contradictorio con el
Teorema de Lefschetz que establece que tales poliedros tienen la propiedad del punto

fijo ([Brol, pp.25]). Por supuesto, X y fi tienen que ser construidos usando la
funcién f.

Primero mostraremos que existe un subarco J de D que une un punto a, € 3D, con
un punto a3 € 3D y que satisface

(i) JND, = {a;}, JNED = {aa}.

>3

om
(ii) Para cada a € J, a ¢ h(f(a) x [0,1]). j En =3
| = o
Donde h es la funcién que definimos en el lema anterior. La condicién (ii), lo que\ —_
dice es que si desde a miramos hacia el origen, entonces no nos estorba f(a). : =1
Para probar la existencia de J, primero consideramos el conjunto R c:’g g

F = {a€ B:a=h(f(a),t) para algin ¢ € [0,1]} : E

—

|
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Notemos que h(g,t) = O para alguna ¢ € [0,1] si y s6lo si ¢ = 6. De modo que
si ocurriera que 6 € F, entonces 6 = h(f(0),t), de modo que f(6) = G lo cual es
absurdo pues f no tiene puntos fijos. Esto muestra que 5 ¢ F.

Para ver que F es cerrado, supongamos que ¢ € F, entonces existe una sucesién
{ana)32,, de puntos de F, tal que lima, = a. Para cada n € N, existe un ¢, € [0,1]
tal que a, = h(f(an), tn)- Como [0, 1] es compacto, podemos suponer que limt, =¢
para alguna ¢ € [0,1]. Por la continuidad de f y h, tenemos que a = h(f(a), ). Por
lo tanto a € F. Hemos probado que F es cerrado.

Sea m; : R* — R® la proyecci6n en la i-ésima coordenada. Sea g : D — R? dada por
y()= f(q)r o Sif(q)EDY
g (ns(f(q)) + 2) fralffgimlfiglar, siflg) €R

Si f(q) € DN R, entonces f(q) estd en ID, asi que f(g) = (m.(f(g), m(/(2)),0) ¥
Ixo(f(@),ma(f (@]} = 2 y 73 = 0. De modo que la segunda definicién de g(g) es
igual a (0+ 2)4& = f(g). Esto muestra que g est4 bien definida. Ahora veremos
que g es continua. Ya que f~'(B — D) es abierto y en esta parte la funcién estd
definida por una férmula continua, g es continua en f~(B — D). Ahora tomemos
una sucesibn {g,}2, en D tal que limg, = q, donde ¢ € f~(D). Ya que f es
continua y f|s-1(py = gls-1(n), €l caso interesante es cuando g, ¢ f~'(D) para cada
n.

Dado que D es convexo, 108 segmentos gg, estdn contenidos en D y sus didmetros
convergen a cero. Como f es continua, f(gg,) son subcontinuos de B cuyos didmetros
convergen a cero. Como f{(g), f(gn) € f(ggn), tenemos que f(g) y f(¢n) pertenecen a
subcontinuos de B cuyo didmetro tiende a cero, f(q) € Dy f(¢.) € B— D. Entonces
los conexos que tienden a f(q) y a f(g,) intersectan a dD € R. Esto s6lo es posible
si f(q) € 8D C R. De manera que g(g,) y 9(g) se definen todos con la segunda
definicién, la cual estd dada en términos continuos. Por tanto limg(g,) = g(g). Per
lo tanto g es continua.

Ahora veamos que g no tiene puntos fijos. Si ocurriera que ¢ = g(q), como f no
tiene puntos fijos, tenemos que g # f(q), de modo que g(g) estd dada por la segunda
definicién. Notemos que ¢ € D implica que |{q]| < 2. Por otra parte, la norma de
g(g) es igual a ma(f(g)) +2 > 0. De modo que 2 = |ig|| = 7a(f(g) + 2). Es decir
73(f(9)) =0y f(qg) € R, asf que f(¢) € 3D c D. De modo que ¢ = g(g) = f{g), lo
cual es absurdo. Por lo tanto g no tiene puntos fijos.

Definimos & : (FNR?) x [0,1] — R? — {5} por

tjl
k) = (0= 0-+ i) ta— st

Dada ¢ € F, por la definicién de F' y de h, f(q) est& en ¢! segmento que une a g con
el origen y ademéds ¢ # f(g). De modo que ||f{g)ll < |lgll- De manera que & estd
bien definida. Como g no tiene puntos fijos, tq # g(tg). Si ocurriera que

ol _,

A=+ = ren ~
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entonces

Hall — 11f (@)l — ellall + )l (@H +ellall _
Hall - 1£ (Il
De modo que [igll = (1 — )||f(g)ll- Esto es imposible pues ||/ (g)|| < [lgll y 0 <
1 —t < 1. Esto comprueba que k(g, £) # & para todo (g,t) € (F NR?) x (0,1).

Dadag€ FNR? g€ Dy f(q) est4 en el segmento que une a G con ¢, de modo que
f(q) € D. Entonces

a-9(@ _ _a—f(@

llali =117 Tlall = A

es un vector unitario en la direccién de q. De manera que

k(g,1) = (—JQL-—) a-9@) =¢
@0 = {ar-nram) @~

Por lo tanto k(g,1) = q para toda ¢ € FNR3,

Notemos que k(g,0) = —g(0).

Por lo tanto & es una contraccién de FNR? en el espacio R? — {8}. En consecuencia,

F NR? es un subespacio compacto de R? — {5} que se puede contraer en R? — {3}.

Por tanto G estd en la componente uo acotada de R? — (FFN R2). De lo contrario

F nR? no serfa contraible en R? — {o}.

Entonces existe un rayo infinito desde cero en R? — (F N R?). Es decir, existe una
funcién continua e inyectivao : [0,00) —» R?—(FNR?) tal que o es un homeomorfismo
en su imagen, 0(6) =8, y o({0, 00)) no es acotado en R%.

De aquf es fécil obtener el conjunto J que satisface las propiedades (i) y (8i)

Figura 3.23 Arco J.

Sea A el anillo {ge R? : 1 < ||q]l < 2}.

J e8 un arco que une dos puntos en la frontera de A, uno en el circulo de radio 1
y otro en el de radio 2. Es posible hallar un homeomorfismo de A en sf mismo, de
forma que J se envie a un segmento de linea J* que une a dos puntos con las mismas
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caracterfsticas. En tal caso hay una retraccién de A en J'U 8D, por lo tanto existe
una retraccién r : A —» JU@D.

Extendamos la retraccién al conjunto A U R haciendo

r(q) = r("l (0): K] (Q)1 0)

Dada 6 € (0,2], sea A; = {g € R : 2§ < [|(m(g),72(q), 0)[{ < 2}. Ahora
mostraremos que

(iii) Para toda § € (0, 2], existe x > 0 tal que
f(8D) c DU As U (D x [x, 00))

Supongamos por el contrario que existe 4 € {0, 2) tal que para todan € N, f(8D) no
estd contenido en DU A;U(D x [£,00)). Entonces existe, para cadan € N, un punto
an € 3D tal que f(an) ¢ DU Aa U (D x [}, 00)). Como 8D es compacto, podemos
suponer que limay,, = a para alguna a € 8D. Entonces |[(m1(f(an))), ma(f(as)), 0| <
2— 8 y w3(f(a)) = 0. Entonces f(a) € D y ||f(a)|| < 2 — 4. Como 8D es una
circunferencia, los didmetros de los subarcos aa, de 8D que van de a@ a a, tienden
a cero, asf que los didAmetros de los subcontinuos f(aa,) también tienden a cero.
Pero esto es imposible pues f(aq), f(2) € f(aa,), 0 < m3(f(an)), lIf ()l <26y
f(a) € D. Esto termina la prueba de (iii).

Ahora mostraremos

(iv) F‘,xns]tie x> 0tal quesige dDy 0 < w3(f(q)) < x, entonces ¢ ¢ r(h({f(qg)} x
0, 1])).

Como f no tiene puntos fijos, existe ¢ > 0 tal que [|¢ — f(q)ll > ¢ para todo ¢. Ya
que la funcién r es continua, existe § > Otal que § < §,0 < 2,y si [z — 9| < 6
entonces ||r(z) — r(v)|| < £. Sea x > 0 como en (iii) para g y que cumpla x < §,
y sea g € 8D tal que 0 < 7r3( f(g)) < x- Entonces f(q) ¢ D. Por la eleccién de x
concluimos que f(g) € A¢. Entonces

23 < HemU (@) 2l @), Ol < 5

0<m(f(a) <3

Asi que existe w € D tal que ||f(q) — wi| < 6.

Si existiera ¢ € [0, 1] tal que ¢ = r(h(f(q),t)), como h va moviendo a los puntos hacia
8D, tenemos que

1h(f(q),t) — wl| < 4, por la eleccién de §

¥y entonces

IrGC @, -wll<s  (rw)=w)
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Asi que €
flg-wil <3
De modo que [|g - f(q)|| <e. Esto contradice la eleccién de e y muestra que

q ¢ r(h({/(@)} % [0,1]))

Por lo tanto (iv) es cierto. Otra propiedad que necesitaremos es la siguiente.

(v) Existe un x > O tal que si ¢ € R, (m1(g),7a(q),0) € J y m3(g) < x, entonces
geF.

Para probar (v), sea x la distacia entre F' y J. El nimero x es positivo pues J y
F son compactos ajenos. Dada q € R tal que (m1(g),72(q),0) € J y m3(q) < x-
Entonces

Jlg — (ri{g), malg), O)| < x
Por la eleccién de x, tenemos que g ¢ F.

Ahora levantamos a J sobre R. Es decir encontramos Jy € R tal que J = n(Jv),
donde 7 : R® — R? estd dada por #n(z,v,2) = (z,y). Y ademds w|y, : J, = Jesun
homeomorfismo. Esto puede hacerse considerando a R— D como un espacio cubriente
de A— D, con la funcién cubriente x|g_p. En los inicos puntos donde 7 no funciona
como funcién cubriente es donde empieza la rampa R—D. Sin embargo, la técnica de
espacios cubrientes sigue funcionando. La idea del levantamiento finalmente consiste
en que, para todo punto ¢ € A — D, existe una vecindad V; de g en A — D tal
que todas las componentes de 7~ (V) N (R — D) tienen la propiedad de que v las
envia homeomorfamente sobre V;. Tomando las inversas de estos homeomorfisrnos
se pueden levantar subarcos de J en una infinidad de maneras diferentes. El resto
consiste en hacerlo de manera ordenada para levantar a J completo.

De hecho existe una cantidad numerable de levantamientos de J. Por lo que podemos
suponer que Jy C R? x [0, x), donde x se toma de forma que se satisfagan (iv) y (v).
Sea g : J — Jy 1a inversa de %y : Jp — J. Observemos que Jy parte a la rampa
R — D en dos componentes, llamemos K a la componente que contiene al principio
de la rampa. Entonces K es homeomorfo a un disco.

Sea X = KU D. Notemos gue X es un poliedro contrafble.

Como x satisface (v), JoNF =@. Como B es un espacio métrico existe una funcién
continua d: B —» [0,1] tal que d~'(0) = F y d™'(1) = Jo.

Finalmente definamos F : X — X por

F(z) = k(f(z),d(z)), si h(f(z),d(z)) € X,
9(r(h(f(2),d(z)))), si h(f(2), d(2)) ¢ X,
Ahora veremos porqué la funcién F es continua. La funcién ¢ : B — B x [0,1] dada
por b — (f(b),d(b)) es continua porque es continua coordenada a coordenada. La
funcién A : B x (0,1} —» B es continua por definicién, por lo tanto la composicién

o
=
G
-x}
=
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ho¢: B — B es continua. La primera parte de la definicién de F' es esta misma
funcién restringida al cerrado (h o ¢)~1(X).

La composicién ¢ o r es una funcién continua de B en JoU 3D que es la identidad
en Jo U 3D, por lo tanto es una retraccién. En efecto, si b € Jy, r(d) = x(d) y
q(r(®)) = q(x(d)) = b. Y si b € 8D, entonces r(b) = b = g(b). La composicién
gorohodges una funcién continua de B en Jo U8D.

Restringida a (ho @)~ (JoU(R— K)UaD) = (ho ¢)~(JoU (B — X) UBD), se tiene
la funcién continua q o r o h o ¢ que coincide con ho @ en (ho @)~ (8D U Jp). Esta
dltima coincide con el segundo renglén en la definicién de F.

Si tomamos una sucesién de puntos {z,}22, en X, tales que litmnooZn = T, h(d(z,)) €
R - X y h(¢(z)) € D, demostremos que h(¢(z)) € 8D.

Supongamos lo contrario, es decir que p = h($(z)) es un punto interior de D. Sea
V una vecindad de p en B, que no corte a 8D. El punto z estd en X, ya que X es
cerrado. Entonces p € h(¢{X)). X es un continuo localmente conexo, entonces la
imagen de X bajo la funcién A o ¢ es un continuo localmente conexo. Por lo tanto
para cualquier vecindad W de p en B tal que W C V se tiene que W N A(¢(X))
contiene a un abierto conexo U N A(¢(X)) de p en A(¢(X)), donde U es un abierto
en B. Sin perdida de generalidad podemos suponer que U C W, de lo contrario
elegimos UNW en vez de U. Por hipétesis U contiene a una infinidad de puntos de
1a forma h(¢(z,)) € (R — X) N h(¢(X)), 108 cuales se pueden tomar en componentes
conexas distintas en U, dado que B no es localmente conexo en p. En B un conexo
que contenga a p y a un punto en R — D debe contener a un punto en la frontera
8D. Como U no corta a 8D, entonces U N h(¢(X)) no es conexo en h(¢(X)). Esto
es una contradiccién al hecho de que p estaba en el interior del disco.

Entonces los iinicos puntos limite donde el primero y segundo renglén de la definicién
de F coinciden, es cuando h(¢(z)) € D o h(¢(z)) € Jo. En tales puntos gorohog
coincide con h o ¢ porque go r es una retraccién en Jy U 8D. Por lo tanto la funcién
F asf definida es continua.

Veremos que la funcién no tiene puntos fijos. Supongamos que z = F(z). Si
h(¢(z)) € X, entonces z = h(f(z),d(z)) € X. Esto significa que z € F. Es
decir, d(z) = 0, por lo tanto z = h(f(z), d(z)) = h(f(z),0) = f(z), lo cual contra-
dice que f no tiene puntos fijos. Si h(¢(z)) ¢ X entonces h(¢(z)) € Jo, pero Jy no
estd en F debido a la eleccién de x y la propiedad (v). Por lo tanto z # h(¢(z)),
* esto contradice la suposicién de que z era un punto fijo de F. Hemos probado que
F es una funcién libre de puntos fijos del poliedro contrafble X en sf mismo. Esto
" termina nuesira prueba.

Lema 3.12 E1 cono sobre X y el producto X x I no tienen la propiedad del punto
Jijo.

Demostracién. Note que X contiene como subespacio al disco con una espiral
aproximéndose alrededor, llamémosle B%. Entonces el cono Cono(X) contiene como
subespacio al cono sobre B?, que como sabemos, no tiene la propiedad del punto fijo.
Ain m#s, demostraremos que Cona(B’) es un retracto de Cono(X), lo que implica
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que Cono(X) no tiene la propiedad del punto fijo. De lo contrario, Cono(B®) t,e_udria
la propiedad del punto fijo, debido a que cada retracto de un espacio con la propiedad
del punto fijo tiene la propiedad del punto fijo.

Figura 3.24 Cono(B®) es un retracto de Cono(B)

Para definir la retraccién r : Cono(X) — Cono(BY), se identifican todos los puntos
en el circulo inferior (figura 3.24) de X en un punto w. Entonces se tiene en la
parte inferior un cono homeomorfo a Cono(B°®). Tal cono se refleja sobre Cono(B?),
y para los puntos que unen v con un punto p de la parte inferior de X la funcién
se extiende linealmente. La imagen de tal punto estid en Cono(B°), dado que sus
extremos lo estdn. La funcién asi definida es continua porque es composicién de
una identificacién, una reflexién y una extensién lineal. Cada punto en Cono(X) se
envia en Cono(B®), y deja cada punto en Cono(B?) fijo. Entonces es la retraccién
buscada.

Debido a un lema de Knill anteriormente probado (Lema 3.6), se tiene que cuando X
es un continuo contraible, X x I tiene la propiedad del punto fijo si y sélo si Cono(
la tiene. Por lo tanto en éste caso ni X x I, ni Cono(X) tienen la propiedad
punto fijo.

Lema 3.13 Sea B como en el teorema 3.9. Entonces existe un 3-disco C de forma
que BU C no tiene la propiedad del punio fijo.

Tomemos el continuo B dibujado en la figura 3.21. Sea C el disco tridimensional que
se forma tomando el cilindro D x I, con interior. Donde D es el circulo de la base.
Notemos que el cilindro D x I se puede retraer en la tapa superior y la pared del
cilindro. El centro de la tapa superior se traslada hacia arriba, obteniendo el espacio
que se muestra en la siguiente figura.

Para definir una funcién de B U C en sf mismo, libre de puntos fijos, usamos la
funcién definida para mostrar que el cono sobre el circulo con espiral no tiene puntos
fijos. Convengamos en que el vértice de B U D est4 a altura 2, 1a base a altura 0, y
el circulo superior Z (desde donde parte la sdbana), est4 a altura 1. Si identificamos
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Figura 3.25 Identificacién en BUC

SRS

Figura 3.26 Funcién sin puntos fijos.

..toda la parte superior (el cono sobre el circulo Z) en un solo punto, (figura 3.26),

- -obtenemnos un cono sobre el circulo con espiral M, cuyo vértice estd a altura 1. En

-, tal espacio aplicamos la funcién g : M — M libre de puntos fijos que usamos en el
',Teorema 3.7.

- "Después de aplicar tal funcién, se proyectan los puntos en la tercera parte superior

. del continuo, sobre el cono del circulo y se expande la altura basta coincidir con la
altura original 2. Todos los puntos a altura z > 1 se enviaron en el punto p, en la
base del cono. Excepto por un tridngulo T, cada seccién transversal a altura z #
se roté un éngulo distinto de cero. Al expander M y proyectar la figura como se
indicd, el dngulo de rotacién se preserva. Entonces no hay puntos fijos, a excepcién,
quizés del tridngulo T'y la seccién z = 3. En el triéngulo no hay puntos fijos, porque
¢l 1ado de T donde coincide T con su imagen, se envia en el punto p, el cual queda
invariante después de la extensién. La seccién z = } se envia en 1a seccién 2z, por
lo cual no queda fijo ningin punto en tal seccién. (Figura 3.26).

De esta forma hemos encontrado una funcién libre de puntos fijos en BUC.
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Ejemplos de espacios m4s sencillos que tengan propiedades similares a las anterior-
mente descritas son los siguientes. Su demostracién requiere de métodos de cohomo-
logia.

Teorema 3.14 (Lépez) Eziste un poliedro X con la propiedad del punto fijo y un
disco D tal que DN X es un arco pero D U X no liene la propiedad del punto fijo.
[Lo1]

Teorema 3.15 (Lépez) Existe un poliedro X con la propiedad del punto fijo tal que
el producto X x [0, 1] no tiene la propiedad del punto fijo. [Lot]

Teorema 3.16 (Lépez) La propiedad del punto fijo no €s un snvariante para el tipo
de homotopia en la categoria de los poliedros finitos. [Lol]

7STA TESIS NO SALY
™ LA RIBLIOTEDA
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Capitulo 4

Preguntas

Pregunta 4.0.1 jEriste un policdro 2-dimensional con la propiedad del punto fijo
con coructeristica de Euler parf

Pregunta 4.0.2 Cada continuo arbolable tiene la propiedad del punio fijof

Esta pregunta ha sido contestada negativamente por Bellamy [Bel].

El siguiente problema ba sido lamado el problema més interesante en topologia
plana. Se sabe que cada continuo plano que no separa al plano es interseccién de
una secuencia decreciente de discos en el plano.

Pregunta 4.0.3 ;Cada continuo aplanable que no separa al plano tiene la propiedad
del punto fijo ?

Pregunta 4.0.4 ;Un disco plano al cual se le quita un canal tiene siempre la pro-
piedad del punto fijo. ?

Pregunta 4.0.5 jAcaso cada continuo planar arco-conezo que no contenga una cur-
va cerrada simple tiene la propiedad del punio fijo?

Pregunta 4.0.8 ;5i X es el continuo de la figura 8.11, X x [0,1] tiene la propiedad
del punio fijo ¢

Pregunta 4.0.7 ;S5i C es un continuo plano con la propiedad del punio fijo y D es
un disco que intersecta a C en un arco, debe CUD iener la propiedad del punto fijof

Pregunta 4.0.8 4Si un conlinuo 1-dimensional X tiene la propiedad del punto fijo,
tambien X x [0,1] #

Pregunta 4.0.9 455 P y Q son policdros sin punios separadores locales con la pro-
piedad del punto fiyo, debe P x Q tener la propiedad del punto fijof

61
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Pregunta 4.0.10 §Cada homeomorfismo de un continuo contraible en s§ mismo deja
un punto fijo?

Pregunta 4.0.11 Sea M el continuo plano gue se forma con un triodo y una espiral
que se aprozima a €. Sea C(M) el cono sobre M. § C(M) tiene la propiedad del
punto fijo?

Figura 4.1 Cono sobre el triodo con espiral.
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